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Introduction générale

Le domaine d’étude concerne les problèmes de Compatibilité ÉlectroMagnétique (CEM). L’un des buts de
la CEM est de minimiser la susceptibilité d’un dispositif électronique victime, c’est-à-dire diminuer le niveau de
couplage vers l’intérieur de la structure où est placé ce dispositif (zone faradisée). Une solution classique consiste
à utiliser un blindage. Or, ce blindage possède, en pratique, des défauts de faradisation inévitables : hublots, fentes,
systèmes d’aérations, . . .

La prédiction des risques CEM consiste à évaluer ces défauts de faradisation dès la phase amont, c’est-à-dire
avant la réalisation du système/prototype. Cette étude consiste à déterminer le niveau de couplage se produisant
à travers les ouvertures du blindage. Cette interaction dépend des caractéristiques géométriques, à la fois de la
structure et des ouvertures. De plus, ces ouvertures sont généralement « petites » en CEM, i.e. la longueur L de
l’ouverture est petite devant la dimension Dstruct du système et devant la longueur d’onde λ, sur des blindages
électriquement grands (Dstruct valant plusieurs λ).

Par conséquent, deux approches sont envisageables pour cette étude : la réalisation d’un calcul analytique ou
l’utilisation d’un modèle numérique. Le calcul analytique n’est a priori envisageable que si l’on peut faire une
approximation du problème par une configuration canonique et en particulier en dehors du domaine résonnant
de la structure. Or, les configurations les plus problématiques se situent justement dans cette gamme (à partir de
Dstruct ∼ λ/2), car le niveau de couplage peut être augmenté par le blindage. L’approche analytique ne peut donc
pas être envisagée et l’utilisation des méthodes numériques est alors nécessaire.

C’est dans l’optique de garantir un résultat de grande précision que de nombreux auteurs ont poursuivi les
recherches sur les modèles analytiques d’ouvertures.

En effet, dès 1940, H.A. Bethe a donné l’expression analytique du couplage pour une « petite ouverture », i.e.
la longueur L de l’ouverture petite devant λ, de forme circulaire sur un plan infini [27]. Ce travail a constitué un
point de départ fondamental de l’étude des petites ouvertures. Il a montré deux caractéristiques importantes. D’une
part, que le couplage par une petite ouverture se traduit par uniquement 3 composantes, propres à la géométrie de
l’ouverture. D’autre part, que les dipôles équivalents à l’ouverture sont proportionnels aux champs de court-circuit
éclairant cette ouverture. Ces coefficients de proportionnalité sont par la suite appelés « polarisabilités », faisant
référence aux analogies avec l’électrostatique et la magnétostatique.

Vers 1950, S.B. Cohn a réalisé la mesure expérimentale de ces polarisabilités et a ainsi validé la théorie prédite
par Bethe dans le cas de l’ouverture circulaire. Des mesures ont également été faites pour des ouvertures elliptiques
et rectangulaires [61]. Obtenus pour différents rapports « L/W », L représentant la longueur et W la largeur de
l’ouverture, ses résultats ont montré que le comportement ne s’exprime a priori pas de manière simple en fonction
de L et W . Cela justifie, et encore à ce jour, le constat que la majorité des résultats dans la littérature ne restent

1
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valables que pour des géométries canoniques uniquement, i.e. circulaires ou elliptiques. Pour d’autres géométries,
comme des ouvertures carrées ou rectangulaires, les résultats analytiques ne s’étendent pas nécessairement de
manière simple.

Dans les années 1970, K.F. Casey a poursuivi les recherches sur le modèle analytique de Bethe dans le cas
d’ouvertures chargées [50]. Cette problématique est intéressante pour des considérations pratiques, notamment
lorsque l’on utilise des grillages pour blinder. Les résultats analytiques correspondent, une nouvelle fois, au cas
d’une ouverture circulaire située dans un plan.

A partir de 1980, R.F. Harrington et J.R. Mautz ont proposé un modèle « semi-analytique » intégrant un
formalisme des petites ouvertures [166]. Parallèlement à cela, de multiples travaux concernaient le développement
des méthodes numériques. Le modèle d’Harrington a tiré profit des informations physiques du couplage par une
petite ouverture fournies par Bethe. En supposant la connaissance de la polarisabilité d’une ouverture, le modèle a
montré qu’il peut atteindre une précision bien meilleure (suppression du bruit numérique).

Vers 1990, L.K. Warne et K.C. Chen ont repris le travail analytique de Casey mais l’ont étendu au cas des
ouvertures épaisses [244]. Un résultat analytique asymptotique a été formulé, toujours dans le cas canonique d’une
ouverture circulaire sur un plan, d’épaisseur électrique non négligeable, où l’épaisseur T peut être grande compa-
rativement à la largeur W .

Pour finir, dans les années 2000, Y.B. Park et H.J. Eom ont poursuivi les recherches sur des modèles analy-
tiques, dans le but de se rapprocher de manière toujours plus réaliste des configurations rencontrées en pratique.
Ils ont proposé un modèle semi-analytique pour des ouvertures épaisses placées en réseau, où la distance D entre
ouvertures est comparable à la longueur L de ces ouvertures [187].

Un rapide bilan, pour les couplages sur un plan conducteur possédant des petites ouvertures, fait apparaître
que les résultats analytiques permettent de comprendre de nombreux phénomènes sur les ouvertures circulaires,
qu’elles soient chargées, épaisses et/ou couplées. Cependant, ces modèles ne sont pas adaptés aux configurations
rencontrées en pratique. Une des raisons principales est que le blindage que l’on considère n’est jamais un plan
infini, mais une cavité fermée. Par ailleurs, les problèmes relatés en CEM concernent souvent le domaine résonnant,
pour lequel le niveau de couplage ne peut pas être prédit de manière analytique.

La solution est d’utiliser des méthodes numériques à « formulation rigoureuse ». En effet, pour la gamme de
fréquences qui nous intéresse, nous ne pouvons pas appliquer d’approximation, ni l’approximation quasi-statique
(λ ≫ Dstruct), ni l’approximation quasi-optique (λ ≪ Dstruct). Ces méthodes rigoureuses générales résolvent
alors de manière approchée les équations avec les Conditions aux Limites exactes, faute de pouvoir résoudre
analytiquement par un calcul exact le problème approché, dans la mesure où l’approximation du blindage par un
plan n’est alors plus justifiée. On est alors confronté aux limitations propres à chaque schéma numérique. Nous
ne décrivons pas l’ensemble des méthodes numériques disponibles à l’heure actuelle, tant la liste exhaustive serait
longue (FDTD, IE, PEEC, TLM, DG, . . . 1).

Ces différentes raisons nous ont conduits à la présente étude. Les deux domaines scientifiques indépendants,
du couplage par des ouvertures et du développement de méthodes numériques, ont donc connu des avancées
remarquables depuis plusieurs dizaines d’années. Tout ceci illustre le besoin d’un outil de prédiction pour ces
problématiques de CEM. Ces avancées justifient que l’on se rapproche toujours plus du résultat attendu, i.e. le
niveau de couplage à l’intérieur d’un blindage imparfait, malgré des cheminements différents pour atteindre cet
objectif commun. L’étude présentée dans ce manuscrit consiste à tirer profit des connaissances du comportement
physique des ouvertures pour l’intégrer au développement d’un modèle numérique.

1. Voir tables page 228.
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La démarche adoptée a consisté à définir précisément les problématiques visées par la modélisation. Puis, nous
avons évalué les limitations des principales méthodes numériques disponibles dans la littérature, en fonction des
configurations étudiées. On recherche un compromis pour obtenir une précision convenable du résultat. L’objectif
à atteindre correspond à une erreur inférieure à 3 dB sur la valeur de couplage et un coût numérique faible, i.e.
le temps de calcul et les ressources mémoire. La méthode qui a été retenue est la Méthode par Décomposition de
Domaines (Domain Decomposition Method, DDM).

À cette étape (Chapitre 1), cette méthode nous a conduit à définir trois phases dans le but de fournir l’outil de
calcul au cœur de la DDM, la génération des Fonctions de Base (FdB), l’étape qui conditionne principalement la
précision finale de la méthode.

Au cours de la première phase, nous nous sommes inspirés de la stratégie adaptée à des domaines connexes,
préalablement utilisée pour la DDM. On s’est donc intéressé à définir un problème « quasi-canonique » très proche
de notre application de cavités possédant des ouvertures (Chapitre 2).

Dans la deuxième phase, nous avons adapté les différentes étapes de la DDM aux préoccupations CEM (Cha-
pitre 3).

Dans la troisième phase de la méthode, nous avons développé un outil adapté à la génération de FdB spécifiques
aux ouvertures (Chapitre 4). Nous avons ensuite proposé une technique permettant de supprimer la contrainte de
fine discrétisation de l’ouverture et de son voisinage, dans le but de diminuer fortement le temps de calcul de la
méthode, sans pour autant dégrader la précision du modèle précédemment développé.

Pour finir, nous avons conclu de manière générale sur les modèles d’ouvertures développés pour la DDM, ainsi
que sur les perspectives intéressantes en terme de modélisation pour la CEM.
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Chapitre 1

Définition du contexte d’étude CEM et
analyse des outils de prédiction

Dans ce chapitre, l’objectif est de rappeler brièvement les préoccupations de la Compatibilité ÉlectroMagné-
tique (CEM). Les difficultés inhérentes à la modélisation numérique des couplages électromagnétiques sont évo-
quées. Cette discussion nous permet alors de situer les problématiques visées dans un contexte de prédiction des
perturbations induites en CEM.

Parmi les outils numériques, nous avons dressé un rapide bilan des solutions disponibles, en évoquant les limi-
tations des différentes méthodes. Cette présentation est restée focalisée sur des applications CEM et, en particulier,
sur des configurations incluant des cavités couplées par de petites ouvertures. Notre démarche s’est appuyée sur les
dernières avancées dans le domaine de la modélisation numérique, en adoptant une statégie Multi-Domaines (MD).
Nous avons alors détaillé les raisons de notre choix, qui s’est porté sur la Méthode par Décomposition de Domaines
(DDM). Les principes de la DDM ont été présentés succinctement et nous ont conduits vers le développement de
modèles spécifiques aux ouvertures.
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CHAPITRE 1. DÉFINITION DU CONTEXTE D’ÉTUDE CEM ET ANALYSE DES OUTILS DE PRÉDICTION

1.1 Problématiques CEM des systèmes électroniques

1.1.1 Principe général de la CEM

Comme son nom le suggère, la compatibilité électromagnétique consiste à assurer la compatibilité entre, d’une
part, une source de perturbation électromagnétique, et d’autre part, un circuit électronique victime, par l’intermé-
diaire de ce que l’on appelle le chemin de couplage des perturbations (Fig. 1.1).

FIGURE 1.1 – Principe d’une problématique typique en Compatibilité ÉlectroMagnétique, avec définition de la
source, de la victime et du chemin de couplage des champs perturbateurs.

Les sources de perturbations peuvent être de diverses origines, aussi bien naturelles (comme la foudre, les
décharges électrostatiques, . . .) qu’artificielles (systèmes électriques et électroniques), intentionnelles ou non.

Les victimes de ces agressions correspondent a priori à toute partie électronique d’un système. Cependant, on
comprend immédiatement que l’intérêt que l’on va porter à la vulnérabilité d’un organe électronique va dépendre
de l’importance de sa fonction au sein du système global. Une ampoule située sur le plafonnier des passagers aura
évidemment une contrainte CEM beaucoup plus faible que celle du calculateur de bord de l’avion.

Le chemin de couplage, pour finir, va évidemment conditionner le niveau d’interaction entre les sources et
les victimes. Lorsque l’on s’intéresse à la conception d’un système possédant de nombreux éléments susceptibles
d’être incompatibles sur le plan électromagnétique 1il est impératif d’adapter le chemin de couplage, pour, si pos-
sible, confiner l’énergie d’une source dans une certaine zone, en évitant de transmettre cette perturbation dans la
zone d’une victime potentielle. La prédiction de cette fonction de couplage est une des préoccupations principales
des industriels qui conçoivent des systèmes incluant de l’électronique. Pour cela, ils s’efforcent, depuis de nom-
breuses années, à modéliser de manière toujours plus fidèle les comportements électromagnétiques observés en

1. On utilisera la notation “EM” pour remplacer l’adjectif “ÉlectroMagnétique”.
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pratique. Tout ceci permet un gain sur le temps de conception, mais aussi et surtout, une meilleure compréhension
des couplages à l’intérieur du futur système, tout en réduisant les coûts numériques.

1.1.2 Caractérisation CEM des systèmes : émissivité et susceptibilité

FIGURE 1.2 – Exemple de diagramme de susceptibilité/émissivité.

1.1.3 Solutions classiques pour la réduction des risques CEM

Bien évidemment, les solutions CEM face aux dysfonctionnements se traitent de manière graduelles, puisque
l’on comprend qu’il n’est pas envisageable, de vouloir blinder l’ensemble des organes du système sous prétexte de
vouloir assurer le durcissement de ce dernier vis-à-vis des perturbations.

Les règles de conception et les mises à la masse permettent en premier lieu de diminuer considérablement
le niveau de susceptibilité d’un équipement, notamment pour la CEM interne, i.e. en tant que système “auto-
compatible” d’un point de vue électromagnétique. À titre indicatif [182], citons des ordres de grandeur des lon-
gueurs de câblages pour les systèmes industriels de la vie courante : on compte environ 3 km de câbles pour une
voiture moderne, 30 km pour un bus, 300 km dans un avion de ligne et 3 000 km pour des paquebots ! On com-
prend alors que si l’on fait cohabiter tous ces câbles de manière totalement anarchique, il ne serait pas étonnant
d’être pollué par les fronts raides des signaux (fortes amplitudes, commutations brèves). Des règles de câblages
s’imposent donc, avec notamment le zonage des conducteurs en fonction du type de signal véhiculé (puissance,
numérique, analogique), les mises à la masse, l’éloignement des faisceaux et/ou leur orthogonalisation, ou encore
le rapprochement des conducteurs de leur plan de masse. Ce sont autant de solutions qui minimisent les couplages
au sein du système électrique et électronique.

Le filtrage des spectres parasites permet de compléter ces règles de câblage, qui ne peuvent évidemment pas tout
résoudre. La condition restrictive est que le spectre perturbateur doit se situer hors de la bande de fonctionnement

1.1. PROBLÉMATIQUES CEM DES SYSTÈMES ÉLECTRONIQUES 7
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−→

FIGURE 1.3 – Exemple de prévention des risques CEM à l’aide du zonage des câbles, notamment répartis en
fonction de la nature des signaux qui transitent : Analogique (A), Numérique (N) et Puissance (P).

du système, sous peine que le filtre détériore également le signal utile. Pour un système avionique qui doit être
protégé des impacts de foudre, on sait que le courant qui s’écoule sur la voilure de l’avion génère un spectre large
bande à l’intérieur de la structure, qui a de grandes chances de venir empièter sur la bande de fréquences utile. On
comprend donc que l’action de filtrage ne suffira pas à respecter les spécifications CEM imposées par le système.

Le blindage et le torsadage des lignes est aussi une solution très largement employée pour abaisser le niveau
de couplage transmis sur les faisceaux de câbles transitant dans la structure 2

Le fait de blinder ces faisceaux par un simple voire double tressage va donc réussir à diminuer de plusieurs
ordres de grandeur la susceptibilité des câbles à l’intérieur de notre système.

Dans cette optique, on peut poursuivre ce raisonnement en blindant à l’échelle du système tout entier, les
organes électriques/électroniques vis-à-vis du milieu extérieur perturbateur.

La faradisation des équipements est un autre moyen de protection du système global, en annulant, en première
approximation, le couplage entre le domaine extérieur (où sont présentes les sources) et le domaine interieur (où
sont présents les organes de commande) : c’est le principe de la cage de Faraday (voir Figure 1.5).

1.1.4 Relations générales régissant les couplages électromagnétiques

Les équations régissant les interactions électromagnétiques sont connues depuis le XIXesiècle grâce à J.C.
Maxwell, puisque la première formulation faisant le lien entre champ électrique et champ magnétique datent de
1873 [167]. Le système d’équations en porte depuis naturellement son nom ; une 3écriture des équations de Max-
well est énoncée Tableau 1.1.

2. Il est discutable d’associer la technique de torsadage des lignes à celle du blindage, puisque les gammes d’utilisation de ces protections
dépendent du système (le torsadage par exemple n’a d’intérêt que contre le couplage magnétique lorsqu’au moins une des extrêmités de la paire
de lignes est isolée du reste de la structure. Nous avons cependant choisi de les regrouper sous le même aspect de la réduction des perturbations
par l’action des mutuelles de couplage.

3. De nombreuses écritures sont évidemment possibles pour décrire les intéractions entre le champ électrique
−→
E et le champ magnétique

−→
H . Nous présentons ici les équations sous la forme qui nous semble la plus naturelle, où l’équation de conservation de la charge est alors
déduite des équations en rotationnel (composition par l’opérateur divergence, puis identification aux équations en divergence).

8 1.1. PROBLÉMATIQUES CEM DES SYSTÈMES ÉLECTRONIQUES
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FIGURE 1.4 – Illustration du principe de filtrage des spectres parasites.

Nous rappelons les grandeurs énoncées dépendantes du temps :−→D est l’excitation électrique et exprimé en ⌈C /m 2⌋−→H est le champ magnétique et exprimé en ⌈A /m ⌋−→E est le champ électrique et exprimé en ⌈V /m ⌋−→B est l’induction magnétique et exprimé en ⌈T ⌋
̺vol est la densité volumique de charges électriques et exprimé en ⌈C /m 3⌋−→J vol est la densité volumique de courant (de conduction) électrique et exprimé en ⌈A /m 2⌋

Les fonctions σ (), ε () et µ () sont des fonctions constitutives du milieu, qui dans le cas général dépendent de

la pulsation ω, du vecteur d’onde
−→
k et de la position spatiale ~r.

Si le milieu est linéaire, ces fonctions se simplifient en tenseurs, respectivement ¯̄σ, ¯̄ε et ¯̄µ.

Si le milieu est en plus homogène, ces tenseurs ¯̄σ, ¯̄ε et ¯̄µ, ne dépendent alors plus de ~r.

Si le milieu est en plus isotrope, ces tenseurs ne dépendent plus de
−→
k et deviennent alors des scalaires σ, ε et

µ.

Lorsque l’on étudie un système linéaire, les expressions sont plus faciles à manipuler en régime harmonique
en utilisant le formalisme complexe. Ainsi, chacune des grandeurs temporelles

−→X (~r, t) précédemment définies
s’expriment suivant la convention e+ı̇ωt :

−→X (~r, t) = Re

{ ∫ +∞

−∞

−→
X (~r, ω) · eı̇ωt dω

}
(1.10)

1.1. PROBLÉMATIQUES CEM DES SYSTÈMES ÉLECTRONIQUES 9
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−→

FIGURE 1.5 – Illustration du principe de faradisation d’un équipement.

où la variable complexe
−→
X peut être retrouvée par l’intégrale de Fourier :

−→
X (~r, ω) =

∫ +∞

−∞

−→X (~r, t) · e−ı̇ωt dt (1.11)

Ce formalisme suppose bien évidemment que la grandeur continue
−→X varie de manière linéaire en fonction de

l’amplitude de la source.

Dans le manuscrit, nous noterons systématiquement les grandeurs temporelles par des lettres arrondies (
−→E ,
−→H ,−→J , . . .). ces grandeurs complexes par des lettres droites (

−→
E ,
−→
H ,
−→
J , . . .).

1.1.5 Approximation couramment utilisée en CEM

La loi d’Ohm se traduit par la relation entre la densité volumique de courant électrique
−→
J vol

blind (exprimée en

⌈A /m 2⌋) et le champ électrique
−→
E blind (exprimée en ⌈V /m ⌋) à l’intérieur du blindage, par l’intermédiaire de la

conductivité électrique σblind du blindage (exprimée en ⌈ S /m ⌋) :

−→
J vol

blind = σblind
−→
E blind (1.12)

Or, en pratique, les matériaux utilisés pour les blindages ont une conductivité σblind de valeur très élevée.

Dans ce cas, on remarque que la relation 1.12 avec σblind → ∞ impose au champ électrique
−→
E blind de tendre

vers ~0, puisque le courant
−→
J vol

blind doit conserver une grandeur finie. Les expressions des champs dans le métal
(∀p′(~r ′) ∈ Scc) se résument alors simplement à :

−→
EB(~r

′) = ~0 =
−→
DB(~r

′)/ε (1.13a)

µ
−̇→
HB(~r

′) = ~0 =
−→
BB(~r

′) (1.13b)

On admettra donc que les champs
−→
E et

−→
H ne pénètrent pas dans les bons conducteurs, qui seront considérés

comme “parfaits” dans la suite du manuscrit.
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CHAPITRE 1. DÉFINITION DU CONTEXTE D’ÉTUDE CEM ET ANALYSE DES OUTILS DE PRÉDICTION

Grandeurs électromagnétiques Grandeurs électriques

div
(−→
D

)

= ̺
vol (1.1)

−→
rot

(−→
H

)

=
−→
J vol

+ ∂t
−→
D (1.2)

div
(−→
B
)

= 0 (1.3)

−→
rot

(−→
E
)

= −∂t
−→
B (1.4)

−→
J vol

= σ
(−→
E
)

(1.5)

−→
D = ε

(−→
E
)

(1.6)

−→
B = µ

(−→
H

)

(1.7)

Vab(l) =

∫ b

a

−→E � ~uh dh (1.8)

I(l) =

∫∫

Sfil

−→J vol � n̂ dS (1.9)

TABLE 1.1 – Expression des relations fondamentales s’appliquant pour des systèmes électromagnétiques (à
gauche) et pour des circuits (à droite).
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1.2 Outils de prédiction pour des applications CEM

1.2.1 Généralités sur les problèmes en CEM

Prédiction des risques CEM en phase amont

Durant la phase de conception d’un équipement, on cherche à évaluer les risques de perturbation sur un sys-
tème, en évaluant la fonction de couplage entre la source et la victime par exemple. L’une des solutions les plus
courantes aujourd’hui est de modéliser le problème électromagnétique afin d’évaluer les niveaux de champ induit
sur le système. En effet, bien que certains problèmes puissent toujours être traitées par des calculs analytiques
(résonances de masses [53], problèmes BF, . . .), de nombreuses situations ne peuvent plus être assimilées à des
configurations canoniques dont la résolution serait analytique.

Spécificités de la modélisation en CEM

En CEM, il est courant de classer l’ensemble des couplages électromagnétiques en trois grands types : les
couplages par rayonnement, les couplages par conduction et les couplages « champ – câble ».

Les couplages par rayonnement sont caractérisés par la notion d’efficacité de blindage (Shielding Effectiveness
en Anglais, SE) de la structure, pour laquelle le matériau utilisé est généralement suffisamment conducteur pour
le considérer comme un « métal parfait ». Cette pratique est remise en cause en aéronautique où l’on souhaite
utiliser des matériaux composites, introduits pour leur bénéfice en terme de poids et de rigidité. Ils sont cependant
moins bons conducteurs et protègent donc moins sur le plan électromagnétique. La question du gain de poids de
la structure composite reste néanmoins un peu controversée, car ce gain en poids est compensé par le surplus de
blindages qu’il faut introduire pour la protection électromagnétique.

Les couplages par conduction dans les câblages sont à ce jour bien pris en compte par les outils de simulation
développés et couvrent en grande partie des besoins industriels [188].

Concernant l’évaluation de l’effet des couplages « champ – câble » il est à noter que des méthodes intro-
duites dans le passé ont montré leur grande efficacité. Il reste important de noter que toutes les problématiques
industrielles rencontrées ne sont pas résolues à ce jour, notamment dans le domaine spatial où l’on s’intéresse en
particulier au rayonnement des câbles en-dessous de la stucture [82].

Néanmoins, bien que la carcasse métallique agisse comme une cage de Faraday en première approximation,
l’influence des discontinuités de blindage n’est pas négligeable. En effet, un blindage parfaitement continu n’est
pas réalisable sur le système réel, pour de nombreuses raisons : nécessité de voir vers l’extérieur d’un véhicule
(visières, hublots), contraintes d’échauffement de l’électronique embarquée (trous d’aération), passage de câbles
entre l’intérieur et l’extérieur des boîtiers, raccord entre les pièces métalliques (fentes créées par les trappes), etc. . .
Les défauts de faradisation inévitables que sont les ouvertures sont donc à prendre en compte pour connaître l’effet
du rayonnement des sources électromagnétiques vers l’intérieur de la structure. Cette thématique est fortement
demandée par les industriels, notamment dans l’aéronautique et le spatial [82]. Savoir prendre en compte ces
aspects dans l’analyse électromagnétique d’un système constitue un impératif pour les industriels.
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1.2.2 Méthodes numériques pour la prédiction des couplages

Nous ne ferons pas ici la description exhaustive des méthodes numériques applicables en CEM, le nombre
d’approches éprouvées se révélant trop important. Néanmoins, malgré les avancées tant scientifiques (schémas nu-
mériques développés) que technologiques (efficacité constamment croissante des ordinateurs), le besoin industriel
n’est toujours pas satisfait : on souhaite toujours être plus précis, pour un coût numérique minimisé, traitant des
structures toujours plus grandes (en termes d’inconnues), à des fréquences toujours plus élevées ! Ainsi, aucune
méthode ne peut se prétendre idéale pour la prédiction de tous les aspects électromagnétiques d’un système (aspects
CEM, antennes, SER, . . .) et c’est pourquoi la tendance est de s’orienter vers des stratégies « multi-méthodes »
(multidomaine, hybridation, . . .).

Parmi les approches théoriques pouvent être enivsagées, citons :
– les méthodes analytiques ;
– les méthodes 3D rigoureuses ;
– les méthodes 3D asymptotiques ;
– les méthodes de type « circuit » ;
– les méthodes adaptées à la Théorie des Lignes de Transmission (TLT) ;
– les méthodes « Multi-Domaines » (MD).

Dans la littérature, nous pouvons trouver un grand nombre de résultats analytiques pour les calculs de blindages
de forme canonique [150, 241, 47]. La prise en compte des différents cas réels s’avère cependant très souvent
impossible.

Les méthodes rigoureuses explicites, résolvent les équations de Maxwell en rotationnel (respectivement éq. de
Maxwell-Ampère et Maxwell-Faraday) :

−→
rot

(−→H
)

=
−→J + ∂t

−→D (1.14)

−→
rot

(−→E
)

= −∂t
−→B (1.15)

Pour traduire la condition de rayonnement à l’infini, on voit qu’il faut introduire explicitement 4la condition
de Sommerfeld par une méthode spécifique aux frontières du domaine de calcul. En pratique, cette condition est
remplie par des Conditions aux Limites Absorbantes (ABC en Anglais, pour Absorbing Boundary Condition).

Les méthodes rigoureuses implicites, contrairement aux précédentes, permettent de résoudre l’équation d’Helm-
holtz. On obtient ainsi, pour l’Équation d’Helmholtz en Champ Électrique :

k2
−→
E +

−−→
∆E =

−1
ı̇ωε

−−→
grad div

−→
J + ı̇ωµ

−→
J

not.
=
−→S E

(−→
J
)

(1.16)

et pour l’Équation d’Helmholtz en Champ Magnétique :

k2
−→
H +

−−→
∆H = −−→rot−→J not.

=
−→S H

(−→
J
)

(1.17)

Or, la solution de l’une ou l’autre de ces équations est donnée par le théorème de Green, qui pour le champ

4. Les méthodes explicites font également intervenir un critère de stabilité du schéma (couramment appelé critère CFL [66]), qui impose
une discrétisation temporelle maximale en fonction de la discrétisation spatiale. Ce critère de stabilité est propre aux schémas explicites.
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électrique conduit à l’Équation Intégrale Fonctionnelle en Champ Électrique :

−→
E (~r) =

−→S E

{ ∫∫∫

Vsrc

−→
J (~r ′)

−−→
grad G̃(~r, ~r ′) dr̃ ′

}
(1.18)

et pour le champ magnétique à l’Équation Intégrale Fonctionnelle en Champ Magnétique respectivement :

−→
H (~r) =

−→S E

{ ∫∫∫

Vsrc

−→
J (~r ′)

−→
rot G̃(~r, ~r ′) dr̃ ′

}
(1.19)

où
−−→
grad G̃(~r, ~r ′) est la fonction de Green normalisée, solution de l’équation :

k2G̃(~r, ~r ′) + ∆ G̃(~r, ~r ′) = −δ (~r − ~r ′) (1.20)

La différence fondamentale avec les méthodes explicites est que cette fois-ci, la condition de rayonnement est
implicite aux champs solutions de ces équations intégrales. Il n’y a donc aucune condition à rajouter en plus de la
structure qui est modélisée.

Nous ne détaillerons pas ici les méthodes asymptotiques, mais nous les citons à titre informatif.

L’optique physique (Physical Optics en Anglais, PO) est une méthode intégrale utilisant l’approximation du
plan tangent, en supposant que la densité surfacique de courant électrique ne dépend que du champ magnétique
incident, comme dans le cas du plan métallique infini.

L’optique géométrique (Geometrical Optics en Anglais, GO) approxime quant à elle les ondes par de simples
rayons lumineux ; c’est une méthode très simplificatrice, puisqu’elle ne prend donc pas en compte les phénomènes
tels que la diffraction, les interférences ou encore la polarisation des ondes.

Les méthodes “circuit” résolvent les équations différentielles caractérisant le comportement électrique des
composants électroniques, qu’ils soient linéaires (comme que les résistances, inductances ou capacités) ou non-
linéaires (comme que les diodes ou les transistors). Ces méthodes peuvent évidemment être utilisées pour l’électro-
nique, mais elles sont aussi très performantes pour des aspects CEM en Basses Fréquences (où l’on peut assimiler
le comportement d’un système par des schémas équivalents électriques), ou pour des structures filaires électrique-
ment courtes ; il s’agit de la Théorie des Lignes de Transmission (TLT, évoquée ensuite).

La TLT est appliqué à partir d’une analyse topologique des câblages [188]. Ces méthodes sont adaptées aux
problématiques de couplage par conduction et également au couplage champ – câble. Le cœur du problème se
situe dans les faisceaux de ligne, où l’on doit prendre en compte les phénomènes de propagation, le coefficient de
pertes éventuel de la ligne, ainsi que les couplages par diaphonie au sein des torons de câbles.

Parmi les méthodes “multi-domaines”, il convient de citer :
– Les méthodes avec raccord aux interfaces 5, sont, tout comme les méthodes TLT, basées sur une analyse

topologique de la structure ; mais contrairement aux schémas TLT, la continuité tangentielle des champs sur

5. Dans la littérature, nous pouvons trouver la distinction entre les méthodes de sous-structuration, dont la résolution des Conditions aux
Limites (CAL) est effectuée en une seule étape, et les méthodes par décomposition de domaines, dont la résolution est itérative. Il est cependant
assez difficile de trouver une seule appellation parmi l’univers des méthodes MD. Aussi, nous utiliserons comme de nombreux auteurs la
dénomination de Méthode par Décomposition de Domaines (DDM) pour faire référence à notre méthode, qui applique pourtant les CAL en
une seule étape.
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une interface commune est prise en compte très facilement dans une étape de « raccord » des domaines.
On rencontre fréquemment le terme de Méthode par Décomposition de Domaines (DDM en Anglais, pour
Domain Decomposition Method).

– Les méthodes avec recouvrement de domaines (méthodes hybrides) interviennent bien souvent dans les sché-
mas explicites, où l’on va assurer la continuité des champs de part et d’autre des domaines par l’intermédiaire
d’une zone de recouvrement.

– Les méthodes avec domaines disjoints existent également [177], à l’aide d’une formulation intégrale, tem-
porelle ou fréquentielle.

– Les méthodes de « chevauchement de maillages », (Overlapping Methods en Anglais), peuvent aussi s’ins-
crire au sein du groupe des méthodes MD. Un ou plusieurs domaines sont inclus à l’intérieur d’un domaine
hôte [197], en calculant l’effet du domaine intérieure de manière précise et sa répercution sur le domaine
hôte.

Pour finir, nous pouvons également citer les méthodes PoWer Balance (=PWB), qui traitent de manière to-
pologique les problèmes électromagnétiques. Elles peuvent s’associer aux méthodes MD, mais comme l’analyse
consiste à un bilan statistique des transferts énergétiques entre domaines, on peut écarter cette méthode puisqu’elle
ne s’inclut pas au sein des méthodes déterministes.

Nous conclurons sur les méthodes MD, en notant qu’elles sont à l’heure actuelle de plus en plus utilisées. L’un
des intérêts convoités est le gain en terme de coût numérique, qui devient un élément très important lorsque l’on
s’intéresse à des problématiques “lourdes” en terme de ressources informatiques. Un autre élément intéressant est
l’aspect multi-méthode, qui permet de tirer localement profit des différentes avancées scientifiques en terme de
modélisation.

1.3 Difficultés de la CEM sur le plan de la modélisation

1.3.1 Importance des résonances des cavités blindées

Pour protéger un équipement électronique vis-à-vis d’un rayonnement perturbateur, on peut le placer à l’inté-
rieur d’une cavité pour atténuer fortement le champ. Cependant, nous savons que la pénétration localisée des ondes
par l’intermédiaires de défauts (trous, passage de câbles, . . .) peut être amplifiée par la cavité que forme le blindage
englobant le système : pour des gammes de fréquences où la cavité résonne, le niveau de champ peut alors devenir
critique puisqu’il est entretenu par la cavité en surtension ! De même que sur le plan électromagnétique les per-
formances sont dégradées par ces résonances (diminution de l’efficacité de blindage de la cavité), elles dégradent
également les performances sur un plan numérique.

Pour les schémas temporels, les fortes résonances dans la cavité imposent des temps de simulation beaucoup
plus long que pour des systèmes “ouverts”, puisqu’il faut attendre que le champ dans la cavité soit suffisamment
amorti et ainsi ne pas modifier le contenu spectral du couplage calculé par FFT 6. De plus, pour les schémas
dispersifs (FDTD 7par exemple), il faut compenser cette augmentation de dispersion en raffinant un peu plus le
maillage, ce qui alourdit encore le coût du calcul. Pour les schémas implicites avec solveur itératif, on remarque
que la convergence est dégradée pour des bandes de fréquences où le système résonne.

De même, la prise en compte de la diffraction d’une ouverture sur un boîtier pose problème numériquement.
La forte variation du champ (singularité) sur les bords des ouvertures impose, pour être précis, un maillage très fin

6. FFT = Fast Fourrier Transform en Anglais, Transformée de Fourrier Rapide.
7. FDTD = Finite Differences in Time Domain en Anglais, Différences Finies dans le Domaine Temporel.
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à sa périphérie, ce qui est très pénalisant.

1.3.2 Champs faiblement transmis dans les cavités, limite du palier de bruit numérique

Nous l’aurons compris, pour réduire le couplage entre l’extérieur (où des sources perturbatrices sont présentes)
et l’intérieur de la cage de Faraday (zone immunisée), le blindage doit posséder des ouvertures les plus petites
possibles. Or, c’est ce champ (faible, relativement au champ de court-circuit “extérieur”) qu’il faut évaluer. . . avec
suffisamment de précision ! Si l’on choisit d’évaluer le champ total interne à la cavité par une méthode implicite

FIGURE 1.6 – Calcul par méthode intégrale du courant induit sur une boucle court-circuitée, placée dans une
cavité avec ouverture éclairée par une onde plane. À gauche, configuration géométrique du problème. À droite,
calcul pour la cavité avec ouverture libre (en courbe noire continue) et pour la mesure de bruit, i.e. ouverture
court-circuitée (en courbe rouge pointillée).

(comme les Équations Intégrales), on peut alors observer des erreurs numériques importantes, du fait du faible
niveau de couplage. En effet, le champ total

−→
E num, s’évalue comme la somme vectorielle du champ incident

−→
E inc

et du champ diffracté
−→
E dif. Or, si l’on s’intéresse au champ total qui pénètre à travers le blindage, le calcul revient

à effectuer une différence numérique entre
−→
E inc, qui est analytique (donc sans bruit associé), et

−→
E dif, qui est quant

à lui numérique (avec un bruit numérique
−−→
∆Edif associé) :

−→
E num =

−→
E inc +

−→
E dif

︸ ︷︷ ︸
−→
E tot

+
−−→
∆Edif
︸ ︷︷ ︸
−−→
∆Etot

(1.21)

Un risque intervient lorsque l’amplitude de couplage
∣∣∣
∣∣∣
−→
E tot

∣∣∣
∣∣∣ est faible devant celle de l’excitation

∣∣∣
∣∣∣
−→
E inc

∣∣∣
∣∣∣,

puisque la valeur calculée 8 s’expose plus facilement aux erreurs numériques
−−→
∆Edif. Par exemple, si l’on traite

le cas d’une cavité ouverte possédant une bande en réception à l’intérieur (cf. Fig. 1.6), on peut en effet calcu-

ler des valeurs totalement bruitées car le champ total
−→
E tot que l’on cherche est inférieur au bruit total

∣∣∣
∣∣∣
−−→
∆Etot

∣∣∣
∣∣∣

8. Le champ total “exact”
−→
E tot correspond à «

−→
E inc +

−→
E dif ».

L’erreur
−−→
∆Etot associée à ce calcul correspond alors à «

−−→
∆Edif ».
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(résultant du calcul numérique
−−→
∆Edif du champ diffracté) :

∣∣∣
∣∣∣
−→
E tot

∣∣∣
∣∣∣ .

∣∣∣
∣∣∣
−−→
∆Etot

∣∣∣
∣∣∣ (1.22)

Une solution existe cependant en appliquant le théorème de réciprocité [37], mais elle conduit à deux fois plus
de calculs.

1.3.3 Problématiques visées par la thèse

Nous nous intéresserons aux problèmes faisant intervenir des cavités couplées, dans la bande de fréquences où
un nombre réduit de résonances est excité. Une application typique est illustrée Figure 1.7. L’objectif est de prédire

FIGURE 1.7 – Problématique d’étude générique : évaluation de la fonction de couplage entre différentes cavités.

la réponse des cavités couplées en déterminant la fonction de couplage entre les différents ports électroniques du
système composé ici par les 3 cavités. La méthodologie développée dans cette thèse se généralise à un nombre
quelconque de cavités.

Pour résoudre les problématiques de cavités couplées par des petites ouvertures, nous voyons que la méthode
avec raccord aux interfaces est naturellement adaptée : surfaces conductrices, isolant de manière bien distincte
plusieurs domaines, reliés entre eux par des interfaces que sont les ouvertures.

La Méthode par Décomposition de Domaines semble donc répondre parfaitement à notre problème.
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1.4 Les différentes méthodes basées sur l’approche Multi-Domaines (MD)

Nous cherchons à résoudre un problème électromagnétique, la solution devant vérifier pour tout domaine phy-
sique Dtot :

– les équations de Maxwell dans le milieu ;
– les Conditions aux Limites imposées par le domaine entier Dtot ;
– la Condition de Rayonnement à l’infini.

Les méthodes MD consistent alors à découper ce domaine Dtot en plusieurs sous-domaines Dδ , connexes ou
non ; la méthode MD devra de toute façon assurer, à travers le découpage en plusieurs domaines, les 3 points
précédemment énoncés (Éq. Maxwell, CAL domaines, CR infini).

Pour chacune des méthodes MD, le champ est décrit suivant un schéma propre au domaine concerné. Il faut
dans tous les cas s’assurer de la continuité des champs entre chacun des domaines topologiquement reliés. Cette
relation de continuité dépend des méthodes utilisées, en particulier des schémas explicites ou implicites, temporels
ou fréquentiels. Ainsi, malgré la possibilité de faire cohabiter des méthodes de nature différentes (par exemple
FDTD et IE), il est en pratique beaucoup plus facile de faire intervenir des méthodes similaires, sur les plans “tem-
porel/fréquentiel” et “explicite/implicite”. Cela justifie le fait que l’on rencontre en pratique plus fréquemment des
associations de méthodes “temporelles+explicites” avec FDTD/FVTD/DGTD ou bien “fréquentielles+implicites”
IE/PEEC/PO/GO, que des associations FDTD/IE par exemple.

On pourrait classer les méthodes MD suivant 3 catégories : les méthodes où les sous-domaines se recouvrent,
les méthodes où les sous-domaines sont disjoints (i.e. non connexes) et les méthodes où les sous-domaines sont
adjacents.

1.4.1 Méthodes avec domaines disjoints

Une formulation intégrale a été proposée pour prendre en compte le raccord des champs entre des domaines δ
et δ′ qui seraient disjoints [177] :

Dδ ∩ Dδ′ = ∅ (1.23)

dont l’illustration est Figure 1.8 (chaque domaine δ/δ′ est identifié par une lettre {a, b, c, . . .}).

FIGURE 1.8 – Illustration d’une décomposition multi-domaines avec domaines disjoints.
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La méthode est fondée sur un développement en multipôles ; elle est à la fois originale et performante, mais
cependant complexe au niveau du formalisme. Ce type de méthode révèle toute son efficacité pour des schémas
explicites, puisqu’elle permet alors de lever la contrainte de propagation explicite des champs par sa formulation
implicite ; ce qui constitue un aspect précurseur en la matière.

On notera que l’on pourrait rattacher les méthodes de multipôles rapides (Fast Multipole Method, FMM) à ce
type de formulation ; nous ne l’inclurons cependant pas à la famille des méthodes MD avec domaines disjoints,
afin d’éviter un amalgame entre le découpage FMM (de type “octree”) d’une structure et la méthode multipolaire
des domaines disjoints.

1.4.2 Méthodes avec raccord des champs aux interfaces / “Domain Decomposition Me-
thods” (DDM)

Considérons cette fois-ci le cas où les domaines Dδ et Dδ′ ont pour intersection l’interface ∂δ,δ′ , (Figure 1.9).

FIGURE 1.9 – Illustration d’une décomposition multi-domaines avec raccord aux interfaces.

L’interface ∂δ,δ′ représente à la fois une sous-partie du domaine Dδ et du domaine Dδ′ . Cette interface ∂δ,δ′ ,
que nous qualifierons de “globale” à l’échelle du graphe (représenté Fig. 1.10), est commune aux deux domaines δ
et δ′, ce qui signifie qu’elle s’identifie également d’une part à l’interface i locale au domaine Dδ (∂Dδ,i) et d’autre
part à l’interface i′ locale à l’autre domaine Dδ′ (∂Dδ′,i′ ) :

Dδ ∩ Dδ′ = ∂δ,δ′ = ∂Dδ,i = ∂Dδ′,i′ (1.24)

Lorsque l’on isole un volume, il faut choisir –en plus des Conditions Aux Limites (CAL) physiques– les condi-
tions de charge à appliquer sur les interfaces, puisqu’il faut bien délimiter un contour pour chaque volume consi-
déré. Ainsi, on peut réaliser un calcul local pour chacun de ces volumes.

La décomposition du problème en différents volumes se schématise alors par un graphe, comme le montre la
Figure 1.10. Chaque nœud représente un volume du calcul DDM et chaque branche une relation aux interfaces
entre les volumes.

La continuité physique des champs aux interfaces sont par la suite assurées grâce au réseau topologique, à partir
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FIGURE 1.10 – Exemple de graphe associé au problème électromagnétique de la Figure 1.9.

duquel on fabrique une matrice de connectivité entre les conditions de charge choisies et la continuité physique des
champs. Ici, la difficulté du problème se situe pricipalement au niveau des nœuds du graphe, i.e. les « domaines »
du problème électromagnétique, où le choix de la description des champs sur les interfaces du domaine est crutiale,
comme nous le verrons (Chap. 4). Ces méthodes sont particulièrement adaptées aux problématiques de couplage
par rayonnement [13].

1.4.3 Méthodes avec recouvrement des domaines / Hybridation de méthodes

Considérons un ensemble quelconque de domaines Dδ , où chaque volume δ sera identifié par une lettre (δ ∈
{a, b, c, . . .}), comme le montre la Figure 1.11.

FIGURE 1.11 – Illustration d’une décomposition multi-domaines avec recouvrement.

On assure le raccord des champs à l’aide d’une hybridation spatiale des méthodes dans la zone de raccord Ωδ,δ′

pour tous les domaines δ et δ′ dont l’intersection entre Dδ et Dδ′ est non nulle [143] :

Dδ ∩ Dδ′ = Ωδ,δ′ (1.25)
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Notons ~Ψδ une composante quelconque des champs électrique et/ou magnétique du domaine Dδ .

La continuité des champs entre les domaines Dδ et Dδ′ est assurée par une pondération des champs de chaque
domaine (Kδ(�) pour Dδ et Kδ′(�) pour Dδ′ ) au sein du domaine d’intersection Ωδ,δ′ .

FIGURE 1.12 – Principe d’hybridation de deux méthodes (à gauche). Exemple de fonctions de pondération K(x)
sur la zone de raccord (à droite, avec des fonctions d’ordre 1, 3 et 5 respectivement).

On peut alors introduire des fonctions de pondérationKδ(�) etKδ′(�) qui sont complémentaires sur le domaine
d’intersection :

∀rΩ ∈ Ωδ,δ′ : Kδ(rΩ) +Kδ′(rΩ) = 1 (1.26)

Au final, les champs s’expriment suivant une pondération des différents schémas [222] :

∀rδ ∈ Dδ\Ωδ,δ′ : ~Ψ(rδ, t) = ~Ψδ(rδ, t) (avec ~Ψδ′(rδ, t) = ~0) (1.27)

∀rΩ ∈ Ωδ,δ′ : ~Ψ(rΩ, t) = Kδ(rΩ)~Ψδ(rΩ, t) +Kδ′(rΩ)~Ψδ′(rΩ, t) (1.28)

∀rδ′ ∈ Dδ′\Ωδ,δ′ : ~Ψ(rδ′ , t) = ~Ψδ′(rδ′ , t) (avec ~Ψδ′(rΩ, t) = ~0) (1.29)

Le raccord des champs, établi dans une ou plusieurs directions dans l’espace, nécessite généralement plusieurs
cellules du fait de la méthode de type « saute-mouton », que l’on peut faire coïncider pour faciliter l’implémentation
(hybridation des maillages). Sinon, des méthodes généralisent ce raccord sur des zones « tampon », dont les
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maillages ne coïncident pas a priori. On notera que ces méthodes multidomaines explicites se distinguent des
méthodes calculant par « décomposition » du problème en plusieurs domaines, qui ont l’avantage de permettre
des calculs paramétriques : le calcul n’est réeffectué que pour le domaine concerné, contrairement à ces méthodes
explicites qui doivent prendre en compte l’ensemble du problème à chaque calcul..

1.4.4 Méthodes avec inclusion de domaines / “Overlapping Methods”

Considérons le cas d’une grande structure possédant de petits détails, tel un avion avec ses hublots par exemple.
Il semble naturel d’un point de vue topologique d’associer un domaine hôteDd pour la structure entière et plusieurs
sous-domaines Ds,i, comme l’illustre la Figure 1.13.

FIGURE 1.13 – Illustration d’une décomposition multi-domaines avec inclusion de domaines.

Les sous-domaines Ds,i vérifient alors :

Dd ∩ Ds,i = Ds,i (1.30)

Ds,i ∩ Ds,i′ = ∅ (1.31)

L’avantage de cette formulation est qu’elle peut permettre d’introduire une condition d’impédance arbitraire
(différent de la condition réelle du problème) dans le domaine hôte Dd. Cela peut permettre, dans le cas de l’avion
avec hublots, d’étendre les caractéristiques métalliques du fuselage aux hublots, dont la prise en compte est fait de
manière locale dans Ds,i, que l’on répercute ensuite dans le domaine hôte Dd. Cette technique est fréquemment
nommée « Overlapping Method » [197], puisque les maillages respectifs de la structure et de la sous-structure se
chevauchent.
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1.5 Généralités sur la Méthode par Décomposition de Domaines (DDM) :
présentation “hiérarchique”

1.5.1 Préambule concernant la DDM

À l’origine, l’ONERA s’est intéressé à la Méthode par Décomposition de Domaines (=DDM) en électromagné-
tisme pour les raisons suivantes principalement :

– traiter des problématiques numériques trop coûteuses par des méthodes directes, pour des contraintes d’es-
pace mémoire et/ou de temps de calcul, principalement dû au nombre d’inconnues du problème (de grande
taille vis-à-vis de la longueur d’onde).

– effectuer des études paramétriques sur une partie de la structure (antenne sur un porteur, hélice en rotation,
. . .), en cherchant ainsi à éviter un calcul complet de la structure pour chaque configuration à tester.

– combiner l’avantage de méthodes numériques différentes, ce qui permet à la fois un gain numérique (pour
l’avantage sur la précision et/ou le coût numérique de la méthode utilisée pour calculer le domaine) et une
souplesse pratique pour le choix arbitraire des méthodes.

La DDM, comme beaucoup de méthodes numériques en électromagnétisme, s’inspire de la mécanique, avec
des techniques de sous-structurations [196] ; elle a été adaptée à l’électromagnétisme par la suite. Le code DDM
de l’ONERA est baptisé FACTOPO pour « FACtorisation TOPOlogique ».

Un calcul avec la Méthode par Décomposition de Domaines peut se décrire en différentes phases, illustrées
sur le schéma Fig. 1.14. Chaque étape va conditionner la précision sur résultat final, ainsi que le temps de calcul
global de la méthode. Comme il est difficile d’apporter un critère quantitatif sur la précision, on essaiera autant que
possible de mettre en évidence le paramètre le plus resticrif : dissipation, dispersion, limitation du modèle, etc.

Avant cette étude, le code DDM développé à l’ONERA traitait des problématiques d’antennes et de SER, dont
les caractéristiques électromagnétiques étaient “similaires” d’un point de vue topologique. On peut en effet remar-
quer que les noeuds du réseau s’apparentent plutôt à des domaines électromagnétiques “ouverts” et les branches
font transiter des champs dont l’énergie est essentiellement active. Le développement d’un code pour ce type
d’application précis aura nécessairement engendré une méthodologie spécifique, qui n’est pas forcément adaptée
à la notre, où les nœuds correspondent plutôt à des domaines confinés et où les branches véhiculent des champs
essentiellement réactifs.

C’est pour cela que nous décidons de décrire les étapes de la DDM de l’échelle la plus « globale » (problème
dans son ensemble), pour terminer par les étapes les plus « locales » (modèle spécifique), avec la volonté d’adopter
les conventions les plus adaptées à la CEM.
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FIGURE 1.14 – Présentation des différentes étapes de calcul de la DDM.
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1.5.2 Choix des conventions à l’échelle (globale) du système électromagnétique

Comme nous pouvons le remarquer sur le schéma Fig. 1.14, deux étapes s’effectuent à l’échelle globale du
système, à savoir :

– le découpage du problème électromagnétique en plusieurs domaines :
étape S « Séparation »(ou Splitting en Anglais) ;

– la résolution du graphe topologique associé à ce découpage :
étape R « Réseau topologique ».

Le découpage d’un problème en plusieurs domaines se fait naturellement en CEM. Chaque cavité pourra
évidemment constituer un domaine à part entière, ainsi que chacun des ports électroniques éventuellement.

L’objectif de l’étape du Réseau est de retrouver la valeur des inconnues ~χ aux interfaces du système, en utilisant
la propriété de continuité des champs, de part et d’autre de chacune des interfaces Iβ , à la fois pour la source
d’entrée (~χβ⊙ et ~χβ⊗) et pour la réponse du système (~ψβ⊙ et ~ψβ⊗) :

~χβ⊙ = ±~χβ⊗ (1.32)

~ψβ⊙ = ±~ψβ⊗ (1.33)

Dans le graphe topologique, une convention va définir les inconnues, à savoir les coefficients de pondération des
champs qui transitent dans les branches du réseau. La convention dans FACTOPO avait été imposée en paramètres
[S], en particulier pour sa notion de transport d’énergie. Les grandeurs d’état {W+

β,i;W
−
β,i}, associées à chaque

branche β du réseau, correspondaient alors à l’amplitude de « pseudo-ondes », progressives (W+
β,i) et regressives

(W−β,i), qui traversent l’interface Iβ .

Cette convention confère donc au graphe la “vertu” d’un accès direct aux flux de puissance transmise, dans
chacune des branches du graphe.

Pour le type d’applications que l’on vise dans la thèse (Section 1.3.3), les interfaces de couplage présentes sont
essentiellement des ports électroniques et des petites ouvertures. Les grandeurs mises en jeu dans les mécanismes
de couplage sont donc de type « quasi-statiques », puisque ces éléments sont de longueur électriquement 9petite.
Les impédances mises en jeu sont donc essentiellement réactives. Il semble alors justifié de choisir de représenter
le graphe des interactions suivant une convention admittance (système hypermatriciel fabriqué en [Y]).

1.5.3 Choix des conventions à l’échelle (intermédiaire) des domaines

Si l’on se place à l’échelle intermédiaire, nous pouvons identifier deux étapes :
– le calcul de l’opérateur de couplage de chaque domaine du problème :

étape D « Domaine 3D » ;
– la construction de la matrice associée à l’opérateur de couplage du domaine :

étape M « Matrice du domaine »..
La Figure 1.15 illustre les différents calculs décomposant les interactions partielles de chaque domaine.

9. Pour un nombre d’onde k fixé (k = ω/c, où ω représente la pulsation 2πf et c la vitesse de la lumière dans le vide), un élément de
longueur L est vu comparativement à la longeur d’onde λ (λ = 1/f = 2π/ω). La “longueur électrique” l est définie comme le produit de la
longeur de l’élément par le nombre d’onde : l = k · L = 2π · L/λ. Un élément électriquement petit signifie l ≪ 2π, soit L ≪ λ.
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FIGURE 1.15 – Illustration schématique de la caractérisation matricielle des domaines. (Ψsrc) représente l’effet
d’une source “interne au domaine” sur l’interface (projection des champs sources sur les FdB). [Mext] et [Mint]
représentent la réaction du domaine à une excitation localisée sur l’interface, conformément à la formulation de la
Méthode des Moments.

L’objectif de l’étape des Domaines est de d’établir le système linéaire qui relie les grandeurs d’entrée ~χ aux
réponses ~ψ engendrées par le système, entre toutes les interfaces émettrices i et réceptrices j :

∀i ∈ [[ 1 ; Nitrf(δ) ]], ∀j ∈ [[ 1 ; Nitrf(δ) ]] : ~ψδ,j = Lδ (~χδ,i) + ~ψsrcδ,j (1.34)

c’est à dire en construisant la matrice associée à l’opérateur Lδ (�) et le vecteur associé aux sources ~ψsrcδ du
domaine δ.

Le calcul de l’opérateur se fait traditionnellement en IE (code ELSEM3D). Cette méthode convient parfai-
tement pour nos problématiques. Nous la conserverons donc même s’il ne serait pas exclu d’utiliser une autre
méthode, comme la PEEC (Partial Element Equivalent Circuit) ou la FDTD (Finite Differences in Time Domain)
par exemple.

Ensuite, on appliquera la Méthode des Moments (MoM, Section 1.5.4) pour traduire le l’opérateur de cou-
plage (fonctionnel) sous une représentation matricielle. Pour cela, nous devrons fournir une famille de fonctions
(appelées Fonctions Tests {~wp}), associées à l’interface du domaine, qui va alors définir un projecteur. Ce projec-
teur va permettre de passer des grandeurs fonctionnelles vectorielles (qui sont des vecteurs physiques ; comme le
champ

−→
E [r′],

−→
H [r′], . . .) à des grandeurs scalaires topologiques (qui sont des amplitudes ; Vp, Ip, . . .). Cet outil

de projection présente l’avantage d’isoler les types de couplages, puisque les champs sont alors découplés par le
projecteur, ce qui présente l’avantage de l’interprétation si ce projecteur est modal par exemple.

On peut choisir une convention différente entre l’échelle globale du réseau et l’échelle intermédiaire des do-
maines. Il faut dans ce cas disposer d’un outil assurant la transformation « Convention Domaine 7→ Convention
Graphe » (pour notre exemple avec FACTOPO : [Y ] → [S]). Si la convention matricielle n’est pas imposée à cet
instant, nous pouvons alors tirer profit des caractéristiques de chaque domaine, pour définir ainsi la convention la
plus adaptée au problème. Ce choix de convention fera l’objet du Chapitre 2.
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1.5.4 Choix des conventions à l’échelle (locale) des interfaces / Formalisme de la Méthode
des Moments (MoM)

Position du problème : équation fonctionnelle

On s’intéresse à un problème de couplage que l’on peut représenter sous la forme d’une équation fonctionnelle :

~ψ = ~ψsrc + L (~χ) (1.35)

La grandeur L représente un opérateur linéaire quelconque. ~χ, ~ψ et ~ψsrc sont des grandeurs vectorielles fonc-
tionnelles ; elles représentent respectivement l’inconnue du système linéaire, la grandeur de sortie et le terme
d’excitation.

Formulation faible : projection des champs

Nous considérons la définition du produit scalaire symétrique entre deux grandeurs vectorielles ~f et ~g définies
sur une surface d’intégration S :

〈 ~f | ~g 〉S déf.
=

∫∫

S

~f � ~g ds (1.36)

On projette sur une famille de fonctions tests ~tm définies sur la surface l’ouverture Souv :

〈 ~ψ | ~tm 〉Souv = 〈 ~ψsrc | ~tm 〉Souv + 〈 L (~χ) | ~tm 〉Souv (1.37)

ce qui correspond à la formulation faible de l’opérateur.

(ψ) = (ψ)
src

+ (ψ)
fonct (1.38)

Décomposition de l’inconnue

On décrit alors le terme L (~χ) en décomposant l’inconnue ~χ à l’aide d’une combinaison linéaire sur une famille
complète de fonctions de bases {~bn} :

~χ = ~χfonct =

∞∑

n=1

χn
~bn (1.39)

où ~χfonct correspond à la grandeur fonctionnelle de ~χ.

Le calcul numérique de ~χ impose de tronquer cette série jusqu’à n = Nfdb. On suppose alors que l’erreur de
troncature ǫtrunc(~χ) est négligeable devant la valeur exacte ~χfonct, même pour un nombre fini de bases :

~χfonct ≈ ~χdiscr =

Nfdb∑

n=1

χn
~bn (1.40)

le but étant de déterminer les coefficients χn.

Ainsi, au lieu de calculer la projection (ψ)
fonct, correspondant à l’opérateur continu L(�) appliqué à l’inconnue

~χfonct :
(ψ)

fonct
= 〈 L

(
~χfonct

)
| ~tm 〉Souv (1.41)
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nous obtenons le terme de projection (ψ)
discr, qui correspond quant à lui à l’opérateur continu L(�) auquel on

applique l’inconnue tronquée ~χdiscr :

(ψ)
discr

= 〈 L
(
~χdiscr

)
| ~tm 〉Souv (1.42)

ce qui revient à considérer un opérateur discrétisé [L] :

[L]m,n = 〈 L
(
~bn

)
| ~tm 〉Souv (1.43)

avec :
(ψ)

discr
= [L] · (χ) (1.44)

où (χ) est le vecteur comprenant les inconnues χn.

Remarque importante : on notera que le produit scalaire effectué n’est pas un produit scalaire hermitien mais
bien un produit scalaire symétrique, ce qui signifie que l’on ne conjugue aucun terme.

Choix des Fonctions Tests

Pour ces Fonctions Tests ~wp, on peut là encore opter pour plusieurs conventions :
– la méthode des simples carrés, qui a l’avantage d’être très précise, est construite par l’opérateur appliqué

aux FdB :
~wp = L(~fp) (1.45)

– la méthode “Dirac”, qui se distingue par sa simplicité, consiste à un simple prélèvement du champ :

~wp = δ (~rp) (1.46)

(ce qui explique que cette méthode est parfois appelée “Point Matching”) ;
– la méthode “Galerkin”, qui offre l’avantage de fournir une matrice symétrique pour un opérateur réciproque,

utilise les mêmes fonctions pour les tests {~wp} et bases {~fp} :

~wp = ~fp (1.47)

Dans le cas où les interactions entre ces « ports généralisés » sont réciproques, il est alors intéressant de choisir la
convention Galerkin, qui assure de conserver des termes de couplages symétriques :

L (�) réciproque =⇒ 〈L
(
~fn

)
| ~fm 〉 = 〈 L

(
~fm

)
| ~fn 〉 (1.48)

Ceci peut en effet constituer un avantage pour un élément de vérification des coefficents de couplage.

Traitement à l’échelle locale des interfaces

Pour l’échelle la plus locale à notre problème, il faudra traiter :
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– la construction des Fonctions de Base (FdB) spécifiques à chaque interface :
étape F « Fonctions de Base spécifiques à l’interface ».

Elle fera l’objet du Chapitre 4, car le choix judicieux d’un modèle spécifique à un type d’interface dépend a priori
de la convention que l’on s’est fixé.

Pour la convention [Y] qui a été choisie pour les domaines, l’inconnue est le champ tangent
[−→
E
]

tgt itrf
; les FdB

vont donc décomposer ce champ tangent :

[−→
E
]

tgt itrf
=

Nfdb∑

p=1

Vp · ~fp (1.49a)

De manière duale, on peut introduire dès à présent la convention [Z], qui offrira l’intérêt de pouvoir utiliser une
éventuelle association Vp + ZréfIp (formalisme [S]) :

[−→
H
]

tgt itrf
=

Nfdb∑

p=1

Ip · ~gp (1.49b)

Pour appliquer la MoM, nous utiliserons la méthode Galerkin (~wp = ~fp).
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Conclusion du chapitre

Pour les problématiques qui nous intéressent, à savoir les cavités résonantes couplées, nous pouvons remarquer
qu’actuellement, pour prédire fidèlement le couplage à l’intérieur de la structure, des difficultés importantes sub-
sistent sur le plan numérique. Néanmoins, de nombreuses méthodes efficaces sont disponibles à ce jour. Il semble
donc justifié d’adopter une stratégie “regroupant” ces outils en un ensemble « multi-méthodes », permettant juste-
ment de tirer profit des avantages propres à chacune de ces méthodes.

Parmi les méthodes Multi-Domaines (MD), la Méthode par Décomposition de Domaines (DDM) est celle qui
nous semble naturellement adaptée à des problèmes de cavités. En contrepartie, la complexité réside dans le fait
de fournir les “bonnes” Fonctions de Base (FdB) en entrée de la méthode ! De plus, le coût numérique, l’un des
points forts de la méthode, ne reste faible que si son nombre de FdB est raisonnable. En conséquence, il convient
d’obtenir un modèle riche en informations, dans le but de fournir la famille de FdB la plus petite possible.

Afin de fournir les données d’entrée de la DDM (famille de FdB), nous développons un modèle en trois
phases. Il faut, dans une première phase, tirer les informations physiques du couplage à travers une ouverture
(Chap. 2). Il faut, dans une deuxième phase, fixer les conventions les plus judicieuses pour les différentes étapes
de la DDM, afin d’indroduire le moins possible d’imprécisions lors de la résolution de chacune de ces étapes
(Chap. 3). Enfin, dans une troisième phase, il faut construire ces FdB spécifiques aux ouvertures (Chap. 4). Nous
pouvons noter que la singularité du champ, imposée par la diffraction du contour des ouvertures, augmente la
complexité du problème.

Pour finir, comme les problématiques de CEM font intervenir des câbles, il est intéressant de pouvoir utiliser
des méthodes qui incluent facilement les fils. Aussi, les méthodes de type PEEC (Partial Element Equivalent
Circuit) ou IE (Integral Equations) sont donc privilégiées, pour être intégrées au code DDM existant, FACTOPO.
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Chapitre 2

Développement d’un modèle numérique de
petite ouverture dans le formalisme de la
DDM

L’objectif du chapitre est d’étendre à la CEM une stratégie similaire à celle adoptée dans le domaine des
antennes ou pour l’évaluation de Surfaces Équivalentes Radar (SER), dans le but de développer un modèle DDM
efficace.

Paramétrer le champ solution du problème réel, correspondant à une ouverture pratiquée dans un boîtier de
géométrie quelconque, s’avère utopique. Par conséquent, nous avons considéré une configuration quasi-canonique
illustrant le problème réel. Nous avons supposé la solution du problème étudié très proche de la solution réelle.
Le but a été de développer un outil pour déterminer les solutions de ce problème simplifié, à savoir construire un
modèle global de FdB efficace répondant à cette problématique.

Dans un premier temps, nous avons fait l’hypothèse des faibles perturbations. La répartition spatiale du champ
est supposée inchangée, lors du passage de la configuration correspondant à une ouverture située dans un plan, à
la configuration réelle d’une ouverture dans un boîtier.

Dans un deuxième temps, nous avons considéré que l’amplitude du champ n’est pas influencée par la rétroac-
tion du boîtier, toujours lors du passage entre les deux configurations « plan » et « boîtier ». Afin de valider cette
hypothèse, il convient de vérifier que les paramètres de couplage de l’ouverture, i.e. ses termes matriciels, n’ont
pas été modifiés d’une configuration à l’autre. Si ce modèle est validé, il est alors possible de prendre en compte
l’effet de la rétroaction du boîtier sur l’amplitude du champ dans l’ouverture.
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2.1 Modèles de Fonctions de Base (FdB) utilisés dans FAC TOPO

On rappelle pour mémoire quelques acquis de la méthode FAC TOPO préalables à nos travaux. En effet, l’ob-
jectif est de décomposer le champ dans l’ouverture (l’inconnue du problème), à partir d’une famille de Fonctions
de Base (FdB). En particulier, on revisite 2 types de FdB très intéressantes dans le cadre de la DDM :

– les bases locales ;
– les bases modales (des guides d’ondes).
En effet, notre objectif est de développer des FdB spécifiques à des petites ouvertures. On s’appuie donc sur les

modèles de base qui ont été développés dans FACTOPO pour s’en inspirer et fabriquer les FdB adaptées à notre
problématique.

2.1.1 Fonctions de Base Locales

La première approche consiste à utiliser des Fonctions de Base (FdB) très élémentaires : on associe à chaque
arête du maillage de l’interface une fonction polynomiale du premier ordre. Le support de chaque fonction est le
couple d’éléments qui partage cette arête (Fig. 2.1).

. . .

FIGURE 2.1 – Fonctions de Base de type “Bases Locales”.

L’avantage de cette formulation est qu’elle s’adapte quelle que soit la forme de l’interface. Ces FdB locales
peuvent donc être utilisées dans toutes les situations. Par contre, on remarque que si l’on souhaite discrétiser le
champ dans l’ouverture de manière fine, elle engendre un très grand nombre de FdB.

2.1.2 Fonctions de Base Modales (des guides d’ondes)

Dans le but de lever la contrainte du nombre important de FdB lorsque l’on affecte une fonction locale à chaque
élément, on choisir d’affecter des fonctions réparties sur plusieurs éléments. Ces bases “globales” doivent alors
être définies pour assurer la complétude de la base de description du champ à l’intérieur de l’interface. Aussi, cette
famille de FdB réparties seront adaptées à un certain type de problématique, sujet aux hypothèses fixées par le
modèle.

Pour une structure guidée, l’idée consiste à penser que le champ peut être décrit de manière similaire à celui
se propageant dans un guide de même section mais avec une longueur infinie, comme l’illustre la Fig. 2.2. Pour
évaluer numériquement le champ électromagnétique 1, on choisit de prendre, pour les FdB de l’interface, les modes

1. On approchera « au mieux » le champ en utilisant un minimum de bases pour une précision donnée.
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approx−→

FIGURE 2.2 – La structure des champs EM dans une section guidée peut s’assimiler à celle d’un guide d’ondes
infini.

TE (Transverses Électriques) et TM (Transverses Magnétiques), pour un guide infini de même section (Fig. 2.3).
Dans un guide de longueur infinie, pour une plage de fréquences donnée, les champs correspondent à une com-

. . . . . .

FIGURE 2.3 – Fonctions de Base modales ~fp (spécifiques aux problématiques guidées), construites à partir du
champ électrique ~E des modes d’un guide, pour les premiers modes TE (à gauche) et les premiers modes TM (à
droite).

binaison linéaire d’un nombre fini de modes. Pour un guide de longueur finie, le champ réel ne pourrait pas être
défini par une série discrète de modes. On postule cependant que le guide est suffisamment long pour déterminer
le champ en considérant la supersposition de ces modes analytiques.

Fonctions de base adimensionnées, pondérations physiques. On rappelle que l’on décompose le champ sur
l’interface (inconnue ~χ dans le formalisme de la MoM), comme une combinaison linéaire de fonctions de base
{~fp}. Si l’on prend la convention admittance par exemple (matrice [Y ]), l’inconnue est alors le champ électrique
~E (Éq. 1.49a) :

~E =

Nmodes∑

p=1

Vp ~fp (2.1)

À partir de fonctions modales, on peut associer à ~fp une fonction théorique ~gp, pour former un couple de fonctions

{~fp;~gp}, tel que l’association {−→E =
∑
Vp ~fp} et {−→H =

∑
Ip~gp} forme un mode à part entière. En effet, pour

un guide infini, pour un champ électrique donné d’un mode p, on associe un champ magnétique, puisque c’est le
couple { ~E ; ~H} qui satisfait à l’équation d’Helmholtz. À partir de chaque mode propagatif, les champs ~E et ~H
sont liés par la relation suivante, en prenant ûz comme la direction de propagation du mode :

Pour chaque mode “p” : ~H = Zmode p ·
[
ûz ∧ ~E

]
(2.2)

Le champ ~H peut donc décomposé suivant des bases {~gp} qui sont les solutions analytiques pour un guide
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d’onde infini :

~H =

Nmodes∑

p=1

Ip ~gp (2.3)

On construit donc les Fonctions Duales ~gp de la manière suivante :

~gp = Zmode p ·
[
n̂ ∧ ~fp

]
(2.4)

Ces FdB ont l’inconvénient d’être spécifiques à des interfaces situées dans des structures guidées, mais en
contrepartie, l’avantage est que le nombre de FdB est beaucoup moins important que pour des Bases Locales
(Tableau 2.1), ce qui correspond au but recherché.

2.1.3 Conclusion sur les stratégies à adopter pour les FdB

L’objectif est de décomposer le champ dans l’interface à l’aide d’une famille de FdB. Une solution classique
est d’utiliser des FdB très générales, à savoir une FdB par arête du maillage de l’interface par exemple. On a ainsi
une fonction “locale” à chaque arête. Malheureusement, on peut se douter que ce nombre important de FdB peut
devenir contraignant sur le coût numérique ; nous verrons en effet à la Section 3.5 qu’en fonction de la méthode
utilisée, cet argument peut rentrer en ligne de compte (Tab. 2.1). Plutôt que d’avoir beaucoup de bases peu riches,

Fonctions de Base d’ARÊTES Fonctions de Base MODALES

Stratégie Beaucoup de fonctions
Élémentaires

Peu de fonctions Riches

Nombre de FdB né-
cessaires pour dé-
crire le champ

Élevé Faible

Coût numérique Élevé Faible

Possibilités d’utili-
sation du modèle

Nombreuses
(car générales)

Rares
(car spécifiques)

Information spa-
tiale

Locale
(pauvre)

Globale
(riche)

TABLE 2.1 – Synthèse sur les deux stratégies adoptées pour la fabrication de Fonctions de Base (FdB).

on peut alors essayer d’avoir peu de bases très riches ; c’est le cas de FdB spécifiques comme les bases modales.
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Nous voyons dès à présent le désagrément de cette stratégie : pour obtenir ces informations riches spatialement, on
doit faire un certain nombre d’hypothèses pour définir un problème approché, ce qui restreint bien évidemment le
cas d’utilisation de la FdB par la suite.

Dans notre problématique CEM appliquée à des cavités, le caractère guidé des champs ne permet pas de penser
que les bases modales décrites seront de bons candidats. En analysant les aspects physiques de la diffraction par
les ouvertures, nous serons progressivement en mesure de proposer d’autres formulations “riches” adaptées au
problème à résoudre.

2.2 Méthodologie d’étude d’une cavité possédant des ouvertures : cas d’un
blindage parfaitement conducteur

2.2.1 Analyse de la configuration étudiée

Analyse de la problématique de blindage

Revenons au cas d’une onde qui interagit avec un système possédant des ouvertures. Le but de notre étude est
en pratique d’évaluer le niveau de champ transmis à l’intérieur de la cavité quelle que soit l’agression extérieure
(Figure 2.4).

FIGURE 2.4 – Problématique d’étude : un blindage protégeant une charge.

Classiquement, nous choisissons d’appliquer le Théorème de la Diffraction (aussi appelé Théorème d’Induc-
tion). Notre problème est celui d’un blindage possédant des ouvertures, c’est à dire un blindage continu dont
on retranche des parties métalliques. Le problème primaire qui semble le plus naturel est donc le prolongement
des parties conductrices au niveau des ouvertures. En d’autres termes, on court-circuite les ouvertures, avant de
calculer la diffraction négative de ces dernières, puisqu’il faut retrancher la partie métallique que l’on vient d’ajou-
ter. Ce calcul électromagnétique avec court-circuit des ouvertures correspond finalement à une caractérisation en
admittances. Ceci est la conséquence naturelle du Principe de Huygens sur une surface métallique avec des trous.
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Application du Principe d’Équivalence (PE)

Considérons le problème d’une structure où l’on souhaite caractériser le champ en tout point de l’espace. L’idée
du principe d’équivalence est de définir une surface fictive fermée et orientée (avec par convention une normale
qui pointe vers l’intérieur du domaine), à l’extérieur de laquelle les champs sont nuls et à l’intérieur de laquelle
les champs sont ceux du problème réel. Pour conserver le même champ à l’intérieur du volume considéré, on doit
introduire une discontinuité des champs au niveau de cette surface ∂DH pour respecter les équations de Maxwell.

FIGURE 2.5 – Problématique électromagnétique de référence pour une structure quelconque (à gauche). Problème
équivalent pour le domaine Externe (au centre) et pour le domaine Interne (à droite).

Pour une structure quelconque, nous fixerons la convention illustrée Figure 2.6 pour les normales, avec : n̂ =
n̂B2 = n̂12.

FIGURE 2.6 – Structure considérée pour le problème d’une structure quelconque (à gauche). Définition de l’orien-
tation du trièdre pour la structure court-circuité (à droite).

Pour satisfaire les équations de Maxwell en tout point de l’espace et en particulier au niveau de cette frontière
∂DH , on doit donc placer des éléments permettant la discontinuité des composantes

−−→
∆H et

−−→
∆E. Ces discontinuités

de champs au niveau de cette interface imposent donc des sources fictives
−→
J s(r′) et

−→
K s(r′) qui sont des courants

surfaciques respectivement électrique et magnétique, qui s’expriment resp. en ⌈A/m⌋ et ⌈V/m⌋.
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De même qu’un courant électrique surfacique
−→
J s correspond à une discontinuité de champ magnétique

−−→
∆H

entre deux milieux (1) et (2) (conséquence de
−→
J + ∂t

−→
D = +

−→
rot
−→
H ) :

−→
J s = +n̂21 ∧

(−→
H 1 −

−→
H 2

)
(2.5)

on peut introduire dans les équations de Maxwell un terme pour le courant magnétique
−→
K , tel qu’une densité

surfacique
−→
K s provoque une discontinuité

−−→
∆E du champ électrique (conséquence de

−→
K + ∂t

−→
B = −−→rot−→E ) :

−→
K s = −n̂21 ∧

(−→
E 1 −

−→
E 2

)
(2.6)

Dans le cas particulier où le milieu (2) est considéré comme parfaitement conducteur, on remarque que les
sources équivalentes se résument à :

−→
J s(r′) =

[
n̂21 ∧

−→
H 1

]
(r′) (2.7a)

−→
K s(r′) =

[
−n̂21 ∧

−→
E 1

]
(r′) (2.7b)

Application du théorème de superposition

Plaçons-nous arbitrairement dans le domaine EXTERNE. Le but du théorème de superposition est de dissocier le
champ généré par l’ensemble des sources du problème, à la fois physiques ({Vsrc, Isrc}) et fictives ({J1;K1}, . . .).
On obtient ainsi le champ du problème étudié à partir de chacune des contributions de ces sources élémentaires.

= + + +

FIGURE 2.7 – Décomposition du problème EXTERNE à l’aide du théorème de superposition.

= + +

FIGURE 2.8 – Décomposition du problème INTERNE à l’aide du théorème de superposition.
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2.2.2 Théorème d’induction : choix du champ primaire

Calcul des “diffractions négatives”

Les problèmes de couplage à travers les ouvertures se résolvent en appliquant dans un premier temps le principe
d’équivalence ou principe de Huygens. La surface de Huygens que l’on définit est le support de ces sources
fictives, qui s’identifie naturellement à la surface du blindage dans notre cas. Le champ étant nul à l’intérieur
du blindage parfaitement conducteur (

−→
E (r′) = ~0 et

−→
H (r′) = ~0, ∀r′ ∈ Scond), les sources équivalentes sont alors

nulles pour tout point de l’élément conducteur. Comme il faut définir une surface fermée, nous prolongerons la
condition “métal parfait” du blindage au niveau des ouvertures. On sépare ainsi le problème en deux domaines,
l’un EXTERNE et l’autre INTERNE. On applique ensuite le Théorème de Superposition sur l’ensemble des sources
électromagnétiques du domaine qui nous intéresse ; le domaine INTERNE dans le cas de l’immunité d’un système.
Nous voyons que les Conditions Aux Limites (=CAL) à appliquer aux problèmes de blindages sont donc des
conditions de court-circuit, puisqu’elles prolongent les caractéristiques électriques (très forte conductivité) sur la
surface fermée la plus naturelle (Fig. 2.9). Cette condition d’impédance (arbitraire) de type “court-circuit” signifie

carac. admittance−→

FIGURE 2.9 – Notations pour un problème d’ouverture que l’on court-circuite.

que l’on caractérise le domaine suivant une convention admittance.

Pour conserver la rigueur du calcul sans introduire d’approximation sur le couplage, il faut prendre en compte
la continuité des champs du problème réel, sur la frontière fictive où le champ est a priori non nul (dans le problème
réel), autrement dit à l’intérieur de l’ouverture pour notre problématique.

Définition des notations

Nous utiliserons dans la suite du manuscrit les notations suivantes : l’exposant « t » est relatif au champ total,
« d » au champ diffacté, « cc » au champ de court-circuit et « i » au champ incident.Nous utiliserons également, De
plus, l’indice « N » sera relatif à la composante normale et l’indice « T » relatif à la composante tangentielle.

2.2.3 Choix de la démarche “naturelle” des ouvertures

Une fois le calcul du champ de court-circuit effectué, sont appliquées les conditions physiques réelles de notre
problème, à savoir la continuité des champs au niveau de l’ouverture [199]. En réalité, le champ de court-circuit
n’est qu’une vue de l’esprit, en métallisant l’ouverture à l’aide d’un conducteur parfait. Cette démarche présente
l’avantage de pouvoir considérer une discontinuité entre les champs de part et d’autre de l’interface, par l’utilisation
du PE.

Pour notre problème réel possédant une ouverture, il nous faut maintenant appliquer les conditions de raccord
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des champs sur la surface de l’ouverture.

Raccord des champs dans l’ouverture. On calcule maintenant les sources équivalentes, en annulant le champ
sur la surface de séparation des domaines.

Choisissons d’abord de résoudre le milieu INTERNE (domaine (1)), après métallisation du volume complémen-
taire (de l’autre côté de la surface de Huygens, i.e. le milieu EXTERNE ici). Les domaines (B) et (2) sont donc mé-

tallisés ; on en déduit donc que les champs y sont nuls dans ces deux régions (
−→
E 2 = ~0 =

−→
EB et

−→
H 2 = ~0 =

−→
HB).

Pour exprimer les sources de courant équivalentes, on veille à considérer les normales telles que conventionnelle-
ment, l’orientation soit toujours vers le volume d’intérêt (notation n̂B1 pour l’INTERNE, Figure 2.6). On fait alors
le lien avec le repère défini dans le problème, soit ici n̂B1 (= −ûz) :

−→
J eq

1 = +n̂B1 ∧
−→
H t

1 = −ûz ∧
−→
H t

1 (2.8a)
−→
K eq

1 = −n̂B1 ∧
−→
E t

1 = +ûz ∧
−→
E t

1 (2.8b)

De la même manière, on peut déterminer les sources équivalentes pour le milieu EXTERNE (domaine (2)), avec
cette fois-ci n̂B2 = +ûz :

−→
J eq

2 = +n̂B2 ∧
−→
H 2 = +ûz ∧

−→
H t

2 (2.9a)
−→
K eq

2 = −n̂B2 ∧
−→
E 2 = −ûz ∧

−→
E t

2 (2.9b)

Dans le cas où l’ouverture est libre (sans matériau), on a continuité parfaite des champs. Ainsi par une simple
identification des précédentes expressions, on trouve :

−→
H t

2 =
−→
H t

1 =⇒ −→
J eq

2 = −−→J eq
1

posons
=
−→
J eq (2.10a)

−→
E t

2 =
−→
E t

1 =⇒ −→
K eq

2 = −−→K eq
1

posons
=
−→
K eq (2.10b)

2.2.4 Calcul primaire : champ de court-circuit sur la structure

Nous prendrons pour conventions l’indice (1) pour les champs relatifs au volume Vint du domaine INTERNE

et l’indice (2) pour les champs relatifs au volume Vext du domaine EXTERNE. On supposera dans notre étude que
des sources sont uniquement placées dans le domaine Vext. On notera une nouvelle fois qu’avec le théorème de
superposition, le fait d’étudier notre problème avec des sources dans un seul des domaines ou dans les deux ne
change strictement rien, puisque l’on ajoute uniquement un calcul de court-circuit pour prendre en compte l’action
de ces sources.

L’idée est de prolonger les caractéristiques électriques du blindage suivant une surface fictive la plus « lisse »
possible pour considérer un objet fermé parfaitement métallique.

La première étape pour résoudre notre problème va consister à « éteindre » toutes les sources équivalentes,
c’est à dire annuler les courants {J eq

i ;Keq
i } pour chacune des ouvertures. On rappelle que ces ouvertures ont été

préalablement court-circuitées (confer Fig. 2.9), ce qui signifie que l’on effectue le calcul des champs pour les
ouvertures métallisées, avec uniquement les sources internes à notre domaine.
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On appellera champs de court-circuit, notés
−→
H cc et

−→
E cc, les champs produits par les sources physiques de

chacun des domaines (interfaces court-circuitées donc).

On appellera champs diffractés, notés
−→
H d et

−→
E d, les champs créés par chacune des sources équivalentes,

qui dans le cas général sont aussi bien des courants électriques que magnétiques. Pour notre caractérisation en
admittances, les sources sont uniquement des courants magnétiques. On peut alors définir deux opérateurs pour
faire le lien entre la source

−→
K eq(~r ′) et ces deux champs

−→
H d et

−→
E d. Notons Y Int/Ext (�) l’opérateur reliant

−→
K eq(~r ′)

à
−→
H d(~r) (pour les domaines respectivement INTERNE et EXTERNE), qui a alors la dimension de Siemens ⌈ S ⌋, et

T Int/Ext (�) l’opérateur reliant
−→
K eq(~r ′) à

−→
E d(r) (dom. INT. et EXT. resp.), qui est sans dimension :

−→
H d

int(~r) = Y Int
(−→
K int(~r

′)
)

= −Y Int
(−→
K eq(~r ′)

)
(2.11a)

−→
E d

int(~r) = T Int
(−→
K int(~r

′)
)

= −T Int
(−→
K eq(~r ′)

)
(2.11b)

−→
H d

ext(~r) = YExt
(−→
K ext(~r

′)
)

= +YExt
(−→
K eq(~r ′)

)
(2.11c)

−→
E d

ext(~r) = T Ext
(−→
K ext(~r

′)
)

= +T Ext
(−→
K eq(~r ′)

)
(2.11d)

Ces opérateurs sont, dans le cas général, difficile à exprimer de manière simple, puisqu’ils dépendent des CAL.

On écrit alors la continuité des champs dans l’ouverture :

Pour tout point p(~r) ∈ Vint :

{ −→
H (~r) =−→
E (~r) =

−→
H d

1 (~r)−→
E d

1 (~r)
(2.12a)

Pour tout point p(~r) ∈ Vext :

{ −→
H (~r) =−→
E (~r) =

−→
H cc(~r) +

−→
H d

2 (~r)−→
E cc(~r) +

−→
E d

2 (~r)
(2.12b)

Finalement, en identifiant les expressions des champs sur la zone de l’ouverture (~r ′ ∈ Souv), pour le domaine
EXTERNE et le domaine INTERNE 2:

−→
H cc + Y Int

(−→
K eq

)
+ YExt

(−→
K eq

)
= ~0 (2.13a)

−→
E cc + T Int

(−→
K eq

)
+ T Ext

(−→
K eq

)
= ~0 (2.13b)

Remarque sur ces opérateurs : On pourra remarquer que l’opérateur Y Int/Ext (�) s’apparente en réalité à l’opé-
rateur dual de l’EFIE, que nous noterons Y Int/Ext

EFIE⋆ (�). De la même manière, l’opérateur T Int/Ext (�) s’apparente quant
à lui à l’opérateur dual de la MFIE, que nous noterons T Int/Ext

MFIE⋆ (�). Une curiosité apparaît alors, l’on sait que l’opé-
rateur MFIE n’est définit que si la structure ne possède ni fils ni arêtes vives. La frontière définie par la surface
de Huygens respecte cette condition, mais seulement si la région d’intérêt ne possède, là encore, ni fils ni arêtes
vives ! Cela signifie que si l’on s’intéresse au domaine Interne à un boîtier qui possède un fil quelconque à l’inté-
rieur, l’opérateur T Int/Ext

MFIE⋆ (�) ne serait plus défini !

2. On notera que les Équations 2.13a et 2.13b dépendent de la convention que l’on a posé pour la source équivalente de “référence”
−→
K eq.

Si nous avions posé ce courant équivalent du même signe que pour le domaine INTERNE à l’Éq. 2.10b, nous aurions eu à la place les relations
−→
H cc − Y Int

(−→
K

eq
int

)

− YExt
(−→
K

eq
ext

)

= ~0 et
−→
E cc − T Int

(−→
K

eq
int

)

− T Ext
(−→
K

eq
ext

)

= ~0, en Éq. 2.13a et 2.13b respectivement.
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2.3 Méthodologie d’étude d’une cavité possédant des ouvertures : cas gé-
néral

Introduisons maintenant l’indiceB pour les grandeurs relatives au BLINDAGE, qui sépare le domaine INTERNE

(indice 1) du domaine EXTERNE (indice 2). Appliquons le Principe d’Équivalence au cas du boîtier (Figure 2.10).

FIGURE 2.10 – Problématique électromagnétique de référence pour un boîtier quelconque (à gauche). Problème
équivalent pour le domaine Externe (au centre) et pour le domaine Interne (à droite).

À partir des équations de Maxwell, on en déduit aisément les relations de continuité suivantes au passage d’une
interface entre le BLINDAGE et le domaine EXTERNE :

n̂12 �
(−→
D2 −

−→
DB

)
(r′) = ̺cc(r′) (2.14a)

n̂12 �
(−→
B 2 −

−→
BB

)
(r′) = 0 (2.14b)

−n̂12 ∧
(−→
E 2 −

−→
EB

)
(r′) = ~0 (2.14c)

+n̂12 ∧
(−→
H 2 −

−→
HB

)
(r′) =

−→
J cc(r′) (2.14d)

pour tout point P ′(~r ′) tel que P ′ ∈ Scc. On notera que les champs exprimés dans les milieux (1) et (2) sont des

champs totaux. On notera également que les termes ̺cc et
−→
J cc sont considérés suivant des grandeurs surfaciques 3,

là encore.

Pour le blindage, nous fixerons la convention illustrée Figure 2.11 pour les normales, avec : n̂ = n̂12 = n̂ext.

Les champs dans le blindage (B) es’annulant (
−→
DB = ~0,

−→
HB = ~0,

−→
BB = ~0,

−→
EB = ~0) et les relations 2.14b et

2.14c se traduisent alors par :

n̂ �
−→
B t

2 = 0 (2.15a)

−n̂ ∧ −→E t
2 = ~0 (2.15b)

Ces égalités sont donc, pour tout point p′ ∈ Scc, équivalentes à :

B d
N2 = −Bcc

N2 (2.16a)
−→
E d

T2 = −−→E cc
T2 (2.16b)

3. On ne fait pas figurer l’exposant “surfacique” ̺s et
−→
J s pour ne pas surcharger l’écriture.
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FIGURE 2.11 – Structure considérée pour le problème de blindage (à gauche). Définition de l’orientation du trièdre
pour le blindage court-circuité (à droite).

On pourra noter que la relation 2.16b, en utilisant l’équation de Maxwell-Faraday nous donne directement :

H d
N = −Hcc

N (2.17)

tout en soulignant que la relation 2.16a peut être omise, puisqu’elle n’est qu’une conséquence de l’expression
2.16b.

2.4 Cas d’une ouverture située dans un plan de dimensions infinies

Hypothèse d’un plan parfaitement conducteur

Nous ferons dans un premier temps, l’hypothèse des faibles perturbations : nous supposerons que la structure
du champ à l’intérieur de l’ouverture reste très voisine, aussi bien pour la configuration du boîtier (problème réel)
que pour la configuration du plan (problème approché).

Idéalement, l’objectif serait en fin de processus de vérifier si cette hypothèse est valide, en évaluant par exemple
l’erreur commise sur le champ dans toute l’ouverture, pour un cas d’étude qui nous intéresse.

Pour le conducteur plan, étant donné que les deux demi-espaces INTERNE et EXTERNE sont identiques, on a
nécessairement l’égalité des opérateurs de couplage :

Y Int (�) = YExt (�)
posons
= YPlan (�) (2.18)

De ce fait, l’Éq. 2.13a devient : −→
H cc

2
= −YPlan

(−→
K eq

)
(2.19)

Nous décidons de fixer à partir de maintenant, pour les normales, la convention illustrée Figure 2.12, avec :
n̂ = n̂B2 = n̂12 = n̂ext. On définit un trièdre orthonormé direct {ûx; ûy; ûz} et un vecteur n̂ tel que n̂ pointe vers
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FIGURE 2.12 – Structure considérée pour le problème du conducteur plan (à gauche). Définition de l’orientation
du trièdre pour le plan court-circuité (à droite).

les sources, c’est à dire avec notre précédente convention n̂ = +ûz pour le domaine EXTERNE, n̂ = −ûz pour le
domaine INTERNE.

Dans le cas du plan, il devient naturel de décomposer le champ de court-circuit
−→
ψ cc en une composante

incidente
−→
ψ i et une composante réfléchie

−→
ψ r :

−→
H cc =

−→
H i +

−→
H r (2.20)

−→
E cc =

−→
E i +

−→
E r (2.21)

À partir de l’Éq. 2.16b, valable pour le cas général d’un blindage métallique, si l’on applique les CAL dans le
cas particulier du conducteur plan, on obtient les relations suivantes :

E r
N2 = +E i

N2 (2.22a)
−→
H r

T2 = +
−→
H i

T2 (2.22b)

Pour notre cas, il ne reste plus qu’à déterminer les valeurs du champ total en présence du plan (sans ouverture,
car métallisée) et que l’on notera les champs de court-circuit (

−→
ψ cc, représentant indifféremment

−→
E cc ou

−→
H cc),

qui correspondent à la somme vectorielle des composantes incidente (
−→
ψ i) et réfléchie par le plan (

−→
ψ r), avec

l’utilisation du Principe des Images :

Ecc
N2 = E i

N2 + E r
N2 = 2E i

N2 (2.23a)

Hcc
N2 = H i

N2 +H r
N2 = 0 (2.23b)

−→
E cc

T2 =
−→
E i

T2 +
−→
E r

T2 = ~0 (2.23c)
−→
H cc

T2 =
−→
H i

T2 +
−→
H r

T2 = 2
−→
H i

T2 (2.23d)

Dans ce cas précis, nous pouvons introduire des charges surfaciques induites ̺cc et des courants surfaciques

induits
−→
J cc sur l’ensemble du conducteur.
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n̂ ∧
−→
E

CC(~r′a) = ~0 (2.27a)

n̂ ∧
−→
H

CC(~r′b) =
−→
J (~r′b) (2.27b)

ε
(
n̂ �

−→
E

CC
)
(~r′b) = ̺(~r′b) (2.27c)

µ
(
n̂ �

−→
H

CC
)
(~r′a) = 0 (2.27d)

TABLE 2.2 – Synthèse sur la résolution du problème primaire pour le plan (à gauche), avec le système d’équations
associé (au centre) et une représenation axiale du champ (à droite).

En utilisant le repère fixé par cette convention, on a ∀p′ ∈ Scc, pour la composante de courant suivant ûx :

~JTx(r
′) =

[
n̂ ∧ −→H cc(r′)

]

x

= 2
[
n̂ ∧ −→H i

y

]
(r′)

= −2Hy(r
′)ûx (2.24a)

puis, pour la composante de courant suivant ûy :

~JTy(r
′) =

[
n̂ ∧ −→H cc(r′)

]

y

= 2
[
n̂ ∧ −→H i

x

]
(r′)

= +2Hx(r
′)ûy (2.25a)

et enfin, pour les charges :

̺Nz(r
′) = n̂ �

−→
D cc(r′)

= 2 ε E i
N (r′) (2.26a)
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2.5 Comportement des ouvertures petites devant la longueur d’onde

2.5.1 Hypothèse des champs de court-circuit quasi-statiques au voisinage de l’ouverture

Avant d’introduire rigoureusement un développement multipolaire du champ diffracté, on propose au lecteur de
se pencher sur les courants de court-circuit qui peuvent permettre de prévoir pourquoi 3 termes suffiront à décrire
le rayonnement d’une petite ouverture.

Dans le cas de l’approximation quasi-statique, on considère que les champs excitateurs (i.e. le champs de court-
circuit

−→
H cc et

−→
E cc) ont une variation négligeable au voisinage de l’ouverture ; en d’autres termes, que la taille de

l’ouverture se trouve petite devant la longueur d’onde.

On rappelle que
−→
J cc et ̺cc doivent nécessairement vérifier la loi de conservation de la charge, à savoir :

div
−→
J cc + ı̇ω̺cc = 0 (2.28)

avec le fait que
−→
J cc n’a pas de composante normale au métal, cette équation s’exprime maintenant par :

div
(
~JTx + ~JTy

)
+ ı̇ω̺Nz = 0 (2.29)

Or, on sait que l’opérateur Divergence est défini à un Rotationnel près. On propose alors de décomposer ce courant
de court-circuit

−→
J cc en deux composantes ; une dont la divergence est nulle ( ~Jrot) et sa partie complémentaire

( ~Jdiv) :
div
−→
J cc = −ı̇ω̺cc (2.30)

avec : −→
J cc = ~Jdiv + ~Jrot (2.31)

avec ~Jrot vérifiant :
div ~Jrot = 0 (2.32)

et ~Jdiv la partie complémentaire à divergence non nulle.

On remarque alors facilement que les composantes de courant ~JTx et ~JTy s’incluent dans la partie rotationnelle,
puisque les amplitudes Hcc

x (r′) et Hcc
y (r′) sont quasistatiques (et donc sortent de l’opérateur divergence qui est

linéaire) :

div ~JTx = −2Hx · div ûx = 0 (2.33a)

div ~JTy = +2Hy · div ûy = 0 (2.33b)

soit :
div

(
~JTx + ~JTy

)
= 0 = div ~Jrot (2.34)

Découplage entre charge et courants. On voit donc que la charge ̺cc est alors découplée des courants
−→
J cc.

Cette propriété bien connue en statique se vérifie ici par le fait que les composantes tangentielles de champ ma-
gnétique de court-circuit (

−→
H cc

Tx et
−→
H cc

Ty) sont supposés constants, entraînant ainsi une divergence nulle. C’est
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cette divergence nulle qui découple la charge des composantes de courant, puisque le courant
−→
J cc s’exprime en-

tièrement suivant la composante ~Jrot. La partie en ~Jdiv, dont dépend la charge ̺cc, est donc indépendante de toute
composante de

−→
J cc. Pour un spectre où le champ de court-circuit n’est plus quasi-statique, nous voyons que ces

champs possèdent une divergence non nulle, ce qui signifie que les courants
−→
J cc ont des composantes en ~Jrot, mais

aussi en ~Jdiv, liant ainsi la répartition des charges aux composantes de courant.

La composante divergente ~Jdiv vérifie alors :

div ( ~Jdiv) = ı̇ω̺Nz = ı̇ω · 2 εE i
N (2.35)

Ceci entraîne que ̺Nz(~r
′) l’est aussi. Cela implique que le courant équivalent ~Jdiv(~r

′) est à divergence
constante, c.à.d. ~Jdiv(~r

′) ∝ ~r ′. Les courants tangentiels ~JTx(~r
′) et ~JTy(~r

′) sont quant à eux constants spatia-
lement.

On posera donc les constantes Jx, Jy et J0 telles que :

~JTx = Jx · ûx (2.36a)
~JTy = Jy · ûy (2.36b)

~Jdiv = J0 ·
(
~r ′

R′0

)
(2.36c)

On remarquera pour la troisième expression que le terme div ( ~Jdiv) est bien constant (il vaut J0/R′0) puisque
div (~r ′) = 1. Les trois constantes {Jx ; Jy ; J0} ont la dimension de courants surfaciques ; ils s’expriment donc en
A/m. On notera que R′0 est juste une constante arbitraire, exprimée en ⌈m ⌋, servant à homogénéiser l’expression
2.36c 4.

Le système d’équations 2.24a à 2.26a se résume donc à :

Jxûx = −2H i
y [−n̂ ∧ ûy] (2.37a)

Jyûy = +2H i
x [+n̂ ∧ ûx] (2.37b)

J0ûz = −2R′0
[−→
rot
−→
H
]
� n̂ (2.37c)

On notera que le terme ı̇ωε vaut strictement ı̇k/ζ, ce qui reste en cohérence avec les résultats de [126], avec un
terme en kr′ et la normalisation en ~E/ζ. D’une autre façon, on peut aussi exprimer les constantes sous la forme
suivante :

Jx = − 2H i
Ty (2.38a)

Jy = + 2H i
Tx (2.38b)

J0
ı̇ωεR′0

= − 2E i
Nz (2.38c)

ou encore :

J0
ı̇kR′0

= − 2E i
Nz/ζ (2.38d)

4. La constante de normalisation R′
0

pourra tout simplement correspondre au rayon ρouv dans le cas d’ouverture circulaire par exemple.
Dans le cas échéant, on pourra prendre un rayon équivalent, par exemple basé sur une ouverture de même aire ; on prendra alors (ρouv)equiv =
√

Souv/π.
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2.5.2 Approximation quasi-statique : expression des champs en fonction des potentiels

Expression du potentiel vecteur magnétique

On choisit d’introduire le potentiel vecteur magnétique, qui est par définition :

−→Am(r) =

∫∫

Souv

ε
−→
K(r′) · G̃ (r, r′) dr′ (2.39)

qui s’exprime en ⌈V · s /m ⌋. G̃ (r, r′) représente la fonction de Green normalisée par rapport à la sphère de rayon
unitaire :

G̃ (r, r′) =
1

4π
× G (r, r′)

=
1

4π
× e−i

−→
k �(~r−~r ′)

||~r − ~r ′|| (2.40)

lorsque l’on considère l’équation :

k2G̃(~r, ~r ′) + ∆ G̃(~r, ~r ′) = −δ (~r − ~r ′) (2.41)

Développement limité sur la fonction de Green

On va maintenant proposer un développement limité en ~r sous les hypothèses suivantes :
– l’ouverture est petite devant la longueur d’onde (i.e. ||~r ′|| ≪ λ) ;
– le calcul est « loin de l’ouverture » (i.e. ||~r|| ≫ max |Souv ||~r ′||).

Dans ces conditions, on exprime la fonction de Green normalisée comme suit :

1

4π ||~r − ~r ′|| ≈ 1

4πR

(
1 +

[
~r ′

R

]
� ûr

)
(2.42a)

e−ı̇k||~r−~r ′|| ≈ e−ı̇kR (1 + ı̇k [~r ′ � ûr]) (2.42b)

d’où l’approximation de la fonction de Green normalisée :

G̃ (r, r′) ≈ G̃ (r, r′)dip
=

e−ı̇kR

4πR
×
(
1 +

[
~r ′

R

]
� ûr

)
× (1 + ı̇k [~r ′ � ûr]) (2.43)

et pour le potentiel vecteur magnétique :

−→Am(r) ≈ −→Am(r)dip =

∫∫

Souv

ε
−→
K(r′) · G̃ (r, r′)dip

dr′ (2.44)

On peut réécrire cette expression sous la forme suivante :

−→Am(r)dip =

∫∫

Souv

e−ı̇kR

4πR
· (ı̇ωµε) · 1

ζ
× 1

ı̇ωµ
· ε−→K(r′) dr′

+

∫∫

Souv

e−ı̇kR

4πR
· (ı̇ωµε) · 1

ζ
×
(
1 +

[
~r ′

R

]
� ûr

)
dr′

+

∫∫

Souv

e−ı̇kR

4πR
· (ı̇ωµε) · 1

ζ
× (1 + ı̇k [~r ′ � ûr]) dr′ (2.45)
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Introduction des moments multipolaires du 1er ordre

Reprenons les premiers termes multipolaires [40], dont on rappelle la définition :
– le dipôle magnétique :

~Pm =
1

ı̇ωµ

∫∫

Souv

−→
K(r′) dS (2.46)

– le dipôle électrique :

~Pe = ε

∫∫

Souv

−→
K(r′) ∧ ~r ′

2
dS (2.47)

– le quadripôle électrique :

←→Q =

∫∫

Souv

ûr ∧ (
−→
K(r′) ∧ ~r ′)
2

dS (2.48)

On pourra notamment remarquer que :
– le terme ~Pm s’exprime en ⌈m 2 · A ⌋ ;
– le terme ~Pe en ⌈m · C ⌋ ;

– le terme
←→Q en ⌈m 2 · V ⌋.

C’est la raison pour laquelle les moments dipolaires sont parfois exprimés avec les termes ~Pm × ζ et ~Pe/ε au lieu
de ~Pm et ~Pe [30]. Les expressions sont alors en ⌈m 2 · V ⌋ ce qui présente l’avantage d’obtenir des expressions

homogènes avec des champs en ⌈V /m ⌋, à savoir
−→
E dip et ζ

−→
H dip.

Inspiré par les développements multipolaires [30], on récrit l’Éq. 2.45 en faisant apparaître les termes
(
~Am

)

Magn
,

(
~Am

)

Elec
et
(←→Am

)

Quad
qui seront ensuite interprétés physiquement.

−→Am =
(
~Am

)

Magn
+
(
~Am

)

Elec
+
(←→Am

)

Quad
� ûr (2.49)

Au final, nous avons :
(
~Am

)

Magn
=

e−ı̇kR

4πR
· (ı̇ωµε)× ~Pm (2.50a)

(
~Am

)

Elec
=

e−ı̇kR

4πR
· (ı̇ωµε)× 1

ζ

(
1 +

1

ı̇kR

)[
ûr ∧

~Pe

ε

]
(2.50b)

(←→Am

)

Quad
=

e−ı̇kR

4πR
· (ı̇ωµε)× 1

ζ

(
1 +

1

ı̇kR

)←→Q (2.50c)

Expression des champs électrique et magnétique

En réintroduisant la définition des moments dipolaires du 1er ordre [40] :

~Pm =
1

ζ
×
∫∫

Souv

−ı̇ωε−→K dr′ (2.51)

~Pe = ε×
∫∫

Souv

−→
K ∧ ~r ′

2
dr′ (2.52)
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on peut réécrire les expressions des champs rayonnés dipolaires :

−→
E dip =

(
1

4πr2

)
e−ı̇kr

r

{
2 (1 + ı̇kr)

[
(
~Pe

ε
� ûr)ûr

]
+

(
1 + ı̇kr − k2r2

)
[
(
~Pe

ε
∧ ûr) ∧ ûr

]
+

(
ı̇kr − k2r2

) [
~Pm × ζ ∧ ûr

] }
(2.53)

et, en posant l’impédance du milieu ζ =
√
µ/ε :

ζ
−→
H dip =

(
1

4πr2

)
e−ı̇kr

r

{
2 (1 + ı̇kr)

[
(~Pm × ζ � ûr)ûr

]
+

(
1 + ı̇kr − k2r2

) [
(~Pm × ζ ∧ ûr) ∧ ûr

]
+

(
ı̇kr − k2r2

)
[
~Pe

ε
∧ ûr

] }
(2.54)

2.5.3 Sources équivalentes imposées par les champs de court-circuit

Vm =

∫∫

Souv

τ(r′)

µ
× 1

4π ||~r − ~r ′|| dS (2.55)

en notant que : ∮

∂Souv

−→
E d � ~t dl = 0 (2.56)

du fait de l’approximation BF posée, à savoir
∣∣∣
∣∣∣ı̇ω
−→
A
∣∣∣
∣∣∣ ≪

∣∣∣
∣∣∣
−−→
gradV

∣∣∣
∣∣∣ (ou encore, dans la jauge de Lorentz,

∣∣∣
∣∣∣k2
−→
A
∣∣∣
∣∣∣≪

∣∣∣
∣∣∣
−−→
grad div

−→
A
∣∣∣
∣∣∣), soit :

∫∫

Souv

(−→
rot
−→
E d
)
� n̂ dS ≈ 0 (2.57)

ou encore : ∫∫

Souv

−→
H d � n̂ dS ≈ 0 (2.58)

On remarque que l’on peut alors exprimer le potentiel magnétostatique Vm (scalaire) sous la forme suivante :

Vm =
~Pm � ûr
4πr2

(2.59)

Pour l’expression de ~Pm, on peut aussi montrer que [199] :

~Pm =

∫∫

Souv

H d
N ~r ′ dS (2.60)
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De même [199], on obtient l’expression de ~Pe :

~Pe =

∫∫

Souv

ε
−→
K ∧ ~r ′
2

dS (2.61a)

=

( ∫∫

Souv

−ε
[−−→
gradV � ~r ′

]
dS

)
n̂ (2.61b)

Expression reliant le champ au potentiel. Du fait de la symétrie, on a pour la première composante :

Hy (z < 0) = −∂yVm (2.62a)

Hy (z > 0) = +∂yVm (2.62b)

et par analogie, on pourra effectuer les mêmes calculs pour la composante Hx.

En posant maintenant Vm(y = 0) = 0 (on suppose que y vaut 0 sur le centre de gravité de l’ouverture), on
obtient :

Vm = y ·Hy = y ·
Hcc

y

2
(2.63)

2.5.4 Dipôle magnétique

En reprenant l’expression du dipôle équivalent magnétique formulée par J.G. Van Bladel [30] énoncée Éq. 2.46,
H.A. Bethe a montré [27] que la valeur du dipôle magnétique en fonction du champ de court-circuit excitateur
est constante suivant la fréquence. Il a donc définit ce terme magnétique proportionnel comme la polarisabilité
magnétique αm de l’ouverture :

~Pm =
1

iωµ

∫∫

Souv

−→
K dr′ = −αm ·

−→
H cc (2.64)

On remarque que, pour un champ
−→
H cc constant, le dipôle magnétique a l’influence fréquentielle suivante

(Éq. 2.64) ; pour un champ d’excitation
−→
HT

cc unitaire :

• le dipôle magnétique ~Pm est réel (négatif) et
constant

−→ ~Pm = O(1)

• le courant magnétique surfa-
cique

−→
K est imaginaire pur et

proportionnel à la
fréquence

−→
(−→
K
)

Magn
= O(ı̇ω)

• la source ponctuelle de cou-
rant magnétique

V0 ~l est imaginaire pure et
proportionnelle à la
fréquence

−→ V0 = O(ı̇ω)
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⇐⇒

FIGURE 2.13 – Schéma électrique équivalent à une excitation magnétique sur une ouverture.

Le terme de couplageMM qui associe n̂∧−→H cc à n̂∧−→K cc est donc imaginaire pur et proportionnel à la fréquence.

La pénétration du champ magnétique
−→
HT

cc dans une ouverture se traduit donc par la création d’un courant
magnétique tangentiel induit

−→
K Ind. Dans le cas quasi-statique, ce courant résulte d’un couplage inductif suivant

deux composantes uniquement, les composantes dipolaires x et y (i.e. suivant les directions ûx et ûy uniquement).
Ainsi, pour la la direction ûy nous choisissons de poser :

MMagn =
1

ûy �
[
n̂ ∧ −→H cc

]
∫∫

Souv

ûy �
[
n̂ ∧ −→K Ind

]
dS

=
〈 ûx |

−→
K Ind 〉Souv

ûx �
−→
H cc

(2.65)

où Souv représente la valeur numérique de l’aire de l’ouverture.

Or, les grandeurs 〈 ûx |
−→
K Ind 〉Souv et ûx �

−→
H cc s’expriment respectivement en ⌈m · V ⌋ et ⌈A /m ⌋. Nous

choisissons alors d’associer les grandeurs électriques localisées suivantes :

Souv × Vp = 〈 ûx |
−→
K Ind 〉Souv (2.66a)

Ip = ûx �
−→
H cc (2.66b)

dont les grandeurs Vp et Ip sont représentées Figure 2.13 et ont respectivement pour grandeur des ⌈V /m ⌋ et

⌈A /m ⌋. L’indice p vaudra 1 pour la première composante, lorsque
−→
H cc est colinéaire à ûx, ou 2 pour la seconde

composante, lorsque
−→
H cc est colinéaire à ûy . Le couplage par le champ magnétique peut donc se modéliser par

une grandeur de type circuit, puisque le couplage est alors localisé au centre de l’ouverture.

On peut alors en déduire un terme de mutuelle impédance (exprimée en ⌈Ω ⌋), déduit du rapport des précé-
dentes grandeurs :

ZMagn = − Vp
Ip

(2.67)

que l’on peut identifier à ı̇ωLouv (le signe moins est dû à la convention prise, Fig. 2.13). En utilisant la relation
2.64, on voit que l’on obtient une impédance inductive pour le terme de couplage :

Souv × ı̇ωLq

ouv = − (−αmH
cc
x )× (ı̇ωµ)

Hcc
x

(2.68)
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Le terme Lq

ouv représente l’inductance équivalente des deux inductances (Louv)ext et (Louv)int en parallèle, qui sont
respectivement l’inductance de l’ouverture vue par le milieu extérieur et celle vue par le milieu intérieur. Dans le
cas d’un plan infini, ces inductances sont évidemment identiques, à savoir :

(Louv)ext = (Louv)int = Louv (2.69)

Ces inductances étant en parallèle, l’inductance équivalente est donc la moitié de chacune des inductances Louv :

Lq

ouv =
Louv

2
(2.70)

L’inductance équivalente à ce couplage est donc :

Louv = +µ

(
2αm

Souv

)
(2.71)

qui varie proportionnellement au rayon équivalent ρouv de l’ouverture, pour une forme donnée, du fait que
αm ∝ ρ3ouv et Souv ∝ ρ2ouv.

Dans le cas d’une ouverture circulaire, pour avoir un ordre de grandeur, nous pouvons évaluer analytiquement
cette inductance. Pour une ouverture de rayon ρouv, on a [27] :

αm = 4/3 ρ3ouv (2.72)

avec bien évidemment ;
Souv = π ρ2ouv (2.73)

d’où l’ordre de grandeur pour l’inductance d’une ouverture sur un plan :

Louv = +µ0
8 ρouv

3π
=

32 · 10−7
3

· ρouv ≈ +1.067 nH × ρouv⌈mm ⌋ (2.74)

soit, pour une ouverture de 1 cm de diamètre :

(Louv)ρouv=5 mm ≈ +5.33 nH (2.75)

En première approximation donc, pour une ouverture donnée à partir de laquelle on peut définir un rayon
équivalent ρouv (par exemple déduit de la surface de cette ouverture), on considérera :

Louv

ρouv
∼ +1 nH /mm (2.76)

Grandeurs électriques équivalentes

Comme nous l’avons vu, si le champ de court-circuit sur une ouverture peut être considéré comme constant, on
peut ramener l’opérateur couplage de l’ouverture à une simple grandeur localisée. La formulation d’une inductance
équivalente est alors très intéressante, puisqu’elle permet de tirer profit du problème quasi-statique. D’un point
de vue numérique, la réprésentation est intéressante car elle ne fait intervenir qu’un seul terme par direction de
couplage. D’un point de vue physique, cela permet expliquer l’ensemble du couplage à l’aide d’une relation très
simple.
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Plusieurs auteurs ont donc choisi de proposer leur formulation, qui malheureusement diffèrent entre elles [50,
150]. De plus, pour chacune de ces conventions, l’auteur justifie à chaque fois l’expression de la self de manière
plus ou moins obscure, justifiant souvent une loi empirique. Pour ces raisons, nous choisissons de proposer notre
formulation, qui résulte de la normalisation du jeu d’équations 2.66b.

Intéressons nous aux travaux de K.F. Casey, qui a traité la problématique d’une ouverture dans un plan, que
l’on charge par un matériau homogène partiellement conducteur [50]. Il établit une expression analytique des
grandeurs équivalentes, à savoir l’inductance et la résistance d’une ouverture circulaire. Si nous confrontons la
valeur de ces grandeurs, obtenues avec le formalisme de Casey et le notre, nous obtenons les expressions indiquées
dans le Tableau 2.3. Nous remarquons, fort heureusement, que les tendances sont respectées, à savoir que la self
équivalente Louv est proportionnelle au rayon ρouv de l’ouverture et que la résistance de perte équivalente Rload

p

est une constante. En fait, les deux modèles ne diffèrent qu’à une constante multiplicative près de 8/3π, qui est
uniquement due aux différents choix de convention.

Formulation de Casey [50] Formulation proposée

Louv
1

2
µ× ρouv

4

3π
µ× ρouv

Isrc Hcc × ρouv Hcc × 8

3π
ρouv

Rload
p

3π

8
×Rs Rs

Rs/Louv
8

3π
× ωc ωc

TABLE 2.3 – Expressions analytiques de différentes grandeurs électriques, dans le cas d’une ouverture circulaire
chargée sur un plan.

La vertu de notre modèle réside, d’une part, dans le fait que la normalisation se fait de manière “naturelle”,
puisque nous normalisons les grandeurs relatives à l’ouverture par la surface de cette dernière uniquement. D’autre
part, le modèle correspondant à un simple « circuit R-L », une des caractéristiques principales de ce circuit équi-
valent est la pulsation de coupure de ce circuit, à savoir ωc = R/L. Or, lorsque l’on évalue ce rapport Rs/Louv

dans le cas de la formulation de Casey, nous obtenons bien la valeur de la pulsation de coupure :

ωc =
3π

8
×
(
Rs

Louv

)

Casey

(2.77)

À l’inverse, avec notre formulation, nous obtenons bien la valeur de la pulsation de coupure créé par le joint :

ωc =

(
Rs

Louv

)

form. proposée

(2.78)
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Ceci nous conforte donc sur la validité de cette formulation basée sur une normalisation des grandeurs électriques
par la surface de l’ouverture (Éq. 2.66b).

2.5.5 Dipôle électrique

En reprenant l’expression du dipôle équivalent électrique [30], Éq. 2.47, H.A. Bethe a montré [27] que la
valeur du dipôle électrique en fonction du champ de court-circuit excitateur. Il a donc définit ce terme électrique
proportionnel comme la polarisabilité électrique αe de l’ouverture :

~Pe =

∫∫

Souv

(ε
−→
K) ∧ ~r ′
2

dr′ = +αe ·
−→
D cc = +αe ·

(
ε
−→
E cc
)

(2.79)

De même que pour la composante magnétique tangentielle, une excitation électrique
−→
D cc normale constante a

l’influence fréquentielle suivante (Éq. 2.79) : pour un champ d’excitation
−→
E N

cc unitaire :

• le dipôle électrique ~Pe est réel (positif) et
constant

−→ ~Pe = O(1)

• le courant électrique surfa-
cique

−→
K ∧ ~r ′ est réel (positif) et

constant
−→

(−→
K
)

Elec
= O(1)

• la source ponctuelle de cou-
rant électrique

I0 ~l est imaginaire pur et
proportionnel à la
fréquence

−→ I0 = O(ı̇ω)

Le terme de couplageME qui associe
−→
E cc à

−→
J cc est imaginaire pur et proportionnel à la fréquence.

La pénétration du champ électrique
−→
E N

cc dans une ouverture se traduit donc par la création d’un courant
électrique normal induit

−→
J Ind. Dans le cas quasi-statique, ce courant résulte d’un couplage capacitif suivant une

composante uniquement, la composante dipolaire z (i.e. suivant la direction ûz uniquement). Ainsi, de même que
pour le couplage magnétique, on pose :

MElec =
1

ûz �
[−→
rot
−→
H cc

]
∫∫

Souv

ûz �
[−→
rot
−→
K Ind

]
dS

=
1

ûz �
−→
E cc

∫∫

Souv

ûz �
−→
J Ind dS

=
〈 ûz |

−→
J Ind 〉Souv

ûz �
−→
E cc

(2.80)

Or, les grandeurs 〈 ûz |
−→
J Ind 〉Souv et ûz �

−→
E cc s’expriment respectivement en ⌈m 2 · A ⌋ et ⌈V ⌋ ; on peut alors
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⇐⇒

FIGURE 2.14 – Schéma électrique équivalent à une excitation électrique sur une ouverture.

associer les grandeurs électriques localisées suivantes :

Souv × Ip = 〈 ûz |
−→
J Ind 〉Souv (2.81a)

Vp = ûz �
−→
E cc (2.81b)

dont les grandeurs Ip et Vp sont représentées Figure 2.14.

On peut alors en déduire un terme de mutuelle admittance (exprimée en ⌈ S ⌋), déduit du rapport des précé-
dentes grandeurs :

YElec = − Ip
Vp

(2.82)

que l’on peut identifier à ı̇ωCouv (le signe moins est dû à la convention prise, Fig. 2.14). En utilisant la relation
2.79, on voit que l’on obtient une admittance capacitive pour le terme de couplage :

Souv × ı̇ωCouv = − (+αeD
cc
z )× (ı̇ωε)

Ecc
z

(2.83)

Le terme Couv représente la capacité équivalente introduite par l’ouverture du blindage entre le milieu extérieur
et le milieu intérieur. Dans le cas d’un plan infini, cette capacité équivalente au couplage prend donc la valeur
suivante :

Couv = −ε
(
αe

Souv

)
(2.84)

qui varie proportionnellement au rayon équivalent ρouv de l’ouverture (pour une forme donnée), du fait que
αe ∝ ρ3ouv et Souv ∝ ρ2ouv.

Dans le cas d’une ouverture circulaire, pour avoir un ordre de grandeur là encore, nous pouvons évaluer ana-
lytiquement cette capacité ; pour une ouverture de rayon ρouv, on a [27] :

αe = 2/3 ρ3ouv (2.85)

d’où l’ordre de grandeur pour la capacité d’une ouverture sur un plan 5 :

Couv = −ε0
2 ρouv

3π
=
−5 · 10−9

27π2
· ρouv ≈ −1.876 fF × ρouv⌈mm ⌋ (2.86)

5. Rappel : le symbole fdésigne le préfixe femto, qui indique le sous-multiple 10−15 d’une unité. Par exemple, 9 fF = 9 · 10−15 F =
0.009 pF
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soit, pour une ouverture de 1 cm de diamètre :

(Couv)ρouv=5 mm ≈ −9.4 fF (2.87)

En première approximation donc, pour une ouverture donnée à partir de laquelle on peut définir un rayon
équivalent ρouv (par exemple déduit de la surface de cette ouverture), on considérera :

Couv

ρouv
∼ −2 fF /mm (2.88)

2.5.6 Limitations du modèle dipolaire

Une première méthode, pour le calcul de l’intégrale surfacique, est d’effectuer l’approximation que le champ
magnétique qui ne varie que faiblement sur l’ouverture (qui est métallisée dans le second cas). Ce modéle reste va-
lable uniquement si les hypothèses suivantes sont vérifiées, à savoir que la courbure du support reste suffisamment
faible pour le considérer comme un plan, l’ouverture est de petite taille devant la longueur d’onde, petite égale-
ment devant la taille finie du boîtier (diffractants suffisamment loins), le point d’observation est suffisamment loin
et que la rétroaction de la boîte est négligeable. La difficulté est qu’il faudrait, dans l’absolu, définir des critères
quantitatifs sur chacune de ces hypothèses, pour juger ainsi dans quel ordre de grandeur l’erreur d’approximation
introduite par le modèle est négligeable.

2.5.7 Liens entre les polarisabilités et la statique

Suite aux précédentes sections, nous venons de voir que le couplage du champ électromagnétique par une
ouverture petite devant la longueur d’onde peut être modélisée (hors voisinage très proche de l’ouverture) par le
champ rayonné d’un dipole élémentaire ~Pχ d’électrostatique et de magnétostatique.

Polarisation et polarisabilité électriques

Page et Adams ont montré qu’un milieu diélectrique se polarise de la manière suivante :

−→
P =

−→
D − ε0

−→
E (2.89a)

=
[←→εr −

←→I
]
�
[
ε0
−→
E
]

(2.89b)

= +←→χe �
[
ε0
−→
E
]

(2.89c)

−→P =

∫∫∫

Vdiél

−→
P dV (2.90)

αe =

∫∫∫

Vdiél

χe dV (2.91)
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(αe)i =
4π

3
× RxRyRz

li
(2.92)

où les termes li correspondent à des intégrales elliptiques :

li =
RxRyRz

2

∫ ∞

0

1

s+R2
i

√
(s+Rx

2)(s+Ry
2)(s+Rz

2) ds (2.93)

ce qui signifie que pour Rx ≥ Ry ≥ Rz , on obtient :

lx ≤ ly ≤ lz (2.94)

en notant que l’intégrale dans les trois directions ont la propriété suivante :

lx + ly + lz = 1 (2.95)

Dans le cas où l’on a une symétrie axiale, suivant l’axe ~x par exemple où l’on posera alors R = Ry = Rz , on
distingue trois cas :
• Rx = R , qui est le cas de la sphère⇒ lx = ly = lz = 1

3 d’où (αe)i = (αe)sphère = 4π ×R3

• Rx > R , ⇒
• Rx < R , ⇒

Polarisation et polarisabilité magnétiques

−→
M =

1

µ0

−→
B −−→H (2.96a)

=
[←→I −←→µr

]
�
−→
H (2.96b)

= −←→χ ∗m �
−→
H (2.96c)

−→M =

∫∫∫

Vmagn

−→
M dV (2.97)

αm =

∫∫∫

Vmagn

χ∗m dV (2.98)

(αm)i =
4π

3
× RxRyRz

1− li
(2.99)

De même que pour le cas électrique, si l’on envisage une symétrie axiale suivant l’axe ~x, on posera R = Ry =
Rz ; on distinguera les trois cas :
• Rx = R , qui est le cas de la sphère⇒ lx = ly = lz = 1

3 d’où (αm)i = (αm)sphère = 2π ×R3

• Rx > R , ⇒
• Rx < R , ⇒
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2.5.8 Synthèse et analogies entre mécanismes électriques et magnétiques

Comportement ÉLECTRIQUE Comportement MAGNÉTIQUE

Relation liant les champs
−→
D = ε0

−→
E +

−→
P

−→
H =

1

µ0

−→
B −

−→
M

Composante vectorielle induite :

• grandeur vectorielle
−→
P

−→
M

• dénomination du vecteur Polarisation Aimantation
• unité physique ⌈C/m2⌋ ⌈A/m⌋

Relation constitutive :

• relation dyadique (milieux Linéaires, Homogènes)
−→
D = ε0

←→εr
−→
E

−→
B = µ0

←→µr
−→
H

• relation scalaire (milieux L., H., Isotropes)
−→
D = ε0εr

−→
E

−→
B = µ0µr

−→
H

Relation avec la susceptibilité :

• relation dyadique (m. L., H.) ←→εr =
←→
I +←→χe

←→µr =
←→
I +←→χ ∗

m
• relation scalaire (m. L., H., I.) εr = 1 + χe µr = 1 + χ∗

m

Expressions dipolaires :

• moment dipolaire
−→
P =

∫∫∫ −→
P dr′

−→
M =

∫∫∫ −→
M dr′

• polarisabilité ←→αe =
∫∫∫ ←→χe dr′ ←→αm =

∫∫∫ ←→χ ∗
m dr′

Rel. dip. “microscopique”/locale

• relation dyadique (milieux L., H.)
−→
P = +ε0

←→χe �

−→
E

−→
M = −←→χ ∗

m �

−→
H

• relation scalaire (milieux L., H., I.)
−→
P = +ε0χe

−→
E

−→
M = −χ∗

m

−→
H

Rel. dip. “macroscopique”/intégrale

• relation dyadique (milieux L., H.)
−→
P = +ε0

←→αe �

−→
E

−→
M = −←→αm �

−→
H

• relation scalaire (milieux L., H., I.)
−→
P = +ε0αe

−→
E

−→
M = −αm

−→
H

TABLE 2.4 – Relations dyadiques et scalaires des polarisabilités électrique et magnétique.

Expressions analytiques des polarisabilités pour des formes canoniques

Pour une ouverture circulaire, des résultats analytiques existent dans la littérature [27]. On peut par exemple
déterminer analytiquement la répartition des courant magnétiques dans l’ouverture, pour une ouverture circulaire
petite devant λ :

−→
K(r′) = −ı̇ωµ−→H cc × 4

π

√
ρ2ouv − r′2 −

[−→
E cc ∧ ~r ′

2

]
× 4/π√

ρ2ouv − r′2
(2.100)
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Forme de l’ouverture αmx/L
3 αmy/L

3 αez/L
3

Ellipse π
3 ×

e2

K(e)− E(e)
π
3 ×

w2e2

K(e)− E(e)
π
3 ×

w2

E(e)

Ellipse étroite (W 2 ≪ L2) π
3 ×

1

ln
(
4
w

)
− 1

π
3 × w2 π

3 × w2

Fente étroite (rectangulaire, W ≪ L) π
3 ×

1

ln
(
4
w

)
− 1

π
2 × w2 π

2 × w2

Ellipse quasi-circulaire (|L2 −W 2| ≪ L2) 4
3

(
1− 3e2/4

)
4
3

(
1− 7e2/4

)
2
3

(
1 + e2/4

)

Cercle 4/3 4/3 2/3

TABLE 2.5 – Synthèse des expressions des polarisabilités pour des formes canoniques d’ouvertures.

On détermine ensuite les polarisabilités par les équations établies en 2.64 et 2.79 pour l’expression des dipôles
équivalents. On en déduit alors :

αmx =
−1
iωµ
·
( ∫∫

Souv

−→
K � ûx dr′

−→
H cc � ûx

)

n̂�
−→
E cc=0

(2.101a)

αmy =
−1
iωµ
·
( ∫∫

Souv

−→
K � ûy dr′

−→
H cc � ûy

)

n̂�
−→
E cc=0

(2.101b)

αez =




∫∫
Souv

[
ε
−→
K ∧ ~r′
2

]
� n̂ dr′

−→
E cc � n̂




n̂∧
−→
H cc=~0

(2.101c)

Le Tableau 2.5 donne quelques polarisabilités pour des formes canoniques fréquemment utilisées [149].

On veillera cependant à bien noter la convention qui est utilisée :
– la convention « Espace Libre » (=E.L.) [91, 27] ; en notant bien que l’on travaille avec la fonction de Green
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normalisée (c.à.d. G̃ = G/4π) :

(αm)EL = 8 · ρ
3
ouv

3
(2.102a)

(αe)
EL = 4 · ρ

3
ouv

3
(2.102b)

– la convention « en Présence du Plan » (=P.P.) [94] :

(αm)PP = 4 · ρ
3
ouv

3
(2.103a)

(αe)
PP = 2 · ρ

3
ouv

3
(2.103b)

De part le principe des images, on retrouve bien un facteur 2 entre les grandeurs (αχ)
EL et (αχ)

PP .

Pour des ouvertures elliptiques, nous utiliserons les notations de la Figure 2.15.

FIGURE 2.15 – Notations utilisées pour une ouverture possédant deux axes principaux, de forme elliptique ou
rectangulaire.

Nous poserons alors les variables suivantes pour alléger les notations :

w =
W ′ouv

L′ouv
=

Wouv

Louv
(2.104a)

e2 = 1− w2 (2.104b)

K(e) =

∫ π/2

0

1√
1− e2 sin2 θ

dθ (2.104c)

E(e) =

∫ π/2

0

√
1− e2 sin2 θ dθ (2.104d)

Ellipses étroites. On peut simplifier les expressions, en considérant Wouv ≪ Louv :

w ≪ 1 (2.105a)

e ≈ 1 (2.105b)

62 2.5. COMPORTEMENT DES OUVERTURES PETITES DEVANT LA LONGUEUR D’ONDE



CHAPITRE 2. DÉVELOPPEMENT D’UN MODÈLE NUMÉRIQUE DE PETITE OUVERTURE

et ainsi effectuer la simplification des fonctions proposée par Mc Donald [168] :

K(e) ≈
∫ π/2

0

1

| cos θ| dθ = ln

(
4

w

)
(2.106a)

E(e) ≈
∫ π/2

0
| cos θ| dθ = 1 (2.106b)

Ellipses quasi-circulaires. On peut cette fois-ci simplifier avec |L2
ouv −W 2

ouv| ≪ L2
ouv :

e ≪ 1 (2.107a)

w ≈ 1 (2.107b)

d’où les simplifications des fonctions :

K(e) ≈
∫ π/2

0

1 +
e2

2
sin2 θ dθ =

π

2

(
1 +

e2

4

)
(2.108a)

E(e) ≈
∫ π/2

0

1− e2

2
sin2 θ dθ =

π

2

(
1− e2

4

)
≈ π

2
× 1

1 + e2

4

(2.108b)

en remarquant pour finir :

K(e)− E(e) =

∫ π/2

0

e2 sin2 θ√
1− e2 sin2 θ

dθ ≈
∫ π/2

0

e2 sin2 θ

(
1 +

e2

2
sin2 θ

)
dθ (2.109)

soit :

K(e)− E(e) ≈ π

4
e2
(
1 +

3

4
e2
)

≈ π

4
e2 × 1

1− 3
4e

2
(2.110a)

≈ π

4
e2w2 × 1

1− 7
4e

2
(2.110b)

2.5. COMPORTEMENT DES OUVERTURES PETITES DEVANT LA LONGUEUR D’ONDE 63



CHAPITRE 2. DÉVELOPPEMENT D’UN MODÈLE NUMÉRIQUE DE PETITE OUVERTURE

2.6 Calcul numérique des champs quasistatiques dans une petite ouver-
ture

2.6.1 Application du Principe d’Équivalence (PE) sous forme intégrale

Calcul des dipôles équivalents pour une ouverture de forme quelconque

Comme nous l’avons énoncé dans le précédent chapitre, une ouverture peut être modélisée en introduisant
des courants magnétiques

−→
K(r′) fictifs, pour tout point P (r′) de l’ouverture. Or, dans le cas d’un blindage plan

infiniment conducteur, si la taille de cette ouverture est petite devant la longueur d’onde, disons Louv . λ/10
pour l’instant, et le point d’observation suffisamment loin 6, on peut remplacer cette distribution de sources par des
moments dipolaires équivalents :

~Pm =
1

iωµ

∫∫

Souv

−→
K dr′ (2.111)

~Pe =
ε

2

∫∫

Souv

−→
K ∧ ~r ′ dr′ (2.112)

Par convention pour la suite, nous plaçerons l’ouverture dans le plan {O; ûx; ûy}. Par ailleurs, nous admettrons
que pour une ouverture possédant au moins un axe de symétrie, le moment magnétique se diagonalise en 2 dipôles
élémentaires. On remarque que cette condition n’est pas très restrictive en pratique. Ainsi, nous pouvons exprimer
les dipôles par une famille de 3 vecteurs { Pmxûx ; Pmyûy ; Pen̂ }, ayant pour expressions :

Pmx =
1

iωµ

∫∫

Souv

ûx �
−→
K dr′ (2.113)

Pmy =
1

iωµ

∫∫

Souv

ûy �
−→
K dr′ (2.114)

Pe =
ε

2

∫∫

Souv

n̂ � (
−→
K ∧ ~r ′) dr′ (2.115)

Relations entre champs de court-circuit et sources équivalentes

Ces moments dipolaires dépendent donc du champ électrique
−→
E (r′) dans l’ouverture (ou encore le courant

magnétique
−→
K = −n̂∧−→E ) et sont alors proportionnels au champ de court-circuit : Pm ∝ Hcc

T et Pe ∝ Ecc
N . Aussi,

on utilisera la grandeur caractéristique pour l’ouverture qui est sa polarisabilité, constante de proportionnalité entre
le champ de court-circuit et le moment dipolaire induit :

Pmx = −αmxH
cc
x (2.116)

Pmy = −αmyH
cc
y (2.117)

Pe = +αez εE
cc
z (2.118)

6. Le critère de « point d’observation suffisamment loin » peut se traduire par Dobs & Kbord · L′
ouv, où Kbord est un facteur dont il faut

estimer la valeur, pour garantir la validité du modèle.
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Dans le cas d’une ouverture de forme canonique (circulaire, elliptique, . . .), on peut déterminer ce paramètre
analytiquement (confer Tab. 2.5), pour le prix de calculs assez complexes. Pour le cas général d’une ouverture quel-
conque, on pourra déterminer cette polarisabilité par identification des précédentes relations (éq. 2.113 à 2.118).
On en déduit ainsi directement l’expression des polarisabilités :

αmx =
−1
iωµ

∫∫

Souv

Kx

Hcc
x

dr′ (2.119)

αmy =
−1
iωµ

∫∫

Souv

Ky

Hcc
y

dr′ (2.120)

αez =
+1

2

∫∫

Souv

(
−→
K ∧ ~r ′)z
Ecc

z

dr′ (2.121)

qui ont toutes pour dimension des ⌈m3⌋.

2.6.2 Implémentation numérique du calcul des dipôles

Numériquement, la méthode consistera à calculer la polarisabilité par les formules énoncées en 2.119, 2.120 et
2.121. Pour cela, nous considérerons l’ouverture telle qu’elle est présente dans notre problème (sur le blindage par
exemple). Le calcul portera sur cette même ouverture placée dans un plan infini parfaitement métallique (repère
{ ûx ; ûy ; n̂ }), que l’on résoudra par méthode des images pour se ramener à un problème en espace libre.

Ainsi, le but sera de déterminer ces courants fictifs (
−→
Kel = 1

2

−→
Kpp) sur notre ouverture constituée d’un conducteur

magnétique parfait (σm =∞).

La solution de notre problème revient donc à résoudre l’équation suivante :

−→
H (r) = Y

[−→
K(r′)

]
(2.122)

qui s’écrit explicitement :

−→
H cc(r)

2
=
{−−→
grad div �+k2

} ∫∫

Souv

1

ı̇ωµ
×−→K(r′)G̃ (r, r′) dr′ (2.123)

avec G̃ (r, r′) représentant la fontion de Green normalisée.

On pourra alors remarquer qu’il n’est pas nécessaire de coder un algorithme spécifique pour résoudre le courant
magnétique solution, puisque cette équation est strictement analogue à l’équation intégrale en champ électrique
(EFIE) dans le cas de courants

−→
J :

−→
E cc(r)

2
=

∫∫

Souv

−1
ı̇ωε

(−−→
grad div

−→
J (r′) + k2

−→
J (r′)

)
G̃ (r, r′) dr′ (2.124)

qui correspond donc à la relation duale de l’équation 2.123. Nous pouvons aussi l’exprimer comme suit :

−→
E (r) = Z

[−→
J (r′)

]
(2.125)

Pour calculer ces dipôles équivalents, la méthode consiste à exciter chacun des courants (confer Fig. 2.16) de
manière indépendante.
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FIGURE 2.16 – Les trois types d’excitations quasistatiques pour une ouverture dans le plan {O; ûx; ûy}.

Ainsi, on mettra en évidence le dipôle magnétique suivant ~x lorsque le champ de court-circuit sera suivant ~x,
tout en ayant un effet nul pour les deux autres configurations (~Pmy et ~Pez nuls), ce qui est le cas lorsque Hy et

Ez sont nuls. On prendra donc, pour excitation du premier dipôle, un champ
−→
H dirigé suivant ~x (Hy = 0) et

−→
E

tangentiel (donc suivant ~y), ce qui signifie que ~k sera suivant ~z (cf. Fig. 2.17).

Pour le second dipôle, on fait de même :
−→
H dirigé suivant ~y (Hx = 0) et

−→
E toujours tangentiel (donc suivant

~x), ce qui signifie que ~k sera de nouveau suivant ~z.

Pour le troisième dipôle enfin, il faut obtenir un champ
−→
E suivant ~z tout en ayant un champ

−→
H nul suivant

~x et ~y, c’est-à-dire normal au plan de l’ouverture, ce qui est impossible pour une onde plane. On s’arrange alors
pour envoyer des paires d’ondes planes d’incidences opposées (soit ~k3 = −~k4), ce qui signifie que les champs
magnétiques

−→
H 3 et

−→
H 4 se compenseront si l’on choisit l’origine des phases au centre de l’ouverture.

FIGURE 2.17 – Construction des ondes planes générant les dipôles équivalents.

Ainsi, par cette méthode, on obtient les courants solution
−→
K1,
−→
K2 et

−→
K3 après calcul par Équations Intégrales

(I.E.) de ces courants magnétiques évalués sur chaque élément de l’ouverture discrétisée (Fig. 2.18).
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On en déduit ensuite la polarisabilité par intégration numérique (discrète par conséquent) de ces courants
−→
K :

(αmx)
num =

−1
iωµHcc

x

Nelts∑

i=1

Kx(i)dσ(i) (2.126)

(αmy)
num =

−1
iωµHcc

y

Nelts∑

i=1

Ky(i)dσ(i) (2.127)

(αez)
num =

+1

2Ecc
z

Nelts∑

i=1

[
Kx(i) · [y(i)− yG]−Ky(i) · [x(i)− xG]

]
dσ(i) (2.128)

où { xG ; yG ; 0. } est le centre de gravité de l’ouverture maillée.

FIGURE 2.18 – Exemple de solution des courants magnétiques, calculés ici sur une ouverture carrée.

2.6.3 Validation du modèle dipolaire

Dans le but d’estimer la précision du modèle développé, nous choisissons de nous référer une nouvelle fois à
l’article de référence de H.A. Bethe [27]. En effet, Bethe a déterminé de manière analytique la relation entre le
champ excitateur

−→
ψ χ et le dipôle équivalent ~Pχ pour une ouverture circulaire placée dans un plan conducteur infini.

Cette fonction se trouve être un simple coefficient de proportionnalité, aussi bien pour le couplage magnétique que
pour le couplage électrique. On appelle ce coefficient la polarisabilité, que l’on note αχ, qui ne dépend que de la
géométrie, i.e. du rayon pour une ouverture circulaire.

Pour le couplage magnétique, la relation obtenue est :

(
αm

ρ3ouv

)cercle
analytique

↓
=

4

3
≈ 1.333 (2.129)

Pour le couplage électrique, on trouve cette fois-ci :

(
αe

ρ3ouv

)cercle
analytique

↓
=

2

3
≈ 0.667 (2.130)
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Terme de
polarisabilité

[27] Valeur
analytique

Valeur
numérique

[61, 62] Valeur
expérimentale

αm/ρ
3
ouv 1.333 1.297 1.350

(ǫnum = −2.7%) (ǫexp = +1.3%)

αe/ρ
3
ouv 0.667 0.646 0.664

(ǫnum = −3.0%) (ǫexp = −0.3%)

TABLE 2.6 – Valeur des polarisabilités normalisées d’un disque, obtenues par calcul analytique, numérique et
expérimental.

Contraintes numériques associées à la discrétisation de l’ouverture

Le modèle dipolaire a pour hypothèse de départ que le champ de court-circuit sur l’ouverture est uniforme, ce
qui signifie que les variations d’amplitude et de phase n’influent pas sur la diffraction, quasi-statique, de l’ouver-
ture. Une des conséquences du modèle dipolaire est que le dipôle équivalent (et par conséquent la polarisabilité) est
constant quelle que soit la fréquence. Nous pouvons ainsi déterminer facilement le critère de validité de l’hypothèse
dipolaire en fonction de la fréquence.

FIGURE 2.19 – Domaine de validité de l’hypothèse quasistatique en fonction de la fréquence.
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Sur la Figure 2.19 est représentée l’erreur sur les valeurs de polarisabilité (magnétiques et électrique) d’une ou-
verture circulaire, entre la valeur calculée par notre modèle et la valeur analytique de la littérature [27]. Nous
voyons que la valeur de la polarisabilité αχ

num(ω) calculée en fonction de la fréquence est constante sur la partie
Basses Fréquences (modèle dipolaire valide) ; l’erreur est inférieure à±5% environ. Nous remarquons ensuite que
la polarisabilité commence à varier à partir d’une fréquence telle que λ/5 ≈ ρouv (valeur où l’erreur est de±10%).
On en déduit alors le domaine de validité du modèle dipolaire :

2ρouv 6
λ

10
(2.131)

Il faut alors bien garder à l’esprit que la discrétisation de l’ouverture ne dépend plus de la longueur d’onde 7,du
fait du modèle quasi-statique ! La contrainte supplémentaire qui sera prépondérante sera l’hypothèse de la bonne
représentation du champ quasistatique dans l’ouverture. Pour s’assurer que la discrétisation est suffisante pour la
limitation du modèle dipolaire en fonction de la fréquence, une discrétisation deux fois plus fine, environ 3 000
inconnues au lieu de 1500 pour discrétiser l’ouverture (Fig. 2.19), montrent que le résultat reste inchangé. Même
si le calcul de polarisabilité pour 1500 éléments semble adapté, il semble intéressant d’effectuer une analyse para-
métrique pour voir la convergence de la valeur de polarisabilité en fonction de cette discrétisation (Fig. 2.20).

Nous allons évaluer l’erreur relative ǫnum sur la polarisabilité αnum
χ calculée numériquement par rapport à la

polarisabilité αréf
χ de référence :

ǫnum =
αnum
χ − αréf

χ

αréf
χ

(2.132)

La Figure 2.20 représente cette erreur relative dans le cas de l’ouverture circulaire : la référence sera donc analy-
tique [27] :

ǫnum
cercle =

αnum
χ − αanaly

χ

αanaly
χ

(2.133)

La figure montre que pour 1 000 inconnues (fonctions du premier ordre) discrétisant l’ouverture, l’erreur sur la
polarisabilité d’une ouverture circulaire est de 4 ou 5%. C’est une limite que nous considérons comme acceptable
pour nos applications (couplage faisant intervenir une ou deux niveaux de faradisation), mais il faut garder à
l’esprit qu’un problème avec de multiples couplages par ouvertures va ajouter toutes ces contributions d’erreurs,
qui peuvent au final venir rediscuter ce critère. 8Nous insistons sur le fait que les contraintes de discrétisation vont
entraîner de grandes disparités sur les éléments du maillage.

Pour finir, la Figure 2.20 montre une convergence extrêmement lente de la solution numérique vers la valeur
analytique. Ceci s’explique du fait que le champ admet une singularité au niveau du contour de cette ouverture.
En effet, cette singularité de champ près des bords de l’ouverture est connue [3] : le champ décroit en 1/

√
d,

où d est la distance entre le bord de l’ouverture et le point de calcul du champ. Or, si l’on évalue le champ
diffracté dans l’ouverture par une méthode d’éléments finis du 1erordre, nous obtenons la convergence numérique
très lente (observée Fig. 2.20) lorsque l’on raffine la discrétisation. T. Andersson a alors eu l’idée de fabriquer des

7. Nous voyons que l’utilisation fréquente de critères tels que « une discrétisation en λ sur 10 » n’est qu’un critère parmi d’autres, puisque
le modèle étant supposé quasistatique, le diamètre de l’ouverture représente au maximum λ/10 ; cela signifie qu’il faut au moins 1 élément
pour discrétiser l’ouverture (si le maillage est au minimum en λ/10). Cependant, il ne faut surtout pas oublier qu’un critère qui s’ajoute est la
représentation fidèle du champ quasistatique dans l’ouverture, ce qui engendre une nouvelle contrainte, cette fois-ci géométrique, sur la valeur
de discrétisation.

8. Si la problématique traitée est constituée par plusieurs cavités couplées, telle que la fonction de couplage recherchée fait intervenir la
transmission par une succession de 5 ouvertures, si on choisit une discrétisation de 1 000 éléments qui engendre un calcul relatif de 1+ ǫ (avec
ǫ = 5% d’erreur par ouverture), on obtient un couplage final de (1 + ǫ)5 = 1, 28, soit un résultat de près de 30% d’erreur ! Si l’on souhaite
obtenir 30% d’erreur uniquement par exemple, il faut alors que le modèle soit précis à moins de 2% par ouverture dans ce cas précis, soit une
discrétisation de 10 000 inconnues du premier ordre.
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FIGURE 2.20 – Erreur relative du modèle dipolaire, en fonction de la discretisation, pour une ouverture circulaire
(référence analytique [27]).

Fonctions de Base singulières, pour décomposer le champ diffracté spécifiquement sur le contour de l’ouverture.
Ces FdB singulières ~ξsingu

p sont introduites à l’intérieur d’un code d’éléments finis, avec un terme décroissant en
1/
√
d pour prendre en compte la singularité imposée par le contour. Le reste du maillage reste décomposé par

des fonctions RWG classiques. La méthode est très concluante car elle donne des niveaux de précision inférieurs
à 1% avec quelques dizaines de FdB. Faute de temps, nous avons préféré écarter cette piste pour la thèse, car
le développement de la méthode aurait occasionné de grosses modifications au sein du code IE. En effet, sans
rentrer plus dans les détails, nous signalons que le calcul MoM avec la condition de Galerkin (convention choisie
pour le code ELSEM3D) engendre un terme divergent, avec un terme en 1/r lors du produit scalaire de la FdB
singulière avec elle-même. La solution consiste alors à utiliser la technique de Point Matching pour l’application
de la Méthode des Moments. Néanmoins, nous gardons à l’esprit que la méthode de Andersson pour le calcul des
polarisabilités reste une perspective très intéressante sur du long terme.

Comportement du modèle en présence d’angles

Pour une ouverture carrée, aucun résultat analytique n’a été obtenu à ce jour et seule une mesure expérimentale
peut constituer une référence sur la valeur brute de αχ. Cette comparaison est importante pour plusieurs raisons.
Tout d’abord, elle nous permettrait de vérifier que cette méthode d’ondes planes évaluée sur des éléments finis
surfaciques se « comporte bien » même en présence d’angles. En effet, le cas de l’ouverture circulaire impose
des singularités sur un contour très régulier. Pour un contour possédant des angles, il n’est pas forcément facile de
prédire si la convergence de la méthode sera aussi efficace que pour le cas circulaire. Par ailleurs, les mesures de
S.B. Cohn sont quasiment les seules mesures que l’on peut trouver dans la littérature. On ne doute aucunement de
la validité des mesures de Cohn, mais la technique de mesure est en quelque sorte « calibrée » sur le cas circulaire,
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FIGURE 2.21 – Erreur relative du modèle dipolaire, en fonction de la discretisation, pour une ouverture carrée
(référence analytique [61]).

puisqu’il introduit un facteur de normalisation 9 est faible, certes, mais reste néanmoins un terme multiplicatif
appliqué pour toutes les configurations [61]. Une différence significative ou non entre les résultats numériques et
expérimentaux pourraient alors permettre de remettre en cause ou a contrario conforter le modèle et les mesures.
On prendra L′ouv de manière conventionnelle comme sur la Figure 2.15.

Pour le couplage magnétique, la valeur obtenue est :

(
αm

L′3ouv

)carré
mesure

↓
≈ 2.095 (2.134)

Pour le couplage électrique, la valeur est cette fois-ci :

(
αe

L′3ouv

)carré
mesure

↓
≈ 0.905 (2.135)

La Figure 2.21 représente l’erreur relative dans le cas de l’ouverture carrée : la référence sera donc expérimen-
tale [61] :

ǫnum
carré =

αnum
χ − αexp

χ

αexp
χ

(2.136)

9. Le facteur de normalisation introduit en mesure par S.B. Cohn est de l’ordre de 1 ou 2% seulement.
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Comme numérique on sous-estime la valeur réelle de la polarisabilité magnétique et électrique dans le cas cir-
culaire, on peut supposer a priori qu’il en serait de même pour le cas carré. Or, si la valeur fournie par Cohn ne
correspondait pas à la valeur asymptotiquement calculée par le modèle numérique, nous observerions soit une
courbe qui chute puis remonte (valeur expérimentale en-dessous de la valeur réelle), soit une courbe qui atteint un
palier constant (valeur expérimentale en-dessus de la valeur réelle).

Or, nous voyons bien que l’erreur diminue quand le nombre d’éléments discrétisant l’ouverture augmente,
suivant une tendance similaire au cas circulaire. D’une part, ceci nous conforte sur le modèle de Cohn et sur la
justification empirique de cette renormalisation. D’autre part, on remarque que la précision du modèle numérique
n’est pas particulièrement impactée par la présence d’angles, puisque l’ordre de grandeur ainsi que les tendances
pour l’ouverture carrée sont relativement similaires au cas de l’ouverture circulaire.

Contraintes intrinsèques au modèle

Le phénomène que l’on cherche à modéliser étant quasistatique, l’effort sur lequel il faut se concentrer est
la fine discrétisation d’un point de vue géométrique uniquement ! Aussi, nous voyons sur la Figure 2.21 qu’avec
jusqu’à 10 000 inconnues pour décomposer le champ dans l’ouverture, nous ne convergeons que très lentement
vers la solution, avec encore quelques pourcents d’erreurs. . .

Certes, le calcul des polarisabilités n’est pas très coûteux, car il ne serait nécessaire que pour une seule fré-
quence de calcul, du fait de la théorie décrite par Bethe ; mais il est cependant gênant, sur le plan de la démarche
d’obtenir cette très lente convergence, qui se trouve être à peine plus précise que les modèles empiriques [149]. En
extrapolant les courbes 2.20 et 2.21, on voit qu’il faudrait un calcul d’un million d’inconnues environ pour obtenir
une erreur inférieure au pourcent ! C’est la singularité du champ sur le contour de l’ouverture qui est responsable
de cette erreur ; la valeur du champ en fonction de la distance à l’arête ne décroît pas suffisamment pour engendrer
une intégrale négligeable devant la contribution globale au cœur de l’ouverture. Une solution a été démontrée par
T. Andersson, en plaçant des fonctions singulières sur les éléments du contour de l’ouverture. Les résultats sont
spectaculairement bons, même avec un nombre très faible d’éléments de discrétisation [4].

2.6.4 Exploitation du calcul dipolaire dans les schémas explicites

Nous venons de développer un outil pour déterminer numériquement les champs solutions de l’ouverture dans
un plan infini. À partir de ces solutions, nous pouvons faire rayonner ces sources par le Principe de Huygens et
ainsi déterminer la pénétration du champ dans une cavité, en appliquant par exemple ces sources directement sur
la cavité fermée par l’intermédiaire du formalisme intégral. Nous obtenons ainsi la courbe verte Figure 2.22.

De plus, nous avons vu dans la section précédente que nous pouvions remonter à la polarisabilité, qui est la
grandeur caractéristique d’une ouverture, puisqu’elle va régir le niveau de pénétration du champ qui est diffracté
vers l’intérieur de la cavité. À partir de la forme et des dimensions d’une ouverture donnée, le calcul de ces
coefficients de polarisabilité peuvent être mis à profit, pour l’injecter dans une méthode numérique quelconque,
notamment explicite comme la Finite Differences in Time Domain (FDTD) par exemple. Nous obtenons ainsi la
courbe rose Figure 2.22, effectué avec le code Alice3D de l’ONERA.

Sur cette figure, nous voyons la bonne corrélation des modèles dans un formalisme implicite (en vert) et ex-
plicite (en rose). On note une légère dispersion de la FDTD, défaut récurrent de la méthode. D’autre part, nous
voyons une nouvelle fois que le calcul en Équations Intégrales (IE, courbe noire) est noyé dans le bruit numérique
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FIGURE 2.22 – Inter-validation du modèle dipolaire pour des formulations implicites (IE, Mesure de bruit des IE,
Principe de Huygens) et explicites (FDTD).

(“noise”, courbe rouge pointillée). La détermination des sources équivalentes d’une ouverture permet donc bien de
descendre en dessous du palier de bruit numérique.
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Conclusion du chapitre

Nous avons défini un problème quasi-canonique, proche de notre application, à savoir le problème de l’ouverture
dans un plan infini. Cela signifie que l’on suppose que la structure du champ dans l’ouverture n’est pas modifiée
par la rétroaction du boîtier, ou en d’autres termes, que la structure ne dépend que du contour de l’ouverture.
Cette hypothèse, dite de “faible perturbation”, est difficilement vérifiable en pratique. Néanmoins, c’est l’hypo-
thèse indispensable pour traiter notre problème, comme on le fait notamment dans d’autres domaines, sans plus de
justifications.

Pour résoudre le problème dans le plan, la stratégie qui nous a semblés la plus “naturelle” est d’effectuer un
premier calcul, en ne considérant que le plan conducteur (problème primaire). Ceci permet de formuler des Condi-
tions Aux Limites très simples pour le problème primaire, puisque tout le plan z = 0, ouverture incluse, est alors
métallisé. La caractérisation ainsi effectuée correspond donc à une convention admittance. Avec cette méthode,
nous tirons une information très importante, à savoir que les composantes primaires (termes du tenseur de pola-
risabilité) non nulles sont limitées aux deux composantes tangentielles magnétiques et à la composante normale
électrique. La réponse de l’ouverture sera ensuite prise en compte dans un second calcul, le calcul secondaire, as-
socié au problème métallisé, pour déterminer ainsi la diffraction de cette ouverture. La solution réelle du problème
est alors la somme vectorielle des problèmes primaire et secondaire.

Pour le problème d’une structure faradisée quelconque, on adopte donc la même stratégie. On métallise cha-
cune des ouvertures, puis on réalise la caractérisation en admittances des différentes ouvertures du blindage.

Afin de tirer profit des caractéristiques de notre problème, à savoir que les blindages possèdent de “petites”
ouvertures, nous nous sommes placés dans le cas asymptotique d’une ouverture quasi-statique (Louv ≪ λ). De
là, nous avons pu tirer une nouvelle information physique, qui réduit chaque composante de couplage à un simple
dipôle ! La résolution du problème quasi-canonique d’une petite ouverture dans un plan conducteur infini, nous a
alors conduit à développer un outil de calcul des 3 composantes dipolaires d’une ouverture. Le modèle dipolaire
a été validé sur le plan macroscopique, c’est-à-dire par la validation des termes de polarisabilité. La première
phase, nécessaire à l’élaboration d’un modèle spécifique à la DDM pour notre problématique, est donc réalisée.

Nous avons également montré que le modèle dipolaire peut être appliqué directement en entrée d’un autre
schéma numérique. À l’aide du Principe d’Équivalence (PE), nous l’avons directement utilisé dans un code IE
(ELSEM3D). Cette première étape est nécessaire pour l’inclure par la suite dans un schéma par DDM. Par ailleurs,
nous avons montré que l’on pouvait inclure ces sources équivalentes dans des schémas numériques explicites
également, comme la FDTD par exemple (Fig. 2.22).

Pour valider rigoureusement ce modèle dipolaire en PE, il convient de prendre en compte une éventuelle rétro-
action du boîtier sur l’amplitude du champ de l’ouverture. C’est justement l’objectif de l’étape suivante (Chap. 3).
Nous souhaitons appliquer la DDM avec un modèle spécifique aux blindages avec ouvertures, à partir des spéci-
ficités précédemment évoquées. De même, on note dès à présent qu’il serait intéressant de connaître à partir de
quelle distance Dmax bord des bords du boîtier le modèle dipolaire n’est plus valable.

Le modèle spécifique aux petites ouvertures qui est proposé, a été implémenté puis validé, par l’intermédiaire
des polarisabilités. La validation de la méthodologie n’est donc, pour l’instant, pas totale a priori. Il est en effet dif-
ficile d’obtenir une véritable référence par une autre méthode numérique sur la transmission du champ à l’intérieur
de la cavité, comme nous l’avions justifiée au Chapitre 1. Il convient donc de poursuivre, à travers la deuxième
phase de la construction des FdB, et fixer les conventions des étapes de la DDM.

Pour finir, nous avons mis en évidence différentes limitations du modèle sur la précision des résultats, avec
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d’une part, la limite fréquentielle, et d’autre part, les critères géométriques sur la discrétisation. En premier lieu,
nous laisserons de côté le problème de la singularité du champ près du contour de l’ouverture, mais l’introduction
de Fonctions de Base de Andersson [3], pour le calcul des polarisabilités, semble être une perspective intéressante
sur du long terme.
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Chapitre 3

Application de l’approche par
Décomposition de Domaines aux
problèmes de CEM

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer la Méthode par Décomposition de Domaines (DDM), avec les choix
les plus adaptés à la problématique de cavités couplées. Dans la continuité des modules existants dans le code,
les solveurs adéquats seront développés dans le même environnement. Les calculs seront effectués par le code
FACTOPO développé à l’ONERA. D’une part, l’objectif est de mettre en évidence les spécificités numériques liées
à la méthode, pour des structures spécifiques à la CEM. D’autre part, il convient de développer, si nécesssaire, les
solveurs dans la convention adéquate.

Nous avons présenté le cas d’application pour nos expérimentations, à savoir les caissons expérimentaux du
DEMR. Nous prenons ce cas d’application pour valider par la suite nos modèles.

Nous avons repris la présentation hiérarchique des étapes de la DDM au Chapitre 1 (Section 1.5). Nous avons
également défini les conventions les plus adaptées aux problématiques de cavités. En choisissant d’adopter une
démarche naturelle sur un cas canonique (Chap. 2), nous avons implicitement défini la caractérisation de l’ouver-
ture suivant une convention admittance. Pour une problématique DDM de cavité possédant plusieurs ouvertures,
il semble judicieux de conserver la même convention. La phase de calcul des domaines sera donc fixée par une
convention [Y].

Afin de poursuivre notre démarche, nous avons repris chronologiquement chacune des étapes de la DDM, en
développant chacun des modules dont nous avions besoin et dont le code ne disposait pas.

Ensuite, nous avons cherché à valider la méthode sur des cas tests typiques de cavités. Nous restons cependant
prudents sur les conclusions à tirer des résultats de simulation obtenus. En effet, le modèle de FdB n’est pas encore
développé (Chap. 2). Or, nous sommes convaincus que l’efficacité de la méthode dépend directement du type de
FdB utilisé en entrée de la DDM.
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3.1 Présentation du dispositif expérimental

3.1.1 Caissons expérimentaux du DEMR

Avant de convenir d’un choix pour la caractérisation matricielle des systèmes d’études en CEM, il semble
intéressant de s’intéresser à une configuration typique comme le système expérimental dont dispose l’ONERA de
Toulouse et que la Fig. 3.1 illustre.

FIGURE 3.1 – Photo du système expérimental générique du DEMR, de trois cavités couplées comprenant des
câbles.

Les côtes des différentes trappes, ouvertures et ports électroniques sont indiquées Figure 3.3, page 82. Le
système est composé de trois caissons de dimensions identiques Lx × Py × Hz = 100 cm × 90 cm × 70 cm
(Fig. 3.2). La cavité de gauche (0m ≤ x ≤ 1m ) comporte un câble rigide de 3mm de diamètre réparti le long
de l’axe ~x et dont les extrêmités sont reliées à deux connecteurs SMA. Le port situé à l’intérieur du système (en
x = 1m ) sera chargé par une impédance arbitraire (court-circuit, adapté ou circuit ouvert). Le port à l’extrêmtité
du système (en x = 0m ) représente le port sur lequel on évalue le niveau de perturabation. La source d’injection
est constituée par un petit monopôle de 4 cm de longueur pour 1mm de diamètre et se situe dans le caisson de
droite (2m ≤ x ≤ 3m ). Ces deux cavités sont couplées entre elles par une cavité centrale, dont les plans de
sépararation en x = 1m et x = 2m sont percés d’ouvertures circulaires de 5 cm de diamètre et dont les centres
respectifs sont situés à 10 cm au dessus du plan de masse z = 0m . Les conditions aux limites à l’intérieur des
cavités peuvent être modifiées par l’intermédiaire de trappes amovibles, que l’on peut fixer à l’aide de 16 écrous
qui assurent l’étanchéité électromagnétique en périphérie (Fig. 3.1).

Nous allons maintenant nous intéresser à choisir la meilleure convention notre système de caissons, afin de les
caractériser à partir des ouvertures et des accès électroniques. La caractérisation s’envisage donc pour le système
découpé, i.e. en isolant indépendamment chacun des caissons.
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3.1.2 Choix de la caractérisation pour les accès électroniques

Considérons un système qui possède uniquement des conducteurs et des accès électroniques (pas d’ouvertures).
Si ce système est résonant, il admettra une surtension d’un facteurQsyst. Ce facteur de qualité correspond à l’inverse
des pertes ξsyst de ce système :

Qsyst =
1

ξsyst
(3.1)

Autrement dit, si le système n’est caractérisé que par des conducteurs et des charges (situées aux ports électro-
niques), les pertes totales de ce système satisfont :

ξsyst = ξcond + ξcharges (3.2)

Nous voyons donc que pour une configuration donnée de conducteurs, les pertes associées engendre un certain
coefficient de surtensionQcond = 1/ξcond. Si les pertes imposées par les charges sont quasi-nulles (ξcharges ≪ ξcond),
la surtension du système est uniquement dû au coefficient de qualité des conducteurs :

1

Qsyst
+

1

Qcond
=

1

Qcharges

Qcharges ≫ Qcond

↓
≈ 1

Qcond
(3.3)

C’est le cas lorsque l’on choisit une caractérisation admittance (ou impédance respectivement), car l’impédance
de charge est alors nulle (respectivement infinie) et la puissance dissipée s’annule alors.

La théorie des Lignes de Transmission (LT) nous explique alors que la dissipation maximale est obtenue pour
une charge correspondant à l’impédance caractéristique de la ligne [184]. On sait en effet qu’adapter la charge
à la LT correspond à annuler le module du coefficient de réflexion, ce qui est obtenu en prenant la même valeur
d’impédance, i.e. Zload = Zcarac.

Il serait donc intéressant d’un point de vue physique de caractériser le système suivant des matrices [SZréf ],
où l’impédance de référence Zréf est si possible l’impédance caractéristique Zcarac. Expérimentalement, tous les
appareillages de mesure sont référencés par rapport à la valeur standard 50Ω . Cependant, d’un point de vue
numérique, nous avons l’avantage de pouvoir affecter, en principe, la condition d’impédance que l’on souhaite.

FIGURE 3.2 – Modélisation du système expérimental générique du DEMR.
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Pour le câble de 1.5mm de rayon situé à 20 cm au-dessus de son plan de masse1, nous pouvons donc chercher
à évaluer l’impédance caractéristique de la ligne, sous réserve que l’on puisse toujours considérer qu’elle se
comporte comme une LT pour cette gamme de fréquences :

Zcarac =
60Ω√
εrair

× ln

(
2h

r

)
≈ 200Ω (3.4)

Nous voyons dans ce cas que l’impédance à choisir pour la référence est plus élevée que la référence standard de
mesure. Le choix le plus judicieux pour une caractérisation [SZréf ] serait donc de prendre, pour l’impédance de
référence, l’impédance caractéristique :

Zréf = Zcarac = 200Ω (3.5)

3.1.3 Choix de la caractérisation pour les ouvertures

Les interfaces de type “ouvertures” ont des caractéristiques bien différentes de celles des accès électroniques
de lignes. En effet, nous n’avons plus ici de structure guidée, mais structure totalement 3D pour la répartition du
champ. Nous perdons alors la notion d’impédance caractéristique, puisque l’énergie se propage dans toutes les
directions, contrairement aux LT qui véhiculent l’énergie suivant une direction de propagation.

Avec le même raisonnement que dans la précédente section, nous allons nous intéresser au coefficient de
surtension du système possédant des concteurs, les lignes et des ouvertures. Les pertes totales ξsyst de ce système
seront cette fois-ci :

ξsyst = ξcond + ξpertes qcq + ξouv (3.6)

Le terme ξcond représente les pertes dissipées dans tous les conducteurs, i.e. les parois, les fils, etc. Ce terme fait
évidemment intervenir la conductivité des matériaux, ainsi que leur surface. Aussi, malgré le fait que le matériau
utilisé (laiton) soit très conducteur, la surface importantes des parois va engendrer un niveau de pertes non nul. Le
coefficient de qualité engendré par les conducteurs sera de l’ordre de 1000 par exemple.

Le terme ξpertes qcq rassemble les autres pertes éventuelles, telles que les charges présentes sur les ports élec-
troniques, les matériaux volumiques à pertes éventuellement présents dans la cavité. . .En fonction des impédances
chargeant les accès aux lignes, le niveau de pertes va également dépendre du niveau de couplage des champs sur
les câbles. On ne peut donc pas attribuer facilement un coefficient de pertes pour ce terme.

Nous noterons également que, si nous évaluons le couplage à l’aide d’une méthode numérique dissipative,
l’erreur numérique se comporte comme un terme de perte intrinsèque à la méthode, s’incluant alors à ξpertes qcq.
L’exemple qui illustre parfaitement ce défaut est l’objet métallique fermé qui laisse numériquement pénétrer du
champ. Là encore, il est difficile d’attribuer une valeur à la dissipation, mais il peut facilement varier entre 10−2 et
10−4.

Enfin, le terme ξouv représente les pertes dûes aux fuites de champ par les ouvertures. D’une part, ce terme va
dépendre de la configuration du champ au niveau de l’ouverture ; on notera que ce niveau de champ va dépendre de
la condition de charge appliquée à l’ouverture, i.e. de la convention de caractérisation de cette ouverture. D’autre
part, ce terme dépend également de la surface de l’ouverture. Plus l’ouverture sera grande, plus les pertes seront
importantes.

1. La formule exposée en 3.4 correspond à un fil placé au-dessus d’un plan infini. Dans notre application, le câble se situe à 20 cm des
plans y = 90 cm et z = 70 cm . Cela signifie qu’il faudrait en toute rigueur évaluer l’impédance caractéristique de la ligne à l’aide d’un code
d’électrostatique, puique l’impédance caractéristique sera en fait un peu plus faible ; une valeur de 150Ω serait peut-être plus réaliste.
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Or, en CEM, l’objectif est de bien faradiser les systèmes. Les cavités doivent donc laisser le minimum de
surface de déperdition d’énergie. Si nous évaluons la dimension des ouvertures sur les caissons expérimentaux
par exemple, nous voyons que la surface des trappes représente 400cm2 (carré de 20cm de côté) et celle des
ouvertures seulement 20cm2 environ (cercle de 5cm de rayon), pour une surface totale de la cavité de 20 000cm2

(2 × [100 × 90 + 100 × 70 + 90 × 70] = 22 300) ! Les petites ouvertures ne représentent donc qu’un millième
seulement de la surface totale du domaine ! Or, on sait que, bien que les positions des maxima de champs se
déplaceront suivant les fréquences, l’ensemble des champs de la cavités va se répartir sur l’ensemble des parois.
On peut donc estimer que les champs à la position des ouvertures ne va pas être la valeur majorante des champs
de la cavité. Cela signifie que, la question de l’obstruction des ouvertures (i.e. mettre un court-circuit, la laisser
libre ou la charger), n’engendrera un niveau de perte ξouv qui sera de l’ordre de Souv/Sparois× ξcond. Finalement,
le critère de “facteur de surtension” engendré par les ouvertures n’a plus lieu d’être. Le choix de la caractérisation
des ouvertures peut donc être ajusté par d’autres critères physiques qui pourraient être mis à profit (homogénéité
du champ, . . .).

Un exemple de discrétisation de ces caissons est illustré Figure 3.2, pour une discrétisation d’environ λ/5 pour
une fréquence de 400MHz . Ce niveau de discrétisation engendre un maillage de 10 000 éléments, soit 15 000
inconnues à déterminer en IE.
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FIGURE 3.3 – Côtes des caissons expérimentaux du DEMR.
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3.2 Description chronologique des étapes de la DDM

Après avoir fait le choix du formalisme [Y] pour caractériser un système possédant des ouvertures, nous allons
reprendre toutes les étapes de la DDM de façon chronologique et détaillée. Pour décrire chacune des étapes de la
DDM (Fig. 3.4), revenons à la structure multi-cavités présentée Figure 3.5.

FIGURE 3.4 – Étapes de calcul dans l’approche DDM.

FIGURE 3.5 – Illustration des caissons modélisés pour un calcul par DDM.

D’un point de vue hiérarchique, les phases de la DDM peuvent se répartir suivant 3 niveaux (représentés par
leur couleur, Figure 3.4) : les étapes qui s’appliquent à l’échelle du système (en vert) que l’on découpe, les étapes
qui s’appliquent à l’échelle des domaines (en rouge) ainsi découpés, et les étapes qui s’appliquent à l’échelle des
interfaces (en bleu) de chacun de ces domaines.

D’un point de vue chronologique maintenant, i.e. l’ordre dans lequel sera effectué le calcul par DDM, les
étapes peuvent se répartir suivant 5 grandes phases : le découpage du système en plusieurs domaines, la génération
des FdB de chaque interface séparant les domaines, le calcul 3D du rayonnement de chaque FdB dans chaque
domaine, le calcul des matrices de couplage régissant la fonction de transfert du domaine, puis la résolution du
graphe topologique assurant les CAL du problème physique réel.
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3.2.1 Représentation matricielle du problème

Le système discret que l’on étudie est alors équivalent, d’un point de vue synoptique, à un système multi-ports.
Des représentations possibles, pour notre problématique, sont par exemple les relations en impédance, admittance
ou encore matrices [S] 2, soit respectivement :

(V ) = [Z] · (I ) + (V )
src (3.7a)

(I) = [Y ] · (V) + (I)
src (3.7b)

(B) = [S] · (A) + (B)
src (3.7c)

qui signifie de manière explicite, la relation suivante pour chaque ligne du système linéaire :

Vp =

(
∑

q

Zpq Iq

)
+ V src

p (3.8a)

Im =

(
∑

n

YmnVn

)
+ Isrc

m (3.8b)

Bj =

(
∑

k

Sjk Ak

)
+Bsrc

j (3.8c)

Pour chacune de ces conventions, on en déduit aisément la relation à utiliser pour établir la matrice de caracté-
risation du système :

Zpq =

(
Vp
Iq

)

Iq′ 6=q=0 ;V src
p =0

(3.9a)

Ymn =

(
Im
Vn

)

Vn′ 6=n=0;Isrc
m=0

(3.9b)

Sjk =

(
Bj

Ak

)

Ak′ 6=k=0 ;Bsrc
j =0

(3.9c)

ce qui revient à successsivement exciter chaque port du système (respectivement Iq 6= 0, Vn 6= 0,Ak 6= 0) lorsque
les autres ports sont chargés de façon spécifique (resp. un circuit ouvert pour avoir Iq′ 6=q = 0, court-circuit pour
Vn′ 6=n = 0, charge caractéristique pour Ak′ 6=k = 0).

Remarque importante : Pour la détermination des matrices, la grandeur de sortie (Vp, Im, Bj) correspond à un
facteur près (Iq , Vn, Ak) au terme matriciel, sous réserve qu’il n’y ait pas de terme source qui vienne « entâcher »
la mesure. D’un point de vue analytique ou dans un code numérique, il suffit de considérer tous les générateurs
comme éteints. Si la détermination est expérimentale, on ne peut a priori pas forcément couper les sources internes
qui interviennent pour la caractérisation de ces paramètres. On devra dans ce cas effectuer deux mesures avec des
excitations différentes, pour effectuer un calcul différentiel :

I ′m = YmnV
′
n + Isrc

m (3.10a)

I ′′m = YmnV
′′
n + Isrc

m (3.10b)

2. matrices [S] = Scattering (diffraction)
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Type de convention matrice [Z] matrice [Y] matrice [S]

Type d’excitation tension courant onde sortante

Condition sur les autres
ports

courant nul tension nulle pas d’onde entrante

Condition de charge à
appliquer à chaque autre
port

circuit ouvert
(impédance infinie)

court-cicuit
(impédance nulle)

charge adaptée
(impédance

caractéristique)

TABLE 3.1 – Conditions de charge à appliquer en fonction de la caractérisation matricielle d’un système multi-
ports.

d’où la différence :
(I ′m − I ′′m) = Ymn(V

′
n − V ′′n ) (3.11)

On peut aussi remarquer que la fabrication de la matrice revient à calculer les termes colonne par colonne.
On injecte successivement dans chaque port une excitation 3, afin d’avoir directement Zpq = (Vp)Iq=1 (resp.
Ymn = (Im)Vn=1 et Sjk = (Bj)Ak=1).

Pour résumer, suivant la convention suivant laquelle on veut caractériser notre système ([Z], [Y ] ou [S]), il
faudra appliquer des conditions d’impédance différentes, voir Tableau 3.1.

3.2.2 Les différents types de condition d’impédance à appliquer sur les ports

Pour une convention matricielle donnée, la valeur de l’impédance au niveau des ports “récepteurs” est fixée,
tandis que la valeur de l’impédance “émetteur” peut toujours être quelconque, puisque l’on divise dans 3.9 par la
grandeur au niveau du port et pas par la valeur propre à la source. On notera néanmoins que dans la majorité des
cas on utilise généralement la même condition d’impédance pour le port émetteur que pour les autres (Fig. 3.6),
souvent par solution de facilité, mais aussi parce que la grandeur à utiliser au niveau du port correspond alors à la
valeur de la source, que l’on fixe bien souvent soi-même au sein du code de calcul. L’avantage est que l’on peut
notamment omettre la normalisation (Ym,n = Im/Vn devient Ym,n = Im) en prenant une valeur unitaire sur la
source (Vn = U src(n) = 1).

Pourtant, l’utilisation de ce degré de liberté pourrait faciliter la résolution de certains problèmes, notamment les
systèmes très résonants qui posent des contraintes supplémentaires, tant sur le plan temporel (oscillations faible-
ment amorties) que sur le plan fréquentiel (problèmes de conditionnement aux résonances). En utilisant habilement

3. L’excitation est généralement unitaire : Iq = 1 (respectivement Vn = 1 et Ak = 1).
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FIGURE 3.6 – Exemple de caractérisation classique en admittances : les charges sont en court-circuit pour chacune
des sources d’excitation, ce qui engendre V1(1) = U src(1) et V2(2) = U src(2).

cette propriété, on peut par exemple amortir un peu la résonance d’un problème sur les grandeurs V et I , sans pour
autant perdre l’information sur la grandeur Y que l’on cherche (obtenue par une méthode temporelle comme fré-
quentielle).

Considérons le problème illustré Figure 3.7 (à gauche). C’est un simple système résonant, dont les composants
possèdent respectivement la valeur Rsyst = 10mΩ , L = 1µH , C = 10 pF . Si l’on souhaite caractériser ce

FIGURE 3.7 – Exemple de système résonant que l’on cherche à caractériser (à gauche). Caractérisation en admit-
tance suivant l’impédance de la source, avec résonance pour 0Ω et sans résonance pour 10Ω .

système par sa matrice admittance, on remarque facilement que son coefficient Y21 résonne à la pulsation ω0 =
1/
√
LC, se traduisant par une surintensité autour de cette pulsation, d’où un système très oscillant si la résistance

Rsyst est faible, puisqu’elle ne dissipera que faiblement le signal. Pour une caractérisation classique d’admittance,
l’impédance vaut généralement Rsrc = 0Ω en pratique, ce qui engendre que mesure du paramètre Y21 reste
oscillante (Fig. 3.7, à droite, courbe rouge), puisque les pertes en série reste identiques à celles du système (Rsérie =
Rsyst) qui sont faibles.

L’idée est alors d’introduire une impédance Rsrc au niveau de la source de tension U src dont l’influence sera
prise en compte pour évaluer les tensions V1 et V2. Contrairement au cas précédent, la tension V1 du port excitateur
prendra alors une valeur différente de Ug . L’avantage est que cette résistanceRsrc se retrouve en série avec l’induc-
tance, ce qui va diminuer le facteur de qualité de ce filtre RLC et éviter une résonance parallèle sans amortissement
(Fig. 3.7, à droite, courbe bleue). Or, si l’on s’intéresse au paramètre Y21 on remarque que ce dernier correspond
exactement au résultat précédent ; cela s’explique par le fait que si V1 est modifié, le rapport I2/V1 reste identique !
Pour une impédance valant Rsrc = 10Ω seulement, nous voyons que la résonance gênant a été supprimée (à
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droite, courbe bleue). On peut effectuer la même opération pour le paramètre Y12 où le même comportement peut
être évidemment observé.

3.2.3 Convention retenue pour les systèmes faradisés

Pour la suite de ce chapitre, nous prendrons pour convention le système matriciel basé sur les admittances
(opérateur−n̂∧Y). Cela signifie que les fonctions de bases {~bn} serviront à la décomposition du champ électrique.

De plus, nous nous placerons dans la configuration de la méthode de Galerkin, c’est à dire en prenant les
fonctions tests {~tm} égales aux fonctions de base {~bn} : nous les noterons ~fm On notera l’avantage de cette
méthode qui est de conduire à une matrice symétrique :

〈 L
(
~fn

)
| ~fm 〉Souv = 〈 ~fn | L

(
~fm

)
〉Souv (3.12)

La justification n’est pas détaillée ici ; elle s’appuie sur le Principe de Réciprocité, appliqué aux champs produits
par les sources, qui correspondent respectivement à ~fn et ~fm.

Grandeurs fonctionnelles :
L(·) −→ −n̂ ∧ Y(·)
~χ −→ ~E
~ψ −→ n̂ ∧ ~H
~ψsrc −→ n̂ ∧ ~Hcc

Familles de fonctions :
~bn −→ ~fn
~tm −→ ~fm

Termes du système linéaire :
〈 L(~bn) | ~tm 〉 −→ 〈−n̂ ∧ Y(~fn) | ~fm 〉
〈 ~ψsrc | ~tm 〉 −→ 〈 n̂ ∧ ~Hcc | ~fm 〉

Éléments du système matriciel :
Lmn −→ Ymn

χn −→ Vn
ψm −→ Im
ψm src −→ Icc

m

Grandeurs matricielles :
[L] −→ [Y ]
(χ) −→ (V )
(ψ) −→ (I)
(ψ)src −→ (Icc)

TABLE 3.2 – Synthèse des grandeurs manipulées dans la DDM avec nos conventions.
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On pourra noter que les termes sources que l’on définit dans le cas général s’identifient dans le cas d’un
formalisme d’admittances à un champ magnétique de court-circuit, ce qui se traduit par un vecteur de courant
source.

Remarque : Bien qu’issu d’un formalisme en champ
−→
E et

−→
H , ce formalisme matriciel présente l’avantage

de conduire à une représentation électrique équivalente, sous la forme d’un système multi-ports : permettant de
manipuler des entités simples (V , I , Z, . . .).

Pour notre système qui correspond au couplage par une ouverture, la source (V ) qui apparait Éq. 3.7b (conven-

tion [Y], dans le système d’Équations 3.7) correspond à une distribution de champ électrique
−→
E appliqué sur

l’ouverture, tandis que la réponse observée est liée à la densité surfacique de courant électrique n̂ ∧ −→H sur cette
ouverture court-circuitée. C’est donc une équation sur le champ électrique,

−→
E étant décomposé sur la famille de

FdB {~fn}. Dans le cas des petites ouvertures, ce seront les bases dipolaires que nous retiendront (fabriquées au
Chap. 4). Dans le cadre du formalisme de la MoM, les grandeurs mises en jeu sont donc :

−→
E =

∑

n

Vn ~fn (3.13)

Im = 〈−n̂ ∧ Y(−→E ) | ~fm 〉Souv (3.14)

Isrc
m = 〈 n̂ ∧ −→H cc | ~fm 〉Souv (3.15)

Le Tableau 3.2 résume de manière synthétique l’ensemble des grandeurs mises en jeu par le formalisme MoM,
dans le cas du calcul des domaines de la DDM.

3.2.4 Dimension physique des différentes variables de notre système

Avec la convention que nous allons utiliser, il faut veiller à ce que chacun des termes utilisés soit exprimé
avec la bonne dimension. Notre système s’exprimant sur l’opérateur admittance, les opérateurs continu −n̂∧Y et
discret [Y ] s’expriment bien évidemment en Siemens (S). De ce fait, l’inconnue ~E s’exprimera en ⌈V /m ⌋, tout
comme les éléments Vn du vecteur (V ) (qui ne s’expriment pas en ⌈V ⌋ comme la variable pourrait le suggérer).
De même, le vecteur source (I) s’exprime bien en ⌈A /m ⌋ avec sa grandeur continue associée n̂ ∧ ~H .

Étant donné les relations entre les grandeurs continues et discrètes, on en déduit directement que si les gran-
deurs (V ) et (I) sont de mêmes dimensions que les variables ~E et n̂ ∧ ~H , alors les familles de fonctions de base
et de test sont sans dimension. On notera qu’il est important que les bases aient la même dimension, car on reste
désormais cohérent avec notre volonté d’appliquer la méthode de Galerkin.
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3.3 Étape S : “Splitting”

Pour le problème électromagnétique complet, il faut dans un premier temps découper la structure en plusieurs
domaines (ou volumes) Dδ , comme le montre la Figure 3.8.

FIGURE 3.8 – Découpage naturel en plusieurs domaines du problème des caissons du DEMR.

Chacun de ces domaines sera symbolisé par un noeud topologique dans un graphe ; on pourra par exemple les
identifier par des lettres (δ ∈ {A,B,C, . . .}) ; nous choisirons d’utiliser des lettres suivies par un nombre pour
rappeler le domaine concerné (B[i] pour les Boîtes, P [i] pour les Ports, etc.).

La frontière ∂Dδ de chaque volume δ peut alors se décomposer en un bord ∂Dδ∅, où l’on suppose qu’aucun
champ n’est transmis, et les autres interfaces ∂Dδ,i (généralement appelées interfaces de couplage), qui corres-
pondent aux jonctions avec les domaines voisins. Une convention est implicitement fixée sur l’orientation de cette
interface locale au domaine. Dans notre cas, nous choisirons la convention avec normales entrantes.

Or, chacune de ces interfaces ∂Dδ,i qui est locale à un domaine δ, va être reliée à une autre interface, qui quant
à elle sera locale à un autre domaine δ′ : l’interface ∂Dδ′,i′ . C’est cette correspondance entre les domaines qui est
assurée par le réseau (ou graphe) topologique (Fig. 3.9).

FIGURE 3.9 – Représentation du réseau topologique associé au problème des caissons du DEMR, avec orientation
conventionnelle des branches de ce réseau.

Au sein du réseau, on va établir les relations de continuité des champs
−→
E et

−→
H sur chacune de ces interfaces

(qui a la double définition, interface i locale au domaine δ, interface i′ locale au domaine δ′). Pour identifier les
composantes de champ d’une interface, on lui affecte un nombre β (appelé “numéro global”), puisqu’il ne faut
qu’une seule définition β pour cette l’interface à l’échelle globale du réseau. Ainsi, on donne une correspondance
entre l’interface globale Iβ et les deux interfaces ∂Dδ,i et ∂Dδ′,i′ . Pour qu’il n’y ait pas d’ambiguïté, il faut alors
orienter cette interface Iβ (i.e. définir le sens de la branche Iβ , à savoir « δ vers δ′ », ou l’inverse).
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À titre d’exemple, nous fournissons Tableau 3.3 un exemple arbitraire des correspondances « interface locale
↔ interface globale » dans le cas des caissons expérimentaux disponible au DEMR de l’ONERA.

FIGURE 3.10 – Graphe topologique associé au problème des caissons du DEMR, trappes toutes fermées, avec les
numérotations globales et locales.

Interface globale
Iβ

Domaine
“sortant”
δ′ ↔ β⊗

Interface locale
“sortante”

∂Dδ′,i′/Nitrf(Dδ′)

Domaine
“entrant”
δ′′ ↔ β⊗

Interface locale
“entrante”

∂Dδ′′,i′′/Nitrf(Dδ′′)

01 P1 1 / 1 B3 1 / 4
02 P2 1 / 1 B1 1 / 6
03 P3 1 / 1 B1 2 / 6
04 B1 3 / 6 B2 1 / 5
05 B3 2 / 4 B2 2 / 5

06 B2 3 / 5 E 6 / 8
07 B2 4 / 5 E 7 / 8
08 B2 5 / 5 E 8 / 8
09 B1 4 / 6 E 3 / 8
10 B1 5 / 6 E 4 / 8
11 B1 6 / 6 E 5 / 8
12 B3 3 / 4 E 1 / 8
13 B3 4 / 4 E 2 / 8

TABLE 3.3 – Tableau de correspondance entre les interfaces globales et les interfaces locales.

La fabrication du réseau, étant donné la source d’erreur qu’elle présente, est une étape qui demande une cer-
taine vigilance.

Contrairement à une méthode numérique traditionnelle, la DDM fait intervenir un certain nombre d’étapes,
dont les 5 principales phases sont décrites Fig. 3.11 Page 92. Cela signifie autant de fichiers pour les données
d’entrée, dont il faut assurer la cohérence entre notamment les fréquences, les conventions sur l’orientation des
normales, ou encore la caractéristiques des matériaux à affecter. Si nous choisissions de traiter le problème des
caissons avec toutes les trappes ouvertes, les données que nous aurions à prendre en compte correspondrait au
Tableau 3.3. Nous voyons que les fichiers à définir seraient de 13 pour les interfaces (génération de la famille de
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FdB choisie, de I1 à I13), de 7 pour les calculs 3D (B1, B2, B3, P1, P2, P3 et E), sans oublier les 7 fichiers de
paramètres pour importer les FdB dans chacun de ces domaines, les 7 fichiers pour les matrices à exporter, etc. . .
On comprend donc qu’il y a de nombreux paramètres, ainsi que de nombreuses redondances dans les fichiers, qui
peuvent ainsi occasionner des erreurs, qui dans le meilleur des cas est détecté par le code ! Ceci justifie notamment
l’outil d’automatisation qui a été développé.

Pour cela, un outil générique pour la saisie des graphes semble être un élément plus que bénéfique pour un mé-
canisme tel que la DDM ; chaque étape gérée par l’utilisateur est en effet une potentielle source d’erreur. L’ONERA

a justement intégré depuis peu un outil de “macro-gestion” des fichiers d’entrée à la DDM (outil ICEHO), intégré
pour des calculs d’Antennes ou de SER (car le développement des codes existent depuis des années), permettant
ainsi de limiter fortement ce genre de désagrément. Pour les études destinées à la CEM, comme la majorité des
modules de calcul étaient actuellement en développement, l’outil ICEHO n’a pas été adapté aux modules ainsi
developpés ; cette étape de génération du réseau est donc réalisée “manuellement” (i.e. par l’utilateur) dans ce cas.

La phase de découpage en plusieurs domaines du systèmes électromagnétique est une étape très importante
de la DDM, car elle va fortement conditionner son efficacité.

En effet, nous avons vu que la méthode se décrit de manière hiérarchique, d’une échelle globale (où l’on fait
notamment le découpage de la structure) vers une échelle locale (où l’on construit les FdB des interfaces). On peut
alors choisir de découper d’une manière quelconque la structure considérée ; par contre ce mauvais découpage
global va se répercuter à l’échelle locale où il faudra fabriquer des FdB locales sur des interfaces, où il va être
difficile de fournir un bon modèle. Si, à l’inverse, on est conscient que le découpage global influe sur les interfaces
locales, on voit qu’il faut choisir un découpage judicieux de la structure, suivant l’expertise de l’utilisateur, pour
faire apparaître des caractéristiques qui seront intéressantes à l’échelle locale de l’interface ; le choix des modèles
à utiliser dans la DDM dépendra explicitement de ce découpage entre les domaines.

Pour les problématiques de cavités possédant des petites ouvertures, on décide donc de choisir une découpe
dans le prolongement des parois. Le réseau se traduit avec un domaine pour chaque cavité. Les parties discontinues
du blindage (fentes, trappes, hublots, . . .) jouent alors sans ambigüité le rôle d’interface.

Remarques sur les ports électroniques : Pour les problématiques CEM, il semble intéressant d’affecter pour
chaque port électronique un domaine à part entière, quel que soit le système possédant la charge (antenne, câble,
. . .), même si la charge est a priori déjà définie (50Ω souvent). En effet, le calcul d’un domaine (en particulier ici,
le domaine où est présent le port) étant effectué par des méthodes 3D, la caractérisation matricielle d’un port est
instantanée, car généralement analytique (résistance, self, capa, . . .). L’un des inconvénients est qu’une inconnue
supplémentaire est rajoutée dans le graphe pour chaque port carctérisé de cette manière ; ce n’est encore une fois
pas très contraignant, du fait du faible temps en pratique pour résoudre l’équation du réseau (Section 3.7). En
contrepartie, on récupère directement la grandeur recherchée (Vport, Iport, Vport ±KréfIport, . . .) en sortie du graphe,
ce qui évite un post-traitement dans le domaine où est placé le port en question. L’interface associée doit, comme
les autres, être mise en court-circuit dans l’étape de calcul de la matrice [Y] du domaine (remplacement de la
valeur réelle de l’impédance par 0Ω , Éq. 3.9b).
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FIGURE 3.11 – Description hiérarchique de la Méthode par Décomposition de Domaines.
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3.4 Étape F : Fonctions de Base (FdB) spécifiques aux interfaces

Pour appliquer la Méthode des Moments (Moment Method en Anglais, MoM [105, 106]), on choisit une fa-
mille de Fonctions de Base (FdB) ~fp (respectivement ~gp) pour décomposer le champ tangent électrique

−→
E (resp.

magnétique
−→
H ) dans l’interface :

[−→
E⊙,⊗

]

tgt itrf
=

Nfdb∑

p=1

V ⊙,⊗p · ~fp (3.16)

[−→
H⊙,⊗

]

tgt itrf
=

Nfdb∑

p=1

I⊙,⊗p · ~gp (3.17)

où Vp et Ip sont les pondérateurs à déterminer. La Figure 3.15 illustre les différentes familles de FdB qui sont à
fournir pour un problème donné. Sur cette figure, seules les interfaces sont modélisées et les frontières conductrices
ne sont pas présentes. Nous voyons donc que pour le domaine B1 par exemple, il faut fournir 3 familles de FdB
de type “trappe” et 1 famille de type “petite ouverture”. Dans le cas des caissons où l’on ferme toutes les trappes
extérieures, les interfaces où l’on décomposera le champ seront :

– les 3 ports électroniques (interfaces I1 I2 I3, Fig. 3.9), où une seule FdB colinéaire au vecteur unitaire
parallèle au fil ;

– les 2 ouvertures (interf. I4 I5).

FIGURE 3.12 – Interfaces entre les différents domaines imposés par le découpage du système de caissons du
DEMR.

Les FdB de ces ouvertures seront obtenues à partir de l’outil précédemment développé (Chap. 2). Les courants
magnétiques solution ~κm de l’Éq. 2.19 sont associés au champ électrique ~em = −n̂ ∧ ~κm, que l’on normalisera
par la suite :

~fm =
1

Cm
~em (3.18)

Les fonctions tests à fournir seront celles qui correspondent aux FdB, puisque l’on a choisi la méthode Galerkin
dans le formalisme MoM (Chap. 1, Section 1.5.4).
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3.5 Étape D : Domaines 3D

L’objectif de cette étape est de caractériser chaque domaine, en déterminant l’opérateur de rayonnement de
chacune des FdB. On se définit la convention matricielle ce qui revient à définir les conditions d’impédance à
appliquer aux différentes interfaces du domaine (Fig. 3.13).

FIGURE 3.13 – Structures 3D des différents domaines du problème Fig. 3.5.

On choisit ensuite de la méthode numérique à utiliser pour calculer l’opérateur de couplage L(�) du domaine.

~fn 7→ L
(
~fn

)
(3.19)

qui, dans le cas de la convention admittance, se résume simplement à −n̂ ∧ Y(�). On notera dès à présent que le
temps de calcul de cette étape va être un problème important, puisque l’on sait qu’un calcul 3D d’une structure
électromagnétique peut facilement varier de quelques minutes à plusieurs jours de calculs, en fonction de la taille
du problème, la bande de fréquence étudiée, la précision attendue, etc.

On détermine également la contribution de toutes les sources ~ψsrc du domaine :

∀s ∈ [[ 1 ; Nsrc ]] : Calcul du terme source : ~ψsrc(s) (3.20)

Un calcul par méthode explicite nécessite alors d’effectuerNfdb calculs du rayonnement de l’opérateur, puisque
les fonctions ~fn sont définies pour n ∈ [[ 1 ; Nfdb ]] :

∀n ∈ [[ 1 ; Nfdb ]] : ~fn 7→ − n̂ ∧ Y
(
~fn

)
(3.21)

On effectue donc 1 calcul 3D par FdB qui “rayonne” ; on construit ainsi la matrice de couplage colonne par
colonne. On note alors que si nous n’avons pas à disposition des bases spécifiques à utiliser (contrainte de devoir
utiliser des Bases Locales), le nombre de FdB peut être très important (plusieurs milliers de FdB) ce qui peut
devenir alors extrêmement pénalisant !

Un calcul par méthode implicite convient également pour déterminer l’opérateur admittance −n̂ ∧ Y(�) ; la
méthode IE est d’ailleurs celle qui est utilisée actuellement par l’ONERA (code ELSEM 3D). Cet opérateur sera
dans ce cas évalué de manière discrète sous la forme d’une matrice (que l’on notera

[
Y front δ

]
pour désigner

l’opérateur sur toute la frontière du domaine Dδ). Cette matrice est obtenue en faisant l’inverse de l’opérateur IE
correspondant à la frontière de la structure (que l’on notera

[
Z front δ

]
) :

[
Y front δ

]
−1 =

[
Z front δ

]
p,q

= 〈 ZEFIE

(
~ξq

)
| ~ξp 〉 (3.22)
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La génération des Fonctions de Base nécessite un maillage spécifique de chaque interface, que nous appellerons
« maillage neutre ». Un maillage 3D est aussi produit pour calculer chaque domaine. On appellera « maillage
trace » la partie de ce maillage 3D qui coïncide avec l’interface. La construction matricielle nécessite alors une
phase d’importation des fonctions (bases et tests), avec association des inconnues du maillage (liens « neutre
↔ trace ») des interfaces au sein du domaine, puis projection des champs pour la construction de la matrice de
couplage.

Remarque sur les solveurs matriciels. Un nombre important de FdB n’est pas très contraignant dans le cas où
le calcul est résolu via une résolution directe (solveur LU). Le temps de calcul pour l’inversion avec ce type de
solveur est proportionnel à Ninc

3, ce qui restreint son application à des petites problèmatiques (quelques milliers
d’inconnues seulement). Pour des problématiques plus coûteuses (supérieures à 10 000 inconnues), la résolution
du système linéaire conduit à choisir un solveur itératif (i.e. la résolution est convergente), comme par exemple
les solveurs GMRES (Generalized Minimal Residual algorithm) ou FMM (Fast Multipoles Method). Dans ce cas,
la résolution ne fait plus intervenir seulement la matrice, mais le produit « matrice-vecteur », ce qui signifie qu’il
y aura autant de calculs que de vecteurs, c’est à dire autant que de FdB. On comprend alors l’enjeu crutial de
minimiser ce nombre de FdB, dans le but de réduire le temps de calcul de chacun de ces domaines.

3.5. ÉTAPE D : DOMAINES 3D 95



CHAPITRE 3. APPLICATION DE L’APPROCHE PAR D.D.M. AUX PROBLÈMES DE C.E.M.

3.6 Étape M : Matrice de chaque domaine

Cette phase de construction de la matrice consiste à projeter les champs calculés dans chaque domaine 3D sur
chacune des FdB des interfaces du domaine (Figure 3.14).

FIGURE 3.14 – Caractérisation des différents domaines, suivant des conditions de charges définies par la conven-
tion.

Ainsi, pour chaque source p ∈ [[ 1 ; Nsrc ]] du domaine, on calcule les Nsrc seconds membres correspondant à la
projection du champ source sur les FdB des interfaces du domaine (Fig. 3.15) :

∀p ∈ [[ 1 ; Nsrc ]] : (Iports domaine δ)m (p) =
[
Γ−1

]
m,µ
×
(
I front δ

)
µ
(p) (3.23)

FIGURE 3.15 – Illustration des interfaces des domaines de la Fig. 3.13.

Concernant la matrice [Y], nous avons :

[Yports domaine δ]m,n
=
[
Γ−1

]
m,µ
×
[
Y front δ

]
µ,ν
× [Γ]ν,n (3.24)

où la matrice [Γ]ν,n caractérise la relation de passage entre les FdB ~ξν du calcul IE (domaine fermé) et les FdB ~fn
du calcul DDM (trace des interfaces du domaine).
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3.7 Étape R : Réseau topologique

Pour calculer la réponse du réseau, on traduit éventuellement les matrices locales aux domaines dans la conven-
tion matricielle du graphe si elles sont différentes. Par exemple si graphe est résolu en [S] alors que certains do-
maines sont résolus en [Y], il faudra dans ce cas effectuer une conversion [Y ] 7→ [S] des matrices de ces domaines
4.

Pour le réseau, un système linéaire hyper-matriciel est alors fabriqué, à partir des matrices de chaque domaine,
ainsi que les vecteurs d’excitation du réseau (correspondant à la projection des sources du domaine sur les inter-
faces).

C’est la construction du système hypermatriciel qui assure au final la continuité des champs aux interfaces
dans le problème réel (Fig. 3.16). Ensuite, on inverse l’hyper-matrice en tenant compte de la nature creuse de ce

FIGURE 3.16 – Connexion des domaines au sein du graphe, assurant la continuité des champs aux interfaces (à
gauche). Analogie avec la connexion de multiports (à droite).

système d’équations, puis on obtient les amplitudes des Fonctions de Base qui sont les résultats finaux attendus
(coefficients pondérateurs αp des FdB ~fp, qui décomposent le champ

−→
ψ (=

∑
αp
~fp des interfaces, Fig. 3.4, page

83).

On notera qu’un post-traitement est éventuellement à faire, si l’on souhaite par exemple avoir accès à des gran-
deurs bien identifiées à l’intérieur d’un domaine, en dehors des interfaces locales.
Pour une méthode implicite, il faut avoir préalablement stocké la matrice de couplage du domaine, puis faire rayon-
ner les sources équivalentes situées sur les interfaces (sans oublier les sources du domaine) ; le calcul en lui-même
est peu coûteux puisqu’il ne s’agit que d’une opération de multiplication matrice-vecteur.
Pour une méthode explicite, il faut avoir préalablement stocké la grandeur qui nous intéresse ; la grandeur du pro-
blème réel ne sera qu’une pondération (par les inconnues du graphe) de ces grandeurs stockées pour des excitations
unitaires. Le stockage des grandeurs de sortie pour les méthodes explicites est donc moins coûteux en ressources
mémoires.

4. Le code FAC TOPO initial réalise d’ailleurs ses calculs suivant ce scénario : tous les domaines sont déterminés en convention [Y], on
transforme la matrice de couplage [Y] en matrice [S], puis on résout le graphe en [S].
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3.7.1 Construction de fonctions duales pour la formulation [S]

Considérons le cas scalaire, dans le sens où le système auquel on s’intéresse peut être paramétré par des gran-
deurs d’état scalaires, comme V (l) et I(l). Ce cas particulier va nous permettre d’introduire le problème de la
formulation de manière simplifiée dans un premier temps. L’exemple le plus typique est celui des Lignes de
Transmission, où l’on souhaite caractériser ce système tel une boîte noire. On peut caractériser ce dernier sui-
vant la convention que l’on souhaite, notamment en admittances [Y] (V 7→ I), en impédances [Z] (I 7→ V ) Mais
nous pouvons également définir la convention de matrice de répartition ([S] pour Scattering en Anglais), avec
V + ZréfI 7→ V −ZréfI , où Zréf est l’impédance de référence.

Il est alors courant d’utiliser la convention S50Ω . Cependant, il est important de préciser que la convention
50Ω n’est intéressante que si l’on considère une structure dont l’impédance caractéristique Zcarac vaut 50Ω . En
effet, cela signifie que dans ce cas, le rapport entre les composantes à la fois progressives (i.e. en eı̇ωt−ı̇βl, soit
∂tl > 0) et progressives (i.e. en eı̇ωt+ı̇βl, soit ∂tl < 0) vaut Zcarac = 50Ω :

V (l) = V0 · eı̇ωt
[
e−ı̇βl + Γe+ı̇βl

]
(3.25a)

I(l) =
V0
Zcarac

eı̇ωt
[
e−ı̇βl − Γe+ı̇βl

]
(3.25b)

On remarque alors qu’en associant les valeurs V et I suivant la convention scattering :

V + ZréfI = V0 eı̇ωt

[
e−ı̇βl

(
1 + Zréf

Zcarac

2

)
+ Γe+ı̇βl

(
1− Zréf

Zcarac

2

)]
(3.26a)

V − ZréfI =
V0
Zcarac

eı̇ωt

[
e−ı̇βl

(
1− Zréf

Zcarac

2

)
− Γe+ı̇βl

(
1 + Zréf

Zcarac

2

)]
(3.26b)

Ainsi, la convention [S] permet d’associer la grandeur A ∝ [V +ZréfI] à la composante progressive et la grandeur
B ∝ [V − ZréfI] à la composante régressive, uniquement dans le cas où Zréf = Zcarac !

V + ZréfI

Zréf = Zcarac

↓
= V0 eı̇ωt × e−ı̇βl (3.27a)

V − ZréfI

Zréf = Zcarac

↓
=

V0
Zcarac

eı̇ωt × Γe+ı̇βl (3.27b)

L’utilisation de la convention [S50Ω ] n’a donc aucun intérêt si le système étudié n’a pas son impédance caracté-
ristique Zcarac de 50Ω !

Considérons cette fois-ci le cas vectoriel : le système peut être paramétré par des grandeurs d’état vectorielles,
comme

−→
E (r) et

−→
H (r). Dans le cas d’un système décrit par des solutions modales {−→Em;

−→
Hm}, on remarque que

les champs modaux
−→
Em(r′) et

−→
Hm(r′) on exactement la même répartition spatiale, quelles que soient les CAL

(Tab. 3.4, page 99).

Le Tableau 3.4 montre que chaque couple {−→Em;
−→
Hm} vérifie en tout point r′ de la section, une relation de

quadrature : −→
Em(r′) = Zmode m · n̂ ∧

−→
Hm(r′) (3.28)
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Notre démarche a donc consisté, dans un premier temps, à définir un “mode” pour les couplages par ouverture
tel que la fonction duale ~gm associée à la fonction primale ~fm vérifie bien :

~fm(r′) = Zmode m · n̂ ∧ ~gm(r′) (3.29)

Pour valider notre choix, nous avons alors choisi de simuler une cavité, comme celle présentée Figure 3.17.
Bien qu’il soit trop tôt pour présenter les résultats avec des Fonctions de Base spécifiques aux ouvertures, cette

FIGURE 3.17 – Cas test Box 07 d’une cavité possédant une charge capacitive à l’intérieur.

solution, pourtant basée sur l’idée qui nous semblait la plus intuitive, nous donnera au final des résultats bruités
comme en Bases Locales (Figure 3.18). . .

FIGURE 3.18 – Courant évalué sur le dipôle de la cavité Box 07 par les IE et par la DDM.

Il faut rappeler que le résultat fourni par la DDM n’est pas dégradé du moment que la famille de FdB, qui
décompose le champ dans l’interface, est bien complète. Dans le cas d’une convention admittance, la famille de
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FdB signifie l’unique jeu de fonctions ~fm. Dans le cas d’une convention scattering, la famille de FdB signifie le
couple de fonctions {~fm;~gm} ! Cela signifie que si l’on ne fournit pas le “bon” couple {~fm;~gm}, la famille de FdB
sera incomplète. Même si la fonction primale ~fm est judicieuse, si la fonction duale ~gm n’a pas de cohérence avec
cette fonction primale, le paramètre S n’a plus son interprétation de départ. De la même manière, c’est analogue à
prendre une convention SZréf avec Zréf 6= Zcarac : nous aurions la relation 3.26, très générale et sans aucun intérêt,
alors que choisir Zréf = Zcarac confère aux paramètres S toutes les vertus qu’on leur reconnait (relation 3.27).

En fait, les champs
−→
E et

−→
H dans une structure invariante suivant une direction vérifient toutes la relation

de quadrature. Or, cette propriété n’est qu’une conséquence des équations de Maxwell, vérifiées pour chacun des
modes solution de cette équation, aussi bien pour les modes TE, que TM ou TEM. Ainsi, chaque mode {−→Em;

−→
Hm}

est maxwellien, i.e. vérifie les équations de Maxwell, et en conséquence (dans le cas du guide) est orthogonal. Or,
notre problème d’ouverture est bien différente. D’une part, elle ne fait pas intervenir d’équation aux valeurs propres
et nous ne devons donc pas parler de “modes” de couplage. D’autre part, rien ne montre que pour chaque solution
dipolaire p le champ

−→
E p(r

′) doit être orthogonal à
−→
H p ! Aussi, la condition à respecter est en fait d’assurer pour

chaque composante de couplage que le couple {−→E p;
−→
H p} est bien maxwellien.

Suite à ces considérations, nous pouvons choisir de caractériser le système suivant une convention quelconque ;
suivant l’opérateur admittance Y (�) :

Y (�) :
[−→
E
]

tgt itrf
7→
[−→
H
]

tgt itrf
(3.30)

l’opérateur impédance Z (�) :

Z (�) :
[−→
H
]

tgt itrf
7→
[−→
E
]

tgt itrf
(3.31)

l’opérateur scattering SZréf (�) :

SZréf (�) :
1

K

[−→
E + Zréf(

−→
H )
]

tgt itrf
7→ 1

K

[−→
E −Zréf(

−→
H )
]

tgt itrf[−−→
W+

]

tgt itrf
7→

[−−→
W−

]

tgt itrf
(3.32)

où Zréf� est l’opérateur impédance de référence et K est une constante arbitraire.

Pour A et B en ⌈V ⌋, il faut : K = 2 (3.33)

Pour A et B en ⌈A⌋, il faut : K = 2Zréf (3.34)

Pour A et B en ⌈
√
W ⌋, il faut : K = 2

√
Zréf (3.35)

Écrivons pour cela l’expression de ~Pm1 :

− αmx
−→
H cc

1 =

∫∫

Souv

−n̂ ∧ −→E 1 dS (3.36)

Ce couple {−→E 1;
−→
H cc

1 } forme bien un couple maxwellien.

L’objectif est maintenant d’associer à notre fonction ~f1 précédemment définie, une fonction ~g1 telle que
{~f1;~g1} forme un couple maxwellien. Nous noterons {~gMaxw

p } les fonctions {~gp} qui assure que le couple {~fp;~gp}
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vérifie les équations de Maxwell, au sens d’un couple {−→E ;
−→
H}. Or, la formulation obtenue étant tout simplement :

~f1 =
−→
E 1/C1 (3.37)

on prendra tout simplement :
~gMaxw
1 =

−→
H cc

1 /C1 (3.38)

3.7.2 Équation du graphe pour un solveur [S]

Soit un repère (~x, ~y, ~n) orthonormé direct, avec ~n la normale unitaire à l’interface. On considère un système de
coordonnées (~xj⊙,⊗, ~y

j
⊙,⊗, ~n

j
⊙,⊗) pour chaque côté de l’interface, vérifiant :

~x⊙ = ~x⊗ = ~x (3.39)

~y⊙ = ~y⊗ = ~y (3.40)

~n⊙ = −~n⊗ = ~n (3.41)

ce qui signifie que les deux repères ⊙ et ⊗ (othonormés), sont respectivement direct et indirect.

Le système matriciel s’écrit pour l’interface j :

B̃j⊗ =
[
Sj⊗

]
· Ãj⊗ + B̃j⊗

source (3.42)

B̃j⊙ =
[
Sj⊙

]
· Ãj⊙ + B̃j⊙

source (3.43)

que l’on peut synthétiser sous le système hypermatriciel :
[
KS
]
(X)

S
= (F )

S (3.44)

On applique les CAL pour les ondes entrantes et sortantes :

(A)
j⊙

= (B)
j⊗

posons

↓
= Ã′ (3.45)

(B)
j⊙

= (A)
j⊗

= Ã′′ (3.46)

En imbriquant ces deux équations et en posant que B̃′source = B̃j⊗
source et B̃′′source = B̃j⊙

source , on trouve
maintenant :

+ [Id] Ã′ −
[
Sj⊗

]
Ã′′ = B̃′source (3.47)

+ [Id] Ã′′ −
[
Sj⊙

]
Ã′ = B̃′′source (3.48)

que l’on peut résumer sous le système matriciel suivant :



1
1

1
−[Sj⊗]

−[Sj⊙]
1

1
1




·




Ã′

Ã′′




=




B̃′src

B̃′′src




(3.49)
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L’hypermatrice KS correspond donc à un assemblage de :
– matrices « identité » pour les blocs (KS)αβ diagonaux (α = β).
– l’opposé de la matrice S⊙,⊗ pour les blocs (KS)αβ extra-diagonaux (α 6= β) pour les couples {α ≡
j⊙ ; β ≡ j⊗} et {α ≡ j⊗ ; β ≡ j⊙}. L’hypermatrice KS est donc de dimension [2×∑Nfdb(j)]

2.

On constuit alors un système de fonctions de base et de fonctions tests, qui s’expriment en fonction des vecteurs
tangents à l’ouverture :

~fp =
[
~fp

]

tgt
(3.50)

~gp = [~gp]tgt (3.51)

On exprime ensuite les champs tangents en fonction des projections sur ces deux repères :

~E⊙,⊗ =

Nfdb∑

p=1

V ⊙,⊗p · ~fp (3.52)

~H⊙,⊗ =

Nfdb∑

p=1

I⊙,⊗p ·
[
~gp ∧ n̂⊙,⊗

]
(3.53)

où les symboles ⊗ et ⊙ représentent respectivement les domaines Sortant et Entrant.

3.7.3 Équation du graphe en [Y]

On applique dans un premier temps la continuité du champ électrique
−→
E , qui est l’inconnue décomposée sur

les FdB ~fp, pondérées par les amplitudes complexes Vp :

~E⊙ = ~E⊗ ⇔ V ⊙p
~fp = V ⊗p

~fp

⇔ V ⊙p = V ⊗p (3.54)

Dans un second temps, on applique la continuité du champ magnétique
−→
H , qui résulte de la projection de la

fonction de couplage du domaine sur l’interface :

I⊙p = 〈 n̂⊙ ∧ −→H⊙ | ~fp 〉 (3.55a)

I⊗p = 〈 n̂⊗ ∧ −→H⊗ | ~fp 〉 (3.55b)
−→
H⊙ =

−→
H⊗ =

−→
H (3.55c)

ce qui implique tout simplement :
I⊙p = −I⊗p = Ip (3.56)

pour Ip = 〈 n̂ ∧ −→H | ~fp 〉 et n̂ = n̂⊙.
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On obtient donc, comme dans le cas des circuits, l’égalité des tensions (V ⊙ = V ⊗ = V ) et l’orientation
suivant le sens de la branche des courants (I⊙ = −I⊗ = I).

La relation de couplage dans le domaine Externe ⊗ s’exprime par :

(I)
j⊗

=
[
Y j⊗

]
· (V )

j⊗
+ (I)

j⊗
src (3.57)

De même, pour le domaine Interne ⊙ :

(I)
j⊙

=
[
Y j⊙

]
· (V )

j⊙
+ (I)

j⊙
src (3.58)

On applique les CAL :

(V )
j⊙

= (V )
j⊗

posons

↓
= (V ) (3.59)

(I) j⊙ = − (I) j⊗ (3.60)

En sommant ces deux équations, on trouve tout simplement :

−
([

Y j⊗
]
+
[
Y j⊙

])
· (V ) = (I)

j⊗
source + (I)

j⊙
source (3.61)

Le système hypermatriciel peut donc s’écrire :

[
KY

]
(X)

Y
= (F )

Y (3.62)

3.7.4 Comparaisons des solveurs [S] et [Y] de l’équation du réseau

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, notre centre d’intérêt se porte principalement sur le couplage
par des ouvertures.

Considérons le problème analytique du couplage par une ouverture circulaire placée dans un blindage plan
infini parfaitement métallique (Fig. 3.19, avec le graphe associé). Nous verrons par la suite (section 4.3.2) que la
résolution du graphe peut engendrer des imprécisions, dûes à un mauvais conditionnement du solveur hypermatri-
ciel (Fig. 4.3).

La taille de l’hypermatrice dépend du type de solveur utilisé pour résoudre l’équation du réseau. Ainsi, pour un
problème contenant Ni interfaces pour lesquelles on a Nfdb(i) bases, on peut définir le nombre Ncoupl de couples
de variables dans le réseau (V et I , A et B, . . .) :

Ncoupl =

Ni∑

i=1

Nfdb(i) (3.63)

104 3.7. ÉTAPE R : RÉSEAU TOPOLOGIQUE



CHAPITRE 3. APPLICATION DE L’APPROCHE PAR D.D.M. AUX PROBLÈMES DE C.E.M.

FIGURE 3.19 – Problème canonique élémentaire résolu par la Méthode de Décomposition de Domaines (à gauche).
Graphe de la DDM associé à notre problème canonique élémentaire (à droite).

Pour un solveur [Y] ou [Z], l’hypermatrice est de taille N ×N , puisque l’on associe une seule inconnue à chacune
des FdB (la tension V pour le solveur [Y], le courant I pour le solveur [Z]). Dans le cas d’un solveur [S], la taille
de l’hypermatrice est cette fois-ci de 2N × 2N , car à chaque FdB on associe un couple d’inconnues, puisqu’une
représente la pondération de l’onde dans un sens (⊙) et une autre inconnue pour l’autre sens (⊗). On note que le
temps de calcul n’est pas forcément beaucoup plus lourd, puisque contrairement à une inversion de matrice pleine,
l’hypermatrice du réseau présente la spécificité d’être très creuse, ce qui insite à utiliser un solveur creux et nivelle
les différences de temps de calcul entre les deux conventions.

3.7.5 Coût numérique total du graphe

Pour résumer, le calcul des amplitudes des FdB au niveau des interfaces du graphe est effectuée de la manière
suivante :

– on remplit l’hypermatrice [K] (au format du solveur) par les matrices obtenues par MoM de la fonction de
transfert des différents domaines ;

– on remplit le second membre (F ) par les termes sources des domaines s’il y en a ;
– on inverse l’hypermatrice pour déterminer les inconnues (X) aux interfaces ;
– éventuellement, si la grandeur recherchée n’est pas située sur une interface, il faut faire re-rayonner les

grandeurs obtenues (qui sont les CAL réelles des champs sur les interfaces du domaine) pour obtenir la
configuration de champ à l’intérieur du volume et récupérer la grandeur recherchée.

Dans le cas où les différentes interfaces du problème ne permettent pas d’utiliser un modèle spécifique et que
l’on a recours aux Bases Locales, on comprend que le nombre d’inconnues Nfdb(β) pour chaque interface Iβ peut
engendrer une hypermatrice très grande. On voit cependant qu’avec les modèles apportés dans la DDM [19, 194],
le nombre de FdB se trouve considérablement réduit. Cela justifie le fait que, si le nombre de branches du graphe
ne devient pas prohibitif, le temps de calcul (Tcalc)

Réseau de la phase de résolution du réseau est bien inférieure aux
temps (Tcalc)

Domaine δ de la phase de calcul de domaine Dδ . En guise d’ordre de grandeur, on peut chercher à évaluer
ces temps (Tcalc)

Réseau et Dδ en fonctions des inconnues respectives de chacun des deux systèmes.

(Tcalc)
Domaine δ = KLU

tps

Ndom∑

δ=1

[Ninc(δ)]
3 (3.64)
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Étape de la DDM S.E.R. Antennes C.E.M.

Forme du découpage Cylindres Demi-sphères Prolongement plan

Convention de
caractérisation du réseau
topologique

[S] [S] [Y]

Convention de
caractérisation du domaine

[Y] ([S] idéal) [Y] ([S] idéal) [Y] idéal

Convention de la projection
sur les interfaces

Garlerkin Garlerkin Point Matching ou
Garlerkin (avec
normalisation)

FdB sur les interfaces Fonctions du guide
infini

Fonctions spectrales Fonctions dipolaires
(normalisées)

TABLE 3.5 – Conventions que nous préconisons comme “optimales” en fonction de la problématique traitée.

Concernant le temps de calcul pour résoudre le graphe, il est généralement bien moins coûteux que le calcul
matriciel des différents domaines, du fait que NGraphe

inc NFT ≪
∑
NDomaines

inc (δ). L’ordre de grandeur du temps de
résolution peut être estimé pour une solveur LU une nouvelle fois :

(Tcalc)
solveur Y,Z = KLU

tps

[
Nitrf∑

iI=1

NFT(iI)

]3
(3.65)

même si en pratique, le temps de calcul sera encore plus faible avec un solveur creux. En effet, l’hypermatrice du
graphe est essentiellement constituée de blocs matriciels nuls (pour toutes les interfaces locales non connexes). En
conclusion, le temps de calcul du graphe est largement négligeable dans la majorité des cas, malgré le fait que l’on
traite des matrices de matrices.
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3.8 Synthèse sur la DDM

Nous avons vu que la DDM faisait intervenir 5 étapes principales. Pour chacune de ces étapes, plusieurs conven-
tions peuvent être définies, ce qui engendre un nombre très important de combinaisons et complexifie nécessai-
rement le choix de l’utilisateur. Comme toute méthode numérique, même si le schéma général de la DDM est a
priori défini avec précision, il est dans l’intérêt de l’utilisateur de choisir la convention la plus judicieuse, puisque
l’efficacité « précision / coût numérique » de la méthode dépendra directement de ces choix de convention. Aussi,
nous présentons les conventions qui nous semblent les plus judicieuses, en fonction des problématiques à traiter,
dans le Tableau 3.5.

La forme du découpage, tout d’abord, est significativement différente suivant les problématiques. Les appli-
cations en SER font bien souvent intervenir des conduits d’air ce qui incite à développer des FdB adaptées à des
formes cylindriques, i.e. des fonctions solution de l’équation de propagation des guides. Pour le cas des antennes, la
géométrie d’interface qui semble minimiser au mieux les inconnues sont des demi-sphères et font donc intervenir
des fonctions spectrales. Pour notre problématique de CEM, nous voyons que l’interface la plus naturelle cor-
respond au prolongement du blindage sur l’ouverture, avec l’introduction de fonctions dipolaires que nous avons
présentées.

Concernant le formalisme MoM pour les interfaces, la majorité des modèles trouvés font intervenir la méthode
de Galerkin. Aucune de ces applications ne favorise l’introduction d’un autre formalisme, mais inversement, rien
ne le justifie spécialement et toute proposition d’une nouvelle convention (Point Matching, etc. . .) peut être a priori
considérée.

Pour la convention des domaines et du graphe topologique, par contre, le choix sera dicté par les conditions
d’impédances mises en jeu. Dans le domaine de la SER et des antennes, le champ calculé sur les interfaces sont
généralement en condition de Champ Lointain, ce qui signifie que les composantes prépondérantes sont rayonnées :
il semble donc naturel de choisir une convention [S] plutôt qu’une autre. À l’inverse, les champs calculés en CEM
au niveau des interfaces sont plutôt réactives, lorsque les ouvertures sont petites devant la longueur d’onde : le
choix le plus naturel est alors plutôt celui des matrices [Y].

Cette justification nous a conduit au développement d’un nouveau solveur de graphe, présenté Section 3.7.3.
Nous comparerons par la suite la qualité des résultats, notamment via le conditionnement matriciel, obtenus par
solveur [Y] et par solveur [S].

Pour la convention des domaines, nous remarquons que la caractérisation actuelle convient parfaitement (ma-
trices [Y]). Cependant, il est important de préciser que même si la convention [S] serait la plus judicieuse pour les
autres applications, l’élaboration du schéma pour les domaines est bien plus difficile que pour le cas du solveur
(problème de définition des FdB duales) ; ceci explique le fait que nous ne disposons pas de formalisme [S] pour
la SER et les antennes.
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3.9 Analyse “avantages/inconvénients” de la DDM

3.9.1 Avantages d’adopter la DDM

Les avantages de la Domain Decomposition Method sont nombreux. Nous n’en effectuerons pas une liste
exhaustive, mais présenterons, maintenant que la DDM a été décrite de façon plus précise, les principales raisons
qui nous ont poussé à choisir une méthode avec raccord aux interfaces. Ces avantages ne sont pas propres aux
problèmes de CEM, mais sont avantageux également pour les calculs d’antennes et de SER par exemple.

Si l’on prend l’exemple des structures périodiques, dont des parties sont reproduites à l’identique, on pourra
réutiliser les résultats d’un sous-domaine pour qualifier tous les sous-domaines identiques. Par contre, il est im-
portant de noter que, contrairement aux méthodes de calcul basées sur une périodicité infinie (dont les solutions
exactes sont définies par une somme de modes de Floquet), la DDM permet de déterminer la solution pour un ré-
seau fini d’antennes. Cela permet notamment de calculer le couplage entre cellules, mais en particulier pour celles
situées en périphérie du réseau, là où les niveaux de recouplage peuvent être significativement très différents, com-
parativement aux valeurs pour les cellules placées au centre du réseau, où l’environnement s’assimile au réseau
infini. La méthode devient d’une importance crutiale pour des problématiques où il faut connaître la puissance re-
çue en entrée de la cellule, typiquement pour connaître le taux d’ondes stationnaires en entrée des antennes actives
placées en réseau [208].

Si l’on s’intéresse à une problématique dont une partie est amenée à varier (conditions d’une impédance de
charge, orientation des pales d’un moteur, forme d’une antenne sur un porteur, . . .), il est intéressant de calculer
l’influence partielle de ce domaine, indépendamment du reste de la structure.

Dans cette optique, les méthodes avec raccord aux interfaces trouvent naturellement leur intérêt, puisque l’on
isole chaque domaine des autres par des Conditions aux Limites sur les interfaces.

Si l’on s’assure de l’indépendance des calculs entre un domaine qui peut varier et le reste de la structure,
l’avantage est que le calcul de cette dernière ne se fera qu’une seule fois, ce qui permet généralement d’économiser
par la même occasion du temps sur le calcul total si le temps du calcul du réseau topologique n’est pas trop
important. On notera qu’avec un nombre Ncfg de configurations, même si ce terme Ncfg n’est pas très élevé (3 ou
4 par exemple), la méthode paramétrique représente un intérêt indiscutable, puisqu’elle peut être beaucoup plus
rentable qu’une méthode directe classique. En effet, on voit directement que la temps de calcul (Tcalc)

directe d’une
méthode directe serait de :

(Tcalc)
directe = Ncfg × Tcalc(Ninc Tot) (3.66)

alors que le temps (Tcalc)
DDM pour un calcul DDM se réduit à :

(Tcalc)
DDM = Tcalc(Ninc Tot) +Ncfg × Tcalc(Ninc Dom) (3.67)

où généralement le nombre d’inconnuesNinc Dom du domaine recalculé est très faible devant le nombre d’inconnues
Ninc Tot du problème total.

La conséquence la plus directe est que pour une zone très localisée du problème (peu d’inconnues affectées), on
peut effectuer une étude paramétrique sur le problème complet, à faible coût si le calcul de la « zone localisée » est
négligeable. Cet avantage sera mis à profit pour les applications faisant intervenir des ports électroniques (influence
de la charge), ou encore le placement des antennes, etc. . .

Si l’on s’intéresse maintenant aux configurations paramétriques sur des problématiques qui possèdent beaucoup
de FdB, une méthode très intéressante est le compactage de plusieurs nœuds d’un réseau. Supposons que l’on traite
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un problème numérique coûteux, où l’on effectue une étude paramétrique par DDM, sur un domaine très localisé
de la structure, de manière à tirer profit du coût numérique de la DDM. L’avantage est qu’effectivement le problème
traité possède beaucoup de bases (toutes interfaces confondues), la taille de l’hypermatrice devient conséquente et
le coût de l’inversion pour chaque pour chaque configuration traitée pourrait devenir pénalisant (i.e. non négligeable
devant le temps de calcul des domaines). Dans ce cas précis, il est alors intéressant de factoriser l’intérieur de
l’hypermatrice qui reste commune aux configurations traitées (Fig. 3.20). On parle alors de « compactage » de

Compactage−→

FIGURE 3.20 – Compactage de plusieurs nœuds/domaines d’un graphe en un seul nœud/domaine équivalent.

l’hypermatrice, à une taille égale au nombre de bases paramétrables du problème. On remarque alors l’intérêt d’un
modèle spécifique qui diminue considérablement le nombre de FdB, comme les bases dipolaires qui ne nécessitent
que 3 bases par interface !

Considérons le schéma Figure 3.20. Supposons que {I1; I2; I3; I4} représentent quatre interfaces peu coû-
teuses, comme des ports électroniques ou des ouvertures par exemple (on associera un nombre de FdB valant 10
au maximum). {I ′12; I ′15; I ′23; I ′25; I ′34; I ′45} représentent six interfaces plus complexes pour décomposer le champ
(séparation du cockpit d’un avion avec le reste de la structure ; on peut facilement associer plus de 1 000 FdB
par interface). Le compactage consiste à rassembler l’information de plusieurs domaines topologiquement couplés
({D1;D2;D3;D4;D5} sur notre exemple), en un domaine C qui compacte l’information aux interfaces délimitant
le réseau ({I1; I2; I3}). L’avantage de ce processus est que l’on compacte les informations d’une échelle globale
(du graphe : matrice de couplage [Dδ]) à une information d’une échelle intermédiaire (de domaine : matrice de
couplage [C]). Ainsi, toutes les interfaces inclues (celles qui sont “compactées”) ne réinterviennent plus à l’échelle
supérieure (i.e. l’échelle globale) mais contribuent à la fonction de transfert du nouveau domaine ainsi formé. Avec
le processus de compactage, on voit que le calcul du graphe comporte initialement au moins 6 000 inconnues
approximativement, alors que le graphe après compactage n’en comportera que 40 au maximum.

La méthode DDM permet d’adapter le maillage à l’échelle du sous-volume, ce qui optimise la précision du
modèles pour des contraintes numériques données. En effet, bien que la solution des champs sur les interfaces
soit décomposée sur une famille de FdB unique pour deux domaines raccordés, les maillages respectifs entre
le maillage neutre de l’interface et le maillage trace issu du volume ne sont pas forcément sensés coïncider.
L’importation des FdB dans le volume se fait dans ce cas par une interpolation, de la FdB calculé sur le maillage
neutre, vers la FdB d’entrée au domaine sur le maillage trace. Ce degré de liberté peut être mis à profit pour éviter
les fortes disparités de discrétisation pour des problématiques multi-échelles. Cela permet en particulier d’éviter
la contrainte de maillages adaptatifs notamment, tout en conservant l’efficacité d’une discrétisation adaptée à la
géométrie spécifique du problème.

Nous avons déjà noté que, contrairement aux méthodes d’hybridation, la DDM permet une indépendance to-
tale du calcul des domaines. Ainsi, on peut mettre à profit cet avantage, dans le cadre d’une collaboration entre
industriels par exemple. On peut considérer la situation où un avionneur a conçu une structure qu’il ne veut pas
rendre public. Pour intégrer une antenne sur cette structure, il fait appel à un maître d’œuvre, qui à son tour ne
souhaite certainement pas divulguer ses secrets de fabrication à l’avionneur. Néanmoins, il est possible, grâce à la
DDM, d’évaluer le rayonnement de l’antenne en présence de la structure ! En effet, il suffit juste de convenir d’une
surface de découpage, qui isole la partie structure avec antenne du reste de la structure (Figure 3.21).
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FIGURE 3.21 – Découpage du problème d’antenne sur structure, où la géométrie de l’antenne n’a pas la nécessité
d’être connue [13].

Le calcul du rayonnement des FdB pour le domaine de l’antenne est alors effectué par le maître d’œuvre an-
tennes. Le calcul du rayonnement des FdB pour le/les domaine(s) de la structure est alors effectué par l’avionneur.
En admettant qu’un troisième collaborateur possède un le code DDM qui synthétise le calcul final, c’est ce troi-
sième intervenant qui fournit les FdB des différentes interfaces du problème. Ainsi, on a bien défini les FdB du
problème, qui vont intervenir dans les domaines incluant antenne et reste de la structure. Le détail des calculs reste
ainsi confidentiel pour chacun des collaborateurs. Seules les informations nécessaires au calcul, qui sont contenuent
dans les Fonctions de Transfert des domaines, sont échangées.

On a ainsi la possibilité de fermer le domaine dans le but d’utiliser la CFIE, beaucoup plus efficace que l’EFIE,
en métallisant par exemple les ouvertures sur les enceintes ouvertes.

On a vu à la Section 1.3.2 (page 16), que les Équation Intégrales (IE) sont peu précises si on calcule en une
seule étape la diffraction par une ouverture. En adoptant la démarche DDM, on se ramène toujours à calculer le
champ à l’intérieur d’un domaine clos, à l’intérieur duquel on place les sources ; le champ diffracté s’ajoute donc
la plupart du temps à la contribution des sources, évitant ainsi les erreurs d’arrondis d’origine numérique.

Comme nous l’avons vu au cours de la description de l’étape M (Section 3.6, 3.6), on ferme les ouvertures
d’un domaine par des CAL de type court-circuit. Un sous-produit de ce choix est de rendre le domaine fermé et
elligible à une resolution par CFIE, notoirement plus rapide que l’EFIE avec les solveurs itératifs (type FMM).

3.9.2 Inconvénients de la DDM

Contrairement à une méthode 3D “directe”, nous voyons qu’un calcul par DDM nécessite un certain nombre
d’étapes de calculs. En plus du calcul proprement dit de chaque domaine, il faut notamment définir des Fonctions de
Base (=FdB) pour les différentes interfaces, importer ces interfaces sur les maillages locaux, ou encore compacter
les matrices de couplages dans l’hypermatrice du graphe final.

Il est difficile d’accéder à une donnée finale (comme la valeur du champ en un point d’un des domaines)
directement à la fin du calcul si elle n’a pas été préalablement définie en tant que « port d’observation ». En effet,
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il ne suffit pas de définir un point de sortie pour stocker le résultat. S’il on souhaite observer la valeur du champ
ponctuellement, on doit faire re-rayonner les sources obtenues en phase finale (après résolution du graphe), pour
obtenir le champ dans n’importe lequel des domaines. De plus, si l’on souhaite rajouter un nombre P d’observables
dans un domaine, comme par exemple placer des ports électroniques sur des fils pour convertir le résultat final
plus rapidement, on augmentera nécessairement de P le système linéaire que représente le graphe. Cela n’est pas
forcément très contraignant, mais on ne peut pas se permettre de mettre tout un ensemble de « points de sortie »
sur tout un plan ou sur toute une structure.

3.9.3 Difficultés rencontrées pour un calcul de cavité

Nous choisissons d’étudier l’exemple d’une cavité parfaitement métallique de dimensions Px × Ly × Hz =
20cm×30cm×10cm, possédant une ouverture de 6cm×6cm au centre de la face supérieure. On dispose un dipôle
chargé par 50Ω à l’intérieur, décalé de 5cm suivant l’axe des ~x. L’excitation du problème se fait par une onde plane
monochromatique d’incidence

−→
k = −k0~z, avec polarisation rectiligne suivant

−→
E = +E0~y pour exciter le dipôle

(Fig. 3.17, page 100).

Le calcul du courant sur le dipôle par la DDM, avec des Fonctions de Base locales à chaque arête discrétisant
l’ouverture, fournit des résultats légèrement bruités lorsque l’on effectue l’étude large bande, comme le montre la
Figure 3.18, page 100.

FIGURE 3.22 – Courant évalué sur le dipôle de la cavité « Box 07 », par les deux solveurs ([S] et [Y]) de la DDM.

Nous voyons que même avec un solveur [Y], les résultats sont aussi chahutés, ce qui laisse suggérer que le
problème vient très certainement du modèle de FdB utilisé (cf. Fig. 3.22).
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Une grandeur intéressante en méthodes numérique est le conditionnement d’une matrice. Pour un système
linéaire du type « [A] (x) = (b) », le conditionnement CA caractérise la dégradation de la précision relative entre
la donnée calculée (||∆(x)|| / ||(x)||) et la donnée d’entrée (||∆(b)|| / ||(b)||) :

CA =
||∆(x)|| / ||(x)||
||∆(b)|| / ||(b)|| (3.68)

La matrice [A] conditionne donc la précision du vecteur solution en fonction de l’incertitude du second membre.
Une matrice “bien conditionnée” n’engendrera pas d’erreurs numériques trop importantes par rapport à celles des
grandeurs d’entrée ; son conditionnement sera proche de 1 (100). À l’inverse, une matrice “mal conditionnée”
engendrera des erreurs numériques d’autant plus importantes que son conditionnement est grand ; des condition-
nements de 1010 ou 1020 sont donc très mauvais.

Si l’on regarde la valeur du conditionnement du réseau, on remarque alors qu’il est particulièrement mauvais
(Fig. 3.23) ! Il est même chanceux de ne pas avoir des sauts numériques sur toute la plage fréquentielle, puisque le
niveau de conditionnement est largement supérieur au seuil de précision numérique.

FIGURE 3.23 – Conditionnement du réseau constitué par la cavité (domaine intérieur) et sa charge.

Pour cette étude plutôt Basses Fréquences (BF), nous savons que le système est quasi-statique et que l’ouverture
se comporte comme un élément selfique. Or, la charge à l’intérieur de la cavité possède quant à elle une carac-
téristique plutôt capacitive (dipôle BF). La différence d’ordre de grandeur, d’un point de vue Basses Fréquences,
pourrait s’expliquer ainsi, puisque l’hyper-matrice du réseau possèderait des termes d’admittance propres d’allures
qui différent à raison de 40 dB/déc. Cette analyse ne se vérifie malheureusement pas au niveau du conditionnement,
qui serait alors meilleur en HF qu’en BF.

112 3.9. ANALYSE “AVANTAGES/INCONVÉNIENTS” DE LA DDM



CHAPITRE 3. APPLICATION DE L’APPROCHE PAR D.D.M. AUX PROBLÈMES DE C.E.M.

Conclusion du chapitre

L’approche par Décomposition de Domaines a été utilisée dans le cas de problématiques de CEM. Nous avons
rencontré des difficultés, même pour une problématique très simple (une interface, une charge) : des imprécisions
numériques apparaissent.

La piste du solveur a été envisagée. Initialement développé en matrices [S], à juste titre, pour des probléma-
tiques d’antennes/SER : cette formulation ne semble pas être la plus optimale pour des applications CEM. Les
domaines fréquentiels concernés ne transmettent en particulier pas, ou peu, de puissance. Cependant, même après
formulation puis implémentation de la formulation du réseau en admittances, le changement de solveur n’a pas
tout résolu.

Des problèmes d’imprécision sont toujours observés et le conditionnement de l’hypermatrice du réseau est très
mauvais. Néanmoins, le solveur [Y] présente l’avantage de n’utiliser qu’une seule famille {~fp} de FdB, contrai-
rement à un solveur [S] qui utilise des couples {~fp;~gp} de FdB. De ce fait, quel que soit le jeu de FdB {~fp}
fourni (Locales, Guidées, . . .), on supprime toute source d’erreur éventuelle, du moment que la décomposition des
champs dans l’interface est complète. À l’inverse, des fonctions duales {~gp} inadaptées engendrent nécessairement
des erreurs sans que le solveur [S] n’en soit la cause !

Par ailleurs, nous gardons à l’esprit que nous avons abordé le problème DDM à partir de l’échelle globale
du réseau (hyper-matrice du graphe), puis à l’échelle intermédiaire des domaines (matrices). Le problème n’est
pour l’instant pas résolu. Nous poursuivons donc notre démarche en abordant le problème sous l’échelle la plus
locale : celle des interfaces. Cette partie n’a donc pas été abordée pour l’instant (troisième phase de la construction
du modèle spécifique aux ouvertures) et fera donc l’objet du prochain chapitre. Nous espérons, à l’issue de cette
prochaine étape, lever la difficulté d’imprécision précédemment observée.

Pour finir, nous noterons que le choix de la méthode Galerkin pour les fonctions tests n’a pas été remis en
cause, ne semblant pas “moins adaptée” que les autres méthodes, de Dirac ou des simples carrés. Une étude sur
ce point ne serait pas à exclure cependant. Pour des raisons de priorités, nous choisissons d’écarter cette piste de
notre cadre de travail.
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Chapitre 4

Développement de FdB spécifiques aux
petites ouvertures dans le but d’en
supprimer la discrétisation fine dans les
calculs 3D

Pour la problématique de cavités couplées par des petites ouvertures, nous avons défini puis donné les solutions
d’un problème quasi-canonique proche de notre application (première phase, Chap. 2). Nous avons ensuite fixé les
conventions des étapes de la DDM (deuxième phase, Chap. 3). Il reste à déterminer les FdB du modèle spécifique
aux petites ouvertures, qui serviront de donnée d’entrée pour décomposer le champ dans l’ouverture, l’inconnue
du problème.

Concernant le choix des FdB à fournir, nous savons que la précision de la DDM en dépend directement. On
s’est donc inspiré des précédents modèles de la DDM, développés pour des applications de SER et d’antennes, qui
ont montré leur efficacité. La précision souhaitée est obtenue pour un coût numérique très faible, du fait du nombre
réduit de FdB. Pour nos problématiques de petites ouvertures, nous avons défini un problème quasi-canonique très
proche de notre application (Chap. 2). Comme nous avons remarqué que les champs solutions pour une petite
ouverture ne s’exprimaient que par 3 courants magnétiques dipolaires {~κp}, nous nous servons de ces courants
pour en déduire 3 FdB {~fp} à construire.

Nous avons tenté de développer un modèle DDM spécifique aux ouvertures dans les cavités. On s’est intéressé
à tirer profit du caractère ponctuel, pour des considérations macroscopiques, des solutions {~κp}. Nous avons tenté
de diminuer le temps de calcul de la DDM, en proposant de s’affranchir de la discrétisation fine des ouvertures et
de leur environnement proche.

Pour finir, nous avons tenté de proposer une solution pour contourner cette difficulté, en s’inspirant de théo-
rèmes généraux en électromagnétisme. Considérer que notre problématique est proche de celle du conducteur plan
infini nous a ainsi permis d’utiliser la théorie des images. Nous avons alors tenté d’évaluer l’ordre de grandeur du
gain en temps de calcul grâce à ce principe.
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4.1 Rappel du formalisme dans notre convention [Y]

Répartition quasi-statique des courants équivalents

Idée de départ : le plan infini. L’hypothèse de départ est que le champ à l’intérieur de l’ouverture se comportera
d’une manière assez similaire pour cette même ouverture placée dans un plan infini, tant que le blindage reste
suffisamment plan .

approx−→

FIGURE 4.1 – La structure des champs EM dans l’ouverture d’un blindage peut s’assimiler à celle de l’ouverture
d’un plan infini.

Dans le processus DDM, nous avons décomposé le champ électrique sur une famille de FdB :

−→
E =

∑

p

Vp ~fp (4.1)

Or, nous voyons (Fig. 4.1) que le problème de l’ouverture dans le boîtier est proche du problème de l’ouverture

dans le plan infini. Pour construire les FdB, nous nous baserons donc sur les courant
−→
Kn solution de l’équation de

l’ouverture dans le plan infini avec les excitation spécifiques (Chapitre 2).

La répartition du champ électrique dans une ouverture peut se décomposer par trois courants magnétiques
uniquement : −→

E = n̂ ∧ −→K = n̂ ∧ [x1~κ1 + x2~κ2 + x3~κ3] (4.2)

Ainsi nous construirons des FdB ~fp(r
′) à partir de la répartition des courants magnétiques ~κp(r′) solutions des

excitation spécifiques du Chap. 2 :
~fp(r

′) =
1

Cp
[n̂ ∧ ~κp(r′)] (4.3)

où les Cp représentent des constantes de normalisation, qu’il va maintenant falloir définir. Nous verrons par la suite
comment les normaliser pour les besoins de la DDM.

Au final, nous aurons : −→
E = V1 ~f1 + V2 ~f2 + V3 ~f3 (4.4)
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4.2 Normalisation des FdB

4.2.1 Approximation quasi-statique sur les champs de court-circuit

Nous avons maintenant une famille de fonctions {~κn}, n ∈ [[ 1 ; Nbases ]], capable de représenter le courant
magnétique dans l’ouverture. On cherchera donc à introduire des coefficients de normalisation {Cp} afin que les
fonctions ~fp retenues aient de bonnes propriétés.

Intéressons nous maintenant au vecteur d’excitation de notre système matriciel, à savoir les champs magné-
tiques de court-circuit, implicitement stockés dans (Icc). Pour cela, on projette ces champs ~Hcc sur une famille de
fonctions tests, telles que par définition :

Icc
m = 〈 n̂ ∧ ~Hcc | ~fm 〉Souv (4.5)

déf.
=

∫∫

Souv

[
n̂ ∧ ~Hcc(r′)

]
� ~fm(r′) dr′ (4.6)

=

∫∫

Souv

[
~fm(r′) ∧ n̂

]
� ~Hcc(r′) dr′ (4.7)

Or, pour une ouverture assez petite devant le reste de la structure, le champ de court-circuit ~Hcc varie faiblement
en fonction de la position ~r ′, d’où :

~Hcc(r′) ≈ ~Hcc(0) (4.8)

soit, pour l’approximation au premier ordre :

Icc
m = ~Hcc(0) �

( ∫∫

Souv

~fm ∧ n̂ dS

)
(4.9)

4.2.2 Expression de la première composante : ~Pmx

Pour la première composante, cette expression se résume à :

Icc
1 =

−→
H cc(0) �

( ∫∫

Souv

~f1 ∧ n̂ dS

)
(4.10)

Il est intéressant de faire en sorte que le terme Icc
m s’identifie simplement à la valeur du champ ~Hcc, pris au centre

de l’ouverture, projetée directement sur un vecteur unitaire ûx. On aurait ainsi directement :

Icc
m1 = ~Hcc(0) � ûx (4.11)

ce qui correspondrait à un échantillonnage (en ~r = ~0).

Pour cela, on identifie simplement les deux expressions précédemment établies. On obtient alors une expression
pour la fonction test ~f ′1, qui devra satisfaire :

∫∫

Souv

[
~f1 ∧ n̂

]
dS

identification

↓
= ûx (4.12)
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avec n̂ et ûx évidemment sans dimension, ce qui signifie que ~f1 est en ⌈m−2⌋ !

Remarque importante : on pourra noter qu’une infinité de fonctions ~f1 peuvent satisfaire la relation 4.12 : toute
fonction dont l’intégrale est unitaire suivant l’axe considéré est un bon candidat pour fonction test. Cependant, nous
choisissons la fonction associée au champ de court-circuit constant. Un choix logique de fonction sera la répartition
des courants que l’on a calculé dans le cas de l’ouverture dans un plan infini, c.à.d. la fonction ~κ1.

Pour la fonction ~f1(r
′) qui représente la première base de décomposition du champ ~E(r′), il suffira d’utiliser

la fonction ~κ1(r′) calculée numériquement dans le cas du conducteur infini, puis d’introduire un facteur de nor-
malisation C1 pour respecter la contrainte de la dimension (~f1 exprimée en ⌈m−2⌋) en rappelant l’équivalence
~E = n̂ ∧ ~κ :

~f1(r
′) =

1

C1
[n̂ ∧ ~κ1(r′)] (4.13)

dans le but de satisfaire la relation 4.12. On notera au passage que le courant ~κ1 s’exprimant en ⌈V/m⌋ et ~f1 en
⌈m−2⌋, on a nécessairement la constante de normalisation C1 qui s’exprime en ⌈V ·m⌋.

En remplaçant l’expression de ~f1 dans la première équation, on obtient :
∫∫

Souv

~κ1 dS = C1ûx (4.14)

qui, en rappelant que le repère est unitaire, nous donne directement :

C1 =

∫∫

Souv

[ûx � ~κ1(r
′)] dS (4.15)

avec :

Pmxûx =
1

ı̇ωµ

∫∫

Souv

[~κ1(r
′)] dS (4.16)

en rappelant que :
~Pm = ¯̄αm �

−→
H cc (4.17)

soit ici 1 :

Pmxûx = ûx � ~Pm

= ûx � ¯̄αm �
−→
H cc

= αmxxH
cc
x (4.18)

soit encore, d’une manière plus explicite :

C1 = ı̇ωµ · Pmx = −ı̇ωµ · αmxxH
cc
x (4.19)

Dans le cas de cette normalisation, on remarque que les inconnues Vn (dans ~E =
∑
Vn ~fn) ont pour dimension

des ⌈V ·m⌋.
1. On admettra que pour une ouverture qui possède l’un de ses axes principaux (l’axe ûx ou l’axe ûy) pour axe de symétrie, le tenseur ¯̄αm

devient diagonal. Ici, nous tirons profit que [αm]x,y = 0 et [αm]x,z = 0 ; la seule composante non nulle est donc [αm]x,x ûx �
−→
H cc = Hcc

x .
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4.2.3 Expression de la deuxième composante : ~Pmy

Pour la deuxième composante, on réalise exactement la même démarche que pour la première. On obtient alors
une expression analogue à la première, puisqu’il suffit d’intervertir les termes 1 et 2, ainsi que pour les indices x
et y :

ûy =

∫∫

Souv

~f2 dS

=
1

C2

∫∫

Souv

[~κ2 ∧ n̂] dS (4.20)

ce qui donne :

C2 =

∫∫

Souv

[ûy � ~κ2(r
′)] dS (4.21)

ou encore :
C2 = ı̇ωµ · Pmy = −ı̇ωµ · αmyyH

cc
y (4.22)

4.2.4 Expression de la troisième composante : ~Pez

Pour la troisième composante par contre, les relations nécessitent le développement qui suit. Nous avons effec-
tivement comme précédemment :

Icc
3 =

∫∫

Souv

[
~f3 ∧ n̂

]
� ~Hcc dS (4.23)

On peut alors introduire l’identité vectorielle suivante :

~X = (n̂ � ~X)n̂− n̂ ∧ (n̂ ∧ ~X) (4.24)

L’intégrale 4.23 peut se mettre sous la forme suivante (Éq. B.1.1) :
∫∫

Souv

(n̂ ∧ ~f3) � ~Hcc dS =

∫∫

Souv

−→
J 3 � ~E

cc dS (4.25)

qui, pour de faibles variations de ~Ecc sur l’ouverture, donne :

Icc
3 ≈ ~Ecc �

( ∫∫

Souv

−→
J 3 dS

)
(4.26)

En remplaçant ~X par l’expression établie en 4.24, on obtient la relation suivante :

Icc
3 =

∫∫

Souv

−→
J 3 � ~E

cc dS (4.27)

Par contre, pour cette troisième composante, on souhaite une condition qui différe des deux premières, pour ce
qui est du second membre. Le champ ~Ecc est en effet normal au plan ; on cherchera donc plutôt à obtenir :

Icc
3 = ~Ecc � n̂ (4.28)
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Guidé par le Chapitre 2, on a vu que la FdB ~f3 est radiale. On peut donc proposer une formulation qui, au lieu
de faire intervenir n̂ dans le produit vectoriel (qui impliquera un

−→
J 3 perpendiculaire à n̂), fait intervenir le vecteur

~r ′ dans l’ouverture, pour que le produit scalaire donne une composante normale au plan :

∫∫

Souv

[−→
J 3(r

′)
]

dS

posons

↓
=

∫∫

Souv

[
~f3(r

′) ∧ ~r ′

2

]
dS (4.29)

Dans ce cas, si on prend bien : ∫∫

Souv

−→
J 3 dS = n̂ (4.30)

on aboutira bien à la relation suivante :

Icc
3 = ~Ecc �

( ∫∫

Souv

~f3(r
′) ∧ ~r ′

2
dS

)
(4.31)

= ~Ecc � n̂ (4.32)

soit au final :

C3 = ω

(
n̂ �

∫∫

Souv

[
ε~κ3(r

′) ∧ ~r ′
2

]
dS

)
= ω · αe · Ecc

z (4.33)

où l’on peut mettre en évidence le dipôle électrique (Éq. 2.47) :

C3 = ωζ2Pez (4.34)

qui avec la définition de la polarisabilité (Éq. 2.79) :

Pezûz = εαe
−→
E cc (4.35)

soit encore :
C3 = ωµEcc

z (4.36)

On note que C3 varie proportionnellement à ω.
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4.3 Détermination du système linéaire en admittances d’une ouverture
pour des FdB spécifiques aux ouvertures

4.3.1 Formulation matricielle en admittances du couplage par une ouverture

Nous avons montré (Chap. 1 et 3) que pour un plan infini parfaitement conducteur, on peut représenter le
comportement d’une ouverture quelconque, tant qu’elle reste petite devant la longueur d’onde, par une matrice
admittance. Cette matrice traduit le couplage entre les champs de court-circuit (ouverture métallisée,

−→
E cc et

−→
H cc),

et les dipôles équivalents induits (~Pm et ~Pe) [107].

Considérons un problème d’ouverture résolu par DDM avec deux domaines seulement (A = extérieur, B =
intérieur). Le graphe se résume à la Figure 4.2. En choisissant de résoudre les inconnues du problème par le réseau

FIGURE 4.2 – Graphe de la DDM associé à notre problème à deux domaines.

exprimé en opérateur admittance, le problème se résume à l’équation suivante 2 :

(I)ouv = [Y ]ouv · (V )ouv (4.37)

Par ailleurs, précisons un élément qui différencie les travaux de R.F. Harrington [107] de notre étude. Harring-
ton cherche à déduire la matrice admittance d’une ouverture à partir du terme source (courant ou champ magnétique
de court-circuit) et de la solution fournie par Bethe (tension ou champ électrique dans l’ouverture). On note que
le résultat n’est valable que pour le cas particulier d’une ouverture dans un plan infini, puisque la solution fournie
par Bethe ne s’applique qu’à ce cas précis. Dans nos travaux, à l’inverse, nous cherchons à déduire la solution
“équivalente à Bethe” (tension ou champ électrique dans l’ouverture) pour une ouverture dans un support quel-
conque. Ceci est obtenu à partir du terme source (courant ou champ magnétique de court-circuit) et de la matrice
admittance de l’ouverture (calculée pour chaque domaine, via la DDM).

4.3.2 Nouvelle convention proposée

D’une part, la matrice dipolaire possède des termes avec des ordres de grandeurs en amplitude très différents.
D’autre part, par souci d’homogénéité du système, on souhaite avoir la même dimension physique pour tous les
termes d’admittances (les Yij), les termes de courants (les sources Im) et les termes de tension (les inconnues Vn).

2. L’équation considérée par Harrington diffère par son signe. Il utilise en effet la convention (I) = + [Y ] (V ), avec la même convention
du terme source (I). Nous aurons donc (V ) ≡ − (V )Harr, obtenu dans [107].
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Nous proposons alors d’introduire la normalisation suivante :

[
Y (a) + Y (b)

]
plan

↓
=




+1

ı̇ωµαmx
0 0

0
+1

ı̇ωµαmy
0

0 0
−1

ı̇ωµαez




(4.38)

La convention ne diffère quasiment pas de celle de Harrington, puisque seul le terme électrique est modifié, dans
le but de l’homogénéiser aux termes magnétiques. Ainsi, au lieu du terme −1/ı̇ωεαez nous avons désormais
−1/ı̇ωµαez , signifiant que nous avons juste divisé le terme admittance par ζ2. En fait, le terme Y33, initialement
exprimé en ⌈Ω · m 2⌋ s’exprime maintenant en ⌈ S · m 2⌋.

De la même manière, le terme source, homogène à un courant, sera normalisé tel que :

(I) =
Hcc

x

Hcc
y

Ecc
z /ı̇ζ

(4.39)

i.e. que le terme de Harrington en Ecc
z /ı̇ a juste été divisé le terme admittance par ζ. Par conséquent, le vecteur

solution du champ dans l’ouverture sera :

(V )

plan

↓
=

V1
V2
V3

=
−ı̇ωµαmxH

cc
x

−ı̇ωµαmyH
cc
y

+ω εαez E
cc
z × ζ

(4.40)

ce qui reste cohérent avec les deux précédentes normalisations, puisque le troisième terme est bien homogène à
des ⌈V · m ⌋, là où le terme +ω εαez E

cc
z de Harrington était homogène à des ⌈A · m ⌋.

Nous voyons maintenant que nous avons bien homogénéisé tous les termes de la matrice [Y ], ainsi que les
vecteurs (I) et (V ), qui s’exprime respectivement en ⌈ S · m 2⌋, ⌈A /m ⌋ et ⌈V · m ⌋.

Remarque : Le signe “-” du troisième terme ne peut pas être supprimé, même si l’on choisit par exemple de
diviser le terme source I3 = Ecc

z /ı̇ par ±ζ au lieu de ı̇ζ. Comme le fait remarquer Harrigton, il convient de
poursuivre l’étude pour évaluer le terme de rayonnement de ces composantes de couplage. Or, on sait qu’un terme
résistif modélisant la composante de couplage a une interprétation si cette valeur est positive, pour traduire les
pertes engendrées par le rayonnement à l’infini. Or c’est cette convention, qui peut sembler suspecte au premier
abord (I3 = Ecc

z /ı̇), qui sert à assurer la valeur positive du terme de dissipatif (Re {Y33 } > 0) !

Si nous évaluons le conditionnement des solveurs (présentés section 3.7.4) pour le problème d’une ouverture
dans un plan infini, nous pouvons calculer le conditionnement du solveur analytiquement (Fig.4.3, courbe rouge).
Nous voyons alors que le solveur [S] n’est efficace que lorsque la fréquence est suffisamment importante, car sinon
le découplage entre les champs électrique et magnétique est total.

Pour la convention [Y], nous voyons que le conditionnement reste élevé dans le cas du formalisme d’Harring-
ton. En effet, les dimensions physiques des termes définis par Harrington n’étant pas tous en Siemens, l’ordre de
grandeur des termes est important. Le conditionnement s’en trouve altéré (Fig.4.3, courbe verte).
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FIGURE 4.3 – Conditionnement matriciel des différents solveurs.

Avec notre convention, nous voyons que le conditionnement est alors fortement amélioré (Fig.4.3, courbe
bleue), puisque les termes d’admittance propre de l’ouverture ont été régularisés, aussi bien pour les termes de
couplage électrique que de couplage magnétique.

Avec cette normalisation, les calculs effectués par DDM ne sont alors plus entâchés de parasites. L’explication
venait donc de ce conditionnement matriciel qui était très élevé (supérieur à 1010). Les calculs effectués sur des

FIGURE 4.4 – Conditionnement du réseau constitué par la cavité (domaine intérieur) et sa charge.

cavités possédant des charges présentent maintenant des niveaux de conditionnement acceptables (Fig.4.4), même
pour le solveur [S], grâce à un choix judicieux des fonctions dipolaires duales ~gp.
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4.3.3 Prise en compte des termes de rayonnement

Comme nous l’avions évoqué précédemment, notre processus de cacul est différent de celui de Harrington.
Dans un premier temps, nous déterminons la matrice de couplage de l’ouverture à l’intérieur du domaine conduc-
teur ; ce calcul se fait par “rayonnement” des FdB spécifique à l’ouverture, dont la normalisation doit redonner les
valeurs “homogénéisées” de Harrington dans le cas où le domaine est le demi-espace libre. Dans un second temps
uniquement, la valeur du champ est obtenue en inversant le système linéaire (I) = [Y ] · (V ).

Pour valider notre modèle, nous choisissons justement de confronter les valeurs d’admittances obtenues par
notre méthode par rapport à la référence [107] dans le cas particulier d’une ouverture placée sur un plan infini. Or,
par construction, évaluer l’admittance propre de l’ouverture dans le plan est strictement équivalente à effectuer une
comparaison des polarisabilités de l’ouverture (valeur numérique par rapport à la référence), puisque la grandeur
fournie par Harrington s’exprime en fonction de αχ. Nous obtenons donc, par construction, les résultats fournis
Figures 2.20 page 70 et 2.21 page 71. Par contre, il peut être intéressant d’évaluer la valeur des admittances lorsque
l’ouverture est placée à l’intérieur d’une cavité par exemple, ou encore lorsqu’elle débouche sur l’extérieur d’un
boîtier de dimensions finies. La Figure 4.5 illustre le résultat du terme prépondérant (réactif) de l’admittance pour

FIGURE 4.5 – Premier ordre des termes d’admittance propre Ypp d’une ouverture (partie imaginaire), lorsqu’elle
est placée sur un boîtier (courbe rouge) et sur un plan infini (ronds noirs).

le boîtier qui était présenté Fig. 3.17, page 100. Nous voyons que les résultats coïncident parfaitement entre le
calcul numérique et la référence analytique. Cela signifie que le comportement de l’ouverture en présence de la
cavité reste identique à son comportement dans un plan infini ! Ceci est très important puisque cela permet de nous
conforter dans notre hypothèse de départ qui est de considérer, au premier ordre, que le champ dans l’ouverture du
boîtier est proche du champ dans la même ouverture dans un plan infini.

Soulignons un détail qui a son importance : lorsque Harrington a déterminé la matrice [Y ] d’une ouverture à
partir du champ source (I) et de solution (V ) découlant des résultats de Bethe, il s’est aperçu que son modèle ne
respectait pas les critères physiques de dissipation d’énergie du demi-espace libre. . . En effet, la théorie électro- et
magnéto-statique de Bethe ne prenait évidemment pas en compte les termes de rayonnement. En conséquence, Har-
rington a corrigé de manière très astucieuse l’expression de l’admittance de couplage, en introduisant a posteriori
les pertes équivalentes à un dipôle de la même taille que l’ouverture. Il a alors obtenu :

Y hfs
11 =

1

ζ
· 4π
3λ2

+
1/2

ı̇ωµαmx
(4.41)

Y hfs
22 =

1

ζ
· 4π
3λ2

+
1/2

ı̇ωµαmy
(4.42)

Y hfs
33 =

1

ζ
· 4π
3λ2
− 1/2

ı̇ωµαez
(4.43)
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Finalement, le terme de rayonnement d’une ouverture agit en second ordre sur la valeur de l’admittance de cou-
plage. Si l’ouverture débouche sur un domaine fermé ne possédant aucun élément dissipatif, ce terme de pertes est
alors nul. Par contre, ce terme devient non nul dès qu’une charge vient abosorber de la puissance (résistance sur
un port électronique, matériaux à pertes, . . .). Si l’ouverture débouche sur un demi-espace libre, la conductance de
rayonnement est alors l’expression de Harrington.

Sur la Figure 4.6, nous confrontons la valeur de la conductance de l’ouverture pour le domaine extérieur, là où
des pertes physiques doivent être correctement prises en compte, pour les 3 composantes dipolaires. Ici encore, la

FIGURE 4.6 – Deuxième ordre des termes d’admittance propre Ypp d’une ouverture (partie réelle), lorsqu’elle est
placée sur un boîtier (courbe rouge) et sur un plan infini (ronds noirs).

valeur de ce terme de pertes, qui est du second ordre, coïncide parfaitement avec le cas canonique du demi-espace
libre.
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4.4 Évaluation approximative du coût numérique des étapes de la DDM

Revenons tout d’abord aux différentes phases d’un calcul avec la DDM (Fig. 3.4, p. 83).

4.4.1 Étape S : “Splitting”

La phase de découpage pour le problème électromagnétique est évidemment difficile a estimer de manière
quantitative, puisqu’il s’agit d’une étape de pré-traitement des futurs calculs intervenant dans l’approche DDM.
On pourra noter que toute simplification de maillage qui pourra être apportée est susceptible de diminuer for-
tement le temps passé à cette phase de modelage ; comme il est toujours fastidieux de définir la géométrie, toute
amélioration dans le sens de la réduction des détails constitue un argument de poids sur le coût en temps de simu-
lation.

4.4.2 Étape F : Fonctions de Base

La phase de génération des FdB, nécessitant pour toute interface i un calcul d’IE 3, peut être résolu par une
méthode d’inversion traditionnelle (résolution exacte par décomposition LU 4, car le faible nombre d’inconnues.
Pour une seule fonction de base i, le temps de calcul associé est alors :

(TDDM
calc )FdB(i) = KLU

tps ×
[
N Interf(i)

inc

]3
(4.44)

Le calcul de cette étape est donc généralement peu coûteux, puisque le nombre d’inconnues discrétisant l’interface
est faible devant le nombre d’inconnue des différents domaines. Pour le nombre total d’interfaces, le temps de
calcul total de la phase FdB est donc :

(TDDM
calc )FdB =

Nitrf∑

i=1

(TDDM
calc )FdB(i) (4.45)

On peut alors considérer que choisir Nélt ∼ 300 est justifié en pratique, car l’erreur associée au dipôle équivalent
ne représente qu’environ 5%, soit le niveau de précision des modèles empiriques fréquemment utilisés [149]. Pour
fixer un ordre de grandeur, considérons un problème correspondant à 10 interfaces et devant être résolu pour 100
fréquences.

Remarque : À l’aide d’une simple règle de trois, nous pouvons facilement évaluer la constante de temps KLU
tps

qui intervient dans ces calculs ; pour notre machine, un PC standard, elle prend approximativement la valeur de :

KLU
tps ∼ 3× 10−10 min (4.46)

3. On s’intéresse au schéma IE uniquement, puisque l’outil utilisé pour le calcul des FdB est la méthode EFIE (code ELSEM 3D).
4. LU = Low Up decomposition, i.e. qu’une matrice [M ] est remplacée par [M ] = [L] · [U ], où [L] est une matrice triangulaire inférieure

et [U ] est une matrice triangulaire supérieure.
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Le temps du calcul des FdB, pourr 10 interfaces de 300 inconnues et pour 100 fréquences, est estimé approxi-
mativement à :

(TDDM
calc )FdB = 3 · 10−10 × 100× (300)3 × 10 ∼ 101 min (4.47)

4.4.3 Étape D : Domaines 3D

La phase de calcul 3D de la structure pour chaque domaine représente, sur le plan des inconnues, le problème
numérique le plus coûteux. Le temps de cette phase peut varier de quelques minutes pour un exemple de validation
(quelques milliers d’inconnues) à éventuellement plusieurs jours dans le cas d’exploitation industrielle (plusieurs
millions d’inconnues en FMM).

À titre purement indicatif, en considérant un cas minimal de cube discrétisé avec une dizaine d’éléments par
arête, l’estimation du nombre d’inconnues nous conduit à :

NDomaine(d)
inc ≈ 6× 102 × 3 ∼ 2 000 (4.48)

pour une discrétisation par paires de triangles rectangles. On en déduit alors l’estimation du temps de calcul d’un
seul des domaines :

(TDDM
calc )Calc.3D : 1 domaine = 3 · 10−10 × 100× (2000)3 ∼ 3 · 102 min (4.49)

4.4.4 Étape M : Matrices

La phase de construction de la matrice de couplage pour chaque domaine est assez difficile à estimer, puisque
le calcul consiste à projeter le champ préalablement stocké sur l’ensemble des FdB du domaine. Nous admettrons
que cete étape est peu coûteuse (de l’ordre de quelques secondes uniquement). Aussi, nous considérons que seule
une estimation sur des cas tests ne sera envisagée.

4.4.5 Étape R : Réseau

La phase de résolution du graphe pour le problème électromagnétique peut aussi être estimée pour un solveur
LU, puisque le nombre de variables d’état ({Vp}, {Ip}, ou {Vp, Ip}) est faible avec notre modèle dipolaire :

(TDDM
calc )Graphe = KLU

tps ×
[
NGraphe

inc

]3
(4.50)

où NGraphe
inc vaut Nitrf dans le cas des conventions [Y ] ou [Z], 2 × Nitrf dans le cas d’une convention [S]. On aura

typiquement :

NGraphe
inc =

{
2×
1×

}
Nfdb ×

∑

i

Nitrf(i) (4.51)

On voit alors que même avec 10 interfaces dans le problème, pour 100 fréquences là encore, on obtient [300× 10]
inconnues pour des bases locales à chaque arête et le temps de calcul estimé vaut approximativement 5:

(TDDM
calc )Graphe = 3 · 10−10 × 100× (3000)3 ∼ 10+3 min (4.52)

5. On notera que l’estimation est très grossière puisque la résolution de l’hypermatrice du réseau est effectuée via un solveur creu, dont le
coût est évidemment bien plus faible que le solveur LU sur une matrice NGraphe

inc ×N
Graphe
inc . Nous retiendrons uniquement que le coût numérique

n’est a priori pas négligeable dans ce cas précis.
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Dans le cas où l’on aurait des FdB spécifiques possédant beaucoup moins de fonctions, telles que les FdB dipolaires
(Chap. 4) où 3 fonctions seulement sont nécessaires, les [3× 10] inconnues impliquent un temps de calcul de :

(TDDM
calc )Graphe = 3 · 10−10 × 100× (30)3 ∼ 10−3 min (4.53)

Dans le cas où toute la structure peut être découpée de façon à n’utiliser que des modèles spécifiques pour la
décomposition des champs sur les interfaces, nous remarquons que le temps de calcul pour la résolution du réseau
peut être négligé. À l’inverse, si l’une des interfaces ne possède pas de modèle spécifique et que l’on a recours aux
FdB locales, le nombre d’inconnues dans le graphe peut être fortement impacté et son temps de calcul a priori non
négligeable.

4.4.6 Synthèse sur le coût de chacune des étapes

Étape du calcul
DDM

Nombre
d’inconnues

Temps du calcul
par fréquence
(secondes)

Nombre de
calculs ; nombre
de fréquences

Temps de calcul
total (minutes)

F Génération des FdB des
interfaces

200 10 sec 1 ; 200 30 min

Importation des FdB
dans les domaines

3 FdB, 5 000 élts 0.2 sec 2 ; 200 1 min

D Calcul 3D des domaines 5 000 100 sec 2 ; 200 600 min

M Exportation des matrices
de couplage

3 (ext) / 4 (int) 0.2 sec 2 ; 200 1 min

R Résolution du graphe 4 0.0 sec 1 ; 200 0 min

TABLE 4.1 – Temps de calcul “réels” obtenus pour des problématiques de boîtiers (cas tests Box 11, 12, 13.

Nous voyons donc clairement que l’étape coûteuse en temps de calcul pour notre type de problématiques est
le calcul 3D des domaines. Il est donc logique de concentrer ses efforts sur cette phase, une diminution de sa
durée n’aura que plus d’impact sur le coût total du calcul. À titre d’illustration, nous avons indiqué les temps des
différentes étapes Tableau 4.1 pour le cas test Box 11.

À la vue de ce tableau, on se doute que le nombre d’inconnues est un paramètre important sur lequel on peut
agir.
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4.5 Propositions pour diminuer le coût numérique du calcul 3D de la
structure

4.5.1 Quelques solutions envisagées pour diminuer les contraintes de discrétisation

Quelle que soit la méthode numérique utilisée pour calculer un domaine, on sait que le nombre de cellules
discrétisant la structure conditionne fortement le temps de calcul.

La discrétisation en fonction de la longueur d’onde est une contrainte inhérente aux méthodes numériques.
Le retour d’expérience sur les méthodes classiques montrent par exemple qu’il faut prendre en pratique, pour des
schémas du 1er ordre, des éléments de discrétisation de taille inférieure ou égale à λ/10 environ 6 pour des schémas
explicites et à λ/6 environ pour des schémas implicites.

Pour diminuer cette contrainte de discrétisation, une solution envisageable est d’effectuer une approximation,
dans le cas où la bande d’intérêt est suffisamment Hautes Fréquences par exemple ; c’est le cas des méthodes
asymptotiques (que nous avions évoqué au Chap. 1).

Pour des gammes où aucune approximation n’est possible, des méthodes ont été développées pour diminuer
la discrétisation, tout en conservant la formulation “Full Waves” : la solution consiste à décomposer le champ sur
des fonctions plus riches spatialement, en montant l’ordre du polynôme sur les cellules du maillage par exemple.
Néanmoins, le gain en temps de calcul n’est pas pour autant assuré, puisque le coût de calcul des composantes de
champ est logiquement allourdi à chaque itération ; on remplace par exemple un calcul y = a+b·x “simple” par un
calcul y = a+ b ·x+ c ·x2+d ·x3 plus lourd en temps. Le fait que le gain obtenu par un facteur (moins de cellules
de calcul) soit contre-balancé par la perte d’un autre facteur (calcul plus lourd de chaque itération) ne permet pas
de conclure unilatéralement. D’ailleurs, ceci explique pourquoi les codes FDTD sont aussi efficaces, malgré la
simplicité du schéma ; le calcul à chaque itération est relativement faible et la contrainte du nombre important
de cellules n’est pas si facilement concurrencé par d’autres schémas d’ordres élevés. Bien que ce critère soit un
élément très discriminant pour la précision des schémas, il n’est pas le seul élément qui réclame de l’attention.

La jonction des fils sur des surfaces constitue une autre contrainte sur le plan numérique, car il serait nécessaire
de discrétiser finement les alentours de la jonction pour prendre en compte fidèlement la répartition des courants
autour du point de jonction. On insistera sur le fait que l’on néglige bien souvent ce problème, sous prétexte que,
localement, le comportement de la jonction est quasi-statique. Il est vrai que l’on pourrait localement remplacer
le comportement réel de la jonction par un équivalent électrique {R,L,C} par exemple. Cependant, l’estimation
du couplage (ou autrement dit, de ces paramètres, notamment la self et la capa) va être fortement impactée par la
discrétisation autour de la jonction, du fait de la décroisssance statique du champ.

Notons également l’influence des angles sur les parois conductrices, qui engendrent des effets de “pointe” ; ces
« points chauds », pour être correctement évalués, malgré la variation brutale d’amplitude le long de la surface,
impliquent donc un raffinement latéral à proximité des angles. En ce sens, les maillages à triangulation progressive
(de type “Voronoï” par exemple) sont plutôt intéressants. En effet, la stratégie consiste uniquement à imposer une
discrétisation fine sur le contour des arêtes. Le relâchement de la contraintte “loin des bords” s’effectue ensuite
naturellement par l’intermédiaire d’un critère fixé par l’utilisateur, géométrique par exemple.

6. Ce critère de discrétisation est un paramètre très discutable, puisqu’il dépend du critère de précision que l’on se fixe. Si l’on s’intéresse à
des calculs pour un ordre de grandeur uniquement, ou lorsque l’on s’expose aux limites numériques imposées par le calculateur, on peut choisir
de relâcher légèrement ce critère. a contrario, lorsque l’on traite des problématiques résonnantes avec des schémas explicites, on est obligé
de discrétiser plus finement les structures traitées (de l’ordre de λ/40 disons), dans le but de limiter la dispersion du schéma numérique par
exemple.
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4.5.2 Autre solution envisagée : tirer profit de la caractéristique « petites ouvertures »

Concernant les structures qui possèdent des ouvertures, nous avons vu que nous pouvions remplacer le pro-
blème de diffraction du boîtier par un problème de rayonnement de sources équivalentes (Chapitre 2).

⇔ ⇔

Problème INITIAL Problème ÉQUIVALENT Problème RÉFÉRENCE

FIGURE 4.7 – Prolongement du capot possédant l’ouverture pour former un support infiniment grand.

Le problème est illustré Figure 4.7. À gauche se trouve le “Problème INITIAL”, où le milieu conducteur pos-
sède une ouverture. Au centre est représenté le “Problème ÉQUIVALENT”, où les sources sont illustrées par des
ronds bleus, lorsque l’on s’intéresse au champ est transmis à l’intérieur du domaine (cavité). Afin de poursuivre
l’explication, il convient de rappeler les quelques résultats les plus importants.

L’introduction d’un modèle de source équivalente impose, du fait de la singularité du champ sur le contour
de l’ouverture, de discrétiser très finement l’ouverture et ses alentours (∼ 104 fonctions du 1er ordre) si on veut
s’assurer que l’erreur apportée par le modèle ne soit pas trop importante (∆~Pnum

χ ≈ 3%).

Ces sources sont placées sur un support plan, que l’on peut choisir de prolonger sans modifier le champ dans
la cavité, afin de se rapprocher de la configuration canonique du plan infini : c’est notre Problème RÉFÉRENCE

(Fig. 4.7, à droite). Or, nous avons vu (Chap. 2) que le comportement des petites ouvertures pouvait se résumer par
se simples grandeurs ponctuelles uniquement dépendant des champs de court-circuits de l’ouverture :

Hcc
x =

−→
H cc � ûx (4.54)

Hcc
y =

−→
H cc � ûy (4.55)

Ecc
z =

−→
E cc � ûz (4.56)

pour une ouverture dont les axes principaux sont respectivement ûx ûy et ûz et lorsque les sources d’excitations
ne sont pas à proximité de l’ouverture (distance de l’ordre de quelques longueurs équivalentes d’ouverture).

Considérons maintenant le problème simplifié de la Figure 4.8. Nous supposons que des sources sont présentes
dans la région de gauche ; on associe arbitrairement le domaine externe à cette région. La présence de l’ouverture
va engendrer une certaine configuration du champ électromagnétique dans toute la région interne (Fig. 4.8, a).
Cette répartition électromagnétique du champ peut être conservée sans la présence de l’ouverture en répartissant
des sources de Huygens sur la surface de l’ouverture (Fig. 4.8, b). Pour finir, nous voyons que si l’on s’intéresse au
champ dans une zone suffisamment loin de l’ouverture, on peut approximer la distribution de sources équivalentes
par un simple dipôle (Fig. 4.8, c).
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⇔ ⇔

FIGURE 4.8 – Problème électromagnétique avec ouverture (à gauche). Problème équivalent du domaine interne
(au centre). Approximation dipolaire du problème équivalent du domaine interne (à droite).

En effet, considérons que l’on s’intéresse à déterminer la transmission du champ par une ouverture dans le cas
particulier du plan, la source étant dans la région (1). On sait que le champ transmis dans la région (2), si la zone
d’intérêt est “loin” devant la taille de l’ouverture, s’évalue analytiquement par des formules dipolaires.

Nous allons alors chercher à décomposer le Problème de RÉFÉRENCE en une suite de calcul :
– un premier calcul, que l’on appellera “Calcul PRIMAIRE”, sera la problème tronqué, constitué seulement

des sources placées sur un plan infini ;
– un second calcul, que l’on appellera “Calcul SECONDAIRE”, doit être ajusté pour que la somme des gran-

deurs électromagnétiques (champs, courants, . . .) reconstitue le problème initial.
Comme le calcul du plan nécessite un temps de calcul négligeable, il reste uniquement à déterminer un Problème
SECONDAIRE pour que l’association des deux états conduise à la configuration d’origine (Figure 4.9).

= +

FIGURE 4.9 – Volonté de décomposer un problème RÉFÉRENCE (à gauche), par l’intermédiaire de deux calculs
complémentaires, un problème “QUASI-CANONIQUE” (au centre) et un problème COMPLÉMENTAIRE (à droite).

Le choix du Problème PRIMAIRE est naturel et présente l’avantage d’être résolu (Chapitre 2). La structure du
champ proche de l’ouverture est en particulier finement évaluée. Nous espérons pouvoir simplifier notre décompo-
sition dans la zone proche de l’ouverture du problème secondaire.
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4.6 Technique de suppression du maillage fin des ouvertures

4.6.1 Formulation matricielle d’un problème intégral : séparation en 2 blocs d’inconnues

Pour comprendre comment construire le Problème SECONDAIRE, nous arrêtons sur une technique dont l’intérêt
apparaîtra rapidement.

Problème général considéré

Plaçons nous tout d’abord dans le cas général de la résolution d’un problème de diffraction résolu par la Mé-
thode des Moments (MoM). Apres discrétisation des courants inconnus

−→
J , le problème que nous devons résoudre

FIGURE 4.10 – Problème COMPLET considéré, avec des sources sur la surface des parois de la cavité (représentées
par des ronds bleus).

peut alors s’écrire : [
Z
]
·
(
I
)

=
(
V
)

(4.57)

(V ) étant le vecteur associé au champ incident
−→
E src ; (I) étant le vecteur des amplitudes complexes des courants−→

J (r′) sur les conducteurs ; [Z] correspond à la matrice de l’opérateur de couplage Z(�) discrétisé. Le vecteur (I)
de l’Éq. 4.57, contient l’amplitude de chaque FdB de la discrétisation l’inconnue du problème :

[−→
J
]

tgt itrf
=

N
Scond
inc∑

p=1

J(p)~ξp (4.58)

en supposant que les fonctions de base ~ξp décompose fidèlement les courants sur toute la structure Scond.

(
I
)

=




J(1)
J(2)

...
J(NScond

inc )


 (4.59)

Les FdB sont alors décomposées en deux familles complémentaires. En effet, comme nous décomposons un
problème de référence en une Structure PARTIELLE et une Structure COMPLÉMENTAIRE, nous choisissons logi-
quement de renuméroter les fonctions avec ~ξ′p pour la Structure PARTIELLE S1 et ~ξ′′p pour la Structure COMPLÉ-
MENTAIRE S2.
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Le système à résoudre peut alors s’exprimer de la manière suivante 7:
[
Z11 Z12

Z21 Z22

]
·
(
I1
I2

)
=

(
V1
V2

)
(4.60)

où l’on notera que la dimension du système reste inchangée par rapport au système de départ, Éq. 4.57. On notera
que la matrice est de fait décomposée en 4 sous-blocs notés [Zpq] de façon naturelle. [Zpq] représente le champ
rayonné par chaque FdB de la famille “q”, projetée ensuite sur la famille des FdB “p”.

4.6.2 Résolution du problème matriciel en deux étapes

On décide maintenant de résoudre notre problème initial en deux étapes ; un calcul PRIMAIRE dont les solutions
seront I†1 et I†2 ; un calcul SECONDAIRE dont les solutions seront I‡1 et I‡2 :

(
I1
I2

)
=

(
I†1
I†2

)
+

(
I‡1
I‡2

)
(4.61)

Définition du problème PRIMAIRE

Celui-ci correspond à la partie du maillage qui porte les inconnues I1 prises isolément. Nous le désignerons
par objet PRIMAIRE, caractérisé par la relation suivante :

[
Z11

]
·
(
I†1
)

=
(
V †1

)
(4.62)

ce qui signifie que le vecteur solution sur le deuxième objet est nul (I†2 = 0), puisque l’objet (2) n’existe pas dans
ce problème.

FIGURE 4.11 – Définition du problème PRIMAIRE, où seule la Structure PARTIELLE est présente.

On notera dès à présent que :
I†1 = [Z11]

−1 · V †1 (4.63)

Les cercles bleus (Fig. 4.11) représentent les termes sources appliqués à la Structure PARTIELLE, alors que les
étoiles rouges représentent la quantité rayonnée sur la Structure COMPLÉMENTAIRE (matrice de couplage [Z21])
par les courants induits par la Structure PARTIELLE (I†1). L’intérêt de ces quantités apparaîtra rapidement.

7. La numérotation des inconuues étant arbitraire, on a regroupé les inconnues des parties 1 et 2 pour simplifier l’écriture, ceci sans rien
enlever à la généralité de la méthode.
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Définition du problème SECONDAIRE

Le calcul PRIMAIRE étant effectué, on détermine les conditions à appliquer dans le calcul SECONDAIRE, dans
le but de satisfaire les relations précédentes, à savoir notamment l’équation 4.61 dans un premier temps :

(
I‡1
I‡2

)
=

(
I1
I2

)
−
(
I†1
0

)
(4.64)

On applique ensuite l’opérateur de couplage sur l’ensemble des inconnues du problème, pour satisfaire l’équa-
tion 4.60) :

[Z] ·
(
I‡1
I‡2

)
= [Z] ·

(
I1
I2

)
− [Z] ·

(
I†1
0

)
(4.65)

On identifie ensuite les relations 4.60 et 4.62 :

[Z] ·
(
I‡1
I‡2

)
=

(
V1
V2

)
− [Z] ·

(
[Z11]

−1 · V †1
0

)
(4.66)

=

(
V1
V2

)
−
(

V †1
[Z21] · [Z11]

−1 · V †1

)
(4.67)

Or, la condition V †1 = V1, permet d’annuler le premier terme du vecteur source SECONDAIRE :

=

(
0

V2 − [Z21] · [Z11]
−1 · V1

)
(4.68)

et son second terme, que l’on identifie à l’excitation du problème SECONDAIRE, est égal à :

V ‡1 = 0 (4.69)

V ‡2 = V2 − [Z21] · I†1 (4.70)

Le terme V2 − [Z21] · I†1 s’interprète comme la somme vectorielle :
– du second membre produit par le champ incident du problème COMPLET restreint au maillage (2), avec le

terme V2.
– de la projection sur le maillage (2) du champ rayonné par les courants I†1 solution du problème PRIMAIRE,

avec le terme [Z21] · I†1 .

FIGURE 4.12 – Définition du problème SECONDAIRE, où les Structure PARTIELLE et Structure COMPLÉMEN-
TAIRE sont toutes deux présentes.
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Remarque : Une confusion possible consisterait à penser que le maillage lié à la structure COMPLÉMENTAIRE

correspond à la partie SECONDAIRE de la structure. Or, bien que le maillage lié à la structure « PARTIELLE »
corresponde bien à la partie PRIMAIRE du maillage, le problème SECONDAIRE prend en compte la structure
« COMPLÈTE » ! Toute cette terminologie, bien qu’un peu expansive dans cette méthodologie d’induction, est
néanmoins nécessaire pour décrire rigoureusement le scénario (. . . quelque peu déroutant !). Le lecteur est invité à
consulter l’annexe F.1 pour une synthèse des termes employé dans le scénario de calcul en deux étapes.

Par conséquent, la résolution COMPLÈTE par l’induction de la structure complémentaire (2) est donc réalisée
en deux étapes. Nous proposons de nommer « calcul en deux étapes par la méthode d’induction » la décomposition
que nous venons de proposer. En résumé, la résolution complète “en deux étapes” se déroule de la manière qui
suit.

La première étape, consiste à calculer la réponse du problème PRIMAIRE ;

– on résout le système partiel :

[
Z11

]
·
(
I†1
)

=
(
V1
)

(4.71)

– on en déduit la solution partielle : {I†1}
– on pré-calcule le champ rayonné par I†1 sur le maillage (2) (Fig. 4.11) : [Z21] · I†1

La deuxième étape, consiste à calculer la réponse du problème SECONDAIRE ;

– on résout le système complémentaire :

[
Z11 Z12

Z21 Z22

]
·
(
I‡1
I‡2

)
=

(
0

V2 − [Z21] · I†1

)
(4.72)

– on en déduit la solution complémentaire : {I‡1 ; I‡2}

On notera, que la solution finale {I1; I2} sera obtenue par la sommation du Calcul PRIMAIRE avec le Calcul
SECONDAIRE .

I1 = I†1 + I‡1 (4.73)

I2 = I‡2 (4.74)

4.6.3 Mise en garde sur les confusions entre Induction et Superposition

Le lecteur non averti commet souvent la confusion d’interpréter cette technique de calcul en un simple calcul
de superposition. L’analogie de ces deux théorèmes est qu’effectivement, on résout un problème posé par une
décomposition de 2 sous-problèmes (au minimum). Ces 2 problèmes sont cependant très différents dans le cas des
deux méthodes.
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Pour la méthode de superposition, on conserve toujours la « structure » complète du problème ; ce sont les
sources appliquées au problème que l’on superpose au cours des différentes étapes. Ainsi, si l’on choisit de
décomposer le problème en 2 calculs, on regroupe au final l’ensemble des sources en 2 parties, que l’on fait
rayonner dans 2 calculs distincts sur la structure du problème physique.

= +

FIGURE 4.13 – Illustration d’un problème physique résolu par la méthode de Superposition.

Pour la méthode d’induction, le calcul primaire s’effectue sur une partie seulement de la structure, ce qui
signifie bien que cette étape est strictement différente de la précédente méthode. Les sources associées au problème
sont évidemment appliquées aux parties de la structure qui sont « conservées » dans ce problème primaire. Dans
le problème secondaire, en plus d’affecter le reste des sources du problème complet au calcul (un peu comme
pour la superposition, je l’accorde), il faut ajouter la contribution « induite » par le premier problème. Le problème
secondaire de la méthode d’induction ne relève donc pas non plus du principe de superposition !

= +

FIGURE 4.14 – Illustration d’un problème physique résolu par la méthode d’Induction.

4.6.4 Application au problème des cavités

Revenons à notre problème décrit Figure 4.9. Guidé par la méthode de « calcul en deux étapes », nous sommes
en mesure de définir le problème secondaire recherché.

Le problème prolongé sera donc, comme la méthode l’indique, résolue en deux étapes par application du
principe d’induction que nous venons de décrire (Fig. 4.15). Le problème primaire se résumant à un simple plan
infini métallique, on peut le résoudre par la méthode que l’on souhaite, aussi bien analytique que numérique, avec
notamment la méthode des images. Après résolution, le champ diffracté sur le maillage secondaire peut être calculé
et remplacera le terme [Z21] · I ′1 dans le raisonnement précédent.

Nous voyons maintenant, que comme le Problème SECONDAIRE est défini avec V ‡1 = 0, i.e. la valeur du
terme source secondaire est nul sur le support plan. La conséquence est que comme il n’y a plus de sources sur
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= +

Problème COMPLET Problème PRIMAIRE Problème SECONDAIRE

FIGURE 4.15 – Résolution du Problème COMPLET par les deux étapes de la méthode d’induction.

la Structure PARTIELLE, si les caractéristiques électriques sur l’ouverture sont identiques à celles du blindage 8 la
singularité du champ a disparu ! Si cette contrainte de forte variation de champ n’est plus présente dans l’ouverture
et ses alentours, on peut donc se permettre d’appliquer la même répartition de maillage que sur le reste de la cavité
(par exemple, λ/6 en MoM). C’est cette astuce algébrique qui permet de lever la contrainte de discrétisation très
fine de l’ouverture et de se son environnement proche dans le Problème SECONDAIRE (calcul 3D) !

4.6.5 Remarque importante sur le choix arbitraire du problème primaire

Démarche pour des boîtiers parallèlépipédiques

On remarquera que dans le cas d’un problème de boîtier résolu par la méthode d’induction, on résout le pro-
blème initial du rayonnement des sources de Huygens au niveau de l’ouverture, en prolongeant le support conduc-
teur portant l’ouverture, ce qui nous permettra par la suite d’appliquer le principe des images. Nous pouvons
adopter cette méthode astucieuse uniquement parce que le boîtier est supposé parfaitement conducteur, ce qui
signifie que le champ rayonné à l’extérieur est nul.

Considérons le « Problème Équivalent » de la Figure 4.7. Nous désignerons par « Problème A » le calcul par
induction de cette structure (cf. Fig. 4.16) : le support de l’ouverture est un plan conducteur de dimension finie.

Considérons le « Problème de Référence » de la Figure 4.7. Nous désignerons par « Problème B » le calcul
par induction de cette structure : le support de l’ouverture est un plan conducteur de dimension infinie.

Bien que la somme « Pb. B† + Pb. B‡ » du problème “prolongé” donne bien un résultat identique à la somme
« Pb. A† + Pb. A‡ » du problème initial, on peut remarquer que les problèmes partiels sont différents (« Pb. B† 6=
Pb. A† » et « Pb. B‡ 6= Pb. A‡ ») ! En effet, les sources appliquées au deux problèmes primaires sont identiques :
c’est la source équivalente à l’ouverture dans le boîtier (V †1,B = V †1,A). En revanche, les courants induits sur la
structure partielle primaire sont différents suivant le cas traité :

I†1,B 6= I†1,A (4.75)

8. Nous voyons maintenant l’aspect fondamental de la convention admittance : pour blindage constitué par un PEC, il faut imposer que la
condition d’impédance sur l’ouverture est elle aussi PEC ; cette condition est validée dans le cas de la convention admittance !
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Pb. A = +

m 6= 6=

Pb. B = +

Problème COMPLET Problème PRIMAIRE Problème SECONDAIRE

FIGURE 4.16 – Comparaison des étapes d’induction pour deux problèmes de rayonnement, dont les solutions
finales sont strictement équivalentes (i.e. « Pb. A = Pb. B »).

Le support de ces courants étant différents à l’origine (l’un prolongé, l’autre pas), l’expression des courants sera
alors différente. De plus, le rayonnement de ces sources sur la structure complète sera lui aussi caractérisé par des
grandeurs de valeurs différentes, d’une part du fait que ces courants induits I†1,B et I†1,A ne sont pas égaux, mais
d’autre part que l’opérateur de couplage diffère lui aussi :

Z21,B 6= Z21,A (4.76)

Les sources induites dans la deuxième étape sont donc a priori différentes (Z21,BI
†
1,B 6= Z21,AI

†
1,A).

La conclusion est qu’il est intéressant de prolonger le support conducteur de l’ouverture en un plan infini,
puisque le problème du plan peut alors être résolu de multiples façons : analytiquement avec les formules de
rayonnement des dipôles équivalents, numériquement en résolvant l’Éq. 2.123, etc. . .
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4.6.6 Utilisation du théorème d’induction pour le domaine externe

= +

FIGURE 4.17 – Décomposition du problème de Référence Externe décomposé en 2 étapes par le théorème d’in-
duction.

Un aspect important concerne la méthode en deux étapes basée sur le théorème d’induction pour le domaine
externe. En effet, même si la technique s’applique parfaitement pour le domaine interne d’une cavité, ce n’est pas
le cas du domaine externe.

Pour le domaine interne, la structure, fermée ou non, est constituée par un plan infini qui supporte les sources
équivalentes et une partie complémentaire. En pratique, il est vrai que le support de l’ouverture n’est pas de di-
mensions infinies, mais si l’on s’intéresse au domaine interne, le fait de prolonger le capot ne change strictement
rien.

Or, pour le domaine externe, nous voyons (Fig. 4.17) que si l’on souhaite résoudre le problème avec le plan
infini dans l’étape primaire, nous devons nécessairement prendre en compte l’induction de la partie omise, c’est-
à-dire le reste du plan. Le problème est que les dimensions du reste du plan sont alors infinies !

On peut effectivement se dire, qu’en pratique, nous pouvons tronquer ce support à une distance « suffisamment
loin » pour que les phénomènes de diffraction de la troncature soient négligeables. Pour nos applications, nous
avons décidé de négliger totalement la contribution secondaire. Cela signifie, en d’autres termes, que l’on assimile
le rayonnement de l’ouverture sur le boîtier, au rayonnement de l’ouverture sur un plan infini. Or, nous avons
vu (Fig. 4.5 et 4.6, page 124) que le terme de couplage n’est pratiquement pas modifié, lorsque l’on passe de la
configuration plan à celle du boîtier.
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4.7 Mise en œuvre d’un modèle d’ouvertures avec support géométrique
supprimé, pour le Principe d’Équivalence (PE)

4.7.1 Étapes de calcul

Au Chapitre 3, nous nous sommes arrêtés à l’application du PE, pour lequel une discrétisation des courants
magnétiques

−→
K est placée à la surface de l’ouverture, elle-même discretisée. Maintenant, nous allons montrer

comment éliminer le maillage fin de l’ouverture grâce à la méthode exposée. On rappelle que si chaque κn(r′)

représente la solution élémentaire pour une excitation unitaire
−→
H cc

n (0) = ûn, la source équivalente totale sur
l’ouverture est alors une combinaison linéaire pondérée par ces champs de court-circuit Hcc

x (0), Hcc
y (0), Ecc

z (0)/ζ
de ces fonctions unitaires :

−→
K eq(r′) = Hcc

x (0)× κ1(r′) + Hcc
y (0)× κ2(r′) +

Ecc
z (0)

ζ
× κ3(r′) (4.77)

Les étapes de calcul sont les suivantes :
– une étape préliminaire de calcul des sources ;
– le calcul primaire ;
– le calcul secondaire ;
– une étape finale de pondération et sommation des contributions.

L’étape préliminaire consiste à calculer les sources équivalentes de l’ouverture, pour des excitations unitaires,
c’est à dire pour des champs de court-circuit valant respectivement 1A /m et 1V /m .

Pour le calcul PRIMAIRE, on récupère les courants magnétiques élémentaires précédemment calculés, dont
l’intégrale de chaque distribution est unitaire. On calcule ensuite le rayonnement de ces sources équivalentes en
présence de la Structure PARTIELLE, i.e. uniquement du support prolongé de l’ouverture, sans la structure COM-
PLÉMENTAIRE fermant la cavité. Pour finir, on résout par la méthode des images : le support plan n’est donc plus
maillé, mais les sources sont doublées, pour prendre en compte de l’action du plan métallique infini grâce au théo-
rème des images. On stocke alors les champs induits par ce “rayonnement primaire” sur l’ensemble du maillage
COMPLÉMENTAIRE DComplémentaire = DTotale\DPartielle. De plus, on pourra éventuellement stocker les données de
sortie :

– Les grandeurs placées sur la structure, comme le courant I(r′) ou la densité surfacique
−→
J (r′), car le résultat

du problème PRIMAIRE n’a pas la nécessité d’être stocké. Il est en effet toujours nul : Z11I
†
1 = V1 donc

I†2 = 0.

– Les grandeurs hors de la structure comme les champs
−→
E (r) et

−→
H (r) dans la cavité ; le résultat du problème

PRIMAIRE doit alors être stocké.

Détail important : Ici, nous aurons remarqué que nous effectuons l’étape PRIMAIRE de la méthode en nous
plaçant volontairement dans une configuration avec un plan infini, dans le but d’obtenir la propriété de symétrie
du champ rayonné par les sources magnétiques. Cette propriété nous permet ensuite d’appliquer le principe des
images, ce qui lève la contrainte de discrétisation du support, qui pose toujours des problèmes pratiques (dimension
finie de la discrétisation géométrique, sur-maillage important autour de l’ouverture, . . .). Cet avantage nous permet
entre autres :
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– de faire un calcul analytique du champ dans le cas où le point d’observation est suffisamment éloigné,
puisqu’il n’est alors pas indispensable de faire rayonner ces sources magnétiques

−→
K sur un support discrétisé

très finement pour tout ~r ′ ∈ Souv ;
– d’être aussi précis que l’on veut, si le point d’observation est proche de l’ouverture (relativement au rayon

de cette ouverture) ; en effet, comme le problème numérique PRIMAIRE ne se résume qu’aux éléments
discrétisant l’ouverture, le coût du problème est très faible.

Toutefois, supposons que l’on souhaite déterminer le champ de court-circuit sur le plan supportant l’ouverture,
pour plusieurs ouvertures placées sur un même plan du boîtier par exemple. Les grandeurs situées dans la partie
PRIMAIRE DE LA STRUCTURE mais ne sont alors pas stockées. On note cependant que l’on peut toujours résoudre
le problème, en effectuant un calcul du champ de court-circuit, spécifiquement au niveau du point considéré. Cette
remarque est de l’ordre du détail pour les applications courantes, si ce n’est le cas des réseaux d’ouvertures qui se
trouvent être très fréquents en CEM. Le placement d’ouvertures, pour des systèmes d’aération par exemple, se fait
en effet naturellement par un motif, en « nid d’abeilles » classiquement. Si ce problème est envisagé, il doit donc
être traité de manière spécifique.

Dans le calcul SECONDAIRE, on calcule le rayonnement des sources induites en présence de la structure COM-
PLÈTE. L’ouverture n’a donc plus la nécessité d’être finement discrétisée, puisque ces sources induites sont placées
sur la partie COMPLÉMENTAIRE. En effet, l’ouverture étant située “relativement loin” du raccord « partie PAR-
TIELLE – partie COMPLÉMENTAIRE » n’a pas a priori pas de variation brutale du champ. Si l’on suppose que le
champ de court-circuit dans la zone de l’ouverture est suffisamment régulier, on peut considérer qu’il a approxima-
tivement une valeur constante sur toute l’ouverture, ce qui permet de prendre en compte le couplage de l’ouverture
sous une forme intégrale, au sens des dipôles. On stockera ensuite les données de sortie : pour une donnée de sortie
placée sur la structure, le résultat du problème SECONDAIRE est stocké de manière classique ; pour une donnée de
sortie hors de la structure, le résultat doit être stocké de la même manière que dans l’étape précédente.

Le calcul final consiste à effectuer la combinaison linéaire finale de toutes les solutions précédemment cal-
culées, sachant que les problèmes PRIMAIRE et SECONDAIRE doivent être évidemment sommés. On peut alors
rassembler les résultats dans l’ordre que l’on veut.

– La première possibilité est d’effectuer la somme entre PRIMAIRE et SECONDAIRE, puis la pondération de
la somme par les champs de court-cicuit, avec pour finir, la contribution des composantes dipolaires.

– La seconde solution est d’effectuer la pondération des résultats PRIMAIRE et SECONDAIRE par les champs
de court-cicuit, ensuite la somme de ces champs pondérés, puis la contribution des composantes dipolaires.

Ici, nous avons arbitrairement choisi la première méthode, car elle présente l’avantage d’obtenir le couplage global
pour chaque dipôle équivalent (première étape), puis de comparer le niveau relatif de ces excitations dipolaires
(deuxième étape). On effectue quoi qu’il en soit la somme sur les données des problèmes PRIMAIRE et SECON-
DAIRE, c.à.d. ψ̃p = ψ̃†p + ψ̃‡p. On pondère ensuite cette somme par les champs de court-cicuit, qui sont alors
prélevés d’une manière ponctuelle sur l’ouverture, si la structure du champ de l’autre côté de l’interface est suffi-
samment régulière : on calcule alors

−→
ψ p = Icc

p ψ̃p. Pour finir, la contribution de toutes les composantes dipolaires

est sommée :
−→
ψ =

∑3
p=1

−→
ψ p.
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FIGURE 4.18 – Détail des sous-produits d’un calcul par PE, avec discrétisation classique.

FIGURE 4.19 – Détail des sous-produits d’un calcul par PE, avec technique d’induction en deux étapes.
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4.7.2 Principe d’un calcul de domaine possédant plusieurs ouvertures

Une condition nécessaire en PE, pour utiliser la technique de calcul en 2 étapes, pour un boîtier qui possède
plusieurs ouvertures, est que ces ouvertures doivent nécessairement se trouver sur des supports différents. En effet,
il faut rappeler que le calcul du rayonnement dans le problème PRIMAIRE étant sensé prendre en compte toutes les
interactions faisant intervenir les sources du plan.

Dans le cas mono-ouverture, on calcule alors le rayonnement de l’unique ouverture en tirant profit du conduc-
teur plan infini que l’on remplace par principe des images.

Si maintenant on s’intéresse à la problématique multi-ouvertures, il faut calculer le rayonnement de chacune
des ouvertures, mais également l’interaction entre les ouvertures dans le cas du plan ! Ceci pourrait éventuelle-
ment se faire, par l’intermédiaire d’un « macro-modèle » qui prend en compte les interactions mutuelles entre les
ouvertures. Faute de temps, cette solution n’a malheureusement pas été implémentée. L’architecture de calcul est
cependant présentée sur la Figure 4.19.

Le calcul des champs à l’intérieur d’une cavité fait intervenir le rayonnement de toutes les termes d’excitation
des sources équivalentes appliquées à cette cavité. Pour chacune des sources autres que des petites ouvertures,
le calcul reste classique avec le rayonnement des sources équivalentes au sein du problème secondaire (discré-
tisé grossièrement). Pour chacune des sources de type petite ouverture, le calcul est décomposé en un processus
supplémentaire (couche verte, Fig. 4.19).

Le calcul des sources équivalentes fait l’objet d’un calcul “préalable”, en ce sens qu’il n’est effectué qu’une
seule fois pour une géométrie donnée d’une ouverture. Dans le cas où une cavité présenterait plusieurs ouvertures
de mêmes dimensions et de même forme, on peut envisager de créer une base de données avec une extrême
précision pour effectuer le calcul une fois pour toutes.

La première étape de calcul est le rayonnement de ces sources équivalentes au cours du calcul primaire, où les
champs induits sur la structure complémentaire seront stockés.

La seconde étape correspond à la réponse du problème secondaire après introduction du second membre,
qu’il faudra par la suite sommer au calcul primaire pour obtenir la solution. Il est important de noter que ce
second membre d’induction agit alors comme un terme source. . . tout comme une autre interface qui, par principe
d’équivalence, introduit un terme source qui s’ajoute. En conséquence, cela signifie donc que, lorsque l’on effectue
un calcul par induction avec une ou plusieurs ouvertures, la contribution secondaire de la cavité vue par une
ouverture peut s’ajouter aux termes sources globaux de la cavité. En d’autres termes, après calcul et pondération
des problèmes primaire et secondaire pour chaque ouverture d’une cavité, la sommation des contributions pour
l’interface peut être regroupée à l’échelle du domaine. L’avantage est que si l’inversion du problème se fait à
l’aide d’un solveur LU, le temps de calcul sera indépendant du nombre de seconds-membres ; cela permet alors
de cumuler l’ensemble des seconds-membres obtenus par induction pour ne réaliser qu’une seule inversion de
système linéaire.
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4.7.3 Validation du modèle pour le PE

Appliquons maintenant cette méthode à l’exemple d’une ouverture sur le boîtier présenté Figure 4.20. L’objectif
est d’évaluer le niveau de champ dans la cavité. Nous prenons l’exemple d’une onde plane d’incidence ~k =

−(ω/c)ûx et de polarisation rectiligne avec
−→
E = E0ûz d’amplitude E0 = 1V /m .

La cavité a pour dimensions Lx × Ly × Lz = 40cm × 60cm × 25cm. L’ouverture est carrée : L′x × L′y =
5 cm×5 cm . Les fréquences qui nous intéressent sont les premières résonances du blindage, situées vers 250MHz .
Aussi, on choisit de s’intéresser à la bande 100 à 500MHz .

On utilise le principe d’équivalence pour se ramener à un problème de cavité, dans laquelle nous allons utiliser
le théorème d’induction en prenant le capot supérieur comme objet PARTIEL ; le reste de la boîte sert donc à former
l’objet COMPLET. On détermine le niveau des sources équivalentes en calculant le champ de court-circuit au niveau
de l’ouverture et en le multipliant par les courants magnétiques unitaires (Fig. 4.21).

FIGURE 4.20 – Métallisation complète du blindage (à gauche) et détermination des courants de court-circuit (à
droite).

Après calcul des courants magnétiques induits sur l’ouverture par le principe d’équivalence, on fait rayonner
ces 3 sources sur les inconnues du problème SECONDAIRE. On détermine alors le vecteur correspondant au second
membre du problème.

FIGURE 4.21 – Termes de rayonnement des 3 sources primaires sur le maillage secondaire (termes [Z21]I
′
1 avec la

source K1 à gauche, K2 au centre, K3 à droite).
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FIGURE 4.22 – Calcul de la pénétration du champ dans l’axe de l’ouverture, pour f = 100MHz .

Afin de valider la méthode de calcul par induction proposée, nous choisissons d’évaluer la valeur des champs−→
E et

−→
H en différents points de l’axe normal passant par l’ouverture. Ce calcul de champ a été effectué pour

des points variant de z = −25mm à z = 0 tous les millimètres. Les résultats obtenus sont illustrés Fig. 4.22.
Les courbes en ronds noirs ont été obtenues par une méthode EFIE directe, à laquelle on accorde une bonne
confiance si le couplage n’est pas trop faible, pour éviter les problèmes numériques exposés Section 1.3). On
considérera, même si c’est discutable, que ce calcul EFIE est pour l’instant notre référence. Ensuite, la courbe en
pointillés verts représente le calcul IE en ayant préalablement métallisé l’ouverture. La valeur du couplage est donc
“théoriquement” nulle ; on effectue, de cette manière, la mesure du bruit numérique au delà duquel le calcul EFIE
de référence a du sens. Pour finir, les croix rouges représentent le calcul effectué par induction, en deux étapes
(PRIMAIRE et SECONDAIRE), puis sommation des deux.

Nous observons la bonne concordance des champs entre méthode d’induction et méthode de référence, no-
tamment très près de l’ouverture (z . 10mm ). La diffraction du boîtier étant assez faible pour cette profondeur,
on peut en effet être relativement confiant sur la précision par méthode directe (ronds noirs) et nous voyons que
la méthode d’induction fournit des résultats coïncidant bien avec la cette dernière (croix rouges, Fig. 4.22). Pour
des profondeurs plus importantes, nous constatons de manière logique que les niveaux de couplage diminuent ra-
pidement, en remarquant néanmoins un léger décallage entre les résultats des deux méthodes. Il faut cependant
tempérer cette remarque par le fait que la méthode directe calcule le champ par sommation du champ incident
(analytique) sur le champ diffracté (qu’elle calcule numériquement). Il convient donc de se méfier du palier de
bruit numérique quand les niveaux de couplage deviennent faibles, pour des valeurs « Champ Total / Champ In-
cident » inférieures à de l’ordre de −40 dB par exemple. Dans le cas d’une onde plane incidente de 1V /m , ce

sera pour
−→
E ∼ −40 dB V /m et

−→
H ∼ −100 dB A /m . Enfin, le champ pour les positions proches des parois est

fortement imprécis puisque la dimension des arêtes devient de l’ordre de la distance d’observation, d’où la faible
précision lors du calcul de rayonnement (fin du calcul EFIE).

En conclusion, nous n’accordons par une grande confiance au calcul « de référence » présenté par le calcul IE,
en vertu des arguments présentés Chapitre 1 ; le niveau précision diminue en effet lorsque le niveau de couplage
dans une structure est faible. Aussi, notre confiance est plus grande dans le calcul par PE en deux étapes, en
l’absence d’un meilleur calcul de référence.
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4.8 Mise en œuvre d’un modèle d’ouvertures avec support géométrique
supprimé, pour la “Domain Decomposition Method” (DDM)

4.8.1 Étapes d’un calcul d’induction en DDM

Tout comme dans la Section 4.7.1 où nous avons détaillé les étapes du scénario appliqué au Principe d’Équi-
valence, nous allons expliquer le déroulement d’un calcul d’induction appliqué à la DDM.

FIGURE 4.23 – Détail des sous-produits d’un calcul par DDM, avec discrétisation classique.

Le calcul préliminaire consiste à déterminer les sources équivalentes de l’ouverture, qui cette fois-ci, dans le
formalisme MoM de la DDM, conduit à des FdB. Nous noterons ces fonctions les FdB « discrétisées », car nous
verrons par la suite qu’un second type de FdB interviendra dans notre formalisme.

Le calcul PRIMAIRE, de manière analogue à la démarche en PE, consiste à faire rayonner, via la méthode des
images, chaque FdB discrétisée en présence du plan infini (Structure PARTIELLE). En projetant ensuite le champ
rayonné par ces fonctions suivant le formalisme de la MoM, on introduit la notion de matrice primaire :

[
Y Pri

]
m,n

déf.
= 〈 Yprim(~fn) | ~fm 〉Souv (4.78)

Cette matrice correspond donc à l’admittance de couplage de l’ouverture dans le plan infini. Ceci correspond au
“cas idéal” où le domaine ne rétroagit pas sur l’ouverture, puisque le domaine considéré correspond alors à un
simple demi-espace libre. À cette fonction nous associons une fonction duale discrétisée ~gp, dans le cas où l’on
souhaiterait effectuer un calcul en solveur [S]. Nous savons maintenant qu’il faut prendre la fonction duale telle
que le couple {~fp;~gp} vérifie les équations de Maxwell. Nous choisissons alors de prendre ~gp tel qu’il soit solution
du problème PRIMAIRE, soit :

~gp = Yp,p ~fp (4.79)
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FIGURE 4.24 – Détail des sous-produits d’un calcul par DDM, avec technique d’induction en deux étapes.

En conséquence, nous aurons comme matrice de référence pour les matrices [S] :
[
Y Réf

]
m,n

= 〈~gn | ~fm 〉Souv (4.80)

Ensuite, le calcul SECONDAIRE est déterminé par calcul de la réponse de la cavité pour le rayonnement de
chaque FdB discrétisée, ce rayonnement ayant été préalablement stocké. Pour le calcul de la réponse de la cavité,
l’ouverture n’a alors plus de raison d’être discrétisée, car les courants solution du problème SECONDAIRE n’ont
pas de raison particulière d’avoir des variations brutales à proximité de l’ouverture. Nous introduisons alors un
second type de fonctions que nous qualifierons de FdB « ponctuelles », dans le but d’être en cohérence avec l’étape
primaire et aboutir à une notion de matrice secondaire. Les FdB ~fPct

p ont alors une définition très simple :

~fPct
1 = ûx (4.81a)
~fPct
2 = ûy (4.81b)

~f ′
Pct

3 = ûz (4.81c)

Nous avons pris le soin d’identifier ~f ′
Pct

3 , et non ~fPct
3 , parce qu’on ne projettera pas le champ magnétique mais le

champ électrique. Pour être plus rigoureux encore, ce n’est pas le champ mais l’opérateur qui est projeté : on ne

projette pas l’opérateur admittance YCavité
(−→
Kn/Cn

)
mais bien l’opérateur sans dimension T Cavité

(−→
Kn/Cn

)
. La

matrice secondaire représente la partie complémentaire à la matrice primaire vis-à-vis de la matrice d’induction
totale. Nous pouvons alors remarquer que l’opérateur secondaire caractérise alors directement le niveau de rétroac-
tion de la cavité. Construisons ensuite la fonction duale ponctuelle ~gPct

p ; de la même manière que pour le problème

PRIMAIRE, nous choisirons cette fois-ci ~fPct
p = ~up, pour que ~gPct

p satisfasse :

~gPct
p = Yp,p ~up (4.82)
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Concernant l’étape finale, il faut bien évidemment sommer la contribution des deux matrices précédemment
calculées. Nous remarquons dès à présent que :

~gPct
n � ~fPct

m =
[
Y Pri

]
m,n

(4.83)

Nous en déduisons ainsi l’expression que prend la matrice d’induction :

[
Y Induc

]
m,n

=
[
~gPct
n −Z21(~f

Pct
n )
]
� ~fPct

m (4.84)

Ainsi, toute différence importante entre la matrice primaire et la matrice d’induction signifie que le domaine
rétroagit fortement sur l’ouverture (Tableau 4.2).

4.8.2 Matrices intervenant dans la technique d’induction

Il convient d’éclaircir un peu la structure de la matrice de couplage DDM dans un calcul par induction. En effet,
le calcul de l’opérateur de couplage est calculé en deux temps et fait intervenir deux types de familles de FdB, ce
qui complexifie le schéma de calcul ainsi que sa compréhension. Concernant les matrices, le calcul de chacune des
colonnes de la matrice d’un domaine fait intervenir le rayonnement de toutes les FdB des interfaces de ce domaine.
Tout comme en PE, pour chacune des interfaces autres que des petites ouvertures, le calcul reste classique avec le
rayonnement de la FdB au sein du problème secondaire (maillé de manière grossière). Pour chacune des interfaces
de type petite ouverture, le calcul est décomposé en un processus supplémentaire (couche verte, Fig. 4.24).

Dans le but de simplifier les explications, nous considérons un domaine pour lequel les interfaces se limitent
à uniquement une ouverture et un port électronique. La généralisation à plusieurs ouvertures et d’autres types
d’interfaces ne posent pas de problème particulier. La matrice de couplage de ce domaine fait donc intervenir deux
familles de FdB : pour l’ouverture une famille de trois “paires” de FdB (discrétisées et ponctuelles) ; pour le port
électronique une famille d’une seule FdB 9. La dimension de la matrice est donc 4× 4.

Pour le calcul primaire, après calcul préalable des FdB de l’ouverture en fonction de sa géométrie et de sa taille,
le rayonnement de chacune des FdB discrétisées de l’ouverture est projeté sur les fonctions tests du problème du
demi-espace infini. Cela signifie que, si nous posons arbitrairement que la numérotation des interfaces commence
par celle de l’ouverture, on obtient alors la 1ère colonne de la matrice primaire de l’ouverture (i.e. le sous-bloc de
trois lignes pour la colonne 1) pour le rayonnement de la FdB 1, la 2ième colonne 10 pour la FdB 2 et la 3ième colonne
pour la FdB 3. Ceci nous conduit à la construction de la matrice de référence, qui est strictement équivalente à la
matrice primaire, avec pour définition :

[
Y Réf

]
m,n

déf.
= 〈~gn | ~fm 〉Souv (4.85)

On rappelle que nous avions défini la fonction duale ~gp telle que le couple {~fp;~gp} soit Maxwellien, où notre
problème de référence est celui du demi-espace libre (hfs) ; cela signifie que l’on peut traduire explicitement cette
matrice avec l’expression suivante :

[
Y Réf

]
m,n

= 〈 Yhfs(~fn) | ~fm 〉Souv (4.86)

9. Si une autre interface était par exemple un guide d’onde, nous aurions utilisé une famille de N modes TE et TM ; ceci conduirait à une
matrice de domaine de taille (3 +N)× (3 +N)

10. La matrice primaire d’une petite ouverture est une matrice 3× 3, ce qui signifie que le rayonnement de chaque FdB fournit la valeur de
trois termes du vecteur colonne correspondant.
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De même que l’on a :
−→
Kn 7→ (~Pm)n =

1

ı̇ωµ

∫∫ −→
Kn dS (4.87)

on définit un dipôle adimensionné P̃m :

~fn 7→ (P̃m)n =
1

ı̇ωµ

∫∫
~fn dS

=
1

ı̇ωµ

∫∫
1

Cn

−→
Kn dS

=
1

Cn
(~Pm)n (4.88)

puisque l’on rappelle que les FdB ~fn correspondent par construction aux courants élémentaire
−→
Kn normalisés à

une constante Cn assurant une intégrale sur l’ouverture unitaire.

La seconde étape correspond à la réponse du problème secondaire après introduction de ce second membre,
qui a été préalablement stocké après calcul des champs induits dans l’étape primaire. Comme il y a trois FdB par
ouverture, trois seconds-membres sont alors stockés sur le maillage secondaire, « grossier ». On pourra, là encore,
choisir de stocker ce second membre pour ne résoudre le système linéaire qu’à la fin du processus de sommation
des termes sources, dans le cas où d’autres interfaces seraient présente dans le domaine. La matrice secondaire,
peut être définie par l’opérateur secondaire du domaine Ysecond(�) :

[
Y Sec

]
m,n

déf.
= 〈 Ysecond(~fn) | ~fm 〉Souv (4.89)

où l’on peut directement remplacer l’opérateur secondaire par son expression :

[
Y Sec

]
m,n

=
[
−Z21(~f

Pct
n )
]
� ~fPct

m (4.90)

Il est alors intéressant de noter que les termes sont évaluer de manière différente à l’intérieur de la matrice. En
effet, nous remarquons pour le cas d’une ouverture et d’un port, la matrice secondaire sera de dimensions 4 × 4.
Or, le calcul des termes du vecteur colonne supérieur Yp,4, avec p ∈ [[ 1 ; 3 ]], correspond au calcul de la fonction
de couplage port→ ouverture, ce qui correspond à un calcul “classique” :

Yp,4 = 〈 Zgross(~f
−1
4:port) | ~f1,2,3:ouv 〉 (4.91)

À l’inverse, le calcul des termes du vecteur ligne inférieur Y4,p correspond au calcul de la fonction de couplage
ouverture→ port, i.e. utilisant le processus de calcul en deux étapes avec récupération des courants induits :

−→
J ouv :1,2,3 = Zhfs(~f1,2,3:ouv) (4.92)

La partie inférieure Y4,p est donc déduit, durant la deuxième étape, par prise en compte des termes induits préala-
blement calculés :

Y4,p = 〈 Zgross(
−→
J 1,2,3 :ouv)

−1 | ~f4:port 〉 (4.93)

Cette remarque est extrêmement importante, car le calcul de la matrice secondaire ne conduit pas, par construction,
à un système symétrique. La vérification de la symétrie de la matrice sera donc un élément de qualification pour la
précision de la méthode.

Nous soulignons le fait qu’entre les matrices précédemment définies, la matrice primaire et la matrice d’induc-
tion, la différence provient uniquement des termes de la matrice secondaire. Aussi, la comparaison entre matrice

4.8. MODÈLE D’OUVERTURES AVEC SUPPORT GÉOMÉTRIQUE SUPPRIMÉ, POUR LA D.D.M. 149



C
H

A
P

IT
R

E
4.

F
D

B
S

P
É

C
IF

IQ
U

E
S

E
T

S
U

P
P

R
E

S
S

IO
N

D
E

L
A

D
IS

C
R

É
T

IS
A

T
IO

N
D

A
N

S
L

E
S

C
A

L
C

U
L

S
3D

Égalité des termes matriciels

Inégalité des termes matriciels

[
Y Discr

] [
Y Induc

] [
Y Pri

] [
Y Réf

] [
Y hfs

]

[
Y Discr

]
m,n

=

〈 Ydomain(~fn) | ~fm 〉Souv

Les diffractants

hors plan ont une

influence lointaine

Diffractants lointains

ET Rétroaction

négligeable

Diffractants lointains

ET Rétroaction

négligeable

Diffractants lointains

ET Rétroaction négli-

geable ET Intégration

dipôlaire

[
Y Induc

]
m,n

=[
~gPct
n −Z21(~f

Pct
n )
]
� ~fPct

m

Les diffractants

hors plan ont une

influence proche

La rétroaction du do-

maine est négligeable
Rétroaction négli-

geable

Rétroaction négli-

geable ET Intégration

dipôlaire

[
Y Pri

]
m,n

=

~gPct
n � ~fPct

m

Diffractants proches

OU Rétroaction forte

Le domaine rétroagit

fortement sur l’ou-

verture

Égalité par construc-

tion

L’intégration des

sources équivalentes

s’assimile à un dipôle

[
Y Réf

]
m,n

=

〈~gn | ~fm 〉Souv

Diffractants proches

OU Rétroaction forte

Le domaine rétroagit

fortement sur l’ouver-

ture

Erreur d’implémen-

tation

L’intégration des

sources équivalentes

s’assimile à un dipôle

[
Y hfs

]
m,n

=

G(ω) + ı̇ ·B(αm,n)

Diffractants proches

OU Rétroaction forte

OU Comportement

non-dipolaire

Rétroaction forte

OU Comportement

non-dipolaire

On ne peut pas inté-

grer les sources équi-

valentes sous la forme

d’un dipôle

On ne peut pas

intégrer les sources

équivalentes sous la

forme d’un dipôle

T
A

B
L

E
4.2

–
A

nalyse
des

différentes
m

atrices
intervenantau

cours
d’un

calculpar
induction

en
D

D
M

.

150
4.8.

M
O

D
È

L
E

D
’O

U
V

E
R

T
U

R
E

S
A

V
E

C
S

U
P

P
O

R
T

G
É

O
M

É
T

R
IQ

U
E

S
U

P
P

R
IM

É
,P

O
U

R
L

A
D

.D
.M

.



CHAPITRE 4. FDB SPÉCIFIQUES ET SUPPRESSION DE LA DISCRÉTISATION DANS LES CALCULS 3D

primaire et matrice d’induction permet alors de caractériser le niveau de rétroaction de la cavité. En d’autres
termes, si ces matrices sont équivalentes, nous conclurons que la cavité ne rétroagit que faiblement. À l’inverse,
si ces matrices diffèrent, nous conclurons que la cavité a une rétroaction non négligeable. Dans tous les cas, les
différences constatées entre matrice primaire et matrice d’induction ne doivent en aucun cas être perçues comme
une dégradation de la qualité du modèle d’induction. Nous nous réfèrerons au Tableau 4.2 pour une synthèse des
conclusions à tirer au vu des différences constatées entre les matrices définies dans cette section.

Enfin, la matrice discrétisée, nous le rappelons, est la matrice de base définie en MoM par :

[
Y Discr

]
m,n

déf.
= 〈 Ydomain(~fn) | ~fm 〉Souv (4.94)

Lamatrice discrétisée, tout comme la matrice d’induction, ont été construites à partir d’une formulation “rigou-
reuse”, ce qui signifie que nous devons obtenir de toute façon des termes égaux sur les matrices

[
Y Discr

]
m,n

=[
Y Induc

]
m,n

, tant que les diffractions ne sont pas dans une influence trop proche de l’ouverture. Si ces matrices
diffèrent l’une de l’autre, alors nous conclurons que l’hypothèse de faible influence n’est plus justifiée.

Pour finir, la matrice du Demi-espace libre (hfs), que nous choisissons de définir comme la matrice de Har-
rington, peut être obtenue en déterminant analytiquement la matrice de couplage, pour une ouverture qui possède
des polarisabilités αχ et que l’on place dans un conducteur plan infini. L’expression de cette matrice a la forme
suivante : [

Y hfs
]
m,n

= G(ω) + ı̇ ·B(αm,n) (4.95)

où B est un terme réactif (inductif pour le couplage magnétique et capacitif pour le couplage électrique) et G
un terme résistif caractérisant le rayonnement à l’infini, dans le cas où le demi-espace est libre (hfs). Pour notre
convention (Chap. 4), nous obtenons :

m 6= n :
[
Y hfs

]
m,n

= 0 (4.96)

m = n 6= 3 :
[
Y hfs

]
m,n

=
4π

3λ2ζ
+

+1/2

ı̇ωµαm,m
(4.97)

m = n = 3 :
[
Y hfs

]
m,n

=
4π

3λ2ζ
+

−1/2
ı̇ωµαm,m

(4.98)

Or numériquement, ces méthodes de calcul engendreront naturellement des écarts. Ces écarts pourront alors
être mis à profit pour identifier les limites des modèles (confer Tableau 4.2). Établir une comparaison entre les
résultats issus de ces différentes définitions est extrêmement intéressant, puisqu’elle permet, à elle seule, de statuer
en premier lieu, sur la validité des modèles. Par exemple, si les résultats entre matrice de référence et matrices
h.f.s. (Harrington) diffèrent, nous concluons que les sources équivalentes ne peuvent pas se réduire à une simple
formulation dipolaire, ce qui signifie qu’il faut enrichir le modèle.
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4.8.3 Validation du modèle pour la DDM

Nous choisissons de confronter notre formalisme d’induction à une problématique très résonante, illustrée
Fig. 4.25. La cavité est parfaitement métallique et contient à l’intérieur une charge inductive connectée à un port
50Ω . Nous excitons la cavité telle que le couplage inductif soit maximal, avec une incidence normale à l’ouverture
et le champ

−→
E inclus dans le plan de la boucle.

FIGURE 4.25 – Exemple de maillages pour le calcul du rayonnement primaire : maillage de l’ouverture seule et
stockage de la partie complémentaire au plan.

Suites aux différentes remarques de la section précédente, intéressons-nous aux termes extradiagonaux entre
l’ouverture et le port électronique. Nous constatons sur la Figure 4.26 l’excellente symétrie de cette matrice, malgré
les processus différents mis en jeu. Les courbes bleue, verte et orange correspondent au calcul des termes du vecteur
colonne supérieur Yp,4 (p ∈ [[ 1 ; 3 ]]), issus du calcul classique port→ ouverture. Les croix noires correspondent
au calcul des termes du vecteur ligne inférieur Y4,p, résultat du processus d’induction ouverture→ port en deux
étapes. Au vu de ces courbes, nous constatons la parfaite concordance des résultats intermédiaires et ce qui permet
de valider la méthode proposée, ainsi que son implémentation au sein du code.

À partir de ces calculs des domaines, qui sont vraiment le cœur du problème de la méthode DDM, nous pouvons
ensuite résoudre classiquement le graphe, à partir du solveur [Y] développé Section 3.7.3. Le quatrième graphique
Fig. 4.26 correspond au calcul par induction en courbe orange, avec la référence du calcul DDM discrétisé en
courbe rouge. La résolution du graphe n’étant pas coûteuse, nous illustrons par la même occasion le calcul en
solveur [S] (croix rouges), qui correspond exactement au résultat en [Y], ce qui signifie que les couplages peuvent
s’exprimer suivant le formalisme [S] sans introduire trop d’imprécision pour cette problématique.

Pour finir, après le développement des étapes bloquantes quant à l’utilisation de la méthode DDM pour des
problématiques CEM, nous sommes en mesure de faire une prédiction du niveau de couplage du système expé-
rimental multi-cavité présenté Section 3.1.1. Il est important de rappeler que ce calcul n’a pu être réussi qu’avec
la construction d’un solveur de graphe en [Y] plus adapté aux aspects CEM et l’introduction de FdB spécifiques
aux ouvertures. De plus, la proposition d’une nouvelle démarche de calcul pour alléger de manière importante les
calculs, tout en conservant la précision, a considérablement facilité le prétraitement des calculs. La Figure 4.27
illustre les résultats issus de la mesure, en courbe noire, du calcul par DDM, en courbe rouge. La mesure aurait
certainement mérité d’être dans une bande où le couplage était un peu plus fort, car le palier de bruit expérimental
engendre un effet de troncature. Néanmoins, il apparaît clairement que la DDM fournit un résultat sans soucis de
précision numérique, tel que pouvait avoir une méthode comme l’EFIE. De plus, nous noterons que malgré les
difficultés exposées pour ces problématiques à faible couplage, les résultats de calcul de la fonction de transfert
issus de la méthode DDM avec calcul par induction sont d’une très bonne concordance.
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FIGURE 4.26 – Validation de la symétrie de la matrice de couplage calculée en deux étapes (termes Y1,1, Y2,2 et
Y3,3). Validation de la solution finale (courant I sur la charge) après résolution du graphe (en bas à droite).

FIGURE 4.27 – Comparaison du modèle DDM avec maillage grossier et mesure sur les caissons expérimentaux du
DEMR.
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4.9 Conséquence de la distinction des matrices : influence de la géométrie
du blindage

Depuis le début de l’étude, l’une des hypothèses les plus fortes est que l’ouverture se situe sur un support plan.
Or, nous savons qu’en pratique nous ne sommes jamais en présence de conducteurs totalement plans et infinis.
Dans le cas d’aéronefs, le fuselage s’apparente en première approximation à un cylindre. L’objectif est d’évaluer
jusqu’à quelle courbure du support la justification de support « plan » peut encore être justifiée (Fig. 4.28).

FIGURE 4.28 – Conventions dans le cas d’une ouverture placé sur un support convexe (1ère figure à gauche). Calcul
du rayonnement des FdB dipolaires en présence d’un support convexe (3 figures à droite).

Dans l’ouverture, les conditions aux limites s’écrivent :

−→
E cc +

−→
E d
⊗ =

−→
E d
⊙ (4.99)

−→
H cc +

−→
H d
⊗ =

−→
H d
⊙ (4.100)

Si la surface est parfaitement condutrice, le problème sans sources fictives admet les conditions suivantes :

n̂ ∧ −→E cc = ~0 (4.101)

n̂ �
−→
H cc = 0 (4.102)

Dans le cas particulier où cette surface est un plan infini, le champ diffracté de part et d’autre de l’ouverture a
des propriétés de symétrie :

n̂ ∧ −→E d
⊗ = +

(
n̂ ∧ −→E d

⊙

)
(4.103)

n̂ ∧ −→H d
⊗ = −

(
n̂ ∧ −→H d

⊙

)
(4.104)

n̂ �
−→
E d
⊗ = −

(
n̂ �
−→
E d
⊙

)
(4.105)

n̂ �
−→
H d
⊗ = +

(
n̂ �
−→
H d
⊙

)
(4.106)
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Pour une surface de convexité quelconque, le champ diffracté perd ses propriétés de symétrie. On décide donc
d’introduire un opérateur de dissymétrie ΥE,H

T,N (r′) qui caractérise le degré d’asymétrie entre
−→
E d
⊗(r
′) et
−→
E d
⊙(r
′) :

n̂ ∧ −→E d
⊗ = +ΥE

T ·
(
n̂ ∧ −→E d

⊙

)
(4.107)

n̂ ∧ −→H d
⊗ = −ΥH

T ·
(
n̂ ∧ −→H d

⊙

)
(4.108)

n̂ �
−→
E d
⊗ = −ΥE

N ·
(
n̂ �
−→
E d
⊙

)
(4.109)

n̂ �
−→
H d
⊗ = +ΥH

N ·
(
n̂ �
−→
H d
⊙

)
(4.110)

On remarquera que les opérateurs, pour les deux champs (électrique et magnétique) et les deux types de compo-
santes (tangentielle et normale), doivent prendre la valeur constante ΥE,H

T,N (r′) = 1 dans le cas d’un plan infini.

Si l’on applique les CAL à notre problème, on obtient alors :

~0 =
[
1−ΥE

T

] (
n̂ ∧ −→E d

⊙

)
(4.111)

n̂ ∧ −→H cc =
[
1 + ΥH

T

] (
n̂ ∧ −→H d

⊙

)
(4.112)

n̂ �
−→
E cc =

[
1 + ΥE

N

] (
n̂ �
−→
E d
⊙

)
(4.113)

0 =
[
1−ΥH

N

] (
n̂ �
−→
H d
⊙

)
(4.114)

On remarque que le fait d’avoir un support PEC impose aux grandeurs ΥE
T (r
′) et ΥH

N (r′) de rester strictement

égales à 1, même dans le cas d’un support convexe, puisque n̂ ∧ −→E cc et n̂ �
−→
H cc doivent s’annuler.

Au final, le système d’équations se résume, pour le domaine intérieur (ondes entrantes), à ;

H d
x⊙ =

[
1

1 + ΥH
x

]
Hcc

x (4.115)

H d
y⊙ =

[
1

1 + ΥH
y

]
Hcc

y (4.116)

E d
z⊙ =

[
1

1 + ΥE
z

]
Ecc

z (4.117)

et pour le domaine extérieur (ondes sortantes) :

H d
x⊗ =

[
ΥH

x

1 + ΥH
x

]
Hcc

x (4.118)

H d
y⊗ =

[
ΥH

y

1 + ΥH
y

]
Hcc

y (4.119)

E d
z⊗ =

[
ΥE

z

1 + ΥE
z

]
Ecc

z (4.120)

Pour évaluer ces termes de dissymétrie, nous effectuons le calcul des termes admittances, en déformant le
support de l’ouverture, pour le placer sur un cylindre, comme l’illustre la Figure 4.28.

Pour effectuer ce calcul, nous devons tout d’abord déterminer chacune de ces FdB pour l’ouverture déformée.
Nous avons alors supposé que les FdB de cette ouverture était peu différentes de cette même ouverture « déployée »
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FIGURE 4.29 – Valeurs relatives des admittances propres dans la matrice de Harrington, par rapport aux valeurs
primaires, pour le domaine Externe, en fonction de la longueur curviligne relative l et de la largeur relative w.

FIGURE 4.30 – Valeurs relatives des admittances propres dans la matrice de Harrington, par rapport aux valeurs
primaires, pour le domaine Interne, en fonction de la longueur curviligne relative l et de la largeur relative w.

sur un plan. C’est la longueur curviligne L de l’ouverture illustrée Figure 4.28 que l’on déploie sur un plan pour
appliquer notre méthode, nécessitant le principe des images.

Nous avons donc calculé les sources équivalentes pour cette ouverture plane, avant d’importer ensuite l’am-
plitude pondérant chaque élément du maillage pour s’adapter au cylindre. Une attention toute particulière doit
être mise pour conserver la bonne numérotation des inconnues entre maillage de départ (plan) et maillage final
(courbe).

Concernant les termes matriciels, nous voyons que l’augmentation des dimensions de l’ouverture, à savoir la
longueur L et la largeur W , modifie très faiblement les termes magnétiques. Pour une longueur L allant jusqu’à
2R et une largeur W allant jusqu’à 2R, l’écart entre les matrices de Harrington / primaire et la matrice discrétisée
est inférieur à 2 dB . La tendance des matrices Harrington / primaire est à sous-estimer légèrement par rapport au
cas réel convexe.

Concernant le terme électrique, c’est un peu différent. Il y a une sorte d’erreur résiduelle de 3 dB , avec une
sous-estimation jusqu’à 6 dB pour la matrice de Harrington. Pour la matrice primaire par contre, l’écart est une
surestimation très importante (> 10dB) dès W = 0.3R. Cela signifie que, pour le terme électrique, les éléments
sont trop proches, que la rétroaction est trop forte ou que le comportement n’est plus assimilable à un dipôle
(Tableau 4.2).

Le niveau de bruit mesuré Fig. 4.33 et 4.34 est faible, ce qui nous conforte sur la pertinence des précédents
résultats.
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FIGURE 4.31 – Valeurs relatives des admittances propres dans la matrice discrétisée, par rapport aux valeurs pri-
maires, pour le domaine Externe, en fonction de la longueur curviligne relative l et de la largeur relative w.

FIGURE 4.32 – Valeurs relatives des admittances propres dans la matrice discrétisée, par rapport aux valeurs pri-
maires, pour le domaine Interne, en fonction de la longueur curviligne relative l et de la largeur relative w.

FIGURE 4.33 – Valeur des coefficients Υχ (parties réelles), en fonction de la longueur curviligne relative l et de la
largeur relative w.

FIGURE 4.34 – Bruit sur les coefficients Υχ (parties imaginaires), en fonction de la longueur curviligne relative l
et de la largeur relative w.
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4.10 Synthèse sur le scénario à deux étapes

4.10.1 Avantage qualitatif sur la discrétisation

L’avantage majeur de la méthode est la possibilité de ne plus mailler l’ouverture dans le cas où celle-ci corres-
pond au terme source du problème, dans le cas du principe d’équivalence ou de la DDM. Nous pouvons voir sur la
Figure 4.35 des exemples de gains qualitatifs qu’offre la méthode de calcul en deux étapes, avec une régularisation
des maillages pour des applications typiques de boîtiers faradisés possédant des ouvertures.

FIGURE 4.35 – Exemples de discrétisations de capot de boîtiers, pour une méthode traditionnelle (à gauche) et par
la méthode d’induction (à droite).

On peut aussi prévoir l’utilisation du théorème d’induction pour être plus performant en terme de prédiction
des risques, durant la phase de conception des boîtiers par exemple, en adaptant la position et la forme précise de
l’ouverture pour un faible coût en temps de calcul. Il est néanmoins important de noter que les données à stocker
peuvent devenir très importantes si le maillage du blindage est important en terme de nombre de mailles, ou s’il
faut sauvegarder plusieurs vecteurs de seconds membres (si l’on souhaite plusieurs positions d’une ouverture).

Un avantage certain reste la précision du calcul du fait de l’excellente discrétisation de l’ouverture que l’on
peut espérer pour le calcul PRIMAIRE. De plus, pour des applications à faible couplage, on lève le problème de
précision des IE pour des diffractions fortement destructives, par un problème de diffractions constructives puisque
les sources du problème d’induction sont des courants fictifs placés à l’intérieur de la cavité.

158 4.10. SYNTHÈSE SUR LE SCÉNARIO À DEUX ÉTAPES



CHAPITRE 4. FDB SPÉCIFIQUES ET SUPPRESSION DE LA DISCRÉTISATION DANS LES CALCULS 3D

4.10.2 Apport quantitatif de la méthode

Nous avons évalué les temps de calcul de la technique de calcul en 2 étapes pour des problématiques de boîtier
possédant une ouverture (Tableau 4.3). En plus d’éviter des surmaillages importants aux alentours des ouvertures,
cette méthode va dans le même temps engendrer des gains non négligeables sur le temps de calcul, comme l’illustre
le Tableau 4.3. Le problème numérique se résume uniquement au problème complet, i.e. le problème secondaire,
car le problème primaire a un coût numérique nettement négligeable. On peut alors envisager de raffiner le maillage
pour une meilleure précision du calcul de rayonnement des sources et donc du champ calculé final.

Méthode utilisée Nombre
d’inconnues

Temps par calcul
3D (heures)

Nombre de
calculs 3D
(coûteux)

Temps de calcul
total (heures)

DDM discrétisée 5 000 4.4 h 2 8.8 h

IE directe 5 000 4.4 h 1 4.4 h

PE + induction 3 200 1.3 h 2 2.6 h

DDM + induction 3 200 1.3 h 2 2.6 h

TABLE 4.3 – Synthèse des coûts numériques de différentes méthodes, avec et sans technique de calcul en 2 étapes
(cas tests Box 11, 12, 13).

Nous voyons que la technique pour ne plus discrétiser les ouvertures permet ici d’obtenir un gain d’un facteur
1.5 environ sur le nombre d’inconnues, ce qui représente un gain modeste. En revanche, on remarque que le gain
sur le temps de calcul est beaucoup plus important (du fait de la tendance (Tcalc)

IE LU ∝ Ninc
3). Nous voyons en

effet que l’on gagne un facteur de 3.5 pour un boîtier qui possède, rappelons-le, seulement une ouverture ! Si l’on
extrapole ce résultat à une problématique coûteuse, telle que dans le domaine avionique par exemple, on peut
imaginer le gain sur le nombre d’heures de calcul ainsi gagnées, en plus des différentes simplifications que l’on
apporte pour le traitement des maillages lors de la phase de design.
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4.10.3 Synthèse des méthodes

Pour finir, le Tableau 4.4 synthétise les modèles développés pendant ces travaux de thèse.

Méthode
Prise en compte de la

rétroaction du boîtier

Nécessité de
MAILLER l’ouverture dans le

calcul 3D

Principe d’équivalence NÉGLIGÉE NÉCESSAIRE

Approche topologique prise en compte NÉCESSAIRE

Principe d’équivalence
+ Théorème d’induction NÉGLIGÉE pas nécessaire

Approche topologique
+ Théorème d’induction

prise en compte pas nécessaire

TABLE 4.4 – Synthèse des avantages et inconvénients des méthodes numériques utilisant le calcul en 2 étapes.

Pour des soucis de précision, nous avons été amenés à effectuer le calcul de couplage par des ouvertures sur la
méthode du principe d’équivalence. Or, cette méthode appliquée directement suppose une faible rétroaction de la
cavité considérée et une discrétisation très fine de l’ouverture, ainsi que de ces alentours.

Pour lever la contrainte de rétroaction éventuelle de la cavité sur le champ dans l’ouverture, l’approche topolo-
gique de la DDM a permis de prendre en compte ce terme de couplage. Malheureusement, cette méthode dispose
des mêmes contraintes concernant la discrétisation des interfaces, puisque la caractérisation matricielle impose à
chaque FdB de « rayonner », ce qui pose les mêmes problèmes que pour le PE.

Enfin, nous avons vu que grâce à la méthode de calcul en 2 étapes basée sur le théorème d’induction, nous
avons pu nous affranchir de la fine discrétisation des petites ouvertures dans les calculs 3D, aussi bien pour le
calcul par PE que pour le calcul par DDM.
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Conclusion du chapitre

Un modèle de FdB spécifique aux ouvertures petites devant la longueur d’onde a été proposé. Après l’avoir
intégré au code FAC TOPO, il a été validé, notamment sur les cas canoniques qui présentaient auparavant des
difficultés. Comme nous l’avions prédit, nous avons supprimé les instabilités numériques à l’aide de FdB adaptées
à notre problème.

En contrepartie, le modèle nécessite une importante discrétisation, ce qui augmente fortement le coût de calcul.
En effet, on est obligé de conserver la finesse pour conserver l’information précise. Comme le nombre de FdB est
réduit au maximum, on ne peut plus optimiser le modèle. D’où le choix d’élaborer une technique pour s’affranchir
de cette fine discrétisation dans le calcul 3D.

Du point de vue du coût numérique, on dispose d’un modèle qui nécessite 3 FdB seulement, ce qui est peu
coûteux à l’échelle du réseau. Cependant, à l’échelle des domaines, le calcul reste coûteux, à cause d’un raffinement
nécessaire pour la précision. Cet inconvénient est très contraignant, puisque le temps de calcul des domaines
possède, de plus, le coût prépondérant de la DDM, toutes étapes confondues.

Inspirés par les résultats du Chapitre 2, nous avons envisagé de tirer profit du caractère ponctuel, à grande
distance, des sources équivalentes. Nous avons suggéré une méthode originale qui permet de s’affranchir de cette
contrainte de discrétisation des ouvertures et de leurs alentours, au prix d’un calcul préliminaire (calcul primaire),
dont le temps de calcul est largement négligeable devant le calcul 3D final (calcul secondaire). Par l’intermédiaire
du théorème d’induction, nous avons proposé, démontré, implémenté, puis validé la démarche. Ainsi, on conserve
toute la précision du modèle de petite ouverture en supprimant la contrainte de la discrétisation. Ce scénario “en
deux étapes” engendre un temps de calcul bien moins coûteux que le calcul « direct » de départ. L’implémentation
de cette technique a été effectuée au sein du code de calcul de la méthode implicite, pour un calcul avec PE
(ELSEM3D), ainsi que pour un calcul avec DDM (FACTOPO).

Des programmes d’automatisation ont été développés (non présentés ici), du fait des contraintes d’utilisation
de la méthode : chaque calcul effectué avec cette technique nécessitant les phases de calcul des sources, calcul
primaire, calcul secondaire, pondération des composantes, puis combinaison linéaire des grandeurs de sortie (pour
le PE et pour la DDM).

Pour finir, nous avons identifié, par l’intermédiaire des différentes définitions matricielles des domaines, une
méthode d’évaluation des limites des modèles introduits.
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Conclusion générale et perspectives

Les difficultés numériques rencontrées avec la DDM pour des applications CEM sont à l’origine de ces travaux.
Initialement développée pour les domaines des antennes et de la SER, la DDM ne s’appliquait pas directement à
des problématiques CEM même très simples.

Il a donc été nécessaire de reprendre en détail toutes les étapes de la DDM. Nous avons alors remarqué que de
nombreuses étapes de calcul faisaient l’objet d’une convention : choix du découpage, choix des grandeurs d’état
du réseau, choix des Fonctions Tests dans la caractérisation par MoM, choix de la caractérisation des domaines,
choix des Fonctions de Base à utiliser. . .

Après avoir mis en évidence les spécificités de la CEM, nous avons exploré plusieurs pistes. De manière mé-
thodique, nous avons cherché à éliminer les choix qui ne semblaient pas s’adapter aux problématiques de cavités.
Ceci nous a obligés à reposer, depuis le départ, tout le problème, à la fois électromagnétique et numérique.

D’une part, nous avons proposé de choisir une autre convention que celles utilisées pour des applications
d’ntennes ou SER : résoudre le réseau suivant une convention [Y] plutôt qu’en [S]. D’autre part, nous avons
cherché à construire un modèle de FdB spécifique à nos problématiques d’interfaces : les petites ouvertures. Nous
avons ainsi été amenés à considérer le cas canonique d’une ouverture dans un conducteur plan infini.

Le développement d’un modèle spécifique aux ouvertures, lorsqu’elles sont petites devant la longueur d’onde,
a été réalisé. Ce modèle permet notamment d’assurer une importante précision, même si la discrétisation nécessaire
peut conduire à plus d’une dizaine de milliers d’inconnues. En conséquence, ce modèle dipolaire est peu coûteux,
puisque seulement 3 FdB sont alors nécessaires pour la suite du calcul, qu’il soit basé sur le Principe d’Équivalence
ou la DDM. L’exploitation du modèle dipolaire, nécessaire pour le formalisme d’ouverture au sein de la DDM, a
été démontrée dans le cas d’autres méthodes numériques, à savoir pour les IE et la FDTD. En effet, l’outil de calcul
des composantes de couplage, pour une ouverture quasi-statique, permet d’évaluer les champs dipolaires, que l’on
peut réutiliser par Principe d’Équivalence.

La précision du modèle dipolaire est maîtrisée, au travers des résultats intermédiaires fournis par le code déve-
loppé, pour des ouvertures de forme canonique. La référence peut être obtenue analytiquement dans le cas d’une
géométrie elliptique. Des références pour des ouvertures de forme standard, telles que des rectangles ou des croix,
sont également disponibles, expérimentalement, dans la littérature. Néanmoins, avec la simple tendance des résul-
tats observés pour des formes circulaire ou carrée, nous pouvons évaluer, à la manière d’un abaque, la discrétisation
qu’il faut imposer pour obtenir le niveau de précision souhaitée.

Une normalisation des FdB dipolaires, quelque peu différente de celle de Harrington, a été proposée. Cette for-
mulation confère de bonnes propriétés sur le plan numérique, puisque le conditionnement engendré dans l’hyper-
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matrice du réseau est fortement amélioré. Ceci s’explique par « l’harmonisation » de la grandeur, toujours exprimée
en Siemens, des termes matriciels calculés.

La formulation DDM, appliquée au contexte CEM, a été envisagée. Nous avons justifié les conventions les
plus adaptées à nos problématiques de cavités. Pour cela, il a été nécessaire d’intervenir dans les différentes étapes
qui composent la DDM. Nous avons alors développé un solveur de graphe en [Y] puisqu’il semblait, à juste titre,
nécessaire, en plus du modèle spécifique aux ouvertures pour lever ces problèmes. Finalement, l’application de
la DDM aux problèmes de CEM a été réalisée avec succès pour des problématiques très larges bandes, pour des
exemples de boîtiers de satellites étudiés du kilohertz à plusieurs gigahertz.

Nous avons alors donné une explication et résolu les problèmes rencontrés. Les imprécisions qui étaient obser-
vées pour des problématiques basses fréquences, lorsque le couplage était très faible, sont maintenant supprimées.

Le développement d’une méthode originale pour supprimer le maillage des ouvertures, au sein des calculs 3D,
a été réalisé. Par l’intermédiaire de théorèmes généraux en électromagnétisme, nous avons tiré profit des caracté-
ristiques physiques de notre problème, correspondant à une ouverture dans un plan conducteur. Par l’intermédiaire
d’une astuce de calcul, l’évaluation de l’opérateur de couplage est toujours effectuée de manière rigoureuse. Ce-
pendant, la discrétisation fine de l’ouverture dans le calcul secondaire, résolu par une méthode de calcul 3D exacte,
est supprimée ! On s’affranchit alors d’une contrainte très pénalisante : le maillage fin de l’ouverture et de ses alen-
tours. D’une part, nous obtenons un avantage qualitatif sur le maillage global de structure, ce qui facilite l’étape
de modélisation de la structure, qui n’inclue plus celle des ouvertures. D’autre part, nous obtenons également un
avantage quantitatif sur le coût numérique, par l’intermédiaire de la diminution du nombre d’inconnues dans le
calcul 3D.

Perspectives

L’utilisation des modèles dipolaires sur des gros cas numériques, tels que des avions entiers, pour des gammes
de fréquences où la dimension des hublots reste petite devant la longueur d’onde, peut être directement effectuée.
Faute de temps, la faisabilité d’un calcul intensif n’a malheureusement pas pu être envisagée.

L’implémentation du modèle multi-ouvertures sur un même support, à l’image du problème de hublots non-
discrétisés sur un avion, est l’un des objectifs primordiaux. D’une part, les problèmes rencontrés en pratique font
généralement intervenir, non pas une seule ouverture, mais un réseau d’ouvertures. D’autre part, aucune autre
hypothèse supplémentaire aux modèles présentés n’est à effectuer pour intégrer la fonctionnalité. La difficulté
provient essentiellement de l’implémentation, avec la gestion des données au sein du calcul primaire. Mis à part le
temps qu’il faut investir pour effectuer cette amélioration, aucune autre difficulté scientifique ne semble s’ajouter
au problème mono-ouverture.

La recherche des meilleurs candidats, pour décomposer le champ dans une ouverture quasi-statique, nous a
conduit à des termes dipolaires pour la représentation du champ dans l’ouverture. Or, on peut comprendre que ces
termes ne sont en réalité que les premiers d’un développement asymptotique en série de Taylor du champ dans
l’ouverture. L’approximation dipolaire n’est valable que lorsque les dimensions de l’ouverture sont électriquement
faibles. Pour des fréquences supérieures, il faudrait poursuivre ce développement multipolaire pour tenir compte
de l’excitation des modes d’ordres supérieurs. J.G. Van Bladel a montré que les termes négligés dans le modèle
dipolaire sont basés sur les fonctions de Bessel. La généralisation des FdB dipolaires à des fréquences supérieures
correspond aux Fonctions de Base sphériques. Une continuité du travail pourrait être apportée en déterminant les
composantes multipolaires du couplage, en excitant non pas à l’aide d’Ondes Planes comme le modèle que nous
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avions proposé, mais cette fois-ci en excitant à l’aide d’Ondes Sphériques. Les coefficients de couplage ne seront
alors plus forcément constants. . .

Les Fonctions de Base singulières proposées par T. Andersson, résolvent le problème de la diffraction du
champ sur le contour de l’ouverture. En effet, si on évalue le champ diffracté dans l’ouverture par une méthode
d’éléments finis du 1erordre, la convergence numérique du champ en fonction de la discrétisation est extrêmement
lente (Chap 2). Or, cette singularité du champ près des bords de l’ouverture est connue [3]. Le champ décroit en
1/
√
d, où d est la distance entre le bord de l’ouverture et le point de calcul du champ. On peut alors penser à

construire des FdB singulières {~ξsingu
p } au sein du code d’éléments finis, avec un terme décroissant en 1/

√
d, uni-

quement sur les éléments du contour de l’ouverture. Une difficulté sera certainement causée dans l’implémentation,
puisque comme le calcul MoM avec la condition de Galerkin engendre un terme divergent, avec un terme en 1/r
lors du produit scalaire de la FdB singulière avec elle-même. On est alors contraint d’utiliser une autre convention
sur les Fonctions Tests, comme les Fonctions de Dirac par exemple. Les codes IE utilisent souvent la convention
de Galerkin, ce qui contraint à modifier les Fonctions Tests, en plus des Fonctions de Base, avant la construction
de la matrice de l’opérateur ZEFIE (�).

La question de la convention des Fonctions Tests, parallèlement à la convention pour la question de la caracté-
risation matricielle des ouvertures (S, Y, . . .), peut alors constituer une autre piste d’étude. Nous avons considéré
dans notre étude la convention Galerkin, i.e. les Fonctions Tests étaient égales aux Fonctions de Base. Dans ce
cas, on se place dans un cas particulier, qui offre notamment l’avantage que les matrices des différents domaines
sont toutes symétriques. Or, on ne tire pas parti de cette propriété, car avec l’équation du réseau, ces matrices sont
insérées dans un système hypermatriciel qui n’est pas symétrique. De ce fait, on peut choisir de proposer d’autres
fonctions tests pour la projection de l’opérateur, ce qui permet alors d’explorer un panel de possibilités beaucoup
plus important.

Pour finir, les fils traversant les ouvertures, qui sont des configurations fréquemment rencontrées en pratique,
constituent un élément déterminant sur le plan de la modélisation. Une solution pragmatique est cependant possible,
en effectuant de part et d’autre de la paroi un raccord de type port électronique, pour chacun des domaines couplés.
L’aspect qui semble important, pour modéliser la « jonction fil – ouverture », est le sur-maillage occasionné par
le champ quasi-statique à proximité de la jonction. La convention [Y] permet, là encore, de métalliser l’ouverture
avec le fil, mais c’est cette discrétisation du raccord qui doit être fine. Ici encore, il serait intéressant de proposer
un formalisme en deux étapes, dans le but de supprimer le raccord des fils dans les calculs 3D.
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Annexe A

Relations importantes en analyse
vectorielle

A.1 Rappel de quelques identités vectorielles couramment utilisées

~A � ( ~B ∧ ~C) = ~B � ( ~C ∧ ~A) (A.1)

= ~C � ( ~A ∧ ~B)

~A ∧ ( ~B ∧ ~C) = ( ~C ∧ ~B) ∧ ~A (A.2)

= ~B( ~A � ~C)− ~C( ~A � ~B)

( ~A ∧ ~B) � ( ~C ∧ ~D) = ( ~A � ~C)( ~B � ~D)− ( ~A � ~D)( ~B � ~C) (A.3)

A.2 Rappel de quelques relations différentielles couramment utilisées

div
(
ϕ ~A
)

=
(−−→
gradϕ

)
� ~A+ ϕ

(
div ~A

)
(A.4)

div
(
~A ∧ ~B

)
=

(−→
rot ~A

)
� ~B − ~A �

(−→
rot ~B

)
(A.5)

−→
rot

(
ϕ ~A
)

=
(−−→
gradϕ

)
∧ ~A+ ϕ

(−→
rot ~A

)
(A.6)

−→
rot

(−→
rot ~A

)
=

−−→
grad

(
div ~A

)
−−−→∆A (A.7)
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Annexe B

Rappel de quelques grands principes en
électromagnétisme

B.1 Théorème de réciprocité

B.1.1 Expression du théorème de réciprocité en électromagnétisme

Considérons deux états électromagnétiques (a) et (b). Chacun de ces états est caractérisé par des sources

électromagnétiques surfaciques, électriques et magnétiques, {−→J a(r′);
−→
Ka(r′)} pour l’état (a) (respectivement

{−→J b(r′);
−→
K b(r′)} pour l’état (b)) ; ces sources engendrent alors des champs électromagnétiques que l’on note

{−→E a(r);
−→
Ha(r)} (resp. {−→E b(r);

−→
H b(r)}).

Considérons l’identité vectorielle suivante (grâce à l’identité Éq. A.5) :

div
(−→
Ha ∧ −→E b

)
=
(−→
rot
−→
Ha
)
�
−→
E b −−→Ha �

(−→
rot
−→
E b
)

(B.1)

dans laquelle on remplace les termes en rotationnel par les relations issues des équations de Maxwell en régime
harmonique :

+
−→
rot
−→
Ha = ı̇ω

−→
Da +

−→
J a (B.2)

−−→rot−→E b = ı̇ω
−→
B b +

−→
K b (B.3)

avec bien entendu les relations constitutives du milieu, à savoir :

−→
Da = ¯̄ε

−→
E a (B.4)

−→
B b = ¯̄µ

−→
H b (B.5)
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On en déduit tout simplement que :

div
(−→
Ha ∧ −→E b

)
= ı̇ω

[(
¯̄ε
−→
E a
)
�
−→
E b
]
+
−→
J a �

−→
E b

+ı̇ω
[−→
Ha �

(
¯̄µ
−→
H b
)]

+
−→
Ha �

−→
K b (B.6)

La première hypothèse que nous ferons est que le milieu est Linéaire et Isotrope (= L.I.). Les tenseurs ¯̄ε(r)
et ¯̄µ(r) se résumant à de simples scalaires ε(r) et µ(r), on remarque alors que si l’on évalue la différence entre la

divergence de
−→
Ha ∧ −→E b et celle de son dual

−→
H b ∧ −→E a (= −−→E a ∧ −→H b), l’expression se simplifie en :

div
(−→
Ha ∧ −→E b +

−→
E a ∧ −→H b

)
=

−→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b

−−→E a �
−→
J b −−→Ka �

−→
H b (B.7)

puisque, les permittivités ¯̄ε et perméabilités ¯̄µ du milieu L.I. se résumant à des scalaires, les termes ı̇ωε
(−→
E a �

−→
E b
)

et ı̇ωµ
(−→
Ha �

−→
H b
)

se simplifient, du fait que :

−→
E a �

(
ε
−→
E b
)

=
(
ε
−→
E a
)
�
−→
E b (B.8)

−→
Ha �

(
µ
−→
H b
)

=
(
µ
−→
Ha
)
�
−→
H b (B.9)

Cette remarque est importante car pour un milieu ne possédant pas ces deux propriétés (Linéaire + Isotrope),
l’égalité entre ces termes n’est généralement pas vérifiée :

−→
E a �

(
¯̄ε
−→
E b
)
6=

(
¯̄ε
−→
E a
)
�
−→
E b en général (B.10)

−→
Ha �

(
¯̄µ
−→
H b
)
6=

(
¯̄µ
−→
Ha
)
�
−→
H b en général (B.11)

Appliquons le théorème d’Ostrogradski sur le terme de gauche après intégration de la relation B.7 :

∫
⊂⊃
∫

∂Vréci

[−→
Ha ∧ −→E b +

−→
E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS=

∫∫∫

Vréci

−→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b −−→E a �

−→
J b −−→Ka �

−→
H b dV (B.12)

Cette équation traduit le théorème de réciprocité dans le cas général des milieux LI.

Nous allons dans un premier temps évaluer le terme de gauche (l’intégrale surfacique) en appliquant la condi-
tion de rayonnement à l’infini. Dans un deuxième temps on évaluera le terme de droite (l’intégrale volumique des
sources).

B.1.2 Terme de gauche / Intégrale surfacique / Utilisation de la condition de Sommerfeld

Pour le premier terme de l’Éq. B.12 (flux du vecteur de Poynting), nous pouvons établir la condition de rayon-
nement lorsque l’on considère une surface sphérique dont le rayon tend vers l’infini (voir Fig. B.1, à droite) :
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FIGURE B.1 – Parcours d’intégration fermé ∂V1, ∂V2 et ∂V3, à l’intérieur desquels l’ensemble des sources du
problème sont prises en compte.

−→
H b R→∞−→ n̂ext ∧

−→
E b

ζ
(B.13a)

∫
⊂⊃
∫

∂V3:R

[−→
E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS

R→∞−→
∫
⊂⊃
∫

∂V3:R

[−→
E a �

−→
E b

ζ

]
dS = Φ3 (B.13b)

Or, si l’on effectue le même scénario avec le deuxième terme, on se rend compte que l’intégrale tend vers la
même limite que le premier terme :

−→
Ha R→∞−→ n̂ext ∧

−→
E a

ζ
(B.14a)

∫
⊂⊃
∫

∂V3:R

[−→
E b ∧ −→Ha

]
� n̂ext dS

R→∞−→
∫
⊂⊃
∫

∂V3:R

[−→
E b �

−→
E a

ζ

]
dS = Φ3 (B.14b)

L’intégrale surfacique sur la sphère des termes
−→
Ha ∧ −→E b et

−→
E a ∧ −→H b se compensent donc asymptotiquement

lorsque le rayon tend vers l’infini :

∫
⊂⊃
∫

∂V3:R→∞

[−→
Ha ∧ −→E b −−→E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS = Φ3 − Φ3 = 0 (B.15)

B.1.3 Terme de droite / Intégrale volumique sur les sources / Intégration des sources sur
le contour

Considérons la relation de réciprocité (é́q. B.12) ; étant données des sources
−→
J χ et

−→
Kχ données pour une

certaine configuration χ, nous voyons que l’intégrale volumique du terme de droite reste identique quel que soit
le volume Vi (cf. FigB.1) si ce volume englobe toutes les sources

−→
J χ et

−→
Kχ. Nous noterons Wi la valeur de ces
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intégrales. Ainsi, nous pouvons alors remarquer que :
∫∫∫

V1

−→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b −−→E a �

−→
J b −−→Ka �

−→
H b dV = W1

=

∫∫∫

V2:R=R0

−→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b −−→E a �

−→
J b −−→Ka �

−→
H b dV = W2

=

∫∫∫

V3:R→∞

−→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b −−→E a �

−→
J b −−→Ka �

−→
H b dV = W3 (B.16a)

B.1.4 Identification des deux intégrales

La réciprocité se traduit par Φi = Wi pour tout domaine Vi incluant toutes les sources, ou bien aucune des
sources. Or, nous avons montré que quel que soit le contour du domaine, si l’on ne change pas la configuration des
sources, on obtient :

W1 = W2 = W3 = (Wi)∀{Vi} (B.17)

En identifiant les deux relations précédentes, on en conclut la relation suivante :

Φ1 = Φ2 = Φ3 = (Φi)∀{∂Vi} (B.18)

N’étant pourtant pas très intuitive au départ, la relation montre que le flux est conservé quel que soit le contour
surfacique considéré !

Ainsi :
∫
⊂⊃
∫

∂V∈

[−→
J a �

−→
E b −−→E a �

−→
J b
]

dS = 0 ∀V∈ incluant toutes les sources (B.19a)

∫
⊂⊃
∫

∂V/∈

[−→
J a �

−→
E b −−→E a �

−→
J b
]

dS = 0 ∀V/∈ dépourvu de source (B.19b)

En conclusion, quel que soit le domaine Vréci avec ou sans sources, pour (a) et (b) :

∫
⊂⊃
∫

∂Vréci

[ −→
Ha ∧ −→E b

− −→
H b ∧ −→E a

]
� n̂ext dS =

∫∫∫

Vréci

( −→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b

− −→
J b �
−→
E a − −→

H b �
−→
Ka

)
dV (B.20)

De plus, si on définit un domaine VB tel qu’aucune source ne soit présente dans le cas (b), soit ∀~rB ∈ VB on a−→
J b = ~0 et

−→
K b = ~0, l’expression se résume à :

∫
⊂⊃
∫

∂VB

[−→
Ha ∧ −→E b +

−→
E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS =

∫∫∫

VB

(−→
J a �

−→
E b −−→Ka �

−→
H b
)

dV (B.21)
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B.1.5 Concept de “réaction” – Opérateur impédance

Le concept de “réaction” fut alors introduit par Rumsey [209], avec la définition suivante :

R a , b
déf.
=

∫∫∫

Va

−→
J a �

−→
E b −−→Ka �

−→
H b dV (B.22)

Ce terme est la « réaction de a sur b », en notant que cette réaction R a , b s’exprime en ⌈W ⌋ et correspond donc
à une puissance.

L’expression de réciprocité Éq. B.12 s’écrit alors de la manière suivante avec la définition Éq. B.22 :

∫
⊂⊃
∫

∂V

[−→
Ha ∧ −→E b −−→E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS = R a , b −R b , a (B.23)

FIGURE B.2 – Parcours d’intégration fermé ∂V∅1, ∂V∅2 et ∂V∅3, à l’intérieur desquels aucune source n’est présente.

Finalement, en faisant tendre la surface ∂VA vers la surface du système SA et ∂VB vers celle de SB , on voit
que l’intégrale volumique reste nulle (car aucune source), ce qui conduit à affirmer :

R b , a = R a , b (B.24)

Ceci conduit à introduire la notion d’opérateur de couplage R b , a (�), agissant de « la “cause” a vers “l’effet”
b », c.à.d. la mutuelle impédance R b , a , à partir de l’intégrale surfacique projetée sur la normale dirigée vers b :
on pointe donc toujours dans le sens de « la “cause” vers “l’effet” ».
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B.1.6 Cas particulier des structures électriquement petites – Théorie des circuits

Grandeurs électromagnétiques et grandeurs électriques Pour établir une relation entre les grandeurs électro-
magnétiques (

−→
E et

−→
H ) et les grandeurs électriques (V et I), nous allons considérer le cas d’un câble coaxial, où

l’on notera le rayon interne A et le rayon extene B. Dans ce cas précis, nous pouvons poursuivre l’expression de
l’intégrale surfacique du théorème de réciprocité :

∫∫

S

[−→
E 1 ∧

−→
H 2

]
� n̂ dS =

∫∫

S

[Er]1 × [Hφ]2 dS (B.25a)

=

∫ 2π

0

∫ B

A

[Er]1(R)× [Hφ]2(R) R dR dφ

=

∫ B

A

V1
R log(B/A)

× I2
2πR

× 2πR dR

=
V1 × I2
log(B/A)

[
logR

]R=B

R=A
(B.25b)

ce qui donne au final tout simplement :
∫∫

S

[−→
E 1 ∧

−→
H 2

]
� n̂ dS = V1 × I2 (B.26)

Généralisation à un système multi-ports. [174]

nports∑

p=1

[V ′kI
′′
k − I ′kV ′′k ] = 0 (B.27)
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B.2 Conséquences démontrées par le théorème de réciprocité

Considérons un volume V constitué par d’éventuels milieux diélectriques VDiel et magnétiques VMagn, ainsi
que par un milieu conducteur VCond. On supposera que les caractéristiques constitutives de tous ces milieux sont
Linéaires et Isotropes (LI).

Définissons l’état (a) tel que les uniques sources du problème sont des courants électriques surfaciques
−→
J a(r′)

sur des conducteurs (r′ ∈ VCond). Ces sources
−→
J a(r′) créent dans l’espace environnant un champ électromagné-

tique
−→
E a(r) et

−→
Ha(r) ; on notera P (r) ce point d’observation.

Prenons pour le volume de réciprocité Vréci le milieu conducteur VCond. La frontière sur laquelle on appliquera
la réciprocité sera donc la peau du conducteur, que l’on notera ∂Vréci.

Évaluation de l’expression pour une composante magnétique

Définissons l’état (b) tel que une source de courant magnétique Kb placée au point P (r) rayonne sur la

frontière de réciprocité ∂Vréci des champs
−→
E b(r′) et

−→
H b(r′).

Si le courant
−→
J a(r′) rayonne effectivement un champ {−→E a(r);

−→
Ha(r)} au point P (r), alors les courants et

champs doivent vérifier la relation de réciprocité Éq. B.21. Or, la seule source du problème (b) qui appartient au

volume de réciprocité Vréci est le courant magnétique
−→
K b ; la relation se simplifie alors :

∫
⊂⊃
∫

∂Vréci

[−→
Ha ∧ −→E b +

−→
E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS =

∫∫∫

Vréci

(−→
J a �

−→
E b +

−→
Ha �

−→
K b
)

dV (B.28)

Or, le champ
−→
E b est nul dans le métal VCond, ce qui signifie que le terme

−→
J a �

−→
E b s’annule à droite :

∫
⊂⊃
∫

∂Vréci

(−→
Ha �

[−→
E b ∧ n̂ext

]
+
[
n̂ext ∧

−→
E a
]
�
−→
H b
)

dS =

∫∫∫

Vréci

(−→
Ha �

−→
K b
)

dV (B.29)

La composante tangentielle de
−→
E est également nulle à la frontière du métal ; on en déduit donc que les termes

[n̂ext ∧
−→
E a](r′) et [

−→
E b ∧ n̂ext](r

′) s’annulent, ce qui signifie que l’équation se réduit tout simplement à :

0 =

∫∫∫

Vréci

(−→
Ha �

−→
K b
)

dV (B.30)

=
−→
Ha(r) �

−→
K b(r) (B.31)

Comme nous avons considéré un cas avec
−→
K b(r) 6= ~0, on a nécessairement :

−→
Ha(r) = ~0 (B.32)
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Évaluation de l’expression pour une composante électrique

Définissons cette fois-ci l’état (b) tel que une source de courant électrique Jb placée au point P (r) rayonne

sur la frontière de réciprocité ∂Vréci des champs
−→
E b(r′) et

−→
H b(r′).

La seule source du problème (b) qui appartient au volume de réciprocité Vréci est cette fois-ci le courant élec-
trique

−→
J b ; la relation se simplifie en :
∫
⊂⊃
∫

∂Vréci

[−→
Ha ∧ −→E b +

−→
E a ∧ −→H b

]
� n̂ext dS =

∫∫∫

Vréci

(−→
J a �

−→
E b +

−→
E a �

−→
J b
)

dV (B.33)

Le champ
−→
E b étant nul dans le métal VCond, le terme

−→
J a �

−→
E b s’annule à droite :

∫
⊂⊃
∫

∂Vréci

(−→
Ha �

[−→
E b ∧ n̂ext

]
+
[
n̂ext ∧

−→
E a
]
�
−→
H b
)

dS =

∫∫∫

Vréci

(−→
E a �

−→
J b
)

dV (B.34)

Avec l’annulation des termes [n̂ext ∧
−→
E a](r′) et [

−→
E b ∧ n̂ext](r

′) dues à la composante tangentielle de
−→
E nulle

à la frontière du métal, l’équation se réduit une nouvelle fois à :

0 =

∫∫∫

Vréci

(−→
Ha �

−→
K b
)

dV (B.35)

=
−→
E a(r) �

−→
J b(r) (B.36)

Comme nous avons considéré cette fois-ci un cas avec
−→
J b(r) 6= ~0, nous avons ici :

−→
E a(r) = ~0 (B.37)

Conclusion sur les relations démontrées

Nous voyons donc que des courants électriques
−→
J sur un objet conducteur ne produise aucun rayonnement dans

l’espace environnant, puisque les champs {−→E a;
−→
Ha} considéré dans la problématique (a) sont nécessairement

nuls, à cause de la relation de réciprocité, qui rappelons-le traduit le principe de conservation de l’énergie en
électromagnétisme.
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B.3 Théorème d’induction

Considérons le problème où l’on place dans le vide (ε(r) = ε0, µ(r) = µ0, σ(r) = 0) un objet quelconque
comportant des éléments métalliques et éventuellement diélectriques [104] :

∀r′ ∈ Vobjet, ε(r′) = εobjet (B.38)

µ(r′) = µobjet (B.39)

σ(r′) = σobjet (B.40)

L’inconnue que l’on recherche est le champ
−→
ψ t (
−→
E ou

−→
H ) en tout point de l’espace. La théorie de l’induction,

ou encore théorie de la diffraction, consiste à choisir un premier champ
−→
ψ p, appelé « champ primaire », dans

un problème où l’on supprime de manière arbitraire une partie des objets diffractants. Il faut alors déterminer un
champ secondaire

−→
ψ s(p) « associé au problème primaire ». La somme de ces deux champs doit alors correspondre

au champ total
−→
ψ t de départ : −→

ψ t =
−→
ψ p +

−→
ψ s (B.41)

Remarque importante entre Induction et Superposition. On insistera sur le fait que l’on ne fait en aucun
cas de la superposition, puisque la structure du problème primaire est différente de la structure de départ. En
conséquence, le terme source qui excitera le problème secondaire sera d’ailleurs différent du simple complément
de la partie primaire !

On parlera de Diffractions POSITIVES lorsque la Structure de RÉFÉRENCE est obtenue par un ajout de la
Structure COMPLÉMENTAIRE à la Structure CONVENTIONNELLE.

On parlera de Diffractions NÉGATIVES lorsque la Structure de RÉFÉRENCE est obtenue par un retranchement
de la Structure COMPLÉMENTAIRE à la Structure CONVENTIONNELLE.
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B.3.1 Diffractions “positives”

On considère ici que le champ secondaire a une influence constructive sur le champ primaire. Nous avons
dans ce cas : ∣∣∣

∣∣∣
−→
ψ t
∣∣∣
∣∣∣ ∼

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ p
∣∣∣
∣∣∣+
∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ s
∣∣∣
∣∣∣ (B.42)

Ceci correspond aux problématiques de rétro-diffusion d’un objet par exemple (sphères métalliques, sphères di-
électriques, réflecteurs, . . .), où l’on va s’intéresser au champ extérieur à cet objet. On préfèrera dans ce cas la
dénomination « incident » (

−→
ψ i) pour le champ primaire et « diffracté » (

−→
ψ d) pour le champ secondaire. Le pro-

blème que l’on décompose s’exprime par un premier problème, le problème “primaire”, où une partie du support

est supprimée, comme l’illustre la figure B.3. On a généralement
∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ d
∣∣∣
∣∣∣≪

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ i
∣∣∣
∣∣∣ dès que la distance d’observa-

= +

FIGURE B.3 – Résolution d’un problème complet par la solution d’un problème primaire, à laquelle on ajoute
la solution du problème secondaire associé. La configuration secondaire complète la configuration primaire « en
ajoutant » un diffractant ; d’où le nom proposé de diffraction « positive ».

tion augmente (typiquement dObs ≪ D2
objet/λ), d’où :

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ t
∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ i
∣∣∣
∣∣∣
∼ 1 (B.43)

On construit alors le problème secondaire tel que sur tout l’espace on ait :

−→
ψ d =

−→
ψ t −−→ψ i (B.44)

avec
−→
ψ d qui dépend de

−→
ψ i où la somme

−→
ψ i +

−→
ψ d satisfait aux conditions aux limites du problème de départ.

Le champ primaire est généralement pris pour être sous la forme la plus simple possible, analytique générale-
ment du fait de l’espace libre (ondes planes, ondes sphériques, . . .). Dans le cas simple de l’onde plane, on aura
classiquement

−→
E p =

−→
E 0eı̇[ωt−ı̇~k�~r].

CAL du problème primaire. Le problème primaire dans le cas d’une diffraction correspond au champ incident
(Figure B.4). Si l’on prend par exemple le cas particulier des conducteurs parfaits, les CAL que l’on doit appliquer
sont les suivantes :

n̂ ∧ −→E p = ~0 sur Sémetteur (B.45)

n̂ ∧ −→E p = n̂ ∧ −→E i sur Sdiffract (B.46)
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Pb primaire = Espace Libre−→

FIGURE B.4 – Problème électromagnétique d’un diffractant métallique placé en espace libre (à gauche). Problème
primaire le plus naturel liée au diffractant en espace libre : l’espace libre sans objet (à droite).

CAL du problème réel. Pour des conducteurs parfaits toujours, les CAL que l’on doit appliquer sont :

n̂ ∧ −→E t = ~0 sur Sémetteur (B.47)

n̂ ∧ −→E t = ~0 sur Sdiffract (B.48)

CAL du problème secondaire. On construit le champ secondaire tel que la somme des problèmes primaire et
secondaire satisfasse au problème réel. Ici, nous avons donc :

n̂ ∧ −→E s = n̂ ∧ −→E t − n̂ ∧ −→E p (B.49)

d’où :

n̂ ∧ −→E s = ~0 sur Sémetteur (B.50)

n̂ ∧ −→E s = −n̂ ∧ −→E i sur Sdiffract (B.51)

On peut alors remarquer que le champ
−→
E s est une source à circulation non conservative, puisque c’est un champ

électromoteur, par opposition au champ électrique total qui lui dérive d’un potentiel.
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B.3.2 Diffractions “négatives”

On considère ici que le champ secondaire a une influence destructive sur le champ primaire, par opposition au
cas précédent. Nous avons cette fois-ci :

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ t
∣∣∣
∣∣∣ ∼

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ p
∣∣∣
∣∣∣−
∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ s
∣∣∣
∣∣∣ (B.52)

Ceci correspond aux problématiques de « blindage », où l’on va par exemple s’intéresser au champ extérieur à
l’intérieur de l’enceinte faisant office de cage de Faraday. On prendra la dénomination de « champ de court-circuit »
(
−→
ψ cc) pour le champ primaire et « champ diffracté » (

−→
ψ d) pour le champ secondaire, mais au sens d’une diffraction

« négative », puisque la contribution se retranche au problème primaire, par analogie aux « négatifs » optiques.

Contrairement au cas précédent, on choisit ici de considérer un problème primaire où un support fictif est ajouté

(cf. Figure B.6). On a là encore
∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ d
∣∣∣
∣∣∣ ≪

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ cc
∣∣∣
∣∣∣ dès que la distance d’observation vaut quelques longueurs

=

? +

FIGURE B.5 – Résolution d’un problème complet par la solution d’un problème primaire, à laquelle on ajoute
la solution du problème secondaire associé. La configuration secondaire proposée ne permet pas d’obtenir une
solution finale telle que la somme redonne la solution complète. Cela justifie de nouveau l’importance du problème
secondaire qui est construit pour assurer une somme rigoureusement identique du problème complet.

= +

FIGURE B.6 – Résolution d’un problème complet par la solution d’un problème primaire, à laquelle on ajoute
la solution du problème secondaire associé. La configuration secondaire complète la configuration primaire « en
retirant » un diffractant ; d’où le nom proposé de diffraction « négative ».

caractéristiques de l’ouverture. Il en découle que :
∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ t
∣∣∣
∣∣∣

∣∣∣
∣∣∣
−→
ψ cc
∣∣∣
∣∣∣
≪ 1 (B.53)

Comme précédemment, on construit alors le problème secondaire tel que sur tout l’espace on ait :

−→
ψ d =

−→
ψ t −−→ψ cc (B.54)

182 B.3. THÉORÈME D’INDUCTION



ANNEXE B. RAPPEL DE QUELQUES GRANDS PRINCIPES EN ÉLECTROMAGNÉTISME

avec
−→
ψ d qui dépend de

−→
ψ cc tel que la somme

−→
ψ cc +

−→
ψ d satisfasse aux conditions aux limites du problème de

départ. Le champ primaire n’est ici pas forcément analytique (hormis le cas du conducteur plan infini), mais reste
une nouvelle fois la configuration la plus “naturelle” par le prolongement des parties conductrices. Les CAL que
l’on devra appliquer au problème seront en tout cas

−→
E cc = ~0 sur SCourt-Circuit = Sblindage ∪ Souverture.

Pb primaire = Court-circuit−→

FIGURE B.7 – Problème électromagnétique d’un plan métallique possédant une ouverture (à gauche). Problème
primaire le plus naturel liée au plan métallique avec ouverture : le plan métallique sans ouverture (à droite).

Pb primaire = Court-circuit−→

FIGURE B.8 – Problème électromagnétique d’un diffractant magnétique (PMC, par dualité) placé en espace libre
(à gauche). Problème primaire le plus naturel liée au PMC en espace libre : l’espace libre sans objet (à droite).

CAL du problème primaire. Dans le cas de conducteurs parfaits, les CAL que l’on doit appliquer sont les
suivantes (voir Figure B.7) :

n̂ ∧ −→E p = ~0 sur Sémetteur (B.55)

n̂ ∧ −→E p = ~0 sur Sblindage (B.56)

n̂ ∧ −→E p = ~0 sur Souverture (B.57)
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CAL du problème réel. Les CAL à appliquer sont :

n̂ ∧ −→E t = ~0 sur Sémetteur (B.58)

n̂ ∧ −→E t = ~0 sur Sblindage (B.59)

n̂ ∧ −→E t = −−→K eq sur Souverture (B.60)

CAL du problème secondaire.
n̂ ∧ −→E s = n̂ ∧ −→E t − n̂ ∧ −→E p (B.61)

d’où :

n̂ ∧ −→E s = ~0 sur Sémetteur (B.62)

n̂ ∧ −→E s = ~0 sur Sblindage (B.63)

n̂ ∧ −→E s = −−→K eq sur Souverture (B.64)
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B.3.3 Synthèse sur les diffractions

La théorie de la diffraction, bien qu’étant majoritairement utilisée dans le cas de l’évaluation des champs
rétrodiffusés par des objets, sera utilisée sous la forme de « diffraction négative » pour les problèmes possédant
des ouvertures et en particulier dans cette thèse.

Type de diffraction Positive Négative

Structure de RÉFÉRENCE

Structure CONVENTIONNELLE

+
Structure COMPLÉMENTAIRE

Structure CONVENTIONNELLE

–
Structure COMPLÉMENTAIRE

Type de problématique pouvant
être naturellement résolue par ce
type de diffraction

Objet en Espace Libre Structure conductrice possédant des
ouvertures

Champ PRIMAIRE Champ INCIDENT Champ de COURT-CIRCUIT

Champ SECONDAIRE Diffraction POSITIVE Diffraction NÉGATIVE

Opérateur de diffraction Opérateur IMPÉDANCE Opérateur ADMITTANCE

Influence du champ secondaire
(relativement au champ pri-
maire) évitant les dégradations
numériques

Constructive Destructive

TABLE B.1 – Tableau de synthèse sur les diffractions en fonction de la structure considérée.
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Formalisme intégral

C.1 Représentation fonctionnelle intégrale

Rappelons tout d’abord l’expression des équations de Maxwell en rotationnel (respectivement Éq. de Maxwell-
Ampère et Éq. de Maxwell-Faraday) :

+
−→
rot
−→
H = ı̇ω

−→
D +

−→
J (C.1a)

−−→rot−→E = ı̇ω
−→
B (C.1b)

auxquelles il faut ajouter les relations constitutives du milieu, c’est à dire sa permittivité diélectrique ε(r), sa
perméabilité magnétique µ(r) et sa conductivité électrique σ(r) :

−→
D = ε

−→
E (C.2a)

−→
B = µ

−→
H (C.2b)

−→
J = σ

−→
E (C.2c)

et bien évidemment la loi de conservation de la charge :

div
−→
J = −∂t̺ (C.3)

dont on déduit immédiatement les équations en divergence (respectivement Éq. de Maxwell-Gauss et Éq. de
Maxwell-Thomson) :

div
−→
D = ̺ (C.4a)

div
−→
B = 0 (C.4b)

On notera que l’on peut, de manière équivalente, considérer que ce sont les équations C.2 qui sont une consé-
quence de C.4.
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Pour la première équation C.1a, en appliquant l’opérateur rotationnel et en utilisant la relation duale C.1b, on
en déduit :

+
−→
rot

[−→
rot
−→
H

]

︷ ︸︸ ︷−−→
grad

[
div
−→
H
]
−−−→∆H = +

−→
rot
−→
J + ı̇ωε

[
−−→K − ı̇ωµ−→H

]
(C.5)

d’où :

− 1

ı̇ωµ

−−→
grad div

−→
J −−→rot−→J + ı̇ωε

−→
K

︸ ︷︷ ︸
−→
S H
−→
J

= k2
−→
H +

−−→
∆H (C.6)

où l’on pourra poser
−→S H comme le terme source intégral magnétique. En appliquant l’identité de Green [33], on

trouve :

−→
H (~r) =

−→S H

[−→
J ⋆

←→G
]
(~r) =

−→S H

{ ∫∫∫

Vsrc

−→
J (~r ′) · e−i

−→
k �(~r−~r ′)

4π ||~r − ~r ′|| dr̃ ′

}
(C.7)

où
←→G est la fonction dyadique de Green.

Pour la deuxième équation C.1b (et en utilisant l’autre relation C.1a) on en déduit de manière analogue :

−
−→
rot

[−→
rot
−→
E

]

︷ ︸︸ ︷−−→
grad

[
div
−→
E
]
−−−→∆E = −−→rot−→K − ı̇ωµ

[
+
−→
J + ı̇ωε

−→
E
]

(C.8)

d’où :

− 1

ı̇ωε

−−→
grad div

−→
K +

−→
rot
−→
K + ı̇ωµ

−→
J

︸ ︷︷ ︸
−→
S E

= k2
−→
E +

−−→
∆E (C.9)

où, là encore, on pourra poser
−→S E comme le terme source intégral électrique. En appliquant là encore l’identité

de Green, on trouve :

−→
E (~r) =

−→S E

[−→
J ⋆

←→G
]
(~r) =

−→S E

{ ∫∫∫

Vsrc

−→
J (~r ′) · e−i

−→
k �(~r−~r ′)

4π ||~r − ~r ′|| dr̃ ′

}
(C.10)
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C.2 Relations duales

On peut exprimer les champs
−→
E et

−→
H en fonction du potentiel vecteur électrique

−→
A :

+
−→
H =

1

µ

[−→
rot
−→
A
]

(C.11)

−−→E =
−−→
gradV + ı̇ω

−→
A (C.12)

−→
A =

∫∫∫

Ssrc

µ
−→
J · G̃ dr′ (C.13)

V
Jauge Lorentz

=
−1
ı̇ωµε

div
−→
A =

∫∫∫

Ssrc

̺

ε
· G̃ dr′ (C.14)

−−→E Jauge Lorentz
=

−1
ı̇ωµε

[−−→
grad div

−→
A + k2

−→
A
]

(C.15)

On peut définir de la même façon le potentiel vecteur magnétique
−→Am :

−−→E =
1

ε

[−→
rot
−→Am

]
(C.16)

+
−→
H =

−−→
gradVm + ı̇ω

−→Am (C.17)

−→Am =

∫∫∫

Ssrc

ε
−→
K · G̃ dr′ (C.18)

Vm
Jauge Lorentz

=
−1
ı̇ωµε

div
−→Am =

∫∫∫

Ssrc

τ

µ
· G̃ dr′ (C.19)

+
−→
H

Jauge Lorentz
=

−1
ı̇ωµε

[−−→
grad div

−→Am + k2
−→Am

]
(C.20)
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Annexe D

Compléments d’information sur la DDM

D.1 Quelques définitions dans la DDM

– CODE de sélection :
argument que l’on affecte à une structure géométrique, dans le but de pouvoir l’identifier par la suite, notam-
ment lors de la définition de ses caractéristiques électriques.

– maillage NEUTRE :
maillage de l’interface, sans aucune autre association. Son repère peut être quelconque, puisqu’il n’est utile
que pour calculer les FdB propres à l’interface. Ce maillage n’a donc pas la nécessité d’être orienté.

– maillage TRACE :
maillage de l’interface, associé au repère de la structure, c’est à dire au repère du domaine concerné. Ce
maillage a donc la nécessité d’être orienté suivant la convention fixée (nous avons par exemple choisi de
toujours orienter les normales vers l’intérieur du domaine).

– phase d’ IMPORTATION :
étape de prétraitement du calcul 3D d’un domaine, où l’on fait le lien entre les FdB de l’interface et les FdB
du domaine. Mis à part l’ordre les FdB du domaine dicté par la numérotation dans le graphe, cette phase
peut consister à interpoler les FdB de l’interface sur le maillage du domaine, si ces deux maillages (neutre
et trace) ne coïncident pas. Dans le cas où ces maillages coïncident, les inconnues doivent néanmoins être
mises en correspondance puisque le maillage trace ne représente qu’un sous-ensemble du maillage total du
domaine.
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D.2 Évaluation analytique de la fonction de couplage totale d’un réseau

Évaluation au premier ordre d’un couplage par cavités. Dans le cas de problématiques à couplage « directif »
dans le graphe, i.e. la perturbation a tendance à se propager du domaine où est présente une source vers un domaine
exempt de sources, on peut montrer qu’au prix de quelques approximations très peu restrictives, la fonction de
transfert d’un enchaînement de cavités s’écrit :

(TV )
totale ≈

Ndom∏

d=1

(
−
[
Y d
]
e,s

[Y d]s,s

)
(D.1)

Par exemple, pour une configuration des trois cavites C1, C2 et C3 du problème des caissons, le couplage final
correspond à :

Vcharge

Vgéné
≈ (−1)3 ×

([
Y C1

]
a,b

[Y C1 ]b,b

)
×
([

Y C2

]
b,c

[Y C2 ]c,c

)
×
([

Y C3

]
c,d

[Y C3 ]d,d

)
(D.2)

où a, b et c représentent respectivement les interfaces entre les domaines Pgene, C1, C2, C3 et Pcharge.

beginfigurecenteringincludegraphics[height = 0.40textheight]DossImagimgSolveursAnalyticEstim/SolveurPgC1C2

L’avantage de cette formulation est que le réseau fait intervenir un seul terme à chaque fois ! Ainsi, on peut
vérifier directement si le couplage auquel on pense est effectivement le terme prépondérant, car dans ce cas la valeur
finale (obtenue par inversion du graphe complet) est proche de la valeur estimée par le rapport précédemment cité.
Dans le cas d’une prédicion aussi fidèle que la Figure D.1, on peut estimer que le couplage est parfaitement
maîtrisé, sans ambiguïté.

Il faut néanmoins garder à l’esprit que la totalité du couplage est, d’une manière générale, la résultante de plu-
sieurs couplages mutuels. Ainsi, comme le montre la Fig. D.2, l’estimation peut être satisfaisante pour la tendance
(résonances aux bons endroits), mais avec des courbes sensiblement différentes : le couplage ne s’explique alors
pas suivant un seul terme propre de couplage (soit un scalaire), mais bien une matrice de couplage incluant termes
propres et/ou mutuels.

Par ailleurs, les termes propres Y Ci

β,β pourraient presque être évalués analytiquement, comme on peut remarquer
qu’ils sont généralement simples à exprimer (en 1/ı̇ωµ). Nous avons en effet remarqué qu’ils étaient extrêmement
peu influencés par les résonances de la cavité, du fait essentiel que Souv ≪ Sdomaine.
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FIGURE D.1 – Estimation semi-analytique du couplage total dans le réseau, avec référence (résolution complète
du graphe) et prédiction analytique (résolution du terme prépondérant du graphe), pour le cas test Box12.

FIGURE D.2 – Estimation semi-analytique du couplage total dans le réseau, avec référence et prédiction analytique,
pour le cas test Box13.
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D.3 Gain numérique de la DDM en fonction du découpage

D.3.1 Gain en temps apporté par un découpage en 2 domaines

Choisissons d’évaluer le gain en temps de calcul (Tcalc)
DDM/(Tcalc)

direct de la Méthode par Décomposition de
Domaines. Sur un domaine possédant Ntot inconnues, on choisit de découper en N1 (= x · Ntot) et N2 (=
[1− x] ·Ntot) inconnues, avec un “surplus” d’inconnues ∆N12 (= δ ·Ntot) engendré par le découpage.

On peut alors facilement calculer le gain de la DDM vis-à-vis de la méthode directe :

(Tcalc)
DDM

(Tcalc)direct
=

K IE
tps · [N1 +∆N12]

3 +K IE
tps · [N2 +∆N12]

3

K IE
tps · [N1 +N2]

3 (D.3)

=

[
3

(
x− 1

2

)2

+
1

4

]
+ 6δ

[(
x− 1

2

)2

+
1

4

]
+ 4δ2 + δ3 (D.4)

Nous voyons immédiatement et de manière assez intuitive, que le gain maximum de la méthode est atteint pour
x = 1/2, ce qui signifie que la méthode est d’autant plus rentable que l’on répartit bien les calculs au niveau des
inconnues : il est donc intéressant d’effectuer un découpage “homogène” des inconnues.

D.3.2 Gain en temps apporté par un découpage en un nombre quelconque de domaines

Nous savons que le temps de calcul associé à une méthode est un élément très important des simulations.
Évaluons donc l’influence d’un découpage homogène en fonction de la méthode utilisée.

Dans les schémas explicites (FDTD par exemple), le temps de calcul (Tcalc)
FDTD dépend du nombre d’inconnues

Ninc de manière linéaire :
(Tcalc)

FDTD ∝ Ninc (D.5)

On voit dans ce cas qu’il n’est pas intéressant d’envisager un découpage dans l’optique de diminuer le coût numé-
rique total, puisque le temps de calcul pour D domaines est, en supposant qu’il n’y ait pas d’inconnues supplé-
mentaires liées au découpage :

D × (Tcalc)
FDTD(Ninc/D) = (Tcalc)

FDTD(Ninc) (D.6)
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Cela signifie que l’on ne gagne rien, sur le plan du temps de calcul, à découper un problème électromagnétique
pour une formulation explicite.

Si l’on refait l’estimation pour une formulation implicite (IE par exemple), le temps de calcul ne dépend plus
du nombre d’inconnues de manière linéaire. Par exemple, pour un solveur LU, on a :

(Tcalc)
IE,LU ∝ Ninc

3 (D.7)

En supposant toujours qu’il n’y ait pas d’inconnues supplémentaires liées au découpage :

D × (Tcalc)
IE,LU(Ninc/D) = D × 1

D3
× (Tcalc)

IE,LU(Ninc) =
1

D2
× (Tcalc)

IE,LU(Ninc) (D.8)

D’une façon générale, pour une méthode avec un temps de calcul en (Tcalc)
méth ∝ Ninc

α :

D × (Tcalc)
IE,LU(Ninc/D) =

1

Dα−1
× (Tcalc)

IE,LU(Ninc) (D.9)

Remarque : Pour une méthode IE résolue avec un solveur FMM, le gain sur le temps de calcul ne s’évalue pas
du fait de la non-linéarité de la fonction coût :

(Tcalc)
IE,FMM ∝ Ninc

2 lnNinc (D.10)

de ce fait, on sait que le coût αIE,FMM en FMM est de toute façon plus faible que le coût αIE,LU classique (du fait que
lnx < x).

Nous voyons maintenant qu’il devient intéressant de découper le problème en plusieurs sous-problèmes dès
que le coût α de la méthode suivant le nombre d’inconnues dépasse 1, mais l’intérêt est d’autant plus important
que ce terme α est élevé ! On comprend que, même en ajoutant quelques inconnues pour fermer un domaine par
exemple, il devient intéressant de découper le problème de départ en plusieurs sous-domaines !
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D.4 Gain numérique de la DDM en fonction du découpage

D.4.1 Découpage optimal d’une structure guidée

Pour évaluer le gain en temps de calcul de la méthode DDM sur un calcul direct,

FIGURE D.3 – Notations utilisées pour le découpage d’une structure cylindrique.

Calcul par une méthode “directe”

Méthodes implicites (surfaciques), solveur LU.

(Tcalc)
LU = KLU

tps · (Ninc)
3 (D.11)

= KLU
tps · (Dsurf

inc )3 · (SMaillageDirect)
3 (D.12)

= KLU
tps · (Dsurf

inc )3 ·
[
πR2 · 2 + L · 2πR

]3
(D.13)

= KLU
tps · (Dsurf

inc · 2πRL)3 ·
[
R

L
+ 1

]3
(D.14)

où Dsurf
inc est la densité moyenne d’inconnues par unité de surface du maillage. On pose alors, dans le but d’alléger

les notations et obtenir une relation plus générale :

KLU = KLU
tps · (Dsurf

inc · 2πRL)3 (D.15)

r =
R

L
(D.16)

d’où simplement :
(Tcalc)

LU = KLU · [r + 1]
3 (D.17)

Méthodes implicites (surfaciques), solveur itératif.

(Tcalc)
iter = K iter

tps ·Niter · (Ninc)
2 (D.18)
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contrairement à une méthode implicite résolue par Pivots de Gauss pour qui le temps de calcul varie en [Ninc]
3.

L’expression se résume donc à :
(Tcalc)

iter = Kiter · [r + 1]
2 (D.19)

où :
Kiter = K iter

tps · (Dsurf
inc · 2πRL)2 (D.20)

Méthodes explicites (volumiques).

(Tcalc)
expl = K expl

tps ·Niter ·Ninc (D.21)

= K expl
tps ·Niter ·Dvol

inc · πR2L (D.22)

= K expl
tps ·Niter ·Dvol

inc · VMaillageDirect (D.23)

On pose :
Kexpl = K expl

tps ·Niter ·Dvol
inc · πR2L (D.24)

où :
(Tcalc)

expl = Kexpl (D.25)

On remarque alors que le temps de calcul référence par une méthode “directe” ne dépend plus du facteur de forme
r (= R/L). Cela s’explique par le fait que le temps de calcul de la méthode dépend du volume et non de la surface
du maillage, contrairement aux cas précédents. La constante de temps de référence est donc constante, quel que
soit le rapport Longueur/Section du cylindre.

Expression des temps de calcul par la DDM

Méthodes implicites (surfaciques), solveur LU.

(T
DDM)LU

calc = Ndom ·KLU
tps · (Ninc)

3 (D.26)

= KLU
tps · (Dsurf

inc )3 · (SMaillageDDM )3 (D.27)

= Ndom ·KLU
tps · (Dsurf

inc )3 ·
[
πR2 · 2 +X · 2πR

]3
(D.28)

= Ndom ·KLU
tps · (Dsurf

inc · 2πRL)3 ·
[
R

L
+
X

L

]3
(D.29)

On pose alors les constantes KLU et r comme précédemment, ainsi que la variable x telle que :

x =
X

L
(D.30)

où la longueur L du cylindre est composée de Ndom tronçons :

L = Ndom ·X (D.31)

soit, en considérant tout d’abord que x prend des valeurs continues :

Ndom =
L

X
=

1

x
(D.32)

Nous obtenons donc :

(T
DDM)LU

calc = KLU · 1
x
[r + x]

3 (D.33)
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Méthodes implicites (surfaciques), solveur itératif. Par analogie, on en déduit :

(T
DDM)iter

calc = Kiter · 1
x
[r + x]

2 (D.34)

Méthodes explicites (volumiques).

(T
DDM)expl

calc = Ndom ·Nfdb ·K expl
tps ·Niter ·Ninc (D.35)

= Ndom ·Nfdb ·K expl
tps ·Niter ·Dvol

inc · (πR2X) (D.36)

= Ndom ·Nfdb ·Kexpl · X
L

(D.37)

avec Ndom = L/X = 1/x, soit :

(T
DDM)expl

calc = Nfdb ·Kexpl (D.38)

D.4.2 Gain théorique sur le temps de calcul de la DDM

Méthodes implicites (surfaciques), solveur LU.

(T
DDM)LU

calc

(T
direct)LU

calc

=
1

x

[
r + x

r + 1

]3
(D.39)

Pour rechercher le découpage optimumX (= xL) pour la DDM pour une longueur fixée L du cylindre, il suffit
de calculer le minimum de la fonction “temps de calcul relatif” (T

DDM)
calc /(T

direct)
calc , qui est définit lorsque :

dx
(
(T

DDM)LU

calc (T
direct)LU

calc

)
= 0 (D.40)

c’est à dire, en explicitant :

dx

(
(T

DDM)LU

calc

(T
direct)LU

calc

)
=

−1
x2

(
r + x

r + 1

)3

+
3

x
·
(
r + x

r + 1

)2

× 1

r + 1
(D.41)

=
1

x2[r + 1]

(
r + x

r + 1

)2

· [−(r + x) + 3x] (D.42)

On trouve au final :

dx

(
(T

DDM)LU

calc

(T
direct)LU

calc

)
= 0 ⇔ (r + x)2 · [2x− r] = 0 avec x>0 (D.43)

⇔ 2x− r = 0 (D.44)

⇔ x =
r

2
(D.45)
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FIGURE D.4 – Gain sur le temps de calcul de la Méthode par Décomposition de Domaines en fonction du décou-
page longitudinal.

Le découpage optimal d’un objet cylindrique à section circulaire de rayonR (où l’on suppose que les inconnues
sont uniformément réparties suivant une densité surfacique moyenne Dsurf

inc = 〈 Ninc
SMaillage

〉), vaut :

(Xoptimal)
LU =

R

2
(D.46)

Pour un ordre de grandeur, les gros porteurs sont de l’ordre de 50m de longueur pour un fuselage d’environ 5m
de diamètre. Avec un rapport L/R de 20, nous voyons que le gain espéré peut être de l’ordre de .

Méthodes implicites (surfaciques), solveur itératif.

(T
DDM)iter

calc

(T
direct)iter

calc

=
1

x

[
r + x

r + 1

]2
(D.47)

d’où :

dx

(
(T

DDM)iter

calc

(T
direct)iter

calc

)
=

−1
x2

(
r + x

r + 1

)2

+
2

x
·
(
r + x

r + 1

)2

× 1

r + 1
(D.48)

=
1

x2[r + 1]

(
r + x

r + 1

)2

· [−(r + x) + 2x] (D.49)

On en déduit comme précédemment :

dx

(
(T

DDM)iter

calc

(T
direct)iter

calc

)
= 0 ⇔ (r + x) · [x− r] = 0 avec x>0 (D.50)

⇔ x = r (D.51)
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soit :

(Xoptimal)
iter = R (D.52)

On remarque donc que contrairement à une méthode implicite résolue par Pivots de Gauss, la méthode itérative
a une condition optimale différente, puisque l’expression du temps de calcul est légèrement différente de la précé-
dente. Comme le coût en temps de calcul dépend moins des inconnues (puissance 2 au lieu de 3), on voit qu’il faut
découper suivant des portions plus « allongées » que pour le solveur L.U. classique.

Méthodes explicites (volumiques).

(T
DDM)expl

calc

(T
direct)expl

calc

= Nfdb (D.53)

ce qui signifie que pour un découpage X = xL, on aura tout le temps :

dx

(
(T

DDM)expl

calc

(T
direct)expl

calc

)
= 0 (D.54)

Pour une méthode explicite, on peut donc conclure que le découpage par la DDM n’influence pas le temps
de calcul. La méthode reste cependante constamment défavorable. En effet le temps de calcul augmente in-
conditionnellement d’un facteur multiplicatif Nfdb, ce qui peut dévenir extrêmement pénalisant. Cette influence
néfaste sera l’une des motivations les plus importantes pour diminuer le nombre de fonctions de bases d’un modèle
d’interfaces pour la Méthode de Décomposition de Domaines.

D.4.3 Gain réel sur le temps du calcul de la DDM

Méthodes implicites (surfaciques), solveur LU.

(GTps ddm/direct)
LU déf.

=
(T

direct)LU

calc

(T
DDM)LU

calc

(D.55)

=
K
L3 · [R+ L]

3

K
L3 · L

XT
· [R+XT ]

3 (D.56)

=
XT

L
·
[
R+ L

R+XT

]3
(D.57)

où XT est la longueur tronquée du domaine, telle que la valeur de L/XT forme un entier.

De ce fait, même si l’on peut estimer précisément la valeur du gain optimal (confer Fig. D.5), celle-ci ne peut
être obtenue que pour des longueurs de cylindre discrètes, dépendant de la valeur de son rayon.

On posera donc XT = k ·R/2 (au lieu de XT = R/2), avec k valant L/R
IEinf (L/R) ou IEsup(L/R)

L/R . Ce terme k est
donc nécessairement supérieur à 1 (k = 1 signifiant que l’on obtient la condition de gain maximal). On peut alors
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poursuivre les calculs :

(GTps ddm/direct)
LU =

kR/2

L
·
[

R+ L

R+ kR/2

]3
(D.58)

=
k

2l
·
[
2

3k
(1 + l)

]3
(D.59)

=
1

k2
· 4
27
· l(1 + l)3 (D.60)

≈ 0.148

k2
· l(1 + l)3 (D.61)

Si ce rapport L/R ne correspond pas, le gain diminue et cette diminution est d’autant plus prononcée que le
terme L/R est petit.

D.4.4 Influence de la forme de la section

Dans cette partie, nous avons considéré jusqu’ici que la section était circulaire pour obtenir un résultat quantita-
tif sur le coût numérique de la DDM. Or en pratique, les objets cylindriques que l’on considère, comme les guides
HF, les gaines de câbles ou encore les Riceways, ne possèdent évidemment pas forcément une section cylindrique.
Nous allons donc évaluer l’influence de la forme de la section sur les temps de calcul précédemment obtenus.

On peut en effet réécrire les expressions précédentes sous la forme suivante :

Tdirect = kT (D
surf
inc )3 · [2S + PL]

3 (D.62)

= kT (D
surf
inc · PL)3 ·

[
2S

PL
+ 1

]3
(D.63)

avec, dans le cas précédent r = 2S/PL. Il nous suffit donc de définir un rayon équivalent Req tel qu’il satisfasse
cette relation ; soit directement :

req =
2S

PL
(D.64)

FIGURE D.5 – Gain réel sur le temps de calcul pour la méthode DDM.
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ou encore :

Req =
2S

P
(D.65)

On peut alors remarquer que pour un périmètre constant, déformer la section revient à diminuer sa surface, ce
qui diminue proportionnellement le rayon équivalent. De même, pour une surface constante, déformer la section
revient à augmenter son périmètre, ce qui diminue de manière inversement proportionnelle le rayon équivalent.

On peut pour s’en persuader calculer la valeur de Req pour différentes formes simples. Pour un cercle, on
trouve (R =) 2S/P = 1 ; pour un carré, on trouve 2S/P = 1/2 ; pour un rectangle avec B = 2A, on trouve
2S/P = 1/4 !

Ainsi, quelle que soit la section que l’on ait à traiter, on peut évaluer les zones de découpage à partir des abaques
en figures D.4 et D.5. On a de plus la possibilité d’évaluer le gain de temps obtenu en effectuant ce découpage, ce
qui permet un jugement rapide de l’utilité de la démarche, avant de devoir effectuer le calcul.
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Annexe E

Modèles matriciels d’une ouverture dans
un conducteur plan infini

E.1 Système linéaire en admittances pour une ouverture

E.1.1 Formulation proposée par P.E. Huc

P.E. Huc a proposé une convention de matrice admittance proche de la notre également [126]. L’équation
formulée par Huc diffère de la notre par son signe, du fait de la convention (I) = + [Y ]Huc (V ), contrairement à
la notre où (I) = + [Y ]ouv (V ). Nous avons donc [Y ]ouv ≡ − [Y ]Huc. Il trouve quant à lui :

[
Y (a) + Y (b)

]

ouv

plan

↓
=




+1

ı̇ωµαmx
0 0

0
+1

ı̇ωµαmy
0

0 0
−ı̇ωε
4αez




(E.1)

E.1.2 Formulation proposée par R.F. Harrington

Dans le cas de la convention de matrice [Y ] de R.F. Harrington [107], il définit l’admittance comme l’opérateur

qui engendre le champ magnétique
−→
H à partir des courants magnétiques

−→
K :

− n̂ ∧ Y(�)Harr :
−→
K 7→ −→H (E.2)

qui est une convention différente de la notre, mais néanmoins analogue, puisque notre inconnue s’interprète comme
−n̂ ∧ −→K et notre réponse comme −n̂ ∧ −→H .

La conséquence est que les FdB de Harrington décomposent les courants magnétiques et non le champ élec-
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trique : −→
K =

∑

n

Vn ~fn (E.3)

Pour la normalisation de ces FdB, Harrington a choisi de poser comme terme source, tout comme nous l’avons
fait, la valeur des champs de court-circuit au centre de l’ouverture :

((I))Harr =
H i

x

H i
y

E i
z/ı̇

(E.4)

Un point obscure de la méthode est qu’il ne spécifie pas les FdB qui décomposent l’inconnue
−→
K , comme on le

fait classiquement en MoM. Il pose en effet que la solution s’exprime suivant le résultat de H.A. Bethe dans le cas
de l’ouverture circulaire ; cela revient à considérer :

(V )Harr =

∫∫ −→
K � ûx dS∫∫ −→
K � ûy dS

∫∫ −→K ∧ ~r ′
2

dS

plan

↓
=

−ı̇ωµαmxH
i
x

−ı̇ωµαmyH
i
y

+ωεαezE
i
z

(E.5)

Ainsi, il détermine l’expression de [Y ] analytiquement (termes de rayonnement sont ici négligés), pour un conduc-
teur plan séparant deux domaines en espace libre, possédant une ouverture petite devant λ :

[
Y (a) + Y (b)

]

Harr

plan

↓
=




+1

ı̇ωµαmx
0 0

0
+1

ı̇ωµαmy
0

0 0
−1

ı̇ωεαez




(E.6)

Comme les deux domaines sont des demi-espaces libres, ils doivent nécessairement avoir la même fonction de
couplage

[
Y (a)

]
et
[
Y (b)

]
, soit : [

Y (a)
]

=
[
Y (b)

]
(E.7)

Il peut alors en déduire l’expression analytique de la matrice (hfs pour demi-espace infini : half free space) :

[
Y (a)

]
=
[
Y (b)

]
=
[
Y hfs

]
=




+1/2

ı̇ωµαmx
0 0

0
+1/2

ı̇ωµαmy
0

0 0
−1/2
ı̇ωεαez




(E.8)

De la même façon que dans la section 4.3.3 (page 124), il introduit des termes résistifs pour prendre en compte
les pertes à l’infini :

[
Y hfs
11

]
Harr

=
1

η
· 4π
3λ2

+
1/2

iωµαmx
(E.9)

[
Y hfs
22

]
Harr

=
1

η
· 4π
3λ2

+
1/2

iωµαmy
(E.10)

[
Y hfs
33

]
Harr

= η · 4π
3λ2
− 1/2

iωεαez
(E.11)
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E.2 Interprétation physique des termes matriciels d’une ouverture

E.2.1 Termes inductifs

Pour les termes inductifs, on a [189] :

+1/2

ı̇ωµαmx
+

4π/3

ζλ2
≡ 1

ı̇ωLouv
+

1

Rhfs
(E.12)

qui, par identification, fait apparaître les caractéristiques électriques équivalentes de l’ouverture :

Louv
eq = +µ

(
2αm

Souv

)
≡ L0 (E.13)

Rhfs
eq = ζ

(
3

4π
× λ2

Souv

)
≡ R0

(
ω

ωc

)2

(E.14)

Le schéma équivalent est illustré Fig. E.1.

⇐⇒

FIGURE E.1 – Équivalent électrique du terme matriciel magnétique, pour une ouverture dans un demi-espace libre.

On pourra choisir ωc pour que l’on ait à la pulsation de coupure les parties réelle et imaginaire égales,
c.à.d.Rouv

eq = ωcL
ouv
eq pour ωc =. Pour une ouverture circulaire là encore, on trouve :

L0 = +µ

(
8

3π
× ρ0

)
(E.15)

R0 = ζ

(
3

4π
× λ2

Souv

)
(E.16)

ωc = c×3

√
3π

2αm
(E.17)

E.2.2 Terme capacitif

Pour le terme capacitif, on a cette fois-ci :

−1/2
ı̇ωεαe

+
4π/3

ζλ2
≡ 1

ı̇ωCouv
+

1

Ghfs
(E.18)
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qui, par identification, fait apparaître les caractéristiques électriques équivalentes de l’ouverture :

Couv
eq = −ε

(
2αe

Souv

)
≡ C0 (E.19)

Ghfs
eq =

1

ζ

(
3

4π

λ2

Souv

)
≡ G0

(
ω

ωc

)2

(E.20)

Le schéma équivalent est illustré Fig. E.2.

⇐⇒

FIGURE E.2 – Équivalent électrique du terme matriciel électrique, pour une ouverture dans un demi-espace libre.

On pourra choisir ωc pour que l’on ait à la pulsation de coupure les parties réelle et imaginaire égales,
c.à.d.Rouv

eq = ωcL
ouv
eq pour ωc =. Pour une ouverture circulaire là encore, on trouve :

C0 = −ε
(

8

3π
× ρ0

)
(E.21)

G0 =
1

ζ

(
3

4π
× λ2

Souv

)
(E.22)

ωc = c×3

√
3π

2αe
(E.23)
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Compléments sur la technique de calcul en
2 étapes

F.1 Définition des termes dans la technique d’induction ou calcul en deux
étapes

– Structure COMPLÈTE :
structure électromagnétique de référence, qui possède, dans nos applications notamment, des parties parfai-
tement conductrices (σ =∞).

FIGURE F.1 – Exemple de structure « COMPLÈTE » (à gauche), « PARTIELLE » (au centre) et « COMPLÉMEN-
TAIRE » (à droite).

– Structure PARTIELLE :
partie arbitraire de la Structure COMPLÈTE, dont on estime qu’un avantage peut être tiré pour traduire le
comportement de cette partie de structure.

– Structure COMPLÉMENTAIRE :
partie complémentaire de la structure, c’est-à-dire qui associée à la Structure PARTIELLE corresponde exac-
tement à la Structure COMPLÈTE :

DTotale = DPartielle
⊕
DComplémentaire (F.1)
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– maillage INITIAL :
maillage associé à la Structure COMPLÈTE, qui a priori est maillé de manière fine en particulier près des
arêtes vives, dans un soucis de précision malgré les phénomènes de diffraction.

FIGURE F.2 – Exemple de maillage « DISCRÉTISÉ » (à gauche), « PRIMAIRE » (au centre) et « SECONDAIRE » (à
droite).

– maillage PRIMAIRE :
maillage associé à la Structure PARTIELLE, qui pour nos applications peut se traduire par le maillage des
sources magnétiques (ouvertures), en omettant le support plan conducteur, par application de la méthode des
images.

– maillage SECONDAIRE :
maillage associé à la Structure COMPLÈTE, mais dont le raffinement spatial est adapté aux Fonctions de
Base qui décrivent le champ aux interfaces ; lorsque les caractéristiques électriques de ces interfaces sont
strictement identiques aux caractéristiques électriques des parois du domaine, si aucune excitation n’est
appliquée au niveau de l’interface considérée (dans le Calcul SECONDAIRE notamment), on peut relâcher la
contrainte de discrétisation et mailler de manière homogène sur toute la zone électriquement conductrice.

– Calcul COMPLET :
calcul de référence que l’on considère et qui sera, avec cette méthode, décomposé en deux calculs.

– Calcul PRIMAIRE :
calcul préliminaire, qui contient une partie arbitraire du support des courants électriques

−→
J et/ou magné-

tiques
−→
K .

– Calcul SECONDAIRE :
calcul qui vise à compléter le calcul primaire arbitrairement défini, tel que leur somme redonne le résultat
du Calcul COMPLET.

– FdB DISCRÉTISÉE :
Fonction de Base définie de manière classique dans le formalisme DDM ; elle est associée à une interface
locale à un domaine.

– FdB PONCTUELLE :
Fonction de Base utilisée dans le Calcul SECONDAIRE, dont les caractéristiques ont été intégrées (au sens
d’une intégrale spatiale), telle que la projection effectuée dans les produits scalaires se résument à des pré-
lèvement des composantes (projection sur des axes unitaires).
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F.2 Intégration de la méthode par induction avec le Principe d’Équiva-
lence

F.2.1 Algorithme de calcul en 2 étapes pour le PE, pour 1 ouverture

On considère dans cette partie une stucture possédant une seule ouverture ; on verra par la suite que la consi-
dération d’un problème à plusieurs ouverture nécessite une attention toute particulière.

L’algorithme à appliquer pour un calcul basé sur le principe de Huygens par la méthode d’induction est le
suivant 1 :

0. Calcul préliminaire :

– maillage fin de la géométrie de l’ouverture, placée dans le repère de la structure {Gouv; û
1

ouv; û
2

ouv}

– DÉFINITION des coordonnées géométriques de l’ouverture (pour la déplacer dans le repère fixe)
{O; ûx; ûy}

– création d’un maillage dual de l’ouverture, placée dans le repère fixe {O; ûx; ûy}
– calcul des sources équivalentes pour des excitations unitaires

0. bis. Pré-traitement du Maillage COMPLET :

– maillage complet de la structure, sans raffinement particulier dans la zone de l’ouverture
– LECTURE des coordonnées géométriques de l’ouverture (pour la localiser et l’orienter dans le

repère de la structure)
– détermination des éléments du maillage pouvant être inclus dans la structure PARTIELLE du

support de l’ouverture (éléments du maillage PRIMAIRE)
– modification du code de sélection de ces éléments “PRIMAIRES” (possibilité de les sélectionner

via ce paramètre “primaire”)
– détermination de l’élément du maillage incluant le centre de gravité de l’ouverture
– modification du code de sélection de cet élément “OUVERTURE” (possibilité de les sélectionner

via ce paramètre “ouverture”)
– sauvegarde du maillage
– export de la liste des “codes PRIMAIRES”
– export du “code ouverture”

1. Les étapes ont été mises « en couleur » pour pouvoir facilement identifier les données qui sont ainsi générées. En utilisant l’induction,
on remarque en effet que, comme pour le mécanisme de la DDM, beaucoup de données sont réutilisées pour d’autres étapes. Il peut alors être
intéressant de mettre en évidence au sein des étapes les données qui sont générées, par rapport aux données qui ne sont que copiées et lues.
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1. Calcul PRIMAIRE :

– récupération des courants magnétiques élémentaires
– lien vers le maillage de l’ouverture, placée dans le repère de la structure {Gouv; û

1

ouv; û
2

ouv}
– rayonnement de ces sources équivalentes en présence de la structure PARTIELLE avec une réso-

lution par la méthode des images (support non maillé, sources
−→
K doublées)

– stockage des sources induites par le “rayonnement primaire” sur l’ensemble du maillage COM-
PLÉMENTAIRE

– déclaration (éventuelle) du stockage des données de sortie : pour une donnée de sortie hors de la

structure (champ dans la cavité, . . .)

2. Calcul SECONDAIRE :

– calcul de la réponse aux sources induites en présence de la structure COMPLÈTE

– déclaration (éventuelle) du stockage des données de sortie : pour une donnée de sortie hors de la

structure

(le stockage est classique pour une donnée de sortie placée sur la structure)

3. Calcul final :

combinaison linéaire des solutions précédemment calculées :
– somme sur les données des problèmes PRIMAIRE et SECONDAIRE (ψ̃p = ψ̃†

p + ψ̃‡
p)

– pondération de cette somme par les champs de court-circuit de l’ouv. (
−→
ψ p = Icc

p ψ̃p, p ∈ [[ 1 ; 3 ]])

– contribution de toutes les composantes dipolaires (
−→
ψ =

∑
3

p=1

−→
ψ p)

F.2.2 Algorithme de calcul en 2 étapes pour le PE, pour plusieurs ouvertures

On considère cette fois-ci que la stucture possède plusieurs ouvertures.

L’algorithme à appliquer pour un calcul multi-ouvertures est cette fois-ci le suivant2 :

0. Calcul préliminaire :

– début boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

– maillage fin de toutes les ouvertures, repère de la structure {Gouv; û
1

ouv; û
2

ouv}
– DÉFINITION des coordonnées géométriques de toutes les ouvertures {O; ûx; ûy}
– création d’un maillage dual pour toutes les ouvertures, repère fixe {O; ûx; ûy}
– calcul des sources équivalentes unitaires, pour toutes les ouvertures

– fin boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

2. Pour plus de lisibilité là encore, les étapes misens en « en gras » permettent d’isoler les changements vis-à-vis d’un scénario à une seule
ouverture.
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0. bis. Pré-traitement du Maillage COMPLET :

– maillage complet de la structure, sans raffinement particulier près des ouvertures

– début boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

– LECTURE des coordonnées géométriques de l’ouverture courante
– détermination de la structure PARTIELLE (éléments du maillage PRIMAIRE)
– modification du code de sélection de ces éléments “PRIMAIRES”
– détermination de l’élément du maillage incluant l’ouverture courante
– modification du code de sélection de cet élément “OUVERTURE”
– sauvegarde du maillage
– export de la liste des “codes PRIMAIRES”
– export du “code ouverture”

– fin boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

– extraction du maillage trace de l’ouverture (l’élément portant l’ouverture)

1. Calculs PRIMAIRES :

– début boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

– récupération des courants magnétiques élémentaires pour l’ouverture courante
– lien vers le maillage de l’ouverture, repère de la structure {Gouv; û

1

ouv; û
2

ouv}
– rayonnement de ces sources équivalentes en présence de la structure PARTIELLE avec résolution par

méthode des images (support non maillé, sources
−→
K doublées)

– stockage des sources induites par le “rayonnement primaire” sur l’ensemble du maillage COMPLÉ-
MENTAIRE

– déclaration (éventuelle) du stockage des données de sortie : pour une donnée de sortie hors de la
structure (champ dans la cavité, . . .)

– fin boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

2. Calculs SECONDAIRES :

– début boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

– calcul des courants réponses aux sources induites par l’ouverture courante dans la structure COM-
PLÈTE

– déclaration (éventuelle) du stockage des données de sortie : pour une donnée de sortie hors de la
structure (stockage classique pour une donnée sur la structure)

– fin boucle POUR ⋆chaque ouverture⋆

3. Calcul final :

combinaison linéaire des solutions précédemment calculées :
– somme sur les données des problèmes PRIMAIRE et SECONDAIRE pour toutes les ouvertures (ψ̃i

p =

ψ̃†i
p + ψ̃‡i

p , i ∈ [[ 1 ; Nouv ]])

– pondération de la somme par les champs de court-circuit de l’ouv. (
−→
ψ i

p = Icc
p (i)ψ̃i

p, i ∈ [[ 1 ; Nouv ]],
p ∈ [[ 1 ; 3 ]])

– contribution de toutes les composantes dipolaires pour toutes les ouvertures (
−→
ψ =∑Nouv

i=1

∑
3

p=1

−→
ψ i

p)
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F.3 Intégration de la méthode par induction dans l’approche DDM

On considère maintenant que la stucture étudiée possède des ouvertures, que l’on va caractériser de manière
matricielle, par le formalisme de la Méthode des Moments, pour l’inclure dans le processus de l’approche3.

0. Calcul préliminaire :

(a) Calcul des sources équivalentes de l’ouverture :

– début boucle POUR ⋆chaque interface globale I du problème⋆

– test : SI ⋆interface courante I = ouv. non maillée⋆ ALORS

– FABRICATION du maillage FIN de l’ouv. courante, repère STRUCTURE

{Gouv; û
1

ouv; û
2

ouv}
– DÉFINITION des coordonnées géométriques de l’ouverture courante, {O; ûx; ûy}
– FABRICATION du maillage de l’ouv. dans le repère FIXE{O; ûx; ûy}
– CALCUL des sources équivalentes unitaires, pour l’ouverture courante :

– CALCUL de la FdB DISCRÉTISÉE (maillage FIN de l’ouv.), repère FIXE

{O; ûx; ûy}
– CALCUL de la “FdB ponctuelle”, dans le repère fixe {O; ûx; ûy}
– CALCUL de la “FdB ponctuelle”, dans le repère de la structure

{Gouv; û
1

ouv; û
2

ouv}
– CALCUL de la matrice de couplage du problème PRIMAIRE Y †i

– test : SINON

– FABRICATION des maillages pour les interfaces d’un autre type
– FABRICATION des Fonctions de Base pour les interfaces d’un autre type

– test : FIN.
– fin boucle POUR ⋆chaque interface globale I du problème⋆

3. Les étapes « en gras » indiquent les différences entre le PE et la DDM.
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0. Calcul préliminaire :

(b) Pré-traitement du Maillage COMPLET :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– FABRICATION du maillage complet de la structure, sans raffinement particulier près
des ouvertures

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– LECTURE des coordonnées géométriques de l’ouverture courante
– DÉTERMINATION de la structure PARTIELLE (éléments du maillage PRIMAIRE)
– MODIFICATION du code de sélection de ces éléments “PRIMAIRES”
– DÉTERMINATION de l’élément du maillage incluant l’ouverture courante
– MODIFICATION du code de sélection de cet élément “OUVERTURE”
– SAUVEGARDE du maillage
– SAUVEGARDE de la liste des “codes PRIMAIRES” (paramètres d’ INDUCTION)
– SAUVEGARDE du “code ouverture” (paramètres d’ INDUCTION, paramètres

d’ EXTRACTION)
– test : FIN.

– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

0. Calcul préliminaire :

(c) Importation des FdB pour volume courant :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– DÉFINITION des paramètres d’ EXTRACTION du volume, pour la phase

d’ EXTRACTION des maillages TRACES

– FABRICATION des maillages TRACES du volume, par la phase d’ EXTRACTION

du maillage TRACE des interfaces
– DÉFINITION des paramètres d’ IMPORTATION du volume, pour la phase

d’ IMPORTATION

– FABRICATION des FdB du volume courant, par la phase d’ IMPORTATION des
FdB sur les traces de ce volume

– DÉFINITION des paramètres pour la phase d’ INDUCTION (“codes PRIMAIRES”
et “codes OUVERTURES”, pour toutes les ouvertures ponctuelles du volume)

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆
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1. Calculs PRIMAIRES :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– LECTURE des FdB de l’ouverture courante
– ASSOCIATION de la FdB DISCRÉTISÉE au maillage de l’ouverture, repère de la structure

{Gouv; û
1

ouv; û
2

ouv}
– CALCUL du rayonnement de ces FdB en présence de la structure PARTIELLE avec réso-

lution par méthode des images (support non maillé, sources ~fp doublées)

– SAUVEGARDE des sources induites sur le maillage COMPLÉMENTAIRE

– DÉFINITION (éventuelle) des données de sortie à stocker : pour une donnée de sortie hors de
la structure (champ dans la cavité, . . .)

– test : FIN.
– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

2. Calculs SECONDAIRES :

(a) FABRICATION des seconds-membres du calcul I.E. :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– LECTURE des sources induites sur le maillage COMPLÉMENTAIRE pour
l’ouverture courante

– ASSOCIATION des sources induites sur le maillage COMPLÉMENTAIRE aux
second-membres du volume

– test : SINON

– FABRICATION des seconds-membres à partir du champ incident prélevé sur
le maillage TRACE

– test : FIN.
– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

2. Calculs SECONDAIRES :

(b) Stockage (éventuel) des données de sortie :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– DÉFINITION (éventuelle) des données de sortie à stocker : pour des données
HORS de la structure (stockage classique pour des données SUR la structure)

– test : FIN.
– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

214 F.3. INTÉGRATION DE LA MÉTHODE PAR INDUCTION DANS L’APPROCHE DDM



ANNEXE F. COMPLÉMENTS SUR LA TECHNIQUE DE CALCUL EN 2 ÉTAPES

2. Calculs SECONDAIRES :

(c) Calcul électromagnétique 3D :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– CALCUL des sources induites sur le maillage COMPLÉMENTAIRE dans le volume
(Structure COMPLÈTE) : code I.E., . . .

– test : FIN.
– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

2. Calculs SECONDAIRES :

(d) Condensation matricielle des résultats :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– FABRICATION des matrices par projection des champs sur les fonctions tests
des interfaces (formalisme MoM) :

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– LECTURE des axes unitaires de l’ouverture non maillée (FdB PONCTUELLE)
– LECTURE du champ au point du centre de gravité de l’ouverture
– CALCUL de la projection de ce champ sur les axes unitaires de l’ouverture

non maillée
– test : SINON

– CALCUL classique de la projection des champs sur les FdB explicites de l’in-
terface

– test : FIN.
– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

3. Calcul final :

(a) Combinaison linéaire des solutions précédemment calculées :

– début boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆

– début boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– test : SI ⋆interface courante Il = ouv. non maillée⋆ ALORS

– CALCUL de la somme sur les données des problèmes PRIMAIRE et SECONDAIRE

pour l’ouverture courante (ψ̃i
p = ψ̃†i

p + ψ̃‡i
p , i ∈ [[ 1 ; Nouv ]])

– CALCUL de la pondération de la somme par les champs de court-circuit de l’ou-

verture courante (
−→
ψ i

p = Icc
p (i)ψ̃i

p, i ∈ [[ 1 ; Nouv ]], p ∈ [[ 1 ; 3 ]])

– CALCUL de la contribution de toutes les composantes dipolaires pour toutes les

ouvertures (
−→
ψ =

∑Nouv
i=1

∑
3

p=1

−→
ψ i

p)
– test : FIN.

– fin boucle POUR ⋆chaque interface locale Il(V ) du volume⋆

– fin boucle POUR ⋆chaque volume V du problème⋆
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3. Calcul final :

(b) CAL du graphe :

– CALCUL classique de inversion de l’hypermatrice
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Notations utilisées

Notations des constantes physiques

Symbole Signification du symbole physique Unité physique

• c Célérité / vitesse de la lumière dans le vide ⌈m / s ⌋
• Icc Générateur de courant en court-circuit ⌈A⌋
• k Nombre d’onde ⌈m−1⌋
• R Module du coefficient de réflexion ⌈⌋
• Rc Résistance caractéristique d’une ligne de transmission ⌈Ω ⌋
• T Module du coefficient de transmission ⌈⌋
• Vco Générateur de tension en circuit ouvert ⌈V ⌋
• Xc Réactance caractéristique d’une ligne de transmission ⌈Ω ⌋
• Zc Impédance caractéristique d’une ligne de transmission ⌈Ω ⌋
• Zs Impédance de surface d’un matériau ⌈Ω /m ⌋
• α Constante d’affaiblissement d’une ligne de transmission ⌈Népers /m ⌋
• β Constante de phase d’une ligne de transmission ⌈ rad /m ⌋
• β0 Constante de phase en espace libre (vide ou air) ⌈ rad /m ⌋
• γ Facteur de propagation complexe d’une ligne de transmission ⌈Népers /m ⌋
• δ Épaisseur de peau ⌈m ⌋
• ζ Impédance caractéristique d’un milieu ⌈Ω ⌋
• ζ0 Impédance caractéristique du vide ⌈Ω ⌋
• ε Permittivité diélectrique d’un milieu ⌈ F /m ⌋
• ε0 Permittivité diélectrique du vide ⌈ F /m ⌋
• εr Permittivité relative d’un milieu ⌈⌋
• θ Angle d’incidence, pris par rapport à la normale de l’interface ⌈ rad ⌋
• ρ Valeur complexe du coefficient de réflexion ⌈⌋
• σ Conductivité d’un milieu ⌈ S /m ⌋
• σ̃ Expression complexe de la conductivité ⌈ S /m ⌋
• σ′ Partie réelle de la conductivité ⌈ S /m ⌋
• σ′′ Partie imaginaire de la conductivité ⌈ S /m ⌋
• τ Valeur complexe du coefficient de transmission ⌈⌋
• ω Pulsation ⌈ rad / s ⌋
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NOTATIONS

Notations introduites pour les grandeurs physiques

Symbole Signification du symbole physique Unité physique

• −→
A Potentiel vecteur magnétique ⌈V × s /m ⌋

• −→
B Induction magnétique ⌈T ⌋

• −→
D Excitation (ou induction) électrique ⌈C /m 2⌋

• −→
E Champ électrique ⌈V /m ⌋

• −→
H Champ magnétique ⌈A /m ⌋

• −→
J vol Densité volumique de courant électrique ⌈A /m 2⌋

• −→
J Densité surfacique de courant électrique ⌈A /m ⌋

• −→
K vol Densité volumique de courant magnétique ⌈V /m 2⌋

• −→
K Densité surfacique de courant magnétique ⌈V /m ⌋

• −→
M Vecteur aimantation (dans un matériau ferromagnétique) ⌈T ⌋

• −→M Moment dipolaire magnétique ⌈m 3 × T ⌋
• −→

P Vecteur polarisation (dans un matériau diélectrique) ⌈C /m 2⌋
• −→P Moment dipolaire électrique ⌈m × C ⌋
• ~Pe Moment dipolaire électrique ⌈m × C ⌋
• ~Pm Moment dipolaire magnétique ⌈m 2 × A ⌋
• Pdissip Puissance dissipée ⌈W ⌋
• Qcavité Facteur de qualité d’une cavité ⌈⌋
• ξcavité Facteur de perte d’une cavité ⌈⌋
• [SZréf ] Matrice de caractérisation par rapport à l’impédance de référence choisie ⌈⌋
• Zcarac Impédance caractéristique d’une Ligne de Transmission ⌈Ω ⌋
• Zload Impédance de charge ⌈Ω ⌋
• Zréf Impédance de référence ⌈Ω ⌋
• αχ Polarisabilité d’une ouverture ⌈⌋
• αe Coefficient de polarisabilité électrique ⌈m 3⌋
• αm Coefficient de polarisabilité magnétique ⌈m 3⌋
• ¯̄αe Tenseur de polarisabilité dipolaire électrique ⌈m 3⌋
• ¯̄αm Tenseur de polarisabilité dipolaire magnétique ⌈m 3⌋
• ¯̄Q Tenseur de polarisabilité quadripolaire ⌈m 3⌋
• ~Pχ Dipôle équivalent ⌈⌋
• −→

ψ χ Champ quelconque ⌈⌋

Notation des opérandes

Symbole de l’opé-
rande

Signification de l’opérande

• · Multiplication
• × Multiplication
• � Produit Scalaire
• ∧ Produit Vectoriel
• ⋆ Produit de Convolution
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NOTATIONS

Notation pour les exposants et des indices

Symbole en ex-
posant/indice

Signification de l’exposant/indice

• cc Composante de court-circuit
• d Composante diffractée
• i Composante incidente
• t Composante totale
• N Composante Normale
• T Composante Tangentielle
• pp En présence du plan (conducteur, infini)
• fs free space en Anglais, i.e. en espace libre
• ⊙ Convention entrante
• ⊗ Convention sortante
• † Grandeur associée au problème Primaire (théorème d’induction)
• ‡ Grandeur associée au problème Secondaire (théorème d’induction)

Notation pour les grandeurs numériques

Grandeur numérique Significations de l’indice

• L Opérateur linéaire quelconque
• ~χ Grandeur vectorielle fonctionnelle, représentant l’inconnue du système linéaire
• ~ψ Grandeur vectorielle fonctionnelle, représentant la grandeur de sortie du système linéaire
• ~ψsrc Grandeur vectorielle fonctionnelle, représentant le terme d’excitation du système linéaire
• ~ξp Fonctions de Base décomposant l’inconnue

−→
J dans le formalisme IE

• ~fp Fonctions de Base décomposant l’inconnue
−→
E dans le formalisme DDM

• ~gp Fonctions de Base décomposant l’inconnue
−→
H dans le formalisme DDM

• D Nombre de domaines d’un calcul par DDM
• Nfréq Nombre de fréquences du problème électromagnétique
• Nmodes Nombre de modes, solution du problème physique
• Nitér Nombre d’itérations du schéma récursif
• Nélt Nombre d’éléments du maillage
• Ninc Nombre d’inconnues du problème numérique
• N interf(i)

inc Nombre d’inconnues de l’interface ‘i’
• Ninc Tot Nombre total d’inconnues du problème numérique
• ∆Ninc Nombre d’inconnues supplémentaires, dues à la fermeture d’un domaine
• Ninc Dom Nombre d’inconnues du domaine
• Ncfg Nombre de configurations traitées
• αMéthode Coût de la méthode en fonction du nombre d’inconnues
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Notation des indices

Indice Significations de l’indice

• i Compteur quelconque
i Numérotation locale de l’interface d’un domaine
i Compteur local des lignes d’une matrice [S]

• j Compteur local des colonnes d’une matrice [S]
• m Compteur local des lignes d’une matrice [Y]
• n Compteur local des colonnes d’une matrice [Y]
• p Compteur local des lignes d’une matrice [Z]
• q Compteur local des colonnes d’une matrice [Z]
• β Numérotation globale d’une branche (interface) dans un graphe
• δ Numérotation globale d’un nœud (domaine) dans un graphe
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Abréviations utilisées

Abréviations en physique

Accronyme Signification française

• CEM Compatiblilité ÉlectroMagnétique
• EM ÉlectroMagnétique
• LHI Linéaire, Homogène et Isotrope (milieu)
• PE Principe d’Équivalence
• SER Surface Équivalente Radar
• TE Transverse Électrique (mode)
• TM Transverse Magnétique (mode)
• TLT Théorie des Lignes de Transmission

Abréviations anglaises en physique

Accronyme Signification anglaise Signification française

• EMC ElectroMagnetic Compatiblility Compatiblilité ÉlectroMagnétique (CEM)
• GSA Good Shielding Approximation Approximation des Bons Blindages
• HFS Half Free Space Demi-Espace Libre
• PEC Perfect Electrical Conducting Conducteur Électrique Parfait
• PMC Perfect Magnetical Conducting Conducteur Magnétique Parfait
• SE Shielding Efficiency Efficacité de Blindage
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ABRÉVIATIONS

Abréviations anglaises en méthodes numériques

Accronyme Signification anglaise Signification française

• ABC Absorbing Boundary Condition Condition aux Limites d’Absorption
• BEM Boundary Elements Method Méthode par Élements aux Bords
• DDM Domain Decomposition Method Méthode par Décomposition de Domaines
• DG / DGTD Discontinuous Galerkin (in Time Domain) Galerkin Discontinu (dans le Domaine Temporel)
• FDTD Finite Differences in Time Domain Différences Finies dans le Domaine Temporel
• FEM Finite Elements Method Méthode des Élements Finis
• FFT Fast Fourrier Transform Transformée de Fourrier Rapide
• FMM Fast Multipoles Method Méthode des Multipôles Rapides
• FVTD Finite Volumes in Time Domain Volumes Finies dans le Domaine Temporel
• GMRES Generalized Minimal Residual (algorithm) (algorithme) Généralisé du Minimum des Résidus

• IE / EFIE / MFIE
/ CFIE

Integral Equations (Electric Field ∼, Magnetic F.
∼, Combined F. ∼)

Équations Intégrales (∼ en Champ Électrique, Ma-
gnétique, Combiné)

• MoM Method of Moments Méthode des Moments
• PEEC Partial Element Equivalent Circuit Élements Partiels de Circuits Équivalents
• PWB PoWer Balance Bilan Énergétique
• SE Shielding Effectiveness Efficacité de Blindage

Abréviations des codes de calcul

Accronyme Signification

• ELSEM3D Code d’ÉLéments finis pour la Simulation ÉlectroMagnétique 3D
• FAC TOPO Code de FACtorisation TOPOlogique
• FdB Fonction de Base
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RÉSUMÉ

RÉSUMÉ

Le contexte d’étude est celui de la Compatibilité ÉlectroMagnétique (CEM). L’objectif de la CEM est, comme son nom l’indique, d’assurer la compatibilité
entre une source de perturbation électromagnétique et un système électronique victime. Or, la prédiction de ces niveaux de perturbation ne peut pas s’effectuer à
l’aide d’un simple calcul analytique, en raison de la géométrie qui est généralement complexe pour le système que l’on étudie, tel que le champ à l’intérieur d’un
cockpit d’avion par exemple. En conséquence, nous sommes contraints d’employer des méthodes numériques, dans le but de prédire ce niveau de couplage entre
les sources et les victimes.

Parmi les nombreuses méthodes numériques existantes à ce jour, les méthodes Multi-Domaines (MD) sont très prisées. En effet, elles offrent la liberté aux
utilisateurs de choisir la méthode numérique la plus adaptée, en fonction de la zone géométrique à calculer. Au sein de ces méthodes MD, la « Domain Decom-
position Method » (DDM) présente l’avantage supplémentaire de découpler chacun de ces domaines. En conséquence, la DDM est particulièrement intéressante,
vis-à-vis des méthodes concurrentes, en particulier sur l’aspect du coût numérique. Pour preuve, l’ONERA continue de développer cette méthode qui ne cesse de
montrer son efficacité depuis plusieurs années, notamment pour le domaine des Surfaces Équivalentes Radar (SER) et des antennes.

L’objectif de l’étude est de tirer profit des avantages de cette méthode pour des problématiques de CEM. Jusqu’à maintenant, de nombreuses applications
de CEM, traitées par le code DDM, fournissaient des résultats fortement bruités. Même pour des problématiques électromagnétiques très simples, des problèmes
subsistaient, sans explication convainquante. Ceci justifie cette étude. Le but de cette thèse est de pouvoir appliquer ce formalisme DDM à des problématiques
de CEM.

Dans cette optique, nous avons été amenés à redéfinir un certain nombre de conventions, qui interviennent au sein de la DDM. Par ailleurs, nous avons
développé un modèle spécifique pour les ouvertures, qui sont des voies de couplage privilégiées par les ondes, à l’intérieur des cavités que représentent les
blindages. Comme les ouvertures sont, en pratique, de petites dimensions devant la longueur d’onde, on s’est intéressé à un modèle quasi-statique. Nous proposons
alors un modèle, qui a été implémenté, puis validé. Suite à ce modèle, nous avons développé une méthode originale, basée sur un calcul en deux étapes, permettant
de ne plus discrétiser le support des ouvertures dans les calculs 3D.

ABSTRACT

The context of the study is the ElectroMagnetic Compatibility (EMC). Principal aim of the EMC is to ensure the compatibility between an electromagnetic
perturbance source and an electronic device victim. Unfortunately, the perturbation levels prediction can not be made using an analytic formula, because the
geometry which is generally complex for the interesting system, for example the field inside an aircraft’s cockpit. Therefore, we are contrained to use numerical
methods, to be able to evaluate this coupling level between sources and victims.

Among several existing numerical methods, Multi-Domains (MD) methods are very interesting. They offer to users the freedom to choose the most powerfull
numerical method, in terms of the geometrical zone evaluated. With the MD methods, « Domain Decomposition Method » (DDM) has the avantage of decoupling
each of theses areas. Therefore, DDM is very interesting, compared to other methods, in particular on the numerical cost. ONERA keeps on developing this method,
which has not stop showing his efficiency since several years, in particular in Radar Cross Section (RCS) and antennas.

The objective of this study is to take the benefits of this method for EMC problems. Up to now, several EMC applications treated by the DDM code provided
results strongly noisy. Even for with very simple electromagnetic cases, some problems remained without convincing explanations. This justifies this study. The
aim of this thesis is to can be able to apply DDM formalism to EMC problems.

Then, we have been induced to redefine a number of conventions which are involved in the DDM. Otherwise, we have developed a specific model for the
apertures which are privilegied tracts of the coupling by the penetration of waves inside cavities (shieldings). As the apertures have in practice smaller dimensions
compared to the wavelength, we have been interested to a quasistatic model which was developped, implemented and validated. Following this model, we have
developed an original method, based on a two step calculation, able to do not discretize the apertures support in 3D computations.
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