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Résumé
On étudie dans cette these [’équation de Szegd sur la droite réelle
10w = Iy (|ul’u), (t,z) € R xR,

ou I, est le projecteur sur les fréquences positives. On étudie également ses perturbations.
Cette équation a été introduite il y a quelques années par Gérard et Grellier comme modéle
mathématique d’une équation non linéaire totalement non dispersive. L’équation de Szegd
apparait naturellement dans ’étude de ’équation de Schrédinger non linéaire (NLS) dans
certaines situations sur-critiques olt I'on constate un manque de dispersion, par exemple
lorsque 'on considére NLS sur le groupe de Heisenberg. Par conséquent, une des motiva-
tions de cette thése est d’établir des résultats concernant I’équation de Szegd qui pourront
éventuellement étre utilisés dans le contexte de ’équation de Schrodinger non linéaire.

Le premier résultat de cette thése est la classification des solitons de ’équation de Szegd.
On montre que ce sont tous des fonctions rationnelles ayant un unique pdéle qui est simple.
De plus, on prouve que les solitons sont orbitalement stables.

La propriété la plus remarquable de 1’équation de Szegd est le fait qu’elle est complé-
tement intégrable, ce qui permet notamment d’établir une formule explicite de sa solution.
Comme applications de cette formule, on obtient les trois résultats suivants. (A) On montre
que les solutions fonctions rationnelles génériques se décomposent en une somme de solitons
et d’un reste qui est petit lorsque le temps tend vers 'infini. (B) On met en évidence un
exemple de solution non générique dont les grandes normes de Sobolev tendent vers l'infini
avec le temps. (C) On détermine des coordonnées action-angle généralisées lorsque 'on res-
treint 'équation de Szegd a une sous-variété de dimension finie. En particulier, on en déduit
qu'une grande partie des trajectoires de cette équation sont des spirales autour de cylindres
toroidaux TV x RV,

Comme ’équation de Szegd est complétement intégrable, il est ensuite naturel d’étudier
ses perturbations et d’établir de nouvelles propriétés pour celles-ci & partir des résultats
connus pour 1’équation de Szeg6. Une perturbation de ’équation de Szegd est ’équation des
ondes non linéaire suivante (NLW) de donnée bien préparée

i0w — |Dlv = |[v]*v, (t,x) € R x R.

On prouve que si la donnée initiale de NLW est petite et a support dans ’ensemble des
fréquences positives, la solution de NLW est alors approximée pour un temps long par la
solution de ’équation de Szegd. Autrement dit, on démontre ainsi que I’équation de Szegd
est la premiére approximation de NLW. On construit ensuite une solution de NLW dont les
grandes normes de Sobolev augmentent (relativement & la norme de la donnée initiale).

Sur le tore T, Gérard et Grellier ont démontré un résultat analogue d’approximation de
NLW. On améliore ce résultat en trouvant une approximation plus fine, de deuxiéme ordre.

Dans une derniére partie, on s’intéresse a I’équation de Szegd perturbée par un potentiel
multiplicatif petit. On étudie I'interaction de ce potentiel avec les solitons. Plus précisément,
on montre que, si la donnée initiale est celle d’un soliton pour I’équation non perturbée, la
solution de I’équation perturbée garde la forme d™un soliton sur un long temps. De plus, on
déduit la dynamique effective, i.e. les équations différentielles satisfaites par les paramétres
du soliton.

Mots-clefs : équation de Szegd, paire de Lax, opérateur de Hankel, soliton, coordonnées
action-angle, équation des ondes non linéaire, méthode du groupe de renormalisation.



STUDY OF A NONLINEAR, NON-DISPERSIVE, COMPLETELY INTEGRABLE
EQUATION AND ITS PERTURBATIONS

Abstract
In this Ph.D. thesis, we study the Szegd equation on the real line

0w = Iy (|ul’u), (t,z) € R xR,

where I, is the projector onto the non-negative frequencies. We also study its perturba-
tions. It was recently introduced by Gérard and Grellier as a toy model of a non-linear
totally non dispersive equation. The Szegd equation appears naturally in the study of the
non-linear Schrodinger equation (NLS) in super-critical situations where dispersion lacks,
for example, when one considers NLS on the Heisenberg group. Consequently, one of the
motivations of this Ph.D. thesis is finding new results for the Szegd equation in hope that
they could be eventually used in the context of the non-linear Schrédinger equation.

Our first result is a classification of the solitons of the Szegd equation. We show that
they are all rational functions with one simple pole. In addition, we prove the orbital
stability of solitons.

The Szegd equation has the remarkable property of being completely integrable. This
allows us to find an explicit formula for solutions. We obtain three applications of this
formula. (A) We prove soliton resolution for solutions which are generic rational functions.
(B) We construct an example of non-generic solution whose high Sobolev norms grow to
infinity over time. (C) We find generalized action-angle variables when restricting the Szego
equation to a finite dimensional sub-manifold. In particular, this yields that most of the
trajectories of the Szegd equation are spirals around toroidal cylinders TV x RV,

Since the Szegb equation is completely integrable, it is natural to study its perturbations
and deduce new properties of such perturbations from the known results for the Szegd
equation. One perturbation of the Szegd equation is the following non-linear wave equation
(NLW) with small initial data

i0pw — |Dlv = |[v]*v, (t,x) € R x R.

We prove that the Szegd equation is the first order approximation of NLW. More precisely,
if an initial condition of NLW is small and supported only on non-negative frequencies, then
the corresponding solution can be approximated by the solution of the Szegé equation, for
a long time. We then construct a solution of NLW whose high Sobolev norms grow.

On the torus T, Gérard and Grellier proved an analogous first order approximation
result for NLW. By considerning the second order approximation, we obtain an improved
result with a smaller error.

Lastly, we consider the Szegd equation perturbed by a small multiplicative potential.
We study the interaction of this potential with solitons. More precisely, we show that, if the
initial condition is that of a soliton for the unperturbed Szeg6 equation, then the solution
preserves the shape of a soliton for a long time. In addition, we prescribe the effective
dynamics, i.e. we derive the differential equations satisfied by the parameters of the soliton.

Keywords : Szegd equation, Lax pair, Hankel operators, soliton resolution, action-angle
coordinates, non-linear wave equation, renormalisation group method, averaging method.
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Chapitre 1

Introduction générale

Cette thése est consacrée a 'analyse détaillée de 1’équation de Szegd sur la droite
réelle et de ses perturbations. L’équation de Szego s’écrit

i0pu = T, (|ul*u)
{u(O) = o, (52)

ou II, est le projecteur de Szegd sur les fréquences positives ou nulles. Elle a été
récemment introduite par Gérard et Grellier dans [34, 35] comme un modéle mathé-
matique d’une équation hamiltonienne non linéaire totalement non dispersive. Une
propriété remarquable de I'équation de Szego est le fait qu’elle est complétement
intégrable. Il est donc naturel d’étudier ses perturbations.

La premiére perturbation a laquelle on s’intéresse est 1’équation des ondes non
linéaire suivante :

{z'atu — |D|u = |ul*u (NLW)

u(0) = up.

Si la donnée initiale est e-petite et entiérement supportée sur des fréquences positives
ou nulles, alors on montre que la premiére approximation de (NLW) est I’équation
de Szego.

La deuxiéme perturbation que 'on étudie dans cette thése est la perturbation par
un potentiel petit de type Toeplitz eTyu, ou Tyu = 11, (bu) :

. o 2
{z@tu =L (Jul*u) + eThu (TSZ)

u(0) = up.

Le potentiel de type Toeplitz est la généralisation naturelle d’un potentiel multiplicatif
qui nous permet de garder la structure hamiltonienne de I’équation.

13



MOTIVATION : L'EQUATION DE SCHRODINGER
NON LINEAIRE DANS DES REGIMES NON DISPERSIVES ET SUR-CRITIQUES

Dans la section suivante, on décrit ce qui a motivé 'introduction de 1’équation de
Szegd.

1.1 Motivation : ’équation de Schrodinger
non linéaire dans des régimes non dispersives et
sur-critiques

La structure de I’équation de Szegt (SZ) apparait naturellement dans I’étude de
I’équation de Schrédinger non linéaire défocalisante :

{i@tu + Au = |ul?u (NLS)

u(0) = uyp,

o u : Ry x M, — C et M est une variété. L’équation (NLS) est un modéle de
propagation des ondes dans les fibres optiques et en mécanique quantique. Elle a été
intensivement étudiée dans les trois derniéres décennies par des mathématiciens de
diverses branches pures et appliquées ainsi que par des physiciens.

1.1.1 Propriétés de dispersion de I’équation de Schrodinger

La propriété principale de (NLS) est la dispersion. Celle-ci est caractérisée par le
fait que si 'on n’impose aucune condition au bord, alors les solutions de I’équation
ont tendance a s’étaler dans le temps. Pour formaliser cette assertion, on considére
I’équation de Schrodinger linéaire

{z’@tuL + AUL =0 (LS)

UL(O) = Ug
sur M = R". Grace a la transformation de Fourier, on a une formule explicite pour
la solution uy (¢, 7) = e"®uy de cette équation :

1
(4it)2

/ et ug (y)dy.

ur(t,z) =

Alors, ur(t, z) satisfait lestimation de dispersion suivante :

C
|ur ()| oo mny < e

UOHLI(Rn). (111)
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D’autre part, la norme L? est conservée : ||ur(t)||z2 = ||uol|z2 pour tout ¢ € R. Par
conséquent, quand le temps augmente, la norme L* de ur(t) décroit, tandis que
la norme L? reste constante. C’est ce phénoméne que I'on appelle la dispersion. La
conséquence principale de Iestimation de dispersion (1.1.1) est représentée par les
estimations de Strichartz, qui sont un outil trés important dans I’étude de (NLS).
Elles affirment que

P

b
[ ([ hteopis) ) = ol < Clulo,
R n

si (p, q) est une paire admissible, i.e. p > 2, (p,q,n) # (2,00,2) et

Par exemple, pour M = R? et (p,q) = (4,4), on obtient

lur|lLs@srz) < Clluol| 22

1.1.2 Le probléme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger
non linéaire cubique

L’équation (NLS) est hamiltonienne d’énergie :

1 1
Bu) = 5l + el

ot la norme homogéne de Sobolev H! est définie par

R 1/2
e = (55 [P @Pas)

Donc, au moins formellement, I’énergie de la solution est conservée : F(u(t)) = E(ug)
pour tout ¢ € R. L’invariance de 1’équation par rapport aux modulations prouve que
la norme L? de la solution est aussi conservée : ||u(t)||z2 = |luo||z2 pour tout ¢t € R.

L’équation (NLS) cubique a la propriété de scaling suivante : si u(t, z) est solution
de I’équation (NLS), alors uy (¢, ) = Au(A*t, Az) 'est aussi. De plus, en considérant
’équation (NLS) sur M = R*, on obtient

[l sy = lull ey et E(uy) = E(w).
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Dans ce cas, on dit que I'équation (NLS) est critique du point de vue de [’énergie
sur H1(R*). On dira qu'elle est sous-critique sur H*(R*) si s > 1 et sur-critique sur
HRY) si0<s<1.

Les estimations de Strichartz jouent un roéle trés important dans la preuve du fait
que 'équation (NLS) est réguliérement localement bien posée. Le fait qu’une équation
soit bien posée fait référence a ’existence et I'unicité de la solution sur un intervalle du
temps [—7, T}, ainsi qu’a la dépendance continue par rapport aux données initiales.
Le fait qu’une équation soit réguliérement bien posée est plus restrictif et est défini
comme suit :

Definition 1. On dit que I'équation (NLS) est régulicrement bien posée sur H*(M) si
pour tout sous-ensemble borné B de H*(M), il existe 7" > 0 et un espace de Banach
Xr continuellement inclus dans C([—T,T], H*(M)) de sorte que :

1. Pour tout uy € B, I’équation (NLS) a une solution unique u € X7 telle que
u(0) = uo.

2. Siug € H?(M) pour ¢ > s, alors uw € C([-T,T], H(M)).

3. L’application uy € B — u € Xp est réguliére.

La restriction la plus importante de cette définition réside dans le fait que la solution
dépend d’une maniére réguliére de la donnée initiale, et pas seulement d’une maniére
continue. La technique classique qui combine un argument de point fixe avec les
estimations de Strichartz prouve que I’équation (NLS) est réguliérement bien posée
dans des régimes sous-critiques. De plus, les estimations de Strichartz constituent une
condition nécessaire pour que ’équation soit bien posée, comme cela a été démontré
dans [17, Remarque 2.12] et dans [35]. On cite ci-dessous la Proposition 10 dans [35].

Proposition 1.1.1. Si I’équation (NLS) est réqulierement bien posée dans H*®(M)
avec s > 0, alors pour tout r > s on a :

vzl qo,gxary < Crlluol| grrzgan-

Si on peut étendre la solution locale pour tout temps, alors on dit que ’équation
est globalement bien posée. Le fait que ’équation (NLS) est globalement bien posée
dans des régimes sous-critiques est une conséquence de la conservation de ’énergie
et de la norme L2.

Dans des régimes critiques, on peut démontrer sans beaucoup de difficulté que
I’équation est globalement bien posée pour des données petites. Dans le cas critique
de I'équation (NLS) sur H'(R?), le fait qu’elle est globalement bien posée a été
démontré pour des données arbitraires dans [83, 87]. L’argument est beaucoup plus
complexe que dans le cas des données petites, et il suit les grandes lignes de [21],
ot les auteurs prouvent que 1’équation (NLS) quintique sur R? est globalement bien
posée.
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1.1.3 L’équation de Schrodinger sur le groupe de Heisenberg

Dans [15, 16, 17|, Burq, Gérard et Tzvetkov ont étudié I’équation (NLS) sur des
variétés Riemanniennes compactes. Ils ont remarqué que ses propriétés dispersives
sont influencées par la géométrie de la variété. En allant encore plus loin, Bahouri,
Gérard et Xu [7] et ensuite Gérard et Grellier [34] ont observé un manque de disper-
sion de I'équation (NLS) sur des variétés sous-riemanniennes, comme le groupe de
Heisenberg.

Dans ce qui suit, on considére I’équation (NLS) sur le groupe de Heisenberg
H! = C. x R,. En suivant [34], on explique ce qui a conduit & la conclusion que, dans
ce contexte, il existe un manque de dispersion et que I'équation (NLS) est sur-critique.
Le symbole A désigne le laplacien de Kohn, défini par
1 _ _

A = E(ZZ—I—ZZ), ol Z:=20,—120s, Z := 05+ iz0,.

Le hamiltonien est dans ce cas donné par

1
B(w) = [ (9l + 5ful)ldzds|
!

ott Vi, = (Zu, Zu) est le gradient horizontal de u. On remarque que Iénergie a le
méme scaling que Hﬁb(Hl) et que la dimension homogéne de H' est égale & quatre. Par
conséquent, Pargument utilisé dans le cas de R* nous dit que '’équation (NLS) sur
H}(H") devrait étre critique et qu’elle devrait donc étre globalement réguliérement
bien posée, au moins pour des données petites. Si ceci était vrai, la Proposition 1.1.1
impliquerait que

||uLHL4([071]XH1) S CTHUOHHT/Q(HI). (1.1.2)

sir > 1.
On montre ci-dessous qu'une telle inégalité ne peut étre vraie que si r > 2.

On se restreint pour cela au cas plus simple qui consiste a considérer des données
initiales radiales dans L?(H'). Comme cela a été démontré dans |7], le sous-espace des
fonctions radiales de L?(H') s’écrit sous la forme d’une somme directe orthogonale
e B Vi s OU

Az = %i(2m +1)d,.

Alors, pour ug € V., on a e®®uqy(z,8) = ug(2, 5 F (2m + 1)t) et donc

HeitAUO(Z, S)HL‘*([O,l},Hl) = HUOHL‘l(Hl)-
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Ensuite, on dispose des inclusions de Sobolev sur H* :

H*(HY) ¢ LYHY), si s> 1,

qui montrent que I'inégalité (1.1.2) est vraie pour uy € V.= seulement si r > 2.

La différence d’une demi-dérivée dans le membre de droite de (1.1.2), entre les
prédictions qui ont été faites d’aprés le cas de R* et la situation spécifique de H',
prouve qu’il y a un manque de dispersion pour ’équation (NLS) sur le groupe de
Heisenberg H'. De plus, ceci montre aussi que (NLS) ne peut pas avoir un flot régulier
dans Hl(Hl). Cela peut seulement étre vrai pour une régularité supérieure ou égale
a H?(H'). Par conséquent, les prédictions faites en se basant sur le cas de R* sont
fausses et I'équation de Schrédinger non linéaire sur H'(H') devrait étre considérée
plutot comme sur-critique que comme critique.

On remarque aussi que, en notant par II£ la projection orthogonale sur V.= et
ut = IIE (u), on obtient que 'équation (NLS) est équivalente au systéme infini suivant
d’équations de transport :

i(0, £ (2m + 1)0,)u, = ITE (|ul*u), pour m € N.
Par conséquent, une meilleure compréhension de ’équation de Schrodinger non li-
néaire sur le groupe de Heisenberg demande 1’étude de l'interaction entre la non-

linéarité |u|*u et les projecteurs I1E. L’équation la plus simple dans laquelle une telle
interaction apparait est ’équation de Szego

i0pu = T (|ul*u),

ou Il est le projecteur sur les fréquences positives ou nulles.

Un autre exemple pour lequel une analyse similaire peut étre faite est ’équa-
tion de Schrodinger non linéaire sur Ri’y dans laquelle le laplacien est remplacé par
Popérateur de Grushin G := 97 4 2°0;. Comme précédemment, 'équation de Szegd
apparait naturellement dans ’analyse. Pour plus de détails on renvoie a [35].

1.1.4 Une équation des ondes non linéaire

Un troisieme exemple qui motive I'introduction de I'équation de Szegé est 1'équa-
tion d’onde non linéaire suivante :

10 — Au = |[u?|u,
o A= |D,,|+ |Ds,|, (r1,72) € R% Le hamiltonien de cette équation est

1
E = (Au,u)r> + §HUH4L4
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et il a le méme scaling que 'espace H'/2(R?). Une condition nécessaire pour avoir un
flot régulier par rapport a la donnée initiale dans H"(R?) est cette fois donnée par :

2 R2)- (1.1.3)

||e_itAU0||L4([O,1}><]R2) < Cy|luo|

On considére la décomposition suivante de L*(R?) :

LR := ) LR,

oe{-1,1}2

L2(R?) = {f € L(R?)

supp f C {(£1,62), 0161 > 0,096 > O}}
On observe que si ug € L2(R?), alors e=*Aug (1, 15) = ug(xy — 01t, 15 — 09t). Ensuite,
en utilisant I'inclusion de Sobolev, on obtient que (1.1.3) est vraie seulement lorsque
r > 1. En conclusion, il existe une perte d’une demi-dérivée a cause du manque de
dispersion. Le systéme formé par quatre équations de transport, obtenu en projetant
I’équation sur les sous-espaces de L2(R?) suggeére de nouveau I'étude de 1'équation de
Szegd.

Si on remplace l'opérateur A par |D| := \/|D,,|*> + |D,,|?, on obtient 'équation
suivante sur R? :

{i@tu — |D|u = |ul?u, (NLW)

u(0) = wuo.

et les deux analyses coincident. Une équation intermédiaire entre I’équation de Szego
sur R et (NLW) sur R? est (NLW) sur R.

1.2 Une présentation générale de ’équation de Szego
sur la droite réelle

On considére espace de Hardy L2 (R) défini par

L% (R) = {f € L*(R); supp f C [0,00)}.

On définit I'espace de Sobolev correspondant HS (R) = H*(R)N L2 (R), pour s > 0 et
d’une maniére similaire ’espace de Sobolev homogéne correspondant. On introduit
le projecteur de Szegd II, : L*(R) — L2(R) comme étant le projecteur sur les
fréquences positives ou nulles,

1 (f)(2) iﬁﬂﬁmM.

:27r
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On pose aussi II_ = I —II,. Quand il n’y a aucune confusion on écrit II au lieu de
IT, pour simplifier les notations. Pour u € Li(R), on considére [’équation de Szegd
sur la droite réelle :

i0wu = T, (Jul*u), (t,2) € R x R. (1.2.1)

Si 'on munit Li de la forme symplectique w(u,v) = Im fR uv, on obtient que I'équa-
tion de Szegd est I'évolution hamiltonienne associée a I’énergie

1
E(u) = Z—L/R|u|4da:

définie sur L (R). Cette structure implique la conservation formelle de I'énergie
E(u(t)) = E(u(0)). L’invariance par rapport aux modulations et aux translations
fournit deux autres lois de conservation, celle de la masse Q(u(t)) = Q(u(0)) et celle
de impulsion M (u(t)) = M (u(0)), ot I'on pose

/|u| dx et M(u):/ﬂDudx, avec D = —i0,.
R

En observant que Q(u)+ M (u) = ||ul|? .,
HY2(R)

Par suite, Hi/Q(]R) est un espace naturel dans lequel on peut étudier si I’équation de
Szegd est bien-posée.

, on obtient |lu(t )HH1/2 = [Ju(0 )HH1/2 ®)

Theorem 1.2.1. L’équation de Szegé cubique (1.2.1) est globalement bien posée dans
Hi(R) pour s > 3

La propriété la plus importante de ’équation de Szego est le fait qu’elle est com-
plétement intégrable au sens ou elle posséde une paire de Lax. On commence par
introduire deux classes d’opérateurs sur L (R) : les opérateurs de Hankel et de

Toeplitz. La paire de Lax est donnée en terme de ces opérateurs dans la Proposition
1.2.2.

Un opérateur de Hankel H, : L2 (R) — L3 (R) de symbole u € H. /2(]R) est défini
par )
Ho(h) = IL, (uh).

Alors, comme on le démontre dans le Lemme 3.3.5, H, est un opérateur de
Hilbert-Schmidt C-anti-linéaire. De plus, 'opérateur H> est un opérateur linéaire, &
trace et auto-adjoint.

Un objet important dans I’étude des opérateurs de Hankel est 'opérateur de shift,
défini par la multiplication par € ( la multiplication par la variable complexe z sur
T). En effet, en notant par T, la multiplication par ¢*®, un opérateur borné H sur
L7 (R) est un opérateur de Hankel si et seulement si

HT, =T} H pour tout o > 0.
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Un opérateur de Toeplitz Tj, : L2 (R) — L3 (R) de symbole b € L>°(R) est défini
par
Ty(h) = IL, (bh).

Alors, Ty, est C-linéaire et borné. De plus, T}, est auto-adjoint si et seulement si b est
a valeurs réelles.

Proposition 1.2.2. Soit u € C(R; H3) pour s > % L’équation de Szegd cubique

(1.2.1) est équivalente a 'équation d’évolution suivante :

d
_Hu = Bua Hu 5
ol )
B, = SH} — iljp.

En d’autres termes, la paire (H,, B,,) est une paire de Lax pour l’équation de Szegi
cubique sur la droite réelle.

D’aprés la théorie classique développée par Lax [58], une conséquence directe de
la proposition ci-dessus est le corollaire suivant.

Corollary 1.2.3. Soit U(t) Uopérateur sur L% (R) défini par :

CUt) = BuUl,  UO)=1

Alors, U(t) est un opérateur unitaire et si u est une solution de ’équation de Szegd
(1.2.1) de donnée initiale ug, on obtient :

Hyp = U(t)Hy, U(t)". (1.2.2)

En particulier, ceci montre que le rang et le spectre de H,yy sont conservés par le flot
de l’équation de Szego.

Il existe donc une suite infinie de lois de conservation. Plus précisément, on a le
corollaire suivant

Corollary 1.2.4. On définit J,(u) := (u, H"?u) pour tout n > 2. Pour toul

k € N*, les quantités Jo,(u) sont des quantités conservées pour ’équation de Szegd. En
particulier, Jo(u) = Q(u), Ja(u) = @ et l'on récupére ainsi les lois de conservation
de la masse et de [’énergie.

On démontre que Jo(u) < HuHifl/z. La loi de conservation de la norme H}F/z est

donc plus forte que toutes les lois de conservation Jy, avec k € N*.
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1.3 Une bréve présentation de I’équation des ondes
non linéaire (NLW)

On considére ’équation

i0y — |D]v = |v|?v
v(0) = vy,
ou D = —id,. C’est en effet une équation des ondes non linéaire car si ’on applique

lopérateur i0; + |D| aux deux membres de 1’équation, on obtient

—Ouv + Av = |v[*v + 2[v|*(|D|v) — v*(|D|v) + | D|(Jv]*v).

On remarque tout d’abord que I’équation (NLW) est non-dispersive parce que, si
I'on la projette sur des fréquences positives/négatives, on obtient le systéme suivant
d’équations de transport :

{ i(Opvy + Opvs) = I ([v[2v)
i(Ow_ — Opv_) = T_(Jv[v).

L’équation (NLW) est hamiltonienne d’énergie
1 1
E(@w) = S(Dp.v) + Lol

Cette structure montre que, au moins formellement, I’énergie est conservée :
E(v(t)) = E(v(0)) pour tout ¢ € R. L’invariance par rapport aux translations et
aux modulations fournit deux autres lois de conservation : Q(v(t)) = Q(v(0)) et
M(v(t)) = M(v(0)), on

Q) =lvllz> et M(v) = (Dv,v).

La conservation de la masse et de ’énergie implique que la norme H'/? de la solution
de (NLW) est uniformément bornée en temps. Donc H'/2 est un espace naturel pour
étudier si 'équation (NLW) est bien posée.

Proposition 1.3.1. L’équation des ondes non linéaire (NLW) est globalement bien
posée dans H'/*(T) ainsi que dans H'/*(R). De plus, si vg € H® pour s > %, alors
v e CR; H?).
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1.4 Résultats concernant I’équation de Szego

[’équation de Szegd a été introduite et étudiée dans [34, 35, 36, 37| sur T. Une
grande partie de ma thése concerne I’étude de cette équation sur R. A cause des pro-
blémes spectraux, de la perte de compacité des inclusions de Sobolev, de la difficulté
de caractériser les opérateurs de Hankel en utilisant I'opérateurs de shift e’ et des
problémes liés aux petits diviseurs, I’étude de cette équation sur R offre des nouveaux
phénomeénes & comprendre. On énonce a présent trés briévement les résultats obtenus
dans cette thése concernant I’équation de Szego.

Dans le Chapitre 3, on classifie tous les solitons de I'équation de Szeg6 sur R et
I’'on démontre qu’ils sont orbitalement stables, ce qui signifie que si la donnée initiale
est proche de celle d’un soliton, alors pour tout temps, la solution correspondante
reste proche du soliton modulo les isométries de 1'espace.

Dans le Chapitre 4, on trouve une formule explicite pour la solution de ’équation
de Szeg6 sur R. Cette formule nous permet de démontrer que les solutions “génériques"
s’écrivent comme une somme de solitons et d’un reste petit quand le temps tend vers
+00. Pour ce qui est des données non génériques, on construit un exemple pour
lequel la résolution en solitons est vraie dans H*, 0 < s < 1/2, tandis que les grandes
normes de Sobolev tendent vers I'infini en temps, i.e. lim; 4o ||u(t)||gs = 00, s > 1/2.
La formule explicite nous permet aussi d’introduire des coordonnées action-angle
généralisées si ’on se restreint & une sous-variété de ’espace de Hardy de dimension
finie. Par conséquent, la plupart des solutions de 1’équation de Szego sur R ont une
trajectoire en forme de spirale autour d’un cylindre toroidal TV x R¥.

L’étude de ces problémes a été motivée par des résultats similaires qui ont été
obtenus pour d’autres équations complétement intégrables comme NLS cubique en
dimension un, KdV et mKdV. Ces équations ont été résolues par la méthode de
scattering inverse [2, 23, 32|, qui a aussi donné la résolution en solitons pour des
données “génériques" [26, 70].

Dans ce qui suit, on décrit plus rigoureusement les résultats énoncés ci-dessus. On
les compare aussi avec des résultats déja existants a propos de 'équation de Szegd
sur T, NLS et KdV. On décrit briévement les particularités de chaque preuve ainsi
que les difficultés rencontrées.

1.4.1 Classification des solitons de I’équation de Szego sur R

On dit qu'une solution de I’équation de Szegd est un soliton s’il existe une fonction
ug et c,w € R de sorte que
wt

u(t,z) = e “ug(z —ct), xR teR.
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Theorem 1.4.1 ([75]). Une fonction u € C(R,H}f(R)) est un soliton si et seule-
ment si c’est une fonction rationnelle avec un seul pole simple :

Ce—iwt

uhe) = ey

ot c = ¢(C,p), w=w(C,p) et Imp < 0.

Une classification des solitons de I'équation de Szegd sur T est disponible dans
|35]. Les solitons sont dans ce cas, toutes les fonctions rationnelles ﬁ, ou [p| > 1,
¢ =1,2,...,N—1 ainsi que tous les produits de Blaschke finis (donnés par la formule
(1.4.1) ci-dessous). Une comparaison immeédiate de ces deux résultats montre qu’il
existe beaucoup moins de solitons dans le cas de R que dans le cas de T.

Contrairement & son énoncé trés court, la preuve du Théoréme 1.4.1 combine
plusieurs arguments provenant de domaines divers de l'analyse comme la théorie
spectrale, 'analyse complexe et la théorie des systémes dynamiques complétement
intégrables. La preuve contient deux parties principales :

e Les solitons sont des fonctions rationnelles.

Sur T, cette affirmation est une conséquence directe du fait que 'opérateur

A, =D — %Twz a une résolvante compacte et n’a donc qu’'un spectre discret, ce
qui découle de I'inclusion de Sobolev compacte H'(T) C L?(T). Par contre, sur R,
cette inclusion n’est plus compacte et 'opérateur A, a aussi un spectre continu. La
partie du spectre de A, qui nous intéresse le plus est le spectre absolument continu.
Pour I'étudier, on prouve d’abord 'existence et la complétude des opérateurs d’ondes
O* (D, A,), ot D = —id,. Les opérateurs d’ondes QF (D, A,) réalisent une comparai-
son entre les dynamiques induites par e " et e~*4« quand t — Foo. En particulier,
leur existence et leur complétude montrent que le spectre absolument continu de
A, coincide avec celui de D, donc avec [0,00). Pour plus de détails concernant les
opérateurs d’ondes, on renvoie a la section 2.2.4 des préliminaires.

Un autre élément important de la preuve est un théoréme de type Kronecker
(Théoréme 2.1.7) qui caractérise les opérateurs de Hankel de rang fini (on rappelle
que les opérateurs de Hankel sont compacts). Ce théoréme affirme que l'opérateur
de Hankel H, est de rang fini si et seulement si u est une fonction rationnelle dans
L% (R). Pour démontrer que le soliton u est une fonction rationnelle, il suffit donc
de démontrer que dim(RanH,) < oco. Dans la preuve, on reformule ceci en termes
de propriétés pour Ker H,. Ce noyau est invariant par rapport a la multiplication
par €® pour tout o > 0. Un théoréme de Lax (Théoréme 2.1.6) concernant de tels
sous-espaces invariants, montre alors que Ker H, = ¢L2 (R), oul ¢ est une fonction
intérieure, c’est & dire une fonction holomorphe bornée dans le demi-plan supérieur et
dont la valeur au bord est de valeur absolue 1. En utilisant les propriétés des fonctions
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intérieures, on démontre que ¢ est en fait égale & un produit de Blaschke fini :

=TT

o(z) = H - ij, ot Im(A;) > 0. (1.4.1)

N
On en déduit que Ran(H,) est engendré par {IES\} et donc que H, est de rang
J =1

fini, ce qui prouve que le soliton u est une fonction rationnelle. Notons que, sur T,
aucune des techniques que ’on vient de décrire n’est nécessaire.

e Les solitons ont un seul pole et celui-ci est simple.

Dans le cas de T, on montre ce résultat en utilisant ’opérateur de shift 7, donné
par la multiplication par la variable complexe z, qui commute avec 'opérateur de
Hankel : H,T, = T;H,. Dans le cas de R, il est difficile de travailler avec le semi-
groupe d’opérateurs de shift T, donnés par la multiplication par e'**, qui satisfont
H,T, = TrH, pour tout o > 0. C’est pourquoi l'on introduit [’opérateur de shift
infinitésimal compressé T qui correspond & “la multiplication par z". Cest le gé-
nérateur infinitésimal du semi-groupe P,T,, ou P, est le projecteur orthogonal sur
Ran H,. Il satisfait la méme relation de commutation H, 7" = T*H,, mais ’on doit
faire attention lorsque I'on manipule cet opérateur : en effet, la multiplication par x
est un opérateur non borné sur L? (R).

1.4.2 Stabilité orbitale des solitons de I’équation de Szego6
sur R

Theorem 1.4.2 ([75]). Les solitons de ’équation de Szegd sur R sont orbitalement
stables. Plus précisément, pour a,r > 0, on considere le cylindre

«
Z—Dp

C’(a,r):{

lal = a, Imp = —7‘},

qui est une sous-variété de la variété des solitons. Si la suite des données initiales
{ug} C Hi/Q est proche du cylindre C(a,r), alors la suite correspondante des solutions
{u"}, reste proche de C(a,r) pour tout temps t € R.

La preuve du Théoréme 1.4.2 est basée sur des techniques variationnelles. La
premiére étape est d’observer que les solitons u = x%p, Imp < 0 sont des minimiseurs
dans une inégalité de Gagliardo-Nirenberg de la forme

1

HUHii < ;Hu”%inu”idm
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Notons que, sur T, les solitons Z%p avec |p| > 1, sont aussi orbitalement stable [35].
Dans ce cas-la, 'argument variationnel présenté ci-dessus et le théoréme de compa-
cité de Rellich sont suffisants pour conclure. Malheureusement, un tel théoréme de
compacité n’est pas vrai sur R. Par conséquent, sur R, on utilise la concentration-
compacité, introduite par Lions [61, 60]. Plus précisément, on applique un théoréme
de décomposition en profils pour des suites bornées dans H}rﬁ(R), dans D'esprit des
travaux de Gérard [33] et Hmidi et Keraani [47]. Ce théoréme affirme que toute
suite bornée dans Hi/ 2(]R) s’écrit comme une superposition presque orthogonale des
translations des profils fixes et d’un reste qui tend vers zéro dans toutes les normes
LP(R), p € (2,00). Pour un énoncé plus précis, on renvoie au Théoréme 2.4.5 des
préliminaires.

On remarque que tous les solitons pour I'équation de Szegd sur T, a 'exception
de ceux qui sont de la forme z%p avec |p| > 1, sont instables [36].

1.4.3 Formule explicite de la solution de I’équation de Szego
sur R

On considére d’abord le cas d’une donnée initiale uy pour laquelle I'opérateur de
Hankel H,, est de rang fini. Les opérateur de Hankel de rang fini sont denses dans la
classe des opérateurs de Hankel, les opérateurs de Hankel étant tous compacts. Un
théoréme de type Kronecker (Théoréme 2.1.7) affirme que H,, est de rang fini N si
et seulement si ug est une fonction rationnelle appartenant a 'ensemble M (N) défini
par

A(z2)

deg(B) = N, deg(A) < N — 1, B(0) =1, pged(A, B) = 1}.

Si up € M(N), le corollaire 1.2.3 assure alors que rk H,) = rk H,, = N pour tout
t € R. Le théoréme de type Kronecker implique donc dans ce cas que u(t) € M(N).
Par conséquent, la premiére information que 'on détient est que si la donnée initiale
est une fonction rationnelle, alors la solution reste une fonction rationnelle pour tout
temps. Il s’avére que I'on peut trouver une formule explicite de la solution, comme
on I'énonce dans le théoréme suivant. On fixe d’abord quelques notations.

Supposons que ug € M(N). Il existe alors gy € Ran(H,,) tel que Hy,,go = uo.
Notons par A < A3 < --- < Ay les valeurs propres de H; tel que A; > 0. Comme, par
le Lemme 3.3.6, on a Ran(H,,) = Ran(H_} ), on peut choisir une base orthonormale
complexe {e;}77, de Ran(H,,) formée de vecteurs propres de H; vérifiant H,,e; =
Aje; pour tout j =1,2,..., N. Posons aussi 3; = (go, €;).

Theorem 1.4.3 (Formule explicite pour les solutions qui ont comme conditions
initiales des fonctions rationnelles [76] ). Supposons que ug € M(N) et notons
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W(t)=e' 21l On définit Dopérateur de shift infinitésimal compressé
T : Ran(H,,) — Ran(H,,) par :

Tf(z):=af — (lim zf(z))(1 — go). (1.4.2)

T—r00

On introduit un opérateur S(t) qui agit de la maniére suivante sur Ran H,,.
On fize 5 € {1,...,N} et on note M; C N U'ensemble de tous les indices k tels
que Hyyer, = Njeg. Lopérateur S(t) est défini dans la base {e;}}., par la matrice
(S(t)k,j)k,j, ot Uon pose :

VALY 2 .
S()es = %(Q—A(A UEE G NS DET,), s ke (L. NY\ M,
’J -

5 Bit + (Tej, er), sik € M;.

La formule suivante définit alors la solution de l’équation de Szeqd :

u(t,z) = %(uo, W(t)(S(t) — :c[)’lVV(t)gO) L, bour tout (t,z) e R x R. (1.4.3)

Ce théoréme est dans l'esprit de la méthode de scattering inverse. Cependant,
contrairement au cas d’autres équations complétement intégrables comme NLS cu-
bique en dimension un et KdV, cette méthode n’est pas nécessaire pour résoudre
I’équation de Szego. Plus précisément, la compacité de 'opérateur de Hankel H,, im-
plique qu’il n’a pas de spectre continu et permet donc de résoudre directement le
probléme spectral inverse pour H,, sans passer par la méthode de scattering inverse.

Le role principal dans la preuve du Théoréme 1.4.3 est naturellement joué par
la paire de Lax. Un élément clé est la relation de commutation entre les opérateurs
de Hankel et l'opérateur de shift infinitésimal T*H, = H,T. On observe ici que
Vopérateur T est défini dans (1.4.2) par la multiplication d’une fonction rationnelle
f par x en soustrayant ensuite grosso modo la constante lim, ., zf(z), qui est la
seule chose qui empéche z f(z) d’appartenir & L*(R). On termine alors la preuve par
le calcul des commutateurs de 'opérateur de shift infinitésimal 7" avec des opérateurs
de Hankel et de Toeplitz.

Comme |y M(N) est dense dans L3 (R), on peut traiter le cas d’une solution
a donnée initiale générale dans L% (R) par un argument d’approximation. On fixe
d’abord quelques notations.

Soit up € L7 (R). Comme H  est un opérateur linéaire compact, on note {\3}32,
la suite de ses Valeurs propres posmves Choisissons une base orthonormale complexe
{e]};’ol de Ran(H,,) formée de vecteurs propres de H? vérifiant H, e; = \je; pour
tout j € N* et posons f3; = (e],uo)
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Theorem 1.4.4 (Formule explicite de la solution a donnée initiale générale [76]).
Soit ug € HS, s > 1 telle que zuy € L*(R). Notons W(t) = €' 3Mh . On définit
Vopérateur T* : Ran(H,,) — Ran(H,,) par

T*(H,, f) = I, (zuo f). (1.4.4)

On introduit un opérateur S*(t) qui agit de la maniére suivante sur Ran H,,. On
fize j € {1,...,N} et on note M; C N [’ensemble de tous les indices k tels que
H, e = \jey. L ‘opérateur S*(t) est défini dans la base {e;}52, par :

(S*(t)e ek) — 27r1()\2 <A]€€ 5 Bk’ - )\ 6 % )\2 /\2 5]5]@) st k € N\M
7 kﬁ Bkt+(T*€],€k) si k c Mj

Si A est la fermeture de S* dans L2 (R), on a alors la formule suivante pour la
solution de l’équation de Szego :

u(t,2) = lim - (W () (A — 20) W (1), ! ).

e—0 27 1—ez

pour Imz > 0.

On remarque d’abord que ug n’appartient pas toujours a Ranf,,,, comme c’était
le cas pour les fonctions rationnelles, ot 'on avait wy = H,,go. Par conséquent, il
est nécessaire de trouver une fonction qui remplace gy dans la formule (1.4.3). On
peut démontrer que pour tout uy € L1 (R) on a uy € RanH,,, et que de plus, si

up € Hi(R) avec s > 1 et zug(x) € L*(R), alors ug = lim._o Huo(ﬁ).

Le fait que la derniére égalité soit vraie pour ug reste tout de méme insuffisant.
Comme on veut obtenir une formule pour u(t), il est nécessaire que cette propriété
soit vraie pour tout u(t), ¢ € R. En utilisant un argument de point fixe, on démontre
que u(t) € H(R) avec s > 1 et zu(t,r) € L>(R) pour tout ¢ € R. Ceci entraine que
u(t,x) = limg_m Hu(t)(ﬁ), et donc que la fonction qui remplace gy dans la formule
(1.4.3) est £

—tex”

Le point le plus délicat dans la preuve du Théoréme 1.4.4 est la définition de
lopérateur de shift infinitésimal 7', qui devrait étre “ la multiplication par z". Il n’est
plus suffisant de multiplier par x et ensuite de soustraire une “constante", comme dans
le cas des fonctions rationnelles (1.4.2). Cependant, méme si 'on ne sait pas définir
T directement, on arrive a définir “I’adjoint" de T par T*(H,, ) = 1 (xuof) comme
dans Iéquation (1.4.4). Si f € L3 (R) et zug € L*(R), on a alors zugf € L*(R), et
la définition ci-dessus a donc un sens. Ceci explique 'apparition de 'opérateur S*(t)
plutdt que celle de S(t) dans le Théoréme 1.4.4.
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Une formule explicite de la solution de I'équation de Szegd sur T est obtenue
dans [36] comme conséquence de I'introduction des coordonnées action-angle. On
discutera plus tard, lorsqu’il sera question des coordonnées action-angle généralisées
pour ’équation de Szegd sur R, des similarités et des différences entre les formules
donnant la solution sur R et sur T.

Dans ce qui suit, on présente deux applications de la formule explicite de I'équation
de Szego sur R. Pour des solutions qui sont des fonctions rationnelles génériques, on
démontre qu’elles sont des superpositions des solitons et d’un reste quand le temps
tend vers +00. Pour des solutions non génériques, on trouve un exemple pour lequel
les grandes normes de Sobolev croissent vers I'infini en temps.

1.4.4 Reésolution en solitons pour I’équation de Szego6 sur R

Une donnée initiale up € M(N) est dite fortement générique si Uopérateur H_
a ses valeurs propres non nulles simples 0 < A\} < A3 < -+ < A%, avec (ug,e;) # 0,
pour tout j =1,2,..., N et |(uo, e;)| # |(uo, ex)| pour tout k # j. On note M(N )sgen
I’ensemble des fonctions fortement génériques ("strongly generic").

Theorem 1.4.5 (|76]). Soit ug € M(N)sgen une donnée initiale fortement générique
pour I’équation de Szegd. Alors, la solution correspondante s’écrit comme une somme
de N solitons et d’un reste. Plus précisément, on a

N Cjef’iw]‘t
U(t,l’) = Z m + €(t,$),
j=1 J J

ot limy, 4o ||€(t, @) || 73 r) = O pour tout s > 0.

La résolution en solitons est valable pour d’autres équations complétement inté-
grables comme KdV [26] et NLS cubique en dimension un [70]. Pour KdV, la résolu-
tion en solitons a lieu dans L>*(R, ), dans le sens ou lim;_,o (%, -)|| Lo, ) = 0. Par
contre, limy . [|€(t, -)|| 1 (r) n'est pas nécessairement égale a zéro. Ceci montre que,
contrairement au cas de 'équation de Szego, le reste est une onde dispersée, qui peut
cependant porter une partie de ’énergie initiale.

Pour NLS, la résolution en solitons a lieu dans L?(R) :
u(t, z) = Solitons 4 "2 f + &(t, 1),

ou limy . ||e(t, x)|| 2 = 0.

Pour I'équation de Szego sur T, on n’a pas de résultat de résolution en solitons.
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1.4.5 Croissance de grandes normes de Sobolev pour des
solutions non génériques de I’équation de Szegod sur R

Theorem 1.4.6 (|76]). L’équation de Szegi admet des solutions u(t) dont les grandes
normes de Sobolev H7 (R) pour s > 1/2, croissent vers Uinfini :

|u(t)|| s (r) — 00 quand ¢t — Fo0.

Plus précisément, il existe une solution u de I’équation de Szeqé avec une donnée
initiale non générique ug telle que HSO ait une seule valeur propre double et telle que
Nw()|| sy ~ [t~ pour |t| suffisamment grand.

Le théoréme précédent est une conséquence du caractére non-dispersif de I’équa-
tion de Szegd. Si on considére I'équation NLS sans dispersion, iu; = |u|?u, alors
u(t,z) = ¢(x) exp(—ilg(z)|*t). Si ¢ est régulier, alors ||u(t)||gs ~ |t|* pour s € N.
La situation est plus subtile pour I’équation de Szegd, a cause de la conservation de

1/2 o . . . 'l . ..
la norme H_'“(R). En particulier, ceci explique pourquoi, pour 'équation de Szegd,
seules les normes H% (R) avec s > 1/2 croissent vers I'infini.

Le Théoréme 1.4.6 montre que 'énergie est supportée sur des fréquences de plus
en plus hautes, tandis que la masse est supportée sur des basses fréquences. Ce
phénoméne s’appelle “forward cascade" et est compatible avec certaines prédictions
faites dans la théorie de la turbulence faible (“weak turbulence theory").

Bourgain a construit dans [11| des solutions dont le supremum en temps des
normes de Sobolev est infini. Il a tout de méme considéré une équation des ondes
non linéaire sur T avec un laplacien spectralement défini, de la forme B?, ou B est
diagonal par rapport a la base des exponentielles et a des valeurs propres p, = p_n,
tn = In|4+O(1). Dans [10], Bourgain a construit des solutions avec la méme propriété
pour une équation de Schrodinger non linéaire sur T avec une non linéarité petite
et tronquée en fréquences. Récemment, Hani a construit dans sa thése [45] le méme
type de solutions génériques de NLS sur T? avec une non linéarité cubique tronquée.

Cependant, dans le cas des EDP hamiltoniennes générales (dispersives), un tel ré-
sultat n’est pas connu, mais il existe plusieurs résultats partiels dans cette direction.
Dans [35, Corollary 5|, Gérard et Grellier ont observé la croissances de grandes normes
de Sobolev pour I'équation de Szego sur T. Cependant, leur construction d’une suite
de solutions u®(¢°) dont les normes de Sobolev deviennent grandes dépend du para-
métre petit €. Dans [22], Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka et Tao ont construit une
solution pour I'équation NLS cubique défocalisante sur T? dont les grandes normes
de Sobolev deviennent plus grandes que n’importe quelle constante fixée aprés un
certain temps. Kuksin a considéré dans [56] le cas de I’équation NLS avec peu de dis-
persion, —id;u+ 0Au = |u|*u, ! avec une condition au bord périodique et impaire, ou

1. On remarque que cette équation peut étre considérée comme une perturbation de ’équation
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0 est un paramétre petit. Il a prouvé que les normes de Sobolev des solutions avec des
données génériques et de masse unitaire deviennent plus grandes qu’une puissance
négative de §. Cependant, ces constructions ne donnent aucun exemple de solution
telle que sup, ||u(t)||gs = oo.

Le point de départ de la preuve des Théorémes 1.4.5 et 1.4.6 est la formule explicite
de la solution dont on dispose pour des données initiales ug € M(N). On sait déja que
la solution correspondante u(t) est une fonction rationnelle et donc on peut d’abord
écrire son déveloypement asymptotique comme une somme de fractions simples :
u(t) = Zjvzl x?;gt(t) +0(1). La remarque clé dans la preuve est le fait que les conjugués

complexes des poles p;(t) de u(t) sont les valeurs propres de l'opérateur de shift
infinitésimal T

e Siug € M(N)sgen, alors pour tout j, on a p;(t) = a;t+b;+O(3) quand t — +o0,
avec a; # 0, aj # ay, pour j # k, et Im(b;) # 0. Dans ce cas, on obtient la résolution
en solitons dans H7 (R) pour tout s > 0.

e Si ug est telle que Hfm a une seule valeur propre double, alors il existe p;, avec
pjo(t) = bj, + O(3) quand t — +oo et Im(bj,) = 0. Par conséquent, un des poles de
u(t) s’approche de la droite réelle, ce qui provoque la croissance de grandes normes
de Sobolev.

1.4.6 Coordonnées action-angle généralisées pour 1’équation
de Szego6 restreinte a des variétés de dimension finie

M(N)

Les coordonnées action-angle généralisées sont la généralisation au cas non-
compact des coordonnées action-angle définies dans le théoréme de Liouville-Arnold.
On renvoie a la section 2.3.2 pour ’énoncé du théoréme de Liouville-Arnold et de sa
généralisation au cas non-compact.

Comme nous 'avons vu au début de la section 1.4.3, les sous-variétés M (V)
sont invariantes par le flot de I’équation de Szegs. En restreignant ’équation de
Szeg6 & M(N), on obtient un systéme complétement intégrable de dimension 4N.
On peut donc introduire explicitement des coordonnées action-angle généralisées pour
ce systéme, formées de 2N actions invariantes par le flot et telles que le hamiltonien
s’exprime exclusivement en termes d’actions, de N angles qui appartiennent au tore
T et de N angles généralisés qui appartiennent a la droite réelle R. Dans ces nouvelles
coordonnées, I’équation de Szegd a alors une forme trés simple et peut étre intégrée
facilement.

Une fonction u € M(N) est dite générique si I'opérateur H2 a seulement des

NLS sans dispersion. On renvoie a [13, p.138]
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valeurs propres non nulles simples 0 < A} < A3 < --- < A% et si (u,e;) # 0, pour
tout j =1,2,..., N. On note M(N)gen I'ensemble de telles fonctions génériques.

Theorem 1.4.7 ([76]). Pour u € M(N)gen, on note 0 < A\} < X3 < ...\3% les valeurs
propres de H? et {ej}év:l une base orthonormale compleze de Ran(H,) formée de
vecteurs propres de H? tels que H,e; = \je;. Il existe un unique élément g € Ran(H,)
tel que u= H,g. Notons v; = |(g,¢e;)|, ¢; = arg(g, e;) et v; = Re (Te;, ¢;).

Alors, I; = 4X\3v7, I = Am)3, ¢y € T, v; € R, j = 1,2,...,N sont des co-
ordonnées action-angle généralisées. L’équation de Szeqé s’écrit dans ces nouvelles
coordonnées

41;=0

%?J(t) = I;
%IJ =0 R
%'Yj(t) =4y

De plus, les solutions de [’équation de Szegd avec des données initiales qui sont des
fonctions rationnelles génériques ont des trajectoires en forme de spirale autour des
cylindres toroidauzr TN x RV,

Pour I'équation KdV sur le tore T, les coordonnées action-angle globales peuvent
étre trouvées par exemple dans le livre de Kappeler et Poschel [52], la compacité
permettant de ne pas avoir besoin d’angles généralisés. Pour I’équation de Szeg6 sur
T, des coordonnées action-angle ont été introduites dans [36] sur un sous-ensemble G4
de Li(’]l‘). La moitié des actions et des angles, fj, ¢;j,j=1,2,..., N, coincide dans les
deux analyses et est liée aux valeurs propres et aux fonctions propres de 'opérateur de
Hankel H,. Cependant, I’autre moitié est complétement différente. Dans le cas de T,
on considére un nouvel opérateur K, = H,T, dont les valeurs propres et les fonctions
propres donnent le reste des coordonnées. Dans le cas de R, les angles généralisés sont
définis a l'aide de 'opérateur de shift infinitésimal T, spécifique au cas de la droite
réelle, en posant v; = Re(Te;, ¢;).

La preuve du Théoréme 1.4.7 suit la stratégie utilisée dans [36]. On considére
I'application x définie sur M(N)gen par x(u) = (15, fj, ®j,7;), qui est & valeurs dans
Q=R)Vx{0 <21 <z9 <+ <ay}xTVXRY. On prouve en plusieurs étapes que
x est un difféeomorphisme symplectique, ce qui signifie que c’est un difféomorphisme
tel que

U, on} = 0k {15} = i
et que tous les autres crochets de Poisson sont nuls.

e \ est une application injective. Cette affirmation est équivalente a la résolution
du probléme spectral inverse pour 'opérateur de Hankel H,. Par des calculs similaires
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a ceux permettant de retrouver la formule explicite de la solution de I’équation de
Szegd, on obtient une formule pour u en termes de I, I;, ¢;,;, ce qui montre que x
est injective.

e Y est un diffefomorphisme local. Ceci revient a prouver que les différentielles
dlj,dfj,dgbj,dyj, j =1,2,...,N sont libres. On démontre cela facilement une fois
que l'on a calculé une partie de crochets de Poisson, plus précisément {action, angle}
et {action, angle généralisé}. Cependant, il est difficile de calculer directement ces
crochets de Poisson. Le point clé pour faire ce calcul est d’utiliser la hiérarchie de
Szego. C’est une suite infinie d’équations hamiltoniennes correspondant aux champs
vectoriels des quantités conservées Jy, définies dans le Corollaire 1.2.4 :

Ot = X (1.4.5)
u(0) = up.

On peut démontrer que Jo,(u) = Zjvzl NtwE = C’Z;.Vzl L;I7". Par conséquent,
si I'on arrive a calculer {Js,, ¢;} et {Jan,;}, on retrouve les crochets de Poisson
désirés, a savoir {1;, ¢;}, {1;, ¢}, {L;,7}, {L;,7;}- Dans le but de calculer {.J5,, ¢;},
on observe que

de;

est 'évolution de l'angle ¢; le long du flot de I'équation (1.4.5). (Une affirmation
analogue est vraie pour l'angle généralisé¢ 7;.) Comme I’équation de Szegd, toutes les
équations dans la hiérarchie de Szego sont complétement intégrables et admettent
une paire de Lax (Hy, B,,). Ceci nous permet de calculer 9 ot %, et donc de

dt
retrouver {.Jo,, ¢;} et {Jon, 75}

e \ est surjective, et est donc un difféomorphisme. On a déja démontré que y
est un diffeomorphisme local, d’ou il résulte que x est une application ouverte. Si
I'on prouve que y est aussi une application fermée, la connexité de 2 va impliquer
que X(M(N)gen) = Q, et donc x est surjective. Pour démontrer que x est fermée,
on prouve qu’elle est propre, ce qui signifie que la pré-image de tout sous-ensemble
compact de ) par y est compacte.

La preuve utilise de nouveau les quantités Jon(u) ainsi que le fait que
Hu”i{}f = 2rTr(H?) = %Z;\le I;. Si, dans le cas de T, on utilise un lemme abstrait

de théorie spectrale, la preuve dans le cas de R utilise simplement la formule que ’on
a trouvée pour u dans I’é¢tape ol 'on a démontré I'injectivité de .

e \ est une transformation symplectique. Ceci revient a prouver que les crochets
de Poisson {¢;, &x}, {¢5, 7} et {7;, v} sont nuls. Pour le premier, on procéde comme
dans le cas de T. On considére {J;, J3}, ou Ji(u) = (u,g) et J3(u) = (H?u,g). On
calcule d’abord la valeur de ce crochet en utilisant les définitions ci-dessus de J;
et Js. Deuxiémement, on la calcule en utilisant le fait que J; = Zjvzl Ajvie 9 et
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Jy = Z?f:l AJvZe~?% . En identifiant les deux expressions on obtient que {¢;, ¢} = 0.
Pour calculer les deux derniers crochets de Poisson, on procéde de facon similaire en
calculant {A,C}, ou A = (Tu,u) et C = (Tu,g). Ce choix est différent de celui
réalisé dans le cas de T parce que les angles généralisés sont choisis d’une maniére
différente qui fait intervenir 'opérateur de shift infinitésimal T'.

Remarquons que dans le cas de T, les coordonnées action-angle ont été prolongées
pour des fonctions qui ne sont pas nécessairement rationnelles. Comme les inclusions
de Sobolev ne sont pas compactes sur R, et comme on ne sait pas caractériser les
conditions ug € H(R), s > 1/2 et zug(x) € L*(R), dans 'hypothése du Théoréme
1.4.4, uniquement en termes de données spectrales, on n’a pas pu étendre le Théoréme
1.4.7 au cas des fonctions qui ne sont pas rationnelles.

1.5 Résultats concernant les perturbations de
I’équation de Szego

Dans le Chapitre 5 on s’intéresse a I’équation des ondes non linéaire
iy — |D|v = |v|*v
v(0) = vy

sur R et aussi sur T. Sur R, on prouve que si la donnée initiale est petite est entiére-
ment supportée sur des fréquences positives ou nulles, alors la solution correspondante
est proche de celle de I’équation de Szego avec la méme donnée initiale, pour un temps
long (approximation de premier ordre). Comme corollaire, on donne un exemple de
solution de I'équation (NLW) pour laquelle les normes de Sobolev croissent en temps
relativement a la norme de la donnée initiale. Un résultat similaire d’approximation
a été prouvé dans [37] sur T. On améliore ce résultat en trouvant une approximation
de deuxiéme ordre de (NLW) sur T, qui fournit une erreur plus petite. Celle-ci est
donnée par une équation plus compliquée que celle de Szego.

Dans le Chapitre 6 on étudie ’équation de Szegd sur R perturbée par un petit
potentiel de Toeplitz eTyu, ou Tyu = I, (bu) :

P 2
{@atu = IL, (Ju|*u) + eTyu (TS7)

u(0) = up.

On montre que, si la donnée initiale est celle d’un soliton pour I’équation de Szegd,
alors la solution correspondante est proche d’une fonction qui a la forme d’un soliton
et pour laquelle on peut prescrire les dynamiques effectives pour un temps long.
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1.5.1 L’équation de Szegoé comme premiére approximation de
I’équation des ondes non linéaire (NLW) sur R

Si la donnée initiale est de 'ordre de O(e) et entiérement supportée sur des fré-
quences positives, alors la solution correspondante de 1'équation (NLW) sur R peut
étre approximée par celle de I’équation de Szegd avec une erreur de l'ordre de O(g?7)

et pour un temps 0 < t < E%(log(g%)) a, on0<a< % Pour que cette affirmation
soit vraie, on doit en plus imposer une borne sur la norme de Sobolev de la solution de
I'équation de Szego : |[W(t)||ns < C’e(log(i;))a. Plus précisément, on a le théoréme
suivant :

Theorem 1.5.1 ([78]). Soient 0 <e < 1, s > 1 et Wy € H5(R). Soit v(t) la solution
de équation (NLW) sur R

i0v — |DJv = |v|*v
U(O) = W() = EW().

Notons W € C(R, H(R)) la solution de léquation de Szegd sur R

W(0) =W,

avec la méme donnée initiale. Supposons qu’il existe 0 < a < % et 0 > 0 suffisamment

petit de sorte que |WW(t)||ms < C’e(log(s%)) pour tout t € R.

— g2

1-2a
Alors, si0 <t < i(log(s%)) , 0n aQ
lo(t) — e PW(E) | e < Cre®

ot Cy > 0 est une constante absolue et C, est une constante qui dépend seulement
de la norme Hi/z(R) de W.

L’intérét du Théoréme 1.5.1 est de fournir des résultats pour 'équation (NLW) a
partir des résultats que 'on connait pour I’équation de Szegé. On a mis en évidence
dans le Théoréme 1.4.6, des solutions de I’équation de Szegd non génériques pour
lesquelles les normes de Sobolev croissent vers l'infini en temps. Dans le corollaire
suivant, on montre qu'un phénoméne d’inflation des normes de Sobolev est aussi
valable pour les solutions de (NLW) avec les méme données initiales non génériques.

Corollary 1.5.2 (|78]). L’équation (NLW) sur R admet des solutions pour lesquelles

il existe une augmentation des normes de Sobolev H*(R) avec s > %, de € au moment
45—2

initial @ 5<log(6%)> 74 un moment ultérieur.
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Plus précisément, soient 0 < ¢ < 1, s > % et 0 > 0 suffisamment petit. Soit
Wo € Hi(R) une fonction rationnelle non générique telle que Hyy, ait une seule

valeur propre double. Notons v(t) la solution de I'équation (NLW) sur R de donnée

1 1
initiale eWy. Alors, pour %(log(%)) et < E%(log(g%)) 7 on obtient

1 4s—2

)> ds—1 > 1.

[0 ()]s ey

> (C'( log
o0 e, 2 € (o8t

eo

Des résultats analogues au Théoréeme 1.5.1 et au Corollaire 1.5.2 ont été obtenus
dans [37] pour I'équation des ondes (NLW) sur T. Notons que la méthode utilisée
dans le cas du tore est celle des formes normales de Birkhoff que 1’on ne sait pas
adapter au cas de la droite réelle. De plus, des nouvelles difficultés sont introduites
sur R par les basses fréquences, ce qui n’est pas le cas sur T, ou les fréquences sont
discrétes.

Pour la preuve du Théoréme 1.5.1 on applique la méthode du groupe de renor-
malisation introduite par Chen, Goldfend et Oono dans le contexte de la physique
théorique [19, 20]. Cette méthode a été justifiee mathématiquement pour une grande
classe I’EDO dans [93, 24]. Elle a aussi été appliquée rigoureusement a des EDP
sur des intervalles bornés : équations de Navier-Stokes |67|, équation d’un fluide peu
compressible, équation de Swift-Hohenberg [68], ainsi qu’aux équations primitives de
I'atmosphére et de I'océan [74]. Dans [3] elle a été appliquée a ’équation de
Schrédinger non linéaire quadratique sur R3. L’idée de base de cette méthode est
de décomposer la non linéarité dans une partie résonnante et une partie oscillatoire.
Cette décomposition a été appliqué avec beaucoup d’efficacité par Germain, Mas-
moudi et Shatah pour montrer l'existence globale a donnée petite pour plusieurs
équations non linéaires dispersives |38, 39, 40, 41, 42, 84]. Une présentation détaillée
de la méthode du groupe de renormalisation est donnée dans la section 2.5.2 des
préliminaires.

Le changement de variables u(t) = 1e'Pl'v(t) dans I'équation (NLW), permet de
vérifier que u satisfait I’équation suivante :

atu — _Z'€2ei\D|t(|e—i|D\tu|26—i\D|tu) = 52f(u, t)

La premiére étape de la méthode du groupe de renormalisation consiste a écrire la non
linéarité f(u,t) dans I'espace de Fourier et a la décomposer en une partie résonnante,
qui ne dépend pas explicitement du temps, et en une partie oscillatoire :

F(#,)(€) = =i [ [ e it — i)ty - €)dcdr.
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En posant ¢(¢,n, ) i= €] — |¢] + [n — € — [n — C|, on a alors
f(u7 S) = fres<u> + fosc(u7 S>7

res - - F ! U - U U ” — C d d”,

frclts ) = iF 1 [ [ S ity - aC)ity - €)dcd
$#0

La spécificité de 'équation (NLW) est qu’elle a beaucoup de résonances. Plus
précisément, Pensemble {¢(&,7,¢) = 0} C R? a une mesure de Lebesgue non nulle,
ce qui permet d’intégrer sur cet ensemble. En fait, a £ fixé, {#(&,n,() = 0} est
'ensemble des paires (1, () € R? telles que ¢, — £ et  — ¢ aient le méme signe que
Eou=¢oun—C=2¢& On en déduit alors que

Fres() = =i (T (s Pay) + T (Ju ) )

L’idée de base de la méthode du groupe de renormalisation est que la dynamique
d’une équation est dominée par ses résonances. On considére donc I’équation suivante,
dite de renormalisation :

{atW = 52fres(W> (RG)

et 'on montre que W est une bonne approximation pour u. C’est ici qu’intervient le
choix que 'on a fait pour la donnée initiale Wy. On a supposé qu’elle est supportée
sur des fréquences positives, de sorte que 'on a W, = 0. En projetant I’équation
(RG) sur les fréquences négatives, on obtient

W = 21 (|W_[2W.)
W_(0) = 0.

Par suite, on a W_(¢) = 0 pour tout ¢t € R, et 'approximation de notre solution est
donc donnée par W = W, | qui satisfait 1’équation

iOW, = 1L, (|WL[*W,)
W+(O) = Wo.

Notons que, en faisant le changement de variables YW = €W, on trouve que W satisfait
I’équation de Szegd de donnée initiale eW.
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Cependant, on n’arrive pas & montrer directement que W est une bonne approxi-
mation de u, & cause de difficultés techniques. Pour surmonter ces difficultés, on
considére 'ansatz suivant pour 'approximation de w :

Uapp(t) = W (t) + 52FOSC(W(t)> t),

ou l'on pose Foge (W (), 1) := fg fosc(W(t), s)ds. On trouve ensuite I'équation satisfaite
par w = U — Uupp €t I'on montre, par un argument de bootstrap et en utilisant
inégalité de Gronwall, que ||w]|g:r) < ', Comme on a une bonne estimation
pour Fos(W(t),t), on obtient en fait que |[ju—W/||gs®) < &'’ pour un temps long.
Le résultat final est obtenu en revenant aux variables v et W.

1.5.2 Approximation de deuxiéme ordre pour I’équation des
ondes non linéaire (NLW) sur T

Comme on 'a déja dit, un résultat similaire au Théoréme 1.5.1 pour le cas de
I'équation (NLW) sur T a été démontré dans [37]. Grace a de meilleures estimations,
'erreur est de l'ordre O(37) dans le cas de T, et pas seulement de I'ordre O(g?7)
comme dans le cas de R. On améliore ce résultat en trouvant une solution approchée
de sorte que Perreur est encore plus petite, puisque de 'ordre O(¢°™). Cette nouvelle
approximation est donnée par une équation plus compliquée que ’équation de Szego.

Theorem 1.5.3 (|78]). Soient 0 <e < 1,5 >3, 0 < a <1 et d >0 suffisamment
petit. Soit Wy € H3(T) telle que la solution de l’équation de Szegd de donnée initiale

(e
eWy soit uniformément bornée par 6<log(€%)> pour tout t € R. Notons v(t) la
solution de I’équation (NLW) sur T

i0v — |D|v = |v]*v
v(0) = Wy = eW.

Considérons W € C(R, H5(T)) la solution de I’équation suivante sur T :

oW =TI(IWPW) = I (WP ST (IWPW)) — SIL (W2 ST (JW[PW))
W(O) == Wo = €W0,

(1.5.1)

avec la méme donnée initiale. Pour toute fonction h € H*(T), on pose

. , , [ , 4
fosc(ha t) — 61|D|t(‘672|D|th’2671\D|th> . 2_/ ez\D\‘r(’efz\D\‘rh’Qefz\th)dT’
™

0
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et l'on note Fos.(h,t) Uunique fonction de moyenne nulle en t telle que
agisc (h7 t) = fosc(h/, t) Posons

Vapp (1) = P OWIE) + Fonc W(0).1)).

1-2a
Alors, s 0 <t < i(log(g%)) , 0n a

— 52
[0(8) = Vapp (£) || s < €777,
ou Cy > 0 est une constante absolue.

La remarque qui s’impose est qu’il serait souhaitable d’obtenir une approximation
de la solution de (NLW) pour un temps plus long. Malheureusement, la preuve du
Théoréme 1.5.3 ne nous permet pas d’avoir un temps plus long, méme si ’on admettait
une erreur d’approximation un peu plus grande.

Dans la preuve du Théoréme 1.5.3, on applique la méthode de la moyennisa-
tion & l'ordre deux, introduite par Temam et Wirosoetisno dans [86]. Elle consiste a
considérer I'ansatz suivant de moyennisation :

Uapp (1) = W (t) + EQFOSC(W(t), t) + €4N2(VV, t),

ou W est la solution de ’équation moyennée suivante :

W = &2 fros(W) + Ry (W)

On détermine Ry et Ny en faisant un développement de Taylor de la non linéarité
f(uapp, t) en W, en imposant que u,p, soit une solution approchée et en identifiant
les différentes puissances de €. En particulier, on trouve que

R2<W) = {f’(m/? t) ' FOSC(W7 t)}I'GS'
En utilisant le choix que I’on a fait de la donnée initiale, comme dans le cas de (NLW)

sur R, on trouve que ’équation moyennée est équivalente a I’équation (1.5.1). Le reste
de la preuve suit les méme lignes que celle du Théoréme 1.5.1.

1.5.3 Interaction des solitons avec un potentiel Toeplitz petit
pour I’équation de Szeg6 sur R

On considére I'équation de Szegd perturbée par un potentiel Toeplitz petit eTyu,
ou Tyu =11, (bu) avec b € L*(R) :

i0wu = T, (|ul?u) + eTyu,
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avec une donnée initiale qui coincide avec celle d’un soliton pour I’équation de Szego
non perturbée. En posant n(z) = x%i, on voit que la donnée initiale d’un soliton
pour I'équation de Szegd s’écrit

ido

ape ,

Uy = L — = aoe“bo,uon(,uo(x —ap)), (1.5.2)
T — ap+ w0

ol ag, P € R et ay, o € (0,00). De plus, pour tout temps ¢ € R, le soliton u(t) a la
méme forme :

@2 2 Oé2
o(t) = — 04“%+¢0 et alt) = 02'u0t+a0.

La solution de I’équation de Szegd perturbée par un potentiel Toeplitz petit, de
donnée initiale soliton, garde la forme d’un soliton dépendant de quatre parameétres,

pour un temps (1 + 51?1(1 ln( )). De plus, on peut préciser les équations

différentielles satlsfaltes par les paramétres a(t), a(t), ¢(t), pu(t). Plus précisément, on
a le théoréme suivant.

Theorem 1.5.4 ([77]). Soitb: R — R une fonction dans H'(R) telle que ' € L'(R).
Sotent 0 <e << let0<d< % St u est la solution du probléme de Cauchy

. . 2
{mm—JHWMO+€EU (1.5.3)

u(07 $) = @Oeid)oﬂon(ﬂo(x - ao))v
avec ag, oo € R et ag, o € (0,00), alors

lu(t) = a(t)e™ O u(t)n(u(t) (@ — ()]

H

[SIY)

< Certs,

+ -

—1n(2), ot ¢q est une constante dépendant seulement

52

de oy et g, et a,a, o, 1 satzsfont

= G = 2 [V(at £)En()Pde + O(e+5),
fb’ a+ o)) Pde + O,

(;5: - —f a+ 5)n(@)|*de — £ [V(a+ ﬁ)§|n(x)|2dx+0(el+2§),
= —%f Via+ 2 0P + O )
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De plus, si a,a, o, i satisfont

t I

o
Il
B w2
e =
|
]
+ =

b= 22 [¥(a+ 2)no)dr,
° a’p? € — T :D T

¢ === [bla+ 3)In(x)Pde — 2 [V(a+ )5 n(x)Pdz,
ji=—% [V(a+ %)) de,

avec les méme données initiales ag, g, ¢o, fho, 0N a alors
la —a] < ezt In(L),
la — al < éeat? In(2),
¢ — ¢| < Epde® In(1)?,
i — i < Goer o In(L).

ou ¢y dépend de o, L.

Par consequent st € est suffisamment petit el 15 < 0 <
0<t< (1) Uestimation

27

— 6lnc ) 82

wl>

lu(t) — a(t)e®Oat)n(at)(x — a(t)|| , < Cer*s,

H

“+ =

L’étude de 'interaction des solitons avec un potentiel a été abordée dans le cadre
de ’équation de Schrodinger non linéaire, de I’équation de Hartree et de ’équation
mKdV, dans une série de papiers parmi lesquels on cite [14, 54, 31, 29, 30]. Certains
de ces résultats ont été améliorés dans [48, 49, 50| par Holmer et Zworski et par
Holmer, Perelman et Zworski. Ils ont considéré le cas de 'équation de Schrodinger
non linéaire cubique sur R avec un potentiel petit de type Dirac et avec un potentiel
a variation lente, ainsi que le cas de mKdV avec un potentiel a variation lente et un
double soliton comme donnée initiale. e Théoréme 1.5.4 a été prouvé en adaptant

la méthode des auteurs ci-dessus au cas de I’équation de Szego.

L’équation perturbée (1.5.3) est une évolution hamiltonienne d’énergie

/ () + / () |u(z) .

On note par M la variété des solitons de dimension quatre :

M = {e®aun(r —a)),¢,a € R,a >0, >0}

Le point de départ de la preuve du Théoréme 1.5.4 est de déterminer le champ
vectoriel qui correspond a la restriction Hy|y, du hamiltonien a la variété des solitons.

on a pour des temps
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Ensuite, on détermine le flot de ce champ de vecteurs, que 'on appelle la dynamique
effective.

On décompose la solution de I’équation de Szegd perturbée (1.5.3) dans une partie
qui appartient a la variété M et en une partie qui est symplectiquement orthogonale
a M. On prouve ensuite que la partie qui est orthogonale a M est petite, ce qui
montre que le flot de (1.5.3) est proche de la variété M. L’heuristique de Holmer et
Zworski suggére alors que le flot doit étre proche du flot de Hy|yy, i.e. de la dynamique
effective.

La partie principale de la preuve consiste a estimer la partie de la solution qui est
orthogonale & M. L’élément clé de cette estimation est la coercivité de 'opérateur
linéarisé autour du soliton, que 'on définit ci-dessous.

On considére d’abord la fonctionnelle de Lyapounov & : Hi/Z(R) — R,

E(u) = %/|u|4dx —i—i/(@zu)ﬂdx — %/|u|2dx

—L est un point critique de € (i.e. d,€ = 0), car 'on vérifie facilement que

Alors n =
l
2

n
.1+ IL(n|*n) — 1-0

1
L’opérateur linéarisé £ : H? (R) — R autour de 7 est défini par

' 1
L(w) =Ew = —%wa — 2T),pw — Hpw + 7%

On démontre que 'opérateur linéarisé L est coercif dans toutes les directions ortho-
gonales a M, i.e. (Lw,w) > %||w||H1/2(R) si w est orthogonal a M.
+

1.6 Problémes ouverts

La principale motivation de I'introduction de ’équation de Szegd a été I'étude de
I’équation de Schrédinger non linéaire cubique sur le groupe de Heisenberg, ou plus
généralement sur des variétés sous-riemanniennes. On a observé dans ce contexte un
manque de dispersion et la nécessité d’étudier I'interaction entre la non linéarité cu-
bique et le projecteur pseudodifférentiel I, . C’est ce que nous a conduit a I’équation
de Szegd. Le principal probléme ouvert est alors d’utiliser les résultats que 'on a
pour l'équation de Szegd pour obtenir de nouvelles informations concernant 1’équa-
tion de Schrodinger sur le groupe de Heisenberg. Le probléme le plus important est de
prouver que cette équation est globalement bien posée. Des méthodes de compacité
permettent de prouver I’existence de la solution, mais on ne sait pas si elle est unique.
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Une autre question ouverte concerne les solitons de ’équation de Szego sur R.
Comme on I'a vu, les solitons sont orbitalement stables. La question qui se pose est
de savoir s’ils sont asymptotiquement stables ou, dans le cas contraire, de déterminer
le comportement & 'infini d’une solution qui, au moment initial, est trés proche d’un
soliton.

Dans le Théoréme 1.4.4, on trouve une formule générale pour la solution de ’équa-
tion de Szegd lorsque la donnée initiale satisfait la condition zug(x) € L*(R). Cepen-
dant, la formule est trés compliquée lorsque la donnée initiale n’est pas une fonction
rationnelle, et ’on aimerait savoir si elle ne peut pas étre mise sous une forme plus
explicite et plus facile & manipuler.

On rappelle que, dans le Théoréme 1.4.7, 'on a introduit des coordonnées action-
angle généralisées seulement pour des fonctions rationnelles génériques. Une question
naturelle est de savoir s’il serait possible d’introduire des coordonnées action-angle
généralisées sur un ouvert et de développer une théorie KAM. Les difficultés & surmon-
ter sont liées a 'absence d’un théoréme de compacité de type Rellich pour le cas de la
droite réelle et au fait que 'on ne sait pas caractériser la condition zug(z) € L>®(R)
exclusivement en termes de données spectrales.

On a mis en évidence dans le Théoréme 1.4.6 un exemple de solution de ’équation
de Szegd sur R pour laquelle les grandes normes de Sobolev croissent vers 'infini en
temps. Cette solution correspond & une donnée initiale rationnelle non générique au
sens ou 'opérateur de Hankel qui lui est associé posséde une valeur propre double.
Une telle solution est donc non générique a l'intérieur des solutions rationnelles. On
se demande si, quand on regarde toutes les solutions, et pas seulement celles qui sont
rationnelles, le phénomeéne de croissance des normes de Sobolev n’est pas, en fait, un
phénoméne générique. De tels résultats ont été obtenus par Hani dans sa thése [45]
pour certains équations de Schrodinger non linéaires et il serait intéressant de savoir
si la démonstration s’adapte au cas de ’équation de Szego. Un résultat encore plus
intéressant serait de classifier toutes les solutions de I’équation de Szego en spécifiant
celles qui se décomposent en solitons a 'infini et celles dont les normes de Sobolev
croissent vers I'infini en temps.

En ce qui concerne I’équation des ondes non linéaire (NLW), la plus brulante ques-
tion est sans doute de savoir si elle admet des solutions dont les normes de Sobolev

croissent vers l'infini. On a déja observé dans le Corollaire 1.5.2 une augmentation de
4s5—2

la norme de Sobolev H® de ¢ & £<log(€%) 43_1, mais ’on ne sait pas si la norme peut

croitre au moins plus qu’une constante fixée. Pour avoir un tel résultat, il faudrait
attendre un temps de I'ordre O(E%B) avec 5 > 0, et tous les résultats d’approxima-

_1
4s—1

. On

aimerait donc trouver une approximation de la solution de I’équation (NLW) pour un
temps plus long. Cette approximation n’est probablement plus donnée par I'équation

tion que 'on a, pour le moment, sont pour un temps 0 < ¢ < E%(log(s%)
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de Szegd (pour laquelle on sait qu’il existe des solutions dont les normes de Sobolev
croissent vers l'infini). Il est plus probable qu’une telle approximation soit donnée par
une équation similaire & celle trouvée dans le Théoréme 1.5.3, concernant ’approxi-
mation de deuxiéme ordre. Cette équation semble beaucoup plus compliquée et 'on
ne sait pas si elle posséde des solutions dont les normes de Sobolev sont trés grandes.

Enfin, pour I'équation de Szegd avec un potentiel Toeplitz petit, la question est
de savoir si le temps pour lequel on a la stabilité des solitons est optimal. Si ce n’est
pas optimal, on aimerait savoir s’il serait possible de 'améliorer. Dans la preuve du
Théoréme 1.5.3, on utilise seulement la structure hamiltonienne de I’équation. On se
pose donc la question de savoir s’il est possible d’améliorer le temps en utilisant I'in-
tégrabilité compléte de I’équation de Szego. Un tel résultat a été obtenu par Holmer,
Perelman et Zworski pour I’équation mKdV avec un potentiel qui varie lentement et
pour un double soliton, & I'aide des lois de conservation de cette équation ainsi que
des plusieurs relations algébriques.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Préliminaires d’analyse complexe

On rappelle dans cette section quelques propriétés des espaces de Hardy des fonc-
tions holomorphes dans le demi-plan supérieur, et des opérateurs de Hankel et Toe-
plitz qui agissent sur ces espaces. Pour plus de détails on renvoie a [69, Chapitre 6,
Partie A| et [69, Chapitres 1,4, Partie B].

2.1.1 Espaces de Hardy des fonctions holomorphes dans le
demi-plan supérieur

La théorie des espaces de Hardy des fonctions holomorphes dans le disque unité
D = {z € C;|z| < 1} est classique en analyse complexe [82]. On rappelle la définition
des espaces de Hardy des fonctions holomorphes dans le disque unité D :

2w
12(T) = { € Hol(D)|| £ ) = sup /0 e < oo)

0<r<1 2w

si0<p<ooet

L(T) = { f € Hol(D)| |7 1. = sup £ (2)] < oo}.

Notons w : C; — D l'application conforme dans le demi-plan supérieur
C, = {z € C|Imz > 0} a valeurs dans le disque unité D, dont on rappelle qu’elle est
définie par :

- 2€C,.
Z+1 +

45
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Elle permet de faire le transfert vers le demi-plan supérieur, et ’on obtient alors que
si f € LE(T), la fonction U, définie par

1 Up  z—1
Upf(2) = <7T(Z—|—i)2> f(z+z')’ 2€

est une fonction holomorphe sur C,. De plus, U,f appartient a l’espace de Hardy
L% (R) que l'on définit ci-dessous.

Definition 2. L’espace de Hardy des fonctions holomorphes dans le demi-plan supé-
rieur LE (R) avec 0 < p < oo, est lespace des fonctions g € Hol(C,.) telles que

, 1/p .
”gHLQ’_(R) = sup (/ lg(z + Zy)|pdx> <00 8ip <00
y>0 R

et

9]l 2y = sup [g(2)] < oo.
ZE(C+

On a la formule de Poisson suivante pour les fonctions appartenant a de tels
espaces.

Proposition 2.1.1 (Formule de Poisson). i f € L% (R) avec 1 < p < oo, alors

flx +iy) = %/}RWZMﬂt)dt sty > 0.

Une importance particuliére est accordée a l’espace Li(R). Cela est di au fait
que L% (R) est un espace de Hilbert facilement identifiable & un sous-espace de L*(R),
comme on le voit dans le théoréme suivant.

Theorem 2.1.2 (Paley, Wiener, 1934). On a l'identification

Li(R) = F'L*(Ry) = {f € L*(R); supp f C [0,00)},

ot on note par F la transformation de Fourier.

2.1.2 Fonctions intérieures dans I’espace de Hardy L2 (R)

Une classe importante de fonctions dans 'espace de Hardy L2 (R) est la classe
des fonctions intérieures, que I'on définit comme suit.

Definition 3. Une fonction ¢ € L (R) est dite intérieure si sa valeur au bord vérifie
|o(z)| = 1 pour tout x € R.
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On a aussi le théoréme suivant de factorisation canonique des fonctions dans ’espace
de Hardy L (R).

Theorem 2.1.3. Soit 1 < p < oo. Toute fonction f € HP(C,) admet une unique
factorisation de la forme :

f=9elfl;

ot ¢ est une fonction intérieure et [f] est le facteur extérieur de Schwarz-Herglotz :

1 1 d
16 = enp(5; [ 108 1A ) = €

Toute fonction dans un espace de Hardy, satisfait une condition sur ses zéros dans
C., appelée condition de Blaschke et s’énoncant comme suit.

Proposition 2.1.4. Soit f € LX(R) avec 1 < p < oo, f # 0. Notons X\, ses zéros
dans Cy comptés avec leurs multiplicités. On a alors :

1+ |\ |? '

n

De plus, si l’on note B le produit de Blaschke construit avec les zéros de f défini par

-\
B(Z) = H€nz_—x,2’ S C+,

n

AR +1]
avec €, =
n A2 +1

z € Cy telle que

Si Ay #1ete, =131\, =1, il existe g € L (R) avec g(z) # 0 pour
f=B-g e |fllezw = llgllcz ®-

Remarquons que puisque ‘%’ = 1, on a |B(z)] = 1 pour tout z € R, et le
produit de Blaschke B est donc une fonction intérieure. Les fonctions intérieures,

admettent la factorisation canonique suivante.

Proposition 2.1.5. Soit ¢ une fonction intérieure. Il existe une unique factorisation
de la forme
b=\-B-V,

o A € C, |\ =1, B est le produit de Blaschke construit avec les zéros de ¢ et V est
une fonction intérieure singuliere de la forme

V(z) = e exp (Z/R 1t+ tzdu(t)),

—z

avec a > 0 et v une mesure finie, positive et singuliére sur R.



48

PRELIMINAIRES D’ANALYSE COMPLEXE

2.1.3 Sous-espaces invariants de ’espace de Hardy

On commence par définir opérateur de translation 7, par la formule suivante
(7af)(z) = fz — a),

pour tout x € R et pour o € R.

Les translations forment un groupe d’opérateurs unitaires sur L?*(R). L’image
par la transformation de Fourier de 'opérateur de translation 7, est I'opérateur de
multiplication par % car 7,(Ff) = F(e*®f) pour toute fonction f € L*(R). Par
conséquent, on a

To = Fe™rF

ce qui assure que les groupes (7, )ack et (€°*%)qcr sont conjugués via la transformation
de Fourier. En utilisant le Théoréme 2.1.2, on obtient alors qu’un sous-espace E de
L3 (R) est invariant par rapport a la multiplication par e'**, i.e. e"**E C E, si et
seulement si le sous-espace de L*(R,) qui contient toutes les transformations de
Fourier des fonctions de E est invariant par la translation 7, i.e. 7,(F(F)) C F(E).
Ces sous-espaces invariants de 'espace de Hardy L% (R) ont été caractérisés par Lax
[57], qui a démontré le résultat suivant. On énonce son résultat ci-dessous.

Theorem 2.1.6 (Sous-espaces invariants par rapport a la translation). Tout sous-
espace fermé et non vide de Li(R) qui est invariant par rapport @ la multiplication
par € pour tout o > 0 est de la forme L2 (R), ou ¢ est une fonction intérieure
analytique. De plus, ¢ est uniquement déterminée modulo la multiplication par des
nombres complexes de module 1.

Signalons que dans le cas de I'espace de Hardy des fonctions holomorphes sur le disque
unité L2 (T), un énoncé analogue avait été démontré précédemment par Beurling [82].

2.1.4 Opérateurs de Hankel et de Toeplitz sur ’espace de
Hardy L%(R)

Une matrice de Hankel est une matrice infinie I' = (;5); j>0 pour laquelle il existe
une suite (a,),>o telle que v;; = a;1; pour tout 4,5 > 0 :
ap aip az as
ay ap as
I'= ag das

as




2.1.4 - Opérateurs de Hankel et de Toeplitz sur l’espace de Hardy Li(R)

Dans le cas de I'espace de Hardy Li(’ﬂ‘) des fonctions holomorphes sur D, 'on
considere application d’identification L (T) — ¢* = (*(Z,.) définie par

f = (F(0)nzo-

Elle permet de définir un opérateur de Hankel sur L2 (T) a l'aide de la matrice de
Hankel (’yij)i,jz()? par I': 62 — 62,

' (xn)n>0 — Z’Ynkl‘k;

k>0

Dans le cas de L2 (R), on pose la définition suivante.

Definition 4. Soit II, : L>(R) — L2 (R) le projecteur de Szegd, i.e. le projecteur sur
des fréquences positives ou nulles :

I (f)(x) = — / " e f(e) .

:27

L opérateur de Hankel H, : L% (R) — L2(R) de symbole u € HY/*(R) N L%(R) est
alors défini par :

H,(h) = I (uh).

Cette définition est justifiée par 1’égalité

— 1

T =5 [ e+ mhimd,

que l'on retrouvera dans la preuve du Théoréme 3.2.1. On voit apparaitre @(§ + )
exactement comme on avait v, = a,.x dans le cas de Li (T).

Comme il sera démontré dans le Lemme 3.3.5, H, est un opérateur de
Hilbert-Schmidt donc c’est en particulier un opérateur compact. De plus, il est
C-antilinéaire et il satisfait a 'identité suivante :

(Hy(h1), ho)rz = (Hy(h2), ha) 2, (2.1.1)

pour toutes hy, hy € Li(R). Par conséquent, H? est un opérateur linéaire positif a
trace et auto-adjoint.

Une matrice de Toeplitz est une matrice infinie (A;;); j>0 pour laquelle il existe
une suite (b,),ez telle que A;; = b;_; pour tous ¢,j > 0. En utilisant de nouveau
I'identification de L2 (T) avec %, on peut définir un opérateur de Toeplitz sur L? (T).
Dans le cas de Li(]R), on utilise la définition suivante, qui peut étre justifiée comme
on I'a fait précédemment pour des opérateurs de Hankel.
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Definition 5. L’opérateur de Toeplitz Ty : L2 (R) — L3 (R) de symbole b € L*(R)
est défini par :
Ty(h) = 11, (bh).

Notons que Tj est C-linéaire et borné. De plus, T est auto-adjoint si et seulement si
b est a valeurs réelles.

2.1.5 Un théoréme de type Kronecker pour les opérateurs de
Hankel de rang fini sur L2 (R)

Comme on I'a déja vu, les opérateurs de Hankel sur l'espace de Hardy L?(R)
sont compacts. Les opérateurs de rang fini sont denses dans la classe des opérateurs
compacts. On veut déterminer la condition a imposer sur le symbole u pour que H,
soit de rang fini. On a le théoréme suivant, dit de type Kronecker parce que son
analogue dans le cas de L2 (T) a été démontré par Kronecker en 1881.

Theorem 2.1.7 (Théoréme de type Kronecker). Un opérateur de Hankel H, est
de rang fini N si et seulement si u est une fonction rationnelle qui appartient @

Uensemble M(N) défini par :

M(N) := {28 € L2 (R)|deg(B) = N, deg(A4) < N—1, B(0) = 1, pged(A, B) = 1}.

Pour une preuve de ce théoréme on renvoie au Chapitre 3.

2.1.6 Caractérisation d’un opérateur de Hankel a I’aide des
relations de commutation avec des opérateurs de shift

On peut reformuler a 'aide des opérateurs de shift la condition disant qu’une
matrice est de Hankel. On définit 'opérateur de shift S par

S(Io,ﬂ?l,...> = (0,&30,371,...)
On note S* son inverse :
S*(y()?yl"") - (yl?y??"')'

La matrice I' est alors une matrice de Hankel si et seulement si

rs =s5T.
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Grace a lidentification de L7 (T) avec £, I" est un opérateur de Hankel sur L% (T) si
et seulement si I'T, = T;T, ot T, est l'opérateur de shift T, : L3 (T) — L2 (T) défini
par

T.f(2) = 2f(2) = €7 f(e"),

avec z = ¢ € T.

Dans le cas des opérateurs de Hankel sur L3 (R), le role de l'opérateur de mul-
tiplication par z est joué par le semi-groupe d’opérateurs {7, },~0 qui agissent sur
L% (R) par T, f(z) = € f(x).

Proposition 2.1.8. Un opérateur H : L% (R) — L7 (R) est de Hankel si et seulement
51

HT, =T:H pour tout o > 0.

2.2 Préliminaires de théorie spectrale

On rappelle dans cette section la définition et les propriétés de base des opérateurs
de Hilbert-Schmidt, des opérateurs a trace et des opérateurs d’ondes de la théorie
dite de "scattering". Pour plus de détails on renvoie aux Chapitres IV & IX de [81].

2.2.1 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Dans ce qui suit on considére des opérateurs qui agissent sur des espaces de Hilbert
séparables. On rappelle qu'un espace de Hilbert H est séparable si et seulement s’il
posséde une base orthonormale dénombrable.

Les opérateurs de Hilbert-Schmidt forment une classe spéciale d’opérateurs li-
néaires compacts. De plus, les opérateurs de rang fini en forment un sous-espace
dense.

Definition 6. Soient H un espace de Hilbert séparable et {p,}nen une base ortho-

normale de H. Notons L(H) la famille des opérateurs linéaires sur H. Un opérateur

T € L(H) est dit de Hilbert-Schmidt si

> 1/2
ITlli-s = (D 1Tull?) " < oc.
n=0

Cette quantité ne dépend pas du choix de la base {¢n tnen et représente la norme de
Hilbert-Schmidt de d’opérateur T.
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La condition ci-dessus est difficile a vérifier en pratique. Le théoréme suivant nous
donne une autre caractérisation des opérateurs de Hilbert-Schmidt qui est plus facile
a vérifier. Il nous dit qu’un opérateur défini sur L? a I’aide d’un noyau est de
Hilbert-Schmidt si et seulement si son noyau appartient a L;y.

Theorem 2.2.1 (Théoréme VI.23, [81]). Soient (M, u) un espace mesuré et
H = L*(M,du). Lopérateur T € L(H) est de Hilbert-Schmidt si et seulement s’il
existe une fonction K € L*(M x M,du ® du) telle que

Tf(z) = / K (2 9) f () dpu(y).

De plus, on a alors

75 = ([ 1Ktz p)Pduta)du)

2.2.2 Opérateurs a trace

Les opérateurs a trace forment une sous-famille de ’ensemble des opérateurs de
Hilbert-Schmidt, et constituent donc une sous-classe d’opérateurs compacts. Tout
comme pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt, les opérateurs de rang fini en forment
un sous-espace dense.

Definition 7. Soient H un espace de Hilbert séparable et {p,}nen une base ortho-
normale de H. Un opérateur T € L(H) est dit a trace si

o)

Il = te|T] =) (én, [ TI¢) < o0,

n=0

ot l'on pose |T| = VT*T. Cette quantité ne dépend pas du choiz de la base {¢n }nen
et représente la norme trace de d’opérateur T.

On a la caractérisation suivante des opérateurs a trace en fonction des opérateurs
de Hilbert-Schmidt.

Proposition 2.2.2. Lopérateur A est a trace si et seulement s’il existe deux opéra-
teurs de Hilbert-Schmidt B et C' tels que A = BC.

2.2.3 Le théoréme spectral

Le théoréme spectral a plusieurs formulations apparemment distinctes, mais qui
sont en un certain sens équivalentes. La formulation la plus simple dit que tout
opérateur auto-adjoint est un opérateur de multiplication dans une certaine base.
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Theorem 2.2.3 (Le théoréme spectral, Théoréme VIIIL.4, [81]). Soit A un opérateur
auto-adjoint dont le domaine D(A) est un sous-ensemble d’un espace de Hilbert sé-
parable H. Il existe alors un espace mesuré (M, ), une fonction mesurable f sur M
et un opérateur unitaire U : H — L*(M, p) tels que

UAU ¢(x) = f(x)d(x),
pour tout ¢ € U(D(A)).
Ce résultat est une généralisation du théoréme spectral en dimension finie, qui

assure que chaque matrice carrée auto-adjointe est diagonalisable.

Ce théoréme fournit une maniére naturelle de définir des fonctions sur l'espace
des opérateurs auto-adjoints. Etant donnée une fonction borélienne ¢ sur R, on peut
poser

9(A) =U"TypU,

ou Ty est 'opérateur sur L*(M, i) de multiplication par la fonction go f. Ceci nous
permet de construire des mesures spectrales pour des vecteurs cycliques. On rappelle
qu’un vecteur ¢ est dit cyclique pour A si {g(A)v|g € C*(R)} est dense dans H.

Definition 8. Soit v € H un vecteur cyclique pour A. La mesure i, associée au
vecteur 1 est définie par

/R 9(2)dpy(z) = (0, g(A)).

On introduit de plus les sous-espaces de I'espace de Hilbert H suivants.

Definition 9. Soit A un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert H. On définit :

Hpp :={1 € H| 1y est une mesure purement ponctuelle}
Hae :={10 € H| 11y est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque}

Hsing :={¢ € H| py est singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue}

On a alors le théoréme suivant.

Theorem 2.2.4. L’espace de Hilbert H se décompose en une somme directe de la
forme suivante :

H = pr ) Hac SY Hsinga

chacun de ces sous-espaces étant invariant par rapport a A. De plus, Ay, possede un
ensemble complet de vecteurs propres, Ay, o exclusivement des mesures spectrales
absolument continues et Ay, a exclusivement des mesures spectrales singuliéres.
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On peut alors introduire la définition suivante.

Definition 10. Notons par o(T) le spectre d’un opérateur arbitraire T. Soit A un
opérateur auto-adjoint sur l'espace de Hilbert H. On pose :

UPP<A) ::U(A|pr>’
O_ac(A) ::U(Arﬂac)?
Osing(A) =0 (A

sing ) ’

qui désignent respectivement le spectre purement ponctuel, le spectre absolument
continu, et le spectre singulier de A.

2.2.4 Théorie du scattering. Existence et complétude des
opérateurs d’ondes généralisés

Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert H. Le
principe de base de la théorie du scattering consiste a comparer les dynamiques
linéaires correspondant & e "4t et 7P, Le fait que e *P'¢ "soit asymptotiquement
linéaire" par rapport & A, quand ¢ — —oo, signifie qu’il existe ¢, € H tel que

lim_[le ' — e g, =0,
t——o0
ce qui équivaut a dire que
lim [[e"e™Pp — ¢, || = 0.
t——o00

On se restreint donc au probléme de I'existence d’une limite forte.

Definition 11. Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert
H. Soient Hqo(B) le sous-espace absolument continu par rapport ¢ B et Ph.(B) le
projecteur orthogonal sur ce sous-espace.

On dit que les opérateurs d’ondes généralisés existent lorsque la limite forte sui-
vante existe :

Q*(A,B) = lim ™8P, (B). (2.2.1)

t—F oo

Les opérateurs d’ondes QF ont les propriétés suivantes.

Proposition 2.2.5 (Proposition 1, XI.3, [81]). Supposons que les opérateurs d’ondes
généralisés Y (A, B) existent.

(i) Les opérateurs d’ondes Q*(A, B) sont des isométries partielles dans Hq.(B) a
valeurs dans Ran Q*(A, B).

(i) % (D(B)) C D(A) et AQ*(A, B) = Q*(A, B)B.
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On sait aussi que : Ran Q* (A, B) est inclus dans Ha,.(A). Dans le cas oil I'on a égaliteé,
on dit que QF(A, B) sont complets.

Definition 12. Supposons que QF (A, B) ezistent. Si Ran QF (A, B) = H,.(A), on
dit que les opérateurs d’ondes généralisés sont complets.

Il existe plusieurs méthodes pour montrer que les opérateurs d’ondes existent et
sont complets. Dans cette thése, la méthode suivante s’avére utile.

Theorem 2.2.6 (Théoréme de Kuroda-Birman, Théoréme X1.9, |81]). Soient A et
B deuzx opérateurs auto-adjoints tels que (A + i)™ — (B + 1)~ est un opérateur a
trace. Alors, les opérateurs d’ondes généralisés QF (A, B) existent et sont complets.

2.3 Préliminaires de théorie des systémes
dynamiques complétement intégrables

Dans cette section on rappelle la définition d’'un systéme de dimension infinie
complétement intégrable au sens de Lax.

On rappelle ensuite le théoréme de Liouville-Arnold pour des systémes compléte-
ment intégrables de dimension finie, ainsi que la notion de coordonnées action-angle.
On énonce de plus un théoréme qui généralise ces coordonnées au cas non-compact.

2.3.1 Paires de Lax

Une paire de Lax pour un systéme dynamique complétement intégrable est une
paire d’opérateurs qui dépendent du temps et qui décrivent le systéme correspondant.
La notion de paire de Lax a été introduite pour la premiére fois par Peter Lax dans
[58]. On renvoie & cet article pour plus de détails.

Definition 13. Une paire d’opérateurs linéaires qui dépendent du temps (L(t), B(t))
est appelée une paire de Lax si B(t) est anti-symétrique pour tout t, si B* = —B et
st l’équation suivante est satisfaite :

oL =B, L], (2.3.1)
ot [B,L] = BL — LB est le commutateur de B et L.

L’avantage de disposer d’une paire de Lax pour une équation d’évolution est
qu’elle fournit des lois de conservation pour cette équation, comme on peut le voir
dans la proposition suivante.
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Proposition 2.3.1. On considére une équation d’évolution non-linéaire de la forme
Ou = K(u), (2.3.2)

telle que u(t) appartient & un espace de fonctions B fizé, pour tout t. Supposons que
l’on puisse associer a chaque élément uw € B un opérateur linéaire L, sur un espace
de Hilbert. Supposons aussi qu’il existe des opérateurs anti-symétriques B(t) tels que
(Lu), B(t)) soit une paire de Laz.

Les valeurs propres, ou plus généralement le spectre de Ly, sont alors des inté-
grales premiéres de [’équation (2.3.2).

Démonstration. L'équation (2.3.1) est équivalente a

—BL+8,L + LB =0. (2.3.3)

Soit {U(t) }+er la famille d’opérateurs satisfaisant

&,U = BU. (2.3.4)

Comme B est anti-symétrique, il n’est pas difficile de montrer que U(t) est unitaire
pour tout ¢, i.e. U™' = U*. En remplacant B = (9,U)U~! dans I'équation (2.3.3),
et en multipliant I’équation obtenue par U~! & droite et par U & gauche, on obtient
que :

U Yo, U LU + U Y (0,L)U + U 'L(8,U) = 0.

Ceci prouve que 0; (U(t)*lLu(t)U(t)> = 0. L’opérateur L, est donc conjugué a L.

pour tout ¢. En particulier, les valeurs propres (ou plus généralement le spectre de
Lyy) sont conservées par le flot de I'équation (2.3.2). O

La paire de Lax est un outil trés important pour résoudre des équations complé-
tement intégrables en se ramenant a un probléme spectral inverse ou de scattering
inverse.

2.3.2 Théoréme de Liouville-Arnold et coordonnées action-
angle

Soit (M, w) une variété symplectique de dimension 2n, ol w est la forme symplec-
tique sur M. Une fonction F' : M — R de classe C"*° admet un champ hamiltonien
de vecteurs Xy si

A, F(h) = w(h, X (u),

pour tout u € M et h € T,,M.
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Definition 14. Supposons que la fonction F' : M — R admette un champ hamil-
tonien de vecteurs Xp. L’équation hamiltonienne de hamiltonien F' est [’équation
d’évolution suivante :

Ou = Xp(u).

Si les fonctions F,G : M — R admettent les champs hamiltoniens de vecteurs
Xr, Xqg, on définit alors le crochet de Poisson de F' et G par :

{F,G}(u) = w(Xp(u), Xa(u) = duG(Xp(u).

Definition 15. 1. On dit que F est une intégrale premiére de l’équation hamilto-
nienne de hamiltonien H si {F,H} = 0.

2. Deux fonctions Fy, Fy : M — R sont en involution si leur crochet de Poisson
est nul.

On a la définition suivante d’un systéme complétement intégrable de dimension
finie.

Definition 16. Un systéme hamiltonien de hamiltonien H sur la variété symplectique
M de dimension 2n est dit complétement intégrable sil existe n intégrales premieres
Fy = H,Fy, ..., F, qui sont libres (i.e. les différentielles dF}, ..., dF, sont libres en
chaque point de Mz) et en involution.

Theorem 2.3.2 (Théoréme de Liouville-Arnold, [4]). Soit M une variété symplec-
tique de dimension 2n. Sotent Fy, Fy, ..., F, n fonctions en involution sur M. Si
f=(f1,...,fn) € R, notons

Mf:{xEM’Fi(x):fi pourz’zl,Q,...,n}

l’ensemble de niveau des fonctions Fy, ..., F,. Supposons que Fi, ..., F, sont libres
sur Ms.

Alors :

1. Mg est une variété invariante par rapport au flot de l’équation hamiltonienne
de hamiltonien H = Fj.

2. Si la variété My est compacte et connexe, elle est alors difféomorphe au tore
T = {(¢1,...,0,) mod 21} de dimension n.

3. Le mouvement induit sur Mg par le flot de [’équation hamiltonienne de ha-
miltonien H = F} est quasi-périodique. Plus précisément, il existe des coordonnées
angulaires (¢1, ..., ¢n) sur Mg tels que ’équation hamiltonienne mentionnée s’écrit
dans ces coordonnées

oo =w,
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ot la vitesse w = w(f) est constante sur Ms.

4. L’équation hamiltonienne de hamiltonien H = Fy est intégrable par quadratures.

On s’intéresse maintenant & un voisinage de la variété compacte et connexe Ms.
Sur Mg, qui est difftomorphe au tore T", on a déja introduit des coordonnées an-
gulaires (¢1,...,¢,) € T" On peut démontrer que Mg posséde un voisinage qui
est diffeomorphe a D™ x T, ot D™ est le disque unité de R™. Les coordonnées que
I'on introduit sur ce voisinage sont (F,..., Fy,¢1,...,¢n). Dans ces coordonnées,
I’équation hamiltonienne de hamiltonien H s’écrit

&gF - 0
et s’intégre facilement. En revanche, les coordonnées (F,¢) ne sont en général pas
symplectiques. Il s’avére qu'il existe des fonctions de F', que I'on note I = I(F), qui

sont des actions et des angles ¢, de sorte que les coordonnées (I, ¢) sont symplectiques,
ce qui signifie que la forme symplectique w s’écrit :

w = i dI; A do;.
i=1

(I, &) s’appellent les coordonnées action-angle. On énonce maintenant un théoréme
qui assure I'existence de telles coordonnées. Pour plus de détails on renvoie a [5, 63,
4, 25].

Theorem 2.3.3 (Coordonnées action-angle, |5, 63]). Soit (M,w) une variété sym-
plectique de dimension 2n. Soient Fy, F5, ..., F, n fonctions de classe C* en involu-
tion sur M. Posons F(z) = (Fi(x),...,F,(x)) € R" et

M, :={x € M|dF\(z),...,dF,(z) sont libres }.
Mz ::{y € M, |F(y) = Fi(x) pouri=1,2,... ,n}
M, . :={x € M,| Mgy est compact}.

L’ensemble M, . est alors une partie ouverte de M. De plus, pour x € M, ., il existe
un voisinage ouvert U de Mgy dans M, invariant par rapport au flot de I’équation
de hamiltonien H = F, et un difféomorphisme (I,¢) : U — V X T™ avec V' un ouvert
de R™, tels que I puisse étre écrit sous la forme I = x o F pour un difféomorphisme
X :F(U) =V et tels que l'on ait aussi :

w = Zd]i A do; sur U.

=1
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2.3.3 Coordonnées action-angle généralisées

Le théoréme de Liouville-Arnold ne peut étre appliqué que lorsque les ensembles
de niveau des intégrales premiéres sont compacts. Dans [27|, Fiorani, Giachetta et
Sardanashvily démontrent que ce théoréme se généralise aussi au cas non-compact. Ils
prouvent que, sous certaines conditions, on peut introduire des coordonnées action-
angle généralisées pour un systéme complétement intégrable, formées d’actions (in-
tégrales premiéres pour le systéme), d’angles appartenant a T et d’angles généralisés
appartenant & R. Au lieu d’obtenir des tores invariants, 'on obtient des cylindres
toroidaux T* x R"~* invariants. On cite ci-dessous le Théoréme 1 dans [27].

Theorem 2.3.4 (Coordonnées action-angle généralisées, [27]). Soit (W,w) une va-
riété symplectique de dimension 2n sur laquelle on considere un systéme hamiltonien
de hamiltonien H. Soient Fy := H, Fy, ..., F, n intégrales premicres réelles, de classe
C, libres et en involution. Notons m:= (Fy,...,Fy): W — R™.

Soit M une sous-variété connexe invariante de W. Il existe alors un voisinage
ouvert U de M tel que
7:U— N:=xn(U)

est une fibration sur un ensemble ouvert N C R"™. Supposons que :

(i) toutes les fibres de la variété fibrée m : U — N = 7w(U) sont mutuellement
difféomorphes,

(ii) les champs de vecteurs hamiltoniens de F;, j = 1,2,...,n sont complets, ce
qui signifie que les solutions des systemes hamiltoniens correspondants existent pour
tout temps.

Il existe alors un voisinage Uy de M tel que les fibres de Uy — w(Uny) soient dif-
féomorphes & un cylindre toroidal TF x R** k€ {1,2,..., N —1}. De plus, on peut
introduire sur Uy des coordonnées action-angle généralisées I;, J;, ¢; € T,y € R
telles que le systéme hamiltonien peut s’écrire comme suit dans les nouvelles coor-
données :

ﬁtfi == O
Oy = GiF
OH
87‘f>/] = 8_jj7
pourtouti=1,2,....k, j=1,2,....,n—k, et telles que la forme symplectique s’écrite

n—k

k
w=>_dl; Adg;+ Y _dl; Ady;.

i=1 j=1
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2.4 Préliminaires d’analyse fonctionnelle

Dans cette section on rappelle quelques inégalités utiles dans I’étude des EDP.
On discute aussi la méthode de décomposition en profils.

2.4.1 Inclusions de Sobolev et inégalités de Yudovich,
Brezis-Gallouét et Gagliardo-Nirenberg

Theorem 2.4.1 (Inclusions de Sobolev). On a les inclusions continues suivantes :

Si s> 4, alors H*(R™) C L*(R").

Si0<s <%, alors H(R") C LP(R") pour ;> 3 — =.

S10<s <%, alors H*(R™) C LP(R™) pour ]lo =1-z
Par conséquent, quand n =1 on a :

Si s > 3, alors H*(R) C L™(R).

8i0 < s < 3,alors H*(R) C LP(R) pour ; > 3 —s.

En utilisant la derniére inclusion et le fait que H'/?(R) C H*(R) pour tout
0 < s < 1/2, on obtient les inclusions continues suivantes :

HY?(R) ¢ LP(R) pour tout 2 < p < co.

Ceci équivaut a l'existence de constantes ), dépendant seulement de p, telles que

[ull o) < CpHUHHW(R)

pour tout u € HY?(R). 1l s’avére que C), = C'/p, ou C est une constante absolue, et
I'on a donc

ull ey < CV/pllull g2 g)-

Des inégalités similaires ont été utilisées par Yudovich [91], Vladimirov [88] et Ozawa
[71]. On renvoie & [35] pour une preuve dans le cas de T, qui peut étre facilement
adaptée au cas de R.

Notons que la constante C,, = C'\/p tend vers l'infini quand p — oo, ce qui montre
que HY2(R) n’est pas inclus dans L=(R). En revanche, on a I'inégalité logarithmique
suivante montrée par Brezis et Gallouét :

[[wll s e 1/2
lull ey < C(s) ull ooy (Tog (2 7o) )
[wll 172
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pour tout s > 1/2 et u € H*(R).

Une conséquence des inégalités de Sobolev est 1'inégalité suivante de Gagliardo-
Nirenberg.

Theorem 2.4.2 (Inégalité de Gagliardo-Nirenberg). Pour tout p > 2 sin =1,2, et

pour tout 2 < p < HQT"Q st n > 2, il existe une constante C > 0 telle que

lullzon) < Clull bl I Vull%2 g,

S )1 _
0u9—2

SAE

Si 'on considére des fonctions u € H,/*(R) = HY2(R) N L2 (R), dans P'espace de
Sobolev correspondant a espace de Hardy L2 (R), on obtient I'inégalité de Gagliardo-
Nirenberg suivante :

1 1 1
lull L4 ®) < Tﬁ\IUIliiHUIIEd/Q,

dont une preuve est donnée dans la Proposition 3.1.5.

2.4.2 Deécomposition en profils

Theorem 2.4.3 (Théoréme de Rellich). Soit Q un sous-ensemble ouvert borné de R™
de classe C'. Toute suite bornée dans H'(Q)) contient alors une sous-suite convergente

dans L*(Q). On dit que linclusion H'(Q) C L*(Q) est compacte.

En revanche, quand 2 = R", 'inclusion n’est pas compacte. Dans ce cas, on utilise
la décomposition en profils [33] pour décrire précisément I'obstruction pour une suite
’ 1 S

bornée dans H*(R™), 0 < s < %, & sa convergence dans LP(R") avec £ = 1 — £,
p 2 n

Le principe de la décomposition en profils, que I'on explique ci-dessous, trouve ses
origines dans la méthode de concentration-compacité introduite par Lions [61, 60].
Cette méthode a été raffiné pour fournir un théoréme de décomposition en profils
par Gérard [33]|, Merle et Vega [66], Hmidi et Keraani [54], Bahouri et Gérard [6],
Keraani [53] et d’autres.

On suit Papproche de [54] pour décrire le défaut de compacité de I'inclusion de
Sobolev Hi/Q(]R) C LP(R) pour tout 2 < p < oo. Le théoréme suivant montre que

I'obstruction pour une suite bornée dans Hi/Q a sa convergence dans LP(R) est pré-
cisément une superposition de translations de profils fixes.

Theorem 2.4.4 (Théoréme de décomposition en profils pour des suites bornées dans
H}rﬂ(R)). Soit {v" }nen une suite bornée dans Hi/2(]R). I existe alors une sous-suite



62

PRELIMINAIRES DE THEORIE DES PERTURBATIONS

de {v"}nen, notée encore {v"},en, une suite de profils fivres {V W} ey dans H}rﬂ(R)
et une famille de suites réelles {x(j)}jeN telles que pour tout £ € N* on a

_ Zvu (z — 29) + 70

avec

lim limsup ||7]| oy = 0
¢ n—o0

pour tout p € (2,00) et

l" 2 = D IVE: + 110172 + o(1) quand n — oo,
j—l

IIU"IIf,-ﬁ/z Z VI3, 2t =113, 12 +0(1) quand n — oo.
7j=1

2.5 Préliminaires de théorie des perturbations

2.5.1 Dynamique des solitons dans des potentiels petits ou a
variation lente

Un soliton pour une équation non linéaire hamiltonienne sur R? est une solution
S(t,z) pour laquelle il existe une fonction Sy, il existe w € R et ¢ € R? tels que

S(t,r) = e "™ Sy(x — ct).

Supposons que I’équation soit invariante par rapport aux symétries, comme les trans-
lations dans I'espace, les modulations, le scaling ou la transformation galiléenne. FEn
appliquant 'une de ces symétries au soliton S(t, z), on obtient alors un autre soliton.
Cette procédure permet de construire la sous-variété M des solitons dans I’espace des
phases. Souvent, c¢’est une sous-variété de dimension finie qui a comme coordonnées
les paramétres de translation, modulation, scaling et le paramétre galiléen.

On considére a présent le probléme suivant. Soit (F) une équation hamiltonienne
non linéaire pour laquelle on sait déterminer tous les solitons et montrer qu’ils sont
stables. On perturbe cette équation en ajoutant un potentiel linéaire multiplicatif
petit eV (x) ou un potentiel linéaire multiplicatif & variation lente V(ez) qui est tel
que la nouvelle équation (E'V') soit encore hamiltonienne. On se propose d’étudier la
dynamique des solutions de 'équation (E'V') ayant pour données initiales les données
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initiales S(0, z) des solitons pour 1’équation (E). Notre but est de prouver que, dans
certains cas, ces solutions gardent la forme d’un soliton et que, de plus, on peut écrire
explicitement les équations différentielles satisfaites par les paramétres de ce soliton.

Ce type de résultat a été obtenu par Bronski et Jerrard [14] et Keraani [54, 55]
pour NLS cubique sur R™ avec un potentiel & variation lente, par Frohlich, Tsau,
et Yau [31]| pour 'équation de Hartree sur R™ avec un potentiel a variation lente,
par Frohlich, Gustafson, Jonsson, Sigal [29, 30| pour NLS avec une non linéarité
générale et 1’équation de Hartree avec un potentiel a variation lente, par Holmer et
Zworski [49, 48] pour NLS cubique sur R avec un potentiel a variation lente et avec
un potentiel de Dirac petit et finalement par Holmer, Perelman, et Zworski [50| pour
mKdV.

On décrit ci-dessous le principe général de la preuve d’une telle affirmation, en
suivant surtout les trois derniers articles cités. On considére d’abord la sous-variété
de dimension finie M des solitons stables et 'on détermine son espace tangent. On
calcule ensuite la restriction de la forme symplectique & cette sous-variété et 1’on
vérifie qu’elle est non dégénérée.

[’étape suivante consiste a calculer la restriction a la sous-variété M du hamil-
tonien de I’équation (EV'), que I'on note Hy. On calcule le champ hamiltonien sur

M de HV‘ et 'on détermine le flot qu’il génére. Ce flot s’appelle " la dynamique

effective". ]I\{e but est de montrer que la dynamique de 'équation (EV') avec donnée
initiale de type soliton S(0,z) est gouvernée par la dynamique effective. Pour mon-
trer ceci, on commence par reparamétriser la solution de I’équation (EV'). Comme la
restriction de la forme symplectique & M est non dégénérée, on peut démontrer que
la solution u de (E'V') se décompose dans un voisinage de M en une partie uy; qui
appartient a M et une autre partie w qui est symplectiquement orthogonale a M :

U= Uy + w.

Le point important de 'argument est de démontrer que w est petit. Ceci implique
que le flot de 'équation (E'V) est proche de la sous-variété des solitons M, ce qui
permet d’en déduire formellement que le flot de I'équation (E'V') est proche de celui

de Hy| sur M, et donc de la dynamique effective.
M

Pour prouver que w est petit, on réécrit convenablement 1’équation satisfaite par
w. On introduit aussi la fonctionnelle de Lyapounov pour laquelle le soliton est un
point critique, ainsi que 'opérateur linéarisé autour du soliton. On utilise de maniére
cruciale les propriétés de coercivité de cet opérateur linéarisé.

Dans le Chapitre 6, on applique cette méthode pour étudier la dynamique des
solitons de I’équation de Szegd avec un potentiel de type Toeplitz petit. Le potentiel
de type Toeplitz petit eTyu = eIl (Vu) est la généralisation naturelle d’un potentiel
linéaire multiplicatif petit eV u permettant de préserver la structure hamiltonienne
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de I’équation.

2.5.2 Meéthode du groupe de renormalisation

La méthode du groupe de renormalisation a été introduite par Chen, Goldfend et
Oono [19, 20| dans le contexte de la physique théorique. Cette méthode est le plus
souvent utilisée pour trouver une solution approchée d’une équation perturbée de
sorte que cette approximation soit valable pour un temps long.

L’avantage principal de la méthode du groupe de renormalisation est qu’elle four-
nit un algorithme pouvant étre facilement appliqué pour un grand nombre d’équa-
tions. Le point de départ consiste en un développement naif de la solution, pour
lequel aucune hypothése spécifique n’est nécessaire. Ensuite, les termes divergents
du développement sont enlevés par renormalisation. La solution approchée est alors
donnée par la solution de I’équation de renormalisation.

L’efficacité de la méthode du groupe de renormalisation a été illustrée dans une
variété d’exemples d’EDO traditionnellement analysées a ’aide de méthodes dispa-
rates. La méthode a été justifiéee mathématiquement pour une large classe d’EDO
|93, 24] et a aussi été appliquée de maniére rigoureuse a plusieurs EDP [67, 68, 74, 3.

Dans ce qui suit on décrit la méthode du groupe de renormalisation dans le cas
de I'équation des ondes non linéaire (NLW) :

(NLW)

i0v — |D|v = |v]*v
v(0) = vp.

On commence par faire le changement de variables u(t) = v(t) et I'on pose

€ := ¢2. La fonction u satisfait alors ’équation suivante :

%ei\Dhﬁ
O = —ige!Plt(|eiPlty 2e=iPly) =: &f (u, t)
u(0) = Lvg =: ug.
Comme on I'a déja dit, le point de départ est le développement naif de la solution :
u(t) = ul®(t) + cu (t) + E2u@(t) + . ..

En faisant un développement limité de f(u,t) autour de u(*), on obtient :

Flut) = f®,t) + f/(u ,t><u<t> uO () + ...
= f©,t) +&f (u®, )uD(t) + ..
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En remplacant les deux derniers développements dans 1’équation satisfaite par u et
en identifiant les puissances de €, on obtient

(9tu(0) =0
Bl = f(u, 1)

Par conséquent, on a u(® (t) = ug pour tout t € R et
t
uM(t) = / f(uo, s)ds,
0
ce qui donne la solution approchée

u(t) = ug + EuM (t) + O(E?) = up + 5/(: f(ug, 8)ds + O(&%).

Ensuite, on décompose la non linéarité f(u,t) en une partie résonnante et une partie
oscillatoire. Pour cela, on calcule d’abord la transformée de Fourier de la non linéarité :

F(Fa,9)(©) = =i [ [ sttty - i)ty - ¢)dcan
R JR
Si l'on pose ¢(&,1,¢) == |&] — || + |1 —&| — [ — €], on peut alors écrire que
f(uv 3) = fres(u) + fosc(ua 5)7
ou l'on a posé
res = _.-Fil L - U a(n — d¢d ,
ot = =i [ [ it = Q(<yin — )

foe, ) = =i [ [ ity — )iy ~ €)dcan

Notons que, lorsque ¢ est fixé, 'ensemble {¢(€,n,() = 0} C R? est de mesure de
Lebesgue non nulle, ce qui permet d’intégrer sur cet ensemble.

Cette décomposition implique que la solution approchée s’écrit
t

u(t) = g + &t fres(tg) + 5/ Fosc (g, s)ds + O(&2).
0

Notons que la partie résonnante de la non linéarité provoque 'apparition d’un terme
Et fres(p) qui croit en temps et a cause duquel 'approximation devient fausse lorsque
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le temps s’approche de % L’idée de la méthode du groupe de renormalisation est de
considérer le terme ug + &t fres(uo) comme le développement limité a 'ordre un d’une
fonction W (t) autour de ¢ = 0. On introduit alors I’équation de renormalisation :

atW - 5fres(W)
W(O) = U,

et 'on montre que W est une bonne approximation pour u. Cependant, on ne sait
pas prouver directement ce résultat. On considére d’abord la solution approchée

Uapp(t) = W (t) + EFosc (W (), 1),

1
ou Fos(h,t) := f(f fosc(h, s)ds pour tout h € H}(R). On prouve ensuite que 'on a de
bonnes estimations pour Fus (W, t) qui vont nous permettre de négliger le deuxiéme
terme de la solution approchée ci-dessus.

2.5.3 Meéthode de moyennisation

On explique a présent le principe de la méthode de moyennisation dans le contexte
de I’équation des ondes non linéaire (NLW) sur T. Cette méthode a été utilisée par Te-
mam et Wirosoetisno [86], et est proche de la méthode du groupe de renormalisation
si I'on regarde a ’ordre un.

Comme dans la section précédente, un changement de variables permet d’écrire
I'équation des ondes non linéaire (NLW) sur T sous la forme :

{&u = —i&e! Pl (|e=UPlty | 2e=iPly) =: &f (u,t)

u(0) = Lvg =: uo.

Pour obtenir une meilleure approximation que celle obtenue a partir du développe-
ment naif de la section précédente, les auteurs ci-dessus proposent d’utiliser I'ansatz
suivant :

uapp(t> = W(t> + éNl(W> t) + a’3:2‘]\[20/{/7 t) +o = N(VVv tvé)’

ot W (t) est solution de I’équation de moyennisation suivante :

OW = ERy (W) + SRy (W) + - - - = R(W, &)

Notons que N(W,t,é) et R(W, ) sont des séries formelles dont la convergence n’est
pas connue. Cependant, dans ce qui suit, on déterminera R et N pour tout k € N*,
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pour faire en sorte que les séries tronquées a tout ordre fini donnent une bonne
approximation de la solution w.

On a &f(uapp, t) = Ef(N(W, 1, €),1) et

. OW ON
8tuapp:DWN(VVat7€> W—I—_( )

= DwN(W,t,&) - R(W,&) + %(W, t,8).

Formellement, I’égalité Oyuap, = € f(Uapp, t) implique que

DwN(W,t,2) - R(W, ) + aa—N(Wt &) = EF(N(W,t,8),1). (2.5.1)

On dispose aussi du développement suivant de la fonction f autour de W :
f(tapp, t) =F (W, 1) + Ef (W, t) Ny (W, 1)
1
+ 2 (S - MW, 1) @ N(W, 1) + /(W) No(W, 1)) +

:iZZ%P W,t)- N,y (W, t)®@--- @ N, (W, 1),

k=0 m=1j|=k

ou |7| :== j1 + jo + ... Jjr et oi la valeur exacte de P(j) est donnée par la formule
de Faa di Bruno. On substitue les expressions que 'on a pour N(W,t,é) et R(W, &),
ainsi que le développement de Taylor de f dans I’équation (2.5.1). En identifiant les
différentes puissances de &, on obtient ainsi que

ON
5 (W) + Ri(W) = f(W.1) (2.5.2)
N, k-1
ot (W t) + Rk<W) = — ; DywNy- Ry
— v+ PU)
+Z Wf(m)(W,t)-Nﬁ@«@ij,
m=1 |j|=k—1

pour k£ > 2. On introduit maintenant quelques notations. On décompose une fonction
2m-périodique a(t) en une partie résonante et une partie oscillatoire de la maniére
suivante :

CL(t) = Qpes 1+ Gosc (t),
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ou
1 27
Ores = %/0 a(t)dr

est la moyenne de la fonction a(t). La partie oscillatoire est alors

osc(t) = Y _a(k)e'™.

k£0
On note aussi ,
R eztk
Aposc(t) = Za(k) ik
k#0

I'unique primitive de aqs(t) dont la moyenne est nulle. Avec ces notations, on a donc :
0
a(t) = ares + &aposc(t).
L’équation (2.5.2), permet alors d’écrire que :
Ry(W) = fres(W) et Ni(Wit) = foosc(W, 1) = Fose(W 8),

ce qui redonne a 'ordre un la solution approchée donnée par la méthode du groupe
de renormalisation. A I'ordre supérieur k > 2, on obtient que
Rk(W) = q)k(Wa t)re& et Nk(I/Va t) = (I)k(VV, t)posc-

Notons que, grace a I'expression de @4 (W,t) on peut toujours déterminer Ry (W) et
N (W,t) a partir de R et N d’ordres inférieurs.



Chapitre 3

Classification and stability of solitons
for the cubic Szego equation on the
real line

Ce chapitre est la reprise d’un article a paraitre dans le journal “Analysis and
PDEs".

3.1 Introduction

One of the most important properties in the study of the nonlinear Schrédinger
equations (NLS) is dispersion. It is often exhibited in the form of the Strichartz
estimates of the corresponding linear flow. In case of the cubic NLS :

i0u + Au = |ul*u, (t,2) ER x M, (3.1.1)

Burq, Gérard, and Tzvetkov [17]| observed that the dispersive properties are strongly
influenced by the geometry of the underlying manifold M. Taking this idea further,
Gérard and Grellier [34] remarked that dispersion disappears completely when M is
a sub-Riemannian manifold (for example, the Heisenberg group). In this situation,
many of the classical arguments used in the study of NLS no longer hold. As a conse-
quence, even the problem of global well-posedness of (3.1.1) on a sub-Riemannian
manifold still remains open.

In [35, 34|, Gérard and Grellier introduced a model of a non-dispersive Hamil-
tonian equation called the cubic Szégo equation. (See (3.1.2) below.) The study of
this equation is the first step toward understanding existence and other properties of
smooth solutions of NLS in the absence of dispersion. Remarkably, the Szego equation
turned out to be completely integrable in the following sense. It possesses a Lax pair
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structure and an infinite sequence of conservation laws. Moreover, the dynamics can
be approximated by a sequence of finite dimensional completely integrable Hamil-
tonian systems. To illustrate the degeneracy of this completely integrable structure,
several instability phenomena were established in [35].

The Szégo equation was studied in [35, 34] on the circle S'. More precisely, solu-
tions were considered to belong at all time to the Hardy space L2 (S') on the unit
disk D = {|z| < 1}. This is the space of L2-functions on S' with f(k) = 0 for all
k < 0. These functions can be extended as holomorphic functions on the unit disk.
Several properties of the Hardy space on the unit disk naturally transfer to the Hardy
space L3 (R) on the upper half-plane C; = {z;Imz > 0}, defined by

1/2
L% (R) = {f holomorphic on Cy; l9llz2 ) == sup (/ lg(x + iy)|2dx) < 00}
y> R

In view of the Paley-Wiener theorem, we identify this space of holomorphic functions
on C, with the space of its boundary values :

L3 (R) = {f € L*(R); supp f C [0,00)}.

The transfer from L2 (S') to L% (R) is made by the usual conformal transformation
w: D — C, given by

1+z
w(z)—zl_z.

However, the image of a solution of the Szégo equation on S' under the conformal
transformation is no longer a solution of the Szégo equation on R. Therefore, we
directly study the Szégo equation on R in the following.

Endowing L*(R) with the usual scalar product (u,v) = [ uv, we define the Szegd
projector II : L*(R) — L2 (R) to be the projector onto the non-negative frequencies,

1

0(f)(x) = / " e .

:27r

For u € L% (R), we consider the Szégo equation on the real line :

i0wu = I(|ul*u), = €R. (3.1.2)

This is a Hamiltonian evolution associated to the Hamiltonian

E(u):/R\u|4da:
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defined on L% (R). From this structure, we obtain the formal conservation law
E(u(t)) = E(u(0)). The invariance under translations and under modulations pro-
vides two more conservation laws, Q(u(t)) = Q(u(0)) and M (u(t)) = M (u(0)), where

Q(u):/|u|2dx and M(u):/uDuda:, with D = —i0,.
R R

Now, we define the Sobolev spaces H? (R) for s > 0 :

1 1/2

HL®) =(he Ry bl = (5 [ arIePrlh@ras) < oo}

Similarly, we define the homogeneous Sobolev norm for h € H 1 by

L oo A 1/2
i (o [ IlhR) <o

Slight modifications of the proof of the corresponding result in [35] lead to the
following well-posedness result :

i

Theorem 3.1.1. The cubic Szegd equation (3.1.2) is globally well-posed in H% (R)

for s > %, €. gien uy € H}rm; there exists a unique global-in-time solution
u € C(R; Hi/Q) of (3.1.2) with initial condition uy. Moreover, if ug € H for some

s> 3, then u € C(R; HY).

In this paper, we concentrate on the study of traveling waves. The two main goals
are the classification of traveling waves and their stability. As a result, we show that
the situation on the real line is essentially different from that on the circle.

A solution for the cubic Szegd equation on the real line (3.1.2) is called a traveling
wave or a soliton if there exist ¢,w € R such that
iwt

u(t,z) =e “up(z —ct), z2€CLURteR (3.1.3)

for some wuy € H}/Q(R). Note that a solution to (3.1.2) in Hi/Q(]R) has a natural
extension onto C, and we have used this viewpoint in (3.1.3). Substituting (3.1.3)
into (3.1.2), we obtain that ug satisfies the following equation on R :

CDU() + wug = H(‘UOPUO). (314)
In the following, we use the simpler notation u instead of uy, when we study time-

independent problems. From (3.1.4), we see that traveling waves with nonzero velo-
city, ¢ # 0, have good regularity. Indeed, we prove that u € H3(R) for all s > 0 in
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Lemma 3.3.1. In particular, by Sobolev embedding theorem, we have v € L (R) for
2 < p < 0. On the other hand, equation (3.1.4) yields in Lemma 3.4.1 that there
exist no nontrivial stationary waves, i.e. traveling waves of velocity ¢ = 0, in L?.

Now, we present our main results :

Theorem 3.1.2. A function u € C(R, Hi/Z(R)) is a traveling wave if and only if
there exist C,p € C with Imp < 0 such that

C

u(0,2) = p—

(3.1.5)

Theorem 3.1.3. Let a > 0, r > 0, and consider the cylinder

C’(a,r):{

«

lal = a, Imp = —7’}.
Z—=p

Let {u}} C H}r/Q with

inf |lug — ¢ ;12 = 0 as n — +o0,
+

and let u™ denote the solution to (3.1.2) with initial data uy. Then

sup inf ||u™(t,z) — &(x o
t€£¢60(a,7“)H ( ) ¢( )HHim

Let us compare our results to those obtained in [35]. In the case of the Szegdo
equation on S', the nontrivial stationary waves (¢ = 0) are finite Blaschke products

of the form N
Z — Pj
a H ,
ey 1 —p;z

where |a]? = w, N € N, and py,ps, ..., py € D, and the traveling waves with nonzero
velocity are rational fractions of the form :

oF
2N —p’

(3.1.6)

where N € N, [ € {0,1,...,N — 1}, C,p € C, and |p| > 1. Moreover, instability
phenomena were displayed for some of the above traveling waves. For the cubic Szego
equation on R, Theorems 3.1.2 and 3.1.3 state that there exist less traveling waves
(corresponding to N = 1 and | = 0 in (3.1.6)) and that there is no instability
phenomenon.

The proof of Theorem 3.1.2 involves arguments from several areas of analysis :
a Kronecker-type theorem, scattering theory, existence of a Lax pair structure, a
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theorem by Lax on invariant subspaces of the Hardy space, and canonical factorization
of Beurling-Lax inner functions. In the following, we introduce the main notions and
known results, and briefly describe the strategy of the proof.

As in [35], an important property of the Szégo equation on R is the existence of
a Lax pair structure. Using the Szegé projector, we first define two important classes
of operators on L2 : the Hankel and Toeplitz operators. We use these operators to
find a Lax pair. See Proposition 3.1.4.

A Hankel operator H, : L2 — L2 of symbol u € Hi/Q is defined by

Note that H, is C-antilinear and satisfies
In Lemma 3.3.5 below we prove that H, is a Hilbert-Schmidt operator of Hilbert-
Schmidt norm —&=|lul| /2.

A Toeplitz operator T, : L3 — L% of symbol b € L>°(R) is defined by

Ty(h) = T1(bh).

Ty, is C-linear. Moreover, T is self-adjoint if and only if b is real-valued.

Proposition 3.1.4. Let uw € C(R; HY) for some s > % The cubic Szegd equation
(3.1.2) is equivalent to the following evolution equation :

d
i1, = (8,1, 3.18)

where B, = %Hg —iTjup2. In other words, the pair (H,, B,,) is a Laz pair for the cubic
Szegd equation on the real line.

The proof of Proposition 3.1.4 follows the same lines as that of the corresponding
result on S! in [35], and is based on the following identity :

Combining (3.1.4) and (3.1.9), we deduce that if u is a traveling wave with ¢ # 0,
then the following identity holds :

1
AyH, + Ho A, + 2 H, + ~H? =0, (3.1.10)
& C
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where

1
Ay =D — =Tj,p. (3.1.11)
C

In Section 2, we prove a Kronecker-type theorem for the Hardy space Li(R),
where we classify all the symbols u such that the operator H, has finite rank. For a
proof of the classical theorem for L7 (S'), due to Kronecker, see |35].

We prove Theorem 3.1.2 in Section 4. We first prove that all the traveling waves
are rational fractions. On S!, this follows easily from the Kronecker theorem and
the fact that the operator A, has discrete spectrum. On R, however, it turns out
that A, has continuous spectrum. Therefore, we use scattering theory to study the
spectral properties of A, in detail in Section 3. More precisely, we show that the
generalized wave operators QO (D, A, ), rigorously defined by (3.3.1) below, exist and
are complete. As a result, we obtain that

Hac(Ay) C Ker Hy,

where H,.(A,) is the absolutely continuous subspace of A,. The subspace Ker H,
plays an important role in our analysis. More precisely, it turns out to be invariant
under multiplication by e, for all o > 0. Therefore, applying a theorem by Lax
(Proposition 3.4.4 below) on invariant subspaces, it results that

Ker H, = (bLi,

where ¢ is an inner function in the sense of Beurling-Lax, i.e. a bounded holomorphic
function on C, such that |¢(z)| = 1 for all x € R. Using the Lax pair structure and
the identity (3.1.10), we show that ¢ satisfies the following simple equation :

Do = uf*6.

However, as an inner function, ¢ satisfies a canonical factorization (3.4.3). From this,
it follows that ¢ belongs to a special class of inner functions, the finite Blaschke
products, i.e.

where N € Nand Im); > 0 forall j =1,2,..., N. The Kronecker-type theorem then
yields that the traveling wave u is a rational fraction.

In the case of S!, the natural shift, multiplication by e**, was used in concluding
traveling waves are of the form (3.1.6). In our case, we use the “infinitesimal" shift,
multiplication by z, to show that traveling waves are of the form (3.1.5).
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Finally, we prove Theorem 3.1.3 in Section 5. The orbital stability of traveling
waves is a consequence of the fact that traveling waves are ground states for the
following inequality, an analogue of Weinstein’s sharp Gagliardo-Nirenberg inequality
in [90].

Proposition 3.1.5. For allu € Hi/Q(]R) the following Gagliardo-Nirenberg inequality
holds :

1 1/2 1/2
lellee < S lhell 2 llullyze, (3.1.12)
or, equivalently,
1
E < =-MQ.
s

Moreover, equality holds if and only if u = xi_p, where C,p € C with Imp < 0.

Remark 3.1.6. As a consequence of Proposition 3.1.5, one can verify that the func-
tions u = x%p, with Tmp < 0, are indeed initial data for traveling waves. More
precisely, since they are minimizers of the functional

ve HY? = M@)Q(v) — mE(v),
the differential of this functional at u is zero. Thus,

SQU)Du+ M (wyu — w1(jufu) = 0

Consequently, u is a solution of equation (3.1.4) with

Qu) _ O _ M@ |Cff

2r  —2Imp’ v 27 4(—Imp)3

CcC =
and hence it is an initial datum for a traveling wave.

In the case of S!, the Gagliardo-Nirenberg inequality suffices to conclude the
stability of the traveling waves with NV = 1. However, in the case of R, we need to use
in addition a concentration-compactness argument. This concentration-compactness
argument, which first appeared in the work of Cazenave and Lions [18|, was refined
and turned into profile decomposition theorems by Gérard [33]| and later by Hmidi
and Keraani [54]. We use it in the form of Proposition 3.5.1, a profile decomposition
theorem for bounded sequences in Hi/ 2,

We conclude this introduction by presenting two open problems. Here, we use the
term soliton instead of traveling wave, so that we put into light several connections
with existing works. The first problem is the soliton resolution, which consists in
writing any solution as a superposition of solitons and radiation. For the KdV equa-
tion, this property was rigorously stated in [26] for initial data to which the Inverse
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Scattering Transform applies. Therefore, for the Szégo equation, one needs to solve
inverse spectral problems for the Hankel operators and also find explicit action angle
coordinates.

The second open problem is the interaction of solitons with external potentials.
Consider the Szégo equation with a linear potential, where initial data are taken to
be of the form (3.1.5). As in the works of Holmer and Zworski [49] and Perelman [73],
it would be interesting to investigate if solutions of the perturbed Szégo equation can
be approximated by traveling wave solutions to the original Szegt equation (3.1.2).

3.2 A Kronecker-type theorem

A theorem by Kronecker asserts in the setting of S' that the set of symbols u
such that H, is of rank N is precisely a 2/N-dimensional complex submanifold of
L3 (S') containing only rational fractions. In this section, we prove the analogue of
this theorem in the case of L2 (R). For a different proof of a similar result on some
Hankel operators on L%(R) defined in a slightly different way, we refer to Lemma
8.12, p.54 in [72].

Definition 17. Let N € N*. We denote by M(N) the set of rational fractions of the

form
A(z)

B(z)’
where A € Cy_1[z], B € Cn[z], 0 < deg(A) < N — 1, deg(B) = N, B(0) = 1,
B(z) #0, for all z € CL UR, and A and B have no common factors.

Theorem 3.2.1. The function u belongs to M(N) if and only if the Hankel operator
H, has complex rank N.

Moreover, if u € M(N), u(z) = 287 where B(z) = H;.le(z — p;)™, with
Z;}:l m; = N and Imp; < 0 for all 5 = 1,2,...,J, then the range of H, is given

by

1

Ran H,, = spanc{—
(z =)™

, 1 <m<mj} (3.2.1)

Jj=1

Démonstration. The theorem will follow once we prove :

(i) ue M(N)=rk(H,) <N
(i) rk(H,) = N = u € M(N).

Let us first prove (i). Let w € M(N), i.e. u is a linear combination of

1
(z—p)m

Y
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where Imp < 0, 1 <m <m,, and > m, = N. Then, computing the integral

—ix€
/ T g,
R (T —p)™

using the residue theorem, we obtain that @(£) = 0 for all £ <0 and (&) is a linear
combination of ™ e with 1 < m < m,, for £ > 0.

Given h € L%, we have m(é’) = 0 for £ < 0. Moreover, for £ > 0, we have

— 1 0 ~
T =5 | ate = mhtnar
1 [~ =
=5 | wl&+mh(n)dy (3.2.2)
T
m—1 oo __
_ Z Cm,p(chz_lﬁm_l_k/ nkil(n)e—ipndn) PR3
1<m<m, k=0 0
> mp=N
A
Z dmp u, h)E™ ! e = Z . p(u, 1) < m> (),
1<m<m, 1<m<m, (z=p)
> mp=N > mp=N

where ¢, p, dp,p, dm,p are constants depending on p and m.

Hence,
A p(u, h)

1<m<m, (z —p)m

(3.2.3)

and rk(H,) < N.

Let us now prove (ii). Assume that rank(H,) = N, i.e. the range of H,, Ran H,,
is a 2N-dimensional real vector space. As H, is C-antilinear, one can choose a basis
of Ran H,, of eigenvectors of H, in the following way :

{v1, 01, ..., oN, ton 5 Hy(vj) = Ao, Ay >0,7=1,2,... N}

Let w; = v A\ju;. If h € L2, then by Parseval’s identity we have

N

N
Z ), ;)v; +Z (Hy(h),iv;)iv; = QZ(H h
i=1 i—

N
22 22 (Ajvj, h 22 w;, h

j=1 Jj=1 Jj=1

.
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1 [ =
=23 ( [ awiwman)e,
7j=1

Consequently,

— 1 . = I

Hu(h)(§) = 5-1ezo | a(€+mh(n)dn = —lexo S () (€)h(n)dn.

0 = o

and hence,

o0 N J—
Leso [ (e ) =23 ,00),(9)) )y =0,
0 =
for all h € L2. Therefore, for all £, > 0, we have

(€ -+ ) = 23 by () ©) (324)

Let L > 2N + 1 be an even integer and ¢ be the probability density function of the
chi-square distribution defined by

L_¢5-1g=5 if £>0
P(&) = 2%”%)5 s
0, if £ <0,

where I' is the Gamma function. Then, its Fourier transform is

o(x) = (1 + 2iz)"%.
Notice that ¢ € H™(R) since
2 ()"
Y B VR

which is convergent if and only if 2N — L < —1.

Let (0,¢) = [, 0(x)¢(x) forall € H ™(R) and ¢» € HY(R). Consider the matrix
A, defined by :

(Wn, @) (i, @) -+ (@, )
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Since rk(A,) < N, it results that there exists (o, c1,...,cny) # 0 such that
N
(L euis®.0) =0
k=0

for all j = 1,2,..., N. Then, since supp¢ C [0,00) and by (3.2.4), we have for all
n > 0 that

i (@ (). —n), = XNJ (@i (e +n.00)),

k=0 k=0
=20k [l + o e)de
=2 1t [ (X i) o)
=23 wy() > @), 6(©)) =0
j=1 k=0

Denote T = fovzo crt™. Then T € HN and supp T € [0, 00). We have just proved
that for all n > 0

0= (T.6(—n)) = / T(€)6( — n)de — / / 1+;;)>L/2d "
:/R</RT(£)€%€CZ§>$M:AF_IT(x)$d$‘

Denoting R(x) := m.}"_lT(m), we have R € HL2-N(R) ¢ H/2(R) and

0= / R(z)e™™dx = R(n), for all n > 0.
R

Thus supp R C (—00,0]. By the definition of R, (1 — 2D¢)*/2R(£) = T(€). Since the
left hand-side is supported on (—o0, 0] and the right hand-side is supported on [0, 00),
we deduce that suppT’ C 0. In particular, Ti¢~g = 0. This yields that ¢~ is a weak
solution on (0, c0) of the following linear ordinary differential equation :

XN: crv® (&) = 0. (3.2.5)
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Then, by [51, Theorem 4.4.8, p.115|, we have that o € CV((0,00)), Ueso Is a
classical solution of this equation and therefore it is a linear combination of

5m—1€q£

where ¢ € C is a root of the polynomial P(X) = Zszo e X* with multiplicity m,,
1 <m <mg, and Zq mg = N. Note that we must have Re ¢ < 0, because u € L% (R).
Therefore we will denote ¢ = —ip, with Imp < 0 and obtain that u(¢) is a linear

combination of ™ 'e™¢ for £ > 0. By the hypothesis u € L2 (R), we obtain a(§) = 0
A
for £ < 0. Hence for all £ € R, u() is a linear combination of (W) (&), with

1<qg<mgand > m,=N. Thus u € M(N’) for some N' < N. If N’ < N, then (%)
yields rk(H,) < N’, which contradicts our assumption. In conclusion u € M(N).

Finally, when v € M(N) we have rk(H,) = N and equation (3.2.3), and thus
(3.2.1) follows. O

As a consequence of (3.2.1) we make the following remark.

Remark 3.2.2. If u € M(N), then u € Ran H,,.

3.3 Spectral properties of the operator A, for a
soliton

Let us first recall the definition and the basic properties of the generalized wave
operators, which are the main objects in scattering theory. We refer to chapter XI in
[81] for more details.

Let A and B be two self-adjoint operators on a Hilbert space H. The basic prin-
ciple of scattering theory is to compare the free dynamics corresponding to e~*4* and
e~'Bt_ The fact that e~"Pl¢ "looks asymptotically free" as t — —oo, with respect to
A, means that there exists ¢, € H such that

lim [le™"'¢ —e ™o, =0
t——o0
or equivalently,
lim [leYe™P¢ — ¢, || = 0.
t——o0

Hence, we reduced ourselves to the problem of the existence of a strong limit. Let
Hac(B) be the absolutely continuous subspace for B and let P,.(B) be the orthogonal
projection onto this subspace. In the definition of the generalized wave operators we

have ¢ € H,.(B).
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We say that the generalized wave operators exist if the following strong limits
exist :

Q*(A,B) = lim ¢™e PP, (B). (3.3.1)

t—F oo

The wave operators QF (A, B) are partial isometries with initial subspace Ha.(B) and
with values in Ran QF (A4, B). Moreover, Ran QF (A, B) C Hac(A). If
Ran Q*(A, B) = H,.(A), we say that the generalized wave operators are complete.

Lastly, we note that the following equality holds :
AQ*(A, B) = Q*(A, B)B. (3.3.2)

Lemma 3.3.1. If u € Hi/Q is a traveling wave, then u € HI(R) for all s > 0. In
particular, by Sobolev embedding theorem, we have u € LP(R) for 2 < p < oc.

Démonstration. Because u € H'/?(R), the Sobolev embedding theorem yields
u € LP(R), for all 2 < p < oo. Therefore |ul>u € L*(R) and thus II(|u|*u) € L2.
Using equation (3.1.4)

cDu + wu = TI(Jul*u),

we deduce that Du € L%r. Consequently, u € H}r and by Sobolev embedding theorem
we have u € L>(R). Then u?Du, |u|*Du € L*(R). Applying the operator D to both
sides of equation (3.1.4), we obtain D?u € L*(R) and hence u € H?. Iterating this
argument infinitely many times, the conclusion follows. O

Proposition 3.3.2. Let u be a traveling wave. Then, (A, +1i)' — (D +1i)"' is a
trace class operator.

Démonstration. We prove first that for all f € L?(R), the operator (D+4)~' f, defined
on L*(R) by
(D +4)" f)h(x) = (D +1) 7 (fh)(x)

is Hilbert-Schmidt. Denote by F the Fourier transform. Using the isomorphism of
L*(R) induced by the Fourier transform, we have that (D+:)~! f is a Hilbert-Schmidt
operator if and only if F(D +4)71f is a Hllbert Schmidt operator. The latter is an

integral operator of kernel K(£,n) = 5- - §+z F(€ —n). Indeed,

F((D+i) ) (€) = ——Fh(e) = 1/

2775—1—2 2 Ré—i—zf(én dn—/Kﬁnh n)dn

Therefore, it is Hilbert-Schmidt if and only if K(&,n) € Lgm(R x R). By the change
of variables n +— ( = £ — n we have

1K€, = /g Lﬂf\% ClIfI2 < oc.
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Hence (D +14)7'f is a Hilbert-Schmidt operator and so is f(D +1i)~%, its adjoint.
According to Lemma 3.3.1, v € L>°(R) and thus |u|* € L?(R). Taking f = |u|* and
f = u, we conclude that the operators (D + 1)~ Yul|?, (D +4)'u, and a(D +i)~" are
all Hilbert-Schmidst.

We write

(Ay+i) ' = (D+i) P =(D+i) (D - A,) (A, +i)*

(D + i) T (A, +1) 7"

1
C
1
(D +0) P (Ay +0) 7 = L(Au +9)7

where L = 211(D +4)~'|u|®. Note that L is a Hilbert-Schmidt operator since it is the
composition of the bounded operator 21T : L?*(R) — L2 with the Hilbert-Schmidt
operator (D + 1)~ !|u|?. Finally, we write, using the latter formula twice

(Ay+9) ' = (D+i) ' = L(L(A, +49) "+ (D +14) )
=LoLo(A,+i) '+ %H(D +i) tuou(D +i)

We obtain that (A, +:)~! — (D +1i)~! is a trace class operator since the composition
of two Hilbert-Schmidt operators is a trace class operator. O

Corollary 3.3.3. If u is a traveling wave, then the wave operators Q*(D, A,) exist
and are complete.

Démonstration. This easily follows from Kuroda-Birman theorem that we state below
|81, Theorem XI1.9] :

Let A and B be two self-adjoint operators on a Hilbert space such that
(A+i)~t—(B+1i)"!is a trace class operator. Then QF (A, B) exist and are complete.
O

Corollary 3.3.4. If u is a traveling wave, then oac(Ay) = [0, +00).

Démonstration. Since QF(D, A,) are complete, it results that they are isometries
from Hac(Ay) onto Hae(D) = L%. By (3.3.2), we then have

A [0 (D, A )] DD, A,)

Ulpae(an) |Hac(Au>] [Hac(Au) *

Consequently, gac(Ay) = 0ac(D) = [0, +00). O

Our main goal in the following is to prove Hac(A,) C Ker H,. As we see below,
it is enough to prove that [Q"(D, A,)HZ] (Hac(Au)) = 0.
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Lemma 3.3.5. The operator H, is a Hilbert-Schmidt operator on L% (R) of

Hilbert-Schmidt norm \/LQ? ||| i/

Démonstration. Let us denote by ||T||gs the Hilbert-Schmidt norm of a
Hilbert-Schmidt operator 7. By (3.2.2), we have

—= 1

AR = gtesa [ alé +mhn)dn

Then, we obtain
1 oS 0 R —
HW&) = g5 [ et mimne

s [ [ eemte + mnas ) itsyan

Using the fact that the Hilbert-Schmidt norm of an operator is equal to the norm of
its integral kernel, Plancherel’s formula, and Fubini’s theorem, we have
L2

/ / e 4+ n)dnde|
47T2/ / a6+ m)lPdnds = — / / ¢)Pd¢de
:RA(A@W;%_ /auwu—wwz

Lemma 3.3.6. Ker H2 = Ker H,. Moreover, if RanH, is finite dimensional, then
Ran H? = Ran H,.

1 A
= m”lgzolnzou(& + 77)||i%7§

) s = 15

]

Démonstration. Let f € Ker H2. Then, by (3.1.7),
(Hu(hl), h2) = (Hu(hg), h1> for all hl, hg c L2+,

we have

|2 flZ2 = (Hof. Hof) = (Hif, f) =0

and thus H,f = 0. Hence, Ker H> C KerH, . Therefore, we obtain Ker H? = KerH,,
since the inverse inclusion is obvious.

The identity (3.1.7) yields also KerH,, = (RanH,)*. Moreover, it implies that H>
is a self-adjoint operator and therefore, KerH? = (RanH?)*. Hence, we obtain

(RanH?)* = (RanH,)".
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Taking the orthogonal complement of both sides, this yields

RanH? = RanH,,.

If RanH, is finite dimensional, so is RanH?, since RanH? C RanH,. Thus, RanH?
and RanH, are closed. Hence, we have RanH? = RanH,. ]

Lemma 3.3.7. If u is a traveling wave, then

A H?2 = HZA,. (3.3.3)
Consequently, if RanH, is finite dimensional, then A,(Ran H,) C Ran H,.

Démonstration. The commutativity relation (3.3.3) is a consequence of identity
(3.1.10). The second statement then follows by Lemma 3.3.6, Ran H2 = Ran H,. [

It is a classical fact that if A and B are two self-adjoint operators on a Hilbert space
H such that AB = BA, then B(Hac(A)) C Hac(A). For the sake of completeness, we
prove it here in the case of the operators A, and H2.

Lemma 3.3.8. H>H,.(A,) C Hac(Ay).

Démonstration. As we see below, the inclusion follows if we prove that pp24 << pg
for all ¢ € L2, where the measures above are the spectral measures with respect to
the operator A,, corresponding respectively to H2¢ and ¢.

Let E C R be a measurable set and f = 1. Then, by (3.3.3) and the
Cauchy-Schwarz inequality we have
pigolE) = [ g = (H20. F(A)H20)
R

= (Hl¢,H.f(A w%4H%J<>w
< V(f(A)o, f(A)D) I Hadllr2 = /(¢ o) | Hid| 2
= \/ts(E) | Hy o)l 2.

Therefore, pp2g < fig.

Let us denote by m the Lebesgue measure on R. If ¢ € H,(A,), then puy, < m
and thus g2, < m. Hence, HyHao(Au) C Hac(Ay)- O

Proposition 3.3.9. If u is a traveling wave, then Ha.(A,) C Ker H,.
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Démonstration. It is enough to prove that [QF(D, A,)HZ](Hac(A,)) = 0. If this
holds, then we have H? (HaC(Au)) = 0 since H2H,.(Au) C Hae(A,) and QT (D, A,)
is an isometry on H,.(A,). Therefore, H,.(A,) C Ker H2 = Ker H,,.

Let us first note that
H,e"™” =" H,, (), (3.3.4)
where 7, denotes the translation 7,u(x) = u(x — a). Indeed, for f € L2, passing into

the Fourier space, we have

1

(Hae™ )"(©) = 1es0(a@7F) () = 5-1es0 [ a6 = me

_ %lgzoeitg/eit(in)@(g — U)f( )dn = lg>0€ ( ﬂ

=10 (™ (1(u) )" (€) = (e"™P Hryuy ) (€).

By Lemma 3.3.8, (3.3.3), and (3.3.4), we have for all f € Ha(A,)

eztDe—ztAu PaCHSf — eztDe—ztAu Hs.f — eztDHSe—ztAuf — ztD HuHue—ztDeztDe—ztAu,f

— eitDHue_itDHfr,t(u) eitDe—itAuf H2 " )eitDe—z'tAu Pac (Au)f

u

We intend to prove that H? e*Pe 4P, (A,)f tends to 0 in the L3-norm as
t — —oo. From this, we conclude that QT (D, A,)H2f = 0.

Since, by Lemma 3.3.5, H._,(, is a uniformly bounded operator, it is enough to
prove that H, e Pe 4P, (A,)f tends to 0.

[H e e Pac(Au) f 22
< | (€126 4 Puc(4) ] = 9 (D, AT,
+ HHﬂt(U)Q+<DaAU)fHL1

2
L+

\/—HUHHl/ZHenD T Pac(Au) f = QF(D, A fl iz

" /R fu(e + O (D, A f(@)Pdr (335)

The first term in (3.3.5) converges to 0 by the definition of the wave operator
Qt(D, A,).

Since u is a traveling wave,

we (VH*(R) C C%(R),

s>0
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where C°(R) is the space of functions f of class C™ such that lim,_, ., D*f(z) =
lim,_,o, D¥f(2) = 0 for all k € N. Therefore, for arbitrary fixed x, we have

i ()e) =l ule0) =0

Note also that |u(z + t)[2|QT (D, A) f(2)]? < ||ul|z< |2 (D, A,) f(z)|? for all

x € R. Then the second term in (3.3.5) converges to 0 by the dominated convergence
theorem. Hence [QF(D, A,)HZ] (Hao(Ay)) = 0. O

3.4 Classification of traveling waves
Lemma 3.4.1. There are no nontrivial traveling waves of velocity ¢ = 0 in Li(R).

Démonstration. Let u be a nontrivial traveling wave of velocity ¢ = 0. Then, equation
3.1.4 gives II(|u|*u) = wu. Taking the scalar product with e***u(zx), where £ > 0, we
obtain

F(|u* = wlu*)(€) =0,

where F denotes the Fourier transform. Since |u|* — w|u|? is a real valued function,
we have that the last equality holds for all £ € R. Thus |u/* — w|u|*> = 0 on R
and therefore u(x) = 0 or |u(x)]*> = w > 0, for all z € R. Since the function w is
holomorphic on C,, its trace on R is either identically zero, or the set of zeros of u
on R has Lebesgue measure zero. In conclusion, we have |u|* = w > 0 a.e. on R and
thus v is not a function in L2 (R).

]

Lemma 3.4.2. If u € Hi for s > % and v € Ker H,, then ww € L%. Moreover, if
u € L®(R), then Tj,p2v = |ul?v.

Démonstration. Indeed, 0 = H,(v) = II(uv) and thus av € L3. Furthermore, since
u,tw € L%, we obtain Tj,2v = II(utiv) = |u|*v. O

Lemma 3.4.3. Letu € HY, s > %, be a solution of the cubic Szegi equation (3.1.2).
Consider the following Cauchy problem :

{@atw = Ju(t)|*¥ (3.4.1)

Zﬂ|t:0 = %7

If vy € Ker Hygy, then ¥(t) € Ker Hyyy for all t € R.
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Démonstration. Let us first consider :

10p1 = Ty 21
¢1 }t:O = wo;

Using the Lax pair structure, we have

Oy (1) = [Bu, Huthr + HuOphy = [EHS = Tz, Holtr + Hy(=iTju2¢1)
- _Z.Tiu\?Huqv/Jl - ZHuTiquvZJI + Z.Hu,Iiu\quZ}l = _Z,I‘\UPHUQ,DI

The solution of this linear Cauchy problem

atHu(djl) = _iTu|2Huw1

is identically zero. i.e., Hyu91(t) = 0 for all ¢ € R. Consequently, 1 (t) € Ker Hyy)

and by Lemma 3.4.2 we obtain Tj,2¢; = |u|*¢1. In conclusion,
w(t) = ¢1 (t) € Ker Hu(t)- ]

The space Ker H, is invariant under multiplication by e, for all o > 0. Indeed,
suppose f € Ker H,. Then uf(¢) = 0, for all £ > 0 and

o~

(Hu(° 1)) (&) = (e7*uf)"(€) = uf (¢ + ) =0,
for all £, > 0. Hence, e*® f € Ker H,, for all o > 0.

One can then apply the following theorem to the subspaces Ker H,,,.

Proposition 3.4.4 (Lax [58]). Every non-empty closed subspace of L2 which is
invariant under multiplication by €** for all o > 0 is of the form FL2, where F is
an analytic function in the upper-half plane, |F(2)| <1 for all z € C,, and |F(x)| =1
for all x € R. Moreover, F' is uniquely determined up to multiplication by a complex

constant of absolute value 1.
We deduce that Ker H,,, = ngLi, where ¢ is a holomorphic function in the upper
half-plane C,, satisfying |¢(x)] =1 on R and |¢(2)| < 1 for all z € C,..

Functions satisfying the properties in Lax’s theorem are called inner functions in
the sense of Beurling-Lax. A special class of inner functions is given by the Blaschke
products. Given \; € C such that for all j

Im)\j >0
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and

Z Im >\j < 50
— 1+ )7 ’

the corresponding Blaschke product is defined by

B(z) = Hej

J

Z—)\j

Sk 3.4.2
2 (342

z

2
IA2+1|
/\§+1

where €; = by definition ¢, = 1 if A\, = 1).
J y J Y

Inner functions have a canonical factorization, which is analogous to the canonical
factorization of inner functions on the unit disk, see [82, Theorem 17.15], [69, Theorem
6.4.4]. More precisely, every inner function F' can be written as the product

F(z) = AB(z)e® ¢! fa =2 0), (3.4.3)

where z € C, A € C with |A\| = 1, a > 0, B is a Blaschke product, and v is a
positive singular measure with respect to the Lebesgue measure. In particular, the
inner function ¢ has such a canonical factorization.

Proposition 3.4.5. Let u be a traveling wave and denote by ¢ an inner function
such that Ker H,, = ¢Li. Then, ¢ satisfies the following equation on R :

cD¢ = |up|*¢. (3.4.4)

—twt —iwt

Démonstration. Since u(t,x) = e”"“*ug(x—ct), we have Hy4) = ="' 7 HyyT_e. Thus,

Ker Hy ) = 7 Ker H,, = Tct<¢)Li.

Let f € L% and let ¢y = ¢f € KerH,, be the initial data of the Cauchy problem
(3.4.1) in Lemma 3.4.3. We then have ge=t/o [uslds ¢ ¢ KerH, . Therefore,

¢e—if0t \us|2dsLi - Tct(ﬁb)Li‘ (3.4.5)

Conversely, by solving backward the problem (3.4.1) with the initial data in 7.(¢)L2
at time ¢, up to the time ¢ = 0, we obtain

(@) L2 C pet o \USIQdSL%r

and thus, the two sets are equal.

Let us first prove that ¢; := gbe*ifff\%\zds is an inner function. Note that ¢; is
well defined on R and its absolute value is 1 on R. Consider the function defined by
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h(z) = ¢t , for all z € R. Since h € L2, we can write using the Poisson integral

that .
h(z):l/ Imz hz) ———d,

™ [ |Z—ZL’|2

for all z € C,. Then,

zh(z):l/oo Imz zh(z) dx + 1/00 Imzwdﬂ

|z — x|? T |z — x|?

—0o0 o0

Note that the last integral is equal to ff Imz, dx By the residue theorem and
using the fact that the function % is holomorphlc on C,, we have that this integral

is zero and thus s )
zh(z) = —/ Imzx—(az)dx.

™ 0 |Z - QJP

Therefore, we can use the Poisson integral to extend ¢; to C, as a holomorphic
function.

oe(z) = (2 +i)h(z) = ! /_OO Imzwdm‘ _! /00 Imzmdx. (3.4.6)

|z — |2 T |z — z|?

—00

Moreover,

1 [~ 1
9e(2)] < ;/ Imz———=dzr =1,

oo |Z - J]|2

for all z € C,. Hence ¢, is an inner function.

. _ [t 2 . .
Since 74(¢) and ¢e~"Jo 1“4 are inner functions and

gzﬁe_i 1 Ius\stLi = Tct(¢)L2+’

Proposition 3.4.4 yields the existence of a real valued function ~ such that v(0) =0
and

peH o luslds — - ()@

Taking the derivative with respect to t we obtain that ¢ satisfies the following equa-
tion :

cD(z) = u(t, z + ct)[p(z) + ¥(t)$(x).

for all t € R. Since u is a traveling wave, we have |u(t, z+ct)| = |e ™ “uy(z)| = |ug(x)].
Then we deduce that 4(t) = k and hence ~y(t) = kt, for some k € R. Therefore,

cDp = (Jug|* + k). (3.4.7)
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We prove in the following that & = 0. First, note that % > 0. The function
¢ug € KerH,, and by Lemma 3.4.2, we have |ug|?¢ = To(uop) € L%. If £ is negative,
denoting y := %\u0]2¢ € Li and passing into the Fourier space, we have :

1

<z5(€)=5 :

This implies that ¢ € L2, contradicting |¢(z)| = 1 for all z € R.

Let us now prove that % = 0. Let h € L% regular. Then ¢h € Ker H,, and by
equation (3.4.7) we have

Auy(6h) = (D — Huo)(6h) = 6(D — Lu?)(h) + hDo = 6(D + E)h.
Denoting by fis(Au,) the spectral measure corresponding to ¢h, we have
[ v = (0h. 1(4,)m) = (01,01 (D + £)h) = (b F(D + £)h)
— 5 | st Bliers = 5 [ ol - Han

Consequently, supp pign(Ay,) C [%, +00). By Proposition 3.3.9, we have
Hac(Ay,) C Ker Hy,,, and therefore

oac(Au) = | J swppyC | J  supppuen €[5 0).
’t/)GHaC(AuO) ¢h€KerHu0
Since, by Corollary 3.3.4, 0ac(Ay,) = [0, 00), this yields k£ = 0. O

Proposition 3.4.6. All traveling waves are rational fractions.

Démonstration. We first prove that ¢ is a Blaschke product.

Since ¢ is an inner function in the sense of Beurling-Lax, it has the following
canonical decomposition :

&(z) = AB(z)ei7e! = w2 ), (3.4.8)

where z € C,, X\ is a complex number of absolute value 1, a > 0, B is a Blaschke
product having exactly the same zeroes as ¢, and v is a positive singular measure
with respect to the Lebesgue measure.

Because ¢ satisfies the equation (3.4.4) and uy € L>(R), we obtain that ¢ has
bounded derivative on R and hence it is uniformly continuous on R. Then, since ¢
satisfies the Poisson formula (3.4.6), it follows that

o(x + i) = ¢(z), as e — 0,
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uniformly for z € R.

¢ being uniformly continuous on R and |¢(z)| = 1, Vo € R, we deduce that the
zeroes of ¢ and hence, those of the Blaschcke product B as well, lie outside a strip
{z € C;0 <Imz < g}, for some gy > 0. Therefore, we have

gz +ie)  Px)
Bz +ie)  B(x)

,as e — 0

uniformly for x in compact subsets of R. Taking the logarithm of the absolute value
and noticing that | ¢() | = 1, we obtain

B(x)
9
———dv(t
[ o

uniformly for z in compact subsets in R. In particular, for all § > 0 there exists
0 < &1 < &g such that for all 0 < & < ¢; and for all x € [0, 1], we have

%V([x —gx+¢]) < /:+€ ;dy(t) < /R;alu(t) <.

. (x—t)2+e? (x —t)2+¢&2

Taking ¢ = ﬁ < e; with N € N*, we obtain

o0 = (U 20 < ok s

In conclusion v([0,1]) = 0, and one can prove similarly that the measure v of any
compact interval in R is zero. Hence v = 0.

Consequently, ¢(x) = AB(x)e" for all x € R. On the other hand, because
¢ satisfies the equation (3.4.4), we have ¢(z) = ¢(0)ec /o " and, in particular,
lim, o0 ¢(z) = ¢(0)ec Jo~ [»0” Since lim, o B(z) = 1, we conclude that a = 0. Sub-
stituting ¢ = AB in the equation (3.4.4), we obtain

Then 1 [ B'@ g < 0o. Computing this integral, we obtain that

B(z)
1 /OO B'(z) /OO Im);
= dr =2 ——=dr=2) T
VATV I v

—00

N E'xf)\j
Jj=1 ]Z‘—Xj.

and thus it is finite if and only if B is a finite Blaschke product, B(z) =[]
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Let us prove that the traveling wave « is a rational fraction.

Ker H, = L% = BL?.

Notice that BL? = (spanc{x_l)\}].v )L. Indeed, f € (spanc{#}{v )L if and
only if . v
F) = 57 [ e Tt = o (F.e ™) = (5. —5) =0
j

if and only if there exists h € L% such that f = Bh. Hence

1 N \ L
Ker H,, = (span(c{ = } )
xr — )‘j j=1

- N
This yields Ran H,, = span(c{ L } . By Remark 3.2.2 it follows that u is a rational
j=1

T—N;j

N
fraction. More precisely, u € Ran H,, = spanc{ Y } . O
xr— j ]:1
Proposition 3.4.7. If u is a traveling wave, then there exists X\ > 0 such that
H?u = \u.

Démonstration. According to Remark 3.2.2, since u is a rational fraction, we have
u € Ran H,.

Secondly, u satisfies the equation of the traveling waves (3.1.4), which is equivalent
to Ay(u) = —“u. Therefore, u is an eigenfunction of the operator A, for the eigenvalue
—=. Applying the identity (3.1.10),

1
AuH, + HyA, + 2 H, + ~H? =0,
C C

to u and then to H,u, one deduces that A, Hu = —<H}u. Therefore, the conclusion
of the proposition follows once we prove all the eigenfunctions of the operator A,
belonging to Ran H,, corresponding to the same eigenvalue, are linearly dependent.

Let a be en eigenvalue of the operator A, and let ¢y, 1y € Ker (4, —a) NRan H,.
Since u is a rational fraction, by the Kronecker type theorem 3.2.1, ¢); and ), are also
non-constant rational fractions. Then, one can find o, 5 € C, (a, 8) # (0,0), such
that ¢ := athy + by = O(5) as & — oo. Moreover, we have ¢ € L*(R), z¢ € L*(R),
and thus we can compute A, (xv).

Passing into the Fourier space we have,

o —

(2 f)(€) = i(0ef)Leso = i0e(fleso) — if (€)0emo = TILF(€) — i f (0)deo,
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for all f € L'(R). Thus, we obtain II(xf) = «II(f) + 55 f(0) for all f € L'(R). We
then have

Aulb) = 2AL) + b — o / uf*pda

2cmi
and therefore, since A, = a1,

Ay () = axp + %1/} - 201772' /R lu|*da. (3.4.9)

Since x¢) € Ran H, and A,(Ran H,) C Ran H, by Lemma 3.3.7, we have
A, (z) € Ran H, C L*(R). The constant in equation (3.4.9) is zero because all the
other terms are in L?(R). Then we have

(Ay — a)(a1)) = %w. (3.4.10)

Applying the self-adjoint operator A, — a to both sides of the equation (3.4.10), we
obtain (A, — a)*(zv¢) = 0 and

(A = @) (@) IZ> = ((Au = a)(@9), (Au = a)(29)) = ((Au — a)*(20)), 29)) = 0.

Thus, (A, — a)(zy) = 0. In conclusion, by equation (3.4.10), ¢ = 0 and therefore all
the eigenfunctions belonging to Ran H,, corresponding to the same eigenvalue a, are
linearly dependent. [

Proof of Theorem 3.1.2. Since u € Ran H,,, there exists a unique function
g € Ran H, such that u = H,(g). By Lemma 3.4.7, it results that H,(u) = Ag.
Applying the identity (3.1.10),

1
AuH, + HoAy + 2 H, + ~H? = 0,
C C

to g and using A,u = —%u, one obtains Hu(Aug + g) = 0. Since
Au(Ran H,) C Ran H,, we have A,g + g € Ran H, N Ker H,. Therefore,
Aug + g = 0, which is equivalent to

cDg —Tiu2g + Ag = 0.

In the following we intend to find a simpler version of the above equation, in order
to determine the function g explicitly. Note that a(1 —g) € L7, since it is orthogonal
to each complex conjugate of a holomorphic function f € L% :

(@l —g),f) = (f(1 = g),u) = (f,u) = (f, Hu(g)) = 0.
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Thus, Tiy2(g9) = T(Jul?) = T(Jul*(1 — g)) = Hy(u) — [u*(1 = g) = Ag — |[u]*(1 — g).

Passing into the Fourier space and using the fact that |u|? is a real valued function,
one can write

= [P + [ e PO = (uf?)+ TP

Therefore |u]* = H,(u)+ H,(u) = A(g+7). Consequently, T},12(g) = M(—g+9*+]|9/*)
and g solves the equation

cDg—\g* +Mg+g—|g]*) =0. (3.4.11)

We prove that g + g — |g|* = 0. First, note that a(1 — g) € L% , also yields
(1—g)f € Ker H,, for all f € L2. Secondly, let us prove that g+g—|g|* is orthogonal
to the complex conjugate of all f € L2 :

(g+g—9*, F) = (9. /)= (f(1=9),9) = =(f(1=9), s Hu(w)) = —5(u, H,(f(1~g))) = 0.
In addition, since g + g — |g|* is a real valued function, we have
(g+g—lgl f)=(g+g—lgl. f)=0

for all f € L2. Therefore, g+ g — |g|? is orthogonal to all the functions in L*(R) and
thus g + g — |g|*> = 0. This is equivalent to |1 — g| = 1 on R. Moreover, equation
(3.4.11) gives the precise formula for g,

where r,p € C and Im(p) < 0. Thus 1 — g(z) = i%g for all x € R and

KerHL:'Z—pLi:( —g)L2 C Ker H,,.
z—p Z—=0p

Consequently, v € Ran H, CRan H 1 = Z(Ep. O
z—p

3.5 Orbital stability of traveling waves

In order to prove the orbital stability of traveling waves, we first use the fact that
they are minimizers of the Gagliardo-Nirenberg inequality. We begin this section by
proving this inequality, more precisely proposition 3.1.5.
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Proof of Proposition 3.1.5, Gagliardo-Nirenberg inequality. The proof is similar to
the proof of Gagliardo-Nirenberg inequality for the circle, in [34]. The idea is to
write all the norms in the Fourier space, using Plancherel’s identity.

12 1 ~
B = lully = 1421 = 5211 = 5- [ le)ras

Using the fact that v € L2 and Cauchy-Schwarz inequality, we have :

PR = s [ atmate - manf < ¢ [ onpiae - mpan

< ([ watPlate - mpan+ [ € - miaoPiae - o).
By change of variables £ — n +— 7 in the second integral, we have

. ¢
(€ < i nfa(n)*a(€ —n)[*dn.

= on?

By Fubini’s theorem and change of variables ( = £ — 7 it results that

+o00 +oo 1
B o [ [naopre-nrane = 5 [ wewran [ aorac = b

Moreover, equality holds if and only if we have equality in Cauchy-Schwarz in-
equality, i.e.

u(§)u(n) = u(€ +n)u(0),

for all £&,n > 0. This is true if and only if u(¢) = e ?@(0), for all & > 0. Since
u € H}r/2, this yields Im(p) < 0 and u(z) = z%p, for some constant C. O

The second argument we use in proving stability of traveling waves is a profile
decomposition theorem. It states that bounded sequences in Hi/ ® can be written as
superposition of translations of fixed profiles and of a remainder term. The remainder
is small in all the LP-norms, 2 < p < oo. Moreover, the superposition is almost

. 1/2
orthogonal in the H.,’“-norm.

Proposition 3.5.1 (The profile decomposition theorem for bounded sequences in
H}F/Q). Let {v"},en be a bounded sequence in H}F/Q. Then, there exist a subsequence

of {v"}nen, still denoted by {v"},en, a sequence of fized profiles in H}rm, {VOYen,
and a family of real sequences {xV} ey such that for all £ € N* we have

l
Z a:—x —I—r,(f),
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where

lim lim sup ||7°7(f)||LP(R) =0
= n—o00

for all p € (2,00), and

¢
1172 =Y VU5 + In21172 + o(1), asn — oo,
j=1
¢
n| 2 — ()2 )12
v HHi/Q = ; % ”H}f + |7, HHi/Q +o(1), asn — oo,

0
lim " 70 =) V.
n—00 —

]_

The proof of this proposition follows exactly the same lines as that of the profile
decomposition theorem for bounded sequences in H'(R), [54, Proposition 2.1]. Ho-

wever, note that in our case, the profiles V) belong to the space H}F/Q, (not only to
the space H'/2(R)), as they are weak limits of translations of the sequence {v"},en.

Proof of Corollary 3.1.3. According to Proposition 3.1.5, C(a,r) is the set of mini-
mizers of the problem

inf{M(u)|u € HY?, Q(u) = q(a,7), E(u) = e(a,7)},

where

We denote the infimum by m(a,r).

Since

inf |jug — ¢‘|Hi/2 — 0,
by the Sobolev embedding theorem, we deduce
Qug) — q(a,r),  E(ug) —ela,r),  M(ug) = m(a,r).
Let {t,}nen be an arbitrary sequence of real numbers. The conservation laws yield
Qu"(ty)) — qla,r), E(u"(t,)) — ela,r), M(u"(t,)) — m(a,r).

We can choose two sequences of positive numbers {a,} and {\,} such that
V() := apu”(tn, Anx) satisfies |[v"||r2m) = 1, |[v"||L4m) = 1. Notice that

(p = ooy,  An — Asos
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where as > 0, Ao > 0, and

= e(a,r), & = q(a,r)
Then 1/2 1/2 1/2 1/2
s ™[ (v e HU”( )2 lu (E)]] e
o™ 2eye = = ,
i [[v][ 4 [ ()| 24

for all n € N. In particular, as a consequence of the Gagliardo-Nirenberg inequality,
lim ||'Un||H1/2 = \/E
n—o0 +

Thus, the sequence {v"},cy is bounded in Hi/Q. Applying the profile decomposition
theorem (Proposition 3.5.1), we obtain that there exist real sequences {#\)} ey de-
pending on the sequence {t, }nen in the definition of {v"}, ¢y, such that for all £ € N*

we have : ,
Z (x — x ) + T,(f),
where
hm lim sup ||r!¢ ||LP =0
=0 n—oo

for all p € (2,00), and
o7 = ST IVO + IOl + o), asm > o,
=1

0
10" 1172 = Z HV(”HZW + Hnﬁ”llfﬂ/z +o(1), asn— oo,

hm ||Un”L4 = Z 1V J)”L4

Consequently,
1> VO, =) ||v<j>||§.d/2, 1= V.. (3.5.1)
Jj=1 j=1 j=1

Therefore, by the Gagliardo-Nirenberg inequality (3.1.12), we have

[e.e]

T2 IVOl)(Q IVONr2) 2 DIV IV 12 2 “Z Ve =
j=1 j=1 ' Jj=1



98

ORBITAL STABILITY OF TRAVELING WAVES

Thus, there exist only one profile V := V() and a sequence z = 2" such that

v =V(r — x,) + 1,
0" 17 =V 172 + rall32 4+ 0(1), as n — oo,

||Un||§;li/2 :HVHZ_}_/Q + ||7ﬂn||?_~1_1~_/2 + 0(1), as n — Q.

According to (3.5.1), V satisfies 1 > ||V||3,, m > HVHiﬂ/Q, and ||[V]|7. = 1. In conclu-
+

sion,
m=m||V|7s < IIVllizllVlliﬁ/a <.

Hence, V is a minimizer in the Gagliardo-Nirenberg inequality. Moreover,

2 _ n 2 o I ni2
VI = 1=l Ve =7 = Jim "

By (3.5.2) and (3.5.3), we have r, — 0 in H}r/z as n — oo. Consequently,
v"(-+x,) — Vin Hi/ 2 or equivalently,

lim |lanu”(tn, A\nz) = V(2 — 20)]| 172 = 0.
n—oo +
We then have ) N
r—x
1i n t) 4 n/\oo e = 0.
o (1, 2) = ==V (S s =0

Notice that, since V' is a minimizer in the Gagliardo-Nirenberg inequality, we have

o(z) = tV(ﬁ) = ;% € C(a,r). Then, since 2,\s € R, we have
() = d(z — Tphoo) = 255 € C(a,7). Thus,
¢elcn(£ﬂ |u™(tn, z) — qb(x)HHip — 0, as n — 0. (3.5.4)

The conclusion follows by approximating the supremum in the statement by the
sequence in (3.5.4) with an appropriate {¢, }nen. O



Chapitre 4

Explicit formula for the solution of
the Szego equation on the real line
and applications

Ce chapitre est la reprise d'un article accepté dans le journal “Discrete and Conti-
nuous Dynamical Systems A".

4.1 Introduction

One of the most important properties in the study of the nonlinear Schrédinger
equations (NLS) is dispersion. It is often exhibited in the form of the Strichartz
estimates of the corresponding linear flow. In case of the cubic NLS :

i0u + Au = |ul*u, (t,7) € R x M, (4.1.1)

Gérard and Grellier [34] remarked that there is a lack of dispersion when M is a sub-
Riemannian manifold (for example, the Heisenberg group). In this situation, many of
the classical arguments used in the study of NLS no longer hold. As a consequence,
even the problem of global well-posedness of (4.1.1) on a sub-Riemannian manifold
still remains open. In [35, 34|, Gérard and Grellier introduced a model of a non-
dispersive Hamiltonian equation called the cubic Szégo equation. (See (4.1.2) below.)
The study of this equation is expected to give new tools to be used in understanding
existence and other properties of smooth solutions of NLS in the absence of dispersion.

In this paper we will consider the Szegd equation on the real line. The space of
solutions in this case is the Hardy space L3 (R) on the upper half-plane

99
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C, = {z;Imz > 0}, defined by
1/2
L2 (R) = {f holomorphic on Cy; (|| 2 (%) := sup (/ lg(z + iy)|2dx> < oo}.
y>0 R

In view of the Paley-Wiener theorem, we identify this space of holomorphic functions
on C, with the space of their boundary values :

LA (R) = {f € L*(R); supp f C [0,00)}.
The corresponding Sobolev spaces H? (R), s > 0 are defined by :

Hy(R) ={h € L2 (R); |h

1 e R 1/2
wi= (g [+ IEPYIROPEE) < oo},

Similarly, we define the homogeneous Sobolev norm for h € H 1 by

1 00 R 1/2
iy = (5= [ lePloR) <o

Endowing L*(R) with the usual scalar product (u,v) = [, u0, we define the Szego
projector II : L*(R) — L2 (R) to be the projector onto the non-negative frequencies,

(/) (x) iéiﬁﬁm'

:27'('

For u € L% (R), we consider the Szégo equation on the real line :

i0wu = I(|u|*u), (t,7) € R xR. (4.1.2)

Endowing L2 with the symplectic structure w(u,v) = 4Im [, uv, we have that the
Szegd equation is a Hamiltonian evolution associated to the Hamiltonian

Eu) = /R luf*dz

defined on L} (R). From this structure, we obtain the formal conservation law of the
energy E(u(t)) = E(u(0)). The invariance under translations and under modulations
provides two more conservation laws, the mass Q(u(t)) = Q(«(0)) and the momentum
M(u(t)) = M(u(0)), where

Q(u)z/\uﬁdm and M(u):/uDudx, with D = —i0,.
R R
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Noting that Q(u) + M (u) = HuHiIl/Q, we have |lu(t)| 12 = [[u(0)| /2. Hence, Hi/Q
+ + +

is the natural space for studying the well-posedness of the equation. In |75, Theorem
1.1], it was shown that the Szeg6 equation on the real line is globally well-posed in

Hi/z(R) and satisfies the persistence of regularity, i.e. if uop € H(R) for some s > %,
then v € C(R, H](R)).

First of all we recall some notions and properties concerning the Szegd equation.
We refer the readers to [75] for more details. The main property of the Szegd equation
is that it is completely integrable in the sense that it possesses a Lax pair structure
|75, Proposition 1.4]. We first define two important classes of operators on L%, the
Hankel and Toeplitz operators. The Lax pair is given in terms of these operators in
Proposition 4.1.1.

A Hankel operator H, : L7 — L3 of symbol u € Hi/Q is defined by

Then, as it was shown in Lemma 3.5 in [75], H, is Hilbert-Schmidt and C-antilinear.
Moreover, it satisfies the following identity :

(Hu(h1), ha) = (Hu(ha), hn). (4.1.3)

As a consequence, H? is a self-adjoint linear operator. A Toeplitz operator
Ty : L2 — L2 of symbol b € L>(R) is defined by

Ty(h) = TI(bh).

Then, Ty is C-linear and bounded. Moreover, T} is self-adjoint if and only if b is
real-valued.

Proposition 4.1.1 (Proposition 1.5 in [75]). Let u € C(R; H}) for some s > 1. The
cubic Szego equation (4.1.2) is equivalent to the following evolution equation :
d
_Hu = Bua Hu )
p [ ]
where ,
B, = ~H2 — iT},p. (4.1.4)

2

In other words, the pair (H,, By) is a Lax pair for the cubic Szegd equation on the
real line.

According to the classical theory developed by Lax |58], a direct consequence of
the above proposition is the following corollary :
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Corollary 4.1.2. Let U(t) be an operator on Hi/Q defined by :

%U(t) — ByU(t),  U(0)=1. (4.1.5)

Then, U(t) is a unitary operator and if u is a solution of the Szegd equation (4.1.2)
with initial condition ugy, we have :

Hyy = U(t)H,U(t)". (4.1.6)

This yields
U(t)(Ker(Hy,)) C Ker(Hygw)), U(t)(Ran(H.,,)) C Ran(Hyy)). (4.1.7)
Another consequence of the Lax pair structure is the existence of an infinite
sequence of conservation laws. More precisely, the following corollary holds.
Corollary 4.1.3. Define J,,(u) := (u, H"2u) for alln > 2. Then Jo.(u), k € N*, are

2 7

conserved quantities for the Szegd equation. In particular, Jo(u) = Q(u), Jy(u) =
and we recover the conservation laws of the mass and energy.

Remark 4.1.4. Using the Mikhlin multiplier theorem, we can prove that
Jor(u) < ul %’Zk Then, by the Sobolev embedding we have that Jog(u) < ||ul 12;1/2.
+

This shows that the strongest conservation law for the Szegd equation is the Hi/ 2

norm.

4.1.1 Main results

It turns out that rational functions play an important role in studying the Hankel
operators, and thus the Szeg6 equation. In the following, we first consider solutions
for the Szegd equation with rational function initial data ug € M(N), where M(N)
is defined below.

Definition 18. Let N € N*. We denote by M(N) the set of rational functions of the
form

A(z)

B(z)’
where A € Cy_4[z], B € Cylz], 0 < deg(A) < N — 1, deg(B) = N, B(0) = 1,
B(z) #0, for all z € CL UR, and A and B have no common factors.

Note that M(N) is a 4N-dimensional real manifold, M(N) C H%(R) for all s > 0,
and that |J3_, M(N) is dense in L% |69, Lemma 6.2.1]. Moreover, they remain
invariant under the flow.
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Proposition 4.1.5. The manifolds M(N) are invariant under the flow of the Szegi
equation.

In order to prove this statement, we recall a Kronecker-type theorem.

Proposition 4.1.6 (Theorem 2.1 in |75]). Let u € H%. Then u € M(N) if and only
if tk(H,) = N. Moreover, if u = % € M(N), where A and B are relatively prime,
B(0) =1, B(z) =(x—p1)™ ...(x —pp)™, mi+...mp = N, and Im(p;) <0 for all
73 =1,2,...,k then, we have that

1
Ran(Hu):spanC{ =7 =12,...,k andlj:1,2,...,mj}. (4.1.8)

(x —pj)

Proof of Proposition 4.1.5. By equation (4.1.6) and Proposition 4.1.6, we have that
if up € M(N), then rk(H,y)) = rk(H,,) = N. Thus the corresponding solution
u(t) € M(N) for all t € R. O

As a corollary of the Kronecker-type theorem |75, Remark 2.2|, we also have that
if u € M(N) then u € Ran(H,), i.e. there exists a unique element g € Ran(H,) such
that

u= H,(g). (4.1.9)

This yields II(u(1 — g)) = 0, which gives :

u(l—yg) e L. (4.1.10)

An important property of Hankel operators, that will be a key point in this paper, is
their characterization using the shift operators Ty : L2 — L3, A > 0,

Tof(x) = €1 (2).

More precisely, the bounded operator H : L%r — L% is a Hankel operator if and only
if
TyH = HT, (4.1.11)

for all A > 0, [69, p. 273]. The adjoint T3 : L2 — L2, defined by

Ty f(a) = e (f * FH (xpooo))) (@),

is very inconvenient to use. Then, for rational functions u, we define the infinitesimal

shift operator T : Ran(H,) — Ran(H,),

Tf(z) =af(z) — (lim zf(z))(1 - g(z)) (4.1.12)

T—r 00
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and prove that
T°"H, = H,T. (4.1.13)

In the general case, when u is not a rational function, v does not always belong
to Ran(H,). Thus, g satisfying (4.1.9) does not always exist. If such g does not exist,
the above definition (4.1.12) of T does not make sense. We then propose, in Section
3, to extend a definition for 7* (see (4.3.3) below) and pursue our work using 7*
rather than 7.

Next, we recall the definition and the characterization of soliton solutions for the
Szegd equation. See |75 for details.

Definition 19. A soliton for the Szegd equation on the real line is a solution u with
the property that there exist ¢,w € R, ¢ # 0 such that
itw

u(t,z) = e "“Yug(r — ct).

In |75, Theorem 2| it was proved that all the solitons for the Szegd equation on R are
of the form

u(t,r) = e oo, (x — ct), (4.1.14)
_ C _ _lep _ _lep? :
where ¢¢, = W T T €T “olmps C,p € C, and Imp < 0. Hence, a soliton
of the Szegd equation on R is a simple fraction u(t,z) = f_e;:; € M(1), where
Im(p) < 0.

We are now ready to state the main results of this paper. In the first place we
find an explicit formula for the solutions of the Szegd equation with rational function
data.

Theorem 4.1.7 (Explicit formula in the case of rational function data). Suppose
that ug € M(N) and HZ has positive eigenvalues X} < A3 < -+ < A%, We will
assume that A\; > 0 for all j = 1,2,...,N. Choose a complex orthonormal basis
{e;}iL1 of Ran(H.,,), consisting of eigenvectors of Hy such that Hy,e; = \je; for all
j=1,2,...,N. Let W(t) = e'2Hiy and B; = (9o, €;)-

We define an operator S(t) on Ran(H,,) in the following way. Fiz j € {1,..., N},
and let /\? be an eigenvalue of multiplicity m;. Moreover, let M; C N be the set of all
indices k such that Hyyer, = Ajer. Then, S(t) in the basis {e;}, is defined by the
matric

; it(A2-22)5 iL(A2-22) » 3 .
#ﬁ’ﬂ\?)@\j@ 2% /\J)ﬁjﬂk — Ape'z Ak)ﬁj5k>7 ifke{l,...,N}\ Mj,

Skj =19 yo 4
ﬁﬁjﬁkt—F (Tej,ek), Zf]{? € Mj.

(4.1.15)
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Then, we have the following explicit formula for the solution of the Szegé equation :

ult,z) = % (0. W()(S — 1) "W (t)gn). for all  (1.2) € x R.

We extend the explicit formula to more general initial data, that are not necessa-
rily rational functions, in the following corollary.

Corollary 4.1.8 (A first generalization of the explicit formula). Let uy € H.’ V% be a
general initial condition. Denote by {)\2 °, the positive eigenvalues of the operator
H2 . We assume that \; > 0 for all j E N. Choose a complex orthonormal basis
{e]}] . of Ran(H,,) conszstmg of ezgenvectors of H: such that H, e; = \je; for all

j € N*. Denote W(t) = ¢' 21 and B = (ej,uo)

We define an operator S(t) on Ran(H,,) in the following way. Fiz j € N*, and
let )\]2 be an eigenvalue of multiplicity m;. Moreover, let M; C N* be the set of all
indices k such that Hy er = \jey. Then, S(t) is defined by

)‘— iLOZ-A)F 5y ib(A2 .
(S(lf)ej,ek) _ 2;@(,\2 ()\ e’ BBk — Are’ ﬁ]5k>, if ke N\ M

)\'_
ﬁﬁjﬁkt + (Tej, er), if k € M.

Denote by S the closure of the operator S.

If the sequence {B;};en is in (%, then there exists gy € Ran(H,,) such that
uy = Hyy(g0). Moreover, for Imz > 0, the following formula for the solution of the
Szegd equation with initial condition ug holds :

ult, 2) = % (a0, WS — 1) "W (1)g0)-

The condition {f;};en € ¢* characterizes all initial data satisfying ug € RanH,,.
In particular, by (4.1.9), it is satisfied by all rational functions. However, simple non-

. . . (1%
rational functions, like <

:. with a > 0, do not satisfy it, and hence Corollary 4.1.8
is not applicable. In the following theorem, we extend the explicit formula to even

more general initial data.

Theorem 4.1.9 (Explicit formula for general data). Let v, € Hi, s > %,

zug € L*®(R). With the notations in Corollary 4.1.8, we define an operator S*(t)
on Ran(H,,) in the following way. Fiz j € N*. If )\? s an eigenvalue of multiplicity
m; and M; C N is the set of all indices k such that H,,er = \jex, then

2#1(;\2k /\2, (Ake%%(kii/\?)gjﬁk - /\jei%(/\?iAi)BjBk), Zf ke N \ M

(S*(t)€]7ek) = ﬁ 6
" Lt 4 (T ey, er), if k€ M.
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Let A be the closure of S*. Then, for Imz > 0, the solution of the Szegd equation
writes

u<t,z):nmi(w*(t)(A—zz)1W*(t)u0, ! )

e—0 27 1 —ez

Let S5 be the semi-group of contractions whose infinitesimal generator is —tA. Then,
the above formula is equivalent to

1
1 —ex

At \) = lim 2i (W*(t)s;(t)w*(t)uo,

e—0 27

>, a.e. A € R.

Definition 20. A function uy € M(N) is called generic if the operator H; has
simple eigenvalues 0 < A\ < A3 < --- < A% and |(ug,€;)| # 0, for all j =1,2,..., N.
We denote by M(N)gen the set of generic rational functions in M(N).

A function wug is called strongly generic if it is generic and, in addition,
[(uo, ;)| # |(uo, ex)| for all k # j. We denote by M (N )sgen the set of strongly generic
rational functions in M(N).

The sets M(N )gen and M (N )ggen are indeed generic, in the sense that they are open,
dense subsets of M(N). As in [35, Theorem 7.1], we have that
det (Jg(m+n))1<m <y 7 0if and only if H*(g), k = 1,2,...,n, are linearly inde-

pendent. Decomposing g, H?g, ..., H*™ =Yg in the basis {e;}}_,, we obtain that the

determinant of the matrix which contains these vectors as columns is :
v AN )\f(N*l)yl 1 A2 )\?(Nfl)
Uy )\%VQ e )\g(N_l)VQ 1 )\% e )\g(N_l)
. =UV...UN . . . s
VN )\?VVN N )\%N_l)VN 1 /\?\/' )\%N_l)

where v; = /\i]_](u,ejﬂ. Thus, the fact that ¢, H%g, ..., H*™ =Yg are linearly inde-

pendent is equivalent to (u, e;) #0,7=1,2,...,N and \; are all distinct. Therefore,

M(N)gen = {“0 € M(N)| det (‘]2(m+n))1gm,n§1v 7 0}

is an open, dense subset of M(N). By Theorem 4.1.14 below, we obtain that

X @ M(N)gen — €2 (see (4.1.16) blow) is a diffecomorphism. Since M (N )ggen corres-
ponds, through x, to an open dense subset of €, it results that M (N )sgen is also
generic.

Definition 21. We say that soliton resolution holds in H* for a solution u(t) of the
Szegd equation, if u(t) can be written as the sum of a finite number of solitons and
a remainder e(t, z) with the property that lim; 1 ||e(t, x)|

Hs:O.
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Using the above explicit formula for the solution, we prove the following result :

Theorem 4.1.10 (Soliton resolution for strongly generic data). Let ug € M(N )sgen
be a strongly generic initial data for the Szegé equation. Then, the corresponding
solution satisfies the property of soliton resolution in H® for all s > 0. More precisely,
with the notations in Theorem 4.1.7, we have

N
—tN\2 212
ult,z) =Y e Moo, (@ — L) + (),
j=1
MjB,Q- .1/72- .
where C; = =+, pj = Re(c;(0)) —izk, and limy 1o [l€(t, 2)|[5g = 0 for all s > 0.

Studying the case of non-generic initial data uy € M(2), such that H has a
double eigenvalue A\? = A2, we can prove that the soliton resolution holds in H*® only
for 0 < s < 1/2. It turns out that the H*-norms with s > 1/2 of such non-generic
solutions grow to oo as t — =+o0.

Theorem 4.1.11 (Partial soliton resolution for non-generic data). Let uy € M(2)
be such that HSU has a double eigenvalue \*> > 0. Then the corresponding solution
satisfies the property of soliton resolution in H® for 0 < s < 1/2. More precisely,

. o2
u(t, ) :e’“’\2¢qp(x - %t) +e(t, x),

. . : o wol?, (ol 2 \?
where the first term is a soliton with |C| = NS Im(p) = _(W> , and
e(t,z) — 0 in the all the H®-norms with 0 < s < 1/2.

However, (t, ) stays away from zero and is bounded in the L>®-norm and H'/?-
norm. Moreover, limy_, 4 ||e(t, x)|| gs = 00 if s > 1/2.
As a consequence, we obtain the following result :

Corollary 4.1.12 (Growth of high Sobolev norms). The Szegi equation admits so-
lutions u(t) whose high Sobolev norms H*, for s > 1/2, grow to infinity :

[u(®)]

Hs —> 00 as t — do0.

More precisely, there exists a solution u of the Szegd equation and a constant C' > 0
such that ||u(t)||gs > CJt|*~ for sufficiently large |t].

Remark 4.1.13. Corollary 4.1.12 presents an example of solutions whose high So-
bolev norms grow to infinity. We could observe this phenomenon by considering
non-generic initial data wug such that the operator H2 has a double eigenvalue. We
believe that the non-dispersive character of the Szegd equation plays an important
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role in the occurrence of this phenomenon. For example, consider the dispersionless
NLS, tu; = |u*u. Then, u(t,z) = ¢(x) exp(—i|¢(x)[*t) with smooth ¢ is a solution,
satisfying ||u(t)||gs ~ |t|° for s € N. However, the situation is more subtle for the
Szegd equation, due to the conservation of the H'/2-norm. In particular, this explains
why, for the Szeg6 equation, only the H*-norms with s > 1/2 grow to infinity.

Corollary 4.1.12 shows that the energy is supported on higher frequencies while the
mass is supported on lower frequencies. This phenomenon is called “forward cascade"
and is consistent with some predictions in the weak turbulence theory.

Previously, Bourgain constructed, in [9, 10, 11], solutions with Sobolev norms
growing to infinity. He considered, however, Hamiltonian PDEs involving a spectrally
defined Laplacian. For general (dispersive) Hamiltonian PDEs, such a phenomenon
is not known, but there are several partial results in this direction. In [35, Corollary
5], Gérard and Grellier noticed the growth of Sobolev norms for the Szegé equation
on T. However, their construction of a sequence of solutions u®(t*) whose Sobolev
norms become larger depends on the small parameter . In [22|, Colliander, Keel,
Staffilani, Takaoka, and Tao constructed solutions for the defocusing cubic NLS on
T? whose high Sobolev norms become greater than any fixed constant at some time.
Kuksin considered in [56] the case of small dispersion NLS, —idyu + dAu = |u|*u,!
with odd periodic boundary condition, where ¢ is a small parameter. He proved that
Sobolev norms of solutions with relatively generic data of unit mass, grow larger
than a negative power of . However, these constructions do not give an example of
solution such that sup, ||u(t)| g = oo.

In the following theorem we introduce generalized action-angle coordinates for the
Szegd equation in the case of generic rational functions.

Theorem 4.1.14 (Generalized action-angle coordinates). For u € M(N)gen denote
by 0 < A} < A3 < ...A\% the simple positive eigenvalues of H} and by {e;}},
an orthonormal basis of Ran(H,) such that Hy,e; = \je;. Denote v; = |(g,€;)|,
¢; = arg(g, e;), and v; = Re (T'e;, €;).

Set = (RN x {0 <2y <zg--- <an} x TV x RN. The application
X : M(N)gen — Q defined by

x(w) = (228210, (4mX2H, (2610 (), (4.1.16)
is a symplectic diffeomorphism. Moreover, 2X3v7, 4wA3, 2¢; € T, v; € R,
j=1,2,...,N are generalized action-angle coordinates for the Szeqd equation on the

real line.

As a corollary, we obtain that in the generic case, the trajectories of the Szego
equation spiral around toroidal-cylinders TV x RY, N € N*.

1. Note that this can be considered as a perturbation of the dispersionless NLS. See p.138 in [13]
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Corollary 4.1.15 (Lagrangian toroidal cylinders). Let ug € M(N)gen. Consider

TC(ug) == {u € M(N)gen| HZ, HY have same eigenvalues X: and same uj}.
(4.1.17)

Then, u(t) € TC(up) for all t € R, and the set TC(ug) is diffeomorphic to a toroidal
cylinder TV x RN parameterized by the coordinates (2¢;, vj)j»v:l, where 7; € R,
20; € T.

It seems difficult to extend Theorem 4.1.14 and Corollary 4.1.15 to arbitrary
generic functions, which are not necessarily rational, as we did in Theorem 4.1.9.
The main reasons are the lack of compactness and the fact that we are unable to
characterize the conditions ug € H3, s > 1/2 and zup(z) € L>(R) in terms of the
spectral data.

The present paper was inspired by [36], where Gérard and Grellier introduced
action-angle coordinates for the Szeg6 equation on T. However, 36| does not treat the
question of soliton resolution and growth of high Sobolev norms. Different difficulties
are to be overcome in the two settings. In the case of R, these difficulties are mostly
related to the infinitesimal shift operator T in (4.1.12), which does not appear in the
case of T.

4.1.2 Structure of the Chapter 4

We conclude this introduction by discussing the structure of the paper with some
details. In Section 2, we prove Theorem 4.1.7, i.e. find an explicit formula for the
solution of the Szegd equation with rational function initial condition. In the case
of other completely integrable equations like KdV and one dimensional cubic NLS,
an explicit formula for solutions was determined by the inverse scattering method
|2, 23, 32|. Since in our case the operator H,, is compact, we will not apply the inverse
scattering method. We find a direct approach to solve the inverse spectral problem for
the Hankel operator H,, using the Lax pair structure and the commutation relation
(4.1.13) between the operator H, and the infinitesimal shift 7'

The inverse spectral problem for Hankel operators was considered in several pa-
pers, among which we cite [1, 65]. Our results are more precise than the previous
ones and allow us to have a formula for the symbol u of the Hankel operator H, only
in terms of the spectral data.

AT

Let us describe our strategy in Section 2. First we notice that u(\) = (u, e*g),

A > 0. Then, we introduce the operators S,(t) = P, ,U*(t)T\(t)U(t), where
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S(t) = U*(t)T(t)U(t) is acting on Ran(H,,). Exploiting the Lax pair structure, we
obtain that ,
ult, ) = ZL (uo, W(t)(S — xI)’WV(t)go). (4.1.18)
T

Since S is defined using U(t) and since the definition of U(t) (4.1.5) depends on u(t)
itself, the above formula is a vicious circle. To break it, we determine S without using
U(t). The explicit expression for S is obtained by computing the commutator [HSO, S]
and the derivative 45(¢).

In Section 3, we prove Corollary 4.1.8 and Theorem 4.1.9. The proof of Theorem
4.1.9 uses an approximation argument, based on the remark that v € Ran(H,) for all
u € H}F/2. The crucial step is to define the “adjoint of the infinitesimal shift operator",
T*, for functions which are not necessarily rational functions (it seems more delicate
to define the operator T directly).

Notice that in Theorem 4.1.7, S'is a matrix whose eigenvalues are not real and thus
the inverse (S — xI)~! can be explicitly computed. The result obtained in Theorem
4.1.9 is weaker. The operator S* acts between infinite dimensional spaces. Explicitly
computing (A — zI)~! or the semi-group S5 comes down to solving an infinite system
of linear differential equations. Therefore, Theorem 4.1.9 actually states that we can
transform our nonlinear infinite dimensional dynamical system into a linear one.

In Section 4, we prove Theorem 4.1.10. The soliton resolution conjecture is be-
lieved to be true for many dispersive equations for which the non-linearity is not
strong enough to create finite-time blow-up. However, this was proved only for few
equations like KdV [26] and one dimensional cubic NLS |70, 62|, for which an explicit
formula for the solution is available. For KdV, soliton resolution was proved in L*°
and it was noticed that it is unlikely to hold in H'(R) (the remainder may carry a
part of the initial energy). For NLS, soliton resolution was proved in L?. In this case,
in addition to solitons, the solution contains a radiation term, which is a solution of
the linear Schrodinger equation. For both KdV and NLS, the conjecture holds only
for "generic" data. In Theorem 4.1.10 we prove that for strongly generic, rational
functions solutions of the Szegd equation, soliton resolution holds in all H?®, s > 0.

In Section 5, we prove Theorem 4.1.11 and Corollary 4.1.12. We show that soliton
resolution still holds, even for non-generic solutions, but only in H*, 0 < s < 1/2.
This is probably due to the fact that H'/? is the space of critical regularity.

The starting point in proving Theorems 4.1.10 and 4.1.11 is the explicit formula
found in section 2, which we are able to write as a sum of simple fractions I_CJT%,
7 = 1,2,...,N. The key remark is that the complex conjugates of the pofes of
u(t), E;(t), are the eigenvalues of the operator T'(¢) acting on Ran(H,y). In the
strongly generic case, the eigenvalues of T'(t) satisfy E;(t) = a;t + b; + O(7) as
t — oo with a; # 0 and Im(b;) # 0. This leads to the soliton resolution u(t,z) =
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Zjv 13 Ca]i) + e(t,x) in H® for all s > 0. In the non-generic case, there is j, such

that E; ( ) = Re(bj,) + O(3) as t — Foo. Then, Im(E;,) = O(7) and thus, one of
the poles of the solution approaches the real line as |t| — oo. This causes ||u(t)]
to grow to oo if s > 1/2.

HS

In Section 6, we prove Theorem 4.1.14 and Corollary 4.1.15. The Szegé equa-
tion is an infinite dimensional, completely integrable system. The Lax pair structure
yields the existence of an infinite sequence of prime integrals Jo, = (u, H2" %u),
n € N. Since the finite dimensional manifolds M (V) are invariant under the flow,
by restricting the Szegd equation to M(INV), we obtain a 4 N-dimensional, completely
integrable system. The common level sets of the prime integrals J,,, are not compact.
Then, a generalization of the Liouville-Arnold theorem [28, 27] to the case of a 4N-
dimensional, completely integrable system, with non-compact level sets, states the
existence of generalized action-angle coordinates, if certain conditions are satisfied.
In these coordinates (2N invariant action coordinates, k angle coordinates belonging
to T, and 2N — k generalized angle coordinates belonging to R) the equation can be
easily integrated. In Theorem 4.1.14, we explicitly introduce generalized action-angle
coordinates in terms of the spectral data.

Our strategy is to use the Szegé hierarchy, i.e. the the infinite family of comple-
tely integrable systems corresponding to the Hamiltonian vector fields of J,,. The
difficulty consists in proving that v; = Re (Tej, e;) are the generalized angles.

4.2 Explicit formula for the solution in the case of
rational function initial data

In this section we find the explicit formula for the solution in the case of rational
functions data.

Lemma 4.2.1. Let u = % € M(N), where A and B are relatively prime, B(0) = 1,
B(z)=(z —p1)™...(x —pp)™, mi +...my = N, and Im(p;) < 0 for all
j=1,2,....k. Then Ker(H,) = b,L?%, where

k _
=== e =piy
j=1 (= py)™
and
g=1-—10,. (4.2.1)

Démonstration. Let f € Ker(H,) = (Ran(Hu))L. Then by equation (4.1.8) we have
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that )
(fam) =0 for all] = 1,2,...,]€ and lj = 1,2,...,mj.
By the residue theorem we have that
1 e~ i¢ 2m(=1)" 4 1 _ipe
— (&) = = iTheT IS, 4.2.2
(z —p;) © /]R (@ —pp) (- 1)!§ ‘ (42.2)

Using the Plancherel formula, we obtain that
0= (f(e). € eme) = [emefioeh-tae

and thus (D%~'f)(p;) = 0, for all j = 1,2,...,k and [; = 1,2,...,m;. Then, the
classical property |69, Corollary 3.7.4, p.38| stating that if f € L3 is such that
f(@) =0, Im(p) < 0, then f(x) = i—:gf’(x) with f € L3, applied recurrently to f,
Df,...D™i~!f yields the formula for b,. Using this formula we obtain

(ub,) = H<(x o A = ﬁk)mk> ~ 0. (4.2.3)

Moreover, equation (4.1.8) yields that 1 — b, € Ran(H,) and by (4.1.9) we have that
H,(1—0b,) =(u—ub,) =u=H,(g).

Since H, is one to one on its range, we conclude that 1 — b, = g. O]

Lemma 4.2.2. If u € M(N) and if g is such that w = H,(g), then
a(\) = (u,e™g) for all A > 0.

Démonstration. Denoting by F the Fourier transform, we have that

w(N) = /e‘i)‘xud:ﬂ = /e_i)‘xu(l — g)dx + /e_i)‘xugdx
= F(u(l - g))(\) + (u,e™g) = F(a(l — 9))(=A) + (u,e™"g).
By (4.1.10) we have that @(1—g) € L%. Thus, the first term is the Fourier transform
at —\ < 0 of a function in L%, and hence it is zero. O

Lemma 4.2.3. Ifu(t) is the solution of the Szegd equation corresponding to the initial
condition ug € M(N) at time t and g(t) € Ran(H,)) is such that u(t) = Hy,u)(9(t)),
then we have :

U* (tyu(t) = e 2oy, (4.2.4)

U*(t)g(t) = e’z g,
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Démonstration. Differentiating with respect to ¢t and using equations (4.1.4), (4.1.2),
and (4.1.6), we have

; |
—Utw = = U*Byu = iU Ty = U (=iTupu + S Hlu) = iU Ty

i * 172 Z 2 *
= — EU Huu = _§H1L0U Uu.

Since U*(0) = U(0) = 1, this yields the first equality. By equation (4.1.6) and using
the fact that the operator H, is skew-symmetric, we can rewrite (4.2.4) as

Ho (U*(1)g(t) = egp) =0,

By (4.1.7) we have that U*(t)g(t) — sl g, € Ran(H,,) and since H,, is one to one
on Ran(H,,), the second equality follows. O

In the following we denote the unitary operator etz by W(t). The skew-
symmetry of the Hankel operator H,, yields

Hy W =W*H,,. (4.2.5)

We also set
E(t) := U*(t)g(t) = e 2o gy = W (t)go. (4.2.6)

With these notations we have, by equation (4.1.6), that
u(t) = Hyw)(9(t)) = Ut) Hy U™ (1) g(t) = U(t) (Huo(1))- (4.2.7)

Definition 22. Let us denote by P, the orthogonal projection on Ran(H,). We also
denote by T\, A > 0, the compressed shift operators acting on Ran(H,) by

Thf = Py f), for all f € Ran(H,).

If u(t) is the solution of the Szegd equation with initial condition ug and Ty(t) acts
on Ran(H,q)), then we define the operators Sx(t), A >0, t € R on Ran(H,,) by

S\(t)f = U(OTA(OU(t) = P, U* (DU (L) f. for all f € Ran(H,,).

Notice that using (4.1.7), we have

Pypye™g(t) = U(t)(Pu U ()€™ U(6))U (t)g(t) = U(t)(Sx(t)e). (4.2.8)
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Definition 23. Let u = 4 € M(N), where A and B are relatively prime, B(0) = 1,
B(z) = (x—p1)™ ... (x —pr)™, mi1+...mu =N, and Im(p;) <0 for all
j=1,2,...,k. Forall f € Ran(H,),

we define
k
A(f) =) ;= lim zf(x).
j=1
The infinitesimal shift operator is the linear operator T defined on Ran(H,) by :
T(f) = of = A(f)bu- (4.2.9)

Notice that by (4.1.8), we have that T(f) € Ran(H,) for all f € Ran(H,).

If u(t) is the solution of the Szegd equation with initial condition uy and T(t) is
the operator T acting on Ran(H,q)), we introduce the family of operators S(t) acting
on Ran(H,,), by

S(t)=U"t)T(t)U(t).

Lemma 4.2.4. The eigenvalues of T and S are the complex conjugates of the poles
of u. In particular, the eigenvalues of T and S have strictly positive imaginary part.

Démonstration. Since T and S are conjugated, they have the same eigenvalues. If
Tf = Af, then we have that (z — \)f = A(f)b,. Taking x = A, we obtain that
bu(A) = 0. Then, Lemma 4.2.1 yields that A\ = p;. O

Remark 4.2.5. Notice that we can extend the definition of A to

We then use formula (4.2.9) to extend the definition of T' to Tj,2 (Ran(H,)).

Lemma 4.2.6. The operator iS is the infinitesimal generator of the semi-group Sy,
i.e. Sy = e for all A > 0.

Démonstration. Because of the definitions of S and S, in terms of T" and T}, it is
enough to prove that

d
—i— Inf =TTy=
Zd)\|)\:0 Vi Aa=05
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where T" and T) act on Ran(H,).
Define the linear operator L : Hol(C,) — CV by
L:fe{orfp)lief{,2,....k},me{0,2,...,m; — 1}},

where pi,pa,...,pr are the poles of v and m; is the multiplicity of the pole p;.
Then, we have that KerL = b,Hol(C, ), where b, Hle (i ZJ) . In particular,
Liran(s,) : Ran(H,) — L(Ran(H,)) is a isomorphism. Since T3 f, T f € Ran(H,) for
all f € Ran(H,), the lemma is proved once we show that L(—i%p\:OTAf) = L(Tf).
This is indeed true since L(b,) = 0, L(h) = L(P,h) for all h € L%, and
T MO =30 L) = L)
(o) = iL(of — A ) — iL(TT).
0

Proposition 4.2.7. If u(t) is the solution of the Szeqd equation corresponding to the
initial data ug € M(N), then the following formula holds :

ult, z) = % (o, W(0)(S — 1)~ W (D)0 (4.2.10)

Démonstration. Using the Cauchy integral formula, Plancherel’s identity, equation
(4.2.2), Lemma 4.2.2, equations (4.2.7) and (4.2.8), the fact that U(t) are unitary
operators, equation (4.2.5), and Lemma 4.2.6, we have for Imz > 0 that

1 [ 1 o0 1 [ .
u(z,t) = / U g L [T N———dh=o— | ¢t A)dA
0

2mi x—z 4725 J, -z 27

= % OOO ¢ (ut), €™ g(t))dA = % /OOO e%(t),pu(t)emg@w
- = Om ¢ (U0 (Huof), U () (S3(1)0) ) dh = 5 /0 i e (Huuf, S5 (12 )
_ 1 OOOe’Z’\<HuO(W(t)go)>SA(t)W(t)90>d)‘
- % | e (0 o SxOW ()90) a0
217T (Wit w, /O MDA (1) g )
_ % (a0, W(0)(iS — i21) W (£)g0)-

The above formula also holds for z € R since, by Lemma 4.2.4, the eigenvalues of
S are not real numbers. O
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Notice that in this formula for u(t), the operator S(t) is defined using U (t) whose
definition depends on wu(t). Our goal is to characterize S(t) without using U(t). In
order to do that, we need to determine the derivative in time of S(t)h, for any
h € Ran(H,,). This derivative is expressed in terms of commutators of 7" with Hankel
and Toeplitz operators, that we compute in the following.

The below formula, that can be proved by passing into the Fourier space, will be
useful :

(zf) = «II(f /f (4.2.11)

if fe LY(R)NL*R) and xf € L*(R).

Lemma 4.2.8. If u € M(N) and f € Ran(H,), then

A(Hyf) = —%/Uﬁ (4.2.12)
A(f) = —L_(f, g) for all f € Ran(H,), (4.2.13)
A(Tup f) = 2m/IUI f (4.2.14)

Démonstration. The result follows once we prove that for all fi, fo € M(N) that
have the same poles, pi,...,pr, we have

MR =5 [ fi (4.2.15)

Indeed, (4.2.12) follows taking f; = w, fo = f and (4.2.14) follows taking f; = uf,
f2 = u. Then, (4.2.13) is a direct consequence of (4.2.12). In order to prove (4.2.15)
we decompose f; fo into simple rational fractions :

R 1 +ZZ

rtTh T Dk :L‘—pl a:—pk J=11l= _pJ j=11j=2(x_ﬁj)lj.

Since Im(p;) < 0 for all j =1,2,...,k, the residue theorem yield :

/ oo = —2mi(As + -+ Ay) = —2miNTI ).
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Lemma 4.2.9. For all h € Ran(H,) we have
T, el = — i(/ uPh) g + A()ulb, (4.2.16)
T 270 ’
1 1
Nh=—— 2 —( [ ah)u. 4.2.1
T, H.Jh 2mi </ [l h>g+ 2mi (/uh)u ( )

Démonstration. Using equations (4.2.11), (4.2.14), and (4.2.3), we have

[T, T|u‘2]h Z.TTMQh - A(T|u|2h)bu — T|u‘2($h - A(h)bu)
—(@T1([ul*h) = TW(xlu*h) ) = A(Tjuzh)by + A(R)TI(Jufb,)

:_QLM(/Wh) +%</|u|2f>bu+/\(h)]u|2bu.

The first formula now follows using equation (4.2.1). Secondly, using equations (4.2.3),
(4.2.11) twice, (4.2.12), and (4.2.1), we have

(T, H2h =wH2h = A(H2R)b, — Hy (T(zuh) = A(R)TI(ub,) )
=zH.h — H,(II(zuh)) — A(H.h)b,

(i LR) — —— / Hih — H, (xH(ul_l) i / uﬁ) — A(H2R)b,
/ /

211 211

ah>u — A(H2R)b,

0
Lemma 4.2.10. For all h € Ran(H,,), we have
d 1 Y ) )
Payg: S0 = — ((h, HE2)8 + (h, Hugf) oo ). (4.2.18)

Démonstration. Using equation (4.1.5), we have that

d 1 d
Pyi—S(t)h = P, U [T, T}2 — §H5]Uh + P, U*(i—T(t))Uh.

o' at i

Then, by Lemma 4.2.9, equation (4.2.1), b, = 1 — g, equations (4.2.6) and (4.2.7), we
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have

d B S 1 2 2
PuOZES(t)h =P,,U ( _27TZ(/|U| Uh)g+A(Uh)|u| by,
1 1 _ vl
+4—m(/]u\2Uh)g—4—m(/uUh)u) + P, U* (ig A(UR))
1 _ 1 _ -
:—4—m(/|u|2Uh)e—E(/uUh)Hqu

+ AUR) P, U*(Jul?ba) + A(UR) Py U*(ig).

In order to compute ¢'(t), we will differentiate the equality u = H,g. We obtain :
—iTjupt = [Bu, Hulg + Hu(g) = =iTjup Hug — iHuTjupzg + iHyg + Hu(g).
Then, H,(¢ + il(Jul*(g — 1))) = 0 and thus by (4.2.3) we have P,(ig)) =

—P,1I(|ul?b,) = —P,(|u|*b,). Consequently, by (4.1.7) we have
P, U*(ig") = U*P,(ig) = —U"Pu(|ul*b.) = — P U*(|ul?bu).

Therefore we obtain
P, —S(t)h = L (/|u|21/'h)é+—1 (/ﬂl)h)H €
U t ug &

™

To conclude, we only need to rewrite the two parenthesis so that they do not
depend on U. By equation (4.1.6), the definitions of ¢, €, and equation (4.1.3), we
have :

[ 1O = () = (TR = (a, Hu(UB) = (. UHgh) = (U Hog, Hogh)
= (H,U*g, Hyoh) = (Hye€, Hyoh) = (h, H. €).

/aUh = (Uh,u) = (Uh, Hug) = (h, U"Hyug) = (h, HyU*g) = (h, Huyé). (4.2.19)
O

In order to express S without using U(t), we also need to determine the adjoint
S* of the operator S and prove the commutation relation S*H,, = H,,S. We first
determine 7.

Lemma 4.2.11. The adjoint of the operator T on Ran(H.,) is the operator T* defined
by
T*f=af — A(f), for all f € Ran(H,).
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Démonstration. By equations (4.2.11), (4.2.1), and (4.2.12), for all fi, fo € L% we
have that :

(THUfla Huf2) = (xHufl - A({{ufl)buauﬁ) = (Hufhxuﬁ) - A(Hufl)(buf2au)
= (Huf1, U(zufa)) = AMHuf1)(fo(1 = g),u)

(Hufhxﬂ (ufz) + Q—/Uf2> - A(Huf1)((f2,U) - (f2,gu)>

= (Hufr.wHofo = MH.£)) = AHL)((for) = (f2 Hu))
- (Hufla IHuf2 - A(Huf2>>
Hence T*(H, fo) = xH,fo — A(H, f2), for all f, € L%. O
Lemma 4.2.12.
S*H,, = H,,S
and )
S::S*—§;#yaé. (4.2.20)

Démonstration. By projecting equation (4.1.11) on Ran(H,), we obtain
TvH, = H,T\. Then, by Lemma 4.2.6 it follows that 7% H,, = H,T. This and equation
(4.1.6) yield for all h € Ran(H,,) that

H,,Sh=H,UTUh=U"H,TUh =U"T"H,Uh = U*T*UH,,h = S*H,,h.
Notice that (4.2.13) yields that

1
T=T"- — . 4.9.91
%%gm ( )

Then, (4.2.20) follows immediately by conjugating the above relation with U(t). O
Proof of Theorem 4.1.7. By conjugating equation (4.2.17) by U(t), we obtain :

[H2,, S)h = 1«hmj~(mm@m@)

to’ 2mi o

for all h € Ran(H,,). Applying this to h = e; we have

Aj N -
(HSO o A?)‘S’ej = 2_7:.2 <)\j(€j7 6)6 - (6, ej)Hu()e)-
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Suppose that \; is an eigenvalue of multiplicity m; and that M; is the set of all
indices k such that H, e, = \jey. Plugging é = ij:l(éa ex)ex, in the above formula
we have :

A . . .
(Hiy = X))Sej = 5= (Aj(ewe)(e,ek) — k(€ e5) (ex, 6))%
k¢ M;
A2 o 5 )
+ 223 (e @) = (Eeg)lens ) )en:
kGMj

Since
~ A iE2 P2
(,¢5) = (3o go, e;) = ¢'3% (g0, ¢;) = 3V,
we obtain
by it(OA2-22)% it (A2—_)2 —
(Hyy = Aj)Se; = 2_7:-2 ()\je 20k N)B By, — ez A’“)ﬁﬂﬂk)ek
k¢ M;
\2 _ _
+ 2—;2 Z (535k - Bjﬁk)ek
keM;
Writing
N
S(t)e; =Y _ it)ex,
k=1
we have

Identifying the coefficients of (H; — A3)S(t)e; in the basis {ej};_,, we obtain that

BB € R, for all k € M, (4.2.22)

and

Aj

0 = g (W HOEDB - w1050
k J
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for all k ¢ M;. Finally, we determine c}(t) for k € M; using Lemma 4.2.10 :

d , d d A3

Zh() = 2 (S e) = (P S Hes ) = 2 (65,8 E ) + (E5)(en,0))

AT — N2 _
(B,;8k + BiBy) = iﬂjﬁk'

2
_ 2
47

Therefore, for k € M; we have

2_
(1) = 525,60t + 4(0),

where ¢%(0) = (S(0)e;, ex) = (Tej, ex). O

J

4.3 Extension of the formula to general initial data

Proof of Corollary 4.1.8. The proof of Theorem 4.1.7 can be adapted to the case of
a general initial data, as long as uy € Ran(H,,), i.e. there exists gy € Ran(H,,)
such that ug = Hy,(go). Writing go = > (go, €;)e; in the basis {e;}32,, the fact
that go € L*(R) is equivalent to Y~ [(go,€;)|* < oo. Since ug = Hy,(go) yields

(uo, €5) = Aj(ej, g) for all j € N, it follows that {3;}52, = {Aij(uo,ej)};’il € (2.

The main difference with the case of rational functions data is that S is no longer
a matrix, but an operator acting between infinite dimensional spaces. Then, the
infinitesimal generator of the semi-group Sy is not iS, but its closure iS (like in
Proposition 4.3.4). This explains the operator S appearing in the explicit formula. [

Proposition 4.3.1. Let s > 1. If ug € H} and zuy € L>(R), then the corresponding
solution of the Szegé equation satisfies zu(t,z) € L>®(R) for all t € R.
Démonstration. The local well-posedness follows using a fixed point argument in the

space (L°, X), where

X = H{(R)N{flaf(z) € L*(R)}.
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By equation (4.2.11), the Holder inequality, and Sobolev embedding, we have :

Hx/:n(yu(t)y2u(t)

e, S Tl () Pu(t) ],

= T (efunut /|u (O u(t)de]|
<THH wlu(t)Pult H/yu (1) 2u(t d:v
< T|| I (x]u(t) HLOOH1+ H/'“ (1)[2u( dx‘Loo
T
< Tlalu@Pu®)|] yo g + 5= lullaz lull o
< T(4II$UI|L;§;  lullagere) [l rr: + -l o
The global well-posedness is a consequence of the Brezis-Gélouet estimate
<C log (2 el ) )
[ull Loy < Cllull /ey | log {2+ ,
[l 12
and of Gronwall’s inequality. m
Lemma 4.3.2. For all u € HJIF/{ we have that u € Ran(H,).
Moreover, if u € H*(R), s > 1 and zu(z) € L*(R), we have that
u = 11m5_>0 H (m)
Démonstration. For h € Li, we have that
h : - .
(u,h) = lim (u _ ) = lim (uh, , > = lim (Huh, , > (4.3.1)
e—0 1 —ex €0 1 —iex e—=0 1 —iex

Taking h € Ker(H,), it follows that (u,h) = 0 and u € (Ker(H,))* = Ran(H,,).
By (4.1.3), the above equation also yields that for all h € L%, we have that

(u, h) = lim (Hu( L ),h).

e—0 1 —ex

Then, H, (1 m) converges weakly to u in L2. We now intend to prove that, if

u € H*(R) and zu(z) € L*(R), then |H, (== — ||u||z2. This yields that the

) . ) 1—iex HL2
convergence is strong in L7.
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Computing the Fourier transform with the residue theorem, we have that
1 1 1 — u(t
Al = (L) = n(F) = £ O s
1 —ex 1 +ex e \w— 2 1€ r—1
_u(z) —u(})

1+ ex

By the Sobolev embedding H*(R) C L*(R) for s > %, we have that there exists
Co > 0 such that |u(z)| < Cy for all x € R. Since u is a holomorphic function in Cy,

we can write using the Poisson integral

u(z) = = / RO,

|2 —af?

for all z € C,. Then

for all z € C,. Thus, u is bounded in C; U R. Similarly, since zu(z) € L*®(R), we
have that zu(z) is bounded in C; UR by a constant Ci. In particular, we have that
Lu(t) < Cy and thus lim.,ou(t) = 0. Then, by (4.3.2), we have that H,(

3
converges pointwise to u(z). Furthermore,

1— zez)

1 2 u(x) —u(l)2 i i
H, ‘:‘—6 < —u(=)?P<2 2 -)?) < 4C,
()| =[] < ) — wl D < 2@ +la(P) < 4Gy
and
2 2 2 Y2 C1 4 (g2
(L) < 2P ) B0y
1 —icx 1+ e22? 1+ e222 x?
2
Then, the functions ‘H T ZgI) are bounded by an integrable function. By the
dominated convergence theorem, it follows that HH T HL2 — ||u|| 2. Hence,
H, (—1 m&) — u in L2 O

The key point in extending the explicit formula for the solution to the case of
general initial data is the below definition of the operator T* : Ran(H,) — L%,

T (Hof) = 2HL(f) + 5 (o, f). (1.3.3)

If zu € L>®(R), by (4.2.11) we have that
T*(H.f) = (zuf).
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Remark 4.3.3. If u € H for s > % and zu € L*®(R), then the operator T* takes
values in Ran(H,).

Démonstration. For all f € Ran(H,) and h € Ker(H,), we have that

_ _ oy B
(7" £, 1) = (W(auf), h) = (ruf, ) = lm(ruf, ——) = lmub, 2 =)
| f
- ll—r}(l)(H“h’xl — iex) =0
Then, T*f € (Ker(H,))* = Ran(H,,). O

For A > 0, we introduce the operators Ty : L2 — L% by

) R ) —iAx iy 1
Tih(z) = Pue ™ F L (h(€) X pso) (€)= Pu (e—mh(;p) - 6% /R h(z —y)< " dy).

Then

/l\iir(l] T)’fh(x))\— hz) = Pu< —ixh(z) — % /R h(ac)d:z:)

Let us now conjugate 7 and T using the operators U(t). We obtain S*(¢) and S5 (¢) :

S*(t) = U* ()T U(t),  Si(t) = U*()TIU ().

Proposition 4.3.4. The closure of the operator —iS™ is the infinitesimal generator
of the semi-group S%. Moreover, Ran(H,,) is a core for the infinitesimal generator of
the semi-group S5.

Démonstration. If h = H, f € Ran(H,), then we have

lim Tih(x) — h(x)
=0 A

= —iP, (wh(z) + L, 1) =~iT"h.

271

Conjugating with U(t), we obtain that the restriction of the infinitesimal generator
of S} to Ran(H,,) is —iS™.

Moreover, by conjugating Ty H, = H,T\ with U(t), we obtain SiH, = H,S).
This yields

SY(Ran(H,,)) C Ran(H,,).

By Theorem X.49, vol. IT in [81], we have that Ran(H,,) is a core of the infinitesimal
generator of S§. Then, the infinitesimal generator of S} is the closure —iA of —iS*. [
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Proof of Theorem 4.1.9. According to Proposition 4.3.1, we have that u(t) € H* and
zu(t,z) € L*(R) for all t € R. Then, by Lemma 4.3.2, we obtain that

o . 2
u(t) = ll_{% Hygp)( ) in LY.

1 —ex
By Plancherel’s identity, this is equivalent to

1
1+ex

lim F(u(t) (1

e—0

)) = 0in L*(R,).

Since,

u(t,\) = / eyt x)dr =
R
1

u(t)(

T

, 1 . 1
—iA\x —iAx
t)(1— d t d
‘ u()( 1—|—isx) x+/Re u()l-i—isa: v

(/\)+/Re_“‘$u(t) dx.

N——

1—1—2’51’) 1 —ex

we obtain that

a(t, ») = lim (u(t), e ! )dz.

e—0 1 —ex

The rest of the proof follows the same lines as the proof of Theorem 4.1.7, but
uses 7™ and S* instead of T and S. Special attention should be given to the fact that
the infinitesimal generator of the semi-group S is not —iS™, but its closure —A. [

4.4 Soliton resolution of strongly generic, rational
function solutions

We prove that all the solutions with strongly generic, rational function initial data
up € M(N )sgen Tesolve into N solitons and a remainder which tends to zero in all the
H*-norms for s > 0, when t — 4o00.

Proof of Theorem 4.1.10. The strategy is to write all the vectors in Ran(H,,) in the
basis {e;}_; and make formula (4.2.10) more explicit.

According to Theorem 4.1.7, we have
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Fig(A3-A]

Since aj;(t) are linear combinations of e ) with constant coefficients, there

exists M > 0 such that

laji(t)] < M,

2.2
)\7-1/]-

for all j # i and all t € R. Denoting A; = =2t + (S(0)e;, ¢;), the operator S in the
basis {e;}_, can be written as the following matrix :

Al a2 -+ AiN

a21 AQ s AoN
S = ]

aniy anz2 - AN

Let us first compute Im(A;) = Im(S(0)e;, e;) for ¢ large enough. By equation (4.2.20)
and noting that é(0) = gy, we have that

QiIm(S(O)ej,ej) = (S(O)ej,ej) — (ej,S(O?ej) = ((S(O) — S(O)*)ej,ej)

_1 i
- (Q—M(ej,go)go,ej) = §|(go,ej)|2.
Therefore
2
Im(S(0)es, e5) = 7 (4.4.1)
Then, we notice that
=0(z)ast ==+ 4.4.2
/oo |z — at + ib|?|x — ct 4 id|? <t2) as 00, ( )

if 0 < a < cand b,d# 0. This can be proved by estimating the integral on each of
the intervals (—oo, at — 1], [at — 1, at + 1], [at + 1, ct — 1], [ct — 1, ct + 1], [ct + 1, 00) if

t > 0 large enough, and similarly for ¢ < 0. Since Im(A4;) = :—jr > 0 and by the strong
2p2 v . . -
genericity hypothesis /\g—ﬂf #* %ﬁ’% for j # k, this yields that

1 L
Ay~ Ol I L) st o o

12

Tl = =38
ac—Aj LOO_ImAj_ij’

Moreover, using || we have that ¢ = O(3) in H5(R)

1
z—Aj)(z—Ag)
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for all s > 0. Furthermore, we have

H (z— Aj)1<a; ) Hm - HAk i A, ((x —1Aj> T (@ —1Ak)> HLw

<zl == )
B ‘Ak—A]’ l’—A]’ L I'—Aj [e's]
1 (47r 47 1
- (5 +5) =06
A — Al \v2 1 <t)
Therefore,%—lﬁOin L*(R) and in H®, s > 0, as t — +o0, since it is

equal to a linear combination of (%Av)l(fok) o o AT) 1(I7AN). We notice that, using
; :

1

the definition of the determinant, the terms do not appear in the above linear

z—Aj
combination.
Then,
Cll Cl? e ClN
(S—zI)~! = 1 C.21 0.22 : C?N
det(S — J?]) : .. :
C(Nl CNQ e C’N]\f
Cn Ci2 . Cin
(A1—z)...(An—2x) (Alfa:)c.;.(Afo) (Alfa:g.(Afo)
21 22 .. 2N
C(Ar—2). (A —7) | G (Ar—o (D) (Av—2) A=) (An—2)
det(S — ) : : :
Cn1 Cna . CnN
(A1—2)...(An—2) (A1—z)...(An—2x) (A1—z)...(An—2x)

where C}; is the cofactor of A; — z, equal to the sum of

(A —z)...(Aj-1 —2)(Aj31 — 2)...(Ay — x) and a linear combination of terms
containing at most N — 2 factors (4; — x), and Cj;, @ # j is the cofactor of a;;, equal
to a linear combination of terms containing at most N — 2 factors (A; — x). Then,
we have

—=+0%  oF) - O(3)
s_epi| O EmTom ot |
o) o) i+ 00
Therefore,

W(S —al) "Wy =W (S —al) " (Bie's", ... Bye's¥%)!

eitz\%ﬁl 1 1\t
_ (%_A1 FO() S +o<¥)) .
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Since uy = Z;VZI(UO, e;)e; and by (4.1.3),
(uo, €5) = (Huogo, €5) = (Hup€j, 90) = Aj(g0,€5) = Aif3;, (4.4.3)
we have
1 1 e NG 1 e ANB, 1
t) = — wi(sS — IV Way) = — . ——— 2274 o4y = 2 PVNPN L (=
u(t) ZW(UO’ ( #l) 90) 2r x— Ay + +27r x— Ay * (t)

_ L2
in H®, s > 0. Since Im(A4;) = —3£ < 0, we have that u € H?. Moreover, by (4.1.14),
—itAZ | =2
. . . A2p2?
we have that each of the functions % . # is a soliton of speed ¢ = =+ and
Xr— j ™

frequency w = A3. O

Let us notice that the result in Theorem 4.1.10 can also be restated in terms of
N-solitons.

Definition 24. A N-soliton is a solution of the Szegi equation u(t), such that there

exist N solitons xfzgt()t), e ﬁ]qvjst()t) satisfying
N
C;(t
u(t)—zﬁ — 0 as t — —o0.
Hr—g (t) H2

If, moreover, there exist 6; € R, j =1,2,..., N such that

Ci(t
u(t) — _Go — 0 as t = +o0,
- d; — q;(t) HL2
we say that the N-soliton is pure or that the collision of the N solitons xf;%) 18

elastic, in the sense that there is no loss of energy in the collision.

Theorem 4.1.10 states for s = 1/2 that if ug € M (N )sgen, then the corresponding
solution is a pure N-soliton. Moreover, there is no shift in the trajectories of the N
solitons, i.e. §; = Oforall j = 1,2,..., N. This situation is characteristic to completely
integrable equations. For the one dimensional cubic NLS, KdV and mKdV, which are
all completely integrable, it is known that N-solitons exist and are pure [92, 46|. For
the gKKdV equation with fourth order nonlinearity, which is not completely integrable,
it was proved in [64] that the collision of solitons fails to be elastic by loss of a small
quantity of energy.
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4.5 Growth of high Sobolev norms of non-generic,
rational function solutions

We show that when uy € M(2) is such that H has a double eigenvalue, then the
solution u behaves as the sum of a soliton and a remainder, which tends to zero in
the H*-norms, 0 < s < 1/2. However, ||u(t)|gs — oo if s > 1/2. An example of such
an initial condition is ug = -% — —%-. The operator H? has the double eigenvalue

T+1 T+2¢°
(3)? in this case.

Let us consider an orthonormal basis {€;, &} of Ran(H,,) such that H,,&; = \é;.
Denoting f3; = (go, ¢;) and ; = |3;] we have go = B1é1 + B2és and [|go||7. = 7§ + 73
By (4.2.22), we have that 3,5 € R. We assume that 3, = 10, and thus Bj = e,
for j = 1,2.

We make the following change of basis

r
(&1 Z:—(V1€1 + 1/262),
g0l 2
(i1 — 1r)
€9 1= Va€e1 — V1€9).
g0l 2

Notice that this is also an orthonormal basis of Ran(H,,,) and H,,e; = Ae;. Moreover,
setting B, := (go, €;) and v; = |5;|, we have
Ba = (go, e2) = 0, (4.5.1)

and vy := || = 0. In the case when Blﬁg = —10, we can similarly choose an
orthonormal basis for which gy = vy = 0.

Lemma 4.5.1. With the notations in Theorem 4.1.11 we set ¢;(0) = (S(0)e1, €;),
d;(0) = (S(0)eq, €;) for j =1,2 and
A2
A= 4.5.2
21 ( )
RSz

B = —=(c1(0) — d2(0)),
C := (c1(0) — do(0))* + 4c2(0)d;(0).

Then, 4A2C — B2 > 0 and Im(B) = 24 > 0.

4m?
Démonstration. By equation (4.4.1) we have that Im ¢, (0) = % and

Im dy(0) = o), Then, we obtain

4
A2 At
= - L Imc;(0) = 47r21 )

Im(B)

(4.5.3)
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Let us notice that

B = 2mil(e;). (4.5.4)

Indeed, since e; € Ran(H,,), there exists f; € L2 such that e; = H,(f;) and by
equation (4.2.12) we have

Ales) = M(H () = =5 0, ) = =5 = (Huogo f3) = —5—=(Huufys00) = —5 =5

Then,

4A2C — B? :4(22;12 )" ((€1(0) — da(0))” + 4e2(0)d (0)) - 4(22;12 ) (e1(0) — da(0)?
:16(>\22Z% ) ex(0)s (0

By equation (4.2.20) and noticing that €(0) = go, we have

di(0) = (S(0)e, 1) = (S™(0)ea, €1) — L.(emgo)(goael) = (57(0)ez, e1)

2m
= (62, S(O)Gl) = CQ(O).

Thus,

2,2
2

420 - B = 16( )2|d2(0)\2.
27

Suppose by absurd that d2(0) = (S(0)eg,e1) = 0. Since (eg,e1) = 0, and since
ey, €2, 5(0)es belong to the two dimensional complex vector space Ran(H,,), it results
that there exists a € C such that S(0)e; = aes. Using the fact that S(0) = 7" and
the definition of T, we obtain that es(x — a) = A(eq)by,. Then, by equation (4.5.1)
and (4.5.4), we obtain that A(ez) = 0 and therefore eo = 0, which is a contradiction.
Hence, 4A2C — B? > 0. O

Proof of Theorem 4.1.11. Let us first express S in the basis {e1, ea} of Ran(H,,). By
Theorem 4.1.7 we have

S(t)el =C1 (t)el + CQ(t)GQ,

with ¢1(£) = 244 4 ¢,(0) and ca(t) = 225, ot + ¢2(0) = ¢5(0), and

S(tes = dy(t)er + da(t)es,
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with dy(t) = 228, Byt + dy(0) = dy(0) and da(t) = 22t + dy(0) = dy(0). We denoted

¢;(0) = (S(0)er, e;) and d;(0) = (S(0)ez, €;), j = 1,2. Moreover, by equation (4.2.22),
we have that 5,3, € R.

Therefore, in the basis {ej1, e5}, the operator S is the matrix
S d1
S N <02 dg) '
2

and its characteristic equation is 22 — (¢; +dy) +cydy —dicy = 0. Since (5152)? = viv2,
we obtain that the discriminant of this equation writes

A =(c1 — do)* + 4dicr = (A;I?Zt +¢1(0) — d2(0)>2 + 4¢2(0)d; (0) (4.5.5)
:<¥>2t2 - Ajrylz (c1(0) = do(0))t + (c1(0) — da(0))* + e (0)d (0)
=A*? + Bt + C,

where A, B, C' are defined in (4.5.2). The eigenvalues of S will be written in terms
of VA, where we use the principal determination of the square root. In order to do
so, we have to make sure that A is not negative. We will show that when [¢| is large
enough, A cannot be a real number. In what follows we suppose that ¢t > 0. The case
t < 0 can be treated similarly.

Using equations (4.4.1) and (3,;)? = v?v2, we obtain

2,2
:/\1/1

Im(A)

(1m (1 (0)) — m(da(0))) + I ( (e1(0) = d2(0))” + 4ex(0)ds (0))
Ny

472

t 4 Im((cl(()) - dQ(O))2 + 4c2(0)d1(0)>

and thus Im(A) # 0 for [¢| large enough. Using the Taylor approximation
(14+a)/?=1+2 — 2 12 4 43(2) if |z < 1, we have by (4.5.5) that

B C’ 1/2
\/Z:At<1 + 7 A2t2>

—Ar(1+ YT QAC;t? - %(% + A§t2)2 * 1%(% + Afﬁ)g
N (AB2t " Agﬁ)gg(AZ * Agtz)>
2 3
—at(1+ 25215 * %(2_?4; - %) + %( B f_i * 1§A6> +O(tl4)>
2 2 2 2
vy o MO L BEEO ol
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We set

1A2C — B 1 B(B*—442C) 1 1
) =5 1t 1o 55 H0(5). (4.5.6)

By Lemma 4.5.1, we have that
44 C-B* 1 1

FOl=—Fp— 7 TO0&%) (4.5.7)
ANl (4A4%C - B?) 1 1
ImF(t) = — —- C— — 4.5,
m () == 7 w4 O (458)
with 442C' — B? > 0. Then, we have
B
VA= At 4 o+ F(1) = At + 1 (0) = day(0) + F(2). (4.5.9)
and the eigenvalues of S are
c1 + dg + A )\21/% F(t)
B va _ =il 4.5.1
1 5 27Tt+61(0)+ 9 ( 5) O)
— VA F
Es :% = dy(0) — ¥ (4.5.11)

Therefore,

(S—ZE]>_1_ 1 dg—.’lf —dl o 1 dQ—IB —dl
Cdet(S—z)\ —c2 a—z) (z—E)(xr—FE)\ -2 ca-—x

and

(S —al) " Wgo = (S — zI) "Y'z’ By, 0)*

_ (6%)\2 (dQ(O) — $)51 —ei%Az 62(0)61 62>
(I’—El)(ZL‘—EQ)’ (I’—El)(ZL‘—EQ) '

Since uy = ABie1 + A\Baes = APrer, we obtain

e~ itA? m - Bi
u(t) :%(uo, W(S — a) " Wgo) = 2 Ay (x(_ e _) 5y (4.5.12)

Using (4.5.11), we obtain that

13252 13252
Aefzt)\ Aefzt)\

u(t) = ——%x o L4 F(t) G —MEI) G _1E2).




4.1.2 - Structure of the Chapter 4

133
Let us denote

Aefit)\Q_?
R(t,z) = F(t) @ —4WE1)(ZL‘ e

We will study the H*-norms of R, for s > 0. First, we determine Im(F;) and Im(E).
By equations (4.5.11), (4.4.1), and (4.5.1), we have

Im(E,) = Im(dy(0)) — ImF(t) v ImF(t) ~ImF ()

2 A4r 2 2

and similarly, we obtain that

7 ImF(t
Im(E,) = A 4 22 (t)

47 2

Let us now estimate ||R(t, x)| gs. First, we write

Ft) XN e, 1 1
Rt ) = —__ . Lo _ ) 4513
( x) El_EQ 47'('6 1($—E1 JZ—EQ ( )

We compute the H*-norm, s > 0, of each of the two terms in R. Let p € C, Imp < 0.
By (4.2.2), we have that
2

Ha: ip . /OOO£2S|]:(%_p>(§) 2d§ _ C/Om£23‘eip£|2d£ _ c/ooo£2seQIm(p)5d§_

Integrating by parts, we can explicitly compute the last integral. If p = FE,, then
Im(p) = Im(F>) and we obtain

i O<|Im(E2)1 |<28+1>/2) - O(\ImF(t)l\@SH)/?)'

|=
x—EQ

More precisely, by (4.5.8) there exist ¢, C' > 0 such that

1
W < 7=

Hs

Similarly, for p = £, we have Im(p) = Im(E}) = —V%:’% — w and thus

— 0(1).

Hs

=
ZE—El
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Consequently, by (4.5.13), (4.5.10), (4.5.11), (4.5.7), (4.5.8) we obtain for
0<s< % that

e 1o P e
t s < _
HR( ,ZL’)“H _C|E1 E2 ( ZL‘—El ZL’—EQ L2>
P (1) 1
c =51+ ==
+ |E1 Ez ( $—E1 A ) HS)

C
< |t|2 (|t| 4 |t|25+1)

and thus || R(t, z)|

Hs—>0f0r0§s<%.Fors>%wehavethat

IF C
w2 L (|l -, ) 2 G -
Therefore, ||R(t, z)|| g — 400 if s > 1.
Moreover, for s = 1/2 we have
|F(t) 1
STy 1y Pl Py PR oy PO ey PO
|E1 E2 l’—EQ I—El T — Follg1/2 xz — By llge
< [|R(t, x)HHl/z
< (= wl =gl 2w e =g )
|E1 E2 x—El Tz — EsllL x — Byl T — Eo g2

and thus there exist 0 < ¢ < C such that

¢ < [|R(t, @)l < C

for |t| large enough. We proceed similarly for | R(t, z)|| 1.

T (H
‘El E2 .I‘—EQ

< (=
|E1 E2 ZE—EI

—|| ) < IRl

B H;L’-El
Loo)'

=
for 7 = 1,2, there exist 0 < ¢ < C' such that

r — E2
Since H

—E; ”Loo |ImE|

1 1
¢ < ogz(t? = 1) < |R(t )] < O (2 4+1) < C.

Hence, R(t,z) stays away from zero in the H'/%-norm and L*°-norm.
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Setting

we have Ei(t) = p(t) + O(3) as t — +oo and

A 32 —ith?
5516

u(t,r) = — + R(t,z) +£(t, ). 4.5.14
() == Bt Rt + 2000 (4.5.14
where &(t,z) = —%B?e*“v (xfEl — ﬁ;;(t)) and

El - p(t)

) = O B =)

1
= O(;) in all H°,s > 0.

By (4.1.14), the first term in the sum in (4.5.14) is a soliton. Using equation
(4.5.1), we have that [luo||7. = (uo,u0) = (Huo9os Huego) = A’vi. In [75, Lemma
3.5] it was shown that H,, is a Hilbert-Schmidt operator of Hilbert-Schmidt norm

. l[uoll? . .
M—ﬁH;/Q. Then, 2\* = Tr(H} ) = UOQ—;’”Q Therefore, the soliton satisfies

}ABQG—W _ AVt _ A _ [[o]|72
2 ! 2m 2w ﬁHUOHHl/27
Im(p) = —V—% = —AQV% == o 2 .
4m A2 ||UOH%71/2

We set e(t,z) = R(t,x) + £(t,x). Then, £(t,z) — 0 as t — +o0 in all the H*-norms,
0 < s < 1/2. However, lim;_,, ||e(t, )| gs = 0o if s > 1/2 and ¢ — +oc. O

Proof of Corollary 4.1.12. Notice that the Sobolev norms of solitons are constant
in time. Then, the solution in Theorem 4.1.11, having a non-generic initial data
uy € M(2) such that H,, has a double eigenvalue, provides an example of a solution
whose H*-norms, with s > 1/2 grow

lu()||gs > CJt** 1 if s > 1/2

and |¢| is big enough.

This does not contradict the complete integrability of the Szeg6 equation, since
the conservation laws Jy, = (u, H2""?(u)) can all be controlled by the Hi/Q—norm, as
it was noticed in Remark 4.1.4. O]
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4.6 Generalized action-angle coordinates

On L% (R) we introduce the symplectic form
w(u,v) = 4Im/u17.
R

A function F': L2 (R) — R admits a Hamiltonian vector field Xp if

dyF(h) =w(h, Xp(u)),

for all u, h € L2 (R). If the functions F, G : L% (R) — R admit the Hamiltonian vector
fields X, X, then we define the Poisson bracket of F and G by :

{F,G}(u) = w(Xp(u), Xa(u)) = duG(Xp(u).

A consequence of the Lax pair is the existence of an infinite sequence of conser-
vation laws as we noticed in Corollary 4.1.3.

We now introduce the Szego hierarchy, i.e. the evolution equations associated to
the Hamiltonian vector fields of Js, for all n € N* and prove that each of these
equations possesses a Lax pair. We will need the following lemma :

Lemma 4.6.1. For all f € L*(R) we have

(I — 1) f = II(f). (4.6.1)

As a consequence, the following identity holds :

Hopg, (o (h) = Hy(a)H,(h) + H,(aIl(ah)). (4.6.2)

Démonstration. The first equation is equivalent to f = II(f) + II(f) and it follows
by passing into the Fourier space. Then

Hat, o () = (L (a)h) = T1(H,(a) (TI(aP) + (I — TO)(ah)))

— Hy(a)Hy(h) + T(Hy(a)TI(@h)) = Ha(a)Ha(h) + H(uall(ah))
= Hy(a)H,(h) + H,(all(ah)).

]

Proposition 4.6.2. Let v € HS, s > % The Hamiltonian vector field associated to
Jon(u) is

n—1

LN 21 (g) 2 g) (4.6.3)

Jan (u) = Z
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Moreover,

HXJQn (u) = [Bu,na Hu]a (464)

where
. 2n—2

:__EZHV I(H2 7 (g)h). (4.6.5)

Démonstration. The proof follows using the above lemma and similar computations
as in the proof of Theorem 8.1 in [35]. Denote

w(z) = (1 —xH>)™ Zx"HQ”
J(z,u) = (u,w(z,u)) Zx Jonta(u

A computation shows that
dyJ(x,u)(h) = w(h, X(z)), where

X(z) = = (w(z) + 2w(z) Hyw(z)).

1
21

Identifying the coefficients of 2™, we obtain the desired formula for X, (u). For the
second part of the proposition, we use

w(z) =u+ xHy(w)

and the above lemma to obtain

1 T 1 T x?
Hix oy (M) = 5 Ho(h) + 5 Humuw) (h) = SHu(h) + 5 Hunty ) (R) + 5 Huz oy ) (7)
where
G.(h) = ng(u‘Jh)
IR ny rr2n—1 o a?
Du(h) =3 > " hH(u) + 5 HnHu(w) + o Hy(w)I(H,(w))
n=0

Since, by (4.1.3), Hx,, ., (h) = §Hu(h) + § Hym,w)(h) satisfies

(Hix,, ., (M), ha) = (Hix,, ,, (h2), h1)
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for all hy, hy € L%, we have that

Hix,., () = GuH,(h) + H,D,(h) = H,G,(h) + D H,(h) = C,H, + H,C,,

where C, = %. Identifying once more the coefficients of x™ and using the fact
that H, is a skew-symmetric operator, we obtain the formula for Hy, (u). O

As in [35], the following result holds :

Theorem 4.6.3. For every ug € Hi, s > 1, there exists a unique solution
u e C(R, H3) of the Cauchy problem

=X
Ot = X, (1) (4.6.6)
u(0) = up.
Moreover, u satisfies
and
{J2n, Jar} =0, (4.6.8)

for all k € N*.
In what follows we compute ¢'(¢) and the commutator [T, B, ,| and use this result
to determine the evolution of the angles and generalized angles along the flow of X ;, .

Lemma 4.6.4. Let v € C(R, H%), s > 1 be a solution of (4.6.6) and for all t € R
let g(t) € Ran(Hy)) be such that Hyuyg(t) = u(t). Then

/ U rom_
g'(t) = JH"(9) + PuBun(g). (4.6.9)
Moreover,
2n—2
1 j 2n—2-j 1 2n—2
(T, Bualh = 5= 3 Hilg) (b HZ 7 (9)) + — (b H2'(9))g = A(h) Bun(9):
j=1

Démonstration. In order to compute ¢'(t), we differentiate with respect to time the
equality H,(g9) = u :

[Bu,na Hu]g + Hu(g/) - XJzn(u)'
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Thus

H,(g") =X 1, (u) — [Buns Hulg

. n—1 . 2n—2
/) _op_ ? j n—2—j
= =5 2 HIT T @ H ) + 7 D H)IHT (g)w) + HuBu(o)
k=0 Jj=0
; n—1 Z n—1
== > HTHRN g HX(g) + 1 > HY(g)H" ' (g)
k=0 Jj=0

?

4H3”_1(9) + H,B,.(9).

Using the fact that H, is a skew-symmetric operator and is onto on its range, we
obtain (4.6.9).

Since the product of two rational functions has A equal to zero, we notice that

. 2n—2

MBuh) == 3 AN (7 g)h) ) =~ A (n(TFan))

A similar computation yields the second equation in the statement. O

Proposition 4.6.5. If ug € H3, s > 1 and ug € M(N )gen, then the solution u(t) of
the equation (4.6.6) is contained in the toroidal cylinder TC(uy) defined by (4.1.17),
for all t € R. Moreover, the angles ¢; and the generalized angles vy; evolve along the
flow of this equation as follows :

d )\]2@—2
{Jon, ¢} = 5% =~
d n—1 9,9 9

{Jon, i} = E’Yj = A )‘j vi.

Démonstration. Since the evolution equation (4.6.6) admits the Lax pair (4.6.7), the
classical theory yields that if u(t) is a solution of (4.6.6), then

Hy0) = Upn(t)"Hy Un(2),

where U, (t) is a unitary operator on L% satisfying

d
—U,(t) = B, ,U,, U(0)=1.
SUA(t) = B, 0)
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Therefore, the eigenvalues A2, j = 1,2,..., N of o3, 2  are conserved in time. Moreover,
if we denote by {e;(0)}}_, an orthonormal basis of Ran(HuO) such that

H,,e;(0) = Aje;(0), then e;j(t) = Un(t)e;(0) form a basis of Ran(H,q)) such that
Hywye;(t) = Aje;(t). Then, by (4.6.9) and using the fact that B, is a skew-symmetric
operator, we have

(65001, 9(0)) = (Bunes(0),9(0)) — +(e5(1), HZ(9(0) + (e5(0). Bunla())

A CIORTON

Therefore (¢(t),9(1)) = 0 (e;(0), o). with f0; = 1
| (e;(t), 9(t))| = |(e;(0), go)| and u( ) € TC(up) for all t € R.

By Lemma 4.2.8 and equation (4.3.1), we have that

1 1 1
A(Hyh) = ——(u,h) = ——— lim (Huh, , )
271 271 e—0 1 —ex
Then

Ci(t) = (T (0 1), ,0) = lim & (e (t) — 5

e—0 dt ) (e5(2), 1 —1i5x><g<t) — e (t)>
L- (Buynej (t)a

— )(9(t) = 1), ¢5(1))
— sty (1), =) (S () + Bunlo), e5(0))

271 e—0 1 —ex

+ (T(t)em, Bu,next))

=lim (xBu ne;(t) —

e—0 1 —ex

=
=t
=
aQ
Q)
<
—
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|
=
=
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—
~
S~—
m
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av
=
—
=
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=
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=
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Then
2n—2 n 1
)\2n 2 2 /\277, 2 2__A2n 2 2_ - )\2_77,—2 2
dt% ~8n kz_: 87r TG 8 7 Vi Adr 7 Vi
OJ
Proposition 4.6.6. If u € M(N)gen, then
P
u(z) = - Z v e (T — a:])j_kl,
k=1
where
)\jVij )‘j — Akei(2¢j_2¢k) V2
Te; = kZ#J ek e ex + (75 + z4 )ej, (4.6.10)

forall j € {1,2,...,N}. In particular, x is a one to one map.

Démonstration. The proof follows the same lines as the proof of Theorem 4.1.7. The
only difference is that we work with the orthonormal basis €; = e¢'®e;. Since H, is
anti-linear, the orhonormal basis {e;}}, satisfying H,e; = \je; is determined only
modulo the sign of e;. Therefore, ¢; = arg(e;, up) is determined modulo 7. We intend
to introduce generalized action-angle coordinates, and the angles should be defined
modulo 27. Considering the basis €;, the formulas we obtain only depend on 2¢;,
which are therefore good candidates for the angles. O]

Proof of Theorem 4.1.14. Let us first notice that, if we prove that x is a symplectic

diffeomorphism, then the coordinates (2 /\iyf,47r)\2 2¢;,7,) are canonical. Denote

I; = 2)\3v7. By equation E = 2J; = 2 Z] WA= Zg , A2I; and using Proposition
4 6.5, We obtaln that for the flow of the Szeg6 equation we have :

5(26,(0) = (5,26} = 4{J1, 65} = ¥

%%(t) ={E,v} =2{Js,} =

2.2
2%
2T
Thus, the Szegd equation can be indeed rewritten as

dr _

ali=0

d

7®i(t) = 51,
L(4m?) =0

d )
ai(t) = 9(4mx2) "
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The first step in proving that y is a symplectic diffeomorphism is to compute the
Poisson brackets between actions and (generalized) angles. This will lead to x being
a local diffeomorphism.

4.6.1 Poisson brackets between actions and (generalized)
angles

First notice that N
Ton(u) = (u, HY"Pu) = Y A"} (4.6.11)

Fix j € {1,2,..., N}. Writing

{J2n, 205} = ZV” 2{/\k7jkv2¢J}+Z DA 2R, 265}

foralln =1,2,...,2N we obtain the following linear system of equations :

2n—2

N
SO 265 + Z n—DA2202 26} =
k=1

with 2NV unknowns, {\}12, ¢;} and A\2v2{)\2, ¢;}. The matrix of this system is inver-
tible. Indeed, supposing by absurd that the matrix is not invertible, it results that the
columns are linearly dependent. Therefore, there exist numbers a,, n =1,2,...,2N,
not all zero, such that

2N 2N

> a,(\)m =0, > an(n—1)(A)" =0.

n=1 n=1

Considering the polynomial P(z) = 3227 a, X™1, this yields P(\?) = 0, P'(\2) = 0.
Thus, each A} is a double root of the polynomial. Slnce a polynomial of degree 2N — 1
with 2N roots is identically zero, we obtain a contradiction. Therefore, the system is
a Cramer system and one can easily verify that its solutions are

Ok;

Nk, 205} = = (4.6.12)

{\i,20;} = 0. (4.6.13)

Similarly, computing {.J5,,~;}, we obtain the Cramer system

N

n— n— n—1 —
> A 2{>\in7%}+§: DA} = == A
k=1
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with solutions

(N, v =0 (4.6.14)
Ok

2 Y=L 4.6.1

M) =2 (4:6.15)

Since A2 and v} are conserved by the flow of any of the equations in the Szegd

hierarchy, we have that

d d
2 2 2 2
{J2n7 )\]} e a)\j = O7 {JQn, I/]} = ayj = O

Proceeding as above, we have two homogeneous Cramer systems, whose solutions
must be null. Thus, we obtain

{\vi, X =0 (4.6.16)
{A\5, A5 =0 (4.6.17)
{\vi N7t =0. (4.6.18)

4.6.2 1y is a local diffeomorphism

The fact that x is a local diffeomorphism is equivalent to proving that the diffe-
rentials d\?, d(\jv?), do;, dv;, j = 1,2,..., N, are linearly independent. Suppose

N
> ad(X)) + Bid(Niv}) + 6;do; +ndv; = 0.
j=1

Applying this differential to the vector field X2, using df (Xy) = {g, f}, (4.6.17),
(4.6.16), (4.6.13), and (4.6.15), we obtain

N

Ors
anﬁzo

J=1

and thus 7, = 0, for all £ = 1,2,..., N. Applying the same differential to X,\iyg
and using (4.6.16), (4.6.18), and (4.6.12), we obtain 0, = 0 for all £ = 1,2,..., N.
Applying the differential to X,, and using (4.6.13) and (4.6.12) we have 3, = 0 for all
k=1,2,...,N. Finally, applying the differential to X, and using (4.6.15) we obtain
a = 0 for all k = 1,2,..., N. Therefore, d\3, d(X3v?), d¢;, dv;, j = 1,2,..., N, are
linearly independent and y is a local diffeomorphism.

Since a bijective local diffeomorphism is a diffeomorphism, and we have by Propo-
sition 4.6.6 that x is one to one, we only need to show that y is onto. A proper local
diffeomorphism taking values in a connected manifold is onto. Thus, it is enough to
show that y is proper.
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4.6.3 x is a proper mapping

Let K C Q) be a compact set. Set

(10, W) 2 @) .= <Q(A§p>)2( Y2 4 (AP)? 2 A )N

j=1

~ N
(1,1,26,7) == (22302, 472, 2¢j,yj)jzl
Let (I®) I®) 2¢® ~®)) (I, 2¢,~) € K such that
( I 26 A ) 5 (I,1,26,7) as p — oc. (4.6.19)

Consider u, € x* (I(p), 1@ 24®), 7(1”)). Then (/\g-p))2 are the eigenvalues of H; .

By Lemma 3.5 in |75, which states that H, is a Hilbert-Schmidt operator of norm
|Hullm-s = \/g”UHHl/? we have that

N |
||up||L2 =Jo( up Z >‘p J(p - §ZIP ’
7j=1

a0 =2 oy s = 2Ta(2) = 27 3" (A)” = 530,

7=1 ] 1

Since I®) — I and I® — [ as p — oo, this yields that |lup||z2 is bounded.

Consequently, there exists u € H}r/ ? such that U, — uin Hi/ 2. Tt follows in particular
that u, — u in L& .. We denote by \;(u), v;(u), ¢;(u), and v;(u) the spectral data
for w.

By Proposition 4.6.6, we have that

N
(P 7
uy(x) = - Z )\ V] PPl 24 (TW) — )},

where (T®) — x[)j_kl is a component of the matrix (7 —x1)~! in the basis {e(p)}

and

Jj=b

®, @ B @ @) i26"—26P) NN
J 27 APz ()2 k ’7 Ant 3
k#j (Ae) ( v )
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forall j € {1,2,..., N}. By equation (4.6.19), there exists R > 0 such that [|T®| < %
for all p € N. Using the Neumann series, we have that if |x| > R, then there exists
A > 0 such that

A
I(T® — 2D < .
]
for all p € N. This yields that
A2
lim sup/ luy(2))*dr < lim —dr =0,
R=oo p Jiz>R R=00 Jiu15 R |7

2
loc»y

Since u, — w in L, this triggers u, — u in L% (R).

Let us now prove that H, (h) — H,(h) in L%, for all h € L%. First, notice that
there exists C' > 0 such that

HHup - HUH = HHup—uH < ||Hup—u||H—S < _UHH}/Q <C.

1
— || U
\/%H P

In particular, it follows that it suffices to prove that M, (h) — H,(h) for h in a dense
subset of L2, for example h € L> N L%. For such h, we have that

[, (h) = Hu(h)llzz = [ Hupmu(B) |z = IT1((up — w)h)[[z2 < llup — wl g2 [IA]]zo

Thus, u, — w in L*(R) yields H,, (h) — H,(h) in L?.

As a consequence, we have that Ja,(u,) — Ja,(u) as p — co. Indeed, we write

J2n(up) — Jon(u)

(Hi:_Qup, up) — (H2"2u,u)

:<H5:72upa Up — u) + (H5:72(up - u): U)
2n—2

+ Z(HS:_Q_jHup_uHi_lu,u).

J=1

For the first term we notice that

((H 2y, wp — w)] < [ Ha 2y 2wy — ull 2 < 1 Hu, 72 | 2 [Jup — ull 2
< Cllul25 2llugll 2 ey — ull 2 — 0 a5 p = oo.
=+
For the second term we have that

(o™ (up — ), w)| < (L (uy — w)ll iz Nl gz < (Hw, P72l — ullzz [z

= HupHifngup —ullpz[lullz — 0 as p — oo
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For the other terms, in the case when j is even, we use the self-adjointness of the
operator H2. We then obtain :

|(Hop ™7 Hoy oo, w) | =] (Huyeo ), Hy ™2 )]
<N Hyp—o L Ml 2 | H 27| 2
- o
< [ Hu,—uty, 1U||L2+||Up||}ﬁ/2 ullrz
and the first factor tends to zero since H, _,(h) — 0in L% for all h € L%. For the

case when j is odd, we use equation (4.1.3) and then proceed similarly.

We prove in the following thag )\jl(u) = ;\j and v;(u) = v;. Since, by equation
(4.6.11), Jopns1)(uy) = 8, (AP ()2 we have that

J=1\""j i
o) 0o N
> e (i) = 30" S () ()
n=0 n—0 =
N 00 N ()\(p))Q(V(.p))Q
= ()\(p))Z(V(p))2 xn(A(p))Qn _ j ] |
; J J ; J ; 1 x()\gp))

for || < 1/X%, and thus for every x distinct from the poles. Then, using )\ép) — A
(p)

and v — v;, we obtain
) N
\2u?
> e () = ) T
n=0 j=1 J

On the other hand, we have that

e ) = 3t = 3 L )
HZ:O Jo(n+1) (up) %; o) () = ; 1—$()‘j(u))2 |

Therefore,

which yields, by identification, A;(u) = A; and v;(u) = v;.
At last, we show that e;(u,) — £e;(u). It then follows that
2¢§p) =20¢;(up,) = arg(uy, 6j<up>)2 — arg(u, e; (U))2 = 2¢;(u)
7 =35(up) = Re(TPe;(uy), €5(uy)) = Re(Te;(u), e;(u) = 7;(w).
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Since, by (4.6.19), we also have 2¢§p) — 2¢; and ”y](.p) — ;, we obtain that
2¢;(u) = 2¢; and v;(u) = ;. Hence x(u) = (1,1,2¢,7) € K, and u € x ' (K). Thus
X 1(K) is compact, which proves that x is proper.

We still need to show that e;(u,) — %e;(u). Using /\gp) = N\ = A\j(u),

yj(.p) — vj = v;j(u), we have that
N 2 2 al 2 2
lpll e =32 (7)) = 32 (a(w)" (3(w)” = ull =
=1 i=1

Since u, — u in H_lf and u — w in L7, it follows that u, — w in Hi/z. This yields
that H,, — H, in the sense of the norm. As a consequence, setting

PPh = (h, ej(up))e;(uy).

to be the orthogonal projection onto the eigenspace of ng, corresponding to the

eigenvalue ()\g»p ))2 and similarly,

Pi(u)h = (h, ej(u))e;(u)

to be the orthogonal projection onto the eigenspace of HZ, corresponding to the
cigenvalue A\3(u), we have by Theorem VIII.23 in [81], that Pj(p) — Pj(u).

Therefore, (h,e;(u,))ej(u,) — (h,e;(u))ej(u) as p — oo, for all h € L3. Taking
h = ej(u), we have that (e;(u),e;(up))ej(u,) — e;(u). Since e;(u,) and e;(u) are
unitary vectors, we notice that |(e;(u), e;(u,))| = 1. Then, using the relation (4.1.3),
we have

(e5(u), e5(uy)) = ﬁ@- (W), Hoypes (1))
_ @ej (u), Hoe;(uy)) + @@j (), Hyy (1))
1

= @(@' (Up)7 Hy,e; (u)) + @(ej(u)’ Hup—uej(up))
A

; 1
- J (ej(up>,ej(u))+@(ej(up),Hu,,uej<u))

Letting p — oo, we obtain

i (), e3(1) = lim (e (up),€5(0)) = Tim e a), €5 ().

Since the above limit is of absolute value 1, we obtain that
lim, o (ej(u), €j(uy)) = £1 and therefore e;(u,) = £e;(u) as p — .
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4.6.4  is a symplectic transformation

We proved so far that y is a diffeomorphism and we computed the Poisson brackets
between actions and (generalized) angles. In order to prove that x is symplectic, we
only need to prove that the Poisson brackets involving only angles and generalized

angles, {¢j7¢k}7 {7j7¢k}7 and {’yj/‘)/k}; are zero.

We first remark that the Jacobi identity yield that {¢;, ¢}, {7;, &}, and {7y, 7}
are only functions of A2 and A\2v7 for £ = 1,2,..., N. Indeed, for the first one we take
f =)} and then f = /\21/6 in

{f:A¢i, oty + {00, S, 053} +{dji{d: f1} =0, (4.6.20)

which gives by (4.6.12), (4.6.13), that

{)\ea {05, o)} = {/\e’/ev{ﬁbj»ﬁbk}} =0. (4.6.21)

Writing {¢;, dx} = (A2, NJv2, ¢, ) for £ =1,2,..., N, we obtain

oh oh
e 4.6.22
960~ 0 (4.6.22)

Define now Jy(u) = (u,g) and J3(u) = (H2u,g). We will compute {.J;, J3} to
prove that {¢;, ¢} = 0. We have that

duh(h) = Iim (ut th, g(u + th)) — (u,g(u)) (b, g(w) + lim (u g(u+th) — g(u))

t—0 t t
= (h, g(u)) + (u, dug(h )) (h, g(u) + (Hug, dug(h))
= (h,g(u)) + (Hu(dug(h)), 9).

In order to compute H,(d,g(h)), we differentiate the equation u = H,g :

= li a9t th) = Hug(w) (Hu(g(“ i tht) - g(“)> + Hyg(u + th))

t—0 t t—0

= H,(dug(Rh)) + Hp(g).

Thus, H,(dug(h)) = h— Ha(g) = T(h(1 — 3)) and dJy(h) = (h, g) + (b, g(1 — 9)).

Therefore, the vector fields corresponding to the real and imaginary part of J; are :

(9+9(1—9).

RS,

XReJ1 = _i(g +g(1 - g))7 XImJ1 =
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Similarly we have that

dujd(h) = (th’ g) + (HuHhu + HhHuua g) + (ngv dug(h))
= (h,H}g) + (Hug, Hyu) + (HyHyu, g) + (Hu(dug(h)), Hyu)
= (h, Hyu) + (u*,h) + (h, gH,u) + (h, (1 — g)H,u) = 2(h, H,u) + (u?, h).

Then
{1, J3} =duJ3 - XRes, (u) + idyJ3 - Ximy, (u)
:2< _ i(g +g(1— g)),Huu> + (
n 2¢G(g +g(1— g))’Huu) i (

=%(u27g +9(1—y9)).

(g +g(1 - g)))
(94901 - )))

»PIH»M

Using equations (4.1.10) and (4.6.1), we have

(W g+ (1 —g)g) =(u? g) + (u*, (1 = g)g) = (u* g) + (u(1 - g),1ug)

(u?,9) + (u(1 = g), (I = )(ug)) = (u*, g) + (u(l = g), T(ug))
(,g)+ (1= g0 = () + [ =g = [ a0,

o0 o0

Thus, we obtain {J;, Js} = 0. On the other hand, we have

N
{1, 73) {Z)‘ 2o S Xivge o}
k=1

7j=1
N
= 3 e (i g} + N 65} + {5 AR ).

J,k=1

Since {¢;, ¢x} only depends on A\Z and \2v7, £ =1,2,..., N, we have that the coeffi-
cient of e~2/®+%) in the above expression is

—if{\jv}, dnt — i{wvi, &5} + H{ AR, 05} + NV, o} + {0, de M v (A2 = A7),

Comparing the two expressions for {.J;, J3}, we have that {J;, J3} is a trigonometric
polynomial which is equal to zero. Therefore all its coefficients are zero, which triggers,
by taking the real part, that {¢;, ¢r} = 0.

In order to compute {v;, v} and {2¢;,7,} we denote A := (Tu,u), C := (Tu, g)
and compute {A, C} in two different ways. First, we use
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{A, C}(u) = d,C - Xgea + id,C - Xipma. Since

d,A(h) = 2Re(h, Tu) + A(u) (g(1 — g), h) + (h, %(w)g),

for all h rational function (notice that we extend the definition of T" to |y M(IV)),
we obtain the following Hamiltonian vector fields :

7 7 1
X eA — T 3 - - - o _\Y )
Red 5Tu 4A(U)g(1 9) . (u,9)g
1 7
Xima = — ZA(U)Q(l -g) — 8_7r(u’ 9)g-

Similarly we have

4O(H) = Aw)(F(1 = 9). ) — 5 (0, g) (b, f(1 — g)) + (Th.g) + (h, (1~ )Ts),

where f is the unique element in Ran(H,) such that H,f = g. By Lemma 4.2.1, we
have that Ker(H,) = (1—g)L? and using the orthogonality of Ker(H,) and Ran(H,,)
we obtain

(4,0 = 2 (TPu,0) + =AW, 9)(9, /) — SAW)(Tg(1 ~ 5),9) ~ sA(w)(g, T)

Notice also that, by Lemmas 4.2.1 and 4.2.11, we have

Tg(l1—g)=29(1—g)—A(g(1 —g9))(1—g) = zg(1 —g) — Ag)(1 —g)
=(1-9g)T"g € Ker(H,),

and thus by orthogonality of Ker(H,) and Ran(H,), the third term vanishes. By
(4.2.21), we rewrite the first term as
1

i i 1 1
e :——<T*T (T ): Tu.Tq) + —(T .
2( u, g) 5 u 27m.( u,9)9, 9 2( u, g)+4ﬂ( u,9)(9,9)

Hence, we have

(4,0} = (7w, Tg) + 1=(Tw,0)(9.9) + 3-A)(w 9)(9, /) — 5 A(w)(g T).

Proceeding as in the case of {J, J3}, we obtain after tedious computations that
{v,2¢x} = 0 and {v;,7%} = 0 for all j,k € {1,2,..., N}, which proves that the
coordinates we defined are symplectic.

O

Proof of Corollary 4.1.15. Fixing A\; and v; the application x in Theorem 4.1.14
yields a diffeomorphism between T'C'(up) and TV x RY. O



Chapitre 5

First and second order
approximations for a nonlinear wave
equation

Ce chapitre est la reprise d’un article en préparation.

5.1 Introduction

One of the most important properties in the study of the nonlinear Schrédinger
equations (NLS) is dispersion. It is often exhibited in the form of the Strichartz
estimates of the corresponding linear flow. In case of the cubic NLS :

i0wu + Au = |ul®u, (t,r) € R x M, (5.1.1)

Burq, Gérard, and Tzvetkov |17| observed that the dispersive properties are strongly
influenced by the geometry of the underlying manifold M. Taking this idea further,
Gérard and Grellier [35] remarked that dispersion disappears completely when M is a
sub-Riemannian manifold or when the Laplacian is replaced by the Grushin operator.
In those cases, by conveniently decomposing the function u, we obtain that at least
in the radial case, the Schrédinger equation is equivalent to the following system of
transport equations :

(0 £ (2m + 1)0y)up, = I, (Jul?u), (5.1.2)

where II,, are pseudo-differential orthogonal projectors. Therefore, studying the
Schrédinger equation in a non-dispersive situation comes down to studying a sys-
tem of the above type.
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In this paper we consider the following nonlinear wave equation on R and T :

iOw — |Dlv = |v|?v,
v(0) = v
where D = —i0,. It is indeed a nonlinear wave equation since by applying the operator

i0; + | D] to both sides of the equation, we obtain :

—0Ouv + Av = ]v]A‘v + 2\1}]2(\D]v) — vz(lD]T)) + ]D|(\v|2v).

Equation (NLW) was studied on T by Gérard and Grellier in [37].
We consider the Hardy spaces on the unit disc and upper upper-half plane :

A

LA(T) = {f € L*(T); f(k) =0if k <0},
L3 (R) = {f € L*(R); supp f C [0,00)},

and the corresponding Sobolev spaces H: (T) = L% (T) N H*(T) and
H:(R) = LA (R) N H*(R), s > 0.

The Szegd projector onto the Hardy space of the unit disc is IT; : L*(T) — L3 (T),
defined by :
1.0 = 3 e

k=0

In the case of R, the Szegd projector II; : L?*(R) — L2 (R) can be defined similarly
by :
f(&), if €0,

L f() = {o if & <0

We also define II_ = I —1II,, where I is the identity operator. Applying the projectors
1, and I1_ and writing v = v, +v_, where vy = II,(v), and v_ = I1_(v), we obtain
that equation (NLW) is equivalent to the following system :

(5.1.3)

{ i(Opvy + Opvs) = I ([v[2v)
i(Ow_ — Opv_) = T_(Jv[*v).

Notice that this is a system of transport equations similar to the one obtained from the
Schrodinger equation (5.1.2). We expect that the study of this system and therefore



CHAPITRE 5. FIRST AND SECOND ORDER APPROXIMATIONS FOR A NONLINEAR WAVE
EQUATION 153

the study of the (NLW) equation help us understand better NLS in the case of lack
of dispersion.

The (NLW) equation is a Hamiltonian evolution associated to the Hamiltonian

1 1
B(v) = 5(1Dlo,v) + 7l

with respect to the symplectic form w(u,v) = Im [wuodz. From this structure, we
obtain the formal conservation law of energy FE(v(t)) = E(v(0)). The invariance
under translations and under modulations provides two more conservation laws,

Q(o(t)) = Q(v(0)) and M(v(t)) = M(v(0)), where
Q) = [[v]2. and M(v) = (Do, o).

The conservation of the mass and energy yields a uniform bound on the H'/?-norm
of the solution of (NLW). Therefore it seems natural to study the well-posedness of
(NLW) in H'/2. The following result from [37] states that indeed, the (NLW) equation

on T is globally well-posed in H2(T).

Proposition 5.1.1 ([37]). The nonlinear wave equation (NLW) is globally well-posed
in H2(T). Moreover, if vy € H(T) for some s > %, then v e C(R; H*).

An analogous result holds for (NLW) equation on R.

In this paper we prove that the solution of the (NLW) equation on R with an
initial condition of order O(e) and supported only on positive frequencies, can be
approximated by the solution of a simpler equation with the same initial data. The
approximation is of order O(g?) and holds for a long time. The approximate equation
is the Szegd equation, recently introduced by Gérard and Grellier :

i0wu = L (|ul?u). (5.1.4)

This equation was studied in details on T in [35, 36] and on R in |75, 76]. It is globally
well-posed in H(T) and H%(R) for s > 1/2. Its most remarkable property is that
it is completely integrable, in the sense that it admits a Lax pair. In particular,
it possesses an infinite sequence of conservation laws, the strongest one being the
/2

4 “-norm.

The approximation result for the (NLW) equation on R was motivated by a similar
one proved by Gérard, Grellier [37] in the case of T. The case of R brings new
difficulties related, as we see below, to the low frequencies. Moreover, the method
used in the case of T is the theory of Birkhoff normal forms, which seems difficult
to adapt to the case of R. Our result will be proved using the renormalization group
method of Chen, Goldfend and Oono [19, 20] coming from theoretical physics.
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The heuristic idea that motivated our result on R and the previous result on T in
[37] is the following. Consider the (NLW) equation with an initial condition vy such

that vy = cug, where ugy € Hi/ 2 Since we have conservation of the momentum and
of the energy, it follows that 2E(v(t)) — M(v(t)) = 2E(vy) — D(vp). This yields :

21Dl (1), v- (1) + 0@l = 5 o I = O,

Thus, [[v_(t)|| z1/2(r) = O(€?) for all ¢ € R. Moreover, we have

lo- () 1F12my = Y L+ KPP R(K)P <2 Y E[[0(R) < 2o ()12, = O

k<—1 k<-1

Then, [[v_(t)||g1/2ry = O(e?). Therefore, v_(t) is e*small, while the solution v(t)
is only e-small. Tt seems thus that the dynamics of (NLW) is dominated by v, (t).
We omit then all the terms containing v_ in the nonlinearity of the first equation in
(5.1.3), since they are supposed to be small. We obtain that u(t,z) = vy (t,z + t)
almost satisfies the Szeg6 equation

i0u = Ty (|u)®u).

Hence, it is natural to expect that the Szegd equation provides us with an approxi-
mation of the (NLW) equation with a small initial condition supported on positive
frequencies.

In the case of R, the conservation of energy and momentum still gives
o ()]l /2@y = O(€?), while we have that [[v(t)||g1/2) = O(¢) for all t € R. Howe-
ver, we have no other information on the L?-norm of v_(t). This suggests that the
low frequencies cause some new difficulty in proving that v_ is small, and thus in
proving that the flow of (NLW) can be approximated by that of the Szegd equation.

A version of the approximation result for the (NLW) equation on T in |37] is the
following theorem.

Theorem 5.1.2 (Gérard-Grellier [37]). Let 0 < e < 1, 0 < a < 1/2, and § > 0
sufficiently small. Let s > 1 and Wy € H*(T). Let v(t) be the solution of the (NLW)
equation on T

i0w — |D|v = |v]*v (5.1.5)

v(0) =Wy 1= W o
Denote by W € C(R, H}F/Q(T)) the solution of the Szegd equation on T :

W(0) = W,. o
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with the same initial data. Suppose that ||W(t)]

s < C’€<log(€%)>a for allt € R.

12«
Then, if 0 <t < E%(log(g%)) , we have

lo(t) — e " PIW ()| s < 370,
where Cy > 0 is an absolute constant.

In the second half of this paper we improve the above result on T. We find a
second order approximate solution, given by an equation which is more complex than
the Szegd equation, but which provides a smaller error of order €® instead of €3, in the
approximation. For this purpose, we use the averaging method introduced by Temam
and Wirosoetisno in [86].

In what follows we state and briefly comment the main results of the paper.

5.1.1 Main results

First, in the case of R, we consider an initial condition for (NLW) which is
supported on positive frequencies only, is of order O(e), and such that the corres-

ponding solution of the Szegd equation is bounded for all times by Cs(log(%)) ,

0 < a < 1/2. Then the solution of the (NLW) equation with this initial condition
stays e2-close to the solution of the Szegd equation with the same initial condition,

12«
for times 0 <t < %(log(%)) .

Theorem 5.1.3. Let 0 < e < 1, s > 3, and Wy € H5(R). Let v(t) be the solution
of the (NLW) on R

. _ D — 2
i0ww — |D|v = |v|*v (5.1.7)
’U(O) = WO = €W0.
Denote by W € C(R, H(R)) the solution of the Szegé equation on R
- _ 2
VV(O) ::}%®.

with the same initial data. Assume that there exist 0 < o < % and 6 > 0 small enough

such that [W(t)|| gs < C’é(log(s%))a for all t € R.

1-2a
Then, if 0 <t < é(log(%)) , we have that

lo(t) — e PW(E) | e < Cre®
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where Cy > 0 is an absolute constant and C, is a constant depending only on the
H}r/z(R)—norm of W.

Notice that the approximation in Theorem 5.1.2 in [37] for the case of T, is better
than the one in Theorem 5.1.3 for the case of R (&3 instead of £?). This is what we
expected even from our heuristic argument above. We will see in the proof that the
estimates we have in the case of R are worse than those for the case of T, due to low
frequencies.

Remark 5.1.4. Theorem 5.1.2 was proved in [37] using the theory of Birkhoff normal
forms. This method seems to be difficult to adapt to the case of R. The method we use
in this paper is the renormalization group method, coming from theoretical physics.
The two methods are intimately related. In [93], it was noticed that, for a large
class of autonomous ODEs, the nonlinearity which appears in the RG equation of
order one is actually the Birkhoff normal form. This result was extended in [24] to
order two, for the same class of autonomous ODEs, and to first order, for a class
of non-autonomous ODEs. The advantage of the RG method over the normal form
theory is that the secular terms are more readily identified by inspection of a naive
perturbation expansion, than by inspection of the vector field.

The purpose of the approximation Theorem 5.1.3 is to deduce some information
on the (NLW) equation from the known results one has for the Szegd equation.
Some particularly interesting solutions of the Szegt equation are those whose initial
conditions are non-generic rational functions, for example W, = x%ﬂ — x—EZi' For such
solutions, we proved in |76] the following result :

Proposition 5.1.5 ([76]). Let s > 1/2. Let W € C(R, H;(R)) be the solution of the
Szegd equation

OW = IL (|W]*W)

with non-generic initial condition Wy = mLJri_foi € Hi(R). Then, fort large enough,
there exist C',c > 0 such that

ct® L < W ()]s < Ot
In particular, ||W(t)||gs — 0o ast — oco.

The following corollary proves that the high Sobolev norms of the (NLW) equation
with initial condition eW, = -5 — -2_ grow relatively to the norm of the initial

x+1i x+27
condition.

Corollary 5.1.6. Let 0 < e € 1, s > %, and & > 0 sufficiently small. Let Wy €

H7(R) be the non-generic rational function Wy = x%ﬂ — xf%. Denote by v(t) be the
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solution of the (NLW) equation on R

i0v — |Dlv = |v]?v
’U(O) = €W0.

A similar result is available for the case of T [37].

The time on which the approximation in Theorem 5.1.3 is available,

t< 5 (log( )) , does not allow us to prove the existence of a time ¢ such that

l|lo(t )HHs(R — oo as € — 0. For that to happen, we would need an approximation at
least up to a time of order 52%5 where > 0.

In the case of T, we find the second order approximation, that is an approximation
with an error of order £° instead of €3. We notice that the effective dynamics are no
longer given by the Szegd equation.

Theorem 5.1.7. Let 0 < e <€ 1, 5 > %, 0 <a< 27 and 6 > 0 small enough.

Let Wy € H3(T) be such that the solution of the S zegd equation (5.1.4) with initial

condition eWy is uniformly bounded by 5<log(%) * for allt € R. Denote by v(t) the
solution of the (NLW) equation on T

i0v — |DJv = |v|*v
U(O) = W() = 8W0.

Consider W € C(R, H3.(T)) to be the solution of the following equation on T :

W =TI(VPW) = TL (WP ST (IWPW)) — ST W2 ST (VW)
(5.1.9)

with the same initial condition.

For a function h € H°(T) set

1 27 ) ] ]
o / €Z‘D‘T<’€_Z‘D‘Th’2€_Z‘D|Th)dT.
0

fosc(h,t) = elPl(je 1Pl 2e=iPlty)
2
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Denote by Fosc(h,t) the unique function of mean zero in t such that

%(h,t) = fosc(h,t). Consider
Vapp(t) = eii‘D“(W(t) + Fosc (W(1), t))

1—2a
Then, if 0 <t < é(log(%;)) , we have

[0(t) = Vapp ()| 1= < 55_0067
where Cy > 0 s an absolute constant.

The above result cannot be directly extended to the case of R. The main reason
is that in equation (5.1.9) we see appear the operator %H,. In the case of T, we
have that %H_e“‘”C = %lkg_l and thus there is no problem related to small divisors.
However, in the case of R, if we pass into the Fourier space, we have %15<0 and when
& approaches zero, this gives a singularity. A way to get around this singularity would
be to consider instead of resonances, i.e. frequencies for which a certain phase is null
¢ = 0, almost resonances |¢| <+, for an optimal v > 0. However, it seems that this
would complicate significantly the dynamics (5.1.9).

In order to prove Theorem 5.1.7, we use an averaging method introduced by
Temam and Wirosoetisnoin in |86].

We briefly describe in what follows the renormalization method, the averaging
method, the concept of resonance, and their usage in the literature.

5.1.2 The renormalization group method, the averaging
method, and the concept of resonance

The renormalization group (RG) method was introduced by Chen, Goldfend, and
Oono [19, 20] in the context of theoretical physics, as a unified tool for asymptotic
analysis. Its origin goes back to perturbative quantum field theory.

The method is most often used to find a long-time approximate solution to a
perturbed equation. The main advantage of the RG method is that it provides an
algorithm that can be easily applied to many equations. The starting point is a
naive perturbation expansion, so that one does not need to guess or to make ad hoc
assumptions about the structure of the perturbation series. Then, the divergent terms
in the expansion(unbounded in time), are removed by renormalization. This leads to
introducing the renormalization group equation. The solution of the RG equation is
the main part of an approximate solution.

The effectiveness of the RG method was illustrated in a variety of examples of
ordinary differential equations traditionally analyzed using disparate methods,
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including the method of multiple scales, boundary layer theory, the WKBJ method,
the Poincaré-Lindstedt method, and the method of averaging.

The method was justified mathematically for a large class of ODEs in [93, 24]. Tt
was also rigorously applied to some PDEs on bounded intervals, namely the
Navier-Stokes equations [67], a slightly compressible fluid equation and the Swift-
Hohenberg equation [68], and the primitive equations of the atmosphere and the

ocean [74]. In [3] it was applied to the quadratic nonlinear Schrédinger equation on
R3.

The idea behind the RG method is that the dynamics of an equation is dominated
by its resonant part. This idea is also developed in [43] where Grébert and Thomann
study the resonant dynamics of the quintic non-linear Schrodinger equation on T.
It is used also by Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka, and Tao in [22] to prove
the existence of solutions for the cubic non-linear Schrédinger equation on T? with
arbitrarily large high Sobolev norms. One reduces in that context to a resonant
equation for which one proves growth of high Sobolev norms, and then shows that
this resonant equation provides a good approximation for the initial one.

The averaging method we use in this paper was introduced by Temam and
Wirosoetisno in [86] in the context of a class of differential equations. At first order
it is related to the RG method, while at higher orders it is related to the asymptotic
expansions of Bogolyubov and Mitropol’skii [8].

The RG method can also be applied at higher orders, as it was done for ODEs in
[24]. In the case of the (NLW) equation on T, we could prove that at second order
the RG equation is exactly the averaged equation (5.1.9) in Theorem 5.1.7. However,
the computations one needs to do when applying the RG method at second order are
much more tedious than when applying the averaging method. Another reason why
we preferred to present the averaging method for the second order approximation, is
that this method does not only give the effective dynamics (5.1.9), but also gives an
algorithm of how to build an approximate solution and how to estimate the error,
which is not at all clear when one applies the RG method at higher orders.

Both the RG and the averaging methods are based on the concept of decomposing
the nonlinearity into its resonant and non-resonant parts. Such a decomposition was
very effective in proving global existence of small solutions of dispersive equations
and scattering. This was done in several works of Germain, Masmoudi, and Shatah
|38, 39, 40, 41, 42, 84|, who treated the case of the gravity water waves equation
in dimension 3, the coupled Klein-Gordon equations with different speeds, and the
quadratic nonlinear Schrédinger equation in dimension 2 and 3. Gustafson, Nakanishi,
and Tsai treated the case of the Gross-Pitaevskii equation in dimension 3 in [44]. They
use time, space, and space-time resonances, whereas in this paper we only consider
time resonances.
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The specificity of the (NLW) equation is that the resonant set does not have
measure zero, as it was the case in the above cited papers. For this reason it is natural
not to expect scattering, but a long-time approximation of the solution by some
effective dynamics governed by the effect of the resonant part of the non-linearity.
The decomposition in resonant and non-resonant part, was used in [3|, precisely in
this purpose in the case of the quadratic Schrédinger equation in dimension 3.

The structure of the paper is as follows. In the rest of the introduction, we heuris-
tically explain the need of splitting the nonlinearity into its resonant and oscillatory
part, which is at the basis of both the RG and averaging method. In Section 2, we
present the RG method and use it to prove Theorem 5.1.3, dealing with the first
order approximation in the case of R. We also prove Corollary 5.1.6 which refers to
high Sobolev norm inflation in the case of non-generic initial data. To have a good
comparison between the case of R and that of T, and for a better understanding of
the second order approximation in the case of T, in Section 3 we re-prove Theorem
5.1.2 from [37] using the RG method. In Section 4, we present the averaging me-
thod at second order and use it to prove Theorem 5.1.7 treating the second order
approximation in the case of T.

5.1.3 Heuristics of the proof of Theorem 5.1.3

The first approach to proving Theorem 5.1.3 is the following one. Consider the
change of variables u(t) = Le/Pl'v(¢). Then u satisfies the equation :

8tu — _i€2€i\D\t(|€—z’|D\tu|26—i\D\tu) (5 ) 10)
Let us now set W (t) := WT(t) Then W (t) satisfies
W(0) = W,. o

Then, setting w(t) = u(t) — W(t), we have

lo(t) = e PIWllge = elle” P (u(t) = W(2))]

e = ellw(®)] -

We have that w satisfies the equation

daw = _Z-52ei|D\t<|€—i|D\tu|2€—i\D\tu> 4 i€2H+(|W|2W)
w(0) = 0.
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Therefore,

w(t) = —ie? /0 (1P (e P2 1Py — T (W (7)[PW (7)) ) dr

The classical technique of estimating w(t) consists in writing the right-hand side in
such a way that we see w(7) appear under the integral, and then use Gronwall’s
inequality. However, w(7) = u(7) — W(7), and in the above relation the only term
in which u appears is f(u,7) := —ie!lPI7(|e7!1PImy|2e~IPI7y). Tt is thus natural to
decompose the term f(u,7) into a part which does not explicitly depend on 7 called
the resonant part, fres(u), and a part which depends on 7 called the oscillatory part,
Josc(u, 7). Then, fres(u) — I (JW|*W) provides us with a term w = u — W.

Since we have more information on W (7), which can be transformed with a simple
change of variables into the solution of the Szegd equation (5.1.4), it may be more
convenient to decompose f(W,7) = —ie!lPI7(|e=IPITW |2e =PI W), It turns out that
its resonant part is exactly —iIL, (|[W[*W) and thus

FW(7),7) = =L ([W(7)PW (7)) + fose(W(7), 7).

Therefore,
w) = [ ($um).) = SOV )dr + [ Jul W)

The first term will indeed yield w = u — W, and we are left with estimating the
integral of the oscillatory part fos.(W(7),7). Since it depends on 7 both explicitly
and implicitly, it turns out that it can be difficult to estimate its integral. For that
reason we consider in the following Fis. (W (t),t) = f(f fosc(W(t), 7)dr, where the
integrand depends only explicitly on 7. We construct an ansatz using Fos. (W, t) and
we prove that with this ansatz, the error is indeed small.

5.2 First order approximation for the (NLW)
equation on R

5.2.1 The renormalization group method at order one

In what follows we describe the RG method of first order in the case of the (NLW)
equation on R.

In the (NLW) equation, we make the change of variables u(t) = Le'lPlv(t) and
set & := 2. Then u satisfies the equation :
{&tu = —ige!lPlt(|e=UPly|2e=!Plty) =: &f(u,t)

u(0) = Tvg =: uo.

(5.2.1)
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The starting point of the RG method is the naive perturbation expansion

u(t) = ul®(t) + cuM () + E2u? (1) + . ..

Taylor-expanding f(u,t) around u(”), we obtain

f(u,t) = f(u(o), t) —i—f’(u(o), t)(u(t) —u(o)(t)) +-= f(u(o), t) —i—éf/(u(o), t)u(l)(t) +...

Plugging the last two expansions into the equation (5.2.1) and identifying the coeffi-
cients according to the powers of &, we obtain :

(9tu(0) =0
Ot = f(u(o)a t)

5.2.2
o — (. 1) (1) 022

Therefore, u(®)(t) = u for all ¢t € R, and using Duhamel’s formula we have
t
uM (t) = / f(ug, s)ds.
0

Here we assumed that " (0) = 0. As it was shown in [93], this assumption does not
cause a loss of generality for an approximation of order £. Thus, if we look for an
approximation of the solution up to order O(¢) and neglect any terms O(&?), we have

u(t) = ug + EuM (t) + O(E?) = up + §/Ot f(ug, s)ds + O(&%). (5.2.3)

Now we decompose the nonlinearity f(u,t) into its resonant and non-resonant
part. In order to do that, we first write the nonlinearity in the Fourier space :

F(f(u,5))(€) = —ieills F(je Pl 2e1Plsy) (¢)

=i [ (e P0)) @) F () (€ = nhy
=il [ PP (g = F (e P) (OF TPR) € — i
- _ 2/ / el’S(ISI*IC\Jrlﬁ*&l*l??*(l)@(77 — O)a(O)u(n — €)dCdn.

Settlng Cb(fﬂ%o = |£| - |C| + |77 - $| o |77 - C|> we can write
f(u, 3) = fres(u) + fosc(ua 5), (5.2.4)
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where
frnl) = —iF / /¢ il = Qi) — dcd, (5.2.5)

fosc(t,8) = —iF / /d] y e!s(EI=ICHn=E=In=Dg(n — O)a(¢)a(n — &)dCdn.

As it will be proved in Lemma 5.2.1 in the next section, for fixed &, the set
{¢(&,m,¢) = 0} C R? has non-zero Lebesgue measure, and thus it makes sense to
integrate on this set. More precisely, {¢(£,n,¢) = 0} is the set of (1,¢) € R? such
that (,n — &, n — ( have the same sign as £, or ( =&, orn—( =¢&.

Plugging the decomposition (5.2.4) into the equation (5.2.3), we obtain
t
u(t) = g + &t fres (o) + é/ fose (g, 8)ds + O(&2).
0

We notice that the resonant part of the non-linearity, which is constant in time, causes
the appearance of the secular term £¢ fies(ug). This term will grow with time and will
cause the approximation to break down as time approaches % The purpose of the
renormalization group method consists in renormalizing the secular term. By doing
that, its main contribution is taken into account in such a way that the approximation
of u stays valid at least up to a time of order % The idea behind the renormalization
group method is to regard the term wy + &t fres(ug) as being the Taylor expansion of
order one of a function W (t) around ¢t = 0. Then, one introduces the renormalization
group equation :

{@W = & fres(W) (5.2.6)

W(O) = U
An approximation of order O(€) of u(t) is then

u(t) = W(t) + éFosc (W (1), 1),

1
where we set Fysc(h,t) := [ fosc(h, s)ds for all h € HZ.

5.2.2 Approximate solution for the (NLW) equation on R

In this section we construct an approximate solution based on the solution of the
RG equation. We first determine the resonant part of the non-linearity f,.. For that
purpose we fix £ € R, and determine the area in the (¢, n)-plane in which ¢(&,n, ()
vanishes.



164 FIRST ORDER APPROXIMATION FOR THE (NLW) EQUATION ON R

Let us first make the following notations :
=& &=¢ &G=n1-§ &=n—-0C(

Notice that & — & + & — & = 0. Then, ¢(£,n,¢) = 0 is equivalent to
&1| — [&] + |€3] — |&4] = 0. We have the following lemma, whose proof follows its
analogue in the case of T [37].

Lemma 5.2.1. The set of (&1,62,8&3,&4) € RY such that & — & + & — & = 0 and
1] — || + [&3] — [€4] = 0, is
M ={(6 62,60 60) € RY. 61 # 60,61 # €61, 60,60, 64 2 0)

U{(&.&:8,8) € R, & # 6,6 # &1, 6,8, < 0}
U {(517£1a 63753) S R4} U {(51752752751) € R4}

Démonstration. Suppose & # & and & # &. Without loss of generality, we can
assume that one of the four elements is strictly positive. Otherwise, all are smaller
or equal to zero. Suppose & > 0. Subtracting the two relations in the hypothesis we
obtain

&3] — &3 = |&a| — &o + [&4] — &

Then, if &3 > 0, this yields &,& > 0. If &3 < 0, at least one of & or & is negative.
If both are negative, then we obtain & = & + &, and thus & = 0, which is a
contradiction. If & < 0 and & > 0, we have £ = &, and consequently & = &4,
which contradicts our assumption. Similarly, if £, < 0 and & > 0, we obtain the
contradiction & = &.

Thus, the set of (£1,&, &, &) € R such that & — & + & — & =0 and
1] — [&2| + |€3] — [€4] = 0 is M. 0

Coming back to the notations in &, 1, and (, we have that ¢(£,n,{) = 0 in the
following cases :

If&>0and (7,¢) € {(n,¢) €ER}n=>En>¢ >0 U{C=EU{n—-C=¢}
If¢<0and (7,¢) € {(n. Q) eR*n <& <(<0FU{(=U{n-(=¢}
Since, for fixed £ € R, the sets {¢ = &} and {n — ( = £} are of measure zero in the

(¢,n)-plane, they do not interfere in the integration in equation (5.2.5), and thus we
can neglect them. We are therefore left with the following two terms of F ( fres(u)) :
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1. Thecase £ >0,(>0,n—C>0,n—€6>0:
- Z'1€>0 / / ﬁ(77 - C)a(C)E(U - 5)1420177—420177—52()65(6577
= —ileen [ [ = QO 0 — iy = i (I s Py ) (©)Leso

2. Thecase £ <0,(<0,n—(<0,n—€6<0:
—ilecg / / a(n — Q)a(¢)a(n — E)lecoly—c<oly—c<odCdn
— Lt [ [ r= O (Qi-(n = iy = ~iF (O (Ju-Pu)) (€ Leco

Thus, the resonant part of the nonlinearity is
fres() = =i (T (Jus ) + T (Ju ) ) (5:2.7)

Let Wy € H{(R), s > 1/2. We consider the renormalization group equation :

{@W = 52fres(W) (528)

W(0) = W,

Projecting onto non-negative and negative frequencies, we obtain two equations, one
for W, := 11 (W) and one for W_ := II_(W). Notice first that, since W, € H3(R),
we have that W, _ = 0 and Wy, ; = Wj. Then, the equations we obtain are :

iOW, = I, (|W [P W)
W+(O) - W()

and
iO,W_ = 2T1_(|W_|*W_)
W_(0) =0.

By the Cauchy-Lipschitz theorem, we have that W_(¢) = 0 for all t € R, and thus
W = W,. We construct an approximate solution by

Uapp (1) = W (t) + 2 Foee (W (1), 1). (5.2.9)
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Then, u,y,, satisfies the equation

{ZZ?SV zjf(vv(t), 1)+ Dy Fase (W (£),1) - fas (W (1)) (52.10)
By the Duhamel formula, we obtain that
tap (£) = W + 2 /Otf(uapp(s))ds—i- /Ot Ro(s, W (s))ds, (5.2.11)
where
Re(W(t),8) = 2 (FW(0)) = f(tapp (1)) + £ Do e (W(2).8) - Fres(W (1))

5.2.3 Estimates for the oscillatory part of the nonlinearity in
the case of R

Lemma 5.2.2. Let s > 1. Let W € C(R, H{(R)) be such that W = W s the
solution of the Szegé equation (5.1.8) with initial data Wy = eWy. Then, we have
that
[Fosc (W, )| < Cut'/? + W]
Do Fase (W (0),2) - (W (1))

3
Hs»

e < Cut'2 4 C|W

5
Hs$»

where C' > 0 is an absolute constant and C, > 0 is a constant depending only on the
Hi/z(R)-norm of Wp.

Démonstration. Since W € L% (R) and using Lemma 5.2.1, we have that

Ton (W (1), 5,€)
i [ [ O = I O (= O, -csalesaly-sodnd
¢#0

= —ileg / / ESHEnOV (£ 7 — YW (t, OW (£, 1 — €)Ly=lesodndC.
Then,
Fone(W(0).4,€) = / T (W (1), 5,€)ds

' eitoEm) 1 . —
= —il¢co / / TW@,?? — QW QW (t,n — &)ly>c1eo0dndC.
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Notice that in the region £ < 0 and {(n,() € RQM > ( > 0}, we have that
o(&n. Q== [Cl+ =& —In—(l=-¢-C+n—E&—n+(=-2¢

Then,

o e—Zitf -1

Fose(W(1),1,€) = FIWW)(€)1e<o- (5.2.12)

We now compute the L:norm of Fu. (W (t),t), using Parseval’s identity :

— 0 sin? (t€) 2
27T||FOSC(W(t)7t)||%2(R) = ||FOSC(W(t)7t)||%2(R) :/ |]: |W| W )| df

coo &2
0
< H}—(|W|2W)Hioo(m) /oo smf(ﬁ) de

< gin? gz

gwwmmw/ 7
0 X
< CUW |Gz < CHW ()]

H/*(R)

S CtHWOHiIJlr/Q(R)

The last inequality is due to the conservation of the H}r/2—n0rm by the flow of the
Szegd equation. Therefore,

| Fose (W (1), )| 2r) < Ct™/? for all t € R.

Let us now estimate the H®-norm of Foe (W (t),t) for s > 1.

5 S1IL 2
W0 Dy = [ € o)
o 2
s/&“WHWWMm%
< N PW sy < N PW ey < I e
Therefore,
B (W (0,0 By < C(84% W )

We proceed similarly for Dy Fos (W (t),t) - fres(W). First, we notice that

e—2it§ _
F(DWFOSC(W t) ' fres(W))(é) :2T1'F(|W’2fres(w))(§)1§<0
+ T R W) e

26
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We use in what follows the fact that fies(W) = I, (|W|*W), which is a consequence
of equation (5.2.7) and of W € L3 (R). We estimate the L?-norm, using Parseval’s
identity :

21| Do Fone (W) - frn W)y = uf(DWFosc(w, 0 Feal W) (O
<c / sin’ WP L9 €)'
e / 81“52 FW W) de
< OR8N FOV Tl ) | it
< C(IWE sl W)IE e + W Tl )t | Ly

< CHW ey fres(W)[22) < CHIW |7 T (W PW) |72
< CHW | La gy Wl zo @y < CHIW (¢ )Hml/z ) < Cl[Wol 101/2( )t < Gt

Then, proceeding as in the case of Fys (W) and using the structure of an algebra of
H?® s> 1, we have that

2

HDWFOSC<W7 t) ’ freS(W)|

) < CIIWE fres(W)II;

Hs—1(R) + CHWeres( )|

Hs—l(R)
S C”W‘ HS(R)Hfres( )HHS
< CIW e W PW [ e @y < IIW 1 5e ) -
Therefore, for s > 1 we have
||DWFOSC(W7 t) ’ freS(W>| Hs(R) < C*(t1/2 + HW| 5HS(R))'
O

5.2.4 Proof of Theorem 5.1.3

Proof of Theorem 5.1.3. Let v be the solution of equation (5.1.7). With the change
of variables u(t) = e/Pl'v(t), we have that u satisfies the equation (5.1.10). By the
Duhamel formula, it follows that

= Wy + & /Ot fu(s), s)ds, (5.2.13)

Set w(t) 1= u(t) — Uapp(t), where gy, is defined by (5.2.9). By equations (5.2.13) and
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(5.2.11), we have that

wwzaAUW@@ ﬂ%ﬂ)nw—ARﬂW$@%

_52/t (f(u(s),s) — f(uapp(s),s))ds—€2/ <f(W(3),s)—f(uapp(s),s)>ds

0

—5/DWFOSC (5),5) - froa(W(s))ds = T+ TT 4 TIL.

Here W denotes the solution of the renormalization group equation (5.1.11). In what
follows, we estimate each of the terms LILIII in the H*norm, s > 1/2. Using the
definition of u,p, (5.2.9), and the estimates in Lemma 5.2.2, it follows that

(| tapp (t)] s + 20,2 + SQCHW‘ 3

Hs

e < [|W]

e < [[W]

Hs +52”Fosc(I/V,t)‘
Then, we have
¢
2
we <2 [t (lu(o)
0
t
< 062/ Hw(T)|Hé(
0
t
< 052/ Hw(T)]H(
0

Using W(s) — tapp(s) = —2Fose(W (), s), and proceeding as above, we obtain

1| %{s + ”uapp(T)| ?JS)dT

|w(m) s + [tapp ()75 ) d

2 W3 +*Cut + £*C||W|

|w(T)| %S)dT

1]

e < M| Fose (8, W () oo 0,8, %) (IW oo 0.1,y + app | Zoe (f0.17,1259)
< Ce't(t? + HWHLOO(Ot )(HWHLOO ([0,¢],Hs) T 't + 54”WHLOO (04,H%))-

and

11| e < Chgt(t"? + W1 200 (0.0.5))-

In order to estimate w we will use a bootstrap argument. Let 0 < o < %, 0 > 0 small
enough, and set

T := sup {t > 0‘||w(t)| e < 1}. (5.2.14)

12«
We will prove that T" > E%(log(g%)) . Suppose by contradiction that

<! <log( ! ))12a. (5.2.15)

— g2
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According to the hypothesis on W and since W = W, we have that
W) || s my < C(log(%)) for all t € R. Using the estimates of I, II, III, we obtain

1-2«
for 0 <t < E%(log(a%)) that

Hs <O€ / Hw HS<1 + HW| 6 )

+ C, e4t(t1/2 W3O (W |2 4 €M + € ¢ ) + Ce't(t? + W)

§062<10g / [w(r Hsd7'+08<10g ) - 2a< )>2a

1 3(1-20)
—5)> :

2 0T+ €

[[w(?)]

)

+ C, 5(10g(

1-2«
By Gronwall’s inequality it follows, for 0 <t < = (log(%)) , that
1 %—a Clog(L) 1 %_O‘ 1 1-Chs
lw() || < C*5<log(—5)> e ) < C*5<log(—6)) —= < Che ™7,
£ €

If § is sufficiently small, this bound is much better than the one imposed in the
definition of 7. Since w is continuous with respect to t, it follows that there exists
v > 0 such that

[w(®)]

Hs S;I7

1-2a
for 0 <t < E%(log(g%)) + 7. This contradicts the assumption (5.2.15) we made

on T'. Therefore, T > Ei(log(i)) i and, moreover, ||w(t)|gs < £'7? for all

1—2«
0<t< 5 <log(%)> . This yields

[u(t) = W (t) — €2 Fose(W (1), ) || s () < Cug'°

1-2a
forall0 <t < 5 (log(%)> . Since by Lemma 5.2.2, we have that

% Fose (W (1), 1)] < C,el=Cod

1.\ 3(1-2a)
o) < 2+ CIW ) < Cue(log(5))

for0<t< 4

_52

1-2a
<log(si5)> , we obtain

[u(t) = W(D)]

—Cod
Hs(R) S 0*61 0e,
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Recalling that u(t) = Le'!Plfo(t) and W = LW, we obtain that

[o(t) — e PEW)|| oy < Cg®™ (5.2.16)

12«
for0<t< % <log(i5)) : O

3

5.2.5 Proof of Corollary 5.1.6

Proof of Corollary 5.1.6. Let W be the solution of the equation

z@tW = €2H+(|W|2W)

With the change of variables W (t,z) = y(2t, z), we have that y satisfies the Szegd
equation :

{ﬂ%y—IL(WPw
y(O) = Wh.

Then, according to Proposition 5.1.5, we have that [|y(t)]
and for ¢t > 1 sufficiently large. Consequently, we have

Hs (R) ~ 2571 for all s > %

W ()]

Ha(R) ~ (€2t)25_1

_1

1
for €2t sufficiently large. Suppose 55 (log(%)) o< %(log(e%)) "' Then,

o (108(2) T < IOl < 108 5)) . (5.217)

Applying Theorem 5.1.3 with a = 22= € (0, 5), we obtain that

[o(t) — e PV (8) || s ) < CE*~°, (5.2.18)

1

for 0 <t < E%(log(%)) . Then, equations (5.2.17) and (5.2.18) yield

—[lo(t) — e Pl (1)l n
2s—1 2s—1

& 1 1s—1 _ 1 1s—1
> 228*15(103;(;)) — C? 000 > Cs(log(;)) :

lo(®)]

e = [l (@)l
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Since v(0) = eW,, it follows that, for 2€L2<log(€%)>m <t< %<1Og(§5))m, we
have

o)l 12
oo 2 € (loe(5))

HS

5.3 First order approximation for the (NLW)
equation on T

5.3.1 The renormalization group equation for the case of T

We decompose a 27m-periodic function a(t) in the following way :

a(t) = Qres + aosc(t>, (531)

where

1 2w
(res = %/0 a(t)dr (5.3.2)
is the mean of the function a(t) or equivalently, the Fourier coefficient at zero. The

oscillatory part is then
ose(t) = Y _a(k)e'™. (5.3.3)
k40

With this decomposition, we notice that for the torus, the resonant and non-resonant
part of the nonlinearity are the following :

Fres(u, @) = —i Z ¢ > aaya(m),
k=—o0 k—l4+m—j=0
|| =1+ |m|—|5]=0

fuclirs,e) = =i 35 @ ST D)o m).
k=—o0 k—l4+m—j=0
k| —=l+|m|—]4]#0

A slight difference with the case of R is the definition of Fys.(u,t) :

ett([k[=[ll+|m[=5])

Fose(u, t,x) := —i Z e Z TR = 1 ] = U‘)ﬁ(j)ﬁ(l)’&(m),

k=—oc0 k—l+m—j=0
k| —|U[+[m|—]|#0
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whereas for R, we had Fyg(u,t) = fot fosc(u, s)ds. Notice that in both cases we have
that %(u,t,x) = fosc(u,t, ).
As it was shown in [37], the following lemma holds :

Lemma 5.3.1. We have that k — 1l +m — j =0 and |k| — |l| + |m| — |j] = 0 if and
only if we are in one of the following cases :

(i) If k>0 and {I,m,j > 0} U{k =1} U{k = j}
(i) If k=0 and {l,m,j > 0} U{l,m,j <0}
(ili) If k <0 and {l,m,j <0}yU{k =1} U{k =j}.
We decompose the region where k — [ +m — j = 0 and |k| — || + |m| — [j| = 0

into disjoint sub-regions, and we compute the Fourier transform of the resonant part
fres(u). We obtain the following twelve terms :

1. The case k,I,m,7 >0 :
—i Y alalyam) = —iF (L Pug)) (k) Lo,

k—l+m—35=0
k,l,m,j>0

2. Thecase k>0, k=1, m=7<0:

i Y aaam) = itz 3 10 = —illu- i (kLo

1=k>0 j=—00

3. The case k > 0, k = j, m =1 < 0. We obtain as above —i|lu_||3,a (k)Lg>o.
4. The case k=0and [,m,j <0 :
—i Y aG)ayaim) = —iF (ju ) (0).

—l+m—j=0
l,m,5<0

5. The case k,l,m,j <0 :
—i 3 aG)a)iim) = —iF (I (Ju_Pu_)) (k)<

k—l+m—j=0
k,l,m,j<0
6. The case k< 0,1=0,5<0,m<O0:
~1
—i Y aG)alya(m) = —ia(0)lkeo Y a()a(j — k)
k4m—3j=0,1=0, j=k—1
k,m,j<0
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7. The case £ < 0, 57 = 0,1 < 0, m < 0. We obtain as above
—ii(0)F (TL_u_[2)) (k)Li<o.
8. Thecase k<0, m=0,1<0,7<0:

9. Thecase k<0, k=1, m=35>0:

—i Y a(f)alyi(m) = —iia(k)lgeo Y a())[* = —illuy]|720-(k)lg<o.
k:l§>06 Jj=0
m=j>

10. The case k <0, k = j, l = m > 0. We obtain as above —iju||3,4_(k)1;<o.

Thus, the resonant part of the nonlinearity is
Fres (11, ) = — zzf(m s ) ) (R)e™ = 2illu |32 3 @ (k)™
k=0

—iF (fuPu)(0) i Z F(T(u ) (ke

k=—o0
— 2i0(0 Z F (I (Ju_]? )( )ethe
k=—o00
~1
— ia Z Fw?)(k)e™ — 2illu 3. > a(k)e™
k=—o00 k=—0oc0
or equivalently,
Frott, ) = — i1 (Jus [Pu) = 20l |2y — i (Ju_[?u_) (0) (5.3.4)

— I (Ju_|?u_) — 2ia(0)I_ (Ju_|?) — ia(0)u? — 2i|uy||2ou_.

Lemma 5.3.2. Let s > % and Wy € H3(T). We consider the renormalization group
equation :

{atu = 52fres(u> (535)
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This equation has a unique global solution in H*(T) which coincides with
W e C(R, H*(T)), the solution of the following equation

{z’c?tW = 1L (W) (5.3.6)

W(0) =W,
In particular, u_(t) =0 for all t € R.

Démonstration. We first notice that fres : H*(T) — H*(T), s > 1, defined in equation

(5.3.4) is a locally Lipschitz mapping. Indeed, one can prove using the structure of
algebra of H*(T), that

[ fres (1) — fres(v)]

),

for all u,v € H*(T). Then, by the Cauchy-Lipschitz theorem it follows that equation
(5.3.5) has an unique solution in H*(T).

is + [[0]

s < |lu—v||gs(||u

With the change of variables W (¢, ) = y(g%t, z), we obtain from equation (5.3.6)
that y satisfies the Szegd equation (5.1.4). The Szegd equation has a unique glo-
bal solution supported on non-negative frequencies. Thus W is unique and satisfies
W_(t) = 0 for all t € R. The only term in the expression of fes(u) (5.3.4), which does
not contain u_ is —iIl(Juy [*uy ). Therefore we immediately notice that the solution
of the equation (5.3.6) is also the solution of the equation (5.3.5). O

5.3.2 Estimates for the oscillatory part of the nonlinearity in
the case of T

To re-prove Theorem 5.1.2 we apply exactly the same method used in the proof
of Theorem 5.1.3. The only change that appears is in the estimate of Fos (W (t),1).
We show that in the case of the torus, we obtain a better estimate than in the case
of the real line.

Lemma 5.3.3. Let s > 5. For all W € H3(T), we have that
[ Fose (W, )l =(xy CIW (s
HDWFOSC<W7 t) : freS(W)| Hs(T) SCSHWH%{S(T)a

where Cy is a constant depending only on s.

Démonstration. The Fourier coefficients of Fui (W, t) are :
ett(|kl=[l+|m[—15]) —

i1k = U]+ |m| = 131)

F(Fu) Wit k) == ) W)W ()W (m).

k—l+m—;=0,
K| —=I|-+|m|—]4|#0
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Setting Wy, := W (k) for all k € Z, and using the convexity of the function || if
a > 1, we have that

9 Z(l ‘k|2) Z ett(|kl=[l+|m[—=15]) i WW 2
s = -+ s . VYVl m
o [k = 1l + |m| = 3]

keZ k—l+m—75=0,
K| —=|+|m|—]j|#0

<X W)’

keZ k=l—m+j

[ Fose (W, )]

=SB ERIIE S S AT S A AT

keZ k=l—m-+j

k=l—m+;

<Y A4 RP) D (W WW W W |
keZ k:l_m""]z
k=l—m+j

= Yo (U= m PP [T = i 4 17 W W Wi [V [ W [ W
l—l—m+m4j—j=0

< > CEBIP [l + 1A)P(+ 31 + [l + 17]7)
I—l—mA4mtj—5=0

X W[ W] [ W | [ W5 [ W] [ W
<9 Y [P+ (A )+ (1[5
l—I—m+mm+4j—j=0
X (L4 [T + (14 [mf?) + (L + G2 W5 Wi W | [ W5 W] [ Wi |
<Co > (AP A+ ImP) T+ (L + 1)

I—I—mA4mtj—5=0
XL+ P72 A (L [mI2)72 4 (1 [F17) W WA W | W5 [ W[ W
< S (P PIWIWAWol (1 4 [717)°/% W3] [Wil [ W] + similar terms

I—I—mA4mtj—5=0
We consider the functions V* = 3., ™V} and U* = 3., €U}, where

V=W
Ur =(1+ [j*)"|W].

Ignoring the other terms in the above sum, which can be treated in a similar manner
as the term we keep, and using the Sobolev embedding H*(T) C L*(T) if s > 1/2,
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we obtain

| Fose (W (£), )|[370m) < Cs > UsViVaUsVeVs < Gy | USTH(V*)P(VF)*dz

m
T

I—l—mA4mtj—5=0

<o, / UV 2 < Co U™ 2o [V |

< ClU| e IV zrsery < CsllVH | Zre IV sy < CsllW 1575 .
where (s denotes a constant depending on s.
The second estimate in the statement,
||DWFOSC<W7 t) : fres(W)HHS(T) < CS||W| E1']{5(11‘)7
can be proved similarly. O

5.3.3 Proof of Theorem 5.1.2

By the hypothesis we have that |W (t)||gs < C(log(i;))a. Using the definition

of uapp (5.2.9), and Lemma 5.3.3, we obtain that |[uapp(t)| g < C’(log(s%))a. Pro-
ceeding as in the proof of Theorem 5.1.3, we obtain for 0 < ¢ < % log(%)' 2

[w(?)]

1 20 t 1 Sa
s < e 2 s 4 5 ‘
Y _C’(log(gé)) c /0 l[ew(7) || gredr + Ce (log(€6)> /

12«
This yields, by Gronwall’s inequality, for 0 <t < % <log(€%)) , that

2a
1 S5a 02(10 L) t
i < 0= (log(5) ) "1\ g e
£

[[w(?)]

?

where Cy > 0. Since w(t) = u(t) — W(t) — e2Fosc (W (t), ) and
3a
| Fosc (W (), 8) || s < C’(log(i;)) , it follows that

1 1 12«
Hs(T) S 052_006 if 0 S t S —2<10g( )) .
€

Juft) — W (o) y

Then, the changes of variables v(t) = ee’/Pu(t) and W = W yield the conclusion

lo(t) — e~ PW()]

_ . 1 1 1-2a
Hs(T) S 063 Cod if 0 S t S ?<10g<§)) .
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5.4 Second order approximation for the (NLW)
equation on T

5.4.1 The averaging method at order two

As before, in the (NLW) equation with initial condition v(0) = Wy = W), we
make the change of variables u(t) = Le'P'y(t). Then u satisfies the equation :

A = _i€26i|D\t<‘€—i|D|tu‘2e—i|D\tu) =: f(u,t)
u(0) = Wy.

The averaging method at order two introduced by Temam and Wirosoetisno in [86],
consists in considering the following averaging ansatz :

Uapp (1) = W (t) + 2N (W, t) + e* No(W, 1) =: N(W, t,¢), (5.4.1)
where W is a solution of the following averaged equation :

{atW = Ry (W) + ' Ro(W) = R(W.e) (5.4.2)

The use of these notations is explained by the fact that R, Ry turn out to be resonant
terms, while Ny, Ny are non-resonant (oscillatory) terms.

A formal computation then shows that

ON(W,t,¢) oW  ON

8tuapp(t) = Gt =N (W,t, 6) . E + E(W,t,é‘)
oW
(NI, ) + £ Ny(W, 1)) - (PRa(W) + £ Ba(W) +
ON, ON,
27" 47-"2
+e T (W,t) +¢ T (W, t)
ON,
2
—c <R1(W) + S t))
ON
4t (RQ(W) + N{(W,t) - Ra(W) + S22, t)) +O(%).

We now formally Taylor-expand f(uapp(t),t) around W (t),

[ (Uapps t) = fFW, ) + f/(W,t) - (tapp — W) + O(e?)
= f(W,t) + e f'(W,t) - Ny(W, t) + O(h).
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We replace the two expansions into the equation

Opapp = 52f(uapp, t)+ 0(56)

in order to determine Ry, Ry, N1, Ny which yield an approximate solution. Identifying
the coefficients according to the powers of €, we obtain the equations

0Ny

R(W)+W(W t) =f(W,t) (5.4.3)
Ro(IW) + NL(W, ) B (W) + 20, 1) = (W, 1) - No (W, 1) (5.4.4)

Thus, R; is the part of f(W,t) which does not explicitly depend on t. According to
the decomposition given in equations (5.3.1), (5.3.2), and (5.3.3), we have :

Ri(W) = fis(W)  and  Ny(W,t) = Foge(W, 1)

Then, from the second equation we have :

Ro(W) ={f'(W,t) - Ny(W, 1) bres — {NT(W,2) - Ry (W) Jres (5.4.5)

O (W) =(F (OW.0) - N (W) — AN (W2) - B () e

Replacing Ry, Ny and noticing that F/ . (W,)- fres(W) does not have a resonant part,
we obtain :

R2(W) :{f/( ) FOSC( )}res - { osc( ,t) ’ freS(W)}res (5-4-6)
={f'Wt)- FSC(W t) bres
ON,

W(Wt) :{f/( ) FSC( )}OSC osc( ) fres( )

(=}

(=}

We set w(t) := u(t) — tapp(t). In what follows, we determined a simplified version
of the equation satisfied by w. First, by the definition of wap, (5.4.1), we have that w
satisfies :

{f’gg =2 f(u,t) — G¥ — 280 (W t) — 2N] (W, t) - ¥ — e*Z2(W 1) — e Ny(W, t) - BF
(0)=0

We consider the following Taylor expansion of f(u) around W :

flu,t) =f(w+ uapp) = fw+ W + e2N; + &N, t)
=f(W,t) + f(W,t) - (w + 2N, + ' Ny)

1
- / f"(a(w + Ny + e*No) + W) - (w + 2Ny + ' Ny)
0

® (w +e*Ny + ' Ny)(1 — a)da.
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Replacing this into the equation of w and using the equation (5.4.2), we obtain that

ow

o ¢ 2FW,t) + 2 (W, t) - (w + 2Ny + *Ny)

+ 82/ f(a(w + 2Ny +e*Ny) + W) - (w + 2Ny +'Ny)
0

® (w+ >Ny + *Ny) (1 — a)da

—E2R(W) —*Ry(W) — ¢ %(W t) — 2N{(W,t) - (2 Ry (W) + * Ry (W)
—€ %(W t) — e*NJ(W,t) - (2R (W) + * Ry (W)).

By the equations (5.4.3), it follows that
ow

5 =2/ (W,t) - (w+ *Ny)
1
+ &2 / f(a(w+ 2Ny +e*No) + W) - (w + 2Ny +&*Ny)
0

® (w+ >Ny 4+ *Ny)(1 — a)da
— SNI(W,t) - Ry(W) — e*NGy(W, 1) - (2R (W) + * Ry(W)).

Integrating from 0 to ¢, we then obtain that
) =¢ / (W, 7) - w(r)dr 4 £ / f'(W,T) - No(W, 7)dr (5.4.7)
— 56/ N|(W,T) - Ry(W)dr — 54/ Ny(W,7) - (2Ry (W) + * Ry(W))dr
ot ) 0
" €2/ / f(o(w+ 2Ny +e*No) + W) - (w + 2Ny +*Ny)
0 Jo
® (w + 2Ny + €*Ny) (1 — o) dadr.

5.4.2 Study of the second order averaged equation in the case
of T

Let Wy € H(T), s > 1/2. We consider the averaged equation
atW = Sle(W) + €4R2(W)

Since we already computed R, and Ry, we can rewrite this equation as :

atW = 5ereS(VV) + 64{f,(VV, t) : Fosc(vva t)}res
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Setting W = W, we have that W satisfies the equation :

(5.4.8)

8tW = fres(W) + {f/(Wa t) : Fosc(Wa t)}res
W(0) =Wy = W,.

Lemma 5.4.1. Let s > 5. The problem (5.4.8) is locally well-posed in H*(T) at least
on a time-interval [0, §], where C' > 0.

Démonstration. We first estimate the two terms on the right hand-side of equation
(5.4.8). By equation (5.3.4), we have that

R (W)

Hs(T) = Hfres(w>|

msry < C|IW|

3

Then, we explicitly write the Fourier coefficients of {f'(W,t) + Fose(W, 1) }res. Since
we have

FUOW) k) =—i Y HEEREIY A0 W(m),

k—l+m—j=0
it follows that
F(FO9) - Fuse W, ) (B) (5.4.9)
=-2i Y UK mI=lD 2 ") ) ()W W(m)
k—l4+m—j=0
i Z ez’t(\k\f|l\+|m|f|j|>w<j>w(l>pm)(m)
k—I+m—j=0

gtlil=lnl+lpl=la) L —

=2 et ([kI=[U+Im|—]5]) n m
2% ) T g V@O )

k'fl+mfj:0

j—n+p—q=0
71— In|+[pl—lq|#0

+i Z eit(|k|—|l|+|m|—\j\)W(j)W(l)
k—I+m—j=0

m—n-+p—q=0
Im|—|n|+[p|—|q|#0

e—it(lm|=In|+lpl-lql) — —

W(n)
lm| — |n| + |p| — [q]

Then, Ry(W), the resonant part of f/(W,t) - Fose(W, 1), has the following Fourier
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coeflicients :

F(BoW)) =F ({F/ V) - Fosc W, ) s ) (8) (5.4.10)

1 o ~ =
=2i : W)W (@)W ()W ()W (m)
k_H;_jo 7l = In| + |p] — |q|
Jj—n+p—q=0
191~ In|+[pl ~ |40
k]~ i1+ |~ [n|+p[ a0

1 o ~ —
+1 WEHEIWOW(n)W(gW(p
D e UL
m—n+p—q=0
|m|—[n|+|p|—|q|7#0
k== |+In|—|pl+|q|=0

Noticing that

FLFOV) - FeW )R <2 S0 MWW HWm)

k—l+m—n+p—qg=0

+ Y VOV OW W (@W(p)],

k—l—j+n—p+q=0

and proceeding as in the proof of Lemma 5.3.3, we obtain

[ R2 (W) Hs(T) = H{f/(W) * FoscW, 1) Fres|

e < CIW|

B (T)- (5.4.11)

We use a standard fixed point argument to prove that equation (5.4.8) is locally
well-posed. Define

AW(t) .= W(0) +/0 fresW(7))dT +/0 {f'OV(7),7) » Fosc WV(T), T) }resdT.

We intend to show that there is T = % such that A is a contraction of the ball

B(R) = {W e C([0,T], H?)

IV Loe 0.7, 125 (m)) < 3}7

where R = 2”W0| Hs(T) = 2€||W0|
Indeed, let W € B(R). Then,

ms(1)- First we notice that A acts on the ball B(R).

AW Lo (o.17,15 (1)) < [IV(0)|[ (1) + T fres OV (7)) oo (0,71, 25 (1)
+ TI{f' OV(7), T) - Fose V(7)) }resl| Lo 0,17, 15 (1))
< W)l a5y + CT W37y (1 + IV

?'{S(’]I‘)>

R
<5+ CTR*(1+ R?).
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Choosing T' = WIHRZ) < 60—2', we obtain [|AW)|| e (o), m=(1y) < R and thus
AW € B(R). The fact that A is a contraction follows similarly. Therefore, there
exists a unique solution of equation (5.4.8) in B(R). O

Proposition 5.4.2. Let Wy € H(T), s > 1/2. The solution of the Cauchy problem
(5.4.8),

atW == fres(W> + {f/(W7 t) : FOSC(W7 t)}res

VV(O)ZZ&LVbIZI)@b,

coincides with the solution of the following Cauchy problem :

{&:y =~ (YPY) — ML (VPSI-(VPY) = S 075D (o

y(o) =Wy =Wy
on its mazimal interval of existence.

Démonstration. First we make the observation that we can easily prove local well-

posedness of equation (5.4.12) in H*(T), s > 4 on a time interval [0, &], following
the lines of the proof of Lemma 5.4.1. Notice that Y € L% (T). Therefore Y_(t) = 0,

for all ¢ in the maximal interval of existence of ).

In the following we prove that the only terms that do not contain YW_ and thus,
contain only Wy in {f'(W,t) - Fose(W, 1) }res are —IL  ((W4 PSTI_(IW, [*Wy)) and
—3IL W2 STI_(JW4[2WV,)). Since all the other terms contain at least one factor
W_, it results that the Y (t) = Y, (¢) is also solution for equation (5.4.8). By Lemma
5.4.1, we have uniqueness of the solution of equation (5.4.8). Thus, ) is the unique
solution of equation (5.4.8).

It is thus sufficient to determine the terms of {f'(W,t) - Fosc(W, 1) }res which do
not contain WW_. Let us consider the first term of the Fourier coefficient in equation
(5.4.10) :

1 . . -
2i : W(n)W(g)W(p)W()W(m)
k_H;_j:O 1 = Inl + [Pl = lql
Jj—n+p—q=0
|7]=[n|+[p|—Iq|#0
|k[—t[+|m|—|n|+|p|—|g|=0

The first condition we have for the above sum is that [j| — |n| + |p| — |q| # 0. As
we noticed in Lemma 5.3.1, it follows that j,n,p, ¢ cannot be simultaneously non-
positive or non-negative, j # n, and j # ¢. Since in the above expression we have the

factor W(n)W(q)W(p), it follows that if we only want to have W,, then the only
possibility is p,n,q > 0 and j < 0. In particular, this also satisfies j # n and j # q.
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The second condition we have for the above sum is |k|—|l|+|m|—|n|+|p| —|g| = 0.
As a consequence, this yields |k| — |I| + |m| — |j| = —(|j| — In| + |p| — |¢|) # 0. Thus,
k,l,m,j cannot be simultaneously non-positive or non-negative, k # [, and k # j.

Since in the above sum we see appear the product W(Z)W(m), if we only want to
have W, it follows that we have two choices :

(i) k,l,m>0;j<0andk #1,
(ii) k< 0;l,m>0;7<0.

Note that if k,I,m > 0,7 < 0 and if k£ = [, then k—I+m —n = 0 yields m = 7, which
contradicts the fact that m and j have different signs. Thus, the condition k # [ in
(i) is redundant.

We compute |k| — |I| + |m| — |n| + [p| — |g| for the second case (ii) :
[kl = [l] +[m| = |n| + p| = lgl = =k —=l+m—n+p—q
=2k+(k—-1l+m—-j)+(—n+p—q) =-2k<0.

This contradicts the condition |k| — || + |m| — |n| + |p| — |¢| = 0, and thus the case
(ii) does not take place.

In the case (i), we have

|kl = [l +[m| = In|+|p| =gl =k =l+m—n+p—q
=k—-l+m—-j)+(G—n+p—q) =0

Moreover,
Jl=Inl+1lpl—lal==j—-n+p—g=-2j+(-—n+p—q)=-2j=-2(n—p+q).

Thus the only possible choice if we want to obtain terms that do not contain W_, is
the following :

, 1
2i m; Sy a W @WEWOW(m)

n—p+q<0
k,l,m,n,p,q>0

Y ]—“(%H(|W\2W))(n—p+Q)W(1)W(m)
k—l4+m—(n—p+q)=0

n—p+q<0
k,l,m,n,p,q>0

_ —z‘f(H(|W|2%H—(\W’2W)>>(k)'
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Proceeding similarly with the second resonant part in equation (5.4.10), which is
equal to

. ]. A . ~ =
DY T IOV W),

k—l4+m—j=0

m—n+p—q=0
[m|—|n|+|p|—|q|#0
k| =[ll=j1+In|—|pl+]g|=0

we obtain that it contains only one term in which W_ does not appear, which is

o F (1 W ST W) ) ).

Therefore, the conclusion of the proposition follows. O

Proposition 5.4.3. Let s > %, 0<a<L %, and 6 > 0 small enough. Consider the
equations

0Y = —iIL (YY) — i L ([YPSIL([Y2Y)) — BIL, (V2 ST (Y PY)
Y (0) = Wy

and

{atU = —ie’IL (|UPU) (5.4.13)

U(0) = W,

Assume that ||U(t)| g < C(log(ﬁ))a for allt € R. Then, for

1-2a
0<t< E%(log(g%)) , we have that
1Y (t) = U@l <27,

where Cy > 0 1s a constant and 0 is chosen small enough such that Cod < 1. In
particular, ||Y (t)||gs < C’(log(g—%)) .

Démonstration. Set Z :=Y — U. Then Z satisfies the equation

0.7 = —ie* (L. (Y PY) = TL ([UPV)) — i (Y ST (YY)
— L (VT (VY)
Z(0) = 0.
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We set also
hU) : = =L (|UPPU)

g(U) == —iH+(IU!2%H—(IUl2U)) - %H+(U S (UP0)).

!
D
Then, we have

Z(1) = & /Ot (h(Y () = h(U (7)) )dr +&* /Ot g(Y (7))dr.

In what follows, we use a bootstrap argument. Set

T i=sup {t > 0’\|Z(t)|\Hs(T) <1},

1-2a
We prove that 7' > E%(log(g%)) . Suppose by contradiction that

T< <10g( ! ))Ha. (5.4.14)

The following inequalities hold :
[P(Y(£)) = (U (£) || 2+ )

lg(¥ @)llas(my < lg(U )]

< [|Z()]

weny sup |[B (@ Z(t) + U ()] (5.4.15)

a€gl0,1]

ws(m) + [|Z(2))]

e sup |lg'(eZ(t) +U(@))]

a€gl0,1]

where || - || denotes the norm of a bounded linear operator acting on H?®. Then, for
0<t<T, we have

[40]

t
He(T) < 82/0 1Z ()| =) Sel[lpl [ (aZ(7) + U(7))|ldr (5.4.16)

v [l

Let us first show that the suprema in (5.4.15) are finite if 0 < ¢ < T. Using the fact
that for s > 1/2, H® is an algebra, we have that :

|A(X1) - X

Hs d7—+5 / HZ

lz(ry sup |lg'(eZ(r) + U(7))||dr.

a€l0,1]

1 = (| 200 (| XT] X2) + TLy (X7 X) |1 < 3] X0 17

XQH

Since ||U(t) || s (m) < C(log(%))a, we obtain that

sup ||’ (aZ(t) + UW)] < 3llaZ(t) + U@

a€(0,1]

o < (1og(5) "
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Secondly, we have

. — 1 . —1
9 (X1) - Xo = - zH+(X2X15H_(|X1|2X1)) - ZH+(X1X25H—(|X1|2X1))

, 1
— 2zH+(|X1|25H

. 1 —
~(Xs| X1 ) — ZH+(|X1|25H—(X12X2))
) ] ———M— . [
- ZH+(X2X1511(|X1|2X1)) - ZH+(X1251_L(X2|X1|2))
7 1]———
— §H+(X125H7(X12X2))-

All the terms can be treated similarly. For example, for the first one we have

, — 1 1
[ ZH(X2X15H—(|X1|2X1))||HS(T) < 1 Xallmsem [ Xol m T)||—H—(|X1|2X1))| H?(T)
(1+[k[*)® 1/2
< 1% (Y xR )
k<-1
2\s ’/’5\\ 2\ /2
<X, (D0 U+ R XX (R)])
k<-1
< 1 X1l gl Xall g1 X P X sy < 11X s ol X2l 2o (-

Therefore,

sup [lg'(aZ(t) + UM < llaZ(t) + U®)|l5ecn)

a€l0,1]

1 4o
< c(1og()
1-2a
for 0 <t < é(log(%)) . Similarly, we prove that

lo(U () o < 1og(5) "

n < CIlUM);

By equation (5.4.16), we then have

120l <e*(tog(2) "¢ [ 1Zdr+<* [ ot
52<log(l5 /HZ Mdr +¢&* (log(%)) Ct.

1-2«
Using Gronwall’s inequality, we thus obtain for if 0 <t < 5 (log(%;)) , that

2a
1 S5a Csz(lo L) t
ms(my <Ce* log(—6)> te 5

€
<Ce? < log(%)) 1+3Q€Clog(§s) < £2-Cod

12 (#)]

VS
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where Cy > 0 is a constant. If ¢ is small enough, then this estimate is much better
than the one considered in the definition of T'. Therefore, there exists v > 0 such that

1-2a
for0 <t < = <log( )) + v we have that || Z(t)||gs(ry < 1. This contradicts the

1-2a
assumption (5.4.14) we made on T. Thus, T > % (log(s%)) , and moreover

1Z (@) < 27
1-2«
forall 0 <t < 5 (log(g%)> : O

5.4.3 Proof of Theorem 5.1.7

Lemma 5.4.4. For W € H*(T) we have that

LF (WOl <CIW -,
L7 (W, 1)

where || - || denotes the operator norm of a bounded linear operator acting on H*(T).

In addition, the following applications are continuous and N-linear on H*(T) :

1. W No(W,t) with N = 5,

2. W — f/(W,t) - Ry(W), W N/(W,t) - Ro(W), W > N(W,t) - Ry(W) with
N =71,

3. W s N4(W,t) - Ry(W) with N = 9.
) < <10g(8%)>a, then their H°(T)-norms are all bounded

Yo
by (log(%))
Démonstration. The proof follows the same lines as that of Lemma 5.3.3. n

Proof of Theorem 5.1.7. By Lemma 5.4.2, we have that the solution of the averaged
equation (5.4.8) is W(t) = ) (t). By hypothesis, we have that the solution of equation

(5.4.13) satisfies ||U(t)| gs(1) < C’(log(g%))a Then, by Lemma 5.4.3, it follows that

W (@) lzs(my = [[Y ()]
follows from equation (5.4.7), that

1
i < (1o 5)) "0 [ Jute

ae(m) < C(log(g%)) . Using the estimates of Lemma 5.4.4, it

[[w(?)]

|gs(mydr + ¢ (log( ! ))gaCt,
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1—2«
for 0 <t < E%(log(g%)) . Then, by Gronwall’s inequality we obtain

2c
1 9a 2<lo i) Ct
ma(T) <€ <log(—5)> Cte” \ )

€
1+7«
54<10g(i5)> eC’log(E%) < 847005’

lw(®)]

where Cy > 0. Thus, |Ju(t) — W(t) — e2Ny (W, t) — e*Ny(W, t)| - < g4-C0d fop
120
0<t< 3 <log(6 )> . Since | No(W, )| mrs(ry < C(log(%)) this yields

4—Coo

lut) = W (t) = & Fose (W, ) | mrs(ny = [[u(t) — W (t) — e*Na(W, )]

H(T) S €

Changing back to the variables v = ee~ Py and W = W, the conclusion of the
theorem follows :

lu(t) — eIt (W(t) + Fose(W, t)) | zrs(my = |Ju(t) — W(t) — 2N, (W, )l ey < £5-Cod

[]



Chapitre 6

Soliton interaction with small
Toeplitz potential for the Szego
equation on the real line

Ce chapitre est la reprise d’un article en préparation.

6.1 Introduction

One of the most important properties in the study of the nonlinear Schrédinger
equations (NLS) is dispersion. It is often exhibited in the form of the Strichartz
estimates of the corresponding linear flow. In case of the cubic NLS :

i0wu + Au = |ul*u, (t,7) € R x M, (6.1.1)

Gérard and Grellier [34] remarked that there is a lack of dispersion when M is a sub-
Riemannian manifold (for example, the Heisenberg group). In this situation, many of
the classical arguments used in the study of NLS no longer hold. As a consequence,
even the problem of global well-posedness of (6.1.1) on a sub-Riemannian manifold
still remains open. In [35, 34|, Gérard and Grellier introduced a model of a non-
dispersive Hamiltonian equation called the cubic Szégo equation. (See (6.1.2) below.)
The study of this equation is expected to give new tools to be used in understanding
existence and other properties of smooth solutions of NLS in the absence of dispersion.

In this paper we will consider the Szegd equation on the real line. The space of
solutions in this case is the Hardy space L3 (R) on the upper half-plane
C, = {z;Imz > 0}, defined by

L% (R) = {f € L*(R); supp f C [0,00)}.

190
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The corresponding Sobolev spaces H3 (R), s > 0 are defined by :

H3 (R) ={h € L2 (R); |Ih

- A 1/2
m = (50 [T+ IPrIaOPdE) < oo).

The Szego projector Il is the projector on the non-negative frequencies,
IT: L*(R) — L2 (R)

1(/)(x) iliﬁmW.

T o
For u € Li(R), we consider the Szégo equation on the real line :

i0wu = H(ju*u), (t,z) € R x R. (6.1.2)

1
This equation is globally well-posed in H?(R).

On L3 (R) we introduce the symplectic form
w(u,v) = Im/u@dx
R
and the real scalar product
(u,v) = Re/ uvdzx.
R

Let D C L% (R) be a dense subset of L2 (R). We say that a function F': D — R
admits a Hamiltonian vector field Xr : D — L% (R) if

duF(h) = w(h, Xr(u)),
for all u, h € D. The function
1 4
H(u) = - [ |u(z)|"dx
4 Jr
defined on L% (R), admits the Hamiltonian vector field
X (u) = —ill(Jul*u),

Thus the Szegd equation is a Hamiltonian evolution. The most remarkable property
of this equation is the fact that it is completely integrable in the sense that it posses
a Lax pair structure [75]. The Lax pair is given in terms of Hankel and Toeplitz
operators.
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A Hankel operator H, : L2 — L2 of symbol u € Hi/Q is defined by

H, is a Hilbert-Schmidt operator, it is C-anti-linear and satisfies

(Hu(h1), ho) = (Hyu(h2), ha). (6.1.3)

A Toeplitz operator T, : L2 — L% of symbol b € L>(R) is defined by

Ty(h) = TI(bh).

Ty, is C-linear and bounded. Moreover, T} is self-adjoint if and only if b is real-valued.

In what follows we consider the perturbed Szegd equation with a small Toeplitz
potential
i0u = H(|ufu) + eTyu. (6.1.4)

This is no longer a completely integrable equation. It is still globally well posed in

1
HZ(R)if b € H'(R). This can be proved by following the lines of the proof of Theorem
2.1 in [35] on the global well-posedness of the Szeg6 equation.

If instead of the Toeplitz potential we considered a multiplicative linear potential
bu, then the corresponding equation would no longer be Hamiltonian. However, if we
project to Li, obtaining this way a Toeplitz potential Tyu = I1(bu), we conserve the
Hamiltonian structure of the Szegé equation. For this reason, the Toeplitz potential
is the natural generalization of the linear multiplicative potential in the case of the
Szegd equation.

The Hamiltonian of equation (6.1.4) is

/|u )dr + = /(:U)|u(x)|2dx

This yields that the Hamiltonian H, is formally conserved by the flow. Note also

that the fact that b is a real valued function, yields the conservation of the mass
u) = [ |u|*dx.

The goal of the paper is to study the long time behavior of the solution of the per-
turbed Szegt equation (6.1.4) having as initial condition a soliton of the unperturbed
equation.

Definition 25. A soliton for the Szegd equation on the real line is a solution u with
the property that there exist c,w € R, ¢ # 0 such that

u(t,r) = e "™“ug(x — ct).
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In [75, Theorem 2| it was proved that all the initial data of solitons for the Szego
equation on R are of the form

%
e ¢0a0

uy = e“Capuon(po(r — ag)) = (6.1.5)

7 )
X a0+u0

where n(z) = x%z’ ap, o € (0,00), and ¢g,a9 € R, and that the corresponding
solution is
¢i9(0) g

PO (6.1.6)

u(t, z) = e"Daguon(pe(z — a(t))) =

Oé2 2 aQ
where ¢(t) = =200t + ¢g and a(t) = “G°t + ao.

We show that the solution of the perturbed Szegd equation (6.1.4) with initial
data uy = e aguen(po(r — ap)) preserves the form u = e®aun(u(r — a)) over a
large interval of time, and the time dependent parameters a, «, ¢, i evolve according
to the effective dynamics, up to small corrections. More precisely, the main result of
the paper is the following theorem.

Theorem 6.1.1. Let b : R — R be a function in H'(R) with the property that
Vel (R) Let 0 <e < 1land 0 < § < % If u is a solution of the perturbed Szegd
equation with a small Toeplitz potential

i0pu = I(Jul?u) + eTyu (6.1.7)
u(0, ) = ape’™ pon(po(x — ao)), a
where ag, 9 € R and ag, o € (0,00), then
lu(t) — a(t)e™ O u(tn(u(t) (= — a(®))] y < e,
+
for times 0 <t < GIgCO . 1176 ln(é), where ¢y 1S a constant depending only on oy and

Hos and a, &, ¢7 K SCLtiSfy

T
=22 [V(a+ 2)[p(x)Pdz + O(e*5),

a
«
b=~ — = [b(a+ 2)n(x)Pdz — £ [¥(a+ 2)2]n(z) Pde + O(+5),
fr=—%[V(a+ 2)In(z)[*dx + O(e+%).

a? e z\z 28
Gk — 2 [Y(a+ 2)Z|p(x)Pdr + O(e'+5),

(6.1.8)
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In addition, if a, OEQE:

QI
I
of3
=
|
|l\'.>
+ = =

Ql
I
|
NS

(6.1.9)

= O
I
|

N

|
) 3 |m
+ —

| |
l\')
m
%
Q‘\

with the same initial data ag, g, Go, [to, then

la —a] < &dezt In(L),
la —al < 60(56%+6 In(
|6 — 9| < 0™ In(2)?,
= ff < éde2t In(L).

%)’ (6.1.10)

where ¢y depends on oy, -

As a consequence if € is small enough cmd 15 <0 < , then for times
0<t< (2) we have that

ln co

lu(t) — a(t)e®Ou)n(at) (@ —a))| 4 < Ces*s. (6.1.11)

H

+ =

The problem of studying the solution of a perturbed equation having as initial
condition a soliton of the unperturbed equation was first addressed in the setting of
the nonlinear Schrodinger equation by Bronski and Jerrard in [14] and their result
was improved by Keraani in [54, 55]. They considered the semiclassical regime which
is equivalent to adding a slowly varying potential V' (ex). The method consists in
using the orbital stability of the soliton and the result states that the center of mass
moves according to Newton’s equation a”(t) = —DV (a). It seems difficult to adapt
this method to the setting of the Szegd equation since it extensively exploits the
relations between the densities of mass, energy, and momentum. These identities
have no correspondent for the Szegé equation.

This problem was also considered by Frohlich, Tsai, and Yau and Frohlich,
Gustafson, Jonsson, and Sigal in the settings of the Hartree equation and of the
nonlinear Schrodinger equation with a general nonlinearity in [31, 29, 30]. Some of
these results were improved in [48, 49] by Zworski and Holmer in the case of the one
dimensional nonlinear Schrodinger equation with a Dirac potential and with a slowly
varying potential. In this paper we adapt the method of Zworski and Holmer to the
case of the Szeg6 equation.

The starting point in proving Theorem 6.1.1 is to determine the vector field corres-
ponding to the restriction Hy|ps of the Hamiltonian to the four-dimensional manifold
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of solitons

M = {e“aun(r —a)),¢,a € R,a > 0, > 0}.

Then, we determine the flow of this vector field, called the effective dynamics. In
the case of the Szegd equation with a small Toeplitz potential the effective dynamics
are given in the system (6.1.9). We then decompose the flow of the perturbed Szego
equation (6.1.4) into a part belonging to the manifold M and a part which is symplec-
tically orthogonal to M. We show that the part of the solution which is orthogonal
to M is small. Thus, the flow of (6.1.4) is close to M. Then, the heuristics pointed
out by Holmer and Zworski suggest that the flow is close to the flow of Hy|y, i.e.
the effective dynamics. This can be rigorously proved and yields the approximation
(6.1.11).

In proving that the part of the flow which is orthogonal to M is small we consider
the Lyapunov functional and use the coerciveness of the linearized operator.

First we consider the functional &£ : Hi/z — R,
1 4 1 _ 1 5
Ew) =7 [ lul'de + 7 [ (@rwadr — = [ Jufdz. (6.1.12)

Then 1 = -1 is a critical point of &, i.e. d,€ = 0 since

i n
50 + L(InPn) = 7 =0. (6.1.13)

The Lyapunov functional is defined by
Lw)=E&w+n) —Ew)

1
and the linearized operator £ : H} — R is

' 1
L(w) =&w = —%wa — 2T),pw — Hpw + 7% (6.1.14)

In [48], Holmer and Zworski consider the case of the nonlinear cubic Schrodinger
equation with a Dirac potential, that can be generalized to the case of a multiplicative
linear potential. The maximal time for which the approximation holds is of order \/ig
Thus, the result we obtain for the Szegé equation with a Toeplitz potential (the
natural extension of the multiplicative potential) is close to [48]. However, working
with the Lyapunov functional as it was done in [48| does not give the desired result
in the case of the Szegd equation, since we no longer have a Galilean invariance.
Consequently, we use the linearized operator, as it was done by the above cited
authors in [49], in the case of a slowly varying potential.
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Notice that the ezact effective dynamics given by a, &, ¢, i, are an approximation
of the solution of the perturbed equation only for times

5-11n(1)§5-1 1

0<t<
~ 6lncy g39 e 6lncy g5 ¢

where o > 1—30. (If we agree to have an approximation of order 5%, instead of that of

order £2+3 that we have, we can actually go up to times 0 < ¢ < =22 In(1).) For
0 ¢ €

larger times, the approximation is only given by a, «, ¢, i, which are perturbations of
the effective dynamics. The fact that we cannot approximate the solution by the exact
effective dynamics for larger times (i.e. 0 < § < ) is due to the estimate on |¢ — ¢|

which is only of order O(¢?~), while we need an approximation of order O(€%+%).

This difficulty is caused by the complicated form of the effective dynamics and by

the fact that the perturbed equation does not conserve the momentum HuHiIl/Q. In
+

the case of the nonlinear Schrodinger equation with a Dirac or a slowly varying
potential, the effective dynamics have a simpler form and give a good approximation
of the solution for all the range of times considered in [48, 49].

The structure of the paper is as follows. In section 2 we briefly describe the
manifold of solitons. In section 3 we find the effective dynamics. In section 4 we use
the implicit function theorem to prove the orthogonal decomposition of the flow and
determine the equation of w, the part of the flow which is orthogonal to M. In section
5 we prove the coerciveness of the linearized operator in directions orthogonal to the
manifold M. In section 6 we estimate w using a bootstrap argument and in section
7 we conclude the proof of Theorem 6.1.1.

6.2 Manifold of solitons

We introduce below the manifold of solitons for the Szegé equation on the real
line.

For g = (a,a, ¢, 1) € RxRY x T xR*, where T = R/27Z, we define the following
map on L% (R)

ws g-u, g-u(x) = eCapu(pu(r — a)).

This action gives a group structure on R x R} x T x R% :

(CL, a, ¢7 ,U) : (CL/7 O/a ¢/7 :u/> = (alla 0//7 //7 ,Ul,)a
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where
a/,’/ =a —i—/%
Z”:Zi 5 (6.2.1)
p= .

We denote this group by G. In order to determine the Lie algebra g corresponding
to this Lie group, we compute

Oal(a,1,0,1) - u] = —0zu

O0a[(0,,0,1) - ul =u
a=1

200.1,6,1) ul| =i

0,1(0,1,0, 1) - u = 20,u + u = 0(x - u).
pn=1

Then, the Lie algebra g is generated by

e1=—0, €=1, e3=1, e4 =0, .

It acts on UyenM(N), where

M(N) = {% €L

deg(B) = N, deg(A) < N — 1, B(0) =1, pged(A, B) = 1}.

Notice that according to [69]|Lemma 6.2.1|, we have that UyenM (V) is dense in
L2 (R).

The action g is conformally symplectic in the sense that

g'w = a*(g)u(g)w. (6.2.2)
Indeed, with the change of variables y = p(z — a)
(g7)(w0) =T [ Papulu(e ~ a)e Papn(us - a)ds
—aulm/ y)dy = o’ pw(u,v).

Definition 26. The manifold of solitons is the orbit of n, n(x) = #i, under the
action of the group G :

M =G -n={?aun(u(z — a)),d,a € R,a >0, > 0}.
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We then make the following identifications :
M=G-n~G, T)M=g-nx~g. (6.2.3)
For b = 0, the flow of Hj is tangent to the manifold of solitons M. This corresponds

to the fact that if u(0,2) € M, then u(t,x) € M for all t € R. More precisely, by
equations (6.1.5) and (6.1.6), we have that if u(0,z) = e®aun(u(z — a)), then

u(t,z) = g(t) - n = *Da(t)u(t)n(ut)(x — alt)),

where
aft) = %4
a(t) =0
o(t) = =4
a(t) = 0.

6.3 Effective dynamics

We will compute in this section the restriction to the manifold of solitons M of
the symplectic form w|y; and prove that (M, w|y/) is a symplectic manifold. Then, we
compute the restriction of the Hamiltonian Hy|y, as well as the vector field associated
to Hy|as. This vector field yields a flow on the manifold of solitons M, that we refer
to as the effective dynamics.

First we compute (w|y), on T, M, at the point 7. Using
@ln(ene) =Tm [ (e a)la)le; - mlde.

and the residue theorem, we get
1
x
T+iT+i

(w]ar)n(er, e2) ——Im/(’?
@lan(er es) =0, @lady(er,e) = =Z, (@lar)y(ea es) = —

(wln)n(ez, ea) =0, (wln)y(es, es) =

SE

Hence

(w]ar)y = g(da/\da+du/\da+2dgb/\da+d¢Adu). (6.3.1)
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Let us now compute (w|pr),., for arbitrary g € G. By (6.2.3) we can identify the
action of g on M with the action ¢ : G — G given by (6.2.1). Then, we have that the
differential d,g : T,,M — T, M is given by

1
d,g = pda + ada + do + pd. (6.3.2)

By equation (6.2.2), we have that
Wy (dyg(u), dyg(v)) = & pwy(u, v). (6.3.3)

Then, equations (6.3.2), (6.3.3), and (6.3.1) yield

0 0
8@25)977 + X4<%)g~m

Yl(%)g-n + YZ(; )gn + Y?)(aagb)g'” T Y4(%>gn>
= ulwlan)y (X0 g b + S + Xal + S
m%m%aﬂ) +Y<§¢> #),)

:§au( da N da+ dp A da + dqb/\da+ dqﬁ/\du)

(a2, +X2<(f> +X3<(f¢> Xl

Vi), 4 Yol o), “”3<a¢> — i)n).

(@l (Ko + Xalge)gn + Xl

Thus,

w|M—a,u ( da Nda+ dp A da+ dgb/\da+ d(b/\d,u) (6.3.4)

One can easily verify that w|ys is a non-degenerate symplectic form and therefore,
(M,wlp) is a symplectic manifold.

Let f be a function defined on M ~ G. Then, f admits a Hamiltonian vector field
Xy on M if

wim(-, Xyp) =df = foda+ foda+ fudp+ fudo,
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where f, = and fa, f4, and f, are defined similarly. Denoting X; = Xla +X26
X532 35 + X4 I “and using (6.3.4), the above equation is equivalent to

2 1
a2ug (g(deoz = Xyda) + (Xadp — Xida) + - (X6 Xiglo) + - (Xadlg ~ ngu)>
= fada + foda + f,udlﬁ + fpdg.
Then, the components of the vector field X are

X =— a2#7r( 2ufu+ afa),
Xo = = 2 W(afa +apufy),
XS = ﬁ(ﬂfﬂ - O‘fa)a

Xy =~ (ufs +2f0).

This allows us to determine the Hamiltonian flow associated to X, @ = Xy (u), which
is given by (d, é, . 1) = (X1, Xo, X3, X,).

Let us now compute Hy|y, and find its Hamiltonian vector field.
1 €
Hiluo-n) = 7 [ alntute = a)l'de + 5 [ Wala?siniute - a))Fda
2,2
o)fds + < [ bolntuta - a)Pda
R

atydr e’ x
= + bla+ — 2dz.
S 5 /R (a ﬂ) In(x)|*dx

Taking f = H,|y, we have that

fo= 22 “fb’ a+ &)n(z)Pdz,

fo = _QH_ —}—gaufb a+ 5)n(x)|*dz,

fs =0,

fuo= 222 = [ b0+ 2) () Pdz — %5 [ ¥(a + 2)2[n(x)Pds

As above, we determine the components of the Hamiltonian vector field associated
to f = Hp|ar, and obtain that the flow of Hy|ys is given by

2

=t =2 [V(a+2)2n(x)Pde,
G= 2 [+ E)n)Pds,
2

b=~ 2 [hat B)n()Pde — £ [¥(a+2)E ()P,
= =% [V(a+ 5in()dz.
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6.4 Reparametrized evolution

Our goal is to show that the flow generated by H, can be approximated by the
effective flow of Hy|ps. In order to do so, we decompose the solution u(t) of the Szego
equation with small Toeplitz potential (6.1.4), into a component belonging to M and
a component which is symplectically orthogonal to M in the sense that :

u(t) =g(t) - (n+w(t)), ww(t),Xn) =0,VX € g. (6.4.1)

The key point is to prove that the orthogonal component w is small.

Let us show that the above decomposition/reparametrization is indeed possible
at least for short time.

Lemma 6.4.1. For a compact subset ¥ of R x RT x T x R and v > 0, denote by
Ugﬁ:{ueH%ﬂinf |lu—g-n <fy}.
geX

3
H+

a y-tubular neighborhood of 3.

There exists yo = v0(X) such that if u € Us,, with v < o, then there exists a
unique element g(u) € X with the property

wlg(u)™ -u—n,X-n)=0VX €g.

1
Démonstration. Consider the function F': H} x G — g7,

Fu,h)(X)=w(h-u—n,X-n).

We want to solve F'(u,h) = 0 for h = h(u). We verify that the function F' satisfies
the hypotheses of the Implicit Function Theorem :

(i) F(u,h) is of class C* in h,

(i) F(g-n,g ') =0forall g € G,

(iil) dpEF(g- 1,97 ") : T,-1G — g* is invertible for all g € G.

The first two properties can be checked directly. As for the third property, it is
enough to check it for ¢ = e = (1,0, 1,0), the unity of the group G. Thus, since
T.G = g, it is enough to check that d, F'(n,e) : g — g* is invertible. But
dnF(n,e) = (w|ar)y which is non-degenerate because, in the basis {e; - n}]_, of g, it
writes

| N
_ O = O

whose determinant does not vanish. OJ
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Thus, the orthogonal decomposition (6.4.1), with w(t) = g(¢t)~" - u(t) — n, holds
as long as u(t) is close enough to M = G - 1.

In order to find the equation that w satisfies, we need the following lemmas :

Lemma 6.4.2. If t — g(t) = (a(t),a(t), ¢(t), u(t)) is a C function and
u € UNeNM(N), then

Co(t)-u=gt)- (Y (t)w),

where Y (t) = a(t)u(t)e, + %62 +o(t)es + %64'

Démonstration.

%g(t) ‘u :%(e%uuw(ﬂf —a)))

=ige apu(p(z — a)) + eapu(p(e — a)) + eaju(p(r - a))
+ ei¢au8zu(u<m —a))px — e#a,uamu(u(x —a))(fra + pa)

=g (es-w)+ g (e u) + g (eq ) g (g - w)
=g (¥ (t)uw)
[

We also need Lemma 2.1 from [49], that we restate in the context of our problem.

1 1
Lemma 6.4.3. Suppose that g : H} — HZ s a diffeomorphism such that
g*w = p(g)w, where p(g) € C°(HZ,R*). Then, for f € C*°(H?,R) we have that

1 1
——X,s(p).p € HE.

(97 ) Xr(g(p)) = 0]

In the next proposition we determine the equation satisfied by w.

Proposition 6.4.4. If the solution of the perturbed Szeqo equation (6.1.7) can be

reparametrized as in Lemma 6.4.1, u(t) = g(t) - (n + w(t)), for all t in an interval
(t1,t2), then w satisfies the following equation :

ow=—-Xn+ (—isH(b(a—kg)n) +2B€1"I’}—CGQ'T]"—(A+B)€3'77+2064"I’]>

— Xw + (—iéH(b(a—i-f)w) +2Bel-w—C’eg-w+(A+B)63-w+26’e4-w)
"
+ 02 Lw — io? P Nw,
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where
' 0212 & a2l
X = (ap — 5 +2B)61+(a—0)62+(¢+ 1 + A+ B)es (6.4.2)
+ (ﬁ + 20)64,
w
1 1
Lw = —§8mw = 2T},pw — Hypw + Y
Nuw = H(jw]*w + [w|*n + 2wRe(nw)),
£ T
A== [ bla+ Dyn)d
= [bla+ Dinta)a,
d
Bi=Z [Vt Daln@Pe,
m u 7
€ x dz
¢i=Z [Va+ Din@)P.
m 7 7

Démonstration. Denote i = w +1n = g~ 'u. Then, by Lemma 6.4.2, we have that
Ou=0(g-(n+w))=g-Y(n+w)+g-dw.

Then, Lemma 6.4.3 yields

ow=-Yn+w)+g ' 0u=-Yn+w)+g 'Xg,(v) ==Y (n+w)+g ' Xy, (gu)

1 -
= —Y(T] + U)) + a—ngg*Hb(u).

Since

4,3 2
(9" Hy) (@) = Hy(gi) =~ /]ﬁ|4dx + mT'u/b(a—i- g)\’&]de,

we have that
Y ; 4. 31~12 2 T, .
c&wmwz—ﬂ(aummﬁfawm+ﬁm>
and therefore,
¢ 4 3 2 2 x
Ow=—-Y(n+w)— &Tuﬂ<a 1| +wl*(n +w) + o ,ub(a + ;)(77 + w)) (6.4.3)
. Xz ] T
_( —Yn —iell(b(a + ;)77)) + ( — Yw — iell(b(a + p)w)>
— i1 (2Re(niv)y + Inf*w)

- ia2,u2ﬂ<|w|2w + 2Re(nw)w + |w|2n> — 1?11 (|nl*n).
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Denoting
a2 a2y’
X=Y+(- 5 +2B)e; — Cez + ( I + A+ B)es 4 2Cey, (6.4.4)
and noticing that
a2 a2y aty? i
— oy = 0,n, ——es-n=—-a*u?
5 C1°1 5 vy @I = T

and similar relations hold for w, we obtain
w=—Xn+ (—iaH(b(a—F%)n) +2B61'77—O€2'T]+(A+B)63'77+2064'77>

—Xw—|—(—iaH(b(a—i—f)w)—|—2361'w—C’eg'w+(A+B)€3'w+2064'w
U

9 9 2 2 z w
— it <H(2\n\ w+n w)+§3xw——

4
— iaz/LQH(\w\zw + 2Re(nw)w + \w\277>.

) —ia?p? (H(In\zn) + %&m - g)

Equation (6.1.13) and (6.1.14) yield the conclusion. O

Remark 6.4.5. Notice that X = 0 is equivalent to a, «, ¢, u satisfying the effective
dynamics (6.1.9).

Lemma 6.4.6. If the solution of the perturbed Szegd equation (6.1.7) can be repara-
metrized as in Lemma 6.4.1, u(t) = g(t) - (n +w(t)) at time ¢, then the L*-norm of
w(t) is equal to

lw(®)[|32 = w(% -1).

Consequently, o*(t)u(t) < adpuo.

Démonstration. By the conservation of the L?-norm of the solution of the Szegd
equation with a Toeplitz potential, we have that

-+ w01 = o) w0 = (o = i oo

a?(t)p(t)

By the orthogonality of w and 7, we have that w(w, X -n) = 0, for all X € g. In
particular, taking X = e3, we obtain

(w,n) = Re/wﬁdm = —Im/wﬁdm = —w(w,ez-n) =0.
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Then

In+w(t)|7: = InllZz + lwt) 7. = 7 + lw(t)|Z:,
and the conclusion follows. O

Next we define P, the symplectically orthogonal projection on the manifold of
solitons M. We also give two technical lemmas concerning some properties of P.

Definition 27. Define the projection onto T, M = g-n~ g by
P: (Uyen M(N))/ — 0,

w(u — P(u)n,Yn) =0,VY € g.

Lemma 6.4.7. Let || - || be a norm on g obtained by using the standard R* norm in

the basis {e1, ea,e3,e4}. Then, for allw € H? and Y € g, we have

[1P(Yw)l| < ClIY[[[[wl]| 2,
IPENw)I| < Cllw]? y (lw] 5 +1).

1
2
H? 7

1
Démonstration. Let P = Z?Zl Pjej, P; : H,* — R. Then the definition of P yields

4

(w|ar)n(u — Z Pjej - m,arer -1+ ases - n+ azes -1+ aseq - n) =0,
=1

for all a; € R. Then, it follows that
T T T
a; (w(u, er-n)— =P — —P4) + as (w(u, ey n) + EPI — 7TP3)

2 2
+ az(w(u, e3-n) + 7P + gR;) + as(w(u, eq - 1) + gfﬁ - ng) =0,

for all a; € R. Therefore,

(

Pr(u) = 2(w(u, ez m) = 2w(u,eq ),

Pofu) = 2( = wlu.e5 - m) = w(u,er 7))

Ps(u) = % w(u, ey - n) —w(u,ey - 77)),
\P4(u) = % 2w(u, e1 - n) + w(u,es - n))
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The conclusion follows by using the Cauchy-Schwarz inequality and integration by
parts. For example, for P; we have

1Pyl <] [vun|+2| [voaien
:’/(—Ylamw—|—Y2w+iY})w+Y48$(Iw))ﬁdx‘
+2)/(—Y18xw+Y2”LU+Z'Y3w+y48x(xw))mdx‘
guyu(‘/wamdx]+2‘/wﬁdx‘+}/a:wamda:]+2]/wa§(m)dm]

+4) /w(?m(xﬁ)dm‘ +2‘ /xwag(xﬁ)dx‘)

<CIIY[llwllzz (10:0] 2 + lInllz2 + l20an]l L2 + 110z (@n)l| 22 + 205 (2)]2)
<C[[Y|[ljwl]l 2

By using the Sobolev embedding Hz(R) C LP(R) for all 2 < p < oo, we have

1PN w)|| =[lw(iNw,n) — 2w(iNw, Oy (xn))||
§’/\w\2wﬁdx—|—/\w\2|77]2dx+2/wRe(771D)77dx‘
+2‘/|w|2w8w(m_])dx+/|w|2nam(x7_])dx+2/wRe(mI))8x(xﬁ)dx

SCO(llwllze + 1w’llze) < Cllwllza(llwllzs + fewllzs) < Jwll® 4 (], 3 +1).
+ +

]

Lemma 6.4.8. If f : R — R is a function of class C* such that f' € L'(R) N L*(R)
and f € L*(R), then

Pt = 2( [ r@atiPas)e - ([ £@ht)ac)e,
* %( / f@)n(@)l*de + / [ (@)zln(@) Pz es + g( / [ (@)na)dz ) es.

Démonstration. Let Y = Z?Zl aje; be an arbitrary vector in g. Then, integrating by
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parts we have

w(l(ifn),Y -n) = w(ifn,arer - n+ azez -0+ azez - n + aseq - n)
:Im<—al/z’fn&vndx+a2/ifnnda:

+a3/ifn(—i)ﬁd:l:+a4/2’f773x(11377)d96’)
=2 [ 0P yin + a [ fluPds -+ ot [ F@n(o) (a(e) + 0u(0) d
=% [ PnPan v a) [ finfde =5 [ (@@ + f@)ln)Pds
=% [ s+ e+ ) [ fnPds =5 [ 7 yelao) s

Using the formula for (w|s), we have

o(( [ r@stn@paz)e-n-~( [ F@ln)Piz)e -y
w2 ([ r@m@Pds + [ pajln@Pds)esn+ 2 ( [ F@Pde)en.y )
=9 [yt + o+ ) [ fiabde = [ sl P

By the definition of the projection P, the conclusion follows. O

Lemma 6.4.9.

P(—z’sH(b(a+§)n) + 2Be; -n—Cez-n+(A+B)63-77+2(§’e4-n> =0.

Démonstration. Take f(x) =eb(a+ 7) in the above lemma. O

Remark 6.4.10. Lemma 6.4.9 and equation (6.4.4) show that

0122 2,2

P(—Yn—iaﬂ(b(a—k%)n))——X— 2” el—l—af

€3.

Thus, X is the orthogonal projection on the manifold of solitons of a significant term
of the right-hand side of the equation (6.4.3) satisfied by w.

In the following we intend to give an estimate for || X||. We need the following
definition and Lemma that we cite from [49, Lemma 2.2].
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Let f € C*°(H2,R) and suppose df (po) = 0. Then the Hessian of f at po is well
defined f"(po) : TpH} — Ty H;. We identify T),H} and T H} using the inner

PO
1 1
product and we define the Hamiltonian map F : T, H; — T, H? by

F= _if/,(p0)7 <f”(p0)X7 V) =w(Y,FX).

1 1
Lemma 6.4.11. Let N C H} be a finite-dimensional symplectic submanifold of HF
and let f € C°(HZ2,R) such that

Xs(p)€eT,N CT,H?,p€E N.

If po € N and df (po) = 0, then the Hamiltonian map satisfies
F(T,N) C T,N.

Lemma 6.4.12. If the solution of the perturbed Szegé equation (6.1.7) can be repa-
rametrized as in Lemma 6.4.1, u(t) = g(t) - (n+w(t)), for all t in an interval (t1,t2),
|w(t)|| 12 is small enough, and & < u(t) < 222, then the vector X defined by

2,2

X = (ap— = +2B)er + (- = O)es + (6 +

a2

4

+ A+ B)es + (g +20) ey,

where the expressions of A, B,C can be found in equation (6.4.2), satisfies the in-
equality

X1 < Clellwllze + lwl? y + lw]? ,)-
H H

1

2

+ +

Remark 6.4.13. Lemma 6.4.12 yields that if [|w]| 1,2 is small, then ||X]|| is also
+

small. On the other hand, we noticed in Remark 6.4.5 that || X|| measures how far
a,a, ¢, i are from the effective dynamics (6.1.9). Thus, the Lemma 6.4.12 shows that
if one can prove that w, the part of the flow which is orthogonal to the manifold of
solitons, is small, then a, a, ¢, u are perturbations of the effective dynamics.

Démonstration. Note first that P(Y -n) =Y, for all Y € g.

Since w(w,Y -n) =0, for all Y € g, it follows that Pw = 0 and PO,w = 9,Pw = 0.
Then, by Proposition 6.4.4 and Lemma 6.4.9, we have

0=—X— P(Xw)+a**P(iLw) — > P(iNw)
+P<—i5H(b(a+ E)w) +2Bej-w — Ceg - w + (A+B)eg~w+2Ce4~w>.
0
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By Lemma 6.4.7, we have that
[P(Xw)|| < el X|[|wl|z2,
IPENw)|| < cllw]? y (hwll 3 +1).

1
2
+

We prove that P(—iLw) = 0. For £ defined by equation (6.1.12), we have that X¢
is tangent to M, which corresponds to the fact that if the initial data is in M, then
the flow of Hy stays in M. Then,

(Xe)gn C TyyM C T, HE.

Then, by Lemma 6.4.11, we have that the Hamiltonian map of £, —iL, satisfies
(—iL)(T,M) C T,M.

Then, since w is orthogonal to T, M = g-n and Tj,2, H,2 are symmetric with respect
to the real scalar product, we obtain that

w(—ilw, X -n) = Im/—iEwX -ndr = —Re/EwX -ndx = —(Lw, X -n)

=—(w,L(X -n)) = Im/w—z’ﬁ(X -n)dx = w(w, (—iL)(X - n)) = 0.

For the last term, we first notice that we have

g X
4= = / bat (o) | < eslplslnlFs < c=. (6.4.5)
€ T dx
Bl = = / Via+ Dalp@)P| < celt o lan? @)l < ce,
T p It
€ T dx
== [V(a+= 2—‘< v 7o < e
ol =< / (@ P < cell sl < cs

Using the expression of P we found in the proof of Lemma 6.4.7, we obtain that
HP( — iell(b(a + E)w) +2Be;-w—Cey-w+ (A+ B)es - w+2Cey - w) H
W
< C€||U)HL2.

By Lemma 6.4.6 we have that o’y < a2, and thus we have

1X0 < eI XMMlewllzz + plwl” y + pllwll® 1)+ celjewll .

H

+ v
+

If ||w]| 12 is small enough so that c||w| > < 1, then we write

(L = cllwllz) XN < elellwllzz + plwl , + pllwl® 4.
H HE

1
2
+

To conclude, we use the fact that u(t) < 22, O
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6.5 Coerciveness of the linearized operator £

In this section we prove that the linearized operator L, defined by equation
(6.1.14), is coercive in directions which are symplectically orthogonal to the manifold
of solitons M.

Lemma 6.5.1. For all [ € Ker(H,2) N H}, we have that

LN = 1R

H

+ ro

N2
Démonstration. Since 1(z) = —=, we have that Ker(H,z) = <§—jr;) L?. Let

1 N 2 1
fEKer(Hp)NH?, f = (5) h, where h € H?. Then

T'”Pf:H<(x+i)1(x—i)(i:r§)2h> :H<(§;;)3h> B (5;;)3/1

and
L(f) = ~0uf ~ Myyaf — Hpf + 4f

T —1 T/ —1\2 T —1 1l/x—1\2
=2—h——(——) Oh—2—=h+-(—— ) h
(x 4 19)3 2<x+i>a (x 4 19)3 +4<x+i>

Tr—1\2, 1 1
= (557) 50+ 3.

and thus, using i—jrﬂ = 1 and the Plancherel identity, we obtain

£, = () (50n+ g0, () 0 = (—50un+ )

1 [> - 1 1
— 5 [ eh©lag+ 11 = A2 5.
0 HE
O
In what follows we need a Kronecker-type theorem characterizing the Hankel
operators of finite rank. We state this theorem bellow. For the proof we refer to [75].

Theorem 6.5.2 (|75]). The Hankel operator H, has finite rank N if and only if u is
a rational function which belongs to M(N), where

M(N) = {ggzi € Li‘ deg(B) = N, deg(A) < N—-1, B(0) =1, p.g.c.d.(A,B) = 1}.
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Moreover, if u € M(N), u(z) = A87 where B(z) = szl(z — p;)™, with
Z}]=1 mj = N and Imp; < 0 for all j 1,2,...,J, then the range of H, is given

by

o~}

1 J

(z —pj)m™’

1
Proposition 6.5.3. If w € H} is such that w(w, X -n) =0, for all X € g, then

RanHu:span(C{ lgmgmj}

J=1

1
(Lw,w) > {lwl? .
H+

Démonstration. By the Kronecker-type theorem, we have that the range Ran H,2 is
generated by all the fractions having as a numerator a complex number and as a
denominator a factor of 2. More precisely,

1 1 1 1
Ran(H,z) = spang { ——, ——, —— 1
an(Hyz) = spang r+i x+i (z+1)? (x+10)2

= spang{n, in, —i0,1, 10, (zn) }

= SpanR{iel -, ie? -, i@g -1, i€4 : 77}
On the other hand, we have that w(w, X -n) = 0 for all X € g, which is equivalent to

0=w(w,e;-n) :Im/wej-ndx:Re/wiej-ndx: (w,iej - n),

for j = 1,2,3,4. Thus w belongs to the orthogonal of Ran(H,2) with respect to the
real scalar product. Since H,» is C-antilinear, w belongs also to the orthogonal with
respect to the Hermitian inner product in L?, which is Ker(H,2). Hence

1
w € Ker(H,2) N H}. By Lemma 6.5.1, the conclusion then follows. O

6.6 Main estimates

In this section we estimate w, the part of the flow which is symplectically ortho-
gonal to the manifold of solitons, and prove that it is small.

Lemma 6.6.1. If the solution of the perturbed Szegé equation (6.1.7) can be repa-

rametrized as in Lemma 6.4.1, u(t) = g(t) - (n + w(t)) on a time interval (t1,ts),
1

B < u(t) < B, and w(t) is small enough in the H}-norm, then the following esti-

mate holds

+ cfJw|®
H

+ cfjw]?
H

I

1 2
310Lw,w)] < celw] g+ eelull?

—+ ol
“+ o=
“+ o=

where ¢ 1s a constant depending on oy and L.
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Démonstration. We have that

%6t<£w,w) = (Lw, Qw)
=(Lw, =Xn)
+ (Lw, —iell(b(a + %)77) +2Bey-n—Cey-n+ (A+ Bes-n+2Cey - 1)
+ {Lw, —Xw)
+ (Lw, —iell(b(a + E)w) +2Be; - w — Cey-w + (A+ B)es - w + 2Cey - w))
+ (Lw,ic* > Lw) — (Lw,ic’ > Nw)
=[+II+II+IV+V+VI

and we will estimate each of the six terms. The challenge is to deal with the terms

1
containing 0, w since we only have w € HZ(R). In what follows we focus on such
terms, the rest of the terms being easier to handle.

We set X = Z?:l aje;. By Lemma 6.4.12, we have that

+[lwlf® ).
H

;] < e(ellwllzz + [lw]®
H +

“+ =

For I, we integrate by parts
Re (61 / %&twel : ndx) = Re ((‘11 / %w@iﬁdm)

and apply the Cauchy-Schwarz inequality for each term. We obtain

).

+ ]’

1] < el X wllze < elellwl|Z> + [lwl]®
H H

+ o
+ v

For II, integrating by parts and using Cauchy-Schwarz, we have

i T € T 1 x
— . 1 —\n = - / —)—n - 7’
Re(/Qﬁzw ieb(a + M)ndx) 2Re(/wb (a+ M)’undx—i—/wb(a—l— ’u)n dx)

1/2

< cellwll gal|mll o< 10l 2= + cellwl| 2 ||| .2 [[b]] o=

1
< 65(1 + m)HwHLQ

Using the equation (6.4.5) for the rest of the terms, we obtain

1] < cel|w]| 2.
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For III and IV we analyze each term. Besides integrating by parts and using
Cauchy-Schwarz or Holder inequalities, a key ingredient is the fact that we deal with
the real scalar product.

4

. 4
1 = (Lw, —Xw) :Re<2aj/%&cwej'wd%’”Z%/\n\Qwej'wdx

+Zaj/nwej T — Zaj/we] wdr) = () + (i) + (i) + (iv).

Then
) 1 1 . a
(1) :Re<—a1§/]8xw\2+a2§/ﬁmwwd:ﬂ+f/@x(]wIQ)daz
+a ! J,wwdx + a ! x|0 w|2dx>
42 T 42 i
1 o0
= —a2+a4/;8xwwdx: —aQ_ZHM/ &l (€)]?d¢
0

2
Ao + ay
= le\fﬁ/z < HXHHwHiI%,

+

by the Hélder inequality we have

(ii) = 2Re< —ay / In|*wd,wdr + as / 1n?|w|*dx — a3i/ In?|w|*dx
+ a4/ In|*|w|*dz + a4 / !77!230?1)350@0527)
——a [ InPouuP)de +2az + i) [ nPluPde o [ InPaou(uf)ds

< el X]lflwlz:

similarly

(iii) = — %/n dx + ag /nQEde— agi/772@2dw
+ a4/ widr + — /n%@d@%da:)

< e[l X[[[lwllZ:
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and

1
(iv) :—ZRe<—al/wam@dx+a2/|w|2dx—agi/|w|2dx

+a4/|w| dx+—/xw8 wdm

:_i(_E/ (Jwl?)de + (az + ay) /|w\ da:+—/x8 (jwP)dz

1
~(o+ 3 [ulds < X ul

Hence

II| < ef| X[ [lw]®

%
Hy

+ [Jwl*

%
Hy

+[lwlf® 4)-

%
Hy

< c(efw]?
H

1
2
+

For IV we have

l , T
IV = Re/ §amw (zab(a + "

+ 2Re/ In|?w (iéH(b(a + g)w) +2Be;-w — Ceg-w+ (A+ B)eg-w + 2Cey - w)dm

)u‘H—QBel-w—C’62-w+(A+B)63-w+QCe4-w)d:c

+ Re/n2w <i5H(b(a + E)w) +2Bée;-w—Ceg-w+ (A+ B)ez-w + 2064—-w> dx

0
1

— ZRe/w(isb(a + E)w +2Be;-w — Cey-w+ (A+ B)eg-w + 2C%ey - w)dm

= (i) (id) -+ (i) + (iv).

By the equations (6.4.5) and the Sobolev embedding Hz(R) C LP(R), 2 < p < oo,
we have

(i) =— i/gb(a + E)&C(|w|2)dav - BRe/i|8xw|2dx - %Re/i@mwwdx

A+ B
+

0
/8x(]w|2)da:+CRe/i8xw@dx

— IVl lwlZs + cellwl’,

C
V(a+ =) wldz - Sl
L 2 H

4# — :U’1/2

1 2

+ m\»—t

1/2
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For (ii) we only analyze the terms containing d,w. By the equations (6.4.5), we obtain
- 4BRe/ In|*wd,wdx + 4CRe / In|2zwd,wdx
=28 [P, + 20 [ Infz0.(uf)da

2B / 0, (In?)|wf*dx — 2C / By (nfa)wPdz

< cellwl|3-.

Thus

and similarly we obtain the same bound for (iii). Computing the last term, we obtain
that (iv)=0. Hence

1 2
V< esl4 el

Since we work with the real scalar product, it follows immediately that V=0. For
VI again we only analyze the terms containing 0,w. The important step is to group
together wn + wn € R.

— a2 (50w, i(fwlw + 2wl + w'R))
1 1 1
= a3 / ]2, ([w]?))dz + 5Re/ (|20, wida + QRe/GIw@(wﬁ + )
1 1 1
= o2 / u(Jul)da + SRe / wPo.wnds + / 0 () 2Re(u)dr
2. 2 1 2 — 1 2 — —
=—a’u <§Re |w|*0,whdx — 3 |w|“2Re(10,w + w@xn)da:>

= az,que/ lw[*wdyndr < ca’ p?||wl|® .
H

+

For the other terms it is enough to apply the Cauchy-Schwarz and Sobolev inequali-
ties. Using Lemma 6.4.6 we obtain

VI < ca®*(fwll? , + ol 4) < caguop(llwll® y + [lw]® ).
H? H? H? H?
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In the following, we combine the inequality in Lemma 6.6.1 with the coerciveness
properties of the linearized operator £, to obtain an estimate for ||w||H%
+
Proposition 6.6.2. Suppose the solution of the perturbed Szegé equation (6.1.7) can
be reparametrized as in Lemma 6.4.1, u(t) = g(t)- (n+w(t)) on a time interval [t;, 5]
and B2 < p(t) < B Let 0 <e < 1 and0<(5<%. If [ta — 1| < 15 and

1_
£2

then

< t 2
1900ty < ol ="

where ¢y > 2 is a constant depending only on oy and pyg.

Démonstration. Integrating from t; to t5 the estimate in Lemma 6.6.1, we have that
Lw(ts), w(ts)) <(Lw(ty),w(ty)) + c(te — t1)el|w 1
(Lulta).w(t) (Lot wlts) +clta = el o0

+e(ty = th)eljw]]? y et = t)lw]® 1
Loo([tlth]:H-E) Loo([tlth}’H-E)

+e(ta — t)[Jw]* y o+ (=) [Jwl? 1
Loo([tlth]:H-E) Loo([tlrtQLH-E)

On the other hand, we have
1 1
(Cult)wits)) =5Re [ o))~ 2 [ () Pds

1
—Re/nQE(tl)zdx—i-Z/|w(t1)|2dx

1
<5 (eI
H

<d|lw(t,)|
H

1
+ 2lmllZe lw(E)I1Z2 + [l ze fw ()17 + 7o)

+ =

+ roj—

Together with the coerciveness of the linearized operator £ in Proposition 6.5.3, this
yields

1 2 2
—llw <4||lw(t + c(ta — t1)el|w 1
4H !ILOO([%M’H%)_ | (1)I|H+% (t2 — t1)el] HLOO(WZLH%)
+ ety — t1)e||lw]|? + ety — t1)||w]]?
(t2 — t1)e]] HLOO([thtz]’H%) (ta — t1)| IILw([th%H%)

+ ety — t1)||lw]|® .
(ta —t1)]| IILM(M]’H%)
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Since c(ty — t1)e = et < £ we can pass the term c(ty — t1)5||w||2% to the left
H+
hand-side of the inequality and with the estimates in the hypothesis we obtain

1
= lwl® y < Allw(t)]?

1 + 3!,
8 Lo ([t1,t2],H2) H

“+ =

This gives us the conclusion with the constant ¢y = max(32,24c¢) depending only on
&o, [ho- L

The proposition below is the main step in proving Theorem 6.1.1.

Proposition 6.6.3. Let X be a compact subset of R x RY x T xR%, 0 <6 < %,

and let £ > 0 be such that €3 < Yo, where vy was defined in Lemma 6.4.1. Suppose

infyes ||u(0) — g - 77HH% < e3ts. Then, for all
+

4] 1 1

0<t< T
6lncy ¢3—

the solution of the perturbed Szegd equation (6.1.7) at time t can be parameterized as
in Lemma 6.4.1, u(t) = g(t)(n + w(t)). Moreover, we have

<e 6||lw(0)|| 1 +e2t3 (6.6.1)

ol oy < )
([04,H2) H

and

Démonstration. We use a bootstrap argument. Set

- i _g- L Ho 3t
T :=sup{t>0 ;I61£ llu(t) —g n[\Lw([07t]7Hi/2) <ez, 5 < u(t) < } (6.6.2)

We intend to show that 7" > ﬁ : E%% In(1). Suppose by contradiction that

o Lndy

6lncy =39 ‘e

Since infgey [|u(t) — g(t) < e <y forall 0 <t < T, it fol-

' nHLoo([o,t],Hi/Q)
lows by Lemma 6.4.1 that the solution of the perturbed Szeg6 equation (6.1.7) can

be reparametrized as u(t) = g(t) - (n + w(t)) for all 0 < ¢ < T, and moreover
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||w(t)||Loo([O g2y < e2. We apply the Proposition 6.6.2 successively on the intervals
iy
0, 2], [, 5], [%2, o). For ¢ in the interval [0, =], we obtain
g2 £2 e2 £2 2

1 2

Using this information for ¢ = ——, we obtain for ¢ € [+—, —2] that
£2 €2 5

2
146
@l < gllwO)] 4 +co(1+co)e ™.

+

+ roi—

H

Ultimately, we have that for all ¢ € [0, -]

-
Since ¢y > 2, we have that cozg_i < 2cf. Take k such that cf -
equivalent to

(©)
ol

, which is

) 1
= In(-).
61n ¢y n(é)

Then,

S5
W 1 < e s|lw(0
19,y < IO

Therefore, we have for 0 <t < 6hfc - ——1In(1) that
0 87_5 £

0, ety < 35 (6.63)
and by Lemma 6.4.12 it follows that

X < 5.
By the definition of X (6.4.2), it follows that

)H —1—20‘ < el tE
U

Thus
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6 . _1
61nco 6%—6

Integrating from 0 to t, where 0 < t < ln(é), and using the change of

variables y = a + ﬁ, we obtain that

1
) < clellVorlnllz + )t < oo -5 ().

In (%

Since around zero we have the Taylor expansion In(1+z) = z+ O(z?), it follows that

:u(t) — Mo < cd -€%+6 ln(l)
o 61n cq €

Hence, we obtain
1
() = po| < Gde= In(2),

where ¢y is a constant depending on ayg, po. Thus,

4,&0 0 1

2
“Ho for 0<t<

in(2). (6.6.4)

< u(t) <
M() lnCO 5%75 9

Equations (6.6.3) and (6.6.4) show that the conditions in the definition of 7'
(6.6.2) hold with better bounds, i.e. 3e3%5 instead of e2, égﬂ instead of %—0, and 2?

instead of £, for 0 <t < 61260 : %175 In(2). Since w(t) and p(t) are continuous with

respect to time, it follows that there exists ¢y > 0 such that the conditions in the
definition of 7" with exactly the same bounds as in that definition hold for times

0<t< ﬁ : %1_5 In(%) +to. This contradicts our assumption 7' < ﬁ : a%%é In(2).

Therefore, the conclusion of the proposition follows. O

6.7 Proof of Theorem 6.1.1

In this section we prove that Theorem 6.1.1 follows from Proposition 6.6.3.

Proof of Theorem 6.1.1. First we notice that u(0) = ¢(0) - n, where

g(0) = (ag, ap, ¢o, f10). Thus, by Proposition 6.6.3, it follows that u(¢) can be re-
parametrized as u(t) = g(t) - (n + w(t)) for times 0 < ¢t < ﬁ : E%Lﬂ;ln(i), and
moreover

¢ Ho 3o

- Sult) < —-

()] :

Loo([o,t],H%)

By Lemma 6.4.12 we then obtain

IX|| < et (6.7.1)
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Proceeding as in the last part of the proof of Proposition 6.6.3, we obtain that

1 1
|a(t) — po| < Godet In(-).

for 0 <t < 2 1— In(2). Similarly we have |fi(t) — po] < Gobeato In(2). Then

52

0(t) — 7(1)| < Codet ().

By equation (6.7.1) and using the definition of X, it follows that
25

«
‘— —C” < celt
a

Thus . Jd
« 3 Xz 26
—<= |V s
C < [Vt D@ et

Proceeding as we did for p(t) and possibly making the constant ¢, larger, we obtain
that

la(t) — ap| < G0t 2 In(

),
);

la(t) — a(t)] < Gde2 ™ In(

N =M=

for0<t<

1 1
— 61nco E%—S ln(g)

We thus proved that for the above range of time, p(t) and «(t) stay close to pg
and o respectively. The definition of X (6.4.2) and the estimate (6.7.1) then yield
that a, a, ¢, u satisfy the perturbed effective dynamics (6.1.8) in the statement of

Theorem 6.1.1.

By Lemma 6.4.6 we have that ||w||7. = W(aof — 1) Then, the equations satisfied

by @ and j yield d;(a?fi) = 0, and thus we obtain that
o = alpo + e F . a2 = ol

Subtracting the equations satisfied by ¢ and ¢, we then obtain that

-l =| - O“Z“% /( §)>|77|2dx
=2 [ (Har D) - vt D)alnta) P+ e

<elp— | + g < (@0 + ¢)ez 0] <>
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Integrating, we obtain the desired estimate for |¢—¢|. Similarly we obtain the estimate
for |a — al.

Let 0 < p < 1. Suppose ¢ is small enough such that & ln(%)2 < 1. Then we have
that 1

g — ¢| < G0 In(=)? < e,
€
1,6 R : 3 .3 3 :

If20 —p % 5+ 3 gzvhlch is equivalent to > 75 + £p > 15, then one can easily see
that |¢ — ¢| < e2T5. This together with the approximations for a, o, 1 in equations
(6.1.10) yields

la()e O u(Om(u(t) (@ — a(®)) = a(t)e ™ atn(al) (@ - a)))|

Thus, if § > % + gp > 13—0, we have that

lu(t) — a(t)e " altn(a(t) (= — (b))l

for times 0 < ¢t < 2~ - 1 1In(1).

61nco 8%76
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