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Cadre général Équation de conduction

Cadre général
Problème de conduction

Ee

ve−

Conducteur Ω soumis à une source de porteurs de
charge f (électrons e−).

Établissement d’un champ électrique qui dérive d’un
potentiel Ee = ∇u, u = 0 sur ∂Ω.

Loi d’Ohm : le courant vaut j = σ∇u.

Loi de balance −div(j) = f .

σ est une matrice symétrique définie positive.

Problème de conduction

Soit Ω un ouvert régulier et f ∈ H−1(Ω). Le potentiel u est l’unique solution
dans H1

0(Ω) du problème{
−div

(
σ∇u

)
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
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potentiel Ee = ∇u, u = 0 sur ∂Ω.

Loi d’Ohm : le courant vaut j = σ∇u.

Loi de balance −div(j) = f .

σ est une matrice symétrique définie positive.
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Cadre général Équation de conduction

Cadre général
Problème de conduction en présence d’un champ magnétique

+

+

+

+

+

+

−
−

−
−

−
−

h Ee

Eh

ve−

Conducteur Ω soumis à une source de porteurs de
charge f et plongé dans un champ magnétique h.

Régime permanent : apparition du champ de Hall

Eh = −ve− ∧ h.

Loi d’Ohm modifiée : conductivité perturbée σ(h) et

j = σ(h)∇u.

σ(h) n’est plus nécessairement symétrique mais

σ(h)T = σ(−h)

Remarques

En dimension 2 (plaque mince), le champ magnétique est perpendiculaire
au plan du conducteur et est identifié à sa mesure algébrique h.

En dimension 3, h est un vecteur de R3.
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Cadre général Équation de conduction

Cadre général
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Cadre général Matériau composite

Cadre général
Matériau composite

×ε

Matériau hétérogène : assemblage d’au moins
deux phases de caractéristiques différentes

I ε fixé : chaque phase est régie localement par
un problème de conduction associé à σε

I ε petit : fortes hétérogénéités et potentiel
oscillant rapidement

ε� taille caractéristique du conducteur : hétérogénéités gommées

−→ Matériau composite
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Questions

Comment caractériser le comportement macroscopique des composites ?

Satisfont-ils à une équation de conduction ?
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−→ Matériau composite

Questions
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Cadre général Matériau composite

Cadre général
Matériau composite

×ε

Matériau hétérogène : assemblage d’au moins
deux phases de caractéristiques différentes

I ε fixé : chaque phase est régie localement par
un problème de conduction associé à σε

I ε petit : fortes hétérogénéités et potentiel
oscillant rapidement

ε� taille caractéristique du conducteur : hétérogénéités gommées

−→ Matériau composite

Homogénéisation : étude asymptotique du problème de conduction pour le
matériau fortement hétérogène :{

−div
(
σε∇uε

)
= f dans Ω,

uε = 0 sur ∂Ω.
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Cadre général H-convergence

Cadre général
H-convergence

Définition du passage à la limite du problème de conduction dépendant de ε :

H-convergence (Murat & Tartar, 1978)

Si la suite σε : Ω −→ Rd×d est équicoercive et équibornée, i.e.,

∃ a, b > 0, σε ≥ a Id et σ−1
ε ≥ b−1 Id,

alors il existe une fonction u et une fonction matricielle σ∗ telles que, à
sous-suite près,

uε
H1

⇀ u et σε∇uε
L2

⇀ σ∗∇u,

où {
−div

(
σ∗∇u

)
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Notation

Lorsque σε H-converge vers σ∗, on note σε
H
⇀ σ∗.
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Cadre général H-convergence

Cadre général
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Cadre général H-convergence

Cadre général
H-convergence périodique

×εY

Conductivité périodique :

σε(x) = Σ
( x
ε

)
où Σ est Y-périodique, coercive et d’inverse coercif.

H-convergence périodique (Bensoussan, Lions, Papanicolaou, 1978)

La suite σε H-converge vers la matrice constante σ∗ donnée par
∀λ ∈ Rd, σ∗λ =

〈
Σ∇Wλ〉,

où Wλ ∈ H1
loc(Rd) est la solution du problème auxiliaire{

div
(
Σ∇Wλ

)
= 0 dans D ′(Rd),

y 7→ Wλ(y)− λ · y est Y-périodique,
〈
Wλ
〉

= 0,

et 〈·〉 désigne la moyenne sur la cellule de périodicité Y.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Introduction : conducteur à deux phases isotropes

Modèle de conducteur hétérogène isotrope

Simplification dans chaque phase par isotropie et σ(−h) = σ(h)T.

Dimension 2 : h ∈ R,

σ(h) = α I2 + β h J, J :=
(

0 −1
1 0

)
.

Dimension 3 : h ∈ R3,

σ(h) = α I3 + β E (h), E (h) :=

(
0 −h3 h2
h3 0 −h1
−h2 h1 0

)
.

Remarque

α et β sont, de façon générale, des fonctions paires de h.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Introduction : conducteur à deux phases isotropes

Conducteur hétérogène isotrope à deux phases fortement contrastées

Conductivités d’ordre de grandeur très différent entre les deux phases.

Pour αε, βε � 1, on considère les modèles de conductivité σε(h) :

• Dimension 2 :

αε I2 + βε h JΩε

Ω \ Ωε αε I2 + h J test

• Dimension 3 :

αε I3 + βε E (h)Ωε

Ω \ Ωε αε I3 + E (h) test

Remarque

Le cas α = β = 1 dans la phase faible n’est pas restrictif.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Introduction : conducteur à deux phases isotropes
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Conducteur hétérogène isotrope à deux phases fortement contrastées

Conductivités d’ordre de grandeur très différent entre les deux phases.
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• Dimension 2 :

αε I2 + βε h JΩε

Ω \ Ωε αε I2 + h J test

• Dimension 3 :

αε I3 + βε E (h)Ωε

Ω \ Ωε αε I3 + E (h) test

Remarque

Le cas α = β = 1 dans la phase faible n’est pas restrictif.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Introduction : fort contraste

Fort contraste : effets non locaux

Le problème limite peut comporter des effets non locaux.

Exemple (Khruslov & Fenchenko, 1981) : fibres périodiques de rayon εrε.

ε

σε = r−2
ε I3

σε = I3
εrε

On a toujours uε
H1

⇀ u. Deux cas possibles :

Si lim
ε→0

ε2| ln rε| = 0, alors −∆u = f .

Si lim
ε→0

ε2| ln rε| = γ ∈]0,∞[, alors u satisfait un

problème couplé qui dépend de γ.

Le problème limite n’est pas nécessairement un problème de conduction.
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Le problème limite n’est pas nécessairement un problème de conduction.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Introduction : fort contraste

Fort contraste avec une forte conductivité
Spécificité de la dimension 2

En dimension 2 et fort contraste, les effets non locaux sont impossibles.

Extension de la H-convergence en 2D (Briane, Casado-Dı́az, 2008)

Si σε ∈ L∞(Ω)2×2 est une suite de conductivités symétriques équicoercive
vérifiant

|σε| M∗⇀ θ ∈ L∞(Ω),

alors, il existe une fonction u et une fonction matricielle coercive et bornée σ∗,
dont la borne dépend de ‖θ‖∞, telles que, à sous-suite près,

uε
H1

⇀ u et σε∇uε
M∗
⇀ σ∗∇u

où {
−div

(
σ∗∇u

)
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Le cas non symétrique est traité par Briane et Manceau (2010).

17 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Introduction : but de l’étude

But : comparaison entre les dimensions 2 et 3

Comparer l’effet du champ magnétique lors du processus d’homogénéisation
pour des conducteurs composites 2D ou 3D à deux phases fortement
contrastées lorsque la suite σε(h) est

équicoercive : la conductivité de la phase forte Ωε explose alors que la
conductivité de la phase faible Ω \ Ωε est constante ;

bornée dans L1 :

|Ωε|αε −→
ε→0

α > 0, et |Ωε|βε −→
ε→0

β ∈ R;

telle que la phase forte ne se concentre pas :

1Ωε

|Ωε|
M∗
⇀ θ ∈ L∞(Ω).

B En 2D, le problème limite est un problème de conduction.

B En 3D, il faut ajouter des hypothèses pour que le problème limite soit un
problème de conduction.
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18 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnels : cas général

Cas général bidimensionnel
Homogénéisation en l’absence de champ

On commence par donner une définition de la matrice homogénéisée en
� l’absence de champ �.

On rappelle que α est la limite de |Ωε|αε.

Proposition-Définition

En dimension 2, il existe une fonction localement lipschitzienne

σ0
∗ : ]0,∞[−→ L∞(Ω)2×2,

telle que, à sous-suite près, pour tout α > 0,

σε(0) =
(
1Ω\Ωε + αε 1Ωε

)
I2

H
⇀ σ0

∗(α).

Remarque

La conductivité σ0
∗(α) est l’homogénéisée de la partie symétrique de σε(h).

20 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnels : cas général

Cas général bidimensionnel

On donne l’expression de la matrice homogénéisée σ∗(h) en fonction de la
matrice homogénéisée en l’absence de champ σ0

∗.

On rappelle que α est la limite de |Ωε|αε et β la limite de |Ωε|βε.

Théorème (M. Briane & L.P.)

En dimension 2, à sous-suite près, pour tout α > 0, β ∈ R,

σε(h)
H
⇀ σ∗(h) = σ0

∗
(
α (1 + κ2h2)

)
+ h J, où κ =

β

α
,

au sens de l’extension de la H-convergence au cas du fort contraste.

Éléments de démonstration :

Transformer σε(h) en une matrice symétrique par dualité.

Étudier le comportement asymptotique de la transformation.

Montrer que la transformation préserve l’homogénéisée.
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Éléments de démonstration :

Transformer σε(h) en une matrice symétrique par dualité.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnels : cas général

Cas général bidimensionnel
Éléments de démonstration

Lemme 1 (Milton, 1998)

Si σ est une conductivité bidimensionnelle à deux phases isotropes,

∃ a, b ∈ R, σ′ =
(
σ + a J

)(
I2 + b Jσ

)−1

est une matrice diagonale explicite.

On applique cette transformation, avec aε et bε, à σ = σε(h) et on obtient une
matrice diagonale explicite :

σ′ε =
(
1Ω\Ωε + α′ε 1Ωε

)
I2 où α′ε = αε(1 + κ2h2).

Par définition, la H-limite de cette matrice est σ0
∗
(
α (1 + κ2h2)

)
.

Lemme 2 : Préservation de la H-convergence étendue

σ′ε
H
⇀ σ∗(h)− h J.
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Éléments de démonstration

Lemme 1 (Milton, 1998)
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Lemme 2 : Préservation de la H-convergence étendue

σ′ε
H
⇀ σ∗(h)− h J.

22 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance



Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnels : cas périodique

Cas périodique bidimensionnel

On rappelle que, lorsque σε(x) = Σ
(

x
ε

)
, Σ Y-périodique, on a, pour λ ∈ Rd :

σ∗λ =
〈
Σ∇Wλ〉, avec div

(
Σ∇Wλ) = 0, Wλ(y)−λ ·y Y-périodique. (Per)

En fort contraste, la fraction volumique de la phase forte tend vers 0 et donc

σε(x) = Σε
( x
ε

)
.

On définit, pour ε fixé, avec Σ = Σε dans (Per), la matrice (σε)∗.

αε I2 + βε h J

αε I2 + h J

ε

fraction volumique θε → 0
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En fort contraste, la fraction volumique de la phase forte tend vers 0 et donc

σε(x) = Σε
( x
ε

)
.

On définit, pour ε fixé, avec Σ = Σε dans (Per), la matrice (σε)∗.

Au sens de la H-convergence périodique,

Σε
( x
δ

)
H
⇀
δ→0

(σε)∗ .

On a désormais un découplage :

Σε
( x
δ

)
H
⇀
δ→0

(σε)∗ −→ε→0
σ∗.

αε I2 + βε h J

αε I2 + h J

δ

fraction volumique θε → 0
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnels : cas périodique

Généralisation au cas non symétrique d’un résultat de Briane & Casado-Dı́az

Théorème (M. Briane & L.P.)

En dimension 2, si f ∈ W−1,p(Ω) pour p > 2 et si la suite (σε)∗ vérifie la
convergence

(σε)∗ −→ε→0
σ∗,

alors la solution uε du problème de conduction converge uniformément vers
l’unique solution u du problème{

−div
(
σ∗∇u

)
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Remarque

Seule l’hypothèse d’équicoercivité de σε est nécessaire, pas son caractère
borné dans L1 mais uniquement le comportement de〈

Σε∇Wλ
ε · ∇Wλ

ε

〉
= (σε)∗λ · λ.

On va appliquer ce résultat à σε = σε(h).
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnel : un exemple périodique

Exemple : fine structure en croix

a

αε I2 + h J
αε I2 + βε h J

tε

tε

`

1
x1

x2

Proposition

Si tε → 0, tε αε−→α > 0 et tε βε−→β ∈ R, alors la matrice homogénéisée
est donnée par

σ∗(h) =

1 +
α2 + β2h2

α
−h

h 1 +
α2 + β2h2

` α

.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnel : un exemple périodique

Exemple : fine structure en croix

a

αε I2 + h J
αε I2 + βε h J

tε

tε

`

1
x1

x2

Proposition

Si tε → 0, tε αε−→α > 0 et tε βε−→β ∈ R, alors la matrice homogénéisée
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites bidimensionnels : un exemple périodique

Exemple : fine structure en croix
Éléments de démonstration

On effectue la transformation de Milton pour se ramener à un problème
symétrique :

σ′ε = Σ′ε

( x
ε

)
,

puis on étudie le comportement asymptotique de (σ′ε)∗.

On étudie le problème symétrique.
I La symétrie de la microstructure implique que (σ′ε)∗ est diagonale.
I On utilise ensuite une inégalité de Voigt-Reuss, reposant sur

l’expression de la matrice homogénéisée dans le cas symétrique :

(σ′ε)∗λ·λ = min
{〈

Σ′ε(λ+∇V) · (λ+∇V)
〉
| V ∈ H1

loc(R2), V périodique
}
,

et qui s’écrit :〈
〈(Σ′ε e1 · e1)

−1〉−1
1

〉
2
≤ (σ′ε)∗e1 · e1 ≤

〈
〈Σ′ε e1 · e1〉−1

2

〉−1
1

où les termes de gauche et de droite convergent vers la même limite.
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(σ′ε)∗λ·λ = min
{〈

Σ′ε(λ+∇V) · (λ+∇V)
〉
| V ∈ H1

loc(R2), V périodique
}
,

et qui s’écrit :〈
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites tridimensionnels cylindriques : annuler les effets non locaux

Annulation des effets non locaux en dimension supérieure à 2

Cas périodique à fort contraste (Briane, 2002) : σε(x) = Σε
(

x
ε

)
où la

matrice Σε est Y-périodique (la dimension est quelconque).

Si la suite σε est équicoercive, bornée dans L1 et vérifie l’inégalité de
Poincaré-Wirtinger à poids

∀V ∈ H1(Y),

ˆ
Y
|Σε| |V − 〈V〉|2 ≤ Cε

ˆ
Y

Σε∇V · ∇V,

sous la condition
ε2Cε −−−→

ε→0
0,

alors le problème limite est un problème de conduction, i.e., il existe une
fonction u et une matrice σ∗ ∈ Rd×d telles que

uε
H1

⇀ u et σε∇uε
M∗
⇀ σ∗∇u.
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Annulation des effets non locaux en dimension supérieure à 2
Remarques

La condition ε2Cε → 0 est optimale pour la géométrie particulière des fibres
ε-périodiques et de rayon ε rε car, dans ce cas, la constante optimale Cε est
proportionnelle à | ln rε| : on retrouve la condition

ε2| ln rε| −→
ε→0

0.

La matrice σ∗ est construite à l’aide de la limite

Σε
( x
δ

)
H
⇀
δ→0

(σε)∗ −→ε→0
σ∗.

Deux difficultés pour le cas non périodique :

Écrire une nouvelle condition pour annuler les effets non locaux.

Construire la matrice σ∗.

On se limite aux composites fibrés en dimension 3.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites tridimensionnels cylindriques : hypothèses

Composites tridimensionnels cylindriques : hypothèses

On considérera un ouvert cylindrique de mesure 1 et une phase forte
cylindrique :

Ω = Ω̃×]0, 1[, Ωε = Ω̃ε×]0, 1[⊂ R2 × R et |Ω̃| = 1.

Ωε αε I3 + βε E (h)

Ω \ Ωε αε I3 + E (h)

Ω̃ε αε I2 + βε h3 J

Ω̃ \ Ω̃ε αε I2 + h3 J

⊥ fibres
section 2D

But

Exprimer la conductivité homogénéisée du matériau fibré σ∗(h) en fonction
de la conductivité homogénéisée de la section bidimensionnelle du matériau.
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Composites tridimensionnels cylindriques : hypothèses

On suppose qu’il existe une cellule Y telle que, en posant Qk
ε = ε(k + Y) pour

k ∈ Z3, l’inégalité de Poincaré-Wirtinger à poids

∀ v ∈ H1(Qk
ε),

ˆ
Qk
ε

|σε|
∣∣∣∣∣v−

 
Qk
ε

v

∣∣∣∣∣
2

≤ cε
ˆ

Qk
ε

σε∇v · ∇v, (P.-W.)

est satisfaite avec cε indépendant de k et sous la condition

cε −→
ε→0

0, (P.-W.)

et
∃c > 0, ∀k ∈ Z3,

 
Qk
ε

|σε| ≤ c. (H 2)

La structure n’est pas supposée périodique : on fait uniquement un
découpage périodique de la structure non périodique.
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites tridimensionnels cylindriques : hypothèses

Remarques sur les hypothèses

L’inégalité de Poincaré-Wirtinger à poids (P.-W.) dans le cas non
périodique est une remise à l’échelle du cas périodique.

L’hypothèse (H 2) est clairement vérifiée dans le cas périodique puisque
dans ce cas :  

Qk
ε

|σε| = ‖Σε‖L1 ≤ C.

Dans le cas non périodique, l’hypothèse (H 2) est une hypothèse de non
concentration de la microstructure : elle implique, à sous-suite près,

1Ωε

|Ωε|
M∗
⇀ θ ∈ L∞(Ω).

La fonction bornée θ, ainsi définie, est la fraction volumique effective
locale des fibres dans le matériau.
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Une formule générale

Théorème (M. Camar-Eddine & L.P.)

Sous les hypothèses (P.-W.) et (H 2), à sous-suite près, la solution uε du
problème de conduction converge faiblement dans H1

0(Ω) vers la solution u de{
−div

(
σ∗(h)∇u

)
= f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

et σ∗(h) est entièrement exprimée en fonction

des composantes de h ;

des paramètres α et β ;

de la H-limite de la section bidimensionnelle du matériau σ̃∗ ;

de la fraction volumique locale θ.

Remarque

Plus précisément :
σ∗(h) =

(
σ̃∗ p∗
q∗ α∗

)
.

Lorsque h = h3 e3, p∗, q∗ = 0, α∗ = 1 + α θ et σ̃∗ correspond à la formule 2D.
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Une formule générale
Éléments de démonstration

La projection du courant σ∇u dans le plan orthogonal aux fibres s’écrit :

σ̃ ∇̃u + β ∂3u
(

h2

−h1

)
, où σ =

(
σ̃ ×
× ×

)
et ∇̃u =

(
∂1u
∂2u

)
.

On étudie le comportement de ces deux termes pour σε(h)∇uε.

Le terme σ̃ ∇̃u est 2D et rejoint le cas déjà étudié.

Le second terme nécessite le lemme de compacité :

Lemme

Sous les hypothèses du théorème, on considère

L1(Ω)3 3 ξε M∗⇀ ξ et H1(Ω) 3 vε
H1

⇀ v.

On suppose que ˆ
Ω

σ−1
ε ξε · ξε +

ˆ
Ω

σε∇vε · ∇vε ≤ c.

Alors, ξ ∈ L2(Ω)3 et on a vε ξε ⇀ v ξ dans D ′(Ω)3.
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Éléments de démonstration

La projection du courant σ∇u dans le plan orthogonal aux fibres s’écrit :
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Une formule générale
Éléments de démonstration

Avec le lemme de compacité, on obtient

la limite du potentiel remis à l’échelle des fibres :

1Ωε

|Ωε|
uε
M∗
⇀ θ u,

qui fait apparaı̂tre la fraction volumique effective θ des fibres ;

la limite explicite des deux premières composantes de σε(h)∇uε à l’aide
la H-limite 2D au niveau de la section des fibres.

La composante du courant homogénéisé dans la direction des fibres s’obtient
avec les deux limites précédentes et des transformations algébriques.
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36 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance



Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Composites cylindriques : exemples des fibres à rayons variables

Exemple : fibres à rayon variable

On considère ε→ 0 et rε → 0 et on se donne la fonction de répartition des
fibres θ : Ω̃ −→ R+,∗ une fonction continue bornée, d’intégrale 1.

Les rayons de la forêt de fibres sont
modulés par θ :

rε,k := rε
√
θ(ε k).

×ε

2 rε,k

Ω̃ε

αε I3 + βε E (h)

αε I3 + E (h)

Proposition

Si ε2| ln rε| −→
ε→0

0, la conductivité homogénéisée est donnée par

σ∗(h) = I3 + θ

(
α3 + αβ2|h|2
α2 + β2h2

3

)
e3 ⊗ e3 + E (h),

où α est la limite de |Ωε|αε et β, la limite de |Ωε|βε.
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Exemple : fibres à rayon variable
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Effet Hall dans des composites à deux phases fortement contrastées Conclusion : comparaison entre les dimensions 2 et 3

Homogénéisation de conductivités non symétriques dans le cadre du fort
contraste en l’absence d’effets non locaux : nouvelle différence entre la
dimension 2 et la dimension 3.

En dimension 2, la conductivité homogénéisée est de la forme

σ∗(h) = σ0
∗
(
α (1 + κ2h2)

)
+ h J,

où κ = β/α et σ0
∗ la conductivité homogénéisée en l’absence de champ.

La dépendance est quadratique en h.

En dimension 3, la dépendance en h est plus complexe et peut faire
intervenir des fonctions rationnelles des composantes de h : exemple
des fibres à rayon variable

σ∗(h) = σ0
∗

(
α

1 + κ2|h|2
1 + κ2h2

3

)
+ E (h).
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Introduction
Magnétorésistance pour les matériaux homogènes

On considère un matériau homogène (de dimension 2 ou 3) baignant dans
un champ magnétique, de conductivité σ(h) et soumis à un potentiel u.

Énergie localement dissipée par effet Joule dans le conducteur :

E = j · ∇u = σ∇u · ∇u = ρ j · j
où j est le courant et ρ = ρ(h) = σ(h)−1 est la résistivité.

Variation d’énergie dissipée en présence de champ magnétique :

∆E =
(
ρ− ρ(0)

)
j · j =

(
ρs − ρ(0)s)j · j = M (h, h)j · j + o(|h|2).

où ρs désigne la partie symétrique de la résistivité ρ.

Définition

La matrice M (h, h) est la magnétorésistance du matériau.
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Introduction : but de l’étude de la magnétorésistance

Kohler établit en 1938 une loi phénoménologique pour les métaux purs :

Loi de Kohler

Expérimentalement, on a

ρ(h)s − ρ(0)s ≈ m|h|2

où m est un coefficient positif.

La magnétorésistance d’un métal pur est donc positive.

But de l’étude

La magnétorésistance d’un composite reste-t-elle positive ?

Remarque

Les résultats de cette partie avaient déjà été démontrés en dimension 2 avec
des outils bidimensionnels (Briane, 2010). On généralise ces résultats par
une méthode valable en toute dimension.

41 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance



Magnétorésistance dans les composites Introduction : but de l’étude

Introduction : but de l’étude de la magnétorésistance

Kohler établit en 1938 une loi phénoménologique pour les métaux purs :
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Magnétorésistance dans les composites Inégalité entre les magnétorésistances locale et homogénéisée

Hypothèses

La conductivité σ vérifie σ(h) = σ(−h)T et le développement limité :

Notation

ρ(h) = σ(h)−1 = σ(0)−1︸ ︷︷ ︸
symétrique

+ R(h)︸ ︷︷ ︸
antisymétrique

+ M (h, h)︸ ︷︷ ︸
symétrique

+ o(|h|2). (DA)
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On considérera ici le cas de la H-convergence classique :

la suite σε(h) est équicoercive, équibornée et H-converge vers σ∗(h) ;

sous certaines hypothèses de régularité par rapport à h de σε(h), on
obtient les développements asymptotiques (DA) pour σε(h)−1 et σ∗(h)−1.

On définit ainsi, par exemple, la magnétorésistance homogénéisée M∗(h, h).

43 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance
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obtient les développements asymptotiques (DA) pour σε(h)−1 et σ∗(h)−1.

On définit ainsi, par exemple, la magnétorésistance homogénéisée M∗(h, h).
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On se place dans le cas périodique, c’est-à-dire : ρε(x) = ρ
(

x
ε

)
avec

ρ(y) = Σ−1(y) + R(y) + M (y) + o(|h|2)

où Σ, R et M sont Y-périodiques. On rappelle que dans ce cas :

σ∗λ =
〈
Σ∇Wλ〉, avec div

(
Σ∇Wλ) = 0, Wλ(y)− λ · y Y-périodique.

Le courant local en l’absence de champ s’écrit j = Σ∇Wλ et 〈j〉 = σ∗(0)λ.

Remarque

En particulier, comme σ∗(0) est inversible, tout vecteur peut s’écrire
comme 〈j〉 pour un certain courant local j.

Les résultats suivants ont également été obtenus dans le cas général.
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Inégalité entre les magnétorésistances locale et homogénéisée

Théorème (M. Briane & L.P.)

On a l’inégalité, pour tout vecteur 〈j〉 :

M∗(h, h) 〈j〉 · 〈j〉 ≥
〈
M (h, h) j · j

〉
(1)

où j est le courant local. De plus cette inégalité est une égalité si et
seulement si pour tout vecteur 〈j〉,

rot
(
R(h) j

)
= 0.

Interprétations

L’énergie dissipée par effet Joule dans le composite est supérieure à la
moyenne de l’énergie dissipée dans chaque phase.

D’après la loi de Kohler, la magnétorésistance est positive dans chaque
phase. L’inégalité (1) implique la positivité de la magnétorésistance
homogénéisée M∗(h, h). Cette inégalité apparaı̂t comme une extension
anisotrope de la loi de Kohler aux composites.

45 / 55 Homogénéisation de l’effet Hall et de la magnétorésistance
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phase. L’inégalité (1) implique la positivité de la magnétorésistance
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où j est le courant local. De plus cette inégalité est une égalité si et
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Inégalité entre les magnétorésistances locale et homogénéisée
Éléments de démonstration

La différence entre les deux termes de l’inégalité s’écrit

M∗(h, h) 〈j〉 · 〈j〉 −
〈
M (h, h) j · j

〉
=
〈
Σ−1 j′ · j′

〉
− σ∗(0)−1〈 j′ 〉 · 〈 j′ 〉

où j′ = Σ (∇V −R(h) j) pour une certaine fonction V et div
(

j′
)

= 0.

On obtient le résultat grâce au lemme :

Inégalité de dualité

Soit Aε(x) = A
(

x
ε

)
, A Y-périodique, une suite de matrices symétriques,

équicoercive et équibornée. Pour toute fonction ξ à divergence nulle,

〈A−1ξ · ξ〉 ≥ A−1
∗ 〈ξ〉 · 〈ξ〉

avec égalité si et seulement si

rot
(
A−1ξ

)
= 0.
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où j′ = Σ (∇V −R(h) j) pour une certaine fonction V et div
(

j′
)

= 0.

On obtient le résultat grâce au lemme :
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équicoercive et équibornée. Pour toute fonction ξ à divergence nulle,
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Inégalité entre les magnétorésistances locale et homogénéisée
Cas général

Le résultat précédent est valable dans le cas non périodique :

En remplaçant les moyennes par des limites faibles dans L1 (estimation
du gradient dans Lp, p > 2, par le théorème de Meyers).

En utilisant l’extension non périodique de l’inégalité de dualité :

Lemme

Pour Aε une suite de conductivités symétriques, équicoercive et équibornée
qui H-converge vers A∗, ξε une suite de L2 qui vérifie

ξε
L2

⇀ ξ et div (ξε)
H−1

−→ div (ξ) ,

on a
lim
M∗

A−1
ε ξε · ξε ≥ A−1

∗ ξ · ξ dansM(Ω).

De plus cette inégalité est une égalité si et seulement si

rot
(
A−1
ε ξε

)
est compacte dans H−1

loc (Ω)d×d.
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Cas d’égalité
Dimension 2

Le terme antisymétrique s’écrit simplement en dimension 2

R(h) = r h J

où r est le coefficient de Hall.

Cas d’égalité bidimensionnel périodique (Briane, 2010)

∀〈j〉 ∈ R2, rot
(
R(h) j

)
= 0⇐⇒ r est constant

Ce résultat s’appuie sur celui d’Alessandrini et Nesi (2001) : pour tous
vecteurs non colinéaires λ, µ,

det(λ, µ) det
(
∇Wλ,∇Wµ) > 0,

qui n’est valable qu’en dimension 2.

On examine le cas plus délicat de la dimension 3 pour

les structures stratifiées ;

une structure en échiquier cylindrique.
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Cas d’égalité
Structures stratifiées tridimensionnelles

On suppose que la structure ne dépend que d’une
seule direction λ :

ρ(y) =
1

a (λ · y)
I3 + r (λ · y) E (h) + o(|h|)

où a > 0, r sont des fonctions scalaires.

ε

λ

Cas d’égalité pour les structures stratifiées

L’énergie dissipée par effet Joule est égale à la moyenne de l’énergie locale
dissipée si et seulement si l’un des cas suivants est vérifié

h = 0 ;

h ⊥ λ et r est constant ;

h n’est pas parallèle à λ et le produit a r est constant ;

h 6⊥ λ, h n’est pas parallèle à λ et le produit a r ainsi que r sont constants.
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Cas d’égalité
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dissipée si et seulement si l’un des cas suivants est vérifié
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Cas d’égalité périodique
Échiquier cylindrique

On considère un échiquier cylindrique à 4 phases, i = 1, 2, 3, 4 :

21

34

αi I3 + ri E (h) + Mi(h, h) + o(|h|2)

Cas d’égalité pour un échiquier cylindrique à 4 phases

L’énergie dissipée par effet Joule est égale à la moyenne de l’énergie locale
dissipée si et seulement si l’un des cas suivants est vérifié

h = 0 ;

h = h3e3 6= 0 et ri est constant ;

h 6 ‖ej pour j = 1, 2, 3, et αi, ri sont constants ;

h = hjej 6= 0 pour j = 1, 2, α1 α3 = α2 α4 et r vérifie, pour une
constante C, la condition de la figure.
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Cas d’égalité périodique
Échiquier cylindrique

On considère un échiquier à 4 phases, i = 1, 2, 3, 4, cylindrique :
h = h1e1

r = C α4r = C α1

r = C α2

r = C α1

h = h2e2

Cas d’égalité pour un échiquier cylindrique à 4 phases

L’énergie dissipée par effet Joule est égale à la moyenne de l’énergie locale
dissipée si et seulement si l’un des cas suivants est vérifié

h = 0 ;

h = h3e3 6= 0 et ri est constant ;

h 6 ‖ei pour i = 1, 2, 3, et αi, ri sont constants ;

h = hjej 6= 0 pour j = 1, 2, α1 α3 = α2 α4 et r vérifie, pour une
constante C, la condition de la figure.
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Conclusion sur l’étude de la magnétorésistance

On a obtenu l’inégalité, en toute dimension,

M∗(h, h)〈j〉 · 〈j〉 ≥
〈
M (h, h)j · j

〉
.

et étendu la loi de Kohler pour les composites.

La magnétorésistance d’un composite, dont les phases sont des métaux
purs, est positive.

Le cas d’égalité bidimensionnel périodique est équivalent à un
coefficient de Hall constant. Le cas tridimensionnel est plus complexe et
fait fortement intervenir la direction du champ magnétique.

Différence entre les dimensions 2 et 3 pour le cas d’égalité.
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Perspectives

Perspectives

Étude de la magnétorésistance en fort contraste : comportement de(
ρε(h)

)s −
(
ρε(0)

)s

lorsque h n’est pas petit.

Homogénéisation de conductivités fortement contrastées non
symétriques en 3D : prise en compte des effets non locaux.
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Merci de votre attention.
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