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Introduction

Ce mémoire est une contribution a I’étude des propriétés macroscopiques de conduc-
teurs fortement hétérogénes soumis & un champ magnétique constant. Les matériaux
fortement hétérogénes sont constitués d'un assemblage microscopique d’au moins deux
phases, non miscibles. Dans la figure 1, cette microstructure est périodique et de taille
caractéristique €. Les équations microscopiques qui régissent chacune des phases donnent
le comportement du matériau pour e fixé. Lorsque ¢ est trés petit devant la taille du
conducteur, celui-ci apparait comme homogéne et les hétérogénéités sont gommeées : c’est
un matériau composite. La théorie de 'homogénéisation permet de définir précisément
le passage a la limite des équations microscopiques lorsque ¢ tend vers 0 et d’obtenir
une équation limite régissant le matériau composite. L’intérét pour de telles structures
s’explique par les propriétés physiques macroscopiques particuliéres qu’elles présentent.
Un exemple de composite est donné par une superposition de couches minces de métal
et de plastique : ce matériau n’est conducteur que dans les directions perpendiculaires a
la lamination. Les idées et techniques physiques d’homogénéisation, visant a obtenir les
propriétés effectives des composites, sont anciennes [58, 72| mais les définitions précises
du passage a la limite des équations microscopiques, comme la H-convergence de Murat
et Tartar [67, 70|, présentée plus loin, datent des 40 derniéres années.

Dans la figure 1, chaque phase est un conducteur homogéne i.e. dont les propriétés
ne dépendent pas du point considéré. L’aptitude d’'un tel matériau, soumis a un champ
électrique Vu dérivant du potentiel u, & permettre le passage du courant est donné par la
valeur de sa conductivité o. Lorsque le conducteur est isotrope, o est un scalaire positif.
Dans un conducteur homogéne général, la conductivité o est une matrice symétrique

IO [0] 0[O T
o|o|o|o]o|e|e]e]on.
olo|o[oo|o]o[e]o]e]o]>
/o|o|o|o|o|o|o|o|o|o]|o]o]o
(o[o]o]o]o]o]o]o]e]0)~
o|lo|ld|e|o|o|e|e
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7 AN
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FIGURE 1 — Un matériau composite périodique en dimension 2
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définie positive. L’application du champ électrique au conducteur homogéne met en
mouvement ses porteurs de charge, notamment les électrons dans les métaux, et un
courant électrique j apparait : c’est le flux des porteurs de charge en mouvement. Celui-
ci est alors donné par la loi d’Ohm

Jj=oVu. (1)

Lorsque le conducteur est en présence d’un flux de porteurs de charge extérieur f,
la neutralité du conducteur implique 1’équation de balance —divj = f. Ainsi, cette
équation et (1) impliquent, pour un conducteur occupant un domaine 2 borné de R?
ou R3, I'équation de conduction régissant le potentiel électrique

—div(cVu) = f dans Q, (2)

ou u est fixé & 0 sur la frontiére du domaine 0f2.

Lorsque le conducteur est de plus plongé dans un champ magnétique h, le flux
des porteurs de charge est dévié par la force de Lorentz —j x h. Un nouveau champ
électrique qui s’oppose a la force de Lorentz, le champ de Hall, est créé. Ce champ est
donc perpendiculaire & h et j. En dimension 2, le champ magnétique est perpendiculaire
au plan du conducteur et h est scalaire. En dimension 3, c’est un vecteur de R3. La
conductivité perturbée o := o(h) n’est plus nécessairement symétrique et la loi d’Ohm
est modifiée

j=o(h)Vu. (3)

L’équation de conduction pour un conducteur homogeéne (2) est ainsi perturbée par le
champ magnétique et s’écrit

—div (o(h)Vu) = f dans Q. (4)

Bien que la conductivité perturbée ne soit plus nécessairement symétrique, des considé-
rations physiques permettent d’obtenir la relation

o(=h) =a(h)". (5)

Lorsque le champ est faible (|h| < 1), la loi d’Ohm (3) donne le développement approché
a l'ordre 2 en h

Vu = p(h)j = p(0)j + Z(h)j + A (h, h)j + o|]*), (6)

ou p(h) = o(h)~! est la résistivité, quantité plus naturellement utilisée en électro-physi-
que. De plus, la relation (5) implique la symétrie de p(0) et de .# (h, h) et 'antisymétrie
de Z(h). Ainsi, le terme Z(h)j du développement (6), perpendiculaire au courant j et
s’opposant a la force de Lorentz, est le champ de Hall. En dimension 2, comme h est
scalaire, on dispose des simplifications

R(h) =rh] ot J:i= () et . (hh)=hM, (7)

10
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ou r est le coefficient de Hall et M une matrice symétrique. En dimension 3, on a
Z(h) = E(Rh) avec &(§)j =& x j, (8)

ou R est la matrice de Hall qui se réduit a R = —rl3, r scalaire, pour un conducteur
isotrope. Le coefficient r est positif dans les matériaux homogénes. Compte tenu du
développement (6), I'énergie dissipée dans le conducteur est différente lorsqu'un champ
magnétique h est appliqué :

p(h)j -5 —p(0)j-j=A(hh)j-j+o(h). (9)

La matrice symétrique .# (h, h) mesure cette variation d’énergie dissipée et est appe-
lée magnétorésistance. Pour les matériaux homogénes isotropes, la loi de Kohler [54]
implique que la différence (9) est positive. Les équations de conduction (2) et (4) et
les signes du coefficient de Hall et de la magnétorésistance ne sont valables que pour
des matériaux homogenes. En particulier, ces considérations physiques sont vraies pour
chaque phase du matériau de la figure 1 prise séparément mais pas nécessairement pour
un matériau composite. On va maintenant étudier les propriétés de I'effet Hall dans des
conducteurs composites associés a une microstructure fortement hétérogeéne.

Considérons d’abord le cas ou le matériau fortement hétérogéne de la figure 1 n’est
pas soumis & un champ magnétique. Lorsque ¢ est fixé, les conditions de continuité du
potentiel et I’équation pour chaque phase (2) fournissent une équation globale pour le
conducteur paramétrée par € :

— div (UEV’LLE) = f dans Q. (10)

Lorsque la conductivité est bornée supérieurement et inférieurement, le courant j. et
le potentiel u. sont bornés et convergent faiblement, a sous-suite preés, respectivement
vers j et u. Murat et Tartar ont établi [70] que le courant limite est de la forme j = 0, Vu,
ol o, est une fonction a valeurs matricielles et ne dépend pas de la source f. Ce résultat
s’appuie sur le lemme divergence-rotationnel [67] qui permet d’obtenir la convergence
de j. - Vo, vers j - Vv pour toute suite Vv, bornée dans L2(Q)d. On obtient alors I’équa-
tion de conduction homogénéisée du composite

—div (6, Vu) = f dans €. (11)

Le matériau se comporte globalement comme un conducteur homogéne de conducti-
vité homogénéisée ou effective o,. Murat et Tartar ont donc défini la H-convergence
de o. vers o, lorsque les convergences du potentiel u. et du courant j. sont satis-
faites. De facon générale, ces convergences faibles ne fournissent pas de formule expli-
cite pour o,. Néanmoins, dans le cas périodique (comme pour la figure 1), Bensoussan,
Lions et Papanicolaou [5] ont montré que o, est définie plus simplement. Précisément,
lorsque o.(x) = $(x/e) ot X est une fonction ]0, 1]%-périodique, la matrice homogénéisée
est définie par

(J) = 0.(VU), (12)

11
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ot J et U sont le courant et le potentiel locaux, 0, 1]¢-périodique, qui satisfont les
équations locales
J=%XVU et div(J)=0 dansR% (13)

La matrice homogénéisée o, est ainsi constante dans le cas périodique. Bien que 'ex-
pression pour o, (12) soit simple, elle est subordonnée a la résolution de 1’équation (13).
Les formules explicites pour les matrices homogénéisées sont en fait tres rares. Les struc-
tures laminées [16] (constituées d’une superposition périodique de couches minces), stra-
tifices |79] (ne dépendant que d’une seule direction) et les structures en échiquier [37, 36|
en sont des exemples. Pourtant, méme si la matrice homogénéisée n’est pas explicite,
certaines transformations 7" préservent la H-limite i.e. si 0. H-converge vers o., T(0.)
H-converge vers T'(o,). Ces transformations [50, 42, 59, 61] permettent de donner des
relations partielles ou exactes entre les matrices homogénéisées d’une classe de maté-
riaux composites. Les formules explicites pour des structures périodiques particuliéres
et les formules préservant la H-limite ont fait 'objet de nombreux travaux qui ont été
remis en perspective dans 'ouvrage de Milton [62]. Cet ouvrage traite également des
composites en présence d’'un champ magnétique.

Depuis les travaux pionniers de Bergman [6], 'influence du champ magnétique dans
les matériaux composites a été étudiée en dimension 2 [11] et pour des structures cylin-
driques [10, 8]. Ces résultats ont été généralisés dans le cadre de la H-convergence [61, 27].
En présence d'un champ magnétique h, la conductivité locale o.(h) et la conductivité
effective o,(h) sont perturbées. En dimension 2, Milton [61] a donné une expression
pour o.(h) a partir de la conductivité homogénéisée en I'absence de champ pour les
composites & deux phases périodiques. Cette expression a été étendue par Grabovsky
pour les composites périodiques fibrés & deux phases [46, 47]; le caractére cylindrique de
ces structures permet de ramener le probléme au cas bidimensionnel de ’homogénéisa-
tion de la section des fibres, traité par Milton. Dans le cas d’un champ faible (|h| < 1),
Bergman montre 6] que le coefficient de Hall d’un composite périodique peut s’exprimer
a l'aide d’une moyenne du coefficient de Hall local dans chaque phase et de certains cou-
rants en l’absence de champ magnétique. De fagon analogue a (6) et sous des hypothéses
de régularité convenables [25, 27|, la résistivité perturbée effective p.(h) = o.(h)™! ad-
met un développement a 'ordre 2 en h

pi(h) = pu(0) + Z.(h) + A (h, h) + o(|n]*), (14)

ot, dans le cas de la dimension 2 (cf. (7)), Z.(h) = r.hJ et M. (h,h) = h*>M, et, dans le
cas de la dimension 3 (cf. (8)), Z.(h) = &(R.h). Des expressions du coefficient de Hall
effectif , et de la magnétorésistance effective h?M, en dimension 2 ainsi que de la matrice
de Hall effective R, ont ainsi été obtenues dans [25, 15, 26]. Ces formules ont permis de
mettre en avant des différences importantes entre la dimension 2 et la dimension 3. Il a
été prouvé dans [25] que, pour toute microstructure bidimensionnelle, le coefficient de
Hall homogénéisé satisfait les mémes bornes que le coefficient de Hall local dans chaque
phase. En revanche, cette propriété n’est plus vraie en dimension 3. D’une part, une
microstructure [27| de type « cotte de mailles » a permis d’obtenir un changement de

12
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signe pour le coefficient de Hall. D’autre part, diverses microstructures [26] montrent
que le coefficient de Hall homogénéisé peut étre rendu arbitrairement grand alors que
le coefficient de Hall local est borné par une constante prescrite. Cette comparaison
entre la dimension 2 et la dimension 3 n’a en revanche pas été étudiée dans le cas de la
magnétorésistance effective .#,(h, h). Dans [15], il est prouvé que, dans un conducteur
composite périodique en dimension 2, la différence entre I'énergie effective dissipée par
le conducteur et la moyenne de I’énergie dissipée par chacune de ses phases, i.e.

pe(h)(5) - (3) = (p(R)j - §) = B*M.(5) - () + o(h?), (15)

est positive et nulle si et seulement si le coefficient de Hall local est constant. On obtient
ainsi une extension de la loi de Kohler [54] aux composites. Les résultats d’homogénéi-
sation présentés concernent des conductivités bornées inférieurement et supérieurement.
La situation est beaucoup plus délicate lorsque ces bornes ne sont plus respectées.

La classe des conductivités bornées inférieurement et supérieurement ne couvre pas
tous les types de matériaux. Considérons ’exemple introduit par Khruslov et Fen-
chenko [44] : des fibres circulaires trés conductrices de rayon er. (r. < 1), dispo-
sées e-périodiquement et plongées dans un matériau moins conducteur (cf. figure 2).
La conductivité est supposée arbitrairement grande dans les fibres alors que dans le
reste du matériau elle reste bornée : on parle de fort contraste entre les phases. Par
homogénéisation de I’équation (10), Khruslov et Fenchenko obtiennent une équation li-
mite qui n’est plus nécessairement une équation de conduction (voir aussi [53, 52| pour
des problémes homogénéisés de différents types). La loi effective peut comporter un nou-
veau terme non local. Ce probléme modéle a été repris par Bellieud et Bouchitté dans un
cadre non linéaire [4]. En supposant que la conductivité est proportionnelle & -2 dans
les fibres et constante dans le reste du matériau, i.e. 0. est bornée dans L!, ils prouvent
que des effets non locaux apparaissent si et seulement si £2|Inr.| ne tend pas vers 0.
Dans le cas contraire, I’équation limite est une équation de conduction. Sans supposer
de géométrie particuliere, Mosco [66] a prouvé de facon générale que les effets non lo-
caux apparaissent naturellement dans le cas du fort contraste. Néanmoins, sa méthode
ne permet pas de donner une condition nécessaire et suffisante d’absence d’effets non
locaux.

Plus récemment, les travaux de Briane et Casado-Diaz ont montré que des effets non
locaux ne peuvent apparaitre en dimension 2 lorsque la conductivité est bornée infé-
rieurement par une constante strictement positive. D’une part, en étudiant, lorsque o,
est symétrique, I’énergie associée a I’équation (10), ils prouvent [20, 23| la convergence
uniforme de la suite de solutions vers un probléme de conduction. D’autre part, en étu-
diant directement le courant o.Vu,, ils obtiennent une extension de la H-convergence
a de fortes conductivités en dimension 2 sous ’hypothése que le courant est seulement
borné dans L!. Cette seconde approche, qui repose sur une généralisation du lemme
div-rot [21], a avantage de traiter le cas de conductivités non symétriques, comme c’est
le cas en présence d’effet Hall, ainsi que des problémes vectoriels [19, 18|.
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Introduction générale

FIGURE 2 — Un exemple de matériau fibré

Le cas périodique permet d’obtenir des résultats plus précis. Dans ce contexte, la
conductivité o. est définie par o.(x) := X.(x/e) ou X. est une suite de conductivi-
tés |0, 1]%-périodiques, bornée inférieurement. Contrairement au cas périodique classique,
la matrice dans la cellule de périodicité X, dépend de . Néanmoins, lorsque ¢ est fixé, il
est possible, comme dans le cas périodique, de définir la matrice constante o, obtenue
comme ’homogénéisée périodique de Y. (z/d) lorsque 0 tend vers 0. Le comportement
asymptotique de la suite de matrices o} joue un role fondamental dans le processus
d’homogénéisation. Cette approche peut étre résumée par le double passage a la limite

s (Z) 16
E(X) 50 0’3;;0*' (16)

La seconde convergence, matricielle, correspond a la variation du contraste entre les
phases. En dimension 2 et dans le cas symétrique, lorsque o} converge vers une ma-
trice oy, la solution u. de (10) converge uniformément vers la solution de (11) [20]. En
dimension 3, des effets non locaux peuvent apparaitre. Le caractére borné dans L' de
la conductivité o. et I’hypothése de convergence de o doivent étre renforcés par un
controle de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger a poids du type

vV e H'Y(j0,1]%), (V)=0, (|Z.|V?) <CAZ.VV - -VV). (17)

Sous la condition £2C. — 0, il est prouvé dans [17] que la solution u. de (10) converge
faiblement vers la solution de (11) sans hypothése de géométrie particuliére. Pour la
géométrie des fibres de la figure 2, C. est proportionnel a |Ilnr.| et 'hypothése (17)
de [17] rejoint la condition nécessaire et suffisante d’absence d’effets non locaux de
Bellieud et Bouchitté.

Dans le chapitre 1, on précise les résultats et les méthodes sur lesquels s’appuie
la these. Les résultats classiques d’homogénéisation sont rappelés dans la section 1.3,
tels que la notion de H-convergence dans le cas général et périodique ainsi que certaines
formules exactes pour les laminés et les formules de dualité. Dans le cadre de cette théorie
générale, la section 1.4 donne les résultats obtenus sur l'effet Hall (cas des composites
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a deux phases en dimension 2 et différence entre dimension 2 et dimension 3) et la
magnétorésistance bidimensionnelle. La section 1.5 est consacrée au cas plus délicat des
fortes conductivités : 'apparition d’effets non locaux en dimension 3 et leur absence en
dimension 2. Le cas de fortes conductivités non symétriques, tout particuliérement en
dimension 3 est peu traité : c’est I'objet des chapitres 2 et 3 de la theése.

Homogénéisation de I’effet Hall a forte conductivité

Le chapitre 2 précise l'influence du champ magnétique pour des composites a deux
phases fortement contrastées en dimension 2. Cette loi générale est ensuite comparée a
une microstructure particuliére en dimension 3.

Cas de la dimension 2 et comparaison avec un cas particulier en dimension 3

En dimension 2, on considére un modéle idéal de conducteur & deux phases isotropes
perturbé par un champ magnétique : une des phases posséde une conductivité a; et
un coefficient de Hall 3; constants alors que 'autre phase posséde une forte conducti-
vité 071y et un fort coefficient de Hall 67135, ot . — 0 est la fraction volumique de
cette seconde phase. La suite de conductivités a fort contraste est ainsi bornée inférieu-
rement et dans L'. On suppose également que la microstructure ne se concentre pas afin
que le courant limite ne soit pas une mesure. Dans le cas contraire, I’équation limite
pourrait ne pas étre une équation de conduction. Sous ces hypothéses, on obtient une loi
de perturbation générale de la conductivité effective. La partie antisymétrique de cette
loi ne fait intervenir que la phase de faible conductivité alors que la partie symétrique
est de la forme

0. (h)* = o) (a1, aa(1 4+ K*R?)), (18)

*

ol k = P/ est le contraste entre la partie symétrique et antisymétrique de la conduc-
tivité dans la phase trés conductrice. La fonction (o, aip) est la conductivité effective
en I'absence de champ : ¢¥ ne dépend que de la microstructure mais pas de la valeur
des conductivités dans chacune de ses phases.

La matrice homogénéisée étant définie a sous-suite prés, une premiére difficulté
consiste a construire la fonction ¢? pour une unique sous-suite valable pour tout oy, as.
On relie ensuite cette fonction & la conductivité perturbée. Pour cela, on adapte la
méthode initiée par Milton [61| pour le cas périodique des conductivités bornées. On
transforme la suite de conductivités perturbées non symétriques en une suite de con-
ductivités isotropes et symétriques. On obtient ainsi un probléme d’homogénéisation
symétrique mais ou les conductivités dans les phases dépendent du champ magnétique.
On prouve ensuite que cette transformation conserve la H-limite dans le cas du fort
contraste. On généralise également les calculs de Milton pour passer a la H-limite dans
ce nouveau probléme symétrique et obtenir 'expression (18).

Dans le cas périodique, on utilise ’approche alternative obtenue par la double li-
mite (16). Cette approche permet de préciser le résultat précédent. On applique di-
rectement la transformation de Milton & ¢ fixé pour la premiére convergence de (16).
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L’obtention de o,(h) résulte ensuite d’une étude asymptotique de la suite de conduc-
tivités constantes ¢ (h). On retrouve par cette méthode la formule de perturbation du
cas non périodique (18) et on montre notamment que la convergence du potentiel est
uniforme sur le conducteur a ’aide des travaux [20, 23]. On illustre le résultat en consi-
dérant le cas d'une fine grille bidimensionnelle fortement conductrice plongée dans un
matériau peu conducteur. La période de cette microstructure se raméne a une croix
centrée dont les branches sont trés fines. Sans calculer explicitement la suite de matrices
constantes o*(h), un encadrement basé sur des inégalités classiques de [57] et une étude
asymptotique permettent de conclure.

La formule générale bidimensionnelle (18) est ensuite comparée a une formule expli-
cite en dimension 3. On utilise la microstructure fibrée de la figure 2. Les conductivités et
coefficients de Hall dans la phase forte fibrée et dans le reste du matériau respectent les
mémes ordres de grandeurs que pour le cas bidimensionnel, la fraction volumique étant
ici explicite 6, = 7r2. Afin d’effectuer la comparaison uniquement sur la loi de perturba-
tion, il est nécessaire de s’affranchir des effets non locaux potentiels. On suppose donc
que &2|Inr.| — 0 comme dans [4]. On obtient ainsi une matrice homogénéisée . (h) in-
tégralement explicite. En particulier, la fonction o%(aq, as) coincide avec la conductivité
effective non perturbée o,(0). On obtient alors une relation trés différente de (18), ou la
partie symétrique de la loi de perturbation s’écrit

1+ I€|h|2>

—_— 1
1+ kh3 (19)

o.(h)* = o? <a1, Qs

La méthode employée pour prouver ce résultat est radicalement différente de 1’ap-
proche bidimensionnelle. Elle s’inspire de [4] et repose sur le choix d’une fonction test
appropriée pour 1’'équation (10) (cette fonction mesure notamment la capacité des fibres).
Néanmoins, la non-symétrie de la conductivité conduit a des difficultés supplémentaires
et une part importante de la preuve consiste a relier le comportement limite du courant
dans les directions perpendiculaires aux fibres avec la convergence de la solution dans
la direction des fibres.

La comparaison entre (18) et (19) montre une nouvelle fois la différence entre la
dimension 2 et la dimension 3 dans le cadre du fort contraste. Néanmoins, si la di-
mension 2 est traitée de facon générale, le chapitre 2 ne traite que d’un cas particulier
tridimensionnel périodique.

Cas de composites cylindriques non périodiques en dimension 3

L’objet du chapitre 3 est d’établir I'influence du champ magnétique dans les com-
posites fibrés a forte conductivité sans hypothése de géométrie particuliére et dans un
cadre non périodique. En considérant une structure cylindrique générale, qui étend le
cas tridimensionnel du chapitre 2, on obtient une formule de perturbation généralisée
pour o,(h) en 'absence d’effets non locaux exprimée a I’aide de '’homogénéisation de la
section bidimensionnelle des fibres.
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La difficulté majeure réside dans ’établissement d’une condition suffisante d’absence
d’effets non locaux sans hypothése géométrique particuliére sur la section du conducteur
cylindrique. Pour cela, on s’appuie principalement sur les résultats du cadre périodique
et borné L' de [17] et 'hypothése (17). On généralise cette hypothése en supposant
I'existence d’un pavage du domaine du conducteur € en petits cubes Q% de volume &3
satisfaisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger a poids (uniforme en k)

Vo e HY(QY), / v =0, / lo-(h)|v? < ca/ o-(h)Vv - Vu, (20)
Qk Qk Qk

avec c¢. — 0. Cette condition coincide, dans le cas périodique, avec (17). Comme pour
la dimension 2, on suppose également que la microstructure ne se concentre pas pour
conserver un courant borné dans L'. La technique utilisée dans [17] permettait d’obtenir
la matrice o,(h) a l'aide de I"approche par double limite (16). Cette méthode n’est plus
possible dans le cas non périodique. Pour surmonter cette difficulté, on étend la méthode
de Milton et Grabovsky [48] qui consiste, de fagon plus générale que dans le chapitre 2, &
transformer la conductivité non-symétrique en un probléme symétrique. On prouve que
cette transformation conserve la H-limite pour obtenir la formule pour o,(h). On donne
ensuite deux exemples d’application de ce théoréeme d’homogénéisation. D’une part, on
traite le cas de fibres circulaires mais dont le rayon varie lentement dans le domaine du
conducteur. D’autre part, on obtient une formule pour des fibres non périodiques dont
la section est une modulation quasi-périodique de la structure en croix du chapitre 2.

Dans le cadre de la comparaison des propriétés effectives entre des composites bidi-
mensionnels et tridimensionnels, le comportement de la magnétorésistance homogénéisée
n’a été traité qu’en dimension 2 dans [15] avec des outils spécifiques.L’objet du chapitre 4
est d’étendre 1’étude de la magnétorésistance dans un cadre non périodique lorsque la
conductivité est bornée inférieurement et supérieurement.

Homogénéisation de la magnétorésistance en dimension 3

Dans le chapitre 4, on obtient, pour un composite périodique en dimension 3, comme
pour la dimension 2, mais avec des outils algébriques trés différents, 'inégalité

M (R, W) (G - (G) > (A (h,h)j - 5), (21)

ou j est le courant, .#,(h,h) est la magnétorésistance effective du développement (14)
et .# (h, h) la magnétorésistance locale dans chaque phase du développement (6). Autre-
ment dit, I'énergie dissipée par le composite est supérieure ou égale a I’énergie dissipée
en moyenne par chacune de ses phases. Cette inégalité est généralisée au cas non pé-
riodique ou les moyennes sont remplacées par des limites faibles. En revanche, le cas
d’égalité dans (21) est radicalement différent de la dimension 2. On prouve que (21) est
une égalité si et seulement si le champ de Hall est paralléle a un vecteur constant en
tout point du matériau. Cette condition, plus complexe & analyser qu’en dimension 2,
est ensuite simplifiée dans le cas de plusieurs géométries particuliéres.
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Une premiére étape pour obtenir (21) consiste, de fagon analogue au cas bidimen-
sionnel, mais avec des outils algébriques différents, a étendre les formules de Bergman |6]
sur I'expression du coefficient de Hall homogénéisé. On relie ainsi la magnétorésistance
homogénéisée ., (h, h) a la magnétorésistance locale .# (h, h) par I'intermédiaire de cer-
tains courants. Dans le cas périodique, 'inégalité (21) se raméne a la formule de dualité
classique

(575 2 o) - G, (22)

pour un courant j’ convenable faisant intervenir le champ de Hall. De plus cette différence
est nulle si j’ satisfait une certaine condition portant sur le champ de Hall Z(h)j, i.e. le
terme d’ordre 1 du développement (6). Une généralisation de la formule (22) et du cas
d’égalité permet d’obtenir le méme type d’inégalité que (21) a l'aide de limites faibles.
La condition d’égalité liée au comportement du champ de Hall est illustrée par plusieurs
microstructures périodiques.

D’une part, on calcule explicitement la différence entre les deux termes de (21)
pour un laminé a deux phases en dimension 3. Ceci généralise une formule de [15].
Lorsque le champ est perpendiculaire & la direction de lamination, les cas bidimen-
sionnel et tridimensionnel coincident. D’autre part, on précise la condition d’égalité
pour des structures cylindriques (ne dépendant pas de la variable x3). Le cas d’égalité
implique une forme particuliére pour la conductivité : celle-ci est un produit tensoriel
du type f(hix1 + hoxs) g(—hixe + hox1). On considére également le cas particulier d’'un
échiquier en colonne a 4 phases de conductivités aq, s, as, ay et on montre I’équivalence
entre le cas d’égalité et la relation ayaz = asay. Ces trois microstructures particuliéres
font apparaitre une forte interaction entre la direction du champ magnétique et le cas
d’égalité de (21) ce qui est trés différent de la dimension 2.

Enfin, on montre que la propriété de positivité (21) satisfaite par la magnétorésis-
tance ne s’étend pas aux termes d’ordre pair supérieur du développement de la résistivité
perturbée p./.(h) (6) et (14). Ainsi, I'inégalité¢ pour le terme d’ordre 4 est inversée par
rapport a (21) lorsque le coefficient de Hall est nul. En outre, on présente une micro-
structure laminée ou les valeurs propres de la variation d’énergie dissipée (21) ne sont
pas toutes positives.

Le chapitre 1 constitue une synthése des résultats antérieurs a la thése et sont reliés
aux contributions de celle-ci. Les chapitres 2, 3 et 4 sont présentés sous forme d’articles
rédigés en anglais et peuvent étre lus de maniére indépendante. Le chapitre 2, qui a
fait 'objet d’une publication [30], établit une formule de perturbation générale pour les
composites a fort contraste en dimension 2, qui est comparée avec un cas particulier
en dimension 3. Le chapitre 3, qui a été soumis pour publication [33], généralise le cas
particulier tridimensionnel du chapitre 2 et traite le cas de composites cylindriques dans
un cadre non périodique. Le chapitre 4, qui a été soumis pour publication [29], étudie des
propriétés effectives de la magnétorésistance en dimension 3. Nota bene : les chapitres 2
et 3 utilisent la notation ¢,, n € N, pour la taille caractéristique de la microstructure et
les conductivités sont indexées par n.
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Chapitre 1

Electro-physique, microstructures et
homogénéisation.
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Chapitre 1 - Electro-physique, microstructures et homogénéisation

1.1 Electro-physique

1.1.1 Probléme de conduction et loi d’Ohm

L’électro-physique est une branche de la physique appliquée qui a pour but de mo-
déliser et d’analyser le comportement des matériaux qui permettent le passage du cou-
rant électrique. Les premiéres propriétés de l'électricité ont été découvertes au cours
du XVIlIle siécle par Faraday et Coulomb. Ils réalisent alors que seuls certains maté-
riaux, les conducteurs, peuvent la transporter grace a ce que ’on appelle des « charges ».
Certaines particules peuvent porter ces charges et créer un champ électrique e. Ce champ
agit comme une force sur les porteurs de charge et peut les mettre en mouvement. Cette
force est conservative et le champ dérive donc d’un potentiel u, unique a constante preés,
c’est-a-dire

e = Vu. (1.1.1)

Par exemple, dans un métal pur soumis a un champ électrique e, les électrons sont mis
en mouvement par cette force électrique. Le débit de ces électrons donne la notion de
courant électrique j. G. Ohm publie un ouvrage en 1827 [71| dans lequel il établit une
relation de proportionnalité phénoménologique entre le courant et le champ électrique.
Cette loi est valable pour des conducteurs homogeénes et isotropes. De tels conducteurs
sont constitués d’une unique phase dont les porteurs de charge sont uniformément répar-
tis et dont le comportement est identique dans toutes les directions (i.e. le comportement
est invariant par changement de base orthonormal). C’est le cas des métaux purs. La loi
d’Ohm dans ces conducteurs est donnée par

J = oe, (1.1.2)

ou o désigne un scalaire positif : la conductivité du matériau. Elle est généralisée dans
le cas non isotrope par l'introduction d'une conductivité o matricielle. Dans ce cas, j
et e ne sont pas nécessairement paralléles.

L’expression de la puissance cédée par le champ aux porteurs de charge par unité de
volume est j - e. Ainsi, si le conducteur est délimité par le domaine €2, I’énergie totale
dissipée dans celui-ci devient, avec la loi d’Ohm,

5:/j~e:/aVu-Vu. (1.1.3)
Q Q

Celle-ci ne fait intervenir que la partie symétrique de la conductivité. En particulier,
comme |’énergie est une grandeur positive, o est une matrice positive. Lars Onsager
établit en 1931 des principes de réciprocité pour des flux dans un cadre de physique
statistique abstrait. Ce principe est transposé de facon phénoménologique au cas de la
conduction et implique la symétrie de la matrice o dans la loi d’Ohm (cf. [55] § 20).
Ainsi, la valeur de o est intégralement déterminé par la valeur des énergies (1.1.3). En
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électro-physique, on écrit plus généralement la loi d’Ohm & laide de la résistivité p = o1

sous la forme
e=pj. (1.1.4)

Lorsque le conducteur 2 est soumis & une source de porteurs de charge par unité de
volume f, I’équation locale de conservation établit 1’égalité entre les flux de porteurs de
charge sortant et entrant :

—div(j) = f dans Q. (1.1.5)

Avec la loi d’'Ohm et I'égalité e = Vu, on obtient I’équation de conduction
—div(eVu) = f dans €. (1.1.6)

Afin d’assurer 'unicité du potentiel, on suppose que celui-ci est nul sur le bord du
domaine 0f2.

1.1.2 Effet Hall

Lorsque le conducteur est soumis & un champ magnétique, I’équation (1.1.6) est
perturbée. En complément de la force électrique s’exerce sur les porteurs de charge un
autre terme di au champ magnétique. Ces deux termes, découverts par Faraday, ont été
unifiés par la notion de force de Lorentz donnée par la formule

Fy=qe+quvxh, (1.1.7)

ou ¢ est la charge et v la vitesse des porteurs de charge. En régime permanent, un
nouveau champ électrique e, apparait, le champ de Hall, qui s’oppose a la force de
Lorentz (cf. figure 1.1.1)

ep = —v X h. (1.1.8)
[
.. .. o. o. o. o. o. e

+ + + + + + +

FIGURE 1.1.1 — Effet Hall dans une plaque mince métallique

Dans un métal isotrope, les porteurs de charge sont les électrons qui possédent une
charge négative. Le courant est donc paralléle & la vitesse v des porteurs de charge mais
de sens opposé : v = —rj ou r est un scalaire positif. Le champ de Hall s’exprime ainsi
simplement sous la forme

en = R(h)j on Z(h)j=rjxh. (1.1.9)
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La constante r, positive, est appelée coeflicient de Hall. Un régime permanent s’établit
dans le conducteur et la conductivité comme la résistivité sont perturbées par le champ h.
La loi d’Ohm s’écrit désormais

j=o(h)e ou e=p(h)j. (1.1.10)

Dans ce cas, la conductivité et la résistivité perturbées vérifient la forme plus générale
du principe d’Onsager (cf. [55] § 21)

o(—=h) =a(h)" et p(—h)=ph)T. (1.1.11)

La partie symétrique de la résistivité est une fonction paire de h alors que sa partie
antisymétrique est une fonction impaire de h. On peut décomposer la résistivité en
partie symétrique p(h)® et antisymétrique p(h)®

e=p(h)*5 + p(h)*j. (1.1.12)

Comme p(h)®j L j, la puissance dissipée par effet Joule par unité de volume ne fait pas
intervenir le champ de Hall, mais uniquement la partie symétrique de la résistivité

jre=ph)?j-j. (1.1.13)

L’étude de tels conducteurs par une méthode énergétique ne caractérise donc pas com-
plétement leur comportement. D’aprés I’expression de la force de Lorentz, le champ de
Hall est perpendiculaire au courant et au champ magnétique. Pour un conducteur bi-
dimensionnel (comme la plaque mince de la figure 1.1.1), le champ magnétique h est
orthogonal au plan du conducteur et est identifié & sa mesure algébrique encore notée h.
Pour un conducteur tridimensionnel, & est un vecteur de R?® quelconque.

Les propriétés d’imparité de la partie antisymétrique de la résistivité permettent cer-
taines simplifications algébriques suivant la dimension. En particulier, lorsque le champ h
est nul, p(h)* = 0. En dimension 2, h est scalaire et les applications de R dans I’ensemble
des matrices antisymétriques s’écrivent simplement sous la forme

p(h)* =b(h)J on J=("7) (1.1.14)

et b: R — R est une fonction impaire. En dimension 3, le méme type de raisonnement
permet d’écrire

p(h)* = E(B(h)) ot &) = ( _%2 ;5 fﬂg) (1.1.15)

et B : R?® — R? est une fonction impaire.

Précisons le cas ot le champ magnétique est faible. La matrice antisymétrique p(h)“
est proche du développement au premier ordre en h de la résistivité que ’'on notera Z(h).
En dimension 2, avec I’égalité (1.1.14), on a

p(h)* = Z(h) + o(h) = rhJ + o(h) (1.1.16)
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ou r € R est le coefficient de Hall du conducteur et rejoint ainsi la formule du cas
isotrope (1.1.9). En dimension 3, avec 'égalité (1.1.15)

p(h)* = Z(h) + o(|h|) = &(RR) + o(|h]) (1.1.17)

ou R est la matrice de Hall. Dans le cas isotrope, la matrice de Hall s’écrit simple-
ment R = —rl3. Dans les métaux purs, en dimension 2 ou 3, comme a ’égalité (1.1.9),
le coefficient r est positif.

1.1.3 Magnétorésistance

La partie symétrique de la résistivité est également perturbée par le champ magné-
tique. Ceci induit une variation d’énergie dissipée dans le conducteur

AE = / (p(h)* — p(0)*)j - . (1.1.18)

Dans le cas d'un champ faible (|h| < 1), on peut développer au second ordre la variation
de résistivité et écrire

p(h)* — p(0)* = 4 (h,h) + o(|h]?). (1.1.19)
Par (1.1.11), le tenseur .Z est a valeurs dans I’ensemble des matrices symétriques. La
matrice .# (h, h), qui mesure la variation d’énergie dissipée dans le conducteur en pré-
sence d’un champ magnétique est appelée magnétorésistance. En dimension 2, comme h

se rameéne & un scalaire et que le tenseur .# est a valeurs dans les matrices symétriques,
on a

M (h,h) = h*M (1.1.20)

pour une matrice symétrique M. Dans le cas d'un conducteur bidimensionnel isotrope,
on a la simplification (cf. [55] § 21)

M (h,h) =mh*I, (1.1.21)

ou m est un scalaire. En dimension 3, le tenseur .# n’admet pas de simplification
générale sauf dans le cas isotrope (cf. [55] § 21)

M (hyh) =mih @ b+ ma|h|* I3 (1.1.22)

ol my, msy sont des scalaires. Les effets de la magnétorésistance sont mis en évidence
pour la premiére fois en 1856 par Thomson [60] mais sont encore mal compris. Kohler
établit en 1938 [54] une loi expérimentale pour les métaux purs isotropes. Il mesure leur
résistivité avec un champ magnétique faible et la compare avec la résistivité en I’absence
de champ pour obtenir la loi phénoménologique

p(h)* — p(0)* = mh*+ o(h*) avec m > 0. (1.1.23)

La magnétorésistance isotrope est donc un scalaire positif.
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Chapitre 1 - Electro-physique, microstructures et homogénéisation

1.2 Modélisation de conducteurs fortement hétérogénes

Les lois physiques considérées précédemment sont valables pour un conducteur homo-
géne, 1.e. dont le comportement ne dépend pas du point considéré. Lorsque le conducteur
contient plusieurs phases de conductivités différentes, il est dit hétérogéne. Considérons
un matériau constitué de fibres conductrices plongées dans un milieu moins conducteur.
Dans ce cas, la conductivité ¢ dépend du point considéré

0, dans le milieu 2,,. (1.2.1)

o { oy dans les fibres {2y,

Compte tenu de la continuité du potentiel et de la composante normale du courant &
I'interface entre les deux milieux, I’équation de conduction dans chacun des milieux €2
et €2, donne I’équation de conduction globale

—div(cVu) = f dans Q. (1.2.2)

FIGURE 1.2.1 — Un exemple de matériau fibré

Introduisons un parameétre € et supposons que les fibres sont réparties e-périodique-
ment et de rayon € r pour r < 1/2 comme dans la figure 1.2.1. Le nombre de fibres dans
le domaine Q du conducteur est proportionnel & 2. Lorsque ¢ est petit devant I’échelle
macroscopique (mais reste grand devant 1’échelle atomique pour rester dans le cadre le
physique classique de 1’équation (1.2.2)), les fibres sont trés fines et en grand nombre :
le matériau est dit fortement hétérogéne. Le potentiel et le courant du probléme (1.2.2)
oscillent trés fortement sur la petite période . De tels matériaux sont présents a I’état na-
turel, comme le bois avec ses fibres, ou artificiel, comme les fibres de verre ou de carbone.
La microstructure de ce matériau influence son comportement macroscopique. Pourtant,
ce conducteur apparait comme homogéne a 1’échelle macroscopique bien que constitué de
tres petites hétérogénéités : c’est un matériau composite. Ses caractéristiques effectives
ne varient pas a 1’échelle du conducteur et les hétérogénéités sont gommeées. Quel est le
comportement physique de tels matériaux lorsque € est grand devant 1’échelle atomique
mais petit devant I’échelle d’observation macroscopique ? Satisfont-ils & une équation
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Section 1.3 - Théorie de I’homogénéisation

de conduction? C’est notamment & ces questions que tente de répondre la théorie de
I’homogénéisation. L’équation de conduction physique (1.1.6) dépend désormais d’un
paramétre €. Ce parameétre, destiné a tendre vers 0, désigne la taille caractéristique des
hétérogénéités comme la taille des fibres dans la figure 1.2.1.

Dans la suite du mémoire, le cadre général est celui de ’homogénéisation des équa-
tions de conduction. Le domaine du conducteur bidimensionnel ou tridimensionnel €2 est
un ouvert borné de R%, d = 2,3 dont la frontiére 90 est suffisamment réguliére (généra-
lement lipschitzienne). On considére une famille de conducteurs fortement hétérogenes
possédant une microstructure dont la ou les échelles caractéristiques sont mesurées par
un petit parameétre £ > 0. Il s’agit d’étudier le comportement asymptotique, lorsque e
tend vers 0, de la suite

{—div(aswe) = [ dans (), (1.2.3)

u. = 0 sur 0,

ol 0. est une suite de conductivités données pouvant dépendre d’un champ magné-
tique h (i.e. 0. := 0.(h)) et f € H }(Q) est le terme source. La théorie de 'homogénéi-
sation donne un sens précis a l'approche intuitive du passage a la limite du matériau
de la figure 1.2.1. Elle permet dans certains cas de donner une loi comportementale du
matériau macroscopique équivalent et ses propriétés effectives : on parle de matériau
homogénéisé, effectif ou équivalent.

Dans la partie 1.3, on rappelle la théorie mathématique de ’homogénéisation clas-
sique adaptée a 1’étude de la suite de problémes (1.2.3) lorsque les conductivités restent
bornées. Les aspects physiques de I’homogénéisation des équations de conduction sont
abordés dans le paragraphe 1.4. Dans la section 1.5, on rappelle les résultats obtenus
lorsque la conductivité devient trés forte dans I'une des phases.

1.3 Théorie de ’homogénéisation

L’existence et 'unicité de la solution de (1.2.3) est une conséquence du lemme de
Lax-Milgram sous I’hypothése de coercivité o. > a.l; au sens des formes quadratiques
pour a. > 0. La convergence de la suite u. dans H} () a sous-suite prés peut étre assurée
par une hypotheése plus forte que la coercivité, ’équicoercivité a. := a > 0. En effet, en
combinant l'inégalité de Poincaré avec I'injection de u. comme fonction test, on obtient

0 Clleclyoy < Vel < [ 0V V.
= (f,us)m-1)m1@) < 1 llz-1@) luellmieo

puis
[uell g ) < (@C) M fll-1)- (1.3.1)
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Chapitre 1 - Electro-physique, microstructures et homogénéisation

La suite de fonctions u. converge donc a sous-suite prés vers une fonction w. Il s’agit
de caractériser les propriétés de cette fonction limite u. Satisfait-elle & une équation de
conduction ?

L’étude du comportement asymptotique d’équations du type (1.2.3) débute avec
I'introduction de la G-convergence par Spagnolo [78] au début des années 70. Il s’intéresse
en particulier au cas o o, est symétrique a travers I’énergie de I’équation (1.2.3)

/ o-Vu, - Vu,. (1.3.2)
Q

Spagnolo adjoint & I'hypothése d’équicoercivité, un caractére équiborné a la suite de
matrices symétriques et prouve que la limite des suites d’énergies est une énergie de dif-
fusion du méme type. De Giorgi [40] étend 1’ensemble de ces résultats & des fonctionnelles
plus générales (des présentations détaillées apparaissent dans [14, 38]) en introduisant
la notion de I'-convergence.

Lorsque les conductivités ne sont pas symétriques, ce qui est le cas en présence
d’effet Hall, la suite des énergies reste néanmoins inchangée. Pour cette raison, une
théorie qui ne s’intéresse qu’a 1’énergie et ignore le point de vue variationnel ne peut
calculer la conductivité homogénéisée lorsque celle-ci n’est pas symétrique. L’approche
de Spagnolo et De Giorgi n’est donc pas adaptée a I’homogénéisation en présence d’effet
Hall. Les chapitres 2, 3 et 4 étudient I’équation de conduction en présence d’un champ
magnétique : la suite du mémoire se placera donc dans le cadre de la H-convergence.

1.3.1 H-convergence

A la fin des années 70, Murat et Tartar s’intéressent directement au comportement
du courant o.Vu,. sans hypothése de symétrie sur la conductivité. Ils restreignent leur
étude au cas ot le courant est borné en introduisant 1’ensemble de fonctions définies
sur €2, a valeurs matricielles, équicoercives et équibornées

Ja,b>0, VEERY aléP<of-€ et b <o-¢ pop. dans Q. (1.3.3)

Une suite de conductivités o. H-converge vers o, respectant les mémes bornes que o.
si pour toute f € H '(Q), la suite de solutions u. du probléeme (1.2.3) satisfait les
convergences

U — faiblement dans Hg (), (13.4)
o.Vu. — o0,Vu faiblement dans L?(Q2)4, -
ol u est 'unique solution dans Hj () de
—div (0,Vu) = f. (1.3.5)

La H-convergence implique donc la G-convergence dans le cas symétrique. Murat et
Tartar établissent en particulier la compacité de I’ensemble des matrices équicoercives
et équibornées : toute suite satisfaisant (1.3.3) H-converge a sous-suite preés.
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La méthode employée par Murat et Tartar pour démontrer ce résultat est appe-
lée méthode des fonctions test oscillantes et fait apparaitre les outils principaux de
la thése. L'opérateur A, = — div(c.V-), a-coercif, est inversible. Son inverse, B., défini
sur H~1(Q), est coercif et converge donc faiblement vers B, qui est inversible. Il s’agit de
prouver que A, = B, ! est de la forme A, = — div(c,V-). Murat et Tartar construisent,
pour A € R? des suites de fonctions particuliéres v} dépendant linéairement de ), les
correcteurs, tels que

v} — M.z faiblement dans H}(€). (1.3.6)

€

La matrice ol \ est construite a l'aide de la limite faible de oX V2. Ils introduisent
ensuite 'outil essentiel de cette démonstration, le lemme divergence-rotationnel, qui
permet de passer a la limite faible dans le produit

0.V, - Vvt = Vu, - o Vol (1.3.7)

Le manque de compacité dans le produit des limites faibles est compensé par la compa-
cité de certaines dérivées du produit considéré [67]. Plus précisément, Murat et Tartar
montrent [67] que si & et w,. sont des suites bornées dans L?(2)? qui convergent faible-
ment dans L%(Q)? respectivement vers £ et w et satisfont les conditions de compacité

div(§,) — div(¢) fortement dans H1(Q), (13.8)
rot(w.) — rot(w) fortement dans H ()49, e
alors
&rw. — £-w dans 2'(Q). (1.3.9)

Grace au lemme divergence-rotationnel, les correcteurs Vv sont des fonctions qui
permettent de construire la matrice homogénéisée. Ces fonctions dépendent linéairement
de X € R? et on note Vv = P.\. On introduit les notations pour une fonction a valeurs
matricielles P

d
P P P,
Div (P) = OF; et Rot (P) = (a ik _ 0Pk ) .
= Oz I<j<d 0zj 0% Jigijnsa

De fagon générale, un correcteur associé a une suite de conductivités o. est une suite de
matrices P. de L?(2)? vérifiant

P. — I; faiblement dans L?(2)%*4,
Div(c.P.) est compacte dans H~1(Q)<, (1.3.10)
Rot(P.)  est compact dans H~1(Q)dxdxd,

Comme dans le cas de la démonstration du théoréme de Murat et Tartar, les colonnes de
la matrice peuvent étre définies comme des gradients. Ces suites ne sont pas uniques mais
si P. est une suite de correcteurs, P. — P. converge fortement vers 0 dans L2 ()%
Deux propriétés importantes des correcteurs, conséquences du lemme div-rot, permet-
tent notamment d’établir des égalités entre des H-limites. On a les deux résultats, consé-

quences du lemme div-rot
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(i) si o. H-converge vers o,, alors chaque suite P. de correcteurs associée a o, vérifie

o.P. — o, faiblement dans L?(Q)*¢, (13.11)
PYo.P. — o0, faiblement dans 2'(Q)%¢; e
(ii) réciproquement, si une suite de matrices P. vérifie (1.3.10) avec
o.P. — 7 faiblement dans L?(Q)%*?, (1.3.12)

alors 0. H-converge vers o, = 7.

Murat et Tartar ont également prouvé que la H-limite de la transposée est la trans-
posée de la H-limite et le caractére local de la H-convergence : si deux suites de matrices
H-convergent et sont égales sur w tel que w C €2, alors leurs matrices homogénéisées sont
égales sur w.

Meéme si les correcteurs sont les outils qui permettent la construction de o, I'ex-
plicitation d’une telle suite s’avére impossible dans le cas général. Par conséquent, des
formules pour les matrices homogénéisées sont rares. Néanmoins, le cas de conductivités
périodiques conduit a une formule simple pour o, bien que non explicite.

1.3.2 Cas périodique

Les problémes d’homogénéisation périodiques ont été étudiés par Bensoussan, Lions
et Papanicolaou [5] (voir aussi [3]) en utilisant la méthode des développements asympto-
tiques a plusieurs échelles. Bien que cette méthode ait été introduite avant le cadre de la
théorie de la H-convergence, on va présenter le cas périodique comme un cas particulier
de cette théorie.

TTO[O[OOTo

olo|o]elelele]e]on.
ololo|olo]o|o[e]e]o]o]d
/olo|o]o[o]o[e]o]o]o]|e]e]e
(o[e]|e]e|o]o]o]o]o]e)~
olo|lg|lo|o|lo|o|o
~0|¢|o|o|o|0
o Slelele

/

/e D4

FIGURE 1.3.1 — Homogénéisation d'un matériau périodique

Un exemple de structure périodique est fourni par le matériau de la figure 1.2.1
ou 1.3.1. Considérons le cube unité Y =]0,1]¢ (ou, de facon plus générale, un parallé-
lépipede de RY) et 'ensemble My(a,b;Y) des fonctions matricielles Y, Y-périodiques,
1.€.

VkeZ' Y(y+k)=%X(y) pp ycRY (1.3.13)
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et vérifiant (1.3.3) dans R%. On définit la conductivité €Y -périodique o, par

o.(r) =X (g) p.p. z € R (1.3.14)

Celle-ci vérifie (1.3.3) dans R% Dans le cas du matériau de la figure 1.2.1, on a

_ [ oy pourfyl <,
=)= { om poury €Y et |yl >r. (1.3.15)

Méme si 0. est définie sur R? tout entier, on considére le probléme (1.2.3) sur un ou-
vert borné 2. Ce type d’approche modélise des matériaux dont les hétérogénéités sont
distribuées Y -périodiquement et de taille . La variable x représente la variable ma-
croscopique alors que y = x /¢ représente la variable microscopique et varie rapidement.
On introduit 'espace

L{(Y) ={f € L}, .(Y) | f est Y-périodique} (1.3.16)

loc

muni de la norme || f||z»(y). La majorité des simplifications du cas périodique proviennent
du lemme suivant (voir par exemple [2], lemme 1.3.20) : si f € Lﬁ’ (Y), 1 <p< 0, alors,

T

fe(x)=f (—) — (f) faiblement dans L

. P(RY, (1.3.17)

et faiblement-* dans L>(RY) pour p = oo, ot (-) désigne la moyenne sur Y. De fagon gé-
nérale, le passage au cas périodique remplace les convergences faibles par des moyennes.
Ce lemme donne également, pour une fonction & donnée par

& =¢ (g) ou ¢e€ L (Y)Y, (1.3.18)

les équivalences

{ div(¢.) compact dans H~1(£2) & div(¢) = 0 dans Z'(RY),

rOt(£€) Compact dans H—l(Q)dXd N I”Ot(f) —_ O dans 9’(Rd>dXd (1319)

La formulation du lemme div-rot est ainsi trés simple dans le cas périodique. Si &, w
sont des fonctions de L%(Y)d dont respectivement la divergence et le rotationnel sont
nuls dans 2'(R%), la moyenne de leur produit est le produit des moyennes

(€ w) = (&) - (w). (1.3.20)

Une suite de correcteurs peut étre donnée a ’aide d’une fonction périodique. On
définit I'espace

Ho(Y)={f € Hy(Y) | f est Y-périodique et (f) =0} . (1.3.21)
On introduit les notations, pour des fonctions a valeurs matricielles X et X
oU;
DU := { J] , YX X = XTYX (1.3.22)
O 1<i,j<d
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Bensoussan, Lions et Papanicolaou [5] ont prouvé que la suite de conductivités o. définie
par (1.3.14) H-converge vers la matrice o, donnée par la formule

0. =(XDU) = (£DU : DU), (1.3.23)
ou X (y) := U(y) — y est 'unique solution dans Hj,(Y)* du probleme
Div(2(I4+ DX)) =0 dans 2'(R%)“, (1.3.24)
ou, de fagon équivalente,
VV e H (V) (S(la+DX):DV)=0. (1.3.25)

La matrice homogénéisée apparait comme la moyenne d’un courant local sur la cellule
de périodicité.

Le cas particulier ot o., ou maniére équivalente X, est symétrique fournit une
formule obtenue par le probléme de minimisation associé & la formulation variation-

nelle (1.3.25), i.e
o, =min {(S(I;+ DV): (I4+ DV)) | V € H}((Y)"}. (1.3.26)
De plus, on a la formule duale
={{Z7' g+ S): (s +9)) | Se Li(Y)™, Div(S)=0, (S)=0}. (1.3.27)

Cette derniére formule sera étendue dans le chapitre 4 au cas non périodique. Le cas
général de la section 1.3.1 peut se ramener dans un certain sens au cas périodique.
En effet, Dal Maso et Kohn [39] d’une part et, indépendamment, Raitums [73] d’autre
part (voir [49] pour une présentation compléte), ont prouvé qu’une matrice homogénéisée
peut étre approchée localement par une suite de matrices homogénéisées périodiques
constantes.

La formule d’homogénéisation périodique (1.3.23) n’est pas en général explicite car
elle dépend de la solution du probléme de cellule (1.3.25). On obtient des formules
véritablement explicites dans le cas des matériaux en couches (ne dépendant que d’une
direction) et des laminés. Citons également le cas particulier des matériaux périodiques
en échiquier a 2, 3 ou 4 phases [37, 36, 57| qui conduisent & des formules exactes pour
la matrice homogénéisée.

1.3.3 Laminés

Les matériaux les plus simples a fabriquer sont les laminés. On considére deux phases
de conductivités oy, 05 en couches minces superposées dans la direction £ ou £ est uni-
taire comme dans la figure 1.3.2. On rappelle ici les principaux résultats concernant
I’homogénéisation de la structure laminée de la figure 1.3.2 et dont une présentation
détaillée figure dans [2].
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FIGURE 1.3.2 — Un laminé de rang 1 & deux phases en dimension 3

Précisément, soit 6 €]0, 1, x le prolongement 1-périodique de la fonction caractéris-
tique de ’ensemble [0, [ et o1, 09 des matrices constantes définies positives. On pose
£-x

o.(x) = x(z)o1 + (1 — xe(2))o2 ou x.(z) =X <?> : (1.3.28)

Le scalaire 6 représente la fraction volumique de la phase 1. Ce type de laminé périodique
est appelé laminé de rang 1 (auquel on se restreindra dans la suite).

On présente l'approche de [16] qui justifie rigoureusement la conjecture de Mil-
ton [64] « dans un matériau multicouches, les champs sont constants dans chaque
phase ». Supposons que le correcteur P = DU de la formule (1.3.23) est de la forme

Les matrices constantes Py, P, sont a déterminer a I’aide des conditions (1.3.10), qui se
réduisent, dans le cas périodique, a (cf. (1.3.19))

<P> = Id’
Rot(P) =0 dans 2'(R%)4x4, (1.3.30)
Div(XP) =0 dans 2'(R%)“.

La premiére condition se réécrit

0P, + (1 — )Py = I, (1.3.31)

Comme le correcteur est constant dans chaque phase, le rotationnel de P et la diver-
gence de X P sont nuls dans chaque phase et les deux derniéres égalités de (1.3.30) sont
équivalentes aux formules de saut a l'interface

P —P=£®n,
- (1.3.32)
(01P1—02P2) §=0,
pour un vecteur 7 € R%. On obtient finalement les égalités
1—0
P =1+ (€ ® &) (o2 — 01),
Oosé - &+ (1 —0)o(& -
2§ - § (9 )oi§ - € (1.3.33)
Py =1 (§®&) (o1 — 02),

T GonE E 1 (1 0ok ¢
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qui combinées avec la formule d’homogénéisation (1.3.23) (ou DU = P), donnent
B 6(1—0)
0028 - &+ (1 =0)ong - €

Considérons le cas particulier ou 0; = «;14, i = 1,2, avec a; > 0. Dans une base ortho-
normale, dont le premier vecteur est &, la matrice homogénéisée s’écrit

o =001+ (1—10)09 (09 —01)(E®E) (o —01).  (1.3.34)

o, = diag(a, @, ..., @) (1.3.35)

ol

a=f0a;+(1-0)a et a=(la;" +(1- 0)@2_1)71 , (1.3.36)
c’est-a-dire respectivement la moyenne et la moyenne harmonique. Une interprétation
physique de ce résultat est lice aux lois d’additivité en série ou en paralléle des con-
ductivités. Dans la direction &, les couches du conducteur sont placées en série et la
conductivité effective est donc la moyenne harmonique des conductivités dans cette di-
rection. Dans toutes les directions orthogonales a &, les couches du conducteur sont
associées en paralléle et la conductivité effective est la moyenne des conductivités. On
remarque également que la matrice homogénéisée d’une suite de matrices isotropes n’est
pas nécessairement isotrope. Ces formules explicites pour des laminés & deux phases
seront utilisées en particulier dans le chapitre 4.

&1

FIGURE 1.3.3 — Un laminé multi-échelle de rang 2 & trois phases en dimension 2

On peut également réitérer le processus de lamination en introduisant plusieurs
échelles. Le nombre de laminations successives est appelé rang du laminé. Par exemple,
la figure 1.3.3 présente un laminé de rang 2 a 3 phases. Pour plus de détails, on peut
notamment se référer a Milton [62, 64, Allaire [2]| ou [16].

D’autres formules explicites pour les matériaux stratifiés, c¢’est-a-dire lorsque la con-
ductivité ne dépend que d’une seule direction, ont été données paralléelement a 1’étude
des laminés. La méthode employée par Murat et Tartar dans [68| se raméne simplement
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Section 1.3 - Théorie de I’homogénéisation

a une cascade de convergences faibles. Néanmoins, une explicitation du correcteur sous
la forme P. = I; + 1 ® ¢.(x1) donne une approche alternative.

Lorsque les formules ne sont pas explicites, il est possible d’établir des relations entre
les matrices homogénéisées obtenues a partir des conductivités locales qui se déduisent
entre elles par certaines transformations.

1.3.4 Transformations préservant la H-limite

Les premieéres transformations de dualité bidimensionnelles ont été obtenues par Kel-
ler [51] qui a établi une identité reliant la conductivité effective transverse d’inclusions
circulaires peu conductrices avec la conductivité effective de ces mémes inclusions forte-
ment conductrices. Ce lien entre forte et faible conductivité a donné le nom de dualité
a ce type de transformations. Keller a ensuite généralisé ce résultat [50] & d’autres
microstructures a deux phases isotropes. En particulier, il a obtenu une égalité d’inter-
changeabilité en dimension 2 en reliant la conductivité effective d’un matériau avec celle
obtenue dans le méme matériau mais dont les phases ont été échangées. Ce genre de
matériau est par exemple donné par ’échiquier de la figure 1.3.4a.

001
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(a) Echiquier & 2 phases (b) Echiquier & 4 phases

FIGURE 1.3.4 — Microstructures bidimensionnelles en échiquier

Lorsque € devient trés petit, au niveau macroscopique, le composite issu de la micro-
structure de la figure 1.3.4a se comporte comme le méme composite dont les valeurs des
conductivités dans chaque phase aurait été échangées. Dykhne [41] a montré que si les
conductivités de I’échiquier de la figure 1.3.4a sont isotropes et valent o; = «o;l5, 1 = 1,2,
alors o, = /ajagly. Ce résultat a été ensuite généralisé a un échiquier & quatre phases
isotropes, comme dans la figure 1.3.4b, i.e. 0; = a;l5, i = 1,2, 3,4, par Marino et Spa-
gnolo [57] dans le cas ajasz = asay, a aide d’'un encadrement de la conductivité ho-
mogénéisée. La formule explicite d’'un échiquier a quatre phases isotropes général a été
conjecturée par Mortola et Steffé [65], résultat qui a été prouvé indépendamment par
Milton [63] et Craster, Obnosov [37, 36]. Le résultat [57| sur les échiquiers a quatre
phases sera utilisé dans le chapitre 4.
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Chapitre 1 - Electro-physique, microstructures et homogénéisation

Les formules de dualité font partie du cadre général des transformations conservant
la matrice homogénéisée. Ce sont des transformations f:RZ*¢ —s RT*4 (RI*4 gtant
'ensemble des matrices de R?*¢ définies positives) qui vérifient

H H
0. — 0, = f(o.) — f(04). (1.3.37)

La formule de Dykhne [41] a été généralisée par Mendelson [59] et prouvée dans le cadre
de la H-convergence par Tartar [80] pour le cas isotrope, et par Francfort et Murat pour
le cas anisotrope [45]. Précisément, si 0. est une suite de conductivités bidimensionnelles
qui H-converge vers la conductivité o,, alors

H
f(oo) == (cro.4coJ)(cslotcyJo) ™t — f(o,) = (c104 + caJ)(esly + cyJo,) ™t (1.3.38)

pour des constantes ¢;, g, c3, ¢4 convenables assurant le caractére défini positif de f(o.).
Dans le cas d’un matériau a deux phases isotropes, i.e. 0; = a;l5, 1 = 1,2, avec par
exemple a; > a, pour ¢; = c3 = 0 et ¢y = ¢4 = 1, la conductivité f(o.) vaut a; ' I, dans
la phase 7. Ainsi, la conductivité de la phase 2 du matériau transformé est cette fois plus
forte que la phase 1 : ce matériau est dual du précédent.

La transformation (1.3.38) a été étendue en dimension 3 & certaines structures cy-
lindriques périodiques par Milton et Graboski [46, 47, 48|. Plus précisément, on consi-
dére une structure cylindrique périodique dont la conductivité locale ¥ € Mj(a, b;Y)
de (1.3.14) ne dépend que de ¢y’ = (y1,y2) et est de la forme

Y ::( ET p), (1.3.39)

ot 3 est une fonction a valeurs dans R2*2 p une fonction a valeurs dans R? et o une fonc-
tion scalaire. La suite de conductivités définie, comme dans (1.3.14), par o.(x) = X(z/¢)
H-converge vers une matrice o,. Milton et Grabovsky montrent que cette conductivité

homogénéisée est de la forme
O« Dx
Oy 1= (—p*T a*) , (1.3.40)

ol &, est la H-limite de S(z/e), p. € R? et a, € R. En outre, si & se déduit de ¥ par
la transformation

T / I S o
Y= Z/T P) o avee P =Pt = b, (1.3.41)
-« o' = a+ Xpg - po,

. / I . i* o
ol = ( O,T p*), avec p,; P 222Po — Po, (1.3.42)
- O, = O + E*po *Po-

Cette transformation sera utilisée dans les chapitre 2 et 3.
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Ces différentes formules de dualité vont permettre de préciser la dépendance de
la matrice homogénéisée par rapport au champ magnétique. En choisissant judicieu-
sement les constantes de la formule (1.3.38) ou de la transformation précédente, il va
étre possible, pour les composites & deux phases isotropes, de transformer des matrices
non symétriques en matrices symétriques, c’est-a-dire de relier la matrice homogénéisée
perturbée par le champ magnétique a la matrice homogénéisée en 1’absence de champ
magnétique. L’idée de la transformation (1.3.41) sera en particulier exploitée pour des
structures cylindriques au chapitre 3.

1.4 Homogénéisation de 'effet Hall et de la magnéto-
résistance

Depuis les travaux fondateurs de Bergman [6], 'influence du champ magnétique dans
les composites a été trés largement étudiée. Dans le cas d’un champ faible et par une
méthode de perturbation, Bergman [6] montre que le coefficient de Hall effectif s’exprime
simplement a I’aide de moyennes de certains courants en ’absence de champ magnétique.
Dans le cas de la dimension 2, il établit des relations exactes et des formules de dualité |7]
qu’il généralise au cas des composites ne dépendant pas de la troisiéme variable (comme
les fibres) [10, 8, 11]. Le cas d’un champ fort, c’est-a-dire lorsque les parties symétrique
et antisymétrique de la conductivité sont du méme ordre, a aussi été étudié dans |9, 12],
établissant des liens entre la conductivité effective perturbée par le champ magnétique
et la conductivité effective en 1’absence de champ.

Les sections 1.4.1, 1.4.2 et 1.4.3 vont préciser I’ensemble de ces résultats dans le cadre
de la H-convergence. Dans la section 1.4.1, on rappelle les formules explicites pour les
composites a deux phases établies par Milton [61] pour la dimension 2 puis généralisées
par Grabovsky [46, 47| pour les structures fibrées. La section 1.4.2 mettra en avant les
différences importantes entre la dimension 2 et la dimension 3. La section 1.4.3 présente
I'étude [15] sur la magnétorésistance effective en dimension 2.

1.4.1 Effet Hall dans les composites & deux phases

En dimension 2, Milton a proposé une méthode [61] qui précise les résultats de
Bergman et permet de relier la conductivité effective d’'un composite périodique per-
turbée par le champ magnétique avec la conductivité du méme matériau en ’absence
de champ lorsque les phases sont isotropes. Pour cela, il utilise une transformation
préservant I’homogénéisation : la transformation de Dykhne (1.3.38). II calcule explici-
tement les constantes c¢;-c4 de cette transformation en fonction de A et de la conductivité
dans chaque phase. La conductivité o.(h) est transformée en o/ associée a ¥’ comme
dans (1.3.14) de la forme

Y =yl + (1 —x)ahly (1.4.1)
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ou o}, o) sont des scalaires qui dépendent du champ magnétique h et de la conduc-
tivité de chaque phase et y la fonction caractéristique de la premiére phase. Ainsi o’
est la conductivité effective du composite en ’absence de champ mais avec les phases
modifiées o, o, et est reliée a la matrice o, par la formule de Dykhne (1.3.38).

Pour les structures fibrées en dimension 3, le méme type de méthode s’applique
aux conductivités périodiques X(h) a deux phases isotropes, perturbées par un champ
magnétique et de la forme (1.3.41). En choisissant judicieusement pg et pf, dans (1.3.41),
la conductivité transformée ¥'(h) est de la forme

5(h) i= (Zgl) a,(()h)> . (1.4.2)

Le probléme d’homogénéisation lié a la conductivité ¥'(h) est plus simple et donne
une expression de o,(h) a l'aide de o,(h) par la relation (1.3.42). En combinant cette
expression avec la formule bidimensionnelle de Milton précédente pour ¢, (h), on obtient
I'influence du champ magnétique dans les composites fibrés périodiques & deux phases
isotropes a l'aide de la conductivité homogénéisée de ce composite en I’absence de champ.

Les méthodes pour obtenir une loi de perturbation dans les composites & deux phases
en dimension 2 et fibrés en dimension 3 sont similaires. En revanche, le comportement
d’un composite tridimensionnel général, en présence d’'un champ magnétique, peut étre
trés différent de la dimension 2.

1.4.2 Différences entre la dimension 2 et la dimension 3

Lorsque le champ est faible, pour un conducteur homogeéne, on a vu que le coefficient
de Hall en dimension 2 ou la matrice de Hall en dimension 3 s’obtiennent & l’aide des
développements (1.1.16) et (1.1.17). Dans un conducteur composite, la résistivité dépend
du parameétre £, comme son développement au premier ordre

pe(h) = pe(0) + Z:(h) + o(|h)), (1.4.3)

ol p(0) sera simplement noté p. et 0.(0), o.. Si o.(h) H-converge vers o,(h), on a, sous
certaines hypothéses de régularité, le développement de p,.(h) = o,(h)™*

pe(h) = ps + Z.(h) + o(|h)), (1.4.4)

avec Ze/«(h) =re/hJ en dimension 2 pour le coefficient de Hall local /homogénéisé
et #.;.(h) = &(R./h)J en dimension 3 pour la matrice de Hall de Hall locale/homo-
généisée. Il est a noter que méme si les relations concernent des termes issus de la
résistivité, I'homogénéisation porte sur la conductivité, la résistivité effective n’étant
que l'inverse de la conductivité homogénéisée.

Dans le cadre de la H-convergence, Briane, Manceau et Milton |27, 25] donnent une
expression du coefficient de Hall et de la matrice de Hall effectifs en fonction de quantités
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en l'absence de champ. Ils supposent que o. est suffisamment réguliére et périodique,
c’est-a-dire
x

o.(z) :z(—), re(z) :r<§> et R.(x) :R(f), (1.4.5)

€ 9

ott 3, 7 et R sont |0, 1]%-périodiques. En considérant le correcteur DU de (1.3.23), ils
obtiennent, selon la dimension du conducteur,
D «
- (det(XDU)r) ot R, — of
det (o) det (o)

(Cof(EDU)"R). (1.4.6)

Ces formules sont également vraies dans le cas non périodique ou les moyennes sont
remplacées par des limites faibles et en supposant que pour tout h, la suite Z.(h) est
bornée dans L (£2)%<4,

En dimension 2, le coefficient de Hall est positif dans chaque phase. A partir de ces
formules et a I’aide du résultat d’Alessandrini et Nesi [1] :

det(DU) >0 p.p. dans R?, (1.4.7)

la premiére relation de (1.4.6) permet de conclure que le coefficient de Hall homogénéisé
respecte les mémes bornes que le coefficient de Hall local.

(a) Microstructure pour le changement de  (b) Microstructure pour le changement
signe du déterminant du correcteur de signe du coefficient de Hall

FIGURE 1.4.1 — Microstructures tridimensionnelle en chaines
En dimension 3, Briane, Milton et Nesi [28] ont montré que le signe du détermi-
nant du correcteur det(DU) n’est en général pas constant dans R? a P'aide de chaines

périodiques composées de maillons infiniment conducteurs qui s’interpénétrent et dont
la figure 1.4.1a représente une période. En remplacant ces chaines par une structure a
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symétrie cubique de type « cotte de maille » (cf. figure (1.4.1b)), Briane et Milton [27]
obtiennent également un changement de signe du coefficient de Hall violant la conserva-
tion des bornes du cas bidimensionnel. Dans [28| et [27], le changement de signe s’opére
a l'interstice entre deux maillons consécutifs en s’appuyant sur un fort contraste de la
conductivité et du coefficient de Hall local.

Le comportement du terme d’ordre 1 dans le développement (1.4.4) a donc été étudié
en dimension 2 et en dimension 3. On présente maintenant 1’étude du terme d’ordre 2 de
ce développement, la magnétorésistance effective, effectué uniquement en dimension 2
dans [15].

1.4.3 Magnétorésistance effective en dimension 2

Dans un matériau composite en dimension 2, comme dans la section 1.1, lorsque la
suite o.(h) est équicoercive et équibornée, on a, en étendant (1.4.3) a 'ordre 2,

pe(h) = p. +rhJ + h* M. + o(h?). (1.4.8)

De maniére analogue a la section 1.4.2, lorsque h +— o.(h) est suffisamment réguliére
uniformément par rapport a ¢, o.(h) H-converge vers o,(h) et p.(h) = o.(h)~! admet le
développement a l'ordre 2

p«(h) = ps + 1.hJ + h* M, + o(h?). (1.4.9)

Le terme h2M, est la magnétorésistance effective du composite, M, étant une matrice
symétrique constante.

Dans [15], le cas périodique, i.e. (1.4.5) et M.(z) = M(z/e), conduit & une inégalité
entre la magnétorésistance effective et la moyenne de la magnétorésistance locale. Plus
précisément, en introduisant un champ local e = DU X dans une direction A € R?, ou U
est donné par (1.3.24), et le courant associé j = oe en l’absence de champ, il vient

M.G) - () = (Mj-j) on (j) = aule). (1.4.10)

Cette inégalité signifie que I’énergie dissipée par un composite en dimension 2 est supé-
rieure ou égale a la moyenne de 1’énergie dissipée par chacune de ses phases. L'inéga-
lité (1.4.10) est obtenue par une approche spécifiquement bidimensionnelle faisant, entre
autres, intervenir le cas particulier de la formule de Dykhne (1.3.38), avec ¢; = ¢3 =0
et co = ¢4 = 1, donné par
O¢ i O«
det o, det o,

De plus, U'inégalité (1.3.38) est une égalité si et seulement si le coefficient de Hall
local r est constant. Ce cas d’égalité repose sur le résultat de positivité (1.4.7).

L’inégalité (1.4.10) est illustrée par un laminé de rang 1 (cf. section 1.3.3). Dans ce
cas, on a

(1.4.11)

M, (j) - (j) = (Mj - j) + C(0,01,09,&)(r1 — r2)*(E ® &) (1.4.12)
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ou 71, o sont les coefficients de Hall de chaque phase, £ la direction de lamination
et C(0,01,09,&) > 0 est une constante dépendant de la fraction volumique 6, de la
conductivité dans chaque phase oy, o9 et de £. Ce résultat confirme 1’égalité lorsque le
coefficient de Hall est constant (i.e. 7 = rg). La dissipation supplémentaire d’énergie
est ainsi concentrée dans la direction de lamination. Cette formule est généralisée au cas
de la dimension 3 dans le chapitre 4.

Par ailleurs, l'inégalité (1.4.10) est cohérente avec la théorie classique de la magneé-
torésistance. La loi de Kohler [54], qui est valable pour les métaux purs isotropes énonce
que

p(h)* — p(0) = mh* + o(h?) avec m > 0, (1.4.13)

c’est-a-dire que la magnétorésistance est positive. Supposons que la résistivité perturbée
est isotrope et suit la loi de Kohler. Alors, la résistivité locale en ’absence de champ est
isotrope et

M(y) =m(y)ly avec m(y) >0 pp.yeY. (1.4.14)

Ceci implique que M, est positive par (1.4.10). Ainsi, la loi
p«(h)* — p.(0) = h*M, + o(h?) (1.4.15)

peut étre vue comme une extension de la loi de Kohler au cas non isotrope pour les
composites.

L’intégralité des résultats précédents suppose que la suite o. est équicoercive et
équibornée, i.e. 0. € M(a,b; Q) défini dans (1.3.3). On présente désormais des résul-
tats lorsque b = oo dans (1.3.3). Les premiéres généralisations du théoréme de Murat
et Tartar ont été obtenues par Buttazzo et Dal Maso [32] de méme que Carbone et
Sbordone [35]. Par une approche de I'-convergence et sous les hypothéses que la suite
de conductivités o, est bornée dans L!(Q)9*? et équi-intégrable, ils obtiennent un ré-
sultat de compacité pour les suites de fonctionnelles quadratiques. La section suivante
s'intéresse a des conductivités qui ne satisfont plus I'hypothése d’équi-intégrabilité.

1.5 Fort contraste

1.5.1 Effets non locaux

La classe des conductivités équicoercives et équibornées (1.3.3) ne couvre pas tous
les types de matériaux. Considérons le matériau de la figure 1.2.1 renforcé par des
fibres trés fines et trés conductrices. Plus précisément, on considére un ouvert cylin-
drique Q = w x (0, 1), une suite . — 0, k > 0, et on définit la conductivité e-périodique
par

-2 Co2 2 2
kr;°ls siyy +y; < rZ,

_n(* _ = 1173
0'6<.T> - EE( > ) Eé(y) { ]’3 si y% _|_y§ > T527 Vy S ] 2 2} ) (15]‘)
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Le rayon des fibres dans la cellule de périodicité dépend désormais de €. Ainsi la conduc-
tivité des fibres tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers 0 alors que la conductivité du milieu
les entourant reste constante. Le caractére équiborné de o. n’est plus respecté mais o,
reste bornée dans L'(€2). On parle de composite a fort contraste avec une forte conduc-
tivité. Cette structure fibrée a d’abord été étudiée par Khruslov et Fenchenko qui ob-
tiennent un probléme homogénéisé comportant un terme non local [44] (voir [53, 52, 43]
pour des problémes homogénéisés de différents types). De tels effets avaient déja été mis
en évidence par E. Sanchez-Palencia |75, 74, 77, 76] en utilisant des développements
asymptotiques formels pour des problémes de visco-élasticité ou des effets de mémoire
en élasticité. L’exemple modéle de Khruslov et Fenchenko a été analysé ultérieurement
par Bellieud et Bouchitté [4] dans un cadre non linéaire par la méthode de I'-convergence
de De Giorgi [40]. En considérant la suite de fonctionnelles d’énergies

/ o.Vu-Vu siue H}Q),
F.(u) = Q (1.5.2)
+o00 sinon,

ils montrent que F. converge vers I, au sens de la I'-convergence, ol F' est explicite et
dépend de la valeur du parameétre v € [0, co] défini par

1
= lim ———. 1.5.3
7 sl—r>r(1)52]lnr5\ ( )

Le paramétre v correspond au seuil critique d’apparition des effets non locaux. On
dispose en effet de ’alternative suivante :

1. si v € [0,00[, F(u) se décompose selon la formule de Beurling-Deny [13] en trois

termes
F(u) = /]Vu|2 dx —|—/p%,{(a:3) w?(x) do
Q Q
diff;gion termgrlocal , 1. 5 4)
- (u(a',t) —u(a’, ) 6,x(s,t) dsdt da’,
10,1[2

S/

vV
terme non local

ot 2’ = (21, x2) et O, Py sont des noyaux explicites et continus;

2. si v = oo, pour toute fonction u € H} (),
Flu) = / Vul? da. (1.5.5)
0

Dans le premier cas, il apparait un terme non local induit par un second potentiel
concentré dans les fibres qui vérifie la convergence faible-x au sens des mesures de Radon

1
Q; ue — v faiblement-x dans M(£2), (1.5.6)
2
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ol (). désigne 'ouvert constitué des fibres. Les potentiels limites v et v sont solutions
du systéme couplé

—Au+2my(u—v) = f, u=0 surd,

2
& 8_22} +2y(u—v) = 0, v(@,0)=v(1)=0, 2 €w. (1.5.7)

Dans le cadre de la I'-convergence, Mosco [66] a prouvé le caractére systématique de
I’apparition d’effets non locaux dans les problémes a fort contraste. En utilisant la
formule de Beurling-Deny des formes de Dirichlet [13], il obtient une généralisation de
la représentation de la I'-limite (1.5.4). Néanmoins, les trois termes de cette formule sont
obtenus par des théorémes d’existence a posterior: de I’étape de I'-convergence. Aucun
moyen simple ne permet de les relier a la suite de conductivités o.. De plus, en dehors de
quelques microstructures particuliéres, aucune condition nécessaire et suffisante générale
d’absence d’effets non locaux, et portant sur o., n’est connue a ce jour. Camar-Eddine et
Seppecher ont méme montré [34] que toute forme de Dirichlet, en dimension supérieure
ou égale a 3, s’obtient comme I'-limite d’une suite de fonctionnelles d’énergie de diffusion
avec une conductivité a fort contraste bien choisie. En dimension 2, la situation est
radicalement différente : c’est I'objet de la section suivante.

1.5.2 Fort contraste en dimension 2

Dans le cadre de I’homogénéisation a forte conductivité en dimension 2, i.e. lorsque o,
est seulement équicoercive dans le probléme (1.2.3), Briane et Casado Diaz ont montré
que le probléme limite est encore un probléme de conduction (1.3.5) a travers deux
approches différentes.

D’une part, par une méthode de I'-convergence qui repose sur un résultat de conver-
gence uniforme via un principe du maximum généralisé, on prouve |20, 23| que Iénergie
limite est une énergie de diffusion. Cette technique est étendue au cas non symétrique
au chapitre 2 sous I’hypothése de périodicité.

D’autre part, ils généralisent le lemme div-rot de Murat et Tartar [21] afin d’obtenir
un résultat de H-convergence. Ils supposent que

lo| = 60 € L>=(Q) faiblement-* dans M(), (1.5.8)

afin d’éviter les phénomeénes de concentration. Si & € L*(Q)? et v. € H'(Q) sont des
suites vérifiant

/ o ¢ - &edr + ||ve| @) S C et divé. est compacte H'(€2), (1.5.9)
Q

alors, & une sous-suite preés, on a les convergences

¢, — ¢ faiblement-x dans M(Q)? et Vwv. — Vv faiblement dans L?()?,
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ou ¢ € L*(02)2. De plus, on a la convergence au sens des distributions
& - Vo, — & - Vo faiblement dans 2'(Q). (1.5.10)

La différence majeure avec le lemme div-rot classique est ?u 'il n’est plus nécessaire de
supposer que & est bornée dans L?*(2)? mais seulement 0. /“£. dans L?(Q)2. Lorsque o,
est symétrique et équicoercive, Briane et Casado-Diaz generahsent alors la H-conver-
gence (1.3.4) ou la convergence du courant o.Vu, est remplacée par une convergence du
courant dans M (£2)? faible-* car celui-ci est seulement borné dans L'(2)?. Dans le cas
ol 0. n’est pas symétrique, I'hypothése (1.5.8) est remplacée dans [24] par la convergence

det o

—=|of| — 0 € L*™(Q2) faiblement-* dans M (). (1.5.11)
det o,

Celle-ci permet notamment de retrouver la formule de dualité de Dykhne (1.3.38) dans le
cas particulier ¢; = ¢3 = 0 et ¢ = ¢4 = 1. Cette seconde approche, par I'utilisation d’'un
lemme div-rot, a l'avantage de s’appliquer a des conductivités non symétriques mais
aussi a des problémes vectoriels comme ’élasticité [19, 18]. C’est dans le but de traiter
le cas de l'effet Hall que cette méthode sera privilégiée dans la suite du mémoire (en
particulier dans les chapitres 2 et 3).

Le lemme div-rot bidimensionnel de [21] est étendu a toute dimension d > 2 dans [22]
sous des hypothéses convenables portant sur les exposants de Sobolev. Il fait apparaitre
des séries de masses de Dirac qui mesurent le défaut de compacité dans la conver-
gence (1.5.10) conformément au principe de compacité-concentration de P.-L. Lions [56].

1.5.3 Cas périodique

Le cas périodique permet une approche alternative du fort contraste. La matrice de
conductivité s’écrit
x

o.(z) = 5. (g) pp. 7 €9, (1.5.12)

ou X, est une matrice Y-périodique de Mj(a, b.; 2) au sens de (1.3.14). Contrairement au
cas périodique classique, la matrice dans la cellule de périodicité dépend désormais de
et b. est une suite positive. C’est notamment le cas dans les fibres a forte conductivité
de la section 1.5.1 (le rayon 7. et la conductivité dans la cellule de périodicité dépendent
de ). Lorsque ¢ est fixé, la suite de matrices indexée par ¢,

T

o’(r) =%, (5) p.p. x €Q, (1.5.13)

est une suite de conductivités périodiques de M(a, b.; 2). A 'aide de la formule (1.3.23),
on définit, pour tout €, la matrice constante o, bornée par b., matrice homogénéisée de
la suite indexée par §. On fait ensuite tendre £ vers 0 de sorte que b, tend vers I'infini
dans le cas du fort contraste. Méme si b. n’est pas bornée, la suite de matrice o7 peut
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converger simplement. Ce découplage entre homogénéisation périodique et variation du
contraste est résumé par le double passage a la limite suivant

H
o0 — o — o, (1.5.14)
d—00 n—00

qu’il faut évidemment justifier. Ce double passage a la limite n’est notamment pas
valable dans le cas du matériau renforcé par des fibres lorsque v < oo (cf. section (1.5.1)).
Cette méthode de calcul de la matrice homogénéisée permet de préciser certains résultats
d’homogénéisation et sera utilisée dans les chapitres 2 et 3.

Dans le cas symétrique bidimensionnel, ’approche de Briane et Casado-Diaz [23, 20]
par convergence uniforme fournit un nouveau théoréme d’homogénéisation périodique
a fort contraste lié au comportement de o?. Lorsque cette suite de matrices constantes
converge simplement vers o, la suite de solutions u. de I’équation de conduction (1.2.3)
converge uniformément vers la solution de ’équation de conduction (1.3.5). Lorsque o,
n’est pas symétrique et que o converge vers une matrice o, la solution u. de I’équation
de conduction converge uniformément vers une fonction u. On montre dans le chapitre 2
que cette fonction est également solution d’une équation de conduction.

En dimension 3, 'obtention d’un théoréme d’homogénéisation par le double passage a
la limite (1.5.14) est plus délicat du fait de la présence possible d’effets non locaux. Dans

le modéle des fibres de Fenchenko et Khruslov, on a 'inégalité de Poincaré Wirtinger a
poids sur Y =]0, 1]* (voir [17])

2
VAER? VYV € HY(Y), /ZEA-A’V—/V gck(s)/zgvv-vv (1.5.15)
Y Y Y

ou Y. est définie par (1.5.1) et la constante de Poincaré optimale vérifie

Ca(e) ~, CIA?|Inr|. (1.5.16)

Or, I'absence d’effets non locaux se traduit dans ce cas par la condition £2|Inr.| — 0.
Cette condition est étendue a toute dimension sans hypothése géométrique particuliére
dans [17] : si 0. est une suite de conductivités du type (1.5.12), équicoercive et bornée
dans L'(2)?*? et si (1.5.15) est satisfaite sous 'hypothése

YA ERY 2204 (e) — 0, (1.5.17)
E—r

alors, a une sous-suite prés, la suite o de (1.5.14) converge vers une matrice constante o,
dans R%? et la solution u. du probléme de conduction (1.2.3) converge faiblement
dans H} () vers la solution de (1.3.5). Ce type d’approche, via des inégalités de Poincaré-
Wirtinger & poids, sera généralisée au chapitre 3 & un cadre quasi-périodique.

1.6 Contributions et plan de la thése

Dans le chapitre 2, on approfondit ’étude de I’homogénéisation de l'effet Hall dans
des structures fines fortement conductrices, en soulignant des différences entre la dimen-

43



Chapitre 1 - Electro-physique, microstructures et homogénéisation

sion 2 et la dimension 3. Pour cela, on commence par établir une loi générale d’homo-
généisation de conducteurs bidimensionnels dans la cadre de la H-convergence étendue
du paragraphe 1.5.2. On considére un modéle idéal de conducteur isotrope perturbé par
un champ magnétique a deux phases dont I'une est fortement conductrice. On construit
d’abord la conductivité en I'absence de champ o? dépendant de la valeur de la conduc-
tivité dans chaque phase en utilisant des correcteurs dont l'existence est justifiée par
la H-convergence généralisée. L’expression de la loi de perturbation a l'aide de ¥ fait
appel a une généralisation de la méthode de Milton 1.4.1 qui utilise la formule de Dy-
khne (1.3.38). Cette formule avait été étendue dans [24]| uniquement lorsque ¢; = ¢3 =0
et ¢ = ¢4 = 1 (voir le paragraphe 1.5.2). On montre une nouvelle extension de la formule
de Dykhne lorsque les constantes ¢; dépendent de ¢ qui permet d’obtenir une formule
de dualité reliant 'homogénéisée de la conductivité perturbée o, (h) a ¢2. On illustre ce
résultat en considérant une microstructure en croix centrée dont les branches sont trés
fines. On s’appuie notamment sur la méthode de [57| décrite a la section 1.3.4

On compare ensuite la loi générale de perturbation des conducteurs bidimension-
nels avec une formule explicite de o,(h) pour le conducteur fibré présenté au début
du paragraphe 1.5.1. On suppose que les effets non locaux sont absents avec la condi-
tion €?|Inr.| — 0. La méthode pour établir o, (h) utilise les fonctions test particuliéres
introduites dans [31]. Ces fonctions, ne dépendant pas de z3, mesurent la capacité des
fibres dans le conducteur. Néanmoins, la non symétrie du probléme nécessite des adap-
tations délicates du cas symétrique étudié dans [44, 4].

Les lois de perturbation obtenues en dimension 2 et 3 sont donc trés différentes méme
en l'absence d’effets non locaux.

Dans le chapitre 3, on généralise la formule obtenue pour la structure fibrée du cha-
pitre 2. On considére le méme modele idéal de composite sans hypothése de géométrie
particuliére. Dans le cas périodique, on remarque que ’homogénéisation de cette struc-
ture fibrée entre dans le cadre du résultat principal de [17] présenté a la section 1.5.3. En
particulier, pour s’affranchir des effets non locaux, il est nécessaire de supposer l'inégalité
de type Poincaré-Wirtinger a poids (1.5.15). La matrice homogénéisée est obtenue par
le double passage a la limite (1.5.14). A l'aide des formules de Milton et Grabovsky du
paragraphe 1.4.1 appliquées a la suite de matrices constantes o, on obtient une formule
générale pour la matrice homogénéisée dépendant de la conductivité effective bidimen-
sionnelle calculée au niveau de la section des fibres (cf. chapitre 2). On généralise ensuite
ce résultat dans un cadre non périodique. Sous I'hypothése de 'introduction (20), on
obtient la forme de o,(h) en s’appuyant sur la méthode de Milton et Grabovsky pour
établir les formules de dualité du paragraphe 1.4.1. Pour cela, on utilise un correcteur
adapté construit a partir de la H-limite de la section des fibres.

Deux exemples illustrent les formules générales obtenues. D’une part, on considére le
cas de fibres disposées périodiquement mais dont le rayon est variable et on donne une
formule intégralement explicite qui dépend de la loi de répartition des rayons. D’autre
part, on reprend la structure en croix du chapitre 2 mais en faisant varier I’épaisseur
des branches d'une cellule a ’autre.

Dans le chapitre 4, on étend les résultats de la section 1.4.3 au cas de la dimension 3

44



Bibliographie

dans un cadre non périodique. Les outils de la section 4 étant purement bidimensionnels,
il convient de les remplacer par une approche alternative. Ainsi, la formule reliant la
magnétorésistance effective et la magnétorésistance locale — qui deviennent des tenseurs
— fait intervenir I'inverse de la conductivité en ’absence de champ. La formule de Dy-
khne (1.3.38), utilisée en dimension 2 n’est plus valable en dimension 3. On la remplace
par I'inégalité de dualité classique du cas périodique (1.3.27)

(7Y -5 = o 7N - () (1.6.1)

appliquée & un courant j' convenable faisant intervenir le champ de Hall. On traite éga-
lement le cas non périodique en généralisant cette inégalité. De plus, le cas d’égalité se
traduit par une condition générale portant sur le champ de Hall qui, d'une part, permet
de retrouver le résultat bidimensionnel et, d’autre part, est illustrée par différentes mi-
crostructures cylindriques en dimension 3, dont les laminés de rang 1 (cf. section 1.3.3).
Cette condition d’égalité met en évidence 'influence de la direction du champ magné-
tique dans I’étude de la magnétorésistance effective pour un composite tridimensionnel.
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Chapitre 2

Homogenization of high-contrast
two-phase conductivities perturbed by
a magnetic field. Comparison between
dimension two and dimension three.

Abstract

Homogenized laws for sequences of high-contrast two-phase non-symmetric conductivi-
ties perturbed by a parameter h are derived in two and three dimensions. The param-
eter h characterizes the antisymmetric part of the conductivity for an idealized model
of a conductor in the presence of a magnetic field. In dimension two an extension of
the Dykhne transformation to non-periodic high conductivities permits to prove that
the homogenized conductivity depends on A through some homogenized matrix-valued
function obtained in the absence of a magnetic field. This result is improved in the
periodic framework thanks to an alternative approach, and illustrated by a cross-like
thin structure. Using other tools, a fiber-reinforced medium in dimension three provides
a quite different homogenized conductivity.
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Chapitre 2 - Homogenization of high-contrast two-phase conductivities perturbed by a
magnetic field. Comparison between dimension two and dimension three.

2.1 Introduction

The mathematical theory of homogenization for second-order elliptic partial differ-
ential equations has been widely studied since the pioneer works of Spagnolo on G-
convergence [40], of Murat, Tartar on H-convergence |37, 38|, and of Bensoussan, Lions,
Papanicolaou on periodic structures [2], in the framework of uniformly bounded (both
from below and above) sequences of conductivity matrix-valued functions. It is also
known since the end of the seventies [24, 31| (see also the extensions [1, 22, 11, 32]) that
the homogenization of the sequence of conductivity problems, in a bounded open set €2
of R3,

u, =0 on 0, (2.1.1)

with a uniform boundedness from below but not from above for ¢,,, may induce non local
effects. However, the situation is radically different in dimension two since the nature of
problem (2.1.1) is shown [10, 13] to be preserved in the homogenization process provided
that the sequence ¢, is uniformly bounded from below.

H-convergence theory includes the case of non-symmetric conductivities in connec-
tion with the Hall effect [28] in electrodynamics (see, e.g., [33, 39]). Indeed, in the
presence of a constant magnetic field the conductivity matrix is modified and becomes
non-symmetric. Here, we consider an idealized model of an isotropic conductivity o(h)
depending on a parameter h which characterizes the antisymmetric part of the conduc-
tivity in the following way:

— in dimension two,

{ div (6,Vu,) = f in Q

o(h)=al,+phJ, J:=(), (2.1.2)

where «, 3 are scalar an h € R,
— in dimension three,

o(h) = aly + BEMR), E(h) = ( T fﬁl) , (2.1.3)
—hs hi 0
where «, 3 are scalar and h € R3.

Since the seminal work of Bergman [3] the influence of a low magnetic field in com-
posites has been studied for two-dimensional composites [34, 4, 17|, and for columnar
composites |7, 5, 8, 26, 27|. The case of a strong field, namely when the symmetric part
and the antisymmetric part of the conductivity are of the same order, has been also
investigated [6, 9]. Moreover, dimension three may induce anomalous homogenized Hall
effects [20, 18, 19] which do not appear in dimension two [17].

In the context of high-contrast problems the situation is more delicate when the
conductivities are not symmetric. An extension in dimension two of H-convergence for
non-symmetric and non-uniformly bounded conductivities was obtained in [14] thanks
to an appropriate div-curl lemma. More recently, the Keller, Dykhne [30, 23] two-
dimensional duality principle which claims that the mapping

AT

A
"~ det A

(2.1.4)
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Section 2.1 - Introduction

is stable under homogenization, was extended to high-contrast conductivities in [16].
However, the homogenization of both high-contrast and non-symmetric conductivities
has not been precisely studied in the context of the strong field magneto-transport
especially in dimension three. In this paper we establish an effective perturbation law
for a mixture of two high-contrast isotropic phases in the presence of a magnetic field.
The two-dimensional case is performed in a general way for non-periodic and periodic
microstructures. It is then compared to the case of a three-dimensional fiber-reinforced
microstructure.

In dimension two, following the model (2.1.2), consider a sequence o, (h) of isotropic
two-phase matrix-valued conductivities perturbed by a fixed constant A € R, and defined
by

O'n(h) = (1 — Xn> (041]2 + ﬁlh J) + Xn(OCQ’nIQ + /BQ’nh J), (215)

where Y, is the characteristic function of phase 2, with volume fraction 8,, — 0, a; >0, 31
are the constants of the low conducting phase 1, and o, — 00, 32, are real sequences
of the highly conducting phase 2 where 3, is possibly unbounded. The coefficients ay
and [, respectively aw, and (3, also have the same order of magnitude according to
the strong field assumption. Assuming that the sequence 6,1y, converges weakly-x
in the sense of the Radon measures to a bounded function, and that 0,cs,, 0,082,
converge respectively to constants ay > 0, B2, we prove (see Theorem 2.2.2) that the
perturbed conductivity o,(h) converges in an appropriate sense of H-convergence (see
Definition 2.1.1) to the homogenized matrix-valued function

o.(h) = 02 (on, 0 4+ a3 ' B3 h*) + Bk J, (2.1.6)

for some matrix-valued function ¢ which depends uniquely on the microstructure y,
in the absence of a magnetic field, and is defined for a subsequence of n. The proof of
the result is based on a Dykhne transformation of the type

A v ((prAn + gud) 70 d) (2.1.7)

which permits to change the non-symmetric conductivity o,(h) into a symmetric one.
Then, extending the duality principle (2.1.4) established in [16], we prove that transfor-
mation (2.1.7) is also stable under high-contrast conductivity homogenization.

In the periodic case, i.e. when we have o,(h)(-) = 3,(-/e,) with ¥, Y-periodic
and ¢, — 0, we use an alternative approach based on an extension of Theorem 4.1
of [13| to €,Y-periodic but non-symmetric conductivities (see Theorem 2.3.1). So, it
turns out that the homogenized conductivity o, (h) is the limit as n — oo of the con-
stant H-limit (o,,). associated with the periodic homogenization (see, e.g., [2]) of the
oscillating sequence ¥, (-/¢) as € — 0 and for a fixed n. Finally, the Dykhne transfor-
mation performed by Milton [34] (see also [35], Chapter 4) applied to the local periodic
conductivity 3, and its effective conductivity (o)., allows us to recover the perturbed
homogenized formula (2.1.6). An example of a periodic cross-like thin structure provides
an explicit computation of o,(h) (see Proposition 2.3.2).
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Chapitre 2 - Homogenization of high-contrast two-phase conductivities perturbed by a
magnetic field. Comparison between dimension two and dimension three.

To make a comparison with dimension three we restrict ourselves to the €,Y -periodic
fiber-reinforced structure introduced by Fenchenko, Khruslov [24] to derive a non local
effect in homogenization. However, in the present context the fiber radius r, is chosen
to be super-critical, i.e. 7, — 0 and &2|Inr,| — 0, in order to avoid such an effect.
Similarly to (2.1.5) and following the model (2.1.3), the perturbed conductivity is defined
for h € R3, by

on(h) == (1 = xn) (a1[3 + B éa(h)) + Xn (042,n13 + Bon é‘a(h))> (2.1.8)

where Y, is the characteristic function of the fibers which are parallel to the direction es.
The form of (2.1.8) ensures the rotational invariance of o,,(h) for those orthogonal trans-
formations which leave h invariant. Under the same assumptions on the conductivity
coefficients as in the two-dimensional case, with 6, = 772, but using a quite different
approach, the homogenized conductivity is given by (see Theorem 2.4.1)

o3 + o 03 |h|?

«(h) =aql
oot =t (s

) 63®€3+51(g3(h). (219)

The difference between formulas (2.1.6) and (2.1.9) provides a new example of gap be-
tween dimension two and dimension three in the high-contrast homogenization frame-
work. As former examples of dimensional gap, we refer to the works [17, 20] about the
2d positivity property, versus the 3d non-positivity, of the effective Hall coefficient, and
to the works [13, 24| concerning the 2d lack, versus the 3d appearance, of non local
effects in the homogenization process.

The paper is organized as follows. Section 2.2 and 2.3 deal with dimension two.
In Section 2.2 we study the two-dimensional general (non-periodic) case thanks to an
appropriate div-curl lemma. In Section 2.3 an alternative approach is performed in the
periodic framework. Finally, Section 2.4 is devoted to the three-dimensional case with
the fiber-reinforced structure.

Notations

Q2 denotes a bounded open subset of R?;

I; denotes the unit matrix in R™>? and J := (Y ');

e for any matrix A in R%9, AT denotes the transposed of the matrix A, A® denotes
its symmetric part;

e for h € R3, &(h) denotes the antisymmetric matrix in R3*® defined by &(h)z :=
h x z, for v € R3;

o for any A, B € R A < B means that for any ¢ € R?, A¢ - ¢ < BE - €; we will
use the fact that for any invertible matrix A € R¥™4 A > al; = A7 < a~ 'y

| - | denotes both the euclidean norm in R? and the subordinate norm in R%*%;
e for any locally compact subset X of R% M(X) denotes the space of the Radon
measures defined on X;
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Section 2.2 - A two-dimensional non-periodic medium

e for any a, f > 0, M(«, 5;€2) is the set of the invertible matrix-valued functions A :
Q — R%4 guch that

VEERY, A@)E-€>alé)? and AN 2)E-€>F7HER ae. in Q; (2.1.10)

e (' denotes a constant which may vary from a line to another one.

In the sequel, we will use the following extension of H-convergence and introduced
in [16]:

Definition 2.1.1. Let «,, and 3, be two sequences of positive numbers such that a,, < 5,
and let A, be a sequence of matriz-valued functions in M, Bn; Q) (see (2.1.10)).

The sequence A, is said to H(M(Q)?)-converge to the matriz-valued function A, if
for any distribution f in H=1(Q), the solution u, of the problem

div (A, Vu,) = f inQ,
u, = 0 on 09,

satisfies the convergences

U, — u in Hy(Q),
A Vu, —  ANu weakly-+ in M(Q)?,

where u is the solution of the problem

div(AVu) = f inQ,
u = 0 on 0.

We now give a notation for H(M/(2)?)-limits of high-contrast two-phase compo-
sites. We consider the characteristic function y,, of the highly conducting phase, and
denote w, := {x, = 1}.

Notation 2.1.1. A sequence of isotropic two-phase conductivities in the absence of a
magnetic field is denoted by

0'2(061771, 0427”) = (1 — Xn)aLn[Q + XnOéQmIQ, (2111)
with
lim oy, =3 >0 and lim |w,|as, = as >0, (2.1.12)
n—oo n—oo

and its H(M(Q)?)-limit is denoted by o2 (ay, az).
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2.2 A two-dimensional non-periodic medium

2.2.1 A div-curl approach

We extend the classical div-curl lemma.

Lemma 2.2.1. Let Q be a bounded open subset of R%. Let o > 0, let a € L>=(Q) and
let A, be a sequence of matriz-valued functions in L°°(2)?*2 (not necessarily symmetric)
satisfying

det A,
det A3

A, > aly ae inQ  and |AS| — a € L™=(Q) weakly-* in M(Q2). (2.2.1)

Let &, be a sequence in L*(2)? and v, a sequence in H'Y(Q) satisfying the following
assumptions:
(i) &, and v, satisfy the estimate

[ A gudo+ llnllingo < € (222)
Q

(i1) &, satisfies the classical condition
div &, is compact in H™ (). (2.2.3)

Then, there exist & in L*(Q2)? and v in H*(Q)) such that the following convergences hold
true up to a subsequence

& — & weakly-+ in M(Q)?  and Vv, = Vv weakly in L*(2)% (2.2.4)
Moreover, we have the following convergence in the distribution sense

&n - Vo, = &+ Vo weakly in 2'().

Proof of Lemma 2.2.1. The proof consists in considering the "good-divergence" se-
quence &, as a sum of a compact sequence of gradients Vu,, and a sequence of divergence-
free functions JVz,. We then use Lemma 3.1 of [16] to obtain the strong convergence
of z, in L% (Q). Finally, replacing &, by Vu, + JVz,, we conclude owing to integration
by parts.

First step: Proof of convergences (2.2.4).

An easy computation gives

((4.1) oo detdn (2.2.5)
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Section 2.2 - A two-dimensional non-periodic medium

The sequence &, is bounded in L'(€)? since the Cauchy-Schwarz inequality combined
with the weak-* convergence of (2.2.1), (2.2.2) and (2.2.5) yields

(/Q !En]da:>2 g/g’((Anl)s)_ll dx/Q(Anl)sgn.gn dar

det A
= DAS Ate . < C.
/QdetAfl‘”’dx/Q Sy de < C

Therefore, &, converges up to a subsequence to some £ € M()? in the weak-* sense
of the measures. Let us prove that the vector-valued measure ¢ is actually in L?(Q)2.
Again by the Cauchy-Schwarz inequality combined with (2.2.1), (2.2.2) and (2.2.5) we
have, for any ® € %,(Q)?,

/ & - @ dx
Q
1 1
det A, 3 3 3
< lim sup (/ ° |A3] | @ dw) (/ ATl &, dx) <C (/ a|®|? dx) :

which implies that £ is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure.
Since a € L*(2), we also get that

’/Qf-q)dx

hence ¢ € L*(Q)%. Therefore, the first convergence of (2.2.4) holds true with its limit
in L?(Q)%. The second one is immediate.

n—o0

/Qg(dx) - @‘ ~ lim

< |[®][r2(0)2,

Second step: Introduction of a stream function.
By (2.2.3), the sequence u,, in Hj () defined by u, := A™!(div &,) strongly con-
verges in H}(Q):
u, — u in Hy(S2). (2.2.6)

Let w be a regular simply connected open set such that w CC 2. Since by defini-
tion &, — Vu, is a divergence-free function in L?*(Q)?, there exists (see, e.g., [25]) a
unique stream function z, € H'(w) with zero w-average such that

&n = Vu, +JVz, ae inw. (2.2.7)

Third step: Convergence of the stream function z,.

Since Vu,, is bounded in L*(Q2)? by the second step, &, is bounded in L'(Q)? by the
first step and 2, has a zero w-average, the Sobolev embedding of W!(w) into L?(w) com-
bined with the Poincaré-Wirtinger inequality in w implies that z, is bounded in L?(w)
and thus converges, up to a subsequence still denoted by n, to a function z in L*(w).
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Moreover, let us define

The Cauchy-Schwarz inequality gives

/S;IVzn -Vz, dz = / J AN IV 2, - Ve, do

= /(Anl)SJVzn - JVz, dz

= /(A;l)s[ﬁn — Vu,] - [& — Vu,] dz

< 2/(A;1)8§n &, do + 2/(A;1)Svun - Vu, dz
= 2/An1£n <&, do + Q/An1Vun -Vu,, dz.

The first term is bounded by (2.2.2) and the last term by the inequality A ! < a™'l,
and the convergence (2.2.6). Therefore, the sequences v, := z, and, by (2.2.14), S,
satisfy all the assumptions of Lemma 3.1 of [16] since, by (2.2.5),

det A
Sy, = = J AR
det A3 "
Then, we obtain the convergence
z, — z strongly in L} (w). (2.2.8)

Moreover, the convergence (2.2.6) gives

E=Vu+JVz in Z'(w). (2.2.9)

Fourth step: Integration by parts and conclusion.
We have, as JVu, is a divergence-free function,

&n - Vo, = (Vu, + JVz,) - Vo, = Vu, - Vo, — div (z,JVu,) . (2.2.10)

The strong convergence of Vu,, in (2.2.6), the second weak convergence of (2.2.4) justified
in the first step and (2.2.8) give

Vuy, - Vu, —div (2,JVv,) — Vu-Vo—div(zJVv) in 2'(w). (2.2.11)

We conclude, by combining this convergence with (2.2.10), (2.2.9) and integrating by
parts, to the convergence

& - Vv, — Vu-Vo—div(zJVv) = (Vu+ JVz)- Vo =¢- Vo weakly in 2'(w).
for an arbitrary open subset w of €. O

For the reader’s convenience, we first recall in Theorem 2.2.1 below the main result
of [16] concerning the Keller duality for high contrast conductivities. Then, Proposi-
tion 2.2.1 is an extension of this result to a more general transformation.
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Section 2.2 - A two-dimensional non-periodic medium

Theorem 2.2.1 ([16]). Let Q be a bounded open subset of R* such that |09 = 0.
Let a > 0, let B,, n € N be a sequence of real numbers such that 8, > «, and let A,
be a sequence of matriz-valued functions (not necessarily symmetric) in M(a, B,; ).
Assume that there exists a function a € L>(Q)) such that

det A,
det A3

|A| — a weakly-+ in M(2). (2.2.12)

Then, there exist a subsequence of n, still denoted by n, and a matriz-valued function A,
in M(o, 8;Q), with B = 2||a||p~), such that

H(M(2)?) AT HM@)?) AT
A, — A, and n — *

det A,, det A,

(2.2.13)

Proposition 2.2.1. Let Q be a bounded open subset of R? such that |0Q| = 0. Let p,, qn
and r,, n € N be sequences of real numbers converging respectively to p > 0, q and 0.
Let a > 0, let B,, n € N be a sequence of real numbers such that 8, > «, and let A,
be a sequence of matriz-valued functions in M(a, B,;2) (not necessarily symmetric)
satisfying

det A,

||T'n,An||L°°(Q)2><2 S O and det A%

|A2| = a € L>®(Q) weakly-+ in M(Q), (2.2.14)

and that
B, = ((pnAn +qnd) Tt F mJ)_1 is a sequence of symmetric matrices. (2.2.15)

Then, there exist a subsequence of n, still denoted by n, and a matriz-valued function A,

in M(a, B;Q), with § = 2||a|| =), such that

H(M(2)?) _1 HM(2)?)
A, — A, and ((pnAnqunJ)*l—l—rnJ) PN pA, + qJ. (2.2.16)

Remark 2.2.1. Proposition 2.2.1 completes Theorem 2.2.1 performed with the trans-

formation .

det A
to other Dykhne transformations of type (see [35], Section 4.1):

Ar— =J AT, (2.2.17)
A ((pA+q]) 1) = (pA+qJ) (1 —rq) Ly +rpJ A) (2.2.18)

Remark 2.2.2. The convergence of r, to r = 0 is not necessary but sufficient for our
purpose. If r # 0, the different convergences are conserved but lead us to the expression

pAL+qJ = B*((l —qr)ly+p rJA*). (2.2.19)
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Proof of Proposition 2.2.1. The proof is divided into two steps. In the first step, we
use Lemma 2.2.1 to show the H(M(2)?)-convergence of A,, := p, A, + q,J to pA,+qJ.
In the second step, we build a matrix (),, which will be used as a corrector for B,, and
then use again Lemma 2.2.1.

First step: A, = pA, + qJ.

First of all, thanks to Theorem 2.2 [16], we already know that, up to a subsequence
still denoted by n, A,, H(M()?)-converges to A.. We consider a corrector P, associated
with A, in the sense of Murat-Tartar (see, e.g., [38]), such that, for A\ € R?, P,A = Vw,
is defined by

{div (AnVup) = div (AV(A-2)) inQ (2.2.20)

w' = -z on 0f)

n

Again with Theorem 2.2 of [16] and Definition 2.1.1, we know that P, A converges weakly
in L?(Q)% to A and A,,P,\ converges weakly-* in M(Q) to A,\.
Since, for any \, 1 € R?,

oz||Vwﬁ||%2(Q)2 < /QAanZ-VwZ dz

— [ AVt do < 2lallilal 1912Vt 2
Q

and

/ ATTA VW) - A, V) dr = / A, Vw) - Vw) da,
Q Q

the sequences &, := A, Vw) and v, = w¥ satisfy (2.2.2) and (2.2.3). This combined
with (2.2.14) implies that we can apply Lemma 2.2.1 to obtain

VA p€eR, A,PX-Puyi — AN-pin 2'(Q). (2.2.21)

We denote ﬁn = pnAn + ¢, J and consider 9,, such that 4,/ := A,, — A;. Then, the
matrix A,, satisfies

Al - € = ppAnE - € > poalél (2.2.22)

Moreover,
det A, = p? det A%+ (ppdp+qn)? < p2(det A3 +262)+2¢> < 2p2 det A, +2¢> < Cdet A,
the last inequality being a consequence of A,, > «al,. This inequality gives, by (2.2.14),

det ﬁn ~ det Zn s det A,

—|Ayl = 55— opalA S C .
det A3 p? det A3 det A3
Then by (2.2.22), (2.2.23) and [16] again, up to a subsequence still denoted by n, the
sequence A, H(M(Q)?)-converges to A, and we have, by the classical div-curl lemma
of [38] for JP,\ - P, and (2.2.21),

A3 < C. (2.2.23)

/

7' ()
VA ueR,  (pulnt+aqnd)Po-Popn = ppAnPoA-Popi4-qnd Py Py — pA* - pu+qJ A p,
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that can be rewritten

/L = pA, + qJ.

Second step: B, = A,.

Let 0 GNCKCI(Q) and P, a corrector associated with the sequence A,, such that,
for A € R?, P,\ = V) is defined by

div (A’nvag) = div (A V(- 2)) in Q (2220
wy = 0 on Of).
By Definition 2.1.1, we have
wy — O\-z weakly in H}(Q),
o N o) (2.2.25)
A Vw, — AN -z) weakly-x in M(Q)%

. ~ -1 . . s
Let us now consider B,, = (An1 +rpd ) . B, is symmetric and so is its inverse:

B' = A e d = (A, d)t = (A

n

We then have, by a little computation (like in (2.2.5)) and (2.2.23),

det B,
det B3

Az < C. (2.2.26)

|B?| = |B,| = ‘((ggl)syl‘ _ detfln

et ﬁ%
For any & € R2, the sequence v, := (I 4 r,JA,) ¢ satisfies, by (2.2.14),

€| < (1 - HrngnHLoo(Q)zw) Wl < (14 pallradnl o @zxe + @urn) [va] < (1 + C)|val,
hence,

Bn€ : 5 = Znyn : (I + rnJAvn)Vn = Avnyn *VUp = pnAnVn *Un

DPn
Z pnOé|Vn|2 2 O‘mEF Z O|£|27

(2.2.27)

with C' > 0. Therefore, with (2.2.27) and (2.2.26), again by Theorem 2.2 of [16], up to
a subsequence still denoted by n, B,, H(M()?)-converges to B,.
Let 1 € €1(Q2) and R, be a corrector associated with the sequence B,, such that,
for p € R* R,u = Vv# is defined by
: BN _ :
{dlv(Bann) = div(B,.V(¢p-z)) inQ (2.2.98)
vt =0 on 0f).

n
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By Definition 2.1.1, we have the convergences

vh — Yu-x weakly in H}(Q), (2.2.20)
B,Vut  — B.V(¢u-x) weakly-+ in M(Q)% o
Let us define the matrix @, := (I + rnJgn)ﬁn. We have
BuQn = (A7 47,J) Y1+ ruJA,)P,
( ) ) (2.2.30)

= (A4, ) YA +r, )AL P, = A,P,.

We are going to pass to the limit in 2’(Q2) the equality given by (2.2.30) and the
symmetry of B,,:

AP Rop = BpQu\ - Ropt = Qu) - BoRo . (2.2.31)

On the one hand, by the inequalities (2.2.22) and (2.2.23), A, satisfies (2.2.1). The
sequences &, := A, P,\ and v,, := v¥ satisfy the hypotheses (2.2.3) by (2.2.24) and (2.2.2)
because

/Q (Zn)_lfn & do + ||Un||H&(Q) = /anﬁn/\ ’ ﬁn/\ dz + ||UZ||H&(Q) de < C

by (2.2.24) and the convergences (2.2.29) and (2.2.25). The application of Lemma 2.2.1
and the convergences (2.2.25), (2.2.29) give

AP\ Ryp — A*V(ON-2) - V(p-x) in Z'(Q). (2.2.32)
On the other hand, we have the equality
Qu\ - ByRujt = BpRyjt - Po\+ ByRojt - 1aJ Ay P, (2.2.33)

By (2.2.27) and (2.2.26), B, satisfies (2.2.1) . The sequences &, := B, R,p and v,, := 0.
satisfy the hypotheses (2.2.3) (by (2.2.28)) and (2.2.2) of Lemma 2.2.1 because

—1 ~
/ (Bn) gn : gn dz + ||Un||H3(Q) = / BanM : Rn,u dz + ||w7)z\||H5(Q) dz < C
Q Q

by (2.2.28) and the convergences (2.2.25) and (2.2.29). The application of Lemma 2.2.1
and the convergences (2.2.25), (2.2.29) give

BuRop - PLA — BN (¢p-z)-V(OA-z) in Z'(Q). (2.2.34)

The convergence of the right part of (2.2.33) is more delicate. The demonstration
is the same as for Lemma 2.2.1. Let w be a simply connected open subset of €2 such
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that w CC (2. The function gnlsn)\—/T*V(Q)\-x) is divergence-free and we can introduce
a function 2 such as
AP =ANVON ) + JVz), (2.2.35)
z) — 0 strongly in LY (w). (2.2.36)

The equality

BuRojt - T AyPuX = 1 By Rt - JAN(OX - ) — 1, By Ropt - V22
= 1By Rupt - JAN (X - ) — 1, div(2) B, Ropt) + 1z div(B.V(0A - 7))
leads us, by (2.2.29), (2.2.36) and the convergence to 0 of r,, like in the demonstration

of Lemma 2.2.1, to o
BoRup-rpJAP, — 0 in 2'(w). (2.2.37)

Finally, by combining (2.2.31), (2.2.32), (2.2.34) and (2.2.37), we obtain, for any
simply connected open subset w of {2 such as w CC (),

ANVON-2) - V(pp-z) = B.V@u-z)-V(OX-z) in Z'(w).

We conclude, by taking # = 1 and ¥ = 1 on w and taking into account that B, is
symmetric and w, A, p are arbitrary, that:

B, = g* = pA, +qJ.

2.2.2 An application to isotropic two-phase media

In this section, we study the homogenization of a two-phase isotropic medium with
high contrast and non-necessarily symmetric conductivities. The study of the symmetric
case in Proposition 2.2.2 permits to obtain Theorem 2.2.2 by applying the transformation
of Proposition 2.2.1. We use Notation 2.1.1.

Proposition 2.2.2. Let Q2 be a bounded open subset of R? such that |0Q| = 0. Let w,, be
a sequence of open subsets of Q0 with characteristic function x,, satisfying 0,, := |w,| < 1,
with 0, converging to 0, and

% —a € L™(Q) weakly-+x in M(£). (2.2.38)
We assume that there exists aq, 00 > 0 and two positive sequences oy, 0oy > ag > 0
verifying

lim on,, =a; and lim 0,02, = as, (2.2.39)
n—00 n—00

and that the conductivity takes the form

02(0417”, asn) = (1 = xn)arnls + Xnoonls.
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Then, there exists a subsequence of n, still denoted by n, and a locally Lipschitz function
a2 (0,00)? — M(ag, 2||al|s0; )

such that

. . HM©?)
V(og,a2) € (0,00)°,  op(an,a2,) —  o.(oq,qz). (2.2.40)

Proof of Proposition 2.2.2. The proof is divided into two parts. We first prove the
theorem for oy, = ay, as, =6, Loy, and then treat the general case.

First step: The case oy, = a1, ag, = Hglag.
In this step we denote %(a) := 02 (ay, 0, 'as), for a = (ay, as) € (0,00)%. Theorem 2.2
of [16] implies that for any o € (0, 00)?, there exists a subsequence of n such that the
sequence o (a) H(M(Q)?)-converges in the sense of Definition 2.1.1 to some matrix-
valued function in M(ag, 2||a||s; 2).

By a diagonal extraction, there exists a subsequence of n, still denoted by n, such
that

H(M(©2)?)
VaeQ*N(0,0)? o) — oda). (2.2.41)

n

We are going to show that this convergence is true any pair «a € (0, 00)2.
We have, by (2.2.38), for any o € Q? N (0, 00)?,

10°(a)| = (1 = yn)ou + Xﬂ% i tasaeL®(Q)  weakly-x in M(Q) (2.2.42)

and, since 6, € (0,1),
VEER? o%a)t-€ = al(l—xn)|f|2+xn%|§|2 > min(ay, az)[€]*  ae. in . (2.2.43)
By applying Theorem 2.2 of [16] with (2.2.42), we have the inequality
lo?()A] < 2|\ (a1 + azllal|oo) - (2.2.44)

For any a € Q* N (0,00)* and A € R? consider the corrector w2 associated
with 0?(a) defined by

div (6%(a)Vw®?) = div(e?(a)X) in Q,
(n(e) Vi) (72(@)2) (2.2.45)
wr = \-x on 012,
which depends linearly on .
Let a € Q>N (0,00)% Let us show that the energies
/ (@) Vs - Ve dz (2.2.46)
Q
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are bounded. We have, by (2.2.45), (2.2.44) and the Cauchy-Schwarz inequality
/ o2 (@) Vuw® - Vo dx
Q
= / o)A+ (Vwg* = X) da + / o2 () V™ - X dz
{2 Q
N / (@) Vult de - / oY(a)A- X\ dz + / op () Vgt - X da
Q2 QN—— Q
>0
which leads us to

/ao(a)wa{’”\ Vw2 dz < / %)\ - Vwe?| dx—i—/ |02 () V™ - A| dz. (2.2.47)
Q Q Q

On the one hand, the Cauchy-Schwarz inequality gives

2
(/ 109 () Ve - ) dx) < m?/ 109(a)| dx/ag(a)ng”\~wa{’A de
Q Q Q

that is

2
(/ |02 () Vs - \| da:) < [APla| / oY (@) Vs - Ve de. (2.2.48)
Q Q

On the other hand, by (2.2.43) and the Cauchy-Schwarz inequality, we have

/ 0%\ - V| dz < 2/A|(ay —I—a2||a||oo)\// Vw2 da
Q Q

1 1
< 2[M(q + asllal|e)y/ — + —\// o%() Vs - Vs da
a2\ Jo
that is
0 o, 2 1 1 a,\ a,\
lo ()N - Vw | de < C |7 |aly] — + — o%(a)Vwy” - Vwp” dx (2.2.49)
Q Q1 Qg Q

where C' does not depend on n nor a.
By combining (2.2.47), (2.2.48) and (2.2.49), we have

n

/ o (@) Vuwi? - Vwet de < C AP (o] + e (e + ™)) (2.2.50)
Q ~ Vv

=:M(a)

where C' does not depend on n nor «.
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Let o/ € Q>N (0,00)2. The sequences &, := 0% (a)Vw?* and v, := w® > satisfy the
assumptions (2.2.2) and (2.2.3) of Lemma 2.2.1. By symmetry, we have the convergences

n

V() V' - Vwer  — ¢%a/)A- XA weakly in 2'(Q).

n

{ O_0<a>vwg,/\ . ng/,/\ NN O—S(a))\ Y Weakly n .@,<Q); (2251>

As the matrices are symmetric, we have

(02(@) — o0(a)) Ve - Vu* = 00 (a)Vue™ - Vul > — o2 (o) V' - Vi,

n n
hence

(on(a) — on(a)) Vs V> — (0(a) — o?(a’)) A-X weakly in 2'(2). (2.2.52)

n

Let A € R%2. We have, by the Cauchy-Schwarz inequality, with the Einstein conven-
tion

/ [(on n(0)) Vult - Vi

_/ la; — o }Vwo"\ Vu?
QN\wn

< lar — aj| / Vw2 dz / IVws ™2 d
N\wn Q\wn
+ lag - a/2|\/][ Vi 2 da \/][ Vw2 A2 dz
1 1 ) /
< lai — Ofél\/—/02(&)%%A - Vuy? da \/—,/ag(a)vwﬁf A Vg da.
@i Ja a; Jo

This combined with (2.2.50) yields

][ |y — | ‘Vw‘”‘ Vuw?

Ay(ag<a>_ag NVt V| < CJA

The sequence of (2.2.52) is thus bounded in L'(Q)? which implies that (2.2.52) holds
weakly-* in M(€2). Hence, we get, for any ¢ € 6.(Q2), that

/| A pde< 0P Y20 ) M) lolle. (2.253)

0 0

O (Ck) — Oy (O/)‘ ’Ll(Q)QXQ < C
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Therefore, by the definition of M in (2.2.50), for any compact subset K C (0, 00)?,

3C >0, Va,d €cQ°NK, }

#2(@) = 020 |prapes SC la— 'l (2:2.5)
This estimate permits to extend the definition (2.2.41) of ¢¥ on (0, 00)? by

Va € (0,00)% o0%a)= lim o%(a’) strongly in L'(Q)**2. (2.2.55)

o —»a
a’€Q?N(0,00)?

Let a € (0,00)% Theorem 2.2 of [16] implies that there exists a subsequence of n,
denoted by n', and a matrix-valued function o, € M(ay, 2||a||~; €2) such that

H(M(©2)?) _
o) — 0. (2.2.56)

Repeating the arguments leading to (2.2.54), for any positive sequence of rational
pair (a?),en converging to «, we have

3C >0, |

Oy — 02<aq)HL1(Q)2x2 <C |a - aq|, (2'2'57)

hence, by (2.2.55), 0, = 02(a). Therefore by the uniqueness of the limit in (2.2.56), we
obtain for the whole sequence satisfying (2.2.41)

H(M(2)?)
— od(a). (2.2.58)

Va e (0,00)% o,(a) o,

In particular, the function o? satisfies (2.2.54) and (2.2.55), i.e. 0¥ is a locally Lipschitz
function on (0, 00)?.
Second step: The general case.

We denote o™ = (@, @.,) and 02 (o) = 02 (a1, @2,,). Theorem 2.2 of [16] implies that

!

there exists a subsequence of n, denoted by n’, such that ¢% (a™) H(M(2)?)-converges
to some 7. € M(ag, 2||al|w; ) in the sense of Definition 2.1.1.
As in the first step, for any o™ € (0,00)? and A € R?, we can consider the correc-

tor w?, " associated with ¢¥,(a™) defined by

div (o0, (") Vuy ) = div(@.A) in Q.

!
n
A
wd "t = A on 0,

n

(2.2.59)

which depends linearly on A. Proceeding as in the first step, we obtain like in (2.2.52),
with oo = (ay, ap) the limit of a” according to (2.2.39),

(02,(a) — 02,(04”,)) wal‘:l/’A~ng,’)‘ — (6%(@) —5,) XA weakly in Z'(Q). (2.2.60)

67



Chapitre 2 - Homogenization of high-contrast two-phase conductivities perturbed by a
magnetic field. Comparison between dimension two and dimension three.

Moreover, the energy bound (2.2.50), which holds for ™', leads to, for any ¢ € 2(Q),

/ (o%(0) 0% (@™)) Tuly - Vul o dz — 0.
Q

n'—o0

This combined with (2.2.60), yields

/ (6)(@) =) A+ X dz =0,
Q
which implies that 0%(a) = 7,. We conclude by a uniqueness argument. 0]

We can now obtain a result for (perturbed) non-symmetric conductivities. Then, we
will use a Dykhne transformation to recover the symmetric case following the Milton
approach [35] (pp. 61-65). This will allow us to apply Proposition 2.2.2.

Theorem 2.2.2. Let Q be a bounded open subset of R? such that |02 = 0. Let w,
be a sequence of open subsets of 2 and denote by x, their characteristic function. We
assume that 0,, = |w,| < 1 converges to 0 and

% —a € L™(Q) weakly-+ in M(Q). (2.2.61)

n

Consider the conductivity defined by

an(h) = (1= yu)ou(h) + g—:@(h) (2.2.62)

where for j = 1,2, 0;(h) = a; + hB;J € R**? with ay, a3 > 0 and (B, B2) # (0,0).
Then, there exists a subsequence of n, still denoted by n, and a locally Lipschitz function

0" (0.00)? — M min(as, ), 2(Jon] + [0 [ al ) 2)

such that
H(M(2)?)
on(h) — o (al, Qg + a;lﬁghQ) + hfJ.
Proof of Theorem 2.2.2. We have

V¢ e R?, on(h)E-E=(1— Xn)oz1|§|2 + %a2|§|2 > min(al,a2)|f|2 a.e. in Q

n

and, by (2.2.61), the convergence in the weak-* sense of Radon measures

()] = (1= xu)|on(B)] + Z2oa(h)| — |o1(h)]| + aloa(h)] € LX) in M(S).
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In order to make a Dykhne transformation like in p.62 of [35], we consider two real
coefficients a,, and b,, in such a way that

By = (anon(h) + bod) (anly + Jou(h) " = (aon(h) + gud) " +10d) "
is symmetric. An easy computation shows that the previous equality holds when

2

o O, A a"bn d -

Pn = qn = 3 an Tp i—m —
n

az+b,’ a2 + b, a,

On the one hand, the estimates (2.3.38) and (2.3.39) with as,, = 0, as, B2, = 6, s,
yield (note that they are independent of x,,)

Pn o~ 1, qn—> —=hf1, 1, — 0 and ||r,o.(h)||le < C. (2.2.63)
n—oo n—oo

n—oo

On the other hand, as in Section 2.3.2, with Notation 2.1.1 and (2.3.33), we have

B, = oy, (01,,(h), a3, (), (2.2.64)
where
() = Ml d b, (h) = (22
) = i gy M = b, + ety )
Hence, like in (2.3.40), we have
lim. o, (h) =a; and Tim. Oncthy , (h) = o + o 2" 1. (2.2.66)

We can first apply Proposition 2.2.2 with the conditions (2.2.64) and (2.2.66) to have
the H(M(Q)?)-convergence of B,. Then, by virtue of Proposition 2.2.1, with (2.2.63)

we get that
HM@7) 14272
on(h)  — oY (an, 0+ ay ' B3h*) + hfByJ.

2.3 A two-dimensional periodic medium

In this section we consider a sequence ¥, of matrix valued functions (not necessarily
symmetric) in L>(R?)?*2? which satisfies the following assumptions:
1 . X%, is Y-periodic, where Y := (0,1)?, i.e.,

VneN,VkeZ®, N.(+kr)=3,() ae. inR? (2.3.1)
2 .Y, is equi-coercive in R?, i.e.,

Ja >0 suchthat VneNVECR? X,6-€>alf]? ae in REL (2.3.2)
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Let ¢, be a sequence of positive numbers which tends to 0. From the sequences 3,
and ¢, we define the highly oscillating sequence of matrix-valued functions o,, by

on(z) = 3, (;) , ae z€R2 (2.3.3)

By virtue of (2.3.1) and (2.3.2), 0, is an equi-coercive sequence of ¢,-periodic matrix-
valued functions in L>*(R?)?*2. For a fixed n € N, let (0,). be the constant matrix
defined by

YA\ peR? (0p)h-p= / 2, VW2 - VW dy, (2.3.4)
Y

where, for any A\ € R? W2 € H;(Y), the set of the Y-periodic functions belonging
to Hi .(R?), is the solution of the auxiliary problem

loc
/ (Wp—=X-y)dy=0 and div(Z,VW;) =0 in 2'(R? (2.3.5)
Y

or equivalently

/ S, VW) Ve dy=0, Ve H(Y)
Y

(2.3.6)
/ (Way) = A-y) dy =0.
Y
Set
wx) = e, W (;) , for x € Q) (2.3.7)
and
wn = (w3, wE2) = (), w?). 23.8)

2.3.1 A uniform convergence result

Theorem 2.3.1. Let Q be a bounded open subset of R with a Lipschitz boundary.
Consider a highly oscillating sequence of matriz-valued functions o, satisfying the as-
sumptions (2.3.1), (2.8.2), (2.3.83) and the constant matriz (o,,). defined by (2.3.4). We
assume that

(00)s — 0, in R, (2.3.9)

Consider, for f € H-Y(Q) N W=Y9(Q) with ¢ > 2, the solution u,, of the problem

—div(o,Vu,) = f inQ
Pn{ v 20 ondn (2.3.10)

Then, u,, converges uniformly to the solution u € Hy () of

—div(o,Vu) = f inQ
P{ u = 0 on Jf. (23.11)
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Moreover we have the corrector result, with the £,Y -periodic oscillating sequence wy,

defined in (2.3.8):
2
Vi, — Y O Vwl, — 0 in L'(Q)%. (2.3.12)
=1

Remark 2.3.1. The first point of Theorem 2.3.1 is an extension to the non-symmetric
case of the results of [13| and [15]. The uniform convergence of w, is a straight-
forward consequence of Theorem 2.7 of [15] taking into account that in the present
case 0, € L=(Q)?*2 for a fixed n. The fact that f € W=19(Q) with ¢ > 2 ensures the

uniform convergence.

Proof of Theorem 2.3.1.

Derivation of the limit problem P. We only have to show that u is the solution of P in
(2.3.11). We consider a corrector D, : R? — R?*? associated with o} defined by

ey (2 - ()2 (2))
En En En
where for i =1, 2, /I/IZ’L € Hﬂl(Y) is the solution of the auxiliary problem
/ (Wi—¢-2)dz=0 and div (EEV’W;) —0 in 2'(RY. (2.3.13)
Y
Again, thanks to Theorem 2.7 of [15], w,, converges uniformly to the identity in 2 by
the integral condition (2.3.13). Let ¢ € Z(X2). We have, using the Einstein convention,
by integrating by parts and by the Schwarz theorem (97,0 = 97,
/ V-V (p(i)) da
)
— [ V- 61V, 000)(@,) da
Q

= / sV -V (undip(w,)) d:v—/ op Vwh -Vl 07 (W) uy, do
Q Q

-~

=0

=— | oV, -V, 97 p(Wy) u, dz — / o N, -V, 05,0(W,) uy, da
Q 0

— / op Ny - Vs 07 00(wy) uy da
Q
= —/QJRV[D; -V, 020(w,) u, dz — /anv@lz Vs 07 ,0(w,) uy, do

- / op Ny, - Vs 07 op(wy) uy da
Q

= — / oV, -Vl 07 o(w,) u, da — 2/ oV, -V, 07 ,0(W,) u, da.
Q Q
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This leads us to the equality

@)oo = [ oaVun -V (o(@) do
0 | | (2.3.14)
= —/QJZV@;-V@% 02 (W) uy da.

To study the convergence of the last term of (2.3.14), we first show that o V!, - Va?,
is bounded in L'(Q2). We have, by periodicity and the Cauchy-Schwarz inequality

/ SV @ - Vil | do = / S VWE VIV (ﬁ) do
Q Q €

n

< C/ DSV VIV da
Y

< C\// DAYTERTA dx\// SV - VIV de
Y Y
< OV (on)«€i - €ir/ (0n)xe; - €;

which is bounded by the hypothesis (2.3.9). Therefore,

oSV, - V! is bounded in L*(Q). (2.3.15)
Due to the periodicity, we know that for 7,7 = 1,2,
205V, - V! = oV - V! + ot Va! - V!,
— (o) i+ (0) e e =2(0.) €€
weakly-* in M(€2). Hence, we get that
iVl - V! — (0.)°e;-e; weakly-+ in M(Q). (2.3.16)

Moreover, 82-27]-@(@”) u, converges uniformly to aﬁjgo u. Thus, by passing to the limit
in (2.3.14), we have, again with the Einstein convention

(f, 90>H—1(Q),H3(Q) = —/

(.)€ - e; 3ij¢udx:—/a*:vzgpudx.
0

Q

Therefore, by integrating by parts and using ¢ = 0 on 0f2,

Proof of the corrector result. First of all, we show that the corrector function w, is
bounded in H'(Q)? By the definition (2.3.8) of w,, the Y-periodicity of W¢ and the
equi-coercivity of ¥,,, we have, for 1 =1, 2,

(07 HV’UJ:LH%Q(Q)Q < Ca HVWSZH%?(Y)? < C/ ZRVW;LVW;L de =C (Un)*ei~ei (2318)
Y
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which is bounded. This inequality combined with the uniform convergence of w,, yields
to the boundedness of w, in H(Q2)2.
Let us consider an approximation u® € 2(Q) of u such that

lu = |y < 0. (2.3.19)

On the one hand, we have

/QUnVun -V (u, — w(wy,)) dz = (f, (un — u‘s(wn))>H_1(Q),Hé(Q).

Since w,, converges uniformly to identity on Q and is bounded in H'(Q2) (see (2.3.18)),
with u° € 2(Q), u’(w,) converges weakly to u° in H}(Q). Hence, by the weak conver-
gence of u, to u in H}(Q) and (2.3.19), we can pass to the limit the previous inequality
and obtain, for any d > 0,

lim sup
n—oo

/ on Vi, - V(un — u‘s(wn)) dz
Q

= ‘<f> u— u6>H—1(Q)7Hé(Q) < . (2.3.20)

On the other hand, similarly to the proof of the first point (2.3.14), we are led to
the equality
0,V (0 (wy,)) - V(u, — u’(w,)) dz
Q (2.3.21)

—— [ oivul - Vud G (o~ () do.

As in the first point, o Vw! - Vw? is bounded in L'(2) (see (2.3.15)), u, converges
uniformly to u and ; ju®(w,,) converges uniformly to 9; ju® because u° is a 2(2) function.
By passing to the limit in (2.3.21)

/(;JnV(Ué(wn)) -V (up =t (wy)) dz — — [ (0.)%; - ¢; G%ju‘s (u—u’) dz. (2.3.22)

n—oo o)

Moreover, like in (2.3.17) we have
/(J*)sei - € 82ju6 (u— ué) dr = / o . Vu - V(u-— ua) dz. (2.3.23)
Q Q

By combining this equality with the convergence (2.3.22), we obtain the inequality

/ o Vu’ - V(u — u6)
0

lim <

tin | [ 9 (08 0) - w0

S C|O'*| ||VU5||L2(Q)2||V<U - u5)||L2(Q)2 S Co.

(2.3.24)
Thus, by adding (2.3.20) and (2.3.24), we have

lim sup/ anV(un — u5(wn)) . V(un — u5(wn)) de < C6
Q

n—oo
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which leads us, by equi-coercivity, to

limsup «a ||V (u, — Ué(wn))||i2(ﬂ)2
n—00 (2.3.25)
< lim sup
n—oo

/QUTLV(un — u‘s(wn)) . V(un — u‘s(wn)) dz| < C§.

Thus, the Cauchy-Schwarz inequality, the boundedness of Vw! in L*(2)? (2.3.18)
and the Einstein convention give, for any ¢ > 0,

[ Vu, — V! diul| 1)
< ||Vuy — Vw0 || ez + [|[Vwhd; (u® — u)||p1 )
<[V — V0’| gy + [[Vaoy |22 10: (0 — u) [[12(0)
< [Vt — Vi 53y + C6
< || Vuy — Vi, 0 (w,) || 1)z + || Vw? (8iu’ — 0u’ (wy)) || 1@ + C6
< |1Vt — Ve )l ey + 190 2y 195 — 3 ()0 + €
< ||V, — Vw0’ ()| 1)z + C||0® — 0’ (w)|| 12y + C6.

Since u’ € 2(Q) and w, converges uniformly to the identity on 2, the second term of
the last inequality converges to 0. Hence, we get that

limsup ||V, — Vw,diul| e < limsup ||V, — Vw0’ (w,)|| )2 + C6. (2.3.26)

n—o0 n—oo

Finally, this inequality combined with (2.3.25) gives, for any § > 0,

0 < limsup ||Vu, — Vw,’;@-uHLl(Q)a < CVé + O,

n—oo

which implies the corrector result (2.3.12). O

Remark 2.3.2. If the solution u is a € function, then the convergence (2.3.12) holds

true in L2 () since we may take u = u°.

2.3.2 A two-phase result

Here, we recall a two-phase result due to G.W. Milton (see [35] pp. 61-65) using the
Dykhne transformation.

In order to apply the previous theorem, we reformulate Milton’s calculus in such a
way that every coefficient depends on n. We then consider, for a fixed n, the periodic
homogenization of a conductivity o, (h) to obtain (¢, ).(h) through the link between the
homogenization of the transformed conductivity and (o,).(h) given by formula (4.16)
in [35]. Finally, we study the limit of (0,).(h) through the asymptotic behavior of the
coefficients of the transformation, and apply Theorem 2.3.1 in the example Section 2.3.3.
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In this section we consider a two-phase periodic isotropic medium. Let y, be a
sequence of characteristic functions of subsets of Y. We define for any oy > 0, f; € R,
any sequences aa, > 0, 2, € R and any h € R, a parametrized conductivity ¥, (h):

Zn(h) = (1 — Xn)(OqIQ + hﬁlj) + Xn(OCQmIQ + hﬁgm(]) inY. (2327)

We still denote by ¥,,(h) the periodic extension to R? of ¥,,(h) (which satisfies (2.3.1)).
We assume that 3,,(h) satisfies (2.3.2), and define o, (h) by (2.3.3) and the sequence of
constant matrices (o,,).(h) by (2.3.4).

We have the following result based on an analysis of [35] (pp. 61-65).

Proposition 2.3.1. Let x, be a sequence of characteristic functions of subsets of Y,
four parameters oy, g > 0, B, B2 € R, a positive sequence o, and a sequence B, such
that

(2.3.28)

lim oy, =00, lminf|fy, —fF1| >0, and lim Pz = &
n—00 n—00 n—00 (g 5 09

Assume that the effective conductivity in the absence of a magnetic field

(02)* (YimsYom) s bounded when  lim vy, = a; and lim Tn _ v > 0. (2.3.29)
n—oo

n—oo (]{2771

Then, there exist two parametrized positive sequences o ,(h), ay,,(h) such that

, a3 + h?p3
Jim. &), (h) =0a1 and o, (h) o~ 2@—%2 2., (2.3.30)
and
(o (h) = (). (@b u(h), s () + BT + 0 (1) 2.331)

where (09), (o ,,(h), o4, (h)) is bounded.

n

Remark 2.3.3. In view of condition (2.3.28), the case where /35 ,, tends to 3 corresponds
to perturb the symmetric conductivity

0751 = (1 - Xn)a1[2 + Xna2,n[2

by
o, + 6+ o (1).
n—oo

Then it is clear that
(0n)s(h) = (O’fl)* + B1J + n_om(l).
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Proof of Proposition 2.3.1. The proof is divided into two parts. After applying
Milton’s computation (pp. 61-64 of [35]), we study the asymptotic behavior of the
different coefficients.

First step: Applying Dykhne’s transformation through Milton’s computations.
In order to make the Dykhne’s transformation following Milton [35] (pp. 62-64), we
consider two real coefficients a,, and b,, such that

ol = (anan(h) + an) (Cl,njg + Jan(h))fl = a, (an(h) + (an)_lan) (anlg + Jan(h))f1

2.3.32)
is symmetric and, more precisely, according to Notation 2.1.1, reads as
0, = (1= Xn)a (W) I + Xn @y () T2 = 07y (4], (R), 0, (R)). (2.3.33)
Then, using the complex representation
aly + BJ «— a+ fi (2.3.34)
suggested by Tartar [41], the constants a,, b, must satisfy
an(Oél + Zhﬁl) -+ an an(ozg n+ ’lhﬁg n) + an
o, (h) = , _ €eR and o), (h)= = = €ER,
1n(P) an + i(ay + ihfr) 20 () an, + i(ag, + ihPs,)
(2.3.35)
which implies that
—a’h WA —a2hBay + ana.,
b, = —nfPr T @By | ZaphBon t dnBan (2.3.36)

ap — hﬁl B ap — h62,n

Denoting Ay := ai + h*f} and Ay, := a3, + h*F3,, (thanks to (2.3.28), n is considered
to be larger enough such that 55, — 1 # 0 and a,, is real), the equality (2.3.36) provides
two non-zero solutions for a,,:

Aoy — Ay + \/(AQ,n — A1)+ 402 (B — B1)(Boni — F1Don)

a, = , 2.3.37
2 (B — 1) (2337
and
DNy = A= (A — A2+ 402 (Ban — B1) (BonA1 — B1As,)
a, = .
2h(Bon — P1)
The value (2.3.37) is associated with a positive matrix o/, while a,, leads us to the
negative matrix o, = —J(07,)"'J ! to exclude (see [34] for more details).

Second step: asymptotic behavior of the coefficients and the homogenized matrix.
On the one hand, by the equality (2.3.37) combined with (2.3.28), we have

h(Ban — P1) a3+ h?f3
3 T &

lim a,
n—oo
2n
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Section 2.3 - A two-dimensional periodic medium

which clearly implies that

2, p2p32 2 2
042 + h 52 a2 n Oé2 n
ap ~ . and a, — hfBy, ~ ———. 2.3.38
R B S BBy P
On the other hand, (2.3.28), (2.3.38) and the first equality of (2.3.36) give

From (2.3.28), (2.3.37), (2.3.38) and (2.3.39) we deduce the following asymptotic
behavior for the modified phases:

o (b a2 + h2p32
lim o ,(h) =a; and lim 2n(h) =2 ﬂQ.
n—oo ’ n—oo Ong Oé2

(2.3.40)

To consider (o,

for any € € R?, v, = (anlg + Jcrn(h))

)*, we need to verify that o/, is equi-coercive. We have, by denoting
e,
VECR? ol-E= (anan(h) + an) Uy - (anfg + Jan(h))un = (a2 4+ b,)on(h)vn - v
and, because a,,'a,(h) is bounded in L>(2)?*? by (2.3.38),
VEER?, €] = |anvn + Jon(h)vn| < an(1+ C)|wyl.

The equi-coercivity of o, (h) gives

3O >0, VEER? ol¢-&> (2.3.41)

C ai+b, €
(1+C)? a2
that is, for n larger enough, by (2.3.38) and (2.3.39), o/, is equi-coercive.

We can now apply the Keller-Dykhne duality theorem (see, e.g., [30, 23|) to equal-
ity (2.3.32) to obtain

1

(00)s = (an(on)s + ba) (anls + J(04)s) (2.3.42)

Moreover, by inverting this transformation, we have
(00)a(h) = (anly — (02)ud) " (an(0h)s — buJ).

Considering (2.3.28), (2.3.38), (2.3.39), and the boundedness of (¢7,). (as a consequence
of the bound (2.3.29)) we get that

bn
(0n)«(h) = (07,) — a_J + ngm(l) = (o))« + hf1J + ngw(l), (2.3.43)
which concludes the proof taking into account (2.3.33). O

To derive the limit of (07), (o}, (h), @5, (h)), we need more information on the ge-
ometry of the high conductive phase. To this end, we study the following example.
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2.3.3 A cross-like thin structure

We consider a bounded open subset Q of R? with a Lipschitz boundary, a positive
sequence €, converging to 0 as n goes to infinity, and f € H=1(Q)NW~19(Q) with ¢ > 2.
We define, for any h € R, oy > 0, 1 € R and sequences t,, € (0,1/2], aa,, > 0, B, € R,
the parametrized matrix-valued function 3, (h) from Y := (—£,£) x (=1 1) with ¢ > 1,
to R**2, by (cf. figure 2.3.1)

 Jagplh+ fonhd  inw, = {(z1,22) €Y | |24], 22| < 10}
Zn(h) = { arly + pihJ inY\w, (2.3.44)
777777 A Oyl + Bih]

042,11]2 + 62,th

NSNNNNNNNNNNAY

I | I
\ \ \
I — I
\ \
\ \
\ |

tn

14
Figure 2.3.1: The period of the cross-like thin structure

Denoting again by ¥, (h) its periodic extension to R?, we finally consider the con-
ductivity

on(h)(z) = So(h) (ﬁ) . TeQ, (2.3.45)

En

and the associated homogenization problem:

—div(o,(h)Vu,) = f inQ
Pn{ ~ — 0 onsn (2.3.46)

By virtue of Theorem 2.3.1 and Proposition 2.3.1, we focus on the study of the limit
of (o7). (@1, (h), 0% ().

Proposition 2.3.2. Let 0, (h) be the conductivity defined by (2.3.44) and (2.3.45) and
its homogenization problem (2.3.46). We assume that:

Ztn(g—f— 1)0&2’,1 — g >0 and 2tn(€ + 1)52,” ? ﬁg > 0. (2347)

n—o0
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Section 2.3 - A two-dimensional periodic medium

Then, the homogenized conductivity is given by

o 1 22 Byl ha

1 . aN - 1
" as + P3h*
hpr T Do

Remark 2.3.4. Proposition 2.3.2 does not respect exactly the framework defined at
the beginning of this section because the period cell is not the unit square Y = (0,1):
we can nevertheless extend all this section to any type of period cells.

Remark 2.3.5. The condition (2.3.47) is a condition of boundedness in L'(£2)?*2 of o,
because
|wn| = 2t, (0 + 1) — 482 ~ 2t, (0 + 1),

which will ensure the convergence of (d?2).,.
Proof of Proposition 2.3.2. In order to apply Proposition 2.3.1, we consider two
positive sequences « ,,(h), o, (h) satisfying
24 232

lim o) ,,(h) =1 and a5, (h) ~ Lﬁ Qg (2.3.48)

n—oo ’ ’ n—oo O_/2
We will study the homogenization of o], := o0 (af,(h), o4, (h)).

To this end, consider a corrector W} = X -z — X} in the Murat-Tartar sense (see,

e.g., |38]) associated with

p_ Jasa(h) I inw, ={(z1,22) €Y | [z, |22] < 0}
¥, = {o/m(h) L Y \w (2.3.49)
and defined by
div (E;VX;}) = div (E%/\) in 7'(R?),
>\ . _ . .
X, is Y — periodic, (2.3.50)

/ngyzo.
Y

On the one hand, the extra diagonal coefficients of (0,). are equal to 0 because,
as > is an even function on Y, we have, for i = 1,2,

y; — W< (y) is an odd function,
y; — Wy’ (y) is an even function for i # j,

which implies that y; —— 3/ VW - VIV is an odd function. Then, by symmetry of YV’
with respect to 0,

(o7)x€; - €j = / Y VWS - VWS dy = 0.
Y
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On the other hand, as ¥/, is isotropic, for the diagonal coefficients, we use the Voigt-
Reuss inequalities (see, e.g., [29] p.44 or [36]): for any i = 1,2 and j # 1,

(((Shei-e) ™)), < (ah)eeie: < ((Sheie)7), (2.3.51)

where (-); denotes the average with respect to y; at a fixed y; for j # i.
An easy computation gives, for the direction ey,

0—2t, 2t, \ e\
1-2 2 — < (o]).e1 -
a2 (g am) 2 () =

1,n

and

(0!)wer -1 < £ 2t + 2 )"
I =N 2t ad , (h) + 2taah, () ab,(B))

By (2.3.47) and (2.3.48), we have the convergence

2 272
. / _ Qs + 52h
e (s

A similar computation on the direction e, gives the asymptotic behavior:

lim (07,), = lim (02)* (o/ljn(h), o/m(h))

n—oo n—oo
N bl L 0
(€+ 1oy " (2.3.52)
0 a + 2+ P fah
T+ D)o

Moreover, the matrix o, (h) clearly satisfies all the hypotheses of Theorem 2.3.1. By
Theorem 2.3.1 and (2.3.52), we have

lim (0,).(h) = lim (o}), (o, (h),d, (k) + BihJ

n—o0 n—oo

2 | 5272
oz + Bah
2 TP —h
M UF D 25122
a5 + B5h
h 2 2
b a1+—€<€+1)a2
We finally apply Theorem 2.3.1 to get that o.(h) = lim (0,,).(h). O

n—oo
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2.4. A three-dimensional fibered microstructure

2.4 A three-dimensional fibered microstructure

In this section we study a particular two-phase composite in dimension three. One
of the phases is composed by a periodic set of high conductivity fibers embedded in an
isotropic medium (figure 2.4.1a). The conductivity o, (h) is not symmetric due to the
perturbation of a magnetic field.

First, describe the geometry of the microstructure. Let Y := (—%, %)3 be the unit
cube centered at the origin of R3. For r,, € (0, %), consider the closed cylinder w,, parallel
to the zs3-axis, of radius r,, and centered in Y:

we={yeY |yi+ys <ri}. (2.4.1)

Let Q = Q x (0,1) be an open cylinder of R®, where € is a bounded domain of R? with
a Lipschitz boundary. For ¢, € (0, 1), consider the closed subset €, of €2 defined by the
intersection with Q of the &,Y-periodic network in R? composed by the closed cylinders
parallel to the xs-axis, centered on the points €,k, k € Z2, in the x;-z5 plane, and of
radius &,7,, namely:
Q=00 | enlwn +v). (2.4.2)
veZs

The period cell of the microstructure is represented in figure 2.4.1b.

Enln
o
|
O L DQnﬂeEn(Y—l—l/)
=" —n =
I=3lir==RN==: o
TIRIHIIE
SR L3
[
En
| = (= e To
= = qr> > T
= = |
(a) The fibers lattice (b) The period cell

Figure 2.4.1: The fibered structure in dimension 3

We then define the two-phase conductivity by

. Ckllg‘i‘ﬁl(b@(h,) in Q\Qn
on(h) = {a2,n13 + Bonb(h)  in Q,, (243)
where a; > 0, 51 € R, o, > 0 and By, are real sequences, and
0 —h3 hg hl
Eh):=| hy 0 —hi|, forh=[hy| €R (2.4.4)
—hg hl 0 h3
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Our aim is to study the homogenization problem

—div(o,(h)Vu,) = f inQ
PQ"{ u, = 0 on 0. (2.4.5)

)

Theorem 2.4.1. Let a; > 0, 81 € R, and let €, 7y, a2y, Ban, 1 € N, be real sequences
such that €y, 7, > 0 converge to 0, ca,, > 0, and
lim &2|lnr,| =0, lim |jw,|ag, =a >0, lim |w,|Ben = B2 € R. (2.4.6)
n—o0 n—o0 n—00
Consider, for h € R3, the conductivity o,(h) defined by (2.4.3).

Then, there exists a subsequence of n, still denoted by n, such that, for any f € H=*(Q)
and any h € R3, the solution u,, of Pq, converges weakly in HJ () to the solution u of

—div(o.(h)Vu,) = f inQ
PQ’*{ v = 0 on 09, (24.7)

where o.(h) is given by

a3 + az 53 |h|?

ox(h) = enls < o3 + B2h3

) e3 ® eg + 18 (h). (2.4.8)

Remark 2.4.1. Theorem 2.4.1 can be actually extended to fibers with a more general
cross-section. More precisely, we can replace the disk r,D of radius r, by the homo-
thetic 7, of any connected open set () included in the unit disk D, such that the
present fiber w, is replaced by the new fiber 7, X ( ;, %) in the period cell of the
microstructure.

On the one hand, this change allows us to use the same test function v, (2.4.9)
defined in the proof of Theorem 2.4.1, since v, remains equal to 1 in the new fibers
due to the inclusion  C D. On the other hand, Lemma 2.4.1 allows us to replace the
disk D by the open set Q C D.

Remark 2.4.2. We can also extend the result of Theorem 2.4.1 to an isotropic fibered
microstructure composed by three similar periodic fibers lattices arranged in the three
orthogonal directions ey, €5, €3, namely

3
W ::U{yEY| nygri} and Q,:=QnN U en(wn + 1),

j=1 i#j vers

as represented in figure 2.4.2. Then, we derive the following homogenization conductiv-
ity:

_al+§ 2 e; @ e+ & (h).
o 1( Oé2+/6§h2 ! ()
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gnrn
= 09, Ne, (Y +v)
=

B .

i [

€n L ‘
/ )

= T

Lo

Figure 2.4.2: The period cell of the isotropic fibered structure in dimension 3

Remark 2.4.3. We can check that when the volume fraction 6, = 6 and the highly
conducting phase of the conductivity as, = oy and B3, = By are independent of n,
the explicit formula of [27] denoted by 0. (6, h), for the classical (since the period cell is
now independent of n) periodically homogenized conductivity (see (2.3.4)) has a limit
as § — 0 when 0oy and 03 converge. Indeed, we may replace in the computations of [27]
the optimal Vigdergauz shape by the circular cross-section in the previous asymptotic
regime. Therefore, Theorem 2.4.1 validates the double process characterized by the
homogenization at a fixed volume fraction # combined with the limit as & — 0, by one
homogenization process in which both the period and the volume fraction 6, = 7r? of
the high conductivity phase tend to 0 as n — oo.

Remark 2.4.4. The hypothesis on the convergence of £2|Inr,| (2.4.6) allows us to
avoid non local effects in dimension three (see (24, 1]). These effects do not appear
in dimension two as shown in [12]. Therefore, we can make a comparison between
dimension two and dimension three based on the strong field perturbation in the absence
of non local effects.

Remark 2.4.5. If h = hges, the homogenized conductivity becomes

o.(h) = a1ls + azes @ e3 + [rhs (g %1 §>

which reduces to the simplified two-dimensional case when the symmetric part of the
conductivity is independent of h3 (i.e. 6%(ay, az) in (2.2.40) only depends on ay).

Proof of Theorem 2.4.1 The proof will be divided into four parts. We first prove the
weak-* convergence in M(Q2) of 0, (h)Vu, in §,. Then we establish a linear system
satisfied by the limits defined by
]lQn aun
|lwn| Ox;

— & weakly-x in M(Q).
Moreover, we deduce from Lemma 2.4.1 that

Lo, Oun, 0 i
ﬁ 6?;3 N 8_;, weakly-+ in M(Q).
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We finally calculate the homogenized matrix.

We first remark that, classically, the sequence of solutions u,, of Pq, (see (2.4.5)) is
bounded in Hj () because, since aq,, diverges to oo :

HVunHiz(Q)s < C/Q(alllg\gnlg + agnla, I3)Vu, - Vu, do = /Qan(h)Vun -Vu,, dz.

By the Poincaré inequality, the previous inequality and (2.4.5) lead us to
HunH?{&(Q) < CHVUHH%?(Q)?’ < C|{f, Un)H—l(Q),Hg(Q)| < Ol fl-v@l|vwnl |l m3 @)

and then to
[unl 3 < Cllfla-1@

Thus, up to a subsequence still denoted by n, u, converges weakly to some function u
in H}(Q).

First step: Weak-x convergence in the Radon measure sense of the current field in the
fibers 1g, (042771[3 + 52,néa(h))Vun.

We proceed as in [22] with a suitable oscillating test function. For R € (0,1/2),
define the Y-periodic (independent of y3) function V;, by

1 if 2 +ys <y,
In R —In/y} + y3

i < /2 2 < fory €Y,
InR—1Inr, i S Vit S R Y

0 if \y? +y3 > R,

Vn(yla Y2, y3) =

and the rescaled function

valz) =V, (1) . forz € R, (2.4.9)

En

In particular, by using the cylindrical coordinates and the fact that r, converges to 0,

this function satisfies the inequalities
-2 21 ,R R
lonllisy < CWValliay = Cmrd +-Cfn | [ [t v

—2

-2
gc*juclnE (12§—|—ln£><01nﬁ ,
C C -2 RI!
Vo7 < 5—2||vvn||%2(y)3 =3 ln— / / ~drdd < = lnr—
and, consequently
-1
[vnlz2(0) + €l Vonl| 20 < C4/ |In— — 0. (2.4.10)
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Let A be a vector in R3 perpendicular to the xsz-axis. Define the Y-periodic func-
tion X, by VX,, = A in w,, such that X,, € Z(Y) and is Y-periodic, and the rescaled
function X,, by

Xo(2) =&, X, (3) . (2.4.11)

En

In particular, X, satisfies

Xnlloe = € [[Xnlloo < Cen & [[VXulloo = [|[VXn|lo <C and VX, =X\ inQ,.
(2.4.12)
We have, by (2.4.12) and (2.4.10),

o Xallzn o < 11Xl ool lvnllz2@) + [ Xalloe IVl 2008 + 119 Xl [0l 220
< C(|[oal 2@ + enll Vonll i) — 0.

which gives
Voe2(), ¢uv,X, — 0 strongly in Hy(S). (2.4.13)
n—oo

Let ¢ € 2(Q). By the strong convergence (2.4.13), we have

n—oo

/Qan(h)Vun V(e v, X,) dz = (f, ¢ Un Xn) g-1(0),Hi () — 0. (2.4.14)

Let us decompose this integral which converges to 0, into the integral on the fibers
set €2, and the integral on its complementary:

/Qan(h)Vun . V(gp Uan) dr = / (I3 + 51&(h))Vuy, - V(gp Uan) dz (2.4.15a)

Q\Q,

+ / (aonls + B208(h))Vu, - V(e v,X,) dz. (2.4.15b)
Qn

The expression (2.4.15a) converges to 0 since, by the Cauchy-Schwarz inequality, the
boundedness of u,, in Hj(2) and (2.4.13), we have

/ (ouTs + BrE (1) Vg - V(p 0aX,,) d
0N\Q, (2.4.16)

< lands + Bi& (M) [Vun||2@p |l¢ onXallii@) —2 0.

Consequently, since v, = 1 and VX,, = X on §,, by (2.4.14), (2.4.15a), (2.4.15b)
and (2.4.16), we have

/ on(h)Vu, - X ¢ do +/ on(h)Vu, - Ve X,, de — 0. (2.4.17)

n—oo
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To prove the convergence to 0 of the right term, we now show that the current in
the fibers 1, (a2 nd3 + Bon& (b ))Vun is bounded in L'(Q2)3. We have, by the Cauchy-
Schwarz inequality, (2.4.6) and the classical equivalent |2, | |Q| |lwnl,

2
( / (o + o (1)) V| dx) <1Ts + a3 o (W) 1] / | V|? da
Qn

<C / on(h) Vit - Vuy, dz
Q
< C||flla-1(0 ||un||H3(Q)

This combined with the boundedness of u, in H}(Q) implies that the current in the
fibers 1g, (a2nls + B2,06(h)) Vu, is bounded in L'(Q)3. This bound and the uniform
convergence to 0 of X, (see (2.4.12)) imply the convergence to 0 of the right term
of (2.4.17), hence

/ (213 + Bon&(R))Vu, - X @ dz — 0.
Qn

n—oo
We rewrite this condition as

VA Les, Lo, (aouls+ 82,8 (h)Vu, - A — 0 weakly-* in M(Q). (2.4.18)

]lQn aun
|lwn| Ox;

Second step: Linear relations between weak-* limits of

Thanks to the Cauchy-Schwarz inequality, we have

1 Q,
g |Vu,| dz < 42, / a2 |Vu,[? do
Ll |wn‘ Qn (&%) n|wn |wn‘ n

which leads us, by (2.4.6) and the asymptotic behavior [, | |Q| lwnl, to

]lQn 8un
|wy| Ox;

]lgn Gun
|wy| Ox;

h)Vu, - Vu, dz < C ‘(f Un) H=1(0),H} (@)

Noweal
< ————— [ ol
L1(Q) &Q,n\wn| Q

which is bounded by the boundedness of u,, in HJ(£2). This allows us to define, up to a
subsequence, the following limits

EQH 6un
|wy| Ox;

— ¢ weakly-*x in M(Q), fori=1,2,3. (2.4.19)
Then, by (2.4.18) we have the convergence in the weak-* sense of Radon measures

(Oégmlg—f—/@znéa(h))]lanun'A = (ozg,n|wn|13+527n|wn|éa(h)) n —=Vu,-A\— 0 in M(Q)

|wn]
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Therefore, putting A = e, e in this limit and using condition (2.4.6), we obtain the
linear system

aoéy + Pohols — Bohsés =0
281 + Bahas — Bahsle n M(Q),
a2y + Bohz& — Pahi&z =0
which is equivalent to
_ B3hihg — asBahy
S B T
in M(Q). 2.4.20
€ = B3hahs + 04252h1£ () ( )
T @
Third step: Proof of & = 8_;
3

We need the following result which is an extension of the estimate (3.13) of [21]. The
statement of this lemma is more general than necessary for our purpose but is linked to
Remark 2.4.1.

Lemma 2.4.1. Let ) be a non-empty connected open subset of the unit disk D. Then,
there exists a constant C' > 0 such that any function U € H(Y') satisfies the estimate

< C\/ ‘ In 7“”’ HVUHLQ(Y)5 (2421)

1
U dy—/ U dy
@l Jroox(-1.2) y

Proof of Lemma 2.4.1. Let U € H'(Y). To prove Lemma 2.4.1, we compare the
average value of U on r,,Q and r,, D. Denoting § = (y1,y2), we have, for any y5 € (—1,1),

][ U(y,ys) dy — ][ U(yys)dy‘ ‘][ (rny,ys) dy — ][U(Tnﬂyg)@’
nQ rnD

][ ‘ (109, y3) ][U Y Y3) dy’ dy,

and, since Q C D,

- ~ |D|
Uy, y3) dy — U d
7{”@ (v,ys) dy ]{nD (Y, y3) y‘ a1

Urad, ys) — f U(rad, us) da‘ aj
D

ou ou - -
< il
C][ ( o |t om, ) (rn¥, y3) dy
C ou ou
e ( orr| o, ) (¥, ys) dy,
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the last inequality being a consequence of the Poincaré- Wirtinger inequality. Hence, in-
tegrating the previous inequality with respect to y3 € ( 5 5) and applying the Cauchy-
Schwarz inequality, we obtain that

)U(y) dy — ][MDX(_;,;) Ul(y) dy

C
< — IVU| (y) d
/ran( Y Y

1 w7 1)
< CJ / VU() dy
TnDX( % %)
< C||VU |2y

This combined with the estimate (3.13) of [21], i.e. (2.4.21) for Q = D, and the fact
that \/|Inr,| diverges to oo give the thesis. O

Let ¢ € 2(Q). A rescaling of (2.4.21) with @) = D implies the inequality

< Cep/ | Inrp| [V (unp)|] 205 -

1
— Upp dr — / Upp do
Q

|wn| Qn

Combining this estimate and the first condition of (2.4.6) with
IV (@)l 2(s < [Vl 20y [1@lloo + [nll 2 () [Vl loo < €

it follows that

Lo, o

— U, —u, — 0 in 2'(Q).

|wnl
This convergence does not hold true when £2|Inr,| converges to some positive constant.
Under this critical regime, non-local effects appear (see Remark 2.4.4).

Finally, as 1, does not depend on the x5 variable, we have

lo, vy _ 0 Lo, —_ 0 (lgnun_un)+%43_“:gg in 2'(Q).

lwy| Oxs  Oxg |wy| Oxs \ |wn| Ors  Oxg

Fourth step: Derivation of the homogenized matrix.

We now study the limit of o, (h)Vu, in order to obtain o.(h). We have

3un 8 8un
0n(h)Vuy, - e1 = Loa, | 15— — Brhs=— + Bihs
Oy O Oy (2.4.22)
1o, 8un g, aun 119 du,
n|Wn nh n nh n ’
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Hence, passing to the weak-* limit in M(2) this equality and using the linear sys-
tem (2.4.20), 0, (h)Vu, - e; weakly-* converges in M(Q2) to

ay— — 51h38 + 51h28

ou ou ou
0x,

) + &1 — Bahss + Bahols
52 hihg — aaBahg ﬁghzhs + as By

= (‘)‘113 + ﬁlé’(h))VU ce1 + Qo ol + G212 §3 — Bahs o2 + 5212 §3 + Bahols
= (061[3 + 515(h))vu el
aa(B3hihy — cofahs) — Bahs(B3hahs + asfahy) + Poha(ad + B3R3) ¢
\ o3+ G33 o
0
that is
on(h)Vu, -1 — (a1lz + B1&(h))Vu - e;  weakly-+ in M(Q). (2.4.23)
The same calculus leads us to
on(h)Vuy, -es — (anls + $1E(h))Vu- ey weakly-+ in M(Q). (2.4.24)

We have, for the last direction e3, the convergence in the weak-* sense of Radon measures

ou ou ou

on(h)Vu, - e3 — (al— - 51h2 + Elhl@

O3 ) + s — foholi + folu&e  in M(C2).

Hence, again with the linear system (2.4.20),

0 0 0
Oél—u - ﬁlhz—u + ﬁ1h1—u + &3 — Paho&y + Pahiés
O Oy 0z
2hihs — h 2hoha + h
= (aul3 + 18 (h))Vu - e5 + ans — 62h252 s — Qaffy 2¢, +52h152 oh3 + s le,

a3 + f3h3 a3 + B3h3
Finally, by the previous equality, (2.4.23) and (2.4.24), we get that

o3 + azf3|h?

«(h) =il
0 =anio+ (S5

) €3 ® €3 +ﬁ1®@<h)
0J

Acknowledgements: The authors wish to thank the referees for suggestions which led to
improvement.

89



Chapitre 2 - Homogenization of high-contrast two-phase conductivities perturbed by a

magnetic field. Comparison between dimension two and dimension three.

References

[
2]

3]

4]

[5]

18]

19]
[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

M. Bellieud and G. Bouchitté. Homogenization of elliptic problems in a fiber rein-
forced structure. Non local effects. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, 4 (1998).

A. Bensoussan, J.-L. Lions, and G. C. Papanicolaou. Asymptotic analysis for pe-
riodic structures. North-Holland Pub. Co., Elsevier North-Holland, Amsterdam,
New York, 1978.

D. J. Bergman. Self-duality and the low field Hall effect in 2D and 3D metal-
insulator composites. Percolation Structures and Processes, Annals of the Israel
Physical Society, Vol. 5, G. Deutscher, R. Zallen, and J. Adler, eds., Israel Physical
Society, Jerusalem, 1983, 297 — 321.

D. J. Bergman, X. Li, and Y. M. Strelniker. Macroscopic conductivity tensor of a
three-dimensional composite with a one- or two-dimensional microstructure. Phys.

Rev. B, 71 (2005), 035120.

D. J. Bergman and Y. M. Strelniker. Magnetotransport in conducting composite

films with a disordered columnar microstructure and an in-plane magnetic field.
Phys. Rev. B, 60 (1999), 13016 — 13027.

D. J. Bergman and Y. M. Strelniker. Strong-field magnetotransport of conducting
composites with a columnar microstructure. Phys. Rev. B, 59 (1999), 2180 — 2198.

D. J. Bergman and Y. M. Strelniker. Duality transformation in a three dimensional
conducting medium with two dimensional heterogeneity and an in-plane magnetic

field. Phys. Rev. Lett., 80 (1998), 3356 — 3359.

D. J. Bergman and Y. M. Strelniker. Exact relations between magnetoresistivity
tensor components of conducting composites with a columnar microstructure. Phys.
Rev. B, 61 (2000), 6288 — 6297.

D. J. Bergman, Y.M. Strelniker, and A. K. Sarychev. Recent advances in strong
field magneto-transport in a composite medium. Physica A, 241 (1997), 278 - 283.

M. Briane. Nonlocal effects in two-dimensional conductivity. Archive for Rational
Mechanics and Analysis, 182 (2006), 255-267.

M. Briane. Homogenization of high-conductivity periodic problems: Application
to a general distribution of one-directional fibers. SIAM Journal on Mathematical
Analysis, 35 (1) (2003), 33 — 60.

M. Briane. Homogenization of non-uniformly bounded operators: Critical barrier
for nonlocal effects. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 164 (2002), 73-
101.

M. Briane and J. Casado-Diaz. Asymptotic behaviour of equicoercive diffusion
energies in dimension two. Calc. Var. Partial Differential Equations, 29 (2007),
455 — 479.

M. Briane and J. Casado-Diaz. Two-dimensional div-curl results. Application to
the lack of nonlocal effects in homogenization. Com. Part. Diff. Equ., 32 (2007),
935 — 969.

90



References

[15]

[16]

[17]
[18]
[19]

[20]

[21]

22|

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

[29]

M. Briane and J. Casado-Diaz. Uniform convergence of sequences of solutions of
two-dimensional linear elliptic equations with unbounded coefficients. Journal of
Differential Equations, 245 (2008), 2038 - 2054.

M. Briane and D. Manceau. Duality results in the homogenization of two-
dimensional high-contrast conductivities. Networks and Heterogeneous Media,
3 (2008), 509 — 522.

M. Briane, D. Manceau, and G. W. Milton. Homogenization of the two-dimensional
Hall effect. J. Math. Anal. Appl., 339 (2008), 1468 — 1484.

M. Briane and G. W. Milton. Giant Hall effect in composites. Multiscale Model.
Simul., 32 (2009), 1405 — 1427.

M. Briane and G. W. Milton. An antisymmetric effective Hall matrix. SIAM J.
Appl. Math., 70 (2010), 1810 — 1820.

M. Briane and G. W. Milton. Homogenization of the three-dimensional Hall effect
and change of sign of the Hall coefficient. Arch. Ratio. Mech. Anal., 193 (2009),
715 — 736.

M. Briane, G. Mokobodzki, and F. Murat. Semi-strong convergence of sequences
satisfying a variational inequality. Annales de ’Institut Henri Poincare (C) Non
Linear Analysis, 25 (2008), 121 - 133.

M. Briane and N. Tchou. Fibered microstructures for some nonlocal Dirichlet forms.
Ann. Sc. Norm. Super. Pisa, Cl. Sci., IV. Ser., 30 (2001), 681-711.

A. M. Dykhne. Conductivity of a two-dimensional two-phase system. Zhurnal
eksperimental(noi i teoreticheskoi fiziki / Akademia Nauk SSSR, 59 (1970), 110-
115.

V. N. Fenchenko and E. Ya. Khruslov. Asymptotic of solution of differential equa-
tions with strongly oscillating matrix of coefficients which does not satisfy the
condition of uniform boundedness. Dokl. AN Ukr.SSR, 4 (1981).

V. Girault and P.-A. Raviart. Finite Element Approxzimation of the Navier-Stokes
Equations. Lecture Notes in Mathematics, ed. by A. Dold & B. Eckmann, Springer-
Verlag, 749, Berlin Heidelberg New York, 1979.

Y. Grabovsky. An application of the general theory of exact relations to
fiber-reinforced conducting composites with Hall effect. Mechanics of Materials,
41 (2009), 456 — 462. The Special Issue in Honor of Graeme W. Milton.

Y. Grabovsky. Exact relations for effective conductivity of fiber-reinforced conduct-
ing composites with the Hall effect via a general theory. SIAM J. Math. Analysis,
41 (2009), 973 — 1024.

E. H. Hall. On a new action of the magnet on electric currents. Amer. J. Math.,
2 (3) (1879), 287 — 292.

V. V. Jikov, S. M. Kozlov, and O. A. Oleinik. Homogenization of Differential
Operators and Integral Functionals. Springer-Verlag Telos, 1994.

91



Chapitre 2 - Homogenization of high-contrast two-phase conductivities perturbed by a

magnetic field. Comparison between dimension two and dimension three.

[30]

[31]

32|

33]

[34]

[35]
[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

J. B. Keller. A theorem on the conductivity of a composite medium. J. Mathematical
Phys., 5 (1964), 548 — 549.

E. Ya. Khruslov. Composite Media and Homogenization Theory. ed. by G. Dal
Maso and G.F. Dell’Antonio, in Progress in Nonlinear Differential Equations and
Their Applications, Birkhaiiser, 1991.

E.Ya. Khruslov and V.A. Marchenko. Homogenization of Partial Differential Fqua-
tions. Homogenization of Partial Differential Equations, Progress in Mathematical
Physics, 46, Birkhaiiser, Boston, 2006.

L. Landau and E. Lifshitz. Electrodynamique des Milieux Continus. Editions Mir,
Moscow, 1969.

G. W. Milton. Classical Hall effect in two-dimensional composites: A characteriza-
tion of the set of realizable effective conductivity tensors. Phys. Rev. B, 38 (1988),
11296 — 11303.

G. W. Milton. The Theory of Composites. Cambridge Monographs on Applied and
Computational Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2002.

S. Mortola and S. Steffé. Un problema di omogeneizzazione bidimensionale. Classe
di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, 78 (1985), 77.

F. Murat and L. Tartar. H-convergence. Mimeographed notes, Séminaire d’Analyse
Fonctionnelle et Numérique, Université d’Alger, Algiers, 1978. (English translation
in [38]).

F. Murat and L. Tartar. H-convergence. Topics in the Mathematical Modelling of

Composite Materials, Progr. Nonlinear Differential Equations Appl. 31, L. Cherkaev
and R. V. Kohn, eds., Birkhaiiser, Boston, 1997.

M. A. Omar. FElementary Solid State Physics: Principles and Applications. World
Student Series Edition, Addison — Wesley, Reading, MA, 1975.

S. Spagnolo. Sulla convergenza di soluzioni di equazioni paraboliche ed ellittiche.
Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 22 (1968), 571-597; errata, ibid. (3), 22 (1968),
673.

L. Tartar. Private communication to G.W. Milton.

92



Chapitre 3

Homogenization of high-contrast and
non-symmetric conductivities for non
periodic columnar structures.

Joint work with Mohamed CAMAR-EDDINE
Abstract

In this paper we determine, in dimension three, the effective conductivities of non
periodic high-contrast two-phase cylindrical composites, placed in a constant magnetic
field, without any assumption on the geometry of their cross sections. Our method, in
the spirit of the H-convergence of Murat-Tartar, is based on a compactness result and
the cylindrical nature of the microstructure. The homogenized laws we obtain extend
those of the periodic fibre-reinforcing case of [17] to the case of periodic and non periodic
composites with more general transversal geometries.
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3.1 Introduction

At the end of the 19th century, it was discovered [24] that a constant magnetic field h
modifies the symmetric conductivity matrix ¢ of a conductor into a non symmetric ma-
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trix o(h). This is know as the Hall effect. In the Maclaurin series of the perturbed
resistivity (o(h))™! the zeroth-order term coincides with the resistivity o~! in the ab-
sence of a magnetic field [27]. In dimension two, h is a scalar and the first-order term
is an antisymmetric matrix proportional to hJ, h € R; the coefficient of proportional-
ity is called the Hall coefficient. In dimension three, h € R? and the first-order term,
in the Maclaurin series of (o(h))™!, is of the form &(Rh) where &(£)j :=¢& x j and R
is a 3 x 3 matrix called the Hall matrix [16]. In this work, we consider the idealized
situation when the induced non symmetric part is proportional to the applied mag-
netic field o(h) = alz + & (h), where o and (3 are two constant real numbers. For a
given sequence of perturbed conductivities o, (h), it is of great interest, in electrody-
namics |27, 32|, to understand the influence of the magnetic field h on the effective Hall
coefficient or the effective Hall matrix through the homogenization of o, (h).

Let us first review a few of the mathematical theory of homogenization of elliptic
partial differential equations of the form

(3.1.1)
u, = 0 on 0,

{—mw%wm = f inQ,
where ) is a bounded open subset of R3, o, is a sequence of matrix-valued functions
in L>(Q)3% and f is an element of H~(2). This topic has been intensively studied
for the last four decades providing a wide literature [34, 30, 31, 2|. In the context of
conduction, when the conductivity matrices o, are uniformly bounded, Spagnolo [34]
with the G-convergence theory, Murat and Tartar |30, 31| with the H-convergence the-
ory showed that the solution u, € H}(Q) of the conductivity problem (3.1.1) strongly
converges in L?*(£2), up to a subsequence of n, to the solution of a limit conductivity
problem of the same nature. The case of high-contrast conductivities is very different
since non classical phenomena, such as non local terms, may appear in the limit problem
as shown, for instance, in [19, 25, 1, 18, 11, 26]. This does not happen in dimension
two if the sequence o, is uniformly bounded from below. Briane [10] and Casado-Dias
& Briane [13] proved that in that case the class of equations (3.1.1) is always com-
pact in the sense that the limit equation of (3.1.1) is always of the same type. In [13]
they proved some extensions of the well-known div-curl lemma of Murat-Tartar [31] and
deduce several compactness results under the assumption of equi-coerciveness coupled
with the L'-boundedness of the sequence of conductivities.

In this paper we are interested in the homogenization of a class of three-dimensional
conductivity problems of the type

(3.1.2)

—div (6,(h)Vu,) = f inQ,
u, = 0 on 09,

where 0,(h) is an equi-coercive sequence of high-contrast two-phase conductivities, per-
turbed by a constant magnetic field h € R3. Precisely, the conductivities are given
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by o, (h) := (1 — 1g, )o1(h) + 1q, 02,,(h) where o3 ,(h) is the unbounded perturbed con-
ductivity of the highly conducting phase €2,, and o1(h) is the perturbed conductivity of
the phase surrounding €2,,.

In dimension two, for the case of low magnetic field, Bergman [3| was the first
author who came up with a general formula for the effective Hall coefficient of a periodic
composite material in terms of the local Hall coefficients and some local currents solving
the conductivity equations in the absence of a magnetic field. We refer also to the
works [28, 4, 15| for other two-dimensional composites, to [5, 7, 8, 20, 21| for composites
with microstructure independent of one coordinate (the so-called columnar composites)
and to [6, 9] for the case of strong magnetic field.

Recently, in dimension two, M. Briane and the second author [17] obtained the
effective perturbed conductivity o, (h) of a sequence of isotropic high-contrast two-phase
conductivities o, (h) in the case of strong magnetic field, i.e., when the symmetric part
and the antisymmetric part of the conductivity are of the same order. By extending a
duality principle from [14] and using a suitable Dykhne transformation, which (following
Milton [28, 29]) changes non symmetric matrices into symmetric ones, they proved that
the symmetric part of the effective perturbed conductivity o.(h) is given in terms of the
effective conductivity in the absence of a magnetic field. They subsequently compared
their two-dimensional results to a three-dimensional periodic one and showed that the
way a magnetic field perturbs the conductivity of a composite depends on the dimension.
In order to compute the explicit perturbation formula in dimension three, they restricted
themselves to a particular periodic fibre-reinforced structure, i.e., a structure completely
described by any two-dimensional cross section transversal to the fibres (first introduced
by Fenchenko, Khruslov [19] to derive a non local effect in homogenization). To our
knowledge, only few results are known on the homogenization of both high-contrast and
non symmetric conductivities in dimension three.

The aim of this paper is to determine the effective perturbed conductivity of (3.1.2)
for non periodic high-contrast two-phase cylindrical composites without any assumption
on the geometry of the transversal microstructure.

We first investigate the periodic case, that is, when the conductivity is of the
form o, (h)(:) = 3, (h)(-/e,) where ¥, (h)(-) is a Y-periodic matrix-valued function and
the positive sequence €,, — 0 represents the size of the heterogeneities in the composite.
In order to avoid non local effects in the limit problem, following Briane [12], we assume
the existence of a sequence of positive numbers ¢, such that €2 ¢, tends to zero, as n
goes to infinity, and satisfying the weighted Poincaré-Wirtinger inequality

2

YV e HY(Y), /Y\Zn(h)(yﬂ‘V—/y‘/dy

dy < cn/ Yu(y)VV - VVdy. (3.1.3)
Y

For a fixed positive integer n, using the theory of exact relations of Grabovsky, Milton,
Sage [20, 21, 22| (thanks to the independence of the microstructure of the variable x3),
we obtain the H-limit (o,), associated with the periodic homogenization [2] of the
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oscillating sequence ¥, (-/¢) as € — 0. Then, we show that the sequence of constant
conductivities (an)* converges to some o,(h) which, according to [12], coincides with
the homogenized conductivity associated with the limit problem of (3.1.2). The ob-
tained effective conductivity o,(h) is explicitly computed in terms of the homogenized
conductivity o, (h) of the conduction problem posed in the (x1, z5)-plane transversal to
the columnar composite (see Proposition 3.2.1).

Most of the arguments and tools used in the periodic case crucially lie on the periodic
nature of the microstructure. Therefore, a fundamentally different approach is necessary
for the analysis of (3.1.2) when o, (h) is not periodic.

In order to study the asymptotic behavior of the problem (3.1.2) in the non periodic
case, using a method, in the spirit of the H-convergence of Murat-Tartar, we determine
the limit, in an appropriate sense, of the current o, (h)Vu,. The key ingredient of this
approach is a fundamental compactness result (see Lemma 3.3.1) based on a control
of high conductivities in thin structures through weighted Poincaré-Wirtinger type in-
equalities. This compactness lemma, combined with the two-dimensional results of [17]
and the cylindrical structure of the composite allows us to obtain an explicit formula
of o.(h), once again, in terms of the transversal homogenized conductivity o.(h) and of
some bounded function # which, in some sense, takes account of the distribution of the
highly conducting phase ,, in Q (see Theorem 3.3.1).

The structure of the paper is the following: In Section 3.1.1 we set up some general
notations. Section 3.2 deals with the periodic case. In Section 3.3 we extend the
periodic result of Section 3.2 to a non periodic framework. Section 3.4 is devoted to
some examples illustrating both the periodic and non periodic perturbation formulas.

Here, we give some general notations and definitions.

3.1.1 General notations and definitions

e () is a bounded open subset of R® with a Lipschitz boundary. The unit cube
of R3, namely (—%, %)3, is denoted by Y.

e For any subset w of €, we denote by @ the closure of w in R3.

e, is a sequence of positive real numbers converging to zero as n goes infinity.

e For any matrix ¢ in R%? o7 denotes the transpose of the matrix ¢ while o*
denotes its symmetric part. For any invertible matrix o in R%? we write sim-
ply o771 := (a‘l)T = (O'T)_l.

I; denotes the unit matrix in R and J := (9 ').

e For any vector h € R?, &(h) denotes the 3 X 3 antisymmetric matrix defined
by &(h)x :=h x z, for v € R3.

e For any o,n € R4 & < 7 means that for any £ € R?, o€ - & < né- €.

e For any vector £ € R?, £ € R? denotes the vector of its first two components

€= (&,6)" (3.1.4)
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e V.- denotes the gradient operator in R? with respect to the variables (xy, 29, 73)
while V- is the gradient operator in R? with respect to the variables (zy,xs): for
any u € H*(Q), the function Vu is defined on Q by

~ ou ou\"
Vu = a_ v 4o 3
“ (8;1:1 6332)
where Q is the projection of  on the (21, z2)-plane.
e For any 3 x 3 matrix o, we denote by ¢ the 2 x 2 matrix defined by

5= (”“ ‘”2) . (3.1.5)

021 022

e The scalar product of two vectors u and v of R is denoted by u - v.
| - | denotes, the euclidean norm in R? the subordinate norm in R¥? and the
Lebesgue measure.
e For a Borel subset w € R? and a function u € L'(w) the average value of u over w

is denoted by
1
][udx::—/udx.
w jwl /o,

When w =Y, we simply denote this average value by ().

e We denote by 1, the characteristic function of the set w.

e We denote by %.(£2) the set of continuous functions with compact support in 2.
The subspace of €.(2) of infinitely differentiable functions with compact support
in Q is denoted by Z(Q).

e We denote by %,(f2) the space of continuous functions on  vanishing on the
boundary 92 of €2 endowed with the usual norm.

e For any locally compact subset X of R? M (X) denotes the set of Radon measures
defined on X.

e A sequence (p,) in M() is said to weakly-* converge to a measure p if

[ etntn) - [ outde), tor any o € G(@).
Q Q

n—00
e The space of Y-periodic functions which belong to L (R?) (resp. HL.(R?Y)) is
denoted by L (Y') (resp. Hy(Y)).
e Throughout the paper, the letter ¢ denotes a positive constant the value of which
is not given explicitly and may vary from line to line.
In the sequel, we will use the following extension of H-convergence for two-dimensional
high-contrast conductivities introduced in [13| for the symmetric case and extended
in [14] to the non symmetric case:

Definition 3.1.1. Let Q be a bounded domain of R? and let &, € L*(2)2*2 be a sequence
of equi-coercive matriz-valued functions. The sequence &, is said to H(M(Q2)?)-converge
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to a matriz-valued function o, if for any distribution g in Hﬁl(ﬁ), the solution u,, of
the problem
div (GnVun) =g 1§,
u, =0 on 8@,

satisfies the convergences

U, — u in H&(ﬁ),
G, Vu, —  7,Vu weakly-+ in M(Q)?,

where u is the solution of the problem

div (Zikﬁu) =g n Q,N
uw=0 on Jf.

Let Q be a bounded open subset of R? with a Lipschitz boundary andNQn be a
sequence of open subsets of 2. Let 2 be the bounded open cylinder € := € x (0,1)
and (), the sequence of open cylinders €2, := ﬁn x (0,1). Consider oy > 0, f; € R and
two sequences as, > «; and By, € R. Define, for any h € R?, the two-phase isotropic

conductivity
o1(h) == a1 ls + f1&(h) in Q\ Q,,

on(h) = . (3.1.6)
Oan(h) = agpls + foné(h) in Q,,

where o _m
)= (m 0" i) and b= (h,hghy)" € R,

In the domain €2, the matrix-valued function o, (h) does not depend on the variable x5
and model the conductivity of a columnar heterogeneous medium. The phase 2, is the
one of high conductivity: ay,, and S, are unbounded. In order to ensure the L(£2)3*3-
boundedness of the conductivity, we assume that the volume fraction of the highly
conducting phase 6, := || 7|€2,| converges to zero and that the convergences

n—o0 (3.1.7)

QnOégjn — Qg > O,
67152,11 — 62 € Ru
n—00

hold. Assumption (3.1.7) can be rewritten

6n0'27n<h) = Hna27n13 + 6n62,n@@<h) —_— O'2(h> = Oé2[3 + ﬁgg(h) (318)

n—oo

Our aim is to study the homogenization of the Dirichlet problem, for f € H=(Q),

—div Jn(h)Vun) = f inQ,
{ ( u, = 0 on Jf. (3.1.9)
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On the one hand, we consider the case of a periodic cylindrical composite without
any assumption on the geometry of its cross section. This framework extends the one of
the three-dimensional result of [17] where the highly conducting zone is a set of circular
fibres. On the other hand, by the means of a compactness result (see Lemma 3.3.1), we
analyse the case of cylindrical but non periodic composites. In both cases, we impose
conditions, adapting [12], that prevent from the appearance of non local terms so that
the limit equation of (3.1.9) is a conductivity one.

In the sequel, we will omit the dependence on h of o1 (h), 02, (h) and o(h) denoting
simply o4, 02, and o,.

3.2 The periodic case

In this section, we study the influence of a constant magnetic field h € R? on the
effective conductivity of a composite material where the highly conducting phase is
periodically distributed but, contrary to [17]|, the cross section of which has a gen-
eral geometry. Consider a sequence w,, = w, X (0,1) where w, is a sequence of subsets
of (0,1)? with |w,| converging to 0, as n tends to infinity. Let 2, be the sequence of
open subsets of () defined by

Q=00 | en(wn + k).

keZ3

The conductivity of the heterogeneous medium occupying {2 is given by

on(h)(z) = S, (h) (£> . VreQ, (3.2.1)

€n

where 3, (h)(+) is a Y-periodic function defined by

. an = arly\,, + aznly,,
by = a,l. h " o 2.2
n(h) = apls + b,&(h)  wit { by = Bilyr, + Banle.. (3.2.2)

For a fixed n € N*, let (0,,)«(h) be the constant matrix defined by
VAER?  (0,)(R)A = (Z,(h)VIW)), (3.2.3)

where, for any A € R3 W is the unique solution in Hﬁl(Y) of the auxiliary problem
div (Z,(h)VW,) =0 in Z'(R*) and (W, —X-y) =0, (3.2.4)

which is equivalent to the variational cell problem

{ (Su(h) VW) - V) =0, V& e HI(Y), (325)

(W2 (y) = A-y) =0.
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The matrix (0,,)«(h) is the homogenized conductivity of the oscillating sequence ,,(-/¢)
as € — 0 (see, for instance, |2] for more details).

The limit problem of the high-contrast three-dimensional equation (3.1.9) where o,,(h)
is given by (3.2.1) may include non local effects. In order to avoid such effects, we as-
sume, following [12], that the weighted Poincaré-Wirtinger inequality

V—/V
Y

e2C, — 0. (3.2.7)

n—o0

2
YV e HY(Y), /an < C’n/ an|VV|?, (3.2.6)
Y Y

holds true with

Under the assumptions (3.2.6) and (3.2.7), it was shown in [12] that the sequence of
problems (3.1.9) converges to a conduction one with a homogenized conductivity o, (h).

The main contribution of Proposition 3.2.1 below is to provide a formula for the
effective conductivity o,(h) of a cylindrical periodic composite the cross section of which
has a general geometry.

Proposition 3.2.1. Consider the sequence of problems (3.1.9) where o, (h) is the con-
ductivity defined by (3.2.1)-(3.2.2). Assume that (3.1.7), (3.2.6) and (3.2.7) are satisfied.
Then, there exists a constant matriz o.(h) such that, up to a subsequence, the solution u,,
of (3.1.9) weakly converges in H}(Q) to the solution u of

{—div (0.(h)Vu) = f inQ, (3.2.8)

u = 0 on 0.

Moreover, the homogenized matriz o.(h) is the limit of (0,) (h) (see (3.2.3)) and is

given by
0. (h) = (U* p*), (3.2.9)

Q*T Qi
where B
Px = — [/81[2 + 62(6:* - 51)&51} Jh,
G = [BLlz + B205 " (5. — 71)] L Jh, (3.2.10)

Oy = (] + Qg +6%52_1(51 —1—52 —5*)0'21J%'J?L,

_ (%) —ﬁi hs
g; = .
5@ hs %

Remark 3.2.1. For the sake of simplicity, throughout the paper, the symmetric part
of 0,,(h) is supposed to be isotropic. However, the results we obtain can be extended to
composites the components of which have anisotropic conductivities.

and, for any i =1,2,
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Remark 3.2.2. It was shown in [12] that, due to the L'(Y)?**3*-boundedness of X,,(h)(-),
the sequence (0,,) (h) is bounded. Thanks to (3.2.6) and (3.2.7), Theorem 2.1 of [12]
ensures that the limit o,(h) obtained in the following way

D) (7)) =2 (). (0) o o),

satisfies the convergence
on(h)Vu, — o.(h)Vu in M(Q)?,
and then, coincides with the homogenized conductivity matrix in the problem (3.2.8).
Remark 3.2.3. Since (2, has a columnar structure, the sequence 7,(h) given by
5 (h) = 5 (hs) = { f1(h3) = aily + BihsJ ?n iz \
Ton(hs) = agpls + Bophsd in

depends only on the transversal variable (z1,z5) and is then associated with the two-
dimensional problems, for any g € H~1(Q),

{—div (5n(h3)%vn) = ¢ in fNZ,

~ (3.2.11)
v, = 0 on 0.

Similarly to (3.2.3), we define the constant matrix (0,,), (hs). For any A L ej, the
solution W of (3.2.4) does not depend on the variable y3 and then

(W — X y)=0 and div (in(h?))%Wé\) =0 in Z'(R?).
This equation and (3.2.4) imply that, for any A\, u L e,
(00), (WX o= (Sa(R)VWY - o = (S (hs) VW) - Ji = (), (hs) X - i

Hence, by Remark 3.2.2, (,,) _(hs) converges to the 2 x 2 matrix 7, involved in (3.2.9). A
two-dimensional perturbation formula in [17] gives the influence of the magnetic field hs
on o,:

6* = 5*(h3) = 0'2 (O[l, g + 042_1522]1%) + ]’L351J, (3212)
where 09 is a locally Lipschitz function defined on (0,00)2, and for any positive num-
bers ay, g, 09(ay, as) is the transversal homogenized conductivity in the absence of a
magnetic field. The independence of the microstructure of the variable x3 allows us to
obtain an explicit expression of o.(h) in terms of the transversal homogenized conduc-
tivity o¥ in the absence of a magnetic field.

Remark 3.2.4. In the case where the cross section of the fibres is circular, it was proved
in [17] that 0%(ay, @) = 115 and the limit o.(h) in (3.2.9) reduces to

o (h) = anls + |as + 5255 Th - Jh| es @ e+ 1E(h).
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Now, let us proceed with the proof of Proposition 3.2.1.

Proof of Proposition 3.2.1. Thanks to Remarks 3.2.2 and 3.2.3, there exists a 3 x 3
matrix o,(h) such that, up to a subsequence, we have the convergence of constant
matrices _

h) —— ou(h) = (0 P (3.2.13)

(Un)*( 00 * q;[‘ a. ’

where 7, is given by (3.2.12) and where the constants g, p. € R?, o, € R have to be
determined. To this end, we divide the proof into two steps. We first apply Grabovsky
and Milton’s method [20, 21, 23| to link (0,,), to a more simple problem. Then, we
study the asymptotic behavior of the different coefficients of this new problem.

First step: A stable transformation under homogenization. For a fixed n € N*, fol-
lowing Grabovsky and Milton [23, 20|, we consider two vectors pg., o, € R? and the
transformation

) ~ On Dy
o =11, o,(h) II, = o) (3.2.14)
where
I, 0 . I pon
M= . BT S (3.2.15)
a, 1 0 1
and

n

~ _ g . ~T 7 .
g T =0\ [Tk ST mONR g
02nPon — PonJh in 1y, 03,900 + B2nJh in .

Let us choose the parameters py,, and g, in such a way that p/, and ¢, are constant.
To that aim, py,, and go, have to satisfy the identities

{ 51p0,n - Bljﬁ = C~72,np0,n - ﬂZ,nJﬁa
o1 qon + Bljﬁ = 55,”%,71 + 52,n<]}27

which implies that

Pon = (Bon — 51) (0o — 51)7{]}2 and  qgo, = (B, — 1) (01 — 52,n)7TJ}LJ. (3.2.17)

The new matrix-valued function o/, defined by (3.2.14) is periodic and can be rewritten

S, P
VeeQ, o (x)=% L) where ¥ .= ). (3.2.18)
n n £, n q/T o

Moreover, by (3.2.14), the coefficient @/, in (3.2.18) has the following explicit expression:

/

a, = 0/1,n]1Y\wn + O/Zm]lwn, (3.2.19)
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where

all,n =01+ ajlpOﬂ’L *qo,n + 61 (pO,n - qo,n) . J?L7
(3.2.20)

Ay, = Qo + 0200 * Gon + Bon (Pon — o) - S

n

The conductivity Y/, does not depend on the variable y3. On the one hand, as in Re-
mark 3.2.3, if A L e3, the solution W of the problem (3.2.5), with the conductivity >/ |
does not depend on the variable y3 and VW = (%WQ, 0)*. Hence, since ¢, is a con-
stant, and by Remark 3.2.3,

Let us now study the homogenization of of,. Define (o7,), as in the formula (3.2.3).

n

(o) A = (B V), (gl - VIV)) ' = ((En)j, q, - X)T. (3.2.21)

On the other hand, it is clear that, for A = e3, W (y) = y3 satisfies (3.2.5) with the
conductivity /. Hence, since p/, is a constant, we have

(1) €3 = (P al) ™) = (Pl ) - (3.2.22)
Then, by (3.2.19), (3.2.21), (3.2.22) and since |w,| ~ #6,, the matrix (¢7,), has the
n—oo

form
( n)* - < q/;IL1 />> Y (3.2.23)

<CLTL

where

(@) = [o1+5m0n- o+ 51 (Bon = a0) - TH] .
(3.2.24)

+ gn [O-/Q,n + ’&2,np0,n *qo,n + 62771 (pO,n - q0,n) : J’};] + 0(1)

Second step: Application of the theory of exact relations and asymptotic behavior
of (07,),. By (3.1.7) and since the volume fraction 6, converges to 0, we have

Pon = Oa(Ban = B1) (0n(Go = 31)) T —— Bo53" Jh

o~ L (3.2.25)
Go.n = On (B — B1) (0(G1 — T2n))  Jh = —B205 ' Jh.
Then, by (3.1.7), (3.2.16), (3.2.24) and (3.2.25) we obtain the convergences
(v p= Bl 52005, ] Th,
d, — do=[pil— 5515, "] Th, 3.2.26)

2
(a’) — O[f|< I:Z [al—ﬁgc}“;l?f/ﬁ;ljzJﬁ—i—Qﬁgﬂl?f'Q_lJﬁJﬁ] s

n—o0 -
\ i=1
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I _ _ 5\ Th
Hn—>H::( 2 O> and 0, ——01:= (12 P20y Jh). (3.2.27)

oo BohTJEY 1 oo 0 1
Since the matrix transformation (3.2.14) preserves the H-limit in the periodic case (as

can be seen, for instance, in [20, 21, 29]), we have

(01), =L, (0,) (h) T,. (3.2.28)

n

Passing to the limit, as n goes to infinity, in relation (3.2.28), using successively the
equalities (3.2.13), (3.2.23), (3.2.26)-(3.2.27), we obtain

~ /
(‘7* pt) =0, I (3.2.29)

)T
q, o,

Inverting the identity (3.2.29) and taking into account (3.2.26) and (3.2.27) leads to the
equality (3.2.10). The proof of Proposition 3.2.1 is completed. O

Now let us turn to the non periodic case.

3.3 The non periodic case

In this section, we study the homogenization of the problem (3.1.9) without any
periodicity assumption. The conductivity o, (h) is defined by

ap = log\g,a1 + 1o, a2,
h) = a,l &(h) wh " "o 3.1
Un( ) Qnl3 +6n ( ) where { 5n = ]lQ\Qnﬁl + ]lQnﬁZn- (3 3 )
Consider the covering of R? by the squares QF defined by
Vi€ Z3, QF =, (Y +k). (3.3.2)

We assume that the conductivity coefficient «a,, defined by the equation (3.3.1) satisfies,
for any k € Z3, n € N*, the following conditions:

(7) the weighted Poincaré-Wirtinger inequality

v—][ v
Q%

where ¢, is a sequence of positive constants satisfying

2

Voe HY(Q)), / n
Qk

dz < cn/ an|Vol? dz, (3.3.3)
Qk

n — 0; (3.3.4)

n—o0

i1) there exists a positive constant ¢ such that, for any k& € Z3 and n € N*,
p y

][ a, < c. (3.3.5)
Qk
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Remark 3.3.1. Note that, in the periodic case, the hypothesis (3.2.6)-(3.2.7) is a rescal-
ing of (3.3.3)-(3.3.4) which, similarly to the periodic case, prevents from the appearance
of non local effects in the limit problem. Assumption (3.3.5) ensures that the microstruc-
ture does not concentrate on a lower dimension subset through the homogenization
process since it implies that (see in the proof of Lemma 3.3.1)

0. 1g, — 6 L™(Q) weakly-+ in M(Q). (3.3.6)

In the periodic case, (3.3.5) is clearly satisfied since

][k an dz = |||y < e,

n

where a,, is defined by (3.2.2) and 6 = 1.
We have the following result:

Theorem 3.3.1. Assume that (3.1.7), (3.3.2)-(3.3.5) are satisfied. Then, there exist a
matriz-valued function o.(h) and a subsequence of n, still denoted by n, such that the
solution u,, of the problem (3.1.9) converges weakly in H}(Q) to the solution u of the
conductivity problem

(3.3.7)

—div(a*(h)Vu) = f in ),
u = 0 on .

Moreover, the effective conductivity o.(h) in (3.3.7) is given by

@my:(a m), (3.3.8)

T
Q* Ay

where &, is the H(M(Q)?)-limit of 5,,(h) in the sense of Definition 5.1.1, 6 € L=(Q) is
the weak-+ limit of 0, '1q, and

pe=—[Bil+ 55 — 51)5, "] Ih,

G = [Bulz + B205 " (5. — 71)] " Jh, (3.3.9)

Oy = Q1 + 90&2 + 522 5'/2_1 (51 + 9&2 — g*)UQ lJ’fVL . JE,

~ Q; —51‘ hs
g; ‘= .
Bi hs Q

Remark 3.3.2. The shape (3.3.2) of QF is purely technical and can be generalized into
any subset the diameter of which is of order ¢,,.

and, for anyi=1,2,
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Remark 3.3.3. Since (2,, has a columnar structure, 1, does not depend on the vari-
able x3. Therefore,

0,15 — 0€ L¥(Q) weakly-* in M(Q). (3.3.10)

Hence, as in Remark 3.2.3, it was proved in [17] that there exists a function ¢ defined
on (0,00)? and a subsequence of n, such that, for any ay,as > 0, 81, B2 € R,

~ ~ H(M(Q)?) _ _
Gn(h) =0n(hs) —  Gu(h) =0 (a1, as + oy B3h3) + hsf .

We obtain, once again, an explicit expression of o,(h) in terms of the homogenized
perturbed conductivity in the (x;, z5)-plane, in the absence of a magnetic field.

A crucial ingredient of the proof of Theorem 3.3.1 is the following compactness result:

Lemma 3.3.1. Let o, be the sequence defined by (3.3.1) such that (3.1.7) and (3.3.3)-
(3.3.5) hold true. Consider two sequences &, € L'(Q) and v, € H(Q) satisfying

& — & weakly-x in M(Q) and v, — v weakly in H'(). (3.3.11)

We assume that

/anllfn\z dx+/an\Wnl2 dr < c. (3.3.12)
Q Q
Then, £ € L*(Q2) and we have the convergence, in the sense of distributions

Envn — Evin D'(Q). (3.3.13)

Remark 3.3.4. Note that Lemma 3.3.1 is false when the conditions (3.3.3)-(3.3.4)
do not hold. This can be seen by considering the classical model example of non lo-
cal effects in conduction due to Fenchenko-Khruslov [19] and presented, for instance,
in [13, 10]. For the reader’s convenience, we give the main steps of the counterex-
ample. Let Q:=(—3,1)% and Q, be the i-periodic lattice of thin vertical cylinders
of radius n~'e™". Let a, be the scalar conductivity defined by (3.3.1) with oy := 1
and s, := 7' 2" which satisfies (3.1.7) and (3.3.5). For a fixed f in L?(Q), let u, be

the solution, in Hj(f2), of the equation
—div(a,,Vu,) = f in 2'(Q).

For R € (0,3), let V,, be the Y-periodic function defined on R? by

Inr+n? .
—— if r::w/y%—kyge(e*’ﬁ,R),

In R + n?
Val(y) := 0 if r<e™ (region of high conductivity),
1 if r>R.
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An easy computation shows that the sequences &, := a,,Vu, - e3 and v,(x) := V,(nz)
satisfy the assumption (3.3.12) and that v,, weakly converges to the constant function 1
in H'(2). Moreover, Briane and Tchou [18] proved that

&=« % — {:= % + 80_2; weakly-* in M(Q),

n@l’g 61'3 T3

where the weak limit u of u, in HJ(Q2) and the weak-* limit v of —27 u, in the sense

of Radon measures satisfy the coupled system
([ —Au+2r(u—v) = f in Q
82
Z +v—u = 0 in €,
- O3 (3.3.14)
u = 0 on 0f,

v(2’,0) =v(a,1) = 0 if '€ (—3,3)>

\

Then, if f is non zero, v and v are two different functions. Therefore, the conver-
gence (3.3.13) does not hold true since, by the strong convergence, up to a subsequence,
of v, to 1 in L*(Q2) and the weak convergence of 1g\q, Vu,, to Vu in L?(Q2), we have

D O e 2 2 0 ),
o3 o3

nn =1
5 v 2\ 8.’13'3 (9.1'3

Substituting the expression of v, in terms of w, in the first equation of (3.3.14) leads
to a non local term in the equation satisfied by w. The Poincaré-Wirtinger inequal-
ity (3.3.3) with the condition (3.3.4) is fundamental to avoid such effects. In this ex-
ample, (3.3.4) is false since (see [12]| for more details) the optimal constant ¢, in (3.3.3)
satisfies ¢,, > ¢ > 0.

Proof of Lemma 3.3.1. On the one hand, by (3.1.7), the sequence «, is bounded
in L'(Q) and then, up to a subsequence, weakly-* converges to some a € M(2). More-
over, the Radon measure a belongs to L>(Q2). Indeed, let ¢ € %,(2) and denote again
by ¢ its extension to R? by setting ¢ = 0 on R3 \ Q. There exists a finite subset I,, of Z3

such that
ac |Jek

kely

where QF is defined by (3.3.2). As ¢ is a uniformly continuous function, we have

/angpdx—Z/ anapdm—
keI,

kel,

olenk) /Q a dz + o(1). (3.3.15)

By (3.3.5), we have

S leeab)] [ onde <3 1QMleleab)] = liele o). (3316)

kel kely
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The weak-* convergence of «,, to a, combined with (3.3.15) and (3.3.16) yields

‘/Q pa(dzr)

which implies that the measure a is absolutely continuous with respect to the Lebesgue
measure and a € L>(Q2). From (3.1.7) and the convergence of o, to a, we have the
weak-* convergence in the sense of Radon measures

< cllellre,

0, Lo, = (Onao,) (o — arlang,) — 0 :=a; ' (a —ay) € L=(Q), (3.3.17)
and then a = a; + fas.

On the other hand, by the Cauchy-Schwarz inequality combined with (3.3.11), (3.3.5)
and the convergence of a,, to oy + a3 0, we have, for any ¢ € %(£2),

/Qs0§(dw)

< / (01 + 00)¢? dz < el + oo (0],
Q

2 2
= lim < limsup/ o, te? d:c/ ane® dx

n—o0

Snp dz
Q

which implies that the limit measure £ of &, in (3.3.11) is actually an element of L?*(Q).

We now prove the convergence (3.3.13). Let ¢ € 2(Q2) and let I,, be a finite subset
of Z? such that

suppyp < | @) c @,

kely

where supp ¢ is the support of ¢. For any w € H'(Q), define w* the piecewise constant

function associated with the partition (Qfl) yer, S follows:
=) (][ w) Tk (3.3.18)
k Qr !
el, n

In order to study the convergence, in the sense of distributions, of (§,v, — &v) to 0, we
rewrite it as

Entn — €0 = & (00 = T7") + & (T —T) + 6,07 — €v (3.3.19)
N Tl

>3 -

=Pn =qn =Tn

and estimate each term of the identity (3.3.19) separately.
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Convergence of the term p, in (3.3.19). Thanks to the Cauchy-Schwarz inequality, we
2
“(z

have
2
n n,—'_ZE” d n n — n d
/Qﬁ(v ) )gox 2 /435 (U ]éﬁv)@ x)
2
< \I@I!i( \// o, & dx\// ay, da:)
ket (3.3.20)

< el 2/ 1|£n|2dw2/ o vn—f

kel, kel,
<ol [ ol do [ an|Venf* da
Q Q

Up — Un

where the last inequality is a consequence of (3.3.3). Finally, the inequality (3.3.20)
combined with (3.3.12) and the convergence (3.3.4) yield

/gn Up — U ") do

Convergence of the term g, in (3.3.19). By the Cauchy-Schwarz inequality and (3.3.5)
combined with (3.3.12), we have
2
][ (v, —v) dx >
Qk

/gn e — 8"90de<<2

kely,
2
<llell% Z |Qﬁ|_l\//Qk ap dx\//Qk &2 dx/k vy, — v dx)

kel,

< [lellZ 2 \/][ o, dx\// oy &l dx\// n— )2 dx) (3.3.22)

<2y / o 62 4z /

kel, kel,

Sc/ o, b€ dx/(vn—v) dz
0 0

< cllvn = v]720)

< eyfen — 0. (3.3.21)

n—oo

§n o dx
Qk

Since v,, converges weakly to v in H}(Q), by Rellich’s theorem, up to a subsequence, v,
converges strongly to v in L?(Q2). Hence, (3.3.22) implies that

/ﬁn Un® ¢ dv —— 0. (3.3.23)

n—oo
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Convergence of the term r, in (3.3.19). Consider, for any ¢ > 0, a regular approxima-
tion 15 € €.(Q) of v for the L*(Q) norm, i.e.,

lv = s L2) = 0(6). (3.3.24)
The term 7, in (3.3.19) writes
6T — €0 = 6, (1 = B5™") + €@ — Us) + (Eu— s + €[5 —v).  (3:3.25)

On the one hand, since ¥ " converges uniformly, as n goes to infinity, to 15 € c.(Q2),
the convergence (3.3.11) of &, to & implies that the second term and the third term in
the right hand side of the equality (3.3.25) converge to 0 in 2'(Q2). Moreover, by the
Cauchy-Schwarz inequality and the fact that & € L?(Q), we have

< [lelloolléll 2 195 — vl L2(0)- (3.3.26)

/Q £ — v)p da

On the other hand, following (3.3.22), we have

/ (T — T ) da
Q

Hence, by (3.3.24)-(3.3.27), we have

< cllellocllv = sl 22@)- (3.3.27)

lim sup
n—oo

< c|lvs = vllr2() = 0(9), (3.3.28)

/ (e — €0)p da
Q

for arbitrary 6 > 0.
Finally, putting together (3.3.19), (3.3.21), (3.3.23) and (3.3.28), we obtain that

= 0(9),

lim sup
n—oo

/ (Entn — E0)p da
Q

which concludes the proof of Lemma 3.3.1. U

In the sequel we apply Lemma 3.3.1 to sequences &, of vector-valued functions in L'()?
or L'(Q)3.

Proof of Theorem 3.3.1. Thanks to the equi-coerciveness o,, > a4 13, the solution wu,,
of the problem (3.1.9) satisfies the convergence, up to a subsequence,

u, — u weakly in Hy(Q), (3.3.29)

for some u in H}(€2). Moreover, putting u,, as a test function in the equation (3.1.9),
we obtain that

/04,1|Vun|2 do = / Vg - Vuy, dz = (f, un) g1y mi@) < ¢ (3.3.30)
Q Q
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Since a; 02, = Is + a5, B2.0&(h), by (3.1.7) the sequence |a3,.02,| is bounded. Then,
as the sequence a,, is bounded in L'(Q), the Cauchy-Schwarz inequality and (3.3.30)

give
2
(/ |0 Vi, | dx) < c/ a, dx/ an|Vu,|* dor < c.
Q Q Q

Hence, we have the convergence of the current o, Vu,,, up to a subsequence,
0, Vu, — & weakly-* in M(Q)?, (3.3.31)

for some & € M(Q)3. Moreover, by the boundedness of |a; 02| and (3.3.30), we have
/a;1|anVun|2 dz < c/ o | Vu,|* dr < c. (3.3.32)
0 Q

Then, by Lemma 3.3.1 applied to &, := 0,Vu,, the measure &, is actually an element
of L?(Q)3.

The rest of the proof, which is divided into three steps, is devoted to the deter-
mination of the form of the limit current &. To that end, we use a method in the
spirit of H-convergence of Murat-Tartar which is based on the cylindrical nature of the
microstructure and the compactness result of Lemma 3.3.1 for sequences only bounded
in L(9; 0;1/2dx). In the first two steps, we compute the components &;-e; and & -es by
combining Lemma 3.3.1 with a corrector function associated with the transversal con-
ductivity 7, the existence of which is ensured by the two-dimensional results of [14, 17].
Since the corrector function considered in the previous steps is independent of the vari-
able x3, the component & - e3 needs a different approach. This is the object of the last
step.

First step: Building a corrector. Thanks to Remark 3.3.3, up to a subsequence of n
still denoted by n, &,, H(M(Q)?)-converges to some coercive matrix-valued function o,.

Then, the sequence 7, H(M(§)?)-converges to g, (see Theorem 2.1 of [14]). Let A € R?
with A L e3. For A = (A1, A2)" € R?, let v be the solution of

g _ (3.3.33)
v = 0 on 0f2.

n

{ div (5;56"05) = div(cNf;FX) in Q

By Definition 3.1.1, we have the convergences

vy — AT =Xz weaklyin H(Q),
5TVer  — GTA weakly-* in M (€)2.

3 >

(3.3.34)

Setting, for x € Q, v (21, T9, 3) = v} (71, T2), we have the convergences

v)  — X-x weakly in H(Q),
(3.3.35)

FIVe)  — GTA weakly-* in M(Q)2,

n
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and the energy inequality, as in (3.3.30),

/ an}VU,ﬂQ dz = / 5,1%5 : %5 dz <e. (3.3.36)
0

Q

Let o € 2(Q). By (3.3.31) and since v} converges weakly to \-x in H'(Q), put-

n

ting v}y as a test function in (3.1.9) yields
/QanVun : V(U{}Lgo) dz — (fio A2y gy = /950 -V(pA-x) de. (3.3.37)

Since o,, and v do not depend on the variable x3, we have the identity

o, Vi, - Vv,’) = En%un . %vg‘ — O3 (5,161)2 - Jh un). (3.3.38)

Then, by (3.3.38), an integration by parts gives
/anVun V(vpp) dz = /JnVun Vo v dz (3.3.39)

Q Q
+ BV - Jh u, ¢ dz (3.3.40)

Q O3

+ /53%1}2 Vu, ¢ dz. (3.3.41)

Q

Step 2: Estimates of the terms in (3.3.39)-(3.3.41). The convergence of these terms are
consequences of Lemma 3.3.1 and the generalized two-dimensional div-curl lemma in a
high-contrast context of [13].

Convergence of the term on the right hand side of (3.3.39). On the one hand, by the
boundedness of a;, !0, and (3.3.30), we have the inequality

/ a;1|JnVun -Vo|? dz < c||Vg0||ZO/ o | Vu,|* < c.
Q Q

On the other hand, the convergence (3.3.31), the inequality (3.3.36), and the conver-
gence (3.3.35) of v} to X -z, show that the sequences &, := 0, Vu, and v, := v satisfy
the assumptions of Lemma 3.3.1. Hence, we obtain

/ oV, - Vo v) doe — / & -V Az de. (3.3.42)
QO n—oo Q

Convergence of the term in (3.3.40). We first compute the limit of ﬂnﬁvé in the sense
of Radon measures. We have the identity

vy Oviy
890 1 ’ 8[)32

T

= ]19\97151%?]2 + 52771&2_}: [55%1)2 — ]IQ\Qngi[‘%’Uz\] s

112



Section 3.3 - The non periodic case

where

—B1h n  —Ponh
L rha) a Gon = | 2 Panha) (3.3.44)
B1 hs (651 52,n hs Q9 p

By (3.1.7), we have

« —Bah
BonGan —— a0y ", where Gy := (5223 iz 3). (3.3.45)

Combining this convergence with the ones in (3.3.34), we obtain that
BaVur — Bid+ Bo5y  [6F —GT] A weakly-+ in M(Q)2. (3.3.46)

By the boundedness of o, 1o, (3.1.7) and (3.3.36), we have
/O‘nllﬁnﬁvgﬁ de < C/ | VU < e.
Q Q

This inequality together with (3.3.30), (3.3.46) and the weak convergence (3.3.29) of u,,
to uin H}(£2) show that the sequences &, := 3, Vv and v, := u, satisfy the assumptions
of Lemma 3.3.1. Then,

~ ~ 0 IO ~ ~ 0
/ B,V - Jh u, P dr —— (Bila+ Ba [0y — 1] 05, ") Jh- A u % da. (3.3.47)
Q 8I3 n—oo  fo 8ZL‘3

Convergence of the term in (3.3.41). Integrating by parts in (3.3.41), we obtain that

/ IV - Vu, ¢ do = — / V) - Vo u, dz + / IV -V (upp) dz. (3.3.48)
Q Q Q

On the one hand, the boundedness of o, o, and (3.3.36) yields
/agl\a’f%g}? < c/ | VAP < e (3.3.49)
Q Q

By the second convergence of (3.3.35), the weak convergence (3.3.29) of u,, to u in H(2)
and (3.3.30), the sequences &, := 1 Vv and v, := u, satisfy the assumptions of Lem-
ma 3.3.1. Hence,

/ 5TV -V u, dv — | TNV u dz. (3.3.50)
0

n—o0 Q

On the other hand, since &% 61}5 does not depend on the variable x3, the second term
on the right hand side of (3.3.48) can be rewritten under the form

~ 1
/EEVUQ -V (upp) do = /~5ng2($’) -V [/ (untp) (2, 23) dag| da’  (3.3.51)
Q 0

Q
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where 2/ = (z1, z3).

In order to study the asymptotic behavior of (3.3.51), we apply a two-dimensional
div-curl lemma of [17] which is an extension to the non symmetric case of [13]. Set, for
any =’ € Q,

n(z") == Ng%vg(x/) and v,(z') = /0 (untp) (2, x3) das. (3.3.52)

Due to the convergences (3.3.34) and (3.3.29), we have

Y weakly-# in M ()2

) _ (3.3.53)

va(a)  — w(d) = / (up) (2, 23) dzg weakly in H'(Q).
0

The convergences (3.1.7) and (3.3.10), the definition (3.3.33) of the corrector v\, (3.3.34)-
(3.3.36) and (3.3.53) imply that the sequences 7, and v, defined in (3.3.52) satisfy the
assumptions of Lemma 2.1 in [17]. Then, we have the convergence in the sense of
distributions

55%5@’)-%{ /0 1 (une) (2, 23) dxg} s 5EX-v{ /0 1 (up) (2, 23) dxg]. (3.3.54)

Let ¢ € .@(Q) such that 1) = 1 on the projection of the support of ¢ on the (z1, x2)-plane.
Taking v as a test function in (3.3.54), we obtain

/ﬁ SISV () - © [ /O () (2 25) dxg} &' —— [ TR T (ug).

n—oo 0

Finally, this convergence combined with (3.3.48), (3.3.50) and (3.3.51) gives
n—oo

/ 5261}2 NVu, ¢ dv —— | 75X Vu ¢ dz. (3.3.55)
Q Q

Putting together (3.3.42), (3.3.47) and (3.3.55) with the equality (3.3.39)-(3.3.41), we
obtain that

n—oo

/UnVun-V(vfl‘gp)da: — fO-VQO/\-ZL‘dZL‘—i—/a:*%U-XQDdZL‘
Q Q Q

SO ~ ~ 0
+/ (51[2+ﬁ2[0*—01]051) Jh-)\U—SO dx.
Q 0xs

Since 7, depends only on the variable (x1, x2), this convergence, an integration by parts
and (3.3.37) give

/ A pdr= / [cﬁ%u — % (51[2 + Bo [04 — T4 52_1) Jhl -\ pdr.  (3.3.56)
Q Q 03
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Finally, since the equation (3.3.56) holds for any ¢ € Z(2) and any A L e3, we obtain
the first two components of &,

~ o~ 0 N o ~
& = 5.Vu — 87“ (Bilz + B2 6. — 51) 55 1) Jh. (3.3.57)
3

Step 3: Computation of & - e3. By (3.3.31), we have the convergence
ou,,

Ay ——
8x3

+ BV - Jh =0,V - €5 — & - e3  weakly-x in M(€). (3.3.58)

We first study the asymptotic behaviour of a,, dsu,, (which also gives the limit
of B, 0su, due to the fact that, by virtue of (3.1.7), as, and [, are of the same
order). On the one hand, since 6,, = |Q|7!|Q2,|, by the convergence (3.1.7), we have

-0 Q
/Q;I |97:1]]-Qn|2 d[[‘ — Hn | n’ o ’ |
Q

= <ec.
Qna2,n 971()52,71

On the other hand, by (3.3.30), the weak convergence (3.3.29) of w, to u in Hj(f)
and (3.3.6), the sequences &, := 0, '1q, and v, := u,, satisfy, once again, the assumptions
of Lemma 3.3.1. Hence,

0. '1g,u, — Ou in 2'(Q).

Moreover, since 1q,_ does not depend on the variable x3, we have

Juy, ou .,

0, 1,

Finally, thanks to (3.3.59) and (3.1.7), we obtain the convergences, in the sense of Radon
measures,

ou,, ou,, _ ou,, ou

(o7 8_:163 = ailg\q, D + (gna2,n>0nllﬂn 0z — (a1 + 9042)8—333;
ou ou ou ou (3.3.60)
— =51 = 11 L —

Bn O Biloa, Ot + (0,520)0, " 1q, O (B +952)0$3

Now, in order to obtain the limit of the term 3,Vu, in (3.3.58), which similarly
to (3.3.43)-(3.3.44), writes

B,V = Billona, Vitn + Bany ) [aﬁun . 1Q\anfﬁun] , (3.3.61)

it remains to estimate &,Vu,. Since &o is the limit of the current 0,Vu, (3.3.31) and
since

VA Les, o,Vu, A= 5n6un A — Bn gun Jh - X,
T3
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the equality (3.3.57) gives the weak-* convergence in the sense of Radon measures

5.V, — By au"Jh — 5,Vu— g“ (Bils + B2 [5. — 1) &5 ) Jh. (3.3.62)

Then, combining this convergence with (3.3.60), we have

5.V, — 5,Vu+ By (%“ ([61 + 65, — 3.)55 1) Jh weakly-+ in M(Q)2. (3.3.63)
3

Finally, passing to the limit in (3.3.61), taking into account (3.3.63) and (3.3.45), we
obtain the convergence, in the sense of Radon measures,

ﬁn%un — [51[2 + /82 52_1(5* - 51)] VU + 52 1(01 + 90’2 - 0'*)02 1Jh (3364)

s
Putting together (3.3.58), (3.3.60) and (3.3.64) yields

o-es= [fila+ Bty (G — 1)) Jh-Vu

) 9 (3.3.65)
+ [(ozl + b)) + 8355, 1(G) + 05, — 5.)55  Th - Jh] -

T3
Finally, since the current o, Vu, weakly-x converges to & in (3.3.31), we have the
limit equation
—div(§) = f,
where, by (3.3.57) and (3.3.65),
o = (goafo ce3)" = 0.(h)Vu

which yields to the expression (3.3.8)-(3.3.9) of o.(h). Theorem 3.3.1 is proved. O

3.4 Two examples

In this section we present two examples where the perturbation formulas for the effec-
tive conductivities of non periodic high-contrast columnar composites are fully explicitly
computed.

3.4.1 Circular fibres with variable radius

Let p be a continuous function on € depending only on the variable 2’ = (21, )
satisfying B
Jer,e0>0, ¢ <p(@) <cy, Va= (2, 23)€Q, (3.4.1)

and let r, be a sequence of positive numbers converging to 0, as n goes to infinity. We
assume, without loss of generality, that

]{Zp dz = 1. (3.4.2)
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Define, for any k € Z?3, the sequence (7, k)nen+ by

Tng = Tn / plenk).

We consider the case where €, is the set of circular fibres wny = {y € Y | yf +y3 <72}
as can be seen on Figure 3.4.1

Q=00 | en(wnk + k). (3.4.3)

keZ3

Note that the fibres w, ; do not have the same radius.

~T] 0| 00T
0|0|0|0O|0|0|0|0O|O
o[c|olo[@|e[o]@o]e]o]d
/o]o|o|o|o]e|@][0]0]0]@
(e]o]o]e]e]e]o]c]0]e)~
Olo|o|0|0|0|0|Q
olo]olo|o|O
/’/ OOO/ ~
// Q
’ 70// Dn

S X e ~ o~
QTW{ Q o oQ\Q,

Figure 3.4.1: The cross section of the non periodic microstructure

We have the following result:

Proposition 3.4.1. Let Q,, be the sequence of subsets of ) defined by (3.4.3) and o, (h)
be the associated conductivity in the problem (3.1.9). Assume that

£ lnr,| — 0. (3.4.4)
n—oo

Then, there exist a matriz-valued function o.(h) and a subsequence of n, still denoted
by n, such that the solution u, of the problem (3.1.9) converges weakly in H}(Q) to the
solution u of the conductivity problem

—div (0.(h)Vu) = [ inQ,
{ u = 0 ondf, (3.4.5)
where o.(h) is given, for any v = (2, x3) € Q, by
(A + aoB3lh|?
U*(h)(l’) = 041[3 + p($ ) (22—2%|2|) es ® ez + ﬁlg(h) (346)
a; + P3h;
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Remark 3.4.1. We can easily check that the homogenized conductivity o.(h) of the
two dimensional microstructure of the Figure 3.4.1 is given by

/&*(h) = CV1[2 + ﬂlhgj = &1(h)
This leads to the simple form (3.4.6) of o.(h).

Proof of Proposition 3.4.1 In order to apply Theorem 3.3.1, we need to check that the
conditions (3.3.3)-(3.3.5) hold true. On the one hand, the Poincaré-Wirtinger inequality
combined with (3.1.7) imply the existence, for any k € Z?, of a sequence of positive
constants ¢, j such that
v — ][ v
Qk

where QF =¢,(Y + k). Using estimates derived in [12], one can show that the best
constant in the weighted Poincaré-Wirtinger inequality (3.4.7) satisfies

In (r,, v/p(enk))

for some positive constant c¢. Therefore, by (3.4.1) and (3.4.4), we have

2

Vo e HY(QY), / o
Q%

dr < cn,k/ | Vo|? dz, (3.4.7)
Q%

VkeZ VneN, 0<cy<ce

Y

0<cpp <ce2llnr,| +o(1) — 0,
n—oo

uniformly with respect to k € Z3. Conditions (3.3.3) and (3.3.4) of Theorem 3.3.1 are
satisfied. On the other hand, by the definition of €, and (3.4.2), we have the following
estimate for the volume fraction

|20 1 2_ 2 2][ 2
O, =—F ~ — ey mroplenk) ~ wr, 4 pdx =mr,, 3.4.8
] S ] 2o, ) (345

—00
enkeQ

which, by (3.4.1), implies that for any n € N* and k € Z3,
][ oy dz = aq (1 — 7rip(enk)) + aonmrip(enk) < ¢+ cpan, < c.
Qk

Then, condition (3.3.5) of Theorem 3.3.1 is satisfied. Theorem 3.3.1 and Remark 3.4.1
ensure the existence of an effective conductivity o,(h) which, after an easy computation,
writes

3 2172 -
o.(h)(x) = a I3 + 6(z)) (%) es®ez+ [1&E(h) Vo= (2 23)€Qx(0,1),
a5 + B3h;3

(3.4.9)
where 0 is the weak limit of 6, '1q,. The function € in (3.4.9) coincides with p. Indeed,
since p is continuous, we obtain, for any ¢ € %,(f2) extended to R?® by setting ¢ = 0
on R?\ Q,

1 1
—1 _ _ 2 2
/Qen 1o, p dz = —3 E / e dr+o(l) = —3 E ermrap(enk)p(enk) + o(1)

" kez3 ¥ Wn.k " e ke
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which implies that
/ 0. g, p de = / pp dz + o(1).
Q Q

Finally 6, '1q, converges weakly-* to p in M(Q) and, then, § = p. This concludes the
proof of Proposition 3.4.1. O

3.4.2 Thin squared grids

In this section, we consider the case of a columnar composite the cross section of
which is a highly conducting grid surrounded by another conducting medium (see Fig-
ure 3.4.2). Let t,, be a positive sequence converging to 0 as n goes to infinity. Let p be
a continuous function on ©, depending only on the variable 2’ = (1, 75) and satisfying

Jep, >0, o <pl@) <cy, Va=(d,z3) €. (3.4.10)

We assume, without loss of generality, that

][pdx: 1. (3.4.11)
Q

Define, for any k in Z?, the sequence (¢, x)nen+ by

tog = plenk) t,. (3.4.12)
Let €2,, be the set of non periodically distributed squared fibres
Q=00 | enlwnr + ) (3.4.13)
kez3

where
wnk = {y €Y | max(|yl, lya) > 5 — tu} -
Note that the case p = 1 leads to a periodic distribution of the squared fibres in €.

| L, ] 0| O[O,
0 o ) ) e Olo 00 o [O]OC Dy
OOOOOOOCIOICIOD, ] =1 o] o] o] = o | ] = s [
/] o o o o ) ) )} o ) ] ) ]
() ] ] ) e V] o) o] ] =] ] ] = ] )
I o b [ ) ] T
J:]DD\DQ/ X m) ]| = =)
] ) [N L OOjo) Dﬁ
o, i S
XEn\, o\ Q,
(a) Periodic case (b) Non periodic case

Figure 3.4.2: The cross section of the structure
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We have the following result:

Proposition 3.4.2. Let €2, be the sequence of subsets of Q2 defined by (3.4.13) and o, (h)
be the associated conductivity in the problem (3.1.9). Assume that

4tn0627n — oy >0 and 4tnﬁ2,n — 62 € R. (3414)
n—oo n—oo

Then, there exist a matriz-valued function o.(h) and a subsequence of n, still denoted
by n, such that the solution u,, of the problem (3.1.9) converges weakly in H}(Q) to the
solution u of the conductivity problem

{—div (0u(h)Vu) = [ in®, (3.4.15)

u = 0 on 0,

where o.(h) is given by

o.(h) = (5*<f) p*) (3.4.16)

Q* Oy

and, for any (x',x3) € Q,

( 5*(h) = <C¥1 —i—p(x’) M) IQ +ﬁ1h3J,
20[2
2 ~
o= = B olel) ] T o) R,
, @2 (3.4.17)
G = |:ﬁ1+p< )/82:| Jh+ ( )62023»%7

2
= a1+ p(') as + p(a’) %(hi +12).

In formula (3.4.17), p = 1 corresponds to the periodic case.

Proof of Proposition 3.4.2. Let us first consider the periodic case. In order to apply
Proposition 3.2.1, we need to check that (3.2.6) and (3.2.7) are satisfied. To this end, con-
sider V € €*(Y) such that (V) = 0. Define, for any n € N*, the subsets K}, i = 1,2, 3, 4,
of Y by

For instance, the projection of K! in the (yi,y:)-plane, is the shaded zone in Fig-
ure 3.4.3.
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Y2 Yo

2t, T

ny T P

n Y1

Figure 3.4.3: The period cell of the cross section of the microstructure

By the definition (3.2.2) of a,,, we have

4
/anV2 dy < / X a,V? dy+Z/ a,V? dy
Y Y\«;L:J1K’iI 1=1 %
4
< ozl/ L Vgt [ Vdy
Y\iL:JlK;'L

leZ

4
041/ V? dy+a27n2/ V2 dy.
Y i=1 Y K,

Since (V) = 0, this inequality and the Poincaré-Wirtinger inequality in H*(Y'), yield

IN

4

/ a,V? dy < 041/ IVV|* dy + ozz’nz V2 dy. (3.4.18)
Y v i=1

K

We now estimate the second term of the right hand side of this inequality. On the one
hand, since K! is convex, the Poincaré-Wirtinger constant in H'(K}) is bounded from
above by the diameter of K! divided by 7 [33] and, therefore

/ V2dy < 2/
K3 K3

2
V—][ v dy| +2|K]
K}

Ky,
) (3.4.19)
< c(/ IVV 2 dy + |K}| ][ )
K} K}
On the other hand, for any —= < r, s, t< %, we have
V(s) = V(r) :/ V'(t) dt, where / / (y1,t,y3) dyrdys.  (3.4.20)
r 3

Integrating the first equality in (3.4.20) with respect to s € [3 — t,, 3] and r € [—3, 3],

2
we have

ov

‘][ V dy — de' ][ ][/\V' ]dt</
K} SRR v |0y

dy,
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which, since (V') = 0, implies that

][ de‘ g/ VV] dy < [|VV | 2. (3.4.21)
K} Y

Then, combining (3.4.19) and (3.4.21) with the boundedness (3.4.14) of | K} |, = t,qan,
we obtain that

CV2,n /
K

Similarly to (3.4.22), we have, for i = 2, 3,4,

Q9 p /
K

Finally, (3.4.18), (3.4.2) and (3.4.22) imply

Vidy<ec (ag,n/ VV|* dy + vauig(y)s) < c/ an|VV > dy.  (3.4.22)
K} Y

1
n

V2dy < c/ an|VV]2 dy.
Y

%
n

/ a,V? dy < c/ an|VV|? dy. (3.4.23)
Y Y
By a density argument, (3.4.23) is satisfied for any V € H'(Y) with (V) = 0. Since ¢,
converges to 0, the hypotheses (3.2.6) and (3.2.7) of Proposition 3.2.1 are satisfied. Then,
there exists a homogenized matrix which is given in terms of the transversal effective
conductivity o, of the microstructure of Figure 3.4.2a. It remains to determine o,.
Since one can choose the cross-like shape of the Figure 3.4.3 as the period cell of the
transversal microstructure of the heterogeneous medium occupying €2, Proposition 3.2
of [17] ensures that
2 27,2
5* = (Oél + M) .[2 + Blhgj, (3424)
20[2

and formula (3.4.16)-(3.4.17) of o.(h) is a consequence of (3.2.9)-(3.2.10) where o, is
given by (3.4.24). The periodic case is then proved.

The existence of o,(h) in the non periodic case is a consequence of Theorem 3.3.1.
Indeed, for any k € Z* and n € N*, a rescaling of (3.4.23) gives

v—][ v
Qk

2

Voe HY(Q), / U
Qk

dz < csi/ | Vo|? dz,
(04
and, by (3.4.12),
][ oy, do = 041(1 —4t, (1 — tnyk)) +dagptnk(l —thr) <c+cthas, <c
Qk

The assumptions of Theorem 3.3.1 are satisfied. Then, there exist a matrix-valued
function o,(h) and a subsequence of n, still denoted by n, such that the solution w,
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of the problem (3.1.9) converges weakly in Hj () to the solution u of the conductivity
problem (3.4.15). In view of the formulas (3.3.8) and (3.3.9), the expression of o.(h)
becomes explicit as soon as g, and # are identified.

On the one hand, it is easy to check, similarly to the proof of Proposition 3.4.1, that p
is the weak-* limit, in the sense of Radon measures, of the sequence 0, '1q, . Then, the
function ¢ in Theorem 3.3.1 turns out to be p. On the other hand, by Remark 3.3.3,
in order to compute o, one has to determine 2 (a, o), which is the H(M(2)?)-limit,
in the sense of Definition 3.1.1, of the conductivity 7,(0), in the absence of a magnetic
field, given by, for any 2’/ € Q,

~ al, in Q \ Qn,
2(0) = ~ 3.4.25
7 ( ) { Q27n12 in Qn ( )

Due to the local nature [13] of the H (M(Q)z)-convergenge, it is sufficient to com-
pute (v, as) locally in Q. To that aim, consider 2/ € Q and &€ > 0 small enough
such that the closed disk D(z’,¢) C €. Since p is continuous, we have

cre(2) = inf  p(z) <p(a') < e (2’):= sup p(z). (3.4.26)
’ 2€D(x g) 7 2€D(x’ g)

ZQ}1

(a) Bound from below (b) Bound from above

Figure 3.4.4: Bounds from below and above of 7,,(0)
For i = 1,2, let ' be the subset of D(z/,¢) defined by (see Figure 3.4.4)

Qr =D e)n | en (k+ {y e (3,5 | max(jy1,[ge]) > § — cic(2) ta})
kez?

and let ¢ be the periodic conductivity defined on D(2/,¢) by

. R YW ~i,€
gi,a ': { 041]2 m D(IL' 76) \ QTL ) (3427)

n agnly in Qi
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By the definitions (3.4.26) and (3.4.27), we have for any z € D(2’,¢), the inequalities
0%(2) € 5,(0)(2) < 72°(2). (3.4.28)

For the rest of the proof, we need the following result which is a consequence of the
two-dimensional div-curl lemma, in a high contrast context, of [13]:

Lemma 3.4.1. Let D be a bounded domain of R? and, fori= 1,2, let Al € L>°(D)**?
be an equi-coercive sequence of symmetric matriz-valued functions bounded in L'(D)?*?
which H(M(D)?)-converges to A% in the sense of Definition 3.1.1. We assume that

VneN Al <A? aqe inD. (3.4.29)
Then, we have the inequality
AL < A% g inD. (3.4.30)

Proof of Lemma 3.4.1 Let A\ € R%. Consider, for i = 1,2, the solution v} of

div (AL VM) = div A')N) in D,
oMt = Nz on dD.
By Definition 3.1.1, we have the convergences, for 1 = 1, 2,
oM — X.x weakly in HY(D),
o~ ) (3.4.32)
Aot — ALX weakly-x in M(D)2.

On the one hand, by (3.4.29), we have the inequality, almost everywhere in D
2 Aiﬁv,’)’l : 602’2 - Aiﬁv;}’l : %vfl"l < A,ll%vz’z . 602’2 < Ai%vfl‘z : 62}2"2. (3.4.33)

On the other hand, applying, for i,j = 1,2, the generalised two-dimensional div-curl
lemma of [13] (Theorem 2.1) to &, := A VoM and v, := v}/, we have the convergences,
in the sense of distributions,

Vi,j=1,2, & Vo, =A VoM VoM — AX-A in 2'(D). (3.4.34)
Finally, combining (3.4.33) and (3.4.34), we obtain
QAIN-A—AIN- A< AN\ in 2'(D), (3.4.35)

which concludes the proof of Lemma 3.4.1. O

Since, for i = 1,2, 7% is an equi-coercive periodic sequence of matrix-valued functions
bounded in LY(D(z',¢)), 0% H(M(D)?)-converges to a constant matrix o>°. Then,

n

applying Lemma 3.4.1 with D = D(a’,¢) and (3.4.28), we have

olf < olay, a)(2) <52 ae z € D, e). (3.4.36)
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Moreover, due to the definition of ﬁff and the convergence (3.4.14), we have

0| 19 L vgn = Ao cic(2') + 0(1) — ag ¢;(z') > 0. (3.4.37)
n—o0
Then, substituting as ¢; -(z') for ay in (3.4.24) in the absence of a magnetic field (that
is, h3 = 0), we obtain, for any i = 1,2,

5o — (al + e () %) L. (3.4.38)
By (3.4.26) and (3.4.38), taking the limit, as £ goes to 0, in the inequalities (3.4.36), we
obtain, for any Lebesgue point 2’ of o¥(ay, as) in €,

O'S(Ckl,(lg) = (Oél + ,0(1’/) %) _[2.

Therefore, by Remark 3.3.3, we have

a3 + B3h3
20[2

5* = (Oél + p(x') ) ]2 + ﬁlhgj. (3439)
Finally, we apply the formula (3.3.8)-(3.3.9) for o.(h) in Theorem 3.3.1, with &, given
by (3.4.39), to obtain (3.4.16)-(3.4.17). This concludes the proof of Proposition 3.4.2.

O
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Interprétation des résultats des chapitres 2 et 3 en termes de magnétorésistance

Interprétation des résultats des chapitres 2 et 3 en termes de
magnétorésistance

Le chapitre 2 traite d’'un modéle de conducteur isotrope bidimensionnel plongé dans
un champ magnétique dont la conductivité s’exprime sous la forme

o(h) = aly + BhJ. (3.4.40)

Le parameétre h, lié au champ magnétique, caractérise la partie antisymétrique de la con-
ductivité pour ce modéle idéal. En particulier, les paramétres « et 5 peuvent dépendre
de h. L’écriture (3.4.40) est tout a fait générale et découle uniquement de I’hypothése
d’isotropie et de la relation (cf. (1.1.11)), pour tout h,

o(h) =a(=h)" ou p(h)=0c(h)™' =p(—=h)". (3.4.41)

Ainsi, 0 < a et 3 sont des fonctions paires de h. De plus, I'expression de la résistivité
est donnée par
p(h) = aly + bhJ, (3.4.42)

ol 0 < a, b sont aussi des fonctions paires de h. Dans les chapitres 2 et 3, le méme type
de considération conduit aux conductivité et résistivité perturbées en dimension 3

o(h) =al;+ B&E(R) et p(h) = als + b&(h), (3.4.43)
ou & est défini par (2.4.4) et o, 3, a et b peuvent dépendre de h.

Etudions & présent le cas ot le champ magnétique est faible (h < 1), qui constituera
I’hypothése physique du chapitre 4. En dimension 2, dans le cadre isotrope de (3.4.41),
on obtient les développements a 'ordre 2 :

o(h) = agly + shJ +nh*I, +o(h?) et p(h) = agly +rhJ +mh*l, + o(h?), (3.4.44)

ol ag = a(0) > 0 est la conductivité en absence de champ magnétique, ag = oy, la
résistivité en I’absence de champ magnétique, r = b(0), le coefficient de Hall et m, la
magnétorésistance. En particulier, on a I'expression de la magnétorésistance

m = —agr® — agn, (3.4.45)

qui peut étre positive ou négative suivant la valeur de n. On obtient un résultat analogue
en dimension 3.

Les chapitres 2 et 3 donnent une expression compléte de la matrice homogénéisée pour
des composites & deux phases isotropes et fortement contrastées. Il est ensuite possible
de calculer la magnétorésistance du composite lorsque la conductivité effective o, (h) est
explicite. Reprenons I’exemple de la Proposition 2.3.2 dans le cas isotrope, i.e., £ = 1.
La conductivité homogénéisée o,(h) est alors donnée par la formule

2 272

2
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Interprétation des résultats des chapitres 2 et 3 en termes de magnétorésistance

Si oy, Bi, © = 1,2 ne dépendent pas de h, on obtient une magnétorésistance négative.
Ce n’est plus nécessairement le cas lorsque lorsque «y, 5;, i = 1,2 dépendent de h. On
obtient le méme type de résultat en dimension 3.

Le chapitre 4 ne se place plus dans le cadre du fort contraste, les conductivités sont
désormais supposées équicoercives et équibornées (cf. (4.1.12)). En revanche, on ne fait
plus I'hypothése d’isotropie. La conductivité o.(h) et la résistivité p.(h) du matériau
fortement hétérogene admettent simplement des développements a ’ordre 2 de la forme

pa(h) = Us(h)_l = pe(o) + %a(h) + %e(hv h) + O(|h|2)7 (3447)

ot A (h, h) est la magnétorésistance qui est une matrice symétrique (par (3.4.41)) non
nécessairement isotrope. Sous certaines hypothéses de régularité (4.2.2), la conductivité
H-converge, pour tout A suffisamment petit, vers o,(h) et on a le développement

pe(h) = 0(h)™" = p(0) + Zu(h) + (. h) + o(|h]*), (3.4.48)

ou M. (h,h) est la magnétorésistance du composite. Le but du chapitre 4 est de montrer
que I'énergie effective dissipée dans le composite est plus grande que la moyenne des
énergies dissipées dans chaque phase. Cette inégalité permet de montrer que la loi de
Kohler, valable pour des conducteurs parfaitement homogénes (métaux purs), s’étend
aux composites.
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Chapitre 4

Magneto-resistance in
three-dimensional composites.

Abstract

In this paper we study the magneto-resistance, i.e. the second-order term of the re-
sistivity perturbed by a low magnetic field, of a three-dimensional composite mate-
rial. Extending the two-dimensional periodic framework of [4], it is proved through a
H-convergence approach that the dissipation energy induced by the effective magneto-
resistance is greater or equal to the average of the dissipation energy induced by the
magneto-resistance in each phase of the composite. This inequality validates for a com-
posite material the Kohler law which is known for a homogeneous conductor. The case
of equality is shown to be very sensitive to the magnetic field orientation. We illustrate
the result with layered and columnar periodic structures.
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Chapitre 4 - Magneto-resistance in three-dimensional composites

4.1 Introduction

In a conductor with a matrix-valued resistivity p, a low magnetic field h € R? induces
a perturbed resistivity p(h). Due to Onsager relations (see [14, 19]), the perturbed
resistivity satisfies

p(h) = p(~)". (4.1.1)

As a consequence, the perturbed resistivity admits the following second-order expan-
sion (see Section 4.2):

p(h) = p(0) + Z(h) + 4 (h, k) + o(|h|?), (4.1.2)

where p(0), .# (h, h) are symmetric matrices and Z(h) is an antisymmetric matrix. On
the one hand, according to the Hall effect (see, e.g., [14]), the magnetic field induces a
transversal electric field E;(h) which balances the magnetic force acting on the charge
carrier and is perpendicular to the current j. It is given by

Ey(h) = %(h)j L], (4.1.3)

where Z(h) is the Hall tensor which reduces to r(j x h) in the isotropic case. On the
other hand, the so-called magneto-resistance .# (h, h) measures the difference between
the perturbed dissipation energy and the unperturbed one, namely

p(h)j -5 —p(0)j-j = (h.N)j-j+o(h?), (4.1.4)

in which the Hall term plays no role (due to the antisymmetry of Z(h)). Expan-
sion (4.1.4) has to be regarded in connection to the Kohler law [13] which states that
the symmetrized resistivity (without the Hall term) ps(h) of a homogeneous conductor
satisfies the asymptotic

ps(h) — p(0) ~ m|h|* withm >0, (4.1.5)
h—0
which corresponds to an increase of the magneto-resistance.

When the conductor has a microstructure characterized by a scale €, the resistiv-
ity p-(h) depends on the two parameters ¢, h. In the framework of the Murat Tartar
H-convergence theory (see Section 4.2 and [17, 18]), the conductivity o.(h) = p.(h)!
H-converges to the effective (or homogenized) conductivity o,(h). Under appropriate
regularity conditions for a.(h) (see (4.2.2)), the effective resistivity p.(h) = o.(h)~! also
satisfies equality (4.1.1) and the second-order expansion

pi(h) = pu(0) + Zu(h) + M. (h, h) + o|n]?), (4.1.6)

where Z, is the effective Hall tensor and .Z, is the effective magneto-resistance tensor.
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Section 4.1 - Introduction

In his seminal work [2], Bergman gave for a periodic composite material an ex-
pression of the effective Hall matrix in terms of the local Hall matrix and the local
current fields obtained in the absence of a magnetic field. Bergman’s approach was
extended in dimension two 7] and in dimension three [8] in the non-periodic framework
of H-convergence.

In dimension two, the conductor lies in a plane (e, e;) embedded in a transversal
magnetic field h es, so that the local/effective Hall coeflicient 7./, and the local/effective
magneto-resistance matrix M./, are defined by

%g/*(h) = Te/x h ((1] 61) and %5/*(h, h) = h2 Mg/*. (417)

In the periodic case, i.e. when r.(x) =r(zx/c) and M.(z) = M(z/e) are oscillating
functions of the fast variable x /¢, it was proved in [4] that

M. (G) -Gy = (M j-3j) =0, (4.1.8)

for any unperturbed current j, and that (4.1.8) is an equality if and only if the Hall
coefficient is a constant. By the Kohler law (4.1.5), the magneto-resistance in each phase
satisfies M = p I with g > 0, which implies the positivity of M, by (4.1.8). Then, the
positivity of m in (4.1.5) corresponds to the positivity of M, in (4.1.8). Therefore, the
inequality (4.1.8) extends the classical Kohler law (4.1.5) to anisotropic two-dimensional
composites (see [4], Remark 2.6).

This paper extends the results of [4] to three-dimensional composites. In dimension
three, the local/effective Hall tensor reads as

.;u(h) = E(R.) h), with &(n) = (_é; & ), (4.1.9)
where R,/ is called the local/effective Hall matrix. First, we obtain a general expres-
sion (see Theorem 4.2.1) for the difference between the effective dissipation energy due to
the magneto-resistance and the average of the local dissipation energy. Then, extending
a classical duality principle (see Lemma 4.3.1), we prove that this difference is non-
negative (see Theorem 4.3.1), and equal to zero if and only if the Hall matrix satisfies
some compactness condition. In the periodic case, this reads as (see Corollary 4.3.1)

D(h, ) = M, B) () - ) — (A (B, B) - ) > 0, (4.1.10)
for any unperturbed current field j. Moreover, (4.1.10) is an equality if and only if
Curl (§(Rh)j) =0 in 2'(R?). (4.1.11)

We also investigate the behaviour of higher even-order terms. We show that in-
equality (4.1.10) reverses when the magneto-resistance is replaced by the fourth-order
term and the Hall matrix is assumed to be zero (see Proposition (4.3.1)). However, the
equivalent of D(h, h) for even-order term higher or equal to 4 may have both a positive
and a negative eigenvalue, so that (4.1.10) cannot be extended (see Proposition 4.3.2).
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Then, the condition of equality (4.1.11) is discussed in the case of columnar compo-
sites. First, an explicit formula for the difference of dissipation energies D(h, h) (4.1.10)
is given (see Proposition 4.4.1) for a periodic material which is layered in some di-
rection £. Second, for a general columnar structure in the direction ez, the equal-
ity D(h, h) = 0 is shown to be very sensitive to the orientation of the magnetic field (see
Proposition 4.4.2). More precisely, the equality D(h,h) =0 implies that o(y,y9) is
a tensor product of type f(hiy1 + haye) g(hayy — hiy2). For example, in the case of a
four-phase checkerboard ay, as, oz, ay (see figure 4.4.1 below), we obtain that for any
magnetic field h # 0 perpendicular to es, D(h,h) # 0 if oy ag # s ay (see Proposi-
tion 4.4.3).

The paper is organized as follows. In Section 4.2, we recall results on the homoge-
nization of the Hall effect and the magneto-resistance in order to establish an asymptotic
formula for the effective magneto-resistance. In Section 4.3, we prove inequality (4.1.10)
and deal with the case of higher-order terms. Section 4.4 is devoted to the case of
equality for layered and columnar composites.

Notations

e || denotes the euclidean norm in R? for any positive integer d and (e, ..., eq)

the canonic basis of R

x denotes the cross product and ® the tensor product in R3.

R4 denotes the set of the real-valued (d x d) matrices and I; denotes the unit

matrix of R%*¢,

o R (resp. R™?) is the set of the real-valued (d x d) antisymmetric matrices
(resp. symmetric matrices).

e A?® denotes the symmetric part of A, AT its transposed matrix, and Cof(A) its
cofactors matrix.
Q) denotes a bounded open set of R%.

e For o, >0, M(«, ;) denotes the set of the invertible matrix-valued func-
tions A measurable in §2 and such that

VECRY, A@)E-€>alé)? and A(x)7'¢-€> B, ae z€Q. (4.1.12)

e For a vector-valued function U : Q — R,

[, DN ~(oU; U,
DU = { } , div(U) —Z 5 and curl (U) = < — )Km(d.

1<i,j<d = 0T dr;  Ox;

e For a matrix-valued function ¥ : Q — R4,

d
Div () = (Z %) and Curl (%) = (% - %) :
i ) 1<j<d J i/ 1<4,5,k<d

=1
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o If H is a vector space endowed with a norm || - ||, the equality g.(h) = og(|h|"),
for n € N, means that

hm (|h| Sup||ge( )||> = 0. (4.1.13)

For k € N, €*(Q) denotes the space of k-continuously derivable functions with
compact support in €.
— For v = (1v1,...,v4) € N¢, we denote

oM gn o

V|l =1 "'+I/ and — “ e .
=t o or ~ ox Dal

Y :=(0,1)%, and the Y-average is denoted (-).
Hy(Y'; Z) denotes the space of the Y-periodic functions from R? to Z which belong
to Hiy(RY) for a generic function space H.

Remark 4.1.1. Consider a sequence g.(h) in H which satisfies the expansion of or-
der n € N,
ge(h) = g2+ gl (h) + -+ g’ (h, ..., h) + ou(|A]"), (4.1.14)

where for any k <n, h+ g¥(h,...,h) are bounded sequences of k-linear symmetric
forms in H. In view of (4.1.13) each term g¥(h,...,h) of the expansion inherits of the
same (weak or strong) convergence of g.(h) in H.

Let us recall the definition of the H-convergence due to Murat, Tartar [18]:

Definition 4.1.1 (Murat, Tartar [18|). A sequence of matriz-valued functions A, be-
longing to M(«, 5;Q) is said to H-converge to the matriz-valued function A, if for
any distribution f € H'(Q2), the solution u. € H} () of the equation div(A.Vu.) = f
satisfies the convergences

ue — u, weakly in Hy(Q) and A Vu. — A NVu, weakly in L*(Q)?, (4.1.15)
where u, solves in Hy(S)) the homogenized equation div(A,Vu,) = f.

Murat and Tartar [18] proved that for any sequence A, in M(a, ;€2), there exist A,
in M(a, 8;€) and a subsequence of A, which H-converges to A,.

4.2 The three-dimensional effective magneto-resistance

4.2.1 The three-dimensional Hall effect and magneto-resistance

Let o, 3 >0, and let Q be a regular bounded domain of R3. Consider a het-
erogeneous conductor in the domain 2, with a symmetric matrix-valued conductiv-
ity 0. € M(a, 8;Q) (see (4.1.12)), associated with the resistivity p. := (0.)”'. Here, &
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is a small positive parameter which represents the scale of the microstructure. In the
presence of a magnetic field h € R3, it is known (see, e.g., [14]) that the perturbed
resistivity satisfies the property

p-(—h) = pe(h)T’ (4.2.1)

Also assume that the conductivity satisfies the following regularity properties: there
exist an open ball O in R? centered at 0 and b € L>(Q) such that for any € > 0 and any
multi-index |v| < 2,

o.(h) € M(a,5;Q), YheO,

h i o.(h) () is of class € on O, V€ Q,
o, " alu\gs

B AT

(4.2.2)

(k)(x)| <b(z) |h—k|, VhkeO, ae xel

As a consequence of (4.2.2), the resistivity p.(h) satisfies the second-order expansion
ps(h> = Pe + L@s(h) + %E(h, h) + O[po(Q)BxS(‘hP), (423)

where Z. : R® — L>(Q)>3 and . : R? x R® — L>(0)3*3 are sequences of linear op-
erators uniformly bounded with respect to e. By virtue of (4.2.1), for any h in R?, p.(0)
and .(h,h) are symmetric matrix-valued functions, while Z.(h) is an antisymmetric
matrix-valued function. The matrix-valued function defined by (see (4.1.9) and [8| for
more details)

R.h = &7 (%-(h)), (4.2.4)

and the second-order term .#.(h,h) are respectively called the Hall matrix and the
magneto-resistance associated with the perturbed resistivity p.(h), so that

p(h) = pe + E(Reh) + (b, h) + 05y (|B]). (4.2.5)

Remark 4.2.1. Since by assumption Z. : R3 — L>(Q)3*3 is uniformly bounded with
respect to €, R, is a bounded sequence in L>(€)3*3.

Similarly, we define the two sequences of linear operators on R? S, : R — L°°(2)3*3

and A, : R3 x R3 — L°°(Q)3*3 by
0o(h) = o) = 0+ E(Seh) + Nolh h) + opeiapea(BP), (4.26)
which are uniformly bounded with respect to ¢.

4.2.2 Homogenization of the magneto-resistance

Assume that o.(h) H-converges (see definition 4.1.1) to o.(h) for any h € O. In fact
due to the compactness of H-convergence [18] this holds true for a subsequence of £ and
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a countable set of h. Then, by [9] (Theorem 2.5 in the symmetric case) and [3] (Theo-
rem 3.1 in the non symmetric case), the effective (or homogenized) conductivity o.(h)
satisfies 0,(—h) = o.(h)T. By the regularity conditions (4.2.2) (see [5] and [9] for more
details), as in (4.2.6), we have the second-order expansion

oo (h) = oy + E(S.R) + (b ) + o(|h]?). (4.2.7)

Moreover, by taking the inverse of (4.2.7), the effective resistivity p.(h) := o.(h)™! also
expands as
pi(h) = ps + E(R.D) + A(h, h) + o(|h]?), (4.2.8)

where R, € L>(Q)3*3 is the effective Hall matrix and ., : R® x R® — L>(Q)3*3 is the
effective magneto-resistance tensor of the composite. We have the following result:

Proposition 4.2.1. The following relations hold for any h € O,

S. = —Cof(o.) R. and S, = — Cof(o.) R., (4.2.9)
No(h,h) = — 0. Mo(h,h) 0. + E(S.h) ot E(S.h), (4.2.10)
No(h,h) = — o M.(h,h) o, + E(Sh) o, E(S.h). (4.2.11)

Proof. By the first-order expansions (4.2.5) and (4.2.6) we have, for any h € O and
any t > 0 small enough,

0=—I3+ (0. + E(tS.h) + A(th, th)) (p- + E(tR.R) + M- (th,th)) + ope)sxs (t7|h]?)
=t(&(S:h)o ! + 0.8 (R.h))
+ t*(Ae(h, h)ot + E(S-h)E(R:h) + octl(h, h)) + 0 (qyxs (12]1]?).
Then, dividing by ¢ the previous equality and letting ¢ tend to zero we obtain
&(R.h) = -0t &(S.h) ot (4.2.12)
Hence, we get that
0=1t*(A(h,h) o' = E(S:h) ot E(Sh) ot + 0o M(h, b)) + 0psoyexs (t2|R]?).

We divide this equality by t* and let ¢ tend to 0 to get (4.2.10).
The first equality of (4.2.9) is a straightforward consequence of the following algebraic
lemma which is proved in [8] (Lemma 1):

VPeRY, PT&E)P = &(Cof(P)E). (4.2.13)

Applying (4.2.13) to the equality (4.2.27), and using that o. is symmetric, we get that
for any h € O,

&(S:h) = —0.8(R.h)o. = —0X & (R.h)o. = éa(— COf(O’E)TREh) = éa(— Cof(ag)REh),

which shows the first part of (4.2.9) due to the invertibility of &.
The proof for the homogenized quantities in (4.2.9) and (4.2.11) is quite similar. O
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4.2.2.1 The general case

We now give an analogous in dimension three of Theorem 2.2 of [4] in order to
give weak convergences of the effective Hall matrix and the magneto-resistance. All the
subsequences parametrized by h converge up to a subsequence of €. Due to (4.2.2), the
linearity or the quadratic dependence in h, the convergences hold for any A. From now
on, we consider a subsequence still denoted by e such that all the sequences converge
as ¢ tends to 0 and for any h in O.

First of all, we need to introduce a corrector P.(h) (or electric field) in the sense of
Murat-Tartar (see [18]), which is the gradient of a vector-valued U.(h) associated with
the unperturbed conductivity o. in M(a, 8;£2). To this end consider the solution U.(h)
in H'(92)? of the problem

{Div(os(h)DUE(h)) = Div(o.(h)) in 2'(),

(4.2.14)
Uh)(z)—x = 0 on 0f).

Thanks to H-convergence and the Meyers estimate of [16], there exists a number p > 2
which only depends on a, 3, €2, such that the corrector P.(h) := DU.(h) satisfies, for
any h € O,

P.(h) — I3 weakly in LP(Q)**?, (4.2.15)

The knowledge of such a corrector combined with the div-curl lemma (see [17] and [20])
permits to derive the effective perturbed effective conductivity by the following conver-
gence

o.(h)P.(h) — o.(h) weakly in LP(£2)*3. (4.2.16)
By the regularity condition (4.2.2), the coercivity of o.(h) and the Meyers estimate [16],

the potential U.(h) and the corrector P.(h) admit the following second-order expansions
in h:

U.(h) = U2+ UX(h) + UZ(h, h) + owrs(9)(|R]?), (4.2.17)
P.(h) = P? 4+ PX(h) + P?(h, h) + ops@ys=s (|h?). (4.2.18)

We can now state the following result:

Theorem 4.2.1. Assume that the conditions (4.2.1)-(4.2.8) are satisfied, and that the
norms of the Hall matriz R. and the local magneto-resistance tensor M. are bounded
in L=(Q). Then, the effective Hall matriz R., the effective S-matriz S, and the effective
magneto-resistance are given by the following limits, for any h € O,

S, = lim Cof(P)TS., Cof(s,)R.,= lim Cof(c.P°)"R., (4.2.19)
w—L1(Q) w—LY(Q)
and
o (b h) o, = lim (0.P0) " e(h,h) (0.P0) — E(S.h) T o E(S.h)
w—LH@) r (4.2.20)
+ erP(Q) (&(Sh) PP+ 0. PX(h)) " ot (£(Sch)P? + 0P (h)),
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where w — L*(Q)) means that the convergence holds weakly in L*(Q)) and P°, P}(h) are
the matriz-valued gradient which satisfy (4.2.18).

Proof. The proof uses similar expansions as in [5| combined with algebraic specificities
of dimension 3. Taking into account the expansions (4.2.6) and (4.2.18), we have:

o.(h)P.(h) = 0.P?+ (0.P}(h) + &(S:h)P?)

+ (0.P2(h,h) + E(S-h)PL(h) + A(h, h)PY) + op2(qyexs(|h]?). (4.2.21)

By virtue of Remark 4.1.1, using the properties (4.2.14)-(4.2.16) satisfied by the correc-
tor P.(h) in the expansions (4.2.18), (4.2.21) and (4.2.7), we get that
PY — I3 weakly in LP(Q2)3*3
PMh) — 0 weakly in LP(Q2)?*3, (4.2.22)
P2(h,h) — 0 weakly in LP(Q)3*3
and
Div(o.P?) = Div(o,),

{Div(aePﬂh)w(&h)Pf) N B (4.2.23)

Moreover, from the expansions (4.2.18), (4.2.21) and the symmetry of o., we deduce
that

P.(h)To.(h)P.(h) = (PY) craPO + (PY)T&(S.h) PP
+ (PO)T(&(S:h)PL(R) + A(h, h)PY)
+ (0-P? TP2 ,h) + (0-P2)T P} (h) (4.2.24)
+ (PX(h) o.(h)Po(h) + (P2(h, h)) " o.(h) P-(h)

+ OLp/Q(Q)3x3(|h| )

Then, taking into account (4.2.15), (4.2.22), (4.2.23), the div-curl lemma implies that
the sequence P.(h)To.(h)P.(h) converges to o,(h) in LP/2(Q)3*3 and the three se-
quences (PL(h))" o.(R)P.(h), (P2(h,h)) o.(h)P.(h), (a.P°)TP2(h,h), (0.P°)"P(h)
converge to 0 in LP/2(€2)3*3. Noting that (Pf)Té‘)(Sgh)Pf = &(Cof(P?)TS.h) by (4.2.13)
and passing to the limit in (4.2.24), we obtain

o.(h) = o+ llLI}%Q & (Cof(PY)TS.h)

+ lm (PO)TE(Sh) P (k) + (PO) " A(h W) PP] + o1 g (B]2).

w—L1(
Equating this expression with (4.2.7) it follows that

&(S.h) = Jm & (Cof(P)TS:h), (4.2.25)
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and

N(hh) = lim [(Pf)Téa(Sgh)Pj(h) + (PO A (h, h)PQ] (4.2.26)

w—L1(Q)

As & is an invertible linear mapping, we deduce from (4.2.25) and (4.2.9) the conver-
gences (4.2.19).
We have, as &(S:h) is antisymmetric and o. symmetric,

(o-PX(h )+£’(S h)P. ) (02)" (UEPI(h)+éB(SEh)P£)
= —(P2)" &(S.h)(0.) " E(Sh) PO — (P2)  &(S-h)PL(h) (4.2.27)
+(P;(h)) (O—EP;( ) + &(S-h)P?).
Again, taking into account (4.2.15), (4.2.22), (4.2.23), the div-curl lemma implies that
(PX(h))" (0.P (k) + &(S-h)PY) — 0 weakly in LP(Q)>®, (4.2.28)
Hence, (4.2.27) implies that

. 1 o\T -1 1 0
w—hLIP(Q) (O’EPS (h) + @@(SEh)PE) o (O’EPE (h) + éa(Ssh)PE)

—— lim [(Pf)Tg(SEh)aglg‘(Seh)Per(Pf)ch(Sgh)Pj(h)]. (4.2.29)

w—L1(Q)

Combining the equalities (4.2.10), (4.2.11) of Proposition 4.2.1 with (4.2.26), (4.2.29)
and the antisymmetry of &(S.h) and &(S,h), we obtain that

: T
o Mi(h,h)o. — w_l}:rlr%m (0.P°)" t(h,h)(0-F?)

= tim [(P9) A ) PO — (P2) (5 ) (S P

w—L1(Q)
— N(h,h) + E(S.h) 0T E(S,h)
= lim [(PEO)T(E’(Sgh)a;lé"(SEh)PQ + (PS)TcE’(SEh)PQ(h)] (4.2.30)
—E(S.h) o E(S.h)
= Jim [(JEP;(h) +&(8:h) P (0.) (0. PL(h) + éD(SEh)PEO)]

_&(S,h) o E(S,h).
In fact, the convergences (4.2.19) and (4.2.20) hold in LP/2(£2)3*3. O

4.2.2.2 The periodic case
We now give a corollary of Theorem 4.2.1 for periodic media. To this end, we
set Y := (0,1)3, and consider the Y -periodic conductivity
x

o.(h)(z) == o (h) (—) , (4.2.31)

€
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where o(h) is a Y-periodic matrix-valued function. We assume (4.2.1) and analogous
regularity conditions to (4.2.2): there exists an open ball O in R?® centered at 0 such
that

o(h) e M(a,5;Q), VheO,
(4.2.32)
h v+ o(h)(y) is of class > on O, VyeY.
These conditions gives the expansions, like in (4.2.6) and (4.2.3)
o(h) = 0+ &E(Sh) + A (h, k) + o= ysxs (|h[?), (4.2.33)
p(h) =o(h)™" = p+ E(RL) + A (h,h) + op(qyxs(|h]?), (4.2.34)

where o, p, S, R, A4 and .# are Y-periodic functions bounded in Y. The cor-
rector P.(h) := DU.(h) defined in (4.2.14) and (4.2.17) reads as U.(h) :=eU(h) (%),
where U(h) is the unique solution in HL_(R®) (up to an additive constant) of the prob-

loc

lem
{Dw(a(h)DU(h)) = 0 ?n 7 (R‘), | (42.35)
y—U(h)(y) —y = 0 isY-periodic,
and P(h) := DU (h) with
(P(h)) = I5. (4.2.36)

We have the classical periodic homogenization formula (see, e.g., [18] for more de-
tails) o.(h) = (o(h)DU(h)). By virtue of (4.2.32) we have expansions similar to the
expressions (4.2.7), (4.2.8) and (4.2.18)

0.(h) = 0, + &(S.h) + A.(h, h) + o(|h|?), (4.2.37)
pe(h) = 0u(h)™" = p. + E(RLR) + A (h, h) + o(|h]?), (4.2.38)

and
P(h) = P’ + P'(h) + P*(h, h) + or2ayxs(|h[?). (4.2.39)

We can state a corollary to Theorem 4.2.1:

Corollary 4.2.1. For a periodic conductor, the effective Hall matriz R,, the effec-
tive S-matriz S, and the effective magneto-resistance tensor M, are given by the fol-
lowing relations, for any h € O,

S, = (Cof(P°)"S), Cof(s.) R, = (Cof(c.P°)"R), (4.2.40)
and

o Mo(h.h) o, = <(0P0) T (h, h)(aP°)> — &(S.h) o E(S.h)
(4.2.41)
+ {((£(SMP+ o P () "o (E(SW)PO + o P'(h)) ),

where P°, PY(h) are the matriz-valued gradient which satisfy (4.2.39).
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4.3 Comparison between the effective magneto-resis-
tance and the local magneto-resistance

4.3.1 The main result

We now give a generalization of the two-dimensional Theorem 2.4 of [4], and a
corollary in the periodic case with the notations of Section 4.2.2.2.

Theorem 4.3.1. Assume that the conditions (4.2.1)-(4.2.8) are satisfied, and that the
norm of the local Hall matriz R. and the norm of the local magneto-resistance tensor .
are bounded in L>(Y). Then, for any h € O, we have

oo Mo(hh)o. > lim  (0.PO) " at(h, ) (0. PP). (4.3.1)

T w—-LY(Q)
Moreover, (4.3.1) is an equality if and only if

Curl (&(R:h)o.PY) lies in a compact subset of H~"(€2)>***. (4.3.2)

Corollary 4.3.1. In the periodic case, the constant effective magneto-resistance ten-
sor M, and the constant effective conductivity o, satisfy the inequality for any h € O,

o Me(h,h) o, > <(0P0) T//l(h, h) (0P0)>, with o, = (o PY), (4.3.3)

where o(y) is the local conductivity and .# (h,h)(y) is the local magneto-resistance.
Moreover, (4.3.3) is an equality if and only if

Curl (£(Rh) o P°) =0 in Z'(R?)****. (4.3.4)

Remark 4.3.1. Then the inequality (4.3.3) can be written, for any h € R3,
1)) - G > (M R)j - 5), with () = o(e), (43.5)

where e(y) = P%(y){e) is the local electric field and j(y) = o(y)e(y) is the local current
field. Inequality (4.3.5) means that the dissipation energy in a composite is greater than
or equal to the average of the dissipation energy in each of its phases.

The proof of Theorem 4.3.1 is based on the following result:

Lemma 4.3.1. Let Q be a bounded open subset of R?. Consider a sequence A, of
symmetric matriz-valued functions in M(a, B; ) which H-converges to A, and a se-
quence & of L2(Q)¢ which satisfies

£ — € weakly in L*(Q)*  and div (&) — div (€) strongly in H'(Q).  (4.3.6)
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Also assume that

AT & — ¢ weakly-* in M(S). (4.3.7)
Then, we have the inequality
C> A€ in M(Q). (4.3.8)
Moreover, the inequality (4.3.8) is an equality if and only if
curl(AZ'€,) lies in a compact subset of Hy, (€)% (4.3.9)

Remark 4.3.2. Inequality (4.3.8) is a classical duality principle in the periodic case (see,
for instance, [12] pp.160-200). However, up our knowledge the non-periodic case and
the condition (4.3.9) of equality are less classical and deserve a proof.

Proof of Theorem 4.3.1. Taking into account the expansions (4.2.6) and (4.2.18), we
have as in (4.2.21):

o.(h)P-(h) = 0.P2+ (0.P}(h) + &E(S-h)PY) + ors(aysxs (h). (4.3.10)

By virtue of Remark 4.1.1, using the properties (4.2.14)-(4.2.16) satisfied by the cor-
rector P.(h) in the expansions (4.2.18), (4.2.21) and (4.2.7), we have, like in (4.2.22)
and (4.2.23):

PS — I weakly in LP(£2)3*3,
PXh) — 0 weakly in LP(£2)3%3, (4.3.11)
o.PX(h)+ &(S:h)P°  —  &(S.h)  weakly in LP(Q)3%3.

Let A € R3. We apply Lemma 4.3.1 with A, := 0., & = (agPal(h) + éa(SEh)Pg))\
and the vector-valued functions & := &(S,h)A,

¢ = erlI%m (6(S-h) P + 0. PH(h)) "o (E(S-h)PY + 0. PL(h)) A - \. (4.3.12)

It follows that for any A € R3,

lim  (&(S.h) PP +0.PL(h)) o= (E(S-h) P2 +0.PL(h))A-A > E(S.h) o E(Suh)A- .

w—L1(£)

Using the fact that P!(h) is a gradient and (4.2.12), the above inequality is an equality
if and only if

Curl (AZ'€.) = Curl (67" &(S-h)PIX) = — Curl (& (R.h)o.P2X) (4.3.13)

3x3

lies in a compact subset of H; !({) Due to the arbitrariness of A, this can be

rewritten

lim  (&(S-h) P + 0. PM(h)) o= (E(S-h) PO + 0. PL(h)) > &(S.h) o, E(S.h),

w—L1(Q)
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which is an equality if and only if
Curl (€(R-h)o.P?) lies in a compact subset of Hy}(£2)***"3, (4.3.14)
We conclude to (4.3.1) by (4.2.20) and (4.3.1), and to (4.3.2) by (4.3.14). O

Proof of Lemma 4.5.1.

Proof of inequality (4.3.8): Let ¢ be a non-negative function in €2°(f2). Let § > 0, and
fori=1,...,k, let \; € R? and let w; be balls in  such that

k k
supp ¢ C Uwi and Z/ |AZTE — N\|? do < 6. (4.3.15)
i=1 i=1 Jwi

We consider a partition of unity (1;)1<;<x such that
k
Vi=1,.. .k €€ (w), 1>¢;>0, Y ¢;=1in suppe, (4.3.16)
i=1

and a sequence of functions (zzi)lgigk such that
Vi=1,...,k, 1}12 € 6€>°(wi), {EZ =1 in supp;. (4.3.17)

Fori=1,...,k, let v’ be the unique solution of the problem

{div(Agvu;') = div(AV($Xi-7)) in Z(9Q) (4.3.18)

o= 0 on 0f).

)

Thanks to the H-convergence of A. (see Definition 4.1.1) we have the convergence

Vi=1,...,k, { v — vi=y\i-x weakly in HY(Q),

. (4.3.19)
Vo =\ in supp ;.

More generally, for any A € RY, we consider the unique solution v} of the problem

div(A. Vo) = div(4.\) in 2'(Q),
(4.3.20)
ve = A-w on 0f).
Again, by the H-convergence of A., we have the convergences
v. — Xz weakly in H}(Q),
¥y in Hy (%) (4.3.21)
ANVv, — AN weakly in L?(Q)<.

We have by (4.3.16)

k
/ (o dor = hII(l)/ ATl & pda = Zlin%/ AZYe - € s o da (4.3.22)
Q e=0 Jq /20y,
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Combining this inequality with, for 2+ =1,... k,
Aa_lfa : 55 - 2§5 : VU; + Aavvé ’ Vvé = Ae_l (65 - Aevv;) ' (56 - A&*V’U::) Z 0; (4323)

we obtain that

k
dz > liminf/ 26, - Vvl — AVl - Vol g d. 4.3.24
| ¢ >3 [ (26 Vg (4324)

wi

By (4.3.18), (4.3.6) and (4.3.19), and by the classical div-curl lemma of {17, 18] we
have

£-Vul — £ Vu'=¢- N and A VUL -Vl — A VU - Vo' = A\ -\ (4.3.25)

weakly-* in M(w;). This combined with (4.3.24) and (4.3.16) yields
k
[eoar=> [ en-ana)vipd
Q i=1 Y wi
k k
=Y [ arecnpa=Y [ Aare-n) - (A=A wp e
i=1 Jwi i=1 Jwi

k
= / AN € pdr — Z/ A, (A*_lﬁ — /\,-) . (A;lf — )\i) ;o dr. (4.3.26)
Q i=1 Jwi

Moreover, by the Cauchy-Schwarz inequality and since A, € M(«, 5;2), we have for
any 1 =1,...,k,

/ A(ATTE=N) - (A6 = N) i pda < nguoo/ AT — N|? da. (4.3.27)
Summing these inequalities on ¢ together with (4.3.26) and (4.3.15), we finally get that

/ (o de > / ATE -6 do— 85 |l (4.3.28)
Q Q

We conclude to (4.3.1) since 0 is arbitrary.

Proof of the case of equality: Let us now prove that the equality in (4.3.8) implies (4.3.9).
Consider a compact subset K of 2, and a sequence ®. € H}(Q)¥? such that

®, — 0 weakly in Hj(Q)? and supp®. C K. (4.3.29)

By the definitions of the curl and the divergence, and by (4.3.29) we have

(eurl(AT€)92) sy s = /K AZ'6. Div(®. — 87) de.  (4.3.30)
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Consider a partition of unity (¢;)1<i< such that
k
Vi=1,...k $heC(w) 0<¢<1, Y =1k, (4.3.31)
i=1

the functions 7; defined by (4.3.17), and the function vl by (4.3.18). We decompose the
equality (4.3.30) in two parts

<Cur1<A5_1€a)7®E>H—1(Q)dxd7}[&(g)dxd =1I.+ J., (4.3.32)
where .
L:=Y / (AZ'e — Vol) - Div(®. — @]) o da, (4.3.33)
i=1 Wi
and i
J. = Z/ V! - Div(®, — @) ¢; dz. (4.3.34)
i=1 Y Wi

On the one hand, by the Cauchy-Schwarz inequality we have

k k
II|* < <Z/ |AZTE — VoL P da;> (Z/ Div(®. — )| v, dm) ., (4.3.35)
i=1 Y Wi i=1 Y Wi
that is
2 k ;
[LE[? < || Div(®: = @T)[| 2 Z / AT = Vol gy da (4.3.36)

Using successively (4.3.8), (4.3.25) and (4.3.7), we get that

k
lim supZ/ |A€_1§E — Vvé‘z ¥; dx
i=1 Vi

e—0

k
= lim sup Z/ <A€_1§a “Ee —2¢. - Vvé + AgVUé . Vvi> V; do
e—0 i=1 w;

k
— Z/ (A*—lg £ =26Vl + AV Vvi>¢i dz
i=1 Y Wi

k k
= Z/ [AL(ATTE =) - (ASTE = M) ] da < 52/ | AT = il dx < 6.
i=1 Y Wi i=1 Y Wi

This combined with (4.3.29) and (4.3.36) implies that

II.| = O(V6). (4.3.37)
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On the other hand, an integration by parts gives

k
J. = Z/ Vo' - Div(®, — ®F)y; da
i=1 7w

k k
= Z/ Vo' - Div(¢;(®. — @) do — Z/ Vol (@ — @)V do. (4.3.38)
i=1 Y Wi i=1 Y Wi

Since 9;(®. — ®T) is an antisymmetric matrix, we have for any i = 1,..., k,
d 0!
VUé ' DiV(%(q’s - @g)) dr = — Z < = ) ¢z(®a - (I)eT)k,l> = 07
/wi o \ 90z €20 (wi), 2 (ws)
hence
k
J. = Z/ Vol - (@, — dT) Ve da. (4.3.39)
i=1 i
The Cauchy-Schwarz inequality gives
k
[P < 10 = @ | Taqpaa sup [IVl3 D IVOll[Fay- (4.3.40)
1<i<k

i=1
Then, since k and (1);)1<;<x are independent of ¢, there exists Cs > 0 such that
|Je] < Cs|®e — T | p2qyaxa- (4.3.41)

Combining (4.3.37) and (4.3.41) with (4.3.32), we have, for any § > 0,

< Cs || @ — DY poqyina + O(VE).  (4.3.42)

’<cur1(A€_1£€) ) ®5>H71(Q)d><d7Hé(Q)dXd

Moreover, by the definition of ®. in (4.3.29) and Rellich’s theorem, ®. — ®T converges
strongly to 0 in L2(92)4*¢. Therefore, we get that for any 6 > 0,

lim sup ’ <curl(AE_1§5)

e—0

7®5>H—1(Q)d><d7H&(Q)d><d < CVs, (4.3.43)

which implies (4.3.9) due to the arbitrariness of 6 > 0 and (4.3.29).

Finally, let us prove that (4.3.9) implies the equality in (4.3.8). As |AZ'& | < B¢
is a bounded sequence in L?(€2), the following convergence holds up to a subsequence

ne =AY — 1 weakly in L*(Q)%. (4.3.44)
By the div-curl lemma and (4.3.9), we have
Ne &= AN & — n-€ in 2'(Q), (4.3.45)
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ne - AVv) — n- AN in 2'(Q). (4.3.46)
Moreover, since A, is symmetric, we have
n. - AV =€ Vo — ¢-) in Z2'(9). (4.3.47)

From (4.3.46) and (4.3.47), we deduce that for any A\ € R?,

n-AAX=Amn-£=£- N ae. in (), (4.3.48)

which implies that
n=A'¢ ae. in Q. (4.3.49)
We conclude to the equality in (4.3.8) combining (4.3.49) with (4.3.45). O

4.3.2 Higher-order terms

In this section, we try to extend the inequality (4.3.1) when the magneto-resistance
is replaced by any term of even-order in the expansion of the perturbed resistivity. We
first establish an inequality (opposite to (4.3.1)) satisfied by the fourth-order term of
the resistivity assuming that the Hall matrix is zero. Then, we prove that the positivity
is not conserved for even-orders greater than two.

For the sake of simplicity, we lighten the notation of Remark 4.1.1: for any functional
space H, any integer k, any k-linear form ¢* : (R®)" — H and any h € R®, the k'h-
order g*(h,...,h) is symply denoted g*(h). Let n > 4 be an integer. Assume that the
conductivity satisfies the regularity condition (4.2.2) for any multi-index |[v| < n. As a
consequence, the conductivity o.(h), the resistivity p.(h) = o.(h)~! and the associated
homogenized quantities o, (h), p.(h) satisfy the n't-order expansions in h

0o(h) = 0. + -+ + 2(h) + o (yes(|B"),
h) = pe+ -+ p2(h) + opeqysxs(|h]"),
h)=o,+ -+ 0ch)+ OLOO(Q)3X3(|h|n>7
pu(h) = put -+ pl(h) + o yses (1),

(4.3.50)

where for any i € R?, the matrices af/*(h), Pk /.(h) are symmetric for even k and anti-
symmetric for odd k. Note that with the notations of Section 4.2 we have

{ U;/*(h) = (g)(sa/*h)7 p;/*(h) = (g"(RE/*hL

. . (4.3.51)

Similarly to (4.2.17) and (4.2.18), by the above regularity condition, the coercivity
of o.(h) and the Meyers estimate [16]|, the potential U.(h) and the corrector P.(h)
admit the following n'"-order expansions in h,

U2+ UNR) + -+ U2(h) + owrws (JR]"), (4.3.52)
P>+ PX(h) + -+ P*(h) 4 ops(osxs (Jh|™). (4.3.53)

Ue(h)
Pe(h)
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Section 4.3 - Comparison between the effective and local magneto-resistance

4.3.2.1 Fourth-order term with zero Hall matrix
We can now state the following result for the fourth-order term:

Proposition 4.3.1. Assume that (4.2.1) and (4.2.2) for |v| < 4 are satisfied and that
the norms of o2, o2 and o are bounded in L>(). Then, in the absence of Hall ef-
fect (i.e. pl =0), we have, for any h € O,

o, pi(h) o, < liLl’lI%Q) (0.F?) T,o?(h) (0.P?). (4.3.54)

Moreover, (4.3.54) is an equality if and only if
Curl (p2(h)o.PY) lies in a compact subset of H~"(2)****3. (4.3.55)

£

Proof. The proof follows the framework of Section 4.2 and 4.3. We first establish like in
Theorem 4.2.1 a new expression of the difference of the two terms of (4.3.54) through
relations similar to Proposition 4.2.1. We then apply Lemma 4.3.1 to this new expres-
sion.

Let h € O. As ¢! = 0, by Proposition 4.2.1 and (4.3.51), we have
or=pl=pl=0. (4.3.56)

Considering the expansion at the fourth-order of o.(h)p.(h) = I3, we obtain similarly to
the proof of Proposition 4.2.1, for any h € O,

o p2(h) + a2(h) p2(h) + o2(h) p2(h) + o2(R) p(h) + o2 (h) p- = 0, (4.3.57)
which gives, by (4.3.56),
0. AR 0. = — a?(h) R () 0. — (). (43.58)
Using again (4.3.56) with (4.3.51), (4.2.10) can be rewritten, for any h € O,
o2(h) = 0. p2(h) o.. (4.3.59)
Combining (4.3.58) with (4.3.59), we obtain
0. g (h) 0. = o2(h) o7 02(h) — o (h). (43.60)
Similarly, we have for the homogenized quantities
o, pi(h) o, = o2(h) ot o2(h) — oX(h). (4.3.61)

Taking into account the expansions (4.3.50) and (4.3.53), we have (writing only the
second and the fourth-order terms) like in (4.2.21)

0o(WP.(h) = - + (0.P2(R) + oL P2 () + G2(W)PY) + -
T (0PA(h) + GL(R)PH(h) + 02(R)PE(h) + 03 (R)P2(h) + 04 (R)P) + ogayers ([A]),
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that is by (4.3.56)

o.(h)P.(h) = -+ (0.P2(h) + 02(h)P) + - (4.3.62)
+ (0.PX(h) + 02(h) P2(h) + E<h>P;<h> o2 (h)PY) + opsayses([h]").

By virtue of Remark 4.1.1, using the properties (4.2.14)-(4.2.16) satisfied by the correc-
tor P.(h) in the expansions (4.3.53), (4.3.62) and (4.3.50), we get that

Pih) — 0,
0. P2(h) + 2(WPY  —  o(h), (4.3.63)
0P (h) + 02(h)P2(h) + o2(h)PX(h) + o2(h)P?  —  oi(h)

weakly in LP(£2)3*3 and, in the distributions sense

{ Div(0.P%(h) + o2(h)P?) = Div(c?(h)),
Div(c.P(h) + o2(h)P2(h) + o2(h)P}(h) + o2(h)P?) = Div(ci(h))
(h

Moreover, from 0! = 0, (4.3.56) and (4.2. 23) o.P}(h) is a divergence free function. Then

the div-curl lemma implies that (UEP;(h)) PY(h) converges to 0 in LP/2(€)**3. This
combined with . € M(«, 3;€2), we get that

(4.3.64)

P}(h) — 0 strongly in LP(Q)**®. (4.3.65)

Taking into account (4.2.22) and (4.3.64), the div-curl lemma implies the weak conver-
gence in LP/2()3*3

(P°)" (0. PA(h) + a2(R)P2(h) + 0 (h)P(h) + o (h) P?) — &*(h). (4.3.66)
Moreover by (4.2.22), (4.3.63), (4.2.23) and the symmetry of o, the div-curl lemma yields
(P)) (0. PA(h)) = (0.P°) " PA(h) — 0 weakly in LP(Q)>®, (4.3.67)

Hence, combining (4.3.65) and (4.3.67) in (4.3.66) we obtain

o) = lim [(PO)TJ2(h)P2(h) + (PO)Tag(h)PQ]. (4.3.68)

weLl (0 e) Oc e
Taking into account (4.2.15), and (4.3.64) the div-curl lemma implies that

(P2(h))" (0.P2(h) + o2(h)PY) — 0 weakly in LP/?(02)>*3, (4.3.69)
hence

lim  (0.P2(h) + 0%(h)P) o= (0. P2(h) + o2(h)PP)

w—L1(2)

— lim [(PO) o—(h)P?(h)+(PO)%?(h)wl#(h)PO]. (4.3.70)

w—L1(Q) €
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Combining the equalities (4.3.60), (4.3.61) with (4.3.68), (4.3.70) and the symmetry
of o. and o2(h), we obtain that

4 Y T 4 0
O« p*(h) O« w_erlI%Q) (O-eps) ps(h)(UEPE)

= o2(h) (o) o2(h) = ok(h) = Tim | (P) o2 (h)o o2 (W) FY — (P2) ot (h) Y|

¥ w—L1(

= o2h) (o) o2() =t [(P) o2()oz o2 (h) P2 + (FE) o2 () P2 (1)

= 02(h) (0.) " oi(h) = lim (0.P?(h) + o2(h)FY)

w—L(Q)

o (0. P2R) + (1) PY).

Let A € R®. We apply Lemma 4.3.1 with A, := 0., & = (0.P?(h) + 02(h)P?) X which

has a compact divergence by (4.3.64) and converges weakly in LP(2)3*3 to £ := o2(h)A

by (4.3.63). Thus, with the notation of Lemma 4.3.1, we have

(= Jim (02(R)P° + 0. P2(h)) o=  (a2(h) P + 0. P2 ()) A - A. (4.3.71)

As o%(h) is symmetric, it follows that for any A € R3,

hfftm (o2(h)P?+ 05P€2(h))T0;1 (o2(R)P? + 0. P2(h))A- X > oZ(h)o, ol (h)A- .

Using the fact that P2(h) is a gradient and the equality (4.3.59), the inequality above
is an equality if and only if

curl (AZ'€) = curl (o7 '02(h)POX) = — curl (p2(h)o-P2)) (4.3.72)
lies in a compact subset of H~1(£2)3*3. This concludes the proof due to the arbitrariness
of \. O
4.3.2.2 An example with changes of sign

In this section we build a rank-one laminate which shows that the inequality (4.3.1) (or
its inverse) cannot be extended to higher even-order terms.
Let p € N*. Define the perturbed conductivity

o(h) == xo1(h)+ (1 = x)oa(h), (4.3.73)

where x is a characteristic function. For i = 1,2, the conductivities o;(h) belong to the
set M(a, 3; ) and the resistivities p;(h) = o;(h) ! satisfy the n'"-order expansions in h

7i(h) = 01t o+ 0P () oIB), k) = pi-t -+ p () + oA, (4.3.74)

where for any h € R3, the matrices o¥(h), pF(h) are symmetric for even k and antisym-
metric for odd k.
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(| O'l(h>

/ | O oy(h)

e

Figure 4.3.1: A three-dimensional rank-one laminate

We have the following result:

Proposition 4.3.2. For any integer p > 2, there exists a rank-one laminate such that
for any h the matrix

QWWD:awﬁwm@—<@P%%@%m@P%> (4.3.75)

15 neither non-positive, nor non-negative.

Proof. We consider the particular case of (4.3.73) where the magnetic field is h = hz eg, x
is a 1-periodic function only depending on xy, and

oi(h) =0 13 +07"&(h), o3(h) =ayls+E(h), (4.3.76)

with 0 := (x) € (0,1), ag > 0. The laminate corrector P(h) is explicitly given by (see,
e.g., [6])

P(h) = x Pi(h) + (1 = x) P2(h), (4.3.77)
where for 1 = 1, 2,
i 1 [0as—1 (1—0)hs 0O
1—-6 (2—1) —g)i-1 2 3
Pi(h) :Ig+( 1 )0 éz ) 0 0 0]. (4.3.78)
B 0 0 0
The homogenized conductivity is defined by
o) = (xo1(W)PL(h) + (1 = X) o(h) Pa(h)). (4.3.79)
which yields
() _ 1-40 + 9@2 h 0
1—0+02a, 1—0+0%ay °
()= 1202002, oy (g, L0 4 0
1—0+0%ay ° 210+ 0a, ®
0 0 1+(1—-0)ay
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Inverting this matrix, we obtain the homogenized resistivity

b(1—0+60%as)*+(1—0)3h: 1—0+0ay

0
bag + chi bag + chi
pu(h) = 1-0+0m Q2 HE
bag + chj bag + chi
0 0 bt

where
b:=1+(1-60) and c:=1—-0+ as.

Expanding the quantities p;(h) = o;(h)™!, we obtain the expressions

PP (h) = (~1)P O W K,

oo
oo

[=]elw)
N———

1 20) where K = ( (4.3.80)
3

PP (h) = (1) 27 K,
Oy

Using (4.3.76)-(4.3.80), we can compute 2(P)(h). All the coefficients in the constant
matrix 2%)(h) are zero except the entries

( —1) (1—0+0a2)2(1—0+az)Pt 1-6 )
GO (1), — ( - — (B as)?| hP,
W = 5 oy [ DRGSR
1— p 1—
P )y 1= (-1 |l L2l
\ o (1 +(1 - 0)0@) a

As p > 2, passing to the limit in the expressions of 2P)(h);; and 2%)(h),, suc-
cessively when # — 0 and as, — oo, we obtain that

1
— 0
im 2% (h) ~ (=1)P K% o (4.3.81)
630 iy s o -1 0 e
0 0 0

Finally, when 6 is small enough and oy large enough, the matrix 2??)(h) has a positive
eigenvalue, and a negative eigenvalue, which concludes the proof. O

Remark 4.3.3. The case p = 1 confirms Theorem 4.3.1. Indeed, we have
1-0
2% (h) =C K

(8%
where

o (eag)) (1= B)as+067) — (1= 0+ 00)?] 12 (e1 @ 1),

(1+(1—0)ay)™!

(1—60+6%2ay)2 "

By the Cauchy-Schwarz inequality, 2® (h) is positive. This formula is a particular case
of formula (4.4.6) below.

C .=
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4.4 Case of equality for a few periodic structures

In this section we consider various periodic microstructures in the case of equality
for (4.3.3). On the one hand, Section 4.4.1 provides an explicit expression of the dif-
ference between the two terms of (4.3.3) for layered structures and thus the different
cases of equality. On the other hand, Section 4.4.2 only provides the cases of equality
for columnar structures: condition (4.3.4) would have consequences on the Hall matrix
and the conductivity of the microstructure. We use the notations of Section 4.2.2.2.

More precisely, we study the consequences of D(h,h) =0 in (4.1.10). For a given
averaged-value A € R? of the electric field e = P%) in a composite conductor, we have the
relations for the local current and the averaged-value of the current (see Remark 4.3.1)

j=oe=0P’)\, (j) =o0.(e) =0\ (4.4.1)

We set
D(h,h) = ou Molh D) 7.~ ((oP°) Al (D) (0 P) ) (4.4.2)

so that, by the symmetry of o,, it follows that

D(h, 1) = D(h, )X - \. (4.4.3)

4.4.1 Periodic layered structures

In this section, we establish for a periodic layered structure depending on a direc-
tion £ € R3, |£] = 1, an exact formula for the difference between the effective magneto-
resistance and the averaged local magneto-resistance.

Let o(h) be a perturbed conductivity in M(«, 5;2) only depending on ¢ -y, and
satisfying the expansion

a(h)(y) = a(é-y) I3 +s(&-y) ER) + A (h,h)(E-y) +o(|h]?), forae yecV, (4.4.4)

where a : R — [, 5] and s : R — R are 1-periodic functions. By Proposition 4.2.1, we

have
s

Considering the expansions (4.2.37)-(4.2.39), we can state a result precising Corol-
lary 4.3.1:

Proposition 4.4.1. Consider a conductivity o(h) satisfying (4.4.4) and the matriz-
valued function P(h,h) defined by (4.4.2).
o When h is not parallel to &, we have

di|hx &> ds(h-&)h x| 0
O(h)"2(h,h) O(h) = | ds(h-&)|hx & dy(h-&)? 0 , (4.4.6)
0 0 dy (h-€)?
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where O(h) is the change-of-basis matriz from the canonical basis to
dvi=(a™) " [(ar®) = (@)™ (ar)?].

L ([ Ex(Exh) hxe e )
dy = (a™")" [(a®r?) = (a)7" {ar) {a®r)].

o When h is parallel to &, we have

OT2(h,h) O =dy (h-&)?

o O O
S = O

0
0], (4.4.7)
1

where O is the change-of-basis matrixz from the canonical basis to an orthonormal
basis B = (&,u,v), for suitable u,v € R3.

Moreover, 2(h,h) = 0 if and only if one of the following conditions holds:

h =0;

h # 0 is orthogonal to &, and r is a constant;

h # 0 is parallel to &, and ar is a constant;

h # 0 is neither parallel to £, nor orthogonal to &, and ar, r are constant.

Proof.
First case: h # 0 is not parallel to £&. By Corollary 4.2.1 we have

P(h,h)

4.4.8
= <(<§(Sh)PO + aPl(h))Tafl(é"(Sh)Po + UPl(h))> — &(S,.h)Yo1E(S.h). ( )

For the sake of simplicity denote O := O(h). Denoting by * the quantities with
respect to the new basis A4, we have the following change-of-basis formulas respectively
for the system of coordinates, the local conductivity, the zero and first-order terms in
the expansion of the corrector and the local S-matrix defined by (4.2.33):

(9 =0"y, h=0"h,
5(h) = OTa(h) O, & =0%00,
. (4.4.9)
S=0TS0 (as a consequence of (4.2.13)),

| P*=0TP°0, P'(h) = OTP'(h) O,

where the last equality is a consequence of the relation, for any A € R3,

P(W)A=0"P(MA=0"P(h)OO™ = OTP(h)O X, with A=0TA.  (4.4.10)

Due to Lemma 38 of |21] for the homogenized conductivity and to (4.2.13) for the
homogenized S-matrix defined by (4.2.37), we have

5.(h) = 0%, (h)O, 6.=0"¢.0 and S,=0"S.0. (4.4.11)
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From these relations and (4.4.8) it is easy to check that the difference term Z(h,h)
defined by (4.4.2) satisfies the relation

9 (h,h) = 0" 2(h,h) O, (4.4.12)
where
9 (h,h) = —&(S.h)T6716 (S, h)
s o . . (4.4.13)
+ ((E(SR) PO+ 6P () 5 (E(SH) PO + 6P (R)) ).
Let us now compute .@(ﬁ, iL) in (4.4.13). We have
h=(h-&—lhx¢&,0)T = (hy, ha,0)". (4.4.14)

By isotropy, we have 6 = a I3 and S =slI;. By the uniqueness of the solution of prob-
lem (4.2.35)-(4.2.36), we have

—1\~1 R A

50 % 00 L] 00 _S ) <a> h

P’ = 8 10 and P'(h) = 00 % . (4.4.15)
0 01 0 0 0

Hence, combining the equality (4.4.15) with the classical periodic homogenization for-
mula (see, e.g., [18] for more details)

@y 0o
6. = (6P = 0 (a) 0 |- (4.4.16)

Moreover, we have
EEINP 6 PU(R) = s&(h) P+ a P (h)

0 0 (o) () h

. (4.4.17)
- 0 0 —S hl
—<0'_1>71§h2 SiLl 0
Also by Corollary 4.2.1, we obtain that
(s) 0 0
. . 1 _1/S
. = (Cof(P)8)y = | 0 {a )7 <5> 0 NE (4.4.18)
0 0 (a1~ <g>
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0 0 (@) (2)h
&(S.h) = 0 0 —(s) Iy . (4.4.19)

~(@) " ()b ()i 0

Putting (4.4.17)-(4.4.19) in (4.4.13), we get that

and

dl il% —dg }All iLQ 0
-@(ila il) = | —d3 ih il2 do il% 0 ) (4-4-20)

where

dy = <f> — (a){s)?, (4.4.21)

We deduce (4.4.6) from (4.4.5) and (4.4.14).

Second case: h # 0 is parallel to . Then, we have P; (h) = 0, and the computations are
quite similar.

Cases of equality. When h # 0 is not parallel to £ but orthogonal to &, by the expres-
sion (4.4.6), Z(h, h) = 0 implies that d; = 0. Thus, the equality

(ar*) = (a)"" (a r)? (4.4.22)

can be regarded as the case of equality in the Cauchy-Schwarz inequality satisfied by
the functions v/a and v/ar in L?([0, 1]). Therefore, v/a is proportional to y/ar, hence r
is constant. The converse is immediate. The other cases are similar. [

4.4.2 Periodic columnar structures
4.4.2.1 The general case

In this section, we consider columnar isotropic structures in the direction y3. More
precisely, the Y-periodic conductivity o(h) of (4.2.33) only depends on 3 = (y1, y2) with

0(0) :=a(y) I, o€ L((0, 1) [, B]),
S = s(y') I3 s € L((0,1)%R), (4.4.23)
A (h, h) =«/V( '), A (hh) EL""((O,l) [ RP).
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Consequently, by Proposition 4.2.1 the expansion (4.2.34) of p(h) satisfies

P = O-(yl>71 I,
R=r(y) I, with r = =672 s, (4.4.24)
M (h,h) = (b)), A (hh) € L&((0,1)% RI?).

We have the following result:

Proposition 4.4.2. Consider a conductivity o(h) satisfying (4.4.23) and set the vec-
tor b/ = (hy, he). Assume that

r-te LNY) and {(or)”') #0. (4.4.25)

Then, Z(h,h) =0 (see (4.4.2)) is an equality if and only if one of the following condi-
tions holds
~ h=0;
- R =0, hs #0, and the Hall coefficient r is constant;
— W #0, hy = 0 and there exist two positive functions f, g in L=(R), with f~1, g!
in L>®(R), which are h;-periodic for i = 1,2, and a constant C' such that

C

W a.ce. y/ c (0, 1)2, (4426)

o(y’) = f(0'-y) g(JN o) and r(y) =

where J == (9 1);
- h'#£0, hg #£0, the Hall coefficient r is constant, and there exists a function g
in L>®°(R) with g~ in L>=(R) which is h;-periodic for i = 1,2, such that
oy)= g(JW -y) ae y €(0,1) (4.4.27)
Moreover, when hihy # 0 and hy/hy ¢ Q, o and r are constant.

Remark 4.4.1. The case (hy, hy) = 0 corresponds to the two-dimensional case studied
in [5] (Theorem 2.4). In the case (hi, hy) # (0,0), hs =0, f and g are not unique. For
example f and g can be chosen such that (f~!) = 1 to ensure the uniqueness.

Proof of Proposition 4.4.2. We work in the orthonormal basis (f1, f2, e3) defined by

' JR
(i) 0 00

(61, 62) it = (0, 0)

(fi, f2) = (4.4.28)

In the new basis, we have h = |I/|f; + hzes. The associated system of coordinates is
given by

 hay + haye
T
_hayp—hoyr i #£0, and z=vy, if ¥ =0. (4.4.29)
TR
\ zZ3 ‘= Y3,
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We denote for i = 1,2, PYf; := Vu!, Pes := Vu? and for i = 1,2,3, v'(2) = u'(y).
Since the gradient, the divergence and the curl are invariant by a change of orthonor-
mal right-handed basis, by (4.3.4) we have for any i = 1,2, 3,

0 = curl((or)&(h)Vu')
W 0., ((07) 0:0") — 0z, ((07) (h3 Oz0" — |W[02,07))
= — h3 0., ((or) 0:,0") — |W] 0z, ((o7) D20")
0z, ((o7) (h30.,0" — |W[02,0")) + h 0., ((o7) O250")

(4.4.30)

As v', o, r are independent of z3, (4.4.30) reads as
\W|0., ((or) 0.,0")
(W] 0., ((or) 0.,0") =0, fori=1,2. (4.4.31)
hs 0., ((O’T) 8Zlvi) + h3 0., ((ar) 8Z2vi)
First case: i =0 and hy # 0. We are led exactly to the two-dimensional case of [4]

with A = hz e3. The key ingredient is the positivity of the determinant of the corrector Fy
due to Alessandrini and Nesi [1].

Second case: h' # 0 and hy = 0. Without loss of generality, we can assume that |h'| = 1.
The two first equalities of (4.4.31) give the existence of a constant C' such that

(or)d.,0" = C. (4.4.32)
Since Vu! = d,,v! fi + 0,0 fo + 9,,v'e3, we have by (4.2.36)
(0,0") = (Vul) - fa=fr- fa=0. (4.4.33)

By (4.4.25), since 0 < a« <o < fand r~' € L(Y), (or)~! # 0 almost everywhere in R?.
Combining (4.4.33) with (4.4.32), we get that

C{(or)™") =0, (4.4.34)

hence, C' = 0, which implies that v! is a function of z;. On the other hand, the Alessan-
drini, Nesi [1] result combined with v! = v!(2) yields

det(Py) = 0.,v'0.,0* — 0,,v* 0.,v' = 0,,v'0,,0* >0 ae. inY. (4.4.35)
——
=0
Moreover, by (4.2.35) we have
0=div(ocVv') = 0., (c8,v") in Z'(R%), (4.4.36)

which implies that o d,,v' is a function of z,. By (4.4.35), we may define the two
measurable functions f, g by

f(z) = (8Z1v1)_1 and  g(z) =0 0.,0". (4.4.37)
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Therefore, we get that o(y') = f(z1) g(22). In particular, f, g are h;-periodic for i = 1, 2.
Let us show that f, g, f~!, g~! are bounded functions. Denote § := max(|hy|, |hs|) > 0.
As a < o < 3, we have by (4.4.37),

B2 2(z) >0 fHz) = g% () > f2(2) >0 ae. in (21,2) € (0,6)%. (4.4.38)
Integrating (4.4.38) successively with respect to z; and 2z on (0,6), we get that

05_20 > —2 z1) 2 _20 ; ’
5& 0129(22)2056 Ola 0

that is f,g, f~!,¢7! are L®(R) functions. Then, we can now integrate the inequal-
ity o(y') = f(z1) g(22) > « with respect to z9 on (0, ), to obtain that

é
f(z1) / g(z2) dzg >da>0 ae. z €R, (4.4.40)
0

that is f has a constant sign. Moreover, like in (4.4.33) we have

(f Yy =(0.0")=(Vu') - fi=fi- =1 (4.4.41)

Hence f is a positive function, so is g by (4.4.37). Then, by a uniqueness argument the
expression of o implies that the potentials v%, i = 1, 2, 3, are given by

0,0t = (=), d,,vt = 0,0 =0,
0,0 = (g g Hz), 0,0° =0.,v*=0, (4.4.42)
1)3 = Z3.

The conditions (4.4.31) and (4.4.35) give the existence of a constant C' such that

c (97"
") = =C . 4.4.43
r(y) =~ e ) ( )
Using the expressions (4.4.29) and |h/| = 1, we obtain (4.4.26).
Conversely, if the conductivity and the Hall coefficient satisfy the condition (4.4.26)
with (f~!) = 1 (see Remark 4.4.1), the potentials v, for i = 1, 2, 3, are given by (4.4.42).
Hence, it follows immediately (4.4.30) and thus the case of equality.

Third case: k' # 0 and hs # 0. Considering the third equality of (4.4.31), the first case
shows that r is constant in Y. Moreover, taking into account the first and second
components of (4.4.31), o,r takes the form (4.4.26) by the second case. Hence, f is
constant which gives (4.4.27). The converse is similar to the second case.

Case where hihy # 0 and hi/hy ¢ Q. As hy, hy # 0, we are in the second or third case
of the proof. Let i € {1,2}. We have proved that u‘(y) = v'(2) is a function of z;.
Moreover, ¢ : y = u'(y) — fi -y = v*(2) — 2 is a function in H}(Y;R). The function ¢
has a continuous representative and is hj-periodic for j =1,2. As hy/hy ¢ Q, ¢ is
constant so is Vo', Therefore, by (4.4.42), f, g are also constant. Finally by (4.4.26), o
and r are constant. U
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4.4.2.2 Four-phase checkerboard

In the section, we consider a four-phase checkerboard columnar structure. For
any i = 1,...,4, let a; be positive numbers. Consider the Y-periodic conductivity only
depending on ' = (y1, ), defined on the unit square (—1/2,1/2)? by (see figure 4.4.1)

(o1 in Q = (0, 1/2)2,
, ap In Q2 = (07 1/2) X <_1/270)7
O'(y) = a3 in Q3 - (_1/2,0)27 (4.4.44)
ay in Qq:=(—1/2,0) x (0,1/2).

o
[] e
[]as
B oy

Figure 4.4.1: Period cell of the four-phase checkerboard columnar structure

We now state the following result:

Proposition 4.4.3. Consider the conductivity defined by (4.4.44) and 2 (h, h) by (4.4.2)
and assume that (4.4.25) is satisfied. Then, Z(h,h) = 0 if and only if one of the fol-
lowing conditions holds:

~ h=0;

— h # 0 is not parallel to e; fori=1,2,3, and o, r are constant.

— h = hges # 0, and the Hall coefficient r is constant;

- h=hie; #0 fori=1,2, and there exists a constant C' such that

Qg—2;
oy

avmog=ampoy, and r=C ( Liy>0 + ]l{yi<o}) . (4.4.45)

Remark 4.4.2. The case equality a; ag = as ay corresponds to the case where the
conductivity of the four-phase checkerboard is a tensor product of functions (see [15]).

When oy a3 # s oy, Craster and Obnosov [10, 11] proved an intricate formula for
the corrector P°. In this case, o is not a tensor product of functions which is consistent
with Proposition 4.4.2.
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Proof of Proposition 4.4.3. The case (hy, he) = (0,0) and hs # 0 is a direct consequence
of Proposition 4.4.2. Set, like in Proposition 4.4.2, b’ = (hy, hs).

First case: h is not parallel to e; for i =1,2,3. Assume that, without loss of gener-
ality, |h'| =1, h; >0 for i =1,2. We apply Proposition 4.4.2. There exist two posi-
tive functions f and ¢ in L*(R) which are h;-periodic for ¢ = 1,2, and a constant C'
such that (4.4.26) holds. Since o(y') = f(21) g(22) (with the new variables (4.4.29))
is a piecewise constant function, f(z1) and g(z3) are constant in each open square @;
for i =1,2,3,4. Considering the particular case of (J; and, for § small enough, the
rectangle

hi o hi+ ho

Qi = {Z/ €@ 2z € (—5

I , 5 ) , %o € (—(5, (5)} C Ql, (4446)

we get successively that

hi+h
f is constant on [ := (0, 1;— 2) ,
(4.4.47)
: tant on J hi he
is constant on J 1= | ——, — | .
g 2772
Hence, o is constant in the rectangle (see figure 4.4.2)
, 11
Q =Y € —5, 5 . (21,22) elxJ;. (4448)
Y2 <1
| 0 Q
Q4 93 m Qi
z |
. .
%N
Qs Q2

Figure 4.4.2: Cross-section of the period cell of the checkerboard in the (y1, y2)-plane
As (@ intersects (Q1, Q2, ()4, o is constant in ()1 U Qs U Qy4, hence a; = as = ay.

Repeating the same argument with Q3 in (4.4.47), we obtain that oy = ap = a3 = ay.
Therefore, o, f, g are constant, so is r by (4.4.26).
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Second case: h = hie; # 0. Without loss of generality, assume that hy = 1. We again
apply Proposition 4.4.2. There exist two positive functions f and ¢ in L*°(R) which
are h;-periodic for 7 = 1,2, and a constant C’ such that

/

Flw)

Since o is piecewise constant in the four-phase checkerboard and f, g are respectively
functions of the independent variables yy, y2, f, g are constant in each open square @);,
fori =1,2,3,4. It follows immediately that there exist two positive constants C] and C}
such that C} Cy = a;" and

{f(yl) = (alﬂ{yvo} +044]1{y1§0}):

g(y2) - Cé (Oélll{y2>0} + a21{y2§0}) 5

o(y) = fln)g(y), and r(y)= ae y €(—-1/2,1/2)*. (4.4.49)

ae. y € (—1/2,1/2)°. (4.4.50)

Finally, (4.4.50) and (4.4.49) imply that there exists a constant C' such that

«
araz =azay, and r(y)=C (a_4]1{y1>0} + ]1{y1<0}) : (4.4.51)
1
Conversely, if (4.4.51) is satisfied, we can define f and g as in (4.4.50) with C[C} = a; .
The case h = hoes # 0 is quite similar. O
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Résumé

Les conducteurs composites sont constitués d’hétérogénéités microscopiques
mais apparaissent comme homogénes a 1’échelle macroscopique. La description
de leur comportement nécessite I’lhomogénéisation des équations de conduction
régissant chacune de leurs phases. Cette thése s’intéresse a certaines lois ef-
fectives pour les conducteurs composites en présence d’'un champ magnétique
constant.

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques résultats d’électrophysique (effet
Hall, magnétorésistance) et de la théorie de I’homogénéisation (H-convergence)
ainsi que son extension a des problémes a forte conductivité. Dans le chapitre
deux, on étudie I'effet Hall dans des composites bidimensionnels & deux phases
trés contrastées et on compare le résultat d’homogénéisation a celui obtenu
avec une structure fibrée renforcée. Le troisiéme chapitre généralise ce cas par-
ticulier et étend la loi comportementale obtenue & des matériaux cylindriques
non périodiques sans hypothése géométrique sur leur section. Les chapitres
deux et trois soulignent des différences importantes entre la dimension deux et
la dimension trois au niveau des problémes de conduction & fort contraste. Un
quatriéme chapitre est consacré a 1’étude de la magnétorésistance en dimen-
sion trois et met en avant une forte interaction entre la direction du champ
magnétique et I’énergie dissipée dans le matériau complétant ainsi un résultat
antérieur en dimension deux.

Abstract

A composite conductor is composed of microscopic heterogeneities but appears
as a homogeneous medium on the macroscopic scale. Describing the behavior of
such materials requires the homogenization of the conduction equations which
rule each of their phases. In this PhD thesis, we study a few effective laws for
composite conductors in the presence of a constant magnetic field.

In the first chapter, we recall a few results on electro-physics (Hall effect,
magneto-resistance) and on the homogenization theory (H-convergence) as
well as its extension to high-conductivity problems. In the second chapter,
we study the Hall effect in two-dimensional high-contrast two-phase compos-
ites and we compare the result to the one obtained with a three-dimensional
fibre-reinforced structure. The third chapter generalizes this particular case
and extends the perturbation law to non-periodic cylindrical composites with-
out any geometrical assumption on their cross section. The chapters two and
three underline the gap between dimension two and dimension three in high-
conductivity problems. The fourth chapter analyses the magneto-resistance
in a three-dimensional composite medium and outlines a strong interaction
between the direction of the magnetic field and the dissipated energy in the
material; this completes a previous work on the two-dimensional case.



