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Résumé

Les structures multicouches permettent d’obtenir des associations de comportements trés
variées aux multiples applications ( butées parasismiques acier-élastoméres, ... ). Leur étude,
dans le cadre de grandes transformations est complexe et donc essentiellement numeérique.

Ce travail, qui est lui principalement analytique, propose la construction d’'un modéle simplifié
de poutres multicouches en grandes tranformations planes. Il repose sur I’approximation con-
jointe des contraintes et de la cinématique qui reste cependant suffisamment riche pour prendre
en compte un éventuel gauchissement des sections. Les valeurs exactes des transformations
aux niveaux de ses interfaces sont introduites comme transformations généralisées du mod-
éle, fournissant ainsi une information importante pour une étude éventuelle des phénomeénes
d’interfaces. Le probléme simplifié¢ formulé en variables généralisées reste non linéaire mais
devient unidimensionnel.

Afin de conserver une signification physique au modéle proposé, on s’intéresse également aux
définitions d’efforts généralisés de type résistance des matériaux adaptés au cas des grandes
transformations.

Pour finir, une démarche de résolution numérique assez simple est proposée.

Mots clés poutre - multicouches - interfaces - grandes transformations planes -
formulation variationnelle mixte - 1¢" et 2"¢ tenseur des contraintes.
de Piola-Kirchhoff - résultante des efforts intérieurs - gauchissement

Abstract

Multilayer structures offer a large variety of behaviours with a great number of applications
( multilayer elastomeric bearings used in earthquake engineering, ... ). The study of such
structures submitted to large transformations is usually numeric because of its complexity.
This work, that is essentially analytical, propose a simplified model for large plane transfor-
mations. It consists of both the approximations of the stresses and kinematics, that stay rich
enough in order to take into account warping of the sections. The exact values af the transfor-
mation at each interfaces are introduced in generalized kinematics so that the model is able to
give an important information for the study of interfaces’ phenomena. The simplified problem
written with the generalized variables is, of course, still non linear but only depends of the
logitudinal coordinate.
In order to bring physical meaning to the model, we also study how to define generalized stresses
extending to large transformations those commonly used in the classical theory of mechanical
engineering. To end, one numerical scheme is described to solve the problem.

Keywords beam - multilayers - interfaces - large plane transformations -
mixed variationnal principle - 1% and 2" Piola-Kirchhoff ’s stress tensor -
resultant of inner efforts - warping.
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Présentation du sujet

es structures multicouches sont généralement élaborées par collage de couches de différents
L matériaux. Les épaisseurs des couches ainsi que leurs nombres peuvent &tre trés variables
d’un systéme & I'autre. L’utilisation de ces structures est de nos jours trés répendue car I’étape
de fabrication offre la possibilité de composer une structure adaptée en terme de comportement
4 sa future utilisation. On peut en effet associer des couches possédant des comportements
caratéristiques qui leur sont conférés par la nature et /ou lorientation du matériau constitutif.
I’empilement de couches d’acier et d’élastomeére permet par exemple d’obtenir des structures a
la fois trés résistantes en compression et trés souples en cisaillement : les butées parasismiques
sont donc logiquement élaborées avec ce type d’empilement. Dans les skis de loisir { matériaux
sandwichs ), chacune des peaux est obtenue par empilement de mémes couches de fibre de verre
mais possédant des orientations différentes. Le ski ainsi élaboré résiste trés bien & la flexion
mais posséde un seuil de résistance en torsion relativement bas qui n’est de toute fagon jamais
atteint en utilisation normale et qui permet ainsi un gain de matiére.

Les avantages précédents directement liés & ’hétérogeéneité de la structure s’accompagnent
cependant d’un handicap : 'introduction de zones particuliérement fragiles au niveau des in-
terfaces entre les couches. Un endommagement typique se traduit en effet par une décohésion
des couches nommée délaminage. La prévision de ce phénomene est cruciale pour garantir la
sécurité mais elle nécéssite de parvenir a quantifier les différentes grandeurs mécaniques aux
interfaces.

L’étude, aussi bien analytique que numérique, du comportement des structures multicouches
en petites perturbations est parfaitement maitrisée. Cependant, bien que les valeurs des contraintes
et des déformations d’interface puissent étre évaluées avec précision, les critéres proposés doivent
étre avancés avec prudence.

Lorsque ces structures font 'objet de grandes transformations, telle que la butée parasismique
au cours d’un séisme, 1'étude est plus complexe du fait de la ( ou des ) non linéarité(s).
On tente de caractériser leurs comportements expérimentalement comme [Boukamel 88] ou
encore [Mori 97]. Les travaux théoriques sont plus rares [Simo 84]. La grande majorité des
recherches sur ces structures concerne la résolution par éléments finis des problémes posés
[Kanok-Nukulchai 81] ou encore [Seki 87]. Les méthodes numériques qui ont été mises au point
donnent des résultats trés satisfaisants [Rey 94]. Mais les temps de calcul, du fait de la com-
plexité du probléme, restent généralement élévés.

Un bureau d’étude qui cherche & faire une étude de pré-dimensionnement sur un multicouche
en grandes transformations ne posséde pas forcément la puissance de calcul requise par les
algorithmes mis en jeu. Il n’a pas non plus besoin dans un premier temps de la précision ap-
portée par une étude numérique. Il a donc semblé intéressant de travailler sur une modélisation
approchée de ce type de problémes.
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La structure multicouche étudiée dans ce travail est une poutre. Chacune des couches consti-
tutives est supposée posséder un comportement linéaire. La non-linéarité ne peut donc étre que
de nature géométrique. Nous nous restreindrons également a des transformations planes subies
par cette poutre. Ces hypothéses simplificatrices vont nous permettre de mener aussi loin que
possible une étude analytique. L’objectif de ce travail est en fait double. D’une part, il s’agit
de proposer la construction d’un modéle simplifié de poutre multicouhe reposant
sur une méthode systématique. D’autre part, il s’agit de profiter des hypothéses simplifica-
trices réalisées pour forcer le modéle a restituer des informations sur les phénoménes
d’interfaces.

Ce travail s’articule donc autour trois parties.

La premiére partie présente trois études complémentaires en trois chapitres.
Le premier chapitre expose le point de départ de ce travail : la modélisation multiparticulaire.
Cette modélisation, développée par [Ehlacher 94|, offre une démarche systématique de construc-
tion d’une famille de modéles de plaques multicouches linéaires élastiques sous les hypothéses
des petites perturbations. Elle repose sur des approximations des contraintes qui sont ensuite
introduites dans un principe variationnel mixte. L’intérét de cette approche en contraintes ré-
side entre autre dans la possibilité de définir les valeurs exactes de certaines contraintes aux
interfaces comme contraintes généralisées du modéle. On voit donc que 1'objectif fixé & ce travail
se présente comme une généralisation de la modélisation multiparticulaire au cadre des grandes
transformations.
Une des difficultés dans I’étude des grandes transformations réside dans le fait que la géométrie
courante de la structure est une inconnue du probléme. La solution retenue dans ce travail
consiste & travailler sur la géométrie de référence. Une telle approche est dite Lagrangienne
totale. L’application directe de la technique de la modélisation multiparticulaire nécessite donc
I’écriture d’un principe mixte lagrangien. C’est ’objet du chapitre 2 qui présente deux prin-
cipes variationnels mixtes utilisant chacun un jeu propre de variables indépendantes duales
contraintes -“déformations”.
Cependant, ’inconvénient majeur de 'approche lagrangienne réside dans le rique d’introduire
des quantités de contraintes “artificielles “au sens de la signification physique. Or, il a semblé in-
dispensable de dégager aussi souvent que possible, tout au long de la construction de ce modéle,
le sens physique des différentes grandeurs manipulées. C’est pourquoi le chapitre 3 présente une
étude lagrangienne de poutres dans laquelle des concepts d’efforts généralisés classiquement dé-
finis en résistance des matériaux sont réécrits dans le cas des grandes transformations sur la
configuration de référence.

Toute la deuxiéme partie est dédiée & la construction du modéle.
A la lumiére des trois chapitres précédents, des choix vont pouvoir étre motivés aussi bien au
niveau technique que physique pour batir le modéle : le chapitre 4 présente ces hypothéses. Il
fixe notamment le choix du principe variationnel mixte qui sera utilisé ainsi que la nature des
approximations qui seront introduites dans ce principe au chapitre suivant.
En donnant I’expression du principe variationnel mixte modifié & partir duquel seront obtenues
les équations du modéle, le chapitre 5 constitue donc un travail préparatoire. Il illustre I'intérét
des formes des approximations qui ont été retenues.
L’ensemble de ces équations est ensuite présenté au chapitre 6. On a tenté de décrire la succes-
sion de calculs conduisant & ces équations avec le plus de simplicité possible.
Le modéle proposé se caractérise par une cinématique riche permettant de prendre en compte le
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gauchissement des sections, et par des contraintes ne possédant pas un sens physique immédiat.
Nous avons donc cherché & savoir comment redéfinir des contraintes et efforts généralisées pos-
sédant un sens physique plus direct que ceux initialement introduits. Ce travail fait P'objet du
dernier chapitre de la partie II. Il permettra dans un premier temps en dégénérant notre modéle
de discuter de la validité d’un modéle de comportement communément utilisé dans la littéra-
ture. Nous introduisons dans un second temps des notions d’efforts physiques s’appliquant sur
une section gauchie.

Les équations du modele constituent un systeme d’équations différentielles non-linéaires. Ici
s'arrétent donc la possibilité d’une étude purement analytique. En effet, bien qu’approximé, le
probléme reste logiquement non-linéaire. On pense alors & une résolution numérique. L’objectif
n’étant pas de réaliser un travail de programmation, nous avons tout de méme cherché a savoir
comment pouvait &tre mise en oeuvre la résolution numérique du modéle par éléments finis. La
troisiéme partie, qui sera donc plus restreinte que les deux premiéres, présente ce travail pré-
paratoire & la programmation. Basé sur la recherche du point stationnaire d’une fonctionnelle,
son découpage est classique.

Le chapitre 8 commence par proposer une réécriture de la fonctionnelle sous une forme adaptée
a un stockage informatique.

La discrétisation par éléments finis est alors introduite dans le chapitre 9.

“Un algorithme de résolution est enfin proposé dans le dernier chapitre.
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Chapitre 1

Présentation des modéles
multiparticulaires de matériaux
multicouches

Dans ce travail, nous nous intéressons 4 la modélisation de structures multicouches en grandes
transformations. Il est utile de rappeler succintement une méthode de construction de mo-
déles de matériaux multicouches en élasticité linéaire sous les hypothéses des petites perturba-
tions.
La Modélisation Multiparticulaire de Matériaux Moulticouches, dénommée “M4”, est une dé-
marche permettant de créér une famille de modéles de plaques multicouches élastiques linéaires.
Elle a été développée par Ehrlacher et Naciri [Ehlacher 94] puis par Chabot et Ehrlacher
[Chabot 97]. Elle repose sur une approximation en contraintes qui est introduite dans le prin-
cipe mixte d’ Hellinger-Reissner [Reissner 50]. L’avantage de cette approche en contraintes
réside dans le libre choix des efforts généralisés que I'on souhaite introduire dans le modele &
construire. Il est ainsi possible de limiter le nombre de contraintes généralisées et donc la com-
plexité du modéle, & celles qui semblent prépondérantes aux vues des sollicitations appliquées
au multicouche étudié. Il est de plus possible d’introduire des efforts généralisés d’interface dont
les valeurs représentent une information trés importante pour l’étude d’un endommagement tel
que le délaminage.
Quelque soit la complexité du modele multiparticulaire construit, la démarche repose sur quatre
étapes. C’est pourquoi, aprés avoir rappeler le principe mixte d’Hellinger-Reissner, nous pré-
senterons successivement les étapes suivantes :

— La définition des approximations des contraintes.

— La mise en évidence de la cinématique généralisée.
— L’écriture des équations d’équilibres a I'aide des contraintes généralisées.

— Enfin, I'écriture du comportement généralisé.
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1.1 Le principe mixte d’ Hellinger-Reissner

1.1.1 Enoncé

Considérons un systéme (S) élastique occupant un volume noté 2 de R® de frontiére
00 =8,QU0rQ) avec 0,0N0rQ=0.
On impose :

~ une densité volumique d’efforts dans §2 notée f .

— une densité surfacique d’efforts sur 970 notée T¢.
— un déplacement sur 8,§) noté u?.
On se place ici sous ’hypothése des petites perturbations. Les configurations initiale et finale
peuvent donc étre confondues car les composantes du champs de déplacement u ainsi que

celles du champs de tenseur des déformations linéarisées ¢ — 1 sont des infiniment petits.

Le probléme linaire posé, (P;) consiste & trouver le couple (g,g_) avec u cinématiquement
admissible et ¢ statiquement admissible verifiant la loi de comportement

cw=8:¢g (1.1)

[Hin

dans laquelle S désigne le tenseur d’ordre quatre de souplesse.

Hellinger et Reissner [Reissner 50] ont proposé un principe variationnel mixte dans lequel le
déplacement u et le tenseur des contraintes de Cauchy g sont considérés comme variables

indépendantes.
En définissant les deux espaces fonctionnels suivants :

U = (H'(Q)®

*T}

IS]

= {ee@®@)’ /o=

le principe d’Hellinger-Reissner s’énonce ainsi :

Un couple (_'Lg,g) appartennant & U x ¥ rendant stationnaire la fonctionnelle Jgp
définie par :

1=

1
JHR(Q* 0*) = -§/g* :é:g__:*dQ—i—/g* : grad u* dS)
Q = Q
(1.2)
— | fu*dQ —/ T4 dl — f o*.n. (g* — _@d) dr’
arfd an

est solution du probléeme (7)) .

On vérifie aisément que I'écriture de la stationnarité en (u,g) de la fonctionnelle Jyg
par rapport & u* d’une part et & ¢* d’autre part, entraine que le couple (g, g) eUxZX
vérifie 'ensemble des équations du probléme mécanique (P;) .
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1.1.2 Stationnarité de Jyr par rapport a u’

La variation de Jggr par rapport & u* dans la direction du € U et calculée en
(y, g) c U x X s’écrit donc par application du théoréme de la divergence :

Dy Jur (w,0) [0u] = [oo:e(u) d— [, fdu dQ—f5q T¢.6u dT" — [, o g-ndudl

[\

= — [, (divg+f) sudQ+ 5o (gn—T7) dudl

On déduit les conséquences suivantes de 1’écriture de la condition de stationnarité par rapport
a u en (uo)eUxX:

Qu

wo = 0 dans Q2

Dy Jur (u,0) [ful =0 YouelU =
no = T¢ sur 079

19

Le tenseur des contraintes g € X est donc statiquement admissible.

1.1.3 Stationnarité de Jyp par rapport a g

La variation de Jyp par rapport & ¢* dans la direction do € X et calculée en
(u,0) € U x T & écrit donc :

D,g-Jur (w2) [da] = Jodg: (g(u)—_é_:g) dQ — fo,092n (u—u’) dr

On déduit les conséquences suivantes de Pécriture de la condition de stationnarité par rapport
& g* en (g,g)EUXE :

€ (u)

S:g dansQ
DvQ*JHR(E,Q_)w_U_]:O V(S:_(ZEE — .

u? sur 9,0

[S
Il

Le déplacement u € U est donc cinématiquement admissible et de plus, le couple (g,g)
vérifie bien la loi de comportement.

1.2 Approximation des contraintes

1.2.1 Nature des approximations

Considérons maintenant le cas particulier d'une plaque contituée d’un empilement de NC
couches suivant la direction associée 4 z3 . Ce systéme occupe un volume Q= 0wx [H 1 H f C]
de R® oil la couche ¢ € [1,NC] est repérée par [He, H ¢] et Ow désigne ea plan de la
plaque.

Les approximations réalisées sur g reposent sur des développements par couche des com-
posantes de ¢ sur des bases de polynomes de Legendre définies sur chacune des couches.
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L’hypothése de départ porte sur le degré dg des développements des composantes membra-
naires oo (@, f) € [L, 9f de g :les équations d’équilibre tridimensionnelles fixent alors les
degrés des développements portant sur Oas, @ € [1,2] & dg+1 etceux portant sur o33 @
dg+2.

1.2.2 Contraintes généralisées

L’objectif est d’ exprimer les coefficients de ces développements & Paide de contraintes géné-
ralisées qui sont amenées devenir les nouvelles inconnues €n contraintes du modéle construit.
Ces contraintes généralisées sont des grandeurs bidimensionnelles ne dépendant que des va-
riables d’espace T; et T2 qui définissent le plan de la plaque multicouche étudiée.

L intérét d’une approche en contraintes réside dans le libre choix des contraintes généralisées
apparaissant dans le modéle. Pour que ce modéle devienne le plus opérationnel possible, on
s'attache & définir des contraintes généralisées possédant le plus grand sens physique possible.
On peut ainsi définir & intérieur de chaque couche, des contraintes généralisées classiques de
plaques : moyenne sur ’épaisseur. de la couche des contraintes membranaires ou €ncore de la
contrainte de cisaillement. Mais, on peut de plus introduire des contraintes généralisées d’inter-
face en introduisant sur chaque couche ¢ € [1, NC] les valeurs des contraintes de cisaillement
et d’arrachement aux cotes données de Vinterface inférieure et de Dinterface supérieure de la
couche considérée et en imposant la continuité de ces contraintes aux interfaces. De telles in-
formations aux interfaces constituent des données trés utiles & la modélisation d’un phénomene
d’endommagement tel que le délaminage.

Afin de simplifier les notations futures, ensemble des contraintes généralisées sur toutes les
couches seront regroupées dans le vecteur S9.

L'écriture des définitions des contraintes généralisées retenues 3 I'aide des approximations po-
lynomiales faites sur les composantes de g permet alors de relier les coeflicients des dévelop-
pements aux contraintes généralisées et d’exprimer la restriction & la couche ¢ € [1,NC] de
'approximation de &, notée g , SOUS la forme :

dg+2
_0:2(_32) = Z g‘;(m,ﬂﬂz)Qﬁ(rs) (1-3)

ot les coefficients gfy v € [0,dg + 2] ont pour composantes des combinaisons linéaires des
contraintes généralisées.

1.3 Recherche d’une solution approchée a P’aide du prin-
cipe d’Hellinger-Reissner
Supposons, pour simplifier, que le probléme mécanique studie (P;) soit tel que :

— == dans €2
— 80 = 07 avec T ¢ densité sur_facique d’efforts imposés sur o0
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*

La fonctionnelle Jgp s'écrit alors d’aprés 1.2 & Paide de trois grandeurs W (¢*), T (u ,0")
et U(u*) :

) - [ g
0 =

w(z) rwe) o)

Q

* dQ-{—/ g": grad u* d) — T u* dT (1.4)
Q _, Jora

-

On souhaite utiliser le principe d’Hellinger-Reissner pour rechercher une solution en contraintes
o du probléme mécanique sous la forme 1.3, les nouvelles inconnues en contraintes devenant
alors les contraintes généralisées bidimensionnelles.

On recherche donc un couple (y, g) avec u € U et ¢ appartenant & un sous ensemble de
S défini par 'ensemble des ¢ de forme 1.3. B

Pour ¢* appartenant a ce sous espace, la fonctionnelle Jgyg est modifiée. Nous allons donc
introduire les approximations réalisées sur g dans les trois morceaux constituant Jyp definis
en 1.4. Aprés réécriture, nous donnerons Pexpression de la fonctionnelle modifiée obtenue, notée
J.

1.3.1 Cinématique duale de ’approximation de contraintes
h%
Le terme mixte / gz * . grad u* dzs permet d’exhiber la cinématique duale de I'approxi-
he
mation introduite sur g .
En utilisant la notation indicielle on a en effet avec o € [1,2], j € [1,3] et c€[1,NC] :

C

RS, dg+2 d A
/h gt i grad u” dzy = > (gﬁ )ai (931,332)%; {/hc_ ui(2) Q5 (z3) diﬂs}

c
= 7—_—0

Q

dg+2

+3 (e27), (@20) [u@@ )] (15)

=0 ’

dg+2

- Z (gf,*)si (21, %2) /hhﬁ, ui(ﬁ)Qc;(ng) dzs

C

=0

1l suffit alors de faire apparaitre les dépendances des coeflicients (g"*) (z1,22) par 1ap-
ij

port aux contraintes généralisées et de réécrire Vexpression précédente comme une somime de
produits entre chaque contrainte généralisée et son cofacteur. Ce cofacteur est alors identifié
comme étant la déformation duale de la contrainte généralisée considérée. Elle est logiquement
appelée déformation généralisée.

Dans expression 1.5, on montre que les termes de déplacements définis aux interfaces dispa-
raissent dans la sommation sur ¢ € [1, NC] sauf pour les faces inférieure et supérieure du
multicouche. Les déformations généralisées sont donc définies & partir de termes de la forme :

h,
/ ui(2)Q5 (w3) dzs oni € [1,3] ety € [0,dg + 2]
h

c
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qui sont appelés déplacements généralisés.
Pour simplifier les notations, nous regrouperons les déplacements généralisés sur I’ensemble des

couches dans le vecteur U9 .

1.3.2 Reéécriture du terme de bord |, P T u* dI'
Sur 87Q , la restriction du déplacement & la couche ¢ € [1, NC] peut s’écrire :

dg+2

u(z) = Y ul(e1, 72) Q5 (w3) + Au’(z)

=0

ol
~ Au*(z) est une perturbation orthogonale aux QS(z3) Vv € [0,dg + 2] .
— Les coefficients u} (1, 22) sont exprimés a 'aide des déplacements généralisés précédem-
ment mis en évidence.
Le terme f o0 T u* dI' va ainsi se décomposer comme suit :

dg+2

RS,
ﬁwﬂﬂ* dl = ;faw T(z) Q5 (z) das | w) (21, 22) d’f+/ T%(z).Au*(z) dI' (1.6)

JhE arl

~ v

_Y_—i(zl )Iz)

On définit ainsi des efforts imposés de la forme Iﬁiy(xl,m) , cofacteurs des déplacements
généralisés.

On fait de plus I'hypothése que le terme dépendant de la perturbation Awu* a une influence
négligeable par rapport au premier facteur.

1.4 Energie de déformation approchée

Considérons P'expression de I’énergie complémentaire du multicouche :

wl@) =3[ @) g ) )

Compte-tenu de I’orthogonalité des polynomes de base, la quantité précédente se réduit a :

W / dg+2 m,m) {(/h:i ny?(xs) da;g) %} :gf/(xl,a:g) dw (1.7)

Rappelons que les tenseurs g (xl,mz) v € [0,dg+2] sont des expressions des contraintes
généralisées. L’expression 1.7 est donc une expression quadratique des contraintes généralisées
dans laquelle certains couplages peuvent apparaitre.
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1.4.1 La fonctionnelle mixte modifiée

_ Gréce aux expressions 1.5, 1.6 et 1.7, on obtient alors Pexpression de la fonctionnelle modifiée
J dans laquelle la variable d’espace z3 a disparu et les variables indépendantes sont maintenant
les contraintes généralisées SY et les déplacements généralisés U9 .

1.5 Equations du modéle simplifié

Elles sont obtenues par application du principe d'Hellinger-Reissner a la fonctionnelle mo-
difice J (17,89 .

1.5.1 Equations d’équilibre et conditions aux limites en efforts

L’ensemble des équations d’équilibre, d’une part, et des conditions aux limites d’autre part,
formulées & l'aide des variables généralisées est obtenu en écrivant la stationnarité de la fonc-
tionnelle modifiee J (U?,S9) par rapport & chacun des déplacements généralisés contenu dans
we.

1.5.2 Loi de comportement

La loi de comportement généralisée, reliant les contraintes généralisées aux déformations
généralisées est quand a elle obtenue en écrivant la stationnarité de J(U9,S9) par rapport &
chaque contrainte généralisée contenue dans SY .

Conclusion

La modélisation multiparticulaire offre une démarche systématique de construction de mo-
deles simplifiés de plaques multicouches €élastiques linéaires sous I’hypothése des petites per-
turbations.
Elle repose sur :

— Le principe mizte d’Hellinger-Reissner.

— Des approzimations réalisées sur le tenseur des contraintes g sur chacune des couches.
Cette approche en contraintes est trés souple. elle permet en effet :

— de contréler la complezité du modéle construit.

— d’introduire des inconnues en contraintes auz interfaces.
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Chapitre 2

Formulations mixtes Lagrangienne en
grandes transformations

A modélisation “M4” utilise la fonctionnelle mixte d’Hellinger-Reissner dans laquelle, le
L tenseur des contraintes de Cauchy ¢ , et le vecteur déplacement u sont considérés comme
variables indépendantes. L’objectif de ce travail étant de développer une modélisation simplifiée
de poutre multicouche dans le cadre des grandes transformations, I’idée de départ est de tenter
d’adapter au cadre des grandes transformations la démarche adoptée dans la modélisation mul-
tiparticulaire. Pour ce faire, on souhaite utiliser un principe mixte adapté au cadre des grandes
transformations. La difficulté qui se pose est alors la suivante : lors de grandes transformations,
la géométrie de la configuration courante ne peut plus étre confondue avec la géométrie de la
configuration initiale et elle ne devient connue qu’une fois obtenue la solution en déplacements
du probléme.

Plusieurs approches sont possibles pour contourner cette difficulté. Une approche dite totale-
ment Lagrangienne consiste 4 écrire I’ensemble des équations du probléme sur la seule géométrie
connue, la géométrie de la configuration initiale. Une autre approche, incrémentale cette fois,
appelée Lagrangienne réactualisée, consiste & résoudre le probléme 2 chaque incrément en écri-
vant les équations du probléme sur la géométrie correspondant & la solution en déplacements
obtenue & 'incrément précédent. L’aspect itératif de cette derniére approche se préte parti-
culiérement & un traitement numérique. Un des objectifs de ce travail de modélisation est de
mener le plus loin possible une démarche analytique. Nous privilégierons donc ’approche La-
grangienne totale.

Les deux tenseurs des contraintes de Piola-Kirchhoff vont apparaitre dans les expressions des
fonctionnelles mixtes proposées. Il nous faudra donc rappeler leur définition et préciser leur
sens physique. Nous donnerons alors a 'aide de ces tenseurs les expressions de ’ensemble des
équations d’un probléme mécanique écrit sur la configuration initiale. Enfin, deux formula-
tions variationnelles utilisant d’une part, la transformation et le second tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff, et d’autre part la transformation et le premier tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff seront présentées. Nous vérifierons alors que P'écriture de la stationnarité de ces
fonctionnelles par rapport aux champs indépendants redonne bien I’ensemble des équations du
probléme telles qu’elles ont été précédemment présentées.
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2.1 Tenseurs des contraintes de Piola-Kirchhoff

Considérons un ensemble de points matériels de R® constituant le systéme (S).

Description du probléme mécanique tridimensionnel (P)

e Géomeétrie de la configuration de référence :

L’ensemble des points matériels de (S) occupe, dans K , un volume €y de frontiére
3Q0 .
Dans la suite, nous considérerons une partition de (S) en deux sous-systémes (S') et (S?).
Notons € le volume occupé, dans Ko , par (8%);_(15) > et 0% la frontiére de O . La
portion de frontiére commune & 90} et 002 est notée I'y® et N? désigne sa normale
orientée de Qf vers Q2.
Nous distinguerons deux partitions de la frontiére de Qf U Q2% =Q :

— On définit tout d’abord pour ¢ € {1,2} :

8;Q = 00 — Ty”

qui conduit donc & :
890 = Uleaiﬁo

— L’application des conditions aux limites nécessite également de distinguer
0,82 la portion de frontiére de 0y & transformations imposées

O0r€lo la portion de frontiére de g & efforts imposés

e cinématique :

On définit dans P’espace euclidien R3 les 2 repéres (O; E,) a=13 ©b (0 Qi)i=1,3 permettant
de repérer les points matériels de (S) respectivement dans la configuration de référence
Ko et dans la configuration courante KC; . Ces deux repéres généralement pris confondus
resteront pour l'instant distincts afin de mieux repérer les natures lagrangiennes et eulériennes
des quantités introduites. Un point matériel M de (&) est donc repéré dans Ky par le vecteur
position X = X,E, (a=1,3), et dans K; par le vecteur position z =z;e; (1=1,3).
La transformation permettant de passer de la configuration Ky & la configuration K; est
notée ¢ et est donc définie par :

3

QZQ()CRB —
X = z=9¢(X)

e

e géométrie de la configuration courante :
Les volumes et courbes de R® définies précédemment dans la configuration de référence, sont
transportés par ¢ . Les notations utilisées pour désigner ces transportées sont données par le
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tableau suivant pour % € {1,2} :

dans Ky | dans K
¢

Qo — Qt

Qf — 94

VOGN

o,  — O

aiQo —_— ath

. , . 1,2 X
L'image par ¢ du vecteur normal en un point donné de T'y*, N 12 est le vecteur normal &
I''2? au point image du point considéré : il sera noté nb? .

e Le probléme (P) consiste a trouver la solution en contraintes et transformation pour
le systéme (S) soumis aux efforts et déplacements imposés définis comme suit :

— déplacements imposés : ¢% : transformation donnée sur 9,2

— efforts imposés :
- fi . densité massique d’efforts appliquée sur (S) .
— T%z) : densité surfacique d’efforts appliqués sur 049, par unité de surface de K
- zg(g(_ ) la densité surfacique d’efforts appliqués sur 07 par unité de surface de Ko .
Notons d’une part que f' 4 qui est une densité massique est identique dans la configuration
finale et actuelle, et d’autre part que T¢ et Ig sont liés par une relation qui sera mise
en évidence ultérieurement, lors de ’étude du transport d’une surface orientée.

=1

configuration Ko configuration K

Fi1G. 2.1 - Description du probléme mécanique (P)
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Facette a D’intérieur de (S)

Soit un point matériel M de (S) repéré par X dans Ko et z dans K;. Considérons
une surface élémentaire centrée en M que nous allons suivre au cours de la transformation.
Nous appelerons facette une surface élémentaire orientée. Cette facette, notée da(z) dans K,
est caractérisée par son aire élémentaire da et son vecteur unitaire normal n(z) . Elle est
I’image par la transformation #(X) d’une facette de la configuration Ko , notée dA(X),
d’aire élémentaire dA et orientée par le vecteur unitaire N(X) .

La formule de transport de la facette dA(X) dans la transformation ¢ est donnée par
[Duvaut 90] :
n(z) da = J(X) E7"(X).N(X) dA (2.1)

ou
F(X) = V¢(X) désigne le champ de gradient de la transformation

J(X) = detF(X) désigne le Jacobien de la transformation.

2.1.1 Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff g

Considérons alors la facette da(z) et son antécédent dA(X) par ¢ . Notons df(z)

le vecteur représentant la force élémentaire s’appliquant sur da(z) dans K; . Le tenseur des
contraintes de Cauchy ¢(z) , défini sur K; donne accés & df(z) par :

a(z).n(z) da = df (z) (2.2)

Par définition, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, noté P , donne accés &
df , effort élémentaire s’appliquant sur la facette dans la configuration déformée, & partir de la
facette dans sa configuration initiale. Par définition, on a :

P(X).N(X) dA = df(z) (2.3)

En d’autres termes, la formule 2.3 permet d’affirmer que le vecteur contrainte P.N donne

2(X)
dA /’_—\
4
E X
E
(0] E,
Configuration Ko Configuration K¢

F1G. 2.2 - Signification physique de P
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accés  la force élémentaire s’appliquant dans la configuration déformée par unité de surface de
la configuration de référence.

La définition de P en fonction de o est directement obtenue par injection de la formule de
transport 2.1 dans I’égalité entre les relations 2.2 et 2.3. On trouve :

P(X)=J(X) g (¢(X)).£(X) (2.4)

L'intérét du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff réside dans le sens physique que
posséde donc ses composantes. Cependant, la relation 2.4 met en évidence deux inconvénients :
— P est un tenseur qualifié de mixte c’est & dire défini & la fois par la configuration de
référence et la configuration courante. Ceci est une conséquence directe du sens physique
qu’il posséde.
— P est un tenseur non symétrique.

21.2 Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, noté 3 , a alors été défini comme suit
a partir de P afin de surmonter les deux inconvénients précédemment cités de P :

8(X) = E~H(X).B(X) (2.5)
ce qui, grace 4 2.4, lie S & g suivant :

S(X) = J(X) E'(X).g (¢(X)) £~ (X) (2.6)

La relation 2.5 permet alors de constater que S est un un tenseur purement Lagrangien alors
que la symétrie de o assure la symétrie de S par 2.6.

Cependant cette définition de S conduit A une perte du sens physique de ses composantes.
En effet,en explicitant 'expression de S en fonction du vecteur force élémentaire df par les
relations 2.5 et 2.3, on obtient : B o

S(X).N(X) = E(X).P(X).N(X)
1 N
= — ([EX)d (¢(X)))
Le vecteur contrainte associé & S donne donc accés au vecteur F~1.df par unité de surface

de la configuration de référence comme le montre la figure 2.3. Or le vecteur force élémentaire
df n’est pas un vecteur matériel. Le vecteur I “l.ﬂ obtenu par un transport convectif inverse
n’a donc pas de sens physique.

2.2 Equations lagrangiennes du probléme mécanique

Nous allons formuler 'ensemble des équations du probléme (P) sur la configuration de
référence en utilisant successivement le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, P,
puis le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, S . Nous commencerons par proposer
diverses écritures de la loi de comportement puis, nous écrirons les équations d’équilibre et les
conditions aux limites.
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Configuration o Configuration K¢

F1G. 2.3 - Signification physique de S

2.2.1 Loi de comportement
Densité d’énergie complémentaire

Dans la suite de ce travail nous ne nous intéresserons qu’aux matériaux hyperélastiques.
e Le principe d’indifférence matérielle permet de montrer que la densité d’énergie élastique de
ces matériaux peut s’exprimer & ’aide d’une fonction de la déformation de Green-Lagrange E

définie telle que :
E"E -1

Notons w (g) cette densité d’énergie. L’inégalité de Clausius-Duhem permet de montrer que :

dw

ot la notation () sym désigne la partie symétrique du tenseur d’ordre 2 considéré. Clest la

_E_:

DO =

premiére fagon d’écrire le comportement. On peut généralement choisir w pour que 5 soit
symétrique, ce qui simplifie la relation en 2.7 en : -
s=-2u(E) (2.8)

e Certains auteurs introduisent une densité d’énergie de déformation fonction de F notée
w (g) , qui peut préter & confusion. En effet, le tenseur F n’est pas objectif puisqu’il dépend
de la rotation de la matiére d’aprés le théoréme de décomposition polaire. La dépendence de
w en F n’est donc pas quelconque car le principe d’indifférence matérielle implique que :

w(F)=w (2@) v Q orthogonal
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Le plus simple consiste & écrire :

On montre que :

———d_F =2 E dg—FS—P
Le comportement peut alors s’écrire :
d
P = 0(F) (29)

e Dans notre travail, nous souhaitons utiliser une fonction densité d’énergie élastique écrite
en contraintes. Pour cela, nous définissons w® (§__) par la transformation de Legendre-Fenschel
de w (Q . La densité w® (é) ainsi obtenue vérifie le principe d’indifférence matérielle. Nous
avons alors

C’est une troisiéme fagon d’écrire le comportement.

e Il semble souhaitable, en raison du sens physique direct que posséde P , de pouvoir exprimer
la densité d’énergie complémentaire notée @ comme une fonction de P . Cette question a
fait ’objet de nombreux tatonnements dans le littérature comme le rappele [Dill 77].
[Levinson 65] affirme tout d’abord que cette énergie complémentaire, exprimée a l'aide de P,
est obtenue par la transformée de Legendre-Fenschel de @(F) moyennant I’inversion de la
relation 2.9. Or, [Novozhilov 58] puis [Truesdell 65] montrent que cette inversion est impossible.
Remarquons que P n’est pas un tenseur objectif. Supposons que l'on sache écrire la densité
d’énergie élastique en fonction de P que nous noterons w® (B) . Remarquons que le tenseur
P n’est pas objectif. Le principe d’indifférence matérielle implique que :

w* (g) =w° (QQ) V @ orthogonal
[Zubov 70] consruit alors @° (P) grace au tenseur objectif
(&) =RP (2.10)

Le point clé de sa démonstration repose sur le calcul de P* comme racine carrée de p.PT .
Mais [Koiter 73] met en cause la validité du calcul de Zubov car contrairement & ce qu’écrit ce
dernier, la relation 2.10 ne conduit pas & la détermination d’un unique pP*

Le plus simple consiste & choisir une expression de I’énergie dépendant de P et de F par:

(B, F) =w" (§) =w* (£7-B)

Tllustrons ce qui précéde a partir d’'un comportement quadratique en E.

Notons R un tenseur d’ordre 4 de rigidité inversible tel que Rk = Rjikrz Riji, = Ryyij - Et
SUpposons que :

g
S

Il

[\e]]
|[es!
{{li=v
|ty

(2.11)
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On a alors les égalités suivantes :

S=E:E
E=R":8
W (8)=28:R: S
De 2.11 on tire également :
1

g|
=
f

ool
| ~
i

I
=,
i
=
i

|
=,

qui permet de calculer
P=—w(F)=zE:R: [F".F—-1] (2.12)

et on reconnait alors bien la relation P =F.S .
La relation 2.12 n’est pas facile & inverser pour exprimer F en fonction de P . La transforma-

tion de Legendre-Fenschel de @ (F) n’est donc pas facile 4 construire. Nous préfererons dans

la suite lorsque nous utiliserons une formulation en P et ¢ définir I'énergie élastique a partir
de @° (P, F) =w®(F~".P), ce qui dans cette application s'écrit :

S (EP) =

(2"E™)

B (ED)

N =

2.2.2 Equations d’équilibre et conditions aux limites
Formulation & ’aide P et ¢

Rappelons les équations du probléme d’hyperélasticité écrites en P et ¢.

e L’équilibre en forces s’écrit :

Div P + po_}id =0 dans Qg (2.13)

ot Div désigne Popérateur divergence par rapport aux variables d’espace lagrangiennes (X;) (i=1,3)
Notons que compte-tenu du sens physique de P , I'équilibre en force ne porte logiquement que
sur cette grandeur. La relation 2.13 traduit l’équilibre des forces élémentaires appliquées sur un
volume élémentaire de (2, en utilisant la géométrie de I’antécédent de ce volume par ¢ .

e Il faut encore écrire la condition d’équilibre des moments & I'aide de P . Cet équilibre
est traduit par la symétrie de g en eulérien. La relation 2.4 permet de traduire la symétrie de
g alaidede P par:

PE" = (PEY) =E.P" (2.14)
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Remarquons que I’équilibre des moments dans la configuration courante, contrairement & I’équi-
libre en forces, fait intervenir la géométrie de la configuration déformée. L’écriture de cet équi-
libre s’exprime donc logiquement 2 la fois & I'aide de P et & 'aide de ¢ .

- oLz . . 1,2 , L.
e La continuité du vecteur contrainte sur I'interface I'y” s’écrit :

[P? - 5]1 N¥' =0 sur [} (2.15)

1,2
To

ol g désigne la restriction de P a QF pour i={1,2}

e Les conditions aux limites en efforts imposés s’écrivent :

P.N = Ig sur Or (2.16)

o T¢ a été défini en dans la section 2.1.

e Les conditions aux limites en déplacements s’écrivent quand & elles :

¢ = Qd sur 0,82 (2.17)

Formulation A ’aide de ¢ et de S

Les équations précédentes peuvent étre reformulées avec le tenseur S en leur injectant la
relation 2.5. On obtient alors les relations suivantes vérifiées par un couple solution (é i Q) :

e l'équilibre en forces s’écrit :

Div (V4.8) + pof =0 dans O (2.18)

e la condition d’équilibre des moments qui d’aprés 2.6 exige la symétrie de S.

. =y . : 2 PP
e La continuité du vecteur contrainte sur Vinterface T'g” s'écrit

V¢ .$?) - (Ve'.S N2 =0 surTy? (2.19)
== == |F1’2

¢ et S a Qf pour 7= {l1,2}

ol Qi et é’ désignent respectivement les restrictions de

e les conditions aux limites en efforts s’écrivent :

(v4.8) N =15 surdrf (2.20)

o les conditions aux limites en déplacements restant identiques :

o= Séd sur 9,$do (2.21)
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En conclusion, le tableau ci-dessous récapitule les différentes expressions des équations du pro-
bléme que nous venons de présenter :

Equations de (P)en ¢ et P Equations de (P) en ¢ et S
(Egs I) (Egs II)
DivP =0 dans @ Div (V$.8) =0 dans
V¢ '.P = PT.V¢T dans Qo S=g8" dans
d
; S = @w(é)
P = ﬁw(ﬂ ) dans £ ou dans
o = d .
£= a5 ()
[p2-pY, N =0 suTy? |[(vers?) - (Ve s')] NP =0 surTy?
=i =£2) 7\ =],
P.N= Ig sur 0§ (V: é) N = Iﬁ sur 018
¢ =¢" sur 8,0 ¢=¢" sur 8,

2.3 Formulations variationnelles mixtes Lagrangiennes

En H.P.P, il exite de nombreuses formulations variationnelles faisant intervenir :
— un seul champ

Energie potentielle fonction du déplacement u
Energie complémentaire fonction du champ de contraintes g

— deux champs : fonctionnelle d’Hellinger-Reissner fonction des champs indépendants u
et 0.
— ou trois champs u, o et € ( le tenseur des déformations linéarisées ) qui sont considérés
comme indépendants [Imbert 90].
La construction de principes variationnels mixtes en grandes transformations a fait 'objet
d’une abondante littérature. On trouve également , comme généralisation directe de cas H.P.P,
un principe du minimum de ’énergie formulée & I’aide de 1'unique champ de déplacements.
[Tabarrok 80] l'utilise pour 1’étude des plaques.
L’écriture d’un principe de 1’énergie complémentaire pose lui probléme comme le rappelle
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[Reissner 84]. La discussion concernant I'existence d’un tel principe est directement liée & celle
déja menée sur l'existence d’une énergie complémentaire écrite en contraintes.

[de Veubeke 72] propose lui un principe mixte général dans lequel les champs indépendants
sont d’une part le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et d’autre part la rotation de la
décomposition polaire. Ce principe est d’ailleurs mis en oeuvre dans ’étude des coques par
[Valid 86}.

Notons encore que d’autres auteurs,dont [Atluri 84], proposent des formulations variationnelles
présentant un jeu de trois champs indépendants constitués de R, le tenseur de rotation locale
de 1a matiére, U le tenseur des déformations pures ainsi que différents tenseurs des contraintes
et de leurs mesures de déformations associées. La signification physique de ces tenseurs des
contraintes n’est cependant pas immédiate et ne provient en fait que de I'observation de la
transformation dans des référentiels animés de rotations correspondantes.

Dans cette section, nous proposons deux formulations variationnelles & deux champs. La pre-
miére formulation variationnelle est fonction des champs ¢ et S, la seconde est fonction des
champs ¢ et P. -

2.3.1 Formulation en ¢ et

19!

L’expression la plus simple d’un principe mixte écrit sur la. configuration de référence est
obtenue en retenant comme variables indépendantes dans la fonctionnelle le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff, S, et la transformation ¢ . Comme nous allons le voir, la prise
en compte de conditions aux limites en déplacements fait que ce principe n’est pas tout a fait
la généralisation directe au cadre des grandes transformations du principe d’Hellinger-Reissner
utilisé dans la modélisation multiparticulaire.
Désignons par C!(Q2) I’ensemble des fonctions continiment différentiables sur le domaine (2
quelconque, et C%(Q) ensemble des fonctions continues sur Q.
Supposons que les sous-systémes (S!) et (S?) partitionnant (S) correspondent chacun a
un matériau homogéne et que les forces massiques soient régulieres. Dans ce cas, les couples
solutions (9, §) peuvent étre recherchés parmi les champs continiiment différentiables sur
chacun des morceaux Qﬁe (1,2} - De plus, ¢ doit étre continue dans (g .
On introduit les deux espaces fonctionnels suivants :

- E, , espace dans lequel on recherche ¢ est défini par :

By={¢/ge (W) Vieldege(C ()"}
— Eg , Pespace dans lequel on recherche S est défini par :
Bs={s=5"¢ (')’ Vie [1,2]}

Le principe mixte formulé en S et ¢ s’énonce alors comme suit :
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Un couple (Q, §) appartenant & Ey x Eg rendant stationnaire la fonctionnelle J
définie par :

J (?*’é*) = fno "wc(é*) dfdo + fno é* : % [tv¢*'v:¢* - ;] dfdy — faTno I.Bi-é* dl

~ oy (¥8'87) D (¢ - ¢) T
(2.22)

est solution du probléme (P) .

Nous allons vérifier qu'un couple (Q, __§_) de E4 x Eg rendant stationnaire la fonction-
nelle J définie en 2.22 vérifie bien ensemble des équations (Eq II) .

Stationnarité par rapport & § € Eg

La variation de J par rapport au tenseur des contraintes S dans la direction 45 € Eg
calculée au point (Q, é) de Eg x Eg sera notée D, g (Q, g) [(5§] . Compte tenu de la

définition 2.22 cette variation s’écrit :

&uc(é)

Dg(@3) ) = - [ =5 asan+ |

[ 5[weve-1]: s
,

[ [(zeas) & (6~ ) ar

qui s’écrit aprés regroupement :

pg 69 68 = [ {-252+}[vevs-1]| s en

_/a Q Kv:éﬁ) 'M] (¢~ ¢") dl'o

La condition de stationnarité D g (Q, é) [5§] =0 ViS € ¥ entraine donc les deux

conditions

/ {_awc(é) + % [tﬂ,ﬂ - ;] } 108 dd =0 VisS € Eg (2.23)
Qo I

/MO [(V4S) .M. (6 - ¢%) dro=0 ViS e Es (2.24)
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La condition 2.23 avec 05 € Eg donc 4S8 symétrique entraine alors que le couple (Q, §_)
doit vérifier ’égalité :
Ow(S) i
= =~ ('V$.Vp—1
( 35 ) 5 ['veve- 1]
b sym

qui n’est autre que la loi de comportement. On peut bien stir choisir w® (é) tel que

owe(S)
o)

| —~

soit symétrique, ce qui simplifie I’écriture.
La condition 2.24 demande un traitement complémentaire avant de pouvoir conclure sur 0§20 -
Elle se réécrit :

Vo (p—¢%) . (8S.N) =0 ViS € X (2.25)
8.0 —

On montre alors que quel que soit le vecteur V. € R3 , et N vecteur unitaire de R?® on
peut trouver 68’ € Eg tel que 5.5' N=V sur 8,{p. A1ns1 la condition 2.25 implique que
/ qu (qﬁ Qd) V dly =0 V V suffisamment régulier sur 0,§2
Qo
On peut alors déduire que
V(- 9%) =0 sur 0.0

Et comme V¢ est inversible (det ' # 0 sur 0.8 ), on en déduit la relation :

¢ = ¢% sur 0.

Stationnarité par rapport & ¢

La variation de J par rapport & la transformation ¢* dans la direction ¢ € Ep et
calculée au point (¢,S) de E4 x Es sera notée D, " ( ,S) [64] -

Compte tenu de la définition 2.22 cette variation sécrit

D7 (&8) [6g] = / [vaqs Vg + V4T.V8g| df - / T¢.5¢ dT'y

d1rQo

[ (((09) ] e 9+ [(m28) ] )

Comme le point stationnaire vérifie ¢ = géd sur 8,82 on obtient donc :

109 (8 = [ (v08):o¢ a- [ Thspary

B /augo [(v.5) .Iv) ¢ dr
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L’application du théoréme de la divergence doit s’effectuer en tenant compte de la discontinuité
possible de Vé¢ et de S sur Pé’z :

/Q (ve.5) Vo dy = /Q {(veS) N} o6 dro - /QOL)i_v (vo.5) 56 a%

[ Al(es) - (20 )] ) se
Iy’ = —

D’ou

D, (.5) [6g] = _Am(-lﬁ'é) .g@dQOJr/ {(v#.5) N-1T3} 56 dry

orQg

+/ LAz s) - (ves)] N1} 0 drg?
1-\0' - ——

La condition de stationnarité D, (Q, __.5:‘) M =0 Vép € Ey entraine donc 1’égalité :

¢
/QO Div (v:¢.§) 56 dQ + /aTQO { (_V_-—f'é) N — z} 8¢ dT
+ / {[(ve) - (v¢' 8] N} 5gdri? =0 Vés € By
s = ==

Il en résulte donc que le couple (Q, é) vérifie les trois relations :

( M(-V__gbé) = 0 dans{

V(e s) - (ves)] et = 0 surTy

(ves) n = T3 surrfl

\

Toutes les équations du probléme (P) sont donc bien vérifiées par le couple (¢,5) rendant
stationnaire la fonctionnelle J telle qu’elle est définie en 2.22.

2.3.2 Formulation en ¢ et

[

On peut &tre tenté par une formulation utilisant le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff P plutét que le second S, compte-tenu de la signification physique de P .
Les conditions d’existence de ce principe en temps que principe d’extremum ont été étudiées par
[Stumpf 79]. Nous allons ici I’établir par changement de variable & partir du principe précédent.
On rappelle la relation 2.5 reliant S & P : 9= qul.ﬂ .
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Si gc Ey et S€ Eg, alors compte-tenu des définitions de ces deux espaces ainsi que de la
relation précédente, on définit un troisiéme espace fonctionnel

9 . -1 *—1 4
Ep = {(@*,g‘) /6" € By, P (CH(R)° Vi€ {1,2) et Vg P" = (V8 P }
(2.26)

A

En remplacant dans 2.22, on définit la fonctionnelle J

.B) = [ @B w0t |

Qo

<

VS

.

- *

lav!
*

p
i

Vol p* :l VT Ve — 1| d
(o) 5 [zerve -

— / Td.¢* dT'o - / P*.N (¢* — ¢%) dlo
orQo

8. -

avec S (Q*,g*) = ng*_l.g* qui se réécrit :

i@B) = [ ~wE@p) s [ pog[veT -y i

‘ (2.27)
[ mieare- [ pN(e-¢*) dng

drflo 8o T

Stationnarité par rapport & P

On vérifie que :

c Ow® a5 . spT 0w\ o
D,E*w (Q;g) [é.é] = 6__»5_* . aﬁ* |(¢’§) ) e (V(f& .63*) éﬁ

La variation de J par rapport a P* dans la direction dP € Ep calculée au point
(Q, g) € Ep est notée D’P" (9, g) [6:BJ et on a compte-tenu de 2.27 :

D p-J (¢,B) [8B] = /ﬂ {— (gg)TJr% [V:T.y__;]}  [veap] dn
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La condition de stationnarité de J , par rapport P* g'écrit :

D P*j (¢,P) [6P] = 0V 4P vérifiant (V:qb_lé:]i) symétrique

et conduit donc aux deux relations :

Oow® B
oS N
=/ sym

¢

% [Vg".vp—1] dans

géd sur 0,82

Cette derniére relation est obtenue car §P.N décrit des champs réguliers sur 0,8 .

Stationnarité par rapport &4 ¢

La présence du terme en E"l_ dans I’expression de J complique écriture de la station-

narité par rapport & ¢ . La relation entre la variation de E“l et d¢ est obtenue a partir de

Pégalité

¥4~ -1

qui conduit & :

(ve7) = -y Togv4™ @29
On vérifie alors, compte-tenu de 2.5,
c . ow® . -1 a_w iy -1 3
Dyt (&B) (5] = —6_%_1.5(2 I = (aé.g).é(g__q_s )
. -1 [Ow T 74T T
=¥ (ag)‘:‘:q5 ] Voo
De plus :
1 : 1 1 : B
327 (V867 -5(367)) = 3B ves"+g2: (Ve Voo Te”)
= GBI+ (V6T BN Vo
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~

La variation de J par rapport a Q* dans la direction é¢ calculée au point (é,g) s’écrit

donc :

on obtient donc :
¢ J (¢, P M]—/ { P+2_¢.:T.Z_‘T}:V5¢Td90—[ T¢.6¢ dl'o
- - o

Mais, (¢, P) € Ep donc

ce qui donne finalement :

J (¢, B) EJ=/%§:V:&¢T—/E)Q T4.5¢ dTg

qui conduit, par application de la formule de Green au premier terme, a :

J(¢.B) [5¢] = —/QD_iv_g.é_qbdrw {P.N — T§} .54 dT

0o

2 1 2,1 1,2
+ /1-\1‘2 |:(£ B £ )lrl,z i :| % dl
0 0
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La condition de stationnarité de J par rapport & ¢*, D, " J (¢,P) [6¢] =0V 44 € Ey

conduit donc aux trois relations supplémentaires :

( Div P = (0 dans{

[p*-pY .NY =0 surlg?

{ Ty’

P.N = T§ sur Qo

\

Pour conclure, on peut énoncer le résultat suivant :

Un couple (_dz, g) appartennant & Ep rendant stationnaire la fonctionnelle J définie
par :

FP) = [~ (S @R d%+ [ B [veT - Vel do
2

(2.29)

- Ty ane- [ @)@ 4

est solution du probléme (P) .
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Conclusion
Deuz principes miztes en grandes transformations écrits sur la configuration de référence
sont proposés.
Ils font apparaitre :
— Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, P, qui posséde par définition un
sens physique.
— Le second tenseur des contraintes dePiola-Kircchoff,
physique immédiat.
La premiére formulation variationnelle proposée utilise la fonctionnelle J , dont les variables
indépendantes sont la transformation ¢ et S &
La seconde formulation variationnelle ‘est construite par changement de variable & partir de
la précédente et utilise la fonctionnelle J dont les variables indépendantes sont ¢ et P .
Dans chacune des deuz fonctionnelles proposées, on a vérifié qu’un point stationnaire vérifie
lensemble des équations du probléme mécanique formulé & Uaide du jeu de variables consi-
dérées.
Ces deuz formulations miztes lagrangiennes vont donc étre candidates pour la modélisation
envisagée. Le choiz de l'une d’entre elle sera justifié dans la partie suivante.

S , qui ne posséde pas de sens
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Chapitre 3

Etude Lagrangienne de poutres en
erandes transformations

L soBJECTIF de ce travail de thése est de construire un modéle simplifié de poutre multicouche
en grandes transformations & partir d’une fonctionnelle mixte. Il sera utile de compa-
rer notre modéle & quelque uns des modéles cités dans la littérature. Dans ce chapitre, nous
donnerons quelques éléments d’information sur ces modéles.

E. Reissner et J.C Simo ont largement contribués a la modélisation des poutres en grandes

transformations.

Reissner s’est tout d’abord intéressé a la modélisation de poutres de type Timoshenko plane.
Rappelons qu’une cinématique de type Timoshenko [Timoshenko 61], que nous aurons I'occa-
sion de développer un peu plus loin, impose & chaque section initialement droite une rotation
qui lui est propre et qui est distincte de la rotation locale de la fibre neutre . [Reissner 72]
travaille sur la géométrie de la poutre dans sa configuration déformée. Il fait le bilan des ef-
forts s’appliquant sur une section de la configuration déformée et retient un effort normal &
la section, un effort tranchant situé dans le plan de la section et un moment de flexion. Les
équations d’équilibre sont alors écrites a I’aide de ces grandeurs ainsi que des paramétres ciné-
matiques intervenant logiquement lors des projections de ces efforts dans la base repérant la
configuration déformée. Se pose alors le probléme des définitions des déformations duales des
efforts précédemment définis. Elles sont obtenus par identification aprés injection des équations
d’équilibre précédemment trouvées dans 'expression du principe des travaux virtuels.

Partant de 1’étude de Reissner, [Simo 82], va traiter le cas d’une cinématique plus générale
autorisant notemment le gauchissement de chaque section dans le plan de la transformation.
En se restreignant ensuite & une poutre de type Timoshenko, il reprend les problémes soulevés
par Reissner en utilisant pour sa part la configuration initiale.

C’est a partir de cette étude lagrangienne que nous allons successivement traiter des points

suivants :

— écriture des équations d’équilibre de poutre & partir de la formulation lagrangienne des
équations d’équilibre tridimensionnelles.

— En nous restreignant au cas de poutres de type Timoshenko, définitions lagrangiennes
d’efforts possédant un sens physique sur la configuration déformée par projection de la
résultante du torseur des efforts extérieurs sur une base liée & la section. Puis, introduction
de ces efforts dans les équations précédentes.
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— Identification des déformations duales des efforts physiques précédemment introduits.
— Comportement.

3.1 Présentation du probléme

3.1.1 Description géométrique du probléme

Les notations restent identiques a celles utilisées au début du chapitre précédent lors de la

présentation du probléme mécanique général (P) . En particulier, on conserve deux systémes de
coordonnées (Xa),—1,5 €t (%i)i=pn,3) et leurs repéres associés (O; Ey)ap 3 €t (0 9i)i=[1,3]
afin de repérer la position d’ un point matériel du systéme respectivement dans Ky par le
vecteur position X = X,E, (a=[1,3]) et dans K; par le vecteur position z = m;e;
(i =[1,3]) . Le systéme étudié, (S), est une poutre initialement droite de longueur L dans
Ja direction de 'axe X; , choisi suivant l’axe principal d’inertie de (S) . Les sections droites
dans K, notées Sy , sont donc définies par 'intersection des plans X; = cste avec le volume
Q) de R3 occupé par I’ ensemble des points matériels de (S) .
Notons, qu’il n’existe pas, lors de ’établissement des équations d’équilibre de la poutre, d’
hypothéses restrictives quand au chargement et aux géométries des sections So . Nous suppo-
serons cependant dans la suite que Sy est indépendant de X, . La figure suivante présente
le cas particulier de sections Sy rectangulaires de surfaces constantes définies par une largeur
2b << L suivant X, et de hauteur H << L suivant X3 .

T3

X3
]
X2 /f’\
B S 1
= = (8) e
E I 4 g
£, L £2
o X1 (@] Ty
E, &
Configuration Ko Configuration Ky

Fic. 3.1 — Géométrie de la poutre étudiée

3.1.2 Description cinématique

La transformation tridimensionnelle entre Ko et K; est encore notée ¢ . Elle est définie
par :
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Dans K, , le point P repéré par son vecteur position X = X\, E, est par définition le point
moyen de la section droite S; en X; . La position du point P aprés transformation est
repérée dans K; par le vecteur 2°(X1) = $(X1E,) . La position dans K; de tout point

M # P appartennant & Sy dans K, est alors repérée dans (O';gi)iz[1 3] a partir de la
position de P au moyen du vecteur position r(X) . La cinématique tridimensionnelle générale
peut donc étre décrite par la transformation ¢ écrite sous la forme :

$(X) = 2°(X1) +r(X) (3.1)

3.2 Equations d’équilibre du systéme

La géométrie courante de la poutre étant une inconnue du probléme, les équations d’équilibre
unidimensionnelles de poutre vont &tre établies & partir des équations d’équilibre lagrangiennes
tridimensionnelles en utilisant la géométrie de référence. En raison de la signification physique
immédiate des composantes du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, P , ce sont
les équations d’équilibre tridimensionnelle formulées a I’aide de ce tenseur des contraintes qui
vont étre utilisées comme point de départ. En supposant dans tout ce qui suit que la poutre
studiée n’est soumise & aucune densité volumique d’efforts, les équations d’équilibre exprimées
31 aide de P et de ¢, présentées au chapitre précédent s’ écrivent maintenant sous forme
indicielle dans Qo :

Equilibre en forces : Py, =0 a€[L,3], Vie(l,3] (3.2)

Equilibre des moments : €;;xPjadr,, =0 (4, %, ) € [1, 3, Viel,3 (3.3)

oll on a introduit le tenseur antisymétrique d’ordre 3 ¢ dont les composantes sont définies
par :

€ijk = (Qi A Qj) -k
Par intégration des équations 3.2 et 3.3 sur une section Sy repérée par X , nous allons établir
successivement les équations d’équilibre en résultante et en moments de la poutre étudiée.

3.2.1 Equilibre en résultante

L’intégration de 3.2 sur une section Sy de Ko s’écrit :
/ Po.dA=0 a€[L,3],Vic[L3]
So
Or le premier membre de Péquation précédente se scinde comme suit

/ Pia,, dA= | Py, dA+ / Py, dA €23
So So So

En appliquant la formule de Green au dernier terme de I'égalité précédente on obtient :

/ P, dA = f P,7, dT
So 85g

fi(Xy) Vie[1,3]
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ol T,, 7 € [2,3], est la -iéme composante du vecteur unitaire normal a la frontiére de
la section S, notée OS, située dans le plan (X2, X3) . La grandeur i(Xl) = fi(X1)e;
représente donc une densité linéique d’efforts imposés le long de la poutre.

En supposant la section S indépendante de X , 'équation d’équilibre en résultante de la

poutre étudiée s’écrit donc :

d

e ( ! P.E, Xm> +f(X1) =0 (3.4)

3.2.2 Equilibre en moment

L’intégration de 3.3 sur une section So de Ko s’écrit :
| nPiadn. dA=0 (ko) € 1,3, Vie L) (35)
So

Or, compte-tenu de la forme 3.1 retenue pour la cinématique, le premier membre de ’équation
précédente peut étre scindé comme suit avec v = {2,3} :

/ €ijkPjaPr,, dA=
So

ot d’'une part, en rappellant que Sy est indépendant de X; :

d
/ Eijlchl (332’1 + Tk,l) dA = eijkxg,l (/ le dA)+— (Cijk/ le’l‘k dA) _fijk/ le,l""k dA
S So Xm So So

0

et d’ autre part d’aprés le théoréme de la divergence :

/ fijkPj'y'rk,., dA = eijk/ Pj,nyka dFo — fijk/ Pj%»ﬂ"k dA
So 8Sp

So

eijePi (24, + Tkq) dA+ / €ijk PiyTh,y dA

So So

On a donc :
d
/ eijkPjagbkm dA = 6ijk.’112’1 (/ le dA) + a—' (eijk/ le'f'k dA) + eijlc/ Pj,yT,y'I‘k dFO
So So 1 So 8Sp

—€ijk / Pjo,o Tk A
So =~~~

avec Pj,,=0 a€(L,3},Vje[l,3] daprés 3.2.
L’équation 3.5 devient donc sous forme vectorielle :

d d®
dX, (/;ﬂf/\zﬁld/l)—FXm/\(/SogﬂldA)—i—m( 1) 0 (36)

ol les composantes de la densité de moments extérieurs m(X;) le long de la poutre sont
donnés par

m; :‘/ einPiyyri dlo  (5,k) € [1,38], v € [2,3], Vi€ [L,3]
850
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3.3 Description cinématique bidimensionnelle du probléme
étudié

Afin de simplifier Pexposé qui suit, nous nous restreindrons & partir de maintenant & une
étude plane dans le plan (X7, X3) . On fait souvent cette hypothése simplificatrice lorsque le
plan (X1, X3) est un plan de symétrie du matériau et que le chargement est appliqué dans ce
méme plan. Dans ces cas de figure, on se trouve :

_ soit dans une situation de déformations planes lorque la longueur de la poutre selon X,

est beaucoup plus importante que suivant Xj .

_ soit dans une situation de contraintes planes lorsque la longueur suivant X, est faible et

que les faces perpendiculaires & X, sont libres de contraintes.
Sous ces hypothéses, les champs mécaniques ne dépendent pas de la variable X, . On peut
done se contenter d’utiliser une description de la cinématique de la poutre restreinte au plan
(X1,X3) en omettant la variable d’espace X; . Dans ce probléme bidimensionnel, considérons
alors dans K, un point matériel P appartenant & une section Sy de point moyen M
caractérisé par son abcisse X; . P est repéré dans Ko par le vecteur position X = X, E,
avec v = {1,3} . Dans la configuration déformée K, , on note toujours z°(X;) le vecteur
position de M. La position de P est alors repérée a partir de celle de M par le vecteur r X) .
La cinématique bidimensionnelle utilisée est donc décrite par :

z=¢(X) =2° (X1) + (X1, %) (3.7)

Cette forme générale de cinématique permet de prendre en compte un éventuel allongement
de la fibre neutre ainsi qu'un gauchissement des sections dans le plan (X1, X3) . Considérons
pour X; donné, une section Sy de la poutre étudiée dans sa configuration initiale Ky . Par
application de la transformation 3.7 & 'ensemble des points matériels de Sy , on vérifie en effet
qu’on obtient bien une section S gauchie dans le plan (X1, X;) de la poutre déformée dans
sa configuration courante K, .

3.3.1 Transport d’une facette appartenant & une section de poutre

Considérons un point M appartenant & une section droite Sp de Ko et repéré par X .
On s’intéresse alors & la transformation subie par une facette dA = dA E, centrée en M .
D’ aprés la formule de transport 2.1, la facette dA est transformée par ¢ en une facette
da = dan de S centrée au point repéré par ¢(X) dans Ko avec: B

n(X) da = J(X) E(X).E, dA (3-8)

Nous allons par application de 3.8 donner les expressions des composantes de n(X) dans
(O';_cil)l:{1 5 €0 fonction de celle de z = ¢(X) .
Avec z = ¢(X) défini en 3.7 , la matrice des composantes du tenseur gradient de la transfor-

mation, F s’écrit :

¢1,1 d)l,a
¢3,1 ¢3,3
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X3 = z3

( /._‘___/?f ool
v | )

Configuration Ko

=
]
I

— .X] = 2
E =g

F1G. 3.2 — Cinématique bidimensionnelle du probléme dans le cas (O'; Qi)i=1,3 = (0;E4) ge13

on en déduit ’égalité :
J E_T-E1 = ¢35 €1 — P13 €3 (3.9)

De plus, le vecteur n étant par définition unitaire, la relation 3.8 entraine compte-tenu de 3.9
que le rapport des aires élémentaire est donné par :

| ET B = 00 + (65 510

La relation 3.8, se réécrit donc :

m

ﬂ(i): ¢3,3 (bl‘a
SO+ 65 0+ (00

On peut alors introduire I’angle %(X) de rotation locale de la facette au point repéré par le
vecteur position X dans Ky .

La figure précédente est représentée dans le cas particulier (O e; )Z 13 = (O§.E_a)a=1,3 . Elle
illustre les caractérisations de ’angle (X) & partir de la transformation ¢ qui sont obtenues
grace aux relations 3.10 et 3.11 :

(3.11)

’ da\™" _ B3, _ X
P (dA) ToTay o
<
w @ - = 1 — = X
| (dA) To o - &
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Ya = Ij
W(X)
e
#h(X)
P B(X + gkaey)
dXz'e,
2(X)
Ey = ¢
(6} X1 =T
E =g
$1,3dX3

FiG. 3.3 — Rotation locale d’une facette appartenant & une section

d’o I expression de n dans (0';€;),_; ous
n(X) = costp (X) e, + siny (X) es (3.12)
En définissant un second vecteur dans le plan de la facette da , noté t(X) tel que:

X)) =n(X)Ae
on obtient immeédiatement & partir de 3.12 I'écriture de t(X) dans (O,;Qi)izl ous €0 fonction
de $(X)
t(X) = —sing) (X) e + cospp (X) e (3.13)

Remarquons que le résultat précédent aurait pu étre établi en normant le vecteur obtenu par
transport convectif [Salengon 89] d’un vecteur élémentaire situé suivant E, dans Ky, comme
Pillustre la figure 3.3 :

I~
i

|

¢1,3 ¢3,3
\/(¢1,3) ¢3,3)2—1 \/7¢1,3)2 SE (¢3,3)2—3

= —sing (X) e, + costp (X) e

=
&
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3.3.2 Transport d’une facette initialement orthogonale & une section
de poutre

Considérons maintenant une facette orthogonale & une section droite Sy de la poutre dans

Ko . Cette facette orientée par E; est donc maintenant notée dA = dA E; . L'image de dA

par la transformation ¢, est une facette de X; notée da = da n* ou nt estliéa ¢ et Ey
par la formule de transport 2.1. On a donc :

-1
@)= (53) JOETW B 3.19)
avec

J(l)g_T(X—)& = _¢3,1Q1 == ¢1,1Q'3

D’oil les composantes de n’ dans (O';gl)l={13} :

R Fa "SR . S (3.15)
V@ + @) 61,7+ (85,
On définit alors le vecteur ¢!, comme cela été fait pour %, en écrivant cette fois-ci :
~-F.E
E.E,||

tHX) =

d’ou :

tt= 1 £ — b es (3.16)

VO + 05" (617 + (3,)°

3.4 torseur des efforts extérieurs appliqués sur une section
dans K

Aprés avoir étudié la cinématique d’une facette nous nous intéressons & l'effort élémentaire
qui s’y applique. On notera df le vecteur force élémentaire s’appliquant sur la facette da de
KC; ayant pour antécédent par ¢ lafacette dA = dA E, de K, . Nous avons vu précédemment
que par définition, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, P , donne accés 2
df en utilisant non plus comme le tenseur des contraintes de cauchy, o , la facette élémentaire

da de K, sur laquelle df s'applique, mais son antécédent dans la transformation : la facette
dA de Ky . On a donc, conformément & ce qui a été exposé en 2.3 :

P.E, dA = df (3.17)

La résultante des efforts élémentaires s’appliquant sur ’ensemble de la section S est ainsi
accessible par intégration sur la section S, connue. Si on appelle R cette résultante, le
tenseur P donne accés & R par l'intégration sur Sy de la relation précédente :

/S P.E, dA = fs (%) dA = R(X)) (3.18)

0
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De plus, dans le cas plan étudié, le moment résultant calculé au point moyen de la section S,
noté M (X1), est porté par e, . Son expression en fonction de P est donnée par la relation :

[ @-2)nRE dA=-M(X)e,
So

Le champs scalaire M(X;) a donc pour expression :

M (X)) = — [ /S (a-a") ABE, dA] o (3.19)

R(X;) et M (X;) constituent les éléments de réductions au point moyen de la section S de
K, du torseur des efforts extérieurs s’appliquant sur S . On peut alors réécrire les équations
d’équilibre 3.4 et 3.6 en introduisant R (X1) et M (Xi).

La relation 3.4 s’écrit alors :

dR
T )+ £ () =0 (3.20)
Alors que la relation 3.6 projettée suivant e, s’écrit quand a elle :
dM dz®

o —m (X;) est la composante de m (X;) suivant e, ( seule composante non nulle ).
On retrouve donc les expressions classiques des équations de poutre. L’intérét des calculs pré-
cédents est d’avoir explicité R(X,) et M(X,) alaidede Sy en utilisant P.

3.4.1 Contraintes élémentaires normales et tangentes & S
Définitions

Revenons au niveau local de la facette da sur laquelle s’applique df . Définissons des
efforts élémentaires normaux et tranchants, respectivement 6N et 6Q par projection de df
sur la base locale (n,t) . Notons que le sens physique de ces efforts est évidemment donné par
la configuration courante et nécessite donc l'intervention de la cinématique dans les expressions
en P de ces composantes :

N = dfn(X) = (P.E,) n(X)dA

(3.22)
6Q = dft(X) = (B.E;)tX)dA
En utilisant les relations 3.12 et 3.13 dans les égalités 3.22 on obtient :
ON .
4A (P-E;) n(X) = Pucosp(X)+ Pasing(X)
(3.23)
) :
d—?l = (_B.El) HX) = —Pysin(X) + Pscosih(X)
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Q¢
E
- dNn
X
dA
0 £,
Configuration Ko Configuration Kt
Fi1G. 3.4 — Décomposition de I'effort élémentaire
. - 3 . . IN 0Q
Soit sous forme matricielle, 'expression des composantes de P.E; en fonction de A et 7A

dans la base (e;,e3) :

oON
Py cosp(X) —singp(X) &) -
= . 3.24
P, sinp(X)  cospp(X) 6Q
31 o (X)

Lien avec le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff

On rapelle tout d’abord que le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff , S , est
défini & partir de P a ’aide de la définition suivante :

=1

l[en
I

Iy

I

) 0
On peut alors, partant des expressions de A et de E% en fonction de P , injecter la

relation précédente afin d’obtenir leurs expressions en fonction des composantes S .

Nous avons
ON

aa (B.E,)
donc d’aprés 2.1
‘;—]X = (%) " (ETE).(PE))
qui se réécrit :
o - (%‘;)4 JE,. (EP) B

81
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ol on a fait apparaitre la composante Si; de S.

%]AY est donc relié a S parla relation :

De méme, g% a été défini par : 5Q
dA =t (: ——1)

da\ " : .
avec t = (ﬂ) F.E; on obtient donc successivement :

9 - (&) (gm) (£sE)

De plus

et compte tenu de 3.25 on obtient donc finalement :

5Q 16N { da
dA =2Buggg t (d—A) 51

(3.25)

(3.26)

3.5 Le cas particulier de la poutre de type Timoshenko

3.5.1 La cinématique de Timoshenko

La cinématique de Timoshenko est caractérisée par les deux hypothéses cinématiques sui-

vantes :

_ La fibre neutre subie une extension £(X;) et une rotation d’angle c(X;) . Nous noterons

donc £(X;) le vecteur défini par :

§(X1) = —¢(X1,X3 = 0) = £(X4) (coso(X1)e; + sina(X1)es)

— Chaque section, caractérisée par son abcisse X, dans Kj , subie une rotation de corps

rigide qui lui est propre.
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Cette derniére hypothése entraine que la rotation d'une section Sy repérée dans Ko par X,
est donnée par la rotation de toute facette dA = dAE, appartenant & Ko qui a été définie
par % . On a donc maintenant 1 qui ne dépend plus de X3 :

P = p(X1)

Les vecteurs n et t précédemment définis sur 'image d’une facette dA = dAE, de S, sont
alors indépendants de X3 et sont identiques pour tous les points de Sp . Ils deviennent donc
respectivement les vecteurs normaux et tangent & 'image de Sp par ¢ . La transformation
¢ est donc décrite a l’aide de § et ¢ par:

$(X1, Xs) = DX’ £(u) du+ Xs 1(X1) (3.27)
avec d’aprés 3.13 :
t=1(X)) = —sinh(X1)e; + cospp(X1)es (3.28)
La 3.12 donne également :
n = n(X;) = cospp(X1)e; + sinp(Xi)es (3.29)
En remarquant que : , '
t=—v%n

le gradient de cette transformation s’écrit :

F(X1,X3) = [§(X1) — ¢ (X1) X3 n(Xl)] ® B, +t(X1) ® E; (3.30)

D’aprés I'expression précédente, le jacobien de ¢ s’écrit sous la forme :

J(X1,X3) = —[E(X1) At(X1)] e — ¥ (X1) X5

= [e; AL(X1)] £(X1) — ¢ (X1) X5 (3.31)

- é(Xl)-ﬂ(Xl) —¢’(X1)X3
&n

ou &, représente donc ’allongement de la fibre neutre dans la direction n .

Efforts physiques résultants

e L’expression de la résultante des efforts extérieurs s’appliquant dans K; sur 'image
d’une section Sp repérée par X; dans K, est donnée par 3.18 en fonction de P . Avec la
cinématique de Timoshenko, I'image par ¢ de la section S, restant plane dans K;, on peut
définir : B
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_ un effort normal résultant, noté N , par projection de la résultante R suivant la direction
normale & la section considérée n :

N(X1) = R(X1)-n(X1) (3.32)

_ un effort de cisaillement résultant, noté @ , par projection de la résultante R suivant la
direction tangente & la section considérée ¢ :

Q(X1) = R(X1).t(X1) (3.33)
En écrivant la décomposition de R dans (O';gl,g3) :

R = R, + Raes
les définitions 7.27 et 7.25 donnent alors sous forme matricielle :

{ N } COS’Q/}(XI) szm,b(Xl) { R]_
= : (3.34)
Q —sinp(X1) cosyp(Xq) Rs

. . ON ) ,

e Des contraintes élémentaires normale, o1 et tangente, EC/% ont été définies dans la
sous-section 3.4.1. Le passage de ces contraintes élémentaires aux composantes de P ont été
donné aprés I'introduction de 1'angle de rotation locale 1 par la relation 3.24.

Dans la cinématique 3.27, la relation 3.24 s’écrit alors :

ON

Py cosp(X1) —sinp(X1) dA
_ _ (3.35)

Pis singh(X1)  cosp(X1) @

dA

Les définitions 3.18 de R et 7.27 de N conduisent & :

N = ( fS PE, dA) n(X1)

. / (P.E,) n(X:) dA
So

compte-tenu de 7.26 et 3.35 on a alors sous forme matricielle :

cosp(X1) —sinyp(X:) cos(Xy)
v f {2 gg}.[ ) o) eI,
2 sin(X1)  cosyp(X1) sin(X1)

d’on

dA

e[ (QJX) dA (3.36)
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De méme avec 7.24 et 3.35 on établit aisément :

a= (g_i) dA (3.37)

Deux remarques peuvent étre faites :
— C’est la résultante des efforts extérieurs qui posséde un sens physique réél. C’est pourquoi,
les efforts N et ) sont définis & partir de R .
— La cinématique de Timoshenko imposant & la section considérée de rester plane, on trouve
logiquement que la projection de la résultante dans la direction n ( resp. t ) est égale
a la résultante des projections élémentaires suivant n (resp. t ). Il est dans ce cas

dN
I;Z;Sible de remplacer la notatiqn % et g% par une notation différentielle i et

A Dans le cas plus général ot la cinématique autorise un gauchissement de la section,
la normale n n’étant plus constante sur cette section déformée ce résultat n’est plus

valable.

Equations d’équilibre formulées i ’aide des efforts physiques résultants

e La relation 3.34 peut étre facilement inversée et réinjectée dans I’équation vectorielle en
résultante 3.20 afin d’exprimer ces derniéres & P'aide de N et @ . On obtient alors les deux
équations scalaires suivantes :

2 (cosy N = sin Q)+ A(X) = 0

;1%1— (—sing) N +cosp Q) + f3(X1) = 0

e De méme, 'inversion de 3.34 et son injection dans I’équation scalaire d’équilibre en
moment 3.21 conduit 3 :

g“% + f(Xl)al (X1)[—sin(a— ) N + cos (e —¥) Q] + m(X1) =0

3.6 Recherche des déformations duales des efforts physiques
sous les hypothéses de Timoshenko

3.6.1 Expression de la variation d’énergie de déformation

La recherche des déformations duales des efforts physiques N, @ et M consiste & écrire
I’expression de la variation d’énergie de déformation de la poutre et & exhiber les grandeurs
duales des quantités N, @ et M.

Cette variation d’énergie de déformation par rapport a la cinématique exprimée sur la configu-
ration initiale s’écrit :
W= [ P:§F" dQy
Qo
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Variation du gradient de la transformation

La cinématique 3.27 est décrite par trois champs scalaires : & (X1) , £3(X1) et Y(X1) .
La variation des vecteurs n et t s’exprime simplement & I'aide de 69 :

bn=20¢t

dt=—-0Yn
Compte-tenu de I’écriture 3.30 du gradient de la transformation on obtient alors I'expression
suivante de sa variation ot la dépendance des variables en X; est omise :

= {5§—X3 [W' n -+ 8y t]} ®E, -6y n® E, (3.38)

Expression de é6W

En écrivant P sous la forme P = (P E ) QFE, + (P E ) ® E, , et en utilisant 'expression
3.38de OF ,le “double produit contracté P:oF T définissant 0W posséde une expression
simple. On a en effet :

P : 6F7 dQ = [6¢ — 6 Xon — 69 ¥ Xt (B.Ey) — 0 . (P.Es)
I’expression de W devient donc :

{ 6¢| PE,dA-& | Xyn (BE,) dA
[0,L] “JSy So —

X3 t. (P.E,) dA+/

[ n(2m) dA]} e

—& [w'

So

Il s’agit maintenant de transformer les expressions des cofacteurs des variations des parameétres
cinématiques.

e Par la définition 3.18 de R, et par la deﬁnltlon 7.27 (resp. 7.25 ) de N (resp.de @),
il vient alors que :

8¢ | P.E,dA=0¢R=(66n) N+ (668) Q
So

e En utilisant la relation n=—tAe, ona:

Xon (P.Ey) dA = ( Xs tA (P.B,) dA) %
So

= -M(Xy)

e D’aprés 3.23 :

Xot. (P.B) dA= [ X522 da

So s d4
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da

o Compte-tenu de I’hypothése d’indéformabilité des sections, on a 71 1 dans la

relation 3.14 qui devient :

n(X)=JX)ET(X).E

ce qui permet de d’écrire :

[n@E)as = [ J(ETE) (EE) i

= [ JE.(E'P).E,dA
So

= JS13 dA
So

d
Or 3.26 dans laquelle I'indéformabilité impose 2% _ 1 entraine :

dA
dQ dN
IShe = Iy 2E13dA
ot d’aprés I’expression 3.30 de FE :
2F3 = E1 (FT ) f =&

avec & est donc défini comme 'allongement de la fibre neutre dans la direction £ .

On trouve donc :
/ dA / J— &N

qui grace & I'expression 3.31 de J, et aux relations 3.36 et 3.37 donne :

dQ
/Son.(PE)dA 6Q =¥ [ X GrdA-6N

Finalement, ’expression de la variation d’énergie de déformation devient :

W = / {(5@) N + (862) Q + 0%’ M — 69 [£.Q — {-}N]} dX,
(0.2}

= /[;L]{(5§._71+5¢5t)N+(5§.§—5¢§n)Q+5¢’M} dX,

or,

{5gn 5(En) = SEm+0yEt = 86+ 0uE,
66 = §(61) = 66i—dutn = SEt— Sy,

ce qui donne le résultat :

SW = {6§nN +06Q + 6¢’M} dX, (3.39)
[0,2)
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Conclusion

La forme 3.39 de la variation de Pénergie de déformation met en évidence les relations
suivantes entre les efforts et les variations de déformations associées :

N +— ¥,
Q — (Sft
M +—— &)

_ Le taux de déformation dual de leffort normal N est le taux d’élongation de la fibre
neutre dans cette direction normale.

_ Le taux de déformation dual de Deffort tranchant @ , est le taux d’élongation dans la
direction de la section &; .

_ Le taux de déformation dual du moment fléchissant M est le taux de rotation de la
section ' .

3.6.2 Loi de comportement

A ce moment de la construction du modéle, les auteurs postulent généralement un com-
portement découplant les efforts intérieurs en prennant : N proportionnel & & —1, @
proportionnel & & — 1 et M propotionnel & ' . Pour établir les coefficients de proportion-
nalité, ces auteurs les identifient & leurs équivalents en H.P.P. Ce qui donne :

N(Xl) = E A(Xl) (fn(Xl) - 1)

Q(Xl) = GA(Xl) ft(Xl)

M(X:) = EI(X1) ¢

On peut cependant s’interroger sur la validité de ces hypothéses de comportement lorsqu’on
envisage leur généralisation au cas de multicouches. C’est I'un des buts de ce travail de re-
cherche que de construire un modéle simplifi¢ de poutre multicouche sans avoir & recourir & ces
hypothéses fortes au niveau du comportement.
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Conclusion
Cette étude se restreint au cas des poutres en grandes transformations planes.
Le torseur des efforts extérieurs est écrit sur la configuration de référence a l'aide du premier
tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.
Dans le cas particulier d’une cinématique ou les sections restent planes au cours de la trans-
formation, I’objectif est de proposer une expression simple de la densité d’energie de déforma-
tion, formulée & l’aide de grandeurs possédant un sens physique sur la configuration déformée.
La résultante du torseur des efforts extérieurs est alors projettée suivant deuz directions pri-
vilégiées liées a la section :
— La direction normale & la section, qui défini la composante résultante normale a la section
de Ueffort résultant.
— La direction tangente & la section qui définit la composante de cisaillement de Ueffort
résultant.
Les variations des déformations duales de ces composantes sont alors identifiées en écrivant
Uezpression de la variation du travail des efforts intérieurs. On identifie respectivement :

— La variation de la projection suivant la direction normale de I’élongation de la fibre neutre.

— La variation de la projection suivant la direction tangente de I’élongation de la fibre neutre.
Une intégration de ces variations est présentée et une densité d’énergie quadratique découplant
les efforts intérieurs écrite a l'aide des déformations obtenues est alors proposée.




Deuxiéme partie

construction du modéle






Chapitre 4

Présentation du modéle

ous évaluerons dans un premier temps les différentes alternatives afin d’adapter au cadre des
N grandes transformations planes de poutres multicouches la modélisation multiparticulaire
dévelopée en H.P.P. pour des plaques. Ce chapitre s’articulera autour de trois sections.

— Aprés avoir mis en évidence les deux propriétés principales permettant la construction
des modéles “M4”, nous verrons qu’il est nécessaire de modifier 'approche précédente.
Nous présenterons la stratégie adoptée pour construire le modéle proposé en précisant
notamment le choix de la fonctionnelle mixte lagrangienne et en justifiant la nature des
approximations introduites.

— Dans un second temps, nous présenterons le type de probléme que vise la modélisation
proposée. Nous donnerons ensuite l'ensemble des notations qui seront constamment uili-
sées par la suite.

— Enfin, nous donnerons l'expression du principe mixte retenu dans le cas particulier des
problémes précédemment présentés.

4.1 Principes de la modélisation

4.1.1 Les point clés de la modélisation “M4”

La construction de la famille de modéles “M4” repose sur deux propriétés importantes. Il
s'agit, d’une part, du sens physique des contraintes généralisées et d’ autre part de la linéarité
des déformations par rapport aux déplacements.

Sens physique des contraintes généralisées

Les modéles construits ne sont “opérationnels” que si leurs variables possédent un sens
physique immédiat. C’est pourquoi, un soin particulier est apporté a définir les contraintes
généralisées du modeéle avec le plus grand sens physique possible. Notons que d’une part le sens
physique de ¢ facilite cette opération, mais que d’autre part, plus le degré des développements
est élevé, plus les contraintes généralisées & définir sont nombreuses et plus il devient alors
difficile d’assurer a chacune d’entre elles un sens physique.
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Linéarité des déformations

Techniquement, la possibilité de ne réaliser qu'une approche en contraintes est une consé-
quence directe de la forme du terme volumique mixte apparaissant dans la fonctionnelle d’
Hellinger-Reissner. En effet, dans le cas simplifié ou il n’existe que des efforts imposés sur la

frontiére, Jygr s’écrit :

Jur (g*,g*) - uéfg* :g:g;‘dﬂ+fg* : grad u* dS) — T¢u* dl
“Ja = Q arf
w(e) r(we)

Elle est composée de deux morceaux :

— une énergie complémentaire, W€ (g*) qui ne s’écrit qu’a l'aide de ¢g* .

— un terme mixte, T' (u o )
Comme nous ’avons précédemment vu, la cinématique duale est exhibée & partir de 'introduc-
tion de I’approximation ga dans le terme :

/g“ : grad u* dS)
Q

On constate que c’est la linéarité du terme en déplacements doublement contracté avec g* qui
permet alors d’accéder & une cinématique duale.

4.1.2 Comparaison des formulations mixtes Lagrangiennes

Nous avons proposé deux principes mixtes lagrangiens utilisant pour le premier une fonc-
tionnelle en ¢ et S et pour le second une fonctionnelle en ¢ et P.
Les sens physiques des tenseurs P et S ont été discutés dans la partie précédente.
La non-linéarité des mesures de déformations duales de P et S par rapport & ¢ est évidente
compte-tenu de la nature du probléme. II est cependant utile de rappeler les dépendances par
rapport & ¢ de ces deux fonctionnelles.

La formulation en (¢, P)

e Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, P , posséde par définition un sens
physique aussi direct que celui de ¢ . Il semblerait donc judicieux de faire porter ’approximation
en contraintes sur ce tenseur afin d’introduire des contraintes généralisées possédant un sens
physique comme cela est réalisé en H.P.P avec ¢ .

e Le probléme vient alors de I’expression de la fonctionnelle rappelée ¢i-dessous dans le
cas ol 0§y = 07§

F@.2)= [ @2 a0+ [ Bog[veT-ve] ao- | Tgrar,
\ D) i

On constate que le terme mixte en (¢*, P*) désigné par T (¢*, P*) posséde une dépendance
complexe en ¢* .
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1
— D’une part, la mesure de déformation duale de P apour expression : — [ET - 242"1]

— D’'autre part, la densité d’énergie complémentaire exprimée en fonction de P est elle
aussi une fonction de ¢ , comme cela a été justifié au chapitre 2 de la premiére partie.

La formulation en (Q, é)

e La définition de contraintes généralisées & I'aide de $ uniquement, ne leur assure pas
de sens physique. S n’est donc & priori pas un bon candida_t_éy une approximation du type de
celle réalisée sur g— dans les modéles “M4”.

e En nous restreignant au cas simplifi¢ d’une unique densité d’éfforts appliqués sur la
frontiére de O la fonctionnelle :

J(¢%,8%) = /Q —w?(8*) df% + /Q S*: % [ty:qﬁ*.VqB*—l] dQ — /a _ T.¢" dly (4.1)

présente une forme relativement similaire & celle de Jgg . Mais dans le terme volumique mixte,
la déformation est maintenant logiquement une fonction non linéaire de ¢ .

/n S*;%[tw*y_f— 1] an

0

Elle ne permettra donc pas d’accéder facilement & une cinématique généralisée par la simple
introduction d’une approximation en contraintes.

e Remarquons de plus, qu’ en cas de déplacements imposés sur une frontiére, il faut
rajouter & I'expression 4.1 le terme suivant :

/a 0 (Y—:¢'§) N (¢—¢%) dr

qui dépend de ¢ mais également de Vg.

4.1.3 Conclusion

L’approche de [Chabot 97] n’est pas directement transposable au cas de notre probléme.

Variables approximées

Etant donné les dépendances respectives vis & vis de ¢ des deux fonctionnelles J (Q, Q

et J (@, é) , une approximation ne portant que sur les contraintes n’est pas suffisante pour
pouvoir exhiber une cinématique duale de cette approximation. Afin de lever cette difficulté,
on pense alors & approximer les contraintes mais aussi les transformations. Le probléme qui se
pose alors est celui du choix du principe mixte et donc du type de contraintes & approximer.
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Choix de la fonctionnelle mixte

Dans J (é, g) , la densité d’énergie w° (9, @) n’est écrite que par changement de variable

a partir d’'une forme w° (S) donnée. De plus, la dépendance en ¢ de J (Sé, §) , plus
simple que celle de J (¢, ) semble plus exploitable dans 1'optique de l'introduction d’une
approximation sur ¢ . C’est donc le principe mixte utilisant les variables ¢ et S que nous
choisissons d’utiliser.

Nature des approximations

L’avantage d’une décomposition sur une base de polynémes de Legendre réside dans I'utili-
sation de la propriété d’orhogonalité de ces polyndmes. 1] est donc judicieux de faire apparaitre
dans les différents morceaux de la fonctionnelle J (¢, _) des produits de polynémes de Legendre
et d’opérer des intégrations afin d’utiliser cette orthogonalité. On choisit donc naturellement,
aussi bien pour les contraintes que pour les transformations des approximations de type déve-
loppement par couche sur des bases de polyndmes de Legendre définies par couche.

La question qui va se poser tient alors aux degrés retenus pour ces développements. Les justi-
fications de ces choix seront données au chapitre suivant lors de la construction du modéle.

Sens physique des grandeurs généralisées

L’approche “M4” consistait & introduire dans les coefficients des développements de g
des contraintes généralisées préalablement choisies et définies avec un sens physique maximal
directement déduit de celui de o .

e Le manque de sens physique de S ne permettra pas ici une telle opération. Les grandeurs
généralisées en contraintes seront donc directement les coefficients du développement de S.

e En ce qui concerne les développements de la transformation, il sera par contre possible
de faire apparaitre dans les coefficients de ces développements des transformations pertinentes.

Principe de la modélisation

Ces approximations vont ensuite étre injectées dans le principe mixte en ¢ et S . Les
intégrations sur les épaisseurs de chaque couche, facilitées par I’orthogonalité des polynomes
de base, permettent de faire disparaitre simplement la variable d’espace associée a la direction
d’empilement. On modifie ainsi la fonctionnelle J (9, S ) en une fonctionnelle dont les variables
indépendantes sont maintenant les contraites généralisées et les transformations généralisées.

4.2 Description du probléme étudié

4.2.1 Géométrie tridimensionnelle de la poutre étudiée

Le modéle présenté vise I’étude des poutres multicouches en grandes transformations planes.
La formulation choisie pour le probléme est totalement lagrangienne. On s’intéresse donc & une
poutre multicouche dans sa configuration de référence.
Ce systéme est plongé dans l’espace euclidien R® et muni d’un repére orthonormé direct
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R =(0;E,) cl13) Pour simplifier la section est supposée rectangulaire de dimension 2b dans
la direction de E, .
Le systéme de coordonnées (X) ae(1,3] associé & R permet de repérer un point matériel de la
poutre étudiée dans sa configuration de référence K, par le vecteur position X = X, E, o€
[1,3]
L’empilement des NC couches est réalisé suivant la direction de Ej, . Chaque couche
est repérée par 'indice variable ¢ € [1, NC].
est deélimitée par [0, L] x [—b,b] x [HS, HS].
posséde une épaisseur E; = Hi — He
—c H{+HE
a une cote moyenne H ‘= ——+—2——

interface(c,c + 1)

w
ouche @ + Hi

= =
— couche ¢
H ES
/

L b couchec — 1 HZ
Ey ;
Téz’ Ko interface(c — 1, c)
£

FIG. 4.1 — Géométrie de la poutre étudiée dans Ko

™
N/

Dans ce qui suit, on note € , ’ensemble des points matériels constituants la poutre étudiée
dans Ky . On a donc:
Qo = [0, L] x [—b,b] x [Hi,Hf]

La frontiére du systéme notée 0 est quand & elle divisée en six parties :
6
890 B U apQ()
p=1

avec
(%Qo = Qo N {Xl s 0} 8290 S Qo M {Xg = H_I}YC}

a39025200{)(1:'.[/} 84QOZQOH{X3:H_1_}

6590 = Qo N {X2 e —b} 8690 = Qo N {X2 e b}
Comme nous I’avons déja fait, le systéme dans sa configuration courante, notée K., est repéré
par (O';e, € €3) -

4.2.2 Comportement des matériaux constitutifs

choix de la loi de comportement

Les matériaux constitutifs des différentes couches de la poutre étudiée sont supposés posséder
un comportement hyperélastique linéaire. Pour chaque couche ¢ € [1, NC], on note S° la
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restriction du tenseur tridimensionnel S & la couche c. Nous choisissons pour simplifier I’
exposé la densité d’énergie complémentaire w® quadratique en S¢ . Elle s’écrit donc & l'aide
du tenseur d’ordre 4 de souplesse de la couche K° [Ehrlacher 97].

o (&) = 38 (4.2)

e
I

Cette définition, nous permettra de nous placer ultérieurement dans le cas plus simple du
comportement de type Saint-Venant Kirchhoff ( comportement isotrope ) qui n’est autre que
la généralisation aux grandes transformations de la loi de Hooke.

4.2.3 Formulation plane du probléme
Hypothése de déformations planes

Toujours pour simplifier 'exposé, nous restreignons ci-dessous la présentation du probléme
au cas “plan”. La géométrie du systéme et le repére R ont été choisis tels que le plan (E,, E,)
soit un plan de symétrie pour les sections de la poutre. Dans la suite, nous supposerons confon-
dus les repéres (O E,, E,, E;) et (0';¢y,€,,€3) . Nous allons formuler les deux hypothéses
suivantes :

— On souhaite se restreindre & des cas de chargement ne s’appliquant que dans (E;, E,).

— On suppose de plus que les déplacements suivants e, = E, sont empéchés sur les deux

frontiéres 05 et Ogflo

Ces hypothéses nous autorisent & nous placer dans le cadre des déformations planes. La trans-
formation correspondante peut donc s’écrire :

¢ (X) = ¢1 (X1, X3) €4 + X2, + &3 (X1, X3)e; aveca={1,3} (4.3)

Les champs ¢1(X1, X3) et ¢3(X1,X3) sont donc les inconnues cinématiques d’une telle trans-
formation.
Loi de comportement hyperélastique linéaire de déformations planes

Avec la définition 4.2, le comportement peut s’écrire sous la forme :

=
p=(k) &

Les hypothéses de déformations planes entrainent que pour (i,7,k) € (1,3 et (o,f) €

{1,3) :

Eop = (§;>—1 o (4.4)
(4.5)

—/ afBjk
-1 -1
Eip = (g) ap T (g) Si,=0 (4.6)

=/ i2q8 ==/ 252
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Les équations 4.6 constituent un systéme linéaire de trois équations a trois inconnues permettant
d’exprimer chaque S%, Vj € [1,3] en fonction des Scg, V(a,B) € {1,3} . En injectant ces

K’ , le tenseur plan de

expressions dans 4.4, on fait alors apparaitre un tenseur d’ordre 4,

souplesse de la couche ¢ en déformations planes, qui relie les composantes planes de E° aux
composantes planes de S°. La densité d’énergie complémentaire correpondante s’écrira donc
sous forme indicielle :

1.y [ .
w* (Sap) = 55p (é) 78 (4.7)
afyé

Prennons I’exemple de la loi de comportement de type Saint-Venant-Kirchhoff.

Elle est caractérisée par les deux coefficients matériaux caractéristiques de la couche c¢ €
[1, NC], X° et G reliant S° & E° par:

S° = XtrE° 1+ 2G° E° (4.8)

La cinématique de déformations planes est telle que E$; =0VJ € [1,3] et donc
trE° = Ef; + E5; . Or 4.8 entraine I’ existence d’une composante :

S5 = AtrE°#0 (4.9)
On déduit alors en prennant la trace de 4.8 et en injectant 1’égalité précédente :
SE, + S5 = [(3A° + 2G°) — X°JtrE®
ce qui permet d’exprimer trE® en fonction de la trace de la partie plane de S° :

c __ il c c
g . 2(/\C+Gc) [Sll+S33]

et conduit & linversion de 4.8 ol n’apparaissent plus que Sf; et S3; :

1 A€
E¢ = c __ c c
— 2Gc {é ) (Ac 4- Gc) [Sll + 533] ;}

On peut donc ne travailler qu’avec les composantes planes de S° et calculer a posteriori S,
par 4.9.

Nouvelles notations

Afin de simplifier les notations & venir, nous conserverons les notations utilisées précédem-
ment pour désigner non plus des grandeurs tridimensionnelles, mais leurs restrictions au plan
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de la transformation.

Anciennes notations Nouvelles notations

e X : vecteur position dans R | @ X : vecteur position dans (O; E;, E;)
¢4: QR ¢ (E1, Bs) = (a1, )

VX €R3, V(,5) €[L,3: |VX eR?, V(e B) €{1,3}:
eF(X)=V¢=9¢i,e;0¢ |*®LE(X)=YV(X)=da,(X)ea®es

llbj

(X)= By (X)E;®FE; |e

e

(X)=Eu(X)E,® Eg

(X) = Sap (X) E, ® B

[

(X) =55 (X) E; ® B .

iKn

Etude bidimensionnelle de (S)

Sous les hypothéses précédemment mentionnées, on peut donc se contenter de restreindre
I’étude & n'importe quel plan défini par X, = cste avec X, € [—b,b] .
e La géométrie du systéme plan S, est maintenant donnée par I'intersection de {ly avec le
plan (E;;Es) . Sa surface est notée X

S =[0,L] x [HY, HYC] = ZEC

ou Lf définit le domaine plan de R? occupé par chaque couche c.

Sa frontiére 8%, est donc divisée en quatre parties 85 = U 0pXo, avec :
p=1

0150 = [Xy = 0] x [HL, HYC] | 8:% = [X; = L] x [H, H°]
8,50 = [0, L] x [Xz = HNC] | 8,5 =[0,L] x [X5 = HI]

e Conditions aux limites : Pour simplifier encore ’exposé, nous nous plagons ci-dessous dans
le cas des conditions aux limites particuliéres suivantes :
— En déplacements : encastrement total sur 0,3
— En efforts imposés : densité d’efforts par unité de longueur suivant X3 notée T¢ et
appliquée sur 03X . Les portions de frontiéres 9% et 043 restent libres d’efforts.
Le systéme S, soumis aux conditions aux limites décrites précédemment constitue le probléme
plan & résoudre que nous noterons (Pp) .
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T3

|t

@
3]
@

ety
e} '

[t
&
[

Configuration Ko Configuration K

F1G. 4.2 — Etude bidimensionnelle de la poutre

4.3 Expression du principe mixte correspondant

4.3.1 Expression de la fonctionnelle mixte correspondant au probléme
(Pp)

La nature plane du probléme permet de ramener son étude du domaine tridimensionnel

Qo a la portion de surface ¥, de R? . L’expression du principe mixte tridimensionnelle a

stée donnée en 2.22. En utilisant les nouvelles notations définies en 4.2.3, la solution plane du

probléme (P,) précédemment décrit est recherchée en tant que point stationnaire, sur un
ensemble que nous préciserons plus loin, de la fonctionnelle écrite sur %o suivante :

s.0) = - [ 7@ ek [ £z - o

= 2 =i
5.(8) 1.(59)
(4.10)
. d % * QI * d
furen[ ) s 6oy
5 1.E9)
avec
PN = [0,L] x [Hi,HiVC]
duly = 0%y = [X1=0]x [Hl:HiVC]
OrEy = 035 = [X;=L]x [HlaHiVC]
et ici

¢4(X3) = XsE;

Pour plus de clareté dans les calculs qui vont suivre, nous avons présenté 1’expression de la
fonctionnelle 4.10 comme une somme de quatre grandeurs ayant leurs dépendances propres vis
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a vis des variables ¢ et S :

J(8:9) =31(8) +3:(8,8) + I3 (¢) + s (S, ¢)

Dans chaque quantité J¢, £ € [1,4] , nous allons successivement mettre en évidence les
intégrales sur ’épaisseur de chacune des couches, et donc faire apparaitre les restrictions des
champs ¢ et S aux couches considérées :

Expression de J;

Avec la densité 4.7, on a directement :

5 (8" = AL,[Z/ Ly

i=1

[

‘8.5 dxg] dX, (4.11)

Expression de J,

H"
Z f S(X1, Xa) : [ZQ*CT(Xl,Xg,).E*“(Xl,Xg,)— ;] dXs b dX,

E(¢"0x1.x0)

5(#,8) = [

(0,L]

=1

(4.12)

Expression de J;

Avec T9 la densité linéique par unité de longueur suivant X3 d’efforts imposés, choisie
uniforme sur toute I’épaisseur de la poutre pour simplifier, on a :

S ([

¢*C(L,X3) dX3> (4.13)

He

Expression de J,

NG ,.ge
Ji(¢,87) = ~Z/c {(E*C.gﬂ)l -(—El)} (&7~ XeBs) dXs  (414)
e=1 vV HZ X1=0 !

On obtient donc l'expression finale de la fonctionnelle mixte correspondant au probléme plan
de type encastrement & l'origine et densité uniforme d’efforts appliqués & I'extrémité.
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4.3.2 Enoncé du principe mixte correspondant au probléme (Pp)

Définissons les deux espaces fonctionnels suivant :

By = {8€ (@), g€ (C (£5)° Vee [1,NC]} (4.15)

Eg = {§__ / 5,55 € (€ 6))° Vce[l,NC]} (4.16)

Notons que nous avons imposé la continuité de ¢ sur X mais que les gradients de la trans-
formation et les contraintes peuvent étre discontinus aux interfaces entre les couches. Notons
également que nous n’imposons pas la continuité du vecteur contrainte P.E; aux interfaces.
L’énoncé du principe mixte correspondant au probléme (Pp) devient alors :

Le couple (Q, é) € Ey x Eg rendant stationnaire la fonctionnelle J définie par :

°: S*(X) dxg] dX;

1=1

il

NC He

+ 1
+/ SUX): =
[O,L]{; HE &)+

| oo ¥

Vs (X) V8 (X) - 1] dXs} aXy

NC  .HS
w3 [ {(geese), L @) (- X0E)

est solution du probléeme (P,)

Conclusion

L’adaptation de la modélisation multiparticulaire au cadre des grandes transformations
modifie notablement la démarche initiale.
Nous proposons d’utiliser la formulation mizte en ¢ et S présentée dans la premiére partie
en approzimant simultanément la cinématique et les contraintes.
Le probleme simple que nous présentons pour ezpliquer la construction du modele simplifié est
celui d’une poutre multicouches encastrée & une eztrémité et soumise G une densité d’efforts
& Uautre extremité. La nature de ce probléme nous autorise & nous restreindre 4 une étude
bidimensionnelle.
L’ezpression du principe mizte bidimensionnel correspondant & ce probléme est donnée.
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Chapitre 5

Le principe mixte modifié

_~omme nous-venons de le justifier au chapitre précédent, la modélisation proposée repose sur
des approximations par couche 4 la fois de la transformation et des composantes du second
tenseur des contraintes de Piola-kirchhoff. Ces approximations consistant en des développements
sur des bases de polynémes de Legendre définis pour chaque couche, nous présenterons donc
dans un premier temps les définitions et les propriétes des polynomes constitutifs de ces bases.
Nous détaillerons ensuite successivement la construction des approximations de la cinématique
et des contraintes en présentant les variables généralisées introduites dans le modéle proposé.
L’introduction de ces approximations dans le principe mixte retenu permettra alors de donner
Pexpression d’un principe mixte modifié¢ formulé & I'aide des variables généralisées.

5.1 Définition des bases de polynémes de Legendre

La formulation étant Lagrangienne, ces polynomes ont pour variable la coordonnée X3
associée 3 la direction d’empilement dans la configuration de référence . Pour chaque couche
¢ € [1,NC], les bases de polynomes sont définies par B¢ = {Qa(X3)}eep,ng O o indique le
degré en X5 du polyndme de Legendre considéré.

5.1.1 Deéfinitions des polyndmes utilisés

Comme nous le verrons par la suite,pour chaque couche c , seuls les cinq premiers poly-
nomes de la base B° seront utilisés.
En rappelant que H® deésigne la cote moyenne de la couche c¢ alors que E; désigne son
épaisseur les expressions de ces cinq polyndmes sont les suivantes :
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Q) = 1 (5.1)
Qx) = 2 f;fc 52)
QXs) = —6(QD (X)+5 (53
Q) = ~2(QD° (Xs) + 1@ (X) 54)
Q) = T (@D (%) — 90.(Q5)* (X) +1 (55)

5.1.2 Propriétés
Propriété d’orthogonalité et intégration sur I’épaisseur

Ces polynomes sont construits de telle sorte qu’ils vérifient la propriété d’orthogonalité au
sens du produit scalaire suivant :
HY
Va>1,V8>0, a#p Q5(X3).Q5(Xs) dXs =0 Ve € [0,NC]  (5.6)
HE
On utilisera en particulier la propriété obtenue pour =0 :
HY
Qa(X3) dX3=0 Va>1 (5.7)
HE
De plus, lorsque o= f €[1,2] ona:
HY
Q5(X3) dX;3 = Ej;
He

.Hi ]_

c\2 c
| @ axs = 55
H

HS \ 1
| @rean = 2k

HC

Valeurs sur les faces inférieures et supérieures de la couche c¢

QE) =5 ; Q=3 (5:5)
QyHS) = -1 5 Q4(HZ) = -1 5.9)
€ c 1 c c 1

Qs(HS) =15 5 Qs(HS) =-—15 (5.10)
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Dérivation par rapport a X3

Nous aurons également besoin par la suite des expressions des dérivées des polynoémes par
rapport & Xj .

’ 1
Qi (X3) = —; (5.11)
{ (%) 5
Q5 (Xs) = ~%QE(X3) (5.12)
’ 2
c' . 1 c =
Q5 (X3) = 'E—ng(X?a 105 (5.13)

C’est sur ces bases B¢ pour les différentes couches que nous proposons de développer la ciné-
matique, d’une part, et les contraintes d’autre part. Des choix vont devoir étre faits et justifiés
quand au degré par rapport & X3 de ces développements. Nous allons donc successivement
traiter du cas de la cinématique et des contraintes.

5.2 Approximations de la cinématique

La formulation mixte qui a été retenue utilise comme variable cinématique la transformation
plane ¢. On rappelle que , la restriction de ¢ & la couche c est notée ¢° et est donc définie
par :

Ve e [1,NC], ¢°(X)=¢(X) VX €[0,L] x [H®, H] (5.14)

5.2.1 Forme du développement

Sur chaque couche ¢ € [1,NC], on approxime ¢°(X) par un développement sur la base
de polynomes de Legendre B¢ = {Q%(X3)} .
L’approximation de ¢° sera notée ¢° .
Le probléme qui se pose alors est le choix du degré maximal en X3 de ce développement et
donc du polynéme de B¢ correspondant. Nous avons vu qu’une expression de QZ a l'ordre
un en X3 permet au mieux de retrouver la théorie de Timoshenko pour chaque couche dans
laquelle chaque section posséde sa propre rotation de corps rigide, différente de la rotation lo-
cale de la fibre neutre. Dans le cas de grandes transformations, il semble réaliste d’introduire
une cinématique par couche plus riche, permettant notamment de prendre en compte un gau-
chissement dans le plan (e;,e;) de chaque section & l'intérieure de chacune des couches.

Ainsi, nous faisons ’hypothése cinématique simplifiée suivante :

Ve € [1,NC], ¢° est développée jusqu’en Q5 (X3) et est donc d’ordre 2 en Xj.

Les approximations de la restriction de la transformation ¢ sur chaque couche Vc € [1, NC]
sont donc choisies avec la forme suivante : B

(X)) = ¢5(X1)Q5+ ¢ (X1)Q5(Xs) + 85 (X1)Q5(Xs5) (5.15)
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ou Ve € [1,NC] les coefficients ¢7(X1) , ¢(X1) et ¢5(X1) dans les développements précé-
dents représentent 6 champs scalaires & déterminer.

5.2.2 Introduction des transformations généralisées

Il s’agit maintenant de choisir 6 grandeurs cinématiques généralisées et d’exprimer les 6
coeflicients du développement 5.15, chy(Xl) v € [0,2] & laide de ces 6 transformations géné-
ralisées. Ces transformations généralisées seront destinées & devenir les nouvelles inconnues du
probléme simplifié.

Transformations d’interface

L’un des objectifs de la modélisation étant d’apporter une information sur les phénoménes
d’interface, on choisit donc de faire entrer dans le modéle comme transformations généralisées,
les valeurs des transformations aux interfaces. Ainsi, pour chaque couche c, on définit les deux
transformations généralisées :

¢ (X1) = ¢ (X1, X3 = HS) : valeur de la transformation & P'interface(c — 1, ¢)

¢°F (X1 = ¢ (X1, X3 = HS) : valeur de la transformation & U'interface (c,c+1)

transformation moyenne sur 1’épaisseur

La troisiéme transformation généralisée retenue sur la couche c est la moyenne des trans-
formations des points matériels d’une section de la couche étudiée. Ce choix conduit en effet
aux calculs les plus simples compte-tenu de la propriété 5.7. Elle s’écrit :

1 [HS

?¢&%=E;H:@%thodxs (5.16)
Y4 iy

La figure précédente illustre le choix de ces trois transformations généralisées :
Notons d’ailleurs que :

$°(X1) # ¢(X1, X3 =0)

La moyenne de la transformation des points matériel d’une section en X; ne correspond pas
a la transformation du point moyen de cette section.

A ce stade, le modéle présente donc pour I’ensemble de la structure étudiée, 6/NC transfor-
mations généralisées inconnues.

Continuité de la transformation aux interfaces

On fait alors la seconde hypothése cinématique suivante :
La continuité de ¢ sur chaque interface [c,c+1] V¢ € [1, NC —1] est imposée.
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£C+(-X1 )

) ( & (X1)
%ouche c N e o

]Co ’Ct

1 (X1)

Fic. 5.1 — Illustration de la cinématique généralisée choisie sur la couche ¢

Elle est prise en compte en introduisant un unique champ de transformations QC’C“(Xl)
sur chaque interface [c,c+1] Vc€[1,NC —1] tel que:

QC’CH(XI) - 9c+(Xl) - _(é(c+1)—(X1) Yee [1,(NC —1)] (5.17)

Le recensement de I’ensemble des champs cinématiques inconnus pour la structure constituée
de NC couches, soient (NC —1) interfaces, conduit donc au nombre suivant d’inconnues
généralisées :

2NC champs ¢,(X1)

2(NC — 1) +4 champs ¢5°t(Xy)

avec les notations :
¢2;1(X1) = ¢a(X1,X3 = Hl)

GNONCH (X)) = $o(X1, X3 = HYO)

Les transformations généralisées pour I’ensemble des NC' couches de la structure étudiée sont
regroupées dans un vecteur not¢ @ . On a donc :

P — {56 goetL } (5.18)

Lleen,ve)’ Heepo,na

Forme de ’approximation cinématique

Tl suffit alors d’écrire les définitions 5.17 et 5.16 & I’aide du développement 5.15 pour obtenir
un systéme permettant de relier simplement sur chaque couche, les coefficients er(Xl) v €

[0,2] du développement 5.15 aux transformations généralisées %c , Qc_l’c et QC’CH . On
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trouve les relations :

g(X1) = ¢(x) (5.19)

$(X1) = ¢°H(X0) — 7T (Xn) (5.20)
c,c+1 c—1,¢c

$5(X) = §C(X1)—Q (Xl);? Sl (5.21)

En ne faisant plus apparaitre que la cinématique généralisée dans les coeflicients des dévelop-
pement, on obtient donc I’expression suivante du développement de ¢°(X1, X3) sur B¢ :

(X1, X5) = ¢ (X1)Q§(Xs) + (¢ (X1 — ¢ (X)) Q5(Xs)

QC’C_H(Xl) = _(J_SC_I’C(Xl) (5.22)

+ (@C(Xl) - , ) Q5(Xz)

On rappelle la définition de 1’espace fonctionnel E¢ introduit au chapitre précédent :

Ey = {gg € (C°(%0)", gy € (C1(56))* Ve & [1,NC]}

Le choix de fonctions définies par 5.22 nous restreint & un sous-espace -de WEd;;notré" fsE¢ -qui

est donc définie par :
SEQ = {Q € EQ/QIES de la forme 5.22 V¢ € [1, NC’]} (5.23)
On note ®(X,), le vecteur & 4NC + 2 composantes :
o(X;) = {F c€[1,NC], ae{1,3}; ¢ ceo,NC], ae{1,3}} (5.24)

Le champs de vecteurs ®(X;) X; € [0, L] regroupant ensemble des 2 (NC +1) champs de
transformations généralisées est donc tel que :

® e {(¢* (0, L))" **}

On peut également définir le champs de vecteur auxiliaire & 6 NC composantes :

&(X,) = {(g;)a cell,NC], y€{0,2}, a€ {1,3}} (5.25)

Cet ensemble de 6NC' champs scalaires sur [0, L] est tel que :

& e {(c* (10, 1))}
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L’objectif est maintenant de donner I’expression du tenseur des déformations de Green-Lagrange
sur la couche ¢ correspondant & I’approximation 5.22 de ¢° . On commencera par étudier le
gradient de ¢° .

Notons qu’en raison de ’hypothése cinématique imposant la continuité de la transformation
sur les NC — 1 interfaces, les 6/NC composantes de & ne sont pas indépendantes.
Chaque ny € & s'exprime en fonction d’une combinaison linéaire des composantes de @

comme établie de 5.19 4 5.21. Nous noterons L Dapplication linéaire liant & 4 ® .On a
donc :

A

&=L
(5.26)
Lecl (RGNC;R4NC+2)

En comparant les expressions 5.15 et 5.22, il semble plus judicieux afin de manipuler des équa-
tions plus compactes de travailler le plus longtemps possible & l’aide du vecteur & et d’utiliser
ensuite la relation 5.26 permettant le passage de dad.
C’est ce que nous allons faire pour établir les expressions d’une partie du tenseur des défor-
mations de Green-Lagrange correspondant & I’approximation cinématique proposé. Ce calcul
nécessitera d’exprimer le gradient de ¢° pour ¢ € [0,NC].

5.2.3 Gradient de la transformation plane approchée sur la couche
C :EZ(Xl’X?’)

L’approximation de ¢° s’écrivant sous forme d’un développement sur B¢ jusqu’en
Q5(X3) , son gradient, V¢° = F Z admet donc lui aussi un développement sur B° jus-
quen Q5(Xs) et s’écrit donc sous la forme : VX € [0, L] x [HE, HS) -

F6 (X1, X3) = E5(X1) + E5 (X1)Q5(Xs) + E5(X1)Q5(Xs) (5.27)

En notation indicielle, on a pour i = {1,3} :

8= (¢2),e

d’ou :

Fi= v = (),

23

e ®E, + (ﬁ) e;® E; pouri={1,3}

4,3

On tire alors des propriétés 5.11 et 5.12 les expressions des trois coefficients EF 5 (X1), F; (X1)
et g__;(Xl) en fonction des coefficients du développement 5.15 de ¢° :

c C 1 (4
Fy = ¢, ®E + —E—;Ql ® B, (5.28)
c c’ 12 c
El = ¢ ®FE; — EEQZ‘X’E:; (5.29)
Fe = ¢ ®E, (5.30)
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On peut également représenter sous forme matricielle les composantes des trois tenseurs précé-
dents. En notant ’ la dérivation par rapport a la variable d’espace X; qui n’est pas mentionnée,

on a ainsi :
(%), ), (), 5 (@),
== lEl=] L,
(%), E_g(fﬁsﬁ | (¢), ‘E;(éé)a_

(),00 0
(), 00 0

5.2.4 Tenseur plan des déformations de Green-Lagrange approchés

Si on appelle gz , le tenseur des déformations de Green-Lagrange associé a I’approximation
¢ de ¢ . Le tenseur E° est par définition relié¢ au tenseur F° précédemment étudié par :

1
BS(X:, Xs) = 5 [F7 (X, Xo)-E5(X0, Xs) — 1

Le tenseur Fc est développé jusqu'en Q5(X3) sur B¢ conformément & 5.27. Le produit

FCT £ deﬁnlssant E: est donc d’ordre 4 en X3 . On peut donc écrire E° (Xl,Xs) sous la
forme d’un développement sur B¢ jusqu’en Q5(X3) :

ES(X1, X3) = EX(X1)Q5 + ES(X1) Q5 (Xs) + E5(X1)Q5(X3) + B (X1)Q5(Xs) + EL(X1)Q4(Xs)
(5.31)

Compte-tenu des définitions 5.1 & 5.5 des polynomes de Legendre sur la couche ¢ et de la forme
5.27 de F°, les coefficients ES, o € [0,4] du développement de E° sont des combinaisons

linéaires de produits du type EZTQZ avec (o, B) € ([0,2])> . On a en effet :

ETE = (ETE) @+ (BT E+ENE) 6+ (B E B O

+(ETE) @+ (BT E+ £ E) % + (BT E) @)
Il faut alors exprimer ces produits de polynémes en fonction de polynémes de base de degrés

supérieurs.
La définition 5.3 donne directement :

1 1
(@) = —7Q5 + ;@6
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Pour le calcul de Q$.Q5 , on utilise la définition de 5.4 :
c e c\3 1 c
Q5.Q5 = —-6(Q}) + 5@1
c 2 c
et enfin, 5.5 donne :

@) = 36(@%)4—6(Qi>2+§

27 .
= 1% (Q)
- 140Q“ } FQ? + 5

On obtient donc l’expression finale du développement de gz sur B¢ en fonction des
coefficients du développement de F° sur cette méme base :

h=2

1 1
o) = {3 E e SET R R 00 6

1 [ cT e c¢T re 2 cT re cT 17¢ c
+ {5 | E+ BT B~ g (BT B+ BT (060 1 QEC6)

6=1 =1 T=2

1 | C C [+ C 1 C C 2 4 [4

LB B B - e - R (0} ein) 69
1 cT e cT e c

#4283 [ESTEL + FTES] (X)) ¢ Q5(XG)

{3 [ ] () %)

Nous n’aurons besoin en fait dans la suite des développements, que des expressions de E° et
c : : c -
de E: en fonction des coefficients év(Xl) v €[0,2].

S C
Expression de go

On identifie dans ’expression 5.33 :

c cT e eT 1me cT e
g0(X1) 2 F F 1251 £ 5-F—2 g 1 (Xl)
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D’aprés les relations 8.4, 8.5 et 8.6, on établit aisément les expressions suivantes dans lesquelles
la variable X; est omise :

1 1 c
EST-ES = || ¢c ”2 ®E1+E¢ ¢ (B, ® Es+E;Q E;) + (Ec)2 l| ¢ ”2ﬁs®ﬂ3
¥4 y4
cT e 2 2 144 c 2
ETFE = | ¢ IPE ®E, - Ecé "¢¢ (B, ® E, +E_3®E)+(E)2 |l &5 II* E; ® E4
FTE = | ¢ |PE, ®F,

On en déduit par conséquent I’expression de gg :

=0

¢ _ 1 ¢! 2 1 ¢! 12 1 ¢! 12

g = 3l P+ lg Faile P} Bk
R
2

{¢ ] — g‘;’.gg} (B, ® B3+ E3 ® Ey) (5.34)

1
+§{ — (1165 17 +12 11 65 11 ~1}E3®E3
(Z)

Expression de E' :

On identifie dans ’expression 5.33 :

c _1 cT rc cT 1e 2 cT 1e cT e
ES(Xy) = 5 |EST.Fe + FFe - < (B ES + E E)| (x0)

—1 =0

On a encore :

! ! 12 !
FTFE = 4.8 E1®E1“E,§?3 45 E, ® By

1,
o 85 B0 By -

et
FTF=¢% ¢ E,®F, — f ¢ B, ®E,
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qui conduisent alors & P’expression cherchée de gi :

c 1 o e\ 4
E = "2'{2(?0‘91)_'5'(‘15 ¢ )}E1®E1
! U 24 '
%Ei {(“12 ¢ o+ 858 ) + T 88 } (B, ® E3 + E3 ® E)) (5.35)
P

ot (64) B0 s
;

5.3 Approximations des contraintes

5.3.1 Degré du développement

Aprés le choix d’une cinématique développée & l'ordre deux en X3 , on fait le choix, afin
de ne pas construire un modeéle trop lourd & manipuler, d’ introduire comme approximation sur
les contraintes un développement par couche & 'ordre un en Xj .

e Hypothése sur les contraintes

Sur chaque couche ¢ € [0, NC], S°(X) , est développé jusqu’en Qf (X3)
L’approximation de la restriction de S a la couche c € [1,NC] est notée S° et s'écrit :
8¢ (X) = 55 (X1) Q5 (Xs) + 87 (X1) QF (X) (5.36)

olt en raison de I'équilibre en moments, S7 (X1) et 97 (X1) sont symétriques.

Comme nous ’avons déja mentionné, du falt de ’absence de sens physique pour S les deux
coefficients 57 (X1) et S7(X1) du développement 5. 36 constituent directement les contraintes
généralisées du modéle et vont devenir les nouvelles inconnues en contraintes du probléme
simplifié. Il existe donc 6NC contraintes généralisées que I'on regroupe dans le vecteur S :

s {(£),(8), (), ), 0,607 o

On rappelle la définition de ’espace fonctionnel Eg introduit au chapitre précédent :

Eg = {878 € (€ (5)" vee 1L,NCl}

Le choix de” S défini par 5.36 nous restreint & un sous espace de Eg,note sEg définit par :

sEg = {é € Eg / S(X,) de forme 5.36 sur 5, Vc € [1,NC’]} (5.38)
Le vecteur S regroupant | ensemble des contraintes généralisées est donc tel que :

s e {(c*(o,2)™}
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5.4 Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff ap-
proché sur la couche c

Nous avons proposé une approximation pour ¢° et pour S8, Vee [1, NC] .On rappelle
que le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, P est relié a S et a ¢ par la relation :

P=V¢.

([t

Nous pouvons donc donner 1’expression de ’approximation de la restriction & la couche ¢ de
P en fonction de la cinématique généralisée et des contraintes généralisées.

5.4.1 Construction de (@c)a

Expression de (gc)a

On note P°, I'approximation de P° sur la couche c. On applique donc la relation
—a

P° = V¢S (5.39)

=1

avec . . =
Foo= FoQ5+FoQi+ FoQs

5° = 5°Q5+ 508
P o= Eo5 = (ESS) Q5+ (Boss+Ess) Qs+ (£0.85) (@)

+(Eosc) Qs+ (E.87) @s03

Les propriétés 5.32, permettent alors d’exprimer g sous la forme :

P¢(X1, X3) = P5(X1)Q5 + B5 (X1)Q5(Xs) + B5(X1)Q5(Xs) + E5(X1)Q5(Xs) (5.40)

P
avec
B = S+ S (5.41)
PS = EoSi+ENS— oESS: (542
B = ES- GBS (5.43
Pe = 3F.8° (5.44)

Il sera utile, pour les calculs & venir, de donner les expressions, pour c € [0, N C] , des vecteurs
P .E, et P _.E; pour 7€ [0,3] en fonction des contraintes généralisées et des coefficients
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o5 ¢ et 9 combinaisons linéaires des transformations généralisées. Ces expressions sont

facilement obtenues en utilisant la propriété de calcul tensoriel suivante : Considérons deux
champs de tenseurs d’ordre 2 T (X1) et T,(X:) sécrivant sous la forme :

T (X1)=A(X1) @ E; + B(X:) ® B,

T (X)) = C(X,) ® By + D(X1) ® Ey
On a alors, en omettant les dépendances par rapport a X, les deux résultats suivants :
(T,L,) £ = A(C.E) +B(C.E) (5.45)
et
(2,1,) E: = A(D.E,) + B(DEy) (5.46)

=] =2

En utilisant alors d’une part les expressions 8.4 4 8.6 des F f/ , 7[0,2] et d’autre part les
expressions de é; , 1[0,1] sous la forme :

$¢ = (8.E,) @ By + (85.Es) @ Es

les expressions cherchées donnent directement :

c c c 1 c c 1 c c il c c

_EO-El = fo (50)11 + ‘E’gfl (50)13 + '1_2?1 (51)11 - .E_;géz (51)13 (5-47)
c c c 1 c c 1 c c 1 c c

go-f_}a = QO (50)13 + ng] (50)33 + ﬁ?_l (51)13 - E}E}ﬁéz (51)33 (5-48)
c c(Qc il c(qQc c ¢ cc 12 ¢ (qc 2 c (e

§1-E1 - QO (51)11 + _E—I‘jél (51)13 +Ql (50)11 - ‘E_;Qg ( 0)13 - 5?2 (51)11 (5'49)

c c(Qc I craqc c ¢ qc 12 c(qQc 2 ¢ (qc
gl-ﬁs = QO (51)13 + Eél (51)33 + 91 (50)13 - E% (50)33 - gfg (51)13 (5-50)
P p

g ¢ (qc 1 cd (ac 2 ¢ (e
PLE, = ¢ (So)u— 591 (S7)11 + Eg% (S (5.51)
N ¢ (ac 1o /qe 2 ¢iac
b By = 9, (S6)13 — 6?1 (ST + EEQZ (ST)aa (5.52)
PLE, = 39;’ (S (5.53)
PlE; = 393 (SD1s (5.54)

Conséquences sur _@2 des hypothéses faites sur ¢° et S°

Des hypothéses ont été faites séparément concernant les formes des approximations sur
chaque couche de la cinématique d’une part et des contraintes d’autre part. Aucune hypothése
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ne porte donc sur Pc
En particulier, il n Jest pas imposé a Pc de vérifier :

Les équations d’équilibre : Div P° =0 Vce (1, NC] (5.55)
La continuité du vecteur contrainte : [g“l HD, ~ P H;*] E;=0
(5.56)
Ve e [1,NC - 1]

Les équations 5.55 et 5.56 ne seront vérifiées pour notre modéle que sous forme approchée. Il
est cependant intéressant d’établir dés maintenant les expressions des membres de gauche de
5.55 et 5.56 en fonction des grandeurs généralisées de facon & les confronter ultérieurement aux
équations d’équilibre généralisées du modéle.

5.4.2 Expression de Div P°¢
-—q

Nous recherchons ici les expressions en fonction des grandeurs généralisées, des cofacteurs
des polynémes de base dans le terme Div g qui s’écrit :

Div P = 5o (B ) + * o (E)

La dérivation par rapport & X3 a été distinguée afin d’utiliser les propriété 5.11 & 5.13 des
polynémes de B¢ dans 'expression 5.40 de g: . Ces derniéres conduisent & écrire Div g:
sous la forme :

_Dﬂg = Dwo (Xl) Qg + Divy PC (Xl) Ql(X3)

(5.57)
+D“}2 (Xl) Q5(X3) + Divg P° (X1) Q5(X3)
ol

Div, P° = (gg@l)’ + Eip (:; Qg) - éé; (;_Eﬁ) (5.58)
Div, P° = (gg gl)' - }3—2 (g.ﬁa) (5.59)

r
Div, P° = (g.ﬁl)' + Ei (g&) (5.60)

14
Div, Pt = (P2E;) (5.61)

En injectant 5.47 & 5.54 dans les expressions 5.58 & 5.61, on trouve que :
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le terme 5.58 s’écrit :

Din = {0 (&), + 265 (8), 13¢5 (8.~ 5% ().}
+l§ {Qo (§1>13 * Elgél <§1)33 4 Qil (éfc’) 13 ;—i(bz (éo) 33 2 <=1) 11}

»
F%‘% {92 (ﬁﬂ) 13 % [ﬁl (éi) 13 ;2 . (_1)33] }
(5.63)
I’équation 5.60 s’écrit :
D2 = o {(#),(8), - [®).(8),- % ©),),]]
(5.64)
v (3(90),(£),.}
et ’équation 5.61 s’écrit :
e - 0 (¢, (5),) o5

5.4.3 Discontinuité du vecteur contrainte aux interfaces

La discontinuité du vecteur contrainte aux interfaces (c,c+1) V ¢ = {1,(NC-1)} .
s’écrit :

[£c+1|H:+1 - gclyj] Ey3=0 (5.66)

D’apreés les propriétés 5.8 & 5.10 la discontinuité du vecteur contrainte 5.66 s’écrit donc :

g, - Pl B = [(B57 ) - (57 )] - 5 [(B ) + (208

~[(&rEs) - (Bo)] + 35 [(B62) + (22-2396 |
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5.5 Obtention de la fonctionnelle modifiée

Nous recherchons une solution du probléme (P,) tel qu'il a été décrit au chapitre précédent.
Une solution (¢,S) € Eyx Eg de (P,) est recherchée comme point stationnaire de la

fonctionnelle J avec I’ expression de J ainsi que les définitions de Eg et E¢ données dans

la sous-section 4.3.2.
Nous avons proposé d’approximer ¢ par ¢ € sE¢ C E¢ et 9 par S € sES C ES La

modélisation que nous proposons consiste 3 simplifier la recherche de la solutlon par le principe
précédent en nous restreignant a des sous espaces adéquats. Nous allons donc rechercher une

solution approchée-du probléme (P,) , notée (Qa S, ) sur sE¢ X sEg comme point
stationnaire de la fonctionnelle J (¢* Q*) .
L’interét des espaces 3E¢ et sES réside dans la simplification de Pexpression de J (¢ S*)

pour (Qa , é: ) € sE¢ X sES qui devient une fonctionnelle modifiée notée J ne dépendant

plus que de la variable d’espace X; et dont les variables indépendantes sont les grandeurs
généralisées.
C’est expression de J (ﬂ,g) pour (ﬂ,é:) € sE¢ x sEg que nous nous proposons

d’établir dans cette section.

5.5.1 Rappel de I’ expression de la fonctionnelle mixte utilisée

L’expression de J (Q, §) pour (Q*, é*) € E¢ x Eg donnée en 4.3.2 fait apparaitre quatre

termes :
J(@,87) =1 (8") + 2 (2,8") + J5 (&) + 1 (27, 5") (5.68)
avec
Ne HS 4 _
Jl (_S_) = Z/ {/ by §—c 5 K:_;Sc ng} dX1 (569)
- =1 Y [0,L] He 2= ==

NC

12 (2,8) = Z/{OLI {f:+ 51 E°(¢°) dXs} dX, (5.70)
NC HS
@) = =% /H T, = 1) axs (5.71)

i (8,8) = _§ /H+ [(V¢°-§°)-(—El)]|xl=o'(9 ) sy 4Xs  (572)

Cette écriture nous permettra de travailler successivement sur chacun des morceaux constituant
I’expression de J .
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5.5.2 Restriction de J a 3E¢>< sEg

En remplagant ¢° et S° par leurs approximations polynémiales respectivement _qéz et
éz on fait apparaitre dans les différents morceaux précédents des produits de polyndémes de
base dont les coefficients sont des fonctions des grandeurs généralisées. La variable d’espace
X, disparait alors en réalisant les intégrations suivant les épaisseurs de chacune des couches
qui s’effectuent simplement en raison de I'orthogonalité des polynomes de base.

On obtient, finalement, une fonctionnelle modifiée par les approximations introduites, notée
J , dont les variables indépendantes sont les grandeurs généralisées.

Introduisons successivement les approximations en cinématiques et en contraintes dans les
quatre termes constituant J et définis de 5.69 & 5.72.

Modification de J; (S)

c . ¢ c c. 7. Qc 1 c . 37°. qc c
éa:g :éa = [éo.é.éo—l—ﬁ(él.é.él)]@,
c . ¢ c c 1 c . ¢ c ¢
+2[§0:£ :él]Ql—g[_ﬁ_lzé :_§_1}Q2
qui par intégration sur I’épaisseur conduit donc & :
NC S . NC o 1 .
S s E s - n{s K g g s
c= . - c=1 s =

Modification de J; (S, ¢)

le terme _§__Z : QZ conduit a :
500 (), = [85ES] Qs+ (S0 o+ 8- ] @t + [85: i) (@)
+[ssim]os +[s | Qs+ |55 ] @
]

|8 B Qras+ [s¢: Be] Q.05+ |s¢ B Q505

il =

2 NC 1
S [7 g m =Y B s g B
c=1

Modification de J3 (gé)

On note T% la densité linéique uniforme d’efforts suivant la direction Xj . L’intégration
sur I’épaisseur ne porte alors que sur le développement de (Qc)a ou les termes en Q5 et Q5
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disparaissent :

NC HS NC
> [ Tiax =3 BTg =D
c=1 < c=1

Modification de J; (Q, é)

Sur la portion de frontiére X; = 0, de normale (—FE,) , la restriction & la couche ¢ dela
transformation imposée, notée Qdc s’écrit :

¢ = eyt Fyes Q1(Xa) + O Q5(X0) (5.73)
&) @) (&)

Avec la définition 5.40, 'introduction des approximations dans Jy; conduit & :
= HY =
']4 (q) |X1=075 |X1=0) :/ E: |X1=O -Er [ ¢ — ] IX1=0 dX3
HE
ou
P’ |x,=0 (X3) = P0)Qf + £5(0)QF(X3) + P3(0)Q5(Xs) + B;(0)Q5(X5)

(6° = ¢%) Iximo (Xs) = {65(0) — ey} Q5+ {45(0) — Bges} Qs(X)FHOQ5(Xs)

L’utilisation de I'orthogonalité entraine :

ot = 5529, (8), (), ),
i1§ (Ef 2 (95) T 115 (Qﬁ)m [(Q§)3 = Ef] (5.74)

% (g) 11 (93)1 + % (£;>31 (92)3} (X1=0)

ou les gfy(Xl), Vv € [0,3] dépendent des inconnues généralisées par les relations mises en
évidence de 5.47 & 5.54.
5.5.3 Expression du principe mixte modifié

Nous proposons donc de rechercher une solution approchée (_qéa , éa ) € sE¢ xsEg définie

par le couple de grandeurs généralisées (®@,S) € (C ([0, L]))*¢** x (C? ([O,E]))GNC—rendant
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stationnaire la fonctionnelle J (®*,8*) deéfinie par 'expression suivante :

nu%l

J(®*,8%) = ‘/UL%{jéE; [_5_0 (X S (X)) + 55 (Sc*( ) géi*(Xl))]} =,
o {ZEC[ ) E“<X1>+125:*<X1>:g*<x1>}}dx1

Z ET?.¢%(X1 = L)

+j4 (q)*IXl:Oy S*|X1=0)

(5.75)

avec Jq (®]x,=0, S|x,=0) donnée par 5.74 ainsi que E’* et E?* donnés par 8.2 et 5.35,

Conclusion

La transformation ¢ et le tenseur des contraintes S sont approzimés par des développe-
ments polyndmiaut par couche sur des bases de polynomes de Legendre définies sur chacune
des couches.
Le développement de ¢° est effectué jusqu’au degré 2 en Xj , ce qui autorise d introduire
dans les coefficients des développements :

— des transformations généralisées moyennes sur les épaisseurs des couches.

— des transformations généralisées définies auz interfaces.
Les développements sur S¢ sont effectués jusqu’au degré 1 en X3 afin de ne pas développer
un modeéle trop lourd. Le tenseur S¢ ne possédant pas de sens physique, les coefficients des
développements constituent directement les contraintes généralisées.
Nous proposons donc d’obtenir une solution approchée du probléme en recherchant dans les
espaces fonctionnels définis par ces approzimations un point stationnaire de la fonctionnelle
mizte établie au chapitre précédent. L expression de cette fonctionnelle est modifiée par I’
introduction de ces approzimations. Ses variables indépendantes deviennent les grandeurs
généralisées unidimensionnelles.
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Chapitre 6

Les équations du modéle

ans ce chapitre, nous proposons de mettre en oeuvre le principe approché établi au cha-
D pitre précédent afin d’écrire 'ensemble des équations du modéle formulées en variables
généralisées.

~ La premiére section de ce chapitre est destinée & simplifier la présentation des calculs de
stationnarité de J .

— Nous présenterons alors dans la seconde section les équations de stationnarité de J vis a
vis de ces contraintes généralisées. Ces derniéres s ‘établissent facilement compte-tenu de
la dépendance simple de J par rapport aux contraintes généralisées.

- La dépendance de J par rapport aux tranformations généralisées est elle plus complexe.
L’écriture des conditions de stationnarité de la fonctionnelle par rapport a la cinématique
généralisée est donc un peu plus technique : elle est présentée dans la troisiéme section.

6.1 Commentaire sur la présentation des équations de sta-
tionnarité

6.1.1 Forme de la fonctionnelle J(®*,S*)

L’expression de la fonctionnelle J donnée en 5.75 posséde la forme générale suivante :

A A

J(®*,8%) = / F ( @*,s*,xl) dX, + fi (é*(L)) + (é*’(O), $*(0), S*(O)) (6.1)
0,L]
avec comme définie en 5.26 :
d* = L.&*

ou L € L (R®NC R*NC+2) est une application linéaire.
Par identification de 6.1 avec 5.75 on a donc :
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NC 1 1
F(&",8",8x,) = EC{—— [ﬁC:KC:§°+—<§C:K°:§°>}
( 1) ; P 9|20 = ST p\&E = 1
c c 1 €3 . c
¥ [§§+E§£]} (6.2
) NC
h(&m) =- mY B (s) () (6.3
c=1
£ (87(0,8°0,5°0) = Ja(®'xi0, 5" lxm0) (6.4)

ol _ﬁ_(c) et éi fonctions des ® sont donnés en 8.2 et 5.35 et Jy est définie en 5.74.

6.2 Stationnarité par rapport aux contraintes généralisées

6.2.1 Forme générale

La variation de J par rapport & S* dans la direction 6S € (C* ([0, L]))GNC calculée au
point (®,5) € (C! ([0, L]))*M % (e ([0, L]))*NC s¢crit :

. OF [+ =
D, g = —_— b X
s J (®,8)[68] /[O’L] 5 (q), ,S,Xl) §S dX,
Ofs  (21,0y &
g0 (¥0),(0),50) 350)
La condition de stationnarité
D,s- J (®,5)[68] =0 V5S e (c*([0,L]))*" (6.5)

entraine donc que le point (ci> = L.@) , S vérifie les deux relations suivantes :

(;95* (é’,é,s,xl) = 0 VX;€l0I] (6.6)
Ofr (a1, 4
85+(0) (q) (0),@(0),5(0)) =0 (6.7)

6.2.2 Loi de comportement généralisée

L’opérateur F étant quadratique en S* , 6.6 s’écrit donc Ve € [1, NC] :

C

—§:§S+ZE£ =0
EiSHE = 0
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Moyennant I’inversion des relations précédentes, la condition de stationnarité 6.5, entraine donc
que le point stationnaire (¢, S) doit vérifier :

=0

s - (E) & (63)

=1
s - (E) & 9)

Cas particulier du comportement de type Saint-Venant-Kirchhoff

On se place maintenant dans le cas particulier d’une poutre multicouche dans laquelle chaque

couche est constituée d’un matériau dont le comportement est modélisé par une loi du type
-1

Saint-Venant-Kirchhoff. Les expressions des tenseurs de souplesse de chaque couche, K’ ,

s’écrivent dans ce cas simplement & P’aide des deux coefficients matériaux A° et G°.
e Grace aux relations 8.2 et 5.35, les conditions 6.8 écrites au point stationnaire recherché

(é@ = L.®, S) fournissent les relations suivantes entre :

(S6)1y et &

1 : 1 ‘ 1 ro
S = 0042693 (185 I+ 1 1P 5 0 85 1P -1

L 2 (6.10)
N P (162 12 12 5 112 - (B5)°)
(S)y; et & :
(S5 = (42673 (E;)Q (16 17 4121 451 = (B’

(6.11)

x5 1P 5 1 1P+ 1 1P 1]

~ (S et @
(Siha = 20 [ 65 - o 4] (6.12)

e Grace aux relations 8.2 et 5.35, les conditions 6.9 écrites au point stationnaire recherché
<<I> =L.®, S) fournissent les relations suivantes entre :

A

- (&), o 8

12

(E5)

Pt 2
(SDu = 04209 g8 2078 | X | (619
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- (&), o @

12 ! 7 2 ! cl
(500 = — (74209 bl g+ X [93 4 54 -92] (6-14)
P
- (&), o2
1 / ‘ 24
(St = G 1285 05+ 6 5+ 85 4] (6.19

6.2.3 Conditions aux limites en transformations

Les conditions aux limites en transformations sont obtenues en écrivant la relation 6.7

stationnarité par rapport a <§3)
=0/ 11

La composante (ﬁg) de 6.7 a pour expression :
=0/n

stationnarité par rapport a (ﬁg)
=0/ 13

La composante (ﬁg) de 6.7 a pour expression :
=0/ 13

{(#),0(),0+(%),0[(),0-7]

- (#),0(£),0- (&),0[(%),0-5]} =
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stationnarité par rapport a (éi)n

La composante (ﬁi) de 6.7 a pour expression :
/11

stationnarité par rapport a (g) o

La composante (ﬁ‘l’) : de 6.7 a pour expression :
=1/13

{-(%). 0 (&) ©- (&) ©[(¢), 0 -F}
v () 0 (%) 0+ (%), ©[(£), © - 5]}

+:{(#),0(©),0+ (), (#),0}

6.2.4 Remarques sur les conditions aux limites en transformations

1
o

Les conditions aux limites en X; = 0 trouvées précédemment ont été obtenues en appli-
quant au point recherché (®,S) de € (C? ([O,L]))2(NC+1) x (C* ([0, L]))*"° 1a condition de
stationnarité :

D sf2 (®(0),8(0)) [6S(0)] =0 V35(0) € R*™¢ (6.16)

Définition du terme &%

Nous avons choisi de traiter le cas d’un encastrement en X; = 0 . La transformation
imposée correspondante s’écrit :

¢*(X3) = X3 Eq

La décomposition 5.73 de Qd permet définir comme cela a été fait pour @ a partir de ¢,
le vecteur ®¢ € R*VC+2 regroupant les 4NC + 2 transformations généralisées imposées.
Remarquons que compte-tenu de la forme de la décomposition 5.73 de #% , le vecteur ®¢ ne
posséde que 2NC + 1 composantes non nulles. B
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Forme du terme f,

L’expression de fo = J, est donnée par 5.74. Nous souhaitons distinguer clairement dans
cette expression les dépendances respectives par rapport d’une part a S*(0) et d’autre part
a ®*(0) et ®(0) afin d’exploiter plus facilement les équations de stationnarité portant sur
le terme f, . L’expression 5.74 de f, fait apparaitre sa linéarité par rapport a S*(0) et a
&* (0) , ainsi que sa non linéarité par rapport & ®*(0) . On peut donc réécrire f; & l'aide des
notations tensorielles suivantes :

* * * o (I)*(O) * _ &d
ou :
~ le vecteur S} regroupe les composantes dans des vecteurs S*°.E; , ¢ € [1, NC] dans
(E,, E;) , seules composantes S intervennant dans fo . L’ensemble des composantes
de ST est donc donné par :

(5:)7 = { L {sre)T } € RINC (6.18)
ou Yce[l,NC] :

{81 = {(55%)11 (0), (8515 (0), (8111 (0), (5715 (0)}

~ a désigne un tenseur d’ordre 3 appartenant & RINC @ RENCH @ RINC+2

b+ X 5
— le vecteur { q)*,((%)) } c R8NC+4  Ses 4ANC + 2 premiéres composantes étant données

par les composantes de ®*(0) , et les 4NC +2 derniéres composantes données par celles
de ®*(0).
— le vecteur (®*(0) — ®%) € R*NC*2 ou $¢ a été défini précédemment.
Le terme portant sur f, dans I’écriture de la stationnarité de J par rapport & S* est donné
par 6.7. Compte-tenu de la forme 6.17 de f; , cette condition se réécrit au point recherche
(®,S) sous la forme du systéme non-linéaire :

|

. { ;’((%)) }] (®(0) - ®%) = {0} e R (6.19)

e

avec

2 { 0] e mooomnes

(q)(o) _ @d) c R4NC+2

Ce systéme présente donc une indétermination de rang 2 qui traduit pour 'instant I'incapacité
du modéle & imposer la condition ®(0) = ®¢ pour I’ensemble des 4NC + 2 transformations

généralisées en X; = 0. Deux remarques peuvent étre formulées :
e Le vecteur ®(0) € R¥VC+2 vérifiant

@(0) . @d € R4NC+2
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est bien entendu une solution de 6.19.

e La taille du systéme non-linéaire 6.19 est conditionnée par le degré du développement

retenu pour l’approximation réalisée sur S; . En augmentant par exemple ces développements
jusqu’en QS a matrice du systéme non linéaire devient telle que :

[%'{ g’((%)) H € ROVC g RINCH?

Le systéme présente donc 6NC équations pour (4NC + 2) inconnues.
Mais la encore, (®(0) — ®¢) = {0} € R*¥O*? est une solution.

6.3 Stationnarité par rapport a la cinématique généralisée
6.3.1 Forme générale des équations de stationnarité

La variation de J dans la direction ¢® € (C* ([O,L]))ﬁNc
appartennant & (C! ([0, L]))* ™™ x (¢ ([0, L)))*"¢ secrit :

Jos

0fi (s dd* (L)
YD) (<I>(L)) Tl

d OF dd* OF dd*
= = ]+ = 8B dX
/[O,LI{ Xy (8@*’ d{)*) o d(I)*}(tI»,S) 1

calculée au point ((i>, S)

OF d&* __,

D,z J (®,8)[69] Py & dX, +

OF d&*
0+ dd*

0P| dX,

([ oF d®” of, d®*(L)

+ ( —. *,>+ : e §® (L)
|\ 0%+ d® 0&+(L) d®* (L) |, _,
[ [ oF 4d" af, d®*(0)

+ = == | T —= J 6P (0
i (a@*' azcb*) 0%+(0) d2*(0) P )
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Les conditions de stationnarité de J par rapport & ¢* entrainent donc que le point
(@ = L.P, S) doit vérifier les trois relations suivantes :

d oF dd* N OF dd*
dx, \ od+ d®* 9%+ dd*

(i”,é,S,Xl) = 0 surl0,L] (6.20)

oF dé*’) af, dd*(L)
e — = 0 (6.21)
(a@* d® od*(L) d®*(L) el
OF dd* 8fs d®*(0)
e [+ =0 6.22
l: (6@*1 d@*) dd+(0) d®*(0) _ ( )

oit 0 désigne 'application linéaire nulle de R*M“*? dans R . Or l'application L étant
linéaire, I’opérateur :

dé* - dé*l = 6NC ANC+2
& = ggv = L € L(RTCRTEE)

est constant.
Les équations 6.20 sécrivent donc :

d oF oF A
— - + — & ,$,5,X,).L=0 sur|0,L
{ e (a<1>*’> 8@*] ( 1) 0. Z}

Elles sont donc obtenues par des combinaisons linéaires des termes :

d oF oF aroa
—~ - —| (®,2,8,X L (RN R 6.23
[dX1<a<b*’>+aq>*]( 88.%) | e £l ) (629
De méme les équations 6.21 s’écrivent :
{ afi -+ h L=0
oP 0®*(L) 1=
et sont donc obtenues par combinaisons linéaires des termes :
F
s o f?fl ] € L (R°VC;R) (6.24)
o®Y  09d*(L) i
Et enfin on a encore 6.22 qui s’écrivent :
{— ( ai) 4 of L=0 (6.25)
0d 0> (0) X120

Elles sont donc obtenues par combinaisons linéaires des termes :

[— ( oF ) . o } € £ (RVC;R) (6.26)
|X1=0

987 | 93+ (0)




6.3 Stationnarité par rapport a la cinématique généralisée 101

Nous allons dans un premier temps mettre en évidence les termes 6.23, 6.24 et 6.26. Nous
préciserons dans un second temps pour chaque transformation généralisée la nature de la com-
binaison linéaire & réaliser sur les termes précédents afin d’obtenir les équations de stationnarité
par rapport a cette transformation généralisée. Notons que ces derniéres seront exprimées sous
une forme plus compacte a l'aide du vecteur & .

Remarque sur le terme f,

Le traitement des conditions aux limites en transformation, nous a conduit & écrire le terme
f» sous la forme 6.17. On s’intéresse ici & sa variation par rapport a ®*(0) e RY C+2 calculée
au point (®(0), S(0)) .
Cette variation s’écrit :

D g+(0)f2 [0®(0)] = Si. [%{ g’((%)) H 0%+ S1. [g{ g;’((%)) } ] (®*(0) — %)

La condition de stationnarité 6.22 en X; = 0 posséde alors I'expression suivante :

L) el Do b {28} o0 -

Ve

(@)

v (5@(0),5@’ (0)) € RINC+2  RINC+2

(6.27)
Elle fait apparaitre un terme noté (¢) qui appelle le commentaire suivant :
o oF . . .
D’aprés la définition 6.2 de F' le terme : 8@*') g est issu de V'intégration par partie
|X1=0
du terme : 1
L NC HS I NC HY,
/ S| 8°:0E dXzdX: = / > / P §E" dX5 dX,
o ‘HJme T T° o &g TTE

qui fait apparaitre :
L NC

”
/0 ; f; [22-592],1 dX;3 dX;

oF o c
_ <8‘i>*'>IX1=0 - [;/_ (%E_l) 0P dX3:]

On a donc

| X1=0
Mais la définition 6.4 de f, est équivalente a :
NC 2l
fa=~ {Z | BB (4 - ¢t) axs
c=1 - | X1=0

En écrivant la variation de f, au point (®,S) dans la direction 6% , on fait apparaftre deux
termes. La variation sur ¢ porte & la fois :
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— sur le terme (ﬂ — qbd) et conduit précisemment aprés réécriture du terme a ’expression :

sl.< { ;’,((%)) }) 58(0)

— sur le terme EZ et conduit aprés réécriture au terme :

S. [%{ gg((%)) }] (2*(0) — &%)

On en déduit donc que le terme (¢) est nul.
L’équation 6.27 se restreint donc & :

ne

S. [_%{ gg((%)) } ] (@*(0) — @%) =0

V (6®(0),5%'(0)) € RENCH? x RANC+2

(6.28)

Conclusion : Les relations 6.19 et 6.28 provennant de I’écriture au point (&, S) de la station-
narité de J par rapport & S* et par rapport & ®* en X; = 0 imposent donc (12NC + 4)
conditions non linaires reliant (®(0) — ®¢) € R™VC+2, S; et &'(0).

Il semble difficile de démontrer rigoureusement que ’ensemble de ces conditions imposent

®(0) = @4 (6.29)

Notons cependant qu'un @ vérifiant 6.29 est bien une solution de I’ensemble des équations 6.19
et 6.28. On peut raisonnablement envisager que d’éventuels cas contraires soient pathologiques.
C’est pourquoi, nous admettrons donc dans toute la suite que I’ensemble des équations de
stationnarité écrites en X; = O conduisent & la relation 6.29.

6.3.2 Expressions des termes 6.23, 6.24
Pour la composante ¢ de $, Vce[l,NC]

— Le terme 6.23 s’écrit donc :

d OE; 1 oE®
B {8 — D 5% —— (6.30)
T alg), T ele),
— Le terme 6.24 en X; = L s’écrit :
aE° OE°®
pelg. S0 1o “E — EeT? (6.31)

1 a(g),
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Les expressions 8.2 et 5.35 permettent de calculer les quantités suivantes :

| 3((99%) ) %{2(%’>i§‘1®ﬁl+%§(Qi)i[ﬁ1®ﬁa+ﬁ3®ﬁl]}
ag? = 1{2(9)E1®E1 ; (Q).[E1®_1§3+E3®E1]}
< a(gg)i 2
B
2(¢,),
o _
[ 2(%),

Le terme 6.30 a donc pour expression :

E (£),,(8),+ 5 (&), (¢),

1 - (6.32)
12 [(Sc)n (fb‘;’)i - Eg (éi) 13 (?g)z:l}
Le terme 6.31 a donc pour expression :
B (), ()5 (), ()
(6.33)

3 [(éi)n (#),- ;2 (8,4 (9;)]}|X1_L—E;nd

Nous nommerons (I')® I’ensemble des termes 6.32, 6.33 écrits sur la couche ¢ .

Pour la composante ¢ de & ,Vcell,NC|

— Le terme 6.23 pour la composante (Qi) s’écrit :

7

d oE° 1 oE" OFE°¢ E; oE*¢
_Ec___ Sc ‘ —=1] + _ﬁc : =1 4 EcSc : =i + Sc . =1
”&{ia } =a(s), 12T a(#),




104 Les équations du modéle

— Le terme 6.24 s’écrit :

e
L,

. OB 1. 0
5, B (Q‘il’)J s o

Les expressions 8.2 et 5.35 permettent de calculer :

B = i) m o o) mem o)
) {p@) i )] mon-g @) monmon)
S
% _ li(qsc’) [E1®E3+£3®E1]——£2(¢> E,® L
o) P BT

Le terme 6.34 s’écrit alors :

gt (), 5 (#),-% (), ©)]

) g (6.36)
e (§0> 13 (Qg!)i + _; (éo) 33 (91)
¥ 11_2 (él)lfi (9(1:,)1, B _I%'E <§1>33 (é2>
Le terme 6.35 s’écrit :
E'r {[(é()) 11 1_12- <?(1:'); - _El— (-—0) 13 (é2> ]
(6.37)

r5 ), (@), -3®),)+ 5 ). @)}

p

Nous nommerons (I'¢)° ’ensemble des termes 6.36 et 6.37 écrits sur la couche c.
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Pour la composante ¢, de $ ,Vce[l,NC]

—~ Pour la composante (gb;’) le terme 6.23 s’écrit :
=2/;

—E"’—d— S -——823 + iSC z ———8§i + ESS° 9E, + ﬁSC : ——dgi
R a(e), P a(g),) T e(e), BT a(4),
(6.38)
" — De méme 6.21 s’écrit :
oE°¢ 1 oE°
E: |58 : ———+—=8 " = (6.39)
P [:u P (Q; )i + 12=1 3(?2 )lil o
Les expressions 8.2 et 5.35 permettent de calculer :
8—‘2—%)— = (&) B0k
-2 /s
a—%)— = 2 (&) Eom+ %Ei (¢5) 1B ® By + By ® E))
T aizif) = —%é— (6), 1B © By + Es ® Bi] + (—;27 (45) B3 ® By
i
sy - i) s @) men o
| Ty (&) B0 E
P
Le terme 6.38 a donc pour expression :
_Epa_d_l {% (éo)u (?2) + 12 [_g (éi)u (?1 ) + gEig (_1>13 (—2) ]}
(), (9), 5 (), (&), (640
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Le terme 6.39 a donc pour expression :

{1(g), @)+ 5 [ (), (), 55 (), )] (641

|X1=L

Nous nommerons (I';)° ’ensemble des termes 6.40 et 6.41 écrits sur la couche c.

6.3.3 Stationnarité par rapport aux transformations généralisées

Stationnarité par rapport a Qc

D’aprés 5.19 et 5.21 on a :

C

7 = QC’C_H_'_QC_LC
92 - é - 2

La relation 6.20 s’écrit donc pour la composante qﬁf :

OF  OF 3(9?8>i+ or 9(%),

g, —B(gbg)i 0¢; a(¢g)i %;

avec par dérivation de 5.19 et 5.21

(o%), _ o(#), _ |
og;  0d
4
o(#), _ o(4), _ |
o 04

L’ensemble des équations de stationnarité de J par rapport & la composante E, Vi =
{1,3} et Ve € [1,NC], est obtenue en sommant les deux termes (Io)® et (I'2) :

(To)*+ (Te)°|=0

En appliquant cette combinaison linéaire :
— aux équations 6.32 et 6.40, on obtient les deux premiéres équations d’équilibre du modéle
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par couche, soient 2NC équations d’équilibre pour la structure :
d 1 o 1
Tax, {(_o)n [g (¢7),+ (4 ),-] T E (8, (#)
il c c’ 31 c) c)
i [20 <§1>11 (91 )1 5 BS (—_S—'l 13 (92 i
) (6.42)

5 (8., (&), Gy (5). ),

— aux équations 6.33 et 6.41, on obtient les équations de conditions aux limites en efforts

en X; =1L :

Stationnarité par rapport a Qc’c“ Vee [1,NC — 1]

Vi={1,3} et Ve e [Ll,NC —1], on a d’apres 5.20 et 5.21 :

| (ﬁ)z = oot _ giTle

¢s+1,c+2 _ ¢;_:,c+1

+
—
Se—
Il

(¢

Le+2 o+l
( ¢c+1> _ a;ﬂ 3 ¢§+ et &5 o+
\ =2 1 ’ 2
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ce qui conduit & :

oF or  0(47),

oF 90 (ﬂH)i

6¢:E.',C+l

2 (¢), 04"

oF 0 (Q‘{)i

(e,

1

or 9(%),

1

avec par dérivation de 5.20 et 5.21 :

o (¢),

2(¢5"),

a(g;) Y (@;)i 07"

2(4),

8 ¢1g,c+1

_W = -1
o(#), _ 1
8¢Zq,c+1 - 9

L’ensemble des équations de stationnarité de J par rapport 3 la composante ot Vi =

{1,3} et c € {1, NC — 1] est donné par la combinaison linéaire :

1 2

il

-+ § @] + oo - S| =0

Cette combinaison linéaire appliquée :

~ aux équations 6.36 et 6.40 conduit donc & 2 nouvelles équations d’équilibre pour chaque

interface, soient 2 (NC — 1) équations d’équilibre supplémentaires pour I’ensemble de la
structure. Leurs expressions sont données ci-aprés en 6.44.
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(6.44)

— aux équations 6.37 et 6.41 conduit & 2 (NC — 1) nouvelles équations de conditions aux
limites en X; = L dont les expressions sont donneés ci-apres en 6.45.
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| X1=L
1 1 . 24 1 B
~Ey {5 (So)u (). + i {—g (él)n (). + ST (él)13 (¢3) ]}|X = 0
=
(6.45)
Stationnarité par rapport a ¢!
D’aprés 5.19 et 5.21 on a :
¢1 — ¢1,2 _ ¢0,1
1 T T
1,2 | 40,1

2 __ 7l Q ’ +9 ’

91 - Q - 9

On a donc
oF OF 10F

691 " 09 204}

On en déduit que 'ensemble des équations de stationnarité de J par rapport & ¢§”1 Vi ={1,3}
est obtenue par la combinaison linéaire suivante :

T+ -;— Tg)'=0

En appliquant cette combinaison linéaire :
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— aux équations 6.36 et 6.40 pour la couche ¢ =1, on obtient 2 équations d’équilibre

supplémentaires :

= {BE). |5
1

% (), (@), -2, -5(),) + (8),
(¢)

“p
+12

(), (@), 5 (&
s @), @), o[ (@), 2@) ]| -5 (€)@, 5

(6.46)

— aux équations 6.37 et 6.41 pour la couche ¢ =1, on obtient deux conditions aux limites

en XIZL 5

B {[(8),, % (¢

Stationnarité par rapport a QNC,NCH

D’aprés 5.19 et 5.21 on a:

?ivc _ SéNC,NC'+1 _ QNC—I,NC
R— ?NC,NC+1 . séNC—l,NC
(_]5.1 - ?2 - 9
D’ott par conséquent : ;
oF _OF 1 OF
NC,NC+1 — q,NC 9§ 9.NC
0¢ ¢, 204,

On déduit alors que les équations de stationnarité de J par rapport & ¢11_v GNCH v = {1, 3}

sont obtenues par la combinaison linéaire suivante :
1

2

(Fl)NC (F2)NC' =0
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En réalisant la combinaison linéaire précédente :

— sur les relations 6.36 et 6.40 pour ¢ = NC , on obtient 2 équations d’équilibre supplé-

e (g9), [ (@), - 5 (¢
(), (@), o), +
s (8, [(@), %@cx}}

#(se), (), + 5 (8
L (), | (e
1

=l
_Eg"c (éivc) 33 {(QQIC)z T2

)J+

NC
EP

12
2

), -6 |- (&), +3 (¢
()] =0

0 )J (), (&),

(), [(e1°),— 8 ()]
Nc)H

2

(6.48)

— sur les relations 6.37 et 6.41 pour ¢ = NC , on obtient 2 conditions aux limites supplé-

mentaires en X7 = L données par :

NC
Ep

{(2°), % (&)~ =
oz (29,0 [@), -3 (&) )+

HEGNCi)

4 (e), (o

1

ENC’
5

2 P

(Y

), (@

(6.49)

) s

6.3.4 Remarque sur les conditions aux limites en efforts

Nous nous sommes restreint, afin de simplifier la présentation précédente, au cas de condi-
tions aux limites en efforts imposés de type densité uniforme le long de X; = L .
Nous avons vu que 'approximation réalisée sur S pose un probléme au niveau des conditions
aux limites en transformation imposée. On doit maintenant envisager un cas de chargement
imposé plus général que la densité uniforme afin de mesurer I'influence de approximation de

S sur ce type de conditions aux limites.
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Le terme d’effort imposé a été noté f; . Dans le cas général d’une densité d’efforts imposés non

uniforme, ’expression

—fi (‘i’) =

ou on peut identifier :

de f, est donnée par :
HS HS,
| riasax )+ [ s ax,
HE HE
NC-1 Hi+1
L
B 4 1 HE
H[Trgan) -5 )T
HE i
i H i H
— (/ TQ; dX3> ~3 (/ T4Q; dX,
| H! HL

NC

2

c=1

—cC

i

HC+1

+
Hc+1

1

5 TiQst dXs)

T4Q dX3>

.qbc,c—i-l
e

/ TiQY° an)]
une

¢m1

HNC

(.

1

NC,NC+1
2 @

T'QY°¢ an)

HC
—cd + .
- T = ( / _{Z:ng ng) un effort moyen sur I’épaisseur de la couche c.
HS
——cd H d e YA
- M = T%Q¢ dX3 | un moment moyen sur I’épaisseur de la couche c.
He
—5ed g d e : « .
- G = T9QS dX;3 | un effort que nous baptiserons le “gauchissement moyen sur
HE
I’épaisseur de la couche c "

La condition aux limites en X; = L est de la forme :

avec

[Q]

[Q] g {51} . {Fd}

[Q] (Q’(L), @(L)) € RANC+2 o RANC

{8,} € R*NC défini dans la sous-section 6.2.4

{F¢} e R*NC*? fonction de de, :M—_Cd, G_Cd Vce[l,NC]

L’approximation en contraintes choisie ne permet pas ici non plus de récupérer ’ensemble des
efforts imposés. La solution, tout comme dans le cas des conditions aux limites en transforma-
tions serait d’augmenter le degré en X3 des développements de S° .
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6.4 Commentaire sur la forme des équations d’équilibre du
modéle

6.4.1 Rappels

La méthode proposée consiste & faire porter les approximations retenues & la fois sur S
et ¢ . On approxime donc par définition, la restriction de P sur chaque couche par un
développement sur B¢ jusqu’en Q$(X3) que I'on note !_iz . Mais rappellons que :

— D’une part nous nous n’imposons pas & _@Z de vérifier I’équation :

Diy P°(X) =0 VX €T, Ve[l NC| (6.50)

— Et d’autre part, nous n’imposons pas non plus & _BZ d’assurer la continuité du vecteur
contrainte sur chaque interface qui s’écrit :

[PC“ _pe ] By;=0 Yce[l,NC—1] (6.51)

[Hc+1 IHC

Les expressions des équations 6.50 et 6.51 ont été établies au chapitre précédent. L’objet de
cette section est maintenant de faire le lien entre les équations d’équilibre du modéle proposé
qui viennent d’étre établies et ces relations.

6.4.2 Variation de 1’énergie de déformation par rapport a la transfor-
mation ¢* ¢ 3E¢

Les espaces E¢ et B S ont été définis respectivement en 4.15 et 4.16. Considérons alors
la fonctionnelle mixte J (qb S’*) avec (¢, S*) € E¢ X ES sous sa forme 5.68.

Les équations d’équilibre en un point (Q, :) € qu) x Eg sont obtenues en annulant le cofacteur

de 6¢ dans l'intégrale sur Sp provennant du terme

D 472 (¢, 5) [8¢]
Or, on a Pégalité ( voir annexe 2 ) :
HS
/ SC SE° dX;3 dX, = f f P¢ Vet dXs dXy
[U Il c=1 0 L] c=1 o -

Les équations d’équilibre sont donc également obtenues en annulant le cofacteur de d¢ dans
I’intégrale sur &y provennant du terme :

f Pc : 6V dX; dX) = W (6.52)
[0,L] = =

ol
(¢,P) € Ey x Ep avec Ep défini en 2.26.

— 0W représente donc la variation par rapport & la transformation de I’énergie de défor-
mation.
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Formes des équations d’équilibre obtenue en un point (Q, g) € 3E¢ x Ep .

Recherchons dans un premier temps, les formes des équations d’équilibre obtenues en un
point (Q,E) € 3E¢ x Ep . Il s’agit donc d’intégrer par partie le terme 6.52 dans lequel par

définition de sE ona Veel[l,NC] :

6¢°(X1, X3) = 5§(X1)Q8 + (5Qc’c+1 - 5f—1’c) (X1)Q5(X5)

t (@ : u—) (X0)@5(Xa)

on obtient :

NC
v L
(0,L}
NC-1 Hi“"l 1
Z{[_(/ __'L._'UBC+1Qi+1dX3)——(
Hi+1 - 2

c=1

HL 1 H3
= Div P° QS dX3 ~3 Div P° Q5 dX3

HE HE

HE

HS HS
/' " Div P* ng) + ( " Div P* Q¢ dX;,,)] 5¢°

-

|

Hc+1
/ + o _B_c+1 Qg+1 ng)

HC+1

_[Pc+1 _ pe ].Ea}légc,c+l

=lH =HS
I H! 1 HY
—( D P Q) dXs) -5 ( /H DivP' @} an)} 54"
- Hfo g NC n\NC 1 H-I’YC g NC nNC NC,NC+1
L(/Hl_w Div P Q) dxg) —-2-</W Div P @} an)}-(SQ NOH g,

On déduit alors les expressions suivantes des équations d’équilibres pour P € Ep :

e Vce[l,NC],VX;€[0,L] :

HS HS.
Diy P°dX; | + Div P° Q5 dX3 ) =0 (6.53)
He HE -
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e Vce[l,NC—-1],VX;€[0,1] :

H:-+1 1
_ / _l)ﬂ £c+1 Q§+1 dX3 .
gt S 2

Hc+1
/ + _Dﬂgc—i—l Q§+l ng)

HEH
HC 1 HC .
[T DiwpeQsaxs) - = ([ Div P Q5 dXs (6.54)
He - 2 \Jne -
c+1 ¢ —
- [ngi'H - :%ng] -Es =0
oV X;€[0,L] :
H} 1 [H:
- Diy P' Q1 dXs | — 5 Diy P' Q3 dX3 | =0 (6.55)
H: HL
oV X;€[0,I] :

HNC

1 [EY°
</H Div P¢ Q¢ dXs) —5 ( /H Div PNY Q}° an) =0l (6.56)

6.4.3 Effet de 'approximation sur S

L’approximation qui est de plus réalisée sur S dans le modéle proposé, a pour effet
d’approximer P° sur chaque couche par un développement donné par :

PE(Xy, Xs) = PE(X0)Q5 + PE(X1)QE(Xa) + PS(X)Q5(Xs) + PSCXA)Q5(Xs)  (6.57)

—qa

ou les dépendances des gfy (v €10,3]) par rapport aux grandeurs généralisées sont données

par les relations 5.41 & 5.44.
P appartient donc a un sous espace de Ep , not¢ sEp défini par :

sEp = {Qe Ep /£I28 de la forme 6.57V c € [O,NC]}

En réutilisant les notations 5.57, on vérifie alors que les équations d’équilibre 6.53 & 6.56 trou-
vées précédemment pour P € Ep s’écrivent pour P € sEp :

e Vce[l,NC],VX,€[0,L] :

Divy P + ¢ Di, P5 =0 (6.58)

4




6.5 Application au cas du monocouche avec gauchissement 117

e Vce[l,NC—-1],VX; €[0,L] :

]‘ c 0 4 1 . c:
1B Divy B 4 g5 B Divg P
(6.59)
1 _ 1 e
— L BSDiv, P+ o BiDiv, P~ [Bift — By | By = 0
[ ] Xl € [O,L] :
——Elle P! - —OE Div, P! =0 (6.60)
L4 X1 S [O,L] .
1 NC NC 1 NC ny, NC _
5l Div B - 5By D P =0 (6.61)
Conclusion

Nous avons mis en évidence que la nature des approximations réalisées sur ¢ et sur
S conduit & des équations d’équilibre données par 6.59 a. 6.61 et qui s’écrivent comme des
combinaisons linéaires

- des équations Div Pc =0 dans Sy qui sont données de 5.62 & 5.65.

— et des équations 5.66 6 de continuité du vecteur contrainte aux interfaces :

[P]C;;}H PTHC] E,=0 Yce[l,NC—1]

6.5 Application au cas du monocouche avec gauchissement

On peut tirer des équations précédemment établies, les équations correspondant au cas sim-
plifie du monocouche ( NC' = 1) avec gauchissement. Pour plus de lisibilité, nous présenterons
celles-ci en adimensionnalisant les paramétres cinématiques.

6.5.1 Adimensionnalisation de la cinématique
La transformation

Nous allons introduire les quantités adimensionnalisées :

Xo = % (6.62)
5,(6) = FR(BX) (6.63)
6, (X)) = El—;w (ByXo) - ¢ (BpXa)] (6.64)
¢ (Xa) = ]—;; ¢ (BpXa) & (E”X“);¢ (EX)) (6.65)
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Formes adimensionnalisées de go et El

On trouve successivement les expressions de L et de E, en fonction des paramétres
cinématiques adimensionnalisés donnés précédemment.
~ En appliquant 8.2

1 P
£ = ;{18 e le Pl P} B s

1 -1 '

+5{8, 0.-0.¢} (B,® B+ By 0 E))
1

+{le P+l ¢, 2 -1} B 0 B (6.66)

— en appliquant 5.35
1 - 4 / '
B, = 3{28 8 -5 .} moE,

DO
)._.\

— / 24
“123,.6, 4004 3¢, () (B8 By + B O )

(B ® E, (6.67)

Loy
2
6.5.2 Loi de comportement

On rappelle les expressions 6.8 et 6.9 de la loi de comportement généralisée :

0 _I,EO

[
I
il

o =

il

Si on part d’une loi de comportement tridimensionnelle dans I’écriture de la loi de type Saint-
Venant Kirchhoff, en remplacant le jeu de paramétres matériau (\,G) par le couple

(E,v) ,laloi de comportement généralisée du modéle relie pour v = {0,1} , les composantes
du tenseur §7 en fonction des composantes de £7 par :

(I-v 1%
(§q) oo (1 —127/) ()1i v) (Q”Y) 11 N (1-— 2:/)E;1 + V) (g’v) 33 (6.68)
(:5;7) 33 - (1 —(12;)1/()113- v) (E ) + (1- ZZ)E(I +v) (—E”:'Y) 11 (6.69)

(é(’) 31 fV (é“/) 13 (6.70)
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Afin d’alléger 1”écriture nous introduirons en particulier les 3 constantes ne dépendant que de

v, et (v) , c2(v) et c3(v) quisont respectivement définies par :

1-v)
al) = (1-2v)(1+v)
@) = 7 ——121/) 1 +v)
() = SaTo

(6.71)

(6.72)

(6.73)

En reportant les expressions de E et E | sous leurs formes 6.66 et 6.67, dans les relations

=0

6.10 a 6.15, on obtient les expressions des composantes de éo et de él en fonction des

grandeurs adimensionnalisées :

Expression de éo

— ! 1 ' 1 '
S = Ba@) 3 {13, P 0 P g 1P -1}
e, 12 +1211 ¢, 17 -1

1{
2
533 = Ec (v) % {
1
2
{

81?3 = ECg (l/)

Expression de S

1 (- '
Sy = Ecl(V)E{éa .8, — =8, .g}—Ecz(u)12Qa.ga

)
) ]_ — ! ' 4 ' ’
Sz3 = —Eci(v) 12Qa'£a+E02§ ¢, -ba _EQG S
1 — ' 24
sl = E03§{—12Qa.§a+ﬁaﬁa+—gga .ga}

6.5.3 Equations d’équilibre et conditions aux limites
Stationnarité par rapport & ¢

Dans le cas du monocouche, & l'aide des notations 6.62 & 6.65

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)
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— L’équation 6.42 devient :

% @), 55 @), 5 0), & -3 (8),8)
e on(g), o (@), 0 - (), a0 (), [B 5] -
(6.80)
— Les équations 6.43 fournissant les conditions aux limites correspondantes devient
| 1 g, 3 d
{(go) [qba +g£a] (8,), 8+ 555he — (_1)13ga} xep =T¢|  {6.81)
Stationnarité par rapport a Qo’l
— D’aprés 6.46 on a. :
d ' ' — / '
—dXg- {(éo)u [11_2_‘1 T -l%gal + (éo)wc * 11_2 (él)n [-(é“ N gg‘l - %Qa]
+(8), |+ s
* (SO) 33 [Q“ + 6—C-a] * (§0)13 [Eal B %Qa'] - (§1)33 [ﬁa o %Qa]
+55 (8),0 |68+ 3¢ -
(6.82)
— D’aprés 6.47 les conditions aux limites en X, = — correspondantes sont données par
P
1), [m + s+ (©) 6 5 (8),, |8 -5 -3¢
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Stationnarité par rapport a 91’2

~ L’équation 6.48 conduit & :

_d;j(a {(gﬂ) 11 [-l-—11_2'9‘a::t B %&,} B (-§—0> 13£‘1 + 11_2 (él)u [E_ﬁ‘ar + %Qa’ a %g‘;]

(6.84)
- L’équation 6.49 donne les conditions aux limites correspondantes :
1 I 1 ' 1 — 1 ' 2 ]
B T ™ _ il =05
{(éo) 11 [1 2 10'4—.“] (éo) 13'C‘a * 12 (él)n |:Q“ * 57 5£"
1/ 12
+ 12 (‘S—ﬂ>13 [Qa B ?gajl} lx=2 =0
(6.85)

6.5.4 Veérification dans le cas de la traction uniaxiale

On peut aisément vérifier les équations précédentes en se plagant dans le cas simple de la

traction uniaxiale. La densité uniforme d’efforts appliquée en X, = o est donc de la forme
P
F
T'=—E,.
= T bE, !
On recherche une position d’équilibre sous la forme :
E(X ) = pXe
¢" (X) = fXe, + Epes (6.86)

¢~ (X) = fXe, - Fyoey

oll les deux paramétres cinématiques « et B sont sans dimension. Les grandeurs adimension-
nelles correspondantes prennent alors les formes suivantes :

Qa:ﬁ§1
8, =20y
(=0
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D’aprés 6.66 et 6.67 , les tenseur des déformations de Green-Lagrange correspondants, Qo et
) , sont tels que :

ll 1
E, = 5(F-1)E:®E +3 (4" - 1) E;® By (6.87)
E =0 (6.88)

=1
ou 0 est le tenseur d’ordre 2 nul.
Le probléme consiste donc & trouver le couple (o, ) ainsi que S , €t S . vérifiant ’ensemble
des équations 6.74 & 6.79 d’une part et 6.80 & 6.85 d’autre part.
On a
— d’aprés 6.74 et 6.75 :

Ea(v)=(B°—1)+ Ecz(u)é (40% — 1) (6.89)

/T~
[[Tn
o
SN—’
—
—
Il

M= N =

(éo) = Ecy(v)= (8- 1) + ECl(V)% (40” — 1)

— d’aprés 6.76 4 6.79 :

(8), =0 (6.90)

S =

=1

(6.91)

o

— compte-tenu de 6.90 et 6.91, d’aprés la projection suivant e; de 6.81:

(&), 7= EI:b (6.92)

— compte-tenu de 6.90 et 6.91, d’aprés la projection suivant ey de 6.82 et 6.85
(§1) 20 =0 (6.93)
=1/ 33

les autres relations conduisant toutes & des identités.
On retrouve donc bien la solution classique de traction car
— Cette solution classique donne

F
g=§p—b§1®§1
Or avec
¢ (Xl):,@X161+201§3
on a 1
1 _ -1
Yo, =L =580a
Le passage de g a S s’effectuant par :
S=1p' o FT
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on obtient finalement !
S,). =7
(:0 u p on

qui correspond & la relation 6.92.
— De plus en injectant 6.90 dans 6.93, on retrouve bien la relation classique dans le cas

déformations planes :

%(4012—1):— z 1(ﬂ2—1) (6.94)

Conclusion
On recherche une solution (¢,§_) du probléme mécanique dans les sous-espaces définis par
les approzimations retenues pour ces variables.
Cette solution est recherchée comme point stationnaire de la fonctionnelle modifiée dont Uex-
pression a été établie au chapitre précédent.
o La stationnarité par rapport auz transformations généralisées conduit :
— auz équations d’équilibre approchées.
— auz conditions auzx limites en efforts approchés.
o La stationnarité par rapport auz contraintes généralisées conduil a la lot de comportement
généralisée
Deuzx observations sont & dégager :
— Les équations d’équilibre sont des combinaisons linéaires des équations Div g: =0 et
des équations de continuité du vecteur contrainte sur chaque interface
— Les conditions auz limites ne sont vérifiées que de maniére approchée en raison des choiz
retenus pour les approzimations.
Ces deuz résultats sont des conséquences directes du fait que les variations qui apparaissent
lors de Uécriture de la stationnarité n'ont liew que dans des sous-espaces des espaces utilisés
dans le principe général.
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Chapitre 7

Introductions des efforts possédant un
sens physique

omme nous l’avons déja montré, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, S,
C avec lequel nous avons défini les contraintes généralisées du modéle, ne posséde pas de sens
physique direct. L’objectif est maintenant de relier ces contraintes généralisées & des efforts
possédant effectivement un sens physique dans la configuration déformée.

Le plan de ce chapitre va étre guidé par les deux remarques suivantes :

— La cinématique du modéle proposé est suffisamment riche pour prendre en compte un
gauchissement des sections dans le plan de la transformation. Elle peut étre dégénérée,
moyennant certaines hypothéses supplémentaires, afin de redonner la cinématique de Ti-
moshenko.

— Des efforts possédant un sens physique sur la configuration déformée ont déja été définis
dans le cas d’une poutre monocouche de type Timoshenko.

e Dans la premiére section, nous traiterons donc du cas particulier monocouche et nous
raménerons la cinématique du modéle & celle de Timoshenko. Les contraintes généralisées du
modéle seront alors reliées aux efforts physiques définis dans le chapitre 4 de la premiére partie.

e Dans la seconde section, nous conserverons toute la généralité du modéle cinématique
proposé : cas d’une poutre multicouche avec gauchissement des sections propres a chaque couche.
Il s’agira alors :

— dans un premier temps, de définir des efforts possédant un sens physique & l'intérieur de
chaque couche & ’aide de la résultante des efforts extérieurs s’appliquant sur une section
gauchie.

— dans un second temps, de définir des contraintes possédant cette fois-¢i un sens physique
sur chaque interface.

L’ensemble des efforts physiques ainsi définis seront finalement écrit & I’aide des variables gé-
néralisées du modéle.
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7.1 Poutre monocouche de Timoshenko
La poutre considérée ici ne comporte plus qu'une seule couche. L’ensemble de ses points
matériels occupe dans la configuration de référence un volume 2y défini par

Qp = [0, L] x [b, ] x [_%%]

L’étude bidimensionnelle autorisée par la nature du probléme est donc restreinte a la surface
20 :
E, E
¥ =[0,L] x |52
=01 x |-
La cote moyenne, notée H , de la couche étudiée est telle que H = 0 . Le polynéme de
Legendre (), défini sur cette couche vaut donc :

X3

Q1(X3) = Ep (7.1)

Dans I'approximation de la transformation retenue en 5.15, 'indice ¢ repérant les différentes
couches disparait et cette approximation s’écrit donc :

¢,(X1, X3) = 6,(X1)Qo + ¢, (X1)Q1(X3) + 8,(X1)Q2(X35)

7.2)
E, E (
V (X1,X3)€[0,L] x |—=2,=2

272
Les coefficients 97(X 1), v € [0,2] sont donc définis conformément & 5.19, 5.20 et 5.21 par :

r ?O(Xl) =

-

(X1)

1’2(X1) N ?O,I(Xl) (73)

6.(X) = ¢,(X1) (X ;Lgé’ (X1)

-

! (%) =

.

avec ¢"(X1) = ¢ (X1, X3 = —%) et (X)) = ¢ (X1, X3 = %)

L —0

7.1.1 Dégénérescence de la cinématique du modéle

Nous allons faire les hypothéses nécessaires sur les coefficients ¢_(X1), v € [0,2] du déve-
loppement 7.2 afin de nous ramener & une cinématique de type Timoshenko dans laquelle les
sections restent planes et indéformables.

Les définitions 7.3, font clairement apparaitre les significations physiques des coefficients 97 v €
[0,2] :

e Le terme ¢, défini par la différence entre la moyenne des transformations des points
d’une section et la moyenne des transformations de ses deux points extrémes traduit le gau-
chissement de la section.
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Afin de ne plus prendre en compte ce gauchissement des sections dans le modéle, il suffit donc
d’imposer la condition :

¢,(X1) =0 VX €0,L] (7.4

e Avec cette condition, les sections restent donc planes au cours de la transformation. Le

1 o .
terme oA | ¢,(X1) || traduit alors une ¢longation dans la direction de la section déformee.
P
La cinématique de Timoshenko supposant la section indéformable, il faut donc de plus, pour
vérifier cette hypothése, imposer la condition suivante :

I18,(X) =B  VXi€loL] (7.5)
¢, (X

L’angle entre e, et le vecteur unitaire =

traduit alors la rotation de la section dans le

plan de la transformation.

Forme de la transformation

La cinématique de typé Timoshenko est donc obtenue par une approximation de ¢ sous la
forme suivante :

¢ (X1, X3) = ¢,(X1)Qo + 8, (X1)@1(X5)
(76)

I, (XD = B

avec Q1(X3) définie en 7.1.
On remarque que 'on a maintenant :

$,(X1) = ¢,(X1, X5 = 0) (7.7)

On peut alors se ramener aux notations 3.27 faisant apparaitre ’élongation de la fibre neutre
£(X;) et angle de rotation de la section ¥(X,) . L’expression 7.6 prend donc la forme 3.27

avec

p(X) = [ & du (78)

0

6.(X1) = By[-sinp(Xy)e; + cosp(X)es] (7.9)

£(x1)

ot t(X1) est le vecteur tangent & la section droite repérée dans la configuration de référence
par Vabcisse X .

Gradient de la transformation approchée correspondante

Le développement de Qa s'effectuant jusqu’au degré 1 en Xj , le gradient de la transfor-
mation approchée correspondante s’écrit sous la forme :

F (X1,X3) = EO(Xl)Qo +_E__1(X1)Q1(X3)

—a
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En remplagant 7.6 dans 8.4 et 8.5 on trouve :
F (X)) = d’ (X1)®E ¢ (X1) ® E3 (7.10)
ES(X) = ¢,(X)®E (7.11)

avec les relations 7.8 et 7.9 qui entrainent :

g, (X1) = &X) (7.12)

¢ (X1) = —E(X1) [cosp(X1) & + singh(X1) es] (7.13)
N(X1)

ou n(X;) est le vecteur normal & la section droite repérée dans la configuration de référence
par ’abcisse X .

Tenseur des déformations de Green-Lagrange approchées

e Dans le cas particulier du monocouche pour lequel I'approximation de la transformation
retenue est de la forme 7.6, les formes générales 8.2 et 5.35 des tenseurs _E__g et g‘i‘ deviennent :

1y 1
B0 = 318 P16 P} BoE,

+§E{¢’ ¢°} (B, ® E; + By ® Ey)

g = 3{2(6) -3 (6 %)} Eon,

o Les expressions précédentes peuvent étre réécrites & 'aide des parameétres cinématiques
£ et 9 en utilisant les relations 7.8, 7.9, 7.12 et 7.13. On obtient alors

- Pour go :

{[f (X1) —1] +ﬂw (Xl)}  ® B,

[N R

E (X)) =
(7.14)

1
+§€t(X1) [E1®E;+E53® E,)

— Pour E

=] &

E (X)) = B (X)) &(X1) Ed ® B, (7.15)
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ot on rappelle les définitions introduites dans le chapitre 3 de la partie I :

§(X1) =l £(X) i (7.16)
€a(X1) = §(X1) . n(Xy) (7.17)
&(X1) = £(Xq) - t(X1) (7.18)

7.1.2 Approximation des contraintes

L’approximation des contraintes est celle présentée dans la partie précédente. Elle consiste
& écrire S sous la forme :

S (X1, X3) = 8, (X1)Qo + 8, (X1)Q1(Xa)

(7.19)
V (X1, Xs) € [0,I] X [_% %}

7.1.3 Le torseur des efforts intérieurs

Nous cherchons 4 donner les expressions des éléments de réduction du torseur des efforts
extérieurs s’appliquant sur une section de la configuration déformée en fonction des contraintes
généralisées introduites dans la partie précédente. Ces éléments de réduction étant définis &
partir du premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff P , il suffit pour cela :

— d’exprimer ’approximation de P , notée P , & partir de ’approximation cinématique 7.6

et de I’approximation 7.19 de S dans laquelle apparaissent les contraintes généralisées.

— puis d’écrire les définitions des éléments de réduction du torseur des efforts extérieurs 2

I’aide de 'expression précédente de P .

Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff correspondant

L’approximation cinématique 7.6 entrainant F = 0, expression 5.40 du premier tenseur
des contraintes de Piola-Kirchhoff approché dev1ent

P (X1, Xs) = {(F S, + Fl §1> (Xl)}Qo+{(£0.Sl+£1.§0) (1)} @u(x3)

{3 (E5) o} @ux
(7.20)

avec F et F définis respectivement par 7.10 et 7.11
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Expression de la résultante des efforts intérieurs en fonction des contraintes géné-
ralisées

Dans le systéme étudié, toute section de la configuration déformée a comme antécédent dans
la transformation d)a une section droite Sy définie par :

_ 5 B
SO—[Ovb]XI: 2:2j|

D’aprés la définition générale 3.18, la résultante des efforts extérieurs appliqués sur une section
de la configuration déformée du systéme a donc pour expression :

E

R(X;) = b / " P(X1, Xa).E, dXa
P

En introduisant dans la relation précédente ’approximation _f;a de P définie par 7.19, on
obtient alors, compte-tenu des propriétés d’intégration sur 1’épaisseur des polynémes de base :

R(X:) = bE, (B,(X1).5)

Par application de la formule de calcul tensoriel 5.45 avec les expressions 7.10 ( resp.7.11 ) de
i, (resp. EF ), on obtient alors directement, en omettant la dépendance en X

=4 [(58) &)+ g (m) B+ 54 [(&8) &)

soit

£ = b5 {?10 (éo) 11 + J[,Tl"lt,-sg)'1 (éo) 13 = %Sé’l (§1> 11} (7.21)

Expression du moment des efforts intérieurs en fonction des contraintes généralisées

Le moment résultant des efforts appliqués sur une section est donné d’apres 3.19 par :

M(X,) = - {b/i [$(X1, X3) — $(X1, X3 =0)] A (P.E;) an} €9

L’introduction des approximations en contraintes et en cinématique dans le relation précédente,
compte-tenu de la remarque 7.7 conduit & I’expression :

M(Xy) = - {b/_i 8, (X1)Q1(X3) A (Qa&) dXs} €9

qui compte-tenu de 'expression 7.20 de ﬁa et de 'orthogonalité des polynémes de base se
réecrit en omettant X; :

1

M = —bE,— {?21 A (ﬁl-_E.l) } & (7.22)
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=0 =1
s’obtient en utilisant de nouveau la formule 5.45 qui conduit & :

L’expression de gl.ﬂl = (F S +£1.§0) .E, en fonction de ?io et qSl et de leurs dérivées

£1 By = ?:) (él)u + Eipél (él)m & él (éo) 11

On obtient donc finalement en remplacant dans 7.22 :

w=ip{[(Gre) o] (5),[(re) ol (&),}]

7.1.4 Liens entre les contraintes généralisées et les efforts possédant
un sens physique

L’effort tranchant @

Le vecteur ¢ qui apparait dans 7.9 est bien le vecteur tangent & la section dans la configu-
ration déformée. On a :

t=—0¢ (7.24)

L'effort tranchant a été défini dans le cas de la cinématique de type Timoshenko comme la
projection de la résultante des efforts extérieurs appliqués sur la section suivant la direction t .
Par application de cette définition avec 7.21 et 7.24 on obtient donc en omettant de nouveau
X1 5

o=+{[60]) (5),+5(8), + 5 [64] (8),,} (729

L’effort normal N

Le vecteur normal a la section noté n , a été défini tel que

n=1tANe (7-26)
ou t est relié a fl par 7.24.

Pour le cas particulier de la cinématique de Timoshenko, ’effort normal & la section a été définie
en comme la projection de la résultante suivant la direction de la normale & cette section. Par
application de cette définition & I’aide des relations 7.21 et 7.26 on obtient alors le lien cherché
entre les grandeurs généralisées et 1’effort normal N :

vor{[(end) o] (8),+ pllend) €] (). o
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7.1.5 Comparaison avec les résultats de la premiére partie

Expressions de N, @ et M en fonction de &, 9, éo et §1

Nous allons réécrire successivement les expressions de N , @ , et M & Paide des trois
paramétres cinématique &, ,& et 1 dont les définitions ont respectivement été rappellées en
7.17, 7.18 et 7.9 et des contraintes généralisées.

e Expression de N etde M :0Ona
- d’une part 7.9 et 7.12 qui conduisent & :

(2,7 8,) €2 = 5, (tne ) € = Ep 8,1 = Byt
— Et d’autre part 7.9 et 7.13 qui conduisent & :
(gAﬁ)@=£;@A¢)er_pﬂ@=—@¢

On en déduit en injectant dans 7.27 :

N = b5y & (éo)u - b%d)l (§1> 11 (7.28)
et en injectant dans 7.23 :
=g [6(8), -5 (8),] 2

e Expression de ¢ : On a
— D’une part, d’aprés 7.12 et 7.13 :

!

Gydy = Ep &
~ et d’autre part, d’aprés 7.13 et 7.9 :
6,8, = By tn =
On en déduit que

Q= bk, [ét (éo) 11 i (éf’) 31] g3)

Expressions de N, Q et M en fonction de §, 1 et des coefficients matériaux

Les expressions des tenseurs go et E E en fonction des paramétres cinématiques £ et ¢
ont été respectivement données en 7.14 et 7.15. La loi de comportement généralisée du ‘modéle,
reliant les contraintes généralisées aux tenseurs E et E a été caractérisée pour un matériau
de type Saint-Vennant Kirchhoff par par les relat1ons
S, = A(tE,) 1+2G

L,

n
|

A(tE,) 1+2G E,
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En injectant 7.14 et 7.15 dans les deux relations précédentes, on obtient donc les expressions
des composantes des deux tenseurs S , €t i) L, en fonction des coefficients matériaux A et G

et des paramétres cinématiques & et 1 . On a en particulier :

(

(éo)u = (A+2G);T (52_1“%‘[”1
| E),

<§0)13 = G&
y (§1>n = —(A+26) B¢ &

En remplacant respectivement dans les relations 7.28, 7.30 et 7.29 on obtient les expressions
cherchéesde N, Q et M

3
N=bE, (A+2G) gn% (52—1)+b% ()\+2G)§n1/)'2 (7.31)
1 2 EI% 12
M—bE—g (A +2G) ¢'£2+bE—Z (A+2G) o' [1 (52—1)+E—3w’1 (7.33)
D) " 12 2 24 '

Comparaison avec les résultats de la premiére partie

Il s’agit maintenant de comparer les expressions précédentes de N, @Q et M a celles
proposées par [Simo 82} présentées au chapitre 3 de la premiére partie.
Pour ce faire, plagons-nous dans le cas de petites déformations :
— L’élongation ¢ de la fibre neutre s’écrit sous la forme :
{=(1+u)n+&t

ot les deux champs scalaires de déformation u(X;) et &(X;) sont des infiniment petits
du premier ordre. Ce qui permet d’écrire :

E2=142u+...

— Le champs 1’ est lui aussi un infiniment petit du premier ordre.
On peut ensuite réécrire les expressions de N, @ et M en fonction des infiniments petits
dordre 1 u, & et ¥ .

— La relation 7.31 se réécrit :

N=bE, (A+2G) u+... (7.34)
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— La relation 7.32 se réécrit :

— et enfin, la relation 7.33 se réécrit :

E3
M =b-2 (A+2G) W +. (7.36)

e Trois remarques concernant les notations peuvent alors étre faites :

— Les expressions de E_ et £ | ont été respectivement données en 7.14 et 7.15. Elles font

=0
O) (' )

qui traduit que dans cette cinématique : E_33(X1,X3) = 0 puisque les sections sont
indéformables. Avec une telle cinématique dans une loi de comportement de type Saint-
Venant Kirchhoff, la grandeur matériau (A +2G) correspond donc au coefficient de
proportionnalité entre la contrainte (é)n et la déformation (Qu . On peut donc
noter :

A+2G=E
— Les sections considérée sont rectangulaire de hauteur E, et de largeur b.

Aire de la section : L’aire de cette section, notée A est donc telle que :
A=0bE,

inertie de la section : Le moment d’inertie par rapport a axe Oe, , notée I, de cette
section rectangulaire est donné par :

E3
I=b-L
b 12
Avec ces notations les expressions 7.34, 7.35 et 7.36 deviennent successivement :
N=EA (&-1)+... (7.37)
Q=GA&+. .| (7.38)
M=EI{ +... (7.39)

La démarche présentée permet donc la construction d’un comportement formulé & laide
d’efforts et de déformations possédant un sens physique direct.
Ce comportement est établi pour une cinématique de type Timoshenko, a partir de deux hy-
pothéses supplémentaires :

— une approximation sur la forme du tenseur des contraintes S

— un comportement tridimensionnel reliant linéairement S & 'E
Il permet de prendre en compte le cas des grandes transformations. Le comportement postulé
par [Simo 82] n’est ainsi que le cas particulier, restreint au cas des petites déformations du
comportement obtenu par la démarche proposée.
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7.2 Efforts possédant un sens physique dans le cas du gau-
chissement des sections

[’étude précédente n’illustre qu'un cas particulier du modéle proposé, permettant ainsi de
faire le lien avec une théorie bien connue de la littérature.
Considérons de nouveau la poutre multicouches telle qu’elle a été présentée au début de la
partie précédente, ainsi que I’approximation 5.15 de la transformation permettant de prendre
en compte un gauchissement des sections propre a chacune des couches.
Le probléme qui se pose maintenant est de relier les contraintes généralisées du modéle & des
grandeurs, 4 définir, possédant le plus grand sens physique possible sur la configuration déformée
décrite par approximation 5.15 de la transformation.
Ce travail comportera quatre développements :

_ Nous commenterons dans un premier temps la forme de 'approximation 5.15 afin de
mettre en évidence des directions privilégiées de la configuration déformée définies a I'aide
des transformations généralisées.

_ Nous donnerons ensuite les expressions des éléments de réduction du torseur des efforts
intérieurs en fonction des grandeurs généralisées.

Il sera alors possible de définir :

Des efforts physiques & 'intérieur de chaque couche : Il s’agira alors d’adapter au cas d’une
surface gauchie, le travail effectué sur un monocouche de type Timoshenko en définissant
un effort normal résultant et un effort tangent résultant.

Des contraintes d’interfaces : L’aspect multicouche de la structure devra étre pris en compte
en définissant des contraintes possédant un sens physique sur chaque interface.

7.2.1 Interprétation physique de Papproximation de la transforma-
tion

D’aprés 5.15, sur chaque couche ¢ € [1, NC] la restriction de Papproximation de transfor-
mation s’écrit :

1

5000, Ta) = 65060 + 85050 To + 65000 (~6%3+ 3) (7.40)

ol on a noté X3 la variable d’espace adimensionnalisée telle que pour X3 € [Hi, Hfr]

— 1
X3 =Qi(X3) € [—ﬁ:%}

Rotation et élongation de la section avant gauchissement

Le champs de vecteur ¢i peut s’écrire sous la forme :

c _?i(Xl) N
#5(X1) = p(X1) TG p(X1) t5(X1)

ou
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~ le vecteur unitaire t¢ est défini par I'angle de rotation %(X;) tel que :
(X))
1 69 (X) |

— P’élongation dans la direction t¢

t4(X;) = —sinp(X1) e, + cosp(X1) es (7.41)

w(X1) =|| Qi(Xl) |
Le vecteur t¢ permet également de définir le vecteur n° par :

n®=e, Nt° (7.42)

Elongation de la ligne de tranformation moyenne

Pour ¢ € [1, NC] donné, la ligne des tranformations moyennes de ’ensemble des sections
Ss de la couche ¢ dans la configuration initiale est notée T° et est donnée par :

T = {M repérés par @_S(XQ, X € [O)L]}

: g . s g : P . =C . . .
On introduit alors comme paramétre cinématique P’élongation de I' , notée £°, défini par :
!

¢, (X1) = £°(X1)

Les deux directions n® et t° précédemment introduites permettent de définir les projections
de ’élongation de [° suivant ces deux directions qui seront respectivement notées £ et & .
On a donc :

g(X1) = ¢ (X)n°(X) (7.43)

E00) = ¢ (X)1(X) (7.44)

Remarquons que dans cette cinématique, on a maintenant ( voir 7.2.1 ) :
¢ 1
9°(X1,0) = ¢ (X1) + §QC(X1)

Gauchissement d’une section

Le gauchissement pris en compte gréce a ¢° peut étre considéré comme la combinaison de
deux effets qui vont étre représentés par deux champs scalaires :

Fonction de creuz : Elle est introduite afin de traduire dans un premier temps le “cloquage”
de la section. Cette fonction, notée p° , est définie comme la projection de Q; sur la
direction n¢

pc - Qc.ﬂc

Fonction de tirage : Le profile symétrique du cloquage précédent est ensuite modifié par étire-
ment dans une direction paralléle & £ . La fonction traduisant ce second effet est donnée
par un second champs scalaire baptisé fonction de “tirage” et est donc logiquement définie
par la projection de Q; sur la direction € :

gl = Q;.f
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F1G. 7.1 — Cinématique du gauchissement

Expressions des dérivées de ¢] et de 5

On souhaite faire apparaitre les paramétres cinématiques qui viennent d’étre introduits dans
les expressions des éléments de réduction du torseur des efforts intérieurs.

Ces éléments de réduction sont définis & 1'aide de _E_Z B = (g Zé;) E, ou g: fait apparaitre
les dérivées par rapport & X; des grandeurs _8 , @7 et é; -

La quantitité le a permis de définir £°. Il est donc utile de donner les expressions de Qi'
et Q;l dans la base (n¢1¢) qui a été privilégiée pour décrire le gauchissement.

Avec :

ne = ¢t
ic’ — _¢c’ ne
On a donc :
¢ = —ptYt st (7.45)
e &) n°+ (o v +e) & (7.46)

La figure 7.2.1 décrit ’ensemble des paramétres cinématiques qui viennent d’étre introduits.
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7.2.2 Eléments de réduction du torseur des efforts intérieurs

Reésultante des efforts extérieurs

Considérons la couche ¢ € [1, NC] de la poutre étudiée. La grandeur possédant vérita-

blement un sens physique est la résultante des efforts extérieurs s’appliquant sur une section
de la couche ¢ dans la configuration déformée. Son expression en fonction des contraintes
généralisées est obtenue de la méme maniére que dans la section précédente.
On construit cette fois-ci le vecteur contrainte _gz .E, donné par les quatre relations 5.47, 5.49,
5.51 et 5.53. La résultante R°(X;) des efforts s’appliquant sur une section de la couche ¢
dans la configuration déformée est donc donnée, compte tenu des approximations 5.15 et 5.36
respectivement de la transformation et des contraintes, par :

HC
R(X)) = b / " (X4, Xa).E; dXa

[+

qui s’écrit :

o= {e (8),+ 5 (8,45 € (8),- 54),))

L’expression de R°(X;) obtenue est donc linéaire par rapport aux contraintes généralisées,
les coefficients de cette expression étant eux méme des combinaisons linéaires des transforma-
tions généralisées ou de leurs dérivées. Ces grandeurs généralisées sont les solutions du systéme
d’équations différentielles non linéaires obtenu par la modélisation proposée. Le calcul de la
valeur de cette résultante peut donc étre envisagé en tant que post-traitement de la résolution
du systéme issu de ’écriture de la stationnarité de la fonctionnelle modifiée.

A D’aide des quatre relations 7.43, 7.44, 7.45 et 7.46, on peut donner I’expression de R° en
fonction des paramétres cinématiques précédemment introduits :

R(X:) =b E; {éc (ég)u i _E_lg H (é(c))m + % <ul £ ¢C’ Mﬁc) (éi) no %Qg (g—i) 13}

(7.47)

Moment des efforts intérieurs

Il faut tout d’abord déterminer le point auquel va étre calculé ce moment. L’expression le
plus simple va étre obtenue pour le point repéré par Q; . On a en effet :

ME = {b /H+ [QZ(Xl’Xf‘) ~gg] A (§3.5_1> ng} &

soit

= ([ (Bm)] G+ [6n (BR)] 2 e
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Avec les relations 5.49 et 5.51 on trouve 'expression suivante (o X; est omise ) de M® en
fonction des grandeurs généralisées :

e = op ([ (ene) wr g (ag) o) (£),
[ (67 85) e (810 85) e 5 (8504 ] (81),

N [_ﬁ% (éﬁ /\Qg) '92} (‘ég)al}

A T’aide des quatre relations 7.43, 7.44, 7.45 et 7.46, on trouve alors I’expression de M¢ en
fonction des paramétres cinématiques que nous avons introduits pour caractériser la cinématique
de gauchissement :

Mo = bE; {[~11—2u¢°'—%p0 (v o+ e) e (0~ 5)] ().,

1 1 ¢ c' c) 1 (c ¢ c c c') (
i I ¢ _ = g¢
+[12u§n 30u(p N A G +ucet Y :1)11

= (5), ]

(7.48)

7.2.3 Efforts possédant un sens physique a lintérieur de chaque couche

On souhaite maintenant étendre la notion d’effort normal et d’effort tranchant, apparus
précédemment dans la théorie de Timoshenko, au cas d’une section gauchie de la couche c .
On veux définir ces notions par projection de la résultante des efforts extérieurs s’appliquant
sur la section suivant des directions privilégiées de la configuration déformée qui sont définies
a P’aide des transformations généralisées. L’idée du post-traitement évoquée pour la résultante
reste donc la méme pour ses projections.

Notion d’effort normal & une surface gauchie

D’aprés la figure 7.2.1, une extension naturelle de la notion d’effort normal défini pour la
cinématique de Timoshenko est obtenue par projection de la résultante des efforts extérieurs
suivant la direction n¢ définie & partir de éi’ suivant 7.42. L'effort normal moyen & la section
gauchie, noté N°¢, est donc défini par :

Ne(X1) = B°(X1) - n°(X4)

Son expression est donnée en fonction des paramétres cinématiques par les relations 7.47 et
7.42. On obtient directement le résultat suivant ot la dépendance en X; est volontairement
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omise :

Ne=b S {f: (85), — 759 n (), - 5 (ﬁi)la}

Notion d’effort tranchant sur une surface gauchie

L’effort tranchant moyen s’exercant sur la surface gauchie dans la couche ¢, note, Q° est
lui défini par la projection de la résultante R° suivant la direction t° :

Q°(X1) = B*(X1) £°(X1)

avec t¢ défini & partir de Qi en 7.41. Les relations 7.47 et 7.41 permettent d’accéder a
I'expression suivante de Q° en fonction des paramétres cinématiques :

Q°=bE; {'ftc (éf)) 1 + Ellc; H (ég)m * % MCI (éi)u Bl -l;—;,’j ¢ (éi)w}

7.2.4 Contraintes possédant un sens physique a I'interface

11 parait judicieux dans I’étude dune structure multicouches de tirer du modéle retenu une
information concernant les phénoménes d’interfaces. Le choix des valeurs exactes des trans-
formations aux interfaces commie transformations généralisées a été motivé par ce soucis. Les
définitions de contraintes d’interfaces vont maintenant étre explicitées en fonction des transfor-
mations généralisées.
1’idée est de projeter le vecteur contrainte défini & l'interface suivant deux directions définies
par les transformations d’interfaces.

Transformation d’une surface élémentaire sur interface (c,c+1)

Pour ce faire, nous allons tout d’abord considérer une facette de la configuration de référence
située a linterface (c,c+1) et notée dA = dAE; . Cette facette a pour image par la
transformation approchée ¢ une facette de la configuration courante da = da n®tl définie
a partir de ¢ et dA par:

~T
(g_j) poetl = J [(54) Q@,} (7.49)
| Xs=HE. |X3=HS

-T
Explicitons le terme (g) sous forme matricielle. On a tout d’abord :

(e.),, ().,
(2),, (4.,
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d’ou :

(), -(&),
(%), (&),

En notant toujours ’ la dérivation par rapport & la variable d’espace X; qui est omise, on
trouve donc :

1) Em - (), 0+ (),

qui donne en se plagant en X3 = HS :
—-T =H¢ ! 7
J(ES) T By = 5 e+ 97 e (7.50)

En prennant la norme de la relation 7.49 et en y injectant 7.50, on trouve donc :

da c.otl’
(5) 0y N1 (751
Xa=HS.

Or, par définition :
da
P Bi=g, @+< )
=|X3=HS. 2| Xa=H¢. dA XamHS

qui, avec 7.51 conduit & :

P E,=

1
S Xs=HS ot || > |

ag :
S| Xa=H{ —

On trouve donc finalement :

J— _.1 c,c+1
£|X3—_—Hi'ﬁ3“ ¢c,c+1’ “ - g|X3=H_°'_'ﬂ

Contrainte d’arrachement & P’interface (c,c+1)

Compte-tenu de 7.50 et 7.51, la relation 7.49 conduit & I’expression suivante de n®*! dans

la base (e, e3) : , ,
N Pt RCARSY CAIY

On définit alors une contrainte d’arrachement, v*°*! | sur linterface (c,c+1) V ¢ €
[1,NC — 1] comme projection du vecteur contrainte défini sur I’interface considéré suivant
la direction n®ct! :

1 '
etl e+l e+l c,c+1
. {glxe.:Hi‘ﬂcc } noer = {§|X3=Hi'ﬁ3|| ¢c,6+1’ “2} ) (é AQZ) (7.52)
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Les relations 5.48, 5.50, 5.52 et 5.54 permettent d’exploiter la relation précédente et d’obtenir
’expression de v%¢*! en fonction des contraintes généralisées :

s = e {[(6 3¢ - £) ne ] (&),
v (95— 68) At e (8E)
K%+%$—Q)Af”q@2@93
(o -0) ne) s (8),)

Contrainte de cisaillement a l’interface

&?IH

wl»—a

[\’)It—l
‘dn|

La direction tangente & la facette dans la configuration déformée, notée t>°*! est définie &

partir de n®¢*! par :
-t“c,c+1 — Qc,c—i-l A e,

qui conduit & la définition :
¢c ,c+1!
cetl

S e

On définit alors la contrainte de cisaillement 79! sur linterface (¢,c+1) Ve € [1,NC —1]

comme projection du vecteur contrainte défini sur l'interface considéré suivant la direction
tc,c+l .

1 ,
o+l c,c+1 c,c+1 c,c+1
T = {ng:a:Hi'n } & - {£|X3=Hi'ﬁ3 H ¢c,c+1’ “2} 9 (7'53)

Les relations 5.48, 5.50, 5.52 et 5.54 permettent d’exploiter la relation précédente et d’obtenir
Pexpression de 7%°*! en fonction des contraintes généralisées :

peotl Wl“lli { [(gg’ + 587 ~é§'> ] (),
o (9 -05) ] (&),

w3 (838 -85 o] (50),,
L [(g-0m) o) (2, )
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Conclusion

Le modéle proposé permet de définir & partir des variables généralisées, des efforts possé-
dant un sens physique direct sur la configuration déformée.
Par Uinjection d’une loi de comportement tridimensionnelle linéaire dans les définitions pré-
cédentes, on peut proposer une loi de comportement reliant ces efforts et des déformations
possédant elles aussi un sens physique direct.
Dans le cas d’une cinématique de type Timoshenko, le comportement proposé par Simo
[Simo 82] n'est qu’un cas particulier du comportement proposé, restreint au cas des petites
déformations. Le modéle peut en effet prendre en compte des cas de grandes déformations et
en particulier de grandes courbures qui présente un intérét pratique évident.
La démarche présentée de construction d’une loi de comportement formulées en variables
possédant un sens physique posséde de plus lintérét de pouvoir prendre en compte :

- le cas d’un multicouche.

— le cas d’une cinématique de gauchissement.

— le cas d’un comportement tridimensionnel non linéaire.
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Troisiéme partie

Proposition de résolution numérique du
modéle



Chapitre 8

Réécriture de la fonctionnelle

es équations du modéle ont été établies dans la partie précédente. L’un des intéréts de cette
L modélisation est de ramener le probléme bidimensionnel & un probléme uniaxial. L’ ensemble
des équations du modéle constitue donc un systéme d’équations différentielles non linéaires.
Du fait de la spécificité de cette modélisation, il ne semble pas possible d’intégrer la résoluiton
numérique par éléments finis de ce modéle dans un code prééxistant. L’ensemble des différentes
étapes de résolution devront donc étre réécrites.
La résolution numérique qui est proposée consiste & discrétiser la fonctionnelle mixte et a
appliquer un algorithme permettant d’en rechercher un point stationnaire. Avant ’étape de
discrétisation, il est nécéssaire de réécrire la fonctionnelle & 1’aide de notations plus adaptées &
un traitement informatique. C’est cette réécriture avec notamment l'introduction d’un certain
nombre de tableaux utilisés dans toute la suite qui est présentée dans ce chapitre.

8.1 Forme initiale de la fonctionnelle utilisée

La fonctionnelle mixte modifiée par 'introduction des approximations retenues qui a servi
a P’établissement des équations du modéle a été donnée en 5.75.
Cependant, une approche numérique du probléme va nous permettre d’imposer les conditions
aux limites en transformations en X; = 0 . Si nous reprennons le principe mixte utilisé dans
la modélisation en nous plagant dans un espace de transformations généralisées @ vérifiant
les conditions aux limites en transformations en X; = 0, la fonctionnelle mixte posséde alors



148 Réécriture de la fonctionnelle

I’expression suivante :

j(®,8) = /OL] {ZE[ :é;(XQ)]} e

/w {ZEC [Sc (X1) : C5(Xa) + f—ig(xl) :gj(xl)” dx,

M=

S0 + = (S° (%) -

||||'N|

1

2N "B [ 8(Xy):1dX
2; P [o,L]ZO( 2 i
NC

> BT ¢ (X1 = 1)
c=1

(8.1)

On a fait apparaitre dans ’expression de J les coefficients C’C et CC du développement sur
la base B¢ du tenseur des dilatations C . Le tenseur C s exprlme par définition & 'aide de
F par la relation :

C~EE
on déduit donc de 5.27 que :
C = FTF +~F'F + 2R (8.2)
=y = =0'=0  9=1=1 §=2=2
_ T T
C, = EL.E+ELE, (83)

8.2 Introduction des nouvelles notations

On cherche & stocker les différentes variables du modéle dans des tableaux. Nous commen-
cerons donc par nous placer au niveau d’une couche ¢ € [1, NC]. Au niveau de cette couche
les inconnues généralisée vont 8tre stockées respectivement dans un vecteur des transformations
généralisées et un vecteur des contraintes généralisées. Nous allons donc étre amenés & définir
un certain nombre de tableaux permettant d’exprimer les différents termes de J en fonction
des vecteurs des contraintes généralisées, des vecteurs des tranformations généralisées et de
leurs dérivées.

8.2.1 Cinématique sur la couche c
Vecteur des transformations généralisées sur la couche c

Sur la couche ¢ € [1,NC] , le vecteur noté {¢°} , regroupe I’ensemble des transforma-
tions généralisées caractérisant la transformation approchée pour la couche considérée en les
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ordonnant comme suit :

e T =i~ ~l,ec ¢ ¢ ol C
\{%’}jeu,e]:{ 1 e é3 he 1 95 §C+ §+1}

Vecteur gradient de la transformation sur la couche ¢

Le modele fait apparaitre sur la couche c les tenseurs _E_o , I , et E, qui sont reliés
reliés & la cinématique généralisée par :

c c’ 1 c
F = ¢ 0B+ 865, (8.4)
. c ¢’ 12 c
F: = ¢ ©F, - E, b, ® L, (8.5)
F; = ¢;®F, (8:6)

On définit done le vecteur gradient sur la couche ¢, noté {F ¢} , réunissant ensemble des
composantes de ses 3 tenseurs dans I’ordre suivant :

= {(E), @), ©®), @), E), &), 8, &), ), (=),

D’aprés 8.4 & 8.6, on peut donc exprimer {F¢} en fonction de {¢°} en introduisant les
matrices [G1] et [G2] telles qu:

S

Ey

Vk € [1,10] avec j € [1,6]  FE(X1) = (Gl), ¢ (X1) + =7 (G2),; 45(X1) (8.7)
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On vérifie que écriture de 8.7, compte-tenu des relations 8.4 a 8.6 conduit aux expressions
suivantes de [G1] et [G2] :

0 0 10 0 0
00 0 0 00)

0o o0 01 0 O

Gll=| ¢ 101 0 1 | GA=

1 1
. 10 —= 0
5 0 10 =3 00 0 0 00
1 1 (00 0 0 00
L 1 — _
| 0 5 0 0 g

Vecteur tenseur des dilatations sur la couche c

On a fait apparaitre C7 et C: dans Pexpression de J . On définit donc également le
vecteur tenseur des dilatations, noté {C°} , regroupant les composantes des deux tenseurs gg
et CF comme suit :

{cy" = {cg},,

J€E[1,8]

- {(@), (@), (@), (@), (@), ©),})

L’objectif est maintenant de relier le vecteur {C°} aux vecteurs {d)c'} et {¢°}.

e Pour ce faire on écrit tout d’abord {C°¢} en fonction de {F*} en introduisant le tableau
4 3 dimensions [aix] ot i €[1,6], (j,k) €[1,10]° tel que l'on ait en notations indicielles :

Vie[l,6], Cf=(auFs) F avec (j,k) € [1,10]° (8.8)

Afin d’identifier les composantes a;ji ,
~ On commence par identifier les composantes de la matrice [aiijJ?] en écrivant sous
forme matricielle la relation 8.8. La décomposition proposée ci-aprés est 'unique forme
de [ayrFf] permettant de définir [a;] symétrique sur ses deux derniers indices.
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e En utilisant 8.7, on obtient alors I’expression cherchée de {C°} en fonction de {¢°} et
{qﬁc'} et exprimée a l'aide de [aix], [G1] et [G2].
On a en effet :

Ci(X1) = auFf(X)FE(Xh)

= e {10167 060 + 2 2 6£0) | {Gun #5050 + 5 (620 506}

Pour (i,l,m) € [1,6]° on peut alors définir 3 autres tableaux & 3 dimensions [bhm] s (03] et
[63,] indépendants de la couche considérée tels que :

O = ik [G1] [Gllgm
bl = 20k [G1] 5l (G2
bzlm Aijk [G2]Jl [G2]km

L’expression de {C°} en fonction de {¢°} et {qﬁc'} devient alors :

CEX1) = Bl (X (K1) T b ()5, (X) + g B (XD 45,(X0) | (89)

c zlm
E 58

Vecteur des contraintes sur la couche c

Le vecteur contrainte sur la couche c¢ , regroupe les 6 composantes des deux tenseurs
symétriques §8 et Qi X

(Y = (Vg = {(8), (), (), (5), ), ).

8.3 Nouvelle expression de la fonctionnelle

On peut malntenant réécrire Uexpression de la fonctionnelle mixte 8.1 en fonction de {S°},

{¢°} et {gbc} Afin de simplifier la présentation des calculs, nous scinderons J de la maniére
sulvante.

j: j1+j2+j3+j4 (8.10)

oit les 4 quantités constituant Pexpression de J sont telles que :
— Le terme J; a pour expression :

== ZEC Z S¢(Xy) [K],, S5(X1) dXa (8.11)

2,j=1 [O’L]
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- Le terme J; a pour expression :

1NC
'z‘ZE% T5 (b SE (00 (X3)
c=1 L

j=1 k=1
b2 SS(X1) 45, (X1)62(X1) (8.12)

+ B SE(X1) 85, (X1)42(X1) } dXy

— Le terme J3 a pour expression :

= ZEC {S8(X,) + S5(X1)} dXq (8.13)
= o

— Le terme Jy a pour expression :

NC
~ ST B {Te5(Xy = L) + TH5(Xy = 1)} (8.14)
c=1



Chapitre 9
Discrétisation par éléments finis

es développements de la méthode des éléments finis pour des problémes de grandes trans-
L formations ont été et sont toujours trés importants du fait de leurs applications pratiques.
Citons pour les problémes de coques [Taylor 81] et pour les problémes plus spécifiques de poutres
[Simo 86] et [Cariou 88].
Ces méthodes sont souvent incrémentales et reposent sur la discrétisation d’une formulation en
déplacements écrite initialement sur la configuration de référence qui est ensuite éventuellement
actualisée par les résultats intermédiaires des itérations.
La discrétisation de la fonctionnelle modifiée de notre modélisation va se traduire par les in-
terpolations simultanées des contraintes généralisées et des transformations généralisées qui
présentent ’avantage d’étre unidimensionnelles.[Boot 87] a caractérisé 'utilisation d’éléments
mixtes en élasticité linéaire. [Peseux 91] les utilisent, toujours en H.P.P mais pour ’étude de
plaques multi-couches. Cependant d’autres auteurs comme [Gass 76] et [Noor 84] avait aupa-
ravant proposé leur utilisation pour la résolution de problémes en grandes transformations.
Tl est & retenir de ces études que Pefficacité de la discrétisation de formulations mixtes par élé-
ments finis est fortement conditionnée par les degrés d’interpolations respectifs des contraintes
et des champs cinématiques. Nous laisserons ici de coté ces considérations pour utiliser des
fonctions d’interpolations linéaires et identiques pour les contraintes et les transformations gé-
néralisées : la présentation en est ainsi simplifiée et les développements ainsi réalisés feront
apparaitre que leurs adaptations a des interpolations de natures différentes et de d’ordres su-
périeurs ne présente pas de difficultées particuliéres.

9.1 Maillage unidimensionnel

La poutre est divisée en NE éléments unidimensionnels. On compte donc (NE +1)
noeuds.
~ L’indice e € [1,NE] repére le numéro global du e-iéme noeud dont l’abcisse est notée
Xe.
~ Le e-iéme élément est donc repéré par le segment [X¢, X,
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9.2 Interpolations

9.2.1 Fonctions d’interpolation

Comme nous venons ici de le mentionner, nous ne présenterons que le cas de fonctions
d’interpolation linéaires sur chaque élément. Afin de simplifier les intégrations portant sur les
fonctions d’interpolations, on réalise le passage d'un élément quelconque & I’élément de référence
grace au changement de variable de {—1,1] dans [X°¢ X e+l] g

X =i(1-8)X+ % (14¢) X (9.1)

SR

On a donc :

élément courant élément de référence

X € [X¢, X+ ¢ e [-1,1]

1
Le
1

N3 (X1) = Ie (X1 - X°) N2(§) =

Ne(X1) = — (X - Xy) M) =501-¢

DO | = DO =

1+¢)

On a donc en particulier les relations suivantes qui interviendront souvent dans la suite des

N§(X1) N§(X1)

Xe Xe+'1

1 1
X1=§(1~E x*—‘+5(1+§)xe+1

F1G. 9.1 — Interpolation sur le e-iéme élément
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développements :
L2S W O 9.2)
dé 2
aN; 1
= = =% (9.3)
dN, 1
S = 3 (9.4)
0.2.2 Interpolation des composantes de {¢°}
Veell,NC],Vj€l,6], Vec [, NE] :
$5(X1) = Ne(X1)$5(X°) + N5 (X1)@5(X ) (9.5)
0.2.3 Interpolation des composantes de {S°}
Yce[l,NC],Vje(L,6],Vee[l,NE] :
S5(X1) = NE(X1)S5(X®) + Ny(X1) S5(X°) (9.6)

9.3 Degrés de liberté

La méthode conduit en fait & P'utilisation d’un super-élément : le maillage est bien uni-
dimensionnel mais en chaque noeuds sont définis des degrés de liberté relatifs & chacune des
couches & cette abcisse.

I’ensemble des degrés de liberté pour la structure est regroupé dans le vecteur Z tel que

Z ={Zy}ep (ronc42)(NE+1)] (9.7)

numérotation globale

Vee[l,NC], Vj€[L,6], Vee [l,NE+1] : La position d’'un degré de liberté au noeud
e € [, NE + 1] est donnée par les deux fonctions a(c, J, e) et B(c,j,e) définies par :

$5(X%) = Zaees)
S5(X°) = Zpec)
Elles ont donc pour expression :

ale,c,j) = (IONC+2)(e—1)+4(c—1)+] (9.8)

Ble,c,j) = (IONC+2){e—1)+6(c—1)+] (9.9)

Le vecteur Z est I'inconnu du probléme numérique.
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~

9.4 Discrétisation de J

L’introduction des interpolations précédentes dans chacune des quantités définies de 8.11 &
8.14 constituant l’expression de J va nous permettre d’accéder & 1'expression de la discrétisa-

tion de J notée J9.

9.4.1 Discrétisation de J;

Pour tout ¢ € [1,NC], en introduisant I'interpolation 9.6 de S§,V j € [1,6], dans
I’expression 8.11 de Ji , on obtient :

/[Xe XeH] Szc(Xl) [K]ij S]c(Xl) Xm S Ig/l]\h [g.'ij Zﬂ(e,c,i)Zﬁ(e,c,j)

+215 v, [S]; Zs(e.ci) Dpterte)
+fo,n, (8] Zoerenr Zo(e1.04)

ou, pour (7,8) €1,2]°, on a défini les quantités I %.n; de la maniére suivante :

v = [ N(XON;CH) dX,
v [Xe Xe+1]

Mais en introduisant le changement de variable 9.1 dans l’expression précédente , on trouve
alors que If; y, s’écrit comme le produit de lalongueur de I'élément considéré et d’une quantité

indépendante de cet élément :
1t e
Tow == 105 [ N3(OR:©) dt
L’expression discrétisée de U, peut alors étre condensée pour s’écrire :

/[Xe Xet1] SHG) K], 5500) 4 = Z Z ) K (16,1, 7) Zawei)Zpvesci)

1,j=1v=1

ol, pour v € [1,3], on définit :
— les fonctions « (v,e,c,i) et G (v,e,c,j) alaide des fonctions 9.8 et 9.9 comme suit :

a(l’e7c’z):ﬁ(e7c7i) ﬂ(]"e7c7j):ﬂ(e,c7j)
a(2,e¢,1) =0 (ec,i) B(2,e,cj)=p0(e+1,c7)

a(3,e,c,i)=P(e+1,¢1) | B3,ecj)=0(e+1,c17)
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— la fonction K (v,c,i,j) , indépendante de Pélément e € [1, NE], et définie par :

K(Lecis) = B [ ROmE &

K(2ecij) = 2Ky [ N(EN:A(E) dE

K(3,eci,j) = Ky [ Na(&)Na(§) d€
9.4.2 Discrétisation de yA

Pour j € [1,6] et ¢ € [I,NC], les interpolations 9.6 de S§ et 9.5 de ¢f; sont

maintenant introduites dans ’expression 8.12 de Jo . On obtient alors 'expression discrétisée
de J2 que ’on écrit sous la forme suivante :

/ 3 1 g .
[ {b}qubz (X0)¢5 (X0) + 5 Bhadf (XX + 3 b3k1¢z(X1)¢f(Xl)} e
[Xe, X+ ’ B

E)
blkl 2 I P b2 Iy vt n + . b LeIN NiN Zﬁ(e -)Z ( k)Za( 0)
Le N1N N, EC JklZ NN N1 (Ep)2 jkl 2 1N1Ny ,&,j ) ale,c, e,c,

2 1 1 Le
{%Jkl e N A Ee bjklINlN N, T 27— (& )2 B INlNlNz} Zg(erc.d) Lalesc k) Lolet1,el)
P

{b2klIN1N N1 } Zﬂ(e c,])Za(e+1 c k)Za(e c,l)

1 L*

1
E
\ 1 L
s Jkl Le N1N’N’ + = Ec b; klINlN;N2 + (E )2 b]kl 92 IN1N2N2 Zﬂ(e,c,j)Za(e+1,c,k)Za(e+1,c,l)
p
== {bykl Le N2N N s = EC b]klIN2N1N1 il (E )2 b]lcl IN2N1N1} Zﬁ(e+1,c,j)Za(e,c,k)Za(e,c,l)

14

2 1 Le
+ 2b]kl LeINzN N T e E: b2lclIN2N Nt 27— (5 )2 bjkz IN2N1N2} Zg(e+1,0.5) Latech) Dalet1,e)
p

{bjklINzN Nl} Zg(e+1,0.5) Zalet1,0.k) Dale.cl)

1
E
: 1 Le
]kl Le NzN N A e EC b; klINgN;NQ + (E )2 ka[ INzNzNz Z,B(e+1 c,])Za(e—H ck)Za(e+1 cl)
P
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Cette derniére expression sera notée :

Ji (9.10)

Pour (v,6,1) €(1,2]*,ete€ [I,NE], on a définit dans I'expression précédente, les trois
familles de grandeurs suivantes :

Le

—In, NN, = / N (X1) N (X1)Ni(X1) dXq
2 [‘\’:’Xe+1]

Iy nen = N2 (X1)N§(X1)NE(X1) dXy
v §Nu [xc’Xe-I-l] v

2

e INL,N;N,, /[XE’XGH] N7 (XI)N6 (Xl)Nu(Xl) dXy

Le changement de variable 9.1, permet alors de faire apparaitre simplement les dépendances de
ces trois familles de grandeurs vis & vis de I’élément e € [1, NE] . On a en effet :

Ie Le . - .
-Q_IN'yNJNu - ?/_1 N7(§)N7(€)N7(§) d§

VAN, - -
Iy NsN, = —7N5(§)Nﬂ(§) d¢
v _1 d¢

2 2 (' dN,dNs -
e v, = e | d—g_Jg‘N”(g) dg

On peut alors, de la méme fagon que pour ’expression discrétisée de J; , condenser I'expression
discrétisée précédente de Jp en I'écrivant sous la forme suivante :

[ o 5 {80 X0 060 + B (X)01(30) + i 9T | s =

6 8
Z Z A(pye ¢, 3, k1) Zy(uese) Zo(me.ck) De(ue.cd)
Jikyl=1 p=1

L’expression 9.10 permet d’identifier pour tous u € [1,8],e € [1,NE],c € [I,NC] et
(G, k,1) € [1,6]° :

— d’une part, 'expression de la fonction A(u,e,c,7,k,1)

— d’autre part les expressions des fonctions v (i, e,¢,5) , 6 (4, e,¢, k) et &(u,e,c,l)
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Expression de A (y,e,c¢,75,k,1)

b \2
Aeeibd = 2ot [ M@ der g (-3) [ (W) @

+£’2—(—;—) S [ (W) @ de

p

A(2,e,¢,5, k1) = Ie sz( >/ Ny (¢ df‘*‘ ]kl2/ Ny (&) Na(¢

Le 1

> (5 ™ (%) ©n(e) de

_ 1o, 1 12
A (3,6, C,],k,l) - E b‘?klg /1 (Nl) (f) d§
D -

A(4,€,C,j,k,l) = Le ]kl4/ N]_ d€+Ec ]kl2/ Nl N2 )dé-

Le 1 3 ~ \2 ~
+7(_E—? oY (N) (E)N:1(§) d¢

. 1 b o
A(5,€,C,],k,l) = Le ]kl4/ N2 d£+ EC ]kl (_§> /;lNl(g)N2(§) df

5—1)5 B (1) ©Male) de

. 1 1 . 1 ~
A6, e, ¢, g, k1) = Te b}kl (—Z) /1N2(§) d§ + % b?szl (N2)2 (&) d¢
B 5 -
2

AMecikl) = = Bz [ MM de
P

. 1 1t -
A (836567]7k;l) = bl —/ Nz(f) d£+ i b2
-1
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Expressions de Y (/*L, ¢, ¢, .7) ’ Y (ﬂa €, G k) et £ (,Lt, €, ¢, l)

Ces expressions sont données & partir des fonctions 9.8 et 9.9 comme suit :

w| v(we c,5) | S(ueck) | Elpecl)

1| Blecy) | aleck) | alecl)
ol Bleci) | aleck) |ale+1,cl)
3| Blecy) |ale+lck)| alecl)
4| Blec,i) |ale+l,ck)|ale+1,cl)
518+1,65)| aleek) | alecl)
6|Be+1,c7)| alecl) |ale+lcl)
718(+1,¢7) | ale+l,ck)| alecl)

8|B(e+1,c7) |ale+l,ck) | ale+1,cl)

9.4.3 Discrétisation de J;

L’introduction de 'interpolation 9.6 de SJ? introduite dans P’expression 8.13 de j3 conduit
4 Iexpression discrétisée de Js suivante :

~/[Xf Xet] {Sf(Xl) + S§(X1)} dX, = INf [Zﬂ(e,c,l) - Zﬂ(e+1,c,1)]

+Ing [Zp(eca) + Zperren)]

1 £
Vye(1,2,Vee 1, NE] : IN,;:/ Ne(X) Xmz/ﬁlej(f)dg

IX‘,XG'H]

9.4.4 Discrétisation de J,

L’introduction de Vinterpolation 9.5 de ¢%(X; = L) introduite dans I'expression 8.14 de
Jy conduit & léxpression discrétisée de j4 suivante :

{TE45(X1 = L) + T8¢5(X1 = L)} = {T{Zovp11,03) + T3 Za(NE+1,04) }
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Conclusion
L’expression discrétisée de la fonctionnelle s’écrit donc sous la forme :

6 3

7(2) = ——ZECZZZ K (4,,1,) ZatvoenZatsecd

e=1 1,j=1v=1

8
e ZECZ Z Z A /1’;6 ],k l Z’y(,u,e,c,j)ZJ(/J.,e,c,k)ZE(u,e,c,l}

e=1 jk,l=1 p=1

—= E E; Z {In: [Zp(e,c1) + Zo(et1e 0] + Ing [Z8(e,c2) + Zbletic 2]}

- Z E, {T Z a(NE+1,63) T T3 Za(NE+1 c4)}
c=1

(9.11)
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Chapitre 10

Algorithme de résolution

10.1 L’algorithme de résolution

Principe de l’algorithme de Newton

Notons Nddl = (10NC +2) (NE +1) le nombre de degrés de liberté pour 'ensemble de
la structure.
On définit 'ensemble V' tel que Z € V = RV
On a alors : ~
J¢: V. - R
Z — J%(Z) explicitée en 9.11

Le probléme discrétisé consiste & trouver un Z solution, noté Z¢, comme point stationnaire
de J%. On recherche donc Z¢ €V tel que :
J% (29 [62]=0 VéZeV
L’expression 9.11 de J¢ permet de poser VZ €V et V6Z €V
J4,(2)162) = ¥ (2)[52) - £ (2)[62)

ou :
v: V - L(V;R)
Z — ¥(Z) = J%(Z) non linéaire

avec £ (V;R) désignant 'ensemble des formes linéaires sur V.
et f € L(V,R) dépendant du chargement imposé. Le probléme discrétisé s’écrit donc :

Trouver Z¢ €V /| (V(Z°)—f)[6Z]=0 ViéZeV

Compte-tenu de la non linéarité de ¥ , on recherche Z° par une méthode incrémentale et
itérative.
— Le chargement est découpé en incréments jusqu’a sa valeur finale.
— Sur chaque incrément une solution approchée au sens d’un critére préalablement choisi
est recherchée.
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e A lincrément N , le chargement imposé est donné par fy .
On note Zy la solution approchée obtenue pour cet incrément de chargement.

Zy vérifie donc :
| ¥ (Zn) - fn llicvims € (10.1)

ot 'opérateur | . ||jzcv;r) désigne un norme & préciser sur L (V;R) définissant le critére de

convergence 10.1.
e A lincrément (N 4 1), le chargement passe de fy & fy41 et on recherche par

itérations Zy41 tel que
| ¥ (Zns1) = Fva lI< €

A litération o > 0 (avec Z%,, = Zy ) supposons connu Zg,, tel que
19 (2841) — Fvn £ €

A la (o + 1)-iéme itération de I'incrément (N 4 1), on obtient alors Z3+, en recherchant
At Zy = Z3t — Z§,, comme solution du systéme linéaire suivant :

v (ZJO\LIH) + ¥ z(Zy) -Aa+1ZN+1 = fv+1 (10.2)

ol en notant L (V;R) 'ensemble des formes bilinéaires sur V' [Ciarlet 82 :
V5 (Zy) e L(V;L(V;R)) =Ly (V;R)

et donc
U 7 (Zy) A Zy =T 5 (Zy) [A Zyg, ] € L(VIR)

Conclusion & la (a4 1)-iéme itération de I'incrément (N + 1)

- S5i || ¥ (Z}'f;fl) — fv41 || € : on conclut alors que

o+l __
ZN+1 =ZNy1

— Si || ¥ (Z§]) — fn+1 |I£ € : On recherche alors Z3t% = Z3H + A Zyy avec :

A2 Zn)  Y(ZER) + T 2 (Zy) A 2y = fun

10.2 Expression du sytéme linéaire a résoudre a la (o + 1)-
iéme itération de I'incrément (N +1)
Afin de construire le systéme linéaire 10.2 il faut trouver les expressions de ¥ (Zg +1) et

de \II,Z (ZN) .Aa+1ZN+1 .
Par définition, on a :

U (Z541) = J§ (Z% ) [ ]+ Fva [ ]

U 7 (Zy) A Zyy = JE5(ZN)[AT 2N, -]
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=,
. L)
//7“ z

] [

T <
&N+1 AN

|ZI2V+1 =ZN+1|

Fic. 10.1 — Méthode de Newton

Tl suffit donc d’écrire, a partir de 9.11, et V¥ (Z,dZ) € V?; Pexpression de JU(Z +dZ) sous
la forme :

JHZ +dZ)=J(2)+ JL(2)[dZ]) + %ng (Z)[dZ,dZ,) + (d2Z)

et d’identifier alors les expressions de J§ (2)[dZ] et J3,(Z)[dZ,dZ,] permettant d’obtenir
les expressions de JE (Z§,1)[.] et de JEz (Zn)[AT 2Ny, -]

Expression de J(Z +dZ)

L’expression 9.11 a été obtenue en discrétisant successivement chacun des morceaux consti-
tuant I'expression 8.10 de J .
On peut donc écrire J¢ sous la forme :

Jb=J¢ 4+ Je4+ Je 4 J¢

ot les j,‘yi , v € [1,4], sont identifiés dans ’expression 9.11. Cette identification permet alors
de condenser de nouveau I’ expression de J?¢ . En effet, on vérifie que 'expression 9.11 permet
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d’écrire sous forme indicielle V (i, , k) € [1, NddI]® :

( jii = AiijZj
J¢ = BiywZiZ;2; A: VxV — R symétrique
4 avec

Ji = Cz B: VxVxV — R nonsymétrique

L T = fiZ

La fonctionnelle discrétisée s’écrit alors simplement :

(10.3)

jd = AiijZj + BiijijZi -+ CzZz + szz

Expression de Jg (Z)

On déduit alors simplement de 10.3 que la composante 1 € [1, Nddl] de JL(Z) e L(V;R)
s’écrit :

{j% (Z)}, = 24;;Z; + (Byji + Brij + Bij) ZiZk + Ci + [ (10.4)

1

Expression de J%, (Z)

_ On déduit également simplement de 10.3 que les composantes (i,7) € [1,Nddl]> de
JYz(Z) € Ly(V;R) sécrivent :

[j,dzz (Z)] = Ay + (Byij + By + Bij) Zk (10.5)

L]

Conclusion
Sur le (N + 1)-iéme incrément de chargement, a litération (a+1) :

e Le vecteur inconnu du systéme linéaire, est {(A**'Z N+1)i}£\7:‘idl.

e La matrice de ’application linéaire tangente j:izz (Zy) € L2(V;R) dont les compo-
santes sont données par 10.5 est constante sur tout l'incrément et constitue la matrice de notre
systéme linéaire. Elle sera notée [M (Zy)]y -

e le second membre du systeme est constitué du vecteur des composantes de la forme
linéaire sur V', J% (Z3%1) qui sont données par 10.4

La, stratégie de résolution du probléme peut alors étre schématisée ainsi :
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o Initialisation de ZV

Boucle sur les Increments

o [Kis(2")]
o ANV

e A¥Z =10

——_{Boucle sur les Iterations J

. b(2*2)

o [Ki(2")]{aMz}={AVV} - {e(A2)}

—_— Ak+1Z

® AkZ:Ak—HZ_

—@in de boucle sur Iterationsj

o ZVN =2+ A'Z

Fin de boucle sur Increments
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Conclusions et Perspectives

La démarche proposée

ne démarche de construction d’un modéle de poutre multicouche en grandes transforma-
U tions planes est présentée. Les restrictions a chacune des couches de la transformation et
du second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff sont approximées par des développements
polynomiaux sur des bases de polynomes de Legendre. Ces polynomes de base sont définis pour
chaque couche et dépendent de la variable d’espace X3 associée & la direction d’empilement.
Différents modéles peuvent étre obtenus en jouant sur les degrés de ces développements.
Dans le modéle présenté ici, la cinématique est suffisamment riche pour prendre en compte un
éventuel gauchissement des sections. Le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff est
quand & lui choisi linéaire en Xj afin de ne pas trop alourdir le modele. Les transformations
généralisées sont choisies et introduites dans les coefficients des développements réalisés sur la
transformation. On introduit en particulier comme transformations généralisées la valeur exacte
de 1a transformation sur les faces inférieures et supérieures de chaque couche et on impose la
continuité de la transformation approchée au passage de chaque interface. Aucune hypothese
supplémentaire n’est formulée concernant ’approximation des contraintes. En particulier, ni les
équations d’équilibre tridimensionnelles, ni les continuités des vecteurs contraintes aux inter-
faces ne sont a priori imposées.
Les approximations ainsi formulées sont ensuite introduites dans le principe variationnel mixte
retenu. Les intégrations suivant les épaisseurs de chaque couche sont facilement opérérées
compte-tenu des propriétes d’orthogonalité des polyndmes des bases. C’est Vécriture des équa-
tions de stationnarité dans les sous-espaces définis par les approximations de la fonctionnelle
mixte utilisée qui fournit ensemble des équations du modéle formulées & ’aide des contraintes
généralisées. Toutes les équations du modéle sont écrites. Elles constituent un systéme d’équa-
tions différentielles non linéaires qui reste relativement lourd. La différence entre le nombre de
transformations généralisées et le nombre de contraintes généralisées semble poser probléme au
niveau des conditions aux limites en déplacements imposés : la condition n’est retrouvée que
partiellement au point stationnaire. On peut cependant raisonnablement penser que les cas ou
le point stationnaire trouvé ne vérifie pas Pensemble de la condition en déplacements imposés
est pathologique.

Les contraintes généralisées possédant un sens physique

La méthode développée, adaptée de la modélisation multiparticulaire, nous a contraint &
utiliser le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff et par conséquent & manipuler
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dans un premier temps des contraintes généralisées sans sens physique direct. Nous avons voulu
palier ce handicap en définissant & l'aide des grandeurs généralisées du modéle des contraintes
et efforts possédant un sens physique sur la configuration déformeée.

Cette étude a donné lieu a deux développements :

e En dégénérant la cinématique du modéle en une cinématique de type Timoshenko,
nous avons pu reconstruire les efforts généralisés de type résistance des matériaux introduit
dans la premiére partie. En supposant un comportement tridimensionnel linéaire, nous avons
alors reconstruit la loi de comportement généralisé écrite & I’aide de ces grandeurs possédant
un sens physique. Ce comportement permet de retrouver en se plagant sous I’hypothése des
petites déformations celui qui est communément postulé dans la littérature. Mais il permet
plus généralement de prendre en compte des cas de grandes déformations.

e Nous avons proposé d’étendre les notions de contraintes généralisées R.D.M au cas d’une
section gauchie et mis explicitement en évidence des déformations de gauchisement.

La proposition de résolution numérique

Malgré les approximations introduites, le systéme non linéaire obtenu reste relativement
lourd et nécessite le recours & un traitement numérique. La mise en oeuvre numérique, du point
de vue théorique est entiérement présentée et sert maintenant de base a une programmation.
Le probléme a été posé sous une forme adaptée & un stockage informatique et un algorithme
de résolution a été proposé dans le détail.

Développements futurs

Plusieurs développements peuvent étre envisagés, nous citerons les suivants :

— 1] serait bien siir souhaitable de réaliser la programmation prescrite dans la derniére partie
de ce travail qui pour l'instant n’a pu étre achevée faute de temps. Les résultats obtenus
devront alors étre comparés & ceux d’une étude bidimensionnelle d’un code aux éléments
finis. Pour conclure il faudra arbitrer & partir des comparaisons des précisions et des temps
de calculs.

— Le systéme obtenu reste relativement lourd & manipuler. Il semblerait donc intéressant de
diminuer le degré des développements pour arriver & un modéle trés simplifié dans lequel
la cinématique n’est définie qu’a partir des transformations d’interfaces.

— Enfin, on peut songer & une extension de la démarche & des géométries plus complexes
comme la plaque ou le cylindre.
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Annexe
Identification des variations des mesures
de déformations duales de _f__ et é :

Le travail des efforts intérieurs est définie par Tj;) = th o(z) : gradu(z) dQ, ou grad
désigne opérateur gradient par rapport aux variables d’espace eulériennes (mt-)(i:m) et u(z)
le champs de déplacements eulérien. La variation de Ti; par rapport au déplacement u dans
la direction du(z) = §u(X) est notée dyT(; et s’écrit donc :

SuTisy = Dy, Ty (u, o) [0u] = ./n o : graddu dQ,

On va alors réécrire 6yT(;) par changement de variable sur la configuration de référence afin
de faire apparaitre dans &y7T(; le produit doublement contracté de P et de S avec des
grandeurs identifiées comme les variations de leur mesure de déformation duale.

On fait tout d’abord apparaitre P en utilisant 2.4 comme suit :

STty = o, 7 2i (Yome™)

= [o, B: N0 dQ

= fno P: 6_@7‘ dQ
or par définition on a :
5(V97) =D,y Vo™ (¢) 51 = 4G (¢4 A5T) |y = YOI
Y9 )T e XE U= D=2 5 =0 T ==

La variation de travail virtuel exprimée sur la configuration de référence prend donc la premiére
forme :

Qo A
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On peut également faire apparaftre S dans yT(;) par 2.6 comme suit :
SuTe) = o, V6. (V67 .R) : You" df

- fno§: (__@T_V___f) dS

Or, en notant C est le tenseur des dilatations défini par ¢ suivant :

C= L@T.z_g (10.7)

on a :

&

Q) = Doy C(8) 61 = 5:C (8-+ M) oy = VoI -V + V6" Y0n

et compte-tenu de la symétrie de S, on trouve que dyT(;) s'écrit également :

Ls (C) d% (10.8)

ouTly = | £
{0

o)

Les variations des mesures de déformations duales des tenseurs des contraintes S (respective-

ment P ) sont donc & (F7) (respectivement %5 (Q)).
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