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Résumé

On consideére le probléme d’advection-diffusion stationnaire v(7u, yv)+(8-vu,v) = (f,v)
et non stationnaire %(u(t), v) + v(vu, o) + (8 - yu,v) = (g(t),v), ainsi que le probléme d’ad-
vection (8- yu,v) = (f,v) sur un domaine polygonal borné du plan.

Le terme de diffusion est approché par des éléments de Crouzeix Raviart et le terme de
convection par une méthode upwind sur des volumes barycentriques finis avec un maillage
triangulaire.

Pour le probléme stationnaire d’advection-diffusion, la L2-stabilité (c’est-a-dire indépen-
dante du coefficient de diffusion v) est démontrée pour la solution du probléme approché
obtenue par cette méthode d’éléments finis et de volumes finis. Pour cela une condition sur la
géométrie doit étre satisfaite. Des exemples de maillages sont donnés.

Toujours avec cette condition géométrique sur le maillage, une inégalité de stabilité (on
la discrétisation en temps n’est pas couplée & une condition sur la finesse du maillage) est
obtenue pour le cas non-stationnaire. La discrétisation en temps y est faite par un schéma
d’Euler implicite.

Une majoration de ’erreur, proportionnelle au pas en temps et a la finesse du maillage,
est ensuite proposée et exprimée explicitement en fonction des données du probléme.

Pour le probléme d’advection, une approche utilisant la théorie des graphes est utilisée pour
obtenir I'existence et I'unicité de la solution, ainsi que le résultat de stabilité. Comme pour la
stabilité du probléme d’advection-diffusion, une condition géométrique - qui est équivalente
pour les points intérieurs du maillage & celle du probléme d’advection-diffusion - est nécessaire.

Mots-clefs : équation d’advection-diffusion, méthode d’éléments et de volumes finis, éléments
finis de Crouzeix-Raviart, volume fini barycentrique, méthode upwind, estimation de I’erreur,
équation d’advection, graphe orienté, existence, unicité, stabilité.



STABILITY FOR THE CONVECTION-DIFFUSION PROBLEM AND STABILITY FOR THE
CONVECTION PROBLEM DISCRETIZED BY CROUZEIX-RAVIART FINITE ELEMENT
USING UPWIND FINITE VOLUME-FINITE ELEMENT METHOD

Abstract

We consider the stationary linear convection-diffusion equation v(yu, \yv) + (8 - Ju,v) =
(f,v), the time dependent %(u(t),v) + v(vu, ) + (B - vu,v) = (g(t),v) equation and the
linear advection equation (3 - yu,v) = (f,v) on a two dimensional bounded polygonal domain
Q). The diffusion term is discretized by Crouzeix-Raviart piecewise linear finite elements, and
the convection term by upwind barycentric finite volumes on a triangular grid.

For the stationary convection-diffusion problem, L?-stability (i.e. independent of the dif-
fusion coefficient v) is proven for the approximate solution obtained by this combined finite-
element finite-volume method. This result holds if the underlying grid satisfies a condition that
is fulfilled, for example, by some structured meshes.

Using again this condition on the grid, stability is shown for the time dependent convection-
diffusion equation (without any link between mesh size and time step). An implicit Euler
approach is used for the time discretization. It is shown that the error associated with this
scheme decays linearly with the mesh size and the time step. This result holds without any
link between mesh size and time step. The dependence of the corresponding error bound on
the diffusion coeflicient is completely explicit.

For the stationary advection equation, an approach using graph theory is used to obtain
existence, uniqueness and stability. As in the stationary linear convection-diffusion equation,
the underlying grid must satisfy some geometric condition.

Keywords : convection-diffusion equation, combined finite element-finite volume method,
Crouzeix-Raviart finite elements, barycentric finite volumes, upwind method, error estimates,
advection equation, directed graph, existence, uniqueness, stability.



STABILITAT DES DIFFUSIONS-KONVEKTIONS-PROBLEMS UND STABILITAT DES
KONVECTIONS-PROBLEMS FUR DIE LOSUNG MITTELS UPWIND FINITE-ELEMENTE
FINITE-VOLUME METHODEN MIT CROUZEIX-RAVIART ELEMENTE

Zusammenfassung

Gegenstand der Arbeit ist die zweidimensionale stationére Konvektion-Diffusionsgleichung
v(vu,vv) + (B - vu,v) = (f,v), die zeitabhingige Konvektion-Diffusionsgleichung
%(u(t), v) + v(vu, o) + (8- yu,v) = (g(t),v), sowie die Konvektionsgleichung (5 - yu,v) =
(f,v). Der Diffusionsterm ist diskretisiert mittels Crouzeix-Raviart stiickweise lineare Fini-
te Elemente. Das Gebiet ist in Dreiecke unterteilt und der Konvektionsterm ist mittels einer
upwind Methode auf Baryzentrische Finite Volumenelemente definiert.

Fiir die stationire Konvektion-Diffusionsgleichung, wird (d.h. von v unabhingige) L?2-
Stabilitdt der numerischen Losung bewiesen. Voraussetzung dafiir, ist die Erfiilllung gewisser
geometrischer Bedingungen an die Unterteilung des Gebiets. Beispiele von Unterteilungen die
diese Bedingungen erfiillen, werden gegeben. Wieder an dieser geometrischen Bedingung ge-
kniipft, wird Stabilitdt (d.h. die Zeitdiskretisierung ist entkoppelt von der Netzweite) fiir die
zeitabhéngige Konvektion-Diffusionsgleichung, bewiesen. Fiir die Zeitableitung wird dabei eine
Implizite Euler Diskretisierung verwendet. Eine obere Schranke fiir den Diskretisierungsfehler,
proportional zum Zeitdiskretisierungsparameter und zur Netzfeinheit, ausgedriickt als Funktion
der Daten der Differenzialgleichung, wird gezeigt.

Fir die Konvektionsgleichung wird ein graphentheoretischer Zugang verwendet, der es
ermdglicht Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitdt, zu bekommen. Fiir die Stabilitét, werden
ghnliche geometrische Bedingungen an die Unterteilung des Gebiets gestellt, wie beim statio-
néaren Konvektion-Diffusionsproblem.

Schlagworte : Diffusions-Konvektions-Gleichung, finite Elemente-finite Volumen Metho-
den, Crouzeix-Raviart finite Elemente, Baryzentrische finite Volumenelemente, upwind-
Methode,Fehlerabschiatzung, Konvektions-Gleichung, gerichteter Graph, Existenz, Eindeutig-
keit, Stabilitit.
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Introduction

On considére trois types de problémes :

a) Le problémes d’advection-diffusion stationnaire

—vAu+f-vu=f, (1)
avec

upo =0, (L.b)
b) Le probléme d’évolution
Ou—v Au+p-Vu=g dans Qx]|0,T[, (2)
Les conditions initiales et au bord sont, respectivement,
u(z,0) = u’(z) pour z € Q, ul 02 x (0,7) =0,
c¢) Le probléme d’advection

B-yu=favecur- =g (3)
(out ' est le bord entrant de ) ,

sur un domaine polygonal borné du plan.

Pour les problémes approchés, 'approximation se fait par des éléments de Crouzeix
Raviart sur un maillage triangulaire pour le terme de diffusion et, pour le terme de
convection, on utilise une méthode upwind sur des volumes barycentriques finis.

Pour le probléme non-stationnaire, la discrétisation en t est faite par une méthode
implicite d’Euler.

Ces problémes sont particuliérement intéressants dans le cas ou I'advection est domi-
nante ( v < |B]). Il est généralement admis qu'un lien (méme si trés distant) relie le
probléme d’évolution d’advection diffusion au probléme d’écoulement compressible de
Navier-Stokes.

Dans cet esprit, 'obtention de méthodes numériques stables pour le modéle trés simplifié
qu’est le probléme d’évolution d’advection-diffusion, semble étre un bon critére pour le
choix des méthodes a retenir pour le probléme compressible de Navier-Stokes.

Ainsi, depuis quelques années, des méthodes combinant Eléments Finis (EF) et Volumes
Finis (VF) ont gagné en popularité dans les équations de Navier Stokes compressibles
a grandes vitesses. Elles ont fait la preuve d'une grande efficacité et robustesse dans
la capture d’ondes de chocs et la résolution des couches limites. ( [sFFK02], [FFS03,
Section 4.4], [HRB97|, [DDMN98]).

Dans le contexte de la recherche sur les équations de Navier-Stokes, I'étude se dirige
fréquemment vers des équations plus accessibles & une approche théorique.

Ainsi Feistauer et coauteurs [AsFF98|, [sFFK02| considérent le probléme non linéaire

2
Ou — v Ayu+ Z@msfs(u) =g in Qx(0,7). (4)

s=1
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Ici v et T sont des réels positifs, @ C R? est un domaine polygonal borné, et fi, f5 :
R—R, g:Qx(0,7) — R sont des fonctions données. Les conditions initiales et au
bord sont respectivement

u(z,0) = u’(z) pour x €, et ul 02 x (0,7) = 0.

Le probléme approché est obtenu par une méthode EF — VF avec une discrétisation
d’Euler semi-implicite en t. Le flux numérique H, utilisé dans le terme de convection
contient, comme cas particulier, la méthode upwind utilisée. Il doit étre consistant,
conservatif et monotone. ¢

Un exposé de ces résultats est présenté dans [FFS03, Chapter 4.5.5].

Dans ce cadre, ils ont établi la convergence, L*-stabilité (|[AsFF98]), ainsi que des
estimations d’erreur ([sFFKO02]). Les résultats de stabilité dans [AsFF98| contiennent
des majorations indépendantes de v, mais requiérent des maillages de type faiblement
aigus. De plus, une dépendance entre la finesse du maillage et le pas en ¢t empéchent de
pouvoir parler de stabilité inconditionnelle. C’est 1'utilisation d’un principe du maximum
discret, avec le terme de réaction provenant de la discrétisation dans le temps, qui induit
ce couplage.

Dans [EHV06] la méme combinaison d’Eléments Finis et de Volumes Finis est utilisée
pour résoudre une équation d’évolution advection-diffusion non linéaire dégénérée dans
deux et trois dimensions. On y montre que la méthode converge si la discrétisation en ¢
est implicite et une discrétisation upwind adaptée est utilisée pour le terme convectif.

Pour le résultat de stabilité présenté ici, I'approche est différente : dans le cas
d’advection-diffusion stationnaire et non stationnaire, une approche variationnelle est
utilisée. Elle prend la forme d’une condition inf-sup pour le terme de convection discret
de la forme

|lvnlle < C - sup{bp(vp, wr)/||wa|l2 = wn € Vi\{0}} pour tout v, € Vj,

ol by, est le terme discret de convection et V), est 'espace des éléments finis de Crouzeix
Raviart qui s’annulent sur le bord.

Cette condition ne sera pas utilisée sous cette forme explicite, mais plutot sous la forme
d’une inégalité dérivée d'une condition géométrique (condition § — S*) pour la famille
de maillage (Tp)n :

Il existe une constante & > 0 indépendante de h et de [ telle que

S 008 (Q - Q) =S |IBIPISiP Vi€ Jyet B e R

JESH(0)

ou S; est le coté du triangle dont (); est le milieu.

6. En choisissant
H(a,b,n)=(n-B)a if n-8>0, H(a,b,n)=(n-5)>bif n-8<0,

pour a,b € R, n € R? avec |n| = 1, on retrouve la méthode upwind considérée ici.
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Cette condition géométrique est vérifiée par certains maillages structurés, ainsi qu’une
petite perturbation de ces maillages. Des exemples concrets sont donnés au chapitre 6.1,
page 54.

L’idée, pour exploiter I'inégalité ci-dessus, est d’employer une fonction test de poids
exponentiel. Elle a déja été utilisée par C. Johnson et J. Piktdranta dans [JP86].

La preuve peut étre simplifiée techniquement, en utilisant une fonction test affine inspirée
de la fonction test exponentielle.

Le terme de réaction qui apparait avec la discrétisation en t n’intervient pas spécifi-
quement dans la preuve. C’est le caractére implicite de la discrétisation, qui permet de
traiter ce terme en opérant des majorations entre elles. Voir la preuve des théorémes
5.1, page 53 et théorémes 8.1, page 76.

Le théoréme 5.1 montre la L?-stabilité par rapport au paramétre de diffusion. On re-
trouve cette stabilité¢ dans le probléme d’évolution (théoréme 8.1).

Les estimations d’erreur du probléme d’évolution dans les normes discrétes de L>®-L?
et L2-H' respectivement, dépendent linéairement de la finesse du maillage et du pas en
temps (sans couplage entre les deux). La dépendance de cette estimation en fonction du
coefficient de diffusion est explicite.

Dans [sFFKO02] les estimations d’erreurs dépendent exponentiellement de 1/v et s’ex-
priment dans une certaine norme de la solution continue. Comme remarqué dans
[sSFFKO02, p. 329], [FFcMW99, p. 1546], cette situation n’est pas pleinement satisfaisante.
En effet, les estimations d’erreurs sont particuliérement intéressantes pour v petit, car
c’est dans cette configuration que I'on peut relever une certaine affinité entre (4) et les
équations d’écoulement compressible de Navier-Stokes. Or la solution continue dépend
elle-méme de v et cette dépendance n’étant pas explicitée, il est donc pas possible de dé-
duire de quelle maniére ’erreur dépend de v. Bien sur, on aimerait éviter une estimation
qui dépende exponentiellement de 1/v.

Le résultat présenté (théoréeme 9.4, page 84) mesure U'erreur dans une norme discréte
correspondant & L>(0,T, L?(Q2)) et L?(0,T, H'(2) ), respectivement. Ces normes pour
Ierreur sont majorées par le produit d’une constante et la somme de la finesse du
maillage avec le pas en t. Cette constante s’exprimant en fonction de ug, g, T, v.

Le paramétre v y apparait comme un facteur de la forme v'/2 + =52, En particulier, il
n'y a pas de dépendance exponentielle en 1/v, ni couplage entre la finesse du maillage
et le pas en t.

Il est peut étre intéressant de remarquer que dans [sFFK02], la dépendance exponentielle
n’apparait pas comme un effet de la non linéarité ; elle apparaitrait aussi dans [DM10],
si pour notre probléme d’évolution, nous appliquions I'approche qui y est utilisée.

Dans [FFS03, Chapter 4.6|, Feistauer et coauteurs considérent (4) pour une méthode de
Galerkin discontinue.

Le point de départ pour le probléeme d’advection est I'article de Tidriri [Tid02]. Tl dis-
crétise (3) (cas ot f est constant) par une méthode conforme upwind EF-FV sur des
éléments P, avec un maillage triangulaire. Pour cette méthode il prouve un résultat de
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stabilité de la forme

||uhuz+||ﬁ~vuhuz+/

r

B -ndo < C <Hv-<5u)||§—/ g25-nda)
+ -

Cependant, il n’est pas clair pourquoi l'opérateur P, introduit dans [Tid02, p. 327|,
posséde bien toutes les propriétés qui lui sont attribuées.

Des résultats de stabilité de la forme

lunlig+ 0115wl < ¢ (1718~ [ g26ndo)

ont été obtenus dans [JP86], [JNP84] et [LR74].

L’approximation utilisée est de type Galerkine Discontinu (les fonctions sont des poly-
nomes de degré inférieur ou égal & p sur chaque maille). La forme bilinéaire utilise une
pénalisation au sens des moindres carrés des sauts aux interfaces. Dans [EG]| la propriété
de stabilité prend la forme d’une condition infsup (C' > 0 indépendant de h) :

YoeW, |||lunl]| <C  sup an(Vh, Un)
whEWh\{O} |||wh|||
avec

H‘U|||2 _ ||UHL2(Q)+ Z hTHB.VUHLQ(Q)—i_/LQ(aQ) U2 ‘6n|d$+ Z(UJF—U*)? |ﬁn‘dl’

TeTn SeF}

Ici v — v~ exprime le saut a linterface S et F} est ensemble de ces interfaces a
I'intérieur de (2.

L’estimation de I’erreur prend la forme
1
1w = unlll < A2 ||ul| s q)

avec ¢ > 0 indépendant de h.
Deux hypotheéses de régularité sont faites pour la solution :
a) La solution est suffisamment réguliére a U'intérieur de chaque maille ;

b) La solution exacte ne peut sauter a travers une face que si le champ advectif est
tangent & cette face. Le dernier terme dans la norme ||| - ||| disparait donc pour la
solution du probléme exact.

La condition b) nécessite donc d’adapter le maillage a la singularité de la solution
exacte. ’

Pour le probléme d’advection étudié ici, la régularité des données f et g assure une
régularité suffisante pour la solution exacte.

L’approche utilisée est celle de la théorie des graphes. Elle permet de formuler des
conditions nécessaires pour l'existence et I'unicité de la solution approchée et aussi

7. Voir, par exemple le fichier http ://www.jll.math.upmec.fr/MathModel/polycopies/ern-
galerkine.pdf
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d’obtenir des estimations pour |[us||L1 () et [|un|[12(q), ainsi que le résultat de stabilité
sulvant :

HuhHY1 1(9Q) ||uhHL1 Q) h’H/é ’ QhuhHLl(Q) ||uhHL1(Q) h |/é ' ;huh|T| ‘j |
h
TeT,

< K [llgnllus oy + BollB1 lgnlvanma—s + (1 + =l fullor o } Vh €]0: o]

||B||

avec K > 0 et hy > 0, des constantes indépendantes de h et ||f||. Comme pour la
stabilité du probléme (1), une condition géométrique - qui est équivalente pour les points
intérieurs a celle du probléme (1) - est nécessaire sur le maillage.

Autres liens avec la théorie existante

Ohmori, Ushijima [OU84| ont étudié le cas stationnaire (1) dans la situation plus géné-
rale ot1 3 est une fonction de C''(2)? (et donc pas nécessairement constant). La discrétisa-
tion utilisée pour (1) utilise une méthode upwind avec des éléments de Crouzeix-Raviart,
laquelle, pour § constant, correspond a la méthode EF-VF utilisée ici pour (1),(1.b).

Celle-ci est donc comprise dans la théorie de [OU84|. En particulier, d’aprés [OU84,
Theorem 1|, notre solution approchée de (1), (1.b) satisfait un principe de maximum
discret (et est donc L*>°-stable indépendamment de v) si le membre droit f de (1) vérifie
une condition de signe et si le maillage est de type aigu.

Cependant, une autre situation est étudiée ici : f doit étre dans H'(Q), sans condition
de signe pour f.

De plus, un maillage de type aigu, n’est pas nécessaire. La référence [OU84| contient
aussi des estimations d’erreur en norme H'(f)), mais sans indication sur comment
les constantes dans ces estimations dépendent de v. Parmi les autres méthodes de
discrétisation de ’équation d’advection-diffusion, Feistauer et coauteurs [FFcM97],
[FSS99], [FFcMW99| considérent une méthode EF-VF pour (4) combinant des éléments
conformes P, avec volumes duaux finis sur un maillage triangulaire.

La convergence de ce schéma numeérique a été établie dans [FFcM97| pour le cas semi-
implicite et [FSS99| pour le cas explicite. Des estimations d’erreurs semblables a celles
de [sFFKO02] ont été établies dans [FFcMW99]. Un apergu de la théorie développée dans
ces références est présenté dans [FFS03, Chapter 4.5]. Enfin, Feistauer et coauteurs
considérent dans [FFS03, Chapter 4.6] des approximations basées sur la méthode EF de
Galerkin discontinue.

Tidriri [Tid03| discrétise (1) (cas ou v et 8 constants) par une méthode conforme up-
wind EF-FV sur des éléments P, avec un maillage triangulaire. Pour cette méthode il
prouve des estimations d’erreur indépendantes de v, hormis pour les termes impliquant
la solution du probléme continu. Cependant, il n’est pas clair pourquoi 'opérateur Py,
introduit dans [Tid02, p. 327, posséde bien toutes les propriétés qui lui sont attribuées.

Buffa, Hughes, Sangalli [BHS06| appliquent une méthode d’éléments finis de Galerkin
Discontinue multi-échelles & (1). Pour des fonctions v et [ constantes par morceaux,
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I’erreur est mesurée avec une norme pondérée par v et ces auteurs obtiennent des esti-
mations qui ne dépendent pas de v, sauf a travers la solution du probléme continu.

Dans |Li09], 'équation (1) est étudiée sous la condition que 8 € WH>(Q)? avec la carac-
téristique d’un terme de réaction a coefficient non négatif. Cette équation est transformée
en un systéme d’équations du premier degré, qui est discrétisé par une méthode mixte
upwind basée sur des éléments de Raviart-Thomas avec un maillage structuré. Les esti-
mations de ’erreur contiennent des constantes dépendant explicitement de v et certaines
normes du probléme continu.

Plusieurs méthodes des moindres carrés appliquées a (1) — équation réécrite comme
systéme de premier ordre — ont été étudiées par Hsieh et Yang [HY], qui ont obtenu
des estimations de 'erreur explicite en v et implicite & travers certaines normes de la
solution du probléme continu.

Des principes de maximum discrets pour (1) et (2) sont présentés dans [Ike83], ainsi que
des méthodes d’éléments finis adaptés aux équations d’advection-diffusion.

Dans [GHLO09], [EGHL10], une méthode combinée EF-VF avec des éléments de Crouzeix-
Raviart est appliquée & une version non linéaire du systéme compressible de Navier-
Stokes stationnaire.

Une équation dégénérée d’advection-diffusion réaction comme dans [EHV06] est étudiée
dans [EHV10]. Les solutions approchées sont obtenues par une méthode combinée EF-VF
utilisant des éléments conformes et des volumes de controle centrés sur chaque maille. Les
solutions approchées obtenues convergent vers la solution exacte du probléme continu.

Une trés large littérature traite de ’équation stationnaire d’advection-diffusion réaction

v Aw+ (- Vw+pw=G in Q (5)

ainsi que de ’équation d’évolution correspondante. Ces études sont faites sous ’hypo-
these qu’il existe v9 > 0 avec

- divg/2 > 50, (6)
ou u et B ne sont pas nécessairement constants. Voir, par exemple [QV97, Chapter 8
and 12|, [EG, Section 5.2.3, 5.4.4], [RSTO08| et les références citées.
La condition (6) n’est, a I’évidence, pas respectée dans notre cas.
Des méthodes d’EF-VF pour (5) sous I'hypothése (6) ont été développées.

Par exemple, des estimations d’erreur on été obtenues dans [WL03| pour des maillages
mixtes (triangles et rectangles). Des méthodes mixtes de volumes finis sont étudiés dans
[BMM™T06] (stabilité et estimation d’erreur). D’autres articles récents sur ce théme sont
[Rui07] et [sFcS09].

Organisation du livre

La partie introductive précise certaines notations et rappelle un certain nombre de ré-
sultats utiles pour les problémes exacts (chapitre 1, page 20) et leur variante approchée
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(chapitre 2, page 29).

Au chapitre II, page 50, on considére le probléme stationnaire d’advection-diffusion
approché pour lequel un résultat de L?-stabilité est montré (théoréme 5.1, page 53)
pourvu que le maillage satisfasse une condition géométrique (définition 4.1, page 52).
Cette condition se trouve étre vérifiée par certains maillages structurés (voir le chapitre
4), y compris en cas de perturbation de ces maillages.

Le chapitre III, page 72 présente un résultat de stabilité pour le probléme d’évolution
advection-diffusion approché. Ce résultat est possible si le maillage remplit la méme
condition géométrique (définition 4.1, page 52) que dans le probléme stationnaire ap-
proché.

Une majoration de l'erreur pour le probléme d’évolution est possible sans la condition
géométrique (définition 4.1, page 52). Ce résultat est démontrée au chapitre IV.

Le chapitre V, qui est grandement indépendant des chapitres précédent, propose une
étude de stabilité pour le probléme d’advection stationnaire by, (up,vy) = (fn,vp). Ici
aussi, le maillage doit satisfaire une condition géométrique presque identique a celle du
probléme stationnaire d’advection-diffusion approché.

Les annexes rappellent quelques résultats connus.
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1 Cadre pour les problémes exacts

1.1 Notations, conventions, préliminaires

Dans I'ensemble du texte les notations suivantes seront utilisées®

La plupart des propriétés données ici sans preuves sont extraites de [LM68a], [LM68b],
[Ada75] [QVIT7] et [EG].

Le produit scalaire de deux vecteurs u,v € IR™ est noté u - v.

Pour 1 < p < oo et u = (u1, -+ ,uy) on définit |[u]l, = O, |ui\p)1/p et ||ulloo =
MaXie (1, m} [ti|. On a ||ulls = v/u - u. Pour p =2 on écrit aussi || - || = || - ||2.

Si u et v sont des éléments d’un espace fonctionnel /' munit d’un produit scalaire, celui-
ci sera noté (u,v)p et la norme associée || - ||y;. Une semi-norme sur V' sera notée | - |y :
Pour u,v € L*(Q2) on note ainsi (u,v)r2@) = [, uvdz.

Si le domaine de définition des fonctions est €2, une écriture plus concise sera utilisée :

Pour u € LP(Q) avec 1 < p < oo on note [|ul[, = |[ul|r@) = (¢, [ul? d:c)l/p la norme de

u dans LP(Q). Sip = oo alors ||ul|e = ||u||re) = esssup,eq |u(z)|.
On note Ju = %, la dérivée partielle par rapport a z;.

Les espaces de Sobolev suivants seront utilisés (2 C IR?) :

HY(Q) = {uc L*(Q) : Ou,dwu € L*(Q)}

munit de la norme

1/2
[alls o (= [l 1.2) = ( [ 1+ @+ <azu>2d:c) ,
Q

de la semi-norme

[ul o) (= |uli2) = (/Q (Ohu)® + (32U)2d$> 1/2,

et du produit scalaire

(u, V) () = (u,v) + /(&u O1v + Ohu Oyv)dr = (u,v) + / Ju - v dr
0

Q

ot yu = (O1u, Dyu) est le gradient de u. On définit H} () comme la fermeture de 1'en-
semble C2°(2) des fonctions infiniment dérivables de support compact dans €2 dans la
topologie définie par la norme de H'((2).

71{1(9)
Hy(Q) = C(Q)

On suppose que € est un domaine polygonal borné de IR?.

8. Une liste détaillée des notations utilisées se trouve en annexe D
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Définition 1.1 (domaine polygonal) En dimension deuz, un domaine polygonal
borné est un ouvert borné, non vide et connexe de R* tel que sa frontiere T = 0
est une union finie de segments.

On définit L*(I') = {g : [, g°do < +o0o} ou do est mesure superficielle. C’est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

(91792)L2(F) = /9192 do
r
Ici ' est de dimension 1 (car  C IR?) et on définit H'/2(T") par
_ 2
HY*(T) = {g c LA(I) : / /—\g(a:) g(g)‘ dodo < oo}
rJro lz—yl

C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(91, 92) /20y = (915 92) 121 +/ / |91() — 91(&)‘ |§TQ($) _ g2<y)‘dada
r Jr -

Théoréme 1.1 (trace) Si Q) est un domaine polygonal borné, alors

a) Il existe une unique application linéaire et continue vo = H'(Q) — H'Y2(T) telle que
Yo(v) = vyr pour tout v € H' () N C(Q).

b) Pour tout ¢ € HY?(T), il existe un relévement Ryp € H*(Q) tel que vo(Rop) = ¢.

Remarque 1.2 On a COYT) € HY*(T') ou C%*(T') est l’espace des fonctions lipschit-
ziennes sur I'. Muni de la norme

o(z) — oly
||¢||C°’1(F) = ||¢||L<><>(r) + sup M
syel T — Y]

c’est un espace de Banach. Par contre, il existe des fonctions continues sur I' qui
n’appartiennent pas & HY?(T')

On définit aussi C%1(2) € HY(Q) o C% () est I'espace des fonctions lipschitziennes
sur 2. Muni de la norme

(1.1)

[v(z) —v(y)]
||U||CO’1(Q) = ||U||Loo(Q) + sup ———+——
z,y€Q |$ - y|

c’est un espace de Banach.

Si 2 est un domaine polygonal borné, alors pour toute fonction v € C%'(Q) C H'(Q)
on a vyo(u) € C¥Y(T).

Si €2 est un domaine polygonal borné, on a la caractérisation

HYQ) = {ue H'(Q) : olu) =0}



22 CADRE POUR LES PROBLEMES EXACTS

Par la suite on omettra 1’écriture du symbole 7. Pour ¥ C I' de mesure strictement
positive, on définit ’espace fonctionnel

Hy(Q) ={ve H(Q) : v=0sur X}

Théoréme 1.2 (inégalité de Poincaré) Si<) est un domaine polygonal borné et 3 C
[’ de mesure strictement positive, alors il existe une constante Cq > 0 telle que

Yo € HL(Q), CQ/

dexS/vv-vv dx
Q Q

L’inégalité de Poincaré montre que la semi-norme v + |v|g1(q) est une norme pour
V = H}(Q), équivalente a sa norme usuelle.

On définit

||v||«v = [v|m1() avec le produit scalaire ((u,v)) = /Qvu -yv dr Yu,veV

Il existe donc des constantes c¢; et ¢, telles que

1
Sollw < Il < allell Vo e v (1.2)
1
et
vl < cdlllsw Yo eV (1.3)

L’écriture || \7 u||12(q) sera parfois (abusivement) utilisée pour ||ull.y.

Soit
H*(Q) = {u € L*(Q) : Oyu, Dyu, 8;0;u € L*(),Vi,j € 1,2}

avec norme

9 1/2
ullm2@) = llull22 = (/ [ul? + [Oyul® + [Opul* + ) |5’z‘3jU|2d93>
Q =
1,j=1
Pour un domaine K de IR?, ng est la normale extérieure a K.

Si n apparait dans une intégrale |, op | B-ndo, alors n = ny désignera (sans ambiguité)
la normale extérieure & T'. do est la mesure superficielle sur 971" induite par la mesure
de Lebesgue dz définie sur IR? et f est une fonction scalaire.

On note n(z) = (n1(x), na(x)) la normale extérieure a © au point x € I'.

Soit 2 un domaine polygonal borné, on dispose de la formule de Green :

/(6jw)vdx:—/w8jvdx+/ wonjdo , j=1,2 Yw,v € H(Q)
Q Q o0
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ou encore

Yu € H*(Q) Yo € H'(Q), —/

Auvdx:/Vu-Vvdx — /vvu-nda
Q Q r

ot Au = (0101 + 0205)(u) est le laplacien de u.

1.2 Formulation faible du probléme d’advection-diffusion sta-
tionnaire

Soit 0 # B € IR?, Q un domaine polygonal borné et f € L?*(Q). Au chapitre II, on
considére le probléme stationnaire d’advection-diffusion

—vAu+f-syu = f dans Q (1.4)
u = 0sur 0N (1.5)

Une formulation faible de (1.4) est obtenue par multiplication de cette équation par
v €V = H}(Q) et intégration sur €.

Avec la formule de Green, on obtient

Définition 1.3 Une fonction uw € V' est une solution faible du probléme (1.4), si
v((u,v)) + blu,v) = / fvdz, YoeV (1.6)

Q

ou

b(u,v) = / B syuvdr pour u,v € V (1.7)
Q
1.3 Formulation faible du probléme d’advection-diffusion non
stationnaire

Au chapitre III, on étudie le probléme d’évolution dans le domaine espace/temps
Qr = 0x]0,T] (0 < T < 00). Trouver u : Qr — IR, tel que

% —vAu+p-yu = g¢gin Qr (1.8)
uoaxj,r = 0 (1.9)
u(z,0) = u’(x),Vor € (1.10)

avecv > 0et g: Qr — IR, u® : Q — IR des fonctions données.

Avant de déduire une formulation faible de (1.8), il est nécessaire d’introduire les espaces
de Banach suivants :

Soit X un espace de Banach, alors C([0, T, X) est I'espace des fonctions continues bor-
nées t — u(t) = u(t,-) € X muni de la norme ||u||c(o,77,x) = supiejor ||u(?)||x. L'espace
C™(]0,T], X) est I'espace des fonctions dont les dérivées par rapport au temps jusqu’a
l'ordre n existent et sont dans C'([0,T7], X).
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L*(]0,T[, X), L>=(]0,T[, X) sont les fermetures de C(]0,T[, X) par rapport a la to-
1/2

pologie définie par les normes ||ul|r2qo7x) = (f0T||u(t)H§( dt) | eqorpxy =

sup ess,cjo 7yl |w(t)|] x-

L’espace de Sobolev H'(]0,T[, X) est 'ensemble des fonctions u € L*(]0, T, X) telles
que v’ = 4 € L2(]0, T, X). Cet espace est muni de la norme

T
[T ( [ g+ Hu’H?xdt)

1/2

On suppose que

geC(0, T, H () and v’ € V (1.11)

Supposons que u soit une solution au sens classique, alors en multipliant (1.8) par v € V/
et intégrant sur €2, on obtient avec la formule de Green (en ayant permuté intégration
sur ) et la dérivée par rapport a t) 'expression suivante

d

7 Qu(t)vda:jLz//Qvu(t)-vvdx+/ﬂﬁ~Vu(t)vdaz (1.12)

- /Qg(t)vdx

Reprenant la terminologie de [sFFK02|, on définit :

Définition 1.4 Une fonction u est une solution faible de (1.8), si et seulement si :
a) wue L*(]0,T[V)NL*(Qr) (1.13)
d
b)  (ult),v) +v((u,v)) +b(u,v) = (9(t),v), Vv eV

pris dans le sens des distributions sur |0, 7]
c) u(0)=u’

1.4 Probléme d’advection stationnaire

Pour 0 # 3 € IR? on définit respectivement

' = {zel : n(x)-8>0} (1.14)
' = {zel : n(x) - <0} (1.15)
I = {2l : n(x)-5=0} (1.16)

les parties de la frontiére ot le champ d’advection 3 est sortant, entrant et longeant.
OnaTl*tUT~UTI® =T et on note np+, np- et nps les restrictions de n respectivement
a ces ensembles.
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L’espace des solutions :
Vi={vel'(Q) : 3-ywvel' ()} (1.17)

L’espace Y1, avec la semi-norme [v|y, = |B3-/v|11(q) et la norme ||v||y, = ||v]|p1@) +|v]yi,
est un espace de Banach.

On considére le probléme d’advection suivant :

Définition 1.5 (Probléme advection) Trouver u € Y; tel que

{B~vu:fsurQ

(1.18)
avec ur- = g

avec g: T~ = R et f € L}(Q).

La méthode des caractéristiques permet maintenant de montrer I'existence et 1'unicité
de la solution du probléme (1.18) pour f € Wh(Q) C LY(Q) et g € WHI(T7) :

Théoréme 1.3 (Existence et unicité du probléme d’advection)

Soit O # Q C R? un domaine polygonal borné, tel que le bord entrant T~ soit conneze,
feWhi(Q) et g € WHY(T™), alors il existe exactement une solution u € WH1(Q) C Y}
de (1.18) et on a les inégalités

diam(Q)

lullpi@y < diam(Q) [|g||pr@-) + B /1l @) (1.19)
18- vulleey = [Ifllze) (1.20)
|V ullpie < (Cr-p+1) diam(Q) ||| - HﬁH 2N flle
diam ()
S Gt DI Sl (1.21)
avec Cr- g = max ——————— 1 . (1.22)
zer- |3 - n(z)|
(1.23)
Ainsi
‘ diam (2
lullv, < diam@) lgllay+ (1+ S0 Ul (120
lullwie < Clllgllwiaae + I Fllwrie) et (1.25)
C' est une constante qui dépend de 3,1 et Q. (1.26)
Preuve : Voir I'annexe page 191. U

Cela motive la définition du sous-espace vectoriel :

YVoa={weY: : we W' (Q),wr- e W (T ) et B-ywe W (Q)} cWH(Q)NY;
(1.27)
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Remarque 1.6 Dans le sous-espace vectoriel Y.,,, la norme || - ||y, peut étre remplacée
par la norme ||ully,, = ||8 - Vullri@) + ||ur-||z1 @y, car avec (1.19) et (1.20) on a

di Q
) 1) 115 gulloe

lully, < diam () [|ur-[| 10~

Les domaines polygonaux bornés vérifient la condition lipschitzienne forte au bord®
et donc aussi la propriété du come'® Le théoréme d’injection suivant s’applique (voir
[Ada75|, page 97) :

Théoréme 1.4 (théoréme d’injection de Sobolev) Soit Q un domaine de R" et
soit QF le domaine de dimension k obtenu par l'intersection de Q avec une surface de
dimension k dans R", 1 < k <n (donc Q" = Q). Soient j et m des entiers positifs ou
nuls et soit 1 < p < 0.

Partie I Si Q2 a la propriété du cone, alors il existe les injections continues suivantes :

Cas A Simp<netn—mp<k<n, alors

W (Q) = WH(QY),  pour p < q < kp/(n—mp),  (1.28)
et en particulier ,

WItme(Q) — W(Q),  pour p<q<np/(n—mp), (1.29)
ou encore

WP(Q) = LUQ), pour p<g<np/(n—mp). (130

De plus, si p = 1 et m < n, linjection continue (1.28) existe aussi pour
k=n—m.

Cas B Supposons que mp = n. Alors pour k avec 1 <k <n,

WIHm2(Q) — WH(QF), pour p < q < 0, (1.31)
et en particulier ,
W™P(Q) — LI(Q), pour p<q< oo, (1.32)

De plus, sip =1 et m = n, les injections continues (1.31) et (1.32) existent
aussi pour ¢ = 0o. On a

Witnl(Q) — C%(Q) = {u € C'(Q) : D% est borné dans Q pour |a| < j}

(Avec la norme ||u||%(ﬂ) = MaXo<|o|<; SUPeq | Du()|, CL(Q) est un espace
de Banach.)
Cas C Si mp > n, alors . .
WIHmP(Q) — C%L(9) (1.33)
Partie IT Si Q wvérifie la condition lipschitzienne forte au bord, alors le cas C de la
partie I peut étre remplacé par :

Cas C’ Simp >n > (m—1)p, alors

WitmP(Q) — CPQ), 0< X <m— (n/p). (1.34)

9. "strong local Lipschitz property", voir [Ada75], page 66/67
10. "cone property", voir [AdaT75], page 66/67.
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Cas C” Sin = (m—1)p, alors
WIitmP(Q) — C9MNQ), 0< A< 1. (1.35)

Si maintenant n =m — 1 et p =1, alors (1.35) est valide aussi pour A = 1

( CIAQ) est le sous espace de C7(Q) défini par les fonctions ¢, telles que D¢

soit A\-Hélderienne. C72(QQ) est un espace de Banach pour la norme 1Bl cin@) =

D u(z)— Du(x)
[16]] (@) + MAX0<la]<) SUP e oy~ ogir )

Remarque 1.7

1) Les fonctions dans WH(Q) ne sont pas nécessairement continues et peuvent contenir
des singularités. Cependant, le cas A du théoréeme ci-dessus garantit l’existence,
pourp=1m=1,k=1etj=0, de lintégrale f[AB] w(zx) do pour tout segment
[AB] C Q etw € WHY(Q). En particulier I,(w) (voir définition 2.3, page 35 pour la
définition de l'opérateur d’interpolation I,) est donc bien défini pour w € Wh1(Q).

2) Du cas B (partie 1) on déduit que W>1(Q) — C%(Q), c’est-a-dire que f € C%().
La solution u du probleme d’advection est alors continue, c’est le théoreme 1.5.

Théoréme 1.5 (Existence et unicité du probléme d’advection 2)

Soit ) # Q C R? un domaine polygonal borné, tel que le bord entrant T~ soit connexe,
feW24(Q) et g € WHY('7), alors il existe exactement une solutionu € WHH(Q)NC(Q)
de (1.18). Les conclusions du théoréme 1.18 restent valides et on a'!

diam/(§2)
[lull =) < M9l + WWHLWQ) (1.36)

Preuve : Voir l'annexe page 191. U

Remarque 1.8

a) L’existence et 'unicité ne sont pas obtenues pas des méthodes d’analyse fonction-
nelle. Les espaces L*(§)) et L>=(Q) ne sont pas réflexifs et le théoréme de Banach-Necas-
Babuska (|[BA72], p. 112, [EG], p. 85 ou [QVI7], p 139) ne s’applique pas.

b) La situation est similaire avec le probléme approché : Le probleme upwind de Galer-
kine Discontinue utilisé (avec des éléments de Crouseiz-Raviart non conformes) va étre
interprété comme un probléme de calcul de valeurs aux sommets d’un graphe orienté.
Ainsi, lexistence et 'unicité de la solution du probléeme approché sont assurées, si le
schéma itératif (plus précisément le graphe associé€) qui permet de calculer les valeurs de
up(Q;), ne contient pas de circuit élémentaire.

c) Lobjectif du chapitre V est de prouver les inégalités correspondantes a (1.20) et (1.536)
pour le probléeme approché (voir chapitre 2.13, page 47 pour la formulation variationnelle
du probléme approché).

11. Les fonctions g de W(I'") sont continues (ou plus exactement la classe d’équivalence corres-
pondant & g posséde un représentant § continu), ce qui justifie ||g||ze ). Voir par exemple [Bre83],
page 122.
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La forme variationnelle de (1.18) est obtenue en multipliant (1.18) par v € L>®(2) et en
intégrant sur €2 :

Définition 1.9 (Formulation variationnelle du probléme d’advection)
Trouver u € Y] tel que

/6 -vuvdr = (f,v) Yve L*(Q) et up- =g (1.37)
0
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2 Cadre pour les problémes approchés

2.1 Famille de maillage (73); :

Soit ) # Q C IR?* un domaine polygonal borné, on considére une famille de maillage
(Tr)n de Q2 avec h €]0; ho[, dont les éléments (mailles) 7' € Ty, sont des triangles fermés.

Vh 6]0, ho[, g = UTeThT
On note I I'ensemble des indices (positifs) 7 permettant d’indexer les triangles T; de 7p,.
Th=A{T; : i€l}

Pour deux triangles T} et T; de 7T}, les contraintes de dispositions suivantes doivent étre
satisfaites :

a) T, NT; =0 ou
b) Les triangles T} et T; ont un c6té en commun
c) Les triangles T}, et 7 ont un sommet en commun

Avec hp, pr et h on note respectivement le diameétre de 7', le diamétre du cercle inscrit
dans T et la finesse du maillage

hy = diam(T) = max ||x; — z3]|2 h = max hp
z1,22€T TeT,

pr = sup{diam(B) : B boule de R?*, B C T}

Définition 2.1 (régularité) Une famille de maillage (Ty)n est réguliére s’il existe une
constante o telle que

h
Vh €)0; ho[ VT € Tp, o7 = p—T <o (2.38)
T

Définition 2.2 (quasi-uniformité) Une famille de maillage (Ty)n est quasi-uniforme
si elle est réguliere et sl existe une constante cq telle que
h
Vh, VT € Ty, . < ¢ (2.39)
T

Des inégalités (2.39) et (2.38) on déduit

Lemme 2.1 ][] existe ¢y > 0 indépendant de h et T avec

h?* < &|T| VT €T, Vh€)0,hol (2.40)
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Soit h €]0; ho[, alors l'ensemble J définit une indexation de l’ensemble des cotés
{S; : i€ J} des triangles de 7. On note @); le milieu du segment S;. L’ensemble des
indices des points qui ne sont pas sur le bord est donné par :

Jo={jeJ : Q; &0} (2.41)

Pour le probléme d’advection défini par 0 # B € IR?, on aura besoin des ensembles
suivants :

Jt = {jeJ: QeTl"} (2.42)
Jo = {jeJ:Qel} (2.43)
J' = {jeJ: Qe (2.44)

ot Jt, J~ et J® sont respectivement les ensembles des indices des points Q; sur la
partie sortante, entrante et longeant du bord. Ces ensembles interviennent quand le
terme de diffusion est absent de I’équation.

Lemme 2.2 (Relations d’Euler) Soit Q un domaine polygonal de IR?. soit Tj, un
maillage de Q. Soit x le degré de multiple connexité'?, alors

Card([) - CCLT’d(J) +Nnombre de sommet — 1—k et Nnombre de sommet sur I' — Nnombre d'aréte sur T’

et
2 C&?"d(J) - Nnombre d'aréte sur I' = 3 card(])

ot card(l) est le cardinal de I.

2.2 Eléments finis de Crouzeix-Raviart
Les éléments finis non conformes de Crouzeix-Raviart sont utilisés pour la résolution du
probléme approché.

La régularité et la quasi-uniformité de la famille de maillage permettent de retrouver
I’essentiel des propriétés données dans le cadre du probléme exact.

Tout d’abord les espaces utilisés dans la résolution des problémes approchés :

Soit un (7y)p, une famille de maillage triangulaire, réguliére et quasi-uniforme. On définit

Espace pour le probléme approché d’advection-diffusion :

X, = {v, € L*(Q) : vpr est affine VI' € Ty, vy, est continu en Q;,Vj € J}  (2.45)

X, est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire

(wn,vn)x, = (wn,vn)+ (W, o)), o0 (Wh,vy) = /Q Wy dx (2.46)
et ((wp,vp))n = Z / YWy, - VU dx (2.47)
TeT, T

12. Le nombre de "trous" dans €
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On a ainsi pour la norme et la semi-norme induite par le produit scalaire :

1/2 1/2
lonllx, = (vn, o) X2 et [unlx, = ((vn,on))y/

1 81 i=j

L’ensemble {wy,; : ¢ € J} des fonctions wy,; € X, telles que wy,;(Q;) = §;; = {0 Si its

forme une base de X, .

Avec le lemme de Friedrichs 2.12 on dispose de la version discréte de V' :

Vi, = {Uh e Xy Uh(Qi) =0, Vie J— Jo} (248)
est un sous-espace vectoriel de X pour lequel la semi-norme | - |y, est une norme
équivalente a || - ||x,. On note || - [|.v, = |- |x, cette norme induite par ((-,-))n (qui est

maintenant un produit scalaire sur V},).

Espaces Y, pour le probléme approché d’advection :

Vi={v, : Q=R : vpr est affine VI' € Ty, vy, est continu en Q;,Vj € J}  (2.49)

Pour Y}, on considére différentes normes et semi-normes :

1/p
lwnllr @) = <Z|wh(Qk)|p|Dk|> pour p € [1;00] et (2.50)
kedJ
lwnllrze @ = max wy(Q)] (2.51)
1/p
lwnly,, = <Z|I5'Vhwh||ﬁpm> pour p € [1;00] et (2.52)
TeT,
(wilvee, = max| - 7nwnrl (2.53)
» 1/p
lwnllvy, = (llwnllzgy + b lwalf, ) pour p € [Lioofer  (2.54)
wally,,, = max{||wn|lre@), b [waly,, , } (2.55)

ot |Dy| est la mesure du volume barycentrique Dy associé & Qy.

On considére aussi le sous-espace des fonctions de Y}, qui s’annulent pour @); € I'™ :

Y ={w, €Y, : wp(Q;)=0,Vje ]} (2.56)

L’espace des fonctions tests pour la forme bilinéaire du probléme approché d’advection
sera Y.
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FIGURE 1 — Maillage dual barycentrique

2.3 Volumes finis barycentriques, voisinage d’un point ();, points
en amont/aval de Q); :

Volumes finis barycentriques

A partir du maillage (75,) se construit un systéme (Dy,) = {D; : i € J} de volumes finis
s’appuyant sur les arétes et les centres de gravité (maillage dual barycentrique).

A chaque point Q); avec ¢ € J on associe un volume barycentrique D; de la maniére
suivante :

a) Sii € Jy, clest-a-dire Q; € S; := [P, P;,] est un point intérieur de €2, alors il existe
deux triangles T} et 1) de cotés respectivement Sy, , Sk,,S; et Sy, Si,,S;, tels que
Py € S, NSy, et Py € Sk, NS,,. Soient Gy, Gy les centres de gravité de Ty, 1;, alors
D; est le quadrilatere (fermé) incluant S; et défini par les segments I'y, ; := [Gi, Pi],
Fkg,i = [Gk,PQ], Fll,i = [Gl,Pl] et Flg,i = [Gl,PQ].

b) Si Q; € S; C 99, c'est-a-dire Q; € S; := [Py, P] est un point du bord T, alors il
existe un seul triangle T} ayant les cotés Sk, Sk,, S;. Le volume D; est alors le
triangle (fermé) défini par les segments S;, I'y, ; := [Gy, Pi] et Ty, :== [Gk, Ps).

ieJ
On note |7T'| et |D;| les mesures (aires) respectives de 7' € T, et D; € Dy, ainsi que |I'; x|
et |9;| les mesures (longueurs) respectives de I'; et .S;.

On rappelle que |D; NT| = %|T| pour Q; € T.
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Voisinage de );, points en amont/aval de Q;

On commence avec la situation la plus simple :

Cas Q; € Q : Cest-a-dire que i € Jy. Les points Qx,, Qr,, Q1,, @i, sont les voisins de
Q; et on définit S(i) = {k1, ks, 11, [} pour Q; € Q.

On a ainsi

J€S ()

On note i ks Mikey Nigy €6 Mg, les restrictions de np, (Vecteur normal orienté vers
I'extérieur de D;) a respectivement I'; g, I'; gy, Tigy et Iy,

Dans ces notations : I'; , = I'y; et n;p, = —ny;

Pour i € Jy et k € S(i) on définit

0 = / B niydo
Tk

Le voisinage de @); en amont (upwind) de [ est défini par
(i) = {k € S(i) : b <0}
Le voisinage de ); en aval de 3 est défini par
S*(i) = {k € S() : O > 0}
Bien sur k € ST(i) NS~ (i) <= 6,, =0
De fagon générale, on dira que @y est en amont (en aval de Q);) si 6, < 0 (6, > 0).
Avec cette définition on a (ST (i) US™(i) = S(4)) :

Z 0;; + Z t;; =
)

FES—(i) JESH(i

B-ndazfv~5dx20 VieJ (2.59)
D;

aD;

Cas Q; € 091 : Ce cas concerne surtout le probléme d’advection stationnaire.

Si (); € J- Le point @); est sur le bord entrant et ne doit pas avoir de voisin en amont.
Ainsi, avoir S™(i) = {—o00, j} n’est pas acceptable. On définit :
Situation A : S~ (i) =0 et ST(i) = {j}, Situation B : S~(i) =0 et ST(i) = {j, k}

Situation A Situation B
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Si Q; € J* Le point @Q; est sur le bord sortant et ne doit pas avoir de voisin en aval
dans (2. Pour des raisons de notation, on introduit un indice virtuel +oo pour
lequel on définit

Ty oy = S ot O o — / (8- np,) do (2.60)
Fi,+oo
avec
Situation A : S7(i) = {k} et ST(i) = {j, +0oo} et on a 0; 1o + 0 = Op;

)

Situation B : S7(i) = {j, k} et ST(i) = {+o0} et on a 0; oo = 0;; + Op;

Situation A

Situation B

r+ @

__________ Q 8

Si Q; € J* Le point Q; est sur le bord longeant et il a exactement un point Qj, en amont
{k} = S7(i) et un point Q; en aval {j} = ST (7). La normale du segment S; étant
orthogonale & 5 on a fs(ﬁ -np,)do =0, donc O ; =0, ;.

Il est parfois nécessaire de rappeler explicitement la dépendance & 3 de certaines quan-
tités. On écrira ainsi Sg (i), Sj (1), ka etc...
2.4 Formulation du terme de convection by,

Le terme de convection b défini en (1.7) sera approché par une méthode upwind de
volumes finis :

Soit u € HY(Q) N C(Q) et v, € X, alors

b(u,vp) = /B-vuvh dx
Q

= Z/Dﬂ-vuvhdx

icJ
~ ;/Dlﬂ-vuvh(Qi) dx
~ @) / V(B do
~ th(Qi)/aDi uf-ndo

e
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n est le vecteur normal extérieur a 9D;
th(Qi) Z / u f-n;; do
icJ jes(i) Y Vi
(2.61)

Pour chaque j € S(7) les choix u(();) ou u(Q);) sont possibles pour une approximation
de u sur I';;. La méthode upwind consiste a choisir le point en "amont" de 3, ¢’est-a-dire
uw(Q;) sib;; >0, (Q; est upwind & Q;), sinon de prendre u(Q);) dans le cas 6;; < 0.
Ainsi

b(u,vp) th i) Z 0, ju(Q Z 0, ju(Q;)

ieJ JjeST(3) JES—(4)
(2.62)
Et on pose
bh(uh, Uh) = Z'Uh(QZ) Z Qmuh Z Qmuh Q] ,‘v’uh,vh c Xh (263)
icJ jeSt () JES=(4)

2.5 Opérateur d’interpolation I
Interpolation dans H'()) pour le probléme d’advection-diffusion :

Comme X;, ¢ H'(Q) et V3, ¢ Hj(2), 'approximation est non conforme. Pour 'é¢tude de
stabilité et d’estimation d’erreur, il est nécessaire de pouvoir étendre la forme bilinéaire
(2.63) a une forme bilinéaire continue sur (X, + H*(Q)) x Xj,.

Cela sera fait via I'opérateur d’interpolation [}, :

Définition 2.3 (opérateur d’interpolation [,) Si
v: H Q)+ X, ={v+uv, : ve H(Q), v, € Xi} — R, alors on définit

1
Ly e Xy, par (Iw)(Q;) = T / vdo, i€ J (2.64)
il Js,

Cette intégrale existe (théoréme de trace dans H'(T) et L?(S;) C L'(S;)). On pose

bh(u,vh) = bh(Ihu,vh) , Yu e Hl(Q) + Xy, vp € Vi (265)

Lemme 2.3 L’opérateur I, défini par (2.3) a les propriétés suivantes :

Sip eV alors Inp € Vj, (2.66)
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Soit o € H*Y(Q), avec k =0 ou 1. Alors pour h €]0, ho[ on a

lo = Inpllx, < cnh*[lollmsio) (2.67)
e = Inglle) < k™ @l amn @), (2.68)
nellx, < cllellme), (2.69)
€ HY(Q) = |lo— Ipllx, — 0 pour h — 0 (2.70)
avec cyy > 0, crg > 0 et cr3 > 0 indépendants de ¢ et h.
Preuve : Voir [Fei93] , Lemme 8.9.81 O

Interpolation dans W'?(Q)) pour le probléme d’advection :

Comme Y}, ¢ Y., C Wh(Q) NYy, approximation est non conforme.

On ¢étend ainsi la forme bilinéaire (2.63) & une forme bilinéaire continue sur
(Vi +Y.,) x Y2

t13

Cela sera fait *> via l'opérateur d’interpolation I}, :

Définition 2.4 (opérateur d’interpolation [,,) Si
v: Y+ WP(Q)={v+uv, : veWP(Q), v, €Y} = IR, alors on définit

1
LyweYy,, par (Iw)(Q;) = T / vdo, 1€J (2.71)
il Js;

Cette intégrale existe (voir la remarque 1.7). On pose
Eh(u, Uh) = bh(Ihu, Uh) , YueY, + Yh, vp € Yf? (272)

Soit (7y)n une famille de maillage et T' € Ty, alors

Lemme 2.4 Pour w € WH1(Q) et wy, = I,(w) on a
a) PourT €T, npg, = n; et w; = wi(Qs), i € {1,2,3} (voir figure ci-dessous) :

1
/ wdr + —/[(:p — P) - yw|dx = w;|T)|
T 2 Jr
Si T, est le triangle défini par G et les extrémités du segment S;, alors

Jwds 5 [ (o= 6)- gulds = wi

T [

T;
|/wdx—/]h(w)dx|Sh/||vw||d:p
T T T

13. La régularité des données f € Wh(Q), g € WH1(I'~) permet d’obtenir une solution v € Wt C
Y} du probléme exact. Nous intéressent les estimations dans les normes || - ||y, et || - ||y, , les solutions
exactes et approchées.

b) PourT €Ty
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)
15 @y < ol +h/9|| 7 wl| d

:vaHLl(Q)

/V x— P ]d:p:%/aTw(x—Pi)-ana
/de:c+2/T[(:c— ) - ] do ;/Siw(:c—Pi)-nida

Maintenant pour z € S; : (x — F) -n; = (. — Q) -ni+ (Qi — P) - ny = %, ce qui

vV
=0 —hauteur issue de P;

prouve la premiére égalité de a).
Le méme raisonnement permet de montrer la seconde égalité (remplacer P, par G).

Avec [, In(w) dx = 71 5 (w1 + wy + ws3) on déduit b).

IT| 1/ 1 1/
il 57 = 3 | lwlde+ghs | [[vwllde

Sommation sur 4, puis sur les triangles 7" livre c). O

Avec a) :

Lemme 2.5 Pour tous p,q € [1;00] et ¢ € WH(T) on a

105 Lnpl | acry < ITIM 721|050l oy pour j = 1,2 (2.73)
Preuve : [ANSO1], lemme 2 page 200. O

Lemme 2.6 Pour tous p,q € [1;00], p > q et o € WHP(T), il existe une constante cyy
ne dépendant pas de h, telle que

10; (0 = Ino)||acry < cra TV 21050 | oery pour j = 1,2 (2.74)
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Preuve : [ANSO1], corollaire 1 page 200. O

Remarque 2.5 Les deur lemmes ci-dessus sont wvalides sans condition d’angle au
maillage.

Lemme 2.7 Pour tous p,q € [1;00|, p > q et o € W*P(T), il existe une constante cys
ne dépendant pas de h, telle que

2
105 = @) Lary < b ess| TIPS 110,050 | oy pour j = 1,2 (2.75)

i=1
Preuve : On applique le lemme 3 page 200 dans [ANSO1]. O

On suppose que '™ est connexe, et peut donc s’écrire comme la réunion de k segments

—
T _ _Aidin
v [1A;Aital

Sur le segment [A;; A;11] on note n; la normale extérieure a I'™ et n
vecteur orthogonal & n; .

un

On suppose que I'™ = U;g'S@-l avec S;, NS, #0etiy € J pourl=1,--- ||

L’espace des conditions au bord au bord Y, (I'") pour le probléme approché est défini
de la maniére suivante :

Yiu(T7) = {(ph o il existe wy, € Y), avec wyp- = goh} (2.76)
On définit la semi-norme | - |y, -y €t la norme || - ||zr -y pour @5, € Var,(I'") par
7= |-1
nlvarey = Y len(Qiy) — on(Qi,)| et (2.77)
=1

-] v

lenllzpae-y = | D len(@i)lP 154] (2.78)
=1

Pour la condition au bord g on aura besoin du lemme suivant

Lemme 2.8 Pour g € WH(T'7), on a

\Ihglvar,a-y < 2/ @-) (2.79)

Preuve : Soit [ € {1,---,|J 7| —1},et A=5,NS;
on a

alors pour y; € 5;, et Y2 € S;

1+1) I+1

- [/M;A[lg'(af)lda+/m;y2[Ig’(x)lda] < g(p) —9(y2) < /h,I;A[m/(dea + /]A;yﬂlg’(xﬂda
[ W@lrs ow o) < [ lf@ldo
S;,US

141 SilUSil+l
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En intégrant maintenant g(y;) sur S;,, puis ¢g(y2) sur S;,_,, on obtient

Zl+17
ASSual [ 0@l <15l [ gdo-lsil [ gdo <I5il150 |
1Y Sy US'HI
En divisant cette inégalité par |S;||S;,,,| et en sommant sur [ on obtient 'inéquation
désirée. ]
2.6 Coordonnées locales d’un triangle 7' € 7, :

Pour un triangle T € T;, on note ST, ST et ST les cotés du triangle T' € Tj,.

Le point QT est le milieu de ST pour r € {1,2,3}. Ainsi

or= |y S’

r=1,2,3

Lemme 2.9 Pour v, € Xy, T € Th, on a pp(vy) = vy et (en coordonnées locales)

1/2 3 1/2
Z (Z un(Qr) hT> < lvnlle2y < é (Z Uh(QrT)Qh%> (2.80)
r=1 r=1

avec ¢y > 0 indépendant de h,vy et T.

Preuve : Appliquer lemme 2.10 et (2.40). O

Lemme 2.10 Le produit scalaire (-,-) peut s’exprimer par une formule de quadrature
utilisant les milieur QI des cotés des triangles T € Ty, -

(uh,vh = = Z |T| Zuh ) (Lhuh, thh) Up, Uy € Xy, (281)
TGTh 7=1
l|onllr2@) = || Lavn||z2@) vn € Xa (2.82)

2.7 Opérateur gradient local v/,

Pour v, € X3, Vuy, n'est pas défini, contrairement a la restriction vy pour T' € Th.

Définition 2.6 Pour v € X, + HY(Q) on définit opérateur gradient local
Vh: Xn + HY(Q) = L*(Q) par

(Vn0)r = o, YT €T, (2.83)

Lemme 2.11 1. pour u,v € HY(Q) :

((w,0)) = ((w,0))n = (Vnu, Vav)r2(0) (2.84)

()|do
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2. Pour up,v, € Xy, :
((Inun, Invi))n = ((un, vr))n et |((un, vr))nl < [Junllev, |vn] v, (2.85)

3. Soiti € J, wy; € Xy, défini par wy,;(Qr) = 6, et T € Ty, un triangle ayant S;
comme coté, alors

| Whir| [T] = 5] (2.86)

Preuve : 1l suffit de montrer (2.86) :
Soit @ et @ les milieux des deux autres cotés de T et soit @ € (QQ%) tel que (Q —

Qi) - (Qi — Qr) =0, alors

|V W [T = |V W] |Q — Qil | Si]
[T
= |v Whip (Q—Qi)||Si] car v wh,i\TJ-Si
= \wh,@'(Q) - wh,i(@i)\ |Sz\
wp;(Q) =0 car Q € (Qi; Qk) et wy;(Q;) = 1, donc
= 1|

La version non conforme du théoréme de Poincaré (théoréme 1.2) est :

Lemme 2.12 (Inégalité de Friedrichs) I existe une constante ¢, indépendante de h
telle que

unll 2@ < Ellunllovi (= ((unyun))y?)s un € Vi, b€ (0, ho). (2.87)

Preuve : Voir [sFF99| O

2.8 Opérateur local de projection py

Définition 2.7 (Opérateur local de projection py)
Soit v e L*(Q) tel que vy € C*T) pour T € Ty, et v est continu en Q; pour i € J, alors
on définit py(v) € Xy par

pr(v)(Qi) = v(Q:) pouri e J (2.88)

Lemme 2.13 Soit u;, € X;, ¢ € CH(Q), alors

7 on(un)ll2 < és (I 7n unll2[llloo + lunll2]| 7 #1lo0) (2.89)

avec ¢z indépendant de h, uy et @
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Preuve : Soit T € 7T,. Soit My € T un point quelconque mais fixe. Soient
i1,12,93 € J tels que Q;,Qi,, Qi, sont les milieux des cotés de T. On a p(upp)r =
Zizl(uhw)(Qiy)wh@. Ici wy,;, € V3 est un élément de la base de Vj, (voir page 31). On
a alors

2

3
19 il = [ (S 0@ 7 || ds
T 1/:13 )
< 2 [ |1 Y w(@)6(@) — ¢(@un) 7 un | da
T||y=1 3 )
+2<P(QMT)2/ > un(Qi,)  wag, || da
3 T||y=1 )
< 2/T Zuh<Qlu) [folV<P(MT+9(Qz’u—MT))'(QiU—MT)dG] YV Wh, || dz
v=1

+20(Quir)?|| v uh|TH%2(T)

3
0 / > un(@i,) i vear+6@Qi, ~Mr)-(@s, ~Mr)as] 7w, || daz
T

<

v=1

+20(Quiy)?l| v uh|T||%2(T)
3

< 6 /T > Nun(@i,) v wi |P da 157 0l 7o) P + 20(Quir )| 7 |72y

v=1

3
2
< 6 Qi) V wna |1 |THI Y @ll it + 2l el sl 7 unirll 2
v=1

3
(286 ¢t 240 < 620 ) un(Qs,)*ISiPIl 7 ll2 + 2lel2ell 7 wnprl|Zery

v=1
(280 ) ) ) )
< 6colollunrl|zer 1| V ells + 2llellsll v unrllz2

On conclut la preuve du lemme par sommation sur 7' € 7Tj,.

Lemme 2.14 Soit u;, € X;, ¢ € C°(Q), alors
o (unp)ll2 < [[unll2 [[#]]oc (2.90)

Preuve : p,(upp) € X}, donc avec le lemme 2.10 on obtient

pn(unp)ll; = (pn(unp), pu(unp))

= TS @@

TET, j=1

1 3 .
||30||§o§ ST un(@QF)

TeTn  j=1

IN

IN

|12 (un, up) comme py(up) = up € Xp.
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O
Lemme 2.15 (formule de divergence dans V},) Soit uy, v, € Vj,, alors
/ B - nun v dx +/ up B - 7nvn dz| < 3[|BI] Co h||un|lwv;, [vn] s, (2.91)
Q Q
Preuve :
/ B-nupvndr = > / B Untn oy dx
= -3 [ wvunde s 3 [ wnsenrdo
TeTy, T TeT), or
En coordonnées locales : 0T = U?_, ST,
3
Z/ upvp B -np do = Z Z/ up vy B - nh do
TeT;, Y OT TeT;, r=1 V5T
(2.92)

Si S C 99, alors [o, up vy B - nip do = 0.
T
Si SHNO = 0, alors il existe un autre triangle T* et r* € {1, 2,3} tel que S;. = TNT* =
et nfp = —nf. sur Sj. = Sf.. Soient Tg, et T¢, les deux triangles ayant S; comme
coté commun (Q); milieu de S;), alors

S5 [ wmontonide = X[ o ao |

TEeT, r=1 icJo Si

uhvhﬁ . nTél dO’)
7

(2.93)

Comme uy, et vy, sont continus en Q7 et comme uyr(Q) = Vupr(Q — Q;) + un(Qs),
upr+(Q) = Vunr-(Q — Qi) +un(Q;) (avec les mémes formules pour vy,), on obtient

)

3
ZZ/S unvn B-nip do <Y |BISiNG (1| 7 wnerl] |7 ongrll + 1| 7 wngre || 1] 7 onye

TeT, r=1 1€Jo

< 3l1Blleok Y T unell |7 onprl]

TET,

2.9 Coordonnées locales upwind d’un triangle 7' € 7T, :

Soit T € Ty, avec @y, Qp, Q. comme milieux des cotés de T'. Les coordonnées locales
upwind Qg’T, QfT et Qg’T, sont une maniére de renommer @,, @), Q). de facon a
disposer de l'information permettant de savoir quel point est en amont de quel autre
dans le triangle T
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. . T T T s .y ,
Les coordonnées locales upwind Q" , Qf et QQB’ , a la différence des coordonnées
locales présentées ci-dessus, permettent donc de savoir quel point est en amont de quel
autre.

Ainsi g T est en amont des points Qf T et Qg T Qf T est en amont de Qg T Le point
Qg’T est donc en aval des points QO’T et Qf L 11 faut donc s’assurer de l'absence de
"boucle" dans T ol les points @), @y, ). seraient en méme temps en aval et en amont
des deux autres points.

L’existence de telles coordonnées doit étre démontrée.

Définition 2.8 (coordonnées locales upwind) Soient S,, Sy, S. les cotés de T €
Thn. Soit G le centre de gravité de T et P,, P, et P. les sommets de T tels que G €

[Qaa Pa] N [Qba Pb] N [Qw Pc]'

Il est alors toujours possible de renommer Q., Qp, Q. en QO’T, Qf’T, Q’T (pour une
certaine permutation de ces points) de telle maniére, que pour Hf}T = HQ,B,T Qi On ait
. i ) 5

051 >0, 07 >0ety, >0.
Preuve : Supposons que de telles coordonnées ne soient par possibles, alors sans res-

triction on peut supposer que pour une certaine permutation des points Q,, Qp, Q.
on ait 95’? > 0, Hsz > 0 et 957’0T > 0 avec au moins un de ces nombres strictement

P,

positifs. Supposons maintenant
que les points Qg ’T, Qf o 5 T soient arrangés dans le sens des aiguilles d’'une montre

autour de G (le cas ot les points sont arrangés dans le sens contraire est analogue), alors
boi = (P)"" = G)B', o7y = (B = G)B', 03y = (P — G)B o " est Vimage de

ar la rotation de T dans de sens contraire des aiguilles d’'une montre.
2

G est le centre de gravité du triangle 7', donc
— — —
0=GP}" + GP)" + GP)"
On a alors la contradiction

— — —
0= (GPy" + GP)" + GPI")B" = 05 +07) + 655 >0



44 CADRE POUR LES PROBLEMES APPROCHES

2.10 Quelques propriétés de by, :

Lemme 2.16 On utilise les coordonnées locales upwind : uy, = up(Q7 ), v ; = vn(QF)
pour i =0,1,2.

a) Soit vy, € Vy, alors
T8 - 7 0nr = (‘93:2 + 9{2)(”{2 - UII;,I) + (‘9({1 + 9({2)(“{1 - Ufj:,o) VI € Tn (2.94)
b) Soit up, vy, € Vi, , alors, exprimé dans des coordonnées locales upwind, on a

bn(un, vp) = Z [_UZ,0|T|B “ VT + (Ug,o - ug,1)0f2(v1{,1 - Ulip,z)] (2.95)
TETh

c) Soit up, v, €V}, , alors
0w (wn, vn) + (un, B 7now)| < {|BI] (L + o)l [un|sv;, [[vnllvs, (2.96)
d) Soit up, vy, € Vi, , alors

|1 (un, v )| < [18]1(V3é, + hoéo)| [un v, [|vnl v,

Preuve :

a) Soit ny un vecteur normal a 92 orienté vers l'extérieur et n
T T

I';; tel que 8- n;; >0, alors

T

;; un vecteur normal a

0= B-ana+/ B-nOTldchr/ B-ng,do
S5 i ’ g 7

Vv Vv
_gT _oT
=00,1 =05,2

0= B-ana—/ B-anQdcr—/ B-ni,do
ST rf, ’ r ’

T
0,2 |
:;1?,2 :%2
et
0:/ ﬁ'anO'—i—/ 6'77,Td0'+ 6'an0'
S5 st S5
Ainsi (dans les coordonnées locales upwind) : [, sp B nrdo = —(05, + 602)

Jsp Bomdo =015+ 05,) et Jgp 5-nrdo = (05, +05,) = (015 +055)
On a

2
|T|5'Vvh|T=/5'Vvhd!E=/ Uhﬁ'ndU:Z/ vp 8- nrdo.
T ar =0 Y SI

Pour que cette derniére intégrale (sur le bord) soit définie, on considére qu’elle s’effectue
sur l'extension continue de vz & T (nommée v, aussi). La continuité des éléments
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de Crouzeix-Raviart entraine que, pour le c6té commun S de deux mailles T, T € Th,
I'intégrale |, s Un3 - ndo ne dépend pas du choix de la maille pour Pextension de vy,.

[ onsnrds = (3 [ o do = (8- na) 5710n(@F) = —un(@8)(0F, + 03

0

[ o nrds = (3-nr) [ ondo = (8- mr) |5F10n(@E) = +0n(QD)6F, + 012

/ST v B-nrdo = (B-nr) |S;‘F|Uh(Q1T) = Uh(QFiF)[(eoTJ + eoT,Q) - (eg,l + 952)]

La preuve se conclut en sommant les intégrales ci-dessus.

b) Avec (2.63) on obtient (sommation sur Jy car uy(Q;) = 0 et v, (Q;) = 0 pour Q; € I') :

bp(un, vp) = Z Z Up(Q3)0;5un(Q;) +Z Z v (Q1)Oreun(Qr)

1€Jo jEST(4) ledo keS—(1)
ke S (l)«=1eSt(k)

= Z Z vp(Qi)0i5un( z)_'_z Z v (Q) O un(Qr)

i€Jo jeST (i) keJo le ST (k)

i=hygi=l Z Z vn(Qi) — vn(Q;))0:un (@)

i€Jo jEST (i)

= Z (U0 = V)05 1Uho + (Vhy — Uk )01 st 1 + (Vo — Vh.2)05 i o)
TeT

= Z { [(U;,o - U;,l)eoT,l + (U;{,O - 052)952 + (v;{,l - v;{,z)eiﬂ Ui}f,o + (v;{,l - 052)91?2(“::,1
TeTh

= Z [_UZ,0|T| B 7vnr + (Uz,o - UZ@W{Q(”}% - vi:LF,Q)]
TeTh

¢) Soit up, v, € Vi, and T € Ty, alors (utilisation des coordonnées locales upwind)

by, (wn, vp) + (up, B - 7nvn)|
Z [—UZ,0|T\5 *VVn|r + (Ug,o - UZ,1)‘91T,2(U£1 )]+ Z / upf3 - Y nr d

TETh TeT
Maintenant u,(Q) = uj, o + unr - (Q — Qf) et va(Q) = vl + Vopr - (Q — Q) VQ € T

< > / | ungrhr| 18- onrl de+ > |17 wnrllhr hrl 81| 7 onirl| b

TETh TeT,
hr < h et h3 < h? < &]|T)| avec (2.40)

< (1BIR(L+ &) D T unpel | 7 vayerl
TeTh
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d) Soit up, v, € Vi, and T' € Tp,, alors (utilisation des coordonnées locales upwind)

un(Q)=ue  +  Vurr(Q — Q5) et vi(Q) = vy + Vuur(Q — Q) VQET
un(@) —unol < [V une] hr et fugy — vl <[ one| hr.
Avec (2.95) et 0 < 612 < |[|B||hr on a :

[bn (un, vn)] < > [Iu/z,owl ITHIBI 7 onirll + 1|7 unprl| b (|81 b || 7 o] b

TeTh
Maintenant h7 < &|T| et hy < ho, donc
Or(unson)l < 1B D unoel ITHI 7 owgrll + hollBlio Y |7 wniel IT] |7 v
TeTh TeTh

1/2
|bn (un, vn)| < 1 (Z Iuh,0|T|2|T|> llonl s, + hollBl1é0 > |7 ungrl 1T | 7 vnyr|
TeT, TeT,

lemme 2.10

bnCun, o)l < IBIV3llunll2@llonl i, + holBl1éo [[unllev;, [onllsv,
(2.87) R R
|bn (un, vn)| < VB[IBllallunl i llvallevi, + PollBlIéo [[unllwv, [0l

Lemme 2.17 Soit w € V), et ¢ € CH(Q) avec p > 0, alors

br (Wi, pr(whp)) Z Z 0. jwn(Q:)"(p(Qs) — (Q5)) (2.97)

ZEJO JjEST(0)

Preuve : Soit wy,; = w,(Q;) et ¢; = ©(Q;), alors (sommation sur Jy car wy(Q);) = 0
pour @; € I') :

br(w, pr(wpp)) = Z Z 0: jwni + Z 0; jWh.j | Whitpi

i€do | jEST(3) JjES—(3)
bh(whaph(whw)) = Z Z ez]wh iPi + Z Z ez]wh iWh, Pi
1€Jo jeS+ (i) i€J jeS— (i)

Pour j € S7(i) on a 6, ; <0, donc 6; jwy jwp ;i > 92J¢12(whz+wm)

bn(wn, pu(wn)) = D Y Gigwi oty Y bigeis whﬂrz Z 9lk901 whk

i€Jo jEST(7) i€Jo €S (7) leJo keS—
Maintenant k 6 S™(l) <=1€ ST(k) et

Z Z szcpz whk = Z Z O ki whk_z Z m%zwhz

ledo keS—(1) keJo leSt(k 1€Jo jEST(7)
bi(wn, pu(wip)) > —Z > Ol — ;) +Z% wy Z Oij+ Y 0
1€Jo jEST(7) i€Jo jes—( JEST(7)
> —Z Z 0;,5wi (i — ;) avee (2.59)

i€Jo jEST(4)
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2.11 Formulation faible du probléme approché d’advection-
diffusion

Le probléme approché correspondant a (1.6) est :

Définition 2.9 Formulation faible du probléme approché d’advection-diffusion.
Trouver uy, € Vj, tel que

ah(uh,vh) = (f, Uh) Yo, € Vj, (298)

ot ap(up, vy) = v((up, vp))n + bp(up, vp) 2.99)

2.12 Formulation faible du probléme approché d’advection-
diffusion non stationnaire

Le probléme approché correspondant & (1.6) nécessite une discrétisation de la variable
de temps :

Soit N € IN, le pas pour t est défini par 7 = 2~ et on pose g¥(z) = I (g(-, 7k))(z) pour

N+1
ke{0,--,N+1}.

Définition 2.10 Formulation faible du probléme approché d’advection-diffusion non
stationnaire.
Trouver uf € Vi, pour k € {1,-+- | N + 1} tels que u) = I,(u’) et

1
;(Uﬁﬂ —up, on) + v((uy o) )n A+ bu(up o) = (95 vn) Yo €V Ve {1, N +1}
(2.100)

La discrétisation est implicite, car les termes de diffusion et de convection sont pris en
t=1(k+1).

Dans [AsFF98|, une discrétisation semi-implicite est considérée, dans laquelle le terme
convectif est pris en k7 et le terme de diffusion en (k + 1)7.

2.13 Formulation faible du probléme approché d’advection

On définit I'espace des solutions par Y}, et 'espace des fonctions tests par Y;?

Les fonctions f € Wh(Q), 1 € {1,2} et ¢ € WILL(T'7) sont les données du probléme
exact (voir Théoréme 1.3 et 1.5).

Pour g, 1 gn = Inr-(g) défini par g,(Q;) = |51H fSi gdo.
Pour f, : fo=1Inf
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Remarque 2.11 Pour f € W2Y(Q), il est possible aussi d’approcher f par une inter-
polation Whl-conforme, car f est continue (voir par exemple le théoréme d’injection de
Sobolev 1.4). L’approche ci-dessus permet de traiter les cas f € WHH(Q) et f € WH(Q)
ensemble.

La formulation variationnelle (b, définie par (2.63)) du probléme approché d’advection
['* définie par

Définition 2.12 (Formulation variationnelle I du probléme approché d’advection)
Trouver uy, € Yy tel que

~

b (un, vn) = (fa,vn) Yo, €YY avec up(Q;) = gn(Q;) pouri € J-

avec 15

Eh(uh,vh) = Z Uh(Qi) Z Qwuh Z kuh Q] ,‘v’uh € Yh,vh € Yho
ieJ\J~ JEST (%) JjeES—(4)
(2.101)

Rappelons que I'ensemble {wy,; : i € J\J ™} des fonctions wy,; € Y}, telles que wy, ;(Q;) =

0ij = {(1) :i : 7&] forme une base de Y} et, dans cette base, on a

(fovn) = D fu(Qr)on(Qr)| Dl (2.102)

keJ\J—

ou Dy € Dy, est le volume barycentrique associé a Q.

14. Au chapitre 17.3, pour des raisons techniques, une forme variationnelle IT va étre introduite.

15. Remarquons au passage que la définition de b differe légérement de celle de b : pour b on somme
sur Jy (les points intérieurs de ) et pour b la sommation s'effectue sur J \J~, tous les points saufs
ceux du bord entrant.



Deuxiéme partie

Stabilité de I’équation
d’advection-diffusion stationnaire

Sommaire

3 Introduction
4 Conditions géométriques pour le maillage
5 Stabilité du probléme approché

6 FEtude de familles de maillage vérifiant les conditions de stabilité
6.1 Etude de la condition § — S+ . . . ... ... L.
6.2 FEtude des conditions § — Sg—faible et 6 — ST — faible . ... .. ..
6.3 Simulations numériques . . . . . . ... L




50 INTRODUCTION

3 Introduction

Soit 0 # B € IR?, Q un domaine polygonal borné et f € L?*(Q). Au chapitre II, on
considére le probléme stationnaire d’advection-diffusion

—vAu+ G-syu = f dans Q) (3.103)
u = 0 sur 0N

Une formulation faible de (3.103) est obtenue par multiplication de cette équation par
v €V = H}(Q) et intégration sur . Avec la formule de Green, on obtient

Définition 3.1 Une fonction u € V' est une solution faible du probleme (3.103), si
v((u,v)) + blu,v) = / fvdx, YoeV (3.104)
Q

ou
b(u,v) = / B-syuvdr pour u,v €V (3.105)
Q

Le probléme approché pour (3.104) est

Définition 3.2 Formulation faible du probléme approché d’advection-diffusion
Trouver uy, € Vj, tel que

ap(up,vp) = (f,vp)dx Yo, € V, (3.106)

ot ap(up, v) = v((up, vp))n + by (up, vp)

ou by, est défini par (2.63).

Pour le probléme continu, le résultat de stabilité L? (c’est-a-dire indépendant de v) est
bien connu :

Théoréme 3.1 (Lo-Estimation v indépendante) Soit w € V' la solution du pro-
bleme (1.6), alors

d ) d )
lullzagey < Zﬁgﬂ)wm et Vollully < ZTZ‘(‘)Hfllz (3.107)

et diam(Q) est le diametre'® de €.

Le résultat correspondant pour le probléme approché va étre établi. Sa preuve nécessite
d’ajouter aux conditions standard de la famille de maillage (7}); présentées au chapitre
2.1, une condition supplémentaire (4.112).

La preuve du résultat de stabilité pour le probleme approché est trés proche de celle du
probléme continu. Il est donc intéressant de la présenter :

16. c’est-a-dire le diameétre de la plus petite boule contenant €2
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Preuve : Pour v = u dans (1.6) on a

llulPy + / (B-u)u dz = (f,u) (3.108)

G J

=1 [o v (Bu2) dz=0 ()

Soit p(x) = ||| diam(Q) — 5 (z — xo) avec xy € I tel que 0 < ¢(x) < ||5]| diam(2)
pour z € €.

Posons v = ugp, on a alors

/ (8- u) up da (f, ug) — v / V- [Vup + ublde
Q Q

a
*

ave!

[@viwd < (fup)-v [ gugupds (3.109)
Q Q
0= [v-Eiat = 2@ vuupdo— [ P ds
1 =
Donc §/QHB||2u2d:c < /Q(ﬁ.vu)ugodx
Maintenant :

(frup) < ISz [lull2 [l@llse < (112 [[ull2 |18]] diam($2)

—I//Vu-vucpdx < V/Vu-vugodx
Q Q
< ||B|| diam(2) V/ VU - Judx
Q
(3.108)

< |8l diam($2) [[f]2 [ful]2

Ainsi
1 , o (3100) ‘ '
§/Q||5H u dr < |[flla [[ull2 [|B]] diam(Q2) + [|8]] diam($2) || f][2 [|ul]2

diam(o
1711 et, avec (3.109) : vljul 2y < 4-552m0) )| =

diam(q)

Donc ||ul]y < A

4 Conditions géométriques pour le maillage

La preuve de stabilité pour le probléme approché, qui sera présentée au chapitre suivant,
utilise les mémes ingrédients que le théoréme 3.1. En particulier, est aussi utilisée une
fonction test ¢ semblable a celle de la preuve du cas continu. Si dans le cas continu,
le choix d'un autre vecteur que § dans la définition de ¢ n’est pas intéressant, il n’en
est pas de méme pour le probléme approché. En effet, I'utilisation d’'un autre vecteur B
pour ¢ permet d’affaiblir la condition supplémentaire demandée a la famille de maillage.
Ci-dessous sont ainsi présentées les différentes conditions sur la famille de maillage :

Condition § — S;-faible Dans la condition § — Sg—faible, on considére que [ est fixe
et le théoréme 5.1 donne un résultat de stabilité indépendant de v et h.
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Condition § — S*-faible Dans la condition § — S*-faible!”, on formule une condition
sur la famille de maillage indépendante de la direction de S. Avec la condition
0 — S*-faible, le théoréme 5.1 donne un résultat de stabilité indépendant de v, h
et de la direction de f3.

Condition § — S Cette condition est la plus forte des conditions pour la famille de
maillage, car elle formule une condition sur le maillage indépendante de la direction
de B et correspond au choix de 8 = 8 dans ©. Avec la condition 0 — S le théoréme
5.1 donne un résultat de stabilité indépendant de v, h et de la direction de £.
C’est seulement pour cette derniére condition, qu’une étude explicite a été possible
montrant qu’elle est vérifiee par certains types de maillages structurés (voir le
lemme 6.1).

La dépendance de 05 ; & [ va étre rendue explicite dans tout ce chapitre :

Hfj:/sﬁ-ni,jda

Définition 4.1 (Condition § — Sj-faible pour (7)) Soit 0 # 8 € R?, e = ﬁ et

Ti)n une famille de maillage. On dira que la condition § — S7 -faible est satisfaite pour
g 8
cette famille, si il existe une constante 6, > 0 tel que

Yh >0 33 € R?#0 avec ||B|| = ||| et
Viedo Y 05,08-(Q;— Q)] = IBIPIS (4.110)

JESH(9)

Si un résultat de stabilité veut étre obtenu indépendamment de la direction de 3, la
condition suivante est suffisante :

Définition 4.2 (Condition 0 — S*-faible pour (7;),) Soit (Tp)n une famille de
maillage. On dira que la condition § — ST -faible est satisfaite pour cette famille, si
il existe une constante § > 0, telle que

V3 € R?> Vh >0 36 € R* # 0 avec ||8|| = ||B]] et
Viedo Y 0708-(Q;— Q)] =a|l8I%SiI (4.111)

JEST (i)
Pour le choix 3 = 3, la condition ci-dessus devient
Définition 4.3 (Condition 0 — S* pour (7)) Soit (Tp)n une famille de maillage.

On dira que la condition d — S est satisfaite pour cette famille, si il existe une constante
0 > 0 indépendante de h et de B telle que

> 0518-(Q — Q) =8 |IBIPISi* Vi€ Jy et B e R (4.112)

JESH(0)

17. cette condition est plus forte que la condition § — Sg—faible
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5 Stabilité du probléme approché

Théoréme 5.1 (L*-stabilité pour v, (indépendante de v et h)) On suppose les
conditions standard définies au chapitre 2.1 vérifiées pour la famille de maillage (Tp)n,
ainsi que la condition § — S*-faible (4.111).

Soit up, € Vi, la solution du probléme approché (3.106) alors

ou K > 0 est une constante ne dépendant pas de v, § et (3.

[unl]2 <

Preuve : La preuve est proche de celle du probléme exact.

Soit uy, € Vj, la solution du probléme approché (3.106), alors avec le lemme 2.17 et ¢ = 1
on a by (up,up) > 0, donc

vlfunlly, < (f,un) (5.114)
Comme la condition § — S5 -faible est vérifice, il existe 3 avec ||B|| = ||8]| et (4.110).

Soit p(z) = ||4]| diam(Q) — - (x — z0) avec xo € IQ tel que 0 < ¢(z) < ||B]] diam ()
pour z € Q. Pour v, = p,(upp) on obtient

—v((un, pu(une)))n + (f, pu(unp)) = bn(un, pr(ung)) (5.115)
Avec lemme 2.17 et I'inégalité (4 110) on a'®
b (un, pr(ung)) > = Z > 07 un(Qi)B - (Q — Qi) (5.116)
Z€J0j€S+
s = 2 21 Q2
> 335 1A 2 un(Qu7ISi

1
Avec lemme 2.10 et (2.38) |T| < h3 < — |S;|?
o

1)
NPT
2072 2

v

Avec lemme 2.13 :

—v((un, pr(une)))n < vlfunlle, [lon(une)|]ov,
< vés|lunllevi, (llunllwvi, [[@lloo + [[unll2]] 7 ¢lloc)
Avec 'inégalité de Friedrichs (2.87) et la définition de ¢ :

< vesllunlly, 18] diam(Q) + veés|funl |, el lunl | 18]
< wes ||BI] unllZy, [ diam(Q) + ¢

(5.114) ‘ A
< G [|Bll[ diam(Q) + &](f, un)
< G |l diam(Q) + f[unllz || ]2

(2.90)

(fson(unp)) < {12 lfunll2 [l

< [IFll2 llunll2[15]] diam(€2)

18. C’est le seul endroit ou la condition § — Sg—faible intervient.
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En combinant ces inégalités avec (5.115) on a :

o R : . .
5.3 1BIPllunlls < & [[B]] [ diam(Q) + ellunlla [1/1l2+ [ /1|2 [lunll2 1] diam(€)

207 . .
[lunllz < STIA [&s(diam(Q) + é,) + diam(Q) ] [[f]]2
Avec cette inégalité et (5.114), on obtient
: 202 . . 2
vlfunlo;, < 31| [es(diam(2) + ¢é.) + diam(Q) ] |[ ][5 (5.117)

O

6 Etude de familles de maillage vérifiant les conditions
de stabilité

La vérification des conditions formulées ci-dessus pour une famille de maillage n’est pas
facile.

La condition 6 — S est la seule pour laquelle une approche purement algébrique a été
obtenue. Et cela, uniquement dans le cas d'un maillage symétrique. C’est ce résultat qui
sera présenté en premier :

6.1 Etude de la condition § — ST

Définition 6.1 (Condition 0 — S* pour (7)) Soit (Tp)n une famille de maillage.
On dira que la condition § — S est satisfaite pour cette famille, si il existe une constante
d > 0 indépendante de h telle que'®

Y 0L8-(@Q = Q] = lIBIPISI Vi€ Jo et f € R? (6.118)

JeST(@)

Conditions suffisantes pour un maillage symétrique uniforme

On se place dans le cas d’un maillage symétrique, c’est-a-dire ot deux mailles T, et T,
ayant un coté en commun S; sont symétriques par rapport a );, le milieu de .S; :

Lemme 6.1 Soit (T,), une famille de maillage telle que
i) Pour tout i € Jy, les deuz triangles T, et T, ayant S; comme coté commun sont
symétriques par rapport a Q;, le milieu du segment S;. (Voir figure 2.)

ii) Pour tout i € Jy, on considére le repére orthonormal d’origine Q; et d’azes x et y,
tel que l'aze x est perpendiculaire a S; et pointant vers T, . Alors pour le sommet
R (zf,y") de T;" (opposé a S;) on demande

19. 07, = [ B-nijdo
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0l
53

6181 8) (x - 2 1S 5)

FIGURE 2 — Maillage symétrique par rapport au milieu (); du segment commun S;.
Les positions de R, qui correspondent & § > 0 sont celles contenues dans le cone

vl < V3at.

oy : . Vie (6.119)
65| 227 + /(2 )2+ (y;)?) >0
Cette condition est équivalente a
x5 > 60]S)
L= - VielJ 6.120
\ AT oG TR sy i 6

Alors les conditions 1) and i) impliquent (4.112).

Preuve : Soit i € Jy, T;" et T, ayant le c6té S; en commun et symétriques par
rapport & @y, le milieu de S;. Les points R et R; sont les sommets opposés a S; de,
respectivement, T;" et T, .

Soit A et B les extrémités de S;, et P, P», P53, P, les milieux respectivement des
segments [A, R, [R], B], [B, R;], [R; , A], alors A(0, %), B(O,—‘%'), Rf(x},y) et
R (—x,—y)).

Pour le vecteur 0 # 3 € IR? on a : thpl =AGf B ni=p- AG;FT, ou AG’;LT est la

rotation d’angle = du vecteur AG;".

+
[Sil _ ¥
. , . 4 2 3
Exprimé en fonction des coordonnées de R;" on a 0° ., = R + .
? Q’LyPl z;
3

De méme pour Ggiﬁ, Gghps, Ggiﬂ on obtient

Sl _ ¥ .
egi7plz(2£ 3) Bz_gi,Ps et 6 (Pl_Qz):(yszS;) 6:_5'<P3_Qi)
3 2
Si|+£ _:r
b= (T ) B @ (R Q)= () B0 (P Q)
3 2
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SOlt Sj = Ggi,Pj[ﬁ . (P] - Ql)]? j S {17 27374}
Pour la permutation m(1) = 3, m(2) =4,m(3) = 1,m(4) = 2, de 1,2, 3,4, on constate

Smis) = 55 ¢t € S7() <= m(j) € 57(1) ¥ j € {1,2,3,4)

Maintenant
DB B -Q)I= Y si= Y sap = DL smi)= D, sk
JEST(7) JjEST(4) JjEST(3) m(j)eS—(4) keS— (1)
Ainsi

> 058 (P—Qi)] = 3 Yoosit > s :—Zsj (6.122)

JEST(7) JEST(7) JES—(4) JES(P)

Afin de simplifier les calculs, un changement d’échelle est effectué sur les coordonnées

afin d’avoir |S;| = 2 (voir figure 2). Soit (X,Y) = ‘52|( z;,y;") les coordonnées de R

dans repére renormé, la condition (4.112) est équivalente a

> 0518 (P — Q)] = (b1, Ba) ( gf 21{ ) (g;) > 45|8 (6.123)
—_——

JEST(7)

ISI2

=M

Les valeurs propres de la matrice (symétrique) M sont

:—X \/ 2 and \y = —X \/ )?

Les inégalités A1, Ay > 40 sont satisfaites si

X+ LVXT1Y2 >4 (6.124)
Ty _ /x> |

ou encore (calcul direct)

>
{ X 2 120 (6.125)

V3(X —120)(X — 46) > |Y|

Exprimées dans les coordonnées d’origine, les conditions (6.125) et (6.124) sont équiva-
lentes & (6.120) et (6.119)

U

Exemple 6.2 L’application du lemme 6.1 a un maillage uniforme fournit [’exemple
suivant :

Soit 2 = (0,a) x(0,b) et (Ty)n une famille de maillage uniforme définie par des triangles
rectangles de cotés h, = h, hy, = kh ou k > 0 est une constante.
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]

i

113 F
002
0 X
w4 2 o ofy o4 o6 b8 1 12 e 6 18 2 22 24 26 28 3 82 34 e 387
hi_a #
ol ) g
a
]

FIGURE 3 — Maillage uniforme ot deux triangles ayant un c6té en commun sont symé-

triques par rapport au milieu de ce coteé. A(ﬁ) et B(2v/3). Représentation graphique
P V1%
de ar(k) = § — 5= an(k) = 52 — L5 et e (k) = gy — 1

La figure 3 montre que deux triangles, qui ont un coté commun S;, sont symétriques
par rapport au milieu de ce segment. Trois cas apparaissent alors, et l'inégalité (6.119)
appliquée & chacun de ces cas permet de conclure que la condition § — ST est satisfaite

$i2v/3 > Kk > % Pour § on a alors

0<5< ,{Ii V14 4k2 1+% K 1
min{—- - —— — — - —
= 3 12 3k 12 '3(1+r2) 12

(6.126)

Dans la figure 3 sont représentées graphiquement les trois expressions présentes dans le
membre gauche de (6.126). Pour un maillage uniforme, la condition 6 —S™ impose donc

hy, 1
23> 2> ——
hae = 24/3

Perturbation du maillage, condition nécessaire pour § — S+

Si le maillage n’est pas fait de triangles symétriques par rapport au milieu du coté
commun, alors le lemme suivant permet de justifier pourquoi une perturbation d’un
maillage qui vérifie la condition (6.118) garde cette propriété (pour une autre valeur de

5).

La seconde partie du lemme est une condition nécessaire pour qu'un maillage (quel-
conque) vérifie la condition (6.118).

Lemme 6.2 1) Soient Ty, et 72 deux maillages de €, tels que 72 est une € perturbation
de Ty, dans le sens o, a chaque maille T' € Ty, correspond exactement une maille
T ¢ 77;, telle que la distance entre les sommets de T et T soit inférieure a he.
(Sans restriction, on considere que les maillages partagent les mémes ensembles
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FIGURE 4 — Situation de deux triangles du maillage ayant un c6té en commun.

d’indices I et J et Jy.) Alors pour tout 0 # 3 € R* eti € Jy on a :

> O = Q= D 0P8 (Q - Q)| < 126(1+ 207 ||
jeSt () JEST()
i ) (6.127)
ot Q; (milieuw de S;) est la perturbation de Q; (milieu de S;) et

95]. — /S R n; do et 9~ﬁi,j = /5 B - N5 do

2) Soit (Ty)n une famille de maillage de Q qui vérifie la condition (6.118) pour un
certain & > 0, alors pour tout i € Jy on a

T+ T el ——
— (1+ sin(v —u,a)) >4 (6.128)
2l|al[? 12[|a]]

ouw T = ABR™, Tt = ABR™" sont les triangles (mailles) de coté commaun

S; = [AB], avec u, v et a les vecteurs de R? définis par u —BR , v —BRJr et
—
a =BA. (Voir figure 4.)

Preuve : On considére deux triangles T et T~ ayant le coté S; = [AB] en commun
(voir figure 4). G_ et G, sont les centres de gravité respectivement de T~ et T. Les
points Pj, P, P3 et P, sont les milieux 2° respectlvement des Segments [BR*] [R*A]

[AR™] et [R™B]. On note les Vecteurs Ky G B, k;2 AG+, ks :G_A, k1 BG , ainsi
_)
que m; =Q; Py, mo QZPQ, ms szg et my QZP4 BT est la rotation d’angle 5 de 8

20. Toutes ces notations dépendent en principe de i, mais, pour ne pas alourdir inutilement les
notations, ces dépendances n’ont pas été explicitées.
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dans le sens direct. Alors

. T+ |x]
> 0518-@Qi=Q)l = D w07 [B-(Q = Qi) ot n(z) = —5—
JEST(9) JeS(1)
= Y n(B" k) (B-my)
3€S()
—a— —9 _
Maintenant k; — : k2:v a,kgz u+a’k4:u+a
3 3 3 3
—a+v v (! u—a
et my = 9 y e 57 n%i_'i y My = 9

Preuve du 1) : Pour le maillage perturbé, on reprend les mémes notations que ci-dessus
en ajoutant un tilde.

On a donc Z 9 - Qi) — Z 9~ﬁi,j[ﬁ : (@y - Qz)]

jes+(i) JEST ()

= |2 (8" k) (B-my) = (8" Fy) (8- my)

J€S(3)

= | > B k) = (B k)] (B-my) + (BT k)I(B - my) — (8- 1my)]

7€s()
L — — —
On a n(z) =n(y)l < |z —ylet|la—al[=|[ BA = BA|[<|[ BB+ AA[| <2he
Idem pour |lu—al| <2heet |[v—70|| <2he

Enfin [la[| <h  lul[ < b o]l < b fla]] < R(142€) , [lal] < A1+ 2€) , [[0]] < A(1 + 2e€)
Donc < 2|B]|* h (1 +2¢€) (la—al| + [Ju — al| + |jv — 3]])
< 2IBIPh(1+2€) 6¢h
Preuve du 2) : Comme la condition § — ST est vérifiee pour le maillage, alors
SIBIPISIE < ) n(6) 18- (Q; — Q)]
JES(0)
Pour — [ cette inégalité est aussi vérifiée, donc

SIBIPISI® < ) n(0; )-8+ (Q; — Q)]

JeS(0)
On a6, ].6 = —95 ;- En ajoutant ces deux inégalités, en divisant par 2 :
0L, + 163, 0%+~ 0]
SIBIPISE < 5 S0 P8 Q- Q)+~ 5 (@~ Qi)
]ES@
< Z 0;; — Q)] (6.129)
jGS@
Avec les notations introduites ci-dessus
< = Z (BT - ;) (B-my)
jGS@
1
< 5 [Bla BN B) + (v BN)(a- B) +3(a- B7)(u-B) = (u-B")(a- B)]
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< —HB||2 [3 det ¢ Hﬁé“ ! Hﬁqﬂ + 3 det B Hﬁéﬂ ¢ Hﬁﬁvﬂ
]_2 a W v W UW CL'W
BT 6] }
2(v —u) - —)(a- -
A=) P ey

Les déterminants ci-dessus sont ceux de deux vecteurs

T
exprimés dans le repére orthonormal direct (w, Hﬁ’m) Donc
2 T
sgiPa < 2 [3 2T | 43 % AT+ 2((0 =) e H;%M (6.130)

En travaillant en coordonnées polaires dans le repére (ng I 6II> il est aisé
de trouver la valeur minimale prise par le second terme du membre droit :

1
§llal* < P {3><2|T | +3 x 2T —2||v — ul ||a||—(1+sm(v—u a))}

Remarque 6.3 a) La preuve ci-dessus fait apparaitre un lien étroit entre la condition
d — St et un calcul d’aire. Ce lien est plus explicite au b) de la remarque page 66
et en particulier a la remarque 14.10, page 122.

b) Pour le cas d’un maillage symétrique, la condition nécessaire est aussi suffisante,
car les formules (6.129) et (6.122) sont les mémes.

Exemples de représentation graphique de § — ZjeS+(i) Hfj B (Q; — Q)]

Dans les figures ci-dessous?' sont représentées différentes situations géométriques de
deux triangles T~ = ABR™ et Tt = ABR™ ayant le coté S; = [AB] en commun. Q; est
le milieu de S;. Sans restriction on peut choisir AB = |S;| = 1, ||5]| = 1 et représenter

—

en fonction de w = (O1, 8) les quantités Zj€S+(z LB (Q5 — Qi)] et %ZJGS(z 96 B
(Q; — @)l

Avec les données ci-dessus, la condition 6—S7 signifie que ) _ s+(i) Ui P1B(Q—Q)] > 6 >
0. Pour que cette condition soit satisfaite, 11 est nécessaire (mais pas suffisant, sauf pour

un maillage sy‘m'étrique) que % > ies() 95 ;18 -(Qj—Qi)] 2 0>0 (attention,‘sommation' ici
sur tous les voisins de i dans la formule). La valeur minimale de cette dermére expression
(mdependante de la direction de () est donnée par (6.128) ou « —BR BR+ et

BA On constate que la condition nécessaire n’a d’intérét que pour des triangles
proches d’une situation de symétrie.

21. Utilisation de GeoGebra http ://www.geogebra.org/
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25
d_:y=-sqrt{3}

d, : y=san(3yx
3

R (,Y.)

3

E 25
.41 y=-sqrt(3}

R(x.y)

d, y=sdm(3)'x

5es+() 6, B(QQ)

Ne_A 55 65 65 7

8 w=angle(vec(Ol}, ) Besr) 6,8.0,Q)

w=294.4°

*\ wagle(vec(Ol}.8)

25 3 35 4 45 5 55 6

R (X,Y.)

w=128.8"
e

Triangles non symétriques

Triangles non symétriques

25
d_:y=-sqrt{3}

R(GY) ™

d, : y=san(3y'x
3

BM/N\K\_‘WA& HeSt0) 8,8Q:Q)

3

N

d, y=sam(3y'x

N ) TN
r W J/ Cew
15 5 1) 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 1 15 ey 15 25 3 35 wduwwd5 5 65 6 65 1
w=angh(vec{Ol},8) \WBiangle(vec{Ol},p) 5estH() 6,;6.Q Q)

4 . R
15 R (x.y,) s
2 R (xo0)

w=324.4° w=214°

Triangles symétriques vérifiant 6 — S+

Triangles symétriques ne vérifiant pas 6 — S™

\
\

d_:y=-sqrt{3} 3

d, : y=sdit{3}'x
y_+ .
35 ;

\ d, y=sdit(3y'x
35{Y-" /7

z
SiEs™) 6, 8.00) —/
- X o
-2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 3 4 45 5 55 6 65 7 75 8
Sjesr+(i) 6, B.Q-Q)
R(x0Y) Che I
w=131.2° W =294.4°

Triangles non symétriques vérifiant § — S™

Triangles non symétriques ne vérifiant pas § — S

6.2 Etude des conditions ¢ — S;-faible et 6 — S* — faible

Il semble compliqué de montrer que les conditions ¢ — Sg—faible et 6 — ST — faible
s’appliquent & un grand choix de familles de maillage (symétrique ou non). Les approches
numériques faites, confortent I’idée que la réalisation de ces deux conditions n’est pas une
trés forte restriction supplémentaire pour des familles de maillage vérifiant les conditions
standard présentées au chapitre 2.1.
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Soit (7)n une famille de maillage et h > 0.

—

Supposons 0 # 8 € R? quelconque, mais ensuite fixe, et notons ¢ = (ﬁ,Bt) I’angle
orienté entre 5 et B, (avec ||B]| = ||B]])-

Pour i € Jy, notons n;(5, Bt) = Zjesﬂz‘) ij[gt : (Qj —@Q))).

Pour i € Jy, la fonction ¢ — n;(, Bt) est périodique de période 27 et aura toujours des
valeurs strictement positives > dans un certain intervalle ouvert |¢; ;¢ :

777

Yo 0515 (@ — QI > 0= telt it

JEST (i)
La difficulté principale est de prouver l'existence de 6 > 0 et de £ € Niey,Jt; ;85 [, tel que

2 7971
minge s, Thizisz = 6 > 0.

Remarque 6.4 Un tel résultat pour une certaine classe de maillage non uniforme serait
trés intéressant, mais serait aussi intéressant un exemple de maillage ne vérifiant pas
cette condition : En effet, si une famille de maillage ne vérifie pas la condition 6 — S;-
faible, existe-il alors un exemple concret de fonction f, de domaine Q et (Ty)p illustrant
une perte de stabilité telle que

nh—>I£lO ||uhn7Vn||L2(Q) =00

pour des suites h, — 0, v, = 0 et up,, ,,, solutions du probleme approché (3.106) ?

Cette question reste encore ouverte, mais un tel exemple doit étre difficile a trouver,
car il faut chercher cet exemple dans des familles de maillage non uniformes et non
symétriques (voir le chapitre suivant).

Maillage symétrique

Lemme 6.3 Soit (T,), une famille de maillage symétrique, c’est-a-dire que pour tout
1 € Jy on a la situation de la figure 6. G, et G_ sont les centres de gravité des deux

— — -
triangles ayant Q; en commun. On pose a =Q; A, u =Q;G ., S; = [AB]. Soit 0 # B, € R?
un vecteur quelconque, tel que ||3:|| = ||B]|. Le vecteur BT est l’image de B par la rotation
d’angle /2. Alors

ST 005 (Q— Q) = —(u- B (Bi-a) + 3(a-57) (B (6.131)

JEST(9)

Preuve : On a (voir figure 6) :

— — o
vy =G, A= —u+a, v =BG, =u+a, v =G_B=u—a = —uy,
H T p 1 3 ) 7 1 3
vy =AG_= —u —a = —vy et m; =Q;P1= 5a + Ju, my =Q; Po= —5a + ju,
Y 7 1 3 T b1 3
my =Q;Ps= —5a — su= —m1, my =Q;Py= 30 — ju = —my.

22. Voir par exemple la figure 5.
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R.(x.Y) a

4 w=angle(vec{Ol},B)

/ it
3 35 a5 55 5 55 7
ZjeSM+(i) eij Cx.(QJ-—Qi)

257 = 124° w = 280.8°

—

FIGURE 5 — Représentation graphique de t +— Ejesw) 95]. [Oét'(Qj — Q)] avec t = (B, ),
18] = [la|| = 1 et [Si| = 1.

Donc (avec S(i) = {j1,-- -, js} indices des points Q;, = P1,---,Qj, = Py ) :

07, (B (Qj, — Q) = (v1 - BT)(By - mu) = (v3 - B)(Be - ms) = 0, (B - (Qz, — Qi)

07, (B (Qjy — Qi) = (v2+ B7)(By - ma) = (va- BT)(Br-ma) = 02,,(B - (Qjy — Qi)

Par symétrie par rapport & Q; on a : j; € ST <= j3 € S, j, € ST «<— j, € S,
j365+<:>j1657,j465+<:>j2657.

Ainsi EjeSJr(i) eiﬁ,j(Bt Q5 — Qi) = Ejes—(i) efj (Bt Q) — Q).

Avec les notations définies ci-dessus et en calculant un peu, on obtient :

SO0 (@ -Q) = 5 Z 2B Q5 — Qi)

JEST(D) _]GS(Z

= —Z (B, - my)

jeS(@)

= —(u-B")(Bi-a) +3(a- 57 (G -w)

Application a un maillage symétrique et uniforme

L’application de ce lemme au maillage uniforme de la figure 3 se fait en posant x = hy/hq.
Sans restriction soit ||| = 1 et ||3|| = 1. Notons 3, = § = (Cos(w)) et Byt = B =

sin(w)
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perpendiculaire & S;=[AB]

FIGURE 6 — G et G_ sont les centres de gravité des deux triangles ayant (); en commun.
— —
a=Q;A, u=0Q;G,, S; = [AB]

(Cos(w-‘,-t)

sin(w +t))' Pour les trois cas qui se présentent on a :

s a=(77) 0= ()
et o= (a) o= (i)

(o) n= (o)

Cas I1I : a

Avec le lemme ci-dessus, on obtient

2

an t (B Buavr) = _% sin(w) cos(w +¢) + ol [cos(w) cos(w + t) + 3sin(w) sin(w + t)]
Wﬁm i1 (Buw, Buwtt) = —%2 cos(w) sin(w + t) + hahp [sin(w) sin(w + t) 4 3 cos(w) cos(w + )]

2 2
an w (B, Bute) = % sin(w) cos(w +t) + % cos(w) sin(w + t) + h%hb cos(t)
avec ni(ﬁwa ﬁw-i-t) = Z 0 Bw-i-t Qz)]
JESH(9)

Ainsi

% = —é sin(w) cos(w + t) + g [cos(w) cos(w + t) + 3sin(w) sin(w + t)]
TICTBII(ﬁ;u,|§w|J;t) _ _6% cos(w) sin(w + t) + g [sin(w) sin(w + t) + 3 cos(w) cos(w + t)]

cas 111 ( By Bt 1 . 2 '
! | |5w‘(‘2 |SHI\J; : = 6(1+ #2) sin(w) cos(w + 1) + m cos(w) sin(w + t) + 3(17_7%2) cos(t)
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FIGURE 7 — Maillage uniforme : En trait continu, est représenté graphiquement, en

fonction de kK = hy/h,, la valeur minimale possible pour § pour la condition 6 —
+ ? ] 3 3 Ncas I(Bwvﬁw-FO) Ncas 11(6w76w+0) Ncas III(Bwvﬁw-FO)
ST. Cest la fonction x — miny,cp,2q (mln{ 1Bl 1SuZ 1Bl ISu? * ~ [1Bul ISl })

Cette fonction est négative en dehors de [2—\1/3,2\/5] En pointillés est représenté

la valeur minimale pour ¢ pour la condition § — ST-faible. C’est la fonction

: s Tcas I(ﬁunﬁw*kt) Tlcas H(ﬁunﬁw*kt) Tcas III(BU/,Bw+t)
Fo > MMy [0;2r] {maXte[O%Qﬂ (mm B IS BT Tou 0 1Bl 1Sl )

Sur la figure 7 est représentée la fonction

. ncasl(ﬁ’wa/g’w-i—t) Neas 11(6waﬁw+t) Necas HI(BUJ)BUH—t) )]
(mm{ (BB 15l Bl 1Sal? * N3l 15wl

K+ min | max
we[0;27] | t€[0;27]

Des évaluations numériques de cette fonction pour K € [2—10; 20], montrent qu’elle peut

étre minorée par d;1 .55 > 0. Ainsi
207

Vi € [55:20] Vw € [0;2n] 3t € [0;27] tel que

ncasl</8w7/8w+t> ncas II(/Bw7/8w+t) ncas III(/Bw7/8w+t) } > 5[ 1 ] > O
= Y[55:20

0, := min { , ,
|Bu| * [Sul? |Bu|* [Sul? [Bul ? [ l?

Conclusion : En comparaison avec la condition 6 —S*, la figure 7 montre que la condi-
tion & — ST-faible élargit considérablement les familles de maillage uniforme possibles.
On note cependant que 9,, décroit rapidement vers 0 quand « croit. Une preuve montrant
que 9, > 0 pour tout £ > 0 manque encore.

Avant de procéder & quelques simulations numériques, quelques remarques qui seront

utiles pour la suite :

a) Pour une valeur de h = \/h2 + hi donnée, les maillages obtenus pour k = hy/h, et
k= fzb/h~a (avec hy = hy et hy = h,) sont symétriques. En posant @w = 37/2 — w
et t = —t, il est possible de montrer que 0, = d1. L’étude de J, se restreint donc
4]0;1] ou [1; +o0]. "
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b) On constate, par un simple calcul, que

1
W [77cas 1 (ﬁwa Bert) F Meas 11 (ﬁwy ﬁert) + Neas 111 (610, ﬁert)] = hgohy COS(t) (6_132)

Ce résultat ne dépend plus de w et donne une condition nécessaire pour 6, > 0.
Elle permet aussi de restreindre I'intervalle de recherche pour t a | — w/2;7/2][.

Sid, > 0alorst €] —7/2;m/2]

6.3 Simulations numériques

L’objectif des simulations numériques était de constater la sensibilité de ||up,||r2(0) &

,w

. ncas I(/B’UH Bw—i—t) ncas II(/B’UH 5w+t) ncas III(BUJ? Bw-‘,-t) )
Opw = max | min , , 6.133
u( AP SE 1815 1Bl 15w ) ©133)

(valeur optimale dans la condition § — Sg-faible) suggérée par U'inégalité (5.113).

Dans toutes les simulation numériques®® qui suivent : Q = [0;1] x [0;1], et f, : Q@ — R
1

e _ 1
est définie par f,.(z,y) = Yz T B o R R

On a || f||r2@ < 1 pour tout 7 > 0 et lim, o+ f(1/2,1/2) = +o00.

Les deux maillages uniformes utilisés pour €2 sont :

a) Ny =31 et M; = 25. Donc hy =~ 0.0513866 et k3 = 31/25.
b) Ny =20 et My = 100. Donc hy &= 0.0509902 et ko = 1/5.

La figure ci-dessous représente respectivement 9, ,, (courbe du haut) et d,, ., (courbe
du bas) en fonction de w :

0.25
i — —
i // \ // N
i \
/ \ / \
0.20 , \ Va \
i \ / \ /
] \ / \ /
0.15 — \ r / \ ~ /
] Vo y A /
| \_/ \ / 4 \ /
i \ \ )
0.10 —| \ /
' N N/
7 — ~ 7 . N
T ~ S~ ~ \\
i ~ o e AN
0.05 —| // \\ i /// \\ A
1\ // NN Ny
: N \H/ \ s \J
o0 1 2 3 4 5 6 7

23. Faites avec Scilab 5.2.2 Consortium (DIGITEO) Copyright (c) 1989-2010 (INRIA) Copyright (c)
1989-2007 (ENPC) Licence CeCILL
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Pour r = 1075 et v = 27'% on obtient le tableau suivant, ot ¢, ., et ., ., sont les valeurs
optimales pour ¢ dans (6.133) pour les deux maillages considérés.

w Ot w tryw |[tn,wll2 Orgw bragw [l 2
(en radians) (en degrés) (en degrés)

0.1 0.1986915 14 0.4333798 || 0.0193089 25 0.3829098
0.2 0.2094766 24 0.4343529 || 0.0198605 77 0.3841150
0.3 0.2269816 21 0.4380228 || 0.0288026 70 0.3804997
0.4 0.2344583 14 0.4441043 | 0.0370890 64 0.3784233
0.5 0.2388066 6 0.4520128 || 0.0444809 o7 0.3762041
0.6 0.2400414 0 0.4606768 || 0.0515559 51 0.3723050
0.7 0.2381148 -8 0.4684794 || 0.0575345 45 0.3661238
0.8 0.2325566 -15 0.4736409 || 0.0632921 39 0.3581320
0.9 0.2220726 -24 0.4747762 || 0.0679584 33 0.3493205
1.0 0.2055112 -30 0.4682596 || 0.0726142 27 0.3406635
1.1 0.1843315 -37 0.4607783 || 0.0755073 21 0.3328901
1.2 0.1598694 -44 0.4541875 || 0.0781941 15 0.3264717
1.3 0.1372839 -36 0.4496402 || 0.0804763 9 0.3216875
1.4 0.1246559 -23 0.4476915 || 0.0810494 3 0.3186968
1.5 0.1255645 -9 0.4485566 || 0.0808779 -2 0.3175933

On constate que les valeurs de ||up, |2 restent relativement peu sensibles aux variations
de 6.4, qui, elles, sont assez fortes. Une explication possible de ce phénomeéne utilise
(6.132) et pourrait étre la suivante :

La minoration vers ||up ||z dans la preuve de stabilité s’effectue pour (5.116). Le terme
a minorer est

2. 2.

i€Jo jeS+ (i)

= Z [ncas I (ﬁwa Bw—f—t)vh(QIT)Q + Meas 11 (ﬁwa 5w+t)vh(Q1,1; )2

T€Th

0. un(Qi)?5 - (Q; — Qy)

FMcas 111 (ﬁwa BIU'Ft)Uh(Qlll;I )2]

On a le résultat suivant :

Lemme 6.4 Dans les conditions du maillage uniforme décrites ci-dessus, on a

= Qi) = (Jonllz = 207 7 val[2) cos(t)  (6.134)

Yo, € Vj, Z Z 9

1€Jo 7€ST(3)

B (Q;

Preuve : Pour tout triangle T' € 7Ty, les milieux des cotés sont les points QF, QL et
QL. qui correspondent respectivement aux cas I, II et II1.

Pour chaque triangle 7' € T}, il existe Q €T, tel que v,(Q ) IT| = ||vh||L2(T
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En effet : il existe Q7 € [QiT; QuT] tel que v, (QT)2 = 2! T)szh(Q”T)Q.

Comme min{v,(Q7)?, v, (QuT)?} < Uh(QmT)Q;QUh(QT)Q < max{va(QT)2, vy (Qn T2},
— ~ — T\2 T\2 T\2
alors il existe QT € [QT,QuT] avec vh(QT)2 — Q1) +vh(QI§ un Q)7

La preuve est faite en appliquant le lemme 2.10.

NOtonS ma’lntena’ni n;T = ncas I (/811)7 /Biﬂ»t>7 7717; == ncas I (/811)7 /8w+t)7 773111 = ncas 111 (/811)7 /Bert)
et vpr(Q) = vpr(Q) + Vopr - (@ — Q) pour Q € T'.

Alors
SN 00u(Qi)B - (Q — Qi)
1€Jo jEST(4)
- Y [n? {onr@") + our - (@ =@} 40k {onr@") + vour - (@F - @1}
TeTh
T —_T 2
+oly {unn @) + o @7 =@}
1 _
(g+7)?> §q2 — 7%, et h > [|Q — Q|| pour Q € T, donc
1 _
> [5(77? 1y A i Jonr(Q)? — (1 + iy + i )R?|| thH?]
TeT
6.132 ]. —
( > ) Z 2|T| cos(t) [ith(Q)Q — R v th||2]
TeT
> (||vnll3 — 212 7 vn|[3) cos(t)

O

Pour un maillage quasi-uniforme, comme c’est le cas ici, le théoréme des inégalités
inverses s’applique, et il existe une constante c;,, > 0 , indépendante de h, telle que

|| 7 un 2

1
Vh>0V, €Vi ||V unlle < c—||onlle =
h |[un,o|2

— Vinv

Cette inégalité laisse peu de place pour un exemple de perte de stabilité pour le probléme
approché, tel qu’il est décrit au b) de la remarque 6.4 page 62.

En effet, si on accepte -un instant- ce que les simulations numériques semblent suggérer,
c’est-a-dire, pour la solution uy, ,, 'existence de € > 0 et C' > 0 tels que

R 7 unwll2

Vh>0Vr >0
|[unwlla

<, (6.135)

alors, sous I’hypothése (6.135), on aurait
SN 0 Qi) (@ — Qi) = (1= 2C°K) cos(t)|[un.||3 (6.136)

i€Jo j€ST(4)

Ainsi, pour h suffisamment petit, on aurait en (5.116) une minoration insensible aux
valeurs proches de 0 de 9, .
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Pour conclure ce chapitre, quelques simulations numériques ou
K=kKy=1/57%

| v | ho ~0.2039608 | ho/2 ho/4 |
1~ unollz ~ 4.0526168 1.439616 | 1.526972
y =94 |2 ~ 0.5909599 0.2618141 | 0.2687291
% ~ 1.3986988 0.5607513 | 0.2897364
1~ unollz ~ 14.599702 3.1833264 | 3.9200821
y =98 |2 ~ 0.9695239 0.3694875 | 0.3737188
W ~ 3.0713699 0.8786139 | 0.5348560
1~ unollz ~ 22.677829 4.3912254 | 5.5017487
v=2"2 | Jup,lls = 1.0564197 0.3838080 | 0.3876843
% ~ 4.3783618 1.1667782 | 0.7236178
T~ unolz = 23.815766 4.7428655 | 6.1619076
v=271 11" |lup, |2 ~ 1.062731 0.3853672 | 0.3891689
W ~ 4.570754 1.2551127 | 0.8073535
T~ unollz = 23.893451 17706812 | 6.2248814
v=2"20 11" |lup,|2 ~ 1.0631275 0.3854766 | 0.3892777
% ~ 4.5839535 1.2621155 | 0.8153765
Conclusions :

1075, w = 0.2 et

1) La condition (6.132) permet de controler la répartition des valeurs de Q; +—
D e 5+(i) 05 j(ﬁt -(Q; —Q;)) dans le maillage en donnant une interprétation géomé-
trique (comme aire) a ces valeurs. Cette condition trouve une généralisation a des
maillages non uniformes (voir les chapitres suivants, en particulier le lemme C.1)
et la remarque 14.10, page 122).

2) L’hypothése (6.135) faite pour la solution uy, ,, pourrait étre une propriété qu’il serait
intéressant de pouvoir prouver. On aurait alors un résultat plus en accord avec
les simulations numériques, qui montrent que ||uy, ,||2 reste stable méme pour des
valeurs de ¢, trés proches de 0.

3) Des remarques précédentes, il semblerait que certaines structures, qui jouent un role
dans la stabilité, sont encore & découvrir. Si cela se confirme, la recherche dun
exemple tel que décrit au b) de la remarque 6.4, s’annoncerait difficile.

24. Les capacités de calculs disponibles ne permettent pas d’atteindre le régime asymptotique néces-
saire pour une estimation de C' et e. La derniére ligne du tableau ci-dessus donne comme valeurs (trés)

approximatives C'~ 12 et e = 0, 8.
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FIGURE 8 — Représentation graphique du maillage et de wu;,, pour N = 5, M = 25,
v=2"%w=0,2 (8= (cos(w),sin(w))), r =107
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FIGURE 9 — Représentation graphique de uy, pour N = 20, M = 100, v = 2720w =0,2
(8 = (cos(w), sin(w))), r = 10-°
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7 Introduction

Soit 0 # 8 € IR?, Q un domaine polygonal borné et f € L?(€2). Au chapitre 1.3, on a
introduit la formulation faible du probléme d’advection-diffusion non stationnaire (1.8) :

Définition 7.1 Une fonction u est une solution faible de (1.8), si et seulement si :

a) u€ L*0,T[,V)N L®(Qr) (7.137)
d

b) (ult),v) +v((u, ) +b(u,v) = (g(t),v), Vv eV
pris dans le sens des distributions sur |0, T[

c) u(0)=u’

ou

b(u,v) = / B syuvdxr pour u,v €V (7.138)
0

Soit N € IN, le pas pour ¢ est défini par 7 = NLH et on pose g¥(z) = I (g(-, 7k))(z) pour

ke{0,--- N+ 1}.
Le probléme approché pour (7.137) est :
Définition 7.2 Formulation faible du probleme approché d’advection-diffusion non sta-

tionnaire
Trouver uf € Vi, pour k € {1,--- | N + 1} tels que u) = I,(u®) et

1
;(ufl“ —uf,vp) + (Wb o) n + by (up o) = (g5 on) Yo, €Vl YEE{L - N+1}
(7.139)

La discrétisation est implicite, car les termes de diffusion et de convection sont pris en
t=r1(k+1).
La preuve du résultat pour le probléme approché est trés proche de celle du probléme
continu discrétisé en ¢ :
Théoréme 7.1 Soit N € IN, le pas pour t est défini par T = NLH et on pose g~(x) =
g(z,7k) pour k € {0,--- | N + 1} et ut,u? - - Nt € V définis par
1
— (" —uF v) (W) b ) = (R e) YweV VEe{l,---  N+1}
-

(7.140)

Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant ni de diam(2) et ni ||5|, telle que

1/2 1/2
v (7S e ) <o [ s ) )
o5 I b v 2 Ik ) B \T& o) TR

(7.141)
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Remarquons au passage que maxg<gp<n ||[uF]], (TZ;\;0||UI+1||2V) et

1/2
(7’ SV gl+1||§> sont les variantes discrétisées dans le temps des normes respec-
tivement des espaces L*>°([0, T, L*(Q2)), L*([0,T], V) et L*([0,T], L*(Q2)).
Preuve :

Etape 1 : Pour v = u**! dans (7.140) on a

ST =) T+ [ (Bt e = (g
T ) R = (g
On utilise ici :
/Q (8- Ut b dy = % /Q v - (B da = 0 (7.142)
Ainsi (en remplagant l'indice k par )
%(qu’qu) oYy = (g W) + %(ul’qu)
Avec I'inégalité (u!, u!™) < L{|o!|]* + 3||u/*![|?, simplification de 1||u'"!|[* et sommation

sur [ : | s s |
DN R W[ - ) A A B =D S|4
1=0 1=0 1=0 1=0

Multiplication des deux membres par 7, soustraction de 1 77, ||u/[[3 et utilisation de
Vinégalite (g, ) < [1g™]| ™| < llg 13 + wllult 13 et s = N -

1
g llu N“IIﬁTVZIIu’“H*v_ P TZ\\Q’“\\frmZHul“||2 Huol|§
=0

Ainsi

TVZHul“H*v < TZ|Igl+1||2+mZI|u’“H2 HuoHi (7.143)

Etape 2 : Soit ¢ défini par p(z) = R— - (z —x0) avec 29 € 99 tel que B (z—x9) > 0
pour z € Q et R > ||5]| diam(f2) , une constante qui sera déterminée plus tard. On a
donc 0 < R —||B|| diam(Q2) < ¢(z) < R. Prenons v = u**1¢p dans (7.140) :

1
—(uP — uF ) + 1// uf L [puf o — w1 B)da+-
Q

T

b(ul”l, uk—f—l k—i—l’ uk—l—l

v) = (g ©)

1 .
?(uk“ —uF uF ) + ’//Q |7 w2 o da + buh*t ub i) TEP (gt gy

Maintenant

0= / 7 (B () dr = 2 / (8- ) i do - / 18I (<12 de
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Ainsi

1 1
a0t ) = [ (8- e ) pds = GBI [ () do = SIIBIP 1
(7.144)

1 1 1
S )+ SIBIE IR = Pt v [P e de + St )

-
< () [T Pede + bt )
’ (7.145)
Maintenant :
0 < (R—||B|| diam(Q2) )(w,w) (w,wp) < R(w,w) Yw €V, (7.146)

HLute) = (¢M el D)
19" Vel [u* /el |2

<gk+17gk+1g0>1/2<uk+1’uk+190>1/2 (7.147)

IA

On a aussi (g

IAIA

ab < ka? + =b* pour a,b, k > 0, donc

(g uf ) < (g gt ) AT )2

1
S H<gk+1’gk+1¢) 4 R<uk+17 ukH(p)

De la méme manicre (avec = 3) :

1
5 (uk+17 UkHSO)
En appliquant ces inégalités a (7.145), en soustrayant 1 (u+!, u#+!
de l'inégalité et en remplacant k& par [ on obtient

1

1
oW En AR | - 2 ], 01112
s UL I || Y

(¥, u" ) < S (uf ube) +

| —

¢) aux deux membres

1
- (ul—i—l’ ul-}-lw) +

< k(g g + "

1
pr (et +v [ |7 P pda
T Q

Sommation de 0 & s et soustraction de Y7, 5= (u!, ulp) :

1

o (! ||ﬂ||22|| |

S 1 S
< kY (974 +Z@(ul“,u”ls@)+§(u0,u0¢)+vzj/ | 7w P pde
=0

< B3 () + Z||ul+1||2 (®, u%) +u2/||vul+l||2sodx
=0

et soustraction de ||3][* >-i_ [[u'*!|[3 on a

En choisissant x = HﬁHQ

1

(et HB||2ZHul“II2

IA

R S
D BUAN RS < RS Y N2 R
=0 =0
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Les termes du membre gauche de I'inégalité étant positifs, on obtient aprés multiplication

de l'inégalité par 7

1 R & R al

5 max (4 ) P30 o)+ I vy JIw P pds
=

IN

2 0<k<N 18]1?

1 N
JIBIPT S 3
=0

IN

N
R
|BHQTZ (@ g0+ I+ o [ 7 P pds
=0

Il faut maintenant se débarrasser de ¢. Avec (7.146) et [, ||V u/T|* ¢ dz < R][ut!|[3,

2R
k+1)12 < I+1 Z1]q,0 2 bl
max [lu* 3 < WrZHg [ wZHu | & T )
(7.148)
N _
T3 < QTZHg’“Hz —HuOHﬁwZHul“ll z
1181] |IBH
(7.149)

Etape 3 : On commence par majorer v7 Y0 o |[ul 1|2,

" 1+17)2 (7.143) 1 > 1+1()2 > 1+1712 1 0112
| = e W PR W (T PR A [

(7.150)
19 1 X 1
< LS f s
1=0
N N
R 1 4R
s g™+ LGAE +or Y [y 5
IR 2 18]
En choisissant /@% = 1 et en soustrayant i7v Z;\io ||[ut*1]|%, & chaque membre de
I'inégalité, on obtient apres multiplication par 2 :
N
4R
w3l < (o ) 7 Zug% + 2
= s8I 116l
(7.151)

Avec R = 2||8||diam(©2) et en combinant (7.148) et (7.151), on peut maintenant
conclure a l'existence d'une constante C' > 0 ne dépendant ni de diam(2) et ni de
18] telle que

diam(2
Z|Igl+1||z+ [|u®]]3

N
nlax ||uk+1||§+]j7‘2||ul+1||zv<C ||ﬁH

0<k<N
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8 Stabilité du probléme approché

La preuve du théoréme de stabilité pour le probléme suit les mémes lignes que le théo-
réme 7.1. Avant de procéder & sa formulation et sa preuve, il est nécessaire de formuler les
versions discrétes de certaines inégalités utilisées dans la preuve du probléme continu. La
condition sur la famille de maillage (7;,) est la méme que pour le probléme stationnaire :

Définition 8.1 (Condition 0 — S*-faible pour (7;),) Soit (Tp)n une famille de
maillage. On dira que la condition § — ST -faible est satisfaite pour cette famille, si
il existe une constante & > 0, telle que

VB € R? Vh >0 36 € R? # 0 avec ||B|| = ||| et
Viedo Y 07 — Q0] = 5[] (8.152)

JEST(7)

Si le choix 8 = 3 est possible, on retrouve la condition § — S™ de la définition 4.3, page
52. Cette condition sur le maillage est étudiée au chapitre 6.1.

Théoréme 8.1 Soit N € IN, le pas pour t est défini par T = N+1 On pose gr(x) =

I.(g(-, 7k)(x) pour k € {0,--+ N + 1}, u) = I (u°) et uk,ui, o uN Tt €V, définis par

1

/T(UZ+1-—’uh,Uh)‘+’V(( +1,vh)ﬁl%—bh(u£+', ) (gﬁ+1,vh) ‘Vvh € L@, Vke {1,---,]V‘+'1}
(8.153)

Si la condition (8.152) est satisfaite, alors il existe hy > 0, une constante C' > 0 ne
dépendant ni de h et ni de ||B||, telle que pour tout h €]0; hol :

1/2 1/2
Oggmwmﬁv@ngw“MJ <C 5m (}]Wﬂmm> 1] 1o

(8.154)

Preuve : La valeur de hg est déterminée par les lemmes utilisés dans la preuve, ainsi
que les conditions géométriques sur le maillage (régularité et quasi-uniformité).

Etape 1 : Pour v, = uf™ dans (8.153) on a

1
(! = ) vl b ) = (g )

1
= (uy ™ =y ™) + vl Ry, < (g

On utilise ici? le théoréme 2.17, page 46 avec ¢ = 1 : 0 < by (ul ™ uf ™).

Ainsi (en remplacant l'indice k par [)

1 1
~(u ) 2, < () ()

25. Version discréte de (7.142). Ce résultat apparait déja dans [Tke83|, lemme 3



77

l+1H2

Avec I'inégalité (uf, ul™) < L|uf |2+ 2||uit!|[?, simplification de |u et sommation

sur [ :
S

1
5 2| ”lerVZIIu”1 Wi < Z AR +—ZHuhllz

1=0
Multiplication des deux membres par T, soustractlon de 37, ||uh||2 et utilisation de
Pinégalite (g, w,™) < g 11w < 2llgy™ 1B + wllupt I3 et s = N -

1
—|| h+1||2+77/2||ul+1 v, < 4 Zl|g”1|lz+mz:|lul“llz+5|IU2|I§

Ainsi, en particulier :

1
TVZIIul+1 Wi S TZ||gl+1||2+mZHul“H2+§|Iu2||§ (8.155)

Etape 2 : Soit § défini comme dans (8.152) (donc [|8]| = [|B]|) et ¢ par ¢(z) =
R—pB-(x—1), avec 2o € 09, tel que -(z—z0) > 0 pour z € Q. R > ||8]| diam(Q) est une
constante qui sera determinée plus tard. On a donc 0 < R — ||f||diam(?) < ¢(z) < R.
Prenons v, = pp,(uy ') dans (8.153) :

1
r(uffl — g, pu(up @) + v((up ™ pr(uy ™))t
b, pr(up o)) = (6" pu(ug ) (8.156)

Maintenant avec le théoréme 2.17 :

—Z > uft Q)00 (0(Qi) — 0(Q)) < blup™, pu(uf )

i€Jo jES+(3)

—Z Y un Q515 (Q = Q)] < b palupte))
1€Jo j€ST(4)

Avec (8.152) :

03 Z w QP NIBIPISIE < 0wy, pu(ui )
ZEJO
1
Avec lemme 2.10 et (2.38) : IT| < h% < — |S;|?

J
7 1BIPI 3 < blui™ pa(wi™0))  (8:.157)
Ce qui donne la version discréte de (7.144). Avec (8.156) on a ainsi
1 J
Lt () + o APl < (™ pu () + (0 o)
1
= (g, pa (0, 0)) (8.158)

Avec le lemme 2.13, lemme 2.11 et 'inégalité de Friedrichs :

—v((u ™, pn (™)) Al

vl v s (g b, lelloe + el lun ™ laall 7 @llso)

<
< ey (R+ &8I luy |y, (8.159)
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Maintenant : p,(wpy) € Vi, C X}, pour wy, € Vj,, donc avec le lemme 2.10 on obtient

O S jS

TETh Jj=1

1 .7
< TR 11 A

TeT, 7=1

1
R — diam(2) [|4]|

wnll3 < (wn, pr(wpp)) et aussi

lemme 2.14
(wn, pr(wng)) < lwallz llpn(wrp)llz < R |lwallz
Donc (version discréte de (7.146)) :

(R — diam(Q) [[8]]) < (wh, pn(wrp)) < Rlwy]lz Yy € Vi, (8.160)

Pour vy, wy, € V}, :

(0n, pr(wnp)) = Z T on(@p)wn(@)e(@QF)

TGTh J=1
ggatite de Hotder < (pp, pp (v )) (whyph<wh<,0))1/2 (8.161)
ab < ka® + ﬁbQ pour a, b,k > 0. Ainsi :
1

—(wn, pr(wryp)) (8.162)

(vn, pr(wnp)p) < /‘f(’l}h,ph(vhcp))+4%

Pour v, = ufl, Wp, = uﬁ“ et K= % on obtient :

1 1
(u®, pn ("1 0)) < 5 (uf, pu(up)) + 5 (™ pu(uz )

Pour v, = git!, wy, = uf ™ et kK > 0 on obtient
1
(9" o (i '0)) < w(g s o™ ) + (™ o)

En appliquant les inégalités ci-dessus, ainsi que (8.159) a (8.158), en soustrayant

1(u ML pn(uf o)) aux deux membres de l'inégalité et en remplacant k& par [ on ob-
tlent
1 I+1 I+1 5 201,,04+112
S on(9) oo I
< vés (R + 18I ey |y, + 59, oulg ™ 0) +
1 1
SO o) + o (o () (8.163)

Sommation de 0 & s, soustraction de >_; ; 5= (ub, pr(uhe)) et (8.160) :

1 s+1

s J -
5w o) + T,QH/?HQZHUZ“II%
< wvég(R+allpll) ZW“ MﬂrﬁZ (9" pulgr ) +

R~ Z [l 113 + (uh,ph(uhw))
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En choisissant x = % et soustraction de % ||B]]* >,_ |[u'*![|3 on a :

I ) § -
o= ('t pn(up™e) N+ 12 [EIE [ ANIE
=

2
Ro? 1
< vé3 (R +&|5]) Z”ul“ it 58P 2 (0" (i) + 5 (i pn ()
=0

Les termes du membre gauche de I'inégalité étant positifs, on obtient aprés multiplication
de l'inégalité par 7

1 k+1 k+1
5 max, (up, ™ puluy " 0))
N
1
< & (R+680) VTZIIUl+1 i T 5”5“2 Z (gn™, prgithe ))+§(uzaph(ugs@))
=0
||BH2TZHUH1||2
Ro? N 1
< & (R+&|8])vr IIul+1 2y, + 257 D _(an s onlgn™e) + 5 (up, pul(upe))
Z 2

8| 8|I?

I1 faut maintenant se débarrasser de ¢. Avec (8.160) :

a3 (5169
1
< |26 (R+e|Bl) v ul-i—l k o gz+1 + R||u?]| |3 -
(R+&lI8]) ZH vt WHQ Zil o+ Rllenllz | 7Sty a1
TZHul“HQ
R 402
l+1 I+1 02 ——
< |es(R+é]18]) VTZHU *Vh 5||B||27'ZHQ “2"‘5““11”2] HIEIE
(8.165)
Etape 3 : On commence par majorer v7 El 0 ||Ul+1||*vh :
(8.155) 1
TVZW“ o= ZHgl“HzWZHU’“"2+§”“2”3
(8.166)
s165) 1 X w2 o Ly oone
< 4—TZ||9 [l + 511l
1=0

o2
+r |é3 (R4 ¢&l|5]]) VTZHUIH W, T 5H6||2TZ||QH1||2 |uhH2 <5||5H2

=0
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En choisissant /<;5H5H203(R + ¢.]|8]]) = 3 et en soustrayant S7v SV o w2, & chaque
membre de I'inégalité, on obtient apreés multiplication par 2 :

40%y (R +.]|8)
wz iy < = Zugl“ng + bl

Ro? I+1 R
M RACERAE Z”g I3+ a8

Avec R = 2||f|| diam(£2)

4o?e3 (2diam(Q) + é,)
TVZHUPFI *V S 5||B|| TZ||gl+1||2+||u2||§

2 diam +é)o
+ 6\(\/3||c ZIIQI“IIQ —||u2||§ (8.167)

et en combinant (8.164) et (8.167), on peut maintenant conclure & l'existence d'une
constante C' > 0 ne dépendant ni de h et ni de |||, telle que

k+1 Z I+1 Z I+1
omax [l +or )l < ¢ [5||6||T |lgh H2+|Iuh||2]

(2.69) du lemme 2.3, page 35

A 1
< C iy [WTZHQZ—HH%P(Q) + ||UO||?{1(Q)]
1=0
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Quatriéme partie

Estimation de ’erreur pour ’équation
d’advection-diffusion non stationnaire
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9 Introduction

Soit 0 # 3 € IR?, © un domaine polygonal convexe borné et T, v > 0.

On considére le probléme d’advection-diffusion non stationnaire

Ou—v Ayu+ (f-Vy)u=yg dans Qx]0,T7, (9.168)
complété des conditions initiales et au bord :

u|092x]0,T[= 0, u(z,0) = u’(x) pour x € Q, (9.169)

Sans restriction, on suppose que ||5]] = 1.

Pour le probléme approché, une discrétisation implicite en temps est utilisée :

Soit N € N, le pas pour ¢ est défini par 7 = NLH et on pose gF(z) = I(g(-, 7k))(z) pour

ke{0,--,N+1}.

Définition 9.1 Formulation faible du probleme approché d’advection-diffusion non sta-
tionnaire
Trouver uf € Vi, pour k € {1,-+- | N + 1} tels que u) = I,(u®) et

1
;(ufl“ —uf,vp) + (Wb o) n + b (up o) = (gt on) Yo, €Vl YEE{L - N+1}
(9.170)

Les conditions standard pour la famille de maillage (7)) sont présentées au chapitre
2.1.

La discrétisation ici est implicite, car les termes de diffusion et de convection sont pris
ent=r(k+1).%

9.1 Existence, unicité, conditions de compatibilité pour le pro-
bléme continu

Pour l'espace de Banach B, pour a,b € R avec a < b, et pour p € [1,00], m € N les
définitions habituelles des espaces C°([a, b], B), C™([a, b],B), L*(a,b,B) et H™(a, b, B)
sont utilisées.
Les normes de LP(a,b,*B) et H™(a,b,*B) sont respectivement notées || ||Lp(ab93) et
I HHm(a,b,%)'

Utilisé sera le

26. Dans [AsFF98]|, une discrétisation semi-implicite est considérée, dans laquelle le terme convectif
est pris en k7 et le terme de diffusion en (k 4 1)7.
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Théoréme 9.1 Soit a,b € R avec a < b, et soit v € H'(a,b,B). Alors v € C°([a, b],B)
et

v(t) :/ v'(s) ds+v(a) for t € [a,b],

ou I'intégrale ci-dessus doit étre comprise comme une intégrale au sens de Bochner dans
B. De plus, la fonction v est dérivable presque partout dans |a;b[ et sa dérivée en t est
égale a la dérivée au sens des distributions de v’ en t.

Preuve : Voir [Tem79, Lemma 3.1.1]. O

Pour 98, on note B’ le dual de 9B, équipé de la norme duale habituelle. Siv € B et F € B’
( F est donc un opérateur linéaire borné de B dans R), on note F(v) =< F,v >p/ 3,
ol < F,v >g g est le produit scalaire dans la dualité B’, B.

A chaque fonction v € L%(£2) on peut associer une forme linéaire F, € H}(Q)" définie
par I, (v) :== [, v dz pour v € Hj(Q).

On identifiera 7 et F,, c’est-a-dire que I'on écrira 7 a la place de F,.

Inversement, si S est une partie de L*(2), alors on dira que la forme linéaire [ € H}(Q2)’
appartient a S si il existe une fonction v € S telle que I(v) = [,y v dz pour v € Hj(Q).

Ici aussi, on identifiera [ et v et on écrira [ & la place de 7. %7

Soit a : HJ () x Hj(2) — R, la forme bilinéaire définie par
a(v,w) := /(V Vo -Vw+ (8-V)vw)de pour v,w € Hy(€). (9.171)
Q

De fagon évidente, il existe C' > 0 avec
la(v,w)| < C |lvlliz [wliz pour v,w € Hy(Q),

Ainsi a(v, - ) € H}(Q)" et on peut donc définir un opérateur A : H}(Q) — HL(Q) en
posant Av := a(v, - ) pour v € H}(Q). Si Av € L*(Q) (dans le sens précis¢ plus haut)
pour un v € Hj (), alors avec f := Av — (8- V)v € L*(Q) on a [,v Vv-Vw dz =
Jo f wdx pour w € HJ(Q).

Dans des domaines convexes, on a le théoreme de régularité :

Théoréme 9.2 Siv € H)(Q) et F' € L*(Q) avec [, Vv-Vw de = [, F w dx pour
w € H(Q), alors v € H*(Q) et —Av = F.

De plus, il existe une constante Cy = Cy(§2) > 0 telle que

|vll22 < Cy ||Fll2 pour v, F' comme ci-dessus. (9.172)

Preuve : |Gri85, Theorem 3.1.2.1, Lemma 3.2.1.1] et la preuve [Gri85, Theorem 3.2.1.2].
U

27. L?(Q) est I'espace pivot oil les injections canoniques pour le schéma H{ (Q) C L?(Q) = L*(Q)' C
Hg () sont continues et denses. On a < I, v > g1y g1 (o= (7,v) pour v € L*(Q) et v € Hy(Q).
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Avec ce théoréme on a v € H*(Q) et Av = —v Av + (3 - V)v. L'opérateur A peut étre
interprété comme une généralisation de 'opérateur différentiel —v A + (5 - V).

Cela permet peut-étre de mieux comprendre les conditions qui, a partir de (9.168) et
(9.169), seront imposées a g et ug :

g€ H*(0,T,Hy(Q) )N L>(0,T, H () ), (9.173)
up €V, g(0) — Aug €V, ¢'(0) — A(g(0) — Aug ) € L*(). (9.174)

Les deux conditions dans (9.174) sont les relations de compatibilité.

Avec (9.173) et (9.174) on a le théoréme de théoréme d’existence, unicité et régularité
des solutions de (9.168), (9.169) :

Théoréme 9.3 Il existe une application unique
we L(0,T, Hy(Q)) N H'(0,T, Hy(Q)') N C°([0,T], L*(€2))

telle que

v+ [

Q(V Vu(t) - Vo+ (8- V)u(t) v) doe = /Qg(t) vdx (9.175)

pour v € Hy(Q), t €]0,T], u(0) = wo.

Cette application appartient a C°([0,T], H*(Q) )NC'([0,T], H}(Q))NC?([0,T], L*(22))
et est solution de

u'(t) — v Au(t) + (8- V)u(t) = g(t) for t €0,T). (9.176)
De plus, on a l’estimation

Jull Lo (o, m20) ) + 11U l| Lo 0,113 02) ) + 10" | o< (0.1, 22 () (9.177)

<C (1+TY?) (min{1,v})"? (Hg’(O) — A(g(0) = Aug )12

+lg(0) — Auollr2 + lluollr2 + |9l z2 (0,12 ) + HQHLoo(o,T,L2(Q))>-

Preuve : Annexe A de [DM10] O

9.2 Estimation de ’erreur

Le résultat principal pour 'estimation de l'erreur est

Théoréme 9.4 Quelque soit 0 < s < N + 1, on a l'inégalité

- Bz ) (s)
P (1 3 ) = 12 ) T ) = e
k=0

<C(A+T) (W2 +v7°?) F(ug,g) (h+7)
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ol

§(uo, 9) = llgllLe=co,rm(0)) + |9/l 201,520
+|luoll1,2 + lg(0) — Augll1.2 + [|l9'(0) — A(g(0) — Aug ) |2,

et € représente une constante indépendante de T et h.

La preuve du résultat se fait en deux temps. Dans un premier temps, I’erreur est majorée
(théoréme 10.5) par certaines données du probléme et la quantité

[ull oo o292y + 19 | oo o, m30)) + 10 | Loo 0.7, 22(2)) (9.178)

ol u est la solution du probléme continu (9.168), (9.169). Dans un second temps, le
théoréme 9.3, donne une majoration de la somme (9.178) en fonction des données du
probléme continu.

Remarque 9.2 Le parametre v contribue a la majoration de [’erreur via un facteur
VY2 452 En particulier il n’y a pas de dépendance exponentielle par rapport  1/v
(voir aussi [sSFFK02]). Il n’y a pas de couplage entre la finesse du maillage et le pas
en temps. Il est peut-étre intéressant de remarquer que la dépendance exponentielle de
Uerreur en 1/v n'est pas une conséquence de la non linéarité du probléme étudié dans
[sFFKO02], mais qu’elle apparaitrait aussi si l'approche utilisée s’appliquait a notre pro-
bléme linéaire.

Les hypothéses pour g et ug ne peuvent pas étre affaiblies de maniére significative, car
la dépendance linéaire du pas dans le temps nécessite de majorer ||| (o1,m1(0)) €t
|4 || Lo (0,7,22(02)) (Voir, par exemple la preuve du lemme 10.4).

Dans [W1o87, §27|, la théorie de la régularité des équations paraboliques nécessite que u
appartienne & H2(0,T, H}(Q) )N H3(0,T, H}(2)"). Les hypotheses de (9.173) et (9.174)
permettent exactement cela (|[WI10o87, Theorem 27.2|). (Exception faite de la condition
additionnelle g € L>=(0,T, H'(2)), qui est imposée pour permettre une inégalité d’in-
terpolation sur g (voir la preuve du lemme 10.2) et avoir u € C°( [0, T], H*(2)).

Avec v € H?*(0,T,Hj(Q)) N H*(0,T,H}(Q)') on a v € CY[0,T],Hi()) N
C?([0,T], L*(Q)). Ce dernier espace étant particulierement adapté dans notre cas, il
remplace u € H?(0,T, H}(Q)) N H3(0,T, H}(2)") dans le théoréme 9.3.

On a
Lemme 9.5 Soit t1,t; € [0,T] avec t; < ty. Alors
[u(ts) —ult) — (ts — t1) w'(ta)lla < (ta — t1)* U || (o mr20))-  (9:179)

Preuve : Théoréme 9.1; voir aussi [sFFK02, p. 317]. O

Dans ce qui suit, € notera une constante qui ne dépendra que de {2 et des constantes de
régularité et de quasi-uniformité de la famille de maillage (75)ns0-
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10 Estimation de ’erreur

Rappel de quelques lemmes utiles

Pour v, € X, K € Ty, soit E(v,|K) 'extension continue de vy,|K & K. Pour vy, wy, €
X, ® HY(Q), on pose

((vn, wn))n == > /KV(”h|K)‘V(wh|K) da, lollx, = (on,0n) + (o, va))3”:

KeTy

Pour V},, la semi-norme |vs|x, = ((vp, vh))}/Q est une norme. Avec [Fei93, Lemma 8.9.92]
ou encore [sFF99, il existe une constante hg > 0, telle que l'on ait I'inégalité discréte
de Poincarré :

lvnll2 < € |uplx, (= €l|vnllay,) pour vy, € Vi, sih < hy.  (10.180)
Avec [CiaT79, §4.1, (4.1.17)], on a

(1K1/3) D wi(@:) = / wy dz pour K € Tp, wy € X, (10.181)
— K
ied,Q;eK

Soit I, : HY(Q) & X}, — X}, Vopérateur d’interpolation introduit dans [Fei93, 8.9.79, a)]
et défini par

I,(0)(Q;) = 1S / vdo, for ve H(Q)® X, i€ J
S

On a I,(v) € Vj, for v € HJ () et

v — In(v)|la < € h ||v]|12 pour v € HY(Q), (10.182)
o= 1) lx, < € A [[olz powr v € FAQ),  [5w)lx, < llellx, pour ve H(9),
(10.183)

L’inégalité (10.182) est montrée dans [sFFKO02, Lemma 9 a)]|, et les inégalités (10.183)
dans |Fei93, (8.9.83), a) et v)|. L’inégalité suivante, voir [Fei93, Lemma 8.9.85], nous
sera aussi utile :

)Z/ vnigs E(unlK) dog| < €h ollus funlly,  (10.184)
KeT;, V9K

for v € HY(Q), wy, € Vi, i € {1, 2}, si h < hg, avec hg de (10.180).

Preuve du théoréme 9.4

La fonction u est la solution de (9.168), (9.169) comme définie par le théoréme 9.3.
On suppose que h < hg, avec hg défini dans (10.180). On note

up(t) == Ip(u(t)) for t€[0,T), ty:=kr, w}(lk) = up(ty) — ugf) for k€ {0, .., N+1}.

L’objectif est de majorer ’erreur w,(lkﬂ) for 0 < k < N. Le point de départ est le
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Lemme 10.1 Soit k € {0, ..., N}. Alors

vy 2, 7 T < img’f*”,

avec

ngkﬂ) =V ((uh(tkﬂ) — u(tgs1), w}(lkﬂ) ))h,

AR .= ((u(tkﬂ),w,(fﬂ) ) +/ v Au(try) w,(fﬂ) dx,

Q
A = [ glten) wf ™ do = (0l 0),
Q
ﬂf”:—ly%WMmﬂw?”m+mWNﬂﬂw?”%
Qlékﬂ) =71 ((uh(tkH) w}(lkﬂ)) — (uék), w}(lkﬂ) )) — / u (tei1) w}(lkﬂ) dx.
Q

Preuve : En posant w := w}(lkﬂ), on trouve avec le lemme 2.17, page 46 (en prenant

v =1), (9.170) et (9.176) que

vilwliy, +77 wlly < v llwlily, + 770 ]l + bn(w, w)

= v ((unltisn), w)), + 77" (unltirn), w) + by (unltin), w) = (7, w)

— () w)

5
= Al

O
On commence par majorer Ql (k+1) Ql(kﬂ et Ql(kﬂ :
Lemme 10.2 Pour k € {0, ..., N}, ¢ € (0,00), on a
A <@ w et B fultin)lBa +e v wy ™y, for s € {12},
k+1 k+1)
6V < € (e ) B gt o+ e v gy,
Preuve : Notons w := w,(LkH), on a
k+1
R < v (7 fun(tienn) — wltiern) By, + € wl2y,)
< Cvet B ulter)ll3 + e v lwlidy,,
ot la derniére inégalité vient de (10.183). Intégration par parties et (10.184) :
MRS / (Vatisr) i) E@w|K) dog| < € v h Julters) oz 1wl

KeTy,
<Cuvh?el ||U(tk+1)||272 +rve ||w||*Vh
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Avec (10.182) et (10.180),

2] < ||g<tk+1> L(9(te) )2 wlls < € A llg(tsen) |1z [[wll,
<€ (ev) VR gt |2e + v [lwP.

Estimation de Ql (k+1) .

Lemme 10.3 Soit k € {0, ..., N}, € € (0,00). Alors

2] < €T fultien)lB + e v llugt Yy
Preuve :

A = /5 (Vntu(tsr) — Vnun(tes)]wy ™ do
—/5'thh(tk+1)wh dfc—/guh(tkﬂ)ﬁ Vhw(kH) dx
+/ﬂuh(tk+1)ﬁ Tawy ™ di + by (u (b ), wp )

Maintenant

| - / 6 . [th(tk_{-l) - thh(tk+1)] (k+1) d{L‘| S ||U(tk+1) Ihu(tk+1)||*vh||w(k+1 ||2
Q

<€ R |luters) |2zl Ly, avec (10.183) et (10.180)

\_/ B-7mtun (b1 )wy dx_/ w(tes)B-nwy ™ del < € b [fun(tign) v, oy ™y,
Q Q
avec le lemme 2.15, page 42.

Enfin
| / un(tes1) B - nw ™ da 4 by (un(tir), w0 < € b |un (s )i | [0h s,

avec (2.96), page 44. Avec (10.183) : ||un(trs1)||wv;, < ||u(trs1)]ev, < [|u(tps1)]|2,2, donc

A < € h ulter) ool ol s < € ()7t B2 Jultigd) |2, + € v w2
2
car Cab =€ (%“) ({7517) <c (Cﬁ“) +¢ (gb> = (- th?a® + ev? O
(k+1)

Estimation de 2

Lemme 10.4 Soit k € {0, ..., N}, € € (0,00). Alors

2
k+1 —
2 <@ (et (B2 72 (”u/HL“’ o1,Hy() T Hu””L""(OTLQ(Q))>

(k+1 (k+1
12 ev w15 + @207 w2+ 2 )7 w1,
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i (k+1) _ x4
Preuve : On remarque que 205" = >, B, avec

By =711 ((uh(tk+1), w) — (u(tk+1), w)),
By =711 ((u(tk+1), w) — (ulty), w)) — (v (ter), w),
By =71 " ((u(tk), w) — (uh(tk), w)), By =711 ((uh(tk), w) — (uék),w)>,

oul w = w,(LkH). Comme u € C*([0,T], H}(Q)) (théoréme 9.3), on a avec le théoréme

9.1 que

Tt
i) —ulv) = [ w'ds,
i

I'intégrale ci-dessus étant comprise dans le sens d’une intégrale de Bochner dans HJ ().
Ainsi

tet1
Jutirr) — u(te)]l12 < / [u'(s)[l12ds < 7 ||| Lo 0,113 (92))-
123

De (10.182) et (10.180) on peut déduire que

B+ B <771 | unterr) —unlte) — (ultpsr) —ults)) ||, [lwll2 (10.185)
=7 [ In(un(thn) — un(te) ) — (ultisr) —u(te) ) |, lwll
<7 R luters) — wte) iz wllw, < €0 1W | Leoom @) 1wl

<€ (ev) R HUIH%OO(O,T,H(}(Q)) tev Ilelivh-
De plus, on sait de (9.179) et (10.180) que

|Bo] < 77 [Jultisr) = ulte) = 7 u'(tesn) |12 [lw]l2 (10.186)

< €7 Wl pm(or ) Iwllv, < € (€ )™ 72 0|20 r2g@y) + € ¥ 1wl
Il est évident que
_ k _ k _
1B, < 77w Jwlla < @ 1) w2+ @217 w2 (10.187)

Le lemme 10.4 se déduit de (10.185) — (10.187) et de Dégalité A = B, + .. +B,. O

On peut maintenant obtenir une estimation d’erreur qui dépend de w :

Théoréme 10.5 On a ['inégalité

N+1 " " .
(13 ) = 12 ) llute) = e (10.188)
k=0

<C@+T) (v +v )Y Blu,g) (h+7)
pour 0 < s < N + 1, avec

B(u, g) = ||U||Loo(o,T,H2(ﬂ)) + ||U/||Loo(o,T,H3(Q)) + ||U”||Loo(o,T,L2(Q)) + ||g||Loo(o,T,H1(Q))-
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Preuve :
Avec les lemmes 10.1, 10.2, 10.3 et 10.4, on a pour € € (0,00) et k € {0, ..., N} que

k+1 - k+1
v lwg 2y, + 7 ey (10.189)

<6evlwftP, + et (vt Blu,g)? (h2+72)
_ _ k _ k
+€ (e 1) B2 (|g]| ooy + 2 7) 7 [l 4+ (2 1) (w2,

Choisissons maintenant € = 1/12 et soustrayons 6 € v ||w,(1k+1)||ivh et (27)7! ||w,(lk+1)||§
des membres gauches et droits de (10.189). On obtient

k+1 - k+1
vl 2y, + 77 oy S (10.190)

<€ wtv) Blug) (W +77) + 77 |l
pour k € {0, ..., N}. Pour s € {0, ..., N}, on effectue une sommation des deux cotés de

(10.190) par rapport a k € {0, ..., s}, pour obtenir

s+1 s+1

l _ l
v Y w12, > w13
=1 =1

<(s+1) € (A Blu,g)? (P +77) + 70 w3
k=0

Remarquons que w\”) = uy(0) — u%o) = I,(u(0)) — u%o) =0 (voir (9.175), (9.170)), nous
obtenons

s+1
v Y w12, + ey <7 s+ 1) € (v vt Blu,g)® (B2 477 (10.191)
=0
pour s € {0, ..., N}. Comme 7 (s+ 1) <7 (N + 1) =T, on obtient de (10.191) que
w3 <€ T (v+v71) Blu,g)? (h*+7%) (0<s<N),

et avec s = N,

N+1
TV Z wa(zl)Hth <¢T (v+ I/_l) ’B(u,g)2 (h2 +7—2)_
=0

Ainsi
“ w2\ (s)
p2 (73 lunt) = ufl 12, ) "+ lun(ts) = 2 (10.192)
=0

<eTYV? (w+v ) Blu,g) (h+7) (0<s<N+1).
Avec (10.182), (10.183) :

un(te) — ulte)|lav;, < € h |ults)los < € h B(u,g),
lun(te) — ul” |2 < € b lu(ty)|ie < € h Blu,g) (0<k < N+1),
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FIGURE 10 — Partie du maillage fait de rectangles divisés par deux.

En particulier, comme 7 (N 4+ 1) =T,

N+l 1/2
(7 D2 () = () |2y,) < € T2 Blu,g) b
=0

L’inégalité (10.188) se déduit ainsi de (10.192). O

Les normes de u qui apparaissent dans I'estimation d’erreur dans (10.188) peuvent étre
majorées par (9.177), ce qui conclut la preuve du théoréme 9.4.

11 Simulations numeériques

La méthode EF-VF a été I'objet de simulations numériques intenses ( [sFFK02], [FFS03,
Section 4.4], [HRB97|, [DDMNO98§|,...). Cependant, afin de tester numériquement les es-
timations d’erreurs obtenues, une solution pour (9.170) est trouvée pour un choix simple
de Q, f et ug. Les L>®-L2- et L>-H" erreurs discrétes sont ensuite calculées.

On considére le cas

Q =]0,a[x]0, [ et

u(z,t) = exp(—v - (ki/a® + k3/b*) -7 -t) -sin(ky - w21 /a—t- By - ky - 7/a)
-sin(kg - - xa/b—t- [y ko - m/b) (11.193)

pour t € [0,T], x € €, avec
B = (cos(m/3),sin(/3)), a=25 b=1, k1 =2, k=1, T=1.
En particulier u est la solution de (9.168), (9.169) avec

f=0, wup(x)=sin(k,-7-xz1/a) sin(ky -7 25/b) (z€Q). (11.194)

Pour la famille de maillage (7, )n>0, procéde de la fagon suivante : on commence par
diviser €2 en quatre rectangles identiques (n = 1), puis on répéte la procédure n fois
(chaque rectangle en quatre rectangles identiques) pour obtenir les itérations n = 2, 3, 4.
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Le maillage 7}, est ensuite obtenu en divisant chaque rectangle en deux triangles, comme
indiqué par la figure 10.

La finesse du maillage 7, est donné par la diagonale du triangle rectangle qui est
congruent a toutes les 2 - 4" mailles de 7Ty, .

Ainsi h, = 27" - /7.25.
Choisissons comme pas en temps 7,, 1= 27772,

Pour n € {1, ..., 5}, et pour v, = 27" avec r € {1, ..., 5}, la solution u, , de (9.170) avec
Th, s hn, T & été calculée. u,. est la solution du probléme exact pour v, = 27".

Les erreurs considérées sont

*

max | u( -, k-27"7%) —up, (-, k-27"77)

1<k<on+2 2
et
2n+2
—n—2 —n—2 —n—2\ ||* 12
2 S (e k27 (k2 )]
k=1
avec || - ||z et || - [[Iy, définis par
. 2 5\ 12
Lo lls=( 3 1K1Y g(Pei)?/3)
Ke®, =1
et
. 3 5 \1/2
lg Wiy, o= (D2 1K1 D2 VglB) P [/3)
KeTn, i=1
respectivement.

(neN, g€V, ®H;(Q), et (Px1, Px2, Pk3) les milieux des cotés de K € Ty, .)

Les formules || - [|5 et || - ||y, sont, bien sur, des approximations des normes | - ||
n
and || - [y, , respectivement.

Les tableaux 1 et 2 ci-dessous contiennent les résultats obtenus. Ils correspondent bien
aux majorations obtenues dans le théoréme 9.4.

‘ H n=1 ‘ n=2 ‘ n=23 ‘ n=4 ‘ n=2>5 ‘
r=11 0.08677280 | 0.04342670 | 0.02155141 | 0.01075595 | 0.00537527
r=21 0.07341962 | 0.04172808 | 0.02262559 | 0.01197149 | 0.00619091
r=3 | 0.15657676 | 0.09610852 | 0.05406534 | 0.02889056 | 0.01495716
r=41 0.24539138 | 0.15756216 | 0.09057426 | 0.04876265 | 0.02529267
r=251 0.32471112 | 0.21346850 | 0.12563057 | 0.06827972 | 0.03551312

TABLE 1 — Erreur L*°-L*-discréte max H (- k27" — (o, k- 27772)

1<k<on+2

*

9°
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12.51Echelle logarithmique en base 2
124 Conséquence du théoréme 9.4 on a: Quelque soit 0<s< N+ 1, on a l'inégalité
1151 u(ts) —un®@ll2 <€ A+ T) @2 +v7%2) Fluo,g) (h+7)

114
1051
10 Remarque : — In (c (1+T) (v,'? +v,7%?) Flug, g) (hn +7—n)> /n(2) = C* — 2,57 +n
954

94
85

8+ e . L9—n—2\ __ . L 9—n—2 *
Y= 1n<1§g?2}5+2nur< k2 (L k-2 )||2)/1n(2)

P(n,Y,,)

FIGURE 11 — Erreur L*°-L?-discréte  max || u, (-, k-27"72) —up, (-, k-27"72)
1<k<on+2

5] Echelle logarithmique en base 2

124 Conséquence du théoréme 9.4 :
11.5 N+1 1/2
V2 1 Y llult) —w® | <e@+T) (241 Flugg) (h+7)
k=0

1
o Remarque : — I (—1/2 C(1+T) W '"?+v,7%?) Flug,g) (hn +7-n)> /In(2)~C*—3r+n
Vy

2 Y= —In |7 Y JJults) —w P37 | /n(2)
6.5 k=0

T, =2"""2

_ o-—T
5.5 v, =2

451 P(n, Y, )

*

9

7.5 N1 hy,=2"".4/7.2!

FIGURE 12 — Erreur L2-H!-discréte [2‘"‘2 -y <Hur( k27— (- Lk

22y, )]
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‘ H n=1 ‘ n=2 ‘ n=3 n=4 ‘ n=>= ‘
r=11 0.18078114 | 0.10432310 | 0.05699424 | 0.02998321 | 0.01540407
r =21 0.24571509 | 0.15958957 | 0.09342069 | 0.05111642 | 0.02683319
r =3 || 0.58689486 | 0.40577022 | 0.24523998 | 0.13689838 | 0.07283282
r=4 | 1.10291847 | 0.81614571 | 0.52128707 | 0.30326142 | 0.16630205
r=7>5 || 1.63203918 | 1.30402557 | 0.89593016 | 0.55312044 | 0.31848283
an+2
TABLE 2 — Erreur L2-H'-discréte [2*”*2 -3 <H ur( o k27 — (-
k=1

. \271/2
27”72) Hxhn) ] '

Cinquiéme partie

Equation d’advection stationnaire
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L’objectif de ce chapitre est de mettre en place le cadre de la théorie des graphes qui
sera nécessaire pour la théorie d’existence et de stabilité du probléme approché.

Soit ) # Q C IR* un domaine polygonal borné, on considére une famille de maillage
(Tr)n de Q2 avec h €]0; ho[, dont les éléments (mailles) 7' € T;, sont des triangles fermés.

Soit h €]0; ho[, alors l'ensemble J définit une indexation de l’ensemble des cotés
{S; : i€ J} des triangles de Tj,. On note @Q; le milieu du segment S;. L’ensemble des
indices des points qui ne sont pas sur le bord est donné par :

Jo={jeJ : Q& (11.195)

Pour le probléme d’advection défini par 0 # B € IR?, on aura besoin des ensembles
suivants :

Jt = {jeJ: QeT"} (11.196)
Jo = {jeJ:Qel} (11.197)
J' = {jeJ: Q;er} (11.198)

ou J*, J~ et J® sont respectivement les ensembles des indices des points @Q; sur la
partie sortante, entrante et longeant du bord.

Pour i € J et k € S(i) on définit

9i,k = / g Nk do
Tk

Pour i € J\J*, le voisinage de Q; en aval de § est défini par
S*t(i)={k € S(i) : 6, >0}
Pour i € J\J7, le voisinage de @); en amont (upwind) de (3, est défini par
() = {k € S(i) : 6, <0}
Bien sur k € ST(i) NS~ (i) <= 6, =0
De fagon générale, on dira que @y est en amont (en aval de Q);) si 6, <0 (6, > 0).

La théorie développée concerne le probléme variationnels I défini par

Définition 11.1 (Formulation variationnelle I du probléme approché d’advection)
Trouver uy, €'Yy, tel que

~

b (un, vn) = (fn,vn) Von €YY avec up(Q;) = gn(Q;) pouri € J~ (11.199)
avec
(o) = > Fu(Qu)vn(Qr)| Dyl (11.200)
keJ\J~

ot Dy € Dy, est le volume barycentrique associé a Qy,

Pour des raisons techniques, nous aurons besoin aussi de
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Définition 11.2 (Formulation variationnelle IT du probléme approché d’advection)
Trouver uy, € Y}, tel que

~

bh(uh,vh) = (fh,vh)]_[ \V/Uh € Yho (11201)

avec up(Q;) = gn(Q;) pouri € J~ et

1
(fa, vn)u = Z n(Qr)on(Qr)dr ,  di, = EE Z B (Qr—Qj)b;r (11.202)
keJ\J~ jeS—(k)
Avec
bn(un,on) = Y (@) | D Oun(Qi) + Y Oun(Qy) | Vup € Yi,vp €Y
i€J\J~ JEST(i) JES™(3)

(11.203)

12 Notations, définitions du graphe orienté G; associé
au maillage 7T,

On reprend les conventions du chapitre 2.3, page 33. De la définition des ensembles

ST(i) et S7(i) on a ST(i) US™(i) = S(7). Ainsi

Z 0;; + Z 9”2/ 6-nd0=/D’v-6dx:0 VieJ (12.204)

JES(3) jEST (1) oD;

On pose 28

Définition 12.1 (6; et \;;) Pouri € J on définit

= Y O (12.205)
keSt(i)
Pour i € J\J~ on définit
0,
Nji= % >0 VjesS (i (12.206)

Remarque 12.2 Avec les conventions du chapitre 2.3, page 33, on a

Y bik= D> >0 Vie JuJUuJt (12.207)
keSt (1) keS— (1)
De (12.204) on déduit :
Z )\j,i =1et )\j,igi = 0]‘72‘ (12208)
JE€S—(9)

28. Gk,l = 7917]6, Gk,l >0sike Si(l)
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Pour obtenir le schéma de calcul par itération, on choisit pour ¢ € J\J~, la fonction
test v, = wp; € Y} définie par wy,;(Q;) = 0;; = {(1) :i 22 On obtient alors, avec les
notations ci-dessus, les récurrences :

un (@) = Y un(Q))Asi + fu(Q2) 14

(12.209)
FES—(3) Ezjes+u)eaj

a partir de la formulation I, et
u(Q) = Y un(Q)Ni+ (@)= HﬁHQ Z B (Q:i — Q)N (12.210)
JES (i) (@)

a partir de la formulation II. Avec ces relations un calcul de u,(Q;) pour j € J\J~ par
itération semble possible.

Pour unifi¢ 'étude des formulations I et 11, posons «; € {af, all} ou

a = ﬁ(@)% (12.211)
ol = [Q)s Y. B (Qi— Q) (12.212)
Wz,

De la régularité et de la quasi-uniformité de la famille de maillage (75)p, on peut déduire
I'existence d'une constante ¢ €]0; 1[ ne dépendant pas de h €]0; hy| telle que

ho < pp =sup{diam(B) : BC D} VD e D, (12.213)

Lemme 12.1 577 € J alors

= > 0 >0, |18l (12.214)

JEST(7)

Preuve : La figure ci-dessous, qui représente les deux cas possibles pour le volume D;,
permet de conclure que 0; = > g 0i; = pp, ||B]]- O

On a alors la majoration :

Lemme 12.2 i o; € {af, alf} alors

h

|az| = |fh(Qz)| ||6||

(12.215)

Preuve :
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Cas ay =af : Onab; =3 g bi; > pp . Ainsi, avec (12.213) et |D;| < h* on

Q est sur le bord r.. Pied

Ly - 1

_c7 |
1
1
1
U

Qi est un point intérieur

a donc |a;| < |fh(Qz‘)|||5i\l\ 5

Cas o; = /!

>

Q>|H

ol'| < /@)= Y lIBIIAN; < \fh<c2@>|||ﬁ|| Z Ni=1letl<

JjES (1)

||6||2

La preuve, qui sera faite au chapitre suivant, nécessite encore quelques notations :

Coordonnées locales upwind

Soit T € Ty, avec @y, Qp, Q. comme milieux des cotés de T'. Les coordonnées locales
upwind QF, QT et QI sont une maniére de renommer Q,, Q, Q. de facon a disposer
de l’informatlon permettant de savoir quel point est en amont de quel autre dans le
triangle T

Ainsi Q] est en amont des points QT et QF, QT est en amont de Q7. Le point Q7 est
donc en aval des points QF et QT.

Cette notation n’a de sens que si on peut garantir I’absence de "circuit élémentaire" 2

dans 7.

L’existence de telles coordonnées doit étre démontrée.

Définition 12.3 (coordonnées locales upwind) Soient S,, Sy, S. les cotés de T €
Tn. Soit G le de centre de gravité de T et P,, P, et P. les sommets de T tels que

G e [Qa,Pa] n [Qb, Pb] N [QC,PC].

Il est alors toujours possible de renommer Q,, Qp, Q. en QF, QT, QF (pour une certaine
permutation de ces points) de telle maniére que, pour HiTj = Ogr or, on ait oL, >0,
P i 1% )

01, >0 et b, >0.
Preuve : Voir page 43 U

Remarque 12.4 La notion de point en amont ou en aval doit étre prise au sens large.
Si 0, =0, les coordonnées locales upwind ne sont pas nécessairement uniques : Q) peut

29. Un circuit élémentaire dans le triangle T signifierait que les points Q,, Qp, Q. seraient en méme
temps en aval et en amont des deux autres points.
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étre considéré comme étant en aval ou en amont de ;. Cela n’a aucune conséquence
sur la théorie, pourvu que le graphe G, associé a T, reflete fidelement les choix opérés
lors de la notation upwind locale utilisée.

Définition 12.5 (Graphe orienté G, associé a J) On définit le graphe orienté
Gn = (J,F) ou J représente ’ensemble des indices des points Q; et F C J x J l’en-
semble des arcs orientés ("fleches") tels que l'arc (k,l) € F si et seulement si

a) Q€T (aucun arc pointe vers un point du bord entant I'~) et

b) siQr=Qr, Q = QJT sont les coordonnées locales upwind

alors 0 <i < j <2 (Qy est en amont de Q) (12.216)

Exemple 12.6 L’exemple de maillage ci-dessous montre le graphe G associé au
maillage Ty. Les coordonnées locales upwind 0,1 ou 2 sont indiquées prés du point Q;
concerné. Dans le triangle T = P,P,P,, les coordonnées locales de Q, sont Q% (donc 2
est écrit dans T pres de Q,), de Qp sont QT (donc 1 est écrit dans T pres de Q) et de
Q. sont QF (donc 0 est écrit dans T prés de Q). Les points de T~ sont représentés par
des cercles (). On remarquera qu’un arc (représenté en pointillés) a été retiré du graphe

G-

Notation notation

habituelle | locale upwind
Qa Q3
Qb Q1
Q. Qg
eb,a 0?2
00,0/ 0(7]—‘2
ec,b ‘951
)\b,a )\{2
AC,G, A(,J;Q
)\c,b )\gl

Définition 12.7 (chaine (ou chemin) dans G,) Une chaine (ou un chemin) est une
suite de sommets telle que chaque sommet est relié au suivant par une aréte. La longueur
d’une chaine est le nombre d’arétes composant cette chaine.

Définition 12.8 (circuit élémentaire dans G,) Un circuit élémentaire® est une

chaine fermée (c’est a dire dont lorigine et lextrémité sont identiques) et dont toutes
les arétes sont distinctes

30. Dans un graphe non orienté, un cycle est une suite d’arétes consécutives (chaine) dont les deux
sommets extrémités sont identiques. Si la chaine est élémentaire, c’est-a-dire ne passe pas deux fois par
un méme sommet, alors on parle de circuit élémentaire. Un circuit élémentaire ne contient pas d’autre
cycle. Dans les graphes orientés, comme ici, la notion équivalente est celle de circuit, méme si on parle
parfois aussi de cycle (par exemple dans l'expression graphe acyclique orienté). L’utilisation du mot
boucle pour désigner un circuit est malheureusement a éviter, car en théorie des graphes, une boucle
est une aréte d’un graphe ayant pour extrémités le méme sommet.
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Bord sortant I'" symbolisé par O
0 0 0

ANATENRL
VA?‘ e

Arc qui a été retiré du graphe car le point arrivé est sur '™

Bord entrant I~ symbolisé par O

Bord longeant I'® symbolisé par <>

FIGURE 13 — (O symbolisent les points de I'~ (bord entrant), O symbolisent les points
de I'® (bord longeant) et 0 symbolisent les points de I't (bord sortant).

Définition 12.9 (circuit élémentaire local (ou circuit local) dans G,) Un cir-

cuit élémentaire local (ou circuit local) est une chaine fermée autour d’un point, qui
est le sommet commun de mailles de Ty,

Circuit élémentaire local (ou circuit local) autour du point , sommet commun de plusieurs mailles de T

Remarque 12.10 (Types de points et prolongement d’un chemin) Soit C, un
chemin dans Gy, donné par

dans le triangle 1,

——
Q= Qu—- Qu,—Q, —Qu., — Q. —Q,
Ce chemin commence en Q, et finit en Q;,. C traverse les triangles Ty, T;,, ---, 1,.

Pour 1 < k < s, le point @Qy, est donc sur [intersection des triangles T, et Ty, . En
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T,
utilisant les coordonnées locales upwind, on a QZZ’“ =Q, = leﬂl avec iy, € {0,1,2} et
ik+1 € {0,1,2}. On dira alors que @, est de type iy — igy1.

Tous les types de points sont possibles sauf 0 — 0 et 2 — 2.

En effet, le types 0—0 (qui correspond a un puits) et 2—2 (qui correspond a une source)
ne sont pas possibles, car cela contredirait (12.204).

Il est fondamental que ces types ne soient pas possibles, car alors on ne pourrait pas
toujours prolonger le chemin C en amont de Q;, ou en aval de (QQ;,, quand ceuz-ci ne
sont pas sur le bord.

Dans le probléme exact, linformation est transmise le long des courbes caractéristiques
et, dans le probléme approché, c’est les chemins C qui transmettent ’information. Dans
le cas du probléme exact, tout point de €2 doit étre atteint par exactement un point de I'~
en temps fini. Les coordonnées upwind locales et la non-existence des types 0 —0 et 2 —2
sont des conséquences locales du champs (ici constant) 5. Ces conclusions devraient étre
généralisables pour un champs remplissant3! non constant et suffisamment régulier.

St Q); n'est pas sur le bord de €1, alors QQ; est sur l’intersection de deux triangles et
les différentes combinaisons possibles sont représentées ci-dessous et on distingue quatre
types de points :

CAS Il : point de type 0-2 T T, T, T
6, 6, 6 6

AL
0,1770,2" 1,27 °1,2

T To +7c +Td Tqg T4
o2+9 [¢] = =

Te T7 Tf
Mot +A =1
= = = hl )\0,2 1,2
1278 =8 =8 %8,

6

Tm
171

CAS IV : point de type 0-1

En conclusion de cette remarque :

Cas Q; € Q: Alors i € Jy, Q; posséde au moins un point voisin en amont, et au
moins un voisin en aval. 1l est donc toujours possible de prolonger C en amont de
Q; = Q, et en aval de Q; = Q.

Cas bord entrant : SiQ; € '™ (i € J~), alors Q; ne posséde pas de voisin en amont.
C’est-a-dire que C ne peut pas étre prolongé en amont de Q; = Qy,, car ces arétes
ont été enlevées de G. (Bien sur Q; posséde toujours un voisin en aval.)

31. c’est-a-dire si pour presque tout x € €, il existe une courbe caractéristique du champs de vecteur
[ partant de I'” qui atteint x en temps fini
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Cas bord longeant : SiQ; € I’ (i € J®), alors Q; aura exactement un voisin en aval
et un voisin en amont (voir la figure page 100).

Cas bord sortant : Si Q; € I'" (i € J'), alors Q; aura toujours au moins un voisin
en amont. Il est cependant possible qu’existe un voisin en aval (voir dans la figure
page 100 le point de Tt au dessus de ().

13 Existence et unicité de la solution wuy

L’existence de uy, est garantie si le graphe Gy, ne contient pas de circuit élémentaire (voir
le théoréeme 13.3).

Il est donc important de pouvoir préciser sous quelles conditions géométriques du
maillage T, un circuit élémentaire est possible. L’argument qui va étre développer est
le suivant :

Si un circuit élémentaire existe dans Gy, alors il existe un circuit local.
Ainsi, si aucun circuit local existe, il ne peut y avoir de circuit élémentaire dans Gy,.

Le lemme suivant en précise les conditions d’existence :

Lemme 13.1 (Conditions d’existence de circuit local dans G,) Soit 37 la rota-
tion de 8 de /2 dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

St G, contient un circuit élémentaire, alors il existe un circuit local, c’est-a-dire un
point P € Q, sommet d'un triangle T € Ty, tel que pour l’ensemble des triangles
T, 1, ....T;, , ayant aussi P comme sommet et numérotés dans le sens contraire des
aiguilles d’une montre, on ait :

=37 PGy, <0 Vje€{0,1,..,n—2},

ij5dj+1
(pour un circuit élémentaire orientée dans le sens des aiguilles d’une montre)
ou
AT pf ,
0i;7ij+1 =0 PGZJ >0 V) e {0,1,...,%—2},

(pour un circuit élémentaire orientée dans le sens contraire des aiguilles d’une montre)

( G étant le centre de gravité du triangle T; = PP, P; Voir figure 14 )

Jj+1°

C’est-a-dire que Ujcgigiy,...in_1} 1 contient un circuit élémentaire.

Preuve : Les relations ci-dessus ne font qu’exprimer que :

a) soit @;; est en aval de Q;,,, (c’est-a-dire 6;,;,,, < 0) pour j € {0,1,...,n — 2}

b) soit (s, est en amont de Q;,,, (c’est-a-dire 6 > 0) pour j € {0,1,...,n — 2},

ijyt541

L’égalité 0 = BT . Péij s’obtient en prenant la définition de

ijsij+1

—»I, —
Tiie1 6 . nij,ij+1|PGij| = 6 : PGZJ
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et en utilisant le fait que le produit scalaire est invariant par la rotation d’angle /2. OJ

11 suffit donc de s’assurer que pour tous les points P € €, les conditions locales (13.217)
et (13.217) ne soient jamais vérifiées pour garantir que G, ne contient pas de circuit
élémentaire.

La figure 14 illustre géométriquement la condition (13.217).

FIGURE 14 — Représentation géométrique de (13.217) avec apparition d’un circuit élé-
mentaire dans le sens positif autour de P

Lemme 13.2 (Existence de circuit élémentaire dans G,) Si G, contient un cir-
cuit €lémentaire, alors il existe un circuit local.

Preuve du lemme :

La preuve se fait en trois étapes et s’appuie sur la remarque 12.10 qui précise les condi-
tions sous lesquelles un chemin peut étre prolongé en amont ou en aval :

Etape 1 : Soit Qi — Qi — Qi — ...Qi — Qi,, — ... = Q4,_, = Qj, un circuit
¢lémentaire B dans Q (donc (i—1,7;) € F). Sans restriction, on peut supposer
que les points @);, sont distincts deux a deux (car sinon il existerait un circuit
¢lémentaire plus petit, qu’il serait possible de choisir). Supposons qu'il existe un
triangle 7" a l'intérieur de ce circuit élémentaire (dans le sens d’une courbe de
Jordan) et qui ne soit pas traversé par lui (aucun sommet de B est dans T'), alors
il existerait, sur ce triangle, un point (), qui ne serait pas sur B et qui ne serait
pas sur le bord de €2. Si on prolonge @)y dans les deux directions par des points en
amont et par des points en aval, en une courbe C, on a pour C les trois possibilités
suivantes :



104 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION uj,

1. La courbe C ne coupe jamais B et contient donc un circuit élémentaire stric-
tement plus petit contenu a lintérieur de B (il n'y a qu'un nombre fini de
points @) avec s € Jy dans le domaine défini par 'intérieur de B). Dans ce
cas on répeéte I'étape 1 jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de triangle a l'intérieur de
ce circuit élémentaire qui ne soit pas un triangle traversé par celui-ci.

2. La courbe coupe C ne coupe jamais B en amont de (J;. En appliquant le
raisonnement ci-dessus a cette partie de C, on peut conclure, qu’elle doit
contenir un circuit élémentaire et on se retrouve dans la situation d’un circuit
élémentaire strictement plus petit contenu dans 'intérieur de B.

3. La courbe coupe C ne coupe jamais B en aval de (J;. En appliquant le raison-
nement ci-dessus a cette partie de C, on peut conclure, qu’elle doit contenir un
circuit élémentaire et on se retrouve dans la situation d’un circuit élémentaire
strictement plus petit contenu dans 'intérieur de B.

4. La courbe C coupe B en deux points (en amont et en aval de Q). Il est alors
toujours possible de trouver par collage d'une partie de C avec une partie de
B une courbe strictement plus petite que B. (Voir la figure 15)

A la fin de la premiére étape on a donc trouvé un circuit élémentaire B dont
I'intérieur ne contient aucun triangle qui ne soit pas un triangle traversé par ce
circuit. (Voir la figure 16)

Etape 2 : Prenons au hasard deux triangles traversés par B, ayant un co6té en commun
S} qui ne soit pas traversé par B.3? Voir la figure 16.

Q@ est le milieu de du coté Si. Comme () ne peut pas étre de type 0 — 0 ou
2 — 2, Qi posséde un voisin en aval et un voisin en amont de (. Ces voisins
sont des points de B. Il est possible de trouver r € {iy,is} et s € {i3, 14} tel que
Qs%Qk_)QrouQr%Qk_)Qs-

Ainsi, il est donc possible de trouver un circuit élémentaire strictement plus petit
que B et ce processus peut étre répété autant de fois qu’un tel segment Sy existe.

A la fin de cette opération, on obtient un circuit élémentaire autour d’un point
P € Q du maillage. C’est exactement la situation de la figure 14.

cqfd

Remarque 13.1 On dispose d’un critere local pour tester si G, contient un circuit
élémentaire ou non. Une condition suffisante pour ne pas avoir de circuit élémentaire
dans Gy, serait de demander que les volumes barycentriques D; soient convexes pour tout
1€ Jo.

Nous allons conclure cette partie par un résultat qui relie I’absence de circuit élémentaire
avec 'existence d’'un schéma de calcul par itérations. Ce théoréme est I’équivalent du
théoréeme d’existence (utilisant la méthode des caractéristiques) pour le probléme exact :

Théoréme 13.3 (Existence et unicité de uy,) Soit (Ty,), une famille de maillage ré-
guliere telle que Gy, ne contient pas de circuit élémentaire alors pour le probléme (11.199),
on a :

32. Ces segments non traversés par B sont en pointillés dans la figure 16.
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/ / partie de C en aval de Q)
/ |
/ |

> — —

|
\\i\} partie de C en amont de Qy
N

FIGURE 15 — Situation ou C a deux intersections en amont et en aval de (), avec B

Existence : [l existe un schéma itératif permettant de calculer uy,

Unicité : wuy, est alors lunique solution de (11.199)

Preuve de ’existence de uy, :
Nous allons montrer qu’il existe une numérotation ¢y, 22, -+ , i, - - , 4y de J telle que

J- :{ilui%“' 7ik7"' 7i|J_|} et

(i) € {ins ik 1, VE € (T + 1,0, |} (13.217)

Avec cette numérotation, (12.209) livre un schéma itératif permettant de calculer wy,.

La preuve va se faire par induction.

Début de l'induction : Supposons qu’il n’existe pas de point @Q; tel que
S™(t) C {i1, 42, -+ ik, -+ ,i1y-|} = J . Alors pour ty € J\J~ quelconque, il existe
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Qi i

FIGURE 16 — Les pointillés indiquent les faces intérieurs des triangles qui ont un coté
en commun, mais dont le milieu n’est pas un point de B.

t_yavect_y € (J\J)NS (tp). (On utilise ici le fait que tout point de J\J~ pos-
séde un voisin en amont.) De méme pour ¢_1, il existe t_5 € (J\J)NS™(t_1), etc
... Comme |J\J~| < oo, le chemin ainsi construit va avoir une intersection avec
lui méme en @Q;_, = Q;_, pour deux valeurs k,[ € {1,---,|J\J~|}. Sans restric-
tion, soit k& > [, alors le chemin ¢, — ¢ 3 — -+ — ;1 — t_; est un circuit
élémentaire, ce qui contredit I’hypothése d’absence de circuit élémentaire. Il existe
dont bien un point @, € J\J~ tel que S~(¢) C J~. Numérotons ;-4 ce point.

Induction sur n :
Supposons que les points iy, - - - , 4, aient déja été numérotés pour n > |J~|. Donc
S~(iy) C {iy, - yig_1p pour k€ {|J7|+1,- - ,n}.
Le raisonnement est maintenant le méme que pour le début de I'induction : On
fait de nouveau I’hypothése que pour tout point @, avec t € J\{i1,-- ,i,} on ait
S=(t) ¢ {i1, - ,i,} et on peut conclure alors & 'existence d’un circuit élémentaire
dans Gy, ce qui est une contradiction.

Fin : Bien sur si n = |.J| 'algorithme s’arréte et on a fini.

Preuve de 'unicité de uy, :

Si uy, et 1, sont deux solutions de (12.209), alors v, = wuy, — @y, est une solution de
(12.209) avec fr, = 0 et v,(Q) =0 pour l € J~.

Comme G}, ne contient pas de circuit élémentaire, vy, existe et (12.209) devient

up(Q;) = Z vp(Q;)A)i avec vp(Qy) =0 pour [ € J~ (13.218)
JES™(3)

Donc v,(Q¢) = 0 pour t € J, c’est-a-dire uy, = Uy.

cqfd
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Remarque 13.2

Méme pour un champs constant, une mauvaise configuration géométrique peut donc in-
duire [’existence d’un circuit élémentaire, et pourrait ainsi compromettre [’existence et
l'unicité de la solution wuy, du probleme approché. Il n’est cependant pas évident pour-
quot la condition suffisante — l’absence de circuit élémentaire — est aussi une condition
nécessaire.

14 Encapsulation de I'information dans G,

Les coordonnées locales upwind jouent ici un réle central, car, pour chaque triangle du
maillage, elles contiennent des informations sur le graphe Gj,. Si @Q); est le milieu du
segment commun & deux triangles, alors @); a deux coordonnées locales (une coordonnée
{0,1,2} par triangle).

Se dégage ainsi la typologie des points du graphe Gj présentée a la remarque 12.10. Dans
cette typologie (0 — 1,1 — 1,1 —2,0—2) les types 0 — 1 et 0 — 2 sont particuliérement
intéressants.

En effet, si @); est un point de type 0 — 1 ou 0 — 2, cela signifie que
Q; et les voisins en amont de ; sont sur un méme triangle (maille de 7j,.)

Ceci est bien sur faux pour les points de type 1 —2 et 1 — 1 ou les valeurs des points de
deux triangles différents sont nécessaires au calcul de up(Q;).

Les points de types 0 — 1 et 0 — 2 permettent donc de faire apparaitre I’encapsulation
de l'information due & la structure de Gy,.

Cette encapsulation peut étre rendue visible en tracant en gras les segments des points
Q; de type 0 — 1 et 0 — 2, comme cela est représenté dans la figure 17, qui reprend
I'exemple 12.6. A ces segments, il faut ajouter, par convention :

a) les segments sur I'™ qui sont considérés comme étant de type 0 — 2,
b) les segments de I’ de type 0 — 1,

c) les segments sur I'" de type 0 — 1 ou 0 — 2 selon les coordonnées upwind locales du
point.

Remarque 14.1 (Triangle ayant deux coordonnées locales 0) Si pour un point
Qi € I'~, on a retiré de Gy, l'arc adjacent (orienté) qui pointe vers @Q; - comme le de-
mande la définition de Gy, - on reste cohérent avec a). Le triangle auquel appartient cet
arc représente la seule exception d’un triangle ayant deux points de coordonnées upwind
locales 0. La coordonnée locale modifiée sera alors notée % 0.

Apparaissent ainsi des réunions de 1 ou plusieurs triangles (dans la figure 17 on a au plus
deux triangles, mais davantage sont possibles) dont le bord est constitué de segments
dont les milieux sont des points de types 0 — 1 ou 0 — 2.

Ces réunions de triangles qui encapsulent 'information localement vont jouer un roéle
central dans ce qui suit.
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Bord sortant '™ symbolisé par A

SO
ot
DD

Triangle ayant deux coordonnées locales 0

B Arc qui a été retiré du graphe car le point arrivé est sur I'~
Bord entrant [~ symbolisé par O

FIGURE 17 — En traits épais, les segments correspondants aux points de types 0 — 1 et
0—2. A ces segments, il faut ajouter : a) Les segments sur I'~ qui sont considérés comme
étant de type 0 — 2. (Cela est cohérent avec le point QQ; de I'~ auquel un arc adjacent
a été retiré, car il pointait sur le bord. Le triangle auquel appartient cet arc représente
la seule exception d’un triangle ayant deuzx points de coordonnées upwind locales 0),
b) les segments de I'® de type 0 — 1, et c) les segments sur I'* de type 0 — 1 ou 0 — 2
selon les coordonnées upwind locales du point.

Définition 14.2 (cellule) Une réunion C de triangles de Ty, qui forme un ensemble
connexe, est appelé une cellule, si le bord de C' est la réunion de segments S; (i € J)
dont les milieux QQ; sont des points de type 0 — 1 ou 0 — 2. On note Cp, l’ensemble des
cellules qui composent €2, donc

Q= Ugee,C

On note N¢ le nombre de triangles de Ty, dans C.

Remarque 14.3 1) L’ensemble C;, est donc, par construction, unique.

2) Le terme "point intérieur" est pris au sens topologique. Par exemple, la cellule C' re-
présentée ci-dessous est formée de quatre mailles. Le bord topologique consiste en quatre
segments de type 0 — 1 ou 0 — 2. Cependant, on ne peut pas en général conclure que les
points intérieurs d’une cellule sont de type 1 — 1 ou 1 — 2, comme le montre la figure
ci-dessous.

Point intérieur
ala cellule de
type 0-2

Les triangles du maillage sont délimités par les segments du bord.

Si on retire les segments dont les milieux sont de type 1-1 (marqués par des tirés -- - - - - )

e on obtient des assemblages connexes de triangles (les cellules) dont le bord topologique est de
N : type 0-1 ou 0-2.

————— A Dans la figure ci-contre, une cellule est représentée dont un point intérieur est de type 0-2.

Cette situation n'est pas typique des cellules obtenues par des maillages réguliers.

. Q..o "" Une étude systématique des cellules qui ne contiennent pas de point intérieur de

type 0-1 et 0-2 sera menée ci-dessous.
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Dans l’étude des cellules, I’hypothése de travail par la suite sera d’exclure des points
intérieurs de type 0 — 1 et 0 — 2 dans les cellules.

Avec cette hypotheése, il possible de procéder a une classification et un calcul de tous les
types de cellules possibles et, de plus, le graphe G, n’a alors plus de circuit élémentaire.

3) L’exemple ci-dessus a un caractére hypothétique dans le sens ot sa configuration
géométrique (qui respecte les coordonnées locales données) n'est peut-étre pas réalisable.
Les quelques tentatives pour construire (ou invalider) un tel cas "atypique" n’ont pas
abouties. Un tel exemple permettrait peut-étre de savoir si les questions suivantes sont
reliées :

a) Il existe un circuit local, mais pas de circuit élémentaire plus grand (alors qu’un
circuit élémentaire entraine toujours l’existence d’un circuit local).

b) Il existe une cellule avec un point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2.

Pour exprimer la conservation de certaines quantités dans une cellule C' € Cp, il est
nécessaire d’introduire les quantités #; pour les points (); sur le bord de C':

Définition 14.4 ( 6;) Soit Q; un point de type 0—1 ou0—2 et T € Ty, tel que Q; = QF
(on choisit le triangle o Q; a la coordonnée locale upwind 0), alors, par définition de
la coordonnée locale upwind, {Q; : 7€ S~())}NT =0, et on définit

= > 0y (14.219)
J€SF()
et QjET

Si Q; € T'F, alors 6; = Oi 400 = fSi (8- ng)do.

En coordonnées locales upwind on notera 0 = 6;.

Définition 14.5 (points d’entrée (ou de controle), points de sortie, d’une cellule)
Soit C une cellule de Cy,, on note J ={i€J : Q; € C}.

Pouri € JC et Q; € OC un point du bord de C, on définit

a) Q; est un point entrant (ou de controle) si S™(i) N JC = 0. Tous les points en amont
de Q; sont en dehors de C ou n’existent pas (si Q; € I'~). La coordonnée locale
upwind 0 se trouve sur le triangle inclus dans C'.

b) Q; est un point sortant si ST(i)\JC # 0. Au moins un point en aval n’appartient
pas a C, mais aucun point en amont de Q; ne peut étre a l'extérieur de la cellule
C. La coordonnée locale upwind 0 se trouve sur le triangle extérieur a C'.

L’ensemble des indices des points entrants est noté JC

S ans €1 celui des indices des points
80rtant87 eSt nOté Jscz;'rtant' On nOte Jgtérieur = JC\<JC U JC ) Zes pOZntS Znté’l”zeurs
aC.

entrant sortant

Remarque 14.6 a) Si G, ne contient pas de circuit élémentaire, alors les valeurs de
uy, pour des points entrants J,  permettent de calculer toutes les autres valeurs

de uy, dans C. C’est le sens méme de ’encapsulation de linformation permise par
une cellule3.

33. On peut aussi appliquer le théoréme d’existence a la cellule C.



110 ENCAPSULATION DE L'INFORMATION DANS Gy,

b) Pour les points Q; € T° N AC du bord longeant, on a donci € JC,, . . .
c)e {Q :1e€J°, ,UJC +CaC,
e sile JC, . alors B-nc(Q;) <0 (voir la figure page 113),
o sileJC, —alorsB-nc(Q)) >0,

Cette encapsulation a des conséquences sur le bilan de certaines intégrales sur le

bord :

d) Les points de JC, . sont de type 0 — 1 ou 0 — 2. Cela signifie pour le triangle T

(inclus dans C') de la figure ci-dessous, que (en coordonnées locales upwind) :
— 51T contient deux coordonnées locales upwind 0, alors

éiozﬁiogﬁ—/ B-nedo et 08 =05, < — [ B-nedo  (14.220)
S% 0

Sg

- Sinon
é§:9§1+9§2:—/5~ncda (14.221)
S;

e) Les points de JC, ., sont de type 0 — 1 ou 0 — 2. Cela signifie, pour le triangle T

(non inclus dans C') de la figure ci-dessous, que (en coordonnées locales upwind) :

é§:0§1+0§2:/ B-ngdo (14.222)
S

FExcepté le cas de T ayant deux coordonnées locales upwind 0, on a , 6; = )fs B-ne dcr‘.

TriangleT

,,,,,,,

Triangle T contenant deux coordonnées locales upwind 0

\

Segment sur le bord entrant I .

. C
Point de J d 0
s i wpe Point de JS,,... detype 0 — 2

Le lemme suivant montre encore une conséquence intéressante de l’encapsulation au
niveau d’une cellule :

Lemme 14.1 (encapsulation) Soit C;, l’ensemble des cellules définies a partir de Ty,
et st G, ne contient pas de circuit élémentaire alors
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Formulation I pour u, solution de (11.199), on a

S Dkfe== ). wh+ D wh (14.223)

keJC\JS 1leJS leJg

entrant entrant sortant

En particulier, si C € Cy, est une cellule qui ne contient pas de triangle ayant deux
coordonnées locales 0 on a (voir la remarque 14.1) :

> Dl = > ul/sﬁ-ncda (14.224)

keJo\J¢ lej¢ uJ¢

entrant entrant sortant

Formulation IT pour uy, solution de (11.201), on a

Z dkfk = — Z Uup él + Z U él (14225)

keJC\JS leJg leJg

entrant entrant sortant

En particulier, si C € Cy, est une cellule qui ne contient pas de triangle ayant deux
coordonnées locales 0 on a (voir la remarque 14.1) :

keJO\JC 1eJe, UJC S

entrant entrant sortant

ot u; = up(Q;), pouri € J.

Preuve :

La preuve, pour les deux formulations, est presque identique : il suffit de remplacer le
symbole |Dy| par dj dans la preuve ci-dessous pour avoir le résultat de la formulation I.
On prouve la formule pour la formulation II.

Soit w = {(I,i) € F : 1 € J et i € JY} 'ensemble des arcs (I,4) du graphe G, qui
sont dans la cellule C.

Soit

wh={@G,)eF :icJNIC,  etlecSTH)Y{G1)eF  icJC

entrant

entrant et l e S+ (Z)ﬂ‘]c}
Il s’agit donc de ’ensemble des arcs (i,1) du graphe G qui

a) partent d’un point de JE\JC et
b) partent d'un point de J¢ mais qui restent dans C.

entrant ?

On aw C w' et wh\w est Pensemble des arcs (i,1) du graphe G, avec i € JC qui

quittent C (I ¢ J©).

e Pour wh\w :

Z uiei,l = Z Z uiei,l

(4,)ewt\w i€JC o LEST(\JIC
= E u; E 0
ZEJsolrtant ZES+ (Z)\JC
remar 14.6, e) A
A (14.227)

ieJC

sortant
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e Pour wt :

Z w0 = Z Z w;b;; + Z Z w;b;

(i,l)€w+ Ze‘]c\ entrant l€S+(l ZeJentrant IESJF(Z)HJC
remarque:14A6, d) Z Z U ell + Z UZ < Z)
Ze‘]c\ entrant l€S+(l ZeJentrant
(14.228)
e Pour w on a w = w avec :
w = {(,i)eF : iEJcetZEJc}
o = {(ki)eF :ieJNIC et ke S (i)} (14.229)

On effectue la preuve par double inclusion :

"C" : Soit (I,i) € w, alors i ne peut pas étre dans JC,  car sinon k € S™(i) ne peut
pas étre®! dans JC. Ainsi i € J NTE o

et S=(i) C JY, ce qui prouve "C".
"D" 1 Soit (I, z) c{(k,i)eF i JONIC . et ke S (i)}
SiigJ¢

alors il n’y a rien & montrer.
Siie JC,  alorsl € JC car Q; est de type 0—1 ou 0—2 ce qui signifie qu’aucun
point en amont de (); ne peut étre a I'extérieur de C'.
Avec "D" et "C" Iégalité (14.229) est démontrée.

ortant )

uy, est solution de (11.201). Soit ¢ € J\J~, alors pour v,(Q;) = 1si j =i et 0 sinon, on
obtient avec (11.203) et (11.201) :

> i+ Z 0:u; = fi| Dl (14.230)

JEST(7) jes—(

Maintenant Z]€S+(z) 0 + ZjeS—(i) 6;; = 0, donc (multiplication par u; et 6;; = —6;;)
D jesty Wilij = = D jes— iy Wibly = D jes- (i) wiblyi, et (14.230) devient

Z (u; — uy)0;: = fi| Dl (14.231)

JES™(4)

34. On utilise ici le fait que ¢ est alors de type 0 — 1 ou 0 — 2, ce qui signifie qu’aucun point en amont
de @Q; ne peut étre a l'intérieur de C.
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> fDl = Z > fus — unlfra

ZEJC\Jentrant ZEJC\ entrant kes (Z
= E E by — E E Ulﬁk i
ZEJC\ entrant kES (Z Ze‘]c\ entrant keS—
avec g Or; = — E 0 = E ;rona:
keS—(i) keS— (1) keSt(i)
= E E uil g, — E E ugOr,i
Ze‘]c\ entrant k‘ES+ ZEJ \ entrant kesS— (Z
(14.229)
= E E u;ii g — E U Op,i
ZEJC\ entrant kJES+( (k,z’)Eou
(14.228) A
= E it + E U; (-@) - E Ui
(i7l)€w+ ZeJentrant (k7i)€w
(14.227) A A
= § u; 0; + § u; (—91‘)
Zerortant ZEJentrant
= - E u; 0; + § u; 0;
icJS icJC

sortant

entrant

Structure des cellules :

La structure des cellules est restreinte par :

Contrainte 1 : l'impossibilité des types
0—0 et 2—2 et le fait que chaque
triangle (sauf ceux du bord I'~ dont un
arc a été enlevé et qui ont comme coor-
données locales upwind deux 0 et un 2)
ait 0, 1 et 2 comme coordonnées locales
upwind.

Contrainte 2 : la disposition possible du
triangle T € T, due a 3. La figure ci-
contre montre le cone de directions pos-
sibles pour (3, si les coordonnées locales
sont données.

Pour chercher les combinaisons possibles pour une cellule, le plus simple est de com-
mencer par la contrainte 1 pour faire un premier tri de ce qui est possible. Ensuite, sur
ce qui reste, d’utiliser la contrainte 2.

Cependant, une étude compléte qui permettrait de classer tous les assemblages possibles
de triangles en fonction de la géométrie du maillage (condition d’angle) n’a pas pu étre
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obtenue. Par exemple la cellule ci-dessous respecte la contrainte 1, mais il n’est pas
évident de prouver si, oui ou non, une réalisation qui vérifierait la contrainte 2 soit
possible.

Point intérieur
ala cellule de
type 0-2

Les triangles du maillage sont délimités par les segments du bord.

Si on retire les segments dont les milieux sont de type 1-1 (marqués par des tirés -- - - - - )

€Y on obtient des assemblages connexes de triangles (les cellules) dont le bord topologique est de
: : type 0-1 ou 0-2.

————— X Dans la figure ci-contre, une cellule est représentée dont un point intérieur est de type 0-2.

Cette situation n'est pas typique des cellules obtenues par des maillages réguliers.

. Q..o "" Une étude systématique des cellules qui ne contiennent pas de point intérieur de
type 0-1 et 0-2 sera menée ci-dessous.

En l'occurrence, la figure ci-dessus n’est pas possible, si le graphe Gy, associé a Ty, ne
contient pas de circuit élémentaire.

Une classification plus facile, et suffisante pour la suite, est possible, si on suppose que
JC i = JONIE,, U T, - les points donc, qui ne sont pas sur le bord de C' - ne

contient aucun point de type 0 — 1 ou 0 — 2, c’est-a-dire que tous les points intérieurs
de C sont de type 1 — 1 ou 1 — 2 (ce qui n’est pas le cas de la figure ci-dessus).

Avant de présenter le lemme, un exemple pour illustrer les différentes étapes pour, a
partir du maillage, aboutir aux différents type de cellules :

Exemple 14.7 On considére 2 =]0; 1[x]0; 1] et la famille de maillage (75)x>¢ obtenue
en décomposant le carré ) en (2N) x (2N) petits carrés, puis chaque carré en deux
triangles, comme le montre la figure ci-dessous pour N = 2.

La finesse du maillage est alors h = V2 Deux vecteurs B et B, représentés sur la figure

2N
sont considérés ici.

Cas du vecteur  longeant le bord AD : Le bord entrant est donné par les points
du segment [AB] (donc I'™ = [AB]).

Etape 1 La premiére étape consiste a faire apparaitre le graphe Gy, associé a (75).
On obtient le graphe orienté suivant :
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Point de type 2-0 Point de type 1-1 Point de type 1-0

A / B E
12 2 12 2
o ¢ ! 0
0 1 1.0 o 1 10
2 2 2 2 8
Q,
o 0 S
0 1 2 2 1 12 2 4 o . .
0 1 10 0 1 10 N
2 2 2 2 N
G
0 0 0 B Q
2 2 2
o 1 1 12 1 o
0o 1 10 0o 1 1.0
2 2 2 2
O7
- coordonnée locale upwind de Qg dans le triangle HGF
0 0 0 0 (deux arcs du triangle HGF arrivent en Qg)
o 12 2 4 12 2 1 o
0o 1 1.0 0o 1 1 0 coordonnée locale upwind de Qq dans le triangle IHK
2 5 ) 2 (un arc du triangle IHK arrive en Qq)
C
D 0 0 0 4 J Qo

Etape 2 Faire apparaitre les coordonnées locales upwind : Pour un triangle T’
du maillage donné, le nombre d’arcs orientés (dans T') qui pointent sur le milieu
d’'un des cotés @Q; de T représente la coordonnée locale upwind de @); dans T.
Ce nombre est placé dans T' & coté de @; (voir la figure ci-dessus). On calcule

facilement (h = EF = EH) : 0g, ¢, = —h|!fH, 00,0, = —h”fH et 0g,.0, = —Qh!ﬁ”.

Etape 2 Faire apparaitre le type de chaque point : Les points intérieurs @);, qui
sont donc communs & deux triangles de T}, ont donc deux coordonnées locales
upwind (une pour chaque triangle). Ces deux coordonnées locales définissent le
type du point @);. Les combinaisons possibles étant 0 — 2 (ou 2 — 0), 0 — 1 (ou
1-0),1—1et 1—2 (ou2—1). Le type 1 —2 n’apparait pas ici, mais est parfaitement
concevable.

Etape 3 Faire apparaitre les cellules C' de Cj en effacant les segments de type
1—1 (et de type 1 — 2 si il y en avait) . On obtient la figure suivante :

Point de type 2-0 Point de type 1-1 Point de type 1-0 Cas particullier d'une cellule AVEC un point intérieur de type 1-1 :
Q, Q,
. ] y b
Cellule C,,
0 z 0 / 0 0 \ 0 0
0 & 12 2 ep 1 2 2 4 0 2 12 Q, Qq Q,
0 4 1.0 o 1 10 Q, Q4 Q. o 1 1.0
2 2 2
2 2 B Cellule C, 2
0 0 0 Q, Q,
0 102 2 1 12 2 0 Si on efface les segments dont les milieux sont de type 0-1 ou 0-2, il apparait ici deux types simples de cellules :
0o 1 10 0o 1 1.0
2 N 2 5 a) ci-dessus des cellules (de deux triangles) qui contiennent un point intérieur de type 1-1,
o o o b) ci-dessous des cellules (un triangle) qui sont sans point intérieur de type 1-1.
0
0 102 5 2 1gp1 2 2 1 0 Ces deux types de cellules existent avec plus de triangles et sont étudiés systématiquement au chapitre suivant.
0o 1 1 0 - . -
o1 ! Cas particulier d'une cellule SANS point intérieur de type 1-1:
2 2 2 2 a a
' a
Cellule Cg Cellule Cg
0 0 0 0 0 0
o 102 2 1qp 1 2 2 1 o a 102 2 14q q Q, Q,
0o 1 1.0 0o 1 10 b Q, Q. b oty P
2 2 2 2 2 2
c Cellule C4 Cellule C,
D 0 0 0 0 Q Q

©

Pour les points du bord longeant ([AD] et [BC]) et sortant ([DC]), la coordonnée
locale upwind est complétée par 0, ce qui nous donne deux types possibles sur le
bord (0 —2et 0—1).

Il est possible de calculer explicitement dj, = W > jes—(k) 0,50 (Qr —Qj)] :
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Cellule C; = C Co C3 et Oy Cs et Cg
J% = {a,b,c,d, e} J% = {a,b,c,d, e} Jgi = {a,b,c} ]gl = {a,b, c}
e, Jenlfranf = {a,b} Jenlfranf = {a,b} enltrant = {a} enltrant = {a}
JONIL = {c,d, e} {c.d, e} {b, c} {b,c}
Pour Qy, : - - S=(b) = {a} S~ (b) = {a}
Pour Q¢ : S”(c) ={d, b} S”(c)={d, b} S”(c) ={a,b} S~ (c) ={a,b}
Pour Qg : S7(d) = {a, b} S7(d) = {a,b} — —
Pour Q. : S (e) ={a,d} S~ (e) ={a,d} h\\igu AT -
— _ _ 1
e 2h[[BII RIIBII RIIBII 2R[IBITY RIIBII — \L)\'BH h\z\ﬁH RITBII O2hHBH RIIBII
— _ 1 2h|IP[] AT 1 RIIPIT 2h|IB1 ) RIATL 1 1 nIBI 2h]|1BIL ) AIBIT
de = TFITE N S R 2L (M ) A 623 2 e ()
_ 1 _ —
ez L2 ( 32h\7\LBHiHB)H : RITATI O2hHBH RITBTT
—_ 1__ 2R[[B[T RIIBIT __1__ (RIBIT | 2RIIBITY RIEI _
de = HBH22 3 2 HﬁH2( 32+ 3 ) 2 — —
> dy = h= = |C;| h= = |C;| zh* =1C;| zh* =1C;|

.c7C1\ sC1
kes7l \Jenfranf

Conclusions :

a) Les cellules du maillages ci-dessus ne contiennent pas de point intérieur de type
0 — 1 ou 0 — 2 (contrairement a la situation de la figure page 114).

Cette situation est typique des cellules obtenues par des maillages réguliers et
dont une étude systématique sera menée ci-dessous. Le maillage présenté ici
entre parfaitement dans le cadre de la théorie de stabilité qui sera développée

dans les chapitres suivants.

b) On retrouve sur la derniére ligne du tableau ci-dessus le cas particulier du
lemme C.1.

Remarque 14.8 (Forme linéaire (-, -);, produit scalaire et condition § — S™)
On constate dans l’exemple ci-dessus que beaucoup de coefficients s’annulent. La
forme linéaire n’est donc pas un produit scalaire (d’ailleurs rien n’empécherait dy,
de prendre des valeurs négatives).

Si la fonction f;, est quelconque, il est possible d’avoir une solution qua-
litativement incohérente avec I’équation (1.4) en prenant la formulation
variationnelle II) :
Soit a > 0 et fra € Yy définit par fr.(Qi) = a si Q; est le point Qg dans les
cellules Cy et sinon fr,(Q;) = 0. Soit g = g, = 0. Alors, (fra vn)u = 0 pour
toute fonction vy, € Yho (car dg = 0), et on déduit que up, = 0 est la solution du
probleme variationnel I défini par (17.831).

Soit Uy, o la solution du probléme exact (1.4), alors - ~7Upq = fra €t

\Unalvi, =118 VUnallr@) = | fnallzi@) = all frualloi@) — +o0

pour a — —+00.

Cette situation peut étre évitée on demande qu’il existe & > 0, indépendant de la
famille de maillage, tel que

N 0208 (Qi— Q) =SB ISP (> 0) Ve I\

J€Sg (0)

(14.232)

Ce sera la condition 6 — S—, qui interviendra de fagon cruciale au chapitre 17.3.

Pour les points intérieurs, c’est-a-dire QQ; avec i € Jy, la condition § — S~

est

équivalente a la condition 6 — St (voir la remarque 17.4 ) et ne nécessite donc pas
d’étude particuliere.

Cas du vecteur [, faisant un petit angle entrant avec le bord AD : Dans le
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cas précédent (S longeant le coté [AD]) deux types de cellules sont apparus?®®.

Ce sont :

a) Les cellules AVEC un point intérieur de type 1 — 1 (cellules C; et Cy), dont
une étude compléte sera faite au chapitre 16, et

b) Les cellules SANS point intérieur de type 1 — 1 (cellules C3 & Cj), dont une
étude compléte sera faite au chapitre 16.

Le choix du vecteur 5, comme champ de vecteur a pour conséquence de changer
'™ = [AB] U [AD]. Les valeurs de u(Q;), pour @Q; € [AD] sont donc connues par
les conditions au bord entrant et, pour respecter cela, il est nécessaire de retirer de
G}, les arcs orientés pointant vers @; € [AD], comme le montre la figure ci-dessous

Point de type 2-0 Point de type 1-1 Point de type 1-0 Cas particullier d'une cellule AVEC un point intérieur de type 1-1 :
A / B Qa Qb
Cellule C,
0 f 0 ’/ 0 0 \ 0 0
X0 2 2 Tap1 2 2 o /3 2 st 2 Q, Qq Q,
[ 1.0 o 1 1.0 a Q, Qq Q. o 1 1.0
2
2 2 2 Cellule C, 2 2
0 0 0 Q, Q
X0 3 2 1 4 12 2 1 0 Si on efface les segments dont les milieux sont de type 0-1 ou 0-2, il apparait ici trois types simples de cellules :
o 1 10 o 1 10 a) ci-dessus des cellules (de deux triangles) qui contiennent un point intérieur de type 1-1,
2 2 2 2 b) ci-dessous des cellules (un triangle) qui sont sans point intérieur de type 1-1, et
c) une cellule contenant un triangle avec deux coordonnées locales $0$.
0 0 0 0 Ces trois types de cellules existent avec davantage de triangles et sont étudiés systématiquement au chapitre suivant.
xo0 2 2 Tqp1 2 2 1 o Cas particulier d'une cellule
U 10 0o 1 1.0 contenant un triangle avec A L
) 9 Cas particulier d'une cellule SANS point intérieur de type 1-1 :
2 2 2 2 deux coordonntaes locales 0: Q
A a
Cellule Cy Cellule Cg
0 0 0 0 o 0
X0 2 2 2 2 1 2 2 Q, Q,
14 1 0 a, X0 a 1 Q, q a a a
0 1 1.0 0o 1 1 0 Q, ° 10 o 1 b
2 2 2 2 2 2
(9 Cellule Cy Cellule C,
D 0 0 0 0 Q, Q.

On voit donc apparaitre un troisieme type de cellules :

c) Les cellules contenant un triangle avec deux coordonnées locales 0, dont une
étude compléte sera faite au chapitre 16.

Conclusion : Si les cellules C' € Cp, ne contiennent pas (au sens topologique) de
point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2, alors on constate 1’existence de trois types
de cellules a), b) et ¢). Le lemme ci-dessous prouve que ce sont les seuls possibles.

Lemme 14.2 (Classification des cellules sans point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2)

Soit C' = Uj_y... ; Tj € Cp, une cellule, avec au moins deuz triangles, telle que JC,, ... ne
contient aucun point de type 0 — 1 ou 0 — 2, alors
1) |Jscz;'rtant| = 27

2) Tous les triangles T; ont un sommet P = N;_; ... xT; en commun,
3) Iy a au plus un point de type 1 — 1 dans JC,, .. .
(Voir la figure 18, page 120)

Preuve : A) On suppose qu’il existe un point de type 1 — 1 dans C :

35. Ces cellules ne contiennent pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2. Contrairement a ce qui
se passe dans la cellule représentée a la page 114
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Initialisation : Supposons que J¢

intérieur

posséde un point de type 1 —1. Notons ce point
@, et les deux triangles qui ont ce point en commun 7}, et T}, .

Q

J+—1—-1-=7
—— =
Tj T,

Pas 1 : Les extrémités des arcs orientés issus de () ne peuvent étre que des points de
coordonnées locales 2 (car il ne peut y avoir deux points de coordonnées locales
upwind 0 dans un méme triangle). Donc

Q

2 1—-1—2
S~ =
Tj, Tk,

Les segments contenant les points (),, et @y, de coordonnées locales 0 peuvent se
positionner de deux facgons :

Position 1 : les segments des points de coordonnées locales 0 - Position 2 : les segments des points de coordonnées locales 0
n'ont pas de points en communs - ont un point en commun.

La position 1, n’est pas possible, car U'intersection des deux cones (qui doivent
contenir la direction de [3) est vide. La seule position possible est la position 2.
On a:ay,b € JS,,,, carles points Qq, et Qp, sont de type 0—7, les coordonnées
locale 0 sont sur des triangles inclus dans C, et J¢ ne contient que des points

intérieur
de type 1 —2oul—1.

Itération : Quatre cas peuvent se présenter :

CasI: Q. et Qg sont de type 2 — 0. Alors ¢;,d; € JC,_, et on a exploré tous

les triangles de la cellule C, les affirmations 1) 2) et 3) du lemme sont vérifiés
et on a terminé.

Cas IIa : @, est de type 2 —0, mais pas Qq, (qui est donc de type 2—1). Alors
c1 € JY et il reste a explorer le triangle contenant I'arc issu de Qq, (qui

sortant

apportera le second élément de JC, ).

Cas ITb : @y, est de type 2 —0, mais pas ), (qui est donc de type 2 —1). Alors
dy € JC,,., et il reste & explorer le triangle contenant I'arc issu de Q,, (qui

apportera le second élément de J& ).

Cas IIT : Q. et Qg sont de type 2 — 1. Aucun élément de JC _  n’a encore été
découvert. Supposons, sans restriction, que ., soit de type 2 — 1 (rappelons
que le type 2 — 2 n’est pas possible), alors il existe un arc orienté issu de Q.,,

d’extrémité ()., de coordonnée locale 2.
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Supposons que 1’on soit dans les cas IIa ou III, alors on a la situation suivante :

Position 1 : les segments des points de coordonnées locales 0 Position 2 : les segments des points de coordonnées locales 0
n'ont pas de points en communs ont un point en commun.

Pour le nouveau triangle, les milieux des cotés @y, et (Qg, vont avoir comme coor-
données locales 0 ou 2. Deux choix sont possibles, mais la position 1 est incompa-
tible avec les cones de directions imposés par [3.

Le cas IIb se traite de la méme fagon. Cette itération va se poursuivre jusqu’a ce
que 'extrémité de 'arc issu de la coordonnée locale 1 du dernier triangle ajouté
soit de type 2 — 0.

Fin : A la fin du processus d’exploration de C, on a trouvé exactement deux points
dans JC . ce qui prouve 1). Ces deux segments ont un sommet en commun, ce
qui prouve 2). Aucun point autre que Q est de type 1 — 1, ce qui prouve 3). Les
points - -+, Qq,, Qp,, - - - sont de type 0—7, et, comme O est la coordonnée locale

du triangle dans C, on a --- ,ay,by, € JC

entrant *

A) On suppose qu’il n’existe pas de point de type 1 — 1 dans C' :

Soit 7' un triangle de C', alors Qg est de type 0—7, et Qg (son indice) est dans JC

entrant *

On doit maintenant explorer C' en amont du point Q? et en aval de Q;.

Si QIT et Q; sont de type 1 — 2, cela est toujours possible et on procéde comme ci-dessus
(itération). A la fin, on se retrouve avec deux points dans J . dont les segments ont
un point en commun.

de type 1 — 1 et J©

intérieur

Jamais on ne rencontre donc de points dans J<, ne contient

intérieur
aucun point de type 1 — 1.
O

Le nombre de triangles nécessaires pour former une cellule dépend de la géométrie du
maillage. Il est essentiel, pour la suite de la théorie, que le nombre de triangles de chaque
cellule C' € C;, n"augmente par quand h — 0.

Définition 14.9 (Condition sur la taille des cellules) Soit C;, l’ensemble des cel-
lules de Ty, alors les cellules sont appelées de tailles finies, si il existe une constante
Keey > 0, ne dépendant pas de h, ni de C € Cp,, telle que

card(C) < K. YC €Cp et h >0 (14.233)
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Le lemme suivant précise la longueur maximale possible d’une suite de triangle de C'
dont les points intérieurs sont de type 1 —2oul—1:

Lemme 14.3 (Nombre maximal de triangles dans une cellule) Soit § # 0 un
champs constant, (Ty)n une famille de maillage réguliére et quasi-uniforme. Soit Gy, le
graphe orienté associé a Ty, et Cp, l'ensemble des cellules. Si toutes les cellules C' € Cy, ne
contiennent pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2, alors pour le nombre maximal
de triangles No dans C' on a :

In(4
NC S Kcell avec Kcell S 2% (14234)
n
ol 0 et ¢y sont les constantes, respectivement, telles que
hr h
Vh €]0;ho[ VT €Ty, or = — <o etVh, VT € Ty, > < ¢ (14.235)
pr T

0-2c-2c1-2c1-2c1-152-1>2-1>2 20
el-gl-2c-102-122-122
OBzB3 OB1B2 OA1B1 OAOA1 OA1A2 OA2A3

FIGURE 18 — Soit C' € Cj, une cellule telle que JC,  ne contienne aucun point de type
0 —1 ou 0 — 2, alors les deux cas possibles : a) C' ne contient pas de point intérieur de
type 1 — 1, et b) C contient un point (qui est alors unique) intérieur de type 1 — 1, sont
représentés ci-dessus. (N’ont été représentés que les arcs contribuant a lexploration de

la cellule.)

Preuve : Soit C' € (. La structure de C' est parfaitement connue :

a) soit il n’y a pas de point de type 1 — 1 dans JC . alors C' consiste en une séquence

de triangles dont les points intérieurs sont de type 1 — 2 (voir la figure 18).
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b) soit C' contient un point intérieur de type 1 — 1, alors on a de part et d’autre de ce
point, deux séquences de triangles de points intérieurs de type 1 — 2 (voir la figure 18).

On est donc amené a étudier la chaine de triangles qui commence par le triangle O AgA;.

Soit (O,Z,j) un repére orthonormal tel que 8 = ||3]| i. Sans restriction, on peut suppo-

ser 36

- —
que I'angle 0A4y,0A4; €]0;7[. On a la figure suivante :

) x:Max[;x‘i“/ZiAD] Tp+Tr 4
Posons Ay, (z:) Alors G (443, ) st le centre
3

de gravité du triangle 0Ag A1 et Mk(i)
2

dire

Bt est le milieu de [0A4;]. Comme M; est de
N T type 2 — 1, alors § doit étre dans le cone
! ZM‘ . . H H .
""" B de directions (GpMjy1,GrO). Cette condi-

tion est équivalente & la représentation [ =

— —
s GpMpyy1 +t G My, avec s > 0 (et t > 0). Clest-a-

e Bl /22 o 2Bl + )
det (x’“ mk“) det (l“k mkﬂ)

T Tg+1 Tk Tk+1

Triangle OAgA; : M, est de type 2 — 1, donc 3 doit étre dans le cone de directions

Pasde k a k+1 pour k> 1: Soit k tel que x; > 0 (c’est possible, car xz; >

— — - —

(GoMy, GpO). Comme 0A4y,0A; €]0; x|, alors det (i: 2:11) > 0 et cette condition
est équivalente a z1 > max{—xg, 2z} > 0.

Si zg < 0, la plus petite valeur possible pour x; est z; = —z¢ et 1 — 2y = —2xy.
Si zg > 0, la plus petite valeur possible pour 7 est x1 = 2xg et 1 — xg = 2.

Le triangle T' = OAypA; doit contenir une boule de rayon pr, donc
!E1—IEOZPTZ%TZULCO-

Si g < 0, alors avec la plus petite valeur possible pour z; — xy on a
—2x9 =11 — X9 > ULCO De méme, si g > 0, on obtient x¢g = x1 — z¢ > ULCO Donc

h
20c¢o ”

|zo| > % et ainsi x1 > max{—xg, 2z} >

h
20c¢o )

Le milieu du segment [Ag; Apy1] est un point de coordonnée locale 0, donc

—

— —
0Ay, 04,1 €]0;7[ et det (x’“ x’““) > 0. Ainsi s,t > 0 est équivalent &

T Tr+1

Tpy1 > max{—xg, 27} = 2z et z1 > 0.

36. sinon, on effectue une symeétrie axiale par rapport a la droite passant par O et de direction 3



122 ENCAPSULATION DE L'INFORMATION DANS Gy,

Conclusion : Pour £ > 1 on a donc xzj, > h 2’“ !, La taille du triangle 0A4;,_; A, doit
étre inférieure & h, donc h > OA; > 5 h 2k L Ainsi ln(f“’;o > k.

Si la cellule C' contient un point 1nter1eur de type 1 — 1, alors dans le cas le

plus défavorable on a deux séquences de tailles maximales, et le nombre maximal
possible de triangles dans C' est 21n(4"c°)

Remarque 14.10 (passage de § & —() a) La structure des cellules dépend étroite-
ment de la direction de 3. Le passage de 3 a —f3 inverse ['orientation des arcs dans Gy, :
S5 (i) = S*4(i) et une coordonnée locale 0 devient 2, 2 devient 0 et 1 reste 1. Si un point
dans JC, ..U JS .. est de type 0 — 1 pour B, alors il sera de type 2 — 1 pour —f3, ce
qui signifie qu’il appartiendra o JC, ... pour une certaine cellule.

b) Dans cette remarque, une autre preuve de (6.132), page 66 est donnée pourt =0 :
On considére un maillage uniforme symétrique (dans le sens ot deuz triangles ayant un

coté en commun sont symétriques par rapport au milieu de ce coté) et on a la situation
suivante3’

C=BDCUBCF h,=DC=CE h,=AD
\ ICl=h, hy
1 o q .
g

<o
|

Alors pour le triangle DHB :

1
118112 Z [5-(@j‘@1)] ||5||2 Z B (Q; — QH)] B+
jesg (D) jestr
Hﬁle Z 18- (Q5 — an)]@fmj Passage de 8 o — 3 :
JESH (ITT)
1
- E L A @@t o X 8@ - Qe +
7E€5_45(I) JES ()
H51||2 Z [<_ﬁ) ’ (QHI - Qj)]efﬁjl)e maillage est uniforme, on peut remplacer iapar ig :
JESZ4(IIT)

37. Les indices (ou exposants) 8 et —f indiquent le vecteur utilisé. La cellule C' ne change pas lors
du passage de & —f3, car le type 0 — 2 passera & 2 — 0 et 1 — 1 reste inchangé.
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1 o )
= 2 (00 @@ 2 (8@ - @i+
jES:ﬁ(iS) jES:ﬁ(i5)
Hﬁle > 1(=B) - (Qiy — Q)6 Pour C = BHDUBHF | JNJS, ..., = {is,i5,ic} :
JES_4(is)
1 —
- Z 11812 Z (8- (Qr — Qj)]ﬁj’,f
1€INIE entran JES4(0)
= |C| = hahb

15 Etapes et idées principales pour les démonstrations

Organisation des cellules en strates

L’étude locale se fait au niveau des cellules via leurs points d’entrée. La connaissance
de uy, aux points d’entrée d’une cellule permet de calculer "en block" tous les points de
cette cellule par des formules explicites qui vont étre données au chapitre suivant.

A contrario, tant qu’une des valeurs pour un point d’entré d’une cellule n’est pas connue,
cette cellule ne peut étre calculée.

Il faut donc se pencher sur I'organisation des cellules entre elles.

Strate 5 Strate 6 Strate 7 Strate 8 Strate 9 Strate 10 Strate 11
Q
0 _TQSS 1 Pos 0 _’ 56

'\ Strate 6
\

o

010\ 2

»
: L2 -

Les arcs en pointillés sont retirés du graphe associé
au maillage, car ils pointent vers un point du bord entrant.

La figure ci-dessus montre la décomposition en mailles triangulaires de 2 = KLMN.



124 ETAPES ET IDEES PRINCIPALES POUR LES DEMONSTRATIONS

Le bord entrant est '~ =|NK] U [KL[, le bord longeant3 est I'" =|NM]| et le
bord sortant est 't =|ML[. J~ = {44,33,18,5,1,2,3,4}, J* = {53,54,55,56} et
J+ = {13,26,39,52}.

Certains arcs orientés ont été retirés de Gy, : (5,1) (7,2), (9,3) et (11,4), car ils pointent
vers le bord entrant. Les triangles Ps P P, PrPP3, PsP3Py et PyPyPs ont donc deux
coordonnées locales 0 : il faudrait donc barrer la coordonnée locale 1 et la remplacer
par 0, ce qui n’a pas été fait sur la figure ci-dessus pour ne pas l'alourdir inutilement les
notations.

Certains arcs orientés ont été représentés, mais pas tous. Les segments contenant les
points de type 0 — 1 et 0 — 2 ont été représentés en traits continus. On a ainsi une
décomposition de €2 en cellules contenant 1, 2 ou 3 triangles.

Les cellules, obtenues ici, sont celles étudiées au chapitre précédent. En effet, aucune
d’elles ne contient un point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2. On remarquera, que le
graphe Gy associé a un tel maillage ne peut pas avoir de circuit élémentaire.

Le schéma itératif, qui permet de calculer up, pour les
points {Q1, @2, -, Qs6}\{Q; : i € J~}, commence avec ()s. Ce sera notre premiére
strate

El = {0171} avec 0171 = P6P1P2

Ici, O, désigne la k-éme cellule dans la strate s. On notera ng , le nombre de cellules
de la strate s et Nz le nombre de strates. Donc ng; =1

La strate suivante Z,, ne contient, elle aussi, qu'une cellule Cyy = P11 PsP; U By Py Py

Ey = {Cs1} avec nzo =1
Pour la strate =3 : ng3 = 2 et
E3 ={C51,C32} avec C31 = PigP11Pio U P11 PrPg et Cs0 = PrP Py

En effet, les cellules U5, et Cs5 se calculent - indépendamment 1'une de l'autre - de
maniére paralléle.

Pour la strate Z4 : ng4 = 2 et
E4 ={Cy1,Cu2} avec Cy1 = Py PigPi7 U PigPiaPi7 et Cyg = PioPr Py U PPy Py

Ici aussi, les cellules Cy; et Cyo se calculent en paralléle.

Pour la strate =5 : ngs = 3 et

Es = {05,17 C5,2, 05,3} avec 05,1 = P51 P17 P, 05,2 = P17 Pi1oP13UP 12 Py Py3 et 05,3 = R PP,

Pour la strate g : ngg = 2 et

Ee = {06,17 06,27 C6,3} avec 06,1 = Py P17 Pig U P Pi3Pig et 06,2 = BRPy Py

38. (NM) est donc paralléle a g
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Pour la strate =7 : ng7 = 3 et
By = {07,1, 07,2, 07,3} avec
Cr1 = PoPigPo3, C7 9 = PigPi3Piy U PisPsPiy U PsPy Py et Cr3 = PyPyPs

Etc, etc...

La derniére strate étant

2= {011,1 avec 011,1 = {P24P20P25}

Donc N=z = 11.

Précisons exactement la notion de strates :

Définition 15.1 (strates) Soit G, le graphe associé o un maillage T, qui ne
contient pas de circuit élémentaire et Cp [’ensemble des cellules de €2, alors
Zi, 2, 2, =N est une décomposition disjointe de Cy, en strates si :

a) La réunion de toutes les strates =, a Zn est €2,

b) Les points d’entrée de la strate =, sont inclus® dans la réunion des points de sortie
des strates inférieurs =, a =;.

c) Les cellules d’une méme strate se calculent indépendamment : aucun point de sorti
d’une cellule de =; ne peut étre un point d’entré d’une autre cellule de la méme
strate =; ou d’une strate inférieure.

On note N= = N le nombre de strates.

Remarque 15.2 i) Si Gy, contient un circuit élémentaire, alors la notion de strate est
problématique. On peut bien sur imaginer qu’un circuit élémentaire soit présent
a intérieur d’une cellule d’une des strates et qu’il soit possible de calculer cette
cellule en fonction de ses points d’entrée. En effet, si l'existence d’un circuit élé-
mentaire dans Gy, entraine l'ezistence d’un circuit local (autour d’un sommet d’un
triangle du maillage), la réciproque peut ne pas étre vraie. Cette question n’est pas
encore tranchée.

ii) Tous les points d’entrée de la premiere strate =1 sont sur le bord entrant.

Le nombre de strates augmente avec la finesse A du maillage, mais aussi le nombre de
cellules dans chaque strate =,.

Dans les expériences numériques faites, on constate que le nombre moyen de cellules
dans chaque strate augmente comme O(1/h). Cela semble logique, car la taille d'une
cellule est O(h).

Comme le nombre de valeurs u;(Q;) & déterminer est |J\J~| = O(1/h?), I'hypothese
que le nombre de strates augmente comme O(1/h), semble raisonnable :

Définition 15.3 (Hypothése sur le nombre de strates Nz ) Soit (7)), une fa-
mille de maillage, alors on suppose qu’il existe une constante Kz, indépendante de h,
telle que

1
Nz < K= (15.236)

39. Autrement dit, le calcul de la strate =11 ,nécessite de calculer avant = a =;.
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Etapes et idées principales dans les preuves de stabilité

Les preuves de stabilité se font en deux étapes :

Etape 1 : Les strates sont controlées par leurs points d’entrés. La premiére étape
consiste donc a établir des estimations sur les valeurs aux points d’entrés des
cellules. Les points intérieurs d’une cellule n’interviennent pas ici!

Un point fondamental pour cette premiére étape, est le fait, que pour

un point d’entré ; de la strate =;,;, deux possibilités se présentent :

a) Le point ); € I'” est sur le bord entrant '™ et alors u,(Q;) = gn(Q;)
est connu,

b) Le point ); ¢ I'" est un point sortant d’une cellule C € =, d’une
strate =, inférieure a Z;,; (donc t > ¢ > 1) et il sera possible d’ex-
primer u,(Q;) en fonction des points d’entrés de C.

Etape 2 : L’ensemble des valeurs d'une cellule se détermine a partir des valeurs ses
points d’entrés. Il reste donc & obtenir une majoration des quantités aux points
intérieurs et sortants des cellules en fonction des valeurs aux points d’entrés pour
obtenir I'estimation désirée.

Les inégalités suivantes sont nécessaires pour établir les estimations nécessaires dans les
étapes 1 et 2.

16 Calcul de quelques types de cellules

La mise en place de la matrice M nécessite de calculer, pour chaque cellule C' € Cy,, les
valeurs aux points JE\JC_en fonction des valeurs en J<

entrant entrant *

On se place dans le cadre du lemme 14.2 o1 les cellules prises en compte ici n’ont pas de
points intérieurs de type 0 — 1 ou 1 — 2. Pour les trois types de cellules possibles, il est
aisé d’établir des formules explicites de calcul -exprimées en coordonnées locales- pour
ces cellules.

Ces formules sont nécessaires pour les deux formulations variationnelles. Afin d’unifier
ces résultats pour les formulations I et 1T, posons «; € {af, af!'} ou

| D

o = [Q)=———F (16.237)
> jes+ () Div
1
af = [ Z B (Qi — Q)N (16.238)
P 2
Avec le lemme 12.2, on a aussi :
Si o; € {af,al’} alors
h
il < 1 fu(Qi)l 7= (16.239)
18]l o

On rappelle la formule de récurrence 10 :

40. Voir (12.209), page 97.
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u; = Z ujAj; + o et on posera f; = fr(Q;)
jes—(i)
Notations :
a) Rappelons que 0 < \;; <1 et > es—(i) M = 1,
b) On écrira Qf,uf,- - -, au lieu de Q%" , ud” -,

¢) Les coordonnées locales upwind seront aussi utilisés pour les segments des cotés des
triangles, par exemple, si T' est un triangle d'une cellule C et Q; = Q¥ (respec-
tivement Q; = Q) est un point sortant (respectivement entrant) de C, alors le
segment S; de milieu @; sera aussi noté S3 (respectivement Sg ) en coordonnées
locales upwind. En coordonnées locales upwind 0; devient (voir la définition 14.4,
donnée a la page 109) :

Définition 16.1 (61 ,, 67 et 67)

Si Q! est un point entrant sans arc orienté pointant sur ce point ou si Q! est
un point sortant :

0F =~ | B-nocdo =05, +65,>0

Sg

Si QT est un point entrant oul un arc orienté pointant sur ce point a été
supprimé : L’arc orienté (QF, QT) pointant sur T~ a été retiré, QT est renommé Q%
et on pose

0F =05, et 0y o =01, (16.240)

Si QT est un point sortant : On a la situation suivante

Triangle T'

Le vecteur B est dans le cone de direction défini par FG'EN A/G\B, donc

ég:/ B nocdo =07, + 67, > 0
ST
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Lemme 16.1 (Minoration de éj) Il existe une constante c; > 0, indépendante de h,
telle que

h||Blles < 0, pour tout point Q;, j € J de type 0 — 1 ou 0 — 2 (16.241)

Preuve :

Dans le triangle
T = ABC : O est le centre du cercle inscrit, donc pr = OL = OM = OK; G est
le centre de gravité; H, J et I sont respectivement les milieux des cotés [AB], [AC]| et
[BC]. En coordonnées locales upwind : H = QF, I = QT et J = Q7T donc 3 est dans le

cone de directions défini par JGC.

Dans le triangle OAK on a 95 =sin(A/2), donc sin(A4/2) = G5 > £ > L et ainsi

0o := 2sin"'(1/0) < A.

Dans le triangles OBK on a de méme : 6, := 2sin"'(1/0) < B.

Soient S, R et U, les points de [AB], tels que les segments [IR], [JS] et [CU] soient
perpendiculaires a [AB], donc (CU = 2IR, AC > pr et hy > Al) :
IR CU CU _AC

L ) Pr . 1
sin(/AB) = T=574- aC 2742 sin )QhT = SIH(QO)QU (*)

et (méme raisonnement) : sin(@) > sin(fg) 5= (%)
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Le vecteur n est le vecteur normal a [AB] et tel que n- 3 > 0. 8 est dans le cone de
directions JGC C JGI, donc

Al BJ
min{n - ——,n+- — }gni
faty sy W
min{sin(@), sin(XB\J)} <n- %
: 1 B
avec (*) et (**) : sin(fy)— < mn-—— Ainsi
20 18]
111 priv(n-fB) _AB(n-8) _ 0f
———sin(fy) < < =
e P T [ T PR T

Ce qui prouve (16.241) pour les triangles ou I'arc orienté (H,I) = (QF, QT) n’a pas été
retiré.

Le cas ég est analogue (il suffit de passer de 8 & —f (voir la figure dans la définition
16.1 de ézT ci-dessus) et constater que —f est dans le cone de direction IGH.

Il reste a étudier la situation du triangle T, ot arc (H,I) = (QF,QT) a été retiré. Le
cone de direction pour § se restreint maintenant & FGJ (la droite (d) est parallele a
[BC| € T'"). Deux points sont a considérer :

I=QT =Q% , €T~ est un point du bord entrant : Comme G est le centre de gravité
du triangle ABC, alors FC' = 1 AC et on a 0y o = 6, > 67 et la preuve est faite
pour éi( 0-

H=qQ: Onaég:HaQZ%ég.

O

On utilisera aussi les majorations suivantes pour «o; € {af, all} (voir le lemme 12.2,
page 97) :

h
|| < ———=|fi|, ainsi que (16.242)
o |16l
d;| < h*, |D;| <h?® On définit Wl =X+ A AT et on a 16.243
0,2 T A0,1M,2
0 < w'< >‘§2 + )\1T72 <ldonc |l —w!|=1-w"et |w'|=w" (16.244)
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Cellule contenant un triangle avec deux coordonnées locales 0

Dans le triangle T, le point (en coordonnées locales upwind) Q% € I'~. L’arc orienté
(@Y, Q) a donc été retiré de Gy, et T contient deux points de coordonnées locales O :

Q(o] et Q% 0

La cellule représentée ci-dessus compte k + 1 triangles 7°, T, ... , T7 T+ ... Tk,
Les k + 2 points entrants sont Q% o, QY, -+, Qk, le point sortant est Q5.

A) On a les formules de récurrences :

Pour r =k :
uk = uo)\ISQ + ul)\]fQ + o avec )\02 + AP 12=1 (16.245)

Pour r € {0,--- ,k — 1} :
uh = uf ™t = w4 ufAG A, + of avee AT NG, + AT, =1 (16.246)
B) Alors*! avec w” = = A2 + Ap1A7 2 on obtient les formules eXp11C1tes :

Point sortant : Pour r =k on a

k k & . i
uf = Y g T Mo+ @, +uf oA0,) [T M+ D as T M
r=1 l=r+1 —1 e Pt
(16.247)

k k
L= > w H Moo+ (Mo + A7) [T M (16.248)
r=1 =1

l=r+1
De (16.247) on déduit I'inégalité :

|U2|<Z|U0|W 1_[>‘12Jr 0|)‘8,2+|ug<0|>‘ HA12+ ||5||Z|f2 (16.249)

l=r+1
Points intérieurs : Pour r € {0,--- ;k— 1} on a
uy = USHASF + Z ugw® H >‘11,2 + (U8>‘8,2 + u o>‘(1),2) H M+ Z vy H Al 2
s=1 l=s+1 =1 l=s+1
(16.250)
1 = Agf1+zw HA (A2 + Ao [ No pour r € {0,k —1}
s=1 l=s+1 =1
(16.251)

41. avec la convention qu’'une somme vide est égale & 0 et un produit vide est égal & 1



131

De (16.250) on déduit 'inégalité :

ug| < |u6+1|)\r+1+2|u0|w H >‘1 2t |U8|>‘8,2+|“g<0|)‘ HAl ot~ an ||B|| Z|f2

l=s+1

(16.252)
C) De plus on a I’égalité suivante :
: (D5 fros
k. k rAr 00 0 N0 21J9pour ormulation I
Uy = Z upby + ugby + uy o0y o + Z { 5 £ o tormmtaton 1 (16.253)
r=1 r=0

ou b5 = [ B noc do =055 + 601, >0,

96:— B-npcdo =05, + 0, >0 pour 1 <r < ket ég :0872 >0,020:0?72 > 0,

5o

(La définition de 69 et 62 , est particuliere, car arc orienté (QQ, Q) a été retiré de Gy.)

Preuve : La preuve des équations (16.247) a (16.251) se fait par récurrence sur r ot, a
chaque étape, deux cas sont a étudier :

a) le nouveau point est un point intérieur (c’est-a-dire r < k),
b) le nouveau point est un point sortant (c’est-a-dire r = k et la récurrence s’arréte).

La preuve sera faite pour la formulation II, pour la formulation I il suffit de remplacer
dy par |Dy| dans ce qui suit. 42

Début de I'induction : r =0 Deux cas sont a étudier (rappel : u{ = uS )

Cas r = k (point sortant) Alors les formules (16.245) et (16.247) sont identiques. Et
(16.248) se déduit de (16.245).

Cas r < k (point intérieur) Alors les formules (16.246) et (16.250) sont identiques.
Et (16.251) se déduit de (16.246).

Induction de r & r +1 On suppose que les formules (16.250) et (16.251) sont vraies
pour un certain r < k. Deux cas sont a étudier

Cas r+ 1 =k (point sortant) Alors pour r + 1 (16.245) devient

k: k k

42. Rappelons que ; = o dans la formulation I et o; = ! dans la formulation II, voir page 97
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Comme u} = u}, on peut remplacer (16.250) dans I’équation ci-dessus :

_knk
Uy = U(J)‘o,2+

T T r
r+1yr+1 s, s l 040 0 0 l
ugT Aoy + § Upw H ALg + (upAos + uy oA 2) H Al2
s=1

=541 =1
r r
l
+2_ a5 I X

s=0 l=s+1

k k
Al + o

r k k
= ulg P‘ISQ + )‘6?51)‘?,2] + Z ugw® H >‘l1,2 + (Ug)‘g,z +uy 0)‘(1),2) H )‘l1,2
s=1 =1

l=s+1 =
k k
l
+2_ a5 I X

s=0  l=s+t1
k k k k k
_ S, S l 04,0 0 0 l S l
= E Ugw H ALz + (upAo2 + Uy A1) H A2+ E Q3 H Al2
s=1 l=s+1 =1 s=0 l=s+1

Ce qui nous donne (16.247). Avec (16.245) et (16.251) ona (k=7r+1):

I = )‘]0€,2+>‘]1€,2

1 = )‘8,2 + )‘6?51 + Z w” H )‘ll,z + ()‘8,2 + )‘(1),2) H )‘ll,z )‘lf,z
1=1

s=1 l=s+1

r k k
I = )‘]5,2 + Alg,l)‘]fz + Zws H )‘l1,2 + (>\872 + >‘(1),2) H )‘l1,2
1=1

s=1 l=s+1

k k k
L = Zws H )‘11,2 + (>\872 + >‘(1),2) H )‘11,2
1=1

s=1 l=s+1

Ce qui nous donne (16.248).
Cas 7 + 1 < k (point intérieur) Alors pour r + 1 (16.246) devient (u|™ = u})

r+2 r+2\r+2 r+1yr+1 r+1yr+1 r+1
Uy = Uy )‘0,1 + ug )‘0,2 +uy )‘1,2 +
r+2 _ r+2\r+2 r+1yr+1
Uy = U >‘0,1 + )‘0,2 +
T T IS T IS
r+1yr+1 S, S l 04,0 0 0 l S l
uy Ao + E Upw H ALz + (ugAo 2 + uy 0)‘1,2)1_[)‘1,2 + E Qy H ALz
s=1 l=s5+1 =1 s=0 l=s5+1
r—+1 r+1
)‘1,2 +
. r+2\r+2 r+1ryr+1 r+1yr+1
= ug Apr T up [Agy +AGT ALY
r r+1 r+1 r r+1
S, .S l 040 0 0 l S l r—+1
§ Ugw H Mg+ (ugAgg + uy oA 2) H>‘1,2 + E Qg H A1z + 5
s=1 l=s+1 =1 s=0 l=s+1
r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
r+1 r+2\r+2 s, .8 l 04,0 0 0 1 s l
Ugy = U >‘0,1 + § U H )‘1,2 + (UO)‘O,Q +uy 0)‘1,2)1_[)‘1,2 + § Qo H )‘1,2
s=1 l=s5+1 =1 s=0 l=s5+1

Ce qui donne (16.250) pour r + 1.
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Pour r + 1 dans (16.246) et (16.251) on a

1 = )\r-ii2+)\67—;1+>\71"+1

= NP+ + X’“+Zw H Mot Mo+ A7) [T M2 | A%
=1

s=1 l=s+1
r—+1 r+1
= AR AN 4+ § Wt T Mo+ M2+ A [T M
s=1 l=s5+1 =1
r+1 r+1 r+1

= 2+ S I N+ e+ A% T
=1

s=1 l=s+1

Ce qui donne (16.251) pour r + 1.

Il reste a prouver*® (16.253). La preuve se fera, par récurrence sur r de k — 1 a 0, en
montrant que

k k
ub0y = > ughy + ughy o + iy, + > difs (F) (16.254)
s=r+1 s=r
Z 0i = Z ;i + difi ()
j€S+ () J€S—(3)

Si on applique (*) pour Q; = Q% et Q; = Q7 = @5, on obtient :
ukls = ub0h, +ubot, + db fE (16.255)
ubi, = upbps +ui Ohy HuiT L H Ay (16.256)

Début de I'induction : Si & = 0il n’y a rien a montrer, car (16.255) et (16.253) sont

identiques (u? = u% ;). Si k > 1, alors pour r = k on obtient :
u’foQ = u’g@gl + uf 193 k’lekfl +dst 5t done
0E b+ ity 0 A )
W05 = b el A

Ce qui prouve (**) pour r = k — 1.
Pas de r a r — 1 : Supposons (**) vraie pour un certain r. Si » = 0, il n’y a rien a
faire, car (**) est équivalent a (16.253) (u? = uY ;). Si r > 0, alors

k k
rpk s)s ror ror s £5
uslly = Z gy + ugb o + ur b 5 + Z da f
s=r+1 s=r
k k
upy = ) uhl +ugbhy + [ugby +ui oy Ui T T ) s
s=r+1 _
ugég _ Zuges + ur 107“ 1 7" 107" 1 Z d

s=r—1

Ce qui prouve (**) pour r = k — 1.

43. On peut aussi utiliser le lemme 14.1, page 110.
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Cellule sans point intérieur de type 1 — 1

La cellule représentée ci-dessus compte k + 1 triangles 7°, 7, --- T, T+ ... Tk,
Les k + 1 points entrants sont Q3,- -+, Qk, les deuz points sortants sont Q% et Q.

A) On a les formules de récurrences :

Pour u{ : ona \), =1, car QY ne posséde qu'un seul voisin en amont (le point Q)

0
0 0,1 LI
et A\, = —2L — On a ainsi
0,1
9?,2"’@{1"’@{2

u} = ughgy + af = ug + of (16.257)
Pour r € {0,--- ,k— 1} :
uly = ujtt = ’"+1X"+1 + ugAp g + utA] 5 + i avec )\gjl + A2 A1 =1 (16.258)

Pour r =k :
ul = ugA§o + ufAf , + of avec A, + Af, =1 (16.259)
B) Alors avec w” = A5 + A 1 A7 o on obtient les formules explicites :

Points sortants :

u) = u)+ad et (16.260)
k k
ub = Zugw IT ™ +Za2 H AL, (16.261)
e l=r+1 l=r+1
1 = Zw H A (16.262)
l=r+1

De (16.260) et (16.261) on déduit les inégalités :

‘u1|—|u0‘+ ||BH‘f1‘ et ‘u2‘<2|u0‘w H)‘12+ HBHZ‘JCQ 16263

l=r+1
Points intérieurs : Pour r € {0,---  k— 1}

uh = r+1)\r+1+2u H )\l172+ia§ H A, (16.264)

l=s+1 s=0 l=s+1

1 = Agj1+zw8 H Ny (16.265)

s=0 l=s+1
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De (16.264) on déduit 'inégalité :

s s s - S S . h - S
|uy| < |U0+1|)‘0j1 + Z |uglw H >‘l1,2 + Z 5] (16.266)
= o TPl
C) De plus on a les égalités suivantes :
k
Oy = 05 T M.+ et (16.267)
=1
R R k
oy = 5w H Ay pour € {1, k} (16.268)
I=r+1

Preuve : La preuve des égalités (16.260) a (16.265) se fait par récurrence sur r comme
au chapitre 16.

La preuve sera faite pour la formulation II, pour la formulation I il suffit de remplacer
dy par |Dy| dans ce qui suit. 4

Il reste & montrer (16.267) et (16.268) : Avec le lemme lemme 14.1, page 110 on a
k k
> ughy + Y dyfy + dYf) = ul6) + ubbh (16.269)
r=0 r=0

Si on substitue (16.260) et (16.261) dans (16.269), alors on obtient

k k k k k k
> ugby + Y dsfy +d)f = [uf+ o1l + D upw” T Mo+ D ab [T Mol05
r=0 r=0 r=0 l=r+1 r=0 l=r+1

Cette égalité est toujours vraie, quelque soient les valeurs des points d’entrés u, - - - , ul
que 'on peut considérer comme des variables indépendantes. En identifiant dans les

membres gauches et droites les coefficients de u)), - - - , uf, on obtient (16.267) et (16.268).
0

Cellule avec un point intérieur de type 1 — 1

La cellule représentée ci-dessus compte k + t + 1 triangles T%, ... 79 71 ... T~
(k>0,t>1).
Les k4t + 1 points entrants sont QF, -+, Q9,Qu*, -+, Qy", les deux points sortants sont Q% et Q5"

A) On a les formules de récurrences :

44. Rappelons que ; = o dans la formulation I et o; = ! dans la formulation II, voir page 97
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Pour r =% :

up —uo)\l§2+u1)\]f2+a2 avec 1 —)\l§2+)\ (16.270)
Pour r € {0,--- ,k—1}:
uh = uf ™t = wf N A ufAG, + Ul + of avee 1= AGY + A, 4+ AT, (16.271)
Pour r =0 :
W =ut = uo)\g L g 1)\0 1 +al avec 1 = )\8 1+ )\ (16.272)
Pour re {1,--- ,t —1}:
uy” = uy Y = g O g A u A ey avee 1= AU 4 ATE A
(16 273)
Pour r =t :
B) Alors avec w" = Aj, + )\671){72 on obtlent les formules exphcltes :
Points sortants :
r=0 l=r+1
k k k
+> ap I Ma+af H Ay (16.275)
r=0 l=r+1 =0
k k k
1= > o [ Mo+ [N (16.276)
r=0 l=r+1 =0
t t
uy' =Y ugTw” H A+ uphd [T s
r=1 l=r+1 =1
t t
+3 ap" I Ah+ o [ (16.277)
r=1 l=r+1 =1
¢
1 = Zw—’“ H Ah 200 A (16.278)
I=r+1 =1
De (16.275) et (16.277) on déduit les inégalités :
|U§| < Z |uplw” H >‘1 2t |u61|)\0 1 HA
l=r+1
N4 ——[f0 et (16.279)
||5|| '
¢ t t
< D fug o™ T v+ uglAg. [ A
r=1 l=r+1 =1
T 171+ e o250
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Points intérieurs : Pour r € {0,--- ,k— 1} :
u = +1X’“+Zu H )\12+u01)\01H)\12
l=s5+1
+> a3 H Mo +al TN (16.281)
s=0 l=s+1 =0
1 = X"“+Zw H Mo+ don [T (16.282)
I=s+1 1=0
(16.283)
Pour r =0 :
u) = ut= Wg Lt ug A+ of (16.284)
Pour r € {1,--- ,t —1}:
u" = g ATV Y g H )\12+u8)\81H)\
s=1 l=s+1
+Za2 H A12+a?HA (16.286)
s=1 l=s+1
1= Ay +Zw*s H Ay + A5, [ A (16.287)
s=1 l=s+1 =1
De (16.281), (16.284) et (16.286) on déduit les inégalités :
Pour r € {0,--- ,k — 1} :
ug| < |u6+1‘)‘r+1 + Z |ug|w® H )‘ 2+ [ug 1‘)‘0 1 H X 2
l=s+1
b S e £ (16.255)
51N & 2 aia
Pour r =0 :
| = luy | < uglAo + Tug Aoy + === | 7] (16.289)

||5||
Pour r € {1,--- ,t —1}:

T T
lup"| < g YT +Z\uo w™ T b+ ugixg, [T A%
=1

l=s+1
||5||Z'f2 | |

C) De plus on a les égalités suivantes :

0) (16.290)
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k
0y = Obur H )\1172 pour r € {1,--- , k} (16.291)
l=r+1
k ¢
Oy = 05" T Mo+ 020 T A (16.292)
=1 =2
k t
Ot = 051 [[MNa+ 0w [T Ah (16.293)
=1 1=2
t
0" = 07w H )\1_12 pour r € {2,---,t} (16.294)
l=r+1

Preuve : La preuve des égalités (16.275) a (16.269) se fait par deux récurrences sur r
(r allant de 0 & k, puis r allant de 1 & ¢) comme au chapitre 16.

La preuve sera faite pour la formulation I, pour la formulation IT il suffit de remplacer
|Dy| par dj, dans ce qui suit. %

Il reste & montrer les égalités (16.291) a (16.294) : Avec le lemme lemme 14.1, page 110
on a

k k t
gl + > dsfy+ DN+ YDy = uytly + ub6y (16.295)
r=0 r=1

r=—t

Si on substitue (16.275), et (16.277) dans (16.295), alors on obtient une égalité qui reste
toujours vraie, quelque soient les valeurs des points d’entrés ug?, - -+, uk, qui peuvent
étre considérés comme des variables indépendantes. En identifiant dans les membres
gauches et droites les coefficients de ug?, - -+, uf, on obtient (16.291) a (16.294).

OJ

17 Stabilité du probléme approché

L’objectif est de montrer les équivalents de (1.36) et (1.19) , page 25 et 27, pour le
probléme approché.

17.1 Majoration de ||up||1~(q)

La majoration qui suit est I’équivalent de (1.36) pour le probléme approché.

Théoréme 17.1 (||up||r(o)-stabilité) Soit (7,) une famille de maillage quasi-
uniforme et réguliere, soit G, le graphe associé a Ty. Soit C, ’ensemble des cellules
obtenues a partir de G,. On suppose que :

45. Rappelons que «; = o} dans la formulation I et o; = /! dans la formulation II, voir page 97



17.1 - Majoration de ||un||r> () 139

a) C, contient pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2 (donc Gy, ne contient pas
de boucles).

b) Il existe Kz > 0, ne dépendant pas de h, tel que pour le nombre de strates N= on

Alors pour la solution uy, du probléeme variationnel I (voir page 95), on a :
1
[unl|zee @) < [|unllpee -y +QKEKcellmeHL;;O (17.296)

In(4
avec K o < 2%.

Preuve :

Etape 1 : Estimation sur les points d’entrés (points de controles)

On commence par définir le vecteur colonne £ qui contient les valeurs sur les points
d’entrés des cellules de C' € Cy,.

Soit m = card( Y, JC

CeCy, entrant)
et my = card( CLEJEl JC \J7) le nombre de points d’entrés dans la strate Z; qui ne

sont pas sur I'". Le transposé du vecteur £ € IR™ est le vecteur ligne défini*® par

le nombre total de points d’entrés

51 ETN 57N+1 fTN_l
+ { + {
&= (o u@QL e T T e u( @) T
~~ ~~
jeCEUEN ecntrant\J_ jeCEEUN_ngltrant\J_
57l+2+1 41 §Tl+1+1 &y
1 { 1 {
. '7‘Uh<Qj)|7"' N ,‘Uh<Q])|7 g
~\~ ~\~
je Cegl+1 Jecntrant\‘]7 je CLEJEZ ecr'ltrant\‘]7
ET:j/+1 512 5Ti+l 511 57’1\]/#»1 gin
@] T @) T e Jun(@)] .J)tr
~\~ ~~ 'v_
je CEUE2 Jecntrant\‘ji je CéJEl ecr‘ltrant\‘]i ]EJ
(17.297)

N N . . .. . .
oU Ty = My, TN_1 =My +my_1 et 7, = Zk:l my, indique la position du dernier point
entrant de la strate =;.

Les coordonnées de £ sont donc groupées par strates (sans les points de I'7), ou la
strate la plus haute (Ey, N = Nz) est a gauche et la plus basse (Z;) est a droite. Les
points de '™ étant regroupés a part en derniers.

Une inégalité de la forme
ES ME+ 7y (17.298)

va maintenant étre établie pour £ ott M est une matrice positive M = (Mg )1<d<m,i<e<m
et v € IR™ est un vecteur positif qui correspond a la contribution de fj.

L’espace vectoriel R™ est muni de la norme |[{|| = max,,>a>1 |€4l-

46. £ est le transposé de &
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La norme matricielle induite est alors || M || = maX;,>a>1 Y oey [Mael-

Soit [ € {1,2,--+, N} le numéro d’une strate et j € U JC  un point entrant quel-

CeEl entrant
conque de la strate =, alors
Cas Q; €I'": Ona&y=|un(Q;) =|gn(Q;) pourd € {ry + 1,71 +2,--- ,m}.

1 Sl e=d

On définit alors la ligne d de la matrice M par mg,. = {0 Si etd

et on pose v4 = 0.

Cas Q; €T~ : Alors il existe exactement une strate inférieure =, avec®” | > ¢ > 1
et une cellule C' € Z,, telle que @Q; soit un point sortant de C' (j € J%orant) et
Ea = |un(Q;)| pour d € {rg41 +1,---,7,}. =4 peut étre majorée explicitement —
voir ci-dessous le calcul pour les différents types de cellules — par les valeurs des
points d’entrés de C' € =, c’est-a-dire par des valeurs de &, avec 7;+1 > 7,1 +1 >

€2 Ty_1.
Ainsi, pour la ligne d de M on a mg; =0,mg2=0,--- ,mg, =0.
I3 §TNn ETN+1 Ern_q g"l+1+1 &4 gﬂ'l &1 57-1+1 Em j
0 0 * L. * * L. * * * A * * - * 1
0 0 x . e U Ery
0 0 0 0 * * fq—N+1
0 0 0 0 . . N . . N Ern_1
* * * * * .
0 0 0 0 0 * * ETL+1+1
0 0 0 0 0 = * €,
(:) 0 0 0 0 * * g;l
0 0 Erq+1+1
0 0 0 * * 57"q
: : 0 * o
0 0 0 0 0 .
0 0 0 0 0 :
0 0 0 T 0 0 1321
0 ] Erq+1

: : : : a6 :
0 0 0 0 0 .0 1 Em

avec

tr—( Y e VR N A 0...0)
T =M Vv Vrn+1 Yrn—1 Vr+1 - Yd - Vn Vrg+1+1 Vrq Vrad1 Vi
(17.299)
Le vecteur « a la structure v = (0 ¢ ) et pour la matrice M on a
m_Tl
M = ( Anzn | Brixtnom) ) (17.300)
0(m—7’1)><7'1 ‘ Id(m—n)x(m—n)

olt A, - est une matrice nilpotente : AN = 0,,,,,. Cette derniére propriété est une
conséquence directe de la structure en strates des cellules. Pour [ € IN on calcule :

47. Tous les points entrants de la strate =; sont dans I'", donc [ > 1.

+7
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-1
vt (A |20 A% Brix(men) (17.301)
O(mel)XTl‘ [d (m—m1)x(m—m1)

En particulier pour [ = N on a

N-— 1
v < Orixr | Zopco A" Brix(m-m) ) (17.302)
O(m—r1)xm ‘ [d (m—T1)x(m—71)

Soit (); € I'” un point sortant d'une cellule C' € Z,.

Majorations pour les trois types de cellules :

Avec deux coordonnées locales 0 : Cette cellule n’a quun point sortant Q; = Q4
et Ya = |u2| Il existe 56756075617 e 7§ek7 avec 1 > éa T > €0, T1 > € tels que
|uik 0|7 geo |u0|7 gek |U0| AlOI"S avec

0 k l _ 3
)‘1,2 Hl:l )‘1,2 pour € = €

MOTTE . N our e = ¢ h
mge = { P02llii M p et a = == (k + V|| fll iz
w Hl:rJrl )\1,2 pour e € {617"' 7ek} O-||6||
0 sinon.

(17.303)
et I'inégalité (16.249) on a :

a) mge>0pouree {1, ---,m},

b) fd S lezl md,ege + Yd,
b) ¥ mg. =1 avec I'égalité (16.248)

Sans point intérieur de type 1 —1 : Les mémes conclusions s’obtiennent avec les
inégalités (16.263) et 1'égalité (16.262). (Donc &y = |ub] ou &4 = |ul)].)

Avec un point intérieur de type 1 — 1 : Avec les inégalités (16.279), (16.280) et les

égalités (16.276) et (16.278) on obtient v4 = UllﬁH (k+t+1)[[f]|Lse et mae > 0 pour

e € {1,---,m}. (Donc & = |uk| ou & = |uy"|.) Des égalités (16.276) et (16.278)
on déduit que ", mg, = 1.
Le lemme 14.3 donne une majoration du nombre maximal Ng de triangles possibles

dans une cellule C :
In(4doco)

In2

ol o et ¢y sont les constantes liées a la régularité et la quasi-uniformité du maillage. La
constante K..; ne dépend ni de h, ni de C' € Cy,.

Ne < Keen 0t Keey < 2 (17.304)

Conclusion : Quelque soit le type de cellule, on déduit que
i) mge > 0 pour e e {l,---,m},

i) Y mge =1,

i) 74 < ﬁKcelleHLgo

Dans la norme induite on a donc [[M|[r= < 1.

I1 est maintenant possible de trouver une majoration de ||¢||s :
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& < ME+ v done
0 < —&+4+ ME 4~ la matrice est positive, donc
0=M0 < —M¢+ M?*€ 4 M~y donc
M¢ < M?*€+ M~ Maintenant, on ajoute v de chaque coté, donc
¢ < M?*¢+ My + v En procédant par itération, on obtient
N-1
& < MN§+ZMS’}/DOHCZ
s=0
As ‘ >0 LAs _ c
< MN T1 X T1 T1XT] 7'1><(m T1)
5 o §+ Z ( O(m T1)XT1 ‘ [d (m—71)X(m—m71) Om—’rl avee
N-1
Mg = < Oz | Fopmo A Brxtme) ) § (17.305)
O(m—r1)xr1 | [d(mfn)x(mfn)

Les coordonnées &, .11 a &, correspondent aux données du bord entrant et sont
connues. De (17.305) on déduit que MY¢ ne dépend que de &,11 a &,. On a
MY < [|M|S < 1, done

N _ _
[|[M™E]] < ue{rﬂ%f-vm}é” = ;Telﬁf_<|uh(Qj)| = |unl| Lo -y

Ainsi :
N—1

[1€lloe < Hunll Lz -y + I ZATIXHCHM

Pour la sous matrice A, ., extraite de M on a aussi ||A;, xr ||eo < 1 (sur le sous-espace
vectoriel IR™), donc

N—-1
1€l < Hunllzge @) + Y 1°llellos
s=0

1 h
S Up || Lo +K: cell f e
|| ||Lh(F hé ||6|| || ||Lh

[[€lee < MJunllzee -y + Kz KceuA halr

allBll

Etape 2 : Estimation sur les points intérieurs et les points sortants des cellules

De nouveau trois types de cellules C' € C;, sont & étudier :

Avec deux coordonnées locales 0 : En combinant l'inégalité (16.252) et I'égalité
(16.251), on déduit pour les points intérieurs r € {0,--- ,k—1} (1 > h > 0) :

h T
5| < lélloe + et S 1f3] Done
: e 2 3

lus| < lup|[peer-y + K= KceuA

Pour le point sortant on a :

‘UQ‘ < ||£||OO + Kcelchell ~ ‘ Hf“L (17306)

|Iﬁ\
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Sans point intérieur de type 1 —1 : Les mémes conclusions s’obtiennent avec les
inégalités (16.266) et 'égalité (16.265).

Avec un point intérieur de type 1 — 1 : Avec les inégalités (16.288), (16.289) et
(16.290) combinées avec les égalités (16.282), (16.285) et (16.287), on peut conclure
de la méme fagon.

Conclusion

1
|[unl Lo @) < [lunllzee -y + 2Kz Keen—r=r || fl]pge

o |18l

17.2  Majoration de |[uz||z1 (o) €t [[unl|z2 (o)

La majoration qui suit est ’équivalent de (1.19) pour le probléme approché.

Théoréme 17.2 (||up||z o -stabilité) Soit (7,) une famille de maillage quasi-
uniforme et réguliere, soit Gy, le graphe associé a Tp. Soit C;, l'ensemble des cellules
obtenues a partir de Gy,. On suppose que :

a) C, contient pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2 (donc Gy, ne contient pas
de circuit élémentaire).

b) I existe K= > 0, ne dépendant pas de h, tel que pour le nombre de strates N= on
ait N = NE < KE%;

Alors pour la solution uy, du probléme variationnel I (voir page 95), on a :

1 1 1|1
[[unllzr @) < (Kcell+2)f(KE+1)||gh||L}L(F—)+—(Kcell+2)60'2035 L_éKE + 1} [ faller @)

¢ 1211
(17.307)

Preuve du théoréme de L} -stabilité
Etape 1 : Estimation sur les points d’entrés (points de controles)

On commence par définir le vecteur colonne £ qui contient les valeurs sur les points
d’entrés des cellules de C' € Cy,.
Soit  m = card( .Y, JC

CeCy, “ entrant
et m; = card(cgat ngm\J*) le nombre de points d’entrés dans la strate =; qui ne

) le nombre total de points d’entrés
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sont pas sur I'". Le transposé du vecteur £ € IR™ est le vecteur ligne défini #® par

& fry Sry 1 ST -1
€ = (o lun(@)I by © t e un(@) Ayt
j€odd, TG o\~ je CGE%:ISMW\J-
Srepatl frip1 Steqa+l £ry
L un(Q))| Wy, - ?)\ L |un(Q))| Wy, - ?}...’
i€ oes, HZ%MM\J - i€ olk, v\
e . T LT . T
C o (@) Ry (@) Ry, e un(@Q)) Rl )
€ ok, I\ € ok, I\~ jer-
(17.308)

N N . . . . .
ol Ty = my, TN—1 =My +my_1 et 7, = Y, _, my, indique la position du dernier point
entrant de la strate =,.

Les coordonnées de £ sont donc groupées par strates (sans les points de I'7), ou la
strate la plus haute (Zy, N = Nz) est a gauche et la plus basse (=) est a droite. Les
points de '™ étant regroupés a part en derniers.

Une inégalité de la forme
§ < ME+y (17.309)

va maintenant étre établie pour £ ott M est une matrice positive M = (Mg )1<d<m,i<e<m
et v € IR™ est un vecteur positif qui correspond a la contribution de f.

L’espace vectoriel IR™ est muni de la norme ||¢]|; = Y00, [&4l-
La norme matricielle induite est alors ||[M||; = maX;,>e>1 D gy [Mdel-

Soit t € {1,2,---, N} le numéro d’une strate et j € CGLE"Hngtram un point entrant
quelconque de la strate =;, alors

Cas Q; €~ : Ona &= |un(Q;)| h; = |gn(Q;)| hb; pour d € {m + 1,71 +2,--- ,m.

On définit alors la ligne d de la matrice M par mg,. = é Si Z;Z et on pose v4 = 0.
Cas Q; €T~ : Alors il existe exactement une strate inférieure Z, avec® ¢ > ¢ > 1

et une cellule C' € Z,, telle que @; soit un point sortant de C' (j € J%oriant) et
Ea = |un(Q;)| kO pour d € {141 +1, -, 7,}. =4 peut étre majoré explicitement —
voir le calcul des différentes cellules ci-dessous — par les valeurs des points d’entrés
de C' € &4, c’est-a-dire par des valeurs de { avec 7, +1 > 741 +1 > e > 7,;.
Ainsi, pour la ligne d de M on a mg; =0,mge =0,--- ,mg,, =0.

Voir aussi (17.299), page 140 pour représentation de la matrice M.

[

Le vecteur « a la structure v = ( ) et pour la matrice M on a

Omf‘rl
M _ < ATlX’Tl ‘ BTIX(m—Tl) ) (17'310)
O(m—Tl)X’Tl ‘ [d(m—n)x(m—n)

48. £ est le transposé de &
49. Tous les points entrants de la strate =; sont dans I'", donc ¢ > 1.
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ol Ar,xr, est une matrice nilpotente : AN = 0, .. Cette derniére propriété est une
conséquence directe de la structure en strates des cellules. Pour ¢ € IN on calcule :

t t—1 o
Mt = ( 5 A7'1><T1 ‘ E [dAnXTl T1X(m—71) ) (17311)
(mel) XT1 ‘ (mel (mel )

En particulier pour £t = N on a

N-1
MN _ < 07'1><T1 ‘ Zp, 0 A¢1XTlBTIX(m_Tl) ) (17312)
O(mel)XTl ‘ [d(m*Tl)X(mel)

A la différence de I’estimation en norme o0, il est nécessaire de considérer ensemble tous
les points sortants d’une méme cellule.

Majorations pour les trois types de cellules :

Avec deux coordonnées locales 0 : Cette cellule n’a qu’un point sortant Q; = Q4
et, avec (16.253), on a

k k
€ = |ub| 05 =" uf hOy + u hdy +ul o b6 o+ | Dy|h f;

r=1 r=0
; 5 _1,,0 N0
Il existe &z, ey Eers -+ 5 Eepy AVEC T > €, T > €0, - - - T > ey tels que &g = |uy o| Ry ¢,
_ T 2 _ T Nk
= [ug| kb, - - - Eep, = [ug| R -
On définit maintenant mgy. = 1 pour e € {é, e, - ,ex} et mge = 0 sinon.

Maintenant

k k
T 1 T ~
< E hh2|f2\§55 hh2|f5] car 0 < 6 < 1
r=0 r=0

k
> h|Dj| f3
r=0

et on définit 4 = éZfZO hh?|f¥]. On a ainsi :

€a < Z Ma,e€e + Vd
e=1

Les points entrants correspondants a &z, &, - - , &, de la cellule C n’interviennent
que dans C' méme (dans le cadre du calcul de &;). Ainsi, pour e € {¢€, e, €1, ,ex},
on a donc my, . = 1 pour u =d, et m, . =0 pour™ e € {1,---, 7 }. Conclusion :

E myue =1 pour e € {€,ep, €1, , €1}
p=1

Sans point intérieur de type 1 —1: Cette cellule possede deux points sortants
Q; = Q% et Q; = Q?, qui correspondent respectivement a £; = ht; = |uk| hok

et £ = |us hé; = [u9] 60 . 1l existe &, &, , - - ,Ee,, AVEC T > €q, -+ - Ty > ey tels que

u;

50. Attention £ pourrait étre une valeur du bord, c’est-a-dire m > e > 71, et on aurait aussi me . = 1
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Eoy = |UB| POO, - v Eo = |ub| hOE, - -+ &, = |uk| hOE. Avec (16.263) on obtient,
si on regroupe les lignes d et d, 'inégalité suivante :

€eo
O otk o 05 TRy 05 -k I 05k o
@W Hl:l )‘1,2 @W Hz=2 )‘1,2 T %w Hl=r+1 )‘1,2 T @w :
ok
% 0 - 0 0 £§r
gek
Nk _h k
n ho; o'||gH th:%|f5|
On définit maintenant les lignes d et d de la matrice M par
ok k 1 ok
— { iwr I, 1Mo pourec{ e, ex} — { é pour e = ey,
d,e . » d,e .
sinon 0  sinon
(17.313)
Les points entrants correspondants a &g, &, - - - , &, de la cellule C' n’interviennent
que dans celle-ci pour calculer £; et £;. Pour e € {ep, ey, -, e;},onadoncm,, =0

sip#doup#d Avec les égalités (16.267) et (16.268) on a donc :

T1

E my.e =1 pour e € {eg,e1,--- , €5}
p=1

Enfin, avec 67 < h|g]| et 05 < h||8]| :

k k
-~ h 1
hé’ — > I <Y | f5] =ty et b0 | f _h?’—f =:v;
20_||6||T:0|2| Ur:0|2 d 1 ||6||| 1| |1| d

On a ainsi :

gd S Z md,ege + “Ya pour de {ja J}

e=1

Avec un point intérieur de type 1 —1: Cette cellule possede deux points sortants

Q; = Q5 et Q; =0y !, qui correspondent respectivement a &; = uy h9 |uk| hﬁk
et &5 = |usl h9 \ugt\ 65" . 11 existe Eery 2 Eepst s Ee,y AVEC T > €y T > €y
tels que &, = \uo\ h9 y e, = |ug hég, v e, = ug h@ £

Un raisonnement parfaltement identique au cas ci-dessus permet d’obtenir :

a) my, > 0etmg, >0pourec{l, - m},

b)

T1

E Mmye =1 pour e € {eg, -+, €0, - ,e_¢}
p=1
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c)
fd S Zmd,efe + Ya pour d € {CZu CZ}

e=1
ou %Z:hgézr ol /3] Jrh31|f11| et Vd—hgl Zr T |+h31|f1|

Conclusion : Quelque soit le type de cellule C' € Cp,, on déduit pour j € JC et

Ea = [un(Q;)| hb; :

i) mge > 0pouree{l,---,m},

i) YL mge =1,

ii) 74 < h3+ ZreJc\ | fr]

entrant

En particulier i) et ii) signifient que ||A7 x| £ 1et ||Brxm-m)lli < 1.

& < ME+ v done
0 < —&4 ME+ ~ la matrice est positive, donc
0=M0 < —ME¢+ M*¢+ My donc
M¢ < M?*€ + M~ Maintenant, on ajoute v de chaque coté, donc

£ < M?*¢+ M~y +~ En procédant par itération, on obtient
N-1

¢ < MN§+ZM37 Donc :
s=0

p—1 sB
§ < MN§+Z< rixn ‘Z A TleTl))((JC )avec

O(m T1)XT1 ‘ [d(mfn )X (m—71) m—T1

N—-1 ,u
MNS _ 07—1 XT1 ‘ Z ATlXTlBTlx(mel) 6 (17314)
O

me1)><7’1 ‘ Id(mfﬂ'l X(mel)

Les coordonnées &, 11 a &, correspondent aux données du bord entrant et sont connues.
_ t .
Posons & pirane = (§ry11, 7+, &m)", alors :

N-—1 N-—1
||£||1 < H Z AlTLlXTlBTlX(m T1)£entrantH1 + ||[d(m T1)X(Mm—71) entrant||1 + H Z A7-1><7—10H1
pn=0 s=0
||€||1 S N‘ é‘entrant”l_'_‘ gentrant||1+N“c“1
1 A 1 1,
< (Ksph+h) Z |9n(@;)10; +KEE@Z Uil
JjeJ— JjeEJ\J~
2 h?
Avec ——— < |Djlet h< 1
vee o) = |D;| et h <
1
el < =+ 1) 3 lan(@) [ 18- nldo + 0Kz’ 3™ DI
jeJ- Si jEINT
51
< 1Bl (K= +1) Y |9n(@))] 5] + 6K=0” COA > Dl
jeJ— jeJ\J*
< 18Il (K= + 1) |lgnll p 0y + 6K=0” CoA [ fullzt )
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Etape 2 : Estimation sur les points intérieurs et sortants des cellules
De nouveau trois types de cellules C' € Cj, sont a étudier (N¢ est le nombre de triangles

dans C) :

Avec deux coordonnées locales 0 : Avec (16.252) et (16.249) on obtient pour les
points intérieurs et le point sortant :

k—1
> un(@))] = Y | + |u]
Jl?;terleuru‘]sortant r=0
r
< S e Y ik TT ¥
r=0 r=0 s=1 l=s+1
k—1 r h k—1 r
(‘ugp‘gg‘i‘ |ug<o‘)‘(1],2)H)‘l1,2+wZ | 5]
=0 =1 r=0 s=0
k
+Z|U0|W H >‘ |U0|>‘ +|ug<0|>‘(1),2)1_[)‘l1,2
l=r+1 =1
h
+ /3]
o|18]| = Z ’
r k—1
< Z‘USHH‘ZZ‘UOH‘Z Jug| + |u§ of) + ‘ I
r=0 s=1 r=0 s=0
Jl?;terleuru‘]sortant JGJ ntrant eJﬁterleurUJs%rtant
In(4
avec No < Keen < 27]&( 7¢0)
In2

Sans point intérieur de type 1 — 1 et avec intérieur de type 1 — 1 : Avec
(16.266) et (16.288) a (16.290) on obtient I'estimation

> [un(@))] < (Ne+1) >~ Jun(@y)|+ IIBII(NCH) > | /n(Q;)]

C C
UJ Jentrant eJmterleurUJsortant

j € J sortant

intérieur

Ainsi, en sommant sur toutes les cellules et en utilisant la majoration No < K. on a :

> > un(Q))] < (Keen+1) D> > un(@Qy)] +

CECh JeJmterleurUJng)rtant CECh ]EJe“tram
h
Cech JeJlnterleur JSC(;NBIW
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En multipliant cette inégalité par h?||3|| et en appliquant le lemme 16.1 on obtient

> > un(Q;)| B2 [|8]]

Cech J eJﬁterleurUJsortant
S cell _'_ Z Z |Uh Q] |h’9
9 Cech ]EJ entrant
1
(K +1) Y, D (@)l
Cech J ngterleurUJscc;rtant
1
S (Kcell+1);||§||1+h35(Kcell+]— Z Z |fh(Q])|
0 Cech J eJmterleutUJSc)rtant
6ha
< (Kceu+1)—||f||1 (Kcell+1)||fh||L}L(Q)
9
Maintenant
Nl = >0 > Jun( @)D+ ) > |un(Q;)||Dj]
CECh ]EJ ntrant Cech JeJmterleurUJsortant
< IIBII SN @) |H/3I|h2+||ﬁ|| SN w@lIsIR
Cech EJg\trant Cech ngteneurUJsC(;rtant
< || LSS jun(@)l v, +||6|| > S un(@)I ]8Ik
0 CEC ng]trant Cech ngter1eurUJ5)rtant
1 1 1 6ho?c
< ——||€||1 g e + 1) —[€]J1 + - ( cen + D[ fallL: @
||5|| IIBII i [18l] &
< ol ceu+2>c [||5H<K~+1>th||p 4 60" sy
(7
1 6ho’c
N (Kcell + 1)HthL1 Q
RN o
1
< (Kcell+2) (KH+1)“gh“Ll
9
1 1 1 6ho?c?
T (Keen +2)— 6K502027||fh||L1§2 +—fo(](cell+1)||fh||L1Q
||5|| ¢ Pe B T IB 6 o
1 1 , .11
< (Keen +2)—(Ez + Dllgnl oy - W(Kceﬁ?)% oz | Bz + 1| Ifallzi@
9 0

0

Remarque 17.1 La preuve du théoréeme suivant différe dans sa structure de celle du
théoreme précédent, car elle procede par une estimation ad hoc et ne nécessite pas l’uti-
lisation d’une matrice. L’inégalité de récurrence qui y est contenue, est adaptable pour
avoir une autre preuve du théoreme précédent. Un exemple en fin de chapitre montre
comment.
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Avant de procéder au théoréme suivant, un lemme important :

Lemme 17.3 (Estimation clé pour ||up||2(q)) - Soit (Tn) une famille de maillage
et 0 # B € IR? | s0it Gy le graphe associé a Tp,. Soit E une réunion connexe de triangles
de Ty, telle que le bord topologique de E ne contienne que des points de type 0 — 1 ou
0 —2.°1 Siwy, est une solution de l;h(uh, v) = (fn,vn) pour vy, € Y{ quelconque, alors

dowib < > wlei+ Y WD+ > fD (17.315)

; E ; E ; E\ JE ; E\ JE
Zerm‘tant ZeJentrant i€ \Jentrant i€ \Jentrant

Le cadre de ce lemme est donc plus large que celui des trois types de cellules autorisés
par la famille de maillage dans le théoréme de stabilité enoncé ci-dessous. La situation
ci-dessous permet de mieux comprendre la preuve :

° E ngtrant
Pouric JC S (i)nJ =0
. e Jgrtant
Pouric JY  : S (i)cJC
. ~ -

uJe

Pour i € J\(J¢

entrant smlmnt)

: St(i)c J%t S (i) c JC

Preuve : on définit la fonction test v, (Q;) = un(Q:) si @ € JENJL, ., et v,(Q;) = 0
sinon. Alors vy, € YJ* et by, (un, v) = (fn, vp). Ainsi

Z U; Z 0; ju; + Z i ju; | = Z Jn(Qr)un(Qr)| Dy
)

Z-EJE\JeEmtrant jes+ (Z j657 (Z) keJE\JeEntrant
Z Z uib;; = Z Z 0;iuiu; + Z S (Qr)un(Qr)| Dy
ieJE\JeEntrant j€S+ (Z) ieJE\JeEntrant j657 (Z) keJE\JeEntrant
1 , 1 , 1 1,
< 3 > ‘Z‘eﬂuﬁﬁ > ‘Z‘ej,iuﬁﬁ > S 71Dl +
ZAEJE\JeElr‘ltrant jesi(l) ZAEJE\JeEntrant jesi(l) keJE\JeEntrant
1 1,
) Z 5“k|Dk|
kEJE\JeEntrant

On considére maintenant les différentes sommes ci-dessus :

51. Le cas d’un triangle T' de E contenant deux points de type 0, c’est-a-dire contenant un point sur
le bord entrant I'~ vers lequel l'arc orienté (QFQT) a été retiré, est donc possible.
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Membre de gauche :

2 2 vty

ZGJE\ entrant ]€S+(Z

= Z Z 20 ij Z Z u?@i,j + Z Z u?@m

ZGJE\ entrant\JErtant j€S+ (Z) Zerortant J€S+ (Z |"‘|JE Zerortant J€S+ (Z)\JE

Ele}

Comme les points sortants sont de type 0 — 1 ou 0 — 2, pour i € JE on a

sortant
2 —
Zjes+( noe i fs B -ngdo = 6; et > ieJE ZjeS+(i)\JE uii; = e uib;.

sortant

Comme les points entrants sont de type 0 — 1 ou 0 — 2, pour i € JE ~on a
X:J'ESJr )NJE 9” - 9 et Z icJE Zj€S+(i)ﬂJE u; 92,] - EzeJE U; ‘9@-

entrant entrant

Ainsi
20, ; = ;0 0
U;Vij = U;Yij — U; Yi,j
ZEJE\ entrant ]€S+( ZEJE\ sortant ]ES+ (Z)ﬂJE ZeJentranthE J€S+ (Z)
§ E : 2 §
Zerortant J€S+( )OJE ZEJaortant
2 21 2
= E E u; b — E u;b; + E E u; b5 + E
ZGJE\ sortant J€S+ (Z |"‘|JE ZEJeEntrant Zerortant J€S+ (Z |"‘|JE ZerEc;rtant
2 2 29 2)
E E Uil = E E ;b — E u; 0; + E u;b;
ZEJE\ entrant JES+ (Z ZEJE ]ES+ (z)ﬁJE ZeJentrant Zerortant

Premier membre de droite : On a Ejes,(i) 0, =0, = Zjesﬂi) ¢, ;, donc

1 1
;Y Yooty XY o

ZGJE\ entrant ]ES (Z) ZEJE\ entrant ]€S+ )
1 1
=3 E § , 0, ju; + 5 E , E , 0 ju; + E , E , 0 ju;
ZGJE\ entrant\Jsortant ]€S+ ZEJsolrtant J€S+ (Z |’"|JE ZEJsolrtant J€S+ (Z)\JE

Pour i € JE\JE_\JE = S*(i) C J¥, donc

sortant?

= % Z Z 0; jus —I—1 Z Z 0; ju;

ieJ® \ entrant j€S+ ﬂJE Zerortant j€S+(i)\JE

Les points entrants sont de type 0 —1 ou 0 — 2, donc ) /s

entrant

ZjeSﬂi)mJE u0i; =
DoiesE U 20;. Les points sortants sont de type 0 — 1 ou 0 — 2, on a ainsi

entrant

T Toawiecy ¥ iy ¥ oapiey 3 o

i€JENJE, L FES( ZGJ ieJE jeSt(@E)NJIE ZGJ

entrant sortant

Deuxiéme membre de droite : Les points sortants sont de type 0 —1 ou 0 — 2, donc

DI IITEED D SR

i€JENTE oy TES (D) keJE leS*(ENJE

entran
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Conclusion : On remplace les différentes égalités et on  simplifie
2.
D kese Zzes+ oo Ok

— D icyE U 9 + D iesE Zéi

entrant sortant
1 ~ 1 - 1 1 1 1
E 2 E 2 E 2 E 2
Ze‘]entrant Ze‘]aortant k;EJE\J ntrant keJE\J ntrant
0

Théoréme 17.4 (||up|[12(o)-stabilite) Soit (T,) une famille de maillage quasi-
uniforme et réguliere, soit Gy, le graphe associé a Tp,. Soit C;, l'ensemble des cellules
obtenues a partir de G,. On suppose que :

a) C, contient pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2 (donc G, ne contient pas
de circuit élémentaire).

b) I existe K=z > 0, ne dépendant pas de h, tel que pour le nombre de strates N= on

Alors pour la solution uj, du probléme variationnel I (voir page 95), il existe des

constantes C' > 0 et hg > 0, qui ne dépendent pas de h et ||5||, telles que pour h €]0; ho[
on ait :

L

lunll 2y < CeT [( W)Hfhuw B+ o) 2 llgnllizany | (17.316)

Preuve du théoréme de L?-stabilité Les étapes sont les mémes que dans la preuve
de 'exemple vu en début de chapitre.

Etape préparatoire : Notations Trois types de cellules sont possibles et les notations
utilisées pour 6; sont celles de la définition 16.1.

Calcul de la cellule C : Voir le chapitre 16.

Estimation clé pour ||uy| 2@ © Soit C € Cy, on commence par le résultat du lemme
17.3

Soowlbi< Y wibi+ Y wlDil+ > fD

icJC ieJS ieJON\JS, ieJON\JS

sortant entrant entrant entrant

Notre objectif étant une majoration du membre gauche pour les points d’entrés, il faut
aussi majorer le deuxiéme terme du membre de droite par les points d’entrés.

Pour les trois types de cellules (voir le chapitre 16), on a pour i € J¢\J¢

keJc leJO\JS

entrant

I'inégalité

entrant

entrant

avec s € [0; 1] et t; € [0;1] — des valeurs connues qui dépendent de C— pour k € JC,_
et L € JO\JC

entrant *
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On a donc |u;| < 3, ¢ a; pour certaines quantités a;, ¢ € J°. On a maintenant lin-
égalité

(S ar =YX )< 3 3 (Gat + ga) < 17 a2

ieJC ieJC jeJe ieJC jeJC ieJC

N¢ désigne le nombre maximal de triangles dans C et le lemme 14.3 montre que
No < Koy 00t Koo est une constante qui ne dépend pas de h. Ainsi avec |.J C\ < 3K e
et le lemme 16.1°2

2
Z uf ‘Dz| < Z 3Kcell Z uz + Z m‘fﬁ h2

ZGJC\J ntrant ZEJ \J ntrant ke‘]entrant lGJc\ entrant
2 2 é h2 212
< 6Kcell Z Uy, ||6|| Kcell Z W]ﬂl h
ke Jg]trant le JC\ entrant
(17.317)
Ainsi (en multipliant I'inégalité par h) :
A A 6 K> 6K2, h?
S s 3Tt (1eaggt) e ST e (1 )
Ch
Zer%rtant Zngltrant o Jc\ entrant U
(17.318)

Estimation des points d’entrés (points de contréles) : Nous supposons les strates

=22 .8, =5t L BN 2N de €, numérotées de maniére & ce que
Uy U JC e C UL U JE .. avec Cp = UN_ =™
m=1 CeE™ Jgortant CeE™ Jentrant h — m=1—

Cette inclusion exprime que les points sortants d’une strate sont inclus dans les points
entrants d’une strate supérieure. Les points (); sur le bord entrant I'~ sont exactement
les points qui ne peuvent étre pas un point sortant d’une strate.

Pour n € {1---, N}, posons

K=Y Y kg

s=1 CeEs ;¢ J¢

entrant

=1

Pour la strate =!' on a, bien sur, J¢ _ C J~, car cette premiére strate se calcule

directement a partir de certaines valeurs du bord, donc

Ky <hLouL=Y g0, (17.319)

1eJ ™

Nous voulons estimer K. Pour cela une inégalité de récurrence sera établie pour K,.

52. h||Bllc; < 6;
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K-S Y i D

1 =s
s=1 0e= ZEJSOTtant ZE<U777;’L IUCG’mJentrant)\<U?n 1UC€“szortant)

Les points @); sur le bord entrant I'~ sont exactement les points qui ne peuvent étre pas
un point sortant d’'une strate, donc

(Unmzl Ucezm Jentrant) \ (Unm;ll Ugeam Jsortant) cJ-

Ainsi

n—1

s=1 CE€E? jeJC

sortant

< WL +ZZ > ulhb; <1+hw|€€”)
6

s=1 CEE® jeJC

entrant

— 6K*, h
213 cell 2
+E E E fih <1—|—A2|| ||2)h
s=1 CEE® jeJC\JS,

entrant

6K 6K2, h
K, < Kn1q+hL+hMof1q:<1+h ce”) et M = Z fi2h2(1+ —ell— 2)
18l] ¢ iera- 1]

En procédant par récurrence sur n on obtient

qn—l -1
q—1
La famille de maillage étant quasi-uniforme et réguliére, il existe hy > 0, tel que pour

h €]0; ho[ on ait h < |S;| < h, donc L < acyl|f]| ||gh||L2(F )

K,<hLq" '+ h(L + M) (17.320)

De plus h? < ¢|T|, donc M < 3¢ (1+ ) ||fh||L2(Q
6K2 K=6K§€” )
Maintenant N < K=7, donc ¢V=! < ¢V e diEich S e L < [181] <
’ q- 6Kcell
Ainsi
) Kaﬁgfez{
Ky < h0000||5|| gnllzz r—ye """ +

6K3€
[ coll 11 1gnl s e +&m@ ,H¢W)HEM2}

K= u
= ||5H09

5 éQC 6Kce h2
Ky < |18l [mowwmmmmmg@ﬂ+ 9(1+ (LT AT

2K a2 [15][?

cell

Estimation des points intérieurs, sortants des cellules et conclusion
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||Uh||ig(9)

N
= ZZ Z U?|Di\+ZQE\Di|

s=1 CeE* jcjo\JS icJ—

entrant

(17.317)

0
)3 Ko 2. b

s=1 CE€E? je JC\JC keJS

entrant entrant

ZZ Z 6KC€” Z A2H6||2fl h2+292h2

s=1 CE:S ZEJC\ entrant le‘]c\ entrant ZEJ7
6K2, Kzl Zocy 6K2, h
< S eell “HﬁHCé h [ 1 S reell M0 2
< ¢ ( +H6||)000H9h||L2(F )+2K626” =T 52 8|2 ||fh||L%L(Q) T
h2

6Kcell /\2 ||B||23CO||fh||L2(Q + hoO’CO||gh||L2

On peut donc conclure a 'existence d'une constante C' > 0, qui ne dépend ni de h, ni
de ||B]], telle que

h2
[[un][72 0y < Ce/17 (ho+HBII>thllii<p—>+(HWTP)||fh||ig<m}

Pour conclure ce chapitre, un exemple :

Exemple 17.2

C O o O ‘_‘B

Strate 2N ° ° ° ° ° P P ° °

0 Strate ='® ’ ’ ’ -7‘4—— O points de sortis de la strate =
rate ="
o points d’entrés de la strate = = pomtadc sortis de la strate =

o Strate 2" ~——— points d’entrés de la strate =

_ l
valeur au bord ¢ ot valeur au bord : g+

Strate =1

points d’entrés de la strate =
points d’entrés de la strate S

Strate =12

A

0y =055 + 0,3
O ,-C O 2
= 02 Jr91,2

DR
S

N N Q;r( T+
Xel \}Hff' It
o 2 | ‘7 2 _ Q.‘ : : 2
Cellule C =T UT" g N Gl S do———-==
SZT’/ 02 o - 1 9\(// 2 /02 ~—
. ~ - . N 1.2 - STt
Cellule contenant un point : d ’
s g “

intérieur de type 1-1 o B B A+.C
0y = 601" + 603 5 = b5+ 00

Le domaine §) est donné par le triangle ABC. Le maillage Ty est défini comme dans la
figure ci-dessus avec h = O(1/N). Le cas N = 6 y est représenté. Le maillage n’est pas
nécessairement fait de triangles isométriques, mazis toutes les cellules C' sont méme type
et contiennent un point intérieur 1 — 1 (voir ci-dessus).
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L’objectif de cet exemple est de montrer [’existence de constantes C' > 0 et hg > 0, qui
ne dépendent pas de h et ||B||, telles que pour h €]0; hol :

a) [[unllzyor < C |hllfillzgor + gnlluye]

_C 1/2
b) [funllzziey < Cem [ (1+ d8:) 1 fallzgon + (1811 + o)’ llgnl g -y

Etape préparatoire : Notations Pour une cellule C = T~ UT+ € C,, on introduit des
notations (en coordonnées locales) relatives a la cellule C' : Hi_ﬁfc =07 et 9:]70 = 9;{;.
Ainsi

é;“c:/Sﬁﬁ-nacda:‘%r,écﬂLeiéc>0 ;éQ’C:/S 5'n30d029&720+9;7’20>0
2

T
2
) 7C 7C 7C Afyc 770 770
ear = — +6-nacd0':¢98r71 —|—¢98r72 >0,90 = — 76'nacd0-:9071 +90,2 >0
ST S
Pour Q; posons o;; = f1(Q;) =—21——
2jest ) Pii

Alors, avec le lemme 12.2, on a |a;| < |fh(Ql)|W

On rappelle la formule de récurrence® : u; = Ejes,(i) ujN; i+ et on posera f; = fr(Q;)

bi,j (: Ok, _ 9i,j)
2 kes+) Pik 2 kes— (i) Ok.i 6; /"

Calcul de la cellule C :

o )\jyi =

¢ —C\—C | +.C\+.C c
uy =uy Ay tug Agr g

_70_ _70 _70 C _70 _70
Uy = Uy )‘0,2 +uy )‘1,2 +

+,C _  +,C\+,C Chy+,C +,C
Uy =g Agy Hug )‘1,2 +

Donc (en remplacant u$ dans les formules suivantes) :

-C -C +,C - -,C —C
Uy =y T w T gt (1 - w ’C)+0‘1C>‘1,2 +ay

avec w— ¢ = A&QC + Aa,ickiéc €]0,1] et1 —w™¢ = AaicAiéc >0
(car Ay + Ao Ay +ATAY = Xos + Ao + A = Ay A =1)
T
u;r,c _ uaL’Cw+’C + ua’c(l _ w+’C) + QICABC + a;c
avec whC = )\(T,’QC + )\atickféc €]0,1] et 1 —wh® = )\(I’IC){’QC >0
De plus on a les relations
w0+ (1=wh05C = (Agy + A0 A )0 + A Ay ¢
o A0+ N0
0 +Ax (Brs +615)
on + 00 =0,

0
= 0
0

et (prewve analogue) w05 + (1 —w=C)0, ¢ = 07

53. Voir (12.209), page 97.
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Estimation clé pour |[us|[L1(q)

En combinant les inégalités obtenues ci-dessus (0 < 05°° . 60, <||B|| h) on obtient la
relation :

Juz 105 + Juz 1057 < [lug e + Jug (1 - )+¢a1M ‘+| |
Hlug ™ + Iua’c|(1 — ) +af N +JaF O
R R et M e I e Y R o R o
(17.321)
Estimation clé pour |[[uz|[12(q) :
Il est nécessaire de revenir vers la forme bilinéaire du terme de convection. Soit C E Ch,

une cellule quelconque, alors on définit la fonction test vy (Q;) = up(Q:) sii € JOJC
et v, (Q;) = 0 sinon. Alors vy, € Y et by, (up, vi) = (fn,vn). Donc®

entrant

D@ | D Oun(@i) + Z Oiun(@Q) | = Y fu(Qi)va(Qi)| Dl

i€J\J~ JEST(0) Jj€S~(4) keJ\J~
y Ty 0y =y " = S0+ uf B =y 051 — ug 03]
Fuy Cluy 05 —ud 08y — uf 0] = uy € | Dy ) + S FEIDS | 4+ ug £ | DY
Donc

g P20, + [P, + [ug P05 =
,C

u;’cua’ceac+u2 Culor e + uSuy oy CJru1 i OOEE 4 u CutCore +udCulers
7C|D ‘+U1 fi ‘DCH‘U ‘D;C|
Comme 0,015 0y > 0, avec ab < %((f + %) (*) pour a,b € R, et les formules

explicites pour us’ ¢ u1 et u+ ¢

[UQ’C]29A;’C + [“1] ‘91 + [u; 70]2 é;C <

Sl P é[u;ﬂ?éf [ P+ Sl Py PO
+ g € g 0 =W kol oy ] Dy
+ -“57C>‘01 +ug A +041] fr DY
+ [ w4 ug 0 =)+ af XL 0] ) 5OID5 €
Ainsi (soustraction de 3[uy’ C]Zéfc + [u 7’0]250 + HuyC1205°C, multiplication par 2,

2
ndgalite (%), 1 > NCOEENES > 0,1 > W€ > 0, 2 > [DFLIDEY] et

loi| < [fn(Q 2)‘”5|| &) 3
o e R Y i JERE O
h3
13 [ 0P+ () (14 i)

181 &

54. Rappelons que 6; = Zjes+(z') 0;; = — Zjes,(i) 0;,:;. De plus, comme les points d’entrés et de
¢ _ §+HC
=05".

. ——,C A —+,
sorties des cellules sont de type 0 —2,on a 0, =0, et 9;—
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_A_ A - A 3
P PO < [l P+ P (1 b )
()

w0 P 02+ () (14 )
(17.322)

Estimation des points d’entrés (points de controles) : La situation simple de
notre maillage permet de se passer de l'utilisation de la matrice qui est nécessaire dans
la preuve du cas général :

Dans le notations introduites ci-dessus Cp = (U ,;E') U (Uf\SIEbJ).

Pourmn € {1--- N}, posons

n n—1
K =30 30 (o by 4 fug €103 ) + 37 7 (Juy Iy g lnf; )

=1 Cezal =1 Ce=bl

et
n n—1

KE =37 57 (1 Phdy o+ “Pray )43 S0 (o0 + i i)
=1 cegal I=1 Ccezbil

. 1 2 . L . . .
Nous voulons estimer KX et K& Pour cela une inégalité de récurrence sera établie
L L2
pour K et K" :

Pour K,fl :
Pourl e {l,--- N —1} et C € Z on a (les points d’entrés de =% sont les points de
sortis de Z%)
> (luo 1m0+ lud 08 7) =3 (lug Indy -+ ud 0o )
CeEb,l CeEa,l
(17221) —~Cpi=C +.C|p,G+C o] #C +,C —copd B3
< Z lug ™ |hbg ™" + |ug ™ | hby + Z[‘f1‘+‘f2 |+ 15 Hg
Cezat Cega!
(17.323)
Maintenant, pour | € {2,--- N} et C € 2%, les points d’entrés de =% sont les points
de sortis de 271, sauf pour deuz points sur le bord entrant dont les valeurs g='~1 et

g1 sont connues. Ainsi

O (e T I S (e e e R B

Cezal Cezbil-1
|g_’l_1\ é—,l—l + |g+’l_1\ é—l—,l—l
(a2 O 1 O o[ £C +C —cpld s
S Z lug ™ |hOg ™ + |ug ™[R ) + Z 2171+ 1677+ 11 Hg
Cegbi-1 Cezb,l-1

g™ R8I+ 19T HRIB]
(17.324)
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Ainst

KP < 305 (b + lug Inig <) +

=1 Cegb,z—l

n B 1 n o B
Do > RIFFIHIE I+ N5 B+ D g™ m¥ 181+ g™ IR1B)

=1 Ce=bl-1 =1

n—1
£ (i Wy + 10 €)

=1 Ccezal
n—1
_ 1
Y RIS+ T+ ’Cl]g h? (17.325)
=1 Cezail

En appliquant encore une fois les inégalités (17.323) et (17.8324), on obtient finalement

. . & _onl
Ki < K+ ), ), RIFI+IE T+ 160

=1 CeEb,l—luaa,l—l

+ ) lgRAIBI A+ 1g T kA8
=1

1SN DI T PRI YG

=1 Ccgaly=b.l-1
+ 3 lg= 2 R218)| + g2k 8]
=1

Donc
1
K< K4 Y0 AR 2 ) Jaln?l1B)
i€J\J~ ieJ—

(17.326)

avee KE' = ez (Jug 1085 + [ T ) < 1g=R2118I] + |g™h2115]| <
> ics—|gilP?|B] (car la strate Z*' ne contient qu’une cellule dont les points d’entrés
sont sur le bord entrant). Ainsi (en raisonnant par récurrence sur n) :

Ky S4B S0 1512+ 4081 3 ldn

1€J\J~ ieJ—

_3

MBlle; 14

Pour Kf : La procédure est la méme, a la différence notable du facteur 1+ h
apparait dans (17.322). On obtient :

2

ieJ~

3 h
h) = h i|2h? 12
o) = (1) 16 (14 5) 30 WA +2 S lafulsl

1€J\J~ i€J—
(17.327)
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En procédant par itération sur n on obtient :

MY —1 6Nh
KE < KF g + () L= < o785 [ U8l (17 30)
q(h) —1 6
h— 2N N 2Nh1z3— |18l cs
car q(h)N < (e 56@) et hqélg,z):ll N
Estimation des points intérieurs et sortants des cellules
(ce qui inclus donc les points de I't = [B()
Pour la norme L] :
—C| 1 —C —C| 1 —C C C
>, Juy 11Dy | + Jug [ Dy + |y | | Dy
Ce(UN  Ealyu(upytEb)
< > [lug o™ + Jug | (1 = w™9) + |af ALy + oy “[h® +
Ce(UN | Ealu(ul T tEb)
e C
Z [lug ™ |, 0,1 +|qu |>‘+1 +|O‘ |n?
Ce(UN | Zalyu(up bl
> [lug 1wt + Jug “|(1 = w™) + Jaf A5 + |ag “[]n?
Ce(UN  Ealyu(upytEb)
h
-C C e C
< 3 > e 1 a1+ e (1L U+ L)
Ce(UN | Zalyu(ul tabl)
Avec le lemme 16.1, on a
3 . A~ A~
S D S AR o L
0

Ce(UN | Eahyu(ul ekt

° 5 h Z |fh(Qz)| h2 < ’ KL2+ || 3||6h Z |fh(Qz)| h2

Ay
TG 2 EHE Rl
Pour la norme Li :
_70 _70 _70 _70 70 7C
> g “1* |Dy |+ [uy 1 Dy | + Jug 7 | Dy

C’E(UlN e l)U( uN- 1~b )

[lug “lw™ + Jug 11 = w™) + [af ATy + g “2h% +

] M

-,C ,C
Z [lug ™ |, 0,1 +|qu |>‘+1 +|O‘ [*h

[lug “lwt + Jug “I(1 = wh) + [af N5 + |ag <1207



17.2 - Majoration de ||un||p1 o) et |[unl[L2 (@) 161

Avec (a+b+c+d)? <4(a®>+ >+ A+ d?) :

h?
< 12 > P P+ (12 8+ PP+ 1O 128

2 52
CE(UN ':al)U( ulV- 1'—'bl) ||ﬁ||

Awvec le lemme 16.1, il on a

12 A
S HBH Z <|u0 0‘2 h@ ,C + ‘qu 0‘2 hearL')
Ca
0 Ce(UN | Eabyu(upy tabl)
12 12 2 12
+—s B Y (@) B < KY + =55 1 ) (@)
ERe- TBlles ~ " TBIEe " 2
Conclusion

Estimation de ||uy| |L}L(Q)

lunllpry = D |wil D]+ Jui [Df

ieJ\J~ i€J~

1
< 4 KN +3——h Y (@) B2+ gl D]
18] e ||5||

i€J\J~ i€J-

1 1
< ot LavnE ST e a8 S Jadn] +
181] ¢ o

€J\J~ ieJ—

ieJ\J~ ieJ=

Maintenant h = O(1/N), et avec les hypothéses de régularité et de quasi-uniformité
sur le maillage, on peut conclure a [’existence de constantes C' > 0 et hg > 0, qui ne
dépendent pas de h et ||B||, telles que pour h €]0; hgl :

lunll g oy < Mufhmh(g+thup }

Estimation de ||uy| |Li(Q)

lunllZ2 @) = > wl? [Dif + Y luil* | Dyl
ieJ\J- icJ-
13 . 12

< Ky + 2 ~2 h? Z | fn(Qi)]? A + Z 16:[21D4]
HBHC@ HBH g ieJ\J~ ieJ—
13 _oNn_ , 18]l ¢;
< RIEIE {KL +pmllBlle)
EIR P+ ()
12
th S 1@ P+ gl | Dil
1€eJ\J~ Pl

Maintenant h = O(1/N), et avec les hypothéses de régularité et de quasi-uniformité
sur le maillage, on peut conclure a [’existence de constantes C' > 0 et hg > 0, qui ne
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dépendent pas de h et ||B||, telles que pour h €]0; hol :

2 el ho ’ 2 2
llunl[72 (o) < CeToT 1+m nllz2 ) + (1B 4 o) HgnllZz o-)

17.3 Majoration de ||( - thhHLl(Q)

Définition 17.3 (Condition § — S~ pour (7)) Soit (Ty)n une famille de maillage.
On dira que la condition d — S~ est satisfaite pour cette famille, si il existe une constante
0 > 0 indépendante de h et de (8 telle que

S° 008 (Qi- QI ZSIIBIPISI? Wie J\J” et f € R? (17.329)

J€S5 (i)
Le résultat central de ce chapitre est :

Théoréme 17.5 (Majoration ||5 - \/hun||ri)) Soit (Tn) une famille de maillage
quasi-uniforme et réquliére, soit Gy, le graphe associé a Ty,. Soit Cy, ’ensemble des cellules
obtenues a partir de G,. On suppose que :

a) C, ne contient pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2 (donc Gy, ne contient
pas de circuit élémentaire).

b) I existe K=z > 0, ne dépendant pas de h, tel que pour le nombre de strates N= on
ait N = NE < KE%;

c) Le bord entrant '~ est conneze.

d) La condition § — S~ est satisfaite pour la famille de maillage (Ty)n

Alors il existe une constante C' > 0 et hg > 0, ne dépendant pas de h, telle que pour la
solution uy, € Yy, du probléme variationnel approché I (11.199), on a :

1
[unlvi,, < C |lIBINgnlver, -y + 1+ )l fulliy )| VR €]05 hol
:HB'VhUhHLI(Q)

(17.330)

Remarque 17.4 Pour les points intérieurs, c’est-a-dire QQ; avec © € Jy, la condition
0 — S~ est équivalente a la condition § — ST et ne nécessite donc pas d’étude particuliére.
En effet soit i € Jy (Q; n'est pas sur le bord), alors

jeSs(i)={keJ : 0, >0 jeS,@)={keJ : 67 <0}
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Ainsi
,SZ(.) 0008 (Qi— Q) = ‘SZ(') 05(=5) - (Q; — Q)]
ﬁ _ Sz() 01~ (@, — Q)
_ ;( | 071 - (@~ Qi)
- Sgi:(') 6.71-5) - Qs — Qi)

> 618117 |S:]*(> 0) (condition § — ST )

Avant de procéder a la preuve, qui sera donnée ci-dessous, le théoréme technique utilisant
la formulation II est nécessaire :

Définition 17.5 (Formulation variationnelle IT du probléme approché d’advection)
Trouver uy, € Y}, tel que

~

bh(uh,vh) = (fh,vh)]_[ Y, € Y;? (17331)

avec up(Q;) = gn(Q;) pouri e J~ et

Unonu= > fu(@Qvn(@u)dx , di

keJ\J—

1
IRIEE

> B (Qr— Q)b (17.332)

JjeS— (k)

Théoréme 17.6 (Théoréme technique pour la formulation II) Soit (7,) une fa-
mille de maillage quasi-uniforme et réguliere, soit Gy, le graphe associé a T,. Soit Cp
l’ensemble des cellules obtenues a partir de G,. On suppose que :

a) C, ne contient pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2 (donc Gy, ne contient
pas de circuit élémentaire).

b) I existe Kz > 0, ne dépendant pas de h, tel que pour le nombre de strates N= on
Alors pour la solution uy, € Y}, du probléme variationnel approché II (11.201), il existe
une constante C' > 0 et hg > 0 ne dépendants ni de h, ni de ||B|| tels que :

unlve, = > 1B Tnun| |T

TET,

< CI Y ITIHIn furll + B gnlvara-) + 1 fallz -y + 1 fallzr @ | Y €10, ol

TET,

(17.333)

Avant de commencer la preuve, quelques résultats et remarques préliminaires :

Les arguments utilisés dans la preuve sont proches de ceux utilisés au chapitre précédent,
mais les points de controéle sont ici d’une toute autre nature :
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Définition 17.6 (Points de controle 1€ . de la cellule C et IZ _ __  de la strate =)

On appelle point de contréle de la cellule C, un point P; € C, j € I, tel que P; est le
point commun de deux segments dont les milieur sont des points de JC, . L’ensemble
des points de controle de C' est noté 1€

controle”

Pour une strate =, on définit

‘[Cuntrale

= UCeE]C

controle

Q _ C
controle UCEChI

controle”

L’ensemble des points de contréle de € est noté I

L’ensemble des points de controle sur T'~ est noté IL, = {d € I . Pel}.

controle controle

; L : C I€ = {j1 g s
Cellule C avee 1S, = {j1.2: - <+ ds 1} Cellule €' avee Lo = L1 -+ Juca}

r o P

/f )

P"Aquk

J

C e ot C .. . o L. .
Jsmmn - {, )7 } Jommm - {217227 o -,Zs} ']Snmm = {21,7,2, e ,15}

Motivation : Pour une cellule C, les valeurs de u,(Q;), i € JC, . permettent de
calculer complétement C. Pour le calcul de 5 - </pur, T' € C, la situation est différente :
il suffit de connaitre les différences up(Q;,,,) — un(Qi,), k € {1,---,5 — 1} pour les

points entrants de la cellule.

A la base de ce calcul, il y a la formule (en coordonnées locales upwind) :

T8 ntung = 05,5+ 01,)(uz —ug) + (01 + 05,5) (ui —ug) ()
—_——— —_——

—07 4T

La figure page 123 donne un exemple de maillage, pour lequel on retrouve des cellules
avec

deux points entrants et deux points sortants : Par exemple la cellule définie par
le polygone Py PsPs Px,

trois points entrants et deux points sortants : Par exemple la cellule définie par
le polygone Pig P13 P3Py Py,

deux points entrants et un point sortant : Par exemple la cellule définie par le
polygone T = PP, P (ici Q1 = QI , car Darc orienté (Qs, Q1) a 6té retird),

un point entrant et deux points sortants : Par exemple la cellule définie par les
triangles Po1 P17 Py ou encore P3Py Py. Ces cas semblent, a premiére vue, rendre
problématique la définition des points de controle ci-dessus, car deux points en-
trants (au minimum) sont nécessaires pour qu’elle ait un sens. Ce paradoxe ap-
parent est réglé par le fait que ces cellules, qui ne comportent qu’un triangle T,
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n’ont pas de point de controle. Pour ces cellules, |T'| 5 - VhUn, se calcule indépen-
damment de la valeur de ul et les différences ul — ul, ul — ul et ul — ul ne
dépendent que de fI et fi :

Exemple 17.7 (Calcul d’une cellule sans point de controle)

Une cellule qui ne contient pas de point de controle n’a qu’un seul point entrant. Cela
exclus les cellules contenant un triangle avec deux coordonnées locales 0 et les cellules
ayant un point intérieur de type 1 — 1. Les cellules sans point de contréle sont donc
uniquement des cellules, sans point intérieur de type 1 — 1, et n’ayant qu’un triangle T

Ona:
QL est de type 0 — 1 ou 0 — 2, doncég:fST |(B-n)|do=0L,+0F,
0 ) )

QY est de type 0 — 2, donc 6T = fsT |d0—9§2+026t§§:8§2+0{2.
QT est de type 1 — 0, donc 6T fsT n)|do =07 — éQTZOetng:élT—i—GlT,Q:Hal
Formulation I Formulation I1
o —T —T
Ainsi : Tu{el - Ugeg1 = |D{| f{ TUF{91 - Ugeg@ =di f{
ug@Q - quaQ 91T2 |DT| f2 ug@Q - quaQ - U{Q{,Q = dg fQT

Prenons, par exemple, la formulation II (le raisonnement est parfaitement identique
pour la formulation I), on obtient, en sommant ces deuz équations :

0y +udl, —ul0F, — ul 08, — uT07, = df fT +db fF
uf @, —07,) + ulf, —uf (0, +6,) = df {7 +d5 ff
Avec 7 — 67 = 7 =9, — o7,
—ul (0F = 0F) + udby —ul0F = df {7 +d5 f§
Ainsi, avec (*) ci-dessus :
T\ B - Tntin, = (ug —ui)0 + (uf —ug)0f =di fI+d5 f3

Conclusion :

Formulation 1 Formulation I1
T1 8- 7nun, = DU+ D31 fS | |T)B - nun, = di fi +d3 f)

(17.334)

|T| 3 - Vhn, ne dépend donc pas de la valeur du point entrant ul', mais seulement de

fo(@T) et fu(Q3).
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T _ T o T T
Uy U0>‘01+041 etUQ u0>‘02+u1>‘12+a2

Formules de récurrences : Soit o; € {al, al’}, alors
~T T
T . _al_pr T _
pour Q) : 0y, =0, (=0;,), donc \j, =1,
pour Q7 : )\OT72 + )\1T,2 =1
Ainsi
ul —ul =al | ul —ul =al — )\E{Q%T et uy —up = ag + M 20 T (17.335)

Pour la suite, il est nécessaire de s’assurer que deux cellules différentes ne peuvent pas
avoir un point de contréle en commun :

Lemme 17.7 (unicité des points de controle) Quelque soit d € I% il existe

exactement une cellule C € Cy, telle que d € 1€

controle’

controle *

Preuve : Supposons que l'affirmation soit fausse. Il existerait alors deux cellules C' et
Cy, telles que P, soit un point de controle de C et Cs. La figure ci-dessous illustre la
situation :

Points entrant de la cellule C1

Points entrant de la cellule C2

Comme les points d’entrées des cellules sont de type 0 — 1 ou 0 — 2, 3 doivent étre dans
le cone de directions AP;B et FP;E. Or l'intersection de ces deux cones est vide!

0

Le théoréme technique qui doit étre démontrer s’appuie sur la formulation IT du probléme
d’advection stationnaire. Afin de pouvoir exploiter cette formulation on introduit

Définition 17.8 (Fonctions auxiliaires w,(Q;, k) et L(Qq4, Qp, k) ) Soit up € Y}, la
solution du probléme variationnel II, alors pour i € J et k € IR on définit

wn(Qis k) = un(@i) — 7705 (8 - Qi)

HBIP

et
L(Qa, Qp, k) = h|lwp(Qa, k) — wp(Qy, k)| Va,be J

On est maintenant en mesure de définir les quantités qu’il faut majorer pour pouvoir
obtenir une estimation de Y . [T] |8+ Vnun .-
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Définition 17.9 (Valeur de controle L, et fonction de contréle L(Py, k) )
Soit Py, d € I9 un point de controle et C' € Cp, la cellule qui contient ce point

contréle?

(donc d € IS, .. ), alors on définit la valeur de controle®

= L(Qa, Qy, f7) avec a,b € JC, . tel que Py € S, NSy et

fi = Q) avee j € J tel que | fu(Q))] = min | f4(Qr)] (17.336)

et la fonction de controle

L(Py, k) = L(Qu,Qp, k) VEER

Il est essentiel de garder la méme valeur kK = f¢ pour tous les points de contrdle d’une
méme cellule. Comme un point de contréle ne peut appartenir qu’a une cellule, & chaque
point de controle est donc associé une unique valeur de controle. Bien sur Ly = L( Py, f}? ).

Lemme 17.8 (Propriétés de la fonction auxiliaire) a) Poura,b,c € J, on a

L(Qa, Qe, k) < L(Qa, Qu, k) + L(Qy, Qe, k) (inégalité triangulaire)

b) Pour ki, ks € R eta,be J ona:

E(ch@b,/il) S L(Qa;@b, 52> h2|/‘€2 /{,1|

18]
c) En particulier pourd € IS :
— c_
Lq — h2|ff|L|B|| al < L(Py,k) < Lg+ hQW (17.337)
Preuve : Pour a) il n’y a rien & montrer. Pour b) :
‘C(Qaa Qb7 K’Q)
= hlu (Qb) HBHQ( Qb) [ (Qa) HBHQ(ﬁ Qa)]
= (@) - SR 00 ~ () — - 0)
— fun(Qu) = (5 Q) Q) — T3 Qo+ 5 (@ - Q)
< L(Qa, Qp, k1) + h2|ﬁ2l|ﬁllm| (17.338)
0

Soit uy, € Y} la solution du probléme approché (11.201), alors

> B (17.339)

JES=(4)

up(Qi) = Z n(Q5)Ajii +

JES=(4)

HBIP

Presque la méme relation peut étre obtenue pour wy,(Q;, K) :

55. @, et @y sont donc les milieux, respectivement, des segments S, et Sy
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Lemme 17.9 Soit k € R et w,(Q, k) = up(Q;) —

(ﬁ Q) pourl € J, alors

w(Qi k) = > w(Qy, k) Aji + an(Qs, k) (17.340)

JES™(3)

avec ah(Qi,m): 5 Z B+ (Qi — Q)N et |an(Qi, k)| < o fr(Qi) — K
G L i
(17.341)
Preuve :
wn(Qi k) = uh@i)—mﬁwm
= X @ @)+ B S s @i-
JjeS— (i) jes—(i)
Maintenant Z Aji = 1 donc
jes—(d
wn(@k) = S @) — r (B QA — S BB (Qr— Q)
o “Tial 2= T
Jn(Qi)
8- ( Q))A
EEPIRA
wi(Qi k) = D w(@, Ry + L) — 8 Z B (Qi — Q)N
e IIBII Pl

O

Toutes les formules explicites de calcul des cellules du chapitre 16 s’ap-
pliquent donc aussi pour (wy(Q,k))cs si on remplace le symbole «; par

an(Qi, k).

La valeur de &, si elle varie, sera néanmoins toujours identique pour tous les points J¢
d’une méme cellule. C’est sous cette condition seulement qu’il est possible d’exploiter la
formule (17.340).

Idées principales : La figure suivante permet de comprendre la suite des opérations.
Plusieurs cellules y sont représentées, dont les quatre cellules C;, Cyr, Crrr et Cpy de
strates inférieures a celle de C' et qui ont en commun le point P,. L’idée principal pour
majorer Ly se résume & utiliser I'inégalité triangulaire (pour k = f£) :

L(Py, k) = L(Qa, Qp, k) < L(Qu, Qr, k) +L(Q1, Qur, k) +L(Qrr, Qrir, k) +L(Qrr1, Qb K),

puis a majorer L(Q,, @y, k) en utilisant la valeur de controle Ly, L(Q, Qyr, k) en utili-
sant les valeurs de contréles Ly, et L, L(Qrr, Qrrr, k) la valeur de controle Ly et,
enfin, L(Qysr, Qp, k) par la valeur de controle Ly .
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Ly = L(P4, x) =I(Qa, Qb, k)

L(Qui, Qu, &) peut étre calculer de maniére explicite

car U = gn(Qn) et b = 8h(Qb) sont connus.

L(Py, k) = L(Qa, Qv, k) < L(Qa, Qr, k) +L(Q1, Qur, k) +L(Qrr, Qriry k) +L(Qrrr, Qv K),

avec la différence que L£(Qyrr, Qp, k) est connu, car urrr = gn(Qrrr) et up = gn(Qyp)-

L’inégalité triangulaire s’applique sur certains couples de points seulement (voir les
segments en pointillés) qui vont étre maintenant définis :

Définition 17.10 (couples de points @w{, @, @{, @) et ensembles T', T? et T )
Soit C € Cy, une cellule, alors :

Cellule contenant un triangle avec deux coordonnées locales 0 : Voir chapitre
16, page 130 :

w—(i = {QS,QIS} ’ w(—J = {an g( 0} et w(? = {ng Qg} ( et donc E(QS)QS? ’%) = 0)7
(17.342)

Cellule sans point intérieur de type 1 — 1 : Voir chapitre 16, page 134 :
wf ={Q5,Q} , @& ={Q, Qo} et wg = {Q5, Q1) (17.343)
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Cellule avec un point intérieur de type 1 — 1 : Vour chapitre 16, page 135 :

={Q5,Q6} , @& ={Q2",Qy"} et wg ={Q5,Q5"} (17.344)
Cellule T sans point de controle : Voir ci-dessus :
o ={Q3,Q0} , @ ={QF,Q1} et =i = {Q1,Q0} (17.345)
On définit

T@:U Tecy, {YD erv }
T

contréle™

Point de contréle P; sur le bord entrant I'™ : Soit P; € I'™ le point commun des
segments Sy C I'™ et S; C ', alors on définit

T ={Q, Qi) et Y ={w! : d est un point de controle sur "} (17.346)

On pose
T = Ucee, {w$, @, @} et T =120

Bien sur YN Y = 0.

Remarque 17.11 (exemple/notations/propriétés) Dans la figure page 169, on a
W+ =1{Qr1,Qa}, WC” =1{Qr, Qrr}, Wcm ={Qr1,Qrrr} et WCIV = {Qr1r, Qv}.

GEEEEEEENENEO

segment indiquant un élément @ de Y

un point de controle

Notations : Pour w = {Qk, @}, on utilisera la notation L(w, k) = L(Qk, Qi, k) (ce
qui est possible, car £(Qi, Q1. k) = L£(Qu, Qs ).

Autour de chaque point de controle Py, il est possible d’obtenir une majoration de
L(w, k) = L(Qa, Qy, k) avec des inégalités triangulaires utilisant certains éléments w
de Y. On constate que cette décomposition existe toujours et qu’elle est unique. Il est
en particulier impossible que deux segments indiquant un point de contrdle apparaissent
dans cette décomposition, car cela contredit le fait qu’un point de contréle ne peut pas
appartenir o deux cellules différentes.
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On note ®g C T cette décomposition. Ainsi, dans [’exemple page 169

_ Cr _Cir _Crr _Cry
Qd_{er’er »Wo ', W }

Propriétés :

a) On a linégalité : Pour d € I

contréle

quelconque

L(Py, k) < Z L(w, k) (inégalité triangulaire) (17.347)

[ SOF]

Le choiz de @€, wff et w§ (qui correspondent respectivement aux cotés "gauche”, "droit"
et "haut" des cellules, voir la figure ci-dessus), entraine

Pour d,e € I quelconques, si d # e alors g NE, = () (17.348)

contréle

Un élément w € T ne peut pas apparaitre dans les inégalités triangulaires de deux points
de controle.

b) Enfin, sid € I= est un point de contrdle de la strate =, alors pour @w € (g

contréle

quelconque, on a @ C J ot C € Z;, avec k < s. Donc :

Side I=

controle

alors w C Up—1...s_1 (UCGJC) , YV € Oy4 (17.349)

Avant de passer aux estimations des fonctions £(w%), L(w$k) et L(w{ k) pour une
cellule C' € Cy, un petit lemme technique :

Lerglme 17.10 (f;ormtﬂe) SOZt Y2 = :227'1 AsTs + a? n = 222:7«1 bsx‘s + E, avec
E;:rl as =1, EZ:TI bs =1 et r1 <1y, alors :

T2

Yy — T, = Z (ZQ bs)(xl - xl—l) +0b (17350)

l=r1+1 s=l
9 -1
T =12 = > O a)(wm—z1)-a (17.351)
l=r1+1 s=r1
2 -1 2
Try =Ty =Y [Z a,+ Y b — 1] (ri—x)+b—a  (17.352)
l=r1+1 Ls=m s=l

Preuve :
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Y — Ty = ibsx8+g_ibsxr1

= Zb —2,,) + b
s=r1
o s
= ) b > (wm—ma)+b
S=r1 l=r1+1
T2 72
= > O b)m—m)+b
l=r1+1 s=Il

792 T2
Tpy — Y2 = E ATy, — E Ty — Q

s=r1 s=r1
ro—1
= g as(Try, — T5) — @
s=r1
ro—1
- E Qg E xl — I— 1
s=r1 l=s+1
ro -1
= > O a)wm—x)-a
l=r1+1 s=r1

T2

M=y = = — Y (m—m) + 2, — 4

l=r1+1
= Z [Zb +Za5—1] xX; — T— 1) 5—_
I=r1+1 Ls=m
0
Lemme 17.11 (Estimations des fonctions auxiliaires £(w%k), L(w(k) et L(w{k))

Soit 1¢ l’ensemble des points de contréle de la cellule C', alors

contréle

Cellule contenant un triangle avec deux coordonnées locales 0 : °°

L@h) < 3 aCL(Pur) + S 1Al@) - RI(17.353)

||B||

delcuntrule EJC\Jentrant
2
delg)ntmﬁle JC\Jentrant
L(w§r) = 0 (doncnfy=0) (17.355)

CLU600<7] d70<7]+det?7 d+n+d+n0d_]‘pourde[controle

56. Cette cellule contient toujours au moins un point de controle
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Cellule avec point intérieur de type 1 —1 °7 \ sans point intérieur de type
1 —1 et avec au moins un point de controle®® : Voir chapitre 16, page 13/
et 16, page 135 :

L) < 3 aCuLPuR) + S I(Q) — #l(17.350)

de[controle ||/8|| JC\Jentmm
de]controle JC\Jentyam
2
Lmfr) < > nluL(Par)+ o S (@) — K[(17.358)
[E
contréle entrant

contréle”

avec 0 < n° d,0<77+d,0<7)0d et n° d+n+d+770d—1p0urdel

Cellule sans point intérieur de type 1 — 1 et sans point de contréle 5
h2
L@m) < qanllfs = sl + 1 = A1) (17.359)
Preuve :
Posons w;" = wu(Q, k), a" = au(Qi k) pour 2' € {0,% 0,1,2,} et

L, (1) = L(Qp, Q" k) = hlug™ —wg" |, Lo(r) = L(QF, Q% o, 5) = hluwg” — wi™ .
(Rappelons que les formules du chapitre 16 restent valables si on y remplace uy(Q,) par
wi(Q", K) et a; par ay(Q;, k) pour k € R quelconque (voir le lemme 17.9).

Cellule contenant un triangle avec deux coordonnées locales 0 : Posons
L,(k) = hlwy™ —wy™ | pour 7 € {1,---,k} et Ly(k) = hluwf® — wil|, alors
avec (16.247) on a :

k k k k
ok ! 7,0 0 !
Wy = w H )\12+w0 OQH)‘1,2+U}XO)‘1,2H)‘1,2+§ ay H)\
Yo, 41 7"*1 o I=r+1 960 =1 x_'l o =1 . l"ZO I=r+1
aryb’l‘ a07b0 a717b71 65
= —1, ry = k. L’¢galité (16.248) signifie ) 2 a, =1
Avec le lemme ci-dessus (a, = by, @ = b) :
kooi-1
K,k Kk Kyl Kyl—1 —
0o, — Wy = ( as)(wp” —wy" ) =@
=0 s=-1
Tk Y2
ko k
K,k Kk Kyl Kyl—1 —
2 ~Wyo = E (E as)(wp” —wy™ ) +@
v =0 s=l
Y1 T—1

57. Cette cellule contient toujours au moins un point de controle

58. Cette cellule contient au moins un point de controle si elle est la réunion de deux triangles ou
plus

59. Cette cellule est faite d’un triangle uniquement
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Multiplication par h et majoration (valeur absolue et inégalité triangulaire) :

o~

-1

M)~

h2
L(wr) < > as)éz(H)er PO ACHE
=0 s=-1 jEJC\Jg]trant
=n<,
k k h2
L) < D w Lt > (@) -k
=0 s=l jeJO\JS
\ , JE entrant
:772’[

et 0 < 7)(1}, 0< 772,1“ et 7)97, —i—?ﬁm =1pourre{0---, k}.

Pour conclure, il suffit de remarquer que le point commun des segments contenant

Qp et Q') ainsi que QY et QY , définit de facon bijective un point de controle de
c

controle”

Cellule sans point intérieur de type 1 — 1 et avec au moins deux triangles :
Posons £,.(k) = hlwi” —wy"™ ' pourr € {1,--- , k} alors avec (16.260) et (16.261)
on a:

wi”w = 1 xwy +a,, etag=ay=--=a,=0
Y1 bo zo 5
k k k k
K,k § : K,T l 2 : K,T l
w2 - wo wr H )\172 + 052 H )\172
va r=0 MR l=r+1 B IZO l=r+1
v Vv
ar a

ri =0, ry = k. L'¢galité (16.262) signifie 3°°_ b, = 1.

s=0"s
Avec le lemme ci-dessus (a5 = bs, @ =b) :

k k
%,0 k0 Kl Kl—1 T
wy — Wy = § ( E bs)(wp wy' ) + b
v o =1 s=I
=0
k -1
K,k Kk, Kl K,l—1 —
0o — W § ( as)(wy wy' ) —
~N —
=0 s=1
Tk Y2
k k -1
K,0 k,k K,l K,l—1 7T =
7wyt = —E 1—2 bs — Y as|(wy' —wy' ) +b—a
v Yo =1 R s=l - s=1 3
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Multiplication par h et majoration (valeur absolue et inégalité triangulaire) :

E(W_FJ) < ; Z_ ) ||hBH Z ‘fh<Qj>_H‘

S e‘]C\ entrant
N——
:779,1
k k
E(w—€5> < Z(ZGL‘F)él(H) HBH Z ‘fh<Qj>_H‘
=1 s=l , JC\ entrant
C
777+’l
k -1 h,2
‘C(WOCKJ) < Z[l_o_zas 'Cl( ) ||BH Z |fh(Qj)_K’|
=1 N s=0 ) JC\ entrant
:77(?:1

et 0<n%,, 0<%, 0<ns, et n, +n, +n5,=1pourre{0--- k}.
Pour conclure, il suffit de remarquer que le point commun des segments contenant
Qp et Q! définit de fagon bijective un point de controle de 1€,

controle *

Cellule avec point intérieur de type 1 —1 : Posons L.(k) = hlwy™ —wd™ ™!
pour r € {—t+1,--- ,k} alors avec (16.275) et (16.277) on a :

k
3’2111 = Z W' H )\12+w0_1)\01HA

Y2 7":0 l=r+1
ar a—1
k
+> 057 H A12+0410HA (17.361)
r=0 l=r+1
k k k
1= Zwr H )‘ll,z + o1 H>‘ll,2 (17.362)
r=0 I=r+1
t t
K, —t TwoTT H ,0 10 —
‘w27 = H )\1 2 + )\ H )\172
y r=1 I=r+1 =1
1 T_, Zo
b_r bo
t t
+> a5 ] A12+a1°HA (17.363)
r=1 I=r+1
H
t
1= Z - H Ars A0, [T A (17.364)
r= l=r+1 =1
rm=—t,ro=k Onposea_o=---=a_,=0etb,=---=0b =0.

Les ¢galités (17.362) et (17.364) signifient que SF__ a,=1et 3.0, b, =
Avec le lemme ci-dessus :
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k k
-t -t -1
wy  —wy = E E bs)( wy' ) +b
l=—t4+1 s=I
Y1 T—t

-1

o=
S
|
N
S
I
]~

w (D a)(wg' —wg'™") —a
= =0 s=—t
k Y2
k
K,0 K,k Iil 1 7 —
wy —wyt = — Z ll—Zb —Zas] —wy  )+b—a
\yf'/ \y:/ I=—t+1 s=—t

Il reste a étudier nf, =1 — SF b =S a,

s=l s=—t

a) SilZ1oul§—1,alors7706:lZo,cara,gz-~-:a,t:()etbk:-~-:bl:O.
b) Sil=0, alors

?706:l = 1—26—2(13 1—b0—CL,1

s=—1

k
= 1_)‘8,11_[)‘;,12_)‘6&1_[)‘11,2
1=0
On a A\ +)\01—let0§)\l172§1,d0nc
770C,l > 1_()‘8,1+)‘0,1):0

Multiplication par h et majoration (valeur absolue et inégalité triangulaire) :

L(=Ch) < Z(stwlmwﬁ > @) -

I=1 s=-1 FETNIG rant
——
:ngl
k k h2
,C(YD_(:/{) < Z(Zas)'cl( ) ||B|| Z |fh(Qj)_l{|
=1 s=I JC\ entrant
=€,
k -1 k 2
L(wir) < Z[l_zbs_zas Ly(k) + ||5|| Z [fn(Q5) =l
=1 R s=0 s=l L FETONITE trant
:”gl

et 0<n,, 0<n%,, 0<us, et %, + 05, +15, =1 pour r € {0--- k}.

Pour conclure, il suffit de remarquer que le point commun des segments contenant ()
et Q" définit de facon bijective un point de controle de 1€

controle *

Cellule T sans point intérieur de type 1 — 1 et sans point de controéle :

Il faut exploiter les formules explicites (17.335) de I'exemple 17.7 :

T T T T T T _
Uy —Uy = Q1 U2‘“1—a2 )‘02041 etuQ UO—QQ )\12041
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={Q2.Qp} . @ ={Q3,Q1} et gy ={Q1,Qp}

Lton) = £ S,QM = hluf —uf ko8- (@ — QD)
1 1
= (fy =B (Q3 — Q) + Ma(fi — £2)B-(QF — Q)

|IBH2

car Ay + Ao =1, donc (0 < A\, <1):

h2
L(w], k) < mﬂsz — &+ = f5 ]

Par un calcul analogue, on obtient :

L(w!, k) < Hfz AL+ 1A= ol et L(zg, k) < “fl Al

- H/D"II 18]

On est maintenant en mesure de majorer les valeurs de controle :

Lemme 17.12 (Majoration des valeurs de contréle) Soit C € C, et d €
¢ = alors

contréle\ contréle’

cell\To h 7T h2
FEEED SHID D e SE VDS {h|5gh|<w>+wf,?
wEGLN(TAT?) ¢ Ilenlizge 0 weOgNYT™
=0 si‘;dgrf
(17.365)

ou sign(w) € {—,+,0} et cell(w) € Cy représentent, respectivement, le signe affecté a

w selon sa position dans la cellule (voir la définition 17.10) et la cellule correspondant

a4 w.

On note Ma =3 1y ol Va furll la somme des gradients de tous les triangles des
d

cellules qui ont le point de controle Py en commun.
Cette réunion de cellules est notée O,.

On note [ogn|(w) = [gn(Qr) — gn(Q:)| 0t @@ = {Qr, Q1}-

Remarque : Sid e = alors les valeurs de tous les points entrants J=! C J~ de

controle? entrant

la premiére strate =; sont connues, car données par g, et on a ®g C Y! .
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Preuve : Avec les lemmes 17.11 et 17.8 (TQ’ est I’ensemble des éléments w qui appar-
tiennent & des cellules sans point de controéle) :

Li < L(Po. f§) < Y L(w,

we®q
< DY L@+ DY, L@+ DY, L@ f)
wEDZN(TAYT?) wEDgNT? wg@meF_
< Z Z L(P., f) iﬁ)e ||5|| Z Z (@) — f1|
wERUN(TNTY) eerfsl(2), @EDIN(TATY) j geeli(eo gecll=)
+ Y L@+ Y, L@ )
wEDINYT? wEOZNYT™
cell(w Cell )
D SHID S RSl R | s
=EQUN(TNTY) ce o=
h2
e >, Yoo @) -1+ Y, L)+ Y, L@ )
@E@IN(TAT?) je jeell(w) jeclle) wEOLNYTT™ wG@me@
0 <) <1 (avee, pour e € IT) ™ 4+ 4t = 1) | done
Ly < 3 S Lenh D) 4 A+ Ay + A+ A,
=EQUn(TNTY) cefoti=)
avec

i = )

A= ) ||BH

we@(ﬂj(’fﬂ\’f@) e cell(w)

controle

h2
A = o > Yoo (@) £

@wEOIN(TNY?) je jeeli(w) joell(=)

Ag - Z Ew,fh

wE@GNT?

A4 = Z L(W,f;?)

we®gNYT™

Notons O, la réunion des cellules qui ont le sommet P; en commun.

Soient @,,Qs € Ucep,C deux points quelconques, alors ), et (), peuvent
étre reliés par un chemin fait de segments [Q;,@;] pour lequel on a linégalité

| f1(Qi) — [u(Q)| < || 7n fuyrll h pour @, Q5 € T Donc

(@) = f@QII < > o gl o (%)

TGUCEOdC
NS

J

=My
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Pour A, : Maintenant le nombre de points de controle d’une cellule est inférieur ou égal
au nombre de triangles qu’elle contient, donc card([ffﬂfﬁl) < K, ot K, est majorée

par une constante qui ne dépend pas de h (voir le lemme 14.3), donc

Al < Kcell

_ () h3
f;ell( )_ f]?| S WKCEH Z Md

wEOIN(TAT?)

h2
ETS

wEOZN(TA\T?)

Un élément w € ®4 ne peut pas appartenir a deux cellules distinctes. card( ®g ) est
donc inférieur o égal au nombre de cellules qui peuvent se rejoindre en P;. Ce nombre
reste fini, car les triangles de ces cellules qui ont P; en commun, ont un angle minimal
6y (voir le lemme 16.1, page 128). Donc card( ©4) < Z—:. Ainsi

h3 2T
A < —K —M
B

Pour A, : Le raisonnement est le méme : card(Je<®)\ J<U(=)) < 2K_, (3 points par
triangle moins le(s) point(s) entrant(s)) et on a

h3 2
Ay < —2K ,,—M
T T

Pour A; : Siw € TP alors la cellule cell(z) = T se réduit a un triangle, et on a avec
(17.359) et (17.360) :

L(w. fy) < maX{E(WIaf;?)aﬁ(waf;?%ﬁ(wg,ff)}
h3 27

Pour A, : Si P, € T, il ne peut avoir qu'un seul élément w € ®4 N Y. Soit w =
{Qr, Q¢} ou Q, et Q; sont les milieux de deux segments S, C I'", S; C I'™ ayant P; en
commun. Alors

olB - (Qr — @) _

=|6g/(=)

Ag < hlg(Qr) — g(Qu)| + | f¥ |fh |

Ainsi

2m
Lg < () 1K) - Ma+ [hé w
d Z Z Niign(w), et ||B||2 ( )00 d Z | g|( ) ||B||

wE@dﬂ(TQ\Tm) €Icell(w)

controle

weONY™

O

Preuve du théoréme technique :

|fh|
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Etape 1 : Estimation sur les points de controdle Soient =, s € {1,--- N}
I’ensemble des strates de C,.

L’objectif est de majorer la quantité Ky, avec

K, = Z Lgpourne{l,--- N}

deur_, I+

controle

Pour n =1, J5!  C J~, car les points entrants de la premiére strate ne dépendent pas

d’une strate inférieure, mais des valeurs du bord entrant données par g;. Donc

I
SEED DI DI 7 Rl

derl=! wEONYT™

controle

Pour cela une inégalité de récurrence sur n va étre établie pour K,,, n € {2,--- | N}

K, = Z Ld:ZLd+ Z Ly

deun_ [Tk del=! deun_ 5k

k=1"controle controle k=2"controle

< K+ Y oo > L@+

deun_ Ik wWEDIN(TAT?) o peell(=)

k=2"controle controle ,
e
h3 s h? c
+ > m?’(l + Kcen)%/\/ld + > |hlogl(w) + mﬁh |
deur_ Ik wEDNYTT ™

k=27 controle

Pour le terme A , considérons les ensembles :

V={(d,w) : deUl_J=* ctweco,N(THNT)}

controle

et
Z = {(cell(w), sign(w)) : w e Y=\ T}

Ces deux ensembles sont en bijection. En effet, le couple (d, w) définit de fagon unique,

une cellule C' € UpZ1Z,\T? et un élément dans {w®, =w¢, @§'}. La somme A peut donc

s’écrire 90 -

A = Z Z Z Le nsci;;n(w),e

—1_ c ___C __C C
CGUZ:I =k controle we{w* W L,Wg } ee]contrf)le

C
et Icontr()le 75@

= > > R

n—1- C Cc C C
Ceukzlzkcomréle ee]contt()le we{wf7w+7w0 }

C
et Icontréle;éw

60. Les inégalités triangulaires de deux points de controle d; et do distincts ne peuvent pas partager
un méme élément @ : Og, N Og, = (0. Voir les figures pages 170, 169 et 169.
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Maintenant, quelque soit le point de controéle e, on a 779,6 + nf’;e + nge =1, donc

A == Z Z Le - ICn,1

C
CeUr_ 1 =K controle ee]contr()le

et I«:ontrole;’é

Ainsi

h3 2w
’Cn S ICn—l + Z —3(1 + Kcell) Md

2 T3 0
deUk:QIcontr()le
D SRR SR 1 ]
deuk llcontrole we@dm’rr7
2
1 < Seig 3 Do [MO01() + 5l A1), done
1 27 )
’CN — (Nh)m3(1 + Kcell)e_ Z h Md
" dEUiV QIcontrole
:gl
U OND DR D .1 C >+W<Nh> S hs
deuk llcontrole we®meF7 \ﬁfé@ﬂ?’ffﬁ B
=92 é;

Pour G, : Dans la somme définie par G, le terme || 75, fur||, pour T' € Tj, ne peut
apparaitre qu’autant de fois qu’il y a de points de controle de I sur les sommets

controle

du polygone définissant la cellule contenant 7. Une cellule quelconque ayant au plus
K. + 2 sommets, on a donc (h? < ¢&|T| et N < +Kz)

Gr < éo(Ker +2) > _ T Vn furll

TeT),

Pour G, :
Gy = |gh|Varh(F*)

Pour G3 : Soit S; C I'", alors co% < |S;| et, avec le choix de f, on a

Gs < oo > |fu(@o)I1Ss] < cool| fully oy

beJ—
Conclusion :
1 o | 9
ICN S —KEG_CO<KC811+2> Z ‘T| Hvhfh‘T||+KE‘gh|VaT‘h(F7)+ K"‘COUHthLl
1811 =4, 2 i

(17.366)
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Etape 2 : Estimation de |3 - 75up | [T

1) Soit C € Cj, une cellule, d € IS . et a,b € JC

controle entrant

avec S, NS, = { Py}, alors

1 1
Ly = h uh(Qb) - thW(B ) Qb) - [uh(Qa) - fI?HBHQ(B ) QG)]
2
> R fun(Qs) — i (Qu)] — ||};H /€] done
Lq+ m\fc\ > hunp(Qp) — un(Qa)l

2) Avec h|un(Qp) — up(Qq)] il est possible de minorer | - \7pup||T| pour T € C.

B Pour cela on utilise la formule suivante :
Soit T € Ty, alors

B7unyr |T) = 03 (uy —ui)+03 (uj —uf)
ou

uo = “h(Qo) (Q1 ), u Uh(QQT)

et

85_052+812a852052+051

La figure ci-dessous représente, pour une cellule C' € Cp,, la situation du triangle T" avec
deux cas possibles :
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a) % est un point intérieur de C' et on a les formules :
uy = u6+1)\6ﬁ1 + ugAg o T utA] 5 + ay avec X"H + A1t A =1
B Inunge [T = 050 — ) + O (g — u) A
= O3[up™IAGE + upAG + Ui o + o — ui] + G (u] — up)
Avec uf — ufy = u} — uf™ 4 uf Tt — uf et )\Stl +Apy + A, =1
B Tnunre T = b50h + (ug™ — up) B (AL + Xo2) — O] + (ug™ — ) 6 — 6570,
Avec [05] < B ||8]], |65 < h||8]| et 5| < ¢ f3 on obtient :
18+ Inunre | T < W[ f5] + 20 [1B]] lug™ — wi| + 2R ]|B]] Jug™ —ugl  (17.367)
b) Q} est un point sortant de C' (alors il n’y pas de triangle 77*1) et on a les formules :
uy = upApg + UTA] 5 + g avec A\g; + A1, =1
De facon identique on obtient :
18- Zuun| 1T7] < B2\ F5] + 20 18 sy — o (17.368)

Pour calculer 3 - 7punr-|T)|.

Le lemme 17.10 s’applique aussi pour les points intérieurs, car on dispose de 1'égalité
(16.251), page 130 pour les cellules avec deux coordonnées locales 0, de I'égalité (16.265),
page 134 pour les cellules sans point intérieur de type 1 — 1 et des I'égalité (16.282) a
(16.287), page 137 pour les cellules avec un point intérieur de type 1 — 1.

Posons &, = hlun(Qf) — un(Qf )| et d, € I€

controle

a l'intersection des segments Sr et Sp7t de C.

I’élément de controle qui correspond

On procéde maintenant exactement comme dans la preuve du lemme 17.11 (estimations
des fonctions auxiliaires £(w%k), L(wk)), pour obtenir :

Points intérieurs :

hlug™ —uil <Y Eat o Z | /n(Q;)] (17.369)

H/D"II

de Ig)ntrole JC\ entrant
Points sortants :
h2
hlug — uf] < Z Ea+ —n 3l Z | (@) (17.370)
de[g)ntrole GJC\ entrant

Ainsi, avec (17.368) et (17.367) on a :

Points intérieurs :

C C
d Icontrole JjeJ \ entrant

< RAfLH208 | D] EatEay | 207 D 1fu(@))

del€ JEJONIE,

controle entrant
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Points sortants :

C (e}
de Icontrole €J \ entrant

< Rfle208l Y. Eat2n? Z |n(Q;)]

der® JEJONIS

controle ntrant

En sommant sur tous les éléments T de la cellule C on a :

S 1B nunt| IT] < @Kean + DB D Eat CQRKean +DB> Y [fa(@))]

TEC de[gntréle ]EJC\Jentrant
(17.371)
On a maintenant de 1) :
& < d+—|fc| donc
1511
Z a = Z La+ Z ||5|||fc
de[controle de]controle de Icct;ntrole
Avec le choix de f¢ et card(IC, ) < card(JC, . ) ona:
Yoo& <) Gt HBH > 1/(Q;)] Donc :
delccg)ntrole de Iccg)ntrole ngtrant
h2
Y18l T < Kean+ DIBI| D La+ 5m > (@)
TeC de[cct;ntrole Engtrant
+ QK+ DR > (@)
.7 € JC\Jentrant
SOUB-hunrl 1T < QKer + DB Y. La+ WK +1) Y | £2(Q;)]
TeC del® jeJc

controle

En sommant sur 'ensemble des cellules on a maintenant ( 7% < 3¢9|Dy]) -

lunlyv,,, = Yo DBl ITI+ Y > 1B Vaunr| T

cecy, TeC Cecy, TeC
C
et Icontr61e7£® et Icontrole 0

(17.334) 3.
ilis @Rt 1) 11+ Sl il | + 1Al

om
Kem=to(Kea +2)* 3 T| || 7n furl1+

0 TET

[unly, , < (2Key +1)

3
1811 B=lgnlvar, o=y + Kzcool| fully oy + S0l full gy | +[1fullzi o)
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O]
Avant de procéder a la preuve du théoréeme 17.5, quelques estimations utiles :
Lemme 17.13 Soit v, € Yy, alors :
a)
1
lonlvar -y < 5 2000 |lonll: -y (17.372)
b)
L.
| Vn enlloi@) < EGCOU enllzr (17.373)
c) Sila condition 6 — S~ est satisfaite pour la famille de maillage (Tp)n, alors
D 2
PR LIV (17.374)
d; o
Preuve :
Pour a) : Soit 1,4z, -+ ,7);-| une numérotation de |J~| telle que Q;,, Qi,, - -, Qiu*\

"longent" le bord entrant I'" (c’est-a-dire S;, N S;, ., # 0), alors

- |-1
\onlvar,m-) = Z [on(Qiryr) — ©n(Qs)]
=1
- |-1 aR

< }ll Z |90h Qlk-H |h+ Z |§0h Qlk

Pour T' € T, quelconque, on a h < cyopr < ¢oo|S| ou S C IT est un c6té quelconque
de T'. Donc

1 |J7]-1 |J7]-1

1
|90h|Varh(F—) < ﬁCOO' Z ‘¢h<Qlk+1>| ‘Sik+1‘ + ﬁCOO' Z ‘¢h<Qlk)‘ |Slk‘
k=1 k=1

|7

1
%2000 Z lon(Qi,)| 15,
=1

IN

Pour b) : Soit T' € T;, quelconque et ST, ST, ST sont les cotés de T (0T = ST USTUST)
de milieu, respectivement, Qf, @7, Q3. Alors avec m = \7pppp on a

| Tn onrlPIT] = / 1 onrlP de
T

= /m'VhSOthfU
T

= / Pnipm - ndo
or
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2
= D onr(@D S]] (m-ngp)
1=0

IA

2
[[m] Z ‘@h\T(QlT)‘ h
=0

En divisant cette inégalité par [|m[| = || 74 @nr|| :

2
1
| 7n SOh\TH 7| < ﬁz ‘@h\T(QlT)‘ h?
=0

Notons DQ;f le volume fini de QF, alors £+ A% <

S5 [T < |Dgrl, donc

1
3
1 2
I onrllIT] = 3¢ > enr(@D)] 1Dgr|
=0
Ainsi
1 = 1
> N enerllIT] < 730 DY lenr@D)] 1Dgr| < E6éO||90h||L}L(Q)
= TET, 1=0

Pour ¢) : Onad; >

et (voir a)) h < ¢oolS;| donc

|Dz‘|S h? S(COU)2
4 SSISES 0

O

Preuve du théoréme 17.5 : Soit u, € Y} la solution du probléme variationnel
approché I (11.199), alors

bn(un,vn) = Y fu(Qr)on(Qr)| Dl

keJ\J—

= Z dy, {& h )] U (Qr)
keJ\J~

= Z di fr(Qr)vn(Qr)
keJ\J

Posons f(Qr) = |§k| W (Qr) pour k € J\J™ et f,(Qx) =0 pour k € J~ , alors
z
b (un,vn) = (fson)u Vor €Y, et [|fullpre-y =0

Avec l'estimation b) ci-dessus, pour ¢, = fh, on a

~ 1 - 1 CoO
170 fulloi@) < 56600 [falloy ) < 56201+ G ) —— ]/l @

Le théoréme technique 17.6 s’applique et on obtient la preuve du théoréme 17.5. U
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17.4 Conclusion :

En combinant (17.330) et (17.307), on obtient le résultat de stabilité suivant :

Théoréme 17.14 (Stabilité) Soit (7,) une famille de maillage quasi-uniforme et ré-
guliere, soit Gy, le graphe associé a Ty. Soit Cp, [’ensemble des cellules obtenues a partir
de Gp,. On suppose que :

a) C, ne contient pas de point intérieur de type 0 — 1 ou 0 — 2 (donc Gy, ne contient
pas de circuit élémentaire).

b) I existe Kz > 0, ne dépendant pas de h, tel que pour le nombre de strates N= on

c) La condition 6 — S~ est satisfaite pour la famille de maillage (Tp)n

Alors pour la solution uy, € Y}, du probléeme variationnel approché I (11.199), il existe
une constante K > 0 et hg > 0 ne dépendant pas de h, ni de ||B||, telle que :

unllvyn@ = lunllzpe) + BB Vnunllove) = lunlloy @) + b > 18- Vnunr! [T
T,

1
< K lgnllz: -y + ol Bl |gnlvar,@-) + (1 + w>||fh||L}L(Q)} Vh €]0; hol
(17.375)
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A Existence, unicité et estimation d’erreur pour le
probléme d’advection-diffusion stationnaire

Les résultats suivants sont bien connus. L’intérét de certains de ces résultats est de
montrer 'efficacité des coordonnées adaptées upwind dans le travail avec by,.

Théoréme A.1 (Existence et unicité du probléme continu) Le probléme (1.6)
est bien défini. 1l existe une solution unique u € V' avec

1
lullav < 11112 (1.376)

Preuve : Soit a(u,v) = v((u,v)) + b(u,v) pour u,v € V, alors la forme bilinéaire est
continue et coercitive

1
jatw, o)l < v+ 18Il uflev lfofha <

v+ 81D ello ol Va0 € V et
1
alo.) = ol + 5 [ 7 ()i

= v|[v||?) car v = 0 sur 9.

Le théoréme de Lax-Milgram s’applique. Il existe une solution unique de (1.6) avec
(1.376) n

L’utilisation des coordonnées locales upwind permet maintenant de faire apparaitre les
similitudes des preuves avec le probléme approché.

Théoréme A.2 (Existence et unicité du probléme approché) Le probléeme ap-
proché (2.98) a exactement une solution u, € Vj, et

1
[lunllvi, < — 11 f1]2 (1.377)

Preuve :
La forme bilin¢aire a(+,-) : Vi x V), = IR définie par (2.99) est continue :
Soit wy, v, € Vi, and T € Ty, alors avec (2.97), on a

|an(w, vn)| < ] (W, vn))n] + [1BI1(V3e. + hoéo) | [unl v |[onl s,
an(wn, o)l < [+ IBIVEE + hoto)] llwnlloy o0]lv, (1.378)
La forme bilinéaire est coercitive :

Soit ¢ = 1, alors avec le lemme 2.17 on obtient aj(wp, wy) > v||w||Zy, .
Le théoréme de Lax-Milgram s’applique et on a I'inégalité de stabilité (1.377). O]

Théoréme A.3 (estimation d’erreur) Soit Q@ C IR®* un domaine polynomial
conveze. Soit uw € V la solution du probléme continu (1.6) et up, € V}, la solution du
probléme approché (2.98). Alors

1 1 .
[l = unllvi, < hs | (20 + Bl enea (L + S{IB]1) + 11B]] (460 + 1) erser | [If]l2 (1.879)
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Preuve :

Comme le domaine est polynomial et convexe, la solution w de —Aw = f , f e L*(Q)
est dans w € H?(Q) N H}(Q) (voir [Gri85]). 1l existe (résultat de régularité elliptique)
cy > 0 telle que

[[w||22 < cal|Aw]|y for w € H*(Q) N Hy () (1.380)

Soit u € V la solution du probléme continu f = L(f=pB-vu) € L*(2). Alors —Aw = f
pour w = u. Ainsi

(1.376) 1 1
]| o) <C2—(Hf||L2 y B ull2) < 02;(1+;H5||)||fHL2(Q) (1.381)

Le lemme 2.3 s’applique et, avec (1.381), on a

1 1
[l = Iyullsv, < enesh—(1+ —|B1)]1S1l2 (1.382)
Soit uy, la solution du probléme approché et vy, w;, € Vj, alors

v((up — wh, vs))n + ba(up — wh, vp)
= v((un, vn))n + b (un, vn) =v((wn, vn))n — ba(wn, vn)

:(J:th)

A

= v((uw,vn)) + (B Vu, vn) —=v((Wh, v))n — br(wh, vp)
= v((u—wp,vp))n+ (8- vu— 8- Vu(lpw), vn)
+(B8 - VnInw), vn) + (Inu, B - 7nvn) + (= Inu, B - 7non) — bu(Inu, vp)
+on(Ipu, vp) — by (wp, vp)
(1.383)

Maintenant

v((u — wh, vp))n < vl[u — whllwv;, [|vnl]v;
G vu-B-Tuhuho) < 18— Tl lonllo,
(8- TalTuw) o) + (hw, B-won) % 311Bl1éo b Tuullov, llenllov,
(=T, 8- ) — T on)| S 18I+ &)l Tutllo ol Lo,
Tty vn) — bu(wn o) S 11BI(VBe+ hofi) | Tute — walluvs llonl v
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En choisissant v, = up, — w;, on obtient

v|fun — wpllZy,

v|up — Inully,

v||u — up||sv,

v||u — up||sv,

IN

IN

IN

IA

IA

IA

v((up — wn, vp))n + bn(up — wp, vp)

[VHU — whllew, + 18Il lw = Inullsv, +3[1B11¢0 h[[Inullv, +

18I1R(L + éo)lHnul |, + [1BII(V3& + hoco) [[Inw — whl|wwi, || 1on][+vs
En divisant par ||vs||.y;,, et en prenant wy, = Ipu on obtient

V[lu = Inullev, + 1151 [lu = Inullwv, +

318l b [ Inullw, + [1BI1A(L + o) [Hnul v,

Avec le lemme 2.3, (1.382) et (1.3) :

v(||u — Inullsy, + ||un — Tnullsy,)

(2w + 118l Dencah (1 -+ ~lIBIDILAL + b 11811 (40 + 1) erser |11l

| @+ 1181enes(t+ L1181 + 11811 (4o + 1) esses | (1711

B Existence et unicité du probléme exact d’advection

Théoréme B.1 (Existence et unicité du probléme d’advection) Soit
0 # Q C IR? un domaine polygonal borné, tel que le bord entrant I'~ soit connexe et

g e W)

A) Si f € WHH(Q) alors il existe exactement une solution v € WH(Q) C Yy de (1.18)

et on a les inégalités

, diam(Q)
lullog < diam@) llgllze—y + HT‘(‘)WHW (2.384)
18- vullpie = [lfllo@ (2.385)
. Cpe
Il < (Crp+ 1) diam(@Q) [|¢|| -y + HFﬁ”BHfHLl(Q)
diam/(S)
Tﬂ)wr-,ﬁ I Y flloe (2.356)
avec Cr- g = max ﬁ (2.387)
ver - ()]
(2.388)
Ainst
] diam(Q)
lully, < diam(@) llgllp-) + (1 ¥ IITI(I)) e (235)
lullwie < Clllgllwrae- + 1 Fllwra) et (2.390)

C est une constante qui dépend de 3,1 et Q. (2.391)
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B) Si f € W2Y(Q) alors il existe exactement une solution u € WHH(Q)NC(Q) de (1.18).
Les inégalités ci-dessus restent valides et on a

diam(Q)
lullimio) < Nl + 5 B‘(‘ L Lo (2.392)

Preuve :

Soit Q = Uger-{x+ At : t € RY. Soit P : Q — T'~ la projection parallélement
a [ sur I'". '™ est connexe et peut donc s’écrire comme la réunion de k segments

Az’Zﬂ
) [ AiAiyall
vecteur orthogonal & n; . Soit w; = {x € Q : P(zx) €]A;, A;11[} 'ensemble des points

de Q projetés sur le segment ouvert |A;, A;11[, alors

a) J @=0 (2.393)

Sur le segment [A;; A;11] on note n; la normale extérieure & I'~ et nZT = un

i€{0,1, k—1}
— Ay

b) P(z) =2 — ("Tﬁ#ﬁ (2.394)

c) P:Q =T est continue et B, est dérivable et DP € C™(w;).
i) VzewVneR? DP(z)yp=1n— Z”g (2.395)

. nl

i) Ve € w; DP(x)B =0et (2.396)
iii) Vo € w; ¥n € R? (DP(z)n) -n; =0 (2.397)
DP(z)n et n! sont donc colinéaires. (2.398)
(2.399)

Le fait que n(z) -8 < 0 pour z € I'" et, bien sur, que I'~ soit une réunion finie de
1N

|B-n()]
g € WHYT™) et T~ est une réunion finie de segments, donc il existe une suite ( l)l>0
de fonctions définies sur I'™ avec limy_, ||g1 — g||lw110-) = 0 et telle que g; € C(I'7) et

Gi i € CF(JAi; Aia]) pour i € {0, - -k}

Le domaine 2 est polygonal et borné, donc il existe une suite ( f;);>0 de fonctions définies
sur Q telles de limy_,o0 || fi — fllwir) =0 et fi € C=(Q).

segments, permet d’assurer 'existence de Cp- 3 = max,er-

La preuve passe par les étapes suivantes :

Etape 1 : Construire explicitement la solution u; du probléme - 7w = f; avec
uyp- = g;. Cette solution est continue sur € et vy, € Coo(w) Une intégration par

parties permet maintenant de vérifier que fQ % ulgpdx = — fQ Uy === 8 Qi - dx pour toutes les
fonctions tests p € D(Q) et j € {1,2}. Donc u; € WHH(Q).

Etape 2 : On établit ici les inégalités du théoréme.

Etape 3 : u;—u,, est solution du probléme 8-7u = fi— fm avec (U —up)r- = gi— G,
on a donc maintenant

||Ul - um”lel(Q) < é((Hgl - gm”lel(F*) + ||fl - fm||wl’1(sz)))
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pour [,m > 0. La suite (u;),>0 est donc une suite de Cauchy, qui converge vers une
fonction v € WH(€). Enfin

18-7u=fllee) < |I5 - (w—w) = (f = fi)llvey +I| 8- vu — filloye) — 0 pour I — oo

<IN u—wllyyr,1 gy HIF~fill 110y =0

Preuve de I’étape 1 :
On note D,,.g;(T) = lim, g w
Alors pour z € w; et 7 € IR? (en utilisant (2.395) et (2.398) )

Dy (gioP)(x) = lim gi(P(x +nr)) — g(P(x))

pour T E]AZ, Ai+1 [

. ni
= Dp.gi(P(x)) (n — g : nﬂ) ny (2.400)
Pour z € @; on pose (méthode des caractéristiques) :

(z—Aj)n;
w(z) = g0 P(x) +/ o fi(P(x) + Br) dr (2.401)
0

On vérifie facilement que u; € C(Q) (continuité de P et g; sur I'7), u; € C®(w;) et
w(x) = g/(x) pour x € I'~.

Maintenant pour z € w; et € R? :

w(z +nr) — w(z)

Dnul<x) = 11_)1’% r
-y —A;)-n; C
= D,,q(P(z)) (?7 - Z—Zﬁ) nj + fi (@ﬁ# + P(SC)) ZZ

(z—A)n;

+/0 B Df(P(x) + B7) (n—ZZZB) dr

Avec (2.394) on a (x_;% + P(z) = x et pour n = [ on obtient immédiatement

B - vu = Dgwy(x) = fi(x).

IDu(@)ll = max D)
O
< IDagi(P@)] 1+ Crmp) + 1Al (@) T
+/0 IDAi(P(x) + B7)|| (1 + Cr- ) dr

Soit ¢ € D(2) et j € {1,2}. Le support de ¢ peut croiser les caractéristiques
{A; + pt : t >0} issues des points A; et décomposer le support de ¢ en des en-
sembles disjoints w; N support(y). En procédant a des intégrations par parties sur
chacun de ces ensembles disjoints et en utilisant la continuité de wu;, on obtient

o, 9;
2 Beedr = — fywg do. Done u € WH(Q),
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Preuve de I’étape 2 : On considére 'application

U, W — w; avee Wy = {(s,t) €IR? © 0 <5< |[A; A1) et 0 <t < ri(s)}

et U; définie par W;(s,t) = A; +nl's+ Bt et ol k;(s) est le temps que met la caracté-

ristique issue de t(s,0) = A; +nls € [A;; Airq] pour "traverser" €2, c’est-a-dire que 5!
ki(s) = inf{t > 0 : (s,t) € Q}. On a la majoration x;(s) < %. U, est un

difféomorphisme de classe C'*™ de W; dans w;.

On a DV,(s,t) = (nT]B3) et son déterminant est det(DV,(s,t)) = det(nl|3) = +n; - 5,
donc |det(D¥,(s,t))| < |8l

Dans les majorations qui suivent on utilisera aussi les relations suivantes :

P(U,(s,t)) = U,(s,0) donc BT 4+ P o W;(s,t) = W;(s, 7)

(‘I’i(&;).—n;‘h) Ut done P(W,(s, kils))) + Brils) = 3om, U = k(s)

Norme L' de u; sur w; :

61. En regardant la figure ci-dessus, on constatera qu’il est parfaitement possible, pour la caractéris-
tique issue de (s, 0), de traverser une partie de I'” et d’y "construire" la solution ;. Ce temps n’est
pas compter ici, car notre objectif est une intégration sur I’ouvert (2.
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AiAip1 Ki(s) -
allpy = / ] (2)dee = / / ] 0 W (s, Dldet(nT|6)] dt ds
wj 0 0

AiAiz1 Ki(s)
< / / g0 PoW(s,1)| |det(n|8)| dt ds
0 0 ~~ 7N ~~ d
=W(s,0) <18l
AiAir1  prils W
] AI(PC¥(s.0) + 57) dr | |det(uf|9)] dt ds
0 0 0 o
AiAit di
< dam() | o w(s,0)] [18]] ds
0 81|
AiAip1 Ki(s) Ki(s) .
+ / / / (s, 7)) dr | |det(nT|8)] dt ds
0 0 0
AA1+1
< diam(€2) / lgio ¥(s,0)| ds
0
di 0 AiAita Ki(s)
| diam(®) [ [ sy ar| laeaf 1) as
18| 0 0
:HfIHZI(W
. diam(©2)
< diam(Q) [|gi]|zrqasac.n + —a— I fil 21w

181
(2.402)

En sommant maintenant sur les w; pour ¢ allant de 0 & k£ — 1 on obtient (2.384)

On procede de méme pour
AiAix1 pri(s) .
IDulliy = [ 1Dul@de = [ [T 0wl 0w et )]t

AiAigs
< o | / Dygio P o Vils.t)| det(nf|9)] dt ds
—\P(SO) <|I5H

AjAip1 Ki(s)
| o w0l det(a ) e ds

crﬁ

T8

(¥4 (St) (¥i(s,t)—Aj)ny

AiAir1 Fons
4G [ / / IDSII(P(s, 1)) + Br) dr | |det(n|5)

:\Ij‘(;ﬂ—)

En procédant aux mémes estimations que pour| |ug]| 1 () On obtient :

< (1 + Cr- ) diam(2) [|Dygillrqasa,,,p + ||5H ||fl||L Hws)
diam
+ (1 + Cr-p) ||5(|| ) 1D fill £t )

En sommant maintenant sur les w; pour 7 allant de 0 & k£ — 1 on obtient (2.386)
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L’étape 3 a déja été démontrée. Il reste a établir (2.392). f est maintenant continue,
donc 'application

(z—A4;)n;

Ben;

u(z) = go P(z)+ f(P(x) + 1) dr

0

'est aussi, et on a %2

(z=A4;)n;

n;

u(@)| < lgoPa)| + /

diam(2)
ooy + 7z 3] I

[fI(P(z) + BT) dr

IN

C Quelques propriétés de d; = HﬁHQ des [ (Qr —
Q;)10
C.1 Interprétation géométrique de dj

Il est possible de donner une interprétation géométrique a dj, et plus particulierement
el (Qr — Qg)]. Pour cela considérons la situation géométrique typique

N o 1
& Ak =

suivante :

62. Les fonctions g de W11 (I'~) sont continues (ou plus exactement la classe d’équivalence corres-
pondant & g posséde un représentant § continu), ce qui justifie ||g||per-). Voir par exemple [Bre83],
page 122.
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Deux mailles (les triangles ABC et ABD ont un coté [AB] en commun. Les points @1,
Q2, Q3, Q4 et Q5 sont les milieux respectivement de [BD], [BC], [BA], [CA] et [AD].
Dans la situation ci-dessus S™(3) = {1,2} (les points @1 et Q)2 sont en amont de ()3),
S7(5) = {1,3} (les points @1 et Q3 sont en amont de Q4) et S™(3) = {3,2} (les points
Q)2 et Q3 sont en amont de ()4). Les points G et H sont respectivement les centres de
gravité de ABC' et ABD.

En terme de schéma de calcul itératif pour la solution uy, cela implique que u,(Q3),
up(Q4) et up(Qs) se calculent & partir de up(Q1) et un(Q2) (et fr) uniquement. Cette
situation est étudiée plus systématiquement ci-aprés sous la notion d’encapsulation de
I'information : Les deux triangles ABC et ABD forment une unité qui sera appelée
cellule, pour laquelle @); et @y sont des points de controle (ou points d’entrées). Le
lemme C.1, page 199, appliqué a notre exemple, affirme que la somme des d; pour tous
les points Qx, qui ne sont pas des points de controle, est égale a la mesure de la cellule :

|ABC| + |ABD| = ds + dy + ds

Dans la figure ci-dessus, les droites (D1Ds), (AsA), (HyHs) et (C4C5) ont la méme
direction que le vecteur 3. Les segments en pointillés sont perpendiculaires a ces droites.

Soit Ak,l = Wef,z [6 ’ (Ql - Qk)]v avec (kv l) € {(1; 5>7 (1; 3>7 (2; 3>7 (3; 5>7 (3;4>7 (2;4)}'

Pour k= letl=3onaly= [y B -mado=|B|GiBi et B-(Qs— Q1) = ||B]|G1Gs,

donc Ay 3 = Weﬁg B-(Qs — Q)] = G1B; x G1G5 = |G, B, B5G3|.

En procédant de facon identique pour les autres valeurs de Ay, on obtient :

ds+di+ds = (A1s+ADg3) 4+ (Aog+ Asyg) + (A5 + Ass)
= (|G1B1B3G3| + |BoHoH3 Bs|) + (|HyCoCyHy| + Ao Hs HyAyl)
+(|D1G1G5Ds| + |G3A3A5G5))
= |D1D5A5 A4CyCo By B |
— |ABC| +|ABD|

C.2 Encapsulation de l'information dans G, et forme linéaire

(.’ ')H

L’objectif est d’établir un lien entre le graphe G, le maillage 7, et la forme linéaire
On = (fy Un)m

Relation entre dj et |C| :

Avant de formuler le lemme général qui relie dy et |C|, deux exemples pour illustrer
I'utilisation des coordonnées locales dans le calcul.

Exemple C.1 (Exemple 1)
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Exemple 1: C=T

La cellule C' n’est constituée que d'un tri-
angle T' (cela peut se produire pour un "coin"
de €2, comme on peut le voir sur la figure 17
en haut a droite). Q, = QT, Q, = QT, Q. =
Qt et J¢ = {a,b,c}. S~(a) = {b,c}, S™(b) =
{c} et S7(c)NJY =0. Donc JC . = {c}, rangir
J¢ .  ={a,b}. Maintenant

sortant
1B D ic e di = dg + dy

T
- ; )
Q,=Q,, point de type 0-?

C
Jentrant

= 00218 (Q2 — Qo)] +01,[8 (@2 — Q)] + 6,8 - (Q1 — Q)]

J/ J/

-~

—d, —dy
= 05018 - Q3] — 05568 - Qo]+ 01,[5 - Q3] — 0158 - QT + 05,6 - Q1] — 05,1 [5 - Q5]
= (652 +07)[B- Q3] — (052 +05.)[5 - Q51 — 075[6- QT + 65,18 - Q1]
9({2 +9f2 = fSa B ngdo, —(«9({2 +<9({1) = fSc B-n.do et

La fonction Q) — (- @ est linéaire, donc

B-Qu) [ B mado = |S.I13-Qul3 - ma = [ [5-QI5 ndo
Sa a
La méme relation existe pour les cotés Sy et S., et on a

1Bl >, di= /acmw-ndo—: /C v-([6-Q1B)dz = |[B|*|C| done  H " di=|C|

i€JONIE, tramt i€ JO\JS,

entrant

Exemple C.2 (Exemple 2)

Exemple 2: c=T uT

La cellule C' est constituée de la réunion
de deux triangles T+ et T—. En procé-
dant comme dans l'exemple 1, on obtient
Qa = Q{Jr’ Qb = g*’ Qc = Q(j]Pv Qd =
0T+ et Q. = QI = QT donc JC =
{a,b,c,d,e} et JC = {c,d}, JC

entrant sortant

{a'7 b}’ Jiﬁérieur = {6}

18117 Z di=do+dy+d. =
i€JO\JG,

ntrant
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= 00110 (QF — Qi ) +00,[5-(QF — QT ) +6,[6-(Qy — Q7 )]+

g a1
+00, 8 (QF — Q0 )]+ 05,5 (Q5 — Q)] +601,18-(Q5 — Q)]
—d.

= (05, —01,)[8- QT+ (=60, —005)(8- Q) 1+ (655 +61,)[8- Q3]
+(001 —012)[8- Q1 1+ (=002 —051)[6- Qo ]+ (012 +62)[8- Q3 |
Maintenant :

67— 65 QT = (0 + 675 ?*]z/w-czw-nada

a

(~63 ~ 65013 QF") = [ 18- QI3 nado
Sa
Q. = QQT+ = Q1T7 donc
(662 +07,)[8- Q5 1+ (65, —67,)[8-QF 1= (6, + 01 + 65, +63,)[5-Q =0

N

-~
- (98,a+95,b+96,c+98,a)

Enfin
(67, + 08003 Q3 ) = [ (- Q)3 mdo
Sh
Conclusion :
1517 di= [ [8-Q|f-ndo = [ 7-([6-Q]B)dz = ||B||*|C| donc d; = |C]
iEJC\;&mm /ac /C iEJC\;S;tmt

Le lemme suivant généralise ce résultat :

Lemme C.1 (Mesure de |C|) Soit C, l’ensemble des cellules définies a partir de Ty,
et C € Cp, une cellule qui ne contient pas de triangle ayant deuz coordonnées locales 0
(voir la remarque 14.1), alors

1
Y d=|C| avec di = e > 1B (Qr— Q)10 (3.403)
keJC\JC JjeS—(k)

entrant

Preuve :

Soit w = {(I,i) € G, : 1 € J% et i € J°} Pensemble des arcs (I,7) du graphe G, qui
sont dans la cellule C'

Soit

wt={(,1) € G, : i€ JNI

entrant

et 1€ STE)U{(GE,1) G, - iecJC

entrant et l e SJ’_(Z)H‘]C}
Il s’agit donc de ’ensemble des arcs (i,1) du graphe G qui
a) partent d’un point de J¢\J¢ et

entrant ?
b) partent d'un point de J¢__  mais qui restent dans C'
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On a w C wt et wh\w est Pensemble des arcs (i,1) du graphe G, avec i € JC qui
quittent C' (1 ¢ JO).

e Pour wh\w :

ol = D> ) 6uB-Ql

(3, Ewt\w zerortantIES+ (i)\JC
= 2 | X bu)BQl
ZEJsortant l€S+(Z)\Jc
S /5 nedo [8- Q] (3.404)
ieJC

sortant

e Pour wt :

Y 0uB-Q] = Z Z 0ulB-Qi+ > > 0ulB-Qi

(i7l)€w+ ZEJC\ entrant l€S+ ZeJentrant l€S+ OJC
(14.221) Z Z 0,18 Z (_/ B ne do‘) (B Q]
ZEJC\ entrant l€S+ ZeJentrant Si
(3.405)
e Pour won a w = @ avec :
w = {(,i)€G : iEJCetZEJC}
o = {(ki)eG, : i€ JNIS,..et ke S (i)} (3.406)

On effectue la preuve par double inclusion :

"C" : Soit (I,7) € w, alors i ne peut pas étre dans JC, | car sinon k € S~ (i) ne peut
pas étre % dans JC. AlIlSl i€ JONJC ...

et S*(i) C JC, ce qui prouve "C".
"D" : Soit (I, z) e {(k,i)e G, : i€ JONJC, ., et ke S (i)}
Sii g J

et il n’y a rien & montrer.
Siie JC,  alorsl € JC car Q; est de type 0—1 ou 0—2 ce qui signifie qu'aucun
point en amont de @); ne peut étre a 'extérieur de C.
Avec "D" et "C" I'égalité (3.406) est démontrée.

entrant

sortant

63. On utilise ici le fait que ¢ est alors de type 0 — 1 ou 0 — 2, ce qui signifie qu’aucun point en amont
de @; ne peut étre a l'intérieur de C.
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2

ieJONIE,

ntrant

1811°d; =

(3.406)

(3.405)

(3.404)

ZEJ \J ntrant keS—
E E ek J : i E E ek K
Ze‘]c\ entrant ]CES Ze‘]c\ entrant kes
avec E 0;“— E O = E szona
keS— keS— (1) keSt(i
2 Z b8 2 Z Ol
Ze‘]c\ entrant kES+ (Z Ze‘]c\ entrant kesS—
E E ‘9@ k E 9k: z
ZEJ \ entrant kES+ (Z k Z GUJ
> 8-l + Y (/B-ncdcr) - 3 ol
(i,l)EwT 1€JE (rant Si (kyii)ew
> /5 nedo [B- Qi+ </5'”cd0) 8- Qi
(S Jsct;rtant (S ngtrant S’L
Z / B-ncdo [B- Q]
1€JS 4 rant YIS,

entrant sortant

La fonction Q) — (- @ est linéaire, donc

D

icJO\JS,

entrant

18117

= > / QB - ne do

1€J,

entrant sortant

= [ - Qencds = [ 7 (5-a18) de =131 (€]

O

Si C' contient un triangle ayant deux coordonnées locales 0, alors il suffit de corriger
la formule du lemme est enlevant la (les) contribution(s) HBHQ@/”[B (Q; — Q)] de(s)
arc(s) enlevé(s). Sur ’ensemble des cellules, cette correction modifie |©2| de O(h) (si on

considére que |J 7| =

O(1/h)).

D Liste des symboles

card([)
U|E
dim (V)
I, |7
B, (z)

Cardinal de [

Restriction de v a ’ensemble E

Dimension de ’espace vectoriel V'

Symbole de Kronecker : d;; =1 si i = j, sinon 0.
mesure du segment I', de I’ensemble mesurable 7.
disque ouvert de centre x et de rayon r.

diam(A) = sup{|z —y||z,y € A} diameétre du plus petit disque contenant A.
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LISTE DES SYMBOLES

Vecteurs et matrices

I
x
T = :
‘/'En
ot = (x1, -, 1)
At

matrice identité
vecteur de R"

transposée du vecteur x
transposée de la matrice A

produit scalaire de x et y
norme euclidienne de z

Opérateurs différentiels

u:Q—=MR" B,U:Q—=R"et QCR" a=(ay, - ,q,) multi-indice o les «;, pour
1 <i < n, sont des positifs entiers.

Oju = ggx dérivée partielle dans la i-iéme coordonnée
Oiju = affa“mj dérivée seconde dans les i-iéme et j-iéme coordonnées
0 =0\ .o dérivées partielles en dimension n
81u
Vu = (Oiu)ic(1, n} = : Opérateur gradient
Opu
v-U=>" 00U Opérateur divergence
Au=73"" Ouu Opérateur laplacien

Espaces utilisés

Soit m > 0 un entier et p un réel avec 1 < p < oo, alors W™P(Q) est 'espace de
Sobolev des fonctions v € LP() telles que les dérivées partielles 0%v (prises au sens des
distributions) appartiennent a LP(£2) avec |a| < m.

Cet espace est muni de la norme :

1/p

sil<p<oo

[y = [ 3O / 0ol da

|laj<m

|V|lm.00.0 = max {ess - sup \8°‘v|} sip=o00
la]<m zeQ

Semi-normes :
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1/p

|U‘m,p,§l = Z / |8av\p dx sil<p<oo
Q

|a)l=m

|U|m, 00,0 = max {ess - sup |8av|} sip =00
laj=m z€Q

Avec les notations :

lvllsr = |[vlls20 chaque fois que Q' est différent de
vls = |vls20
[v]sr = |v]s2.0 chaque fois que Q' est différent de Q

Si p = 2, on utilisera aussi H™ () pour W™2(Q), et Hy'(Q) pour la fermeture de C°(£2)
(fonctions C* a support compact) dans H™(€2).

(w,v) = / uv dr produit scalaire dans H°(Q)(= L*(Q2))
0

(o) = [ u-vods

(w,v)g@) = (u,v)+ ((u,v)) produit scalaire dans H' ()

Soit X un espace de Banach, alors C([0, T, X) est I’espace des fonctions continues bor-

nées t — u(t) = u(t,-) € X muni de la norme ||ul|c(o,17,x) = supiejo 1) ||u(?)||x. L'espace

C™(]0,T], X) est I'espace des fonctions dont les dérivées par rapport au temps jusqu’a

I'ordre n existent et sont dans C([0,77], X).

L*(]0,T], X), L>=(]0,T[,X) sont les fermetures de C(]0,T[, X) par rapport a la to-
S 1/2

pologie définie par les normes ||u||L2(]0,T[7X) = <f0T||u(t)||§( dt) s Nl e qorix)y =

sup essyeo yl[u(?)]]x-

L’espace de Sobolev H'(]0,T[, X) est Pensemble des fonctions u € L*(]0, T[, X) telles

que v’ = % € L?(]0,T[, X). Cet espace est muni de la norme

T
[ ( [ i+ ||u'||§dt)
0

Espaces utilisés dans la résolution des problémes approchés :

1/2

Soit un (7y), une famille de maillage triangulaire, réguliére et quasi-uniforme. On définit

X, ={vn € L*(Q) : vpyr est affine VT € Ty, vy, est continu en Q;,Vj € J}  (4.407)

X}, est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire

(wh, Uh)Xh = (U}h, Uh) + ((U}h, Uh))h ol (wh, Uh) = /Q WhUp, dx (4408)

ot (wnu)i= Y [ vun guds (4.409)

TeTs
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On a ainsi pour la norme et la semi-norme induite par le produit scalaire :

[lonllx, = (o, vn)¥, et Jonlx, = ((on, vn)y”

Vi, = {'Uh € Xy 'Uh(Qi) =0,VieJ— Jo} (4410)
est un sous-espace vectoriel de X pour lequel la semi-norme | - |x, est une norme
équivalente a || - ||x,. On note || - |4y, = |- |x, cette norme induite par ((-,-))n (qui est

maintenant un produit scalaire sur V},).

Espaces Y}, pour le probléme approché d’advection :

YV,={v, : Q=R : vpr est affine VT' € Ty, vy, est continu en Q;,Vj € J} (4.411)

Pour Y}, on considére différentes normes et semi-normes :

wnllrp@) = <Z|wh(Qk)|p|Dk|> pour p € [1;00][ et (4.412)
keJ
lwnllzze@) = max fw,(Qn)l (4.413)
1/p
lwnly,, = (Z ||5'Vhwh||§p(T)> pour p € [1;00[ et (4.414)
TeTh
(whly,,, = ITHEE%IB - 7 hWh] (4.415)
» 1/p
el = (lonlligay + o lunlfy, )" pour p € [1ioof et (4.416)
wnlly,.,, = max{|[wn||@), b |waly.,} (4.417)

ou |Dg| est la mesure du volume barycentrique Dy, associé a Q.

On considére aussi le sous-espace des fonctions de Y}, qui s’annulent pour Q); € I'™ :

V={w, €Y, : wp(Q;)=0,Vje ]} (4.418)
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Table des constantes

‘ Nom ‘ Inégalité ‘ page ‘
Co | Yve Hy(Q), Cqfv?de < [v-vo do 119
Ko | card(C) < Ko YC €Cret h>0 120
K= | Nz < Kzy 125
cn | e = Ingllx, < enh®llollme o) 36
cre | o = Inplliz) < e2h [0l e 36
crs | Hnellx, < cnsllellme) , € H(Q) = |l¢ — Inpl|x, — 0 pour h — 0 | 36
cra | 110 = In@)lpaer) < el TV V2|00l | Loy pour j = 1,2 37
crs | 110500 = Ino)l|pary < bers| 19 522 110,050l | oery pour j =1,2 | 38
G | Nunllza) < eullunllov, (= (un, un))y), un € Vi, b€ (0, ho) 10
G | B2 <G|T| YT €Ty Yh €]0, ho| 29
6| & (20 on@D*h3) 7 < lollzzery < & (52, on(QF)?h3) 39
és | I npnCunllz < & (1 7n wnll lIplloo + llunl 211 7 #l1) 10
o Vh €]0; ho[ VT € Ty, UT:Z—iga 29
a hé < pp =sup{diam(B) : B C D} VD € D), Vh €|0; hy| 97
co Vh, VT € Th, 7= <co 29
c1 Wl < ollae) < allvllw Yo eV 22
¢ R||Blles < éj pour tout point );, j € J de type 0 —1 ou 0 — 2 128
Cinv Vh>0Yu, € Vi ||V unll2 gcinv%||vh||2 68
Cy V|| r2@) < ed|v|lsy Vv eV 22
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condition
d—8*, 52
0 — S*-faible, 52, 76
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formulation variationnelle II du pro-
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Cq, 22 points de sortie, 107
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Kooy, 118 probléme approché d’advection II, 94

o, 96 probléme approché d’advection I, 48

¢, (inégalité de Friedrichs), 40 probléme d’advection, 25

Co , 29 probléme d’advection-diffusion, 23
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I, 24

Chs 127 ;

Gy (Inégalité inverse) , 68 =, 24

ho, 29 rH2e
coordonnées locales, 39 TQ.’ T, TE T }70 . _
coordonnées locales upwind, 42, 97 pomt; de ;:Emtrole Loniroter  Loonirores
Crouzeix-Raviart (éléments de), 30 L nsorer Leontrore » 163

espace

définition H;(Q), 21

0;, 108 HL(Q), 22

probléme advection-diffusion non sta- LP(Q2), 20

tionnaire approché, 47, 82 C([0, 7], X), 202
probléme advection-diffusion station- C™([0,T], X), 202
naire approché, 47 CoY(T), 21

cellule, 107 C™(Q), 21

chaine (ou chemin) dans Gy, 98 H'(Q), 20

circuit élémentaire dans G, 98 H'(]0,T[, X), 202

circuit local dans Gy, 98 H (), 20

coordonnées locales, 39 HYX(T), 21

coordonnées locales upwind, 43 L*(T), 21

fonctions auxiliaires wp(Q;, k) et

L(Qa, @b, k), 165

206

L2(]0,T[, X), 202
L>(]0,T[, X), 202
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V = HLQ), 22 nik Ly, 33
Vi, 31, 203 extérieure n, 24
Xp, 31, 203 extérieure nr+, nr-, nro, 24
Y1, 24 extérieure ng, 22

Y, Y, 31, 203

sous-espace vectoriel Y, C Y7, 25
Euler, 30
exemple

cellule sans point de controle, 164

forme bilinéaire
by o (Yr+Y.,) x Y2 = IR, 36
by : Y, x Y0 — TR, 48
by o (H'(Q) + X3,) x Vi, = R, 35
thVhXVh—)R,35

forme linéaire (-, )1, 95

formule de récurrence, 96

frontiére
frontiére entrante I'™, 24
frontiére longeant I'’, 24
frontiére sortante I'", 24

interpolation
opérateur Iy, 36

norme
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

semi-norme | -

”m,p,g, 201

lp: 20

lev=|" o) , 22
o, x), 202

len(or),x), 202

|z o, x> 202

| z2qo,71,x), 202

[z o,71.x), 202

220, 38

llev,=| - |x, sur V4, 31, 203
Iy, sur Yy, 31, 203

|22 (o) sur Yy, 31, 203

ly,., sur Yy, 31, 203

semi-norme | v |0, 202

semi-norme | - |ygr, (r-), 38
produit scalaire
((+,-)) sur V, 22

(@

))n sur Vj,, 31, 203

lemme (+,-)r dans Pespace fonctionnel F', 20
classification des cellules, 116 (s )i (@), 20
encapsulation, 109 (5 )mer 21
existence de circuit élémentaire dans (- )L2
Gn, 102 () 31 203
de vecteurs de IR?, 20

existence de circuit local dans G, 101
majoration de a; € {af, '}, 96

‘ i structure des cellules, 112
minoration de 6;, 127

. i — symbole
minoration de 6;, 96 S(i), S*(i), 33, 94
nombre maximal de triangles dans une B (x)7 200 T
, cellule, 119 D; (volume fini de Q);), 33
taille des cellules ne contenant aucun I, 29
point intérieur de type 0—1 ou 0—2, IC = 79 (points  de
contréle? controle? controle
116 controle), 163
- 7
maillage J,CJO, Jr,J7, J% 30
contraintes de disposition, 29 J . 107 . .
dual ba,rycentrlque’ 32 Jenttant’ t]-mterleur? Jbortanﬂ 07
quasi-uniforme, 29 Ng, 107
régularité, 29 Nz, 124
mesure Q; (point), 30, 94
Ry, 21

de Lebesgue dx, 22

superficielle do, 22 S(i) (voisinage de @;), 33

S; (segment), 30, 94
Cp, 107

normale
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A, 201

v - U, 201

F (ensemble des arcs orientés), 98
Tr, 33

b 24

I 24

I+ 24

vu gradient de u, 20

Vh (opérateur gradient local), 39
S5 (i), SE(i), 07, 34

T YT rE Y? 170

card(I) , 30, 200

Yo, 21

o, 67 | 126

0;, 108

0, , 126

)\j,ia 95

diam(-) diameétre, 50

dim(V'), 200

[T | Dy, | T | et | S; 1, 33
®q (odot), 170

wl', 128

0; :962k65+(i) Oie = D pes—@) i > 0,

8, 201

@u, 20

@ju, 201

w, 170

dy., 94, 162

hr, pr et h, 29

w200

wi(Qiy k), L(Qa, Qp, k) (fonctions auxi-
liaires) , 165

Oy, 177

théoréme

L} (Q)-stabilité, 142

L2 (Q)-stabilite, 151

L (2)-stabilite, 137

d’injection de Sobolev, 26

de Friedrichs, 40

de trace, 21

estimation d’erreur pour 1’équation
d’advection diffusion non station-
naire, 85

existence et unicité du probléme d’ad-
vection, 105

existence, unicité

et stabilité pour I’équation d’advec-
tion diffusion non stationnaire, 84

inégalité de Poincaré, 22

régularité, 83

stabilité advection-diffusion non sta-
tionnaire, 76

stabilité advection-diffusion station-
naire, 53
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