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Abstrat. Tra� road modelling in the dense network of a wide area needs a large amountof data. It renders a keen modelling unmanageable in pratie. To simplify the problem, anidea is to aggregate the network links as a ontinuous medium where tra� road �ows as a�uid on a surfae. This modelling is alled two-dimensional. Even if the detailed geometristruture of the network is lost, suh a modelling avoids the tra� keen desription on anetwork where measure points are not numerous enough to allow an exhaustive evaluationof tra� state. A series of artiles started in the 80's have highlighted relevant onepts.Nevertheless, these previous works have not solved fundamental modelling issues: how todedue and model global behaviours basing on loal behaviours (�ow on an axe, interationsat intersetions)? In this work, two models are developed. The �rst model is stati. Tra�road �ows on privileged orthogonal diretions. The model takes into aount the balanebetween the network trip supply and the users' elasti trip demand. The prinipal outputsare, for eah point of the network and eah destination, the diretional �ows and the triposts. The seond model is dynamial. The desription of tra� �ows stands at the levelof elementary tra� ells, where onepts of supply and demand are de�ned. With abehaviour law dedued from a disrete network, we establish the onservation dynamiequation of road tra� at eah point of an anisotropi network.Keywords: road tra�, dense urban networks, network supply / users demand, orthotropy/ anisotropy, onvex optimization, partial di�erential equationsRésumé. La modélisation du tra� routier dans un réseau dense et de grande étenduenéessite un grand nombre de données, si bien qu'une modélisation par ars est impossibleen pratique. Pour simpli�er le problème, une idée est d'agréger les tronçons du réseau enun ontinuum sur lequel le tra� routier s'éoule omme un �uide surfaique. Cette mo-délisation est quali�ée de bidimensionnelle. Même si la struture géométrique détaillée duréseau est perdue, une telle modélisation évite la desription très �ne du tra� sur un ré-seau dans lequel les points de mesure ne sont pas en nombre su�sant pour permettre uneévaluation exhaustive de l'état du tra�. Une série de travaux ommenée dans les années1980 a permis de dégager quelques onepts importants. Cependant, es travaux n'ont pasrésolu les problèmes de modélisation fondamentaux : omment déduire et modéliser desomportements globaux à partir de omportements loaux (�ux sur un axe, interationsaux intersetions) ? Dans e travail, deux modèles bidimensionnels de tra� sont dévelop-pés. Le premier modèle est statique. Le tra� s'éoule dans des diretions de propagationprivilégiées et orthogonales. Le modèle prend en ompte l'équilibre entre l'o�re de dépla-ement du réseau et une demande élastique de déplaement des usagers. Les prinipalessorties sont onstituées en haque point et pour haque destination par les débits dire-tionnels et les oûts de déplaement. Le deuxième modèle est dynamique. L'éoulement dutra� est dérit au niveau de ellules élémentaires du réseau dans lesquelles on dé�nit lesnotions d'o�re et de demande. À partir d'une loi omportementale obtenue sur un réseaudisret, on érit l'équation dynamique de onservation du tra� routier en tout point d'unréseau anisotrope.Mots-lés : tra� routier, réseaux urbains denses, o�re du réseau / demande des usagers,orthotropie / anisotropie, optimisation onvexe, équations aux dérivées partielles3
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PréambuleLe développement éonomique moderne est à la fois la ause et la onséquene dela onstrution d'un vaste réseau routier et de la grande quantité de véhiules quiutilisent e réseau. La première ligne d'assemblage pour la prodution de massed'automobiles a été mise en plae aux États-Unis au début des années 1910 : � I willbuild a ar for the great multitude � disait Henry Ford, la Tin Lizzy révolutionnantla notion de déplaement. Cette révolution, sans esse entraînée par les progrèstehniques des véhiules et des infrastrutures routières, en réant une dépendaneà l'automobile, s'est aompagnée d'e�ets indésirables : ongestion, pollution, bruit,aidents, oupure des paysages, altération des éosystèmes. Tous es e�ets ne sontpas apparus et n'ont pas été perçus aux mêmes moments. La modélisation du tra�routier s'est développée aux États-Unis dans les années 1930, l'état ongestionné dutra� néessitant dès ette époque une intervention des pouvoirs publis. Dans lesannées 1950, les méthodes et l'expériene amériaines ont ommené à essaimer enFrane, lorsque des ingénieurs du ministère de l'équipement sont revenus de périodesd'études aux États-Unis.De nombreux modèles de tra� routier ont été formulés à partir de l'observation dutra�, mais aussi d'idées puisées dans les sienes physiques et les mathématiques.La terminologie même de modèle n'est pas préise. Un modèle de tra� est en faitun système de plusieurs sous-modèles dépendants les uns des autres et visant à dé-rire haun un aspet di�érent du tra�. L'objetif d'un modèle est de donner unedesription aussi préise que possible des aspets qu'il prend en ompte. L'éoule-ment est un aspet ommun. L'a�etation du tra�, la demande des usagers, l'o�redu réseau, le bruit, les émissions de polluants sont d'autres aspets que l'on peuttraiter. Un modèle est don indissoiable des motivations et besoins qui ont aboutià son développement, il est adapté à e qu'il herhe à évaluer ou représenter. Lebut prinipal de e travail de thèse est de modéliser le tra� routier dans des réseauxtrès grands et denses, a�n d'obtenir l'a�etation statique ou dynamique du tra�.Quel(s) modèle(s) d'éoulement utiliser ou développer ?On peut distinguer essentiellement trois atégories de modèles d'éoulement : lesmodèles mirosopiques ou disrets ; les modèles marosopiques à une dimension,simplement appelés modèles marosopiques ; les modèles marosopiques à deux13



dimensions que nous appellerons modèles bidimensionnels. Ces trois atégories demodèles orrespondent à di�érents types d'agrégation du tra� et du réseau (�gure0.1).
Obstacle

(a) (b) (c)Figure 0.1 - Niveau de détail des modèles d'éoulement du tra� routier : mirosopique(a), marosopique (b), bidimensionnel (). La démarhe d'agrégation suessive des mo-dèles est la suivante : le modèle marosopique (b) est obtenu en agrégeant les véhiulesindividuels du modèle mirosopique (a) ; le modèle bidimensionnel () est obtenu en agré-geant les voies de irulation du modèle marosopique (b) en un ontinuum.Les modèles mirosopiques représentent le tra� et le réseau le plus �nement pos-sible. Ils dérivent les interations entre les véhiules onsidérés individuellement,les routes du réseau sont modélisées séparément par des ars. L'éoulement est a-ratérisé par des lois de poursuite. Les intersetions sont modélisées par des n÷uds,les on�its y sont parfois modélisés. La demande est supposée onentrée dans deszones appelées entroïdes. Cette approhe est performante pour étudier des réseauxde petite taille. Dans le as des grands réseaux de transport, le nombre élevé d'ars,n÷uds et entroïdes rendrait le reueil des données puis leur traitement informatiquebeauoup trop omplexes et longs. Le niveau de détail de la solution ainsi obtenue,s'il était possible de l'obtenir, serait si élevé qu'il ne permettrait pas une ompréhen-sion qualitative rapide de l'équilibre du tra�. L'obtention des variations des �ux detra� dues à des modi�ations du réseau ou de ses propriétés serait di�ile à partirde es solutions.L'approhe marosopique est la théorie du tra� fondée par Greenshields [Gre35℄,Lighthill et Whitham [LW55℄ et Rihards [Ri56℄ dans le as d'une route. Les véhi-14



ules ne sont plus pris en ompte individuellement. Il s'agit là d'une première agréga-tion. Greenshields utilisa une approhe statistique (ave ependant peu de mesures)et établit une relation a�ne entre vitesse et onentration. Lighthill et Whithammodélisèrent l'éoulement du tra� omme elui d'un �uide dans un tuyau et ob-tinrent une interprétation qualitative de la relation entre le �ux et la onentration.Les propriétés physiques du tra� sont dérites par les variables marosopiques quesont le débit, la onentration et la vitesse, es variables étant reliées entre elles.Cependant, ette approhe onserve la struture géométrique détaillée du réseau dé-rite dans l'approhe mirosopique. Elle demeure don inadaptée au as des grandsréseaux de transport.Pour passer à l'approhe bidimensionnelle, on proède à une agrégation supplémen-taire : elle du réseau lui-même. Le réseau est remplaé par un ontinuum à deux di-mensions d'espae. La struture géométrique détaillée du réseau est don perdue. Lerésultat de ette modélisation sera peu préis mais il doit donner une idée globale desshémas de tra� sur le réseau. Le tra� est modélisé omme un �uide qui s'éoule surune surfae. Les propriétés physiques de l'éoulement ne sont à l'heure atuelle pasaussi bien dérite que dans le as des modèles marosopiques. Le problème de l'af-fetation non plus. Plusieurs auteurs ont étudié les modèles bidimensionnels. Depuisles travaux préurseurs de Bekmann [Be52℄, de nombreux artiles ont été publiés(entre autres [TI82, Vau87, YYI94, Won98, YW00, HWYL05, HWL06, PB10℄ pourle tra� routier, [HB04a, HB04b℄ pour le tra� piétonnier, [Puu09℄ pour l'éonomiespatiale). Là où les préédents modèles demandent une quantité importante de don-nées sur haque élément du réseau (ar, n÷ud, entroïde), un modèle bidimensionnelpeut être aratérisé par un faible nombre de variables. Si on suppose de plus que lesaratéristiques du réseau ne subissent pas de variations brutales entre les di�érentesaires qui le onstituent, les fontions utilisées peuvent être supposées régulières. Onnotera qu'une nouvelle approximation est néessaire : elle de la disrétisation dumodèle ontinu par la méthode des éléments �nis, qui devrait permettre d'observersur un plan les e�ets d'une variation des paramètres du réseau. Cette disrétisationest une soure d'erreurs supplémentaire. Pour ela et aussi à ause de leur oût élevé,les modèles bidimensionnels sont peu utilisés.Les modèles bidimensionnels de tra� ont plusieurs appliations potentielles oner-nant les très grands réseaux de transport :
⋆ la représentation approhée de es réseaux et elle de leur état par des densités etdébits agrégés ;
⋆ la prévision de l'a�etation du tra� et de ses hangements éventuels en réponse àdi�érentes politiques de transport, ou simplement à une évolution de la demande ;
⋆ la gestion et la plani�ation de es réseaux grâe à l'étude du problème de l'o�reagrégée (possibilité de satisfaire la demande) et la desription des aratéristiquesdynamiques de es réseaux ;
⋆ la modélisation des �ux de piétons dans des espaes ontraints.15



Plan de la thèseCette thèse se ompose de six hapitres répartis en trois parties de deux hapitres.
Première partieLe premier hapitre est une introdution aux modèles bidimensionnels. Le butest de préiser le adre de l'étude et de dérire les outils mathématiques existants.L'aent est mis sur la di�ulté de la desription du tra� routier par es outils.Le deuxième hapitre est une revue de la littérature des modèles bidimensionnels.Plusieurs modèles ont été formulés. L'éoulement a lieu essentiellement en milieuisotrope, e qui est peu réaliste dans le as du tra� routier. Il s'agit d'une approxi-mation inspirée de la méanique des �uides. Cela onduit en partiulier à ertaineserreurs quant à la desription de l'éoulement et des oûts de déplaement assoiés.En outre, la question de la apaité des voies, bien qu'étudiée dans [TI82℄, n'a jamaisété reprise par la suite.
Deuxième partieLe troisième hapitre développe un modèle bidimensionnel dans un ontinuumde routes orthogonales. L'a�etation du tra� est statique. Conernant la géométriedu réseau, l'orthotropie remplae l'isotropie. Cela permet de traiter di�éremmentdeux �ux opposés et deux �ux de même sens, e que ne faisaient pas les modèlesbidimensionnels développés dans un réseau isotrope. La physique du tra� est ainsimieux respetée. Les ontraintes de apaité du réseau sont prises en ompte danse adre. Les ralentissements dus aux intersetions sont modélisés en diminuant laapaité des voies. Pour onstruire un modèle bidimensionnel dynamique, on devramodéliser les on�its de façon moins arti�ielle. Du point de vue des mathématiques,ertains résultats d'existene sont prouvés. La di�ulté qui subsiste est elle duproblème de point selle assoié qui demeure un problème mathématique mal posé.Le quatrième hapitre propose une simple illustration du troisième hapitre. L'aireurbaine a la forme de Paris. Le réseau est un ontinuum de routes horizontales etvertiales. La Seine est un obstale naturel à l'éoulement. Le oût informatique élevépour obtenir la solution explique que les modèles bidimensionnels soient peu utilisés.16



Troisième partieLe inquième hapitre ommene par une revue de la littérature des modèlesd'intersetion. Les on�its aux intersetions ne sont pas pris en ompte dans lesmodèles bidimensionnels dérits au deuxième hapitre. On détermine une loi deomportement au entre d'un grand réseau disret. Cette loi nous permettra deonstruire le modèle dynamique ontinu du hapitre qui suit.Le sixième hapitre développe un modèle bidimensionnel dynamique dans unontinuum anisotrope. Nous obtenons la loi de onservation du tra� routier. Leshéma de volumes �nis assoié est expliité au niveau des ellules de tra� qui sontdes petites surfaes (relativement à l'aire d'étude) où le tra� s'éoule. Au niveaude haune de es ellules de tra�, on dé�nit l'o�re et la demande de déplaement.PubliationsRevue à omité de letureSaumtally T., Lebaque J.-P., Haj-Salem H. (soumis). A dynamial two-dimensional tra� model in an anisotropi network. Network and HeterogeneousMedia.Ates de ongrès à omité de séletion ou letureSaumtally T., Lebaque J.-P., Haj-Salem H. (2010). Tra� assignment pro-blem in a dense urban area. Poster. 3d NEARCTIS Workshop, June 13, 2010 - EPFL,Lausanne, Switzerland.Saumtally T., Lebaque J.-P., Haj-Salem H. (2011). A�etation du tra�routier dans une aire urbaine dense. Poster. Groupement d'Intérêt Sienti�que � Mo-délisation urbaine �, 23-24 février 2011 - Éole des Ponts, Paris, Frane.Saumtally T., Lebaque J.-P., Haj-Salem H. (2011). Stati tra� assignmentwith side onstraints in a dense orthotropi network. Proedia - Soial and BehavioralSienes, Volume 20 :465-474, 2011. 14th Meeting of the Euro Working Group onTransportation (EWGT), September 6-9, 2011 - Poznan, Poland.Saumtally T., Lebaque J.-P., Haj-Salem H. (aepté). A Uzawa algorithmfor stati tra� assignment in an orthotropi network. Tra� and Granular Flow(TGF), 28 September - 01 Otober, 2011 - Mosow, Russia.17
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Chapitre 1Introdution
Sommaire1.1 Cadre général des modèles bidimensionnels existants . . 211.2 Deux variables marosopiques . . . . . . . . . . . . . . . 331.3 Quelques enseignements du as unidimensionnel . . . . . 371.4 Optimisation de l'a�etation statique du tra� sur ungraphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401.5 Les oûts de la ongestion du point de vue des éonomistes 481.1 Cadre général des modèles bidimensionnels exis-tants1.1.1 Aire urbaine denseNous avons employé l'expression grand réseau dense dans le Préambule. Voyons pluspréisément e que ela signi�e. La surfae d'étude est une aire urbaine. Il s'agit d'uneaire géographique dont la dé�nition varie selon les pays et les disiplines. Puisque etravail porte sur le réseau de l'aire urbaine et non sur l'aire urbaine elle-même, nousnommerons aire urbaine dense une aire géographique qui ontient un réseau densed'infrastrutures routières. Tentons de donner la dé�nition d'un réseau dense. Unréseau peut être onsidéré omme dense s'il véri�e les trois onditions (peut-être unpeu trop intuitives) suivantes :1. les longueurs des di�érents tronçons sont � petites � en omparaison d'unelongueur aratéristique de la zone observée,21



2. les distanes entre les tronçons � voisins � sont � petites � en omparaisond'une longueur aratéristique de la zone observée,3. le nombre moyen de véhiules pouvant être stokés par tronçon est � faible �.Si un réseau véri�e la dé�nition préédente, on peut onsidérer que haque véhiulepeut iruler sur n'importe quel point de l'aire urbaine : on parle alors de ontinuum.Les grandes villes omme Paris, Tokyo ou Atlanta, doivent pouvoir être onsidéréesomme des aires urbaines denses sur e ritère. Une bonne représentation du milieuurbain, 'est-à-dire pour e qui nous onerne, la prise en ompte de sa géométrieainsi que la apaité des voies, est une ondition néessaire à l'élaboration ultérieured'un modèle de tra�. La façon dont doivent être traités les débits doit être élaboréeà partir de ette représentation.La géométrie des réseaux tient essentiellement aux di�érentes formes des struturesurbaines. Les villes asiatiques et européennes sont de type radio-onentriques. Ellessont aniennes et se sont onstruites par aumulation progressive de la populationautour d'un entre. Les réseaux routiers s'y sont struturés progressivement, en étoiletout d'abord, puis ont été omplétés par des � tangentes �, produisant une strutureen � toile d'araignée �. On peut onsidérer que leur réseau routier est isotrope (lespoints du réseau sont reliés entre eux par des lignes droites). Au ontraire, les grandesmétropoles des États-Unis sont � sorties du sol � au début du XXème sièle suite àune plani�ation urbaine des pouvoirs publis. Elles sont étalées et polyentriques.La struture des réseaux routiers de es villes est un quadrillage du territoire formantune sorte de � damier �[Bre09℄. On doit don plut�t onsidérer un réseau orthotropeou anisotrope, pour les villes amériaines en partiulier, lorsqu'il n'est pas toujourspossible de suivre des lignes droites pour relier les points du réseau.Remarque : nous parlons de densité dans un sens très di�érent de elui (ou eux)utilisé(s) en géographie ou en urbanisme, disiplines pour lesquelles la densité ur-baine est parfois dé�nie omme le nombre d'habitants par unité d'aire. Ave ettedé�nition, les villes amériaines sont peu denses et très étalées, puis viennent lesvilles australiennes, les villes européennes et les villes asiatiques, qui sont très denseset peu étalées. La densité des villes est l'objet de nombreuses reherhes ar elle alongtemps été onsidérée omme une solution à une mobilité durable. Une relationentre la mobilité et la densité a notamment été mise à jour par une élèbre étude deNewman et Kenworthy ([NK89℄). Cette étude lassait les villes selon leur onsomma-tion en énergie par habitant en fontion de la densité. Les villes amériaines étaientles plus onsommatries, puis venaient les villes australiennes, les villes européenneset les villes asiatiques. Il ne s'agit pas ii d'entrer dans la disussion de la pertinenede ette étude ou des onlusions qui ont pu être formulées à partir de elle-i, nousobserverons simplement que les premiers modèles bidimensionnels ont été développéspar des herheurs asiatiques [TI82℄. 22
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Figure 1.1 - Gasoline use per apita versus urban density for the year 1980, [NK89℄.1.1.2 Aspets méaniques1.1.2.1 ContinuumLa méanique des milieux ontinus onsidère que le aratère launaire de la stru-ture de la matière n'est pas déelable à éhelle marosopique [Roy05℄. En physique,les représentations ontinues du temps et de la matière, bien que théoriquementinexates, ont été adoptées depuis longtemps et ont ontribué à une meilleure om-préhension de la nature. Cette idée peut être onservée pour l'étude bidimensionnelledu tra�. Autrement dit, on observe le tra� dans une aire urbaine dense de � suf-�samment haut � pour avoir une représentation de elui-i qui serait omparable àun liquide qui se répandrait sur une surfae. Cette représentation, qui est déjà unmodèle en soi, repose sur les hypothèses simpli�atries de la méanique des milieuxontinus. (Le terme de partiule de la méanique des milieux ontinus sera remplaédans e travail par véhiule ou piéton.)1.1.2.2 Nombre d'AvogadroLa méanique des tra�s routier ou piétonnier di�ère de la méanique des �uidesdans la mesure où les véhiules (les piétons) ne sont pas assez nombreux pour quel'hypothèse du ontinu soit rigoureusement justi�ée. Sous les onditions normales depression et de température, 1mm3 de gaz parfait ontient environ 2, 7 × 1016 molé-ules. Même à ette petite éhelle du mm3, les �utuations loales de la onentrationdues au omportement individuel des moléules sont négligeables. Ce grand nombrede moléules par unité de volume permet d'e�etuer les approximations qui mènentaux équations de Navier-Stokes. Pour l'approximation du ontinu du tra� routier23



(ou piétonnier) en deux dimensions, les éléments importants sont le nombre de vé-hiules (ou piétons) dans le système et le nombre de véhiules (ou piétons) dans unemaille du shéma numérique. Comme nous allons le voir maintenant, es nombressont extrêmement faibles omparés au nombre de moléules de �uide présentes dansdes volumes représentatifs.Examinons le as d'un tronçon de route. Des onditions normales de irulationsont de l'ordre de 30 véhiules par kilomètre de tronçon (régime ritique). Le faitde retirer un seul véhiule modi�e la onentration de l'ordre de 3%, e qui n'estpas négligeable. De plus, si l'approximation géométrique de la voie de irulationà un � tube � peut être onsidérée omme orrete dans le as d'une seule voie deirulation, elle ne l'est plus du tout dans le as d'une autoroute ave un tra� surplusieurs voies.Pour l'étude du tra� routier sur une aire urbaine, dans une maille d'1km2 et enplaçant une voie tous les 50 mètres, et 30 véhiules par voie, on obtient un nombremaximal de 600 véhiules. On ne peut pas onsidérer que l'approximation bidimen-sionnelle soit beauoup plus raisonnable que l'approximation marosopique. Enoutre, l'approximation géométrique assoiée n'est pas bonne : si on inlut ou exlutune rue du bord de l'aire élémentaire de 1km2, les modi�ations de l'o�re et de lademande au bord ne sont pas négligeables.Dans le as des piétons, une éhelle raisonnable est elle d'un hetare (ha). Parexemple, la super�ie de la Halle Tony-Garnier à Lyon est de 1, 7ha, la apaitéde la salle pour les grands onerts est de 17000 personnes (un piéton par m2).L'approximation du ontinu semble onvenable pour e type d'événement dans etype de lieu. Elle est plus disutable lorsque les piétons sont éparpillés dans une airequi leur est réservée, ave une onentration peu élevée.Une première di�érene ave la méanique des �uides est don que les � nombresd'Avogadro des tra�s routier et piétonnier � sont très petits devant le nombre d'Avo-gadro des gaz.1.1.2.3 Autres partiularités de la méanique du tra�Les moléules d'un �uide entrent onstamment en ollision les unes ave les autres.Elles se transmettent alors une énergie qui modi�e leur veteur aélération, déviantleur trajetoire et hangeant la destination qu'elles auraient eue sans ette ollision.Dans les onditions normales de irulation, un véhiule ou un piéton n'entre pasen ollision ave les autres, sa destination est déterminée à l'avane. Dans le as dutra� routier sur une seule voie, seules les réations à l'espae frontal des individuspeuvent expliquer un hangement de vitesse ou de trajetoire [Dag95℄.24



Voii rapidement pourquoi la physique du tra� routier est si di�érente de la méa-nique des �uides :
⋆ En général, un véhiule rapide ne peut pas obliger un véhiule plus lent plaédevant lui à aélérer, soit pare que e dernier ignore e qui se passe derrière lui,soit pare qu'il n'a pas su�samment d'espae devant lui pour aélérer. Le véhiulerapide devra dans e as soit ralentir, soit hanger de trajetoire et ontourner levéhiule lent.
⋆ La renontre de deux �ux de tra� de diretions di�érentes ou même de sensopposés ne hange pas les destinations �nales des véhiules présents dans es �ux,omme 'est le as en méanique des �uides. On peut ependant admettre desperturbations (ralentissements, hangements de trajetoire) lors de la renontredes deux �ux.
⋆ Chaque véhiule possède une énergie qui lui est propre. Il possède la faulté de semouvoir de façon autonome suivant sa propre volonté, vers la destination qu'il ahoisi au départ.Certains des éléments préédents se retrouvent dans la méanique de déplaementdes piétons. Cependant, les déplaements des piétons ne sont pas ontraints ommeeux des véhiules sur l'infrastruture routière : les piétons peuvent brutalementhanger de diretion ou de vitesse, ils réent spontanément des �les de irulation.La méanique du tra� piétonnier est don plus ompliquée à dérire que elle dutra� routier.Le tra� routier n'obéit don pas uniquement à des lois physiques. Nous allons main-tenant expliquer pourquoi la méanique des �uides n'o�re pas un modèle physiqueadapté à la physique du tra� routier.1.1.3 Aspets éonomiquesLe transport est une ativité éonomique ar il satisfait une demande de déplae-ment de personnes ou de marhandises. Nous reviendrons dans la setion 1.5 sur lafaçon dont les éonomistes abordent la ongestion routière. Pour l'instant, nous sou-haitons simplement expliquer pourquoi les omportements éonomiques individuelsdes usagers donnent au tra� routier une physique qui n'est pas elle des �uides.1.1.3.1 Quelques notions générales d'éonomie des transportsL'équilibre des déplaements est le fruit de la renontre de l'o�re de déplaementdu réseau et de la demande de déplaement des usagers. L'Éonomie des transportsprésente plusieurs partiularités qui en fait un hamp d'étude à part entière duhamp de l'Éonomie. 25



⋆ Les infrastrutures de transport onstituent un monopole naturel, pour des raisonsd'espae mais aussi de oûts �xes et d'entretien très élevés.
⋆ Le transport n'est pas une �n en soi. Cela signi�e que la demande de déplaementest dérivée d'un autre besoin (travail, loisirs, et.).
⋆ L'o�re de transport est un servie, elle ne peut don pas être stokée : tout siègeou volume non utilisé au départ est dé�nitivement perdu.
⋆ Une o�re supplémentaire de transport rée de la demande (phénomène d'aspira-tion).
⋆ La demande �utue de façon importante : �utuations horaires (heures de pointeet heures reuses), �utuations saisonnières (périodes de vaanes), �utuationsspatiales (onentration de la demande sur ertaines zones ou n÷uds). Les pisde demande entraînent un déséquilibre du marhé : l'o�re ne peut satisfaire lademande.
⋆ Le seteur est sensible à de nombreux fateurs de qualité qui déterminent le prix,le temps de parours (notion de oût du temps), la disponibilité, l'aessibilité, laséurité, le onfort.
⋆ Le seteur est porteur d'externalités positives : élément lé de l'ativité éono-mique d'un territoire, de la ohésion soiale, de la ohésion et du développementterritorial (désenlavement), de la qualité de vie (aès à la ulture et aux loisirs)et de la liberté personnelle.
⋆ Le seteur est porteur d'externalités négatives : pollution, ongestion, bruit, ai-dents, et.Un équilibre de tra� est don le fruit de nombreuses interations de type éono-mique. Lorsque la demande est supérieure à l'o�re, il est néessaire de ontr�lerl'éoulement du tra� en imposant des mesures visant à optimiser l'usage du réseau.L'étude préalable à la détermination de es mesures onsiste tout d'abord en uneanalyse simultanée de l'o�re et de la demande, ensuite en une desription de l'étatdu tra�, et en�n en une prédition de l'a�etation sur le réseau.Voyons maintenant omment es partiularités éonomiques donnent une physiquepartiulière au tra� routier. Dans la setion 1.1.2, nous avons omparé le tra� rou-tier à un �uide. Cette omparaison ne onerne que l'approximation du ontinu pourles �ots de véhiules : nous pouvons onsidérer les �ots de tra� omme ontinus,mais nous ne pouvons pas onsidérer que le omportement physique de es �ots estle même que elui d'un �uide. Par exemple, l'éoulement d'un �uide s'e�etue d'au-tant plus failement que le nombre de hemins possibles entre la soure et le puitsest élevé. Ce n'est pas le as pour le tra� routier : une diminution de la apaitéd'un réseau peut se traduire par une amélioration du fontionnement e�etif de eréseau. Cette propriété onstitue le paradoxe de Braess.26



1.1.3.2 Le paradoxe de Braess, 1968En déembre 1990, le New York Times publiait un artile [Kol90℄, dont voii deuxextraits :On Earth Day this year, New York City's Transportation Commissioner deided tolose 42d Street, whih as every New Yorker knows is always ongested. � Manypredited it would be doomsday �, said the Commissioner, Luius J. Riio. � Youdidn't need to be a roket sientist or have a sophistiated omputer queuing modelto see that this ould have been a major problem. � But to everyone's surprise, EarthDay generated no histori tra� jam. Tra� �ow atually improved when 42d Streetwas losed.[. . . ℄[. . . ℄ a German paper, published in 1969, [. . . ℄ [reported℄ that the City of Stuttgarthad tried to ease downtown tra� by adding a new street. But ongestion only gotworse, and so, in desperation, the authorities losed the street. Tra� �ow improved.Le paradoxe énoné dans e texte avait été formulé en 1968 par le mathématiienallemand Dietrih Braess [Bra68, BNW05℄. Même s'il n'est pas systématiquementvéri�é, le paradoxe de Braess prouve que l'on ne peut se ontenter uniquementde l'analogie ave la méanique des �uides pour étudier le tra� routier. On peutonsulter une étude expérimentale de e paradoxe dans [RKDG09℄. La lé de laompréhension de e paradoxe réside dans le premier prinipe de Wardrop.1.1.3.3 L'équilibre de Wardrop, 1952Une a�etation de tra� onsiste à répartir une demande de déplaements sur lesitinéraires du réseau. Cette demande est représentée par l'ensemble des �ux d'usagersdésirant se rendre à une destination donnée depuis une origine donnée. Le oûtgénéralisé individuel (simplement noté oût individuel dans la suite) de déplaementd'un itinéraire donné peut être dé�ni par la valeur du temps passé par un usager quiemprunte et itinéraire à laquelle on peut ajouter la dépense en énergie et d'éventuelspéages. D'autres fateurs, omme l'état des routes, peuvent in�uener la pereptiondu oût individuel.Choisissons un ouple (O,D) d'origine/destination du réseau quelonque mais �xé.On onsidère alors l'ensemble des itinéraires possibles reliant le ouple (O,D). Lepremier prinipe de Wardrop ou optimum individuel ou enore équilibre de l'usager[War52℄ est le suivant : Un itinéraire emprunté proure le oût individuel le plusfaible. Autrement dit, l'a�etation des �ux est dite à l'équilibre de Wardrop lors-qu'auun usager ne peut réduire son temps de parours en hangeant d'itinéraire.Voii quelques remarques simples, mais importantes, onernant et équilibre.27



⋆ À l'équilibre de Wardrop, pour un ouple (O,D) donné, les oûts individuelsde tous les itinéraires empruntés sont inférieurs ou égaux à eux des itinérairesnon utilisés.
⋆ À l'équilibre de Wardrop, pour un ouple (O,D) donné, les oûts individuelsde tous les itinéraires empruntés sont égaux (et minimaux).
⋆ L'équilibre de Wardrop n'est pas un point d'utilité maximale (ou optimumsoial), ar a priori, la somme des oûts individuels minimaux est supérieureou égale au minimum du oût total généralisé pour l'ensemble des usagers.
⋆ L'équilibre de Wardrop n'est pas un optimum au sens de Pareto, puisque dansertains as, on peut améliorer la situation de tous les usagers en leur imposantun autre shéma de déplaement ('est le paradoxe de Braess).
⋆ L'équilibre de Wardrop est la version � tra� � de l'équilibre de Nash en théo-rie des jeux (une stratégie est à l'équilibre de Nash lorsque, onnaissant lesstratégies des autres joueurs, plus auun des joueurs n'a intérêt à hanger destratégie). Le premier prinipe de Wardrop est un prinipe de oordination ausein d'un jeu non oopératif.Remarque : le seond prinipe de Wardrop ou prinipe de l'optimum olletif est lesuivant : le oût moyen généralisé est minimal. Ce prinipe n'est pas adapté au tra�routier ar il suppose une oopération entre les usagers, ertains usagers aeptantde supporter un oût de déplaement supérieur à d'autres pour obtenir l'e�aitéoptimale du système. Dans le as où le premier prinipe de Wardrop détermine unea�etation sans ongestion, on peut démontrer que le seond prinipe détermineune a�etation sans ongestion où le oût moyen est égal au oût individuel. Si lepremier prinipe détermine une a�etation ongestionnée, le oût individuel est alorssupérieur au oût moyen.1.1.3.4 Deux exemples simplesNous allons illustrer simplement le premier prinipe de Wardrop ave un exempleque nous ompléterons pour obtenir le paradoxe de Braess.Considérons un ouple origine destination relié par le réseau de la �gure 1.2. Deuxitinéraires sont possibles : le hemin I onstitué des ars a1 puis a2, (on note I =

(a1a2)) ; le hemin J onstitué des ars a3 puis a4, (on note J = (a3a4)). On note fIet fJ les �ux de véhiules sur les hemins I et J respetivement. Si on suppose unedemande totale de 1 véhiule par unité de temps, on a fI + fJ = 1.Le oût de déplaement par usager sur les ars a1 et a4 est dé�ni proportionnel autra� présent sur es ars, tandis que le oût de déplaement par usager sur les ars
a2 et a3 est dé�ni onstant et égal à 1. Le oût de déplaement d'un usager vaut
fI + 1 sur le hemin I et 1 + fJ sur le hemin J . Le premier prinipe de Wardrop28



donne failement fI = 0.5 et fJ = 0.5, pour un oût de 1.5 sur haun des hemins
I et J .

Origine Destination
a

1
(x)

a
3
(1)

a
2
(1)

a
4
(x)Figure 1.2 - Réseau élémentaire. Le hemin I est onstitué des ars a1 puis a2. Le hemin

J est onstitué des ars a3 puis a4. La notation a1(x) signi�e que le oût sur l'ar a1 estégale au �ux x sur et ar, la notation a2(1) signi�e que le oût sur l'ar a2 est onstanteégale à 1 indépendamment du �ux.Nous allons maintenant illustrer le paradoxe de Braess. On omplète le réseau pré-édent ave les ars a5 et a6 omme sur la �gure 1.3. On obtient deux nouveauxitinéraires entre l'origine et la destination : le hemin K onstitué des ars a1, a6puis a4 (on note K = (a1a5a4)) ; le hemin L onstitué des ars a3, a5 puis a2 (onnote L = (a3a6a2)).On dé�nit les oûts individuels sur les nouveaux ars a5 et a6 omme étant onstantset valant 0, 1. On suppose que la demande n'a pas hangé et est toujours égale à 1véhiule par unité de temps. Ave l'a�etation de l'exemple préédent (fI = fJ = 0, 5et fK = fL = 0), haque usager va aluler que le oût individuel du hemin K vaut
1.1 et que elui du hemin L vaut 2.1. Puisque leur oût est atuellement de 1.5,haque usager voudra hanger d'itinéraire pour utiliser le hemin K, jusqu'à obtenirun nouvel équilibre.Déterminons les équilibres possibles. Puisque le oût du hemin I vaut au plus 2, lehemin L, dont le oût est onstant égal à 2.1, ne sera jamais utilisé par les usagers,don fL = 0. Supposons que les hemins I, J et K soient utilisés par les usagers,d'après le premier prinipe de Wardrop, les oûts de es hemins sont égaux. Ave lesrelations (1.1) on obtient un unique équilibre possible fI = 0.1, fJ = 0.1, fK = 0.8.Le oût individuel de déplaement vaut 1.9 sur haun des hemins I, J et K. Ceoût est supérieur à elui de la on�guration de l'exemple préédent, e qui illustrele paradoxe de Braess.oût du hemin I = fI + fK + 1,oût du hemin J = fJ + fK + 1,oût du heminK = fI + fK + 0, 1 + fJ + fK ,

fI + fJ + fK = 1 (puisque fL = 0). (1.1)29
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Figure 1.3 - Réseau de type Braess. Les hemins I et J sont les mêmes que sur la �gure1.2. Le hemin K est onstitué des ars a1, a5 puis a4. Le hemin L est onstitué des ars
a3, a6 puis a2. Le oût sur haun des ars a5 et a6 est onstant égal à 0.1 indépendammentdu �ux.1.1.4 Aspets Mathématiques1.1.4.1 Trajetoires, hemins et distanes dans le réseauL'espae vetoriel R

2 est muni de sa struture eulidienne anonique. La normeinduite par e produit salaire (notée ‖(x, y)‖2 =
√
x2 + y2) permet de mesurerles distanes à vol d'oiseau. On identi�e l'aire urbaine dense de l'étude à un sous-ensemble ouvert et onnexe de R

2, sa fermeture topologique est un ompat à bord(voir �gure 1.4). On notera don indi�éremment A e sous-ensemble ou l'aire urbainequ'il représente. La frontière de l'aire urbaine sera notée ∂ASoient deux points quelonques mais �xés x0 (origine) et x1 (destination) du réseaude l'aire urbaine A. La géométrie du réseau routier de A ne permet pas forémentde suivre une ligne droite entre x0 et x1. Une autre norme que la norme eulidiennedevra être donnée pour mesurer les longueurs des hemins de A. Pour déterminerune distane dans le réseau, nous allons évoquer la notion de trajetoire puis ellede hemin.Une trajetoire est un ar ν paramétré injetif (pas de boule), orienté (on hoisit unsens de parours), ontinu et C1 par moreaux : ν : [t0, t1]→ R
2, telle que ν(t0) = x0et ν(t1) = x1. Le long de la trajetoire ν, le veteur vitesse est ν ′(t).Le hemin de la trajetoire ν est la projetion de ν sur l'aire urbaine A. Un mêmehemin peut être parouru par plusieurs trajetoires ayant des vitesses di�érentes :le hemin de la trajetoire ν est le support physique de elle-i, on le note supp(ν).La longueur du hemin supp(ν) est la quantité L(ν) = ∫ t1

t0
‖ν ′(t)‖dt. Cette quantitéest indépendante de la trajetoire parourue, on la note aussi ∫

ν
dl.Soit C(x0, x1) l'ensemble de tous les hemins du réseau reliant les points x0 et

x1. La distane entre les points x0 et x1 sur le réseau est la quantité d(x0, x1) =
inf{L(ν), supp(ν) ∈ C(x0, x1)}. La distane aratérise la géométrie du réseau.30
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Figure 1.4 - Compat à bord. Sa frontière est une réunion �nie et disjointe de supportsd'ars géométriques orientés, fermés, simples et C1 par moreaux, tels qu'en parourantette frontière dans le sens de l'orientation, on ait A onstamment � à sa gauhe � et leveteur normal unitaire � à sa droite �.1.1.4.2 Quelques exemples de distanes dans le réseauNous onsidérons un véhiule situé en un point P de l'aire urbaine A, éloigné detout obstale physique omme un �euve. Les déplaements de e véhiule ne sontalors ontraints que par la géométrie du réseau.Dans un réseau isotrope, e véhiule peut e�etuer un déplaement dans toutes lesdiretions. L'ensemble des points du réseau situés à une ourte distane (disons 1)de P est l'ensemble des points du disque de entre P et de rayon 1 (�gure 1.5.a). Lanorme aratérisant un réseau isotrope est la norme l2, dont l'aire urbaine étudiéeest déjà munie.Supposons maintenant que les possibilités de déplaement ne soient pas aussi nom-breuses que dans un réseau isotrope. On parle de réseaux anisotropes. Ces réseauxsont évoqués dans [Puu09, TI82℄ mais sont délaissés dans les appliations numé-riques. Nous allons dérire trois réseaux anisotropes. Pour haun de es trois ré-seaux, le hemin rouge et le hemin vert ont la même origine et la même destination.Sur le réseau de la �gure 1.5.b, les seuls déplaements autorisés sont des déplaementsdans deux diretions orthogonales �xées à l'avane. Il s'agit d'un réseau orthotrope.La norme à onsidérer ii est la norme l1, on note ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|. Les heminsrouge et vert ont la même longueur. Il s'agit d'une di�érene essentielle ave leas isotrope pour lequel un unique hemin de longueur minimale existe entre deux31



(a) (b)Figure 1.5 - Boule unité dans un réseau isotrope. La norme est la norme l2 ave
‖(x, y)‖2 =

√
x2 + y2 (a). Boule unité dans un réseau orthotrope, la norme est la norme

l1 ave ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|, plusieurs hemins de longueur minimale peuvent exister entreune origine et une destination données (b).points.On peut aussi imaginer de � tordre � le réseau préédent pour obtenir le réseauanisotrope de la �gure 1.6. Dans e réseau, les seuls déplaements autorisés sont desdéplaements dans deux diretions formant un angle θ �xé dans ]0, π[. Un autre typede réseau anisotrope est elui de la �gure 1.7. Trois diretions de déplaement sontautorisées, haune formant un angle de π
3
rad ave les autres.

y

O x

θ

Figure 1.6 - Boule unité dans un réseau anisotrope suivant deux diretions. La normeà onsidérer est ‖(x, y)‖θ = |x − cos θ
sin θ y| + 1

sin θ |y|. Si θ = π
2 , alors on obtient un réseauorthotrope et la norme l1. 32



Figure 1.7 - Boule unité dans un réseau anisotrope suivant trois diretions. La norme àonsidérer ii est ‖(x, y)‖ = max(|x|+ 1√
3
|y|, 2√

3
|y|).1.2 Deux variables marosopiquesL'approhe ontinue permet de dé�nir des variables agrégées et de déterminer desrelations simples entre elles a�n de dérire l'éoulement. Même s'il s'agit d'une ap-prohe idéalisée de la réalité, un modèle représentant une situation de tra� defaçon grossière peut être su�sant quant à une desription qualitative des onditionsde tra�.

1.2.1 La onentration ou densitéSur un tronçon de route, la onentration des véhiules (en nombre de véhiules parkilomètre) est supposée être une fontion � lisse � de la position. Nous onservonsette approhe dans le as bidimensionnel, où la onentration s'exprime en nombrede véhiules par mètre arré (veh.m−2).Soit (x, y) un élément de A. La onentration ou densité ρ(x, y, t) est dé�nie ins-tantanément omme le nombre de véhiules N(x, y, r, t) (où r > 0) présents dans ledisque D(x, y, r) de rayon r à l'instant t, divisé par πr2 : ρ(x, y, t) = N(x, y, r, t)

πr2
.Ce disque est ensé pouvoir ontenir plusieurs véhiules pour que le modèle ait unsens, le réel r doit don être su�samment grand relativement à la taille des véhi-ules. Le hoix d'un disque est arbitraire : on n'obtiendrait pas exatement la mêmeonentration en tout point si au lieu du disque D(x, y, r), on hoisissait le retangle

[x− a, x+ a]× [y − b, y + b] (où a > 0 et b > 0).33



1.2.2 Le �otDans le as du tra� unidimensionnel, le �ot est un réel positif. En deux dimen-sions, le �ot est un veteur. En un point de l'aire urbaine, le �ot q = (q1, q2) a desomposantes qui peuvent être négatives. En un point P de l'aire urbaine, la donnéed'un �ot équivaut à la donnée d'un éoulement de véhiule à partir du point P . Ona don autant de �ots en un point qu'on a d'éoulements de véhiules en e point.1.2.2.1 Cas d'un seul éoulement en un pointSoient τ > 0 et (x, y) un élément de A. Si l'éoulement en (x, y) est orienté par leveteur unitaire ~e, la norme du �ot (appelée aussi débit ou �ux) de tra� ‖q(x, y, t)‖est dé�nie pontuellement pendant un intervalle de temps τ ontenant t (par exemple
[t− τ

2
, t + τ

2
]) omme le nombre de véhiules N(x, y, t, τ) passant au point (x, y) etpar unité de longueur transverse, divisé par τ : ‖q(x, y, t)‖ = N(x, y, t, τ)

τ
. Le �ot detra� en (x, y) est alors simplement ‖q(x, y, t)‖~e. Dans le as d'un seul veteur �oten un point, le déplaement des véhiules est e�etivement orienté dans le sens dee veteur. Ce n'est pas le as si on a plusieurs éoulements en un point : le veteursomme ne représente alors pas le déplaement des véhiules tel qu'il est sur le réseau.1.2.2.2 Cas de plusieurs éoulements en un pointEn un point (x, y), des véhiules qui se rendent à une même destination peuventtrès bien emprunter des ars di�érents. L'addition des �ots entraîne une perte d'in-formation sur l'éoulement : par exemple, la somme de deux �ots opposés est nulle.En général, tout veteur (non nul) peut s'exprimer omme la somme d'une in�nitéde ombinaisons de deux veteurs non olinéaires deux à deux.On dé�nit un veteur �ot de tra� omme étant un veteur qui représente réellementl'éoulement suivi par les véhiules. On dé�nit maintenant un veteur �ot ommeétant la somme de plusieurs veteurs �ot de tra�. On remarquera don qu'un veteur�ot ne représente pas néessairement l'éoulement réel des véhiules en un point.Dans un as anisotrope (du type de la �gure 1.6) ou orthotrope (�gure 1.5.b) où lesvéhiules ne peuvent se déplaer qu'en suivant des diretions privilégiées, un veteur�ot peut tout de même onserver le sens physique de l'éoulement. Mais pour ela, ilne doit pas être la somme de � trop � de veteurs �ot de tra�, sous peine de perdreles informations du véritable éoulement. On peut supposer que :tout veteur �ot peut s'érire omme la somme de deux veteurs non nuls �ot detra� au plus, es deux veteurs devant être non olinéaires. (H )34



⋆ Si on a deux �ots de tra� s et r qui ne sont pas olinéaires de sens opposésomme sur la �gure 1.8, on ne perd alors pas d'information en additionnant esveteurs puisque l'éoulement ne peut se faire que dans des diretions privilégiées :le veteur q résultant représente bien la même situation de tra�.
⋆ Réiproquement, pour tout veteur q, le ouple de veteurs �ot de tra� dont qest la somme est unique (�gure 1.8).Le défaut prinipal de ette hypothèse est d'exlure le as où on aurait trois oumême quatre �ots de tra� suivant haun un sens de déplaement di�érent, mais serendant à la même destination, e qui reste possible dans un as réel. Toujours surla �gure 1.8, le �ot q pourrait aussi s'érire : q = 2s+2r−s−r, e qui représenteraitune situation de tra� omplètement di�érente de q = s + r.L'hypothèse (H ) rend possible l'établissement de l'équation de onservation du tra�de la setion 1.2.3 qui suit. Il faudra garder à l'esprit que l'hypothèse (H ) est trèsempreinte de méanique des �uides. Cette approhe sera elle du hapitre 3. Dansle hapitre 6, nous proposerons une autre approhe : les veteurs �ot auront quatreoordonnées positives, haune de es oordonnées représentant un �ot de tra� surun des quatre sens possibles de l'éoulement.
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q
r

s f

Figure 1.8 - Sommes de veteurs �ot. Les routes sont symbolisées par les deux traitsnoirs (orthotropie) : sur haun de es traits, il y a deux sens de déplaement. 1/ Onpeut déomposer le veteur q de façon unique omme une somme de deux veteurs �ots :
q = r + s (si on n'impose pas à q d'être égal à la somme de deux veteurs �ot de tra�au plus, on perd l'uniité de la déomposition). 2/ Le veteur f n'a pas d'autre éritureque lui même en tant que veteur �ot de tra�. En fait, on exlut toute ériture du type
f = f + r − r, e qui n'est sûrement pas tout à fait véri�é dans la réalité.35



1.2.3 Une loi de onservation possible pour le tra� bidimen-sionnelOn se plae dans le as où en haque point, il y a un unique veteur �ot. Le débit du�ot q sortant du ontour fermé γ est la quantité ∫
γ
〈q(x, y, t)|~n(x, y)〉dl, où ~n(x, y)désigne le veteur unitaire normal orienté vers l'extérieur de la surfae délimitée par

γ.Nous allons établir l'équation de onservation du tra� en dimension deux. Toutd'abord, onsidérons un sous-ensemble ompat à bordK quelonque mais �xé inlusdans A. On note n(t) le nombre de véhiules présents dans la surfae K à l'instant
t. On a n(t) = ∫∫

K

ρ(x, y, t) dxdy. Entre les instants t1 et t2 (t1 < t2), la variationdu nombre de véhiules dans la surfae K vaut n(t2)−n(t1). Ave des onditions derégularité su�santes de la fontion ρ permettant la dérivation par rapport au tempssous le signe somme (ρ ∈ C1(A× R
+) su�t), on peut érire :

n(t2)− n(t1) =
∫∫∫

[t1,t2]×K

∂tρ(x, y, t) dxdydtD'autre part, la variation du nombre de véhiules dans la surfae K entre les instants
t1 et t2 est aussi égale au nombre de véhiules générés par ette surfae entre es deuxinstants, auquel il faut ajouter le �ux entrant de véhiules à travers la frontière ∂Kde K. Si on note Θ la fontion de génération exprimée en nombre de véhiules parunité de surfae et de temps (Θ > 0 si les véhiules sont émis (�n de stationnement),
Θ < 0 si les véhiules sont absorbés (entrée dans un parking)), on a :

n(t2)− n(t1) =
∫∫∫

[t1,t2]×K

Θ(x, y, t) dxdydt+

∫ t2

t1

∮

∂K

〈q(x, y, t)| − ~n(x, y)〉 dldt.On suppose que le �ot est ontinu C1 par moreaux et on note divq(x, y, t) =
∂xq1(x, y, t) + ∂yq2(x, y, t). En utilisant le théorème de Green-Riemann et les deuxégalités préédentes, on obtient :
∫∫∫

[t1,t2]×K

∂tρ(x, y, t) dxdydt =

∫∫∫

[t1,t2]×K

Θ(x, y, t) dxdydt−
∫∫∫

[t1,t2]×K

divq(x, y, t) dxdydtCette égalité étant valable pour tout sous-ensemble ompat à bord K de A (elleest en partiulier valable pour tout disque inlus dans A) et tout intervalle de temps36



[t1, t2], on en déduit que pour tout élément (x, y) de A et tout temps t > 0 :
∂tρ(x, y, t) + divq(x, y, t) = Θ(x, y, t). (1.2)Cette équation est l'équation dynamique de onservation du tra�. On l'a obtenueen faisant l'hypothèse Dans le as statique (as où l'état du tra� est � onstant �pendant une période de temps assez � grande � en omparaison ave la durée desdéplaements) , il reste divq = Θ. Dans le as onservatif (as des problèmes dereherhe de apaité maximale), on a simplement divq = 0.1.3 Quelques enseignements du as unidimensionnelOn trouvera par exemple dans [Le02℄ un état de l'art omplet sur les modèlesmarosopiques unidimensionnels de tra�. L'éoulement du tra� sur une voie estassimilé à l'éoulement d'un �uide dans un anal. La vitesse est dé�nie diretementà partir de la onentration et du débit : q = ρv. Cette relation dé�nit v ommeune moyenne instantanée et pontuelle des vitesses des véhiules. Une autre rela-tion relie la onentration et le débit, il s'agit de l'équation de onservation (voirsetion 1.2.3) : ∂tρ+ ∂xq = Θ. Les modèles marosopiques de tra� se distinguentpar la manière de ompléter es deux équations. Les modèles marosopiques dupremier ordre supposent que le système est en permanene à l'équilibre. Cela setraduit par une relation d'équilibre qui relie la onentration et le débit, qu'on ap-pelle diagramme fondamental : v(x, t) = Veq(ρ(x, t)). Cette relation s'érit de façonéquivalente q(x, t) = Qeq(ρ(x, t)), ave Qeq(ρ) = ρVeq(ρ).1.3.1 Les oûts de déplaementLe diagramme fondamental fut introduit par Greenshields en 1935 [Gre35℄. Il déritle omportement des onduteurs onfronté en fontion de la onentration de vé-hiules. Tant que la onentration de véhiules n'exède pas la valeur ritique ρcrit,le tra� est �uide et le �ux peut augmenter sans que la vitesse diminue de façonsigni�ative. Le oût ressenti par l'usager est alors quasi onstant. Le oût est pro-portionnel à l'inverse de la vitesse, ou enore ρ

q
. La onstante de proportionnalité estune valeur attribuée au temps : en milieu urbain, une valeur du temps de 15 eurospar heure est donnée dans [BB01℄. Dès que la onentration dépasse la onentrationritique, le tra� entre dans une phase ongestionnée : la vitesse et le débit dimi-nuent, le temps passé sur l'infrastruture augmente, l'usager ressent l'augmentationdu oût lié à e temps perdu (�gure 1.9).Pour un même débit, on a don deux états possibles : un état �uide de oût faibleet un état ongestionné de oût plus élevé. Lorsque la seule variable du modèle37
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ca(Fa) = ta(1 + αa(

Fa

ka
)βa), où ta désigne le temps de parours en unité de temps,et où αa et βa sont des onstantes positives. On trouvera dans [CZG01℄ les valeursempiriques de es onstantes selon le type de voie.Le défaut d'une telle fontion oût est qu'elle rend possible une a�etation qui exèdela apaité des voies. Sur un ar, le débit obtenu n'est pas le débit réel mais lademande de débit sur un ar de apaité théorique in�nie. Le diagramme fondamental38



assoié à une telle fontion oût est elui de la �gure 1.10.b. Pour ette raison, lafontion de oût du Bureau of Publi Roads est valable en phase �uide uniquement.
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1.4 Optimisation de l'a�etation statique du tra�sur un grapheNous allons maintenant voir une méthode d'a�etation et de alul des oûts deongestion assoiés sur un réseau représenté par un graphe.40



1.4.1 NotationsConsidérons un graphe orienté G = (V,A). La lettre V désigne l'ensemble des som-mets du graphe G, la lettre A désigne l'ensemble des ars du graphe. Il peut existerplusieurs ars reliant deux sommets. Un ar est don la donnée d'un ouple de som-mets (e qui oriente le graphe) et d'un entier qui numérote l'ar.Les ouples origine-destination (O,D) possibles sont représentés par les sommets dugraphe reliés par au moins un itinéraire (une suite d'ars, en tenant évidemmentompte de leur orientation). On note l'ensemble des ouples (O,D) du graphe parla lettre W. Pour un ouple w =(O,D) �xé quelonque, on note Pw l'ensemble desitinéraires ayant pour origine destination le ouple (O,D). On note P = ∪w∈WPwl'ensemble de tous les itinéraires du graphe, et N = Card(P) son ardinal. La de-mande de déplaement des véhiules sur l'itinéraire p est un �ux noté fp, on aévidemment fp > 0 pour tout itinéraire p. On note f = (f1, . . . , fN) le N-uplet des�ux de tra� sur haque itinéraire.Le nombre de ouples (O,D) (noté |W|) est inférieur ou égal au nombre total d'itiné-raires du réseau N . Pour toute paire (O,D), la demande Dw de tra� est positive ounulle. La donnée des nombres (Dw)w∈W peut être réérite sous forme matriielle, enindexant (par exemple) les lignes sur les origines et les olonnes sur les destinations.La matrie obtenue est appelée matrie origine-destinationOn note Aw l'ensemble des ars appartenant aux itinéraires de w. On note Fa lademande de �ux sur l'ar a. Si le tra� est �uide sur a, Fa est le débit e�etivementonstaté sur l'ar a. Sinon, Fa est égal à la apaité ka de l'ar a. On note ca(Fa)le oût individuel (en unité de temps) de déplaement sur l'ar a en fontion de
Fa. Remarquons que Fa =

∑
p/a∈p fp. Le oût du tra� Cp(f) pour un usager surl'itinéraire p vaut alors Cp(f) = ∑

a∈A, a∈p
ca(Fa).1.4.2 L'a�etation à l'équilibre de WardropDans ette setion, nous utilisons des résultats de programmation non linéaire. Onpourra onsulter par exemple [All05, Gil10℄.1.4.2.1 Le problème de BekmannSoit un ouple d'origine-destination w ∈ W quelonque mais �xé. Le premier prin-ipe de Wardrop pour la résolution du problème de l'a�etation (voir setion 1.1.3.3)peut s'érire omme ei :

∀w ∈ W, ∀(p, q) ∈ P2
w, fp > 0⇒ Cp(f) 6 Cq(f). (1.3)41



Cependant, obtenir l'a�etation à partir de l'expression (1.3) n'est pas faile. Leproblème a été résolu par Bekmann [BMW56℄ qui a donné une aratérisationvariationnelle de la ondition d'équilibre de Wardrop. Le problème de Bekmanns'érit :
min

(f1,...,fN )

∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(q)dq (1.4)sous ontraintes Fa 6 ka ∀a ∈ A (ontraintes de apaité des voies ou o�re)
Dw =

∑

q∈Pw

fq ∀w ∈ W (demande)
fp > 0 ∀p ∈ P (positivité des �ux)Notons que le problème (1.4) possède au moins une solution (la fontionnelle estonvexe et est dé�nie sur un sous-ensemble onvexe fermé de R

N). La ondition
Fa 6 ka dans les ontraintes du problème (1.4) permet l'exlusion des �ux quiexèdent la apaité. Notons que s'il existe w tel que Dw > 0, alors f = 0 ne peutêtre une solution du problème (1.4). Le modèle de Bekmann suppose que le tempsde déplaement sur haque ar a ∈ A est uniquement fontion du débit sur et ar etest dé�ni par une fontion oût ca qui est positive, ontinue, stritement roissanteet onvexe.Le problème variationnel de Bekmann (1.4) est onstruit sur une énumération des�ux fp sur les hemins. Cette énumération peut devenir très oûteuse dans un grandgraphe. il s'agit d'un élément supplémentaire justi�ant une approhe bidimension-nelle pour les problèmes de tra� routier dans les réseaux denses.Remarque : puisque pour tout ar a la fontion Ia : x 7→ ∫ x

0
ca(q)dq est stritementonvexe, on obtient l'uniité des débits sur les ars mais pas a priori sur les hemins.Sur le réseau de la �gure 1.12 qui ressemble à un réseau de Braess, on peut onstruireassez failement une telle a�etation des �ux (tables 1.1 et 1.2).
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Figure 1.12 - Réseau de Braess modi�é. Le oût de déplaement sur haque ar ai estégal au �ux présent sur et ar : cai(x) = x.42



Ar a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7Débit 4 5 0 3 6 1 2Table 1.1 - Débits sur les ars du réseau. La demande de déplaement vaut 9.Chemin a1a5 a1a4a6 a1a4a7 a2a5 a2a4a6 a2a4a7 a3a6 a3a7Débit du 1er équilibre 3 0 1 3 1 1 0 0Débit du 2ème équilibre 2 0 2 4 1 0 0 0Table 1.2 - Débits possibles sur les hemins du réseau.1.4.2.2 Le lagrangien assoiéOn note λ = (λa)a∈A, µ = (µw)w∈W et ν = (νp)p∈P . Pour tout (f, λ, µ, ν) tel que
∀a λa > 0 et ∀p νp > 0 (il n'existe pas de ontrainte de signe sur les µw), on dé�nitle lagrangien L du problème 1.4 par :

L(f, λ, µ, ν) =
∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(t)dt

+
∑

a∈A
λa(Fa − ka) +

∑

w∈W
µw

(
Dw −

∑

q∈Pw

fq

)
−
∑

p∈P
νpfp. (1.5)Le point (fs, λs, µs, νs) est un point selle de L si :

∀(λ, µ, ν) L(fs, λ, µ, ν) 6 L(fs, λs, µs, νs) 6 L(f, λs, µs, νs) ∀f. (1.6)Puisque la fontion objetif de Bekmann est onvexe et que toutes les ontraintessont a�nes, le théorème de Kuhn et Tuker dit que f∗ est une solution du problèmede Bekmann 1.4 si et seulement s'il existe (λ∗, µ∗, ν∗) tel que (f∗, λ∗, µ∗, ν∗) soit unpoint selle de L.Soit (f, λ, µ, ν) un point selle du lagrangien (1.5). Les oe�ients (λa)a∈A, (µw)w∈Wet (νp)p∈P appelés oe�ients de Kuhn et Tuker ou simplement multipliateurs deLagrange, véri�ent :




Cp(f) +
∑

a∈p λa = µw + νp ∀w ∈ W, ∀p ∈ Pw
λa > 0, λa(Fa − ka) = 0 ∀a ∈ A
νp > 0, νpfp = 0 ∀p ∈ P
µw

(
Dw −

∑
q∈Pw

fq

)
= 0 ∀w ∈ W

(1.7)
43



1.4.3 L'a�etation ave élastiité de la demandeNous avons étudié un modèle ave une demande �xe ou inélastique. On peut aussitenir ompte d'une demande élastique. Pour haque ouple (O,D)= w on a unefontion demande de déplaement Dw qui est une fontion stritement déroissantedu oût : 'est e que signi�e le terme de demande élastique.L'exédent de la demande est la di�érene entre e qu'un onsommateur est prêt àpayer pour un bien et le montant e�etivement payé. Sur la �gure 1.13, l'équilibredu marhé est atteint en (Xeq, peq). Il s'agit des ordonnées du point d'intersetionentre les ourbes d'o�re et de demande inverses. Pour toute quantité du bien X0, lepoint A(X0) désigne l'intersetion de l'axe X = X0 et de la ourbe d'o�re inverse,le point B(X0) désigne l'intersetion de l'axe X = X0 et de la ourbe de demandeinverse. On a A(Xeq) = B(Xeq) = (Xeq, peq). La quantité Xeq est elle qui maximisel'aire du quadrilatère ΣA(X0)B(X0)∆. On peut érire ela :
Xeq = Argmin

X

{∫ X

0

S−1(x)dx−
∫ X

0

D−1(x)dx
}
. (1.8)L'expression (1.8) peut paraître exagérément ompliquée mais elle ontient de pré-ieux renseignements.

⋆ Le terme ∫ X
0
S−1(x)dx est à rapproher du terme∑a∈A

∫ Fa

0
ca(t)dt de la fontionobjetif du problème (1.4) : les fontions oût représentent des fontions d'o�reinverse (fontions stritement roissantes), l'o�re du réseau étant donnée par lesars, les bornes supérieures des intégrales sont les �ux par ars.

⋆ Le terme nouveau ∫ X
0
D−1(x)dx est quant à lui à rapproher du terme∑w∈W

∫∑
q∈Pw

fq
0 D−1

w (t)dt,la demande étant donnée pour haque ouple (O,D)= w, les bornes supérieuresdes intégrales sont les �ux pour haun d'eux.Le problème de minimisation devient :
min
f

{∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(t)dt−
∑

w∈W

∫ ∑
q∈Pw

fq

0

D−1
w (t)dt

} (1.9)sous ontraintes{ fp > 0 ∀p ∈ P
Fa − ka 6 0 ∀a ∈ ANotons que la onvexité de la fontion objetif est assurée ii enore ar −D−1

w estroissante. Le lagrangien assoié est :
L(f, λ, ν) =

∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(t)dt

−
∑

w∈W

∫ ∑
q∈Pw

fq

0

D−1
w (t)dt +

∑

a∈A
λa(Fa − ka)−

∑

p∈P
νpfp (1.10)44
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Figure 1.13 - Loi de l'o�re et de la demande. L'o�re est représentée par la fontiond'o�re inverse S−1, la demande est représentée par la fontion de demande inverse D−1.L'équilibre du marhé est atteint pour une quantité de biens Xeq et un prix unitaire de peq.
Σ est le point d'intersetion de l'axe des ordonnées et de la ourbe d'o�re inverse, ∆ estle point d'intersetion de l'axe des ordonnées et de la ourbe de demande inverse. L'airehahurée du quadrilatère ΣA(X0)B(X0)∆ est maximale lorsque X0 = Xeq.

45



En un point selle (f, λ, ν), on obtient les relations de Kuhn et Tuker suivantes :




Cp(f) +
∑

a∈p λa = D−1
w (
∑

q∈Pw
fq) + νp ∀w ∈ W, ∀p ∈ Pw

λa > 0, λa(Fa − ka) = 0 ∀a ∈ A
νp > 0, νpfp = 0 ∀p ∈ P

(1.11)Dans le as d'une demande inélastique ou élastique, notons que les oe�ients λsont homogènes à des oûts (ii, les oûts sont les temps de parours). Pour tout ar
a, si Fa < ka, alors λa = 0 ; et si Fa = ka, alors λa > 0. Le réel λa représente un oûtsupplémentaire supporté par un usager parourant l'ar a lorsque le débit sur et ar(ou plut�t la demande de débit) vaut la apaité ka. Une estimation du temps totalperdu par l'ensemble des usagers est ∑a∈A kaλa. Nous allons maintenant expliquerpourquoi ette formule donnant le temps perdu est approximative.1.4.4 Une illustration simplePlaçons nous dans le as de deux itinéraires entre un unique ouple (O,D) (�gure1.14). Nous allons voir des di�ultés sur le traitement de e simple exemple.

Origine Destination
a

1 a
2Figure 1.14 - Réseau élémentaire. Le oût sur haque ar ai est égal au �ux présent surl'ar.Supposons qu'à haque instant, la demande totale pour e ouple (O,D) vaille φ.Cette demande se répartit en f1 sur l'itinéraire 1 et f2 sur l'itinéraire 2, on a φ =

f1 + f2. (Remarquons qu'ii, l'ar et l'itinéraire représentent le même objet, si bienque ci(fi) = Ci(f), i ∈ {1, 2}.) Les fontions oût ci sont évidemment roissantes.Puisque c2(f2) = c2(φ − f1), la fontion c2 est déroissante en la variable f1. Legraphique de la �gure 1.15 est une illustration possible de la situation préédente(nous avons hoisi arbitrairement c1(0) < c2(0)). Si les itinéraires n'étaient pasontraints par leur apaité respetive, l'équilibre de Wardrop du tra� serait atteintpour un �ot feq sur l'itinéraire 1 et φ−feq sur l'itinéraire 2. Si maintenant on supposeque l'itinéraire i est ontraint par une apaité ki, alors le débit admissible f1 surl'itinéraire 1 se trouve néessairement dans l'intervalle [φ−k2, k1]. (Remarquons quele fait d'érire ela présuppose que l'on ait k1 + k2 > φ, e qui signi�e que le réseaupeut absorber la demande. Si k1 + k2 < φ, le modèle n'est pas adapté (f infra).)46



Nous supposons don que l'itinéraire 1 atteint sa apaité maximale k1 avant le �otd'équilibre théorique feq et avant que l'itinéraire 2 n'atteigne sa apaité maximale.Le modèle va donner un suroût pour les usagers de l'itinéraire qui arrive à apaité,e suroût étant déterminé grâe à l'équilibre du tra� atteint en V .
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Figure 1.15 - Fontions oût sur un réseau très simple. La longueur UV est le suroûtindividuel dû à la ongestion, et vaut UV = c2(φ − k1) − c1(k1). Cette longueur est leoe�ient de Kuhn et Tuker λ1 assoié à l'ar 1. Le oût de la ongestion est égal à l'aire
k1 × λ1.On onsidère le lagrangien L(f1, f2, λ1, λ2, µ, ν1, ν2) = ∫ f10

c1 +
∫ f2
0
c2 + λ1(f1− k1) +

λ2(f2 − k2) + µ(φ− f1 − f2)− ν1f1 − ν2f2. Pour avoir l'uniité des λi, au moins undes deux itinéraires doit demeurer non saturé, disons f2 < k2. On a don λ2 = 0. Deplus, νi = 0 (ar fi = 0) et C1(f)+λ1 = C2(f). Sur l'itinéraire 1, l'équilibre du tra�est don un débit de k1 pour un oût individuel de C1(f) + λ1. Sur l'itinéraire 2, ledébit est φ− k1 pour un oût individuel de C2(f). Le premier prinipe de Wardropest respeté.Cependant, le oût de la ongestion demeure di�ile à déterminer, faute d'une si-tuation de référene expliite. Une situation de référene pourrait être elle que l'onobtiendrait sans ontrainte de apaité, au point d'équilibre (feq, ceq). Dans e as,le suroût des usagers de l'itinéraire 1 vaudrait (c1(k1)+λ1− ceq)k1 et le suroût desusagers de l'itinéraire 2 vaudrait la même hose. Le problème est qu'on n'a a prioriauune information sur ceq. Une autre situation de référene pourrait être elle del'équilibre en U sur l'itinéraire 1 et en V sur l'itinéraire 2. Dans e as, le suroût47



dû à la ongestion serait simplement k1λ1. C'est e suroût qui est � hoisi �, mêmes'il est très approximatif.En outre, la saturation des deux itinéraires en même temps entraîne la non uniitédes oe�ients de Kuhn et Tuker. Il devient alors impossible, même sur un exempleaussi simple que elui-i, d'obtenir la moindre information sur les oûts de ongestionpar ette méthode.1.5 Les oûts de la ongestion du point de vue deséonomistesMaintenant que nous avons exposé la façon de voir des ingénieurs, voii omment leséonomistes envisagent le problème. On pourra onsulter par exemple [Pru00℄ ou leRapport Boiteux [BB01℄. Cette étude nous permettra de omprendre le phénomènede ongestion plus globalement. L'intérêt ii est de omprendre que les méthodesde aluls de oût de la ongestion, en plus d'être di�iles à mettre en ÷uvre, sontdisutables en l'absene atuelle de onsensus.Commençons par une question simple. Si les automobilistes hoisissent de perdredu temps dans les ongestions plut�t que d'utiliser des solutions alternatives, nejugent-ils pas le oût de la perte de temps liée à la ongestion inférieur au oût dehaune des alternatives (itinéraire ou moyen de transport di�érent) ? Autrementdit, puisque toute alternative néessite un temps de parours plus long ou possèdedes onditions de onfort que l'usager juge inférieures, est-il pertinent de alulerdes oûts de temps perdu à suivre et itinéraire hoisi, même s'il est ongestionné,alors que l'usager le juge �nalement plus avantageux que ses alternatives ? Dans esonditions, la perte de temps liée à la ongestion peut-elle vraiment être onsidéréeomme une externalité ?Quelques éléments de réponse se trouvent dans la dé�nition donnée par la Com-mission européenne dans le Livre Blan [Ce98℄ :� La ongestion survient lorsque letra� dépasse la apaité des infrastrutures et que la irulation baisse. On peut ladé�nir omme une situation où le tra� est plus lent qu'il ne le serait ave des �uxde tra� bas. La dé�nition de es � bas niveaux � ou � niveaux de référene � estomplexe et varie d'un pays à l'autre. [. . . ℄ Les oûts de la ongestion omprennentles oûts direts (liés au temps et au fontionnement) et les oûts indirets (oûtsd'opportunité liés au temps perdu, oûts supportés par les tiers du fait des retards delivraison des marhandises, oûts liés à l'environnement). �La Commission européenne parle d'une situation de référene. C'est à partir deette situation de référene que doivent être alulés les suroûts oasionnés parla ongestion. C'est en e sens que la ongestion peut être onsidérée omme une48



externalité. Une fois ei aepté, il reste à résoudre le problème épineux suivant :Que doit-on hoisir omme situation de référene et omment aluler le suroût parrapport à la situation de référene ? Nous apporterons des éléments de réponse àpartir d'une étude de la struture des oûts d'utilisation des infrastrutures par lesusagers.1.5.1 Quelques onepts élémentairesNous nous appuierons sur le graphique de la �gure 1.16 pour expliquer e qui suit.Un point P sera repéré par ses oordonnées (P1, P2).
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l'infrastruture est disposé à payer pour l'usage de ette dernière vaut D(r). Il estévident que plus e prix unitaire par kilomètre d'infrastruture est élevé, moins il ya d'usagers disposés à le payer, la fontion D est don déroissante.Le oût par kilomètre de l'infrastruture ressenti par un usager est le oût moyen,dé�ni par CM(r) = C(r)
r

. Un usager seul sur la route roule vite et ne perd pasde temps, le oût E2 qu'il supporte est don minimal. Plus il y a d'usagers surl'infrastruture, plus la vitesse de parours diminue, plus les usagers passent detemps sur l'infrastruture, plus le oût ressenti par l'usager est élevé. Autrement dit,la fontion CM est roissante. Pour es raisons, e oût par usager est vu par leséonomistes omme une ourbe d'o�re. Un équilibre va don être atteint au point
V , à l'intersetion des ourbes d'o�re et de demande. Sur le réseau, on aura donla quantité d'usagers Y1, pour un oût unitaire par kilomètre G2. Le véhiule quientrerait sur l'infrastruture alors que la quantité de véhiules déjà présents seraitdéjà égale à Y1, se verrait ontraint de s'aquitter d'un oût supérieur au béné�equ'il tirerait de l'infrastruture, e véhiule renonerait don à entrer.Il existe un autre oût à prendre en ompte qui est le oût marginal par kilomètred'infrastruture, dé�ni par Cm(r) = C ′(r). Comment interpréter e oût ? On peutpar exemple utiliser la relation très simple existant entre le oût moyen et le oûtmarginal : Cm(r) = CM(r) + rC ′

M(r). Cette relation nous dit que le oût marginalest égal au oût individuel auquel on ajoute le oût que le dernier véhiule introduitfait perdre à tous les autres en les ralentissant. Pour ela, le oût marginal parkilomètre d'infrastruture est aussi appelé oût soial par kilomètre d'infrastruture.Ii enore, plus il y a d'usagers sur la route, plus le dernier véhiule introduit faitperdre de temps aux autres, plus le oût marginal est élevé. La fontion Cm est donroissante. L'analyse préédente nous donne que le oût marginal est plus élevé quele oût moyen : Cm > CM . Cela implique en partiulier que le oût individuel n'estpas optimal. L'optimal soial est atteint lorsqu'on a une quantité de véhiules X1sur l'infrastruture, pour un oût soial H2 (point U), mais un oût individuel F2inférieur (point S). Un véhiule entrant sur l'infrastruture alors que la quantité devéhiules déjà présents vaut X1 engendre un oût soial plus grand que le béné�esoial qu'il rée, même si le béné�e individuel qu'il en retire est supérieur à sonoût individuel.1.5.2 Analyse de la situationLa quantité d'utilisation optimale X1 de l'infrastruture est un état où l'usagerest ralenti, dans la mesure où le oût ressenti par l'usager est supérieur au oût dedéplaement sur une infrastruture vide. La notion de quantité optimale d'utilisation
X1 d'une infrastruture est en fait une notion de ongestion optimale. Exepté dansle as d'une demande d'utilisation faible (la ourbe de la demande ouperait les50



ourbes du oût marginal et du oût moyen dans la zone où es ourbes sont presqueonfondues), la quantité d'utilisation e�etive d'une infrastruture Y1 est supérieureà la quantité optimale d'utilisation X1. Autrement dit, la situation normale (parequ'inévitable) d'une infrastruture est d'être ongestionnée. Un objetif politiqueraisonnable ne doit don pas être d'éliminer la ongestion, mais d'atteindre l'état deongestion optimale X1.Mais la omplexité du problème est plus importante enore. Une fois la struturedes oûts onnue, la quantité optimale d'utilisationX1 d'une infrastruture est aussiune fontion de la demande d'utilisation. Cela signi�e que pour une infrastruturedonnée, la quantité optimale d'utilisation n'est pas la même en heure de pointe ouen heure reuse. En partiulier, le niveau de ongestion optimal est plus élevé enheure de pointe qu'en heure reuse.Voii don une di�érene essentielle de point de vue entre l'éonomiste et l'ingénieur :l'éonomiste raisonne sur la quantité d'usagers qui utilisent l'infrastruture, ettequantité est à rapproher de la onentration, alors que l'ingénieur raisonne surles �ux de tra�. L'infrastruture est utilisée de façon optimale pour l'éonomistelorsque l'utilité de la route en fontion de la demande d'utilisation, est maximale.Pour l'ingénieur, l'infrastruture est utilisée de façon optimale lorsque le �ux estmaximal.1.5.3 Trois approhes possibles du problèmeNous donnons maintenant trois approhes di�érentes permettant de répondre auproblème Que doit-on hoisir omme situation de référene et omment alulerle suroût par rapport à la situation de référene ? Nous allons voir que es troisapprohes possibles sont une fois de plus liées à des points de vue di�érents.1.5.3.1 L'approhe naïveUne première situation de référene peut être elle d'une infrastruture vide. L'équi-libre du tra� étant atteint au point V pour une quantité d'usagers Y1, la situationde référene est don représentée par le point K. Le temps de référene est eluide l'usager tout seul sur l'infrastruture, il peut don rouler à vitesse maximale. Ladi�érene entre le temps e�etivement passé sur l'infrastruture et la situation deréférene est appelée temps perdu, e temps perdu étant valorisé grâe à une valeuraordée au temps. Le temps perdu par haun des Y1 usagers par rapport à la situa-tion de référene donnée par une infrastruture vide vaut V2−K2. Le temps total quiest perdu par es usagers est don égal à l'aire du retangle EKV G. Cette approhea été employée pour aluler les oûts de la ongestion en Frane [Qui94℄, et dans lespays de l'Union européenne par la Commission européenne [EC95℄. Dans es deux51



as, le oût de la ongestion a été estimé à 2% du PIB. Cette situation est en fait lasituation sur laquelle travaillent les ingénieurs. Mais d'un point de vue éonomique,elle n'est tout simplement pas souhaitable. Pourquoi ? Pare que les routes ne sontpas faites pour être vides. Pour ette raison, ette situation de référene est parfoisquali�ée de naïve par les éonomistes [Pru00℄.1.5.3.2 L'approhe �saleUne deuxième approhe utilisée est une approhe �sale : en imposant un droit depassage, on va néessairement réduire le nombre d'usagers sur l'infrastruture. Pluse droit de passage sera élevé, plus on réduira le nombre d'usagers. La situation deréférene orrespond au point S, pour une quantité d'usagers égale à la quantitéoptimale X1. Le Xème
1 usager étant disposé à payer U2 pour utiliser l'infrastruture,mais ne payant que S2, on taxe tous les usagers présents sur l'infrastruture à hauteurde U2 − S2. Si un usager vient après le Xème

1 , le oût dont il devra s'aquitterpour l'utilisation de l'infrastruture sera supérieur à l'utilité qu'il en obtiendra, ilrenonera don à entrer sur l'infrastruture. La quantité d'usagers ne dépasseradon pas la quantité optimale X1. Le montant total de la taxe perçue sera égalà l'aire du retangle FSUH . Une telle taxe est appelée taxe pigouvienne, ou taxeinternalisante, ar elle impose aux usagers qui utilisent l'infrastruture de payer leoût qu'ils in�igent aux autres automobilistes. Mais a�rmer qu'on a bien obtenulà le oût de la ongestion est éonomiquement disutable. En e�et, lorsqu'on estdans la situation de ongestion optimale (au point S) on ne peut pas vraiment direque les usagers présents paient le prix de la ongestion puisqu'on ne tient ompteà auun moment de l'état ongestionné. Cette méthode a été utilisée au Royaume-Uni, et l'estimation du montant néessaire des taxes internalisantes pour obtenirune situation optimale était prohe de 2% du PIB [New94℄, omme dans la setion1.5.3.1.1.5.3.3 L'approhe éonomiqueUne troisième approhe possible, dite éonomique, est préonisée par [BB01℄ et[Pru00℄. La situation de référene orrespond au point S, pour une quantité d'usagerségale à la quantité optimale X1. Le oût de la ongestion est dé�ni omme e que lasoiété perd à être dans la situation d'équilibre naturel dans laquelle elle se trouve(au point V ), et à ne pas être à la situation optimale (au point S). Ce oût est ladi�érene entre l'utilité assoiée à la situation optimale (ou exédent du onsomma-teur en e point : aire FSUJ), et l'utilité assoiée à la situation d'équilibre natureldu tra� (ou exédent du onsommateur en e point : aire GV J). Cette di�éreneest égale à l'aire FSTG moins l'aire TV U . En outre, en utilisant les dé�nitions des52



fontions Cm et CM , ainsi que les liens existants entre l'intégration et les aires, onprouve que le oût éonomique de la ongestion est égal à l'aire UVW . Ce oûtest e que la soiété perd à ne pas réduire l'utilisation de la route de la quantitéd'usagers Y1 à la quantité d'usagers X1. Ave ette méthode, les oûts de ongestionont été évalués dans un intervalle ompris entre 0, 10% et 0, 20% du PIB dans lesagglomérations parisienne [Pru99℄, [PS00℄ et londonienne [PB05℄, soit environ undixième de la valeur de la ongestion obtenue par les deux préédentes approhes.

53





Chapitre 2Revue de la littérature sur lesmodèles bidimensionnels de tra�
Sommaire2.1 Modèles d'a�etation statique du tra� routier dansune aire urbaine dense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.1.1 Un modèle d'a�etation multi-destinations . . . . . . . . . 562.1.2 Un modèle d'a�etation tenant ompte de la apaité duréseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.2 Modèles dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 662.2.1 Un modèle d'éoulement de tra� routier ave di�usion . . 662.2.2 Un modèle d'a�etation du tra� piétonnier onstruit surla onentration agrégée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 692.2.3 Un autre modèle de tra� piétonnier onstruit sur la onen-tration agrégée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 752.3 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76Ce hapitre propose une revue de quelques artiles traitant des modèles bidimension-nels de tra�. Il se ompose de deux parties. Nous dérivons tout d'abord les modèlesd'a�etation statique puis les modèles d'a�etation dynamique. Nous onluons parles pistes de reherhe que es modèles nous inspirent.La demande de déplaement est représentée par un ensemble de �ux d'usagers dé-sirant se rendre d'une origine à une destination. Un modèle d'a�etation du tra�répartit ette demande sur le réseau, entre les di�érents itinéraires possibles. Pouralléger les notations, on remplae (x, y) par x, l'expression point de oordonnées
(x, y) est remplaée par point x. La mesure de Lebesgue du plan dxdy sera notée
dx. 55



2.1 Modèles d'a�etation statique du tra� routierdans une aire urbaine denseDans ette setion, nous étudions deux modèles d'a�etation statique. Les modèlesd'a�etation du tra� déterminent les hoix d'itinéraires des usagers entre une origineet une destination déterminées. Nous ommenerons par le modèle le plus réent.Ce hoix anti-hronologique est justi�é par le fait que le premier modèle ontenaitdes idées plus rihes, malheureusement laissées de �té par la suite. Le problème dutransport est approhé par une modélisation ontinue du réseau, 'est à dire dansune aire urbaine (notée A) vue omme un ontinuum (voir setion 1.1).2.1.1 Un modèle d'a�etation multi-destinationsL'artile préurseur ([YYI94℄) du premier modèle que nous allons étudier traitait leas d'une seule destination au entre de l'aire urbaine, les usagers étant uniformé-ment répartis au départ sur l'aire urbaine. Les artiles postérieurs ([Won98, YW00,HWYL05, HWL06℄) traitèrent le as de plusieurs destinations possibles et d'unedemande élastique (plus le oût de déplaement vers une destination est élevé, plusla demande de déplaement vers ette destination diminue).L'aire urbaine est supposée être un milieu isotrope. Cette supposition semble raison-nable ompte tenu de la géométrie des réseaux de ertaines grandes villes (notam-ment asiatiques), dans lesquelles auune diretion ne semble privilégiée. Cependant,nous verrons que ette supposition entraîne une mauvaise desription de la physiquedu tra�.2.1.1.1 Approhe du modèleLes destinations possibles sont en nombre �ni M . On les note (Dm)m=1,...,M . Ellesont toutes la même ativité (par exemple : des entres ommeriaux, des entréesde périphérique pour le déplaements travail-domiile, et.), si bien qu'elles sont enonurrene pour attirer les usagers. L'aire de haune d'elles est supposée très petitepar rapport à la taille de l'aire urbaine : une destination est simplement représentéepar un point. Une ommodité est dé�nie omme étant l'ensemble des �ux de tra�depuis toute l'aire urbaine vers une destination déterminée. Il y a don autant deommodités que de destinations. Dans e modèle, les usagers sont uniformémentrépartis sur l'aire urbaine et herhent à rejoindre leur destination. Dire que lesusagers sont uniformément répartis ne nous semble pas orret. Ils sont répartis surl'aire urbaine, les fontions de demande vont engendrer leur déplaement.56



Fixons une destination Dm quelonque. La fontion de génération Θm assoiée àette destination est dé�nie sur toute l'aire urbaine. Sur l'aire urbaine privée de ladestinationDm, les véhiules voulant se rendre enDm sont générés (ils sortent de leuremplaement de parking), la fontion génération est don positive ou nulle presquepartout. La quantité Θm(x)dx représente le nombre de véhiules qui demandent àquitter la surfae élémentaire dx autour du point x ∈ A, pour se rendre en Dm.Remarque : le modèle peut être pensé de façon symétrique, en supposant que lesusagers quittent un nombre �ni d'origines pour se répartir sur l'aire urbaine, ommedans les artiles [Won98, HWL06℄.2.1.1.2 Les oûts de déplaement et le traitement des débitsLe �ot de tra� au point x désirant se rendre à la destination Dm est représentépar le veteur qm(x) de R2. Pour haque destination Dm, l'équation de onservations'érit : divqm = Θm (voir setion 1.2.3).Le oût de déplaement est dé�ni loalement, en fontion des débits. En tout pointde oordonnées x, on alule le oût de déplaement par unité de longueur pour leM-uplet q(x) = (q1(x), q2(x), . . . , qM(x)), où qm(x) est le veteur �ot des véhiulessouhaitant se rendre en Dm. Le oût est noté c(x, q(x)). La fontion q 7→ c(x, q) estradiale (elle n'est fontion que de la norme du �ot de tra� q : ‖q‖ =∑M
m=1 ‖qm‖2)et est une fontion onvexe stritement roissante de la norme du �ot de tra� q.L'expression de la fontion oût est la suivante :

c(x, q(x)) = α(x) + β(x)‖q(x)‖γ(x). (2.1)On retrouve ii la forme des oûts du Bureau of Publi Roads dérits à la setion1.3.2. La �gure 2.1 illustre le type de fontion oût telle que hoisie par les auteursdu modèle dans leurs exemples.Préisons les quantités intervenant dans l'expression (2.1) selon leurs auteurs.
⋆ Les fontions α, β et γ sont dé�nies loalement, e qui traduit la possibilité quela densité et la apaité du réseau routier peuvent varier en tout point.
⋆ La fontion α est stritement positive, elle représente le oût loal par unité delongueur dans une situation non ongestionnée.
⋆ Les fontions β et γ sont des oe�ients de dépendane du oût au �ux de tra�.Le seond terme de l'expression du oût (β‖q‖γ) représente le oût de tempssupplémentaire subi par l'usager dû à la présene d'autres véhiules. La fontion
β est stritement positive, la fontion γ est supérieure ou égale à 1.Faisons quelques remarques :1. Les artiles [YYI94, Won98, HWL06℄ sont entièrement onstruits ave unefontion γ onstante égale à 1. Choisir une telle valeur de γ ne permet pas57



coût

coût min

O norme du flot

γ = 1,2

γ = 1

Figure 2.1 - Deux exemples de fontions oût utiliséesde faire � exploser � les oûts lorsque la demande de �ot exède la apaitédes voies. Les artiles [HWYL05, YW00℄ proposent eux des appliations nu-mériques ave γ = 1.2. Cela ne permet pas non plus de se rapproher dumodèle du Bureau of Publi Roads dont des valeurs de la puissane peuventêtre trouvées dans [CZG01℄ : en milieu urbain, γ a une valeur prohe de 4. Enne tenant pas ompte de la apaité des voies et en hoisissant des fontions deoût linéaires ou � presque � linéaires, tout se passe omme si l'o�re du réseauétait in�nie.2. Il n'est pas raisonnable de prétendre que le terme α représente le oût en phasenon ongestionnée et que le terme β‖q‖γ2 re�ète les e�ets de la ongestion. Aveune telle hypothèse, les auteurs prétendent en fait que la ongestion ommenedès que le �ot est non nul, e qui est inexat.Revenons maintenant sur l'expression du oût. Elle ontient une information sur lamanière dont sont traités les débits. Pour tenir ompte du fait que le oût de deux�ux opposés de tra� n'est pas nul, les auteurs ont hoisi d'additionner les normesdes �ots : c(x, q(x)) = α(x) + β(x)
(∑M

m=1 ‖qm(x)‖2
)γ(x) (un traitement du type

c(x, q(x)) = α(x) + β(x)‖∑M
m=1 qm(x)‖

γ(x)
2 eût annulé le oût variable de deux �uxopposés de tra�.)Cependant, ette manière de traiter le oût des débits ne rend pas bien ompte dela physique du tra�. On onsidère un point x et deux voies opposées partant dee point. Considérons un veteur v donné tel qu'un �ux ‖v‖ représente un régime�uide sur haune des deux voies alors qu'un �ux 2‖v‖ exède la apaité de hauned'entre elles. Examinons les deux situations de tra� suivantes en x :1. On a deux �ots de tra� opposés : q1(x) = v et q2(x) = −v. Deux voies de iru-58



lation sont solliitées, les véhiules se déplaçant sur une voie n'oasionnent pasde oût de déplaement supplémentaire aux véhiules de l'autre voie. Auunedes deux voies n'est ongestionnée ave un �ux égal à ‖v‖. Ave l'expression(2.1), le oût de déplaement en x sera c(x, q(x)) = α(x) + β(x)
(
2‖v‖2

)γ(x)
).2. On a deux �ots de tra� égaux : q1(x) = v et q2(x) = v. Le oût de déplaementserait alors exatement le même que préédemment. Cependant, les véhiulesdes deux �ots partagent la même voie, les véhiules de haun de es deux�ots se gênent mutuellement. La seule voie utilisée est ongestionnée par un�ot souhaité de 2‖v‖. En outre, le fait que la apaité des voies ne soit pasprise en ompte ne pénalise pas un tel �ux.Dans e modèle, deux e�ets nuisibles à la bonne desription de la physique du tra�se ombinent : la struture de la fontion oût qui rend équivalentes une situation�uide et une situation ongestionnée ; l'absene de prise en ompte de la apaitédes voies qui ne pénalise pas les situations ongestionnées.2.1.1.3 La demande et la génération de véhiulesConsidérons une destination Dm quelonque mais �xée. La fontion demande dedéplaement vers la destination Dm est notée Dm. Elle est donnée a priori. Cettefontion demande va � réer � les déplaements sur l'aire urbaine. On peut la voiromme l'équivalent de la donnée de la matrie Origine-Destination dans le as d'ungraphe.Si la quantité τm(x) désigne le temps minimum néessaire pour se rendre à la des-tination m à partir du point x, la fontion génération Θm est dé�nie en x par

Θm(x) = Dm(τm(x)). La fontion Dm : τ 7→ Dm(τ) est supposée stritement dé-roissante pour rendre ompte de l'élastiité de la demande en fontion du temps dedéplaement théorique des usagers. Les fontions demande sont des exponentiellesdéroissantes (par exemple dans [YW00℄, on a D : τ 7→ 100 exp(−0, 5τ)). Il s'agit làd'un hoix arbitraire déjà utilisé en éonomie.2.1.1.4 Formulation du problème à résoudre� La � solution du problème d'a�etation est obtenue en résolvant le problème deminimisation sous ontraintes (problème primal) suivant (où l'on a q = (qm)m=1,...,Met Θ = (Θm)m=1,...,M) :
min
(q,Θ)

∫∫

A

[∫ ∑M
m=1 ‖qm(x)‖2

0

c(x, ξ)dξ −
M∑

m=1

∫ Θm(x)

0

D−1
m (ζ)dζ

]
dx (2.2)59



sous ontraintes{ divqm(x) = Θm(x) ∀x ∈ A ∀m ∈ {1, . . . ,M}
〈qm(x)|~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A ∀m ∈ {1, . . . ,M}Les auteurs ne prouvent pas l'existene d'une telle solution. Elle existe bien, maisil faut déterminer dans quel espae mathématique, e qui n'est pas trivial (voir unraisonnement à la setion 3.5.4). Les auteurs ne parlent pas non plus de l'uniité dela solution. En fait, ette solution n'a auune raison d'être unique ar la fontion àminimiser est onvexe mais pas stritement onvexe. Plus préisément, pour haquedestination Dm, on peut démontrer que si l'on n'a pas l'uniité du �ot q = (qm)m,on a tout de même uniité de la fontion génération Θ = (Θm)m. En partiulier, elapose la question de la pertinene de la solution obtenue par les auteurs : puisqu'onn'a pas uniité des �ots, que représente onrètement un �ot solution du problème ?(voir setion 3.7 pour une réponse à ette question).

2.1.1.5 Formulation du problème dualPour résoudre le problème primal préédent, les auteurs vont déterminer une solutionoptimale (ou point selle) du lagrangien suivant :
Π(q,Θ, u, w) =

∫∫

A

[∫ ∑M
m=1 ‖qm(x)‖2

0

c(x, ξ)dξ −
M∑

m=1

∫∫

A

∫ Θm(x)

0

D−1
m (ζ)dζ

]
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

um(x)(divqm(x)−Θm(x))dx

+

∮

∂A

M∑

m=1

wm(x)〈qm(x)|~n〉dσ. (2.3)La question de l'existene d'un point selle n'a pas été abordée. Il s'agit d'une questiontrès di�ile dans le adre présent. On pourra onsulter dans l'artile [Mau03℄ unexemple de problème donnant l'existene d'un point selle en un sens approhé. Enoutre, il n'y a a priori auun résultat d'uniité à attendre omme le montre la théoriedans le as de la dimension �nie, sauf à véri�er des ontraintes de quali�ation, dontl'analogue en dimension in�nie n'est pas onnu.60



2.1.1.6 Résolution mathématique formelle du problèmePour des fontions arbitraires δq = (q1, . . . , qM), δΘ = (Θ1, . . . ,ΘM), δu = (u1, . . . , uM)et δw = (w1, . . . , wM), les auteurs souhaitent aluler la quantité δΠ, dé�nie par :
δΠ = lim

t→0, t6=0

Π(q + tδq,Θ+ tδΘ, u+ tδu, w + tδw)−Π(q,Θ, u, w)

t
. (2.4)La formule (2.4) leur permet d'obtenir (2.5). Cependant, remarquons que la quantité

δΠ n'est pas orretement dé�nie, pare qu'une norme (ii eulidienne) n'admet pasde dérivée diretionnelle en le veteur nul. Les auteurs onsidèrent don le problèmeformellement.Formellement, les auteurs ont obtenu :
δΠ =

∫∫

A

M∑

m=1

〈c(x, q(x))
‖qm(x)‖2

qm(x)−∇um(x)
∣∣∣δqm(x)

〉
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

(
um(x)−D−1

m (Θm(x)
)
δΘm(x)dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

(
∇qm(x)−Θm(x)

)
δum(x)dx

+

∮

∂A

M∑

m=1

〈qm(x)|~n〉δwm(x)dσ

+

∮

∂A

M∑

m=1

(um(x) + wm(x))〈δqm(x)|~n〉dσ. (2.5)On peut remarquer dans la première intégrale le terme en 1
‖qm(x)‖2 qui n'est pas dé�nilorsque ‖qm(x)‖2 = 0. Les auteurs déterminent ensuite un point selle en l'érivantomme solution de l'équation δΠ = 0. Une solution de δΠ = 0 n'a auune raisond'être un point selle de Π. La vraie quantité qu'il aurait fallu annuler est :

δ(q,Θ)Π = lim
t→0, t6=0

Π(q + tδq,Θ+ tδΘ, u, w)− Π(q,Θ, u, w)

t
. (2.6)Cela dit, en résolvant δΠ = 0, on trouve une relation intéressante (donnée par lepremier terme de 2.4) qu'on aurait aussi trouvée en résolvant δ(q,Θ)Π = 0 :

c(x, q(x))

‖qm(x)‖2
qm(x)−∇um(x) = 0, ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ A. (2.7)61



Cela signi�e que les fontions um doivent être vues omme des fontions potentiel.En tout point x, les veteurs qm(x) et ∇um(x) sont olinéaires et de même sens. Deplus, le oût est loalement indépendant de la destination : pour tout m et tout l,si qm(x) 6= 0 et ql(x) 6= 0, alors c(x, q(x)) = ‖∇um(x)‖ et c(x, q(x)) = ‖∇ul(x)‖.Ces relations sont partiulièrement intéressantes ar elles impliquent l'équilibre del'utilisateur : tous les hemins utilisés ont le même oût et tous les hemins nonutilisés ont un oût supérieur ou égal au oût d'un hemin utilisé (voir par exemple[Won98℄).2.1.1.7 Résolution numériqueLes auteurs utilisent une méthode de Newton pour résoudre l'équation δΠ = 0.Rappelons très brièvement l'algorithme : si F est un élément de C2(RN ,R) tel que
F (u∗) = 0 (on dit que u∗ est un zéro de F ) et si F ′(u∗) est inversible, alors si
u0 est assez � prohe � de u∗, la suite (un) dé�nie pour n > 1 par un+1 = un −
(F ′(un))−1F (un) onverge (quadratiquement) vers u∗.Comme nous l'avons déjà signalé, résoudre δΠ = 0 ne nous donnera pas un pointselle. Ensuite, la fontionnelle Π n'est pas di�érentiable, il s'agit pourtant d'unehypothèse minimale de l'algorithme de Newton. En�n, l'élément de départ de l'algo-rithme doit être � prohe � du zéro reherhé. Les auteurs ne préisent pas l'élément
(q0,Θ0) ave lequel ils ont initialisé l'algorithme (à moins qu'ils aient employé uneméthode de gradient pour se rapproher d'un zéro puis utilisé la méthode de Newtonpour aélérer la onvergene au voisinage du zéro ?).La fontion oût de type BPR est hoisie ave une puissane faible : 1.2 ommedans [HWYL05℄ voire 1 dans [Won98, HWL06, YYI94℄ (par exemple dans [YW00℄,
c : q 7→ 0, 01+0, 1×10−4‖q‖1.22 ). Comme nous l'avons déjà signalé, e hoix n'est pasbon en milieu urbain. D'autant que dans l'exemple de l'artile préurseur [YYI94℄,sur le réseau disret (superposé au réseau ontinu), les fontions oût sur les arssont onstruites ave une puissane valant 5, e qui orrespond bien à e qu'onattend en milieu urbain. Pourquoi ne pas avoir hoisi aussi une telle puissane dansla dé�nition de la fontion oût sur le réseau ontinu ? Est-e dû à des phénomènesd'instabilité numérique réés par les puissanes élevées, et que ne réeraient pas lespuissanes plus faibles utilisées ?2.1.2 Un modèle d'a�etation tenant ompte de la apaitédu réseauCe modèle est détaillé dans [TI82℄. L'intérêt du modèle réside dans la prise en omptedes propriétés physiques loales du réseau. Ces propriétés sont dérites en tout point62



x du réseau par deux onvexes : un onvexe de apaité ou onvexe des débits ad-missibles K(x), et un onvexe des vitesses admissibles V (x). Ces notions permettentde traiter les as de réseaux isotropes ou anisotropes. Trois problèmes de minimisa-tion sont ensuite étudiés. Une appliation est donnée pour haun d'entre eux sur leréseau de l'aire urbaine de Tokyo. Ces appliations sont arti�ielles ar auun destrois problèmes n'est un problème d'a�etation du tra� routier.L'étude mathématique est développée dans un espae de dimension quelonque maisnous donnerons les expliations dans le adre de la dimension 2 qui nous intéresse.2.1.2.1 Le veteur �otLes auteurs supposent que le �ot q satisfait l'équation de ontinuité divq = 0. Ils'agit d'une équation statique onservative, adaptée par exemple à un problème dereherhe de apaité maximale.2.1.2.2 Contrainte de apaité et fontion oût assoiéeSoit un point x de l'aire urbaine A. La apaité en e point est le sous-ensembleonvexe de R2 noté K(x). Pour aratériser le onvexe des apaités en x, les auteursintroduisent une fontion de oût aratéristique :
ΦK(x) : R

2 −→ {0,+∞}
q 7−→

{
0 si q ∈ K(x)

+∞ si q /∈ K(x)Cette fontion, ajoutée à la fontion oût du déplaement, assoie un oût in�ni dèsque le �ot n'est plus admissible. Le modèle préédent (setion 2.1.1), en ne dé�nis-sant pas de notion de apaité, non seulement n'empêhait pas les débits d'exéderertaines valeurs, mais ne tentait même pas d'assoier des oût signi�ativementplus élevés lorsque les débits augmentaient. Dans le modèle présent, les débits tropgrands sont empêhés par la fontion barrière ΦK(x) ar ils engendrent un oût in�ni.Voyons maintenant omment les auteurs dé�nissent leur fontion oût.2.1.2.3 Coût de déplaement, distane et vitesseLe oût de déplaement est une ontrainte loale. La fontion C est homogène à untemps et va servir à onstruire le oût de déplaement, la distane et la vitesse. Ononsidère la fontion oût C suivante :
C : A× R

2 −→ R
+

(x, u) 7−→ C(x, u).63



Pour tout x ∈ A, on note TA(x) l'espae tangent à A en x, TA(x) est l'espaevetoriel des veteurs vitesses possibles (e qui ne veut pas dire admissibles) en x.Soit u ∈ TA(x). Puisque u n'est pas forément admissible, on va onsidérer le veteur
ǫu (il serait plus juste de dire � (une unité de temps)×ǫu �) où ǫ est su�sammentpetit pour que x + ǫu soit dans A. On note ǫt le temps néessaire à une partiulepour se déplaer de la position x à la position voisine x + ǫu. On dé�nit alors lafontion C par C(x, ǫu) := ǫt. Plus préisément, on suppose qu'on a les relationssuivantes :





C(x, u) > 0 ∀ u ∈ TA(x)
C(x, u) = 0⇔ u = 0 ∀ u ∈ TA(x)
C(x, αu) = |α|C(x, u) ∀ u ∈ TA(x), ∀α ∈ R

C(x, u) + C(x, w) > C(x, u+ w) ∀ (u, w) ∈ (TA(x))2

(2.8)Autrement dit, on vient de dé�nir loalement une norme : pour tout x ∈ A quel-onque mais �xé, u 7→ C(x, u) dé�nit une distane autour du point x. On dé�nit alorsle onvexe des vitesses admissibles au point x par V (x) = {u ∈ TA(x)/C(x, u) 6 1}.La �gure 2.2 donne l'exemple d'un réseau ave une vitesse Ouest-Est et Est-Ouestmaximum v1, une vitesse maximum Nord-Sud et Sud-Nord v2, une apaité maxi-male Ouest-Est et Est-Ouest maximum c1, une apaité maximale Nord-Sud et Sud-Nord c2.
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Figure 2.3 - Flot émis depuis ΣE et destiné à être reçu dans ΣR.1. Un problème de maximisation du �ot :
min
q

∫

ΣE

〈q, ~n〉dσ +

∫

A

ΦK(x)(q)dx (2.9)sous ontraintes{ divq(x) = 0 ∀x ∈ A

〈q(x), ~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A \ (ΣE ∪ ΣR)La ontrainte divq = 0 dans A signi�e qu'auune partiule n'est absorbée niémise dans A. La ontrainte 〈q, ~n〉 = 0 dans ∂A \ (ΣE ∪ΣR) signi�e qu'auunepartiule ne sort ni n'entre par dans ∂A\(ΣE∪ΣR), elles longent ette partie dela frontière. L'orientation du veteur normal à ΣE , la zone d'émission, impliqueque 〈q, ~n〉 6 0. Le deuxième terme du ritère empêhe la solution de sortir duonvexe de apaité. La fontion ritère à minimiser est onvexe mais passtritement onvexe : il existe plusieurs solutions au problème. On traite unproblème modi�é en ajoutant un terme de type ǫ‖q‖2L2(Ω), ave ǫ > 0. Ce terme,bien qu'arti�iel, donne une struture stritement onvexe au problème, d'oùune solution unique. Si ǫ est su�samment petit, ette solution fournit uneapproximation d'une solution du problème de départ.2. Un problème de plus ourt hemin :
min
q

∫

A

C(x, q)dx (2.10)sous ontraintes divq(x) = 0 ∀x ∈ A

〈q(x), ~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A \ (ΣE ∪ ΣR)∫
ΣE
〈q, ~n〉dσ = −165



La dernière ondition assure un �ot non identiquement nul. La solution est un�ot � onentré � autour de la route la plus ourte, mais qui peut exéder laapaité de la route empruntée.3. Un problème de minimisation des oûts :
min
q

∫

A

(
C(x, q) + ΦK(x)(q)

)
dx (2.11)sous ontraintes divq(x) = 0 ∀x ∈ A

〈q(x), ~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A \ (ΣE ∪ ΣR)∫
ΣE
〈q, ~n〉dσ = −θLa dernière ondition assure un �ot non identiquement nul. Le paramètre θ > 0est �xé au départ, il représente le taux d'émission de la zone ΣE . Ce taux doitêtre assez petit pour que le �ot n'exède pas la apaité, sinon, le problème deminimisation serait mal dé�ni. Le oût minimisé ii est le oût global.2.2 Modèles dynamiquesDans ette setion, nous détaillons un modèle d'éoulement de tra� routier puisdeux modèles de tra� piétonnier. Le tra� piétonnier n'obéit pas aux mêmes loisque le tra� routier, les piétons ayant une plus grande liberté de mouvement mêmedans les espaes ontraints : la ondition d'isotropie est sans doute beauoup plusadaptée qu'au as du tra� routier. Cela peut mener à la réation spontanée de �les(voire de bousulades), e qui est di�ile à modéliser et ne semble pas avoir été faità e jour. Le problème essentiel de la modélisation du tra� piétonnier est le mêmeque pour le tra� routier lorsque deux �ux se roisent.2.2.1 Un modèle d'éoulement de tra� routier ave di�usionCe modèle est une partie de la thèse de Romero Pérez [Pér07, PB10℄. Dans emodèle, la vitesse est supposée onnue à l'avane, elle n'est don pas un résultat del'a�etation du tra�. Un terme di�usif est introduit dans l'équation d'éoulement(1.2) de la setion 1.2.3. Nous ommençons par expliquer le modèle d'éoulement deRomero Pérez pour un seul type de véhiule et un seul ouple (O,D). Ensuite, nousexpliquerons le modèle retenu pour plusieurs types de véhiules ou plusieurs ouples(O,D). 66



2.2.1.1 L'hypothèse de départL'hypothèse de Romero Pérez est que la vitesse du �ot s'érit :
vf(x, t) = v(x, t)−D∇ρ

ρ
(x, t), (2.12)où

⋆ le veteur v est le veteur vitesse tangent aux trajetoires des véhiules, l'expres-sion de ette vitesse étant onnue d'avane,
⋆ la onstante D stritement positive est un oe�ient de di�usion.En utilisant ette hypothèse et la relation q(x, t) = ρ(x, t)vf (x, t), on obtient l'ex-pression suivante du �ux de tra� :

q(x, t) = ρ(x, t)v(x, t)−D∇ρ(x, t). (2.13)L'expression (2.13) signi�e que la di�érene de onentration des véhiules in�uenele �ux de tra�. Dans le as où la onentration augmente, elle va avoir tendaneà s'opposer au �ot, et en diminuer la norme. Cette expression est une version bidi-mensionnelle de la proposition de modi�ation par Payne et Whitham du ModèleContinu Simple ([Pay71, Whi74℄). Cette proposition était une tentative d'amélio-ration du modèle pour tenter de rendre ompte des états hors équilibre. Elle futrejetée par Daganzo ([Dag95℄) pare qu'elle entraînait l'apparition de vitesses néga-tives fae à de forts gradients de densité : il n'est pas admissible que les véhiules,fae à un grand embouteillage frontal, e�etuent une marhe arrière, alors qu'ils nedisposent que d'une seule route atteindre leur destination. Cette propriété s'appellel'anisotropie du tra�. Cela signi�e que dans le as unidimensionnel, les onduteursne réagissent qu'à des stimulations frontales.La propriété d'anisotropie du tra� n'est ependant pas adaptée au as bidimen-sionnel. Un onduteur, soit pare qu'il onnaît les onditions de tra� de la zone,même approximativement, soit pare qu'il est informé en temps réel des onditionsde tra� (par un système embarqué ou des panneaux à messages variables), peuttout à fait ne pas tenir uniquement ompte des véhiules situés devant lui. Conrè-tement, un onduteur peut réagir fae à un grand embouteillage frontal en aban-donnant le hemin initialement prévu et en déviant sa trajetoire vers des zonesmoins ongestionnées. Le phénomène de di�usion du tra� peut don être onsidéréomme ompatible ave le omportement des usagers.2.2.1.2 Expliation du modèleMaintenant que nous pouvons aepter l'équation (2.13) pour ompléter l'équa-tion de onservation (1.2), voii quelques expliations plus détaillées onernant lestermes du seond membre. 67



⋆ Le terme ρv est un �ux advetif. Il traduit le déplaement des véhiules àleur vitesse loale v. Cette vitesse est supposée onnue à l'avane, soit par desmesures de terrain, soit par des expressions mathématiques données a priori.
⋆ La onstante D est stritement positive. Il s'agit d'un oe�ient de di�usion,son unité est en km2h−1. La di�usion est la tendane naturelle d'un systèmeà rendre homogène les onentrations en son sein, on modélise alors le �uxdi�usif par l'expression −D∇ρ. Romero Pérez onsidère que la onstante Dest à déterminer en fontion des di�érents paramètres du tra� urbain, enpartiulier le type de véhiules pris en ompte, la politique de plani�ationurbaine, le traé des voies, les onditions limatiques et la onduite des usagers.A partir de l'équation de onservation (1.2), l'équation aux dérivées partielles obte-nue est la suivante :

∂tρ+∇ρv −D∆ρ = Θ. (2.14)Mathématiquement, la présene d'un laplaien est intéressante pour ses e�ets régula-risants. Cette équation est résolue en utilisant la Méthode des Éléments de Contouret la Méthode de Réiproité Duale. La préision de la résolution est testée en om-parant la solution analytique d'une équation onnue à l'approximation numériqueobtenue. Une partie de la thèse de Romero Pérez est onsarée à des études numé-riques sur la préision de es tehniques. Le modèle est aussi développé dans le asde plusieurs origines-destinations et plusieurs types de véhiules.2.2.1.3 Le modèle pour plusieurs ouples (O,D) ou plusieurs types devéhiulesSupposons qu'entre un ouple origine-destination �xé, irulent di�érents types devéhiules (voitures, véhiules industriels, véhiules utilitaires légers, motoylettes).Le bien i désigne un type de véhiule donné se déplaçant sur un ouple (O,D) donné.Pour un bien, l'équation de onservation (1.2) demeure (∂ρi +∇qi = Θi), ainsi quel'expression du �ux advetif ρivi. Par ontre, la présene d'autres véhiules modi�ele �ux di�usif.Un onduteur perçoit une densité de tra� ainsi qu'un gradient de densité et modi�esa vitesse et sa route selon ette pereption. L'hypothèse de Romero Pérez est lasuivante : si on a N biens sur le réseau, le �ux di�usif total au point x et à l'instant
t s'érit −∑N

k=1Dk∇ρk(x, t), où Di désigne le oe�ient de di�usion assoié à i.L'expression du �ux pour le bien i est :
qi = ρivi −

N∑

k=1

Dk∇ρk. (2.15)68



L'in�uene de l'ensemble des di�érents biens est don la même sur haun des biens,e qui est modélisé par un même �ux di�usif −∑N
k=1Dk∇ρk pour haque bien.Cette symétrie est-elle justi�ée ? Un �ux di�usif du type −∑N

k=1D
i
k∇ρk di�érentpour haque bien i nous semble plus adapté. En e�et, pour un bien donné d'origineA et de destination B, l'in�uene d'un bien qui a pour origine B et destination A seraplus faible (elle peut même être nulle) que l'in�uene d'un bien qui a une origineprohe de A et une destination prohe de B. Le fait d'attribuer un oe�ient dedi�usion Dk par bien nous paraît don trop forte pour la méanique du tra�.2.2.1.4 Résolution numériqueLa résolution numérique utilise la Méthode des Éléments de Contour [Kat02℄ et laMéthode de Réiproité Duale [PBW92℄. Nous avons voulu tester es tehniques surun exemple simple pour observer le phénomène de di�usion (�gures 2.4 et 2.5). Laomplexité de la méthode vient du alul des intégrales sur les éléments de ontourii divisé en segments. Romero Pérez alule la onentration en quelques pointsbien hoisis, une dizaine au plus, e qui onstitue un avantage de la méthode. Nousallons aluler la onentration en faisant un maillage régulier de l'aire urbaine. Desphénomènes d'instabilité apparaissent lorsque le oe�ient de di�usion D tend vers

0, ela est dû à un oe�ient en 1
D

qui apparaît dans la solution fondamentale del'équation (2.14). Le oe�ient de di�usion D est hoisi égal à 0, 05 km2h−1. L'aireurbaine est un arré de 1 km de �té, la vitesse est de 5 kmh−1 dans le sens ouest-est(veteur vitesse de oordonnées (5, 0)).Voii les onditions initiales et onditions au bord hoisies :
ρ(x, y, 0) = 100 exp(−100(x2 + (y − 0, 5)2))

ρ(0, y, t) = 0

ρ(1, y, t) = 100(0, 4− t) exp(−100(y − 0, 5)2)

∂nρ(x, 0, t) = 0

∂nρ(x, 1, t) = 0

Θ(x, y) = −100(1− t) exp(−100(y − 0, 5)2)1{x=1} (2.16)La disrétisation est onstituée de 128 points pour le ontour et 1024 points à l'in-térieur du arré. Le pas de temps est de 36 seondes.2.2.2 Un modèle d'a�etation du tra� piétonnier onstruitsur la onentration agrégéeCe modèle est expliqué dans l'artile de Hoogendoorn et Bovy [HB04a℄. Les de-mandes de déplaements sont dé�nies pour haque ouple Origine-Destination. En69
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{v(s), t 6 s < T, v(s) = ẋ(s)} et on a x(s) = x(t)+

∫ s
t
v(τ)dτ . Les piétons hoisissentleur veteur vitesse : au temps s et au point x, le piéton hoisit un veteur vitesse v(s)dans l'ensemble des vitesses admissibles. Pour onstruire et ensemble, on se donneun ensemble référene de vitesses admissibles noté Γ0(s, x). Cet ensemble représenteles veteurs vitesse admissibles au temps s et au point x lorsque la onentration depiétons est nulle en x. Si la onentration agrégée ρ(s, x) =∑Dj

ρj(s, x) des piétonsest non nulle en x, on onstruit l'ensemble des vitesses admissibles en � réduisant �l'ensemble Γ0(s, x). Le fateur de rédution αe que l'on applique est une fontionstritement déroissante de la onentration agrégée, et telle que αe(0) = 1 (�gure70



0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

1.2 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

1.8 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

2.4 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

3 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

3.6 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

4.2 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

4.8 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

5.4 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

6 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

6.6 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

7.2 minutes

ve
h/

km
²

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

10

20

30

40

7.8 minutes

ve
h/

km
²

Figure 2.5 - Di�usion du tra� dans une surfae urbaine en forme de arré d'un kilomètrede �té. La onentration sur le ontour n'est pas représentée. La résolution a été e�etuéesous Matlab ave les Méthodes des Éléments de Contour et de Réiproité Duale. Leontour est disrétisé en 128 points (32 points sur haun des quatre �tés), l'intérieurde l'aire urbaine est disrétisé en 1024 points. Les intégrales de ontour, en raison d'unesingularité faible de type lnx en 0, subissent une transformation de Monegato de paramètre
9 pour améliorer la préision du alul ave une quadrature de Gauss-Legendre à 16 points.
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2.6). On note Γ(s, x) = {αe(ρ(s, x))v(s, x), v(s, x) ∈ Γ0(s, x)} l'ensemble des veteursvitesse admissibles en (s, x) en fontion de la onentration agrégée ρ(s, x).

O ρ(t,x)
max ρ(t,x)

αe( ρ(t,x) )

1

Figure 2.6 - Fateur de rédution de la vitesse en fontion de la onentration2.2.2.2 Le oût généralisé de déplaement du piéton et la vitesse opti-maleLe oût généralisé de la trajetoire du piéton est dé�ni omme suit :
Ctotj(t, x(t), v[t,T )) = ∫ T

t

c(s, x(s), v(s)) ds+ Cj(T, x(T )). (2.17)Préisons la dé�nition préédente :
⋆ Ctotj(t, x(t), v[t,T )) désigne le oût généralisé que doit supporter un piéton au point
x(t) se rendant à l'aire de destinationDj en suivant la trajetoire-vitesse v[t,T ) entreles instants t et T ,

⋆ c(s, x(s), v(s)) désigne le oût supporté par le piéton lorsqu'il se trouve au point
x(s) et se déplae pendant un � petit � intervalle de temps [s, s+ds] ave la vitesse
v(s),

⋆ Cj(T, x(T )) est le oût terminal du piéton qui devait se rendre dans l'aire dedestination Dj, et qui arrive au point x(T ) au temps T . Ce oût exprime lapénalité subie par le piéton qui n'arriverait pas à destination (x(T ) 6∈ Dj) avantle départ du train, ou bien qui devrait attendre d'autant plus qu'il arriverait tropt�t sur l'aire de destination.La trajetoire-vitesse optimale v∗j,[t,T ) est dé�nie par :
v∗j,[t,T ) = arg min

v(s,x)∈Γ(s,x)
{Ctotj(t, x(t), v[t,T ))}. (2.18)72



Le problème de l'existene et de l'uniité n'est pas abordé à e stade de l'étude. Lavitesse préédente est supposée égale à la vitesse du �ot. Pour haque aire de desti-nation Dj, les veteurs �ots sont reliés à la onentration par les relations suivantes,analogues aux modèles marosopiques en dimension 1 :
qj(t, x, y) = ρj(t, x)v

∗
j (t, x), (2.19)

∂tρj(t, x) + divqj(t, x) = Θj(t, x). (2.20)Plusieurs onséquenes sont à tirer de ette modélisation. Tout d'abord, à tout ins-tant, les piétons ont une information omplète sur l'infrastruture et leurs futuresonditions de irulation. Ils prennent don des déisions rationnelles basées sur lesoûts des hemins possibles. Ensuite, plusieurs hemins optimaux ne sont pas à ex-lure. En�n, on remarquera que les interations entre les veteurs �ot assoiés àhaque destination ne sont pas prises en ompte.2.2.2.3 Programmation dynamiqueAu temps t et au point x(t), le oût minimum est noté
Wj(t, x(t)) = min

v[t,T )

Ctotj(t, x(t), v[t,T )). (2.21)L'équilibre de l'usager s'érit alors simplement :
qj(t, ν(t)) > 0⇒

(
Wj(t, x(t)) = Ctotj(t, x(t), v[t,T ))). (2.22)Pour tout triplet (t, x, d) où d ∈ R
2, on dé�nit le HamiltonienH(t, x, d) = min

v∈Γ(s,x)
{c(t, x, v)+

〈v|d〉}. Le oût de déplaement en (t, x) est solution de l'équation de Hamilton-Jaobi-Bellman (ii parabolique d'ordre 1) :
∂tWj(t, x) +H(t, x,∇Wj(t, x)) = 0, (2.23)qu'on omplète par les onditions de pénalité évoquées à la setion 2.2.2.2.On détermine ainsi la vitesse optimale en tout (t, x) :

v∗j (t, x) = arg min
v∈Γ(t,x)

{c(t, x, v) + 〈v|∇Wj(t, x)〉}. (2.24)Le hemin optimal x[t,T ) est alors obtenu par intégration de la vitesse optimale :
x∗j (s) =

∫ s

t

v∗j (τ, x
∗
j (τ))dτ. (2.25)73



Il s'agit ependant d'un problème mathématique di�ile : l'existene d'une solution
W qui soit C1 n'est pas garantie. On peut prouver l'existene de solutions faiblesmais l'uniité n'est pas garantie non plus. La notion de solution de visosité a étéintroduite pour résoudre e type d'équation. Si la fontion H possède ertaines� bonnes � propriétés, la solution de visosité est unique. On peut l'obtenir par laméthode de visosité évanesente : on ajoute le terme ǫ∆Wj au membre de gauhede l'équation (2.23), la solution obtenue, notée W ǫ

j , onverge uniformément sur toutompat vers la solution de visosité de l'équation (2.23). La question est de savoir lapertinene de la solution de visosité vis-à-vis d'une autre solution pour représenterle problème physique. Cette question n'est pas abordée dans l'artile. Cependant, lasolution de visosité a des propriétés de stabilité, e qu'on ne ontr�le pas pour dessolutions faibles quelonques. En partiulier, si on ajoute quelques piétons dans l'airede déplaement, la solution de visosité obtenue sera � prohe � de la préédente, eà quoi on doit s'attendre.2.2.2.4 Quelques ommentairesUn modèle isotrope semble mieux adapté à la méanique de déplaement des piétonsqu'à elle des véhiules routiers. Les piétons partagent leur infrastruture de iru-lation � bien plus � que des véhiules qui possèdent haun leur voie de irulation.Des véhiules sont soumis à des règles de priorité aux roisements (feux, panneauxet.). Les piétons, eux ne sont soumis à auune de es règles. En règle générale,un piéton ne s'arrêtera pas pour en laisser passer un autre (sauf en as de olli-sion imminente), mais va plut�t dévier sa trajetoire. De plus, un piéton peut êtreonfronté à un �ux de piétons venant en sens ontraire, e qui n'est pas le as d'unvéhiule, qui au pire, peut être onfronté à un grand embouteillage frontal. La plusgrande liberté de déplaement qu'ont les piétons est ii modélisée par l'ensemble desveteurs vitesse admissibles. En tout point, la norme de es derniers est déterminéeà partir de la onentration agrégée. Cependant, pour exprimer ette liberté qu'ontles piétons, les di�érents �ux devraient aussi être des éléments pouvant modi�erl'ensemble des vitesses admissibles en un point. Sur la �gure 2.7, on a représenté unensemble possible de veteurs vitesse au point O ave un �ux étalé et fort de piétonsvers O.Dans l'artile [HB04b℄, une perturbation stohastique de la trajetoire est introduite.Cette perturbation est un mouvement brownien w : dx = vdt+σdw. Le mouvementbrownien a été observé en 1828 par le botaniste Robert Brown sur des grains depollens suspendus dans de l'eau. Le trajet d'un grain de pollen suspendu est rendualéatoire par les �utuations aléatoires des vitesses des moléules du �uide avelesquelles il entre en ollision. On observera que les piétons, dans les onditionsnormales de déplaement, n'entrent pas en ollision. La perturbation ne devrait pasa�eter la trajetoire en elle-même, mais la pereption des piétons. Dans e as, une74
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Figure 2.7 - Veteurs vitesse admissibles au point O ave un �ux étalé et fort de piétonsvers O. Il est quasiment impossible à un piéton de � remonter � le ourant.perturbation de l'ensemble des veteurs vitesse admissibles serait plus ohérente,'est l'idée des modèles de tra� GSOM stohastiques [LMHS℄.2.2.3 Un autre modèle de tra� piétonnier onstruit sur laonentration agrégéeIl s'agit d'un modèle de mouvement de foule, il est dérit dans les artiles [Hug00,Hug02, LH07℄ et a été omplété dans [HWZ+09℄. On trouve des éléments de simili-tude entre e modèle et elui utilisé formellement dans [Puu09℄ en éonomie spatiale.On peut voir e modèle omme une extension dynamique du modèle de la setion2.1.1. Ce modèle est bâti sur trois idées :1. les piétons se déplaent perpendiulairement à une ourbe isopotentielle (des-ente de potentiels) dans une aire de déplaement isotrope,2. la vitesse en un point est une fontion déroissante de la onentration agrégéedes piétons en e point,3. les piétons herhent le hemin qui minimise leur temps estimé de parours,pour ela, ils herhent à éviter les zones de forte onentration (fontion deonfort).Nous allons expliquer le modèle dans le as d'un mouvement de foule d'un seultype de piéton. Un type de piéton est aratérisé par une destination, une vitessearatéristique de déplaement et une pereption. L'origine du déplaement n'estpas prise en ompte, si bien que des piétons venant ayant des origines di�érentespeuvent être de même type. 75



Si on onnaît une fontion potentiel :
λ : [0,+∞[×A −→ R

+

(t, x) 7−→ λ(t, x),les ourbes isopotentielles sont dé�nies par la relation λ(t, x) = k, k ∈ R
+. Hughesimpose deux onditions à la fontion potentiel : elle est nulle aux sorties de l'airede déplaement, sa dérivée normale est nulle sur les bords fermés de l'aire. Dans[Puu09℄, ette fontion potentiel représente une distribution de prix. Le veteurunitaire orthogonal à une ourbe isopotentielle et orienté dans le sens des potentielsdéroissants, au temps t et au point x est :

n(t, x) =
−1

‖∇λ(t, x)‖2
∇λ(t, x).Voyons maintenant omment Hughes détermine la fontion potentiel. Un piéton sedéplae ave le veteur vitesse v(t, x) = ‖v(t, x)‖2n(t, x) : le déplaement d'un piétonest orthogonal aux ourbes isopotentielles dans le sens des potentiels déroissants.Une autre interprétation est que le veteur �ot est olinéaire de même sens ave leveteur −∇λ(t, x).La norme ‖v(t, x)‖2 est donnée par une fontion V positive dé�nie par V (ρ(t, x), x) =

‖v(t, x)‖2, ave V (0, x) = Vmax, V (ρmax, x) = 0 et ∂V
∂ρ
6 0 (plus la onentrationagrégée est élevée, plus la norme du veteur vitesse est faible).En outre, Hughes dé�nit une fontion onfort G qui exprime l'évitement des zonesde onentration élevée. La fontion potentiel doit satisfaire l'équation suivante :

‖λ(t, x)‖−1
2 = G(ρ(x, t), x)V (ρ(x, t), x). Il s'agit de l'équation Eikonale, as partiu-lier de l'équation de Hamilton-Jaobi, une solution numérique approhant la solutionde visosité est don naturellement hoisie ([HWZ+09℄). La fontion G est enséevéri�er G(ρ) > 1 et ∂G

∂ρ
> 0. Cette dernière ondition ne semble pas raisonnable.La reprise du modèle dans [HWZ+09℄ a préisé qu'en fait, ‖λ(t, x)‖2 représente leoût de déplaement en (t, x). Puisque le oût de déplaement doit être une fontionroissante de la onentration, la bonne ondition à imposer à la fontion G est :

∂G
∂ρ
6 0.Le modèle est étendu à plusieurs types de piétons. Comme dans le modèle de lasetion 2.2.2, 'est la onentration agrégée qui est prise en ompte.2.3 ConlusionNous avons présenté les di�ultés de la modélisation bidimensionnelle ainsi que lesmodèles existants. Nous allons nous appuyer sur ela pour essayer d'orienter ettethèse et faire des hoix. 76



Cas statique.Les modèles statiques supposent que les usagers ont déjà l'information sur les ondi-tions de irulation. Le but est de reherher un optimal pour l'a�etation. Chaquemodèle traite les débits plus omme un jeu mathématique que omme un problèmede transport : les débits ne sont pas pris en ompte en tant que tels, exatement,'est la demande de débit qui est traitée. La hute de apaité due à la ongestionn'est pas modélisée. De plus, les modèles existants ne prennent pas en ompte lesontraintes du réseau : la géométrie et la apaité. Le modèle de Taguhi et Iri [TI82℄présente une physique du tra� plus prohe de la réalité, en empêhant les débitsde dépasser la apaité des voies en tout point du réseau, et en tenant ompte dela géométrie sous-jaente du réseau. Les oûts de ongestion sont donnés par lesoe�ients de Kuhn et Tuker assoiés aux ontraintes de apaité : il faudra adap-ter la théorie des graphes vers un ontinuum. Les di�ultés à prévoir sont ellesliées à l'existene de es oe�ients et elles des ritères donnant leur uniité. Lesillustrations des modèles sont systématiquement données dans des réseaux isotropes.L'hypothèse de l'isotropie empêhe le traitement orret de la physique du tra� :dans un milieu isotrope, il est impossible de traiter di�éremment deux �ots oppo-sés et deux �ots de même sens, alors que es deux situations de tra� ne hargentpas le réseau de la même façon. Une amélioration des modèles est don la prise enompte de l'anisotropie du réseau pour rendre possible un traitement di�érent des�ots opposés et des �ots de même sens.Cas dynamique.On devrait pouvoir avoir une idée de la dynamique à grande éhelle en essayantd'adapter les onepts d'o�re et de demande. Il faudra faire une étude qui n'estpas de l'optimisation globale, mais mieux, une sorte d'éoulement loal, 'est-à-direquelque hose qui ressemble au modèle marosopique unidimensionnel, mais adaptéau as bidimensionnel. Pour ela, il nous faut trouver les onditions qui permettentl'a�etation du tra�. On peut supposer que les usagers herhent à maximiser leurvitesse loale. La question des oûts de ongestion est plus déliate. On peut espérerun modèle qui en tienne ompte en l'estimant au fur et à mesure, puisqu'on peutvoir � en diret � la manière dont les véhiules se répartissent sur le réseau. La a-paité en phase dynamique n'est pas �xe. Elle peut varier selon plusieurs fateurs(inidents, intempéries). En outre, on peut observer des phénomènes de hute de a-paité (la apaité d'éoulement d'une route en situation �uide est supérieure à elleque l'on obtient lorsqu'une ongestion est installée). Dans le as d'une modélisationbidimensionnelle, ave l'approximation du ontinu, on ne peut pas entrer dans esonsidérations, soures de trop grandes ompliations. On prendra la apaité desvoies omme étant �xe et donnée au départ.La question des intersetions.Auun modèle ne tient ompte des intersetions. Tout se passe omme si les on�itsaux intersetions n'existaient pas, seule ompte la harge du réseau. Une amélioration77



possible est don d'essayer de modéliser les on�its à éhelle urbaine.Approhe stohastique.L'introdution d'une perturbation stohastique à éhelle marosopique est une idéepertinente. Elle soulève ependant des questions déliates. Que doit-on perturber ?Quelle doit être la perturbation ? Nous hoisissons de laisser l'aspet stohastiquede �té pour nous onentrer sur la desription de l'éoulement et de l'a�etation àpartir d'une physique du tra� qu'il nous faudra dé�nir.
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Part IIA stati model
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Chapter 3
Stati tra� assignment with sideonstraints in a dense orthotropinetwork
Contents3.1 Road tra� on a large and dense urban area . . . . . . . 823.2 Demand funtion of ommuters . . . . . . . . . . . . . . . 843.3 Network's supply and side onstraint funtions . . . . . 853.4 Road tra� physis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 873.5 Formulation of the equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . 893.6 Some omments on this orthotropi model . . . . . . . . 933.7 Two important properties of the minimizers . . . . . . . 943.8 Approximation of the equilibrium with a smooth for-mulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 963.9 Lagrangian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1003.10 Algorithmial aspets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1063.11 Computational aspets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1133.12 Anisotropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115In this hapter, we study a tra� assignment problem in a stati ase. It means weonsider a state of tra� onstant during one hour or two, for instane during therush hour. 81



3.1 Road tra� on a large and dense urban areaLet us onsider a ity in a two-dimensional plane. We note the geographial surfaeof this ity A. The surfae A an be identi�ed as a subset of the a�ne spae R2. Theommuters are sattered in the area A, and try to get to their destination. Thereare M possible destinations for the ommuters in the area. We note them Bm, m ∈
{1, . . . ,M}. The tra� �ows from all the area to one determined destination arealled a ommodity. Hene, there are M ommodities on the area A.3.1.1 Distane in the networkThe area A is provided with an orthotropi network (a set of orthogonal streets),the distane between two points A and B of A, whih oordinates are (xA, yA) and
(xB, yB), is d(A,B) = |xA − xB| + |yA − yB|. This distane is alled orthotropibeause it de�nes an orthotropi sheme of paths on A. It is indued by the L1norm: ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|. With an orthotropi metri, several paths an have thesame distane between two points (e.g. the green and red paths on �gure 3.1.a).This is not the ase with an isotropi metri, where there is a single shortest pathbetween A and B, the segment [AB] (�gure 3.1.b).

(a) (b)Figure 3.1 - Short distane paths between two points. In an orthotropi ase, severalshort distane paths an exist between two points (a). In an isotropi ase, there is onlyone short distane path between two points (b).In the following, we will develop a model with the orthotropi metri. At eah point
P of the area, there are four possible travel diretions. These diretions are noted
ei (or simply i) with i ∈ {1, 2, 3, 4} (�gure 3.2).An anisotropi model ould be developed as easily with an anisotropi metri (�gure3.3). In this ase, the distane between two points is indued by the norm: Nθ(x, y) =82
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Figure 3.3 - Same length paths in an anisotropi network, the angle between non paralleldiretions is θ.3.1.2 Continuum networkThe orthotropi network of the area A is viewed as a ontinuum. One ould imaginean Amerian ity (like New York, Atlanta, Phoenix et.) observed from so faraway that it would be impossible to distinguish separately the di�erent roads of thenetwork.Why this approximation? Beause the study of a large urban area transportationnetwork with graph theory is very di�ult to manage. First, the large quantity ofdata neessary would be very expensive to implement. Seond, the omputational83



treatment of these data would be very long, so the tra� sheme ould have hangedwhen the outputs would be out. Third, the large quantity of information obtainedwould be di�ult to analyze. Fourth, the soures of error assoiated to eah stepof the study would be di�ult to ontrol, e.g. errors of data aquisition due tothe measuring devies on the network. This kind of study would be expensive (inmoney and time) and omplex. Then, a reasonable simpli�ation of the networkonsists in aggregating roads and onsider the travel area as a ontinuum. Insteadof representing eah road by an ar, we �eliminate� the roads from the mathematialmodelling and replae them by a ontinuous medium. The approximation made inthis way an be seen as oarse. However, the errors of this method are lose tothe errors made as studying a big network with graph theory: hundreds of streetrepresented by the same link, hundreds of origins and destinations put together inthe same node, an origin/destination matrix subjet to many data aquisition errors.To lighten the notations, exept in setions where it will be spei�ed, oordinates
(x, y) will be replaed with x, the Lebesgue measure dxdy of R2 will be denoted dx.If S is a subset of A, the funtion 1S is de�ned as:1S : A −→ R

x 7−→
{
1 if x ∈ S
0 if x /∈ S3.2 Demand funtion of ommutersGiven a destination Bm, the tra� generation, or demand from a small area dxaround the point with oordinates x, to destination Bm, is the quantity we note

Θm(x)dx. |Θm(x)| is a number of vehiles per surfae unit for the studied timeperiod. Θm(x) is positive over the area A \ Bm (vehiles emission), and negativeover Bm (vehiles absorption).3.2.1 Demand funtion while getting to a destination (emis-sion)We assume that the demand for eah destination is elasti. It means that for everydestination m and every point x, the demand is a monotoni dereasing funtion ofthe travel ost τ from the origin x to the destination Bm. The travel ost τ fromorigin x to the destination Bm only represents the time ost (we assume it doesnot inlude the transportation ost). The demand at point x is set in [0, ζm(x)],where ζm(x) > 0: the demand is generated and annot exeed a maximum ζm(x)whih depends on the network generation possibility (vehile exits on x). Eonomists84



represent this funtion in a reverse way from engineers, with the time on the y-axisand the demand on the x-axis. For instane, they often use a�ne funtions as on�gure 3.4.a to represent the demand. For all m and for all x ∈ A \Bm, we note thearea demand funtion Dm,x : τ 7→ dm(x)τ + ζm(x), with dm(x) < 0 (as the travelost inreases, the vehile emission dereases).3.2.2 Demand funtion into an area of destination (absorp-tion)Commuters aim at reahing a destination. We an assume that there will be lessvehile absorption at the destination plae as the loal travel ost is high. Thedemand funtion at destination loations is modelled as in �gure 3.4.b. The demandat point x is set in [γm(x), 0], where γm(x) < 0. It means that the demand isabsorbed, and it annot underpass a minimum γm(x), whih depends on the networkabsorbtion possibility (vehile entrane on x). For allm and for all x ∈ Bm, we notethe destination demand funtion Gm,x : τ 7→ gm(x)τ + γm(x), where gm(x) > 0 (asthe travel ost inreases, there are less vehiles absorbed at the destination loation).3.2.3 Some remarksWe impose the ondition that the funtions dm and gm are in L∞(A). So thereexists a real number δ⋆ suh that max
m=1,...,M

{‖dm‖∞, ‖gm‖∞} 6 δ⋆. This onditionwill guarantee the strong onvexity of an objetive funtion (see setion 3.10.3) tominimize under onstraints with an Uzawa algorithm.We do not impose anything on funtions ζm and γm, they an be hosen in L2(A),or simply in L∞(A), that will not be a relevant fat in the mathematial study ofthe problem.For sake of simpliity, we have hosen a�ne demand funtions. This point of viewan seem to be quite simplisti. It is possible to take in plae of eah Dm,x, astritly dereasing and positive funtion on [0, ζm(x)], and in plae of Gm,(x), a stritlyinreasing and positive funtion on [γm(x), 0]. Then, the only ondition to imposewould be that τ 7→ D′
m,x(τ) and τ 7→ G ′m,x(τ) should be bounded regardless of x.3.3 Network's supply and side onstraint funtionsThe displaement sheme is the result of the onfrontation between users' demandand network supply. We have explained what is the demand in setion 3.2. Now letus explain what is the network's supply.85
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3.4 Road tra� physis3.4.1 Flow onservationAt eah point x of the network , the vetor qm(x) represents the �ow state forommodity m. Vetor qm(x) is represented with its oordinates (q1m(x), q2m(x)),eah one of these oordinates being expressed in number of vehile per length unit(and per hour in the ase our stati model is built for this period of time).On every dis D inluded in A, the vehile onservation for eah destination mis expressed as ∫∫
D
Θm(x)dx =

∮
∂D
〈qm(x)|~n〉dσ (where ~n is the exterior-orientednormal vetor to the urve ∂D. If we suppose that the �ow q is C1, with Green-Riemann theorem, we obtain the onservation equation in the stati ase: Θm =divqm.3.4.2 Tra� load at a pointAs vehiles in opposite ways do not share the same lane, vehiles on a way do nothave any in�uene on vehiles of the other way. To illustrate it, one an see on�gure 3.6.a that �ows qa and qb whih are nearly equal, mainly load diretion 1 atpoint P . If we neglet the small loads to diretion 2 and 4, the ost an be written

c1(‖qa‖ + ‖qb‖). On �gure 3.6.b, the �ows qa and qc mainly load diretions 1 and
3 at point P . If we neglet the small loads to diretion 2 and 4, the ost an bewritten c1(‖qa‖) + c3(‖qc‖).
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We onsider the two privileged ways on the area. These ways are orthogonal, andgive us four possible diretions of travelling. We explain with the example of �gure3.7 how we de�ne the tra� load at point P and what is the assoiated ost.The three �ows qA, qB and qC at point P an be written as qA = qA1e1 + qA2e2,
qB = qB3e3 + qB2e2 and qC = qC3e3 + qC4e4 where eah of the oordinates qαj (with
(α, j) ∈ {A,B,C}× {1, 2, 3, 4}) are positive numbers. The tra� load at point P isthe four-tuple: 



qA1
qA2 + qB2

qB3 + qC3

qC4


 .The assoiated travel osts at point P (in ase eah diretion i is non ongested) isthe four-tuple: 



c1(qA1)
c2(qA2 + qB2)
c3(qB3 + qC3)

c4(qC4)


 .If diretion i is ongested, it has to be added to ci an over-ost due to ongestion.Then total ost at point P (in ase eah diretion i is non ongested) an be de�nedas C(P, (qA, qB, qC)) = c1(P, qA1) + c2(P, qA2 + qB2) + c3(P, qB3 + qC3) + c4(P, qC4).
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area by the four-tuple (∑M
m=1〈qm(x, y)|ei〉+

)
i∈{1,2,3,4}

. The assoiated travel ostsis the four-tuple (ci(∑M
m=1〈qm(x, y)|ei〉+

))
i∈{1,2,3,4}

.3.5 Formulation of the equilibriumFor any real number a, one notes R(a) or simply a+, the quantity max(0, a). Fun-tion R is alled Ramp funtion. It is onvex (but not stritly onvex), it is notdi�erentiable at 0, and for all (a, b) ∈ R
2, |R(a)−R(b)| 6 |a− b|.3.5.1 Formal approah of the onstraint �ows and demandssetThe tra� �ows qm and the generation funtions Θm we are looking for must satisfyonstraints due to the network topologial properties, the apaity onstraints andthe underlying tra� model. There are �ve onstraints in all.1. First onstraint is the positivity (vehiles emission) and the upper boundedness(maximum vehiles emission) of eah demand funtion Θm at every point ofthe area whih is not a destination point: ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ A\Bm, 0 6

Θm(x) 6 ζm(x).2. Seond onstraint is the negativity (vehiles absorption) and the lower bound-edness (whih orrespond to a maximum number of absorbed vehiles) of eahdemand funtion Θm at every point of the area whih is a destination point:
∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ Bm, γm(x) 6 Θm(x) 6 0.3. Third onstraint is the apaity onstraint for eah diretion i, the tra� �owsto diretion i annot exeed it: ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ A,

M∑

m=1

〈qm(x)|ei〉+ 6

Ki(x). This onstraint takes into aount the network's topology (an orthotrop-ial network) too.4. Fourth onstraint is the �ow onservation for every destination: ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈
A, divqm(x) = Θm(x). Writing this ondition implies that tra� �ows are on-sidered vetors in R

2, the tra� load being onstruted with positive proje-tions on eah possible diretion.5. Fifth onstraint is the border onditions, the tra� �ows go along the boundaryof the area and annot ross it: ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ ∂A, 〈qm(x)|~n〉 = 0.89



One denotes X0 the set of ouples (q,Θ) suh that:




0 6 Θm(x) 6 ζm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A \Bm (3.1.a)
γm(x) 6 Θm(x) 6 0 ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ Bm (3.1.b)
M∑

m=1

〈qm(x)|ei〉+ 6 Ki(x) ∀i ∈ {1, 2, 3, 4} ∀x ∈ A (3.1.)divqm(x) = Θm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A (3.1.d)It is relevant to see that we have taken the �fth onstraint out of the set X0. Indeed,we are going to �inorporate� this onstraint diretly in the funtional spae wherethe �ow q is. Thus, before desribing some properties of X0, the important questionwe have to answer at this point is: whih funtional spaes do these funtions (thetra� �ows and the generation fontions) are?3.5.2 Usual Hilbert spaesIn this setion, a point of A is denoted (x, y). Hilbert-Sobolev spaes are separableHilbert spaes whih �mix� L2 norms and regularity. They give a right framework forour minimization problem under onstraints, one these onstraints being a partialdi�erential equation.
⋆ The Hilbert spae L2(A) =

{
f : A→ R, ||f ||22 =

∫
A
|f |2 <∞

}. Sine no onfusionis possible, we will write L
2 in plae of L2(A).

⋆ The Hilbert-Sobolev spaeH1(A) =
{
f ∈ L

2/ ∃ g1, g2 ∈ L
2 : ∀φ ∈ C∞c (A)

∫
A
f∂xφ =

−
∫
A
g1φ,

∫
A
f∂yφ = −

∫
A
g2φ
}
. We will write H

1(A) = H
1. For f ∈ H

1, we note
∂xf = g1 and ∂yf = g2. A possible norm (this one de�nes the salar produt of
H

1) is ||f ||2
H1 = ||f ||22 + ||∂xf ||22 + ||∂yf ||22.

⋆ The Hilbert-Sobolev spae H
1
2 (∂A) is the image of H1 by the linear ontinuousoperator γ0: γ0(H1) = H

1
2 (∂A), with γ0 de�ned as:

γ0 : H
1 ∩ C(A) −→ L

2(∂A) ∩ C(∂A)
v 7−→ γ0(v) = v|∂A,and extended by ontinuity to a linear ontinuous operator from H

1 to L
2(∂A),still noted γ0. This operator is alled trae operator. We will write H 1

2 (∂A) = H
1
2 .The norm ||v||

H
1
2
= inf{||Φ||H1/ γ0(Φ) = v} gives a struture of Hilbert spae to

H
1
2 .Its topologial dual spae is H− 1

2 (∂A), we will write H
− 1

2 .
⋆ The Hilbert-Sobolev spaeH(div,A) = {σ ∈ (L2)2/ ∃w ∈ L

2 : ∀φ ∈ C∞c (A)
∫
A
σ1∂xφ+

σ2∂yφ = −
∫
A
wφ
}. We will note H(div,A) = H(div). For σ ∈ H(div), we notedivσ = w, and a possible norm (this one de�nes the salar produt of H(div))90



is ||σ||2
H(div) = ||σ1||22 + ||σ2||22 + ||divσ||22. If we note n the unit normal vetor tothe boundary ∂A, external to A, the linear appliation γn alled normal trae, isde�ned as:

γn : H(div) ∩ C(A) −→ H
− 1

2 (∂A) ∩ C(∂A)
σ 7−→ γn(σ) = (σ.n)|∂A,and extended by ontinuity to a linear ontinuous operator from H(div) to H

− 1
2 ,still noted γn. This operator is alled normal trae.The important result is the divergene theorem: if σ ∈ H(div) and τ ∈ H

1, wehave: ∫∫
A
(divσ)τdxdy + ∫∫

A
〈σ|∇τ〉dxdy = 〈σ.n|γ0(τ)〉

H
− 1

2 ,H
1
2
.

⋆ The Hilbert-Sobolev spae H0(div,A) is the adherene of C∞c (A) for the norm of
H(div,A). We note it H0(div). An important theorem is that H0(div) = {q ∈
H(div,A), γn(q) = 0}.Nota: it ould appear quite arti�ial to use spaes with L2 norm instead of more�natural� spaes with L1 norm in our orthotropi ase. Nevertheless, it is essentialnot to work with L1 norm, we will explain why in setion 3.5.4.3.5.3 A Bekmann-like objetive funtionA ommuter in the ity wants to reah his destination. The global assignment obeysthe �rst priniple of Wardrop [War52℄: the user equilibrium is reahed when nouser ould hange his path without inrease his travel ost. The problem of userequilibrium in a dense and large urban area with an orthotropi network viewed asa ontinuum an be formulated with analogy to the Bekmann model for graphs[Be52℄. One denotes J0 : (H0(div))M × (L2)M → R the funtion de�ned as:

J0(q,Θ) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x)|ei〉+

0

ci(x, ξ)dξ dx

−
M∑

m=1

[ ∫∫

A\Bm

∫ Θm(x)

0

D−1
m,x(ϑ)dϑ dx+

∫∫

Bm

∫ 0

Θm(x)

G−1
m,x(ϑ)dϑ dx

]
. (3.1)One an notie that funtions D−1

m we hose on �gure 3.4 do not �t. Funtions of�gure 3.8 will be used instead of them. Suh two inverse demand funtions do nothave any physial sense, they are just a way to build orretly the funtion J0 onits de�nition domain (H0(div))M × (L2)M , from a mathematial point of view.91
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G−1(a) (b)Figure 3.8 - Area and Destination demand funtions for the mathematial study.3.5.4 Minimization problemThe minimization problem is P:
P : min

(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ) (3.2)It is relevant at this point to explain why the minimum of problem (2) exists. Thefuntion J0 to minimize is onvex. Moreover, the ouples (q,Θ) are in the non-empty (it ontains (0, 0)) losed onvex set X0 de�ned by the onstraints. Theset X0 is bounded: ∀(q,Θ) ∈ X0, ‖(q,Θ)‖2(H0(div))M×(L2)M 6 2
∑M

m=1(‖ζm1A\Bm
+

γm1Bm
‖2L2) + 2M

∑4
i=1 ‖Ki‖2L2.We now use generial properties of separable Hilbert spaes. If we onsider a min-imizing sequene of J0 in X0, as X0 is bounded, by using the Cantor's diagonalargument, we an extrat a sub-sequene that onverges towards (q̄, Θ̄). As X0 isonvex and losed for the strong topology, it is losed for the weak topology. Hene

(q̄, Θ̄) ∈ X0. The funtion to minimize is ontinuous for the strong topology (om-position with ontinuous funtions), it is then ontinuous for the weak topology, andwe have min
(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ) = J0(q̄, Θ̄). Then, (q̄, Θ̄) is a minimizer of problem P(2). This proves the existene of the minimizer.Nota: in Sobolev spaes with norm L1, we ould not have proved the existene of theminimizer with the argument above, beause these spaes are not re�exive. In thistype of spaes, a onsequene of the Kakutani's theorem (e.g. see [Bré83℄) is that alosed bounded onvex set is not weakly ompat. We have avoided this di�ultyby this way: as A is bounded, Hölder inequality implies that for all 1 < p < ∞,
Lp(A) ⊂ L1(A). Then, instead of working on Sobolev spaes with L1 norm asnaturally expeted, it is possible to work in Sobolev spaes with Lp norm (though itdoes not have any physial sense). These spaes are all re�exive spaes, hene theygive us the existene of a minimizer for the objetive funtion. We hose to work inHilbert-Sobolev spaes (p = 2) for the lassial reason that they are provided witha salar produt, whih give the property of projetion onto losed onvex sets.92



3.6 Some omments on this orthotropi modelThe main model approximation onerns intersetion on�its for orthogonal tra��ows. The model behaves as if orthogonal tra� �ows did not interat.3.6.1 A omparison with previous modelsAt eah point x of the area, the term for isotropi model (see e.g. [YYI94, Won98℄):
∫ ∑M

m=1 ||qm(x)||2

0

c(x, ξ)dξ, (3.3)is replaed in our orthotropi model by:
4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x)|ei〉+

0

ci(x, ξ)dξ. (3.4)In the isotropial term (3.3), at any point, all the �ows are summed: ∑M
m=1 ||qm(x)||2.On one hand, it is quite natural if we onsider that two opposite �ows of tra� donot anel out eah other. On the other hand, two opposite �ows of tra� do notload this point by a simple addition, as far as this sum ould lead to the saturationof the network at this point by exeeding the apaity, while eah of the opposite�ows do not overtake this apaity.In the orthotropial term (3.4), at any point, eah diretion i is loaded regardless ofthe others by ∑M

m=1〈qm(x)|ei〉+, and then we sum over the four diretions. But, ifopposite tra� �ows do not interat, orthogonal tra� �ows generate on�its. Inour orthotropi model, orthogonal �ows are treated exatly like opposite �ows, as ifthey didn't have any interation. To aept this point of view as reasonable, we anadvane two main arguments. First, the intersetions of urban areas are generallyregulated by tra� lights. Seond, the intersetions whih are not regulated bytra� lights annot be rossed by vehiles that would like to enter saturated street(like in Paris). To take better into aount the intersetion on�its, it is thenpossible to drop the apaity onstraints. This is what we prove in the next setion.3.6.2 Tra� light regulationAt a point P with a rossroads, a tra� light regulation yle is made up of:
⋆ a omplete red phase (Red), while all diretions are under red light,93



⋆ a green phase for opposite diretions 1 and 3 (Green1,3), while opposite diretions
2 and 4 are under red light,

⋆ a green phase for opposite diretions 2 and 4 (Green2,4), while opposite diretions
1 and 3 are under red light.Then, the theoretial apaities Kth

1 (P ), Kth
2 (P ), Kth

3 (P ), Kth
4 (P ), should be re-plaed by the pratial apaities:

Kpr
1 (P ) =

Green1,3K
th
1 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

, Kpr
3 (P ) =

Green1,3K
th
3 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

,

Kpr
2 (P ) =

Green2,4K
th
2 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

, Kpr
4 (P ) =

Green2,4K
th
4 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

.The important point here is that this side onstraints model �ontains� the interse-tion apaity onstraints. In other words, the tra� physis desribed by this modelis not hanged beause of intersetions when they are regulated by tra� light.3.7 Two important properties of the minimizersIn this setion, we prove two relevant onservation properties of problem P (2)minimizers. Same type of results ould have been proved in [YYI94, Won98℄ by thesame way. We note J0(q,Θ) = Γ(q) + Υ(Θ), with
Γ(q) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x)|ei〉+

0

ci(x, ξ)dξ dxand
Υ(Θ) = −

M∑

m=1

[ ∫∫

A\Bm

∫ Θm(x)

0

D−1
m,x(ϑ)dϑ dx+

∫∫

Bm

∫ 0

Θm(x)

G−1
m,x(ϑ)dϑ dx

]
.If f is a stritly inreasing funtion, then u 7→

∫ u
0
f is a stritly onvex funtion.Then, funtion Υ is stritly onvex. Moreover, if f is a positive funtion, u 7→ ∫ u

0
fis inreasing too. Then, funtion Γ is onvex (but not stritly onvex as the Rampfuntion is only onvex). 94



3.7.1 Conservation of the generation funtionLet us onsider two minimizers (q∗,Θ∗) and (q̄, Θ̄). We are going to prove that
Θ∗ = Θ̄ almost everywhere on A.Let us state a parameter t ∈]0, 1[. As the set X0 is onvex, t(q∗,Θ∗)+(1− t)(q̄, Θ̄) ∈
X0. Then Γ(tq∗ + (1− t)q̄) 6 tΓ(q∗) + (1− t)Γ(q̄).Now, let us examine the term Υ(tΘ∗ + (1 − t)Θ̄). Let us suppose by ontraditionthat Θ∗ 6= Θ̄. In this ase, Υ(tΘ∗ + (1− t)Θ̄) < tΥ(Θ∗) + (1− t)Υ(Θ̄).Then J0

(
t(q∗,Θ∗) + (1− t)(q̄, Θ̄)

)
< tΓ(q∗) + (1− t)Γ(q̄) + tΥ(Θ∗) + (1− t)Υ(Θ̄),the seond term of the inequality being equal to min

(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ).So we have found an element t(q∗,Θ∗) + (1 − t)(q̄, Θ̄) ∈ X0 whih would be a�better� minimizer on X0 of the funtional J0, than those we already had. It provesa ontradition. Neessarily, Θ∗ = Θ̄ almost everywhere on A.3.7.2 Conservation of the tra� loadIn this setion, we are going to prove that two minimizing �ows give the same tra�load at almost every point of the area A.Let us onsider two minimizers (q∗,Θ∗) and (q̄, Θ̄). From setion 3.7.1, we alreadyknow that Θ∗ = Θ̄. Let us state a parameter t ∈]0, 1[, (tq∗ + (1 − t)q̄, Θ̄) ∈ X0.Funtion Γ is onvex, we suppose by ontradition that there exists i0 ∈ {1, 2, 3, 4}and a measurable subset E ⊂ A suh that |E| > 0 suh that:
∀x ∈ E,

M∑

m=1

〈q∗m(x)|ei0〉+ 6=
M∑

m=1

〈q̄m(x)|ei0〉+.Then, for every x ∈ E, as the funtion u 7→ ∫ u
0
ci0(x, y, ξ)dξ is stritly onvex and asthe Ramp funtion is onvex:

∫ ∑M
m=1〈tq∗m(x)+(1−t)q̄m(x)|ei0 〉+

0

ci0(x, ξ)dξ

6

∫ t
∑M

m=1〈q∗m(x)|ei0〉++(1−t)
∑M

m=1〈q̄m(x)|ei0〉+

0

ci0(x, ξ)dξ

< t

∫ ∑M
m=1〈q∗m(x)|ei0 〉+

0

ci0(x, ξ)dξ + (1− t)
∫ ∑M

m=1〈q̄m(x)|ei0 〉+

0

ci0(x, ξ)dξ.As a onsequene, we obtain that Γ(tq∗ + (1 − t)q̄) < tΓ(q∗) + (1 − t)Γ(q̄), whihmeans that J0

(
tq∗ + (1 − t)q̄, Θ̄

)
< min

(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ). It proves the ontradi-95



tion. We onlude that neessarily, for every i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∑M
m=1〈q∗m(x)|ei〉+ =∑M

m=1〈q̄m(x)|ei〉+ almost everywhere on A.Nota: for every destination m, it is worth observe that we an't say nothing aboutthe url of qm (urlqm = ∇ ∧ qm). It would have been very useful to know thaturlqm = 0, as far as with the ondition divqm = Θm, it would have given a goodintegral representation of qm. Nevertheless, there is no reason why urlqm should beequal to zero. If we onsider two di�erent paths in A with same origin and samedestination m, the union of these two paths de�nes a urve C. Suppose that oneof the two paths is used by vehiles whih go to destination m and suppose thatthe other path is not used by them. The integral ∮
C
〈qm(x)|~t〉dσ (where ~t is thetangential vetor to the urve) should not be equal to zero.

3.8 Approximation of the equilibrium with a smoothformulation3.8.1 Smooth funtions and mere propertiesAs notied before, the Ramp funtion is not di�erentiable. In the sequel, we willuse smooth funtions rǫ to approximate the Ramp funtion, so we will be able toderive the objetive funtion. The parameter ǫ > 0 is bound to tend towards 0 (see�g (3.9)). This parameter an be hosen in a ountable set (e.g. { 1
n
, n ∈ N

∗}). Let'sstate ǫ > 0.
⋆ For every x ∈ R, rǫ(x) = 1

2

(
x+(x2+ǫ2)

1
2

). The funtion rǫ is a smooth monotoniinreasing and stritly onvex funtion. The sequene of funtion (rǫ)ǫ>0 onvergesuniformly towards the ramp funtion R on R, with 0 6 rǫ(x)−R(x) 6 ǫ
2
for every

x ∈ R. The notation is onsistent beause R = r0. It is relevant to add that forevery 0 6 ǫ1 < ǫ2, and for all x ∈ R, we have the useful relation 0 < rǫ2(x) −
rǫ1(x) 6

ǫ2−ǫ1
2

. Moreover, we note that for all (a, b) ∈ R
2, |rǫ(a)− rǫ(b)| 6 |a− b|.

⋆ r′ǫ(x) =
1
2

(
1 + x(x2 + ǫ2)−

1
2

). The funtion r′ǫ is a ontinuous monotoni inreas-ing funtion. For every 0 < ǫ1 < ǫ2, 0 < r′ǫ2 < r′ǫ1 < 1. For every x ∈ R,
limǫ→0+ r

′
ǫ(x) = H(x) (pointwise onvergene towards the Heaviside step funtion

H de�ned by H(a) = 0 for every a < 0, H(0) = 1
2
, H(a) = 1 for every a > 0).96
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1
2

(
x+ (x2 + ǫ2)

1
2

) (green).3.8.2 The new problemFor every ǫ > 0, one denotes Jǫ : (H0(div))M × (L2)M → R the funtion de�ned as:
Jǫ(q,Θ) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1 rǫ(〈qm(x)|ei〉)

0

ci(x, ξ)dξ dx

−
M∑

m=1

[ ∫∫

A\Bm

∫ Θm(x)

0

D−1
m,x(ϑ)dϑ dx+

∫∫

Bm

∫ 0

Θm(x)

G−1
m,x(ϑ)dϑ dx

] (3.5)The funtion Jǫ is an approximation of J0 when ǫ is near 0. The minimizationapproximated problem is Pǫ:
Pǫ : min

(q,Θ)∈Xǫ

Jǫ(q,Θ) (3.6)where Xǫ is the subset of (H0(div))M×(L2)M de�ned by (only the inequation (3.1.)is hanged into (3.6.), the others remaining the same):




0 6 Θm(x) 6 ζm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A \Bm (3.6.a)
γm(x) 6 Θm(x) 6 0 ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ Bm (3.6.b)
M∑

m=1

rǫ(〈qm(x)|ei〉) 6 Ki(x) +M
ǫ

2
∀i ∈ {1, 2, 3, 4} ∀x ∈ A (3.6.)divqm(x) = Θm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A (3.6.d)97



Let us remark that the notations are onsistent: if take ǫ = 0 in the expressionsof Jǫ and Xǫ, we obtain exatly J0 and X0. The main fat is that for a given
ǫ > 0, the funtional Jǫ is stritly onvex and smooth on (H0(div))M × (L2)M . Wenote (qǫ,Θǫ) its unique minimum on Xǫ (the existene of the minimum on Xǫ anbe obtained as in the end of setion 3.5.4, the uniqueness being given with the stritonvexity property).Let us de�ne Fǫ as the representative onstraints funtional: for every (q,Θ) ∈
(H0(div))M × (L2)M , Fǫ(q,Θ) = (F 1

ǫ (Θ),F 2
ǫ (Θ),F 3

ǫ (Θ),F 4
ǫ (Θ),F 5

ǫ (q),F
6
ǫ (q,Θ))where: 




F 1
ǫ (Θ) = −Θ

F 2
ǫ (Θ) = Θ− ζ

F 3
ǫ (Θ) = γ −Θ

F 4
ǫ (Θ) = Θ

F 5
ǫ (q) =

∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉)−Ki −M ǫ

2

F 6
ǫ (q,Θ) = divq −Θ3.8.3 Properties of the new objetive funtionLet's enoune some simple results:1. Let us state ǫ > 0. As R = r0 6 rǫ, for all (q,Θ) ∈ (H0(div))M × (L2)M ,

J0(q,Θ) 6Jǫ(q,Θ).2. For all (q,Θ) ∈ (H0(div))M × (L2)M , lim
ǫ→0+

Jǫ(q,Θ) = J0(q,Θ) (pointwiseonvergene). In the sequel, as all limits will be taken when ǫ → 0+, we willsimply write �lim� instead of � lim
ǫ→0+

�.3. For all ǫ > 0, the funtion Jǫ is stritly onvex on (H0(div))M × (L2)M andthe set Xǫ is a losed onvex bounded subset of (H0(div))M × (L2)M . So theapproximated problem Pǫ (3.6) has a unique solution denoted (qǫ,Θǫ).4. X0 = ∩ǫ>0Xǫ.5. Let us state 0 6 ǫ1 < ǫ2. We are going to prove that Xǫ1 ⊂ Xǫ2 . Let usonsider a ouple (q,Θ) ∈ Xǫ1. The only thing to prove is:
∀i ∈ {1, 2, 3, 4},

M∑

m=1

rǫ2(〈qm(x)|ei〉) 6 Ki(x) +M
ǫ2
2

a.e. inA.Let us state i ∈ {1, 2, 3, 4} and m ∈ {1, . . . ,M}. Almost everywhere in A:
rǫ2(〈qm(x)|ei〉) = rǫ1(〈qm(x)|ei〉) + rǫ2(〈qm(x)|ei〉)− rǫ1(〈qm(x)|ei〉)

6 rǫ1(〈qm(x)|ei〉) + ǫ2−ǫ1
2
.98



Then we sum and we obtain exatly the inequality we wanted to prove. So
(q,Θ) ∈ Xǫ2, and Xǫ1 ⊂ Xǫ2. This is a property of dereasing monotony of theapaity sets when ǫ tends to zero.3.8.4 The new problem is an approximated problemIn this setion, we brie�y prove that the sequene (qǫ,Θǫ) is a minimizing sequeneof J0. Let us state (q∗,Θ∗) ∈ X0 suh that min

X0

J0 = J0(q
∗,Θ∗). We want toprove that limJ0(qǫ,Θǫ) = J0(q∗,Θ∗).Let us state ǫ > 0. As X0 ⊂ Xǫ, (q∗,Θ∗) ∈ Xǫ. But we don't know if (qǫ,Θǫ) is anelement of X0, hene we annot ompare J0(qǫ,Θǫ) and J0(q∗,Θ∗). It an only bewritten: Jǫ(q∗,Θ∗) >Jǫ(qǫ,Θǫ). Then:

Jǫ(q∗,Θ∗) >J0(qǫ,Θǫ) (3.7)Thus:
J0(q∗,Θ∗) = limJǫ(q∗,Θ∗)

= limJǫ(q∗,Θ∗)

> limJ0(qǫ,Θǫ) (with inequality (3.7))
> limJ0(qǫ,Θǫ).If we demonstrate that limJ0(qǫ,Θǫ) >J0(q∗,Θ∗), the result will be proved.First step:every weakly onvergent extrated sequene of (qǫ,Θǫ)ǫ has a limit in X0. Proof byontradition: suppose the limit (ql,Θl) is not in X0 = ∩ǫXǫ, then there exists ǫ0suh that (ql,Θl) ∈ XC

ǫ0
. With the onstraints sets property of dereasing monotony,for every ǫ < ǫ0, (qǫ,Θǫ) ∈ Xǫ0. As Xǫ0 is a losed onvex set, it is losed for theweak topology, so (ql,Θl) ∈ Xǫ0, whih gives the ontradition.Seond step:the funtional J0 is onvex and ontinuous (then it is lower semi-ontinuous) forthe strong topology and thus for the weak topology on Xǫ0. Then, the property ofsequential weak lower semi-ontinuity (e.g. see [Bré83℄) gives us that J0(ql,Θl) 6

limJ0(qǫ,Θǫ).Third step:suppose by ontradition that limJ0(qǫΘǫ) = J0(q∗,Θ∗)− η with η > 0. It meansthat ∀ǫ > 0, ∃a ∈]0, ǫ[ /J0(qa,Θa) 6 J0(q∗,Θ∗) − η
2
. Then we an extrat a sub-sequene again denoted (qǫ,Θǫ) suh that J0(qǫ,Θǫ) 6 J0(q∗,Θ∗) − η

2
. We ansuppose this subsequene is in X 2

M
for instane (even if it means removing the �rst99



terms of the subsequene). As this set is bounded, there exists a subsequene thatonverges weakly to an element (ql,Θl).Fourth step:every weakly onvergent subsequene of (qǫ,Θǫ) has its limit in X0 (see First step).Then J0(q∗,Θ∗) = min
X0

J0 6J0(ql,Θl) 6 limJ0(qǫ,Θǫ) 6J0(q∗,Θ∗)− η
2
, whihgives the ontradition. Hene, the result is proved.We onlude this setion saying that problem P (2) an be approximated by problem

Pǫ. Working with the approximated problem Pǫ (3.6) is easier beause funtion rǫand thus Jǫ is di�erentiable. Then it is possible to use general theory for onvexoptimization. For a value of ǫ su�iently small, the ouple (qǫ,Θǫ) is onsidered asan approximation of the solution of problem P (2). More preisely, the minimizer�ow qǫ is an approximation of a possible tra� �ow. The relevant feature will bethe load on the ontinuum network given by this �ow.3.9 Lagrangian3.9.1 De�nitionFor every:
(q,Θ) ∈ (H0(div))M × (L2)M ,for every:

(φ, ϕ, χ, ψ) ∈ ΠM
l=1L

2(A \Bm)×ΠM
l=1L

2(A \Bm)×ΠM
l=1L

2(Bm)×ΠM
l=1L

2(Bm),for every:
(λ, µ) ∈ (L2)4 × (L2)M ,onsider the Lagrangian Lǫ of problem Pǫ (3.6):

Lǫ(q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ) = Jǫ(q,Θ) +
〈
φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ

∣∣∣Fǫ(q,Θ)
〉
, (3.8)where 〈 ∣∣∣ 〉 is the salar produt in ΠM

l=1L
2(A\Bm)×ΠM

l=1L
2(A\Bm)×ΠM

l=1L
2(Bm)×

ΠM
l=1L

2(Bm)× (L2)4 × (L2)M : 100



〈
φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ

∣∣∣Fǫ(q,Θ)
〉
=

M∑

m=1

∫∫

A\Bm

[
φm
(
−Θm

)
+ ϕm

(
Θm − ζm

)]
dx

+
M∑

m=1

∫∫

Bm

[
χm
(
γm −Θm

)
+ ψmΘm

]
dx

+

∫∫

A

4∑

i=1

λi
( M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)−Ki −M
ǫ

2

)
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

µm
(divqm −Θm

)
dx . (3.9)Variables (q,Θ) are said to be primal variables of LagrangianLǫ. Variables (φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ)are said to be dual variables of Lagrangian Lǫ.3.9.2 Regular saddle point of the LagrangianThe nine-uplet (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ) is said to be a regular saddle point of thelagrangian Lε if:

⋆ µǫ ∈ (H1)M , that is why we all the saddle point regular : we want more than
µǫ ∈ (L2)M beause in a next step, we will use Green formula with µǫ to obtainsaddle point properties;

⋆ φǫ > 0, ϕǫ > 0, χǫ > 0, ψǫ > 0, λǫ > 0, (there is no sign ondition on µǫ beause itis assoiated to an equality onstraint);
⋆ for all (q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ) suh that φ > 0, ϕ > 0, χ > 0, ψ > 0, λ > 0:

Lǫ(qǫ,Θǫ,φ,ϕ,χ,ψ,λ,µ)6Lǫ(qǫ,Θǫ,φǫ,ϕǫ,χǫ,ψǫ,λǫ,µǫ)6Lǫ(q,Θ,φǫ,ϕǫ,χǫ,ψǫ,λǫ,µǫ). (3.10)3.9.3 Properties of the regular saddle pointIf (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ) is a regular saddle point, with lassial features (see[All05℄):
⋆ (qǫ,Θǫ) ∈ Xǫ.
⋆
〈
φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ

∣∣∣Fǫ(qǫ,Θǫ)
〉
= 0.101



⋆ (qǫ,Θǫ) is the minimum of Jǫ onXǫ. (Hene the notation (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ)is onsistent).
⋆ As the objetive funtion and the onstraints funtions are di�erentiable, ∀(q̂, Θ̂) ∈
(H0(div))M × (L2)M , D(q,Θ)Lǫ

(
(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs) | (q̂, Θ̂)

)
= 0.

3.9.4 Existene and uniqueness of a regular saddle pointThe problem of existene and uniqueness of a regular saddle point is not guaran-teed, the problem is not well-posed. The existene of a saddle point is a di�ultproblem the ase of general Hilbert spaes with onvex onstraints (see [CLRM01℄).It is possible to �nd a saddle point in an approximated sense in a partiular ase(see [Mau03℄), but the tehniques involved annot be used with problem Pǫ (3.6).In a spae-disretized version, problem Pǫ (3.6) an admit a saddle point as longas onstraints verify quali�ation properties. There are a few types of quali�a-tion properties. Some of them give also the uniqueness of the saddle-point. Thesequali�ation onstraints are di�ult to adapt from �nite dimension optimizationproblems to in�nite dimension ones. For this reason, we will suppose in the sequelthe existene of suh a saddle point. However, there is no reason to suppose theuniqueness.
3.9.5 Relations between primal and dual variables at a regu-lar saddle pointFrom setion 3.9.3, a regular saddle point (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ) is a solution ofequation:

∀(q̂, Θ̂), D(q,Θ)Lǫ

(
qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ | q̂, Θ̂

)
= 0,102



with:
D(q,Θ)Lǫ

(
q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ | q̂, Θ̂

)
=

∫∫

A

4∑

i=1

ci

(
x,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)
) M∑

m=1

hǫ(〈qm|ei〉)〈q̂m|ei〉 dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

Θ̂m

[(
−D−1

m (Θm)− φm + ϕm

)1A\Bm
+
(
G−1
m (Θm)− χm + ψm

)1Bm

]
dx

+

∫∫

A

4∑

i=1

λi

M∑

m=1

hǫ(〈qm|ei〉)〈q̂m|ei〉 dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

µm

(divq̂m − Θ̂m

)
dx . (3.11)Rearranging the terms and using the Green-Riemann formula with µ ∈ (H1)M :

∀m
∫∫
A

〈∇µm|q̂m〉dx+
∫∫
A

µmdivq̂mdx =
∮
δA

µm〈q̂m|~n〉dσ

= 0.Equality (3.11) an be rewritten into
D(q,Θ)Lǫ

(
q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ | q̂, Θ̂

)
=

∫∫

A

M∑

m=1

〈
q̂m

∣∣∣∣ +
4∑

i=1

[
λi + ci

(
x,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)
)]
hǫ(〈qm|ei〉)ei −∇µm

〉
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

Θ̂m

[(
−D−1

m (Θm)−φm+ϕm−µm
)1A\Bm

+
(
G−1
m (Θm)−χm+ψm−µm

)1Bm

]
dx .(3.12)Now let us set m. For q̂m =

∑4
i=1

[
λǫ,i + ci

(
x,
∑M

m=1 rǫ(〈qǫ,m|ei〉)
)]
hǫ(〈qǫ,m|ei〉)ei −

∇µǫ,m, q̂l = 0 ∀l 6= m and Θ̂ = 0 (to avoid the integral on the boundary ∂A anyway,we an use a sequene q̂(n)m ∈ C∞c that onverges to this q̂m with the topology of thenorm || · ||H1×H1) we obtain that:
∀m,

4∑

i=1

[
λǫ,i + ci

(
x,

M∑

m=1

rǫ(〈qǫ,m|ei〉)
)]
hǫ(〈qǫ,m|ei〉)ei = ∇µǫ,m . (3.13)103



With same types of arguments, we dedue that for all m:
−D−1

m (Θǫ,m)− φǫ,m + ϕǫ,m − µǫ,m = 0 onA \Bm , (3.14)
G−1
m (Θǫ,m)− χǫ,m + ψǫ,m − µǫ,m = 0 onBm . (3.15)

3.9.6 Gradient interpretationFuntions µǫm an be seen as ost potential funtions while funtions λǫi an be seenas overost funtions.In the artiles [YYI94, Won98, YW00, HWYL05, HWL06℄, whih onern an isotropimodel, for every destination m, the gradient of ost potential funtions is parallelwith same diretion to the �ow. In the orthotropi model of this hapter, thisproperty does not stand.At a point x, the physial signi�ation of vetor qǫm(x) is given by qǫm(x) =∑4
i=1〈qǫm(x)|e1〉+ei. If the vehiles whih are bound for destination m move with a�ow qǫm(x), a part of them will use a path parallel to the x-axis and the other partwill use a path parallel to the y-axis. The only thing that an be said is that vetor

∇µǫm(x) is in the same setor as qǫm(x): for every destination m, the �ow qǫm(x)loads the diretion(s) where the tra� of this �ow divides itself into. In ase thevetor qǫm(x) would be parallel to the x-axis or the y-axis, as hǫ(0) = 0, the vetor
∇µǫm(x) would be parallel with same diretion as qǫm(x).
3.9.7 Used/unused paths ostsIn this setion, a point of A is denoted (x, y). The sign funtion is de�ned assgn(a) = −1 for every a < 0, sgn(0) = 0 and sgn(a) = 1 for every a > 0. For everyreal a, sgn(a) = H(a)−H(−a).First, prove that all used paths between an origin O and a destination m have the104



same ost. The travel ost on suh a path is:Cost(used p,m) =
∫

p

[
λǫ,1 + c1

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e1〉)
)]
hǫ(〈qǫ,m|e1〉)|dx|

+

∫

p

[
λǫ,2 + c2

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e2〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e2〉)|dy|

+

∫

p

[
λǫ,3 + c3

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e3〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e3〉)|dx|

+

∫

p

[
λǫ,4 + c4

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e4〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e4〉)|dy| . (3.16)With funtions rǫ and hǫ, the ost of small oordinates of the �ow are under-estimated. By notiing that at any (x, y) on the used path p one has: |dx| =sgn(〈qǫ,m(x, y)|e1〉)dx and |dy| = sgn(〈qǫ,m(x, y)|e2〉)dy, we an write the previousost as: Cost(used p,m) =

∫

p

[
λǫ,1 + c1

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e1〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e1〉)dx

+

∫

p

[
λǫ,2 + c2

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e2〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e2〉)dy

−
∫

p

[
λǫ,3 + c3

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e3〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e3〉)dx

−
∫

p

[
λǫ,4 + c4

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e4〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e4〉)dy . (3.17)Then, Cost(used p,m) =

∫

p

〈
∇µǫ,m

∣∣∣ dx
dy

〉
= µǫ,m(Dm)− µǫ,m(O) (3.18)The ost of used paths is the same.Seond, prove that unused paths between the origin O and the destination m aremore expensive than used paths. For any unused path p, sine 〈qǫ,m(x, y)|e1〉e1 anbe equal to the zero vetor, or be parallel with opposite diretion to path p, at105



any (x, y) of the unused path p, |dx| > sgn(〈qǫ,m(x, y)|e1〉)dx. By the same token,
|dy| > sgn(〈qǫ,m(x, y)|e2〉)dy. Thus, if we repeat the last alulus, in plae of anequality, the following inequality holds:Cost(unused p,m) >

∫

p

〈
∇µǫ,m

∣∣∣ dx
dy

〉
= µǫ,m(Dm)− µǫ,m(O) (3.19)We onlude that the ost of any unused path is higher than or equal to the ost ofa used path. This satis�es the Wardrop's �rst priniple of user equilibrium.3.10 Algorithmial aspetsThe approximated problem Pǫ (3.6) ontains one major drawbak: the objetivefuntion is only stritly onvex. This property is not strong enough to run thelassial Uzawa algorithm of non linear programmation. In this setion, we willshow how to eliminate non useful dual oe�ients from the algorithm and how toobtain strong onvexity.3.10.1 Projetion on partiular setsIf u and v are two L

2 funtions with u 6 v, one denotes for every f ∈ L
2:

Π[u,v](f) = u1{f<u} + f1{u6f<v} + v1{v6f}.

Π[u,v](f) is the orthogonal projetion of f on the losed onvex subset of L2: {g ∈
L

2/ u 6 g 6 v a.e.}.For every f ∈ (L2)4, one denotes (L2
+)

4 the losed onvex subset of (L2)4: (L2
+)

4 =

{g ∈ (L2)4/ ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, 0 6 gi a.e.} and Π+(f) = (fi1{06fi})i∈{1,2,3,4}. Π+(f) isthe orthogonal projetion of f on (L2
+)

4. Projetion Π+ is a Lipshitz funtion withonstant 1. A haraterization of Π+ is: let us state v ∈ (L2)4, (∀g ∈ (L2
+)

4, 〈f −
v|g − v〉 6 0)⇔ v = Π+(f).3.10.2 How to eliminate some dual oe�ientsDual variables φ, ϕ, χ, ψ are going to be �eliminated� from the algorithm. Dualvariables λ and µ will be kept beause they annot be eliminated from the algorithmas the previous ones. This result has a omputational interest as far as it ould allowa gain of time to reah the solution. 106



In relation (3.14), let us state m and x ∈ A\Bm. As Θǫ,m(x) ∈ [0, ζm(x)], as φǫ,m(x)and ϕǫ,m(x) annot be both non equal to zero, and as Dm is a stritly dereasingfuntion, one an write:If 0 < Θǫ,m(x) < ζm(x) then φǫ,m(x) = 0 and ϕǫ,m(x) = 0then D−1
m,x(Θǫ,m(x)) = −µǫ,m(x)then Θǫ,m(x) = Dm,x(−µǫ,m(x)) (3.20)If Θǫ,m(x) = 0 then φǫ,m(x) > 0 and ϕǫ,m(x) = 0then D−1
m,x(0) = −µǫ,m(x)− φǫ,m(x)then D−1
m,x(0) 6 −µǫ,m(x)then 0 > Dm,x(−µǫ,m(x)) (3.21)If Θǫ,m(x) = ζm(x) then φǫ,m(x) = 0 and ϕǫ,m(x) > 0then D−1
m,x(ζm(x)) = −µǫ,m(x) + ϕǫ,m(x)then D−1
m,x(ζm(x)) > −µǫ,m(x)then ζm(x) 6 Dm,x(−µǫ,m(x)). (3.22)We an write that for all m, Θǫ,m = Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µǫ,m

)) on A \Bm. As well, withrelation (3.15), using that G−1
m is stritly inreasing, we ould show that for all m,

Θǫ,m = Π[γm,0]

(
Gm
(
µǫ,m

)), on Bm.So we an summarize the obtained result in the formula:
Θǫ,m = Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µǫ,m

))1A\Bm
+Π[γm,0]

(
Gm
(
µǫ,m

))1Bm
.3.10.3 How to get strong onvexity?A �rst ruial point in the Uzawa algorithm to solve the minimization problem (3.5)is the strong onvexity of the objetive funtion Jǫ.In order to obtain strong onvexity, we add to Jǫ(q,Θ) an arti�ial term κ‖q‖H(div)M ,where κ is a positive onstant, small enough so that it will not disturb too muh theminimizer of problem Pǫ (3.6). This new approximated problem an be interpretedas the researh of the objetive funtion minimizer with the smaller norm. Physially,it does not have any relevant interpretation, and this tehnique only has to be seenas a onvenient way to obtain a strongly onvex struture.The slope funtions of Dm and Gm, respetively dm and gm, are in L∞. So thereexists a real number δ⋆ suh that max{‖dm‖∞, ‖gm‖∞/m = 1, . . . ,M} 6 δ⋆. This107



ondition ends with providing a strong onvexity property to the objetive funtion
Jǫ(q,Θ).3.10.4 Lipshitz properties of the onstraint funtionsAnother ruial point of Uzawa algorithm is that the funtions whih de�ne theonstraints must be Lipshitz. Nevertheless, in our ase, we will only need the on-straint funtional assoiated to the apaity onstraints to be Lipshitz. A funtion
f is c−Lip when f is a Lipshitz funtion with a Lipshitz onstant equal to c.Let us state i ∈ {1, 2, 3, 4}. Consider the funtion

Fǫ,i : (H(div))M −→ L
2

q 7−→
M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉).We are going to prove that Fǫ,i is √M−Lip. For any (q, q̃) ∈
(
(H(div))M)2, usingsuessively that s 7→ s2 is onvex, rǫ is 1−Lip, and Cauhy-Shwarz inequality with

‖ei‖ = 1∀i ∈ {1, 2, 3, 4}:
‖Fǫ,i(q)− Fǫ,i(q̃)‖22 =

∫∫

A

( M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)− rǫ(〈q̃m|ei〉)
)2

dx

6 M

∫∫

A

M∑

m=1

(
rǫ(〈qm|ei〉)− rǫ(〈q̃m|ei〉)

)2
dx

6 M

∫∫

A

M∑

m=1

〈qm − q̃m|ei〉2 dx

6 M

∫∫

A

M∑

m=1

‖qm − q̃m‖2R2 dx

6 M‖q − q̃‖2(H(div))M . (3.23)This result proves that the four onstraint funtions Fǫ,i assoiated to the four in-equalities represented by (3.6.) are √M−Lip. We now have all the elements weneed to implement the algorithm. 108



3.10.5 Convergene of the algorithmWe are going to build an Uzawa modi�ed algorithm to reah the solution. In thissetion, we desribe the algorithm and prove it onverges.3.10.5.1 NotationsThe parameters ǫ and κ are small and are set.For (q, λ, µ) ∈ H(div)M × (L2)4 × (L2)M , one denotes:
L̃ǫ,κ(q, λ, µ) = J̃ǫ,κ(q) + 〈λ|Fǫ(q)〉+ 〈µ|divq〉,where:





J̃ǫ,κ(q) =
∫∫
A

∑4
i=1

∫∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉)

0
ci(x, ξ)dξ dx+ κ‖q‖2

H(div)M
〈λ|Fǫ(q)〉 =

∫∫
A

∑4
i=1 λi

∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉) dx (salar produt in (L2)4)

〈µ|divq〉 =
∫∫
A

∑M
m=1 µmdivqm dx (salar produt in (L2)M)Notie that in the expression of L̃ǫ,κ(q, λ, µ), we do not take into aount the term:

〈λ| −K −M ǫ
2
〉 = −

∫∫
A

∑4
i=1 λi

(
Ki +M ǫ

2

)
dx (salar produt in (L2)4).3.10.5.2 AnalysisAs q 7→ ∫∫

A

∑4
i=1

∫∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉)

0
ci(x, ξ)dξ dx is onvex and q 7→ κ‖q‖2

H(div)M is κ-onvex, then J̃ǫ,κ is κ-onvex.Suppose there exists a regular saddle point (qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs) of Lagrangian:
L̂ǫ,κ(q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ) = Jǫ(q,Θ) + κ||q||2

H(div)M
+
〈
φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ

∣∣∣Fǫ(q,Θ)
〉
. (3.24)By using the property that for any q ∈ H(div)M :

L̂ǫ,κ(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs) 6 L̂ǫ,κ(q,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs),and the strit onvexity of q 7→ L̃ǫ,κ(q, λs, µs), we obtain that:
qs = Arg min

q∈H(div)M L̃ǫ,κ(q, λs, µs).109



By using the property that for any (λ, µ) ∈ (L2
+)

4 × (H1)M :
L̂ǫ,κ(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λ, µ) 6 L̂ǫ,κ(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs)we obtain that for any λ ∈ (L2

+)
4, and for any ρ > 0, 〈λ−λs|ρ(Fǫ(qs)−K−M ǫ

2
)〉 6 0,hene 〈λ− λs|ρ(Fǫ(qs)−K −M ǫ

2
) + λs − λs〉 6 0, hene λs = Π+

(
λs + ρ(Fǫ(qs)−

K −M ǫ
2
)
).Moreover, as 〈µ−µs|divqs−Θs〉 6 0 for every µ ∈ (H1)M , with the density argument

(H1)M
(L2)M

= (L2)M , we obtain that divqs −Θs = 0, thus µs = µs + ρ(divqs −Θs).3.10.5.3 AlgorithmBeginning with any ouple (λ0, µ0) ∈ (L2
+)

4 × (L2)M , we build the sequenes (λn),
(µn), (Θn) and (qn):
∀m ∈ {1, . . . ,M}, Θn

m = Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µnm

))1A\Bm
+Π[γm,0]

(
Gm
(
µnm
))1Bm

qn = Arg min
q∈H(div)M L̃ǫ,κ(q, λ

n, µn)

λn+1 = Π+

(
λn + ρ(Fǫ(q

n)−K −M ǫ

2
)
) (3.25)

µn+1 = µn + ρ
(divqn −Θn

)We are going to prove that the sequene (qn,Θn) onverges towards (qs,Θs), whih isthe minimizer we are looking for. However, the onvergene of the sequene (λn, µn)nis not guaranteed (see setion 3.10.5.5 for a result).3.10.5.4 Convergene proofFirst stepas qn and qs are minimizers, for any v ∈ H(div)M :
J̃ ′

ǫ,κ(q
n)(v − qn) + 〈λn|Fǫ(v)− Fǫ(qn)〉+ 〈µn|divv − divqn〉 > 0 (3.26)

J̃ ′
ǫ,κ(qs)(v − qs) + 〈λs|Fǫ(v)− Fǫ(qs)〉+ 〈µs|divv − divqs〉 > 0 (3.27)We hoose v = qs in (3.26) and v = qn in (3.27) and we sum to obtain:

(
J̃ ′

ǫ,κ(q
n)−J̃ ′

ǫ,κ(qs)
)
(qs−qn)+〈λn−λs|Fǫ(qs)−Fǫ(qn)〉+〈µn−µs|divqs−divqn〉 > 0.110



Then, with the strong onvexity of J̃ǫ,κ

〈λn − λs|Fǫ(qs)− Fǫ(qn)〉+ 〈µn − µs|divqs − divqn〉 > (
J̃ ′

ǫ,κ(qs)− J̃ ′
ǫ,κ(q

n)
)
(qs − qn)

> κ‖qs − qn‖2H(div)M . (3.28)(3.29)Seond stepby using the de�nition (3.25), with parallelogram identity, Fǫ is √M -Lipshitz and
‖a+ b‖2

L2 6 2‖a‖2
L2 + 2‖b‖2

L2. We have:
‖λn+1 − λs‖2(L2)4 = ‖λn − λs‖2(L2)4 + ρ2‖Fǫ(qn)− Fǫ(qs)‖2(L2)4 + 2ρ〈λn − λs|Fǫ(qn)− Fǫ(qs)〉

6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ρ2M‖qn − qs‖2(L2)4 + 2ρ〈λn − λs|Fǫ(qn)− Fǫ(qs)〉

‖µn+1 − µs‖2(L2)M = ‖µn − µs‖2(L2)M + ρ2‖(divqn −Θn)− (divqs −Θs)‖2(L2)M

+2ρ〈µn − µs|(divqn − divqs)− (Θn −Θs)〉
6 ‖µn − µs‖2(L2)M + 2ρ2‖divqn − divqs‖2(L2)M + 2ρ2‖Θn −Θs‖2(L2)M

+2ρ〈µn − µs|divqn − divqs〉 − 2ρ〈µn − µs|Θn −Θs〉.Hene, with (3.29), we obtain that:
‖λn+1 − λs‖2(L2)4 + ‖µn+1 − µs‖2(L2)M 6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M

+(ρ2max(2,M)− 2ρκ)‖qn − qs‖2H(div)M
+2ρ2‖Θn −Θs‖2(L2)M − 2ρ〈µn − µs|Θn −Θs〉(3.30)Third stepwe are going to study the term 〈µn−µs|Θn−Θs〉 whih appears in inequality (3.30).For almost every x ∈ A \Bm,

Θn
m(x) = Π[0,ζm(x)]

(
Dm,x

(
− µnm(x)

))
,and

Θs,m(x) = Π[0,ζm(x)]

(
Dm,x

(
− µs,m(x)

))
.Hene, using the haraterization of the projetion, we an write for almost every

x ∈ A \Bm:
(Dm,x

(
− µnm(x)

)
−Θn

m(x))(Θs,m(x)−Θn
m(x)) 6 0 (3.31)

(−Dm,x
(
− µs,m(x)

)
+Θs,m(x))(−Θn

m(x) + Θs,m(x)) 6 0 (3.32)111



We sum (3.31) and (3.31) to obtain:
dm(x)(µ

n
m(x)− µs,m(x))(Θn

m(x)−Θs,m(x))) 6 −(Θn
m(x)−Θs,m(x))

2,then:
−δ⋆(µnm(x)− µs,m(x))(Θn

m(x)−Θs,m(x)) 6 −(Θn
m(x)−Θs,m(x))

2.With same arguments, we obtain that for almost every x ∈ Bm:
−δ⋆(µnm(x)− µs,m(x))(Θn

m(x)−Θs,m(x)) 6 −(Θn
m(x)−Θs,m(x))

2.Then, an integration on A gives:
−2ρ〈µnm − µs,m|Θn

m −Θs,m〉 6 −2
ρ

δ⋆
‖Θn

m −Θs,m‖2(L2)M .Now, rewrite (3.30):
‖λn+1 − λs‖2(L2)4 + ‖µn+1 − µs‖2(L2)M 6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M

+(ρ2max(2,M)− 2ρκ)‖qn − qs‖2H(div)M
+(2ρ2 − 2

ρ

δ⋆
)‖Θn −Θs‖2(L2)M (3.33)Fourth stepif we hoose the number

ρ ∈
]
0,

2κ

max(2,M)

[ ⋂ ]
0,

1

δ⋆
[
, (3.34)both numbers (ρ2max(2,M) − 2ρκ) and (2ρ2 − 2 ρ

δ⋆
) are stritly negative. Henethe sequene (‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M )n is dereasing. As it is positive, itonverges. By notiing that:

−(ρ2 max(2,M)− 2ρκ)‖qn − qs‖2H(div)M − (2ρ2 − 2
ρ

δ⋆
)‖Θn −Θs‖2(L2)M

6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M − ‖λn+1 − λs‖2(L2)4 − ‖µn+1 − µs‖2(L2)M , (3.35)as the �rst term of the inequality 3.35 is positive, we an onlude that lim ‖qn −
qs‖2H(div)M = 0, and lim ‖Θn −Θs‖2(L2)M = 0.112



3.10.5.5 Dual oe�ients
We have supposed the existene of a regular saddle point: (qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs)of Lagrangian 3.24. This regular saddle point was not supposed unique. The previ-ous algorithm builds a sequene (λn, µn)n elements of (L2)4 × (L2)M , this sequenebeing bounded in (L2)4 × (L2)M . But we do not know anything about the on-vergene of this sequene. Preisely, we would like to answer the question: doesthe sequene (λn, µn)n onverges towards (λs, µs)? In the �nite dimension ase, theanswer is no in general. It is then natural to ask: if (λ∗, µ∗) is the weak limit ofa subsequene of (λn, µn)n, is (qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λ

∗, µ∗) a saddle point of 3.24?A positive response would give an interest to seek weak limits of subsequenes of
(λn, µn)n. We ould not prove suh a result with the modi�ed Uzawa algorithm ofthis work.
3.11 Computational aspets
From the mathematial study, we obtain a modi�ed Uzawa algorithm (algorithm 1)adapted to our minimization problem. In this algorithm, we ould eliminate somealulus thanks to a projetion operator. Inside the modi�ed Uzawa algorithm, aNewton-Raphson algorithm with an Armijo step is implemented to determine mini-mizers (Algorithm 2). Remember that if the primal problem Pǫ (3.6) is well-posed, soit has a unique solution, the saddle point problem assoiated (3.8) is not well-posed,beause the existene of a saddle point is not guaranteed. Nevertheless, numerialtests suggest that the primal variables sequene (qn,Θn)n onverges (strongly) to-wards the solution of the primal problem Pǫ (3.6). The dual variable sequene (λn)nonverges towards 0 in ase of a non ongested area. The ase of ongested areaould not be tested beause of the too elevated omputation time (more than tendays). 113



Algorithm 1 Modi�ed Uzawa algorithmInput: the domain areathe M destinations (in the following, m = 1, . . . ,M)the apaity onstraints funtions on the four diretions Ki (i = 1, 2, 3, 4)the inverse demand funtions D−1
m and G−1

m (whih give us the funtions γmand ζm)the small positive onstants ǫ, κ, error
µIni
m , λInim1: ρ← 0.95× 2κ

M2: k ← 03: for every m, µ0
m ← µIni

m , λ0m ← λInim ,4: while k = 0or ||divqk −Θk||(L2)M > erroror ||qk+1 − qk||(H(div))M > erroror ||Θk+1 −Θk||(L2)M > error do5: Calulate for every m:
µk+1
m ← µkm + ρ(divqkm −Θk

m)

Θk+1
m ← Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µk+1

m

))1A\Bm
+Π[γm,0]

(
Gm
(
µk+1
m

))1Bm6: Calulate for every i:
λk+1
i ← Π+

(
λki + ρ(

M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)−Ki −M
ǫ

2
)
)7: Solve with the algorithm of Newton-Raphson-Armijo:

qk+1 = Arg min
q∈H(div)M Lǫ,κ(q, λ

k+1, µk+1)8: k ← k + 19: end while10: Output: the �ux qFinm , the generation funtions ΘFin
m
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Algorithm 2 Newton-Raphson algorithm with an Armijo stepInput: the strongly onvex funtion J to minimizethe �rst step of the iteration uInithe small positive onstant: errorthe proportion w in the Armijo step1: j ← 02: u0 ← uIni3: while ||DJ(uk)|| > error do4: Solve the desent vetor dk by solving the problem with GMRES Algorithm:
∀v, D2J(uk)(dk, v) +DJ(uk)(v) = 05: α← 16: while J(uk + αdk) > J(uk) + wαDJ(uk)(dk) do7: α← α

28: end while9: uk+1 = uk + αdk10: k ← k + 111: end while12: Output: the minimizer uFin3.12 Anisotropy3.12.1 Anisotropy haraterized by two rotation operatorsConsider an area A with a given orthotropi basis (e1, e2). Suppose that this area isonerned with an anisotropi road network generated by the unit vetors u1 and u2,so the four prinipal travel diretions are given by u1, u2, u3 and u4 where u3 = −u1and u4 = −u2 as in �gure 3.10.A tra� �ow vetor q in the anisotropi network an be written as (see �gure 3.10):
q = α1u1 + α2u2. (3.36)As explained in the orthotropi ase, if α1 is negative and α2 is positive (for instane),the �ow vetor q an be written with positive oe�ients αi like q = α3u3+α2u2. Inthis ase, α3 = −α1. Then, the tra� �ow to diretion u2 is α2 and the tra� �owto diretion u3 is α3, and we supposed that there are no tra� �ows to diretion u1and u4.Vetors u1 and u2 are loated with respet to e1, with their angles ω and Ω respe-tively. To desribe all possible on�gurations, we an set ω ∈]− π
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One denotes:
{
u1 = cosωe1 + sinωe2

u2 = cosΩe1 + sinΩe2
(3.37)We are looking for two ouples (s1, t1) and (s2, t2) suh that for any (α1, α2) ∈ R

2:
{
〈q|s1e1 + t1e2〉 = α1

〈q|s2e1 + t2e2〉 = α2

(3.38)
⋆ First ase: ω ∈]− π

2
, π
2
[, Ω = π

2
.Replaing expression (3.36) and system (3.37) in system (3.38), we obtain:




s1 =
1

cosω

t1 = 0

s2 = − tanω

t2 = 1

(3.39)(It is easy to hek that if ω = 0, we obtain the orthotropi ase expression of Γ.)
⋆ Seond ase: ω ∈]− π

2
, π
2
[, Ω ∈]ω, π

2
[.Replaing expression (3.36) and system (3.37) in system (3.38), we obtain:





s1 =
1

cosω
tanΩ

tanΩ−tanω

t1 = − 1
cos ω

1
tanΩ−tanω

s2 = − 1
cosΩ

tanω
tanΩ−tanω

t2 =
1

cosΩ
1

tanΩ−tanω

(3.40)In both ases, if we note (s3, t3) = (−s1,−t1) and (s4, t4) = (−s2,−t2), we an writethe new Γ funtion:
Γ(q) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x,y)|sie1+tie2〉+

0

ci(x, y, ξ)dξ dxdy.
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Chapter 4
An imaginary ity network on a map
Contents4.1 The freeware FreeFem++ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1194.2 Paris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1214.3 Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124In this hapter, we propose an illustration of the model desribed in hapter 3. Thehosen ity looks like Paris.
4.1 The freeware FreeFem++4.1.1 A brief presentationThe freeware FreeFem++ is dediated to the resolution of partial di�erential equa-tions. It allows a quik writing of partial di�erential equations, several types of meshand a numerial resolution using Finite Element Method. It has been developed byFrank Heht, Olivier Pironneau, Antoine Le Hyari, Kohji Ohtsuka and others sinethe early 90's at Pierre et Marie Curie University, in Jaques Louis Lions Labora-tory. It is written in C++ and the FreeFem++ language is a C++ idiom. It an beloaded at the address http://www.freefem.org/ff++/. Is FreeFem++ the bestsoftware possible for our optimization problem? We annot answer this question.119



4.1.2 Funtion regularisation
In the sequel, we will use a FreeFem++ internal funtion regularization. Forinstane, onsider the funtion F1 de�ned on a retangle (�gure 4.1) as:

F1 : [−10, 10]× [0, 5] −→ R

(x, y) 7−→





1 if x < −5
0 if x ∈ [−5, 5]
10 if x > 5

The funtion regularization programm in FreeFem++ gives results that have tobe interpreted arefully (�gure 4.2).

Figure 4.1 - Mesh for funtion F1 domain120



IsoValue
-0.526316
0.263158
0.789474
1.31579
1.84211
2.36842
2.89474
3.42105
3.94737
4.47368
5
5.52632
6.05263
6.57895
7.10526
7.63158
8.15789
8.68421
9.21053
10.5263

Figure 4.2 - Regularization of funtion F1 as if it were in the Hilbert-Sobolev H
1: valuesgiven by the graphi interfae have to be taken into aount autiously.4.1.3 EnodingThe main programming di�ulty was to enode the border ondition (setion 3.5.1,�fth ondition): 〈qm(x)|~n〉 = 0 on ∂A. This ondition was diretly inorporated inthe de�nition of the funtional spae of the objetive funtion. In FreeFem++, itis easy to enter a ondition of type ∂nφ = 0 on a border, but a speial ode has tobe reated to enter diretly 〈qm(x)|~n〉 = 0 on ∂A.4.2 ParisParis has some speial interesting geometrial aspets: a ring road that allows alear-ut frontier with thirty-�ve gates, and the Seine river that provides a naturalobstale, with some thirty bridges. 121



4.2.1 Prinipal and seondary networksParis prinipal network is represented on �gure 4.3. This network has to be om-pleted with hundreds of small roads that ompose Paris seondary network. In theartiles [TI82, YYI94℄, the authors have hosen to juxtapose a disrete network witha ontinuum, the disrete network being the prinipal network, the seond networkbeing an isotropi ontinuum of roads. To test our model, we will just onsider aontinuum network, doing as if the prinipal network did not exist.

Figure 4.3 - Paris prinipal network.4.2.2 ModellingWe now onstrut a oarse urban model of an imaginary ity whih looks like Paris.As in the artiles [HWYL05, Won98, YW00, HWL06℄, we only onsider a ontinuumnetwork over the urban area. The main di�erene between our network and theirs,is that we build an orthotropi network with side onstraints whereas their networkis isotropi without side onstraints. An isotropi network does not need to beoriented, whereas an orthotropi one needs to. We will suppose that the ontinuumnetwork is omposed with a set of horizontal and vertial roads. On �gure 4.4,we represent eight possible destinations for the ommuters who are spilled overthe yellow area, and want to go bak home in the suburbs of Paris. Hene, theyhave to join one of the eight ring road entries, whih are the symbolized with theeight olored triangles. To obtain the tra� assignment, we will implement themathematial program desribed in hapter 3 on a spae-disretized version of Paris(�gure 4.5). 122



Figure 4.4 - Chosen destinations on the Paris ring road. Vehiles are spilled on the yellowsurfae. They try to reah one of the eight possible destinations symbolized with the eightolored triangles.

Figure 4.5 - Paris mesh. In this on�guration, there are 567 triangles, eah one represent-ing an average surfae of 0.18km2. This mesh has to be onsidered as one of the thinnestpossible. 123



4.3 Test4.3.1 ParametersThe algorithm entries are summarized in the three tables 4.1, 4.2 and 4.3.
M = 8 number of destinations

Ki(x) = 2000, apaity onstraints
∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ A (in vehiles per orthogonal length unit)

ci(x, ξ) = 0.04× (1 + ξ
2000

), ost funtion for a �ow ξ
∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ A

ǫ = 10−10 smoothing onstant, see setion 3.8.1
κ = 10−2 oerivity onstant, see setion 3.10.3

ρ = 2× 10−3 Uzawa onstant path parameter, see setion 3.34
w = 0.4 Armijo oe�ient, see setion 3.11-Algorithm 2Table 4.1 - Algorithm entries.

m 1 2 3 4 5 6 7 8
d−1
m −0.02 −0.01 −0.03 −0.04 −0.03 −0.05 −0.03 −0.04ost interept 9 10 8 11 9 11 8 11Table 4.2 - Inverse demand funtions for the vehiles generation. For instane, d−1

1 (Θ1) =
−0.02Θ1 + 9. It means that there are a maximum of − 9

−0.02 = 450 vehiles per km2 (andduring the studied period) that an be generated at eah point of the area to join destination
1. The slope −0.02 means that when the travel ost to destination 1 goes up by 1 unit,the tra� demand redution is of 1

−0.02 = −50 vehiles per km2 (and during the studiedperiod).
m 1 2 3 4 5 6 7 8
g−1
m 0.02 0.01 0.03 0.04 0.03 0.05 0.03 0.04ost interept 10 8 9 7 9 8 10 9Table 4.3 - Inverse demand funtions for the vehiles absorption.4.3.2 ResultsThe generated primal sequene seems to onverge towards a ouple (q,Θ) that shouldrepresent an approximation of a solution of primal problem P (3.2).124



As stated in setion 3.7.2, the solution �ow q is not the relevant element to berepresented, the relevant one being the tra� load on eah one of the four privilegeddiretion. On �gure 4.6, we have represented the tra� load for diretion 1 (fromWest to East). Before to enter the destination areas, the tra� load inreases. Thenegative values result shown ome from the FreeFem++ regularization program, butit an be heked that all the values of the list that reate the tra� load funtionsare are positive. This test gives a non-ongested network: on �gure 3.7.2, one ansee that the tra� load for diretion 1 is always inferior to the apaity. Moreover,the dual variable λ is a null vetor, whih tends to demonstrate that there are nooverost on the network.The generation funtion for the North destination is represented on �gure 4.7. Vehi-les are generated on the area minus the North destination: the generation funtionis positive. Vehiles are absorbed on the North destination: the generation funtionis negative. The intermediate values also ome from the FreeFem++ regularizationprogram.4.3.3 TimeThe omputer used is provided with a Central Proessing Unit of type Intel XeonCPU E5410 �2.33GHz, it is a quad ore proessor, the Random Aess Memory isof 15.9 Go.In spite of the good performanes of suh a omputer, the omputation times of thealgorithm for di�erent entries are high: from a ouple of days to ten days and evenmore. Even if the program we used is not the best possible, the present omputationtime should not be divided by a su�iently strong fator to give rapidly a solution.Hene, suh a modelling an only be relevant at a distant time.The omputation time is dependent of a series of elements.1. The thinner is the mesh, the longer is the omputation time. The mesh thin-ness should be determine aording to the level of preision required for thesolution.2. For any simulation, initial state should be taken from a data bank one ouldreate with di�erent tra� senarios. If the initial state is taken as qm = 0 forall destination m, the algorithm onvergene ould be long.3. Uzawa algorithm is implemented with a onstant path. This is not good froma numerial point of view: a variable path should be used.4. Our program is ertainly not optimal.In [TI82℄ (see setion 2.1.2.4), the omputation time is in the order of one minute.It has to be taken into aount that: 125



IsoValue
-70.3213
35.1606
105.482
175.803
246.124
316.446
386.767
457.088
527.41
597.731
668.052
738.373
808.695
879.016
949.337
1019.66
1089.98
1160.3
1230.62
1406.43

 Flux local0 recherche x^3355

Figure 4.6 - Tra� load from West to East. The tra� load inreases as the demand tothe destinations inreases. Denote that the number of iterations to reah an approximatedsolution inreases too. In every ase, there are no network ongestion.
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IsoValue
-4697.6
-4302.62
-4039.3
-3775.98
-3512.66
-3249.33
-2986.01
-2722.69
-2459.37
-2196.04
-1932.72
-1669.4
-1406.08
-1142.76
-879.434
-616.112
-352.79
-89.4674
173.855
832.16

 Theta0 recherche x^3355

Figure 4.7 - Generation funtion Θm for m =North destination.
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1. The physis modelling in [TI82℄ is built with an isotropi network: at eahpoint, only one vetor is onsidered. In the orthotropi physis of hapter 3,there are four �ow vetors to be onsidered at eah point.2. The authors do not solve a tra� equilibrium other problems inspired fromphysis. Eah objetive funtion of their primal problem is more simple thanthe Bekmann objetive funtion. Moreover, for eah problem, onstraints arelinear whih is not the ase in our minimization problem .
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Part IIITowards a dynamial model
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Chapter 5Intersetion models
Contents5.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315.2 A brief literature review . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1335.3 Experienes on a large orthotropi network . . . . . . . . 1395.4 What ould be improved with these models? . . . . . . . 1465.1 IntrodutionOn a single road where (x, t) denotes the ouple (position,time), the LWR (Lighthill,Whitham and Rihards, [LW55, Ri56℄) model is a �rst order marosopi model:it means that the speed v is supposed to be only a funtion of the density ρ(x, t)of vehiles: v(x, t) = Ve(ρ(x, t)). In other words, this model onsiders that thesystem is permanently at an equilibrium state given by the funtion Ve. With therelation q(x, t) = ρ(x, t)v(x, t) between the �ow q, the density and the speed, thisequilibrium state an be written q(x, t) = Qe(ρ(x, t)), where the equilibrium funtion
Qe is known as the LWR Fundamental Diagram. It is de�ned as Qe(ρ) = ρVe(ρ).The LWR model an be expressed by a single onservation law:

∂tρ+ ∂xQe(ρ) = 0. (5.1)The funtion Qe is onstruted with two equilibrium funtions: the equilibriumdemand funtion ∆e and the equilibrium supply funtion Σe. At a given point
(x, t), denote x− is the loation immediately upstream of x and x+ the loationimmediately downstream of x. The loal demand and supply funtions are de�ned131



as in [Leb96℄:
∆(x, t) = ∆e(ρ(x

−, t), x−), (5.2)
Σ(x, t) = Σe(ρ(x

+, t), x+). (5.3)The tra� �ow equilibrium an be seen as the result of a demand and a supply, thisequilibrium being haraterized by the min formula:
q(x, t) = min(∆(x, t),Σ(x, t)) (5.4)It means that the resulting tra� �ow is generated by the ompetition between users'demand whih expresses users' veloity wish and link supply whih expresses theusers' need of seurity (respet of a high enough inter-vehiular distane). (Figure5.1.) The demand and supply funtions are key onepts in tra� theory, they willbe used in the two-dimensional model developed in this artile (setion 6.3).
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Given an intersetion with I entering links numbered with i ∈ {1, . . . , I}, and Jexiting links numbered with j ∈ {1, . . . , J}. All the links an have arbitrarily longlength. The demand for vehiles exiting link i (towards the intersetion) is δi. Thesupply for vehiles entering link j is σj . The problem to examine �rst is to determinethe tra� �ows denoted qi on upstream links i and rj on downstream links j (�gure5.2).
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Figure 5.2 - Pointwise intersetion - the Riemann problem5.2 A brief literature reviewIn this setion, we will not take into aount models built uniquely for merges ordiverges beause our goal is to build a model for large networks.5.2.1 Pointwise intersetionsA pointwise model of intersetion onnets intersetion's upstream �ows qi and down-stream �ows rj. These models solve a generalized Riemann problem on the interse-tion. The unknowns that have to be determined are the upstream and downstream�ows. The ommon onstraints of these models are:
∀i, 0 6 qi 6 δi, (5.5)
∀j, 0 6 rj 6 σj . (5.6)133



5.2.1.1 Holden and Risebro's modelThis model, published in [HR95℄ aims at maximize a onave funtion of the �ows
qi et rj under the basi onstraints (5.5) and (5.6), plus a onstraint alled bythe authors: Rankine-Hugoniot ondition for the intersetions. This last onstraintexpresses the onservation of vehiles that ross the intersetion:

I∑

i=1

qi =

J∑

j=1

rj. (5.7)At an intersetion, users' behaviour is subjeted to a least resistane priniple. Itmeans for instane that users who want to turn right will not turn right if the lane totheir right is ongested. They would hoose another link (for instane, they wouldgo straight and turn right at the next intersetion). In the ase of a high ongestednetwork, Holden and Risebro seem to suggest the destination of eah user dependsto the tra� state on the network, whih is not reasonable. Whether the behaviourof avoiding ongested links ould orrespond to reality in some ases, it is far fromeasy to model.The important point of this model is the maximization riterion from a stritlyonave funtion of the normalized �ows. Even if they do not give any argumentto explain why it is a relevant feature from a physial point of view, this riterionallows a unique solution to the generalized Riemann problem. We will see in setion5.2.1.4 that this idea has a good physial interpretation.5.2.1.2 Turning movements oe�ientsThe oe�ients (γij)ij are the intersetion turning movement oe�ients. For anyouple (i, j), γij is the proportion of users of link i bound for link j. We have therelations:
0 6 γij 6 1, (5.8)

∀i,
I∑

j=1

γij = 1. (5.9)At the intersetion loation, the vehiles onservation is expressed by the onstraint:
∀j, rj =

I∑

i=1

γijqi. (5.10)Constraint (5.10) implies the Rankine-Hugoniot ondition (5.7) for intersetions. Ithas to be kept in mind that the intersetion turning movement oe�ients are a loal134



issue. While giving these oe�ients at eah intersetion of the network, the pointof view is not interested in origin-destination travels. The idea of these intersetionturning movement oe�ients ould be explained like this: at an intersetion, some-one is looking at the tra�, he does not know anything about the origins and thedestinations of the vehiles he observes, but he an ount vehiles and notie thevehiles turning movements, then he an alulate these oe�ients.In general, intersetion turning movements oe�ients are set one and for all, butthey should vary with tra� onditions, what is the deliate point in the Holden andRisebro's model. Nevertheless, the possibility of making them vary is very toughbeause a modi�ation on the turning movement oe�ients on an intersetion willmodify the turning movements oe�ients of the nearest intersetions and so on.Find a riterion for suh modi�ations seems to be very di�ult: no survey hasbeen giving suh a riterion till now.5.2.1.3 Colite and Pioli's modelThis model has been published in 2002 in [CP02℄. It aims at maximize the sumof the entering �ows of the intersetion (or equivalently with the Rankine-Hugoniotondition (5.7), the sum of the exiting �ows). To obtain a unique solution, theauthors impose to the intersetion turning movement oe�ients the relations:
0 < γij < 1, (5.11)

∀(i, i′), i 6= i′ ⇒ γij 6= γi′j . (5.12)The riterion to maximize, the sum of the �ows, seems to be relevant in ase of anintersetion regulated by tra� lights. However, in ase of an intersetion withoutany regulation, this riterion does not �t with the user's equilibrium priniple ofWardrop [War52℄. As a matter of fat, eah user will try to maximize his ownspeed, trying to ross the intersetion as fast as possible. The maximization of thesum of �ows would �t better to a soial optimum.Moreover, ondition (5.12), though it gives an unique solution to the problem, doesnot have any physial sense.5.2.1.4 Lebaque's modelLet us denote q = (qi)i=1...I et r = (rj)j=1...J . The Lebaque's optimization modelfor intersetions ([LK02, LK05℄) is: 135



max
q,r

{ I∑

i=1

Φi(qi) +

J∑

j=1

Ψj(rj)

} (5.13)under onstraints ∀i ∈ {1, . . . , I}, 0 6 qi 6 δi,
∀j ∈ {1, . . . , J}, 0 6 rj 6 σj ,

∀j ∈ {1, . . . , J}, rj −
∑I

i=1 γijqi = 0.The funtions Φi and Ψj have to be spei�ed.If all the funtions Φi and Ψj are equal to the Identity funtion, the riterion is thesum of the intersetion entering and exiting �ows. However, this riterion does notre�et the real tra� physi at an intersetion without regulation and does not givea unique solution for the onstraint system of 5.13.The Lebaque's model suppose that funtions Φi and Ψj are inreasing and stritlyonave funtions. This property expresses what happens at the intersetion: theimpat of users ompetition for the resoure represented by the spae allowed by theintersetion. More preisely, for instane on an entering link i with apaity ki, therelations should be:




Φi(0) = 0,

Φi is stritly onave,
Φi is inreasing on [0, ki],

Φi is di�erentiable. (5.14)Relations 5.14 imply that:
{
Φi is stritly inreasing on [0, ki],

Φ′
i(0) > 0.

(5.15)Obviously, the same relations hold for Ψj . The funtions Φi and Ψj an be inter-preted as intersetion's attributes, as we are going to explain it.Let us denote: 



a = (ai)i, ai > 0, ∀i ∈ {1 . . . I},
b = (bi)i, bi > 0, ∀i ∈ {1 . . . I},
c = (cj)j, cj > 0, ∀j ∈ {1 . . . J},
d = (dj)j, dj > 0, ∀j ∈ {1 . . . J},
e = (ej)j , ej ∈ R, ∀j ∈ {1 . . . J}.136



We build the Lagrangian:
L (q, r, a, b, c, d, e) =

−
I∑

i=1

Φi(qi)−
J∑

j=1

Ψj(rj)

−
I∑

i=1

aiqi +

I∑

i=1

bi(qi − δi)−
J∑

j=1

cjrj +

J∑

j=1

dj(rj − σj)

+

J∑

j=1

ej
(
rj −

I∑

i=1

γijqi
)
. (5.16)The Kuhn-Tuker oe�ients (ai), (bi), (cj), (dj), (ej) verify the relations:

{
∂L
∂qi

(q, r, a, b, c, d, e) = 0,
∂L
∂rj

(q, r, a, b, c, d, e) = 0.or equivalently:
{

Φ′
i(qi) = −ai + bi −

∑J
j=1 ejγij,

Ψ′
j(rj) = −cj + dj + ej .These relations will give us the interpretations of funtions Φi et Ψj in relation withrespetively intersetion supply and intersetion demand. For instane, for funtions

Φi and �ows qi:
⋆ If 0 < qi < δi, then ai = 0 and bj = 0, Φ′

i(qi) = −
∑J

j=1 ejγij.As Φ′
i is stritly dereasing, qi = Φ′−1

i (−
∑J

j=1 ejγij).
⋆ If 0 = qi, then bi = 0 (and ai > 0), Φ′

i(qi) = −ai −
∑J

j=1 ejγij.Then Φ′
i(qi) 6 −

∑J
j=1 ejγij and as Φ′

i is stritly dereasing, qi > Φ′−1
i (−

∑J
j=1 ejγij).

⋆ If qi = δi, then ai = 0 (and bj > 0), Φ′
i(qi) = bi −

∑J
j=1 ejγij.Then Φ′

i(qi) > −
∑J

j=1 ejγij and as Φ′
i is stritly dereasing, qi 6 Φ′−1

i (−
∑J

j=1 ejγij).Let us denote Π[a,b](x) the projetion of an element x on the line segment [a, b]. Theprojetion funtion Π[a,b] is de�ned by:
Π[a,b] : R −→ R

x 7−→




a if x < a
x if x ∈ [a, b]
b if x > b137



The previous study leads to:
qi = Π[0,δi]

(
Φ′−1
i (−

J∑

j=1

ejγij)
)
. (5.17)If we notie that the projetion of an element x on line segment [a, b] an be written

Π[a,b](x) = min(max(a, x), b), as δi is the demand on link i entering the interse-tion, the quantity: max
(
0,Φ′−1

i (−
∑J

j=1 ejγij)
) an be interpreted as an impliitintersetion supply for the upstream link i.The same type of study leads to

rj = Π[0,σj ]

(
Ψ′−1
j (ej)

)
. (5.18)As σi is the supply on link j exiting the intersetion, the quantity: max

(
0,Ψ′−1

j (ej)
)an be interpreted as an impliit intersetion demand for the downstream link j.5.2.2 Internal state intersetion modelA simple intersetion model is developed in [LK02, LK05℄. It an be explained asfollows. The intersetion is not onsidered anymore as a point but as a �box� (�gure5.3.a). It means that the intersetion an ontain vehiles. Hene, if there are Nvehiles in the intersetion, waiting for entering their exit link, the intersetion stateis haraterized by a supply Σ(N) and a demand ∆(N). These supply and demandfuntions Σ and ∆ are supposed with the same shape as link supply and link demand(�gure 5.1). The maximum number of vehiles in the intersetion will be noted Nmax,the maximum �ow Qmax through the intersetion will be reahed for a number Nritof vehiles in the intersetion.If there are N vehiles in the intersetion, eah inoming link will have an inomingsupply noted Σi(N). From empirial data in [LK02℄, Σi(N) is given by a linear splitof Σ(N): Σi(N) = βiΣ(N). The oe�ients βi have a physial sense whih an bedi�ult to understand. They represent the fration of aessible lanes to users fromlink i. In ase there are more entering lanes than exiting lanes, it is possible that∑I

i=1 βi > 1. We are going to explain how this ould happen with �gure 5.3.b: usersoming from link 1 �nd aessible the exit link, and users oming from link 2 too.Thus, Σ1(N) = Σ(N), (β1 = 1) and Σ2(N) = Σ(N), (β2 = 1). What would happenif we imposed for instane β1 = 1
2
and β2 = 1

2
? The intersetion would �ll moreslowly than in the previous ase.If Nj denotes the number of vehiles in the intersetion bound for link j (obvi-ously, ∑j Nj = N), the partial demand ∆j for downstream link j is assumed to beproportional to Nj: ∆j =

Nj

N
∆(N). 138
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(a) (b)Figure 5.3 - Pointwise intersetion - Generalized Riemann problem (a). Intersetion with
β1 = 1 and β2 = 1 (b).The onservation of vehiles in the intersetion is given by the formula: d

dt
Nj =∑

i γijqi−rj , with the usual formulas for �ows: qi = min(δi,Σi) and rj = min(∆j , σj).The important point is that both Lebaque's models (setions 5.2.1.4 and 5.2.2)satisfy the Invariane Priniple ([LK02, LK05℄). It an be stated as follows:
⋆ If qi < δi, then qi is equal to the supply. Hene, the �ow qi is unhanged if thedemand δi is inreased up to Qi,max.
⋆ If rj < σj , then rj is equal to the demand. Hene, the �ow rj is unhanged if thesupply σj is inreased up to Qj,max.In ase of equilibrium ( d

dt
Nj = 0), it is proved in [LK05℄ and [LK02℄ that internalstate model and pointwise optimizationmodel are equivalent for merges and diverges.To begin with dynamial models, we will onsider it as quasistati transformationsin thermodynami. It means that between the initial state and the �nal state, thereis a sequene of states, eah state of this sequene being lose to an equilibriumstate. In this hapter, we develop the Lebaque point-wise intersetion model (see[LK05℄). It has to be kept in mind that in this model, the vehiles in the intersetionare not modelled (it is as if they were seen from so far away that they ouldn't beseen), and only the vehiles on the upstream links put up with what happens in theintersetion.5.3 Experienes on a large orthotropi networkWe aim at �nding a two-dimensional behaviour law. Can suh a law be found in theenter of a large orthotropi network with K×L intersetions (�gure 5.4)? On eahintersetion (k, l), we know the turning node movements γklij whih are supposed to139



be onstant. The number γklij represents the proportion of vehiles that go from link
i to link j at node (k, l). For sake of simpliity, eah link has a distane of 1, hene,between two intersetions, the distane is 2. It is important to underline that wedo not take into aount an Origin-Destination point of view, we are only interestedin how the vehiles will irulate on the network. We are looking for a stati tra�equilibrium with onstant supply and demands.
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(a) (b)Figure 5.4 - Orthotropi network with K lines and L olumns (a). Zoom on a networkelement (b): on eah node entering link, the density is µ, there is a supply s and a �ow gat its beginning, a demand δ and a �ow q at the intersetion entry; the split of the entering�ows is given by γ oe�ients; on eah node exiting link the density is ρ, there is a supply
σ and a �ow r at its beginning (after the intersetion), a demand d and a �ow f at thelink exit.
We are going to test the Lebaque's intersetion models on this network. The algo-rithm is: 140



Algorithm 3 Large orthotropi disrete network algorithmInput: ⋆ K lines and L olumns,
⋆ turning movement oe�ients,
⋆ pointwise model ase: de�nition of funtions Φ and Ψ,
⋆ internal state model ase: de�nition of intersetion demand and supplyfuntions,
⋆ Fundamental Diagrams on links,
⋆ border onditions: supplies skli and demands dkli at the network entriesand exits,
⋆ ending time T .(For sake of simpliity, in the sequel, we omit the indies i, k, l)1: empty network initial onditions (at t = 0): ρ0 and µ0 are null on eah link2: for t = 0 to T do3: Calulate st, δt, σt and dt with the Supply and Demand splits of the Funda-mental Diagram4: Calulate gt, qt, rt and f t with the min formula5: Calulate ρt+1 = ρt + rt − f t, µt+1 = µt + gt − qt6: end for7: Output: ⋆ the �ows gT , qT , rT and fT ,
⋆ the densities µT and ρT ,
⋆ the supplies and demands sT , δT , σT and dT .5.3.1 Common dataThe turning movement oe�ients are the same on eah intersetion, whih is quitearti�ial. The matrix is: (γij)ij = 0.4686 0.2236 0 0.3078

0.0405 0.469 0.4905 0
0 0.3109 0.2904 0.3987

0.3512 0 0.4097 0.2391


Eah link is one kilometer long and the Fundamental Diagram on eah link is asin �gure 5.5: the apaity is of 50 vehiles per minute, the ritial density is of 60vehiles per kilometer, the �uid regime veloity is of 50 kilometer per hour.The demands at the entry of border links are set equal to 25 vehiles per minuteand the supplies at the exiting links are set equal to 50 vehiles per minute.5.3.2 Test with pointwise optimization modelFuntions Φi are set equal for any i ∈ {1, 2, 3, 4}, funtions Ψj are set equal for any

i ∈ {1, 2, 3, 4}. They are de�ned as: 141
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Figure 5.5 - Fundamental Diagram at eah point of eah link. Eah link is of length 1km.At eah point, the apaity is of 50 veh.mn−1, the ritial density is of 60 veh.km−1, the�uid phase veloity is of 50 km.h−1.
Φ : R −→ R

q 7−→ −q2 + 140q
Ψ : R −→ R

r 7−→ −r2 + 160rThey verify the onditions (5.14). In partiular, ritial values for Φ (70 veh.mn−1)and for Ψ (80 veh.mn−1) are superior to the link apaities (50 veh.mn−1), as re-quired.With the graphs of �gure 5.6, we an hypothesize a behaviour law at the enter of anetwork omposed with same turning movement matrix γ at eah intersetion: theentering �ow vetor (q1, q2, q3, q4) is an eigenvetor of matrix tγ assoiated to theeigenvalue 1, so the exiting �ow vetor (r1, r2, r3, r4) is equal to (q1, q2, q3, q4). Thisbehaviour law is aeptable when the demands at the border are not to high: in aseof high levels of demand, the network will reah bit-by-bit the ompletely blokedequilibrium state. The pointwise model, by making some �ows equal, allows thisbehaviour law. We are now going to test if this hypothesis works with internal statemodel.5.3.3 Test with internal state modelThe internal state model gives a loation for vehile stoking. Aording to di�er-ent tra� patterns, this should allow regularizing e�ets when demand is low, andosillations as demand inrease. Hene, the previous behaviour law should not beso lear.Eah node harateristi supply and demand funtions are de�ned as in �gure 5.7.The intersetion is modelled with a loation whih surrounds the real intersetionover more or less 75 meters in eah diretion.142



(a) (b)

() (d)Figure 5.6 - Tra� �ows at the adjaent links of the entral intersetion in a 3 × 3intersetions network (a) and a 7× 7 intersetions network (b). When road tra� is �uidon the network, the equilibrium state is reahed for eigenvetors of tγ assoiated withthe eigenvalue 1. The same tests in a 15 × 15 intersetions network () and a 27 × 27intersetions network (d) give that the equilibrium state �ows and even the �lling of theentral intersetion (transitional phase at the beginning) are made up of suh eigenvetors.
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(a) (b)Figure 5.7 - Demand (a) and Supply (b) funtions for eah intersetion of the network.The tests should be autious beause of the model sensitivity. On �gure 5.8, onean see that even with a quite low demand, an equilibrium state annot be reahedon the entral node of a 7×7 intersetions network. A general behaviour low shouldbe obtained with lower demands on the border.

(a) (b)Figure 5.8 - A 7×7 intersetions network: the �ows at the intersetion (a) and the numberof vehiles in the intersetion (b) are osillating. The �lling demand (12 veh.mn−1), is quitelow for links, but it is su�ient to disturb the intersetions tra� state.On �gure 5.9, equilibrium states are reahed on the entral intersetion of di�erentnetworks, with weak demands on the border. The obtained behaviour law is thesame than the pointwise model behaviour law at equilibrium. Nevertheless, it ismore instable as far as the Rankine-Hugoniot ondition (5.7) is replaed by dN
dt
(t) =∑4

i=1 qi(t)−
∑4

j=1 rj(t). 144



(a) (b)

() (d)Figure 5.9 - Tra� �ows at the entral node on 7 × 7 (a), 15 × 15 (b) and 19 × 19 ()intersetions networks, with low demands on the border (6 veh.mn−1). For eah traveldiretion, the equilibrium state is reahed for an entering �ow equal to the exiting �ow.On (d), the evolution of the number of vehiles in the entral intersetion of the 19 × 19intersetions network is represented.
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5.4 What ould be improved with these models?A general behaviour law has been found at the enter of a network provided withintersetions with same turning movement oe�ients: the equilibrium state is givenby an eigenvetor of the transpose of turning movement matrix assoiated to theeigenvalue 1.It is proved in [LK05℄ that the pointwise and the internal state models are equivalentfor a merge and a diverge. It is shown that the merge model is ompatible toexperimental data. Nevertheless, many questions hold to understand better thesemodels and ompare them. For instane, if one de�nes the oordinates of the ritialdemand vetors as the demands on the border that break the equilibrium state atthe entral intersetion, how to haraterize these ritial demand vetors? Thiswould de�ne ritial regimes for intersetions.
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Chapter 6Tra� onservation equation withina two-dimensional ontinuumnetwork
Contents6.1 Anisotropi network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1476.2 Conservation equation in tra� ells . . . . . . . . . . . . 1506.3 Disrete �ow model in a ell . . . . . . . . . . . . . . . . . 1536.4 Fundamental Relation in a ell . . . . . . . . . . . . . . . 1546.5 Model with several destinations . . . . . . . . . . . . . . . 1586.6 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1586.7 Appendix: stohasti matries . . . . . . . . . . . . . . . . 159In this hapter, we develop the tra� loal onservation equation in a ontinuousanisotropi network. In hapter 3, the onservation equation was divq = Θ. We tar-get towards a dynamial equation that would take rossing tra� �ows into aount.To this end, we will use the hapter 5 results.6.1 Anisotropi network6.1.1 Urban areaLet us denote A a dense urban area with an anisotropi network. The network isonsidered as a ontinuum. It means that all the network roads are aggregated sothat vehiles behave like a two-dimensional �uid, as if the area was observed from147



a long distane (e.g. [TI82, YYI94, Won98, PB10℄). Hene, the detailed geometristruture is lost. Nevertheless, it doesn't mean that at a network point, vehilesan follow an arbitrary diretion. In the sequel, we will suppose four possible traveldiretions at any inside point of the area (exept on the border where only two orthree diretions are possible).The area A is viewed as a subset of the R2 Eulidean spae.The anisotropi networkis de�ned by the two angles θ1 and θ2 (denote θ = θ2 − θ1), its loal (or �natural�)basis is (u1, u2) (�gure 6.1.a). In the sequel, we state an arbitrary point O hosenas the origin and we will exlusively work in the loal basis (u1, u2). It means thata point P of the area has generial oordinates (a, b) in (O, u1, u2) if and only if−→
OP = au1 + bu2.Let us state u3 = −u1 and u4 = −u2. The four vetors u1, u2, u3 and u4 representthe four privileged diretions of travelling in the anisotropi network (�gure 6.3).We will simply denote these diretions i instead of ui.6.1.2 Lane densityThe density of lanes to diretion i at point P (a, b) is λi(a, b) expressed in lanesper length unit. To obtain it, one has to ount the number of lanes to diretion
i that interept a line segment of length 1, orthogonal to diretion i and entredon P (�gure 6.2.b). We will suppose that λ1 = λ3 and λ2 = λ4. This meansthat at eah point, two opposite diretions are always side by side. The densityfuntions λi are stritly positive. As far as the onsidered area is dense, and toavoid mathematial instabilities, density funtions should be supposed suh that:
∃li > 0/ ∀P (a, b) ∈ A, λi(a, b) > li.
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(a) (b)Figure 6.2 - Lanes on an elementary ell (a); How to alulate the density of lanes to apresribed diretion at P? (b)
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6.1.3 Flow funtionsFuntions (qi)i represent the �ow funtions to diretion i. At point P (a, b), qi(a, b)is equal to the tra� �ow on the lane to diretion i. As a onsequene, the funtions
(fi)i de�ned as fi = λiqi represent the �ow funtion per unit length to diretion i.(At point P (a, b), the quantity fi(a, b) is equal to the tra� �ow per unit length todiretion i.)6.1.4 Turning movement rate funtionsThe funtions (γij)(i,j)∈{1,2,3,4}2 represent the turning movement rates: at point
P (a, b), for all (i, j) ∈ {1, 2, 3, 4}2, the number γij(a, b) is the fration of turningmovements for tra� �ow oming from diretion i, reahing point P and then goingto diretion j. (We suppose there are no U-turn: if (i, j) ∈ {(1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2)}then γij = 0.)As γij(a, b) is a fration, there are two obvious properties:

0 6 γij(a, b) 6 1, (6.1)
∀i,

4∑

j=1

γij(a, b) = 1. (6.2)In other words, property (6.2) expresses that theM4(R)matrix γ(a, b) = (γij(a, b))i,jis a stohasti matrix (setion 6.7).We will suppose a third property. It is the behaviour law obtained in hapter 5. Ateah point of the area:
∀j, qj(a, b) =

4∑

i=1

γij(a, b)qi(a, b). (6.3)From a physial point of view, property (6.3) an be seen as the loal onservationof vehiles at eah point of the area. It means that (qi(a, b))i, whih is a vetor withall its oordinates positive, is an eigenvetor of tγ(a, b) assoiated to the eigenvalue
1. Let us point out it is mathematially possible from the lemma of setion 6.7.6.2 Conservation equation in tra� ellsWe onsider a ell c of the area. The lengths of the two sides of an elementary ell(whih is a parallelogram) are ǫ1 and ǫ2 (�gure (6.1.b). For all i ∈ {1, 2, 3, 4}, let150



us denote Ni(t) the number of vehiles of ell c whih are travelling to diretion iat time t. How does vary Ni in ell c? Eah diretion i arries a �ow qi on eahlane with density λi. The number Ni an vary with internal exhanges of ell c, andexternal exhanges with ell c.6.2.1 Internal exhangesWhat happens on diretion i in ell c? At eah point of oordinates (a, b), a �ow∑
j 6=i γij(a, b)qi(a, b) exits from diretion i and a �ow ∑

j 6=i γji(a, b)qj(a, b) enterswith diretion i. Hene, using relation (6.3) of vehiles onservation, the balane is:
∑

j 6=i
γji(a, b)qj(a, b)−

∑

j 6=i
γij(a, b)qi(a, b)

=
∑

j 6=i
γji(a, b)qj(a, b) + γii(a, b)qi(a, b)− γii(a, b)qi(a, b)−

∑

j 6=i
γij(a, b)qi(a, b)

=
∑

j

γji(a, b)qj(a, b)−
∑

j

γij(a, b)qi(a, b)

= qi(a, b)− qi(a, b)
= 0. (6.4)So the internal balane is null.6.2.2 Exhange balane in a ellFrom now, (a, b) will designate the enter of ell c. For sake of simpliity, let usstudy the ase i = 1 (�gure 6.4), the others are the same.

N1(t+∆t)−N1(t) =

q1(a−
ǫ1
2
, b, t)λ1(a−

ǫ1
2
, b)ǫ2 sin θ∆t

− q1(a+
ǫ1
2
, b, t)λ1(a+

ǫ1
2
, b)ǫ2 sin θ∆t

+ γ21(a, b−
ǫ2
2
)q2(a, b−

ǫ2
2
, t)λ2(a, b−

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t

− γ14(a, b−
ǫ2
2
)q1(a, b−

ǫ2
2
, t)λ2(a, b−

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t

+ γ41(a, b+
ǫ2
2
)q4(a, b+

ǫ2
2
, t)λ2(a, b+

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t

− γ12(a, b+
ǫ2
2
)q1(a, b+

ǫ2
2
, t)λ2(a, b+

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t. (6.5)151
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(a) (b)Figure 6.4 - Entries and exits of vehiles to diretion 1 in ell c (a); Charateristi lengths.(b)To lighten the equation, we omit the argument (a, b, t):
N1(t+∆t)−N1(t)

sin θ∆t
=

ǫ2q1λ1 −
ǫ1ǫ2
2
∂xq1λ1 − ǫ2q1λ1 −

ǫ1ǫ2
2
∂xq1λ1

+ ǫ1γ21q2λ2 −
ǫ1ǫ2
2
∂yγ21q2λ2 − ǫ1γ14q1λ2 +

ǫ1ǫ2
2
∂yγ14q1λ2

+ ǫ1γ41q4λ2 +
ǫ1ǫ2
2
∂yγ41q4λ2 − ǫ1γ12q1λ2 −

ǫ1ǫ2
2
∂yγ12q1λ2

+ ǫ1γ11q1λ2 − ǫ1γ11q1λ2. (6.6)With vehiles onservation equation (6.3), and by notiing that the area of theelementary ell is equal to ǫ1ǫ2 sin θ, hene lim∆t→0+
N1(t+∆t)−N1(t)
ǫ1ǫ2 sin θ∆t

= ∂tρ1. Then, forthe ell whih enter is (a, b), we obtain the loal onservation equation for tra��ows to diretion 1 at time t:
∂tρ1 + ∂xf1 + ∂y

(f2γ21 − f4γ41
2

+
λ2
λ1

f1γ12 − f1γ14
2

)
= 0. (6.7)By the same token, we obtain the equations for diretions 2, 3 and 4:

∂tρ2 + ∂x

(f1γ12 − f3γ32
2

+
λ1
λ2

f2γ21 − f2γ23
2

)
+ ∂yf2 = 0, (6.8)

∂tρ3 + ∂x(−f3) + ∂y

(f2γ23 − f4γ43
2

+
λ2
λ1

f3γ32 − f3γ34
2

)
= 0, (6.9)

∂tρ4 + ∂x

(f1γ14 − f3γ34
2

+
λ1
λ2

f4γ41 − f4γ43
2

)
+ ∂y(−f4) = 0. (6.10)152



If we sum the equations (6.7), (6.8), (6.9) and (6.10), we obtain a global onservationequation in the ell while writing that ρ = ρ1 + ρ2 + ρ3 + ρ4 (and with vehilesonservation equation (6.3)):
∂tρ+ ∂x

(
f1 − f3 +

1

2

[
1 +

λ1
λ2

][(
1− γ11

)
f1 −

(
1− γ33

)
f3

])

+∂y

(
f2 − f4 +

1

2

[
1 +

λ2
λ1

][(
1− γ22

)
f2 −

(
1− γ44

)
f4

])
= 0. (6.11)Let us omment equation (6.11) in the partiular ase λ1 = λ2. It beomes:

∂tρ+ ∂x

(
(
2− γ11

)
f1−

(
2− γ33

)
f3

)
+ ∂y

(
(
2− γ22

)
f2−

(
2− γ44

)
f4

)
= 0. (6.12)Equation (6.12) was expeted. There are 5 tra� �ows that enter the elementaryell on eah side. For instane, on �gure (6.5), we add the 5 �ows that enter the ellfrom the left side: γ41q4 + γ11q1 + γ21q2 + γ12q1 + γ14q1 =

(
2− γ11

)
q1.
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q1.6.3 Disrete �ow model in a ellTo reate displaements in an elementary ell c, whih enter is (a, b) and lengthsare ǫ1 and ǫ2 like in �gure 6.4, we build an equivalent of the Fundamental Diagramof tra� �ow in one dimension. 153



Equation (6.5) is a disretized version of equation (6.7). Equations (6.8), (6.9) and(6.10) have same type of disretized equations. The total number N of vehiles inthe ell is split into (Ni)i∈{1,2,3,4}. To reate displaements with supply and demand,the relevant quantities are not exatly the numbers Ni but the densities of vehilesper lane: for a given diretion i and number of vehiles Ni, if there are lots of lanesto diretion i, the vehiles density on eah lane i will be low; if there are only fewof these lanes, density on diretion i will be high. The number of vehiles per laneto diretion i is Ni

λiǫi+1 sin θ
. (Obviously, if i = 4, i + 1 is set equal to 1.) Hene, thedensity of vehiles travelling to diretion i is Ni

λiǫ1ǫ2 sin θ
or ρi

λi
.In ell c, the disretized model for diretion 1 is:

N1(t+∆t)−N1(t) =
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, b, t)ǫ2 sin θ∆t
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2
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2
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2
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2
)
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2
)
ǫ1 sin θ∆t

+ γ41(a, b+
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2
)f4(a, b+

ǫ2
2
, t)ǫ1 sin θ∆t

− γ12(a, b+
ǫ2
2
)f1(a, b+

ǫ2
2
, t)

λ2(a, b+
ǫ2
2
)

λ1(a, b+
ǫ2
2
)
ǫ1 sin θ∆t. (6.13)6.4 Fundamental Relation in a ellThe tra� �ows in a ell will be determined with a min formula, following theidea of equation (5.4). Why not use a Marosopi Fundamental Diagram (see[JDH+10, GD08℄)? Beause while aggregating the data as the MFD do, the networkgeometry is lost: it is as if the network were isotropi. In this setion, we want toonstrut supply and demand funtions in a tra� ell in order to keep the networkanisotropy and take the intersetion on�its into aount.6.4.1 Network supply in a ellThe de�nition of the network supply in a given ell c is a very tough task.154



6.4.1.1 Cell apaityThe ell apaity Kc ould be de�ned as the apaity of any lane in the ell. Hene,we suppose that all lanes have nearly the same apaity. This de�nition is onlytheorial. As vehiles are spread in a ell, on�its imply that apaity should neverbe reahed. But it will help to de�ne the ell supply.6.4.1.2 Cell suppliesWe want to de�ne the ell supply for eah diretion i. Let us state i = 1. Thesupply for vehiles whih want to enter ell c with diretion 1 is a funtion of thelanes densities ( ρ1
λ1
, ρ2
λ2
, ρ4
λ4
).We build the supply funtion as a produt: S1 = λ1Kcξ1(

ρ1
λ1
)ξ2(

ρ2
λ2
)ξ4(

ρ4
λ4
). We gen-eralize this formula for all i:

∀i, Si = λiKcΠ
4
j=1,j 6=i+2ξj(

ρj
λj

). (6.14)For any lane to diretion i, funtion ξi is not a supply funtion, it does not haveany dimension. We suppose the apaity drop to be immediate beause turningmovement rates imply immediately that vehiles spread in the ell, reating on�itsand dereasing the supply. Hene, ξ funtions ha no onstant part like in �gure 5.1..Figure 6.6 gives a possible funtion ξi, with rmax
i = ρi max

λi
. As soon as one diretionis ompletely bloked, vehiles in other diretions annot ross intersetions, heneall vehiles in ell c are bloked.6.4.2 Users' demand in a ellOn eah lane to diretion i, let us onsider the demand funtion δi. This funtionis supposed to be the same for eah lane to diretion i in the ell, it is of lassialshape (�gure 6.7). We build the demand funtion in ell c as:

Di = λiδi

(ρi
λi

)
. (6.15)Contrarily to supply funtion, users' demand to diretion i while entering in a ell isnot a funtion of the four densities. As there are no internal exhange per diretionin eah ell, vehiles whih want to enter a ell on diretion i an already be supposedon diretion i.The number laneap is the lane apaity, krit is the ritial density on the lane and

kmax is the maximum density on the lane.155
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OFigure 6.6 - Graph of a funtion ξ in ell c. It is not a supply funtion, as it does nothave any dimension. It tradues the derease of supply in a given diretion i: the preseneof vehiles to diretion i implies the presene of vehiles to the other diretions thanks toturning movement rates.
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6.4.3 Tra� �ows generationThe �ow entering in ell c with diretion i from ell c−i is fi = min(D−
i , Si), where

D−
i is the partial demand in ell c−i . The �ow exiting out of ell c with diretion ito ell c+i is fi = min(Di, S

+
i ), where S+

i is the partial supply in ell c+i . Figure 6.8summarize it for entering �ows in a ell (given that an entering �ow in a ell is anexiting �ow from an adjaent ell).
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Figure 6.8 - Entering �ows in a ell viewed with supply and demand.
6.4.4 AlgorithmTo build the �nal algorithm, the inputs are the number of vehiles on eah diretionand in eah ell of the area; the supplies and demands at time t = 0 on the wholearea (more preisely on every ell of the area); the supply and demand at every timeon the border of the area. For instane, it is easy to begin with an empty network.The outputs are the tra� �ows and the densities.157



Algorithm 4 Large anisotropi ontinuous network algorithmInput: density funtions λiturning movement rate funtions γijborder onditions: supplies Si and demands Di at the network entries andexitsending time T1: empty network initial onditions (at t = 0): ρ0i is null2: for t = 0 to T do3: Calulate Sti and Dt
i with the Supply and Demand funtions (6.14) and (6.15)4: Calulate f ti with the min formula5: Calulate ρt+1

i with the disretized formulas of type (6.13)6: end for7: Output: the �ows f t, t = 0 . . . T , the densities ρt, t = 0 . . . T .6.5 Model with several destinationsIt is possible to extend the previous model in ase of several destination: m ∈
{1, . . . ,M} desribes the set of the M destinations. Like in setion (6.1.3), theassoiated tra� �ows per lane are qmi , and the assoiated tra� �ows per unitlength are fmi = qmi λi.Turning movement rate funtions must be spei�ed per destination: a set of funtions
(γmij )m,i,j has to be given. Indies i and j are the same as before. These funtionsshould have the same properties as in setion (6.1.4). More preisely: for all P (a, b) ∈
A, 0 6 γmij (a, b) 6 1; the M4(R) matrix γm(a, b) = (γmij (a, b))i,j is stohasti; thevehiles onservation is ∀j, qmj (a, b) =∑4

i=1 γ
m
ij (a, b)q

m
i (a, b).At eah point of the network, the onentration of vehiles going to diretion i, isthe sum of the partial onentrations of vehiles bounded for destination m andgoing to diretion i. We note it: ρi = ∑M

m=1 ρ
m
i , and the �ow of vehiles boundedfor destination m is qmi =

Nm
i

Ni
qi.All of these elements allow an extension of the desribed model to a multi-destinationmodel.6.6 ConlusionWe have established a set of dynamial equations that desribe the tra� �ows andtheir on�its in an elementary ell of an anisotropi ontinuous network. Anotheridea is to apply homogenization theory on suh networks as in [BC12℄. In this artile,158



the intersetion on�its are modelled with an extra virtual link where vehiles anwaste time.6.7 Appendix: stohasti matriesHere are some simple results with respet to stohasti matries.The matrix A = (aij) ∈ Mn(R) is said to be stohasti if ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2, 0 6
aij 6 1 and ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∑n

j=1 aij = 1. It is easy to prove that if λ is aneigenvalue of A, then |λ| 6 1. A admits the eigenvalue 1 with assoiated eigenvetor
t(1, . . . , 1). As the harateristi polynomials of matries A and tA are equal, matrix
tA admits 1 as an eigenvalue (but we don't know a priori an eigenvetor). We aregoing to prove a very simple result (we did not see it in any exerise book):lemma: an eigenvetor of tA assoiated to the eigenvalue 1 an be hosen with allits oordinates positive or null.Proof:Let us take an eigenvetor X = (xi) of tA with assoiated eigenvalue 1. As matrix
tA is a real matrix and 1 is a real eigenvalue of tA, X an be hosen as a real vetor.We are going to prove that Y = (|xi|) is an eigenvetor tA with assoiated eigenvalue
1.Let us denote N,Z and P the three sets that de�ne a partition of {1, . . . , n}:

N = {i ∈ {1, . . . , n}/ xi < 0},
Z = {i ∈ {1, . . . , n}/ xi = 0},
P = {i ∈ {1, . . . , n}/ xi > 0}.

∀i, xi =
∑n

k=1 akixk
=

∑
k∈N akixk +

∑
k∈Z akixk +

∑
k∈P akixkThen ∀i ∈ N, xi >∑n

k∈N akixk. Then∑n
i∈N xi >

∑n
i∈N
∑n

k∈N akixk then∑n
i∈N xi >∑n

k∈N xk
∑n

i∈N aki whih is equivalent to∑n
i∈N xi >

∑n
i∈N xi

∑n
k∈N aik

∑n
i∈N xi

(
1−∑n

k∈N aik
)
> 0As xi < 0∀i ∈ N , we obtain that ∀i ∈ N, 1 −∑n

k∈N aik = 0. We an onlude that
∀i ∈ N, (j ∈ Z ∪ P )⇒ aij = 0. Hene, ∀i ∈ N, ∑n

k∈Z∪P akixk = 0.For all i ∈ N :
∑n

k=1 aki|xk| =
∑

k∈N aki(−xk) +
∑

k∈Z∪P akixk
= −

∑
k∈N akixk −

∑n
k∈Z∪P akixk

= −∑n
k=1 akixk

= −xi
= |xi| 159



By the same token on xi with i ∈ P , we have ∀i ∈ P, (j ∈ N ∪Z)⇒ aij = 0. Hene,
∀i ∈ P, ∑n

k∈N∪Z akixk = 0. For all i ∈ P , we have ∑n
k=1 aki|xk| = |xi|.We end by the ase i ∈ Z:

∑n
k=1 aki|xk| =

∑
k∈N aki(−xk) +

∑
k∈P akixk

= 0
= |xi|Nota: we an prove this last result with Brouwer's theorem. Let us onsider theonvex ompat subset of Rn: C = {∀i, xi > 0,

∑n
i=1 xi = 1}. The map f : Rn → R

nde�ned by f(x) =t A.x is ontinuous and f(C) ⊂ C. Hene there exists (at least)one �xed point of f in C, whih proves the result.
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Conlusion et perspetives
Deux modèles bidimensionnels de tra� ont été onstruits.
⋆ Le premier modèle est statique. Il prend en ompte le aratère non isotrope dumilieu, les �ux de tra� s'éoulant dans des diretions privilégiées. Il prend aussien ompte les ontraintes de apaité des voies.
⋆ Le deuxième modèle est dynamique. Il propose une équation de onservation quitient ompte de l'orientation des �ux. Ces �ux bidimensionnels sont engendrés auniveau de haque ellule de tra� par des o�res et des demandes. Les données dees o�res et demandes onstituent des Relations Fondamentales Diretionnelles,généralisant la notion de Diagramme Fondamental du as unidimensionnel.La géométrie du réseau d'une aire urbaine dense. Les modèles de e travaildoivent être appliqués à des as plus réalistes de la géométrie des réseaux urbains(�gure 7.1). Dans e travail, nous avons uniquement onsidérés des réseaux ayanten haque point les mêmes propriétés géométriques : l'orientation des rues est lamême sur toute l'aire. Si une aire urbaine se déoupe en plusieurs zones de traésorthotropes et anisotropes, il faut appliquer les modèles sur haune de es zones etdé�nir la manière dont se transmettent les �ux aux interfaes. Cette desription plus�ne du réseau doit reproduire plus �dèlement les ondes de tra� à l'éhelle de l'aireurbaine. En outre, le as des zones de traé isotrope, bien que sujet de nombreuxartiles, est loin d'être réglé : les di�érentes tentatives en e sens ne rendent passu�samment bien ompte de la physique du tra�. La résolution du as isotropedonnerait en outre des pistes pour l'étude des déplaements de piétons.Validation du modèle - arte de l'état du réseau d'une aire urbaine. Leproblème de tout modèle de tra� est elui de sa validation. Le modèle statique abesoin de données de tra� pour dé�nir les fontions de demande et les ontraintesde apaité. Le modèle dynamique a besoin de données de tra� pour dé�nir lesfontions d'o�re et de demande au niveau de haque ellule de tra�. On peut pourela utiliser les nouvelles tehnologies, omme les données fournies pas les téléphonesmobiles des usagers (voir par exemple [SWB07, SWB08℄), a�n d'obtenir des fon-tions plus réalistes. Le modèle validé doit déterminer une arte de l'état du réseaud'une aire urbaine. Il faut garder à l'esprit que ette arte est une desription assez161



Figure 7.1 - Photo aérienne d'une partie de la ville de Barelone (Google Maps). Ondistingue nettement une zone historique où la géométrie du réseau peut être onsidéréeomme isotrope et une zone plus réente où la géométrie du réseau peut être onsidéréeomme orthotrope. Il faut alors étudier haque zone ave le modèle qui lui orrespond etdé�nir la manière dont les �ux se transmettent d'une zone à l'autre.grossière de la réalité. De plus, deux di�ultés ont été mises à jour. Tout d'abord,la longueur du alul informatique ne permet pas d'obtenir rapidement l'état d'unréseau ongestionné. Ensuite, toujours dans le as d'un réseau ongestionné, l'obten-tion des oe�ients de Kuhn et Tuker (grâe à l'algorithme de résolution) donnantle suroût théorique est à interpréter ave préaution.Les oe�ients de mouvements tournants. Au niveau des intersetions, lesoe�ients de mouvements tournants sont supposés �xes. Ils devraient pourtants'exprimer en fontion des onentrations des véhiules en sortie. En outre, un han-gement de oe�ients au niveau d'une intersetion doit aussi entraîner une modi�-ation des oe�ients des intersetions voisines. Cette tâhe est mathématiquementdi�ile. À défaut de pouvoir obtenir une règle mathématique raisonnable, les don-nées satellites pourraient permettre de alibrer empiriquement les oe�ients demouvements tournants en fontion des onentrations sortantes et des modi�ationsdes oe�ients voisins.Carte des émissions de gaz à e�et de serre, arte des onentrations depolluants. Une fois qu'on a obtenu l'état du réseau, on peut espérer dérire destendanes quant aux émissions de gaz à e�ets de serre. Les émissions peuvent se dé-duire des débits (et des vitesses si on a un modèle dynamique) à partir de formules.Les modèles existants, omme COPERT ([GKNS07℄), proposent des moyennes an-162



nuelles (sur périodes intenses par exemple), ela donne des ordres de grandeurs maison est enore loin d'un modèle dynamique. La question des polluants est plus dé-liate enore. Ce n'est pas tant leur émission qui importe mais leur onentrationdans le milieu. Les polluants sont émis et subissent des transformations himiquesdans l'air. En plus de la arte des émissions, un modèle de polluant demande dondes données météorologiques et topographiques. Ces modèles néessitent une grandepuissane de alul, e qui pose aussi la question de la préision de es modèles.Carte des bruits routiers. On pourrait aussi herher à obtenir, à partir de l'étatdu tra� sur le réseau, une arte des nuisanes dues aux bruits routiers. La nuisaned'un bruit ne se mesure ependant pas au niveau de puissane atteint lors de sonémission. Seul le bruit reçu peut éventuellement réer une nuisane. En e sens, lese�ets géométriques dus aux bâtiments ne sont pas négligeables. En se plaçant dansle adre d'un ontinuum de routes, les deux modèles bidimensionnels de tra� déritsdans ette thèse négligent les bâtiments de l'aire urbaine. L'obtention de la artedes bruits routiers sur une aire urbaine semble don être di�ile.

163





Bibliographie[All05℄ Grégoire Allaire. Analyse numérique et optimisation. Une introdutionà la modélisation mathématique et à la simulation numérique. Éditionsde l'Éole Polytehnique, 2005.[BB01℄ Marel Boiteux and Lu Baumstark. Transports : hoix des investisse-ments et oût des nuisanes. Commissariat Général au Plan. La Dou-mentation Française, 2001.[BC12℄ Jean-Bernard Baillon and Guillaume Carlier. From disrete to onti-nuous Wardrop equilibria. Networks and Heterogeneous Media, Vol. 7,N°2 :219�241, June 2012.[Be52℄ M. Bekmann. A ontinuous model of transportation. Eonometria,Vol. 20 :643�660, 1952.[BMW56℄ Martin Bekmann, C.B. MGuire, and Christopher B. Winsten. Studiesin the eonomis of transportation. Yale University Press, 1956.[BNW05℄ Dietrih Braess, Anna Nagurney, and Tina Wakolbinger. On a paradox oftra� planning. Transportation Siene, Vol. 39 N°4 :446�450, November2005. Wilson Applied Siene & Tehnology Abstrats.[BPR64℄ Bureau of Publi Roads BPR. Tra� assignment manual. US Depart-ment of Commere. Urban Planning Division, Washington DC, 1964.[Bré83℄ Haïm Brézis. Analyse fontionnelle. Théorie et Appliations. Masson,1983.[Bra68℄ Dietrih Braess. Über ein paradoxon aus der verkehrsplanung. Unter-nehmensforshung, Vol. 12 :258�268, März 1968.[Bre09℄ Anne Bretagnolle. Villes et réseaux de transport : des interations dansla longue durée (Frane, Europe, États-Unis). Habilitation à Diriger lesReherhes. Université Paris I Panthéon-Sorbonne, 2009.[Ce98℄ Diretion Générale VII-Transports Commission européenne. Des rede-vanes équitables pour l'utilisation des infrastrutures : une approhe parétapes pour l'établissement d'un adre ommun en matière de tari�ationdes infrastrutures de transport dans l'UE. Livre Blan, 1998.165



[CLRM01℄ Guillaume Carlier, Thomas Lahand-Robert, and Bertrand Maury.H1−projetion into the set of onvex funtions : a saddle-point formula-tion. ESAIM : Proeedings, Vol. 10 :277�289, June 2001.[CP02℄ Giuseppe Maria Colite and Benedetto Pioli. Tra� �ow on a roadnetwork. Tehnial Report, SISSA, February 2002.[CZG01℄ Simon Cohen, Ming-Yu Zhang, and Pierre Ginier. Gestion du tra�-les modèles de prévision : les relations � temps de parours-débit � surle réseau routier d'Île-de-frane, un outil pour la plani�ation. RevueGénérale des Routes n°792, Février 2001.[Dag95℄ Carlos Daganzo. Requiem for seond order �uid approximation to tra��ow. Transportation Researh B, Vol. 29B, N°4 :277�286, August 1995.[EC95℄ Diretorate-Général for Transports-DG VII European Commission. To-wards fair and e�ient priing in transport. Poliy options for internali-sing the external osts of transport in the European Union. Com(95)691,1995.[GD08℄ Nikolas Geroliminis and Carlos Daganzo. Existene of urban-sale ma-rosopi fundamental diagrams : some experimental �ndings. Transpor-tation Researh B, Vol. 42, N°9 :759�770, November 2008.[Gil10℄ Jean Charles Gilbert. Éléments d'optimisation di�érentiable - Théorieet algorithmes. Syllabus de ours à l'ENSTA, Paris, 2010.[GKNS07℄ D. Gkatzo�as, C. Kouridis, L. Ntziahristos, and Z. Samaras. COPERT4 : Computer programme to alulate emissions from road transport. Eu-ropean Environment Ageny, 2007.[Gre35℄ B.D. Greenshields. A study of tra� apaity. Proeedings of the High-way Reasearh Board, Vol. 14 :967�976, 1935.[HB04a℄ Serge P. Hoogendoorn and Piet H.L. Bovy. Dynami user-optimal assi-gnment in ontinuous time and spae. Transportation Researh B, Vol.38, N°7 :571�592, August 2004.[HB04b℄ Serge P. Hoogendoorn and Piet H.L. Bovy. Pedestrian route-hoie andativity sheduling theory and models. Transportation Researh B, Vol.38, N°2 :169�190, February 2004.[HCM85℄ HCM. Highway Capaity Manual, Speial Report 209. TransportationResearh Board. National Reasearh Counil, Washington, D.C., 1985.[HR95℄ Helge Holden and Nils Henrik Risebro. A mathematial model of tra��ow on a network of unidiretional roads. SIAM J. Math. Anal., Vol.26, N°4 :999�1017, 1995.[Hug00℄ Roger L. Hughes. The �ow of large rowds of pedestrians. Mathematisand Computers in Simulation, Vol. 53, N°4-6 :367�370, Otober 2000.166



[Hug02℄ Roger L. Hughes. A ontinuum theory for the �ow of pedestrians. Trans-portation Researh Part B : Methodologial, Vol. 36, N°6 :507�535, July2002.[HWL06℄ H.W. Ho, S.C. Wong, and Beky P.Y. Loo. Combined distribution andassignment model for a ontinuum equilibrium tra� with multiple userlasses. Transportation Researh B : Methodologial, Vol.40, N°8 :633�650, September 2006.[HWYL05℄ H.W. Ho, S.C. Wong, Haï Yang, and Beky P.Y. Loo. Combined distri-bution and assignment model for a ontinuum equilibrium tra� withmultiple user lasses. Transportation Researh A : Poliy and Pratie,Vol.39, N°7-9 :813�834, August-November 2005.[HWZ+09℄ Ling Huang, S.C. Wong, Mengping Zhang, Chi-Wang Shu, andWilliam H.K. Lam. Revisiting hughes' dynami ontinuum model forpedestrian �ow and the development of an e�ient solution algorithm.Transportation Researh Part B : Methodologial, Vol. 43, N°1 :127�141,January 2009.[JDH+10℄ Yangbeibei Ji, Winnie Daamen, Serge Hoogendoorn, SashaHoogendoorn-Lanser, and Xiaoyu Qian. Investigating the shapeof the marosopi fundamental diagram using simulation data. Trans-portation Researh Reord : Journal of the Transportation ResearhBoard, Transportation Researh Board of the National Aademies,Washington, D.C., No. 2161 :40�48, August 2010.[Kat02℄ John T. Katsikadelis. Boundary Elements : Theory and Appliations.Elsevier, 2002.[Kol90℄ Gina Kolata. What if they losed 42d street and nobody notied ? NewYork Times, Deember 25 1990.[Leb96℄ Jean-Patrik Lebaque. The Godunov sheme and what it means for �rstorder tra� �ow models. Transportation and Tra� Theory. Proeedingsof the 13th ISTTT (J.B. Lesort Editor), Elsevier :647�677, 1996.[Le02℄ Ludovi Lelerq. Modélisation dynamique du tra� et appliations àl'estimation du bruit routier. PhD thesis, Institut National des SienesAppliquées de Lyon, 2002.[LH07℄ Ris S.C. Lee and Roger L. Hughes. Minimisation of the risk of tramplingin a rowd. Mathematis and Computers in Simulation, Vol. 74, N°1 :29�37, February 2007.[LK02℄ Jean-Patrik Lebaque and Megan Khoshyaran. Marosopi �ow mo-dels : intersetion modeling, network modeling. Transportation plan-ning : the state of the art. Kluwer Aademi Press, 6th Meeting of theEuro Working Group on Transportation :119�139, 2002.167



[LK05℄ Jean-Patrik Lebaque and Megan Khoshyaran. First-order marosopitra� �ow models : intersetion modeling, network modeling. Transpor-tation and Tra� Theory. Flow, Dynamis and Human Interation, 16thInternational Symposium on Transportation and Tra� Theory :365�386, August 2005.[LMHS℄ Jean-Patrik Lebaque, Salim Mammar, and Habib Haj-Salem. Generiseond order tra� �ow modelling. International Symposium on Trans-portation and Tra� Theory.[LP95℄ Torbjörn Larsson and Mihael Patriksson. An augmented lagrangeandual algorithm for link apaity side onstrained tra� assignment pro-blems. Transportation Researh B, Vol. 29, N°6 :433�455, Deember1995.[LW55℄ M.H. Lighthill and G.B. Whitham. On kinemati waves ii : A theoryof tra� �ow on long rowded roads. Proeedings of the Royal Soiety,London, Series A Vol. 229 :317�345, 1955.[Mau03℄ Bertrand Maury. Continuous version of the Uzawa algorithm. ComptesRendus Mathématique, Vol. 337, N°1 :31�36, July 2003.[New94℄ David Newberry. Priing and ongestion : eonomi priniples relevantto priing roads. Oxford Review of Eonomis Poliy, Vol. 6, N°2 :22�38,Otober 1994.[NK89℄ Peter W.G. Newman and Je�rey R. Kenworthy. Cities and automobiledependene : an international sourebook. Avebury Tehnial, 1989.[Pay71℄ H.J. Payne. Models of freeway tra� and ontrol. Simulation Coun-il Proeedings : Mathematial Models of Publi Systems, Vol. 1 :51�61,1971.[PB05℄ Rémi Prud'homme and Juan Pablo Boarejo. The london ongestionharge : a tentative eonomi appraisal. Transport Poliy, Vol. 12,N°3 :279�287, May 2005.[PB10℄ Luis Miguel Romero Pérez and Franiso Garía Benítez. Tra��ow ontinuum modeling by hypersingular boundary integral equations.International journal for numerial methods in engineering, Vol. 82,N°3 :47�63, April 2010.[PBW92℄ Paul William Partridge, C.A. Brebbia, and Luiz C. Wrobel. The DualReiproity Boundary Element Method. Computational Mehanis Pu-bliations, Southampton, 1992.[Pér07℄ Luis Miguel Romero Pérez. Modelizaión del trá�o mediante el métodode los elementos de ontorno. PhD thesis, Universidad de Sevilla, 2007.[Pru99℄ Rémi Prud'homme. Les oûts de la ongestion dans la région parisienne.Revue d'Éonomie Politique, Vol. 109, N°4 :425�441, 1999.168



[Pru00℄ Rémi Prud'homme. La ongestion et ses oûts. Annales des Ponts etChaussées, nouvelle série n°94 :13�19, Février 2000.[PS00℄ Rémi Prud'homme and Yue-Ming Sun. Le oût éonomique de la onges-tion du périphérique parisien : une approhe désagrégée. Les CahiersSienti�ques du Transport, Vol. 37 :59�73, 2000.[Puu09℄ Tönu Puu. Continuous eonomi spae modelling. The Annals of Regio-nal Siene, Vol. 43, N°1 :5�25, Marh 2009. Springer-Verlag.[Qui94℄ Émile Quinet. Chapter 2 - The soial osts of transport : evaluation andlinks with internalisation poliies. Organisation for Eonomi Coopera-tion and Development, European Conferene of Ministers of Transport,1994.[Ri56℄ Paul I. Rihards. Shok-waves on the highway. Operations researh, Vol.4 :42�51, 1956.[RKDG09℄ Amnon Rapoport, Tamar Kugler, Subhasish Dugar, and Eyran J.Gishes. Choie of routes in ongested tra� networks : experimen-tal tests of the braess paradox. Games and Eonomi Behavior, Vol. 65N°2 :538�571, Marh 2009.[Roy05℄ Patrik Royis. Méanique des milieux ontinus. Presses Universitairesde Lyon, 2005.[SWB07℄ Noelia Cáeres Sánhez, Johan Wideberg, and Franiso Garía Benítez.Deriving origin destination data from a mobile phone network. IntelligentTransport Systems, IET, Vol. 1 N°1 :15�26, Marh 2007.[SWB08℄ Noelia Cáeres Sánhez, Johan Wideberg, and Franiso Garía Benítez.Review of tra� data estimations extrated from ellular networks. In-telligent Transport Systems, IET, Vol. 2 N°3 :179�192, September 2008.[TI82℄ Azuma Taguhi and Masao Iri. Continuum approximation to dense net-works and its appliation to the analysis of urban road networks. Ma-thematial programming study, Vol. 20 :178�217, 1982.[Vau87℄ Rodney James Vaughan. Urban spatial tra� patterns. Pion, London,1987.[War52℄ John Glen Wardrop. Some theorial aspets of road tra� researh.Proeedings of the Institute of Civil Engineers, Part II, Vol.1 :325�378,1952.[Whi74℄ Gerald Beresford Whitham. Linear and non linear waves. Pure andapplied mathematis, Wiley Intersiene, New York, 1974.[Won98℄ S.C. Wong. Multi-ommodity tra� assignement by ontinuum approxi-mation of network �ow with variable demand. Transportation ResearhB, Vol. 32, N°8 :567�581, November 1998.169



[YW00℄ H. Yang and S.C. Wong. A ontinuous equilibrium model for estimatingmarket areas of ompetitive failities with elasti demand and marketexternality. Transportation Siene, Vol. 34, N°2 :216�227, May 2000.[YYI94℄ Hai Yang, Sam Yagar, and Yasunori Iida. Tra� assignment in ongesteddisrete/ ontinuous transportation system. Transportation Researh B,Vol. 28B, N°2 :161�174, April 1994.

170


