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Abstra
t. Tra�
 road modelling in the dense network of a wide area needs a large amountof data. It renders a keen modelling unmanageable in pra
ti
e. To simplify the problem, anidea is to aggregate the network links as a 
ontinuous medium where tra�
 road �ows as a�uid on a surfa
e. This modelling is 
alled two-dimensional. Even if the detailed geometri
stru
ture of the network is lost, su
h a modelling avoids the tra�
 keen des
ription on anetwork where measure points are not numerous enough to allow an exhaustive evaluationof tra�
 state. A series of arti
les started in the 80's have highlighted relevant 
on
epts.Nevertheless, these previous works have not solved fundamental modelling issues: how todedu
e and model global behaviours basing on lo
al behaviours (�ow on an axe, intera
tionsat interse
tions)? In this work, two models are developed. The �rst model is stati
. Tra�
road �ows on privileged orthogonal dire
tions. The model takes into a

ount the balan
ebetween the network trip supply and the users' elasti
 trip demand. The prin
ipal outputsare, for ea
h point of the network and ea
h destination, the dire
tional �ows and the trip
osts. The se
ond model is dynami
al. The des
ription of tra�
 �ows stands at the levelof elementary tra�
 
ells, where 
on
epts of supply and demand are de�ned. With abehaviour law dedu
ed from a dis
rete network, we establish the 
onservation dynami
equation of road tra�
 at ea
h point of an anisotropi
 network.Keywords: road tra�
, dense urban networks, network supply / users demand, orthotropy/ anisotropy, 
onvex optimization, partial di�erential equationsRésumé. La modélisation du tra�
 routier dans un réseau dense et de grande étenduené
essite un grand nombre de données, si bien qu'une modélisation par ar
s est impossibleen pratique. Pour simpli�er le problème, une idée est d'agréger les tronçons du réseau enun 
ontinuum sur lequel le tra�
 routier s'é
oule 
omme un �uide surfa
ique. Cette mo-délisation est quali�ée de bidimensionnelle. Même si la stru
ture géométrique détaillée duréseau est perdue, une telle modélisation évite la des
ription très �ne du tra�
 sur un ré-seau dans lequel les points de mesure ne sont pas en nombre su�sant pour permettre uneévaluation exhaustive de l'état du tra�
. Une série de travaux 
ommen
ée dans les années1980 a permis de dégager quelques 
on
epts importants. Cependant, 
es travaux n'ont pasrésolu les problèmes de modélisation fondamentaux : 
omment déduire et modéliser des
omportements globaux à partir de 
omportements lo
aux (�ux sur un axe, intera
tionsaux interse
tions) ? Dans 
e travail, deux modèles bidimensionnels de tra�
 sont dévelop-pés. Le premier modèle est statique. Le tra�
 s'é
oule dans des dire
tions de propagationprivilégiées et orthogonales. Le modèle prend en 
ompte l'équilibre entre l'o�re de dépla-
ement du réseau et une demande élastique de dépla
ement des usagers. Les prin
ipalessorties sont 
onstituées en 
haque point et pour 
haque destination par les débits dire
-tionnels et les 
oûts de dépla
ement. Le deuxième modèle est dynamique. L'é
oulement dutra�
 est dé
rit au niveau de 
ellules élémentaires du réseau dans lesquelles on dé�nit lesnotions d'o�re et de demande. À partir d'une loi 
omportementale obtenue sur un réseaudis
ret, on é
rit l'équation dynamique de 
onservation du tra�
 routier en tout point d'unréseau anisotrope.Mots-
lés : tra�
 routier, réseaux urbains denses, o�re du réseau / demande des usagers,orthotropie / anisotropie, optimisation 
onvexe, équations aux dérivées partielles3
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PréambuleLe développement é
onomique moderne est à la fois la 
ause et la 
onséquen
e dela 
onstru
tion d'un vaste réseau routier et de la grande quantité de véhi
ules quiutilisent 
e réseau. La première ligne d'assemblage pour la produ
tion de massed'automobiles a été mise en pla
e aux États-Unis au début des années 1910 : � I willbuild a 
ar for the great multitude � disait Henry Ford, la Tin Lizzy révolutionnantla notion de dépla
ement. Cette révolution, sans 
esse entraînée par les progrèste
hniques des véhi
ules et des infrastru
tures routières, en 
réant une dépendan
eà l'automobile, s'est a

ompagnée d'e�ets indésirables : 
ongestion, pollution, bruit,a

idents, 
oupure des paysages, altération des é
osystèmes. Tous 
es e�ets ne sontpas apparus et n'ont pas été perçus aux mêmes moments. La modélisation du tra�
routier s'est développée aux États-Unis dans les années 1930, l'état 
ongestionné dutra�
 né
essitant dès 
ette époque une intervention des pouvoirs publi
s. Dans lesannées 1950, les méthodes et l'expérien
e améri
aines ont 
ommen
é à essaimer enFran
e, lorsque des ingénieurs du ministère de l'équipement sont revenus de périodesd'études aux États-Unis.De nombreux modèles de tra�
 routier ont été formulés à partir de l'observation dutra�
, mais aussi d'idées puisées dans les s
ien
es physiques et les mathématiques.La terminologie même de modèle n'est pas pré
ise. Un modèle de tra�
 est en faitun système de plusieurs sous-modèles dépendants les uns des autres et visant à dé-
rire 
ha
un un aspe
t di�érent du tra�
. L'obje
tif d'un modèle est de donner unedes
ription aussi pré
ise que possible des aspe
ts qu'il prend en 
ompte. L'é
oule-ment est un aspe
t 
ommun. L'a�e
tation du tra�
, la demande des usagers, l'o�redu réseau, le bruit, les émissions de polluants sont d'autres aspe
ts que l'on peuttraiter. Un modèle est don
 indisso
iable des motivations et besoins qui ont aboutià son développement, il est adapté à 
e qu'il 
her
he à évaluer ou représenter. Lebut prin
ipal de 
e travail de thèse est de modéliser le tra�
 routier dans des réseauxtrès grands et denses, a�n d'obtenir l'a�e
tation statique ou dynamique du tra�
.Quel(s) modèle(s) d'é
oulement utiliser ou développer ?On peut distinguer essentiellement trois 
atégories de modèles d'é
oulement : lesmodèles mi
ros
opiques ou dis
rets ; les modèles ma
ros
opiques à une dimension,simplement appelés modèles ma
ros
opiques ; les modèles ma
ros
opiques à deux13



dimensions que nous appellerons modèles bidimensionnels. Ces trois 
atégories demodèles 
orrespondent à di�érents types d'agrégation du tra�
 et du réseau (�gure0.1).
Obstacle

(a) (b) (c)Figure 0.1 - Niveau de détail des modèles d'é
oulement du tra�
 routier : mi
ros
opique(a), ma
ros
opique (b), bidimensionnel (
). La démar
he d'agrégation su

essive des mo-dèles est la suivante : le modèle ma
ros
opique (b) est obtenu en agrégeant les véhi
ulesindividuels du modèle mi
ros
opique (a) ; le modèle bidimensionnel (
) est obtenu en agré-geant les voies de 
ir
ulation du modèle ma
ros
opique (b) en un 
ontinuum.Les modèles mi
ros
opiques représentent le tra�
 et le réseau le plus �nement pos-sible. Ils dé
rivent les intera
tions entre les véhi
ules 
onsidérés individuellement,les routes du réseau sont modélisées séparément par des ar
s. L'é
oulement est 
a-ra
térisé par des lois de poursuite. Les interse
tions sont modélisées par des n÷uds,les 
on�its y sont parfois modélisés. La demande est supposée 
on
entrée dans deszones appelées 
entroïdes. Cette appro
he est performante pour étudier des réseauxde petite taille. Dans le 
as des grands réseaux de transport, le nombre élevé d'ar
s,n÷uds et 
entroïdes rendrait le re
ueil des données puis leur traitement informatiquebeau
oup trop 
omplexes et longs. Le niveau de détail de la solution ainsi obtenue,s'il était possible de l'obtenir, serait si élevé qu'il ne permettrait pas une 
ompréhen-sion qualitative rapide de l'équilibre du tra�
. L'obtention des variations des �ux detra�
 dues à des modi�
ations du réseau ou de ses propriétés serait di�
ile à partirde 
es solutions.L'appro
he ma
ros
opique est la théorie du tra�
 fondée par Greenshields [Gre35℄,Lighthill et Whitham [LW55℄ et Ri
hards [Ri
56℄ dans le 
as d'une route. Les véhi-14




ules ne sont plus pris en 
ompte individuellement. Il s'agit là d'une première agréga-tion. Greenshields utilisa une appro
he statistique (ave
 
ependant peu de mesures)et établit une relation a�ne entre vitesse et 
on
entration. Lighthill et Whithammodélisèrent l'é
oulement du tra�
 
omme 
elui d'un �uide dans un tuyau et ob-tinrent une interprétation qualitative de la relation entre le �ux et la 
on
entration.Les propriétés physiques du tra�
 sont dé
rites par les variables ma
ros
opiques quesont le débit, la 
on
entration et la vitesse, 
es variables étant reliées entre elles.Cependant, 
ette appro
he 
onserve la stru
ture géométrique détaillée du réseau dé-
rite dans l'appro
he mi
ros
opique. Elle demeure don
 inadaptée au 
as des grandsréseaux de transport.Pour passer à l'appro
he bidimensionnelle, on pro
ède à une agrégation supplémen-taire : 
elle du réseau lui-même. Le réseau est rempla
é par un 
ontinuum à deux di-mensions d'espa
e. La stru
ture géométrique détaillée du réseau est don
 perdue. Lerésultat de 
ette modélisation sera peu pré
is mais il doit donner une idée globale dess
hémas de tra�
 sur le réseau. Le tra�
 est modélisé 
omme un �uide qui s'é
oule surune surfa
e. Les propriétés physiques de l'é
oulement ne sont à l'heure a
tuelle pasaussi bien dé
rite que dans le 
as des modèles ma
ros
opiques. Le problème de l'af-fe
tation non plus. Plusieurs auteurs ont étudié les modèles bidimensionnels. Depuisles travaux pré
urseurs de Be
kmann [Be
52℄, de nombreux arti
les ont été publiés(entre autres [TI82, Vau87, YYI94, Won98, YW00, HWYL05, HWL06, PB10℄ pourle tra�
 routier, [HB04a, HB04b℄ pour le tra�
 piétonnier, [Puu09℄ pour l'é
onomiespatiale). Là où les pré
édents modèles demandent une quantité importante de don-nées sur 
haque élément du réseau (ar
, n÷ud, 
entroïde), un modèle bidimensionnelpeut être 
ara
térisé par un faible nombre de variables. Si on suppose de plus que les
ara
téristiques du réseau ne subissent pas de variations brutales entre les di�érentesaires qui le 
onstituent, les fon
tions utilisées peuvent être supposées régulières. Onnotera qu'une nouvelle approximation est né
essaire : 
elle de la dis
rétisation dumodèle 
ontinu par la méthode des éléments �nis, qui devrait permettre d'observersur un plan les e�ets d'une variation des paramètres du réseau. Cette dis
rétisationest une sour
e d'erreurs supplémentaire. Pour 
ela et aussi à 
ause de leur 
oût élevé,les modèles bidimensionnels sont peu utilisés.Les modèles bidimensionnels de tra�
 ont plusieurs appli
ations potentielles 
on
er-nant les très grands réseaux de transport :
⋆ la représentation appro
hée de 
es réseaux et 
elle de leur état par des densités etdébits agrégés ;
⋆ la prévision de l'a�e
tation du tra�
 et de ses 
hangements éventuels en réponse àdi�érentes politiques de transport, ou simplement à une évolution de la demande ;
⋆ la gestion et la plani�
ation de 
es réseaux grâ
e à l'étude du problème de l'o�reagrégée (possibilité de satisfaire la demande) et la des
ription des 
ara
téristiquesdynamiques de 
es réseaux ;
⋆ la modélisation des �ux de piétons dans des espa
es 
ontraints.15



Plan de la thèseCette thèse se 
ompose de six 
hapitres répartis en trois parties de deux 
hapitres.
Première partieLe premier 
hapitre est une introdu
tion aux modèles bidimensionnels. Le butest de pré
iser le 
adre de l'étude et de dé
rire les outils mathématiques existants.L'a

ent est mis sur la di�
ulté de la des
ription du tra�
 routier par 
es outils.Le deuxième 
hapitre est une revue de la littérature des modèles bidimensionnels.Plusieurs modèles ont été formulés. L'é
oulement a lieu essentiellement en milieuisotrope, 
e qui est peu réaliste dans le 
as du tra�
 routier. Il s'agit d'une approxi-mation inspirée de la mé
anique des �uides. Cela 
onduit en parti
ulier à 
ertaineserreurs quant à la des
ription de l'é
oulement et des 
oûts de dépla
ement asso
iés.En outre, la question de la 
apa
ité des voies, bien qu'étudiée dans [TI82℄, n'a jamaisété reprise par la suite.
Deuxième partieLe troisième 
hapitre développe un modèle bidimensionnel dans un 
ontinuumde routes orthogonales. L'a�e
tation du tra�
 est statique. Con
ernant la géométriedu réseau, l'orthotropie rempla
e l'isotropie. Cela permet de traiter di�éremmentdeux �ux opposés et deux �ux de même sens, 
e que ne faisaient pas les modèlesbidimensionnels développés dans un réseau isotrope. La physique du tra�
 est ainsimieux respe
tée. Les 
ontraintes de 
apa
ité du réseau sont prises en 
ompte dans
e 
adre. Les ralentissements dus aux interse
tions sont modélisés en diminuant la
apa
ité des voies. Pour 
onstruire un modèle bidimensionnel dynamique, on devramodéliser les 
on�its de façon moins arti�
ielle. Du point de vue des mathématiques,
ertains résultats d'existen
e sont prouvés. La di�
ulté qui subsiste est 
elle duproblème de point selle asso
ié qui demeure un problème mathématique mal posé.Le quatrième 
hapitre propose une simple illustration du troisième 
hapitre. L'aireurbaine a la forme de Paris. Le réseau est un 
ontinuum de routes horizontales etverti
ales. La Seine est un obsta
le naturel à l'é
oulement. Le 
oût informatique élevépour obtenir la solution explique que les modèles bidimensionnels soient peu utilisés.16



Troisième partieLe 
inquième 
hapitre 
ommen
e par une revue de la littérature des modèlesd'interse
tion. Les 
on�its aux interse
tions ne sont pas pris en 
ompte dans lesmodèles bidimensionnels dé
rits au deuxième 
hapitre. On détermine une loi de
omportement au 
entre d'un grand réseau dis
ret. Cette loi nous permettra de
onstruire le modèle dynamique 
ontinu du 
hapitre qui suit.Le sixième 
hapitre développe un modèle bidimensionnel dynamique dans un
ontinuum anisotrope. Nous obtenons la loi de 
onservation du tra�
 routier. Les
héma de volumes �nis asso
ié est expli
ité au niveau des 
ellules de tra�
 qui sontdes petites surfa
es (relativement à l'aire d'étude) où le tra�
 s'é
oule. Au niveaude 
ha
une de 
es 
ellules de tra�
, on dé�nit l'o�re et la demande de dépla
ement.Publi
ationsRevue à 
omité de le
tureSaumtally T., Leba
que J.-P., Haj-Salem H. (soumis). A dynami
al two-dimensional tra�
 model in an anisotropi
 network. Network and HeterogeneousMedia.A
tes de 
ongrès à 
omité de séle
tion ou le
tureSaumtally T., Leba
que J.-P., Haj-Salem H. (2010). Tra�
 assignment pro-blem in a dense urban area. Poster. 3d NEARCTIS Workshop, June 13, 2010 - EPFL,Lausanne, Switzerland.Saumtally T., Leba
que J.-P., Haj-Salem H. (2011). A�e
tation du tra�
routier dans une aire urbaine dense. Poster. Groupement d'Intérêt S
ienti�que � Mo-délisation urbaine �, 23-24 février 2011 - É
ole des Ponts, Paris, Fran
e.Saumtally T., Leba
que J.-P., Haj-Salem H. (2011). Stati
 tra�
 assignmentwith side 
onstraints in a dense orthotropi
 network. Pro
edia - So
ial and BehavioralS
ien
es, Volume 20 :465-474, 2011. 14th Meeting of the Euro Working Group onTransportation (EWGT), September 6-9, 2011 - Poznan, Poland.Saumtally T., Leba
que J.-P., Haj-Salem H. (a

epté). A Uzawa algorithmfor stati
 tra�
 assignment in an orthotropi
 network. Tra�
 and Granular Flow(TGF), 28 September - 01 O
tober, 2011 - Mos
ow, Russia.17
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ember 7 - 9, 2011 - UCLA, Los Angeles, California.Saumtally T., Leba
que J.-P., Haj-Salem H. (2012). Contraintes de 
apa
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Chapitre 1Introdu
tion
Sommaire1.1 Cadre général des modèles bidimensionnels existants . . 211.2 Deux variables ma
ros
opiques . . . . . . . . . . . . . . . 331.3 Quelques enseignements du 
as unidimensionnel . . . . . 371.4 Optimisation de l'a�e
tation statique du tra�
 sur ungraphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401.5 Les 
oûts de la 
ongestion du point de vue des é
onomistes 481.1 Cadre général des modèles bidimensionnels exis-tants1.1.1 Aire urbaine denseNous avons employé l'expression grand réseau dense dans le Préambule. Voyons pluspré
isément 
e que 
ela signi�e. La surfa
e d'étude est une aire urbaine. Il s'agit d'uneaire géographique dont la dé�nition varie selon les pays et les dis
iplines. Puisque 
etravail porte sur le réseau de l'aire urbaine et non sur l'aire urbaine elle-même, nousnommerons aire urbaine dense une aire géographique qui 
ontient un réseau densed'infrastru
tures routières. Tentons de donner la dé�nition d'un réseau dense. Unréseau peut être 
onsidéré 
omme dense s'il véri�e les trois 
onditions (peut-être unpeu trop intuitives) suivantes :1. les longueurs des di�érents tronçons sont � petites � en 
omparaison d'unelongueur 
ara
téristique de la zone observée,21



2. les distan
es entre les tronçons � voisins � sont � petites � en 
omparaisond'une longueur 
ara
téristique de la zone observée,3. le nombre moyen de véhi
ules pouvant être sto
kés par tronçon est � faible �.Si un réseau véri�e la dé�nition pré
édente, on peut 
onsidérer que 
haque véhi
ulepeut 
ir
uler sur n'importe quel point de l'aire urbaine : on parle alors de 
ontinuum.Les grandes villes 
omme Paris, Tokyo ou Atlanta, doivent pouvoir être 
onsidérées
omme des aires urbaines denses sur 
e 
ritère. Une bonne représentation du milieuurbain, 
'est-à-dire pour 
e qui nous 
on
erne, la prise en 
ompte de sa géométrieainsi que la 
apa
ité des voies, est une 
ondition né
essaire à l'élaboration ultérieured'un modèle de tra�
. La façon dont doivent être traités les débits doit être élaboréeà partir de 
ette représentation.La géométrie des réseaux tient essentiellement aux di�érentes formes des stru
turesurbaines. Les villes asiatiques et européennes sont de type radio-
on
entriques. Ellessont an
iennes et se sont 
onstruites par a

umulation progressive de la populationautour d'un 
entre. Les réseaux routiers s'y sont stru
turés progressivement, en étoiletout d'abord, puis ont été 
omplétés par des � tangentes �, produisant une stru
tureen � toile d'araignée �. On peut 
onsidérer que leur réseau routier est isotrope (lespoints du réseau sont reliés entre eux par des lignes droites). Au 
ontraire, les grandesmétropoles des États-Unis sont � sorties du sol � au début du XXème siè
le suite àune plani�
ation urbaine des pouvoirs publi
s. Elles sont étalées et poly
entriques.La stru
ture des réseaux routiers de 
es villes est un quadrillage du territoire formantune sorte de � damier �[Bre09℄. On doit don
 plut�t 
onsidérer un réseau orthotropeou anisotrope, pour les villes améri
aines en parti
ulier, lorsqu'il n'est pas toujourspossible de suivre des lignes droites pour relier les points du réseau.Remarque : nous parlons de densité dans un sens très di�érent de 
elui (ou 
eux)utilisé(s) en géographie ou en urbanisme, dis
iplines pour lesquelles la densité ur-baine est parfois dé�nie 
omme le nombre d'habitants par unité d'aire. Ave
 
ettedé�nition, les villes améri
aines sont peu denses et très étalées, puis viennent lesvilles australiennes, les villes européennes et les villes asiatiques, qui sont très denseset peu étalées. La densité des villes est l'objet de nombreuses re
her
hes 
ar elle alongtemps été 
onsidérée 
omme une solution à une mobilité durable. Une relationentre la mobilité et la densité a notamment été mise à jour par une 
élèbre étude deNewman et Kenworthy ([NK89℄). Cette étude 
lassait les villes selon leur 
onsomma-tion en énergie par habitant en fon
tion de la densité. Les villes améri
aines étaientles plus 
onsommatri
es, puis venaient les villes australiennes, les villes européenneset les villes asiatiques. Il ne s'agit pas i
i d'entrer dans la dis
ussion de la pertinen
ede 
ette étude ou des 
on
lusions qui ont pu être formulées à partir de 
elle-
i, nousobserverons simplement que les premiers modèles bidimensionnels ont été développéspar des 
her
heurs asiatiques [TI82℄. 22
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Figure 1.1 - Gasoline use per 
apita versus urban density for the year 1980, [NK89℄.1.1.2 Aspe
ts mé
aniques1.1.2.1 ContinuumLa mé
anique des milieux 
ontinus 
onsidère que le 
ara
tère la
unaire de la stru
-ture de la matière n'est pas dé
elable à é
helle ma
ros
opique [Roy05℄. En physique,les représentations 
ontinues du temps et de la matière, bien que théoriquementinexa
tes, ont été adoptées depuis longtemps et ont 
ontribué à une meilleure 
om-préhension de la nature. Cette idée peut être 
onservée pour l'étude bidimensionnelledu tra�
. Autrement dit, on observe le tra�
 dans une aire urbaine dense de � suf-�samment haut � pour avoir une représentation de 
elui-
i qui serait 
omparable àun liquide qui se répandrait sur une surfa
e. Cette représentation, qui est déjà unmodèle en soi, repose sur les hypothèses simpli�
atri
es de la mé
anique des milieux
ontinus. (Le terme de parti
ule de la mé
anique des milieux 
ontinus sera rempla
édans 
e travail par véhi
ule ou piéton.)1.1.2.2 Nombre d'AvogadroLa mé
anique des tra�
s routier ou piétonnier di�ère de la mé
anique des �uidesdans la mesure où les véhi
ules (les piétons) ne sont pas assez nombreux pour quel'hypothèse du 
ontinu soit rigoureusement justi�ée. Sous les 
onditions normales depression et de température, 1mm3 de gaz parfait 
ontient environ 2, 7 × 1016 molé-
ules. Même à 
ette petite é
helle du mm3, les �u
tuations lo
ales de la 
on
entrationdues au 
omportement individuel des molé
ules sont négligeables. Ce grand nombrede molé
ules par unité de volume permet d'e�e
tuer les approximations qui mènentaux équations de Navier-Stokes. Pour l'approximation du 
ontinu du tra�
 routier23



(ou piétonnier) en deux dimensions, les éléments importants sont le nombre de vé-hi
ules (ou piétons) dans le système et le nombre de véhi
ules (ou piétons) dans unemaille du s
héma numérique. Comme nous allons le voir maintenant, 
es nombressont extrêmement faibles 
omparés au nombre de molé
ules de �uide présentes dansdes volumes représentatifs.Examinons le 
as d'un tronçon de route. Des 
onditions normales de 
ir
ulationsont de l'ordre de 30 véhi
ules par kilomètre de tronçon (régime 
ritique). Le faitde retirer un seul véhi
ule modi�e la 
on
entration de l'ordre de 3%, 
e qui n'estpas négligeable. De plus, si l'approximation géométrique de la voie de 
ir
ulationà un � tube � peut être 
onsidérée 
omme 
orre
te dans le 
as d'une seule voie de
ir
ulation, elle ne l'est plus du tout dans le 
as d'une autoroute ave
 un tra�
 surplusieurs voies.Pour l'étude du tra�
 routier sur une aire urbaine, dans une maille d'1km2 et enplaçant une voie tous les 50 mètres, et 30 véhi
ules par voie, on obtient un nombremaximal de 600 véhi
ules. On ne peut pas 
onsidérer que l'approximation bidimen-sionnelle soit beau
oup plus raisonnable que l'approximation ma
ros
opique. Enoutre, l'approximation géométrique asso
iée n'est pas bonne : si on in
lut ou ex
lutune rue du bord de l'aire élémentaire de 1km2, les modi�
ations de l'o�re et de lademande au bord ne sont pas négligeables.Dans le 
as des piétons, une é
helle raisonnable est 
elle d'un he
tare (ha). Parexemple, la super�
ie de la Halle Tony-Garnier à Lyon est de 1, 7ha, la 
apa
itéde la salle pour les grands 
on
erts est de 17000 personnes (un piéton par m2).L'approximation du 
ontinu semble 
onvenable pour 
e type d'événement dans 
etype de lieu. Elle est plus dis
utable lorsque les piétons sont éparpillés dans une airequi leur est réservée, ave
 une 
on
entration peu élevée.Une première di�éren
e ave
 la mé
anique des �uides est don
 que les � nombresd'Avogadro des tra�
s routier et piétonnier � sont très petits devant le nombre d'Avo-gadro des gaz.1.1.2.3 Autres parti
ularités de la mé
anique du tra�
Les molé
ules d'un �uide entrent 
onstamment en 
ollision les unes ave
 les autres.Elles se transmettent alors une énergie qui modi�e leur ve
teur a

élération, déviantleur traje
toire et 
hangeant la destination qu'elles auraient eue sans 
ette 
ollision.Dans les 
onditions normales de 
ir
ulation, un véhi
ule ou un piéton n'entre pasen 
ollision ave
 les autres, sa destination est déterminée à l'avan
e. Dans le 
as dutra�
 routier sur une seule voie, seules les réa
tions à l'espa
e frontal des individuspeuvent expliquer un 
hangement de vitesse ou de traje
toire [Dag95℄.24



Voi
i rapidement pourquoi la physique du tra�
 routier est si di�érente de la mé
a-nique des �uides :
⋆ En général, un véhi
ule rapide ne peut pas obliger un véhi
ule plus lent pla
édevant lui à a

élérer, soit par
e que 
e dernier ignore 
e qui se passe derrière lui,soit par
e qu'il n'a pas su�samment d'espa
e devant lui pour a

élérer. Le véhi
ulerapide devra dans 
e 
as soit ralentir, soit 
hanger de traje
toire et 
ontourner levéhi
ule lent.
⋆ La ren
ontre de deux �ux de tra�
 de dire
tions di�érentes ou même de sensopposés ne 
hange pas les destinations �nales des véhi
ules présents dans 
es �ux,
omme 
'est le 
as en mé
anique des �uides. On peut 
ependant admettre desperturbations (ralentissements, 
hangements de traje
toire) lors de la ren
ontredes deux �ux.
⋆ Chaque véhi
ule possède une énergie qui lui est propre. Il possède la fa
ulté de semouvoir de façon autonome suivant sa propre volonté, vers la destination qu'il a
hoisi au départ.Certains des éléments pré
édents se retrouvent dans la mé
anique de dépla
ementdes piétons. Cependant, les dépla
ements des piétons ne sont pas 
ontraints 
omme
eux des véhi
ules sur l'infrastru
ture routière : les piétons peuvent brutalement
hanger de dire
tion ou de vitesse, ils 
réent spontanément des �les de 
ir
ulation.La mé
anique du tra�
 piétonnier est don
 plus 
ompliquée à dé
rire que 
elle dutra�
 routier.Le tra�
 routier n'obéit don
 pas uniquement à des lois physiques. Nous allons main-tenant expliquer pourquoi la mé
anique des �uides n'o�re pas un modèle physiqueadapté à la physique du tra�
 routier.1.1.3 Aspe
ts é
onomiquesLe transport est une a
tivité é
onomique 
ar il satisfait une demande de dépla
e-ment de personnes ou de mar
handises. Nous reviendrons dans la se
tion 1.5 sur lafaçon dont les é
onomistes abordent la 
ongestion routière. Pour l'instant, nous sou-haitons simplement expliquer pourquoi les 
omportements é
onomiques individuelsdes usagers donnent au tra�
 routier une physique qui n'est pas 
elle des �uides.1.1.3.1 Quelques notions générales d'é
onomie des transportsL'équilibre des dépla
ements est le fruit de la ren
ontre de l'o�re de dépla
ementdu réseau et de la demande de dépla
ement des usagers. L'É
onomie des transportsprésente plusieurs parti
ularités qui en fait un 
hamp d'étude à part entière du
hamp de l'É
onomie. 25



⋆ Les infrastru
tures de transport 
onstituent un monopole naturel, pour des raisonsd'espa
e mais aussi de 
oûts �xes et d'entretien très élevés.
⋆ Le transport n'est pas une �n en soi. Cela signi�e que la demande de dépla
ementest dérivée d'un autre besoin (travail, loisirs, et
.).
⋆ L'o�re de transport est un servi
e, elle ne peut don
 pas être sto
kée : tout siègeou volume non utilisé au départ est dé�nitivement perdu.
⋆ Une o�re supplémentaire de transport 
rée de la demande (phénomène d'aspira-tion).
⋆ La demande �u
tue de façon importante : �u
tuations horaires (heures de pointeet heures 
reuses), �u
tuations saisonnières (périodes de va
an
es), �u
tuationsspatiales (
on
entration de la demande sur 
ertaines zones ou n÷uds). Les pi
sde demande entraînent un déséquilibre du mar
hé : l'o�re ne peut satisfaire lademande.
⋆ Le se
teur est sensible à de nombreux fa
teurs de qualité qui déterminent le prix,le temps de par
ours (notion de 
oût du temps), la disponibilité, l'a

essibilité, lasé
urité, le 
onfort.
⋆ Le se
teur est porteur d'externalités positives : élément 
lé de l'a
tivité é
ono-mique d'un territoire, de la 
ohésion so
iale, de la 
ohésion et du développementterritorial (désen
lavement), de la qualité de vie (a

ès à la 
ulture et aux loisirs)et de la liberté personnelle.
⋆ Le se
teur est porteur d'externalités négatives : pollution, 
ongestion, bruit, a

i-dents, et
.Un équilibre de tra�
 est don
 le fruit de nombreuses intera
tions de type é
ono-mique. Lorsque la demande est supérieure à l'o�re, il est né
essaire de 
ontr�lerl'é
oulement du tra�
 en imposant des mesures visant à optimiser l'usage du réseau.L'étude préalable à la détermination de 
es mesures 
onsiste tout d'abord en uneanalyse simultanée de l'o�re et de la demande, ensuite en une des
ription de l'étatdu tra�
, et en�n en une prédi
tion de l'a�e
tation sur le réseau.Voyons maintenant 
omment 
es parti
ularités é
onomiques donnent une physiqueparti
ulière au tra�
 routier. Dans la se
tion 1.1.2, nous avons 
omparé le tra�
 rou-tier à un �uide. Cette 
omparaison ne 
on
erne que l'approximation du 
ontinu pourles �ots de véhi
ules : nous pouvons 
onsidérer les �ots de tra�
 
omme 
ontinus,mais nous ne pouvons pas 
onsidérer que le 
omportement physique de 
es �ots estle même que 
elui d'un �uide. Par exemple, l'é
oulement d'un �uide s'e�e
tue d'au-tant plus fa
ilement que le nombre de 
hemins possibles entre la sour
e et le puitsest élevé. Ce n'est pas le 
as pour le tra�
 routier : une diminution de la 
apa
itéd'un réseau peut se traduire par une amélioration du fon
tionnement e�e
tif de 
eréseau. Cette propriété 
onstitue le paradoxe de Braess.26



1.1.3.2 Le paradoxe de Braess, 1968En dé
embre 1990, le New York Times publiait un arti
le [Kol90℄, dont voi
i deuxextraits :On Earth Day this year, New York City's Transportation Commissioner de
ided to
lose 42d Street, whi
h as every New Yorker knows is always 
ongested. � Manypredi
ted it would be doomsday �, said the Commissioner, Lu
ius J. Ri

io. � Youdidn't need to be a ro
ket s
ientist or have a sophisti
ated 
omputer queuing modelto see that this 
ould have been a major problem. � But to everyone's surprise, EarthDay generated no histori
 tra�
 jam. Tra�
 �ow a
tually improved when 42d Streetwas 
losed.[. . . ℄[. . . ℄ a German paper, published in 1969, [. . . ℄ [reported℄ that the City of Stuttgarthad tried to ease downtown tra�
 by adding a new street. But 
ongestion only gotworse, and so, in desperation, the authorities 
losed the street. Tra�
 �ow improved.Le paradoxe énon
é dans 
e texte avait été formulé en 1968 par le mathémati
ienallemand Dietri
h Braess [Bra68, BNW05℄. Même s'il n'est pas systématiquementvéri�é, le paradoxe de Braess prouve que l'on ne peut se 
ontenter uniquementde l'analogie ave
 la mé
anique des �uides pour étudier le tra�
 routier. On peut
onsulter une étude expérimentale de 
e paradoxe dans [RKDG09℄. La 
lé de la
ompréhension de 
e paradoxe réside dans le premier prin
ipe de Wardrop.1.1.3.3 L'équilibre de Wardrop, 1952Une a�e
tation de tra�
 
onsiste à répartir une demande de dépla
ements sur lesitinéraires du réseau. Cette demande est représentée par l'ensemble des �ux d'usagersdésirant se rendre à une destination donnée depuis une origine donnée. Le 
oûtgénéralisé individuel (simplement noté 
oût individuel dans la suite) de dépla
ementd'un itinéraire donné peut être dé�ni par la valeur du temps passé par un usager quiemprunte 
et itinéraire à laquelle on peut ajouter la dépense en énergie et d'éventuelspéages. D'autres fa
teurs, 
omme l'état des routes, peuvent in�uen
er la per
eptiondu 
oût individuel.Choisissons un 
ouple (O,D) d'origine/destination du réseau quel
onque mais �xé.On 
onsidère alors l'ensemble des itinéraires possibles reliant le 
ouple (O,D). Lepremier prin
ipe de Wardrop ou optimum individuel ou en
ore équilibre de l'usager[War52℄ est le suivant : Un itinéraire emprunté pro
ure le 
oût individuel le plusfaible. Autrement dit, l'a�e
tation des �ux est dite à l'équilibre de Wardrop lors-qu'au
un usager ne peut réduire son temps de par
ours en 
hangeant d'itinéraire.Voi
i quelques remarques simples, mais importantes, 
on
ernant 
et équilibre.27



⋆ À l'équilibre de Wardrop, pour un 
ouple (O,D) donné, les 
oûts individuelsde tous les itinéraires empruntés sont inférieurs ou égaux à 
eux des itinérairesnon utilisés.
⋆ À l'équilibre de Wardrop, pour un 
ouple (O,D) donné, les 
oûts individuelsde tous les itinéraires empruntés sont égaux (et minimaux).
⋆ L'équilibre de Wardrop n'est pas un point d'utilité maximale (ou optimumso
ial), 
ar a priori, la somme des 
oûts individuels minimaux est supérieureou égale au minimum du 
oût total généralisé pour l'ensemble des usagers.
⋆ L'équilibre de Wardrop n'est pas un optimum au sens de Pareto, puisque dans
ertains 
as, on peut améliorer la situation de tous les usagers en leur imposantun autre s
héma de dépla
ement (
'est le paradoxe de Braess).
⋆ L'équilibre de Wardrop est la version � tra�
 � de l'équilibre de Nash en théo-rie des jeux (une stratégie est à l'équilibre de Nash lorsque, 
onnaissant lesstratégies des autres joueurs, plus au
un des joueurs n'a intérêt à 
hanger destratégie). Le premier prin
ipe de Wardrop est un prin
ipe de 
oordination ausein d'un jeu non 
oopératif.Remarque : le se
ond prin
ipe de Wardrop ou prin
ipe de l'optimum 
olle
tif est lesuivant : le 
oût moyen généralisé est minimal. Ce prin
ipe n'est pas adapté au tra�
routier 
ar il suppose une 
oopération entre les usagers, 
ertains usagers a

eptantde supporter un 
oût de dépla
ement supérieur à d'autres pour obtenir l'e�
a
itéoptimale du système. Dans le 
as où le premier prin
ipe de Wardrop détermine unea�e
tation sans 
ongestion, on peut démontrer que le se
ond prin
ipe détermineune a�e
tation sans 
ongestion où le 
oût moyen est égal au 
oût individuel. Si lepremier prin
ipe détermine une a�e
tation 
ongestionnée, le 
oût individuel est alorssupérieur au 
oût moyen.1.1.3.4 Deux exemples simplesNous allons illustrer simplement le premier prin
ipe de Wardrop ave
 un exempleque nous 
ompléterons pour obtenir le paradoxe de Braess.Considérons un 
ouple origine destination relié par le réseau de la �gure 1.2. Deuxitinéraires sont possibles : le 
hemin I 
onstitué des ar
s a1 puis a2, (on note I =

(a1a2)) ; le 
hemin J 
onstitué des ar
s a3 puis a4, (on note J = (a3a4)). On note fIet fJ les �ux de véhi
ules sur les 
hemins I et J respe
tivement. Si on suppose unedemande totale de 1 véhi
ule par unité de temps, on a fI + fJ = 1.Le 
oût de dépla
ement par usager sur les ar
s a1 et a4 est dé�ni proportionnel autra�
 présent sur 
es ar
s, tandis que le 
oût de dépla
ement par usager sur les ar
s
a2 et a3 est dé�ni 
onstant et égal à 1. Le 
oût de dépla
ement d'un usager vaut
fI + 1 sur le 
hemin I et 1 + fJ sur le 
hemin J . Le premier prin
ipe de Wardrop28



donne fa
ilement fI = 0.5 et fJ = 0.5, pour un 
oût de 1.5 sur 
ha
un des 
hemins
I et J .

Origine Destination
a

1
(x)

a
3
(1)

a
2
(1)

a
4
(x)Figure 1.2 - Réseau élémentaire. Le 
hemin I est 
onstitué des ar
s a1 puis a2. Le 
hemin

J est 
onstitué des ar
s a3 puis a4. La notation a1(x) signi�e que le 
oût sur l'ar
 a1 estégale au �ux x sur 
et ar
, la notation a2(1) signi�e que le 
oût sur l'ar
 a2 est 
onstanteégale à 1 indépendamment du �ux.Nous allons maintenant illustrer le paradoxe de Braess. On 
omplète le réseau pré-
édent ave
 les ar
s a5 et a6 
omme sur la �gure 1.3. On obtient deux nouveauxitinéraires entre l'origine et la destination : le 
hemin K 
onstitué des ar
s a1, a6puis a4 (on note K = (a1a5a4)) ; le 
hemin L 
onstitué des ar
s a3, a5 puis a2 (onnote L = (a3a6a2)).On dé�nit les 
oûts individuels sur les nouveaux ar
s a5 et a6 
omme étant 
onstantset valant 0, 1. On suppose que la demande n'a pas 
hangé et est toujours égale à 1véhi
ule par unité de temps. Ave
 l'a�e
tation de l'exemple pré
édent (fI = fJ = 0, 5et fK = fL = 0), 
haque usager va 
al
uler que le 
oût individuel du 
hemin K vaut
1.1 et que 
elui du 
hemin L vaut 2.1. Puisque leur 
oût est a
tuellement de 1.5,
haque usager voudra 
hanger d'itinéraire pour utiliser le 
hemin K, jusqu'à obtenirun nouvel équilibre.Déterminons les équilibres possibles. Puisque le 
oût du 
hemin I vaut au plus 2, le
hemin L, dont le 
oût est 
onstant égal à 2.1, ne sera jamais utilisé par les usagers,don
 fL = 0. Supposons que les 
hemins I, J et K soient utilisés par les usagers,d'après le premier prin
ipe de Wardrop, les 
oûts de 
es 
hemins sont égaux. Ave
 lesrelations (1.1) on obtient un unique équilibre possible fI = 0.1, fJ = 0.1, fK = 0.8.Le 
oût individuel de dépla
ement vaut 1.9 sur 
ha
un des 
hemins I, J et K. Ce
oût est supérieur à 
elui de la 
on�guration de l'exemple pré
édent, 
e qui illustrele paradoxe de Braess.
oût du 
hemin I = fI + fK + 1,
oût du 
hemin J = fJ + fK + 1,
oût du 
heminK = fI + fK + 0, 1 + fJ + fK ,

fI + fJ + fK = 1 (puisque fL = 0). (1.1)29



Origine Destination

a
1
(x)

a
3
(1)

a
2
(1)

a
4
(x)

a
5
(0.1) a

6
(0.1)

Figure 1.3 - Réseau de type Braess. Les 
hemins I et J sont les mêmes que sur la �gure1.2. Le 
hemin K est 
onstitué des ar
s a1, a5 puis a4. Le 
hemin L est 
onstitué des ar
s
a3, a6 puis a2. Le 
oût sur 
ha
un des ar
s a5 et a6 est 
onstant égal à 0.1 indépendammentdu �ux.1.1.4 Aspe
ts Mathématiques1.1.4.1 Traje
toires, 
hemins et distan
es dans le réseauL'espa
e ve
toriel R

2 est muni de sa stru
ture eu
lidienne 
anonique. La normeinduite par 
e produit s
alaire (notée ‖(x, y)‖2 =
√
x2 + y2) permet de mesurerles distan
es à vol d'oiseau. On identi�e l'aire urbaine dense de l'étude à un sous-ensemble ouvert et 
onnexe de R

2, sa fermeture topologique est un 
ompa
t à bord(voir �gure 1.4). On notera don
 indi�éremment A 
e sous-ensemble ou l'aire urbainequ'il représente. La frontière de l'aire urbaine sera notée ∂ASoient deux points quel
onques mais �xés x0 (origine) et x1 (destination) du réseaude l'aire urbaine A. La géométrie du réseau routier de A ne permet pas for
émentde suivre une ligne droite entre x0 et x1. Une autre norme que la norme eu
lidiennedevra être donnée pour mesurer les longueurs des 
hemins de A. Pour déterminerune distan
e dans le réseau, nous allons évoquer la notion de traje
toire puis 
ellede 
hemin.Une traje
toire est un ar
 ν paramétré inje
tif (pas de bou
le), orienté (on 
hoisit unsens de par
ours), 
ontinu et C1 par mor
eaux : ν : [t0, t1]→ R
2, telle que ν(t0) = x0et ν(t1) = x1. Le long de la traje
toire ν, le ve
teur vitesse est ν ′(t).Le 
hemin de la traje
toire ν est la proje
tion de ν sur l'aire urbaine A. Un même
hemin peut être par
ouru par plusieurs traje
toires ayant des vitesses di�érentes :le 
hemin de la traje
toire ν est le support physique de 
elle-
i, on le note supp(ν).La longueur du 
hemin supp(ν) est la quantité L(ν) = ∫ t1

t0
‖ν ′(t)‖dt. Cette quantitéest indépendante de la traje
toire par
ourue, on la note aussi ∫

ν
dl.Soit C(x0, x1) l'ensemble de tous les 
hemins du réseau reliant les points x0 et

x1. La distan
e entre les points x0 et x1 sur le réseau est la quantité d(x0, x1) =
inf{L(ν), supp(ν) ∈ C(x0, x1)}. La distan
e 
ara
térise la géométrie du réseau.30
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x
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∂A

n
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Figure 1.4 - Compa
t à bord. Sa frontière est une réunion �nie et disjointe de supportsd'ar
s géométriques orientés, fermés, simples et C1 par mor
eaux, tels qu'en par
ourant
ette frontière dans le sens de l'orientation, on ait A 
onstamment � à sa gau
he � et leve
teur normal unitaire � à sa droite �.1.1.4.2 Quelques exemples de distan
es dans le réseauNous 
onsidérons un véhi
ule situé en un point P de l'aire urbaine A, éloigné detout obsta
le physique 
omme un �euve. Les dépla
ements de 
e véhi
ule ne sontalors 
ontraints que par la géométrie du réseau.Dans un réseau isotrope, 
e véhi
ule peut e�e
tuer un dépla
ement dans toutes lesdire
tions. L'ensemble des points du réseau situés à une 
ourte distan
e (disons 1)de P est l'ensemble des points du disque de 
entre P et de rayon 1 (�gure 1.5.a). Lanorme 
ara
térisant un réseau isotrope est la norme l2, dont l'aire urbaine étudiéeest déjà munie.Supposons maintenant que les possibilités de dépla
ement ne soient pas aussi nom-breuses que dans un réseau isotrope. On parle de réseaux anisotropes. Ces réseauxsont évoqués dans [Puu09, TI82℄ mais sont délaissés dans les appli
ations numé-riques. Nous allons dé
rire trois réseaux anisotropes. Pour 
ha
un de 
es trois ré-seaux, le 
hemin rouge et le 
hemin vert ont la même origine et la même destination.Sur le réseau de la �gure 1.5.b, les seuls dépla
ements autorisés sont des dépla
ementsdans deux dire
tions orthogonales �xées à l'avan
e. Il s'agit d'un réseau orthotrope.La norme à 
onsidérer i
i est la norme l1, on note ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|. Les 
heminsrouge et vert ont la même longueur. Il s'agit d'une di�éren
e essentielle ave
 le
as isotrope pour lequel un unique 
hemin de longueur minimale existe entre deux31



(a) (b)Figure 1.5 - Boule unité dans un réseau isotrope. La norme est la norme l2 ave

‖(x, y)‖2 =

√
x2 + y2 (a). Boule unité dans un réseau orthotrope, la norme est la norme

l1 ave
 ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|, plusieurs 
hemins de longueur minimale peuvent exister entreune origine et une destination données (b).points.On peut aussi imaginer de � tordre � le réseau pré
édent pour obtenir le réseauanisotrope de la �gure 1.6. Dans 
e réseau, les seuls dépla
ements autorisés sont desdépla
ements dans deux dire
tions formant un angle θ �xé dans ]0, π[. Un autre typede réseau anisotrope est 
elui de la �gure 1.7. Trois dire
tions de dépla
ement sontautorisées, 
ha
une formant un angle de π
3
rad ave
 les autres.

y

O x

θ

Figure 1.6 - Boule unité dans un réseau anisotrope suivant deux dire
tions. La normeà 
onsidérer est ‖(x, y)‖θ = |x − cos θ
sin θ y| + 1

sin θ |y|. Si θ = π
2 , alors on obtient un réseauorthotrope et la norme l1. 32



Figure 1.7 - Boule unité dans un réseau anisotrope suivant trois dire
tions. La norme à
onsidérer i
i est ‖(x, y)‖ = max(|x|+ 1√
3
|y|, 2√

3
|y|).1.2 Deux variables ma
ros
opiquesL'appro
he 
ontinue permet de dé�nir des variables agrégées et de déterminer desrelations simples entre elles a�n de dé
rire l'é
oulement. Même s'il s'agit d'une ap-pro
he idéalisée de la réalité, un modèle représentant une situation de tra�
 defaçon grossière peut être su�sant quant à une des
ription qualitative des 
onditionsde tra�
.

1.2.1 La 
on
entration ou densitéSur un tronçon de route, la 
on
entration des véhi
ules (en nombre de véhi
ules parkilomètre) est supposée être une fon
tion � lisse � de la position. Nous 
onservons
ette appro
he dans le 
as bidimensionnel, où la 
on
entration s'exprime en nombrede véhi
ules par mètre 
arré (veh.m−2).Soit (x, y) un élément de A. La 
on
entration ou densité ρ(x, y, t) est dé�nie ins-tantanément 
omme le nombre de véhi
ules N(x, y, r, t) (où r > 0) présents dans ledisque D(x, y, r) de rayon r à l'instant t, divisé par πr2 : ρ(x, y, t) = N(x, y, r, t)

πr2
.Ce disque est 
ensé pouvoir 
ontenir plusieurs véhi
ules pour que le modèle ait unsens, le réel r doit don
 être su�samment grand relativement à la taille des véhi-
ules. Le 
hoix d'un disque est arbitraire : on n'obtiendrait pas exa
tement la même
on
entration en tout point si au lieu du disque D(x, y, r), on 
hoisissait le re
tangle

[x− a, x+ a]× [y − b, y + b] (où a > 0 et b > 0).33



1.2.2 Le �otDans le 
as du tra�
 unidimensionnel, le �ot est un réel positif. En deux dimen-sions, le �ot est un ve
teur. En un point de l'aire urbaine, le �ot q = (q1, q2) a des
omposantes qui peuvent être négatives. En un point P de l'aire urbaine, la donnéed'un �ot équivaut à la donnée d'un é
oulement de véhi
ule à partir du point P . Ona don
 autant de �ots en un point qu'on a d'é
oulements de véhi
ules en 
e point.1.2.2.1 Cas d'un seul é
oulement en un pointSoient τ > 0 et (x, y) un élément de A. Si l'é
oulement en (x, y) est orienté par leve
teur unitaire ~e, la norme du �ot (appelée aussi débit ou �ux) de tra�
 ‖q(x, y, t)‖est dé�nie pon
tuellement pendant un intervalle de temps τ 
ontenant t (par exemple
[t− τ

2
, t + τ

2
]) 
omme le nombre de véhi
ules N(x, y, t, τ) passant au point (x, y) etpar unité de longueur transverse, divisé par τ : ‖q(x, y, t)‖ = N(x, y, t, τ)

τ
. Le �ot detra�
 en (x, y) est alors simplement ‖q(x, y, t)‖~e. Dans le 
as d'un seul ve
teur �oten un point, le dépla
ement des véhi
ules est e�e
tivement orienté dans le sens de
e ve
teur. Ce n'est pas le 
as si on a plusieurs é
oulements en un point : le ve
teursomme ne représente alors pas le dépla
ement des véhi
ules tel qu'il est sur le réseau.1.2.2.2 Cas de plusieurs é
oulements en un pointEn un point (x, y), des véhi
ules qui se rendent à une même destination peuventtrès bien emprunter des ar
s di�érents. L'addition des �ots entraîne une perte d'in-formation sur l'é
oulement : par exemple, la somme de deux �ots opposés est nulle.En général, tout ve
teur (non nul) peut s'exprimer 
omme la somme d'une in�nitéde 
ombinaisons de deux ve
teurs non 
olinéaires deux à deux.On dé�nit un ve
teur �ot de tra�
 
omme étant un ve
teur qui représente réellementl'é
oulement suivi par les véhi
ules. On dé�nit maintenant un ve
teur �ot 
ommeétant la somme de plusieurs ve
teurs �ot de tra�
. On remarquera don
 qu'un ve
teur�ot ne représente pas né
essairement l'é
oulement réel des véhi
ules en un point.Dans un 
as anisotrope (du type de la �gure 1.6) ou orthotrope (�gure 1.5.b) où lesvéhi
ules ne peuvent se dépla
er qu'en suivant des dire
tions privilégiées, un ve
teur�ot peut tout de même 
onserver le sens physique de l'é
oulement. Mais pour 
ela, ilne doit pas être la somme de � trop � de ve
teurs �ot de tra�
, sous peine de perdreles informations du véritable é
oulement. On peut supposer que :tout ve
teur �ot peut s'é
rire 
omme la somme de deux ve
teurs non nuls �ot detra�
 au plus, 
es deux ve
teurs devant être non 
olinéaires. (H )34



⋆ Si on a deux �ots de tra�
 s et r qui ne sont pas 
olinéaires de sens opposés
omme sur la �gure 1.8, on ne perd alors pas d'information en additionnant 
esve
teurs puisque l'é
oulement ne peut se faire que dans des dire
tions privilégiées :le ve
teur q résultant représente bien la même situation de tra�
.
⋆ Ré
iproquement, pour tout ve
teur q, le 
ouple de ve
teurs �ot de tra�
 dont qest la somme est unique (�gure 1.8).Le défaut prin
ipal de 
ette hypothèse est d'ex
lure le 
as où on aurait trois oumême quatre �ots de tra�
 suivant 
ha
un un sens de dépla
ement di�érent, mais serendant à la même destination, 
e qui reste possible dans un 
as réel. Toujours surla �gure 1.8, le �ot q pourrait aussi s'é
rire : q = 2s+2r−s−r, 
e qui représenteraitune situation de tra�
 
omplètement di�érente de q = s + r.L'hypothèse (H ) rend possible l'établissement de l'équation de 
onservation du tra�
de la se
tion 1.2.3 qui suit. Il faudra garder à l'esprit que l'hypothèse (H ) est trèsempreinte de mé
anique des �uides. Cette appro
he sera 
elle du 
hapitre 3. Dansle 
hapitre 6, nous proposerons une autre appro
he : les ve
teurs �ot auront quatre
oordonnées positives, 
ha
une de 
es 
oordonnées représentant un �ot de tra�
 surun des quatre sens possibles de l'é
oulement.

P

q
r

s f

Figure 1.8 - Sommes de ve
teurs �ot. Les routes sont symbolisées par les deux traitsnoirs (orthotropie) : sur 
ha
un de 
es traits, il y a deux sens de dépla
ement. 1/ Onpeut dé
omposer le ve
teur q de façon unique 
omme une somme de deux ve
teurs �ots :
q = r + s (si on n'impose pas à q d'être égal à la somme de deux ve
teurs �ot de tra�
au plus, on perd l'uni
ité de la dé
omposition). 2/ Le ve
teur f n'a pas d'autre é
ritureque lui même en tant que ve
teur �ot de tra�
. En fait, on ex
lut toute é
riture du type
f = f + r − r, 
e qui n'est sûrement pas tout à fait véri�é dans la réalité.35



1.2.3 Une loi de 
onservation possible pour le tra�
 bidimen-sionnelOn se pla
e dans le 
as où en 
haque point, il y a un unique ve
teur �ot. Le débit du�ot q sortant du 
ontour fermé γ est la quantité ∫
γ
〈q(x, y, t)|~n(x, y)〉dl, où ~n(x, y)désigne le ve
teur unitaire normal orienté vers l'extérieur de la surfa
e délimitée par

γ.Nous allons établir l'équation de 
onservation du tra�
 en dimension deux. Toutd'abord, 
onsidérons un sous-ensemble 
ompa
t à bordK quel
onque mais �xé in
lusdans A. On note n(t) le nombre de véhi
ules présents dans la surfa
e K à l'instant
t. On a n(t) = ∫∫

K

ρ(x, y, t) dxdy. Entre les instants t1 et t2 (t1 < t2), la variationdu nombre de véhi
ules dans la surfa
e K vaut n(t2)−n(t1). Ave
 des 
onditions derégularité su�santes de la fon
tion ρ permettant la dérivation par rapport au tempssous le signe somme (ρ ∈ C1(A× R
+) su�t), on peut é
rire :

n(t2)− n(t1) =
∫∫∫

[t1,t2]×K

∂tρ(x, y, t) dxdydtD'autre part, la variation du nombre de véhi
ules dans la surfa
e K entre les instants
t1 et t2 est aussi égale au nombre de véhi
ules générés par 
ette surfa
e entre 
es deuxinstants, auquel il faut ajouter le �ux entrant de véhi
ules à travers la frontière ∂Kde K. Si on note Θ la fon
tion de génération exprimée en nombre de véhi
ules parunité de surfa
e et de temps (Θ > 0 si les véhi
ules sont émis (�n de stationnement),
Θ < 0 si les véhi
ules sont absorbés (entrée dans un parking)), on a :

n(t2)− n(t1) =
∫∫∫

[t1,t2]×K

Θ(x, y, t) dxdydt+

∫ t2

t1

∮

∂K

〈q(x, y, t)| − ~n(x, y)〉 dldt.On suppose que le �ot est 
ontinu C1 par mor
eaux et on note divq(x, y, t) =
∂xq1(x, y, t) + ∂yq2(x, y, t). En utilisant le théorème de Green-Riemann et les deuxégalités pré
édentes, on obtient :
∫∫∫

[t1,t2]×K

∂tρ(x, y, t) dxdydt =

∫∫∫

[t1,t2]×K

Θ(x, y, t) dxdydt−
∫∫∫

[t1,t2]×K

divq(x, y, t) dxdydtCette égalité étant valable pour tout sous-ensemble 
ompa
t à bord K de A (elleest en parti
ulier valable pour tout disque in
lus dans A) et tout intervalle de temps36



[t1, t2], on en déduit que pour tout élément (x, y) de A et tout temps t > 0 :
∂tρ(x, y, t) + divq(x, y, t) = Θ(x, y, t). (1.2)Cette équation est l'équation dynamique de 
onservation du tra�
. On l'a obtenueen faisant l'hypothèse Dans le 
as statique (
as où l'état du tra�
 est � 
onstant �pendant une période de temps assez � grande � en 
omparaison ave
 la durée desdépla
ements) , il reste divq = Θ. Dans le 
as 
onservatif (
as des problèmes dere
her
he de 
apa
ité maximale), on a simplement divq = 0.1.3 Quelques enseignements du 
as unidimensionnelOn trouvera par exemple dans [Le
02℄ un état de l'art 
omplet sur les modèlesma
ros
opiques unidimensionnels de tra�
. L'é
oulement du tra�
 sur une voie estassimilé à l'é
oulement d'un �uide dans un 
anal. La vitesse est dé�nie dire
tementà partir de la 
on
entration et du débit : q = ρv. Cette relation dé�nit v 
ommeune moyenne instantanée et pon
tuelle des vitesses des véhi
ules. Une autre rela-tion relie la 
on
entration et le débit, il s'agit de l'équation de 
onservation (voirse
tion 1.2.3) : ∂tρ+ ∂xq = Θ. Les modèles ma
ros
opiques de tra�
 se distinguentpar la manière de 
ompléter 
es deux équations. Les modèles ma
ros
opiques dupremier ordre supposent que le système est en permanen
e à l'équilibre. Cela setraduit par une relation d'équilibre qui relie la 
on
entration et le débit, qu'on ap-pelle diagramme fondamental : v(x, t) = Veq(ρ(x, t)). Cette relation s'é
rit de façonéquivalente q(x, t) = Qeq(ρ(x, t)), ave
 Qeq(ρ) = ρVeq(ρ).1.3.1 Les 
oûts de dépla
ementLe diagramme fondamental fut introduit par Greenshields en 1935 [Gre35℄. Il dé
ritle 
omportement des 
ondu
teurs 
onfronté en fon
tion de la 
on
entration de vé-hi
ules. Tant que la 
on
entration de véhi
ules n'ex
ède pas la valeur 
ritique ρcrit,le tra�
 est �uide et le �ux peut augmenter sans que la vitesse diminue de façonsigni�
ative. Le 
oût ressenti par l'usager est alors quasi 
onstant. Le 
oût est pro-portionnel à l'inverse de la vitesse, ou en
ore ρ

q
. La 
onstante de proportionnalité estune valeur attribuée au temps : en milieu urbain, une valeur du temps de 15 eurospar heure est donnée dans [BB01℄. Dès que la 
on
entration dépasse la 
on
entration
ritique, le tra�
 entre dans une phase 
ongestionnée : la vitesse et le débit dimi-nuent, le temps passé sur l'infrastru
ture augmente, l'usager ressent l'augmentationdu 
oût lié à 
e temps perdu (�gure 1.9).Pour un même débit, on a don
 deux états possibles : un état �uide de 
oût faibleet un état 
ongestionné de 
oût plus élevé. Lorsque la seule variable du modèle37



O ρ
crit ρ
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q
max

phase
fluide

phase
congestionnée

ρ
max

coût

c
min

phase congestionnée

phase fluide

q
max

qO(a) (b)Figure 1.9 - Diagramme Fondamental : relation d'équilibre entre le débit q et la 
on
en-tration ρ (a). Coût du dépla
ement perçu par un usager (b).est le débit, 
e qui est le 
as des modèles bidimensionnels dont nous ferons unerevue littéraire au 
hapitre 2, on ne peut malheureusement pas exprimer le 
oût
omme une fon
tion du débit. Comment alors 
onnaître le 
oût 
orrespondant à undébit donné ? Pour apporter une réponse approximative à 
e problème, nous allonsprésenter une te
hnique basée sur l'idée d'une 
harge progressive des tronçons. Ledébit maximal qmax sur un tronçon est aussi appelé 
apa
ité du tronçon (voir [LP95℄),on peut le dé�nir il est le débit maximal admissible et soutenable ne 
ausant pas de
ongestion [HCM85℄. Il s'agit là d'une notion très théorique par
e qu'en pratique,la 
apa
ité d'un tronçon est di�
ile à déterminer : elle est fon
tion du nombre devoies disponibles sur le tronçon, de la vitesse maximale autorisée, des 
onditions
limatiques, de la proportion des di�érents types de véhi
ules dans le tra�
 et
.1.3.2 Stru
tures utilisées pour les 
oûtsEn phase �uide, le 
oût doit être une fon
tion stri
tement 
roissante (et dérivable)du débit. Cette fon
tion doit augmenter fortement à l'appro
he de la 
apa
ité dela voie et pénaliser ainsi les débits qui l'ex
éderaient. Plusieurs fon
tions ont étéproposées. Une fon
tion 
ouramment utilisée est 
elle du Bureau of Publi
 Roads[BPR64℄ (�gure 1.10.a). Si Fa désigne le débit sur l'ar
 a, le 
oût est dé�ni par
ca(Fa) = ta(1 + αa(

Fa

ka
)βa), où ta désigne le temps de par
ours en unité de temps,et où αa et βa sont des 
onstantes positives. On trouvera dans [CZG01℄ les valeursempiriques de 
es 
onstantes selon le type de voie.Le défaut d'une telle fon
tion 
oût est qu'elle rend possible une a�e
tation qui ex
èdela 
apa
ité des voies. Sur un ar
, le débit obtenu n'est pas le débit réel mais lademande de débit sur un ar
 de 
apa
ité théorique in�nie. Le diagramme fondamental38



asso
ié à une telle fon
tion 
oût est 
elui de la �gure 1.10.b. Pour 
ette raison, lafon
tion de 
oût du Bureau of Publi
 Roads est valable en phase �uide uniquement.
coût

c
min

O q
max

q

q

ρO

q
max

ρ
crit(a) (b)Figure 1.10 - Fon
tion 
oût de type Bureau of Publi
 Roads(a) et Diagramme Fondamen-tal asso
ié (b). Même si les débits pro
hes de la 
apa
ité réelle de la voie sont pénalisés, la
apa
ité théorique de la voie est i
i in�nie.1.3.3 Meilleure prise en 
ompte de la 
apa
ité des voiesUne meilleure prise en 
ompte de la 
apa
ité peut être d'imposer un 
oût du typede la �gure 1.11.a. Cette fon
tion 
oût ex
lut les débits trop élevés. Cette appro
hepermet de 
onsidérer 
omme saturés les ar
s ayant atteint leur 
apa
ité maximale,la demande devant se répartir sur les autres itinéraires possibles. En
ore une fois,nous n'obtiendrons pas ave
 
es 
onsidérations une des
ription réelle de l'état de la
ongestion : tout se passe 
omme-
i on travaillait ave
 le diagramme fondamentalde la �gure 1.11.b. Une telle stru
ture du 
oût, si elle tient 
ompte de la 
apa
ité,ne modélise en
ore une fois que la demande. L'erreur 
ommise vient du fait qu'onne modélise pas la 
hute de 
apa
ité due à la 
ongestion. L'a�e
tation obtenuepermettra (sous 
ertaines 
onditions de 
ompatibilité) de 
al
uler les 
oûts de la
ongestion (se
tion 1.4).1.3.4 Un diagramme fondamental en 2D?Geroliminis et Daganzo [GD08℄ ont mis en éviden
e une relation entre les débits etles 
on
entrations sur un réseau étendu sur 10km2 dans la ville de Yokohama. Cetterelation est baptisée par leurs auteurs Ma
ros
opi
 Fundamental Diagram (MFDdans la suite), 
e qui est impropre (un diagramme fondamental étant déjà ma
ro-s
opique), mais l'expression est maintenant 
onsa
rée. Les mesures sont e�e
tuées39



coût

c
min

O q
max

q
O

q

capacité
q

max

capacité
q

max

ρ
crit

ρ(a) (b)Figure 1.11 - Fon
tion 
oût ex
luante (a) et Diagramme Fondamental asso
ié (b). Lesdébits ne peuvent pas ex
éder la 
apa
ité. L'o�re du réseau, et don
 la 
hute de 
apa
itédue à la 
ongestion, ne sont pas modélisées.en di�érents points de l'aire urbaine grâ
e à des bou
les (déte
teurs �xes) et dessystèmes de GPS embarqués dans des taxis (déte
teurs mobiles). Le MFD obtenurésulte de l'agrégation de l'ensemble des données sur deux jours : un jour de semaineet un jour de week end.Des simulations sur des réseaux ont aussi permis d'obtenir des MFD, mettant enéviden
e la dispersion de la zone 
ongestionnée [JDH+10℄. Pour un réseau donné,la forme d'un MFD est soumise à une grande variabilité en fon
tion de la demandeet de la position des déte
teurs entre autres. Une appro
he raisonnable serait de
ommen
er par repérer les zones homogènes du réseau, de dé
ouper la surfa
e selon
es zones et d'attribuer à 
ha
une d'elles un MFD propre.Cependant, il 
onvient de noter que l'appro
he du MFD reste unidimensionnellepar
e qu'on mesure des densités et des débits par voie. Les modèles bidimensionnelsde tra�
 qui nous intéressent dans 
e travail ne sont pas 
onstruits de la sorte (lesdébits sont des ve
teurs �ots).
1.4 Optimisation de l'a�e
tation statique du tra�
sur un grapheNous allons maintenant voir une méthode d'a�e
tation et de 
al
ul des 
oûts de
ongestion asso
iés sur un réseau représenté par un graphe.40



1.4.1 NotationsConsidérons un graphe orienté G = (V,A). La lettre V désigne l'ensemble des som-mets du graphe G, la lettre A désigne l'ensemble des ar
s du graphe. Il peut existerplusieurs ar
s reliant deux sommets. Un ar
 est don
 la donnée d'un 
ouple de som-mets (
e qui oriente le graphe) et d'un entier qui numérote l'ar
.Les 
ouples origine-destination (O,D) possibles sont représentés par les sommets dugraphe reliés par au moins un itinéraire (une suite d'ar
s, en tenant évidemment
ompte de leur orientation). On note l'ensemble des 
ouples (O,D) du graphe parla lettre W. Pour un 
ouple w =(O,D) �xé quel
onque, on note Pw l'ensemble desitinéraires ayant pour origine destination le 
ouple (O,D). On note P = ∪w∈WPwl'ensemble de tous les itinéraires du graphe, et N = Card(P) son 
ardinal. La de-mande de dépla
ement des véhi
ules sur l'itinéraire p est un �ux noté fp, on aévidemment fp > 0 pour tout itinéraire p. On note f = (f1, . . . , fN) le N-uplet des�ux de tra�
 sur 
haque itinéraire.Le nombre de 
ouples (O,D) (noté |W|) est inférieur ou égal au nombre total d'itiné-raires du réseau N . Pour toute paire (O,D), la demande Dw de tra�
 est positive ounulle. La donnée des nombres (Dw)w∈W peut être réé
rite sous forme matri
ielle, enindexant (par exemple) les lignes sur les origines et les 
olonnes sur les destinations.La matri
e obtenue est appelée matri
e origine-destinationOn note Aw l'ensemble des ar
s appartenant aux itinéraires de w. On note Fa lademande de �ux sur l'ar
 a. Si le tra�
 est �uide sur a, Fa est le débit e�e
tivement
onstaté sur l'ar
 a. Sinon, Fa est égal à la 
apa
ité ka de l'ar
 a. On note ca(Fa)le 
oût individuel (en unité de temps) de dépla
ement sur l'ar
 a en fon
tion de
Fa. Remarquons que Fa =

∑
p/a∈p fp. Le 
oût du tra�
 Cp(f) pour un usager surl'itinéraire p vaut alors Cp(f) = ∑

a∈A, a∈p
ca(Fa).1.4.2 L'a�e
tation à l'équilibre de WardropDans 
ette se
tion, nous utilisons des résultats de programmation non linéaire. Onpourra 
onsulter par exemple [All05, Gil10℄.1.4.2.1 Le problème de Be
kmannSoit un 
ouple d'origine-destination w ∈ W quel
onque mais �xé. Le premier prin-
ipe de Wardrop pour la résolution du problème de l'a�e
tation (voir se
tion 1.1.3.3)peut s'é
rire 
omme 
e
i :

∀w ∈ W, ∀(p, q) ∈ P2
w, fp > 0⇒ Cp(f) 6 Cq(f). (1.3)41



Cependant, obtenir l'a�e
tation à partir de l'expression (1.3) n'est pas fa
ile. Leproblème a été résolu par Be
kmann [BMW56℄ qui a donné une 
ara
térisationvariationnelle de la 
ondition d'équilibre de Wardrop. Le problème de Be
kmanns'é
rit :
min

(f1,...,fN )

∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(q)dq (1.4)sous 
ontraintes Fa 6 ka ∀a ∈ A (
ontraintes de 
apa
ité des voies ou o�re)
Dw =

∑

q∈Pw

fq ∀w ∈ W (demande)
fp > 0 ∀p ∈ P (positivité des �ux)Notons que le problème (1.4) possède au moins une solution (la fon
tionnelle est
onvexe et est dé�nie sur un sous-ensemble 
onvexe fermé de R

N). La 
ondition
Fa 6 ka dans les 
ontraintes du problème (1.4) permet l'ex
lusion des �ux quiex
èdent la 
apa
ité. Notons que s'il existe w tel que Dw > 0, alors f = 0 ne peutêtre une solution du problème (1.4). Le modèle de Be
kmann suppose que le tempsde dépla
ement sur 
haque ar
 a ∈ A est uniquement fon
tion du débit sur 
et ar
 etest dé�ni par une fon
tion 
oût ca qui est positive, 
ontinue, stri
tement 
roissanteet 
onvexe.Le problème variationnel de Be
kmann (1.4) est 
onstruit sur une énumération des�ux fp sur les 
hemins. Cette énumération peut devenir très 
oûteuse dans un grandgraphe. il s'agit d'un élément supplémentaire justi�ant une appro
he bidimension-nelle pour les problèmes de tra�
 routier dans les réseaux denses.Remarque : puisque pour tout ar
 a la fon
tion Ia : x 7→ ∫ x

0
ca(q)dq est stri
tement
onvexe, on obtient l'uni
ité des débits sur les ar
s mais pas a priori sur les 
hemins.Sur le réseau de la �gure 1.12 qui ressemble à un réseau de Braess, on peut 
onstruireassez fa
ilement une telle a�e
tation des �ux (tables 1.1 et 1.2).

Origine Destination

a
1
(x)

a
2
(x)

a
3
(x)

a
4
(x)

a
5
(x)

a
7
(x)

a
6
(x)

Figure 1.12 - Réseau de Braess modi�é. Le 
oût de dépla
ement sur 
haque ar
 ai estégal au �ux présent sur 
et ar
 : cai(x) = x.42



Ar
 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7Débit 4 5 0 3 6 1 2Table 1.1 - Débits sur les ar
s du réseau. La demande de dépla
ement vaut 9.Chemin a1a5 a1a4a6 a1a4a7 a2a5 a2a4a6 a2a4a7 a3a6 a3a7Débit du 1er équilibre 3 0 1 3 1 1 0 0Débit du 2ème équilibre 2 0 2 4 1 0 0 0Table 1.2 - Débits possibles sur les 
hemins du réseau.1.4.2.2 Le lagrangien asso
iéOn note λ = (λa)a∈A, µ = (µw)w∈W et ν = (νp)p∈P . Pour tout (f, λ, µ, ν) tel que
∀a λa > 0 et ∀p νp > 0 (il n'existe pas de 
ontrainte de signe sur les µw), on dé�nitle lagrangien L du problème 1.4 par :

L(f, λ, µ, ν) =
∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(t)dt

+
∑

a∈A
λa(Fa − ka) +

∑

w∈W
µw

(
Dw −

∑

q∈Pw

fq

)
−
∑

p∈P
νpfp. (1.5)Le point (fs, λs, µs, νs) est un point selle de L si :

∀(λ, µ, ν) L(fs, λ, µ, ν) 6 L(fs, λs, µs, νs) 6 L(f, λs, µs, νs) ∀f. (1.6)Puisque la fon
tion obje
tif de Be
kmann est 
onvexe et que toutes les 
ontraintessont a�nes, le théorème de Kuhn et Tu
ker dit que f∗ est une solution du problèmede Be
kmann 1.4 si et seulement s'il existe (λ∗, µ∗, ν∗) tel que (f∗, λ∗, µ∗, ν∗) soit unpoint selle de L.Soit (f, λ, µ, ν) un point selle du lagrangien (1.5). Les 
oe�
ients (λa)a∈A, (µw)w∈Wet (νp)p∈P appelés 
oe�
ients de Kuhn et Tu
ker ou simplement multipli
ateurs deLagrange, véri�ent :




Cp(f) +
∑

a∈p λa = µw + νp ∀w ∈ W, ∀p ∈ Pw
λa > 0, λa(Fa − ka) = 0 ∀a ∈ A
νp > 0, νpfp = 0 ∀p ∈ P
µw

(
Dw −

∑
q∈Pw

fq

)
= 0 ∀w ∈ W

(1.7)
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1.4.3 L'a�e
tation ave
 élasti
ité de la demandeNous avons étudié un modèle ave
 une demande �xe ou inélastique. On peut aussitenir 
ompte d'une demande élastique. Pour 
haque 
ouple (O,D)= w on a unefon
tion demande de dépla
ement Dw qui est une fon
tion stri
tement dé
roissantedu 
oût : 
'est 
e que signi�e le terme de demande élastique.L'ex
édent de la demande est la di�éren
e entre 
e qu'un 
onsommateur est prêt àpayer pour un bien et le montant e�e
tivement payé. Sur la �gure 1.13, l'équilibredu mar
hé est atteint en (Xeq, peq). Il s'agit des 
ordonnées du point d'interse
tionentre les 
ourbes d'o�re et de demande inverses. Pour toute quantité du bien X0, lepoint A(X0) désigne l'interse
tion de l'axe X = X0 et de la 
ourbe d'o�re inverse,le point B(X0) désigne l'interse
tion de l'axe X = X0 et de la 
ourbe de demandeinverse. On a A(Xeq) = B(Xeq) = (Xeq, peq). La quantité Xeq est 
elle qui maximisel'aire du quadrilatère ΣA(X0)B(X0)∆. On peut é
rire 
ela :
Xeq = Argmin

X

{∫ X

0

S−1(x)dx−
∫ X

0

D−1(x)dx
}
. (1.8)L'expression (1.8) peut paraître exagérément 
ompliquée mais elle 
ontient de pré-
ieux renseignements.

⋆ Le terme ∫ X
0
S−1(x)dx est à rappro
her du terme∑a∈A

∫ Fa

0
ca(t)dt de la fon
tionobje
tif du problème (1.4) : les fon
tions 
oût représentent des fon
tions d'o�reinverse (fon
tions stri
tement 
roissantes), l'o�re du réseau étant donnée par lesar
s, les bornes supérieures des intégrales sont les �ux par ar
s.

⋆ Le terme nouveau ∫ X
0
D−1(x)dx est quant à lui à rappro
her du terme∑w∈W

∫∑
q∈Pw

fq
0 D−1

w (t)dt,la demande étant donnée pour 
haque 
ouple (O,D)= w, les bornes supérieuresdes intégrales sont les �ux pour 
ha
un d'eux.Le problème de minimisation devient :
min
f

{∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(t)dt−
∑

w∈W

∫ ∑
q∈Pw

fq

0

D−1
w (t)dt

} (1.9)sous 
ontraintes{ fp > 0 ∀p ∈ P
Fa − ka 6 0 ∀a ∈ ANotons que la 
onvexité de la fon
tion obje
tif est assurée i
i en
ore 
ar −D−1

w est
roissante. Le lagrangien asso
ié est :
L(f, λ, ν) =

∑

a∈A

∫ Fa

0

ca(t)dt

−
∑

w∈W

∫ ∑
q∈Pw

fq

0

D−1
w (t)dt +

∑

a∈A
λa(Fa − ka)−

∑

p∈P
νpfp (1.10)44
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Figure 1.13 - Loi de l'o�re et de la demande. L'o�re est représentée par la fon
tiond'o�re inverse S−1, la demande est représentée par la fon
tion de demande inverse D−1.L'équilibre du mar
hé est atteint pour une quantité de biens Xeq et un prix unitaire de peq.
Σ est le point d'interse
tion de l'axe des ordonnées et de la 
ourbe d'o�re inverse, ∆ estle point d'interse
tion de l'axe des ordonnées et de la 
ourbe de demande inverse. L'aireha
hurée du quadrilatère ΣA(X0)B(X0)∆ est maximale lorsque X0 = Xeq.
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En un point selle (f, λ, ν), on obtient les relations de Kuhn et Tu
ker suivantes :




Cp(f) +
∑

a∈p λa = D−1
w (
∑

q∈Pw
fq) + νp ∀w ∈ W, ∀p ∈ Pw

λa > 0, λa(Fa − ka) = 0 ∀a ∈ A
νp > 0, νpfp = 0 ∀p ∈ P

(1.11)Dans le 
as d'une demande inélastique ou élastique, notons que les 
oe�
ients λsont homogènes à des 
oûts (i
i, les 
oûts sont les temps de par
ours). Pour tout ar

a, si Fa < ka, alors λa = 0 ; et si Fa = ka, alors λa > 0. Le réel λa représente un 
oûtsupplémentaire supporté par un usager par
ourant l'ar
 a lorsque le débit sur 
et ar
(ou plut�t la demande de débit) vaut la 
apa
ité ka. Une estimation du temps totalperdu par l'ensemble des usagers est ∑a∈A kaλa. Nous allons maintenant expliquerpourquoi 
ette formule donnant le temps perdu est approximative.1.4.4 Une illustration simplePlaçons nous dans le 
as de deux itinéraires entre un unique 
ouple (O,D) (�gure1.14). Nous allons voir des di�
ultés sur le traitement de 
e simple exemple.

Origine Destination
a

1 a
2Figure 1.14 - Réseau élémentaire. Le 
oût sur 
haque ar
 ai est égal au �ux présent surl'ar
.Supposons qu'à 
haque instant, la demande totale pour 
e 
ouple (O,D) vaille φ.Cette demande se répartit en f1 sur l'itinéraire 1 et f2 sur l'itinéraire 2, on a φ =

f1 + f2. (Remarquons qu'i
i, l'ar
 et l'itinéraire représentent le même objet, si bienque ci(fi) = Ci(f), i ∈ {1, 2}.) Les fon
tions 
oût ci sont évidemment 
roissantes.Puisque c2(f2) = c2(φ − f1), la fon
tion c2 est dé
roissante en la variable f1. Legraphique de la �gure 1.15 est une illustration possible de la situation pré
édente(nous avons 
hoisi arbitrairement c1(0) < c2(0)). Si les itinéraires n'étaient pas
ontraints par leur 
apa
ité respe
tive, l'équilibre de Wardrop du tra�
 serait atteintpour un �ot feq sur l'itinéraire 1 et φ−feq sur l'itinéraire 2. Si maintenant on supposeque l'itinéraire i est 
ontraint par une 
apa
ité ki, alors le débit admissible f1 surl'itinéraire 1 se trouve né
essairement dans l'intervalle [φ−k2, k1]. (Remarquons quele fait d'é
rire 
ela présuppose que l'on ait k1 + k2 > φ, 
e qui signi�e que le réseaupeut absorber la demande. Si k1 + k2 < φ, le modèle n'est pas adapté (
f infra).)46



Nous supposons don
 que l'itinéraire 1 atteint sa 
apa
ité maximale k1 avant le �otd'équilibre théorique feq et avant que l'itinéraire 2 n'atteigne sa 
apa
ité maximale.Le modèle va donner un sur
oût pour les usagers de l'itinéraire qui arrive à 
apa
ité,
e sur
oût étant déterminé grâ
e à l'équilibre du tra�
 atteint en V .

f
1

φf
eq

k
1

φ − k
2

coût
individuel

c
1
 min

c
2
 min

U

Vλ
1

O

flots f
1

admissibles

c
eq

coût
individuel

c
1
(k

1
)

Figure 1.15 - Fon
tions 
oût sur un réseau très simple. La longueur UV est le sur
oûtindividuel dû à la 
ongestion, et vaut UV = c2(φ − k1) − c1(k1). Cette longueur est le
oe�
ient de Kuhn et Tu
ker λ1 asso
ié à l'ar
 1. Le 
oût de la 
ongestion est égal à l'aire
k1 × λ1.On 
onsidère le lagrangien L(f1, f2, λ1, λ2, µ, ν1, ν2) = ∫ f10

c1 +
∫ f2
0
c2 + λ1(f1− k1) +

λ2(f2 − k2) + µ(φ− f1 − f2)− ν1f1 − ν2f2. Pour avoir l'uni
ité des λi, au moins undes deux itinéraires doit demeurer non saturé, disons f2 < k2. On a don
 λ2 = 0. Deplus, νi = 0 (
ar fi = 0) et C1(f)+λ1 = C2(f). Sur l'itinéraire 1, l'équilibre du tra�
est don
 un débit de k1 pour un 
oût individuel de C1(f) + λ1. Sur l'itinéraire 2, ledébit est φ− k1 pour un 
oût individuel de C2(f). Le premier prin
ipe de Wardropest respe
té.Cependant, le 
oût de la 
ongestion demeure di�
ile à déterminer, faute d'une si-tuation de référen
e expli
ite. Une situation de référen
e pourrait être 
elle que l'onobtiendrait sans 
ontrainte de 
apa
ité, au point d'équilibre (feq, ceq). Dans 
e 
as,le sur
oût des usagers de l'itinéraire 1 vaudrait (c1(k1)+λ1− ceq)k1 et le sur
oût desusagers de l'itinéraire 2 vaudrait la même 
hose. Le problème est qu'on n'a a prioriau
une information sur ceq. Une autre situation de référen
e pourrait être 
elle del'équilibre en U sur l'itinéraire 1 et en V sur l'itinéraire 2. Dans 
e 
as, le sur
oût47



dû à la 
ongestion serait simplement k1λ1. C'est 
e sur
oût qui est � 
hoisi �, mêmes'il est très approximatif.En outre, la saturation des deux itinéraires en même temps entraîne la non uni
itédes 
oe�
ients de Kuhn et Tu
ker. Il devient alors impossible, même sur un exempleaussi simple que 
elui-
i, d'obtenir la moindre information sur les 
oûts de 
ongestionpar 
ette méthode.1.5 Les 
oûts de la 
ongestion du point de vue desé
onomistesMaintenant que nous avons exposé la façon de voir des ingénieurs, voi
i 
omment lesé
onomistes envisagent le problème. On pourra 
onsulter par exemple [Pru00℄ ou leRapport Boiteux [BB01℄. Cette étude nous permettra de 
omprendre le phénomènede 
ongestion plus globalement. L'intérêt i
i est de 
omprendre que les méthodesde 
al
uls de 
oût de la 
ongestion, en plus d'être di�
iles à mettre en ÷uvre, sontdis
utables en l'absen
e a
tuelle de 
onsensus.Commençons par une question simple. Si les automobilistes 
hoisissent de perdredu temps dans les 
ongestions plut�t que d'utiliser des solutions alternatives, nejugent-ils pas le 
oût de la perte de temps liée à la 
ongestion inférieur au 
oût de
ha
une des alternatives (itinéraire ou moyen de transport di�érent) ? Autrementdit, puisque toute alternative né
essite un temps de par
ours plus long ou possèdedes 
onditions de 
onfort que l'usager juge inférieures, est-il pertinent de 
al
ulerdes 
oûts de temps perdu à suivre 
et itinéraire 
hoisi, même s'il est 
ongestionné,alors que l'usager le juge �nalement plus avantageux que ses alternatives ? Dans 
es
onditions, la perte de temps liée à la 
ongestion peut-elle vraiment être 
onsidérée
omme une externalité ?Quelques éléments de réponse se trouvent dans la dé�nition donnée par la Com-mission européenne dans le Livre Blan
 [Ce98℄ :� La 
ongestion survient lorsque letra�
 dépasse la 
apa
ité des infrastru
tures et que la 
ir
ulation baisse. On peut ladé�nir 
omme une situation où le tra�
 est plus lent qu'il ne le serait ave
 des �uxde tra�
 bas. La dé�nition de 
es � bas niveaux � ou � niveaux de référen
e � est
omplexe et varie d'un pays à l'autre. [. . . ℄ Les 
oûts de la 
ongestion 
omprennentles 
oûts dire
ts (liés au temps et au fon
tionnement) et les 
oûts indire
ts (
oûtsd'opportunité liés au temps perdu, 
oûts supportés par les tiers du fait des retards delivraison des mar
handises, 
oûts liés à l'environnement). �La Commission européenne parle d'une situation de référen
e. C'est à partir de
ette situation de référen
e que doivent être 
al
ulés les sur
oûts o

asionnés parla 
ongestion. C'est en 
e sens que la 
ongestion peut être 
onsidérée 
omme une48



externalité. Une fois 
e
i a

epté, il reste à résoudre le problème épineux suivant :Que doit-on 
hoisir 
omme situation de référen
e et 
omment 
al
uler le sur
oût parrapport à la situation de référen
e ? Nous apporterons des éléments de réponse àpartir d'une étude de la stru
ture des 
oûts d'utilisation des infrastru
tures par lesusagers.1.5.1 Quelques 
on
epts élémentairesNous nous appuierons sur le graphique de la �gure 1.16 pour expliquer 
e qui suit.Un point P sera repéré par ses 
oordonnées (P1, P2).
valeur
ou prix
unitaire

quantité d’usagers rX Y
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Figure 1.16 - Fon
tions de 
oût et de demande d'utilisation de l'infrastru
ture. L'équilibree�e
tif du tra�
 est atteint au point V . La quantité d'usagers présents vaut alors Y1, le
oût supporté par 
ha
un d'entre eux vaut G2. Il ne s'agit pas d'un équilibre optimal. Laquestion est de savoir 
omment 
al
uler les 
oûts dus à la 
ongestion lorsqu'on est au pointd'équilibre V .Nous raisonnons sur une route ou sur un réseau routier, que nous nommons l'in-frastru
ture dans la suite. Soit la fon
tion C : r 7→ C(r). La quantité C(r) est le
oût total par kilomètre de l'infrastru
ture dépensé par l'ensemble des r usagers sedéplaçant sur l'infrastru
ture. Il s'agit là d'un 
oût généralisé, dans la mesure où il
omprend les 
oûts liés au dépla
ement en lui-même (
arburant, entretien du véhi-
ule), mais aussi le 
oût du temps passé. La demande d'utilisation de l'infrastru
tureest la fon
tion D : r 7→ D(r). Le prix par kilomètre que le rème usager entrant sur49



l'infrastru
ture est disposé à payer pour l'usage de 
ette dernière vaut D(r). Il estévident que plus 
e prix unitaire par kilomètre d'infrastru
ture est élevé, moins il ya d'usagers disposés à le payer, la fon
tion D est don
 dé
roissante.Le 
oût par kilomètre de l'infrastru
ture ressenti par un usager est le 
oût moyen,dé�ni par CM(r) = C(r)
r

. Un usager seul sur la route roule vite et ne perd pasde temps, le 
oût E2 qu'il supporte est don
 minimal. Plus il y a d'usagers surl'infrastru
ture, plus la vitesse de par
ours diminue, plus les usagers passent detemps sur l'infrastru
ture, plus le 
oût ressenti par l'usager est élevé. Autrement dit,la fon
tion CM est 
roissante. Pour 
es raisons, 
e 
oût par usager est vu par lesé
onomistes 
omme une 
ourbe d'o�re. Un équilibre va don
 être atteint au point
V , à l'interse
tion des 
ourbes d'o�re et de demande. Sur le réseau, on aura don
la quantité d'usagers Y1, pour un 
oût unitaire par kilomètre G2. Le véhi
ule quientrerait sur l'infrastru
ture alors que la quantité de véhi
ules déjà présents seraitdéjà égale à Y1, se verrait 
ontraint de s'a
quitter d'un 
oût supérieur au béné�
equ'il tirerait de l'infrastru
ture, 
e véhi
ule renon
erait don
 à entrer.Il existe un autre 
oût à prendre en 
ompte qui est le 
oût marginal par kilomètred'infrastru
ture, dé�ni par Cm(r) = C ′(r). Comment interpréter 
e 
oût ? On peutpar exemple utiliser la relation très simple existant entre le 
oût moyen et le 
oûtmarginal : Cm(r) = CM(r) + rC ′

M(r). Cette relation nous dit que le 
oût marginalest égal au 
oût individuel auquel on ajoute le 
oût que le dernier véhi
ule introduitfait perdre à tous les autres en les ralentissant. Pour 
ela, le 
oût marginal parkilomètre d'infrastru
ture est aussi appelé 
oût so
ial par kilomètre d'infrastru
ture.I
i en
ore, plus il y a d'usagers sur la route, plus le dernier véhi
ule introduit faitperdre de temps aux autres, plus le 
oût marginal est élevé. La fon
tion Cm est don

roissante. L'analyse pré
édente nous donne que le 
oût marginal est plus élevé quele 
oût moyen : Cm > CM . Cela implique en parti
ulier que le 
oût individuel n'estpas optimal. L'optimal so
ial est atteint lorsqu'on a une quantité de véhi
ules X1sur l'infrastru
ture, pour un 
oût so
ial H2 (point U), mais un 
oût individuel F2inférieur (point S). Un véhi
ule entrant sur l'infrastru
ture alors que la quantité devéhi
ules déjà présents vaut X1 engendre un 
oût so
ial plus grand que le béné�
eso
ial qu'il 
rée, même si le béné�
e individuel qu'il en retire est supérieur à son
oût individuel.1.5.2 Analyse de la situationLa quantité d'utilisation optimale X1 de l'infrastru
ture est un état où l'usagerest ralenti, dans la mesure où le 
oût ressenti par l'usager est supérieur au 
oût dedépla
ement sur une infrastru
ture vide. La notion de quantité optimale d'utilisation
X1 d'une infrastru
ture est en fait une notion de 
ongestion optimale. Ex
epté dansle 
as d'une demande d'utilisation faible (la 
ourbe de la demande 
ouperait les50




ourbes du 
oût marginal et du 
oût moyen dans la zone où 
es 
ourbes sont presque
onfondues), la quantité d'utilisation e�e
tive d'une infrastru
ture Y1 est supérieureà la quantité optimale d'utilisation X1. Autrement dit, la situation normale (par
equ'inévitable) d'une infrastru
ture est d'être 
ongestionnée. Un obje
tif politiqueraisonnable ne doit don
 pas être d'éliminer la 
ongestion, mais d'atteindre l'état de
ongestion optimale X1.Mais la 
omplexité du problème est plus importante en
ore. Une fois la stru
turedes 
oûts 
onnue, la quantité optimale d'utilisationX1 d'une infrastru
ture est aussiune fon
tion de la demande d'utilisation. Cela signi�e que pour une infrastru
turedonnée, la quantité optimale d'utilisation n'est pas la même en heure de pointe ouen heure 
reuse. En parti
ulier, le niveau de 
ongestion optimal est plus élevé enheure de pointe qu'en heure 
reuse.Voi
i don
 une di�éren
e essentielle de point de vue entre l'é
onomiste et l'ingénieur :l'é
onomiste raisonne sur la quantité d'usagers qui utilisent l'infrastru
ture, 
ettequantité est à rappro
her de la 
on
entration, alors que l'ingénieur raisonne surles �ux de tra�
. L'infrastru
ture est utilisée de façon optimale pour l'é
onomistelorsque l'utilité de la route en fon
tion de la demande d'utilisation, est maximale.Pour l'ingénieur, l'infrastru
ture est utilisée de façon optimale lorsque le �ux estmaximal.1.5.3 Trois appro
hes possibles du problèmeNous donnons maintenant trois appro
hes di�érentes permettant de répondre auproblème Que doit-on 
hoisir 
omme situation de référen
e et 
omment 
al
ulerle sur
oût par rapport à la situation de référen
e ? Nous allons voir que 
es troisappro
hes possibles sont une fois de plus liées à des points de vue di�érents.1.5.3.1 L'appro
he naïveUne première situation de référen
e peut être 
elle d'une infrastru
ture vide. L'équi-libre du tra�
 étant atteint au point V pour une quantité d'usagers Y1, la situationde référen
e est don
 représentée par le point K. Le temps de référen
e est 
eluide l'usager tout seul sur l'infrastru
ture, il peut don
 rouler à vitesse maximale. Ladi�éren
e entre le temps e�e
tivement passé sur l'infrastru
ture et la situation deréféren
e est appelée temps perdu, 
e temps perdu étant valorisé grâ
e à une valeura

ordée au temps. Le temps perdu par 
ha
un des Y1 usagers par rapport à la situa-tion de référen
e donnée par une infrastru
ture vide vaut V2−K2. Le temps total quiest perdu par 
es usagers est don
 égal à l'aire du re
tangle EKV G. Cette appro
hea été employée pour 
al
uler les 
oûts de la 
ongestion en Fran
e [Qui94℄, et dans lespays de l'Union européenne par la Commission européenne [EC95℄. Dans 
es deux51




as, le 
oût de la 
ongestion a été estimé à 2% du PIB. Cette situation est en fait lasituation sur laquelle travaillent les ingénieurs. Mais d'un point de vue é
onomique,elle n'est tout simplement pas souhaitable. Pourquoi ? Par
e que les routes ne sontpas faites pour être vides. Pour 
ette raison, 
ette situation de référen
e est parfoisquali�ée de naïve par les é
onomistes [Pru00℄.1.5.3.2 L'appro
he �s
aleUne deuxième appro
he utilisée est une appro
he �s
ale : en imposant un droit depassage, on va né
essairement réduire le nombre d'usagers sur l'infrastru
ture. Plus
e droit de passage sera élevé, plus on réduira le nombre d'usagers. La situation deréféren
e 
orrespond au point S, pour une quantité d'usagers égale à la quantitéoptimale X1. Le Xème
1 usager étant disposé à payer U2 pour utiliser l'infrastru
ture,mais ne payant que S2, on taxe tous les usagers présents sur l'infrastru
ture à hauteurde U2 − S2. Si un usager vient après le Xème

1 , le 
oût dont il devra s'a
quitterpour l'utilisation de l'infrastru
ture sera supérieur à l'utilité qu'il en obtiendra, ilrenon
era don
 à entrer sur l'infrastru
ture. La quantité d'usagers ne dépasseradon
 pas la quantité optimale X1. Le montant total de la taxe perçue sera égalà l'aire du re
tangle FSUH . Une telle taxe est appelée taxe pigouvienne, ou taxeinternalisante, 
ar elle impose aux usagers qui utilisent l'infrastru
ture de payer le
oût qu'ils in�igent aux autres automobilistes. Mais a�rmer qu'on a bien obtenulà le 
oût de la 
ongestion est é
onomiquement dis
utable. En e�et, lorsqu'on estdans la situation de 
ongestion optimale (au point S) on ne peut pas vraiment direque les usagers présents paient le prix de la 
ongestion puisqu'on ne tient 
ompteà au
un moment de l'état 
ongestionné. Cette méthode a été utilisée au Royaume-Uni, et l'estimation du montant né
essaire des taxes internalisantes pour obtenirune situation optimale était pro
he de 2% du PIB [New94℄, 
omme dans la se
tion1.5.3.1.1.5.3.3 L'appro
he é
onomiqueUne troisième appro
he possible, dite é
onomique, est pré
onisée par [BB01℄ et[Pru00℄. La situation de référen
e 
orrespond au point S, pour une quantité d'usagerségale à la quantité optimale X1. Le 
oût de la 
ongestion est dé�ni 
omme 
e que laso
iété perd à être dans la situation d'équilibre naturel dans laquelle elle se trouve(au point V ), et à ne pas être à la situation optimale (au point S). Ce 
oût est ladi�éren
e entre l'utilité asso
iée à la situation optimale (ou ex
édent du 
onsomma-teur en 
e point : aire FSUJ), et l'utilité asso
iée à la situation d'équilibre natureldu tra�
 (ou ex
édent du 
onsommateur en 
e point : aire GV J). Cette di�éren
eest égale à l'aire FSTG moins l'aire TV U . En outre, en utilisant les dé�nitions des52



fon
tions Cm et CM , ainsi que les liens existants entre l'intégration et les aires, onprouve que le 
oût é
onomique de la 
ongestion est égal à l'aire UVW . Ce 
oûtest 
e que la so
iété perd à ne pas réduire l'utilisation de la route de la quantitéd'usagers Y1 à la quantité d'usagers X1. Ave
 
ette méthode, les 
oûts de 
ongestionont été évalués dans un intervalle 
ompris entre 0, 10% et 0, 20% du PIB dans lesagglomérations parisienne [Pru99℄, [PS00℄ et londonienne [PB05℄, soit environ undixième de la valeur de la 
ongestion obtenue par les deux pré
édentes appro
hes.
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Chapitre 2Revue de la littérature sur lesmodèles bidimensionnels de tra�

Sommaire2.1 Modèles d'a�e
tation statique du tra�
 routier dansune aire urbaine dense . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.1.1 Un modèle d'a�e
tation multi-destinations . . . . . . . . . 562.1.2 Un modèle d'a�e
tation tenant 
ompte de la 
apa
ité duréseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622.2 Modèles dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 662.2.1 Un modèle d'é
oulement de tra�
 routier ave
 di�usion . . 662.2.2 Un modèle d'a�e
tation du tra�
 piétonnier 
onstruit surla 
on
entration agrégée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 692.2.3 Un autre modèle de tra�
 piétonnier 
onstruit sur la 
on
en-tration agrégée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 752.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76Ce 
hapitre propose une revue de quelques arti
les traitant des modèles bidimension-nels de tra�
. Il se 
ompose de deux parties. Nous dé
rivons tout d'abord les modèlesd'a�e
tation statique puis les modèles d'a�e
tation dynamique. Nous 
on
luons parles pistes de re
her
he que 
es modèles nous inspirent.La demande de dépla
ement est représentée par un ensemble de �ux d'usagers dé-sirant se rendre d'une origine à une destination. Un modèle d'a�e
tation du tra�
répartit 
ette demande sur le réseau, entre les di�érents itinéraires possibles. Pouralléger les notations, on rempla
e (x, y) par x, l'expression point de 
oordonnées
(x, y) est rempla
ée par point x. La mesure de Lebesgue du plan dxdy sera notée
dx. 55



2.1 Modèles d'a�e
tation statique du tra�
 routierdans une aire urbaine denseDans 
ette se
tion, nous étudions deux modèles d'a�e
tation statique. Les modèlesd'a�e
tation du tra�
 déterminent les 
hoix d'itinéraires des usagers entre une origineet une destination déterminées. Nous 
ommen
erons par le modèle le plus ré
ent.Ce 
hoix anti-
hronologique est justi�é par le fait que le premier modèle 
ontenaitdes idées plus ri
hes, malheureusement laissées de 
�té par la suite. Le problème dutransport est appro
hé par une modélisation 
ontinue du réseau, 
'est à dire dansune aire urbaine (notée A) vue 
omme un 
ontinuum (voir se
tion 1.1).2.1.1 Un modèle d'a�e
tation multi-destinationsL'arti
le pré
urseur ([YYI94℄) du premier modèle que nous allons étudier traitait le
as d'une seule destination au 
entre de l'aire urbaine, les usagers étant uniformé-ment répartis au départ sur l'aire urbaine. Les arti
les postérieurs ([Won98, YW00,HWYL05, HWL06℄) traitèrent le 
as de plusieurs destinations possibles et d'unedemande élastique (plus le 
oût de dépla
ement vers une destination est élevé, plusla demande de dépla
ement vers 
ette destination diminue).L'aire urbaine est supposée être un milieu isotrope. Cette supposition semble raison-nable 
ompte tenu de la géométrie des réseaux de 
ertaines grandes villes (notam-ment asiatiques), dans lesquelles au
une dire
tion ne semble privilégiée. Cependant,nous verrons que 
ette supposition entraîne une mauvaise des
ription de la physiquedu tra�
.2.1.1.1 Appro
he du modèleLes destinations possibles sont en nombre �ni M . On les note (Dm)m=1,...,M . Ellesont toutes la même a
tivité (par exemple : des 
entres 
ommer
iaux, des entréesde périphérique pour le dépla
ements travail-domi
ile, et
.), si bien qu'elles sont en
on
urren
e pour attirer les usagers. L'aire de 
ha
une d'elles est supposée très petitepar rapport à la taille de l'aire urbaine : une destination est simplement représentéepar un point. Une 
ommodité est dé�nie 
omme étant l'ensemble des �ux de tra�
depuis toute l'aire urbaine vers une destination déterminée. Il y a don
 autant de
ommodités que de destinations. Dans 
e modèle, les usagers sont uniformémentrépartis sur l'aire urbaine et 
her
hent à rejoindre leur destination. Dire que lesusagers sont uniformément répartis ne nous semble pas 
orre
t. Ils sont répartis surl'aire urbaine, les fon
tions de demande vont engendrer leur dépla
ement.56



Fixons une destination Dm quel
onque. La fon
tion de génération Θm asso
iée à
ette destination est dé�nie sur toute l'aire urbaine. Sur l'aire urbaine privée de ladestinationDm, les véhi
ules voulant se rendre enDm sont générés (ils sortent de leurempla
ement de parking), la fon
tion génération est don
 positive ou nulle presquepartout. La quantité Θm(x)dx représente le nombre de véhi
ules qui demandent àquitter la surfa
e élémentaire dx autour du point x ∈ A, pour se rendre en Dm.Remarque : le modèle peut être pensé de façon symétrique, en supposant que lesusagers quittent un nombre �ni d'origines pour se répartir sur l'aire urbaine, 
ommedans les arti
les [Won98, HWL06℄.2.1.1.2 Les 
oûts de dépla
ement et le traitement des débitsLe �ot de tra�
 au point x désirant se rendre à la destination Dm est représentépar le ve
teur qm(x) de R2. Pour 
haque destination Dm, l'équation de 
onservations'é
rit : divqm = Θm (voir se
tion 1.2.3).Le 
oût de dépla
ement est dé�ni lo
alement, en fon
tion des débits. En tout pointde 
oordonnées x, on 
al
ule le 
oût de dépla
ement par unité de longueur pour leM-uplet q(x) = (q1(x), q2(x), . . . , qM(x)), où qm(x) est le ve
teur �ot des véhi
ulessouhaitant se rendre en Dm. Le 
oût est noté c(x, q(x)). La fon
tion q 7→ c(x, q) estradiale (elle n'est fon
tion que de la norme du �ot de tra�
 q : ‖q‖ =∑M
m=1 ‖qm‖2)et est une fon
tion 
onvexe stri
tement 
roissante de la norme du �ot de tra�
 q.L'expression de la fon
tion 
oût est la suivante :

c(x, q(x)) = α(x) + β(x)‖q(x)‖γ(x). (2.1)On retrouve i
i la forme des 
oûts du Bureau of Publi
 Roads dé
rits à la se
tion1.3.2. La �gure 2.1 illustre le type de fon
tion 
oût telle que 
hoisie par les auteursdu modèle dans leurs exemples.Pré
isons les quantités intervenant dans l'expression (2.1) selon leurs auteurs.
⋆ Les fon
tions α, β et γ sont dé�nies lo
alement, 
e qui traduit la possibilité quela densité et la 
apa
ité du réseau routier peuvent varier en tout point.
⋆ La fon
tion α est stri
tement positive, elle représente le 
oût lo
al par unité delongueur dans une situation non 
ongestionnée.
⋆ Les fon
tions β et γ sont des 
oe�
ients de dépendan
e du 
oût au �ux de tra�
.Le se
ond terme de l'expression du 
oût (β‖q‖γ) représente le 
oût de tempssupplémentaire subi par l'usager dû à la présen
e d'autres véhi
ules. La fon
tion
β est stri
tement positive, la fon
tion γ est supérieure ou égale à 1.Faisons quelques remarques :1. Les arti
les [YYI94, Won98, HWL06℄ sont entièrement 
onstruits ave
 unefon
tion γ 
onstante égale à 1. Choisir une telle valeur de γ ne permet pas57
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Figure 2.1 - Deux exemples de fon
tions 
oût utiliséesde faire � exploser � les 
oûts lorsque la demande de �ot ex
ède la 
apa
itédes voies. Les arti
les [HWYL05, YW00℄ proposent eux des appli
ations nu-mériques ave
 γ = 1.2. Cela ne permet pas non plus de se rappro
her dumodèle du Bureau of Publi
 Roads dont des valeurs de la puissan
e peuventêtre trouvées dans [CZG01℄ : en milieu urbain, γ a une valeur pro
he de 4. Enne tenant pas 
ompte de la 
apa
ité des voies et en 
hoisissant des fon
tions de
oût linéaires ou � presque � linéaires, tout se passe 
omme si l'o�re du réseauétait in�nie.2. Il n'est pas raisonnable de prétendre que le terme α représente le 
oût en phasenon 
ongestionnée et que le terme β‖q‖γ2 re�ète les e�ets de la 
ongestion. Ave
une telle hypothèse, les auteurs prétendent en fait que la 
ongestion 
ommen
edès que le �ot est non nul, 
e qui est inexa
t.Revenons maintenant sur l'expression du 
oût. Elle 
ontient une information sur lamanière dont sont traités les débits. Pour tenir 
ompte du fait que le 
oût de deux�ux opposés de tra�
 n'est pas nul, les auteurs ont 
hoisi d'additionner les normesdes �ots : c(x, q(x)) = α(x) + β(x)
(∑M

m=1 ‖qm(x)‖2
)γ(x) (un traitement du type

c(x, q(x)) = α(x) + β(x)‖∑M
m=1 qm(x)‖

γ(x)
2 eût annulé le 
oût variable de deux �uxopposés de tra�
.)Cependant, 
ette manière de traiter le 
oût des débits ne rend pas bien 
ompte dela physique du tra�
. On 
onsidère un point x et deux voies opposées partant de
e point. Considérons un ve
teur v donné tel qu'un �ux ‖v‖ représente un régime�uide sur 
ha
une des deux voies alors qu'un �ux 2‖v‖ ex
ède la 
apa
ité de 
ha
uned'entre elles. Examinons les deux situations de tra�
 suivantes en x :1. On a deux �ots de tra�
 opposés : q1(x) = v et q2(x) = −v. Deux voies de 
ir
u-58



lation sont solli
itées, les véhi
ules se déplaçant sur une voie n'o

asionnent pasde 
oût de dépla
ement supplémentaire aux véhi
ules de l'autre voie. Au
unedes deux voies n'est 
ongestionnée ave
 un �ux égal à ‖v‖. Ave
 l'expression(2.1), le 
oût de dépla
ement en x sera c(x, q(x)) = α(x) + β(x)
(
2‖v‖2

)γ(x)
).2. On a deux �ots de tra�
 égaux : q1(x) = v et q2(x) = v. Le 
oût de dépla
ementserait alors exa
tement le même que pré
édemment. Cependant, les véhi
ulesdes deux �ots partagent la même voie, les véhi
ules de 
ha
un de 
es deux�ots se gênent mutuellement. La seule voie utilisée est 
ongestionnée par un�ot souhaité de 2‖v‖. En outre, le fait que la 
apa
ité des voies ne soit pasprise en 
ompte ne pénalise pas un tel �ux.Dans 
e modèle, deux e�ets nuisibles à la bonne des
ription de la physique du tra�
se 
ombinent : la stru
ture de la fon
tion 
oût qui rend équivalentes une situation�uide et une situation 
ongestionnée ; l'absen
e de prise en 
ompte de la 
apa
itédes voies qui ne pénalise pas les situations 
ongestionnées.2.1.1.3 La demande et la génération de véhi
ulesConsidérons une destination Dm quel
onque mais �xée. La fon
tion demande dedépla
ement vers la destination Dm est notée Dm. Elle est donnée a priori. Cettefon
tion demande va � 
réer � les dépla
ements sur l'aire urbaine. On peut la voir
omme l'équivalent de la donnée de la matri
e Origine-Destination dans le 
as d'ungraphe.Si la quantité τm(x) désigne le temps minimum né
essaire pour se rendre à la des-tination m à partir du point x, la fon
tion génération Θm est dé�nie en x par

Θm(x) = Dm(τm(x)). La fon
tion Dm : τ 7→ Dm(τ) est supposée stri
tement dé-
roissante pour rendre 
ompte de l'élasti
ité de la demande en fon
tion du temps dedépla
ement théorique des usagers. Les fon
tions demande sont des exponentiellesdé
roissantes (par exemple dans [YW00℄, on a D : τ 7→ 100 exp(−0, 5τ)). Il s'agit làd'un 
hoix arbitraire déjà utilisé en é
onomie.2.1.1.4 Formulation du problème à résoudre� La � solution du problème d'a�e
tation est obtenue en résolvant le problème deminimisation sous 
ontraintes (problème primal) suivant (où l'on a q = (qm)m=1,...,Met Θ = (Θm)m=1,...,M) :
min
(q,Θ)

∫∫

A

[∫ ∑M
m=1 ‖qm(x)‖2

0

c(x, ξ)dξ −
M∑

m=1

∫ Θm(x)

0

D−1
m (ζ)dζ

]
dx (2.2)59



sous 
ontraintes{ divqm(x) = Θm(x) ∀x ∈ A ∀m ∈ {1, . . . ,M}
〈qm(x)|~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A ∀m ∈ {1, . . . ,M}Les auteurs ne prouvent pas l'existen
e d'une telle solution. Elle existe bien, maisil faut déterminer dans quel espa
e mathématique, 
e qui n'est pas trivial (voir unraisonnement à la se
tion 3.5.4). Les auteurs ne parlent pas non plus de l'uni
ité dela solution. En fait, 
ette solution n'a au
une raison d'être unique 
ar la fon
tion àminimiser est 
onvexe mais pas stri
tement 
onvexe. Plus pré
isément, pour 
haquedestination Dm, on peut démontrer que si l'on n'a pas l'uni
ité du �ot q = (qm)m,on a tout de même uni
ité de la fon
tion génération Θ = (Θm)m. En parti
ulier, 
elapose la question de la pertinen
e de la solution obtenue par les auteurs : puisqu'onn'a pas uni
ité des �ots, que représente 
on
rètement un �ot solution du problème ?(voir se
tion 3.7 pour une réponse à 
ette question).

2.1.1.5 Formulation du problème dualPour résoudre le problème primal pré
édent, les auteurs vont déterminer une solutionoptimale (ou point selle) du lagrangien suivant :
Π(q,Θ, u, w) =

∫∫

A

[∫ ∑M
m=1 ‖qm(x)‖2

0

c(x, ξ)dξ −
M∑

m=1

∫∫

A

∫ Θm(x)

0

D−1
m (ζ)dζ

]
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

um(x)(divqm(x)−Θm(x))dx

+

∮

∂A

M∑

m=1

wm(x)〈qm(x)|~n〉dσ. (2.3)La question de l'existen
e d'un point selle n'a pas été abordée. Il s'agit d'une questiontrès di�
ile dans le 
adre présent. On pourra 
onsulter dans l'arti
le [Mau03℄ unexemple de problème donnant l'existen
e d'un point selle en un sens appro
hé. Enoutre, il n'y a a priori au
un résultat d'uni
ité à attendre 
omme le montre la théoriedans le 
as de la dimension �nie, sauf à véri�er des 
ontraintes de quali�
ation, dontl'analogue en dimension in�nie n'est pas 
onnu.60



2.1.1.6 Résolution mathématique formelle du problèmePour des fon
tions arbitraires δq = (q1, . . . , qM), δΘ = (Θ1, . . . ,ΘM), δu = (u1, . . . , uM)et δw = (w1, . . . , wM), les auteurs souhaitent 
al
uler la quantité δΠ, dé�nie par :
δΠ = lim

t→0, t6=0

Π(q + tδq,Θ+ tδΘ, u+ tδu, w + tδw)−Π(q,Θ, u, w)

t
. (2.4)La formule (2.4) leur permet d'obtenir (2.5). Cependant, remarquons que la quantité

δΠ n'est pas 
orre
tement dé�nie, par
e qu'une norme (i
i eu
lidienne) n'admet pasde dérivée dire
tionnelle en le ve
teur nul. Les auteurs 
onsidèrent don
 le problèmeformellement.Formellement, les auteurs ont obtenu :
δΠ =

∫∫

A

M∑

m=1

〈c(x, q(x))
‖qm(x)‖2

qm(x)−∇um(x)
∣∣∣δqm(x)

〉
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

(
um(x)−D−1

m (Θm(x)
)
δΘm(x)dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

(
∇qm(x)−Θm(x)

)
δum(x)dx

+

∮

∂A

M∑

m=1

〈qm(x)|~n〉δwm(x)dσ

+

∮

∂A

M∑

m=1

(um(x) + wm(x))〈δqm(x)|~n〉dσ. (2.5)On peut remarquer dans la première intégrale le terme en 1
‖qm(x)‖2 qui n'est pas dé�nilorsque ‖qm(x)‖2 = 0. Les auteurs déterminent ensuite un point selle en l'é
rivant
omme solution de l'équation δΠ = 0. Une solution de δΠ = 0 n'a au
une raisond'être un point selle de Π. La vraie quantité qu'il aurait fallu annuler est :

δ(q,Θ)Π = lim
t→0, t6=0

Π(q + tδq,Θ+ tδΘ, u, w)− Π(q,Θ, u, w)

t
. (2.6)Cela dit, en résolvant δΠ = 0, on trouve une relation intéressante (donnée par lepremier terme de 2.4) qu'on aurait aussi trouvée en résolvant δ(q,Θ)Π = 0 :

c(x, q(x))

‖qm(x)‖2
qm(x)−∇um(x) = 0, ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ A. (2.7)61



Cela signi�e que les fon
tions um doivent être vues 
omme des fon
tions potentiel.En tout point x, les ve
teurs qm(x) et ∇um(x) sont 
olinéaires et de même sens. Deplus, le 
oût est lo
alement indépendant de la destination : pour tout m et tout l,si qm(x) 6= 0 et ql(x) 6= 0, alors c(x, q(x)) = ‖∇um(x)‖ et c(x, q(x)) = ‖∇ul(x)‖.Ces relations sont parti
ulièrement intéressantes 
ar elles impliquent l'équilibre del'utilisateur : tous les 
hemins utilisés ont le même 
oût et tous les 
hemins nonutilisés ont un 
oût supérieur ou égal au 
oût d'un 
hemin utilisé (voir par exemple[Won98℄).2.1.1.7 Résolution numériqueLes auteurs utilisent une méthode de Newton pour résoudre l'équation δΠ = 0.Rappelons très brièvement l'algorithme : si F est un élément de C2(RN ,R) tel que
F (u∗) = 0 (on dit que u∗ est un zéro de F ) et si F ′(u∗) est inversible, alors si
u0 est assez � pro
he � de u∗, la suite (un) dé�nie pour n > 1 par un+1 = un −
(F ′(un))−1F (un) 
onverge (quadratiquement) vers u∗.Comme nous l'avons déjà signalé, résoudre δΠ = 0 ne nous donnera pas un pointselle. Ensuite, la fon
tionnelle Π n'est pas di�érentiable, il s'agit pourtant d'unehypothèse minimale de l'algorithme de Newton. En�n, l'élément de départ de l'algo-rithme doit être � pro
he � du zéro re
her
hé. Les auteurs ne pré
isent pas l'élément
(q0,Θ0) ave
 lequel ils ont initialisé l'algorithme (à moins qu'ils aient employé uneméthode de gradient pour se rappro
her d'un zéro puis utilisé la méthode de Newtonpour a

élérer la 
onvergen
e au voisinage du zéro ?).La fon
tion 
oût de type BPR est 
hoisie ave
 une puissan
e faible : 1.2 
ommedans [HWYL05℄ voire 1 dans [Won98, HWL06, YYI94℄ (par exemple dans [YW00℄,
c : q 7→ 0, 01+0, 1×10−4‖q‖1.22 ). Comme nous l'avons déjà signalé, 
e 
hoix n'est pasbon en milieu urbain. D'autant que dans l'exemple de l'arti
le pré
urseur [YYI94℄,sur le réseau dis
ret (superposé au réseau 
ontinu), les fon
tions 
oût sur les ar
ssont 
onstruites ave
 une puissan
e valant 5, 
e qui 
orrespond bien à 
e qu'onattend en milieu urbain. Pourquoi ne pas avoir 
hoisi aussi une telle puissan
e dansla dé�nition de la fon
tion 
oût sur le réseau 
ontinu ? Est-
e dû à des phénomènesd'instabilité numérique 
réés par les puissan
es élevées, et que ne 
réeraient pas lespuissan
es plus faibles utilisées ?2.1.2 Un modèle d'a�e
tation tenant 
ompte de la 
apa
itédu réseauCe modèle est détaillé dans [TI82℄. L'intérêt du modèle réside dans la prise en 
omptedes propriétés physiques lo
ales du réseau. Ces propriétés sont dé
rites en tout point62



x du réseau par deux 
onvexes : un 
onvexe de 
apa
ité ou 
onvexe des débits ad-missibles K(x), et un 
onvexe des vitesses admissibles V (x). Ces notions permettentde traiter les 
as de réseaux isotropes ou anisotropes. Trois problèmes de minimisa-tion sont ensuite étudiés. Une appli
ation est donnée pour 
ha
un d'entre eux sur leréseau de l'aire urbaine de Tokyo. Ces appli
ations sont arti�
ielles 
ar au
un destrois problèmes n'est un problème d'a�e
tation du tra�
 routier.L'étude mathématique est développée dans un espa
e de dimension quel
onque maisnous donnerons les expli
ations dans le 
adre de la dimension 2 qui nous intéresse.2.1.2.1 Le ve
teur �otLes auteurs supposent que le �ot q satisfait l'équation de 
ontinuité divq = 0. Ils'agit d'une équation statique 
onservative, adaptée par exemple à un problème dere
her
he de 
apa
ité maximale.2.1.2.2 Contrainte de 
apa
ité et fon
tion 
oût asso
iéeSoit un point x de l'aire urbaine A. La 
apa
ité en 
e point est le sous-ensemble
onvexe de R2 noté K(x). Pour 
ara
tériser le 
onvexe des 
apa
ités en x, les auteursintroduisent une fon
tion de 
oût 
ara
téristique :
ΦK(x) : R

2 −→ {0,+∞}
q 7−→

{
0 si q ∈ K(x)

+∞ si q /∈ K(x)Cette fon
tion, ajoutée à la fon
tion 
oût du dépla
ement, asso
ie un 
oût in�ni dèsque le �ot n'est plus admissible. Le modèle pré
édent (se
tion 2.1.1), en ne dé�nis-sant pas de notion de 
apa
ité, non seulement n'empê
hait pas les débits d'ex
éder
ertaines valeurs, mais ne tentait même pas d'asso
ier des 
oût signi�
ativementplus élevés lorsque les débits augmentaient. Dans le modèle présent, les débits tropgrands sont empê
hés par la fon
tion barrière ΦK(x) 
ar ils engendrent un 
oût in�ni.Voyons maintenant 
omment les auteurs dé�nissent leur fon
tion 
oût.2.1.2.3 Coût de dépla
ement, distan
e et vitesseLe 
oût de dépla
ement est une 
ontrainte lo
ale. La fon
tion C est homogène à untemps et va servir à 
onstruire le 
oût de dépla
ement, la distan
e et la vitesse. On
onsidère la fon
tion 
oût C suivante :
C : A× R

2 −→ R
+

(x, u) 7−→ C(x, u).63



Pour tout x ∈ A, on note TA(x) l'espa
e tangent à A en x, TA(x) est l'espa
eve
toriel des ve
teurs vitesses possibles (
e qui ne veut pas dire admissibles) en x.Soit u ∈ TA(x). Puisque u n'est pas for
ément admissible, on va 
onsidérer le ve
teur
ǫu (il serait plus juste de dire � (une unité de temps)×ǫu �) où ǫ est su�sammentpetit pour que x + ǫu soit dans A. On note ǫt le temps né
essaire à une parti
ulepour se dépla
er de la position x à la position voisine x + ǫu. On dé�nit alors lafon
tion C par C(x, ǫu) := ǫt. Plus pré
isément, on suppose qu'on a les relationssuivantes :





C(x, u) > 0 ∀ u ∈ TA(x)
C(x, u) = 0⇔ u = 0 ∀ u ∈ TA(x)
C(x, αu) = |α|C(x, u) ∀ u ∈ TA(x), ∀α ∈ R

C(x, u) + C(x, w) > C(x, u+ w) ∀ (u, w) ∈ (TA(x))2

(2.8)Autrement dit, on vient de dé�nir lo
alement une norme : pour tout x ∈ A quel-
onque mais �xé, u 7→ C(x, u) dé�nit une distan
e autour du point x. On dé�nit alorsle 
onvexe des vitesses admissibles au point x par V (x) = {u ∈ TA(x)/C(x, u) 6 1}.La �gure 2.2 donne l'exemple d'un réseau ave
 une vitesse Ouest-Est et Est-Ouestmaximum v1, une vitesse maximum Nord-Sud et Sud-Nord v2, une 
apa
ité maxi-male Ouest-Est et Est-Ouest maximum c1, une 
apa
ité maximale Nord-Sud et Sud-Nord c2.
− c

1 c
1

c
2

− c
2

− v
1

v
1

v
2

− v
2(a) (b) (
)Figure 2.2 - Exemple de réseau (a) ; 
onvexe des 
apa
ités asso
ié (b) ; 
onvexe des vitessesadmissibles asso
ié. (
)2.1.2.4 Les trois problèmes à résoudreLes auteurs proposent la résolution séparée de trois problèmes sur un volume A defrontière ∂A. Les parti
ules sont émises depuis la partie de la frontière notée ΣE etsont reçues par la partie de la frontière notée ΣR (�gure 2.3). Les trois problèmessont résolus en 
onstruisant un problème dual asso
ié puis en formulant un problèmedis
rétisé appro
hé. 64
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Figure 2.3 - Flot émis depuis ΣE et destiné à être reçu dans ΣR.1. Un problème de maximisation du �ot :
min
q

∫

ΣE

〈q, ~n〉dσ +

∫

A

ΦK(x)(q)dx (2.9)sous 
ontraintes{ divq(x) = 0 ∀x ∈ A

〈q(x), ~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A \ (ΣE ∪ ΣR)La 
ontrainte divq = 0 dans A signi�e qu'au
une parti
ule n'est absorbée niémise dans A. La 
ontrainte 〈q, ~n〉 = 0 dans ∂A \ (ΣE ∪ΣR) signi�e qu'au
uneparti
ule ne sort ni n'entre par dans ∂A\(ΣE∪ΣR), elles longent 
ette partie dela frontière. L'orientation du ve
teur normal à ΣE , la zone d'émission, impliqueque 〈q, ~n〉 6 0. Le deuxième terme du 
ritère empê
he la solution de sortir du
onvexe de 
apa
ité. La fon
tion 
ritère à minimiser est 
onvexe mais passtri
tement 
onvexe : il existe plusieurs solutions au problème. On traite unproblème modi�é en ajoutant un terme de type ǫ‖q‖2L2(Ω), ave
 ǫ > 0. Ce terme,bien qu'arti�
iel, donne une stru
ture stri
tement 
onvexe au problème, d'oùune solution unique. Si ǫ est su�samment petit, 
ette solution fournit uneapproximation d'une solution du problème de départ.2. Un problème de plus 
ourt 
hemin :
min
q

∫

A

C(x, q)dx (2.10)sous 
ontraintes divq(x) = 0 ∀x ∈ A

〈q(x), ~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A \ (ΣE ∪ ΣR)∫
ΣE
〈q, ~n〉dσ = −165



La dernière 
ondition assure un �ot non identiquement nul. La solution est un�ot � 
on
entré � autour de la route la plus 
ourte, mais qui peut ex
éder la
apa
ité de la route empruntée.3. Un problème de minimisation des 
oûts :
min
q

∫

A

(
C(x, q) + ΦK(x)(q)

)
dx (2.11)sous 
ontraintes divq(x) = 0 ∀x ∈ A

〈q(x), ~n〉 = 0 ∀x ∈ ∂A \ (ΣE ∪ ΣR)∫
ΣE
〈q, ~n〉dσ = −θLa dernière 
ondition assure un �ot non identiquement nul. Le paramètre θ > 0est �xé au départ, il représente le taux d'émission de la zone ΣE . Ce taux doitêtre assez petit pour que le �ot n'ex
ède pas la 
apa
ité, sinon, le problème deminimisation serait mal dé�ni. Le 
oût minimisé i
i est le 
oût global.2.2 Modèles dynamiquesDans 
ette se
tion, nous détaillons un modèle d'é
oulement de tra�
 routier puisdeux modèles de tra�
 piétonnier. Le tra�
 piétonnier n'obéit pas aux mêmes loisque le tra�
 routier, les piétons ayant une plus grande liberté de mouvement mêmedans les espa
es 
ontraints : la 
ondition d'isotropie est sans doute beau
oup plusadaptée qu'au 
as du tra�
 routier. Cela peut mener à la 
réation spontanée de �les(voire de bous
ulades), 
e qui est di�
ile à modéliser et ne semble pas avoir été faità 
e jour. Le problème essentiel de la modélisation du tra�
 piétonnier est le mêmeque pour le tra�
 routier lorsque deux �ux se 
roisent.2.2.1 Un modèle d'é
oulement de tra�
 routier ave
 di�usionCe modèle est une partie de la thèse de Romero Pérez [Pér07, PB10℄. Dans 
emodèle, la vitesse est supposée 
onnue à l'avan
e, elle n'est don
 pas un résultat del'a�e
tation du tra�
. Un terme di�usif est introduit dans l'équation d'é
oulement(1.2) de la se
tion 1.2.3. Nous 
ommençons par expliquer le modèle d'é
oulement deRomero Pérez pour un seul type de véhi
ule et un seul 
ouple (O,D). Ensuite, nousexpliquerons le modèle retenu pour plusieurs types de véhi
ules ou plusieurs 
ouples(O,D). 66



2.2.1.1 L'hypothèse de départL'hypothèse de Romero Pérez est que la vitesse du �ot s'é
rit :
vf(x, t) = v(x, t)−D∇ρ

ρ
(x, t), (2.12)où

⋆ le ve
teur v est le ve
teur vitesse tangent aux traje
toires des véhi
ules, l'expres-sion de 
ette vitesse étant 
onnue d'avan
e,
⋆ la 
onstante D stri
tement positive est un 
oe�
ient de di�usion.En utilisant 
ette hypothèse et la relation q(x, t) = ρ(x, t)vf (x, t), on obtient l'ex-pression suivante du �ux de tra�
 :

q(x, t) = ρ(x, t)v(x, t)−D∇ρ(x, t). (2.13)L'expression (2.13) signi�e que la di�éren
e de 
on
entration des véhi
ules in�uen
ele �ux de tra�
. Dans le 
as où la 
on
entration augmente, elle va avoir tendan
eà s'opposer au �ot, et en diminuer la norme. Cette expression est une version bidi-mensionnelle de la proposition de modi�
ation par Payne et Whitham du ModèleContinu Simple ([Pay71, Whi74℄). Cette proposition était une tentative d'amélio-ration du modèle pour tenter de rendre 
ompte des états hors équilibre. Elle futrejetée par Daganzo ([Dag95℄) par
e qu'elle entraînait l'apparition de vitesses néga-tives fa
e à de forts gradients de densité : il n'est pas admissible que les véhi
ules,fa
e à un grand embouteillage frontal, e�e
tuent une mar
he arrière, alors qu'ils nedisposent que d'une seule route atteindre leur destination. Cette propriété s'appellel'anisotropie du tra�
. Cela signi�e que dans le 
as unidimensionnel, les 
ondu
teursne réagissent qu'à des stimulations frontales.La propriété d'anisotropie du tra�
 n'est 
ependant pas adaptée au 
as bidimen-sionnel. Un 
ondu
teur, soit par
e qu'il 
onnaît les 
onditions de tra�
 de la zone,même approximativement, soit par
e qu'il est informé en temps réel des 
onditionsde tra�
 (par un système embarqué ou des panneaux à messages variables), peuttout à fait ne pas tenir uniquement 
ompte des véhi
ules situés devant lui. Con
rè-tement, un 
ondu
teur peut réagir fa
e à un grand embouteillage frontal en aban-donnant le 
hemin initialement prévu et en déviant sa traje
toire vers des zonesmoins 
ongestionnées. Le phénomène de di�usion du tra�
 peut don
 être 
onsidéré
omme 
ompatible ave
 le 
omportement des usagers.2.2.1.2 Expli
ation du modèleMaintenant que nous pouvons a

epter l'équation (2.13) pour 
ompléter l'équa-tion de 
onservation (1.2), voi
i quelques expli
ations plus détaillées 
on
ernant lestermes du se
ond membre. 67



⋆ Le terme ρv est un �ux adve
tif. Il traduit le dépla
ement des véhi
ules àleur vitesse lo
ale v. Cette vitesse est supposée 
onnue à l'avan
e, soit par desmesures de terrain, soit par des expressions mathématiques données a priori.
⋆ La 
onstante D est stri
tement positive. Il s'agit d'un 
oe�
ient de di�usion,son unité est en km2h−1. La di�usion est la tendan
e naturelle d'un systèmeà rendre homogène les 
on
entrations en son sein, on modélise alors le �uxdi�usif par l'expression −D∇ρ. Romero Pérez 
onsidère que la 
onstante Dest à déterminer en fon
tion des di�érents paramètres du tra�
 urbain, enparti
ulier le type de véhi
ules pris en 
ompte, la politique de plani�
ationurbaine, le tra
é des voies, les 
onditions 
limatiques et la 
onduite des usagers.A partir de l'équation de 
onservation (1.2), l'équation aux dérivées partielles obte-nue est la suivante :

∂tρ+∇ρv −D∆ρ = Θ. (2.14)Mathématiquement, la présen
e d'un lapla
ien est intéressante pour ses e�ets régula-risants. Cette équation est résolue en utilisant la Méthode des Éléments de Contouret la Méthode de Ré
ipro
ité Duale. La pré
ision de la résolution est testée en 
om-parant la solution analytique d'une équation 
onnue à l'approximation numériqueobtenue. Une partie de la thèse de Romero Pérez est 
onsa
rée à des études numé-riques sur la pré
ision de 
es te
hniques. Le modèle est aussi développé dans le 
asde plusieurs origines-destinations et plusieurs types de véhi
ules.2.2.1.3 Le modèle pour plusieurs 
ouples (O,D) ou plusieurs types devéhi
ulesSupposons qu'entre un 
ouple origine-destination �xé, 
ir
ulent di�érents types devéhi
ules (voitures, véhi
ules industriels, véhi
ules utilitaires légers, moto
y
lettes).Le bien i désigne un type de véhi
ule donné se déplaçant sur un 
ouple (O,D) donné.Pour un bien, l'équation de 
onservation (1.2) demeure (∂ρi +∇qi = Θi), ainsi quel'expression du �ux adve
tif ρivi. Par 
ontre, la présen
e d'autres véhi
ules modi�ele �ux di�usif.Un 
ondu
teur perçoit une densité de tra�
 ainsi qu'un gradient de densité et modi�esa vitesse et sa route selon 
ette per
eption. L'hypothèse de Romero Pérez est lasuivante : si on a N biens sur le réseau, le �ux di�usif total au point x et à l'instant
t s'é
rit −∑N

k=1Dk∇ρk(x, t), où Di désigne le 
oe�
ient de di�usion asso
ié à i.L'expression du �ux pour le bien i est :
qi = ρivi −

N∑

k=1

Dk∇ρk. (2.15)68



L'in�uen
e de l'ensemble des di�érents biens est don
 la même sur 
ha
un des biens,
e qui est modélisé par un même �ux di�usif −∑N
k=1Dk∇ρk pour 
haque bien.Cette symétrie est-elle justi�ée ? Un �ux di�usif du type −∑N

k=1D
i
k∇ρk di�érentpour 
haque bien i nous semble plus adapté. En e�et, pour un bien donné d'origineA et de destination B, l'in�uen
e d'un bien qui a pour origine B et destination A seraplus faible (elle peut même être nulle) que l'in�uen
e d'un bien qui a une originepro
he de A et une destination pro
he de B. Le fait d'attribuer un 
oe�
ient dedi�usion Dk par bien nous paraît don
 trop forte pour la mé
anique du tra�
.2.2.1.4 Résolution numériqueLa résolution numérique utilise la Méthode des Éléments de Contour [Kat02℄ et laMéthode de Ré
ipro
ité Duale [PBW92℄. Nous avons voulu tester 
es te
hniques surun exemple simple pour observer le phénomène de di�usion (�gures 2.4 et 2.5). La
omplexité de la méthode vient du 
al
ul des intégrales sur les éléments de 
ontouri
i divisé en segments. Romero Pérez 
al
ule la 
on
entration en quelques pointsbien 
hoisis, une dizaine au plus, 
e qui 
onstitue un avantage de la méthode. Nousallons 
al
uler la 
on
entration en faisant un maillage régulier de l'aire urbaine. Desphénomènes d'instabilité apparaissent lorsque le 
oe�
ient de di�usion D tend vers

0, 
ela est dû à un 
oe�
ient en 1
D

qui apparaît dans la solution fondamentale del'équation (2.14). Le 
oe�
ient de di�usion D est 
hoisi égal à 0, 05 km2h−1. L'aireurbaine est un 
arré de 1 km de 
�té, la vitesse est de 5 kmh−1 dans le sens ouest-est(ve
teur vitesse de 
oordonnées (5, 0)).Voi
i les 
onditions initiales et 
onditions au bord 
hoisies :
ρ(x, y, 0) = 100 exp(−100(x2 + (y − 0, 5)2))

ρ(0, y, t) = 0

ρ(1, y, t) = 100(0, 4− t) exp(−100(y − 0, 5)2)

∂nρ(x, 0, t) = 0

∂nρ(x, 1, t) = 0

Θ(x, y) = −100(1− t) exp(−100(y − 0, 5)2)1{x=1} (2.16)La dis
rétisation est 
onstituée de 128 points pour le 
ontour et 1024 points à l'in-térieur du 
arré. Le pas de temps est de 36 se
ondes.2.2.2 Un modèle d'a�e
tation du tra�
 piétonnier 
onstruitsur la 
on
entration agrégéeCe modèle est expliqué dans l'arti
le de Hoogendoorn et Bovy [HB04a℄. Les de-mandes de dépla
ements sont dé�nies pour 
haque 
ouple Origine-Destination. En69
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(a) (b)Figure 2.4 - Aire urbaine (a) ; 
on
entration initiale (b)tout point de l'aire, la vitesse optimale de dépla
ement est déterminée par le 
oûtde dépla
ement depuis 
e point jusqu'à la destination 
hoisie et par la 
on
entra-tion agrégée des piétons en 
e point. Le 
oût lo
al de dépla
ement est lui obtenu enrésolvant une équation de Hamilton-Ja
obi-Bellman.2.2.2.1 Traje
toire et Traje
toire-vitesseL'aire A étudiée est une aire piétonne. Les piétons entrent dans A en des airesd'origines Om, doivent éviter les obsta
les Bi, pour se rendre à leur destination Djqui sont des aires de sortie de A. Les dépla
ements sont lo
alement isotropes : seulun obsta
le peut empê
her un piéton de se dépla
er dans un sens donné.Si t désigne le temps de départ et T le temps d'arrivée, une traje
toire x[t,T ) est une
ourbe paramétrée dé�nie par x[t,T ) = {x(s) ∈ A, x(s) 6∈ Bi, t 6 s 6 T}. Un 
heminest la proje
tion d'une traje
toire sur le plan (x1, x2). En parti
ulier, une traje
toiredé�nit un 
hemin unique, mais un 
hemin peut représenter le par
ours d'une in�nitéde traje
toires.Le long de la traje
toire x[t,T ), la traje
toire-vitesse v[t,T ) est dé�nie par v[t,T ) =
{v(s), t 6 s < T, v(s) = ẋ(s)} et on a x(s) = x(t)+

∫ s
t
v(τ)dτ . Les piétons 
hoisissentleur ve
teur vitesse : au temps s et au point x, le piéton 
hoisit un ve
teur vitesse v(s)dans l'ensemble des vitesses admissibles. Pour 
onstruire 
et ensemble, on se donneun ensemble référen
e de vitesses admissibles noté Γ0(s, x). Cet ensemble représenteles ve
teurs vitesse admissibles au temps s et au point x lorsque la 
on
entration depiétons est nulle en x. Si la 
on
entration agrégée ρ(s, x) =∑Dj

ρj(s, x) des piétonsest non nulle en x, on 
onstruit l'ensemble des vitesses admissibles en � réduisant �l'ensemble Γ0(s, x). Le fa
teur de rédu
tion αe que l'on applique est une fon
tionstri
tement dé
roissante de la 
on
entration agrégée, et telle que αe(0) = 1 (�gure70
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Figure 2.5 - Di�usion du tra�
 dans une surfa
e urbaine en forme de 
arré d'un kilomètrede 
�té. La 
on
entration sur le 
ontour n'est pas représentée. La résolution a été e�e
tuéesous Matlab ave
 les Méthodes des Éléments de Contour et de Ré
ipro
ité Duale. Le
ontour est dis
rétisé en 128 points (32 points sur 
ha
un des quatre 
�tés), l'intérieurde l'aire urbaine est dis
rétisé en 1024 points. Les intégrales de 
ontour, en raison d'unesingularité faible de type lnx en 0, subissent une transformation de Monegato de paramètre
9 pour améliorer la pré
ision du 
al
ul ave
 une quadrature de Gauss-Legendre à 16 points.
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2.6). On note Γ(s, x) = {αe(ρ(s, x))v(s, x), v(s, x) ∈ Γ0(s, x)} l'ensemble des ve
teursvitesse admissibles en (s, x) en fon
tion de la 
on
entration agrégée ρ(s, x).

O ρ(t,x)
max ρ(t,x)

αe( ρ(t,x) )

1

Figure 2.6 - Fa
teur de rédu
tion de la vitesse en fon
tion de la 
on
entration2.2.2.2 Le 
oût généralisé de dépla
ement du piéton et la vitesse opti-maleLe 
oût généralisé de la traje
toire du piéton est dé�ni 
omme suit :
Ctotj(t, x(t), v[t,T )) = ∫ T

t

c(s, x(s), v(s)) ds+ Cj(T, x(T )). (2.17)Pré
isons la dé�nition pré
édente :
⋆ Ctotj(t, x(t), v[t,T )) désigne le 
oût généralisé que doit supporter un piéton au point
x(t) se rendant à l'aire de destinationDj en suivant la traje
toire-vitesse v[t,T ) entreles instants t et T ,

⋆ c(s, x(s), v(s)) désigne le 
oût supporté par le piéton lorsqu'il se trouve au point
x(s) et se dépla
e pendant un � petit � intervalle de temps [s, s+ds] ave
 la vitesse
v(s),

⋆ Cj(T, x(T )) est le 
oût terminal du piéton qui devait se rendre dans l'aire dedestination Dj, et qui arrive au point x(T ) au temps T . Ce 
oût exprime lapénalité subie par le piéton qui n'arriverait pas à destination (x(T ) 6∈ Dj) avantle départ du train, ou bien qui devrait attendre d'autant plus qu'il arriverait tropt�t sur l'aire de destination.La traje
toire-vitesse optimale v∗j,[t,T ) est dé�nie par :
v∗j,[t,T ) = arg min

v(s,x)∈Γ(s,x)
{Ctotj(t, x(t), v[t,T ))}. (2.18)72



Le problème de l'existen
e et de l'uni
ité n'est pas abordé à 
e stade de l'étude. Lavitesse pré
édente est supposée égale à la vitesse du �ot. Pour 
haque aire de desti-nation Dj, les ve
teurs �ots sont reliés à la 
on
entration par les relations suivantes,analogues aux modèles ma
ros
opiques en dimension 1 :
qj(t, x, y) = ρj(t, x)v

∗
j (t, x), (2.19)

∂tρj(t, x) + divqj(t, x) = Θj(t, x). (2.20)Plusieurs 
onséquen
es sont à tirer de 
ette modélisation. Tout d'abord, à tout ins-tant, les piétons ont une information 
omplète sur l'infrastru
ture et leurs futures
onditions de 
ir
ulation. Ils prennent don
 des dé
isions rationnelles basées sur les
oûts des 
hemins possibles. Ensuite, plusieurs 
hemins optimaux ne sont pas à ex-
lure. En�n, on remarquera que les intera
tions entre les ve
teurs �ot asso
iés à
haque destination ne sont pas prises en 
ompte.2.2.2.3 Programmation dynamiqueAu temps t et au point x(t), le 
oût minimum est noté
Wj(t, x(t)) = min

v[t,T )

Ctotj(t, x(t), v[t,T )). (2.21)L'équilibre de l'usager s'é
rit alors simplement :
qj(t, ν(t)) > 0⇒

(
Wj(t, x(t)) = Ctotj(t, x(t), v[t,T ))). (2.22)Pour tout triplet (t, x, d) où d ∈ R
2, on dé�nit le HamiltonienH(t, x, d) = min

v∈Γ(s,x)
{c(t, x, v)+

〈v|d〉}. Le 
oût de dépla
ement en (t, x) est solution de l'équation de Hamilton-Ja
obi-Bellman (i
i parabolique d'ordre 1) :
∂tWj(t, x) +H(t, x,∇Wj(t, x)) = 0, (2.23)qu'on 
omplète par les 
onditions de pénalité évoquées à la se
tion 2.2.2.2.On détermine ainsi la vitesse optimale en tout (t, x) :

v∗j (t, x) = arg min
v∈Γ(t,x)

{c(t, x, v) + 〈v|∇Wj(t, x)〉}. (2.24)Le 
hemin optimal x[t,T ) est alors obtenu par intégration de la vitesse optimale :
x∗j (s) =

∫ s

t

v∗j (τ, x
∗
j (τ))dτ. (2.25)73



Il s'agit 
ependant d'un problème mathématique di�
ile : l'existen
e d'une solution
W qui soit C1 n'est pas garantie. On peut prouver l'existen
e de solutions faiblesmais l'uni
ité n'est pas garantie non plus. La notion de solution de vis
osité a étéintroduite pour résoudre 
e type d'équation. Si la fon
tion H possède 
ertaines� bonnes � propriétés, la solution de vis
osité est unique. On peut l'obtenir par laméthode de vis
osité évanes
ente : on ajoute le terme ǫ∆Wj au membre de gau
hede l'équation (2.23), la solution obtenue, notée W ǫ

j , 
onverge uniformément sur tout
ompa
t vers la solution de vis
osité de l'équation (2.23). La question est de savoir lapertinen
e de la solution de vis
osité vis-à-vis d'une autre solution pour représenterle problème physique. Cette question n'est pas abordée dans l'arti
le. Cependant, lasolution de vis
osité a des propriétés de stabilité, 
e qu'on ne 
ontr�le pas pour dessolutions faibles quel
onques. En parti
ulier, si on ajoute quelques piétons dans l'airede dépla
ement, la solution de vis
osité obtenue sera � pro
he � de la pré
édente, 
eà quoi on doit s'attendre.2.2.2.4 Quelques 
ommentairesUn modèle isotrope semble mieux adapté à la mé
anique de dépla
ement des piétonsqu'à 
elle des véhi
ules routiers. Les piétons partagent leur infrastru
ture de 
ir
u-lation � bien plus � que des véhi
ules qui possèdent 
ha
un leur voie de 
ir
ulation.Des véhi
ules sont soumis à des règles de priorité aux 
roisements (feux, panneauxet
.). Les piétons, eux ne sont soumis à au
une de 
es règles. En règle générale,un piéton ne s'arrêtera pas pour en laisser passer un autre (sauf en 
as de 
olli-sion imminente), mais va plut�t dévier sa traje
toire. De plus, un piéton peut être
onfronté à un �ux de piétons venant en sens 
ontraire, 
e qui n'est pas le 
as d'unvéhi
ule, qui au pire, peut être 
onfronté à un grand embouteillage frontal. La plusgrande liberté de dépla
ement qu'ont les piétons est i
i modélisée par l'ensemble desve
teurs vitesse admissibles. En tout point, la norme de 
es derniers est déterminéeà partir de la 
on
entration agrégée. Cependant, pour exprimer 
ette liberté qu'ontles piétons, les di�érents �ux devraient aussi être des éléments pouvant modi�erl'ensemble des vitesses admissibles en un point. Sur la �gure 2.7, on a représenté unensemble possible de ve
teurs vitesse au point O ave
 un �ux étalé et fort de piétonsvers O.Dans l'arti
le [HB04b℄, une perturbation sto
hastique de la traje
toire est introduite.Cette perturbation est un mouvement brownien w : dx = vdt+σdw. Le mouvementbrownien a été observé en 1828 par le botaniste Robert Brown sur des grains depollens suspendus dans de l'eau. Le trajet d'un grain de pollen suspendu est rendualéatoire par les �u
tuations aléatoires des vitesses des molé
ules du �uide ave
lesquelles il entre en 
ollision. On observera que les piétons, dans les 
onditionsnormales de dépla
ement, n'entrent pas en 
ollision. La perturbation ne devrait pasa�e
ter la traje
toire en elle-même, mais la per
eption des piétons. Dans 
e 
as, une74



flux q

vitesses admissibles

O

Figure 2.7 - Ve
teurs vitesse admissibles au point O ave
 un �ux étalé et fort de piétonsvers O. Il est quasiment impossible à un piéton de � remonter � le 
ourant.perturbation de l'ensemble des ve
teurs vitesse admissibles serait plus 
ohérente,
'est l'idée des modèles de tra�
 GSOM sto
hastiques [LMHS℄.2.2.3 Un autre modèle de tra�
 piétonnier 
onstruit sur la
on
entration agrégéeIl s'agit d'un modèle de mouvement de foule, il est dé
rit dans les arti
les [Hug00,Hug02, LH07℄ et a été 
omplété dans [HWZ+09℄. On trouve des éléments de simili-tude entre 
e modèle et 
elui utilisé formellement dans [Puu09℄ en é
onomie spatiale.On peut voir 
e modèle 
omme une extension dynamique du modèle de la se
tion2.1.1. Ce modèle est bâti sur trois idées :1. les piétons se dépla
ent perpendi
ulairement à une 
ourbe isopotentielle (des-
ente de potentiels) dans une aire de dépla
ement isotrope,2. la vitesse en un point est une fon
tion dé
roissante de la 
on
entration agrégéedes piétons en 
e point,3. les piétons 
her
hent le 
hemin qui minimise leur temps estimé de par
ours,pour 
ela, ils 
her
hent à éviter les zones de forte 
on
entration (fon
tion de
onfort).Nous allons expliquer le modèle dans le 
as d'un mouvement de foule d'un seultype de piéton. Un type de piéton est 
ara
térisé par une destination, une vitesse
ara
téristique de dépla
ement et une per
eption. L'origine du dépla
ement n'estpas prise en 
ompte, si bien que des piétons venant ayant des origines di�érentespeuvent être de même type. 75



Si on 
onnaît une fon
tion potentiel :
λ : [0,+∞[×A −→ R

+

(t, x) 7−→ λ(t, x),les 
ourbes isopotentielles sont dé�nies par la relation λ(t, x) = k, k ∈ R
+. Hughesimpose deux 
onditions à la fon
tion potentiel : elle est nulle aux sorties de l'airede dépla
ement, sa dérivée normale est nulle sur les bords fermés de l'aire. Dans[Puu09℄, 
ette fon
tion potentiel représente une distribution de prix. Le ve
teurunitaire orthogonal à une 
ourbe isopotentielle et orienté dans le sens des potentielsdé
roissants, au temps t et au point x est :

n(t, x) =
−1

‖∇λ(t, x)‖2
∇λ(t, x).Voyons maintenant 
omment Hughes détermine la fon
tion potentiel. Un piéton sedépla
e ave
 le ve
teur vitesse v(t, x) = ‖v(t, x)‖2n(t, x) : le dépla
ement d'un piétonest orthogonal aux 
ourbes isopotentielles dans le sens des potentiels dé
roissants.Une autre interprétation est que le ve
teur �ot est 
olinéaire de même sens ave
 leve
teur −∇λ(t, x).La norme ‖v(t, x)‖2 est donnée par une fon
tion V positive dé�nie par V (ρ(t, x), x) =

‖v(t, x)‖2, ave
 V (0, x) = Vmax, V (ρmax, x) = 0 et ∂V
∂ρ
6 0 (plus la 
on
entrationagrégée est élevée, plus la norme du ve
teur vitesse est faible).En outre, Hughes dé�nit une fon
tion 
onfort G qui exprime l'évitement des zonesde 
on
entration élevée. La fon
tion potentiel doit satisfaire l'équation suivante :

‖λ(t, x)‖−1
2 = G(ρ(x, t), x)V (ρ(x, t), x). Il s'agit de l'équation Eikonale, 
as parti
u-lier de l'équation de Hamilton-Ja
obi, une solution numérique appro
hant la solutionde vis
osité est don
 naturellement 
hoisie ([HWZ+09℄). La fon
tion G est 
enséevéri�er G(ρ) > 1 et ∂G

∂ρ
> 0. Cette dernière 
ondition ne semble pas raisonnable.La reprise du modèle dans [HWZ+09℄ a pré
isé qu'en fait, ‖λ(t, x)‖2 représente le
oût de dépla
ement en (t, x). Puisque le 
oût de dépla
ement doit être une fon
tion
roissante de la 
on
entration, la bonne 
ondition à imposer à la fon
tion G est :

∂G
∂ρ
6 0.Le modèle est étendu à plusieurs types de piétons. Comme dans le modèle de lase
tion 2.2.2, 
'est la 
on
entration agrégée qui est prise en 
ompte.2.3 Con
lusionNous avons présenté les di�
ultés de la modélisation bidimensionnelle ainsi que lesmodèles existants. Nous allons nous appuyer sur 
ela pour essayer d'orienter 
ettethèse et faire des 
hoix. 76



Cas statique.Les modèles statiques supposent que les usagers ont déjà l'information sur les 
ondi-tions de 
ir
ulation. Le but est de re
her
her un optimal pour l'a�e
tation. Chaquemodèle traite les débits plus 
omme un jeu mathématique que 
omme un problèmede transport : les débits ne sont pas pris en 
ompte en tant que tels, exa
tement,
'est la demande de débit qui est traitée. La 
hute de 
apa
ité due à la 
ongestionn'est pas modélisée. De plus, les modèles existants ne prennent pas en 
ompte les
ontraintes du réseau : la géométrie et la 
apa
ité. Le modèle de Tagu
hi et Iri [TI82℄présente une physique du tra�
 plus pro
he de la réalité, en empê
hant les débitsde dépasser la 
apa
ité des voies en tout point du réseau, et en tenant 
ompte dela géométrie sous-ja
ente du réseau. Les 
oûts de 
ongestion sont donnés par les
oe�
ients de Kuhn et Tu
ker asso
iés aux 
ontraintes de 
apa
ité : il faudra adap-ter la théorie des graphes vers un 
ontinuum. Les di�
ultés à prévoir sont 
ellesliées à l'existen
e de 
es 
oe�
ients et 
elles des 
ritères donnant leur uni
ité. Lesillustrations des modèles sont systématiquement données dans des réseaux isotropes.L'hypothèse de l'isotropie empê
he le traitement 
orre
t de la physique du tra�
 :dans un milieu isotrope, il est impossible de traiter di�éremment deux �ots oppo-sés et deux �ots de même sens, alors que 
es deux situations de tra�
 ne 
hargentpas le réseau de la même façon. Une amélioration des modèles est don
 la prise en
ompte de l'anisotropie du réseau pour rendre possible un traitement di�érent des�ots opposés et des �ots de même sens.Cas dynamique.On devrait pouvoir avoir une idée de la dynamique à grande é
helle en essayantd'adapter les 
on
epts d'o�re et de demande. Il faudra faire une étude qui n'estpas de l'optimisation globale, mais mieux, une sorte d'é
oulement lo
al, 
'est-à-direquelque 
hose qui ressemble au modèle ma
ros
opique unidimensionnel, mais adaptéau 
as bidimensionnel. Pour 
ela, il nous faut trouver les 
onditions qui permettentl'a�e
tation du tra�
. On peut supposer que les usagers 
her
hent à maximiser leurvitesse lo
ale. La question des 
oûts de 
ongestion est plus déli
ate. On peut espérerun modèle qui en tienne 
ompte en l'estimant au fur et à mesure, puisqu'on peutvoir � en dire
t � la manière dont les véhi
ules se répartissent sur le réseau. La 
a-pa
ité en phase dynamique n'est pas �xe. Elle peut varier selon plusieurs fa
teurs(in
idents, intempéries). En outre, on peut observer des phénomènes de 
hute de 
a-pa
ité (la 
apa
ité d'é
oulement d'une route en situation �uide est supérieure à 
elleque l'on obtient lorsqu'une 
ongestion est installée). Dans le 
as d'une modélisationbidimensionnelle, ave
 l'approximation du 
ontinu, on ne peut pas entrer dans 
es
onsidérations, sour
es de trop grandes 
ompli
ations. On prendra la 
apa
ité desvoies 
omme étant �xe et donnée au départ.La question des interse
tions.Au
un modèle ne tient 
ompte des interse
tions. Tout se passe 
omme si les 
on�itsaux interse
tions n'existaient pas, seule 
ompte la 
harge du réseau. Une amélioration77



possible est don
 d'essayer de modéliser les 
on�its à é
helle urbaine.Appro
he sto
hastique.L'introdu
tion d'une perturbation sto
hastique à é
helle ma
ros
opique est une idéepertinente. Elle soulève 
ependant des questions déli
ates. Que doit-on perturber ?Quelle doit être la perturbation ? Nous 
hoisissons de laisser l'aspe
t sto
hastiquede 
�té pour nous 
on
entrer sur la des
ription de l'é
oulement et de l'a�e
tation àpartir d'une physique du tra�
 qu'il nous faudra dé�nir.
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Part IIA stati
 model
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Chapter 3
Stati
 tra�
 assignment with side
onstraints in a dense orthotropi
network
Contents3.1 Road tra�
 on a large and dense urban area . . . . . . . 823.2 Demand fun
tion of 
ommuters . . . . . . . . . . . . . . . 843.3 Network's supply and side 
onstraint fun
tions . . . . . 853.4 Road tra�
 physi
s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 873.5 Formulation of the equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . 893.6 Some 
omments on this orthotropi
 model . . . . . . . . 933.7 Two important properties of the minimizers . . . . . . . 943.8 Approximation of the equilibrium with a smooth for-mulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 963.9 Lagrangian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1003.10 Algorithmi
al aspe
ts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1063.11 Computational aspe
ts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1133.12 Anisotropy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115In this 
hapter, we study a tra�
 assignment problem in a stati
 
ase. It means we
onsider a state of tra�
 
onstant during one hour or two, for instan
e during therush hour. 81



3.1 Road tra�
 on a large and dense urban areaLet us 
onsider a 
ity in a two-dimensional plane. We note the geographi
al surfa
eof this 
ity A. The surfa
e A 
an be identi�ed as a subset of the a�ne spa
e R2. The
ommuters are s
attered in the area A, and try to get to their destination. Thereare M possible destinations for the 
ommuters in the area. We note them Bm, m ∈
{1, . . . ,M}. The tra�
 �ows from all the area to one determined destination are
alled a 
ommodity. Hen
e, there are M 
ommodities on the area A.3.1.1 Distan
e in the networkThe area A is provided with an orthotropi
 network (a set of orthogonal streets),the distan
e between two points A and B of A, whi
h 
oordinates are (xA, yA) and
(xB, yB), is d(A,B) = |xA − xB| + |yA − yB|. This distan
e is 
alled orthotropi
be
ause it de�nes an orthotropi
 s
heme of paths on A. It is indu
ed by the L1norm: ‖(x, y)‖1 = |x|+ |y|. With an orthotropi
 metri
, several paths 
an have thesame distan
e between two points (e.g. the green and red paths on �gure 3.1.a).This is not the 
ase with an isotropi
 metri
, where there is a single shortest pathbetween A and B, the segment [AB] (�gure 3.1.b).

(a) (b)Figure 3.1 - Short distan
e paths between two points. In an orthotropi
 
ase, severalshort distan
e paths 
an exist between two points (a). In an isotropi
 
ase, there is onlyone short distan
e path between two points (b).In the following, we will develop a model with the orthotropi
 metri
. At ea
h point
P of the area, there are four possible travel dire
tions. These dire
tions are noted
ei (or simply i) with i ∈ {1, 2, 3, 4} (�gure 3.2).An anisotropi
 model 
ould be developed as easily with an anisotropi
 metri
 (�gure3.3). In this 
ase, the distan
e between two points is indu
ed by the norm: Nθ(x, y) =82
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Figure 3.2 - Four possible travel dire
tions at ea
h point P .
|x − cos θ

sin θ
y| + 1

sin θ
|y|. If θ = π

2
, we obtain an orthotropi
 network with the distan
eindu
ed by the L1 norm.

θ

Figure 3.3 - Same length paths in an anisotropi
 network, the angle between non paralleldire
tions is θ.3.1.2 Continuum networkThe orthotropi
 network of the area A is viewed as a 
ontinuum. One 
ould imaginean Ameri
an 
ity (like New York, Atlanta, Phoenix et
.) observed from so faraway that it would be impossible to distinguish separately the di�erent roads of thenetwork.Why this approximation? Be
ause the study of a large urban area transportationnetwork with graph theory is very di�
ult to manage. First, the large quantity ofdata ne
essary would be very expensive to implement. Se
ond, the 
omputational83



treatment of these data would be very long, so the tra�
 s
heme 
ould have 
hangedwhen the outputs would be out. Third, the large quantity of information obtainedwould be di�
ult to analyze. Fourth, the sour
es of error asso
iated to ea
h stepof the study would be di�
ult to 
ontrol, e.g. errors of data a
quisition due tothe measuring devi
es on the network. This kind of study would be expensive (inmoney and time) and 
omplex. Then, a reasonable simpli�
ation of the network
onsists in aggregating roads and 
onsider the travel area as a 
ontinuum. Insteadof representing ea
h road by an ar
, we �eliminate� the roads from the mathemati
almodelling and repla
e them by a 
ontinuous medium. The approximation made inthis way 
an be seen as 
oarse. However, the errors of this method are 
lose tothe errors made as studying a big network with graph theory: hundreds of streetrepresented by the same link, hundreds of origins and destinations put together inthe same node, an origin/destination matrix subje
t to many data a
quisition errors.To lighten the notations, ex
ept in se
tions where it will be spe
i�ed, 
oordinates
(x, y) will be repla
ed with x, the Lebesgue measure dxdy of R2 will be denoted dx.If S is a subset of A, the fun
tion 1S is de�ned as:1S : A −→ R

x 7−→
{
1 if x ∈ S
0 if x /∈ S3.2 Demand fun
tion of 
ommutersGiven a destination Bm, the tra�
 generation, or demand from a small area dxaround the point with 
oordinates x, to destination Bm, is the quantity we note

Θm(x)dx. |Θm(x)| is a number of vehi
les per surfa
e unit for the studied timeperiod. Θm(x) is positive over the area A \ Bm (vehi
les emission), and negativeover Bm (vehi
les absorption).3.2.1 Demand fun
tion while getting to a destination (emis-sion)We assume that the demand for ea
h destination is elasti
. It means that for everydestination m and every point x, the demand is a monotoni
 de
reasing fun
tion ofthe travel 
ost τ from the origin x to the destination Bm. The travel 
ost τ fromorigin x to the destination Bm only represents the time 
ost (we assume it doesnot in
lude the transportation 
ost). The demand at point x is set in [0, ζm(x)],where ζm(x) > 0: the demand is generated and 
annot ex
eed a maximum ζm(x)whi
h depends on the network generation possibility (vehi
le exits on x). E
onomists84



represent this fun
tion in a reverse way from engineers, with the time on the y-axisand the demand on the x-axis. For instan
e, they often use a�ne fun
tions as on�gure 3.4.a to represent the demand. For all m and for all x ∈ A \Bm, we note thearea demand fun
tion Dm,x : τ 7→ dm(x)τ + ζm(x), with dm(x) < 0 (as the travel
ost in
reases, the vehi
le emission de
reases).3.2.2 Demand fun
tion into an area of destination (absorp-tion)Commuters aim at rea
hing a destination. We 
an assume that there will be lessvehi
le absorption at the destination pla
e as the lo
al travel 
ost is high. Thedemand fun
tion at destination lo
ations is modelled as in �gure 3.4.b. The demandat point x is set in [γm(x), 0], where γm(x) < 0. It means that the demand isabsorbed, and it 
annot underpass a minimum γm(x), whi
h depends on the networkabsorbtion possibility (vehi
le entran
e on x). For allm and for all x ∈ Bm, we notethe destination demand fun
tion Gm,x : τ 7→ gm(x)τ + γm(x), where gm(x) > 0 (asthe travel 
ost in
reases, there are less vehi
les absorbed at the destination lo
ation).3.2.3 Some remarksWe impose the 
ondition that the fun
tions dm and gm are in L∞(A). So thereexists a real number δ⋆ su
h that max
m=1,...,M

{‖dm‖∞, ‖gm‖∞} 6 δ⋆. This 
onditionwill guarantee the strong 
onvexity of an obje
tive fun
tion (see se
tion 3.10.3) tominimize under 
onstraints with an Uzawa algorithm.We do not impose anything on fun
tions ζm and γm, they 
an be 
hosen in L2(A),or simply in L∞(A), that will not be a relevant fa
t in the mathemati
al study ofthe problem.For sake of simpli
ity, we have 
hosen a�ne demand fun
tions. This point of view
an seem to be quite simplisti
. It is possible to take in pla
e of ea
h Dm,x, astri
tly de
reasing and positive fun
tion on [0, ζm(x)], and in pla
e of Gm,(x), a stri
tlyin
reasing and positive fun
tion on [γm(x), 0]. Then, the only 
ondition to imposewould be that τ 7→ D′
m,x(τ) and τ 7→ G ′m,x(τ) should be bounded regardless of x.3.3 Network's supply and side 
onstraint fun
tionsThe displa
ement s
heme is the result of the 
onfrontation between users' demandand network supply. We have explained what is the demand in se
tion 3.2. Now letus explain what is the network's supply.85
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d
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O

G−1(a) (b)Figure 3.4 - A�ne demand fun
tions. On the travel area (a), vehi
les are emitted,the maximum emission dmax is denoted ζ. At the destination lo
ation (b), vehi
les areabsorbed, the maximum absorption dmin is denoted γ.Roads have some �nite limit of tra�
 �ow, the 
ongestion point being rea
hedwhile �ow getting to this limit. The way to take it into a

ount in a tra�
 modelis to provide roads with upper bound on tra�
 �ows 
alled side 
onstraints orroad 
apa
ity (see [LP95℄). While ignoring these upper bounds, roads 
ould 
arryarbitrarily large volumes of tra�
 in the modelling.We suppose that ea
h point x of the area is provided with a 
apa
ity 
onstraint ondire
tion i, written Ki(x). It means that at point x, the tra�
 �ow of vehi
les thatgo to dire
tion i is bounded by Ki(x). We suppose that ea
h dire
tion i is providedwith a 
ost fun
tion ci be
ause we allow the 
ost to be di�erent for ea
h one ofthe four dire
tion (think about two lanes in one dire
tion and only one lane in theopposite dire
tion). See illustration on �gure 3.5.
cost at x

c
i min

O K
i
 (x) flow to

direction i

to direction i

Figure 3.5 - Cost at point P (x) to dire
tion i. The �ow 
annot ex
eed the road 
apa
ity
Ki(x). 86



3.4 Road tra�
 physi
s3.4.1 Flow 
onservationAt ea
h point x of the network , the ve
tor qm(x) represents the �ow state for
ommodity m. Ve
tor qm(x) is represented with its 
oordinates (q1m(x), q2m(x)),ea
h one of these 
oordinates being expressed in number of vehi
le per length unit(and per hour in the 
ase our stati
 model is built for this period of time).On every dis
 D in
luded in A, the vehi
le 
onservation for ea
h destination mis expressed as ∫∫
D
Θm(x)dx =

∮
∂D
〈qm(x)|~n〉dσ (where ~n is the exterior-orientednormal ve
tor to the 
urve ∂D. If we suppose that the �ow q is C1, with Green-Riemann theorem, we obtain the 
onservation equation in the stati
 
ase: Θm =divqm.3.4.2 Tra�
 load at a pointAs vehi
les in opposite ways do not share the same lane, vehi
les on a way do nothave any in�uen
e on vehi
les of the other way. To illustrate it, one 
an see on�gure 3.6.a that �ows qa and qb whi
h are nearly equal, mainly load dire
tion 1 atpoint P . If we negle
t the small loads to dire
tion 2 and 4, the 
ost 
an be written

c1(‖qa‖ + ‖qb‖). On �gure 3.6.b, the �ows qa and qc mainly load dire
tions 1 and
3 at point P . If we negle
t the small loads to dire
tion 2 and 4, the 
ost 
an bewritten c1(‖qa‖) + c3(‖qc‖).
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(a) (b)Figure 3.6 - Di�erent tra�
 �ows at point P. On (a) and (b), the travel 
osts 
annot bethe same. 87



We 
onsider the two privileged ways on the area. These ways are orthogonal, andgive us four possible dire
tions of travelling. We explain with the example of �gure3.7 how we de�ne the tra�
 load at point P and what is the asso
iated 
ost.The three �ows qA, qB and qC at point P 
an be written as qA = qA1e1 + qA2e2,
qB = qB3e3 + qB2e2 and qC = qC3e3 + qC4e4 where ea
h of the 
oordinates qαj (with
(α, j) ∈ {A,B,C}× {1, 2, 3, 4}) are positive numbers. The tra�
 load at point P isthe four-tuple: 



qA1
qA2 + qB2

qB3 + qC3

qC4


 .The asso
iated travel 
osts at point P (in 
ase ea
h dire
tion i is non 
ongested) isthe four-tuple: 



c1(qA1)
c2(qA2 + qB2)
c3(qB3 + qC3)

c4(qC4)


 .If dire
tion i is 
ongested, it has to be added to ci an over-
ost due to 
ongestion.Then total 
ost at point P (in 
ase ea
h dire
tion i is non 
ongested) 
an be de�nedas C(P, (qA, qB, qC)) = c1(P, qA1) + c2(P, qA2 + qB2) + c3(P, qB3 + qC3) + c4(P, qC4).
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Figure 3.7 - Three di�erent �ows at point P.For a given tra�
 �ow q = (qm)m=1...M , we de�ne the tra�
 load at a point x of the88



area by the four-tuple (∑M
m=1〈qm(x, y)|ei〉+

)
i∈{1,2,3,4}

. The asso
iated travel 
ostsis the four-tuple (ci(∑M
m=1〈qm(x, y)|ei〉+

))
i∈{1,2,3,4}

.3.5 Formulation of the equilibriumFor any real number a, one notes R(a) or simply a+, the quantity max(0, a). Fun
-tion R is 
alled Ramp fun
tion. It is 
onvex (but not stri
tly 
onvex), it is notdi�erentiable at 0, and for all (a, b) ∈ R
2, |R(a)−R(b)| 6 |a− b|.3.5.1 Formal approa
h of the 
onstraint �ows and demandssetThe tra�
 �ows qm and the generation fun
tions Θm we are looking for must satisfy
onstraints due to the network topologi
al properties, the 
apa
ity 
onstraints andthe underlying tra�
 model. There are �ve 
onstraints in all.1. First 
onstraint is the positivity (vehi
les emission) and the upper boundedness(maximum vehi
les emission) of ea
h demand fun
tion Θm at every point ofthe area whi
h is not a destination point: ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ A\Bm, 0 6

Θm(x) 6 ζm(x).2. Se
ond 
onstraint is the negativity (vehi
les absorption) and the lower bound-edness (whi
h 
orrespond to a maximum number of absorbed vehi
les) of ea
hdemand fun
tion Θm at every point of the area whi
h is a destination point:
∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ Bm, γm(x) 6 Θm(x) 6 0.3. Third 
onstraint is the 
apa
ity 
onstraint for ea
h dire
tion i, the tra�
 �owsto dire
tion i 
annot ex
eed it: ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ A,

M∑

m=1

〈qm(x)|ei〉+ 6

Ki(x). This 
onstraint takes into a

ount the network's topology (an orthotrop-i
al network) too.4. Fourth 
onstraint is the �ow 
onservation for every destination: ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈
A, divqm(x) = Θm(x). Writing this 
ondition implies that tra�
 �ows are 
on-sidered ve
tors in R

2, the tra�
 load being 
onstru
ted with positive proje
-tions on ea
h possible dire
tion.5. Fifth 
onstraint is the border 
onditions, the tra�
 �ows go along the boundaryof the area and 
annot 
ross it: ∀m ∈ {1, . . . ,M}, ∀x ∈ ∂A, 〈qm(x)|~n〉 = 0.89



One denotes X0 the set of 
ouples (q,Θ) su
h that:




0 6 Θm(x) 6 ζm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A \Bm (3.1.a)
γm(x) 6 Θm(x) 6 0 ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ Bm (3.1.b)
M∑

m=1

〈qm(x)|ei〉+ 6 Ki(x) ∀i ∈ {1, 2, 3, 4} ∀x ∈ A (3.1.
)divqm(x) = Θm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A (3.1.d)It is relevant to see that we have taken the �fth 
onstraint out of the set X0. Indeed,we are going to �in
orporate� this 
onstraint dire
tly in the fun
tional spa
e wherethe �ow q is. Thus, before des
ribing some properties of X0, the important questionwe have to answer at this point is: whi
h fun
tional spa
es do these fun
tions (thetra�
 �ows and the generation fon
tions) are?3.5.2 Usual Hilbert spa
esIn this se
tion, a point of A is denoted (x, y). Hilbert-Sobolev spa
es are separableHilbert spa
es whi
h �mix� L2 norms and regularity. They give a right framework forour minimization problem under 
onstraints, one these 
onstraints being a partialdi�erential equation.
⋆ The Hilbert spa
e L2(A) =

{
f : A→ R, ||f ||22 =

∫
A
|f |2 <∞

}. Sin
e no 
onfusionis possible, we will write L
2 in pla
e of L2(A).

⋆ The Hilbert-Sobolev spa
eH1(A) =
{
f ∈ L

2/ ∃ g1, g2 ∈ L
2 : ∀φ ∈ C∞c (A)

∫
A
f∂xφ =

−
∫
A
g1φ,

∫
A
f∂yφ = −

∫
A
g2φ
}
. We will write H

1(A) = H
1. For f ∈ H

1, we note
∂xf = g1 and ∂yf = g2. A possible norm (this one de�nes the s
alar produ
t of
H

1) is ||f ||2
H1 = ||f ||22 + ||∂xf ||22 + ||∂yf ||22.

⋆ The Hilbert-Sobolev spa
e H
1
2 (∂A) is the image of H1 by the linear 
ontinuousoperator γ0: γ0(H1) = H

1
2 (∂A), with γ0 de�ned as:

γ0 : H
1 ∩ C(A) −→ L

2(∂A) ∩ C(∂A)
v 7−→ γ0(v) = v|∂A,and extended by 
ontinuity to a linear 
ontinuous operator from H

1 to L
2(∂A),still noted γ0. This operator is 
alled tra
e operator. We will write H 1

2 (∂A) = H
1
2 .The norm ||v||

H
1
2
= inf{||Φ||H1/ γ0(Φ) = v} gives a stru
ture of Hilbert spa
e to

H
1
2 .Its topologi
al dual spa
e is H− 1

2 (∂A), we will write H
− 1

2 .
⋆ The Hilbert-Sobolev spa
eH(div,A) = {σ ∈ (L2)2/ ∃w ∈ L

2 : ∀φ ∈ C∞c (A)
∫
A
σ1∂xφ+

σ2∂yφ = −
∫
A
wφ
}. We will note H(div,A) = H(div). For σ ∈ H(div), we notedivσ = w, and a possible norm (this one de�nes the s
alar produ
t of H(div))90



is ||σ||2
H(div) = ||σ1||22 + ||σ2||22 + ||divσ||22. If we note n the unit normal ve
tor tothe boundary ∂A, external to A, the linear appli
ation γn 
alled normal tra
e, isde�ned as:

γn : H(div) ∩ C(A) −→ H
− 1

2 (∂A) ∩ C(∂A)
σ 7−→ γn(σ) = (σ.n)|∂A,and extended by 
ontinuity to a linear 
ontinuous operator from H(div) to H

− 1
2 ,still noted γn. This operator is 
alled normal tra
e.The important result is the divergen
e theorem: if σ ∈ H(div) and τ ∈ H

1, wehave: ∫∫
A
(divσ)τdxdy + ∫∫

A
〈σ|∇τ〉dxdy = 〈σ.n|γ0(τ)〉

H
− 1

2 ,H
1
2
.

⋆ The Hilbert-Sobolev spa
e H0(div,A) is the adheren
e of C∞c (A) for the norm of
H(div,A). We note it H0(div). An important theorem is that H0(div) = {q ∈
H(div,A), γn(q) = 0}.Nota: it 
ould appear quite arti�
ial to use spa
es with L2 norm instead of more�natural� spa
es with L1 norm in our orthotropi
 
ase. Nevertheless, it is essentialnot to work with L1 norm, we will explain why in se
tion 3.5.4.3.5.3 A Be
kmann-like obje
tive fun
tionA 
ommuter in the 
ity wants to rea
h his destination. The global assignment obeysthe �rst prin
iple of Wardrop [War52℄: the user equilibrium is rea
hed when nouser 
ould 
hange his path without in
rease his travel 
ost. The problem of userequilibrium in a dense and large urban area with an orthotropi
 network viewed asa 
ontinuum 
an be formulated with analogy to the Be
kmann model for graphs[Be
52℄. One denotes J0 : (H0(div))M × (L2)M → R the fun
tion de�ned as:

J0(q,Θ) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x)|ei〉+

0

ci(x, ξ)dξ dx

−
M∑

m=1

[ ∫∫

A\Bm

∫ Θm(x)

0

D−1
m,x(ϑ)dϑ dx+

∫∫

Bm

∫ 0

Θm(x)

G−1
m,x(ϑ)dϑ dx

]
. (3.1)One 
an noti
e that fun
tions D−1

m we 
hose on �gure 3.4 do not �t. Fun
tions of�gure 3.8 will be used instead of them. Su
h two inverse demand fun
tions do nothave any physi
al sense, they are just a way to build 
orre
tly the fun
tion J0 onits de�nition domain (H0(div))M × (L2)M , from a mathemati
al point of view.91
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G−1(a) (b)Figure 3.8 - Area and Destination demand fun
tions for the mathemati
al study.3.5.4 Minimization problemThe minimization problem is P:
P : min

(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ) (3.2)It is relevant at this point to explain why the minimum of problem (2) exists. Thefun
tion J0 to minimize is 
onvex. Moreover, the 
ouples (q,Θ) are in the non-empty (it 
ontains (0, 0)) 
losed 
onvex set X0 de�ned by the 
onstraints. Theset X0 is bounded: ∀(q,Θ) ∈ X0, ‖(q,Θ)‖2(H0(div))M×(L2)M 6 2
∑M

m=1(‖ζm1A\Bm
+

γm1Bm
‖2L2) + 2M

∑4
i=1 ‖Ki‖2L2.We now use generi
al properties of separable Hilbert spa
es. If we 
onsider a min-imizing sequen
e of J0 in X0, as X0 is bounded, by using the Cantor's diagonalargument, we 
an extra
t a sub-sequen
e that 
onverges towards (q̄, Θ̄). As X0 is
onvex and 
losed for the strong topology, it is 
losed for the weak topology. Hen
e

(q̄, Θ̄) ∈ X0. The fun
tion to minimize is 
ontinuous for the strong topology (
om-position with 
ontinuous fun
tions), it is then 
ontinuous for the weak topology, andwe have min
(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ) = J0(q̄, Θ̄). Then, (q̄, Θ̄) is a minimizer of problem P(2). This proves the existen
e of the minimizer.Nota: in Sobolev spa
es with norm L1, we 
ould not have proved the existen
e of theminimizer with the argument above, be
ause these spa
es are not re�exive. In thistype of spa
es, a 
onsequen
e of the Kakutani's theorem (e.g. see [Bré83℄) is that a
losed bounded 
onvex set is not weakly 
ompa
t. We have avoided this di�
ultyby this way: as A is bounded, Hölder inequality implies that for all 1 < p < ∞,
Lp(A) ⊂ L1(A). Then, instead of working on Sobolev spa
es with L1 norm asnaturally expe
ted, it is possible to work in Sobolev spa
es with Lp norm (though itdoes not have any physi
al sense). These spa
es are all re�exive spa
es, hen
e theygive us the existen
e of a minimizer for the obje
tive fun
tion. We 
hose to work inHilbert-Sobolev spa
es (p = 2) for the 
lassi
al reason that they are provided witha s
alar produ
t, whi
h give the property of proje
tion onto 
losed 
onvex sets.92



3.6 Some 
omments on this orthotropi
 modelThe main model approximation 
on
erns interse
tion 
on�i
ts for orthogonal tra�
�ows. The model behaves as if orthogonal tra�
 �ows did not intera
t.3.6.1 A 
omparison with previous modelsAt ea
h point x of the area, the term for isotropi
 model (see e.g. [YYI94, Won98℄):
∫ ∑M

m=1 ||qm(x)||2

0

c(x, ξ)dξ, (3.3)is repla
ed in our orthotropi
 model by:
4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x)|ei〉+

0

ci(x, ξ)dξ. (3.4)In the isotropi
al term (3.3), at any point, all the �ows are summed: ∑M
m=1 ||qm(x)||2.On one hand, it is quite natural if we 
onsider that two opposite �ows of tra�
 donot 
an
el out ea
h other. On the other hand, two opposite �ows of tra�
 do notload this point by a simple addition, as far as this sum 
ould lead to the saturationof the network at this point by ex
eeding the 
apa
ity, while ea
h of the opposite�ows do not overtake this 
apa
ity.In the orthotropi
al term (3.4), at any point, ea
h dire
tion i is loaded regardless ofthe others by ∑M

m=1〈qm(x)|ei〉+, and then we sum over the four dire
tions. But, ifopposite tra�
 �ows do not intera
t, orthogonal tra�
 �ows generate 
on�i
ts. Inour orthotropi
 model, orthogonal �ows are treated exa
tly like opposite �ows, as ifthey didn't have any intera
tion. To a

ept this point of view as reasonable, we 
anadvan
e two main arguments. First, the interse
tions of urban areas are generallyregulated by tra�
 lights. Se
ond, the interse
tions whi
h are not regulated bytra�
 lights 
annot be 
rossed by vehi
les that would like to enter saturated street(like in Paris). To take better into a

ount the interse
tion 
on�i
ts, it is thenpossible to drop the 
apa
ity 
onstraints. This is what we prove in the next se
tion.3.6.2 Tra�
 light regulationAt a point P with a 
rossroads, a tra�
 light regulation 
y
le is made up of:
⋆ a 
omplete red phase (Red), while all dire
tions are under red light,93



⋆ a green phase for opposite dire
tions 1 and 3 (Green1,3), while opposite dire
tions
2 and 4 are under red light,

⋆ a green phase for opposite dire
tions 2 and 4 (Green2,4), while opposite dire
tions
1 and 3 are under red light.Then, the theoreti
al 
apa
ities Kth

1 (P ), Kth
2 (P ), Kth

3 (P ), Kth
4 (P ), should be re-pla
ed by the pra
ti
al 
apa
ities:

Kpr
1 (P ) =

Green1,3K
th
1 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

, Kpr
3 (P ) =

Green1,3K
th
3 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

,

Kpr
2 (P ) =

Green2,4K
th
2 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

, Kpr
4 (P ) =

Green2,4K
th
4 (P )Red +Green1,3 +Green2,4

.The important point here is that this side 
onstraints model �
ontains� the interse
-tion 
apa
ity 
onstraints. In other words, the tra�
 physi
s des
ribed by this modelis not 
hanged be
ause of interse
tions when they are regulated by tra�
 light.3.7 Two important properties of the minimizersIn this se
tion, we prove two relevant 
onservation properties of problem P (2)minimizers. Same type of results 
ould have been proved in [YYI94, Won98℄ by thesame way. We note J0(q,Θ) = Γ(q) + Υ(Θ), with
Γ(q) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x)|ei〉+

0

ci(x, ξ)dξ dxand
Υ(Θ) = −

M∑

m=1

[ ∫∫

A\Bm

∫ Θm(x)

0

D−1
m,x(ϑ)dϑ dx+

∫∫

Bm

∫ 0

Θm(x)

G−1
m,x(ϑ)dϑ dx

]
.If f is a stri
tly in
reasing fun
tion, then u 7→

∫ u
0
f is a stri
tly 
onvex fun
tion.Then, fun
tion Υ is stri
tly 
onvex. Moreover, if f is a positive fun
tion, u 7→ ∫ u

0
fis in
reasing too. Then, fun
tion Γ is 
onvex (but not stri
tly 
onvex as the Rampfun
tion is only 
onvex). 94



3.7.1 Conservation of the generation fun
tionLet us 
onsider two minimizers (q∗,Θ∗) and (q̄, Θ̄). We are going to prove that
Θ∗ = Θ̄ almost everywhere on A.Let us state a parameter t ∈]0, 1[. As the set X0 is 
onvex, t(q∗,Θ∗)+(1− t)(q̄, Θ̄) ∈
X0. Then Γ(tq∗ + (1− t)q̄) 6 tΓ(q∗) + (1− t)Γ(q̄).Now, let us examine the term Υ(tΘ∗ + (1 − t)Θ̄). Let us suppose by 
ontradi
tionthat Θ∗ 6= Θ̄. In this 
ase, Υ(tΘ∗ + (1− t)Θ̄) < tΥ(Θ∗) + (1− t)Υ(Θ̄).Then J0

(
t(q∗,Θ∗) + (1− t)(q̄, Θ̄)

)
< tΓ(q∗) + (1− t)Γ(q̄) + tΥ(Θ∗) + (1− t)Υ(Θ̄),the se
ond term of the inequality being equal to min

(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ).So we have found an element t(q∗,Θ∗) + (1 − t)(q̄, Θ̄) ∈ X0 whi
h would be a�better� minimizer on X0 of the fun
tional J0, than those we already had. It provesa 
ontradi
tion. Ne
essarily, Θ∗ = Θ̄ almost everywhere on A.3.7.2 Conservation of the tra�
 loadIn this se
tion, we are going to prove that two minimizing �ows give the same tra�
load at almost every point of the area A.Let us 
onsider two minimizers (q∗,Θ∗) and (q̄, Θ̄). From se
tion 3.7.1, we alreadyknow that Θ∗ = Θ̄. Let us state a parameter t ∈]0, 1[, (tq∗ + (1 − t)q̄, Θ̄) ∈ X0.Fun
tion Γ is 
onvex, we suppose by 
ontradi
tion that there exists i0 ∈ {1, 2, 3, 4}and a measurable subset E ⊂ A su
h that |E| > 0 su
h that:
∀x ∈ E,

M∑

m=1

〈q∗m(x)|ei0〉+ 6=
M∑

m=1

〈q̄m(x)|ei0〉+.Then, for every x ∈ E, as the fun
tion u 7→ ∫ u
0
ci0(x, y, ξ)dξ is stri
tly 
onvex and asthe Ramp fun
tion is 
onvex:

∫ ∑M
m=1〈tq∗m(x)+(1−t)q̄m(x)|ei0 〉+

0

ci0(x, ξ)dξ

6

∫ t
∑M

m=1〈q∗m(x)|ei0〉++(1−t)
∑M

m=1〈q̄m(x)|ei0〉+

0

ci0(x, ξ)dξ

< t

∫ ∑M
m=1〈q∗m(x)|ei0 〉+

0

ci0(x, ξ)dξ + (1− t)
∫ ∑M

m=1〈q̄m(x)|ei0 〉+

0

ci0(x, ξ)dξ.As a 
onsequen
e, we obtain that Γ(tq∗ + (1 − t)q̄) < tΓ(q∗) + (1 − t)Γ(q̄), whi
hmeans that J0

(
tq∗ + (1 − t)q̄, Θ̄

)
< min

(q,Θ)∈X0

J0(q,Θ). It proves the 
ontradi
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tion. We 
on
lude that ne
essarily, for every i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∑M
m=1〈q∗m(x)|ei〉+ =∑M

m=1〈q̄m(x)|ei〉+ almost everywhere on A.Nota: for every destination m, it is worth observe that we 
an't say nothing aboutthe 
url of qm (
urlqm = ∇ ∧ qm). It would have been very useful to know that
urlqm = 0, as far as with the 
ondition divqm = Θm, it would have given a goodintegral representation of qm. Nevertheless, there is no reason why 
urlqm should beequal to zero. If we 
onsider two di�erent paths in A with same origin and samedestination m, the union of these two paths de�nes a 
urve C. Suppose that oneof the two paths is used by vehi
les whi
h go to destination m and suppose thatthe other path is not used by them. The integral ∮
C
〈qm(x)|~t〉dσ (where ~t is thetangential ve
tor to the 
urve) should not be equal to zero.

3.8 Approximation of the equilibrium with a smoothformulation3.8.1 Smooth fun
tions and mere propertiesAs noti
ed before, the Ramp fun
tion is not di�erentiable. In the sequel, we willuse smooth fun
tions rǫ to approximate the Ramp fun
tion, so we will be able toderive the obje
tive fun
tion. The parameter ǫ > 0 is bound to tend towards 0 (see�g (3.9)). This parameter 
an be 
hosen in a 
ountable set (e.g. { 1
n
, n ∈ N

∗}). Let'sstate ǫ > 0.
⋆ For every x ∈ R, rǫ(x) = 1

2

(
x+(x2+ǫ2)

1
2

). The fun
tion rǫ is a smooth monotoni
in
reasing and stri
tly 
onvex fun
tion. The sequen
e of fun
tion (rǫ)ǫ>0 
onvergesuniformly towards the ramp fun
tion R on R, with 0 6 rǫ(x)−R(x) 6 ǫ
2
for every

x ∈ R. The notation is 
onsistent be
ause R = r0. It is relevant to add that forevery 0 6 ǫ1 < ǫ2, and for all x ∈ R, we have the useful relation 0 < rǫ2(x) −
rǫ1(x) 6

ǫ2−ǫ1
2

. Moreover, we note that for all (a, b) ∈ R
2, |rǫ(a)− rǫ(b)| 6 |a− b|.

⋆ r′ǫ(x) =
1
2

(
1 + x(x2 + ǫ2)−

1
2

). The fun
tion r′ǫ is a 
ontinuous monotoni
 in
reas-ing fun
tion. For every 0 < ǫ1 < ǫ2, 0 < r′ǫ2 < r′ǫ1 < 1. For every x ∈ R,
limǫ→0+ r

′
ǫ(x) = H(x) (pointwise 
onvergen
e towards the Heaviside step fun
tion

H de�ned by H(a) = 0 for every a < 0, H(0) = 1
2
, H(a) = 1 for every a > 0).96
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Figure 3.9 - Ramp fun
tion R : x 7→ max(0, x) (blue) and its approximation rǫ : x 7→
1
2

(
x+ (x2 + ǫ2)

1
2

) (green).3.8.2 The new problemFor every ǫ > 0, one denotes Jǫ : (H0(div))M × (L2)M → R the fun
tion de�ned as:
Jǫ(q,Θ) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1 rǫ(〈qm(x)|ei〉)

0

ci(x, ξ)dξ dx

−
M∑

m=1

[ ∫∫

A\Bm

∫ Θm(x)

0

D−1
m,x(ϑ)dϑ dx+

∫∫

Bm

∫ 0

Θm(x)

G−1
m,x(ϑ)dϑ dx

] (3.5)The fun
tion Jǫ is an approximation of J0 when ǫ is near 0. The minimizationapproximated problem is Pǫ:
Pǫ : min

(q,Θ)∈Xǫ

Jǫ(q,Θ) (3.6)where Xǫ is the subset of (H0(div))M×(L2)M de�ned by (only the inequation (3.1.
)is 
hanged into (3.6.
), the others remaining the same):




0 6 Θm(x) 6 ζm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A \Bm (3.6.a)
γm(x) 6 Θm(x) 6 0 ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ Bm (3.6.b)
M∑

m=1

rǫ(〈qm(x)|ei〉) 6 Ki(x) +M
ǫ

2
∀i ∈ {1, 2, 3, 4} ∀x ∈ A (3.6.
)divqm(x) = Θm(x) ∀m ∈ {1, . . . ,M} ∀x ∈ A (3.6.d)97



Let us remark that the notations are 
onsistent: if take ǫ = 0 in the expressionsof Jǫ and Xǫ, we obtain exa
tly J0 and X0. The main fa
t is that for a given
ǫ > 0, the fun
tional Jǫ is stri
tly 
onvex and smooth on (H0(div))M × (L2)M . Wenote (qǫ,Θǫ) its unique minimum on Xǫ (the existen
e of the minimum on Xǫ 
anbe obtained as in the end of se
tion 3.5.4, the uniqueness being given with the stri
t
onvexity property).Let us de�ne Fǫ as the representative 
onstraints fun
tional: for every (q,Θ) ∈
(H0(div))M × (L2)M , Fǫ(q,Θ) = (F 1

ǫ (Θ),F 2
ǫ (Θ),F 3

ǫ (Θ),F 4
ǫ (Θ),F 5

ǫ (q),F
6
ǫ (q,Θ))where: 




F 1
ǫ (Θ) = −Θ

F 2
ǫ (Θ) = Θ− ζ

F 3
ǫ (Θ) = γ −Θ

F 4
ǫ (Θ) = Θ

F 5
ǫ (q) =

∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉)−Ki −M ǫ

2

F 6
ǫ (q,Θ) = divq −Θ3.8.3 Properties of the new obje
tive fun
tionLet's enoun
e some simple results:1. Let us state ǫ > 0. As R = r0 6 rǫ, for all (q,Θ) ∈ (H0(div))M × (L2)M ,

J0(q,Θ) 6Jǫ(q,Θ).2. For all (q,Θ) ∈ (H0(div))M × (L2)M , lim
ǫ→0+

Jǫ(q,Θ) = J0(q,Θ) (pointwise
onvergen
e). In the sequel, as all limits will be taken when ǫ → 0+, we willsimply write �lim� instead of � lim
ǫ→0+

�.3. For all ǫ > 0, the fun
tion Jǫ is stri
tly 
onvex on (H0(div))M × (L2)M andthe set Xǫ is a 
losed 
onvex bounded subset of (H0(div))M × (L2)M . So theapproximated problem Pǫ (3.6) has a unique solution denoted (qǫ,Θǫ).4. X0 = ∩ǫ>0Xǫ.5. Let us state 0 6 ǫ1 < ǫ2. We are going to prove that Xǫ1 ⊂ Xǫ2 . Let us
onsider a 
ouple (q,Θ) ∈ Xǫ1. The only thing to prove is:
∀i ∈ {1, 2, 3, 4},

M∑

m=1

rǫ2(〈qm(x)|ei〉) 6 Ki(x) +M
ǫ2
2

a.e. inA.Let us state i ∈ {1, 2, 3, 4} and m ∈ {1, . . . ,M}. Almost everywhere in A:
rǫ2(〈qm(x)|ei〉) = rǫ1(〈qm(x)|ei〉) + rǫ2(〈qm(x)|ei〉)− rǫ1(〈qm(x)|ei〉)

6 rǫ1(〈qm(x)|ei〉) + ǫ2−ǫ1
2
.98



Then we sum and we obtain exa
tly the inequality we wanted to prove. So
(q,Θ) ∈ Xǫ2, and Xǫ1 ⊂ Xǫ2. This is a property of de
reasing monotony of the
apa
ity sets when ǫ tends to zero.3.8.4 The new problem is an approximated problemIn this se
tion, we brie�y prove that the sequen
e (qǫ,Θǫ) is a minimizing sequen
eof J0. Let us state (q∗,Θ∗) ∈ X0 su
h that min

X0

J0 = J0(q
∗,Θ∗). We want toprove that limJ0(qǫ,Θǫ) = J0(q∗,Θ∗).Let us state ǫ > 0. As X0 ⊂ Xǫ, (q∗,Θ∗) ∈ Xǫ. But we don't know if (qǫ,Θǫ) is anelement of X0, hen
e we 
annot 
ompare J0(qǫ,Θǫ) and J0(q∗,Θ∗). It 
an only bewritten: Jǫ(q∗,Θ∗) >Jǫ(qǫ,Θǫ). Then:

Jǫ(q∗,Θ∗) >J0(qǫ,Θǫ) (3.7)Thus:
J0(q∗,Θ∗) = limJǫ(q∗,Θ∗)

= limJǫ(q∗,Θ∗)

> limJ0(qǫ,Θǫ) (with inequality (3.7))
> limJ0(qǫ,Θǫ).If we demonstrate that limJ0(qǫ,Θǫ) >J0(q∗,Θ∗), the result will be proved.First step:every weakly 
onvergent extra
ted sequen
e of (qǫ,Θǫ)ǫ has a limit in X0. Proof by
ontradi
tion: suppose the limit (ql,Θl) is not in X0 = ∩ǫXǫ, then there exists ǫ0su
h that (ql,Θl) ∈ XC

ǫ0
. With the 
onstraints sets property of de
reasing monotony,for every ǫ < ǫ0, (qǫ,Θǫ) ∈ Xǫ0. As Xǫ0 is a 
losed 
onvex set, it is 
losed for theweak topology, so (ql,Θl) ∈ Xǫ0, whi
h gives the 
ontradi
tion.Se
ond step:the fun
tional J0 is 
onvex and 
ontinuous (then it is lower semi-
ontinuous) forthe strong topology and thus for the weak topology on Xǫ0. Then, the property ofsequential weak lower semi-
ontinuity (e.g. see [Bré83℄) gives us that J0(ql,Θl) 6

limJ0(qǫ,Θǫ).Third step:suppose by 
ontradi
tion that limJ0(qǫΘǫ) = J0(q∗,Θ∗)− η with η > 0. It meansthat ∀ǫ > 0, ∃a ∈]0, ǫ[ /J0(qa,Θa) 6 J0(q∗,Θ∗) − η
2
. Then we 
an extra
t a sub-sequen
e again denoted (qǫ,Θǫ) su
h that J0(qǫ,Θǫ) 6 J0(q∗,Θ∗) − η

2
. We 
ansuppose this subsequen
e is in X 2

M
for instan
e (even if it means removing the �rst99



terms of the subsequen
e). As this set is bounded, there exists a subsequen
e that
onverges weakly to an element (ql,Θl).Fourth step:every weakly 
onvergent subsequen
e of (qǫ,Θǫ) has its limit in X0 (see First step).Then J0(q∗,Θ∗) = min
X0

J0 6J0(ql,Θl) 6 limJ0(qǫ,Θǫ) 6J0(q∗,Θ∗)− η
2
, whi
hgives the 
ontradi
tion. Hen
e, the result is proved.We 
on
lude this se
tion saying that problem P (2) 
an be approximated by problem

Pǫ. Working with the approximated problem Pǫ (3.6) is easier be
ause fun
tion rǫand thus Jǫ is di�erentiable. Then it is possible to use general theory for 
onvexoptimization. For a value of ǫ su�
iently small, the 
ouple (qǫ,Θǫ) is 
onsidered asan approximation of the solution of problem P (2). More pre
isely, the minimizer�ow qǫ is an approximation of a possible tra�
 �ow. The relevant feature will bethe load on the 
ontinuum network given by this �ow.3.9 Lagrangian3.9.1 De�nitionFor every:
(q,Θ) ∈ (H0(div))M × (L2)M ,for every:

(φ, ϕ, χ, ψ) ∈ ΠM
l=1L

2(A \Bm)×ΠM
l=1L

2(A \Bm)×ΠM
l=1L

2(Bm)×ΠM
l=1L

2(Bm),for every:
(λ, µ) ∈ (L2)4 × (L2)M ,
onsider the Lagrangian Lǫ of problem Pǫ (3.6):

Lǫ(q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ) = Jǫ(q,Θ) +
〈
φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ

∣∣∣Fǫ(q,Θ)
〉
, (3.8)where 〈 ∣∣∣ 〉 is the s
alar produ
t in ΠM

l=1L
2(A\Bm)×ΠM

l=1L
2(A\Bm)×ΠM

l=1L
2(Bm)×

ΠM
l=1L

2(Bm)× (L2)4 × (L2)M : 100



〈
φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ

∣∣∣Fǫ(q,Θ)
〉
=

M∑

m=1

∫∫

A\Bm

[
φm
(
−Θm

)
+ ϕm

(
Θm − ζm

)]
dx

+
M∑

m=1

∫∫

Bm

[
χm
(
γm −Θm

)
+ ψmΘm

]
dx

+

∫∫

A

4∑

i=1

λi
( M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)−Ki −M
ǫ

2

)
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

µm
(divqm −Θm

)
dx . (3.9)Variables (q,Θ) are said to be primal variables of LagrangianLǫ. Variables (φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ)are said to be dual variables of Lagrangian Lǫ.3.9.2 Regular saddle point of the LagrangianThe nine-uplet (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ) is said to be a regular saddle point of thelagrangian Lε if:

⋆ µǫ ∈ (H1)M , that is why we 
all the saddle point regular : we want more than
µǫ ∈ (L2)M be
ause in a next step, we will use Green formula with µǫ to obtainsaddle point properties;

⋆ φǫ > 0, ϕǫ > 0, χǫ > 0, ψǫ > 0, λǫ > 0, (there is no sign 
ondition on µǫ be
ause itis asso
iated to an equality 
onstraint);
⋆ for all (q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ) su
h that φ > 0, ϕ > 0, χ > 0, ψ > 0, λ > 0:

Lǫ(qǫ,Θǫ,φ,ϕ,χ,ψ,λ,µ)6Lǫ(qǫ,Θǫ,φǫ,ϕǫ,χǫ,ψǫ,λǫ,µǫ)6Lǫ(q,Θ,φǫ,ϕǫ,χǫ,ψǫ,λǫ,µǫ). (3.10)3.9.3 Properties of the regular saddle pointIf (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ) is a regular saddle point, with 
lassi
al features (see[All05℄):
⋆ (qǫ,Θǫ) ∈ Xǫ.
⋆
〈
φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ

∣∣∣Fǫ(qǫ,Θǫ)
〉
= 0.101



⋆ (qǫ,Θǫ) is the minimum of Jǫ onXǫ. (Hen
e the notation (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ)is 
onsistent).
⋆ As the obje
tive fun
tion and the 
onstraints fun
tions are di�erentiable, ∀(q̂, Θ̂) ∈
(H0(div))M × (L2)M , D(q,Θ)Lǫ

(
(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs) | (q̂, Θ̂)

)
= 0.

3.9.4 Existen
e and uniqueness of a regular saddle pointThe problem of existen
e and uniqueness of a regular saddle point is not guaran-teed, the problem is not well-posed. The existen
e of a saddle point is a di�
ultproblem the 
ase of general Hilbert spa
es with 
onvex 
onstraints (see [CLRM01℄).It is possible to �nd a saddle point in an approximated sense in a parti
ular 
ase(see [Mau03℄), but the te
hniques involved 
annot be used with problem Pǫ (3.6).In a spa
e-dis
retized version, problem Pǫ (3.6) 
an admit a saddle point as longas 
onstraints verify quali�
ation properties. There are a few types of quali�
a-tion properties. Some of them give also the uniqueness of the saddle-point. Thesequali�
ation 
onstraints are di�
ult to adapt from �nite dimension optimizationproblems to in�nite dimension ones. For this reason, we will suppose in the sequelthe existen
e of su
h a saddle point. However, there is no reason to suppose theuniqueness.
3.9.5 Relations between primal and dual variables at a regu-lar saddle pointFrom se
tion 3.9.3, a regular saddle point (qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ) is a solution ofequation:

∀(q̂, Θ̂), D(q,Θ)Lǫ

(
qǫ,Θǫ, φǫ, ϕǫ, χǫ, ψǫ, λǫ, µǫ | q̂, Θ̂

)
= 0,102



with:
D(q,Θ)Lǫ

(
q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ | q̂, Θ̂

)
=

∫∫

A

4∑

i=1

ci

(
x,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)
) M∑

m=1

hǫ(〈qm|ei〉)〈q̂m|ei〉 dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

Θ̂m

[(
−D−1

m (Θm)− φm + ϕm

)1A\Bm
+
(
G−1
m (Θm)− χm + ψm

)1Bm

]
dx

+

∫∫

A

4∑

i=1

λi

M∑

m=1

hǫ(〈qm|ei〉)〈q̂m|ei〉 dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

µm

(divq̂m − Θ̂m

)
dx . (3.11)Rearranging the terms and using the Green-Riemann formula with µ ∈ (H1)M :

∀m
∫∫
A

〈∇µm|q̂m〉dx+
∫∫
A

µmdivq̂mdx =
∮
δA

µm〈q̂m|~n〉dσ

= 0.Equality (3.11) 
an be rewritten into
D(q,Θ)Lǫ

(
q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ | q̂, Θ̂

)
=

∫∫

A

M∑

m=1

〈
q̂m

∣∣∣∣ +
4∑

i=1

[
λi + ci

(
x,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)
)]
hǫ(〈qm|ei〉)ei −∇µm

〉
dx

+

∫∫

A

M∑

m=1

Θ̂m

[(
−D−1

m (Θm)−φm+ϕm−µm
)1A\Bm

+
(
G−1
m (Θm)−χm+ψm−µm

)1Bm

]
dx .(3.12)Now let us set m. For q̂m =

∑4
i=1

[
λǫ,i + ci

(
x,
∑M

m=1 rǫ(〈qǫ,m|ei〉)
)]
hǫ(〈qǫ,m|ei〉)ei −

∇µǫ,m, q̂l = 0 ∀l 6= m and Θ̂ = 0 (to avoid the integral on the boundary ∂A anyway,we 
an use a sequen
e q̂(n)m ∈ C∞c that 
onverges to this q̂m with the topology of thenorm || · ||H1×H1) we obtain that:
∀m,

4∑

i=1

[
λǫ,i + ci

(
x,

M∑

m=1

rǫ(〈qǫ,m|ei〉)
)]
hǫ(〈qǫ,m|ei〉)ei = ∇µǫ,m . (3.13)103



With same types of arguments, we dedu
e that for all m:
−D−1

m (Θǫ,m)− φǫ,m + ϕǫ,m − µǫ,m = 0 onA \Bm , (3.14)
G−1
m (Θǫ,m)− χǫ,m + ψǫ,m − µǫ,m = 0 onBm . (3.15)

3.9.6 Gradient interpretationFun
tions µǫm 
an be seen as 
ost potential fun
tions while fun
tions λǫi 
an be seenas over
ost fun
tions.In the arti
les [YYI94, Won98, YW00, HWYL05, HWL06℄, whi
h 
on
ern an isotropi
model, for every destination m, the gradient of 
ost potential fun
tions is parallelwith same dire
tion to the �ow. In the orthotropi
 model of this 
hapter, thisproperty does not stand.At a point x, the physi
al signi�
ation of ve
tor qǫm(x) is given by qǫm(x) =∑4
i=1〈qǫm(x)|e1〉+ei. If the vehi
les whi
h are bound for destination m move with a�ow qǫm(x), a part of them will use a path parallel to the x-axis and the other partwill use a path parallel to the y-axis. The only thing that 
an be said is that ve
tor

∇µǫm(x) is in the same se
tor as qǫm(x): for every destination m, the �ow qǫm(x)loads the dire
tion(s) where the tra�
 of this �ow divides itself into. In 
ase theve
tor qǫm(x) would be parallel to the x-axis or the y-axis, as hǫ(0) = 0, the ve
tor
∇µǫm(x) would be parallel with same dire
tion as qǫm(x).
3.9.7 Used/unused paths 
ostsIn this se
tion, a point of A is denoted (x, y). The sign fun
tion is de�ned assgn(a) = −1 for every a < 0, sgn(0) = 0 and sgn(a) = 1 for every a > 0. For everyreal a, sgn(a) = H(a)−H(−a).First, prove that all used paths between an origin O and a destination m have the104



same 
ost. The travel 
ost on su
h a path is:Cost(used p,m) =
∫

p

[
λǫ,1 + c1

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e1〉)
)]
hǫ(〈qǫ,m|e1〉)|dx|

+

∫

p

[
λǫ,2 + c2

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e2〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e2〉)|dy|

+

∫

p

[
λǫ,3 + c3

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e3〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e3〉)|dx|

+

∫

p

[
λǫ,4 + c4

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e4〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e4〉)|dy| . (3.16)With fun
tions rǫ and hǫ, the 
ost of small 
oordinates of the �ow are under-estimated. By noti
ing that at any (x, y) on the used path p one has: |dx| =sgn(〈qǫ,m(x, y)|e1〉)dx and |dy| = sgn(〈qǫ,m(x, y)|e2〉)dy, we 
an write the previous
ost as: Cost(used p,m) =

∫

p

[
λǫ,1 + c1

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e1〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e1〉)dx

+

∫

p

[
λǫ,2 + c2

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e2〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e2〉)dy

−
∫

p

[
λǫ,3 + c3

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e3〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e3〉)dx

−
∫

p

[
λǫ,4 + c4

(
x, y,

M∑

m=1

rǫ(〈qm|e4〉)
)]
hǫ(〈qǫm|e4〉)dy . (3.17)Then, Cost(used p,m) =

∫

p

〈
∇µǫ,m

∣∣∣ dx
dy

〉
= µǫ,m(Dm)− µǫ,m(O) (3.18)The 
ost of used paths is the same.Se
ond, prove that unused paths between the origin O and the destination m aremore expensive than used paths. For any unused path p, sin
e 〈qǫ,m(x, y)|e1〉e1 
anbe equal to the zero ve
tor, or be parallel with opposite dire
tion to path p, at105



any (x, y) of the unused path p, |dx| > sgn(〈qǫ,m(x, y)|e1〉)dx. By the same token,
|dy| > sgn(〈qǫ,m(x, y)|e2〉)dy. Thus, if we repeat the last 
al
ulus, in pla
e of anequality, the following inequality holds:Cost(unused p,m) >

∫

p

〈
∇µǫ,m

∣∣∣ dx
dy

〉
= µǫ,m(Dm)− µǫ,m(O) (3.19)We 
on
lude that the 
ost of any unused path is higher than or equal to the 
ost ofa used path. This satis�es the Wardrop's �rst prin
iple of user equilibrium.3.10 Algorithmi
al aspe
tsThe approximated problem Pǫ (3.6) 
ontains one major drawba
k: the obje
tivefun
tion is only stri
tly 
onvex. This property is not strong enough to run the
lassi
al Uzawa algorithm of non linear programmation. In this se
tion, we willshow how to eliminate non useful dual 
oe�
ients from the algorithm and how toobtain strong 
onvexity.3.10.1 Proje
tion on parti
ular setsIf u and v are two L

2 fun
tions with u 6 v, one denotes for every f ∈ L
2:

Π[u,v](f) = u1{f<u} + f1{u6f<v} + v1{v6f}.

Π[u,v](f) is the orthogonal proje
tion of f on the 
losed 
onvex subset of L2: {g ∈
L

2/ u 6 g 6 v a.e.}.For every f ∈ (L2)4, one denotes (L2
+)

4 the 
losed 
onvex subset of (L2)4: (L2
+)

4 =

{g ∈ (L2)4/ ∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, 0 6 gi a.e.} and Π+(f) = (fi1{06fi})i∈{1,2,3,4}. Π+(f) isthe orthogonal proje
tion of f on (L2
+)

4. Proje
tion Π+ is a Lips
hitz fun
tion with
onstant 1. A 
hara
terization of Π+ is: let us state v ∈ (L2)4, (∀g ∈ (L2
+)

4, 〈f −
v|g − v〉 6 0)⇔ v = Π+(f).3.10.2 How to eliminate some dual 
oe�
ientsDual variables φ, ϕ, χ, ψ are going to be �eliminated� from the algorithm. Dualvariables λ and µ will be kept be
ause they 
annot be eliminated from the algorithmas the previous ones. This result has a 
omputational interest as far as it 
ould allowa gain of time to rea
h the solution. 106



In relation (3.14), let us state m and x ∈ A\Bm. As Θǫ,m(x) ∈ [0, ζm(x)], as φǫ,m(x)and ϕǫ,m(x) 
annot be both non equal to zero, and as Dm is a stri
tly de
reasingfun
tion, one 
an write:If 0 < Θǫ,m(x) < ζm(x) then φǫ,m(x) = 0 and ϕǫ,m(x) = 0then D−1
m,x(Θǫ,m(x)) = −µǫ,m(x)then Θǫ,m(x) = Dm,x(−µǫ,m(x)) (3.20)If Θǫ,m(x) = 0 then φǫ,m(x) > 0 and ϕǫ,m(x) = 0then D−1
m,x(0) = −µǫ,m(x)− φǫ,m(x)then D−1
m,x(0) 6 −µǫ,m(x)then 0 > Dm,x(−µǫ,m(x)) (3.21)If Θǫ,m(x) = ζm(x) then φǫ,m(x) = 0 and ϕǫ,m(x) > 0then D−1
m,x(ζm(x)) = −µǫ,m(x) + ϕǫ,m(x)then D−1
m,x(ζm(x)) > −µǫ,m(x)then ζm(x) 6 Dm,x(−µǫ,m(x)). (3.22)We 
an write that for all m, Θǫ,m = Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µǫ,m

)) on A \Bm. As well, withrelation (3.15), using that G−1
m is stri
tly in
reasing, we 
ould show that for all m,

Θǫ,m = Π[γm,0]

(
Gm
(
µǫ,m

)), on Bm.So we 
an summarize the obtained result in the formula:
Θǫ,m = Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µǫ,m

))1A\Bm
+Π[γm,0]

(
Gm
(
µǫ,m

))1Bm
.3.10.3 How to get strong 
onvexity?A �rst 
ru
ial point in the Uzawa algorithm to solve the minimization problem (3.5)is the strong 
onvexity of the obje
tive fun
tion Jǫ.In order to obtain strong 
onvexity, we add to Jǫ(q,Θ) an arti�
ial term κ‖q‖H(div)M ,where κ is a positive 
onstant, small enough so that it will not disturb too mu
h theminimizer of problem Pǫ (3.6). This new approximated problem 
an be interpretedas the resear
h of the obje
tive fun
tion minimizer with the smaller norm. Physi
ally,it does not have any relevant interpretation, and this te
hnique only has to be seenas a 
onvenient way to obtain a strongly 
onvex stru
ture.The slope fun
tions of Dm and Gm, respe
tively dm and gm, are in L∞. So thereexists a real number δ⋆ su
h that max{‖dm‖∞, ‖gm‖∞/m = 1, . . . ,M} 6 δ⋆. This107




ondition ends with providing a strong 
onvexity property to the obje
tive fun
tion
Jǫ(q,Θ).3.10.4 Lips
hitz properties of the 
onstraint fun
tionsAnother 
ru
ial point of Uzawa algorithm is that the fun
tions whi
h de�ne the
onstraints must be Lips
hitz. Nevertheless, in our 
ase, we will only need the 
on-straint fun
tional asso
iated to the 
apa
ity 
onstraints to be Lips
hitz. A fun
tion
f is c−Lip when f is a Lips
hitz fun
tion with a Lips
hitz 
onstant equal to c.Let us state i ∈ {1, 2, 3, 4}. Consider the fun
tion

Fǫ,i : (H(div))M −→ L
2

q 7−→
M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉).We are going to prove that Fǫ,i is √M−Lip. For any (q, q̃) ∈
(
(H(div))M)2, usingsu

essively that s 7→ s2 is 
onvex, rǫ is 1−Lip, and Cau
hy-S
hwarz inequality with

‖ei‖ = 1∀i ∈ {1, 2, 3, 4}:
‖Fǫ,i(q)− Fǫ,i(q̃)‖22 =

∫∫

A

( M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)− rǫ(〈q̃m|ei〉)
)2

dx

6 M

∫∫

A

M∑

m=1

(
rǫ(〈qm|ei〉)− rǫ(〈q̃m|ei〉)

)2
dx

6 M

∫∫

A

M∑

m=1

〈qm − q̃m|ei〉2 dx

6 M

∫∫

A

M∑

m=1

‖qm − q̃m‖2R2 dx

6 M‖q − q̃‖2(H(div))M . (3.23)This result proves that the four 
onstraint fun
tions Fǫ,i asso
iated to the four in-equalities represented by (3.6.
) are √M−Lip. We now have all the elements weneed to implement the algorithm. 108



3.10.5 Convergen
e of the algorithmWe are going to build an Uzawa modi�ed algorithm to rea
h the solution. In thisse
tion, we des
ribe the algorithm and prove it 
onverges.3.10.5.1 NotationsThe parameters ǫ and κ are small and are set.For (q, λ, µ) ∈ H(div)M × (L2)4 × (L2)M , one denotes:
L̃ǫ,κ(q, λ, µ) = J̃ǫ,κ(q) + 〈λ|Fǫ(q)〉+ 〈µ|divq〉,where:





J̃ǫ,κ(q) =
∫∫
A

∑4
i=1

∫∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉)

0
ci(x, ξ)dξ dx+ κ‖q‖2

H(div)M
〈λ|Fǫ(q)〉 =

∫∫
A

∑4
i=1 λi

∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉) dx (s
alar produ
t in (L2)4)

〈µ|divq〉 =
∫∫
A

∑M
m=1 µmdivqm dx (s
alar produ
t in (L2)M)Noti
e that in the expression of L̃ǫ,κ(q, λ, µ), we do not take into a

ount the term:

〈λ| −K −M ǫ
2
〉 = −

∫∫
A

∑4
i=1 λi

(
Ki +M ǫ

2

)
dx (s
alar produ
t in (L2)4).3.10.5.2 AnalysisAs q 7→ ∫∫

A

∑4
i=1

∫∑M
m=1 rǫ(〈qm|ei〉)

0
ci(x, ξ)dξ dx is 
onvex and q 7→ κ‖q‖2

H(div)M is κ-
onvex, then J̃ǫ,κ is κ-
onvex.Suppose there exists a regular saddle point (qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs) of Lagrangian:
L̂ǫ,κ(q,Θ, φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ) = Jǫ(q,Θ) + κ||q||2

H(div)M
+
〈
φ, ϕ, χ, ψ, λ, µ

∣∣∣Fǫ(q,Θ)
〉
. (3.24)By using the property that for any q ∈ H(div)M :

L̂ǫ,κ(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs) 6 L̂ǫ,κ(q,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs),and the stri
t 
onvexity of q 7→ L̃ǫ,κ(q, λs, µs), we obtain that:
qs = Arg min

q∈H(div)M L̃ǫ,κ(q, λs, µs).109



By using the property that for any (λ, µ) ∈ (L2
+)

4 × (H1)M :
L̂ǫ,κ(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λ, µ) 6 L̂ǫ,κ(qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs)we obtain that for any λ ∈ (L2

+)
4, and for any ρ > 0, 〈λ−λs|ρ(Fǫ(qs)−K−M ǫ

2
)〉 6 0,hen
e 〈λ− λs|ρ(Fǫ(qs)−K −M ǫ

2
) + λs − λs〉 6 0, hen
e λs = Π+

(
λs + ρ(Fǫ(qs)−

K −M ǫ
2
)
).Moreover, as 〈µ−µs|divqs−Θs〉 6 0 for every µ ∈ (H1)M , with the density argument

(H1)M
(L2)M

= (L2)M , we obtain that divqs −Θs = 0, thus µs = µs + ρ(divqs −Θs).3.10.5.3 AlgorithmBeginning with any 
ouple (λ0, µ0) ∈ (L2
+)

4 × (L2)M , we build the sequen
es (λn),
(µn), (Θn) and (qn):
∀m ∈ {1, . . . ,M}, Θn

m = Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µnm

))1A\Bm
+Π[γm,0]

(
Gm
(
µnm
))1Bm

qn = Arg min
q∈H(div)M L̃ǫ,κ(q, λ

n, µn)

λn+1 = Π+

(
λn + ρ(Fǫ(q

n)−K −M ǫ

2
)
) (3.25)

µn+1 = µn + ρ
(divqn −Θn

)We are going to prove that the sequen
e (qn,Θn) 
onverges towards (qs,Θs), whi
h isthe minimizer we are looking for. However, the 
onvergen
e of the sequen
e (λn, µn)nis not guaranteed (see se
tion 3.10.5.5 for a result).3.10.5.4 Convergen
e proofFirst stepas qn and qs are minimizers, for any v ∈ H(div)M :
J̃ ′

ǫ,κ(q
n)(v − qn) + 〈λn|Fǫ(v)− Fǫ(qn)〉+ 〈µn|divv − divqn〉 > 0 (3.26)

J̃ ′
ǫ,κ(qs)(v − qs) + 〈λs|Fǫ(v)− Fǫ(qs)〉+ 〈µs|divv − divqs〉 > 0 (3.27)We 
hoose v = qs in (3.26) and v = qn in (3.27) and we sum to obtain:

(
J̃ ′

ǫ,κ(q
n)−J̃ ′

ǫ,κ(qs)
)
(qs−qn)+〈λn−λs|Fǫ(qs)−Fǫ(qn)〉+〈µn−µs|divqs−divqn〉 > 0.110



Then, with the strong 
onvexity of J̃ǫ,κ

〈λn − λs|Fǫ(qs)− Fǫ(qn)〉+ 〈µn − µs|divqs − divqn〉 > (
J̃ ′

ǫ,κ(qs)− J̃ ′
ǫ,κ(q

n)
)
(qs − qn)

> κ‖qs − qn‖2H(div)M . (3.28)(3.29)Se
ond stepby using the de�nition (3.25), with parallelogram identity, Fǫ is √M -Lips
hitz and
‖a+ b‖2

L2 6 2‖a‖2
L2 + 2‖b‖2

L2. We have:
‖λn+1 − λs‖2(L2)4 = ‖λn − λs‖2(L2)4 + ρ2‖Fǫ(qn)− Fǫ(qs)‖2(L2)4 + 2ρ〈λn − λs|Fǫ(qn)− Fǫ(qs)〉

6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ρ2M‖qn − qs‖2(L2)4 + 2ρ〈λn − λs|Fǫ(qn)− Fǫ(qs)〉

‖µn+1 − µs‖2(L2)M = ‖µn − µs‖2(L2)M + ρ2‖(divqn −Θn)− (divqs −Θs)‖2(L2)M

+2ρ〈µn − µs|(divqn − divqs)− (Θn −Θs)〉
6 ‖µn − µs‖2(L2)M + 2ρ2‖divqn − divqs‖2(L2)M + 2ρ2‖Θn −Θs‖2(L2)M

+2ρ〈µn − µs|divqn − divqs〉 − 2ρ〈µn − µs|Θn −Θs〉.Hen
e, with (3.29), we obtain that:
‖λn+1 − λs‖2(L2)4 + ‖µn+1 − µs‖2(L2)M 6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M

+(ρ2max(2,M)− 2ρκ)‖qn − qs‖2H(div)M
+2ρ2‖Θn −Θs‖2(L2)M − 2ρ〈µn − µs|Θn −Θs〉(3.30)Third stepwe are going to study the term 〈µn−µs|Θn−Θs〉 whi
h appears in inequality (3.30).For almost every x ∈ A \Bm,

Θn
m(x) = Π[0,ζm(x)]

(
Dm,x

(
− µnm(x)

))
,and

Θs,m(x) = Π[0,ζm(x)]

(
Dm,x

(
− µs,m(x)

))
.Hen
e, using the 
hara
terization of the proje
tion, we 
an write for almost every

x ∈ A \Bm:
(Dm,x

(
− µnm(x)

)
−Θn

m(x))(Θs,m(x)−Θn
m(x)) 6 0 (3.31)

(−Dm,x
(
− µs,m(x)

)
+Θs,m(x))(−Θn

m(x) + Θs,m(x)) 6 0 (3.32)111



We sum (3.31) and (3.31) to obtain:
dm(x)(µ

n
m(x)− µs,m(x))(Θn

m(x)−Θs,m(x))) 6 −(Θn
m(x)−Θs,m(x))

2,then:
−δ⋆(µnm(x)− µs,m(x))(Θn

m(x)−Θs,m(x)) 6 −(Θn
m(x)−Θs,m(x))

2.With same arguments, we obtain that for almost every x ∈ Bm:
−δ⋆(µnm(x)− µs,m(x))(Θn

m(x)−Θs,m(x)) 6 −(Θn
m(x)−Θs,m(x))

2.Then, an integration on A gives:
−2ρ〈µnm − µs,m|Θn

m −Θs,m〉 6 −2
ρ

δ⋆
‖Θn

m −Θs,m‖2(L2)M .Now, rewrite (3.30):
‖λn+1 − λs‖2(L2)4 + ‖µn+1 − µs‖2(L2)M 6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M

+(ρ2max(2,M)− 2ρκ)‖qn − qs‖2H(div)M
+(2ρ2 − 2

ρ

δ⋆
)‖Θn −Θs‖2(L2)M (3.33)Fourth stepif we 
hoose the number

ρ ∈
]
0,

2κ

max(2,M)

[ ⋂ ]
0,

1

δ⋆
[
, (3.34)both numbers (ρ2max(2,M) − 2ρκ) and (2ρ2 − 2 ρ

δ⋆
) are stri
tly negative. Hen
ethe sequen
e (‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M )n is de
reasing. As it is positive, it
onverges. By noti
ing that:

−(ρ2 max(2,M)− 2ρκ)‖qn − qs‖2H(div)M − (2ρ2 − 2
ρ

δ⋆
)‖Θn −Θs‖2(L2)M

6 ‖λn − λs‖2(L2)4 + ‖µn − µs‖2(L2)M − ‖λn+1 − λs‖2(L2)4 − ‖µn+1 − µs‖2(L2)M , (3.35)as the �rst term of the inequality 3.35 is positive, we 
an 
on
lude that lim ‖qn −
qs‖2H(div)M = 0, and lim ‖Θn −Θs‖2(L2)M = 0.112



3.10.5.5 Dual 
oe�
ients
We have supposed the existen
e of a regular saddle point: (qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λs, µs)of Lagrangian 3.24. This regular saddle point was not supposed unique. The previ-ous algorithm builds a sequen
e (λn, µn)n elements of (L2)4 × (L2)M , this sequen
ebeing bounded in (L2)4 × (L2)M . But we do not know anything about the 
on-vergen
e of this sequen
e. Pre
isely, we would like to answer the question: doesthe sequen
e (λn, µn)n 
onverges towards (λs, µs)? In the �nite dimension 
ase, theanswer is no in general. It is then natural to ask: if (λ∗, µ∗) is the weak limit ofa subsequen
e of (λn, µn)n, is (qs,Θs, φs, ϕs, χs, ψs, λ

∗, µ∗) a saddle point of 3.24?A positive response would give an interest to seek weak limits of subsequen
es of
(λn, µn)n. We 
ould not prove su
h a result with the modi�ed Uzawa algorithm ofthis work.
3.11 Computational aspe
ts
From the mathemati
al study, we obtain a modi�ed Uzawa algorithm (algorithm 1)adapted to our minimization problem. In this algorithm, we 
ould eliminate some
al
ulus thanks to a proje
tion operator. Inside the modi�ed Uzawa algorithm, aNewton-Raphson algorithm with an Armijo step is implemented to determine mini-mizers (Algorithm 2). Remember that if the primal problem Pǫ (3.6) is well-posed, soit has a unique solution, the saddle point problem asso
iated (3.8) is not well-posed,be
ause the existen
e of a saddle point is not guaranteed. Nevertheless, numeri
altests suggest that the primal variables sequen
e (qn,Θn)n 
onverges (strongly) to-wards the solution of the primal problem Pǫ (3.6). The dual variable sequen
e (λn)n
onverges towards 0 in 
ase of a non 
ongested area. The 
ase of 
ongested area
ould not be tested be
ause of the too elevated 
omputation time (more than tendays). 113



Algorithm 1 Modi�ed Uzawa algorithmInput: the domain areathe M destinations (in the following, m = 1, . . . ,M)the 
apa
ity 
onstraints fun
tions on the four dire
tions Ki (i = 1, 2, 3, 4)the inverse demand fun
tions D−1
m and G−1

m (whi
h give us the fun
tions γmand ζm)the small positive 
onstants ǫ, κ, error
µIni
m , λInim1: ρ← 0.95× 2κ

M2: k ← 03: for every m, µ0
m ← µIni

m , λ0m ← λInim ,4: while k = 0or ||divqk −Θk||(L2)M > erroror ||qk+1 − qk||(H(div))M > erroror ||Θk+1 −Θk||(L2)M > error do5: Cal
ulate for every m:
µk+1
m ← µkm + ρ(divqkm −Θk

m)

Θk+1
m ← Π[0,ζm]

(
Dm
(
− µk+1

m

))1A\Bm
+Π[γm,0]

(
Gm
(
µk+1
m

))1Bm6: Cal
ulate for every i:
λk+1
i ← Π+

(
λki + ρ(

M∑

m=1

rǫ(〈qm|ei〉)−Ki −M
ǫ

2
)
)7: Solve with the algorithm of Newton-Raphson-Armijo:

qk+1 = Arg min
q∈H(div)M Lǫ,κ(q, λ

k+1, µk+1)8: k ← k + 19: end while10: Output: the �ux qFinm , the generation fun
tions ΘFin
m
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Algorithm 2 Newton-Raphson algorithm with an Armijo stepInput: the strongly 
onvex fun
tion J to minimizethe �rst step of the iteration uInithe small positive 
onstant: errorthe proportion w in the Armijo step1: j ← 02: u0 ← uIni3: while ||DJ(uk)|| > error do4: Solve the des
ent ve
tor dk by solving the problem with GMRES Algorithm:
∀v, D2J(uk)(dk, v) +DJ(uk)(v) = 05: α← 16: while J(uk + αdk) > J(uk) + wαDJ(uk)(dk) do7: α← α

28: end while9: uk+1 = uk + αdk10: k ← k + 111: end while12: Output: the minimizer uFin3.12 Anisotropy3.12.1 Anisotropy 
hara
terized by two rotation operatorsConsider an area A with a given orthotropi
 basis (e1, e2). Suppose that this area is
on
erned with an anisotropi
 road network generated by the unit ve
tors u1 and u2,so the four prin
ipal travel dire
tions are given by u1, u2, u3 and u4 where u3 = −u1and u4 = −u2 as in �gure 3.10.A tra�
 �ow ve
tor q in the anisotropi
 network 
an be written as (see �gure 3.10):
q = α1u1 + α2u2. (3.36)As explained in the orthotropi
 
ase, if α1 is negative and α2 is positive (for instan
e),the �ow ve
tor q 
an be written with positive 
oe�
ients αi like q = α3u3+α2u2. Inthis 
ase, α3 = −α1. Then, the tra�
 �ow to dire
tion u2 is α2 and the tra�
 �owto dire
tion u3 is α3, and we supposed that there are no tra�
 �ows to dire
tion u1and u4.Ve
tors u1 and u2 are lo
ated with respe
t to e1, with their angles ω and Ω respe
-tively. To des
ribe all possible 
on�gurations, we 
an set ω ∈]− π

2
, π
2
[ and Ω ∈]ω, π

2
].115
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One denotes:
{
u1 = cosωe1 + sinωe2

u2 = cosΩe1 + sinΩe2
(3.37)We are looking for two 
ouples (s1, t1) and (s2, t2) su
h that for any (α1, α2) ∈ R

2:
{
〈q|s1e1 + t1e2〉 = α1

〈q|s2e1 + t2e2〉 = α2

(3.38)
⋆ First 
ase: ω ∈]− π

2
, π
2
[, Ω = π

2
.Repla
ing expression (3.36) and system (3.37) in system (3.38), we obtain:




s1 =
1

cosω

t1 = 0

s2 = − tanω

t2 = 1

(3.39)(It is easy to 
he
k that if ω = 0, we obtain the orthotropi
 
ase expression of Γ.)
⋆ Se
ond 
ase: ω ∈]− π

2
, π
2
[, Ω ∈]ω, π

2
[.Repla
ing expression (3.36) and system (3.37) in system (3.38), we obtain:





s1 =
1

cosω
tanΩ

tanΩ−tanω

t1 = − 1
cos ω

1
tanΩ−tanω

s2 = − 1
cosΩ

tanω
tanΩ−tanω

t2 =
1

cosΩ
1

tanΩ−tanω

(3.40)In both 
ases, if we note (s3, t3) = (−s1,−t1) and (s4, t4) = (−s2,−t2), we 
an writethe new Γ fun
tion:
Γ(q) =

∫∫

A

4∑

i=1

∫ ∑M
m=1〈qm(x,y)|sie1+tie2〉+

0

ci(x, y, ξ)dξ dxdy.
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Chapter 4
An imaginary 
ity network on a map
Contents4.1 The freeware FreeFem++ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1194.2 Paris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1214.3 Test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124In this 
hapter, we propose an illustration of the model des
ribed in 
hapter 3. The
hosen 
ity looks like Paris.
4.1 The freeware FreeFem++4.1.1 A brief presentationThe freeware FreeFem++ is dedi
ated to the resolution of partial di�erential equa-tions. It allows a qui
k writing of partial di�erential equations, several types of meshand a numeri
al resolution using Finite Element Method. It has been developed byFran
k He
ht, Olivier Pironneau, Antoine Le Hyari
, Kohji Ohtsuka and others sin
ethe early 90's at Pierre et Marie Curie University, in Ja
ques Louis Lions Labora-tory. It is written in C++ and the FreeFem++ language is a C++ idiom. It 
an beloaded at the address http://www.freefem.org/ff++/. Is FreeFem++ the bestsoftware possible for our optimization problem? We 
annot answer this question.119



4.1.2 Fun
tion regularisation
In the sequel, we will use a FreeFem++ internal fun
tion regularization. Forinstan
e, 
onsider the fun
tion F1 de�ned on a re
tangle (�gure 4.1) as:

F1 : [−10, 10]× [0, 5] −→ R

(x, y) 7−→





1 if x < −5
0 if x ∈ [−5, 5]
10 if x > 5

The fun
tion regularization programm in FreeFem++ gives results that have tobe interpreted 
arefully (�gure 4.2).

Figure 4.1 - Mesh for fun
tion F1 domain120



IsoValue
-0.526316
0.263158
0.789474
1.31579
1.84211
2.36842
2.89474
3.42105
3.94737
4.47368
5
5.52632
6.05263
6.57895
7.10526
7.63158
8.15789
8.68421
9.21053
10.5263

Figure 4.2 - Regularization of fun
tion F1 as if it were in the Hilbert-Sobolev H
1: valuesgiven by the graphi
 interfa
e have to be taken into a

ount 
autiously.4.1.3 En
odingThe main programming di�
ulty was to en
ode the border 
ondition (se
tion 3.5.1,�fth 
ondition): 〈qm(x)|~n〉 = 0 on ∂A. This 
ondition was dire
tly in
orporated inthe de�nition of the fun
tional spa
e of the obje
tive fun
tion. In FreeFem++, itis easy to enter a 
ondition of type ∂nφ = 0 on a border, but a spe
ial 
ode has tobe 
reated to enter dire
tly 〈qm(x)|~n〉 = 0 on ∂A.4.2 ParisParis has some spe
ial interesting geometri
al aspe
ts: a ring road that allows a
lear-
ut frontier with thirty-�ve gates, and the Seine river that provides a naturalobsta
le, with some thirty bridges. 121



4.2.1 Prin
ipal and se
ondary networksParis prin
ipal network is represented on �gure 4.3. This network has to be 
om-pleted with hundreds of small roads that 
ompose Paris se
ondary network. In thearti
les [TI82, YYI94℄, the authors have 
hosen to juxtapose a dis
rete network witha 
ontinuum, the dis
rete network being the prin
ipal network, the se
ond networkbeing an isotropi
 
ontinuum of roads. To test our model, we will just 
onsider a
ontinuum network, doing as if the prin
ipal network did not exist.

Figure 4.3 - Paris prin
ipal network.4.2.2 ModellingWe now 
onstru
t a 
oarse urban model of an imaginary 
ity whi
h looks like Paris.As in the arti
les [HWYL05, Won98, YW00, HWL06℄, we only 
onsider a 
ontinuumnetwork over the urban area. The main di�eren
e between our network and theirs,is that we build an orthotropi
 network with side 
onstraints whereas their networkis isotropi
 without side 
onstraints. An isotropi
 network does not need to beoriented, whereas an orthotropi
 one needs to. We will suppose that the 
ontinuumnetwork is 
omposed with a set of horizontal and verti
al roads. On �gure 4.4,we represent eight possible destinations for the 
ommuters who are spilled overthe yellow area, and want to go ba
k home in the suburbs of Paris. Hen
e, theyhave to join one of the eight ring road entries, whi
h are the symbolized with theeight 
olored triangles. To obtain the tra�
 assignment, we will implement themathemati
al program des
ribed in 
hapter 3 on a spa
e-dis
retized version of Paris(�gure 4.5). 122



Figure 4.4 - Chosen destinations on the Paris ring road. Vehi
les are spilled on the yellowsurfa
e. They try to rea
h one of the eight possible destinations symbolized with the eight
olored triangles.

Figure 4.5 - Paris mesh. In this 
on�guration, there are 567 triangles, ea
h one represent-ing an average surfa
e of 0.18km2. This mesh has to be 
onsidered as one of the thinnestpossible. 123



4.3 Test4.3.1 ParametersThe algorithm entries are summarized in the three tables 4.1, 4.2 and 4.3.
M = 8 number of destinations

Ki(x) = 2000, 
apa
ity 
onstraints
∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ A (in vehi
les per orthogonal length unit)

ci(x, ξ) = 0.04× (1 + ξ
2000

), 
ost fun
tion for a �ow ξ
∀i ∈ {1, 2, 3, 4}, ∀x ∈ A

ǫ = 10−10 smoothing 
onstant, see se
tion 3.8.1
κ = 10−2 
oer
ivity 
onstant, see se
tion 3.10.3

ρ = 2× 10−3 Uzawa 
onstant path parameter, see se
tion 3.34
w = 0.4 Armijo 
oe�
ient, see se
tion 3.11-Algorithm 2Table 4.1 - Algorithm entries.

m 1 2 3 4 5 6 7 8
d−1
m −0.02 −0.01 −0.03 −0.04 −0.03 −0.05 −0.03 −0.04
ost inter
ept 9 10 8 11 9 11 8 11Table 4.2 - Inverse demand fun
tions for the vehi
les generation. For instan
e, d−1

1 (Θ1) =
−0.02Θ1 + 9. It means that there are a maximum of − 9

−0.02 = 450 vehi
les per km2 (andduring the studied period) that 
an be generated at ea
h point of the area to join destination
1. The slope −0.02 means that when the travel 
ost to destination 1 goes up by 1 unit,the tra�
 demand redu
tion is of 1

−0.02 = −50 vehi
les per km2 (and during the studiedperiod).
m 1 2 3 4 5 6 7 8
g−1
m 0.02 0.01 0.03 0.04 0.03 0.05 0.03 0.04
ost inter
ept 10 8 9 7 9 8 10 9Table 4.3 - Inverse demand fun
tions for the vehi
les absorption.4.3.2 ResultsThe generated primal sequen
e seems to 
onverge towards a 
ouple (q,Θ) that shouldrepresent an approximation of a solution of primal problem P (3.2).124



As stated in se
tion 3.7.2, the solution �ow q is not the relevant element to berepresented, the relevant one being the tra�
 load on ea
h one of the four privilegeddire
tion. On �gure 4.6, we have represented the tra�
 load for dire
tion 1 (fromWest to East). Before to enter the destination areas, the tra�
 load in
reases. Thenegative values result shown 
ome from the FreeFem++ regularization program, butit 
an be 
he
ked that all the values of the list that 
reate the tra�
 load fun
tionsare are positive. This test gives a non-
ongested network: on �gure 3.7.2, one 
ansee that the tra�
 load for dire
tion 1 is always inferior to the 
apa
ity. Moreover,the dual variable λ is a null ve
tor, whi
h tends to demonstrate that there are noover
ost on the network.The generation fun
tion for the North destination is represented on �gure 4.7. Vehi-
les are generated on the area minus the North destination: the generation fun
tionis positive. Vehi
les are absorbed on the North destination: the generation fun
tionis negative. The intermediate values also 
ome from the FreeFem++ regularizationprogram.4.3.3 TimeThe 
omputer used is provided with a Central Pro
essing Unit of type Intel XeonCPU E5410 �2.33GHz, it is a quad 
ore pro
essor, the Random A

ess Memory isof 15.9 Go.In spite of the good performan
es of su
h a 
omputer, the 
omputation times of thealgorithm for di�erent entries are high: from a 
ouple of days to ten days and evenmore. Even if the program we used is not the best possible, the present 
omputationtime should not be divided by a su�
iently strong fa
tor to give rapidly a solution.Hen
e, su
h a modelling 
an only be relevant at a distant time.The 
omputation time is dependent of a series of elements.1. The thinner is the mesh, the longer is the 
omputation time. The mesh thin-ness should be determine a

ording to the level of pre
ision required for thesolution.2. For any simulation, initial state should be taken from a data bank one 
ould
reate with di�erent tra�
 s
enarios. If the initial state is taken as qm = 0 forall destination m, the algorithm 
onvergen
e 
ould be long.3. Uzawa algorithm is implemented with a 
onstant path. This is not good froma numeri
al point of view: a variable path should be used.4. Our program is 
ertainly not optimal.In [TI82℄ (see se
tion 2.1.2.4), the 
omputation time is in the order of one minute.It has to be taken into a

ount that: 125



IsoValue
-70.3213
35.1606
105.482
175.803
246.124
316.446
386.767
457.088
527.41
597.731
668.052
738.373
808.695
879.016
949.337
1019.66
1089.98
1160.3
1230.62
1406.43

 Flux local0 recherche x^3355

Figure 4.6 - Tra�
 load from West to East. The tra�
 load in
reases as the demand tothe destinations in
reases. Denote that the number of iterations to rea
h an approximatedsolution in
reases too. In every 
ase, there are no network 
ongestion.
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IsoValue
-4697.6
-4302.62
-4039.3
-3775.98
-3512.66
-3249.33
-2986.01
-2722.69
-2459.37
-2196.04
-1932.72
-1669.4
-1406.08
-1142.76
-879.434
-616.112
-352.79
-89.4674
173.855
832.16

 Theta0 recherche x^3355

Figure 4.7 - Generation fun
tion Θm for m =North destination.
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1. The physi
s modelling in [TI82℄ is built with an isotropi
 network: at ea
hpoint, only one ve
tor is 
onsidered. In the orthotropi
 physi
s of 
hapter 3,there are four �ow ve
tors to be 
onsidered at ea
h point.2. The authors do not solve a tra�
 equilibrium other problems inspired fromphysi
s. Ea
h obje
tive fun
tion of their primal problem is more simple thanthe Be
kmann obje
tive fun
tion. Moreover, for ea
h problem, 
onstraints arelinear whi
h is not the 
ase in our minimization problem .
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Part IIITowards a dynami
al model
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Chapter 5Interse
tion models
Contents5.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1315.2 A brief literature review . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1335.3 Experien
es on a large orthotropi
 network . . . . . . . . 1395.4 What 
ould be improved with these models? . . . . . . . 1465.1 Introdu
tionOn a single road where (x, t) denotes the 
ouple (position,time), the LWR (Lighthill,Whitham and Ri
hards, [LW55, Ri
56℄) model is a �rst order ma
ros
opi
 model:it means that the speed v is supposed to be only a fun
tion of the density ρ(x, t)of vehi
les: v(x, t) = Ve(ρ(x, t)). In other words, this model 
onsiders that thesystem is permanently at an equilibrium state given by the fun
tion Ve. With therelation q(x, t) = ρ(x, t)v(x, t) between the �ow q, the density and the speed, thisequilibrium state 
an be written q(x, t) = Qe(ρ(x, t)), where the equilibrium fun
tion
Qe is known as the LWR Fundamental Diagram. It is de�ned as Qe(ρ) = ρVe(ρ).The LWR model 
an be expressed by a single 
onservation law:

∂tρ+ ∂xQe(ρ) = 0. (5.1)The fun
tion Qe is 
onstru
ted with two equilibrium fun
tions: the equilibriumdemand fun
tion ∆e and the equilibrium supply fun
tion Σe. At a given point
(x, t), denote x− is the lo
ation immediately upstream of x and x+ the lo
ationimmediately downstream of x. The lo
al demand and supply fun
tions are de�ned131



as in [Leb96℄:
∆(x, t) = ∆e(ρ(x

−, t), x−), (5.2)
Σ(x, t) = Σe(ρ(x

+, t), x+). (5.3)The tra�
 �ow equilibrium 
an be seen as the result of a demand and a supply, thisequilibrium being 
hara
terized by the min formula:
q(x, t) = min(∆(x, t),Σ(x, t)) (5.4)It means that the resulting tra�
 �ow is generated by the 
ompetition between users'demand whi
h expresses users' velo
ity wish and link supply whi
h expresses theusers' need of se
urity (respe
t of a high enough inter-vehi
ular distan
e). (Figure5.1.) The demand and supply fun
tions are key 
on
epts in tra�
 theory, they willbe used in the two-dimensional model developed in this arti
le (se
tion 6.3).

Q
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max

(x)

ρ
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(x) ρ
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∆
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max
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ρ
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(x) ρ
max

(x) ρ

Σ
e

q
max

(x)

ρ
crit

(x) ρ
max

(x) ρ(b) (
)Figure 5.1 - Fundamental Diagram (a), demand (b) and supply (
) fun
tions at position
x. The min formula is Qe = min(Σe,∆e).132



Given an interse
tion with I entering links numbered with i ∈ {1, . . . , I}, and Jexiting links numbered with j ∈ {1, . . . , J}. All the links 
an have arbitrarily longlength. The demand for vehi
les exiting link i (towards the interse
tion) is δi. Thesupply for vehi
les entering link j is σj . The problem to examine �rst is to determinethe tra�
 �ows denoted qi on upstream links i and rj on downstream links j (�gure5.2).
q

1

q
2

r
1

r
2

r
3

i=1

i=2

j=1

j=3

j=2
N

δ
1

δ
2

σ
1

σ
2

σ
3

Figure 5.2 - Pointwise interse
tion - the Riemann problem5.2 A brief literature reviewIn this se
tion, we will not take into a

ount models built uniquely for merges ordiverges be
ause our goal is to build a model for large networks.5.2.1 Pointwise interse
tionsA pointwise model of interse
tion 
onne
ts interse
tion's upstream �ows qi and down-stream �ows rj. These models solve a generalized Riemann problem on the interse
-tion. The unknowns that have to be determined are the upstream and downstream�ows. The 
ommon 
onstraints of these models are:
∀i, 0 6 qi 6 δi, (5.5)
∀j, 0 6 rj 6 σj . (5.6)133



5.2.1.1 Holden and Risebro's modelThis model, published in [HR95℄ aims at maximize a 
on
ave fun
tion of the �ows
qi et rj under the basi
 
onstraints (5.5) and (5.6), plus a 
onstraint 
alled bythe authors: Rankine-Hugoniot 
ondition for the interse
tions. This last 
onstraintexpresses the 
onservation of vehi
les that 
ross the interse
tion:

I∑

i=1

qi =

J∑

j=1

rj. (5.7)At an interse
tion, users' behaviour is subje
ted to a least resistan
e prin
iple. Itmeans for instan
e that users who want to turn right will not turn right if the lane totheir right is 
ongested. They would 
hoose another link (for instan
e, they wouldgo straight and turn right at the next interse
tion). In the 
ase of a high 
ongestednetwork, Holden and Risebro seem to suggest the destination of ea
h user dependsto the tra�
 state on the network, whi
h is not reasonable. Whether the behaviourof avoiding 
ongested links 
ould 
orrespond to reality in some 
ases, it is far fromeasy to model.The important point of this model is the maximization 
riterion from a stri
tly
on
ave fun
tion of the normalized �ows. Even if they do not give any argumentto explain why it is a relevant feature from a physi
al point of view, this 
riterionallows a unique solution to the generalized Riemann problem. We will see in se
tion5.2.1.4 that this idea has a good physi
al interpretation.5.2.1.2 Turning movements 
oe�
ientsThe 
oe�
ients (γij)ij are the interse
tion turning movement 
oe�
ients. For any
ouple (i, j), γij is the proportion of users of link i bound for link j. We have therelations:
0 6 γij 6 1, (5.8)

∀i,
I∑

j=1

γij = 1. (5.9)At the interse
tion lo
ation, the vehi
les 
onservation is expressed by the 
onstraint:
∀j, rj =

I∑

i=1

γijqi. (5.10)Constraint (5.10) implies the Rankine-Hugoniot 
ondition (5.7) for interse
tions. Ithas to be kept in mind that the interse
tion turning movement 
oe�
ients are a lo
al134



issue. While giving these 
oe�
ients at ea
h interse
tion of the network, the pointof view is not interested in origin-destination travels. The idea of these interse
tionturning movement 
oe�
ients 
ould be explained like this: at an interse
tion, some-one is looking at the tra�
, he does not know anything about the origins and thedestinations of the vehi
les he observes, but he 
an 
ount vehi
les and noti
e thevehi
les turning movements, then he 
an 
al
ulate these 
oe�
ients.In general, interse
tion turning movements 
oe�
ients are set on
e and for all, butthey should vary with tra�
 
onditions, what is the deli
ate point in the Holden andRisebro's model. Nevertheless, the possibility of making them vary is very toughbe
ause a modi�
ation on the turning movement 
oe�
ients on an interse
tion willmodify the turning movements 
oe�
ients of the nearest interse
tions and so on.Find a 
riterion for su
h modi�
ations seems to be very di�
ult: no survey hasbeen giving su
h a 
riterion till now.5.2.1.3 Co
lite and Pi

oli's modelThis model has been published in 2002 in [CP02℄. It aims at maximize the sumof the entering �ows of the interse
tion (or equivalently with the Rankine-Hugoniot
ondition (5.7), the sum of the exiting �ows). To obtain a unique solution, theauthors impose to the interse
tion turning movement 
oe�
ients the relations:
0 < γij < 1, (5.11)

∀(i, i′), i 6= i′ ⇒ γij 6= γi′j . (5.12)The 
riterion to maximize, the sum of the �ows, seems to be relevant in 
ase of aninterse
tion regulated by tra�
 lights. However, in 
ase of an interse
tion withoutany regulation, this 
riterion does not �t with the user's equilibrium prin
iple ofWardrop [War52℄. As a matter of fa
t, ea
h user will try to maximize his ownspeed, trying to 
ross the interse
tion as fast as possible. The maximization of thesum of �ows would �t better to a so
ial optimum.Moreover, 
ondition (5.12), though it gives an unique solution to the problem, doesnot have any physi
al sense.5.2.1.4 Leba
que's modelLet us denote q = (qi)i=1...I et r = (rj)j=1...J . The Leba
que's optimization modelfor interse
tions ([LK02, LK05℄) is: 135



max
q,r

{ I∑

i=1

Φi(qi) +

J∑

j=1

Ψj(rj)

} (5.13)under 
onstraints ∀i ∈ {1, . . . , I}, 0 6 qi 6 δi,
∀j ∈ {1, . . . , J}, 0 6 rj 6 σj ,

∀j ∈ {1, . . . , J}, rj −
∑I

i=1 γijqi = 0.The fun
tions Φi and Ψj have to be spe
i�ed.If all the fun
tions Φi and Ψj are equal to the Identity fun
tion, the 
riterion is thesum of the interse
tion entering and exiting �ows. However, this 
riterion does notre�e
t the real tra�
 physi
 at an interse
tion without regulation and does not givea unique solution for the 
onstraint system of 5.13.The Leba
que's model suppose that fun
tions Φi and Ψj are in
reasing and stri
tly
on
ave fun
tions. This property expresses what happens at the interse
tion: theimpa
t of users 
ompetition for the resour
e represented by the spa
e allowed by theinterse
tion. More pre
isely, for instan
e on an entering link i with 
apa
ity ki, therelations should be:




Φi(0) = 0,

Φi is stri
tly 
on
ave,
Φi is in
reasing on [0, ki],

Φi is di�erentiable. (5.14)Relations 5.14 imply that:
{
Φi is stri
tly in
reasing on [0, ki],

Φ′
i(0) > 0.

(5.15)Obviously, the same relations hold for Ψj . The fun
tions Φi and Ψj 
an be inter-preted as interse
tion's attributes, as we are going to explain it.Let us denote: 



a = (ai)i, ai > 0, ∀i ∈ {1 . . . I},
b = (bi)i, bi > 0, ∀i ∈ {1 . . . I},
c = (cj)j, cj > 0, ∀j ∈ {1 . . . J},
d = (dj)j, dj > 0, ∀j ∈ {1 . . . J},
e = (ej)j , ej ∈ R, ∀j ∈ {1 . . . J}.136



We build the Lagrangian:
L (q, r, a, b, c, d, e) =

−
I∑

i=1

Φi(qi)−
J∑

j=1

Ψj(rj)

−
I∑

i=1

aiqi +

I∑

i=1

bi(qi − δi)−
J∑

j=1

cjrj +

J∑

j=1

dj(rj − σj)

+

J∑

j=1

ej
(
rj −

I∑

i=1

γijqi
)
. (5.16)The Kuhn-Tu
ker 
oe�
ients (ai), (bi), (cj), (dj), (ej) verify the relations:

{
∂L
∂qi

(q, r, a, b, c, d, e) = 0,
∂L
∂rj

(q, r, a, b, c, d, e) = 0.or equivalently:
{

Φ′
i(qi) = −ai + bi −

∑J
j=1 ejγij,

Ψ′
j(rj) = −cj + dj + ej .These relations will give us the interpretations of fun
tions Φi et Ψj in relation withrespe
tively interse
tion supply and interse
tion demand. For instan
e, for fun
tions

Φi and �ows qi:
⋆ If 0 < qi < δi, then ai = 0 and bj = 0, Φ′

i(qi) = −
∑J

j=1 ejγij.As Φ′
i is stri
tly de
reasing, qi = Φ′−1

i (−
∑J

j=1 ejγij).
⋆ If 0 = qi, then bi = 0 (and ai > 0), Φ′

i(qi) = −ai −
∑J

j=1 ejγij.Then Φ′
i(qi) 6 −

∑J
j=1 ejγij and as Φ′

i is stri
tly de
reasing, qi > Φ′−1
i (−

∑J
j=1 ejγij).

⋆ If qi = δi, then ai = 0 (and bj > 0), Φ′
i(qi) = bi −

∑J
j=1 ejγij.Then Φ′

i(qi) > −
∑J

j=1 ejγij and as Φ′
i is stri
tly de
reasing, qi 6 Φ′−1

i (−
∑J

j=1 ejγij).Let us denote Π[a,b](x) the proje
tion of an element x on the line segment [a, b]. Theproje
tion fun
tion Π[a,b] is de�ned by:
Π[a,b] : R −→ R

x 7−→




a if x < a
x if x ∈ [a, b]
b if x > b137



The previous study leads to:
qi = Π[0,δi]

(
Φ′−1
i (−

J∑

j=1

ejγij)
)
. (5.17)If we noti
e that the proje
tion of an element x on line segment [a, b] 
an be written

Π[a,b](x) = min(max(a, x), b), as δi is the demand on link i entering the interse
-tion, the quantity: max
(
0,Φ′−1

i (−
∑J

j=1 ejγij)
) 
an be interpreted as an impli
itinterse
tion supply for the upstream link i.The same type of study leads to

rj = Π[0,σj ]

(
Ψ′−1
j (ej)

)
. (5.18)As σi is the supply on link j exiting the interse
tion, the quantity: max

(
0,Ψ′−1

j (ej)
)
an be interpreted as an impli
it interse
tion demand for the downstream link j.5.2.2 Internal state interse
tion modelA simple interse
tion model is developed in [LK02, LK05℄. It 
an be explained asfollows. The interse
tion is not 
onsidered anymore as a point but as a �box� (�gure5.3.a). It means that the interse
tion 
an 
ontain vehi
les. Hen
e, if there are Nvehi
les in the interse
tion, waiting for entering their exit link, the interse
tion stateis 
hara
terized by a supply Σ(N) and a demand ∆(N). These supply and demandfun
tions Σ and ∆ are supposed with the same shape as link supply and link demand(�gure 5.1). The maximum number of vehi
les in the interse
tion will be noted Nmax,the maximum �ow Qmax through the interse
tion will be rea
hed for a number N
ritof vehi
les in the interse
tion.If there are N vehi
les in the interse
tion, ea
h in
oming link will have an in
omingsupply noted Σi(N). From empiri
al data in [LK02℄, Σi(N) is given by a linear splitof Σ(N): Σi(N) = βiΣ(N). The 
oe�
ients βi have a physi
al sense whi
h 
an bedi�
ult to understand. They represent the fra
tion of a

essible lanes to users fromlink i. In 
ase there are more entering lanes than exiting lanes, it is possible that∑I

i=1 βi > 1. We are going to explain how this 
ould happen with �gure 5.3.b: users
oming from link 1 �nd a

essible the exit link, and users 
oming from link 2 too.Thus, Σ1(N) = Σ(N), (β1 = 1) and Σ2(N) = Σ(N), (β2 = 1). What would happenif we imposed for instan
e β1 = 1
2
and β2 = 1

2
? The interse
tion would �ll moreslowly than in the previous 
ase.If Nj denotes the number of vehi
les in the interse
tion bound for link j (obvi-ously, ∑j Nj = N), the partial demand ∆j for downstream link j is assumed to beproportional to Nj: ∆j =

Nj

N
∆(N). 138
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(a) (b)Figure 5.3 - Pointwise interse
tion - Generalized Riemann problem (a). Interse
tion with
β1 = 1 and β2 = 1 (b).The 
onservation of vehi
les in the interse
tion is given by the formula: d

dt
Nj =∑

i γijqi−rj , with the usual formulas for �ows: qi = min(δi,Σi) and rj = min(∆j , σj).The important point is that both Leba
que's models (se
tions 5.2.1.4 and 5.2.2)satisfy the Invarian
e Prin
iple ([LK02, LK05℄). It 
an be stated as follows:
⋆ If qi < δi, then qi is equal to the supply. Hen
e, the �ow qi is un
hanged if thedemand δi is in
reased up to Qi,max.
⋆ If rj < σj , then rj is equal to the demand. Hen
e, the �ow rj is un
hanged if thesupply σj is in
reased up to Qj,max.In 
ase of equilibrium ( d

dt
Nj = 0), it is proved in [LK05℄ and [LK02℄ that internalstate model and pointwise optimizationmodel are equivalent for merges and diverges.To begin with dynami
al models, we will 
onsider it as quasistati
 transformationsin thermodynami
. It means that between the initial state and the �nal state, thereis a sequen
e of states, ea
h state of this sequen
e being 
lose to an equilibriumstate. In this 
hapter, we develop the Leba
que point-wise interse
tion model (see[LK05℄). It has to be kept in mind that in this model, the vehi
les in the interse
tionare not modelled (it is as if they were seen from so far away that they 
ouldn't beseen), and only the vehi
les on the upstream links put up with what happens in theinterse
tion.5.3 Experien
es on a large orthotropi
 networkWe aim at �nding a two-dimensional behaviour law. Can su
h a law be found in the
enter of a large orthotropi
 network with K×L interse
tions (�gure 5.4)? On ea
hinterse
tion (k, l), we know the turning node movements γklij whi
h are supposed to139



be 
onstant. The number γklij represents the proportion of vehi
les that go from link
i to link j at node (k, l). For sake of simpli
ity, ea
h link has a distan
e of 1, hen
e,between two interse
tions, the distan
e is 2. It is important to underline that wedo not take into a

ount an Origin-Destination point of view, we are only interestedin how the vehi
les will 
ir
ulate on the network. We are looking for a stati
 tra�
equilibrium with 
onstant supply and demands.
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(a) (b)Figure 5.4 - Orthotropi
 network with K lines and L 
olumns (a). Zoom on a networkelement (b): on ea
h node entering link, the density is µ, there is a supply s and a �ow gat its beginning, a demand δ and a �ow q at the interse
tion entry; the split of the entering�ows is given by γ 
oe�
ients; on ea
h node exiting link the density is ρ, there is a supply
σ and a �ow r at its beginning (after the interse
tion), a demand d and a �ow f at thelink exit.
We are going to test the Leba
que's interse
tion models on this network. The algo-rithm is: 140



Algorithm 3 Large orthotropi
 dis
rete network algorithmInput: ⋆ K lines and L 
olumns,
⋆ turning movement 
oe�
ients,
⋆ pointwise model 
ase: de�nition of fun
tions Φ and Ψ,
⋆ internal state model 
ase: de�nition of interse
tion demand and supplyfun
tions,
⋆ Fundamental Diagrams on links,
⋆ border 
onditions: supplies skli and demands dkli at the network entriesand exits,
⋆ ending time T .(For sake of simpli
ity, in the sequel, we omit the indi
es i, k, l)1: empty network initial 
onditions (at t = 0): ρ0 and µ0 are null on ea
h link2: for t = 0 to T do3: Cal
ulate st, δt, σt and dt with the Supply and Demand splits of the Funda-mental Diagram4: Cal
ulate gt, qt, rt and f t with the min formula5: Cal
ulate ρt+1 = ρt + rt − f t, µt+1 = µt + gt − qt6: end for7: Output: ⋆ the �ows gT , qT , rT and fT ,
⋆ the densities µT and ρT ,
⋆ the supplies and demands sT , δT , σT and dT .5.3.1 Common dataThe turning movement 
oe�
ients are the same on ea
h interse
tion, whi
h is quitearti�
ial. The matrix is: (γij)ij = 0.4686 0.2236 0 0.3078

0.0405 0.469 0.4905 0
0 0.3109 0.2904 0.3987

0.3512 0 0.4097 0.2391


Ea
h link is one kilometer long and the Fundamental Diagram on ea
h link is asin �gure 5.5: the 
apa
ity is of 50 vehi
les per minute, the 
riti
al density is of 60vehi
les per kilometer, the �uid regime velo
ity is of 50 kilometer per hour.The demands at the entry of border links are set equal to 25 vehi
les per minuteand the supplies at the exiting links are set equal to 50 vehi
les per minute.5.3.2 Test with pointwise optimization modelFun
tions Φi are set equal for any i ∈ {1, 2, 3, 4}, fun
tions Ψj are set equal for any

i ∈ {1, 2, 3, 4}. They are de�ned as: 141



veh/mn

O 60 200
veh/km

50

Figure 5.5 - Fundamental Diagram at ea
h point of ea
h link. Ea
h link is of length 1km.At ea
h point, the 
apa
ity is of 50 veh.mn−1, the 
riti
al density is of 60 veh.km−1, the�uid phase velo
ity is of 50 km.h−1.
Φ : R −→ R

q 7−→ −q2 + 140q
Ψ : R −→ R

r 7−→ −r2 + 160rThey verify the 
onditions (5.14). In parti
ular, 
riti
al values for Φ (70 veh.mn−1)and for Ψ (80 veh.mn−1) are superior to the link 
apa
ities (50 veh.mn−1), as re-quired.With the graphs of �gure 5.6, we 
an hypothesize a behaviour law at the 
enter of anetwork 
omposed with same turning movement matrix γ at ea
h interse
tion: theentering �ow ve
tor (q1, q2, q3, q4) is an eigenve
tor of matrix tγ asso
iated to theeigenvalue 1, so the exiting �ow ve
tor (r1, r2, r3, r4) is equal to (q1, q2, q3, q4). Thisbehaviour law is a

eptable when the demands at the border are not to high: in 
aseof high levels of demand, the network will rea
h bit-by-bit the 
ompletely blo
kedequilibrium state. The pointwise model, by making some �ows equal, allows thisbehaviour law. We are now going to test if this hypothesis works with internal statemodel.5.3.3 Test with internal state modelThe internal state model gives a lo
ation for vehi
le sto
king. A

ording to di�er-ent tra�
 patterns, this should allow regularizing e�e
ts when demand is low, andos
illations as demand in
rease. Hen
e, the previous behaviour law should not beso 
lear.Ea
h node 
hara
teristi
 supply and demand fun
tions are de�ned as in �gure 5.7.The interse
tion is modelled with a lo
ation whi
h surrounds the real interse
tionover more or less 75 meters in ea
h dire
tion.142



(a) (b)

(
) (d)Figure 5.6 - Tra�
 �ows at the adja
ent links of the 
entral interse
tion in a 3 × 3interse
tions network (a) and a 7× 7 interse
tions network (b). When road tra�
 is �uidon the network, the equilibrium state is rea
hed for eigenve
tors of tγ asso
iated withthe eigenvalue 1. The same tests in a 15 × 15 interse
tions network (
) and a 27 × 27interse
tions network (d) give that the equilibrium state �ows and even the �lling of the
entral interse
tion (transitional phase at the beginning) are made up of su
h eigenve
tors.
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(a) (b)Figure 5.7 - Demand (a) and Supply (b) fun
tions for ea
h interse
tion of the network.The tests should be 
autious be
ause of the model sensitivity. On �gure 5.8, one
an see that even with a quite low demand, an equilibrium state 
annot be rea
hedon the 
entral node of a 7×7 interse
tions network. A general behaviour low shouldbe obtained with lower demands on the border.

(a) (b)Figure 5.8 - A 7×7 interse
tions network: the �ows at the interse
tion (a) and the numberof vehi
les in the interse
tion (b) are os
illating. The �lling demand (12 veh.mn−1), is quitelow for links, but it is su�
ient to disturb the interse
tions tra�
 state.On �gure 5.9, equilibrium states are rea
hed on the 
entral interse
tion of di�erentnetworks, with weak demands on the border. The obtained behaviour law is thesame than the pointwise model behaviour law at equilibrium. Nevertheless, it ismore instable as far as the Rankine-Hugoniot 
ondition (5.7) is repla
ed by dN
dt
(t) =∑4

i=1 qi(t)−
∑4

j=1 rj(t). 144



(a) (b)

(
) (d)Figure 5.9 - Tra�
 �ows at the 
entral node on 7 × 7 (a), 15 × 15 (b) and 19 × 19 (
)interse
tions networks, with low demands on the border (6 veh.mn−1). For ea
h traveldire
tion, the equilibrium state is rea
hed for an entering �ow equal to the exiting �ow.On (d), the evolution of the number of vehi
les in the 
entral interse
tion of the 19 × 19interse
tions network is represented.
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5.4 What 
ould be improved with these models?A general behaviour law has been found at the 
enter of a network provided withinterse
tions with same turning movement 
oe�
ients: the equilibrium state is givenby an eigenve
tor of the transpose of turning movement matrix asso
iated to theeigenvalue 1.It is proved in [LK05℄ that the pointwise and the internal state models are equivalentfor a merge and a diverge. It is shown that the merge model is 
ompatible toexperimental data. Nevertheless, many questions hold to understand better thesemodels and 
ompare them. For instan
e, if one de�nes the 
oordinates of the 
riti
aldemand ve
tors as the demands on the border that break the equilibrium state atthe 
entral interse
tion, how to 
hara
terize these 
riti
al demand ve
tors? Thiswould de�ne 
riti
al regimes for interse
tions.
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Chapter 6Tra�
 
onservation equation withina two-dimensional 
ontinuumnetwork
Contents6.1 Anisotropi
 network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1476.2 Conservation equation in tra�
 
ells . . . . . . . . . . . . 1506.3 Dis
rete �ow model in a 
ell . . . . . . . . . . . . . . . . . 1536.4 Fundamental Relation in a 
ell . . . . . . . . . . . . . . . 1546.5 Model with several destinations . . . . . . . . . . . . . . . 1586.6 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1586.7 Appendix: sto
hasti
 matri
es . . . . . . . . . . . . . . . . 159In this 
hapter, we develop the tra�
 lo
al 
onservation equation in a 
ontinuousanisotropi
 network. In 
hapter 3, the 
onservation equation was divq = Θ. We tar-get towards a dynami
al equation that would take 
rossing tra�
 �ows into a

ount.To this end, we will use the 
hapter 5 results.6.1 Anisotropi
 network6.1.1 Urban areaLet us denote A a dense urban area with an anisotropi
 network. The network is
onsidered as a 
ontinuum. It means that all the network roads are aggregated sothat vehi
les behave like a two-dimensional �uid, as if the area was observed from147



a long distan
e (e.g. [TI82, YYI94, Won98, PB10℄). Hen
e, the detailed geometri
stru
ture is lost. Nevertheless, it doesn't mean that at a network point, vehi
les
an follow an arbitrary dire
tion. In the sequel, we will suppose four possible traveldire
tions at any inside point of the area (ex
ept on the border where only two orthree dire
tions are possible).The area A is viewed as a subset of the R2 Eu
lidean spa
e.The anisotropi
 networkis de�ned by the two angles θ1 and θ2 (denote θ = θ2 − θ1), its lo
al (or �natural�)basis is (u1, u2) (�gure 6.1.a). In the sequel, we state an arbitrary point O 
hosenas the origin and we will ex
lusively work in the lo
al basis (u1, u2). It means thata point P of the area has generi
al 
oordinates (a, b) in (O, u1, u2) if and only if−→
OP = au1 + bu2.Let us state u3 = −u1 and u4 = −u2. The four ve
tors u1, u2, u3 and u4 representthe four privileged dire
tions of travelling in the anisotropi
 network (�gure 6.3).We will simply denote these dire
tions i instead of ui.6.1.2 Lane densityThe density of lanes to dire
tion i at point P (a, b) is λi(a, b) expressed in lanesper length unit. To obtain it, one has to 
ount the number of lanes to dire
tion
i that inter
ept a line segment of length 1, orthogonal to dire
tion i and 
entredon P (�gure 6.2.b). We will suppose that λ1 = λ3 and λ2 = λ4. This meansthat at ea
h point, two opposite dire
tions are always side by side. The densityfun
tions λi are stri
tly positive. As far as the 
onsidered area is dense, and toavoid mathemati
al instabilities, density fun
tions should be supposed su
h that:
∃li > 0/ ∀P (a, b) ∈ A, λi(a, b) > li.
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1(a) (b)Figure 6.1 - Anisotropi
 network with orthonormal basis (e1, e2) and its lo
al basis (u1, u2)(a); Zooming on an elementary 
ell (b). 148



P P

(a) (b)Figure 6.2 - Lanes on an elementary 
ell (a); How to 
al
ulate the density of lanes to apres
ribed dire
tion at P? (b)
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P(a) (b) (
)Figure 6.3 - Four symbolized lanes at point P (a); the four dire
tions at point P (b)symbolized by four ve
tors (
).
149



6.1.3 Flow fun
tionsFun
tions (qi)i represent the �ow fun
tions to dire
tion i. At point P (a, b), qi(a, b)is equal to the tra�
 �ow on the lane to dire
tion i. As a 
onsequen
e, the fun
tions
(fi)i de�ned as fi = λiqi represent the �ow fun
tion per unit length to dire
tion i.(At point P (a, b), the quantity fi(a, b) is equal to the tra�
 �ow per unit length todire
tion i.)6.1.4 Turning movement rate fun
tionsThe fun
tions (γij)(i,j)∈{1,2,3,4}2 represent the turning movement rates: at point
P (a, b), for all (i, j) ∈ {1, 2, 3, 4}2, the number γij(a, b) is the fra
tion of turningmovements for tra�
 �ow 
oming from dire
tion i, rea
hing point P and then goingto dire
tion j. (We suppose there are no U-turn: if (i, j) ∈ {(1, 3), (3, 1), (2, 4), (4, 2)}then γij = 0.)As γij(a, b) is a fra
tion, there are two obvious properties:

0 6 γij(a, b) 6 1, (6.1)
∀i,

4∑

j=1

γij(a, b) = 1. (6.2)In other words, property (6.2) expresses that theM4(R)matrix γ(a, b) = (γij(a, b))i,jis a sto
hasti
 matrix (se
tion 6.7).We will suppose a third property. It is the behaviour law obtained in 
hapter 5. Atea
h point of the area:
∀j, qj(a, b) =

4∑

i=1

γij(a, b)qi(a, b). (6.3)From a physi
al point of view, property (6.3) 
an be seen as the lo
al 
onservationof vehi
les at ea
h point of the area. It means that (qi(a, b))i, whi
h is a ve
tor withall its 
oordinates positive, is an eigenve
tor of tγ(a, b) asso
iated to the eigenvalue
1. Let us point out it is mathemati
ally possible from the lemma of se
tion 6.7.6.2 Conservation equation in tra�
 
ellsWe 
onsider a 
ell c of the area. The lengths of the two sides of an elementary 
ell(whi
h is a parallelogram) are ǫ1 and ǫ2 (�gure (6.1.b). For all i ∈ {1, 2, 3, 4}, let150



us denote Ni(t) the number of vehi
les of 
ell c whi
h are travelling to dire
tion iat time t. How does vary Ni in 
ell c? Ea
h dire
tion i 
arries a �ow qi on ea
hlane with density λi. The number Ni 
an vary with internal ex
hanges of 
ell c, andexternal ex
hanges with 
ell c.6.2.1 Internal ex
hangesWhat happens on dire
tion i in 
ell c? At ea
h point of 
oordinates (a, b), a �ow∑
j 6=i γij(a, b)qi(a, b) exits from dire
tion i and a �ow ∑

j 6=i γji(a, b)qj(a, b) enterswith dire
tion i. Hen
e, using relation (6.3) of vehi
les 
onservation, the balan
e is:
∑

j 6=i
γji(a, b)qj(a, b)−

∑

j 6=i
γij(a, b)qi(a, b)

=
∑

j 6=i
γji(a, b)qj(a, b) + γii(a, b)qi(a, b)− γii(a, b)qi(a, b)−

∑

j 6=i
γij(a, b)qi(a, b)

=
∑

j

γji(a, b)qj(a, b)−
∑

j

γij(a, b)qi(a, b)

= qi(a, b)− qi(a, b)
= 0. (6.4)So the internal balan
e is null.6.2.2 Ex
hange balan
e in a 
ellFrom now, (a, b) will designate the 
enter of 
ell c. For sake of simpli
ity, let usstudy the 
ase i = 1 (�gure 6.4), the others are the same.

N1(t+∆t)−N1(t) =

q1(a−
ǫ1
2
, b, t)λ1(a−

ǫ1
2
, b)ǫ2 sin θ∆t

− q1(a+
ǫ1
2
, b, t)λ1(a+

ǫ1
2
, b)ǫ2 sin θ∆t

+ γ21(a, b−
ǫ2
2
)q2(a, b−

ǫ2
2
, t)λ2(a, b−

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t

− γ14(a, b−
ǫ2
2
)q1(a, b−

ǫ2
2
, t)λ2(a, b−

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t

+ γ41(a, b+
ǫ2
2
)q4(a, b+

ǫ2
2
, t)λ2(a, b+

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t

− γ12(a, b+
ǫ2
2
)q1(a, b+

ǫ2
2
, t)λ2(a, b+

ǫ2
2
)ǫ1 sin θ∆t. (6.5)151
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les to dire
tion 1 in 
ell c (a); Chara
teristi
 lengths.(b)To lighten the equation, we omit the argument (a, b, t):
N1(t+∆t)−N1(t)

sin θ∆t
=

ǫ2q1λ1 −
ǫ1ǫ2
2
∂xq1λ1 − ǫ2q1λ1 −

ǫ1ǫ2
2
∂xq1λ1

+ ǫ1γ21q2λ2 −
ǫ1ǫ2
2
∂yγ21q2λ2 − ǫ1γ14q1λ2 +

ǫ1ǫ2
2
∂yγ14q1λ2

+ ǫ1γ41q4λ2 +
ǫ1ǫ2
2
∂yγ41q4λ2 − ǫ1γ12q1λ2 −

ǫ1ǫ2
2
∂yγ12q1λ2

+ ǫ1γ11q1λ2 − ǫ1γ11q1λ2. (6.6)With vehi
les 
onservation equation (6.3), and by noti
ing that the area of theelementary 
ell is equal to ǫ1ǫ2 sin θ, hen
e lim∆t→0+
N1(t+∆t)−N1(t)
ǫ1ǫ2 sin θ∆t

= ∂tρ1. Then, forthe 
ell whi
h 
enter is (a, b), we obtain the lo
al 
onservation equation for tra�
�ows to dire
tion 1 at time t:
∂tρ1 + ∂xf1 + ∂y

(f2γ21 − f4γ41
2

+
λ2
λ1

f1γ12 − f1γ14
2

)
= 0. (6.7)By the same token, we obtain the equations for dire
tions 2, 3 and 4:

∂tρ2 + ∂x

(f1γ12 − f3γ32
2

+
λ1
λ2

f2γ21 − f2γ23
2

)
+ ∂yf2 = 0, (6.8)

∂tρ3 + ∂x(−f3) + ∂y

(f2γ23 − f4γ43
2

+
λ2
λ1

f3γ32 − f3γ34
2

)
= 0, (6.9)

∂tρ4 + ∂x

(f1γ14 − f3γ34
2

+
λ1
λ2

f4γ41 − f4γ43
2

)
+ ∂y(−f4) = 0. (6.10)152



If we sum the equations (6.7), (6.8), (6.9) and (6.10), we obtain a global 
onservationequation in the 
ell while writing that ρ = ρ1 + ρ2 + ρ3 + ρ4 (and with vehi
les
onservation equation (6.3)):
∂tρ+ ∂x

(
f1 − f3 +

1

2

[
1 +

λ1
λ2

][(
1− γ11

)
f1 −

(
1− γ33

)
f3

])

+∂y

(
f2 − f4 +

1

2

[
1 +

λ2
λ1

][(
1− γ22

)
f2 −

(
1− γ44

)
f4

])
= 0. (6.11)Let us 
omment equation (6.11) in the parti
ular 
ase λ1 = λ2. It be
omes:

∂tρ+ ∂x

(
(
2− γ11

)
f1−

(
2− γ33

)
f3

)
+ ∂y

(
(
2− γ22

)
f2−

(
2− γ44

)
f4

)
= 0. (6.12)Equation (6.12) was expe
ted. There are 5 tra�
 �ows that enter the elementary
ell on ea
h side. For instan
e, on �gure (6.5), we add the 5 �ows that enter the 
ellfrom the left side: γ41q4 + γ11q1 + γ21q2 + γ12q1 + γ14q1 =

(
2− γ11

)
q1.
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Figure 6.5 - Entries from one side in 
ell c: (γ41q4 + γ11q1 + γ21q2) + (γ12q1 + γ14q1) =
q1 +

(
1− γ11

)
q1 =

(
2− γ11

)
q1.6.3 Dis
rete �ow model in a 
ellTo 
reate displa
ements in an elementary 
ell c, whi
h 
enter is (a, b) and lengthsare ǫ1 and ǫ2 like in �gure 6.4, we build an equivalent of the Fundamental Diagramof tra�
 �ow in one dimension. 153



Equation (6.5) is a dis
retized version of equation (6.7). Equations (6.8), (6.9) and(6.10) have same type of dis
retized equations. The total number N of vehi
les inthe 
ell is split into (Ni)i∈{1,2,3,4}. To 
reate displa
ements with supply and demand,the relevant quantities are not exa
tly the numbers Ni but the densities of vehi
lesper lane: for a given dire
tion i and number of vehi
les Ni, if there are lots of lanesto dire
tion i, the vehi
les density on ea
h lane i will be low; if there are only fewof these lanes, density on dire
tion i will be high. The number of vehi
les per laneto dire
tion i is Ni

λiǫi+1 sin θ
. (Obviously, if i = 4, i + 1 is set equal to 1.) Hen
e, thedensity of vehi
les travelling to dire
tion i is Ni

λiǫ1ǫ2 sin θ
or ρi

λi
.In 
ell c, the dis
retized model for dire
tion 1 is:

N1(t+∆t)−N1(t) =

f1(a−
ǫ1
2
, b, t)ǫ2 sin θ∆t

− f1(a+
ǫ1
2
, b, t)ǫ2 sin θ∆t

+ γ21(a, b−
ǫ2
2
)f2(a, b−

ǫ2
2
, t)ǫ1 sin θ∆t

− γ14(a, b−
ǫ2
2
)f1(a, b−

ǫ2
2
, t)

λ2(a, b− ǫ2
2
)

λ1(a, b− ǫ2
2
)
ǫ1 sin θ∆t

+ γ41(a, b+
ǫ2
2
)f4(a, b+

ǫ2
2
, t)ǫ1 sin θ∆t

− γ12(a, b+
ǫ2
2
)f1(a, b+

ǫ2
2
, t)

λ2(a, b+
ǫ2
2
)

λ1(a, b+
ǫ2
2
)
ǫ1 sin θ∆t. (6.13)6.4 Fundamental Relation in a 
ellThe tra�
 �ows in a 
ell will be determined with a min formula, following theidea of equation (5.4). Why not use a Ma
ros
opi
 Fundamental Diagram (see[JDH+10, GD08℄)? Be
ause while aggregating the data as the MFD do, the networkgeometry is lost: it is as if the network were isotropi
. In this se
tion, we want to
onstru
t supply and demand fun
tions in a tra�
 
ell in order to keep the networkanisotropy and take the interse
tion 
on�i
ts into a

ount.6.4.1 Network supply in a 
ellThe de�nition of the network supply in a given 
ell c is a very tough task.154



6.4.1.1 Cell 
apa
ityThe 
ell 
apa
ity Kc 
ould be de�ned as the 
apa
ity of any lane in the 
ell. Hen
e,we suppose that all lanes have nearly the same 
apa
ity. This de�nition is onlytheori
al. As vehi
les are spread in a 
ell, 
on�i
ts imply that 
apa
ity should neverbe rea
hed. But it will help to de�ne the 
ell supply.6.4.1.2 Cell suppliesWe want to de�ne the 
ell supply for ea
h dire
tion i. Let us state i = 1. Thesupply for vehi
les whi
h want to enter 
ell c with dire
tion 1 is a fun
tion of thelanes densities ( ρ1
λ1
, ρ2
λ2
, ρ4
λ4
).We build the supply fun
tion as a produ
t: S1 = λ1Kcξ1(

ρ1
λ1
)ξ2(

ρ2
λ2
)ξ4(

ρ4
λ4
). We gen-eralize this formula for all i:

∀i, Si = λiKcΠ
4
j=1,j 6=i+2ξj(

ρj
λj

). (6.14)For any lane to dire
tion i, fun
tion ξi is not a supply fun
tion, it does not haveany dimension. We suppose the 
apa
ity drop to be immediate be
ause turningmovement rates imply immediately that vehi
les spread in the 
ell, 
reating 
on�i
tsand de
reasing the supply. Hen
e, ξ fun
tions ha no 
onstant part like in �gure 5.1.
.Figure 6.6 gives a possible fun
tion ξi, with rmax
i = ρi max

λi
. As soon as one dire
tionis 
ompletely blo
ked, vehi
les in other dire
tions 
annot 
ross interse
tions, hen
eall vehi
les in 
ell c are blo
ked.6.4.2 Users' demand in a 
ellOn ea
h lane to dire
tion i, let us 
onsider the demand fun
tion δi. This fun
tionis supposed to be the same for ea
h lane to dire
tion i in the 
ell, it is of 
lassi
alshape (�gure 6.7). We build the demand fun
tion in 
ell c as:

Di = λiδi

(ρi
λi

)
. (6.15)Contrarily to supply fun
tion, users' demand to dire
tion i while entering in a 
ell isnot a fun
tion of the four densities. As there are no internal ex
hange per dire
tionin ea
h 
ell, vehi
les whi
h want to enter a 
ell on dire
tion i 
an already be supposedon dire
tion i.The number lane
ap is the lane 
apa
ity, k
rit is the 
riti
al density on the lane and

kmax is the maximum density on the lane.155
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i
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1
ξ

i

OFigure 6.6 - Graph of a fun
tion ξ in 
ell c. It is not a supply fun
tion, as it does nothave any dimension. It tradu
es the de
rease of supply in a given dire
tion i: the presen
eof vehi
les to dire
tion i implies the presen
e of vehi
les to the other dire
tions thanks toturning movement rates.

k
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OFigure 6.7 - Demand fun
tion on a lane of 
ell c.
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6.4.3 Tra�
 �ows generationThe �ow entering in 
ell c with dire
tion i from 
ell c−i is fi = min(D−
i , Si), where

D−
i is the partial demand in 
ell c−i . The �ow exiting out of 
ell c with dire
tion ito 
ell c+i is fi = min(Di, S

+
i ), where S+

i is the partial supply in 
ell c+i . Figure 6.8summarize it for entering �ows in a 
ell (given that an entering �ow in a 
ell is anexiting �ow from an adja
ent 
ell).
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Figure 6.8 - Entering �ows in a 
ell viewed with supply and demand.
6.4.4 AlgorithmTo build the �nal algorithm, the inputs are the number of vehi
les on ea
h dire
tionand in ea
h 
ell of the area; the supplies and demands at time t = 0 on the wholearea (more pre
isely on every 
ell of the area); the supply and demand at every timeon the border of the area. For instan
e, it is easy to begin with an empty network.The outputs are the tra�
 �ows and the densities.157



Algorithm 4 Large anisotropi
 
ontinuous network algorithmInput: density fun
tions λiturning movement rate fun
tions γijborder 
onditions: supplies Si and demands Di at the network entries andexitsending time T1: empty network initial 
onditions (at t = 0): ρ0i is null2: for t = 0 to T do3: Cal
ulate Sti and Dt
i with the Supply and Demand fun
tions (6.14) and (6.15)4: Cal
ulate f ti with the min formula5: Cal
ulate ρt+1

i with the dis
retized formulas of type (6.13)6: end for7: Output: the �ows f t, t = 0 . . . T , the densities ρt, t = 0 . . . T .6.5 Model with several destinationsIt is possible to extend the previous model in 
ase of several destination: m ∈
{1, . . . ,M} des
ribes the set of the M destinations. Like in se
tion (6.1.3), theasso
iated tra�
 �ows per lane are qmi , and the asso
iated tra�
 �ows per unitlength are fmi = qmi λi.Turning movement rate fun
tions must be spe
i�ed per destination: a set of fun
tions
(γmij )m,i,j has to be given. Indi
es i and j are the same as before. These fun
tionsshould have the same properties as in se
tion (6.1.4). More pre
isely: for all P (a, b) ∈
A, 0 6 γmij (a, b) 6 1; the M4(R) matrix γm(a, b) = (γmij (a, b))i,j is sto
hasti
; thevehi
les 
onservation is ∀j, qmj (a, b) =∑4

i=1 γ
m
ij (a, b)q

m
i (a, b).At ea
h point of the network, the 
on
entration of vehi
les going to dire
tion i, isthe sum of the partial 
on
entrations of vehi
les bounded for destination m andgoing to dire
tion i. We note it: ρi = ∑M

m=1 ρ
m
i , and the �ow of vehi
les boundedfor destination m is qmi =

Nm
i

Ni
qi.All of these elements allow an extension of the des
ribed model to a multi-destinationmodel.6.6 Con
lusionWe have established a set of dynami
al equations that des
ribe the tra�
 �ows andtheir 
on�i
ts in an elementary 
ell of an anisotropi
 
ontinuous network. Anotheridea is to apply homogenization theory on su
h networks as in [BC12℄. In this arti
le,158



the interse
tion 
on�i
ts are modelled with an extra virtual link where vehi
les 
anwaste time.6.7 Appendix: sto
hasti
 matri
esHere are some simple results with respe
t to sto
hasti
 matri
es.The matrix A = (aij) ∈ Mn(R) is said to be sto
hasti
 if ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2, 0 6
aij 6 1 and ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∑n

j=1 aij = 1. It is easy to prove that if λ is aneigenvalue of A, then |λ| 6 1. A admits the eigenvalue 1 with asso
iated eigenve
tor
t(1, . . . , 1). As the 
hara
teristi
 polynomials of matri
es A and tA are equal, matrix
tA admits 1 as an eigenvalue (but we don't know a priori an eigenve
tor). We aregoing to prove a very simple result (we did not see it in any exer
ise book):lemma: an eigenve
tor of tA asso
iated to the eigenvalue 1 
an be 
hosen with allits 
oordinates positive or null.Proof:Let us take an eigenve
tor X = (xi) of tA with asso
iated eigenvalue 1. As matrix
tA is a real matrix and 1 is a real eigenvalue of tA, X 
an be 
hosen as a real ve
tor.We are going to prove that Y = (|xi|) is an eigenve
tor tA with asso
iated eigenvalue
1.Let us denote N,Z and P the three sets that de�ne a partition of {1, . . . , n}:

N = {i ∈ {1, . . . , n}/ xi < 0},
Z = {i ∈ {1, . . . , n}/ xi = 0},
P = {i ∈ {1, . . . , n}/ xi > 0}.

∀i, xi =
∑n

k=1 akixk
=

∑
k∈N akixk +

∑
k∈Z akixk +

∑
k∈P akixkThen ∀i ∈ N, xi >∑n

k∈N akixk. Then∑n
i∈N xi >

∑n
i∈N
∑n

k∈N akixk then∑n
i∈N xi >∑n

k∈N xk
∑n

i∈N aki whi
h is equivalent to∑n
i∈N xi >

∑n
i∈N xi

∑n
k∈N aik

∑n
i∈N xi

(
1−∑n

k∈N aik
)
> 0As xi < 0∀i ∈ N , we obtain that ∀i ∈ N, 1 −∑n

k∈N aik = 0. We 
an 
on
lude that
∀i ∈ N, (j ∈ Z ∪ P )⇒ aij = 0. Hen
e, ∀i ∈ N, ∑n

k∈Z∪P akixk = 0.For all i ∈ N :
∑n

k=1 aki|xk| =
∑

k∈N aki(−xk) +
∑

k∈Z∪P akixk
= −

∑
k∈N akixk −

∑n
k∈Z∪P akixk

= −∑n
k=1 akixk

= −xi
= |xi| 159



By the same token on xi with i ∈ P , we have ∀i ∈ P, (j ∈ N ∪Z)⇒ aij = 0. Hen
e,
∀i ∈ P, ∑n

k∈N∪Z akixk = 0. For all i ∈ P , we have ∑n
k=1 aki|xk| = |xi|.We end by the 
ase i ∈ Z:

∑n
k=1 aki|xk| =

∑
k∈N aki(−xk) +

∑
k∈P akixk

= 0
= |xi|Nota: we 
an prove this last result with Brouwer's theorem. Let us 
onsider the
onvex 
ompa
t subset of Rn: C = {∀i, xi > 0,

∑n
i=1 xi = 1}. The map f : Rn → R

nde�ned by f(x) =t A.x is 
ontinuous and f(C) ⊂ C. Hen
e there exists (at least)one �xed point of f in C, whi
h proves the result.
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Con
lusion et perspe
tives
Deux modèles bidimensionnels de tra�
 ont été 
onstruits.
⋆ Le premier modèle est statique. Il prend en 
ompte le 
ara
tère non isotrope dumilieu, les �ux de tra�
 s'é
oulant dans des dire
tions privilégiées. Il prend aussien 
ompte les 
ontraintes de 
apa
ité des voies.
⋆ Le deuxième modèle est dynamique. Il propose une équation de 
onservation quitient 
ompte de l'orientation des �ux. Ces �ux bidimensionnels sont engendrés auniveau de 
haque 
ellule de tra�
 par des o�res et des demandes. Les données de
es o�res et demandes 
onstituent des Relations Fondamentales Dire
tionnelles,généralisant la notion de Diagramme Fondamental du 
as unidimensionnel.La géométrie du réseau d'une aire urbaine dense. Les modèles de 
e travaildoivent être appliqués à des 
as plus réalistes de la géométrie des réseaux urbains(�gure 7.1). Dans 
e travail, nous avons uniquement 
onsidérés des réseaux ayanten 
haque point les mêmes propriétés géométriques : l'orientation des rues est lamême sur toute l'aire. Si une aire urbaine se dé
oupe en plusieurs zones de tra
ésorthotropes et anisotropes, il faut appliquer les modèles sur 
ha
une de 
es zones etdé�nir la manière dont se transmettent les �ux aux interfa
es. Cette des
ription plus�ne du réseau doit reproduire plus �dèlement les ondes de tra�
 à l'é
helle de l'aireurbaine. En outre, le 
as des zones de tra
é isotrope, bien que sujet de nombreuxarti
les, est loin d'être réglé : les di�érentes tentatives en 
e sens ne rendent passu�samment bien 
ompte de la physique du tra�
. La résolution du 
as isotropedonnerait en outre des pistes pour l'étude des dépla
ements de piétons.Validation du modèle - 
arte de l'état du réseau d'une aire urbaine. Leproblème de tout modèle de tra�
 est 
elui de sa validation. Le modèle statique abesoin de données de tra�
 pour dé�nir les fon
tions de demande et les 
ontraintesde 
apa
ité. Le modèle dynamique a besoin de données de tra�
 pour dé�nir lesfon
tions d'o�re et de demande au niveau de 
haque 
ellule de tra�
. On peut pour
ela utiliser les nouvelles te
hnologies, 
omme les données fournies pas les téléphonesmobiles des usagers (voir par exemple [SWB07, SWB08℄), a�n d'obtenir des fon
-tions plus réalistes. Le modèle validé doit déterminer une 
arte de l'état du réseaud'une aire urbaine. Il faut garder à l'esprit que 
ette 
arte est une des
ription assez161



Figure 7.1 - Photo aérienne d'une partie de la ville de Bar
elone (Google Maps). Ondistingue nettement une zone historique où la géométrie du réseau peut être 
onsidérée
omme isotrope et une zone plus ré
ente où la géométrie du réseau peut être 
onsidérée
omme orthotrope. Il faut alors étudier 
haque zone ave
 le modèle qui lui 
orrespond etdé�nir la manière dont les �ux se transmettent d'une zone à l'autre.grossière de la réalité. De plus, deux di�
ultés ont été mises à jour. Tout d'abord,la longueur du 
al
ul informatique ne permet pas d'obtenir rapidement l'état d'unréseau 
ongestionné. Ensuite, toujours dans le 
as d'un réseau 
ongestionné, l'obten-tion des 
oe�
ients de Kuhn et Tu
ker (grâ
e à l'algorithme de résolution) donnantle sur
oût théorique est à interpréter ave
 pré
aution.Les 
oe�
ients de mouvements tournants. Au niveau des interse
tions, les
oe�
ients de mouvements tournants sont supposés �xes. Ils devraient pourtants'exprimer en fon
tion des 
on
entrations des véhi
ules en sortie. En outre, un 
han-gement de 
oe�
ients au niveau d'une interse
tion doit aussi entraîner une modi�-
ation des 
oe�
ients des interse
tions voisines. Cette tâ
he est mathématiquementdi�
ile. À défaut de pouvoir obtenir une règle mathématique raisonnable, les don-nées satellites pourraient permettre de 
alibrer empiriquement les 
oe�
ients demouvements tournants en fon
tion des 
on
entrations sortantes et des modi�
ationsdes 
oe�
ients voisins.Carte des émissions de gaz à e�et de serre, 
arte des 
on
entrations depolluants. Une fois qu'on a obtenu l'état du réseau, on peut espérer dé
rire destendan
es quant aux émissions de gaz à e�ets de serre. Les émissions peuvent se dé-duire des débits (et des vitesses si on a un modèle dynamique) à partir de formules.Les modèles existants, 
omme COPERT ([GKNS07℄), proposent des moyennes an-162



nuelles (sur périodes intenses par exemple), 
ela donne des ordres de grandeurs maison est en
ore loin d'un modèle dynamique. La question des polluants est plus dé-li
ate en
ore. Ce n'est pas tant leur émission qui importe mais leur 
on
entrationdans le milieu. Les polluants sont émis et subissent des transformations 
himiquesdans l'air. En plus de la 
arte des émissions, un modèle de polluant demande don
des données météorologiques et topographiques. Ces modèles né
essitent une grandepuissan
e de 
al
ul, 
e qui pose aussi la question de la pré
ision de 
es modèles.Carte des bruits routiers. On pourrait aussi 
her
her à obtenir, à partir de l'étatdu tra�
 sur le réseau, une 
arte des nuisan
es dues aux bruits routiers. La nuisan
ed'un bruit ne se mesure 
ependant pas au niveau de puissan
e atteint lors de sonémission. Seul le bruit reçu peut éventuellement 
réer une nuisan
e. En 
e sens, lese�ets géométriques dus aux bâtiments ne sont pas négligeables. En se plaçant dansle 
adre d'un 
ontinuum de routes, les deux modèles bidimensionnels de tra�
 dé
ritsdans 
ette thèse négligent les bâtiments de l'aire urbaine. L'obtention de la 
artedes bruits routiers sur une aire urbaine semble don
 être di�
ile.
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