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Abstract. Traffic road modelling in the dense network of a wide area needs a large amount
of data. It renders a keen modelling unmanageable in practice. To simplify the problem, an
idea is to aggregate the network links as a continuous medium where traffic road flows as a
fluid on a surface. This modelling is called two-dimensional. Even if the detailed geometric
structure of the network is lost, such a modelling avoids the traffic keen description on a
network where measure points are not numerous enough to allow an exhaustive evaluation
of traffic state. A series of articles started in the 80’s have highlighted relevant concepts.
Nevertheless, these previous works have not solved fundamental modelling issues: how to
deduce and model global behaviours basing on local behaviours (flow on an axe, interactions
at intersections)? In this work, two models are developed. The first model is static. Traffic
road flows on privileged orthogonal directions. The model takes into account the balance
between the network trip supply and the users’ elastic trip demand. The principal outputs
are, for each point of the network and each destination, the directional flows and the trip
costs. The second model is dynamical. The description of traffic flows stands at the level
of elementary traffic cells, where concepts of supply and demand are defined. With a
behaviour law deduced from a discrete network, we establish the conservation dynamic
equation of road traffic at each point of an anisotropic network.

Keywords: road traffic, dense urban networks, network supply / users demand, orthotropy
/ anisotropy, convex optimization, partial differential equations

Résumeé. La modélisation du trafic routier dans un réseau dense et de grande étendue
nécessite un grand nombre de données, si bien qu’une modélisation par arcs est impossible
en pratique. Pour simplifier le probléme, une idée est d’agréger les trongons du réseau en
un continuum sur lequel le trafic routier s’écoule comme un fluide surfacique. Cette mo-
délisation est qualifiée de bidimensionnelle. Méme si la structure géométrique détaillée du
réseau est perdue, une telle modélisation évite la description trés fine du trafic sur un ré-
seau dans lequel les points de mesure ne sont pas en nombre suffisant pour permettre une
évaluation exhaustive de ’état du trafic. Une série de travaux commencée dans les années
1980 a permis de dégager quelques concepts importants. Cependant, ces travaux n’ont pas
résolu les problémes de modélisation fondamentaux : comment déduire et modéliser des
comportements globaux a partir de comportements locaux (flux sur un axe, interactions
aux intersections) 7 Dans ce travail, deux modeéles bidimensionnels de trafic sont dévelop-
pés. Le premier modéle est statique. Le trafic s’écoule dans des directions de propagation
privilégiées et orthogonales. Le modéle prend en compte 1’équilibre entre l'offre de dépla-
cement du réseau et une demande élastique de déplacement des usagers. Les principales
sorties sont constituées en chaque point et pour chaque destination par les débits direc-
tionnels et les cotits de déplacement. Le deuxiéme modéle est dynamique. L’écoulement du
trafic est décrit au niveau de cellules élémentaires du réseau dans lesquelles on définit les
notions d’offre et de demande. A partir d’une loi comportementale obtenue sur un réseau
discret, on écrit I’équation dynamique de conservation du trafic routier en tout point d’un
réseau anisotrope.

Mots-clés : trafic routier, réseaux urbains denses, offre du réseau / demande des usagers,
orthotropie / anisotropie, optimisation convexe, équations aux dérivées partielles
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Préambule

Le développement économique moderne est a la fois la cause et la conséquence de
la construction d'un vaste réseau routier et de la grande quantité de véhicules qui
utilisent ce réseau. La premiére ligne d’assemblage pour la production de masse
d’automobiles a été mise en place aux Etats-Unis au début des années 1910 : « I will
build a car for the great multitude » disait Henry Ford, la Tin Lizzy révolutionnant
la notion de déplacement. Cette révolution, sans cesse entrainée par les progres
techniques des véhicules et des infrastructures routiéres, en créant une dépendance
a 'automobile, s’est accompagnée d’effets indésirables : congestion, pollution, bruit,
accidents, coupure des paysages, altération des écosystémes. Tous ces effets ne sont
pas apparus et n’ont pas été percus aux mémes moments. La modélisation du trafic
routier s’est développée aux Etats-Unis dans les années 1930, 1’état congestionné du
trafic nécessitant deés cette époque une intervention des pouvoirs publics. Dans les
années 1950, les méthodes et 'expérience américaines ont commencé a essaimer en
France, lorsque des ingénieurs du ministere de I’équipement sont revenus de périodes
d’études aux Etats-Unis.

De nombreux modéles de trafic routier ont été formulés a partir de ’observation du
trafic, mais aussi d’idées puisées dans les sciences physiques et les mathématiques.
La terminologie méme de modéle n’est pas précise. Un modele de trafic est en fait
un systéme de plusieurs sous-modéles dépendants les uns des autres et visant a dé-
crire chacun un aspect différent du trafic. L’objectif d’'un modéle est de donner une
description aussi précise que possible des aspects qu’il prend en compte. L’écoule-
ment est un aspect commun. L’affectation du trafic, la demande des usagers, I'offre
du réseau, le bruit, les émissions de polluants sont d’autres aspects que 1'on peut
traiter. Un modéle est donc indissociable des motivations et besoins qui ont abouti
a son développement, il est adapté a ce qu’il cherche a évaluer ou représenter. Le
but principal de ce travail de thése est de modéliser le trafic routier dans des réseaux
trés grands et denses, afin d’obtenir 'affectation statique ou dynamique du trafic.
Quel(s) modeéle(s) d’écoulement utiliser ou développer ?

On peut distinguer essentiellement trois catégories de modeéles d’écoulement : les
modéles microscopiques ou discrets; les modéles macroscopiques a une dimension,
simplement appelés modéles macroscopiques; les modéles macroscopiques a deux
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dimensions que nous appellerons modéles bidimensionnels. Ces trois catégories de
modéles correspondent a différents types d’agrégation du trafic et du réseau (figure
0.1).

]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
! Obstacle
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

i J T
D I~
0
(a) (b) (c)

Figure 0.1 - Niveau de détail des modéles d’écoulement du trafic routier : microscopique
(a), macroscopique (b), bidimensionnel (c). La démarche d’agrégation successive des mo-
deles est la suivante : le modéle macroscopique (b) est obtenu en agrégeant les véhicules
individuels du modéle microscopique (a) ; le modeéle bidimensionnel (c¢) est obtenu en agré-
geant les voies de circulation du modéle macroscopique (b) en un continuum.

Les modéles microscopiques représentent le trafic et le réseau le plus finement pos-
sible. Ils décrivent les interactions entre les véhicules considérés individuellement,
les routes du réseau sont modélisées séparément par des arcs. LL’écoulement est ca-
ractérisé par des lois de poursuite. Les intersections sont modélisées par des noeuds,
les conflits y sont parfois modélisés. La demande est supposée concentrée dans des
zones appelées centroides. Cette approche est performante pour étudier des réseaux
de petite taille. Dans le cas des grands réseaux de transport, le nombre élevé d’arcs,
neceuds et centroides rendrait le recueil des données puis leur traitement informatique
beaucoup trop complexes et longs. Le niveau de détail de la solution ainsi obtenue,
s’il était possible de ’obtenir, serait si élevé qu’il ne permettrait pas une compréhen-
sion qualitative rapide de I’équilibre du trafic. L’obtention des variations des flux de
trafic dues a des modifications du réseau ou de ses propriétés serait difficile & partir
de ces solutions.

L’approche macroscopique est la théorie du trafic fondée par Greenshields [Gre35|,
Lighthill et Whitham [LW55] et Richards [Ric56] dans le cas d’une route. Les véhi-
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cules ne sont plus pris en compte individuellement. Il s’agit 14 d’une premiére agréga-
tion. Greenshields utilisa une approche statistique (avec cependant peu de mesures)
et établit une relation affine entre vitesse et concentration. Lighthill et Whitham
modélisérent I’écoulement du trafic comme celui d’un fluide dans un tuyau et ob-
tinrent une interprétation qualitative de la relation entre le flux et la concentration.
Les propriétés physiques du trafic sont décrites par les variables macroscopiques que
sont le débit, la concentration et la vitesse, ces variables étant reliées entre elles.
Cependant, cette approche conserve la structure géométrique détaillée du réseau dé-
crite dans I'approche microscopique. Elle demeure donc inadaptée au cas des grands
réseaux de transport.

Pour passer a 'approche bidimensionnelle, on procéde a une agrégation supplémen-
taire : celle du réseau lui-méme. Le réseau est remplacé par un continuum a deux di-
mensions d’espace. La structure géométrique détaillée du réseau est donc perdue. Le
résultat de cette modélisation sera peu précis mais il doit donner une idée globale des
schémas de trafic sur le réseau. Le trafic est modélisé comme un fluide qui s’écoule sur
une surface. Les propriétés physiques de 1’écoulement ne sont a ’heure actuelle pas
aussi bien décrite que dans le cas des modéles macroscopiques. Le probléme de 1’af-
fectation non plus. Plusieurs auteurs ont étudié les modéles bidimensionnels. Depuis
les travaux précurseurs de Beckmann |Bec52|, de nombreux articles ont été publiés
(entre autres |TI82, Vau87, YYI94, Won98, YW00, HWYL05, HWL06, PB10| pour
le trafic routier, [HB04a, HB04b| pour le trafic piétonnier, [Puu09| pour I’économie
spatiale). La ou les précédents modéles demandent une quantité importante de don-
nées sur chaque élément du réseau (arc, noceud, centroide), un modéle bidimensionnel
peut étre caractérisé par un faible nombre de variables. Si on suppose de plus que les
caractéristiques du réseau ne subissent pas de variations brutales entre les différentes
aires qui le constituent, les fonctions utilisées peuvent étre supposées réguliéres. On
notera qu’une nouvelle approximation est nécessaire : celle de la discrétisation du
modéle continu par la méthode des éléments finis, qui devrait permettre d’observer
sur un plan les effets d’une variation des paramétres du réseau. Cette discrétisation
est une source d’erreurs supplémentaire. Pour cela et aussi a cause de leur coiit élevé,
les modeéles bidimensionnels sont peu utilisés.

Les modeéles bidimensionnels de trafic ont plusieurs applications potentielles concer-

nant les trés grands réseaux de transport :

* la représentation approchée de ces réseaux et celle de leur état par des densités et
débits agrégés;

* la prévision de 'affectation du trafic et de ses changements éventuels en réponse a
différentes politiques de transport, ou simplement & une évolution de la demande ;

* la gestion et la planification de ces réseaux grace a I’étude du probléme de 'offre
agrégée (possibilité de satisfaire la demande) et la description des caractéristiques
dynamiques de ces réseaux;

* la modélisation des flux de piétons dans des espaces contraints.
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Plan de la thése

Cette theése se compose de six chapitres répartis en trois parties de deux chapitres.

Premiére partie

Le premier chapitre est une introduction aux modéles bidimensionnels. Le but
est de préciser le cadre de I’étude et de décrire les outils mathématiques existants.
L’accent est mis sur la difficulté de la description du trafic routier par ces outils.

Le deuxiéme chapitre est une revue de la littérature des modéles bidimensionnels.
Plusieurs modéles ont été formulés. [’écoulement a lieu essentiellement en milieu
isotrope, ce qui est peu réaliste dans le cas du trafic routier. Il s’agit d’'une approxi-
mation inspirée de la mécanique des fluides. Cela conduit en particulier a certaines
erreurs quant a la description de ’écoulement et des coiits de déplacement associés.
En outre, la question de la capacité des voies, bien qu’étudiée dans [TI82], n’a jamais
été reprise par la suite.

Deuxiéme partie

Le troisiéme chapitre développe un modéle bidimensionnel dans un continuum
de routes orthogonales. L’affectation du trafic est statique. Concernant la géométrie
du réseau, 'orthotropie remplace l'isotropie. Cela permet de traiter différemment
deux flux opposés et deux flux de méme sens, ce que ne faisaient pas les modeéles
bidimensionnels développés dans un réseau isotrope. La physique du trafic est ainsi
mieux respectée. Les contraintes de capacité du réseau sont prises en compte dans
ce cadre. Les ralentissements dus aux intersections sont modélisés en diminuant la
capacité des voies. Pour construire un modéle bidimensionnel dynamique, on devra
modéliser les conflits de facon moins artificielle. Du point de vue des mathématiques,
certains résultats d’existence sont prouvés. La difficulté qui subsiste est celle du
probléme de point selle associé qui demeure un probleme mathématique mal posé.

Le quatriéme chapitre propose une simple illustration du troisiéme chapitre. L aire
urbaine a la forme de Paris. Le réseau est un continuum de routes horizontales et
verticales. La Seine est un obstacle naturel a I’écoulement. Le cotit informatique élevé
pour obtenir la solution explique que les modéles bidimensionnels soient peu utilisés.
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Troisiéme partie

Le cinquiéme chapitre commence par une revue de la littérature des modéles
d’intersection. Les conflits aux intersections ne sont pas pris en compte dans les
modeéles bidimensionnels décrits au deuxiéme chapitre. On détermine une loi de
comportement au centre d’un grand réseau discret. Cette loi nous permettra de
construire le modeéle dynamique continu du chapitre qui suit.

Le sixiéme chapitre développe un modéle bidimensionnel dynamique dans un
continuum anisotrope. Nous obtenons la loi de conservation du trafic routier. Le
schéma de volumes finis associé est explicité au niveau des cellules de trafic qui sont
des petites surfaces (relativement a l’aire d’étude) ou le trafic s’écoule. Au niveau
de chacune de ces cellules de trafic, on définit I'offre et la demande de déplacement.

Publications

Revue a comité de lecture

Saumtally T., Lebacque J.-P., Haj-Salem H. (soumis). A dynamical two-
dimensional traffic model in an anisotropic network. Network and Heterogeneous
Media.

Actes de congrés & comité de sélection ou lecture

Saumtally T., Lebacque J.-P., Haj-Salem H. (2010). Traffic assignment pro-
blem in a dense urban area. Poster. 3¢ NEARCTIS Workshop, June 13, 2010 - EPFL,
Lausanne, Switzerland.

Saumtally T., Lebacque J.-P., Haj-Salem H. (2011). Affectation du trafic
routier dans une aire urbaine dense. Poster. Groupement d’Intérét Scientifique « Mo-
délisation urbaine », 23-24 février 2011 - Ecole des Ponts, Paris, France.

Saumtally T., Lebacque J.-P., Haj-Salem H. (2011). Static traffic assignment
with side constraints in a dense orthotropic network. Procedia - Social and Behavioral
Sciences, Volume 20 :465-474, 2011. 14" Meeting of the Euro Working Group on
Transportation (EWGT), September 6-9, 2011 - Poznan, Poland.

Saumtally T., Lebacque J.-P., Haj-Salem H. (accepté). A Uzawa algorithm
for static traffic assignment in an orthotropic network. Traffic and Granular Flow
(TGF), 28 September - 01 October, 2011 - Moscow, Russia.
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December 7 - 9, 2011 - UCLA, Los Angeles, California.
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1.1

Cadre général des modéles bidimensionnels exis-

tants

1.1.1 Aire urbaine dense

Nous avons employé ’expression grand réseau dense dans le Préambule. Voyons plus
précisément ce que cela signifie. La surface d’étude est une aire urbaine. Il s’agit d’une
aire géographique dont la définition varie selon les pays et les disciplines. Puisque ce
travail porte sur le réseau de 1’aire urbaine et non sur I'aire urbaine elle-méme, nous
nommerons aire urbaine dense une aire géographique qui contient un réseau dense
d’infrastructures routiéres. Tentons de donner la définition d'un réseau dense. Un
réseau peut étre considéré comme dense s'il vérifie les trois conditions (peut-étre un

peu trop intuitives) suivantes :

1. les longueurs des différents troncons sont « petites » en comparaison d’une
longueur caractéristique de la zone observée,
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2. les distances entre les trongons « voisins » sont « petites » en comparaison
d’une longueur caractéristique de la zone observée,

3. le nombre moyen de véhicules pouvant étre stockés par troncon est « faible ».

Si un réseau vérifie la définition précédente, on peut considérer que chaque véhicule
peut circuler sur n’importe quel point de I'aire urbaine : on parle alors de continuum.
Les grandes villes comme Paris, Tokyo ou Atlanta, doivent pouvoir étre considérées
comme des aires urbaines denses sur ce critére. Une bonne représentation du milieu
urbain, c’est-a-dire pour ce qui nous concerne, la prise en compte de sa géométrie
ainsi que la capacité des voies, est une condition nécessaire a 1’élaboration ultérieure
d’un modéle de trafic. La facon dont doivent étre traités les débits doit étre élaborée
a partir de cette représentation.

La géométrie des réseaux tient essentiellement aux différentes formes des structures
urbaines. Les villes asiatiques et européennes sont de type radio-concentriques. Elles
sont anciennes et se sont construites par accumulation progressive de la population
autour d’un centre. Les réseaux routiers s’y sont structurés progressivement, en étoile
tout d’abord, puis ont été complétés par des « tangentes », produisant une structure
en « toile d’araignée ». On peut considérer que leur réseau routier est isotrope (les
points du réseau sont reliés entre eux par des lignes droites). Au contraire, les grandes
métropoles des Etats-Unis sont « sorties du sol » au début du XX®™ siécle suite a
une planification urbaine des pouvoirs publics. Elles sont étalées et polycentriques.
La structure des réseaux routiers de ces villes est un quadrillage du territoire formant
une sorte de « damier »|Bre09|. On doit donc plutdt considérer un réseau orthotrope
ou anisotrope, pour les villes américaines en particulier, lorsqu’il n’est pas toujours
possible de suivre des lignes droites pour relier les points du réseau.

Remarque : nous parlons de densité dans un sens trés différent de celui (ou ceux)
utilisé(s) en géographie ou en urbanisme, disciplines pour lesquelles la densité ur-
baine est parfois définie comme le nombre d’habitants par unité d’aire. Avec cette
définition, les villes américaines sont peu denses et trés étalées, puis viennent les
villes australiennes, les villes européennes et les villes asiatiques, qui sont trés denses
et peu étalées. La densité des villes est ’objet de nombreuses recherches car elle a
longtemps été considérée comme une solution a une mobilité durable. Une relation
entre la mobilité et la densité a notamment été mise a jour par une célébre étude de
Newman et Kenworthy (|NK89]). Cette étude classait les villes selon leur consomma-
tion en énergie par habitant en fonction de la densité. Les villes américaines étaient
les plus consommatrices, puis venaient les villes australiennes, les villes européennes
et les villes asiatiques. Il ne s’agit pas ici d’entrer dans la discussion de la pertinence
de cette étude ou des conclusions qui ont pu étre formulées a partir de celle-ci, nous
observerons simplement que les premiers modéles bidimensionnels ont été développés
par des chercheurs asiatiques [TI82].
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Figure 1.1 - Gasoline use per capita versus urban density for the year 1980, [NK89|.

1.1.2 Aspects mécaniques
1.1.2.1 Continuum

La mécanique des milieux continus considére que le caractére lacunaire de la struc-
ture de la matiére n’est pas décelable a échelle macroscopique [Roy05]. En physique,
les représentations continues du temps et de la matiére, bien que théoriquement
inexactes, ont été adoptées depuis longtemps et ont contribué a une meilleure com-
préhension de la nature. Cette idée peut étre conservée pour 1’étude bidimensionnelle
du trafic. Autrement dit, on observe le trafic dans une aire urbaine dense de « suf-
fisamment haut » pour avoir une représentation de celui-ci qui serait comparable a
un liquide qui se répandrait sur une surface. Cette représentation, qui est déja un
modeéle en soi, repose sur les hypothéses simplificatrices de la mécanique des milieux
continus. (Le terme de particule de la mécanique des milieux continus sera remplacé
dans ce travail par véhicule ou piéton.)

1.1.2.2 Nombre d’Avogadro

La mécanique des trafics routier ou piétonnier différe de la mécanique des fluides
dans la mesure ou les véhicules (les piétons) ne sont pas assez nombreux pour que
I’hypotheése du continu soit rigoureusement justifiée. Sous les conditions normales de
pression et de température, lmm? de gaz parfait contient environ 2,7 x 106 molé-
cules. Méme a cette petite échelle du mm?, les fluctuations locales de la concentration
dues au comportement individuel des molécules sont négligeables. Ce grand nombre
de molécules par unité de volume permet d’effectuer les approximations qui ménent
aux équations de Navier-Stokes. Pour 'approximation du continu du trafic routier
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(ou piétonnier) en deux dimensions, les éléments importants sont le nombre de vé-
hicules (ou piétons) dans le systéme et le nombre de véhicules (ou piétons) dans une
maille du schéma numérique. Comme nous allons le voir maintenant, ces nombres
sont extrémement faibles comparés au nombre de molécules de fluide présentes dans
des volumes représentatifs.

Examinons le cas d’un troncon de route. Des conditions normales de circulation
sont de l'ordre de 30 véhicules par kilométre de trongcon (régime critique). Le fait
de retirer un seul véhicule modifie la concentration de l'ordre de 3%, ce qui n’est
pas négligeable. De plus, si 'approximation géométrique de la voie de circulation
a un « tube » peut étre considérée comme correcte dans le cas d’une seule voie de
circulation, elle ne I'est plus du tout dans le cas d’une autoroute avec un trafic sur
plusieurs voies.

Pour ’étude du trafic routier sur une aire urbaine, dans une maille d’1km? et en
placant une voie tous les 50 métres, et 30 véhicules par voie, on obtient un nombre
maximal de 600 véhicules. On ne peut pas considérer que ’approximation bidimen-
sionnelle soit beaucoup plus raisonnable que l'approximation macroscopique. En
outre, ’approximation géométrique associée n’est pas bonne : si on inclut ou exclut
une rue du bord de 'aire élémentaire de 1km?, les modifications de I'offre et de la
demande au bord ne sont pas négligeables.

Dans le cas des piétons, une échelle raisonnable est celle d’un hectare (ha). Par
exemple, la superficie de la Halle Tony-Garnier a Lyon est de 1,7ha, la capacité
de la salle pour les grands concerts est de 17000 personnes (un piéton par m?).
[’approximation du continu semble convenable pour ce type d’événement dans ce
type de lieu. Elle est plus discutable lorsque les piétons sont éparpillés dans une aire
qui leur est réservée, avec une concentration peu élevée.

Une premiére différence avec la mécanique des fluides est donc que les « nombres
d’Avogadro des trafics routier et piétonnier » sont trés petits devant le nombre d’Avo-
gadro des gaz.

1.1.2.3 Autres particularités de la mécanique du trafic

Les molécules d’un fluide entrent constamment en collision les unes avec les autres.
Elles se transmettent alors une énergie qui modifie leur vecteur accélération, déviant
leur trajectoire et changeant la destination qu’elles auraient eue sans cette collision.
Dans les conditions normales de circulation, un véhicule ou un piéton n’entre pas
en collision avec les autres, sa destination est déterminée a l’avance. Dans le cas du
trafic routier sur une seule voie, seules les réactions a l’espace frontal des individus
peuvent expliquer un changement de vitesse ou de trajectoire [Dag95|.
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Voici rapidement pourquoi la physique du trafic routier est si différente de la méca-

nique des fluides :

* En général, un véhicule rapide ne peut pas obliger un véhicule plus lent placé
devant lui & accélérer, soit parce que ce dernier ignore ce qui se passe derriére lui,
soit parce qu’il n’a pas suffisamment d’espace devant lui pour accélérer. Le véhicule
rapide devra dans ce cas soit ralentir, soit changer de trajectoire et contourner le
véhicule lent.

* La rencontre de deux flux de trafic de directions différentes ou méme de sens
opposés ne change pas les destinations finales des véhicules présents dans ces flux,
comme c’est le cas en mécanique des fluides. On peut cependant admettre des
perturbations (ralentissements, changements de trajectoire) lors de la rencontre
des deux flux.

* Chaque véhicule posséde une énergie qui lui est propre. Il posséde la faculté de se
mouvoir de facon autonome suivant sa propre volonté, vers la destination qu’il a
choisi au départ.

Certains des éléments précédents se retrouvent dans la mécanique de déplacement
des piétons. Cependant, les déplacements des piétons ne sont pas contraints comme
ceux des véhicules sur linfrastructure routiére : les piétons peuvent brutalement
changer de direction ou de vitesse, ils créent spontanément des files de circulation.
La mécanique du trafic piétonnier est donc plus compliquée a décrire que celle du
trafic routier.

Le trafic routier n’obéit donc pas uniquement a des lois physiques. Nous allons main-
tenant expliquer pourquoi la mécanique des fluides n’offre pas un modéle physique
adapté a la physique du trafic routier.

1.1.3 Aspects économiques

Le transport est une activité économique car il satisfait une demande de déplace-
ment de personnes ou de marchandises. Nous reviendrons dans la section 1.5 sur la
facon dont les économistes abordent la congestion routiére. Pour I'instant, nous sou-
haitons simplement expliquer pourquoi les comportements économiques individuels
des usagers donnent au trafic routier une physique qui n’est pas celle des fluides.

1.1.3.1 Quelques notions générales d’économie des transports

L’équilibre des déplacements est le fruit de la rencontre de l'offre de déplacement
du réseau et de la demande de déplacement des usagers. L’Economie des transports
présente plusieurs particularités qui en fait un champ d’étude a part entiére du
champ de I’Economie.
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* Les infrastructures de transport constituent un monopole naturel, pour des raisons
d’espace mais aussi de cotits fixes et d’entretien trés élevés.

* Le transport n’est pas une fin en soi. Cela signifie que la demande de déplacement
est dérivée d’un autre besoin (travail, loisirs, etc.).

* L’offre de transport est un service, elle ne peut donc pas étre stockée : tout siége
ou volume non utilisé au départ est définitivement perdu.

x Une offre supplémentaire de transport crée de la demande (phénoméne d’aspira-
tion).

* La demande fluctue de facon importante : fluctuations horaires (heures de pointe
et heures creuses), fluctuations saisonniéres (périodes de vacances), fluctuations
spatiales (concentration de la demande sur certaines zones ou nceuds). Les pics
de demande entrainent un déséquilibre du marché : 'offre ne peut satisfaire la
demande.

* Le secteur est sensible & de nombreux facteurs de qualité qui déterminent le prix,
le temps de parcours (notion de coit du temps), la disponibilité, 'accessibilité, la
sécurité, le confort.

* Le secteur est porteur d’externalités positives : élément clé de ’activité écono-
mique d’un territoire, de la cohésion sociale, de la cohésion et du développement
territorial (désenclavement), de la qualité de vie (accés a la culture et aux loisirs)
et de la liberté personnelle.

* Le secteur est porteur d’externalités négatives : pollution, congestion, bruit, acci-
dents, etc.

Un équilibre de trafic est donc le fruit de nombreuses interactions de type écono-
mique. Lorsque la demande est supérieure a l'offre, il est nécessaire de controler
I’écoulement du trafic en imposant des mesures visant a optimiser I'usage du réseau.
L’étude préalable a la détermination de ces mesures consiste tout d’abord en une
analyse simultanée de 'offre et de la demande, ensuite en une description de I'état
du trafic, et enfin en une prédiction de ’affectation sur le réseau.

Voyons maintenant comment ces particularités économiques donnent une physique
particuliére au trafic routier. Dans la section 1.1.2, nous avons comparé le trafic rou-
tier a un fluide. Cette comparaison ne concerne que I’approximation du continu pour
les flots de véhicules : nous pouvons considérer les flots de trafic comme continus,
mais nous ne pouvons pas considérer que le comportement physique de ces flots est
le méme que celui d’un fluide. Par exemple, I’écoulement d’un fluide s’effectue d’au-
tant plus facilement que le nombre de chemins possibles entre la source et le puits
est élevé. Ce n’est pas le cas pour le trafic routier : une diminution de la capacité
d’un réseau peut se traduire par une amélioration du fonctionnement effectif de ce
réseau. Cette propriété constitue le paradoxe de Braess.
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1.1.3.2 Le paradoxe de BRAESS, 1968

En décembre 1990, le NEW YORK TIMES publiait un article [Kol90|, dont voici deux
extraits :

On Earth Day this year, New York City’s Transportation Commissioner decided to
close 42% Street, which as every New Yorker knows is always congested. « Many
predicted it would be doomsday », said the Commissioner, Lucius J. Riccio. « You
didn’t need to be a rocket scientist or have a sophisticated computer queuing model
to see that this could have been a major problem. » But to everyone’s surprise, Earth
Day generated no historic traffic jam. Traffic flow actually improved when 42d Street
was closed.|. .. |

[-..] a German paper, published in 1969, [...| [reported] that the City of Stuttgart
had tried to ease downtown traffic by adding a new street. But congestion only got
worse, and so, in desperation, the authorities closed the street. Traffic flow improved.

Le paradoxe énoncé dans ce texte avait été formulé en 1968 par le mathématicien
allemand Dietrich Braess [Bra68, BNW05]. Méme s’il n’est pas systématiquement
vérifié, le paradoxe de Braess prouve que l'on ne peut se contenter uniquement
de I'analogie avec la mécanique des fluides pour étudier le trafic routier. On peut
consulter une étude expérimentale de ce paradoxe dans [RKDGO09|. La clé de la
compréhension de ce paradoxe réside dans le premier principe de Wardrop.

1.1.3.3 L’équilibre de WARDROP, 1952

Une affectation de trafic consiste a répartir une demande de déplacements sur les
itinéraires du réseau. Cette demande est représentée par I’ensemble des flux d’usagers
désirant se rendre a une destination donnée depuis une origine donnée. Le codt
généralisé individuel (simplement noté codt individuel dans la suite) de déplacement
d’un itinéraire donné peut étre défini par la valeur du temps passé par un usager qui
emprunte cet itinéraire a laquelle on peut ajouter la dépense en énergie et d’éventuels
péages. D’autres facteurs, comme I’état des routes, peuvent influencer la perception
du coiit individuel.

Choisissons un couple (O,D) d’origine/destination du réseau quelconque mais fixé.
On considére alors 'ensemble des itinéraires possibles reliant le couple (O,D). Le
premier principe de Wardrop ou optimum individuel ou encore équilibre de 1'usager
|[Warb2| est le suivant : Un itinéraire emprunté procure le codt individuel le plus
faible. Autrement dit, 'affectation des flux est dite a ’équilibre de Wardrop lors-
qu’aucun usager ne peut réduire son temps de parcours en changeant d’itinéraire.
Voici quelques remarques simples, mais importantes, concernant cet équilibre.
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* A T'équilibre de Wardrop, pour un couple (O,D) donné, les coits individuels
de tous les itinéraires empruntés sont inférieurs ou égaux a ceux des itinéraires
non utilisés.

* A D'équilibre de Wardrop, pour un couple (O,D) donné, les cotts individuels
de tous les itinéraires empruntés sont égaux (et minimaux).

x L’équilibre de Wardrop n’est pas un point d’utilité maximale (ou optimum
social), car a priori, la somme des coits individuels minimaux est supérieure
ou égale au minimum du cott total généralisé pour I’ensemble des usagers.

* L’équilibre de Wardrop n’est pas un optimum au sens de Pareto, puisque dans
certains cas, on peut améliorer la situation de tous les usagers en leur imposant
un autre schéma de déplacement (c’est le paradoxe de Braess).

* L’équilibre de Wardrop est la version « trafic » de I’équilibre de Nash en théo-
rie des jeux (une stratégie est a [’équilibre de Nash lorsque, connaissant les
stratégies des autres joueurs, plus aucun des joueurs n’a intérét a changer de
stratégie). Le premier principe de Wardrop est un principe de coordination au
sein d’un jeu non coopératif.

Remarque : le second principe de Wardrop ou principe de 1’optimum collectif est le
suivant : le codt moyen généralisé est minimal. Ce principe n’est pas adapté au trafic
routier car il suppose une coopération entre les usagers, certains usagers acceptant
de supporter un cott de déplacement supérieur a d’autres pour obtenir l'efficacité
optimale du systéeme. Dans le cas ou le premier principe de Wardrop détermine une
affectation sans congestion, on peut démontrer que le second principe détermine
une affectation sans congestion ou le coiit moyen est égal au coit individuel. Si le
premier principe détermine une affectation congestionnée, le cotit individuel est alors
supérieur au colit moyen.

1.1.3.4 Deux exemples simples

Nous allons illustrer simplement le premier principe de Wardrop avec un exemple
que nous compléterons pour obtenir le paradoxe de Braess.

Considérons un couple origine destination relié par le réseau de la figure 1.2. Deux
itinéraires sont possibles : le chemin I constitué des arcs a; puis as, (on note I =
(ayaz)) ; le chemin J constitué des arcs az puis a4, (on note J = (asaq)). On note f;
et f; les flux de véhicules sur les chemins [ et J respectivement. Si on suppose une
demande totale de 1 véhicule par unité de temps, on a f; + f; = 1.

Le cotit de déplacement par usager sur les arcs a; et a4 est défini proportionnel au
trafic présent sur ces arcs, tandis que le coiit de déplacement par usager sur les arcs
as et as est défini constant et égal a 1. Le cott de déplacement d’un usager vaut
fr + 1 sur le chemin I et 1 + f; sur le chemin .J. Le premier principe de Wardrop
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donne facilement f; = 0.5 et f; = 0.5, pour un cotit de 1.5 sur chacun des chemins
I et J.

Origine Destination

Figure 1.2 - Réseau élémentaire. Le chemin I est constitué des arcs a; puis ag. Le chemin
J est constitué des arcs ag puis a4. La notation aj(z) signifie que le cott sur 'arc a; est
égale au flux x sur cet arc, la notation ag(1) signifie que le cout sur 'arc ay est constante
égale a4 1 indépendamment du flux.

Nous allons maintenant illustrer le paradoxe de Braess. On compléte le réseau pré-
cédent avec les arcs as et ag comme sur la figure 1.3. On obtient deux nouveaux
itinéraires entre l'origine et la destination : le chemin K constitué des arcs aq, ag
puis a4 (on note K = (ajasay)); le chemin L constitué des arcs ag, as puis ay (on
note L = (azagas)).

On définit les coiits individuels sur les nouveaux arcs as et ag comme étant constants
et valant 0, 1. On suppose que la demande n’a pas changé et est toujours égale a 1
véhicule par unité de temps. Avec 'affectation de ’exemple précédent (f; = f; = 0,5
et fx = fr = 0), chaque usager va calculer que le cotit individuel du chemin K vaut
1.1 et que celui du chemin L vaut 2.1. Puisque leur coiit est actuellement de 1.5,
chaque usager voudra changer d’itinéraire pour utiliser le chemin K, jusqu’a obtenir
un nouvel équilibre.

Déterminons les équilibres possibles. Puisque le cott du chemin 7 vaut au plus 2, le
chemin L, dont le coiit est constant égal a 2.1, ne sera jamais utilisé par les usagers,
donc f; = 0. Supposons que les chemins [, J et K soient utilisés par les usagers,
d’aprés le premier principe de Wardrop, les cotits de ces chemins sont égaux. Avec les
relations (1.1) on obtient un unique équilibre possible f; = 0.1, f; = 0.1, fx = 0.8.
Le cout individuel de déplacement vaut 1.9 sur chacun des chemins I, J et K. Ce
colit est supérieur a celui de la configuration de I’exemple précédent, ce qui illustre
le paradoxe de Braess.

cout du chemin/ = fr+ fx +1,
cout du cheminJ = f;+ fx +1,
cout du chemin K = f;r+ fr+0,1+ f;+ [K,
fr+ fr+ fxk = 1(puisque f;, =0). (1.1)
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Origine Destination

Figure 1.3 - Réseau de type Braess. Les chemins I et J sont les mémes que sur la figure
1.2. Le chemin K est constitué des arcs ai, as puis a4. Le chemin L est constitué des arcs
as, ag puis ag. Le colit sur chacun des arcs as et ag est constant égal & 0.1 indépendamment
du flux.

1.1.4 Aspects Mathématiques
1.1.4.1 Trajectoires, chemins et distances dans le réseau

L’espace vectoriel R? est muni de sa structure euclidienne canonique. La norme
induite par ce produit scalaire (notée ||(x,y)|l2 = /22 + y?) permet de mesurer
les distances a vol d’oiseau. On identifie ’aire urbaine dense de ’étude a un sous-
ensemble ouvert et connexe de R?, sa fermeture topologique est un compact a bord
(voir figure 1.4). On notera donc indifféremment 24 ce sous-ensemble ou I’aire urbaine
qu’il représente. La frontiére de 'aire urbaine sera notée 92l

Soient deux points quelconques mais fixés x, (origine) et z; (destination) du réseau
de l'aire urbaine (. La géométrie du réseau routier de 2 ne permet pas forcément
de suivre une ligne droite entre xy et x1. Une autre norme que la norme euclidienne
devra étre donnée pour mesurer les longueurs des chemins de 2. Pour déterminer
une distance dans le réseau, nous allons évoquer la notion de trajectoire puis celle
de chemin.

Une tragectoire est un arc v paramétreé injectif (pas de boucle), orienté (on choisit un
sens de parcours), continu et C! par morceaux : v : [tg, t1] — R?, telle que v(tg) = x
et v(t1) = 1. Le long de la trajectoire v, le vecteur vitesse est v/(t).

Le chemin de la trajectoire v est la projection de v sur 'aire urbaine 2. Un méme
chemin peut étre parcouru par plusieurs trajectoires ayant des vitesses différentes :
le chemin de la trajectoire v est le support physique de celle-ci, on le note supp(v).
La longueur du chemin supp(v) est la quantité L(v) = tzl |V/(t)||dt. Cette quantité

est indépendante de la trajectoire parcourue, on la note aussi fy dl.

Soit C(zg, 1) 'ensemble de tous les chemins du réseau reliant les points zo et
x1. La distance entre les points xy et z; sur le réseau est la quantité d(zg,x1) =
inf{L(v), supp(v) € C(xg,x1)}. La distance caractérise la géométrie du réseau.
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Figure 1.4 - Compact & bord. Sa frontiére est une réunion finie et disjointe de supports
d’arcs géométriques orientés, fermés, simples et C! par morceaux, tels qu’en parcourant
cette frontiére dans le sens de l'orientation, on ait 2 constamment « a sa gauche » et le
vecteur normal unitaire « & sa droite ».

1.1.4.2 Quelques exemples de distances dans le réseau

Nous considérons un véhicule situé en un point P de l'aire urbaine 2(, éloigné de
tout obstacle physique comme un fleuve. Les déplacements de ce véhicule ne sont
alors contraints que par la géométrie du réseau.

Dans un réseau isotrope, ce véhicule peut effectuer un déplacement dans toutes les
directions. L’ensemble des points du réseau situés a une courte distance (disons 1)
de P est I’ensemble des points du disque de centre P et de rayon 1 (figure 1.5.a). La
norme caractérisant un réseau isotrope est la norme (2, dont aire urbaine étudiée
est déja munie.

Supposons maintenant que les possibilités de déplacement ne soient pas aussi nom-
breuses que dans un réseau isotrope. On parle de réseaux anisotropes. Ces réseaux
sont évoqués dans [Puu09, TI82] mais sont délaissés dans les applications numé-
riques. Nous allons décrire trois réseaux anisotropes. Pour chacun de ces trois ré-
seaux, le chemin rouge et le chemin vert ont la méme origine et la méme destination.

Sur le réseau de la figure 1.5.b, les seuls déplacements autorisés sont des déplacements
dans deux directions orthogonales fixées a ’avance. Il s’agit d’un réseau orthotrope.
La norme a considérer ici est la norme /', on note ||(x,y)|1 = |z| + |y|. Les chemins
rouge et vert ont la méme longueur. Il s’agit d’une différence essentielle avec le
cas isotrope pour lequel un unique chemin de longueur minimale existe entre deux
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(a) (b)

Figure 1.5 - Boule unité dans un réseau isotrope. La norme est la norme [? avec
Iz, )]l = V2% + y? (a). Boule unité dans un réseau orthotrope, la norme est la norme

I* avec ||(z,y)|l1 = |z| + |y|, plusieurs chemins de longueur minimale peuvent exister entre
une origine et une destination données (b)

points.

On peut aussi imaginer de « tordre » le réseau précédent pour obtenir le réseau
anisotrope de la figure 1.6. Dans ce réseau, les seuls déplacements autorisés sont des
déplacements dans deux directions formant un angle  fixé dans |0, 7[. Un autre type

de réseau anisotrope est celui de la figure 1.7. Trois directions de déplacement sont
autorisées, chacune formant un angle de % rad avec les autres.

7

O

Figure 1.6 - Boule unité dans un réseau anisotrope suivant deux directions. La norme
a considérer est |[(z,y)llo = |z — Fog

cosfy| 4 <Llyl. Si 0 = 7, alors on obtient un réseau
orthotrope et la norme I
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Figure 1.7 - Boule unité dans un réseau anisotrope suivant trois directions. La norme &
considérer ici est ||(z,y)| = max(|z| + %|y\, %\yb

1.2 Deux variables macroscopiques

L’approche continue permet de définir des variables agrégées et de déterminer des
relations simples entre elles afin de décrire I’écoulement. Méme s’il s’agit d’une ap-
proche idéalisée de la réalité, un modéle représentant une situation de trafic de
facon grossiére peut étre suffisant quant a une description qualitative des conditions
de trafic.

1.2.1 La concentration ou densité

Sur un trongon de route, la concentration des véhicules (en nombre de véhicules par
kilomeétre) est supposée étre une fonction « lisse » de la position. Nous conservons
cette approche dans le cas bidimensionnel, ot la concentration s’exprime en nombre
de véhicules par métre carré (veh.m™?).

Soit (z,y) un élément de 2. La concentration ou densité p(x,y,t) est définie ins-
tantanément comme le nombre de véhicules N(x,y,r,t) (ot r > 0) présents dans le
playot) = TETD
Ce disque est censé pouvoir contenir plusieurs véhicules pour que le modéle ait un
sens, le réel r doit donc étre suffisamment grand relativement a la taille des véhi-
cules. Le choix d’un disque est arbitraire : on n’obtiendrait pas exactement la méme
concentration en tout point si au lieu du disque D(x,y,r), on choisissait le rectangle
[t —a,z+a] X[y —b,y+b] (ona>0etb>D0).

disque D(z,y,r) de rayon r a linstant ¢, divisé par 7r?
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1.2.2 Le flot

Dans le cas du trafic unidimensionnel, le flot est un réel positif. En deux dimen-
sions, le flot est un vecteur. En un point de 'aire urbaine, le flot ¢ = (¢1,¢2) a des
composantes qui peuvent étre négatives. En un point P de I’aire urbaine, la donnée
d’un flot équivaut a la donnée d’'un écoulement de véhicule a partir du point P. On
a donc autant de flots en un point qu’on a d’écoulements de véhicules en ce point.

1.2.2.1 Cas d’un seul écoulement en un point

Soient 7 > 0 et (x,y) un élément de 2. Si ’écoulement en (x,y) est orienté par le
vecteur unitaire €, la norme du flot (appelée aussi débit ou flux) de trafic ||¢(z, y,t)||
est définie ponctuellement pendant un intervalle de temps 7 contenant ¢ (par exemple
[t — Z,t+ %]) comme le nombre de véhicules N(z,y,t,7) passant au point (x,y) et

N t
| = M Le flot de

trafic en (x,y) est alors simplement ||¢(z,y,t)||e. Dans le cas d’un seul vecteur flot
en un point, le déplacement des véhicules est effectivement orienté dans le sens de
ce vecteur. Ce n’est pas le cas si on a plusieurs écoulements en un point : le vecteur
somme ne représente alors pas le déplacement des véhicules tel qu’il est sur le réseau.

par unité de longueur transverse, divisé par 7 : ||q(z, y,t)

1.2.2.2 Cas de plusieurs écoulements en un point

En un point (x,y), des véhicules qui se rendent & une méme destination peuvent
trés bien emprunter des arcs différents. L’addition des flots entraine une perte d’in-
formation sur I’écoulement : par exemple, la somme de deux flots opposés est nulle.
En général, tout vecteur (non nul) peut s’exprimer comme la somme d’une infinité
de combinaisons de deux vecteurs non colinéaires deux a deux.

On définit un vecteur flot de trafic comme étant un vecteur qui représente réellement
I’écoulement suivi par les véhicules. On définit maintenant un vecteur flot comme
étant la somme de plusieurs vecteurs flot de trafic. On remarquera donc qu’un vecteur
flot ne représente pas nécessairement 1’écoulement réel des véhicules en un point.
Dans un cas anisotrope (du type de la figure 1.6) ou orthotrope (figure 1.5.b) ou les
véhicules ne peuvent se déplacer qu’en suivant des directions privilégiées, un vecteur
flot peut tout de méme conserver le sens physique de I’écoulement. Mais pour cela, il
ne doit pas étre la somme de « trop » de vecteurs flot de trafic, sous peine de perdre
les informations du véritable écoulement. On peut supposer que :

tout vecteur flot peut s’écrire comme la somme de deux vecteurs non nuls flot de
trafic au plus, ces deux vecteurs devant étre non colinéaires. (H)
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* Si on a deux flots de trafic s et r qui ne sont pas colinéaires de sens opposés
comme sur la figure 1.8, on ne perd alors pas d’information en additionnant ces
vecteurs puisque I’écoulement ne peut se faire que dans des directions privilégiées :
le vecteur ¢ résultant représente bien la méme situation de trafic.

* Réciproquement, pour tout vecteur ¢, le couple de vecteurs flot de trafic dont ¢
est la somme est unique (figure 1.8).

Le défaut principal de cette hypothése est d’exclure le cas ot on aurait trois ou
méme quatre flots de trafic suivant chacun un sens de déplacement différent, mais se
rendant a la méme destination, ce qui reste possible dans un cas réel. Toujours sur
la figure 1.8, le flot ¢ pourrait aussi s’écrire : ¢ = 25+ 2r — s —r, ce qui représenterait
une situation de trafic complétement différente de ¢ = s + r.

L’hypothése (H) rend possible I’établissement de I’équation de conservation du trafic
de la section 1.2.3 qui suit. Il faudra garder a lesprit que 'hypothése (H) est trés
empreinte de mécanique des fluides. Cette approche sera celle du chapitre 3. Dans
le chapitre 6, nous proposerons une autre approche : les vecteurs flot auront quatre
coordonnées positives, chacune de ces coordonnées représentant un flot de trafic sur
un des quatre sens possibles de 1’écoulement.

Figure 1.8 - Sommes de vecteurs flot. Les routes sont symbolisées par les deux traits
noirs (orthotropie) : sur chacun de ces traits, il y a deux sens de déplacement. 1/ On
peut décomposer le vecteur g de facon unique comme une somme de deux vecteurs flots :
g =1+ s (si on n’'impose pas a g d’étre égal a la somme de deux vecteurs flot de trafic
au plus, on perd l'unicité de la décomposition). 2/ Le vecteur f n’a pas d’autre écriture
que lui méme en tant que vecteur flot de trafic. En fait, on exclut toute écriture du type
f=/f+r—r, ce quin’est sirement pas tout a fait vérifié dans la réalité.
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1.2.3 Une loi de conservation possible pour le trafic bidimen-
sionnel

On se place dans le cas ol en chaque point, il y a un unique vecteur flot. Le débit du
flot ¢ sortant du contour fermé + est la quantité fw(q(x,y,t)m(x,y))dl, ou 7i(x,y)
désigne le vecteur unitaire normal orienté vers ’extérieur de la surface délimitée par
7.

Nous allons établir ’équation de conservation du trafic en dimension deux. Tout
d’abord, considérons un sous-ensemble compact a bord K quelconque mais fixé inclus
dans 2. On note n(t) le nombre de véhicules présents dans la surface K a 'instant

t. On a n(t) = // p(x,y,t) dedy. Entre les instants ¢ et to (t; < t3), la variation

du nombre de véhicules dans la surface K vaut n(ty) —n(t;). Avec des conditions de
régularité suffisantes de la fonction p permettant la dérivation par rapport au temps
sous le signe somme (p € C'(2 x RT) suffit), on peut écrire :

n(ty) — n(ty) // Op(x,y,t) dedydt

[tl,tz ><K

D’autre part, la variation du nombre de véhicules dans la surface K entre les instants
t1 et t5 est aussi égale au nombre de véhicules générés par cette surface entre ces deux
instants, auquel il faut ajouter le flux entrant de véhicules & travers la frontiére 0K
de K. Si on note © la fonction de génération exprimée en nombre de véhicules par
unité de surface et de temps (© > 0 si les véhicules sont émis (fin de stationnement),
© < 0 si les véhicules sont absorbés (entrée dans un parking)), on a :

n(ty) —n(ty) /// x,y,t dxdydt—i—/ jI{ x,y, t)| —7i(x,y)) dldt.

[tl,tg XK
On suppose que le flot est continu C' par morceaux et on note divg(z,y,t) =

Orqi(z,y,t) + Oyqa(z,y, t). En utilisant le théoréme de Green-Riemann et les deux
égalités précédentes, on obtient :

// Op(x,y,t) dedydt = /// z,y,t) dedydt — ///dlvq x,y,t) dedydt

[tl,tz ><K tl,tQ]XK [tl,tQ]XK

Cette égalité étant valable pour tout sous-ensemble compact a bord K de 2L (elle
est en particulier valable pour tout disque inclus dans 2() et tout intervalle de temps

36



[t1,12], on en déduit que pour tout élément (x,y) de A et tout temps ¢t > 0 :
atp(x>y7t) +d1VQ(.fE,y,t) = @(.T,y,t) (12)

Cette équation est I’équation dynamique de conservation du trafic. On I’a obtenue
en faisant ’hypothése Dans le cas statique (cas ou I’état du trafic est « constant »
pendant une période de temps assez « grande » en comparaison avec la durée des
déplacements) , il reste divg = ©. Dans le cas conservatif (cas des problémes de
recherche de capacité maximale), on a simplement divg = 0.

1.3 Quelques enseignements du cas unidimensionnel

On trouvera par exemple dans [Lec02| un état de lart complet sur les modéles
macroscopiques unidimensionnels de trafic. L’écoulement du trafic sur une voie est
assimilé a ’écoulement d’un fluide dans un canal. La vitesse est définie directement
a partir de la concentration et du débit : ¢ = pv. Cette relation définit v comme
une moyenne instantanée et ponctuelle des vitesses des véhicules. Une autre rela-
tion relie la concentration et le débit, il s’agit de I’équation de conservation (voir
section 1.2.3) : O;p + 0,q = O. Les modéles macroscopiques de trafic se distinguent
par la maniére de compléter ces deux équations. Les modéles macroscopiques du
premier ordre supposent que le systéme est en permanence a l’équilibre. Cela se
traduit par une relation d’équilibre qui relie la concentration et le débit, qu’on ap-
pelle diagramme fondamental : v(z,t) = Veq(p(x,t)). Cette relation s’écrit de facon

équivalente ¢(z,t) = Qeq(p(, 1)), avec Qeq(p) = pVeq(p).

1.3.1 Les cotits de déplacement

Le diagramme fondamental fut introduit par Greenshields en 1935 |Gre35|. Il décrit
le comportement des conducteurs confronté en fonction de la concentration de vé-
hicules. Tant que la concentration de véhicules n’excéde pas la valeur critique pei,
le trafic est fluide et le flux peut augmenter sans que la vitesse diminue de fagon
significative. Le colt ressenti par I'usager est alors quasi constant. Le cotlt est pro-
portionnel a I'inverse de la vitesse, ou encore ’E’. La constante de proportionnalité est
une valeur attribuée au temps : en milieu urbain, une valeur du temps de 15 euros
par heure est donnée dans [BBO1]. Dés que la concentration dépasse la concentration
critique, le trafic entre dans une phase congestionnée : la vitesse et le débit dimi-
nuent, le temps passé sur l'infrastructure augmente, 1’'usager ressent ’augmentation
du cott lié & ce temps perdu (figure 1.9).

Pour un méme débit, on a donc deux états possibles : un état fluide de coit faible
et un état congestionné de cott plus élevé. Lorsque la seule variable du modéle
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Figure 1.9 - Diagramme Fondamental : relation d’équilibre entre le débit ¢ et la concen-
tration p (a). Cott du déplacement pergu par un usager (b).

est le débit, ce qui est le cas des modéles bidimensionnels dont nous ferons une
revue littéraire au chapitre 2, on ne peut malheureusement pas exprimer le cott
comme une fonction du débit. Comment alors connaitre le colt correspondant & un
débit donné? Pour apporter une réponse approximative a ce probléme, nous allons
présenter une technique basée sur 'idée d'une charge progressive des troncons. Le
débit maximal gy, sur un trongon est aussi appelé capacité du trongon (voir [LP95]),
on peut le définir il est le débit maximal admissible et soutenable ne causant pas de
congestion [HCMS85]. Il s’agit 1a d’une notion trés théorique parce qu’en pratique,
la capacité d’un trongon est difficile & déterminer : elle est fonction du nombre de
voies disponibles sur le trongon, de la vitesse maximale autorisée, des conditions
climatiques, de la proportion des différents types de véhicules dans le trafic etc.

1.3.2 Structures utilisées pour les cofits

En phase fluide, le cott doit étre une fonction strictement croissante (et dérivable)
du débit. Cette fonction doit augmenter fortement a ’approche de la capacité de
la voie et pénaliser ainsi les débits qui I’excéderaient. Plusieurs fonctions ont été
proposées. Une fonction couramment utilisée est celle du Bureau of Public Roads
[BPR64] (figure 1.10.a). Si F, désigne le débit sur 'arc a, le cott est défini par
co(Fo) = ta(1 + aa(f—z)ﬁa), ou t, désigne le temps de parcours en unité de temps,
et oll oy, et [3, sont des constantes positives. On trouvera dans [CZGO01]| les valeurs
empiriques de ces constantes selon le type de voie.

Le défaut d’une telle fonction coiit est qu’elle rend possible une affectation qui excéde
la capacité des voies. Sur un arc, le débit obtenu n’est pas le débit réel mais la
demande de débit sur un arc de capacité théorique infinie. Le diagramme fondamental
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associé a une telle fonction cott est celui de la figure 1.10.b. Pour cette raison, la
fonction de coit du Bureau of Public Roads est valable en phase fluide uniquement.

colt

max

min

max d (e} P

crit

(a) (b)

Figure 1.10 - Fonction cott de type Bureau of Public Roads(a) et Diagramme Fondamen-
tal associé (b). Méme si les débits proches de la capacité réelle de la voie sont pénalisés, la
capacité théorique de la voie est ici infinie.

1.3.3 Meilleure prise en compte de la capacité des voies

Une meilleure prise en compte de la capacité peut étre d’imposer un cotiit du type
de la figure 1.11.a. Cette fonction colt exclut les débits trop élevés. Cette approche
permet de considérer comme saturés les arcs ayant atteint leur capacité maximale,
la demande devant se répartir sur les autres itinéraires possibles. Encore une fois,
nous n’obtiendrons pas avec ces considérations une description réelle de I'état de la
congestion : tout se passe comme-ci on travaillait avec le diagramme fondamental
de la figure 1.11.b. Une telle structure du coit, si elle tient compte de la capacité,
ne modélise encore une fois que la demande. L’erreur commise vient du fait qu’on
ne modélise pas la chute de capacité due a la congestion. L’affectation obtenue
permettra (sous certaines conditions de compatibilité) de calculer les coiits de la
congestion (section 1.4).

1.3.4 Un diagramme fondamental en 2D ?

Geroliminis et Daganzo |[GDO08| ont mis en évidence une relation entre les débits et
les concentrations sur un réseau étendu sur 10km? dans la ville de Yokohama. Cette
relation est baptisée par leurs auteurs Macroscopic Fundamental Diagram (MFD
dans la suite), ce qui est impropre (un diagramme fondamental étant déja macro-
scopique), mais I’expression est maintenant consacrée. Les mesures sont effectuées
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co(t

capacité
_/ qmax
C_.
min
o qmax q O p P

Figure 1.11 - Fonction cout excluante (a) et Diagramme Fondamental associé (b). Les
débits ne peuvent pas excéder la capacité. L’offre du réseau, et donc la chute de capacité
due a la congestion, ne sont pas modélisées.

en différents points de 'aire urbaine grace a des boucles (détecteurs fixes) et des
systémes de GPS embarqués dans des taxis (détecteurs mobiles). Le MFD obtenu
résulte de I'agrégation de ’ensemble des données sur deux jours : un jour de semaine
et un jour de week end.

Des simulations sur des réseaux ont aussi permis d’obtenir des MFD, mettant en
évidence la dispersion de la zone congestionnée [JDHT10]. Pour un réseau donné,
la forme d’'un MFD est soumise a une grande variabilité en fonction de la demande
et de la position des détecteurs entre autres. Une approche raisonnable serait de
commencer par repérer les zones homogeénes du réseau, de découper la surface selon
ces zones et d’attribuer a chacune d’elles un MFEFD propre.

Cependant, il convient de noter que ’approche du MFD reste unidimensionnelle
parce qu’on mesure des densités et des débits par voie. Les modéles bidimensionnels
de trafic qui nous intéressent dans ce travail ne sont pas construits de la sorte (les
débits sont des vecteurs flots).

1.4 Optimisation de Paffectation statique du trafic
sur un graphe

Nous allons maintenant voir une méthode d’affectation et de calcul des cotiits de
congestion associés sur un réseau représenté par un graphe.
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1.4.1 Notations

Considérons un graphe orienté G = (V, A). La lettre V' désigne I’ensemble des som-
mets du graphe G, la lettre A désigne ’ensemble des arcs du graphe. Il peut exister
plusieurs arcs reliant deux sommets. Un arc est donc la donnée d’un couple de som-
mets (ce qui oriente le graphe) et d’un entier qui numérote 'arc.

Les couples origine-destination (O,D) possibles sont représentés par les sommets du
graphe reliés par au moins un itinéraire (une suite d’arcs, en tenant évidemment
compte de leur orientation). On note ’ensemble des couples (O,D) du graphe par
la lettre W. Pour un couple w =(0,D) fixé quelconque, on note P, I’ensemble des
itinéraires ayant pour origine destination le couple (O,D). On note P = Uy,ew Py
I'ensemble de tous les itinéraires du graphe, et N = Card(P) son cardinal. La de-
mande de déplacement des véhicules sur l'itinéraire p est un flux noté f,, on a
évidemment f, > 0 pour tout itinéraire p. On note f = (f1,..., fx) le N-uplet des
flux de trafic sur chaque itinéraire.

Le nombre de couples (O,D) (noté [WW|) est inférieur ou égal au nombre total d’itiné-
raires du réseau N. Pour toute paire (O,D), la demande D,, de trafic est positive ou
nulle. La donnée des nombres (D,,),e)y peut étre réécrite sous forme matricielle, en
indexant (par exemple) les lignes sur les origines et les colonnes sur les destinations.
La matrice obtenue est appelée matrice origine-destination

On note A, I'ensemble des arcs appartenant aux itinéraires de w. On note F, la
demande de flux sur 'arc a. Si le trafic est fluide sur a, F, est le débit effectivement
constaté sur l’arc a. Sinon, F, est égal a la capacité k, de I'arc a. On note ¢,(F,)
le cout individuel (en unité de temps) de déplacement sur 'arc a en fonction de
F,. Remarquons que F, = >, . fp. Le cott du trafic Cp(f) pour un usager sur

l'itinéraire p vaut alors C,(f) = Z ca(Fy).

a€A, a€p

1.4.2 L’affectation & 1’équilibre de WARDROP

Dans cette section, nous utilisons des résultats de programmation non linéaire. On
pourra consulter par exemple [A1105, Gil10].

1.4.2.1 Le probléme de BECKMANN

Soit un couple d’origine-destination w € W quelconque mais fixé. Le premier prin-
cipe de Wardrop pour la résolution du probléme de I'affectation (voir section 1.1.3.3)
peut s’écrire comme ceci :

Vw € W,¥(p,q) € P2, f, = 0= C,(f) < C,(f). (1.3)
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Cependant, obtenir l'affectation a partir de 'expression (1.3) n’est pas facile. Le
probléme a été résolu par Beckmann [BMW56] qui a donné une caractérisation
variationnelle de la condition d’équilibre de Wardrop. Le probléme de Beckmann
s'écrit :

Fo
min c.(g)d 1.4
Jmin 3 | etan (14

F, < k, Va € A (contraintes de capacité des voies ou offre)
sous contraintes { Dw = Z fq Ywe W (demande)
qEPw
fp =20 Vpe P (positivité des flux)

Notons que le probléme (1.4) posséde au moins une solution (la fonctionnelle est
convexe et est définie sur un sous-ensemble convexe fermé de RY). La condition
F, < k, dans les contraintes du probléme (1.4) permet 'exclusion des flux qui
exceédent la capacité. Notons que s’il existe w tel que D, > 0, alors f = 0 ne peut
étre une solution du probléme (1.4). Le modéle de Beckmann suppose que le temps
de déplacement sur chaque arc a € A est uniquement fonction du débit sur cet arc et
est défini par une fonction coiit ¢, qui est positive, continue, strictement croissante
et convexe.

Le probléme variationnel de Beckmann (1.4) est construit sur une énumération des
flux f,, sur les chemins. Cette énumération peut devenir trés coliteuse dans un grand
graphe. il s’agit d’un élément supplémentaire justifiant une approche bidimension-
nelle pour les problémes de trafic routier dans les réseaux denses.

Remarque : puisque pour tout arc a la fonction I, : x +— fogﬂ ca(q)dq est strictement
convexe, on obtient I'unicité des débits sur les arcs mais pas a prior: sur les chemins.
Sur le réseau de la figure 1.12 qui ressemble & un réseau de Braess, on peut construire
assez facilement une telle affectation des flux (tables 1.1 et 1.2).

a(x)

Origine Destination

a,(x)

Figure 1.12 - Réseau de Braess modifié. Le cotut de déplacement sur chaque arc a; est
égal au flux présent sur cet arc : ¢q, (z) = x.
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Arc |ay | as | as | as | a5 | ag | ar
Débit | 4 | 50| 3|6 1]|2

Table 1.1 - Débits sur les arcs du réseau. La demande de déplacement vaut 9.

Chemin 105 | A1a406 | Q1407 | QoQs | AoG4Qg | AoG4a7 | A3Gg | agay

Débit du 1°" équilibre 3 0 1 3 1 1 0

Débit du 2°™¢ équilibre | 2 0 2 4 1 0 0

Table 1.2 - Débits possibles sur les chemins du réseau.

1.4.2.2 Le lagrangien associé

On note A = (Ag)aca, = (fw)wew €t v = (1)pep. Pour tout (f, A, pu,v) tel que
VaX, = 0 et Vpr, > 0 (il n’existe pas de contrainte de signe sur les f,,), on définit
le lagrangien L du probléme 1.4 par :

L(f,w,u)=2/ calt)dt
DS TINEES SN CHS 31 B > ST

acA weW qE€EPw pEP

Le point (fs, s, s, s) est un point selle de L si :
VO 1 2) Lo At 2) < Lfar Aas s 2) < LCF, A i ) VI (1.6)

Puisque la fonction objectif de Beckmann est convexe et que toutes les contraintes
sont affines, le théoréme de Kuhn et Tucker dit que f, est une solution du probléme
de Beckmann 1.4 si et seulement s’il existe (A, fis, Vi) tel que (fi, Ai, fis, Vi) S0it un
point selle de L.

Soit (f, A\, p, v) un point selle du lagrangien (1.5). Les coefficients (A\y)aeca, (fhw)wew
et (v,)pep appelés coefficients de Kuhn et Tucker ou simplement multiplicateurs de
Lagrange, vérifient :

Cp(f)+za€p)\a://6w+yp VwEW, VpE'Pw

Mo >0, \(Fy— k) =0  VYacA
vy, 20, v,f, =0 VpeP

o (Do = Lyep, fa) =0 VweW

(1.7)
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1.4.3 L’affectation avec élasticité de la demande

Nous avons étudié un modéle avec une demande fixe ou inélastique. On peut aussi
tenir compte d’'une demande élastique. Pour chaque couple (O,D)= w on a une
fonction demande de déplacement D,, qui est une fonction strictement décroissante
du cott : c’est ce que signifie le terme de demande élastique.

[’excédent de la demande est la différence entre ce qu'un consommateur est prét a
payer pour un bien et le montant effectivement payé. Sur la figure 1.13, 1’équilibre
du marché est atteint en (Xeq, Peq). Il s’agit des cordonnées du point d’intersection
entre les courbes d’offre et de demande inverses. Pour toute quantité du bien X, le
point A(Xj) désigne U'intersection de 'axe X = X, et de la courbe d’offre inverse,
le point B(Xy) désigne l'intersection de I'axe X = X, et de la courbe de demande
inverse. On a A(Xeq) = B(Xeq) = (Xeq, Peq)- La quantité X, est celle qui maximise
l'aire du quadrilatére X A(Xo)B(Xo)A. On peut écrire cela :

Xuqy = Argmin { /OX S\ (z)de — /OX D (z)de}. (1.8)

L’expression (1.8) peut paraitre exagérément compliquée mais elle contient de pré-
cieux renselgnements
* Le terme fo !(z)dz est a rapprocher du terme Y, [ ¢,(t)dt de la fonction
objectif du probléme (1.4) : les fonctions cout représentent des fonctions d’offre
inverse (fonctions strictement croissantes), l'offre du réseau étant donnée par les
arcs, les bornes supérieures des intégrales sont les flux par arcs.
* Le terme nouveau fOX D~(z)dx est quant & lui & rapprocher du terme )~ fOqupw i D, (t)dt,
la demande étant donnée pour chaque couple (O,D)= w, les bornes supérieures

des intégrales sont les flux pour chacun d’eux.
Le probléme de minimisation devient :

mln{anA/ ()t — Z/ e )dt} (1.9)

wew
>
sous contraintes{ %i (]){;a <0 gz E Z
Notons que la convexité de la fonction objectif est assurée ici encore car —D, ! est
croissante. Le lagrangien associé est :
Faq
WA =3 [ al
acA

qE€EPw fq

— Z/ W (Odt+ Y Na(Fa—ka) =Y vpfy (1.10)
weWw acA pEP
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mmp‘

€q

A

X X anX’

Figure 1.13 - Loi de l'offre et de la demande. L’offre est représentée par la fonction
d’offre inverse S~!, la demande est représentée par la fonction de demande inverse D!,
L’équilibre du marché est atteint pour une quantité de biens X4 et un prix unitaire de peg.
> est le point d’intersection de 'axe des ordonnées et de la courbe d’offre inverse, A est
le point d’intersection de I'axe des ordonnées et de la courbe de demande inverse. L’aire
hachurée du quadrilatére 3 A(X()B(Xo)A est maximale lorsque X = Xegq.
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En un point selle (f, \, ), on obtient les relations de Kuhn et Tucker suivantes :

ColF) + Xaepra = D (X yep, fo) +vp Yw €W, Vp € P,
Aa =0, Aa(Fy — ko) =0 Va € A (1.11)
Vp>0aypfp:0 VpGP

Dans le cas d’'une demande inélastique ou élastique, notons que les coefficients A
sont homogénes a des coits (ici, les cotts sont les temps de parcours). Pour tout arc
a,si F, < k,, alors A\, =0; et si F, = k,, alors A\, > 0. Le réel )\, représente un cotit
supplémentaire supporté par un usager parcourant ’arc a lorsque le débit sur cet arc
(ou plutot la demande de débit) vaut la capacité k,. Une estimation du temps total
perdu par I'ensemble des usagers est ) _ 4 koA,. Nous allons maintenant expliquer
pourquoi cette formule donnant le temps perdu est approximative.

1.4.4 Une illustration simple

Plagons nous dans le cas de deux itinéraires entre un unique couple (O,D) (figure
1.14). Nous allons voir des difficultés sur le traitement de ce simple exemple.

. a e
Origine 1 a, Destination

Figure 1.14 - Réseau élémentaire. Le colt sur chaque arc a; est égal au flux présent sur
I’arc.

Supposons qu’a chaque instant, la demande totale pour ce couple (O,D) vaille ¢.
Cette demande se répartit en f; sur 'itinéraire 1 et fo sur 'itinéraire 2, on a ¢ =
fi1 + fo. (Remarquons qu'ici, 'arc et 'itinéraire représentent le méme objet, si bien
que ¢ (f;) = Ci(f), i € {1,2}.) Les fonctions coiit ¢; sont évidemment croissantes.
Puisque ¢3(f2) = ca(¢p — f1), la fonction ¢y est décroissante en la variable f;. Le
graphique de la figure 1.15 est une illustration possible de la situation précédente
(nous avons choisi arbitrairement ¢;(0) < ¢2(0)). Si les itinéraires n’étaient pas
contraints par leur capacité respective, I’équilibre de Wardrop du trafic serait atteint
pour un flot f,, sur I'itinéraire 1 et ¢ — f,, sur 'itinéraire 2. Si maintenant on suppose
que l’itinéraire 7 est contraint par une capacité k;, alors le débit admissible f; sur
l'itinéraire 1 se trouve nécessairement dans l'intervalle [¢ — ko, k1]. (Remarquons que
le fait d’écrire cela présuppose que l'on ait &y 4+ ko > ¢, ce qui signifie que le réseau
peut absorber la demande. Si ki + ks < ¢, le modéle n’est pas adapté (cf infra).)
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Nous supposons donc que l'itinéraire 1 atteint sa capacité maximale k; avant le flot
d’équilibre théorique f., et avant que l'itinéraire 2 n’atteigne sa capacité maximale.
Le modéle va donner un surcoiit pour les usagers de l'itinéraire qui arrive a capacité,
ce surcout étant déterminé grace a I’équilibre du trafic atteint en V.

A A
co(t flots f1 codt

individuel admissibles individuel

<>

c
eq
c,(k) ¢, min
c, min
o o-k, K, fo ¢ f

Figure 1.15 - Fonctions colit sur un réseau trés simple. La longueur UV est le surcott
individuel da a la congestion, et vaut UV = ca(¢ — k1) — c1(k1). Cette longueur est le
coefficient de Kuhn et Tucker A; associé a I'arc 1. Le coiit de la congestion est égal a l'aire
]{51 X )\1.

On considére le lagrangien L(f1, f2, A, Ao, pt, v1, 1) = [7' e1+ f0f2 o+ M(f1 — k1) +
Xo(fo — ko) + p(p — fi — f2) — v1fi — vafs. Pour avoir I'unicité des \;, au moins un
des deux itinéraires doit demeurer non saturé, disons fs < ks. On a donc Ay = 0. De
plus, v; = 0 (car f; = 0) et C1(f)+ A1 = Ca(f). Sur litinéraire 1, 'équilibre du trafic
est donc un débit de k; pour un cout individuel de C;(f) + A;. Sur litinéraire 2, le
débit est ¢ — ki pour un coit individuel de Cy(f). Le premier principe de Wardrop
est respecté.

Cependant, le cotit de la congestion demeure difficile & déterminer, faute d’une si-
tuation de référence explicite. Une situation de référence pourrait étre celle que ’on
obtiendrait sans contrainte de capacité, au point d’équilibre (feq, Ceq). Dans ce cas,
le surcott des usagers de l'itinéraire 1 vaudrait (c; (k1) + A1 — ceq) k1 et le surcott des
usagers de l'itinéraire 2 vaudrait la méme chose. Le probléme est qu’on n’a a prior:
aucune information sur ce,. Une autre situation de référence pourrait étre celle de
I’équilibre en U sur l'itinéraire 1 et en V sur l'itinéraire 2. Dans ce cas, le surcoiit
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di & la congestion serait simplement ki \;. C’est ce surcotit qui est « choisi », méme
s’il est trés approximatif.

En outre, la saturation des deux itinéraires en méme temps entraine la non unicité
des coefficients de Kuhn et Tucker. Il devient alors impossible, méme sur un exemple
aussi simple que celui-ci, d’obtenir la moindre information sur les cotits de congestion
par cette méthode.

1.5 Les cotits de la congestion du point de vue des
économistes

Maintenant que nous avons exposé la facon de voir des ingénieurs, voici comment les
économistes envisagent le probléme. On pourra consulter par exemple [Pru00| ou le
Rapport Boiteux [BB01|. Cette étude nous permettra de comprendre le phénomeéne
de congestion plus globalement. L’intérét ici est de comprendre que les méthodes
de calculs de cott de la congestion, en plus d’étre difficiles & mettre en ceuvre, sont
discutables en I’absence actuelle de consensus.

Commencons par une question simple. Si les automobilistes choisissent de perdre
du temps dans les congestions plutot que d’utiliser des solutions alternatives, ne
jugent-ils pas le colit de la perte de temps liée a la congestion inférieur au coit de
chacune des alternatives (itinéraire ou moyen de transport différent)? Autrement
dit, puisque toute alternative nécessite un temps de parcours plus long ou posséde
des conditions de confort que l'usager juge inférieures, est-il pertinent de calculer
des cotits de temps perdu a suivre cet itinéraire choisi, méme s’il est congestionné,
alors que l'usager le juge finalement plus avantageux que ses alternatives ? Dans ces
conditions, la perte de temps liée a la congestion peut-elle vraiment étre considérée
comme une externalité ?

Quelques éléments de réponse se trouvent dans la définition donnée par la Com-
mission européenne dans le Livre Blanc [Ce98| : « La congestion survient lorsque le
trafic dépasse la capacité des infrastructures et que la circulation baisse. On peut la
définir comme une situation ot le trafic est plus lent qu’il ne le serait avec des flux
de trafic bas. La définition de ces « bas niveauxr » ou « niveauxr de référence » est
complexe et varie d’un pays a Uautre. [...[ Les codts de la congestion comprennent
les codts directs (liés au temps et au fonctionnement) et les codts indirects (coits
d’opportunité liés au temps perdu, codts supportés par les tiers du fait des retards de
livraison des marchandises, codts liés a l’environnement). »

La Commission européenne parle d’une situation de référence. C’est a partir de
cette situation de référence que doivent étre calculés les surcoiits occasionnés par
la congestion. C’est en ce sens que la congestion peut étre considérée comme une

48



externalité. Une fois ceci accepté, il reste a résoudre le probléme épineux suivant :
Que doit-on choisir comme situation de référence et comment calculer le surcodt par
rapport a la situation de référence ¢ Nous apporterons des éléments de réponse a
partir d’'une étude de la structure des cotits d’utilisation des infrastructures par les
usagers.

1.5.1 Quelques concepts élémentaires

Nous nous appuierons sur le graphique de la figure 1.16 pour expliquer ce qui suit.
Un point P sera repéré par ses coordonnées (Pi, P,).

valeur 4 ) _
ou prix co(t social ou
unitaire codt marginal C,
J
codt individuel
H ou colit moyen C,_
G
E demande D
© X Y quantité d’usagers r

Figure 1.16 - Fonctions de cotit et de demande d’utilisation de l'infrastructure. L’équilibre
effectif du trafic est atteint au point V. La quantité d’usagers présents vaut alors Y7, le
colt supporté par chacun d’entre eux vaut Gs. Il ne s’agit pas d’un équilibre optimal. La
question est de savoir comment calculer les cotits dus a la congestion lorsqu’on est au point
d’équilibre V.

Nous raisonnons sur une route ou sur un réseau routier, que nous nommons [’in-
frastructure dans la suite. Soit la fonction C' : r — C(r). La quantité C(r) est le
coit total par kilométre de I'infrastructure dépensé par ’ensemble des r usagers se
déplagant sur l'infrastructure. Il s’agit 1a d’un cott généralisé, dans la mesure ou il
comprend les cotits liés au déplacement en lui-méme (carburant, entretien du véhi-
cule), mais aussi le cotit du temps passé. La demande d’utilisation de 'infrastructure
est la fonction D : r — D(r). Le prix par kilométre que le r°™¢ usager entrant sur
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I'infrastructure est disposé a payer pour 'usage de cette derniére vaut D(r). Il est
évident que plus ce prix unitaire par kilomeétre d’infrastructure est élevé, moins il y
a d’usagers disposés a le payer, la fonction D est donc décroissante.

Le cout par kilométre de ’'infrastructure ressenti par un usager est le cotit moyen,
défini par Cy(r) = @ Un usager seul sur la route roule vite et ne perd pas
de temps, le cout E, qu’il supporte est donc minimal. Plus il y a d’usagers sur
I'infrastructure, plus la vitesse de parcours diminue, plus les usagers passent de
temps sur 'infrastructure, plus le coiit ressenti par ['usager est élevé. Autrement dit,
la fonction C); est croissante. Pour ces raisons, ce coiit par usager est vu par les
économistes comme une courbe d’offre. Un équilibre va donc étre atteint au point
V', a l'intersection des courbes d’offre et de demande. Sur le réseau, on aura donc
la quantité d’usagers Y;, pour un colt unitaire par kilométre G5. Le véhicule qui
entrerait sur l'infrastructure alors que la quantité de véhicules déja présents serait
déja égale a Y], se verrait contraint de s’acquitter d’un coiit supérieur au bénéfice
qu’il tirerait de l'infrastructure, ce véhicule renoncerait donc a entrer.

Il existe un autre coiit a prendre en compte qui est le cotit marginal par kilométre
d’infrastructure, défini par C,,(r) = C'(r). Comment interpréter ce coit? On peut
par exemple utiliser la relation trés simple existant entre le coilit moyen et le coiit
marginal : C,,(r) = Cy(r) + rC),(r). Cette relation nous dit que le coit marginal
est égal au cott individuel auquel on ajoute le cotit que le dernier véhicule introduit
fait perdre a tous les autres en les ralentissant. Pour cela, le cott marginal par
kilométre d’infrastructure est aussi appelé cott social par kilométre d’infrastructure.
Ici encore, plus il y a d’usagers sur la route, plus le dernier véhicule introduit fait
perdre de temps aux autres, plus le colit marginal est élevé. La fonction C), est donc
croissante. L’analyse précédente nous donne que le cotit marginal est plus élevé que
le coiit moyen : C,, > C);. Cela implique en particulier que le cott individuel n’est
pas optimal. L’optimal social est atteint lorsqu’on a une quantité de véhicules X3
sur Uinfrastructure, pour un cotit social Hy (point U), mais un coit individuel Fy
inférieur (point S). Un véhicule entrant sur l'infrastructure alors que la quantité de
véhicules déja présents vaut X; engendre un coiit social plus grand que le bénéfice
social qu’il crée, méme si le bénéfice individuel qu’il en retire est supérieur a son
cott individuel.

1.5.2 Analyse de la situation

La quantité d’utilisation optimale X; de l'infrastructure est un état ou l'usager
est ralenti, dans la mesure ou le colt ressenti par 1'usager est supérieur au coiit de
déplacement sur une infrastructure vide. La notion de quantité optimale d'utilisation
X, d’une infrastructure est en fait une notion de congestion optimale. Excepté dans
le cas d'une demande d’utilisation faible (la courbe de la demande couperait les
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courbes du coiit marginal et du coiit moyen dans la zone oii ces courbes sont presque
confondues), la quantité d’utilisation effective d’une infrastructure Y; est supérieure
a la quantité optimale d’utilisation X;. Autrement dit, la situation normale (parce
qu’inévitable) d’une infrastructure est d’étre congestionnée. Un objectif politique
raisonnable ne doit donc pas étre d’éliminer la congestion, mais d’atteindre I’état de
congestion optimale Xj.

Mais la complexité du probléme est plus importante encore. Une fois la structure
des cotts connue, la quantité optimale d’utilisation X; d’une infrastructure est aussi
une fonction de la demande d’utilisation. Cela signifie que pour une infrastructure
donnée, la quantité optimale d’utilisation n’est pas la méme en heure de pointe ou
en heure creuse. En particulier, le niveau de congestion optimal est plus élevé en
heure de pointe qu’en heure creuse.

Voici donc une différence essentielle de point de vue entre I’économiste et 'ingénieur :
I’économiste raisonne sur la quantité d’usagers qui utilisent 'infrastructure, cette
quantité est a rapprocher de la concentration, alors que l'ingénieur raisonne sur
les flux de trafic. L'infrastructure est utilisée de facon optimale pour 1’économiste
lorsque 'utilité de la route en fonction de la demande d’utilisation, est maximale.
Pour l'ingénieur, l'infrastructure est utilisée de facon optimale lorsque le flux est
maximal.

1.5.3 Trois approches possibles du probléme

Nous donnons maintenant trois approches différentes permettant de répondre au
probléme Que doit-on choisir comme situation de référence et comment calculer
le surcodt par rapport & la situation de référence ? Nous allons voir que ces trois
approches possibles sont une fois de plus liées & des points de vue différents.

1.5.3.1 L’approche naive

Une premiére situation de référence peut étre celle d’une infrastructure vide. L’équi-
libre du trafic étant atteint au point V' pour une quantité d’usagers Y, la situation
de référence est donc représentée par le point K. Le temps de référence est celui
de I'usager tout seul sur l'infrastructure, il peut donc rouler a vitesse maximale. La
différence entre le temps effectivement passé sur l'infrastructure et la situation de
référence est appelée temps perdu, ce temps perdu étant valorisé grace a une valeur
accordée au temps. Le temps perdu par chacun des Y; usagers par rapport a la situa-
tion de référence donnée par une infrastructure vide vaut V5 — K. Le temps total qui
est perdu par ces usagers est donc égal a 'aire du rectangle EKV G. Cette approche
a été employée pour calculer les cotits de la congestion en France [Qui94], et dans les
pays de I’Union européenne par la Commission européenne [EC95|. Dans ces deux
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cas, le cotit de la congestion a été estimé a 2% du PIB. Cette situation est en fait la
situation sur laquelle travaillent les ingénieurs. Mais d’un point de vue économique,
elle n’est tout simplement pas souhaitable. Pourquoi? Parce que les routes ne sont
pas faites pour étre vides. Pour cette raison, cette situation de référence est parfois
qualifiée de naive par les économistes [Pru00).

1.5.3.2 L’approche fiscale

Une deuxiéme approche utilisée est une approche fiscale : en imposant un droit de
passage, on va nécessairement réduire le nombre d’usagers sur U'infrastructure. Plus
ce droit de passage sera élevé, plus on réduira le nombre d’usagers. La situation de
référence correspond au point S, pour une quantité d’usagers égale a la quantité
optimale X. Le X{™® usager étant disposé a payer U, pour utiliser I'infrastructure,
mais ne payant que Ss, on taxe tous les usagers présents sur I'infrastructure a hauteur
de Uy — S,. Si un usager vient aprés le Xt™¢ le cout dont il devra s’acquitter
pour l'utilisation de l'infrastructure sera supérieur a l'utilité qu’il en obtiendra, il
renoncera donc a entrer sur l'infrastructure. La quantité d’usagers ne dépassera
donc pas la quantité optimale X;. Le montant total de la taxe percue sera égal
a l'aire du rectangle FF'SUH. Une telle taxe est appelée taxe pigouvienne, ou taxe
internalisante, car elle impose aux usagers qui utilisent 'infrastructure de payer le
coiut qu’ils infligent aux autres automobilistes. Mais affirmer qu’on a bien obtenu
l1a le cotiit de la congestion est économiquement discutable. En effet, lorsqu’on est
dans la situation de congestion optimale (au point S) on ne peut pas vraiment dire
que les usagers présents paient le prix de la congestion puisqu’on ne tient compte
a aucun moment de 1’état congestionné. Cette méthode a été utilisée au Royaume-
Uni, et l'estimation du montant nécessaire des taxes internalisantes pour obtenir
une situation optimale était proche de 2% du PIB [New94|, comme dans la section
1.5.3.1.

1.5.3.3 L’approche économique

Une troisiéme approche possible, dite économique, est préconisée par [BBO1| et
[Pru00]. La situation de référence correspond au point S, pour une quantité d’usagers
égale a la quantité optimale X;. Le coitit de la congestion est défini comme ce que la
société perd a étre dans la situation d’équilibre naturel dans laquelle elle se trouve
(au point V'), et a ne pas étre a la situation optimale (au point S). Ce cott est la
différence entre l'utilité associée a la situation optimale (ou excédent du consomma-
teur en ce point : aire F'SUJ), et I'utilité associée a la situation d’équilibre naturel
du trafic (ou excédent du consommateur en ce point : aire GV'.J). Cette différence
est égale a 'aire F'ST'GG moins 'aire TV U. En outre, en utilisant les définitions des
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fonctions C,, et C}y, ainsi que les liens existants entre l'intégration et les aires, on
prouve que le colt économique de la congestion est égal a 'aire UVW. Ce coiit
est ce que la société perd a ne pas réduire I'utilisation de la route de la quantité
d’usagers Y] a la quantité d’usagers X;. Avec cette méthode, les cotits de congestion
ont été évalués dans un intervalle compris entre 0,10% et 0,20% du PIB dans les
agglomérations parisienne [Pru99], [PS00| et londonienne [PB05], soit environ un
dixiéme de la valeur de la congestion obtenue par les deux précédentes approches.
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Chapitre 2

Revue de la littérature sur les
modéles bidimensionnels de trafic

Sommaire
2.1 Modéles d’affectation statique du trafic routier dans
une aire urbainedense . ... ................ 56
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2.2.3  Un autre modéle de trafic piétonnier construit sur la concen-
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Ce chapitre propose une revue de quelques articles traitant des modéles bidimension-
nels de trafic. Il se compose de deux parties. Nous décrivons tout d’abord les modéles
d’affectation statique puis les modéles d’affectation dynamique. Nous concluons par
les pistes de recherche que ces modéles nous inspirent.

La demande de déplacement est représentée par un ensemble de flux d’usagers dé-
sirant se rendre d’une origine a une destination. Un modéle d’affectation du trafic
répartit cette demande sur le réseau, entre les différents itinéraires possibles. Pour
alléger les notations, on remplace (z,y) par x, 'expression point de coordonnées
(x,y) est remplacée par point x. La mesure de Lebesgue du plan dzdy sera notée
dzx.
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2.1 Modéles d’affectation statique du trafic routier
dans une aire urbaine dense

Dans cette section, nous étudions deux modéles d’affectation statique. Les modéles
d’affectation du trafic déterminent les choix d’itinéraires des usagers entre une origine
et une destination déterminées. Nous commencerons par le modéle le plus récent.
Ce choix anti-chronologique est justifié par le fait que le premier modéle contenait
des idées plus riches, malheureusement laissées de coté par la suite. Le probléme du
transport est approché par une modélisation continue du réseau, c’est a dire dans
une aire urbaine (notée 2() vue comme un continuum (voir section 1.1).

2.1.1 Un modéle d’affectation multi-destinations

L’article précurseur ([YYI94|) du premier modéle que nous allons étudier traitait le
cas d’une seule destination au centre de 'aire urbaine, les usagers étant uniformé-
ment répartis au départ sur l’aire urbaine. Les articles postérieurs ([Won98, YWO0O0,
HWYL05, HWL06|) traitérent le cas de plusieurs destinations possibles et d’une
demande élastique (plus le cotit de déplacement vers une destination est élevé, plus
la demande de déplacement vers cette destination diminue).

L’aire urbaine est supposée étre un milieu isotrope. Cette supposition semble raison-
nable compte tenu de la géométrie des réseaux de certaines grandes villes (notam-
ment asiatiques), dans lesquelles aucune direction ne semble privilégiée. Cependant,
nous verrons que cette supposition entraine une mauvaise description de la physique
du trafic.

2.1.1.1 Approche du modéle

Les destinations possibles sont en nombre fini M. On les note (Dy,)m=1,. - Elles
ont toutes la méme activité (par exemple : des centres commerciaux, des entrées
de périphérique pour le déplacements travail-domicile, etc.), si bien qu’elles sont en
concurrence pour attirer les usagers. L’aire de chacune d’elles est supposée trés petite
par rapport a la taille de I'aire urbaine : une destination est simplement représentée
par un point. Une commodité est définie comme étant ’ensemble des flux de trafic
depuis toute I’aire urbaine vers une destination déterminée. Il y a donc autant de
commodités que de destinations. Dans ce modéle, les usagers sont uniformément
répartis sur l'aire urbaine et cherchent & rejoindre leur destination. Dire que les
usagers sont uniformément répartis ne nous semble pas correct. Ils sont répartis sur
I’aire urbaine, les fonctions de demande vont engendrer leur déplacement.
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Fixons une destination D,, quelconque. La fonction de génération ©,, associée a
cette destination est définie sur toute l'aire urbaine. Sur 'aire urbaine privée de la
destination D,,, les véhicules voulant se rendre en D,, sont générés (ils sortent de leur
emplacement de parking), la fonction génération est donc positive ou nulle presque
partout. La quantité O,,(z)dx représente le nombre de véhicules qui demandent a
quitter la surface élémentaire dz autour du point = € 2, pour se rendre en D,,.

Remarque : le modéle peut étre pensé de facon symétrique, en supposant que les
usagers quittent un nombre fini d’origines pour se répartir sur l'aire urbaine, comme
dans les articles [Won98, HWLO06|.

2.1.1.2 Les cotits de déplacement et le traitement des débits

Le flot de trafic au point x désirant se rendre a la destination D,, est représenté
par le vecteur ¢,,(z) de R% Pour chaque destination D,,, I'équation de conservation
s’écrit : divg,, = ©,, (voir section 1.2.3).

Le cott de déplacement est défini localement, en fonction des débits. En tout point
de coordonnées z, on calcule le coiit de déplacement par unité de longueur pour le
M-uplet ¢(z) = (q1(z), g2(x), ..., qu(x)), o gm(z) est le vecteur flot des véhicules
souhaitant se rendre en D,,. Le coit est noté ¢(z, g(z)). La fonction ¢ — ¢(x, q) est
radiale (elle n’est fonction que de la norme du flot de trafic ¢ : |[g]| = SN [|gmll2)
et est une fonction convexe strictement croissante de la norme du flot de trafic q.
L’expression de la fonction coiit est la suivante :

c(z,q(x)) = a(z) + B(z)|q(2)|". (2.1)

On retrouve ici la forme des cotits du Bureau of Public Roads décrits a la section
1.3.2. La figure 2.1 illustre le type de fonction cotit telle que choisie par les auteurs
du modele dans leurs exemples.

Précisons les quantités intervenant dans l'expression (2.1) selon leurs auteurs.

* Les fonctions «, £ et v sont définies localement, ce qui traduit la possibilité que
la densité et la capacité du réseau routier peuvent varier en tout point.

* La fonction « est strictement positive, elle représente le cotit local par unité de
longueur dans une situation non congestionnée.

* Les fonctions 3 et v sont des coefficients de dépendance du cott au flux de trafic.
Le second terme de l'expression du coit (5|¢||”) représente le cotit de temps
supplémentaire subi par 'usager da a la présence d’autres véhicules. La fonction
[ est strictement positive, la fonction 7 est supérieure ou égale a 1.

Faisons quelques remarques :

1. Les articles [YYI94, Won98, HWLO06| sont entiérement construits avec une
fonction 7 constante égale a 1. Choisir une telle valeur de v ne permet pas
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Figure 2.1 - Deux exemples de fonctions cotit utilisées

de faire « exploser » les cotts lorsque la demande de flot excéde la capacité
des voies. Les articles [HWYL05, YWO00| proposent eux des applications nu-
mériques avec v = 1.2. Cela ne permet pas non plus de se rapprocher du
modeéle du Bureau of Public Roads dont des valeurs de la puissance peuvent
étre trouvées dans [CZGO01] : en milieu urbain, v a une valeur proche de 4. En
ne tenant pas compte de la capacité des voies et en choisissant des fonctions de
cott linéaires ou « presque » linéaires, tout se passe comme si 'offre du réseau
était infinie.

2. Il n’est pas raisonnable de prétendre que le terme « représente le cotit en phase
non congestionnée et que le terme (||¢||5 reflete les effets de la congestion. Avec
une telle hypothese, les auteurs prétendent en fait que la congestion commence
deés que le flot est non nul, ce qui est inexact.

Revenons maintenant sur ’expression du cott. Elle contient une information sur la
maniére dont sont traités les débits. Pour tenir compte du fait que le cott de deux
flux opposés de trafic n’est pas nul, les auteurs ont choisi d’additionner les normes

des flots : c(z,q(x)) = a(z) + B(:U)(Z%Zl qu(.fE)HQ)’Y(:B) (un traitement du type

oz, q(z)) = alz) + B(@)|| M, g (@)[7%) ettt annulé le cott variable de deux flux
opposés de trafic.)

Cependant, cette maniére de traiter le coiit des débits ne rend pas bien compte de
la physique du trafic. On considére un point x et deux voies opposées partant de
ce point. Considérons un vecteur v donné tel qu'un flux [|v|| représente un régime
fluide sur chacune des deux voies alors qu’un flux 2[|v|| excéde la capacité de chacune
d’entre elles. Examinons les deux situations de trafic suivantes en x :

1. On a deux flots de trafic opposés : ¢1(z) = v et g2(x) = —v. Deux voies de circu-
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lation sont sollicitées, les véhicules se déplacant sur une voie n’occasionnent pas
de coiit de déplacement supplémentaire aux véhicules de ’autre voie. Aucune
des deux voies n’est congestionnée avec un flux égal a [|v||. Avec I'expression

(2.1), le coitt de déplacement en  sera c(x, ¢(x)) = a(x) + B(z) (2l|v]2) ")

2. On a deux flots de trafic égaux : ¢;(x) = v et go(z) = v. Le cout de déplacement
serait alors exactement le méme que précédemment. Cependant, les véhicules
des deux flots partagent la méme voie, les véhicules de chacun de ces deux
flots se génent mutuellement. La seule voie utilisée est congestionnée par un
flot souhaité de 2[[v||. En outre, le fait que la capacité des voies ne soit pas
prise en compte ne pénalise pas un tel flux.

Dans ce modéle, deux effets nuisibles a la bonne description de la physique du trafic
se combinent : la structure de la fonction cotit qui rend équivalentes une situation
fluide et une situation congestionnée; I’absence de prise en compte de la capacité
des voies qui ne pénalise pas les situations congestionnées.

2.1.1.3 La demande et la génération de véhicules

Considérons une destination D,, quelconque mais fixée. La fonction demande de
déplacement vers la destination D,, est notée D,,. Elle est donnée a priori. Cette
fonction demande va « créer » les déplacements sur ’aire urbaine. On peut la voir
comme ’équivalent de la donnée de la matrice Origine-Destination dans le cas d’un
graphe.

Si la quantité 7,,(z) désigne le temps minimum nécessaire pour se rendre a la des-
tination m a partir du point x, la fonction génération ©,, est définie en x par
Om(z) = Dy(7n(z)). La fonction D, : 7 +— D,,(T) est supposée strictement dé-
croissante pour rendre compte de I’élasticité de la demande en fonction du temps de
déplacement théorique des usagers. Les fonctions demande sont des exponentielles
décroissantes (par exemple dans [YWO00], on a D : 7+ 100 exp(—0, 57)). Il s’agit la
d’un choix arbitraire déja utilisé en économie.

2.1.1.4 Formulation du probléme a résoudre

« La » solution du probléme d’affectation est obtenue en résolvant le probléme de
minimisation sous contraintes (probléme primal) suivant (ot 'on a ¢ = (¢y)m=1,..m

et @ == (Gm)m:L.--,M) :

Sy llgm (@)]l2 M Om ()
. o -1
?3834/ / oz, €)d¢ m§1: / D, <<>d<] dz (2.2)
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: divg,(z) = Op(z) Ve eAd Vme{l,...,M}
sous contraintes { < 0 Ve e oA Vi e {17 o M}

Les auteurs ne prouvent pas l’existence d’une telle solution. Elle existe bien, mais
il faut déterminer dans quel espace mathématique, ce qui n’est pas trivial (voir un
raisonnement a la section 3.5.4). Les auteurs ne parlent pas non plus de 'unicité de
la solution. En fait, cette solution n’a aucune raison d’étre unique car la fonction a
minimiser est convexe mais pas strictement convexe. Plus précisément, pour chaque
destination D,,, on peut démontrer que si 'on n’a pas 'unicité du flot ¢ = (¢ )m,
on a tout de méme unicité de la fonction génération © = (0,,),,. En particulier, cela
pose la question de la pertinence de la solution obtenue par les auteurs : puisqu’on
n’a pas unicité des flots, que représente concrétement un flot solution du probléme ?
(voir section 3.7 pour une réponse a cette question).

2.1.1.5 Formulation du probléme dual

Pour résoudre le probléme primal précédent, les auteurs vont déterminer une solution
optimale (ou point selle) du lagrangien suivant :

(g, 0,u,w) =

// / s C("””’f)df_i:///ogm(x)l?ml(odcl dz

. / / mzl (@) (div g () — O (2))da
7{ Z () gon () ) (2.3)

Gﬁlml

La question de l'existence d’un point selle n’a pas été abordée. Il s’agit d’une question
trés difficile dans le cadre présent. On pourra consulter dans I'article [Mau03] un
exemple de probléme donnant I'existence d’un point selle en un sens approché. En
outre, il n’y a a priori aucun résultat d’unicité a attendre comme le montre la théorie
dans le cas de la dimension finie, sauf a vérifier des contraintes de qualification, dont
I’analogue en dimension infinie n’est pas connu.
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2.1.1.6 Reésolution mathématique formelle du probléme

Pour des fonctions arbitraires ¢ = (q1, ..., qn), 00 = (O1,...,0n), 0u = (uy, ..., up)

et dw = (wq,...,wy), les auteurs souhaitent calculer la quantité 611, définie par :
IT tdq,© + 6O to tow) — I1(q, ©
t—0, t£0 t

La formule (2.4) leur permet d’obtenir (2.5). Cependant, remarquons que la quantité
O n’est pas correctement définie, parce qu'une norme (ici euclidienne) n’admet pas
de dérivée directionnelle en le vecteur nul. Les auteurs considérent donc le probléme
formellement.

Formellement, les auteurs ont obtenu :

oIl = // zﬂé <T‘(C]i’(7(’;;’)2)qm(x) — Vum(x)’§qm(x)>dx
" / / i (wnlw) = D (O (@) ) 0Or(2)da
J 5 (Tt~ o

+ j'{ Z<q”1(x)’ﬁ>5wm($)da

o m=1

4§D () + 0 (0) G () 7)o (25)
o m=1

On peut remarquer dans la premiére intégrale le terme en — B qui n’est pas défini

llam ()
lorsque [|gm(2)|l2 = 0. Les auteurs déterminent ensuite un point selle en ’écrivant
comme solution de I’équation 6II = 0. Une solution de 6II = 0 n’a aucune raison
d’étre un point selle de II. La vraie quantité qu’il aurait fallu annuler est :

(g + toq,© + 160, u, w) — (g, O, u, w)

(S(q@)H = taltl)f?;éo / . (26)

Cela dit, en résolvant 611 = 0, on trouve une relation intéressante (donnée par le
premier terme de 2.4) qu’on aurait aussi trouvée en résolvant ¢, )l =0 :

%%(@ — Vi (z) =0, VYme {1,..., M}, Vz € . (2.7)
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Cela signifie que les fonctions u,, doivent étre vues comme des fonctions potentiel.
En tout point x, les vecteurs g, (z) et Vu,,(x) sont colinéaires et de méme sens. De
plus, le coiit est localement indépendant de la destination : pour tout m et tout [,
st gm(x) # 0 et q(x) # 0, alors c(z, q(x)) = [[Vun(2)|| et c(z,q(z)) = [[Vu(z)].
Ces relations sont particuliérement intéressantes car elles impliquent 1’équilibre de
I'utilisateur : tous les chemins utilisés ont le méme cotit et tous les chemins non
utilisés ont un coiit supérieur ou égal au cott d’un chemin utilisé (voir par exemple

[Won98|).

2.1.1.7 Résolution numérique

Les auteurs utilisent une méthode de Newton pour résoudre ’équation oI = 0.
Rappelons trés briévement P’algorithme : si F est un élément de C2(RY,R) tel que
F(u*) = 0 (on dit que u* est un zéro de F) et si F'(u*) est inversible, alors si
u® est assez « proche » de u*, la suite (u") définie pour n > 1 par u"™' = y" —
(F'(u™))"'F(u") converge (quadratiquement) vers u*.

Comme nous ’avons déja signalé, résoudre 0II = 0 ne nous donnera pas un point
selle. Ensuite, la fonctionnelle II n’est pas différentiable, il s’agit pourtant d’une
hypothése minimale de I’algorithme de Newton. Enfin, I’élément de départ de 1’algo-
rithme doit étre « proche » du zéro recherché. Les auteurs ne précisent pas I’élément
(¢°, 0% avec lequel ils ont initialisé ’algorithme (& moins qu’ils aient employé une
méthode de gradient pour se rapprocher d’un zéro puis utilisé la méthode de Newton
pour accélérer la convergence au voisinage du zéro 7).

La fonction coiit de type BPR est choisie avec une puissance faible : 1.2 comme
dans [HWYLO05| voire 1 dans [Won98, HWL06, YYI94| (par exemple dans [YWO00],
c:q—0,01+0,1x107q||3?). Comme nous 'avons déja signalé, ce choix n’est pas
bon en milieu urbain. D’autant que dans ’exemple de I'article précurseur [YYI94],
sur le réseau discret (superposé au réseau continu), les fonctions cotit sur les arcs
sont construites avec une puissance valant 5, ce qui correspond bien a ce qu’on
attend en milieu urbain. Pourquoi ne pas avoir choisi aussi une telle puissance dans
la définition de la fonction coiit sur le réseau continu ? Est-ce dii & des phénoménes
d’instabilité numérique créés par les puissances élevées, et que ne créeraient pas les
puissances plus faibles utilisées ?

2.1.2 Un modéle d’affectation tenant compte de la capacité
du réseau

Ce modeéle est détaillé dans [TI82]. L'intérét du modéle réside dans la prise en compte
des propriétés physiques locales du réseau. Ces propriétés sont décrites en tout point
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x du réseau par deux convexes : un convexe de capacité ou convexe des débits ad-
missibles K (), et un convexe des vitesses admissibles V'(z). Ces notions permettent
de traiter les cas de réseaux isotropes ou anisotropes. Trois problémes de minimisa-
tion sont ensuite étudiés. Une application est donnée pour chacun d’entre eux sur le
réseau de l'aire urbaine de Tokyo. Ces applications sont artificielles car aucun des
trois problémes n’est un probléme d’affectation du trafic routier.

[’étude mathématique est développée dans un espace de dimension quelconque mais
nous donnerons les explications dans le cadre de la dimension 2 qui nous intéresse.

2.1.2.1 Le vecteur flot

Les auteurs supposent que le flot ¢ satisfait ’équation de continuité divg = 0. Il
s’agit d’'une équation statique conservative, adaptée par exemple & un probléme de
recherche de capacité maximale.

2.1.2.2 Contrainte de capacité et fonction cofit associée

Soit un point x de l’aire urbaine 2. La capacité en ce point est le sous-ensemble
convexe de R? noté K (x). Pour caractériser le convexe des capacités en x, les auteurs
introduisent une fonction de coiit caractéristique :

(DK(I)Z RZ2 — {0,+OO}

0 siqge K(z)
¢ {—i—oo siq ¢ K(x)

Cette fonction, ajoutée a la fonction cotit du déplacement, associe un cott infini dés
que le flot n’est plus admissible. Le modéle précédent (section 2.1.1), en ne définis-
sant pas de notion de capacité, non seulement n’empéchait pas les débits d’excéder
certaines valeurs, mais ne tentait méme pas d’associer des cott significativement
plus élevés lorsque les débits augmentaient. Dans le modéle présent, les débits trop
grands sont empéchés par la fonction barriere ® g (,) car ils engendrent un cotit infini.
Voyons maintenant comment les auteurs définissent leur fonction cofit.

2.1.2.3 Coit de déplacement, distance et vitesse

Le cott de déplacement est une contrainte locale. La fonction C' est homogéne a un
temps et va servir a construire le cout de déplacement, la distance et la vitesse. On
considére la fonction coit C' suivante :
C: AxR? — R+t
(x,u) +—— C(z,u).
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Pour tout € 2, on note T%(x) 'espace tangent a A en z, T(z) est I'espace
vectoriel des vecteurs vitesses possibles (ce qui ne veut pas dire admissibles) en z.
Soit u € TA(x). Puisque u n’est pas forcément admissible, on va considérer le vecteur
eu (il serait plus juste de dire « (une unité de temps)xeu ») ou € est suffisamment
petit pour que x + eu soit dans 2. On note et le temps nécessaire a une particule
pour se déplacer de la position x a la position voisine x + eu. On définit alors la

fonction C' par C(z,eu) := et. Plus précisément, on suppose qu’on a les relations
suivantes :
C(z,u) 20 Vu e TUA(z)
Clr,u) =0 u= Vu e TUA(z) (2.8)
C(z, au) = |a|C(z,u) VueTUz), Va e R
Clz,u) + C(x,w) = Clz,u+w) V(u,w) € (TAU(x))?

Autrement dit, on vient de définir localement une norme : pour tout x € 2 quel-
conque mais fixé, u — C(z,u) définit une distance autour du point x. On définit alors
le convexe des vitesses admissibles au point z par V(z) = {u € TU(z)/C(z,u) < 1}.

La figure 2.2 donne I'exemple d’un réseau avec une vitesse Ouest-Est et Est-Ouest
maximum vy, une vitesse maximum Nord-Sud et Sud-Nord v, une capacité maxi-
male Ouest-Est et Est-Ouest maximum c;, une capacité maximale Nord-Sud et Sud-
Nord cy.

(a) (b) (c)

Figure 2.2 - Exemple de réseau (a) ; convexe des capacités associé (b) ; convexe des vitesses
admissibles associé. (c)

2.1.2.4 Les trois problémes & résoudre

Les auteurs proposent la résolution séparée de trois problémes sur un volume 2l de
frontiére 0. Les particules sont émises depuis la partie de la frontiére notée X g et
sont regues par la partie de la frontiére notée Y (figure 2.3). Les trois problémes
sont résolus en construisant un probléme dual associé puis en formulant un probléme
discrétisé approché.
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oA ”T

Figure 2.3 - Flot émis depuis X et destiné a étre recu dans X g.

1. Un probléme de maximisation du flot :

min /E (g7do /Ql By () (2.9)

q

sous contraintes { divg(z) =0 Vo€
(q(z),n) =0 VeedU\ (XgUXg)

La contrainte divg = 0 dans 2 signifie qu’aucune particule n’est absorbée ni
émise dans 2. La contrainte (¢, 7) = 0 dans 02\ (X5 U Xg) signifie qu’aucune
particule ne sort ni n’entre par dans 0\ (X gUXR), elles longent cette partie de
la frontiére. L’orientation du vecteur normal a X g, la zone d’émission, implique
que (g, 7) < 0. Le deuxiéme terme du critére empéche la solution de sortir du
convexe de capacité. La fonction critére & minimiser est convexe mais pas
strictement convexe : il existe plusieurs solutions au probléme. On traite un
probléme modifié en ajoutant un terme de type quH%Q(Q), avec € > 0. Ce terme,
bien qu’artificiel, donne une structure strictement convexe au probléme, d’ou
une solution unique. Si € est suffisamment petit, cette solution fournit une
approximation d’une solution du probléme de départ.

2. Un probléme de plus court chemin :

min/ C(z,q)dx (2.10)
¢ Ju

divg(xz) =0 Ve e
sous contraintes { (g(x),7) =0 Ve e oA\ (Xp UXR)

f2E<q,ﬁ>da =-1
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La derniére condition assure un flot non identiquement nul. La solution est un
flot « concentré » autour de la route la plus courte, mais qui peut excéder la
capacité de la route empruntée.

3. Un probléme de minimisation des cofits :

mqln/ (C(z,q) + P (q))dx (2.11)
2

divg(xz) =0 Vo e
sous contraintes ¢ (q(x), 1) =0 Vo e 02\ (Xg UXR)

Js, (g, 7)do = —0

La derniére condition assure un flot non identiquement nul. Le paramétre 6 > 0
est fixé au départ, il représente le taux d’émission de la zone Y. Ce taux doit
étre assez petit pour que le flot n’excéde pas la capacité, sinon, le probléme de
minimisation serait mal défini. Le colit minimisé ici est le cott global.

2.2 Modéles dynamiques

Dans cette section, nous détaillons un modéle d’écoulement de trafic routier puis
deux modeéles de trafic piétonnier. Le trafic piétonnier n’obéit pas aux mémes lois
que le trafic routier, les piétons ayant une plus grande liberté de mouvement méme
dans les espaces contraints : la condition d’isotropie est sans doute beaucoup plus
adaptée qu’au cas du trafic routier. Cela peut mener a la création spontanée de files
(voire de bousculades), ce qui est difficile & modéliser et ne semble pas avoir été fait
a ce jour. Le probléme essentiel de la modélisation du trafic piétonnier est le méme
que pour le trafic routier lorsque deux flux se croisent.

2.2.1 Un modéle d’écoulement de trafic routier avec diffusion

Ce modéle est une partie de la thése de Romero Pérez [Pér07, PB10]. Dans ce
modéle, la vitesse est supposée connue a I’avance, elle n’est donc pas un résultat de
I’affectation du trafic. Un terme diffusif est introduit dans I’équation d’écoulement
(1.2) de la section 1.2.3. Nous commengons par expliquer le modéle d’écoulement de
Romero Pérez pour un seul type de véhicule et un seul couple (O,D). Ensuite, nous
expliquerons le modéle retenu pour plusieurs types de véhicules ou plusieurs couples
(O,D).
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2.2.1.1 L’hypothése de départ

L’hypothése de Romero Pérez est que la vitesse du flot s’écrit :

ve(x,t) =v(x,t) — D%(%, t), (2.12)

ol

* le vecteur v est le vecteur vitesse tangent aux trajectoires des véhicules, I'expres-
sion de cette vitesse étant connue d’avance,

* la constante D strictement positive est un coefficient de diffusion.

En utilisant cette hypothése et la relation ¢(z,t) = p(x,t)vs(x,t), on obtient 'ex-

pression suivante du flux de trafic :

q(z,t) = p(x,t)v(x,t) — DVp(x,t). (2.13)

L’expression (2.13) signifie que la différence de concentration des véhicules influence
le flux de trafic. Dans le cas ou la concentration augmente, elle va avoir tendance
a s’opposer au flot, et en diminuer la norme. Cette expression est une version bidi-
mensionnelle de la proposition de modification par Payne et Whitham du Modéle
Continu Simple ([Pay71, Whi74|). Cette proposition était une tentative d’amélio-
ration du modéle pour tenter de rendre compte des états hors équilibre. Elle fut
rejetée par Daganzo ([Dag95|) parce qu’elle entrainait ’apparition de vitesses néga-
tives face a de forts gradients de densité : il n’est pas admissible que les véhicules,
face & un grand embouteillage frontal, effectuent une marche arriére, alors qu’ils ne
disposent que d’une seule route atteindre leur destination. Cette propriété s’appelle
I’anisotropie du trafic. Cela signifie que dans le cas unidimensionnel, les conducteurs
ne réagissent qu’a des stimulations frontales.

La propriété d’anisotropie du trafic n’est cependant pas adaptée au cas bidimen-
sionnel. Un conducteur, soit parce qu’il connait les conditions de trafic de la zone,
méme approximativement, soit parce qu’il est informé en temps réel des conditions
de trafic (par un systéme embarqué ou des panneaux a messages variables), peut
tout a fait ne pas tenir uniquement compte des véhicules situés devant lui. Concre-
tement, un conducteur peut réagir face a un grand embouteillage frontal en aban-
donnant le chemin initialement prévu et en déviant sa trajectoire vers des zones
moins congestionnées. Le phénomeéne de diffusion du trafic peut donc étre considéré
comme compatible avec le comportement des usagers.

2.2.1.2 Explication du modéle

Maintenant que nous pouvons accepter I’équation (2.13) pour compléter I'équa-
tion de conservation (1.2), voici quelques explications plus détaillées concernant les
termes du second membre.
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* Le terme pv est un flux advectif. Il traduit le déplacement des véhicules a
leur vitesse locale v. Cette vitesse est supposée connue a ’avance, soit par des
mesures de terrain, soit par des expressions mathématiques données a priori.

* La constante D est strictement positive. Il s’agit d’un coefficient de diffusion,
son unité est en km?h~!. La diffusion est la tendance naturelle d'un systéme
a rendre homogene les concentrations en son sein, on modélise alors le flux
diffusif par U'expression —DVp. Romero Pérez considére que la constante D
est a déterminer en fonction des différents paramétres du trafic urbain, en
particulier le type de véhicules pris en compte, la politique de planification
urbaine, le tracé des voies, les conditions climatiques et la conduite des usagers.

A partir de I’équation de conservation (1.2), ’équation aux dérivées partielles obte-
nue est la suivante :

Op+Vpv—DAp=0. (2.14)

Mathématiquement, la présence d’un laplacien est intéressante pour ses effets régula-
risants. Cette équation est résolue en utilisant la Méthode des Eléments de Contour
et la Méthode de Réciprocité Duale. La précision de la résolution est testée en com-
parant la solution analytique d’une équation connue & ’approximation numeérique
obtenue. Une partie de la thése de Romero Pérez est consacrée a des études numé-
riques sur la précision de ces techniques. Le modéle est aussi développé dans le cas
de plusieurs origines-destinations et plusieurs types de véhicules.

2.2.1.3 Le modéle pour plusieurs couples (O,D) ou plusieurs types de
véhicules

Supposons qu’entre un couple origine-destination fixé, circulent différents types de
véhicules (voitures, véhicules industriels, véhicules utilitaires légers, motocyclettes).
Le bien i désigne un type de véhicule donné se déplagant sur un couple (O,D) donné.
Pour un bien, I’équation de conservation (1.2) demeure (9p; + V¢; = ©;), ainsi que
I’expression du flux advectif p;v;. Par contre, la présence d’autres véhicules modifie
le flux diffusif.

Un conducteur percoit une densité de trafic ainsi qu’un gradient de densité et modifie
sa vitesse et sa route selon cette perception. L’hypothése de Romero Pérez est la
suivante : si on a N biens sur le réseau, le flux diffusif total au point z et a 'instant
t s’écrit — Zszl DNV pi(z,t), ou D; désigne le coefficient de diffusion associé a i.
L’expression du flux pour le bien i est :

N
¢ = pPivi — Z DiVpy. (2.15)

k=1
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L’influence de ’ensemble des différents biens est donc la méme sur chacun des biens,
ce qui est modélisé par un méme flux diffusif —ij:l DV p, pour chaque bien.
Cette symétrie est-elle justifiée? Un flux diffusif du type — Zszl DiVp;. différent
pour chaque bien i nous semble plus adapté. En effet, pour un bien donné d’origine
A et de destination B, I'influence d’un bien qui a pour origine B et destination A sera
plus faible (elle peut méme étre nulle) que l'influence d'un bien qui a une origine
proche de A et une destination proche de B. Le fait d’attribuer un coefficient de
diffusion D, par bien nous parait donc trop forte pour la mécanique du trafic.

2.2.1.4 Reésolution numérique

La résolution numeérique utilise la Méthode des Eléments de Contour [Kat02] et la
Méthode de Réciprocité Duale [PBW92]. Nous avons voulu tester ces techniques sur
un exemple simple pour observer le phénoméne de diffusion (figures 2.4 et 2.5). La
complexité de la méthode vient du calcul des intégrales sur les éléments de contour
ici divisé en segments. Romero Pérez calcule la concentration en quelques points
bien choisis, une dizaine au plus, ce qui constitue un avantage de la méthode. Nous
allons calculer la concentration en faisant un maillage régulier de I’aire urbaine. Des
phénoménes d’instabilité apparaissent lorsque le coefficient de diffusion D tend vers
0, cela est di a un coefficient en % qui apparait dans la solution fondamentale de
I'équation (2.14). Le coefficient de diffusion D est choisi égal a 0,05 km?h~!. L’aire
urbaine est un carré de 1 km de coté, la vitesse est de 5 kmh~! dans le sens ouest-est
(vecteur vitesse de coordonnées (5,0)).

Voici les conditions initiales et conditions au bord choisies :

p(x,y,0) = 100exp(—100(z* + (y — 0,5)?))

p(0,y,t) = 0
p(1,y,t) = 100(0,4 — t) exp(—100(y — 0, 5)?)
Onp(z,0,t) = 0
Opp(z,1,t) = 0
O(z,y) = —100(1 — t)exp(—100(y — 0,5)*) 1 1,—1; (2.16)

La discrétisation est constituée de 128 points pour le contour et 1024 points a I'in-
térieur du carré. Le pas de temps est de 36 secondes.

2.2.2 Un modéle d’affectation du trafic piétonnier construit
sur la concentration agrégée

Ce modele est expliqué dans l'article de Hoogendoorn et Bovy [HB04a]. Les de-
mandes de déplacements sont définies pour chaque couple Origine-Destination. En
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Figure 2.4 - Aire urbaine (a) ; concentration initiale (b)

tout point de 'aire, la vitesse optimale de déplacement est déterminée par le cotit
de déplacement depuis ce point jusqu’a la destination choisie et par la concentra-
tion agrégée des piétons en ce point. Le cotit local de déplacement est lui obtenu en
résolvant une équation de Hamilton-Jacobi-Bellman.

2.2.2.1 Trajectoire et Trajectoire-vitesse

L’aire 2 étudiée est une aire piétonne. Les piétons entrent dans 2l en des aires
d’origines O,,, doivent éviter les obstacles B;, pour se rendre a leur destination D;
qui sont des aires de sortie de 2. Les déplacements sont localement isotropes : seul
un obstacle peut empécher un piéton de se déplacer dans un sens donné.

Sit désigne le temps de départ et T' le temps d’arrivée, une trajectoire xp; ) est une
courbe paramétrée définie par xy 7y = {x(s) € A, x(s) € B;, t < s < T'}. Un chemin
est la projection d’une trajectoire sur le plan (x,z5). En particulier, une trajectoire
définit un chemin unique, mais un chemin peut représenter le parcours d’une infinité
de trajectoires.

Le long de la trajectoire x| r), la trajectoire-vitesse v r) est définie par vy ) =
{v(s), t < s <T,v(s) =i(s)} et onax(s) = x(t)+ [, v(r)dr. Les piétons choisissent
leur vecteur vitesse : au temps s et au point z, le piéton choisit un vecteur vitesse v(s)
dans I'ensemble des vitesses admissibles. Pour construire cet ensemble, on se donne
un ensemble référence de vitesses admissibles noté I'y(s, z). Cet ensemble représente
les vecteurs vitesse admissibles au temps s et au point x lorsque la concentration de
piétons est nulle en x. Si la concentration agrégée p(s,z) = ZD], p;(s,x) des piétons
est non nulle en z, on construit ’ensemble des vitesses admissibles en « réduisant »
I'ensemble T'o(s,z). Le facteur de réduction a® que 'on applique est une fonction
strictement décroissante de la concentration agrégée, et telle que a®(0) = 1 (figure
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Figure 2.5 - Diffusion du trafic dans une surface urbaine en forme de carré d’un kilomeétre
de coté. La concentration sur le contour n’est pas représentée. La résolution a été effectuée
sous MATLAB avec les Méthodes des Eléments de Contour et de Réciprocité Duale. Le
contour est discrétisé en 128 points (32 points sur chacun des quatre cotés), Uintérieur
de l'aire urbaine est discrétisé en 1024 points. Les intégrales de contour, en raison d’une
singularité faible de type In x en 0, subissent une transformation de Monegato de parameétre
9 pour améliorer la précision du calcul avec une quadrature de Gauss-Legendre & 16 points.
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2.6). Onnote I'(s, z) = {a®(p(s, x))v(s, z),v(s,z) € T'y(s,z)} ensemble des vecteurs
vitesse admissibles en (s, ) en fonction de la concentration agrégée p(s, x).

a®(p(tx))

o P(EX) .y PLX)

Figure 2.6 - Facteur de réduction de la vitesse en fonction de la concentration

2.2.2.2 Le coiit généralisé de déplacement du piéton et la vitesse opti-
male

Le cotit généralisé de la trajectoire du piéton est défini comme suit :
T
Crony (b, 2(8), viry) = / (s, 2(s), v(s)) ds + C)(T, 2(T)). (2.17)
t

Précisons la définition précédente :

* Chotj(t, 2(t), v 1)) désigne le cotit généralisé que doit supporter un piéton au point
x(t) se rendant a I'aire de destination D; en suivant la trajectoire-vitesse vy, 1y entre
les instants t et T,

* (s, x(s),v(s)) désigne le cotit supporté par le piéton lorsqu’il se trouve au point
x(s) et se déplace pendant un « petit » intervalle de temps [s, s+ds] avec la vitesse
o(s),

* C;(T,z(T)) est le cout terminal du piéton qui devait se rendre dans l'aire de
destination D;, et qui arrive au point z(7") au temps 7. Ce cout exprime la
pénalité subie par le piéton qui n’arriverait pas a destination (x(7") ¢ D;) avant
le départ du train, ou bien qui devrait attendre d’autant plus qu’il arriverait trop
tot sur laire de destination.

La trajectoire-vitesse optimale v; it.7) st définie par :

Uj ) = AT (s ;%I}(S x){ctotj(t> z(t),vem)} (2.18)
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Le probléme de 'existence et de 1'unicité n’est pas abordé a ce stade de 1’étude. La
vitesse précédente est supposée égale a la vitesse du flot. Pour chaque aire de desti-
nation D;, les vecteurs flots sont reliés a la concentration par les relations suivantes,
analogues aux modéles macroscopiques en dimension 1 :

q;(t,x,y) = p;(t, 2)vj(t, x), (2.19)
Op;(t, ) + divg,(t,x) = ©,(t, x). (2.20

Plusieurs conséquences sont a tirer de cette modélisation. Tout d’abord, a tout ins-
tant, les piétons ont une information compléte sur l'infrastructure et leurs futures
conditions de circulation. Ils prennent donc des décisions rationnelles basées sur les
cotits des chemins possibles. Ensuite, plusieurs chemins optimaux ne sont pas a ex-
clure. Enfin, on remarquera que les interactions entre les vecteurs flot associés a
chaque destination ne sont pas prises en compte.

2.2.2.3 Programmation dynamique

Au temps ¢ et au point z(t), le cotit minimum est noté

W;(t, z(t)) = min Cyoy; (¢, (), vp1))- (2.21)

Ylt,T)

L’équilibre de 'usager s’écrit alors simplement :
gt v(t) >0 = <Wj(t, () = ototj(t,x(t),vw))). (2.22)

Pour tout triplet (¢, z,d) ou d € R?, on définit le Hamiltonien H (¢, z,d) = min ){c(t, x,v)+

vel (s,
(vld)}. Le cott de déplacement en (t,x) est solution de 1’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman (ici parabolique d’ordre 1) :
oW, (t,x) + H(t,z, VIW;(t,x)) = 0, (2.23)

qu’on compléte par les conditions de pénalité évoquées a la section 2.2.2.2.

On détermine ainsi la vitesse optimale en tout (¢,z) :

vi(t,r) = arg min ){c(t, z,v) + (v|VW;(t, x))}. (2.24)

vel'(t,z

Le chemin optimal z|; 7y est alors obtenu par intégration de la vitesse optimale :

ri(s) = /ts vi (7, 23 (7))dT. (2.25)



Il s’agit cependant d’un probléme mathématique difficile : I’existence d’une solution
W qui soit C! n’est pas garantie. On peut prouver l'existence de solutions faibles
mais 'unicité n’est pas garantie non plus. La notion de solution de viscosité a été
introduite pour résoudre ce type d’équation. Si la fonction H posséde certaines
« bonnes » propriétés, la solution de viscosité est unique. On peut l'obtenir par la
méthode de viscosité évanescente : on ajoute le terme e AW, au membre de gauche
de P'équation (2.23), la solution obtenue, notée Wy, converge uniformément sur tout
compact vers la solution de viscosité de I’équation (2.23). La question est de savoir la
pertinence de la solution de viscosité vis-a-vis d'une autre solution pour représenter
le probléme physique. Cette question n’est pas abordée dans I’article. Cependant, la
solution de viscosité a des propriétés de stabilité, ce qu’on ne controle pas pour des
solutions faibles quelconques. En particulier, si on ajoute quelques piétons dans I’aire
de déplacement, la solution de viscosité obtenue sera « proche » de la précédente, ce
a quoi on doit s’attendre.

2.2.2.4 Quelques commentaires

Un modéle isotrope semble mieux adapté a la mécanique de déplacement des piétons
qu’a celle des véhicules routiers. Les piétons partagent leur infrastructure de circu-
lation « bien plus » que des véhicules qui possédent chacun leur voie de circulation.
Des véhicules sont soumis a des régles de priorité aux croisements (feux, panneaux
etc.). Les piétons, eux ne sont soumis a aucune de ces régles. En régle générale,
un piéton ne s’arrétera pas pour en laisser passer un autre (sauf en cas de colli-
sion imminente), mais va plutdt dévier sa trajectoire. De plus, un piéton peut étre
confronté a un flux de piétons venant en sens contraire, ce qui n’est pas le cas d’un
véhicule, qui au pire, peut étre confronté & un grand embouteillage frontal. La plus
grande liberté de déplacement qu’ont les piétons est ici modélisée par ’ensemble des
vecteurs vitesse admissibles. En tout point, la norme de ces derniers est déterminée
a partir de la concentration agrégée. Cependant, pour exprimer cette liberté qu’ont
les piétons, les différents flux devraient aussi étre des éléments pouvant modifier
I’ensemble des vitesses admissibles en un point. Sur la figure 2.7, on a représenté un
ensemble possible de vecteurs vitesse au point O avec un flux étalé et fort de piétons
vers O.

Dans I'article [HB04b|, une perturbation stochastique de la trajectoire est introduite.
Cette perturbation est un mouvement brownien w : dx = vdt + odw. Le mouvement
brownien a été observé en 1828 par le botaniste Robert Brown sur des grains de
pollens suspendus dans de ’eau. Le trajet d’un grain de pollen suspendu est rendu
aléatoire par les fluctuations aléatoires des vitesses des molécules du fluide avec
lesquelles il entre en collision. On observera que les piétons, dans les conditions
normales de déplacement, n’entrent pas en collision. La perturbation ne devrait pas
affecter la trajectoire en elle-méme, mais la perception des piétons. Dans ce cas, une
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vitesses admissibles

Figure 2.7 - Vecteurs vitesse admissibles au point O avec un flux étalé et fort de piétons
vers O. Il est quasiment impossible & un piéton de « remonter » le courant.

perturbation de I’ensemble des vecteurs vitesse admissibles serait plus cohérente,
c’est I'idée des modéles de trafic GSOM stochastiques [LMHS|.

2.2.3 Un autre modéle de trafic piétonnier construit sur la
concentration agrégée

Il s’agit d’un modéle de mouvement de foule, il est décrit dans les articles [Hug00,
Hug02, LHO7| et a été complété dans [HWZ109]. On trouve des éléments de simili-
tude entre ce modele et celui utilisé formellement dans [Puu09] en économie spatiale.
On peut voir ce modéle comme une extension dynamique du modéle de la section
2.1.1. Ce modéle est bati sur trois idées :

1. les piétons se déplacent perpendiculairement & une courbe isopotentielle (des-
cente de potentiels) dans une aire de déplacement isotrope,

2. la vitesse en un point est une fonction décroissante de la concentration agrégée
des piétons en ce point,

3. les piétons cherchent le chemin qui minimise leur temps estimé de parcours,
pour cela, ils cherchent & éviter les zones de forte concentration (fonction de
confort).

Nous allons expliquer le modéle dans le cas d’un mouvement de foule d'un seul
type de piéton. Un type de piéton est caractérisé par une destination, une vitesse
caractéristique de déplacement et une perception. L’origine du déplacement n’est
pas prise en compte, si bien que des piétons venant ayant des origines différentes
peuvent étre de méme type.
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Si on connait une fonction potentiel :

A: [0,400[x2A — R
(t,z) — A, x),

les courbes isopotentielles sont définies par la relation A(t,z) = k, k € R*. Hughes
impose deux conditions & la fonction potentiel : elle est nulle aux sorties de 'aire
de déplacement, sa dérivée normale est nulle sur les bords fermés de 'aire. Dans
[Puu09|, cette fonction potentiel représente une distribution de prix. Le vecteur
unitaire orthogonal & une courbe isopotentielle et orienté dans le sens des potentiels
décroissants, au temps t et au point  est :

—1

n(t,z) = mVA(t, x).

Voyons maintenant comment Hughes détermine la fonction potentiel. Un piéton se
déplace avec le vecteur vitesse v(t, ) = ||v(t, z)||an(t, z) : le déplacement d’un piéton
est orthogonal aux courbes isopotentielles dans le sens des potentiels décroissants.
Une autre interprétation est que le vecteur flot est colinéaire de méme sens avec le
vecteur —VA(t, z).

Lanorme ||v(t, z)||2 est donnée par une fonction V' positive définie par V (p(t, z),z) =
lv(t, z)|l2, avec V(0,2) = Viax, V(Pmax, ) = 0 et %—‘; < 0 (plus la concentration
agrégée est élevée, plus la norme du vecteur vitesse est faible).

En outre, Hughes définit une fonction confort G qui exprime I’évitement des zones
de concentration élevée. La fonction potentiel doit satisfaire ’équation suivante :
It 2)|[51 = G(p(z,t), 2)V (p(z,t), ). 1l s’agit de I'équation Eikonale, cas particu-
lier de I’équation de Hamilton-Jacobi, une solution numérique approchant la solution
de viscosité est donc naturellement choisie ([HWZ109]). La fonction G est censée
vérifier G(p) > 1 et % > 0. Cette derniére condition ne semble pas raisonnable.
La reprise du modéle dans [HWZT09] a précisé qu’en fait, ||A(¢,z)||2 représente le
coiit de déplacement en (¢, z). Puisque le cotit de déplacement doit étre une fonction

croissante de la concentration, la bonne condition & imposer & la fonction G est :

oG
5 S 0.
Le modéle est étendu a plusieurs types de piétons. Comme dans le modéle de la
section 2.2.2, c’est la concentration agrégée qui est prise en compte.

2.3 Conclusion

Nous avons présenté les difficultés de la modélisation bidimensionnelle ainsi que les
modeles existants. Nous allons nous appuyer sur cela pour essayer d’orienter cette
these et faire des choix.
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Cas statique.

Les modeles statiques supposent que les usagers ont déja I'information sur les condi-
tions de circulation. Le but est de rechercher un optimal pour I'affectation. Chaque
modele traite les débits plus comme un jeu mathématique que comme un probléme
de transport : les débits ne sont pas pris en compte en tant que tels, exactement,
c’est la demande de débit qui est traitée. La chute de capacité due a la congestion
n’est pas modélisée. De plus, les modéles existants ne prennent pas en compte les
contraintes du réseau : la géométrie et la capacité. Le modeéle de Taguchi et Iri [TI82]
présente une physique du trafic plus proche de la réalité, en empéchant les débits
de dépasser la capacité des voies en tout point du réseau, et en tenant compte de
la géométrie sous-jacente du réseau. Les cotits de congestion sont donnés par les
coefficients de Kuhn et Tucker associés aux contraintes de capacité : il faudra adap-
ter la théorie des graphes vers un continuum. Les difficultés a prévoir sont celles
liées a l'existence de ces coefficients et celles des critéres donnant leur unicité. Les
illustrations des modéles sont systématiquement données dans des réseaux isotropes.
L’hypothése de l'isotropie empéche le traitement correct de la physique du trafic :
dans un milieu isotrope, il est impossible de traiter différemment deux flots oppo-
sés et deux flots de méme sens, alors que ces deux situations de trafic ne chargent
pas le réseau de la méme facon. Une amélioration des modéles est donc la prise en
compte de I’anisotropie du réseau pour rendre possible un traitement différent des
flots opposés et des flots de méme sens.

Cas dynamique.

On devrait pouvoir avoir une idée de la dynamique a grande échelle en essayant
d’adapter les concepts d’offre et de demande. Il faudra faire une étude qui n’est
pas de l'optimisation globale, mais mieux, une sorte d’écoulement local, c’est-a-dire
quelque chose qui ressemble au modéle macroscopique unidimensionnel, mais adapté
au cas bidimensionnel. Pour cela, il nous faut trouver les conditions qui permettent
I’affectation du trafic. On peut supposer que les usagers cherchent & maximiser leur
vitesse locale. La question des coiits de congestion est plus délicate. On peut espérer
un modéle qui en tienne compte en l'estimant au fur et & mesure, puisqu’on peut
voir « en direct » la maniére dont les véhicules se répartissent sur le réseau. La ca-
pacité en phase dynamique n’est pas fixe. Elle peut varier selon plusieurs facteurs
(incidents, intempéries). En outre, on peut observer des phénomeénes de chute de ca-
pacité (la capacité d’écoulement d’une route en situation fluide est supérieure a celle
que l'on obtient lorsqu’une congestion est installée). Dans le cas d’une modélisation
bidimensionnelle, avec ’approximation du continu, on ne peut pas entrer dans ces
considérations, sources de trop grandes complications. On prendra la capacité des
voies comme étant fixe et donnée au départ.

La question des intersections.
Aucun modéle ne tient compte des intersections. Tout se passe comme si les conflits
aux intersections n’existaient pas, seule compte la charge du réseau. Une amélioration

77



possible est donc d’essayer de modéliser les conflits a échelle urbaine.

Approche stochastique.

L’introduction d’une perturbation stochastique a échelle macroscopique est une idée
pertinente. Elle souléve cependant des questions délicates. Que doit-on perturber ?
Quelle doit étre la perturbation? Nous choisissons de laisser 1’aspect stochastique
de coté pour nous concentrer sur la description de ’écoulement et de 'affectation a
partir d’une physique du trafic qu’il nous faudra définir.
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Part 11

A static model
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Chapter 3

Static traffic assignment with side
constraints in a dense orthotropic
network
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In this chapter, we study a traffic assignment problem in a static case. It means we
consider a state of traffic constant during one hour or two, for instance during the
rush hour.
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3.1 Road traffic on a large and dense urban area

Let us consider a city in a two-dimensional plane. We note the geographical surface
of this city 2. The surface 2 can be identified as a subset of the affine space R%. The
commuters are scattered in the area 2, and try to get to their destination. There
are M possible destinations for the commuters in the area. We note them 83,,, m €
{1,...,M}. The traffic flows from all the area to one determined destination are
called a commodity. Hence, there are M commodities on the area 2.

3.1.1 Distance in the network

The area 2 is provided with an orthotropic network (a set of orthogonal streets),
the distance between two points A and B of 2, which coordinates are (x4, y4) and
(xB,yB), is d(A,B) = |va — x| + |ya — yp|. This distance is called orthotropic
because it defines an orthotropic scheme of paths on 2. It is induced by the L'
norm: ||(z,y)||1 = |z + |y|. With an orthotropic metric, several paths can have the
same distance between two points (e.g. the green and red paths on figure 3.1.a).
This is not the case with an isotropic metric, where there is a single shortest path
between A and B, the segment [AB] (figure 3.1.b).

(a) (b)

Figure 3.1 - Short distance paths between two points. In an orthotropic case, several
short distance paths can exist between two points (a). In an isotropic case, there is only
one short distance path between two points (b).

In the following, we will develop a model with the orthotropic metric. At each point
P of the area, there are four possible travel directions. These directions are noted
e; (or simply 7) with ¢ € {1,2,3,4} (figure 3.2).

An anisotropic model could be developed as easily with an anisotropic metric (figure
3.3). In this case, the distance between two points is induced by the norm: Ny(z,y) =
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Figure 3.2 - Four possible travel directions at each point P
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Figure 3.3 - Same length paths in an anisotropic network, the angle between non parallel
directions is 6.

3.1.2 Continuum network

The orthotropic network of the area 2 is viewed as a continuum. One could imagine
an American city (like New York, Atlanta, Phoenix etc.) observed from so far

away that it would be impossible to distinguish separately the different roads of the
network.

Why this approximation? Because the study of a large urban area transportation
network with graph theory is very difficult to manage. First, the large quantity of
data necessary would be very expensive to implement. Second, the computational
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treatment of these data would be very long, so the traffic scheme could have changed
when the outputs would be out. Third, the large quantity of information obtained
would be difficult to analyze. Fourth, the sources of error associated to each step
of the study would be difficult to control, e.g. errors of data acquisition due to
the measuring devices on the network. This kind of study would be expensive (in
money and time) and complex. Then, a reasonable simplification of the network
consists in aggregating roads and consider the travel area as a continuum. Instead
of representing each road by an arc, we “eliminate” the roads from the mathematical
modelling and replace them by a continuous medium. The approximation made in
this way can be seen as coarse. However, the errors of this method are close to
the errors made as studying a big network with graph theory: hundreds of street
represented by the same link, hundreds of origins and destinations put together in
the same node, an origin/destination matrix subject to many data acquisition errors.

To lighten the notations, except in sections where it will be specified, coordinates
(x,y) will be replaced with x, the Lebesgue measure dzdy of R? will be denoted dz.
If S is a subset of 2, the function 15 is defined as:

1, 2 — R
R 1 ifzes
* 0 ifzgs

3.2 Demand function of commuters

Given a destination ‘B,,, the traffic generation, or demand from a small area dx
around the point with coordinates x, to destination *8,,, is the quantity we note
Opm(x)dz. |0,,(z)| is a number of vehicles per surface unit for the studied time
period. ©,,(x) is positive over the area 2 \ B, (vehicles emission), and negative
over ‘B, (vehicles absorption).

3.2.1 Demand function while getting to a destination (emis-
sion)

We assume that the demand for each destination is elastic. It means that for every
destination m and every point z, the demand is a monotonic decreasing function of
the travel cost 7 from the origin = to the destination B,,. The travel cost 7 from
origin = to the destination B,, only represents the time cost (we assume it does
not include the transportation cost). The demand at point = is set in [0, (,,(2)],
where (,(x) > 0: the demand is generated and cannot exceed a maximum (,,(x)
which depends on the network generation possibility (vehicle exits on x). Economists
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represent this function in a reverse way from engineers, with the time on the y-axis
and the demand on the x-axis. For instance, they often use affine functions as on
figure 3.4.a to represent the demand. For all m and for all x € 2\ *B,,, we note the
area demand function D, , : 7 +— d(2)T + Gu(z), with d,,,(z) < 0 (as the travel
cost increases, the vehicle emission decreases).

3.2.2 Demand function into an area of destination (absorp-
tion)

Commuters aim at reaching a destination. We can assume that there will be less
vehicle absorption at the destination place as the local travel cost is high. The
demand function at destination locations is modelled as in figure 3.4.b. The demand
at point z is set in [y,,(z),0], where 7,,(z) < 0. It means that the demand is
absorbed, and it cannot underpass a minimum +,,(x), which depends on the network
absorbtion possibility (vehicle entrance on z). For all m and for all z € %B,,,, we note
the destination demand function G, , : 7 — ¢ (2)T + Y (x), where g,,(z) > 0 (as
the travel cost increases, there are less vehicles absorbed at the destination location).

3.2.3 Some remarks

We impose the condition that the functions d,, and g, are in L>(2(). So there
exists a real number §* such that rrllaxM{Hdeoo, |gmlloo} < 0*. This condition
e

=1l,...

will guarantee the strong convexity of an objective function (see section 3.10.3) to
minimize under constraints with an Uzawa algorithm.

We do not impose anything on functions (,, and ~,,, they can be chosen in L*(2l),
or simply in L>°(2(), that will not be a relevant fact in the mathematical study of
the problem.

For sake of simplicity, we have chosen affine demand functions. This point of view
can seem to be quite simplistic. It is possible to take in place of each D,, ., a
strictly decreasing and positive function on [0, ()], and in place of G,,, (), a strictly
increasing and positive function on [v,,(z),0]. Then, the only condition to impose
would be that 7+ D, (1) and 7+ G, _(7) should be bounded regardless of z.

3.3 Network’s supply and side constraint functions

The displacement scheme is the result of the confrontation between users’ demand
and network supply. We have explained what is the demand in section 3.2. Now let
us explain what is the network’s supply.
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Figure 3.4 - Affine demand functions. On the travel area (a), vehicles are emitted,
the maximum emission dp,ay is denoted (. At the destination location (b), vehicles are
absorbed, the maximum absorption d,;, is denoted .

Roads have some finite limit of traffic flow, the congestion point being reached
while flow getting to this limit. The way to take it into account in a traffic model
is to provide roads with upper bound on traffic flows called side constraints or
road capacity (see [LP95|). While ignoring these upper bounds, roads could carry
arbitrarily large volumes of traffic in the modelling.

We suppose that each point x of the area is provided with a capacity constraint on
direction i, written K;(x). It means that at point x, the traffic flow of vehicles that
go to direction ¢ is bounded by K;(x). We suppose that each direction i is provided
with a cost function ¢; because we allow the cost to be different for each one of
the four direction (think about two lanes in one direction and only one lane in the
opposite direction). See illustration on figure 3.5.

cost at X
to direction i

e

0 K () flowio
[ direction i

c .
i min

Figure 3.5 - Cost at point P(z) to direction i. The flow cannot exceed the road capacity
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3.4 Road traffic physics

3.4.1 Flow conservation

At each point x of the network , the vector ¢, (x) represents the flow state for
commodity m. Vector ¢, (x) is represented with its coordinates (g1, (2), gam(2)),
each one of these coordinates being expressed in number of vehicle per length unit
(and per hour in the case our static model is built for this period of time).

On every disc D included in 2, the vehicle conservation for each destination m
is expressed as [[ O, (z)dr = § (gm(z)|7)do (where 7 is the exterior-oriented
normal vector to the curve dD. If we suppose that the flow ¢ is C!, with Green-
Riemann theorem, we obtain the conservation equation in the static case: ©,, =
divg,,.

3.4.2 Traffic load at a point

As vehicles in opposite ways do not share the same lane, vehicles on a way do not
have any influence on vehicles of the other way. To illustrate it, one can see on
figure 3.6.a that flows ¢, and ¢, which are nearly equal, mainly load direction 1 at
point P. If we neglect the small loads to direction 2 and 4, the cost can be written
c1(|/gall + lgw]])- On figure 3.6.b, the flows ¢, and ¢. mainly load directions 1 and
3 at point P. If we neglect the small loads to direction 2 and 4, the cost can be

written ¢1(||qall) + c3(|lge])-

82 ; 62
< > < e >
e3 P 1 q eS P 1
b
Y, Y,
e4 e4

(a) (b)

Figure 3.6 - Different traffic flows at point P. On (a) and (b), the travel costs cannot be
the same.
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We consider the two privileged ways on the area. These ways are orthogonal, and
give us four possible directions of travelling. We explain with the example of figure
3.7 how we define the traffic load at point P and what is the associated cost.

The three flows ¢4, ¢g and ¢ at point P can be written as ¢4 = gai1€1 + qases,
g8 = qBses + qp2e2 and g = geses + goaeq wWhere each of the coordinates g,; (with
(o, j) € {A, B,C} x {1,2,3,4}) are positive numbers. The traffic load at point P is
the four-tuple:
qal
qa2 + 4B2
qB3 + qcs
dca4

The associated travel costs at point P (in case each direction i is non congested) is
the four-tuple:
Cl(QAl)
c2(qa2 + qB2)
c3(qms + qes)
ca(gca)

If direction ¢ is congested, it has to be added to ¢; an over-cost due to congestion.

Then total cost at point P (in case each direction ¢ is non congested) can be defined
as C(P, (44,48, 9c)) = c1(P, qa1) + c2(P, qaz + qp2) + ¢3(P, g3 + qos) + ca( P, gea)-

e
qB 2 A
qBZ q
qu/////////zv A
< ch >
I3

g3 €3 €& 9m
v e4
%
Ac Aea

Figure 3.7 - Three different flows at point P.

For a given traffic flow ¢ = (¢,n)m=1..m, we define the traffic load at a point = of the
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area by the four-tuple (Zn]‘f:1<qm(x, y)\ei)+> . The associated travel costs

i€{1,2,3,4}
is the four-tuple (ci < Z%:1<Qm($> y)’€i>+))

ie{1,2,3,4)

3.5 Formulation of the equilibrium

For any real number a, one notes R(a) or simply a™, the quantity max(0, a). Func-
tion R is called Ramp function. It is convex (but not strictly convex), it is not
differentiable at 0, and for all (a,b) € R?, |R(a) — R(b)| < |a — b|.

3.5.1 Formal approach of the constraint flows and demands
set

The traffic flows g, and the generation functions ©,, we are looking for must satisfy
constraints due to the network topological properties, the capacity constraints and
the underlying traffic model. There are five constraints in all.

1. First constraint is the positivity (vehicles emission) and the upper boundedness
(maximum vehicles emission) of each demand function ©,, at every point of
the area which is not a destination point: ¥m € {1,..., M}, Vo € A\B,,, 0 <
On(1) < ().

2. Second constraint is the negativity (vehicles absorption) and the lower bound-
edness (which correspond to a maximum number of absorbed vehicles) of each
demand function ©,, at every point of the area which is a destination point:
Vm e {l,...,M}, Vo € B,,, 7m(x) < O,,(x) <O0.

3. Third constraint is the capacity constraint for each direction ¢, the traffic flows

M
to direction ¢ cannot exceed it: Vi € {1,2,3,4}, Vo € 2, Z(qm(x)\ei>+ <
m=1
K;(x). This constraint takes into account the network’s topology (an orthotrop-
ical network) too.

4. Fourth constraint is the flow conservation for every destination: Ym € {1,..., M}, Vx €
2, divg,(z) = O,,(z). Writing this condition implies that traffic flows are con-
sidered vectors in R2, the traffic load being constructed with positive projec-
tions on each possible direction.

5. Fifth constraint is the border conditions, the traffic flows go along the boundary
of the area and cannot cross it: Vm € {1,..., M}, Vo € 02, (g (x)|7) = 0.
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One denotes X the set of couples (¢, ©) such that:

(0 < 0,,(2) < Gu(n) Vme{l,...,M} VreA\B, (3.la)

Ym(x) < Op(x) <0 Yme{l,...,M} Vze€*B, (3.1.b)
M

D gm(@)len)™ < Ki(z) Vie{1,2,3,4} Vzedd (3.1.c)

| divg(e) = O (x) vme{l,...,M} Vres (3.1.d)

It is relevant to see that we have taken the fifth constraint out of the set X. Indeed,
we are going to “incorporate” this constraint directly in the functional space where
the flow ¢ is. Thus, before describing some properties of X, the important question
we have to answer at this point is: which functional spaces do these functions (the
traffic flows and the generation fonctions) are?

3.5.2 Usual Hilbert spaces

In this section, a point of 2 is denoted (z,y). Hilbert-Sobolev spaces are separable
Hilbert spaces which “mix” L? norms and regularity. They give a right framework for
our minimization problem under constraints, one these constraints being a partial
differential equation.

* The Hilbert space L*(%) = {f : A — R, || f[|3 = [y |f|* < 0o}. Since no confusion
is possible, we will write L? in place of L%(2l).

* The Hilbert-Sobolev space H'(A) = {f € L?/ 3 g1, 92 € L? : V¢ € C(A) [y [0:0 =
— [0 910, [y [O,0 = — [ 920}. We will write H'() = H'. For f € H', we note
O.f = g1 and 0, f = go. A possible norm (this one defines the scalar product of
HY) s [ flgn = 17112+ 1102113 + 110, /115-

x The Hilbert-Sobolev space H2(92() is the image of H' by the linear continuous
operator yo: vo(H') = H2 (92), with ~, defined as:

Y H'NCR) — L*0A)NC(0A)
v — (V) = v,

and extended by continuity to a linear continuous operator from H' to L?(02l),
still noted ~o. This operator is called trace operator. We will write H2 (0A) = H:.
The norm |[[v]| ;1 = inf{[|®[|la:/ 10(P) = v} gives a structure of Hilbert space to
H:.

Its topological dual space is H_%(aﬂ), we will write H™ 2.

* The Hilbert-Sobolev space H(div, ) = {0 € (L*)?/3w € L? : V¢ € C°(A) [, 010.0+

020y = — [ywo}. We will note H(div,2) = H(div). For o € H(div), we note
dive = w, and a possible norm (this one defines the scalar product of H(div))
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is [|o|[f1aivy = [lo1]13 + [lo2l[3 + [|dive|[3. If we note n the unit normal vector to
the boundary 0%, external to 2, the linear application =, called normal trace, is
defined as:

Yo i H(div)nC(A) — H2(82) NC(5A)
o > Yu(o) = (0.n)|s,

and extended by continuity to a linear continuous operator from H(div) to H 2,
still noted y,. This operator is called normal trace.
The important result is the divergence theorem: if o € H(div) and 7 € H!, we
have: [ [, (dive)rdedy + [[,(o|VT)dzdy = <0‘.n"70(7')>H_%’H%.

* The Hilbert-Sobolev space Hy(div,2() is the adherence of C2°(2) for the norm of
H(div, ). We note it Hy(div). An important theorem is that Hy(div) = {q €
H(diV, Ql)? Vn(Q) = 0}

Nota: it could appear quite artificial to use spaces with L? norm instead of more
“natural” spaces with L! norm in our orthotropic case. Nevertheless, it is essential
not to work with L' norm, we will explain why in section 3.5.4.

3.5.3 A Beckmann-like objective function

A commuter in the city wants to reach his destination. The global assignment obeys
the first principle of Wardrop [War52|: the user equilibrium is reached when no
user could change his path without increase his travel cost. The problem of user
equilibrium in a dense and large urban area with an orthotropic network viewed as
a continuum can be formulated with analogy to the Beckmann model for graphs
[Bec52]. One denotes 7 : (Ho(div))™ x (L?)™ — R the function defined as:

://i/02%21<qmm|ei>;(x,£)d£ &
_il/// DL ( dﬁda:Jr// G0 >dﬂdx] (3.1)

m=1 A\B

One can notice that functions D!

.+ we chose on figure 3.4 do not fit. Functions of
figure 3.8 will be used instead of them. Such two inverse demand functions do not
have any physical sense, they are just a way to build correctly the function _#; on

its definition domain (Hy(div))™ x (L?), from a mathematical point of view.
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Figure 3.8 - Area and Destination demand functions for the mathematical study.
3.5.4 Minimization problem

The minimization problem is P:

P: min _Z(q,0) (3.2)

(Q)@)GXO

It is relevant at this point to explain why the minimum of problem (2) exists. The
function _#; to minimize is convex. Moreover, the couples (¢, ©) are in the non-
empty (it contains (0,0)) closed convex set X, defined by the constraints. The
set Xy is bounded: V(q,©) € X, |(g, @)H?Ho(div))Mx(LQ)M <23 M (16m Lo, +

4
Y Lw, I72) +2M 320 1 Kill7e.

We now use generical properties of separable Hilbert spaces. If we consider a min-
imizing sequence of ¢, in X, as Xy is bounded, by using the Cantor’s diagonal
argument, we can extract a sub-sequence that converges towards (g,0). As Xj is
convex and closed for the strong topology, it is closed for the weak topology. Hence
(7,0) € Xo. The function to minimize is continuous for the strong topology (com-
position with continuous functions), it is then continuous for the weak topology, and

we have ( rél)inX J0(q,0) = #5(q,0). Then, (g,0) is a minimizer of problem P
q,9)€X0
(2). This proves the existence of the minimizer.

Nota: in Sobolev spaces with norm L', we could not have proved the existence of the
minimizer with the argument above, because these spaces are not reflexive. In this
type of spaces, a consequence of the Kakutani’s theorem (e.g. see [Bré83|) is that a
closed bounded convex set is not weakly compact. We have avoided this difficulty
by this way: as 2 is bounded, Holder inequality implies that for all 1 < p < o0,
LP(A) C L*(A). Then, instead of working on Sobolev spaces with L' norm as
naturally expected, it is possible to work in Sobolev spaces with LP norm (though it
does not have any physical sense). These spaces are all reflexive spaces, hence they
give us the existence of a minimizer for the objective function. We chose to work in
Hilbert-Sobolev spaces (p = 2) for the classical reason that they are provided with
a scalar product, which give the property of projection onto closed convex sets.
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3.6 Some comments on this orthotropic model

The main model approximation concerns intersection conflicts for orthogonal traffic
flows. The model behaves as if orthogonal traffic flows did not interact.

3.6.1 A comparison with previous models

At each point z of the area, the term for isotropic model (see e.g. [YYI94, Won98)):

Sr i llgm (@)l
/0 c(x, €)dg, (3.3)

is replaced in our orthotropic model by:
4 i lam(@)lent
3 / (o, £)de. (3.4)
i=1 V0

In the isotropical term (3.3), at any point, all the flows are summed: S-2_ | |gn (2)|]2-
On one hand, it is quite natural if we consider that two opposite flows of traffic do
not cancel out each other. On the other hand, two opposite flows of traffic do not
load this point by a simple addition, as far as this sum could lead to the saturation
of the network at this point by exceeding the capacity, while each of the opposite
flows do not overtake this capacity.

In the orthotropical term (3.4), at any point, each direction ¢ is loaded regardless of
the others by S"M_ (g,,(z)]e;)*, and then we sum over the four directions. But, if
opposite traffic flows do not interact, orthogonal traffic flows generate conflicts. In
our orthotropic model, orthogonal flows are treated exactly like opposite flows, as if
they didn’t have any interaction. To accept this point of view as reasonable, we can
advance two main arguments. First, the intersections of urban areas are generally
regulated by traffic lights. Second, the intersections which are not regulated by
traffic lights cannot be crossed by vehicles that would like to enter saturated street
(like in Paris). To take better into account the intersection conflicts, it is then
possible to drop the capacity constraints. This is what we prove in the next section.

3.6.2 Traffic light regulation

At a point P with a crossroads, a traffic light regulation cycle is made up of:
* a complete red phase (Red), while all directions are under red light,
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* a green phase for opposite directions 1 and 3 (Green, 3), while opposite directions
2 and 4 are under red light,

* a green phase for opposite directions 2 and 4 (Green, 4), while opposite directions
1 and 3 are under red light.

Then, the theoretical capacities Ki'(P), Kit(P), Ki*(P), K{*(P), should be re-

placed by the practical capacities:

KP(P) = Green; 3 Ki"(P) KY'(P) Green; 3 Ki"(P)
! Red + Green; 3 + Greeny, = ° Red + Green; 3 + Greeng
K2 (P) Greeny 4 K3"(P) K (P) Greeny 4 Ki"(P)

" Red + Green; 3 + Greeng 4’ " Red + Green; 3 + Greeng 4

The important point here is that this side constraints model “contains” the intersec-
tion capacity constraints. In other words, the traffic physics described by this model
is not changed because of intersections when they are regulated by traffic light.

3.7 Two important properties of the minimizers

In this section, we prove two relevant conservation properties of problem P (2)
minimizers. Same type of results could have been proved in [YYI94, Won98| by the
same way. We note #y(q,0) =I'(q) + Y(O), with

4 St (gm (@)]e) T
I'(q) = //Z/o ¢i(x,&)d¢ dx
o =l

and

T(0) = _i [ / / /Oemwp;l}gc(ﬁ)dﬁ dz + / / /@ 1(x)g;}$(ﬁ)dﬁ dx].

m=1 A\B e

If f is a strictly increasing function, then u — fou f is a strictly convex function.
Then, function T is strictly convex. Moreover, if f is a positive function, u — fou f
is increasing too. Then, function I' is convex (but not strictly convex as the Ramp
function is only convex).
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3.7.1 Conservation of the generation function

Let us consider two minimizers (¢*,©*) and (g, ©). We are going to prove that
©* = © almost everywhere on 2.

Let us state a parameter ¢ €]0, 1[. As the set X is convex, t(¢*, 0*) + (1 —1)(¢,©) €
Xo. Then T'(tg* + (1 —t)q) < tI'(¢*) + (1 — t)T'(q).
Now, let us examine the term Y(t©* 4 (1 —1)©). Let us suppose by contradiction
that ©* # ©. In this case, T(t0* + (1 —1)O) < tY(O0*) + (1 — )Y (O).
Then _#(t(¢*,0%) + (1 —1)(7,0)) < tL'(¢*) + (1 — t)(q) + tT (%) + (1 — )T(O),
the second term of the inequality being equal to ( rél)inX Jo(q,0).

q,9)€X0

So we have found an element ¢(¢*,0*) + (1 — ¢)(7,©) € X, which would be a
“better” minimizer on X of the functional _#j, than those we already had. It proves
a contradiction. Necessarily, ©* = © almost everywhere on 2.

3.7.2 Conservation of the traffic load

In this section, we are going to prove that two minimizing flows give the same traffic
load at almost every point of the area 2.

Let us consider two minimizers (¢*, ©*) and (¢, ©). From section 3.7.1, we already
know that ©* = ©. Let us state a parameter t €]0,1[, (t¢* + (1 — t)g,0) € X,.
Function I' is convex, we suppose by contradiction that there exists iy € {1,2,3,4}
and a measurable subset & C 2 such that |€| > 0 such that:

M
Vr € €, Z G (@)lei) ™ # Y (@m(@)]ein)
m=1

Then, for every z € €, as the function u fou Cio (2, y,£)dE is strictly convex and as
the Ramp function is convex:

M (g (@) + (1) Gm ()] eig) T
/ Cio(xuf)df
0
tM (@ (@)leig) THA—1) M (Gm ()eiy) T
< / Cio (2, £)dE
0

Z%ﬂ(qa(ﬂﬂ)\eioﬁ 27]\7{=1<qm($)‘ei0>+
<1 / (s ) + (1 — 1) / (2, €)dE.
0 0

As a consequence, we obtain that I'(t¢* + (1 — ¢)q) < tI'(¢*) + (1 — t)['(g), which

means that _# (tq + (1 — t)q, @) < ( rél)mX J0(q,0©). Tt proves the contradic-
3,9)EX0
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tion. We conclude that necessarily, for every i € {1,2,3,4}, "M (g5 (z)]e;)t =

m=1
Zn]\f:l@m(x)]ei}* almost everywhere on .

Nota: for every destination m, it is worth observe that we can’t say nothing about
the curl of ¢, (curlg, = V A gn). It would have been very useful to know that
curlg,, = 0, as far as with the condition divg,, = ©,,, it would have given a good
integral representation of ¢,,. Nevertheless, there is no reason why curlg,, should be
equal to zero. If we consider two different paths in 21 with same origin and same
destination m, the union of these two paths defines a curve C'. Suppose that one
of the two paths is used by vehicles which go to destination m and suppose that
the other path is not used by them. The integral §.(g.(z)|f)do (where # is the
tangential vector to the curve) should not be equal to zero.

3.8 Approximation of the equilibrium with a smooth
formulation

3.8.1 Smooth functions and mere properties

As noticed before, the Ramp function is not differentiable. In the sequel, we will
use smooth functions r. to approximate the Ramp function, so we will be able to
derive the objective function. The parameter ¢ > 0 is bound to tend towards 0 (see
fig (3.9)). This parameter can be chosen in a countable set (e.g. {+,n € N*}). Let’s
state € > 0.

* For every v € R, r.(x) = %(.I—i— (IBQ—G—EQ)%). The function 7, is a smooth monotonic
increasing and strictly convex function. The sequence of function (7).~ converges
uniformly towards the ramp function R on R, with 0 < r.(z) — R(z) < § for every
x € R. The notation is consistent because R = ry. It is relevant to add that for
every 0 < €; < €, and for all z € R, we have the useful relation 0 < r.,(z) —
e, (2) < 5%, Moreover, we note that for all (a,b) € R?, |r.(a) —re(b)] < |a —b|.

* ri(z) = $(1+ z(2? + 62)_%). The function 7/ is a continuous monotonic increas-
ing function. For every 0 < ¢, < €, 0 < v, < r_, < 1. For every z € R,
lim, o+ rl(x) = H(x) (pointwise convergence towards the Heaviside step function
H defined by H(a) = 0 for every a < 0, H(0) = %, H(a) = 1 for every a > 0).

2
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Figure 3.9 - Ramp function R :  — max(0,z) (blue) and its approximation 7. : x —
3(z+ (2% + 62)%) (green).
3.8.2 The new problem

For every € > 0, one denotes 7, : (Ho(div))™ x (L*)* — R the function defined as:

- // i /OZ%ZITEWI)ei?i(x,s)dg r
_i[/// D,.L( dﬂdx+// [ G )dﬁdx] (3.5)

m=1 A\B

The function Z. is an approximation of ¢, when € is near 0. The minimization
approximated problem is P.:

P.: min _Z.(q,0) (3.6)

(¢,©)eXc

where X, is the subset of (Ho(div)) x (L?)™ defined by (only the inequation (3.1.c)
is changed into (3.6.c), the others remaining the same):

(0<0,,(2) < () Vme{l,...,M} VreA\B, (3.6.a)
Ym(x) < Op(x) <0 vme{l,...,M} VzeB, (3.6.b)
M
S re(gm(@)le)) < Kilw) + M% Vie{1,2,3,4) Vee (3.6.c)
| divg(2) = O(a) vme{l,... M} Vre (3.6.d)
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Let us remark that the notations are consistent: if take ¢ = 0 in the expressions
of 7. and X, we obtain exactly ¢, and X,. The main fact is that for a given
€ > 0, the functional _¢Z, is strictly convex and smooth on (Hy(div))™ x (L?)M. We
note (g, ©,) its unique minimum on X, (the existence of the minimum on X, can
be obtained as in the end of section 3.5.4, the uniqueness being given with the strict
convexity property).

Let us define %, as the representative constraints functional: for every (¢,0) €
(Ho(div))" x (L)Y, Z(q, ©) = (F1(©), F2(0), 72(©), F1(©), Z2(q), (4, 0))
where:

( F}(©) = -©

962(®) = 0- C

F30O) = 4v-06

FXO) = 0

Fa) = T r{gmle) — Ki— M
| Z#8(q,0) = divg—©

3.8.3 Properties of the new objective function

Let’s enounce some simple results:

1. Let us state ¢ > 0. As R = ry < 7, for all (¢,0) € (Ho(div))™ x (L?)M,
H0(4,0) < ¢, 9).

2. For all (¢,0) € (Hy(div))” x (LM, 6lir(r)l+ J(q,0) = Zo(q,0) (pointwise
convergence). In the sequel, as all limits will be taken when ¢ — 07, we will

simply write “lim” instead of lirraL ",
e—0

3. For all € > 0, the function _Z, is strictly convex on (Hy(div))™ x (L?)™ and
the set X, is a closed convex bounded subset of (Ho(div))™ x (L?)*. So the
approximated problem P, (3.6) has a unique solution denoted (g, ©,).

4. Xo = NesoX..

5. Let us state 0 < €, < e2. We are going to prove that X, C X,,. Let us
consider a couple (¢,0) € X,,. The only thing to prove is:

M
vie {1,234}, Y ro({gn(@)le)) < Ki(x)+M% a.e. in2l.

m=1

Let us state ¢ € {1,2,3,4} and m € {1,..., M}. Almost everywhere in 2:

re,((gm(@)]e)) = e ((gm(@)]€:) + 76, ((gm (@) |€:)) = 7, ({gm(2)]es))

r€1(<Qm($)|€i>) + %

N
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Then we sum and we obtain exactly the inequality we wanted to prove. So
(q,0) € X,, and X, C X,. This is a property of decreasing monotony of the
capacity sets when € tends to zero.

3.8.4 The new problem is an approximated problem

In this section, we briefly prove that the sequence (g., ©.) is a minimizing sequence

of Zy. Let us state (¢*,0*) € X, such that rr)l(in o = Zo(¢*,0%). We want to
0

prove that im _#y(g., ©.) = _#o(¢«, O.).

Let us state € > 0. As Xy C X, (¢, 0.) € X.. But we don’t know if (¢, O,) is an
element of X, hence we cannot compare _#y(q., ©.) and _#y(gs, ©.). It can only be
written: _Z.(q.,0.) = Z(qe,O.). Then:

Fe(@::0.) = Folge, O) (3.7)

Thus:

Fo(qs,0.) lim _Z(q., ©.)

lim_Z(g., 0.)
lim _#y(ge, ©.) (with inequality (3.7))
(4e, ©c).

h_mfo Qe

If we demonstrate that lim_#y(ge, ©c) = _Zo(q., O.), the result will be proved.

VAWV

€

First step:

every weakly convergent extracted sequence of (g, ©¢). has a limit in X,. Proof by
contradiction: suppose the limit (¢;,©;) is not in Xy = N X,, then there exists ¢
such that (¢, 0;) € X eco . With the constraints sets property of decreasing monotony,
for every € < €, (¢, 0.) € X,- As X, is a closed convex set, it is closed for the
weak topology, so (¢;,©;) € X,, which gives the contradiction.

Second step:

the functional ¢, is convex and continuous (then it is lower semi-continuous) for
the strong topology and thus for the weak topology on X, . Then, the property of
sequential weak lower semi-continuity (e.g. see [Bré83|) gives us that _#y(¢,©;) <

h_m/O(Qa @e)

Third step:

suppose by contradiction that lim_#4(¢.©.) = Zo(¢«, ©+) —n with n > 0. It means
that Ve > 0, Ja €]0, €[/ £0(¢a: Oa) < _Fo(q+,0,) — 5. Then we can extract a sub-
sequence again denoted (q., ©.) such that #y(q.,0.) < _Zo(¢..0.) — 2. We can
suppose this subsequence is in X 2 for instance (even if it means removing the first
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terms of the subsequence). As this set is bounded, there exists a subsequence that
converges weakly to an element (g, ©;).

Fourth step:
every weakly convergent subsequence of (g, ©,) has its limit in X (see First step).

Then jO(Q*a @*) - II)l{iIl fO < jO(Qb 61) < li_ij(QGa 66) < jO(Q*a @*) - ga which
0
gives the contradiction. Hence, the result is proved.

We conclude this section saying that problem P (2) can be approximated by problem
P.. Working with the approximated problem P, (3.6) is easier because function r,
and thus _Z is differentiable. Then it is possible to use general theory for convex
optimization. For a value of € sufficiently small, the couple (g, ©,) is considered as
an approximation of the solution of problem P (2). More precisely, the minimizer
flow ¢. is an approximation of a possible traffic low. The relevant feature will be
the load on the continuum network given by this flow.

3.9 Lagrangian

3.9.1 Definition

For every:
(4,0) € (Hy(div))" x (L),

for every:

(0,0, x,0) € Hz]\i1L2@l \B,,) x Hz]\i1L2(9l \B,,) x Hz]\i1L2(§Bm) X Hl]\ile(%m)7

for every:
(A p) € (L2)* x (L)Y,

consider the Lagrangian %, of problem P, (3.6):

Z0,0.6.0, 0.\ 1) = F0,0) + (6.0, 60\ 1| F(0,0)),  (38)

where < ’ > is the scalar product in TI}Y, L2(A\B,,) x I} L*(A\B,,,) x I, L*(B,,,) x
I L2(B,,) x (LA)* x (LH)M:
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<¢>90>X,¢,)\,u)=% q, G))> =

Z // Sn(( = On) + (O = )] dr

Ql\%m
s / / X (= ©0) + 9O
] iﬁére«w») K= MY da
+ //ium(divqm — @m) dz . (3.9)

Variables (¢, ©) are said to be primal variables of Lagrangian .Z,. Variables (¢, ¢, x, ¥, A, i)
are said to be dual variables of Lagrangian .Z..

3.9.2 Regular saddle point of the Lagrangian

The nine-uplet (g, O, dc, Ve, Xe, Ves Ae, fhe) 1s said to be a regular saddle point of the

lagrangian .Z. if:

*x pte € (HHM | that is why we call the saddle point regular: we want more than
pe € (L*)M because in a next step, we will use Green formula with p. to obtain
saddle point properties;

* ¢ 20,020, = 0,1 =0, > 0, (there is no sign condition on p. because it
is associated to an equality Constralnt),

x for all (¢,0, ¢, p, x, ¥, A, ) such that ¢ > 0,0 > 0,x = 0, > 0,\ > 0:

"% (q€ ’96 ’QS’SQ’X/L/)’)‘HU‘) < 36 (q€ ’96 7¢6 yPerXe ’wé ’)‘6 HU‘G) < -’% (%9,@55 ;PesXe 717Z)€ 7>\€ ,N()- (3 . 1 0)

3.9.3 Properties of the regular saddle point
If (ge, Oc, ey Vey Xes Vs Aey ) 18 a regular saddle point, with classical features (see
[A1105]):
* (¢, 0,) € Xe.
* <¢e,<pe,xe,we, e fe|F

Z.(q., @6)> —0.
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* (e, O¢) is the minimum of _Z, on X.. (Hence the notation (g, O, dc, @c, Xe; Yes A, fhe)
is consistent).
* As the objective function and the constraints functions are differentiable, V(¢, ©) €

(HO(dIV))M X (L2>M> D(q,@)i((Qs; @sa ¢sa Pss Xs» wsa )\87 ﬂs) ’ (Cj, é)) = 0.

3.9.4 Existence and uniqueness of a regular saddle point

The problem of existence and uniqueness of a reqular saddle point is not guaran-
teed, the problem is not well-posed. The existence of a saddle point is a difficult
problem the case of general Hilbert spaces with convex constraints (see [CLRMO1]).
It is possible to find a saddle point in an approximated sense in a particular case
(see [Mau03]), but the techniques involved cannot be used with problem P, (3.6).
In a space-discretized version, problem P. (3.6) can admit a saddle point as long
as constraints verify qualification properties. There are a few types of qualifica-
tion properties. Some of them give also the uniqueness of the saddle-point. These
qualification constraints are difficult to adapt from finite dimension optimization
problems to infinite dimension ones. For this reason, we will suppose in the sequel
the existence of such a saddle point. However, there is no reason to suppose the
uniqueness.

3.9.5 Relations between primal and dual variables at a regu-
lar saddle point

From section 3.9.3, a regular saddle point (qc, Oc, dc, Ve, Xe, Ve, Ae, ) is a solution of
equation:

¥(3,0), Di4.0)Z:(4es Ocr bes Pes Xes Vs Aes 1| G, ©) = 0,
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with:

D(Q@Z<Q7@>¢>@>Xaw>)\ :U‘g é) =

4 M
//ZC<:U ((amle) ) D he({amle:) (Gmles) do
2 =1 m=1

m=1

Mo B ) B )
T 4 / 36 [(—Dm (©) — 0+ o) L, + (G (O) = o + o) 1%] .
M

* // iA > he({gmle:)) {(Gmle:) da

m=1

//Zu divg, — m) dz. (3.11)

E

Rearranging the terms and using the Green-Riemann formula with pu € (H!)

Vm [V pimlGm)dz + [[ pmdivimde = § pm(Gm|7)do
A A oA

= 0.
Equality (3.11) can be rewritten into
D(q,@)%(cb 67 ¢7 P X 77Z)7 Aa 2 ‘ Q7 é) -
M 4 M
JJ 3 Gl + 32 [ e X vtlamlen) | tlamledyes = T ) o
2A m=1 i=1 m=1

M
- / / ZémK—Dml(@m) —¢m+<pm—um) Logw, + (gnzl(@m) XA U — um) 1%} de .
A m=1

(3.12)

Now let us set m. For G, = > i, {/\ + e (x S T6(<q6,m\ei>))} he({geamle:))e; —

Vitem, @ = 0VL #m and é) = 0 (to avoid the integral on the boundary 02 anyway,
we can use a sequence qm € C° that converges to this ¢, with the topology of the
norm || - ||gixg) we obtain that:

m, i [A ¥ (x ﬁ: r€(<q€,m\ei>)>} he({Gemle))er = Viten (3.13)
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With same types of arguments, we deduce that for all m:

—D, (Ocin) = bern + Perm — fem = 0 onA\ By, (3.14)
g;,l(@@m) — Xem + ¢e,m — Hem = 0 on %m . (315)

3.9.6 Gradient interpretation

Functions p.,, can be seen as cost potential functions while functions A\ can be seen
as overcost functions.

In the articles [YYI94, Won98, YW00, HWYL05, HWLO06|, which concern an isotropic
model, for every destination m, the gradient of cost potential functions is parallel
with same direction to the flow. In the orthotropic model of this chapter, this
property does not stand.

At a point z, the physical signification of vector ¢e,(x) is given by gen(xz) =
S (gem(2)]e1) Fes. Tf the vehicles which are bound for destination m move with a
flow gen(x), a part of them will use a path parallel to the z-axis and the other part
will use a path parallel to the y-axis. The only thing that can be said is that vector
Ve () is in the same sector as ¢ey,(z): for every destination m, the flow g (x)
loads the direction(s) where the traffic of this flow divides itself into. In case the
vector ge,(z) would be parallel to the z-axis or the y-axis, as h.(0) = 0, the vector

V ttem (z) would be parallel with same direction as e, ().

3.9.7 Used/unused paths costs

In this section, a point of 2 is denoted (x,y). The sign function is defined as
sgn(a) = —1 for every a < 0, sgn(0) = 0 and sgn(a) = 1 for every a > 0. For every
real a, sgn(a) = H(a) — H(—a).

First, prove that all used paths between an origin O and a destination m have the
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same cost. The travel cost on such a path is:

Cost(used p,m) =
M

/{ (e Y rdlamlen) )} (Gemlen))lde

m=1

M
+/ 62+02<x7y7z7ﬂ6 Qm‘e2 ) 6(<Qem|€2>)‘dy‘
pL m=1
M -
+ [Pt s X relGamesd) | ellaanlespla
pL m=1 -
M -
[Pt ea(m S rllantead) | rllanlenlas]. - 310
pL m=1 -

With functions r. and h., the cost of small coordinates of the flow are under-
estimated. By noticing that at any (z,y) on the used path p one has: |dz| =
sgn((gem(x,y)|e1))dzr and |dy| = sgn((gem(z,y)|e2))dy, we can write the previous
cost as:

Cost(used p, m) =
M

/p{ e1+cl<x,y,z7} (Gmle1) )} ({gemle1))dz

m=

+/ ez+02<x,y,

pL

—/ Aes +C3
pL

MiH

re((ame) ) hel{gemle2))dy

m=1

M:

z,Y,

/N

re({amlen))) | el (gonles)

m=1

M -
_/ 64+C4<I‘,y,z7“6 Qm‘e4>)) he(<Qem|€4>)dy' (317)
pL m=1 -
Then,
dx
Cost dp,m) = Vtem = them(Dm) — tem(O 3.18
ost(usedp,m) = [ (Wit G1') = ben(Dir) = nl0) (3.18)

The cost of used paths is the same.

Second, prove that unused paths between the origin O and the destination m are
more expensive than used paths. For any unused path p, since (g..(x,y)|er)e; can
be equal to the zero vector, or be parallel with opposite direction to path p, at
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any (z,y) of the unused path p, |dz| > sgn({(gec.m(z,y)|e1))dz. By the same token,
|dy| > sgn({(gem(x,y)|e2))dy. Thus, if we repeat the last calculus, in place of an
equality, the following inequality holds:

Cost(unused p, m) > /<Vu6,m ((;113;> = e (D) — pem(O) (3.19)

p

We conclude that the cost of any unused path is higher than or equal to the cost of
a used path. This satisfies the Wardrop’s first principle of user equilibrium.

3.10 Algorithmical aspects

The approximated problem P, (3.6) contains one major drawback: the objective
function is only strictly convex. This property is not strong enough to run the
classical Uzawa algorithm of non linear programmation. In this section, we will
show how to eliminate non useful dual coefficients from the algorithm and how to
obtain strong convexity.

3.10.1 Projection on particular sets

If v and v are two L? functions with u < v, one denotes for every f € L:

My (f) = wd reuy + Fliucreany +v1pney.

I, (f) is the orthogonal projection of f on the closed convex subset of L?: {g €
L?/u<g<vae.}.

For every f € (L?)*, one denotes (L2 )* the closed convex subset of (L?)*: (L%)* =

{g € (L2)*/ Vi€ {1,2,3,4},0 < g; ae.} and IL (f) = (filjocsn)icqosa. T (f) is
the orthogonal projection of f on (L%)*. Projection IL; is a Lipschitz function with
constant 1. A characterization of II is: let us state v € (L?)*, (Vg € (L2)*, (f —
vlg—v) <0) & v=1IL(f).

3.10.2 How to eliminate some dual coeflicients
Dual variables ¢, ¢, x, ¥ are going to be “eliminated” from the algorithm. Dual
variables A and p will be kept because they cannot be eliminated from the algorithm

as the previous ones. This result has a computational interest as far as it could allow
a gain of time to reach the solution.
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In relation (3.14), let us state m and x € A\ B,,. As O, (x) € [0, Gn ()], as Pe ()
and ¢, ,,(z) cannot be both non equal to zero, and as D,, is a strictly decreasing
function, one can write:

If 0<Ocm(z)<(n(x) then ¢cn,(x) =0 and ¢c,(z) =0
then D' (Ocm(7)) = —piem()
then O, (%) = Dy (—ftem(T)) (3.20)

If ©cpm(z) =0 then ¢.,(x) >0 and e ,(z) =
then D;Lla:(o) - _Me,m(x) - ¢e,m(x)
then ,ng,la:(o) < _,Ue,m(x)

then 0 > Dy, o(—ptem(x)) (3.21)

If ©cm(z) =CGn(z) then o¢,(z) =0 and pp,(x) >
_l’_

then ,ng,l:v(Cm(x)) - _Me,m(x)
then D;L,la:(CM(x> 2 _,Ue,m(x)
then ((2) < Dy —ptem()). (3.22)

We can write that for all m, O, = jo¢,,] (Dm( — ,ueﬁm)) on A\ B,,. As well, with
relation (3.15), using that G,.! is strictly increasing, we could show that for all m,

Ocm = Uy, 0 (gm (,ugm)), on ‘B,,.

So we can summarize the obtained result in the formula:

Ocm = Mo, (Dm( - mm)) Loy, + 11,0 (gm (/km)) Ly,

3.10.3 How to get strong convexity?

A first crucial point in the Uzawa algorithm to solve the minimization problem (3.5)
is the strong convexity of the objective function Z..

In order to obtain strong convexity, we add to _#(q, ©) an artificial term x| q||g(aiv)™,
where k is a positive constant, small enough so that it will not disturb too much the
minimizer of problem P, (3.6). This new approximated problem can be interpreted
as the research of the objective function minimizer with the smaller norm. Physically,
it does not have any relevant interpretation, and this technique only has to be seen
as a convenient way to obtain a strongly convex structure.

The slope functions of D,, and G,,, respectively d,, and g,,, are in L>. So there
exists a real number 0* such that max{||d,|/c, ||gmllcc/ m = 1,..., M} < §*. This
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condition ends with providing a strong convexity property to the objective function

/G(Q7 @)

3.10.4 Lipschitz properties of the constraint functions

Another crucial point of Uzawa algorithm is that the functions which define the
constraints must be Lipschitz. Nevertheless, in our case, we will only need the con-
straint functional associated to the capacity constraints to be Lipschitz. A function
f is c—Lip when f is a Lipschitz function with a Lipschitz constant equal to c.

Let us state ¢ € {1,2,3,4}. Consider the function
F.,: (H@iv)M — L2
M
q — > rel{gmles)-
m=1
We are going to prove that F.,; is v/M—Lip. For any (q,§) € ((H(div))M)Q, using

successively that s — s? is convex, r, is 1—Lip, and Cauchy-Schwarz inequality with
el = 1Vi € {1,2,3,4}:

IFoile) - Fu@I? = / / (3 rellamles) = rel{@nlen)))? da

=1

/N
[

m

] S (el — rellinle)?

N

M
M /Z(qm—ém\ei>2 dz
m=1
/ anm Gnle d

< MHq — Gl Gaagaivy - (3.23)

N

This result proves that the four constraint functions F,; associated to the four in-
equalities represented by (3.6.c) are v/ M —Lip. We now have all the elements we
need to implement the algorithm.

108



3.10.5 Convergence of the algorithm

We are going to build an Uzawa modified algorithm to reach the solution. In this
section, we describe the algorithm and prove it converges.

3.10.5.1 Notations

The parameters € and x are small and are set.
For (¢, \, 1) € H(div)™ x (L?)* x (L*)™ | one denotes:

—~

Lol A1) = _Fonl@) + (N F(q)) + (uldivg),

where:
— M Te 'm €4
Seld) = I e e, 0d¢ do 4 gl
(AF.(q) = gf 2?21 i Zn]‘le re({qmle;)) da (scalar product in (L?)?)
(pldivg) = [[SM_ j,divg,, do (scalar product in (L2)M)
2

Notice that in the expression of Z,{(q, A

,1t), we do not take into account the term:
€ 4 €
(Al =K = M35) = _éfZizlAi(Ki+M§>

dx (scalar product in (L?)%).

3.10.5.2 Analysis

M .
As g — [[SL, fOZ"L:lrE((qm'emci(x,f)df dz is convex and q “HQH%{(div)M is k-
2

convex, then Z, is k-convex.

Suppose there exists a regular saddle point (gs, O, ds, Ps, Xs, Vs, As, i) of Lagrangian:

zn(qa @a ¢a @5 X, wa )‘7 :u) = /G(CL @) + K” ’q‘ ‘%—I(div)M
+<¢a @aX?qﬂa)‘?M’yﬁ(qa @)> (324)

By using the property that for any ¢ € H(div)™:

o~ o~

L. (s, Os, Os, Py X5, Usy sy fs) < Lei(q, Os, Ps, Pss Xss Vs, Ass s )

and the strict convexity of g — Z,{(q, As, [Ls), We obtain that:

=A in L k(g As, s)-
45 = Arg _min (@, As p1s)
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By using the property that for any (A, u) € (L2)* x (H')M:

e —

L i:(Qs: Os, G5y Py X Uss A 1) < Lo i (qs, Os, D, P, Xs Us, Ass hs)

we obtain that for any A € (L3 )*, and for any p > 0, (A\—=X,|p(F.(¢s) —K—M$)) <0,

hence (A — A\;|p(F.(gs) — K — M%) + Ay — As) <0, hence Ay = ILL (A + p(Fi(qs) —

K — M%)).

Moreover, as {p— jis|divgs—©,) < 0 for every u € (H')M, with the density argument
2\M

(Hl)M(L " (L?)™ | we obtain that divg, — O, = 0, thus us = pu, + p(divg, — Oy).

3.10.5.3 Algorithm

Beginning with any couple (A%, %) € (L2)* x (L*)™, we build the sequences (A\"),
(u"), (©") and (¢"):

Vm e {1,....,M}, 0, = g, <Dm( - M"m)) Layw,, + .00 (gm (H%)) 1y,

" = Arg min Z .(q \",u"
q g ommin | w(g A" ")

A= I ()\” +p(Fu(q") — K — M%)) (3.25)

We are going to prove that the sequence (¢", ©™) converges towards (gs, Os), which is
the minimizer we are looking for. However, the convergence of the sequence (A", "),
is not guaranteed (see section 3.10.5.5 for a result).

3.10.5.4 Convergence proof

First step
as ¢" and ¢, are minimizers, for any v € H(div)¥:
He(d)w=q") + N'|Fe(v) = Fu(q")) + (p"|dive — divg™) > 0
e -

/e/,n(%)(v — qs) + (As|Fe(v) = Fe(gs)) + (ps|dive — divgy) (3.27)

We choose v = ¢, in (3.26) and v = ¢" in (3.27) and we sum to obtain:

—~ —~

(je/,n(qn) _fel,n(qs)) (QS_qn)—i_()‘n_)‘s‘Fe(QS) _Fe(qn)>+<Mn_ﬂs‘div%_divqn> 2 0.
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Then, with the strong convexity of Z .

—~

(A" = Xo|Fe(gs) — Fo(q™)) + (0" — ps|divg, — divg™) = (2! (qs) — I (gs — 4%
> kllgs — an%-I(div)M' (3.28)
(3.29)

Second step

by using the definition (3.25), with parallelogram identity, F, is v/ M-Lipschitz and
a4 bl < 2lal2. + 2[b]2. We have:

I = Nty = A" = Asllfeeys + 2211 Fe(q") — Felgs) ey + 200" = As|Feq™) — Fi(gs))
<IN = Nlleay + 2P Mlq" = gsllpay + 200" = Al Fol(q") — Filgs))

HlunJrl

— psllteeyn = 1" = psllfeeyn + p2I(divg™ — ©") — (divgs — ©,)|[2ym
+2p<lLLn - :us‘(dlvqn - diVQs) - (@n - @s>>
<" = psllayn + 207 (|divg™ — divgs|[7zyn + 2070 — O[72)

+2p<lLLn - :us‘dlvqn - diVQs> - 2p<lLLn - :us‘@n - @s>

Hence, with (3.29), we obtain that:

X = Allgys + 10 = pllfuaynr <IN = Allfgays 10" = pllfpayar
+(p* max(2, M) — 2pk)||q" — QSH%—I(div)M
+20°[10" — O, lfpa)nr — 2p{p" — p1s|O" — ©5)
(3.30)
Third step

we are going to study the term (1" — p5|©™ — O4) which appears in inequality (3.30).
For almost every z € 2\ B,,,

O75() = Mo () (Dm,w( - M?m(l“)))’

and
@s,m(x> = H[O,Cm(a:)] <Dm,x( - /L&m(l'))) .

Hence, using the characterization of the projection, we can write for almost every
r e A\ B,

(D (= b () = O3, (2)) (O m(2) — O], (2)) <
(_Dm,x( - NS,m(x)) + @s,m@))(_@:m(x) + GS,m(ﬁ)) <
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We sum (3.31) and (3.31) to obtain:

i () (11, (%) = H5,(2)) (07, (%) = Os,m(2))) < = (O], (2) = Ogm(@))?,

then:
=0 (pi (%) = s, (2)) (07, (%) — Om()) < = (O, (2) = O ().
With same arguments, we obtain that for almost every x € B,,:
—0"(pt () = s, (2)) (07, (2) — Osm()) < = (O, (2) = O ().
Then, an integration on 2 gives:

2915 = el O = O} < 221167, = Oy

Now, rewrite (3.30):
I = Aalfays + 10" = psllfape <IN = Allfays + 10" = prsll oy
+(p* max(2, M) — 2pr)||q" — QSH%-I(div)M
P n
+(2P2 _ 2§)H@ — @sH?LQ)JW
(3.33)

Fourth step
if we choose the number

pe }o,ﬁ’;’m[ N }0,5%[, (3.34)

both numbers (p? max(2, M) — 2pr) and (2p* — 2£&) are strictly negative. Hence
the sequence (A" — As[[f2y + [[1" — psllfzyn)n is decreasing. As it is positive, it
converges. By noticing that:

n p n
—(p* max(2, M) = 2pr)||q" = @[z — (2" = 250" = O, |[Gpaym
<IN = Al + 1™ = psllieayne = A = Xllipzys = 1™ = gl (3.35)

as the first term of the inequality 3.35 is positive, we can conclude that lim ||¢" —
qs”%l(div)M =0, and lim H@n - ®S||%L2)1W =0.
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3.10.5.5 Dual coefficients

We have supposed the existence of a reqular saddle point: (qs, O, ds, Vs, Xs; Us, As, fs)
of Lagrangian 3.24. This regular saddle point was not supposed unique. The previ-
ous algorithm builds a sequence (A", u™),, elements of (L?)* x (L?) this sequence
being bounded in (L?)* x (L?)™. But we do not know anything about the con-
vergence of this sequence. Precisely, we would like to answer the question: does
the sequence (A", u™),, converges towards (X, pis)? In the finite dimension case, the
answer is no in general. It is then natural to ask: if (A*, u*) is the weak limit of
a subsequence of (A", u"),, is (gs, Os, Gs, ©s, Xs, Vs, A", 1) a saddle point of 3.247
A positive response would give an interest to seek weak limits of subsequences of
(A", 14™)p. We could not prove such a result with the modified Uzawa algorithm of
this work.

3.11 Computational aspects

From the mathematical study, we obtain a modified Uzawa algorithm (algorithm 1)
adapted to our minimization problem. In this algorithm, we could eliminate some
calculus thanks to a projection operator. Inside the modified Uzawa algorithm, a
Newton-Raphson algorithm with an Armijo step is implemented to determine mini-
mizers (Algorithm 2). Remember that if the primal problem P, (3.6) is well-posed, so
it has a unique solution, the saddle point problem associated (3.8) is not well-posed,
because the existence of a saddle point is not guaranteed. Nevertheless, numerical
tests suggest that the primal variables sequence (g, ©,), converges (strongly) to-
wards the solution of the primal problem P, (3.6). The dual variable sequence (\,),
converges towards 0 in case of a non congested area. The case of congested area
could not be tested because of the too elevated computation time (more than ten
days).
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Algorithm 1 Modified Uzawa algorithm

Input: the domain area

10

the M destinations (in the following, m = 1,..., M)
the capacity constraints functions on the four directions K; (i = 1,2,3,4)
the inverse demand functions D,' and G.! (which give us the functions ,,
and ()
the small positive constants €, k, error
fm's Ay
p0.95 x 2
k<0
for every m, pu, « pmi A0« \ni
while k£ =0
or ||divg® — ©F||g2)m > error
or [|g"t! — qu(H(div))M > error
or [|©FFt — ©F||g2ym > error do
Calculate for every m:
fipt = g, + p(dives, — O7)
O Mo,y (Do (= 1) ) L, + M (G (1571) ) L,
Calculate for every u:

N T (N 4 (S rel(amlen)) — Ki = M)

m=1
Solve with the algorithm of Newton-Raphson-Armijo:

k+1 _ Ay min %2 (g, NP+, ikl
q g ommin | Zowld pe)

k+k+1
end while

Output: the flux ¢5!*, the generation functions ©Fn
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Algorithm 2 Newton-Raphson algorithm with an Armijo step
Input: the strongly convex function J to minimize
the first step of the iteration u™
the small positive constant: error
the proportion w in the Armijo step
1: 740
2: u¥ ¢ M
3: while ||DJ(u*)|| > error do
4:  Solve the descent vector d* by solving the problem with GMRES Algorithm:
Yo, D?J(u*)(d*,v) + DJ(u*)(v) =0
a1
while J(u* + ad®) > J(u*) + waDJ(u*)(d*) do
a5
end while
wkF+l = kg
10 k<« k+1
11: end while
12: OQutput: the minimizer u®

3.12 Anisotropy

3.12.1 Anisotropy characterized by two rotation operators

Consider an area 2 with a given orthotropic basis (eq, e5). Suppose that this area is
concerned with an anisotropic road network generated by the unit vectors u; and us,
so the four principal travel directions are given by uy, us, uz and uy where ug = —u;
and ug = —us as in figure 3.10.

A traffic flow vector ¢ in the anisotropic network can be written as (see figure 3.10):
q = Qiuy + Qols. (3.36)

As explained in the orthotropic case, if o is negative and «; is positive (for instance),
the flow vector ¢ can be written with positive coefficients «; like ¢ = agus+ asus. In
this case, a3 = —ay. Then, the traffic flow to direction us is as and the traffic flow
to direction ug is a3, and we supposed that there are no traffic flows to direction wuy
and uy.

Vectors u; and us are located with respect to ey, with their angles w and 2 respec-

tively. To describe all possible configurations, we can set w €] — %, 2 and Q €|w, 7].
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Figure 3.10 - Anisotropic network repaired with its principal directions with respect to

a given basis (eq, e2).

(Q)
q
62 A u2 9,
, W
a ()
>u1
e1

Figure 3.11 - Vector flow coordinates in an anisotropic network with basis (uj,us2).
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One denotes:

{u1 = cosweq + sin wesq

. (3.37)
Uy = cos 2eq + sin ey

We are looking for two couples (s1,t;) and (sq,t2) such that for any (o, ap) € R%:

{<C]‘3161 +ties) =

3.38
(q]sa€1 + taea) = g ( )

x First case: we] -2, %
Replacing expression (3.3

81 = coiw
ty =0
! (3.39)
Sy = —tanw
ta =1

(It is easy to check that if w = 0, we obtain the orthotropic case expression of T'.)
* Second case: w €] — 7, %[, Q €lw, 7|

Replacing expression (3.36) and system (3.37) in system (3.38), we obtain:

51 = 1 tan )
1 = Cosw tan Q—tanw
b= 1 1
1 cos w tan Q—tan w (3 40)
S 1 tan w :
27 T osQtanQ—tanw
to = 1 1
9 =

cos €2 tan Q—tanw

In both cases, if we note (s3,t3) = (—s1, —t1) and (s4,t4) = (=S92, —t3), we can write
the new I' function:

4 N am(@y)lsier+tiea)
ro- 3] cilir,y,€)d€ dady.
; 0
A =1
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Chapter 4

An imaginary city network on a map

Contents
4.1 The freeware FREEFEM-++ . . . . v v v v v v v v v v v e v 119
4.2 Paris . . . . . e e e e e e e 121
4.3 Test . . . . o v i i e e e e e e e e e e e e e e 124

In this chapter, we propose an illustration of the model described in chapter 3. The
chosen city looks like Paris.

4.1 The freeware FREEFEM--+

4.1.1 A brief presentation

The freeware FREEFEM++ is dedicated to the resolution of partial differential equa-
tions. It allows a quick writing of partial differential equations, several types of mesh
and a numerical resolution using Finite Element Method. It has been developed by
Franck Hecht, Olivier Pironneau, Antoine Le Hyaric, Kohji Ohtsuka and others since
the early 90’s at Pierre et Marie Curie University, in Jacques Louis Lions Labora-
tory. It is written in C++ and the FREEFEM++ language is a C++ idiom. It can be
loaded at the address http://www.freefem.org/ff++/. Is FREEFEM++ the best
software possible for our optimization problem? We cannot answer this question.
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4.1.2 Function regularisation

In the sequel, we will use a FREEFEM++ internal function regularization.
instance, consider the function Fj defined on a rectangle (figure 4.1) as:

Fi: [-10,10] x [0,5] —> R
1 ifr < -5
(z,y) — 0 ifxel|-5,5]
10 ifx>5

For

The function regularization programm in FREEFEM-++ gives results that have to

be interpreted carefully (figure 4.2).

NNV

Figure 4.1 - Mesh for function F; domain
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IsoValue

W2.36842
W2.89474

5

W5.52632
W6.05263
W6.57895
W7.10526
W7.63158
m8.15789
W8.68421
W9.21053
W10.5263

Figure 4.2 - Regularization of function F; as if it were in the Hilbert-Sobolev H': values
given by the graphic interface have to be taken into account cautiously.

4.1.3 Encoding

The main programming difficulty was to encode the border condition (section 3.5.1,
fifth condition): (g,,(x)|77) = 0 on OA. This condition was directly incorporated in
the definition of the functional space of the objective function. In FREEFEM++, it
is easy to enter a condition of type d,¢ = 0 on a border, but a special code has to
be created to enter directly (g (z)|7) =0 on 0.

4.2 Paris

Paris has some special interesting geometrical aspects: a ring road that allows a
clear-cut frontier with thirty-five gates, and the Seine river that provides a natural
obstacle, with some thirty bridges.
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4.2.1 Principal and secondary networks

Paris principal network is represented on figure 4.3. This network has to be com-
pleted with hundreds of small roads that compose Paris secondary network. In the
articles |[TI82, YYI94|, the authors have chosen to juxtapose a discrete network with
a continuum, the discrete network being the principal network, the second network
being an isotropic continuum of roads. To test our model, we will just consider a
continuum network, doing as if the principal network did not exist.

Figure 4.3 - Paris principal network.

4.2.2 Modelling

We now construct a coarse urban model of an imaginary city which looks like Paris.
As in the articles [HWYL05, Won98, YW00, HWLO06]|, we only consider a continuum
network over the urban area. The main difference between our network and theirs,
is that we build an orthotropic network with side constraints whereas their network
is isotropic without side constraints. An isotropic network does not need to be
oriented, whereas an orthotropic one needs to. We will suppose that the continuum
network is composed with a set of horizontal and vertical roads. On figure 4.4,
we represent eight possible destinations for the commuters who are spilled over
the yellow area, and want to go back home in the suburbs of Paris. Hence, they
have to join one of the eight ring road entries, which are the symbolized with the
eight colored triangles. To obtain the traffic assignment, we will implement the

mathematical program described in chapter 3 on a space-discretized version of Paris
(figure 4.5).
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Figure 4.4 - Chosen destinations on the Paris ring road. Vehicles are spilled on the yellow
surface. They try to reach one of the eight possible destinations symbolized with the eight
colored triangles.

Figure 4.5 - Paris mesh. In this configuration, there are 567 triangles, each one represent-
ing an average surface of 0.18km?. This mesh has to be considered as one of the thinnest
possible.
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4.3 Test

4.3.1 Parameters

The algorithm entries are summarized in the three tables 4.1, 4.2 and 4.3.

M =8 number of destinations
K;(z) = 2000, capacity constraints
Vie{1,2,3,4}, Ve e A (in vehicles per orthogonal length unit)
ci(x, &) =0.04 x (1+ 20%), cost function for a flow &
Vie{1,2,3,4}, Ve e A
e=10"1 smoothing constant, see section 3.8.1
k=102 coercivity constant, see section 3.10.3
p=2x1073 Uzawa constant path parameter, see section 3.34
w=04 Armijo coefficient, see section 3.11-Algorithm 2

Table 4.1 - Algorithm entries.

m 1 2 3 4 5 6 7 8
d! —0.02 | —0.01 | —0.03 | —0.04 | —0.03 | —0.05 | —0.03 | —0.04
cost intercept 9 10 8 11 9 11 8 11

Table 4.2 - Inverse demand functions for the vehicles generation. For instance, dfl((%l) =
—0.0201 + 9. It means that there are a maximum of —ﬁ = 450 vehicles per km? (and
during the studied period) that can be generated at each point of the area to join destination
1. The slope —0.02 means that when the travel cost to destination 1 goes up by 1 unit,

the traffic demand reduction is of ﬁ = —50 vehicles per km? (and during the studied
period).
m 1 2 3 4 3 6 7 3
gt 0.02 | 0.01 | 0.03 | 0.04 | 0.03 | 0.05 | 0.03 | 0.04
cost intercept | 10 8 9 7 9 8 10 9

Table 4.3 - Inverse demand functions for the vehicles absorption.

4.3.2 Results

The generated primal sequence seems to converge towards a couple (¢, ©) that should
represent an approximation of a solution of primal problem P (3.2).
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As stated in section 3.7.2, the solution flow ¢ is not the relevant element to be
represented, the relevant one being the traffic load on each one of the four privileged
direction. On figure 4.6, we have represented the traffic load for direction 1 (from
West to East). Before to enter the destination areas, the traffic load increases. The
negative values result shown come from the FREEFEM++ regularization program, but
it can be checked that all the values of the list that create the traffic load functions
are are positive. This test gives a non-congested network: on figure 3.7.2, one can
see that the traffic load for direction 1 is always inferior to the capacity. Moreover,
the dual variable A is a null vector, which tends to demonstrate that there are no
overcost on the network.

The generation function for the North destination is represented on figure 4.7. Vehi-
cles are generated on the area minus the North destination: the generation function
is positive. Vehicles are absorbed on the North destination: the generation function
is negative. The intermediate values also come from the FREEFEM++ regularization
program.

4.3.3 Time

The computer used is provided with a Central Processing Unit of type Intel Xeon
CPU E5410 @2.33GHz, it is a quad core processor, the Random Access Memory is
of 15.9 Go.

In spite of the good performances of such a computer, the computation times of the
algorithm for different entries are high: from a couple of days to ten days and even
more. Even if the program we used is not the best possible, the present computation
time should not be divided by a sufficiently strong factor to give rapidly a solution.
Hence, such a modelling can only be relevant at a distant time.

The computation time is dependent of a series of elements.

1. The thinner is the mesh, the longer is the computation time. The mesh thin-
ness should be determine according to the level of precision required for the
solution.

2. For any simulation, initial state should be taken from a data bank one could
create with different traffic scenarios. If the initial state is taken as ¢, = 0 for
all destination m, the algorithm convergence could be long.

3. Uzawa algorithm is implemented with a constant path. This is not good from
a numerical point of view: a variable path should be used.

4. Our program is certainly not optimal.

In [TI82] (see section 2.1.2.4), the computation time is in the order of one minute.
It has to be taken into account that:
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Flux localO recherche x*3355
IsoValue

m-70.3213

W105.482
W175.803
W246.124
W316.446
W386.767
W457.088
W527.41

W597.731
W668.052

Figure 4.6 - Traffic load from West to East. The traffic load increases as the demand to
the destinations increases. Denote that the number of iterations to reach an approximated
solution increases too. In every case, there are no network congestion.

126



ThetaO recherche x"3355
IsoValue

W-3512.66
W-3249.33
W-2986.01
W-2722.69
W-2459.37

W-1932.72

Figure 4.7 - Generation function ©,, for m =North destination.
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1. The physics modelling in [TI82] is built with an isotropic network: at each
point, only one vector is considered. In the orthotropic physics of chapter 3,
there are four flow vectors to be considered at each point.

2. The authors do not solve a traffic equilibrium other problems inspired from
physics. Each objective function of their primal problem is more simple than
the Beckmann objective function. Moreover, for each problem, constraints are
linear which is not the case in our minimization problem .
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Towards a dynamical model
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Chapter 5

Intersection models

Contents
5.1 Introduction . .. .......... ... .00 000, 131
5.2 A brief literature review . . . .. ... ... 00000 L. 133
5.3 Experiences on a large orthotropic network . . . . . . .. 139
5.4 What could be improved with these models? . . . . . .. 146

5.1 Introduction

On a single road where (z,t) denotes the couple (position,time), the LWR, (Lighthill,
Whitham and Richards, [LW55, Ric56]) model is a first order macroscopic model:
it means that the speed v is supposed to be only a function of the density p(x,t)
of vehicles: v(x,t) = V.(p(x,t)). In other words, this model considers that the
system is permanently at an equilibrium state given by the function V.. With the
relation g(x,t) = p(z,t)v(z,t) between the flow ¢, the density and the speed, this
equilibrium state can be written ¢(x,t) = Q.(p(x,t)), where the equilibrium function
Q. is known as the LWR Fundamental Diagram. It is defined as Q.(p) = pV.(p).
The LWR model can be expressed by a single conservation law:

Oip + aa:Qe(p) =0. (51)

The function ). is constructed with two equilibrium functions: the equilibrium
demand function A, and the equilibrium supply function ¥.. At a given point
(x,t), denote z~ is the location immediately upstream of x and z™ the location
immediately downstream of x. The local demand and supply functions are defined
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as in [Leb96]:

A(%,t) = Ae(p(x_vt)7x_)7 (52)
Y(x,t) = Solp(ztt),z"). (5.3)

The traffic flow equilibrium can be seen as the result of a demand and a supply, this
equilibrium being characterized by the min formula:

q(z,t) = min(A(z, t), X(z, t)) (5.4)

It means that the resulting traffic flow is generated by the competition between users’
demand which expresses users’ velocity wish and link supply which expresses the
users’ need of security (respect of a high enough inter-vehicular distance). (Figure
5.1.) The demand and supply functions are key concepts in traffic theory, they will
be used in the two-dimensional model developed in this article (section 6.3).

Qe
Aax™
fluid = congested
phase phase
Perit™) Pmax® P
(a)
Ae ze
qmax(x) qmax(x)
Peit®) Prax™® P Peit®) Prax® P

(b) (c)

Figure 5.1 - Fundamental Diagram (a), demand (b) and supply (c) functions at position
2. The min formula is Q. = min(X,, Ae).
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Given an intersection with I entering links numbered with i € {1,...,I}, and J
exiting links numbered with j € {1,...,J}. All the links can have arbitrarily long
length. The demand for vehicles exiting link ¢ (towards the intersection) is d;. The
supply for vehicles entering link j is o;. The problem to examine first is to determine
the traffic flows denoted ¢; on upstream links ¢ and r; on downstream links j (figure
5.2).

Figure 5.2 - Pointwise intersection - the Riemann problem

5.2 A brief literature review

In this section, we will not take into account models built uniquely for merges or
diverges because our goal is to build a model for large networks.

5.2.1 Pointwise intersections

A pointwise model of intersection connects intersection’s upstream flows ¢; and down-
stream flows r;. These models solve a generalized Riemann problem on the intersec-
tion. The unknowns that have to be determined are the upstream and downstream
flows. The common constraints of these models are:

0i, (5.5)

0<q <
Vi, 0<r; <o (5.6)



5.2.1.1 Holden and Risebro’s model

This model, published in [HR95| aims at maximize a concave function of the flows
¢; et r; under the basic constraints (5.5) and (5.6), plus a constraint called by
the authors: Rankine-Hugoniot condition for the intersections. This last constraint
expresses the conservation of vehicles that cross the intersection:

1 J
da=) 1 (5.7)
i=1 j=1

At an intersection, users’ behaviour is subjected to a least resistance principle. It
means for instance that users who want to turn right will not turn right if the lane to
their right is congested. They would choose another link (for instance, they would
go straight and turn right at the next intersection). In the case of a high congested
network, Holden and Risebro seem to suggest the destination of each user depends
to the traffic state on the network, which is not reasonable. Whether the behaviour
of avoiding congested links could correspond to reality in some cases, it is far from
easy to model.

The important point of this model is the maximization criterion from a strictly
concave function of the normalized flows. Even if they do not give any argument
to explain why it is a relevant feature from a physical point of view, this criterion
allows a unique solution to the generalized Riemann problem. We will see in section
5.2.1.4 that this idea has a good physical interpretation.

5.2.1.2 Turning movements coefficients

The coefficients (7,;);; are the intersection turning movement coefficients. For any
couple (7,7), 7;; is the proportion of users of link 7 bound for link j. We have the
relations:

I
j=1
At the intersection location, the vehicles conservation is expressed by the constraint:

I
i=1

Constraint (5.10) implies the Rankine-Hugoniot condition (5.7) for intersections. It
has to be kept in mind that the intersection turning movement coefficients are a local
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issue. While giving these coefficients at each intersection of the network, the point
of view is not interested in origin-destination travels. The idea of these intersection
turning movement coefficients could be explained like this: at an intersection, some-
one is looking at the traffic, he does not know anything about the origins and the
destinations of the vehicles he observes, but he can count vehicles and notice the
vehicles turning movements, then he can calculate these coefficients.

In general, intersection turning movements coefficients are set once and for all, but
they should vary with traffic conditions, what is the delicate point in the Holden and
Risebro’s model. Nevertheless, the possibility of making them vary is very tough
because a modification on the turning movement coefficients on an intersection will
modify the turning movements coefficients of the nearest intersections and so on.
Find a criterion for such modifications seems to be very difficult: no survey has
been giving such a criterion till now.

5.2.1.3 Coclite and Piccoli’s model

This model has been published in 2002 in [CP02]. It aims at maximize the sum
of the entering flows of the intersection (or equivalently with the Rankine-Hugoniot
condition (5.7), the sum of the exiting flows). To obtain a unique solution, the
authors impose to the intersection turning movement coefficients the relations:

0< Vij < 1, (511)
V(i,i/), 1 7é i = Yij 7é Vit - (512)

The criterion to maximize, the sum of the flows, seems to be relevant in case of an
intersection regulated by traffic lights. However, in case of an intersection without
any regulation, this criterion does not fit with the user’s equilibrium principle of
Wardrop [Warb2|. As a matter of fact, each user will try to maximize his own
speed, trying to cross the intersection as fast as possible. The maximization of the
sum of flows would fit better to a social optimum.

Moreover, condition (5.12), though it gives an unique solution to the problem, does
not have any physical sense.

5.2.1.4 Lebacque’s model

Let us denote ¢ = (¢;)i=1..; et 7 = (r;)j=1..s. The Lebacque’s optimization model
for intersections ([LK02, LK05]) is:
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max{i@i(qi) +§J:\pj(rj)} (5.13)

Vie{l,....1}, 0<q <6,
under constraints { Vj € {1,...,J}, 0< T S 0y,
Vie{l,...,J}, 1= 30 vt =0

The functions ®; and ¥; have to be specified.

If all the functions ®; and ¥; are equal to the Identity function, the criterion is the
sum of the intersection entering and exiting flows. However, this criterion does not
reflect the real traffic physic at an intersection without regulation and does not give
a unique solution for the constraint system of 5.13.

The Lebacque’s model suppose that functions ®; and ¥; are increasing and strictly
concave functions. This property expresses what happens at the intersection: the
impact of users competition for the resource represented by the space allowed by the
intersection. More precisely, for instance on an entering link ¢ with capacity k;, the
relations should be:

‘1%‘(0) =0,

®; is strictly concave, (5.14)
®; is increasing on [0, k;, '

®, is differentiable.

Relations 5.14 imply that:
®; is strictly increasing on [0, k], (5.15)
®(0) > 0. '

Obviously, the same relations hold for ¥;. The functions ®; and ¥, can be inter-
preted as intersection’s attributes, as we are going to explain it.

Let us denote:

&:(&i)i, (Zi}(), VZE{lj},
C:(Cj)j, Cj}O, VJG{lj},
d=(d));, d;>0, Yje{l...J},
e (ej)j, €; S R, VJ S {]_ BN J}
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We build the Lagrangian:

Z(q,r,a,b,c,d,e) =

— ) Pilg) — Z W;(ry)

1 1 J J
— Zaiqi + sz(qz — (51) — ZCjTj + Zdj(’l“j — O'j)
1=1 =1 j=1 =1
E . J J
+ Zej (Tj — Z'}/Z]ql) (516)
j=1 i=1

The Kuhn-Tucker coefficients (a;), (b;), (¢;), (d;), (e;) verify the relations:

g;—?;(q’naa b> C, da 6) - Oa
%(q,r,a, b,c,d,e) = 0.

or equivalently:

{ Pi(¢;) = —a; + b — Z}; €5%Yij»
Wi(r;) = —¢j +dj + e

These relations will give us the interpretations of functions ®; et ¥; in relation with
respectively intersection supply and intersection demand. For instance, for functions
®; and flows ¢;:
*x If 0 < ¢ <9, then a; =0 and b; =0, )(¢;) = — Z}]=1 €;Yij-

As @/ is strictly decreasing, ¢; = ®; ' (— 23'721 e;Yij)-
* If 0 = ¢;, then b; =0 (and a; > 0), Pi(¢;) = —a; — Z;f:l €;Yij-

Then ®/(¢q;) < — Z}]:1 e;vi; and as @/ is strictly decreasing, ¢; > @/ (— Z;.le e;Yij)-
* If ¢; = 6;, then a; =0 (and b; > 0), ®}(q;) = b; — Z;.le €;Yij-

Then ®/(¢;) > — Z}]:1 e;vi; and as @/ is strictly decreasing, ¢; < @' (— Z;.le e;Yij)-
Let us denote Il (2) the projection of an element x on the line segment [a, b]. The
projection function Il is defined by:

H[aﬂi R — R
a ifr<a
r — Sz ifx€la,b
b ifz>0b
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The previous study leads to:

q; = q)/ 1 6]71] (517)

Mk

J=1

If we notice that the projection of an element x on line segment [a, b] can be written
g (x) = min(max(a,x),b), as ¢; is the demand on link i entering the intersec-

tion, the quantity: max <O, I~ Z}]=1 eym)) can be interpreted as an implicit

intersection supply for the upstream link %.

The same type of study leads to
Tj = H[()’Uj} (\Il;-_l(ej)) . (518)

As o; is the supply on link j exiting the intersection, the quantity: max <0, \Il;-’l(ej))
can be interpreted as an implicit intersection demand for the downstream link j.

5.2.2 Internal state intersection model

A simple intersection model is developed in |[LK02, LKO05|. It can be explained as
follows. The intersection is not considered anymore as a point but as a “box” (figure
5.3.a). It means that the intersection can contain vehicles. Hence, if there are N
vehicles in the intersection, waiting for entering their exit link, the intersection state
is characterized by a supply X(/N) and a demand A(N). These supply and demand
functions > and A are supposed with the same shape as link supply and link demand
(figure 5.1). The maximum number of vehicles in the intersection will be noted Ny,
the maximum flow Q). through the intersection will be reached for a number N
of vehicles in the intersection.

If there are N vehicles in the intersection, each incoming link will have an incoming
supply noted ¥;(N). From empirical data in [LK02|, ¥;(V) is given by a linear split
of X(N): ¥;(N) = ;3(N). The coeflicients ; have a physical sense which can be
difficult to understand. They represent the fraction of accessible lanes to users from
link 7. In case there are more entering lanes than exiting lanes, it is possible that
Zle B; > 1. We are going to explain how this could happen with figure 5.3.b: users
coming from link 1 find accessible the exit link, and users coming from link 2 too.
Thus, ¥, (N) = 3(N), (1 = 1) and X9(N) = X(N), (B2 = 1). What would happen
if we imposed for instance 3, = % and [y = %? The intersection would fill more
slowly than in the previous case.

If N; denotes the number of vehicles in the intersection bound for link j (obvi-
ously, Zj N; = N), the partial demand A; for downstream link j is assumed to be

proportional to N;: A; = %A(N).
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N ——
— Rl
4, %, (N) = 5(N)
A(N)
5,(N) = 5(N)

(a) (b)

Figure 5.3 - Pointwise intersection - Generalized Riemann problem (a). Intersection with
ﬁl =1 and ,62 =1 (b)

The conservation of vehicles in the intersection is given by the formula: %Nj =
> i Yij¢i—1;, with the usual formulas for flows: ¢; = min(d;, ¥;) and r; = min(4;, g;).

The important point is that both Lebacque’s models (sections 5.2.1.4 and 5.2.2)
satisfy the Invariance Principle (|[LK02, LKO05]). It can be stated as follows:
* If q; < 9;, then ¢; is equal to the supply. Hence, the flow ¢; is unchanged if the
demand ¢; is increased up to Q; max-
* If r; < o0}, then r; is equal to the demand. Hence, the flow 7, is unchanged if the
supply o; is increased up to ) max-
In case of equilibrium (<LN; = 0), it is proved in [LK05| and |LK02| that internal
state model and pointwise optimization model are equivalent for merges and diverges.
To begin with dynamical models, we will consider it as quasistatic transformations
in thermodynamic. It means that between the initial state and the final state, there
is a sequence of states, each state of this sequence being close to an equilibrium
state. In this chapter, we develop the Lebacque point-wise intersection model (see
|[LKO05]). It has to be kept in mind that in this model, the vehicles in the intersection
are not modelled (it is as if they were seen from so far away that they couldn’t be
seen), and only the vehicles on the upstream links put up with what happens in the
intersection.

5.3 Experiences on a large orthotropic network

We aim at finding a two-dimensional behaviour law. Can such a law be found in the
center of a large orthotropic network with K x L intersections (figure 5.4)7 On each
intersection (k,[), we know the turning node movements ~;/ which are supposed to
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be constant. The number 7}/ represents the proportion of vehicles that go from link
i to link j at node (k,1). For sake of simplicity, each link has a distance of 1, hence,
between two intersections, the distance is 2. It is important to underline that we
do not take into account an Origin-Destination point of view, we are only interested
in how the vehicles will circulate on the network. We are looking for a static traffic
equilibrium with constant supply and demands.

)

k,1) (3) V.oq
— < 1271 —<————

9, a, Y1194 1y f
—_— = =
Y149, a

(4)
(a) (b)

Figure 5.4 - Orthotropic network with K lines and L columns (a). Zoom on a network
element (b): on each node entering link, the density is u, there is a supply s and a flow ¢
at its beginning, a demand § and a flow ¢ at the intersection entry; the split of the entering
flows is given by v coefficients; on each node exiting link the density is p, there is a supply
o and a flow r at its beginning (after the intersection), a demand d and a flow f at the
link exit.

We are going to test the Lebacque’s intersection models on this network. The algo-
rithm is:
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Algorithm 3 Large orthotropic discrete network algorithm
Input: x K lines and L columns,
* turning movement coefficients,
* pointwise model case: definition of functions ® and W,
* internal state model case: definition of intersection demand and supply
functions,
* Fundamental Diagrams on links,
x border conditions: supplies s/ and demands d* at the network entries
and exits,
* ending time 7.
(For sake of simplicity, in the sequel, we omit the indices i, k, )
1: empty network initial conditions (at ¢ = 0): p and u® are null on each link
2: fort =0to T do

3:  Calculate st, 6!, o and d' with the Supply and Demand splits of the Funda-
mental Diagram

4:  Calculate ¢, ¢*, r* and f* with the min formula

5. Calculate p™' = p' + 7t — f1 u™t =yt + ¢ — ¢

6: end for

7: Output: * the flows ¢7, ¢*, rT and f7,

% the densities u” and p”,
% the supplies and demands s”, 67, o7 and d”.

5.3.1 Common data

The turning movement coefficients are the same on each intersection, which is quite
0.4686 0.2236 0 0.3078

0.0405 0.469 0.4905 0
0 0.3109 0.2904 0.3987
0.3512 0 0.4097 0.2391

Each link is one kilometer long and the Fundamental Diagram on each link is as
in figure 5.5: the capacity is of 50 vehicles per minute, the critical density is of 60
vehicles per kilometer, the fluid regime velocity is of 50 kilometer per hour.

artificial. The matrix is: (v;;)i; =

The demands at the entry of border links are set equal to 25 vehicles per minute
and the supplies at the exiting links are set equal to 50 vehicles per minute.

5.3.2 Test with pointwise optimization model

Functions ®; are set equal for any ¢ € {1, 2, 3,4}, functions ¥; are set equal for any
i €{1,2,3,4}. They are defined as:
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veh/mn

50

veh/km

O 60 200

Figure 5.5 - Fundamental Diagram at each point of each link. Each link is of length 1km.
At each point, the capacity is of 50 veh.mn™!, the critical density is of 60 veh.km™', the
fluid phase velocity is of 50 km.h™!.

¢: R — R v: R — R
qg — —q¢*+140¢q ro— —r?+160r

They verify the conditions (5.14). In particular, critical values for @ (70 veh.mn ')
and for ¥ (80 veh.mn™!) are superior to the link capacities (50 veh.mn™!), as re-
quired.

With the graphs of figure 5.6, we can hypothesize a behaviour law at the center of a
network composed with same turning movement matrix v at each intersection: the
entering flow vector (g1, 42, q3,q4) is an eigenvector of matrix vy associated to the
eigenvalue 1, so the exiting flow vector (71,79, 73,74) is equal to (q1, g2, g3, q4). This
behaviour law is acceptable when the demands at the border are not to high: in case
of high levels of demand, the network will reach bit-by-bit the completely blocked
equilibrium state. The pointwise model, by making some flows equal, allows this
behaviour law. We are now going to test if this hypothesis works with internal state
model.

5.3.3 Test with internal state model

The internal state model gives a location for vehicle stocking. According to differ-
ent traffic patterns, this should allow regularizing effects when demand is low, and
oscillations as demand increase. Hence, the previous behaviour law should not be
so clear.

Each node characteristic supply and demand functions are defined as in figure 5.7.
The intersection is modelled with a location which surrounds the real intersection
over more or less 75 meters in each direction.
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Figure 5.6 - Traffic flows at the adjacent links of the central intersection in a 3 x 3
intersections network (a) and a 7 x 7 intersections network (b). When road traffic is fluid
on the network, the equilibrium state is reached for eigenvectors of 'y associated with
the eigenvalue 1. The same tests in a 15 x 15 intersections network (c) and a 27 x 27
intersections network (d) give that the equilibrium state flows and even the filling of the
central intersection (transitional phase at the beginning) are made up of such eigenvectors.
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veh/mn veh/mn
50 50
veh veh
(@] 50 100 (@] 50 100

(a) (b)

Figure 5.7 - Demand (a) and Supply (b) functions for each intersection of the network.

The tests should be cautious because of the model sensitivity. On figure 5.8, one
can see that even with a quite low demand, an equilibrium state cannot be reached
on the central node of a 7 x 7 intersections network. A general behaviour low should
be obtained with lower demands on the border.

Flows at the central intersection in a 7x7 network Number of vehicles in the central intersection

14+ 60
50

o]

Q]

. 40

i= ]

[0} i

2 301

5

— ]

g ]

20

€7

2 ]

107

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000
Time (mn) Time (mn)

(a) (b)

Figure 5.8 - A 7x 7 intersections network: the flows at the intersection (a) and the number
of vehicles in the intersection (b) are oscillating. The filling demand (12 veh.mn™!), is quite
low for links, but it is sufficient to disturb the intersections traffic state.

On figure 5.9, equilibrium states are reached on the central intersection of different
networks, with weak demands on the border. The obtained behaviour law is the
same than the pointwise model behaviour law at equilibrium. Nevertheless, it is
more instable as far as the Rankine-Hugoniot condition (5.7) is replaced by ¥ (t) =

Z?:l ai(t) — Z?:l r;(1).
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(d)

Figure 5.9 - Traffic flows at the central node on 7 x 7 (a), 15 x 15 (b) and 19 x 19 (c)
intersections networks, with low demands on the border (6 veh.mn™!). For each travel
direction, the equilibrium state is reached for an entering flow equal to the exiting flow.
On (d), the evolution of the number of vehicles in the central intersection of the 19 x 19
intersections network is represented.
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5.4 What could be improved with these models?

A general behaviour law has been found at the center of a network provided with
intersections with same turning movement coefficients: the equilibrium state is given
by an eigenvector of the transpose of turning movement matrix associated to the
eigenvalue 1.

It is proved in [LK05]| that the pointwise and the internal state models are equivalent
for a merge and a diverge. It is shown that the merge model is compatible to
experimental data. Nevertheless, many questions hold to understand better these
models and compare them. For instance, if one defines the coordinates of the critical
demand vectors as the demands on the border that break the equilibrium state at
the central intersection, how to characterize these critical demand vectors? 'This
would define critical regimes for intersections.
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Chapter 6

Traffic conservation equation within
a two-dimensional continuum
network

Contents
6.1 Anisotropic network . . . . ... ... L0000, 147
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6.6 Conclusion. . . . . . . . .t i i i v vt v i e 158
6.7 Appendix: stochastic matrices . . . . . ... ... ... .. 159

In this chapter, we develop the traffic local conservation equation in a continuous
anisotropic network. In chapter 3, the conservation equation was divg = ©. We tar-
get towards a dynamical equation that would take crossing traffic flows into account.
To this end, we will use the chapter 5 results.

6.1 Anisotropic network

6.1.1 Urban area
Let us denote 2l a dense urban area with an anisotropic network. The network is

considered as a continuum. It means that all the network roads are aggregated so
that vehicles behave like a two-dimensional fluid, as if the area was observed from
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a long distance (e.g. [TI82, YYI94, Won98, PB10]). Hence, the detailed geometric
structure is lost. Nevertheless, it doesn’t mean that at a network point, vehicles
can follow an arbitrary direction. In the sequel, we will suppose four possible travel
directions at any inside point of the area (except on the border where only two or
three directions are possible).

The area 2 is viewed as a subset of the R? Euclidean space.The anisotropic network
is defined by the two angles 0; and 6, (denote 8 = 0y — 6;), its local (or “natural”)
basis is (uy,ug) (figure 6.1.a). In the sequel, we state an arbitrary point O chosen
as the origin and we will exclusively work in the local basis (u,us). It means that
a point P of the area has generical coordinates (a,b) in (O, uy,us) if and only if

O¢ = auq + bus.

Let us state us = —u; and uy = —uy. The four vectors uq, us, us and u, represent
the four privileged directions of travelling in the anisotropic network (figure 6.3).
We will simply denote these directions ¢ instead of w;.

6.1.2 Lane density

The density of lanes to direction i at point P(a,b) is A;(a,b) expressed in lanes
per length unit. To obtain it, one has to count the number of lanes to direction
¢ that intercept a line segment of length 1, orthogonal to direction ¢ and centred
on P (figure 6.2.b). We will suppose that \; = A3 and Ay = A\s. This means
that at each point, two opposite directions are always side by side. The density
functions \; are strictly positive. As far as the considered area is dense, and to
avoid mathematical instabilities, density functions should be supposed such that:
Jl; > 0/VYP(a,b) € A, N\(a,b) > ;.

OP = au1+bu2
1 -9 -
0= 92 91

(a) (b)

Figure 6.1 - Anisotropic network with orthonormal basis (e1, e2) and its local basis (u1, us)
(a); Zooming on an elementary cell (b).
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Figure 6.2 - Lanes on an elementary cell (a); How to calculate the density of lanes to a
prescribed direction at P? (b)

(a) (b) (c)

Figure 6.3 - Four symbolized lanes at point P (a); the four directions at point P (b)
symbolized by four vectors (c).
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6.1.3 Flow functions

Functions (g;); represent the flow functions to direction i. At point P(a,b), ¢;(a,b)
is equal to the traffic flow on the lane to direction 7. As a consequence, the functions
(fi): defined as f; = \;q; represent the flow function per unit length to direction i.
(At point P(a,b), the quantity f;(a,b) is equal to the traffic flow per unit length to
direction 1.)

6.1.4 Turning movement rate functions

The functions (’yij)(i7j)€{1,27374}2 represent the turning movement rates: at point
P(a,b), for all (i,7) € {1,2,3,4}*, the number ~,;(a,b) is the fraction of turning
movements for traffic flow coming from direction 7, reaching point P and then going
to direction j. (We suppose there are no U-turn: if (¢, 7) € {(1,3),(3,1), (2,4), (4,2)}
then v;; = 0.)

As v;;(a,b) is a fraction, there are two obvious properties:

4
Vi, Z%j(a, b) = 1. (6.2)
j=1

In other words, property (6.2) expresses that the My(R) matrix y(a, b) = (vi;(a, b)) ;
is a stochastic matrix (section 6.7).

We will suppose a third property. It is the behaviour law obtained in chapter 5. At
each point of the area:

Vi, gj(a,b) = Z vij(a, b)gi(a, b). (6.3)

From a physical point of view, property (6.3) can be seen as the local conservation
of vehicles at each point of the area. It means that (¢;(a,b));, which is a vector with
all its coordinates positive, is an eigenvector of ‘vy(a, b) associated to the eigenvalue
1. Let us point out it is mathematically possible from the lemma of section 6.7.

6.2 Conservation equation in traffic cells

We consider a cell ¢ of the area. The lengths of the two sides of an elementary cell
(which is a parallelogram) are €; and ey (figure (6.1.b). For all i € {1,2,3,4}, let
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us denote N;(t) the number of vehicles of cell ¢ which are travelling to direction i
at time t. How does vary NN, in cell ¢? Each direction ¢ carries a flow ¢; on each
lane with density A;. The number N; can vary with internal exchanges of cell ¢, and

external exchanges with cell c.

6.2.1 Internal exchanges

What happens on direction ¢ in cell ¢? At each point of coordinates (a,b), a flow
> iziVij(a;b)gi(a,b) exits from direction ¢ and a flow >, vji(a,b)g;(a,b) enters
with direction 7. Hence, using relation (6.3) of vehicles conservation, the balance is:

Zﬂy]lab%ab Z%J@b%@b

JFi JFi

=D ila,0)a;(a, b) + vala, b)gi(a,b) = vila,b)ai(a,b) = > yi;(a,b)as(a, b)

ji
—Z”yﬂabq]ab Z”ymabqlab

Z‘(CL, b) — Z‘(CL, b)
=0.

So the internal balance is null.

6.2.2 Exchange balance in a cell

JF

(6.4)

From now, (a,b) will designate the center of cell c¢. For sake of simplicity, let us
study the case ¢ = 1 (figure 6.4), the others are the same.

Nyi(t+ At) — Ny (t) =

¢ (a— 6—1, b,t)A1(a — 6—1, b)62 sin @At

‘
27
€9 62
+ vo1(a, b — E)qg(a, b— E,t)/\g(a, b—
€ €
— ma(a,b— 52)(]1(6% b— 52715))\2(
€ €
+741(a,b+ 52)Q4(a,b+ g’t))\Q(
€ €
— y12(a, b+ 52)(]1(@, b+ 52,15) (

€1 sin OAL
€1 sin OA¢

€1 sin OAL

~— ~— ~—

€; sin OAL.

(6.5)



Figure 6.4 - Entries and exits of vehicles to direction 1 in cell ¢ (a); Characteristic lengths.

(b)
To lighten the equation, we omit the argument (a, b, t):

Nt + At) — Ny (#)

sin OAt
€1€ €1€
Eaqi A1 — % LA — E2qi A — % Q1A
€1€2 €1€2
+ €1721q2 A0 — 7@;%1%/\2 — €114 A2 + T@;VMQV\Q
€1€ €1€
+ €17a1qaA2 + %@;%1%/\2 — €1V12q1 A2 — %@;%2%/\2
+ e A2 — e A2, (6.6)

With vehicles conservation equation (6.3), and by noticing that the area of the
elementary cell is equal to €1€5sin 6, hence lima;_,o+ % = 0;p1. Then, for
the cell which center is (a,b), we obtain the local conservation equation for traffic

flows to direction 1 at time ¢:

_ A _
Bp1 + O fi +ay<f2%1 . Jaym n /\_jfﬂm . fﬂ14> _o. (6.7)

By the same token, we obtain the equations for directions 2,3 and 4:

fie = favse | A fava — fory
atp2+ax< - 332+A—: e “3)+ayf2 =0, (6.8)
_ A _
Oip3 + Op(—f3) + %(—fﬂ?g 5 Jass + /\_2—f3732 5 f3734) =0, (6.9)
1
_ A _
Bhpa —i-a,;(fﬂm > f3734 n )\_1f4V41 > f4V43) L O,(—f) =0 (6.10)
2
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If we sum the equations (6.7), (6.8), (6.9) and (6.10), we obtain a global conservation
equation in the cell while writing that p = p; + ps + ps + ps (and with vehicles
conservation equation (6.3)):

1 A
Op + O (fl — 3+ B [1 + )\—j {(1 —y1)fi— (1 - 733)f3}>
1 A2
+0, f2—f4+§ 1+)\— (1= v22) fo— (1= yaa) fu =0. (6.11)
1
Let us comment equation (6.11) in the particular case \; = Ay. It becomes:

Oip + Oy ((2 —m)fi—(2- 733)f3) + 9, ((2 —Y22) f2— (2 — 744)f4> =0. (6.12)

Equation (6.12) was expected. There are 5 traffic flows that enter the elementary
cell on each side. For instance, on figure (6.5), we add the 5 flows that enter the cell

from the left side: v41q4 + V1191 + V2102 + V12q1 + Y141 = (2 - 711>Q1-

Figure 6.5 - Entries from one side in cell ¢: (y41¢4 + v11¢1 + 12192) + (V12¢1 + Y14q1) =
a+(1=71)a=2-y)a.

6.3 Discrete flow model in a cell

To create displacements in an elementary cell ¢, which center is (a,b) and lengths
are €1 and e, like in figure 6.4, we build an equivalent of the Fundamental Diagram
of traffic flow in one dimension.
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Equation (6.5) is a discretized version of equation (6.7). Equations (6.8), (6.9) and
(6.10) have same type of discretized equations. The total number N of vehicles in
the cell is split into (IV;)ieq1,2,343. To create displacements with supply and demand,
the relevant quantities are not exactly the numbers N; but the densities of vehicles
per lane: for a given direction ¢ and number of vehicles /V;, if there are lots of lanes
to direction 7, the vehicles density on each lane ¢ will be low; if there are only few
of these lanes, density on direction ¢ will be high. The number of vehicles per lane

to direction ¢ is ﬁ (Obviously, if ¢ = 4, i + 1 is set equal to 1.) Hence, the
N; pi

Nereasind O N

density of vehicles travelling to direction ¢ is

In cell ¢, the discretized model for direction 1 is:

N(t+At) Ni(t) =
fila— =2, b, t)essin AL

- fl(a 51, b, t)es sin QAL

+ y21(a, b — 652)]02(01, b— %2, t)e sin QAL

€ € A (CL, - 6_2) .
— yala,b— —Q)fl(a, b— g,t)ﬁq sin OAt

P
+ a1 (a, b+ )f4(& b+ ,t)er sin QAL

62 )\2(&>b+%)

)T 2 sinfAL. 6.13
HERONC T (6:-13)

— 2(a, bt 2 )fl(

6.4 Fundamental Relation in a cell

The traffic flows in a cell will be determined with a min formula, following the
idea of equation (5.4). Why not use a Macroscopic Fundamental Diagram (see
[JDH*10, GD08])? Because while aggregating the data as the MFD do, the network
geometry is lost: it is as if the network were isotropic. In this section, we want to
construct supply and demand functions in a traffic cell in order to keep the network
anisotropy and take the intersection conflicts into account.

6.4.1 Network supply in a cell

The definition of the network supply in a given cell ¢ is a very tough task.
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6.4.1.1 Cell capacity

The cell capacity K. could be defined as the capacity of any lane in the cell. Hence,
we suppose that all lanes have nearly the same capacity. This definition is only
theorical. As vehicles are spread in a cell, conflicts imply that capacity should never
be reached. But it will help to define the cell supply.

6.4.1.2 Cell supplies

We want to define the cell supply for each direction 7. Let us state i = 1. The
supply for vehicles which want to enter cell ¢ with direction 1 is a function of the

lanes densities (£, £2, &%)

We build the supply function as a product: S; = Achfl(%)fg(%)§4(§—i). We gen-
eralize this formula for all é:

Vi, S; = )\Z-KCH?:L#HQSJ-(%). (6.14)
J

For any lane to direction 7, function &; is not a supply function, it does not have
any dimension. We suppose the capacity drop to be immediate because turning
movement rates imply immediately that vehicles spread in the cell, creating conflicts
and decreasing the supply. Hence, £ functions ha no constant part like in figure 5.1.c.
Figure 6.6 gives a possible function ¢;, with r"* = p/\ﬂ As soon as one direction
is completely blocked, vehicles in other directions cannot cross intersections, hence
all vehicles in cell ¢ are blocked.

6.4.2 Users’ demand in a cell

On each lane to direction 7, let us consider the demand function ¢;. This function
is supposed to be the same for each lane to direction ¢ in the cell, it is of classical
shape (figure 6.7). We build the demand function in cell ¢ as:

Di = /\2-52-(&). (6.15)
Ai

Contrarily to supply function, users’ demand to direction ¢ while entering in a cell is

not a function of the four densities. As there are no internal exchange per direction

in each cell, vehicles which want to enter a cell on direction ¢ can already be supposed

on direction .

The number lane.,, is the lane capacity, ke is the critical density on the lane and
kmax 18 the maximum density on the lane.
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o) max

Figure 6.6 - Graph of a function ¢ in cell ¢. It is not a supply function, as it does not
have any dimension. It traduces the decrease of supply in a given direction i: the presence
of vehicles to direction 7 implies the presence of vehicles to the other directions thanks to
turning movement rates.

flow q

lane
cap

O k Kk

crit max

Figure 6.7 - Demand function on a lane of cell c.
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6.4.3 Traffic flows generation

The flow entering in cell ¢ with direction ¢ from cell ¢; is f; = min(D, , S;), where
D;" is the partial demand in cell ¢; . The flow exiting out of cell ¢ with direction ¢
to cell ¢ is f; = min(D;, S;t), where S} is the partial supply in cell ¢f. Figure 6.8
summarize it for entering flows in a cell (given that an entering flow in a cell is an

exiting flow from an adjacent cell).

Figure 6.8 - Entering flows in a cell viewed with supply and demand.

6.4.4 Algorithm

To build the final algorithm, the inputs are the number of vehicles on each direction
and in each cell of the area; the supplies and demands at time ¢t = 0 on the whole
area (more precisely on every cell of the area); the supply and demand at every time
on the border of the area. For instance, it is easy to begin with an empty network.
The outputs are the traffic flows and the densities.

157



Algorithm 4 Large anisotropic continuous network algorithm
Input: density functions \;
turning movement rate functions ;;
border conditions: supplies S; and demands D; at the network entries and
exits
ending time 7T’
empty network initial conditions (at ¢ = 0): pY is null
for t =0 to 7T do
Calculate S and D! with the Supply and Demand functions (6.14) and (6.15)
Calculate ff with the min formula
Calculate pit! with the discretized formulas of type (6.13)
end for
Output: the flows f', t =0...T, the densities p!, t =0...T.

6.5 Model with several destinations

It is possible to extend the previous model in case of several destination: m &
{1,..., M} describes the set of the M destinations. Like in section (6.1.3), the
associated traffic flows per lane are ¢", and the associated traffic flows per unit
length are " = ¢"\;.

Turning movement rate functions must be specified per destination: a set of functions
(vf]l)m” has to be given. Indices 7 and j are the same as before. These functions
should have the same properties as in section (6.1.4). More precisely: for all P(a,b) €
&, 0 < 977 (a,b) < 1; the My(R) matrix v™(a,b) = (7]} (a,b));; is stochastic; the
vehicles conservation is Vj, ¢f"(a,b) = S Vi (a,b)q" (a,b).

At each point of the network, the concentration of vehicles going to direction ¢, is
the sum of the partial concentrations of vehicles bounded for destination m and
going to direction i. We note it: p; = Z%zl p", and the flow of vehicles bounded

. . N,
for destination m is ¢/" = N -
1

All of these elements allow an extension of the described model to a multi-destination
model.

6.6 Conclusion

We have established a set of dynamical equations that describe the traffic flows and
their conflicts in an elementary cell of an anisotropic continuous network. Another
idea is to apply homogenization theory on such networks as in [BC12|. In this article,
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the intersection conflicts are modelled with an extra virtual link where vehicles can
waste time.

6.7 Appendix: stochastic matrices

Here are some simple results with respect to stochastic matrices.

The matrix A = (a;;) € M, (R) is said to be stochastic if V(¢,7) € {1,...,n}?, 0 <
a; < 1and Vi € {1,...,n}, Z;‘Zl a;; = 1. It is easy to prove that if A is an
eigenvalue of A, then |A\| < 1. A admits the eigenvalue 1 with associated eigenvector
!(1,...,1). As the characteristic polynomials of matrices A and *A are equal, matrix
*A admits 1 as an eigenvalue (but we don’t know a priori an eigenvector). We are
going to prove a very simple result (we did not see it in any exercise book):

lemma: an eigenvector of A associated to the eigenvalue 1 can be chosen with all
its coordinates positive or null.

Proof:

Let us take an eigenvector X = (z;) of ‘A with associated eigenvalue 1. As matrix
tA is a real matrix and 1 is a real eigenvalue of *A, X can be chosen as a real vector.
We are going to prove that Y = (|z;|) is an eigenvector * A with associated eigenvalue
L.

Let us denote N, Z and P the three sets that define a partition of {1,...,n}:

N = {ie{l,...,n}/x; <0},
Z = {ie{l,....,n}/x; =0},
P = {ie{l,...,n}/x; >0}

. n
Vi, v, = Zkzl Qi Lk
= ZkeN ki T + ZkeZ ;i Tr + ZkeP AL T

Then Vi € N, ; > Y oy riwg. Then Y75 x> D70 o S ) v agxy, then Y0 >

%geN Tp )Z?EN ar; which is equivalent to D0 v @i = D0 G @ Yo pon Gik D ven Ti (1 —
keN Ak 2 0

As z; < OVi € N, we obtain that Vi € N, 1 — ZZGN a;; = 0. We can conclude that
Vie N, (j € ZUP)=a;; =0. Hence, Vi € N, >/, papxp = 0.

For all 7 € N:

ZL akilve| = ZkeN ari(—xr) + zn:keZUP AkiLk
= - ZQGN kil — ZkEZUP AkiLk
= =D pey Uil
= —"L‘i
= |z
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By the same token on z; with i € P, we have Vi € P, (j € NUZ) = a;; = 0. Hence,
Vi€ P, Y ) cnug wkitr = 0. For all i € P, we have >} ag|zi| = |zl

We end by the case i € Z:
ko1 kilTel = D pen ahi(=k) + e p ariTx

= 0

|$i\

Nota: we can prove this last result with Brouwer’s theorem. Let us consider the
convex compact subset of R": C' = {Vi, z; > 0, >\, ; = 1}. Themap f : R* — R"
defined by f(z) =' A.x is continuous and f(C) C C. Hence there exists (at least)
one fixed point of f in C', which proves the result.
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Conclusion et perspectives

Deux modéles bidimensionnels de trafic ont été construits.

* Le premier modéle est statique. Il prend en compte le caractére non isotrope du
milieu, les flux de trafic s’écoulant dans des directions privilégiées. Il prend aussi
en compte les contraintes de capacité des voies.

* Le deuxiéme modéle est dynamique. Il propose une équation de conservation qui
tient compte de l'orientation des flux. Ces flux bidimensionnels sont engendrés au
niveau de chaque cellule de trafic par des offres et des demandes. Les données de
ces offres et demandes constituent des Relations Fondamentales Directionnelles,
généralisant la notion de Diagramme Fondamental du cas unidimensionnel.

La géométrie du réseau d’une aire urbaine dense. Les modéles de ce travail
doivent étre appliqués a des cas plus réalistes de la géométrie des réseaux urbains
(figure 7.1). Dans ce travail, nous avons uniquement considérés des réseaux ayant
en chaque point les mémes propriétés géométriques : 'orientation des rues est la
méme sur toute ’aire. Si une aire urbaine se découpe en plusieurs zones de tracés
orthotropes et anisotropes, il faut appliquer les modéles sur chacune de ces zones et
définir la maniére dont se transmettent les flux aux interfaces. Cette description plus
fine du réseau doit reproduire plus fidélement les ondes de trafic a ’échelle de 'aire
urbaine. En outre, le cas des zones de tracé isotrope, bien que sujet de nombreux
articles, est loin d’étre réglé : les différentes tentatives en ce sens ne rendent pas
suffisamment bien compte de la physique du trafic. La résolution du cas isotrope
donnerait en outre des pistes pour I'étude des déplacements de piétons.

Validation du modéle - carte de I’état du réseau d’une aire urbaine. Le
probléme de tout modéle de trafic est celui de sa validation. Le modéle statique a
besoin de données de trafic pour définir les fonctions de demande et les contraintes
de capacité. Le modéle dynamique a besoin de données de trafic pour définir les
fonctions d’offre et de demande au niveau de chaque cellule de trafic. On peut pour
cela utiliser les nouvelles technologies, comme les données fournies pas les téléphones
mobiles des usagers (voir par exemple [SWB07, SWBO08§]), afin d’obtenir des fonc-
tions plus réalistes. Le modéle validé doit déterminer une carte de ’état du réseau
d’une aire urbaine. Il faut garder a I'esprit que cette carte est une description assez
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Figure 7.1 - Photo aérienne d’une partie de la ville de Barcelone (Google Maps). On
distingue nettement une zone historique o la géomeétrie du réseau peut étre considérée
comme isotrope et une zone plus récente ou la géométrie du réseau peut étre considérée
comme orthotrope. Il faut alors étudier chaque zone avec le modéle qui lui correspond et
définir la maniére dont les flux se transmettent d’une zone a l’autre.

grossiére de la réalité. De plus, deux difficultés ont été mises a jour. Tout d’abord,
la longueur du calcul informatique ne permet pas d’obtenir rapidement 1’état d’un
réseau congestionné. Ensuite, toujours dans le cas d’un réseau congestionné, I’obten-
tion des coefficients de Kuhn et Tucker (grace a 1’algorithme de résolution) donnant
le surcott théorique est a interpréter avec précaution.

Les coefficients de mouvements tournants. Au niveau des intersections, les
coefficients de mouvements tournants sont supposés fixes. Ils devraient pourtant
s’exprimer en fonction des concentrations des véhicules en sortie. En outre, un chan-
gement de coefficients au niveau d’une intersection doit aussi entrainer une modifi-
cation des coefficients des intersections voisines. Cette tache est mathématiquement
difficile. A défaut de pouvoir obtenir une régle mathématique raisonnable, les don-
nées satellites pourraient permettre de calibrer empiriquement les coefficients de
mouvements tournants en fonction des concentrations sortantes et des modifications
des coefficients voisins.

Carte des émissions de gaz a effet de serre, carte des concentrations de
polluants. Une fois qu’on a obtenu I’état du réseau, on peut espérer décrire des
tendances quant aux émissions de gaz a effets de serre. Les émissions peuvent se dé-
duire des débits (et des vitesses si on a un modéle dynamique) a partir de formules.
Les modéles existants, comme COPERT (|JGKNSO07]), proposent des moyennes an-
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nuelles (sur périodes intenses par exemple), cela donne des ordres de grandeurs mais
on est encore loin d’'un modéle dynamique. La question des polluants est plus dé-
licate encore. Ce n’est pas tant leur émission qui importe mais leur concentration
dans le milieu. Les polluants sont émis et subissent des transformations chimiques
dans l'air. En plus de la carte des émissions, un modeéle de polluant demande donc
des données météorologiques et topographiques. Ces modéles nécessitent une grande
puissance de calcul, ce qui pose aussi la question de la précision de ces modéles.

Carte des bruits routiers. On pourrait aussi chercher a obtenir, & partir de ’état
du trafic sur le réseau, une carte des nuisances dues aux bruits routiers. La nuisance
d’un bruit ne se mesure cependant pas au niveau de puissance atteint lors de son
émission. Seul le bruit recu peut éventuellement créer une nuisance. En ce sens, les
effets géométriques dus aux batiments ne sont pas négligeables. En se placant dans
le cadre d’un continuum de routes, les deux modéles bidimensionnels de trafic décrits
dans cette thése négligent les batiments de 'aire urbaine. L’obtention de la carte
des bruits routiers sur une aire urbaine semble donc étre difficile.
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