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INTRODUCTION

Histoire du groupe des classes

L’étude du groupe des classes d’un corps de nombres prend sa source dans la
résolution d’équations diophantiennes. Une méthode de résolution consiste a
factoriser ’équation dans 'anneau des entiers d’une extension algébrique finie
de Q appropriée. Cette méthode est trés efficace lorsque 'anneau d’entiers
dans lequel on méne les calculs est factoriel, ce qui n’est hélas pas toujours le
cas. Ce défaut a été initialement repéré par Kummer en 1844 dans ses travaux
sur le dernier théoréme de Fermat, et a été formalisé par Dedekind en 1876
avec 'apparition de la notion d’idéal fractionnaire. Etant donné un corps de
nombres, il exhibe un groupe fini, le groupe des classes d’idéaux, qui mesure le
défaut de factorialité de I'anneau des entiers correspondant. Pour un corps de
nombres donné, il existe des méthodes pour déterminer son nombre de classes.
Cependant, la complexité des algorithmes qui en ressortent dépasse vite la
capacité de calcul des machines actuelles et il est difficile de savoir a quoi
s’attendre si on passe d’un corps & un autre.

Les travaux d’Iwasawa

Les travaux d’Iwasawa dans la deuxiéme partie du vingtiéme siécle [16], [17]
permettent, d'un coup d’un seul, d’obtenir des renseignements sur le nombre
de classes d’une famille infinie de corps de nombres. La théorie dont il pose
les bases construit des limites d’objets arithmétiques, attachés a des corps de
nombres prenant place dans une extension galoisienne infinie. On obtient de
cette fagon ce qu’on appelle des modules d’Iwasawa, qui sont mieux compris
que les objets de départ. Il est ensuite possible de faire le chemin inverse et de
reconstruire les objets au niveau fini & partir du module d’Iwasawa correspon-
dant, c’est le procédé de descente, et ainsi d’obtenir des informations a priori
inaccessibles. Un exemple d’application de cette théorie nous intéresse tout
particuliérement, c’est le théoréme d’Iwasawa sur le comportement asympto-
tique du nombre de classes le long d'une Z,-extension d’un corps de nombres.
Si on note X, la p-partie du groupe des classes du n-iéme étage K, d'une Z,-
extension K, /K, ce théoréme affirme qu'il existe des constantes entiéres p, A
et v telles que, pour n assez grand, on a #(X,,) = p*?"tA"*¥ Les constantes
@ et A proviennent de la structure de la limite projective des X, pour les
applications norme.

Généralisations du groupe des classes
La démonstration de ce résultat utilise fortement 'interprétation de X,, comme
groupe de Galois de la p-extension abélienne non ramifiée maximale de K,,
donnée par la théorie du corps de classes. On est alors en droit de se demander
s’il existe des résultats similaires lorsqu’on modifie les contraintes de ramifica-
tion sur la p-extension de K, qui intervient. Plus précisément, si S et T sont



deux ensembles finis de places de K, que ’on peut supposer disjoints sans perte
de généralité, la théorie du corps de classes donne une bonne interprétation
du groupe de Galois de la p-extension abélienne S-ramifiée et T-décomposée
maximale de K,,, noté Xgn. La principale obstruction lorsqu’on veut utiliser
les arguments d’Iwasawa vient du fait que ce groupe n’est pas toujours fini, tout
du moins lorsque S contient des places p-adiques. L’idée de Jaulent [22] pour y
remédier fut de s’intéresser aux quotients X5T~7n /p", qui eux sont finis. La limite
projective des Xg,n est un module d’Iwasawa auquel on associe des invariants
pg, u:‘g et )\g. Il est toujours possible, comme dans le cas non ramifié, de redes-
cendre aux étages finis. Il faut cependant prendre beaucoup de précautions avec
I'énoncé du théoréme de descente (théoréme 2.1.7). C’est un résultat classique
qui donne le module Xgn comme un quotient ngoo/(wn,e(wengoo + Ye)) du
module a I'infini correspondant, ot Y est un sous-Z,-module de ngoo appelé
défaut de descente. Il se trouve que ce n’est pas forcément un sous-module si
on prend en compte l'action galoisienne. Cette précision joue effectivement un
role lorsque l'invariant pig est non trivial et fait apparaitre une perturbation
K% dans la formule asymptotique qui en découle (théoréme 2.3.1) :

Théoréme. — Soit Ko /K une Z,-extension du corps de nombres K et S et
T deuz ensembles finis de places de K. Si Ko /K n’est pas S-ramifiée et T-
décomposée, il existe un plus petit entier e tel que, dans 'extension Koo /K., les
places ramifiées qui ne sont pas contenues dans S sont totalement ramifiées et
les places de T' qui ne sont pas totalement décomposées ne sont pas décomposées
du tout. On a la formule asymptotique suivante concernant les p-groupes de T'-
classes S-infinitésimales des étages de la tour Ko /K :

4 (Xgn/pn) _ ppgnp”+,u£p”+(>\§fng)nJrO(l)

)

ot pg, ,ug et )\g sont les invariants structurels du module d’Iwasawa Xgoo, et
ot K,g est un entier naturel vérifiant /-cg < pgpe,

On notera )\g la quantité )\g — ﬁg qui apparait dans la formule.

Cette formule corrige celle initialement donnée par Jaulent et a comme par-
ticularité que le paramétre 5\:"; peut se retrouver négatif. On montre tout de
méme que la quantité Ii:‘g est majorée par pgpe, et que cette borne peut étre
atteinte :

Exzemple. — Soit p un nombre premier irrégulier. On consideére la Z,-extension

Q(Cp=)/Q(¢p) et les ensembles de places S = {p} et T = {q1,q2}, avec q1, ¢
les deux premiers de Q((p) au dessus d’un nombre premier q totalement dé-

composé dans Q((pe+1)/Q et inerte dans Q((poe )/ Q(Cpet1). Alors
N =—(p—1)p/2



Le cadre non commutatif

Une autre maniére d’étendre le cadre d’application du théoréme d’Iwasawa a
été abordée par Cuoco et Monsky [4]. Ils se sont intéréssés au cas des Z,-
extensions multiples. L’analyse de l'algébre d’Iwasawa, qui est dans ce cadre
une algébre de séries formelles & plusieures indéterminées, leur a permi de
dégager des invariants d’Iwasawa généralisant ceux existant en dimension 1.
Ils ont alors obtenu des formules asymptotiques, pour les p-groupes des classes
au sens classique, le long de Zg-extensions. La encore, ces formules ont pour
paramétres les invariants d’Iwasawa de ’extension.

Dans le cadre des développements récents dans I’étude des extensions de Lie
p-adiques des corps de nombres, Howson [15] et Venjakob [38] introduisent
une notion d’invariants p et p attachés & des modules de type fini sur 'al-
gébre d’Iwasawa d’un groupe de Lie p-adique. On leur ajoutera un troisiéme
invariant r, correspondant tout comme p au sous-module de Z,-torsion. Ces
invariants généralisent ceux précédemment introduits par Iwasawa et Cuoco-
Monsky pour des extensions abéliennes, et il se pose la question de I'existence
de formules asymptotiques pour les groupes des classes généralisés le long de
telles extensions.

Dans le but de pouvoir définir des étages avec une certaine régularité, on
se limite a des pro-p-extensions Ko,/K dont le groupe de Galois G est p-
valué de type fini au sens de Lazard [26]. On note d sa dimension. On peut
alors construire une filtation entiére (G, )nen du groupe G, qui fixe des sous-
extensions K, dont le degré vérifie [K, : K] = Cp"™ pour n assez grand.
On veut alors estimer le cardinal des groupes finis Xg;n /p", en fonction des

invariants d’Iwasawa p:‘g et ,ug de la limite projective Xgoo = ngn

Le théoréme principal
Les résultats qui suivent ont donné lieu & une publication dans Algebra and
Number Theory [34], dont voici le théoréme principal (théoréme 2.2.8) :

Théoréme. — Soit Koo/K wune extension du corps de nombres K dont le
groupe de Galois G est un pro-p-groupe p-valué, de dimension d, et dans laquelle
seul un nombre fini de places de K se ramifient. On fixe S et T' deuz ensembles
finis de places de K.
Alors les p-groupes des T-classes S-infinitésimales attachés aux étages K, de
lextension vérifient :

rkz, (X&) = p5(G : Gp) + O(p"@=Y),

dimp, (Xgn/l)) = (pL +ri) GG + O(p™d=D)

et
HXE, ) = ANl o)

O1 pg, ug et r%: sont les invariants d’lwasawa du module X%:OO.



L’hypothése de ramification finie est classique en théorie d’Iwasawa non com-
mutative et a pour conséquence le fait que le A-module a I'infini est de type fini,
sans quoi on ne peut pas parler de ses invariants d’Iwasawa. Cette hypothése
est automatiquement vérifiée pour les extensions provenant de la géométrie,
mais aussi pour les extensions que 1’on construit dans la partie 1.2.

Il y a deux principales étapes dans la démonstration de ce théoréme.

La premiére est la descente, qui permet de retrouver des infos sur les groupes
X%:n & partir de Xgoo.

La seconde est I’analyse algébrique du A-module Xg - Elle utilise les résultats
de structure de Venjakob [38] et de Coates-Schneider-Sujatha [3|, concernant
la classification des A-modules modulo pseudo-isomorphisme. La notion de mo-
dule pseudo-nul est délicate & manipuler dans le cadre non commutatif, mais
on montre que ces modules sont négligeables au vues des formules asympto-
tiques que ’on développe. La démonstration de ce fait s’appuie sur une formule
de Harris [13]| concernant les coinvariants d’'un A-module, que l'on étend au
cas des groupes p-valués, ainsi qu’aux groupes d’homologie supérieurs dans la
partie 2.2.1.

Formules de réflexion

Les formules asymptotiques obtenues relient les invariants d’Iwasawa d’une
extension de Lie p-adique a une suite d’objets arithmétiques attachés & des
sous-extensions K, de degré fini sur Q. Il sera donc possible d’obtenir des
informations sur ces invariants en travaillant au niveau fini. Le dernier cha-
pitre de cette thése illustre comment les formules de réflexion de Gras [10]
conduisent & des théorémes de dualité concernant les invariants d’Iwasawa,
lorsque 'on interchange les ensembles de places S et T', qui seront dorénavant
supposés disjoints. Les théorémes du miroir utilisés reposent sur une double
interprétation, par le corps de classes et par la théorie de Kummer, des groupes
de classes généralisés et nécéssitent de ce fait la présence de racines de I'unité.
On obtient le théoréme suivant (corollaire 3.2.2 dans le texte) :

Théoréme. — Soit Koo/K une extension du corps de nombres K dont le
groupe de Galois G est un pro-p-groupe p-valué et dans laquelle seul un nombre
fini de places de K se ramifient. On suppose que K contient les racines 2p-
iemes de l'unité et que Koo contient la Zy-extension cyclotomique de K. On
fixe S et T deux ensembles finis disjoints de places de K dont l'union contient
les places p-adiques.

Alors
1) 1)
T, °T __ s, 9%
p5+2 pT+27
s = i



Ici, dg désigne la somme sur toutes les places p-adiques v de S des degrés locauz

[Ky - Q).

Ces formules rejoingnent celles données par Jaulent et Maire pour la Z,-
extension cyclotomique [23] et les travaux de cette thése & propos des Z,-
extensions permettent de les corriger, en remplagant I'invariant A par le para-
métre A (théoréme 3.1.1).

La présence de la Zy,-extension cyclotomique est nécéssaire pour faire appa-
raitre I'invariant p dans les formules de réflexion. On peut néanmoins se passer
de cette hypothése et aboutir tout de méme a un résultat. Les hypothéses
sont les mémes sauf qu’on ne suppose plus que K, contient la Z,-extension
cyclotomique de K (théorémes 3.2.7 et 3.2.6) :

Théoréme. — Sip est impair. On a la formule suivante concernant les inva-
riants p et r :
T T 6T dec S S 55 dec
pg—i—rs—&-?—i-t :pT—i-rT—i-?—i-s .

Sip=2 et que SUT contient les places réelles, on a :
1) t ) S
pE 1+ o+t = ph i T st

Avec 5% le nombre de places de S totalement décomposées dans Ky /K et sp
est le nombre de places réelles de S.

Calcul des invariants

Ce travail s’achéve par des calculs sur les invariants d’Iwasawa, en présence
de la Zp-extension cyclotomique. On démontre d’abord que les invariants pg,
,ug et rg ne dépendent que des places p-adiques contenues dans S (théoréme
3.2.8).

On effectue ensuite le calcul explicite de pg dans le cas d’une extension to-
talement réelle ou CM (théoréme 3.2.9), en se ramenant a des problémes de
plongement d’unités. On obtient 'annulation de cet invariant dans le cas to-

talement réel et sa valeur dans le cas CM est donnée par %S, avec S le plus
grand sous-ensemble de S stable par conjugaison complexe.

Concernant les invariants ,ug et rg. On montre que, dans le cas CM et lorsque le
sous-ensemble des places p-adiques de S est stable par conjugaison complexe,
ils sont majorés par les invariants p et r correspondant au cas S = T = ()

(proposition 3.2.10).






CHAPITRE 1

EXTENSIONS DE LIE p-ADIQUES D’UN CORPS
DE NOMBRES

Ce premier chapitre est tout d’abord une mise en place des outils utilisés tout
au long de cette thése. On commence par introduire la notion de groupe de Lie
p-adique. Ces groupes, et plus particuliérement les groupes p-valués, intervien-
drons dans la suite comme groupe de Galois d’extensions infinies de corps de
nombres. On se restreindra vite aux groupes p-valués, dont 'algébre d’Iwasawa
posséde des propriétés agréables. Ces propriétés sont listées dans ce chapitre
et éclaircissent la structure des modules de type fini sur cette algébre, modulo
pseudo-isomorphisme. Ces résultats de structure seront un point clef des dé-
monstrations futures. On expliquera aussi comment construire des extensions
de Lie p-adiques d’un corps de nombres, vérifiant des contraintes arithmétiques
supplémentaires nécessaires a ’application des résultats des chapitres suivants.

1.1. Groupes de Lie p-adiques

Le contenu de ce paragraphe est issu principalement de [6] et [26] .

1.1.1. Variétés analytiques sur ,. — Soit p un nombre premier et Q,
le corps des nombres p-adiques.

Le but de cette premiére section est de donner la définition de variété analytique
sur Q. Elle repose sur la notion de fonction analytique :

Définition 1.1.1. — Une application f : Q) — Q, est dite (localement)
analytique si pour tout z € Qy, il existe un voisinage B(z,p™") == +p"Zy, de
x sur lequel f est donnée par une série convergente a coefficients dans Qy, :
flx+p"2) = Z a;z'.
1€N"
Une application f : Q) — Q) est dite analytique si chacune de ses composantes
est analytique.



Une variété analytique sur Q, est une varié¢té sur Q, au sens géométrique,
pour laquelle les applications de changement de carte sont analytiques. Plus
précisément, :

Définition 1.1.2. — Soit V' un espace topologique.

Un atlas de cartes sur V est la donnée d’un recouvrement {U;}; de V par des
ouverts et d’homeomorphismes {¢; : U; — ¢;(U;)}; entre U; et un ouvert de
Zy, vérifiant la condition de compatibilité suivante : 'application ; o %fl est
analytique sur I'ouvert ¢;(U; N Uj). Les couples (Us, ¢;) sont appelés cartes de
V.

Deux atlas sont dit compatibles si leur union forme toujours un atlas et une
structure de variété analytique sur V est la donnée d’une classe d’équivalence
d’atlas compatibles.

L’entier n est appelé dimension de la variété.

Cette définition vient avec une notion de fonction analytique entre deux varié-
tés.

Définition 1.1.8. — Soient V et V’ deux variétés analytiques sur Q,. Une
fonction f : V — V' est dite analytique si pour toutes cartes (U, ¢) de V et
(U, ) de V' :

— l'image réciproque f~1(U’) est un ouvert de V.

— Dapplication ¢’ o f o ¢! est analytique sur (U N f=1(U")).

1.1.2. Groupes de Lie p-adiques. — Un groupe de Lie p-adique, aussi ap-
pelé groupe analytique p-adique, est un ensemble sur lequel sont mélés struc-
ture de groupe et de variété analytique sur Q.

Définition 1.1.4. — Un groupe de Lie p-adique est un groupe topologique
(G, .), muni d’une structure de variété analytique sur Q,, telle que les opérations
de groupe (z,y) +— .y et  +— x~! soient des fonctions analytiques.

Les exemples canoniques de groupes de Lie p-adiques sont (Zj, +) et (Q}, +).
On va maintenant donner la structure de groupe de Lie p-adique sur le groupe
linéaire (GL,(Qp),.). La topologie est la topologie naturelle, qui est I'induite
de la topologie produit sur M, (Q,) ~ QZQ. L’ouvert GL,(Q,) hérite, de ce

fait, de la structure de variété analytique de Q]’f. Il suffit alors de voir que
les opérations de produit matriciel et d’inversion sont analytiques. En ce qui
concerne le produit, les coefficients de la matrice produit sont donnés par des
applications polynémiales (donc analytiques) en les coefficients des matrices
de départ. Il en est de méme de l'inversion grace a la formule de la comatrice.
Les sous-groupes ouverts de GL,,(Q,) sont également des groupes analytiques
p-adiques, en particulier GL,(Z,). Sa dimension est n?.
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La structure de groupe de Lie p-adique sur SL,, (Q),) se décrit de la facon sui-
vante. Tout d’abord, SL;,(Qj) est le noyau du morphisme det : GL,,(Qp) — Q

n
qui envoie la matrice (a;;) sur Z (o) Haw(i). Il suit que si on pose U, =
o€Sh i=1
{(aij) € SLp(Qp) | TTi-; @io(s) # 0}, la famille d’ouverts {Us}ses, recouvre
SL,,(Qp). On associe & chacun de ces ouverts 'application ¢, : Uy — Qy -1
qui envoie (a;;) sur (aij)( )£(1,0(1)) Pour o € Sy et (a;) € Uy, I'élément
a15(1) est déterminé de maniére unique par les autres coefficients de la ma-
trice, via la formule du déterminant. Il en résulte que 'application ¢, est
un isomorphisme entre U, et 'ouvert de QZQ_I déterminé par les conditions
io(i)0 Pour i # 1. On vérifie que I'ensemble des couples {(Uy, ¢5)}o forme
bien un atlas sur SL,(Q,), qui est par conséquent un groupe de Lie p-adique
de dimension n? — 1. Il en est de méme de SLy,(Z,).

1.1.3. Groupes p-valués. — La structure analytique d’un groupe de Lie
p-adique peut étre déterminée de maniére algébrique. En effet, il est équivalent
pour un groupe topologique profini de posséder une structure analytique p-
adique et de posséder un sous-groupe d’indice fini qui est un pro-p-groupe avec
de bonnes propriétés. Ce sont ces bonnes propriétés qui sont décrites dans la
définition de groupe p-valué.

Définition 1.1.5. — Un groupe G est dit p-valué s’il est muni d’une appli-
cation v : G — R% U {400}, appelée valuation, vérifiant les axiomes :

i) vy~ ) min(v(z), v(y)),
i) v(z ™ty wy) > v(z) +v(y),
iii) I/(x) +oo & x =1,

iv) v(z) > (p—1)71,

V) ¥(aP) = v(z) + 1.

Théoréme 1.1.6. — Un groupe est p-adique analytique si et seulement s’il
posséde un sous-groupe ouvert qui est un pro-p-groupe p-valué de type fini.

Un groupe p-valué est donc un prototype intéressant de groupe analytique.
Remarquons que 'on peut exiger une condition plus forte sur le sous-groupe
p-valué. On peut lui demander d’étre uniforme, c’est & dire d’étre un pro-p-
groupe de type fini tel que le quotient par son sous-groupe engendré par les
puissances p-iémes soit abélien et que les quotients successifs de la suite centrale
descendante soient de cardinal constant. C’est le point de vue adopté dans [6].
On se concentrera sur la notion de groupe p-valué, qui a 'avantage d’étre un
peu plus générale.
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Pour (Qp,+), il suffit de considérer le sous-groupe ouvert (Zy,+), pour la
valuation donnée par le minimum des valuations p-adiques sur chaque compo-
sante.
Pour I'exemple de G = GLy(Z,), on peut prendre comme pro-p-sous-groupe
p-valué le premier sous-groupe de congruences G; = Id,, + pM,,(Z,,) si p est
impair. Si p = 2, on prend Go = Id,, +4M,,(Zs). 1l est p-valué pour la valuation
induite par sa filtration par les sous-groupes G; = Id,, + p'M,(Z,).

Les groupes de Galois que 'on va considérer dans la suite seront toujours
profinis et de type fini. Voici quelques propriétés des groupes p-valués satisfai-

sant ces hypothéses (voir [26]).

Proposition 1.1.7. — Soit G un groupe p-valué profini de type fini. Alors :
1. Le groupe G est un pro-p-groupe analytique sans élément d’ordre fini.

2. La valuation v est discrete.

Si la valuation sur le groupe p-valué G sera, dans notre cas, toujours discréte ;
il est possible de la grossir pour la rendre & valeurs entiéres. On pose pour
n e N*:
Gn={zecG|vx)>p-1)"t+n-1}
La filtration de G par les sous-groupes G, conduit & une valuation & valeurs

entiéres /', en posant V/(z) = sup{n € N|z € G,,}.
L’indice des G, dans G est alors d’une certaine régularité :

Proposition 1.1.8. — Soit G un pro-p-groupe p-valué de type fini de dimen-
sion d et Gy, les sous-groupes de G définis ci-dessus. Il existe une constante C
telle que les indices des G,, dans G vérifient, pour n assez grand :

(G:G,) =Cpe.

Démonstration. — On utilise les résultats et le vocabulaire de [26].

Pour ng assez grand, le groupe Gy, est p-saturé de dimension d (|26], 11
3.1.13). En particulier, (G, : Gpoir) = p* ([26], 1T 3.1.8) et on a pour
n = no

(G : Gn) = (G : Gno)(Gno . Gn) —_ pc-i-(n—ng)d'
L]

Lorsque G est uniforme, on a G,, = GP" et la constante C' de la proposition
1.1.8 est égale a 1.
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1.2. Constructions d’extensions de Lie

Les groupes de Lie p-adiques introduits dans la section précédente nous inté-
ressent particuliérement lorsqu’ils apparaissent comme groupe de Galois d’une
extension d’'un corps de nombre, appelée alors extension de Lie p-adique. L’ob-
jet de cette partie est la construction d’extensions de Lie p-adiques, vérifiant
certaines contraintes importantes pour les applications arithmétiques. On exi-
gera que l'extension contiennent la Z,-extension cyclotomique du corps de base
et que seul un nombre fini de places du corps de base se ramifient dans I'ex-
tension de Lie.

Outre I’exemple historique des Z,-extensions et Z,-extensions multiples, qui

sont abéliennes, certaines extensions de Lie p-adiques non commutatives sont
souvent prises en exemple pour illustrer la théorie. C’est le cas de la fausse
courbe de Tate, donnée par 'extension Q((pe, »3/p)/Q((p). Son groupe de
Galois est isomorphe & un produit semi-direct Z, x Z,. Dans ces premiers
exemples, seules les places au-dessus de p sont ramifiées.
On obtient des extensions de Lie p-adiques d’un corps de nombres K en re-
gardant l'action du groupe de Galois absolu Gx = Gal(K/K) sur les objets
géométriques HY, (Y, Q,)(j), ot Y est une variété projective lisse absolument
irréductible définie sur K. Lorsque Y est une courbe elliptique non CM fixée,
on réalise ainsi des GLa(Zy)-extensions, & part pour un nombre fini de premiers
p (voir [37]). Ces extensions sont non-ramifiées en dehors de p et des places de
mauvaise réduction de Y.

On donne ici une construction galoisienne d’extensions de Lie p-adiques. Le

point de départ est l'existence d’extensions de groupe de Galois pro-p-libre
au-dessus de la Zj-extension cyclotomique d'un corps de nombres.
Soit K un corps de nombres totalement réel et soit K58° sa Z,-extension cy-
clotomique. On se donne aussi un ensemble fini S de places de K contenant
I'ensemble Pl, des places p-adiques. On écrira Kg pour la pro-p-extension S-
ramifiée maximale de K. C’est une extension galoisienne contenant Ks2°. Le
treillis suivant fixe les notations pour les différents groupes de Galois :
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On renvoie & la partie 2.1 pour la définition des invariants d’Iwasawa u et A
qui interviennent dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. — Sous la conjecture d’lwasawa p(Ksd/K) = 0, le
groupe Hg est pro-p-libre de rang égal a Uinvariant d’Iwasawa \g(K58“/K).

Démonstration. — Considérons la suite exacte longue de Hg-cohomologie de
0—TF, - Q,/Z, % Q,/Z, — 0.
Elle conduit a
Hl(HS7Qp/Zp) = Hl(Hsv@p/Zp) - H2(H5an) - HQ(HSva/Zp>-

On fait plusieures remarques concernant les termes de cette suite.
Tout d’abord, la conjecture de Leopoldt faible, valable ici, prédit 'annulation
du dernier terme H?(Hg,Qp/Z,) (voir [33]).
Ensuite, I'action de Hg sur Q,/Z, étant triviale, le groupe H'(Hgs,Qp,/Z,)
n’est autre que le dual de Pontryagin de I’abélianisé de Hg. On a donc

HI(HS’QP/ZP) = ng

avec Xg le module d’Iwasawa S-ramifié de I'extension cyclotomique. On sait
que ce module d’Iwasawa est de A(T")-rang nul car K est totalement réel ; qu’il
est également d’invariant pg nul par hypothése; et qu’il ne posséde pas de
sous-module fini non nul. C’est donc, d’apres le théoréme de structure, un Z,-
module libre de rang Ag. Son dual de Pontryagin X ¢ est alors p-divisible ce qui
entraine que la multiplication par p dans la suite exacte longue est surjective.

On en déduit que le module H?(Hg, [F,) des relations de Hg est nul. Le pro-
p-groupe Hg est donc libre et son rang est égal au Z,-rang de son abélianisé,
soit Ag. ]

Remarquons que la conjecture d’Iwasawa est démontrée pour un corps de base
abélien sur Q (voir [7]).

Plagons nous maintenant sous les hypothéses de la proposition 1.2.1 et consi-
dérons un pro-p-groupe p-valué de rang inférieur & Ag. On remarque que le
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corollaire 3.1.2 & venir assure que Ag peut étre aussi grand que voulu. On le
note P et on appelle v sa valuation. La propriété universelle des pro-p-groupes
libres fournit une surjection Hg — P et permet d’introduire un sous-corps L
de Kg, tel que le groupe de Galois de l'extension L/K5Y" soit isomorphe a P.
On va construire, a partir de L, une extension galoisienne de K dont le groupe
de Galois est un groupe de Lie p-adique. Pour cela, on va étudier les conjugués
de P sous 'action de T'.

Soit v € I'. On note 4 un relévement de v & Gg et on démontre le résultat
suivant.

Lemme 1.2.2. — Le corps 7(L) ne dépend pas du relévement de 7 et son
groupe de Galois sur Ks2°, que l'on note P7, est un groupe p-valué isomorphe
a P.

Démonstration. — La premiére assertion est immédiate. Deux relévements de
~ différent d’un élément h € Hg, qui est un automorphisme lorsqu’on le res-
treint a L.

On obtient un isomorphisme entre P et P7 en associant & x € P la restriction
a y(L) de ¥z7~1. Cet isomorphisme dépend du choix du relévement de ~.
Le groupe P7 est alors p-valué pour la valuation v, définie par

vy(z) = v((7~'27)L)-

Bien que l'isomorphisme entre P et P7 dépende du relévement de -, la valua-
tion v, est canonique, ce qui justifie I'absence du tilde dans son écriture. En
effet, prenons 4h un autre relévement de v, avec h € Hg et soit x € P7. Il
vient :

v ((7h)~'=(3h))L)

v <h|_L1 (:Y_lx:y)\LhM)

> min (v (h‘L (3t aed) L (7 2) |L> ’y Ly |L)>
> min (v (h|L)+V((’Y Yey)L) v (7
= Vv ((7 $’7)|L

L’inégalité réciproque se démontre par symétrie. ]

On introduit alors le corps L', défini comme le composé des corps (L)
lorsque v parcourt T'.

Proposition 1.2.3. — L’extension L' /K est galoisienne et le groupe de Ga-
lois P! = Gal(L'/K5°) est p-valué.

Démonstration. — L’extension L'/ K est galoisienne par construction. Il s’agit
alors de voir que P’ est p-valué.
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Pour tout v € T, il existe un surjection canonique 7 : P* — P7. On va vérifier
que 'application

V iz € P inf (vy(my(2)))

yer

est bien une p-valuation sur P’.
Par construction, les valuations v, prennent toutes leurs valeurs dans l'en-
semble v(P), qui est discret (proposition 1.1.7). Par conséquent, U'inf est en
fait un minimum et ’axiome iv) de la définition 1.1.5 est vérifié.
Les axiomes 1), i1) et v) découlent d’un calcul direct utilisant la validité de ces
mémes relations pour toutes les valuations v,.
En ce qui concerne 'axiome #7i), on a ' (x) = 400 si et seulement si v, (7 (z)) =
+o00 pour tout v € I'; donc si et seulement si 7, (x) = 1 pour tout . Cette
derniére condition est équivalente au fait que la restriction de x a chacun des
corps (L) est triviale. Comme L’ est la composée des corps (L), on obtient

V(z) = +oo =z =1

On a donc construit I’extension suivante :

K

dans laquelle le groupe P’ est un pro-p-groupe p-valué de type fini et G est un
groupe de Lie p-adique en tant qu’extension de groupes de Lie.

On sait, d’aprés le théoréeme 1.1.6, qu’il existe une extension finie F' de K telle
que le groupe de Galois de L'/F est un pro-p-groupe p-valué de type fini.

1.3. Structure des A-modules

On peut construire 'algébre d’Iwasawa d’un groupe profini de la fagon sui-
vante :
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Définition 1.3.1. — Soit G un groupe profini. L’algébre d’Iwasawa de G a
coefficients dans Z,, notée A(G) ou A, est la limite projective :

AMG) = Z,[[G]] = lim Z,[G/U],
U<oG

ou U parcout I’ensemble des sous-groupes distingués d’indice fini de G.
On sera aussi amené a considérer 'algébre compléte de G sur [F), :

Q= QG) =F,[[6]] = lm F,[G/U).
U<,G

Etant donnée une extension de Lie p-adique Ko /K de groupe de Galois G,
certains Zp-modules attachés a Ko, sont naturellement munis d’une action
continue de G, et donc d’une structure de A(G)-module. On portera, dans
la suite, une attention toute particuliére aux modules d’Iwasawa construits a
partir des p-groupes de classes généralisés.

On ne sait que trés peu de choses sur I'algébre d’Iwasawa d’un groupe de Lie
p-adique quelconque, en particulier si celui-ci posséde des éléments d’ordre fini.
Nous mettrons donc des restrictions sur les groupes étudiés. Aprés avoir donné
les résultats pour G ~ Z,, on se penchera sur le cas d’un pro-p-groupe p-
valué de type fini. On rappelle que le théoréme 1.1.6 assure que tout groupe de
Lie p-adique de dimension non nulle posséde un sous-groupe ouvert avec cette
propriété, ce sous-groupe étant d’indice fini si le groupe de Lie est compact.

1.3.1. Le cas Z,. — On peut se référer a [36] pour cette section. On consi-
dére ici un groupe I' isomorphe a Z,,.

Proposition 1.3.2. — L’algébre d’Iwasawa A(T') est isomorphe & une algébre
de séries formelles a une indéterminée a coefficients dans Zj, :

A(T) = Z[[T]].

L’isomorphisme s’obtient en fixant un générateur topologique ~ de I" et en lui
associant le polynéme T + 1.

Ce résultat permet de donner la structure des modules de type fini sur A(T") &
pseudo-isomorphisme prés :

Théoréeme 1.3.3 (Iwasawa, [36], théoréme 7). — Soit X un A(T")-module
de type fini. Il existe des entiers naturels p; (04)i=1,... r ; (B)j=1, s ; Qinsi que
des polynomes distingués irréductibles (f;)j=1,.. s ; uniques a permutation pres,
tels qu’on ait un morphisme de A(T')-modules a noyau et conoyau finis :

¢ X = E=ADP ® @izt AAD/p) @ (@1, sAT)/ )7
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Les entiers p, u = Zai et A\ = deg H ffj sont appelés les invariants d’Iwa-
i=1 j=1
sawa de X. .
Le polynome Fx = p* H fjﬁj est dit série caractéristique du module X .
j=1
Un A(T")-module ayant la forme de E sera appelé module élémentaire.

1.3.2. Le cas p-valué. — Lorsque G est isomorphe & Z,, on vient de voir
que l'algébre d’Iwasawa correspondante est une algébre de séries formelles.
Cette forme explicite permet de connaitre la structure des A-modules dans ce
cadre. On regroupe dans un premier temps différentes propriétés de 'algebre
d’Iwasawa d’un pro-p-groupe p-valué de type fini G, de dimension d strictement
positive. Nous verrons ensuite ce que 1’on peut dire des modules de type fini
sur cette algébre.

1.8.2.1. Algébre d’Iwasawa d’un groupe p-valué. — Les résultats qui suivent,
tout comme le nom de groupe p-valué, sont tirés des travaux de Lazard [26].
On rapelle d’abord la notion d’idéal d’augmentation.

Définition 1.3.4. — Soit G un groupe profini et U un sous-groupe d’indice
fini de G. On définit I'idéal d’augmentation Iy de A(G) (ou de (G) de maniére
similaire) comme le noyau de la réduction modulo U :

Iy = ker(A(G) — 7,[G/U]).

Proposition 1.3.5 (Lazard, [26], II 2.2.2). — Soit G un pro-p-groupe p-
valué de type fini. Les algeébres correspondantes A et  sont locales, d’idéaux
mazimauz respectifs pA + Ig et Ig.

Etant donné G un pro-p-groupe p-valué de type fini, on peut construire une
algébre graduée & partir de son algébre d’Iwasawa. On considére la chaine
d’idéaux If de A (ou de (). L’algébre graduée Gr(A) (ou Gr(f2)) est alors

[e.e]
la somme directe @Ig / Igfl, Il se trouve que cette algébre posséde de trés

k=0
bonnes propriétés, qui se refletent sur I’algébre d’Iwasawa correspondante.

Proposition 1.3.6 (Lazard, [26]|, I1] 2.3.3). — Soit G un pro-p-groupe p-
valué de type fini de dimension d. Les algébres graduées Gr(A) et Gr(€2) sont
des algébres de polynémes a respectivement d + 1 et d variables.

Corollaire 1.3.7. — Soit G un pro-p-groupe p-valué de type fini. Les algébres
correspondantes A et  sont noethériennes a droite et a gauche et intégres.
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1.8.2.2. Invariants des A-modules. — A partir de maintenant, A désignera
I’algébre d’Iwasawa d’un pro-p-groupe p-valué de type fini G, de dimension
d > 1. On s’intéresse aux A-modules de type fini, c’est-a-dire aux Zy-modules
topologiques avec une action continue de G, qui sont de type fini pour leur
structure de A-module étendant ’action de G. On va commencer par définir
trois invariants pour de tels modules. Ils généralisent les invariants d’Iwasawa
p, i et r qui apparaissent dans le théoréme de structure (théoréme 1.3.3),
lorsque le groupe G est isomorphe a Z,. Les invariants p et p ont dé¢ja fait
I'objet d’études de la part de Harris [12], Venjakob [38] et Howson [15].

Définition 1.3.8. — Soit M un A-module de type fini. On définit les inva-
riants d’Iwasawa de M de la fagon suivante :

p(M) =1kp (M) = dimp(F @A M),
avec F' le corps gauche des fractions de A (voir [27]). C’est le rang de M.

r(M) = rkq(M]p]).
p(M) = rko(M[p™]/Mp').
i>0

Pour i € N, M[p’] désigne les éléments de M tués par p'.
L’invariant p est additif sur les suites exactes de A-modules et un A-module
M est de torsion si et seulement si p(M) = 0. Quant aux invariants r et y, ils
mesurent la Z,-torsion de M. L’invariant p ne dépend que du sous-module de
Zy-torsion de M et est additif sur les suites exactes de modules de A-torsion
(|38] corollaire 3.37), tandis que r ne dépend que de M [p] et est additif sur les

suites exactes de modules tués par p. Ces deux derniers invariants sont aussi
donnés par les formules suivantes :

Lemme 1.3.9. — Pour M un A-module de type fini, on a
r(M) = rkq(torg,(M)/p)
= rkq(tora(M)/p).

p(M) = Zer(pitoer(M)/pi"'ltorzp(M))
i>0

= > rka(p'tora (M) /p"* tora (M)

>0

Démonstration. — Notons dans cette preuve T' = torg, (M ).
L’anneau A étant noethérien, il existe un entier a tel que 7' = M [p®].
Quotienter par p la suite exacte

0—=pT' T —T/p—0

conduit a la suite exacte de 2-modules :
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0— (T)[p] = Tlp| = T/p — (@T)/p —T/p— T/p — 0.

La somme alternée des {2-rangs nous informe que

rko(T'[p]) — rko(T/p) = rka((pT)[p]) — rka((pT)/p).

Il est possible d’itérer les calculs en remplacant 1" par p1'. On obtient, pour
tout entier 4 :

rkq (T'p]) - tka(T/p) = rka((p"T)[p]) — tka((p'T)/p) = 0,

la nullité provenant du cas i = a.
On justifie la premiére égalité du lemme pour 7 et p en notant que

Tlp™*/Tlp'] ~ p(Tlp"*]) = 'T)[p]-

Enfin, pour voir que l'on peut calculer p et r & partir du sous-module
torp (M), on regarde pour tout i € N la suite exacte

0 — p'T — p'tory (M) — p'tory (M) /p'T — 0.

Le dernier terme de cette suite, que I'on note IV, est un A-module de torsion
sans p-torsion. Quotienter par p donne donc

0— piT/pH'lT — p'torp (M) /p" T torpy (M) — N/p — 0,

ot N/p est un Q-module de torsion. L’additivité du rang permet de conclure
que
ko (p'T/p"1T) = rkq(p'tora (M) /ptory (M)).
O

1.8.2.8. Résultats de structure. — Beaucoup de résultats de la théorie d’Iwa-
sawa, classique reposent sur le théoréme de structure des A-modules de type
fini & pseudo-isomorphisme preés (théoréme 1.3.3). Coates, Schneider et Su-
jatha, dans [3|, ainsi que Venjakob, dans [38|, ont ouvert la voie vers une
généralisation au cas non-commutatif de ce théoréme. On rappelle la notion
de pseudo-nullité qu’ils ont introduite dans ce contexte, notion qui se raméne

a la finitude lorsque G =~ Z,. La notation Exty(—,—) désignera les dérivés
du bifoncteur Homp (—, —) des homomorphismes continus entre A-modules de
type fini.

Définition 1.3.10. — Un A-module de type fini M est dit pseudo-nul si
ExtQ (M, A) = Ext} (M, A) = 0.

Un morphisme ¢ : M — N entre deux A-modules de type fini est appelé
pseudo-isomorphisme si le noyau et le conoyau de ¢ sont pseudo-nuls.

Le lemme suivant indique que la sous-catégorie des modules pseudo-nuls
vérifie la condition de Serre, et permet de considérer la catégorie quotient.
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Lemme 1.3.11. — Tout sous-module et tout quotient d’un module pseudo-
nul est pseudo-nul.

Démonstration. — C’est la proposition 3.6 de [38|. O

On démontre alors la proposition suivante, qui met en évidence le fait que les
invariants d’Iwasawa se comportent bien vis-a-vis des pseudo-isomorphismes.

Proposition 1.3.12. — Soit M et N deuxr A-modules de type fini pseudo-
isomorphes. Alors p(M) = p(N), w(M) = p(N) et r(M) = r(N).

Démonstration. — La condition ExtQ (4, A) = Homp(A,A) = 0 indique que
tout A-module pseudo-nul A est de torsion. Ceci entraine que p(A) = 0 et,
comme p est aussi additif sur les suites exactes, il est invariant modulo pseudo-
isomorphisme.

En ce qui concerne r, on écrit la suite exacte donnée par le pseudo-isomorphisme :

0—-A—-MZN-B-0

et on note Z = Im(¢p). Le lemme du serpent permet d’extraire les deux suites
exactes

Alp] — M[p] — Z[p] — A/p
et
0 — Z[p] — N[p] — Blp|.
D’aprés le lemme 1.3.11, les termes extrémaux de ces deux suites sont des mo-

dules pseudo-nuls tués par p. Le lemme 1.3.13 ci-dessous donne alors r(M) =
r(Z) = r(N) en regardant les Q-rangs des termes des deux suites.

Lemme 1.3.13. — Soit A un A-module pseudo-nul tué par p, alors A est un
Q-module de torsion.

Démonstration. — Soit A un A-module pseudo-nul tué par p. La suite exacte
0— AL A— Q— 0 conduit a Pencadrement

Ext{ (A4, A) — Homy (4, Q) — Ext} (4, A).
La pseudo-nullité de A entraine la nullité de Homy (A, 2), qui coincide avec

Homg (A4, ). Le Q-module A est donc de torsion. O

En ce qui concerne p, on utilise des arguments similaires exposés dans la
preuve de la proposition 3.34 de [38]. O

Le premier des deux résultats importants que ’on énonce ici donne, & pseudo-
isomorphisme prés, la structure de la Z,-torsion d'un A-module de type fini. Il
permet, comme dans le cadre de la théorie commutative, de lire les invariants
et r sur un module élémentaire.
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Théoréeme 1.3.14 (Venjakob, [38], théoréme 3.40)
Soit M un A-module de type fini. Il existe des uniques entiers naturels
Qi ..., tels que 'on ait un pseudo-isomorphisme :

torz, (M) — @ A/p™i.
=1

De plus, (M) =1 et u(M) = Zai.
i=1

L’autre résultat de structure que I'on expose permet de séparer les parties
de torsion et sans torsion d’un A-module de type fini, en se placant dans
la catégorie quotient par la sous-catégorie des modules pseudo-nuls (lemme
1.3.11). On note @ le foncteur canonique de passage au quotient.

Proposition 1.3.15 (Coates, Schneider, Sujatha, [3], proposition 6.4)
Soit M un A-module de type fini.
On a un isomorphisme dans la catégorie quotient :
Q(M) = Q(tora(M)) ® Q(M),

ot M désigne le quotient de M par son sous-module de A-torsion.

Remarquons que torp (M) est un A-module de torsion dont les invariants p
et r sont égaux a ceux de M, tandis que M est un A-module sans torsion de
méme rang que M.
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CHAPITRE 2

FORMULES ASYMPTOTIQUES POUR LES
GROUPES DES CLASSES

On se focalise dans cette section sur un certain type de modules d’Iwasawa,
construits a partir de variations sur le groupe des classes. Le résultat moti-
vant le travail effectué dans cette thése est une formule asymptotique concer-
nant l'ordre des p-groupes des classes le long d’une Z,-extension d’un corps de
nombres.

Théoréme 2.0.16 (Iwasawa, (36|, théoréme 2). — Soit Ko /K une Z,-
extension du corps de nombres K et soit X, le p-groupe des classes du n-iéme
étage K, de la tour. Alors, pour n assez grand, on a :

#(Xn) — pup"—&-)\n—f—u’

avec p et A les invariants d’lwasawa du module & l'infini X = @Xn et v
un entier relatif.

Sa démonstration utilise fortement les techniques de montée-descente de la
théorie d’Iwasawa. Aprés avoir défini les variantes du groupe des classes sur
lesquelles on va se pencher dans la suite, nous verrons comment la théorie du
corps de classes permet de relier ces groupes, attachés aux étages d’une ex-
tension de corps de nombres, aux coinvariants d’'un A-module & l'infini. Les
théorémes de structure du premier chapitre appliqués & ce module d’Iwasawa
conduirons alors a des formules asymptotiques semblables au théoréme d’Iwa-
sawa, ci-dessus.

2.1. Descente pour les groupes des classes

2.1.1. Le p-groupe des T-classes S-infinitésimales. — Commencons par
donner une définition des p-groupes des classes généralisés en terme d’idéles.



Fixons un corps de nombres K et notons Z son p-groupe des idéles. C’est ’en-
semble des éléments du produit des pro-p-complétés des groupes multiplicatifs
H K des complétés de K en chacune de ses places v, qui sont des unités pour

v
presque tout v. Soit U son sous-groupe unité (éléments qui sont des unités en

chaque place). Le plongement de K dans ses complétés permet de voir Z, ® K*
comme un sous-groupe de Z. C’est le sous-groupe des p-idéles principaux que
I’on notera R. Le quotient du p-groupe des idéles par le sous-groupe engendré
par les idéles unités et les idéles principaux est alors isomorphe au p-groupe
des classes de K. Cet isomorphisme respecte ’action du groupe de Galois de
K/Q sur le groupe des classes et sur le groupe des idéles :

CUK), ~ T/UR.

Soient maintenant S et T deux ensembles finis de places de K. Nous allons
définir le p-groupe des T-classes S-infinitésimales de K. Pour ce faire, on in-
troduit le sous-groupe Ig: des T-idéles S-infinitésimales. Il est constitué des
idéles qui sont des unités aux places étrangéres & T et S et qui valent 1 sur les
places de S. Remarquons que dans le cas S =T =0, on a Ig =U.

Définition 2.1.1. — Soient S et T deux ensembles finis de places du corps
de nombres K. On définit le p-groupe des T-classes S-infinitésimales de K
comme le quotient

XE=1/TtR

Ce groupe posséde aussi une description en terme de groupe de classes de
rayon (voir [20] I11.2).
La finitude du groupe des classes classique Cl(K') conduit au résultat suivant.

Proposition 2.1.2. — Soient S et T deux ensembles finis de places du corps
de nombres K. Alors le p-groupe des T-classes S-infinitésimales de K est un
Zip-module de type fini.

Le résultat fondamental de la théorie du corps de classes interpréte ces p-
groupes de classes généralisés en terme de groupes de Galois de p-extensions
abéliennes de K. Une extension de K sera dite S-ramifiée et T-décomposée
lorsque, dans cette extension, les places ramifiées sont contenues dans S' et les
places de T sont totalement décomposées. Une place réelle sera dite ramifiée
si elle se complexifie, et non-ramifiée (ou totalement décomposée) dans le cas
contraire.

Théoréme 2.1.3. — Soient S et T' deux ensembles finis de places du corps
de nombres K. Le p-groupe des T-classes S-infinitésimales Xg de K est iso-
morphe, en tant que module galoisien, au groupe de Galois de la p-extension
abélienne S-ramifiée et T-décomposée mazimale Hg de K.
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Démonstration. — voir |20], théoréme I1.2.21 et proposition I1.2.38. O

2.1.2. Le module d’Iwasawa X! . — Soit K /K une extension de Lie
p-adique du corps de nombres K, de éroupe de Galois G. On la suppose donnée
par une tour d’extensions finies de K, dont les étages K, sont les sous-corps
de K fixés par des sous-groupes distingués ouverts G,, de G. Si G est p-valué,
on peut prendre pour G, la filtration entiére de G. On fixe deux ensembles
finis S et T" de places de K et on notera toujours S et T' pour les places d’une
extension de K qui sont au-dessus de celles de S et T.

On peut associer a chaque étage K, de la tour son p-groupe des T-classes
S-infinitésimales, noté Xgn.

Le treillis suivant résume les notations, en tenant compte de l'interprétation
de Xg,,n comme groupe de Galois :

Construisons alors le systéme projectif (Xg’n)neN dont la limite projective
donne le A-module X;‘C’OO.

Chacun des X;{n est muni d’une action de G/G,, de la fagon suivante. Soit
g € G/Gy et x € Xgn. On fixe un relévement g de g a Hgn Le conjugué
gxg~! est un automorphisme de Q(Hgn) qui laisse fixe le sous-corps K, et qui
est indépendant du choix du relévement de g par abélianité de Hgn /K. L'ex-
tension ainsi obtenue §(H§n) /K, reste abélienne, S-ramifiée et T-décomposée
de telle sorte que c’est une sous-extension de Hgn /K, par maximalité. Les
corps Hgn et Q(Hgn) étant isomorphes, ils sont égaux et grj~!' € Xgn est
I'image de « sous l'action de g.

Maintenant, la composition de H:‘gpn et de K, 41 forme un sous-corps de H§n+1

par maximalité. Les applications de transition Xgn 11 Xgn sont alors don-

nées par la restriction des automorphismes de H gn ! Hgn En terme d’idéles,
ces applications correspondent & la norme au niveau des extensions locales.
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On dispose donc d’un systéme projectif (Xg,n)neN de Z,-modules de type fini
munis d’une action galoisienne. Le passage a la limite projective fait ressortir un
module X g ~ sur I'algébre d’Iwasawa A. Il est isomorphe au groupe de Galois de

la p-extension abélienne S-ramifiée et T-décomposée maximale Hgoo de Ko.
Ce module n’est pas de type fini en général, mais le sera sous les hypothéses
de la section suivante.

2.1.3. Théorémes de descente. — Ce paragraphe illustre en quoi I’étude
des modules d’Iwasawa & l'infini permet d’obtenir des informations sur les
objets arithmétiques au niveau fini. On reprend les notations de la section
précédente en supposant de plus que :

— Le groupe G = Gal(K/K) est un pro-p-groupe p-valué de type fini de

dimension d > 1.

— Il n’y a qu’un nombre fini de places de K ramifiées dans K, /K.
On munit G de sa filtation entiére par les sous-groupes G,, (voir en 1.1.3) et
on prend pour K, le sous-corps de K, fixé par G,,.
Pour S et T deux ensembles finis de places de K, on a introduit dans le para-
graphe précédent le A-module Xgoo, qui s’interpréte comme groupe de Galois

d’une extension Hgoo /K. Par maximalité, I’extension Hgoo est galoisienne
sur le corps de base K, ainsi que sur chacun des étages K,,. Le treillis suivant
fixe les notations pour les groupes de Galois correspondants :

Xgoo S,00
\
a
Ko |
|
\ G|
o
G
ol |/
K,
K

Pour appliquer au A-module Xg: ~ les résultats de structure de la section 1.3,
on doit voir qu’il est de type fini. La prochaine proposition affirme que c’est le
cas, et autorise ainsi & parler des invariant d’Iwasawa pg, ug et rg: de Xgoo,
aussi appelés invariants d’Iwasawa de l'extension K., /K relatifs au couple

(S. 7).



Proposition 2.1.4. — Sous les hypothéses de cette section, le A-module X5T~’OO
est de type fini.

Démonstration. — Le résultat peut se voir sur le diagramme du lemme 4.3 de
[19] mais on en donne une preuve plus directe ici.
On obtient la suite exacte

Hy(G,Fp) — Hl(X§m7Fp)G — H1(G,Fp)

en appliquant la suite exacte d’inflation-restriction & coefficients dans F, a la
suite exacte 0 — Xg,oo —-G—G—N0.

Le groupe abélien Hy(G, ;) est de type fini du fait que G est analytique.
Ce terme de gauche étant également tué par p, il est fini. Concernant le terme
de droite, I'extension Hg’oo /K est non-ramifiée en dehors de I’ensemble fini ¥,
composé des places de S et des places ramifiées dans K, /K. Le groupe G est
donc un quotient de Gy, : groupe de Galois de la pro-p-extension maximale de
K qui est non-ramifiée en dehors des places de ¥. D’aprés la théorie du corps
de classes Gy est de type fini donc G aussi. Le terme de droite est ainsi lui
aussi fini et on en déduit que le terme médian, (Xgm)g /p, est fini. D’aprés le

lemme de Nakayama (voir [1]), Xg:po est de type fini sur A. O

Le résultat suivant réalise la descente de X§OO a Xgn dans une pro-p-
extension de groupe de Galois p-valué. Il nous informe que le comportement
asymptotique des G-coinvariants du module a 'infini Xg’oo est proche de ce-
lui des XsT‘,n- Le module des G),-coinvariants d'un A-module M est noté Mg,
et s’obtient comme le quotient M/Ig, M. C’est le plus grand quotient de M
sur lequel G,, agit trivialement.

Théoréeme 2.1.5 (descente dans une extension de Lie)
Sous les hypothéses de ce paragraphe, on a les relations suivantes :

n n(d—1)
#((XE e /p") = #(XL, o O,
dime((Xgoo)Gn/p) = dimg, (Xg:n/p) + O(pn(dq)),
thz, (XG o), = tkz, (XE,) + O("@D).

Démonstration. — Cette preuve s’appuie sur une variante d’un résultat de
Harris, qui sera démontrée dans la partie 2.2.1.
Dans un soucis de clareté, on va se concentrer uniquement sur la premiére
équivalence et oublier les indices S et T

La suite exacte d’inflation-restriction & coefficients dans Z/p"Z, appliquée a
la suite exacte
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conduit a
Hy(G, Z/p"Z) — (Xoo)a, /" — G2 /p™ — Hi(Gy, Z/p"Z) — 0.

Le corollaire 2.2.7, appliqué & M = Z,, nous indique que le cardinal de
H;(Gp,Z/p"Z) évolue en po(”pn(d_l)). On en déduit que

(Kool /57) = G20 )0,

Il reste donc & comparer G2 & X,,. On s’inspire de ce qui est fait dans [40],
théoréeme 13.13, pour G ~Z, et S =T = 0.
La situation galoisienne nous informe que X,, s’obtient comme le quotient de
G par son sous-groupe D,,, engendré par l'inertie des places hors de S et
la décomposition des places de T'. Soit D,,, 'un des sous-groupes d’inertie
ou de décomposition non triviaux qui interviennent. Le groupe D, est alors
associé & une place v, de K, située au dessus d’une place v de K qui n’est
pas totalement décomposée dans K, /K. On a une injection de D,,, dans Gy,
qui implique que le nombre minimal de générateurs de D,, est inférieur a d
dés que n assez grand pour que G, soit p-saturé (|26, IT1 3.1.13). Le p-rang
de ij: est donc inférieur a d. On en déduit que le p-rang de D,, est borné par
d fois le cardinal de I’ensemble des places v, que 'on considére. La place v
n’étant pas totalement décomposée dans K, /Ky, le nombre de places v, au
dessus de v évolue en O(p™?~1) d’aprés le lemme :

Lemme 2.1.6 (Hachimori, Sharifi, [11], lemme 4.2)

Soit K /K une extension du corps de nombres K de groupe de Galois un
pro-p-groupe p-valué de type fini et soit K, les étages de cette extension. Pour
v une place de K qui n'est pas totalement décomposée dans K /K, on note
V, Uensemble des places de K,, divisant v. Alors

#(V,) = O(p™@-D),

Démonstration. — On fixe une place w de K au dessus de v. La place v
n’étant pas totalement décomposée et G étant sans torsion, on en déduit que
le sous-groupe de décomposition G, C @G, associé & w|v, est de dimension
d, > 0. On note G, la filtration de G, induite par la filtration G,, de G. La
proposition 1.1.8 nous informe que, pour n assez grand, il existe des constantes
C et C' telles que

(G:Gyp) = cp?,
(Gv : Gv,n) = Clpndv.
Mais 3
#(Vo) = (G)Gy - Gy /Gun) = apn(d—dv)‘
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Finalement, comme les places v & considérer sont en nombre fini, #(D,,/p"™) =
po(npn(d—l)) et

#(ggb/pn) — #(Xn/pn)po(npn(dfl))‘

La démonstration des deux autres égalités est similaire. O

On clos ce paragraphe en donnant les théorémes de descente pour les Z,-
extensions. Dans ce cadre restreint, on peut retrouver les p-groupes Xgn direc-

tement comme quotient du module d’Iwasawa Xg’oo. Les résultats sont donc
plus précis que ceux démontrés dans le cas général, qui se contentent de compa-
rer des rangs. La descente dans les Z,-extensions consiste en deux théorémes,
suivant que la Zpy-extension Ko /K est elle méme S-ramifiée et T-décomposée
ou non.

On commence par traiter le cas ot la Z,-extension K /K n’est pas S-ramifiée
et T-décomposée, appelé "cas général". On aura besoin de quelques notations.
On appelle I le groupe de Galois de K, /K, isomorphe & Z,, et on en fixe un
générateur topologique . Pour tout entier naturel n, on pose w, =" —1 € A
et wmn = ‘L‘L’)—’Z pour m > n. Pour tout n, le sous-groupe I';, est engendré
topologiquement par 4" et les T',-coinvariants d’un A-module M sont alors
donnés par Mp, = M /w, M.

Notons R I'ensemble des places de K ramifiées dans Ko /K et T/¢ I'ensemble
des places de T' qui sont finiment décomposées dans K, /K. Dans le cas géné-
ral, 'union de ’ensemble des places de R qui ne sont pas contenues dans S et
de T7? forme un ensemble fini non vide. On appelle e le plus petit entier tel
que le comportement de ces places se stabilise & partir de K., c’est a dire tel
que les places de R non contenues dans S soient totalement ramifiées et celles
de T/ soient non décomposées dans K, /K,.. Notons P, 'ensemble fini des
places de K, dont il est question.

Le théoréme suivant est classique dans le cas S = T = () (voir par exemple [40],
lemme 13.18). Nous en rappelons néanmoins la démonstration, en insistant sur
le fait que le défaut de descente Y, n’est pas forcément un sous-A-module de
X oo

Théoréme 2.1.7 (descente dans le cas général). — Dans le cas général,

il existe un sous-Zyp-module noethérien Y, de Xgoo tel que la somme weXgoo +

Y, soit un sous-A-module de Xgoo et tel que, pour tout n = e, on ait :
X&n = XG oo/ (wnXE o +wneYe) .

Démonstration. — On est dans la situation suivante :
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Par sa définition en tant que p-extension abélienne S-ramifiée et T-décomposée
maximale de K., le corps Hg . est la sous-extension de Hgm /K. fixée par les
commutateurs de G, et par les sous-groupes D,z que 'on va maintenant définir.
Pour chaque place v € P, choisissons une place v, de H g ~ Qui soit au-dessus,
puis notons D, son sous-groupe de décomposition dans G, si v, est au-dessus
de T4 et d’inertie sinon. Par choix de e, chacun de ces groupes est isomorphe
a I'e et d’intersection triviale avec XEQF’OO. On fixe I'une de ces places vy, qui
permet d’écrire G, comme le produit semi-direct

Ge = X§ oo ¥ Dyg_.

Fixons un générateur v, de Dys qui reléve AP dans Ge. Chacun des D,
possede un générateur topologique de la forme 7oz, , avec x, € Xgoo et
xys, = 1. Toute autre place au dessus de v est conjuguée a v, par un élé-

ment z € XZ

.00 OL la note v3,. Le groupe D,z est alors topologiquement

engendré par le conjugugué x(%xvm)x_l = x%:c_lxvoo = x(l_VpE)’yoxvoo par

commutativité de Xg’oo, I’action de « sur Xgoo se faisant par relévement et
conjugaison.

Déterminons les commutateurs [Ge, G| comme dans [40], lemme 13.14. Un
calcul permet de voir que si ax et By sont deux éléments de G, avec x,y € ngoo
et a, 8 € Dy, alors

oz, By] = ()P (y")*

Prendre 8 =1 et a = 7, dans cette derniére égalité prouve que

(X5 )" 1 C (6o, Gel.
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Si on écrit a sous la forme o = 3 avec a € Zjp, on obtient

a—l=(y—141)"—1= <g<2>(%1)"> 1:2(2)(%1)".

On en deéduit que (%)~ € (XL )" . Le méme calcul montre que (¢*)' % €

(Xgoo)ype_l. Ainsi, [az, By] € (Xgoo)we_l ce qui prouve 'inclusion réciproque
[Ge, Ge] € (X500)" .

e
Les commutateurs de G, sont donc donnés par (Xg:oo)”*p -1
Si on quotiente G, par ses commutateur et les sous-goupes D,z pour retrouver
oo

Xge, il reste ng/(Xgm)Wpefln, avec Y. le sous-groupe de Xgoo engendré
par les z,_. C’est le résultat anoncé pour n = e en passant en notations
additives.

Ce point acquis, le passage de K. a K,, pour n > e se fait en remplagant
AP° par 47" au départ. On a alors

[gru gn} = WnXg:,oo

n—e
Aussi, le relévement v, devient 2 et les générateurs .z, deviennent

n—e n—e —(pn—e_—1 n—e_ 1 o
('Yowvoo )P = ”Yg (7o @ )xvoo%(Jp )> T (% 133%0%)1'%0 )

n—e

= ’Y(I)) (xvoo)wn,e'
On en déduit que Y, = wy, Y ce qui donne, comme annoncé :
T T T
Xgp =~ Xsm/ (WnXS,oo + wnye}/'e) .

O

Le cas ou Ko /K est S-ramifiée et T-décomposée est appelé "cas spécial". La
descente est alors plus simple et s’exprime de la fagon suivante.

Théoréeme 2.1.8 (descente dans le cas spécial). — Dans le cas spécial,
on a pour tout entier n :

X&, =~ X§ oo /wn X oo @ T

Démonstration. — Dans le cas spécial, ’extension Hgn contient K, ce qui
b
donne la situation galoisienne :
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On a ainsi G,, >~ Xg o X I'y et le corps Hgn s’obtient comme celui fixé par les
commutateurs (G, G,]. Ces commutateurs ont été calculés dans la démonstra-
tion précédente et sont donnés par wnXgoo, d’ou le résultat. ]

2.2. Formules asymptotiques dans les extensions de Lie p-adiques

Ce paragraphe a pour but la démonstration du théoréme 2.2.8, qui donne
des formules asymptotiques portant sur les p-groupes des classes généralisés
des étages d’'une extension de corps de nombres de groupe de Galois un pro-p-
groupe p-valué de type fini. Le travail de descente a déja été effectué dans la
section précédente et il reste a estimer les coinvariants du module d’Iwasawa
correspondant.

2.2.1. Un théoréme de Harris. — Cette partie est purement algébrique
et a pour objectif la démonstration du théoréme 2.2.1 et de ses corollaires, qui
sont des variantes d’'un théoréme de Harris. Ces résultats forment la clef de
votite des calculs menés dans la suite. Ils permettront surtout de négliger les
quantités provenant de modules pseudo-nuls, et ainsi d’appliquer les théorémes
de structure de la section 1.3.2.3 au module d’Iwasawa X§ o

Soit G un pro-p-groupe p-valué de type fini et G, sa filtration entiére. Rappe-
lons que 2 désigne I'algebre compléete de G sur Fp,.

Théoréme 2.2.1 (Harris, [13], théoréme 1.10). — Si M est un Q-module
de type fini. Alors

dimg, (Mg,) = tko(M)(G : G,,) + O(p"4=V).
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Supposons dans un premier temps que le module M est de torsion. Il existe
alors des éléments non nuls fi, ..., fs de  donnant une surjection

éa/g fi — M.
=1

On peut donc se ramener & un module de la forme M = Q/Qf et démontrer
que le p-rang de ses coinvariants, dimg, (2/(Ig, +€f)), évolue en O(p™d=1),

Pour tout entier naturel n, les idéaux Ig, et I% sont stables par f. La
multiplication par f induit donc des endomorphismes f, de Qg, = Q/Ig,
et f, de Gr(Q)/Gr(Ig,). On va montrer que la quantité¢ dimg, (coker(fy)),
que l'on cherche a estimer, est inféricure & dimg, (coker(f,,)). Pour cela, on
démontre le lemme suivant qui compare les idéaux I et Ig,,.

Lemme 2.2.2. — Pour tout n € N et pour tout k = dp™, on a

Ig = (Ig N IGn) + Ié_‘—l'

Démonstration. — Fixons ¢p,--- ,gq un systéme minimal de générateurs de
G. L’idéal I est alors engendré par les éléments g1 — 1,--- , g4 — 1.

Comme le quotient Ig / Ig“ est commutatif pour tout k, il est engendré par
tous les produits de k facteurs parmis les éléments gy — 1,--- ,gq — 1. Si k est

supérieur & dp™, on est assuré de retrouver au moins p” fois le méme facteur
dans chacun des générateurs, qui sont donc de la forme

(g— )Pz =(¢"" — Dz e (lfnlg,)/IE,

puisqu’on est en caractéristique p et que ¢?" € G,,. ]

Ce lemme étant démontré, on en tire tout d’abord :

o0

coker(f,) = I/ N e,) +IE™ + fI5)
k=
clp’9

= P /s nia,) + IEH + fIE).
k=0

En découpant le conoyau de f, selon la filtration Ié, on a de méme :

dimg, (coker(f,)) = @ dimp, (1@ J(IE N (Ig, + Q) + Igﬂ))
k=0

dp
= @dims, (16160 U, + 1) + 1) -
k=0
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L'inclusion (I% N Ig, ) + fIE C IE N (I, + fQ) nous donne immédiatement
I'inégalité B
dimp, (coker(f,,)) < dimp, (coker(f,)).

On va désormais calculer la quantité dimg, (coker(f,,)) en utilisant I'identi-
fication de Gr(Q2) avec une algébre de polynémes (proposition 1.3.6).
Le calcul précédent montre que

coker(f,,) = Gr(Q)/(Gr(Ig,) + Gr(IF") + fGr ().

En terme de polynomes, l'idéal Gr([, ép n) correspond a l'idéal engendré par les
polynémes homogenes de degré dp™. On notera Py, I'ensemble des polynémes
homogeénes de degré dp™ et < Py,n > I'idéal engendré par cet ensemble.

On a ainsi une surjection :

Fp[ X1, ..., Xa] /(< Papn > +(f)) — coker(f,).

Le théoréme pour un module de Q-torsion M découlera d’une estimation de la
F,-dimension du quotient de l'algébre de polynomes ci-dessus, via le résultat
suivant :

Théoréeme 2.2.3 (Polyndéme de Hilbert, [14] Chapitre I, théoréme 7.5)

Soit g un polynome homogeéne de Fp[X, ..., Xg]. 1l existe un polynome x
de degré d — 2 tel que la dimension sur F), de P/(Pr N (g)) est donnée, pour
k assez grand, par x(k). Le polynome x est appelé polynome de Hilbert de

FP[le ooy Xd]/(g)

On va se ramener & f homogéne.
Remarquons tout d’abord que Fp[X1, ..., X4]/( < Pagpn > +(f)) est isomorphe
a (Fp[X1,..., Xd]/ < Papr >)/((f)/ < Papr > N(f)).
Si g désigne la somme des mondmes de plus haut degré de f, I'application
Fp-linéaire fh +— gh induit une surjection

(N)/ (< Papn >0(f) = (9)/( < Papn > N(g))-

Aux vues de la remarque qui précéde, cette surjection entraine :
dimp, (Fp[X1, ..., Xa]/( < Papr > +(f))) < dimg, (Fp[X1, ..., Xa]/( < Papn > +(9))).

11 suffit donc de calculer la dimension de Fp[X1, ..., X4]/( < Pgpn > +(g)), ot
g est maintenant un polynéme homogéne.

Selon le théoréme 2.2.3, la dimension de chaque graduation Py/(Pr N (g))
de I'algebre F,[ X1, ..., X4]/(g) est donnée, pour k > [ assez grand, par le poly-
nome de Hilbert x(k) = xo + X1k + ... + xq_2k?"2. La dimension du quotient
Fp[X1, ..., Xa]/( < Papr > +(g)) est donc égale, a une constante pres, a

dp—1 dpr-1d-2
dooxk) =)0 D k.
k=l k=l =0
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A i fixé, la somme sur les k£ devient
dp—1 dpm—1

>k < oxi Y (dpt -1y
k=l k=l 4

= Xi(dp" —1)*(dp"™ — 1)
O(pn(z‘+1))
= O(pnd-1).

Revenons maintenant au cas général, dans lequel le 2-module M n’est plus
supposé de torsion.
On commence par isoler la partie de torsion de M grace a la suite exacte ci-
dessous, ott M désigne le quotient M /torq(M) de M par son sous-module de
torsion :

0 — torg(M) - M — M — 0.
Le passage aux G,,-coinvariants conduit a

(tOl“Q(M))Gn — Mg, — MGn — 0.

D’apres ce qui précede, le premier terme est asymptotiquement négligeable et
on est ramené au calcul des coinvariants du 2-module sans torsion M. On
utilise le lemme suivant pour comparer un module sans torsion & un module

libre.

Lemme 2.2.4. — Soit M un A-module de type fini, sans torsion, et de rang
p. Il existe des suites exactes

0—-AN - M-—-T,—0
et

0—-M—=A —-T5—0

ou Ty et Ty sont de A-torsion.
Le méme résultat est valable si on remplace A par €.

Démonstration. — Soit my, ...,m, un systéme générateur de M et soit F' =
Frac(A). Le F-espace vectoriel F@a M est de dimension p et 'on peut ordonner
les m; de telle sorte que (1 ® my,...,1 ® m,) forme une base de F' ®x M.

La premiére suite exacte s’obtient alors en envoyant le i-iéme vecteur de
base de A” sur m;. Cette application est injective par choix de I'ordre des m;
et on en déduit que le conoyau est de torsion par un calcul de rang.

En ce qui concerne la deuxiéme suite, pour tout p < i <ret 1l <k <p, on
obtient I'existence de coefficients o 1, 81 € A tels que

p
—1
m; = E i oy k-
k=1
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On va montrer qu’il existe des dénominateurs communs 3 et des v; de A
P

tels que m; = Z%}kﬁk_ 1mk. Le module M sera alors contenu dans le sous-
k=1

A-module libre de F' ®x M engendré par les 3, L' ® my. Le conoyau de cette

application est de A-torsion donc le noyau aussi par un calcul de rang (il est

donc nul car M est sans torsion).

L’existence de ces éléments est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 2.2.5. — Soit A un anneau noethérien & droite et intégre. Soit
G1, ..., Ay des Eléments non nuls de A. Alors a1AN...Na, A # 0.

Démonstration. — 11 suffit de le démontrer pour deux éléments a et b de A.
En effet, supposons que a;AN...Na,_1A # 0. Un élément non nul ¢ de cette
intersection fournit un élément non-nul d € cANa,A C a1AN...Na,A. On
obtient donc le cas général de n éléments par récurrence.

Supposons que aANbA = 0. Soient xg, ..., x, des éléments de aA tels que

x9 +bx1 + ...+ 0"z, =0.

On a zg € aANbA = 0 et, en utilisant I'intégrité de A, on en déduit de proche
en proche que tous les x; sont nuls.

Ceci signifie que la somme d’idéaux aA + baA + b>aA + ... est directe, ce qui
contredit la noethérianité de A. O

Appliqué aux éléments 8,41k, ..., Brk de A, le lemme 2.2.5 nous informe qu’il
existe 7;/)+1,k’ s Yrg € A tels que

5p+1,k7,,0+1,k == ﬁr,k%/ﬂ,k = B
On obtient les éléments cherchés en posant v; ;, = o k7, 1. ]

Les suites exactes du lemme 2.2.4 appliquées au -module M et passées aux
Gp-coinvariants donnent

Fy[G/ Gl ™) — M, — (T1)g, — 0
et -

Mg, — Fp[G/Gp" ™ — (Ty)g, — 0.
La [F)-dimension des termes de droite est asymptotiquement négligeable car T
et Ty sont de 2-torsion. On obtient donc une majoration et une minoration de
la quantité dimg, (Mg, ) par dime(Fp[G/Gn]rkﬂ(M)) a O(p™a=Y) pres, d’ou
le résultat annoncé :

dimg, (Mg,) = tko(M)(G : G,,) + O(p"4~D).
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On termine ce paragraphe par deux corollaires au théoréme 2.2.1. Ce sont des
extensions aux groupes d’homologie supérieurs, dont on rappelle la définition.
Pour ¢ et n des entiers naturels, les groupes d’homologie de G,, a coefficients
dans un A-module de type fini M sont définis par

lii(G’llv 1”) IOI@' (G )(Zp7 IM )7
AGn
( )( ’ )

ou Tor;, désignent les dérivés du bifoncteur —® A(Gn)—

Lorsque M est aussi muni d’une structure de 2-module, le théoréme 2.2.1
donne des renseignements sur Ho(Gp, M) = Mg, . En effet, on a dans ce cas
Hy(Gp, M) = Tor™)(z,, M) ~ Tor{“")(F,, M) (voir [35], lemme 6.3.5).
On va voir que, pour un 2-module de torsion, le méme résultat est valable
pour tout ¢ € N.

Corollaire 2.2.6. — Soit M un Q-module de type fini et de torsion. Pour
tout v =2 0, on a

dimp, (H;(Gn, M)) = O(p™4=1).

Démonstration. — On procéde par récurrence sur 4, le cas ¢ = 0 étant donné
par le théoréme 2.2.1.

Le Q-module M étant de type fini et de torsion, il existe un 2-module de
torsion A et des éléments non nuls f1,---, f, € Q prenant place dans la suite
exacte :

O—»A—)@Q/fj—)M—ﬂ).
J
Cette suite conduit a ’encadrement
G, P/ f3) = Hi(Gn, M) — H;_1(Gn, A).
J
L’hypothése de récurrence appliquée a A permet de se ramener au cas M = Q/ f
car elle entraine que dimg, (H;—1(Gn, A)) = O(p™d-1),

On calcule les groupes d’homologie de Q/f a partir de sa résolution Q(Gy,)-

libre :
o—abla-a/f—o.

On obtient immédiatement H;(G,,$2/f) = 0 pour ¢ > 1, ainsi que les rensei-
gnements suivants sur le Hy :
dimg, (H1(Gn,Q/f)) = dimg,(ker(Qq, ER QG )

(
= dimp, (coker( QGL ER Qc,))
dimg, ((2/f)a,

= opla-D),

la derniére égalité provenant du théoréme 2.2.1. O
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Corollaire 2.2.7. — Soit M un A-module de type fini tel que M/p est un
Q-module de torsion. Alors, pour tout i > 0,

#(Hi(G, M/p™)) = pCne™ ™),

Démonstration. — On va découper M /p"™ M selon les pkM/pkHM.
Le corollaire 2.2.6 fournit des constantes C}, indépendantes de n, telles que
HH; (G, p" M /pFTIM) < pO™ Y

Pour k£ < n, la G,-homologie de la suite exacte

0— pk+1M/pnM — pkM/pnM — pkM/pk—HM — 0
entraine les inégalités
HH; (G, p" M [p" M) < #H (G, p" 1M Jp" MO

Elles conduisent &

d—1)

#H; (G, M /p" M) < p(Crs G

Pour k assez grand, le module p*M est sans p-torsion par noethérianité.
Ainsi p* M /pFtIM ~ pF+I M /pFT2M et les constantes Cj, sont majorées par
une constante C’ indépendante de k. On en tire

#H;(Gp, M/p" M) < p~™

n(d—1)
O

2.2.2. Le théoréme principal. — On se donne une extension de Lie p-
adique K, /K du corps de nombres K, dont le groupe de Galois est un pro-
p-groupe p-valué de type fini G et dans laquelle seul un nombre fini de places
de K se ramifient. On peut définir ses étages K, comme en 2.1.3. Le théoréme
de descente (théoréme 2.1.5) relie les p-groupes des T-classes S-infinitésimales
des étages Xgn aux Gp-coinvariants du module d’Iwasawa a l'infini Xgoo.
L’obtention de formules asymptotiques pour les groupes des classes généralisés
sera conséquente & une étude algébrique approfondie du A-module X ;-C - initice
dans la section précédente.

Cette partie utilise la plupart du matériel mis en place jusqu’a présent. Elle a
pour but la démonstration du théoréme :

Théoréme 2.2.8. — Soit pg, ,u,g et rg: les invariants d’Iwasawa du module
Xg:oo. On a les trois identités :

rkz, (XE,) = pE(G : Gn) + O(p"@=),

dimp, (Xg':n/p) = (Pg + Tg)(G :Gp) + (’)(pn(dfl))

et
H(XT /pm) = pleEntug)(G:Gn)+O(np@=)
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Les formules qui constituent ce théoréme font intervenir les invariants d’Iwa-
sawa, du module & l'infini associé et peuvent étre comparées au théoréme
d’Iwasawa pour les p-groupes des classes le long d’une Zy-extension (théo-
réme 2.0.16). Des généralisations de ce résultat historique ont déja été mises
en lumiére par Cuoco et Monsky pour les Zy,-extensions multiples [4], et par
Jaulent pour les p-groupes des classes généralisés le long d'une Z,-extension
[22].

Nous démontrerons les trois points du théoréme 2.2.8 indépendemment et
dans 'ordre de 1’énoncé.

e Le Z,-rang de X gn est relié, par le théoréme de descente (2.1.5), a celui de

(X g )G - e comportement asymptotique de ce dernier est donné directement
par le théoréme 1.10 de [13], qui affirme que

rkzp (XA%:OO)G'VL = pg(G :Gp) + (’)<pn(d71))_

e Toujours d’apreés le théoréeme de descente, la [F)-dimension de Xgn /p est
asymptotiquement égale a celle de (Xg:,oo)Gn /D
Le théoréme 2.2.1 appliqué a Xgoo/p donne l'estimation

dime((Xg,oo)Gn/p) = er(Xgm/p)(G . Gn) + O(pn(d_l))'

Le corollaire 1.10 de [15] relie la valeur de er(Xg /D) aux invariants d’Iwa-
sawa de Xg: ~ de la facon suivante :

tka(X oo /p) = tha(X L lp)) + tka(XZ ) = 1% + oL

La combinaison de ces deux résultats donne la deuxiéme formule du théoréme
2.2.8.

e La démonstration de la troisiéme formule est plus délicate. La stratégie de
départ est la méme, & savoir se ramener au calcul du cardinal de (X2 _)g, /p"
via le théoréme de descente. Pour calculer cette quantité, on va utiliser les
résultats de structure modulo pseudo-isomorphisme pour le A-module Xgoo.
Notons que les arguments a suivre fournissent également une preuve de la
deuxiéme formule du théoréme 2.2.8.

On commence par remarquer que les calculs peuvent étre menés modulo pseudo-
isomorphisme :

Proposition 2.2.9. — Soient M et N deux A-modules de type fini pseudo-
isomorphes. Alors

#(MGn/p”) _ #(NGn/pn)p@(npn(dﬂ)).
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Démonstration. — Soit
0-A—-MZN->B—-0

la suite exacte donnée par le pseudo-isomorphisme et Z = Im(g). On en déduit
par passage au quotient les suites exactes

Ag, [p" — Mg, [p" — Zg, [p" — 0
et
B[p"| A

/p" ? N/p" B/p" 0.
N

Cette derniére se découpe pour donner
Blp"la, — Zg,/p" — Im(0)a, — 0
et
Hy(Gn, B/p") — Im(0)¢, — Ng, /p" — Ba,/p" — 0.

Par noethérianité, la suite de sous-modules (B[p™"]),, se stabilise en B[p®| pour
un entier « assez grand. On en déduit que pour n > «a, on a B]p"|g, =
B[p%]a,, /p™. Le lemme 1.3.13 permet d’appliquer le corollaire 2.2.7 & tout mo-
dule pseudo-nul, en particulier a A, B et B[p®]. Ceci fournit successivement :

#(MGn/p”) — #(ZGn/pn)p(’)(npn(d—U)
= #(Im(0)g,)p°r" )
= #(Ng, /p")pCr V).

O

Il est maintenant possible d’utiliser les théorémes de structure modulo pseudo-
isomorphisme. Le théoréme 1.3.15 permet un dévissage en étudiant un A-
module de torsion d’une part et un sans torsion d’autre part. Ce fait est une
traduction de la proposition suivante :

Proposition 2.2.10. — Soit M un A-module de type fini. On note M le
quotient de M par son sous-module de A-torsion. Alors :

# (M, /") = #(sora (M), /p")# (M, /p)p°" ).

Démonstration. — L’isomorphisme dans la catégorie quotient qui apparait
dans le théoréme 1.3.15 signifie qu’il existe des modules pseudo-nuls A, B,
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C' et un sous-module M’ de M, avec M /M’ pseudo-nul, prenant place dans le
diagramme suivant (voir [8], chapitre IIT) :

0 0
0 A M’ (tora(M) @ M)/C —= B —=0
M tory (M) & M
M/M' C

0 0

On a donc des pseudo-isomorphismes entre M’ et M, entre M’ et (torp (M )@
M)/C et entre tory(M) & M et (torpy(M) & M)/C.
On applique alors la proposition 2.2.9 pour obtenir :

#(Me, /") = #(M [p)pPrr" )
#((tory (M) & M /C)g, [p)pP ™)
= #((tora(M) @ M)g, /p)p°rr ")
#(tora (M), /p")# (M, /p)pr ™),

O

On détermine, grace au lemme suivant, 'impact de la partie de torsion
#(tora (X o), /0")-

Lemme 2.2.11. — SoitT un A-module de type fini, de torsion et d’invariant
. Alors

(T, /p") = pHECRHO @),
Démonstration. — On dévisse le probléme en s’intéressant & la suite exacte
0 — torg, (1) — T — T — 0,

ouT = T'/torz, (M) est un module de A-torsion sans Z,-torsion.

Le module T" étant sans Z,-torsion, quotienter par p" conserve ’exactitude de
cette suite et conduit a la suite exacte d’homologie :
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Le corollaire 2.2.7 pour le module T permet d’obtenir la relation

#(TGn/p”) — #(torzp (T)Gn/pn)po(npn(d_l)),

Il suffit donc de contdler le cardinal de torz, (T, /p" & I'aide du théoréme
1.3.14, qui fournit un pseudo-isomorphisme

toer (T) - @ A/paia
i=1

avec L = Yy ;.
La proposition 2.2.9 nous informe qu’alors :

#(torz, (T)g, /") = #(@Zp[G/Gn]/(pahp”)> )
=1

_ plGiGr)FO(mp D)
0

Il reste & évaluer la partie sans torsion #(XEOOG /p"). C’est l'objet du
lemme :

Lemme 2.2.12. — Soit M un A-module de type fini, sans-torsion et de rang
p. Alors
#(Mg, Jp") = prr GOm0 D),

Démonstration. — Tout A-module sans torsion est contenu dans un module
libre de méme rang (lemme 2.2.4). On a donc une suite exacte

0—-M-—>AN —-T—0,
qui conduit a la suite exacte de 2-modules
0—Tpl—M/p—Q°—T/p—D0.

La somme alternée des Q-rangs nous informe que rko(M/p) = p.
Le théoréme 2.2.1 appliqué au Q-module M /p donne alors une suite bornée
(cn)n telle que

dimg, (Mg, /p) = p(G : Gy) + cop™ @1

Pour calculer #(Mg, /p™), on signale les isomorphismes suivants, qui pro-
viennent du fait que M est sans torsion :

i

p
M/pM = p'M/p"" M.
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On a ainsi
#(Mg, [p") = H #P'M/p T M),

( (MG /p))"
ppn(G Gn)+cnnp

pPUGiGr)FO(np (@ 1)

n(d—1)

O

La mise en commun, via la proposition 2.2.10, des résultats fournis par

les lemmes 2.2.11 et 2.2.12 appliqués respectivement a torA(Xgoo) et a XT
constitue une preuve du dernier point du théoréme 2.2.8.

2.3. Formules asymptotiques le long d’une Z,-extension

On se replace dorénavant dans le cadre classique de la théorie d’ Iwasawa. On
considére donc une Zy-extension Ko, /K du corps de nombres K, dont on note
le groupe de Galois I'. On fixe S et T' deux ensembles finis de places de K. La
notation Xg’n vaudra encore pour le p-groupe des T-classes S-infinitésimales
attaché au n-iéme étage K, de la tour. Le théoréeme 2.2.8 s’applique dans ce
cadre et donne, entre autre, la formule suivante :

(XSn/p )= (psn+us) p"+0(n)

Dans [22] (théoréme 2.2), il est annoncé une formule qui précise le O(n) en
faisant apparaitre 'invariant d’Iwasawa )\g : il existe une constante ag telle
que, pour n assez grand,

(XSn/p pPSTHHEP NS (F)ntag

le paramétre )\g devant étre augmenté de 1 dans le cas spécial.

Cependant, il se trouve que ce résultat peut étre pris en défaut. L’erreur condui-
sant a la formule de Jaulent est de considérer le défaut de descente Y, dans le
théoréme 2.1.7, comme un sous-A-module de X & 5,00 . On corrigera les calculs en
tenant compte de cette remarque. Il en découlera I’ apparition d’un paramétre
)\g a la place de I'invariant d’Twasawa AL g, la différence entre ces deux entiers
pouvant étre maitrisée. Nous isolerons ensuite un certain nombre de cas pour
lesquels ces deux quantités coincident et nous donnerons des exemples concrets
dans lesquels le paramétre S\Eg est négatif.

Le contenu de cette partie est issu d’un travail en commun avec Jean-Frangois
Jaulent et Christian Maire.
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2.3.1. La formule corrigée. Dans cette section, on suppose que la Z,-
extension K, /K n’est pas elle méme S-ramifiée et T-décomposée. Autrement
dit, on se place dans le cas général. La suite du paragraphe est dédiée a la
démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. — Soit Koo/ K une Zy-extension et S et T' deuz ensembles
finis de places de K. Dans le cas général, on a la formule asymptotique suivante

concernant les p-groupes de T-classes S-infinitésimales des étages de la tour
Ky /K :

# (XL, /o) = pPETP s+ (A —RE)n+O(1)

Y

ot pg, ug et )\g sont les invariants structurels du module d’Iwasawa Xgoo, et

ot lﬁlg est un entier naturel vérifiant /fg < pgpe, avec e l’entier correspondant
a Uétage a partir duquel les places se stabilisent (voir la partie 2.1.3).
On notera )\g la quantité )\E — Hg qui apparait dans la formule.

Tout d’abord, le résultat de descente dans ce cadre (théoréme 2.1.7) permet
de se ramener au calcul de (Xg:oo : (VnXg;OO + wmeY'e)) , ou la notation V,

vaut pour I'idéal de A engendré par w, et p™.

On va effectuer le calcul de cet indice en se ramenant & un module cyclique
de la forme de ceux qui apparaissent dans le théoréme de structure (théoréme
1.3.3), via le lemme suivant :

Lemme 2.3.2. — Soit o : M — E un pseudo-isomorphisme entre A-modules,
avec E un module élémentaire. Soit Y un sous-Z,-module de M et ) = p(Y').
Lorsque n varie, on a

(M : (VoM + wnoY)) = (E : (VoE + wned)) + O(1).

Démonstration. — On utilise la démonstration du lemme 1.12 de [22]| pour
obtenir les suites exactes suivantes, pour n assez grand :

0— A, — M/V,M £ E/V,E — B — 0,

avec A, et B des modules finis tels que la suite des cardinaux de A, est
stationnaire. Détaillons ce passage.

Le pseudo-isomorphisme ¢ passe au quotient et fournit un morphisme ¢y,
pour tout n, entre M/V,M et E/V,E. Notons respectivement A et B les
noyau et conoyau du pseudo-isomorphisme ¢ et prenons n assez grand pour
que Vo E C ¢(M) (ce qui est possible car la suite d’idéaux (V,,),, forme une
base de voisinage de l'unité dans A et ¢(M) est d’indice fini dans E). Ceci
entraine en particulier que coker(p,) = B pour n assez grand.
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Reste a voir que les noyaux des ¢,, notés A,, sont de cardinal stationnaire.
On a A, = ¢ (V,E)/V,M. Analysons le morphisme

0 UVLE) VoM 5V, B[V, p(M).

L’inclusion V,, E C (M) assure sa surjectivité car on a o(p~1(V,E)) = V, E.
Quant a son noyau, il est égal & A/(ANV,,M). Quitte & augmenter n, on peut
supposer que ANV, M = {0} car A est fini. On en déduit que pour n assez
grand :

(0" (VaE) : VaM) = #(A)(Vn B : Vip(M)).

Ainsi, il suffit de voir que l'indice (V,E : V,,po(M)) est stationnaire, ce qui est
une conséquence du lemme 2.3.3 qui va suivre.
A partir des morphismes ¢,,, on obtient les morphismes :

M/(VoM 4 wn oY) 25 E/(VE 4 wned),

de conoyaux B et de noyaux A,/(A, NwyY).
La stationnarité des cardinaux des A,, met en évidence que les noyaux sont
de cardinal borné, et achéve la démonstration. ]

Lemme 2.3.3. — Soit E un A-module élémentaire et F' un sous-module d’in-
dice fini de E. Alors la suite des indices (V,E : V,, F) est stationnaire.

Démonstration. — Posons d’abord quelques notations utilisées dans la dé-
monstration de ce résultat. Pour un A-module M, on pose 0, M = p" M Nw, M.
On notera également M™" le sous-module de A-torsion de M et 7 : M —
M /M 1a projection canonique.

On remarque, dans un premier temps, que la stationnarité de (V,E : V, F)
est équivalente a celle de (O, E : O, F).
En effet, ces deux quantités sont reliées par la suite exacte

0— 0,E/0F — p"E/p"F ® wyE/wp,F — V,E/V,F — 0.

Le terme médiant est clairement fini et décroissant car F' est d’indice fini dans
E. 1l est donc stationnaire et il suffit bien de démontrer la stationnarité de
(OnE : O, F).

Le calcul suivant permet de se ramener & des modules libres d’une part, et
de torsion d’autre part :

(OnE : O F) = (OnF : 0pEY" + 0, F) (0, E"°" + 0, F : 0, F)
= (m(OnE) : m(OnF))(0nE" : 5, F'°T).
Concernant (7(9,E) : m(0,F)), on a (0, F) = AP et, par factorialité de A,

on en déduit que

Wn
T(Opi1 E) = n(p"wn 1 B) = p t+ (O F).

Wn
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D’autre part, p (O F) C m(Op41F) ce qui nous permet de dire que

(W(an-&-lE) : ﬂ-(an-HF)) < (p%ﬂ-(anE) pw:,i:lﬂ(anF))

< ((OuE) : 1(0,F))

Wn41
Wn,

La suite (7(0,F) : (0, F)) est donc décroissante et, par suite, stationnaire.
Intérressons nous maintenant & la partie de torsion. Notons T la partie
donnant I'invariant A de la décomposition en modules cycliques de E", c’est
a dire la somme des modules de la forme A/(f) ot f est un polynome distingué.
Pour n assez grand, on a p"E!" = p"T donc aussi 0,E" = 0,,T. Le lemme
1.6 de [22] nous informe, quitte & augmenter n, que WZ—:lT = pT et conduit a

la relation
Wn+1

Oni1T = pp"T Nwy, T =po,T.

n
On en déduit que 9,1 E%" = p 8, E'" et, de la méme facon, que 9,41 F*" =
D 8nFtOT.
Ceci a 'incidence suivante sur la valeur des indices :

(an+1Etar . anJrlFtOT) — (p anEtor p anFtor) S (OnEtOT . 8nFtOT).

La suite (9,E™" : 0,F™") est donc elle aussi stationnaire ce qui termine la
démonstration du lemme. O

Le théoréme 1.3.3 assure 'existence d’un pseudo-isomorphisme ¢ : Xg:, o
E entre X:‘qpoo et un A-module élémentaire F, d’invariants pg, ,ug et )\g.
Ceci étant, le lemme 2.3.2 affirme qu’a une quantité bornée prés, 'indice
(Xg o (VnX§ o T wmeYe)> que ’'on cherche & estimer est asymptotiquement
égal a I'indice (E : (VnE—I—wn,ego(Ye))), qui peut se calculer explicitement. C’est
en déterminant cet indice que 'on fait apparaitre les invariants d’Iwasawa de
ngoo, ainsi que la perturbation Hg dans la formule du théoréme 2.3.1.

La correction apportée au théoréme de descente (ie. Y, n’est pas en général un
sous-A-module de XZ ) entraine que l'intersection de (V) avec la partie libre
du module élémentaire E n’est pas forcément triviale, et complique quelque peu
les calculs initiaux de Jaulent. Nous allons estimer séparément les contibutions

respectives de la partie libre L = A5 et du sous-module de torsion 7' de E en
écrivant :

(B : (VaE4wnep(Ye))) = (E: (T+VpEdwnep(Ye))) (T : TN(ViE+wnep(Ye))),

et en évaluant séparément les deux facteurs.

e Attachons nous tout d’abord a la détermination de la partie libre. On a
(E:(T+ VpE 4 wnep(Ye)) = (L: (VoL +wned)),
ou Y désigne I'image de ¢(Y.) dans le quotient /T ~ L.
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On note Z = w.L + Y et on découpe le calcul de la fagon suivante :
(L: (VoL 4wned) = (L: "L+ 2))(Z: "LNZ+wyeZ)).

Pour déterminer le premier indice (L ("L + Z )), on écrit un pseudo-
isomorphisme donné par le théoréme de structure :

-
L)Z — @A/ (g,
=1
ou les g; sont des polyndémes irréductibles divisant we.
Quotienter par p™ donne 1’égalité

(L:("L+2) = []#(0/(g ") +0(1)
i=1
= plesTg;")n+0(1),
Un calcul de Z,-rangs permet d’obtenir I'inégalité
kg, (L/weL)
rkz, (L/Z) .
rhe, (21, A/ (67)
deg(ITg:")-

Le calcul du second indice est un peu plus technique. On se raméne au calcul
des deux premiers termes de la suite exacte

0— (P"LNZ+wneZ)/(p" Z4+wneZ) — Z)(p" Z+wneZ) — Z/(p"LNZ+wn e Z) — 0.

pLp°

WV

Le A-module Z est sans torsion, de rang pg, donc il existe un pseudo-isomorphisme
Z — AP5. Ceci nous renseigne sur le terme central de cette derniére suite
exacte :
(Z:(0"Z +wpe2)) = Ppgnpn_pgpe"+0(1).
On va voir que le noyau est stationnaire. On a
P"LNZ +wneZ)(p"Z +wneZ) ~ (p"LNZ)/(p"Z +p"LNwpeZ).

Notons p™Z = {x € L | p"x € Z}, de telle sorte que la suite (p™"2),, est
une suite croissante de sous-A-modules de L. Cette suite est stationnaire par
noethérianité donc il existe un entier a tel que p™™2Z = p~*Z pour n = «.
Pour de tels n, on a p"LNZ =p"(p™®Z) et p"LNwpeZ = wyep" (p~*Z) par
factorialité de L.

Ainsi,

P"LNZ)/(p"Z+p"LNwneZ) = p"(p*2)/p"(Z + wnelp™Z))
~ p *ZNZ + wne(p™*Z)),

Le dernier isomorphisme se justifiant par ’absence de torsion. Le noyau est
stationnaire dés lors que le quotient p~*Z/Z est fini.
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Mais L/weL est de type fini sur Z,. Son sous-module p~*Z/w, L I'est donc aussi
et, par suite, il en est de méme de son quotient p~*Z/Z. Ce dernier quotient
étant par définition tué par p<, il est fini.

Finalement, on a

(B (T + VB +wnep(Y.))) = prsm —5mo),

avec Kk = pLp® — [[deg(gs") compris entre 0 et pLp°©.

e Etudions maintenant le second facteur (T : TN (VR E +wpep(Ye))). Clest
évidemment une fonction décroissante du module de descente p(Ye). Nous en
obtenons donc une majoration trés simple en remplacant Y, par 0, et une
minoration en remplagant ¢(Y.) par la somme directe de ses projections sur
chaque facteur cyclique de E. Nous allons voir que les deux bornes obtenues
dans cet encadrement different seulement d’une quantité bornée en n. Notons
T = @;A/(fi), chaque élément f; étant une puissance de p ou d’un polynome
distingué irréductible. On appelle ) la projection de ¢(Y:) sur le i-iéme facteur
direct de cette somme, ce sont des Z,-modules de type fini.

On obtient :

(T TN (VnE + wne ® V) = [ (A: (Vi + filk + wn D).
Sifi=p% onapourn > a:
(vn + paA + wn,eyi)/(vn + paA) Wn,eyi/(wn,eyi N (paA + WnA))
y,/(yz N (paA + weA).
Le dernier isomorphisme se justifie par le fait que ); est sans non-p-torsion et
débouche sur un objet fini qui ne dépend pas de n.

Si f; = f? avec f distingué irréductible, le lemme 1.6 de [22] donne, pour
n = no, > e assez grand :

(Vi 4+ fON + wn e i)/ (Vi + fOA)

121

wn,eyi/(wn,eyz’ N (vn + fﬁA))
pn_nowno,ey’i/pn_no (Wno’eyi N (vno + fﬁA))
Wno,eyi/(wno,eyi N (Vno + fﬁA))

Le dernier isomorphisme se justifie par le fait que ); est sans p-torsion et

débouche également sur un objet fini qui ne dépend pas de n.
Ces calculs montrent que pour tout ¢ :

(A (Vi + fih + Wn,eyi)) = (A (Vi + sz)) +0(1),

et permettent de se ramener au cas ¢(Ye) = 0.
L’indice (A (Vi + sz)) se calcule explicitement et vaut p®?" lorsque f; = p
deg(fP)n+-c

1R

(0}

et p , avec ¢ une constante, lorsque f; = f% (voir [22] section 1.2 pour
les détails de ce calcul).
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La contribution de la partie de torsion est donc
(T: TN (VoE + wnep(Ye))) = prEpHAEno()
Les arguments qui précédent fournissent la formule :

#(XE /") = pPsTP g+ (NS —Rg)n+O(1)

)

qui est le résultat annoncé dans le théoréme 2.3.1.

2.3.2. Trivialité de /ig. — Le théoréme principal de la section précédente
(théoréme 2.3.1) donne une formule asymptotique portant sur les groupes de
classes généralisés le long d'une Z,-extension. Ce qui est remarquable est I'in-
tervention d’une perturbation inattendue de 'invariant d’Iwasawa )\Eg, prove-
nant d'un défaut de descente. Cette section isole des situations dans lesquelles
cette perturbation est triviale. La premiére correspond au cas spécial, dans
lequel la Zj-extension est elle méme S-ramifiée et T-décomposée.

Théoréme 2.3.4. — Soient S etT deuzx ensembles finis de places d’un corps
de nombres K et soit Koo/K une Zy-extension. Dans le cas spécial, les p-
groupes des T-classes S-infinitésimales attachés aux étages de Ko /K vérifient,
pour n.assez grand :

# (XT,/p") = prsmr s+ Hne
avec pg, ,ug et )\E les invariants d’Iwasawa de Xg’oo et ¢ € Z une constante.

Démonstration. — La descente se fait de la facon suivante (théoréme 2.1.8) :
X&, =~ XE o /on X oo @ T

Les calculs de la section précédente, en se ramenant & un module élémentaire,

permettent de voir que #(Xgoo/(wnXgoo + p"Xgoo)) = pl’gnpn‘wgpn‘*‘/\g"‘Fc

et le +1 provient du cardinal de T, /p". O

Dans le cas général, ’analyse de la preuve du théoréme 2.3.1 montre que la
quantité I{,g provient de la contribution du sous-Z,-module de descente Y,
dans la partie libre du module a I'infini Xgoo. On en déduit donc les résultats
suivants :

Corollaire 2.3.5. — Soient S et'T' deux ensembles finis de places d’un corps
de nombres K et soit Koo /K une Zy-extension telle que l'union de ’ensemble
des places de Koy au dessus de R—S et de l’ensemble de celles au dessus de TT¢
est un singleton. Alors les p-groupes des T-classes S-infinitésimales attachés
aux étages de Ko /K vérifient, pour n assez grand :

# (Xg:,n/pn) — ppgnpn—f—ugpn-i—)\gn-‘rc’

avec pg, ,ug et )\g les invariants d’lwasawa de Xgoo et ¢ € Z une constante.

51



Démonstration. — Cette fois-ci, les hypothéses de ramification conduisent a
un Zy-module de descente Y. trivial. Le résultat est alors une conséquence des
calculs menés dans la section 2.3.1 et de la remarque qui précéde ’énoncé du
corollaire. ]

Corollaire 2.3.6. — Soient S et T deux ensembles finis de places d’un corps
de nombres K et soit Ko/K une Zy-extension. On suppose que le module
d’Iwasawa a l'infini Xgoo est de torsion. Alors, pour n assez grand :

# (Xg:n/pn) — pugp”Jr)\gnJrO(l),
avec ,ug et )\g les invariants d’[wasawa de Xg o

Démonstration. — La partie libre de X%joo est nulle donc la perturbation /-c:g,

ainsi que l'invariant pg le sont aussi. O

On remarque que les hypothéses du dernier corollaire sont vérifiées lorsque S
ne contient que des places modérées.

2.3.3. Valeurs négatives de 5\%: — On expose ici une situation dans la-
quelle le parametre AL, qui apparait dans I'énoncé du théoréme 2.3.1, peut étre
rendu aussi négatif que voulu.

e On prend p = 2, K = Q(i) et on considére K la Zg-extension cycloto-

mique de K. Le travail déja effectué fournit certaines conditions nécessaires
sur S et T" pour obtenir un paramétre 5\5 négatif. Plus précisément, la borne
p%:p6 sur I{g devra atteindre des valeurs aussi grandes que voulues. Ceci force
I’ensemble S & contenir des places 2-adiques. Dans le cas contraire, les modules
Xgn sont de Zs-torsion et leur limite projective Xgm est de A-torsion, ce qui
entraine m:g = 0. Dans I'’exemple qui va suivre, 'invariant pg sera toujours égal
a 1. La borne sur Iig sera donc rendue grande en jouant sur l’entier e, c’est a
dire en imposant d’assez fortes congruences sur les places de 1" pour qu’elles
soient décomposées dans K. /K.
On met dans S l'unique place 2-adique de K et dans T les deux places de
K au dessus d'un premier ¢ totalement décomposé dans K./Q et inerte dans
Ko /K., pour un entier naturel e arbitraire. Le premier ¢ vérifie la congruence
q =1+ 2 (mod 2¢72).

Déterminons tout d’abord le module a l'infini Xgoo. Comme on est au-
dessus de la Zo-extension cyclotomique, on a Xg; oo = X5 00- En effet, les places
modérées non ramifiées sont totalement décomposées au-dessus de K, du fait
que Ko /K est localement la p-extension non ramifiée maximale de K en les
places modérées.

Il est bien connu que Xg o est de A-rang égal au nombre de places complexes
ro(K) = 1 (|40], théoréme 13.31) donc p% = pg = 1.
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La descente pour Xg o sécrit Xgoo/(wo) @ Zo ~ Xgo car Koo/K est S-
ramifiée. Donc Xg oo/ (wo,2) @ Z/27 ~ Xg0/(2).
On évalue Xgo/(2) en utilisant la dualité de Kummer. Le radical kummeérien
correspondant est E'(K)/E'(K)?, ou E'(K) désigne les 2-unités de K. On a
FE'(K) ~7Z & Z/4AZ ce qui entraine E'(K)/E'(K)? ~ (Z/2Z)?.
Le Z/2Z-module Xg ~/(wo, 2) est ainsi cyclique et, par le lemme de Nakayama,
X500 est un A-module cyclique.
En résumé, on a Xg;oo ~ A et pg =1, ug =L =o.

Ce point acquis, pour tout n > e, la descente pour Xgpo s’écrit :

X&p = XE oo Jwne(weXE o + Ye).

Il se trouve que le module Xg; . est fini. En effet, la théorie p-adique du corps
de classes (voir [21]) l'interpréte comme le quotient Us(K.)/s2(ET(K,)) du
2-groupe des unités locales en I'unique place 2-adique de K. par 'image ca-
nonique du Zo-tensorisé du groupe des T-unités de K.. Or, a un fini prés,
Us(K,) définit la représentation réguliére du groupe de Galois Gal(K./Q) et
ET(K.) contient aussi cette représentaion réguliére du fait que ¢ est totalement
décomposé dans K./Q. La conjecture de Leopoldt, qui est vérifiée ici puisque
Gal(K./Q) est abélien, nous assure que s2(E7(K.)) la contient encore. Ceci
montre que le groupe X:‘gp . est fini.

On obtient donc un pseuao—isomorphisme :

T T
(WGXS,OO + Yv€) — XS,OO’
puis un pseudo-isomorphisme
T T T
X3n = X5 00/WneXg oo = AfwneA.

On en déduit que #(Xgn/@")) = #(A/(wne,2)) + O(1) = 22" —n2°+00)
donc que M= —2¢ Cet exemple montre que la borne sur nig est optimale.

e Cet exemple peut étre développé aussi pour p un premier impair irrégulier.
On prend pour corps de base le corps cyclotomique K = Q((,) et on considére
sa Zp-extension cyclotomique K. On fixe aussi un entier naturel e. L’ensemble
de places S est constitué de 'unique place p-adique de K et T' contient les p—1
places de K au dessus d’un nombre premier g totalement décomposé dans K, /Q
et inerte dans K., /K. (q vérifie la congruence ¢ = 1 + p®(mod p°*1)).
Introduisons le groupe de Galois A = Gal(K/Q) et notons A* le groupe des ca-
ractéres p-adiques de A. A chaque élément ¢ de A* correspond un idempotent
primitif e, de I’algébre de groupe Z,[A], ce qui permet d’écrire canoniquement
tout A[A]-module comme somme directe de ses p-composantes. Ceci vaut en
particulier pour le module Xg:oo = X500 On note X, la p-composante de

X%joo, c’est un module sur A, ~ A que I'on peut déterminer selon la parité du
caracteére .
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— Si ¢ est pair (c’est a dire si ¢ prend la valeur +1 sur la conjugaison
complexe 7), 'hypothése de régularité entraine la trivialité de X,.
— Si ¢ est impair (p(7) = —1), il vient que X, est libre de rang 1 sur A,.
Donc X, ~ A.
On en déduit que pk = (p—1)/2, pk =0et AL =0.
Les arguments développés dans ’exemple précédent donnent une perturbation
égale & —p° pour chaque caractére ¢ impair, soit au total 5\%: =—p¢(p—1)/2.
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CHAPITRE 3

FORMULES DE REFLEXION

Dans [23], les formules asymptotiques sur les p-groupes de classes généralisés
le long d’une Z,-extension sont exploitées a ’aide des formules de réflexion de
Gras (voir [10] ou [9]). Le but est d’obtenir des informations sur les invariants
d’Iwasawa et le principe est le suivant. Les formules asymptotiques relient les
invariants d’'un module d’Iwasawa & l'infini & des objets attachés aux étages
finis de la tour. En présence de racines de 1'unité, ces objets au niveau fini
possédent une double interprétation en terme de groupe de classes et en terme
de radicaux kummeriens. On peut supposer sans restriction que les ensembles
de places S et T sont disjoints, il suffit d’enlever les places de I'intersection de
S et les modules correspondants sont les mémes. Si S et T' sont disjoints et que
leur union contient toutes les places p-adiques, on peut donner un lien explicite
entre les objets finis correspondant au couple (S, T') et ceux correspondant au
couple (7, .S). Arithmétiquement, ceci traduit une dualité entre ramification et
décomposition qui peut étre retranscrite au niveau des invariants d’Iwasawa.
Nous donnerons, dans ce chapitre, les formules de réflexion sur les invariants
d’'Iwasawa pour la Z,-extension cyclotomique qui tiennent compte des correc-
tions apportées a l'article [23]. Aussi, I'obtention de formules asymptotiques
pour des extensions de Lie p-adiques nous autorise & étendre ces formules aux
extensions de dimension supérieure. Nous en déduirons le calcul de I'invariant
d’Iwasawa p dans certains cas particuliers.

3.1. Cas de la Z,-extension cyclotomique

On se contente ici de donner une version corrigée du théoréme 6 de [23].
La démonstration qui s’y trouve est parfaitement valable si on remplace I'in-
variant d’Iwasawa )\:‘g par 'invariant 5\5 qui apparait effectivement dans la
formule asymptotique (théorémes 2.3.1 et 2.3.4 dans lequel 2L = AL +1). On



utilisera d’ailleurs cette démonstration pour traiter le cas des extensions de Lie
p-adiques dans la section 3.2.1.

Pour un ensemble fini S de places d’'un corps de nombres K, on pose dg =
Z [K, : Qp] la somme des degrés locaux des localisés de K en les places

vES)
p-adiques de S. On notera aussi sy, le nombre de places au dessus de S d’une
Zy-extension Ko, de K.

Théoréeme 3.1.1 (Jaulent, Maire, [23|, théoréme 6)

Soit K un corps de nombres contenant les racines 2p-iemes de ['unité et soit
Ko la Zy-extension cyclotomique de K. On se donne deux ensembles finis
disjoints S et T de places de K dont 'union contient les places p-adiques.
Alors les invariants associés a Koo /K vérifient les identités du miroir :

o 0
T T S S
(i) pS'*'?:pT“—?;
(i) 1§ = 17,
(iii) N5+ too = A3 + S0o.
Ce théoréme permet d’obtenir des informations sur les invariants pg et ,ug,
que l'on exposera dans le cas général traité dans la partie 3.2.3.

Une conséquente immédiate sur I'invariant )\g est 'existence d’une minoration
trés simples lorsque S contient les places p-adiques.

Corollaire 3.1.2. — Soit K un corps de nombres contenant les racines 2p-
iemes de l'unité et soit Koo sa Zy-extension cyclotomique. On se donne S un
ensemble fini de places de K qui contient [’ensemble des places p-adiques et T
un ensemble fini de places modérées disjoint de S. Alors

M5 -1
En particulier, )\g est arbitrairement grand avec S.

Démonstration. — Les identités du miroir nous donnent pour 7' = () :
As +1=Xxg =A% + 500 = A + 500 > 500,

puisque, dans le cas spécial, As = Ag+1et que, pour le module de A-torsion
X3 | le paramétre effectif A5 coincide avec l'invariant d’Twasawa \° (voir le
théoréme 2.3.4 et le corollaire 2.3.6).

La montée dans la Z,-extension cyclotomique ayant épuisé toute possibilité
d’inertie aux places modérées, on a banalement Xgoo = X500, donc )\:‘g =
As. O
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3.2. Cas des extensions de Lie

A partir de maintenant on fixe un nombre premier p et un corps de nombres
K contenant les racines 2p-iémes de I'unité. On considére une extension K,/ K
dont le groupe de Galois G est un pro-p-groupe p-valué de type fini et dans
laquelle seul un nombre fini de places de K se ramifie. On fixe deux ensembles
finis disjoints S et T" de places de K dont I'union contient les places p-adiques.
Ce cadre permet d’appliquer les théorémes de réflexion pour comparer la S-
ramification et T-décomposition a la T-ramification et S-décomposition au
niveau fini, puis d’utiliser le théoréme 2.2.8 pour en tirer des conséquences
sur les invariants d’Iwasawa a I'infini. On supposera d’abord, que le corps Ko
contient la Zy-extension cyclotomique de K (ce cas couvre la situation de la
section 3.1). Ensuite, nous verrons ce que 'on peut dire sans cette hypothése.

3.2.1. En présence de la Z,-extension cyclotomique. — On suppose
dans cette section que K, contient la Zj)-extension cyclotomique de K, donc
K(ppe) C Koo car pg, € K. Cette hypothéses assurent que, pour k assez
grand, le corps Ky, contient les racines p"”-iémes de l'unité. En effet, G est
produit semi-direct du groupe de Galois de la Zj-extension cyclotomique de
K, noté I', par un sous-groupe distingué H de G. Prenons k assez grand pour
que Gy, soit p-saturé, de telle sorte que Gip = Gﬁn. Pour tout n, les racines
p"-iémes de I'unité sont fixées par H et par I'?", donc par Gzn. Autrement dit,
ppr C Kjipn. On fixe cette constante k dans la suite, en remarquant qu’elle est
nulle si G est un groupe uniforme.

On aura besoin d’un certain nombre de notations qui servirons & énoncer
le théoréme fondamental de cette partie, qui exprime une lien entre le groupe
des classes associé a la S-ramification, T-décomposition d’une part, et le radi-
cal kummerien associé a la T-ramification, S-décomposition d’autre part. On
pourra se référer a [21] pour les définitions des objets de la théorie p-adique
du corps de classes et on oubliera souvent 1'indice n pour ne pas surcharger les
notations. La notation m vaut pour un certain diviseur, construit sur les places
de S(Kj4n). Le module R est le p-adifié des idéles principaux de Ky, et Ry
est son sous-module des idéles congrues a 1 modulo m. On appelle 5nT1 le p-
adifié des T-unités de Ky, qui sont congrues & 1 modulo m. Comme expliqué
dans [23], le diviseur m a été choisi de telle sorte que le quotient d’ordre p™ du
p-groupe des T-classes de rayon m de Ky, noté Clﬁ, soit isomorphe au quo-
tient d’ordre p™ du groupe de Galois de sa pro-p-extension abélienne S-ramifiée
T-décomposée maximale ng 4 €6 que le radical kummeérien du quotient de

I’extension duale, T-ramifiée et S-décomposée, soit donné par Rad?;. Enfin,
RI[p"] est un pseudo-radical qui permet de faire le lien entre les deux suites

57



du théoréme suivant et qui est défini par

Rup"] = {p" @z € p "Zy/Z) @ Run|z € T T},
oil J est le p-groupe des idéles de K, et J7 son sous-groupe des T-idéles.
Théoréeme 3.2.1 (Jaulent, Maire, [23|, théoréme 4)

A chaque étage Ky, de la tour Koo /K, on a les suites exactes du miroir :

— (R/Ruw) "]/ ttpn — RL[p"] —— RadT[Pn] —1

RL[p"] —— CIL[p"] ——1

1 &/p"

Le corollaire suivant résulte du calcul des cardinaux des termes des suites
exactes du miroir, conjointement au théoréme 2.2.8. Il donne les mémes infor-
mation sur p et u que le théoréme 3.1.1 et les notations y sont identiques.

Corollaire 3.2.2. — Si pa, C K et que K contient la Zy-extension cyclo-
tomique de K. On a les formules suivantes, lorsque S UT contient les places
p-adiques :

) )
T, 9T _ 5, 9
T S
Hs = K-
Démonstration. — Dans cette démonstration, les modules qui interviennent

sont attachés au corps Kgn.

e Tout d’abord, on fait apparaitre les invariants d’Iwasawa en regardant les
cardinaux des termes de droite des deux suites. En effet, Cl£ étant un groupe
fini, on en déduit, d’aprés la théorie du corps de classes, que

#(CIulp™) = #(Cly/p") = #(CI /p") = #(XE /D)
D’autre part, utilisant la théorie de Kummer,
#(Radg[p"]) = #Rad§[p"]) = #(Hom (X7, /p", ipn)) = #(XP 0 /P")-

La preuve du théoréme 2.2.8 peut étre modifiée pour tenir compte du décalage
de k et conduit a la formule :

B (XL pn/p") = pP5TH#E) (GChin) HOp 1)

Les invariants pS, ,us et pT, ,uT interviennent donc dans les cardinaux de
C1L[p"] et de RadL[p"] respectivement.
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Il reste & calculer les cardinaux des termes de gauche. On s’appuie sur ce
qui est fait dans |23].

e Le lemme d’approximation nous permet de voir que (R/Rum)[p"] ~ U° /p",
ot U° désigne le produit sur les places de S(Kj4,) des complétés p-adiques
des unités locales :

uS/pn ~ H Z/pnz[Kk+n,lep] H fpn -
VESp(Kktn) vES(Kk4n)

La partie racines de I'unité contribue en po("pn(d_l)). En effet, comme K, /K
contient la Z,-extension cyclotomique, aucune place n’est totalement décom-
posée dans Ko /K. On fait alors appel au lemme 2.1.6 pour conclure que
#(S(Kp4n)) = O(p@-D),

Quant au produit restant, son cardinal est donné par p
Le quotient par les racines globales de I'unité ne change rien (cardinal en p©™)
et on en déduit que

#(R/Rw)[P"]/p1pn) = p‘SS"(G=Gk+n)+O(np"(d’”)_

e Le dernier cardinal a calculer et celui de £L/p™. On a #(EL/p") =
#(ET /p™)pP™) car les Zy-modules ET et EL sont de méme rang (regarder I'in-

65n(G:Gk+n).

jection ET /€L H U, /U™ et leur torsion est composée de racines globales
vjm

de 'unité, dont le cardinal évolue en p@(™).

On trouve le cardinal voulu en appliquant le théoréme de Dirichlet sur les

T-unités qui donne

L(ET /) = palKQN(GG ) +Omp" ),
e Finalement, mettant ces calculs ensemble, il vient
ps+ 3l Q= pp+0s
Hg = Hp
La formule symétrique de ’énoncé concernant p provient du fait que S UT
contient les places p-adiques, ce qui implique [K : Q] = dg + dr.
L’égalité entre rg et r% s’obtient en recoupant la formule sur p avec le

théoréme 3.2.7 & venir (et le théoréme 3.2.6 pour p = 2). O

On peut déduire de ce résultat une formule de réflexion concernant le Zy,-rang
des modules Xgn.

Corollaire 3.2.3. — Sous les mémes hypothéses, on a
) 0s n(d—
e, (XF,0) = ke, (XE) = (= %) (615G + 0G4 )
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Démonstration. — Le corollaire 3.2.2 donne un lien entre pg et p%. On sait,
d’apres le théoréme 2.2.8, que l'invariant p controle le Z,-rang de X, d’ou le
résultat. O

3.2.2. Sans la Z,-extension cyclotomique. — On garde les mémes hypo-
theses sur K, /K que dans la section précédente, sauf que K ne contient pas
forcément la Z,-extension cyclotomique de K. Il est toujours possible d’appli-
quer les théorémes de réflexion mais sur les quotients X:;C’n /p seulement (au
lieu des quotients par p™) car K, ne contient en général que les racines p-iémes
de 'unité.

On utilisera les notations suivantes pour un ensemble fini S de places de K.
On notera s, le nombre de places finies de S et sr le nombre de places réelles
de S. Etant donné une extension K, /K, on notera s le nombre de places
finies de S totalement décomposées dans K. /K.

La formule de réflexion sur laquelle on se base est la suivante :

Théoréeme 3.2.4 (Gras, [9], théoréme 1.4.6). — Soit p un premier et K
un corps de nombres contenant p,, de signature (ri,72). On se donne S et T
deux ensembles finis disjoints de places de K tels que SUT contient les places
p-adiques et les places réelles. On a alors la formule suivante, concernant les
p-groupes des classes généralisés associés a K :

dimg,, (XL /p) — dimg, (XZ/p) = 8o — to + 05 — 11 — 12 + 02,5 5R,
ot 0g est le degré p-adique en S et ot 92 = 1 ou 0 suwant que p = 2 ou non.
Prenant en compte la nature de cette derniére formule, on traitera séparément
les cas p =2 et p # 2.
e Casp=2:
On remarque tout d’abord que les places & I'infini n’ont aucune incidence sur
I'invariant p.

Proposition 3.2.5. — Pour un ensemble de places S, on note S, le sous-
ensemble des places finies de S. Alors

T To
Ps = Ps,-
Démonstration. — 1l est clair que Xgoo = Xg: > avec T" I'ensemble de places
T auquel on ajoute toutes les places réelles non contenues dans S.

Ecrivant T), pour l'ensemble des places réelles de K au dessus de 77, la
théorie du corps de classes donne une suite exacte

Pz/2z— xF - xL -0
T/

So,00

Elle conduit au résultat car le premier terme est de A-torsion. O
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Théoréme 3.2.6. — Pour p = 2 et lorsque S UT contient les places au
dessus de 2 et les places réelles, les invariants d’lwasawa de l’extension Koo/ K
vérifient :

1) t 1) s
pE Al TE ppdee 1 E = pf g T gdee 1 T8
2 2 2 2
Démonstration. — Le théoréme 3.2.4 nous indique que, pour tout n, la diffé-

rence dimg, (Xgn /p) — dimg, (X%n /p) est donnée par :
So(Kp) — to(Kp) + 05(Ky) — 11 (Ky) — 12(Ky) + sr(Kp).
Il faut remarquer ici que l'on a

7"I(I(Vn) + TQ(Kn) = %(7‘1 (Kn) + 2r2(Kn) + 71 (Kn))
= 3 (5S(Kn) + (5T(Kn) + 3R<Kn) + t]R(Kn)) .
Le passage a la deuxiéme ligne se justifie grace a I’hypothése sur I’ensemble de

places SUT.
La quantité dimg, (X2, /p) — dimg, (X7, /p) est alors égale a :

4 55(2[{n) . 6T(2I(n) + SR(j{n) _ tR(fn)‘

Asymptotiquement, on a g(K,) = 65(G : Gy) et so(K,) = s%(G : Gy) +
O(p™4=1), car le lemme 2.1.6 permet de négliger les places qui ne sont pas
totalement décomposées. Le groupe G est sans torsion donc les places réelles
de S sont totalement décomposées dans Ko,/K. On en déduit que sg(K,) =
sr(G : Gy,). Les mémes considérations pour T’ conduisent a la formule suivante

pour dimg, (Xgn/p) — dimgp, (X%qn/p) :

1) 1) s t
dec _ jdec S _ T R _ R . n(d—1)
(3 t —1——2 > —|——2 2> (G:Gn)+0O(p ).

On obtient la formule de I’énoncé en comparant avec le comportement asymp-
totique de dimg, (X7, /p) — dimpg, (X7, /p) donné par le théoréme 2.2.8. [

So(Kp) — to(Ky)

e Casp#2:
La complexification des places réelles ne produit que de la 2-torsion dans les p-
groupes Xgn. Comme p est différent de 2 ici, les places réelles ne jouent aucun
role et on peut considérer que S et T' ne contiennent que des places finies.

Théoréme 3.2.7. — Sip est impair. On suppose que p, C K et que SUT
contient les places p-adiques. On a alors la formule suivante concernant les
mvariants p et r :

5 5
pE 1k + T 1% = g ke T s
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Démonstration. — Sous ces hypothéses, le terme de droite de la formule du
théoréme 3.2.4 devient :

S(K) — H(Ky) + 05 (Ky) — %[Kn . Q).

La relation [K,, : Q] = 0s(K,,) + 67(K,,) provenant de '’hypothése sur SU T,
ainsi que le lemme 2.1.6 qui permet de négliger les places qui ne sont pas tota-
lement décomposées donnent alors I’évolution suivante pour dimg, (Xgn /p) —

dimp, (X:ﬁn/p) :
b _dr
2 2

On conclut en invoquant le théoréme 2.2.8, qui donne I'évolution asymptotique
de dimg, (X7, /p) — dimg, (X2, /p). O

(Sdec - 7fdec + )(G . Gn) + O(pn(d—l))'

3.2.3. Calcul des invariants. — Dans [23], les formules de réflexion dé-
bouchent sur le calcul de l'invariant pg dans le cas CM, ainsi que sur des
inégalités concernant les invariants ug lorsque S et T varient. Nous allons
exhiber des résultats de ce type dans le cadre non-commutatif.
On suppose dans cette section que p # 2 ou que K est totalement imaginaire.
On fait aussi I'hypothése que K /K contient la Zy-extension cyclotomique,
ce qui assure les deux propriétés essentielles suivantes :

— Aucune place finie de K n’est totalement décomposée dans Ko /K.

— L’extension K. /K vérifie la condition de Leopoldt faible.
La condition de Leopoldt faible exprime le fait que le groupe d’homologie
Hy(Gs(Kw),Zy) est nul dés lors que S contient les places p-adiques, avec
Gs(Kx) le groupe de Galois de la pro-p-extension S-ramifiée maximale de
K. Il est démontré dans [33] que cette condition est vérifiée en présence de
la Zj,-extension cyclotomique. On va utiliser une formulation équivalente de
cette condition, en terme de rang d’unités, que l'on peut trouver dans [29]
(proposition 4.9). On donne ici les grandes lignes de la démonstration. Pour
un ensemble fini S de places de K contenant les places p-adiques et les places
ramifiées dans K, /K, on note Kg la pro-p-extension maximale S-ramifiée
de K et Gg(K) = Gal(Kg/K). Le corps K est alors inclu dans Kg et on
a Xgoo = Gal(Ks/Kw)® = Gg(Ko)®. La condition Ho(Gg(Kwo),Zp) = 0
permet de relier le A-rang de Xg & la caractéristique d’Euler-Poincaré de
G5(K) qui est connue. On en déduit ensuite une formule pour rkz, (X ,) grace
au théoréme 2.2.8, que l'on relie au défaut de Leopoldt Es,, = ker(&, — U)
via la théorie du corps de classes. On rappelle que &, est le tensorisé par Z, du
groupe des unités globales de K, et que U4 désigne le produit des p-adifiés des
unités locales en toutes les S-places de K, (voir les notations avant le théoréme
3.2.1).
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On en déduit I'expression suivante de la condition de Leopoldt faible,
rkZp (ES,TL) = O(pn(d_l))'

Cette condition est bien évidemment vérifiée si on admet la conjecture de
Leopoldt pour les étages K.

e Indépendance en T et en S — 5,.

Dans le cas de la Zp-extension cyclotomique, les invariants pg et ug ne dé-
pendent que de ’ensemble des places p-adiques de S, noté S,. L’argument,
provenant de la théorie du corps de classes, étant que les p-adifiés des sous-
groupes de décomposition des places au-dessus de T et d’inertie des places de
S — Sp dans X5 o sont des Zj,-modules de rang au plus 1. C’est toujours vrai
dans le cas général mais les places & considérer sont alors en nombre infini,
ce qui empéche de conclure directement. Il faut alors redescendre a X;‘Cn pour
démontrer : 7

Theéoréme 3.2.8. —

p§ = Ps,,
:U'g = HKSp,
L =rg,.
Démonstration. — Comme remarqué juste avant, les sous-groupes de décom-

position et d’inertie des places de T'U S — S}, dans Xg,, sont de p-rang au plus
1. Ces sous-groupes sont asymptotiquement au nombre de (’)(p"(dfl)) car les
places en question ne sont pas totalement décomposées dans Ko, /K (lemme
2.1.6). On peut conclure dans ce cas que

#(Xsiqn/p") — #(Xsp,n/pn)po(npn(dil))

et que
dimg, (X3, /p) = dimp, (Xs,n/p) + 0" ).
Le théoréme 2.2.8 permet d’en déduire les égalités annoncées. ]

e Calcul de pg.
On calcule l'invariant pg lorsque les corps K, sont totalement réels ou CM
pour tout n, toujours en présence de la Zy-extension cyclotomique.

Pour le cas CM, on note 7 la conjugaison complexe et S = SN S7. On a :

Theoréme 3.2.9. —

i) Si Koo est totalement réel, alors

ps =0
i1) Si K, est CM pour tout n, alors
5
T _ -5
Ps = 9



Démonstration. — Le théoréme 3.2.8 permet de se limiter au calcul de pg pour
S un ensemble de places p-adique de K.
On obtient des informations sur pg a I'aide de la formule

I‘kZp(XS,n) = pS(G : Gn) + O(pn(d—l))

du théoréme 2.2.8.
La théorie du corps de classes relie cette quantité a un probléme de plongement
d’unités grace a la suite exacte :

Sn—>l/{;?—>X5,n—>Xn—>O.

Les modules X, sont les p-groupes des classes au sens classique et sont en
particulier de Z,-torsion. On en déduit
rkz, (Xsn) = rkz, (coker(&, — u)).

C’est ce dernier conoyau que ’on va calculer.

i) On commence par traiter le cas totalement réel.
On a

rkz, (coker(&, — U)) < rkz, (coker(&, — Z/IEIP)),

avec Pl, 'ensemble des places p-adiques.
Asymptotiquement, le Z,-rang du noyau de cette derniére application évolue
en O(p™@=1) d’aprés la condition de Leopoldt. Comme les corps K, sont
totalement réels, rkz,(&,) = [K : Q)(G : G,) — 1 d’aprés le théoréme de
Dirichlet et rkz,( 511’) = [K : Q|(G : Gy). On en tire que le Z,-rang de ce
dernier conoyau évolue en O(p”(d_l)), donc que pg = 0.

i1) On suppose maintenant que K, est CM pour tout n et on commence par
traiter le cas o1 S est stable par .
La composante Zj-libre de I'image de &, — Z/{;? est contenue dans la partie +
des unités locales. On a ici rkz, (€,) = r2(G : Gy) — 1 et 1k, Up'")+ =ry(G -
G,). La condition de Leopoldt permet de conclure que

kg, (coker(&, — (UF)T)) < rky, (coker(E, — Uy ")*))
— O(p"(d_l)).
On a alors
rkz, (coker(&, - UZ)) = rkg, (UT)™ + O(pa-D)
= %(G:Gp) + 0@ Y).
Ainsi, pg = %S
A partir de maintenant, on ne suppose plus que S est stable par .

Pour une place v d’un corps CM, l'action de 7 nous informe qu’une unité
d’image triviale dans U, est aussi d’image triviale dans U,-. Notons S = SUS”,
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de telle sorte que pour tout n, s, = ker(E, — U) et Eg,, = ker(E — us)
sont égaux. )
Le diagramme suivant permet de comparer coker (&, — U2) a coker(&, — US),
qui est connu car S est stable par T :

0 Esn En us coker(&, = US) —=0
0 Esm &n us coker(&, — US) —= 0.
On a donc

rkz, (coker(&y, —Uu2)) = rkZp(L{ ) —1kz, (U;,)) + 1kz, (coker (&, —>L{f))
5

S
) +
= (05— 05+ %S)(G G>+o<p"<d—1>>
= < % 1 %5)(G : G) + O(p@-)
= 7S< . Gy) + O,
d’OﬁpS:%. O

e Calcul de ug et rg.

Les calculs sur l'invariant g contenus dans [23] sont encore valables ici et
peuvent étre étendus a r. Nous les retracons succintement, les démonstrations
étant identiques a celles dans le cas de la Zj-extension cyclotomique.

On se place dans le cadre cyclotomique, c’est-a-dire que 'on suppose que K
contient les racines p-iémes de 'unité (pq si p = 2) et que Ko /K contient la
Zy-extension cyclotomique. Cette condition est ici nécessaire pour obtenir des
informations sur p et r via les formules de réflexion.

Proposition 3.2.10. — Notons Pl, l’ensemble des places p-adiques et S, =
S N PL,. Sous les hypotheses précédentes, on a :
i)
Z? = HKS, = HUPL,—Sps
T?S: =TSp = TPlp—58p-
ii) Si de plus Ky, est CM pour tout n et S, est stable par conjugaison compleze,
alors .
B < M,
rg <,

ot p et r sont les invariants correspondant au cas S =T = ().

Démonstration. — i) On utilise le théoréme 3.2.8 et le corollaire 3.2.2 pour
écrire :
T Pl,—-S, S,
s = jis, = Mg " = Hpl _g, = HPl,—S,;
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ainsi que les mémes égalités pour r.
ii) Les hypothéses permettent d’utiliser la preuve du théoréme 13 de [23]
sans changement. O
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