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Introduction.

Le but de ce travail est de montrer comment la théorie des systémes d’Euler permet
de comparer, dans certaines extensions abéliennes, le module galoisien des unités globales
modulo unités de Stark avec le module galoisien des p-classes d’idéaux. On ne s’intéresse
ici qu'aux extensions abéliennes ayant pour corps de base un corps quadratique imagi-
naire, ou un corps global de caractéristique non nulle.

Dans les chapitres 1 & 4, on considére une telle extension abélienne K/k, de degré fini.
Dans le cas ot k est un corps global de caractéristique non nulle, on distingue une place
oo de k, totalement décomposée dans K. On note O l'anneau des entiers de k lorsque
k est quadratique imaginaire, et on note Oy 'anneau des entiers en dehors de co dans le
cas de la caractéristique positive. Soit Ok la fermeture intégrale de O, dans K. Notons
Ak le p-Sylow du groupe des classes Cl(Ok), €k = Z, @z OF ou O est le groupe des
unités globales de Ok, et Stx = Z, ®z Stx ou Stx est le groupe d'unités de Stark. Il
est bien connu que dans le cas quadratique imaginaire comme dans le cas des corps de
fonctions, Sty est d’indice fini dans Oj. On dispose méme de formules d’indices pour
des sous-groupes de Ok qui sont des « variantes » de Stx. Ainsi dans le cas quadratique
imaginaire, D. Kubert et S. Lang ont obtenue une telle formule pour un groupe d’unités
elliptiques dans [30], qui fut généralisée par H.Oukhaba dans [39]. Dans le cas ou k
est de caractéristique non nulle, définir un analogue du groupe des unités elliptiques et
déterminer les formules d’indices a nécessité le travail de plusieurs auteurs. Parmi ceux-ci,
citons D. Hayes (voir [20]), H. Oukhaba (voir [36], [37] et [38]), L. Shu (voir [55]), L. Yin
(voir [68] et [69]) et G.W. Anderson (voir [2]). L’objectif de ces chapitres est de prouver
que pour tout Q,-caractére irréductible non trivial ¢ de Gal (K/k), on a l'égalité des
cardinaux des 1-parties,

#(Ax)y, = #(Ex/Stic), . (0.0.0.1)

résultat connu sous le nom de conjecture de Gras.

Dans le premier chapitre, nous présentons un outil algébrique que nous avons introduit
dans [60], les modules-indices. A I'aide de cet outil, nous démontrons dans le second
chapitre une version faible de la conjecture de Gras, c’est-a-dire une version concernant
les Q-caracteres irréductibles de Gal (K /k).

Au chapitre 3, nous présentons les rouages de la technique des systémes d’Euler. La
méthode trouve ses origines dans les travaux de deux auteurs : F. Thaine [59] d'une part,
qui a introduit une nouvelle méthode pour obtenir des annulateurs galoisiens du groupe
des classes d’idéaux d’un corps de nombre abélien réel ; V. Kolyvagin [28] d’autre part, qui
montre que le groupe de Shafarevitch et le groupe de Mordell-Weil de certaines courbes
elliptiques sont finis. Dans [29], V. Kolyvagin synthétise les idées de ces deux travaux, et
introduit les systémes d’Euler, grace auxquels il étend ses résultats et ceux de F. Thaine.
Pour p # 2 un nombre premier et pour certaines extensions abéliennes de degré fini F'/Q),
ol () est soit Q soit un corps quadratique imaginaire dont ’anneau des entiers est principal,



il détermine dans la plupart des cas les ordres des 1-composantes du p-Sylow de Cl (Op),
ot ¢ : Gal (F//Q) — pp—1 C Z, est un morphisme de groupes non trivial. La méthode
est ensuite développée par divers auteurs, en particulier par K. Rubin, qui I'utilise pour
démontrer dans un contexte trés général, la conjecture de Gras et la conjecture principale
de la théorie d’Twasawa pour les unités cyclotomiques (voir 'appendice de [65]), ainsi que
pour les unités elliptiques (voir [50] et [52]). Notre exposé suit de trés prés le travail de
K. Rubin.

Un point crucial est de prouver l'existence de systémes d’Euler « initialisés » en
chaque unité de Stark. Dans [51], K. Rubin a montré que si on néglige la condition de
congruence (E4) dans la définition des systémes d’Euler (voir définition 3.2.2.1), et si on
« tord » les unités de Stark a 'aide d’annulateurs du module galoisien des racines de
I'unité, alors de tels systémes existent toujours. Cependant on est alors contraint d’éviter
certains caractéres lors de la preuve de la conjecture de Gras. C’est pourquoi il nous a
paru préférable de procéder différemment et de distinguer le cas quadratique imaginaire
et le cas des corps de fonctions. Dans le cas quadratique imaginaire, il est bien connu
que les unités de Stark s’expriment a l'aide d’unités elliptiques, or il existe des systémes
d’Euler « initialisés » en chaque unité elliptique. Dans le cas de caractéristique non
nulle, D. Hayes a démontré la conjecture de Stark a 'aide de modules de Drinfel’d (voir
21]). Notons ke le complété de k en 0o, (kso)™® une cloture algébrique de koo, et Coo la
complétion de (k:oo)alg par rapport a l'unique valeur absolue prolongeant celle de k.. Si
on fixe un signe sgn : k3 — k(c0)™, ou k(co) est le corps des constantes de k.., alors
on peut considérer naturellement C,, comme un O-module via l'utilisation de certains
modules de Drinfel’d sgn-normalisés. Les unités de Stark sont alors obtenues a l'aide de
certains points de torsion de C,,. C’est en utilisant cette constuction que nous pouvons
déterminer explicitement des systémes d’Euler « initialisés » en chaque unité de Stark.

Au chapitre 4, les systémes d’Euler nous permettent d’obtenir la divisibilité

# (AK)w ‘ # (gK/StK)wu

qui jointe a la version faible prouve la conjecture de Gras. Rappelons que K.Rubin a
prouvé (0.0.0.1) dans le cas quadratique imaginaire, lorsque p 1 ex[K : k], ou e; est le
nombre de racines de I'unité de k, voir [50] et [52]. Notre résultat étend celui de K. Rubin
lorsque plex et p 4 [K : k] (voir [41]). Dans le cas ou la caractéristique de k est non
nulle, K.Feng et F.Xu ont prouvé (0.0.0.1) lorsque k := F,(7T") est un corps de frac-
tions rationnelles, Oy = F,[T], K := H,, pour un certain idéal m # (0) de F,[T], et
p1qlg—1)[K : k] (voir [11]). Leur résultat a été généralisé par F.Xu et J.Zhao. Dans
[67], ils prouvent (0.0.0.1) lorsque K := H,, pour un certain idéal m # (0) de F,[T7], et
p1q(N(00)—1)[K : k], o N (00) est le cardinal du corps résiduel en oo. Nous étendons
donc leur résultat au cas ot K n’est pas un corps de rayons et au cas ou p| (N (c0) — 1)
et ptq[K : k] (voir [12]).

Dans les chapitres 5 et 6, on se place dans le cas quadratique imaginaire uniquement.
On suppose que p est un nombre premier qui est décomposé dans k. On note p un idéal
maximal de Ok au-dessus de (p), et ko I'unique Z,-extension de k non ramifiée en dehors
de p. On considére ensuite une extension K, /ks de degré fini, abélienne sur k. On pose
Go = Gal (Ky/k), et on fixe une décomposition Go, = G x I', ou G = Gal (K /keo)
est le sous-groupe de torsion de G et I' est un groupe topologique isomorphe a Z,. Pour
tout C,-caractére irréductible x de G, on pose A, = Z,(x) [I']], ot Z,(x) est 'anneau des
entiers de l'extension Q,(x) C C, de Q, engendrée par les valeurs de x. Au chapitre 6
nous démontrons que pour p ¢ {2,3} et pour tout C,-caractére irréductible x de G, on a
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égalité des idéaux caractéristiques des x-quotients,
chary, (Aw,y) = chary, (Exo/Ste), (0.0.0.2)

ce qui est une des versions de la conjecture principale de la théorie d’Iwasawa. Sip € {2, 3},
on obtient juste une divisibilité. Le chapitre 5 est réservé a des résultats préliminaires. Ce
travail nous a été inspiré par les résultats de W. Bley et de K. Rubin. Nous rappelons que
dans [50, Theorem 4.1| et [52, Theorem 2|, K. Rubin a utilisé les systémes d’Euler pour
prouver la conjecture principale pour les Z,-extensions et Zi—extensions d’une extension
abélienne F/k de degré fini, lorsque p { [F : kleg. Inspiré par les idées de K.Rubin,
C. Greither a prouvé la conjecture principale pour la Z,-extension cyclotomique d'un
corps de nombre abélien [19, Theorem 3.2] (résultat obtenu auparavant par B. Mazur et
A. Wiles dans [33]). W.Bley a prouvé le théoréme 6.1.0.2 lorsque p 1 2#C1(Ok) et qu’il
existe un idéal § # (0) de Oy tel que K,, := Hgme1 (voir [5, Theorem 3.1]), ott pour
tout n € N, Hyynt1 est le corps de rayons modulo m. Signalons enfin que trés récemment,
J. Johnson-Leung et G.Kings ont prouvé une version cohomologique de la conjecture
principale, qu’ils déduisent de la conjecture des nombres de Tamagawa (voir [27]). Dans
leur travail, les x-quotients sont remplacés par de la cohomologie a coefficients dans des
représentations galoisiennes définies par y, et ils utilisent les systémes d’Euler a la Kato.
Ils déduisent ensuite la version classique de la conjecture principale pour les Zi-extensions

F = OLjO Hyng, ot f # (0) est un idéal de Oy, et p ne divise pas le sous-groupe de torsion
de Gal (Fio/k).

De méme que pour la conjecture de Gras, les systémes d’Euler ne nous permettent
que d’obtenir la divisibilité

chary, (Aw,y) | chary, (Exo/Steo), -

Pour avoir I’égalité, nous utilisons ici un résultat E. de Shalit [12, II1.2.1 Theorem, p. 109],

qui implique que
Z fy (Acoy) = Z Hx <<goo/8too)x> ;
X X

DA = DA ((Ex/St),)

ot les sommes sont sur tous les Cp-caractéres irréductibles de G, et ou A, et 1, sont
les invariants d’Iwasawa. La preuve de ce résultat repose en partie sur la nullité des u-
invariants, die a R.Gillard (voir [16]) qui 'a démontré pour p ¢ {2,3}. C’est pourquoi
nous n’obtenons qu’une divisibilité pour p € {2,3}. Toutefois dans [1], J-R.Belliard a
démontré (sans utiliser la conjecture principale) que pour tout corps de nombres totale-
ment réel ' abélien sur Q, on a 'égalité des p-invariants et des A-invariants de Ep_ /Cr.,
et Ap_, ou F est la Z,-extension cyclotomique de F' et Cp_ est le module des unités
circulaires. En suivant la méthode de J-R. Belliard, nous avons montré dans [63] et [61]
que

1AL = 1(En/St) et A(Ax) = A (Ex/Sta), (0.0.0.3)

pour tout nombre premier p. Ce résultat peut étre substitué a celui de E. de Shalit, et on
en déduit que la divisibilité obtenue pour p € {2, 3} est en fait une égalité si on néglige les
p-invariants. Nous n’exposons pas ce travail ici, et renvoyons le lecteur a [63]. Ajoutons
qu’en utilisant (0.0.0.3) H. Oukhaba a démontré dans [10] que I'égalité (0.0.0.2) est vraie
pour p = 2 si #(G) est impair.
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Soit k., 'unique ZZ-extension de k. Soit K7 une extension de degré fini de k., abé-
lienne sur k. Notons G’_ le groupe de Galois de K!_/k, et fixons une décomposition
G, =G xT"de G, ou G est un groupe fini et I'" est un groupe topologique isomorphe
a Z2. Pour tout C,-caractére irréductible x de G', on pose A}, = Z,(x) [I"]]. Dans [6],
nous avons montré que pour tout C,-caractére irréductible y de G', on a I’égalité des
idéaux caractéristiques des y-quotients,

ChESLI'Ag< (AKC/WX) = ChaI'Ag< (gKéo/StKéo)X7
étendant ainsi les résultats de K. Rubin au cas général ou p peut diviser # (G'). Nous

n’exposons pas ce travail ici. Signalons tout de méme que 1’on obtient une divisibilité par
les systémes d’Euler, et que c’est grace a (0.0.0.2) que l'on prouve I’égalité.
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Chapitre 1

Modules-indices.

1.1 Notations, conventions.

Dans ce chapitre, nous présentons un outil algébrique que nous avons introduit dans
[60], les modules-indices. On fixe un corps commutatif K et A un sous-anneau de K.
On suppose que A est un anneau de Dedekind. Nous appelons idéal fractionnaire de A
tout sous-A-module de type fini du corps F' C K des fractions de A. Nous rappelons que
I’ensemble des idéaux fractionnaires non nuls de A forme un groupe, dont un sous-groupe
est formé par les idéaux fractionnaires principaux non nuls. On note Cl(A) le groupe
quotient, il s’agit du groupe des classes de A. Pour tout idéal fractionnaire non nul m de
A, on note cl(m) la classe de m, ¢’est-a-dire I'image canonique de m dans CI(A).

Soit V' un K-espace vectoriel. Pour M un sous-A-module de V', nous notons KM le
sous- K-espace vectoriel de V' engendré par M. Nous appelons A-réseau de V' tout sous-
A-module R de V, de type fini, dont le rang sur A est égal a la dimension du K-espace
vectoriel KR,

rg4(R) = dimg (KR).

Pour tout A-réseau R de V', on pose dr :=rg,(R). D’aprés le théoréme de structure des

modules de type fini sur un anneau de Dedekind |7, §4, n°10, Proposition 24, p. 79|, si

R # {0} alors il existe une K-base Br := (bR,i)fjo_l de KR, et un idéal fractionnaire non
dp—1

nul mp de A, tels que R = mgbro ® il Abpg ;. Le choix de (Bg,mg) n’est pas unique,
i=1

cependant cl (mp) est déterminée de fagon unique par R. Il en résulte en particulier que :

— Si nécessaire on peut choisir (Bg, mg) de sorte que mg soit entier.
— Si S est un second A-réseau de V' isomorphe & R en tant que A-module, on peut
choisir (Bg, mg) et (Bg, mg) de sorte que mp = mg.
Enfin, remarquons que tout sous-A-module S d'un A-réseau R de V est un A-réseau de
V. En effet S est aussi de type fini sur A (car A est noethérien), et on a le diagramme
commutatif suivant,

K4 S——K®4s R

i )

KS——— KR,

qui montre que K ®4 S — K.S est un isomorphisme (et donc rg,(S) = dimg (K.5)).
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1.2 Définition et propriétés élémentaires.

1.2.1 Deéfinition.

Proposition et définition 1.2.1.1 Soient R # {0} et S deuz A-réseauzx de V', et V'
le sous-K -espace vectoriel de V' engendré par R et S. On considére l’ensemble D, défini
par :

D := {det(u);u € Endg (V') /u(R) C S}

Alors D est un sous-A-module de K, appelé le A-module-indice de S dans R, et noté
[R : S]A

En outre :

~ (i) Si ds < dg, alors [R: S]a est nul.

— (ii) Sidr < dg et KS # KR, alors [R: S|y = K.

~ (iii) 8i V' = KS = KR, alors [R: S|4 = mgmpy'detp, p,(Idy).

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que dg < dg. Soit v un endomorphisme du K-
espace vectoriel V' tel que u(R) C S. Puisque dg < dr, u n’est pas injectif, et det(u) = 0.
On en déduit I'assertion (i).

Supposons maintenant que dg < dg et KS # KR. Puisque dg < dg, il existe un
automorphisme u du K-espace vectoriel V' tel que u(R) C S. Soit C' une K-base de V'
contenant Bg. Puisque KS # KR, il existe ¢ € C'\ Bg. Pour tout A € K, soit u, I'unique
endomorphisme du K-espace vectoriel V' tel que pour tout b € C'\ {c}, ur(b) = u(b), et
tel que uy(c) = Au(c). On a alors det(uy) = Adet(u), ainsi que uy(R) C S, car uy coincide
avec u sur K R. Donc pour tout A € K, Adet(u) € [R : S]a. Puisque det(u) # 0, on a
[R:S]4 = K. On en déduit 'assertion (ii).

Supposons enfin V' = KS = KR. On pose d := dp = dg et A := detp, g, (Idy/).

Pour tout a € msm}_%l, soit 1, 'unique automorphisme du K-espace vectoriel V' tel que
uq (bro) = a.bgy, et tel que pour tout ¢ € {1,...,d — 1}, u, (bg,;) = bs;. On a clairement
u.(R) C S, et :

detBR,BR(ua) = detBR’BS(ua)detBs,BR (Id\//) = CLA.

On en déduit
msmy;'A C [R: 9]a. (1.2.1.1)

Soit § € [R : S]a. Il existe un endomorphisme v du K-espace vectoriel V' tel que
u(R) C S et det(u) = 6. Soit M := matp, g (u). Pour tout a € mg, on a

d—1
d—1
u(abro) €S <= <Z CLMi,ObS,z’) € (msbs,o ® & AbS,i) :
i=0 =
d’ou
My, € mgm;zl et M€ ml,_%1 pour tout i € {1,...,d — 1}. (1.2.1.2)
Pour tout j € {1,...,d — 1}, on a

it d—1
u(bp) €S = (Z Mi,jbs,i> € msbs & & Abs,
i=0 -
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d’ou

My, emg et M;; €A pourtoutie {1,...d—1}. (1.2.1.3)
Soit ¢ une permutation de {0,...,d — 1}. Si 0(0) = 0, alors pour tout ¢ € {1,...,d — 1},
o(i) € {1,...,d — 1}. Dans ce cas, My, (c’est-a-dire M) appartient a msml_%l d’aprés
(1.2.1.2), et pour tout i € {1,...,d — 1}, My, € A d’aprés (1.2.1.3). On en déduit
d—1

H Mo(i),i S mgm;{,l.
=0

Sio(0) € {1,...,d—1}, alors M, € my' d’aprés (1.2.1.2). Il existe k € {1,...,d —1}
tel que 0 = o(k), et alors My, (c’est-a-dire M) appartient a mg d’aprés (1.2.1.3).

Pour tout j € {1,...d — 1} \ {k}, on a My ,; € A d’apres (1.2.1.3). On en déduit
d—1

H Mo(i),z’ € mgml_{,l.
=0

d—1
Finalement, detg, p,(u) € msmlgl, car detp, g (u) = Z H M, i),i, ot la somme est
sur toutes les permutations de {0, ...,d — 1}. Puisque T
d = detp, ps(u)detp, g, (Idy:) = detp, g (w)A,
onade mgmlglA. On a ainsi vérifié

[R:S]4 C mgmp'A. (1.2.1.4)

De (1.2.1.1) et (1.2.1.4) on déduit l'assertion (iii). O

Remarque 1.2.1.2 Soient R # 0 et S deux A-réseauz de V. Soit V' un sous-K -espace
vectoriel de V' contenant R et S. Alors le module-indice de R et S, considérés comme
A-réseauz de V ou de V', est le méme.

Remarque 1.2.1.3 Soit K’ un sous-corps de K, contenant A. Soient R # 0 et S deux
A-réseauz de V, tels que dg < dgp ou tels que K'S C K'R. Alors le module-indice de R et
S, considérés comme A-réseaux du K -espace vectoriel V ou du K'-espace vectoriel V', est
le méme.

Remarque 1.2.1.4 Soient R # 0 et S deur A-résequx de V. Soit u : V. — W un
isomorphisme de K -espaces vectoriels. Alors u(R) et u(S) sont des A-réseaur de W, et

[R:S]a=[u(R):u(9)],-

DEMONSTRATION. Il est clair que u(R) et u(S) sont des A-réseaux de W. Soit V' le
sous- K-espace vectoriel engendré par R et S. Alors u (V') est le sous- K-espace vectoriel
engendré par u(R) et u(S). Soient X (respectivement X”) 'ensemble des endomorphismes
v de V' (respectivement u (V")) tels que v(R) C S (respectivement v (u(R)) C u(S)).
On note @ : V' — u (V') I'isomorphisme obtenu par restriction de u. Il est clair que
I’application suivante est bijective

1

Y

X=X v dovou

et puisque pour tout v € X, det(v) = det (fL ovo ﬂ_l), on en déduit la remarque. U



Proposition 1.2.1.5 Soient R et S deux A-réseaux non nuls de V. On suppose KR =
KS. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

— (i) Les A-modules R et S sont isomorphes.

— (ii) Il existe un automorphisme u du K-espace vectoriel KR tel que u(R) = S.

— (iii) [R: S]a est un A-module monogéne.
Lorsque ces propriétés sont vérifiées, pour tout automorphisme v du K-espace vectoriel
KR tel que v(R) =S, on a [R: S|4 = Adet(v).

DEMONSTRATION. On pose d := dr = dg. Montrons (i) = (ii). On suppose (i) vraie.
Puisque les A-modules R et S sont isomorphes, (Br, mg) et (Bg, mg) peuvent étre choisis
de sorte que mp = mg. Soit u 'unique automorphisme du K-espace vectoriel KR tel que
pour tout ¢ € {0,...,d — 1}, u (bg;) = bg,. Il est alors clair que u(R) = S, ce qui montre
(ii).

Montrons (ii) = (iii). On suppose (ii) vraie. u se restreint en un isomorphisme de A-
modules de R vers S. On peut donc choisir (Bg, mg) et (Bg, mg) de sorte que mp = mg.
De la proposition-définition 1.2.1.1, (iii), on déduit alors

[R : S]A = AdetBs,BR (IdKR) y

et alors (iii) est vraie.
Montrons (iii) = (i). On suppose (iii) vraie. D’aprés la proposition-définition 1.2.1.1,
(iii), on a
[R . S]A = mgm}_%ldetB&BR (IdKR) ,

Or [R : S]a est monogéne. On en déduit que mgmlgl est un A-module monogéne, ce qui
équivaut a cl (mgmy') = 1, ou encore a cl (mp) = cl (mg). On sait que si cl (mp) = cl (mg),
alors mp et mg sont isomorphes en tant que A-modules, et il en résulte que les A-modules
R et S sont isomorphes. D’ou (i).

Supposons (i), (ii), et (iii) vérifiées. Soit v un automorphisme du K-espace vectoriel
KR tel que v(R) = S. On choisit alors (Br, mg) et (Bg, mg) de telle sorte que mp = mg
et que pour tout ¢ € {0,...,d— 1}, v (bg,;) = bs,;. D’aprés la proposition-définition 1.2.1.1,
(iii), on a

[R . S]A = AdetBS’BR (IdKR) = AdetBR,BS(v)detB&BR (IdKR) = Adet(v).

Remarque 1.2.1.6 En particulier, pour tout A-réseau R # {0} de V', on a l’égalité
[R: Rja = A.

1.2.2 Formule de multiplicativité des indices.

Proposition 1.2.2.1 Soient R # {0}, S # {0} et T trois A-réseaux de V. On suppose
KT CKS CKR. Alors :

[RS]A[ST]A: [RT]A

(IR : S]alS : T)a étant le sous-A-module de K engendré par les éléments de la forme wy,
avecx € [R:S|aetye[S:T|a.)



DEMONSTRATION. Si dy < dr on a [R : T]4 = {0} d’aprés la proposition-définition
1.2.1.1, (i). Nécessairement, on a aussi dg < dg ou dr < dg, donc [R : S]a = {0} ou
[S: T)a = {0}. On en déduit la proposition dans ce cas.

Supposons maintenant dy = dg. Alors on a KR = KS = KT. D’aprés la proposition-
définition 1.2.1.1, (iii), on a

[R . T]A = me}_gldetBT,BR (IdKR)
= msméldetB&BR (IdKR)megldetB%Bs (IdKR)
= [RIS]A[SZT]A,
d’otut la proposition. O

Corollaire 1.2.2.2 Soient R # {0} et S deux A-réseauzx de V. On suppose que KR C
KS, ou bien qu'on a & la fois KS C KR et A# K. Alors [R: S]a = ([S: R]a)"", o
([S: Rla)"" désigne le sous-A-module de K inverse de [R : S]a, ¢’est-a-dire le sous-A-
module de K sur-jacent a l’ensemble {x € K/x[R : S|4 C A}.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord K.S C KR et A # K. Alors d’aprés la proposition-
définition 1.2.1.1, on a

[R:S|a={0y =K'= ([S:RJ.)"".

Supposons ensuite KR C K S. Alors d’aprés la proposition-définition 1.2.1.1, on a
[R:S|a=K={0}"'=([S:RJa)".

Supposons enfin KR = KS. D’apres la proposition 1.2.2.1 et la remarque 1.2.1.6, on

[R:S]alS:Rja=[R:Rja=A,
d'ott [R:S]a=([S:RJa)"" O

Remarque 1.2.2.3 Si on suppose que dg = dg et que KR # KS, on a [R: S|y =K =
[S : R]A

1.2.3 Sommes directes.

Lemme 1.2.3.1 Soient n € N*, (m;)l, et (n;)i, deuzx familles d’idéaux fractionnaires

de A, B := (b)), et C := (¢;)i, deux familles K-libres de V', qui engendrent le méme

sous-K -espace vectoriel de V. On pose R := 6% m;b; et S := é n;c;. On suppose que pour
i=1 i=1

tout i € {1,...,n}, m; # (0). Alors

[R . S]A = <H nim;1> detC,B (IdKR) .
=1

DEMONSTRATION. Si il existe ¢ € {1,...,n} tel que n; = (0), alors le lemme résulte
immédiatement de la proposition-définition 1.2.1.1, (i). On suppose donc que pour tout
ie{l,...n}, n; # (0). On divise la démonstration en deux étapes.



Premiére étape : le cas ou b; = ¢; pour tout i € {1,...,n}. Pour tout i € {1,...,n},
soit x; € nym; ! Soit u I’endomorphisme du K-espace vectoriel V' tel que pour tout

i€{l,...,n}, onau(b) = x;b;. Alors on a clairement u(R) C S, et det(u) = sz Ceci
i=1
montre que

[[rm ' SR S)a (1.2.3.1)
i=1

Soit v un endomorphisme du K-espace vectoriel KR tel que v(R) C S. Soit M :=
matp p(u). Pour tout j € {1,...,n}, et tout « € m;, on a :

v(abj) eSS Z Mm»ab,‘ € @ﬂzbz
i=1 =1

D’ou M, ; € nimgl, pour tout i € {1,...,n}. Pour toute permutation o de {1,...,n}, on
n

a HMU(W S Hno(i)mi’l, c’est-a-dire HMU(W S Hnimi’l. On en déduit det(v) €
i=1 i=1 i=1

i=1
n
| | nym; 1. On a ainsi vérifié
i=1

[R:S]aC ﬁnimgl. (1.2.3.2)

i=1
Finalement, de (1.2.3.1) et (1.2.3.2) on déduit le lemme dans ce cas.

Seconde étape : le cas général. D’aprés la proposition 1.2.2.1 on a

[R:S]a= {R LB Abl} {Gna Ab; : & Acz} [és Ac; : S} . (1.2.3.3)
i=1 4 Li=t i=1 4 Li=1 A
De la premiére étape, on déduit
{R : _enal Ab,} =J[m " et [_é%l Ac; : s} =~ (1.2.3.4)
= A i = A =1

D’autre part, d’apres la proposition 1.2.1.5, on a

[é Ab;: @ Acl-] = Adet(v),
i=1 =1 N

1=

ot v est 'unique endomorphisme du K-espace vectoriel K R tel que pour tout 7 € {1, ...,n},

v(b;)) = ¢;. On a

det(v) = detB,C(v)detC,B(IdKR) = detQB(IdKR),

d’ou
i=1 i=1 N
De (1.2.3.3), (1.2.3.4) et (1.2.3.5) on déduit le lemme. O



Proposition 1.2.3.2 Soient R # {0} et S deux A-réseauz de V. Soient n € N*, (R;)};
une famille de sous-A-modules de R, et (S;)1_, une famille de sous-A-modules de S telles
que :

R = E% Rz et S = ég Sz
=1 =1

On suppose que pour tout i € {1,...,n}, KS; C KR; #0. Alors :

n

[R:Sla=]]Ri:S]a

i=1
DEMONSTRATION. Supposons d’abord qu'il existe ¢ € {1,...,n} tel que KS; # KR,.
Alors KS # KR. I’ apres la proposition-définition 1.2.1.1, (i), on a alors [R; : Sij4a = 0 et

[R.S]A_O,douHRi.SZ-A—[R.S]A.
i=1
Supposons maintenant que pour tout ¢ € {1,....,n}, KS; = KR;. Alors KS = KR.
Pour tout i € {1, .. n} soient d; := dimg (KR;), B; == (b”)jl' et C; = (c”)jl' , deux

K-bases de KR;, (m;, ]) Coet (ny J) deux familles d’idéaux fractionnaires non nuls de A
tels que

d; d;
Ry = & mibi; et 5= @ nijc;.
J= J=

D’aprés le lemme 1.2.3.1, on a

[R;: S, = (Hn” )detc 5, (Idgr, ). (1.2.3.6)

B = (bi1,b12, ..., b1.4,, 091, ..., by,) est une K-base de KR. De la méme faijdon,
C = (01 15 €12, ooy Clidys €215 -5 Cnod,y ) €St une K-base de KR. On a

R= @@mwb@] et S = @@nwc@]

i=17=1 i=1j=1

D’aprés le lemme 1.2.3.1, puis d’aprés (1.2.3.6), on obtient

[RZS]A = detCB IdKR HHI‘[ZJ = << n;, ;m )detc B; (IdKRZ)>
1

i=1 j=1 =
n

= H [R; : Si]A

i=1

1.2.4 Extension des scalaires.

Proposition 1.2.4.1 Soit A" un sous-anneau de K contenant A. On suppose que A’ est
un anneau de Dedekind. Soient R # {0} et S deur A-réseaux de V. Alors les sous-B-
modules A'R et A'S de V respectivement engendrés par R et S sont des A'-réseaux de V,
et

[A'R:A'S],, = A[R:S)a,

ou A'[R : S]a est le sous-A'-module de K engendré par [R : S]4.
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DEMONSTRATION. Puisque R est de type fini sur A, A'R est de type fini sur A’. D’autre
part on a les inégalités suivantes,

dimg (KR) <rgy (AR) <rga(R) = dimg (KR),

qui prouvent que A'R est un A'-réseau de V' (et que dag = dg). De méme on vérifie que
A'S est un A'-réseau de V (et que dag = dg).

Si dg < dg, alors [A'R: A'S],, = 0= A'[R: S]a. Si dg < dg, avec KS # KR, alors
[AR:A'S),, =K=A[R:S]a.

Supposons maintenant K R = K.S. Il est clair qu’on peut choisir (Ba/g, masg) de sorte
que Bayr = Bgr et myr = A'mpg, l'idéal de A’ engendré par mp. De méme on choisit
(Barg,mag) de sorte que Byg = Bg et myg = A'mg, l'idéal de A" engendré par mg.
D’aprés la proposition-définition 1.2.1.1, on a

[A,R : A,S]A/ = mA/SmZ}RdetBS,BR (IdKR) = A'msmlgldetB&BR (IdKR)
AR : S]a.

4

Proposition 1.2.4.2 Soit A" un sous-anneau de Dedekind de K contenant A. On suppose
que ANF = A, oo F C K est le corps des fractions de A. Soient R # {0} et S deuz
A-réseauz de V. Alors

AR : A'S], NF[R:S]4a = [R:5]a,
ot F[R : S|4 est le sous-F-espace vectoriel de K engendré par [R : S]a.

DEMONSTRATION. Si dg < dg, alors [R : S|4 = {0}, et la proposition s’en déduit dans
ce cas. Si dr < dg et KR # KS, alors [AAR: A'S],, = K et [R: S|4 = K, donc la
proposition est triviale dans ce cas. Supposons maintenant K R = KS. De la proposition
1.2.4.1, on déduit

[A/R : A/S]A/ N F[R : S]A D) [R : S]A (1.2.4.1)
Il ne reste donc & montrer que l'inclusion
[A/R : A/S]A/ N F[R : S]A - [R : S]A (1.2.4.2)

D’aprés la proposition-définition 1.2.1.1, (iii), il existe un idéal fractionnaire non nul m de
A, et y € K™ tel que

[R:S]4 = my. (1.2.4.3)
Soit x € [A'R: A’'S],, N F[R : S]a. Puisque x € F[R : S]4, et d’aprés (1.2.4.3), il existe
A € F tel que

T = \y. (1.2.4.4)

D’aprés la proposition 1.2.4.1 on a x € A'[R : S|4, donc de (1.2.4.4) et (1.2.4.3) on déduit
A € A'm, 'idéal fractionnaire de A" engendré par m. Alors

NeFN(Am). (1.2.4.5)

Pour tout a € m™', de (1.2.4.5) on déduit Aa € F N A’, c’est-a-dire \a € A par hy-
pothése. Alors A € m, et de (1.2.4.4) on déduit x € my. Ceci étant valable pour tout
r € [AR:AS|, NF[R : S|4, daprés (1.2.4.3) on a vérifié 'inclusion (1.2.4.2), ce qui
achéve la démonstration. U



1.3 Liens avec diverses notions classiques.

1.3.1 Modules-indices et idéaux de Fitting.

Nous référons le lecteur a la sous-section A.3.6 pour la définition et les propriétés
élémentaires des idéaux de Fitting.

Théoréme 1.3.1.1 Soient M un A-module de type fini non nul, sans torsion, et N un
sous-A-module de M. M et N sont identifiés a leurs images dans K @ 4 M. Ce sont alors
des A-réseaur de K @4 M, et

Fit4 (M/N) = [M : N],

DEMONSTRATION. Il est trivial que M est un A-réseau de K ®4 M. N est un sous-A-
module de M, donc un A-réseau de K ®4 M.

Premiére étape : le cas ott M est libre. On choisit alors ( By, my,) de sorte que my; = A.

Soit 7 I’ensemble des matrices carrées T := (EJ)(ij)E{O oy —1y2 ordre dyy, a coefficients
dy—1

dans A, telles que pour tout 7 € {0, .. — Z T”bMZ> € N. Alors par défini-

tion, I'idéal de Fitting de M /N est I'idéal de A engendre par les déterminants des matrices
T € T. Pour toute matrice carrée T := (7 ;) (0.1)EL0rdng—1}2 d’ordre dy; a coefficients dans
K, soit fr 'endomorphisme du K-espace vectoriel K ® A M défini par T, par rapport a la
base Byy. Il est trivial que fr(M) C N équivaut a T € 7. Alors par définition, [M : N],
est le sous-A-module de K engendré par les déterminants des fr, T' € 7. On en déduit le
théoréme dans ce cas.

Seconde étape : le cas général. On choisit (B, my,) de sorte que my, est un idéal de
A. Soit L le sous-A-module de K ® 4 M librement engendré par By,. Alors M et N sont
des sous-A-modules de L, donc d’aprés la premiére étape on a

Fita (L/M)=[L:M], et Fity(L/N)=[L:N],. (1.3.1.1)

Puisque A est un anneau de Dedekind (et en vertu de la proposition A.3.6.4, (iii)), la
suite exacte

0—= M/N —> L/N —= L/M —=

donne

Fit, (L/N) = Fit, (L/M)Fit, (M/N) . (1.3.1.2)

De (1.3.1.1) et (1.3.1.2) on déduit
[L:N], = [L:M],Fity(M/N). (1.3.1.3)

Or KM = KL et KN C KL, donc en multipliant par [M : L], on obtient, d’aprés la
proposition 1.2.2.1 et la remarque 1.2.1.6, la formule du théoréme. U



1.3.2 Indices et modules-indices.

Pour G un groupe et H un sous-groupe de G, on note [G : H] l'indice de H dans
G, c’est-a-dire le nombre cardinal (fini ou infini) de ’ensemble des classes de G modulo
I’action de H par translation a gauche.

Proposition 1.3.2.1 Soient R # {0} et S deux A-réseaux de V', tels que S C R. Si
l’anneau de Dedekind A est un corps on suppose en outre que dg = dg ou que A est infini.
Alors [R : S]a est un idéal de A, et :

[A:[R: S|4 =[R:S].
DEMONSTRATION. On distingue différents cas.

Premier cas : le cas ot A est un corps et o dgr = dg. Danscecas R=Set[R:S|a=A
par la remarque 1.2.1.6. Le théoréme est donc trivial dans ce cas.

Second cas : le cas o dg < dgr. Tout anneau intégre fini étant un corps, A est infini
par hypothése. Le A-module R/S est de type fini, de rang supérieur a 1, donc équipotent
a A. D’aprés la proposition-définition 1.2.1.1, (i) on a [R : S|4 = {0}. Donc A/[R : S|4
s'identifie & A. On en déduit [A : [R: S]a] = [R: S] dans ce cas.

Troisiéme cas : le cas ol A est un anneau de valuation discréte et o dr = dg. Soit 7

une uniformisante de A. Il existe n € N, et (m;)l; € (N*)" tel que R/S ~ EBA/W"”A.
i=1

D’aprés le théoréme 1.3.1.1 et les propriétés élémentaires des idéaux de Fitting (proposi-

tion A.3.6.3 et proposition A.3.6.4, (ii)) on a alors

[R:S]4 = Fity (R/S) = mi=1™ 4,

puis

[A:[R: S|4 = # (A/w2?=1miA> . (1.3.2.1)

D’autre part il est clair que les ensembles A/m2i=1™i A et H (A/7™ A) sont équipotents.
i=1

Donc de (1.3.2.1) on déduit

n

[A:[R: S|4 = H# (A/m™A) =[R:S].

i=1

Quatriéme cas : le cas ot A est un anneau de Dedekind qui n’est pas un corps et ou
dr = dg. Puisque R/S est de torsion, on a un isomorphisme de A-modules

RIS~ B A,@a(R/S9), (1.3.2.2)

peMax(A)

ou Max(A) est le spectre maximal de A (voir |7, §4, n°10, Proposition 23, p.79]). Pour
tout p € Max(A), A, est un A-module plat, et en particulier

# (Ap @4 (R/S)) = [Ap @a R : Ap ©4 5].

10



D’autre part les morphismes canoniques de Ay,-modules A,@ 4R — ApRet A,@45 — ApS
sont des isomorphismes (la surjectivité est triviale, et tous ces A,-modules sont libres de
rang dr). De (1.3.2.2) on déduit alors

R:S] = ][] [AR:AS]. (1.3.2.3)
peMax(A)

D’apres le troisieme cas on a alors
RS) = I |4 4R 4,8, |.
peMax(A)

De la proposition 1.2.4.1 on déduit

(R:S] = ] [4p:Ap[R: S]] (1.3.2.4)

peMax(A)

D’autre part on a un isomorphisme de A-modules

A/R:Sl,~ [ (A/AsIR:S],). (1.3.2.5)
peEMax(A)

On déduit donc de (1.3.2.4) et (1.3.2.5) que

[R:S] =[A:[R:S5],].

Corollaire 1.3.2.2 Soient R et S deuxr A-réseaux non nuls de V', tels que S C R et
dp = dg. On suppose que A = S7'Z, ou S est une partie multiplicative de 7. qui ne
contient pas 0. Alors on a

[R:S], =[R:S]A.

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que pour tout idéal non nul a de A, on a
[A:a] A = a. En particulier, on a

[R:S], = [A:[R:S],]A. (1.3.2.6)
Une application directe de la proposition 1.3.2.1 donne ensuite
[R:S], =[R:S]A.

On peut aussi déduire le corollaire 1.3.2.2 du théoréme 1.3.1.1 et de la proposition A.3.6.5.
O

1.3.3 Module-indice et indice généralisé de Sinnott.

Soient R et S deux A-réseaux non nuls de V. On suppose que KR = KS =V (donc
dr = dg). On suppose aussi que 'on est dans un des cas suivants :

- (1)A=Z, K=QouK =R.

— (ii) A =Z, avec p un nombre premier, et K = Q,.

11



Sous ces conditions, W. Sinnott a défini dans [56] un indice généralisé (R : S) de la fagon
suivante. Il existe un automorphisme u du K-espace vectoriel V' tel que u(R) = S. On

pose alors
|det(u)| dans le cas (i),

(R:S5) = { p ) dans le cas (i),

ou v est la valuation normalisée sur Q,.
Proposition 1.3.3.1 [R:S], = A(R:S).

DEMONSTRATION. C’est un corollaire immédiat de la proposition 1.2.1.5. 0

1.3.4 Modules-indices et invariants relatifs.

Soient R et S deux A-réseaux non nuls de V. On suppose que K est le corps des
fractions de A, et que KR = KS =V (donc dr = dg). Sous ces conditions, Bourbaki
définit I'invariant relatif y (S, R) de S et R, de la fagon suivante. Pour tout choix d’une

. . . dp . . . .
K-base de V', on a un isomorphisme canonique AV ~ K. Via cet isomorphisme, 'image
. dp . e . . .
canonique de R dans AV est identifiée & un idéal fractionnaire non nul a de A. De

méme, 'image canonique de S* dans Cﬁj\zV est identifiée & un idéal fractionnaire non
nul b de A. L’invariant relatif de S et R est alors défini par ba™'. Il ne dépend pas du
choix de la K-base de V. Nous utilisons une notation multiplicative pour l'invariant relatif,
contrairement a la notation additive habituellement employée, car c¢’est plus adapté a notre
situation. Nous référons le lecteur a |7, §4, n°6| pour plus de détails et pour les propriétés
de l'invariant relatif. Nous mentionnons seulement les deux propriétés suivantes :
— (i) Si H, I, et J sont trois A-réseaux de V', tels que dy = d; = d; = dg, alors
X (H,J)=x(H,I)x(I,J) (voir [7, §4, n°6]).
— (ii) Si H et I sont deux A-réseaux de V, tels que dy = d; = dg, et si u est un
automorphisme du K-espace vectoriel V' tel que u(H) = I, alors x(I, H) = Adet(u)
(voir |7, §4, n°6, Proposition 13]).
La proposition suivante montre que les invariants relatifs sont un cas particulier des
modules-indices.

Proposition 1.3.4.1 x(S,R) =[R: 5],.
dr—1 d
DEMONSTRATION. On pose M := D Abp ;. L'image canonique de M9 dans AV est le
i=0

dr
A-module librement engendré par brgA---Abga, 1. L'image canonique de R* dans AV
est mRbR,O VANREIWAN bR,del- Donc

x (M, R) = my". (1.3.4.1)
dr—1
On pose N := fa Abg,;. Procédant de la méme fagon que précédemment, on obtient
i=0
X (S, N) = mg. (1.3.4.2)

Soit u I'unique automorphisme du K-espace vectoriel V' tel que pour tout i € {0, ..., dg},
u (br;) = bg,;. D’aprés la propriété (ii) des invariants relatifs, on a

X (N, M) = Adet(u) = AdetBS,BR (Idv) detBR’BS (u) = AdetBS,BR (Idv) . (1343)
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D’aprés la propriété (i) des invariants relatifs, on a
X(S,R) = x(S,N)x(N,M)x (M,R). (1.3.4.4)
Compte tenu de (1.3.4.2), (1.3.4.3), et (1.3.4.1), on déduit de (1.3.4.4) que
x (S, R) = mgmy'detg, g, (Idy). (1.3.4.5)
De (1.3.4.5) et de la proposition-définition 1.2.1.1, (iii), on déduit alors

X(S,R) = [R:S5],.

1.3.5 Les modules index de Frohlich.

Soient R et S deux A-réseaux non nuls de V. On suppose que K est le corps des
fractions de A, et que KR = KS =V (donc dg = dg). Sous ces conditions, Frolich définit
dans [15, 3, p. 10| un module index de la fagon suivante. Pour tout idéal maximal p de
A, A, étant le localisé de A en p, les sous-Ap,-modules AyR et A,S de V respectivement
engendrés par R et S sont libres (et isomorphes). Il existe alors un automorphisme u,,
du K-espace vectoriel V' tel que uy se restreint en un isomorphisme de A,-modules de
ApM vers ApN. Le module index de R et S est par définition I'unique idéal fractionnaire
[R : 8], tel que pour tout idéal maximal p de A, A, [R: S], = A, det (u,). Nous référons
le lecteur a [15] pour vérifier qu'un tel idéal fractionnaire existe et ne dépend pas du choix
des uy.

La proposition suivante montre que les modules index sont un cas particulier des
modules-indices.

Proposition 1.3.5.1 [R: S], =[R: 5],.

DEMONSTRATION. Soit p un idéal maximal de A. D’aprés la proposition 1.2.4.1 et la
proposition 1.2.1.5, on a

Ap[R:S]y = [ApR: ApS], = Apdet (uy).

Par unicité de [R : S];, on déduit la proposition. O
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Chapitre 2

Une version faible de la conjecture de
Gras.

2.1 Notations, conventions.

Dans ce chapitre, on fixe un corps global k£ de caractéristique p. Si p = 0 on suppose
que k est un corps quadratique imaginaire. Pour toute place ultramétrique p d’un corps
global, on note v, la valuation normalisée en p. Si p = 0, on note Oy, 'anneau des entiers
de k, c’est-a-dire la fermeture intégrale de Z dans k. Si p # 0, on fixe une place oo de k,
et on note Oy 'anneau des = € k tels que 0 < vy(x) pour toute place p # oo de k. On
prolonge arbitairement co & une cloture algébrique k¢ de k.

Pour toute extension abélienne K /k de degré fini, on note Ok la fermeture intégrale
de Oy dans K. Il est bien connu que Ok est un anneau de Dedekind, dont le groupe des
classes Cl (Of) est fini. On fixe maintenant K. On pose

G:=Gal(K/k), g:=[K:k|, et Zyg :=Z[g'].

Pour tout caractere rationnel irréductible ¢ de G et tout Zp-module M, on note My la
i-partie de M, définie par

Mw = ewM,
ol ey, = g ! Z V(o) ! est 'idempotent attaché a . Dans ce chapitre, nous démontrons
celG
pour tout caractére irréductible rationnel ¢ de G 1'égalité

i (Z<g> ®z (O§/StK))¢ = # (Z(g> ®z Cl (OK))w, (2.1.0.1)

ot OF est le groupe des unités de Ok et Stk est un groupe d’unités de Stark que nous
allons définir dans la section suivante. Ce résultat peut étre interprété comme une version
faible de la conjecture de Gras. La méthode que nous présentons pour démontrer (2.1.0.1)
est celle que nous avons utilisé dans [60]. Elle repose sur 1'utilisation des modules-indices.

2.2 Groupes d’unités de Stark.

2.2.1 Fonctions L. d’Artin.

Pour tout idéal m # (0) de Oy, on note N(m) le cardinal de Oy /m, et Hy, le corps de
rayons de k modulo m totalement décomposé en co. Le corps de classes de Hilbert Hy)
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est simplement noté H. Pour toute extension abélienne L/k non ramifiée en les idéaux
maximaux divisant m, on note (m, L/k) I'automorphisme d’Artin défini par m.

Pour tout caractére complexe irréductible x de Gal (Hy,/k), on note s — Ly, (s, x) la
fonction L d’Artin associée a y. Elle est définie pour les nombres complexes s tels que
Re(s) > 1 par le produit Eulérien

Lo (5,X) == J] (1 = x (0, Hu/ B)N(p)~*) ",

pfm

ol le produit est sur toutes les places ultramétriques p de k qui ne divisent pas m. Cette
fonction L est ensuite méromorphiquement prolongée au plan complexe. On note f, le
conducteur de y, c’est-a-~dire le conducteur du sous-corps de Hy, fixé par Ker(y).

Supposons d’abord que y n’est pas trivial. Alors Ly, (+, x) est holomorphe sur C. Notons
Sy I'ensemble des idéaux maximaux p de Oy tels que plm, p 1 f,, et x(0) = 1 pour tout
prolongement o de (p,HfX/k:) a Hy,. Dans le cas quadratique imaginaire, Ly, (-, y) a un
zéro en 0 d’ordre 1 + #5,. Dans le cas ot p # 0, Ly, (-, x) & un zéro en 0 si et seulement
si #S5, # <, auquel cas l'ordre de ce zéro est #5,.

Supposons que x est trivial'. Si p = 0 ou si m # (1), alors Ly, (-, x) est holomorphe
partout sauf en 1 ou elle a un poéle simple. Dans le cas ot p # 0 et m = (1), Ly, (-, x) est
holomorphe partout sauf en 1 et en 0 ou elle a des poles simples. Dans le cas quadratique
imaginaire, Ly, (-, x) a un zéro en 0 si et seulement si m # (1), auquel cas 'ordre de ce zéro
est égal au nombre d’idéaux maximaux de Oy divisant m. Dans le cas ot p # 0, Ly, (-, x)
a un pole simple si m = (1), Ly, (0, x) € C* si m est divisible par un unique idéal maximal
de Oy, et si m est divisible par exactement n idéaux maximaux de Oy, avec 2 < n, alors
L (-, x) aen 0 un zéro d’ordre n — 1.

2.2.2 La conjecture de Stark.

Selon la version abélienne de la conjecture de Stark, vérifice par H. M. Stark dans [57]
pour k quadratique imaginaire, et prouvée par P.Deligne dans [58] et par D.R.Hayes
dans [21] en caractéristique non nulle, il existe pour tout idéal m ¢ {(0), (1)} de O un
élément e, € Hy,, unique modulo i (Hy,), tel que :

(i) L’extension Hy, (s,ln/ @) /k est abélienne, ol e est le nombre de racines de 1'unité
dans Hy, (remarquons que ey, := N(oco) — 1 si p # 0).

(ii) Si m est divisible par deux idéaux premiers distincts alors e, est une unité de Oy, .
Sim =g ou q est un idéal premier de Oy, et e € N*, alors

EmOHm = (q)frrl“/ek ’

ot e = # (u(k)) et ot (q)m est le produit des idéaux premiers de Oy, au-dessus de q.

(iii) Pour tout caractére complexe irréductible y de Gal (Hy,/k), on a

— Z X(0) Vs (%) = (2.2.2.1)
™ seGal(Hp /k) L (0,x) si p#0,
ou dans le cas quadratique imaginaire on pose vy (2) := —In (22) pour tout z € C.

Dans ce cas Ly (+,x) ne différe de la fonction zéta de Dedekind qu’a quelques facteurs eulériens preés.
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2.2.3 Définition du groupe d’unités de Stark.

Pour toute extension abélienne L de k, on note J;, I'annulateur du Z[Gal(L/k)]-
module u(L).

Lemme 2.2.3.1 Soit m ¢ {(0), (1)} un idéal de Oy. Pour tout n € Ju,, il existe en(n) €
H,, tel que en(n)™ =€l

DEMONSTRATION. D’aprés [58, IV, Lemme 1.1] (ou [21, Lemma 2.5| si p # 0) Jy,, est
l'idéal engendré par les éléments N(q) — (q, H/k), ot q est un idéal maximal de Oy, ne
divisant pas m si p # 0, et ne divisant pas e;m si p = 0. On est donc réduit a prouver
le lemme pour un tel élément 7 := N(q) — (q, Hw/k). Soit &, € k" une racine eq-iéme
de en. D’apreés la propriété (i) des unités de Stark, Hy, (€4) est abélienne sur k. Soit o un
prolongement de (q, Hy/k) & Hy, (E). Alors X7 est une racine eq-iéme de 7. 11 suffit
donc de montrer EX®W7 ¢ H,. Soit v € Gal (Hy, () /Hy). 11 existe une racine eq-iéme
de l'unité ¢ € Hy, telle que €}, = (£, Alors

)N(Q)—U _ (Cgm)N(q)—J — N@-o

m )

(gﬁ(q)—U)V = (&,

ce qui prouve que éﬂ(q)_" € Hy. [l

Définition 2.2.3.2 Soit Pk le sous-groupe de K™ engendré par u(K) et par toutes les
normes

NHm /HmmK (8“1(77)) ’

oum ¢ {(0),(1)} est un idéal de Oy, et n € Jn,,. Nous définissons le groupe d’unités de
Stark
StK = PK N OIX(

2.2.4 Unités elliptiques et unités de Stark.

Dans cette sous-section, on se place dans le cas o k est un corps quadratique imagi-
naire. Pour L et L' deux Z-réseaux (au sens classique) de C tels que L C L' et [L" : L]
est premier & 6, on note z — 1 (z; L, L") la fonction elliptique définie dans [48]. Pour m
un idéal propre non nul de O, et a un idéal non nul de O, premier a 6m, G. Robert
a prouvé que 1 (1; m, a_lm) € Hy,. Plus précisément, si on note supp(m) I'ensemble des
idéaux maximaux divisant m, alors d’apres [17, Corollaire 1.3, (iv)] on a

(1) si 2 < # (supp(m)),
¢ (Lma'm) Oy, = (2.2.4.1)
(q)ur(N@=17e i supp(m) = {q},

oll wy, est le nombre de racines de 'unité dans k qui sont congruentes a 1 modulo m. Pour
un idéal maximal q de Oy, si a est premier a 6mg, alors d’apres [17, Théoréme 4| on a

_ 1
¢ (1;m, cflm)1 (@Hn /B0 g q1m,
- (2.2.4.2)

¢ (L;m,a 'm) sioq|m.

Nqu/Hm (1/} (1; mq, ailmq))w“‘/wmq

ou (q,Hy/k) est le Frobenius de q dans Hy, /k.
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De plus, d’apreés [17, Corollaire 1.3, (v-1)] on a

. ~1 _ . —1, -\ (@ Hu /B) 7!
¢ (Lmg,a 'mg) = ¢ (1;m,a 'm) mod () mgs (2.2.4.3)
oll (q)mq est le produit des ideaux premiers dans Op,,, au-dessus de qg.

D’aprés [58, Chapitre IV, §1, Lemme 1.1], il existe un ensemble fini R, d’idéaux
maximaux de O, et une famille (n.). .z € 7™ | tels que :
— Tout idéal maximal vt € R, est totalement décomposé dans H,, et premier a 6e,m.
— em = Z ne (N(r) — 1).
t€Rm
Soit m’ un idéal de Oy tel que supp (m’) = supp (m) et wy = 1. Alors d’aprés [17,
Théoréme 6], 'élément

Em = H NHm//Hm (’(/J (1;m',t_1m'))m s

t€Rm

qui ne dépend pas du choix de m’, vérifie la conjecture de Stark de la sous-section 2.2.2.

Notons (1) l'invariant de Robert-Ramachandra, défini par exemple dans [16, p. 15]
ou [17, (8.1)]. Pour tout idéal non nul a de Oy, premier & 6m, on a d’aprés [17, Corollaire
1.3, (iii)] la relation

¥ (Lm,atm) = o (DN (@R, (2.2.4.4)
ot m est I'unique générateur positif de m NZ. D’aprés [17, (8.5)], on a aussi

en” = Niggm, (w(1)™, (2.2.4.5)

ou m’ est un idéal de Oy, tel que supp (m') = supp (m) et wy = 1, et m’ est I'unique
générateur positif de m’ N Z.

Proposition 2.2.4.1 Le Z [G]-module Py est engendré, en tant que groupe, par u(K) et
par toutes les normes

NHm/HmﬁK (w (]-a m, a_lm)) )

oum ¢ {(0), (1)} est un idéal de Oy et a est un idéal non nul de Oy premier a 6m.

DEMONSTRATION. On note Py le sous-groupe de K* engendré par u(K) et par toutes
les normes

NHm/HmﬂK (’l/} (17 m, ailm)) )

oum ¢ {(0), (1)} est un idéal de O et a est un idéal non nul de Oy, premier a 6m. D’aprés
(2.2.4.2) P} est un sous-Z [G]-module de K*.

Soit m ¢ {(0), (1)} un idéal de O, et soit m’ un idéal de Oy tel que supp (m') =
supp(m) et wy = 1. Soit a un idéal non nul premier & 6m. On pose n(a) := N(a) —
(a,Hyw/k) D’apres (2.2.4.5) on a

em (17 (a) ™™ = Ny i1, (e (1)), (2.2.4.6)
ou m’ est 'unique générateur positif de m’ N Z. De (2.2.4.6) et (2.2.4.4) on déduit

12m’em

em (0 (0)"?"™ = Ny, (¢ (L', a” ') (2.2.4.7)

18



Puisque pu(K) C Py, et que le Z[G]-module Py est engendré par les éléments de la forme
N, /innk (Em (7 (a))), on déduit de (2.2.4.7) que Pk C Pj. D’autre part, de (2.2.4.2) on
déduit

Nu_, . (0 (L' a7 'm/))™ =9 (1;m,a 'm) . (2.2.4.8)
Puisque p(K) C Pk, on déduit de (2.2.4.7) et (2.2.4.8) que Py C Pg. D'ou P = Py. O

Remarque 2.2.4.2 Reprenant la fin de la démonstration de la proposition 2.2.4.1, on
voit que le groupe Py est engendré par toutes les normes

NHm/HmﬂK (’17[) (17m7 a_lm)) )

oum ¢ {(0),(1)} est un idéal de Oy vérifiant wy, = 1 et a est un idéal non nul de O
premier ¢ 6m.
Alternativement, le groupe P est engendré par toutes les racines wy-iémes des normes

NHm/HmﬂK (,QZ) (17m7 a_lm)) )

oum ¢ {(0), (1)} est un idéal de Oy et a est un idéal non nul de Oy premier ¢ 6m.

2.2.5 Modules de Drinfel’d et unités de Stark.

Les faits exposés ici ne sont utilisés que dans la section 3.4.1, dont l’objectif est la
preuve du théoréeme 3.4.1.6, sur l’existence de systémes d’Euler « initialisés »en des uni-
tés de Stark.

Dans cette sous-section, on se place dans le cas p # 0, et on rappelle brievement la
construction d’unités de Stark par la méthode de D. Hayes dans [21]. Parmi les références
générales sur les modules de Drinfel’d, citons [22] et [17].

Soit C,, une complétion d’une cloture algébrique du complété k., de k en la place oco.
On note ¢ la puissance de p telle que le corps des constantes de k est IF,. Soit Coo{F} la F-
algeébre tordue des polynomes a coefficients dans C,,. Ses éléments sont les polynémes en
F, avec pour régle de commutativité Fz = xF pour tout x € C,. Soit D : C..{F} — C
le morphisme de [Fj-algébres qui a un polynome tordu associe son terme constant.

Nous rappelons qu'un module de Drinfel’d (sur C) est un morphisme de F,-algébres
¢ : Op — Co{F} vérifiant les deux conditions suivantes :

— Pour tout z € Oy, D (¢,) = =.

— Il existe z € Oy, vérifiant ¢, # x dans C{F}.

Pour x € Oy, si ¢, = Z a,F", alors pour tout z € C,,, on pose
n=0

O:(2) = Z a2t

n=0

L’ensemble C,, muni de I'addition usuelle, et de I’application
Ok X Coo - COO; (a’a Z) — (ba(z)a
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est un Oj-module, que nous notons Co, 4. L’anneau Co{F} est principal a gauche. Il en
résulte que pour tout idéal non nul a de O, l'idéal a gauche de C.{F} engendré par les
®a, @ € a, est engendré par un unique polynéme tordu unitaire, que 'on note ¢,. Pour
tout idéal a de Oy, I'’ensemble

Ao(¢) :={z € C/Va € a, p,(2) = 0}

est I'ensemble des points de a-torsion de C 4, qui coincide avec I'ensemble des racines

de ¢g.

Nous appelons réseau de Drinfel’d de rang r € N* tout sous-Op-module discret de
Cwo, qui engendre un sous-k.-espace vectoriel de C,, de dimension r. Pour tout réseau
de Drinfel’d I', on définit une fonction exponentielle,

expr: Coo — Cy, z+— 2 H (1—7_12),
ve{0}

le produit étant uniformément convergent sur toute partie bornée de C,. L’application
expr est F -linéaire, surjective, et on a Ker (expp) = I'. Si I” est un second réseau de
Drinfel’d, tel que I' C T” et I/T est fini, on définit le polynome

PIIit) =t ] (-9,

ye€expr (I)\{0}

et on a expp(z) = P (I',T"; expp(2)) pour tout z € Cy. On pose aussi

S(I,T) = I

y€expr(I)\{0}

A tout réseau de Drinfel’d T on associe I'unique module de Drinfel’d ®' qui vérifie,
pour tout x € Oy, et tout z € C,

expr (12) = q>£ (expr(z)) -

Pour tout z € Oy \ {0} et tout z € Cx, on a @} (z) = zP (I',2'T;2), en particulier
le coefficient dominant de ®% est x0 (F, :E*II‘). Pour tout idéal non nul a de Oy et tout
z€ Cqy,ona

oL (z) = 6(Ia ') P(Ia7'T;2).

On rappelle que pour tout module de Drinfel’d ¢ (sur C) il existe un unique réseau de
Drinfel’d T tel que ¢ = ®'. Nous dirons que ¢ est de rang 1 lorsque I' est de rang 1.

On appelle fonction signe tout morphisme continu de groupes sgn : k2 — k(c0)™,
ou k(oo) est le corps des constantes de k4, tel que pour tout z € k(oo0)™, sgn(x) =
2. Un module de Drinfel’d ¢ est dit sgn-normalisé si il existe un automorphisme 7 €
Gal (k(c0)/F,) tel que pour tout x € Oy, \ {0}, le coeflicient dominant de ¢, est sgn(z)”.
On fixe désormais une fonction signe sgn.

On appelle corps normalisateur 'extension k) C C,, de k engendré par les coeffi-
cients des ¢, x € Oy, ¢ étant un module de Drinfel’d sgn-normalisé de rang 1 (k) est
indépendant du choix de ¢). L'extension k(;)/k est abélienne de degré fini non ramifiée
partout, sauf en oo si deg(oo) # 1, et I'indice de ramification en oo est (N(oo) — 1) /ey.
De plus H C kqy, et [kqy : H] = (N(00) — 1) /e;.. Pour tout idéal propre non nul m de O,
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le corps km = k@) (Am(®)), ot ¢ est un module de Drinfel’d sgn-normalisé de rang 1, ne
dépend pas du choix de ¢. C’est une extension abélienne de degré finie de k, contenant
H.,, et appelée corps de classes de rayons modulo m au sens étroit. Elle est de degré ®(m)
sur k() (voir figure 2.2.5.1), ot @(m) désigne I'indice d’Euler généralisé de m, et ky/Hy,
est totalement ramifiée en toutes les places au-dessus de oo.

Pour tout module de Drinfel’d sgn-normalisé ¢ de rang 1, on a Ay(¢) C O, , et si
supp(m) désigne l’ensemble des idéaux maximaux qui divisent m, alors pour tout généra-
teur A du Op-module Ay, (4) on a

(1) si 2 < 4 (supp(m)),
O, = (2.2.5.1)

(q)iC=en i supp(m) = {q},

ot (q), désigne le produit des idéaux maximaux de Oy, au-dessus de q (voir [21, Theorem

4.17)).

ki
& ®(m)/ey Hy
(N(o0)~1) e /
H
NS

clo

N(oo0)—1

F1G. 2.2.5.1 — Les extensions de la théorie du corps de classes.

Pour tout réseau de Drinfel’d T' de rang 1, il existe un élément & (T') € CX, appelé

P )
invariant de T, tel que ®" est sgn-normalisé, ou [:= ¢ (I") T'. Rappelons que le choix de
¢ (') est unique modulo k(00)*, et T’ dépend de & (T') modulo [F.. On peut choisir les {(¢),
ol ¢ est un idéal fractionnaire non nul de Oy, de telle sorte que pour tout idéal non nul a
de Oy, on a

E(a'e) = D(P) ().

Pour tout idéal non nul m de Oy, on pose
Am = &(m)expn(1). (2.2.5.2)

Alors Ay, est un générateur de Ay, (q)ﬁ‘), et
Em 1= Ni /iy (Am) = — AN (2.2.5.3)

vérifie la conjecture de Stark de la sous-section 2.2.2, d’aprés (2.2.5.1) et [21, calculs
p. 238|.
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2.3 Une version faible de la conjecture de Gras, pour
les caracteéres rationnels.

2.3.1 Image du groupe des unités de Stark par le logarithme de
Dirichlet.

Pour toute extension abélienne L/k, on définit le logarithme de Dirichlet

-1

ly L —R[Gal(L/k)], [ — ZJEGal(L/k) Voo (27) 0

On rappelle que I'image de Of est un Z-réseau (au sens du chapitre 1) du R-espace
vectoriel R [Gal (L/k)], de rang [L : k] — 1 sur Z, inclus dans R [Gal (L/k)] (1 — e1). Soit
O la fermeture intégrale de I'anneau principal Z, dans Q (p,), ot iy est le groupe des
racines g-iémes de I'unité dans C. Dans la suite, pour tout sous-anneau A de C et toute
partic P de C[G], on note AP le sous-A-module de C [G] engendré par P.

Proposition 2.3.1.1 Soit x un caractére complexe irréductible et non trivial de G. Soit
Xpr le caractere sur Gal (fo/k) déduit de x, ou fy est le conducteur du sous-corps K, de
K fizé par Ker(x). Alors

0Tk Ly, (0, Xpr) ey st p#0,

OTxL; (0, Xpr) ey si p=0. (2.3.1.1)

Olk (Sti) e, = Olk (Pk)e, = {
DEMONSTRATION. D’aprés la propriété (ii) des unités de Stark, on a P% ' C Stx pour
tout o € G. Puisque y n’est pas trivial, il existe o € G tel que x(o) # 1. Alors

O(x(o) = 1)lk (Pk)ey € Olk (Sti)e, € Olk (Pk)ey
avec (x(o) — 1) € O, de sorte que
Ol (Stg) e, = Ol (Pk) ey (2.3.1.2)
Soit m un idéal non nul de Oy et n € Jx. On pose
€km = Nuy /Honk (Em) €t ek m(n) = Ny /Hank (Em(n)) -

Pour tout o € Gal (K N Hy/k), soit & € G un prolongement de o & K. Alors

fK (5K,m) €x = Z Z Voo (5?;12) X (6;1051) €x

o1€Gal(KNHw /k) o2€Gal(K/KNHw)

S S NN SR

o1€Gal(KNHm /k) o2€Gal(K/KNHnp)
(2.3.1.3)
De (2.3.1.3) on déduit immédiatement que
Uk (exm(n)) ey, =0 six n'est pas trivial sur Gal (K/K N Hy,). (2.3.1.4)
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Si x est trivial sur Gal (K/K N Hy,) alors K, C Hy, et f,/m. Dans ce cas en notant y
le caractére sur Gal (H,,/k) déduit de x, (2.3.1.3) et la propriété (iii) des unités de Stark
nous donnent

Uk (exm(n) ey = [K:KNHgleg'n Z Voo () Xm (071) €y
o€Gal(Hu /k)

n[K : KN Hp L (0, Xm) ey, si p#0,

= (2.3.1.5)
n[K : KNHy Ly (0,Xm) e, si p=0.
Or puisque y n’est pas trivial on a la relation
L (0, Xm) = H (1 = Xpr (0, Ha/F)) | Ly (0, Xpe) st p#0,
qm
atfx (2316)

L (0,%m) = | JT (1= Xor (0, Hu/B)) | i, (0, %) si p=0,
qlm

atfx

ott les produits sont sur tous les idéaux maximaux de O}, qui divisent m sans diviser f,.
De (2.3.1.4), (2.3.1.5), et (2.3.1.6) on déduit que pour tout idéal non nul m de Oy et tout

n e Jk,on a
OnLy, (0, Xpr) ey st p #0,
b (excml)) ex € { OnLi (0.Xp) ey si p=0. (23.1.7)
D’autre part, puisque y n’est pas trivial on peut choisir un idéal maximal q de Oy tel que
Xpr (0, K () /k) # 1. Si on pose m := qf,, alors d’aprés (2.3.1.5) et (2.3.1.6) on a

[K: KN Hiw) 7 (1= Xpr (@, Ha/k)) Ly, (0, Xpr) € 81 p #0,
Uk (exm(n)) ey =
[K 2 K0 Hi) 7 (1 = Xpr (6, Ha/B)) Li (0, Xpe) €y 81 p =0,
(2.3.1.8)
pour tout n € Jk. Puisque [K : K N Hy| et (1 — Xpr (q, Hw/k)) sont inversibles dans O,
de (2.3.1.7) et de (2.3.1.8) on déduit que

— ojKLfX (07 Xpr) ex st p # 0,
OEK (PK) €x = { OJKL,X (O, >Zpr) ey si p= 0. (2319)
De (2.3.1.9) et (2.3.1.2) on déduit la proposition. O

2.3.2 Deécoupage du régulateur suivant des caractéres.

Pour tout anneau commutatif A et tout groupe fini H, on note A[H], I'idéal d’aug-
mentation de A[H]. On a rappelé que pour toute extension abélienne L/k I'image de OFf
par {1, est un Z-réseau de R [Gal(L/k)], = R [Gal(L/k)] (1 — e1). Il est bien connu que

Reg(L) = (Z[Gal(L/k)],: £. (OF)) (indice généralisé de Sinnott), (2.3.2.1)

ot Reg(L) est le régulateur de L.
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Pour tout caractére irréductible complexe non trivial de G, on pose
Ry = [Oey : Olk (OF) ey] o (2.3.2.2)
ot Oey et Ol (OF) ey sont vus comme des O-réseaux du C-espace vectoriel C [G].

Proposition 2.3.2.1 Pour toute extension F' C K de k, on note Zp [’ensemble des
caractéres complexes irréductibles x de G qui sont triviauz sur Gal (K/F'). Alors

OReg(F) = [ R (2.3.2.3)

XEZEF

X?ﬂ
DEMONSTRATION. On divise la démonstration en deux étapes.

Premiére étape : expression de OReg(F') comme produit de modules-indices. De (2.3.2.1)
et de la proposition 1.3.3.1, puis de la proposition 1.2.4.1, on déduit

OReg(F) = O[Z[Gal(F/k)],: lr (OF)],
= [0[Gal(F/k)],: Ol (OF)]

o (2.3.2.4)

Il est clair que

O [Gal (F/k)], = XG%OGX et Ol (OF) = @ Olr (OF) ey, (2.3.2.5)

ot les sommes sont sur tous les caractéres complexes irréductibles non triviaux de Gal(F'/k).
De (2.3.2.4) et de (2.3.2.5) on déduit par application de la proposition 1.2.3.2 que

OReg(F) = [] [0ey: 0lr (OF) ey] . (2.3.2.6)
X#1

ot les produits sont sur tous les caractéres complexes irréductibles non triviaux de Gal(F/k).
En particulier par définition des R, on a prouvé la proposition si F' = K.

Seconde étape : preuve de la formule (2.3.2.3). L’ensemble des caractéres complexes ir-
réductibles non triviaux de Gal(F'/k) est en bijection canonique avec Zg. D’apreés (2.3.2.6),
il suffit donc de prouver que pour tout y € =g, on a

[Oeys - OLp (OF) ey] , = Ry, (2.3.2.7)

ou ' est le caractere sur Gal(F/k) défini par x. On considére le morphisme de C[G]-
modules

res : C[G] ——= C|[Gal (F/k)], Z%U — Zaoa\p,
oeG oeG
qui se restreint en un isomorphisme Ce, =~ Ce,.. Pour tout z € O, on a l'égalite

res ((x(z)ey) = lp (Ng/p(2)) ). On en déduit
O[K : Fllp ((’) ) ey C res (OKK (OX) eX) C Olp ((9 ) ey,
et puisque [K : F] € O* on a
res (Olk (OF) ey) = 0lp (OF) e (2.3.2.8)

D’autre part on a trivialement res(Oe,) = Oe,s, donc de (2.3.2.8) et de la remarque
1.2.1.4 appliquée a u := res : Ce,, — Ce,s, on déduit

[Oex Olp (O )ex} = [Oex : Ol (OIX<) ex]o = Ry,

ce qui achéve la preuve de la proposition. O
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2.3.3 Découpage du nombre de classes et du nombre de racines
de I'unité.

Soient H un groupe abélien fini et A un sous-anneau de C. On suppose que A contient
une racine primitive #H-iéme de I'unité et que #H est inversible dans A. Alors pour tout
A-module M et tout caractére complexe irréductible x de H on note M, la x-partie de
M, définie par

M, = e/M,
ol ey == (#H)™" Z x(o)o ™! est 'idempotent attaché a .
oeH
Lemme 2.3.3.1 Soient F' C K une extension de k, M un Z|G]-module fini, N un
Z |Gal(F/k)]-module fini, etV : M — N un morphisme de Z|G]-modules. On suppose que
Cok(U) est annulé par [K : F), et que Ker(WV) est annulé pars (Gal(K/F)) := Z .

ceGal(K/F)
Alors
O#(N) = ][ Fito (0 ®z M), .
XEZEF
DEMONSTRATION. Pour tout x € Zg, on note X’ le caractére de Gal(F/k) défini par x.
On définit ainsi une bijection canonique de =g vers I’ensemble des caractéres complexes
irréductibles de Gal(F'/k), et en particulier on a

O®RzN= @ (O®zN)

XEZEF

(2.3.3.1)

X'
Puisque Cok(W) est annulé par [K : F] qui est inversible dans O, ¥ induit une surjection
U, (O®y M)X — (0O ®ZN)X/,

pour tout x € Zp. Puisque O est Z-plat, Ker (¥,) est annulé par s (Gal(K/F)). Or x est
trivial sur Gal(K/F) et [K : F] € 0%, de sorte que Ker (¥, ) = {0}. Alors ¥, est un
isomorphisme,

(O®z M), ~ (0®zN),, . (2.3.3.2)
De (2.3.3.1) et (2.3.3.2) on déduit (en appliquant la proposition A.3.6.4, (ii)) que
Fito (0 @z N) = [] Fito (0 ®z M), .
XEEFR

On conclut en remarquant que d’aprés les propriétés des idéaux de Fitting (voir les pro-
positions A.3.6.2 et A.3.6.5), on a

Fite (O ®z N) = OFitz (N) = O#(N).

O
Proposition 2.3.3.2 Pour tout caractere complexe irréductible x de G, on pose
hX = Flto (O X7, Cl (OK))X et €K, x ‘= Flto (O K7z 1% (K))X .
Pour toute extension F' C K de k, on a
Oh(Op) = [] hy et Oer =[] exu (2.3.3.3)

XEEFR XEEFR
ot h (Op) est le nombre de classes de Of et ep est le nombre de racines de l'unité dans

F.
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DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le lemme 2.3.3.1 aux applications normes

Ng/r Ng/r

Cl(Ok) Cl(OF) et p(K) u(F).

4

Remarque 2.3.3.3 Soient H un groupe abélien fini, M un Z[H|-module fini, et b un
caractéere rationnel irréductible de H. Alors

O# (Zyg 2 M), = [ [ Fito (0 @z M),
xlv

ou le produit est sur tous les caractéres complexes irréductibles de H au-dessus de 1.
En particulier, pour tout caractére rationnel irréductible b de G, on a

O# (Zigy @2, CLOK)), = [[ I et O# (Zigy @2 p(K)), = [[exn  (2334)
xl Xl

DEMONSTRATION. D’aprés les propriétés des idéaux de Fitting (voir les propositions
A.3.6.5, A.3.6.2, et A.3.6.4, (ii)), on a

O# (Zig) ®2 M), = OFitg,, (Ziy) ®z M)
Fito (O ®z M),

— Fito (@ (0®z M)X)

P

xlv
= []Fito (0 @z M), .
x|¥
[
2.3.4 Preuve de la version faible de la conjecture de Gras.
Lemme 2.3.4.1 Soit ¢ un caractére rationnel irréductible et non trivial de G. Alors
O] (0. %) si p#0,
#(Zyyy @7 C1L(O x|¥
#((;) = wHR (2.3.4.1)
(9) ®z P w NG O HLlfx (0,%p:) si p=0,
xlv

ot les produits sont sur les caractéres complezes irréductibles de G au-dessus de 1.

DEMONSTRATION. Il est clair que le corps K, ne dépend pas du caractére x au-dessus de
Y. On peut donc poser K, := K, avec x au-dessus de . Soit Q,, I'ensemble des caractéres
complexes irréductibles x de G tels que Ker(x) contient strictement Gal (K/Ky). Pour
tout I C Qy, on pose

Kw si = @,

K] =
NK, si I#09.
x€el X 7£
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Pour tout caractére complexe irréductible x de G on pose

fo (OaXpr) s1 P 7& 07

Li (0,Xp) si p=0,

L, =

X

si x # 1, et si x est trivial on pose

res (Cx,0) si p#0,

G0) s p=0,

ou ( est la fonction zéta de Dedekind du corps k et ou dans le cas p # 0, res ((x, 0) est le
résidu en 0 de (. Par un principe d’« inclusion-exclusion » (voir le lemme A.2.2.6), on a

(_1)#(1)
IIzc= 1] <H LX> : (2.3.4.2)

x| ICQy \x€E;

L, =

X

ol =y := Eg, est I'ensemble des caracteéres complexes irréductibles x de G tels que K, C
Ky (c est-a-dire x est trivial sur Gal (K/K;)). D’autre part, par définition des L,, on a
pour tout I C Qy

res (Ck,,0) si p#0,

L, = (2.3.4.3)
XEE] Ck,(0) si p=0.
La formule analytique du nombre de classes et (2.3.4.3) nous donne donc
h (Op,) Reg (O
o ( FI) eg( F[) ,0750,
er, I (N (o))
Iz = (2.3.4.4)
XE€Er _h (OFI) Reg (OFI) si p=0.
€r;
Dans le cas ot p # 0, on a H In (N(oo))(_l)#m =1, et on déduit de (2.3.4.2) et (2.3.4.4)
ICQy
que 'on a
1)#)
0 H L,=0]] ( (Or,) Reg (OFI)) . (2.3.4.5)
Fr

1CQ,

Utilisant la décomp081t10n du régulateur donnée en (2.3.2.3), et la décomposition du
nombre de classes et du nombre de racines de I'unité donnée en (2.3.3.3), on déduit de
(2.3.4.5)

(_1)#(1)
o[z =]] (H hXRXeK}X> : (2.3.4.6)

x|y ICQy, \x€Er
ot on a pos¢ R, = O pour x le caractére trivial. Utilisant une seconde fois le principe
d’« inclusion-exclusion », on obtient

O] Ly = [ ] P Rers

x| x|¥

ce qui compte tenu de la remarque 2.3.3.3 est la formule de I’énoncé. U
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Théoréme 2.3.4.2 Soit ¢ un caractere rationnel irréductible et non trivial de G. Alors
# (Zg) ®2 (05 /Stx)),, = # (Zg) ©2 C1(OK)),, (2.3.4.7)

DEMONSTRATION. On conserve les notations du lemme 2.3.4.1. On divise la preuve en
deux étapes.

Premiére étape : calcul du module-indice [OEK ((’)Iﬁ) ey : Olk (Sti) ew} o D’apres la
proposition 2.3.1.1, on a

OEK (StK) €y = D OEK (StK) = @D OJKL xEx- (2348)
xlv xlv

Puisque p(K) est un Z[G]-module monogene et d’aprés la proposition A.3.6.3, on a Jx =
Fitzq (u(K)), puis par les propriétés des idéaux de Fitting (voir les propositions A.3.6.2
et A.3.6.4, (ii)), on a

0Tk = Fitogg (0 7 u(K)) = &Fite ((o Q2 ,u(K))X> ey = e ey, (2.3.4.9)
X X

ot la somme est sur tous les caractéres complexes irréductibles de G. De (2.3.4.8) et de
(2.3.4.9) on déduit

OEK (StK) €y = €|B€K7XLX6X' (23410)
Xl

De la proposition 1.2.3.2 et de (2.3.4.10) on déduit

[0[Gley : Olk (Stx) eyl = [ [ exnLy- (2.3.4.11)
Xl
En appliquant & (2.3.4.11) la proposition 1.2.2.1 puis la proposition 1.2.3.2, on déduit

[Texaly = [01Gley : 0tk (05) ey], [0k (OF) €y : Ol (Stx) ey]
x|y

= H R OEK ) €y - OEK (StK) €¢] o (23412)
Xl

D’aprés la remarque 2.3.3.3 et le lemme 2.3.4.1 on déduit de (2.3.4.12) que

[OEK (OIX() €y - OEK (StK) ew] © = H R;leK,XLX

xlv
= # (2 @z n(K)), [ Bx'La
xlv
= 0# (Zy) 2 Cl((’)K)) (2.3.4.13)

Seconde étape : Preuve de la formule 2.3.4.7. Puisque Ker (/x)NOx = u(K), {x induit
un isomorphisme

Ok /Stkx =~ Uk (OF) [tk (Stk). (2.3.4.14)
Puisque Zg est Z-plat on déduit de (2.3.4.14) que

(Zg) @z (0K /Stxc)),, = Zig) @z lic (Ok) ey/Lig) @z ic (Str) ey
~ Zigylk (OF) ep/Zigli (Sti) ey, (2.3.4.15)
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le dernier isomorphisme étant vrai car { (Stx) ey et U ( IX() ey sont des Z-réseaux de
R[G] (au sens de la section 1.1). Du corollaire 1.3.2.2 et de (2.3.4.15) on déduit alors

Lig# (Zigy @2 (O [Stk)), = Lig [Ziglk (OF) e = Ligyli (Stx) ey]
= [Z<g>€[( (O[X() €y - Z(g>€]{ (StK) 61/,} Ziy) (23416)

De (2.3.4.16) et de la proposition 1.2.4.1 on déduit ensuite
O# (Zygy @z (O /Stk)),, = [0lx (Ok) ey + Olk (St) ey],
ce qui d’aprés (2.3.4.13) nous donne
0# (Z(g) @z (O /Stk)),, = O (Zig) ®2 C1(Ok)),,

On en déduit que #( y @z ((’)IX(/StK)) #( y ®z Cl ((’)K));1 est inversible dans O,

et par suite est 1nver51b1e dans Zig). Or # ( ®Z (OIX(/StK)) et # ( y ®z Cl (OK))
sont premiers a g, de sorte que

# (Zig) @z (O [Stic)),, = # (Ziy) ®2 C1(Ok)),,
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Chapitre 3

Systémes d’Euler.

3.1 Introduction.

Dans ce chapitre, nous présentons les rouages de la technique des systémes d’Euler. La
méthode trouve ses origines dans les travaux de deux auteurs : F. Thaine [59] d’une part,
qui a introduit une nouvelle méthode pour obtenir des annulateurs galoisiens du groupe
des classes d’idéaux d’un corps de nombre abélien réel ; V. Kolyvagin [28] d’autre part, qui
montre que le groupe de Shafarevitch et le groupe de Mordell-Weil de certaines courbes
elliptiques sont finis. Dans [29], V. Kolyvagin synthétise les idées de ces deux travaux, et
introduit les systémes d’Euler, grace auxquels il étend ses résultats et ceux de F. Thaine.
Pour p # 2 un nombre premier et pour certaines extensions abéliennes de degré fini F'/Q),
ou () est soit QQ soit un corps quadratique imaginaire dont ’anneau des entiers est principal,
il détermine dans la plupart des cas les ordres des 1-composantes du p-Sylow de Cl (OF),
ot ¢ : Gal (F//Q) — pp—1 C Z, est un morphisme de groupes non trivial. La méthode
est ensuite développée par divers auteurs, en particulier par K. Rubin, qui I'utilise pour
démontrer dans un contexte trés général, la conjecture de Gras et la conjecture principale
de la théorie d’'Twasawa pour les unités cyclotomiques (voir 'appendice de [65]), ainsi
que pour les unités elliptiques (voir [50] et [52]). Notre exposé suit de trés pres le travail
de K.Rubin, a qui les résultats exposés ici (en particulier I'intégralité de la section 3.2)
sont essentiellement diis. Quelques adaptations ont diies étre faites lors des preuves (par
exemple en section 3.3, et en annexe, section A.4) pour couvrir le cas p|#u(k) et le cas
de la caractéristique positive. Les résultats de la sous-section 3.4.1 sont les notres.

Un point crucial est de prouver l'existence de systémes d’Euler « initialisés » en
chaque unité de Stark. Dans [51], K. Rubin a montré que si on néglige la condition de
congruence (E4) dans la définition des systémes d’Euler (voir définition 3.2.2.1), et si on
« tord » les unités de Stark a l'aide d’annulateurs du module galoisien des racines de
I'unité, alors de tels systémes existent toujours. Cependant on est alors contraint d’éviter
certains caractéres lors de la preuve de la conjecture de Gras. C’est pourquoi il nous a
paru préférable de procéder différemment et de distinguer le cas quadratique imaginaire
et le cas des corps de fonctions. Dans le cas quadratique imaginaire, il est bien connu
que les unités de Stark s’expriment & I'aide d’unités elliptiques, or il existe des systémes
d’Euler « initialisés » en chaque unité elliptique. Dans le cas de caractéristique non
nulle, D. Hayes a démontré la conjecture de Stark a 'aide de modules de Drinfel’d (voir
[21]). Notons ke le complété de k en 0o, (ko)™ une cloture algébrique de koo, et Co la
complétion de (koo)alg par rapport a l'unique valeur absolue prolongeant celle de k. Si
on fixe un signe sgn : k3 — k(c0)™, ou k(oco) est le corps des constantes de ko, alors
on peut considérer naturellement C,, comme un Op-module via 'utilisation de certains
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modules de Drinfel’d sgn-normalisés. Les unités de Stark sont alors obtenues a l'aide de
certains points de torsion de C,,. C’est en utilisant cette constuction que nous pouvons
déterminer explicitement des systémes d’Euler « initialisés » en chaque unité de Stark.

3.1.1 Notations.

On fixe un nombre premier p, un corps global k de caractéristique p # p. Si p = 0
on suppose que k est un corps quadratique imaginaire. On conserve les notations des
chapitres précédents. Pour toute extension abélienne K/k de degré fini, on note Ax la

p-partie du groupe Cl(Ok). On choisit aussi des idéaux premiers non nuls py, ..., p, de
O, tels qu’on ait la décomposition suivante,
A = (cl(p1)) x -+ x (cl(p,)), (3.1.1.1)

dans Cl1(O), ot cl(p;) est la classe de p; dans Cl(Og). Si Ay est nul, on choisit r = 0 et
{p1,...,pr} = @. Pour tout ¢ € {1,...,7} soit p™ l'ordre de (cl(p;)), et soit a; € Oy tel que

pri = (). Soit R := Z R;, et soit M une puissance de p telle que p* = #A, < M. Pour
i=1
tout corps F, et tout n € N, on note p,n(F') le groupe des racines p"-iémes de 'unité dans
F., et on pose fiye (F) = OLjO fpn (F1).
On fixe l'extension K /k, abélienne de degré fini, de groupe de Galois GG, ainsi que
I’ensemble L des idéaux maximaux de Oy premiers a p, tels que pour tout ¢ € L,

( est totalement décomposé dans K (fuy, /aq, ..., a.) /k, (3.1.1.2)
ol on a posé M 1= M#[,= (k) ! Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que

I’ensemble Ly dépend de M, bien que cela n’apparaisse pas dans la notation. D’autre

part, nous remarquons que pour tout ¢ € {1,...,7}, puisque p* < M, p; est ramifié dans

k(pr, o, ..., W/a,) [k, d’indice au moins Mp~". En particulier tout ¢ € Lk est premier
s

a Hpi.
=1

3.2 Les premiers rouages de la machinerie des systémes
d’Euler.

3.2.1 Constructions de certaines extensions cycliques.

Pour tout idéal non nul m de Oy, on note w,, le nombre de racines de 'unité dans &
qui sont congrues a 1 modulo m (en particulier si p # 0, alors wy, = 1). On pose aussi

e = #u(k).

Lemme 3.2.1.1 Pour tout ¢ € L, il eziste une extension cyclique K(¢) de K de degré
M, contenue dans le compositum K - Hy, totalement ramifiée en toutes les places de K
au-dessus de €, et non ramifiée partout ailleurs.

DEMONSTRATION. Par la théorie du corps de classe,

Gal (Hy/H) ~ (0},/0)* /Tm (u(k)) | (3.2.1.1)

Si » = 0, la condition devient ¢ est totalement décomposé dans K (puy:) /k
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ott Im (u(k)) est 'image de p(k) dans (Oy/f)*. Donc l'extension Hy/H est cyclique de
degré (N(¢) — 1) wy/ey. Puisque ¢ est totalement décomposé dans k (p,) /k (et dans le
cas p = 0, premier a p), M’ divise N(¢) — 1. Il en résulte que M divise (N(¢) — 1) wy/ey, et
on en déduit que le sous-corps Fy de Hy fixé par Gal (Hy/H)" est une extension cyclique
de H de degré M. Soit D := (oy,, ...,0p,) le sous-groupe de Gal (F;/k) engendré par les
automorphismes oy, := (p;, F;/k). Soit D le sous-corps de Fy fixé par D. Soit L le sous-
corps de H fixé par Ay, Ay étant identifié a la p-partie de Gal (H/k) via I'isomorphisme
d’Artin. D’aprés (3.1.1.1), on a

DNH=L. (3.2.1.2)

Si o € DN Gal(F,;/H), on déduit de (3.1.1.1) qu’il existe (ey,...,e,) € N tel que 0 =

T

((z),Hy/k), avec x := H a;'. Or £ étant totalement décomposé dans k (/«;), «; est une
i=1

puissance M-iéme modulo ¢, et ce pour tout 7 € {1, ...,r}. Donc x est une puissance M-iéme

modulo ¢, et d’aprés (3.2.1.1), on en déduit o = Idg,. On a alors vérifi¢ que

F, = D.H. (3.2.1.3)

De (3.2.1.2) et de (3.2.1.3) on déduit [D : L] = [F, : H = M. Or [L : k] est premier & p par
construction de L, donc la p-extension maximale D' C D de k est linéairement disjointe
de L, et vérifie D'k = D. Du diagramme ci-dessous, et puisque ¢ est non-ramifié dans
K/k, on déduit aisément que K.D' vérifie les conditions de la proposition.

HyFZYD
NN

Définition 3.2.1.2 On note Sk l’ensemble des produits sans facteur carré d’idéaux ap-
partenant a Lx. Pour tout m € Sk, on pose

B K St :(1)
K(m) = {K@l)...[((@) S? 2251"'@

Remarque 3.2.1.3 Pour des raisons de ramification, pour (m,n) € S, on a
- Km)NK(n) =K (mAn), ou mAn est le plus grand commun diviseur de m et n.
- K(m) - K(n) =K (mVn), ot mAn est le plus petit commun multiple de m et n.

3.2.2 Définition d’un systéme d’Euler.

On fixe une cloture algébrique k8 de k, on note k*P la fermeture séparable de k dans
k™8, et on note k** la fermeture abélienne de k dans k5P,
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Définition 3.2.2.1 Soit m # (0) un idéal de Ok. On note Ly (m) 'ensemble des { € Lk
tels que £ 1 m, et on note Sk(m) l'ensemble des n € Sk tels que m An = (1). On note
Ux (m) Uensemble des applications ¢ : Sg(m) — (k*) * vérifiant les conditions suivantes :

— (E1) Pour tout n € Skg(m), e(n) € K(n)*.

- (E2) Pour tout n € Sk(m) \ {(1)}, e(n) € Ok,
— (E3) Pour tout £ € Ly (m) et toutn € Sk (ML), on a Ng () k() (€(00)) = (n)EEW/B-L
~ (E4) Pour tout { € Ly (m) et tout n € Sk (ml), on a e () = e(n) MOV dans
Ok (), modulo tous les idéaux premiers de Ok ey qui sont au dessus de (.

On pose Uk = U Uk (m), la réunion étant sur tous les idéauz non nuls de Or. On appelle

m
alors systeme d’Euler tout élément de Uk .

Remarque 3.2.2.2 Soit m # (0) un idéal de O. Il résulte de (E1), (E2), et (E4) que
pour tout € € Uk (m), e(1) est une unité en chaque idéal premier de Ok au-dessus de (,
pour tout £ € L (m).

3.2.3 Groupes de symboles abstraits.

Soit m € Sk. On pose Ky, = U K(n). D’aprés la Remarque 3.2.1.3, pour tout
nesS(m)
(n1,ng) € Sk(m) tel que ny|ng, le morphisme de restriction est un isomorphisme,

Gal (K (mny) /K(ny)) —— Gal(K (mny) /K(ny)). (3.2.3.1)

Passant a la limite, on obtient un isomorphisme Gal (K 1)/Ky) ~ Gal (K (mn) /K (n)),
pour tout n € Sg(m). On pose G, := Gal (?(1)/?,“) pour alléger les notations. On pose
aussi Ny, := Z o. Pour tout ¢ € L tel que (|m, (¢, K (m¢™") /k) € Gal (K (m(™") /K)

0€Gm
car ¢ est totalement décomposé¢ dans K /k. On note alors f;(m) 'unique élément de Gp—1

qui se restreint en (¢, K (m¢™") /k).

Définition 3.2.3.1 On note Yy, le Z [Gw]-module multiplicatif librement engendré par les
symboles y(n), oun € Sk tel que njm. Soit 2y, le sous-Z [Gy|-module de Yy, engendré par
les éléments

~ de la forme y(n)° ', oun € Sk tel que njm et 0 € Gun1,

— de la forme y (n0)™ y(n) =™ oan € Sk et £ € Sk tels que nm, £|m, et £ tn.
On note alors Xy le quotient Y/ Zw, et pour tout n € Sk tel que n|m, on note xz(n) la
classe de y(n) dans Xy,

M—1
Pour tout ¢ € L, soit ¢, un générateur de G,. On pose Dy := Z zgg Pour tout n € Sk,
i=1
on pose D, = HDg, ou le produit est sur tous les £ € Lx qui divisent n. Remarquons
ln
que pour tout £ € L, on a :
(Q — 1)Dg = M — Ny. (3232)

Lemme 3.2.3.2 Soit m € Si. Alors :
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— (i) Le Z-module Xy, est libre. Une Z-base de Xy, est formée par les éléments x (n)?,
oun € Sk tel que njm, et ot o € G, \ Ugn/, la réunion étant sur tous les n' € Sk

n/
tels que n' divise strictement n.
— (ii) Pour tout o € Z |Gy, et tout n € Sk tel que n|m, il existe un unique x (n, o) €
X, tel que x (n, )" = z(n)*Pr.

DEMONSTRATION. Nous référons le lecteur a [50, Lemma 2.1]. O

3.2.4 Construction de I’application k. définie par un systéme d’Eu-
ler .

Lemme 3.2.4.1 Soient a # (0) un idéal de Oy, € € Uk(a), et m € Sk(a). Il existe un
unique morphisme 0. w de Z |Gw]-modules de Xy vers K(m)™ tel que pour tout n € Sk (a),
sinm, alors 0. m (x(n)) = e(n).
DEMONSTRATION. Puisque Yy, est Z [Gy]-librement engendré par les symboles y(n) ou
njm, il existe un morphisme de Z [Gy]-modules ¢, , : Yo — K(m)*, tel que pour tout
n € Sk(a), si n|m, alors 6., (y(n)) = (n). Il suffit donc de montrer que Z, C Ker (8. ).
Soit n € Sk tel que n|m, et soit 0 € Gy,-1. D’aprés (E1), on a e(n) € K(n)*, donc
e(n)” ' =1, cest-a-dire y(n)" " € Ker (0. ,)-
Soient n € Sk tel que n|m, £ € Ly tel que £ 1 n et £|m. D’aprés (E3), on a e (nf)™* =
e ()71 Drapres (E1), on a e(n) € K(n)*, et puisque f; (nf) et f, (m) coincident sur
K(n), on en déduit & (n0)N =& (n)"™~ puis (y (n0)Ny (n)lff‘(m)> € Ker (& ,). O

Lemme 3.2.4.2 Soient a # (0) un idéal de Oy, et € € Uk (a). Il existe une application
B : Sk(a) — (kab)X telle que B:(1) =1 et telle que pour tout m € Sk (a), et tout o € Gy,
B.(m) € K(m)* et B.(m)7 " = 0. (z(m, 0 — 1)).

En outre, pour tout m € Sk(a), (e(m)°"B.(m)™) € K*.

DEMONSTRATION. On pose
c: gm - K<m>><7 o 5€,m<x<m70 - 1)) :

Alors ¢ est un 1-cocycle du Z [Gy]-module K (m)™. Or d’aprés le « théoréme 90 »de Hilbert
généralise’, H' (G, K (m)*) = 0. Donc c est un 1-cobord, et il existe 3.(m) € K(m)* tel
que B.(m)7!' = ¢(0) = 6. (z(m, 0 — 1)) pour tout o € Gy Si m = (1), alors Gy, est nul,
et on peut donc choisir 5.(1) = 1.

Pour m € Sk(a), et tout 0 € G, on a

(5(m)Df"ﬁg(m)_M)W1 = e(m)@ Vg (2(m, o — 1))
= g(m) g o (z(m) 7P = 1.

On en déduit que (£(m)""3.(m)™) € K*. O

Définition 3.2.4.3 Soient a # (0) un idéal de Oy, et e € Uk (a). On fize une application
B : Sk(a) — (kab)X comme au Lemme 3.2.4.2. On définit alors 'application

ke : Sg(a) —= KX, m — g(m)P" [, (m)™.

%Voir par exemple [65, Lemma 15.11].
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3.2.5 Les modules €, et Z,.

Soit £ € L. Soit ' := H A le produit des idéaux premiers A de Oy au-dessus de /.
Al
Pour alléger les notations, on pose

= (Ox/¢)" / ((Oxw/?)*)"

Puisque les idéaux premiers de Ok au dessus de £ sont totalement ramifiés dans K (¢)/K,
I'injection canonique de Ok /O vers Ok )/ ¢" est un isomorphisme. En particulier Okw/ 4
et Q sont des Z[G]-modules. En tant que Z [G]-module, (O /6’)X est isomorphe a
(Z/ (N(¢) = 1) Z) [G]. Il en résulte que (O /0) " — (Ok@/l) ", a— oSOV induit

: : ~ x| (NEO=1D)/m : : -
un isomorphisme 2, — <(0K(g) /l ) ) . On note ry I'isomorphisme réciproque.

Lemme 3.2.5.1 Soit { € L. Pour tout v € K(£)*, 2" est une unité en chaque idéal
premier A de Ok gy au dessus de £. De plus I'image de 7% dans ((’)K(g)/ﬁl)x appartient

) (NO-D)/
a ((0K</z>/€) ) :

DEMONSTRATION. Puisque les idéaux premiers de K au dessus de ¢ ne se décomposent

pas dans K (£), ' est une unité en chaque idéal premier A de Ok(¢) au dessus de /.
(N()=1)/m
Soit y Iimage de '~ dans (OK@)/E’)X. Pour prouver que y € <((’)K(g)/€')x) ,

il suffit de prouver y™ = 1. On a 2= = gm0 X5 = 1, modulo ¢, car ¢, agit
trivialement sur O ) /L. d

Définition 3.2.5.2 Soit ¢ € L. Du Lemme 3.2.5.1, on déduit que l'application suivante
est bien définie,

19[(,3 . K(g)x E—— Qg, Xr Tg(y>,
X

oty est limage de ' dans ((’)K(g)/ﬁ')

Pour ¢ € Lk, on note Z, (ou Zg ) le Z-module additif librement engendré par les idéaux
premiers de Ok au-dessus de £. Le module Z, est naturellement muni d’une structure de
Z |G]-module, et puisque ¢ est totalement décomposé dans K, on a Z, ~ Z [G].

Définition 3.2.5.3 Soit ¢ € L. On définit le morphisme de Z |G]-modules

wrye: K(0) — I;/MLy, v —— Z@X(x))\,
Al

ot pour tout idéal premier \ de O au-dessus de {, X' est l'unique idéal premier de Ok )
au-dessus de X\, et ot Uy est la composée de la valuation normalisée en N, vy : K* — 7,
avec la projection canonique Z — 7 /MZ.

Lemme 3.2.5.4 Soit { € L. Les morphismes Uiy et wi g ont le méme noyau.
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DEMONSTRATION. Soit € K(¢)*. Soit A I'ensemble des idéaux premiers de Ok au-
dessus de (. Pour tout A € A, soit X" I'unique idéal premier de Ok, au-dessus de A et
soit my une uniformisante du localisé¢ de Ok ) en N.On a

z € Ker(Vgy) <= VAEA, 2% =1
— VAeA, a0 =

1_§U>\/ ()

= VAeA 7, =1, (3.2.5.1)

car ¢, agit trivialement sur Oy /U Pour tout A € A, soit K le complété de K en A,
et soit K (¢)y le complété de K () en X. De [53, IV, §2, Proposition 5| et de (3.2.5.1) on
déduit que = € Ker (g ) si et seulement si pour tout A € A, g, v (@) appartient au premier
groupe de ramification de K (¢)y /K, en numérotation inférieure, que nous notons R. Or
R est un [-groupe, ot [ est la caractéristique du corps O /¢, et [K(¢) : K] = M est premier
a1, donc R est nul. Finalement z € Ker (Jx) si et seulement si pour tout A € A, ¢
est l'identité sur K (¢), autrement dit si et seulement si pour tout A € A, M|vy(z). Cette
derniére condition équivaut a x € Ker (wg ). O

Proposition 3.2.5.5 Soit { € Lg. Les morphismes Uk et wg, sont surjectifs, et il
existe un unique isomorphisme de Z [G]-modules Pk o : 2 — Ly/MI; tel que le diagramme
ci-dessous est commutatif.

NGk
IV WK ¢
Qg 9522 Ig/MIg

DEMONSTRATION. On sait d’apres le Lemme 3.2.5.4 que ¥k ¢ et wg  ont le méme noyau.
D’autre part 2y ~ Z/MZ|G] ~ Z,/MZ,, donc il suffit de remarquer que wg , est surjectif. [J

3.2.6 Le morphisme g .

Définition 3.2.6.1 Soit ¢ € Lx. Pour tout x € K™, on peut choisir y, € K()™ tel que
xyy est une unité en chaque idéal premier X de Ok ) tel que A|{. Notons [xy,'] 'image
de zyy dans S (elle ne dépend pas du choix de y,). On définit

i K —— I,;/MIy, v —— Pr e ([2yy])

Remarque 3.2.6.2 Soit { € Lx. Le morphisme pg ¢ est nul sur (KX)M. On note encore
oo K*/ (KX)M — Iy /MZy le morphisme obtenu en quotientant par (KX)M.

Pour tout # € K, on pose [z], := Z Ux(z)A, ot pour tout idéal premier A de O tel
Al

que A, vy : K™ — Z/MZ est la composée de la valuation normalisée en A, vy : K* — Z,
avec la projection canonique Z — Z/MZ.
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Proposition 3.2.6.3 Soient a # (0) un idéal de Ok, ¢ € Uk (a), m € Sk(a), et £ un
idéal mazimal de O, tel que ¢t m. Alors
(i) Sil € Lx(m) ou si e(m) € Ok (ce qui est toujours le cas sim # (1)), alors

[ke(m)], = 0.
(ii) Si € € Li(am), alors [k (ml)], = px ¢ (ke (M)).

DEMONSTRATION. Soit A I'ensemble des idéaux premiers de Ok au-dessus de £. On se
place sous les hypotheses de (i). D’aprés (E2), e(m) € O, si m # (1). Sim = (1) et si
e(m) ¢ Oj(y): alors € € Li(m), et dans ce dernier cas d’aprés la remarque 3.2.2.2, £(m)

est une unité en chaque A € A. Puisque #.(m) = £(m)’™ 3. (m)™, on en déduit que pour
tout A € A, et pour tout idéal premier A" de O (m) au-dessus de A, on a

va (Ke(m)) = vy (ke(m)) = vy (B (m) ") = —Moy (B (m)),
car A est non ramifié dans K (m)/K. Il en résulte (i).

Supposons ¢ € Lx(am), et montrons (ii). Pour tout A € A, soit ' 'unique idéal
premier de Oy au-dessus de A. On choisit y € K(£)* tel que k. (mf)y™ est une unité
en chacun des X', A € A. Alors

[k (mO)], =) 0y (ke (MO) A== 0w (1) A =wre (y7) (3.2.6.1)

AEA AEA

D’apres (i), il existe z € K™ tel que k. (m) 2" est une unité en chacun des A € A. De
(3.2.6.1) et de la Proposition 3.2.5.5, on déduit qu’il suffit de prouver que

Ve (") = [k (m) 2M], (3.2.6.2)

ou [ke (m)2Y] est l'image de k. (m)z" dans €,. D’aprés (E2), et puisque k. (mf) =
e (mO)P™ 5. (ml)™, on a
var (y) = v (B=(ml)) (3.2.6.3)

pour tout idéal premier A" de Ok (me) au-dessus de £. Soit ¢ le produit des idéaux premiers
de Ok (me) au-dessus de (. Puisque ¢ agit trivialement sur O (me)/¢”, on déduit de (3.2.6.3)
que

y*t = B.(ml)* ! modulo ¢ (3.2.6.4)

On a
ﬁe(mﬂ)%_l = Ogvt (fE (mf, S — 1)) . (3265)

D’apres (3.2.3.2) et d’aprés la définition 3.2.3.1, on a
z (m0) P — g () MNP — ()P g () U S (O)Dm (3.2.6.6)

D’apreés le lemme 3.2.3.2; (ii), on déduit de (3.2.6.5) et (3.2.6.6) que

BelmO) = G (2 (m0) " 2 (m, 1~ fy(mi)))
= e(ml)P" 0. (z (M, 1= fo(ml)))
£(ml)P 3. (m) L= Felmd) (3.2.6.7)
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D’apres (E2) et la remarque 3.2.2.2, et puisque . (m) = & (m)"™ . (m)™™, on voit que
2. (m)~" est une unité en tout idéal premier de Ok (m) au-dessus de (. D’aprés (3.2.6.4)
et (3.2.6.7), on a dans Og (me),

Yl = g(mg)Dmﬁa(m)l—fe(m@)’
modulo ¢”. Puisque z est invariant sous fy(m/), on a

y§e—1 — 5(m€)D’" (ﬁe(m)z—l)lffl(mz)
1-N(o)

= e(ml)" (B(m)z") ,
modulo ¢”. Par (E4), on en déduit

—_ M. M N(¢)—1)/m
y§[ 1 = (e(m)D‘" (ﬁe(m) Py ))( ( ) )/
= (ke(m)M)NO-DA (3.2.6.8)
De (3.2.6.8) on déduit (3.2.6.2), ce qui achéve la démonstration. O

3.3 Existence de certains idéaux premiers particuliers.

3.3.1 Préliminaires.

Pour tout groupe abélien fini H tel que p { #H, tout Z,[H]-module M, et tout Q,-
caractere irréductible x de H, on note M, la y-partie de M, définie par
M = e M,

X

ol ey == (#H)™" Z x(o)o ™! est 'idempotent attaché a .
oeH
Pour toute extension abélienne de degré fini L/k, on note H?)(L) le corps des p-
classes de Hilbert de Oy, c’est-a-dire la p-extension abélienne maximale non ramifiée de
L totalement décomposée en les places de L au-dessus de oco. Remarquons que H(p)(L) est
galoisienne sur k, et que le groupe Gal (L/k) agit par conjugaison sur Gal (H(p) (L)/ L). On
note Ay, la p-partie de C1 (). La théorie du corps de classes nous donne un isomorphisme
de Z [Gal (L/k)]-modules,
Ap —= Gal (HY(L)/L), (3.3.1.1)

communément appelé Iisomorphisme d’Artin. Si p 1 [L : k], on a la décomposition sui-
vante,
Ap = ®AL,, (3.3.1.2)
(4

ot la somme est sur tous les Q,-caractéres irréductibles ¢ de Gal(L/k). Pour un tel
caractére 1p, on note H)(L) la sous-extension de H®(L)/L telle que l'isomorphisme
d’Artin passe aux quotients en un isomorphisme

Apy —== Gal (H¥)(L)/L). (3.3.1.3)

On pose

K' =K (par, Vg, .y V), (3.3.1.4)
avec M' 1= M# (0 (k). Alors K' est galoisienne sur k, abélienne sur k (1), et kummeérienne
sur K (py).
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Lemme 3.3.1.1 On suppose p{ [K : k|. Soit 1 un caractére irréductible non trivial de G
vers Q,. Dans le cas particulier ot on a simultanément p, ¢ k, u, C K, et p|#Cl(Oy),
on suppose que 1) n'est pas le caractére de Teichmuller®. Alors H(w)(K) NK' =K.

DEMONSTRATION. Puisque Gal (H(w) (K)N K () /K) est un quotient de Gal (H(w)(K)/K),
Gal (H(w)(K) N K (pw) /K) est réduit a sa yp-partie. D’autre part U'extension K (p,v) /k
est abélienne, donc I'action de G sur Gal (HW)(K) N K () /K) est triviale. Or ¢ # 1,
donc on en déduit

HY(K)NK () = K. (3.3.1.5)

En particulier si p ¥ #C1(Oy), le lemme résulte de (3.3.1.5), car dans ce cas K' = K (pyy).
Dans la suite, on suppose p|#Cl1(Oy). Soit F la fermeture abélienne de K dans K'. C’est
une extension kummérienne de K (py). Soit Wr le sous-groupe de K (j1,)”, contenant

(K (uM)X)M, tel que F = K <MM7 V. WF) Puisque F C K’, on a
WF g <Caa17'--aar> (K (MM)X)Ma

ot ¢ est un générateur de fi,0«(k). On en déduit que tout élément de Wiy est congru a un
élément de £ modulo (K (MM)X)M. En appliquant le corollaire A.4.1.2, on obtient

0 s ¢ K,
Gal(F/K (pw)) = ¢ Gal (F/K (pw))pg, St pp C K et p, ¢ K, (3.3.1.6)
Gal (F/K (p)); st pp CF,

ou Gal (F/K (ftn))7q, €st la epep-partie de Gal (F/K (fuy)), avec ere, le caractére de
Teichmuller. D’aprés (3.3.1.5) le morphisme de restriction est un isomorphisme de Z [G]-
modules,

Gal (HY(K)NK') - (K () /K (1)) —= Gal (HY(K)NK') /K). (3.3.1.7)

Puisque (H") (K) N K') - K (jun) € F, on déduit de (3.3.1.6) et de (3.3.1.7) que

0 sy ¢ K,
Gal (HY(K)NK'/K) ={ Gal HY(K)NK'/K),, st p, CKetp, ¢k,
Gal (HY(K)NK'/K), si p, Ck.
(3.3.1.8)
Des hypothéses de 1’énoncé, il résulte alors que HY)(K) N K’ = K. O

3.3.2 Génération d’idéaux premiers.

Soit H C H®)(K) une extension de K, galoisienne sur k. Soit £ € K* tel que 'image &,
de ¢ dans K/ (K*)" appartienne a (K*/ (KX)M)w. Soit m l'ordre de & dans K/ (K*)".
Soit W le sous-Z [G]-module de K* engendré par ¢ et (KX)M. Soit W, 'image de W dans
KX/ (K4)" et L= HOK' (V).

3Voir définition A.2.3.2.
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Proposition 3.3.2.1 On suppose p { [K : k|. Soit ¢ un Q,-caractére irréductible non
trivial de G. Dans le cas particulier o on a simultanément i, ¢ k, u, C K, et p|#C1(Ok),
on suppose que 1 n’est pas le caractére de Teichmuller.

Il existe un générateur v du Z [G]-module Gal (L/K) vérifiant la condition suivante.
Pour tout prolongement v de v a H, il existe une infinité didéauxr marimauzr A de Ok
tels que :

- (1) (A H/K) =7,

~ (i) L € Lk, ou l:= AN O.

— (iii) [¢]e = 0, et il existe u € ((Z/MZ)[G]),, tel que e (§) = Mm U,

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition A.4.1.3, Gal (K' (W) /K') est monogeéne
sur Z [Gal (K'/k)]. Soit T un générateur du Z [Gal (K'/k)]-module Gal (K’ (W) /K').

D’aprés le lemme 3.3.1.1, on a

LNK' =LNHY(K)NK'=LNK =K. (3.3.2.1)

De (3.3.2.1) on déduit que le morphisme de restriction Gal (K’ (\/M W) /K’) — Gal (L/K)

est un morphisme surjectif de Z [Gal (K'/k)]-modules. On en déduit que 7 := 7|, est un
générateur du Z [G]-module Gal (L/K). Soit 4 un prolongement de v & H. Par définition

de L, il existe o € Gal (HK' (W) /K) tel que

olg =7 et 0|K,< viv) = T (3.3.2.2)

. 4 . « 4 . 9 , . / . N
Il existe * une infinité d’idéaux premiers non nuls A\’ de OHK,< v, premiers & p et non

ramifiés dans H K’ <\M/ W) /k, tels que
(X, HEK' (\M/W> /k:) — 0, (3.3.2.3)
ol (X, HK' (\/M W) /k‘) est le morphisme de Frobenius en \'. On pose A := X' N Ok et
0:= XN Og. De (3.3.2.3) et (3.3.2.2), on déduit
(é, K//k) = O'|K/ = T|K/ = IdK/, (3324)

et il en résulte que £ est totalement décomposé dans K’. On a donc £ € L. On a vérifie
(ii). Puisque ¢ est totalement décomposé dans K/k, on déduit de (3.3.2.3) et (3.3.2.2) que

(\MH/K) = olg = 7. (3.3.2.5)
On a vérifie (i). Les idéaux premiers de Ok au-dessus de ¢ sont non ramifiés dans

K’ (\/M W), et £ admet une racine M-iéme dans K’ <\/M W) On en déduit que [¢], = 0. En

particulier, il existe y € K™ tel que £y" est une unité en toutes les places de K au-dessus
de ¢. Soit ¢ un diviseur de M. Puisque ¢ ¢ est un isomorphisme, et par définition de g g,
on a

ore(§) €L, = Pre([EY"]) €T,
— Ve ((0x/t0x)), (3.3.2.6)

“Voir par exemple [66, XIIT, Theorem 12, p. 289].
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oil EyM est I'image de £y dans (O /¢Ok) ™. Puisque ¢ est non ramifié dans K’ (vt W) /k
et totalement décomposé dans K /k, on déduit de (3.3.2.6) que

v (§) €I, <= ( est totalement décomposé dans K’ (\t/ W) (3.3.2.7)

Mais d’aprés (3.3.2.3) et (3.3.2.2) (f, K’ (\/t W) /k:) = 0-|K/(\t/W) = T|K/(W) est un géné-
rateur de Gal (K’ (\/t W) /K'), donc on déduit de (3.3.2.7) et (3.3.2.3) que

prs (€) €T, — WC ((K’)X>t

— oW, C ((K’)X>t/ ()", (3.3.2.8)

o1 ©: K*/(K*)" — (K')*/ ((K’)X> est le morphisme canonique. Si p, C k ou si
pp ¢ K, © est injectif sur W d’aprés le corollaire A.4.2.3, (i). Sip, ¢ ket pt #CL(Oy), ©
est injectif sur W d’apreés la proposition A.4.2.2; (iv). Enfin dans le cas particulier ot on

a simultanément p, ¢ k, p, C K, et p|#Cl1(Oy), O est injectif sur W d’aprés le corollaire
A.4.2.3, (ii). De (3.3.2.8), on déduit alors

vre(§) €I, = m|(M/t). (3.3.2.9)

Puisque &,, € (KX/ (KX)M)W on déduit de (3.3.2.9) appliqué avec ¢t := Mm ™' que (iii)
est vérifié. 0

3.4 Systémes d’Euler initialisés en des unités spéciales.

3.4.1 Le cas de la caractéristique positive.

Dans cette sous-section, on se place dans le cas p # 0. On fixe une fonction signe sgn,
et on conserve les notations de la sous-section 2.2.5.

Proposition 3.4.1.1 (/21, Theorem 4.12]) Soient ¢ un module de Drinfel’d sgn-normalisé
de rang 1, m # (1) et a deux idéaux non nuls de Oy, premiers entre eux, et X € Ay(0).
On a

A=),

Corollaire 3.4.1.2 (/21, Corollary 4.14]) Soient ¢ un module de Drinfel’d sgn-normalisé
de rang 1, m un idéal propre non nul de O, v € k™ un élément congru a 1 modulo m, et
A € An(9). Il existe ¢ € pu (kqy) tel que

)\(ka,km/k) _ C}\

Proposition 3.4.1.3 (/22, Proposition 11.83 et Proposition 11.4]) Soient ¢ un module
de Drinfel’d sgn-normalisé de rang 1, p un idéal maximal de Oy, et X un générateur du

Oy-module Ay(¢). Le polynome minimal de X sur kg est ¢p(t)t".
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Corollaire 3.4.1.4 Soient ¢ un module de Drinfel’d sgn-normalisé de rang 1, p un idéal
maximal de Oy, et m un idéal propre non nul de Oy premier a p. Soient X\ un générateur
du O-module Ayw(p) et X' un générateur du Or-module Ay(¢). On a

Nkmp/km <)\ _'_ )\/) s )\(pvkm/k)—l

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 3.4.1.3, le polynome minimal de X' sur ki est
Gp(t)t™". Or ky et ky sont linéairement disjointes sur k1), et kmp = km (\'). On en déduit
que gbp(t)t_1 est aussi le polynéme minimal de X sur ky. Alors le polynéme minimal de

A+ N sur kg est ¢p(t — A)(t — A)~'. On en déduit

Ny /i (A A) = dp(=A)(=2) 7" = @p(A)A ™,

car gbp(t)t_l est de degré pair si p # 2. Utilisant la proposition 3.4.1.1, on obtient le co-
rollaire. O

Proposition 3.4.1.5 Soient ¢ un module de Drinfel’d sgn-normalisé de rang 1, m un
idéal propre non nul de Oy, et X € An(¢) \ {0}. Soit q un idéal maximal de Oy, premier
am. Alors \NO—(@kn/k) & |

DEMONSTRATION. Soit §2 le groupe des idéaux fractionnaires non nuls a de Oy, tels qu’il
existe x € k*, congru & 1 modulo m et vérifiant a = xOy. Soit G, l'image de Q dans
Gal (kw/k) par le morphisme d’Artin. D’aprés |21, Theorem 4.17|, Hy, est le sous-corps
de ky, fixé par G5, . Soit o € Gal (ky,/Hy,). Il existe x € k™, congru a 1 modulo m et tel
que 0 = (O, kn/k). D’apreés le corollaire 3.4.1.2, il existe ( € (k:(l)) tel que A7 = CA.
Puisque N(q) — (q, kn/k) appartient & Jy, ., on en déduit

()\N(q)—(qvkm/k))" — ()\J)N(q)f(qvkm/k)

_ (<A>N(Q)*(q,km/k)
AN@)—(a,km/k)

Ceci étant valable pour tout o € Gal (km/Hy), on en déduit \N@=(ka/k) ¢ | O

Théoréme 3.4.1.6 Pour tout © € P, il existe ¢ € Uk tel que x = £(1).

DEMONSTRATION. D’aprés (2.2.5.3), pour tout idéal m ¢ {(0), (1)} de Oy, et tout n € Jk,
il existe ¢ € p (Hy) tel que

em(n) = (AL

Par définition de Py, et d’apres la description de J donnée en [21, Lemma 2.5|, il suffit
de prouver la proposition dans deux cas particuliers : le cas ou x € p(K) et le cas ou il
existe un idéal m ¢ {(0), (1)} de Oy et un idéal maximal q de Oy, premier a m, tels que

x = Ny, /Ky ()\ﬁ(q)*(q,Hm/k)).

Premier cas : x € pu(K). Pour tout n € Sk, on pose
RTINS

e(n) =
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ot on a noté #(n) le nombre d’idéaux maximaux divisant n. Les conditions (E1) et (E2)
de la définition 3.2.2.1 sont clairement vérifices. Pour n € Sk et £ € Lk (n), on a

& (nl) /m#(n0)
Niwo/rm (€M) = Ngwoy/km (x) )

#(ne)—1
L0

L0/ #)

— g(n)N(ﬁ)—l
E(H)(&K(n)/k)%’

ce qui montre que la condition (E3) est vérifiée. On a aussi

E(ne) = PO

<x¢'(‘ﬂ)/1\/{#(n)> (N(£)—1)/m

— e(n)NO-D/

ce qui montre que la condition (E4) est vérifiée.

Deuxiéme cas : il existe un idéal m ¢ {(0), (1)} de O et un idéal maximal q de Ok,
premier & m, tels que x = Ny, /knn, ()\ﬁ(q)_(q’Hm/k)). Pour tout ¢ € Lk (mq) on fixe
un générateur \; de A, (@™). Pour tout n € Sk(mq), Am — Z Ay est un générateur de

Ln
Amn(®™). La proposition 3.4.1.5 nous permet de poser

n(n)

8(“) = NK'Hmn/K(n) )\m - Z )\2 ) Otl n(n) = N(q> - <q7 kmn/k) :

Ln

La condition (E1) est trivialement vérifiée. Pour tout n € Sx(m) \ {(1)}, Am — Z A, est
Ln

une unité de Oy, car c'est un générateur de Ay, (®™), et d’aprés 2.2.5.1. On en déduit

que la condition (E2) est vérifiée. Soient n € Sk(m) et ) € Lx(mn). Puisque ¢ est

premier au conducteur de K,

Ewney €6 K - kg sont linéairement disjointes sur Kpy,. (3.4.1.1)

L’extension K -Huyn, /K - Hyg est de degré N (¢€g) — 1, totalement décomposée en toutes les
places au-dessus de oo. D’autre part U'extension K - kpy,/K - Hy, est totalement ramifiée
en toutes les places au-dessus de oo. Puisque par ailleurs l'extension K - Kkpyn, contient
(K - Huney) - (K - k) et est de degré au plus N (€y) — 1 sur K - kyy, on a finalement

(K - Huney) N (K - k) = K - Huy et (K - Huwg) - (K - kn) = K+ kg (3.4.1.2)
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Utilisant successivement (3.4.1.2) et (3.4.1.1), on a

n(nto)
NK(MO)/K(I‘I) (8 (ng(])) = NK'HngO/K(n) )\m o Z )\Ié
£lnly
n(nto)
= NiHa/Km) | NKkpug/Kkmn | Am — Z by
£lnly
n(n)
= NK'Hmn/K(n) Nkmnlo/kmn >\m - Z )\2
£lnly
D’aprés le corollaire 3.4.1.4, on en déduit
n(n)\ (oK (m)/k)—1

Nictuto)/re(m (€ (160)) = Nicigu/w | | Am— DA
‘

— ¢ (n)(fo,K(n)/k)*l

Y

ce qui prouve que la condition (E3) est vérifice. Soit £ le produit des idéaux maximaux
de Ok ,,, au-dessus de £y. D’aprés (2.2.5.1), £, divise Ny Ok, , et on en déduit

nlg’

n(nlo)
€ (ngo) = NK'Hmnlo/K(ngo) )\m o Z )\Ié
tlnto
n(nlo)
= NiHpu/Kto) | | Am — Z g mod £y,
1

Puisque K - Hyy et Hyne, sont linéairement disjointes sur Hy,,, d’aprés la figure 2.2.5.1 on
a [K - Hung : K- How = N (6y) — 1. Or [K ({y) - Hyn 0 K - Hie| = M, de sorte qu’on a

n(n)

e(ly) = Niro)Hun/Knto) | NK-Honeg /K (t0) Han | | Am— D As mod £
Ln
n(m) (N(£o)~1) /v

= NK(ZO)-Hmn/K(n@o) )\m — Z )\2 mod 66
Ln

Puisque (K - Hyn) N K (ndy) = K(n) et (K - Hyy) - K (nly) = K ({p) - Hpg, on déduit

nn)\ (N(o)=1)/um

e(mly) = NgHpa/km | | Am— Z by mod £
I

= g(n)NE=DA mod ).

On a vérifié la condition (E4). O
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3.4.2 Le cas quadratique imaginaire.

Dans cette sous-section, on se place dans le cas o k est quadratique imaginaire.
Théoréme 3.4.2.1 Pour tout x € P, il existe ¢ € Uk tel que x = g(1).

DEMONSTRATION. D’apres la remarque 2.2.4.2, il suffit de prouver la proposition dans
deux cas particuliers : le cas ot x € u(K) et le cas ou il existe un idéal m ¢ {(0), (1)}
de Oy vérifiant w, = 1, et un idéal non nul a de O, premier a 6m, tels que = =

Ni, /i, (¢ (1;m,a”'m)).

Premier cas : x € u(K). Pour tout n € Sk (exOy), on pose

e(n) = :Eq)(")/M#("),
ot on a noté #(n) le nombre d’idéaux maximaux divisant n. Puisqu’on a écarté les £ € Lx
qui divisent ey Oy, on vérifie les conditions de la définition 3.2.2.1 exactement de la méme
facon que lors de la preuve du théoréme 3.4.1.6.

Deuxiéme cas : il existe un idéal m ¢ {(0), (1)} de Oy vérifiant w, = 1, et un idéal
non nul a de Oy premier a 6m, tels que r = Ny /xnm, (w (1;m, a’lm)). Pour tout n €
Sk (maeg), on pose

e(n) = Ny, kmnHm. (¥ (1;mn, a‘lmn))n"‘“ fem) ,
ot fo(n) est défini en sous-section 3.2.3. La condition (E1) est clairement vérifiée. La condi-
tion (E2) résulte immédiatement de (2.2.4.1). Soient n € Sk (maeg) et {y € Lk (mnaeg).
Les corps K(n) et K (nfy) N Hyye, sont linéairement disjoints sur K (n) N Hyy, et on a
K(n) - (K (nly) N Hune,) = K (nlp). On en déduit

N (nto)/x(m) (€ (nlo))

—_ nl
= NK(HZO)/K(n) (NHngO/K(MO)mHngO (,l/} (17mn€07 a 1mn€0))1—1a“60 fZ( O)>

- n/
= NK(MO)ﬂHmneo/K(n)ﬁHmn (NHmﬂeo/K(nEO)mHmngo ('l/} (1’ mn£07 a 1mn€0))ni\n€0 Fo( 0))
- n,
= 1\IHmMO/I((n)mHmn (’l/} (1’ mngo’ a 1mn£0))nz\nl0 fe(nlo)
D’aprés (2.2.4.2), on a ensuite
- £o,K (n)/k)—1 N

NK(nﬁo)/K(n) (5 (Tleo)) = NHmn/K('ﬂ)ﬂHmn (w (1;11111, a lmn))(( 0K (1) /k)=1) [Ty fo(n)

= ¢ (n)(fovK(n)/k)—l '

On a vérifié la condition (E3). Soit £ le produit des idéaux maximaux de Oy, au-dessus
de ¢y. D’aprés (2.2.4.3), on a

- e
e(nlo) = N, /K (o), (¢ (1 mnlo,a "mndy ) ) e fe(0)

) (£07Hmn/k‘)_1> Hl\néo fe(nlo)

NH o /K (00)Hinne, <7/1 (1L;mn,a”'mn mod

))Hmn Je(nbo) mod 66

N ngQ/K(MO)mHm'nZO (,l/} (1 mn’ ailmn

[T¢jn fe(nbo)
T mod £,

N K Hypgy /K (nt) (¢ (1;mn,a”'mn))
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Or [K - Hugy : K - Hun) = N (bg) — L et [K (€p) - Hun : K - Hpo) = M, donc on a
))((N(fo)*l)/M)Hz\n fe(nto) mod £,
((N(lo)=1)/m) [ Tgjq fe ()

£ (nEO) = NK(ZO)'Hmn/K(MO) (’17/) (1; mn, a_lmn

= Ny, /Kwta, (¥ (1;mn,a 'mn))
= g(n)NE=DM mod 4.

mod £

On a vérifié la condition (E4).
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Chapitre 4

La conjecture de Gras.

4.1 Introduction.

On fixe un nombre premier p, un corps global k de caractéristique p # p. Si p =0 on
suppose que k est un corps quadratique imaginaire. On fixe une extension abélienne K/k
de degré fini, de groupe de Galois G, telle que p 1 [K : k]. On conserve les notations des
chapitres précédents. L’objectif de ce chapitre est la preuve du théoréme 4.1.0.2 ci-dessous
(conjecture de Gras).

Théoréme 4.1.0.2 Soit ¢ un Q,-caractere irréductible et non trivial de G. Dans le cas
particulier ot on a a la fois p|# (C1(Ok)), pp € k, et p, C K, on suppose que ¢ n’est pas
Q-conjugué au caractére de Teichmuller*. Alors

#(Axy) = #(Ex/Sti)y -

La méthode utilisée est celle développée par K.Rubin. Rappelons que ce dernier a
prouvé le théoréme 4.1.0.2 dans le cas quadratique imaginaire, lorsque p { ex[K : k] (voir
[50] et [52]). Notre résultat étend celui de K.Rubin lorsque pley et p t [K : k] (voir
[11]). Dans le cas o p # 0, K.Feng et F.Xu ont prouvé le théoréme 4.1.0.2 lorsque
k :=TF,(T) est un corps de fractions rationnelles, Oy := F,[T], K := Hy, pour un certain
idéal m # (0) de F,[T], et p 1 q(¢ — 1)[K : k] (voir [11]). Leur résultat a été généralisé
par F.Xu et J.Zhao. Dans [67], ils prouvent (0.0.0.1) lorsque K := H,, pour un certain
idéal m # (0) de F,[T], et p 1 ¢(N(oc0) —1)[K : k], ot N (00) est le cardinal du corps
résiduel en co. Nous étendons donc leur résultat au cas ot K n’est pas un corps de rayons
et au cas ou p| (N (oco) — 1) et p 1 ¢[K : k] (voir [12]). Signalons aussi que pour p # 0,
C. Popescu a construit un groupe d’unités de Rubin-Stark, pour lequel il a obtenu des
résultats similaires, par des méthodes différentes (voir [14]).

4.2 Preuve de la conjecture.

4.2.1 Preuve d’une divisibilité par les systémes d’Euler.

Dans cette section, 1 désigne un Q,-caractere irréductible et non trivial de G. Dans
le cas particulier ot on a a la fois p|# (C1(Ok)), pp ¢ k, et p, C K, on suppose que )

oir les définitions A.2.1.7 et A.2.3.2.
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n’est pas le caractére de Teichmuller. On pose Ex = Z, @z OF et Stk := Z, @7 Sti. En
utilisant le logarithme de Dirichlet, on voit qu'il existe a € £k, tel que

Exw = Zp|Glya® pye(K)y. (4.2.1.1)
Puisque O /Stx est fini, il existe une unique puissance ¢ de p telle que
Stry = Zp[Glta® pp=(K)y. (4.2.1.2)
En particulier, on a # (SK/StK)w =t. On fixe M > # (A}) une puissance de p telle que
t# (Axp) # (Exc/Str),, | M. (4.2.1.3)

On dispose d’un morphisme naturel ¢ — K*/ (K X)M. Soit Wy, le sous-Z,, [G]-module
de K*/ (K “)" engendré par l'image de a. Alors le Z, [G]-module W,, est isomorphe a
(Z/MZ) G,

Soit £ € O tel que I'image &, de { dans K™/ (KX)M engendre le Z, [G]-module W,,.
D’aprés les théorémes 3.4.2.1 et 3.4.1.6, et par définition de ¢, il existe m # (0) un idéal
de Oy et € € Ug(m) tel que e (1) = &' Dans K*/ (KX)M, on a

ke (1), =e(1), =&, (4.2.1.4)

Pour tout n € N, et tout n-uplet A := ()\;);_, d’éléments de L, on pose :
— {; la restriction & Oy de \;, pour tout i € {1,...,n}.

— ap = (1), et pour tout i € {1,...,n}, a; = Hﬁj.
=1

— ¢; 'image de \; dans Ak, pour tout i € {1,...,n}.
Pour tout n € N*, on note A,, 'ensemble des n-uplets A € L% tels que :

— (i) Pour tout i € {1,...,n}, {; € Ly(m). On note alors m; 'ordre de k. (a;);" dans
K>/ (KX)M, et on pose t; := Mm; '. En particulier, de (4.2.1.4) on déduit t, =t et
mo = Mt_l.

— (i) Pour tout (i,7) € {1,...,n}* ci # c; sii # j.

— (iili) Pour tout i € {1,...,n}, t;|t;_; et

tioat;
¢ =1 modulo (c1,...,¢1)g,

oll (c1, ..., Ci—1)¢ est le sous-Z,, [G]-module de A, engendré par {ci,...,c;—1}.

On rappelle que K’ := K (uy, /g, ..., {/a,), avec M’ := M# iy (k).
Lemme 4.2.1.1 L’ensemble Ay n’est pas vide.
DEMONSTRATION. D’aprés (4.2.1.4) le sous-Z [G]-module de K*/ (K*)" engendré

par . (1), est W.. On pose L := HY)(K)N K’ (\/M W), ot W est I'image réciproque de

Wy dans K. D’apreés la proposition 3.3.2.1, il existe un générateur v du Z [G]-module
Gal (L/K) vérifiant la condition suivante. Pour tout prolongement 4 de v a H¥(K), il
existe un idéal maximal \ de Ok, premier a p, tel que :
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~ () (\HO )/ K) = 5.
— (b) L’idéal £ := A N Oy, appartient a L.

— (c) [ke (1)], =0, et il existe u € <(Z/MZ) [G]w> " tel que

Ve (ke (1)) =u -t

— (d) On a ¢ fm.
Il s’agit de prouver A € A;. De (b) et (d) on déduit que A vérifie la condition (i). Il est
trivial que A vérifie la condition (ii). Il ne reste qu’a prouver que A vérifie la condition
(iii). D’apres la seconde partie de la proposition 3.2.6.3, et d’aprés (c), on a

ke (O)], = prce (ke (1)) = u - tA, (4.2.1.5)

et en particulier on a [k, (£)], = ey [k (£)],. Soit z € K™ tel que z = k. (¢);Y. Puisque
ke (€)1 =1, il existe y € K* tel que 2™ = y™. Il existe une racine ms-iéme de l'unité
¢ dans K™, telle que z = Cy". Alors on déduit de (4.2.1.5) que

tilyle = [x]e = ey [ke (0)], = u - tA. (4.2.1.6)
De (4.2.1.6) on déduit que
t1]t. (4.2.1.7)
Pour conclure il ne nous reste qu’a prouver
At =1. (4.2.1.8)
De (4.2.1.3) et (4.2.1.7), on déduit
ARy = {1}. (4.2.1.9)

Pour tout z € 7, et tout idéal fractionnaire non nul n de O, on note ¢(z) et ¢(n) les
images canoniques de z et de n dans Ag . Puisque (,y!} = xy = ke ()57, on déduit

M 7

de la premiére partie de la proposition 3.2.6.3 que pour tout idéal maximal q de Ok, si
q N Oy # ¢, alors la valuation normalisée de y en q est un multiple de m;. De (4.2.1.9) il
résulte alors

c(lyle) = c(yOk) = 1. (4.2.1.10)
D’autre part, de (4.2.1.6) on déduit que

uteylyle = (t/t1) ey modulo myZ. (4.2.1.11)
Combinant (4.2.1.11) et (4.2.1.9), on obtient
A= )M = c(lyl)" . (4.2.1.12)

Alors (4.2.1.12) et (4.2.1.10) impliquent (4.2.1.8), ce qui achéve la démonstration. O

Lemme 4.2.1.2 Soit n € N*. On suppose qu’il existe A € A,, tel que

AK,w 7& <Cl,...,0n>G. (42113)

Alors A1 # 9.
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DEMONSTRATION. Soit Hy le sous-corps de H)(K) tel que I'isomorphisme Ag , ~
Gal (H(w)(K )/K) induit un isomorphisme

Axw) (c1s s Ca) e =~ Gal (Hy/K) . (4.2.1.14)

D’aprés (4.2.1.13), on a
Hy, # K. (4.2.1.15)

Soit Wi, le sous-Z [G]-module de K*/ (K*)" engendré par . (a,);”. On pose L :=
HyNK' <\M/ W,\>, ou W)y est l'image réciproque de W, ,, dans K*. D’aprés la proposi-
tion 3.3.2.1, il existe un générateur v du Z[G]-module Gal (L/K) vérifiant la condition
suivante. Pour tout prolongement 7 de v a H,, il existe un idéal maximal A\, ; de Ok,
premier a p tel que :

= (&) (Mg, HA/K) = 7.
— (b) L’idéal 4,1 := A1 N Ok appartient & L.

= (c) ey ke (an)],,,, =0, et il existe u € ((Z/MZ) [G]w) " tel que

ewgoKyén-kl (K/E (an>> =Uu- tn)\n+1

— (d) On a €n+1 Tm
On pose
N o= ()\1, ceey >\n7 >‘n+1) )

Il ’agit de prouver que X € A, 41. De (b) et (d) on déduit que X" vérifie la condition (i).
D’aprés (4.2.1.15) on peut choisir 7 # Idy, et alors de (a) on déduit que ) vérifie la
condition (ii). Il ne reste qu’a prouver que A vérifie la condition (iii). D’apres la seconde
partie de la proposition 3.2.6.3, puis d’aprés (c), on a

ey [Ke (an+1>]zn+1 = €pPK by (K (A1)
Uty A, (4.2.1.16)

Soit € K™ tel que zy = K. (a,41) Y. Puisque k. (a,41)0 " = 1, il existe y € K™ tel
que ™+ = y™ 1l existe une racine m,,;-iéme de I'unité ¢ dans K*, telle que z = (y™*.
Alors on déduit de (4.2.1.16) que

tn+1[?/]en+1 = [w]enﬂ = &y [Ke (an-l—l)]é,hq
= u-ty i1 (4.2.1.17)
De (4.2.1.17) on déduit que
tnst | th (4.2.1.18)
Pour conclure il ne nous reste qu’a prouver
ci"ﬁ"“ =1 modulo (c1,...,cn)¢ - (4.2.1.19)

Puisque A € A,,, on a t,|tg = t, donc d’aprés (4.2.1.18), on a t,,41|t. De (4.2.1.3), on déduit

(Ax / {c1y s cad)™ = {1}. (4.2.1.20)

Pour tout z € Z,,, et tout idéal fractionnaire non nul n de Ok, on note c¢(z) et c(n)
les images canoniques de z et de n dans A . Puisque (uyir+' = zy = ke (a,41)5", on

2SiL#K,onad# Idg, quel que soit le choix de 7.
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déduit de la premiére partie de la proposition 3.2.6.3 que pour tout idéal maximal q de
Ok, si (qN Ok) 1 a,11, alors la valuation normalisée de y en ¢ est un multiple de m,, .
De (4.2.1.20), il résulte alors

¢ ([W)enss) = c(yOk) =1 modulo  (c1,...,¢p) - (4.2.1.21)

D’autre part, de (4.2.1.17) on déduit que

7,Flew[y]gn+1 = (tn/tns1) €pAngr modulo m, 17y, . (4.2.1.22)

Combinant (4.2.1.22) et (4.2.1.20), on obtient

—1

cf{ﬁ”“ = c([y]gnﬂ)u modulo  (c1,...,¢n) ¢ - (4.2.1.23)

Alors (4.2.1.23) et (4.2.1.21) impliquent (4.2.1.19), ce qui achéve la démonstration. [

Proposition 4.2.1.3 Soit ¢ un Q,-caractére irréductible et non trivial de G. Dans le cas
particulier ot on a a la fois p|# (C1(Ok)), pp € k, et p, C K, on suppose que ¢ n’est pas
le caractére de Teichmuller. Alors

# (M) | #(Ex/Sti)y -

DEMONSTRATION D’aprés le lemme 4.2.1.1, 'ensemble des n € N* tels que A,, # &
est non vide. Puisque Ak, est fini, et d’aprés la condition (ii), il existe un plus grand
entier n € N* tel que A, # @. Soit A € A,,. D’apres le lemme 4.2.1.2, et par maximalité
de n, on a nécessairement

AK7¢, = <Cl,...,0n>G. (42124)

D’aprés la condition (iii), on a
[{c1, o) o 1, s Ciia)e) | (tioa /)™ (4.2.1.25)

pour tout i € {1,...,n}. D’aprés (4.2.1.25) et (4.2.1.24), on a

n

#(Axcy) | ] G /t)™™ ) = (to/ta) ™). (4.2.1.26)

i=1

Puisque # (€x/Stk),, = ¢lim®) = tgim(w), la proposition résulte de (4.2.1.26). O

4.2.2 Preuve de la conjecture de Gras.

Cette sous-section est dévolue a la preuve du théoréme 4.1.0.2, dont nous rappelons
I’énoncé ci-dessous.

Théoréme. Soit ) un Q,-caractere irréductible et non trivial de G. Dans le cas particulier

ot on a a la fois p|# (C1(Ok)), 1y € k, et u, C K, on suppose que ¢ n'est pas Q-conjugué
au caractere de Teichmuller. Alors

# (Axy) = # (Ex/Stk),
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DEMONSTRATION. Soit ¢ le Q-caractére irréductible de G tel que® 1|p. 11 résulte du
théoréme 2.3.4.2 que

# (Akp) = # (Ex/Stk), (4.2.2.1)

ou £ /Sty est identifié a la p-partie de Z [(#G)_l] ®z (OF/Stk), et oit A est identifié
a la p-partie de Z [(#G)fl} ®z Cl(Ofk). L'égalité (4.2.2.1) se réécrit

[T # Axw) = T]# (Ex/Stx)y (4.2.2.2)
Ylp Ple

ou les produits sont sur tous les Q,-caractéres irréductibles ¢' de G au-dessus de .
D’autre part, la proposition 4.2.1.3 nous donne, pour un tel caractére ¢, une divisibilité

# (Arr) | # (Ex/Str)y - (4.2.2.3)
De (4.2.2.2) et (4.2.2.3) on déduit
# (Axp) = # (Ex/Sti)y

pour tout Q,-caractére irréductible )" de G au-dessus de . Le théoréme s’ensuit. U

3Voir la proposition-définition A.2.1.6.
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Chapitre 5

Modules d’unités en théorie d’Iwasawa.

5.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on fixe £ un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier
totalement décomposé dans k. Soient p et p les deux idéaux maximaux de O au-dessus
de p. Par la théorie du corps de classes, il existe une unique Z,-extension k., de k non-
ramifiée en dehors de p. On considére une extension K., de degré fini de k., abélienne
sur k. On pose G, := Gal (K4 /k), et on fixe une décomposition '

Go = GxT,

o G = Gal (K /ks) est le sous-groupe de torsion de G, et I' est un groupe topologique
isomorphe a Z,. Remarquons que le choix de I' est arbitraire, cependant d’apres le lemme
A.1.5.3, pour n € N le groupe I',, := I'*" ne dépend pas du choix de I' dés que p™ annule
le p-Sylow de G. Pour tout n € N, on note K, le sous-corps de K, fixé par [',,. Enfin, on
note A := Z, [[G]] I'algébre d’Iwasawa (voir la sous-section A.1.2).

Dans ce chapitre, nous établissons quelques résultats élémentaires concernant divers
A-modules d’unités, résultats qui seront utilisés au chapitre 6.

5.2 Unités semi-locales.

5.2.1 Définitions, notations.

Pour toute extension abélienne finie L de k, rappelons que le Z [Gal (L/k)]-module des
unités semi-locales (9;78_1 de L au-dessus de p est défini par

X L X
L,s.1 T H (QL‘13 )

PBlp

ol le produit est pris sur tous les idéaux premiers de O au-dessus de p, et oli pour un
tel idéal ‘B, Ly est le complété de L en PB. Une unité semi-locale z := (i‘m)m'p est dite
principale si pour tout ‘B[p, xq est congru & 1 modulo I'idéal maximal de Op,,.

On note Uy le pro-p-complété de OE’SJ. On rappelle que le morphisme canonique
(9;75_1 — U}, se restreint en un isomorphisme du sous-groupe des unités semi-locales prin-
cipales vers Uy, (dans la suite, nous identifions donc Uy, au sous-groupe des unités semi-
locales principales).

1Une telle décomposition est possible d’aprés le lemme A.1.5.1.
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Pour toute extension finie L' de L, abélienne sur k, on définit la norme

Nyr a1 0L (2 ) gy —= (Hm’mN%//Lm (W)>qs|p'
On définit la norme N/, : U — Uy, par restriction. Pour tout n € N, on pose U,, := Uk,,,
et on définit
U, = h&lblm
n

en prenant la limite projective par rapport aux normes. Pour tout idéal maximal P de
Ok, = OLCJO Ok, on note B, := PN O, l'idéal premier? de Ok, en dessous de B. Pour
n—=

oo

tout n € N, on note U, s le sous-groupe de OIX(n N formé des unités congrues a 1 modulo
l'idéal maximal de Ok, , . On pose

Uoo,sp := Tm Uy,

n

en prenant la limite projective par rapport aux normes Ny . On a alors la

décomposition suivante,

n+1,‘43n+1/Kn,‘l3n

uoo = Huoo,‘lia
Plp

ot le produit est pris sur tous les idéaux maximaux de Ok_ au-dessus de p (qui sont en
nombre fini, puisque K /K, est totalement ramifiée en les places au-dessus de p, pour n
assez grand).

5.2.2 Liberté du Q, ®z, A-module des unités semi-locales.

Soit Koo g = OL_CJO K, p,. Pour tout n € N U {oo}, on identifie Gal (K, s, /ky) au
sous-groupe de décomposition G, de p dans K,,/k. On pose A" := Z, [[G.]]. On fixe une
décomposition G-, = G' x I, ot G’ est un groupe fini et I est un groupe topologique

n

isomorphe & Z,. Pour tout n € N, on pose I', := (I')" .

Lemme 5.2.2.1 Soit P un idéal mazimal de Ok, au-dessus de p. Le groupe fipo (Koo g)
est fini.

DEMONSTRATION. On note & la complétion de k en p. Puisque &' = @,, il est bien connu
que le noyau du symbole local des résidus normiques

(K (o) /K) = ()™ — Gal (K (o) /)

est le groupe (p) librement engendré par p (voir par exemple [35, p.323, Proposition
(1.8)]). Supposons fi, C K. . Alors le noyau du symbole local des résidus normiques

(KL /K) = () — Gal (K. /K)

est un sous-groupe de (p), d’'indice fini car K. /k’_ est de degré fini. Soit Q un idéal
maximal de Of_ au-dessus de p. On note k" la complétion de k en p. Pour tout n € N,

2L’application B — (PBn) ey est une bijection du spectre maximal de O, vers I'ensemble des suites
d’idéaux maximaux P, de Ok, telles que B,+1 N Ok, =P, pour tout n € N.
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on désigne par k!, (resp. k) la complétion de k, en P (resp. Q). On pose k. = Qo k.

n
et k2, := U k. L'extension k. /k” est infinie et non ramifiée. Donc son groupe de Galois
i=0

est topologiquement engendré par (p, ko /k"). Puisque ko /k est non ramifiée en dehors
de p, on a (p, k5 /K"),. = (p’l,kéo/k')‘koo, et on déduit que pour tout n € Z\ {0},
(p", KL JK") # 1. Alors (-, K. /k") est injectif, ce qui est absurde. O

Pour n assez grand on a I',, C G7_, donc d’aprés le lemme A.1.5.2 il existe ng € N tel
que
r, cr. (5.2.2.1)

Alors il existe un unique entier relatif ¢ > —ny, tel que pour tout idéal maximal B de
Ok, au-dessus de p, et tout entier n > ng, on a

r,=1I Knp, =K. et G, =G x(T'/T,,), (5.2.2.2)

n+4-c’

ou K;n,i]?) est le sous-corps de K g fixé par I'], pour tout m € N.

Lemme 5.2.2.2 Sotent P un idéal mazximal de O, au-dessus de p et n € N. Pour tout
n € N, on note L[,’Lm le groupe des unités de OKL,qa congrues a 1 modulo lidéal mazimal
de OK;L‘B .

Le noyau et le conoyau du morphisme canonique my, g : (Lloom)r/n — Z/I,'quB sont inva-
riants sous l'action de G

oo’

et de rang 1 sur Z,.

DEMONSTRATION. Pour tout n € N, on note l\~/[ln la pro-p-extension abélienne maxi-
male de K], et M/, la pro-p-extension abélienne maximale non ramifiée de K. On pose

M, = :L:jo M/, et M/ := n§o M/. On remarque que M. = K. gL, ou L est 'unique
Z,-extension non-ramifiée de ky,. Donc M/ est abélienne sur ky,. Pour tout n € N, la théo-
rie du corps de classes locale nous donne un isomorphisme ¢, : U, 5 — Gal (1\7[;1 / M;)

de Z, [Gal (K;Lm/kp)}—modules. Pour tout (m,n) € N* avec n < m, on a le diagramme
commutatif ci-dessous,

U, gy —" Gal (M;n /M’m)

[Nm’n lresmyn

Up g —"—= Gal (M, )

ot N,,, est 'application norme et res,,, est le morphisme de restriction. Prenant les
limites projectives, on obtient un isomorphisme

oo Unop — Gal (M;O/Mgo) (5.2.2.3)
de A’-modules, qui induit pour tout n € N un isomorphisme
Cok (m,q0) =~ Gal(M_/M,). (5.2.2.4)

D’apreés le corollaire A.1.4.9, le morphisme de restriction Gal (1\7[@0/[(00733) — Gal (1\7[;/[(;7%)

induit un isomorphisme

Qal (M;O /Koom) ~ Qal (M; /Koom) . (5.2.2.5)

I
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D’aprés le lemme 5.2.2.1, et en vertu de |25, Theorem 25 (i)], il existe une suite exacte de
Z, [[T"]]-modules

Z, [IT'])"

0—— Gal (Ml /Kaop) fo (Koop) —= 0, (5.2.2.6)

ou d := # (G"). Cette suite exacte implique en particulier que

!
n

Gal (Mgo /Koom) — 0. (5.2.2.7)
Puisque M/_ est abélienne sur k,, on a
Gal (M, /Koo)' = Gal (M!, /Koo) ~ Gal (M., /Koo )y - (5.2.2.8)

La suite exacte 0 — U p — Gal (M;/Kmm) — Gal (M, /K« 3) — 0 nous donne une

suite exacte dite des invariants et co-invariants®. Compte tenu de (5.2.2.5), (5.2.2.7) et
(5.2.2.8), on obtient donc le diagramme commutatif suivant,

0— Gal (M, /Koo, g3) — Uso, )y — Gal (M’n /Koom) —— Gal (M, /Kuop) —0

| | |

0 U, o Gal (NI, /K, o) —= Gal (M, /K, ) —— 0,

dont les lignes sont exactes. De ce diagramme on déduit un isomorphisme de A’-modules
Ker (m,p) =~ Gal(M/Kygq). (5.2.2.9)

Puisque M/ est abélienne sur k, et que le rang de Gal (M/_/k,) sur Z, est égal a 2, le
lemme résulte de (5.2.2.4) et (5.2.2.9). O

Proposition 5.2.2.3 Le Z, [[I']]-module U, est de type fini et sans torsion. En outre, le
Qp ®z, A-module Q, @z, Uy, est isomorphe a Q, @z, A.

DEMONSTRATION. Le fait que le Z, [[I']]-module Uy est de type fini et sans torsion résulte
directement de (5.2.2.6) et de (5.2.2.3). Soit P un idéal maximal de Of_ au-dessus de p.
On considére le morphisme de A’-modules

Lillog — U, o — (Ta)gq)p

ot pour tout idéal maximal Q # P de Ok_ au-dessus de p, xq := 1. Utilisant le fait
que Q, ®z, A est libre sur Q, ®z, A’, on remarque que ¢ induit un isomorphisme de
Qp ®z, A-modules

(@P ®ZP A) ®(QP®ZPA/> (@P ®Zp uoom) — Qp ®Zp uoo-

Il nous suffit donc de montrer que Q, ®z, Uso g est un Q, ®z, A'-module isomorphe a

Q, ®z, A'.

3Voir la proposition A.1.3.3.
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Pour tout n € N, soit G/, le groupe de décomposition de p dans K, /k, et soit ‘,]A3n I'idéal
maximal de O, , . Il est bien connu que pour m € N suffisamment grand, le logarithme

p-adique définit un isomorphisme de Z, [G],]-modules de 1+ ‘:]\3,71” vers ‘i}ff Tensorisant cet
isomorphisme par QQ, au-dessus de Z,, on voit que

le dernier isomorphisme provenant du théoréme de la base normale (en tenant compte du
fait que k, = Q,).

Soit x un C,-caractere irréductible de G'. Soit ¢ 'unique Q,-caractére irréductible de
G' tel que x|y. Il suffit de prouver que ey, (Qp ®z, I/{oom) est libre sur *

20 (Qp ®z, A,) ~  Q, ®z, Zy (x) [I'],

de rang 1. D’apres le corollaire A.3.2.2, on sait que ey, ((@p ®z, A’) est principal. Puisque
Uss est sans torsion sur Z, [[T], ey (Q, ®7, Uso ) est sans torsion sur Q, ®z, Z, [[I"]]. Du
lemme A.3.5.1 on déduit que ey, (Qp ®z, Uoo,m) est un ey, (Qp ®z, A')-module sans torsion
et de type fini, donc libre. Soit ry son rang. Il ne reste a prouver que 7, = 1. On choisit
un entier n > ng, voir (5.2.2.1). Alors

e (@ @z, (Usop)r,)) = e (@G- (5.2.2.11)

D’aprés (5.2.2.2) et le lemme 5.2.2.2, le noyau et le conoyau du morphisme canonique
(Usop)y, — Ungs sont des Z,-modules de rang 1, et invariants sous l'action de G... On
en déduit que

dimg, (ey (Q @z, (Usep)y,))) = dimg, (ey (Qp ®z, Unsyp)) - (5.2.2.12)

Or ey (Q, ®z, Upp) ~ ey (Q, [Gr]) dapres (5.2.2.10). On en déduit ry, = 1 par (5.2.2.12)
ot (5.2.2.11). 0

5.3 Unités globales

5.3.1 Définitions, notations.

Définition 5.3.1.1 Pour tout n € N, on pose &, := Z, ®z Of . On définit ensuite

s = lim &,
b

n

la limite projective étant par rapport aux normes.

Remarque 5.3.1.2 D’apres le théoréeme de Dirichlet, pour tout n € N, &, est de rang
(K, o k] — 1 sur Z,,.

*L’isomorphisme ey (Q, ®z, A') ~ Q, ®z, Z, (x) [[I["]] résulte de la proposition A.2.2.5.
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5.3.2 Unités de Minkowski.

Proposition et définition 5.3.2.1 Soit L/k une extension abélienne. 1l existe une unité
e € OF telle que le sous-Z[Gal (L/k)]-module de OF engendré par ¢ est d’indice fini. Une
telle unité est appelée une unité de Minkowskz.

DEMONSTRATION. Puisque 'image de O par £, est un réseau de R [Gal (L/k)] (1 — e1)
de rang [L : k| — 1 (sous-section 2.3.1), on a un isomorphisme

R @z O ~ R [Gal (L/k)] (1 - e1) ~ [[ R [Gal (L/k)] ey, (5.3.2.1)
¢#1

le produit étant sur tous les caractéres rationnels non triviaux de Gal (L/k). Puisque
pour un tel caractére ¢, on a R ®z ((@ Rz, (’)z)d) = (]R Rz, O;)d), on déduit de (5.3.2.1) un
isomorphisme

Q @z Of ~Q[Gal(L/k)] (1 —e1) ~ [[ Q[Gal (L/k)] ey (5.3.2.2)
p#1

En particulier Q ®z OF est un Q[Gal (L/k)]-module monogene : soit o un Q [Gal (L/k)]-
générateur de Q ®z OF. Il existe m € N* tel que o™ appartient a I'image de O] dans
Q ®z OF . 1l suffit alors de prendre pour unité de Minkowski un antécédent ¢ de o™ dans
Or. O

Remarque 5.3.2.2 Soient L/k une extension abélienne, € une unité de Minkowski, et

<a9)geGal(L/k) e ZSULR) yne famille telle que H €9 est une racine de l'unité.
geCal(L/k)
Alors pour tout (g,h) € Gal (L/k)?, a, = ay,.

DEMONSTRATION. Puisque le sous-Z [Gal (L/k)]-module de O engendré par ¢ est d’in-
dice fini, 1 ® ¢ engendre le Q [Gal (L/k)]-module Q ®z Of. De (5.3.2.2) on déduit que

Z a,g est invariant sous l'action de Gal (L/k). O
geGal(L/k)

5.3.3 Un analogue de la conjecture de Leopoldt.

On note log, : C;' — C,, le logarithme d’Iwasawa. On rappelle que
Ker (log,) = {ze€C}/3(m,n)eN xZa™=p"}. (5.3.3.1)
On référe le lecteur a |24, p.40].

Théoréme 5.3.3.1 (Brumer, [11]) Soient ay, ..., oy, des éléments non nuls de C,, et soit
log, : C; — C, le logarithme d’wasawa. Les conditions suivantes sont équivalentes :

~ La famille (logp (O‘i))?:l est Q-linéairement indépendante.
— La famille (logp (O‘i))?zl est Q8 linéairement indépendante, on Q™8 est la fermeture
algébrique de Q dans C,.
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Lemme 5.3.3.2 ([3/, (10.3.15) Lemma/) Soit G un groupe fini et f : G — C, une
application. Alors

8 (F (077)) oyoge = # {X & Home, (6,€5) / 3 x(0)f(0) # o} ,

gEeG

ol g (f (0_17'))(0 Heg? désigne le rang de la matrice (f (cr_ et ou ’ensemble

1
) rreqe
Homg, (g, C;) est ’ensemble des morphismes de groupes de G vers C.

Théoréme 5.3.3.3 Pour tout n € NU{occ}, le morphisme canonique &, — U, est injectif.

DEMONSTRATION. La démonstration qui suit est inspirée de la preuve de la conjecture
de Leopoldt de [34, (10.3.16) Theorem|. Elle repose sur le théoréme 5.3.3.1 dit & Brumer.

Rappelons qu’on identifie i, au sous-groupe de H Ok. yp formé des unités semi-locales

Plp
principales. Soit £ une unité de Minkowski, telle que pour tout idéal premier B de O,

au-dessus de p, € est congrue & 1 modulo I'idéal maximal mg, s de Ok, ,,. Un tel choix
est toujours possible, quitte a élever une unité de Minkowski arbitrairement choisie a la
puissance m, avec m € N qui annule tous les (OKnm /MK,y ) “on P est un idéal premier de
Ok, au-dessus de p. Cette précaution nous assure que 'image de £ dans U, est (e, ¢, ..., €).
On note &, le sous Z, [G,,]-module de &, engendré par . On raisonne par absurde et
on suppose que &, — U, n'est pas injectif. La Z,-torsion de &, s’identifie & py~ (K,,), qui
s'injecte dans U,,. Donc I'image Im (&,) de &, dans U, est un Z,-module de rang inférieur
ot égal & [K,, : k] —2. Il en va a fortiori de méme pour 'image de &,,

rgg, (Im (&)) < K,k -2 (5.3.3.2)

Soit n € N. Soit  un idéal de Ok, au-dessus de p. On fixe un plongement K,, g — C,.
On pose

Uy — Cy[Grl,  (usp)gy, — Z log, (97" (ugn))) 9-

geGp,

On remarque que ¢ est Z, [G,]-linéaire. De (5.3.3.2) on déduit que le C,-espace vectoriel
engendré par / (Im (gn)) est de dimension inférieure ou égale a [K, : k] — 2. Autrement

dit, le rang de la matrice (log, (9 'h (5)))( est inférieur ou égal a [K,, : k] — 2. Du

9,h)eGT,
lemme 5.3.3.2, on en déduit qu’il existe un C,-caractére irréductible et non trivial x de

G, tel que

> x(g)log, (g () = 0. (5.3.3.3)

geGn

Puisque N, /i(€) est une racine de I'unité, on déduit de (5.3.3.1) et (5.3.3.3) que

> (1= x(9)log, (9(2)) =0, (5.3.3.4)

9eGy,

ou Gy, := G, \ {Idg, }. Donc la famille (log, (g (z—:)))geG*

pendante, Q8 étant la fermeture algébrique de Q dans C,. Du théoréme de Brumer nous

n’est pas Q¥&-linéairement indé-
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déduisons donc que la famille (log, (g (&7)))gE . West pas Q-lin¢airement indépendante :

il existe une famille («) € 7%, non identiquement nulle, telle que

9eGy,

log,, H g9 | = Z aglog, (g (e)) = 0. (5.3.3.5)

9eGT, 9eGH,

De (5.3.3.1) il résulte que H €999 est une racine de I'unité. De la remarque 5.3.2.2, on
9€GY,
déduit o, = 0 pour tout g € G, ce qui est contradictoire. Donc &, — U,, est injectif.
Ceci est valable pour tout n € N, et les injections &, — U,, sont compatibles avec les
normes, donc en passant a la limite projective on obtient aussi une injection £, — U,.

t

Corollaire 5.3.3.4 Soit n € NU {oo}. On note M,, la pro-p-extension abélienne de K,
mazximale non ramifiée en dehors des places au-dessus de p, et M,, la pro-p-extension

abélienne de K, non ramifiée maximale. On pose B,, :== Gal (Mn/Kn> et on identifie A,

a Gal (M,,/K,,) par la théorie du corps de classes. Alors on a la suite exacte suivante,

0 En U, B, A, 0, (5.3.3.6)

ou B, — A, est le morphisme de restriction, et U, — B,, est le morphisme issu de la
théorie du corps de classes.
En particulier st n < oo, alors le Z,-rang de B,, est 1.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord n < oo. Pour tout m € N, soit L,, la p-extension
maximale de K, incluse dans le corps de classes de rayons de K,, modulo p"' Ok, . Alors

M, = fjo L,,. On note F le groupe des idéaux fractionnaires non nuls de K, et pour

m=
tout m € N on note P, le sous-groupe de F formé des idéaux principaux engendrés par
un élément x € K congru a 1 modulo p" Ok, . La théorie du corps de classes nous donne
le diagramme commutatif ci-dessous, a lignes exactes,

0 ——Zyp @z (Po/Pm) — Ly @z, (F | Prm) — L @z (F/Po) —=0 (5.3.3.7)

] i i

0 — Gal (Ly,/Lo) Gal (L /K,) —= Gal (Lo/ K,,) — 0.

D’autre part pour tout m € N on a la suite exacte
En—= Ly @z (Ok, /p"Ok,,)" — ZLp @z (Po/Pm) — 0. (5.3.3.8)

Pour tout m € N, d’aprés le théoréme des restes chinois on a un isomorphisme naturel
2y ©2 (O, /P Or)" = D2y 2 (O /47 Okin)”
alp

ol la somme est sur tous les idéaux maximaux ¢ de Ok, au-dessus de p, et ol e est I'indice
de ramification de p dans K, /k. Pour tout m € N, on a donc un morphisme naturel
surjectif U, — Z, ®z (Ok, /p"Ok,)”™. Passant a la limite, on en déduit un morphisme
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Uy, — lim Z,, @y (Ok, /p"Ok, )™, qui est aussi surjectif par compacité de U,. Il est clair

m
que le noyau de ce morphisme est nul, donc

Uyp ~1im Z, @z (Ok, /p"Ok,)"  puis  limZ, @z (Po/Pm) = Un/En,

m

en utilisant (5.3.3.8). Par passage aux limites projectives (par rapport a la variable m), on
déduit alors de (5.3.3.7) la suite exacte (5.3.3.6), 'exactitude en &, en vertu du théoréme
5.3.3.3. De plus les Z,-rangs de &, et U, sont respectivement [, : k] —1 et [K, : k], donc
le Z,-rang de B,, est 1.

Lorsque n = 00, on obtient la suite exacte (5.3.3.6) par passage aux limites projectives,
compte tenu du fait que tous les A-modules considérés sont compacts. O]

Remarque 5.3.3.5 D’apreés [25, Theorem 4], B est de type fini sur Z, [[T']]. D’apres [/,
Proposition 20, p. 45/, il résulte du théoréme 5.3.3.3 que By est de torsion sur Z, [[T']].

Proposition 5.3.3.6 Pour tout n € N, on a (Bs)'™™ = 0.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire A.1.4.9, (B )y s’identifie a Gal (Mn/KOO), d’ou

une suite exacte
0—= (Boo)r, B, I, 0. (5.3.3.9)

D’aprées le corollaire 5.3.3.4, B,, est de type fini sur Z,, et son Z,-rang est 1. De la suite
exacte (5.3.3.9), on déduit alors que (Bu)p est fini. Donc (Boo)'™ est fini, d’apres la
proposition A.1.3.4. Or d’aprés [18, fin de la section 4], B, ne contient pas de sous-
Z, [[I']]-modules finis non nuls. O

5.4 Unités de Stark.

5.4.1 Unités semi-locales modulo unités de Stark.

Définition 5.4.1.1 Pour tout n € N, on pose St,, := Stg,, et St,, := Z,®7St,,. On définit
ensuite
St = lim St,,
%

n

la limite projective étant prise par rapport aux normes.

Proposition 5.4.1.2 (A. Jilali et H. Oukhaba, [20, Proposition 2.1 et Theorem 3.2]) Le
Z, [[I']]-module St est de type fini, sans torsion, et de rang [Ky : k].

Corollaire 5.4.1.3 Les Z, [[I']|-modules Us, /Stoo, Eoo/Stoo €t Us/Ex sont de torsion et
de type fini.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 5.2.2.3, on sait que U, est de type fini sur
Z,|[T]] et de rang [K, : k]. D’aprés le théoréme 5.3.3.3, Sto s'injecte dans U.,. De la
proposition 5.4.1.2 on déduit que Uy, /St est de torsion et de type fini. Puisque £, /Sty
s’injecte dans Uy, /St et que Us, /Ex est un quotient de Uy, /Sto, le corollaire s’ensuit. [
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5.4.2 Comparaison avec le module d’unités elliptiques de de Sha-
lit.
On fixe f un idéal non nul de Oy, premier a p, et on note D; I'ensemble des idéaux non

nuls g de Oy, qui divisent f. Pour tout g € Dy, on pose Ky := OLjO Hgpn, et on note Uy o,
n—=

Eg.00s Sty oo, elc, les différents objets attachés & K. On fixe une décomposition
Gf,oo = Gf X Pf,

ol G5 est le sous-groupe de torsion de G et I'y est un groupe topologique isomorphe a
Zy,. Pour tout g € Dy, on a Gy := Gy X [y, ot G est le sous-groupe de torsion de Gy
et I'y ~ 7Z, est I'image de I'; par le morphisme de restriction.

D’apres le lemme A.1.5.2, il existe ng € N et ¢ € Z tels que 0 < ng+cet Ky, = Hgpnte
pour tout g € Ds et tout entier naturel n > ng.

Pour tout g € Dy et tout n > ng, notons Py, le sous-groupe de K, engendré par
i (Kgp) et par les éléments de la forme ¢ (1; gp" e, a_lgp"+c), ol a est un idéal non nul

de Oy, premier a 6gp. On pose Cy,, := Py, N (’)[X(M, puis
Cq = h;n (Zp @2 Cgpn)

ce qui coincide avec la définition donnée en [12, III, 1.4, p.101]. Le module d’unités
elliptiques utilisé par E. de Shalit dans [12] pour Kj . est

cH = J[¢

QEDf
Proposition 5.4.2.1 On a St = C(f).

DEMONSTRATION. Pour tout idéal m de Oy, notons supp(m) l'ensemble des idéaux maxi-
maux de Oy qui divisent m. Il est clair que pour tout n > ng et tout g € Dy, Py, € Pk, .-
Il en résulte directement 'inclusion C(f) C St;.,. D’apres la remarque 2.2.4.2 et (2.2.4.1),
Sty est engendré en tant que groupe par :
— les racines de I'unités ¢ € p (Kj,),
— toutes les normes fma := Nu,, /HorH, s (¢ (1;m,a 'm)), ot m ¢ {(0), (1)} est un
idéal de Oy, vérifiant wy, = 1 et 2 < # (supp(m)), et a est un idéal non nul de O
premier a 6m.

— toutes les normes By q4,0 = NH,, /HoOH, e (H (0 (1; m, a;lm) atat) , ou l'idéal m ¢
teT
{(0), (1)} de Oy vérifie wy = 1 et # (supp(m)) = 1, a := (a;),c; est une famille
finie d’idéaux non nuls de Oy, premiers a 6m, o := (o), € Gal (Hu/k)", et a :=
(at)tGT c ZT vérifie Zat (N (at) — 1) =0.
teT
Sim A fp"*¢ divise fp"°"°, les normes By q (0U Bmaao selon le cas) appartiennent a I'in-
tersection Stg, N Hyyno+e. Sinon, il existe g € Dy et m € N vérifiant n > m > ng tel que
m A fp"t¢ = gp™ "¢ Dans ce cas, de (2.2.4.2), on déduit que les normes By q (0U Bmaao
selon le cas) appartiennent a Cy,,.
Alors le groupe Sty,, est engendré par Sty,, N Hjyno+e, et par les Cy,, ot g € Dy. D’apres
la proposition A.1.1.2, il nous suffit ensuite de prouver que

lim (Z, @z (St N Hygnote)) =0, (5.4.2.1)

n
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ou la limite projective est prise par rapport aux restrictions des normes
Nprm+07prn+c . Zp ®Z (Stf,m N prn0+c) — Zp ®Z (Stf,n N prnOJrc) s

ottm > n > ng. Un élément de lim (Zp @z (Stin N Hypnore)) s'identifie & une suite (2,,),,5,,

n
dans Z, @z Hymo+e telle que pour tout m > n > ng, p™ "x, = x,. Une telle suite est

nécessairement nulle, car O(jo (p" (Zp @7 Hygno+e)) = {0}. 1l en résulte (5.4.2.1), ce qui
achéve la preuve de la proposition. O
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Chapitre 6

Conjecture principale en théorie
d’Iwasawa.

6.1 Introduction.

Dans ce chapitre, on fixe k un corps quadratique imaginaire et p un nombre premier
totalement décomposé dans k. Soient p et p les deux idéaux maximaux de O, au-dessus
de p. On considére 'extension K, du chapitre 5. On garde les notations des chapitres
précédents. Pour tout C,-caractére irréductible x de G, et tout Z,[G]-module M, on note
M, le x-quotient! de M, défini par

My = Zy(x) @z,1c) M,

ott G agit sur Z,(x) via x. Notre objectif est la preuve du théoréme 6.1.0.2 ci-dessous
(voir [62]), qui est 'une des versions de la conjecture principale de la théorie d'Twasawa.

Théoréme 6.1.0.2 Soit x un C,-caractére irréductible de G. Alors :
= (i) Sip ¢ {2,3}, chary, (Ax,y) = chary, (Ex/Steo), -
~ (i) Sip € {2,3}, il existe (a,b) € N* tel que

ulchary (Awy) | ulchary (Eco/Sto),, s
ou u,, est une uniformisante de Z,(x).

Nous rappelons que dans [50, Theorem 4.1] et [52, Theorem 2|, K.Rubin a utilisé
les systémes d’Euler pour prouver la conjecture principale pour les Z,-extensions et ZIQ,—
extensions d’une extension abélienne F'/k de degré fini, lorsque p 1 [F' : kley. Inspiré par
les idées de K. Rubin, C. Greither a prouvé la conjecture principale pour la Z,-extension
cyclotomique d'un corps de nombre abélien [19, Theorem 3.2] (résultat obtenu aupara-
vant par B.Mazur et A. Wiles dans [33]). W.Bley a prouvé le théoréme 6.1.0.2 lorsque
p 1 2#C1(Oy) et qu’il existe un idéal f # (0) de Oy tel que K, := Hyyns1 (voir [5, Theorem
3.1]). D’autre part pour p € {2,3}, nous avons pu montrer que la divisibilit¢ de 'asser-
tion (ii) est une égalité (voir [63]). Nous n’exposerons pas ce travail ici. Ajoutons que
H. Oukhaba a récemment démontré que 'assertion (i) est vraie pour p = 2 si p { [Ky : k]
(voir [40]).

Signalons que J. Johnson-Leung et G.Kings ont trés récemment prouvé une version
cohomologique de la conjecture principale, qu’ils déduisent de la conjecture des nombres

Woir la définition A.2.2.3.
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de Tamagawa (voir [27]). Dans leur travail, les y-quotients sont remplacés par de la coho-
mologie a coefficients dans des représentations galoisiennes définies par y, et ils utilisent
les systémes d’Euler a la Kato. Ils déduisent ensuite la version classique de la conjecture
principale pour les Zf,—extensions F = anjO Hyns, ot f # (0) est un idéal de Oy et p ne
divise pas le sous-groupe de torsion de Gal (Fi/k).

Enfin, nous soulignons que le théoréme 6.1.0.2 est pour nous une premiére étape afin
de généraliser les résultats de K.Rubin concernant la conjecture principale « a deux
variables », bien que ce travail ne soit pas exposé ici. Soit £k 1'unique Zf)—extension de
k. Soit K!_ une extension de degré fini de k/_, abélienne sur k. Notons G7_ le groupe de
Galois de K'_/k, et fixons une décomposition G, = G’ x I de G, ou G’ est un groupe
fini et I est un groupe topologique isomorphe a Z;. Pour tout C,-caractére irréductible
x de G', on pose A, = Z,(x) [[I"]]. Dans [64], nous montrons que pour tout C,-caractére
irréductible y de G, on a I'égalité des idéaux caractéristiques des y-quotients,

Chal”/\;< (AKémX) = Chal"/\;< (gKéo/StKéo)X’

étendant ainsi les résultats de K. Rubin au cas général ot p peut diviser # (G').
Dans la suite du chapitre, nous suivons de prés la démarche de W. Bley.

6.2 Reéduction de la conjecture a une divisibilité.

6.2.1 Un lemme préparatoire.

Lemme 6.2.1.1 On suppose p # 2. Soit K' une extension de K, abélienne de degré fini
sur k. On pose K. := K' -k, et on fize une décomposition

Gal(K! /k) = G xT,

ou G' est le sous-groupe de torsion de Gal (K. /k), et " est un groupe topologique iso-
morphe & Z,. Pour tout n € N, on note K, le sous-corps de K fixé par T, := Ty . 1
eziste N € N tel que pour tout entier naturel n > N, K, C K|, et K| /K, est modérément
ramifiée.

DEMONSTRATION. On fixe N € N assez grand, de sorte que :
(a) p" annule le p-Sylow de G’ (donc p™ annule aussi le p-Sylow de G).

(b) Pour tout entier naturel n > N, K,,/Ky et K| /K sont totalement ramifi¢es en
toutes les places au-dessus de p.

D’aprés (a) et le lemme A.1.5.3 (appliqué a l'image T’ de I" dans G.), pour tout
entier naturel n > N, K, est le sous-corps de K fixé par Gal (K, K..). Il ne reste qu’a
montrer que K| /K, est modérément ramifiée. Soit In (c0) le sous-groupe d’inertie de p
dans K'_/k. Le groupe d’inertie de p dans k., /k est isomorphe a Z,, et est un quotient de
In (c0). D’autre part In (0o) est un quotient de Z, =~ 1, 1 X Z,. D’aprés le lemme A.1.5.1,
il existe donc une décomposition

In(c0) = JxI,
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ot [ est un sous-groupe topologique de In (c0) isomorphe a Z,, et J est un groupe cyclique
d’ordre divisant p — 1. Pour tout entier naturel n > N, on a I';, C In(oo) d’apreés (b).
Puisque le p-Sylow de J est trivial, on a I/, C I. On en déduit en particulier que le groupe
d’inertie In (K'_/K,) des places au-dessus de p dans K /K, est

In (K’ /K,) = (Gal (K. /K)x )N (J x I) = (JNGal (K’ /K.)) x ..

Donc le groupe d’inertie des places au-dessus de p dans K| /K, est isomorphe au groupe
JNGal (K. /K.). Or #(J) est premier a p, donc K/, /K, est modérément ramifice. [

Corollaire 6.2.1.2 On se place sous les hypothéses du lemme 6.2.1.1, et on firte N € N
vérifiant le lemme 6.2.1.1. Pour tout n € NU{oo} on définit U, relativement a ’extension
K., (comme a la sous-section 5.2.1). Pour tout entier naturel n > N, la norme Ng /x,,
U, — U, est surjective. Passant auz limites projectives, on a une application norme
surjective
NKéo/Koo Z/[éo e I/{OO.

DEMONSTRATION. Soit un entier naturel n > N. Par la théorie du corps de classes, dire
que K] /K, est modérément ramifiée équivaut a dire que N KKy - U, — U, est surjective.
L’application Ng sk, : U, — U, obtenue par passage aux limites projectives est encore
surjective par compacité des U, , m € N. O

6.2.2 Invariants d’Iwasawa.

On pose By, := Gal (MOO/KOO>, ol 1\7[00 est la pro-p-extension abélienne maximale
de K., non ramifiée en dehors des places au-dessus de p. On rappelle que la théorie du

corps de classes identifie A, & Gal (M /Ky), ot My, est la pro-p-extension abélienne
maximale de K, non ramifiée. D’apres le corollaire 5.3.3.4, on a la suite exacte

0 ——> Eno/Stog —> Uso /St B.. A 0. (6.2.2.1)

On conserve les notations de la sous-section 5.4.2. Soit f un idéal non nul de O,
premier a p, tel que Ko, C Kjo = OL_jO Hjpn. On pose Gy := Gal (Kj/k) et on fixe une
décomposition

G)’,oo = Gf X Ff,
ot G est un groupe fini et I'; est un groupe topologique isomorphe a Z,. On pose As :=
Zy [|Gi00]]- On note U oo, Ejo0, Stio, etc, les différents objets attachés a K.

Pour tout A-module (resp. A-module) M on note (M) et A(M) les invariants d’Iwa-

sawa sur Z, [[I'] (resp. Z, [[I'{]]). Pour tout C,-caractére irréductible x de G (resp. Gjy),

on note p, (M) et A, (M,) les invariants d’Iwasawa sur A, (resp. As,). Compte tenu de
la proposition 5.4.2.1, on a le théoréme suivant.

Théoréme 6.2.2.1 (de Shalit, [12, I11.2.1 Theorem, p. 109]) On suppose p ¢ {2,3}. On

> ((Bf,oo)x) = D i ((Uf,oo/Stf,oo)X> :
Sa(Bixh) = Sh (/S

ot les sommes sont sur tous les Cy-caracteres irréductibles de Gy.
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Remarque 6.2.2.2 Dans [12], le théoréme ci-dessus est énoncé aussi pour p = 3. Ce-
pendant la prewve utilise un résultat de Gillard (la nullité du p-invariant, voir[16]), qui
n'est énoncé que pour p ¢ {2,3}.

Corollaire 6.2.2.3 On suppose que p ¢ {2,3}, et que pour tout C,-caractére irréductible
X de G 01 a

chary, . ((Afm)x> chary, ((&m/&fm)x) . (6.2.2.2)
Alors pour tout C,-caractere irréductible x de Gso on a
chary, . <(Af,oo)x) — chary, | ((ef,oo /Stf,oo)x> . (6.2.2.3)

DEMONSTRATION. D’aprés [16, 3.4. Théoréme|, on a

#t(Bioo) = 0 puis  p ((Uf,oo/Stf,oo)X> =0 (6.2.2.4)

pour tout C,-caractére irréductible y de Gy, compte tenu du théoréme 6.2.2.1. D’apres
(6.2.2.4) et le lemme A.3.4.7 (appliqué a My = 0, My = & /St o0, M3 = Us oo/ Stj o €t
M, I'image de U o /Stf o dans Bj), on a

pin (Eoo/Stioe) ) = i (U /Stioe) ) = 0. (6.2.2.5)

D’aprés (6.2.2.2), on est alors réduit & montrer que
2 M (<Af’°°)><) = 2N <<5f700/8tf7oo)x> : (6.2.2.6)
X X

ot les sommes sont sur tous les C,-caracteéres irréductibles de Gs. Compte tenu de la
remarque A.3.4.9 et de la suite exacte (6.2.2.1), on a

A ((Aroo)y) + 20 (@hoe/Stine) ) = A ((Broo)) + A ((Eroo/Stine), ) -

pour tout C,-caractére irréductible y de Gj. Alors (6.2.2.6) résulte du théoréme 6.2.2.1.
O

Proposition 6.2.2.4 Soit K. une extension cyclique de K., abélienne sur k. On pose
G, = Gal (KL /k), N :=7Z,[|GL]], et on fize une décomposition G._ := G' x I, ou G’
est un groupe fini et I' est un groupe topologique isomorphe a Z,. On note AL_, E., St’_,
ete, les différents objets attachés a K. . On suppose que

~ (a) Pour tout Cy-caracteére irréductible x de G', on a

chary, (AL, ) = chary, ((Séo/Stgo)X) :

— (b) Pour tout C,-caractére irréductible x de G, on a

chary, (Aw.) |chary, ((500 /Stoo)x> .

Alors pour tout C,-caractére irréductible x de G, on a

chary, (Aw,) = chary, ((500 /Stoo)x) . (6.2.2.7)
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DEMONSTRATION. On divise la démonstration en plusieurs étapes. On note H le groupe
de Galois de K/ /K. On fixe un entier naturel N € N tel que p" annule le p-Sylow de G
(alors p™ annule aussi le p-Sylow de ). En appliquant le lemme A.1.5.3 a I'image [ deI”
dans G, on voit que pour tout entier naturel n > N, K, est le sous-corps de K/, fixé par H.

Premiére étape : on montre que pour tout C,-caractére irréductible x de G, on a
fix (€oo/Sts),, = 0. D’aprés [16, 3.4. Théoréme], on a

p(Bs) =0 et u(BL) = 0. (6.2.2.8)

D’apreés la proposition A.3.4.7, la suite exacte (6.2.2.1) et (6.2.2.8) nous donnent

i (Exo/Stoc), ) = iy (Use/Stc), ) (resp. i ((EL/SEL),) = iy (U/SEL),) )
(6.2.2.9)
pour tout C,-caractére irréductible x de G (resp. G'). D’autre part, (6.2.2.8) implique
p(AL) =0, ce qui d’apres la remarque A.3.4.8 et (a) entraine

i, ((5;/875;0))() =y (AL) =0, (6.2.2.10)

pour tout C,-caractére irréductible x de G'. Combinant (6.2.2.9) et (6.2.2.10), on obtient

X ((U;/Stéo)x> =0, (6.2.2.11)

pour tout C,-caractére irréductible y de G'. Du corollaire 6.2.1.2 on déduit que Us,/Stoo
est un quotient de U /St’_. Donc pour tout C,-caractere irréductible x de G, (Uso/ Steo)
est un quotient de (UL, /St., ), ot Y est le caractere de G’ défini par . De (6.2.2.11) on
déduit alors

i (Use/St), ) =0,
ce qui combiné a (6.2.2.9) nous donne

i ((Ex/St),) =0,
pour tout C,-caractére irréductible x de G.

Seconde étape : on montre que (AL),; et A sont des Z,[[I']]-modules pseudo-isomorphes,
ot (AL), est le A-module des H-co-invariants de A’_. Pour tout n € N, on note M,, (resp.

M/,) la p-extension maximale non ramifiée de K,, (resp. K, ). On pose M, := OL_jO M,, et

(e 9]
M/, := U M. Par la théorie du corps de classes, on a des isomorphismes
n=0

Ao ~ Gal(My/Ky) et Al ~ Gal(M_/K.). (6.2.2.12)

D’aprés (6.2.2.12), et puisque H est cyclique, le corollaire A.1.4.9 nous donne un isomor-

phisme de A-modules
(AL)y; =~ Gal(L./KL), (6.2.2.13)

ou L est la fermeture abélienne de K., dans M/_. 1l suffit donc de montrer que le
morphisme de restriction

res : Gal (Lo /K.) — Gal My /Ko)
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est un pseudo-isomorphisme. Le conoyau de res est Gal (Mo, N K. /K.) qui est fini
(c’est un quotient de H). On en est donc réduit a vérifier que Ker(res) est fini. On a
Ker(res) C Gal (Lo /M), donc il suffit de prouver que Gal (Lo /M) est fini. Or il est
clair que Gal (L, /M) est le sous-groupe de Gal (L, / K ) engendré par tous les groupes
d’inertie dans L., /K. Puisque Ly /K. est non ramifiée et que seul un nombre fini
d’idéaux maximaux de Oy_ sont ramifiés dans K, il suffit de remarquer que chacun de
ces groupes d’inertie est fini (d’ordre divisant #(H)).

Troisiéme étape : on montre I'inégalité A (€ /St) < A (Aw). Pour tout entier naturel
n > N, le conoyau @), de la norme

est annulé par #(H). Passant a la limite projective (et puisque tous les modules sont
compacts), le conoyau Q = liﬂl@n de la norme

Ni i+ (EL/St) = €o/Stoc
est aussi annulé par #(H). On en déduit
A (Eao/Stoe) < AN(EL/SL) ) - (6.2.2.14)

D’apreés la proposition A.3.4.10, on a

MEL/StDm) = DM ((EL/St),) et ML) ) = DA ((AL),).

ol les sommes sont sur tous les C,-caractéres irréductibles de G’ triviaux sur H. De (a)
on déduit donc que

AEL/St) ) = AMAL) 1) - (6.2.2.15)

D’aprés la seconde étape, on a
AM(AL) ) = A(A) - (6.2.2.16)

Combinant (6.2.2.14), (6.2.2.15) et (6.2.2.16), on obtient A (€x/Stoo) < A (Awo)-

Conclusion. D’aprés (b) et la premiére étape, pour démontrer le théoréme il suffit de
prouver que

Ay ((500 /Stoo)x) = (Asy), (6.2.2.17)
pour tout Cp,-caractére irréductible x de G. D’aprés la troisieme étape et la proposition

A.3.4.10, on a
YA ((500 /Stoo)x) <3 A (A, (6.2.2.18)

ot la somme est sur tous les C,-caractéres irréductibles de G. D’autre part pour tous ces
caracteres x, on a

Ay (Asy) € Ay ((500/Stoo)x> (6.2.2.19)
d’aprés (b). En combinant (6.2.2.18) et (6.2.2.19), on déduit (6.2.2.17), ce qui achéve la
preuve de la proposition. O
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Remarque 6.2.2.5 On suppose p ¢ {2,3}. Il résulte du corollaire 6.2.2.3 et de la pro-
position 6.2.2.4 que si pour toute extension finie K.  de ks, abélienne sur k, et tout
C,-caracteére irréductible x' du sous-groupe de torsion de Gal (K. /k), on a

char N, (AL

fe) divise chary, (EL/Sto)y s

alors pour tout C,-caractére irréductible x de G, on a

chary, (Aso,y) = chary (Eoo/Steo), - (6.2.2.20)

DEMONSTRATION. Sous les hypothéses de la remarque 6.2.2.5, le corollaire 6.2.2.3 en-
traine que (6.2.2.3) est vérifice pour tout C,-caractére irréductible de Gj. Il existe ensuite
meNet K, = K9 C K C ... € K™ = Kj, une tour d’extensions telle que pour
tout i € {1,...,m}, K’ /K&’l) est cyclique. Une récurrence a partir de la proposition
6.2.2.4 montre alors que (6.2.2.7) est vérifice pour tout ¢ € {0, ..., m} et tout C,-caractere
irréductible du sous-groupe de torsion de Gal (K é?/ k;) Considérant ¢ = 0, on voit que
(6.2.2.20) est vérifiée. O

6.3 Le module des classes d’idéaux.

6.3.1 Finitude des modules des invariants et co-invariants.

Théoréme 6.3.1.1 (Iwasawa, [25] ou [25, Theorem 5, p. 258]) Le Z,[[I']]-module A est
de type fini et de torsion.

Proposition 6.3.1.2 Pour toutn € N, A, et A" sont finis.

DEMONSTRATION. La preuve qui suit est diie & K. Rubin (voir [19, Theorem 1.4]). Elle
repose sur le corollaire 5.3.3.4. D’aprés la proposition A.1.3.4, il suffit de montrer que
A, est fini, pour n € N. La théorie du corps de classes nous donne un isomorphisme

A =~ Gal (Mu/Kx),

ol M, est la pro-p-extension non ramifiée maximale de K,,. D’aprés le corollaire A.1.4.9,
on a alors

Aor, ~ Gal(L,/Ky), (6.3.1.1)

ou L, est la fermeture abélienne de K,, dans M. Puisque A est de type fini sur Z, [[T']],
A, est de type fini sur Z,. Raisonnons par I’absurde et supposons que A, r, n’est
pas fini. Alors le Zy-rang de A, r, est supérieur ou égal & 1. De (6.3.1.1) on déduit

que le Z,-rang de Gal (L, /K,,) est supérieur ou égal a 2. Alors en notant M,, la pro-p-
extension maximale de K, non ramifiée en dehors des places au-dessus de p, le Z,-rang

de B,, := Gal (Mn / Kn) est supérieur ou égal & 2. On a alors une contradiction avec le
corollaire 5.3.3.4. [
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6.3.2 Construction de certains morphismes.

On fixe un C,-caractére irréductible x de G. Soit 7 : A, — @ A, /P; un pseudo-
j=1

isomorphisme de Ax-moduleSZ, ou P, ..., Ps; sont des polynémes non nuls dans A,.
Soit My := lim M, un Z,[[I']]-module, limite projective de Z, [I'/I';]-modules M,,

n
n € N. Pour tout n € N, on note Ker,, M, et Cok,M,, respectivement le noyau et le
conoyau du morphisme canonique My, — M,.

Lemme 6.3.2.1 Il existe c3 € N, et pour tout n € N, il existe un morphisme de A,-
modules

Tpt Apy — j€£1AX/(Pj’ 1 —)
tel que Cok (1,,) est annulé par p®.

DEMONSTRATION. Soit m € N tel que K /K,, est totalement ramifiée au-dessus de p.
D’apres |65, Lemma 13.15], il existe un Z, [[I',]]-sous-module Y de A, tel que pour tout
n > m, le morphisme canonique A,, — A,, induit un isomorphisme

Aoo/ym,nY — An7

OU U, € Zy [[I'y]] est défini par vy, ,, == (1 —,) / (1 — ym). Alors pour tout n > m, on
a Cok, A =0 et
Kerp,Aw >~ UnnY / (1 —7) A (6.3.2.1)

La multiplication par v, , induit une surjection
Y/ (1 —=9m)Ace — VY / (1 — ) A, (6.3.2.2)

de laquelle on déduit que pour tout n > m, Ker,A, est un quotient de Ker,,A,. La
proposition 6.3.1.2 montre alors que les ordres des Ker,A., et des Cok, A, sont bornés
indépendamment de n. On choisit a € N tel que pour tout n € N, p® annule Ker, A
et Cok,A,. D’autre part pour tout n > m, puisque Cok,A,, = 0 on a la suite exacte
ci-dessous,

(Ker,Ay), —

X

(Aoo,Fn)X An7x 0.

(Aso)r,

r, — An,x)a pour tout n > m. De plus pour tout
est fini d’apres la proposition 6.3.1.2. Quitte a choisir a un peu plus

Ceci montre que p* annule Ker ((As )
n €N, (Axr,),
grand, on peut donc supposer que p* annule Ker ((Aoovx)rn — An,x) pour tout n € N.
Soit )

Tn (Aoo,x)rn - jelex/(Pja 1 =)

le morphisme de A,-modules défini & partir de 7 par passage aux quotients.

Pour tout n € N, p® annule Cok, A, donc annule aussi Cok ((Aoovx)rn — Apy). On
en déduit que pour tout x € A,, , il existe y € (A ) tel que I'image de y dans A,, , est
p*x. De plus si y' € (A ), a pour image p®x, alors (y —y') € Ker ((Acoy)p. — Any),

2Voir le théoréme A.3.4.1.
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donc p*(y — ') = 0, et p*7(y) = p°7n(y'). On a alors vérifiéc que le morphisme de
A -modules suivant est bien défini,

Tn - An,x T jE:B1AX/<Pj7 1 - 7n)7 S pa%n<y)7
ot y € (Ao y)p, est tel que son image dans A, , est p“z.
On choisit ensuite 3 € N tel que p” annule Cok(7), et on pose c5 := 2a + 3. Vérifions
que p® annule Cok (7,,) pour tout n € N. Soient n € Net x € B A/ (Pj, 1 —7,). 1l existe
j=1

2 € (Ao )p, tel que 7,(2) = p’z. Alors on a

2a+3

T, (2) = p*7, (p%2) = p**Tu(2) = p** P = p=u,

ol Z est I'image de z dans A, ,. On a bien vérifié que p® annule Cok (7,,). U

6.4 Retour sur les systémes d’Euler.

6.4.1 Génération d’idéaux maximaux particuliers.

Le théoréme qui suit est une adaptation de la proposition 3.3.2.1. C’est une étape
classique dans la machinerie des systémes d’Euler. Les premiéres versions sont dties a
K.Rubin (voir [50, Theorem 3.1]), et & C.Greither pour les extensions abéliennes de
Q (voir [19, Theorem 3.7]). On suit la preuve de W.Bley (voir [5, Theorem 3.4]), avec
quelques modifications pour couvrir le cas p|# (Cl1 (Oy)). Nous reprenons les notations du
chapitre 3.

Théoréme 6.4.1.1 Soit F' une extension abélienne de degré fini de k de conducteur f, et
soit ¢ := vy (f). On pose Gp := Gal(F/k). Soient ¢ € Ap, W un Z[GF|-sous-module fini
de F*/ (F*)", et U : W — Z/MZ[GF] un morphisme de Z [Gr]-modules.

On suppose que :

(a) Pour tout w € W, tout i € {1,...,r}, et tout idéal maximal q de F' au-dessus de p;,
Uq(w) = 0.

(b) Pour tout i = 1,...;r, p; n'est pas ramifié dans F/k et est premier a p.

Soit m un entier naturel positif divisible par p*“™

maximauz \ de Of tels que :

. Alors il existe une infinité d’idéaux

(i) el () = ™.

(i) € := AN Oy appartient a L.

(iii) Pour tout w € W, [w], = 0.

(iv) I existe u € (Z/MZ)™, tel que pour tout w € W, pp(w) = up® ™30 (w) A.
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DEMONSTRATION. Soit H,, la p-extension maximale non ramifiée de F'. On pose

o F (1) si 1=0,
E Fl*l({VOé_z) si 1§Z§T

On divise la preuve en six étapes.

Premiére étape : On montre que [H, N F (ppe) : F] < p©. Soit n € N* tel que ¢ < n et
tel que H, N F (pipe) = Hy N F (e ). On a le pictogramme suivant,

F (i) (6.4.1.1)

e

F (ppr) N Hyy k (ppn)

— \

F Q (ppn)

Q

Puisque p est totalement ramifi¢ dans Q (u,») /Q et décomposé dans k/Q, p est tota-
lement ramifi¢ dans k (p,») /k. Donc 'indice de ramification de p dans F' (u,n) /k est
divisible par ® (p") (indice d’Euler sur Z). D’autre part I'indice de ramification de p dans
F/k divise @ (p°) (indice d’Euler sur Oy). On en déduit que l'indice de ramification de p
dans F' (u,n) /F est divisible par @ (p") /® (p). D’autre part, [F' (u») : F] divise @ (p"),
donc [F (pyn) N Hy @ F] divise @ (p©). Puisque p est décomposé dans k/Q, on a ® (p©) < p°.

Seconde étape : On montre que Gal (FT (W, V W) N Hp/F) est annulé par p*t,
olw=—1sip=2etw=1sinon. Soit m € N tel que M = p". Puisque F, (W, \M/W>

croit (pour linclusion) lorsque M croit, on peut supposer dans cette seconde étape que
c+1 < m. L’extension k (uy) /k est totalement ramifiée en p de degré ® (M) = (p—1)p™ .
L’indice de ramification de p dans F'/k divise

(I)QSC) — { (p_ l)pc_l sl ¢ 7é 07

1 si c=0,

car p est décomposé dans k. Donc k () / (F' Nk (py)) est cyclique de degré divisible par
p"17¢ Soit j € Gal (k () / (F Nk (p1y))) un élément d’ordre exactement p™ ¢ Soit
s € N tel que j (¢) = ¢ pour tout ¢ € . Alors le choix de j fait que 7 =1mod M
et s 1 mod M pour tout i € {1, Lt — 1}. Puisque j est trivial sur F' Nk (py), on
peut prolonger j en un automorphisme j' € Gal (Fy/F).

L’extension F;. <W, V W) / Fy est kummérienne d’exposant divisant M, et galoisienne
sur k. On pose

W= <F ({”/c_u W)X)MHFOX,
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de sorte que F, ({”/c_u, V W) = Iy (\/M W) La théorie de Kummer nous donne un isomor-
phisme de Z [Gal (Fy/k)]-modules

Gal (FO (\/W) /FO) —~+ Homg (W, i) (6.4.1.2)

ot W est I'image de W dans Fy*/ (Fy*)" (voir la remarque A.4.1.1). On remarque que tout
élément de W peut étre représenté par un élément de F. Or j'|z = Idy, donc on déduit

de (6.4.1.2) que j' agit sur Gal (FO (\/M W) /FO) par élévation a la puissance s. D’autre
part j' agit trivialement sur Gal (Fo (\/M W) N (Fo - Hpy) /FO), car Fy (\/M W) N (Fy - Hy)

est abélienne sur F'. On en déduit que

pged(s —1,M) annule Gal <F0 (\N/1 W) N(Fy - Hy) /FO) . (6.4.1.3)
Soit d € N tel que pged(s — 1,M) = p?. Par récurrence, on a " = 1 mod p" pour
tout entier naturel n > d (c’est trivial pour n = d, puis ensuite on utilise la relation
p—1
ST = <5p"_d — 1) Zsipn_d). En particulier 77" — 1 est divisible par M. On a
i=0
vu que pour tout ¢ € {1,...,p’" ¢ — 1}, M ne divise pas s — 1, et on en déduit que
p" e < pm? Cest-a-dire d < ¢ + 1. De (6.4.1.3) il résulte alors que

-1

ptt annule Gal (FO : (FO (W) N Hp> /FO) . (6.4.1.4)

Or Fj et Iy (\/M W) N H, sont linéairement disjoints sur Fy N H,, donc (6.4.1.4) montre
que

ptt annule  Gal ((FO (\/M W) N Hp> / (FoN Hp)> : (6.4.1.5)
D’aprés la premiére étape on a [H, N Fy : F| < p° de sorte que (6.4.1.5) implique que

22 annule Gal ((FO (\/W) N Hp) /F) — Qal (F (@ \/W> NH,/ F)

Troisiéme étape : Montrons que le conoyau du morphisme canonique de la théorie de
Kummer

R Gal (Fo (W) /F0> — Homg (W) )

est annulé par p°*!. Notons W I'image de W par le morphisme canonique ¢ : F*/ (F)" —

Fy/ (FOX)M. On rappelle que & = Homy, (¢, j1y) © &, ou

£ Gal (FO (W) /F0> —~~ Homy (W, MM)
est 'isomorphisme de la théorie de Kummer et

Homy, (¢, p1y,) : Homg, (W, MM) — Homg (W, )

est l'injection induite par ¢. Il s’agit donc de montrer que le conoyau de Homy, (¢, fiy)
est annulé par p“t'. Pour n € Nulg (Ker (1)), * et u € Homg (W, 1), nu est nul sur
Ker (¢) "W, donc passe au quotient en un morphisme de groupes W — p,,. On en déduit

3Pour A un anneau commutatif et M un A-module, Nul (M) désigne 'annulateur de M.
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que le conoyau de Homy, (¢, p,,) est annulé par Nuly, (Ker (¢)). Il nous suffit donc de montrer
que Ker (¢) est annulé par p°*'. La suite exacte

0 —= i —= F (1) == (F (1)) —=0

nous donne le diagramme commutatif a lignes exactes suivant

HO (LuM) — H° (Fy') ——=H° ((T;)M) — H! (fM) — H' (Fy) (6.4.1.6)
pine (F) Fl . Fxﬁ(FoX)M—>H1(uM)4>(E

ou les groupes de cohomologie sont calculés par rapport au groupe de Galois Gal (Fy/F).
Donc

H' () = (F* 0 (F)") / (F*)" = Ker (1),
et il suffit de montrer que p“™ annule H' (11,,). Puisque F,/F est cyclique, et que i, est
fini, le quotient de Herbrand? de s, est 1. Alors on a

# (H (1) = # (ﬁo (w)) = # (s (F)/Npy/r (111)) (6.4.1.7)

ot H (1) est le O-ieme groupe de cohomologie de Tate® du Z[Gal (Fy/F)]-module ;.
Il nous suffit alors de montrer que # (u,(F)) divise p°"*. On raisonne par I'absurde et
on suppose que ce n'est pas le cas. Alors p“*? divise # (puy(F)). Or Q (ppe+2) /Q est to-
talement ramifiée en p de degré ® (pc+2) = (p— 1)p“™, et p est décomposé dans k/Q.
De pipe+2 C F on déduit donc que I'indice de ramification de p dans F'/k est divisible par
(p — 1)p°™. Or cet indice divise ® (p¢) < p°, d’ott une contradiction.

Quatriéme étape : On montre que Gal (FO (\/M W) N E, ({”/J) /FO) est annulé par

p**t. Soit i € {1,...,r}. On remarque que F;_; (\/M W) /F;_1 est non ramifiée en les places
au-dessus de p;, d’aprés (a) et car p; est premier & p. D’autre part [F; : F;_1] divise M,
et l'indice de ramification des places au-dessus de p; dans F;/F;_; est divisible par Mp~™
d’aprés (b). Donc

p* annule Gal (Fi_l (\/M W) NE/ E_1> . (6.4.1.8)
Soit L; := Fy (\/M W) N F, pour tout [ € {0,...,r}. De L; N F;_1 = L; 1 on déduit

Puisque Gal(L;F;_1/F;_1) est un quotient de Gal <Fi,1 <\M/ W) nNFE,/ Fl-,l), ceci im-
plique que p™ annule Gal (L;/L;_1) grace a (6.4.1.8). On en déduit que

p* annule Gal(L,/Fp). (6.4.1.10)
Puisque F; - (FO (W) N F, (W)) C F, (W), et que p annule Gal (FT (W) /Fr),
p ammle Gal (Fy (VW) N F, (o) / B (VW) N E). (6.4.1.11)

“Voir [3, Proposition 11, p. 109]
Voir [10, section VI.4] ou [3, section 6].
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De (6.4.1.10) et (6.4.1.11) on déduit que Gal (FO (\/M W) NF, (Yw) / F0> est annulé par
R+1
P

Cinquiéme étape : On choisit les idéaux maximaux A et on vérifie les conditions (i), (ii),
(iii). Soient ¢ une racine primitive M-iéme de l'unité, et v : Z/MZ [G ] — py le morphisme
de groupes tel que v(o) = 1 pour 0 € Gr\{1} et v(1) = (. De la troisiéme étape on déduit
'existence de o' € Gal (FO <\/M W) /F0> tel que R (') = (vo \Il)pCH. De la quatriéme

R+1

étape on déduit qu'il existe a € Gal (Fr (W, vV W) /FO) tel que O‘|F0( vw) = (),

vérifiant
pR+c+2

Al gy =1 et ﬁ<a|FO<W>):(vo\If) (6.4.1.12)

De la seconde étape, on déduit 'existence de 5 € Gal (HpFT (W, V W) /F) tel que

2c+1

Bl (vovwy =0 et B, =c", (6.4.1.13)
car p*“**|m par hypothése. On remarque que 3 € Gal (HpFr (W, V W) /F. (W)) a
partir de (6.4.1.12).

Par le théoréme de densité de éebotarev, il existe une infinité d’idéaux maximaux
A de Op, de degré absolu 1, premiers a p, tel que ¢ := A N O n’est pas ramifié dans

H,F, <W, V W) /k, et tel que la classe de conjugaison de (3 dans Gal <HI,FT <W, V W) /F)
est le Frébenius de A. Alors la condition (ii) du théoréme 6.4.1.1 est satisfaite, puisque

est 'identité sur F, (W) La condition (i) est une conséquence des propriétés générales
du Frobenius, et de (6.4.1.13). Soit w € W. Alors pour tout idéal maximal \" de OFO< Viv)

au-dessus de A, on a vy (w) = vy (w) = MOy ({/w) = 0, et la condition (iii) s’ensuit.

Derniére étape : On vérifie la condition (iv). Soit

Ix:Ipe/MIpe — Z/MZ, Z NeA” — ny.
oeGal(F/k)
Soit w € W. D’aprés (6.4.1.12), on a
R 3c+R+3
Ix (p?’cJr 3y (w) )\) =0 <= (voV¥(w))” =

2c+1

— ﬁ(a%(w»(w)p —1.  (6.4.1.14)

Soit w € F* tel que l'image de w dans F'*/ (FX)M est w. De (6.4.1.13) et (6.4.1.14), on
déduit
nEET@)N) =0 e (VD) = Vi
<= w est une M-iéme puissance dans la complétion de F' en A.
(6.4.1.15)

Puisque [w], = 0, il existe y € F* tel que wy" € Of. De (6.4.1.15) et comme ¢ € Lp, on
déduit

(P (w)N) =0 <= limage de wy" in (Op/A\)"/ ((OF/)\)X)M est 1
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On a vérifié que les morphismes W — Z/MZ, w +— g5 (p* U (w)A) et W — Z/MZ,
w — I (¢re(w)) ont le méme noyau. Puisque Z/MZ est cyclique, on en déduit qu’il
existe u € (Z/MZ)™ tel que ugy (p* TP (w)A) = 5\ (¢re (w)) pour tout w € W. Il en
résulte

WP ()N = w Z Iy (p3C+R+3\I](w))\)
oeCal(F/k)

- Z 7 (p3c+R+3\II <wa’1> )\)

oeGal(F/k)

SIS

oeGal(F/k)

= Z e (Pre(w))
oeGal(F/k)

= wru(w),

pour tout w € W, ce qui achéve la preuve du théoréme. O

6.4.2 Un lemme technique.

Le lemme suivant est un préliminaire technique a la preuve du théoréme (6.1.0.2).
La premiére version est de a K.Rubin [50, Lemma 8.2]. C. Greither I’a adapté au cas
cyclotomique |19, Theorem 3.12|. On suit la formulation de C. Greither.

Pour tout groupe abélien fini G, tout Z, [G]-module M, tout C,-caractére irréductible
x de G, et tout m € M, on note m,, I'image de m dans M,,.

Lemme 6.4.2.1 Soit F une extension abélienne de degré fini de k. Soit G un sous-
groupe de Gp = Gal(F'/k), et soit x un C,-caracteére irréductible de G. Soient i € N,
(b, ... ;) € Lb, et pour tout j € {1,....i}, soit \; un idéal maximal de Op au-dessus
de U}, et soit cl,(N\;) limage de \; dans Ap. Soit x € F* tel que vq(x) € MZ pour tout
idéal mazimal q de Op qui est premier a {1 ---£;Op. Soit W le Z, [Gr|-sous-module de
F*/(F*)" engendré par image w,, de x, et soit L le Z,|Gr]-module de Ap engendré
par cly(A1), ..., cly(Ni—1). On suppose qu’il existe Z, g,n € Z, [GF] tel que

(i) Z.Nulg,icp (chh(N)rx) € 9Z,[Grl,, ot Nulg, g, (cl,(Ni)r,x) est Uannulateur de
Vimage clp(N) 1,y de cly(N;) dans (Ar/L),, .

(i) Z, [Gr], /92, [Gi), est fini.

(iil) # (77 (Zpp; /MZpy,) /W')X> #(Ap,y) <M, ou W' est l'image de W dans Ly, /MLy,

par w — [wly, .

Alors, il existe un morphisme de Z, |Gr]-modules ¥ : W, — (Z/MZ)[GF], tel que
gV (@ux) Ay = Zn[xle, -

DEMONSTRATION. Puisque M annule (Ar/L) (d’apres (iii)), et puisque vq(x) € MZ pour
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tout idéal maximal q de Op qui est premier a ¢; ---/;, on a

S un @) o e, (M)ey = D> D> oy (@) o el (A Ly

ceGp ji=1 ceGp

clp(T)r,x
~ 0. (6.4.2.1)

De (i) et (6.4.2.1) on déduit qu'il existe J € Z, [GF], tel que

7>y, (@) oyt = gb. (6.4.2.2)

Soit w € W. 1l existe ¢ € Z, [GF] tel que w = px,. Montrons que I'image de nod dans
(Z/MZ) |G F]x ne dépend pas du choix de o. Il est suffisant de prouver que si o'z, = 0
avec ¢' € Z, [GF], alors ng'd € MZ, [G],. Supposons donc ¢z, = 0 pour un ¢' € Z, [G].
Alors il existe y € F* tel que 2¢ = y™ (en notation multiplicative), et o' € Nulg, ¢, (W;()
D’aprés (iii), ¢’ annule M (#Ap, )" (Zre:/MIry,),, = (Z] (#AFy) Z) [GF|,, et alors

# (Apy) divise ng| dans (Z/MZ)[GF], . (6.4.2.3)

Soit @ un systéme complet de représentants des classes des idéaux maximaux premiers a
ly -+ £;Op, modulo l'action de G'r. Pour tout q € Q, soient Fix(q) le fixateur de q pour
'action de G, et Gy := Gr/Fix(q). Dans Cl (Op), on a la décomposition ci-dessous,

0 = cy)

— Z oy, (y7)o tel(A +Z Z oy, (y7)o () + Z Z oM g (27) o el(q),

ceGp j=10eGp qeQ oGy

ol pour tout o € Gy, 7 est un antécédent de o dans Gr. Alors dans (Ar/L),, par
définition de L et puisque v, (:c") € MZ pour tout q € Q et tout o € G, on a

Y on(yT)o T ey (A)

O'EGF
= —ZZUA Yo~ cl —gZZMlvq cr Lel »(4) Ly
j=1 oceGp qeQ oelGy
= ') D> Moy (2%) o ely(a) (6.4.2.4)
qeQ oGy

De (6.4.2.4) et (6.4.2.3), on déduit que n Z vy, (y7)o " appartient a Nulz, g, (cl,(A) 1y)-
ceGp
D’aprés (i), il existe o' € Z, [GF], tel que

= Zn Z vAi(y")crgl. (6.4.2.5)

ceGp

De (6.4.2.2) et de (6.4.2.5), on déduit

ongd = odnZz Z oy, (27) ot = MZn Z oy, (y7)oyt = Mgd'

ceGp oeGr
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D’aprés (ii), g n’est pas un diviseur de zéro dans Z, [G¢], , donc ¢'nd = M¢’ dans Z, [GF],.
On a vérifie que I'image de nod dans (Z/MZ) [GF|, ne dépend pas du choix de ¢. On peut
donc poser

VW — (Z/MZ) [GFl, ,w — nod,

ou o € Z, |Gr] est tel que w = pxy,, et ol pour tout € Z, [GF]X, on note 3 I'image de /3
dans (Z/MZ) [GF], . On étend ¥ & W, par Z,(x)-linéarité. Par définition de W et d’apres
(6.4.2.2), on a

gY () Ny = 90Xy = Zn Y on(27)0 Ny = Znzle, -

oeGp

6.5 Unités globales.

Pour cette section, nous avons dans I'ensemble suivi Papproche de W. Bley (voir [5,
Lemma 3.5]), qui lui-méme s’est inspiré de C. Greither (voir [19, Lemma 3.9]).

6.5.1 Controle des noyaux et conoyaux de descente.

On conserve les notations de la sous-section 6.3.2.

Lemme 6.5.1.1 I existe (co,ng) € N* tel que pour tout n € N, p (v,, — 1) annule
Ker, £ et Cok,Ex.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire 5.3.3.4, on a pour tout n € N U {oo} une suite
exacte

0 En U, B, A, 0, (6.5.1.1)

ou B, est le groupe de Galois de M,, /K,, la pro-p-extension abélienne maximale non
ramifiée en dehors des idéaux maximaux au-dessus de p. De (6.5.1.1), on déduit® pour
tout n € N le diagramme commutatif suivant, a lignes exactes,

BL: Al (Uso/Ex)r, —= (Bao)p, —= (Asc)p, —=0 (6.5.1.2)
0 U /&, B, A, 0.

Il résulte du lemme A.1.4.9 que pour tout n € N, (B ), =~ Gal (MH/KOO>, de sorte que

le morphisme canonique (By)p, — B, est injectif. D’autre part (Boo)'™ = 0 d’apres la
proposition 5.3.3.6, donc on déduit de (6.5.1.2) que

Ker, (Us/Ex) = Alr. (6.5.1.3)

5Voir la proposition A.1.3.3.
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La suite exacte (6.5.1.1) donne (Use/Ex)' ™ — (Boo)'™ = 0, d’ott le diagramme commutatif
suivant a lignes exactes,

0— (Eoo)p, — Uso)p, — Uso/Ec)p, —0 (6.5.1.4)
| |
0 En U, U, /&, 0.

De (6.5.1.4) on déduit, compte tenu de (6.5.1.3), une suite exacte

0 — Ker, (£5) — Ker,, (Ux) Aln Cok,, (Ex) — Cok,, (Us,) . (6.5.1.5)

Soit G’ x T une décomposition du groupe de décomposition G’ de p dans K. /k, ou G’
est le sous-groupe de torsion de G’ et ou I est un groupe topologique isomorphe a Z,.
D’apreés le lemme A.1.5.2, il existe un entier naturel ng € N tel que I',,, C I". Alors

Tne — 1 annule Ker, (Uy) et Cok, (Us) pourtout n e N, (6.5.1.6)

en utilisant le lemme 5.2.2.2 lorsque n > ny. Puisque A, est ncethérien, on peut choisir
my € N tel que nOL—jo Aln = AL Alors de la proposition 6.3.1.2, on déduit qu’il existe
co € N tel que

© annule U Aln. (6.5.1.7)

n=0

De (6.5.1.7), (6.5.1.6), et de la suite exacte (6.5.1.5), on déduit que

p

P (VYn, — 1) annule Ker,(Ex) et Cok, (£x) pour tout n € N. (6.5.1.8)

0

Lemme 6.5.1.2 Soit x un C,-caractere iwrréductible de G. Pour tout n € N, on note
Tny <5<>07x)rn — Eny le morphisme induit par la projection E — &,. Alors pour tout

n € N, p*® (Vg — 1)2 annule Cok (m, ) et Ker (7, ).

DEMONSTRATION. Soit n € N et soit 7 := Tor%pm (Cok,Ex0, Zy(X)). On note &, Vimage

de € dans &,, et T, : <8007X)Fn — gn,x le morphisme induit. A partir du diagramme
commutatif suivant (dont les lignes et colonnes sont exactes),

T
(Kern€oo), — (Esond)r, — == Epy 0
O
0———CEnyx Eny ——>0
(Cokngoo)x
0 )
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le lemme du serpent nous donne une suite exacte
(Kern€x), — Ker (m,,,) —= 7 —=0, (6.5.1.9)

ott 7 est 'image de 7 dans gmx- D’aprés le lemme 6.5.1.1, on sait que p® (v,, — 1) an-
nule (Ker &), et 7. Donc la suite exacte (6.5.1.9) montre que PP (7, — 1)° annule
Ker (75, ). D’autre part on a Cok (,,,) ~ (Cok,Ex),, donc le lemme 6.5.1.1 montre que

P* (n — 1)% annule Cok (7,.,). O

6.5.2 Construction de morphismes auxilliaires.
Dans cette sous-section, on fixe un C,-caractere irréductible x de G, et u, une unifor-

misante de Z,(x)-

Proposition 6.5.2.1 ] existe un ensemble fini I, une famille (n;);e; € N’, et un pseudo-
isomorphisme de A, -modules

Oy : oy — A D EI (Ay/ui) .

DEMONSTRATION. Soit ¢ le Q,-caractére irréductible de G tel que x|i. On note A(1))
I'anneau e, (Qp ®z, A) ~ Q, ®z, Ay, qui est principal d’aprés le lemme A.3.2.1. La suite
exacte 0 — &y — Use — Us/Esx — 0 nous donne la suite exacte

0—=ey (@ @z, £uc) — €4 (Qp Bz, Uso) — €4 (Qp Bz, Uso/Exc) — 0.
(6.5.2.1)
D’aprés la proposition 5.2.2.3, ey, (Qp ®z, I/{OO) est libre de rang 1 sur A(¢)). De plus
ey (Qp ®z, Uoo/é'oo) est de torsion sur A(v), d’aprés la proposition 5.4.1.3. Puisque A(v))
est principal, on déduit ensuite de la suite exacte (6.5.2.1) que ey, (Qp ®z, 500) est libre
de rang 1 sur A(1)). Les isomorphismes’

ey (Q @z, €x) = Q) ®z, Exc et A(Y) = Q, @z, Ay

montrent que la A,-torsion de £, est annulée par une puissance de p, et que le A,-rang
de €, est 1. O

Soit pr: A, ® @ (Ax/u;') — A, la projection canonique, et pour tout n € N, soit
il

Oy : (goo7x)rn — Zyp(x) /1]

le morphisme obtenu par passage aux quotients a partir de pr o ©,. On note h, un
générateur de chary (€oo/Steo), - Le lemme suivant est celui de W. Bley (voir [5, Lemma
3.5]).

Lemme 6.5.2.2 Pour tout n € N, le morphisme de Z,(x) [I'/T's]-modules suivant est
bien défini,

I Ene = Zp(O) [L/Ta]y - 2= ™ (g — 1)* Oy (3),

"Voir la proposition A.2.2.5.
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0t ¥ € (Eoox)p, vérifie m, \ (T) = PP (g — 1) . Il existe (v, c1, ) € N® et h, € Ay tels
que

(i) P |y dans A,
(ii) Pour tout n € N, b est premier a v, — 1 dans A,.

(iii) Pour tout n € N, (v, — 1)7 p?h, Z,(x) [['/T] C Uy (Im (Sty,y)), ot Im (St )
est l'iTmage de St,,,, dans &, .

DEMONSTRATION. Pour tout z € &,,, il existe un élément & € (Eu,y)p, Vvérifiant

T () = p* (0o — 1)7 1, car p*® (7, — 1)% annule Cok (m,,,) (lemme 6.5.1.2). Puisque

P* (Yny — 1)% annule Ker (7,,.,) (lemme 6.5.1.2), p*® (7,,, — 1)* ©,,, (Z) ne dépend pas du
choix de . Donc ¥, , est bien défini.

Le module hy (€ /St ), est fini, et il en est de méme pour oy (O (Eco ) /Oy (Im (Steo y)))-

Puisque Cok (pr o ©,) est fini, on peut choisir m € N tel que p™h,, € pro®, (Im (St y)).

Soit z € Im (St ) (image de St dans E ) tel que p™h, = pro O,(z), et soit z
limage de 2 dans (£, )p, - Dans Z,(x) [I'/I',], on a alors

pm+400 (7110 o 1)4 hx — p4CO (fyno — 1)4 C’-‘)n7x (2)
— pQCO ('Yno — 1)2 @n,x (pQCO (/Yno - 1)2 2)
= O (T (7)) (6.5.2.2)

Soit Q I'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de A,, et pour tout q € Q soit P,
un générateur de q. Puisque A, est factoriel, il existe une unité u € A7 et une famille
(19)geo € N€, a support fini, telle que h, = uHPq"“. On pose I, := H P, ot Q

qeQ qeQ’
est l'ensemble des q € Q tels que g est premier & ~,, — 1 pour tout m € N. Puisque

Y — 1 divise Y41 — 1 pour tout m € N, il existe (v, ¢;) € N? tel que (7, — 1)* by, divise
(7, — 1)® k.. On pose ensuite ¢, := m + 4¢g. Le lemme résulte alors de (6.5.2.2). O

6.6 Preuve de la conjecture principale.

6.6.1 Introduction.

Cette section est dévolue a la preuve du théoréme 6.1.0.2 dont I’énoncé est rappelé
ci-dessous.

Théoréme. Soit x un C,-caractére irréductible de G. Alors :
= (i) Sip ¢ {2,3}, chary, (As,y) = chary (Eoo/Steo), -
~ (ii) Sip € {2,3}, il existe (a,b) € N? tel que

uchary, (Asy) | ulchary, (Eco/Stoo),, -

Soit f I'idéal non nul de Oy, premier a p, tel que le conducteur de Ky/k est de la forme
fp® pour un certain 8 € N. Alors K, C Kj . On fixe un C,-caractere irréductible x de
G. On choisit (cy,ny) € N* comme au lemme 6.5.1.1, et des entiers naturels ¢; > 2, ¢y et
v comme au lemme 6.5.2.2. On pose

d:=3vs(f) + R+3 et A= pli-Dleatzdtertd e, gt
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pour tout entier naturel ¢ > 2. Soit n € N. Puisque h;( est premier a v, — 1, le groupe
Ly [Gn]x /Aerlh;(Zp [Gn]x ~ A/ ((711 — DA+ Aerlh;(Ax)

est fini. Soit M une puissance de p telle que

HALHA, <Zp[Gn]X /Asﬂh;zp[c:n])() < M (6.6.1.1)

On introduit aussi la notation suivante. Pour A un idéal maximal de Ok tel que £ := ANOj
appartient a L, , on note wy et w, les morphismes de Z [G,,]-modules

wy: K — 7Z,[G,], tel que wy(x)\ = (), dans Z, pour tout x € K,
et
wy: K — (Z/MZ) [G,], tel que wy(x)\=[z], dans Z,/MZ, pour tout =€ K.

On sait en vertu du lemme 6.3.2.1 que pour tout j € {1, ..., s}, il existe une classe ¢; € A,
telle que

T (¢y) = (0,..,0,p%,0,..,0),

ot p® est a la j-iéme place. On choisit arbitrairement une classe supplémentaire ¢, 11 € A,,.
D’aprés le lemme 6.5.2.2 (iii), il existe £ € St,, tel que

Uny (&) = (v, =) p?h,, dans (Z/MZ)[G.], , (6.6.1.2)

ou & est Pimage de £ dans &, ,. D’apreés le théoréme 3.4.2.1, il existe un idéal non nul m
de Oy et € € Uk, (m) tel que k(1) = &.

Puisque nous utiliserons le théoréme 6.4.1.1, nous supposons dés a présent et jusqu’a
la fin du chapitre que les idéaux maximaux py, ..., p, ne sont pas ramifiés dans K, /k et
sont premiers a p.

6.6.2 Construction par récurrence d’idéaux maximaux particu-
liers.

L’étape principale de la démonstration est la construction par récurrence d’idéaux
maximaux A, ..., Agyq de Ok, et d'idéaux ay, ..., agyq de O, tels que

(a) £; := \; N Oy appartient & Lg, (m) pour tout ¢ € {1,...,s+ 1}.

(b) cl, (N;) = cfd pour tout i € {1,...,s + 1}.

(¢) a; :==4{y---L; pour tout 7 € {1,...,s + 1}.

(d) 1l existe uy € (Z/MZ)™ tel que

Wy, (ke (1)), = up® T Ko k] (v, — 1) B,
dans (Z/MZ) [Gy], -
(e) Pour tout i € {2,...,s + 1} il existe u; € (Z/MZ)™ tel que
Poion, (ke (a)), = uap™ 2 [Ko - K] (1 — D) @r, (ke (a20))
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dans (Z/MZ) [G,]

-
Soit ¢ le Q,-caractére de G tel que x|t). On définit un morphisme de Z, [G,]-modules®
w: Zy(x) [L/T) — Z,[Gr], x(g9)v— [Ko: kleygv pour tout (g,v) € G x (I'/T,).

. N . . X N . X
On considére le morphisme @ o ¥, on : O — Z,[G,] ou n : O — &, est le
morphisme canonique. Par passage aux quotients, on obtient un morphisme

Uy 05 /(05 )" — (Z/MZ) [G).
On applique le théoréme 6.4.1.1 aux données
=K, m:= pd, W.=W;, Vv:=";, et c:=rq,

ot Wy est le sous-groupe de O / ((’)IXQL)M — K/ (KS)M engendré par &,. On obtient

un idéal maximal \; de Ok, et uy € (Z/MZ)™, tel que cl, (A\;) = c’l’d (condition (b)), tel
que 01 := A\; N Oy, appartient a Lg, (m) (condition (a)), et tel que pour tout w € Wy, on
a [wly, =0 et

Pren (W) = w0y (w)As. (6.6.2.1)

On note Uy, : Eny — (Z/MZ) [G,)] . le morphisme obtenu & partir de 9, , par passage au
quotient. De la proposition 3.2.6.3 on déduit

(ke (01)],, = @k (§)
= Ulpd\I’l (fm) A
= up’ (wod,y) (€)M, (6.6.2.2)

dans Tk, ¢, /MZk, 4, De (6.6.2.2) et (6.6.1.2), on déduit que
Wy, (Ke (fl))x = ulpd (Ko : K] 6n,x ()
= wp® Ko k] (v, — 1) R, (6.6.2.3)

dans (Z/MZ) [G.],, (condition (d)). Soit i € {2,...,s + 1}, et supposons que A1, ..., Ai—1
ont été construits. De (d) et (e) on déduit

1—2 i—1 .y
(H Pj) Oy (Fe (0im1)), = (H uj> A (g — 1) 2= (6.6.2.4)
j=1

Jj=1

dans (Z/MZ) [G,],, avec la convention qu'un produit vide vaut 1 et une somme vide vaut
0.

Lemme 6.6.2.1 Soit L; le sous-Z, |G,]-module de A,, engendré par les classes cl, (A1),
ooy cly (Ni2), et soit W; le sous-Z, [G]-module de K/ (KS)M engendré par l'image de

Ke (a;_1). On pose n; := (7, — 1)0371, Z;i = p*T et on choisit g; € Z,[G] tel que les
images de g; et de Pi_y dans Z, [Gn]x coincident. Alors

(i) vq (ke (a;—1)) € MZ pour tout idéal mazimal q de Ok, premier ¢ a;_;.

8Ce morphisme est bien défini d’apreés la proposition A.2.2.5
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(11) ZiNﬁIZp[Gn}X (Clp ()\i_l)LmX) Q gin [G"]X’ ol Clp ()\i_l)LmX est l’image de Clp ()\i—l)
dans (An/Li),,-

(i) Zy [Gnl, /9:iZy (Gl est fini.

(iv) # (m (Zr s /MTrcti )/ W@-')X) #(A,y) <M, ou W/ est limage de W; dans

(2

"Z—Knyzi—l/MIKnyzi—l via W [w]&'ﬂ'

DEMONSTRATION. (i) est une conséquence directe de la proposition 3.2.6.3. Ona (A ) =~
(Aso,r,)y» done (Asey)p, est fini d’aprés la proposition 6.3.1.2. Donc Py est premier &
Yn — 15 et

L, [Gn]x /9iZy [Gn]x ~ A/ (Pmiby + (i — 1) Ay)

est fini, donc (iii) est vérifié. Soit o € Nulg,(q,] (clp (Nic1); x)' Soit

o (An/Li) — Zp (Gl /9ip (Gl

le morphisme de Z,, [G,,] modules tel que le diagramme suivant commute

Anx = j=1 M/ (P yn — 1)
| 3
(An/Li), - L |Gl [ 9iZp (Gl ,

ol ¢ est la projection canonique

]Gjl Ax/ (Pjafyn - ].) — AX/ (Pi—h/Yn - ].) ~ Zp [Gn]X /gzZp [Gn]X .

Alors (¢ oT,) (cl-,LX)pdo‘ = 0, c'est-a-dire p*™a € ¢;Z, [Gy],» donc (ii) est vérifice. De
i—2

(6.6.2.4), et puisque ¢; +Z ¢ <7t (car 2 < ¢1), on déduit que le (Z/MZ) (G, -module
j=1

monogene 1; ((Zx, ¢, /MZk,0_,) /Wil)x est annulé par A;h) . La condition (6.6.1.1) im-

plique alors (iv). O

On applique le lemme 6.4.2.1 aux données du lemme 6.6.2.1. Il existe un morphisme

de Z, [G,]-modules W} : Wi, — (Z/MZ) [Gy], tel que

900, (ke (1) ) At = Zimile (@), - (6.6.2.5)
On définit @ : (Z/MZ) [G,], — (Z/MZ) [G,] & partir de @ par passage aux quotients. On

définit ¥, en composant w o ¥, avec W; — W, . La condition (i) du lemme 6.6.2.1 nous
permet d’appliquer le théoréme 6.4.1.1 aux données

F=K, m:=p W:=W, ¥:=V, et c:=c.

Il existe un idéal maximal \; de Ok, et u; € (Z/MZ)™ tel que cl, (\;) = cfd (condition (b)),
tel que ¢; := \; N Oy appartient & Lk, (m) (condition (a)), et tel que pour tout w € W,
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[w]e, = 0 et vi, 0 (w) = u;p™¥;(w)A;. De cette derniére égalité et de la proposition 3.2.6.3,
on déduit

[Fie (az’)]zi,x = K. (e (aH))X
= Uipd\pi(lig (ai—l)M)Ai,x (6626)

dans (Zk, ¢, /MIk, ), D'apres (6.6.2.6) et (6.6.2.5) on a

Fiacox (ke (al-))x = Py [Ko - K] p'Y; (’% (Clzel)M,x>
= Uy [KO . kj] pdgz\llg (I{E (ai_l)va)
= u; [Ko : K p"Zimios,_, (ke (a5-1)), (6.6.2.7)

ce qui prouve (e).
On a donc construit des idéaux maximaux Ai, ..., A;11 de Ok, et des idéaux ay, ...
as11 de Oy, vérifiant les conditions (a), (b), (c), (d), (e).

)

6.6.3 Conclusion.

Des conditions (d) et (e) on déduit
s+1 ’
(HP> Wis 41 (Ke (ass1)) (H u]> sr2 (7 — 1)61+ZJ’:101 h;{
7j=1

dans (Z/MZ) [Gy], . Laissant varier n et M, ceci implique que
[[7 divise Agps(y, — D)= (6.6.3.1)

dans A, . D’aprés les propositions 6.3.1.2 et A.3.4.3, et puisque (As ) =~ (AOO)Fn,x pour
tout n € N, chary, (As,y) est premier & (7, — 1). De (6.6.3.1) on déduit alors que

chary, (Aw,y) divise Agyochary, (Eo/Steo),

ce qui prouve en particulier 'assertion (ii) du théoréme 6.1.0.2. Si p ¢ {2, 3}, alors d’aprés
[16, 3.4. Théoreme|, on a p1 (As) = 0. Dans ce cas, chary, (A ) est premier a p, et on
en déduit

chary, (Aw,y) divise chary (Eso/Stoo), -

La démonstration est valable pour toute extension finie K. de k., abélienne sur k, et
pour tout C,-caractére irréductible du groupe de torsion de Gal (K’ /k), ce qui compte
tenu de la remarque 6.2.2.5 prouve 'assertion (i) du théoréme 6.1.0.2.
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Annexe A

A.1 Compléments de théorie des groupes.

A.1.1 Limites projectives de groupes compacts.

Dans cette sous-section, on fixe un ensemble préordonné (1, <) filtrant a droite, c’est-
a-dire tel que pour tout (i,5) € I?, il existe k € I tel que i < k et j < k.

Proposition A.1.1.1 Pour tout i € I soit une suite exacte

B, =, 1,

ou A;, B; et C; sont des groupes topologiques, f; : A; — B; et g; : B; — C; sont des
morphismes continus de groupes. Pour tous éléments i < j de I, soient a;; : A; —
A, bj; o« B — B; et cj; : C; — O trois morphismes continus de groupes, tels que le
diagramme ci-dessous est commutatif,

1 Aj fs Bj 9% Cj 1
la]‘,i lbm lcj,i
1—= A, 2B -2 1.

On suppose que pour tout (iy,is,13) € I3 tel que 11 Xl 13, 0N 4 Qjy iy = Qg © Qg iy,
Disyir = igyiy © Dig iy €1 Ciziy = Cinyiy © Cigiy-

OnposeA::@Ai, B:=lmB; et C :=1imC}, et on note f:A— Betg:B—C
les morphismes de groupes continus induits par (f;);c; et (gi);c;- On suppose que pour

tout i € I, A; est compact et B; est séparé. Alors la suite suivante est exacte,

1 A B C 1.

DEMONSTRATION. Il est bien connu que les limites projectives conservent les noyaux.

Nous nous contentons donc de prouver la surjectivité de g. Pour tout ¢« € I, on note

b; : HBj — B; et ¢ : ch — (; les projections canoniques, et on identifie A; & un
jEI jeI

sous-groupe de B; via f;. On identifie A au sous-groupe de HAZ' formé des = € HAi

tels que pour tous éléments i < j de I, (bj; 0b;) (x) = bl-(x).l%e méme, on identiﬁéeIB a
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un sous-groupe de H B;, et C' & un sous-groupe de H C;. Soit z € C'. Soit y € H B; tel
iel iel iel
que pour tout i € I, g;ob; (y) = ¢;(z). Pour tout i € I, soit g; ’élément de H B; tel que

Jel

by (i) = {l()jb(?jib) ) Z jjz (A1.1.1)

On remarque que yg; = € H A;, car pour tout j € I,

ey G (o) ()T =1 si j 4,
g0 (vi”) {Cj(z)(gjObi,jObi)(y)_l = ¢j(2)(cijoc) ()™t = 1 si j<i.

D’aprés le théoréme de Tychonoff H A; est compact, donc il existe un élément = de H A;

jer jer
qui adheére a (y;&;l)iel. On pose w := z 'y dans HBi' Pour tout (iy,i5) € I tel que
icl
i1 < 9, notons S (iq, i) 'ensemble des s € HBj tels que by, (s) = (biy,00i,) (5). 11 est
jeI

clair que S (i1,19) est fermé, car By, est séparé. Pour tout j € I tel que iy < j, d’aprés
(A.1.1.1) on a

bi, () = (bji,005) (y)
= (biy,i,9D;,005) (y)
= bi27i106i2 (gj)

il en résulte que w € S (i1, i2),

Puisque S (i1, i2) est fermé, et que w adhére a (g;),.;

c’est-a-dire

bi1 (w) = bi27i1 (bm (w)) :

Ceci étant valable pour tout (iy,iy) € I? tel que iy < is, on en déduit que w € B. Pour
tout 2 € I, on a

ci(gw)) = gi(bi(w))
(giobi) (yx '),

puis comme b;(z) € Ker (g;), on a
ci(g (W) = (g:obi) (y)
= Ci<z>7

ce qui prouve que g(w) = z. On a alors vérifié la surjectivité de g. U

Proposition A.1.1.2 Soient (G;),.; une famille de groupes topologiques compacts, et
pour tout (i,7) € I* tel que i < j, 7 - Gj — G; un morphisme continu de groupes.

On suppose que pour tout (iy,iy,i3) € 1%, si i) < iy < i3 alors Tigin = Tigiy © Tig ig-
On suppose qu’il existe un entier n € N* et que pour tout i € I il existe une famille
(Si,k)zz1 de sous-groupes compacts de G;, de telle sorte que les deux conditions suivantes
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sont satisfaites :

(i) Pour tout i € G;, pour tout x € G; il existe (vy),_, € H Sik tel que x =x1 -+ -z,
k=1

(ii) Pour tout (i,7) € I, sii < j alors on a 7;; (S;x) C Six pour tout k € {1,...,n}.

On pose G := @Gz et pour tout k € {1,...,n} on pose Sy := li_mSLk, puis on identifie

K3 K3
n

canoniquement Sy a un sous-groupe de G. Alors pour tout x € G, il existe (z1,),_, € H Sk
k=1
tel que © = z1 -+ - z,,.
DEMONSTRATION. Pour tout ¢ € I, on note m; : HG’j — (; le morphisme canonique.
jel
On identifie G au sous-groupe de H G; formé des x tels que pour tous éléments @ < j de
jel
I'ona (m;om;)(x)=m(x). Soit x € G. D’apreés (i), pour tout ¢ € I, il existe une famille

(Tig)py € H Si; tel que

j=1
Pour tout ¢ € I et tout k € {1,...,n}, soit y(i, k) 'élément de HSM tel que pour tout
jel
j€lona
‘ . L Ur (SL’Z’k) si j < 7
7 (y(i k) = { ih i jAi (A.1.1.3)
D’aprés le théoréme de Tychonoff 1'espace HSM est compact. Donc pour tout £ €
Jel
{1,...,n} il existe un élément z; de H S adhérent & (y(7, k)),c,. Pour tout k € {1,...,n}
JeI
et tout (iy,4p) € I? avec iy < iy, 'ensemble S (k,iy,45) des éléments s de HSJ?"C veé-
jel
rifiant 7;, (s) = (m;,,,0m;,) (s) est clairement fermé. Pour tout j € I, si iy < j alors

y(j, k) € S(k,i1,12) d’aprés (A.1.1.3). Puisque S (k,i1,42) est fermé, on en déduit que
2z € S (k,iy,19), c’est-a-dire
Ty (Zk) - (ﬂ-imhoﬂ-iz) (Zk) .

Ceci étant valable pour tout (i1,is) € I? tel que i < i, on en déduit que 2z, € S.

Pour tout ¢ € I, soit S; I'ensemble des n-uplets (s, ..., s,,) ot pour tout k € {1,...,n}
S € H Sjk, et tels que m; (s1 -+ s,) = m(z). On remarque que S; est fermé. Pour tout

jel

j el tel quei < j, d’aprés (A.1.1.3) et (A.1.1.2), et en tenant compte du fait que = € G,
on a

™ (y(4,1)) - mi (y(4,n))
= mji(wj1) 70 (Tjn)
= i (Tj1 Tjn)

= (mjiom;) (2)

= 7ri<x)7
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donc (y(4,1),...,y(j,n)) € S;. Puisque S; est fermé, on en déduit (21, ..., 2,) € S;, ’est-a-
dire
mi(z1 o zn) = m(x).

Ceci étant valable pour tout i € I, ona z;---2, = x. (l

A.1.2 Algébre large d’un groupe, algébre d’Iwasawa.

Définition A.1.2.1 Soient G un groupe et A un anneau commutatif. On appelle algébre
(large) de G sur A l’algébre notée A[G], telle que :
— En tant que A-module, A[G] est librement engendré par les éléments de G.
~ La multiplication de A[G] est définie par la loi de G. Autrement dit pour (ag),.q €t
(bg)gEG deuz familles d’éléments de A, a supports finis, on a

(Z agg> (Z bgg> =3 ag-bug.

geG geG g€G heG

Remarque A.1.2.2 Le lecteur vérifiera aisément que si A est un anneau commutatif
topologique, et si G est un groupe fini, A[G|, muni de la topologie produit, est une A-
algebre topologique.

Définition A.1.2.3 Soient G un groupe profini et A un anneau commutatif topologique.
On appelle algebre d’wasawa de G sur A et on note A[[G]] la A-algébre topologique

A[[G]) = tim A[G/H],

H

ot la limite projective est prise sur tous les sous-groupes distingués ouverts H de G.

A.1.3 Modules d’invariants et de co-invariants.

Définition A.1.3.1 Soient G un groupe profini, H un sous-groupe de G, A un anneau
commutatif topologique, et M un A[[G]]-module topologique. On appelle module des H -
invariants de M, et on note M, le sous-A-module' de M formé des éléments de M qui
sont invariants sous [’action de H.

Définition A.1.3.2 Soient G un groupe profini, H un sous-groupe de G, A un anneau
commutatif topologique, et M un A[[G]]-module topologique. On appelle module des H -
co-invariants de M, et on note My, le quotient de M par le sous-groupe fermé de M
topologiquement engendré par les éléments de la forme (1 —h)m, ot m € M et h € H.
Remarquons que My est séparé pour la topologie quotient.

Proposition A.1.3.3 Soient G un groupe profini, H un sous-groupe fermé de G, A un
anneau. commutatif topologique, M — N et N — P deux morphismes continus entre des
A [[G]]-modules topologiques. On suppose que H admet un générateur topologique, et que
la suite suivante est exacte,

0 M N P 0.

Alors on a une suite exacte

0 MH NH pPH My Ny Py 0.

'Le lecteur remarquera que si M est séparé alors M est ferme.
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DEMONSTRATION. Soit 7 un générateur topologique de H. Il suffit d’appliquer le lemme
du serpent au diagramme commutatif ci-dessous,

0 M N P 0

RN

0 M N P 0,

ol les fleches verticales sont induites par la multiplication par 1 — ~. O]

Proposition A.1.3.4 Soient L une extension algébrique finie de Q,, et Or, la fermeture
intégrale de Z, dans L. Soient I' un groupe topologique isomorphe a Z,, M un Of [[T']]-
module de type fini et de torsion. Alors My est fini si et seulement M est fini.

DEMONSTRATION. C’est classique. Nous référons le lecteur a [43, Lemme 4, p. 12]. 0

A.1.4 Action par conjugaison d’un groupe quotient.

Dans cette sous-section, on considére une suite exacte de groupes,

0 A G H 0,

ot A est un groupe abélien. On identifie A a un sous-groupe de G, et H & G/A.

Proposition A.1.4.1 Pour tout h e H et tout a € A, on pose " := hah™", ou h € G
est un antécédent de h. Alors a” ne dépend pas du choiz de h. On a ainsi défini une action
a gauche de H sur A, qui fait de A un Z[H]-module.

Supposons en outre que G et H sont profinis, et que A est un pro-p-groupe ot p est
un nombre premier. Alors A est un Z, [H|-module.

DEMONSTRATION. Soient h € H, h € G et h € G deux antécédents de h. On a hah™' € A
car A est dlstmgue Onah'he A, donc pour tout @ € A on a h~ Yhah™'h = a, ce qui
équivaut a hah™" = hah~". Ceci montre que l'action a gauche de H sur A est bien définie.
Il est clair que A est alors un Z [H]-module.

Supposons que A est un pro-p-groupe (A est alors naturellement muni d’une structure
de Z,-module topologique). Soient o € Z,, a € A, et h € H. 1l s’agit de vérifier que
(ao‘)h = (ah)a. Rappelons que la topologie de A est induite par celle de G, une base
des voisinages de 1 dans A est donc formée de ’ensemble des sous-groupes de la forme
ANQO, avec O € O, ou O est I'ensemble des sous-groupes distingués ouverts de G. Donc
un élément de A est déterminé de fagon unique par ’ensemble de ses images dans les
quotients de A de la forme A/ (AN O), ou O € O. On se contente de vérifier que I'image
de (a®)" coincide avec I'image de (a")* dans un quotient A’ := A/ (AN O), ou O € O.
Soit n € N tel que p" annule A’. Pour tout b € A on note b’ I'i image de b dans A’. On fixe
h un antécédent de h dans G, et on note i’ image dans G/O de h. Soit o' € 7Z tel que
o’ = a mod p". Alors

(@) = n @) oy = (el 0)7)" = (@)

ce qui achéve la preuve de la proposition. O

95



Définition A.1.4.2 Pour tous sous-groupes U et V' d’un groupe profini G, on note U, V|
le sous-groupe fermé de G topologiquement engendré par les commutateurs vou ‘v, on
(u,v) € U x V. (Il est aisé de vérifier que si U et V sont distingués alors [U, V] est
distingué. )

Lemme A.1.4.3 Supposons que G et H sont profinis, et que A est un pro-p-groupe ot
p est un nombre premier. Pour tout sous-groupe distingué ouvert U de H, notons Ay le
Z, [H/U]|-module des U-co-invariants de A, et notons U [tmage réciproque de U par la
projection G — H. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) Pour tout sous-groupe ouvert U de H, le noyau de la projection canonique A — Ay
est [A, U ] .

(b) On a ﬂ [A, U} = {1} et A = l%nAU, Uintersection et la limite projective étant
sur tous les sous-groupes distingués ouverts U de H.

DEMONSTRATION. La propriété (a) est une conséquence immédiate de la définition du
module des U-co-invariants et de la définition de 'action de H sur A. D’aprés [15, Pro-
position 2.2.2; p. 30|, on sait qu’il existe une section continue s: H — G de la projection
canonique G — H.? Poura € Aet h € H,on a a'™" = as(h)"'a*s(h), ce qui montre
que l'application

Ax H — A, (a,h) — a'™"

est continue. Soit V' un voisinage fermé de 1 dans A. Pour tout a € A, il existe un voisi-
nage ouvert O, de a dans A et un sous-groupe distingué ouvert U, de H, tels que pour
tout b € O, et tout u € U,, on a b~ € V. Par compacité de A, il existe une partie finie
X de A telle que A = U O,. On pose U := ﬂ U,. Alors pour tout a € A et tout u € U,

zeX rzeX
on aa'™* € V. Autrement dit [A, U} C V., car V est fermé. Ceci étant valable pour tout

voisinage fermé V' de 1 dans A, on a ﬂ [A, U } = {1}, l'intersection étant sur tous les

sous-groupes distingués ouverts U de H. L’image de A dans liLnAU est dense, et le noyau

U
de A — lim Ay est ﬂ [A, U} ={1}. Or A et lim Ay sont compacts, donc A = lim Ay. U
U U U U

Corollaire A.1.4.4 Supposons que G et H sont profinis, et que A est un pro-p-groupe
ou p est un nombre premier. Il existe une unique structure de Z, [[H|]-module topologique
sur A, qui induit sa structure de Z, [H]-module.

DEMONSTRATION. Soit U un ouvert distingué de H. Le Z,-module topologique A est
naturellement muni d’une structure de Z, [H/U]-module. Vérifions que

Z,[H/U] x Ay — Ay, (a,a) — a®
est continue. Soient («,a) € Z,[H/U] x Ay, et O un sous-groupe ouvert de Ay. Soit

ﬂ 0%, ot 07 = {z7;x € O}. Par construction, O" est un sous-Z,, [H/U]-module
ceEH/U

2Insistons sur le fait que s est seulement une section dans la catégorie des espaces topologiques, et
donc n’est pas toujours un morphisme de groupes.
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de O, ouvert dans A car H/U est fini. Soit n € N tel que p" annule Ay /O. Pour tout
B € Z,[H/U], tel que (a — ) € p"Z, [H/U], et pour tout b € O, on a (ab)’ = a® mo-
dulo O. On a alors vérifié que Ay est un Z, [H/U]-module topologique. Puisque Z, [H/U]
est un quotient (algébrique et topologique) de Z, [[H]], Ay est naturellement muni d’une
structure de Z, [[H]]-module topologique. Du lemme A.1.4.3, (b), on déduit que A est
naturellement muni d’une structure de Z, [[H]]-module topologique. Il est immédiat de
vérifier qu’elle induit sa structure de Z, [H]-module auparavant définie. L unicité de la
structure de Z, [[H]]-module topologique est claire puisque Z, [H] est dense dans Z, [[H]].
U

Lemme A.1.4.5 Supposons que A, G et H sont profinis. Alors

Aw.ul = {1},

U

ot lintersection est sur tous les sous-groupes distingués ouverts U de G contenant A.

DEMONSTRATION. Soit V' un sous-groupe distingué ouvert de G. Alors I'ensemble U :=
{av; (a,v) € AxV} est un sous-groupe distingué ouvert de G contenant A. Soient (a,b) €
A? et (u,v) € V2. Tl existe (u/,v") € V? tel que ub = bu' et va = av’ (car V est distingué).
Alors

(au)(bv)(av) ()™t = aubvutato 07!

— -1 —1;—
= abu'vu ' (V') a b7,

ce qui prouve (au)(bv)(au) " (bv)™t € V, car V = abVa 'b~'. Puisque V est fermé, on en
déduit [U,U] C V. Le choix du sous-groupe distingué ouvert V' de G étant arbitraire, on

en déduit
Ao.v = {1},
U
ou l'intersection est sur tous les sous-groupes distingués ouverts U de G contenant A. [J

Proposition A.1.4.6 Soient L/k une extension galoisienne de corps commutatifs. Soit
K C L une extension galoisienne de k, telle que Gal (L/K) est un pro-p-groupe abé-
lien. Alors Gal (L/K) est naturellement muni d’une structure de Z, [[Gal (K /k)]|-module
topologique, Gal (K /k) agissant par conjugaison sur Gal (L/K).

En outre, L est la réunion des fermetures abéliennes k' dans L des extensions galoi-
siennes de degrés finis k' C K de k.

DEMONSTRATION. On applique les résultats précédents a A := Gal (L/K), G := Gal (L/k),
et H := Gal (K/k). La derniére assertion résulte du lemme A.1.4.5 (puisqu’il est aisé¢ de

vérifier que pour toute extension galoisienne de degré fini ¥ C K de k, Gal <L/ K ) =
(Gal (L/K'),Gal (L/K")]). O

Proposition A.1.4.7 Soient L/k une extension galoisienne de corps commutatifs. Soit
K C L une extension galoisienne de k, telle que Gal (L/K) est un pro-p-groupe abélien.
Pour tout sous-corps K' C L, les propriétés suivantes sont équivalentes :
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~ (i) K’ est galoisien sur k.
- (ii) Gal (L/K') est un sous-Z, [[Gal (K/k)]]-module de Gal (L/K).

DEMONSTRATION. Supposons que (i) est vérifice. On remarque aussitot que pour tout
o € Gal(L/K'), pour tout prolongement g € Gal(L/k) de tout g € Gal (K/k), et tout

x € K',ona

of(x) =g (0 (§7'(2) =39 (x) ==,
car g '(z) € K'. Donc Gal(L/K') est un sous-Z, [Gal (K/k)]-module de Gal (L/K).
Or Gal(L/K') est fermé, donc on en déduit (i), par densité de Z,[Gal (K/k)] dans
Zy [[Gal (K/F)]].

Réciproquement, supposons que (ii) est vérifiée. L’extension L/k étant galoisienne, il
suffit de prouver que K’ est stable sous action de Gal (L/k). Soient g € Gal (L/k), et
g € Gal (K/k) la restriction de g & K. Pour tout x € K’ et tout 0 € Gal(L/K'), on a
09 () = z, Cest-a-dire

o (9(x)) = g(x).
Ceci étant valable pour tout o € Gal (L/K') et tout # € K', K est stable sous 'action
de g. On a alors vérifié (i). O

Lemme A.1.4.8 Supposons que G et H sont profinis, et que A est un pro-p-groupe ot
p est un nombre premier. Soit U un sous-groupe distingué fermé de H, admettant un
générateur topologique. Alors

0] - 1),
ot U est Uimage réciproque de U par G — H.

DEMONSTRATION. Il suffit de prouver [U, Ul C |4, U}, car I'inclusion inverse est trivia-
lement vérifiée. Soit u un générateur topologique de U, et @ un antécédent quelconque de u
dans G. Le sous-groupe de G engendré par les commutateurs (ai®) (bi”) (at®) ™" (bai” )71,

ot (a,b) € A? et (a, 3) € Z? est dense dans [U, U} Il suffit donc de montrer qu'un tel
commutateur appartient a [A, U ] On a

(a@®) (b@”) (aa®)™" (@) = @b’ @y

= ab @PaaPp!

= aba ¥ b!

P —
alubu 1

Y

ce qui prouve le lemme. O

Corollaire A.1.4.9 Soient L/k une extension galoisienne de corps commutatifs. Soit
K C L une extension galoisienne de k, telle que Gal (L/K) est un pro-p-groupe abélien.
Soit k' C K une extension galoisienne de k, telle que U := Gal (K /K') admet un générateur
topologique. Alors on a la suite exacte suivante,

0 — Gal (L //5') — Gal(L/K) — Gal (L/K),, —0,
ou k' est la fermeture abélienne de k' dans L. Autrement dit Gal (L/K),, ~ Gal (l%’/K)
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DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le lemme A.1.4.8 4 G := Gal (L/k), A := Gal (L/K),
H := Gal (K/k), et U := Gal (K/k'), en tenant compte du lemme A.1.4.3, (a). O

A.1.5 Décomposition de certains groupes profinis abéliens.

On rappelle que tout groupe abélien profini est le produit direct de ses ¢g-sous-groupes
de Sylow (qui sont des pro-g-groupes), ou ¢ décrit I’ensemble des nombres premiers. On
réfere le lecteur a |15, Proposition 2.3.8].

Lemme A.1.5.1 Soient G un groupe abélien profini et G- un sous-groupe fermé de G tels
que G/G ~Z,. Alors G ~ G X Z,,.

DEMONSTRATION. Pour tout nombre premier ¢, on note G, le g-sous-groupe de Sylow
de G et m, : G, — G/G la restriction de la projection 7 : G — G/G. Puisque G/G =~
Zy, on a Im (m,) = {1} pour tout nombre premier ¢ # p. On en déduit que m, est un
morphisme surjectif de Z,-modules. Or G/G est un Z,-module libre, donc il existe une
section® s : G/G — G,. Pour tout ¢ € G, on pose a(g) := g (som(g))~". On remarque que
o(g) € G. Puisque G est abélien, il est immédiat de vérifier que 0 : G — G, g — o(g) est
un morphisme de groupes. Il est clair que

G—G x(G/G), g—=(o(g),7(g9))

est un isomorphisme, ce qui permet de conclure compte tenu que G/G ~ Z,. ]

Lemme A.1.5.2 Soient G un groupe abélien fini, I' un groupe topologique isomorphe a
Ly, et I' un sous-groupe topologique de G x T, isomorphe a Z,. Soit n € N tel que p"
annule le p-sous-groupe de Sylow de G. Alors T?" C T, et il existe r € N tel que T?" CT.

DEMONSTRATION. Soient v un générateur topologique de I' et 4 un générateur topolo-
gique de T. Soit m € N*, premier a p, tel que m annule tous les g-sous-groupes de Sylow de
G, pour tout nombre premier ¢ # p. Puisque {1} xT" est un sous-groupe fermé de G x I, et
puisque 7™ est un générateur topologique de T, il suffit de montrer que FmP" e {1} x . 11
existe un unique g € G et un unique a € Z, tel que 7 = (g,7*). On a 3" = (1,fympn°‘),
car mp"™ annule G. L’existence de r est alors triviale. O

Lemme A.1.5.3 Soient G un groupe abélien fini, I' un groupe topologique isomorphe a
Ly, et T un sous-groupe topologique de G x I, isomorphe & Z,. On suppose que G x {1} et
[ engendrent G x I'. Soit n € N tel que p" annule le p-sous-groupe de Sylow de G. Alors
7" = {1} x 7",

DEMONSTRATION. Soient v un générateur topologique de I' et 4 un générateur topolo-
gique de T. Il existe un unique g € G et un unique a € Z, tels que 7 = (g,7%). D’aprés
le lemme A.1.5.2, on a 37" € {1} x ', donc ¢*" = 1 et T?" = {1} x T'*?"_ 1l ne reste qu'a
prouver que « est inversible dans Z,. Soit 7 : G xI' — I" la projection canonique. Puisque

Gx {1} et T engendrent G'xT', 7 (f‘) =I.Oronar (f) =I'", et on en déduit o € Z. [

311 s’agit ici d’une section dans la catégorie des Z,-modules.
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A.2 Caractéres.

A.2.1 Rappels élémentaires.

Dans cette sous-section, K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle, et
GG désigne un groupe fini. Les résultats de cette sous-section sont trés classiques. Nous ne
rappelons pas leurs démonstrations et référons le lecteur a [32, Chapitre 18].

Définition A.2.1.1 On appelle K -caractére (effectif) de G toute application x : G — K
telle qu’il existe n € N* et un morphisme de groupes p : G — GL,(K) vérifiant

x(g) = tr(plg)) pourtout ge€G,

ot tr (p(g)) est la trace de p(g).

Remarque A.2.1.2 Sous les conditions de la définition précédente, le groupe G agit sur
K™ wia p, ce qui nous permet de voir K" comme un K|G]-module M,. En fait M, est
entierement déterminé, a isomorphisme pres, par x. Le K[G]|-module M, est alors appelé
l’espace de représentation attaché a x. En particulier U’entier n est déterminé de fagon
unique par x, et appelé la dimension de x.

Définition A.2.1.3 Un K-caractére x de G est dit wrréductible lorsque [’espace de repé-
sentation M attaché a x vérifie les deux conditions suivantes :

- M #0.

— Pour tout sous-K[G]-modules S et T de M, si M =S @ T alors S =0 ouT = 0.

Théoréme A.2.1.4 Soient = l’ensemble des K -caractéres irréductibles de G, et x : G —
K une application. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— x est un K-caractére de G.
— Il existe une famille (ng), = € N= telle que x = anf, somme qui est bien définie
ces

£eE

car = est fini.
En outre lorsque ces conditions sont vérifiées, la famille <”£)§ea e N= est unique, et pour
tout £ € =, ng est appelé la multiplicité de x en §.

Théoréme A.2.1.5 On suppose que G est abélien et que K contient toutes les racines
(#G)-1emes de l'unité. Une application x : G — K est un K-caractére irréductible de G
si et seulement si Im(y) C K™ et x : G — K™ est un morphisme de groupes.

Proposition et définition A.2.1.6 Soient K' un sur-corps de K et x un K'-caractére
wrréductible de G. Il existe un unique K -caractére irréductible v de G tel que la multiplicité
de ¢ (vu comme K'-caractere) en x est non nulle. On dit alors que x est au-dessus de 1,
ou que ) est en-dessous de x, et on note x|i.

Définition A.2.1.7 Soient K' un sur-corps commutatif de K, x1 et xo deux K'-caractéres
irréductibles de G, et pour tout 1 € {1,2} 1; l'unique K-caractére irréductible de G en-
dessous de x;. On dit que x1 et xo sont K-conjugués lorsque 11 = 1.

Remarquons que 1; est la somme des K'-caracteres irréductibles de G qui sont K -
CONJUGUES G Xj-
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Théoréme A.2.1.8 On suppose G abélien. Pour tout K -caractére irréductible x de G,
on pose ey = (#G)™! Zx(a)a’l. Alors K[G] est le produit de ses sous K|G|-algébres

ceG
K[Gley, ou x décrit 'ensemble des K -caractéres irréductibles de G. De plus pour un tel

caractere x, K[Gle, vérifie les conditions suivantes :
- K[Gley est un espace de représentation attaché a x.
- K[Gley est un K|G]-module simple.
~ K[Gley est un corps commutatif.

Proposition A.2.1.9 On suppose G abélien. Soient L un sur-corps commutatif de K
contenant toutes les racines (#G)-iémes de l'unité, x1 et xo deux L-caractéres irréductibles
de G. Si x1 et xo sont K-conjugués, alors Ker (x1) = Ker (x2).

A.2.2 y-composantes, y-quotients.

Dans cette sous-section, on fixe un groupe abélien fini G d’ordre g, et A un anneau
commutatif intégre de caractéristique nulle. On note K le corps des fractions de A, et on
considére un A[G]-module M. On note aussi X 'ensemble des K-caractéres irréductibles

de G.

Définition A.2.2.1 On suppose ici que g est inversible dans A. Pour tout K-caractere
irréductible x de G on appelle x-partie ou x-composante de M le A|G|-module

M, = e M,
ou e, est l'idempotent de A|G] attaché a x.

Remarque A.2.2.2 Rappelons que sous les conditions de la définition précédente, la A-
algebre A[G] est le produit des A-algébres A[Gle,, ot x € X. En particulier, on a

M = @M,
X

ot la somme est sur tous les x € X.

Il en résulte que pour tout x € X, A[Gle, est A[G]-plat et ’endofoncteur de la catégorie
des A[G]-modules qui & un morphisme de A[G|-modules f : M — N associe la restriction
de f a M, et N, est exact.

Définition A.2.2.3 Soient L un sur-corps commutatif de K, et x un L-caractére de G
de dimension 1. Soit K(x) le sous-corps de L engendré par K et les valeurs de x, et soit
A(x) la fermeture intégrale de A dans K(x). On remarque que G agit sur les A(x)-modules
K(x) et A(x) si on pose

z° = x(o)x pour tout (x,0)€ L xG.
On appelle alors x-quotient de M le A(x)|G]-module
MX = A(X) ®A[G] M.

D’apres la proposition A.2.2.5 ci-dessous, il n’y a pas de conflit de notations (le x-quotient
coincide avec la x-partie auparavant définie lorsque g est inversible dans A).
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Remarque A.2.2.4 [l résulte des propriétés générales des produits tensoriels que l’en-
dofoncteur de la catégorie des A|G]-modules, qui a un morphisme f : M — N de A|G]-
modules associe

A(X) ®A[G} f : Mx - Nx>a®m’_)a®f(m)a

est exact a droite. Il conserve les conoyauz ainsi que les limites inductives.

Proposition A.2.2.5 Soient L un sur-corps commutatif de K, et x un L-caractére de
G de dimension 1. Soit K(x) le sous-corps de L engendré par K et les valeurs de x, et
soit A(x) la fermeture intégrale de A dans K(x). Soit ¢ le K-caractére irréductible de G
tel que x|v. Il existe un unique morphisme

L A(X) ®A[G] M — M

tel que pour tout o € G et tout m € M, v (x(0) @ m) = gegom.
En particulier si g est inversible dans A, v : A(x) @ajq) M — eyM, x+— g~ () est
un isomorphisme tel que pour tout o € G et tout m € M, v (x(0) ® m) = egom.

DEMONSTRATION. On considére le morphisme surjectif de K[G]-modules

X K[G] = K(x). ) 250 = ) 2,x(0),

oeG ceG

obtenu a partir de x par K-linéarité. Pour tout K-caractére irréductible ¢, si x 1 ¢ alors

X(ep) =g wlo)x(c7!) =0.

oelG

Le morphisme X se restreint donc en une surjection de K[Gle, vers K(x). Or K[Gley
est un K [G]-module simple (théoréme A.2.1.8), donc x induit un isomorphisme de K[G]-
modules K[Gle, ~ K(x). Notons X l'isomorphisme réciproque. Ecrivant e, comme la
somme des eg, ot £ décrit la classe de K-conjugaison de x, on voit que (1) = e,. On
peut alors définir

[ A = AlG], @ gX(x).
Puisque X (x(0)) = oey pour tout o € G, il est clair que le morphisme ¢ de I'énoncé est
celui ci-dessous,

f ®aiq ldy 2 AX) @aje) M — AlG] @aie) M,z @m — f(z) Qajq)m,
si on identifie M a A[G] ®ajq) M. O

Lemme A.2.2.6 Soient L un sur-corps commutatif algébriquement clos de K, et 1) un
K -caracteére irréductible de G. On pose Ker(v) = Ker(p), ot ¢ est un L-caractére ir-
réductible de G au-dessus de 1. Remarquons que Ker(y)) ne dépend pas du choiz de ¢
d’apres la proposition A.2.1.9.

Notons Qy Uensemble des L-caractéres irréductibles x de G tels que Ker(x) contient
strictement Ker(). Pour tout I C Qy, on note =y l'ensemble des L-caractéres  de G
tels que Ker(v) C Ker(§) et Ker(x) C Ker(&) pour tout x € I.

Soit A un groupe commutatif (noté multiplicativement), et (ay), .= € A= une famille
quelconque. Alors on a

Do - 10(1e)

x| ICQy \x€Er
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DEMONSTRATION. On pose = := ch =r=Z4. 0na

() - e

I1CQy \XEEr

Pour x € =, soit I, I'ensemble des £ € = tels que Ker(y)) C Ker(§) € Ker(x). Alors
I'ensemble des I C Q,, tels que x € Z; coincide avec 'ensemble des parties de I,. Donc

(—1)#!
11 (H a) = Loz
X - X

I1CQ, \Xx€Er XEE
#IX c i

= [Ja=" ", (A2.2.1)

XEE

#1y
otl pour tout (4,5) € N?, E’ = '( ) Si I, # @, alors Z E#I = 0. D’autre part,
il(g—i

I, = @ si et seulement si x|, donc le lemme résulte de (A 2 2.1). O

A.2.3 Caractére cyclotomique, caractére de Teichmuller.

Dans cette sous-section, k désigne un corps commutatif quelconque, et £*® une cloture
séparable de k. On considére une extension abélienne K C k™ de k, de degré fini. On
fixe un nombre premier p # p, ou p est la caractéristique de k.

Définition A.2.3.1 On appelle caractére cyclotomique ['unique morphisme de groupes
Ecye » Gal (B*P k) —— Z,
tel que pour tout o € Gal (K*P /k) et tout ¢ € e, on a (7 = (5vl),

Définition A.2.3.2 On suppose p # 2 et pu, C K. On appelle caractere de Teichmuller
et note ety ['unique morphisme de groupes

eren : Gal (K/k’) — Up—1 C Zp

tel que pour tout o € Gal (K /k) et tout ¢ € p,, on a (7 = ¢eren(o),
Pour M un Z, |Gal (K/k)|-module, on note Mra, le e1en-quotient de M.

Proposition A.2.3.3 On suppose que p 1 [K : k|, et soit M un Z,[Gal (K/k)]-module.
On suppose que pour tout x € M, tout o € Gal(K/k), et tout prolongement & de o a
kP, on a ox = gqye (6) x. Alors :

- (1) Sip, ¢ K, alors M = 0.

~ (il) St pu, C K et p, ¢ k, alors p# 2 et M = Mrq,.

— (ili) Sip, C k, alors M = M, (et M = Mre, sip#2).
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DEMONSTRATION. Soit ¢ une racine primitive p-iéme de 'unité. Supposons d’abord p,, ¢
K. 1l existe 0 € Gal(K (u,) /K) tel que o(C) # (. Alors ecye(0) # 1 modulo pZ,,
autrement dit (1 —ecye(0)) € Z);. Puisque o est Iidentité sur K, pour tout r € M,
on a (1 — eeye(0)) z = 0 par hypothése. On en déduit (i).

Supposons maintenant p, C K. Si M = 0 il n’y a rien & prouver. On suppose donc
M # 0. Soit x € M \ {0}. Soit Nul(z) C pZ, 'annulateur de = dans Z,. Par hypothése,
on a un morphisme de groupes

0:Gal(K/k) — Z;/(1+Nul(x)), 0 — Eeyc (7),

Ol Eeye (0) est I'image canonique de ecye () dans Z) /(1 + Nul(x)). Alors Im(f) est un
sous-groupe de Z; /(1 + Nul(z)) d’ordre premier & p, donc Im(#) C p, 1. Nécessaire-
ment, 6 est le caractére trivial si p = 2, et 0 est le caractére de Teichmuller si p # 2. Ceci
étant valable pour tout = € M \ {0}, on en déduit M = M; si p = 2, et M = Mryq, si
p # 2. D’autre part, u, C k si et seulement si ety = 1. Il en résulte (ii) et (iii). O

A.3 Compléments sur les anneaux et modules.

A.3.1 Rappels.

Définition A.3.1.1 Soient A un anneau commutatif et q un idéal premier de A. On
appelle hauteur de q et on note ht(q) la borne supérieure dans N U {oo} des n € N tel
qu’il existe un (n + 1)-uplet d’idéaux premiers (po, ..., pn) de A, vérifiant

PSP C .. CPpr1ChPr=g¢

Définition A.3.1.2 La dimension de Krull d’un anneau commutatif A est la borne su-
périeure, dans NU{—o00, +00}, des hauteurs des idéaux premiers de A. (Cette dimension
de Krull est —oo si et seulement si A =0.)

Définition A.3.1.3 (/7, §1 n°3 Définition 3/) On appelle anneau de Krull un anneau
commutatif integre A tel qu’il existe un ensemble V' de valuations discrétes v du corps des
fractions K de A possédant les propriétés suivantes :

— L’intersection des anneauz de valuations des v, v € V, est A.

— Pour tout v € K™, l'ensemble des v € V tels que v(x) # 0 est fini.

Définition A.3.1.4 (/7, §21°1]) On appelle anneau de Dedekind un anneau de Krull A
vérifiant ['une des conditions équivalentes suivantes :

— Tous les idéaux premiers non nuls de A sont mazimauz.

— Tous les idéaux premiers non nuls de A sont de hauteur 1.

Définition A.3.1.5 ([7, §3 n°2 Théoréme 1 et n°3 Proposition 2[) On appelle anneau
factoriel tout anneau commutatif integre A vérifiant ['une des conditions équivalentes sui-
vantes :
— A est un anneau de Krull dont tous les idéaux premiers de hauteur 1 sont principaux.
— Il existe une partie P de A telle que tout a € A\ {0}, il existe un unique u € A et
une unique application n : P — N a support fini vérifiant

a = qu"(p).
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Remarque A.3.1.6 Un anneau de Dedekind est principal si et seulement si il est facto-
riel.

Remarque A.3.1.7 ([7, §3 n°9 Proposition 8] et [9, §5 n°1 Ezemples 1 et 2/) Soit A
un anneau de valuation discréte, et soit n € N*. Alors A[[X7, ..., X,,]] est un anneau local
factoriel neethérien de dimension de Krull n + 1.

A.3.2 Localisation.

Proposition A.3.2.1 Soit A un anneau local, factoriel, de dimension de Krull 2. Soit
S C A\ {0} une partie multiplicative de A, contenant un élément non inversible dans A.
Alors S™'A est un anneau principal.

DEMONSTRATION. Le localisé d’un anneau factoriel est factoriel?, donc d’aprés la re-
marque A.3.1.6, il suffit de vérifier que S™'A est un anneau de Dedekind. Soit p un idéal
premier non nul de S™'A. Alors p’ := p N A est un idéal premier de A, disjoint de S, et

ht(p) = ht(p). (A.3.2.1)

(Voir par exemple [6, §2 n°5, Proposition 11 (ii)] et [3, §1 n°3, Corollaire de la proposition
7].) Les hypothéses sur A font que I'unique idéal premier de A de hauteur 2 est 'idéal
maximal m. Par hypothése, il existe s € S tel que s n’est pas inversible dans A. Alors
s € m. Puisque p' NS = @, on en déduit p’ # m. D’autre part p’ # (0), donc ht (p') = 1,
et (A.3.2.1) donne ht (p) = 1. On a vérifié que S™' A est un anneau de Krull dont tous les
idéaux premiers non nuls sont de hauteur 1, autrement dit un anneau de Dedekind. [

Corollaire A.3.2.2 Soient p un nombre premier, L une extension algébrique de Q,, et
Oy la fermeture intégrale de Z,, dans L. L’anneau Q, ®z, O [[T]] est principal.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque A.3.1.7, Op [[T]] est un anneau local, factoriel,
de dimension de Krull 2. On applique donc la proposition A.3.2.1, & A := O [[T]] et
S :={p";n e N} O

A.3.3 Pseudo-isomorphismes et idéaux caractéristiques.

Définition A.3.3.1 Soit A un anneau de Krull nethérien. Si A n’est pas un corps, un
A-module M est dit pseudo-nul lorsque pour tout idéal premier p de hauteur 1, on a
M, =0, ou M, est le localisé de M en p. (Si A est un corps, un A-espace vectoriel est
dit pseudo-nul si et seulement si il est nul.)

Exemple A.3.3.2 Soit A un anneau de Dedekind. Un A-module M est pseudo-nul si et
seulement si il est nul.

Exemple A.3.3.3 Soient p un nombre premier et L une extension algébrique de degré
fini de Q,. Soit Or, la fermeture intégrale de Z, dans L. Alors un OL[[T]]-module M est
pseudo-nul si et seulement si il est fini.

“Voir par exemple [7, §3 n°4, Proposition 3|.
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Définition A.3.3.4 Soit A un anneau de Krull nethérien. Un morphisme f : M — N
de A-modules est appelé un pseudo-isomorphisme lorsque son noyau et son conoyau sont
pseudo-nuls.

Théoréme A.3.3.5 ([7, §4, n°4, Théoréme 5]) Soient A un anneau de Krull nethérien
et M un A-module de type fini et de torsion. Il existe un ensemble fini I, (n;)icr € (N*)',
une famille (p;);c; didéaus premiers de hauteur 1, et un pseudo-isomorphisme

M — D (/).

De plus les familles (n;)icr et (p;);c; sont uniques & bijection prés de l'ensemble d’indices,
et pour tout i € I on a Nuly(M) C p;, ot Nuly(M) est l'annulateur du A-module M.

Définition A.3.3.6 Sous les conditions du théoreme A.3.3.5, l'idéal Hp;“ est appelé
el
lidéal caractéristique de M, et noté char(M).

Proposition A.3.3.7 Soit A un anneau de Krull nethérien. L’idéal caractéristique vé-
rifie les propriétés suivantes.

(i) Si 0 M, M, M 0 est une suite exacte de A-modules de type fini
et de torsion, alors chary (My) = chary (M) chary (Ms).

(il) Si My — My est un pseudo-isomorphisme de A-modules de type fini et de torsion,
alors char (M) = char 4 (Ms).

(iii) St M est un A-module pseudo-nul, alors chary (M) = (1).

DEMONSTRATION. Nous référons le lecteur a [7, §4, n°5, Proposition 10]. O

A.3.4 Invariants d’Iwasawa.

Dans cette sous-section, on considére un nombre premier p et L une extension algé-
brique de degré fini de Q,. On note Oy, la fermeture intégrale de Z, dans L, et u; une
uniformisante de Or.

Théoréme A.3.4.1 Soit M un Op[[T]]-module de type fini. Il existe deux ensembles finis
IetJ, (mier € (N et (n));es € (N, une famille (Pj) e de polynomes distingués
non constants, et un pseudo-isomorphisme

Mo — oI @& POl () & D (Ol (B7)),

ou r est le rang de M sur OL[[T]]. De plus les familles (m;)icr, (nj)es et (Pj),., sont

uniques a bijections pres des ensembles d’indices.

jed

DEMONSTRATION. Nous référons le lecteur a |7, §4, n°4, Théoréme 4 et Théoréme 5| ou
[31, Chapter 5, §3, Theorem 3.1]. O
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Remarque A.3.4.2 Soit M un Op|[[T]]-module de type fini et de torsion. On considére

les familles (mi)ier, (nj)jes et (P));c; données par le théoréme A.5.4.1. Alors

char (M) = <Hu?> (H pff).

icl jed

On fixe dans le reste de la sous-section I' un groupe topologique isomorphe a Z,,
topologiquement engendré par un élément v € I'. Pour tout n € N, on pose I', :=
I'"". Rappelons qu’il existe un unique morphisme de Z,-algebres topologiques Z, [[I']] —
Z,[[T]] qui & 7 associe 1 + T

Proposition A.3.4.3 Soient n € N, et M un O[[I']]-module de type fini et de torsion.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

— (1) My, est fini.

— (ii) v" — 1 est premier a char (M).

DEMONSTRATION. Nous référons le lecteur a [43, Lemme 4, p. 12]. O

Définition A.3.4.4 Soit M un O[[T]]-module de type fini et de torsion. On considére
les famalles (mi)icr, (nj)jes et (Pj);c; données par le théoréme A.5.4.1. On pose alors :
u(M) = Zmi et ANM) = an deg (P)),

iel jeJ

ou deg (P;) est le degré de P;. Les entiers u(M) et A\(M) sont respectivement appelés le
p-invariant et le A-invariant de M.

Remarque A.3.4.5 Soit M un O[[T]]-module de type fini et de torsion. Il résulte de la
définition A.3.4.4 que :
- UZ(M engendre l'idéal caractéristique du A-module M,, ot p est l'idéal premier de
OL[[T]] engendré par ur, et ou A (resp. M,) est le localisé de OL[[T]] (resp. M) en
p.
-~ AMM) =1gp, (M), ot rgy, (M) est le rang de M sur Of,.

Proposition A.3.4.6 Les invariants d’lwasawa vérifient les propriétés suivantes.

(i) Si 0 M, M, M; 0 est une suite exacte de OL[[T]]-modules de type
fini et de torsion, alors p (M) = pu (M) + o (Ms) et A (Ma) = X (My) + A (Ms).

(i) Si My — My est un pseudo-isomorphisme de Op[[T]]-modules de type fini et de tor-
sion, alors p (My) = (M) et X (My) = X (Ms).

(iii) Si M est un OL[[T]]-module pseudo-nul, alors u(M) =0 et \(M) = 0.

DEMONSTRATION. C’est un corollaire immédiat de la proposition A.3.3.7, compte tenu
de la remarque A.3.4.2. 0J

Dans la suite de cette sous-section, on considére un groupe abélien fini GG. Pour tout
OL[G][[T]]-module M, u(M) et A(M) désigne le p-invariant et le A-invariant de M sur
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OL[[T]]. Pour tout C,-caractére irréductible x de G, on note M, le Op,)[[T]]-module
OrllT]] @0, M =~ OLy @opia) M, ot L(x) est I'extension de L engendrée par
I'ensemble des valeurs de x. Le p-invariant et le A-invariant de M, sur Op)[[T]] sont
notés pu, (M) et Ay (M,).

Proposition A.3.4.7 Soit 0 — M; — My — Ms; — M, — 0 une suite exacte de
OL|G] [[T]]-modules. On suppose que p(My) = 0 et u(My) = 0. Alors pour tout C,-
caractere irréductible x de G, on a

py (May) = py (Msy).

DEMONSTRATION. On note p (resp. p,) l'idéal premier de Op[[T]] (resp. Op[[T]]) en-
gendré par uy, (resp. ur(y)), et A (resp. A,) le localisé de OL[[T]] (vesp. O [[T]]) en p
(resp. p,). En tensorisant la suite exacte de I’énoncé par A[G] au dessus de O [G][[T]],
on obtient un isomorphisme

AlG] o Mz~ A[G] ®o, ey Ms, (A.3.4.1)

car p1 (M) = 0 et p(My) = 0 (et en tenant compte du théoreme A.3.4.1). Tensorisant par
A, au-dessus de A[G], on a donc des isomorphismes

A®0, i May = Ay®opcmMe = Ay®oemMs =~ Ay®oy, mMs - (A.3.4.2)

De la remarque A.3.4.5 on déduit p, (M) = f1y, (Ms.,). O

Remarque A.3.4.8 Soit M un OL[G][[T]]-module de type fini et de torsion. Soit x un
C,-caractere irréductible de G. Si p, (M) # 0 alors pu (M) # 0 et u(M) # 0 (car M,
est un quotient de M ).

Remarque A.3.4.9 Soit M un OL[G][[T]]-module. Alors pour tout C,-caractére irréduc-
tible x de G, on a

Ay (Mx) = T80, (Mx) = dimL(X) (ex (L(x) ®o, M)) .

On en déduit que si 0 — My — My — Mz — My — 0 est une suite exacte de O |G [[T]]-
modules, alors pour tout C,-caractere irréductible x de G, on a

)‘x (MQ,X) + )‘x (M4,x) - >‘x (MLX) + )‘x (M3,x) .

Proposition A.3.4.10 Soit M un Or[G][[T]]-module, et soit H un sous-groupe de G.
Alors on a

A(My) = Z Ax (Mx)
X
ot la somme est sur tous les C,-caracteres irréductibles x de G qui sont triviaur sur H.
DEMONSTRATION. Soit L' lextension de L engendré par les racines #(G)-iemes de 1. On

a
L'®o, Mg = EBexL/@)oL M,
X
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ot la somme est sur tous les C,-caractéres irréductibles x de G qui sont triviaux sur H.
D’aprés la remarque A.3.4.5, on a alors

A(My) = 180, (Mp)
dimL (L ®(9L MH)
= dimL/ (LI ®0L MH)

— ZdimL/ (ex (L' ®o, M))

= Z dlmL(X) (ex (L(X) ®(9L M)) )

oll les sommes sont sur tous les C,-caractéres irréductibles x de G qui sont triviaux sur
H. On conclut en utilisant la remarque A.3.4.9. U

A.3.5 Torsion dans un module.

Lemme A.3.5.1 Soient p un nombre premier, L une extension galoisienne finie de Q,.
Un Oy [[T]]-module est sans torsion sur Op [[T]] si et seulement si il est sans torsion sur
2, (1]

Un Q, ®z, O [[T]]-module est sans torsion sur Op [[T]] si et seulement si il est sans
torsion sur Q, ®z, Z, [[T1].

DEMONSTRATION. Soit M un Oy [[T]]-module. Il est clair que si M est sans torsion sur
O [[T]] alors il est sans torsion sur Z, [[T']]. Réciproquement, supposons que M est sans
torsion sur Z, [[T]]. Soient x € M, et s € OL[[T]] \ {0} tels que sz = 0. On fait agir

Gal (L/Q,) sur O [[T]] en posant pour toute série ZanT" a coeflicients dans Op, et

neN
pour tout g € Gal (L/Q,),
g- ZanT" = Zg (a,)T".
neN neN
Il est trivial que s’ := H (g -s) est invariant sous l'action de Gal(L/Q,), donc

g€Gal(L/Qp)
s" € Z,[[T]) \ {0}. Puisque s divise ', on a s’z = 0. Puisque M est sans torsion sur
Z,|[T]], on en déduit = 0. On a vérifié que M est sans torsion sur O, [[T]].
La démonstration pour Q, ®z, Or [[T] et Q, ®z, Z, [[T]] est analogue. O

A.3.6 Idéaux de Fitting.

Proposition et définition A.3.6.1 Soient A un anneau commutatif et M un A-module
de type fini. Soientn € N* et une famille (my, ..., m,) € M" qui engendre M. Soit F l’idéal
de A, engendré par les déterminants des matrices carrées T d’ordre n, telles que pour tout

jeA{l,...,n},
Zﬂ,jmi = 0
i=1

Alors l'idéal F ne dépend pas du choix den et (myq,...,m,). On Uappelle l'idéal de Fitting
(initial) de M. On le note Fit(M) ou Fit4(M) pour préciser.
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DEMONSTRATION. Nous référons le lecteur a [32, Lemme 19.2.3]. O

Proposition A.3.6.2 Soient A un anneau commutatif, B une A-algébre associative com-
mutative unitaire, M un A-module de type fini. Alors

Fity (B ®4 M) = Fity(M)B,
ot Fit4(M)B est l'idéal de B engendré par les éléments f - 1g, ot f € Fit4(M).

DEMONSTRATION. Voir |13, Corollary 20.5, p.498]. O

Proposition A.3.6.3 Soient A un anneau commutatif, M un A-module de type fini,
engendré par n éléments. Alors

NUlA(M)n Q FltA(M) Q NUlA(M),
ot Nuly (M) est annulateur de M. En particulier si M est monogéne, alors
NU_IA(M) = FltA<M)

DEMONSTRATION. Voir [32, Proposition 19.2.5, p. 759]. O

Proposition A.3.6.4 Soient A un anneau commutatif et une suite exacte de A-modules

0 M N—>P—0. (A.3.6.1)

On suppose que M, N et P sont de type fini. Alors,
(i) Fita(M)Fit4(P) C Fit(N).
(ii) Si (A.3.6.1) est scindée, alors Fit4(M)Fit4(P) = Fita(N).
(iii) Si A est un anneau de Dedekind, alors Fits(M)Fit4(P) = Fita(V).

DEMONSTRATION. Voir [32, Proposition 19.2.7, p. 760] pour (i), et [32, Proposition 19.2.8,
p.761| pour (ii). Supposons que A est un anneau de Dedekind. D’aprés la proposition
A.3.6.2, il suffit de prouver

Fity, (M,) Fit, (P,) = Fity, (N,) (A.3.6.2)

pour tout idéal maximal p de A, o Ay, M,, N, et P, sont les localisés en p. Puisque A,
est anneau de valuation discréte d’idéal maximal m,, il existe un ensemble fini 7" et des
familles (m),cp (124),ep €t (De)ep telles que

M, ~ A7 EB @ (Ap/mi), Ny~ AN @ & (Ap/mn)

teT teT

et Py~ AP @ (Apy/my),

teT
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ou ry, Ty et rp sont les Ag-rangs respectifs de M, N et P. D’aprés (ii), on en déduit

Fita, (M,) = Fita, (A4,)™ [ Fita, (Ay/mp) .

terT
Fita, (Np) = Fita, (A,)™ [ Fita, (Ap/mp?)
teT
et Fita, (Py) = Fita, (A,)"" [ [ Fita, (Ap/mb). (A.3.6.3)
terT

Siry # 0, alors ry; # 0. Puisque Fity, (A,) = (0), on déduit de (A.3.6.3) que (A.3.6.2)
est vérifiée. Il ne reste qu’a vérifier (A.3.6.2) lorsque 7y, = 0. Dans ce cas, ry = 0 et
rp = 0. Utilisant la proposition A.3.6.3 on déduit de (A.3.6.3) que

Fity, (M,) = chary, (M,), Fity, (IVy) = chary, (N,) et Fity, (P,) = chary, (F;).
(A.3.6.4)
Il résulte ensuite de la proposition A.3.3.7, (i), que (A.3.6.2) est vérifiée. O

Proposition A.3.6.5 Soit S une partie multiplicative de Z, ne contenant pas 0, et soit
M un S 'Z-module fini. Alors

Fitg-1z(M) = #(M)S™'Z.

DEMONSTRATION. Voir [32, Corollaire 19.2.9, p. 762]. O

A.4 Compléments de théorie de Galois.

Dans cette section, k désigne un corps commutatif quelconque, et k** une cloture
séparable de k. On considére une extension abélienne K C k*% de k, de degré fini, et une
extension galoisienne L C k*P de k de degré fini, telle que K C L. On fixe un nombre
premier p # p, ol p est la caractéristique de k.

A.4.1 Structure galoisienne des extensions kummériennes.

Soient A un anneau commutatif et G un groupe. Rappelons que pour tous A [G]-
modules M et N, on munit le module Hom4 (M, N) d’'une structure de A [G]-module en
posant, pour tout g € G et tout u € Homy (M, N),

ugzM—>N,m»—>gu(g_1m).

Remarque A.4.1.1 Soit M € N. On suppose que L est une extension kummérienne de
K () d’exposant divisant M. On pose W := K (p,,) " N (LX)M. Soit

R:Gal(L/K (py)) — Homy (W/ (K (uM)X)M ,,uM>

lisomorphisme de Z-modules issu de la théorie de Kummer. Alors R est un isomorphisme
de 7 [Gal (K () /k)]-modules.

Si L/ K est abélienne, alors K est un isomorphisme de Z [Gal (K /k)]-modules, chacun
des deux modules étant invariant sous laction de Gal (K (uy) /K).
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Si M est une puissance de p, et si tout élément de W/ (K (,LLM)X)M peut étre représenté
par un élément de k™, alors pour tout g € Gal (K (uy) /k) et tout 0 € Gal (L/K (y)),

o’ =0 y ~)
g Ec C(g

ot g est un prolongement de g a k™P.

DEMONSTRATION. Soient o € Gal(L/K (1)) et g € Gal (K () /k). Soit § un
prolongement de g a k*P. Pour tout w € W, w étant 'image canonique de w dans

W/ (K (,uM)X)M, ona:

e = T = a(5T) = o(
=  R(o)!(w).

Si M est une puissance de p et si tout élément de W/ (K (MM)X)M peut étre représenté
par un élément de £*, la derniére partie de la remarque se déduit aisément des égalités
précédentes. O

Corollaire A.4.1.2 Soit M une puissance de p. On suppose que L est une extension
kummeérienne de K (1) d’exposant divisant M, et que L est abélienne sur k. On pose W :=
K ()™ N (LX)M. On suppose que tout élément de W/ (K (,LLM)X)M peut étre représenté
par un élément de k. Alors :

~ (1) Sipp ¢ K, alors L = K (jy).

~ (i) Sip, €k et py, C K, alors Gal (L/K (py)) = Gal (L/K (tw) ), -

— (iil) Sip, Ck, alors Gal (L/K (puy)) = Gal (L/K (pw)), -

DEMONSTRATION. C’est un corollaire immédiat de la remarque A.4.1.1 et de la pro-
position A.2.3.3. U

Proposition A.4.1.3 Soient M € N, et K'une extension galoisienne de k, contenant
K (jn). On suppose que L est une extension kummérienne de K' d’exposant divisant

M, galoisienne sur k. On pose W := (K')* N (LX)M. On suppose que W/ ((K')X)M
est invariant sous Gal (K'/K), et monogene sur Z|[Gal (K/k)]. Alors Gal (L/K') est un
Z [Gal (K'/k)]-module monogene.

DEMONSTRATION. On pose G := Gal (K/k) et G' := Gal (K'/k) pour alléger les
notations. Nous considérons deux actions de G sur Homy, ((Z/MZ) [G], ). La premiére
est celle que 'on a utilisé jusqu'a présent. Pour g € G’ et u € Homg, ((Z/MZ) [G] , pin),

w1 (Z/MZ) [G] = g, = u (g7 ')

Le Z,[G'-module obtenu est simplement noté X. La seconde action est notée avec une
étoile, elle ne tient pas compte de laction de G’ sur p,,. Pour tout g € G’ et tout u €

Homy, ((Z/MZ) [G] nuM)’
u?" : (Z/MZ) [G] = i, = u (g7 )
Le Z, [G']-module obtenu est en fait un Z, [G]-module, noté X™*.
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On remarque que pour tout g € G', et pour tout u € Homg ((Z/MZ) [G], j1n), o0 a
u = yferel@9 (A4.1.1)

ou § est un prolongement de g a k*. Puisque 'image de ey (§) dans (Z/MZ) est inver-
sible, on déduit de (A.4.1.1) que pour tout sous-ensemble Z C Homy, ((Z/MZ) [G], ),

Z est un sous-Z, [G']-module de X <= Z est un sous-Z, [G]-module de X™*.
Il en résulte aussitot que pour tout sous-Z, [G'-module Z de X,
Z est Z, [G']-monogéne <= Z* est Z, [G]-monogene, (A4.1.2)

ou Z* est le sous-Z, [G]-module de X* défini par Z.
En tant que Z, [G'-module, Gal (L/K") est isomorphe a Homy, (W/ ((K’)X> ,,uM).

Puisque W/ ((K/)X)M est monogéne sur Z, [G], c’est un quotient de (Z/MZ)[G]. Alors
Homy, (W/ ((K')X) ,MM> est un sous-Z, [G'-module de X. D’apres (A.4.1.2), il nous

suffit donc de montrer que tout sous-Z[G]-module de X* est monogéne.
Or il est aisé de vérifier que X* est isomorphe a (Z/MZ) |G|, librement (Z/MZ) [G]-
engendré par exemple par

u: (Z/MZ) [G] — i, Z agg — ¢,
g€Gal((K’)/k)

ot (¢ est un générateur de pu,, fixé. D’autre part (Z/MZ) [G] est un quotient de Z,[G]. 11
suffit donc de montrer que les idéaux de Z,[G| sont principaux. Puisque p 1 [K : k], Z,[G]
est un produit d’anneaux principaux (décomposition suivant les idempotents attachés aux
Q,-caracteres irréductibles de G), et on en déduit la proposition. U

A.4.2 Précisions sur le noyau d’un certain morphisme.

Dans cette sous-section, on fixe une puissance M € N* de p. Pour tout goupe abélien
A, et tout x € A, on note x, I'image canonique de x dans A/MA. Pour G un groupe
profini et M un Z-module discret sur lequel G agit contintiment, et pour tout n € N, on
note H" (G, M) le n-iéme groupe de cohomologie de G, & coefficients dans M (pour une
définition précise de cette cohomologie, nous référons le lecteur a [54]).

Plus précisément, le groupe Z' (G, M) des 1-cocycles de G a coefficients dans M est le
groupe des morphismes croisés continus de G vers M. Le groupe B' (G, M) des 1-cobords
de G a coefficients dans M est le groupe des morphismes croisés continus de G vers M qui
sont de la forme

G — Mg — (g— 1)z,

avec x € M. Pour ¢ € Z' (G, M), on note cl(c) 'image de ¢ dans H' (G, M).
Pour un sous-groupe distingué fermé H de G, G/H agit naturellement sur H' (H, M),
de la facon suivante. Pour ¢ € Z' (H, M), et pour g € G, on pose

¢ H—— M, h —— gc(g_lhg).

On a ainsi défini une action de G sur Z' (H, M), qui passe au quotient en une action de
G sur H' (H, M). 1l est facile de vérifier que pour tout h € H, et tout ¢ € Z' (H, M), "
est un 1-cobord, de sorte que I'action de G sur H' (H, M) passe au quotient en une action

de G/H sur H' (H, M).
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Lemme A.4.2.1 Soit M € N*. On pose G, := Gal (k*P/L). On a un isomorphisme de
7 |Gal (L/k)]-modules

.ﬁL . LX/ (LX)M - Hl (gLauM)a Ty ‘ﬁL (xM)7

ot Ry, (zy) = cl (QL — fly, G %971)‘

DEMONSTRATION. Rappelons que pour M un Z-module discret sur lequel G agit
contintiment, le groupe des 0-cochaines est M, le groupe des O-cocycles est M9, et le
groupe des 0-cobords est trivial. D’autre part le morphisme cobord est donné par

8MZM —_— Zl (QL,M), Xr 8M(x),

ou Oy (z) : G, —= M, g — (g — 1)z. Puisque H' (G, (k*P)™) est trivial, on a le
diagramme commutatif suivant, ot les lignes et colonnes sont exactes,

0 0 0
0 —— pu(L) Lx = Lx
0 fing (kseP)* —— s (5P) ———— ()
@LM 8(ksep)>< a(ksep)x
0—-> A (gL, NM) — 7l (gL, (ksep)X) M 71 (gL’ (k,sep)x) S—

On conclut par le lemme du serpent. 0

Proposition A.4.2.2 Soit © : K*/ (KX)M — LY/ (LX)M le morphisme canonique.
On suppose que L/k est abélienne. Alors pour tout g € Gal (K /k) et tout v € Ker (©), on
a
gr = 5cyc(g)x'

En outre les assertions suivantes sont vérifiées :

- (i) Sipy, ¢ K et sipt[K : k], alors © est injectif.

(i) Sip, Zk, sip, CK, etsipt[K:Ek], alors Ker (©) = (Ker (©)),-

— (iii) S0 p, C ket sipt [K : k], alors Ker (©) = (Ker (0)),.

— (iv) St L € K (py) et sip # 2, alors © est injectif.

—(v) Si L € K (puy), sip =2, si py C K et si —4(x ¢ (KX)4, ot Cx engendre

o (K), alors © est injectif.

DEMONSTRATION. On note ¢ : G, — G U'injection canonique, ou G := Gal (k*P/K)
et Gr, := Gal (k*P/L). 1l suffit de prouver la proposition lorsque p,, C L, hypothése sous
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laquelle on se place maintenant. Il est facile de vérifier que le diagramme suivant est
commutatif :

K () =1 (G )

- .

LX) (LX) - H' (G, pnt)

Rr

ot © : H' (G, pts) — H'(Gp, pny), cl(c) — cl(cot). Soit x € K* tel que z, €
Ker (©). On définit ¢ € Z' (Gx, fuy) par

C:gK —— [y, O —> MxU*I’
ol V/x est une racine M-iéme de x dans £°. Puisque x,, € Ker (0) les racines M-iémes
de x appartiennent & L. Pour ¢ € G et g € Gal (K*P/k), on a

1 gcye(9)

Ao) = g(ng Ug_l) A A /7 L <%a_1>9 _ (%(,_1>

— C(O')ECYC(Q)’

car L/k est abélienne. De la proposition A.2.3.3 et du diagramme précédent, on déduit
alors que les assertions (i), (ii), et (iii) sont vraies. Maintenant on suppose que p # 2 ou
bien que

p=2 mCK et —d4(c¢ (K" (A.4.2.1)
Pour conclure, il suffit de montrer que © est injectif lorsque L = K (u,), hypothése que
I'on fait dans la suite. On remarque que le morphisme O’ : H (G, pty) — H' (G, pinr)
n’est autre que le morphisme de restriction. On en déduit la suite exacte suivante, dite
d’inflation-restriction (voir par exemple [3, Proposition 4, p. 100]),

0—=H' (Gal (L/K) , ji,) — H' (Grc, jtns) —== H' (G, p1as) - (A.4.2.2)
1l s’agit donc de montrer H' (Gal (L/K) , jt,,) = 0. On dispose de la surjection

s py — B (Gal(L/K), juy), ¢ — s(¢),

ot 5(¢) : Gal(L/K) — juy, g — ("' Il est clair que le noyau de s est p, (K), de
sorte que

4 (B (Gal (L/K) ) = M/4 (s (K)) (A42.3)

Soient n l'ordre du groupe cyclique Gal (L/K), et v un générateur de Gal (L/K). Soit
i—1

¢ € 7' (Gal (L/K), pu). Par récurrence, on a ¢ (') = 1_10(7)'7J pour tout ¢ € {1,...,n}.
=0

En particulier,
Npj(e(v)) =c(y") = (1) = 1.

On en déduit que le morphisme suivant est bien défini (I'injectivité est évidente)
7' (Gal (L/K) , pty) & Ker (N}, ¢ — c(7), (A.4.2.4)

ot N': ptyy — p1u(K) est la restriction de la norme Ny k. Soit ¢ une racine primitive
M-iéme de 1. Soient N := # (1, (K)). Puisque (/™ engendre ju,,(K), on déduit de A.4.2.1
que

—4cN ¢ (KX)o p=2. (A.4.2.5)
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Si p(K) # {1}, le polynome minimal de ¢ sur K est X/~ — ¢~ d’aprés [I, Lemma
1.3.4, p.41] (dans le cas p = 2, la condition A.4.2.5 est nécessaire et suffisante pour que
XM N it irréductible). Dans tous les cas (le cas ju,(K) = {1} est trivial), on a

alors
N sl p£2 ou M=N

—"N si p=2 et M#N. (A-4.2.6)

N () = (-aemen = §

Puisque p # 2 ou uy C K, il résulte de (A.4.2.6) que N’ est surjectif. On a alors
# (Ker (N')) = M/# (uy(K)), et on déduit de (A.4.2.4) et (A.4.2.3) que H' (Gal (L/K) , j1y) =
0 (et que le morphisme de (A.4.2.4) est un isomorphisme). O

Corollaire A.4.2.3 Soit©® : K*/ (KX)M — L/ (LX)M le morphisme canonique. On
suppose que LJK (juy) est kummérienne d’exposant divisant M. Soit W = K (j)™ N
(LX)M. On suppose que tout élément de W est congru a un élément de k modulo (K (MM)X)M.
Enfin, on suppose que p1 [K : k|. Alors

- (i) Sip, ¢ K ou sip, Ck, alors Ker (©) = (Ker (0)),.

— (i) Sip, €k et py, C K, alors Ker (©) = (Ker (0)) 1, ® (Ker (0)),.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition A.4.2.2, il suffit de prouver que Gal (k*P /k)
agit trivialement sur le noyau de

K () /(K () )" —— L7/ (29)"
Ce noyau est (L*)" N K () / (K (1)) ", c’est-a-dive W/ (K (11,)*)". Or par hypo-
these, tout élément de W/ (K (,uM)X)M peut étre représenté par un élément de k. O
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