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Résumé

Mots-clés : Processus ponctuels, processus de Hawkes, processus de Cox, processus

de Dirichlet, processus de vraisemblance, échantillonnage, modéles bayésiens, méthodes

MCMC

Les processus ponctuels sont souvent utilisés comme modéles de répartitions spa-
tiales ou spatio-temporelles d’occurrences. Dans cette thése, nous nous intéressons tout
d’abord & des processus de Cox dirigés par un processus caché associé a un processus
de Dirichlet. Ce modéle correspond a des occurrences cachées influencant l'intensité
stochastique des occurrences observées. Nous généralisons la notion de "Shot noise Cox
process" introduite par Mgller et développons le traitement bayésien par un échantillon-
neur de Gibbs combiné & un algorithme de Metropolis-Hastings. Nous montrons que
cette méthode MCMC est a sauts réversibles. Le modéle prend en compte, en effet, un
nombre aléatoire de contributions cachées influencant I'intensité du processus ponctuel
observé donc a un espace paramétrique de dimension variable. Nous focalisons 1’infé-
rence statistique sur l’estimation de la valeur espérée de chaque contribution cachée,
le nombre espéré de contributions cachées, le degré d’influence spatiale de ces contri-
butions et leur degré de corrélation. Le test d’égalité des contributions et celui de leur
indépendance sont ainsi développés. L’'utilité en épidémiologie et en écologie est alors
démontrée & partir de données de Rubus fruticosa, Ibicella lutea et de mortalité dans
les cantons de Georgia, USA. En termes de données observées, deux situations sont
considérées : premiérement, les positions spatiales des occurrences sont observées entre
plusieurs paires de dates consécutives ; deuxiémement, des comptages sont effectués, au

cours d’'une période fixée, dans des unités d’échantillonnage spatiales.
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D’autre part, nous nous intéressons aux processus ponctuels & mémoire introduits
par Kagan, Ogata et Vere-Jones, précurseurs de la statistique sismologique. En effet,
les processus ponctuels spatio-temporels ont une place importante dans 1’étude des
catalogues sismiques puisque ces derniers sont généralement constitués d’événements
sismiques datés et géo-référencés. Nous avons étudié un modéle ETAS (Epidemic Type
Aftershock Sequence) avec une intensité d’arriére-plan indépendante du temps et plu-
sieurs fonctions déclenchantes permettant d’intégrer les événements antérieurs récents.
Cette approche est utilisée pour étudier la sismicité de 'arc des Petites Antilles. Une
étude comparative des modéles Gamma, Weibull, Log-Normal et loi d’Omori modifiée
pour les fonctions déclenchantes est menée. Nous montrons que la loi d’Omori modifiée
ne s’ajuste pas aux données sismiques des Petites Antilles et la fonction déclenchante
la plus adaptée est le modéle de Weibull. Cela implique que le temps d’attente entre
répliques dans la zone des Petites Antilles est plus faible que celui des régions a sismicité
décrite par la loi d’Omori modifiée. Autrement dit, 'agrégation des répliques aprés un
événement majeur est plus prononcée dans la zone des Petites Antilles. La possibilité
d’inclure une intensité d’arriére-plan suivant un processus de Dirichlet centré sur un

processus spatial log-gaussien est discutée.



Abstract

Keywords : Point processes, Hawkes processes, Cox processes, Dirichlet process, li-

kelihood process, sampling, bayesian model, MCMC methods

Point processes are often used as spatial or spatio-temporal distribution models
of occurrences. In this PhD dissertation, we focus first on Cox processes driven by a
hidden process associated with a Dirichlet process. This model corresponds to hidden
occurrences influencing the stochastic intensity of observed occurrences. We generalize
the notion of "Shot noise Cox process" introduced by Moller and develop its bayesian
analysis by a Gibbs sampler combined with a Metropolis-Hastings algorithm. We show
that our MCMC method is a reversible jump one. The model takes into account a ran-
dom number of hidden contributions producing effects on the observed point process
intensity. Therefore the parameter space has a variable dimension. We focus the statis-
tical inference on the estimation of the hidden contribution expected value, the hidden
contribution expected number, the spatial influence and correlation parameters. The
contribution equality test and contribution independence test are proposed. Applica-
tions in epidemiology and ecology are shown from Rubus fruticosa data, Ibicella lutea
data and death number data in counties of Georgia, USA. Two situations are considered
with respect to available data : firstly, the spatial positions of occurrences are observed
between several pairs of consecutive dates ; secondly, counts are carried out over a fixed

time interval in several spatial sampling units.

Secondly, we focus on point processes with memory introduced by Kagan, Ogata and
Vere-Jones, pioneers in statistical seismology. In fact, spatio-temporal point processes

play an important role in the studies of earthquake catalogs since they consist of seismic
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events with their dates and spatial locations. We studied an ETAS (Epidemic Type
Aftershock Sequence) model with time independent background intensity and several
triggering functions taking into account previous events. We illustrate our approach with
a seismicity study of the Lesser Antilles arc. A comparaison study of Gamma, Weibull,
Log-Normal and modified Omori law triggering function models is also carried out. We
show that the modified Omori law does not fit the Lesser Antilles seismic data and
the best adjusted triggering function is the Weibull model. Consequently, the waiting
time between aftershocks is weaker in the Lesser Antilles zone compared to the one in
regions with seismicity described by the modified Omori law. In other words, aftershock
aggregativity is higher in the Lesser Antilles region. The stochastic background intensity

following a Dirichlet process centered on a spatial log-normal process is discussed.
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Notations

mathématiques
£(A) cardinal de A
N ensemble des entiers naturels
R ensemble des réels
R* ensemble des réels positifs
foxyg la fonction f est proportionnelle & la fonction g
() fonction Gamma (a > 0)
Ta(z) fonction indicatrice (1 si € A, 0 sinon)
0.(A) fonction Dirac (1 si 2 € A, 0 sinon)
IR norme £,
P2 convergence presque stire
EN convergence en probabilité
£, convergence en loi
probabilistes
1nd indépendant et identiquement distribué (pour un échantillon)
X ~ L\ «) X suit la loi £ de paramétres A et «
B(R™) {AeB(R), ACR'}
By ® B o(A; X Ag, Ay € By, Ay € By)
E(.|F) espérance conditionnelle a la tribu F
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distributionnelles
B(n,p)
Beta(a,b)
Dir(aq, ..., ax)
Ezp()\)
Gamma(\, «)
N (m,o?)
P(N)
U(S)

loi binomiale

loi béta

loi de Dirichlet

loi exponentielle

loi gamma

loi normale unidimensionnelle
loi de Poisson

loi uniforme sur S

Notations
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Introduction

Contexte de la thése

Dans de nombreuses disciplines, les scientifiques sont confrontés a 1’étude de phéno-
ménes aléatoires. Quand tel est le cas, des techniques statistiques appropriées doivent
étre employées. Dans cette thése, nous nous intéressons a I’étude statistique d’occur-
rences d’événements se répartissant spatialement et/ou temporellement. Les processus
ponctuels sont des outils de modélisation des répartitions d’occurrences d’événements
souvent utilisés dans divers domaines tels la sismologie (Ogata [65] 66], 1988, 1998 ;
Zhuang et al. [114], 2005), I’écologie (Vaillant [93], 1992), I’épidémiologie (Vaillant [91],
1991 ; Vaillant et al. [96], 2011), la neurophysiologie (Truccolo et al.[90], 2005 ; Benes
et al. [6], 2008). Ainsi, de nombreux auteurs se sont penchés par exemple sur I'étude
des phénomeénes sismiques d’un point de vue mathématique afin d’analyser leur ré-
partition en fonction de leur localisation, leur date d’occurrence et/ou leur magnitude
(Ogata [65] 66], 1988, 1998 ; Kagan [48], 2004 ; Zhuang et al. [114], 2005). Une contri-
bution plus théorique sur les processus ponctuels est fournie par Karr ([49)], 1991) ainsi
que Daley et Vere-Jones ([22], 2003). En réalité, la réalisation d’un processus ponctuel
spatio-temporel est un ensemble aléatoire de points, ol chaque point représente la date
et/ou la localisation d'un événement (Karr [49], 1991). Notons les exemples suivants :

— les instants d’arrivée de parasites sur une culture constituent la réalisation d’un

processus ponctuel temporel,
— les positions de plantules dans une région constituent la réalisation d’un processus
ponctuel spatial,

— la localisation d’épicentres et la date d’occurrence du séisme dans une région

23
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au cours d’une période constituent la réalisation d’un processus ponctuel spatio-
temporel.

Un processus ponctuel est en fait une mesure stochastique de dénombrement sur un
espace métrique qui modélise des localisations de points dans un espace donné (Daley et
Veres-Jones [22], 2003). Sous des conditions de régularité usuelle, la loi d’un processus
ponctuel est complétement caractérisée par son processus intensité conditionnelle \(.)
(Cox et Isham [19], 1980 ; Daley et Vere-Jones [22], 2003 ; Karr [49], 1991 ; Tanner |87,
1996). La modélisation se fait alors uniquement a travers ce dernier. Un exemple tri-
vial est le processus de Poisson pour lequel 'intensité conditionnelle A(.) a une valeur
constante égale au nombre d’événements espéré par unité de temps et/ou d’espace.
Toutefois, la plupart des phénomeénes ont une intensité variant au cours du temps et/ou
dans 'espace et présentant de I'autocorrélation (Vaillant [92], 1992). Il faut par consé-
quent prendre en compte les caractéristiques du phénomeéne considéré et s’intéresser a
un modéle adéquat. Par exemple, certains auteurs s’intéressent aux processus de Cox
(Brémaud [9], 1981 ; Brix et Diggle [13], 2001) et d’autres aux processus & mémoire tels
que les processus de Hawkes (Hawkes [40], 1971 ; Ogata [65], 1988 ; Puri et Tuan [74],
1986).

Il faut noter qu’en général, \(.) dépend également des événements antérieurs. Soit
une filtration (H;):>0, on pourra définir un processus ponctuel spatio-temporel par son
intensité stochastique conditionnelle \(x, t| H;- ) qui désigne de fagon heuristique le taux
espéré d’occurrences d’événements dans le voisinage de x conditionnellement a ’histoire
du processus jusqu’a la date t exclue, c’est-a-dire H;-. Le processus intensité dépend
en général de covariables pouvant étre observées au moyen d'un plan d’échantillonnage
spatial. Cependant, conditionnellement aux covariables observées, une surdispersion
peut étre malgré tout présente, ce qui signifie la présence d’effets aléatoires dus a des
covariables inconnues ou insoup¢onnées. Suite aux travaux de Brix (|II], 1999), Brix et
Chadceuf ([12], 2002), Mgller (58], 2003) sur les processus de Cox shot noise et ceux
de Brix et Diggle ([13], 2001) sur les processus de Cox log-gaussien, il était intéressant
d’étudier I'apport d’un processus de Dirichlet (Ferguson [32], 1973) dans un modéle shot
noise généralisé (Mgller et Torrisi [61], 2005 ; Duan et al. [29], 2007) afin de décrire les
éventuelles corrélations entre facteurs environnementaux infuencant l'intensité du pro-
cessus ponctuel observé. Les travaux présentés au chapitre 3 concernent donc la situation
oll un processus ponctuel caché a des répercussions sur l'intensité du processus observé.

L’intégration dans notre modéle de processus ponctuel des connaissances a prior: sur
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des variables de I’environnement, conduit & une approche bayésienne (Droesbeke et
al. [28], 2002). La méthodologie inférentielle bayésienne est appliquée pour prendre en
compte des effets présumés des variables environnementales a partir d’un modéle hiérar-
chique englobant les informations disponibles. Nous développons une méthode MCMC
a sauts réversibles pour tenir compte du fait que le nombre de contributions cachées
est variable dans le modéle, comme recommandé par Green et Richardson (|38], 2002).

Un deuxiéme volet de la thése concerne 1’'étude des phénoménes sismiques et plus
précisément les probabilités d’occurrences de tremblements de terre. En statistique sis-
mologique, 'outil principal de modélisation est la théorie des processus ponctuels qui
permet, pour une date donnée, d’intégrer I'information jusqu’a cette date (exclue) dans
I'expression du risque conditionnel (Vere-Jones [107], 1995 ; Ogata [65], [66], 1988, 1998 ;
Zhuang et al. [113], 2008 ;Schoenberg [82], 2003). Les techniques d’inférence statistique
sont basées sur la vraisemblance des observations (Ogata [64], 1978 ; Rathbun [76],
1996 ; Puri et Tuan [74], 1986). Notons que I'analyse résiduelle des processus ponctuels,
qui consiste a transformer le processus observé afin de le comparer a un processus de
Poisson d’intensité unité, est souvent utilisée en statistique sismologique. Cet outil a
été développé par Ogata (|65], 1988) pour les processus temporels, par Baddeley et al.
([4], 2005) pour les processus spatiaux, par Scheenberg ([82], 2003) pour les processus
multidimensionnels et par Zhuang ([112], 2006) et par Ogata et al. (|[69], 2003) pour les
processus spatio-temporels. Nous avons étudié un modéle ETAS en introduisant une
intensité d’arriére-plan qui suit un processus de Dirichlet centré sur un processus spa-
tial log-normal. Des données sismiques de I'arc des Petites Antilles sont traitées et une

comparaison de différentes fonctions déclenchantes est effectuée.

Contributions et résultats

Un premier volet de cette thése consiste en 'association d’un processus de Cox shot
noise généralisé avec un processus de Dirichlet. Ce processus de Dirichlet modélise les

effets aléatoires sur 'intensité spatio-temporelle dont ’expression est :

M,

V(z,t) € X xRy, Az, 1) = Z ajK(UL@)((I?t)v (yj7 Sj)) (1)

=1

ott les (y;, s;) forment la réalisation d’un processus de Poisson stationnaire d’intensité p

sur X x Ry et les a; celle d’'un processus de Dirichlet centré sur une loi & support inclus
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dans R, d’espérance b et de parameétre de concentration «. D’autre part, K4, 5,) est
un noyau spatio-temporel de bande passante spatiale oy associé a une loi gaussienne et
de bande passante temporelle o5 associé a une loi exponentielle. Les éléments inconnus
intervenant dans sont : 6* = (0'1,0'2,Mt7, (vi, si,ai)ie[[LMrﬂ) ot M,- est le nombre

de contributions jusqu’a la date ¢ exclue. On a les résultats distributionnels suivants :

V(z,t) € X x Ry, lintensité cumulée en z a la date ¢ est

1 lz —y,|” t—s;
/)\(ZL‘, S)dS = ZCLJW exp (_T; 1-— exp _0‘—]

ou M, = Z ds; ([0,1]) suit une loi de Poisson de paramétre utv(X).
J

t
V(B,t) € Bx xRy, A(Bx[0,t]) = /B/)\(:U, s)dzds est une variable aléatoire corres-

0
pondant a l'intensité cumulée sur B a la date t, d’espérance
z—y|?

E(A(B x [0,1))) =ubt (1 -2 (1 —exp ( ))) / / eszml i >y(dx)1/(dy)

et de variance

2

VIAB x [0,1])) :ub(1+b)/0 t(1 —exp (—t;))zs /X /B eXIEQQT;;iT}:)U(dx) v(dy)

1
* bla+1)

(E (Ag(B x [0,1]))>.
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V(z,t) € X x RY,

M

=

1
Ao t) =5 3w, (fo}) x — exp (—
o1—0 = 09

i M oxp (_HI;@P)
1
D) 255 S gy Sl ()

J=1

t—Sj

) To,11(s;)

M,

M, t) —=—— 3 a; x 8(y,.00) ({(2,6)})
(01,02)—(0,0) =
Pour le traitement statistique de ce modéle, nous considérons la situation ot nous
disposons de k cartes exhaustives a des dates d’observations échelonnées dans le temps.
En d’autres termes, nous supposons que toutes les positions spatiales des occurrences
sont disponibles mais que 'information sur les dates d’occurrence est sous la forme d’ap-
partenance a des intervalles dont les bornes sont des dates d’observation consécutives.
Soient ti,ts, -+ ,t, les k dates d’observations d’un processus de Cox N de loi définie
par (1), posons N; = N(X x [0,¢;]) alors la vraisemblance des k cartes d’occurrence

est :

o) =TI 1] /

t;
e MXHOBD N (5 #)dt
i=1 Nj_y+1 7 ti-1

et, pour des lois a priori de u,a,0; et oo indépendantes, la loi a posteriori de

0 = (p, a, b, 01, 09) est proportionnelle & :

p(p)p(a)p(or)p(o2)p (My, 1) p (a1, - -, an, |, b, My,) L(6%, (x5))

ou p (al, C LA, |, b, Mtk) est donné par le théoréme de Finetti.

L’application & la répartition spatio-temporelle des données de Rubus fruticosa
(ronces communes), pour laquelle les événements cachés sont les absorptions et dé-
jections de semence par certains mammiféres et oiseaux, nous a fourni les résultats
suivants :

I'estimateur bayésien du nombre espéré d’événements cachés est proche de 26 avec
une contribution estimée de 46,7 et un paramétre de confiance proche de 4. Le pa-
ramétre d’influence spatial est estimé a 0,074, ce qui correspond & une agrégation

spatiale modérée mais plus prononcée que l'agrégation temporelle qui est est estimée a
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1,170. Nous avons effectué un test du rapport de vraisemblance pour modéles emboités
(Spiegelhalter et al. [84], 2002) appliqué a I’hypothése Hy selon laquelle les contribu-
tions cachées sont indépendantes de méme loi Gamma contre I’hypothése selon laquelle
elles forment une réalisation d’un processus de Dirichlet centré sur une loi Gamma. Le
rapport de vraisemblance obtenu conduit au non rejet de Hy, ceci signifiant que les évé-

nements cachés ont des impacts indépendants sur I'intensité des ronces Rubus fruticosa.

D’autre part, nous considérons également la situation ol nous avons des données
de comptages d’occurrences dans des unités spatiales. Ces situations se retrouvent fré-
quemment dans des domaines tels que la sismologie, I’écologie, I’épidémiologie et la
neurophysiologie.

L’intensité spatiale considérée est :

Vo e X, )\(33) = ZajKa(mﬁyj) (2)
(@) |G "% G
(%)) ~ HPP(u) (3)
G ~ DP(a,Gp).

L’expression ([2) dépend des inconnus o, M, (a;)iep,m]-
Quelques propriétés distributionnelles pour un processus de Cox N sur un espace
mesuré (X, B, v) et dont 'intensité est définie par les équations (2]) et (3]) sont alors
VB e B,

E(N(B)) = pE(a) /X /B K, (2, y)v(de)w(dy)

1
a—+1

Vi) = B (e) (1= ) s [ ([ Ka<x,y>u<dx>)2u<dy>.

V(Bb BQ) & B? avec B1 N BQ = (Z),

Con(N(B:). N(B2) ~nE(ad) [ Kc,(:c,y)u(dx)) v(dy)
1
- Q—HE(N(BO)E(N(Bz))-

( [ Kufemias

B>
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On démontre que le rapport variance-espérance ————= V(N(B)) est une fonction croissante
V(N(B E gU\g(B))
de « vérifiant }TILI(I) % =1- Ma—j_ai)u(B) + E(ZS et que pour B et B’ éléments

(
disjoints de B, nous avons lelir(l) Cov(N(B),N(B")) = pi*(E(a;))? v(B)v(B').

a+1

Les données de comptage d’Ibicella lutea sur une grille réguliére 32 x 32 ont été
traitées avec notre méthode. Les événements cachés concernent la chute et la dispersion
par des animaux de graines issues de fruits pourris. Les résultats d’inférence bayésienne
effectuée sont les suivants : le nombre moyen d’événements cachés varie entre 26 et
27, celui de la contribution a l'intensité, entre 1 et 2. Les estimations du parameétre

d’influence sont entre 0,06 et 0,071 et du paramétre de concentration, entre 17 et 29.

Nous avons également traité des données de mortalité dus & la grippe/pneumonie et
aux maladies respiratoires au cours de I'année 2007 dans I’état de Georgia, USA. Ces
données sont sous forme de comptages pour chacun des 159 cantons de cet état. Les
événements cachés concernent le tabagisme, les changements brutaux de température.
Les résultats bayésiens ont permis de montrer que les contributions espérées sont signi-
ficativement différentes pour les deux maladies ainsi que pour le paramétre d’influence

spatiale.

Un échantillonneur de Gibbs et un algorithme & sauts réversibles ont été mis au

point pour mener & bien cette inférence bayésienne.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés a ’analyse statistique de pro-
cessus ponctuels appliqués a la sismologie (Ogata [65], 1988 ;Vere-Jones [107, ?], 1995,
2010 ; Vere-Jones et al. [108], 2001)et au modéle ETAS (Epidemic Type Aftershock Se-
quence) (Ogata [66], 1998 ;Zhuang et al. [114], 2005). Nous proposons de considérer le
modéle d’intensité conditionnelle spatio-temporelle telle que proposée par Ogata ([68],
2011) en y ajoutant une intensité d’arriére-plan, non plus déterministe, mais de loi un
processus de Dirichlet centré sur un processus spatial log-gaussien. Ensuite I'analyse
de la distribution des épicentres et des magnitudes des séismes ayant eu lieu dans les
Petites Antilles de 1999 a 2004 a été effectuée, en utilisant notre modéle ETAS généra-
lisé. D’autre part, une comparaison de différentes fonctions déclenchantes est menée en

programmant dans ’environnement R.
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Organisation du manuscrit

Ce document est organisé en six chapitres : dans les deux premiers chapitres, nous
présentons quelques notions essentielles & la compréhension des modéles et procédures

proposés aux chapitres 3 et 4.

Au chapitre 1, nous exposons quelques éléments de la théorie des processus ponc-

tuels ainsi que quelques outils permettant leur analyse statistique.

Le chapitre 2 fournit quelques concepts de la démarche bayésienne et des méthodes
de Monte Carlo. Les procédures MCMC et d’échantillonnage dont le but est de calculer

ou d’approcher des lois a posteriori sont présentées et discutées.

Le chapitre 3 est consacré au développement d’un modéle spatio-temporel de pro-
cessus de Cox "shot noise généralisé". Nous considérons des situations pour lesquelles
il existe un processus caché contribuant a des effets aléatoires sur l'intensité spatio-
temporelle du processus de Cox observé. Le processus caché est un processus de Poisson
associé a un processus de Dirichlet. L’écriture de la vraisemblance pour des données du
type carte compléte des occurrences spatiales a des dates d’observations nous permet

de développer l'inférence bayésienne. Une application en écologie est présentée.

Le chapitre 4 concerne 'approche purement spatiale du modéle de processus spatio-
temporel présenté au chapitre 3. Les propriétés distributionnelles de comptages dans
des unités d’échantillonnage spatiales sont présentées et une inférence bayésienne est
proposée pour estimer les paramétres d’intérét du modeéle et tester I'indépendance des

contributions ou leur égalité.

Le chapitre 5 est dédié a ’application des processus ponctuels en sismologie et a
la modélisation stochastique décrivant au mieux l'activité sismique. Le modéle ETAS
spatio-temporel est étendu en y intégrant une intensité d’arriére-plan suivant un pro-
cessus de Dirichlet centré sur un processus spatial log-gaussien. Une étude comparative
de fonctions déclenchantes est effectuée pour 'arc des Petites Antilles en utilisant des

données sismiques datant de la période allant de 1999 a 2004.

Ce document se termine par un chapitre consacré aux conclusions et perspectives de
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ce travail de thése et est complété par différentes annexes. Ce dernier chapitre présente
différentes perspectives, dont celle concernant une étude approfondie d’'un modeéle ETAS
étendu du fait de considérer une intensité d’arriére-plan appartenant a une classe de

processus spatio-temporels semi-paramétriques.
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CHAPITRE 1

ELEMENTS SUR LES PROCESSUS
PONCTUELS

1.1 Quelques notions essentielles

La théorie des processus ponctuels fait appel tout d’abord & des notions de théorie
de la mesure. En effet, un processus ponctuel peut étre considéré comme une mesure
stochastique a valeurs entiéres. Il sert a décrire la répartition d’occurrences sur un espace
métrique (X, d). L’appel a un espace métrique est di a la nécessité de considérer les

proximités entre occurrences.

Définition 1.1.1 Un processus ponctuel N sur un espace probabilisé (0, A, P) est une
application mesurable & valeurs dans My, [’ensemble des mesures sur X a valeurs en-
tieres, définie par :

w = ZéXi(w) (1'1)

On peut écrire :

ot (X;)ier est une famille de variables aléatoires a valeurs dans (X, d).

La littérature porte souvent sur des occurrences réparties dans le temps (Andersen

et al., [3], 1993; Daley et Vere-Jones, [22], 2003). L’évolution chronologique impose

33



34 CHAPITRE 1. PROCESSUS PONCTUELS

I'utilisation d’un espace filtré, c’est-a-dire un quadruplet (2, A, P, (F;)i>0) ou (2,4, P)

est un espace probabilisé et (F;);>o est une famille de sous-tribus de A vérifiant :
Vt,3<t,.7:s C./_"t

On note :

Fe = F

s<t
pour traduire l'information (ou I’histoire) jusqu’a la date ¢ exclue. Ceci permet d’intro-

duire la notion de processus prévisible.

Définition 1.1.2 FEtant donné une filtration F=(F,) sur (Q, A, P), un processus (X;)

de fonctions mesurables est F-prévisible si, pour tout t € Ry, X; est F;—-mesurable.

Définition 1.1.3 Un processus ponctuel N est dit simple si au plus une occurrence se

produit a un instant donné :
Ve e X,N({z}) € {0;1}.

Définition 1.1.4 Soit le processus ponctuel temporel

S
=1

ot les X; sont des variables aléatoires positives telles que X1 < --- < X; < ---.

Le processus de comptage (Ny)i>o associé a N est défini par :

=1

Soit F=(Fi)i>0 une filtration telle que (Ny) soit F-adapté.

Le compensateur de N relatif & F est 'unique processus A = (A) vérifiant :
1. A est F-prévisible
2. M; = N; — A; est une martingale centrée.

S’il existe un processus positif prévisible (\;) tel que

dAt - E(dNtLFt—) - )\tdt
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t
At:/ Asds
0

et X = (\) est par définition la F-intensité stochastique de N.

alors

Notons qu’on peut associer des marques a un processus ponctuel (Holden et al., [41],
2003). Ces marques peuvent étre qualitatives ou quantitatives. Par exemple, on peut
décrire la succession de dates de séismes dans une zone géographique par un processus
ponctuel temporel dont les marques seraient quantitatives (magnitude, coordonnées
de I’épicentre) ou qualitatives (cause). Une des particularités d’un processus ponctuel
temporel est qu’il peut étre décrit par des dates d’occurrence X; mais aussi par des
durées d’attente U; = X;— X,;_1. Quand il est simple, la fonction en escalier croissante de
saut 1, représentant le processus de comptage observé, décrit parfaitement la réalisation

de ce processus ponctuel temporel (figure [1.1).

N,

5 ol —

4 T ® {

3 T o {

2 T o—

1 T —

0 { : : : i :
. . . . . .

L] X5 X Xi Xs Xs
Uy Us Us Uy Us Us

FIGURE 1.1 — Illustration graphique d’un PP temporel
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1.2  Processus de vraisemblance d’un processus ponc-

tuel

La vraisemblance d’un processus ponctuel est un processus stochastique discuté
dans des ouvrages tels que Andersen et al. ([3], 1993), Daley et Vere-Jones ([21], 1988,
chapitre 13).

Dans un espace mesuré (X, A, v), pour des données observées de la forme (;,t;)icq1.n]
correspondant a la réalisation d’un processus ponctuel spatio-temporel simple N dans X

au cours d’une période [0, 7], la log-vraisemblance est :

Lr(0; (x;,t;)) = Z log)\g(xj,tj|Ht)—/0 /X)\g(a@t\Ht)u(da:)dt (1.2)

0<t;<T

ou N\g(z, t|H;-) est 'intensité du processus en (x,t) et (Hy)i>o est une filtration fournis-
sant ’historique des observations a toute date, € est le paramétre, souvent un vecteur
de R¥(k € N*), sur lequel porte I'inférence statistique .

Les estimateurs du maximum de vraisemblance pour les éléments de # sont obtenus
en maximisant I’expression . Ils possédent généralement certaines propriétés inté-
ressantes, comme la consistance, le non-biais, la normalité asymptotique et 'efficacité
(Ogata, [64], 1978 ; Rathbun, [76], 1996 ; Jensen et Petersen, [44], 1999).

Notons que 'expression pour la log-vraisemblance du processus n’est pas la méme
si 'on n’observe pas précisément les dates d’occurrences t; comme nous le verrons au
chapitre 3.

L utilité des techniques de vraisemblance est également dans la possibilité de tester
ladéquation de certains modéles. Ainsi dans le cas de modéles emboités, la méthode
du rapport de vraisemblance aboutit a la construction d’un test permettant d’accepter
un modéle particulier dans une classe plus générale de modeéles (Vaillant, [92], 1992 ;
Paninski, [72], 2004 ; Mgller et Diaz-Avalos, [59], 2010).

1.3  Analyse résiduelle d’un processus ponctuel

Les résidus, définis comme étant la différence entre les observations et les valeurs
attendues sous un modéle, sont utilisés pour déterminer la qualité de I'ajustement au
modéle en question. Dans le contexte des processus ponctuels, la notion de résidus

d’un processus ponctuel peut-étre consultée dans Baddeley et al. ([4], 2005). Dans cet
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article, il fournit une généralisation aux processus ponctuels spatiaux de la notion de
résidu pour les processus ponctuels temporels. En effet, cette derniére est largement
appliquée en analyse de survie alors que ’absence d’ordre naturel dans I’espace a géné
sa généralisation.

Soient (ti)ie[[l,n]] les dates d’occurrences d’un processus ponctuel temporel, le prin-
cipe de l'analyse résiduelle pour un processus ponctuel temporel consiste a calculer
Pestimation de I'intensité cumulée en ;, notée A(t;). En posant 7; = A(t;), on a la
réalisation d’un processus de Poisson d’intensité 1 sous ’hypothése que le modéle de
processus ponctuel considéré est d’intensité cumulée A.

Si (IVi)e>o désigne le processus de comptage associé au processus ponctuel tempo-
rel défini par un processus d’intensité conditionnelle (A(t)) alors le processus résiduel

peut étre construit a partir du fait que le processus innovation (I(t));>¢ défini comme
t

suit 1(t) = Ny — / A(s)ds est une martingale d’espérance zéro dés lors que le modéle

est vrai. Le processus résiduel est alors :

~

R(t) = N, — A(b).

La qualité de 'adéquation des données au modéle est vérifiée en étudiant le degré
de proximité des résidus avec zéro.

Notons que I’analyse résiduelle des processus ponctuels a été étudiée également dans
le cas des processus multidimensionnels (Scheenberg, [82], 2003 ; Zhuang, [112], 2006)
et pour les processus spatio-temporels (Ogata et al. ([69], 2003).

1.4 Analyse d’autocorrélation et de dispersion

L’analyse statistique d’une réalisation d’un processus ponctuel N sur un espace mé-
trique (X, d) dépend de la méthode d’observation. On peut en effet étre confronté a
plusieurs situations selon les contraintes techniques et le coiit d’échantillonnage : dispo-
ser des positions des occurrences dans X de facon exhaustive, disposer d’un échantillon
de comptage des occurrences ou des mesures de distance entre occurrences et points
d’échantillonnage (Diggle [24, 25], 1983 et 2005; Diggle et Milne [27], 1983; Vaillant
et Derridj [95] ; Melville et Welsh [57], 2001 ; Fewster et al. [34], 2005). Une présenta-
tion synthétique de ces méthodes a été effectuée par Perry et al. ([73], 2006) et une

étude comparative est fournie dans cet article pour des applications en écologie quanti-
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tative. Notons que ces différentes procédures d’analyse d’une répartition de points sont
généralement basées sur les propriétés de premier ordre et second ordre d’un proces-
sus ponctuel stationnaire et parfois isotropique (Cliff et Ord, [16], 1981). Ces derniers
auteurs présentent différentes mesures d’autocorrélation spatiale. Le principe est, par
analogie avec les séries chronologiques (Gouriéroux et Monfort, [36], 1995), de calculer
le degré de similarité pour une variable statistique donnée pour des unités spatiales

proches. Un indice bien connu est I'indice de Moran dont la formule est la suivante :

nY Y wi(z —7)(z; — )
Ly =—""1

SQZ(.TZ' — Lf)2

i

ol w;; est la pondération associée aux unités spatiales i et j, Sy = E E w;; est la

i
somme de ces pondérations et x; est la valeur observée sur 'unité .

Cet indice permet de vérifier si des données géo-référencées sont significativement
autocorrélées, le test correspondant peut étre consulté dans Cliff et Ord ([I6], 1981).
Notons que cet indice de Moran peut étre généralisé par un indice d’autocorrélation
spatio-temporelle (Vaillant et al., [96], 2011).

Un autre aspect des configurations spatiales de points est le degré de variabilité des
comptages de points dans des unités spatiales de méme taille et de méme forme par
rapport a celles attendues sous une répartition complétement aléatoire (RCA). Cette
derniére répartition correspond a la réalisation d’un processus de Poisson homogéne,
dont nous préciserons la définition au paragraphe[I.5.2] La loi de dénombrement associée
a une RCA est la loi de Poisson dont 'espérance est égale a la variance. Ceci explique
I'utilisation du rapport variance moyenne comme outil de détection de I’écart a une
RCA. Soit Ny, N, -+, N,, les comptages de points de la réalisation effectuée dans n

unités spatiales, I'indice de dispersion observée est :

[d—m

olt N est la moyenne arithmétique des NN;.

Taylor (|88], 1984) a souligné I'intérét théorique et pratique de cet indice, en écologie

en particulier, en tant que mesure du degré de dispersion entre individus écologiques.
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Sous 'hypothése de processus de Poisson homogéne, 'indice de dispersion théorique I
vaut 1 alors que pour des répartitions de type agrégatif ou des répartitions en milieu
hétérogene, I; est strictement supérieure a 1. Quand tel est le cas, on parle de surdis-
persion des points ou de points surdispersés. Ceci se produit par exemple en écologie
quand des individus ont des affinités mutuelles ou des affinités communes avec des va-
riables environnementales. Par contre quand I, est strictement inférieure a 1, on parle
de sous-dispersion ou d’individus sous-dispersés. En écologie, ce phénoméne se produit
généralement quand il y a compétition territoriale et comportement individualiste, ce
qui fait que les individus sont rarement regroupés. Notons a ce sujet qu’il existe d’autres
indices mesurant le degré de dispersion, tel que l'indice d’attroupement (Taylor, [88],
1984). [Ad est utilisée pour batir des tests de 'hypothése de RCA contre 'hypothése de
surdispersion ou de sous-dispersion en se basant sur la loi asymptotique de (n — 1)IAd
qui est la loi du Khi-deux & n — 1 degrés de liberté pour une RCA (Rogers, [80], 1974).

1.5 Processus ponctuels de référence

Nous considérons l'espace mesuré (S, .4, v) dans ce qui suit.

1.5.1 Processus de Bernoulli et Binomial

Un processus ponctuel N contenant un unique point réparti uniformément sur S
est appelé processus de Bernoulli. Il s’écrit : N = 0x avec X ~ U(S). Un processus
ponctuel binomial est la superposition de n processus de Bernoulli indépendants. Un
processus ponctuel binomial a n points est donc un processus constitué de n points

n
répartis indépendamment selon la loi uniforme sur S. Il s’écrit : S = Z dx, ou les X;

i=1

sont i.i.d selon U(S5).

1.5.2 Processus de Poisson

Les processus ponctuels de Poisson servent de référence dans de nombreuses études
(Daley et Vere-Jones [22], 2003).
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Définition 1.5.1 Soit p(.) une mesure sur (S, A,v) telle que u(S) > 0 et u(A) < +oo
pour tout borélien borné A (i.e. p localement finie).
Un processus ponctuel N sur S est appelé processus ponctuel de Poisson de mesure

intensité p(.) si:
1. VA € A, N(A) suit une loi de Poisson de paramétre u(A), notée P(u(A)).

2. Pour k éléments disjoints deux a deux Ay,--- , A de A, les variables aléatoires

N(Ay), -+, N(Ax) sont indépendantes.

On parle de processus de Poisson homogéne (PPH) lorsqu’il existe a > 0 tel que

w(.) = av(.). Ce paramétre est appelé intensité du PPH relative d v.

L’hypothése de processus de Poisson homogéne est souvent testée lors d’analyses
statistiques concernant la répartition spatiale ou temporelle d’occurrences ayant un in-

térét dans 'étude effectuée.

D’un point de vue intuitif, un processus de Poisson homogéne sur un espace S
quelconque décrit une répartition complétement aléatoire d’occurrences caractérisée
par les deux points suivants :

— homogénéité : tous les points de S ont la méme chance d’étre la position d’occur-

rence ;

— indépendance : les différentes occurrences se réalisent indépendamment les unes

des autres.

1.5.3 Processus de Poisson temporel

Le cas temporel admet une approche différente en raison de 'ordre chronologique.

Définition 1.5.2 Soit (T});en+ un processus ponctuel temporel. Posons Ny = §{T;,Ti < t},
alors le processus (Ni)i>o est le processus de dénombrement ou de comptage associé au

processus (T;)iens -

Définition 1.5.3 Un processus de Poisson de fonction d’intensité A(t) est un processus
de dénombrement, (Ny)i>o , & accroissements indépendants et tel que N(t) suit une loi
de Poisson de paramétre A(t) (notée P(A(t))), pour tout t > 0. A(t) est la fonction

t
d’intensité cumulée définie par : A(t) = / AMu)du.
0
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Dans cette définition, on suppose que A(t) > 0 pour tout ¢ > 0 et que
t
/ Au)du < oo pour tout t > 0. Si A(t) = a > 0 pour tout ¢ > 0, on a un PPH.
0

Nous avons donc par définition : A(t) = FE[N(t)]. Nous supposons que A(t) est
continue partout et dérivable sauf en un nombre fini de points sur tout intervalle fini.
En tout point o A est dérivable, on a A(t) = A’(¢). Si A est une fonction constante

égale a a, on a un PPH avec A(t) = at.

1.5.4 Processus de renouvellement

Définition 1.5.4 Le processus ponctuel temporel (T;);en- est dit de renouvellement si
les temps d’attente T;y1 — T;,1 € N* sont des variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuces.

1
Remarquons que si T;; — T; suit une loi exponentielle d’espérance —, notée &(a),
a

alors (T;);en+ est un PPH d’intensité a.

1.5.5 Processus de Cox

Considérons un processus ponctuel N sur 'espace mesuré (5, .A, v) dont la mesure
intensité p est stochastique. Si N, conditionnellement & u, est un PPNH de Poisson
alors IV est appelé processus de Cox ou processus de Poisson doublement stochastique.

Ainsi les processus de Cox temporels sont des processus sans mémoire car d’intensité

stochastique ne faisant pas référence au passé.

1.5.6 Processus de Hawkes

En introduisant ce processus auto-excitatif, Hawkes (J40], 1971) souligne la représen-
tation linéaire auquel le terme auto-excitatif se référe. Il peut étre également introduit
par le biais de processus de groupe. Considérons un processus de Poisson stationnaire
d’intensité A\ pour les centres de groupe. Supposons que les groupes forment des réalisa-
tions indépendantes d’un processus de branchement fini (figure ; un parent génére
une progéniture selon le processus de Poisson d’intensité inférieure & 1. Le processus

auto-excitatif est ainsi défini par la génération des groupes.
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FIGURE 1.2 — Tllustration du processus de branchement



CHAPITRE 2

ECHANTILLONNAGE DE LOIS A
POSTERIORI

Nous nous intéressons aux méthodes permettant d’obtenir la loi a posteriori des
paramétres du modéle, ceci en fonction des observations disponibles sur le processus
ponctuel. Selon le contexte d’étude du processus ponctuel spatio-temporel, nous avons

soit les dates d’occurrences, soit les positions des occurrences, soit les deux.

Soient 6 le paramétre sur lequel porte I'inférence et © 'espace des paramétres. L’ap-
proche bayésienne se distingue de 'approche fréquentiste par le fait qu’une mesure de
probabilité est associée a 'espace ©. Cette mesure est appelée loi a priori de 6. Elle
représente 'information disponible sur ce paramétre. Les méthodes statistiques bayé-
siennes se sont développées dans les années 90 grace a 'augmentation de la puissance
des calculateurs disponibles (Droesbeke et al. [28], 2002 ; Robert [79], 2006). Le but de
I'inférence bayésienne est 'obtention de la loi a posteriori de 8 conditionnelle aux obser-
vations. Robert ([79], 2006) précise que le choix de la loi a priori est importante dans le
cadre d’une analyse bayésienne et on peut chercher a réduire 'influence de ce choix en
utilisant des lois non informatives. L’idée est de minimiser I'information apportée par
la loi a priori par rapport a celle apportée par les données. Certains auteurs (Droesbeke
et al. [28], 2002; Robert [78], 1996) parlent de subjectivité de approche bayésienne
par rapport & ce choix de loi a priori, ceci n’est pas forcément un désavantage comme
le souligne Robert ([79], 2006). Le traitement bayésien de données utilise les méthodes
de Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC) que l'on verra au paragraphe (2.2).

Pour notre part, nous utiliserons les algorithmes de calcul d’inférence les plus effi-
caces fondés sur les méthodes Monte Carlo par chaines de Markov. Ces méthodes ont

suscités provoqué des développements spectaculaires récents de la statistique bayésienne

43



44 CHAPITRE 2. ECHANTILLONNAGE DE LOIS A POSTERIORI

(Neal [63], 2000 ; Green et Richardson [38], 2002 ; Albert [1], 2009).
On appelle méthode de Monte-Carlo toute méthode visant a calculer une valeur
numeérique, en utilisant des procédés aléatoires, c¢’est-a-dire des techniques de simulation

numérique.

2.1 Exemple d’algorithme stochastique de simulation

Méthode d’acceptation-rejet Soit f la densité de la loi & simuler et d'une densité g

telle que :

flz) < Myg(z) (2.1)

ou M est une constante et supp(f) C supp(g),

L’algorithme consiste & imiter f par une densité g plus simple a simuler.

Algorithme 1: Algorithme d’acceptation-rejet
1. Simuler X ~ g,U ~ U 1);
2. Accepter Y = X si U < %;
3. Sinon retourner en 1.

Exemple 2.1.1 Génération d’une loi Normale N(0,1) a partir d’une loi de Cauchy :

fz) = \/12_7Texp (—%2) et glx)~ m

% _ \/2(1 + %) exp (—?) < \/? = 1.52
2.2 Méthodes MCMC

2.2.1 Définitions essentielles

Soit x le vecteur des observations, p la densité jointe des observations et des para-

métres, pp la densité de 0 et p, la densité de x sachant 6, on a :

p(x,0) = p1(0)p2(x]0). (2.2)
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Par conséquent, la loi a posteriori ps est proportionnelle & la loi jointe p.
Des méthodes de Monte Carlo ont été développées pour approcher au mieux la loi

a posteriori quand elle ne peut étre obtenue de facon analytique (Robert [78], 1996).

Définition 2.2.1 Soient (2, A, P) un espace probabilisé, (E,E) un espace mesurable
et {X;,t € N} un processus stochastique a temps discret & valeurs dans (E,E), on dit

qu’il s’agit d’une chaine de Markov si
Vt S N*, VA € 5, P(Xt € A‘thla ...,Xo) - P(Xt € A’Xt,1>
avec les états de la chaine (X;) définis sur (E,E).

Définition 2.2.2 On dit qu’une chaine de Markov est ¢p-irréductible, ¢ étant une me-

sure de probabilité o-finie, si et seulement si
V(z,A) € E x € avec ¢p(A) > 0,3In € N* tel que (X, € A|Xy=x) > 0.

Remarque 2.2.1 Soit (X;,t € N) une chaine de Markov m-irréductible et apériodique

admettant 7(.) comme loi stationnaire, alors la chaine (Xt € N) est ergodique.

Remarque 2.2.2 La notion d’ergodicité assure que quelque soit [’état initial xo de la

chaine de Markov, la loi objectif m pourra toujours étre atteinte.

Définition 2.2.3 L’apériodicité est une condition nécessaire pour garantir la conver-

gence en loi d’une chaine de Markov. La période d’un état x € E est définie par :
d(z) = pged{m > 1, P"™ (z,z) > 0}.
Une chaine de Markov X, ¢-irréductible est apériodique si
Vo € E,d(x) = 1.

Les méthodes MCMC permettent de simuler une chaine de Markov (X;)t > 0 de
noyau de transition P convergeant vers la loi d’intérét m. Les algorithmes MCMC font
appel, comme les méthodes d’acceptation-rejet et d’échantillonnage pondéré, a la si-
mulation d’une loi instrumentale. Cette loi instrumentale peut étre caractérisée par un

noyau de transition ¢(.|.) ou par une loi conditionnelle.
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2.2.2 Efficacité et vitesse de convergence

Lors de I'utilisation des méthodes MCMC, il est primordial de s’assurer que la chaine
converge vers la loi d’intérét, c’est-a-dire, qu’elle atteint sa phase stationnaire. Afin de
statuer sur la convergence des MCMC, plusieurs solutions ont été proposées au fil des
années. Les tests les plus courants sont les tests de Gelman-Rubin et de Geweke et de
Raftery-Lewis (1992).

Le test de Gelman-Rubin revient & effectuer une analyse de variance entre deux
ou plusieurs chaines ayant des valeurs de départ différentes. L’idée est de chercher une
multi-modalité dans l'espace des paramétres. En commencant la chaine a différents
endroits de 'espace d’état, il est possible d’obtenir des maxima locaux, et d’y rester.
Toutefois, en prenant en compte plusieurs chaines, la convergence peut étre mise en
évidence.

Le test de Geweke permet de statuer sur la stationnarité d’une chaine. Il se base sur
I’écart entre la moyenne des premiéres p observations et la moyenne des ¢ observations
subséquentes d’une seule chaine telle que le nombre d’itérations n = p + q.

Le test de Raftery-Lewis indique le nombre d’itérations requis pour estimer les

quantiles d’une fonction des valeurs générées ainsi que la dépendance entre ces valeurs.

2.3 Algorithme de Metropolis-Hastings

Proposé par Metropolis en 1953, puis généralisé par Hastings en 1970, cet algorithme

ne requiert qu’une connaissance limitée de la densité a simuler.

Théoréme 2.3.1 (Stationnarité) Quelque soit le choiz du noyau de transition q(.|.),
Ualgorithme de Metropolis-Hasting produit une chaine de Markov (X, t € N) qui admet

comme loi stationnaire la loi objectif 7(.).

Principe L’algorithme de Metropolis-Hasting réutilise, par un mécanisme d’acceptation-
rejet, des variables aléatoires Y produites selon une loi instrumentale.

On utilise souvent trois types d’algorithmes de Metropolis-Hastings :

2.3.1 Algorithme de Metropolis-Hastings indépendant

Il est basé sur l'utilisation d'une densité instrumentale g(x®), ) qui peut s’écrire

q(y), autrement dit le candidat y généré est indépendant de I’état courant de la chaine z®.
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Algorithme 2: Algorithme de Metropolis-Hastings

1. choix de la valeur initiale z(®) tel que m(20)q(yo|z®) > 0
2. génération d’un candidat g, a partir de q(.|z®)
3. évaluation de la probabilité d’acceptation

() q(zV]y)
m(2®) q(y|2®)

4. génération de u & partir d’une distribution uniforme sur |0,1]
Siu < a(z®,yt) alors 2+ = g, sinon 2+ = z(®)

(', y,) = min(1,

Le nouveau candidat y est accepté avec la probabilité,

a(z®,y) = min <1,
T

Par conséquent, ¢ doit étre strictement positive sur le support de 7 et le support de w
doit étre inclu dans le support de q.
De plus, si 'on souhaite optimiser I'algorithme, il faut choisir une densité ¢ proche de

m, pour augmenter le taux d’acceptation des candidats générés.

2.3.2 Algorithme de Metropolis-Hastings & marche aléatoire

Cet algorithme est basé sur l'utilisation d’une densité instrumentale de la forme
q(z®,y) = q(y — 2®) ott ¢ est une densité indépendante de 1’état courant z®. Le can-
didat y est généré par le processus y = () + ¢ oil € est une perturbation ou une marche
aléatoire d’incrément qui suit la loi g(.).

Les densités intrumentales ¢(.) les plus utilisées sont les densités centrées en 0 et faci-
lement simulables comme les densités uniformes et les densités normales.
Notons que si g est symétrique, ce qui est généralement considéré, on a q(e) = q(—e)

et, par conséquent, la probabilité d’acceptation est définie par,

a(zV y) = min (1, %)

ce qui correspond a la forme originale de 1'algorithme proposé par Metropolis(1953).
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2.3.3 Algorithme de Metropolis-Hastings dit une-variable-a-la-fois

Lorsque la dimension des candidats y, a générer est trés grande, il est tés difficile
de trouver une densité instrumentale multidimensionnelle ¢ qui entraine la convergence
de la chaine vers la densité cible.

Par conséquent, au lieu de remettre & jour le vecteur () dans sa totalité, on divise z(*)
en plusieurs composantes (mgt), xgt), e ,xg)) de dimension plus petite et de remettre a
jour ces composantes I'une aprés 'autre.

A chaque itération de I’algorithme, on fait successivement évoluer chacune des d com-
t)

i

en utilisant, par conséquent, d étapes de type Metropolis-Hastings et donc

(3) pour obtenir le nouveau vecteur z(+1.

posantes x

d densités instrumentales qi(yi|xl(-t), x

On peut remarquer que chacune des d étapes de l'algorithme de Metropolis-Hastings

simule une chaine de Markov dont la densité invariante est la densité conditionnelle
(t+1)\

m(x;z, ) ot

x(f;rl) = (xgtﬂ), . ,a:z(il),ngzl, . ,xg)),z’ =1,...,d

‘eme

La probabilité d’acceptation du ¢“"¢ élément est :

1 1
) (t4+1) o W(yz|$(jj ))Qi(%(t”yux(fj ))
ai(x;” 2 ) = man | 1, 1)

i =g W(xgt)‘x(_tj_l))%(yl’mz(t)ax(—tj_l)

Exemple : Simulation d’une loi de Poisson a partir de la loi Normale A/ (0, 1)

La loi instrumentale est :
g(z,y) = exp(—(y — 2)*/2)/V2m,
on obtient alors une marche aléatoire
Xnt1 =X, + R

avec R, ~ N(0,1).
Initialisation de I'algorithme :
Premier élément de la chaine : ug =1

Nombre de répétitions : NV

1) Avantages :
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a) Permet de simuler des distributions dont la densité est connue & un facteur
multiplicatif pres.

b) La chaine générée converge en distribution vers la loi souhaitée.

2) Inconvénients :
a) l'échantillon généré n’est pas indépendant.
b) il faut déterminer la période de rodage de la chaine.

¢) les temps de calcul peuvent étre selon les cas plus ou moins long.

2.4 Echantillonneur de Gibbs

De part son universalité, la technique de Metropolis-Hastings présentée dans la
section précédente est trés attrayante. Toutefois, le manque de liaison entre la loi ins-
trumentale ¢ et la loi cible m peut nuire aux propriétés de convergence de la méthode.
L’utilité de I’échantillonnage de Gibbs vient du fait qu’il soit fondé sur loi 7. D’abord
introduit par Geman et Geman en 1984 en restauration d’image, puis généralisé par
Tanner et Wong en 1987, ensuite Gelfand en 1990 en statistique appliquée, cet algo-
rithme est utilisé pour simuler une loi jointe m(z), x € RY et suppose que les lois

conditionnelles m(x;|z1, 2, ..., Ti_1, Tit1, ..., Ty ) sont simulables aisément.

Principe D’un point de vue général, I’échantillonnage de Gibbs tire profit des struc-
tures hiérarchiques d’un modéle. Il consiste a réactualiser "composante par composante"
le vecteur x ot les densités génératrices de candidat sont les densités conditionnelles

des composantes x; conditionnellement & toutes les autres composantes du vecteur x

Algorithme 3: Algorithme de Gibbs

A Pétape t, disposant d’une réalisation z(Y) = (argt), s mg\t,)), on génére z(+Y) de la
maniére suivante :

xf*” ~ 7T(:171|xgt), ...,ng,))

x;tH) ~ 7T($2|x§t+1), o x:(,f), o ng,))

:Eét—H) ~ 7T(£L’3|:13§t+1), :L“étH), ey xff), s ng,))

argf,ﬂ) ~ W(xN|x§t+1), ,x%tll))

On montre que la chaine produite converge en distribution vers la loi jointe m(x).

Par ailleurs, ’échantillonneur de Gibbs suppose une connaissance plus poussée de la



50 CHAPITRE 2. ECHANTILLONNAGE DE LOIS A POSTERIORI

loi a simuler au sens ot on doit étre capable de simuler suivant les lois conditionnelles.
Notons que I’échantillonneur de Gibbs est particuliérement bien adapté aux modéles
hiérarchiques, que les paramétres inconnus sont munis de lois a prior: ainsi que les
hyperparamétres associés et que généralement, on introduit des lois non informatives

au dernier niveau de la hiérarchie.

2.5 Méthodes hybrides

Principe La convergence de I’échantillonneur de Gibbs peut étre lente car une seule
composante & chaque itération est simulée. A cet effet, des méthodes hybrides, combi-
nant les méthodes MCMC et I’échantillonnage de Gibbs, ont été développées. De plus,
ces méthodes sont moins sensibles & la loi instrumentale comme 1’est 1’algorithme de

Metropolis-Hastings.

Algorithme Un algorithme MCMC hybride est une méthode MCMC utilisant simul-
tanément des étapes d’échantillonneur de Gibbs et des étapes de Metropolis-Hastings.
Considérons la densité g telle que 7 soit une loi marginale de g. Remarquons que les

lois conditionnelles de g sont parfois plus aisées a simuler que celles de 7.

2.6 MCMC a sauts réversibles

Principe La méthode de Monte Carlo par Chaines de Markov a sauts réversibles
(RIMCMC), introduite par Green ([37], 1995), puis développée par certains auteurs tels
Green et Richardon ([38], 2002) et Ehlers et Brooks ([31], 2008), fournit une approche
générale pour la simulation de MCMC, pour lesquelles la dimension de ’espace des
parameétres peut varier au cours des itérations de la chaine. L’échantillonneur a sauts
réversibles peut étre vu comme une extension de 'algorithme de Metropolis-Hastings
sur des espaces d’états plus généraux.

Afin d’illustrer nos propos, supposons que pour des données observées x, nous avons
un nombre fini de modéles candidats (M )gen+. L'indice k peut étre considéré comme
une variable indicatrice du modéle pris en compte, telle que My désigne le modéle
pour lequel k& = k’. Chaque modéle M, est constitué de paramétres inconnus formant
un vecteur, 0, € " de dimension ny (n; pouvant prendre des valeurs différentes en

fonction du modéle). La loi jointe a posteriori de (k,0;) sachant les observations x, est
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obtenue a partir de la vraisemblance L(z|k, 0) et de laloi a priori p(k, 0)) o< p(0x|k)p(k)

et s’écrit comme suit :
L(z|k, 0y)p(k, O
> / L(z|K',0,)p(k', 6,,)db),
0, 0™

k' eN*

ﬂ'(ka Qk’l') =

(2.3)

Algorithme [L’algorithme de la méthode RIMCMC utilise la loi jointe a posteriori
définie par expression comme loi cible de I’échantillonneur MCMC sur l'espace

d’états U ({k} x ©™), ou les états de la chaine de Markov sont de la forme (k,0).
keN*

2.7 Applications aux processus ponctuels

Lorsque ’on observe un processus ponctuel, plusieurs situations se présentent, (para-
graphe et les observations envisageables dépendent des contraintes techniques et du
cotit d’échantillonnage. Dans I'expression , la vraisemblance po(z]0) peut prendre
plusieurs formes. Par exemple, pour un processus ponctuel spatio-temporel simple dont
on dispose sur un domaine X au cours d’une période [0, T], de toutes les positions et
dates d’occurrences, la vraisemblance sera donnée par . Un autre exemple est le cas
d’observations de cartes spatiales a des dates données d’observations (paragraphe,

la vraisemblance aura la forme indiquée par Pexpression (3.7)).
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CHAPITRE 3

ASSOCIATION SPATIO-TEMPORELLE DES
PROCESSUS DE COX, SHOT-NOISE ET
DIRICHLET

Dans ce chapitre, nous considérons des processus de Cox dont I'intensité est associée
a un processus shot noise généralisé (Brix [11]], 1999 ; Brix et Chadceuf [12], 2002 ; Mgller
[58], 2003 ; Mgller et Torrisi [61], 2005). Pour ce faire, nous nous intéressons a 1’étude
de phénomeénes conduisant a des occurrences d’événements localisés dans ’espace et/ou
dans le temps.

Les processus de Dirichlet définissent une distribution sur l’ensemble des distri-
butions de probabilité. Ils permettent donc de définir, dans le cadre de I'estimation
bayésienne, un a priori sur une distribution de probabilité inconnue (Ferguson [32] [33],
1973, 1974 ; Blackwell et Macquenn [§], 1973 ; Sethuraman [83], 1994 ; Teh et al. [89)],
2006).

Considérons I'espace mesuré (X, Ay, ) ou A, désigne la tribu des boréliens pour la
distance d. Soit A € Ay et Y : le processus correspondant aux occurrences observées

(Y suit la loi du processus observé). On pose :

Ma,t) =Y aig(d((x,t), (2:,t;))) (3.1)

114,45t

avec
— ¢ : noyau spatio-temporel

— (@i, a;,t;) - réalisation d’un processus de Poisson N a valeurs dans (X x R* xR)

33
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— N : processus de Poisson stationnaire d’intensité p;
dans notre cas, c¢’est un processus caché

-eme

— x; : position spatiale du i“™¢ événement caché (c’est-a-dire non observé)

. date du i¢™¢ événement caché

-eme

a; : contribution a I'intensité du ¢ événement caché;

a; ~ T'(b,1) (loi conjuguée de la loi de Poisson)

— A : intensité spatio-temporelle du processus observé

- M., t) = [ Aa,t)v(dr) : intensité temporelle du processus observé.
X
Exemple 3.0.1 On observe des ravages sur une culture, [’événement caché serait ’'in-
secte ou le champignon responsable des dégats.

De fagon heuristique, A(x,t)v(dz)dt est la probabilité d’avoir un événement autour de

z & la date ¢.

Quelques propriétés distributionnelles de Y (B x [0, t])
Y (B x[0,t]) désigne le nombre d’occurrences du processus observé dans B x [0, ¢]. On se

sert du fait que Y soit un processus de Cox donc conditionnellement a A, un processus

de Poisson, Y (B x [0,t]) ~ </ / T, u) (dx)du) afin d’obtenir :

E(Y(B x [0,t])|\) = /B/O Az, u)v(dx)du
V(Y(Bx[o,t])m:/B/o e, w)v(dz)du

On peut ainsi écrire 'espérance et la variance totale :

E(Y(B x [0 (// 2, u)v(dz) du> (3.2)

V(Y(B x [0,t])) = Y(B x [0,t])|N) + V(E(Y (B x [0,t])|N)) (3.3)

—E(// (2, ) dxdu>+V(// (2, ) dxdu). (3.4)

Lorsqu’on étudie un phénoméne qui conduit a des occurrences d’événements localisés
dans l'espace et dans le temps, on peut avoir les observations sous diverses formes
(Vaillant [91] 02], 1991 et 1992). A cet effet, quelques exemples sont données dans la
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section suivante.

3.1 Exemples de données observables

i. Une carte compléte en temps continu dans X x [0; T'] ¢’est-a-dire pour tout événement

donné, on peut avoir sa localisation et sa date d’occurrence.

t=0 t=T

FIGURE 3.1 — Cartes exhaustives en temps continu : e représente les occurrences a la
date t = 0 et [J représente les occurrences dans |0, T

ii. Nous disposons plus fréquemment des données du type k cartes exhaustives a des
dates d’observations échelonnées dans le temps t; < t5 < --- < tr. En effet,
dans la pratique, nous sommes rarement en temps continu, la vraisemblance du
processus ponctuel fournit par son processus intensité n’est pas disponible. Par
contre, pour chaque carte spatiale, nous avons cette vraisemblance & partir des

intensités cumulées par la période délimitée par deux dates d’observations.
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FIGURE 3.2 — Cartes exhaustives en temps continu : e représente les occurrences a la
date t1, [J : les occurrences a la date ¢, A\ : les occurrences a la date t3 et v/ : les
occurrences a la date ¢,

iii. Un troisiéme type de données moins informatif que le précédent est lorsque ’'on
dispose de comptages d’événements dans des sous-espaces X; de X formant une

partition de X.
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FIGURE 3.3 — Comptages dans le domaine d’étude a diverses dates

Remarque 3.1.1 Notons qu’il est possible d’obtenir des données de comptages d’évé-
nements dans des sous-espaces X; de X formant une partition de X avec des dates
d’observations t; < to < --- < t. a partir des données illustrées en dans le deuxiéme

exemple.

3.2 Statistique d’un processus de Cox spatio-temporel

associé & un processus de Dirichlet

Nous considérons la situation ot des occurrences d’'un phénoméne se produisent dans
une zone d’étude et constituent la réalisation d’un processus de Cox spatio-temporel
dont 'intensité est associée a un processus shot noise généralisé. Le modéle correspond
a une mesure d’intensité liée & des contributions générées par un processus caché de
Poisson et qui suivent un processus de Dirichlet centré sur la loi Gamma. A partir des
positions spatiales des occurrences observées entre plusieurs paires de dates d’obser-
vations consécutives, nous proposons d’inférer sur les paramétres d’intérét a 'aide de
méthodes MCMC dans le cadre d’un modéle bayésien hiérarchique.

Les processus ponctuels sont souvent utilisés comme modéles de répartitions spa-
tiales ou spatio-temporelles d’occurrences car ce sont des mesures stochastiques a va-
leurs entiéres qui sont associ¢es & des points d’un espace donné (Brémaud [9], 1981;
Daley et Veres-Jones [22], 2003) ; Karr [49], 1991).

Le processus de Poisson, homogéne ou non, est souvent proposé en cas d’absence
présumée de corrélation spatiale ou temporelle entre occurrences. Cette classe de pro-

cessus bien que riche (Kutoyants [53], 1998) est limitative. Des modéles alternatifs ont
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donc été proposés en tenant compte des caractéristiques du phénoméne étudié, par
exemple les processus de Cox (Brix et Diggle [13], 2001 ; Kottas et Sans6 [52], 2007 ; Ji
et al. [45], 2009), les processus a mémoire tels que le processus d’Hawkes (Hawkes [40],
1971 ; Brémaud et Massoulié [10], 2001). Une panoplie de modéles spatiaux et de mé-
thodes d’analyse statistique présentée par Mgller et Waagepetersen ( [62], 2007) permet
d’évaluer la diversité des choix disponibles pour effectuer une modélisation & partir de
processus ponctuels.

Lorsque l'on désire étudier les localisations spatiales et temporelles d’occurrences
liées & un phénomene, les données disponibles ou observables pour une telle analyse
peuvent étre sous diverses formes (Cressie [20], 1993; Diggle [25], 2005; Kottas et
al. [51], 2007; Ogata [68], 2011; Ripley [77], 1981; Vaillant et al. [96], 2011; Wal-
ler [I09], 2005). Nous nous intéressons pour notre part a la situation ou I'on dispose de
cartes compléetes d'une zone d’observation X a des dates successives non réguliéerement
espacées dans le temps. Les positions des occurrences sont donc observées mais les dates
d’occurences ne le sont qu’a un intervalle de temps prés. Nous considérons d’autre part
que le phénomeéne de répartition d’occurrences étudié obéit a un processus de Cox shot
noise généralisé (Mgller et Torrisi [61], 2005). Ce modéle postule que les occurrences
sont conditionnellement & un environnement aléatoire, réparties indépendamment les
unes des autres. Il stipule, en outre, que l'intensité spatio-temporelle est une somme
lissée de contributions aléatoires associées a des événements engendrés par un phéno-
meéne sous-jacent a celui observé. Cette classe de processus ponctuels simples est donc
adéquate dans bien des situations en sismologie (Vere-Jones [107], 1995; Ogata [606],
1998), écologie (Matern [56], 1971; Vaillant [93 ©94], 1992 et 1994), neurophysiologie
(Lansky et Vaillant [54], 2000 ; Truccolo et al. [90], 2005), hydrologie (Cowpertwaita et
al. [18], 1996), analyse d’image et épidémiologie (Benes et al. [5], 2005; Rosychuk et
al. [81]], 2006 ; Kottas et Sansé [52], 2007) ou recherche forestiére (Brix et Chadeeuf [12],
2002 ; Moller et Diaz-Avalos [59], 2010 ; Stoyan et Penttinen [85], 2000) pour lesquelles
on observe des occurrences sans coincidence mais en présence d’agrégativité et de corré-
lations spatiales et temporelles positives nettes. Elle inclut les processus de Poisson en
groupes tels que celui de Neyman-Scott et bien d’autres (Mgller et Torrisi [61], 2005).

Nous proposons dans cette partie une approche bayésienne semi paramétrique pour
des processus de Cox shot noise généralisés associés a un processus de Dirichlet. Ce
dernier processus modélise des contributions environnementales cachées affectant 1'in-
tensité du processus ponctuel observé. Au paragraphe 2, nous introduisons les notations

utilisées et le contexte de modélisation par processus ponctuel est précisé. Nous sou-
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lignons que les données auxquelles nous nous intéressons sont des positions spatiales
d’occurrences avec une information restreinte sur les dates de ces occurrences. Le pro-
cessus de Dirichlet (DP) introduit par Ferguson (|32, B3], 1973 et 1974) est présenté
au paragraphe 3 ainsi que son utilité comme loi a prior: sur les contributions a I'inten-
sité du processus ponctuel étudié. La nature discréte du processus de Dirichlet permet
en effet de décrire les cas ot ces contributions sont identiques bien qu’associées a des
positions spatiales et dates différentes. Les paragraphes 4 et 5 sont consacrés respective-
ment a la modélisation bayésienne hiérarchique par processus de Cox et aux propriétés
distributionnelles. Des méthodes MCMC sont discutées au paragraphe 6 pour 'obten-
tion des lois a posteriori fournissant les outils d’inférence statistique. Les résultats des
expérimentations numériques sont fournis au paragraphe 7, tandis que des données
de référence concernant les ronces Rubus fruticosa sont traitées au paragraphe 8 pour

illustrer notre approche.

3.2.1 Notations et contexte

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité, (X x Ry, Bx ® Bg, ,¥® [) un espace mesuré
oll [ est la mesure de Lebesgue. Nous considérons des données du type carte compléte
d’occurrences a des dates d’observations t; < t; < ... < t;. Pour tout élément ¢ de
{1,---, I}, nous notons C; la carte observée au temps t; avec C; = {xy,...,xp,} en-
semble des N; positions spatiales des occurrences produites dans X jusqu’au temps
t;. Ces cartes peuvent étre considérées comme les réalisations d’un processus ponctuel
spatio-temporel N observé successivement aux dates t; a t;. Les dates ne sont pas sup-
posées réguliérement espacées donc une approche en temps discret n’est pas adaptée. C;
est la derniére carte observée et contient donc les observations des I cartes précédentes.

Les données sur les positions spatiales sont complétes cependant 'information sur
les dates d’occurrences {7,k = 1,---, N} sont de la forme 7, € |t;_1,%;] donc nous
dirons qu’elles sont incomplétes.

Notons A la mesure intensité du processus ponctuel N considéré. Il est important
de souligner que si N est un processus de Poisson, il est simple si et seulement si A
est diffuse c’est-a-dire ne comporte aucun atome. Si A est une mesure stochastique et
N un processus de Poisson conditionnellement a A, alors N est un processus de Cox
dirigé par A et la loi de cette mesure caractérise celle de N (Karr [49], 1991). Le choix
d’un modéle de mesure stochastique dirigeant un processus de Cox dépend donc des

propriétés requises pour décrire de facon adéquate le phénoméne étudié. Ainsi, N est
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simple si et seulement si A est diffuse; si A est stationnaire, alors N est stationnaire.
D’autre part, si A appartient & la classe M., des mesures complétement aléatoires,
alors pour tout couple (A;, Ay) d’éléments disjoints de Bx @ Bg_, les variables N(A;)
et N(As) sont indépendantes car il en est de méme pour A(A;) et A(Ay). Par contre,
une mesure complétement aléatoire est discréte (Jordan [46], 2010) et permet de tenir
compte de situations ot des occurrences peuvent coincider. Dans tous les cas, ’aléa sur
A produit de la surdispersion (Brix [IT], 1999; Lansky et Vaillant [54], 2000). Mais, il
est possible d’obtenir un processus de Cox simple exhibant de la surdispersion et de la
corrélation spatiale, par exemple en associant A 4 une famille localement finie d’éléments
de Bx par le biais de mesures restrictions (Vaillant [91), [92], 1991, 1992). Ainsi, pour
modéliser la dépendance spatiale entre données de comptage d’un processus de Cox,
Wolpert et Ickstadt ([I10], 1998) ont construit une mesure intensité qui est un mélange
par noyau d’une mesure stochastique infiniment divisible a incréments indépendants. Ils
posent, alors un modéle bayésien hiérarchique en proposant une loi a priori également

sur le noyau.

Une facon de modéliser un processus spatio-temporel de Cox de mesure intensité A
est, sous certaines conditions de régularité, de construire son processus intensité défini
comme suit : si v est diffuse sur X et s’il existe un processus mesurable positif A indicé

dans X x R, tel que
t
V(B,t) € Bx x Ry, A(Bx0,t]) = / / Az, t)v(dx)dt (3.5)

alors A\ est appelé intensité dirigeante de N.

En des termes simples, A(z, t)v(dx)dt peut étre interprété comme la probabilité qu'une
occurrence se produise dans une zone infinitésimale autour de x de surface v(dz) et
dans un laps de temps infinitésimal de durée dt. Sous certaines conditions de régularité
(Daley et Vere-Jones [22], 2003 ; Karr [49], 1991), on peut donc écrire la vraisemblance

du processus N conditionnelle & A.

Dans ce qui suit, nous nous intéressons & un processus de Cox N d’intensité diri-
geante \g ou # est le vecteur des paramétres du modéle. En posant ¢y = 0, I'expression

de la vraisemblance conditionnelle & Ay pour la carte C;\C;_; est :

Lci\ci—1<'er‘71+17 ooy TN 6) = e (oot H / >\9 ml’ (36)

I=N;_1+17ti-1



3.2. STATISTIQUE D’UN PROCESSUS DE COX SPATIO-TEMPOREL ASSOCIE A UN DP61

Notons que C;\C;_1 correspond a la carte des occurrences qui se sont produites dans
Jtio1, ti).
A partir de I'expression (3.6)), on obtient donc la vraisemblance globale condition-

nelle au processus intensité \g :

L(zy,... xNI,G)—e’A" (Xx]0,T7]) H H / Ao(xy,t (3.7)

i=11=N;_;+17ti-1

Il s’agit de la vraisemblance d'un processus de Poisson non homogéne car Ay est

alors considéré non aléatoire.

Considérons maintenant la loi du processus )\g. Diverses approches sont proposées
dans la littérature pour prendre en compte I’hétérogénéité spatiale et temporelle. On
peut se référer a l'article de Green et Richardson [38] (2002) ou un éventail de mé-
thodes est discuté. Une approche bayésienne semi-paramétrique y est présentée avec
des modéles de champs markoviens cachés et des applications en analyse d’image et en
épidémiologie. Pour ce qui concerne les processus spatiaux de Cox, Mgller et Waage-
petersen ( [62], 2007) ont comparé quelques modéles de mesures dirigeantes : processus
log-gaussiens et processus shot noise. Ils soulignent qu'une généralisation du modéle
de processus intensité donné par le processus shot noise est possible par le biais du
choix de la fonction de noyau associée, et du processus ponctuel associé. Ces extensions
peuvent étre assimilées a des modéles de mélange pour le processus intensité et sont
intéressantes quand il existe des zones de I'espace étudié pour lesquelles différents mo-
déles d’intensité peuvent s’adapter et que ces zones ne sont pas forcément identifiables.
Wolpert et Ickstadt ([I10], 1998) ont effectué des travaux analogues sur les mesures
intensité de processus de Cox autocorrélées positivement.

Nous étudions un processus de Cox spatio-temporel dirigé par un processus shot

noise généralisé (Moller et Torrisi [61], 2005). Nous posons

V(z,1) € X X Ry, Af9(1?,t)=/x - Keon((@,0), (v, 5))d(Lly, 5,0) - (38)

oil L est un processus ponctuel sur (X x R2, By ®BR1) ; et K(5, 4,) €st un noyau tel que
Ks1,05)(-; (y, 5)) soit une densité de probabilité sur X x Ry pour tout (y, s) de X x R,.

Le modéle (3.8) peut étre reformulé de la fagon suivante :
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V(x,t) € X X ]R+, )‘9(x>t) = ZGJ'K(OLW)((%t% (ij Sj)) (3'9)

j=1
ot M est le nombre aléatoire de contributions. Les (y;, s;) sont la réalisation d’un
processus ponctuel L; sur X x Ry, tandis que les a; sont des marques identiquement
distribuées selon une loi de probabilité G sur R, et indépendantes des (y;, s;).

Si L, est associée a un processus de Poisson homogéne (PPH (u)) d’intensité sca-
laire p, alors Ap est un processus shot noise standard (Mgller [58], 2003) et N est donc,
conditionnellement a L1, la superposition de processus de Poisson indépendants d’inten-
sité a; K(o,,00)(-5 (45, 55))- 1l peut décrire une répartition d’occurrences principales dont
chacune génére dans son voisinage des occurrences secondaires. Dans la pratique, il
peut s’agir de répliques de tremblements de terre en sismologie, des rejetons de plantes
en écologie, de contacts infectueux en épidémiologie. Un exemple de tels phénoménes
agrégatifs modélisé par un processus de Poisson en groupes est discuté dans Brix et
Chadceuf ([12], 2002).

Notons que dans le processus de Cox shot noise généralisé (Mpller et Torrisi [61],
2005), la fonction noyau en chaque point du processus Ly se voit attribuée une bande
passante aléatoire. D’autre part, si dans la plupart des applications L est un processus
de Poisson, il s’avére que d’autres modéles peuvent étre plus appropriés comme, par
exemple, des modéles markoviens répulsifs dans le cas de comportement territorial chez

certaines espéces vivantes, di & la compétition intraspécifique.

3.2.2 Loi et processus de Dirichlet

Ferguson (32} B3], 1973 et 1974) a introduit le processus de Dirichlet (DP) comme
une mesure de probabilité sur 'espace des mesures de probabilité. Plus précisément, soit
G une mesure stochastique de probabilité sur un espace mesurable (y, H). G est un pro-
cessus de Dirichlet sur (x,H) si pour toute partition mesurable de y d’éléments de H,
notés By, ..., By, le vecteur des probabilités (G(By), ..., G(By)) suit la distribution de
Dirichlet de paramétres aGy(By), ..., aGy(Bg) ot « réel strictement positif et Gy me-
sure de probabilité sur (y, H) sont les deux paramétres de G. On note G ~ DP(«, Gy).
G est appelée mesure de base ou espérance de GG car pour tout élément B de H on a
E(G(B)) = Go(B). Le scalaire « est le paramétre de précision (ou degré de confiance)

et caractérise la variabilité de G autour de Gy de la fagon suivante : soient A et B
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Go(A)Go(B)

appartenant & H tels que AN B = (), alors cov(G(A),G(B)) = — 1
o'

Var(Ga) = A= Gold))

Une propriété importante est qu’une réalisation d’un processus de Dirichlet est dis-

et

créte presque sirement. Si G ~ DP(a, Gy), alors la représentation stick-breaking de G

introduite par Sethuraman ([83], 1994) est simplement :

G=> pid, (3.10)
k=1

ol
ii.d ii.d

k-1
G ~ G, PkZVkH(l—Vj) et Vi ~ Beta(l,q)
j=1

¢, étant la mesure de Dirac en (.

Il est important de noter que la suite p = (pg)ren+ est telle que les py sont des

o0

variables aléatoires positives indépendantes des (; et telles que Z pr = 1. On dit que
k=1

p suit un stick-breaking de parameétre a et on note p ~ SB(«a). Les réalisations d’un

processus de Dirichlet peuvent donc étre vues comme des mélanges infinis dénombrables
de lois (Chimard [I4], 2010).

3.3 Apport bayésien

3.3.1 Modélisation bayésienne hiérarchique semi paramétrique

Notons CF = C;\C;_1 le vecteur des positions d’occurrence entre les dates t; 1 et
t;. Conditionnellement & Ay, C} suit un processus de Poisson non-homogéne (PPNH).
Pour ce qui concerne les contributions aléatoires a;, dans le modéle standard de proces-
sus de Cox shot noise, elles sont indépendantes identiquement distribuées (Moller [58],
2003) ainsi que dans le modéle généralisé. La loi commune souvent utilisée est la loi
Gamma. Nous proposons de conserver cette loi marginale pour les contributions a;,
mais d’élargir la classe de loi a priori sur ces effets environnementaux. Un processus de
Dirichlet de loi de base Gamma est donc retenu. On pourra consulter Teh et al. ([89],
2006) pour les éléments concernant la modélisation hiérarchique avec cette classe de
processus. Enfin, le noyau spatio-temporel K, 4,) est choisi gaussien isotropique pour

sa partie spatiale de bande passante o1, tandis que la partie temporelle est exponentielle
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FIGURE 3.4 — Graphe orienté acyclique du modéle hiérarchique

de paramétre oy (voir Pexpression (3.15))). La représentation stick-breaking introduite

par Sethuraman ([83], 1994) nous donne le modéle hiérarchique suivant :

Ci A
/\9($7t)

CleG
(Y5, 55)
G

Go

ind.

PPNH((N(o ), 1<t<t,)), t=1,...,1
> Koo ((,1), (y5,55), V(w,t) € X x Ry
(5,555
¢ (3.11)
PPH(y)
DP(a,Gy)
Gamma(1, b)

Les a; sont donc corrélés par le biais de G (théoréme de de Finetti) et ont une loi

jointe échangeable. Notons qu’il est possible de considérer, non plus un processus de

Dirichlet pour la loi des a;, mais un processus stick breaking & noyaux (KSBP) introduit
par Dunson et Park (|30], 2008) et An et al. (|2], 2008) quand il est important de tenir

compte de certaines formes de corrélation spatiale locale. Dans le méme contexte, Rao

et Teh ([75], 2009) ont proposé un modéle de dépendance entre DP par le biais d’'un

processus gamma spatial normalisé. Cependant, ceci rend beaucoup plus complexe les

calculs permettant d’aboutir & la loi a posteriori des paramétres du modéle. Dans cette

section, c’est la nature discréte du processus de Dirichlet qui nous intéresse. Il nous

permet de décrire les situations ou les valeurs des contributions a; a I'intensité peuvent

étre identiques bien que générées par des occurrences positionnées différemment dans

I’espace et dans le temps.
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FIGURE 3.5 — Graphe orienté acyclique du modéle hiérarchique (cas iid)

Le modéle (3.11) est complété en considérant des lois a priori pour les hyperpa-
rameétres «, b, u, oy et oo indiqués dans le graphe acyclique orienté de la figure [3.4
En les combinant a la vraisemblance globale (3.7, nous obtenons le modéle bayésien

complet suivant :

p(a)p(b)p(p)p(M|pw)p(or)p(o2)p(ar, ... an | o, b, M)L(z1, ..., xN,;0) (3.12)

ou § = (a,b, p, 01,09, (a;j)j=1,..m, M) est le vecteur des paramétres du modele. Soit

6 = (e, b, p, 01,09) le quintuplet sur lequel porte l'inférence. La loi a posteriori du
modeéle p(0 | 1,...,2n,) émane de I’équation 1) Dans cette équation, la loi jointe
des a; est obtenue a partir de leur loi prédictive dont la représentation (Blackwell et

Macqueen [8], 1973) est :

-1
o 1 3

; cey @y ™~ G Oay. - 3.13
a | e i a+j—1 0+a—|—j—1; g (3:13)

Ainsi, I'équation (3.13]) nous dit que, conditionnellement aux j — 1 variables déja ob-

tenues, la probabilité que la prochaine valeur soit I'une de ces j—1 valeurs est PR
a+j—
o
alors que la probabilité d’une toute nouvelle valeur est arioT Une réalisation d’'un
a+j—
DP est donc discréte et cette propriété joue un role crucial via la classification dans les

modéles de mélanges par processus de Dirichlet (Teh et al. [89], 2006).
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FIGURE 3.6 — Exemples d’intensité cumulée a la date t = 1 pour («a,b,01,09) =
(1;1;0,05;0,1) : (a) deux contributions aléatoires; (b) six contributions aléatoires; (c)
18 contributions aléatoires; (d) 32 contributions aléatoires.

Soulignons que lorsque « tend vers 400, la loi jointe asymptotique des (a;);j=1,....m
conditionnelle a M est la mesure produit GS@M , autrement dit, la loi jointe asymptotique

des a; est telle qu’ils sont indépendants et de méme loi Gy.



3.3. APPORT BAYESIEN 67

Dans le cadre des expérimentations numériques du paragraphe 7 et de ’é¢tude du
cas Rubus fruticosus du paragraphe 8, nous considérons les lois a prior: suivantes : loi
Gamma pour « et gy, loi log-normale pour b et pu, loi uniforme pour o;. Des exemples
de réalisations d’intensité en dimension 2 sont présentés en figure [3.6] Les propriétés
qualitatives peuvent étre résumées de la maniére suivante : y est le nombre espéré de
contributions du processus caché par unité de temps et d’espace ; b est 'amplitude espé-
rée des contributions; « est le degré d’indépendance entre contributions, en particulier
plus a est proche de zéro, plus le nombre attendu de contributions ex-aequo est impor-
tant ; oy est le degré d’influence de la position spatiale d’'une contribution sur I'intensité
du processus observé tandis que o4 est le degré d’influence de la date d’occurrence d’une
contribution. La sous-section suivante explicite des propriétés importantes du processus

intensité stochastique du modéle.

3.3.2 Quelques propriétés distributionnelles

Pour mettre en place les algorithmes MCMC, il est nécessaire de préciser certaines
caractéristiques du modéle telles que les intensités cumulées conditionnelles ou margi-
nales. Les résultats distributionnels suivants permettent de proposer des valeurs initiales

et des critéres de mise a jour pour ces algorithmes.

Théoréme 3.3.1

1) V(z,t) € X x Ry, Uintensité cumulée en x d la date t est

/t)\g(x s)ds = %a-; exp (—M) (1 — exp (—t_—sj)) (3.14)
0 ’ — ! (2mo?)d/2 207 o9 '

ji
o My = Z ds; ([0,]) suit une loi de Poisson de parameétre ptv(X).

J
2)Y(B,t) € Bx x Ry, Ay (B x[0,t]) est une variable aléatoire d’espérance

E(Ao(B % [0,1])) =pubt (1 T (1 o ( ai)»

llz— yH2

/ / expzm 7 )v<d:v>v<dy>
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et de variance

V(Ao(B x [0,4])) =pb(1 + b)/t(l ~ exp (—t - 5)>2ds

0 02

2
_Nlz—yl?

x /X /B eXZ(m%;jz >1/(dx) v (dy)

1
* bla+1)

(B (Ag(B x [0,1]))°

Preuve 3.3.1
1) Pour tout (x,t) de X x R,

_ lle—y,?
exp < 207 t— Sj

1
K(m,@)((xvt)a (yja Sj)) = (271_0_%)51/2 X 0_2€Xp (_ o ) IL]RJr(t - Sj) (315)

oil ||.|| est la norme usuelle dans X C R%.

A partir de (3.9), (3.15) et en tenant compte du fait que les (y;, s;) sont générés par un

t
processus de Poisson d’intensité p, on obtient I'expression désirée pour / Aoz, s)ds.
0

2) Sil'on considére maintenant la définition (3.5) et Pexpression (3.14), on a

V<B,t) G BX X ]R,+7

Ao(B x [0,4]) = faj (1 —exp (J;_jf)) /B eXp(§;0%> vdz)  (3.16)

J=1

donc l'espérance de Ay(B x [0,t]) conditionnelle a M; est
lz—yl?

a3 (1o (452)) o .y | g

car conditionnellement a M, les (y;, s;) sont distribués uniformément et les a; sont

d’espérance b. L’espérance non conditionnelle est alors obtenue en utilisant
E(M;) = utv(X).
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De fagon analogue, le moment d’ordre 2 de Ag(B X [0,¢]) conditionnel & M; est

st oo (i /f)) ) i

—yll

t

1 %
M= 0BG ([ -0 %) asf L St

0

b
E(a?) = b(1 +b), E(ajas) = b* + 7 et E (M,(M; — 1)) = (utv(X))® nous ménent au

résultat final.

«

L’expression (3.14) intervient réguliérement dans le calcul du quotient de mise a
jour de Métropolis-Hastings.

Les trois remarques suivantes nous prouvent que plus la bande passante spatiale o
est petite, plus les positions des occurrences du processus observé coincident avec celles
du processus caché. De facon similaire, plus la bande passante temporelle o5 est petite,
plus les dates d’occurrence du processus observé coincident avec celles du processus

caché.

Remarque 3.3.1 Nous avons les convergences en loi suivantes :
V(z,t) € X x RY,

Mol 1) o ia] () x lexp< t ;;ﬂ'> (3.17)

Ty |2
M exp (_H -y

c
Ao(x,t) — a; 2ro7)i? x ds, ({t}) (3.18)
2 — 1
- My
Ao(z,1) oroma00) D a; X by en({x,t}) (3.19)
,02 s le

En effet, 'expression (3.15)) fournit directement les résultats espérés en utilisant la
convergence de la loi normale d’espérance y; et de variance o7 vers la loi de Dirac en y,

quand o; tend vers zéro. On utilise également la convergence de la loi exponentielle
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d’espérance oy vers la loi de Dirac quand o, tend vers zéro.

Remarque 3.3.2 Les expressions (m et conduisent directement auz limites
de fonction intensité spatio-temporelle suivantes :
1)Vt e RY,

- stz ¢ {y;,7 €1, Mi]}, alors Ng(x,t) —£50.

o1—0

1 t—s;
~ sij € [1,M] tel que x = x; alors \g(w,t) ——ra,— exp (_ SJ)'
o1—0 09 09
2)Vr € X,
< sit ¢ {35, € [L, M}, alors Mg(a,t) —— 0.
g2 —>
o=y
c exXp <_ 2;? )

o2—0 4 (27T0-%)d/2

~ st j €1, M] tel quet =t;, alors Ng(x,1t)

3.4 Génération de la loi a posteriori

Une approche pour obtenir la loi a posteriori des paramétres d’un modéle évoquant
le DP est I'échantillonnage de Gibbs (Neal [63], 2000 ; Ishwaran et James [43], 2001).
Pour ce qui concerne le modéle , nous adoptons une approche hybride incluant
I’échantillonneur de Gibbs et les mises & jour du type Metropolis-Hastings. Pour la mise
a jour du nombre d’événements cachés, une chaine de Markov réversible est utilisée.

Notons ¢((C}), 8) la densité jointe des paramétres et des observations.
Soit ¥ = (a(t)7 ACEMON JY), aét), M®, agt), . ,ag\?<t)> la valeur de 0 a la t-iéme itéra-
tion de le méthode MCMC. L’inférence est effectuée en utilisant I’algorithme

On remarquera que les (y;, s;) constituent la réalisation d’un processus de Poisson
homogéne de paramétre p et que conditionnellement & M, les (y;,s;) sont répartis

uniformément dans X x [0, 7] (T étant la date de fin d’observation).
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Algorithme 4: RIMCMC pour l'inférence sur (o, b, i1, 01, 02) du modéle (3.11)

Pourt=1,...,N
- Générer log(a*t1) selon la loi M (log(a®), &)
- Retenir a1 avec la probabilité

q ((Cf)v (a(t+1)7b(t)ju(t%ggt))aét)yM(t)’agt)j e ,GE\?m))
q ((Cz*)’ (a(t)7 b0, u), O'Et)’ O-gt)’ M®), agt)’ o a%}(‘)))

- Geénérer log(b+1)) selon la loi N (log(b®), &)
- Retenir b1 avec la probabilité

q ((C;k)’ (a(t“)? b)) 0 60 50 3 O 7a§\?m))

0 (), (0,50, 40,01, 08 M@, a0, af),.)))

Qe

- Générer log(p*1) suivant la loi N (log(u®), &)
- Retenir (1 avec la probabilité

Y20

q ((Cz*)? (a(t+1)7 b(t+1)7 :U'(t)a Ugt)v O—ét)v M(t)a a(lt)7 ) agé[)m))

(O (a9 o0, )

- Générer U§t+1) selon la, loi N(log(agt)), &)

- Retenir a%t“) avec la probabilité

q ((C;‘), (a(t+1)’ b(t—l—l)“u(t—i-l)’O.gt‘l‘l),gét),M(t)’agt)’ o gW ))

PM®)
q ((03)7 (a(tJrl)’ bO), 1D, 6® 60 110 oD .. ’ag\?m»
- Générer Ugt—H) selon la loi N(log(aét)), &)
- Retenir Jét—’—l) avec la probabilité
" 1
q ((Ci ), <a(t+1)7b(tﬂ),u(tﬂ)’U§t+1)70§t+ )7M(t)7a§t)7 . ,QE‘Z)“)))
% 1
0 ((€7), (alt,50, 1), 0{*D o) 10,0, - all) )
1
- Générer M1 selon 3 (5M(t)+1 + (5M<t)_1)
- Générer (agtﬂ), e ,ag\i}ll)) de la facon suivante

-si M) = M® — 1 par une suppression aléatoire uniforme dans {agt), e ,ag\?(t)

-si MUY = M® 41 par un ajout aléatoire selon la loi

®)
QD) 1 M

e (t+1) - -
RV Y0 Gamma(1,b )+ NS Y0 ; (5a§:)

- Genérer ((y1,51) Y, (Ypseanys sppeen) D) de la fagon suivante

-si M) = M® — 1 par la suppression du (yj, sj) correspondant au a; supprimé
précédemment

- si M) = M® 41 par un ajout (yyeen, sy ) selon 1a loi U(X x [0,T))

j
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3.5 Applications

Dans les paragraphes suivants, nous présentons les résultats obtenus avec cet algo-

rithme sur des données artificielles et des données réelles.

3.5.1 Traitement de données artificielles

Nous générons artificiellement le modéle avec des paramétres connus afin de tester
Iefficacité de la méthode. Nous appliquerons la méthode a des données réelles dans le
paragraphe suivant. Nous avons généré plusieurs jeux de données artificielles. Le modéle
de processus ponctuel spatio-temporel défini par (3.11) peut étre simulé en générant
d’abord le processus intensité, puis en appliquant une méthode d’amincissement sur un
processus de Poisson homogéne approprié (Mgller et Scheenberg, [60] 2010). Nous avons
effectué des simulations numeériques de ce modéle sur le carré unité de R? et 'intervalle
de temps [0; 3]. Plusieurs vecteurs de paramétres ont été testés en prenant en compte
certaines caractéristiques des paramétres considérés et en se basant sur les résultats du
paragraphe Par exemple, un parameétre de concentration proche de 0 conduit a de
nombreuses contributions ex-zequo, tandis que s’il est trés élevé, les contributions sont
plutot indépendantes. Le vecteur de parameétres retenu pour illustrer les différentes ex-
périmentations numériques est = (15;45; 1050, 15; 0, 10). Ceci correspond & un nombre
attendu d’événements cachés de 10 avec une contribution espérée de 45, les bandes pas-
santes spatiale et temporelle étant respectivement 0,15 et 0, 10. La procédure MCMC
du paragraphe [3.4] a été appliquée avec N = 50000 itérations a chacun de ces jeux de
données. Les figures [3.7] et la table [3.1] nous montrent respectivement la
carte de répartition spatio-temporelle, les résultats des chaines obtenues, la loi a poste-
riori de 0 et les tables de résultats pour deux de ces jeux de données. Les valeurs réelles
des paramétres a, b et p sont dans les intervalles de confiance & 95%. C’est aussi le cas
des paramétres o; et gy pour le premier jeu de données. Cependant, pour le second
jeu, il faut passer a un niveau de sécurité plus élevé (au moins 96,4%) pour que la
valeur réelle de o, soit dans l'intervalle de confiance. Par contre, la convergence semble
beaucoup plus lente pour le parameétre os. Le fait que a soit un paramétre dans un es-
pace de dimension variable, peut expliquer le défaut d’exploration optimal comme 1’ont
précisé Green et Richardson ([38], 2002). Une amélioration de 1'algorithme que nous
avons utilisé est en cours en s’inspirant des travaux de Ehlers et Brooks ([31], 2008), en

utilisant des schémas adaptatifs appropriés.
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Exemples de cartes de données artificielles pour («a,b, pu,01,02) =

(2;20;40;0,1;0,1) a 3 dates d’observation : date 1 : e, date 2 : /A date 3 : ¥/ .
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FIGURE 3.8 — Résultats MCMC obtenus par procédure hybride GGibbs-Métropolis-

Hastings : (a) pour fig. 3.7a; (b) pour fig.
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FIGURE 3.9 — Lois a posteriori obtenues pour les paramétres pour 50000 itérations et

une période de chauffe de 5000 : (a) pour fig. [3.7a; (b) pour fig.
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| || Moyenne | Médiane | Ecart-type | Quantile 2,5% | Quantile 97, 5% |

Q 12,827 12,164 4,990 9,093 24,405
b 47,127 47,092 2,640 42,060 52,460
I 11,600 11,285 3,304 6,072 18,770
o 0,141 0,141 0,006 0,130 0,154
%) 0,079 0,078 0,017 0,045 0,116

a) Traitement des données artificielles de fig.

’ H Moyenne \ Médiane \ Ecart-type \ Quantile 2, 5% \ Quantile 97, 5% ‘

o || 18,808 | 18,340 5,666 9,499 31,610
b || 47,230 | 47,231 2,029 43,249 51,226
@ | 12,556 | 12,198 3,548 6,641 20, 556
ol | 0,134 0,133 0,007 0,123 0,149
oy | 0,243 0,241 0,034 0,181 0,315

7

b) Traitement des données artificielles de fig. [3.7p

TABLE 3.1 — Statistiques élémentaires pour la loi a posteriori

3.5.2 Traitement des données de Rubus fruticosa

Nous avons utilisé les données de référence de Rubus fruticosa (fig. qui corres-
pondent a la répartition spatio-temporelle de ronces dans un carré expérimental (Diggle
et Milne [27],1983). Les positions spatiales aux 3 dates d’observation concernées sont
indiquées en figure [3.12] Selon Padilla et al. ([71], 2012), certains mammiféres et oiseaux
sont responsables de la dispersion spatiale des ronces. Le mécanisme de dispersion se fait
a travers I’absorption puis la déjection des semences. En outre, ces déjections peuvent se
faire a une distance plus ou moins importante du lieu de cueillette. Ce phénoméne peut
étre considéré d’'un point de vue mathématique comme la réalisation d’un processus
stochastique caché. p est le nombre espéré d’événements contribuant a la répartition
des semences, b traduit le niveau espéré de cette contribution et «, leur degré d’indé-
pendance. oy et o9 sont respectivement les degrés d’influence spatial et temporel de
ces événements. Les lois a prior: sont les suivantes : pour le paramétre de confiance «,
nous avons pris une loi Gamma de paramétre de forme 9 et de paramétre d’échelle 2,
pour amplitude espérée b des contributions, une loi log-normale de paramétres 0 et

1, pour le nombre attendu p de contributions cachées par unité de temps et d’espace,
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FIGURE 3.11 — Ronces Rubus fruticosa

une loi log-normale de paramétres 1 et 1, ce qui sous-entend un nombre espéré de 4,5
pour les occurrences cachées du shot noise généralisé par unité de temps et d’espace,
avec un coefficient de variation pour p de 1,3; le degré d’influence spatial o, du pro-
cessus caché a pour loi a priori la loi Uniforme sur [0, 3] et celle du degré d’influence
temporel oy est la loi Gamma de paramétres 1 et 1. Les résultats obtenus sont présen-
tés dans la table [3.2] et les figures [3.13] [3.14] et [3.15] L’estimateur bayésien du nombre

espéré d’événements cachés est proche de 26 avec une contribution estimée de 46,7 et

un parameétre de confiance proche de 4. Le paramétre d’influence spatial est estimé a
0,074, ce qui correspond a une agrégation spatiale modérée mais plus prononcée que
I’agrégation temporelle qui est est estimée & 1,170. Nous avons effectué un test du rap-
port de vraisemblance pour modéles emboités (Spiegelhalter et al. [84], 2002) appliqué
a I'hypothése Hj selon laquelle les contributions cachées sont indépendantes de méme
loi Gamma contre '’hypothése du modéle ol elles forment une réalisation d’un
processus de Dirichlet centré sur une loi Gamma. Le rapport de vraisemblance obtenu
vaut 0,277 avec une p-value de 0,109 et conduit au non rejet de Hy. Cela signifierait
que les événements cachés ont des impacts indépendants sur la densité des ronces Ru-
bus fruticosa. Notons qu’a notre connaissance, les deux seules publications concernant
le traitement statistique de ces données spatio-temporelles de Rubus fruticosa sont de
Hutchings ([42], 1978) et de Diggle (|24], 1983), comme souligné par Perry et al. ([73],

2006). Hutchings a utilisé, pour chacune des trois dates d’observation, la méthode du
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| | Moyenne | Médiane | Ecart-type | Quantile 2,5% | Quantile 97,5% |

o 4,331 3,998 1,873 1,607 8,791
b 46,715 46, 506 4,420 38,623 55,900
1 26, 330 25,919 5, 187 17,252 37,536
o1 0,074 0,074 0,003 0,068 0,082
09 1,170 1,169 0,108 0,962 1,382

TABLE 3.2 — Statistiques élémentaires de la loi a posteriori pour les données de Rubus
fruticosa

plus proche voisin et le calcul de I'indice de Clark et Evans et a trouvé une forte agré-
gativité dans la répartition des ronces a chaque date. Diggle, quant a lui, n’a utilisé
que les données a la date 3 et les a ajusté a un processus de Poisson en groupes ainsi
qu’a un processus a interactions appariées. Ces deux modéles étant rejetés, il propose
un modéle de processus de Poisson en groupes mais aminci par un processus de Poisson
homogéne de rayon d’action fixé. Les paramétres du modéle sont estimés par moindres
carrés comme pour les deux modéles précédents et conduisent a un bon ajustement
du modéle. D’autres articles concernent I’étude statistique de la répartition spatiale
des ronces Rubus fruticosa a partir d’autres jeux de données et se limitent a des tests
d’agrégativité spatiale (Sullivan et al. [86], 2006). Notre approche, elle, permet de trai-
ter simultanément les trois dates d’observation et de tester 'effet d’occurrences cachées
sur l'intensité spatio-temporelle des présences de ronces tout en intégrant le caractére

agrégatif de la répartition de Rubus fruticosa.

3.6 Conclusion sur le modéle spatio-temporel

Nous avons proposé un modéle de processus de Cox ayant un processus intensité
de type shot noise généralisé associé a un processus de Dirichlet. Il permet de mo-
déliser un phénoméne consistant en des occurrences a des positions spatiales et des
dates provoquées par des événements cachés se produisant selon un processus de Pois-
son. La contribution de chacun de ces événements suit un processus de Dirichlet de
loi espérance Gamma. Un algorithme MCMC hybride Gibbs-Métropolis-Hastings a été
proposé et permet d’obtenir la loi a posteriori des paramétres suivants : nombre attendu

d’événements cachés par unité d’espace et de temps, contribution espérée par événe-
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pour les données de Ronces Rubus Fruticosa



84 CHAPITRE 3. ASSOCIATION SPATIO-TEMPORELLE DE PROCESSUS

ment caché, degré d’influence spatiale d’événements cachés, degré d’influence temporelle
d’événements cachés et degré de corrélation des contributions des événements cachés.
L’application a des données artificielles et & des données réelles montre le potentiel de
la méthode.

Ce chapitre a fait 'objet d’une communication en congrés international (Valmy et
Vaillant [102], 2012) et un article est en révision (Chimard et al. [I5], 2012).



CHAPITRE 4

ASSOCIATION SPATIALE DES PROCESSUS
DE COX, SHOT-NOISE ET DIRICHLET

4.1 Statistique d’un processus de Cox spatial associé

a4 un processus de Dirichlet

En écologie et épidémiologie, la distribution d’événements tels que I'occurrence d’une
maladie, I’arrivée de prédateurs ou la localisation de plantes peut étre considérée comme
la réalisation d’un processus ponctuel spatial, pour lequel chaque point représente un
unique événement. La théorie des processus ponctuels a été développée et discutée par
Brémaud ([9], 1981), Karr ([49], 1991) et Daley et Veres-Jone ([22], 2003). Certains ou-
vrages (Cliff et Ord [16], 1981 ; Ripley [77], 1981 ; Diggle et Milne [27], 1983) présentent
des procédures statistiques pour 'analyse des réalisations d’un processus ponctuel et
plusieurs publications (Diggle et al. [26], 2005 ; Brix et Chadceuf [12], 2002 ; Vaillant et
al. [96], 2011) traitent des applications dans des cas particuliers.

Certaines études sont basées sur les comptages d’événements dans des unités d’échan-
tillonnage (Comas et al. [17], 2011), d’autres sur les positions spatiales d’événements ou
les dates d’occurrence (Vaillant et al. [96], 2011), et aussi sur la distance d’échantillon-
nage (Melville et Welsh [57], 2001). Perry et al. (|[73], 2006) ont discuté d’une sélection
appropriée et de 'utilisation d’une méthode pour analyser des modéles ponctuels spa-
tiaux en écologie. Nous pouvons nous référer a Mgller et Waagepetersen ([62], 2007)
pour les outils statistiques des processus ponctuels spatiaux. Comas et al. ([I7], 2011)
ont récemment discuté de processus ponctuels spatiaux pour un inventaire forestier
mettant en avant la sur-dispersion.

Dans les cas de sur-dispersion, la modélisation du processus de Cox est un choix pra-

85
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tique dans la mesure ou cette classe de processus ponctuels est assez vaste pour prendre
en considération de nombreuses caractéristiques. Ainsi, Zhang et Kou ([I11], 2010) ont
présenté plusieurs domaines scientifiques dans lesquels le processus de Cox, communé-
ment appelé processus doublement poissonnien, se produisent. Le processus intensité
A(.) d’un tel processus sur un espace mesuré (X, B, v) est défini dans 'expression de la

mesure intensité A(.) du processus de Cox :

A(B) = /B Mz (dz), (4.1)

pour tout élément B de B. Dans Uexpression (3.14), A(B) est une variable aléatoire

correspondant au nombre espéré de points dans B.

Ainsi, la modélisation d’un processus de Cox est équivalente a la modélisation soit
de son intensité, soit de sa mesure dirigeante (Vaillant [91], 1991). Par exemple, Brix
et Chadeeuf ([12], 2002) ont décrit une classe spécifique de processus de Cox, appelé

processus de Cox G shot-noise, en modélisant A(.) avec une mesure G shot-noise.

Pour notre part, nous considérons un processus shot-noise généralisé N sur un es-
pace mesuré (Mgller et Torrisi [61], 2005). Le modéle est étendu au cas ou il existe
des contributions a l'intensité du processus associé & un processus de Dirichlet (Fer-
guson [32] 33|, 1973, 1974). Nous nous focalisons sur des procédures fournissant des
outils d’inférence bayésienne pour des observations de données de comptages spatiaux.
Ensuite, nous présentons les propriétés distributionnelles de comptages observés dans
un échantillon spatial par rapport a la bande passante d’influence sur les événements
spatiaux cachés. Puis, nous présentons deux études de cas : la premiére concerne les
données de comptages spatiaux de Ibicella Lutea, la seconde est basée sur le nombre
de décés par canton en Georgia, USA, causé soit par la grippe et la pneumonie, soit
par des maladies respiratoires chroniques. Aprés avoir effectué des tests de dispersion et
d’autocorrélation, nous nous intéressons a l’estimation du nombre espéré d’événements

cachés, leur contribution espérée a l'intensité et d’autres paramétres du modéle.
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4.2 Quelques propriétés distributionnelles

4.2.1 Cas général

Soit. N un processus de Cox et A\ son intensité sur 'espace X défini par :

Vee X, MNx)= ZajKU(x,yj) (4.2)

J=1

ou K, est un noyau tel que K,(.,y) soit une fonction de densité de probabilité sur X
pour tout y dans X et M est un nombre aléatoire de contributions. Les (y;, a;) sont une
réalisation d’un processus ponctuel marqué L sur X avec des marques réelles positives
a; identiquement distribuées selon une loi de probabilité G' sur Ry, et indépendantes
des y;.

Si L est un processus de Poisson homogéne d’intensité p et les a; sont égaux, alors
A est un processus shot-noise standard (Mgller [58], 2003), et N est un processus de
Cox shot-noise. De plus, si la bande passante de K, est une variable aléatoire, alors
N est un processus de Cox shot-noise généralisé (Mgller et Torrisi [61], 2005). Dans
I’expression , a; est la contribution de I’événement y; a I'intensité A.

Nous supposons que les contributions a; suivent un processus de Dirichlet G (Fer-
guson [32, 33], 1973 et 1974) de mesure G, et de paramétre de concentration «. Cepen-
dant, nous n’avons pas de condition d’indépendance sur les a; comme pour beaucoup
de modéles mais une faible condition d’échangeabilité fournie par le théoréme de De
Finetti (Diaconis et Freedman [23], 1980). En fait, les contributions a; sont indépen-
dantes conditionnellement & G. Ceci nous permet de considérer une corrélation entre
les marques et des effets environnementaux mixtes. Les y; sont les localisations d’occur-
rence d’un processus de Poisson homogéne de paramétre u, noté HPP(u). En d’autres

termes,

(@) |G "% G
) ~ HPP(pu) (4.3)
G ~ DP(O&, Go)

Les propositions suivantes donnent quelques propriétés distributionnelles de la me-

sure de comptage associée & N par rapport au paramétre de concentration a.
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Proposition 4.2.1 Soit N un processus de Cox sur un espace mesuré (X, B,v) d’in-

tensité définie par les équations (w et (-) alors
VA€ B, EN(B) = nB(@) [ [ Kole.pldo(dy)

xJB
et
1
V(N(B)) = E(N(B)) (1 o 1E(N(B))) + pE(a? / (/ K, (z,y)v(dr) ) v(dy).
Preuve 4.2.1 Considérant ({ et (4.2)), nous obtenons pour tout élément B de B,
M
B)=Y 0 [ Kelawyw(ds) (1.4)
j=1 B

Puisque les y; sont uniformément distribués sur X conditionellement a M, I'espé-

rance de A(B) conditionellement & M est

ME(al)/XV}

et le résultat final pour F(N(B)) est obtenu a partir de E(M) = uv(X).

De méme, le moment d’ordre deux de A(B) conditionellement a M est

| / K, (i, y)v(dr)w(dy)

2

ME(af)/Xy ( K, (z,y)v (dx>2(dy)+M(M 1)E(a1a2)(/X%X)/BKU(x,y)y(dx)y(dy)>.

E(aas) = (Elay)a/(a+1); E(M(M — 1)) =(u(X))? et V(N(B)) =V(A(B)) + E(A(B))

nous méne au résultat final.

Proposition 4.2.2 Sous les mémes conditions que celles de la proposition ,
soit (By, By) un élément de B* avec By N By = (). La covariance entre N(B;) et N(Bsy)

est

Cou(N (B N(B2)) = nE(@) [ ( [ Koepiae) [ Ko<x,y>u<dx>) v(dy)

1
a+1

E(N(B1))E(N(B)).

Preuve 4.2.2 Puisque N est un processus de Cox, nous avons

Cov (N<B1>, N(Bg)) =Cov (A(Bl), A(Bg))
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Par ailleurs,

E(A(B)A(B,)) =E <Z aj | Ko(z,y;)v(de) D ay i Kg(x,yk)y(d:v)>

j=1 B k=1

— 2 (upe ([ K [ Kol gutan)

By Bo

+E (M(M —1)E(a1a,)E ( K, (x,y1)v(dx) Ka(%m)’/(dx)))

Bl B2

Le résultat final est obtenu a partir de
E(M) = p(X), E(aas) = (E(a))’a/(a +1) et E(M(M = 1)) = (u(X))".

Considérons des données de comptages dans r sous-ensembles disjoints de X. Quand G|
appartient & une famille de densités de probabilité paramétrée par b et K, une famille

de noyaux paramétrée par o, nous avons le résultat suivant :

Proposition 4.2.3 Soit N un processus de Cox sur un espace mesuré (X, B,v) d’in-
tensité définie par les équations et et sotent By, -+, B, r éléments disjoints
de B. Considérons Gy paramétré par b et K, paramétré par o. Sous des a priori in-

dépendantes pour o, b, et o, la distribution a posteriori de (o, b, 1, 0, (a;)j=1,..m, M),

-----

conditionnellement auz comptages dans By, --- , B,, est proportionelle & :

Bl pdplan, g | b, M) o) [T p (B0 o0 (45

avec la distribution conjointe conditionnelle des a; obtenue a partir de ['expression

suwante :

-1
« 1 :
ay,. . aig ~ G Oay. - 4.6
a | s a+j—1 0+a+j—1; 4 (4.6)

Les A(B;) dépendent de (o, (a;)j=1...m, M) comme décrit dans I’équation .

Preuve 4.2.3 Conditionnellement au processus A, les N(B;) sont des comptages in-
dépendants suivant respectivement une distribution de Poisson de paramétre A(B;). La
vraisemblance conditionnelle associée est alors multipliée par la distribution jointe a
priori des parameétres o, b, p, o, aq, ..., ap et M. Le théoréeme de Bayes est alors appli-

qué.
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L’équation (4.5)) est obtenue a partir de la représentation de la loi prédictive pré-
sentée par Blackwell et Macqueen ([8], 1973).

Dans ce qui suit, nous supposons que K, est un noyau gaussien isotropique de bande
passante 0. Un autre aspect du modéle abordé concerne les limites quand le paramétre
d’influence spatiale o tend vers zéro ou quand le paramétre de concentration o tend

vers zéro ou 'infini.

Proposition 4.2.4 Sous les mémes conditions que celles de la proposition ,
considérons B et B’ deux éléments de B et soit K, un noyau gaussien isotropique de
bande passante o. Alors,

1) limy E(V(B)) = pB(a)v(B).

CVVB) | pBe) o Bl
Jimenm) ~ T ar1 "B By
) lim Coo(N(B), N(B) = i (B(w))*— S v(B)w(B),
V(N(B))

4) Le rapport de la variance par rapport a l’espérance est une fonction

E(N(B))

croissante de o

Preuve 4.2.4

M

1) A(B) = Zaj/ K, (z,y;)v(dx) et pour tout (x,j) € X x{1,---, M}, nous avons
=1 /B

K, (z,y;) qui converge vers 6, ({x}) quand o converge vers 0. Ce qui nous donne :

o—0

A(B) £ i a;0,,(B) (4.7)

E(N(B)) = E(A(B)) = E (ME(a;|M)E(6,,(B)|M)). L'indépendance des a; et
y; conditionnellement & M ménent & lim E(N(B)) = pE(a)v(B).

o—0



4.2. QUELQUES PROPRIETES DISTRIBUTIONNELLES 91

/ K, (x,y)v(dz) converge vers 15(y) quand o tend vers 0. Cependant

o—0

lim </ K, (z,y)v dx)) v(dy) = v(B), qui nous méne au résultat final.

3) A partir de I'équation (4 , nous obtenons F(A(B), A(B)) = p*v(B)v(B')E(ayas).
Par ailleurs,
Couv(N(B),N(B')) = Cov(A(B),A(B'")).
Donc, Cov(N(B), N(B')) = p*v(B)v(B')Cov(ay, az).

4) A partir de la proposition , nous obtenons

VINGB) 1 /(/K T,y dw)) (dy)'
W] Kty

De plus, dans l’équation ci-dessus, le second terme du membre de droite et

E(N(B)) ne dépendent pas de «. Par conséquent, le rapport de la variance par

rapport a 'espérance est une fonction croissante de a.

La proposition montre que méme si U'influence spatiale des événements cachés
est négligeable (o proche de zéro), la corrélation des comptages peut étre élevée selon
la valeur prise par le paramétre . Soulignons que quand « vaut zéro, les a; sont tous
égaux tandis que quand o tend vers l'infini, les a; sont indépendants identiquement
distribués selon Gy. Ainsi, la propriété 4 de la proposition indique que « est un
parameétre de dispersion. Plus « est faible, plus la corrélation entre les a; est élevée et

la surdispersion est faible.

Remarque 4.2.1 Sous les mémes conditions que celles de la proposition , 81 K,

est un noyau gaussien isotropique de bande passante o alors

Ve e X, Mx) <

max (a;). (4.8)

— 2mwo? je[1,M]

est

1
Il est aisé de le prouver en prenant en compte I'expression 1) et le fait que 5

mo?

une borne supérieure de K.

Remarque 4.2.2 Le rapport de vraisemblance entre le processus de comptage N et un

processus homogene d’intensité 1 est donné par ['expression suivante
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e [T, A(B)Y %) /N (B)!
eI [, (Bo) N B /N (B,)

Ainsi, le log du rapport ci-dessus est obtenu :

A(By)
v(By)

—A(X) +v(X)+ i N(B;)log

Dans la suite, nous notons Gamma(a, b) la distribution Gamma de paramétre d’échelle a

et de paramétre de forme b.

4.2.2 Cas particuliers

Notons Mg .0 le modéle du cas général défini par les expressions et
Nous considérons également quatre cas particuliers, notés Moy 0, Mooppos Mab o

et Moy, .0, définis respectivement par :

M
Vee X, Az)=a Z Ko (z,y;) (4.9)
j=1
avec a1 ~ Gy et y; ~ HPP(p)
M
Vee X, Mx)= ZajKU(x,yj) (4.10)
j=1
avec a Gy et y; ~ HPP(p)
M
Vie X, Mz)=)_ a;,(x) (4.11)
j=1
avec a; ~ Gq et y; ~ HPP(pu)
M
Vee X, AMz)=a Z by, () (4.12)
j=1

avec a; ~ Gy et y; ~ HPP(u). Ce cas définit un processus de Poisson mixte de

distribution mélangeante Gy et de processus de Poisson sur un support aléatoire discret
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Proposition 4.2.5 Soit N un processus de Cox sur un espace mesuré (X, B,v) d’in-
tensité définie par les équations et et sotent By, -+, B, r éléments disjoints
de B. Considérons Gy paramétré par b et K, paramétré par o. Sous des lois a priori
indépendantes pour a, b, ji, 0, la loi a posteriori pour (a,b, i, 0, (a;)j=1... m, M) condi-
tionnellement a (N(By), -+, N(B,)) est proportionnelle a :

(1) dans le cas du modéle Moy 0 :

T

f(b,/l,a,,u)p(al‘b)p<y1, T 7yM‘M)Hp(N<BZ)|O'7 a1, Y1, 7y]WvM)'

i=1
(it) dans le cas du modéle Moo 10 :
M r
f(b7#7 g, :U) Hp(aj|05, b> M)p(yla T >yM|M) Hp(N<Bl)|O-7 ai, - aMm, Y1, YM, M)
j=1 i=1

ot f(b, p, 0, 1) = p(b)p(1)p(o)p(M|p).

Preuve 4.2.5 En considérant Pexpression (4.5) du modéle Mgy, 5, on parvient aux

résultats.

4.3 Applications

4.3.1 Analyse des données de comptages Ibicella lutea

Nous considérons les données fournies par Melville et Welsh ([57], 2001) constituées
de 742 données de comptages d’Ibicella lutea (fig. sur une parcelle de ferme aus-
tralienne de surface 1200 x 1200 métre carré. La dispersion de cette plante s’effectue
par la chute de graines issues de fruits pourris. De plus, les fruits sont également portés
par des animaux. Ce dernier événement caché peut étre mathématiquement considéré
comme la réalisation d’un processus caché. Les figures et permettent de
visualiser les données de comptages d’Ibicella lutea par taille de grille considérée (8 x 8,
16 x 16 et 32 x 32). Dans le but de mesurer la surdispersion et I’autocorrélation spatiale
a différentes échelles, les comptages ont été regroupés avec différentes tailles de grille,
les indices de dispersion et d’autocorrélation de Moran ont été calculés et testés pour

chaque taille de grille(table [£.1).

Une surdispersion significative a été trouvée pour chacune des échelles spatiales
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N

FIGURE 4.1 — Plante Ibicella Lutea

considérées. L’autocorrélation est significativement positive pour les grilles de taille
2F x 2% k> 2 (table ). Ceci nous méne a appliquer le modéle du processus de
Cox défini a partir de [£.2] et Ainsi p désigne le nombre espéré des événements de
dispersion tandis que o est un paramétre de dispersion de semence : plus ¢ est proche
de zéro, plus la distance de dispersion est courte. Nous supposons que les contributions
a; a l'intensité suit un processus de Dirichlet centré sur une distribution Gamma de
paramétre d’échelle égal a I'unité et de paramétre de forme b, noté Gamma(1,b). En
fait, la distribution Gamma est fréquemment utilisée pour la modélisation des effets en-
vironnementaux (Vaillant [91], 1991). Dans notre cas, le paramétre b est la contribution
espérée a l'intensité pour un événement de dispersion, Gamma(1,b) est la distribution
marginale pour tout a;. Quand le paramétre de concentration « tend vers zéro, nous
avons des corrélations positives fortes entre les contributions a;. Quand o tend vers

I'infini, ces contributions sont indépendantes.

Les résultats d’inférence bayésienne effectuée pour les trois grilles les plus fines sont
présentés dans la table Nous avons des estimations similaires aux trois échelles
d’étude. Le nombre moyen d’événements cachés varie entre 26 et 27, celui de la contri-
bution a l'intensité, entre 1 et 2. Les estimations du paramétre d’influence sont entre
0.06 et 0.071 et du paramétre de concentration, entre 17 et 29. Notre procédure MCMC

a été appliquée et les figures [4.5], [4.6] [4.5], [3.10] [4.8] [£.9] [A.10}, [4.11] [£-12] et [£.13] nous

montrent respectivement les résultats des chaines obtenues et la loi a posteriori de 0.

Dans le cas des grilles de taille 8 x 8 et 16 x 16, nous constatons une bimodalité pour o
il est donc nécessaire d’augmenter la période de chauffe, initialement de 5000, a 30000
dans le cas de la grille 8 x 8 et 10000 dans le cas de la grille 16 x 16 (figures [4.8|
et 4.12). A cet effet, les résultats d’inférence bayésienne tenant compte de ces périodes
de chauffe sont visibles également dans la table
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Taille Moyenne | Variance | Indice de p-value Indice p-value
de grille dispersion | (dispersion) | de Moran | (Moran)
2x2 185,00 | 1234,00 6,67 0,00017 —0,027 | 0,47541
4 x4 46, 25 14233 3,08 0, 00005 0,332 0,03891
8 X 8 11,56 18,60 1,61 0,00157 0,174 0,04159
16 x 16 2,89 3,98 1,38 0, 00006 0,150 0,00075
32 x 32 0,72 0,87 1,20 0, 00001 0,064 0,00369

TABLE 4.1 — Résultats des tests de dispersion et d’autocorrélation spatiale pour Ibicella
lutea par rapport a la taille de grille

La déviance bayésienne a été choisie comme critére d’ajustement du modéle (Spie-
gelhalter et al. [84], 2002). La déviance la plus petite a été obtenue pour la grille de
taille 16 x 16. Néanmoins, pour chaque paramétre, les intervalles de confiance pour les
trois grilles se chevauchent largement. La table indique les résultats du calcul de la
déviance et montre que 'hypothése d’égalité des contributions est plus vraisemblable
que 'hypothése d’indépendance.

En plus de 'information sur la structure des plantes Ibicella Lutea dans les cultures,
ces résultats peuvent donner des informations pertinentes sur des événements cachés
dans le cadre de controle de gestion des plantes Ibicella Lutea. Notre approche donne
des estimations des paramétres du processus caché influengant la dispersion des Ibicella
Lutea et peut étre intégré dans des programmes de gestion de ces plantes. Soulignons
que cette plante est utilisée dans certains pays comme ’Uruguay a des fins médicinales.
Ainsi, Garcia et al. ([35],2010) ont récemment étudié 'activité antibactérienne de cer-
tains composants chimiques de cette plante et leurs intéréts pour la lutte comme les

maladies infectieuses de la peau et des yeux.

4.3.2 Analyse de données de décés dus a la grippe/ pneumonie

et aux maladies chroniques respiratoires

Deux jeux de données, disponibles sur le site www.georgiastats.uga.edu, sont ana-
lysés. Ces données sont composées de comptages de cas de décés dans chacun des 159
cantons en Georgia, USA, pour la grippe/ pneumonie (IP) et les maladies respiratoires
chroniques (CLRD) en 2007. Pour les deux maladies, les occurrences de décés sont
quelquefois la conséquence d’événements qui ne sont pas observés dus a des effets de

facteurs environnementaux générant des groupes. Cependant, il est possible de formuler
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FIGURE 4.4 — Grille réguliére 32 x 32 superposée sur la distribution spatiale de Ibicella

lutea
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Grille de taille 8 x 8 (période de chauffe de 5000)
| Moyenne | Médiane | Ecart-type | Quantile 2,5% | Quantile 97,5% |

« 26,103 25,472 6,374 15,497 40,046
b 1,717 1,692 0,384 1,081 2,498
0 26,870 26,585 0,114 17,728 37,796
o 0,057 0,054 0,009 0,044 0,071
Grille de taille 8 x 8 (période de chauffe de 30000)
| || Moyenne | Médiane | Ecart-type | Quantile 2,5% | Quantile 97, 5% |
« 24,528 23,890 5,794 14,873 37,150
b 2,012 2,004 0,295 1,456 2,609
o 26,720 | 26,491 5,117 17,520 37,495
o 0,067 0,067 0,003 0,062 0,072
Grille de taille 16 x 16 (période de chauffe de 5000)
‘ H Moyenne ‘ Médiane ‘ Ecart-type ‘ Quantile 2, 5% ‘ Quantile 97, 5%
« 29,644 29,046 6,837 18,156 44,746
b 2,159 2,085 0,445 1,465 3,203
1 26,816 26,476 9,211 17,601 37,877
o | 0,050 | 0,048 0,006 0,043 0,066
Grille de taille 16 x 16 (Période de chauffe de 10000)
‘ H Moyenne ‘ Médiane ‘ Ecart-type ‘ Quantile 2, 5% ‘ Quantile 97, 5% ‘
« 29,433 28,839 6,789 18,085 44,492
bl 2,204 2.135 0,446 1,488 3,228
L 26,769 26,456 9,233 17,455 37,870
o 0,048 0,048 0,004 0,043 0,057
Grille de taille 32 x 32 (période de chauffe de 5000)
] H Moyenne ‘ Médiane ‘ Ecart-type ‘ Quantile 2, 5% ‘ Quantile 97, 5% ‘
o’ 30,898 30,247 6,975 19,092 46,110
b | 1,720 1,714 0,238 1,272 2,200
L 26,744 26,425 5,189 17,643 37,955
o 0,053 0,053 0,002 0,050 0,057

TABLE 4.2 — Résultats de I'inférence bayésienne pour Ibicella lutea en fonction de la
taille de grille
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Grille de | Déviance bayésienne | Déviance bayésienne
taille (= 0) (a = +00)
8 x 8 2131,955 2230, 367
16 x 16 1383, 272 1446, 275
32 x 32 1391, 667 1472,676

TABLE 4.3 — Résultats du calcul de la déviance bayésienne pour les données de comp-
tages Ibicella Lutea en fonction de la taille de grille.
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FIGURE 4.5 — Résultats MCMC obtenus par procédure hybride Gibbs-Métropolis-
Hastings pour la grille de taille 8 x 8 de Ibicella lutea
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FIGURE 4.8 — Lois a posterior: obtenues pour les parameétres pour 50000 itérations et
une période de chauffe de, respectivement, 5000 pour (a) et 30000 pour (b) (grille de
taille 8 x 8 et les données de Ibicella lutea)
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FIGURE 4.9 — Lois a posterior: obtenues pour les parameétres pour 50000 itérations et
une période de chauffe de, respectivement, 5000 pour (a) et 10000 pour (b) (grille de
taille 16 x 16 et les données de Ibicella lutea)
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FIGURE 4.11 — Nuage de points 2 a 2 des parameétres et histogramme sur la diagonale
(grille de taille 8 x 8, données de Ibicella lutea, période de chauffe de, respectivement,
5000 pour (a) et 30000 pour (b))
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FIGURE 4.12 — Nuage de points 2 a 2 des paramétres et histogramme sur la diagonale
(grille de taille 16 x 16, données de Ibicella lutea, période de chauffe de, respectivement,
5000 pour (a) et 10000 pour (b))
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Cause de || Moyenne | Variance | Indice de p-value Indice p-value
déceés dispersion | (dispersion) | de Moran | (Moran)
1P 8,76 191,13 21,82 0, 00000 0,337 0, 00000
CLRD 46, 25 789,04 37,36 0, 00000 0,405 0, 00000

TABLE 4.4 — Résultats des tests de dispersion et d’autocorrélation spatiale pour le
nombre de décés par canton en Georgia, USA en 2007 pour IP et CLRD

un modéle de groupe bayésien prenant en compte de tels processus non observés pour
des centres de de groupes (Lawson [55], 2009).

La figure montre les comptages pour chaque canton concernant IP et CLRD
ainsi que les liens de voisinages entre cantons. Le poids des voisinages se base sur le fait
que deux cantons partagent une frontiére commune ou pas. Les indices de dispersion
et spatial de Moran basé sur ces voisinages ont été calculés (table . Les p-values
correspondantes indiquent une surdispersion trés forte et une autocorrélation spatiale
positive pour les deux causes de décés : IP et CLRD.

Les figures [4.15] [£.16] et [£. 17 nous montrent respectivement les résultats des chaines

obtenues et la loi a posterior: de 6. La table montre les résultats de l'inférence

bayésienne pour les deux maladies. Le nombre moyen d’événements cachés est 26, 778
pour la grippe/pneumonie et 26,745 pour les maladies chroniques respiratoires. Ces
résultats laissent supposer que les contributions cachées pour les deux causes de décés
sont similaires. Les contributions moyennes sont significativement différentes pour les
deux maladies, c’est également le cas pour les estimations bayésiennes du paramétre
d’influence spatial. Il n’y a pas de différences significatives entre les deux maladies quant
aux estimations bayésiennes du paramétre de concentration.

Selon la table la déviance bayésienne est plus faible sous ’hypothése d’indépen-
dance des contributions que sous I'hypothése d’égalité. En d’autres termes, ’égalité des
contributions est moins vraisemblable que leur indépendance.

Ce chapitre a fait 'objet d’une communication en congrés international (Valmy et
Vaillant [I03], 2012) et un article est en cours d’achévement (Valmy et Vaillant [101],
2012).
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FIGURE 4.14 — Lien de voisinage et nombre de décés par canton pour 1’état de Georgia,
USA en 2007 pour : (a) IP; (b) CLRD.
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|

H Moyenne ‘ Médiane ‘ Ecart-type ‘ Quantile 2,5% ‘ Quantile 97, 5% ‘

(2)

(b)

a | 23,285 22,627 6,132 12,991 36,963
b 1,650 1,637 0,264 1,174 2,206
Wl 26,778 26,468 5,018 17,788 37,396
o 0,069 0,069 0,004 0,061 0,077
‘ Moyenne | Médiane | Ecart-type | Quantile 2,5% | Quantile 97, 5%
a | 21,925 21,315 6,202 11,624 35,841
b 0,783 0,777 0,153 0,500 1,102
Wl 26,745 26,416 5,057 17,845 37,540
o 0,042 0,042 0,001 0,040 0,045

TABLE 4.5 — Résultats de I'inférence bayésienne pour le nombre de décés par canton

en Georgia, USA en 2007 for : (a) IP et (b) CLRD.

Cause de || Déviance bayésienne | Déviance bayésienne
déces (a=0) (a = 400)
P 10694, 56 10688, 000
CLRD 6629, 756 6617, 600

TABLE 4.6 — Résultats du calcul de la déviance bayésienne pour le nombre de décés de
Georgia, USA, par canton pour [P et CLRD.
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FIGURE 4.15 — Résultats MCMC obtenus par procédure hybride Gibbs-Métropolis-
Hastings pour les données de : (a) IP; (b) CLRD.



114 CHAPITRE 4. ASSOCIATION SPATIALE DE PROCESSUS

Distribution a posteriori pour Alpha Distribution a posteriori pour b
_ Te}
© < 7
o 4
S
7 o
2 g e &
2 o 2
7] _ [
[a] [a]
o n
S c 7
o
8 o |
S T T T T 1 e T T T T 1
10 20 30 40 50 1.0 15 2.0 25 3.0
Alpha b
Distribution a posteriori pour Mu Distribution a posteriori pour Sigma

Densité
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
Il

Densité
0 20 40 60 80 100
1 1 1 1

10 20 30 40 50 0.055 0.065 0.075 0.085
Mu Sigma
(a)
Distribution a posteriori pour Alpha Distribution a posteriori pour b
©o 0
8 >
= N
o
N
Q g Q
I3 k7
o o o
o -
o n
o
8 o
o T T T T 1 e 1
10 20 30 40 50 04 06 08 10 12 14 16
Alpha b
Distribution a posteriori pour Mu Distribution a posteriori pour Sigma
© o
(S S o
= <
©o o
g7 87
2 2
(7] < ‘@ o
S 4 S 4
N o
o 4 o -
O‘ -
o
o - o -
o I T T 1 I T T T T 1
20 30 40 50 0.038 0.040 0.042 0.044 0.046 0.048
Mu Sigma

(b)
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CHAPITRE 5

PROCESSUS PONCTUELS EN SISMOLOGIE

Les notations que nous utiliserons dans ’ensemble de ce chapitre sont les suivantes :

— M : magnitude d’un séisme ;

— Hy = {t;, z;,y;, My; t; < t} : histoire des dates d’occurrence ¢; jusqu’a la date t;

— Pataany(t,z,y|Hy) : probabilité connaissant le passé du processus qu'un séisme
se produise dans l'intervalle de temps [t,t + At], dans une région [z, x + Ax] X
[,y + Ayl;

— S : aire de la région des répercussions d’un séisme ;
1 siun événement(t,z,y, M) est contenu

— dN(s,e, M) = dans un élément infinitésimal d(s, €, M),
0 sinon.

— o : fonction intensité d’arriére-plan ;

— k(M) : nombre attendu d’événements déclenchés par un séisme de magnitude M ;

— M, : seuil de magnitude ;

— ¢(.) : fonction densité de probabilité des dates d’occurrences des répliques ;

— f(.) : fonction de répartition des répliques;

— logyg N(M > M,.) = a — bM, (avec a : indicateur du taux de sismicité et b :
rapport entre grands et petits séismes) : loi de Gutenberg-Richter ;

- B =0blogl0;

— J(.) : fonction densité de probabilités des magnitudes des événements ayant
M, < M telle que J(M) = pe#M=Me)

— B : boule de centre x et de rayon 7.

117
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5.1 Introduction

Le calcul de risque sismique dans une région s’appuie sur des modéles stochastiques
décrivant au mieux l'activité sismique. Il s’agit d’étudier les probabilités d’occurrences
de tremblements de terre, et d’analyser I’évolution spatio-temporelle de ces probabilités.
En statistique sismologique, ’outil principal de modélisation est la théorie des processus
ponctuels qui permet, pour une date donnée, d’intégrer I'information jusqu’a cette date
(exclue) dans l'expression du risque conditionnel. Ainsi, des outils probabilistes et sta-
tistiques ont été développés par des équipes de recherche localisées en des lieux de haute
sismicité, principalement en Californie (Turcotte), Japon (Ogata) et Nouvelle-Zélande
(Vere-Jones). Les modéles de processus ponctuel permettent d’étudier les distributions
spatiales et temporelles des événements sismiques (Vere-Jone [107], 1995; Ogata [65],
1988). Les techniques d’inférence statistique sont basées sur la vraisemblance des obser-
vations. Afin d’analyser des données de plus en plus nombreuses, des méthodes statis-
tiques appropriées sont requises. Les méthodes abordées dans ce document sont celles
basées sur la vraisemblance d’un processus ponctuel (paragraphe . Cet outil four-
nit des moyens d’estimation des paramétres du modéle considéré et permet de réaliser
des tests d’ajustement. Cette approche posséde des propriétés optimales en analyse
de données, en particulier, pour les observations de processus ponctuels telles que les
événements sismiques.

Dans ce qui suit, nous présenterons quelques caractéristiques générales d’'un pro-
cessus ponctuel dans le cadre sismique, quelques propriétés de la vraisemblance, ainsi
que des tests d’ajustements (Scheenberg [82], 2003; Zhuang [112], 2006). Puis nous
nous intéresserons plus spécifiquement au modéle ETAS (Epidemic Type Aftershock
Sequence) (Ogata [66], 1998 ;Zhuang et al. [114], 2005) en considérant le modéle d’in-
tensité conditionnelle spatio-temporelle telle que proposée par Ogata ([68], 2011) en y
ajoutant une intensité d’arriére-plan, non plus déterministe, mais de loi un processus
de Dirichlet centré sur un processus spatial log-gaussien. Dans un dernier temps, nous
nous focaliserons sur la comparaison de différentes fonctions déclenchantes en analysant

des données sismiques de I’Arc des Petites Antilles.

5.2 Processus ponctuels en sismologie

Notons ]0,7] (T désigne un réel positif) la période d’observation et X la région

d’étude. Soit N(]0,], B(z,) le nombre d’événements sismiques ayant eu lieu durant la
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période ]0, 7] dans I'unité spatiale B,y inclus dans X. L’intensité conditionnelle pour

t appartenant & |0, 7] et = dans X est définie comme suit :

et = i
r—ot

P (N (Jt,t + h], Buy) = 1|H;-)

ol H;- est I'histoire des événements sismiques jusqu’a la date t.

Az, t|H,) est aussi appelée intensité stochastique (Andersen et al. [3], 1993 ; Daley
et Vere-Jones [22], 2003). A\(x, t|H;)dtdx peut étre vue comme la probabilité d’un unique
événement sismique durant la période |t, ¢ + dt] et situé a une distance de x inférieure
a dx sachant I’histoire jusqu’a la date t. De plus, nous considérons que la probabilité
que deux ou plusieurs événements se produisent dans un petit intervalle est négligeable.
Sous de faibles conditions, A(z,t|H;) caractérise complétement la structure stochastique
des événements sismiques.

Un catalogue sismique est un ensemble {(x;,t;, M;), Ty < t; < T} constitué de tous
les séismes observés au dessus d’une certaine magnitude dans une région spécifiée, et
dans un intervalle de temps Ty, T]. Notons que z; représente dans notre cas le vecteur
composé de la longitude, la latitude et la profondeur. Holden et al. ([41] ,2003) se sont
intéressés a des modéles de processus ponctuels marqués pour lesquels chaque séisme
est représenté par sa magnitude, ses coordonnées spatiales et sa date d’occurrence, afin
de prendre en compte les répliques.

Un modeéle trés populaire en sismologie est le modéle ETAS (Epidemic Type After-
shock Sequence) dont I'historique est présenté dans les paragraphes et

5.2.1 Modéle temporel

Hawkes ([40], 1971) introduit un processus auto-excitatif N d’intensité condition-

nelle :

At) =p+ /t g(t — s)dN(s) (5.1)

—00
ou :
— p est l'intensité d’arriére plan correspondant, par exemple en sismologie, aux
secousses principales

t
- / g(t — s)dN (s) est l'intensité due au passé du processus (les répliques en sis-
—0o0

mologie).
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Il s’agit donc d’un processus purement temporel. Puri et al. (|[74], 1986) étudie le
fait que, dans la pratique, on n’a pas accés a la totalité de I’histoire du processus et
que ’on considére donc cette histoire a partir d’une date initiale choisie égale a zéro. Ils
regardent l'existence d’éventuels effets sur lefficacité des techniques de vraisemblance

dus a Papproximation de A(.) par

t
At)=p +/ g(t — s)dN(s).
0
telle que
0< / g(t)dt < 1.
0

5.2.2 Modéle spatio-temporel marqué

Ogata ([65], 1988) a développé le modéle temporel ETAS puis il s’est intéressé avec
(Ogata et Zhuang [70], 2006) au spatio-temporel avec marques. Il considére un ensemble

de marques M, un espace X C R", un réel strictement positif 17" et pose :

V(t,z, M) € [0,T] x X x M
N (t, 2, M) = A(t, | Hy-) x J(M) (5.2)

ou J(.) est la fonction densité de probabilités des magnitudes des événements ayant une
magnitude M telle que : M. < M et o M, est un seuil de magnitude. H;- est I’histoire

du processus N jusqu’a la date t exclue.

Mtz Hy) = ,u(x)—i—/o /X/Mﬁ;(M)xg(t—s)xf(x—d]\/[)de(s,e,M)

= plx) + ) w(M)g(t — t:) f(x — i M;) (5.3)

t; <t
Dans le membre de droite de (5.3), interviennent
p(
_—
gl

— f(.) : fonction de répartition spatiale conditionnelle des répliques

fonction intensité d’arriére-plan,

)
.) : nombre attendu d’événements déclenchés par un séisme de magnitude M,
)

fonction densité de probabilités des dates d’occurrences des répliques,

avec les conditions
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/X,u(a:)dN(m) < 400

/0+OO/)(//\A“(M) X g(t—s) x f(x —e|M) x dN(s,e, M) < 1.

La fonction k est souvent choisie de la forme Ae®(M—Me)

, ol M, est une magnitude
seuil et A, désignent des constantes. Le noyau spatial f,lui, est proportionnel a la
densité gaussienne (Ogata et Zhuang [70], 2006) :

(1 -1)% (L — Li) >

S — i M;) = exp (_d? exp(B(M; — M,)) e exp(B(M; — M,))

avec v = (I, L), x; = (I;, L;), d; > 0 et e¢; > 0.

Remarque 5.2.1 L’intégrale / Nz, t|Hy)dx désigne Uintensité N(t|Hy) a la date t du

X
modeéle temporel ETAS pour lequel seul le noyau temporel est pris en compte.

Pour notre part, I’aspect spatial pouvant étre occulté, nous considérons ’expression
suivante de 'intensité conditionnelle en indexant par # et en n’explicitant pas le condi-
tionnement par rapport a H;— pour plus de clarté dans les résultats asymptotiques qui

suivent :

dt) =u+ [ k(O)g((t = AN (s) (5.4

—0oQ
L’approximation de cette intensité liée a la non observation des dates antérieures a
0 est :

Mit) = e+ [ RODg(( = )aN (). (5.5)

5.2.3 Techniques de vraisemblance

La vraisemblance d’une série d’événements sismiques ou d’un modéle statistique est
définie par la densité de probabilité jointe des données. Pour un processus ponctuel
quelconque, cette densité est obtenue & partir de son intensité conditionnelle (Daley
et Vere-Jones [22], 2003). La densité de probabilité dépend d’un paramétre inconnu,
noté 0, qu’il faut estimer; il s’agit donc d’une fonction de 0. Soit {(x;,¢;),i =1,--- ,n}
un ensemble d’événements sismiques sur la période (0,7 et l'espace X. Afin de fa-

ciliter 'estimation des paramétres du modéle, il est usuel de considérer la fonction
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log-vraisemblance au lieu de la vraisemblance. Dans le cas d’un processus ponctuel,

d’intensité notée Ay, la log-vraisemblance £ est définie comme suit :

T

L =log L(x,t|Hy) = Z log Ng(j,t;|He) — / / Xo(z, t|Hy)dxdt. (5.6)

En maximisant la log-vraisemblance par rapport a 6, il est possible d’estimer les
paramétres du modéle. Cette méthode est appelée estimation du maximum de vraisem-
blance. Les estimations du maximum de vraisemblance 8 de 6 sont les valeurs maximi-

sant la log-vraisemblance L.

Au début des années 70, Vere-Jones ([106], 1970) et Kagan (J47], 1973) ont été parmi
les premiers & modéliser Pactivité sismique grace aux processus ponctuels. Ogata ([67],
1999) a présenté quelques modéles utiles dans 'analyse de la sismicité et résumé les
méthodes basées sur la vraisemblance pour ’analyse des processus ponctuels appliqués

a des données sismiques.

5.3 Etude des convergences

Nous présentons quelques propriétés asymptotiques de I'intensité conditionnelle et
de la log-vraisemblance développées par Ogata ([64], 1978) en ce qui concerne la conver-
gence en probabilité, ainsi que celles présentées par Puri et Tuan ([74], 1986) qui eux

traitent de convergence presque-stre.

5.3.1 Propriétés asymptotiques de I’intensité stochastique

Propriété 5.3.1 (Ogata, 1978) Soit N un processus ponctuel stationnaire ergodique.
Si son processus intensité \g(t) est stationnaire et prévisible avec un moment d’ordre 2

fini, alors :

1

= / Mol —— B (A(0)).

Preuve 5.3.1 Pour tout ¢, A\g(¢) est une fonction mesurable du processus ponctuel N,

alors par stationnarité, A\ satisfait le théoréme ergodique de Birkhoff-Khinchin.
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Propriété 5.3.2 (Ogata, 1978) Soit 1y(t) une fonction de \g(t), )xéi)(t),i = 1,2, telle

que 1y(t) soit intégrable, alors :

7 |ttt 72 B o).

Propriété 5.3.3 Considérons un processus ponctuel défini par ’équation (5.4), sup-
posons que la limite de g en infini est 0, k est borné et N(0) < +oo, alors A\g(t) —
No(t) =22 0.

t—-+o0

Preuve 5.3.2

0

No(t) — Jo(t) = / K(M)g(t — $)AN(5)

—0o0

g est une densité de probabilité et x est bornée par B, ainsi

Ve>0,3T" >0, Vit >T" = g(t—s) <e¢
_ 0
— )\g(t) — )\g(t) < 6/ /i(M)dN(S)

—00

< eB/O dN (s).

—0o0

Ce qui permet d’aboutir au résultat.

Remarque 5.3.1 Ce résultat signifie qu’en dépit du fait que les observations débutent
& une date initiale (par convention t = 0), nous pouvons utiliser approzimation Xg
de g quand la longueur de la fenétre d’observation T est assez large. Le processus est

considéré comme ayant atteint son état de stabilité.

5.3.2 Propriétés asymptotiques de la log-vraisemblance
Notons ¢g(t) = log \g(t).
Propriété 5.3.4 (Convergence en presque sire de ET(Q) ; Puri et Tuan, 1986)

Supposons que Ng définie par ['équation [5.1] satisfait les propositions[5.3.1H5.5.25.53.5 et

Ao, Gg sont des variables bornées, alors elles sont de carrés intégrables. Par conséquent,
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nous obtenons presque strement la convergence de Lp(0) :

1~
fLT(9> T—> E [¢g(0)A(0) — X (0)] = ¥(0). (5.7)
—+00
Théoréme 5.3.1 (Convergence asymptotique de ZT(H) ; Ogata, 1978)

Supposons que :

1. N est un processus ponctuel stationnaire, ergodique et ordonné;
2. VYO € ©, \y est prévisible ;
3. Ng(t) est continue en 0 et \g(t) > 0 p.s. pour tout € © ;

I E ( sup 2N ([0, B]) ) < too;

0<h<1 N
Ogg ¢y 0’9y
20, 00,00;" 00,00y
2
6. %, 89—2\9 ont un moment fini d’ordre 2 pour tout 6 € O ;
i 00
7. pour chaque § € ©, Uinformation de Fisher 1(0) = {1;;(0)},,_, , et 1;(0) =
1 OXg ONg 1 O)g 5)\9

N 0; 0; Xo 0; 0;
fint d’ordre 2

existent et sont continus en 0,Vt € R, ;

) est non-singuliére et chaque élémen

8. pour tout 0 E O :

(9>\g 8)\9

! aAg
<\/_/ ol "0, |dt) Tore

1 T *
ﬁLTw ) mN(O 1(67)) . (5.8)

alors,

5.3.3 Propriétés asymptotiques des estimateurs de maximum

de vraisemblance

Lr(6)

o

Les estimateurs du maximum de vraisemblance 6 satisfont I’équation

Dans ce qui suit, Uy désigne un voisinage de 6.

Propriété 5.3.5 L’intensité conditionnelle définie par 'équation(p.4)) posséde les pro-

priétés sutvantes :
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1. Pour tout t € Ry, A\g(t) est prévisible V0 € O.
2.Vt € Ry, M\g(t) >0 p. s. pour tout 0 € O.

3.Vt € Ry, M(t) est p.s. continue en 0.

Preuve 5.3.3

1. Pour t > 0, Ag(t) est H;--mesurable. De plus, Ay est continue & gauche sur R,

cecl nous méne au résultat.
-
2.Vte Ry, p>0et / k(M)g(t—s)dN(s) > 0 car g est une densité de probabilité

—0o0

et k est une fonction positive.

3. Ag(t) est une fonction linéaire de 6 donc Ay est continue en 6.

Remarque 5.3.2 De méme, l'intensité conditionnelle définie par ’équation(5.1]) pos-

sede les propriétés présentés ci-dessus.

Propriété 5.3.6 Soit 0, et 0y les parametres respectivement de Ao, et Ag,. Ao, (0) =

o, (0) p. s. si et seulement si 0 = 6.

Propriété 5.3.7 (convergence en probabilité de O ; Ogatal978) Considérant un pro-
cessus ponctuel N stationnaire et ergodique défini I’équation et les propriétés|H. 5.
et[5.3.6, de plus, supposons que pour tout 0 € ©, il existe un voisinage Uy tel que :
. 5N P
i 98/161[[])9 | Aor (tl— Ao ()] T 0,
il. sup |log A/ (t)| a, pour a > 0, un moment fini d’ordre (2+ «) borné par rapport
date,Ug
iii. V0" € Up| Ay (0)] <o et |pg(0)] < vy avec vy et vy : variables aléatoires avec
un moment fini d’ordre 2;

Alors, nous obtenons le résultat suivant,
Or —2—s 6", (5.9)
Théoréme 5.3.2 (normalité asymptotique de O ; Ogata, 1978)

OL7(0)
00

Supposons que 'EMV Or satisfait I’équation = 0, les conditions du théo-

reme[5.3.1] et les conditions suivantes :
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Pour tout 6 € ©, il existe un voisinage U(6) de 0 tel que si
sup [N (1)) = H(t) et sup |6 (1) = G(t) .
0'cU () 0’ ()
alors E[H(0)] < +o0 et E [A.(0)*G(0)*] < +oc.

Ainsi,
VT (67 — 6%) ﬁ N(0,1(6%)7Y) (5.10)
2 (Le(0r) = Lr(0)) == G (5.11)

5.4 Modéle ETAS et processus de Dirichlet

Dans le modéle spatio-temporel défini par l'intensité conditionnelle (5.3]), 'intensité
d’arriére-plan est une fonction de la position spatiale. Plusieurs cas peuvent étre consi-
dérés concernant 'expression de cette intensité d’arriére-plan. D’ailleurs, Ogata ([66],
1998), Ogata et Zhuang ([70], 2006) se sont intéressés aux situations suivantes :

— l'intensité d’arriére-plan p(x) est une constante, ce qui correspond & un processus

de Poisson homogéne pour les séismes principaux ;

— Dintensité d’arriére-plan p(z) s’écrit de la forme pu(x) ot pu est une constante et

la fonction u est une surface bi-cubique B-splines.

Au lieu de cette approche déterministe, une approche semi-paramétrique permet de

considérer cette intensité d’arriére-plan de la fagon suivante :
(u(x))zex ~ DP(a, Gy) (5.12)

ot Gy est un champ log-gaussien stationnaire isotropique (Brix et Diggle [13], 2001) .
Soient (Si;)a.j)e[1,n]x[1,m] Une partition de X et N*, le processus ponctuel de Cox
correspondant aux séismes principaux au cours de la période [0, 7. Conditionnellement

a (u(x))ees,;, N*(Si) suit une loi de Poisson de paramétre T/u(x)dx, ceci traduit
I'indépendance conditionnelle des séismes principaux par rapportsg I’environnement.
La formulation de ce modéle est proche de celle donnée par Kottas et al. ([51], 2007),
mais ces derniers s’intéressant a la répartition spatiale d’une maladie faisaient intervenir
la population a risque dans chacun des S;;. Notons que le fait d’observer les nombres
de séismes entre plusieurs dates t; < t; < --- < t = T sur chaque S;; fournit des

données longitudinales dont nous pouvons tirer partie pour mettre en ccuvre 'inférence
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statistique (Kottas et al. [51], 2007).

5.5 FEtude de cas : ’arc des Petites Antilles

Si au départ, I'intérét portait uniquement sur 'aspect temporel, c’est-a-dire que 'on
s’'intéressait a la succession chronologique des occurrences, dans un deuxiéme temps, les
chercheurs ont pu aborder 'aspect spatio-temporel (représentation de la distribution
des épicentres dans l’espace et le temps), puis 'aspect spatio-temporel avec marques
(représentation de la distribution des épicentres dans I’espace et le temps en prenant la

magnitude comme marque).

5.5.1 Présentation des données

Nous considérons un catalogue constitué des événements sismiques ayant eu lieu
dans I’Arc des Petites Antilles entre les latitudes 10° — 20°N et longitudes 65° — 58°0O
durant la période de Janvier 1999 a Octobre 2004. Un total de 7095 séismes a été
recensé dauns le catalogue du CDSA (Centre de Données Sismiques des Antilles) et 2263
d’entre eux ont une magnitude au dessus de la magnitude de complétude fixée environ
a M. = 3 dans cette région (Bengoubou-Valérius et al. [7], 2008). La magnitude de
référence utilisée dans ce catalogue est la magnitude M.

Un second catalogue était disponible et constitué des événements sismiques reportés
dans le catalogue de ’ANSS (Advanced National Seismic System) du 8 Avril 1963 au
31 Décembre 2009 dans la méme région (latitude 10 & 20°N et longitude 65 a 58°0).
Néanmoins, nous avons été confrontés a des données incomplétes au début des années
60, de plus, ce catalogue contient plusieurs types de magnitude. Pour cette raison, nous

utiliserons uniquement les données du CDSA afin de mener notre étude.

La figure montre les localisations spatiales des séismes avec une attention par-
ticuliére & ceux de magnitude supérieure & 4,1. Les figures et représentent les

distributions temporelles par rapport a la magnitude.



128 CHAPITRE 5. PROCESSUS PONCTUELS EN SISMOLOGIE

= 64°W 62°W 60°W 58°W
o .
o™

z z
=] o0
z z
© ©
= prd
= T
g z
7 o
66°W 64°W 62°W 60°W 58°W

FIGURE 5.1 — Répartition spatiale des séismes des Petites Antilles de 1999 a 2004.
Les points rouges correspondent aux magnitudes supérieures a 4,1 et les bleus ceux de
magnitudes inférieures.
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FIGURE 5.2 — Distribution temporelle des séismes des Petites Antilles de 1999 a 2004 de
magnitude supérieure a 3 et arrondie a I'entier supérieur. Le jour numéro 1 correspond
au premier Janvier 1999.
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FIGURE 5.3 — Distribution temporelle des séismes par rapport a leur magnitude. Le
jour numéro 1 correspond au premier Janvier 1999.



5.5. ETUDE DE CAS : L’ARC DES PETITES ANTILLES 131

5.5.2 Méthode de thinning

Dans certains cas, il est nécessaire de construire un catalogue sismique approprié
constitué des événements principaux. L’idée est de soustraire des groupes au catalogue
complet, ces groupes doivent donc étre identifiés et extraits. Knopoff ([50], 2000) a
fournit un algorithme pour 'identification des répliques, des événements précurseurs et
des clusters. Une récente description des techniques de declustering peut étre trouvée
en ligne (van Stiphout et al. [105], 2012). Cependant, puisque nous étudions 1’évolution
spatio-temporelle et temporelle des séismes, les répliques sont prises en compte comme
décrit par Zhuang et al. ([114], 2005). Ces auteurs ont développé une méthode sto-
chastique de declustering basée sur 'amincissement du processus ponctuel telle que la
totalité des événements sismiques soit partagée en un processus d’arriére-plan et des pro-
cessus déclencheurs. Ceci a été mené en calculant la probabilité pour chaque événement
étant déclenché par un événement précédent. Comparée a la méthode conventionnelle
de declustering, la méthode stochastique ne contient pas de paramétre arbitraire (taille
de la fenétre des répliques par exemple). Ainsi, les procédures conventionnelles donnent
un catalogue différent pour chaque choix de ces paramétres et un choix optimal difficile
des paramétres s’impose. Dans la méthode stochastique de declustering, les probabilités
pour chaque événement généré sont obtenues par une méthode itérative et sont la clé

pour identifier les événements d’arriére-plan des clusters.

5.5.3 Etude du modéle ETAS

Le modéle considéré correspond a Iexpression avec 0 = (u, A, a, ¢, p), plus pré-

cisément :
No(tHp-) = p+ Y Ae®MimMg. (b — ;) (5.13)

ti<t

Nous avons estimé les paramétres u,A,a,c,p du modéle ETAS pour quatre fonctions
déclenchantes différentes : les distributions Gamma (paramétre de taux c et paramétre
de forme p), Weibull (paramétre d’échelle ¢ et paramétre de forme p) et Log-normal
(moyenne et déviation standard égales a c et p respectivement), la loi d’Omori modifiée

(paramétre d’échelle ¢ et un paramétre de forme p).

Remarque 5.5.1 Selon la loi d’Omori modifiée, la fonction déclenchante a l'expression

, p—1 t\ 7
suivante : gep(t) = —— | 14 - avec ¢ >0 et p > 1.
c c
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Distribution Distribution Distribution Loi d’Omori
Gamma, Weibull Lognormal modifiée
T e | PP e | L ot p— L ( E) B
Gep(t) = F(p)cpe — tp\/ﬁe . 1+ .
avec c>0etp>0|c>0etp>0] ceRetp>0 c>0etp>1
1 1,539 1,389 0,858 1,367
A 0,486 0,525 0,692 0,544
a 0,520 0,532 0,614 0,470
c 0,628 0,935 0,730 0,20
P 0,519 0,556 3,523 1,628
L 2509, 886 2514, 050 2504, 625 2419, 543
AlIC —5009, 772 —5018, 100 —4999, 250 —4829, 086
x> 14,980 14,683 25,843 44,071
p-value 0,183 0,197 0,007 0,000

TABLE 5.1 — Estimation des parameétres du modéle ETAS, résultats de la log-
vraisemblance et du test du Chi-2 pour trois fonctions déclenchantes.

A cet effet, nous avons écrit un programme dans I'environnement R puisque le pa-
ckage PtProcess (Harte [39], 2010) ne prenait pas en compte trois de nos fonctions
déclenchantes. Pour chaque distribution, la table résume les résultats obtenus : es-
timations des paramétres, log-vraisemblance, AIC et test du Chi-2 pour statuer sur
I’ajustement du modéle proposé aux données par le biais des dates rééchelonnés. La
figure illustre les quatre fonctions déclenchantes considérées avec la valeur des para-
meétres ¢ et p obtenus dans la table sur l'intervalle de temps [0, 1]. Le modéle ayant
I’AIC le plus bas est celui prenant en compte la distribution de Weibull, il s’ajuste bien
aux données avec une p-value égale a 0, 197 pour le test du Chi-2 ainsi qu'un processus

résiduel et des temps d’attentes rééchelonnés proches de ceux attendus quand le modéle

est vrai (figures [5.5).

5.5.4 Discussion

Les séismes peuvent étre considérés comme des réalisations de processus ponctuels,
ainsi, une modélisation temporelle et spatiale peut étre faite. La théorie de la vraisem-

blance pour de tels modéles fournit des outils particuliérement utiles pour I'analyse
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FIGURE 5.4 — Densité des distributions Gamma (noir), Weibull (bleu), Lognormal
(vert) et loi d’Omori modifiée (rouge) sur Uintervalle [0, 1] (valeurs de ¢ et p issues de
la table [5.1)).
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FIGURE 5.5 — Analyse résiduelle des événements sismiques avec comme fonction dé-
clenchante la densité de Weibull : (a) Courbe de 'intensité cumulée en rouge, droite
d’équation y=x en noir; (b) Histogramme des temps d’attente rééchelonnés, densité
exponentielle de paramétre 1 en bleu.
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statistique des activités sismiques. Des techniques de vraisemblance appropriées per-
mettent d’estimer les paramétres du modéle considéré tels que l'intensité d’arriére-plan,
la fonction déclenchante, et de tester 'ajustement au modéle. Une étude des variations
spatiale et temporelle de taux de sismicité a été menée dans le cas des Petites An-
tilles & I'aide du catalogue sismique du CDSA contenant 7095 événements de Janvier
1999 a Octobre 2004. Considérant un modéle ETAS, différentes distributions pour la
fonction déclenchante, incluant la loi d’Omori modifiée, ont été comparées. A cet effet,
nous avons écrit un programme dans l'environnement R. Ceci nous a mené & conclure
que la distribution de Weibull est la meilleure, dans la mesure ou ’AIC est le moins
élevé et les temps d’attente rééchelonnés sont proches de ceux attendus. Ainsi, la loi
d’Omori modifiée adoptée par un grand nombre d’auteurs depuis I’article d’Ogata ([65],
1988) pour le modéle ETAS ne semble pas adaptée du tout aux données de sismicité
de la région des Petites Antilles. La figure [5.4] indique la différence de comportement
au voisinage de zéro pour les quatre fonctions proposées. La meilleure adéquation de la
densité de Weibull par rapport a la loi d’Omori modifiée semble indiquer une plus forte
agrégation des événements secondaires (répliques) a la suite d’un événement sismique

principal.

Ces travaux sur les données sismiques de I'arc des Petites Antilles ont fait ’objet
de plusieurs communications dans un congrés national et des congres internationaux
(Valmy [97], 2011; Valmy et Vaillant [98] 100, ©99], 2011) et d’un article sous presse
(Valmy et Vaillant [I04], 2012).
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Conclusions et perspectives

Divers domaines scientifiques nécessitent de prendre en considération des situations
pour lesquelles nous observons des occurrences d’événements. Les positions et les dates
de ces occurrences sont d'un intérét capital si nous voulons décrire et prévoir de fagon
efficace le phénoméne étudié. De telles situations se retrouvent par exemple en épi-
démiologie, sismologie et neurophysiologie. Telle est la motivation de notre travail de
thése pour lequel nous avons étudié d’une part les processus de Cox dirigé par un pro-
cessus caché associé a un processus de Dirichlet, d’autre part, des processus ponctuels
a mémoire de type Epidemic Type Aftershock Sequence (ETAS).

Dans un premier temps, des mélanges de processus ponctuels sont considérés pour
prendre en compte la variabilité de ’environnement par une approche bayésienne hiérar-
chique. Nous nous sommes focalisés sur des données consistant en des positions d’occur-
rences spatiales avec une information incompléte sur les dates d’occurrences. Ensuite,
nous avons considéré des données de type comptages dans des unités d’échantillonnage
spatiales. Nous avons pris en compte des lois a priori de type stick-breaking pour une
approche bayésienne semi-paramétrique avec I'utilisation du processus de Dirichlet et
avec une intensité stochastique shot-noise généralisé. Nous nous sommes intéressés a
des situations otl des événements cachés ou non observables se produisent et ont une in-
fluence sur le nombre d’occurrences pour le phénoméne observé. Nous avons proposé un
modéle de processus de Cox ayant un processus intensité de type shot noise généralisé
associé a un processus de Dirichlet. Les propriétés distributionnelles de ce modéle ont
été déterminées ainsi que les lois limites relatives & certains parameétres, par exemple,
la bande passante spatiale. Il permet de modéliser un phénomeéne consistant en des
occurrences a des positions spatiales et des dates provoquées par des événements cachés
se produisant selon un processus de Poisson. La contribution de chacun de ces événe-
ments suit un processus de Dirichlet centré sur une loi positive, telle la loi Gamma.

L’une des motivations premiéres est 'étude d’infection observée dans le domaine végeé-
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tale par rapport a des maladies vectorielles pour lesquelles les infestations du vecteur
ne sont pas observables. Un algorithme MCMC hybride Gibbs-Metropolis-Hastings a
été proposé. 1l est a sauts réversibles et permet de prendre en compte la variabilité de la
dimension de I'espace des paramétres. Il fournit alors la loi a posteriori des paramétres
suivants : nombre attendu d’événements cachés par unité d’espace et de temps, contri-
bution espérée par événement caché, degré d’influence spatiale d’événements cachés,
degré d’influence temporelle d’événements cachés et degré de corrélation des contribu-
tions des événements cachés. L’application a des données artificielles et & des données
réelles montre le potentiel de la méthode.

Diverses perspectives s’ouvrent au travail précédemment décrit. Tout d’abord, nous
comptons appliquer notre modéle a des phénoménes de santé publique (facteurs fa-
vorisant la résurgence des cas de dengue observés), d’épidémiologie végétale (étude la
propagation de la cercosporiose aux Antilles frangaises avec le CIRAD de Guadeloupe)
et d’écologie (régulation des populations invasives de la fourmi manioc en Guadeloupe
avec I'Université Paris-Est-Créteil, Laboratoire BIOEMCO, UMR, 7618). Nos objectifs
sont de développer des nouveaux outils en mettant a disposition un modéle stochastique
susceptible de décrire et de caractériser I’évolution de certaines maladies vectorielles ou
la propagation spatio-temporelle d’ennemis des cultures. Ensuite, nous comptons égale-
ment améliorer la convergence des méthodes MCMC utilisées par rapport a l'efficacité
de I'exploration de I'espace des parameétres.

Nous avons abordé dans un second temps l'intérét des processus ponctuels en sismo-
logie. En effet, une répartition spatiale et/ou temporelle d’occurrences de tremblement
de terre dans une zone pendant une période donnée constitue une réalisation de proces-
sus ponctuel. La vraisemblance de processus ponctuel fournit un outil particuliérement
utile pour 'analyse statistique des activités sismiques. Nous avons donc utilisé des tech-
niques de vraisemblance appropriées afin d’estimer les paramétres du modéle considéré
tels que l'intensité d’arriére-plan, la fonction déclenchante, puis de tester ’'ajustement au
modéle. Utilisant le catalogue sismique du CDSA de Janvier 1999 a Octobre 2004, une
étude des variations spatiale et temporelle du taux de sismicité a été menée dans le cas
des Petites Antilles. Par ailleurs, en considérant un modeéle Epidemic Type Aftershock
Sequence (ETAS), différentes distributions pour la fonction déclenchante, incluant la loi
d’Omori modifiée, ont été comparées. Nous avons montré que la loi d’Omori modifiée
ne s’ajuste pas aux données sismiques des Petites Antilles et la fonction déclenchante
la plus adaptée est le modéle de Weibull. Cela implique que le temps d’attente entre

répliques dans la zone des Petites Antilles est plus faible que celui des régions a sismicité



139

décrite par la loi d’Omori modifiée. A cet effet, nous avons écrit différents programmes
dans 'environnement R. Nous suggérons également de considérer le modéle d’intensité
conditionnelle spatio-temporelle telle que décrite par Ogata ([68], 2011) en y ajoutant
une intensité d’arriére-plan, non plus déterministe, mais de loi un processus de Dirichlet
centré sur un processus spatial log-gaussien.

Des contacts avec le BRGM de Guadeloupe ont été initiés au cours de cette thése
et une collaboration est envisagée sur des modéles de sismicité pour 'arc des Petites
Antilles.
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ANNEXE A

VOCABULAIRE RENCONTRE EN
SISMOLOGIE

Aléa sismique : probabilité pour une région de subir des secousses sismiques.

Catalogue sismique : les catalogues de sismicité instrumentale rassemblent les données décrivant
les séismes détectés par les sismomeétres des réseaux de surveillance sismique. Les sismomeétres
mesurent, en un lieu géographique donné, la vitesse du déplacement selon les trois composantes
de I’espace suite & une sollicitation sismique. Ils restituent cette information sur un sismogramme
dont I’analyse par le sismologue permet de définir certaines caractéristiques du séisme (localisa-
tion, magnitude, mécanisme au foyer, - - ).

Données sismiques : ensemble des informations (localisation, date, heure, magnitude, ...) d’un
séisme. Quand toutes ces informations sont disponibles pour un séisme, les données sont dites
complétes.

Echelle de Richter : échelle de référence qui évalue I’énergie des séismes par la valeur de la
magnitude.

Epicentre microsismique (ou épicentre réel) : point de la surface terrestre situé a la verticale du
foyer (ou hypocentre) d’un séisme.

Evénements sismiques : occurrences lors desquelles de I’énergie est libérée dans ’écorce terrestre,
ce qui a entraine une série d’ondes sismiques.

Foyer (ou hypocentre) : point de départ de la rupture des roches.

Intensité (d’un séisme) : mesure des secousses du sol évaluée & partir des dégats subis par les
constructions, les modifications de la surface du sol et les impressions des témoins.

Latitude : 1a distance angulaire, généralement exprimée en degré, séparant ce point de I’équateur.
Les latitudes se comptent de —90 " a +90 ° et la latitude de ’équateur est 0.

Longitude : la distance angulaire, généralement exprimée en degré, séparant ce point du méridien
de Greenwich. La longitude se compte de 0 & 360 ou de —180"a +180 et la longitude de
Greenwich est 0 °.

Magnitude : unité de grandeur d’un séisme comprise entre 0 et 9 qui traduit I’énergie libérée
par le séisme au niveau du foyer : on utilise I’échelle de Richter. Ils existent plusieurs types de

magnitude, dont certaines sont détaillées dans le tableau ci-dessous :
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Type de magnitude ‘ Domaine d’application ‘ Rayon d’application ‘

Durée (Md) <4 0 — 400 km
Local (MI) 2-6 0 — 400
Onde de surface (Ms) 5—8 20 —180 °
Moment (Mw) > 3,5
Ondes de volume (Mb) 4-7 16 —200°
Commentaires

La magnitude :

— de durée Md est calculée pour des petits séismes, elle rend compte de la durée du signal entre
I’arrivée de la premiére onde et I’'instant ou le signal retrouve le niveau du bruit de fond
sismique initial.

— locale Ml est définie pour des séismes locaux (courte distance), elle dépend d’une relation
entre la distance d’enregistrement et ’amplitude maximale observée.

— des ondes de surface Ms est valable pour toutes les distances, elle est calculée a partir des
ondes de surface de Rayleigh et caractérise des séismes importants & faible profondeur.

— de moment Mw est directement reliée au moment sismique du séisme, elle est utilisée pour
les gros séismes pour lesquels les Ms et MI sous-estiment les énergies libérées.

— des ondes de volume Mb est calculée & partir des ondes de compression P et elle est généra-
lement utilisée pour les séismes profonds qui ne générent pas d’ondes de surface.

Les sismologues indiquent la taille d’un tremblement de terre en magnitude. Il existe différentes

fagons de mesurer la magnitude & partir des sismomeétres, car chaque méthode ceuvre sur un

champ limité de magnitude. Certaines méthodes sont basées sur les ondes de volume, qui se
propagent, profondément selon la structure des roches, d’autres sur les ondes de surface, qui se
propagent dans les couches supérieures.

Magnitude de complétude d’un catalogue : magnitude au dela de laquelle les données sismiques

sont complétes.

Précurseurs (séismes) : petits séismes précédant le séisme principal dans une série d’événements

localisés dans une zone proche.

Reépliques sismiques (ou événements secondaires) : séismes de moindre importance pouvant suc-

céder au séisme principal.

Risque sismique : conséquences de 'aléa sismique sur le plan humain, matériel et économique.

Séisme principal (ou majeur ou choc principal) : le plus grand tremblement de terre dans une

série.

Séisme (ou tremblement de terre ou secousse tellurique) : mouvement sur une faille qui engendre

des secousses plus ou moins violentes & la surface du sol.

Sismicité (ou séismicité) : distribution géographique des séismes en fonction du temps.

Sismologie : science qui étudie les tremblements de terre naturels ou artificiels, et d’'une maniére

générale la propagation des ondes sismiques & travers la Terre.



ANNEXE B

PROGRAMMES INFORMATIQUES
COMPLEMENTAIRES SOUS R

B.1 Modéle de Cox associé & un Dirichlet

B.1.1 Cas de données de positions spatio-temporelles

MCMCPPSN < — function(h, alpha0, b0, mu0, sigmal 0, sigma2_ 0, N, positions,
dateobs, L1, L2, MAX M) {

£ MCMC pour le processus ponctuel shot noise généralisé sur le rectangle [0, L1] x [0, L2]
# et intervalle [0,7] ou T est la derniére date d’observations

f N est le nombre d’itérations de la chaine

f alpha0Q, b0, mu0, sigmal 0, sigma2 0 sont les valeurs initiales

# h est le vecteur (de longueur 5) des paramétres de dilatation de la loi instrumentale
halpha = h[1]; hb = h[2] ; hmu = h[3]; hsigmal = h[4]; hsigma2 = h[5]

f positions est la matrice & 3 colonnes des positions spatiales et des dates de premiére
f détection des occurrences

# positions a donc en colonne 1 les abscisses, en colonne 2 les ordonnées, et en colonne
f 3 les dates de 1lére détection

f dateobs est le vecteur des dates d’observation (dans 'ordre)

# la matrice (Nx5) en sortie "param" correspond aux N transitions, aux 5 paramétres
# library(actuar) installe le package "actuar" afin d’utiliser la fonction "dinvgamma"
f donnant la densité de la loi inverse-gamma

tt = dateobs|length(dateobs)] § tt est la derniére date d’observations

param = matriz(0, nrow = N, ncol = 5) fltération 1

logalpha = log(alpha0) 4+ halpha * rnorm(1)

logb = log(b0) + hb % rnorm(1)

logmu = log(mu0) + hmu * rnorm(1)

logsigmal = log(sigmal 0) 4+ hsigmal x rnorm(1)

logsigma?2 = log(sigma2_0) 4+ hsigma2 * rnorm(1)
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b = exp(logb); mu = exp(logmu); alpha = exp(logalpha)

M = max(1,rpois(1,lambda = mu x L1 x L2 « tt))

print(M)

a = rgamma(1l, shape = b, scale = 1)

if(M >1){ for(iin2: M){

u=runif(1); L = (u < alpha/(alpha + i — 1)); j = sample(1: (i — 1),1)
a = c¢(a, L x rgamma(1l, shape = b, scale = 1) + (\L) x alj]) } }

ys = chind(matriz(L1xrunif(M),ncol = 1), matriz(L2+runif(M),ncol = 1), matriz(ttxrunif(M),
ncol = 1))

param[l,] = c(logalpha,logb, logmu, logsigmal, logsigma2)

gltérations pour N>=t >1

for(tin2 : N){ if (0 == t%%10) { print(t) }

paraml|t, 1] = movealpha(param|t — 1,1],a, param[t — 1, 2], M, halpha)
paraml|t, 2] = moveb(paramlt, 1], a, param[t — 1,2], M, hb)

param[t, 3] = movemu(param[t — 1, 3], M, hmu)

paramlt, 4] = movesigmal(param|[t — 1,4], param[t — 1, 5], M, a,ys, positions
,dateobs, L1, L2, hsigmal)

paraml|t, 5] = movesigma2(paraml(t, 4], param[t — 1,5], M, a, ys, positions,
dateobs, L1, L2, hsigma?2)

Mays = moveMays(paramlt, 1], paramlt, 2], paramlt, 3], paramlt, 4],
paramlt, 5], M, a,ys, positions, dateobs, L1, L2, MAX M)

M = Mays[[1]]; a = Mays|[[2]]; ys = Mays|[3]] }

param }

calintcum < — function(a,ys, s1, 2, z,y,t) {

gCalcul de l'intensité cumulée en un point d’abscisse x, d’ordonnée y a la date t

fa est le vecteur des contributions & 'intensité

fys est la matrice & 3 colonnes des coordonnées spatio-temporelles du shot noise

fs1 est la bande passante spatiale, s2 est la bande passante temporelle

z = sum(a x dnorm(z — ys|, 1], sd = s1) x dnorm(y — ys|, 2], sd = s1) * pexp(t — ys[, 3], rate = 1/52))

z}

simuPPSN < — function(alpha,b,mu, s1,s2,T, L1, L2) {

gsimulation d’un processus de Cox d’intensité shot noise généralisé

fsur Pintervalle [0, 7] sur le rectangle [0, L1] x [0, L2]

fa est un vecteur de longueur M

M = mazx(1,rpois(n = 1,lambda = mu))

fEn fait, mu doit étre choisi suffisamment grand de sorte que M=0 négligeable
a = rgamma(1, scale = 1, shape = b)

if(M >1){ for(iin2: M) {

u=runif(1l); L =u < alpha/(alpha +i —1);j = sample(1 : (i — 1),1)

a = c(a, L * rgamma(1l, shape = b) + (L) x alj]) } }
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ys = chind(matriz(L1xrunif(M),ncol = 1), matriz(L2xrunif(M),ncol = 1), matrix(T «runif(M),
ncol = 1))

maxintens = max(sum(a/(2 * pi * s2 * (s1)?))) fcalcul du max de l'intensité

posidate = poihomspatem(mazxintens, T, L1, L2, FALSE)

fmatrice & 3 colonnes (abscisse, ordonnée, date)

n = dim(posidate)[1]

print(n)

u=runif(n); 2= NULL

for(iinl:n){

x = posidateli, 1]; y = posidateli, 2];t = posidate]i, 3];

z = ¢(z, sum(axdnorm(x—ys[, 1], sd = sl)xdnorm(y—ys|, 2], sd = sl)xdexp(t—ys[, 3], rate = 1/s2))) }
L = u < (z/maxintens)

resu = posidate[L, ]

resu }

traceintens < — function(mu, sl, s2,b, alpha) {

gsimulation et tracé de l'intensité cumulée en t=1 d’'un PP shot noise généralisé
fsur un carré unité dans l’intervalle [0,1]

x =y = seq(0,1,length = 100);t =1

M < —rpois(1, mu)

a = rgamma(1l, scale = 1, shape = b)

if (M >1){ for(iin2: M){

u=runif(1); L = u < alpha;j = sample(1: (i —1),1)

a = ¢(a, (L * rgamma(l, shape = b) + (IL) x alj])) } }

ys = matrixz(runif (3 * M), ncol = 3) }

intens < — function(x,y) {

fCalcul de lintensité cumulée en (x,y), la date t étant fixée

jva = sum(a x dnorm(x — ys[, 1], sd = s1) x dnorm(y — ys|, 2], sd = s1) * pexp(t — ys[, 3], rate = 1/s2))
jua }

poihomspatem < — function(intens, T, L1, L2, jva){

fnombre de points dans Sx[0,T]

n = rpois(1, intens x T x L1 x L2)

fpositions et dates des occurrences

posidates = matriz(c(L1 x runif(n), L2 « runif(n), sort(T * runif(n))), ncol = 3)
if (o) { }

posidates }

movealpha < — function(logalpha, a,logb, M, halpha) {
logalphanew = logalpha + halpha * rnorm(1)finstrumentale gaussienne

alpha = exp(logalpha)
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alphanew = exp(logalphanew)

Ralpha = dgamma(alphanew, shape = 9, scale = 2,log = TRUFE) — dgamma(alpha, shape = 9,
scale = 2,log = TRUE) + calprDP(a,logalphanew,logb, M) — calpr D P(a,logalpha,logb, M)
if(Ralpha > log(runif(1))) { resu = logalphanew }

else{ resu = logalpha }

resu }

moveb < — function(logalpha, a,logb, M, hb) {

logbnew = logb 4+ hb * rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

Rb = logb—0.5%logh® —logbnew+0.5xlogbnew?+calpr D P(a, logalpha, logbnew, M) —calpr D P(a, logalpha, logb, M)
if (Rb > log(runif(1))){ resu = logbnew }

else{ resu = logb }

resu }

movemu < — function(logmu, M, hmu) {

logmunew = logmu + hmu * rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

munew = exp(logmunew); mu = exp(logmu)

Rmu = dinorm(munew, meanlog = 1, sdlog = 1,log = TRUFE) — dlnorm(mu, meanlog = 1, sdlog =
1,log = TRUE) +dpois(M,lambda = munew,log = TRUE) — dpois(M,lambda = mu,log = TRUE)
if (Rmu > log(runif(1))){ resu = logmunew }

else{ resu = logmu }

resu }

movesigmal < — function(logsigmal,logsigma2, M, a,ys, positions, dateobs, L1, L2, hsigmal) {
logsigmalnew = logsigmal + hsigmal x rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

sigmalnew = exp(logsigmalnew); sigmal = exp(logsigmal); sigma2 = exp(logsigma2)

fLa ligne précédente est faite pour utiliser a la ligne suivante "callogvrais"

Rsigmal = callogvrais(a,ys, sigmalnew, sigma2, positions, dateobs, L1, L2)

— callogurais(a,ys, sigmal, sigma2, positions, dateobs, L1, L2)

if(Rsigmal > log(runif(1))) { resu = logsigmalnew }

else{ resu = logsigmal }

resu }

movesigma2 < — function(logsigmal,logsigma2, M, a,ys, positions, dateobs, L1, L2, hsigma2) {
logsigma2new = logsigma2 + hsigma2 x rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

sigma2new = exp(logsigma2new); sigma2 = exp(logsigma2); sigmal = exp(logsigmal)

fLa ligne précédente est faite pour utiliser a la ligne suivante "callogvrais"

Rsigma2 = sigma2new — sigma2 + callogurais(a,ys, sigmal,

sigma2new, positions, dateobs, L1, L2) — calloguvrais(a, ys, sigmal, sigma2, positions, dateobs, L1, L2)
if(Rsigma2 > log(runif(1))) { resu = logsigma2new }

else{ resu = logsigma2 }

resu }
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moveMays < — function(logalpha,logb, logmu, logsigmal, logsigma2, M, a,

ys, positions, dateobs, L1, L2, MAX M) {

alpha = exp(logalpha); b = exp(logb); mu = exp(logmu);

sigmal = exp(logsigmal); sigma2 = exp(logsigma?)

LL = as.numeric(runif(1) < 0.5); LL =2+ LL —1

Mnew = min(maz(2, M + LL), MAXM)

f M>=2, Mnew vaut M+1 avec une proba 1/2 ou M-1 avec une proba 1/2

if (Mnew <= M){

choixz = sample.int(M, Mnew)

anew = a[choiz]

ysnew = ys[choix,

else{

u=runif(1); L =u < alpha/(alpha + M); j = sample(1 : M, 1)

anew = c(a, (L x rgamma(l, shape = b, scale = 1) + (L) x a[j]))

ysnew = rbind(ys, c(runif (1, max = L1), runif (1, maz = L2),runif (1, max = dateobs[length(dateobs)])))
}

RMays = dpois(Mnew,lambda = mu,log = TRUFE) — dpois(M,lambda = mu,log = TRUE)
+calpr D P(anew, logalpha,logb, Mnew) — calpr DP(a,logalpha,logb, M)

RMays = RMays + callogvrais(anew, ysnew, sigmal, sigma2, positions, dateobs, L1, L2)

— callogvrais(a,ys, sigmal, sigma2, positions,

dateobs, L1, L2)

if (RMays > log(runif(1))) { resu = list(Mnew, anew, ysnew) }

else{ resu = list(M,a,ys) }

resu }

calprDP < — function(a, logalpha,logb, M) {

fCalcul de la log-proba des contributions "a" selon une loi Gamma

fM doit étre la longueur du vecteur a

alpha = exp(logalpha); b = exp(logb)

z = dgamma(a[l], shape = b, scale = 1,log = TRUE)

(M > 1)

for(jin2 : M) {

z = z 4+ log((1/(alpha + j — 1)) * (alpha * dgamma(alj], shape = b, scale = 1) + sum(a[j] == a[l :
G-}

z}

callogvrais < — function(a, ys, s1, s2, positions, dateobs, L1, L2) {

t Calcul de la log-vraisemblance pour des observations sur le rectangle [0, L1] x [0, L2]

f positions est la matrice & 3 colonnes des positions spatiales et des dates de 1lére détection
f des occurrences

f dateobs est le vecteur des dates d’observation

f a est le vecteur des contributions & l'intensité

f ys est la matrice & 3 colonnes des coordonnées spatio-temporelles du shot noise
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f sl est la bande passante spatiale, s2 est la bande passante temporelle

I = length(dateobs) § I est le nombre de cartes observées

n = dim(positions)[1] £ n est le nombre de sites infectés

intcumtot = sum(a * (pnorm(L1 — ys[,1],sd = s1) — pnorm(0 — ys[,1],sd = s1)) * (pnorm(L2 —
ys[, 2], sd = s1) — pnorm(0 — ys|, 2], sd = s1))

xpexp(dateobs[I| — ys|, 3], rate = 1/s2))

z =
Ldate = (positions|, 3] <= dateobs[1]) fvecteur logique des occurrences jusqu’a la lére date d’obser-
vation
posx = positions[Ldate, 1] fabscisses des occurrences jusqu’a la lére date d’observation
]

posy = positions[Ldate, 2] fordonnées des occurrences jusqu’a la lére date d’observation
for(k inl : sum(Ldate)) { z = z + log(calintcum(a, ys, s1, s2, posz[k], posy|k], dateobs[1])) }
P> 1)1

for(iin2: T){ fitérations sur les intervalles |t {i—1},t_i]d observations

Ldate = (positions|, 3] <= dateobs|i])&(positions|, 3] > dateobs[i — 1])

fvecteur logique des occurrences dans |t {¢—1 },¢_ ]

posx = positions|Ldate, 1]; posy = positions[Ldate, 2]

for(k inl : sum(Ldate)) {

z = z + log(calintcum(a, ys, s1, s2, posz[k], posy|k], dateobs]i])

— calintcum(a, ys, s1, s2, posx[k], posy[k], dateobs[i — 1])) } } }

z = z — intcumtot

z}

B.1.2 Cas de données de comptages spatiales

MCMCPPSN < — function(h, alpha0, b0, mu0, sigma0, N, comptages,

sommets, L1, L2, MAX M) {

f MCMC pour le processus ponctuel shot noise généralisé avec données sous forme de
# comptage spatial dans le rectangle [0, L1] x [0, L2]

f N est le nombre d’itérations de la chaine

# alpha0,b0,mu0,sigma0 sont les valeurs initiales

f h est le vecteur (de longueur 5) des paramétres de dilatation de la loi instrumentale
halpha = h[1]; hb = h[2]; hmu = h[3]; hsigma = h[4]

f comptages est le vecteur des comptages dans des unités spatiales rectangulaires

# sommets est une matrice a 4 colonnes (coordonnées du point en bas a gauche, longx, longy)
f permettant de calculer 'intégrale sur chaque unité spatiale rectangulaire

# la matrice (Nx4) en sortie "param" correspond aux N transitions, aux 4 paramétres
# library(actuar) installe le package "actuar" afin d’utiliser la fonction "dinvgamma"

# donnant la dansité de la loi inverse-gamma

param = matriz(0, nrow = N,ncol = 4)

f Itération 1

logalpha = log(alpha0) + halpha x rnorm(1) ; logb = log(b0) + hb * rnorm(1)

logmu = log(mu0) + hmu * rnorm(1) ; logsigma = log(sigma0) + hsigma * rnorm(1)
b = exp(logb); mu = exp(logmu); alpha = exp(logalpha)

M = max(1,rpois(1,lambda = mu x L1 x L2))

print(M)

a = rgamma(1l, shape = b, scale = 1)
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if (M >1){

for(iin2: M){

uw=runif(1); L = (u < alpha/(alpha + i — 1)); j = sample(1 : (i — 1),1)

a = c(a, L * rgamma(l, shape = b, scale = 1) + (IL) x alj]) } }

ys = cbind(matriz(L1 x runi f (M), ncol = 1), matrix(L2 x runif (M), ncol = 1))
param[l,] = ¢(logalpha,logb, logmu, logsigma)

g Itérations pour N>=t >1

for(tin2: N){

if (0 == t%%10) { print(t) }

paramlt, 1] = movealpha(paramlt — 1, 1], a, param|[t — 1,2], M, halpha)
paramlt, 2] = moveb(paraml|t, 1], a, param[t — 1,2], M, hb)

param|t, 3] = movemu(paraml[t — 1, 3], M, hmu)

paraml|t, 4] = movesigma(param[t — 1,4], M, a,ys, comptages, sommets
, L1, L2, hsigma)

Mays = moveMays(paramlt, 1], paraml[t, 2], param[t, 3], param[t, 4], M,
a,ys, comptages, sommets, L1, L2, MAX M)

M = Mays[[1]]; a = Mays[[2]]; ys = Mays[[3]]; }

param }

simuPPSN < — function(alpha,b,mu, s1,s2, T, L1, L2){

fsimulation d’un processus de Cox d’intensité shot noise généralisé

fsur lintervalle [0,T] sur le rectangle [0,L1]x[0,L2]

fa est un vecteur de longueur M

M = max(1,rpois(n = 1,lambda = mu))fmu doit étre choisi assez grand de sorte que M=0 négligeable
a = rgamma(1l, scale = 1, shape = b)

i (M > 1)1

for(iin2: M){

u=runif(1); L = u < alpha/(alpha +1i—1);j = sample(1 : (i — 1), 1)

a = c(a, L * rgamma(1, shape = b) + (L) x alj]) } }

ys = chind(matriz(L1xrunif (M), ncol = 1), matriz(L2xrunif (M), ncol = 1), matriz(T *runif(M),
ncol = 1))

maxintens = max(sum(a/(2 * pi * s2 * (s1)?)))fcalcul du max de I'intensité

posidate = poihomspatem(maxintens, T, L1, L2, FALSFE)fmatrice & 3colonnes (abscisse, ordonnée, date)
n = dim(posidate)[1]

print("n ="7); print(n)

u=runif(n)

z=NULL

for(iinl :n){

x = posidateli, 1]; y = posidateli, 2];t = posidate]i, 3];

z = ¢(z, sum(axdnorm(z—ys[, 1], sd = s1)xdnorm(y—ys|, 2], sd = s1)xdexp(t—ys|, 3], rate = 1/s2))) }
L = u < (z/maxintens)

resu = posidate[L, ]
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resu }

traceintens < — function(mu, sl, s2,b, alpha) {
gsimulation et tracé de l'intensité cumulée en t—1 d’un processus ponctuelshot noise généralisé
fsur un carré unité dans l'intervalle [0,1]

x =y = seq(0,1,length = 100);t =1

M < —rpois(1, mu)

a = rgamma(l, scale = 1, shape = b)

if (M >1){

for(iin2: M){

u=runif(1); L =u < alpha;j = sample(1 : (i — 1),1)
a = c(a, (L * rgamma(l, shape = b) + (L) x alj])) } }
ys = matriz(runif(3 x M), ncol = 3) }

intens < — function(z,y) {

fCalcul de l'intense cumulée en (x,y), la date t étant fixée

lva = sum(a * dnorm(x — ys[, 1], sd = s1) * dnorm(y — ys|[, 2|, sd = s1) x pexp(t — ys[, 3], rate = 1/s2))
lva }

poihomspatem < — function(intens, T, L1, L2, jva){

fnombre de points dans Sx[0,T]

n = rpois(1,intens x T x L1 x L2)

fpositions et dates des occurences

posidates = matriz(c(L1 x runif(n), L2 * runif(n), sort(T * runif(n))), ncol = 3)

if(jva){ }
posidates }

movealpha < — function(logalpha, a,logb, M, halpha) {

logalphanew = logalpha + halpha % rnorm(1)finstrumentale gaussienne

alpha = exp(logalpha); alphanew = exp(logalphanew)

Ralpha = dgamma(alphanew, shape = 9, rate = .5,log = T') — dgamma(alpha, shape =9,
rate = .5,log = T) 4 calpr DP(a,logalphanew,logb, M) — calpr D P(a,logalpha,logb, M)
if(Ralpha > log(runif(1))){ resu = logalphanew }

else{ resu = logalpha }

resu }

moveb < — function(logalpha, a,logb, M, hb) {

logbnew = logb 4+ hb * rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

Rb = logb — 0.5 x logh? — logbnew + 0.5 * logbnew? + calpr DP(a,logalpha, logbnew, M)
— calprDP(a,logalpha,logb, M)

if (Rb > log(runif(1))){ resu = logbnew }

else{ resu = logb }
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resu }

movemu < — function(logmu, M, hmu) {

logmunew = logmu + hmu x rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

munew = exp(logmunew); mu = exp(logmu)

Rmu = dinorm(munew, meanlog = 1, sdlog = 1,log = T) — dinorm(mu, meanlog = 1,

sdlog = 1,log = T) + dpois(M,lambda = munew,log = T) — dpois(M,lambda = mu,log = T)
if (Rmu > log(runif(1))) { resu = logmunew }

else{ resu = logmu }

resu }

movesigma < — function(logsigma, M, a, ys, comptages, sommets, L1, L2, hsigma) {

logsigmanew = logsigma + hsigma * rnorm(1)finstrumentale log-gaussienne

sigmanew = exp(logsigmanew); sigma = exp(logsigma);

gLa ligne précédente est faite pour utiliser & la ligne suivante "callogvrais"

Rsigma = callogvrais(a, ys, sigmanew, comptages, sommets)—callogvrais(a,ys, sigma, comptages, sommets)
if (Rsigma > log(runif(1))){ resu = logsigmanew }

else{ resu = logsigma }

resu }

moveMays < — function(logalpha,logb, logmu, logsigma, M, a, ys, comptages, sommets, L1, L2, MAX M) {
alpha = exp(logalpha); b = exp(logb); mu = exp(logmu); sigma = exp(logsigma);

LL = as.numeric(runif(1) < 0.5); LL =2+ LL —1

Mnew = min(max(2, M + LL), MAX M)

fM>=2, Mnew vaut M+1 avec une proba 1/2 ou M-1 avec une proba 1/2

if (Mnew <= M){

choiz = sample.int(M, Mnew); anew = a[choix]; ysnew = ys|[choix,]| }

else{

u=runif(1); L = u < alpha/(alpha + M); j = sample(1 : M, 1)

anew = c(a, (L * rgamma(l, shape = b, scale = 1) + (L) % a[j])

ysnew = rbind(ys, c(runif(1,max = L1),runif(1,max = L2))) }

RMays = dpois(Mnew,lambda = mu,log = TRUE) — dpois(M,lambda = mu,log = TRUFE)
+ calpr DP(anew, logalpha,logb, Mnew) — calprD P(a,logalpha, logb, M)

RMays = RMays + callogvrais(anew, ysnew, sigma, comptages, sommets)

— callogvrais(a, ys, sigma, comptages, sommets)

if(RMays > log(runif(1))){ resu = list(Mnew, anew, ysnew) }

else{ resu = list(M,a,ys) }

resu }

calprDP < — function(a, logalpha,logb, M) {
f Calcul de la log-proba du vecteur des contributions "a" selon une loi Gamma

f M doit étre la longueur du vecteur a
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alpha = exp(logalpha); b = exp(logb) ; z = dgamma(a[l], shape = b, scale = 1,log = TRUE)
if(M > 1)

for(jin2: M){

z =z +1log((1/(alpha + j — 1)) * (alpha * dgamma(a[j], shape = b, scale = 1)

+sum(alj] ==all: (j -1)])) } }

z }

callogvrais < — function(a, ys, sigma, comptages, sommets) {

# calcul de la log-vraisemblance pour des comptages spatiaux

f comptages est le vecteur des comptages dans des unités spatiales rectangulaires

# sommets est une matrice & 4 colonnes (coordonnées du point en bas a gauche, longx, longy)

f permettant de calculer 'intégrale sur chaque unité spatiale rectangulaire

f a est le vecteur des contributions & l'intensité

f ys est la matrice & 2 colonnes des coordonnées spatiales du shot noise

f sigma est la bande passante spatiale

n = length(comptages) ; intcums = rep(0, n)

for(iinl : n){ intcums[i] = sum(a * (pnorm(sommets|i, 1] + sommets|i, 3] — ys|, 1], sd = sigma)
— pnorm(sommets[i, 1] —ys[, 1], sd = sigma)) * (pnorm(sommets[i, 2] + sommets[i, 4] — ys[, 2], sd =
sigma)

— pnorm(sommets|i, 2] — ys[, 2], sd = sigma))) }

z = sum(dpois(comptages, intcums,log =T))

z }

B.2 Calcul du log-rapport de vraisemblance

Considérant le modéle de Cox associé & un Dirichlet dans le cas de données de comptages spatiales,
les scripts suivants permettent de calculer le log rapport de vraisemblance dans les cas ol « est
quelconque, alpha tend vers 0 et o tend vers +oo.

B.2.1 Calcul de la probabilité sous un processus de Dirichlet

logprobaDP < — function(a, alpha, b) {

fa est un vecteur dont on calcule la probabilité sous un DP centré sur une loi Gamma de paramétre
fde forme b et de paramétre d’échelle 1.

falpha est le parameétre de concentration de la DP

n = length(a)

resu = dgamma(a[l], shape = b, scale = 1,log = T)

if(n > 1){

for(iin2:n){

resu = resu + log((alpha/(alpha + i — 1)) * dgamma(a[i], shape = b, scale = 1)

+ sum(a[l : (i — 1)] == ali])/(alpha +i—1)) } }

resu }

B.2.2 Cas o quelconque

logposter < — function(alpha, b, sigma, mu, comptages, sommets, L1, L2, Nsim) {

fcalcul de la log-vraisemblance pour des comptages spatiaux dans le rectangle L1*L2
fcomptages est le vecteur des comptages dans des unités spatiales rectangulaire

fsommets est une matrice & 4 colonnes (coordonnées du point en bas & gauche, longx, longy)
fpermettant de calculer I'intégrale sur chaque unité spatiale rectangulaire
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fa est le vecteur des contributions & 'intensité

fsigma est la bande passante spatiale

fNsim est le nombre de simulations

resul = dgamma(alpha, shape = 9, scale = 0.5,log = T') + dlnorm(b, meanlog = 0, sdlog = 1,log =
T) + dlnorm(mu, meanlog = 1, sdlog = 1,log = T') + dunif(sigma, min = 0, max = 2,log =T)
n = length(comptages)

resu =0

resu2 = rep(0, Nsim)

for(kinl : Nsim) {

M = mazx(1,rpois(l,lambda = mu x L1 x L2))

print(M)

a = rgamma(1, shape = b, scale = 1)

Pf(M > 1) {

for(iin2: M){

u=runif(1); L = (u < alpha/(alpha +1i—1));j = sample(1 : (i — 1),1)

a = ¢(a, L x rgamma(l, shape = b, scale = 1) + (\L) x alj]) } }

ys = cbind(matriz(L1 x runi f (M), ncol = 1), matriz(L2 x runif (M), ncol = 1))

intcums = rep(0,n)

for(iinl:n){

intcumsli] = sum(a * (pnorm(sommets|i, 1] + sommets[i, 3] — ys|, 1], sd = sigma)

— pnorm(sommets[i, 1] — ys[, 1], sd = sigma)) * (pnorm(sommets|i, 2] + sommets[i, 4] — ys[, 2], sd =
sigma)

— pnorm(sommetsli, 2] — ys[, 2], sd = sigma))) }

resu = sum(dpois(comptages, intcums,log =T))

resu = resu + dpois(M,mu x L1 x L2, log = T') + logprobaD P(a, alpha, b)

resu2[k] = resu — sum(dpois(comptages, L1« L2/n,log = T)) }

z = list(resul, resu2)

z}

B.2.3 Cas o tendant vers 0

logposter _alpha0 < — function(alpha, b, sigma, mu, comptages, sommets, L1, L2, Nsim) {
falpha prend la valeur 0

fcalcul de la log-vraisemblance pour des comptages spatiaux dans le rectangle L1*L2
fcomptages est le vecteur des comptages dans des unités spatiales rectangulaire

fsommets est une matrice a 4 colonnes (coordonnées du point en bas a gauche, longx, longy)

f permettant de calculer l'intégrale sur chaque unité spatiale rectangulaire

fa est le vecteur des contributions & 'intensité

fsigma est la bande passante spatiale

fNsim est le nombre de simulations

resul = dgamma(alpha, shape = 9, scale = 0.5,log = T') + dinorm(b, meanlog = 0, sdlog = 1,log =
T) + dinorm(mu, meanlog = 1, sdlog = 1,log = T) + duni f(sigma, min = 0,max = 2,log =T)
n = length(comptages)

resu =0

resu2 = rep(0, Nsim)

for(kinl: Nsim){

M = mazx(1,rpois(l,lambda = mu x L1 x L2))

print(M)

a = rgamma(1, shape = b, scale = 1);a = rep(a, M)

ys = chind(matriz(L1 x runif (M), ncol = 1), matriz(L2 x runif(M), ncol = 1))
intcums = rep(0,n)

for(iinl :n){

intcumsli] = sum(a * (pnorm(sommets|i, 1] + sommets[i, 3] — ys|, 1], sd = sigma)
— pnorm(sommets[i, 1] — ys[, 1], sd = sigma)) * (pnorm(sommets|i, 2] + sommets[i, 4] — ys[, 2], sd =
sigma)

— pnorm(sommetsli, 2] — ys[, 2], sd = sigma))) }
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resu = sum(dpois(comptages, intcums,log =T))

resu = resu + dpois(M,mu x L1 x L2,log = T') + logprobaD P(a, alpha, b)
resu2lk] = resu — sum(dpois(comptages, L1 x L2/n,log =T)) }

z = list(resul, resu)

2}

B.2.4 Cas o tendant vers +oco

logposter _inf < — function(b, sigma, mu, comptages, sommets, L1, L2, Nsim) {

fcalcul de la log-vraisemblance pour des comptages spatiaux dans le rectangle L1*L2
fcomptages est le vecteur des comptages dans des unités spatiales rectangulaire

fsommets est une matrice a 4 colonnes (coordonnées du point en bas & gauche,longx, longy)
fpermettant de calculer I'intégrale sur chaque unité spatiale rectangulaire

fa est le vecteur des contributions & 'intensité

fsigma est la bande passante spatiale

fNsim est le nombre de simulations

resul = dgamma(alpha, shape = 9, scale = 0.5,log = T) + dlnorm(b, meanlog = 0, sdlog = 1,log =
T) + dinorm(mu, meanlog = 1, sdlog = 1,log = T) 4+ duni f (sigma, min = 0,max = 2,log =T)
n = length(comptages)

resu =0

resu2 = rep(0, N sim)

for(kinl : Nsim) {

M = max(1,rpois(1,lambda = mu x L1 x L2))

print(M)

a = rgamma(1l, shape = b, scale = 1)

ys = chind(matriz(L1 x runif (M), ncol = 1), matriz(L2 x runif(M),ncol = 1))

intcums = rep(0,n)

for(iinl:n){

intcumsli] = sum(a * (pnorm(sommets|i, 1] + sommets[i, 3] — ys|, 1], sd = sigma)

— pnorm(sommetsli, 1] — ys|, 1], sd = sigma)) * (pnorm(sommets[i, 2] + sommetsli, 4] — ys|, 2], sd =
sigma)

— pnorm(sommetsli, 2] — ys[, 2], sd = sigma))) }

resu = sum(dpois(comptages, intcums,log =T))

resu = resu + dpois(M,mu * L1 x L2,log = T') + dgamma(a,log = T, shape = b, scale = 1)
resu2[k] = resu — sum(dpois(comptages, L1« L2/n,log =T)) }

z = list(resul, resu2)

z}

B.3 Modéle ETAS

B.3.1 Estimations de paramétres

fCalcul de la densité en = de la loi d’Omori modifiée
fscale>0 est le paramétre d’échelle, shape>1 est celui de forme
domori < — function(t, scale = ¢, shape = p) {
res = ((shape — 1)/scale) * ((1 + t/scale)”(—shape))
res
f Calcul de la fonction de répartition en z de la loi d’Omori modifiée
f scale> 0 est le paramétre d’échelle, shape> 1 est celui de forme
pomori<-function(t,scale=c,shape=p){
res =1— (1+t/scale)” (1 — shape)
res }
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# Calcul de l'intensité d’un ETAS temporel & la date t

intensite < — function(t, mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas = ” gamma”) {
f mu est 'intensité d’arriére plan

f A est le nombre attendu d’aprés-chocs générés par un choc de magnitude Mc
f alpha est le taux relatif d’aprés-chocs générés par choc de magnitude >= Mc
f c et p sont les parameétres de la loi de probabilité de date d’aprés-choc

f obs est la matrice des observations a 4 colonnes :

f correspondant & : date, longitude, latitude, magnitude

# Mc est la magnitude de complétude

# densas est 'option précisant la loi de probabilité des dates d’aprés-choc
# On choisira entre les 3 options "gamma", "weibull" et "lognormal"

mag = obs|, 4]; time = obs|, 5]

lambda = mu

if(densas == "7 gamma” &t > min(time)) {

lambda = mu + sum(A * exp(alpha * pmazx(mag[time < t] — Mc,0))

* dgamma(t — time[time < t], rate = ¢, shape = p)) }

if(densas == "weibull” &t > min(time)) {

lambda = mu + sum(A * exp(alpha * pmazx(magltime < t] — Mc,0))

* dweibull(t — time[time < t], scale = ¢, shape = p)) }

if(densas == "lognormal” &t > min(time))

lambda = mu 4+ sum(A x exp(alpha x pmaz(mag[time < t] — Me,0))

* dlnorm(t — time[time < t], meanlog = ¢, sdlog = p)) }

if(densas == "omori” &t > min(time)) {

lambda = mu 4+ sum(A x exp(alpha x pmaz(mag[time < t] — Me,0))

x domori(t — time[time < t], scale = ¢, shape = p)) }

lambda }

intenscum < — function(t, mu, A, alpha, ¢, p, obs, M c,densas = ” gamma”) {
# Calcul de l'intensité cumulée d’un ETAS temporel sur l'intervalle [0,t]
f mu est 'intensité d’arriére plan
£ A est le nombre attendu d’aprés-chocs générés par un choc de magnitude Mc
f alpha est le taux relatif d’aprés-chocs générés par choc de magnitude >= Mc
f ¢ et p sont les paramétres de la loi de probabilité de date d’aprés-choc
f obs est la matrice des observations a 4 colonnes :
f correspondant a : date, longitude, latitude, magnitude
# Mc est la magnitude de complétude.
f densas est 'option précisant la loi de probabilité des dates d’aprés-choc
£ On choisira entre les 3 options "gamma'", "weibull" et "lognormal"
mag = obs|, 4]; time = obs|, 5]
cumintens = mu x t
if(densas == " gamma” &t > min(time)) {

cumintens = mu x t + sum(A x exp(alpha x pmax(mag[time < t] — M¢,0))
* pgamma(t — time[time < t], rate = ¢, shape = p))

if (densas == "weibull” &t > min(time)) {

cumintens = mu x t + sum(A x exp(alpha x pmax(mag[time < t] — M¢,0))
* pweibull(t — timeltime < t], scale = ¢, shape = p)

if (densas == "lognormal” &t > min(time)) {

cumintens = mu x t + sum(A x exp(alpha x pmax(mag[time < t] — M¢,0))
* plnorm(t — time[time < t], meanlog = ¢, sdlog = p)) }

if (densas == "omori” &t > min(time)) {

cumintens = mu x t + sum(A x exp(alpha x pmax(mag[time < t] — M¢,0))
* pomori(t — time[time < t], scale = ¢, shape = p)) }

cumintens }
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B.3.2 Calcul de vraisemblance

lvn_PPgamma < — function(theta, obs) {
# Calcul de I'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS temporel
f doit étre en mémoire : Mc
# theta est le vecteur des paramétres car premier argument (requis par "nlminb")
# theta=(mu,A ,alpha,c,p)
# En deuxiéme argument, "obs" est la matrice des observations (5 colonnes).
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; ¢ = thetal4]; p = theta[5];
time = obsl, 5]
resu = —log(mu)
for(iin2 : nrow(obs)) {
resu = resu — log(intensite(timeli], mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas =" gamma”)) }
resu + intenscum(time[nrow(obs)], mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M c,densas = ” gamma”) }

lun_ PPweibull < — function(theta, obs) {
# Calcul de I'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS
g doit étre en mémoire : Mc
f theta est le vecteur des parameétres car premier argument (requis par "nlminb")
# theta—(mu,A alpha,c,p)
# En deuxiéme argument, "obs" est la matrice des observations (5 colonnes).
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; ¢ = thetal4]; p = theta[5];
time = obs], 5]

resu = —log(mu)
for(i in2 : nrow(obs)) {
resu = resu — log(intensite(time[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = " weibull”)) }

resu + intenscum(time[nrow(obs)], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = "weibull”) }

lvn_ PPlognormal<-function(theta,obs) {
# Calcul de I'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS
f doit étre en mémoire : Mc
f theta est le vecteur des paramétres car premier argument (requis par "nlminb")
# theta=(mu,A alpha,c,p)
f En deuxiéme argument, "obs" est la matrice des observations (5 colonnes).
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; ¢ = theta[4]; p = theta[5];
time = obs|, 5]
resu = —log(mu)
for(iin2 : nrow(obs)) {
resu = resu — log(intensite(time[i], mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas = "lognormal”)) }
resu + intenscum(time[nrow(obs)], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = "lognormal”) }

lun_PPomori < — function(theta, obs) {
# Calcul de I'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS temporel
f doit étre en mémoire : Mc
f theta est le vecteur des parameétres car premier argument (requis par "nlminb")
# theta=(mu,A alpha,c,p)
# En deuxiéme argument, "obs" est la matrice des observations (5 colonnes).
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; ¢ = thetal4]; p = theta[5];
time = obs], 5]
resu = —log(mu)
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for(i in2 : nrow(obs)) {
resu = resu — log(intensite(timel[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = ”omori”)) }
resu + intenscum(time[nrow(obs)], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas =" omori”) }

cal fel < — function(t, mu, A, alpha, ¢, p, obs, Mc,densas =7 gamma”) {
mag = obs[, 4]; time = obs|, 5]
mag2 = maz(magltime < t] — Me,0)
if(densas =="gamma”) {
resu = sum(mag2 * exp(alpha * mag2) * dgamma(t — time[time < t], rate = ¢, shape = p)) }
if(densas == "weibull”) {
resu = sum(mag?2 * exp(alpha * mag2) x dweibull(t — time[time < t], scale = ¢, shape = p)) }
if(densas == "lognormal”) {
resu = sum(mag?2 * exp(alpha * mag2) x dinorm(t — time[time < t], meanlog = ¢, sdlog = p)) }
resu }

calfe2 < — function(T, mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas =" gamma”) {
mag = obs|, 4]; time = obs|, 5] ; mag2 = max(magltime < t] — Mc,0)
if(densas =="gamma”) {
resu = sum(mag2 * exp(alpha * mag2) * pgamma(T — time[time < T, rate = ¢, shape = p)) }
if(densas == "weibull”) {
resu = sum(mag?2 * exp(alpha * mag2) x pweibull (T — timeltime < T, scale = ¢, shape = p)) }
if(densas == "lognormal”) {
resu = sum(mag?2 * exp(alpha * mag2) * plnorm(T — time[time < T], meanlog = ¢, sdlog = p)) }
resu }

calfe3 < — function(z,y, t, mu, A, alpha, ¢, p, obs, Mc, densas =7 gamma”) {
lati = obs], 1]; longi = obs], 2|; depth = obs], 3]; mag = obs|, 4]; time = obs], 5]
mag = maz(magltime < t] — Mec,0))
if(densas =="gamma”){
resu = sum((1/siglongi”3) x ((x — longi[time < t])"2 — siglongi~2) * exp(alpha * mag)
xdgamma(t — time[time < t], rate = ¢, shape = p) * dnorm(x — longiltime < t], sd = siglongt)
x dnorm(y — latitime < t], sd = siglati)) }
if(densas == "weibull”) {
resu = sum((1/siglongi”3) * ((x — longi[time < t])"2 — siglongi”~2) * exp(alpha * mag)
xdweibull(t — timeltime < t], scale = ¢, shape = p) * dnorm(xz — longi[time < t], sd = siglongi)
x dnorm(y — lati[time < t], sd = siglati)) }
if(densas == "lognormal”) {
resu = sum((1/siglongi”3) * ((x — longiltime < t])"2 — siglongi”~2) * exp(alpha * mag)
xdlnorm(t — timeltime < t], meanlog = ¢, sdlog = p) * dnorm(z — longi[time < t], sd = siglongi)
« dnorm(y — lati[time < t], sd = siglati)) }
resu }

lun_PP2gamma < — function(theta, obs) {
# Calcul du gradient de I'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS temporel
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; c = theta[4]; p = theta[5]
mag = obs[, 4]; time = obs], 5]
resu = rep(0,5)
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for(iinl : nrow(obs)) {
resu[l] = resu[l] —1/intensite(longi[i], lati[i], time[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas =" gamma”)

resu[3] = resu[3] — cal fel(timeli], mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas =" gamma”)

Jintensite(time[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas =7 gamma”) }

resull] =T + resu[l]

resul2] = (—muxresull]+intenscum(T, mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas =" gamma”)—nrow(obs)) /A
resul3] = A x (resu[3] + cal fc2(T, mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas =" gamma’)

resuld] = 0; resu[5] =0 }

lun_ PP2weibull < — function(theta, obs) {
f Calcul du gradient de 'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS temporel
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; c = theta[4]; p = theta[5]
mag = obs|, 4]; time = obs|, 5]
resu = rep(0,5)
for(iinl : nrow(obs)) {
resu[l] = resu[l] — 1/intensite(longi[i], lati[i], time[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = " weibull”)
resu[3] = resu[3] — cal fel(timeli], mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas = "weibull”)
Jintensite(timeli], mu, A, alpha, c, p, obs,
Me,densas = "weibull”)
}
resull] =T + resu[l]
resul2] = (—muxresu[l]+intenscum(T, mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas = "weibull” )—nrow(obs)) /A
resu[3] = A x (resu[3] + cal fc2(T, mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas = " weibull”)
resul4] =0
resu5] =0 }

lun_ PP2lognormal < — function(theta, obs) {
# Calcul du gradient de I'opposé de la log-vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS temporel
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; c = theta[4]; p = theta[5]
mag = obs|, 4]; time = obs|, 5]
resu = rep(0,5)
for(iinl : nrow(obs)) {
resul[l] = resu[l] — 1/intensite(longili], lati[i], time[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs,
Me, densas = "lognormal”)
resu(3] = resu[3] — cal fel(timeli], mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, M ¢, densas = ”lognormal”)
/intensite(time[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = ”lognormal”) }
resu[l] =T + resu[1]
resul2] = (—mu x resu[l] + intenscum(T, mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas =
"lognormal”) — nrow(obs)) /A
resul3] = A * (resu[3] + cal fc2(T, mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = ”lognormal”)
resu[4] = 0; resul5] =0 }

EMV _ETAS < — function(obs, theta0, T, M¢c,densas =" gamma’) {
fCalcul des estimateurs de maximum de vraisemblance d’un processus ponctuel ETAS temporel
f theta0 est le vecteur initial
f "nlminb" fait partie du package "stats"
f la derniére option ici "obs=" correspond au nom de I’argument de la fonction objectif qui est
f fixe en cours d’optimisation (on I’a appelé en effet "obs" dans "lvn_gamma2").
# A droite de cette option, on a mis "obs" qui est le nom du vecteur des observations
resu = nlminb(start = theta0, lower = rep(0,5), objective = luvn_ PPgamma,
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obs = 0bs)
resu }

SC _gamma < — function(theta, obs) {
# Calcul de la somme des carrés de résidus d’un processus ponctuel ETAS temporel
# (cas Gamma fonction déclenchante)
f afin d’estimer les parameétres avec la fonction "nlminb"
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; ¢ = thetal4]; p = theta[5];
time = obsl, 5]
resu = NULL;n = nrow(obs)
for(iinl:n){
resu = c(resu, intenscum(timel[i|, mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas =7 gamma”)) }
resu = resu — ¢(0,resu[—n]) ; resu = sum((1 — resu)"2)
resu }

SC _weibull < — function(theta, obs) {
# Calcul de la somme des carrés de résidus d’un processus ponctuel ETAS temporel
#(cas Weibull fonction déclenchante)
f afin d’estimer les paramétres avec la fonction "nlminb"
mu = theta[l]; A = theta[2]; alpha = theta[3]; ¢ = thetal4]; p = theta[5];
time = obs], 5]
resu = NULL;n = nrow(obs)
for(iinl :n){
resu = c(resu, intenscum(timeli], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = "weibull”)) }
resu = resu — (0, resu[—n])
resu = sum((1 — resu)”2)
resu }

SC _lognormal < — function(theta, obs) {
g Calcul de la somme des carrés de résidus d’un processus ponctuel
§ ETAS temporel
f(cas log-normal fonction déclenchante)
f afin d’estimer les paramétres avec la fonction "nlminb"
mu = theta[l]; A = theta|2]; alpha = theta[3]; ¢ = theta[4]; p = theta[5];
time = obsl, 5]
resu = NULL;n = nrow(obs)
for(iinl:n){
resu = c(resu, intenscum(timel[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, M ¢, densas = ”lognormal”)) }
resu = resu — ¢(0,resu[—n]) ; resu = sum((1 — resu)"2)
resu }

traceresidu < — function(mu, A, alpha, ¢, p, 0bs, densas =7 gamma”) {
# Analyse résiduelle d’un processus ponctuel ETAS temporel

time = obs], 5]

resu = NULL

n = nrow(obs)

if(densas == "gamma”) {

for(iinl:n){
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resu = c(resu, intenscum(timel[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, Mc,” gamma”)) } }
if(densas == "weibull”) {

for(iinl:n){

resu = c(resu, intenscum(timel[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, Me,” weibull”)) } }
if(densas == "lognormal”) {

for(iinl:n){

resu = c(resu, intenscum(timel[i], mu, A, alpha, ¢, p, obs, Me¢,” lognormal”)) } }
if(densas =="omori”) {

for(iinl :n){

resu = c(resu, intenscum(timeli], mu, A, alpha, ¢, p, obs, Me¢,” omori”)) } }
plot(1:n,1: n,type ="1", xlab = ” Event number” , ylab =

" Residual process value”, ylim = ¢(0, max(n,resu)), cex.lab = 1.5)

lines(1 : m,resu, type = 71", col ="red”)

resu = sort(resu)

# car dans le fichier obs, les dates ne sont pas forcément ordonnées croissantes
U = resu — ¢(0, resu[—n])

lala = hist(U, breaks = c(seq(0,2.75,.25), max(3,U)), plot = F)

ef fobs = lala$counts

prob = pexp(seq(0.25,2.75,.25)); prob = ¢(prob, 1)

ef fesp =n = (prob — c(0, prob[—length(prob)]))

statsq = sum(((ef fobs — ef fesp)™2)/ef fesp)

p =1 — pchisq(statsq,df = 11)

f test du khi-2 d’ajustement a la loi exponentielle de paramétre 1
text(n*5/7,n%2/7, paste(” Chi— squaredteststatistic =7, as.character(round(statsq, 3))), cex = 1.3)
text(n x5/7,n/7, paste("p — value =7, as.character(round(p, 3))), cex = 1.3)
list(residus = resu, stat = statsq, pvalue = p) }
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