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RESUME

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a la modélisation et a la simulation
numérique de I’échange et du transfert de matiére entre fluides aqueux et minéraux dans un
processus qui associe réactions chimiques et transport. Notre application porte sur les skarns

constitués de grenats ou de pyroxeénes.

Nous situons d’abord le probléme dans son cadre thermodynamique et nous présentons un
modele de solution pour chaque phase et deux modéles de construction de la fonction

isotherme obtenus a partir des potentiels chimiques ou en utilisant les constantes d’équilibre.

Le modele quantitatif a ét€ obtenu en exprimant un bilan total isovolumique de mati¢re ou
en se restreignant a un bilan sur la phase fluide. En se placant sous I’hypothése de 1’équilibre
local et en utilisant quelques hypothéses simplificatrices concernant la structure de la roche et
les parametres hydrogéologiques, nous obtenons un systéme hyperbolique de type ‘modeéle de

la chromatographie’.

Nous avons également étudié le probléme d’interaction fluide-minéral dans un cas général
et aussi quand la température devient assez grande. L’isotherme s’exprime sous la forme
d’une isotherme de Langmuir. L.’étude du modéle a un constituant nous permet de retrouver la
condition de stabilité thermodynamique du systeme et d’envisager les conditions permettant

de simplifier le mode¢le de la chromatographie a plusieurs constituants.

La partie numérique de ce travail consiste a tester 1’influence des parametres
thermodynamiques sur la stabilité du systeme et sur le processus de la transformation et de
valider le modéle en procédant a une confrontation aux observations géologiques sur divers
cas tests.

Mots clés : ' -

Modélisation - Interaction fluide-minéral - Thermodynamique- modéle de solutions-
Isotherme d’échange - Transport + réaction - Systémes hyperboliques - Schémas numériques.
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Abstract

In this work we have been interested in the chemical exchange and mass transfer between
minerals and aqueous fluids during a process which associates chemical reactions and
transport. Our application concerns skarns type rocks composed of garnet or pyroxene
minerals.

First we set the problem in its thermodynamical context and we present a solution model for
each phase. Second, we present three methods for deriving the isotherm function (from the
writing of chemical potentials equality for the corhponents in the fluid and in the solid phases
or using equilibrium or exchange constants).

The transport model has been obtained by expressing an isovolumic mass balance or by
restricting to a mass balance within the fluid phase. Using some simplifications bearing on
rock structure, hydrogeological parameters and the local equilibrium hypothesis, we obtain
an hyperbolic system of ‘chromatographic’ type.

At high temperature, the isotherm can be expressed in the form of Langmuir isotherm. The
mathematical study of the model with one component allows us to find back the
thermodynamical stability condition of the system and to highlight the conditions allowing the
simplification of the chromatographic model for many components.

In the numerical part of this work we aimed (1) to test the influence of thermodynamical
parameters on the system stability and on the transformation process and (2) to validate the
model by a comparison to geological observations on diverse test cases.

Keywords :

Modelling - Fluid-mineral interaction- Thermodynamics- Solutions models - Exchange

Isotherm - Transport + reaction - hyperbolics systems - Numerical Schemes.
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Le présent travail porte sur la modélisation des transformations subies par certains
milieux poreux naturels de la crofite terrestre au contact d’eau (agent de transport des
particules) et dont le moteur est le déséquilibre chimique. Elles sont dues essentiellement aux
interactions fluides aqueux-minéraux a hautes températures dans un processus qui associe
réactions chimiques et transport. Aprés 1’observation de ce phénomeéne, notre objectif
principal est de prédire la suite des différents étapes de la transformation en partant d'une
donnée initiale ou, en ayant une composition finale, de retrouver I’évolution et la succession

des ses différentes séquences.

En effet, la circulation d’un fluide en déséquilibre chimique avec ces milieux poreux peut
les transformer en d’autres compositions nouvelles et différentes de celles de départ. Ce
déséquilibre chimique, entrainant le transfert de constituants chimiques entre le solide et le
fluide, et I’évolution globale de la transformation dépendent des parameétres régissant ce
phénomene. Parmi celles-ci, on peut citer les suivants :

- les parametres thermodynamiques ( pression, température, concentrations des éléments en
solution, vitesses des réactions et constantes d’équilibre);

- les paramétres hydrogéologiques (porosité du milieu et vitesse du fluide vecteur).
Dans le présent travail nous maintiendrons les paramétres P et T constants.

Puisque le processus de transport intervient simultanément avec celui des échanges chimiques
entre phases, la modélisation du phénomeéne d’interaction fluide-roche fait intervenir (dans le
cas le plus général) un couplage entre I’hydrogéologie pour décrire le mouvement du fluide en
milieu poreux et la thermodynamique pour décrire les réactions de dissolution-précipitation

des minéraux présents et 1’équilibre chimique.

La premieére partie de ce document est consacrée a la modélisation. Les points traités sont les

suivants :
i)- Estimation des lois d’échange fluide-solution (cadre thermodynamique du probléme) :
Modeles de solution - fonction isotherme a 1’équilibre.

ii)- Modélisation de 1’échange chimique avec transport entre le fluide aqueux et la roche.
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Dans la deuxiéme partie on traite :

iii)~ I’étude mathématique du probléme dans le cas d’un ou deux constituants
indépendants avec diverses expressions de la fonction isotherme.
iv)- la simulation numérique du probléme.

v)- la validation du modg¢le.

Les étapes du développement suivis au cours de cette étude et qui ont servi a

I’élaboration de ce modélé sont :

1. Observation du phénomene; acquisition des données.
\’
2. Modélisation qualitative
- Paramétrisation
- Cadre Physique
\!
3. Quantification par des équations aux dérivées partielles (E.D.P)
!
4. Probléme bien posé ?
non—> Aller a 2

oui Jz

5. Etude mathématique
\!
6. - Choix d’un schéma numérique

- Simulation numérique -

\)

7. Validation du modele

Pour que le modéele quantitatif (étape 3) soit bien posé et acceptable du point de vue
géochimique, un choix de modele qualitatif s’avére nécessaire. Ce dernier dépend, a son
tour, de I’échelle d’observation qu’on mene et peut &tre généralisé a des cas plus
complexes.
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POSITION ET PRESENTATION DU PROBLEME

Cette étude se propose de discuter 1’évolution de la transformation des roches de la croiite
terrestre en contact d’un fluide et d’essayer (a 1’aide de 1’observation, des données et des
analyses) de retrouver et de reconstituer la succession des différents étapes de cette
transformation. Un exemple type est celui des skarns dont on trouve des affleurements
marquants sur le site de Costabonne dans les Pyrénées Orientales a proximité de la fronti¢re
franco-espagnole (Guy, [16a]). On s’intéressera particuliérement & ceux constitués de grenats :

grossulaire, almandin et spessartine ou de pyroxenes : diopside, hédenbergite et johannsénite.

Ces transformations chimiques se font a haute température (450-700°C) et a haute
pression (500-2000 bars) sous I’action de fluides chargés de divers solutés et percolant a
travers les pores des roches. Ces fluides, essentiellement composés d’eau, peuvent étre
d’origines diverses :

- météoriques,

- métamorphiques,

- magmatiques,

- ou composées a origines multiples souvent révélées par les études isotopiques.

Le mouvement des espeéces aqueuses se trouvant dans le fluide peut se faire par :

- convection (due a la circulation du fluide qui est induit par des gradients de pression ou la
gravité)

- ou par diffusion des especes aqueuses du fait des gradients de concentration.

Lorsque le fluide est en déséquilibre avec le milieu, on assiste & des échanges chimiques
et a des phénomenes de dissolution-précipitation : fluide apportant des éléments et évacuant
d’autres. Ceci donne naissance a une nouvelle composition chimique et/ou minéralogique de

la roche.

Le domaine d’étude (la roche) est en général un milieu poreux de composition hétérogéne
et de porosité variable qu’on ne peut pas décrire dans ses détails (impropre a la simulation).
Une vue microscopique nécessiterait une étude locale qui est délicate a réaliser. Pour remédier
a cette derniere, on a cherché a homogénéiser tout le systéme (domaine, variables et

parametres) afin d’avoir une vue macroscopique et un comportement global équivalent au cas
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réel. Tout cela consiste a supposer de facon abstraite qu’il y a du fluide et du solide en un

méme point de I’espace.

Minéraux Zone de circulation du fluide

Figure : Structure de la roche

Ce document présente les résultats de nos travaux et s’articule en deux parties. Une
premiére partie, comprenant les chapitres I et II, prééente la modélisation du phénoméne
d’interaction fluide-roche (cadre thermodynamique, transport de matiére). La deuxiéme partie,
chapitres III a VII, est consacrée a 1’étude mathématique et numérique du modele obtenu en
premiére partie et nous fournit certaines informations sur le processus de la transformation et

son évolution spatio-temporelle.

Au chapitre I, nous situons le probléme dans son contexte thermodynamique et
envisageons les conditions permettant & 1’échange fluide-roche de se réaliser afin que les
résultats obtenus approchent le phénomene ° réel °. Dans cette partie thermodynamique, nous
présentons un modele de solution pour chaque phase (solide et fluide) et nous déterminons,
quand I’équilibre local est atteint, 1a fonction “isotherme” régissant le passage des constituants
entre le solide et le fluide dans le cas d’un ou de deux constituants indépendants. Au chapitre
II, nous proposons un systéme d’équations qui modélise 1’échange chimique avec transport en
respectant le principe de conservation de masse. Ce systéme est obtenu en établissant le bilan
matiére de deux facons différentes : la premiére consiste & établir un bilan total de matiere (et
par suite pas de terme source), et la deuxieéme est obtenue en exprimant le bilan matiere sur la
concentration en phase fluide seulement. Dans ce dernier cas, on a un terme source qui est dii
aux réactions chimiques entre le fluide et le solide. En utilisant quelques hypothéses

simplificatrices concernant la structure de la roche et les parametres hydrogéologiques, on
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obtient un modele dont les équations forment un systéme hyperbolique. Ce modele est connu
sous le nom du ‘modeéle de la chromatographie’.
Les premiers travaux sur ce modeéle a un seul constituant (cas scalaire) sont ceux de

Korzhinskii ([23]) et de Guy ([16b], [18], [19]).

La seconde partie s’oriente vers 1’étude mathématique et numérique du modele a un ou
deux constituants avec différentes expressions de 1’isotherme. Au chapitre III, nous présentons
quelques résultats pour le modele a un constituant (cas scalaire). La premiére application, qui
fait 1’objet du chapitre IV, concerne 1’étude du modele a deux constituants indépendants sous
certaines conditions particuliéres et dont I’isotherme associée peut s’exprimer sous la forme
d’une isotherme de Langmuir. En paralléle avec cette application, nous rappelons certains
éléments de la théorie des systemes hyperboliques. Le chapitre V est consacré a 1’étude du
probléme d’interaction fluide-minéral dans un cas général et du probléme limite quand la
température 7' devient assez grande (les parametres de la solution solide tendent vers zéro).

Nous vérifions que la condition de stabilité thermodynamique est réalisée.

Au chapitre VI, on applique différents schémas numériques pour simuler le probléme
d’interaction fluide-roche afin de déterminer ceux qui sont adaptés a ce genre de probléme.
Afin de valider notre modele, nous consacrons le chapitre VII & une confrontation aux

observations géologiques sur divers cas tests.

Enfin, citons quelques exemples d’applications de ce modeéle de la chromatographie a des
problémes de transport + réaction en géologie ([16b]) :
- La diagénese des roches sédimentaires.

- La formation des roches magmatiques.
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Introduction a la premiére partie

Le systéeme que nous étudions est un systéme ouvert. Il est constitué de deux phases:
une phase fluide et une phase solide. Il est donc hétérogéne puisque le phénoméne de
transport de la matiére intervient simultanément avec le processus des échanges chimiques
proprement dit. Une modélisation qualitative est nécessaire afin de déterminer le processus
qui contrle la transformation. Ce choix dépend des conditions thermodynamiques du
systtme, du type de solution pour chaque phase et des parametres hydrogéologiques
concernant la structure du milieu (la porosité et le coefficient de diffusion) et de la vitesse de
percolation du fluide vecteur. Autrement dit, la transformation du milieu et son évolution au
cours du temps est une conséquence du couplage entre les deux phénomenes suivants (figure
P1):

- L’échange chimique entre le fluide et le solide: un ou plusieurs constituants chimiques
seront considérés et seront supposés se partager entre la partie solide et le fluide
interstitiel;

- Le transport de la matiére.

Pour ces deux processus, ce sera le plus lent qui limitera le processus global de la

transformation. On ’appelle le processus limitant.

Fluide
2

| Transport
@

Interface fluide-roche

Figure P1 : Représentation schématique du milieu.

Sous des températures assez élevées, ’échange chimique entre phases devient instantannée et

N

les vitesses des réactions chimiques deviennent ‘infinies’ par rapport a la vitesse de
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percolation du fluide. Dans ce cas, le transport de matiére devient alors le processus limitant.

Sous ces conditions, I’hypotheése de [’équilibre local est la plus appropriée et dont la validité

dépend du rapport entre le temps du parcours moyen d’un espace élémentaire par les espéces
chimiques en solution et le temps nécessaire pour atteindre 1’équilibre.

Sous cette hypothese, nous établissons la distribution réversible instantanée qui régit le
passage des espeéces chimiques entre le fluide et le solide. Cette distribution est appelée

fonction isotherme.



I.1 Rappels thermodynamiques

I.1.1- Expression du potentiel chimique
1.1.2 Coefficient d’activité : Etats de référence

I1.1.3 Coefﬁcients d’activité en convention I

I.1.4. Volume molaire et volume molaire partiel

1.2 Modéles de solution solide

1.2.1 Solutions binaires

1.2.2- Solutions ternaires

1.2.3- Exemples de solution solide
a.-grenat

b.- pyroxéne

1.3- Modéle de solution fluide

L.4- Isotherme d’échange entre minéraux et solution : application aux grenats et aux
g p
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’échange chimique entre un fluide (phase
fluide) et un minéral (phase solide). Notre but est de modéliser le comportement de chaque
phase du systtme et de déterminer, quand I’équilibre est atteint, la fonction isotherme
régissant le partage des constituants entre ces deux phases. On ne tient pas compte ici de
I’hétérogénéité des milieux poreux naturels.

Le premier paragraphe est consacré a des rappels de thermodynamique concernant le
potentiel chimique, les coefficients d’activité et 1’expression du volume en fonction des
volumes molaires et des volumes molaires partiels.-Nous établissons ensuite, a pattir de
I’expression de 1’énergie d’exceés et grice a la relation de Gibbs-Duhem, les coefficients
d’activité d’une solution solide binaire réguliére ou subréguliére. Nous avons également
généralisé ceci au cas ternaire a partir de 1’énergie d’exceés donnée dans Grover ([14]) et aussi
dans un cadre plus général. Ces coefficients d’activité interviennent dans 1’expression de la
fonction isotherme. Pour cette derni¢re, nous présentons au troisiéme paragraphe trois
modeles de construction d’isothermes avec une application au cas de I’échange entre fluide et
solution solide de grenat ou de pyroxene calcique. Ces modeles d’isothermes sont obtenues a
’aide des potentiels chimiques ou & partir des constantes d’équilibre des réactions chimiques
du systeme.

Ces réactions peuvent étre écrites comme :

- des réactions de dissociation

- ou bien des réactions d’échange

I.1- Rappels thermodynamiques

I.1.1- Expression du potentiel chimique ([42])

Soient M le nombre de constituants d’une phase et », le nombre de moles du constituant i

de cette phase. La fraction molaire x; du constituant i dans cette phase est donnée par :

L’expression du potentiel chimique d’un constituant i, en fonction de T, P et des x;, s écrit :



Chapitre I : Cadre thermodynamique 16

t; = W (T, P)+ RTLog(y,.x;)

La grandeur 7y, s’appelle le coefficient d’activité du constituant i. Elle est fonction de la
pression P et de la température T et des fractions molaires : y; =v;(P,T,x -1 )-

Le produit y,x, = a, s’appelle 1’activité du constituant .

1.1.2- Coefficient d’activité : Etats de référence

Le but de cette section est de voir dans quelles conditions le coefficient d’activité y; vaut

1. Trois conventions d’état de références sont généralement adoptées. Dans ce qui suit, y,V )

désigne le coefficient d’activité du constituant i relatif a la convention J.

Convention I : référence corps pur

Ona: yi(l) =1six; =1
Dans cette convention, le potentiel chimique s’écrit :
— 0 () 1
K; =g + RTLog(y; ".x;) (1.1)

ou g’ désigne I’enthalpie libre molaire du constituant i.
Convention 11 : référence solution infiniment diluée

Dans cette convention 1’échelle des concentrations balayées n’est pas la méme pour tous
les constituants. On fait la distinction entre solvant et soluté.

Pour le solvant :

()

Yo =1 six,=1.

Pour le soluté (s):

un

Y, =1six, -0
Pour le solvant, les conventions I et I se confondent :

I I
to = 88 + RT Log(v$" .x0) = 0 + RT Log(v{™ . x)

Pour chaque soluté :

()
pe = ui " + RT Log(y ™ .x,) 12)

N 5
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Convention III : référence solution molaire
Dans ce cas il est préférable d’exprimer l’activité a,; du constituant en fonction de sa

molarité C..:

Ay D)
as - YS Cs

ety =1 5iC,=1mofi

U, s’écrit dans ce cas :

«(JIT)
py=p;  +RT Log(y{™.C,) (1.3)

5 A s

1.1.3- Coefficients d’activité en convention I

Par définition, I’énergie d’exceés G, est donnée par :

G = G - Gideal

€x

ou G et G, désignent respectivement 1’enthalpie libre et ’enthalpie libre d’une solution

parfaite. L’expression de G,,,, est donnée par :

e = 2% (80 + RT Log x,)

Or, on sait que le potentiel chimique se confond avec 1’enthalpie libre molaire partielle :
e
9 T,Ptjsi
Donc on peut écrire que :
G= Z”i H;
i
ou en terme de fraction molaire x; :

G = in,u,. :
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En exprimant le potentiel chimique en convention I, I’expression de G devient :

G = x,(g’+RT Log(y"x,))

On déduit donc d'apres la définition de G.,, que :

G.. = RTY, % Logy”

Et en utilisant la relation de Gibbs-Duhem, on a :

RT Logy® = A 14
gYi - an ( . )
T, Pnjy;

Remarques

@® On utilise la convention I lorsque les constituants de la solution jouent un rdle
symétrique et I’échelle des concentrations balayées est la méme pour tous les constituants. Et
on adopte généralement les conventions I et II pour une solution solide et la convention III
pour une solution fluide.

® Le raisonnement précédent a été fait pour une quantité d’une mole de solution. Donc

on peut confondre nombre de moles et fraction molaire pour un méme constituant i.e. n; = x;.

1.1.4- Volume molaire et volume molaire partiel

Par définition, le volume d’exces du mélange est donné par:
ex

V =V—Videal =V—2ni‘/io

Si le volume d’exces de mélange de la solution est négligeable alors on peut confondre le
volume molaire V,” et le volume molaire partiel V, du constituant i de la solution solide

(V, =2V,°) et le volume total de la solution solide sera:

V= 2”;‘71 = ZniViO (1.5)
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I.2- Modé¢les de solution solide

I.2.1- Solutions binaires

a) Solutions strictement réguliéres

Par définition, 1’énergie d’excés d’une solution solide strictement réguliére (ou symétrique)

a deux pdles i et j pour un modele d’interaction par paires s’écrit ([32], [42]) :

Gy =Wyx;X; oux; +x;=1 (1.6)

Soit » le nombre de sites ou 1’échange s’effectue.
On déduit d’apres (1.4) que :

nRT Logy; = w; (1-x; )2
Et par suite le coefficient d’activité 7y, s’écrit :
Wij .
y; = enkT 1.7

Condition de stabilité thermodynamique

Par définition, I’enthalpie libre du mélange s’écrit :

Ay G=RT %zxi Loga; =RT %2%' Log (x;¥;) = f(x1)
i=1, i=l,

W,
posons : a = ———I-é-; Il existe alors une température critique 7 telle que :
n

Wij

) 1.8
nRT, (1.8)

Une étude simple de la fonction f nous montre que :

@ Si T > T, alors a <2 et ’énergie libre de mélange présente un seul minimum : la solution

est alors stable.

@ Si T < T, alors a > 2 et I’énergie libre de mélange présente 3 extrema :
- un maximum pour x; = 0.5;

- et deux minima symétriques par rapport a x; = 0.5.
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La solution est alors instable et présente une zone de démixtion entre les deux minima qui
traduit généralement des interactions répulsives entre les constituants de la solution.
L’influence des parameétres de la solution solide sur la stabilité de la phase solide diminue
avec la montée de la température. On peut dire donc que les températures élevées favorisent le
mélange entre les constituants de cette phase.

Au chapitre III, on montre effectivement que le paramétre a doit vérifier la condition a < 2

pour que la solution soit stable.

b.- Solutions subréguliéres

Pour un modele d’interaction par triplets, on généralise 1’énergie d’exces a des solutions
dites subrégulieres par ([3], [14], [15]):

Gex =xi(Giijxin)+xj(Gl:]jxi.Xj (1.9)

Ol G;; et G;;; sont des constantes,

i 1ij
D’aprées (1.4), on tire que :

nRT Logy; = (2Gy; — Gy) x3 = 2Gyy; — Gy x7 (1.10)

Pour retrouver RT Logy ;, il suffit de permuter les indices i et j.

Remarques

coefficient d’activité d’une solution strictement réguliére.

dans (1.9) et (1.10), on retrouve 1’expression de 1’énergie d’excés et le

® Les solutions régulieres sont appelées encore solutions symétriques du fait que G est
symétrique par rapport & x; =x,= 05 et par analogie, les solutions subréguli¢res sont aussi

appelées encore solutions dissymétriques (Gex n’est pas symétrique par rapport a x; =x,= 05).

1.2.2- Solutions ternaires

Il n’y a pas de définition précise pour 1’énergie d’exceés d’une solution strictement
réguliere ou subréguliére a plus de deux constituants. Certains auteurs, remarquant la symétrie
de cette grandeur par rapport aux fractions molaires dans le cas binaire, étendent le résultat
précédent a des solutions a plusieurs constituants et d’autres 1’expriment suivant le type de
solution.
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a.- Cas général pour un modéle d’interaction par paire

L’expression de 1’énergie d’excés d’une solution solide binaire strictement réguli¢re se

généralise dans le cas d’une solution ternaire par ([32], [42]):
Gex = Wi X1X2 + Wi3X1X3 + Wn3Xo X3 (111)

L’expression (1.11) est exprimée pour une mole totale de solution. On peut donc confondre n;

et x;. Pour n; moles du constituant i, I’expression compléte de 1'énergie d’exces s’écrit :

nn, nng U

Gex=w12 — +W13_' '+W23 ~
n+n,+n n+n +n ni+n,+n
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Soit n le nombre de sites ot I’échange s’effectue.

D’apres (1.4),ona:

1
nRT Logy," =wipx, (1= x1) + wyzns (1 ;) = wys Xy x

En prenant une mole totale de solution, on obtient :

I
nRT Logy{) =—G,, + 2wy,
Jj#l

De méme, en faisant une permutation d’indice, on obtient :

nRT Logyi(l) =-G,, + ZWZ-jxj avec w; =w

gy =i
j#i

1
ZRTCGext Z wyixj)
y D =™ (1.12)
b.- Coefficients d’activité a partir de I’énergie d’excés d’une solution ternaire

Pour I’énergie d’excés d’une solution solide ternaire, on peut aussi prendre 1’expression

suivante (Grover, [14]) :
Gex = Wi23 X1X2.%3 (1.13)

D’apres (1.4) on obtient pour i =1,2,3 :
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nRT Logy; = W123(Hx,- )(ij ~x;)

Jj#i Jj#i
ou encore ( en utilisant Zx i=D

nRT Logy; = wips(] [ x;)(1-2x;)

j#i
Pour une mole totale de solution on a :

nRT Logy; =-2G,, + Wip3 ij

J#
Et par suite :
L (-2G w23 I x;)
a0 TWI23 1l X
yi=e™" s (1.14)
Remarque

e Dans notre cas, nous allons travailler sur des solutions solides réguliéres en utilisant un
modele d’interaction par triplets (sans dissymétrie). Cependant il existe des modeles
d’interaction par triplets qui introduisent une dissymétrie dans les propriétés
thermodynamiques de 1a solution ([3], [15]).

e En multipliant par zxi =1, I’expression de I’énergie d’exceés exprimée dans le cas
général (éq. (1.11)), on obtient la relation (1.15a) :

2 2 2 2 2 2
Gox = wip (x X +x1x) ) + w3 (x] X3 + X137 ) + w3 (X X3 +X9x7) + (Wig + Wiz + Wp3)x %5 x3

Dans cette expression, le dernier terme de la sommation apparait comme 1’énergie d’exces

donnée par Grover.

® On peut aussi exprimer 1’énergie d’exces a partir de la combinaison de trois termes de
mélange binaire subrégulier ([14]):

G, = x1x2x3[(w12 + wy3)x; + (W21 + w23)x2 + (W31 + W32)X3] (1.15b)
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[.2.3- Exemples de solution solide

a.- Grenat

Le grenat est une solution solide entre plusieurs pdles dont nous retiendrons que les

constituants suivants utiles dans les applications que nous voulons mener :

grossulaire (gro) : Ca; AL, SiZ 0y,
almandin (alm) : Fe; Al Siz 0y,
spessartine (spe) : Mn,; Al Siz 0y,

L’activité d’un constituant i du grenat est donnée par 1’expression suivante ([3],[50]):

(af’)_; =xFy¥ pour i = Ca, Fe, Mn (1.16)

Fractions molaires

Dans une mole de gro on a 3 moles de Ca (n¢, =3ng, ), etona:

X = ngr _ Neca = x
gr = - *— Ca
Rgr T laim T Rspe  Ncg TREe TR My

La derniere égalité représente la fraction molaire de Ca par rapport aux autres especes

chimiques Ca, Fe et Mg. On peut aussi de méme établir les autres égalités.

Par abus de langage, on peut écrire donc que :

xgro =Xcq
Xotm = XFe (1.17)
xspe X Mn

Relation entre fractions molaires et concentrations en phase solide

Considérons un domaine de roche de volume V et de porosité ¢. Si cette derniére est
relativement constante, on peut approcher le volume de la phase solide V * et celui de la phase

fluide V/ contenus dans V respectivement par (1 - ¢)V et ¢V.

Les volumes d’exceés de mélange des solutions binaires du grenat sont négligeables et ne
dépassent pas la valeur maximale de I’ordre de 0.02 (Berman [3]) (nous admettons que ca sera
aussi le cas pour les pyroxénes). On peut donc confondre le volume molaire V,° et le volume
molaire partiel V, du constituant i de la solution solide (V; =V,°) et le volume total de la

solution solide sera:
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(1-¢W =V'=nV° +n, V° +n_V°

gr ' gro alm ” alm spe * spe

L’expression de la fraction molaire en fonction des concentrations est :

s s
Cs = e’ _ ey
Ca — K3 - X/
Vv grngro + nalmvalm + nspeVspe

Dans une mole de gro (resp. alm, spe), on a 3 moles de Ca (resp. Fe, Mn). Donc :

s 5
cs = 3ne, 3x¢,
Ca™ 5 7 s 7 s T s 77
nCanro +1FVom + nMnVspe xCﬂV&’”’ + xFeV”I"’ + xM”VSPe

Soit V est le volume molaire moyen du grenat. Puisque les volumes molaires des constituants

du grenat sont trés proches (cf. Annexe), on peut approcher 1’expression précédente par :

3
C(sJa = V:()_xéa
17 v
et  xo,=—2C.,=B.CS, onB=—2
3 3
De méme xf = B.C/ i=Ca, Fe, Mg (1.18)

b.- pyroxene

Le pyroxeéne est une solution solide qui comporte de nombreux pbles, nous retiendrons les

constituants suivants utiles dans les applications que nous voulons mener :

Diopside (dio) : CaMgSi, O¢
Hédenbergite (héd) : CaFeSi; Og
Johannsénite (joh) CaMnsSiy O¢

L’ activité du constituant i du pyroxene est donnée par I’expression suivante :

al™ = Xy i = Mg, Fe, Mn (1.19)
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Fractions molaires

Comme pour les grenats, on a :

ory

xdio = ’ng
L LprX

Xhed = Xe (1'20)
o PTE

xjoh = Xptn

Relation entre fractions molaires et concentration en phase solide

Comme pour les grenatson a :

" 1
C;'o + C}fed + C.Soh =5
1 J V()

ot V, est le volume molaire moyen du pyrox&ne.

Et comme pour les grenats, on peut faire I’approximation suivante :

xP* =V,C’ pouri= Mg, Fe, Mn (1.21)

Remarque:

e Cette approximation est justifiée par le fait qu’on peut confondre le volume molaire et
le volume molaire partiel puisque le volume d'excés est négligeable et que les volumes
molaires des pdles du pyroxénes sont proches (propriété de la solution solide)

® | e passage des concentrations aux fractions molaires en phase solide nous sera utile par

la suite (chapitre II) pour exprimer les équations de conservation de matiére en fonction des x;°
seulement g

1.3- Modele de solution fluide

Pour une solution fluide, on exprime généralement le potentiel chimique en convention III.
D’apres I’équation (1.3) on a:

ul = ,U,-*(HI) +RTLog(y™.c/) i=1.,M (1.22)

solution fluide est diluée idéale si le nombre de molécules des solutés dans la phase

'st si faible qu’elles n'interagissent pas entre elles.
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montre ([42]) que si la solution est diluée idéale, on a alors pouri = 1,..,M :

S

a (ury .
l.( )~ Yi =1 quels que soient Pet T (1.23)
1 peut approcher Cif par :
Xi
¢l =75 (1.24)
Vo
/" est la fraction molaire du constituant i dans la phase fluide et VOO est le volume molaire
_ 7z
ot o1 vant pur (dans notre cas le solvant est ’eau).
avt
g sotherme d’échange entre minéraux et solution : application aux
x- grenats et aux pyroxenes calciques
duction
Iﬂtf" o .y . .
systéme que nous étudions est constitué de deux phases: une phase solide (qui sera

ilée a une solution solide de type déterminé, par exemple solution réguliére, avec deux
aSSin:l de liberté indépendants) et une phase fluide aqueuse (contenant différentes espéces
re‘s faudra aussi préciser le comportement).
doflt i fonction qui relie les concentrations des éléments chimiques dans le fluide aqueux a
aleurs dans le solide est appelée isotherme. Pour calculer cette fonction, trois grandes
g'offrent 4 nous:
019"10rl dans la premiére, nous pouvons écrire I'équilibre de dissociation de la solution solide
; n différentes especes contenues dans la solution aqueuse.
_ dans la seconde, qui est une variante de la premiére, nous pouvons écrire 1'égalité des
otentiels chimiques d’especes convenablement choisies dans le fluide et dans la
s Olution solide.
_ dans la troisi®éme, nous nous contentons d'écrire des équilibres d'échange d’espéces
ontre deux péles de la solution solide pris deux a deux.
s les sections 1.4.1 et 1.4.2. ci-dessous, nous donnons quelques indications sur les

pan
4thod®®

nd® o SRR .
dem? s en solution qui interviennent dans I'équilibre minéral-solution.

3 suivre selon les deux premieres options. La mise en oeuvre de ces méthodes

de connaitre la nature et les propriétés thermodynamiques de toutes les espéce

$ p : . b g \ .
aquell articlﬂier’ il nous faut déterminer les coefficients d’activité des especes en solution
EnP ptre trés variables suivant le type de solution. Les solutions hydrothermales sor

© ‘ L.
eV généralement chlorurées et les travaux expérimentaux montrent qu'on ne peut y
S

-

¢ ffet 111%
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considérer comme idéales, malgré leur dilution (Brimhall and Crerar[49], Anderson and
Crerar [50]). Il nous faut aussi considérer a priori I'existence de plusieurs espéces pour chacun
des éléments en solution (discussion de la spéciation).

Nous préférerons la troisieme option qui permet de nous affranchir, au moins partiellement,
des limitations précédentes et qui a l'avantage de pouvoir utiliser directement certains travaux
expérimentaux; ceux-ci peuvent en effet exprimer les équilibres minéraux-solution sous la
forme de coefficients de partage faisant intervenir les pbles des solutions solides. La section
1.4.3. ci-dessous expose une telle approche dans le cas des solutions solides de grenats et de
pyroxeénes. La validité thermodynamique de cette troisiéme approche s'appuie par exemple sur
les travaux de Pascal et Roux ([54], [55]) ou de Bartholomew ([52]) qui montrent que, dans le
cas de I’écriture sous forme d'échange entre deux minéraux et une solution aqueuse, on fait
apparaitre des rapports d'activités d'espéces en solution qui sont pratiquement égaux a des
rapports de concentrations. Ce résultat permet de saffranchir de la question délicate des
coefficients d'activité des espéces aqueuses dans les solutions hydrothermales. Il permet aussi
de nous affranchir de la discussion compléte de la spéciation dans la mesure ou l'on peut
montrer que, dans les conditions les plus courantes, les rapports de concentrations précédents
peuvent s'écrire en fonction des espéces dominantes (les complexes chlorurés CaCl;, MnCl,,
MgCl;, et FeCl, par exemple pour les solutions hydrothermales dans les conditions qui nous
intéressent), ce qui correspond donc directement et & peu prés aux rapport des concentrations
totales des éléments concernés par les échanges avec les solides (et dont nous avons besoin

dans les calculs des isothermes).
Généralités sur les équilibres d’échange entre solutions solides et fluides hydrothermaux

Sous des conditions de haute température (450°C- 700°C) et des pression de 1’ordre de
(1 a 2 Kbar), les interactions électrostatiques augmentent dans le fluide et 1'association des
ions devient importante. Les espéces hautement chargées deviennent instables et les espéces
électriquement neutres comme CaCly, MnCl, et FeCl, dominent ([49],[50]). Cette tendance
vers la formation de complexes électriquement neutres ou 2 faible charges est prédite par la
décroissance de la constante diélectrique de l'eau avec la température (Brimhall and Crerar,
[49]). Les températures élevées favorisent aussi le mélange entre les constituants de la

solution solide.

Une étude expérimentale sur les équilibres d’échange entre une solution chlorurées et un
mélange binaire grossulaire-spessartite (Gavrieli, [51]) ou forstérite- fayalite (Bartholomew,
[52]) montre que :

- le coefficient de partage K, varie avec la composition de la solution solide. Ceci indique

une certaine non idéalité dans le systéme ;
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- pour différents P et T, Ln K, est une fonction linéaire de la fraction molaire de 1’un des
constituants de la solution solide. La droite de regression obtenue a partir des mesures

expérimentales a la forme suivante :
Ln K= Ln K, + wa(1-2*x;)/RT (1.25)
(Xi=Xca=Xgro pour les grenats et xi=xpg=xp, pour les olivines)

- les variables du modele de la solution fluide contribuent peu ( ont peu d’effet sur) a la
variation apparente de K4 avec la composition du solide.

Ceci montre que dans ces conditions :
- 'influence de la non idéalité de la solution solide est plus importante que celle de la
solution fluide.

- La valeur de la constante d’équilibre Ke peut étre déterminée expérimentalement par

cette méthode en considérant des mélanges binaires réguliers g

Pour exprimer la fonction isotherme d’échange a 1’équilibre, on peut suivre les étapes
suivantes:
1- déterminer les ligands existants dans la solution hydrothermale: OH’, CI', HS'.
2- suivant les conditions de température et de pression :
-déterminer les espéces stables
- celles qui sont dominantes
3- écrire les équilibres de dissociation ou d’échange
4- déterminer les constantes d'équilibre (expression en fonction des activités)
5- établir les relations liant les activiés aux concentrations en phase fluide (en se basant
sur les données expérimentales, et le type de solution)
6- a partir de ces constantes d’équilibre, exprimer la fonction isotherme de telle sorte
qu’elle ne fait intervenir que les concentrations ou les fractions molaires des espéces qui
nous intéressent.

Dans ce qui suit, nous présentons les trois modeles de construction d’isothermes. Le
premier utilisant les équilibres de dissociation est décrit dans la section 1.4.1. Pour ces
équilibres de dissociation, plusieurs écritures sont possibles (suivant les composition du fluide
hydrothermal et les conditions thermodynamiques) ; la nature des especes en solution peut &tre
discutée. Cette formulation ainsi que celle utilisant les potentiels chimiques (section 1.4.2) ne
seront pas utilisées dans le présent travail. Nous utiliserons la formulation d’échange décrite
dans la section 1.4.3 ou la plupart des especes s’éliminent. En plus, elle est mieux adaptée au
probléme de transport (Cf. chap. II) puisqu’il fait inclure les concentrations des espéces en
solution et non pas leurs activités.
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Remarque : On suppose que les coefficients d'activité ne changent pas au cours de 1'échange
chimique entre le fluide et le solide g

1.4.1- modéle d’isothermes utilisant les constantes de dissolution
a.- Solution fluide-grenat

On peut proposer 1’équilibre de dissolution suivant :
sgro+3H" +2Cl" +3H,0 =CaCl, + % Al(OH); + H,5i0, (Kcs)
salm+3H" +2CI" +3 H,0 = FeCl, + 3 Al(OH); + H,Si0, (Kr,) (1.26)
sspe+3H' +2CI" +3 H,0 = MnCl, + % AI(OH), + H,Si0, (Kun)

A I’équilibre, on a les égalités suivantes :

A f 7 3
Acact, A ,sio, '(aAl OH); )3 -
K. = (OH), 1.27
Ca ™ gt gt (o ANY AN A NS (1.27)
xCayCa . (aH+ ) '(aCl" ) (aHZO)
A A n 3
3
A rect, P 1,50, (P gy comy: )
K, = (o, (1.28)
Fe ™ gtogt ¢ fiNt (N2 0 NS :
xFeYFe ‘(aH+ ) . (aCl“ ) (ayzo)
n b Ji 3
3
A vnct, Ay sio, -(aA,(OH)Z )
Ky = gt 4,8t ANG (A \2eA 0 NS (1.29)
anyMn '(aH+ ) : '(aCl' ) (611120)3
En cherchant le rapport R commun aux trois expressions précédentes :
P p
ANS (B N2( V3
o (@) @l ahy)
A A 7 3
Areci, A,si0, - (@ AI(OH); )?
on obtient :
b4 fl fl A b/ A
Aca _ A, Q n - acq +aFe +aMn (1 30)
t o, 8 gta, gt gt A8 gt A, 8t gt n, 8t gt ., 8t :
KCaxga'YCa KFexFe/J/Fe KMannyMn KCaxCa Ca + KFexFe Fe + KMann’YMn
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En utilisant les notations suivantes :

1=Ca K =K,
2=Fe et{K, =K, . (1.31)
3=Mn |K,=K,,

on obtient d’apres (1.30):

A 8ta, 8t
a; K.xy,

Zla.ﬂ "y Ky i = Ca, Fe, Mn (1.32)

b.- Etude de Péquilibre solution -pyroxéne

On peut proposer 1’équilibre de dissolution :
dio+4HCl = CaCl, + MgCl, +28i0, +2H,0  (Kup)
hed +4HCl = CaCl, + FeCl, +28i0, +2H,0  (Kr.) (1.33)
Joh+4HCl = CaCl, + MnCl, +2S8i0, +2H,0 (Kup)

Avec les notations suivantes:

1= Mg(= dio) K, =Ky,
2= Fe(=hed) et K, =K, (1.34)
3= Mn(= joh) K,=K,,

la fonction isotherme s’écrit comme dans le cas des grenats comme suit:

A K .prx prx
. i i = Mg, Fe, Mn (1.35)

a;
z aiﬂ - Z K. x"y”

i=1,2,3 i=1,2,3

1.4.2- Modé¢le d’isothermes utilisant les potentiels chimiques

Cette méthode s’applique au cas ou une espece chimique est présente dans deux phases en
équilibre chimique. Rappelons qu’il est plus commode d’exprimer le potentiel chimique d’une
solution solide réguliére en convention I et II et de I’exprimer en convention Il pour une
solution fluide infiniment diluée (cf. §1.1).



31 Chapitre I : Cadre thermodynamique

Quand [’équilibre chimique est atteint entre les deux phases, on a égalité des potentiels
chimiques. Pouri = 1,.., Nona:

« (1)

i +RTLog Cf =g} + RT Log(y{"x,) (1.36)

L’égalité (1.36) se traduit par :

¢/ =k, (Mxy" pouri=1,..,N (1.37)

(I
£P-4

N

ou: K,(T)=e R  etlesy, sontdonnés par (1.4).
Si on fixe P et T, C/ apparait comme une fonction des fractions molaires x j=1,,N
¢/ =F

i = F(xp5xy)

..La relation précédente est appelée isotherme.

1.4.3- Modéles d’isothermes utilisant les équilibres d’échange

a.- Echange fluide-grenat

On a I’équilibre d’échange ([51]) :

3 spe + FeCl, = 3alm+ MnCl, (Ktnire)
3 spe + CaCl, = 5 gro + MnCl, (Knn/ca) (1.38)
Yalm+CaCl, =5 gro+ FeCl, (Kresca)

Ces réactions chimiques ont respectivement pour constantes d’équilibre :

1
fl 81\3 Al gta, 8t
Apacy, (A F) A pnc, X Fe? Fe
K = - = (1.39)
Mn/ Fe fl gt \3 aﬂ xgt ,ygt
A recy, (A pgn ) FeCly *X mn ¥ Mn
A g \3 A 8t 4, 8t
3
% _ Qmnay, (aé,) _ Qnci,*ca¥ca 1.40
MnlCa ~— f ( . )

_ =
f gt \3 a . xgt 8t
Alacr, - (Aa) cacty * % nY n
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A g3 fl gt o, 8t
_ %R, (ag,)’ _ Oreci,*ca¥ ca 41
KFe/Ca - fl (1' )

17 t
b 8 \3 a x¥ye
a CaCl, * (Cl Fe ) CaCl, *“V Fel Fe

Ces constantes d’équilibres ont été mesurées expérimentalement ; I’expression des valeurs
mesurées ‘effectives’ fait intervenir des rapports de concentrations des chlorures en solution
donnés par I’expérimentation ([51], [52], [54]). On peut écrire alors que:

A 8t 8t
* CMncz2 XY pe

Kiwire =70 o st (1.42)

A gt 8
CFeCl2 “Xatn ¥ wn

A &t 5,8
K _ CMnClz'xCaYCa 143
Mn/Ca — C fl gt A gt ( * )
cacl, "X mn ¥ wn

A 8t 5, 8t
K = CFeC12 Xca¥ca 1.44
FelCa — Cﬂ gt ., gt ( ‘ )
CaCl, *XFe ¥ Fe

Ces constantes d’équilibres sont liées par :

* *

KMn/FeKFe/Ca = K;/In/Ca (1'54)

La concentration totale en phase fluide d’une espéce chimique i est:
A f 7 A~ f
Ceo = Clpe +C o + Clacy, = Clay, (1.45)

D’aprés (1.43) et (1.44),0on a :

A A A f f S
CC(Z — CFE — CMn —_ CCa + CFB + CM” (1 46)
t ., 8 * t., 8 * t t t t * t o, 8t * t t .
xg‘aycga KFe/Cange’}/Ige KMn/Caxfln,},Iin xg‘a yga + KFe/Caxf'e’yI'g‘e + KMn/Caxi,lnyfln
L’équation (1.46) est aussi égale a :
0 fl 0 N 0 A
Vgro CCa +Valm CFe +Vspe CM: (1.47)

=3,0 gt ., 8t 0 * gt A, 8 0 gt A, 8
VgruxCaYCa +ValmKFe/CaxFe Fe +Vspe KMn/CaanyMn

Pour simplifier I’écriture de I’isotherme, utilisons les notations suivantes :
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1=Ca(=gro) |K, = Kza,c,,3= 1 V= Vg(:‘o

2=Fe(zalm) ,\K,=K,,,, etiV,=Vo (1.48)
3= Mn(E spe) KS = K;ln/Ca V3 = nge
on obtient alors d’apres (1.46) :
P c’t Kx¥y*
X'=—=—= LSS i=Ca, Fe, M 1.49
I 2 ¢/ 2 Kxfy# § (149
ou encore grice a (1.47) :
c’ K.x&y¥
i Vi i =Ca, Fe, Mg (1.49b)

SVCH T VIR

i=1,2,3 i=1,2,3

b.- Etude de ’équilibre solution -pyroxéne

En suivant la méme démarche que celle suivie pour les grenats, on peut écrire les équilibres

d’échanges suivants:
hed + MgCl, = dio + FeCl,
Jjoh+ MgCl, = dio+ MnClI, (1.50)
hed + MnCl, = joh+ FeCl,

et comme pour les grenats, on peut identifier ces rapports d’activités en phase fluide a des

rapports de concentrations donnés par les expériences . A 1’équilibre, on a les égalités

suivantes :
A Prx,, prx
K* _ CFeClz "ng ’}/Mg (1 51
FelMg — o fl prx,., prx ' )
CMgC12 ‘xFe ’/Fe
N prx,, prx
K* _ CMnC12 'ng ’YMg (1 52)
MniMg ~ Cﬂ xprx,yprx :
MgCl, """ Mn | Mn
Cﬂ xprx,y prx
* FeCl, " Mn § Mn
K., =—<% (1.53)
prx ., prx

FelMn fl
CMnC12 Xpe Ve
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Ces constantes d’équilibres sont liées par :

* * *

K et tn KMn/Mg = KFe/Mg

En utilisant les notations suivantes :

1= Mg(E diO) Kl = K;lg/Mg:: 1

2 = Fe(E hed) ’ Kz = K;'e/Mg
3= Mn(= joh) |K, =K}

on obtient :

¥ prx ., prx
C Kx™y,

Z Ciﬂ ) 2 Kx"y™

i=1,2,3 i=1,2,3

X/

-ou bien

Ciﬂ B Ki xiprx ,yiprx
2 Vio Ciﬂ - 2 Vio Kx™y™

i=1,2,3 i=1,2,3

Remarque

V, = Vd?o
et 1V, =Vh2d
V,=V}

Jjoh

i =Mg, Fe, Mn

i =Mg, Fe, Mn

34

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.56b)

Quand I’équilibre est atteint entre ces deux phases, les isothermes obtenues sont fonction

des activités ou des concentrations des espéces chimiques en phase fluide, des paramétres et
des fractions molaires des constituants de la phase solide et des constantes d’équilibre de

toutes les réactions chimiques. Elles permettent de réduire le nombre d’inconnues du systéme

et font alors la synthése de tout ce qui concerne 1’équilibre chimique.

L.4.4- Constantes d’équilibres

A une échelle d’observation macroscopique, on a :

- le bilan final des réactions chimiques dans le cas des équilibres de dissociation s’écrit

comme celui des équilibres d’échange. Pour les grenats par exemple, on peut affecter aux

réactions chimiques (issue du bilan total) respectivement les constantes d’équilibre

suivantes :

Kwvn/re = Kpyn/Kres Kvnica = Kvn/Kca €t Kreica = Kre/Kca

ol les constantes Ky, Kre, €t K¢, ont été définies dans la section 1.4.1.

(1.63)
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- I’équilibre d’échange que nous étudions est similaire & celui de la chimisorption. Nous
montrons aussi (cf. § 1.4.5 ) que les isothermes obtenues dans cadre plus général peuvent

se mettre sous la forme de I’isotherme d’adsorption de Langmuir »

Rapport des constantes d’équilibre pour les grenats :

La constante d’équilibre d’échange entre la spessartine et 1’almandin a pour valeur:

K pire =061 (Ilton and Eugster,[22]) (1.57)

De méme le rapport K, ~ 1.21 (Gavrieli &al., [51]) (1.58)
Donc le troisi€éme rapport qui nous intéresse est :

Keure = Keasn Kypre =121x061=0.74 (1.59)

KMn < KCa < KFe

Rapport des constantes d’équilibre pour les pyroxénes :

On procede de 1a méme facon que pour les grenats. On obtient :

K oprpe=24-5.5 (Ilton & Eugster, [22]) (1.60)
K 110, = 300 (Pascal, [55]) (1.61)
Donc : Kya, = Koo Kpoyag, = 700-1500 (1.62)

KMg < Kr. < Ky,

Remarque

® Pour les grenats et les pyroxénes, ces rapports peuvent dépendre de la composition des
solutions aqueuses en particulier des teneurs en fer et de la salinité ([55]) et donc les ordres de
grandeur présentés peuvent varier suivant les conditons de température et de pression et ont au

moins une valeur d’exemple g
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1.4.5- Généralisation de 1.4.3

Considérons un systéme de volume V, constitué d’une phase solide de volume V * et d’une
phase fluide de volume V” et ¢ la porosité du milieu. Soient M le nombre de constituants de la
phase solide et n le nombre de sites par formule structurale ou 1’échange s’effectue ( par
exemple n = 1 pour le pyroxeéne et n = 3 pour les grenats). Dans ce qui suit, désignons par
‘espece chimique’ une espéce chimique susceptible de se substituer. Si chaque constituant
contient une seule espéce chimique, alors le nombre total de ces derniers est M.

On s’intéresse a 1’équilibre de dissociation d’un constituant de la solution solide contenant
une seule espece chimique et produisant (en partie) cette méme espéce en phase aqueuse. Pour
faciliter la notation, désignons par i (= 1,2,...,M) I’indice commun a un constituant de la phase
solide ainsi qu’a 1’espéce chimique (susceptible de se substituer) qu’il contient et a cette
méme espece en phase fluide. Pour pouvoir distinguer un constituant de 1’espéce chimique

qu’il contient (ils ont le méme indice ), on ajoutera, si c’est nécessaire, I’indice ‘c’ au premier.

Notations -

Dans ce qui suit, désignons par :

- n{ et x;’ le nombre de moles et la fraction molaire en phase solide du ™ espece chimique
par rapport aux autres especes chimiques susceptibles de se substituer;

- n et x° le nombre de moles et la fraction molaire du i*™ constituant de la phase solide;

- y; Pactivité du ;™ constituant de la phase solide (contenant la i*™ espéce chimique);

- C; concentration en phase solide du i™ espéce chimique;

- Cl-f concentration de la i™ espéce en phase aqueuse;

- K, i, constante d’équilibre d’échange entre les constituants i (réactif) et ip (produit) de la
phase solide. La réaction d’échange est écrite de telle sorte que les coéfficients
stoechiométriques des deux constituants i et i est 1/n. On pose : I?io i, =13

- V{ le volume molaire du constituant contenant I’espace chimique 7;

- ‘72) le volume molaire moyen de la solution solide;

Le volume de la phase fluide et solide sont donnés par :

vi=ovetvs= ZV,."nfs =(1-¢)V (1.64)
i1
n; , C’ Ve
Orn/ = -;;- et par suite ;Vio —nl— = m =1 (1.65)
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a.- Expression de C; en fonction des x;
Avec les notations précédentes, on obtient :
X; = X; pouri=1,2,..M (1.66)
La concentration du i€éme espece chimique s’exprime en fonction des fractions molaires par :

s n.x;

i v7 O
>,

i=1,,.M

=Cl(x] s Xy) (1.67)

Si le volume d’exces est trés faible et les volumes molaires des constituants de la solution

solide sont proches alors :

n. n 1
C=—a——=—=— (1.68)
i:le Yxve~V, B
i=1,..M

et par suite la fraction molaire du ™ espéce chimique est approchée par :
p p q pp p

x; =B.C} pouri=1,2,..M (1.69)

Remarque
Les égalités (1.59), (1.60) et (1.62) ainsi que les isothermes exprimées ci-aprés nous
permettent de diminuer le nombre d’inconnues du systeme et d’exprimer ( au chapitre II) les

équations de conservation de matiére en fonction des x;’.(= x;)
b.- Expression compléte de 1’isotherme

On pose : fi(xl,..,xM)zl?i,ioxiy,.. (1.70)
La fonction isotherme peut s’exprimer sous deux formes différentes. La premiére forme est :
c/ K‘/io XY

ST TSRy TP =120
e’ i ilig7idi

i=l,,M

ou encore
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f f fi(xl,-',xM)
= ZC- Fi (X, Xy )= ZC. (1.71)
i=1~~Ml o M i=1..Ml ‘—;A{i (‘x19--7xM)

- La deuxiéme forme utilise les volumes molaires de la solution solide. Elle s’écrit :

Cf z/x tyl
- g =FV(x,,...,%
z‘/iocif ZV t/lOXIYi ‘ ( 1 M)

ou encore :
f'(xl’--sva)
Svoc! FY (xy,ex0)= 2VOC, —H (1.72)
=toM ! M i=tod ZV,-Ofl- (X15.09X 1)
i=1,.,M
Remarque

eOnac/ =0 x/ =0ex,=0.

Cela veut dire que si une espéce chimique est présente dans une phase alors elle 1’est dans

I’autre phase puisque 1’équilibre local est instantané et atteint en chaque point du domaine u

i) Isotherme calculée a partir de ’énergie d’exces pour un solution binaire

On a M = 2. D’aprés (1.7), ’expression du coefficient d’activité du constituant ; pour une
solution solide binaire s’écrit :

Wij (1ox)?
')/l = enRT t

Dans ce cas, la fonction isotherme a pour expression (i = 1,2 et i #j):

FZ a; (1-x;) k> a; (1-x;)

X, e x.e’
f _ f 1/10 i f 1/10 i
C. ch ZK T ZZV C; ZV o=y (1.73)
b iliy t
N Wij
ou: a; ="—"—-
nRT

ii) Isotherme calculée a partir de I’énergie d’excés exprimée dans le cas général pour un
modele d’interaction par paire

D’apres (1.12) on a:
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1
nRp et ZWiE)
Y, =e I i=1,2,..,.M

Donc la fonction isotherme s’écrit (i = 1,2,.., M) :

z yXj _ Zav X

I?. ] Jei i Jei
Cif — i;lcif iliy x;€ Zayx! ,%V Cf iliy x;€ Zavx! (1 74)
B z I—iho xteﬁ“ 2‘7: ”_z/zo xzem

i=1,.M i=1

Pour une solution binaire (M = 2), on retrouve la fonction isotherme (1.73)
iii) Isotherme calculée a partir de I’énergie d’exces d’une solution solide ternaire donnée
par Grover

Pour une mole totale de solution, les coefficients d’activité, déduits de 1’énergie libre

d’exces donnée par Grover, s’écrivent :

( 2Gytwi3 IT xj
=123

Il
Q
=3

i

La fonction isotherme s’écrit alors (i = 1,2,3) :

. anx,. .
iliy i — i, Xi€ "
c/ =Y c/ — = Y vec/ —- e (1.75)

i=1.3 el i=1.3 50 i
2 iliy X sz Ki/ioxie

ol: a=a,,=—"->

Remarque

Puisque toutes les fonctions isothermes s’écrivent sous forme d’un rapport, les termes de
degré [ dans l’expression des coefficients d’activité se simplifient pour un modele
d’interaction par [-uplets (I > 1). Par exemple, pour un modele d’interaction par paire, les
termes de degré 2 se simplifient (voir (1.73) et (1.74)). ’
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c.- Mise sous la forme d’une isotherme de Langmuir

Ce type d’isothermes peut s’écrire sous une forme ‘généralisée’ de I’isotherme de
Langmuir. En effet, si on ordonne les K;; dans le sens croissant suivant ’indice i alors la

fonction isotherme a pour expression :

x/ -y — %5 i=1,.M-1 (1.76)
1 1 1__ zal xi 309y .
i=M-1
Kii’yi 1-¢, KiiYi
ol: @ =l-—l et Ny=——t= o (1.77)
KM/iOYM Q; KM/iOYM - Ki/io'}’i

Quand la température T" devient assez grande, le parametre a;; devient négligeable et par
suite dans les isothermes précédentes, tous les termes en exponentielle (qui sont les
coefficients d’activité des constituants de la phase solide) tendent vers 1. C’est donc comme si
on avait assimilé la phase solide a une solution idéale (G = 0). L’étude du probléme associé
a cette isotherme va nous permettre de comparer les deux modeles de solution solide : idéale
et strictement réguliére. A hautes températures, I’isotherme limite exprimée sous la forme
d’un isotherme de Langmuir s’écrit alors :

x/ =y 2% =12, M-1 (1.78)
l 1 1_ zal xi gligecey .
i=M-1
N Ki/i0 1-¢, Ki/io
ou: o, =1~ et N, = = (1.79)
KM/io o KM/io - Ki/io

N

Le probléme associé a cette isotherme limite sera étudié au chapitre V et dans un cas
particulier au chapitre IV.

A haute température, 1’expression de I’isotherme est identique a celle de Langmuir. On
peut alors faire une analogie au moins mathématique entre le phénoméne d’échange simulé
par la loi d’action de masse et celui de la Chimisorption : les vitesses d’échanges (par réaction
chimique) entre la phase fluide et la phase solide sont tres rapides a haute températures. A une
échelle d’observation macroscopique, on peut donc dire qu’une espéce chimique occupant un

site de la solution solide a été substituée par une autre g
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Introduction

Le transport de maticre est, en général, dfi a la circulation d’un fluide dans un milieu
poreux induit par un gradient de pression ou par la gravité ou a la diffusion des especes
aqueuses dans un fluide immobile du fait des gradients des concentrations. La diffusion a
tendance a régulariser et a faire décroitre les variations totales des concentrations : les zones a
concentration plus élevée en une espéce aqueuse envoient plus de particules dans toutes les
directions que les zones & concentration plus faible ([28]). Donc la solution du probléme

devient plus réguliere si le phénomene de diffusion est le plus important.

Pour le probléme que nous traitons, le transport des constituants est dii essentiellement au
-mouvement du fluide (convection). Ce choix correspond & un choix d’échelle d’observation
macroscopique. En réalité le coefficient de diffusion D est trés petit (mais non nul). Et pour
avoir un probléme ayant un sens physique, on pourra perturber le modele avec le terme de

diffusion ( le paramétre D est destiné a tendre vers z€ro).

Dans ce chapitre, on se propose de modéliser quantitativement le transport de matiére et
d'exprimer ensuite les équations du systéme a I'équilibre. Ceci va nous permettre d’obtenir
certaines informations sur le processus de transformation de la roche. Notons que, dans le cas
général, le transport de matiére et 1’échange chimique entre phase s’influencent mutuellement.

Ceci est dii essentiellement aux variations de la porosité du milieu et de la densité du fluide.

Pour mieux approcher le phénomeéne d’interaction fluide-roche, on a besoin de quelques
simplifications décrites ci-aprés dont on va tenir compte au § II.3, aprés avoir exprimé les
équations du modele dans un cas général (§ I1.2). Ces simplifications concernent la structure

de la roche, les parametres hydrogéologiques et les parametres thermodynamiques.

I1.1 Représentation du milieu et hypothéses générales

Vitesse du fluide

Le mouvement d’un fluide incompressible dans un milieu poreux suit la loi de Navier-
Stokes. Puisque le milieu n'est pas homogene, les vitesses du fluide ne se distribuent pas

uniformément dans les zones de circulation (les pores). Vue la lenteur du mouvement (il n’y
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aura pas d’effet d'inertie) et le caractére incompressible du fluide, la vitesse moyenne ou
homogénéisée suit la loi de Darcy suivante ([5]):

17=—%(p§+VP) (2.1)

Ou: petn désignent respectivement la densité et la viscosité de I’eau,
7t est la perméabilité intrinseque du milieu,
P est la pression,

g est ’accélération de la pesanteur.

Si on travaille dans une zone ol le gradient de pression est constant alors la vitesse v est
constante. Dans les problémes qui nous intéressent la valeur de la vitesse v de Darcy est de
I'ordre de 1 & 100 cm par an ([16b]).

Température du systéme et équilibre chimique local

Le systéme que nous étudions est constitué de deux phases : une phase fluide et une phase
solide. Entre ces deux phases il y a & priori un déséquilibre chimique entrainant le transfert de
constituants chimiques entre le solide et le fluide. En isolant un petit volume de la roche
pendant un certains temps, on observe que chacun des échanges locaux diminue jusqu’a
s’annuler pour atteindre un état dit d’équilibre local. On peut supposer que cet équilibre local
est instantané a cause des hautes températures du milieu et des vitesses de percolation lentes et
par suite on considérera qu’il n’y a pas de termes de cinétique chimique dans la loi dite alors
d’équilibre local régissant ces états d’équilibre ([46],[47]).

On suppose que :

- la réaction d'échange des constituants entre la phase fluide et la phase solide se fait de
facon athermique. Il n’y aura pas d’échange de chaleur et la température sera considérée
constante (T > 450 °C).

- L'équilibre chimique local est atteint en chaque point du domaine entre la phase fluide et

la phase solide. Nous nous limiterons au cas ot la phase solide est monophasée.

Sous ces hypothéses, D’évolution globale du systéme est alors contrélée par le processus de

transport du fluide. Ce dernier devient alors le processus limitant.

Structure de la roche et porosité du milieu

Si le volume du vide est nul et si la porosité ¢ est constante alors un volume V peut étre
exprimé en fonction du volume de la phase fluide et celui de la phase solide contenus dans V
comme suit :
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V=0oV+(1-oW =V +V* (2.2)

Autrement dit 1’expression de la porosité est :

v/i+vs '
En général, la porosité ¢ dépend des variables x et ¢ et vérifie I’équation :
o(x, 1)+ Zq),-(x,t):l—q)R 2.4)
14

ol ¢; est la fraction volumique du constituant i.

¢ est la fraction du vide.

Si les deux phases fluide et solide sont homogenes et le volume du vide est nul (¢ , = 0) alors

I’équation (2.4) devient :

20; (%) =1-0(x,1) @.5)

Donc la porosité parait comme fonction des concentrations en phase solide : ¢ =d(C;’)

Pour le probléme que nous étudions, la porosité moyenne est constante. Ceci est conséquence
des points suivants :
- D’aprés la définition d’une solution solide ([45]) (cf. annexe) on a :

Pour que deux constituants entrent en solution solide en toutes proportions, il est nécessaire
qu’ils aient la méme structure cristalline et que les tailles des ions qui sont susceptibles
d’occuper les mémes sites cristallins soient voisines. Et par conséquent les volumes molaires
des constituants formant la roche sont proches;

- La porosité diminue avec la profondeur du fait de la compaction. Cette derniére a tendance a

égaliser et a homogénéiser ce parametre dans tout le domaine.

Ce parametre ¢ est relativement faible. Elle est de 1’ordre de 0.01 ([16b]).

Remarque

Sous des températures assez élevées, 1’échange chimique entre phase est instantané et la
vitesse de percolation du fluide est négligeable devant celle des réactions chimiques (qui est
supposée ‘infinie’). Et si en plus les variations de la porosité et de la densité du fluide vecteur
sont faibles, on peut alors découpler le phénomeéne de transport de matiere et celui de

I’échange chimique.
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IL.2 Equations de conservation de la matiére : modéle général

Apres homogénéisation, supposons que le fluide circule dans le domaine parallélement a
une direction x et considérons un volume dV de ce domaine formé par un cylindre de base ds

et d’épaisseur Ax limitée par les abscisses x; et x, (fig. 2.1).

/ roche”
s /S s
fluide 7 sy
J’,/ ‘>
/ s 7 X
7 7,
/_/
g < s
v s X2

Figure 2.1

I1.2.1- Bilan total

La quantité totale de matiere de la i™ espéce chimique 2 I’instant ¢ est donnée par:

0, (1) =[2]oc (x.1) + 1~ 0)CF (x,1)]dxds 2.6)

Le flux de la matiére J'est la somme de deux flux :
Flux de convection di au mouvement du fluide J'
Flux de diffusion J iDW

On a donc:

f
Ji=gig g 2T =ave et Jio =— Daci
=Je+JIpyr ouJ =evCi et Jpyy =—0D—

et le bilan matiere s’écrit alors (équation de continuité) :

O, (t+ At)-Q;(¢) =—ds.dt[Ji];2

En divisant le premier membre par Az et en faisant tendre Az vers 0, on obtient :

% f;‘f (0C Gty + A= 9)CF (x.0)|dxds = —d T ]: 2.7
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fre 53-; [0 Gty + 1= )CF (x.)dixds = —d] 7] N (2.8)

En faisant tendre x, vers x, dans 1’équation précédente, on obtient pouri=1,2,.,.M:
3,[1-9)CF +6C/ 149,77 =0 2.9)

Le flux par unité de surface est donné par :

J, = Cf—Dﬁ (2.10)
i =ovC —¢ o :

En portant (2.8) dans (2.7), on obtient :
3,[0-)CF +6¢ 1+0,(ovc) -9, 0Da,. ¢/ )=0 2.11)

On considérera dans la suite que le flux se résume au premier facteur (D = 0) et qui est justifié
par des considérations d’échelle (voir aussi Guy, [18]). Le systéme d’équations finales obtenu

est donc:

3,[1=0)CF +0C 1+9, (ovC =0 i=12,.M (2.12)

I1.2.2- Bilan matiére sur la concentration en phase fluide

Le volume dV est siege de réactions chimiques produisant ou consommant I’espece
chimique et du transport du méme espece. On peut représenter ces réactions chimiques dans le
systéme sous la forme suivante (m désigne a la fois le m*" minéral de formule A,, et la m*™

réaction) :
N,
Ay = DA, m=1,,M (2.13)
i=1

Ou v,,; est le coefficient steechiométrique du soluté A; dans 1’équation de dissolution ou de

précipitation du minéral A,, (m*™ réaction).

La vitesse absolue R, pour la m™ réaction est :

_ %5,

Ry = (2.14)
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ol &, est I’avancement de la m®™ réaction. &,, est donnée par :

dn,, _dn’ dny’ _dny dE,, 2.15)
=1 VgV Vin
Le bilan matiére s’écrit :
3, nf Y=-Yv . 3% - 8 2.16
t( ni ) - sz (Vm)x + (J(xl) J(xZ ))' Sx ( . )

Le premier terme du second membre de (2.16) est le terme source. Il est di aux réactions
chimiques de dissolution ou de précipitation du minéral A,, contenant 1’espéce chimique A; de
vitesse spécifique v,,. Tandis que le deuxieéme terme est dfi au transport de la matiere a travers
les surfaces limitant I’élément de volume dV.

La concentration en phase fluide du constituant i s’écrit:

cf = bn] 2.17)
boo8V
En dérivant par rapport a ¢ ’expression précédente, on obtient :
;o1 rooC! d@v)
9, (¢C; )=3‘78t(5ni S TG (2.18)

Le dernier terme du second membre de (2.18) :iésigne la variation temporelle de la
concentration en phase fluide due a la variation du v:::ime avec le temps. (Ceci traduit en fait

la variation de la zone réactionnelle avec le temps ([42])) eton a :

oc/ d@v) _oc! av

vV A&t vV d (2.19)
Le bilan matiére s’écrit : )
p 8s, ¢c/ av
O (BC] )= 2V (V) + () = Ty ) =0 = (220)

oS 1
et puisque —— = —, en faisant tendre 8x vers 0, (2.20) devient :

oV ox

9,66 )= St =0, - @21
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Pour un écoulement tridimensionnel et sans variation de volume avec le temps, 1’équation
précédente s’écrit :

m=M
2, (¢C )+ divigv & )= 2v, (Vi) (2.22)
m=1

Ce qui est cohérent avec le modele de Ortoleva et al. ([31]) sans terme de diffusion

m=M
9,(6C] ) + div(®vC] )=~ 2V, P9 (2.23)
m=1

¢,, désigne la fraction volumique dans la phase solide du minéral m

désigne la densité molaire du minéral m (I’inverse du volume molaire
m

En faisant I’analogie entre les équations (2.12), (2.22) et (2.23), on doit avoir

_at [(1_¢)Cis]__ val Pm t¢m zvmz (Vm)x (2‘24)

En effet :

La vitesse spécifique de la m*™ réaction chimique au point de coordonnées x est exprimée en
fonction de sa vitesse absolue par :

L 2.25
Ve =75y (2.25)

et on a donc:

1 1 d(dn,,)
IV, (v,), ===V, R =——— 2V, '” (2.26)
" im m/’Xx 6V ” m*"m 8V - im a t
En explicitant le dernier terme de (2.26) de deux fagons différentes, on obtient

1 o(dn,,)
- SV ~ Vim ot - —g‘tvimpmatq)m

(2.27)

2(5 1 9n?
et —Z vy, ("’")_ -5 (;‘)=-at[(1—¢)c;] (2.28)

Donc le systéme d’équations finales est :

,1(1- ¢)C; +¢C/ 1+ div(p vc] )=0 (2.29)
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On retrouve ainsi, le systéme (2.12) (bilan total) u

Remarques

® Le second terme des équations (2.22) et (2.23) est appelé terme source. Il mesure le
nombre de moles produites ou consommées par toutes les réactions chimiques par unité de

temps et par unité de volume.

® Dans I’équation (2.12), on n’a pas de terme source puisque le bilan est total. Donc tout
se passe comme si le terme en d,C;, dans la formulation & 1’équilibre, était équivalent au
terme source dans la formulation avec cinétique. Avec la différence que dans une formulation
chromatographique, on fait le bilan total et dans I’autre formulation on fait le bilan sur la

concentration en phase fluide seulement g

Ce modele se généralise dans le cas d’un écoulement tridimensionnel au suivant (cf. [1]):
9,[(1-9) p,C} +¢pC{ 1+div(¢ p,vCi)=0 (2.30)
ol p, et p, désignent respectivement la densité du solide et du fluide.

A ces équations s’ajoute 1’équation de conservation de masse :

9/ lops +(1-¢) py]+div(¢psv)=0 (2.31)

La relation précédente permrt de tenir compte des variations de la porosité ainsi que la
vitesse de Darcy a cause des échanges entre le fluide et la roche. Le systeme (2.30)-(2.31)
ainsi obtenu est totalement couplé.

Si p, et p, sont constantes alors la porosité et la vitesse de Darcy sont liées par :
(Pr = Ps)-0,0+ ppdiv(ov) =0 (2.32)

Et si en plus la porosité du milieu est constante partout, on retrouve la condition
d’incompressibilité du fluide :

divy=0 (2.33)

11.2.3- Conditions initiales

Pour reconstituer ce scénario, il faut avoir des conditions initiales plus réalistes et tenir

compte de la composition des solutions hydrothermales. Les variations de cette derniére



Chapitre II - Modélisation physico-chimique du phénomene d'interaction fluide-minéral 51

influencent le processus de la transformation ainsi que sa durée. Dans certains cas, cette durée
est longue et peut étre due a la lenteur du mouvement du fluide (faible vitesse de percolation)

ou 2 la faible concentration des espéces en solution.

I1.3- Equations du modéle & ’équilibre

Reprenons les notations adoptées au § 1.4.3.

Onpose:Ci = 2.¢/ etci= DcCF (2.34)
i=1.M i=1.M
A I’équilibre, nous avons exprimé la fonction isotherme donnant les concentrations en
phase fluide Cl-f en fonction de la somme totale des concentrations en phase fluide des

espéces chimiques susceptibles de se substituer et des fractions molaires en phase solide
X j=1,,m (cf. (1.71) et (1.72)):
¢l =cL Fixy,x0) =€l (cdixpnxy) (2.35)
_ f

Puisque C,-f est fonction de Cg , on doit rajouter au systéme 1’équation que doit vérifier Cs et

qui est obtenue en sommant toutes les équations du systéme (2.12). On obtient donc :
3,[1-9)C3 +6CY 149, (9vCf)=0 (2.36)

De méme, d’apres 1’équation (1.67), on a exprimé les concentrations en phase solide C,-s en

fonction des fractions molaires x; , par :
Cis = Cis (xl,..,xM ) (2.37)

La fonction isotherme (2.35) (cf. (1.71), (1.72)), liant la concentration en phase fluide aux
fractions molaires en phase solide et I’expression de C;’ en fonction des x; donnée par (1.67)
nous seront utiles, dans la section suivante, pour 1I’écriture du systeme de lois de conservation
en fonction des fractions molaires. Si la fonction isotherme est facilement inversible, on peut
aussi exprimer les équations du modéle en fonction des concentrations en phase fluide (c’est

le cas ou les parameétres d’exces de la solution solide sont identiquement nuls (cf. §V.4.2).

I1.3.1- Expression en fonction des fractions molaires

On pose : x'=(x],., %)
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F(x*)=(F{(x%),.., Fpr (x%))
C(x*)=(C{ (x*),..,Cys (x*))
cf (e, xy=(c] (L, x*),..,C (ch ,x*))

Reportons (2.35) dans (2.12). On obtient alors:

3,[(1- 9)C (x*) +¢C] (cL ,x*N+d, (o< (cf ,x*)=0

ou sous forme matricielle :

{at [(1- $)C* (x*) + ¢CT (cf ,x*)]+ 3, [¢vC” (cd ,x*)]=0 2.38)

3,[(1- $)CE + ¢CL 1+, (pvCL)=0

I1.3.2- Modéele simplifié

Sous les hypothéses simplificatrices énoncées au §II.1, le systeéme (2.38) modélisant le
phénoméne d’interaction fluide-minéral, dans un processus qui associe transport et réactions

chimiques, peut étre approché par :

9.x° +ovBd.C’ (cl,x*)=0
© {,x + vBd,Cf (e ,x*) 230

3,(CL)+v.9,(cL)=0

V,
B est une constante donnée par B = —9 ot 1 est le nombre de site ot I’échange s’effectue et
n
V,, désigne le volume molaire moyen de la solution solide. -

En effet :

Pour le probléme que nous étudions, nous adoptons deux types de simplifications :
i) puisque la porosité ¢ est trés faible, la premiére simplification consiste (en plus des
hypothéses énoncées au § II.1) & négliger dans les équations de conservation de la matiére
(équation (2.6)) [2 oC; (x,t)dxds devant [2(1- 9)Cf (x,t)dxds. 1’ équation (2.6) peut s*écrire

comme Suit :
0, (1) = J;‘IZ [oc (e.0)+ 1= 0)CF (x,1)] dvds = f;‘f CH(x,0)dxds  (2.40)

ii) La deuxiéme est de type structurale :
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- la porosité moyenne du milieu est constante et est tres faible;
- l'effet de variations de volume est négligeable. Ceci vient du fait que les volumes
molaires des constituants de la phase solide sont proches. D’aprés 1’équation (1.69), la

fraction molaire x; est approchée en fonction de C; par :

v
= 7" C/ =B.C} (2.41)

X
Donc en exprimant, a 1’équilibre, les équations de la conservation de la matiere (cf. (2.6)) et

en tenant compte de (2.40) et de (2.41), on obtient le systeme (2.39)

a.- Influence de C {

® La seconde équation de (2.39) signifie que le profil initial de C{ se déplace a la méme

vitesse v que fluide. Ceci peut s'interpréter comme suit : si la porosité est une constante faible
et si l'effet de variation de volume est négligeable alors 1’échange entre le fluide et le solide
(en un point et a un instant donnés) se fait de telle sorte & maintenir cette variable constante et

que seul le transport de maticre est responsable de ses variations.

® Le processus de transformation, dont le moteur est le déséquilibre chimique, est di
essentiellement aux variations de la composition du fluide ou du solide méme si la quantité
Cg n'est pas modifiée. On peut voir ceci dans un cas simple : prenons un fluide de
composition constante en équilibre chimique avec un minéral de composition constante. Rien
ne se passe dés lors. Une légere variation de la composition du fluide fait passer celui-ci en
état de déséquilibre chimique avec le minéral. Le processus de transformation commence

alors méme si la somme C}j; reste constante.

® La quantité C{ ainsi que la porosité et la vitesse du fluide interviennent dans toutes les
expressions du flux de matiére. Leurs variations influencent donc essentiellement la vitesse du
front réactionnel et la durée de la transformation du minéral'. Or, ce qui nous intéresse c’est
plus la succession qualitative des différents étapes de la transformation que sa durée précise et

par suite on peut supposer que cette quantité est constante :

Cg = Cy = constante (2.42).

Ce choix correspond a étudier la transformation du minéral (milieu aval ou a droite; le fluide

circule de gauche a droite) par un fluide de composition constante g

1.2 porosité, la vitesse du fluide et la quantité C _)_—f interviennent dans la condition de Rankine-Hugoniot liant le flux et la
vitesse du choc. Par contre elles n'interviennent pas dans les équations des courbes de chocs. De méme pour les détentes.
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b.- Changement d’échelle

pour ce genre de probléme, les valeurs propres - qui sont des vitesses de concentrations
généralisées - sont trés faibles. Donc pour pouvoir visualiser les chocs et les détentes, on
changera 1’échelle de temps et on gardera celui de 1’espace (I’unité de la vitesse du fluide est
le cm/an. On prendra donc le cm comme unité d’espace et ’année comme unité de temps). On

pose :

T=¢vCy.t (2.43)

c.- Modéle final

En tenant compte de (2.42) et (2.43), le systeme (2.39) devient :
S) d.x° +Bd,F(x*)=0 (2.44)

Au chapitre V, nous présentons une étude mathématique de ce systéme g
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Introduction a la deuxiéme partie

Dans cette deuxiéme partie, nous présentons une étude mathématique et numérique du
probleme d’interaction fluide-minéral avec transport. Notre application porte sur la
transformation d’une solution solide (grenats et pyroxene) par le fluide dans le cas d’un
constituant ou de deux constituants indépendants. Notons quelques détails de vocabulaire.
Soit M le nombre de pdles (constituants) d’une solution solide. Puisque la somme de toutes
les fractions molaires est égale a 1, le nombre d’inconnues est réduit de 1 : soit M-1
inconnues. On dit alors qu’on a une solution solide et un modele a M-1 constituants

indépendants. Dans le cas particulier oit M = 2, on parle de modéle a un constituant.
Cette étude nous permet :

i) dans le cas d’un constituant :
e de voir la limite de validité du modéle de la chromatographie et d’envisager les conditions

permettant de simplifier le probléme.

ii) et a partir d’une composition initiale de la roche (figure P2.1 et P2.2) :
e de déterminer les états par lesquels passe le systtme dans le plan ou sur le triangle de
composition et qui peuvent étre :
- des courbes de choc ou des discontinuités de contact quand la composition de la roche
présente des discontinuités.

- des courbes de détente quand le profil de la solution est continue;

e de visualiser sa transformation chimique au cours du temps et en particulier de tracer les

courbes d’ondes qui forment la solution proprement dite;

e de valider le modele de la chromatographie.

w

Figure P2.2 : Représentation dans le domaine des états : U= (u,yw)/u+v+w=1
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a 3 b \
- ) -
x x
C 4 d 4
) u,v ) u,v
x
e) A A
u,v uv
X
Figure P2.1: conditions initiales types .

a) et b) du probléme Riemann. c), d), e) et f) du probléme de Cauchy
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II1.1-Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats du cas scalaire (modéle a un
constituant; deux constituants au total). Ce cas a déja été traité dans la littérature ([17], [23]).
Mais il nous a paru utile de le reprendre dans le méme état d’esprit et avec les mémes
notations que dans le cas de deux constituants indépendants. Dans une premiére partie, nous
examinons la limite de validit¢ du modele de la chromatographie et envisageons les
conditions permettant de simplifier le probleme. Dans une deuxiéme partie, on se propose
d’appliquer le modele a la transformation d’une solution solide par le fluide. Dans ce cas, on
montre qu’il y a équivalence entre la condition de stabilité thermodynamique au sens de
Glueckauf (la fonction isotherme est croissante) et la condition portant sur la concavité de
I’enthalpie libre du mélange. La derniere partie est consacrée a la résolution du probléme de
Riemann et & la simulation numérique du probléme appliquées a la transformation du grenat et

du pyroxene.

I11.2- Modéle général a un constituant

Le modele a un constituant en dimension 1 d’espace s’écrit :
3,[(1-$)C* +¢CT 1+, (pvC’)=0 (3.1)

A D’équilibre, la fonction isotherme est une fonction de la fraction molaire. Elle s’écrit (cf.

chapitre I) :

c/ =F(x*)=F(C*) (3.2)

Condition de stabilité thermodynamique

® La stabilité thermodynamique au sens de Gleueckauf est réalisée si :

F’(u) >0 (F est strictement croissante). (3.3)

Remarque
Cette inégalité signifie : pour que 1’équilibre soit maintenu en faisant varier 1’état du
systeme, la concentration du constituant en phase fluide et 1a concentration en phase solide en

un point donné ont le méme sens de variation (elles augmentent ou diminuent en méme
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temps). Cela veut dire que si le systtme est initialement en équilibre et si on fait varier la
concentration du constituant dans I’une des deux phases, alors sa concentration dans 1’autre
phase varie dans le méme sens afin & maintenir le systéme en état d’équilibre. Ceci provient
(en partie) du fait que le systéme est ouvert et que 1’équilibre local est atteint entre solide et le
fluide interstitiel.

Propesition

Si la condition de stabilité thermodynamique au sens de Glueckauf est réalisée alors

la vitesse du front réactionnel Vy vérifie :

oV, >0. (3.4)

® V, <v (vitesse du fluide). 3.5)
R

En effet, montrons ce résultat dans la cas ou la porosité et la vitesse du fluide sont constantes
(et c’est aussi vrai si elles ne le sont pas). Tout d’abord procédons a un changement de
variables tout en gardant 1’aspect conservatif du systeme.

Posons :

C=(1-¢)C° +¢C =¥(C*) (3.6)

C parait comme une concentration moyenne de C * et C”.,

Ona:
Y(C)=1-0+¢F(C°)>0 (car O<p<1 et F/(C*)>0) 3.7

La fonction ¥ est donc bijective et par suite on peut ramener le probleme précédent au
probléme suivant :

9,C+9, (OvH(C)) =0 (3.8)

od: H=Fo¥! (3.9)

i) Dans les parties ol H est assez réguliére (zones de détente) la vitesse de front réactionnel est
donnée par :

Vi =¢vH'(C) (3.10)
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Pour montrer la proposition ci-dessus, il suffit de montrer que :
0<oH'(C)<1 (3.11)
Ona:

OH'(C)=0(Fo¥1)(C)
_OF'(Y () (3.12)
T welo)

posons
= 1

D’apres (3.6), (3.7) et (3.13), I’égalité (3.12) devient :

eF’(C*)

H/(C)= —————
PHO) 1+ €F"(C*)

D’apres (3.3), les membres de 1’égalité précédente vérifient :

eF’(C*
O<¢H’(C)=-——¥<1 (3.14)
1+eF’(C*)
if) Soit x = x(¢t) une courbe assez réguli¢re le long de laquelle la solution du probléme est

discontinue (figure (3.1)).

v

X
Figure 3.1
La condition de Rankine-Hugoniot s’écrit :
dx(t
[ovH(C)] = dC] oil [C]I=C*-C etc= % (3.15)

La vitesse du front réactionnel est donnée par :
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Vp=06=v ¢[F(CS)] =V ¢[F(Cs )] (3.16)
* [(a-0)C* +oF(C*)]  a-9)C*]+o[F(C?)]
ou encore .
_ Fen)cf] 17
R=Y e[ F(C9)]/[ 9] @17

On peut retrouver (3.17) en intégrant 1’équation (3.1) au voisinage de la discontinuité ([16b]).

Et puisque F est strictement croissante, on a alors :

e[ F(C)]/][ 5] 118
< .
He[ F(C9)]/[c¥] G19)
et par suite la vitesse du front réactionnel vérifie :
0<Vg <v (3.19)

Donc, dans les deux cas, la vitesse du front réactionnel est inférieure a celle du fluide g

I11.3-Modele simplifié

Pour que le modele simplifié soit acceptable physiquement, on doit respecter les
conditions suivantes :

2 le principe de conservation de masse doit étre respecté.
2 la vitesse du front réactionnel ne doit pas &tre modifiée et doit rester

strictement inférieure a celle du fluide.

Ces conditions sont vérifiées pour notre probléme : une solution fluide infiniment diluée (ce
qui revient a dire la fonction F’(C*) est bornée de borne négligeable devant 1) et une porosité
faible. Ceci entraine que :

eF(C*) <<1 (3.20)
Si cette condition est réalisée, alors le modele simplifié peut s’écrire :

9,C* +9,[¢vc’ 1=0 (3.21a)
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Pour tout constituant de la phase solide, on peut approcher sa fraction molaire en fonction de

sa concentration par (cf. chapitre I ):

x; = BC; ou B est I'inverse du volume molaire moyen de la solution solide.

Et en tenant compte de (3.2), 1’équation (3.21a) devient alors :
0,x; + 0, [OvF; (x;)]=0 (3.21b)

La vitesse v du fluide suit la loi de Darcy. Elle est donnée en fonction de la pression P par (cf.
Chap. IT):

v=—£VP
n

Ou: 1n désigne la viscosité de I’eau,

7 est la perméabilité intrinséque du milieu,

A porosité constante, la vitesse de Darcy ne dépend que de la pression P. Le modéle obtenu
est alors similaire a celui qui intervient en simulation de gisement dont on trouvera une étude
détaillée dans (Villa, [44]).

I11.4- Application au probleme géologique

Dans cette section, la porosité et la vitesse de Darcy sont constantes. En procédant a un

changement d’échelle de temps, I’équation (3.21) s’écrit:
0,x; +9,F; =0 i=12 (3.21¢)

A 1’équilibre, I’isotherme est une fonction de la fraction molaire. Elle s’écrit (éq. (1.66)):

v a(l—x,-)
F(x)=x/ = Kixe i=12 (3.22)
P\ ) = 4 ZE-x-ea(l—xf) ’ .
| Rt 4
i=1,2
.. Wi
ou: a=-—or et x;+x, =1

Pour simplifier les notations, on pose :

{xlzu I?l =K {Fl =F (3 23)
= ’ I?2=L ’ F2=G )
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La fonction isotherme s’écrit alors :

Kue®™ f(w
F = = 3.24
@ Kue® ™ + LA—u)e™  f(u)+g(w) G249
Glu) = Ld~we ___8W (3.25)

Kue®@™ 4 [(1-u)e™  fu)+gu)

I11.4.1- Etude de la fonction isotherme et condition de stabilité thermodynamique

Proposition
Si a £2 on ala stabilité thermodynamique du systéme :

® au sens que 1’enthalpie du mélange est convexe (cf. chap. I).

® au sens de Glueuckauf (F’(u) >0).

En effet, pour le deuxieme point, la fonction F est infiniment dérivable, et on a :

KLe® (1-2auv)

F' =
= @+ s’

avec v=1-u (3.26)

1 a
et puisque u + v < 1 alors uy < " et par suite (1 —2auv) 21— 5

On déduit alors le résultat suivant :

FFu>20 < a<lya (3.27)

Remarque

® Si a > 0, la courbe de I’isotherme F change de concavité de part et d’autre de u = 0.5
(F’’(0.5) = 0). Elle est concave si u € I = [0,0.5] et est convexe si 4 € I; = [0.5,1].

®Si a = 2 alors I’équation F’(u) = 0 & une seule racine u = 0.5 et sia> 2 alors

I’équation F’(u) = 0 admet deux racines u™et u™ qui sont symétriques par rapport 2 u'?

Ces deux racines sont : u™ =05—+/4a> -8a W™ el)

um2 =05++4a’ —8a @™ e 1)
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Remarque

Les états u™ et 4™ (pour a > 2) et u** = 0.5 (pour a = 2) ont des vitesses nulles. Cela

veut dire que ces états n’échangent pas de matiére avec le fluide y

Fu) 1 1

F(u)

1
F(u)

Figure 3.2 Profils de la fonction isotherme F et signe de F’ pour différentes valeurs de a.
a) K<L b) K=L c)K>L d) Signe de F’
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111.4.2- Probléme de Riemann

Le probléme de Riemann s’écrit :

d,u+93,F(u)=0

(P.R) u® six<0 (3.28)
u(x,0)= 4
u® six>0

o ) x
Sa solution est autosimilaire, ¢’est une fonction de &= —t— s u(x,t)=u).

A)- Solution du probléme de Riemann ;: détermination des courbes d’ondes

Soit #® un état donné. On cherche les états #® 2 droite de u® qu’on peut lier par un choc,

une détente ou une discontinuité de contact.
a)- Construction de la solution

Si u® < u® alors Ia solution du probléme de Riemann est construite comme suit :
soit F* la convexifiée de F+y sur [u®, "] olt y est la fonction caractéristique de I’intervalle

[,4°]. La fonction 7 est donnée par :

() =0 siu e [u8, u]

= 400 siu e [uf, u']

F™ = sup{ h convexe | h < F + y} (pour sa construction voir ci-apres).

La fonction F** n’est autre que I’enveloppe convexe de la fonction F.

La fonction d = (F°*Y est donc croissante sur [1, #%].On pose :

du@) =& et& e [ub u’] (3.29a)

Siuf>u’, on procéde comme ci dessus en cherchant l’enveloppe concave F*' de F.

la fonction d = (F°*Y est croissante sur [, uf]. On pose :

du@) =& et& e [u, u (3.29b)

La solution ainsi construite est la solution du probléme de Riemann.
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b) Courbes d’ondes

Si u® et u® sont dans I; ou dans I, (la concavité de F est constante) alors ils sont liés par une
onde simple et si u€ et u° n’appartiennent pas tous les deux au méme intervalle. Dans ce cas, la
courbe d’onde est composée alors d’un choc et d’une détente. Désignons par u° (noté 1™ si on
cherche F* ou u® si on cherche F*') I’état tel que la tangente a la courbe de F en u° passe par
(u8,F(uf)) c.a.d (voir figure 5.2):

y=F@S) +FP@)u-u®)  (3.30) et y(ub) = F(u®) (3.31)

Déterminer u° revient & résoudre 1’équation non linéaire suivante:

RW)=Fu) + F(u®)u® - u°) - Fu®) =0 (3.32)

¢) Algorithme
Tous les cas possibles des courbes d’ondes sont présentés par I’algorithme suivant :
i) si u® =0.5 alors u® et u® sont liés par une détente quel que soit ut € [0,1].
ii) si u® et u° sont dans I; (resp. I) alors u® et u® sont liés par une détente (resp. choc) si u® > u®
(resp. uf < u%) et par un choc (resp. une détente) si u® < u® (resp. u® > u%).
iii) si uB < 0.5 < u® < u™ (resp. u™ < u® < 0.5 < u®) alors u et u° sont reliés par un choc.

iv) si uf < 0.5 <u™ < u® (resp. u® < u™ < 0.5 < u¥) alors uf et u° sont reliés par un choc entre u®

et u®™ (resp. entre u® et 1) suivi d’une détente entre u™ et u® (resp. entre 1™ et u®).

Le tableau qui suit résume 1’algorithme précédent :

u'<uyf —————une détente (u% u%)

ut<0.5 uf<u®< y*  em———un choc (u%,u%)

d
u*>u

un choc et une détente (%, 4™, u%)

#9>0.5 ————_une détente (u%,u%)

. — =0.5 —
u<0.5 une détente (8, u?)
u'>us une détente (u,u)
w05 4 u”<ul<u® _________unchoc (uu?
ul<u® un choc et une détente (%, u,u%

Tableaun 3.1
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B) Résolution numérique

Dans cette section, nous présentons une série d’expériences numériques afin de voir
I’évolution de la solution du probléme de Reimann ainsi que les courbes d’ondes qui la

composent et le sens du déplacement du front réactionnel.

Cas d’une détente

On peut lier I’état u® = 0.5 & u® par une détente quel que soit u® e [0,1]. Ceci est le cas si u et
u® appartiennent a I; (resp I) et u® > u® (resp. uf < u?).

La figure 3.3 nous montre dans le plan (x , #) la forme de la solution du probléme de Riemann
ainsi que le sens de propagation du front réactionnel. La détente contient 1’état de vitesse nulle

™ ou ™ (solution de F’(u) = 0) appartiennent & (% , u°). En faisant des coupes 2 des

i u
temps donnés, on peut voir sur la figure (3.6) le profil de la solution du probléme de Riemann

dans le cas ot u® = 0.9.

ﬂk

t état de vitesse nulle

— 1 F"w=0

u¥=05 u'elo.1]

Figure 3.3 : Détente entre u® et u°

Cas d’un choc et d’une une détente

Si u® et u® n’appartiennent pas au méme intervalle I; ou I, alors la solution du probléme de
Riemann est composée d’un choc entre u® et 1° (u° vérifiant (3.32)) et d’une détente entre u° et

u®. En effet (3.32) peut se réécrire: Chercher u° tel que:

Fu®) - F(u®)

uC

F/(uC) -

— (3.33)
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Cela veut dire que la vitesse de 1’état u° est égale a la pente de la droite joignant les états u* et
u’. Et puisque la fonction isotherme change de concavité, alors la vitesse du choc entre u® et u°
peut étre négative, positive (ou nulle).

" siuteLetuelet

Deux cas se présentent suivant la position de u° = u* par rapport & u
de u° = u® par rapport 2 4™ si u® € I; et u® € L. Ces deux cas sont illustrés dans le plan (x,?)

par les figures (3.4) et (3.5).

La solution du probléme de Riemann, correspondant a ces cas, est présentée par les figures
(3.7), (3.8) et (3.9).

Cas 1) vitesse du choc négative

t A état de vitesse nulle
(FP(u)=0)

U™ < ™
(resp. u® > u™)

l

uf € I, (resp. 1) u® € 1, (resp. )

v

| x

Figure 3.4

Cas 2) vitesse du choc positive

A ucx S um2
¢ (resp. u® < u™)

>

ut el (resp. L)

el (resp. 1))

v

Figure 3.5
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Figure 3.6: Cas d’une détente. ‘Sa) = condition initiale (& = 0.5 et u® = 0.9). L’état ™ de vitesse nulle est

contenue dans [u® u

1. Le front réactionnel se propage dans tout le domaine.
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Figure 3.7 : Cas d’un choc et d’une détente. (a) = condition initiale. La vitesse du choc est négative et la vitesse
de 1’état 2 droite est positive et par suite le front réactionnel se propage dans tout dans le domaine.
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Figure 3.8 : Cas d’un choc et d’une détente. (a) = condition initiale

Méme situation que la figure (3.7).
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1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61
istance

Figure 3.9 : Cas d’un choc et d’une détente. — = condition initiale, ---- = profil de la solution aprés 100.At
La vitesse du choc est positive. Le front réactionnel se déplace dans le méme sens que le fluide.

Données des simulations numériques

Les données de simulation numérique sont:

Isotherme
- Parameétre de la solution solide a=3.
- Constantes d’équilibre chimique K=1(ou4d)
L=4(oul)
Volume molaire
- pour les grenats Vo = 125 cm®
- pour les pyroxenes Vo =66 cm’
Nombre de sites oi I’échange s'effectue -
- pour les grenats n=3
- pour les pyroxenes n=1

Les données sur les parameétres hydrogéologiques ne figurent pas ci dessus parce qu’on les a

utilisées pour changer 1’échelle de temps.
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Dans ce chapitre, nous étudions le probleme géochimique défini précédemment dans un

cas simple ou la fonction isotherme est celle de Langmuir. Ce cas correspond & des

températures T assez grandes (les termes exponentiels disparaissent (cf. I1.4.4)). On donnera

au fur et a2 mesure quelques éléments de la théorie des systemes hyperboliques ainsi que la

résolution du probléme de Riemann. Pour des exposés plus généraux sur les systemes de lois

de conservation, on renvoie a 1’ouvrage de Smoller [41], ou & I’article de Lax ([25], [26]).

Ceci permettra de voir (en comparaison avec les chapitres suivants) 1’influence de la

température sur le processus de la transformation et au géochimiste de voir 1’application de la

théorie mathématique a notre probleme.
Dans ce qui suit, les variables x et ¢ désignent respectivement 1’espace et le temps.

te[0,7] (T>0)etxe IR

IV.1- Position du probleme associé a I’isotherme de Langmuir

Dans ce qui suit désignons par:

-u et v les fractions molaires dans la phase solide des deux constituants indépendants (M = 3).

-F la fonction isotherme de Langmuir dont I’expression est donnée par :

f(uv) ,
Fluv) = (g(u,v) J 0
f(u,v)=N, o [N(x _1-a
. 1—om—Bv o
ol : et avec O< o, B <1
(u,v)=N Pu N _L-P
glLYy) =N 1—au—Bv P B

La roche est la région définie par {x / x > O}
Le fluide est la région définie par {x / x < 0}
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Figure 4.1

Le probléme (1) & résoudre est le suivant :
chercher u et v tq:

g+ OV(F (), =0
©) {v, +ov(g(u,v)), =0

Dans une premiére partie, on va étudier le probléme associ€ a cette isotherme dans le cas ou
o =.Lecas o # B sera étudié au chapitre V. -

Remarque

L’égalité oo = est loin d’étre physique. Son seul avantage est d’étudier le comportement
de la solution du probléme dans un cas simple avant de I’étudier dans le cas général (qui
présente des équations compliquées a étudier).

On pose : T=¢v.(l1-a)

u(x,7):=ou(x,t),v(x,7)=0v(x,t)

ol : v est la vitesse du fluide et la porosité du milieu.

L’étude du probléme (P) peut &tre ramené au probléme suivant noté encore (P) :

u
31u+ax(1—_';_—v)=0

®) ‘
BTV-!-ax('i*_—u':;):O

Le systeme précédent rentre dans la classe des systémes de lois de conservation. Ce sont

des systemes issus de la physique. Il s’écrivent sous la forme conservative générale pour une
dimension d’espace :
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d,U+9d,F{U)=0 xe€elRetO<t<T
o U =! (ul,uz,....,up) et F est un champ de vecteur régulier :
F:IR? — IR?

U — FU)="(RU),.....F,(U))
Avec la condition initiale :

U (x,8)] 1m0 = Up (%)

Le probléme ainsi obtenu est appelé probléme de Cauchy.

IV.2- Probléme de Riemann

Définition

Si dans (4.2) la donnée initiale U, est telle que :

Ué six<O0

Uyx)=
O U six>o0

81

@.1)

4.2)

alors ce probléme de Cauchy particulier est appelé probléme de Riemann.

Le systeme quasi-linéaire (homogene) pour les systemes de lois de conservation s’écrit pour

les solutions régulieres :

U,+AU).U, =0

oF
oi: AU)=DFU)= U (U) (différentielle de F au point U).

Matrice A(u)=DF(u) :

B 1 I-v u
A(u)_(l—u—v)2 v l-u
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a) Systeme hyperbolique

Définition
On dit que le systeéme est hyperbolique si les valeurs propres A, (U) de A(U) sont
réelles. Si de plus elles sont distinctes, le systeme est dit strictement hyperbolique.

On note par D le domaine ot les A, (U) sont réelles. D est appelé domaine d’hyperbolicité.
On ordonne les valeurs propres de la fagon suivante :

A <A, <<,

Remarque

De facon générale dans le cas p = 2, on écrit le systeme (4.1)-(4.2) avec :

F=(f,g) ,U=(u,v)et A(U)EDF(U)zl:fu fv-I
s 2]

Les valeurs propres de A(u) vérifient :

A —(f, +8g,)A+f,.8,—Fr.8,=0

et pour que le systéme soit strictement hyperbolique (c.2.d que les valeurs propres soient

réelles et distinctes) il faut que :

A=(f,-8,)> +4f,.g,>0.

Une condition suffisante est que :

Jv-84>0.

Remarque

Pour le probléme (L) que nous étudions, les valeurs propres représenteront les vitesses de
concentrations généralisées qui sont des fonctions des concentrations effectives des

constituants.

Pour le systeme (L)Ona : f,.g, = _Jl’_4 20
(I-u-v)

donc le systeme(L) est strictement hyperbolique dans. D* = D \{(0,0)}.
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b) Champ V.N.L. et champ L.D.

Définition
soit r, (U) le vecteur propre a droite associé a A, (U).

Dans une région D, on dit que le k™ champ est :

- linéairement dégénéré (L.D) si: VA, (U).r,(U)=0 VYUe D

- vraiment non linéaire (V.N.L) si: VA, (U).r, (U)#20 VUe D

Dans le cas V.N.L on normalise les vecteurs propres par :

V?\,k(U).rk(U)EI YUeD

Remarque

Dans le cas scalaire (p = 1) la loi de conservation s’écrit:

Osu+ 0, (f(w)=0

Al = f'u) = Aw) et r(w) =1
Donc : = VA@u).r(u) = f"(u)

La relation (*) de la définition précédente généralise le cas linéaire c.a.d :

si f7=0= f’=cste — systeme linéaire.
Y
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*)

(**)

- Larelation (**) de la définition précédente généralise le cas ol f” est de signe constant :

f”#0 = fest convexe ou concave.

Valeurs propres de A(u) dans D" :

1 1
ﬂg=m.etﬂl<;\2 “4.3)

A=

1—u—v’

Vecteurs propres associés respectivement a2 et A , dansD" :

rn="(1,~1) et ,="(u,v) (4.4)

Le 1€7 champ est linéairement dégénéré (L.D) dans D" . En effet:
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T d-u-v? d-u-v)?

V?»l.rl

Le 2éMe champ est vraiment non linéaire (V.N.L) dans D*. En effet :

2(u+V) ] *
=—#0carsiu+v=0alorsu=0etv=0et (00)g D".

¢) Relation de Rankine-Hugoniot

Si u est discontinue le long d’une courbe réguliere I' d’équation x = &(¢) et si elle est de

classe Cl de chaque c6té de I' (figure 4.2) alors on doit avoir :

[FH]=dU] oa [Ul=U¥ -U4 et6=%

v

Figure 4.2

d) Invariant de Riemann

Définition
Soit wy, :IR? — IR une application de classe C L

on dit que w; est un k-invariant de Riemann (I. R.) au sens de Lax si :

Vw, U).r,(U)=0 YUeD (4.5)

Remarque

Pour chaque valeur de k, il existe (p-1) k-invariant de Riemann linéairement indépendant
notés : w}; i = 1,..., p-1. Pour le probléme que nous traitons, on a : p = 2. Donc il existe un
invariant de Rieman pour chaque champ. Ces invariants de Rieman sont des concentrations

énéralisées qui se déplacent a la vitesse A, (valeur propre associé au k™ champ).
k
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IV.3- Courbes d’ondes

Soit (,v) un état donné. On cherche & déterminer les états (u,v) a droite de (u,V) qu’on

peut lier & (,7) par une détente, un choc ou une discontinuité de contact.

IV.3.1- Onde de détente

Soit U# un état donné (c.a.d qu’il existe (x,f) tq : U (x,t) = U ). On cherche un état a droite
U? tel qu’il existe des états intermédiaires U (x,?) solution de (P) et qui soit gutosemblable
c.a.d que U (x,1) s’écrit sous la forme U (x,1) = h(¥) et h est solution de (4.1)-(4.2).

X

On pose: 0= 7

La fonction A vérifie alors :
(A(h(0))—0.1).h (0)=0

Deux cas se présentent : -
1€T cas: Si h’(c) =0 alors h(c) = U(x,t) = constante.
26me cag: Sinon : © est valeur propre de A(h(c)) = AU (x,1))
et h’(0) vecteur propre associé a O.

Dans ce 28M€ cag, il existe k et (o) tq:

o= A, (W) =A; (U(x,1))
h'(0) = a(o). r* (h(o))

Or, si le kme champ est V.N.L et que le vecteur propre est normalisé , on a :
a(o)=1

Donc pour que la solution du probléme soit autosemblable c.a.d que (U (x,t) = h(-’f-)), il faut

que le systeme suivant soit vérifié :

h'(o) =r* (h(o)) (4.6)

A (h(@) =0 (4.7)
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Définition

Lorsque le keme champ est V.N.L, on appelle onde de détente (ou de raréfaction) reliant
les états Ufet U“ une solution continue de la forme :

Ut  si ¥<A4U%) 48)

Ux,t)=1h(¥) si AU*)SF<ALU?) (4.9)
, : 4.10
Ul si R UYsE (4.10)

oil / est solution du systéme (4.6)-(4.7) avec h(A, (U2 ))=U?.

Proposition

Si w est un k-invariant de Riemann alors: -

w(h(c)) ne varie pas avec O oll A est solution du systeme (4.6)-(4.7)

c.a.d que les k-invariants de Riemann restent constants le long d’une k-détente.
Le 28me champ du systéme (L) est V.N.L. On peut lui appliquer le résultat précédent.

Détermination de la 2-détente :

On a p =2 donc il y a un seul 2-invariant de Riemann a déterminer. On le note 2.

z vérifie :
z(u,v) = z(u,v) 4.11)
A (#,7) < A (u,v) 4.12)
A (u,v) =-J;- (4.13)

Déterminationde T - -

Ona:Vzr’=0=9,z.u+0,zv=0

Si on pose z(u,v) = f(u)+ g(v),on a alors :
f'w.u+g’'(v).v=0

Donc on a forcément :

f’(u).u=—-g’(v).v =c = constante
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donc f’(u)= % et g'(v)= _< et par suite z = c.log(%)
v

uv
D’apres (4.11) on a :z(u,V) = z(u,v) donc v =—.
u

Et (4.12) implique que +v Su+v

La solution obtenue vérifie dans le plan (u,v):

V=— (4.14)

u+v<u+v (4.15)
Et dans le plan (x,?), 1a relation (4.13) nous donne:

[ %

=— et x>t(cart0O<1—-u—-v<l1 4.16
t (l—u—v)2 ( u=v<l) ( )

_ Finalement en reportant (4.14) dans (4.16), on obtient:

u \/‘ 4.17
— ) 4.17)
_\P) (4.18)

IV.3.2- Onde de choc et discontinuité de contact
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Soit U# un état donné. Quels sont les états U“ 2 droite de U® qu’on peut relier 2 U par un

choc?

Définition

On dira qu’un choc (discontinuité ) de U ¢ a U 4 est admissible au sens de Lax, si sa

vitesse oy, est telle que :
casl: dke {1,...,p} 1q:

MUS) =0, =0 (U?) (4.19)

le k€Me champ est L.D. Dans ce cas on parle de k-discontinuité de contact.

cas2: dke {1,...,p} tq:

A U9Y<0, A (UE) (4.20)
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M UE)<0, <Ay U?) 4.21)
et le kome champ est V.N.L. Dans ce cas on parle de k-choc

Remarques
On montre [41]:
¢ qu’il y a au moins un raccord 2 entre les k-chocs et les k-détentes.
¢ que dans le cas de choc faible (”U s _pyH ” tres petit), il y a équivalence entre choc
entropique (cf. IV.5) et choc admissible au sens de Lax.

Discontinuité de contact pour P’isotherme de Langmuir

On les détermine seulement pour les champs L.D. C’est le cas pour le 1* champ.
Pour une D.C., les deux états doivent vérifier :

u—u
Fuyv)-Fu,v)= 0'2[v VJ

A,(5,9) = 6, = A, (w,v)

Les deux égalités nous donnent :

B+ =uty (4.22)
x__ 1 1 (4.23)
t l-u-v 1-u-v )

Cette derniere égalité nous donne dans le plan (x,7) la droite qui sépare les deux états.

Choc pour l’isotherme de Langmuir

Le 2éme champ est V.N.L. Pour avoir un 2-choc les deux états doivent vérifier la relation
de Rankine-Hugoniot et la définition d’un 2-choc admissible au sens de Lax :

u—u
F(u,v)—F(E,V)=0'2[v_v) (R.H)
A (u,v) <0, (4.24)
X

0y == - (4.25)
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En additionnant membre & membre les deux égalités dans (R.H) on obtient:

1
T A= u—n-a-v)

En remplacant O dans (R.H) on obtient :

uv
v=—

(4.24) et (4.25) nous donnent :

=

1
tv<i+veto=—=
Sy O T =) (-7 - 7)

En résumé, les deux états vérifient dans le plan (u,v) les relations :

uv o
y=—avecu+v<u+v
u

et dans le plan (x,?) la droite d’équation :

1
T (l—u—(1-7-7)

H!}{

sépare les deux états constants.

I1V.4- Solution du probleme de Riemann

On considére le probléme suivant :
o,U+9d,FU)=0 (PR) ~
Avec la condition initiale :

(U2 six<0

U, 0|, =U (x)=[
-0 =00 U six>0

On rappelle le théoréme :

Si U% et U? sont suffisamment proches (c.2.d que ”U sy “<<1),le probléme (P.R) de

Riemann admet une solution entropique au sens de Lax. Cette solution est formée d’états

constants séparés par une détente, un choc ou une discontinuité de contact.
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Donc partant d’un état U¥, on peut atteindre 1’état U d par une succession d’états constants
intermédiaires : U° =U8,U,.....,uP L, U? =U*, chaque état U ¥ est reliée 3 U1 par :
Une k-détente ou un k-choc si A, est V.N.L.
Une k-discontinuité de contact si A, est L.D.

Une onde complexe dans les autres cas.

Pour un état donné (i,7) = (u®,v%), on a 4 possibilités pour (u?,v¥)(car les deux droites
divisent le plan en 4 régions).

v
1
ut+v I \Z-détente wv=(v/u)u
B 1II u,v) I
v C
1-disgcontinuité de contact :u+v=u+v
2-choc
u+v 1 U

Figure 4.3 Pour un état donné€ les courbes des i-ondes divisent le domaine en quatre régions.

Sur la figure 4.3 ona:
* une 1-discontinuité de contact et une 2-détente si (ud ,vd) est dans la région I ou II.
* une 1-discontinuité de contact et un 2-choc si (ud ,v?) est dans la région Il ou IV.

A

1%

U+

v

v )

>

ut+v=u+v 1 u

Figure 4.4 Les états par lesquelles passe le systéme pour relier 1'état gauche (48,1%) 2 1'état droite (u°,v%)
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On a p =2 donc la solution du probléme de Riemann est formée de 3 états constants. Les deux
états constants (u®,v%) et (ud ,vd) sont des données du probléme (sur les figures ci-apres ils
désignent respectivement (uf v ) et (u”,v")). Le troisime état constant (" ,v") est donné

par I’intersection des deux droites.

IV.4.1- Profils de la solution du probléme de Riemann

d

Tragons les profils de u et de v dans le cas out (u ,vd)(=(ur ,v")) est dans la région I (fig.

4.5) et dans la région III (fig. 4.6).
t A
Xp=hq (ufvhH=2 (0*,v")

X =k (0',v")

(uf’vf) (u*sV*% X/t=7\,2(ur,Vr)
t, fixé /,//
|
| (ur,vr) |
' | ' —
| I I X
I | |
u(x,to)A | | ——
v(X,ty) I | I
| , | | vr
uf !
1 I |
vf [ | |
|

o
x=tgA (ufyl) X=to.dy(u*v?)  X=tg.dy(urvr) X

Figure 4.5 Profil de la solution du probleme de Riemann quand 1'état droit est dans la région I (voir fig. 4.3)
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t A

Xp=A (i vh=A; (0% v")

X =0 (0" v*),(ur,ve)

t, fixé

-
| ! X
] I
u (x,to)A I I
v(X,tp) | . |
[ . -
- uf I | \A
| u*- I
vi | | ur
| ——
] i
. I -
x=tg.A; (uf,vf) x=ty.0 X

Figure 4.6 Profil de la solution du probléme de Riemann quand 1'état droit est dans la région III (voir fig. 4.3)

IV.4.2- Détermination de la concentration dans la phase fluide

La concentration dans la phase fluide est donnée par (4.i):

f( “""u_"t ( )__‘i___
u’v)_l—u—ve sy T l-u-v

Sur les états constants (c.a.d u=cste,v=cste) f(u,v) et g(u,v) sont constants.
Sur les détentes reliant (,V) a (u,v) on a d’apres (4.16):

ad ! t tD ! \/; t x>t
—=———7¢l x> one —————_-=4/— €l X
t (1-u-v)? (I-u—-v) V¢

Et par suite :
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x
t

f(u,v) =u. fet g(u,v)=v.[
Or d’apres (4.17) et (4.18)on a:
u t
”:(ﬁ+\7)(1_\/;)
AN F
VEEe ) Y
Donc :

u x
fuv)= T+7) (\/;—1)

G—-v

guv) = @+v) V¢

IV.5- Solution faible et solution entropique du probleme de Cauchy

Le probléme de Cauchy (4.1)-(4.2) n’admet pas en général de solution globale
réguliére méme si la donnée initiale U, 1’est. On définit alors la notion de solution faible (au
sens des distributions), pour lesquelles certaines discontinuités sont admises, comme suit :

U est solution faible du probleme (4.1)-(4.2) si et seulement si pour toute fonction

réguliére a support compact dans Q =[0,7] x IR, on a:

[, {ve, + FW).@, Jaxdr =[], ()20, x)dx
Le probléme de Cauchy peut avoir plusieurs solutions faibles et certaines d’entre elles n’ont

pas de sens physique. On est amené alors a chercher un critére de sélection : les solutions

entropiques au sens de Lax.

IV.5.1- Entropie et flux d’entropie

Définition
Soient deux applications ¢ et  définies de IR — IR.

On dit que @ est une entropie du systéme (4.1)-(4.2) associée au flux V si :
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VoU).AU)=Vy(U) VUe D

L’entropie définie ci-dessus a un sens mathématique et ne coincide pas avec I’entropie au sens
thermodynamique. Cependant, on peut exprimer 1’une en fonction de I’autre. C’est le cas pour
le systéme de la dynamique des gaz ([11]) et pour le probléme que nous traitons ou I’entropie
au sens mathématique est 1’opposée de 1’entropie physique ([16a], [18]) m

IV.5.2- Solution faible entropique

En général, on montre que les systtmes de lois de conservation n’ont pas une solution
unique. un critere de sélection permettant d’avoir 1’unique solution qui a un sens physique, est
I’inégalité d’entropie suivante.

Condition d’entropie de Lax

Les solutions faibles entropiques sont celles qui vérifient:

0,0(U)+d,yU)<0 au sens des distributions.

Pour toute entropie convexe ¢, de flux associé .

Si U est une solution réguli¢re du probleme de Cauchy, on a donc :
0,0U)+0,W(U)=0

Définition

On dira qu’un choc (discontinuité ) de U® a U 4 est entropique Si :

[w@)] < olo)]

pour tout entropie convexe @, de flux associé .

La quantité [W(U)] - c.[e(U)] est appelée taux de production d’entropie.

IV.5.3- Quelques remarques sur le résultat obtenu

Soit E une entropie convexe du systéme (au sens mathématique) et L le flux d’entropie
associé a E. E et L vérifient :

*VL(u,v) = '"VE(u,v).DF (u,v)

oll F désigne la fonction isotherme du probléme (4.1).
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Comme pour les problemes de la chromatographie, le systtme que nous étudions posséde

plusieurs couples entropie-flux d’entropie. Citons-en quelques uns :

Ei = u+ , L=——"—m"
L=y S TP
1
E; = (u+v)* Ly =2[-log(l-u—v)+ ——]
l-u—v
E; = (u+v-1)* , Ly=2log(1—u-v)

Pour relier (iz,v) a (u,v) (état a droite), on a d’apres (4.15), (4.12) et (4.28) :

E; croit sur les 2-détentes.
E reste constant sur les 1-discontinuités de contact.

E; décroit sur les 2-chocs.

Donc suivant les variations de E on peut déduire la courbe d’onde qui lie les deux états.
On peut montrer ceci en se ramenant a une équation scalaire. En effet en sommant les deux

membres du systéme (4.1), le couple (E;,L;) vérifie :
at El + ax Ll = 0

En posant w =1-u-v , on obtient :

-1
a,w+ ax;=0

avec la condition initiale :

w8 =1-uf —v8 si x<0

d d

Wlt=0=
w?=1-u? 9% si x>0

: 1 . : :
La fonction g(w)=—— est concave donc les chocs admissibles sont ceux qui sont croissants.
w
PRSTR4 d g g d d
Autrement dit si w® <w” c.ad u® +v° >u” +v

a) Bilan entropique

Sur la 1-discontinuité de contact reliant (iz,V) a (u,v)( a droite), on a vu d’apres (4.22) que :

u+tv=u+vy
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donc E; et L restent constants. Et par suite le taux de production est nulle sur la 1-
discontinuité de contact pour ce couple (Ej,L,).

Et en additionnant membre & membre dans (R.H) on obtient :

1 —_ —_—
l—u—v_l—ﬁ—vza((quV)“(“'*‘V))

Cette derniere équation s’écrit :
[L(u.v)] = o] E(u,v)]

Et par suite la production d’entropie est nulle sur le 1-choc pour ce couple (£1,L;).

b) Augmentation des concentrations

Dans le cas scalaire, on montre que la solution # du probléme de Cauchy, associé a la
condition initiale u,, vérifie:

||u||Loo(Q) < “u0||L°°(EK) (c.a.d.ue [-R,R] oit R = sup luo (x)|)
xeR
Cela veut dire, dans notre cas (u et u, positifs), que la solution u ne peut pas dépasser le
maximum de u,.
Comme on peut voir ceci sur la figure 4.5, ce résultat n’est pas vrai en dimension p > 2 : I’état
intermédiaire ¥ du 16T constituant dépasse les deux états u’ et u” (données du probléme).
Cela veut dire que localement dans une roche, on peut avoir une surconcentration de 1’un des

constituants et appauvrissement de ’autre.
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Chapitre V - Etude du probleme géologique général
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Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude mathématique du modele obtenu au chapitre II associé
a 'une des isothermes du chapitre I. Dans une premiére partie, nous vérifions la condition de
stabilité¢ thermodynamique et I’hyperbolicité du systéme. Nous exprimons ensuite les valeurs
propres (qui sont des vitesses de concentration généralisées) et leurs signes (qui indiquent le
sens du déplacement du front réactionnel). Et nous déterminons aussi les états par lesquelles

passe le systéme et qui sont des courbes de détente ou des courbes de choc.

“V.1- Position du probléme

Nous nous proposons d’étudier le systéme (2.44) dans le cas ou la solution solide est formée

de trois pdles (M = 3). Pour simplifier les notations, on pose :

X1=u F1=F
Xy =V et F,=G
X3 =w F3=H

Le systéme d’équations s’écrit alors:

Chercher (u,v,w) € IR+3tq :

d,u+9d, F(u,v,w)=0

(P)J d,v+d,G(u,v,w)=0 (5.1)
d,w+d H(u,v,w)=0

ut+v+w=1

ou u, v et w désignent les fractions molaires des constituants de la phase solide et F, G et H les
fonctions isothermes (2 un facteur pres) régissant le passage des constituants entre le solide et
le fluide (F + G + H = 1). Si ’'un des constituants est totalement absent du systéme (par
exemple w = 0 et par suite H = 0) alors il est plus commode d’utiliser le modele a un

constituant (cf. chap. III).
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Le domaine est schématisé par le triangle ci-apres (figure 5.1) et sur lequel on représentera les

états du systeme. Il est donnée par I’équation suivante :

T={w,v,we IR /ut+v+w=1} (5.2)
Soit D la projection du triangle 7" sur le plan (u,v).

D={(u,v) e IR Ju+v< 1}. (5.3)
On obtient alors deux constituants indépendants :

u>20,v=20 et u+vs<l1.

u/lf

Figure 5.1 : Triangle de composition

Pour résoudre complétement (P), il suffit de résoudre le systéme (S) suivant :

Chercher (u,v) e D tq:
(SN d,u+d, F(u,v)=0 (5.4)
0,v+3d,G(u,v)=0

Stabilité thermodynamique

De point de vue thermodynamique les dérivées partielles de F et G doivent vérifier les

deux conditions suivantes ([12]) :
)F,>0 etG, >0 (5.5

2) F,.G, >0 | (5.6)
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V.2- Hyperbolicité et stabilité thermodynamique

L’isotherme exprimée au chapitre II (équation (2.34) et (2.52)) a la forme suivante :

(F(u,v) EACY)) (;‘)’ Y)
(Iso.1) YG(u,v)= —g(u—’V) (5.7
\H(u,v) = LL;)’VZ

ol : D= f(u,v)+ g(u,v) + h(u,v)

(f(u,v) = Ku e
avec 3 g(u,v)= Ly e "D (5.8)
h(u,v) = Mwe™

a, K, L et M sont des constantes strictement positives telles que :

M M
ac[0]], K<L< M et <> e (5.9)

Lemme

Les dérivées partielles des fonctions F et G vérifient :

i)F,>F,>0 (5.10)

i) G, >G, >0 (5.11)

Ces deux conditions nous permettent de dire qu’on a la Stabilité thermodynamique au sens de
Glueckauf ([12]).
Remarque

Il suffit de montrer la premiére inégalité. ’autre inégalité est évidente et découle de la

précédente. Il suffit d’échanger les roles de u et v et ceux de K et L.
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V.2.1- Valeurs propres du systeme

Soit A= A (u,v) une valeur propre de A(u,v), elle vérifie :
A*~A(F,+G,)+F,G,—F,G, =0 (5.12)
Proposition:
Si les constantes a, K, L et M sont telles que :

M M
O<a<let—>—>1+a (5.13)
K L

alors le systeme (S) est strictement hyperbolique.

En effet :

Le systéme est hyperboliques si les racines de 1’équation (5.12) sont réelles et distinctes.

-Ona:
A=(F,+G,)* -4(F,G, - F,G,)=(F, - G,)* +4F,G, (5.14)

M M s N
Orsi0O<a<let X > A >1+a alors F, et G, sont strictement positives d’aprés le lemme.

D’oti le résultat.

V 2.2- Signes des valeurs propres du systeme

Les valeurs propres de A(u,v) sont :

/ll=%[(Fu+Gv)—«/K] (5.15)

/12=%[(Fu +G,)++/A] (5.16)

Ou A est donné par les équations (5.14).

Proposition

Les deux valeurs propres A, et A, sont positives.
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En effet:

La valeur propre A, est strictement positive (d’aprés le lemme). De méme A, est

strictement positive car d’apres le lemme on a :

4(F,G,-F,G,)<0 (5.17)
et par suite

(F, +G,)* > (F, +G,)* +4(F,G, - F,G,)

et puisque toutes les dérivées partielles de F et G sont positives alors on a :

(F, +G,)>/(F, +G,)? +4(F,G, - F,G,)
et par suite 4, > 0.

V.2.3- Vecteurs propres du systéme

Les vecteurs propres a droite r' sont solution de :
AGu,v).r (u,v) = Mu,v)r (u,v) i=1,2. (5.18)

On peut prendre ces vecteurs propres r’ sous la forme suivante :

. N ‘
ﬂ(U):(-l)’“(aJ (5.19)

_ Gu _)“i—Fu
avec a; = =
A’i_Gv F

v

(5.20)

(la derniere égalité de (5.20) vient du fait que A ; est valeur propre)

On normalise le vecteur r,(U) en 75 (U) par

ra(U) =0, (U).r' (U) tq VA,(U).7(U) =1 (5.21)
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V.3- Courbes d’ondes

V.3.1- Courbes de détentes

Par définition, les invariants de Riemann W; sont solution de :

oW, aW,
du 45y

VW,.r' =0 & =0 i=1.2. (5.22)

Or une onde de i-détente est une courbe dans le plan (#,v) le long de laquelle le i-invariant de

Riemann reste constant. Donc d’apres le théoréme des fonctions implicites on a :
v =v(u) (5.23)
W; vérifie :

W, (u,v) = Cste & dW, =0

et d,W;.du+0,W,.dv=0

Donc on peut exprimer v comme fonction de u :

Donc d’aprés (5.22) , on déduit que sur la i*™ détente on a :

dv Gu _A'I—Fu
- ~ F

v

(5.24)

Déterminer le sens des variations de la i™ détente revient 2 déterminer le signe de a;.

Proposition

La courbe v = v(u) de la 1-détente est décroissante et celle de la 2-détente est

croissante.

En effet :

Les dérivées partielles de F et de G vérifient :

F,>0et G,>0 etparsuite F,G,>0
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etona: A,-G, =—;—[(Fu —Gv)—\/Z]zé[(Fu ~G,)=(F, - G,)? +4F,G, | <0

et G, > 0 et par suite a, est négatif

1 1
Ao= G, =5 [(F, - Gv)+JZ]=-2—[(Fu ~G)+(F, -G} +4F,G, |>0
et G, >0 et par suite a, est positif.

V.3.2- Courbes de choc

Soit x = x(¢) une courbe le long de laquelle la solution est discontinue (figure 5.2). Les

courbes de choc doivent satisfaire la relation de Rankine-Hugoniot suivante :

{F(u,v) ~ F(ug,vq) = 0lu—ug) (5.25)

G(u,v) — G(ug,vy) =0(v—vg)
oll 6 =0(u,v,uy,vqg) estla vitesse du choc entre les deux états (u,v) et (ug,vq).

Les deux équations de (5.25) nous donnent :

_ F(u,v) — F(ug vg) ~ G(u,v) — G(up vp)

c (5.26)
U~ Uy V=1vq
En éliminant G entre les deux équations de (5.25), on obtient :
(=g )(G(,v) — Glug,v)) = (v = vo Y (, v) — F g o)) (5.27)

v

Figure 5.2

Remarque
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F et G ayant des expressions compliquées, on ne peut pas déterminer explicitement les
courbes de choc dans le plan (#,v). On peut les déterminer numériquement par les deux fagons
suivantes.

a)- sous forme différentielle

En différentiant 1’équation (5.27) par rapport 2 u, on obtient :

G(u,v) = G(ug vo) + (u—uy)G, +(v—vo)F,
Fu,v) = Flagvg) + v —v0)F, ——1u)G, 7" (528)

a; siu=uy

fll_ s(u,v) =
du

En résolvant I’E.D, on obtient les deux courbes de choc.

Remarque

La valeur de la dérivée calculée en u, doit étre la méme pour le i-choc et la i-détente car
entre ces deux courbes, il y a un raccordement C? en (ug,vo)-

b)- Résolution d’un systéme non linéaire

On fixe dans 1’équation (5.27) I’'une des deux variables u ou v & une valeur donnée par la
discrétisation en pas uniforme de I’intervalle [0,1]. On aura alors une équation non linéaire 2
une seule inconnue. Ensuite on détermine cette inconnue par la méthode du point fixe ou la
méthode de Newton de telle sorte que : »

u,ve[O,l] etu+vs<l

En balayant I’intervalle [0,1], on obtient les deux courbes de choc en résolvant a chaque pas
de discrétisation le systéme non linéaire.

Proposition

Soit (ug,vq) un état donné tel que uy + vy =1 alors les états (u ,v) qu’on peut lier a

(ug,vq) a droite par 1-choc sont donnés par la droite d’équation :

u+v=1 (5.29),

de vitesse o; donnée par :

) KL
V= (L1 (K- Dyu)L+ (K- Lyng)

(5.30)
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: < .

La vitesse du 2-choc est indépendante de uy et v et vérifie :

H(u,v) =0,w (5.32)

En effet : si (uy,vq) est tel que ug +vg =1 alors H(ug,vq) =0.

Sur un choc on a la relation de Rankine-Hugoniot suivante :

F(u,v) = F(ug,vo)=0(u—ug)

G(u’ V) - G(uOst) = O'(V - V())

En sommant membre 2 membre les deux égalités précédentes et en tenant compte que :

F(u,v)+ G(u,v) + H(u,v)=1 (5.33)
on obtient : —
Hu,vy=0c(1-u—v)=0ow (5.34)

Deux cas se présentent :

cas 1 si w =0 alors la relation précédente est vérifiée et on a la courbe de 1-choc: u + v =1.

La vitesse est déterminée par I’une des équations de R.H :

o = KL
1= (Ku+ Lv)(Kug + Lvg)

cas 2 si w# 0 alors La vitesse de la courbe de 2-choc est indépendante de u et v et vérifie :

0<o,w<1 (5.35)

Remarque

Puisque les constituants de la solution (i, v et w) jouent un rdle symétrique, la proposition

précédente nous assure que la solution du probleme est toujours dans le domaine d’étude :

T={ wyw) e IR™/u+v+w<1} (figure 5.3).
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vt @ vt (b) v I ©
1, 1 1
. 1-choc
"“(uo,vo) vo !
<—2-choc
l-ihoc
o R T TR I It | S : -
1 u Up 1 u T 1
Figure 5.3 : ....... = les états (u,v)qu’on peut lier a un état sur la frontiere du domaine par un choc a droite.

@u+v=1uw=0 OGu+w=1(uv=0) Cv+w=1(ouu=0)

V.3.3- Résolution du probléme de Riemann : application au probléme

Cette section se propose de déterminer numériquement les courbes d’ondes (chocs ou
détentes) qui forment la solution du probléeme de Riemann. Pour le probléme géologique que
nous étudions, ce cas correspond a la transformation d’une roche homogene par un fluide de
composition constante en déséquilibre avec cette roche. Notre application porte sur la

transformation du grenat et du pyroxene calcique.

La solution du probléme d’interaction fluide-minéral dépend fortement de la composition
initiale du minéral, du parametre a de la solution solide et plus particulierement des rapports
des constantes d’équilibre. En faisant une étude comparative du modele général (a # 0) et du
cas (a = 0) étudié dans la section suivante et dans un cas particulier au chapitre IV, nous
remarquons que :

- le parametre a guide le caractére plus ou moins rectiligne des courbes de choc et de
détente.

- les rapports des constantes d’équilibre influencent I’ orientation de ces courbes.

Sur les figures 5.4 - 5.7, nous présentons quatre exemples d’expériences numériques montrant
I’évolution de la composition des grenats dans le triangle grossulaire - spessartite - almandin
ou celle des pyroxénes dans le triangle diopside - hédenbergite - johannsénite. Le minéral de
départ (grenat ou pyroxene) est indexé par la lettre (d) et le minéral en équilibre avec le fluide
métasomatique par la lettre (g). Les parametres utilisés pour ces expériences sont indiqués sur
leurs figures correspondantes.

Pour une validation du modéle étudié et une confrontation aux observations géologiques,
on se reportera au chapitre VII.
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4 F

Ca ¢
Figure 5.4 courbes d'ondes montrant 'évolution de la composition des grenats et reliant 1'état gauche (g) et 1'état
droite (d). (— =détente, """ = choc). Les paramétres utilisés sont les suivants : a=0.9,K=1,L=2,M=6
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= choc). Les

Ca ) Fe
Figure 5.5 Courbes d'ondes liant I'état gauche (g) et I'état droite (d). (" =détente,
paramétres utilisés sont les suivants (5.5-a) : a=0.9,K=1,L=2.,M =6;(5.5-b):a=09,K=1,L=2,M =6
On remarque que la courbe de 1-ondechange avec la position de «®
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Mg Fe

Figure5.6 Courbes d'ondes liant 1'état gauche (g) et I'état droite (d) montrant I'évolution de la composition des
pyroxeénes. ( =détente, """’ = choc). Les paramétres utilisés sont les suivants : ¢ =09, K =1, L =10, M
= 40. On remarque, en comparaison avec les figures 5.4 et 5.5, les rapports M/K et L/K influencent I'orientation
des courbes d'ondes mais aussi le caractére plus ou moins rectiligne de ces courbes.
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Figure 5.7 Courbes d'ondes liant I'état gauche (g) et l'état droite (d). (—— =détente, ~* """ = choc).
Les parametres utilisés sont les suivants : (5.7-a) a =09, K= 1, L = 10, M = 50; (5.7-b)a=09,K=1,L =40,
M = 50. Mémes remarques que la figure 5.6.
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V.4- Cas du probleme limite (a = 0)

Dans ce qui suit, on suppose que la phase solide est constituée de M constituants indépendants
(M2=2).
Nous avons vu au § 1.4.4 que, dans le cas o a = 0, I’isotherme obtenue peut se mettre sous la
forme d’une isotherme de Langmuir. Le probléme associé a un cas particulier de cette
isotherme, a été étudié au chapitre IV. Dans ce dernier, nous avons montré que les courbes de
choc et de détentes sont des droites. Dans la section qui suit, on se propose de montrer que ce
résultat est aussi vrai dans un cadre plus général. Sous forme matricielle 1a fonction isotherme
s*écrit (cf. Chapitre I) : C = F(U). Sa i ™ composante est donnée par :

Cif =Fi (x5 x )= N; e

1- Zoc,-x,-
i=1.M-1

1-o
avec N; = - etO<o;<1.

1

V.4.1- Modéele simplifié a deux constituants indépendants

En effectuant un changement de variables, le systeme a résoudre s’écrit :

E)Tu+axF(u,v) =0
9. v+ 9,G(u,v)=0

u
F(u,v)=K —u—v K et L sont des constantes strictement positives.
ol
v
Gu,v)=L——
1-u-v
Proposition

Les courbes d’une i-détente et d’un i-choc sont des droites. En plus ces courbes sont

confondues.
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En effet:
Sur les détentes, on a vu en (5.22) qu’on peut exprimer v comme fonction de u : v = v(u).
posons :
dv
=— 5.36
i (5.36)

On remarque que X; = a, et Xp = a,, définies en (5.24), sont solution de 1’équation :
F,X*-[G,-F,]X-G, =0 (5.37a)
En remplacant dans (5.37a) les dérivées partielles de F et G par leur expressions on obtient :
KuX? - [LQ-u) - K(1-v)]X - Lv=0 (5.37b)
En dérivant (5.37b) par rapport a u on obtient :
K(X% +2uxX’)-[LA-u)—KA-v)X, - [-L+KX]X -LX =0 (5.38)
En réarrangeant les termes de (5.38), on aboutit a :
[2KuX - L(1-u)+ K(1-v)]X; =0 (5.39)
Or d’apres les équations (5.15), (5.16) et (5.24)on a :
2F,X — (G, —F,)=+JA
Et puisque le systeme est strictement hyperbolique (A # 0) alors
[2F, X — (G, - F)]=[2KuX - L(1-u)+ K(1-v)]#0et X, =0

et par conséquent, sur la i-détente, la fonction v = v(u) est une fonction linéaire de u dont la
pente est donnée par :

_ 7\41- (uo,VO)—Fu(uo,Vo)
F,(ug,vo)

X.

11

=a; (ug,vg) =12 (5.40)

Donc la courbe de i-détente est une droite donnée par :

v—vg =a;(uy,vy)(u—uy) (5.41)
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Montrons que ce résultat est aussi vrai pour les chocs. En effet :

En exprimant la relation de Rankine-Hugoniot et en éliminant G, on obtient (5.42):

Kug (v —v)? + (K(1—vg) — L( = ug ))(v — vo Yt — ttg) — Lvg (u — 14g) > =0

-V
Posons X = =% . L’équation (5.42) devient :
U—Uuy
KugX? + (K(1-vg) — LA = upg)X — Lvg =0 (5.43)

dont les racines sont données par :

_ A; (ug,vy) —F, (ug,vq)
Fv (MO’VO)

X

1

=a;(ug,vg) =12 (5.44)

Donc la courbe de i-choc est une droite donnée par :

v=vg =a; (ug,vo) (- ug) (5.45)

Nous remarquons, d’apres (5.41) et (5.45), que la courbe de i-choc et celle de i-détente sont

confondues (elles ont la méme équation) g

Remarque
Du point de vue théorique, on doit s’attendre a ce résultat, car : il y a au moins un
raccordement C 2 entre un i-choc et une i-détente et si leur courbes sont des droites alors elles

sont confondues g

Expériences numériques

Dans le cas ol les parametres de la solution solide sont identiquement nuls, nous présentons,
sur les figures 5.8 et 5.9, deux exemples d’expériences numériques montrant I’évolution de la
composition des grenats dans le triangle grossulaire - spessartite - almandin ou celle des
pyroxenes dans le triangle diopside - hédenbergite - johannsénite. Le minéral de départ (grenat
ou pyroxene) est indexé par la lettre (d) et le minéral en équilibre avec le fluide
métasomatique par la lettre (g). Les parameétres utilisés pour ces expériences sont indiqués sur

les figures.
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Ca ': Fe

Figure 5.8 Courbes d'ondes liant I'état gauche (g) et I'état droite (d) et montrant I'évolution des grenats dans le
cas ol a = 0 (isotherme de Langmuir). (— =détente, "~ """ = choc). Les paramétres utilisés sont les suivants :
a=0,K=1,L=2,M=4.
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Figure 5.9 Courbes d'ondes liant I'état gauche (g) et I'état droite (d) (mémes états que la figure 5.8) et montrant
I'évolution des pyroxénes dans le cas ol a =0 (isotherme de Langmuir). (— =détente, """~ = choc). Les
parametres utilisés sont les suivants : ¢ =0, K= 1, L = 10, M = 40. On remarque que ['orientation de ces courbes
change si on fait varier les rapports L/K et M/K. '
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V.4.2- Modéle général : expression en fonction des concentrations en phase fluide

La fonction isotherme de Langmuir admet de bonnes propriétés mathématiques. En
particulier, elle est inversible et son inverse a aussi une forme de Langmuir (voir annexe).
Cette propriété nous permet d’exprimer les équations du modele en terme de concentration en

phase fluide. En effet, en faisant le changement de variables T=vt et en tenant compte de
(2.22), le systeme (2.10) s’écrit :

9,C+0.Z(C)=0 (5.46)
olt Z(C)=C+oF (0, (5.47)
1-9)
- 5.48
©="08 (5.48)
et F ! est la réciproque de F. )

Dans (5.46), I’espace et le temps sont inversés par rapport a la forme habituelle des
systémes de lois de conservation. Cependant I’étude mathématique reste la méme. La variable
C ici représente toujours le flux. Les valeurs propres sont des inverses des vitesses de
propagation d’ondes. Comme pour les problemes de la chromatographie, on peut se donner
une donnée d’injection a 1’entrée de la roche (x = 0) qu’on désigne par C L (t) et un état initial
CE ). )

Pour une étude compléte de ce modele de la chromatographie associé & l’isotherme de
Langmuir, on peut se référer aux travaux de James ([11]) et ceux de Ree & al. ([33]). Les
principaux résultats qui sont utiles a notre étude sont énoncés ci-apres.

Proposition ([11])

les courbes de choc et de détentes sont des droites.
L’espace des états correspondant a ce résultat est celui formé par les concentrations en phase

fluide (C1y,..,Cnm). Montrons que ceci est aussi vrai dans I’espace des états (xi,..,xm).

Proposition

Dans ’espace des états formé des fractions molaires en phase solide (xj,..,xy), les courbes

d’ondes sont aussi des droites.

Ce résultat est conséquence du corollaire suivant :



Chapitre V - Etude du probléme géologique général 119

Corollaire

L’image d’une droite par la fonction F ou par sa réciproque F Test une droite.
En effet :

Par changement de variables, on peut se ramener au cas oul la fonction F est donnée par :

C; = (5.49)

1+ Zx

i=1.M-

Soient x® un état donné, C® I’image par F de x® (C® = F(x®)) et U * le vecteur directeur d’une
droite passant par x® . On peut parametrer cette droite par :

»x=aU” (o € IR)
La i™ composante est donnée par :
x,--x,-g =0 Uix i= 1,.., M (550)

En reportant (5.50) dans (5.49), on obtient :

C anx + xig
i —_
1+ QU+ Xxf
i=l.M-1 i=l.M-1

Si D UF=Oalorsona:
i=1.M-1

o
C,-Cl=———[*
l l 1+ ing l

i=l.M-1

sinon, on normalise U * en prenant U =1 et on a donc :

i=l.M~1
R/ S { ®© (5.51)
Clta+ Yaf o 1+ Zx 1o+ Yxf '
i=1.M~1 i=1.M~1 i=1.M-1

En réarrangeant des termes de (5.51), on aboutit a :

aUf -cf)

1 +o + ZXig
i=1.M-1

Ci _Cig =
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Finalement, 1’image de la droite (5.50) est une droite parametrée par :

C-Cct=BU"

= et UC =U* — C8 est le vecteur directeur de cette droite g
1+o+ ing
i=1.M-1

Théoreme ([11]) (Résolution du probléme de Riemann)

Considérons deux états C® et C® dans Em = {C eRM;C,- > 0 pour tout  }. Alors il
existe une unique solution du probléme de Riemann associé a2 CE et C? constituée d’au

plus M + 1 états constants séparés par des ondes simples.

V.5- Vitesse du front réactionnel

Soient (18,v%), (u®,v8) et (ud ,vd) les états constants du probléme de Riemann et qui
désignent respectivement 1’état & gauche, ’état intermédiaire et 1’état a droite du systeme
(figure 5.10).

Les vitesses d’avancée des limites du front réactionnel sont données par :
Pour la limite gauche :

VE = pvA ((u®,v¥) sion aun 1-D.C ou une 1-détente.

VE = pvo,(u®,v¥&,u",v*) sionaun l-choc.
Pour la limite droite :

Ve = pvA ,(u?,v?) si on a un 2-D.C ou une 2-détente.

d

V,‘{ = pvo, (U ,v",u ,v?) si on a un 2-choc.

Remarque

e Pour les données qu’on a les deux valeurs propres sont de I’ordre de 107>, Et puisque la
vitesse v varie de 1 2 100 cm/an, on a un facteur de 10°a 10’ entre la vitesse du fluide et
celle du front. Ceci parait conforme a Guy [16a] ol la vitesse d’avancée du front réactionnel
est donnée par :

V' =38310".v
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>

— x/t=01
&
Q
N
Y
>t - - - - S -
(U NVE) |
CAS ' .
: Zone transformée
. : Zone
o /.. intermidiaire
-/ , Zone non
: : transformée

X (dlstance)’

Figure 5.10 : Représentation schématique de 1’avancée du front réactionnel dans le cas ou la courbe
d’onde est composée de deux chocs.
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Introduction

Le but de ce chapitre est d’appliquer différents schémas numériques au modele
mathématique (étudié au chapitre précédent) afin de valider ce dernier et de déterminer ceux
qui sont adaptés a ce genre de probléme. Ceci nous permet, a partir d’'une composition initiale
de la roche, de visualiser sa transformation chimique au cours du temps et en particulier de

tracer les courbes d’ondes qui forment la solution.

Pour chaque schéma, on rappelle la définition ou la construction. Puisque les valeurs
propres du systéme sont positives, le schéma de Godunov et le Q-schéma de Van Leer
deviennent simples et moins cofiteux. Pour le schéma de Lerat, un choix optimal de certains
paramétres est nécessaire afin d’éliminer les oscillations parasites qui interviennent sur les
chocs et détentes. Le schéma de Lerat sera dit optimal si les profils de chocs sont sans
oscillations parasites, étalés sur le moins de points possible et les détentes décrites avec des

oscillations d’amplitude minimale g

Le systéme a résoudre est le suivant :

{Ut +FU),=0 , t>0
Ux,0)=Uy(x)

V.1 Les schémas utilisés

V1.1.1 Schéma de Godunov

On considere un maillage en espace dont chaque maille a pour longueurAx.
Le schéma de Godunov considére une approximation numérique constante par morceaux (c.a.d

sur chaque maille de longueur Ax).

Construction

Soit V" une suite qui approche la solution U (x," ) au temps ¢" et est définie comme suit :

Vn EVA(X,tn)=an si xj_1/2 <x<xj+1/2. (6.1)

Ax
ou . inllz———in'?
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" =" + At
On prendra :
1 [EHe
[y x,t")dx (6.
xj-1/2
A
t
an+1
(n+1)At <
Vi R} AV
nAt > . >
X2 vj Xev2 Via X372 X
Figure 6.0

n+l

Pour déterminer la solution du probléme au temps ¢"" ", on va résoudre le syst¢me suivant :

U,+FU),=0 , t>t"

(Pn) n n
U@, t")=Vp(x,t")

Le probléme (P") se raméne a la résolution de la collection de problémes de Riemann
suivante :

(U, +FU), =0 ,t>¢"
(Pn) Vn_l Six< xj_1/2

J
Tlumy=|
V] S1x>Xj_1/2

La solution du probléme de Riemann (Pj” ) est autosimilaire et s’écrit :

X=Xj-1/2
Uj@n=We———V/1.V}") te e, (6.3)
n

Si t"lest suffisamment proche de " la solution du probléme (P") est obtenue en
superposant les solutions du probléme (Pj”) :
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U(x,t) =U ;(x,1) pour x; ; S x<x; 64)

Pour que le probléme soit bien défini (i.e. pas d’interaction entre les problémes de Riemann
adjacents), les pas de temps et d’espace doivent étre choisis de fagon a respecter la condition

de Courant-Frederich-Léwy (C.F.L.) suivante :

1
Amax suplA ;(U)| < 5 on  A=— 6.5)
! U

La solution du probléme (P") vérifie la forme intégrale de la loi de conservation :

J

[Udx—-FU)dt]=0 (6.6)
oR"

J

En utilisant (6.2) et en intégrant (6.6), la solution approchée vérifie :

(n+PAt

1
1
vitl=yr - e [FWR O,V Vi) - FWg OV, V] )ldt
nAt
VI =V - MFWe OV Vi) = FWe OV, V] )] (6.7)

Dans le cas général, le calcul explicite du terme Wy (0,V ,Vj'il) n’est pas possible, et ’on a
recours a des solveurs de Riemann approchés. Or, les valeurs propres du systéme sont

positives et on peut donc, de fagcon générale, écrire que :
WR(0O,UE,U%)=U? (6.8)

Et il n’y aura pas d’interaction entre les problémes de Riemann adjacents méme sous la

condition de Courant-Frederich-Léwy (C.F.L.) suivante :
A max supl?» i(U)| <1
iU
Ceci simplifie le probléme et nous permet d’approcher la solution du probléme par le
schéma de Godunov sous la forme simple suivante :
1
Vi =V -MFV)-FV2))] (6.9)

Dans le cas ot les valeurs propres du systéme sont positives, le schéma de Godunov se réduit

au schéma (6.9) qu’dn appelle schéma décentré aval.
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Sur la figure 6.1, I’état initial (a) est formé d’un état gauche U® = (0.2, 0.7) et d’un état 2

droite U® = (0.5, 0.1). Comme on peut le voir au chapitre V, la solution du probléme de

Riemann est formée de trois états constants : U®, Ud, et U ol U désigne 1’état intermédiaire.
g

Ces trois états sont reliés comme suit : US est relié 2 U par une détente. U est relié a U° par

un choc.
(b)
0.80 0.80
0.70 0.70
0.60 0.60
£ 0.50 0.50
§ 5
=]
E 0.40 0.40
[
g
0.20 0.20
0.10 0.10
0.001 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 0.00
13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53
(© d
0.80 0.80 @
0.70 0.70
0.60 0.60
® 0.50
ﬁ 0.50
<]
E 0.40 0.40
-
% 0.30 0
Lo 0.3
0.20 0.20
0.10 0.10
0.00 0.00
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53

Figure 6.1 : solution du probléme de Riemann de condition initiale (a) par application du schéma de Godunov.
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0.80 0.80
0.70 0.70
0.60 0.60
-50.50 0.50
<
&
£0.40 0.40
5]
«
£0.30 0.30
0.20 0.20
0.10 0.10
0.00 0.00
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53
© @
0.80 0.80
0.70 0.70
0.60 0.60
Y
.50 0.50
S
gmo 0.40
9
B30 0.30
0.20 0.20
0.10 0.10
0.00 0.00 +
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53
(e) ®
0.80 0.80
0.70 0.70
0.60 0.60
go.so 0.50
c
£ 0.40 0.40
£
goao 0.30
B
0.20 0.20
0.10 0.10
0.00 0.00
15 9 1317 21 25 29 33 37 41 45 49 53 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53

Distance Distance

Figure 6.2 : solution du probléme de condition initiale (a) obtenue par application du schéma de Godunov On
remarque que les vitesses de déplacement des pics des différents constituants respectent 1'hiérarchie donnée par
les constantes d'équilibre.
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V1.2 Schémas de Lerat

On considére un maillage en espace dont chaque maille a pour longueur Ax.

L’ approximation numérique est évaluée en chaque point du maillage.
Soient o et B dans [0,1]. Le schéma S 2 est décrit par les deux étapes suivantes.

L’étape ‘prédicteur’ :

O =1-BUL +BUL —o) [FUL) - FUT) (6.10)

L’étape ‘correcteur’ :

A ~ ~
urt=ut -5&[(0‘—B)F(Ui'il)+(2l3—1)F(Ui")+(1—0€-B)F(Ui"—1)+F(Uin)+F(Ui'-’-1)]

(6.11)
Pour ce schéma, le flux numérique est :
(a-P) (I-a—PB) 1 .
@H% = FUi)+ 2ol FUMN+ g FUM (6.12)
Remarques

e Dans cette étape, le prédicteur U [ approche U ((i + B)Ax, (n + 0)At)au premier ordre; ce
qui justifie l1a restriction du choix des paramétres o et 8 dans [0,1].

¢ Les schémas S£ constituent la classe des schémas conservatifs a trois points de type

prédicteur-correcteur de second ordre g
L’avantage du schéma de Lerat est qu’il nous permet de localiser rapidement les choc et les
détentes. Cependant il présente des oscillations qui sont faibles au niveau des chocs et fortes
au niveau des détentes et dont 1’amplitude dépend du choix des parametres o et . Sur les
schémas (e) et (f) de la figure 6.4, la courbe du troisiéme variable w (w = 1 - u - v) est
dessinée en trait gras. Sur cette courbe, nous remarquons qu’au niveau du choc, les
oscillations sont faibles par rapport a celles de u et de v (les oscillations issues des deux

constituants indépendants u et v se dissipent entre eux) u
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Figure 6.3 : Solution du probléme de Riemann de condition initiale (a) par application du schéma de Lerat.
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(a)

0.80 0.80

0.70 0.70

0.60 0.60

g).so 0.50

.40 0.40

g

g).so 0.30

=

0.20 0.20

0.10 0.10

0.00 0.00

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53
@ (®

0.80 0.80

0.70 0.70

0.60 0.60

20.50 0.50
|

[}

0.40 0.40
g

£0.30 0.30
=

0.20 0.20

0.10 0.10

0.00 0.00

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53
(e) ®

0.80 0.80

0.70 0.70

0.60 0.60

i

'go.so 0.50

g

g

20.40 0.40

0.30 0.30

0.20 0.20

0.10 0.10

0.00 0.00

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 1 5§ 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53

Figure 6.4 : Solution du probléme de Riemann de condition initiale (a) par application du schéma de Lerat.
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V1.4 Q-Schéma de Van Leer

Cas général :

On cherche la solution du probléme :
U,+FU),=0

La matrice A(U) = DF(U) est diagonalisable i.e. il existe une matrice T inversible telle que :
T AT=D avecd;=2,6, (6.13)

Ou les A, sont les valeurs propres de A(U) et 8,; le symbole de Kronecker.

On considére un maillage en espace dont chaque maille a pour longueur Ax. L’approximation

numérique est évaluée en chaque point du maillage.

Le Q-schéma de Van Leer (cf. [20]) est un schéma du type :

urt=ur —ﬂ(h,"1 —h")) (6.14)
Ax l+§ I—E

avec h~n+1 =¢ U, U}};) ou ¢ (U,V) est le flux numérique
"2

On choisit le flux numérique tel que :

FU)+F(V) 1 U+V

oWU,V)= > 2IA(—Z-*)I.(V—U) (6.15)

O |A| .désigne ‘la valeur absolue’ de A et qui est définie par :

|Al=T|D|.T7 . (6.16)
Or, les deux valeurs propres de A sont positives donc :

|AW)| = A).

Et par suite le flux numérique (6.15) s'écrit alors :

FU)+F(V) 1 U+V

o, V)= 5 AT ).V =U) (6.17)

Le schéma numérique (6.14) s’écrit :
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A U, +U} u'+u?
n+l n n n i+1 i n n i i-1 n n
Uy =U; _E[F(UHI)_F(Ui—l)_A(——“_—'_z ). (Ui —U; )+A(—'—‘—2 .U -UrD]
On prend le pas de temps At vérifiant la C.F.L. :
At
—maxsuplki(U)I <k<ln
Ax i
(b)
0.80 0.80
0.70 0.70
0.60 0.60
é 0.50 0.50
=3
g 0.40 0.40
(=]
k5
£ 030 0.30
0.20 0.20
0.10 0.10
0.00 6.00
1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 L 5 o 13 17 21 25 20 33 37 41 45 45 53
(c) d
0.80 (d)
0.70
0.60
£0.50
|
E
0.40
&
§ 0.30
<N
0.20
0.10
0.00

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 L

1 5 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53

Figure 6.5 : Solution du probléme de Riemann de C. I. (a) par application du Q-schéma de Van Leer.

On remarque qu'on obtient le méme profil en utilisant le schéma de Godunov.
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Figure 6.6 : solution du probléme de Cauchy de condition initiale (a) par application du Q-schéma de Van Leer.
On remarque que les vitesses de déplacement des pics des différents constituants respectent 'hiérarchie donnée
par les constantes d'équilibre.
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V1.2 Discussion des résultats

e On obtient les mémes résultats avec le Q-schéma de Van Leer et celui de Godunov. En
général le Q-schéma de Van Leer est moins cofiteux que le schéma de Godunov car pour ce
dernier on a toujours recours a des solveurs de Riemann approchés. Or si les valeurs propres

du systéme sont positives, le schéma de Godunov se simplifie et devient le moins cofiteux.

e | ’avantage du schéma de Lerat est qu’il nous permet de localiser rapidement les choc et les
détentes. Cependant il présente des oscillations qui sont faibles au niveau des chocs et fortes
au niveau des détentes et dont I’amplitude dépend du choix des paramétres o et B (figures 6.3
et 6.4).

® Notons I’effet d’enrichissement du constituant » (figures 6.1 et 6.5): apparition d’un état
intermédiaire dont la fraction molaire est plus élevée que celui de 1’état initial. Ceci peut
s’interpréter de la maniere suivante : au moins un des deux autres constituants (v ou w)est
fortement consommé par les réactions chimiques. Ceci favorise la production du constituant u
— puisque, au départ, le systéme était en état d’équilibre. On peut aussi avoir le cas inverse :
I’appauvrissement d’un constituants de la solution solide. Faisons la remarque que ce résultat

n’est pas acceptable dans le cas scalaire (cf. chap. III).

Sur les figures 6.2 et 6.6, nous présentons la solution du probléme de Cauchy de condition
initiale (a). Sur ces figures, la courbe du troisieme constituant est donnée en trait gras. Nous
remarquons que les deux pics des deux autres constituants indépendants se déplacent dans le
méme sens que le fluide et se séparent avec la montée du temps. Le pic de v (Celui qui a la
plus grande constante de dissociation) se déplace & une vitesse supérieure a celle de u. Ceci

illustre bien la similarité avec le phénomene d’adsorption.

Pour une validation compléte du modele, on se reportera au chapitre suivant g



VIL1. Rappels sur la réalité géologique brute. Evolutions naturelles de la composition
des grenats et pyroxénes de skarns

VIL2. Résultats généraux concernant I’échange chromatographique de deux constituants
indépendants; régles de prévision des comportements; comportements
qualitativement nouveaux par rapport a I’échange d’un constituant (cas scalaire)

VIL3. Discussion sur les données thermodynamiques utiles a la prédiction des isothermes

VIL4. Discussion des expériences numériques; probléme direct, probléme inverse.
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Au terme de ce ftravail, essayons de faire pour le lecteur géologue une synthése des
principaux résultats utiles pour lui, avec au besoin quelques redites par rapport au texte qui

précede.

VIL1. Rappels sur la réalité géologique brute. Evolutions naturelles de la composition
des grenats et pyroxénes de skarns

Nous ne reprendrons pas en détail la description d’exemples de roches formées par les
phénomenes de réaction et transport par infiltration qui nous intéressent dans ce travail. Nous
pouvons en rappeler certaines caractéristiques: les roches se transforment trés souvent par
étapes, visibles dans I’espace, et définissant des zones séparées par des limites nettes ou
"fronts"; au travers de ces fronts de transformation, on observe des changements brutaux dans
la composition minéralogique et chimique des roches de part et d’autre. A D’intérieur des
différentes zones, on peut aussi observer des variations spatiales continues des compositions
des minéraux et des roches. Ces différents phénomeénes s’observent depuis 1’échelle
millimétrique (taille des grains) jusqu’a [’échelle plurimétrique a pluridécamétrique
(affleurement). Nous mettrons ces variations discontinues et continues des compositions des
roches en relation avec les ondes de choc et de détente analysées dans les chapitres précédents.

Un exemple est donné en Figure 7.1, tiré de (Guy, [16a]).

Pour des raisons de simplification d’une part, et de possible relation au modele de la
chromatographie a deux constituants indépendants discuté dans cette thése d’autre part, nous
limiterons notre intérét aux variations de composition a l’intérieur de deux catégories de
minéraux: les grenats et les pyroxénes de skarns, sans regarder la question des changements de

composition de roches polyminérales.

Grenats

Une revue de la littérature permet de préciser les évolutions de composition des grenats
de skarns fréquemment rencontrées; les variations les plus significatives concernent les pdles
andradite, grossulaire, almandin et spessartite. Bien que les variations de la composition en
andradite soient souvent importantes (voire les plus importantes) nous ne les regarderons pas
ici: la modélisation développée ne les concerne pas, 1’échange Fe™ - Al concernant un seul
constitnant indépendant. Nous nous limiterons aux échanges dans le triangle grossulaire-

almandin-spessartite (ou grossulaire + andradite - almandin - spessartite) correspondant a
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deux constituants indépendants. Nous n’examinerons pas les liens éventuels entre ces
échanges et ceux concernant le fer trivalent. Dans la littérature, les données sur les échanges
dans le seul site du calcium sont moins fréquentes que celles concernant le pourcentage
d’andradite (on trouve souvent la représentation dxas un triangle grossulaire - andradite -
almandin + spessartite ol les deux derniers pdles ne sont pas séparés). Dans Shimazaki ([39]),
Einaudi et Burt ([9]), le Guyader ([27]), Vény ([39]) on trouve directement des données dans
le triangle grossulaire - almandin - spessartite.

Au total, il y a de nombreuses évolutions différentes représentées sommairement sur la
figure 7.2. Une évolution trés fréquemment rencontrée est la succession: grenat riche en
grossulaire, puis enrichissement en fer ferreux et manganese avec évolution finale vers des
teneurs plus riches encore en manganese. Il n’est pas toujours aisé de positionner les éventuels
sauts de composition le long de ces évolutions; en effet les données de la littérature permettent
difficilement de se rendre compte de 1’échelle de variation de composition des minéraux et de
discuter de la présence de fronts; ceux-ci sont une fonction de I’échelle d’observation. On n’a
de continuité spatiale le plus souvent qu’a 1’échelle de la traversée a la microsonde d’'un méme
minéral (quelques dizaines de microns), échelle a laquelle on peut tout de méme avoir des
variations brutales; la collecte des échantillons a I’échelle de 1’affleurement ne permet pas de
suivre les choses de fagon continue a cause des multiples générations de minéraux. A
Costabonne, on observe un front avant les dernieéres compositions les plus riches en
manganese (Fig. 7.3).

Pyroxeénes

De méme, on trouve dans la littérature des données sur les compositions des pyroxenes de
skarns (Einaudi et Burt, [9]; Guy, [16a], [16b]). Les variations de composition les plus
significatives sont représentées dans le triangle diopside-hédenbergite-johannsénite (Fig. 7.4).

Sur la figure 7.5, on idéalise une évolution type.

Nous supposerons que les évolutions de composition repérées dans les triangles
précédents ont été€ produites par un phénomene synchrone, au cours duquel s’est opéré un
rééquilibrage constant (plus ou moins bien réalisé) entre la composition du fluide et celle des
solides, et non une simple précipitation dans des vides. Ces hypothéses ne peuvent étre
qu’imparfaitement réalisées; nous idéaliserons la réalité de cette facon cependant et
raisonnerons sur des cas modeles permettant d’étudier les variations de composition dans le
cadre théorique de I’échange de deux constituants indépendants.
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VIL2. Résultats généraux concernant DP’échange chromatographique de deux
constituants indépendants; régles de prévision des comportements; comportements
qualitativement nouveaux par rapport a I’échange d’un constituant (cas scalaire)

Les développements théoriques des chapitres précédents permettent de formuler des
régles relativement simples (et portant sur des cas 'simples' dans un sens qui a été discuté ).
On se place dans le cas du probleme dit de Riemann ol I’on recherche & relier deux états
constants; il correspond a étudier la transformation d’une roche homogéne (milieu aval ou a
droite; le fluide circule de gauche & droite) par un fluide de composition constante (milieu
amont, a gauche); on positionne les points extrémes droit (d) et gauche (g) sur les triangles de
composition (Fig. 7.6). La théorie montre que 1’on peut relier ces points entre eux par
I’intermédiaire d’autres points qui ne peuvent étre situés que sur des courbes (deux fois deux)
aboutissant a chacun des points (d) ou (g). La restriction a des courbes d’évolution dans
I’espace de composition résulte de la condition dite de cohérence; celle-ci exprime le bilan
maticére ou encore la simultanéité des échanges, régie par 1’égalité des rapports ACy/ AC; pour
tous les constituants. Ces quatre courbes se raccordent deux a deux de part et d’autre des
points (Fig. 7.6) définissant deux types d’ondes, indexées par 1 et 2: 1-choc et 1-détente et 2-
choc et 2-détente. Les vitesses sur les ondes 1 sont moins rapides que sur les ondes 2 (c’est ce
qui permet de les classer; les vitesses sont données par les valeurs propres A qui vérifient A; <
A2). Chaque paire de courbes associ€es est constituée de deux portions différentes, d’un c6té
la courbe de détente (en trait plein, tous les points sont parcourus) et de I’autre la courbe de
choc (en pointillé, on passe brutalement d’un point extréme & ’autre). Le caractére donné a
une portion de courbe (détente ou choc) dépend de la position dans 1’espace (amont ou aval)
des points a relier au point pivot (d) ou (g) et des évolutions des vitesses de ces points le long
des courbes. Les courbes aboutissant & (g) relieront ce point a des points a droite (en aval) (et
les courbes aboutissant & (d) relieront ce point a des points & gauche). Les vitesses des
compositions des points que 1’on relie a (d) ou (g) doivent croitre de I’amont vers ’aval (les
compositions concernées par les évolutions sont des combinaisons de concentrations appelées
invariants de Riemann). Ceci s’exprime en disant que si les vecteurs propres sont notés ry et rp
pour les deux types d’ondes, on a une 1-détente si on évolue dans le sens de r; et un 1-choc
dans le cas contraire, et de méme pour les 2-détente et 2-choc. Pour un point M en aval d’un
point (g), dans la configuration représentée sur la figure 7.6, les vitesses croissent de (g) a M
et toute la courbe sera suivie (détente); pour le cas du point N sur la figure, on ne peut avoir
qu’un choc pour relier (g) a N (aval) car on ne pourrait pas respecter la condition sur les

vitesses. De méme pour I’autre courbe. Chaque point voit donc autour de lui quatre secteurs

' Ces cas supposent certaines régularités des fonctions utilisées ou, dans le cas général, une
proximité entre les valeurs des compositions a gauche et a droite dans le probléme de Riemann (voir
texte).
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délimités par les 2x2 courbes. Les natures (choc ou détente) des portions de courbes

aboutissant aux points (g) et (d) s’échangent.

L’étape suivante consiste a relier deux points (g) et (d) par des portions de courbes; les
différents cas se déterminent en fonction de la situation relative de (d) par rapport a (g) dans
les régions I, II, II et IV définies précédemment. On a une onde de type 1 puis une onde de
type 2 en allant de (g) vers (d). Les quatre cas sont représentés sur la figure 7.7. En fonction de
la régle onde-1 puis onde-2 et de la nature choc ou détente de 1’onde, on représente sur la
figure les trajets retenus qui respectent les lois de croissance des vitesses de méme que les lois
de vitesses des chocs qui en constituent des généralisations. On indique aussi sur la figure les
évolutions correspondantes des concentrations en fonction de x et ¢. On voit donc que dans le
cas général, on observe un plateau de composition séparé des deux états extrémes, soit par

deux chocs, soit par deux détentes, soit un choc et une détente, soit une détente et un choc.

Tous ces résultats reposent uniquement sur les données a 1’équilibre: on montre que les
parametres des solutions solides guident le caractére plus ou moins rectiligne des courbes
d’évolution dans les triangles, et que les constantes de dissociation des équilibres minéral-
solution régissent les orientations des courbes, orientations elles-mémes responsables de la
valeur des compositions intermédiaires des paliers.

On voit donc le type de comportements auxquels on peut s’attendre dans le cas de deux
constituants indépendants. Si le cas scalaire reste le paradigme de I’application de la
chromatographie aux problémes d’échanges fluides-roches (par exemple, Korzhinskii, [23];
Guy, [18]), il convient d’en nuancer les conclusions lorsque plus d’un constituant indépendant
s’échangent car ce dernier cas n’est pas une simple juxtaposition des comportements des
constituants pris séparément. Si I’on se place dans le cadre du probléme de Riemann, c’est a
dire celui qui correspond & la transformation d’une roche homogene par un fluide de
composition constante en déséquilibre avec la roche, les résultats principaux que nous venons
de mettre en évidence sont: -

- ’apparition d’un état intermédiaire entre les deux états extrémes;

- la rupture de I’évolution monotone des compositions par couplage avec le troisieme
constituant, méme si ce constituant est en quantit€é mineure; c’est a dire que 1’état
intermédiaire dans 1’espace entre les compositions extrémes n’est pas forcément intermédiaire
en composition. L’interprétation d’un front concernant deux constituants majeurs A et B ne
doit pas porter uniquement sur la concavité de 1'isotherme de l’échange A-B mais sur la

possible intervention d’un troisiéme constitaant...

- I’augmentation localisée d’un constituant & une teneur plus élevée que celles des états
extrémes, ce qui est une autre facon de décrire le résultat précédent.
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VIL.3. Discussion sur les données thermodynamiques utiles i la prédiction des
isothermes

L’application quantitative aux résultats de la section VII-1 de la méthode de la section
VII-2 demande de connaitre diverses données thermodynamiques; on est limité par le manque
de données sur les constantes de dissociation de certains pdles purs des solutions solides de
grenat et pyroxene, ainsi que sur les parametres des solutions solides. Ceci a été discuté dans

les chapitres précédents.

Pour ce qui est des paramétres des solutions solides, nous retiendrons comme cas
standard une solution solide de paramétre a de I’ordre de 0.2 a 1, avec a = wy23/3RT oli w est
le parametre du développement polynomial de la solution solide. L’on pourra faire varier a

dans les exemples (ce qui revient aussi a faire varier la température).

Pour les constantes de dissociation, nous raisonnerons de facon semi-quantitative; les

constantes de dissociation des divers pdles de grenats sont classées dans 1’ordre suivant
Kpe < Kgro < Kaim
avec les ordres de grandeur des ratios: 1 < 10< 100

Dans le modele on utilise les racines cubiques de ces parametres que 1’on appelle K, L et M;
en se restreignant aux évolutions semi-quantitatives on norme les constantes & K avec 1 < L/K
< MIK; les ratios L/K et M/L sont appelés L et M respectivement. Rappelons que dans le cas
des grenats, on a négligé les variations possibles des teneurs en Fe" et Fe™ en fonction de fO,
et les échanges possibles entre andradite et almandin. On considére que 1’on se limite a

I’échange F. e - Mn - Caa fO, constant.
Pour les pyroxénes on prend:
Kdio < Khed < Kioh

avec les ordres de grandeur 1 < 300< 700-1500; on peut aussi prendre Kgo < Khea = Kjon dans
I'ordre 1 < 50 = 50; par normalisation on se raméne a deux ratios L et M comme pour les
grenats. Avec ces choix de valeurs, Fe et Mn ont apparemment des rdles échangés entre grenat

et pyroxene.

Les ordres de grandeur des constantes de dissociation peuvent &tre modifiés par la
présence d’autres cations, ce qui peut expliquer certaines contradictions rencontrées dans la
littérature. Ainsi pour les pyroxénes, en restant dans le cas de 1’échange binaire Fe-Mg,
I’isotherme (Fe, Mg) de la série Diopside Hédenbergite donné par liyama ([21]) fournit un
rapport moyen (Mg/Fe)ayige / (Mg/Fe)soiqe (peu différent de Kgio/Kpneq) de 1’ordre de 0.05, alors
que d’autres données thermodynamiques de la littérature indiquent un rapport Kgio/Kheq de
I’ordre de 5.
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Une explication de ces différences (Pascal, comm. écrite, 1996) est que le chlorure de fer
est sujet a de fortes interactions avec d’autres chlorures, en particulier avec les chlorures
alcalins et le chlorure de calcium; ainsi les rapports Fe/Mg des solutions en équilibre avec des
minéraux ferromagnésiens augmentent fortement avec la concentration en NaCl, KCI et CaCl,
des solutions (voir Korzhinskii, [24]). On retiendra que les rapports des facteurs K, L, M dans
les isothermes sont susceptibles de varier notablement en fonction de la chimie des solutions
dans les divers sites étudiés et qu’il ne faut sans doute pas prendre une seule isotherme comme
une donnée universelle caractéristique des minéraux considérés. L’écriture des isothermes a
été discutée précédemment. L’originalité est ici que ’on a des isothermes voisines des
isothermes de Langmuir. Pour des hautes températures d’échange, on se ramene a des
isothermes équivalents strictement a ceux de Langmuir. Dans le cas général, il y a une
distorsion dus a 1’effet des solutions solides. L’écriture des équations d’échange permettant
d’utiliser les ratios L/K et M/K suppose que la somme des concentrations des cations dans la
solution est constante, ce qui suppose que les transformations se réduisent aux échanges de
cations.

VIL4. Discussion des expériences numériques; probléeme direct, probléme inverse.

Le probleme direct consiste & vouloir retrouver les évolutions observées ou retenues
(section VIL1) avec des données thermodynamiques convenablement choisies et pour des
conditions initiales et aux limites spécifiées.

Pour les grenats, on prendra par exemple les données de la section VII.3 et un grenat aval
(roche de départ) calcique proche du grossulaire, et un grenat amont (fluide métasomatique)
riche en almandin et spessartite. Diverses simulations sont données sur la figure 7.8 (on
représente les évolutions dans le triangle des grenats); dans tous les cas on a respecté 1’ordre K
< L < M, mais on a fait un peu varier les ratios, de méme que les positions des points (d) et
(g). Sur la figure 7.8-1, on a un petit saut de composition puis une évolution continue, avec un
palier. Sur la figure 7.8-2., le point (g) n’a pas la mé&me situation relative par rapport a (d) et

I’on a une évolution continue avec un palier intermédiaire.

Dans la nature, les paliers se manifesteront par un regroupement des points de mesure (la
zone correspondante sera plus étalée dans la colonne métasomatique et ’on aura plus de
chance d’analyser les points correspondants). C’est une autre interprétation de groupes de
compositions séparés pour les roches métasomatiques dans les espaces de composition: ils
peuvent exprimer non pas forcément des chocs ou fronts nets mais de possible paliers. L’état
intermédiaire (palier) est plus éloigné de la ligne reliant les états extrémes (d) et (g) lorsque les
ratios L et M sont voisins. Plus ces paramétres sont différents, plus la composition du palier

est proche du segment reliant les points extrémes. Pour a petit, les trongons de 1’évolution



147

Chapitre VII - Discussion des résultats, confrontation aux observations géologiques

sont proches de droites (isotherme de Langmuir). On remarque en tout cas que le jeu de ratios

choisis pour X, L, M ne redonne pas I’évolution de la figure 7.3.

Dans le cas des pyroxénes, nous prendrons aussi les données thermodynamiques discutées
plus haut (Kgo < Khea < Kjon) €t, comme conditions aux limites: a4 ’aval un pyroxéne
magnésien avec un peu de fer et un peu de manganése; en amont, un pyroxene riche en
manganése et par teneur décroissante, en fer et en magnésium (Fig. 7.9). Les simulations
faites (Fig. 7.9, triangles de composition) conduisent a des remarques identiques a celles
proposées pour les grenats. On constate aussi que les évolutions trouvées ne correspondent

pas a celles de la figure 7.5. Les trajets ne se coudent pas assez vers le pole hédenbergite.
Autres expériences

Différentes expériences peuvent étre faites en faisant varier les divers parameétres et les
points de départ et d’arrivée. On peut aussi partir d’une roche de départ non homogene et voir
~ comment le trajet se déforme au cours du temps. Quelques exemples sont donnés sur la figure
7.10 tirés du travail de Baudouy et Marco ([2]) (évolutions dans les triangles et profils C(x) a ¢
donné). A ce stade on se restreint a I’étude des comportements dans 1’espace des compositions
ou aux profils qualitatifs dans 1’espace; 1’étude quantitative des comportements dans le plan
(x, t) demanderait de connaitre les valeurs exactes des constantes K, L, M alors que nous nous
sommes contentés de ratios, ainsi que I’introduction de valeurs pour la vitesse du fluide et la
porosité. Rappelons que les vitesses de migration des fronts sont de 1’ordre du meétre par 10

000 ans ce qui donne une idée des échelles des dessins.
Probléme inverse

Les variations des constantes de dissociation en fonction de la chimie des solutions (en
particulier lorsqu’elles contiennent du fer, ce qui est notre cas) nous autorise une autre
démarche: chercher les valeurs relatives de K, L, M qui permettent, pour une condition initiale
donnée (position des point (d) et (g)) de retrouver la forme du trajet souhaité dans le triangle
de composition. On peut discuter aussi de la valeur du parameétre a (et de la température qui
intervient indirectement dans les paramétres des solutions solides) et qui jouera sur la
courbure des portions de trajet. Mais 1’effet de a est moins crucial que ceux des ratios K, L et
M (et, au niveau des données, le caractere rectiligne des évolutions repérées dans les nuages

des points d’analyses est plus ou moins arbitraire).

Il s’agit d’un probléme inverse que nous ne formalisons pas ici de fagon abstraite mais
que nous discutons de facon qualitative. La figure 7.11-1 représente une évolution de

composition tirée d’une expérience numérique. En permutant la représentation (Ca-Fe-Mn) en
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(Fe-Mn-Ca), on obtient la figure 7.11-2 dont I’évolution redonne celle qui avait été
sélectionnée figure 7.5. Le choix d’une hiérarchie Ky, < Kca < Kpe (conforme aux données)
redonne une évolution présentant une détente puis un choc pour aller du grenat grossulaire
vers le grenat riche en manganese. Si nous sommes siirs de toutes les observations et
conditions d’application du modele, nous sommes donc conduits & un classement des K
différents de celui que nous avions supposé. Dans cette situation, le fait qu’un grenat serait
plus calcique que manganésifére ne vient pas du fractionnement plus important du calcium
pour le solide mais de la plus grande abondance du calcium dans la solution; le pdle final de

I’évolution correspond a des solutions plus riches en manganeése.

Si on fait le méme raisonnement pour le pyroxene (Figure 7.12, envisagée a partir de la
figure 7.11-1) et que I’on veut obtenir une discontinuité de composition entre les salites de
composition intermédiaire et le pdle johannsénite alors il faut une hiérarchie des constantes de
dissociation telle que Kyg < Kvn < Kre, ce qui revient aussi a changer le classement que I’on
s’était donné au départ.

'On pourrait de la méme mani¢re (méthode inverse) étudier d’autres évolutions (par
exemple celle montrant deux chocs encadrant le domaine de composition intermédiaire, ce qui
peut étre une facon de comprendre certaines évolutions de composition des grenats et

pyroxenes de skarns).
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Figure 7.1 Suite des zones formées par transformation d’une dolomie 2 Costabonne (Pyrénées Orientales) tiré de
Guy, [16a]. Ce systtme de zones n’est pas synchrone dans son ensemble (voir I’analyse détaillée dans Guy,

[16b]) mais donne une représentation voisine de la réalité brute: on observe les zones suivantes séparées par des

fronts: dolomie, calcite + forstérite, diopside, salite, grenat.
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Mn spe

Cu FcII
gro alm
(ou gro + and)

Figure 7.2 Quelques évolutions de composition de grenats de skarns dans le triangle grossulaire- almandin -
spessartite. Les fleches indiquent le sens de 1’évolution précoce —» tardif (ou centre - core - et bordure - rim -) ce
qui correspori & I’évolution spatiale aval — amont. Ou encore en utilisant le vocabulaire utilisé pour la
modélisation (d) (droite) (g) (gauche). En continu: évolution continue; en pointillés: choc. 1 Japon (modifié
d’apres Shimazaki, [39]); 2 Mac Tung (Canada) (modifi€ d’aprés Einaudi et Burt, [9])

Mn spe

Cu FeII
gro + and alm

Figure 7.3 Idéalisation de 1’évolution de composition des grenats de Costabonne; on propose de retenir une

portion d’évolution continue suivie d’un front aboutissant aux derniéres compositions riches en manganése.
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Mn joh

Fe
héd

Figure 7.4 Quelques évolutions de composition de pyroxénes de skarns dans le triangle diopside -hédenbergite -

Johannsénite (références données dans le texte). Mémes remarques que pour la figure 7.2.
Mn joh

Mg
dio

Figure 7.5 Idéalisation d’une évolution de composition de pyroxéne de skarns. On distingue une portion
continue allant du pdle magnésien vers une composition salitique, suivie d’un saut menant & des compositions
proche du pdle Johannsénite.
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Figure 7.6 Positionnement des points aval ou droit (d) et amont ou gauche (g) dans les triangles de composition
A, B, C. Les variables sont notées u, v, w (pour les C;) auxquelles correspondent les fonctions isothermes F, G et
H. Chaque point peut étre atteint par quatre courbes (deux chocs et deux détentes) se raccordant deux a deux
(raccord C?). On indique les courbes aboutissant & un point de type (d) ainsi que celles aboutissant & un point de
type (g) (il y a échange choc - détente pour le changement (d) - (g)). Autour de chaque point, les courbes
délimitent quatre secteurs dans lesquels le trajet complet d’évolution est différent.
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Figure 7.7 Détermination des trajets d’évolution reliant deux états (g) et (d) dans les triangles de composition.

Dans la série de schémas de la colonne de gauche, on représente les différentes positions du point (d) par rapport

au point (g), dans la colonne du milieu, les différents trajets, et, dans la colonne de droite, les évolutions x/t

correspondantes pour les concentrations. Les régles de construction des trajets sont discutées dans le texte.
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Cat Fe

u v

Figure 7.8 Deux exemples d’expériences numériques pour 1’évolution de la composition des grenats dans le
triangle grossulaire - spessartite - almandin. Le grenat de départ est indexé par la lettre (d) et le grenat en
équilibre avec le fluide métasomatique par la lettre (g). Les parametres choisis pour les expériences 7.8-1 et 7.8-2

sont indiqués sur les suivants: 7.8-1: a = 0.9, K= 1, L = 2.6, M = 4.6. 7.8-2: a = 0 (isotherme de Langmuir), K =
1,L=2.6,M=6.
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Figure 7.9 Deux exemples d’expériences numériques pour 1I’évolution de la composition des pyroxénes dans le
triangle diopside - hédenbergite - johannsénite. Les parametres utilisés sont les suivants: 7.9-1: a =09, K =1, L
=20,M=50;79-2:a=09,K=1,L=20, M = 80.
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mn A"
-
i b

Expérience 6 ( t=6*dt ) Expérience 7 ( t=7"dt )

Figure 7.10 Deux séries d’exemples d’expériences numériques (évolutions dans les triangles de composition et
évolutions (x, 7)) tirées du catalogue de Baudouy et Marco ([2]). 7.10-(1a): a = 0.2, L/K = 8, M/K = 9. On donne

ici représentations sur les triangles ([2], exp. 17).
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Figure 7.10-(1b) profils de C(x) pour 8 valeurs de t. Méme données que pour 7.10-(1a) ([2], exp. 17).
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Expérience 6 ( t=6*dt ) Expérience 7 ( t=7*dt)

Figure 7.10-(2a): a = 0.2, L/K = 4, M/K = 8. La condition initiale ne correspond pas  un probléme de Riemann.
On donne ici les représentations sur les triangles. ([2], exp. 23).
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Figure 7.10-(2b): profils de C(x) pour 8 valeurs de . Méme données que pour 7.10-(2a) ([2], exp. 23).



160

Chapitre VII - Discussion des résultats, confrontation aux observations géologiques

Figure 7.11 11-1 Expérience numéro 1 du catalogue de Baudouy et Marco ([2]).
11-2 Profil obtenu par permutation des coordonnées (Ca - Fe - Mn) en (Fe - Mn - Ca).
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Mn (1)

Fe (3)

M Mg
(1)r 2)

Figure 7.12 Choix des pdles (u, v, w) pour obtenir 1’évolution de la composition des pyroxénes de la figure 7.5

(probléme inverse). On est conduit a affecter & Mn le pdle 1, a Mg le p6le 2 et & Fe le pble 3, en définissant la

hiérarchie de K indiquée dans le texte.
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Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a 1’échange et au transfert de matiére entre un

fluide et un minéral dans un processus qui associe réactions chimiques et transport.
En conclusion, cette recherche a présenté deux aspects principaux :

- un aspect de modélisation qui m’a conduit & acquérir de nouvelles connaissances en
thermodynamique;

- un aspect mathématique et numérique.

BILAN DE LA CONTRIBUTION

Du point de vue thermodynamique, la démarche suivie est simple et cohérente. On a
présenté un modéle de solution pour chaque phase ainsi qu’une méthode pour exprimer les
fonctions isothermes. Ces isothermes sont obtenues a partir des constantes d’équilibre et
exprimées comme une fonction homographique des activités des constituants. Elles prennent
une forme simple quand la solution solide est strictement réguliere du fait qu’elles n’incluent
que les fractions molaires des espéces chimiques susceptibles de se substituer. A haute
température, elles peuvent étre exprimées sous la forme d’une isotherme de Langmuir en se
restreignant aux constituants indépendants. On a donc une similitude (et une analogie au
moins mathématique ) entre le phénomene d’échange fluide-minéral d’échange simulé par la
loi d’action de masse et la chromatographie en phase fluide. Les isothermes ainsi obtenues
font la synthese de tout ce qui concerne 1’équilibre chimique et nous permettent de limiter le

nombre d’inconnues du probléme.

La modélisation de 1’échange fluide-minéral associé au transport de la matiére, discutée au
chapitre II, est adaptée a 1’échelle des observations géologiques et des conditions
thermodynamiques opérant sur le systéme. Elle permet également de justifier 1’hypothése de
I’équilibre local. Le modele quantitatif, établi dans le cas général, a été obtenu en exprimant
un bilan total isovolumique de matic¢re ou en se restreignant a un bilan sur la phase fluide.

L’étude du modéle & un constituant est intéressante dans la mesure ol elle nous permet de
retrouver la condition de stabilité thermodynamique du systéme et d’envisager les conditions
permettant de simplifier le modele de la chromatographie a plusieurs constituants en
respectant : (1) le principe de conservation de la masse et (2) une condition sur la vitesse du
front réactionnel qui doit rester trés inférieure a celle du fluide. Cette derni¢re condition n’est
réalisée que si la dérivée de la fonction isotherme est bornée et que la porosité est faible. Dans
le cas contraire, la vitesse du front réactionnel devient proche de celle du fluide vecteur dans
une zone donnée. Il faut alors, dans ce cas, changer I’échelle d’observation et tenir compte de

la diffusion.
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L’ approche mathématique permet de relier la thermodynamique a la théorie des systémes
hyperboliques des loi de conservation non linéaires puisque ces deux théories modélisent des
phénomenes et des processus irréversibles ([41], [42]). Les isothermes d’échange ont été
construits a partir des données thermodynamiques en suivant deux méthodes ( utilisation des
constantes d’équilibre ou des potentiels chimiques). Si I’on ne prend pas suffisamment de
précaution, ces deux méthodes, bien qu’équivalent au fond, peuvent conduire a des problémes

mathématiques différents (perte de I’hyperbolicité).

La solution du probléme d’interaction fluide-roche dépend des compositions initiales du
minéral et du fluide des especes chimiques susceptibles de se substituer, des parametres de la
solution solide et plus particulierement des rapports des constantes d’équilibre des différents
poles (qui interviennent dans la fonction isotherme). Les variations de la porosité du milieu,
de la vitesse du fluide vecteur et de la somme des concentrations en phase fluide des espéces
chimiques susceptibles de se substituer jouent un rdle secondaire dans le processus de la
transformation. Elles modifient essentiellement la vitesse du front réactionnel. L’influence des
paramétres de la solution solide sur la stabilité thermodynamique du systéme et sur le
processus de la transformation diminue avec la montée de la température. On peut dire donc
que les températures €élevées favorisent le mélange. On a également considéré des solutions
solides & un seul paramétre. Une étude comparative, pour différentes valeurs de ce dernier,
nous a permis de tester I’influence de ces données thermodynamiques sur 1’allure des courbes
d’ondes :

- le parameétre de la solution solide guide le caractére plus ou moins rectiligne de ces

courbes; )

- les rapports des constantes d’équilibre des différents pdles influencent 1’ orientation de ces

courbes.

En se plagant sur les courbes de choc et de détentes et en passant de I’état gauche a I’état
droit (c. a d. de la situation amont a la situation aval), on peut prédire la suite des réactions
chimiques qui vont se produire et faire évoluer les fractions molaires des constituants au cours
de la transformation de la roche : la teneur d’un pdle de la solution solide augmente (resp.
diminue) si 1’équilibre chimique fluide-minéral s’est déplacé dans le sens a produire (resp. a

consommer) ce pole.

Notons I’effet d’enrichissement d’un constituant (pdle) i de la phase solide dans une zone
donnée qui se traduit par I’apparition d’un état intermédiaire dont la fraction molaire est plus
élevée que celle de 1’état initial. Ces accumulations peuvent donner suite a la formation d’un
gisement. On peut aussi avoir le cas inverse : I’appauvrissement d’un des constituants de la

solution solide.
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PERSPECTIVES

La modélisation des phénomeénes d’interaction fluide-minéral varie selon les hypothéses
de départ faites sur 1’équilibre chimique, le transport de la maticre et les parametres

hydrogéologiques.
Cette étude a ouvert de nombreuses perspectives. Parmi celles-ci, on peut citer les suivantes :

e La méthode présentée dans ce travail est générale; elle pourra étre appliquée a différents
types d’échanges entre minéraux et solution, ou minéraux et magmas, et bénéficier des
progrés dans la connaissance des données thermodynamiques. Parmi les exemples
d'application que nous avons a l'esprit, citons la transformation d’une roche carbonatée en
grenat ou en pyroxeéne a condition d’étendre le formalisme au cas des minéraux a composition
fixée; les évolutions des feldspaths de pegmatites dans le triangle K-Rb-Cs ou le triangle Na-
Rb-Cs (dans certains cas on peut aussi s'intéresser a Sr); dans le méme contexte, les béryls

peuvent changer de composition dans le triangle Na-Li-Cs (Rb).

e Quand la vitesse des réactions chimiques et celle de percolation du fluide sont
comparables, I’hypothése de 1’équilibre local n’est plus valable et dans ce cas, on doit

envisager le couplage cinétique-transport.

e Pour la modélisation du phénomeéne d’interaction fluide-roche, nous nous sommes
intéressés surtout aux échanges de matiére entre phases et a un écoulement unidirectionnel du
fluide vecteur. Une généralisation & un processus qui associe a la fois le transfert de matiere et

de chaleur entre phases et un écoulement plan ou tridimensionnel pourrait étre établie.

e L’hétérogéneité des milieux naturels, le manque de données thermodynamiques aussi
bien qu’hydrogéologiques et structurales nous ont amené a nous intéresser au caractere
aléatoire du phénomene. Une approche probabiliste pourrait étre envisageable afin de
compléter 1’approche déterministe qui fait 1’objet du présent document. Cette approche
consiste a étudier le probléme a 1’aide des concepts de la géostatistique tout en respectant les
E.D.P. qui lient les variables([8]). Et pour mieux concrétiser 1’étude de 1’interaction fluide-
roche, une étude comparative entre ces deux approches (déterministe et probabiliste) pourrait
étre utile pour voir le lien ou l'analogie entre certains concepts de la théorie des systémes

hyperboliques et ceux de la géostatistique.
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