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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a ’estimation de la synchrone de consom-
mation électrique (courbe moyenne). Etant donné que les variables étudiées sont fonc-
tionnelles et que les capacités de stockage sont limitées et les cotlits de transmission
élevés, nous nous sommes intéressés a des méthodes d’estimation par sondage, alterna-
tives intéressantes aux techniques de compression du signal. Nous étendons au cadre
fonctionnel des méthodes d’estimation qui prennent en compte 'information auxiliaire
disponible afin d’améliorer la précision de l’estimateur de Horvitz-Thompson de la
courbe moyenne de consommation électrique. La premiere méthode fait intervenir 1’in-
formation auxiliaire au niveau de l’estimation, la courbe moyenne est estimée a l’aide
d’un estimateur basé sur un modele de régression fonctionnelle. La deuxieme 'utilise au
niveau du plan de sondage, nous utilisons un plan a probabilités inégales a forte entro-
pie puis 'estimateur de Horvitz-Thompson fonctionnel. Une estimation de la fonction
de covariance est donnée par I’extension au cadre fonctionnel de I’approximation de la
covariance donnée par Hajek. Nous justifions de maniére rigoureuse leur utilisation par
une étude asymptotique. Pour chacune de ces méthodes, nous donnons, sous de faibles
hypotheses sur les probabilités d’inclusion et sur la régularité des trajectoires, les pro-
priétés de convergence de l'estimateur de la courbe moyenne ainsi que de sa fonction
de covariance. Nous établissons également un théoréme central limite fonctionnel.

Afin de controéler la qualité de nos estimateurs, nous comparons deux méthodes
de construction de bande de confiance sur un jeu de données de courbes de charge
réelles. La premiere repose sur la simulation de processus gaussiens. Une justification
asymptotique de cette méthode sera donnée pour chacun des estimateurs proposés. La
deuxieme utilise des techniques de bootstrap qui ont été adaptées afin de tenir compte
du caractere fonctionnel des données.

Mots clés : Approximation de Héjek, bande de confiance, bootstrap, données fonc-
tionnelles, estimateur de Horvitz-Thompson, estimateur model-assisted, fonction de
covariance, modele linéaire fonctionnel, plan a probabilités inégales sans remise, théo-
reme central limite fonctionnel, sondage.






Abstract

In this thesis, we are interested in estimating the mean electricity consumption
curve. Since the study variable is functional and storage capacities are limited or trans-
mission cost are high survey sampling techniques are interesting alternatives to signal
compression techniques. We extend, in this functional framework, estimation methods
that take into account available auxiliary information and that can improve the ac-
curacy of the Horvitz-Thompson estimator of the mean trajectory. The first approach
uses the auxiliary information at the estimation stage, the mean curve is estimated
using model-assisted estimators with functional linear regression models. The second
method involves the auxiliary information at the sampling stage, considering 7ps (une-
qual probability) sampling designs and the functional Horvitz-Thompson estimator.
Under conditions on the entropy of the sampling design the covariance function of the
Horvitz-Thompson estimator can be estimated with the Héjek approximation extended
to the functional framework. For each method, we show, under weak hypotheses on
the sampling design and the regularity of the trajectories, some asymptotic properties
of the estimator of the mean curve and of its covariance function. We also establish a
functional central limit theorem.

Next, we compare two methods that can be used to build confidence bands. The
first one is based on simulations of Gaussian processes and is assessed rigorously. The
second one uses bootstrap techniques in a finite population framework which have been
adapted to take into account the functional nature of the data.

Keywords : Bootstrap, confidence band, covariance function, functional central li-
mit theorem, functional data, functional linear model, Héjek variance approximation,
Horvitz-Thompson estimator, model-assisted estimator, survey sampling, unequal pro-
bability sampling without replacement.
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Introduction

Afin de mieux intégrer les énergies renouvelables intermittentes décentralisées et
d’améliorer la gestion du réseau de distribution, I’ensemble des compteurs électriques
vont étre remplacés dans les années a venir par des compteurs communicants. Ceux-ci
permettrons également aux clients d’étre acteurs de leur propre consommation. Elec-
tricité de France (EDF) aura alors la possibilité de mesurer la courbe de consommation
électrique de chacun de ses clients a des pas potentiellement tres fins (10 minutes, 1/2
heure, etc.). Cependant la mise en place de cette installation souleve de nouvelles pro-
blématiques informatiques et statistiques : comment rapatrier, stocker et analyser de
tres grandes bases de données concernant des phénomenes qui évoluent au cours du
temps ? Des travaux de recherches sont actuellement en cours a EDF afin d’élaborer
un systeme d’information permettant de gérer et d’utiliser au mieux ces informations
(techniques de résumé et d’analyse de flux de données, techniques d’échantillonnage et
d’estimation développées dans le cadre de la théorie des sondages). Dans cette these,
nous allons plus particulierement nous intéresser a ’estimation de la courbe moyenne
de la consommation électrique par sondage. Les pas de discrétisation étant tres fins, les
unités statistiques étudiées peuvent étre considérées comme des fonctions du temps.
Nous pouvons alors faire appel a des outils d’analyse de données fonctionnelles pour
décrire les données et construire des modeles statistiques. Ces outils sont apparus dans
les années 1970 (Deville| (1974), |Dauxois et Pousse (1976)) mais se sont réellement
développés au cours des années 1990 avec I'augmentation des performances des ordi-
nateurs et des capacités de stockage. Les applications concernent différents domaines
tels que I’économie, la médecine ou encore la télédétection. Dans leur livre Ramsay et
Silverman| (2005) présentent un panorama des différentes techniques d’analyse fonc-
tionnelle : analyse en composantes principales fonctionnelle, modele de régression pour
des variables explicatives et/ou expliquées fonctionnelles, etc. Nous trouvons également
dans cet ouvrage des méthodes de lissage par splines, noyaux ou polynoémes locaux qui
permettent de prendre en compte le schéma de discrétisation dans les méthodes d’ana-
lyse fonctionnelle. Dans leur ouvrage, Ferraty et Vieu (2006) proposent également des
méthodes non-paramétriques.

Avec la mise en place des nouveaux compteurs, nous serons amenés a travailler
sur une base de données tres grande : 140 Téra Octet seront nécessaires pour sto-
cker la consommation au pas 10 minutes pendant un an des 35 millions d’individus.
Il sera alors impossible de collecter, stocker et analyser I’ensemble de ces données.
Chiky]| (2009) a montré que lorsqu’on s’intéresse a des indicateurs simples, tels que la
moyenne, les techniques de sondages sont une alternative intéressante aux techniques
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16 Introduction

de compression du signal et qu’elles permettent d’obtenir des estimations précises a un
colt raisonnable.

Les travaux reliant analyse de données fonctionnelles et théorie des sondages sont
encore peu nombreux dans la littérature statistique. L’estimateur de Horvitz-Thompson
d’une courbe moyenne a été introduit par |Cardot et al| (2010a) et ses propriétés de
convergence uniforme ont été démontrées par |Cardot et Josserand| (2011). Lorsque le
théoreme central limite est satisfait et que 'on dispose d’un estimateur précis de la
fonction de covariance, |Cardot et al.|(2012) ont donné une justification asymptotique
d’une méthode de construction de bandes de confiance. Ils déterminent a 'aide de
simulations la loi du supremum d’un processus gaussien centré dont la fonction de
covariance est la fonction de covariance estimée sur ’échantillon. Certaines méthodes
ont également été développées pour prendre en compte 'information auxiliaire dispo-
nible et ainsi améliorer la précision de I'estimateur de Horvitz-Thompson. |Cardot et
Josserand| (2011) ont estimé la courbe de consommation & partir d’un sondage stratifié
a allocation optimale fonctionnelle. |Cardot et al.|(2010b)) proposent également une ap-
proche modele assisté semi-paramétrique basée sur I’analyse en composante principale
fonctionnelle. L’estimation de la médiane fonctionnelle par sondage a été étudiée par
Chaouch et Goga/ (2012)).

L’objectif de la présente these est d’étendre au cadre fonctionnel des méthodes
d’estimation qui prennent en compte 'information auxiliaire disponible pour améliorer
la précision de I'estimateur de la courbe moyenne de consommation et de justifier de
maniere rigoureuse leur utilisation par une étude asymptotique. La premiere méthode
mise en place est basée sur un modele de régression fonctionnelle et la seconde utilise
un plan a probabilités inégales a forte entropie et 'estimateur de Horvitz-Thompson
fonctionnel. Afin de contréler la qualité de ces estimations, nous avons comparé deux
méthodes de construction de bandes de confiance sur un jeu de données de courbes de
charge de EDF. La premiere a été proposée par (Cardot et al.| (2012) et elle est basée
sur la simulation de processus gaussien. La deuxieme fait intervenir des techniques de
Bootstrap (Booth et al.| (1994)), Chauvet| (2007)) qui ont été adaptées afin de tenir
compte du caractere fonctionnel des données. Ces méthodes pourront par la suite
étre utilisées pour améliorer la connaissance par usage (chauffage, eau chaud sanitaire,
voiture électrique, etc.) ou par segment de client (type de tarif, résidentiels, industriels)
afin de proposer de nouvelles offres tarifaires mieux adaptées aux nouveaux usages.
Elles permettront enfin de mieux équilibrer 1’offre et la demande en électricité.

Le chapitre [I] présente quelques rappels sur la théorie des sondages en population
finie. Nous décrivons quelques méthodes qui permettent de prendre en compte les va-
riables auxiliaires pour améliorer la précision de ’estimateur de Horvitz-Thompson :
tirage a probabilités inégales, post-stratification, calage, estimateur assisté par un mo-
dele. Nous introduisons également la notion d’asymptotique en théorie des sondages.
Nous présentons également des méthodes qui permettent d’estimer la précision de
I’estimateur sans utiliser une formule analytique de la variance. Pour finir, nous intro-
duisons l'estimateur de Horvitz-Thompson d’une courbe moyenne et nous définissons
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les notions de convergence dans I’espace fonctionnel.

Dans le chapitre [2| nous proposons d’estimer la courbe moyenne & l'aide d’un
estimateur basé sur un modele de régression fonctionnelle (Faraway (1997)), Ramsay
et Silverman (2005)). Celui-ci peut étre vu comme une extension directe au cadre
fonctionnel de I'estimateur par la régression généralisée (GREG) étudié par Robinson
et Sarndal (1983) et [Sarndal et al.| (1992)). Sous des hypotheses classiques sur le plan
de sondage et sur la régularité des trajectoires, nous montrons la convergence uniforme
de notre estimateur ainsi que de celle de sa fonction de variance estimée. Enfin, nous
démontrons le théoréeme central limite fonctionnel.

Dans le chapitre [3] nous proposons, pour les plans & forte entropie, d’estimer la
fonction de covariance de I'estimateur de Horvitz-Thompson par I’extension au cadre
fonctionnel de 'approximation de Hajek (1964)). L’intérét de cette approximation est
qu’elle ne fait intervenir que les probabilités d’inclusion d’ordre un. Nous montrons
que, sous certaines hypothéses sur les probabilités d’inclusion et sur la régularité des
trajectoires, 'estimateur de la fonction de variance converge uniformément vers la fonc-
tion de variance de Horvitz-Thompson. Dans le cas d’un tirage réjectif, nous donnons
également sa vitesse de convergence. Enfin nous appliquons cette méthode d’estimation
sur un jeu de données de courbes de consommation.

Dans le chapitre [, nous présentons deux algorithmes de construction de bande de
confiance. Le premier est basé sur la simulation de processus gaussien et s’inspire de
techniques basées sur I'estimation de la fonction de covariance de 'estimateur (Cardot
et al| (2012)). Une justification asymptotique pour les plans a forte entropie et pour
I’estimation basée sur un modele de régression fonctionnelle est donnée. Le deuxieme
repose sur des techniques de Bootstrap adaptées aux populations finies. Une compa-
raison des différentes stratégies est faite a partir de I'estimation des courbes de charge
d’EDF.

Dans Pannexe [A] nous essayons d’apporter un début de réponse & la question
suivante : Est-ce que l'utilisation de variables auxiliaires telles que la température
extérieure permet d’améliorer la précision de l’estimateur de la courbe moyenne de
consommation électrique des particuliers? Une description du modele d’estimation
mis en place sera donnée. Nous comparerons ensuite sa précision a celles de plans plus
classiques. Pour des raisons de confidentialité certaines parties de I’étude ne sont pas
présentées dans ce document.
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Ces différents travaux ont fait 'objet de plusieurs rapports techniques

— H. Cardot, A. Dessertaine, C. Goga, E. Josserand et P. Lardin. Comparaison
de différents plans de sondage et construction de bandes de confiance pour
I’estimation de la moyenne de données fonctionnelles : une illustration sur la
consommation électrique. A paraitre dans Survey Methodology et disponible sur
http ://hal.archives-ouvertes.fr/docs/00/71/47/29/PDF /Rev1fCDGJL2012.pdf.

— H. Cardot, C. Goga et P. Lardin. Uniform convergence and asymptotic confidence
bands for model-assisted estimators of the mean of sampled functional data. En
révision dans FElectronic Journal of Statistics et disponible sur arXiv
http ://arxiv.org/pdf/1204.6382.pdf.

— H. Cardot, C. Goga et P. Lardin. Variance estimation and asymptotic confidence
bands for the mean estimator of sampled functional data with high entropy une-
qual probability sampling designs. Soumis a Scandinavian Journal of Statistics
et disponible sur http ://arxiv.org/pdf/1209.6503v2.pdf.

et de présentations a des conférences

— P. Lardin, H. Cardot, A. Dessertaine, C. Goga et E. Josserand. Estimation and
confidence bands for the mean electricity consumption curve : a comparison of
unequal probability sampling designs and model-assisted approaches. ISI, Dublin,
2011.

— P. Lardin, H. Cardot et C. Goga. Convergence uniforme de ’estimateur d’une
trajectoire moyenne assistée par un modele de régression linéaire fonctionnelle.
Journée de Statistiques, Bruxelles, 2012.

— P. Lardin, H. Cardot et C. Goga. Théoreme centrale limite et bandes de confiance
asymptotiques pour ’estimation de la moyenne de données fonctionnelles pour
des plans a probabilités inégales. Colloque francophone sur les sondages, Rennes,
2012.



Chapitre 1

Quelques rappels sur les sondages

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques éléments de la théorie des sondages qui
nous seront utiles dans les chapitres suivants. Nous présentons quelques méthodes d’es-
timation qui utilisent I'information auxiliaire afin d’améliorer la précision de 'estima-
teur de Horvitz-Thompson : tirage a probabilités inégales, post-stratification, calage,
estimateur assisté par un modele. Nous introduisons également la notion d’asympto-
tique en théorie des sondages. Nous présentons ensuite des méthodes qui permettent
d’estimer la précision de I'estimateur sans utiliser une formule analytique de la variance.
Pour de plus amples détails, on pourra se référer aux ouvrages suivants : [Séarndal et al.
(1992), Till¢ (2001) et |Ardilly| (2006]). Pour finir, nous introduisons lestimateur de
Horvitz-Thompson d’une courbe moyenne et nous définissons les notions de conver-
gence dans ’espace fonctionnel.

1.1 Notations
Considérons une population finie U composée de N éléments
U=A{u,...,ug,...,un} ={1,...k ... N},
ou pour simplifier, nous identifions le k-eme élément de U noté u, par k. Dans la suite,

nous supposons que les individus k& peuvent étre identifiés sans ambiguité.

Soit Y une variable d’intérét définie pour chaque individu & de la population U. On
notera Yy la valeur de Y prise par 'individu k. L’objectif est d’estimer une fonction de
la variable d’intérét

0= G(Yk, ke U)

que l'on appellera paramétre d’intérét ou fonctionnelle et d’évaluer la précision de cette
estimation. Parmi les fonctionnelles les plus couramment étudiées nous retrouvons :

— le total
ty = Z ka
keU
— la moyenne
1
Ky = — Z Yk?
NkeU

19
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— la variance

On peut également s’intéresser a des fonctionnelles plus complexes, telles que

— le ratio des totaux de deux variables Y et Z

t
R=-—",
ty
— le fractile f, d’ordre « de la variable Y
Ja = Inf{x;F(x) 2 a} ou F(x) = % kel :H'{Ykgat}a
avec Ly, <zy =181 Yy <z, et O sinon.

Si nous effectuons un recensement de la population, il est théoriquement possible
d’obtenir les valeurs des différentes fonctionnelles. Cependant dans la pratique, il est
difficile de mettre en place un recensement et ce pour différentes raisons :

— Ce type d’opération est tres cotiteux (mise en place, collecte de l'information,

exploitation des données, etc.).

— Cela ne permet pas d’obtenir des estimations rapides des fonctionnelles.

On se contente donc généralement de faire une enquéte par sondage. Cela permet,
notamment, d’obtenir des estimations beaucoup plus rapidement (moins de temps de
saisie et de controdle), de diminuer les couts et d’approfondir certains domaines qui ne
peuvent étre qu'effleurés lors des recensements (cf. |Ardilly (2006), chapitre 1).

Nous supposerons que I’échantillon s de taille ng est tiré selon un plan de sondage
p(s) sans remise, ou p(.) est une loi de probabilité sur 'ensemble des parties S de U.
Le plan de sondage p vérifie

VscS p(s)>0et ) p(s)=1.
scS

Le plan de sondage p sera dit de taille fixe si la taille de I’échantillon est fixée. Dans
ce cas, on notera n la taille de I’échantillon. Par la suite nous étudierons principalement
des plans de sondage a taille fixe.

On notera E,(.) (respectivement V,(.)) 'espérance (respectivement la variance)
sous le plan de sondage p. Pour un estimateur 6 de @, on a

E,(0) = Zsp(s)é(s)
et

V) = X p(s) (6(s) - Ey(6))°

scS



1.2. Estimateur de Horvitz-Thompson 21

1.2 Estimateur de Horvitz-Thompson

Notons 1 = 1, I'indicatrice d’appartenance de I'individu k a I’échantillon s.
Pour un plan de sondage p(.), on appelle probabilité d’inclusion d’ordre un la pro-
babilité m, de I'individu k d’étre sélectionné dans un échantillon. Pour tout k € U,

T =Pr(kes)=> p(s).
s3k
On appelle probabilité d’inclusion d’ordre deux la probabilité mp; que deux unités
distinctes k et [ soient sélectionnées dans un échantillon. Pour tous k,l € U

mw=Pr(kesetles)= Y p(s).
s3k&l
Par la suite, nous allons supposer que les probabilités d’inclusion 7 et 7 sont
strictement positives pour tout k #[ € U.

Nous pouvons facilement montrer les résultats suivants (cf. Tillé (2001), chapitre
3).

Résultat 1.1. Pour un plan de sondage p(.) fixé, la fonction 1 a les propriétés
sutvantes :

- Ep(]lk) =Tk,

= Vp(1g) = me(1 = 7)) = Aps 5

~ Covp(1y, 1;) =y — e = Agy, k # 1 pour tous k,l e U.

Résultat 1.2. Soit p un plan de taille fize égale a n. Alors :
- Y mp=n;
U
- > > =n(n-1);

k=l U

- E T = (n = 1)m.

k#l,leU

Théoréme 1.1. |Horvitz et Thompson| (1952)
Si pour toute unité k € U on a w, >0, alors
. 7 Y

ty=Y —=5 =1,
kes Tk keU Tk

est un estimateur sans biais de ty .

Cet estimateur est appelé estimateur de Horvitz- Thompson ou w-estimateur du
total ty. On utilise également le terme estimateur par les valeurs dilatées puisqu’il
s’agit d’un estimateur pondéré qui affecte un poids dy = 1/m, > 1 & chaque unité k
de Déchantillon. Ainsi, chaque unité k de Iéchantillon représente 1/mp unités de la
population dans ’estimation du total.
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Remarque 1.1.

1. L’estimateur de Horvitz-Thompson est le seul estimateur linéaire sans biais d’un
total de la forme

> wi Yy
kes

, o les wy ne dépendent pas de l’échantillon (cf. |Ardilly (2006), chapitre 2).

2. La partie aléatoire de l’estimateur repose uniquement sur la sélection ou la non-
sélection d’un individu dans [’échantillon.

La variance de I'estimateur de Horvitz-Thompson est donnée par le théoreme sui-
vant :

Théoréme 1.2. Horvitz et Thompson| (1952)

Lestimateur de Horvitz- Thompson ty a pour variance

» Y Yy
Vplty) =2 0 ——
keU leU Tk T

(sz—mﬂl)-

St >0, Yk, 1 €U, alors un estimateur non biaisé de cette variance est donné par

7 (iy) = ZZEEM,

kes les Tk T Tkl

Lorsque le plan est de taille fixe, |Sen| (1953) et [Yates et Grundy| (1953)) ont montré
qu’il est possible de reformuler la variance.

Théoréeme 1.3. |Sen (1953) ;|Yates et Grundy (1955)
Si le plan est de taille fize, lestimateur de Horvitz- Thompson ty a pour variance

R 1 Vi Y\?
Vp(ty) = -2 > Akz(—k——l) 7 (1.1)
2keUl¢keU

ot Agy = 7gy — et Agg = T (1= 7). Cette variance peut étre estimée sans biais par

7 (F 1 ﬂ(ﬁ_ﬁy (1.2)

2 s lihes Tkl \Tk T

st >0 Vi, lelU. Cet estimateur est appelé estimateur de Sen-Yates-Grundy.

Une condition suffisante pour que cet estimateur soit positif est que les conditions
de Sen-Yates-Grundy soient satisfaites, i.e.

mpm =T 20 Vk#lel.

Nous verrons dans le chapitre [3] que ces conditions sont satisfaites asymptotique-
ment pour les plans a forte entropie.
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Exemple : Sondage aléatoire simple sans remise, noté SRSWOR

Le sondage aléatoire simple sans remise est tres utilisé en pratique et a la propriété
de ne nécessiter aucune information auxiliaire sur les individus lors de sa mise en ceuvre.
Il est & la base de plans de sondage plus complexes tels que le sondage stratifié et le
sondage a plusieurs degrés.

Le sondage aléatoire simple sans remise consiste a tirer un échantillon de taille n
parmi les N individus de la population sans faire intervenir d’information auxiliaire
et sans manipulation préalable sur les individus de la population. Un tirage aléatoire
simple sans remise attribue a tous les échantillons de méme taille n fixée, la méme pro-
babilité d’étre tiré. Ainsi un échantillon s de taille n a une probabilité de sélection p(s)
égale a 'inverse du nombre d’échantillons distincts de taille n que ’on peut constituer
a partir d’une population de taille NV :

L s)=n
p(8)={g% o)

sinon

Les probabilités d’inclusion du premier et du second ordre peuvent étre facilement
calculées,

cr N
Ch _ n(n-1)
Cy  N(N-1)

Tkl k+leU.

L’estimateur de Horvitz-Thompson fiy de la moyenne py devient simplement

. 1
fry ==Y Vi (1.3)
T kes
et sa variance est donnée par
1 1
V(py)=(=- =5} 1.4
(fry) (n N) YU (1.4)

avec S%,’U = ﬁ > (V- iy ).
U
Celle-ci peut étre estimée par

N 1 1
V(py) = (E - N) S5

avec S%S = % > (Vi - fy)2.
S

1.3 Prise en compte de 'information auxiliaire

Il est bien connu que la consommation électrique des individus est fortement dé-
pendante de variables telles que leurs consommations passées, les caractéristiques géo-
graphiques ou météorologiques. Celles-ci peuvent étre prises en compte dans le plan
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de sondage. Une premiere possibilité est d’utiliser ces variables auxiliaires au niveau
du tirage de I’échantillon : sondage stratifié, sondage a probabilités inégales, sondage
équilibré, etc. Une autre possibilité est de faire intervenir cette information au niveau
de l'estimation : post-stratification, calage, approche assistée par un modele, etc. Dans
les sections suivantes, nous allons détailler quelques unes de ces méthodes. Pour plus
de détails, on pourra se référer a Ardilly (2006), [Till¢ (2001) et Sarndal et al.|(1992).

1.3.1 Au niveau du tirage de I’échantillon
Le sondage stratifié, noté STRAT

Nous supposons que la population U est partitionnée en H strates, Uy,...,Ug, de
taille N1, ..., Ny connues. Les strates vérifient donc

H
UUn=Uet U(\Uj =@ pouri+j
h=1

et

Ni+..+ Ng=N.

Pour constituer notre échantillon, nous prélevons indépendamment dans chaque strate
Up, un échantillon s, de taille ny, selon un plan de sondage quelconque. Ainsi I'estima-
teur de Horvitz-Thompson du total est défini par

. Ll v, & .
lstrat = Z Z - = Z th,
h=1kes, "k  h=1

oti t,, désigne l'estimateur de Horvitz-Thompson du total de Y dans la strate Uj,.
L’indépendance entre les tirages permet de calculer simplement sa variance par

H
V (tstrat) = hz_le(z?h). (1.5)

Par exemple, si nous effectuons un sondage aléatoire simple sans remise a I'intérieur

de chaque strate nous obtenons,

H
. N,
tstrat = § _h § Yk

h=1 Th kes),
et
V(i )—§:N2( L1 )52
strat —h:1 h nn NH Y,Up*

L’estimateur du total et sa variance dépendent alors directement de la taille ny, de
I’échantillon s;, dans la strate h. Différentes méthodes ont été proposées pour choisir

les tailles np. Une premiere possibilité est de considérer une allocation proportionnelle
np n

— == h=1,.. H. 1.6
Nh N7 ) ) ( )
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Pour utiliser cette allocation, il suffit de connaitre la taille N}, de chaque strate h ou
bien Np/N. En général, en utilisant un plan stratifié avec allocation proportionnelle on
obtient de meilleurs résultats qu’avec un sondage aléatoire simple sans remise. En effet,
en stratifiant, nous diminuons la variance entre les strates. Ainsi le gain est d’autant
plus grand que la dispersion inter strates est grande, c’est-a-dire que les moyennes des
strates sont éloignées les unes des autres.

Toutefois, ’allocation proportionnelle ne conduit généralement pas au meilleur plan
de sondage stratifié. Si on souhaite estimer une moyenne ou un total, Neyman (1934)
a montré qu’il existe une allocation optimale des strates pour une taille d’échantillon
fixée. Il faut déterminer les tailles nj; des strates sj; telles que la variance de l'esti-
mateur de Horvitz-Thompson soit minimale pour une taille d’échantillon et un cotit
d’enqueéte fixés. Lorsque le cout d’enquéte par strate est constant, on doit donc résoudre
le probleme suivant

H
min  V (fsrat) sous la contrainte Z np=netny,>0, h=1,....H
(n1,...,nm h=1

La solution est obtenue en introduisant un multiplicateur de Lagrange dans le
probléme d’optimisation (cf. par exemple |Cochran| (1977)) et

Ny Sy,

n— P2V F (1.7)
i NSy,

np =

La valeur des écarts-types Sy, n’est jamais connue. Cependant, si nous disposons
d’une variable X connue sur I’ensemble de la population et tres corrélée a notre variable
d’intérét, nous pouvons calculer les tailles des échantillons & sélectionner en substituant
les écarts-types de la variable Y par ceux de la variable X. Ainsi la taille ny, sera définie
par

NivSx.u,

n—H 5
Y1 NiSx v,

et on parle alors d’allocation X -optimale.

np =

h=1,..H (1.8)

Le gain en précision entre ’allocation optimale et ’allocation proportionnelle dé-
pend directement de la variance des écarts-types des strates V(Syr,), h = 1,....,H.
Plus 'ampleur des dispersions change en passant d’une strate a 'autre, plus le gain du
a la stratification optimale est important (cf. |Till¢ (2001)).

Plan de sondage équilibré

Considérons maintenant p variables auxiliaires réelles Xi,..., X, observées pour
tous les individus de la population U. Soit xj = (21, ..., Tpr)" le vecteur des variables
auxiliaires observées pour le k-éme individu.
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Un plan de sondage p(.) est dit équilibré sur les variables Xi,..., X, si pour tout
échantillon s tel que p(s) >0, on a

-
S oty Vi=1,.,p, (1.9)
kes Tk

ou tx; est le total de la variable X; sur la population U.

Lorsqu’on effectue un tirage a probabilités égales, I’équilibrage assure la représen-
tativité du sondage selon les variables X7, ..., X,.

Pour obtenir un échantillon équilibré, nous pouvons utiliser ’algorithme du cube
développé par Deville et Till¢ (2004)). Si nous équilibrons uniquement sur le vecteur
des probabilités d’inclusion 7 = (71, ..., T ), nous obtenons un échantillon & probabilités
inégales sans remise de taille fixe, puisque Y 1. :—: =net Yy Tk =n (cf. Résultat .

Lorsque la taille de I’échantillon est "grande”, nous pouvons approximer la variance
de ty par

1 _
Tk (Y5 - X;ﬁ)2

. N
V(ty)=~ >
k=1 Tk

-1
avec (3 = (Z,]cvzl 1;—:"‘ka;€) (Zszl %kak) (cf. |Ardilly| (2006)), chapitre 2).

Ainsi, la variance de Pestimateur y est faible lorsque les résidus pondérés de la
régression linéaire des Y}, sur le vecteur x; sont faibles.

Plan a probabilités inégales sans remise

Soit X une variable auxiliaire observée sur I’ensemble de la population U. On
note x; la valeur de X pour l'individu k. Si le plan est de taille fixe, la variance de
I'estimateur de Horvitz-Thompson de la moyenne vaut (cf. Théoréme [1.3))

. 11 Y Yz)2
vV == Al —=-=) .
p(MY) N29 kez[:”#%e:(] Kkl (

On voit que si les probabilités d’inclusion 7 sont proportionnelles aux valeurs zj et
que les xj, sont approximativement proportionnelles aux Yy, alors Yy /7 sera “presque”
constant et par conséquent, la variance sera tres proche de zéro. L’usage des plans
a probabilités inégales est particulierement intéressant lorsque les variables sont liées
par un effet de taille. Par exemple, dans notre application, nous voulons estimer la
consommation moyenne sur notre population et nous disposons pour chaque individu
de sa consommation antérieure. Cette variable est tres corrélée a notre variable d’intérét
(cf. Figure , il sera donc intéressant de faire un échantillonnage a probabilités
proportionnelles & cette variable.

Supposons que la variable auxiliaire X est a valeur positive et tres corrélée positi-
vement a la variable d’intérét. Il est alors possible de définir les probabilités d’inclusion
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FiGURE 1.1 — Représentation de la consommation a un instant ¢ en fonction de la
consommation moyenne de la semaine précédente.

T par
T,
n—
2keU Tk
Les plans de sondage qui vérifient cette propriété seront appelés plans de sondage mps.

T =

. kel. (1.10)

Notons que si certaines valeurs zj sont tres élevées et n est grand, cette méthode
peut conduire a des 7, > 1. Dans ce cas, nous sélectionnons automatiquement ces unités
et nous recalculons les probabilités d’inclusion 7, sans les individus déja sélectionnés.
Nous répétons cet algorithme jusqu’a ce que toutes les valeurs de 7 soient inférieures
ou égales a 1 (cf. Till¢ (2001)), chapitre 5). Nous utilisons 'estimateur de Horvitz-
Thompson avec 7, définie par pour estimer la moyenne py .

Remarque 1.2. Si la variable auziliaire X n’est pas liée a la variable d’intérét ou
si elle est corrélée négativement, un échantillonnage a probabilités inégales avec l’es-
timateur de Horvitz- Thompson peut s’avérer catastrophique (cf.|Tillé (2001), chapitre

5).

Il existe, dans la littérature, de tres nombreux algorithmes d’échantillonnage a
probabilités inégales qui ont été concus pour vérifier le plus possible les 6 criteres
suivants (Sdrndal et al.| (1992)), Brewer et Hanif (1983))) :
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a. La sélection de I’échantillon doit étre relativement simple.

b. La taille de I’échantillon est fixée.

c. Les probabilités d’inclusion d’ordre un sont strictement proportionnelles a xg,
k=1,...,N.

d. Les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont strictement positives (condition
nécessaire pour avoir un estimateur de la variance non-biaisé).

e. Les probabilités d’ordre deux doivent étre facilement calculables.

f. Les probabilités d’inclusion d’ordre deux doivent vérifier les conditions de Sen-
Yates-Grundy : mp — mpm <0 Ve 1 e U.

Beaucoup de méthodes ont déja été proposées (Tillé (2006), Madow| (1949)) mais
aucune ne possede toutes les propriétés énoncées. Dans cette partie, nous avons décidé
de détailler plus particulierement les plans a forte entropie.

Plan de Poisson

Le plan de Poisson est la généralisation aux probabilités inégales du tirage de
Bernoulli. L’échantillon est composé de tous les éléments k de U qui satisfont e < 7y,
ol, pour tout k € U, les €, sont des réalisations indépendantes d’une variable aléatoire
de distribution uniforme sur l'intervalle [0,1] et les 7 sont les probabilités d’inclusion
du premier degré. La taille ngy de ’échantillon est aléatoire.

Les unités sont sélectionnées indépendamment les unes des autres, on a donc my; =
mpm et Ay =0 pour tous k #1 € U. Le plan de sondage est donné par

p(s)=T]m [] (1-mp).

kes keU-s

L’intérét du plan de Poisson découle de son extréme simplicité de mise en ceuvre,
mais aussi du fait qu’il maximise le critere d’entropie pour des probabilités d’inclusion
données.

Définition 1.1. L’entropie d’un plan est définie par

I(p) ==Y p(s)log(p(s)), (1.11)

scS
ot on suppose que 0log(0) =0

L’entropie permet de mesurer I'indépendance entre les tirages des individus, plus
elle sera élevée plus les 7 seront proches de mpm, pour k # [. Le plan de Poisson est
donc le plan le plus aléatoire possible (au sens de I’entropie) qui respecte des probabi-
lités d’inclusion d’ordre un fixées a priori (cf. |[Hajek (1981), chapitre 3). L’inconvénient
de ce plan est qu’il ne respecte pas la condition b. La taille de ’échantillon est aléatoire
et il y a une probabilité non nulle de sélectionner un échantillon vide ou I’ensemble de

la population.

Tirage réjectif

Chen et al|(1994) et |[Hajek| (1964) ont montré que, si les probabilités d’inclusion
7 = (71, .., ) et la taille de ’échantillon sont fixées, le tirage réjectif, noté R(s), est le
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plan qui a la plus forte entropie. Ce plan peut étre vu comme un tirage de Poisson de
probabilité d’inclusion p = (p1,..,pn) conditionné par la taille de 1’échantillon ns = n
avec n = Y oy Tk- Par conséquent le tirage réjectif peut-étre défini par

R(s) = ¢ es Pk Mgerrws(1 —pg)  si Péchantillon est de taille n
1o sinon

ol la constante ¢ est choisie de telle sorte que Y ,.5 R(s) = 1 avec S I'ensemble de tous
les échantillons possibles.

Différents algorithmes existent dans la littérature pour exprimer le vecteur p en
fonction des 7 et vice-versa (cf. Tillé (2006)), |(Chen et al.| (1994), Deville (2000])).

Sondage de Rao-Sampford

La premiere unité est sélectionnée avec des probabilités de tirage pyr = 7 /n. Les
n — 1 unités restantes sont tirées avec remise a ’aide de probabilités proportionnelles a
/(g = 1).

Si toutes les unités sélectionnées sont différentes nous acceptons ’échantillon, si-
non nous le rejetons et nous recommencons l'algorithme de tirage. Les probabilités
d’inclusion d’ordre un sont égales a 1, ..., 7y (Héjekl (1981))).

Pour de nombreux plans & probabilités inégales (tirage réjectif, tirage successif),
I’estimation directe de la variance en utilisant est impossible, car les probabilités
d’inclusion d’ordre deux ne sont pas connues exactement. Sérndal et al. (1992) pro-
posent d’estimer la variance V (fy) par la variance de 'estimateur de Hansen-Hurvitz

2

. 1 1 Yi 1Y

Vi ty)= ———M E_ZNYIE
i (ty) N2n(n—1)zsj(7rk nZS:Trk)

obtenu dans le cas d’un plan avec remise (cf.[Hansen et Hurvitz (1943))). L’inconvénient
de cet estimateur est qu’il est généralement biaisé (cf. Sérndal et al.| (1992)).

Pour les plans a forte entropie, des formules d’approximation de la variance d’un
parametre univarié ne faisant pas intervenir les 7g; ont été proposées dans la littérature
(Hajekl (1964)), Deville et Till¢ (2005])). Dans le cas d'un tirage réjectif, Hajek| (1964)
a proposé une approximation asymptotique de la variance qui ne fait intervenir que
les probabilités d’inclusion d’ordre un et qui est facile a calculer. Cette approximation
est également tres efficace quand le plan est proche de I'entropie maximale (cf. Berger
(1998a)).

Une formule générale de 'approximation de la variance, dans le cas d’un sondage
sans remise proche de ’entropie maximale, est donnée par (cf. Deville et Till¢| (2005))

A b .
Vapprox(tY) = Z _];(Yk - Yk )2 (112)
keU Tk
avec
Y]: = T ZZEU blyi/ﬂ-l )

Yiev b
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Beaucoup de variantes du parametre by ont été proposées :
i. Papproximation proposée par Hajek| (1964) :

N
N-1

by = (1 — )

ii. Approximation du point fixe. |Deville et Tillé (2005) ont proposé de résoudre le
systeme suivant pour trouver une autre approximation de by
2

b
b, — —— = (1 - ).
FTSon (1 —mg)

A partir de la formule ((1.12)), nous pouvons obtenir une approximation de la va-
riance estimée (T1ll¢ (2001)), Deville et Till¢ (2005)) :

A R c -
Vappra;t(tY) = Z _];(Yk - Yk )2
kes Tk

avec
N qY;/n
YL im
Zles &)

Différentes variantes pour le parametre ¢ ont été proposées :
i. Deville| (1993) propose
n
o= (1= ) ——.
n—1
ii. Berger| (1998a) propose
Zkes(l - ﬂ'k)

Phes Tk (1 = k)

CkZ(l—Trk) (1.13)
iii. Approximation du point fixe. [Deville et Tillé| (2005)) ont proposé de résoudre le
systeme suivant pour trouver une autre approximation de ¢

2
C
o - =—— = (1-m).

ZlES q

1.3.2 Au niveau de l'estimation

Dans cette section, nous allons présenter des méthodes qui utilisent 'information
auxiliaire seulement au niveau de I’estimation. Elles permettent de redresser le poids
1/7) des individus de I’échantillon.

La post-stratification

Supposons qu’a partir des valeurs d’une variable ou d’un croisement de variables
auxiliaires qualitatives, nous pouvons déterminer H catégories, Uy, ...,Ug, appelées
post-strates, de tailles Ny, ..., Ng telles que

H
UUhZUet UimUjZQPOuri#:j
h=1
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et
Ni+...+ Ng=N.

Les tailles Ny, h = 1,...,H, des post-strates dans la population sont supposées
connues. Soit s un échantillon de taille fixée n, choisi aléatoirement dans U selon un
plan de sondage p(-). Pour chaque individu & € s, on détermine & quelle post-strate il
appartient. Soit s, =snUy, h=1,..., H, de taille aléatoire nj, connue seulement apres
avoir tiré I’échantillon s.

Dans le cas du sondage aléatoire simple, ’estimateur post-stratifié du total vaut :

tpost = Z Nhn_h kz Y.
= €sp

Cet estimateur est approximativement sans biais par rapport au vrai total si n;>0
,h=1,...,H. La formule exacte de la variance est compliquée a obtenir du fait que la
variable ny, est aléatoire. On peut toutefois obtenir une approximation de la variance.
Par exemple, pour le sondage SRSWOR, nous obtenons

N-n X

1R

V(tposr) Z NiSy, + ARGELS: Z (N Nh)S}%Uh

n?(N-1) f
V(prop)[l +0(n ],

ot V(tprop) est la variance de l'estimateur de Horvitz-Thompson pour le sondage
stratifié avec allocation proportionnelle et les post-strates coincident avec les strates
(cf. |Tillé (2001)), chapitre 10).

La stratification a priori permet d’obtenir une meilleur précision. Cependant, ce
n’est pas toujours possible de la mettre en place, la poststratification est alors une
stratégie d’estimation intéressante.

Comme le remarque Ardilly| (2006), cette technique est bien adaptée au traitement
des valeurs dites "extrémes”, c’est-a-dire particulierement faibles ou particulierement
élevées. Plutot que de supprimer ces individus, on préfere constituer des post-strates
isolant les individus atypiques. On leur donne ainsi un poids différent mais ils restent
dans notre échantillon (il n’y a pas d’élimination abusive). Il est toutefois nécessaire
de connaitre la taille de notre post-strate dans la population.

Il est tout a fait possible d’effectuer une post-stratification avec des plans de sondage
plus complexes a probabilités égales ou inégales (cf. |Ardilly (2006))).

Le calage

Soit xj = (Tk1,...,Tkp)" le vecteur contenant les valeurs des p variables auxiliaires
mesurées sur le k-eme individu. Supposons que le total tx = > ;7 X est connu et que le
couple (xg,Yy) est observé pour tout k € s. Soit ty = ¥, :—’; I’estimateur de Horvitz-
Thompson du total ty.
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Le calage consiste a chercher un nouvel ensemble de poids {wgs}res tels que les
conditions suivantes soient vérifiées
i. wgs doit étre aussi proche que possible du poids de sondage di = 1/m; au sens
d’une distance choisie par le statisticien.

ii. L’équation suivante doit étre satisfaite :

tx = Zxk = Zwksxk.
U

kes

Avec ces nouveaux poids, les estimateurs des totaux des variables auxiliaires sont
égaux aux totaux sur toute la population.

Pour résoudre ce probleme d’optimisation sous contrainte linéaire, Deville et Sarn-
dal (1992)) ont appliqué la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Différents estimateurs de calage ont été obtenus a partir de différentes distances
entre dy = 1/, et wis dont la méthode linéaire, la méthode exponentielle, la méthode
logit et la méthode linéaire tronquée (cf. Deville et Sarndal (1992)).

Le total ty est alors estimé par

tY,w = Zwk’sYk’-
kes

Deville et Sarndal| (1992) montre que la variance asymptotique de 'estimateur par
calage tAyM est donnée par

AV (tyw) = 3> (mr — mm) (di B ) (di ),
U U

olt By, =Y, - x.8 et B satisfait I'équation

(Z Qka:XZ) B=> axiYs.
U U

Les g sont des coefficients de pondération qui permettent de déterminer 'importance
de chaque unité dans I’échantillon s.

L’estimateur par calage est d’autant plus efficace que les résidus Ey/mg, k=1,..., N,
sont petits.

Cette méthode est aussi utilisée pour réduire les erreurs de couverture et celles dues
a la non-réponse (cf. Deville et Sarndal (1992), |[Lundstrom et Sarndal (1999)).

1.4 Présentation de ’approche modele

Jusqu’a présent, nous nous sommes placés dans I’approche traditionnelle : le design-
based. Dans celle-ci, le vecteur Y = (Y7, ...,Yn) est une quantité non aléatoire. Le seul
aléa provient du plan de sondage p et les propriétés des estimateurs reposent sur le
hasard engendré par la mise en ceuvre du plan de sondage.
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Nous allons maintenant adopter un autre point de vue et considérer que Y =
(Y1,...,YN) est une réalisation du vecteur de variable aléatoire Y = (J1,...,Yn)’ de
distribution &. Une telle distribution de probabilité £ est appelée modéle de superpo-
pulation. Dans beaucoup de cas, la distribution de £ est liée a une variable auxiliaire
fixée X = (x1,...,zx)" ol les éléments sont supposés connus.

Dans le cadre du modéle de superpopulation, nous sommes en présence de deux
types d’aléa : le premier est celui induit par le plan de sondage p(.), le second est
introduit par la variable ) dont la distribution dépend de I'information auxiliaire X.
Nous avons donc besoin d’introduire quelques nouvelles notations et définitions.

Soit T'=T'(Y1, ..., Yn) une fonction de Vi, ..., Yy, on note E¢(T") Uespérance, V(7))
la variance de T par rapport au modele £. Nous appelons statistique une fonction
T =T(D) ou D = {(k,Vx):keS}, S étant une variable aléatoire a valeurs dans S,
I’ensemble de tous les échantillons possibles s.

La statistique 7" pour S = s utilisant l'inférence sur la population moyenne py =
N=15 1 Vs est appelée prédicteur et T pour Y, = Y;, est appelée un estimateur pour
py = N1 3, Yy (Cassel et al. (1976)).

Définition 1.2.

i. T est dit sans biais par rapport au plan p (ou p-sans biais) pour la moyenne py si
et seulement si, pour un plan p donné, E,(T(Y)) = py pour tout Y = (Y1,...,Yn).

ii. T est dit sans biais par rapport au modéle £ (ou &-sans biais) pour la moyenne py
si et seulement si, pour un modeéle § donné, Ee(T (puy) — py) =0 pour tout s € S.

iti. T est dit sans biais par rapport au plan p et au modéle & (ou p&-sans biais)
pour la moyenne py si et seulement si, pour un plan p et un modéle & donnés,

E¢Ey (T (1y) - py) = 0.

Définition 1.3. Un plan de sondage est dit non-informatif si et seulement si la sé-
lection de [’échantillon ne dépend pas de la variable étudiée Y aprés avoir pris en
compte linformation auziliaire. Sous un plan de sondage non-informatif E¢ et E,, sont
commutatives c’est-a-dire que

EeE(T) = E,E(T).

Considérons le modéle de superpopulation suivant :
f: YkZm(l’k)-i-Ek, (1.14)

ot m(.) est inconnue et les e, k = 1,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes
vérifiant B¢ (ex) =0 et Ve(ex) = op.
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Dans ce contexte, deux approches sont possibles pour estimer un total ou une
moyenne. La premiere dite Model-based est présentée de maniere détaillée dans|Valliant
et al. (2000) : l'estimateur de ty est calculé a partir de la valeur observée pour les
individus échantillonnés et de la valeur prédite pour les individus non échantillonnés.
Dans ce cas, 'estimateur du total a la forme suivante :

fY,MB = Z m(xk) + Z Yk
keU\s kes

ou m est 'estimation de la prédiction pour les valeurs non-échantillonnées de Y.

Remarque 1.3. L’estimateur ny MB est asymptotiquement non biaisé par rapport au
modéle et efficace quand m(xy) et v(xzy) sont correctement spécifiés. Cependant, il peut
étre biaisé et méme non convergent si le modéle est faux (Valliant et al.| (2000)).

Dans la suite de ce document, nous n’allons pas développer le Model-based approach.
Pour plus de détails, on pourra se référer a Royall| (1970]), Cassel et al.| (1976)) et Valliant
et al| (2000).

La deuxiéme approche, dite Model-assisted (cf. Sarndal et al.| (1992)), s’appuie
également sur la prédiction m(zy) sur toute la population. La différence provient du
fait qu’elle corrige le biais possible di & la prédiction (Breidt et Opsomer| (2009),
Sarndal et al.| (1992))). Ainsi 'estimateur de ty est de la forme :

~ " Yk -m T
ty,mA = Zm(mk)+z—( ), (1.15)
keU kes Tk
ou ™ est lestimateur de la prédiction obtenue a partir du modele £ et de I’échantillon
s.

Considérons que nous disposons de p variables auxiliaires &7, ..., X}, et que les Y}, k =
1,...,N sont indépendants. Soit Xj = (21, ..., Tpx)" le vecteur des variables auxiliaires
observées pour le k-éme individu.

L’objectif est d’estimer le total inconnu de Y, ty = ¥y Yy, a partir des (Y, xy)
observés pour k € s et des x; connus pour k € U\s ou des totaux des variables auxiliaires

tx = ZU Xp-

Lorsque la fonction m(.) est connue, |Cassel et al.| (1976)) introduisent I’estimateur
par la différence généralisée :

Z Yy - m(xk)

s Tk

S m(xg) + Y. Dy. (1.16)
U s

fY,dz‘ff = Zm(xk)Jr
U

Résultat 1.3. |Cassel et al| (1976])

1. L’estimateur tAy7diff est sans bais pour ty par rapport au plan p.
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1. La variance de l’estimateur fydiff sous le plan p est égale a

Vo(tyairs) = > . AuDyDy. (1.17)
T T

1i. L’estimateur non biaisé de la variance V},(f}cdiff) est égal a

Votvaisr) = 2. 2. A Dy Dy (1.18)
S S

Dans la pratique, la fonction m(.) n’est jamais connue. Des modeles paramétriques
et non-paramétriques ont été proposés dans la littérature pour I'estimer.

Modele linéaire ( [Sdrndal et al. (1992))

Sarndal et al.|(1992)) considerent le modele linéaire de superpopulation £ suivant :

¢ { Ee(Yz) = x3,8 = X7 Bjji

V) = o (1.19)

ou B =(pi,...,0p)" est inconnus et les cr,% sont connus & une constante pres.

Si la matrice Y xpx,/ 0,3 est inversible, il est possible, sous le modele £, d’estimer, a
I’aide des moindres carrés ordinaires, le vecteur 3 par B = (ZU XX,/ ag)_l Y ke Xk Yi/ az.

Les Y), ne sont connus que pour k € s. Pour obtenir une estimation de 3 sous
le plan de sondage p, nous remplagons chaque somme dans [3 par son estimateur de
Horvitz-Thompson. Ainsi, si la matrice ¥ e, ——k . est inversible, [5’ est estimée par

5- (z)zy

kes kO kes TkO},

Ainsi, pour tout k € U, la prédiction m(xy) dans ’équation ([1.15)) devient dans le
cas du modele linéaire
m(xy) = 3,3
et le total ¢, est estimé par

xkﬁ Y (1.20)

ty = YxB-y Ft——

keU kes

Cet estimateur est appelé estimateur par la régression généralisée (GREG).

En supposant que la fonction m(.) est de la forme 231:1 Bjx;, Sarndal et al.|(1992)
se sont placés dans un contexte paramétrique. D’une maniere plus générale, il est
aussi possible de travailler avec des modeles non-paramétriques, semi-paramétriques et
additifs (Breidt et Opsomer| (2009)).

Le modele de superpopulation £ dans le cadre non-paramétrique est de la forme :

£y =m(zy) + e (1.21)
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ou les €, sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées d’espé-
rance nulle et de variance o?vy,, X est une variable univariée et m(x) est une fonction
inconnue sans forme paramétrée définie a priori qui possede certaines régularités (conti-
nuité, dérivabilité, etc.). On pose Yy = [Yi]ger €t Ys = [YVi]kes-

Estimation non-paramétrique a 1’aide des polyndmes locaux (Breidt et Op-
somer (2000)))

Breidt et Opsomer| (2000) proposent d’estimer la fonction m(.) a l'aide de po-
lynémes locaux. Cette approche consiste a effectuer en chaque point une régression
linéaire pondérée, la pondération étant controlée par un noyau et une fenétre associée.

Soient K une fonction noyau continue, h la fenétre et x = (x1,...,xx)" une variable
auxiliaire.
Posons

Xuk = [17 (wl _iUk), ) (l'l _Ik)q]leU7 Xk = [17 (xl - xk)? ) (xl _xk)q]les’

. 1 T — Tk . 1 T — Tk
~ (L0, 0)s Wu =diag |5 5 (“50)| L Wi = diag |k (T
el = ( ) vk = diag | ) ke = diag | 5o )l

Ils proposent d’approximer la fonction m(zy) dans le modele de superpopulation
(1.21)) par
myg = m(xk) ~ ell(X,UkWUkXUk)_lxkaUkYU-

Les Y} étant connus que pour k € s, une estimation de m; est donnée par

g = m(zy) = e (X W Xa) ' X, W Ys, kel.

Estimation non-paramétrique a 1’aide des splines pénalisées (Breidt et al.
(2005)))

Breidt et al.| (2005) proposent d’estimer la fonction m(.) & 'aide d’une décompo-
sition de la fonction de régression dans une base de fonctions splines des polynomes
tronqués.

Soient p le degré de la spline et K1, ..., £ un ensemble fixé de nceuds. Posons :
B = (507 "'7ﬁp+L),7 X;c = (17 L, "'7xz7 (.’L‘k - Kjl)f—: ) (iL'k - '%L)f—)v
XS = [X;C]kgs7 XU = [X;]ke(], WS = diag(ﬂ'k)kgs, A)\ = diag(O, ...,0,)\, ,)\)

Ils proposent d’approximer la fonction m(.) dans le modele de superpopulation
(1.21)) par

L
m(z) ~ o+ Prx + ... + Bpal + Zﬁpﬂ{(% - K1)+ 1P, (1.22)
=1
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avec (3 inconnu.

Pour déterminer 'estimateur de B sur le modele &, ils cherchent a minimiser le
critere des moindres carrés pénalisés, suivant

L
S (g — m(zy))? + )\lzfé}%m
=1

keU
ou\>0.

Si toute la population U était totalement observée, I'estimateur de 3, pour A fixé,
serait :
B=(XyXy+ AN ' XYy (1.23)

et
g, = X8 = x) (X5 Xy + Ay) XY (1.24)

Dans la réalité, les myj ne peuvent pas étre calculés, ils sont estimés par ’estimateur
pondéré :
g = x40 = XL (XIW X, + A ' X WY, (1.25)

Estimation non-paramétrique a ’aide des B-splines (Gogal (2005)))

Goga (2005) se place dans le méme contexte que |Breidt et al| (2005) mais son
approche repose sur une décomposition différente des splines : elle utilise la base des
B-splines. Cette base est connue pour étre plus stable numériquement que la base P-
splines (Dierckx (1993))). Elle permet de construire un modele linéaire dont le nombre
de variables (les B-splines) n’est pas fixé a 'avance.

Soit Sk m l'espace des fonctions splines d’ordre m (m > 2) avec K nceuds intérieurs
0=€0<€1<...<£K<€K+1=1 et

Skm ={ueC™2[0,1]: u(x) est un polynéme de degré m-1 sur (£;,&541)}-

L’espace Sk, est un espace linéaire de dimension ¢ = K +m dont une base est
constituée des fonctions B-splines (Bj(.))gzl définies de la maniére suivante :
o (G -a)P!

Bj(z) = (§ - &-m) ;) Ty Gt Er)

Chaque fonction Bj pour j = 1,.., g ales noeuds &, ..., §5 avec & = Enin(maz(r,0),K+1)

pour 7 = j—m,...,j (Zhou et al|(1998)) ce qui implique qu’elle a comme support un
nombre petit et fixé d’intervalles entre les noeuds. De plus, ces fonctions sont positives,
de somme 1, Yz €[0,1] ¥7_, Bj(z) = 1.

Elle propose d’approximer la fonction m(x;) dans le modele de superpopulation

(1.21) par
q
m(xy) ~ Z 0, B;(x), (1.26)
j=1
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avec 0 = (61, ..,0,)" inconnu.

Si tous les éléments de la population étaient connus, on pourrait construire un
estimateur m € Sk, de la fonction m a 'aide du critere des moindres carrés, pour
tout keU :

) = 3 0B, (). (1.27)
j=1

-1
0= (Z b(l‘k)b(xk)') (Z b(xkz)Yk:) (1.28)
U U
avec b(zy) = (Bi(zg), ..., Bg(xg))"

Les Yi ne sont connus que pour k € s. Pour obtenir une estimation de B sous le
plan de sondage p, elle remplace chaque somme dans 6 par son estimateur de Horvitz-
Thompson. Ainsi 6 est estimé par

6= (Z—b(“)b,(m’f))_l(z M) (1.29)

s Tk s Tk

et
gk =b'(zp)8,  kel. (1.30)

Pour mettre en place ces méthodes non-paramétriques, il est nécessaire de connaitre
I'information auxiliaire pour tous les individus de la population. Leur généralisation au
cas multivarié est en principe possible, mais le nombre de variables rend cela imprati-
cable pour plus de deux ou trois dimensions. On parle alors du "fléau de la dimension”.
D’autres approches ont été proposées pour prendre en compte I’ensemble des variables
auxiliaires (cf. Breidt et Opsomer| (2009)) en considérant des classes de modele plus
restreintes (modele additif, modele semi-paramétrique, modele additif généralisé).

1.5 Asymptotique en théorie des sondages

En général dans les enquétes par sondage, on ne se borne pas a fournir exclusivement
la valeur de l'estimateur, on cherche également & mesurer sa qualité en construisant
des intervalles de confiance contenant la vraie valeur avec un niveau de confiance fixé.
Pour construire de tels intervalles, il faut connaitre la distribution au moins asymp-
totique de l'estimateur. En théorie des sondages, la taille de la population est finie.
On ne peut donc pas travailler avec la méme notion d’asymptotique qu’en statistique
inférentielle classique. Par ailleurs, quand la taille de I’échantillon est fixée, la sélec-
tion des éléments d’un échantillon se fait de facon dépendante (par exemple on peut
s'interdire de sélectionner deux fois un méme individu). Il sera nécessaire d’introduire
des conditions sur la dépendance via les probabilités d’inclusion pour démontrer les
propriétés asymptotiques.
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Les résultats asymptotiques nécessitent de travailler avec une suite croissante de
population telle que a la fois n et IV tendent vers l'infini.

Cadre asymptotique de superpopulation

Nous plagons dans le cadre asymptotique de superpopulation introduit par |Isaki
et Fuller| (1982). Considérons une suite croissante de populations emboitées Uj c ... c
U, c ... de tailles N7 < ... < N, < .... Soit F, = (Y1,,...,Y,,) le vecteur de la variable
d’intérét sur la population U,,.

Pour décrire la suite {F, }, il existe deux possibilités (cf. |[Fuller| (2009a)). Soit on
consideére que F, est une suite de nombres qui vérifient certaines propriétés (moyenne
qui converge vers une valeur finie, etc.). Soit on considére que les Y;,, i = 1,...,v,
sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi vérifie certaines propriétés (ex :
espérance et variance finies).

Pour chaque population U, = {1,...,v}, on considere le plan de sondage p,(.) qui
assigne une certaine probabilité p,(s,) a chaque échantillon s, de U,. On désigne par
0, le parametre d’intérét que ’on souhaite estimer.

Soient 7y, et m,, les probabilités d’inclusion d’ordre un et respectivement deux.
Nous supposons également que la taille n,, de I’échantillon s, n’est pas aléatoire et que
ny < ng < .... Solent f, = n, /N, le taux de sondage et Sy, 'écart-type de la variable
d’intérét sur la population U,.

On note respectivement py, et iy, la moyenne de la variable Y sur la population
U, et son estimation sur I’échantillon s,. Pour simplifier les notations, on omet I'indice
v lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Convergence asymptotique

Définition 1.4. Un estimateur 0, de 0, est asymptotiquement sans biais, st

lim [E,, (6,) - 6,] = 0. (1.31)

V—>00

Définition 1.5. Un estimateur 0, est dit convergent en probabilité pour 0, si pour
tout € >0
lim P (|0, - 6,| > €) = 0. (1.32)
V—>00

Sous certaines hypotheses sur les probabilités d’inclusion et sur les moments de
Y, Isaki et Fuller| (1982) ont montré que l'estimateur de Horvitz-Thompson du total
est convergent. Robinson et Sirndal (1983) ont également établit la convergence de
Iestimateur GREG défini par ([1.20)).

Théoréme central limite

La normalité asymptotique de I'estimateur de Horvitz-Thompson n’a été montrée
que pour certains plans de sondage. Ce résultat a d’abord été prouvé par [Erdos et
Rényi (1959) et Hajek (1960) pour le sondage aléatoire simple sans remise.
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Théoréme 1.4. |Hajek (1960)
Supposons que n, - oo et N, —n, — oco. Alors dans le cas d’un sondage aléatoire

simple

,U/Yl/ Ky v
Vv - N(0,1) quand v — oo
\/ 1- fI/SYl/ ( )

si et seulement si la suite (Yy,) vérifie la condition de Lindeberg-Hdjek

1 Y — Hyv
1m

——————— =0 quel que soit § >0,
VWT% (N, -1)S%,

ot T,(0) désigne l’ensemble des unités k de U pour lesquelles

|qu - MYZ/|/\/ 1- fl/SYl/ > 5\/ ny.

La normalité asymptotique de I'estimateur de Horvitz-Thompson a également été
étudiée pour certains plans a probabilités inégales. Par exemple, Hajek (1964) 'a dé-
montré pour le tirage réjectif, |Visek (1979) pour le tirage de Sampford et Bickel et
Freedman, (1984)), Krewski et Rao| (1981]) pour le sondage aléatoire simple stratifié et
Berger| (1998b) pour les plans a forte entropie.

Intervalle de confiance
Un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour la moyenne py est

IC(1-a)= [ﬂy — 1m0\ V(v ), fiy + 21-aj2\/ V(ﬂY)]

OU 21_q/2 représente le quantile d’ordre 1- a/2 d’une variable aléatoire normale centrée

donné par

réduite.

1.6 Calcul de la précision

La formule d’estimation de la variance présentée dans la section ne peut s’ap-
pliquer qu’a des fonctionnelles linéaires. On peut étre dans I'incapacité de donner une
expression exacte de la variance lorsqu’on s’intéresse a des parametres d’intérét plus
complexes (ex : le ratio, le coefficient de corrélation) ou lorsqu’on est en présence de
non-réponse. Toutefois, différentes techniques basées sur la linéarisation ou sur le ré-
échantillonnage ont été proposées pour calculer la précision d’un estimateur complexe
(Sarndal et al.| (1992), Shao et Tu| (1995)), Deville| (1999)), Rao et Wu (1985)), Demnati
et Rao| (2004)).

1.6.1 La technique de linéarisation

Cette méthode utilise le développement de Taylor pour obtenir une estimation de la
variance d’une fonction f de totaux 6 = f(ty,,...,ty,) supposée dérivable (par exemple
un ratio). Un estimateur simple 6 de 6 est obtenu en substituant les totaux sur la
population par leurs estimateurs de Horvitz-Thompson :

0= f(yy, e ly,).
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La méthode consiste & approximer I’estimateur non-linéaire 0 par un estimateur linéaire
fo construit a partir du développement de Taylor de la fonction f au point (ty;, ..., ty, ).
Ainsi, on peut écrire
A A P .
0290 =0+ Zaj(tyj —tyj),
j=1

ou aj = La variance de 6 est alors approximée par celle de 6

o)
Oty 1(tyy sty )= (b seoityy)”
(cf. [Sérndal et al.|(1992))

U Uy
approac Z Z(ﬂ-kl 7Tk7rl)

a;Y et un estimateur convergent de la variance est donné par

Tkl — T Uk, ul
approa:(e) Z Z T P

avec uy = Z?zl

ou iy = Z?zl a;Y; et a; est obtenu en remplacant chaque total de a; par I'estimateur
de Horvitz-Thompson correspondant.

1.6.2 Le Jackknife

Cette méthode a été introduite en statistique classique par |Quenouille| (1949) pour
Pestimation du biais d’une statistique puis reprise par [Tuckey| (1958) pour estimer la
précision d’un estimateur #. La méthode consiste a supprimer a tour de role chaque in-
dividu de I’échantillon et & recalculer la statistique d’intérét sur les individus restants.
La dispersion des statistiques Jackknife est alors utilisée comme estimateur de la va-
riance (Shao et Tul (1995)). Plus précisément, soit § estimateur de  obtenu & partir
de I’échantillon s. Pour j = 1,...,n, on note é( j) Pestimateur obtenu en supprimant
lindividu j. L’estimateur Jackknife de 6 est égal a

_ L
‘nj;J

-=*

avec éj* =nf - (n-1)(j). La variance inconnue V (6) est alors estimée par

129

V0= *

Une présentation plus détaillée de cette méthode est donnée dans/Shao et Tu| (1995)).

D’un point de vue pratique, cette méthode est tres gourmande en temps de calculs
(Rao et Wu/ (1985)) et elle nécessite une hypothese sur la loi de 6 pour construire un
intervalle de confiance, en pratique c’est une loi normale (cf.|Ardilly| (2006, chapitre 5).
L’utilisation du Jackknife est complexe dans le cadre de*population finie. Dans le cas

d’un sondage aléatoire simple sans remise, ’estimateur 0 est égal a 6 mais la variance
Jaccknife doit étre ajustée car elle ne prend pas en compte la correction de population
finie (cf. (Ardilly, 2006))). Berger et Rao| (2006) ont proposé un estimateur Jackknife
dans le cas d'un plan a probabilités inégales. Pour estimer la variance de quantiles,
nous pouvons utiliser le delete d-jackknife (Shao et Tul (1995))).
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1.6.3 Le bootstrap

C’est sans doute la méthode par réplication la plus générale. Elle a été introduite
par [Efron| (1979)) dans le cadre d’une population infinie puis adaptée dans un cadre
de population finie pour des plans plus ou moins complexes (cf. Shao et Tul (1995),
Davison et Hinkley| (1997)), Chauvet|(2007))). Les méthodes de bootstrap reposent sur le
principe du plug-in : la distribution de la statistique d’intérét est inconnue, et, plutot
que de l'estimer grace a une loi paramétrique, on va l'estimer par la loi empirique
constatée sur les données. En pratique, on tire un grand nombre B de rééchantillons
s* & partir de I’échantillon s de départ et on calcule I'estimateur 6* du parametre
d’intérét 6 pour chacun de ces échantillons. Ces estimateurs bootstrapés permettent
d’obtenir une approximation de la loi de ’estimateur du parametre d’intérét. On peut
alors estimer la variance par

V(0) = 5.1 Z(éf - é(*‘))Qa (1.33)

oudy= 5 EZ;60;

Dans la suite de cette section, nous allons présenter trois des principales techniques
de bootstrap existantes dans le cas d’un sondage aléatoire simple sans remise. La
plupart peuvent étre généralisées a des plans de sondage plus complexes (Chauvet
(2007))). On désigne par s 1’échantillon de taille n tiré par sondage aléatoire simple
sans remise dans la population U. Soit iy ’estimateur de Horvitz-Thompson de la
moyenne py et f =n/N le taux de couverture.

Rescaled boostrap (Rao et Wu| (1988)))

Le rescaled Bootstrap consiste a tirer un échantillon s* de taille m dans s par
sondage aléatoire simple avec remise. L’estimateur bootstrapé de la moyenne est alors
défini par

B = — YT (1.34)

avec

Les valeurs réajustées Y;, permettent de fournir une estimation sans biais de la
variance. Afin d’obtenir un estimateur sans biais du moment d’ordre 3, [Rao et Wu
(1988) suggerent d’utiliser

_1-f (n-2)?
T 2f? no1

L’inconvénient de cette méthode est que le réajustement peut conduire a des valeurs
incohérentes pour la statistique bootstrapée (cf. [Sitter| (1992)).
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Le Mirror-Match Bootstrap (Sitter (1992))
L’idée de cet algorithme est de constituer le ré-échantillon s* & partir de tirage

répéter dans I’échantillon s. Soit n’ un entier tel que 1 <n’ <n. On pose f* =n'/n et

r_ n(1-f*)
W=
taille n’ dans s par sondage aléatoire simple sans remise. Le ré-échantillon est obtenu

On suppose que k' est entier. On sélectionne k' échantillons s7, ..., s;, de

en réunissant s, ..., s;, et 'estimateur bootstrapé de la moyenne est égal a

1
k'n'

S Y. (1.35)

s*

i =

Sitter| (1992) suggere d’utiliser n’ = fn, c’est-a-dire d’échantillonner avec le méme
taux de sondage qu’au départ. Quand ce nombre est entier, ce choix permet d’obtenir
un rééchantillon s* de méme taille que s.

Le bootstrap sans remise (Gross| (1980))

Cette méthode consiste a générer une pseudo population U™ en répliquant chaque
élément de I’échantillon s [ fois ot [ = 1/f. On sélectionne alors un ré-échantillon s* de
taille n dans U* par sondage aléatoire simple sans remise et ’estimateur bootstrapé
de la moyenne est égale a

A% 1
iy = DY (1.36)

Différentes variantes de cette méthode ont été proposées pour tenir du compte du
fait que N/n n’est pas un entier (cf.|[Booth et al.| (1994), Bickel et Freedman| (1984)).

1.7 Sondage sur données fonctionnelles

Nous allons maintenant nous intéresser & des observations Y} qui sont des courbes
(cf. Figure|1.2) et présenter I'estimateur de Horvitz-Thompson fonctionnel. Nous défi-
nissons ensuite les notions de convergence dans I'espace fonctionnel.

1.7.1 Estimateur de Horvitz-Thompson pour données fonctionnelles

Nous supposons maintenant que, pour chaque élément k de la population U, nous
pouvons observer la courbe déterministe Yy = (Yi(t))se[o,7]- L'objectif est d’estimer la
courbe moyenne de la population qui est définie pour tout instant ¢ € [0,7T], par

u(t) = = ¥ Yi(). (1.37)

La courbe moyenne p est estimée a 'aide de l’estimateur de Horvitz-Thompson
(Cardot et al. (2010a)) comme suit

. 1 «Yi(t) 1 Y3 (1)
ty=—S Y _ - lges, te[0,T], 1.38
fi(t) NkZGS - Nk%; o €[0,T] (1.38)

ol lges est lindicatrice d’appartenance de 'unité k a I’échantillon s. Pour chaque
instant ¢ € [0, T'], 'estimateur fi(¢) est sans biais pour u(t), c’est a dire Ep(fu(t)) = pu(t).
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FIGURE 1.2 — Echantillon de 10 courbes de consommation électrique. La courbe
moyenne est tracée en gras.

La fonction de covariance de type Horvitz-Thompson 7, (r,t) = cov(f(r), 4(t)) est
donnée par

(1) = N2 Z ZA lYk(T’) Y;t)

keU leU

(1.39)

pour tout (r,t) € [0,T] x [0,T] et Ag; = mg — 7. Si on suppose que les probabilités
d’inclusion d’ordre deux satisfont 7y > 0, un estimateur sans biais de ~,(r,t) est donné
par lestimateur de la covariance de type Horvitz-Thompson,

/’?p(r,t) 2 Z Z Akl Yk(’r Y(t)

(1.40)
kesles Tkl Tk m

pour tout (r,t) € [0,7] x [0,T].

Exemple : Sondage aléatoire simple sans remise
On considere un sondage aléatoire simple sans remise de taille n dans la population
U de taille N. Dans ce cas, ’estimateur de Horvitz-Thompson pour la courbe moyenne

p défini dans (1.38)) devient

Tsrswor(t) = — ZYk(t) te[0,T]. (1.41)

T kes
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L’estimateur de la fonction de covariance défini par ([1.40) est alors

N 11
'Ysrswor(ryt) = (E - N) SY(T)Y(t),s: r,te [Oa T]v (142)

ot Sy )y (1),s est la covariance entre Y'(r) et Y'(¢) calculée dans I’échantillon s,

1 . —
SY(r)Y(t),s = e Z (Ye(r) = Tsrswor (7)) (Ye (%) — Tsrswor (%))
kes
1 - —
= (Z Yk(r)yk(t) - n,usrswor(r),ufsrswor(t)) .
n—1 kes
Pour r =t, on obtient I'estimateur de la fonction de variance,
~ I 1Y\
Fsrswor () = (E - N) SY(t),s> (1.43)
ou .
SSQ/(t),s a1 kze:s (Yi(t) - ﬁsrswor(t))2

est la variance corrigée dans I’échantillon s de la variable Y mesurée a l'instant t. O

Pour les échantillons de taille fixe tirés sans remise, il est possible de donner 1’équi-
valent de la formule de |Yates et Grundy| (1953) et [Sen| (1953)),

’)/p(’l“,t) _ _1 1 Z Z (7Tkl —7Tk7Tl) (Y];(]:) _ }/l(r)) (Yk(t) _ Yi(t))’ (144)

9 N2
2N* [T leU,l+k ™ Tk )

(r,t) €[0,T] x[0,T].

La formule indique clairement que si, pour tout ¢ € [0,7'] et k € U, la probabilité
d’inclusion du premier ordre est approximativement proportionnelle a Yy (t), la variance
de l'estimateur f sera faible.

1.7.2 Estimation a partir de trajectoires discrétisées

Généralement les trajectoires Y (t) ne sont pas observées continiiment pour t €
[0, 7] mais uniquement sur un ensemble de D instants de mesure 0 =t <ty <...<tp =
T. Une stratégie classique en analyse des données fonctionnelles consiste a effectuer
une interpolation ou un lissage des trajectoires discrétisées afin d’obtenir des objets
qui sont réellement des fonctions (Ramsay et Silverman| (2005)). Cela permet égale-
ment de traiter des courbes dont les instants de mesure ne sont pas identiques. Dans
le cadre des sondages, l'interpolation linéaire, lorsqu’il n’y a pas d’erreur de mesure
aux points discrétisés, a été étudiée par |Cardot et Josserand (2011) tandis que des
procédures de lissage sont proposées dans |Cardot et al.| (2012)). Si le nombre de points
de discrétisation est suffisant et si les trajectoires sont assez régulieres (mais pas néces-
sairement dérivables), alors I'erreur d’approximation due au lissage ou a I'interpolation
est négligeable face a l'erreur d’échantillonnage.
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Par la suite, nous supposerons que pour chaque unité k£ dans 1’échantillon la courbe
interpolée est définie par

Yi(tiv1) - Yi(ti)
tiy1—t

Yk’d(t) = Yk(tl) + (t - ti), te [ti,t”l]. (1.45)

Il est alors possible de définir I'estimateur de Horvitz-Thompson de la courbe
moyenne basé sur les trajectoires interpolées

X 1« Yia(t)
t)=— : te0,T]. 1.46
:ud( ) N ng; . s E[ ) ] ( )
La covariance 7, sera alors estimée par
~ Agy Yi,a(r Yld t
Rl ) = — 33 2K Yiea(r) ( ) (r,t) € [0,T] x [0,T]. (1.47)

2
N [ies Thl Tk

1.7.3 Quelques rappels de probabilité

Pour construire une bande de confiance de niveau 1 - « de la forme

(,u(t) € [u(t) £ Cq ’}ﬁ)] Vit e [O,T]) =1-aq, (1.48)

autour de notre courbe estimée [ig, nous devons comme dans le cadre univarié déter-
miner la loi asymptotique de notre estimateur. Pour cela, nous allons considérer le
cadre de superpopulation introduit par Isaki et Fuller| (1982) (cf. section pour plus
de détails). Lorsque nous travaillons avec des données fonctionnelles, la convergence
ponctuelle ne suffit pas. Nous devons montrer dans un premier temps que I’estimateur
de la courbe moyenne est uniformément convergent puis déterminer sa convergence
en distribution dans l'espace des fonctions continues sur Uintervalle [0,7"] muni de la
norme sup, noté C[0,7T].

Définition 1.6. Un estimateur 0 est dit uniformément convergent en probabilité si
pour tout € >0

P (supeor) 10() = ()] > €) = 0.
On peut également définir la convergence en loi dans C[0, 7]

Définition 1.7. Soient X,, et X des variables aléatoires a valeur dans C[0,T], on dit
que la suite (X,) converge en distribution vers X dans l’espace des fonctions continues
sur Uintervalle [0,T] muni de norme sup, noté C[0,T], si pour toute fonctionnelle
¢:C[0,T] - R bornée et uniformément continue

E(o(X,)) » E(o(X)), quand n tend a linfini.

Pour démontrer la convergence en distribution, il suffira de montrer que le vecteur
(Xn(t1),..., Xn(tp)) converge en distribution vers (X (¢1),...,X(t,)) et que la suite
(Xy) est tendue (Théoreme 8.1 p 54 Billingsley| (1968)).
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Définition 1.8. Une mesure de probabilité P sur (C[0,T],C) est dite tendue si pour

tout réel € strictement positif il existe un compact K tel que
P(K)>1-¢

avec C ensemble des boréliens de C[0,T].

Définition 1.9. Si X,, sont des éléments aléatoires de C[0,T'], on dit que la suite
{X,} est tendue quand {P,} est tendue, ou P, représente la distribution de X,,.

Dans la pratique ces définitions ne sont pas faciles a manipuler. Pour vérifier le
critere de tension nous utiliserons le théoréme suivant.

Théoréme 1.5. (Théoreme 12.3, Billingsley| (1968)). La suite {X,,} est tendue dans
C[0,T] si elle satisfait les 2 conditions suivantes :
i. La suite {X,,(0)} est tendue.
1. Il existe deuxr constantes ( > 0 et a > 1 et une fonction F continue et non
décroissante sur [0,T] telles que

1
P{IX(12) - Xa(11)] 2 A} < 3 F(12) - F(0)P (1.49)
pour tous t1, to et m et tout A positif. La condition sur les moments
B{|Xn(t2) = Xn(t1)[*} < [F(t2) - F(t2)]" (1.50)

implique .

Pour montrer que la suite est tendue, on s’efforcera de vérifier I'inégalité ((1.50) en
prenant F'(t) =t.

Remarque 1.4. Une technique simple pour montrer la convergence uniforme de X,
vers X consistera a montrer la convergence en loi de X,, — X wvers 0.
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Chapitre 2

Estimation d’une trajectoire
moyenne a ’aide d’un modele de
régression linéaire fonctionnelle

Lorsque nous travaillons avec des données fonctionnelles, nous pouvons également
utiliser I'information auxiliaire au niveau de l’estimation pour améliorer la précision
de notre estimateur. Dans ce chapitre, nous proposons d’estimer la courbe moyenne a
I'aide d’un estimateur basé sur un modele de régression fonctionnelle (Faraway, (1997),
Ramsay et Silverman| (2005)). Celui-ci peut étre vu comme une extension directe au
cadre fonctionnel de lestimateur GREG étudié par [Robinson et Sarndal (1983) et
Sarndal et al.|(1992)). L’objectif de ce chapitre est d’établir les propriétés asymptotiques
de l'estimateur de la courbe moyenne assisté par ce type de modele.

Dans la section nous allons introduire les notations et suggérer une légere
modification de l'estimateur qui permettra de controler la variance des estimateurs
des coefficients de régression. Sous de faibles hypotheses sur le plan de sondage et la
régularité des trajectoires, nous montrons, dans la section la convergence uniforme
de notre estimateur ainsi que celle de sa fonction de variance estimée. Enfin, sous des
hypotheéses supplémentaires, nous démontrons, dans la section le théoreme central
limite fonctionnel. Les preuves sont regroupées dans la section

2.1 Estimation de la courbe moyenne a I’aide d’un modele
linéaire fonctionnel

Considérons, comme précédemment, une population finie U = {1,..., N} de taille
N connue et supposons que, pour chaque élément k de la population U, nous pouvons
observer la courbe déterministe Yy = (Yi(%))se[o,7)- L'objectif est d’estimer la courbe
moyenne de la population qui est définie pour tout instant ¢ € [0, 7], par

u(t) = = 3 V(o). (2.1)

Soit s un échantillon de taille fixée n, choisi aléatoirement dans U selon un plan de
sondage p(-). Nous supposons que les probabilités d’inclusion du premier et du second

49
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ordre satisfont 7 = P(k € s) > 0, pour tout k € U, et 7 = P(k&l € s) > 0 pour tout
kleU, k+l.

Considérons p variables auxiliaires réelles X1, ..., X}, observées pour tous les indivi-
dus k € U et soit xy; la valeur de la variable X; pour le k-eme individu. Notons par
xi = (g1, ...,xkp)’ le vecteur contenant les valeurs des p variables auxiliaires mesu-
rées sur le k-eme individu. Afin d’améliorer la précision de I'estimateur de la courbe
moyenne p, nous allons introduire un modele de régression basé sur ces variables auxi-
liaires. Par analogie au cadre non-fonctionnel (Sérndal et al|(1992)), nous supposons
que la relation entre la variable d’intérét fonctionnelle et les variables auxiliaires est
modélisée par un modele de superpopulation £ défini comme suit :

E: Yi(t) = x.B(t)+ew, te[0,T], (2.2)

ou B(t) = (Bi(t),...,Bp(t))" est le vecteur des coefficients de régression fonction-
nels, E¢(ex) = 0, les e sont indépendants pour k # [ et de fonction de covariance
Cove(€xt, €xr) = I'(t,7) si k =1 et 0 sinon, pour (t,7) € [0,7"] x [0,T]. Ce modele est
une extension directe & plusieurs variables du modele linéaire fonctionnel proposé par
Faraway| (1997).

Si x, et Y}, sont connus pour tous les individus k € U et si la matrice G = % YU XX,
est inversible, il est possible d’estimer sous le modele &, & I'aide des moindre carrés
ordinaires, le vecteur B(t) par B(t) = G_lﬁ Y ke Xk Yx(t). La courbe moyenne ()
peut alors étre estimée par l'estimateur de la différence (cf. équation ) proposé
par Cassel et al.| (1976), pour tout ¢ € [0,7],

1y 5B Vi)

< - (2.3)

I
|
>
=
oYl
=
|

fi(t)
kes

I 1 Ya(t) - Yi(t)
= N’%ZUYk(t)_NkZE;W—R7

olt Vi, (t) = x, B(t).

Dans la pratique, les couples (xx, Yx) ne sont connus que pour les individus k € s.
Pour obtenir un estimateur de u(t), nous remplagons chaque somme dans 3(t) par son

XX,

estimateur de Horvitz-Thompson. Ainsi, si la matrice G = % Ykes - est inversible,

B(t) est estimé sous le plan de sondage p par
0]

B(t) = 6*1% kZ e te[0,T]. (2.4)

Nous obtenons finalement I'estimateur de p(t) assisté par le modele & en remplagant
B(t) par B(t) dans (2.3),

1
N

5 Ve =Yl ., (2.5)

1 —~
ava(t) = — ), Yi(t) -
NkeZU kes Tk
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ot Yi(t) = X;B(t) Pour construire l'estimateur 7ias 4 (%), il n’est pas nécessaire d’ob-
server le vecteur x;, pour Pensemble des individus k € U. Etant donné que ¥y Yi(t) =
(Xper xi) B(1), il suffit de connaitre x;, et Yj(t) pour Pensemble des individus k € s
ainsi que le total de chaque variable auxiliaire sur ’ensemble de la population Y.y X

Remarque 2.1. Si le vecteur des variables auxiliaires contient l’intercept, alors [’esti-
mateur de Horvitz-Thompson des résidus estimés Yi,(t) Y3 (t) est nul ¢ chaque instant
t €[0,T] (cf.Sirndal (1980)). Dans ce cas, lestimateur fipra est la moyenne sur toute
la population U des valeurs estimées ?k(t) par le modéle

Aaat) = v SR, tef0.7] (2.6)

De plus, si lintercept est ['unique variable auziliaire utilisée dans le modéle, c’est-a-

dire Yi(t) = B(t) + exr pour tout k € U, alors lestimateur fipsa est égal a 'estimateur

de Hdjek,

Do T Yi(t)
Yempt

Lorsque la taille de I’échantillon est variable ou lorsque les Yy, sont trés peu corrélés

ﬁMA(t): te [OvT]'

aux T, il peut étre préférable d’utiliser l'estimateur de Hdjek plutot que l'estimateur de
Horvitz-Thompson [i (pour plus de détails se référer a|Sdrndal et al.| (1992), Chapitre
5.7).

Remarque 2.2. L’estimateur fipg 4 peut également étre obtenu a l'aide d’une approche
de type calage (Deville et Sarndal (1992)). Par exemple, si nous considérons la distance
de type khi-2, nous obtenons les nouveauz poids suivants :

s T Tk

Dans ce cas, Uestimateur par calage Y s wisYi(t)/N de la moyenne u(t) est égal a
Bava(t) défini dans léquation (2.5).

D’autres distances ont été proposées dans|Deville et Sarndal (1992). On peut mon-
trer que, pour certaines distances, l’estimateur par calage de la moyenne u(t) est ponc-
tuellement asymptotiquement équivalent a l’estimateur Tipsa(t).

2.1.1 Un estimateur régularisé pour le cadre asymptotique

La construction de 'estimateur fips4(t) repose sur 'hypotheése que la matrice G
est inversible. Pour montrer la convergence uniforme, nous devons introduire une mo-
dification de G qui permettra de contrdler la norme de son inverse. Cette astuce a déja
été utilisée dans Bosq (2000)) et \Guillas (2001) pour 'estimation des processus autoré-
gressifs fonctionnels. La matrice G étant une matrice non négative et symétrique de
taille p x p, elle peut s’écrire de la maniere suivante

p
o _ !
G = E )\ijjann,
j=1
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ou vj, est le vecteur propre orthonormé associé a la j-eme valeur propre A;,, avec
Mpn 2.2 App 2 0. Soit un réel a > 0. L'estimateur régularisé de G est défini par
G, = Z max(\jn,a) VinVin-
j=1
Remarque 2.3.
i. L’estimateur G, est toujours inversible.
it. Si Apn 2 a alors G = Gy.

119,
G <a, (2.7)

ot |.| désigne la norme matricielle classique.

Si a > 0 est suffisamment petit, nous pouvons montrer que sous certaines conditions
sur les moments des variables X1,..., X, et sur les probabilités d’inclusion d’ordre un
et deux que P(\,, <a) =0(n™!) (cf. Lemme dans la section [2.4.1)).

Il est alors possible d’estimer la courbe u(t) en remplagant G par G, dans la
formule (2.5)). La courbe moyenne est alors estimée par

ﬁMA,a(t) = % Z ?k,a(t) - ! Z Ma te [O’T]v (2'8)

keU N & Tk

™

ol ?k,a(t) = xfcﬁa(t) et Ba(t) - agl% 5 ka;Z(t)‘

2.1.2 Estimation a I’aide de trajectoires discrétisées

Dans la pratique, les trajectoires Y;(t) ne sont pas observées continument pour
t € [0,T'], mais uniquement sur un ensemble de D instants de mesure 0 =¢; <...<tp =
T. Si on suppose que les trajectoires sont suffisamment régulieres et qu’il n’y a pas
d’erreur de mesure, nous pouvons utiliser une interpolation linéaire pour approximer
les courbes & chaque instant ¢ (cf. section Cardot et Josserand| (2011) et |Cardot
et al.| (2012)). Pour chaque unité k de I’échantillon s, la courbe interpolée est définie
par

Yk(tﬂ,l) - Yk(ti) (t=t:), teltiti], (2.9)

Yia(t) = Yi(t;) +
+1 — tz

et Pestimateur Ba,d(t) de B(t) basé sur les courbes interpolées est défini comme suit

Ba,d(t)

~ 411
Galﬁ > x4 Yy a(t)
S

) + Ba(ti+1) - Ba(ti) (t _ ti);

tiv1 —

Bt teltiti]- (2.10)

Dans ce cas, 'estimateur de la courbe moyenne basé sur les observations discréti-
sées est obtenu en faisant une interpolation linéaire entre les estimateurs fiar4,4(t;) et
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Tvaa(ticn),

- t: _ 1 t:
(ti) n ,UIMA7a( z+1) ,UMA,a( Z)(t_ti)

Inmad(t) = TimAa P—
1+ (A
1 1« (Yia(t) - Yia(t))
NkeU Nkes Tk

ot Yiy,a(t) = x;B,.4(t) et t € [t tin].

2.2 Propriétés asymptotiques sous le plan de sondage

2.2.1 Hypotheses

Pour montrer les propriétés asymptotiques, sous le plan de sondage p(.), de I’estima-
teur JIyr 4,4, nous devons supposer que la taille de I’échantilllon et celle de la population
deviennent tres larges. Nous nous plagons alors dans le cadre asymptotique introduit
par [Isaki et Fuller| (1982) et décrit dans la section Nous avons également besoin
des hypotheses suivantes

B1. Nous supposons que ]\lfim % =7 €]0,1].

—> 00

B2. Nous supposons que rgn(rjlwk > A >0, n’rflilnwkl > A" > 0 et qu'il existe une
€ +

constante C telle que

lim sup n max |mg; — mpm| < C1 < oo.
N-ooo k+l

B3. 1l existe deux constantes positives Cy et C5 et 3> 1/2 telles que, pour tout N
et pour tout (r,t) € [0,7] x [0,T],

1 1

— z Y;.C(O)2 <Cy et — Z{Yk(t)—Yk(r)}2 <Cg|t—r|25.
N keU N keU

B4. 1l existe une constante positive Cy telle que pour tout k € U, |x;|? < C4.

B5. Nous supposons que, pour N > Ny, la matrice G est inversible et que le nombre

a choisi précédemment satisfait |[G™| < a7t

Les hypotheses B1 et B2 ont déja été introduites par Breidt et Opsomer| (2000)). La
premiere suppose que la taille de I’échantillon et celle de la population augmentent a la
méme vitesse. La seconde hypothese quantifie I’écart a I'indépendance des probabilités
d’inclusion d’ordre deux et permet de donner la vitesse de convergence. Ces deux
hypotheses sont satisfaites pour quelques plans de sondage a taille fixe (ex : sondage
aléatoire simple sans remise, le tirage réjectif). Pour de plus amples détails se référer
a Hajek| (1981)), Robinson et Sarndal| (1983)) et Breidt et Opsomer| (2000).

L’hypothese B3 est une condition minimale de régularité déja introduite par|Cardot
et Josserand| (2011)). Méme si la convergence ponctuelle, pour chaque valeur de ¢ fixée,
peut étre prouvée sans condition sur le coefficient de Holder 3, cette condition est
nécessaire pour obtenir la convergence uniforme de I'estimateur fips4,q vers p. Cette
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hypothese implique également que les trajectoires des processus résiduels €, définis
dans ’équation , sont assez régulieres mais pas nécessairement dérivables.

L’hypothese B4 pourrait certainement étre affaiblie mais cela serait au détriment
de la longueur des démonstrations.

L’hypothese B5 signifie que pour tout u € RP, avec u # 0, nous avons u'Gu > au’u.
Isaki et Fuller| (1982) ont utilisé le méme type d’hypothése pour montrer la convergence
en probabilité ponctuelle. [Robinson et Sarndal (1983) ont introduit une condition plus
forte (condition A7 dans leur article) liée & la convergence quadratique de l'estimateur
du vecteur des coefficients de régression 3.

2.2.2 Convergence uniforme

Sous des conditions supplémentaires sur le schéma de discrétisation, nous pouvons
montrer la convergence uniforme de lestimateur 83, ;(t) vers 3(¢).
b

Proposition 2.1. Supposons que les hypotheses B1-B5 sont vérifiées. Si le schéma

de discrétisation satisfait ~ max  |tie1 —ti]*® = o(n71) alors il existe une constante
i= 1, . N—l

C >0 telle que, pour tout n,

Vn Ep{ S[up 1B.a(t) 5@”} <C.

Nous pouvons également donner une propriété similaire pour l'estimateur fiar4,q -

Proposition 2.2. Supposons que les hypothéses B1-B5 sont vérifiées. Si le schéma

de discrétisation satisfait ~ max |t —t]*° = o(n™Y) alors il existe une constante
i={1,..,Dn-1}

C > 0 telle que, pour tout n,

NG E{ sup | Fingaa(t) - u(t) |} <cC.

te[0,T]

Nous déduisons de la Proposition que Pestimateur 7ipsa,4(t) et asymptotique-
ment non-biaisé et convergent par rapport au plan de sondage. Nous pouvons également
remarquer que, sous ’hypothese supplémentaire sur les points de discrétisation, 1’er-
reur d’approximation est négligeable par rapport a celle due au plan de sondage. En
effet, pour chaque t € [0,T],

Puaa® 7)< 5 5 (1= 15)x (But) - Bo). 2.12)

ainsi, nous pouvons facilement montrer en utilisant les hypotheses précédentes et le
Lemme [2:4] que

Vi (Fasaa(t) - 7(0) = 0p(1), € [0,T]. (2.13)
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2.2.3 Estimation de la fonction de covariance sous le plan de sondage

Dans cette section, nous allons estimer la fonction de covariance, sous le plan de
sondage p(.), de 'estimateur fipr4 ¢ puis nous donnerons ses propriétés asymptotiques.

L’estimateur basé sur le modele de régression fiys4,4 peut également s’écrire sous
la forme d’une combinaison non linéaire d’estimateur de Horvitz-Thompson :

1 Yie.a(t) 1 , 1 X;Q —
m =y =7 — - — ) £ t tel0,T]. 2.14
AMAd= 3 ZS: - ¥ EU:Xk N ZS: . Baa(t), te[0,T] (2.14)

Dans ce cas, nous ne pouvons plus utiliser la formule usuelle de la covariance de
Horvitz-Thompson (cf. équation (1.47)). Cependant I'erreur d’approximation étant né-
gligeable (cf. équation ), nous pouvons approximer la fonction de covariance de
I'estimateur fipr4,4 entre deux instants r et ¢ par la covariance de I'estimateur par la
différence Cov,(fi(r), fi(t)) (cf|Sarndal et al|(1992)). Ainsi la covariance yar4 de fiaraq
est approximée par la covariance de Horvitz-Thompson appliquée aux résidus Yy — Yy

a(r,t) =~ %Covl, (kz Yk(T)W—kYk(T) ’ kz Yk(t);kYk(t))
= % N _ka)Yk(r) - Y (r) ¥i(@?) _Yl(t)7 rte[0,7]
keU leU Tk m
(2.15)

Remarque 2.4. Si les résidus Yy, ()Y} (t) sont petits par rapport 4 Yi,(t), Uestimateur
assisté par le modéle peut étre plus performant que ’estimateur de Horvitz- Thompson.

La fonction de covariance vyya (7, t) est estimée a 1’aide de l'estimateur de la cova-
riance de Horvitz-Thompson appliqué aux résidus estimés Y}, 4(t) - ?k,d(t),

1 S TR TR Yia(r) = Yia(r) Yia(t) - Yia(t)

- , 1,tel0,T],
k,les Tkl Tk m

7?MAJ(T? t) =

R (2.16)
ot Yy, a(t) = x;B,.4(%)-

Pour montrer la convergence de I’estimateur de la covariance Fia q4(7,t), nous de-
vons introduire des hypotheses supplémentaires sur les probabilités d’inclusion d’ordre
supérieur et sur les moments d’ordre 4 des trajectoires.

B6. Nous supposons que Imy- oo maX gy 1 1)eDy, [E{ (Lt = 7h1) (Lgrr = 7 ) | = 0
ou Dy y est 'ensemble de tous les t-tuples distincts (i1, ...,4¢) dans U.
B7. 1l existe deux constantes positives C5 et Cg tel que

NTYY(0)' < Cs et N7Y{Ya() - Ya(r)}' < Colt =],
U

pour tout (r,t) € [0,T]%.
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L’hypothese B6 a déja été posée par Breidt et Opsomer| (2000) pour un estima-
teur assisté par un modele non-paramétrique et par |Cardot et Josserand| (2011)) pour
montrer la convergence de l'estimateur de la covariance de I'estimateur de Horvitz-
Thompson. Elle est vérifiée pour des plans simples tels que le sondage aléatoire simple
sans remise (SRSWOR), le sondage stratifié avec un SRSWOR a l'intérieur de chaque
strate et le sondage réjectif (Breidt et Opsomer| (2000)), Boistard et al.| (2012]).

Proposition 2.3. Supposons que les hypothéses B1-B7 sont vérifiées et que le schéma

de discrétisation satisfait max }|ti+1 —ti| = 0(1). Alors, quand N tend a l'infini,
i={1,..,.Dn~1

nous avons pour tout (r,t) € [0,T]?,

n]EP{HMA,d(Tat)—’YMA(T,t)‘} - 0

et

nIEp{ sup |7MA,d(t,t)—’7MA(t’t)|} -0
te[0,7T']

Puisque nyya(r,t) est borné, nous déduisons de la proposition précédente que
I'estimateur de la covariance Fa 4 est ponctuellement convergent et la fonction de
variance estimée est uniformément convergente.

Remarque 2.5. Dans la Proposition nous ne donnons pas les taur de conver-
gence, la condition sur le nombre de points de discrétisation est donc plus faible que
dans la Proposition [2.3. Pour obtenir de tels tauz, il faudrait ajouter des hypothéses
supplémentaires sur le plan de sondage.

2.3 Normalité asymptotique

Pour montrer la normalité asymptotique de 'estimateur jina g dans espace des
fonctions continues, nous devons introduire une nouvelle hypothese.

B8. Supposons que pour chaque valeur de ¢ fixée, ¢ € [0,1],

(a0} 2 () - (1)) — N(0,1)

en distribution quand N tend a l’infini.

Cette hypothese est satisfaite pour certains plans de sondage classiques (cf. e.g.
Fuller| (2009a), Chapitre 2.2).
De la relation (2.13)), nous déduisons que pour chaque instant ¢ fixé, ¢t € [0,T],

Iviaa(t) — p(t) = fi(t) - p(t) + op(n™?),

Ainsi, si les conditions de la Proposition sont vérifices, /n (Tima,a(t) — p(t)) est
également ponctuellement asymptotiquement gaussien.
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Proposition 2.4. Supposons que les hypothéses B1-B5 et B8 sont vérifiées. Si le

schéma de discrétisation satisfait ~ max  |tj1 — ti|25 =o(n™Y), nous avons quand n
i={1,..,.Dy-1}
tend a linfini

\/ﬁ{ﬁMA,d - ,u} — 7 en distribution dans C[0,T] (2.17)

ot Z est un processus gaussien & valeur dans C[0,T] de moyenne 0 et de fonction de
covariance yz(r,t) = limg, oo nyara(r, t).

2.4 Preuves

Tout au long des preuves, nous utiliserons la lettre C' pour désigner une constante

générique dont la valeur peut varier d'un endroit a lautre. Définissons ay = i—”z -1,
Ay = (1= 7) et Ay = mp — mpm pour k,l € U. La norme euclidienne d’un vecteur

v sera notée ||v| et la norme d’une matrice A sera notée |A| =+/tr(A’A).

2.4.1 Quelques lemmes utiles

Lemme 2.1. Supposons les hypothéses B1, B2, B4 et B5 vérifiées. Alors, il existe

une constante C telle que

nE, (|G, -G ) <C.

Ce résultat, parfois fixé comme hypothese (cf. Robinson et Sérndal (1983))), nous
servira a démontrer la convergence de I'estimateur finia g-

Démonstration. La preuve suit les étapes de (Bosql (2000), Théoréme 8.4) et (Cardot
et al.| (2010a), Proposition 3.1). Selon I'hypothese A5 et I'inégalité ([2.7)), nous avons

|G -G < |GZ[G. -G |G
< CL72HGQ—GH7
ce qui implique
E,(|G;' -G'?) < aE,(|Gs-G|?). (2.18)

Pour borner E, (Héa - G|?), nous utilisons la décomposition suivante.

By (1Go-GI?) = B, (|G - GI’1 15, ;) + By (1Ga - GI"1(g,.a))
<B, (|G- G*) + 2B, (|Ga - G|*1 (5 .q)) + 2B, (I1G - G[*L g,.q))
<3E,(|G - G|?) +2E, (||€;a - auzn{@ﬁ@}) . (2.19)

Ensuite nous montrons que (voir aussi la démonstration de la Proposition 3.1 dans
Cardot et al.|(20104)),

E,|G-G|*=0(n™"). (2.20)
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Sous les hypotheses B1, B2 et B4,

Ey|G-G|* = N21E (EZakaltr[xkxﬁcxlx;])
U
< 12 1 Ztr XX} XX | +max|Akl| G 33 tr[xpx)xix)]
N=A N >‘ keU leU
< N2 )\ Z ”kak” +maX|Akl|N2)\2 ’;Ulezl; ”Xk” ”Xl ||
11
< NIy Z I * +maX|Akl| Z x|
1/(n 1 1 9
< L@ *”I%%X'Aklip)@
C
< —.
n
De plus
Ep (”Ga - G\\zﬂ{aa¢@}) <a’P(G, = G)
du fait que

2
|G- GJ?

p
Z [max(\j,,a) - )\j,n]anV;n
j=1

IN

sup |max(\jn,a)— /\j,n‘2
jzl""vp

< a’.

-1 . S
Etant donné que a < A\, = HG’IH , nous pouvons utiliser I'inégalité de Chebychev
pour borner

P(G,+G) = P(\n<a)
A —
< 1P(|>\pn—>\p|z| ”2 a')
4

Wﬂ%(wn - M)

Or la fonction valeur propre est lipschitzienne pour les matrices symétriques. Cela
signifie que pour deux matrices A et B, de valeurs propres respectives A1 (A) > \o(A) >
=2 Ap(A) et A (B) > - > \p(B), nous avons

max |A (A)-X;(B)[<[|A-BJ.
je{l,....p}

Ainsi

P(G,+G) < E, (|G - G|?).

(Ap—a)?

Par conséquent, pour une certaine constante C,

E, (1Ga - G[?)

IN

3E, (|G - G|?) +24°P(G, # G)

< ¢ (2.21)
n
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Des équations ([2.18)) et (2.21]), nous déduisons le résultat annoncé. O

Lemme 2.2. Sous les hypothéses B1, B2 et B4, il existe une constante C' telle que,
pour tout n,

2
<C.

v (o)

Démonstration. Sous les hypotheses B1, B2 et B4

2
1
— Zakxk = nE ( Z Zakalxkxl)
N U N2 keU leU
. A |
hS _2 — Xk.Xl
N keU leU | Tk
n 1 maXg] |Akl|
< w2 bl =5 % Ixllxl
N2 A keU A2 k,leU
k+l
n 1 1 9
——+ A
(53 + qemmlonl] § 3 b
1 1
< %X + ﬁnmaxmm] Cy
< C
pour une certaine constante C. O

Lemme 2.3. Sous les hypotheses B2-B5, nous avons
i)
|B(t) = B(r)|? < a 2 C3Cult - r[*°.
ii)
-2
Ba(t) = Ba()|* < S5 CaCalt = .

Démonstration.
i) Sous les hypotheses B3, B4 et B5,

2
B0 -BOP = 674 Smi) - 1)
U

612 (5 Thal?) (5 SO0 -7

a72C4C’3\t - 7’|2ﬁ.

IN

IA

ii) La preuve est similaire au point i) mais nécessite de faire une hypothese supplé-
mentaire pour minorer les probabilités d’inclusion d’ordre un (hypothese B2),
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2

1Ba(t) = Ba(r)]®

|65 T i - 1)

—~_ 1
e (N; sl?) (5 Z0i0 -1

1
a QEC4C'3|t—T|25.

IA

O

Le lemme suivant démontre la convergence ponctuelle quadratique moyenne pour
toute valeur fixe de ¢ € [0,7T].

Lemme 2.4. Supposons que les hypothéses B1-B5 sont vérifiées. Alors, il existe une
constante positive (; telle que, pour tout t € [0,T],

nEy (1B4(t) -B®)[?) < 1.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du Lemme 2.5] et sera donc
omise. 0

Lemme 2.5. Supposons que les hypothéses B1-B5 sont vérifiées. Alors, il existe une
constante positive (o telle que,

Ep (1Ba(t) = B(t) = Ba(r) + B(r)[?) < Galt .

Démonstration. Une décomposition directe conduit a

1| Ba(t) = B(t) = Ba(r) + B(r)|?

2

—~ o1 1 1,
n((G;'-G I)N%:w_kxk(yk(t) Yi(r)) + G~ 1N2U:(ﬂ_k—1)Xk(Yk(t)—Yk(T))

IN

|G- G —ka(t) )|
2
+2n)G7! \PH— zaka(Yk(t) -Yi(r)|
U
A partir des hypotheses B2-B4 et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
N L | C DR AR
a )\2 N k N - k k

n|G;' -G H2 SCsCylt =

2
Aln

IA

IN
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Finalement, en utilisant le Lemme nous obtenons
E,(A%y) < Clt-r*, (2.23)

pour une certaine constante C.

Sous les hypotheses B1-B5 et en utilisant le méme de type de développement que
le Lemme nous obtenons

2
Ep(A3y) < nIG_”Ep(‘NZOéka Vi (t) = Yi(7)) )
n 1 nmaxp Al —2 28
< (]W+T CyCaa”2lt - 7|
< Oft-r*? (2.24)

pour une certaine constante C. Enfin, on combine ([2.22)), (2.23)) et (2.24) pour obtenir
le résultat souhaité.

O

Nous allons maintenant donner quelques lemmes utiles pour démontrer la conver-
gence de la variance.

Lemme 2.6. Supposons les hypothéses B2-B5 et BT vérifiées. Il existe deux constantes
(4 et (5 telles que
i. )
N 2D () < G
1.

EPIAQRIOMENS
ot € (t) = Yi(t) = Yi(t).

Démonstration
i. Nous avons

% %: Et)en(r) < — %: (Yk2(t)yk2(7“) + Y2 (r)YE () + V()Y (r) + ?kQ(t)?g(T))

1 , 1/2 1 , 1/2 1 L 1/2 1 , 1/2
((xpo) (vpro) -(vpeo) (737o)

1 Y4t 1/2 1 }74 1/2 1 }74t 1/2 1 }74 1/2
(wpe) (ypio) (ypio) (330o)

Or, nous pouvons déduire des hypotheses B4, B5 et B7 qu’il existe une constante

IN
— 2

C telle que
1 4
—y Y. (t)<C
5 TH
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et 1
o4
N Z Yk‘ (’I”) <C.
U
Ainsi, pour une certaine constante (4,

% %: én(t)?en(r)? < Cu

ii. La preuve est similaire a celle du point i.

Lemme 2.7. Supposons les hypothéses B2-B5 et BT vérifiées. Il existe deux constantes
(e et Cy telles que
i.
E, (% > bt 7“)2) < Gelt = 7.
k
1.

(NLkZ et r)) < Gille—rf?,
0t G (t,1) = e ()E(E) ~ Fe(r)E(r) et Tlt) = Vi(t) - Tia(t).

Démonstration
1. Nous avons

1 o 1 > oA i L v % 4 e
Ep(ﬁzk:gbk’k(tﬁ)) < 2 (N%:IYk(t)—Yk(r)l) +Ep(N;IYk,a(t)—Yk,a(T)|)

1/2
1 - - ~ - 4
N%:[lyk(t)\+|Yk(7“)|+!Yk,a(t)|+\Yk,a(7")|] ) :
(2.25)
En appliquant le Lemme nous avons
2
1 = —
]Ep (N Z |Y]€,a(t) - Yk7a(7')’4) < Cz ( )\2 0304|t 7“|2ﬁ) (2.26)
U
et
1 ~ ~ _ 2
N%:|Yk(t)—Yk(r)|4 < CF(a 2050t -r]*)". (2.27)

Par conséquent, nous obtenons

E, (% Zk: gzk(t,r)) < Colt —r*P.

ii. La preuve est similaire a celle du point i.
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Lemme 2.8. Supposons que les hypothéses B2-B5 et BT sont vérifiées. Il existe deux

constantes (g et (g telles que
1
I D ¢i,k(tv r) < Gslt —r|*
k
et
. 2
N2 Y dpa(t,r) | <olt - r|??
kil

ol ¢ (t,1) = Ex(t)E(t) — Ex(r)ér(r) and & (t) = Yi(t) - Yi(t).

Démonstration. La preuve est similaire a celle du Lemme et sera donc omise. O

Lemme 2.9. Supposons que les hypothéses B2-B5 et BT sont vérifiées. Il existe deux
constantes (g et (11 telles que

1 -
Hr (N 2 Pt T)2) < Cuolt =
2
et
1 2
Ep| <5 2 dra(t.r) | <cCult-rf,
N

ou ggk,l(t, T) = ék(t)a(t) - ék(r)a(r), ék(t) = Yk(t) - ?k(t) et gk(t) = Yfk(t) - ?k,a(t)~

Démonstration. La preuve est similaire & celle du Lemme [2.7] et sera donc omise. O

2.4.2 Preuve de la Proposition et de la Proposition

La preuve de la Proposition [2.1] est omise. Elle est analogue a la preuve de la
Proposition qui est donnée ci-dessous. Les différentes étapes de la preuve sont
similaires & celles de la Proposition 1 dans Cardot et Josserand| (2011)).

Considérons la décomposition suivante, pour ¢ € [0,7],

sup [fiva,d(t) — ()] < sup [Bva,a(t) —Imaa(t)] + sup [Avaa(t) —p(t)] (2.28)
te[0,T'] te[0,T] te[0,T']

et étudions séparément chaque terme a droite de I'inégalité.
Etape 1. Erreur d’interpolation sup,o 1 [fima,d(t) — imaa(t)]-
Supposons que t € [t;,t;+1[. Dans ce cas, on a

[ina,a(t) = vaa(t)] < [EMaa(ts) = Tva,a (O] + [va,a (i) = Tva,a (L)
(2.29)
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En utilisant les hypotheses B2-B5 et le Lemme ii), on a

E [Y2(t) = Yi(r)] Yk(?”)|

IN

& Soxi(B.0)-,

1/2
(1+1)VariB. - ﬂamn+—(%;<Yk<t>—mr»2)
(A + A Caa™ + 1) X/ Cylt -7,

A, (t) — A (7))

IA

IA

Ainsi, il existe une constante positive C telle que
[Tina,a(t) = Bimaa(r)] < Clt = 7

et par conséquent,

IN

Cllts = t)® + [tiv1 — ti]°]
2C|tis1 — ti]°.

[inva,a(t) — TmAa(t)]

IA

Par hypothese, max;_r1 . py .3 [ti+1 = ti]? = o(n~1/?). Nous en déduisons que

S[up] Vnlfiva,a(t) — ivae (8)] = o(1). (2.30)
te[0,T

Etape 2. Erreur d’estimation sup;.[o 1) [inA,a (1) = p(t)].

Nous utilisons la décomposition suivante :

sup |Amaa(t) —p(®)] < [Anaa(0) - p(0)[+ sup |Bnaa(t) - p(t) - Ivaa(r) +p(r)].
te[0,T'] rte[0,T]

(2.31)

Considérons tout d’abord,

finma,a(0) — 1(0) ZakYk 0)-— ZakYk(O)

= —Z Yy, 0)——2% x},G, 12
U

c

XZY(O)

™

z|=

En utilisant les hypotheses B1-B3 et le Lemme nous obtenons directement
que, pour une certaine constante C,

Ey (7ina.a(0) - 12(0))* < % (2.32)
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En effet,

—~ 2 2(nl 1 1 2
By (a0 -n()) < 2(21 AQm]aaxmkz\)(ﬁ > 10) )
1 1 2
2 2 ~—-112
25 2 TO) E( + Sawa| 1627 )
Cg 1 a‘z 2
< 2— (NX ﬁnmaX|Akl|)( —>\2 04)

JN

(2.33)

Pour majorer le second terme de I'inégalité ([2.31]), nous utilisons le corollaire 2.2.5 de
Van der Vaart et Wellner| (2000]), basé sur les inégalités maximales. Considérons la
norme d’Orlicz définie, pour une variable aléatoire X, par

X1l = VE (¥(X))-

Dans le cas particulier ou v (u) = u?, la norme d’Orlicz est tout simplement égale
a la norme L?, || X||y = /Ep(X?). Nous introduisons, pour tout (r,t) € [0,7]% la
semi-métrique d(r,t) définie par

(r,t) = |Valmaa(t) - p(t) - Tuaa () - ()]

nEp (|ima,a(t) - 1(t) - fiva,a(r) + u(r)?)

Nous considérons le packing number D(e,d) défini comme étant le nombre maximum
de points dans [0,7] dont la distance d entre chaque paire est strictement plus grande
que €. D’apres le Corollaire 2.2.5 dans |Van der Vaart et Wellner| (2000), il existe une
constante K > 0 telle que

sup  v/nffivaa(t) = p(t) - Ana,a(r) — p(r)]
(rt)e[0.T]2

< KfOT¢—1(D(e,d))de.

(2.34)

(]

Nous montrons ci-dessous qu'’il existe une constante C telle que d?(r,t) < Clt—7|?5.
De ce résultat, nous pourrons déduire que l'intégrale a droite de 'inégalité (2.34)) est
finie lorsque > 1/2.

On a
d*(r,t) < 2d2(r,t) +2d3(r,t) (2.35)
di (r,t) = nEp([ina,a(t) = f(t) = Fniaa(r) + 5(r) ) (2.36)
et

d3(r,t) = nEy(a(t) = u(t) = a(r) + u(r)). (2.37)
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En utilisant les hypotheses B2-B4 ainsi que le Lemme nous obtenons, pour

une certaine constante C,

2
+ Sows| B30 Bt

da(rt) < Ep{n

IN

(1+5) & SIslE, (1180 - 5O - Bulr) + BN

IN

(1 + %) C4C2|t - 7"|26
Ot —r*°. (2.38)

Nous avons également
2

dy(r,t) = nE, [i > [Ya(t) = Yi(r) - x4 (B(t) - B(r))]
2, (A%) + 2E,(B%) (2.39)

avec A% =n (& Sy ap [Yi(t) - Yi(1)])” et By =n (& Sy apxi,(B(t) - B(r)))”.

IA

Sous les hypotheses B1-B3, nous montrons facilement qu’il existe une constante
positive C' telle que

E,(A%) < Clt-r[*? (2.40)
et en appliquant le Lemme et le Lemme nous pouvons majorer
Ey(BY) < Zaka ] 1B() - B(r)[?
< Clt- r|2/3. (2.41)
En combinant les inégalités - ) et avec ) et (2.38)), nous obtenons que
d2(r,t) < Clt- r|2ﬁ, (2.42)

pour une certaine constante C.

De Déquation (2.42)), nous déduisons que le Packing Number D(e,d) = 0(6_1/5).
Par conséquent,

T T _
/(; Y (D(e,d))de < '[0 €7 < oo quand 5 >1/2 (2.43)
et ainsi, pour une certaine constante C,
E, (ﬁ 1 Tataa(t) = 1(0) = Bna(r) + u(v")!) <c (2.44)
r,tel0,

En insérant (| et (| - ) dans ( -, nous obtenons que
N ( sup [aa(t) - u(t)!) <c (2.45)
T]

te[0,
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2.4.3 Preuve de la convergence de la fonction de covariance

Tout d’abord nous démontrons que pour tout (r,t) € [0,7]?, 'estimateur Fya a(7, t)
de la fonction de covariance converge vers yya (7,t).

Ensuite, pour prouver la convergence uniforme de I'estimateur de la variance Fya 4(t,t)
nous montrons que la variable aléatoire n(Fma,q(t,t) —yma(t,t)) converge en distribu-
tion vers 0 dans l’espace des fonctions continues.

La preuve est décomposée en deux étapes (cf. [Billingsley| (1968)). Nous montrons
d’abord que le vecteur n (Fma,a(t1,t1) — A (t1,t1), -, FMAa(tps tp) = YMA(Eps tp))
converge en distribution vers 0 et ensuite nous montrons que la suite est tendue.

Etape 1. Convergence ponctuelle
Nous voulons prouver que, pour chaque (¢,7) € [0,7]%, nous avons
nE, {| Ama,a(r, t) = yaa(r,t) [} >0, quand N - oo.
Considérons la décomposition suivante
n(ma,da(r,t) = mwa(r,t)) = n@vaa(r,t) = Fvaa(r ) + n(fuae(r,t) - yma(r,t))

ol Hma,a(7,t) est définie par

’VMA,a(T,t) 1 Z Ap Yk:(r) Yk a(r) }/l(t) lea(t)

Nzkks Tl T )

Nous étudions séparément les erreurs d’interpolation et d’estimation.

Erreur d’interpolation
Supposons que t € [t;,t;11[ et r € [tir, ti41[. Nous avons
n(Mma,d(r,t) = ma,a(r,t)) < A+ B,

avec

_n |A]
4 = N2 kle:Uﬂkﬂrkﬂ'
+(Yia(r) = Ya(r)(Yi(t) - ¥, d(t)) + (Yi(r) = Yaa(r) (Yea(t) - Yi (1))

1/2
Z(Yk,d(T - Yi(r))? —Z(ka(t) Yk(t)))

keU keU

|(Yea(r) = Yi(r) (Yia(t) = Yi(1))

IA

(N \2 ”H;iaxm’“'A )\2

) R 1/2
+ (N > (Via(r) = Yi(r))? (Yi(t) - Yk,d(t))Q)

1
keU N keU

keU keU

1 1 1/2
(5§ B0 - T T a0 - i) ]
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et
-y L () - Boa) (000) - Toa) ~ (V) ~ Fica (1) (40~ Fa(D)
k,leU TRITET
_n A

N2 e ThL TR

1/2
( > () - Tl 3 (Fra ) - kau)))

1 1
+ nmax | Ak )
kil keU keU

(N)\2 A* A2

keU keU

1/2
( Z(Yk‘(t) ka(t)) Y Z(Yka("") ka(’l“)) ) ]

Pour ¢ € [t;,t;+1], nous avons
[Y3.a(t) = Yi(t)| < [Yi(t:) = Yi(t)| + [Yi(tis1) = Yi(t:)|

et
Via(t) = Via()] < [Via(t) = Via(t)] + 1Via(tivn) = Yia(to)].

Or par hypotheses, nous avons 3 LYo (Yia(t) = Yi(t)? < C[[t; — t*° + |tie1 - t:*P],
¥ Zo(Yi(t) = Via(8))* = O(1) et 5 Sy (Yi(t) - ¥ia())* = O(1). Crace an Lemme [2.3]

nous obtenons la majoration sulvante
Tralts) = Fial®)] < Coa™ SO~ 17 < Caa SO i - 1
Par conséquent, sous I’hypothese du schéma de discrétisation, nous obtenons que
nfAnva,a(rst) = va,a(r, )] = o(1).

Erreur d’estimation

Considérons maintenant,

(% - 1) [Yi(t) - Ve([Yi(r) - Yi(r)]

. n
n(’YMA,a(Ta t) - 'YMA(Ta t)) = N2 Z Z Tk
k 1

TR
Yy Sk Yy 4y G O]F(r) = Tra(r)]
w T TETL Tk

2 LK () - (0] - V()]

e £ 0 S ()= T O[T - T )
= AL(r ) + As(r0) + Ag(r,£) + Ag(r,1). (2.46)

Définissons é;(t) = Y(t) - Y3, () et montrons, dans un premier temps, que

E,y(Ai(r,t)?) >0 quand N - co.

(Yi(r) = Yo (1) (Yia(t) = Yia(1)) + (Yi(t) = ¥1,a(1)) (Vi () = Vi a(r))
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E,(A1(r,t)?) =E lN—2 > i(%_l) A (]lk’l’ )é (t )el(r)ek/(t)el/(r)]

Lk TET N Tk T Ty \ gt/
2
n 1- Tk ]lk 1- Tkt ]lk’ - B _ ~
:Ep [_42 (__1) (__1)6k(t)ek(T)ek’(t)€k/(T)
k k' Tk Tk Uy Tt
2
n 1—7Tk (lk ) Ak’l’ (]lk'l’ )~ _ ~ ~
+2E,| — ——-1|— — 1) er(t)er(r)ew (t)ey (r
D N4 Zk: k}l,l’ 7rk; 7Tk 7'('k/7'(’l/ 7Tk_,l, ( )
k'l
2
n Apl (1p Ay ( Ly S
+ ]Ep m (_ - 1) ( - 1) ek(t)el(r)ek’(t)el/(T)
Kl kN TETL N TR T Ty \ Ty
kel k2l
=a1 +ag +as. (2'47)

Les hypotheses sur les moments des probabilités d’inclusion et le Lemme induisent

que
. n? 1 . n? maxpap [Apy| ¢
1 N33 N2 X *
et
C Ap])?
o< S (nmaxy. |Awl) max |Ep{ (Lgs = mht) (Lgrr = T ) G5

N A\ %2 (kLK I')eDy n

ainsi a; — 0 et ag - 0 quand N — co. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous obtenons également que az - 0 quand N — oo, et finalement E,(A4;(r,t)?) - 0
quand N — oo.

Montrons maintenant que IE,(|A4(r,)|) - 0 quand N — co. Posons é;(t) = Y () -
Viea(t) = 3. (B(t) - B,(1)). Avec le Lemme et les hypotheses B1-B5, nous avons

Ep(|A4(r, 1))

IA

n&G%zzEﬂiw%wwmw%mw%wraﬁ>)
% 1 TkT Tk

l [ n nmaxgx] |Akl| C4<1

A2N A2\ #
D’ou E,(|A4(r,t)|) = 0 quand N — oo.

De la méme maniere, nous pouvons borner E,(|A2(r,t)|) comme suit,

B0 < 322 B e 0E()

: TR T
< 322 By ) 01 B 1BC) - B

maxg. |A 1 ~
(ﬁ; “_Aﬁf'm)jﬁﬁﬁﬁiuuw—mu»
k
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Ainsi, il existe une constante C telle que,

Ep(|A2(rt)]) < NG

et E,(JA2(r,t)[) - 0 quand N — oco. Nous pouvons montrer de la méme facon que
(| A3(r, £)]) - 0 quand N - co.

Finalement, nous avons que pour tout (r,t) € [0,T]?,

nEp {| Ama,a(r,t) —yMma(r,t) |} =0, quand N — oo. (2.48)
D’ou
nlE, {| Ama,d(r,t) = yma(r,t) |} -0, quand N — oo. (2.49)

Etape 2. Convergence uniforme de I’estimateur de la variance

La convergence ponctuelle de la fonction de variance démontrée dans 1’étape pré-
cédente implique clairement la convergence en probabilité de toutes combinaisons
linéaires finies : pour tout p € {1,2,...}, pour tout (ci,...,c,) € RP et pour tout
(t1,...,tp) € [0,T]7, nous avons

p
> ce n(Fuaate,te) —ymalte te)) - 0 (2.50)
=1

en probabilité quand N tend a l'infini. D’aprés le Lemme de Cramer-Wold, le vec-

teur n (Ao (t1,t1) = yma(tist), -, maa(tp, tp) — "a(tp, tp)) converge en distribu-
tion vers 0 (dans RP).

Nous devons maintenant prouver que la suite de fonctions aléatoires (n(Fma,q(t,t) -
A (t,t))) N est tendue dans C[0, 7] en bornant les accroissements. Nous introduisons
la distance suivante,

d(t,r) = n’Bp(Amaa(t,t) = mia(t,t) = Fuaa(r,r) + yaa(r,r)f).

Pour conclure, nous montrons dans ce qui suit que d?(t,r) < C |t—7“|25 pour une certaine
constante C' et tout (r,t) € [0,T]%. A partir de (2.46)), nous pouvons décomposer la
distance en 4 parties.

Posons ¢y, (¢, 1) = é(t)é(t)—Ex(1)é(r) et considérons d2 L= Ep(JAr(t,t)=Aa(r, ).
Nous avons

1 - 7Tk/ ]lk
d?/-ll = [ ( ]_) (——1)¢]§ k;(t ’I“)gbk.l k"(t ’r‘):|

Tk k! ™

l—ﬂ'k- (lk ) Ak’l’ (]lk’l’ ) T

2 it = 1) @npe(t,m)onr o (2,7)

N4 zk:k’ l’zk‘:’¢l’ Tk Tk Th! Ty \ Tyt ’ ’ ]

’ Ag (1 Ay (Ley ]

+E, n_4 Kl (ﬂ _ 1) k'l ( KU 1) bra(t,r) v (E,7)

N Fe kel k7 17k <1 TETy \ T T/ T \ TR |

= bl +2b2 +b3
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En appliquant le Lemme nous obtenons

2 2
n- 1 n- maXgxk’ Akk’ 1
R Rl s vl F )
k

N3 X3 N2 e
< Clt-r)* (2.51)
et
( Al)? :
N MmMaXg] kl
b < E T — Ly — iy t,
3 XV (k,l,lgl,lE’L)}éD4,n| oA (M = 7rr) (Lt sz)}|( kZ(bkz( r )
Clt-r*#
+—
N
< Clt-r. (2.52)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a by avec les majorations de by et bs nous
permet d’obtenir by < C|t — r|?5. Ainsi
& < Clt-r*. (2.53)

1

Nous allons maintenant majorer d = d,243 = E,(JA2(t,t) — A2(r,7)[?). Pour cela
nous définissons ¢y ;(t,7) = &(t)&(t) - &,(r)&(r). En appliquant le Lemme nous
obtenons

2
2n2 2 2n2 maxp«; ’Akl|2 1 ~
&4, < ( > ok ) + : Ep| <5 2 [ona(t,7)]
2 N2)\4 Ep - A4\ %2 Pl N2 "

< Clt-rf". (2.54)
R Eiudionile d(/afnier terme, d7, = By (|A4(t,t) — Ay(r,r)]?) et définissons bra(t,r) =
ex(t)e(t) —ex(r)e;(r). En appliquant le Lemme nous obtenons

2n2 2n2 maxip.] |Akl|2

9 2
1 =
di < ( § ¢kk (t 7“)) E _§:|¢k,l(ta7")|
4 N2)\4 p A\ %2 Pl N2 Wl

< Clt-r. (2.55)

A\

Finalement, nous pouvons déduire des inégalités ([2.46)), (2.53)), (2.54)) et (2.55)), que

A(t,r) = n*Ep(Fuiaa(t:t) = yma(tt) = Fuaa(r,r) + ymwia(r,m)?)
< Clt-r*. (2.56)

La fin de la preuve est une application directe du Théoreme 12.3 de [Billingsley!
(1968)). Puisque S > 1/2, la séquence (n(Fma,q(t,t) — mia(t,t)))n est tendue dans
([0, 7).
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Le théoreme 8.1 de Billingsley| (1968)) permet de déduire que n(Fa o (¢, t)—yma(t, 1))
converge en distribution vers 0 dans C[0,7']. Etant donné que n[ya a(7,t)-Fma,q (7, )| =
0(1), nous pouvons également déduire que n(Fya,q(t,t) — yma(t,t)) converge en dis-
tribution vers 0 dans C[0, 7] (cf. Théoreme 4.1 de Billingsley]| (1968))).

Compte tenu du fait que la fonctionnelle ¢(f) = sup, |f(¢)| est continue et bornée
dans C[0,T], nous appliquons la définition de la convergence en distribution pour
obtenir le résultat souhaité, ainsi,

nEp{sup]leA,d@,t)—m(t,t)\} - 0.
te[0,T

[0

2.4.4 Preuve de la normalité asymptotique

Les étapes de la preuve de la Proposition [2.4] sont similaires a celles de la preuve de
la Proposition Nous examinons d’abord les combinaisons finies puis nous utilisons
le Lemme de Cramer-Wold. Ensuite nous montrons que la suite est tendue a partir
d’une borne sur ces accroissements.

Comme nous 'avons vu dans , I’erreur d’interpolation est négligeable sous les
hypotheses du schéma de discrétisation.

Ensuite, en lien avec , le Lemme et le Lemme nous avons clairement
que, pour chaque valeur de t,

Vi (fnaa(t) - Ti(t) = op(1),
et par conséquent, quand n tend a l’infini,

Vi (fivaa(t) - p(t)) = N(0,7z(t,t)) en distribution,

ot la fonction de covariance de [, définie dans (2.15]), satisfait limy_co nyMA = V2-

Si nous considérons maintenant p instants de discrétisation distincts 0 <t <tp...<
tp < 1, nous avons immédiatement que pour tout vecteur c € R?, \/ﬁ( ?:1 c;i(fi(ty) - ,u(tj))) -

N(0,02) ot

p P
O'z = Z Z ciceyz(ts,te).
G=10=1

En effet, par linéarité, il existe un vecteur de poids aléatoires (wq,...,wy) qui ne
dépend pas de t tel que

it) = > wpYi(t),

keU

et X0 ¢fi(ty) = Thev Wi (Z?zl chk(tj)) satisfait un théoréme central limite, de va-

riance asymptotique o2, sous la condition de moment B7. Ainsi, toute combinaison

c?

linéaire finie est asymptotiquement gaussienne et nous pouvons conclure que le vecteur
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V(i) — p(th), ..., m(tp) — u(tp)) est asymptotiquement gaussien en appliquant le
Lemme de Cramer-Wold.

Il reste a montrer que le processus fonctionnel est tendu. Ceci est une conséquence

directe de (2.38). En effet, soit Z,,(t) = /n (a(t) — u(t)) , il existe une constante C telle

que, pour tout (r,t) € [0,T]?,

Ep ([Za(1) = Zu(r)]?) < Clt -,

et, puisque > 1/2, la séquence Z,, est tendue dans C[0,T"] (cf. Théoréme 12.3 de
Billingsley| (1968))) et, quand n tend & U'infini,

Vn{fi—p} - Z en distribution dans C[0,T] (2.57)

ol Z est un processus gaussien a valeur dans C[0,7'] de moyenne 0 et de fonction de
covariance Yz (7, t) = limy, 400 nyMA (7, 1).

Etant donné que v/n (fma,a(t) — p(t)) = /n (fi(t) — u(t)) + 0p(1), nous pouvons
déduire que
V7 {fima,a -} = Z en distribution dans C[0,T] (2.58)

quand n tend a l'infini (cf. Théoreme 4.1 de Billingsley| (1968))
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Chapitre 3

Estimation de la variance de
’estimateur de la courbe
moyenne de données
fonctionnelles pour des plans a
probabilités inégales a forte
entropie

Le calcul de la variance de ’estimateur de Horvitz-Thompson pour les plans a pro-
babilités inégales peut étre tres difficile car la formule d’estimation de la variance (cf.
équation (1.47)) fait intervenir les probabilités d’ordre deux qui ne sont pas toujours
connues. Dans le cas d’un tirage réjectif, Hajek| (1964) a proposé une formule d’approxi-
mation qui ne fait intervenir que les probabilités d’inclusion d’ordre un et qui est facile
a calculer. Hajek (1964) et |Chen et al. (1994) ont montré que, lorsque les probabilités
d’ordre un sont fixées, le tirage réjectif est le plan de sondage a taille fixe qui a la plus
forte entropie. Matei et Tillé (2005) et Deville et Tillé (2005) ont proposé des variantes
pour les plans a forte entropie. Deville et Tillé (2005) et Fuller| (2009b) ont utilisé
des algorithmes d’échantillonnage équilibré, ou approximativement équilibré, sur les
probabilités d’inclusion pour obtenir un plan de taille fixe & probabilités d’inclusions
fixées. Des arguments théoriques reliant le plan équilibré au plan réjectif sont donnés
dans Deville et Tillé| (2005). Dans la suite de ce chapitre, nous proposons d’étendre
la formule d’approximation proposée par [Hajek| (1964) au cas ou nous estimons une

courbe moyenne a ’aide d’un plan a forte entropie.

Le chapitre est organisé de la facon suivante. Dans la section nous présentons,
pour les plans a forte entropie, I’estimateur de la covariance de I'estimateur de Horvitz-
Thompson. Dans la section [3.2] nous montrons que, sous certaines hypotheses sur les
probabilités d’inclusion et sur la régularité des trajectoires, ’estimateur de la fonction
de variance converge uniformément vers la fonction de variance de Horvitz-Thompson.
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Dans le cas d’un tirage réjectif, nous donnerons également sa vitesse de convergence.
Dans la section[3.3] nous appliquerons cette méthode d’estimation sur un jeu de données
de courbes de consommation. Les démonstrations seront données dans la section B3.4]

3.1 Estimation de la covariance pour les plans a fortes
entropies

Considérons, comme précédemment, une population finie U = {1, ..., N} de taille N
et supposons que, pour chaque élément k£ de la population U, nous pouvons observer
la courbe déterministe Y = (Y3 (f))se[0,7]- Soit s un échantillon de taille fixée n, choisi
aléatoirement dans U selon un plan de sondage p(-). Soient 7 =Pr(k € s) > 0 et
7 =Pr(k&l € s) les probabilités d’inclusion d’ordre un et respectivement deux.

Nous supposons que la courbe moyenne p (cf. équation (1.37)) est estimée par
I'estimateur de Horvitz-Thompson fonctionnel (cf. équation (|1.38))).

La formule de la covariance de l'estimateur de Horvitz-Thompson (cf. équation
(1.44))) indique clairement que si, pour tout ¢ € [0,7'] et k € U, la probabilité d’inclu-
sion du premier ordre est approximativement proportionnelle & Y (t), la variance de
Iestimateur [ sera faible. Par conséquent, si nous disposons d’une variable auxiliaire
X supposée a valeur positive et connue pour ’ensemble des individus de la population
et si X est corrélée a notre variable d’intérét, il est intéressant de considérer un plan
de sondage ou les probabilités d’inclusion sont données par

Tk
XU Tk

T =1 , VkeU. (3.1)

Nous avons vu dans le chapitre précédent différents plans de sondage qui permettent
de tirer un échantillon de taille fixe n et tels que les probabilités d’inclusion vérifient
I’équation (3.1)). Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous intéresser aux plans
a forte entropie (cf. Définition [L.1]). [Chen et al] (1994) ont prouvé que lorsque les
probabilités d’inclusion d’ordre un sont fixées, le tirage réjectif est le plan a taille fixe
qui a la plus forte entropie. Ce résultat clé est lié a l'approximation uniforme des
probabilités d’inclusion d’ordre deux

(A-m)(A-m)
d(m)

[1 +0(1)]}, (3.2)

M = TR {1
oud(m) = Yy (1 -m). Cette approximation est satisfaite pour le tirage réjectif et le
tirage de Sampford-Durbin (Hajek (1981)) et s’avere étre tres efficace quand la taille

de I’échantillon est grande (et par conséquent quand d est grand) et que Ientropie du
plan de sondage est proche de ’entropie maximale.

En introduisant I’approximation (3.2)) dans 1’équation ((1.44)), nous obtenons I’ap-
proximation de Héjek g (r,t) de la fonction de covariance 7,(r,t) dans le cadre fonc-
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tionnel, pour tout (r,t) € [0,7] x [0,T],

Yu(r,t) = W[(Z}w—k T dln )22(1 ) (1 - Wl)Yk(t)Y(T)]

(3.3)

La variance vy (t,t) est toujours positive (Bondesson et al. (2006)) et un estimateur
de la covariance est donné par

() = 35503 | S SN0 - 25 DT o]

(3.4)

ot d(r) = ¥, (1-7). Cest I'extension, au cas fonctionnel, de estimateur de la variance
proposé par Berger| (1998a) dans le cas réel (cf. équation (1.13).

Nous pouvons facilement montrer la propriété suivante.
Proposition 3.1. Si, pour tout t € [0,T], il existe une constante ¢; tel que Yi(t) = cymy,

alors vy (r,t) =0 et ¥y (r,t) = 0.

Lorsque nous travaillons sur un jeu de données discrétisées, la covariance est estimée
a l'aide des courbes interpolées Yy 4 (cf. équation (|1.45)
b

1a01) = 573 )| E e aViar) - 725 BT T 03|

N2d(m) |4 2 53
3.5

(r,t) €[0,T] x[0,T].

3.2 Propriétés asymptotiques

3.2.1 Hypotheses

Pour démontrer les propriétés asymptotiques de 'estimateur de Horvitz-Thompson
pour les plans qui vérifient I’équation , nous nous plagons dans le cadre de super-
population introduit par Isaki et Fuller| (1982)) (cf. section et nous adoptons 'ap-
proche asymptotique proposée par Hajek| (1964), nous supposons que d(7) — co. Cette
hypothese implique que n — oo et N —n — oo. Il est également nécessaire d’introduire
les hypotheses suivantes.

A1. Nous supposons que J\lfl—>nio % =7 e€l0,1].

A2. Nous supposons que r]gucrfmrk >A>0, n];n? T 2 A >0 et
€ +

Ty = ﬂkﬂl{l—(1_7T£()TE§_7U)[1+0(1)]}.
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A3. 1l existe deux constantes positives C; et Co et 5> 1/2 telles que, pour tout N
et pour tout (r,t) € [0,7] x [0,T],
1

%%%@Waetﬁémmde«wwm

Les hypotheses A1 et A2 sont des hypotheses classiques en sondage et elles concernent
les probabilités d’inclusion d’ordre un et deux. De plus, elles sont satisfaites pour cer-
tains plans de sondage a taille fixe (Hajek (1981))) et elles impliquent que cn < d(mw) <n
pour une certaine constante ¢ strictement positive. L’hypothese A2 implique que

limsupnr%alxhrkl - mm| < Cp < oo, et assure que mg; < TR ainsi Uestimateur de la
N—oo #
variance proposé par Sen! (1953)) et [Yates et Grundy| (1953) est toujours positif.

L’hypothese A3 a déja été introduite dans Cardot et Josserand| (2011). Méme si la
convergence ponctuelle peut étre prouvée sans aucune condition sur 3, cette condition
de régularité est nécessaire pour obtenir la convergence uniforme de ’estimateur de
Horvitz-Thompson.

3.2.2 Convergence et propriétés asymptotiques

Cardot et Josserand| (2011)) ont montré que, sous certaines hypothéses, ’estimateur
[1q est asymptotiquement non biaisé par rapport au plan et uniformément convergent.

Proposition 3.2. |Cardot et Josserand| (2011)
Si les hypothéses A1-A3 sont vérifiées et si le schéma de discrétisation satisfait

_, nax 1\ti+1 —t|*? = o(n™Y) alors, il existe une constante C telle que
=1,.. . UN—

\/ﬁE( sup |fia(t) - u(t)l) <C.

te[0,T]

Le résultat ci-dessus montre que si la grille est assez fine, la vitesse de convergence
paramétrique peut-étre obtenue de fagon uniforme. L’hypothese ajoutée montre que
la grille doit étre d’autant plus dense que ( est petit. De plus, la condition g > 1/2
dans I'hypothese A3, qui exige que les trajectoires soient assez régulieres (sans né-
cessairement étre dérivables), n’est pas forte puisque le cas 8 = 1/2 correspond & des
trajectoires browniennes.

On souhaite maintenant obtenir la convergence de I'estimateur 45 4 de la fonction
de covariance 7,(r,t). Pour cela, il est nécessaire d’introduire de nouvelles hypotheses
sur les moments d’ordre 4 des trajectoires et sur les probabilités d’inclusion d’ordre
supérieur,

A4. 1l existe deux constantes positives C5 et Cy telles que, pour tout N et pour
tout (r,t) € [0,T] x [0,T],

%%%@W%et%%mmdww«w%m
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A5. Nous supposons que

i E 1 - 1 -
]\1[1_1)20 (kl,ll,k:[;l,?%ED&N’ D [( k1ly 7Tk17rl1)( kol 77/?27”2)] | -0

ou Dy n représente I’ensemble de tous les ¢-tuples distincts (i1, ...,4;) de U.
L’hypothese A5 est vérifiée pour le sondage aléatoire simple sans remise, le sondage

stratifié et plus généralement pour les plans a forte entropie. Considérons la divergence
de Kullback-Leibler K (p, pre;),

N o[ _PE)
KGn5) = Sty (22, 3.6)

Celle-ci permet de mesurer la dissimilarité entre la distribution du plan p est celle du
plan a entropie maximum c’est-a-dire le tirage réjectif p,.;. Nous remarquons que cette
divergence n’est pas symétrique.

Proposition 3.3. Si d(7) — oo, alors

+/K(p,prej) /2

C
ma; E,[(1 - 1 - <
(kl,ll,kz,lg);eDZ;,N | P[( k1ly 7rk17rl1)( kala szﬂlz)]’ d(ﬂ')

pour une certaine constante C.

Une conséquence directe de la Proposition [3.3] est que 'hypothése A5 est vérifiée
pour le tirage réjectif ainsi que pour le tirage de Sampford-Durbin, dont la divergence
de Kullback-Leibler, par rapport au tirage réjectif, tend vers 0 quand la taille n de
I’échantillon tend & l'infini (Berger (1998b)).

Proposition 3.4. Supposons que les hypothéses A1-A5 sont vérifiées et que le schéma
de discrétisation vérifie { max }|tz-+1 —t;l=0(1). Quand N tend a l'infini,
={1,..,Dn-1

nEy {| Fm,a(r,t) = vp(r,t) [} >0

et

nEp{ sup | Vm,a(t,t) —vp(t,t) |} - 0.
te[0,T]

L’estimateur Fg q(7,t) de la covariance 7,(r,t) est ponctuellement convergent pour
tout (r,t) € [0,7] x [0,T] et I'estimateur fonctionnel de la variance 7y 4(t,t) est uni-
formément convergent vers 7,(t,t). Pour obtenir les taux de convergence, il faudrait
introduire de nouvelles hypotheses. La preuve est donnée dans la section |3.4

Pour le tirage réjectif, Boistard et al.| (2012) ont donné une approximation des
probabilités d’inclusion multiple qui nous permet d’obtenir le résultat suivant :
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Proposition 3.5. Supposons que [’échantillon s est sélectionné a 'aide d’un tirage
réjectif. Supposons que les hypothéses A1-A4 sont vérifiées et que le schéma de dis-

crétisation satisfait { max }|ti+1 —t;I*" =0(nY). Alors, pour tout (r,t) € [0,T]2,
i={1,..,Dy-1

~ 2
n® By [(Fua(rt) - (r, 1))’ < €
pour certaine constante positive C.

On peut également remarquer que l'erreur d’approximation de la variance v, par
la formule de Héjek vy est asymptotiquement négligeable comparée a ’erreur d’échan-
tillonnage (cf. preuve de la Proposition [3.5]).

Pour montrer que I'estimateur de Horvitz-Thompson fig satisfait un théoreme cen-
trale limite fonctionnelle (Cardot et Josserand| (2011)) ont introduit une nouvelle hypo-
these.

A6. 11 existe § > 0, tel que N7' Y, [Vi(£)[** < oo pour tout t € [0,77], et
{’yp(t,t)}_l/2 {i(t) — n(t)} = N(0,1) en distribution quand N tend & infini.

Proposition 3.6. |Cardot et Josserand (2011))
Si les hypothéses A1-A3 et A6 sont vérifiées et si le schéma de discrétisation
satisfait ~ max  [ti1 —t;*" = o(n71), alors
1:={1,4., N_l}

V(g — i) = Z en distribution dans C[0,T]

ot Z est un processus gaussien prenant ses valeurs dans C[0,T] de moyenne O et de
fonction de covariance vz (r,t) = impy_, e nyp (7, t).

Ce dernier résultat nous servira a justifier la construction de la bande de confiance
par simulation de processus gaussien dans le chapitre

3.3 Exemple : estimation de la variance de la courbe de
consommation électrique

Lorsque ’échantillon est tiré a I’aide de I’algorithme du cube, Deville et Tillé (2005)
suggerent d’utiliser des approximations de la variance de l'estimateur de Horvitz-
Thompson basées sur les idées de Hajek. Dans cette section, nous allons calculer la
précision de I'approximation de Hajek 4z 4 lorsqu’on dispose d'une grande population
de données fonctionnelles.

Nous disposons ici d'une population de N = 15055 courbes de consommation élec-
trique mesurées toutes les demi-heures pendant une semaine, soit d = 336 points de
discrétisation. La consommation moyenne de la semaine précédente X, connue pour
chaque individu k de la population U, est utilisée comme variable auxiliaire. Cette va-
riable est tres corrélée a la consommation d’électricité mesurée pendant notre semaine
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d’étude (la corrélation ponctuelle est supérieure a 0.80 cf. Figure [1.1)). Notons que la
consommation totale passée sera facilement mesurable et transmise apres la mise en
place des nouveaux compteurs.

Nous supposons que 1’échantillon s de taille n est tiré a l'aide de ’algorithme du
Tk
Xuzk’
de sondage proche de I'entropie maximale, un tri aléatoire de la population est effectué

avant de tirer I’échantillon s (cf. [Till¢ (2011)).

cube équilibré sur la variable 7 = (71, ...,mn) avec T =n Afin d’obtenir un plan

La courbe moyenne de consommation est estimée a I'aide de I'estimateur iy défini
par I’équation ([1.46)). Les probabilités d’inclusion d’ordre deux étant inconnues, une
estimation empirique de la covariance 7y, est obtenue a partir de J = 10000 simulations

J
oo (1) = 7 2ty 1) = D) a s 7) = (1) (3.7

N Yia(t) =~ N
avee fig,j(t) = & Shes; "2 fig(t) = L 74 fia (1) et (r,t) € [0,T).

Afin d’évaluer la performance de l'estimateur 4 4(¢,t) de la fonction de variance
7p, nous considérons différentes tailles d’échantillon n = 250 (d(7) = 241.2), n = 500
(d(m) = 464.7) et n = 1500 (d(m) = 1202.3). Pour chaque taille n d’échantillon, nous
tirons I = 10000 échantillons. La précision de I'estimateur 4p 4 est évaluée a 'aide du
critere quadratique suivant :

1 38 By atinti) = Yemp(tis ti)]?

Ro(Apra) = —
2(im) = 555 2, Yemp(tis ti)?
~ Wﬁﬂd(tvt) - 'Yemp(tvt)|2 dt
’Yemp(tat)z

Nous considérons ensuite l'erreur quadratique moyenne relative

R 1 d .
RMSE(AYga) = —=) Roi(Ym,a)
I-1iH
= BR(yma)® +VR(Ama) (3.8)
ol 2
R 1 336 %H d(tv t) — Yem (tia ti)
BR(¥m,4)* = —— ’ .
336 & Yemp(ti, ti)

est le biais relatif de I'estimateur 4g 4, VR(Ym,q4), sa variance relative et §H7d(t,t) =
1] 2
7 Xic1 Y4, (L, 1)

Les erreurs d’estimation sont présentées dans le tableau pour les 3 tailles
d’échantillons. L’erreur médiane est faible et décroit logiquement avec la taille n de
I’échantillon. Cependant ’erreur moyenne est relativement élevée. Les quantiles & 95%
indiquent clairement que pour un tres petit nombre d’échantillons I'erreur d’estima-
tion de la variance est tres importante. On remarque également que le biais relatif
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Taille de | RMSE(Jua) | BR(Ym,4)* Ry(Ym,a(t,t))
I’échantillon Q5 Q25 | médiane | Q75 Q95
250 0.9473 0.0004 0.0188 | 0.0298 | 0.0446 | 0.0748 | 0.4326
500 0.3428 0.0002 0.0121 | 0.0191 | 0.0278 | 0.0456 | 0.3510
1500 0.1406 0.0003 0.006 | 0.0097 | 0.0144 | 0.0272 | 0.0929

TABLE 3.1 — RMSE(Y.4), RB(A.4)* et l'erreur d’estimation Ro(§p4) pour diffé-
rentes tailles d’échantillon, avec I = 10000 échantillons.

200 250 300
| | |

consommation électrique (KW-h)

150
|

—— Moyenne observée sur U
Moyenne estimée

50 100 150

Heures

F1GURE 3.1 — Courbe moyenne de la consommation sur la population et son estimation
obtenue & ’aide de I’échantillon s” de taille n = 1500
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Variance empirique
--- Variance estimée
Variance approximée

12

10

S
Zrme—

Hours

FIGURE 3.2 — Variance empirique 7epmp, approximation de Hajek g et la variance
estimée 7y ¢ obtenue a ’aide de I’échantillon s" de taille n = 1500

est négligeable par rapport a la variance de Iestimateur (ce qui est en accord avec la

Proposition [3.5)).

Sur la Figure [3.1] nous avons représenté la courbe moyenne de consommation ob-
servée sur la population U ainsi qu’une estimation obtenue a ’aide d’un échantillon,
noté s, de taille n=1500 pour lequel Perreur R (9p,4) est proche de la valeur médiane.
Sur la Figure nous avons représenté la fonction de variance empirique ey, de 1'es-
timateur fiq, son approximation d’Hajek vy ainsi que son estimation 4y 4 obtenue a
partir de I’échantillon s’. Sur la Figure nous avons représenté l'erreur d’estimation
Yemp(t,7) —Ym,q(t,7) commise lorsqu’on estime la courbe moyenne & partir de ’échan-
tillon s" pour (¢,7) € [0,T]x[0,7]. Sur la Figure nous avons représenté lerreur
d’approximation Yemp(t,r) — yu(t,r) commise lorsque les échantillons sont de taille
n = 1500 pour (¢,r) € [0,T]x[0,T]. L’erreur d’approximation est tres faible comparée
a l'erreur d’échantillonnage (cf. Figures et [3.4). Nous sous-estimons la fonction de
covariance aux instants ot nous avons les pics de consommation et nous la surestimons
légerement aux autres instants (cf. Figure [3.3)).

L’erreur Ro(9p,q) médiane est tres faible (de I'ordre de 1.5% pour n = 1500) ce-
pendant nous constatons qu’en moyenne elle reste tres élevée (14% pour n = 1500)
malgré 'augmentation de la taille de I’échantillon. Cela est dii a la présence dans notre
population d’étude d’individus qui ont & la fois une faible probabilité d’inclusion
(cf. Figure et une consommation Y;, ponctuellement tres élevée et inversement,
d’individus qui ont une forte probabilité d’inclusion 7 et une faible consommation.
Par exemple, un individu qui revient de vacances durant notre semaine d’étude aura
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FIGURE 3.3 — Erreur d’estimation Yemp(t,7)—4m,4(t, ) obtenue a ’aide de I’échantillon
s’ de taille n = 1500
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FIGURE 3.4 — Erreur d’approximation ey (t,7) — v (t,7) pour n = 1500
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FIGURE 3.5 — Représentation du logarithme des poids de sondage (log(1/m)) pour les
différentes tailles d’échantillon

une valeur faible de m; et un niveau moyen de consommation tres différent de celui de
la semaine précédente. La présence de tels individus dans I’échantillon conduit alors a
une mauvaise estimation de la courbe moyenne et cette erreur est de plus "amplifiée”
lors de 'estimation de la variance.

En augmentant la taille de I’échantillon, nous avons diminué le poids de ces indivi-
dus (cf. Figure et par conséquent nous avons diminué la variance de 'estimateur
4,4 mais cela n’est pas suffisant. Notre plan de sondage et notre estimateur ne sont pas
robustes. On pourrait sans doute obtenir des estimateurs de la variance plus stables
en utilisant des méthodes permettant de corriger le poids de sondage des individus
influents (cf. par exemple Beaumont et Rivest| (2009)).

3.4 Preuves

Tout au long des preuves, nous utiliserons la lettre C' pour désigner une constante
générique dont la valeur peut varier d’'un endroit a 'autre. Nous définissons Ay =
T — Ty et Agg = (1 = 7).

3.4.1 Quelques lemmes utiles

Lemme 3.1. Si l’hypothese A4 est vérifice alors il existe une constante (q telle que

1
N S b (t, ) < Gt - r[*
keU
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ot ¢k (t,1) = Yi(t)Ye(t) - Y (r)Yi(r).

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

Z [ (£, 1) < —{Z V3o (t) = Ya(r)PYa(6) + Z V(%) Yk(r)\2lYk(T)I2}

keU

1/2 1/2
gzl(%;n(n—mmﬁ) (5 Zmaor)
. 12 4 1/2
3 Tmw-nor) (5 zmor) ]

Sous '’hypothése A4, nous obtenons que, pour une certaine constante (i,

Z (1o (8,77 < Calt = 7]

keU

Lemme 3.2. Si ’hypothése A3 est vérifiée alors il existe une constante (o telle que

(N2 > 2 lona(t, 7“)|) < Golt -2

keU leU

ot pri(t,r) = Y (£)Yi(t) = Yi(r)Yi(r).

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du Lemme B.1] et sera donc

omise. O

Lemme 3.3. Supposons que les hypothéses A1 et A2 sont vérifiées.

maXgz] |Akl|

() - a5+ 25 Bt .

Démonstration. Sous les hypotheses Al et A2,

E,((d(r) - d(r))?) = Yy TR~ T e (1 = m)my(1 = )

TET

maxg.; | A
W]%(l—ﬂ'k)Q-l‘ k¢l| kl| (Zﬂ_ (1 7%))

In
>
SIng
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3.4.2 Preuve de la proposition |3.3

Considérons dans un premier temps le cas du tirage réjectif p,.;(s) et montrons que
I’hypothese A5 est vérifiée si d(7) tend vers U'infini. D’apres le théoréeme 1 de Boistard
et al.| (2012) et '’hypotheése A2, nous avons

]Ep (ﬂklkzhb) T Tk Tl Ty Ty = O(d(ﬂ)_l)

uniformément pour (ki,01,k2,l2) € Dg n.

Comme Ty, Thy — Ty ky = O(d(7)7Y) et mp, w1, —71y0, = O(d(w) ™) uniformément pour
(k1,l1,k2,12) € Dy N, nous obtenons directement que, pour le tirage réjectif,

C
max 1By [(Lkyty = oy T1y) (Lkgly, = Thy ™) ]| € =

(k1y ko d2) €Dy d(m)’

pour une certaine constante C.

Si nous considérons maintenant un autre plan de sondage py(s), nous avons avec
I'inéqualité de Pinsker (cf. Théoreme 6.1 dans Kemperman! (1969)) une majoration de
la distance de variation totale,

sup [pn(A) = prej(A) <V K (PN, Prej) /2
AecApn

ol Apr est 'ensemble de toutes les partitions de Uy. En considérant le cas particulier
rej

A ={(k1,l1,k2,l2) € Dy N}, et en posant g, k0,1, = PN (A) et 7rk15<:2l1l2 = prej(A), nous
obtenons directement que

< V K(pvarej)/Q-

rej
sup |7Tk‘1k‘2l1l2 - ﬂ-klk,‘glllQ
(k‘1,l17k27l2)€D4aN

La preuve est terminée.

3.4.3 Preuve de la proposition |3.4

Dans un premier temps, nous allons montrer que la variable aléatoire n(Jg q(t,t) -
Yp(t,t)) converge en distribution vers zéro dans 'espace des fonctions continues muni
de la norme sup, noté C[0,T"]. Etant donné que la fonctionnelle ¢( f) = sup, |f ()| est
continue et bornée dans C[0,T], nous déduirons de la définition de la convergence en
distribution dans C[0,T] le résultat annoncé.

La preuve est décomposée en 2 étapes. Nous montrons d’abord la convergence
ponctuelle, en considérant la convergence de toutes les combinaisons linéaires finies, et
ensuite nous montrons que la suite est tendue.

Etape 1. Convergence ponctuelle

Nous voulons montrer, que pour chaque couple (t,7) € [0,7]?, nous avons

nEy {| Faa(r,t) = w(r,t) |} >0, quand N - oco.
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Décomposons

n(ia(r,t) = (1)) = n(u,a(r,t) =Fu (r,0)) + n(Fu (r, ) = (7, 1))

et étudions séparément les erreurs d’interpolation et d’estimation.

Erreur d’interpolation

Supposons que t € [t;,tir1][ et 7€ [ty ti[.

nym,a(r,t) = yu(r,t) < ﬁgzgﬂizlﬂ:ﬂykd(t)ykd(r) Yo ()Y (r)|
N DT W ka()Yia() YK 0

Apres avoir remarqué que d(ﬂ') ld(w), d(ﬁ) < % et

Yia(£)Yia(r) = Y () Yi(r)] < [Yi(t:) = Ye(@)IYi(ti)| +[Yi(tir) = Yi(r)|[Ye(2)]
+ Vi (tir1) = Yi(t)| [[Yi(ire1)| + 2]Yi(2ir)]]
+ Ve (Y1 (tirs) = Yi(tar)]

nous avons, sous les hypothéses A1-A4,

N . n 1 n
n|yma(r,t) = ym(rt)] < (N N dr )) [t =t + [tir = 7]° + [tirss — trl® + 3Jtivs — ti°]
nl 1\C
<2 (NF ; E) (2t — ol + [trar — t)°]. (3.9)

Ainsi, sous I’hypotheése du schéma de discrétisation,

n|ym,a(r,t) = yu(rt)| = o(1).

Considérons la décomposition suivante

| Yr (ryt) = vp(r ) | <l m (s 8) = ya (r,8) [ + [ ye (s 8) = 7p(r, 1) | (3.10)

et étudions séparément ces 2 termes d’erreurs.

Erreur d’approximation

Nous montrons d’abord que, pour chaque (r,t) € [0,77]?,
n | ’YH(Tvt) - ’Yp(T,t) ‘ = 0(1)
En introduisant ’approximation ([3.2))

(1-m)(A-m)
i (3.11)

Tkl — T = —TET]
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ol maxy|ck| - 0, dans la fonction de covariance ([1.44]), nous obtenons

Z D mem (1= mp)(1-m) - cp (Yk(T) ~ YZ(T)) (Yk(t) B Yl(t))

Yp(r,t)

2 pUi d() Tk M Tk M
~ e (Ye(r) Yi(r)\(Ye(®) Yi(?)
= mnd)- NQkEEUl;]d(ﬂ' ( T m )( T )

Finalement, nous déduisons directement des hypotheses A1-A3 que

d(m) [y (r,t) = (r,0)] = o(1). (3.12)

et
n yu(r,t) = vp(r,t) = o(1). (3.13)

Erreur d’échantillonnage

Pour établir la convergence en probabilité vers 0 de n(yy(r,t) — vy (r,t)) quand
N — oo il suffit de montrer que, pour tout (r,t) € [0,7]

E, [(41(r,t) - vu(r,t))?] >0, quand N - oo.

Apres avoir remarqué que

b (r,8) = v ()| < o Z(jgﬂi )%(1—ﬂk)Yk(t)Yk(7“)
n k 1- Tk
e Z(W—k—l) LY OYi0)
i |22 (1) (=m0 (=YY
= By (r,t) + Ba(r,t) + Bs(r, 1) (3.14)

nous obtenons

n?By [(m (r,) = v (7,1))?] < BEp(B1(r,1)?) + 3Ey(Ba(r, t)?) + 3E, (B3 (r,1)*).
(3.15)

Montrons maintenant que E,(B1(r,t)?) - 0 quand N — co. En utilisant les hypo-
theses A1, A2 et A4, le Lemme et I'inégalité ﬁ < m, nous avons

2 A
Ey(By(rt)?) < 3 pl(d(w)—d(w))2][X%N;IYk(t)IQIYk(r)IQ]

S[ﬁﬁ m%aXMkzl—i]%(%%ﬂyk(t)ﬁ) (%Z‘Yk 7“)\4)

1
<=C
N

Ainsi Ep(Bi(r,t)?) - 0 quand N - oo.

1/2
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Sous les hypotheses A1, A2 et A4,

NP |Ap|1-m 1-m
E,(Ba(r,t)%) < Vi Z Z o [V (1) Ye(r)Yi () Yi(r)]

n? n2man¢l|Akl| o) (L5 et
ﬁﬂLT N%' ] N;Mc(rﬂ

11 1/2
A3 N
1
<—C
N
D’ott B, (Ba(r,t)?) = 0 quand N - oo.

E,,(Bg(r,m):mpli; > v (o) ()

Nt d(m)? |2 wimew \ TR TR/ Tl

.(1 — 7Tk)(1 - 71'1)(1 — ﬂk/)(l — Wl/)Yk(t)}/l(T)Yk/(t)}/l/(r)]

n2
[( ) (i'ﬁ - 1)] Y3 () [¥i () [¥ie (8 [¥ie ()
s o
2n Loy
N4 d(ﬂ )? Zk:k%:l' [(_k )(Tfk Ty 1)] MAGINAGINEGINAGB]
Ly Ly
N4 d(7r)2 ;;kgp [(% B 1) TR/ Ty 1)” Y (DNY2 () [Yer (8)[[Y2r (7))
=V U2+ U3

En utilisant les hypotheses A1, A2 et A4, et 'inégalité m; < w7, nous obtenons

2

e H’“ 254 ]mu)r Vi)l
k k
ZZ [M_E_L« ”|Yk(t)||Yk(r)||ka(t)||ka(r)|

N4 d(W)Q k k'+k 7Tk7r]%, 7r]3 W]%’

n? 1 1/(1 2 1 2 1 12 4 1/2
S [v (3 1) e sl (3 3me) (5 2]

(3.16)

Depuis que d(7w) - oo quand N — oo nous avons v; — 0. Sous les hypotheses A1, A2,
A4 et A5

C n? 1
x|E, [(1 Ly — wprmy Y. (0)||Y; Y ()| Yy
SN+ gy v e B [ = mem) (e = mem) ]| 32 37 WOV (O (1)
C ]. 1 2 1 9 1 9
E 1y — Ty — vl — Y, — Y,
<y F Atz " kgf,?,)ilﬂ p (L = ) (Lgrr = e )]|(Nzk:| (1) )(szjl ()]

(3.17)

Par conséquent vs - 0 quand N — oo. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous obtenons vy — 0 quand N — co. Finalement, nous avons pour tout (r,t) € [0, 7],

nE, (Y (r,t) —yu(r,t)]) -0, quand N — oo. (3.18)
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et par conséquent,

nlE, {| Fra(r,t) = vp(r,t) |} -0, quand N — oo.

De la convergence en probabilité ponctuelle de la fonction de variance, nous dédui-
sons la convergence en probabilité de toutes combinaisons linéaires finies : pour tout
pe{l,2,..}, pour tout (ci,...,cp) € R et pour tout (¢1,...,t,) € [0,7]7, nous avons

icln(?H(thtl) -vu(ti, 1)) =0 (3.19)
i=

en probabilité quand N tend a 'infini. D’apres le Lemme de Cramer-Wold, le vecteur

n(yu(ti,t1) —vu(tist1), .., Yu (tp, tp) =y (tp, tp)) converge en distribution vers 0 dans
RP.

Etape 2. Suite tendue

Pour montrer que la suite (n(yg(t,t) — vy (t,t))n est tendue dans C[0,7] nous
introduisons la pseudo-métrique suivante

&2 (t,r) = n*Ep([Fu (t,t) - yu (t,t) = Fu (r,r) + yu (r,r)?)
et nous montrons qu’il existe une constante C' telle que
di(t, r)<Clt- 7‘|25

pour tout (r,t) € [0,T]?. A l'aide de I'équation ([3.14)), nous décomposons cette distance
en 3 termes.

d>(r,t) < 3(]Ep ([Bi(t,t) = Ba(r,m)]?) + By ([Ba(t,t) - Ba(r,m)]?)

+ B, ([Bs(t,t) - By(r,)]))

=3 (dp, +dp, +dp,).

A partir du Lemme et des hypotheses A1 et A2, nous obtenons

n2 ] m) — T -7 2
dp, = Nalp [(Zk: it C)l(ﬂc)i( )11 k¢k,kz(tﬂ”)) ]

T Tk

n? (1 \21 1 2
<2 (2-1) =B |[= érut
_N2()\ ) P (N Ugb’“’“(’r))

2 2
n° (1 1
(__1) TGt -

< - J—
~ N2\ A
< Clt -7 (3.20)
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D’apres les hypotheses A1, A2 et A6 et le lemme

1 n2 77,2 maxg.«| Akl
ng— \3 (m"‘N—Q?H E|¢kk(t 7q)|
<Clt-r* (3.21)

et
2
n 1
d4, < ———
” VA I
2 2

2
TNt d(ﬂ') %: 2. [P

k'+l’

It
It

> B[ (25 - 1) (2 - 1) | lenacenlionsa e

T T T/

—2/ = 1[I (t, )l dhr g (2, 7))
7T

(-
) Ly

Ty

k
%)
T
1

-1

_ 1)” Bt (8.7

k
2
T
k,

n 1
+ S —
N4 d(m)? l%jlk’:tl’
= b1 + b2 + b3.

Grace au Lemme et aux hypotheses A1, A2 et A4, nous obtenons
n? 1 [1(1 2 12 1 5
h———=|=|l=+-+1 —+1)| = t,
LS N2 d(m)? [N ()\3 T ) ()\2 T )] N %'Qﬁhk( )
< Clt—r*. (3.22)
D’apres les hypotheses A1, A2, A4 et A5 et le Lemme

2
Clt —r|* 11, 1

b < il E, [(1. - oy — wpr — t

3N g’ ke, B (L = miem) (L = mem) 1| 37 kz¢k’l( ")

<Clt-r*. (3.23)

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons, a partir de (3.22]) et
(3.23), que by < C|t - 7|* Par conséquent

g, < COlt - r[*". (3.24)

Finalement, nous déduisons des inégalités (3.20)), (3.21)) et (3.24) que

2 28
d(r,t) < Clt = r|*. (3.25)

Etant donné que 8 > 1/2, nous déduisons du Théoreme 12.3 de Billingsley| (1968])
que la suite (n(ym(t,t) — v (t,t)))n est tendue dans C[0,T].

Finalement, d’apreés le Théoreme 8.1 de Billingsley| (1968)), n(¥x(t,t) — yu(t,t))
converge en distribution vers 0 dans C[0,7'].

Etant donné que n[yg q(r,t) — vp(r,t)| = n[Fu(r,t) — vyu(r,t)| + o(1), nous pou-
vons également déduire que n(Jg q(t,t) —vp(t,t)) converge en distribution vers 0 dans
C[0,T] (cf. Théoreme 4.1 de Billingsley| (1968)).

La fonctionnelle ¢(f) = sup,|f(t)| étant continue et bornée dans C[0,T'], nous
déduisons de la Définition[1.7 de la convergence en distribution dans C[0, 7] le résultat
annoncé.
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3.4.4 Preuve de la Proposition 3.5

Nous remarquons tout d’abord que I'erreur d’interpolation, majorée par (3.9)), sa-
tisfait

n*PWpa(r,t) = 4 (r,1)] = O(1) (3.26)

a condition que = max , tiv1 — ti|25 = O(n™'). Nous utilisons ensuite le fait que pour
i={1,..,.Dn-1

le tirage réjectif (cf. Théoreme 1 de Boistard et al| (2012)) ci; définit dans (3.11)
satisfait pour une certaine constante C|

n]lcalx\ckd <Cd(m)™.

)

Ainsi, la limite (3.12)) est maintenant égale a
d(m)? |yu (r,t) - Yp(r,t)] = O(1). (3.27)

Examinons maintenant ’erreur d’échantillonnage. Le seul terme de I’équation (|3.15|)
qui n’est pas d’ordre n ! est le terme E, (B3 (r,t)?). Plus précisément, en tenant compte
de la majoration nous obtenons, grace a la Proposition que le terme b3
satisfait b3 = O(d(m)™!). Ainsi E,(Bs(r,t)?) = O(d(7)™),

n’Ep [(3u (r,1) = yu (r,1))*] = O(n™") + O(d(x) ™)

et la preuve est terminée.



Chapitre 4

Comparaison de deux méthodes
de construction de bandes de
confiance

Pour mesurer la qualité d’un estimateur, il est courant, dans les enquétes par son-
dage, de fournir un intervalle de confiance. Toutefois, lorsque nous travaillons avec des
données fonctionnelles la question de la construction de bandes de confiance n’a été
que peu abordée dans la littérature. Dans ce chapitre, nous allons proposer deux mé-
thodes de construction. La premiere est basée sur la simulation de processus gaussien
afin d’approcher la loi du supremum. Cette méthode s’inspire de techniques basées
sur l'estimation de la fonction de covariance de l'estimateur (Faraway| (1997)), |Cuevas
et al. (2006)) ou plus récemment Degras| (2011)). Une justification asymptotique de la
validité de ces techniques, dans le cadre des populations finies, est donnée dans Cardot
et al. (2012) lorsque les hypotheses du théoreme central limite sont vérifiées et que 'on
dispose d’'un estimateur précis de la fonction de covariance. Une deuxieme méthode
de construction, qui repose sur les techniques de bootstrap, adaptées aux populations
finies (Booth et al|(1994), Chauvet| (2007))) est également mise en ceuvre.

Dans la premiere section, nous allons définir la notion de bande de confiance d’une
courbe moyenne. Dans la section nous présenterons la méthode par simulation de
processus gaussien et nous donnerons une justification asymptotique pour les plans
a forte entropie et pour I'estimateur basé sur un modele de régression fonctionnelle.
Dans la section [4.3] nous détaillerons les algorithmes Bootstrap pour différents plans
de sondage. La section [4.4] propose enfin une comparaison de ces différentes stratégies,
en termes de précision des estimateurs, de largeur et de couverture des bandes de
confiance et de temps de calcul, sur 'estimation des courbes de charge d’EDF.

4.1 Introduction

Considérons, comme précédemment, une population finie U = {1, ..., N} de taille N
et supposons que, pour chaque élément k de la population U, nous pouvons observer
la courbe déterministe Y = (Y5 () )se[0,7]- Soit s un échantillon de taille fixée n, choisi

95
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aléatoirement dans U selon un plan de sondage p(-). Soient 7 =Pr(k € s) > 0 et
7 =Pr(k&l € s) les probabilités d’inclusion d’ordre un et respectivement deux.

Supposons que la courbe moyenne p(t) (cf. équation (1.37))) est estimée par l'es-
timateur de Horvitz-Thompson fonctionnel (cf. équation ) et que sa fonction de
covariance vy (r,t) (cf. équation (1.39)) est estimée par 4,(r,t) (cf. équation (1.40)),
pour 7,t € [0, T]x[0,T].

Nous considérons, comme [Faraway| (1997) et Degras (2011), des bandes de confiance
pour la courbe moyenne p qui sont de la forme suivante

IP’(,u(t) € [H(t)ica %], Vit e [O,T]) =1-a, (4.1)

ou la valeur du ceefficient ¢, est inconnue, et dépend du niveau de confiance 1 — «

souhaité, et T(t) = \/nY,(t,t).

Le calcul de ¢, est basé sur le fait que, sous certaines hypotheses (Cardot et al.
(2012)), le processus

Vn{fi—u} - Z en distribution dans C[0,7, ] (4.2)

ol Z est un processus gaussien a valeur dans l’espace des fonctions continues C[0,7].

On a alors
1 |a(t) — p(t)) _ _ a(t)
P (bttlTl? \/ET < ca) = P (M(t) € [u(t) £ Cq W] , Vt e [0, T]) (4.3)

et il suffit donc de déterminer ¢, le quantile d’ordre 1 -« de la variable aléatoire réelle
SUPye[0,7] ﬁ% pour construire completement la bande de confiance. La distri-
bution du sup de processus gaussiens n’est connue explicitement que pour quelques cas
particuliers, le mouvement brownien par exemple.

Nous proposons deux approches pour déterminer la valeur de c,. La premiere repose
sur une estimation directe de ’écart-type et la simulation des processus gaussiens
Z(t) = \/ﬁ% La seconde, qui ne nécessite pas de disposer d’estimateur de la
variance, repose sur des techniques de ré-échantillonnage ou a la fois I'écart-type & (t) =
Vp(t,t) et la valeur de ¢, sont obtenus & partir des réplications bootstrap.
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4.2 Construction de bandes de confiance par simulations
de processus gaussiens

Construction de bandes de confiance par simulation de processus gaussien

Etape 1. Tirer I’échantillon s de taille n a ’aide du plan de sondage p et calculer
I'estimateur fi ainsi que l'estimateur 7, (r,t) de la fonction de covariance 7, (r,t),
r,te[0,T].

Etape 2. Simuler M courbes Zm, m = 1...,M, de méme loi que Z ol Z est un
processus gaussien d’espérance 0 et de fonction de covariance p, ou p(r,t) =
Ap(r ) (Bp(8)3p(r)) /2, 7t € 0,T].

Etape 3. Déterminer c,, le quantile d’ordre 1 — a des variables,

( sup |Zm(t)|) :
tE[O,T] m:17...,M

Cet algorithme, tres rapide et facile a mettre en ceuvre, a déja été proposé, dans le
cadre d’observations i.i.d. par Faraway| (1997), |Cuevas et al.| (2006) et Degras (2011)
pour construire des bandes de confiance. Cardot et al.| (2012]) ont donné une justification

asymptotique de cette approche pour ’échantillonnage dans des populations finies de
courbes bruitées.

Lorsqu’on estime la courbe moyenne a ’aide de ’estimateur assisté par un modele
de régression fonctionnelle nous pouvons également utiliser I’algorithme par simulation
de processus gaussiens pour construire une bande de confiance. Il suffit de remplacer

fo par fipra,q (cf. équation (2.11) et 4, par 4ara.4 (cf. équation (2.16])).

Proposition 4.1. Supposons que les hypothéses B1-B8 sont vérifiées et que le schéma

de discrétisation satisfait ~ max  |ti1 —t;*° = o(n71).
i={1,..,Dn~1}

Soit Z un processus gaussien de moyenne 0 et de fonction de covariance vz (comme
dans la Proposition . Soit (ZN) une suite de processus telle que pour chaque N,
conditionnellement a lestimateur Fya,q4 défini dans , ZN est un processus gaus-
sien de moyenne 0 et de covariance nyya 4. Supposons que vyz(t,t) est une fonction
continue et que infyyz(t,t) > 0. Alors, quand N — oo, la convergence suivante est
vérifiée uniformément en c,

P(|Zn(t)| < cT(t), Vte[0,T]|Amaa) = P(Z(t)| <co(t), Vte[0,T]),

0 G(t) = \/nma,d(t,t) et o(t) =\/vz(t,1).

Comme dans (Cardot et al.|(2012), nous déduisons de la proposition précédente que
la valeur choisie €, = co(Fma,q) fournit asymptotiquement la couverture souhaitée car
elle satisfait

]\lfi—{riop(u(t) € I:EMA’d(t) ifc\a%:l , Vte [O,T]) =1-q.
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Démonstration.

La preuve consiste & montrer la convergence faible de la suite de distribution (Zy)
vers la loi de Z dans C([0,T]).

Pour tout vecteur de p instants 0 <ty < ... <, <T, la convergence en dimension
finie du vecteur de distribution gaussienne vers la distribution de (Z(t1),...,Z(t,))
est une conséquence immédiate de la convergence uniforme de la fonction de variance
vue dans la Proposition Nous pouvons conclure avec le Lemme de Slutsky que

pour tout (ci,...,cp) € RP,
p P p P -
Z Z cicema,d(tj te) — Z Z ciceyma (tj,t¢)  en probabilité. (4.4)
j=lé=1 j=14=1

Maintenant, nous devons vérifier que la suite (Zy)n est tendue dans C([0,77]).
Etant donné a4, nous avons pour (r,t) € [0, T2,

E, [(ZN(t) - ZN(T))2 | ’W\MA,d] n (Avaa(t,t) = 29ma,a(r,t) + Fna,a(r, 7))

< Dy By (1) - Fa(r) - i) + Trar)
k,leU Tk Tkl
< % > [(V(®) = Yi(r)? + (Bia(t) - Fioa(r))’]
keU
< CCsft—r|* +% S (Yealt) - ?k,d(r))Q (4.5)
keU

sous les hypotheses B2 et B3. Le second terme a droite de I'inégalité (4.5)) est traité
avec des arguments similaires & ceux de la preuve du Lemme [2.3] ainsi

1 > —
N S (Vialt) - Via(r))” < Clt - .
keU

Les trajectoires du processus gaussien sont continues puisque 5 > 0 (cf. Théo-
reme 1.4.1 dans Adler et Taylor (2007)) et (Zx) converge faiblement vers Z dans
C([0,T]) équipé de la norme sup. En utilisant & nouveau la Proposition nous
avons, uniformément en t, Gz(t) = oz(t) + 0,(1), ot G5(t) = nJma.a(t,t). Puisque
par hypothese 0%(t) = vz(t,t) est une fonction continue et inf;yz(¢,t) > 0, nous
obtenons avec le Lemme de Slutsky que (Zy/Gz) converge faiblement vers Z/oy
dans C([0,T']). Par la définition de la convergence faible dans C'([0,T]) et the conti-
nuous mapping theorem, nous pouvons également en déduire que la variable aléatoire
My = SUD4e[0,7] \Zn (t)|/72(t) converge en distribution vers M = supgefo,r] 12 (0| /o2(t),
de maniere que pour chaque ¢ > 0,

IP( sup |ZN(t)|/EZ(t)SC) - IP( sup |Z(t)|/az(t)£c).

te[0,T] te[0,T']

Notons enfin, que sous les hypotheses précédentes, la variable aléatoire

M = sup (|Z2(t)/oz(t))
te[0,T']
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a une fonction de densité absolument continue et bornée (cf. Pitt et Tran| (1979)) de
sorte que la convergence est uniforme en ¢ (cf. Lemme 2.11, Van der Vaart| (1998).
O

Lorsque nous utilisons un plan de sondage a forte entropie et l’estimateur de
Horvitz-Thompson, il est également possible de justifier de maniere rigoureuse 1’'utilisa-
tion de cet algorithme pour construire une bande de confiance de notre courbe estimée
[i définie par . Nous supposons, cette fois-ci, que la covariance est estimée par

Yr,d(r,t) (cf. équation (3.5))).

Proposition 4.2. Supposons que les hypothéses A1-A6 sont vérifiées et que le schéma

de discrétisation satisfait ~ max  |tis1 —t;*° = o(n71).
i={1,..,Dy—1}

Soit Z un processus gaussien de moyenne 0 et de fonction de covariance vz =
limy, 00 nYpy (1, 1). Soit (Zn) une suite de processus tel que pour tout N, condition-
nellement a Y q défini dans , ZN est un processus gaussien de moyenne 0 et de
fonction de covariance Ny q. Alors pour tout ¢ > 0, quand N — oo, la convergence
sutvante est vérifiée en probabilité

P(1Zn(t)| < cT(t), Yt e [0, T]|Fua) > P(|Z(t)| < co(t), Yt e[0,T]),

0t G(t) =\/n7m,a(t,t) et o(t) =\/vz(t,t).

Démonstration. La preuve est similaire & celle de la proposition et sera donc
omise. 0

4.3 Construction de bandes de confiance : algorithme gé-
néral du bootstrap

Dans ce travail, nous avons décidé d’étendre au cadre fonctionnel le bootstrap sans
remise proposé par (Gross| (1980). Cette méthode utilise I’échantillon s pour construire
une population fictive U* dans laquelle nous sélectionnons les échantillons bootstra-
pés s*. Ces échantillons nous permettrons d’estimer la variance de I'estimateur de la
moyenne en chaque instant ¢ puis le coefficient ¢,. Dans un premier temps, nous allons
donner un algorithme général du bootstrap lorsque 1/ est entier, pour tout k € U.
Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, nous adaptons ensuite cette algorithme au
sondage aléatoire simple sans remise a 'aide de la variante de Booth et al. (1994) et
au plan stratifié et au plan 7ps a 'aide des extensions proposées par Chauvet| (2007)).

Dans les algorithmes qui vont suivre, nous supposons que les trajectoires sont ob-
servées en tout point de ¢ € [0,T'].
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Construction de bande de confiance par bootstrap

Etape 1. Tirer un échantillon s de taille n & 'aide du plan de sondage p et calculer
Iestimateur fi.

Etape 2. Dupliquer chaque individu k € s, 1/m fois pour construire une population
fictive U*.

Etape 3. Tirer M échantillons s;,,, m =1,..., M, de taille n dans la population fictive
U* a l’aide du plan de sondage p et calculer i), (t) = % Dkess, Yk(t), te[0,7T].

Tk

Etape 4. Estimer la fonction 6(t) par I’écart type empirique corrigé des i, (t), m =
1,... M,
2 1 & 2
52(t) = 2%, (1) — ik (8)?,
(1) M_lmzl(um( ) = f1a(t))
ol i3 (1) = 37 Se1 i (1) et £ € [0, T].

Etape 5. Choisir ¢, comme le quantile d’ordre 1 — a des variables
0 (1) — fu(t
L) = () |
t[0,T] a(t) o u

Une technique similaire a été utilisée par |Bickel et Krieger| (1989)) pour construire

des bandes de confiance de la fonction de répartition.

La mise en ceuvre de la deuxieme étape de cet algorithme peut poser quelques
problémes en pratique. En effet, 1/m; est rarement un nombre entier, il faut donc
adapter I’algorithme bootstrap pour obtenir une population fictive U de la méme taille
que la population U. De nombreuses variantes ont été proposées dans la littérature pour
tenir compte du cas général ou 1/m; n’est pas un entier. Nous avons décidé d’adapter
celle proposée par Booth et al.| (1994]).

Sondage aléatoire simple sans remise (SRSWOR)

Algorithme du bootstrap adapté au plan SRSWOR

Etape 1. Tirer un échantillon s de taille n par sondage aléatoire simple sans remise
et calculer I'estimateur figrswor défini par (1.41)).

Etape 2. Dupliquer chaque individu k € s, [1/m] fois, ou [.] désigne la partie entiére.
On complete la population ainsi obtenue en sélectionnant un échantillon aléa-
toire simple sans remise dans s de taille N — n[N/n]. Nous obtenons ainsi une
population fictive U* de taille V.

Etape 3. Tirer ’échantillon s* de taille n dans la population fictive U* par sondage
aléatoire simple sans remise et calculer i*(t) = % Yhest Yi(t), t€[0,T].

Etape 4. Répéter M fois les étapes 2 et 3 afin d’obtenir f,, (¢), t € [0,T] et m =
1,...,M.

Etape 5. Répéter les étapes 4 et 5 de 'algorithme général du bootstrap.
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Sondage stratifié avec SRSWOR dans chaque strate (STRAT)

Supposons que la population U est stratifiée en un nombre fixé H de strates
Ui,...,Ug de tailles N1, ..., Ng. A lintérieur de chaque strate Uy, on tire un échantillon
sy, de taille ny, selon un plan SRSWOR.

Notons pp(t) = Xger, Yu(t)/Np, pour t € [0,T], la courbe moyenne dans chaque
strate et fip(t) = Xges, Yr(t)/nn, son estimation. L’estimateur de la courbe moyenne p
est alors défini par

_ a4 Ni
,Ustrat(t) = Z Nhﬂh(t) = Z N (n Z Yk(t)) [ ] (46)

N kGSh

L’estimateur de Horvitz-Thompson de la fonction de covariance est alors
7Y\strat(rat) = Z Nh SY(T)Y(t) s T le [0 T] (47)

ot Sy (r)Y (¢),sp = ﬁ Skes, Yi(r)—fn(r))(Y(t)-fin(t)) est Pestimateur de la fonction
de covariance Sy )y (¢),r, dans la strate h. Pour r =t € [0,T'], on obtient I'estimateur
de la fonction de variance comme suit

— Ny —-n
'YStrat(T) = 2 2 Nh h— h SY(T) sp? (48)

ol S%(T),sh = # Ykes, (Yi(r) = in(r))? est estimateur de la variance S}z,(r)ﬂh dans
la strate h.

Le plan stratifié est d’autant plus efficace que les strates sont homogenes par rapport
a la variable Y. |Cardot et Josserand (2011 utilisent une méthode de classification
non supervisée de type k-means pour construire des strates homogenes par rapport a
une variable de stratification fonctionnelle. Ils proposent également une extension, au
cadre fonctionnel, de I'allocation optimale de Neyman. Les tailles n;, des échantillons
sp, vérifiant
Nin/foh 82, . dr

Y (r),U
n, = n O h=1,....H, (4.9)

Zthl Nh\/ fo y(r) U

permettent de rendre minimale la variance intégrée de I’estimateur stratifié, fOT Fstrat (t)dL.

Cette allocation est similaire a l’allocation obtenue dans le cadre multivarié par |Co-
chran| (1977).

La valeur des écarts-types S}% ()0 de la variable d’intérét est souvent indisponible.
Si nous disposons d’une variable X connue sur toute la population et tres corrélée a
notre variable d’intérét nous pouvons utiliser ’allocation z-optimale pour déterminer
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la taille ny des échantillons sp. Ainsi, lorsque la variable X est fonctionnelle nous

[ rT
Nh fO S?((r),Uhdr
= n , h=1,...,H, (4.10)

T
S N o Sg((r)yhdr

obtenons

np

et lorsque la variable X est univariée,

Ny, /52
_ X0 h=1,... H. (4.11)

= Ny 2
Zh:lNh SX,Uh

L’utilisation du bootstrap sans remise ne pose a priori pas de difficulté pour un
échantillon stratifié, il suffit d’appliquer, indépendamment sur chaque strate, ’algo-
rithme utilisé pour le plan SRSWOR.

Algorithme du bootstrap adapté au plan STRAT

Etape 1. Tirer un échantillon s a ’aide d’un sondage aléatoire simple sans remise de
taille nj, dans chaque strate Uy, h =1,..., H, et calculer I'estimateur [istrat-

Etape 2. Pour h = 1,..., H, dupliquer chaque individu k € sp, [Ny/n;] fois, ou [.]
désigne la partie entiere. On complete les unités ainsi obtenues en sélectionnant
un échantillon de taille Ny —n,[ Np/ny] dans s, par sondage aléatoire simple sans
remise. Nous obtenons ainsi la population fictive de la strate U, de taille IVj,. La
population fictive est U* = UhH: 1 Uy de taille N.

Etape 3. Tirer ’échantillon s* de taille n dans la population fictive U* selon un plan
STRAT et calculer i*(t) = + S| Ypeer 22Yj(1), t € [0,T].

h Th
Etape 4. Répéter M fois les étapes 2 et 3 afin d’obtenir f,(t), t € [0,T] et m =
1,.... M.

Etape 5. Répéter les étapes 4 et 5 de 'algorithme général du bootstrap.

Plan a probabilités inégales sans remise (7wps)

Lorsqu’il existe une variable auxiliaire X & valeur positive tres corrélée a la variable
d’intérét nous pouvons utiliser un plan de sondage proportionnelle & la taille pour
estimer la courbe moyenne p. Dans ce cas, les probabilités d’inclusion d’ordre un sont

définies par
T

XU Tk

Les inverses de ces probabilités étant rarement des nombres entiers, nous avons

TE =N , VkeU. (4.12)

proposé d’adapter ’algorithme 3.1 proposé par (Chauvet, (2007).
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Algorithme du bootstrap adapté au plan 7ps

Etape 1. Tirer un échantillon s de taille n selon le plan de sondage p proportionnel
a la taille avec les probabilités d’inclusion 7 proportionnelles & xj données par
(4.12) et calculer 'estimateur firps défini par (1.38)).

Etape 2. Dupliquer chaque individu k € s [1/m] fois, ol [.] désigne la partie entiere.
On complete les unités ainsi obtenues en sélectionnant un échantillon a ’aide du
plan de sondage p et en prenant comme probabilité d’inclusion «y, = 1/7,—[1/7x],
dans s. On obtient ainsi la population fictive U de taille N*.

Etape 3. Tirer ’échantillon s* de taille n dans U* a l’aide du plan de sondage pro-
portionnel a la taille avec les probabilités d’inclusion
Tk

Tr=n
.
Y keU* Tk

- Yy (¢
et calculer *(t) = % Yhest %, te[0,T].
Etape 4. Répéter M fois les étapes 2 et 3 afin d’obtenir f,(t), t € [0,T] et m =
1,...,M.
Etape 5. Répéter les étapes 4 et 5 de I'algorithme général du bootstrap.

Afin de respecter la contrainte de taille fixe lors du rééchantillonnage, nous avons
bootstrapé le processus de calcul des probabilités d’inclusion. Ainsi, pour tirer I’échan-
tillon s* dans U™ nous utilisons les probabilités d’inclusion 7. L’algorithme bootstrap
que nous venons de proposer est d’autant plus efficace que le plan de sondage utilisé
est proche d’un plan a entropie maximale (Chauvet| (2007)), [Tillé (2011))).

Remarque 4.1. Pour tirer des échantillons selon un plan mps, nous pouvons, par
exemple, utiliser ’algorithme du cube équilibré sur la variable w = (71, ...,7n). Pour
obtenir un plan proche de ’entropie maximale, il est nécessaire de trier aléatoirement
la population U (resp. U*) avant d’effectuer le tirage de l’échantillon s (resp. s, )
(Chauvet (2007)). D’autres algorithmes de tirage ont été proposés par|Tillé (2006).

Sondage aléatoire simple sans remise avec ’estimateur assisté par un
modele de régression fonctionnelle

On considére le modele de superpopulation £ présenté dans la section c’est-a-
dire

£ Y(t) = x38(t) +en, tel0,T]

ou B(t) = (B1(t),...,Bp(t))" est le vecteur des coefficients de régression fonctionnels,
ert sont indépendants, B¢ (e;) = 0, de fonction de covariance Cove (e, €xr) = I'(2,7) si
k =1 et 0 sinon, pour (¢,7) € [0,T] x [0,T7].



104 4. Construction de bandes de confiance

Il est également possible d’adapter 'algorithme général pour estimer la fonction de
variance de l'estimateur fips4 défini par (2.5)).

Algorithme du bootstrap avec ’estimateur assisté par un modéele en infé-
rant par rapport au plan

Etape 1. Tirer un échantillon s de taille n par sondage aléatoire simple sans remise
et calculer 'estimateur fips4 défini par (2.5)).

Etape 2. Dupliquer chaque individu k € s, [1/m] fois, ou [.] désigne la partie entiere.
On complete la population ainsi obtenue en sélectionnant un échantillon aléa-
toire simple sans remise dans s de taille N = n[N/n]. Nous obtenons ainsi une
population fictive U* de taille V.

Etape 3. Tirer ’échantillon s* de taille n dans la population fictive U* par sondage
aléatoire simple sans remise et calculer

SO0, (o

2O L (zx)ao.

AOESDY

€Sy,

keU

ol ,B*(t) = (Do xix: ) IR x1Y5 (1) et x5 et Yi*(¢) sont les valeurs de xy et
Y% (t) dans la pseudo-population U™.

Etape 4. Répéter M fois les étapes 2 et 3 afin d’obtenir f,, (¢), t € [0,T] et m =
1,... M.

Etape 5. Répéter les étapes 4 et 5 de I'algorithme général du bootstrap.

Comme le remarquent |Canty et Davison| (1999) le fait d’utiliser le total de la va-
riable xj, sur la population U au lieu de celui sur la pseudo-population U* conduit a de

meilleurs résultats en particulier quand cette variable présente des valeurs extrémes.

Dans 'algorithme précédent, nous avons estimé la variance en inférant uniquement
par rapport au plan de sondage. Nous allons maintenant proposer de l’estimer en
inférant a la fois sur le plan de sondage et sur le modele.

Pour construire la bande de confiance par bootstrap, nous avons adapté le premier
algorithme de Helmers et Wegkampl| (1998) a notre cas. Il s’agit d’un "wild” bootstrap
a deux degrés qui repose sur le "wild” bootstrap (Mammen (1993))) proposé dans le cas
des modeles linéaires hétéroscédastiques de variance inconnue et un "mirror” bootstrap
a deux degrés (Sitter| (1992)).
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Algorithme du bootstrap avec ’estimateur assisté par un modeéele en inférant
par rapport au plan et au modele

Etape 1. Tirer un échantillon s de taille n selon un plan SRSWOR et calculer Iesti-
mateur du ceefficient de régression B(t) = (=, ka;ﬁ)—l > Xk Yx(t), ainsi que les
résidus estimés é,(t) = Yi(t) - x;,8(t), t € [0,T] et k € s. La moyenne pu(t) est
estimée par fina (¢) a partir de (2.5)).

Etape 2. Simuler n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
Z1, ..., Zy de moyenne 0 et de variance 1 et calculer, pour chaque individu k € s,
les valeurs bootstrappées de Yz,

Y (t) = x.8(t) + Zyen(t), te[0,T].

Etape 3. Poser n' = min{([n?/N]+1),n} et i = [n/n']. L’échantillon bootstrap s* est
obtenu de la maniere suivante
a. Tirer par sondage aléatoire simple sans remise dans s un échantillon sj de
taille n'.
b. Répéter i fois I'étape (a) de fagon indépendante afin de constituer 1’échantillon
s* =sjU...us] de taille n* = n'i.

Etape 4. Calculer B*(t) = (ZS* xkxk)_l Yo XY} (1) et construire Iestimateur assisté
par le modele dans ’échantillon s*,

. Y (t) - Y,
ﬂ*(t)=%k€ZUYk*(t)—%k§*( L)1t

te[0,7T]

ol Yk* (t) = X;CB* (t) est la valeur bootstrappée de la prédiction Y (¢).
Etape 5. Répéter M fois les étapes 2, 3 et 4 afin d’obtenir i (t), m=1,..., M.
Etape 6. Répéter les étapes 4 et 5 de 'algorithme général du bootstrap.

Pour simuler les variables Z; lors de I’étape 2, nous avons utilisé la stratégie propo-
sée par Mammen (1993) : Z = (§; +N1/\/§)(6g +N2/\/§) — 0109 ol N1 et Ny sont deux
variables aléatoires normales centrées réduites indépendantes, &; = (3/4 + v/17/12)%/?
et 0y = (3/4 - V17/12)Y2. 11 faut remarquer également que lors de I'étape 2 de 1'algo-
rithme, la covariable x; n’est pas répliquée car ce type de bootstrap essaie d’approcher
la répartition des erreurs £ du modele £ conditionnellement a x;. L’étape 2 peut s’in-
terpréter comme un tirage indépendant de n termes d’erreur répliquées e; (t) = Zy€,(t)
(Efron et Tibshirani| (1993)) suivi du calcul des valeurs répliquées de Y} par

Y (1) = xpB(1) + €4 (8).
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4.4 Etude de la courbe de consommation moyenne d’élec-
tricité

Nous disposons d’une population U composée de N = 15069 courbes de consom-
mation électrique mesurées toutes les demi-heures pendant deux semaines consécu-
tives. Nous avons D = 336 points de mesure pour chaque semaine et nous souhai-
tons estimer la courbe moyenne de consommation de la deuxiéme semaine. On note
Y, = (Yi(t1),...,Yr(tp)), la consommation d’électricité de I'individu k € U mesurée
la deuxieéme semaine et X = (X(t1),...,Xx(tp)) sa consommation au cours de la
premiere semaine. La consommation moyenne de chaque individu k& durant la pre-
miere semaine, xj = ZdD:1 Xk(tq)/D, qui est une information simple et peu cotiteuse a
transmettre, sera utilisée comme information auxiliaire. Cette variable est également
fortement liée & la courbe de consommation courante (cf. Figure [4.1]).

2000 3000 4000 5000
| |
o

Consommation a un instant t (Kw-h)

1000

0
|

T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

Consommation moyenne de la semaine précédente (Kw-h)

FiGURE 4.1 — Représentation de la consommation a un instant ¢ en fonction de la
consommation moyenne de la semaine précédente.

4.4.1 Description des stratégies utilisées

Nous considérons des échantillons de taille fixe n = 1500 selon différents plans de
sondage.

1. Sondage SRSWOR et estimateur de Horvitz-Thompson. La mise en ceuvre de
ce plan est simple, I’estimateur de Horvitz-Thompson de la courbe moyenne est



4.4. Etude de la courbe de consommation moyenne d’électricité 107

donné par (|1.41)) et 'estimateur de sa variance par (|1.43)).

2. Sondage stratifié¢ STRAT et estimateur de Horvitz-Thompson. Le plan stratifié
est tres efficace si les strates sont homogenes par rapport & la variable d’intérét.
Dans ce travail, nous avons utilisé ’algorithme des k-means afin de constituer
les strates et nous avons considéré H = 10 strates. Une premiere stratification
(STRAT 1) a été effectuée a partir de la classification des trajectoires discrétisées
X, de la premiere semaine. Une seconde stratification, qui utilise uniquement

Iinformation agrégée x; a également été considérée. Elle est notée STRAT 2.

Les tailles des strates N obtenues en utilisant la premiere (resp. la deuxieme)
stratification ainsi que les tailles n; optimales, selon (resp. (@.11)), des
échantillons a sélectionner dans chaque strate sont données dans le tableau
(resp. . Dans les deux cas, les strates sont numérotées en ordre croissant
par rapport a la consommation moyenne de chaque strate. Plus précisement, la
strate 1 correspond aux faibles consommateurs et la strate 10 est composée des
10 plus gros consommateurs d’électricité. Il faut remarquer aussi que la premiere
stratification exige plus d’information que la deuxiéme stratification car dans le
premier cas, il faut connaitre la consommation d’électricité a chaque instant de
mesure t. La courbe moyenne est construite en utilisant et sa variance est

estimée par (4.8).

3. Sondage wps et estimateur de Horvitz-Thompson. Nous avons utilisé I’algorithme
du cube proposé par Deville et Tillé (2004) et |Chauvet et Tillé (2006) ou les
probabilités d’inclusion sont proportionnelles & x,k € U. Afin d’avoir un plan
de sondage proche de I'entropie maximale, un tri aléatoire de la population est
effectué avant le tirage de I’échantillon s. La covariance de l'estimateur de la
moyenne est estimée a ’aide de la formule . L’algorithme du cube est dispo-
nible sous @ dans le package sampling, fonction samplecube et une macro SAS
est disponible sur le site web de PINSEE (Institut National de Statistique et des
Etudes Economiques).

4. Sondage SRSWOR et estimateur MA. L’estimateur fip;4 assisté par le modele &€
est construit & l'aide de I'information auxiliaire donnée par xj, = (1,z) ol zy, est
la consommation moyenne de la semaine précédente. Dans ces conditions, fiys4
est la somme sur toute la population U des valeurs prédites Vi par le modele (cf.
formule ) La covariance de I'estimateur de la moyenne est estimée a ’aide

de la formule (2.16]).

h 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10
Ny, | 3866 | 4769 | 623 | 2690 | 664 | 1251 | 806 | 328 | 62 | 10
ny | 212 | 345 | 87 | 242 | 117 | 179 | 172 | 101 | 35 | 10

TABLE 4.1 — STRAT 1 : stratification a partir des courbes. Les strates sont construites
a partir des courbes de la semaine 1. L’allocation nj, optimale est calculée a partir des
courbes de la semaine 1.



108 4. Construction de bandes de confiance

h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10
Ny, | 3257 | 4236 | 3139 | 1937 | 1189 | 731 | 415 | 125 | 30 | 10
ny | 260 | 293 | 248 | 204 | 159 | 133 | 111 | 56 | 26 | 10

TABLE 4.2 — STRAT 2 : stratification & partir de la consommation moyenne xj. L’al-
location optimale ny est calculée a partir de la consommation moyenne de la semaine
1.

Ces stratégies sont répétées I fois afin d’évaluer et de comparer les performances
des différentes approches envisagées.

4.4.2 FErreur d’estimation de la courbe moyenne

L’erreur d’estimation de la courbe moyenne p aux instants t1,...,t33¢, est évaluée
selon les deux criteres

1 336

1 ,T
Ra(h) = 55 LNt = )| = o [ 10 - ol

et

1 336

Rali) = 536 32 it = u(00)” » [ Gi(t) = (o).

Les résultats sont présentés dans les Tables et pour I = 10000 simulations
(réplications). Ils montrent clairement que, pour cette étude, la prise en compte de
la consommation totale de la semaine précédente permet d’améliorer de maniere im-
portante la précision de I’estimation de la moyenne par rapport au sondage aléatoire
simple sans remise en divisant l’erreur moyenne absolue R; par 5/2. Parmi les diffé-
rentes stratégies, les plus performantes semblent étre celles qui prennent en compte
I'information auxiliaire via les probabilités d’inclusion (STRAT, 7-ps et systématique
proportionnel a la taille).

Stratégie moyenne | 1¢" quartile | médiane | 3°™¢ quartile
SRSWOR 5.00 2.70 4.05 6.48
STRAT (1) 1.91 1.55 1.83 2.19
STRAT (2) 2.01 1.62 1.90 2.31

s 2.04 1.60 1.90 2.33
m-ps systématique 1.98 1.56 1.83 2.30
MA 2.29 1.85 2.17 2.61

TABLE 4.3 — Erreur R; d’estimation de la moyenne u, avec I = 10000 réplications.
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Stratégie moyenne | 1" quartile | médiane | 3°™° quartile
SRSWOR 40.53 10.82 22.16 51.09
STRAT (1) 5.78 3.68 5.08 7.07
STRAT (2) 6.49 4.03 5.48 7.88

TS 7.06 3.99 5.52 8.16
m-ps systématique 6.73 3.85 5.20 8.07
MA 8.29 5.24 7.14 10.06

TABLE 4.4 — Erreur quadratique Ry d’estimation de la moyenne p, avec I = 10000
réplications.

4.4.3 Taux de couverture et largeur des bandes de confiance

La construction des bandes de confiance de niveau 1 — « nécessite le calcul des
quantiles d’ordre 1 — a du supremum de processus.

Pour ne pas privilégier une méthode de construction de bande de confiance par
rapport a 'autre, nous avons appliqué les 2 algorithmes sur un méme échantillon s
et nous avons considéré le méme nombre M de processus. Ce nombre M varie d’un
estimateur & l'autre en raison des temps de calculs nécessaires pour les approches de
type bootstrap (voir Section [4.4.4)).

Le taux de couverture empirique est la proportion de fois, parmi les I = 2000 répli-
cations, ou la vraie courbe moyenne p se trouve, pour tous les instants ¢, a 'intérieur
de la bande de confiance construite a partir d’une estimation fi. Nous avons représenté
sur la Figure deux exemples de bandes de confiance (courbes grises continues)
construites a partir des courbes estimées (courbes grises pointillées). Sur la Figure
nous constatons que la vraie courbe moyenne sur la population (courbe noir
continue) est a l'intérieur de la bande de confiance a chaque instant. A 'opposé, sur la
Figure nous constatons que la courbe moyenne de la population est en général
surestimée et qu’il existe quelques instants (indiqués par les fleches) ou la courbe ob-
servée sort de la bande de confiance. Les taux de couverture empiriques sont présentés
dans la Table

Pour construire la bande de confiance de I'estimateur jipr4 nous avons considéré
les 2 algorithmes bootstrap décrits dans la section précédente, on notera MA (1) le
bootstrap réalisé en inférant sur le plan et MA (2) celui réalisé en inférant a la fois sur
le plan et sur le modele.

Les deux méthodes de construction des bandes de confiance donnent des taux de
couverture similaires et assez proches des taux nominaux souhaités (95 % et 99 %).
Les résultats semblent cependant légérement moins satisfaisants pour les plans 7ps et
pour 'approche MA pour lesquelles la variance de I'estimateur est complexe et plus
difficile a estimer précisément.
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Méthodes | Nombre M de Bootstrap Processus gaussien
processus a=0.05 | «=0.01 | @=0.05 | «=0.01
SRSWOR 5000 94.95 98.85 94.80 98.70
STRAT (1) 5000 93.92 98.34 94.09 98.43
STRAT (2) 5000 94.3 98.45 94 98.55
TS 1000 94.73 98.77 93.87 98.61
MA (1) 5000 94.3 98.5 92.85 98.15
MA (2) 5000 94.4 99.05 93.15 98.70

TABLE 4.5 — Taux de couverture empirique (en %), pour I=2000 réplications.

Un autre indicateur intéressant est la largeur moyenne de la bande de confiance,

1 336 1 T

— 205’1&-%—[ 2cq0(t)dt

336 5 (t) > 7 Jy 2ad(®)
dont les valeurs sont présentées dans la Table Les deux méthodes fournissent des
bandes de confiance dont les largeurs sont similaires. On note également que 1'utilisa-
tion de la variable auxiliaire permet de diminuer sensiblement la largeur moyenne des
bandes, celle-ci est divisée par 2 si on considere un des plans stratifiés plutdét qu’un
plan SRSWOR.

Méthodes | Nombre M de Bootstrap Processus gaussien
processus a=0.05 | «=0.01 | @=0.05 | «=0.01
SRSWOR 5000 35.98 43.35 35.99 43.19
STRAT (1) 5000 16.64 18.92 16.62 18.88
STRAT (2) 5000 17.58 19.99 17.55 19.94
TS 1000 17.85 20.31 17.62 19.93
MA (1) 5000 19.88 22.65 19.75 22.44
MA (2) 5000 20.03 22.93 19.72 22.40

TABLE 4.6 — Largeur moyenne des bandes de confiance, pour I = 2000 réplications.

Les Figures [4.3]et [4.4] présentent les largeurs des bandes de confiance pour un niveau
a = 0.05, pour chaque instant, selon qu’elles soient ponctuelles (c,, = 1.96), estimées par
simulations de processus gaussiens ou bien obtenues en considérant l'approche basée
sur I'inégalité de Bonferroni appliquée en chaque point de mesure. On a alors, dans ce
dernier cas, ¢, = 3.793048, le quantile d’ordre 1 -0.05/(336 x 2) d’une loi N(0,1). Les
bandes obtenues par Bonferroni sont conservatives et considerent en quelque sorte le
pire des cas en termes d’information, celui de I'indépendance des intervalles ponctuels.
On peut remarquer que 'approche par simulation permet de réduire sensiblement la
largeur moyenne des bandes en comparaison avec Bonferroni lorsque le plan ne permet
pas de prendre en compte toute 'information temporelle des données (Figure . A
l'opposé, pour le plan stratifié (Figure qui permet une estimation précise de la
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courbe moyenne, la bande de confiance construite par simulation est proche de celle
de Bonferroni, ce qui s’interprete intuitivement comme le fait que quasiment toute
I'information a été capturée par le plan de sondage.
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FI1GURE 4.3 — Sondage aléatoire simple sans remise. Largeur des bandes de confiance
ponctuelles, globales par simulations de processus et avec Bonferroni (« = 0.05).

4.4.4 Temps de calcul

Les temps de calcul avec la méthode par bootstrap sont largement supérieurs, de
I'ordre d’un facteur de 1 a 1000, a ceux de la méthode par simulations de processus
gaussiens (cf. Table . Cette différence importante provient du fait que les méthodes
de bootstrap nécessitent de répéter tout le processus d’estimation pour chaque échan-
tillon bootstrapé : construction de la population fictive, tirage d’un nouvel échantillon,
calcul de lestimateur. On remarque également que les plans qui font intervenir de
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FIGURE 4.4 — Sondage stratifié (STRAT 1). Largeur des bandes de confiance ponc-
tuelles, globales par simulations de processus et avec Bonferroni (avec a = 0.05).

I'information auxiliaire sont moins rapides que le plan SRSWOR méme si utilisés in-
dividuellement leur temps de calcul reste tout a fait raisonnable.

Stratégie || Bootstrap | Processus gaussiens
SRSWOR 1170.6 1.0
STRAT 1839.5 1.4
mps 5020.0 7.3
MA(1) 3156 1.4
MA (2) 2423.4 14

TABLE 4.7 — Temps d’exécution d’une simulation en secondes pour M=5000 réplica-

tions. Les stratégies SRSWOR, MA et STRAT ont été programmés avec ® et mps
avec SAS.

4.5 Conclusion

Nous avons, dans ce chapitre, mis en ceuvre et comparé différentes stratégies per-
mettant de prendre en compte de l'information auxiliaire pour l’estimation, et la
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construction de bandes de confiance, de la moyenne de données qui sont des courbes.
Cette information peut étre prise en compte au moment de ’échantillonnage en consi-
dérant des plans a probabilités inégales ou bien lors de I'estimation avec un sondage
aléatoire simple sans remise assisté par un modele de régression a réponse fonction-
nelle. Il apparait clairement, sur notre exemple de courbes de charge d’électricité, que
la connaissance des consommations totales une semaine avant, permet d’améliorer de
maniere importante la précision des estimateurs de la moyenne par rapport a un son-

dage de type SRSWOR.

Par ailleurs, dans ce contexte d’échantillons de taille importante et de données de
grande dimension, il semble aussi possible de construire, pour ces différentes stratégies,
des bandes de confiance qui ont des taux de couverture empiriques proches des taux
souhaités. Les performances des deux approches proposées, estimation de la fonction
de covariance et simulation de processus gaussiens ou bootstrap, semblent comparables
en termes de largeur des bandes de confiance et la principale différence porte sur les
temps de calcul. Le bootstrap qui semble plus général, puisqu’il ne nécessite pas de
disposer d’un estimateur performant de la fonction de covariance, se révele beaucoup
plus lent en pratique.
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Dans cette theése, nous avons cherché a améliorer la précision de 'estimation de
la courbe moyenne en prenant en compte l'information auxiliaire disponible. Pour
cela, nous avons développé deux méthodes d’estimation qui combinent les techniques
de sondage et la statistique fonctionnelle. La premiere utilise un plan de sondage a
probabilités inégales a forte entropie et ’estimateur de Horvitz-Thompson fonctionnel.
La seconde est basée sur un modele de régression fonctionnelle. Pour chacune de ces
méthodes, nous avons démontré la convergence uniforme de ’estimateur de la moyenne
et de sa fonction de covariance et nous avons également établi un théoréeme central
limite fonctionnel. Dans le cas d’un tirage réjectif, nous avons pu établir la vitesse
de convergence de l'estimateur de la covariance de I'estimateur de Horvitz-Thompson.
Dans un deuxieme temps, nous avons comparé deux méthodes de construction de bande
de confiance sur un jeu de données de courbes de consommation électrique. La premiere
utilise la normalité asymptotique de nos estimateurs et repose sur la simulation du
processus gaussien limite en utilisant une estimation de sa variance. La seconde est
basée sur des techniques de bootstrap en population finie. Celle-ci a ’avantage de ne
pas utiliser la fonction de covariance estimée mais elle est beaucoup plus gourmande
en temps de calcul.

Dans notre étude, nous avons constaté que notre variable auxiliaire permet d’amé-
liorer significativement la précision de notre estimateur et que les deux méthodes de
construction de bandes de confiance donnent des taux de couverture proches des taux
nominaux souhaités. Cependant, pour le plan wps et 'estimateur assisté par le modele,
la variance est plus difficile a estimer et les taux de couverture sont donc légerement
inférieurs.

Ces différents travaux pourraient étre améliorés et étendus dans de nombreuses
directions.

Dans notre étude, la liaison entre notre variable d’intérét et notre variable auxiliaire
étant clairement linéaire (cf. Figure [4.1)), nous nous sommes focalisés sur I'estimateur
basé sur un modele de régression linéaire fonctionnelle avec une variable auxiliaire
réelle. Une poursuite intéressante de ces travaux serait d’étendre le modele au cas
de variables auxiliaires fonctionnelles (par exemple inclure la courbe de température).
Nous pourrions également développer une méthode d’estimation basée sur des modeles
non-paramétriques. Ces derniers nécessiteraient de connaitre les variables auxiliaires
pour l'ensemble de la population.

115



116 Conclusion et perspectives

Le plan 7ps mis en place dans nos applications permet d’obtenir une bonne esti-
mation de la courbe moyenne de consommation et de sa covariance (cf. tableaux
et . Cependant, nous avons dans notre population certains individus dont la pro-
babilité d’inclusion est tres faible. Ces individus peuvent avoir une contribution tres
importante a ’estimateur et conduire & une mauvaise estimation a la fois de la courbe
moyenne mais aussi de la variance de ’estimateur. Par exemple, un individu qui re-
vient de vacances durant notre semaine d’étude aura une valeur faible de 7 et un
niveau moyen de consommation tres différent de celui de la semaine précédente. Nous
pouvons également étre dans la situation contraire, c’est-a-dire nous donnons un poids
trop faible aux individus qui ont une forte probabilité d’inclusion et une diminution
de leur consommation durant la semaine d’étude (exemple : départ en vacances). Il
s’agit d’un probleme de robustesse du plan de sondage et de I’estimateur par rapport
au parametre d’intérét étudié. Nous pouvons envisager d’utiliser des méthodes comme
celles de Beaumont et Rivest| (2009), pour repérer de tels individus et corriger leur
poids.

Lorsqu’on travaille sur une longue période d’étude, notre plan de sondage représente
bien notre population au début de la période mais il est probable que sa représentativité
varie au cours du temps (inclusion de nouveaux tarifs, nouveaux clients, etc.). Une
autre piste de recherche serait donc de faire évoluer notre échantillon au cours du
temps. Un premier travail réalisé par Degras| (2012)) montre clairement que, dans le cas
du sondage stratifié et de 'estimateur de Horvitz-Thompson, la performance de notre
plan de sondage est améliorée lorsque notre échantillon varie au cours du temps.

Dans toutes les études réalisées, nous avons été confrontés a la présence de courbes
qui ne sont que partiellement observées dans notre population d’étude. Pour des raisons
de simplicité, nous avons décidé de les exclure de notre population. Or la non-prise en
compte de ces individus crée une erreur d’estimation en terme de biais et de variance
de notre courbe moyenne. Différents travaux ont été réalisés pour prendre en compte
la non-réponse quand le parametre a estimer est univarié : repondération (Brick et
Montequilal (2009), Lundstrom et Sérndal| (1999), Sérndal et Lundstrom| (2005)), im-
putation (Haziza (2009)). Lorsqu’on travaille avec des données de types courbes la
problématique est un peu différente. En effet, la consommation d’un individu a un
instant ¢ est fortement corrélée a sa consommation aux instants précédents et suivants.
Celle-ci dépend également d’autres variables auxiliaires telles que le type d’habitation,
les caractéristiques du client, etc. Pour reconstituer les trajectoires manquantes, nous
pouvons appliquer, instant par instant, les méthodes classiques d’imputation. L’in-
convénient de ces méthodes essentiellement univariées est qu’elles ne prennent pas en
compte ’historique de consommations des individus. Notons également qu’une diffi-
culté supplémentaire provient du fait que cet historique peut également étre entaché par
la non-réponse. Une deuxieme possibilité est d’appliquer des méthodes d’interpolation
ou de lissage des trajectoires. Cette approche permet de reconstituer, indépendamment
des autres individus, les trajectoires individuelles en prenant uniquement en compte
leur historique de consommation. Il faut donc trouver une méthode d’imputation qui
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permette d’imputer des morceaux de courbes en prenant en compte ’ensemble des
consommations observées sur notre échantillon ainsi que 'information auxiliaire. Pour
cela, nous avons envisagé d’adapter au cadre sondage les travaux de Hall et al.| (20006).
Dans ces travaux, les auteurs font appel & des méthodes de lissage et a une estima-
tion de la matrice de covariance pour estimer la courbe moyenne de consommation a
partir d’observations discrétisées. Nous allons présenter en quelques lignes ’idée de la
méthode que nous envisageons.

Soit s un échantillon de taille fixée n, choisi aléatoirement dans notre population
d’étude Uy selon un plan de sondage p(-). Nous supposons que les probabilités d’inclu-
sion du premier ordre satisfont 7, = P(k € s) > 0, pour tout k € U et que pour chaque
individu de I’échantillon s, nous avons observé la consommation Y}, aux instants ty;,

j=1,....pr (cf. Hall et al|(2006)).

Considérons le modele de superpopulation suivant. Soit une variable aléatoire X =
{X(t),t€[0,1]}, d’espérance E(X (t)) = () et de fonction de covariance Cov(X (s), X (t)) =
v(s,t). On considére une suite de réalisations indépendantes X1,..., Xy,... de la va-
riable X. La population Uy sera alors constituée des réalisations X1, ..., X . Nous sup-
posons également que les observations Yy (ty;) satisfont pour tout ke s et j=1,...,py,

Yi(thy) = Xp(tej) + ey, kes, j=1,...,pp.

ol les €; sont i.i.d centrés et de variances o2.

L’objectif est d’estimer la courbe moyenne de consommation wu(t) & partir des
observations Yj(t;), k € s et j = 1,...,pi et de reconstituer les trajectoires de chaque
individu de I’échantillon.

Etape 1 : estimation de la courbe moyenne /()

Si nous disposons des consommations Y; pour ’ensemble des individus de notre
population Uy, nous pouvons estimer la courbe moyenne par (cf. [Staniswalis et Lee
(1998), Hall et al.| (2006)))

szzl Z?g K(t - tkju h)Yk(tkj)
Sl I K (t -ty h)

t) - L tefo,1]
ou K est un noyau et h est la fenétre de lissage. Les consommations étant connues uni-
quement pour les individus de I’échantillon, nous pouvons estimer u(t) en remplagant
chaque somme dans fi(t) par son estimateur de Horvitz-Thompson

Pk
S wg Y K (t—tyy, h)Yi(te))
kes j=1

Zwk%K(t—tkj,h)

kes j=1

(t) = , te[0,1]

avec Wy = 77,;1.
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Etape 2 : reconstitution des trajectoires a 1’aide du BLUP

Pour reconstituer les trajectoires X (¢), nous faisons appel a la formule du BLUP
(Best Linear Unbiased Prediction) : c’est I'espérance conditionnelle si la loi jointe est
gaussienne et ¢’est la meilleure approximation linéaire (au sens de 'erreur quadratique
moyenne) de 'espérance conditionnelle sinon. Elle peut s’écrire

B (X (1)[Y3) = u(t) + z s (8) (tay) - Yi(tiy)

ou Yk = (Yk(tkj),j = 1, . ,pk) € RPr et ak(t) = COV(Xk(t),Yk) (Var(Yk))fl.

De nos hypotheses, nous déduisons que

COV(Xk(t),Yk) = (’Y(t7tk1)a cee 7'7(t7 tkpk))

et

[Var(Yi)s, 4, = Cov(Ya(tie, ), Yi(tee,)) = Y(te, s te,) + 07 Lig gy

Pour estimer les trajectoires, il faut donc déterminer un estimateur de la co-
variance y(r,t) = E(X(¢)X(r)) — p(t)u(r) et plus particulierement de la fonction
(r,t) = E(X(t)X(r)). Siles Yj(tx;) étaient connus pour tous les individus de la po-

pulation, on utiliserait I’estimateur suivant

N 3
> . pZ . (Vi (try) = i(tig)) (Yi(tre) = i(tie)) K (t = tij, B)K (1 = tig, h)
s

E(X(1)X(r)) = -

Pk
Y > K(t—tgj, h)K(r —tge, h)
k=1¢,j,j%¢

En tenant compte des probabilités d’inclusion, on peut proposer I'estimateur pon-
déré suivant

2" % (Yi(trg) = i(ti)) (Vie(tre) = fi(tie)) K (8 = g, h) K (r = tre, h)
E (X ()X (r)) = kes  £,j#C

Pk
Yowp Y, K(t—tyj, h)K(r—trh)
kes 0t

Ainsi la covariance y(r,t) est estimée pour tout (¢,r) € [0,1]x[0,1] par
A(r,t) = Es(X (1) X (7)) = A a(r).

et la trajectoire Xy (t) sera alors estimée par

K4(t) = i) + z s (1) (tag) - Yi(ty)), 1€ [0,1]

ott aue(t) = Cov(Xp(t), Yy) (Var(Yy)) .

Si la variance du bruit o2 est nulle, la trajectoire estimée passera par les points
observées Y (tx;).
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Etape 3 : estimation de la courbe moyenne a partir des trajectoires estimées

Une fois que nous avons reconstitué nos trajectoires X (t), on peut envisager d’es-
timer la courbe moyenne par I'estimateur suivant

1

ﬂf(:ﬁxm, te[0,1] (4.13)

s Tk

Certains points de cette méthode sont encore a développer avant de pouvoir la
tester sur un jeu de données (choix du noyaux et de la fenétre de lissage, inclusion des
variables auxiliaires dans I’étape de reconstruction des trajectoires, calcul du biais et

de la variance, etc.).
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Annexe A

Estimation de la courbe de
consommation des particuliers a
I’aide de la température
extérieure

Le profil de consommation des particuliers est fortement dépendant de covariables
telles que la consommation passée, les caractéristiques météorologiques ou géogra-
phiques. Nous avons vu dans le chapitre [I] qu’il existe différentes méthodes qui nous
permettent de prendre en compte ces informations et ainsi d’améliorer notre estima-
tion (diminution de la variance). Nous pouvons la faire intervenir soit au niveau du
tirage de ’échantillon (sondage & probabilité inégales, équilibrés, etc.) soit au niveau
de l'estimation (estimateur assisté par un modele, calage, etc.). Le choix de la méthode
va dépendre de notre information auxiliaire. Si celle-ci est disponible avant I’obtention
de I’échantillon nous pourrons la faire intervenir au niveau du plan de sondage et/ou
au niveau de l'estimation (consommations passées, coordonnées géographiques, etc.).
Par contre, si nous ne l'obtenons qu’au moment de ’échantillonnage nous ne pourrons
la faire intervenir qu’au niveau de I’estimation. Dans notre cas, la température ne sera
pas connue avant le tirage. La seule maniere de I'utiliser est d’estimer notre courbe de
consommation moyenne avec un estimateur assisté par un modele ou par calage.

Dans ce chapitre, nous allons apporter un début de réponse a la question suivante :
est-ce que l'utilisation de variables auxiliaires telles que la température extérieure per-
met d’améliorer la précision de I'estimateur de la courbe moyenne de consommation
des particuliers? Pour répondre a cette question, nous avons cherché une méthode
d’estimation de la courbe moyenne qui prenne en compte a la fois I'information auxi-
liaire disponible et le fait que nous travaillons avec des données qui peuvent étre vues
comme des données fonctionnelles. Plus précisément, nous utiliserons le plan de son-
dage SRSWOR et 'estimateur assisté par un modele linéaire fonctionnel introduit dans
le chapitre [2] ainsi que I’estimateur assisté par un modele basé sur ’ACP fonctionnelle
(Cardot et al. (2010b)) décrit dans la section ci-dessous. Enfin, nous utiliserons I'in-
formation auxiliaire au niveau du plan d’échantillonnage. Nous comparerons plusieurs
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stratégies (plan de sondage et estimateur) qui prennent en compte la température pour
estimer la courbe moyenne.

Pour des raisons de confidentialité, certains résultats de cette étude seront omis.

A.1 Estimateur assisté par un modele basé sur 'ACP
fonctionnelle

Soit U = {1,..., N} une population finie de taille N, dans laquelle un échantillon
s de taille n est sélectionné a 'aide d’un plan de sondage p(.). Nous supposons que
7 =Pr(kes)>0VkeU et que mg = Pr(k&les)>0Vk,leU, k+#I.

La courbe de consommation Yy = (Yi(t))se[o,r] €st supposée observable pour tout
individu k£ de la population U. L’objectif est d’estimer la courbe de consommation
moyenne de la population U

u(t) = %];]Yk(t), te[0,7].

Soient X7, ..., X,, p variables auxiliaires liées a la variable Y et observées pour
chaque individu k& de la population U. On note xj = (21, ..., Tp)" le vecteur conte-
nant les p variables auxiliaires observées pour l'individu k. Considérons le modele de
superpopulation £ introduit par Cardot et al.| (2010b)) défini comme suit

€5 VD) = p(t)+ Y <Yimpuy > 0i(t) + mi(t) (A1)

J=1

avec v;(t) est la j™¢ fonction propre de la matrice de covariance I' des Y.

Cardot et al.|(2010b) supposent que les composantes cj;, =< Y3, — p,v; >, j=1,...,q
peuvent étre modélisées a partir de I'information auxiliaire x, c’est-a-dire qu’il existe
une fonction f; telle que ¢ji, = f;(xx) + ajk, j = 1,...,¢q. Le modele de superpopulation
peut alors s’écrire de la facon suivante

£ Vi) - u<t>+i1fj<xk>vj<t>+ek<t> (A.2)

avec €,(t) = Z?‘:l ;i (t) + i (t).

Dans la réalité, Y, n’est connu que pour k € s. Dans un premier temps, il faut
estimer I'opérateur de covariance I' pour estimer les fonctions propres v; associées aux
g plus grandes valeurs propres. Une estimation de v; est donnée par v;, fonction propre
de la matrice de covariance de Horvitz-Thompson :

1 D (Y5 (t) — (1)) (Ye(r) - a(r))

(r,t) = —
(T)Ns -
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A la fin de cette étape, nous avons, pour tout k € s,

. q
Yi(t) = iu(t) + ) ewv;(t)
j=1
ou 5jk =< Yk - ﬂ, ﬁj(t) >.
Les ¢ n’étant connus que pour k € s, nous les modélisons a I’aide de I'information
auxiliaire disponible. On obtient ainsi une estimation pour tout k € U
S A . 1, 2 .
Eik = fi(xk) =argmin Y, — (&, — fi(xx))", VkeUetj=1,..,q.
Ii kes Tk
Finalement, l'estimateur assisté par le modele basé sur I’ACP fonctionnelle est
donné par
D (Y (t) - Yi(t))

Tk

1 N 1
[l t:—EYt——
MMA() NkeU k() N

avec Yk(t) = ﬂ(t) + Zgzl fj(xk)ﬁj(t)a te [O7T]‘

kes

Remarque A.1l. Cette approche permet de séparer l’effet temporel de Ueffet des co-
variables. De plus, lorsqu’on peut obtenir une bonne approximation dans un espace de
petite dimension, elle peut prendre en compte, de maniére assez aisée, des effets non
linéaires des covariables (cf.|Chiou et al.| (2005)).

A.2 Estimation de la courbe moyenne de consommation
des particuliers

Il est bien connu qu’il existe un lien entre la consommation électrique et la tem-
pérature extérieure au moins pour les clients dits "thermosensibles”. Ce lien est bien
visible sur la courbe de consommation annuelle des particuliers qui se chauffent au
chauffage électrique. Leur consommation est élevée pendant les périodes froides et
diminue quand la température extérieure augmente. Dans cette section, nous allons
regarder si la prise en compte de ce lien permet d’améliorer ou non ’estimation de
la courbe moyenne de consommation des particuliers. La température n’étant connue
qu’au moment de I’échantillonnage, nous ne nous sommes intéressés qu’aux méthodes
d’estimation avec ’approche modele et plus particulierement a ’estimateur basé sur
la régression fonctionnelle et celui basé sur 'ACP. Dans un premier temps, nous al-
lons utiliser la population U pour déterminer une estimation de la fonction f de notre
modele de superpopulation

£ Yi(t) = f(xpmt) +ens  keUette[0,T]

ol les erreurs e, sont des variables aléatoires, d’espérance nulle et de variance v(xy) =
vk. Dans un deuxiéme temps, nous comparerons différentes stratégies de sondage.

Nous disposons d’une population U composée de N = 2272 courbes de consomma-
tion électrique de particuliers mesurées toutes les 10 minutes pendant une journée de
demi-saison, notée J. L’ensemble des individus de notre population possede un contrat
de type "Heure Creuse-Heure Pleine”. Nous disposons de 4 variables auxiliaires :
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— la consommation moyenne de la semaine précédente.

la température moyenne de la semaine précédente.
— la température extérieure relevée toutes les 3 heures les jours J, J -1 et J — 2.
— l'indicatrice Heure Creuse pour chaque pas 10 minutes du jour J.

A chaque individu k, nous attribuons la température relevée a la station météoro-
logique la plus proche. Plusieurs individus auront ainsi la méme température.

A.2.1 Recherche du modele de superpopulation

Avant de mettre en place un plan de sondage, nous allons modéliser, & partir de ’en-
semble des individus de la population, la fonction f dans le modele de superpopulation

.

Modélisation a I’aide de ’ACP fonctionnelle

Dans un premier temps, nous avons regardé la modélisation basée sur ’ACP fonc-
tionnelle. Cette méthode permet de prendre en compte le lien entre les instants lors
de la modélisation. Nous constatons que pour garder un maximum d’inertie (au moins
70%), il va falloir garder au moins 13 axes (cf Figure et chercher & modéliser
autant de composantes a ’aide de I'information auxiliaire disponible.

Eboulie des valeurs propres Premiere fonction propre

0.095

Au moins 13 axes pour
garder 70% de l'inertie

Variance expliquée
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F1GURE A.1 — Sortie de ’ACP fonctionnelle du jour J
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Remarque A.2. Le comportement des particuliers est beaucoup plus hétérogéne que
celui des entreprises ou les deux premiéres composantes permettaient de capturer la
quasi totalité de l'inertie (cf.|Cardot et al.| (20100)).

Régression de la premiére composante

Nous avons cherché la meilleure régression linéaire pour modéliser la premiere com-
posante (cf Figure . Les variables les plus significatives sont la consommation
moyenne de la semaine précédente et la température moyenne des jours J — 1 et J
(R? ajusté : 0.54). La température n’apporte pas grand chose, I'essentiel de la part
expliquée provient de la consommation antérieure (le R? ajusté augmente seulement
de 0.01).

Température moyenne du jour J

Consommation moyenne de la semaine précédente

Premiére composante de I'ACP fonctionnelle de la consommation Premiére composante de I'ACP fonctionnelle de la consommation

FI1GURE A.2 — Représentation graphique entre la premiere composante et @la consom-
mation moyenne de la semaine précédente @ la température moyenne du jour J.

Modélisation de la deuxiéme composante

Nous avons représenté la deuxieme composante en fonction de la température et
de la consommation de la semaine précédente (cf. Figure . Aucune forme ne se
dégage de ces nuages de points (méme avec des passages au log, a 'exponentielle ou a
la puissance). Ces 2 variables ne permettent pas d’expliquer cette composante.

Conclusion

Dans notre cas, il faut conserver énormément d’axes pour garder un maximum
d’inertie. Il va donc falloir trouver les variables auxiliaires qui nous permettent de les
modéliser. Pour 'instant, nous pouvons modéliser uniquement la premiere composante
et nous ne disposons pas d’assez de variables pour construire un bon modele. La tem-
pérature n’intervient quasiment pas dans la modélisation. Nous avons testé différentes
fagons de la faire intervenir (lissage de la température, ACP fonctionnelle sur 3 jours,
interaction entre les variables températures) et nous avons constaté que c’est encore la
température moyenne de la journée qui intervient le plus. Pour conclure, avec le peu
de données dont nous disposons, il nous est impossible d’utiliser le modele basé sur
I’ACP fonctionnelle et la température n’intervient que tres légérement.
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Consommation moyenne de la semaine précédente
Température moyenne du jour J

Deuxiéme composante de I'ACP fonctionnelle de la consommation Deuxiéme composante de I'ACP fonctionnelle de la consommation

FIGURE A.3 — Représentation graphique entre la deuxiéme composante et @ la
consommation moyenne de la semaine précédente @ la température moyenne du jour

J.

Modélisation instant par instant

Voyant les résultats peu concluants avec I’ACP fonctionnelle, nous nous sommes
intéressés a la modélisation instant par instant pour rechercher d’éventuelles différences
de modélisation entre les instants de cette journée de mi-saison (réaction différente a la
température, I'influence du tarif Heure Creuse - Heure Pleine). Pour voir I'influence de
la température dans ’estimation, nous avons décidé de faire une classification a partir
de leur historique mensuel de consommation (classification de WARD réalisée a partir
des coordonnées des individus sur les axes de ’AFC). Nous avons retenu 2 classes : les
non-thermosensibles (Ny7 = 951) et les thermosensibles (Np = 1321)

Les thermosensibles

Dans un premier temps, nous avons étudié 'instant ¢,,,, ou la consommation est
la plus corrélée avec la température extérieure moyenne de la journée (corrélation
maximum = -0.238). En faisant, la régression consommation Y (¢,,4,) en fonction de la
température moyenne, de la consommation antérieure et de la variable Heure Creuse,
nous constatons la présence de valeurs extrémes (cf. Figure . Afin de réduire leur
influence lors de la modélisation, nous avons transformé la variable consommation par
passage au log (cf. Figure . La température n’apporte pas grand chose, le R?
ajusté augmente que de 0.003 (R? ajusté : 0.95). Les résultats sont & prendre avec
précaution, nous ne faisons pas une régression directement sur la consommation mais
sur une transformation de celle-ci. Il faudra éventuellement envisager un modeéle non-
paramétrique basé sur la variable Z = log(Y") pour améliorer la précision.

Dans un deuxieme temps, on s’est intéressé a l'instant ¢,,;, le moins corrélé avec la
consommation (corrélation minimum = -0.0381). Lorsqu’on réalise la régression de la
variable Z = log(Y (tmin)) en fonction de la température moyenne du jour J et du log
de la consommation antérieure, deux groupes se dégagent du nuage de points valeurs
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
résidus

Theoretical Quantiles valeur prédite

(A) Normalité (B) Homoscédasticité

F1GURE A.4 — Thermosensibles : Régression de la consommation a l'instant ou la

température est la plus corrélée avec la consommation

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
résidus

Theoretical Quantiles valeur prédite

(A) Normalité (B) Homoscédasticité

F1GURE A.5 — Thermosensibles : Régression du log de la consommation a 'instant ou

la température est la plus corrélée avec la consommation

prédites en fonction des résidus (cf. Figure [A.6). L’introduction de la variable Heure
Creuse nous a permis de les identifier et d’augmenter légerement le R? ajusté, égal a
0.95 (cf. Figure . Pour améliorer ce modele, il faudrait éventuellement introduire
une variable qui nous indique depuis quand l'individu est en Heure Creuse. Cette
nouvelle variable nous permettrait de prendre en compte ’appel de puissance du au
déclenchement du chauffe eau, a la mise en route de la machine a laver, etc.

Les non-thermosensibles

Comme nous nous y attendions, pour les clients non-thermosensibles la température
n’intervient pas dans la modélisation de la consommation & P'instant ¢ (cf. Figure [A.8)).
Leur consommation est tres liée a celle de la semaine précédente.

Nous avons alors considéré ’estimateur assisté par un modele sur la variable d’inté-
rét transformée. Notons Yy () la consommation de I'individu & a I'instant ¢, conso_precy,
la consommation moyenne de la semaine précédente de l'individu k, mean_temp;, la
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
résidus

Theoretical Quantiles valeur prédite

(A) Normalité (B) Homoscédasticité

FIGURE A.6 — Thermosensibles : Régression du log de la consommation a 'instant ou
la température est la moins corrélée avec la consommation (sans Heure Creuse)

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
résidus

Theoretical Quantiles valeur prédite

(A) Normalité (B) Homoscédasticité

F1GURE A.7 — Thermosensibles : Régression du log de la consommation & 'instant ou
la température est la moins corrélée avec la consommation (avec Heure Creuse)

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
résidus

Theoretical Quantiles valeur prédite

(A) Normalité (B) Homoscédasticité

F1GURE A.8 — Non-Thermosensibles : Régression a l'instant ou la température est la

plus corrélée avec la consommation
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température moyenne de la journée d’étude de 'individu k et HCy(t) l'indicatrice

Heure Creuse de l'individu k£ a 'instant t.

On suppose que Vk e U et t € [0,T],

log(Yi(t)) = P1(t)log(conso_precy) + 2(1) HCy(t) + B3(t)mean_tempy, + nry  (A.3)

ol 7y sont indépendants, B¢ (7)) = 0, de fonction de covariance Cove (1, Ner) = T'(¢, 1)
si k=1 et 0 sinon, pour (t,r) € [0,7] x [0,T].

1.
2.

On tire I’échantillon s a I’aide d’un sondage aléatoire simple sans remise.

On estime le vecteur S(t) = (B1(t), B2(t), B3(t))’, pour tout t € [0,T], & I'aide de
I’échantillon s.

B - (Z xk<t>xk<t>')‘1 5 %e(Dlog(Vet)) (A4)
Tk

Tk

S S

ou xx(t) = (log(conso_precy), HCy(t), mean_tempy,)’

3. On calcule, pour tout ¢ € [0,77], ?k(t) - X (DB

. La courbe moyenne p est estimée par

i) = pRACE ; S04 -Yi(®), vee[0.1]

A.2.2 Mise en place du plan de sondage

Dans cette section, nous allons comparer différentes stratégies (plan de sondage avec

estimateur) qui prennent en compte la température pour estimer la courbe moyenne

du jour J.

8 stratégies ont été retenues :

Stratégie 1 : Sondage aléatoire simple sans remise (SRSWOR) avec I'estimateur

de Horvitz-Thompson.
conso_precy,

Stratégie 2 : Sondage a probabilités inégales sans remise avec 7y, = n
> conso_precy,

et avec l'estimateur de Horvitz-Thompson.
Stratégie 3 : Sondage SRSWOR avec l'estimateur assisté par le modele de ré-

gression linéaire suivant
Yi(t) = B1(t)conso_precy + B2 (t) HCk(t) + B3(t)mean_tempy + Ny

Stratégie 4 : Sondage SRSWOR avec l'estimateur assisté par le modele de ré-
gression linéaire suivant

Vi (t) = B1(t)conso_precy + Ba(t) HCy(t) + Bs(t)temp-spliney(t) + it

Stratégie 5 : Sondage SRSWOR avec l'estimateur assisté par le modele de ré-
gression linéaire suivant

Yi(t) = B1(t)conso_precy, + B2(t) HCk(t) + nie
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— Stratégie 6 : Sondage SRSWOR avec 'estimateur assisté par le modele sur la
variable d’intérét transformée suivant

log(Yi(t)) = B1(t)log(conso_precy) + fo(t) HCy(t) + B3 (t)mean_tempy, + Niy

— Stratégie 7 : Sondage SRSWOR avec l'estimateur assisté par le modele de ré-
gression linéaire suivant

Yi(t) = Bo(t) + B1(t)mean_tempy, + Nk

— Stratégie 8 : Sondage SRSWOR, avec 'estimateur obtenu par un calage sur la
base de B-spline de conso_prec (d’ordre deux avec 3 noeuds)

TORESYERAD

avec w?, = di, [1-qb'(21) T5  (fba — tv)], b(zk) = (Bi(2k),- .., Bs(z)), Ts =
s drqrb(2:)b'(21), tha = Xs dib(21), th = Xy b(2r) et qr = 1.

La variable temp_spliney(t) a été obtenue en appliquant un lissage B-spline sur les
températures tri-horaire du jour J. Dans la stratégie 2, nous avons tiré notre échantillon
a ’aide de l'algorithme du cube équilibré sur les 7. Le sondage 7wps systématique a
également été testé mais celui-ci donne des résultats moins bons.

Nous avons estimé séparément la courbe moyenne des clients thermosensibles (noté
T) et celle des clients non-thermosensibles (noté NT). La taille de I’échantillon est
fixée & np = 150 (resp. nyr = 100) pour les clients thermosensibles (resp. les non-
thermosensibles). Dans les stratégies 3, 4, 6 et 7, nous avons décidé d’inclure la variable
température pour tous les instants méme si pour certains nous savons qu’elle n’est pas
significative. Nous voulions garder un modele identique entre les instants.

Pour évaluer la précision de nos estimateurs ji, nous avons réalisé 10000 simulations

et nous avons comparé ’erreur moyenne

R = [ 1) - ol

Le passage au log (stratégie 6) ne permet pas d’améliorer la précision de I’estimation
de la courbe moyenne. Pour des raisons de simplicité, il faut mieux utiliser le modele
basé sur la régression.

L’utilisation de 'information auxiliaire a permis d’améliorer la précision des esti-
mateurs des stratégies 2 a 6. Lorsqu’on compare les stratégies 3 a 5, nous constatons
que l'utilisation de la variable température (stratégie 3 et 4) permet d’améliorer tres
légerement la précision de I'estimation des clients thermosensibles. De plus, il n’est pas
nécessaire d’utiliser la variable température sous forme fonctionnelle (stratégie 4), la
température moyenne de la journée (stratégie 3) est suffisante. Pour les clients non ther-
mosensibles, la température n’apporte aucune amélioration. Si on souhaite travailler
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Moyenne | 1¢ quantile | médiane | 3° quantile
Stratégie 1 | 12.48908 | 10.43878 11.86091 13.81739
Stratégie 2 | 11.15794 9.76768 10.86895 12.23394
Stratégie 3 | 11.18751 | 9.826591 | 10.929534 | 12.197746
Stratégie 4 | 11.19351 | 9.790156 | 10.893169 | 12.304361
Stratégie 5 | 11.18827 | 9.804525 | 10.898856 | 12.264005
Stratégie 6 | 11.25619 9.89151 10.98851 12.32621
Stratégie 7 | 12.37778 | 10.42652 11.78828 13.64685
Stratégie 8 | 12.22762 | 10.422026 | 11.683725 | 13.319986

TABLE A.1 — Erreur moyenne des clients thermosensibles

Moyenne | 1° quantile | médiane | 3° quantile
Stratégie 1 | 10.33943 8.93304 9.97682 11.31109
Stratégie 2 | 7.26167 6.53261 7.13508 7.85494
Stratégie 3 | 9.34171 8.38999 9.20619 10.12591
Stratégie 4 | 9.34158 8.38346 9.21655 10.13778
Stratégie 5 | 9.31090 8.37953 9.17886 10.08273
Stratégie 6 | 9.48277 8.50125 9.33075 10.30681
Stratégie 7 | 10.3718 8.97320 10.03747 | 11.36665
Stratégie 8 | 10.49556 8.88109 9.89708 11.29610

TABLE A.2 — Erreur moyenne des clients non-thermosensibles

133
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FiGURE A.9 — Comparaison des erreurs moyennes d’estimation des clients thermosen-
sibles
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Ficure A.10 — Comparaison des erreurs moyennes d’estimation des clients non-
thermosensibles

avec l'estimateur assisté par le modele de régression linéaire, il vaut mieux utiliser la
stratégie 5 pour les non-thermosensibles et la stratégie 3 pour les thermosensibles.

Avec le modele basé uniquement sur la température (stratégie 7), on considere
que tous les individus qui ont la méme température auront la méme consommation
prédite. Or nous savons tres bien que deux individus soumis aux mémes températures
extérieures auront forcément une consommation différente (isolation et installation
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électrique différentes). Il nous parait donc normal que ce modele ne permette pas
d’améliorer ’estimation.

Le calage sur les fonctions B-splines de la consommation antérieure (stratégie 8) ne
permet pas d’améliorer la précision de 'estimateur. Ce résultat peut étre du au fait que
nous travaillons sur une période de mi-saison : il y a un changement de comportement
par rapport a la semaine précédente.

Pour les clients non-thermosensibles, le sondage a probabilités inégales sans remise
améliore significativement la précision de I'estimateur. Par contre, pour les clients ther-
mosensibles, le gain est moins élevé. Il est comparable a celui obtenu avec les stratégies
faisant appel a 'estimateur assisté par le modele de régression linéaire. Le plan a pro-
babilités inégales donne de meilleurs résultats pour les clients non-thermosensibles car
la corrélation entre la consommation de la journée d’étude et la consommation de la
semaine précédente est plus élevée que sur les clients thermosensibles.

Les simulations effectuées sur cette journée de mi-saison nous montrent que le
modele basé sur la régression, mis en place pour prendre en compte la température
extérieure, ne permet pas d’améliorer la précision et que les meilleurs résultats sont
obtenus a ’aide du plan a probabilités inégales. Toutefois, il ne faut pas completement
rejeter le modele proposé. Dans notre étude, nous avons constaté que le modele est
équivalent en termes de précision au sondage a probabilités inégales pour les clients
thermosensibles. Si nous disposons de nouvelles variables auxiliaires, I’approche modele
pourrait donner de meilleurs résultats que le sondage a probabilités inégales pour les
journées de mi-saison ou pour les journées ou il y a une chute brutale des tempéra-
tures extérieures. Pour les journées d’hiver ou d’été, le changement de comportement
individuel est moins marqué. La consommation de la journée est tres corrélée a la
consommation de la semaine précédente pour nos deux populations. Il est donc fort
probable que, pour ces journées, un sondage a probabilités inégales suffise.

A.3 Conclusion des travaux

Dans cette étude, nous avons cherché & prendre en compte la variable température
extérieure dans un plan de sondage. Nos recherches nous ont amené & construire un
modele d’estimation basé sur la régression. Nous avons essayé d’introduire dans ce
modele la température sous différentes formes (température observée a chaque instant,
température moyenne de la veille, lissage, puissance de la température moyenne de la
journée) et nous avons constaté que c’est la température moyenne de la journée qui est
la plus significative. L’ajout de cette variable dans notre modeéle n’a permis d’améliorer
que tres légerement 'estimation pour les clients thermosensibles. Ce tres faible apport
peut s’expliquer par le fait que la température est en quelque sorte déja prise en
compte dans la variable consommation de la semaine antérieure ou par son manque de
variabilité. En effet, tous les individus qui sont reliés a la méme station météorologique
auront la méme température, or, dans la réalité, la température des individus peut
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étre différente de celle de la station météorologique. La variable température est donc
entachée d’une erreur d’observation.

Dans un deuxieme temps, nous avons comparé l'estimateur basé sur le modele
(stratégie 3) au sondage aléatoire simple (stratégie 1) et au sondage a probabilités
inégales (stratégie 2). Sur notre jeu de données, la stratégie 3 nous permet d’avoir
une meilleure estimation que le sondage aléatoire simple sans remise avec Horvitz-
Thompson (en moyenne l’erreur est diminuée de 11.65% pour les thermosensibles et de
11.05% pour les non-thermosensibles). Par contre, nous constatons que cette stratégie
est moins bonne pour les clients non-thermosensibles que le sondage a probabilités
inégales et qu’elle est équivalente pour les clients thermosensibles (en moyenne I’erreur
de la stratégie 2 par rapport a celle de la stratégie 1 est diminuée de 11.92% pour les
thermosensibles et de 42.38% pour les non-thermosensibles). Les divers résultats nous
ont montré que c’est essentiellement la consommation de la semaine précédente et la
variable Heure Creuse qui expliquent la consommation de la journée d’étude et que
la température apporte tres peu d’amélioration. Nous avons également constaté qu’en
utilisant un modele qui prend en compte uniquement la température pour estimer la
consommation nous obtenons de plus mauvais résultats qu’un sondage aléatoire sans
remise avec Horvitz-Thompson. Donc sans apport de nouvelles variables auxiliaires,
il semble préférable d’utiliser un plan & probabilités inégales. De plus, pour ce plan
I’estimateur est sans biais et des approximations de la variance sont connues.

D’autres pistes de modele ont été envisagées (modele basé sur ’ACP fonctionnelle
et modele utilisant la décomposition en ondelettes) mais nous ne disposons pas d’assez
de variables auxiliaires pour pouvoir les appliquer. Nous avons également envisagé
d’effectuer une post-stratification sur la variable station météo mais nous disposions
de trop peu d’individus par station pour pouvoir ’appliquer.

Pour confirmer nos conclusions, il faudrait tester notre modele pour une journée
de mi-saison et une journée d’hiver sur un jeu de données plus grand et avec éven-
tuellement de nouvelles variables auxiliaires. Pour faire ce test, il sera nécessaire de
connaitre I’historique de consommation mensuelle des individus pour pouvoir faire la
classification thermosensible.
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