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Résumé

La prévention des risques industriels nécessite de simuler la dispersion turbulente de polluants. Cepen-
dant, les outils majoritairement utilisés & ce jour ne permettent pas de traiter les champs proches
dans le cas de géomeétries complexes, et il est nécessaire d’utiliser les outils de CFD (“Computational
Fluid Dynamics”) plus adaptés, mais plus cotteux. Afin de simuler les écoulements atmosphériques
avec dispersion de polluants, les modeéles CFD doivent modéliser correctement d’une part, les effets
de flottabilité, et d’autre part les effets de la turbulence. Plusieurs approches existent, notamment
dans la prise en compte des effets de flottabilité et la modélisation de la turbulence, et nécessitent des
méthodes numériques adaptées aux spécificités mathématiques de chacune d’entre elles, ainsi que des
schémas numériques précis pour ne pas polluer la modélisation.

Une formulation d’ordre élevé en volumes finis, sur maillages non structurés, parallélisée, est, pro-
posée pour simuler les écoulements atmosphériques avec dispersion de polluants. L’utilisation de
schémas d’ordre élevé doit permettre d’une part de réduire le nombre de cellules et diminuer les temps
de simulation pour atteindre une précision donnée, et d’autre part de mieux contréler la viscosité
numérique des schémas en vue de simulations LES (Large Eddy Simulation), pour lesquelles la vis-
cosité numérique des schémas peut masquer les effets de la modélisation.

Deux schémas d’ordre élevé ont été étudiés et implémentés dans un solveur 3D Navier Stokes
incompressible sur des maillages volumes finis non structurés. Nous avons développé un premier
schéma d’ordre élevé, correspondant & un schéma Padé volumes finis, et nous avons étendu le schéma
de reconstruction polynomiale de Carpentier (2000) aux écoulements incompressibles. Les propriétés
numériques des différents schémas implémentés dans le méme code de calcul sont étudiées sur différents
cas tests bi-dimensionnels (calcul de flux convectifs et diffusifs sur une solution a-priori, convection
d’une tache gaussienne, décroissance d’un vortex de Taylor et cavité entrainée) et tri-dimensionnel
(écoulement, autour d’un obstacle cubique). Une attention particuliére a été portée a I’étude de la
précision et du traitement des conditions limites. L’implémentation proposée du schéma polynomial
permet d’approcher, pour un maillage identique, les temps de simulation obtenus avec un schéma dé-
centré classique d’ordre 2, mais avec une précision supérieure. Le schéma compact donne la meilleure
précision. En utilisant une méthode de Jacobi sans calcul implicite de la matrice pour calculer le
gradient, le temps de simulation devient intéressant uniquement lorsque la précision requise est im-
portante. Une alternative est la résolution du systéme linéaire par une méthode multigrille algébrique.
Cette méthode diminue considérablement le temps de calcul du gradient et le schéma Padé devient
performant méme pour des maillages grossiers.

Enfin, pour réduire les temps de simulation, la parallélisation des schémas d’ordre élevé est réalisée
par une décomposition en sous domaines. L’assemblage des flux s’effectue naturellement et différents
solveurs proposés par les librairies PETSC et HYPRE (solveur multigrille algébrique et méthode de
Krylov préconditionnée) permettent de résoudre les systémes linéaires issus de notre probléme. Le
travail réalisé a consisté a identifier et déterminer les paramétres de résolution qui conduisent aux temps
de simulation les plus faibles. Différents tests de speed-up et de scale-up ont permis de déterminer
la méthode la plus efficace et ses paramétres optimaux pour la résolution en paralléle des systémes

linéaires issus de notre probléme.



Les résultats de ce travail ont fait I'objet d’une communication dans un congrés international
“parallel CFD juin 2008” et d’un article soumis & “International Journal for Numerical Methods in

Fluids” (Analysis of high-order finite volume schemes for the incompressible Navier Stokes equations)
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Introduction

Les accidents industriels tels que Seveso en 1976 ou plus récemment celui de 1'usine AZF & Toulouse
ont conduit les autorités européennes a identifier les sites industriels présentant des risques d’accidents
majeurs. Dans le cadre de la réglementation en vigueur et notamment de la directive Seveso, les indus-
triels sont amenés a identifier les scénarios possibles d’accidents et évaluer les risques en cas d’incidents
industriels. Des simulations de I’évolution temporelle d'une concentration d’un produit toxique ou d'un
polluant permet de calculer la dose recue par une personne présente sur le site ou de cartographier les
zones pour lesquelles le risque d’explosion est important dans le cas de rejet de produits explosifs. La
réalisation d’études de danger par les industriels permet d’évaluer les conséquences d’un accident et
de mettre en place des moyens de prévention ou de conforter les choix techniques (par exemple dans
la conception d’'un réseau de capteur). La cartographie des zones a risques est un outil de décision
permettant de concentrer les efforts des industriels sur les scénarios a risques pour mettre en oeuvre
des procédures et améliorations visant & réduire la probabilité qu’un scénario survienne.

Dans cette perspective, de nombreux outils de modélisation permettent de réaliser des études
d’impacts et de risques environnementaux a différentes échelles spatio-temporelles, d’une échelle lo-
cale (quelques centaines de meétres a quelques kilométres), a celle d’un continent. A échelle lo-
cale particuliérement, une multitude de configurations sont évaluées et différent par les conditions
météorologiques, la topographie du site, la nature et ’emplacement des sources d’émissions des pol-
luants. Un nombre important de modéles existent, Perkins et al. (2005) en recensent plus de 80, qui
peuvent étre classés en trois familles selon une complexité croissante : les modéles de type gaussien,
les modéles intégraux, et les modéles tridimensionnels CFD (Computational Fluid Dynamics).

Les modéles gaussiens sont basés sur une solution analytique de I’équation d’advection diffusion. Ils
supposent donc que la répartition du polluant suit une loi gaussienne dont les écarts-types dépendent
de la distance a la source (Briggs (1973), Islitzer and Dumbauld (1963), Turner (1997), Pasquill (1962))
ou du temps écoulé depuis 1’émission (appelé aussi temps de transfert) (Doury, 1976, 1984), ainsi que
des caractéristiques de la structure de I’atmosphére. Ces modéles s’appuient sur des paramétrisations
semi-empiriques développées a partir de campagnes de mesures. On distingue les modéles de panaches
stationnaires et les modéles & bouffées instationnaires. L’utilisation de code 1D de type gaussien permet
la simulation de dispersion de gaz neutres ou passifs et de masse volumique proche de celle de Iair. Ils
fournissent des résultats acceptables dans les situations pour lesquelles ils ont été paramétrés, mais ne
sont pas suffisants lorsque les géométries se complexifient, avec la présence de batiments ou de reliefs

pouvant perturber la dispersion du polluant.



Des modéles de “nouvelles générations” fondés sur une formulation gaussienne ou une formulation
intégrale ont été développés pour surmonter les limites des modéles gaussiens, en tenant compte par
exemple des batiments (Robins and Apsley, 2009) et des reliefs modérés (Carruthers et al., 2009). Les
modeéles intégraux sont basés sur l'intégration d’équations simplifiées de la mécanique des fluides et
permettent de modéliser certains phénomeénes qui ne sont pas pris en compte par un modéle gaussien,
par exemple les effets dynamiques du rejet pouvant engendrer une turbulence spécifique ou les effets de
gravité sur les gaz légers ou lourds (Robins et al., 2009). La simplification des équations se traduit par
I’introduction de paramétres représentant les mécanismes non modélisés. Ces paramétres sont calés sur
des expérimentations. On retrouve parmi ces modeéles, le modéle ADMS (CERC, 2001) et le modéle
AERMOD (Cimorelli et al., 2004) recommandé par 'USEPA (United States Environmental Protection
Agency).

L’approche la plus générale est la résolution des équations tridimensionnelles gouvernant les écoule-
ments et la dispersion des polluants. Depuis les derniéres décennies, les outils CFD (Computational
Fluid Dynamics) appliqués aux écoulements atmosphériques constituent un outil de modélisation pour
décrire la dispersion en résolvant, la dynamique de 1’écoulement et les champs de grandeurs scalaires
caractéristiques de la dispersion. Particuliérement adaptées aux géométries complexes (batiments et
topographies accidentées), la résolution des équations de Navier Stokes régissant les écoulements at-
mosphériques permet d’obtenir un champ de vent turbulent tridimensionnel, & partir duquel est, évalué
le transport du polluant, par une approche Eulérienne, en résolvant numériquement 1’équation d’ad-
vection diffusion sur un maillage de I’espace, ou par une approche Lagrangienne basée sur le calcul des
trajectoires turbulentes d’un grand nombre de particules. De nombreux codes CFD sont adaptés a la
simulation d’écoulements atmosphériques et a la dispersion de polluants. On peut citer entre autres, les
codes commerciaux StarCD (Jicha et al., 2000) et Fluent (Sabatino et al., 2008), Flacs (Hanna et al.,
2004), CFX (Chu et al., 2005), Fluidyn Panair (Mazzoldi et al., 2008), CFD URBAN (Coirier et al.,
2006) ou le code Saturn développé depuis quelques années par EDF R&D (Demaél, 2007).

D’autre part, les outils CFD utilisés actuellement pour I’évaluation des risques sont tous basés
sur des méthodes numeériques classiques (différences finies, volumes finis) basées sur des schémas
numériques au maximum d’ordre 2. La simulation précise de la dispersion de polluants dans des
géométries 3D nécessite donc avec ce type de code de trés gros maillages de calcul. Malgré I'utilisation
des nouvelles architectures de calcul paralléles, I'efficacité de ces codes reste cependant limitée, ce qui
conduit & des temps de simulation trés importants. La question se pose alors de savoir comment réaliser
des calculs précis avec un temps de restitution raisonnable et quelle peut étre I'efficacité des schémas
d’ordre élevé associés & une parallélisation efficace pour obtenir des simulations précises avec un temps
de restitution faible.

D’autre part 'approche CFD nécessite un certain nombre de modélisations, en particulier celle de
la turbulence et de la dispersion turbulente. L’approche DNS (Direct Numerical Simulation) permet de
simuler les phénoménes de turbulence sans avoir recours a la modélisation, mais la discrétisation doit
étre capable de capturer la dissipation de ’énergie cinétique qui se produit aux plus petites échelles de
lécoulement appelées échelles de Kolmogoroff. Tennekes and Lumley (1972) montrent que le nombre

9/4 avec Re le nombre de Reynolds représentatif de

de points de discrétisation est proportionnel & Re
la turbulence de I’écoulement. La puissance des machines de calcul modernes permettent de réaliser ce

type de simulation jusqu’a des nombres de Reynolds de l'ordre de quelques centaines, bien inférieurs
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aux nombres de Reynolds des écoulements atmosphériques. Par conséquent, il est nécessaire d’utiliser
des modéles de turbulence. Ces modéles peuvent étre classés en deux grandes familles suivant la taille
des échelles résolues : 'approche RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes) généralement utilisée dans
le cadre industriel (Chan et al. (2001); Wang and McNamara (2006); Hong et al. (2006)), réalise un
filtrage statistique des équations de I’écoulement avec des échelles résolues relativement grandes. Des
schémas de discrétisation peu précis (ordre 2 maximum) sont couramment employés avec ce type
d’approche. Cependant ces méthodes posent certains problémes, notamment une dépendance de la
solution au maillage prés des parois. La seconde approche est la simulation des grandes échelles (LES
Large Eddy Simulation). Elle réalise un filtrage spatial et permet de résoudre des échelles plus fines
de 'écoulement. Etant plus cotteuse que ’approche RANS, elle est utilisée majoritairement dans le
cadre académique. Le développement récent de modéles hybrides RANS/LES (Hanjalic and Kenjeres
(2008); Vengadesan and Nithiarasu (2007) par exemple) permet de réduire les temps de simulation
et constitue pour les années & venir, une réelle avancée par rapport a approche RANS (Paik et al.
(2009),Schmidt and Thiele (2002)). Cependant la résolution d’échelles fines sur des maillages fins né-
cessite d’apporter un soin particulier a la qualité de la discrétisation numérique. I’influence de I’er-
reur de discrétisation sur les modéles LES est encore mal maitrisée (Vreman et al., 1996; Noma Park,
2007; Nakayama and Vengadesan, 2002; Park et al., 2004; Ghosal, 1996, 1995; Meinke et al., 2002;
katopodes Chow and Moin, 2003). Les schémas disponibles dans la plupart des codes commerciaux
sont des schémas au maximum d’ordre 2 et il est probable que les résultats LES obtenus avec ces codes
soient fortement influencés par I'erreur numérique provenant des schémas d’ordre 2, particuliérement
lorsque les maillages ne sont pas suffisamment fin. Le développement de schémas d’ordre supérieur,
paralléles et efficaces pour maillages non structurés, est un enjeu important pour réduire les erreurs

dues a la discrétisation, et analyser celles provenant de la modélisation.

Ainsi, dans le but de simuler efficacement la dispersion atmosphérique de polluants sur des sites
industriels complexes, une approche volumes finis paralléle, d’ordre élevé , sur maillage non structuré est
proposée pour résoudre les équations de Navier Stokes. La méthode proposée implémente des schémas
implicites d’ordre élevé pour pouvoir réaliser & terme des simulations LES et hybrides LES/RANS et
afin de réduire les temps de simulations, le code est parallélisé selon la technique de décomposition en
domaine.

Le premier chapitre décrit les modéles physiques permettant de modéliser les écoulements atmo-
sphériques avec dispersion de polluants. On met ainsi en évidence les différents modéles mathématiques
qui nécessitent des méthodes numériques adaptées.

A partir de I’étude de la modélisation des écoulements avec dispersion de polluants, le second
chapitre aborde les méthodes numériques permettant de résoudre les différents systémes d’équations
représentants les différents modéles physiques. Les points importants abordés sont le traitement du
couplage pression-vitesse et le traitement d’ équations de convection-diffusion.

Le troisiéme chapitre se concentre sur la discrétisation volumes finis en espace. Un schéma Padé
d’ordre élevé est proposé et comparé a une reconstruction polynomiale et & schéma décentré classique

d’ordre 2. Une attention particuliére est portée a I’étude de la précision et du traitement des conditions
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limites. Plusieurs cas de validation sont présentés, des cas les plus simples (calcul de gradient et Lapla-
cien sur une solution a priori, convection d’une tache gausienne), a des cas plus complexes (décroissance
d’un tourbillon de Taylor, cavité entrainée, écoulement tridimensionnel autour d’un obstacle cubique).

Enfin la derniére partie présente la parallélisation du code par la technique de décomposition en sous
domaines. La résolution des systémes itératifs issus de 'utilisation de schémas implicites est un point
clef de la parallélisation. Des méthodes itératives de type multigrille algébrique, méthodes & espace
de Krylov et méthodes avec préconditionnement de type Schwarz, implémentées dans les librairies
PETSC et/ou HYPRE sont utilisées pour la résolution de systémes linéaires de grandes dimensions.

L’efficacité paralléle des différentes méthodes est estimée via différents tests (speed-up, scale-up).
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Chapitre 1
Modéles physiques

1.1 Equations de Navier Stokes et transport d’un polluant

Les écoulements qui nous intéressent se situent dans la couche limite atmosphérique. I.’évolution
d’un fluide atmosphérique est gouvernée par les équations de Navier Stokes qui traduisent les principes
de conservation de la masse (Eq. 1.1), conservation de la quantité de mouvement (Eq. 1.2) et conser-

vation de ’énergie (Eq. 1.3) :

dp B
a5t +V.(pu) =0 (1.1)
0
% + V.(puu) = =Vp + V(uVu) + pf (1.2)
dpe
a5 V.((pe + p)u) = V.[r.u] + pf.u—V.q (1.3)

La quantité f désigne la résultante des forces massiques s’exercant sur le fluide. Pour les écoulements
étudiés, la force gravitationelle est la seule force volumique s’exercant sur le fluide. L’écriture de la
conservation de la quantité de mouvement dans le repére lié & la planéte tournant a la vitesse angulaire
Q) = 2m/86164 s~ = 7.29 10~°s~ !, fait apparaitre lors du changement de repére 1'accélération de
Coriolis et I’accélération centrifuge. L’accélération de Coriolis est négligée car le nombre de Rossby est
largement supérieur & un et I’accélération centrifuge est négligeable devant la force gravitationnelle.
Le transport d'un polluant de concentration massique Y; est également prédit par une équation de

convection-diffusion de la forme :

o
5 PYi) + V.(puYi) = V(1 VY:) + 5

avec u; le coefficient de diffusion pour le polluant et S; le terme source représentant la production du
polluant ou sa destruction par réaction chimique par exemple.
Pour fermer le systéme d’équations, une équation d’état reliant la pression, la température et la

masse volumique est nécessaire. Dans le cas de atmosphére, ’équation d’état d’un gaz parfait (Eq.

13



1.4) est valable en premiére approximation, c’est a dire si on néglige les effets de la vapeur d’eau :
P = pRT (1.4)

Si on suppose que ’écoulement est incompressible, les équations deviennent :

V. (u)=0 (1.5)

ou 1 P
5 + V.(uu) = —;V + V.(vVu) + pg (1.6)
68—7; +V.(Tu) = V.(AVT) +¢ (1.7)

et I’équation de conservation de la masse devient une équation de conservation du volume. Cependant,
cette approximation est trop forte pour les écoulements considérés et il est nécessaire de garder certains
effets liés aux variations de masse volumique et notamment la poussée d’Archimeéde. Différents modeles

permettant de prendre en compte ces effets sont présentés dans ce qui suit.

1.2 Modélisation des effets de flottabilité

La dispersion de polluants dans I’atmosphére fait intervenir des écoulements avec des variations de
masse volumique d’origines thermiques. Ces variations sont le moteur de mouvements de convection
naturelle, phénoménes pouvant étre non négligeables dans les applications considérées. Des modéles
d’écoulements dilatables (Boussinesq ou anélastique) ou compressibles permettent de tenir compte de
ces effets. Ces modéles sont présentés de maniére non exhaustive par ordre de simplification décrois-

sante.

1.2.1 Approximation de Boussinesq

Le modéle le plus simplifié est ’approximation de Boussinesq qui est limitée aux écoulements dont

Péchelle de déplacement vertical d’une particule est inférieure a 1’échelle de longueur pour la variation

_Lldp

1
; dZ) . Les variations de la masse volumique ne sont pas prises en

de la masse volumique H, = (

compte dans I’équation de continuité, mais uniquement dans le terme de flottabilité selon :

p—po~ —poB(T —Tp)

ol po est la masse volumique constante de I’écoulement, Ty une température de référence et 3 le

__L(%
= <3T)p

L’influence des perturbations de pression sur les termes de flottabilité est négligée et la pression P est

coefficient d’expansion thermique :

décomposée en une pression hydrostatique py et une pression dynamique p telle que P = py + p et
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Vpy = pog. Ainsi 'équation de quantité de mouvement devient :

0 1 1
—u+ V.(uu) = ——Vp+ V.(—Vu) + B(T — T;
1 Vo) = = Vp+ V.(LVu) + 4T T

L’approximation de Boussinesq est valable lorsque (T — Tp) < 1.

1.2.2 Approximation anélastique

L’approximation anélastique a été introduite par Ogura et al. (1962) dans le but de filtrer les
ondes sonores, permettant aux équations d’étre intégrées en utilisant un pas de temps beaucoup plus
grand que celui nécessaire a I'intégration du systéme d’équations pour écoulement compressible. Elle se
situe entre le modéle de Boussinesq et le modéle compressible, le modéle de Boussinesq décrit dans le
paragraphe précédent étant une simplification de ’approximation anélastique. Les équations du modéle
anélastique sont dérivées des équations de Navier Stokes en réalisant un développement en série de
puissance autour d’un état de référence fixe dans le temps. Cet état de référence correspond pour
Ogura and Phillips (1962) & celui d’une atmosphére stratifiée et adiabatique. L’analyse proposée par
les auteurs est basée sur une analyse dimensionnelle des mouvements & méso-échelles, et montre que

le terme %’Z est négligeable. I.’équation de continuité devient :
V.(pu) =0 (1.8)

avec p(z) la masse volumique d'un état de référence adiabatique. Si le modéle est appliqué a des
phénomeénes de convection humide, I’analyse d’échelle réalisée par Ogura n’est plus valable (Durran,
1989). Différents auteurs (Dutton and Fichtl (1969), Gough (1969), Lipps and Hemler (1982), Wil-
helmson (1972)) ont proposé des modéles alternatifs pour lesquels I'état de référence est quelconque.
Les hypothéses réalisées par les différents auteurs conduisent a différents systémes d’équations, mais
tous obtiennent une équation pour la conservation de la masse de la forme (Eq. 1.8). Durran (1989)
propose de filtrer les ondes acoustiques par une approximation minimale des équations pour un fluide

compressible. [’équation de conservation de la masse devient :

V() = =
cpT
avec p(z) et 0(z) respectivement les états moyens de la masse volumique et de la température poten-
tielle, (z) 1'état moyen de la fonction de Exner, et H le taux de production de chaleur par unité de
volume.

Chacun de ces modéles se différencie par des propriétés de conservation d’énergie, de conservation
de la masse, et la capacité a représenter correctement les ondes de gravité.

L’approximation anélastique a été appliquée a la modélisation de I’atmosphére terrestre avec par
exemple le modeéle météo ARPS ou aux applications astrophysiques telles que la modélisation des zones
de convection solaire (Lantz and Fan, 1999) ou la convection du manteau terrestre (Schubert et al.,
2000; Tackley, 2008).
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1.2.3 Approximation faible nombre de Mach

Les effets de flottabilité peuvent également étre directement simulés grace aux équations de Navier
Stokes (Eq. 1.1, Eq. 1.2, Eq. 1.3). Mais la nature hyperbolique des équations de Navier Stokes pour les
écoulements compressibles permet la présence d’ondes de chocs et autres discontinuités dans 1’écoule-
ment et notamment d’ondes acoustiques qui se propagent & la vitesse du son c. Pour les écoulements
étudiés, a faible nombre de Mach (Ma < 0.01), lefficacité des méthodes explicites utilisées est sévére-
ment diminuée car la stabilité numérique nécessite I'utilisation de trés petits pas de temps (H. Guillard,
1999) pour capturer les ondes acoustiques dont la vitesse est grande comparée a la vitesse convective.
D’autre part, I'utilisation de méthodes implicites pour accroitre la stabilité n’est pas adaptée car une
disparité des valeurs propres du systéme rend le systéme & résoudre mal conditionné (S. Roller, 2000).

Trois stratégies différentes peuvent étre adoptées pour surmonter ce probléme. La premiére est
d’étendre les solveurs compressibles (appelés “density based” par I. Keshtiban (2004)) aux écoulements
a faible nombre de Mach. La réduction artificielle de la vitesse de propagation des ondes acoustiques
permet d’utiliser des pas de temps plus grands, améliorant Vefficacité des méthodes numériques. Une
autre stratégie est d’étendre aux écoulements a faible nombre de Mach les solveurs incompressibles
basés sur une correction de pression. Plus de détails sont donnés par la suite concernant ces deux
méthodes.

Enfin, la derniére solution est d’approximer les équations de Navier Stokes en utilisant un développe-
ment asymptotique. La séparation des échelles permet d’obtenir un systéme d’équations hyperboliques-
elliptiques et peut éliminer les ondes acoustiques en conservant les effets de compressibilité causés par
des phénomeénes thermiques (forts gradients de température ou distribution non homogéne de 'en-
tropie). La décomposition n’est pas unique (Klein, 1995). Par exemple Miiller (1999) utilise une ap-
proche asymptotique simple échelle et avec une “méthode de perturbation”, réécrit les équations avec

un développement en série de Taylor des variables en fonction du nombre de Mach :

p(x,t, M) = po(x,t) + Mpi(x,t) + M*pa(x,t) 4+ o(M?>)

Aprés adimensionnalisation des équations (voir Miiller (1999) pour plus de détails), on obtient les

équations de Navier Stokes d’ordre O :

0
—po+ V.(pu)o =0

ot
5,00110 -
5 T V.(pououo) + Vp2 = Go
v or _dpo _
,y_ll’o (875 +110~VT0) 7 = Qo
avec
-
= V. T
Qo e 1)R600PTOOV (KVTo + (pa)o
1 1 g
G0 RV T B Tl
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et 'équation d’état d’ordre O :
po(t) = po(x, ) To(x,1)

Cette méthode découple les ondes acoustiques des équations pour écoulements compressibles en les
remplacants par une forme pseudo acoustique dont la vitesse de propagation est comparable & celle de
I’écoulement. La réduction artificielle de la vitesse du son permet d’utiliser des schémas numériques
avec des pas de temps plus grands et la pression po des équations pour écoulements & faible nombre
de Mach joue le méme role que la pression pour le systéme incompressible : elle est déterminée par la

contrainte d’incompressibilité et est découplée des variations de masse volumique et de température.

1.3 Modélisation de la turbulence

La prise en compte uniquement des effets de flottabilité dans les simulations n’est pas suffisante. En
effet, la turbulence atmosphérique joue également un role important dans la dispersion des polluants.
Elle est visible dans la dispersion des nuages de fumées émanant par exemple des cheminées d’usines et
est capable de diffuser les polluants d’une maniére bien plus importante quun écoulement laminaire.
Son origine dans la couche limite atmosphérique est double.

D’un point de vue dynamique, I’adhérence au sol de ’écoulement par viscosité donne naissance a
un écoulement cisaillé. Les gradients de vitesses moyennes ainsi crées sont, a ’origine d’une production
d’énergie cinétique turbulente issue de phénomeénes mécaniques.

D’un point de vue thermique, l'instabilité de flottabilité pilote également la turbulence. Il se
développe au dessus d’un sol chauffé par le rayonnement solaire, des fluctuations, des zones de con-
vection bien connues des parapentistes. Au contraire si la surface du sol est plus froide que l'air, la
conduction thermique refroidit les basses couches de I’atmosphére et inhibe la turbulence d’origine
dynamique. Ainsi 'existence des mouvements convectifs dépend de la stratification thermique de I’at-
mosphére et de la forme du profil de température. On distingue alors trois régimes d’écoulement dans
la couche limite atmosphérique qui dépendent du nombre de Richardson de flux Ry, rapport entre la
production d’énergie cinétique par les forces d’Archimeéde et par le cisaillement de la vitesse :

- instable Ry < 0 : les forces d’Archiméde jouent un réle important en créant de la turbulence.

- neutre Ry ~ 0 :la turbulence est entierement engendrée par 'instabilité dynamique du cisaillement
de la vitesse moyenne.

- stable Ry > 0 : les forces d’Archiméde jouent un role important mais ont tendance & détruire
I’énergie cinétique turbulente.

Différentes approches permettent de simuler des écoulements turbulents et sont, présentées dans les
sous sections suivantes. L’objectif des paragraphes suivants n’est pas de détailler les différents modéles
existants, mais de montrer la structure et les caractéristiques communes de tous ces modéles. Le lecteur
est invité a se référer a la littérature pour plus d’informations, entre autres Hanjalic and Kenjeres (2008)
et Spalart (2000). On distingue principalement trois grandes familles de modéles de turbulence qui sont
les modéles RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes), les modéles LES (Large Eddy Simulation) et les
modeéles hybrides (RANS/LES). Ces trois familles de modéles sont présentées dans 'ordre historique
suivant lesquelles elles sont apparues et se différencient par la nature des échelles résolues et la taille

des échelles modélisées.
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1.3.1 Modéles RANS

L’approche RANS (Reynolds Averaged Navier Stokes) décompose chaque variable ¢ en une somme

d’une valeur moyenne ¢ et d’une fluctuation (b/ :
p=0¢+¢

La valeur moyenne est définie comme la moyenne arithmétique d’un grand nombre de réalisations,

répétées dans les mémes conditions expérimentales. Ainsi on a la propriété suivante :

¢ =0
La moyenne de ’équation de quantité de mouvement fait apparaitre 7;; un terme de flux turbulent
inconnu d’ordre 1 :
ou 0w 10p  10m; Oujy
RT3t . A A
ot J 8.233' P 8% 14 a$]’ a’L‘j
——
Tij
Une équation décrivant I’évolution des termes d’ordre 1 peut étre obtenue, mais fait apparaitre d’autres
termes inconnus d’ordre 2, et ainsi de suite. Il est alors nécessaire de réaliser une fermeture du modele
en modélisant les termes d’ordre les plus élevés en fonction de quantités connues.
La majorité des modéles de turbulence peuvent étre classés en deux grandes classes. La premiére
classe est basée sur I’hypothése de Boussinesq qui relie le tenseur de Reynolds au gradient de la vitesse

moyenne :

—_ ou;  Ou; 2 uy,
—pulus = d 7\ 2| pk ;i
plityr = fe (6:6]- + 0xi> 3 (p s axk> /

ou plus généralement :

wiug = f(ve, Qij, Sij)

avec S;; le tenseur des contraintes :

1 /0u; Ou;
Sii = = ! J
J 2<aﬁf+am)
et €;; le tenseur de vorticité :
Qij _ 1 8Uz _ 8Uj
2 81‘]' &rl

Parmi les modéles couramment utilisés, le modéle k — e (Launder and Spalding, 1972) d’ordre 1

est largement utilisé. La viscosité turbulente est définie par v, = C,,k?/e on k = %u}cu}c est I’énergie
cinétique turbulente et € le tau de dissipation. Ces deux grandeurs sont obtenues & partir d’équations

de transport :
ok
N + V.(ku) =V.((v +1v)Vk)+ P, + G — ¢
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5 + V.(eu) = V.((v + v+)Ve)

avec P et G représentant respectivement la production d’énergie cinétique turbulente par le tenseur

+Y

Oe n Ce1 Py + Ce3G — Ceae
T

moyen des contraintes et la force de gravité et 7 est une échelle de temps de la turbulence définie par
k/e pour les écoulements a forts nombres de Reynolds.

Néanmoins, Franke et al. (2004) ont mis en évidence une surévaluation du terme de dissipation e, et
I’apparition de points de stagnation a proximité des parois d’obstacle, ot I’énergie cinétique turbulente
et la dissipation sont surévaluées. Ainsi pour compenser les points faibles du modéle originale, de
nombreuses variantes ont été proposées (cf. Demaél (2007) et Hanjalic and Kenjeres (2008) pour une
liste plus compléte). Par exemple, le modéle RNG k — e (Yakhot et al., 1992) permet de compenser la
surestimation du terme de dissipation. Pour contourner ’apparition anormale d’un point de stagnation
prés des parois, le modéle k — Q (Kato and Launder, 1993) modifie le terme de production d’énergie
cinétique turbulente Py = Cye|S?| par Cue [S||Q avec [S| = £(28;;5,;)1/% et Q] = £(20;;Q45)1/2.

L’ensemble des modéles basés sur I’hypothése de Boussinesq a été construit sur la base d’une
turbulence homogéne et isotrope et donnent des résultats médiocres pour certains écoulements avec
des effets de rotation et de tourbillonnement. Ainsi la seconde classe de modéles abandonne I’hypothése
isotrope et résout chaque composante du tenseur de Reynolds. Ces modéles sont plus cotteux car ils
nécessitent la résolution en trois dimensions d’au moins sept, équations (6 composantes pour le tenseur

de Reynolds, et la dissipation ¢).

1.3.2 Modéles LES

La simulation des grandes échelles LES (Large Eddy Simulation) se différencie de ’approche RANS
par la nature du filtrage et des échelles résolues. Elle consiste & réaliser un filtrage spatial des variables.
Alinsi une variable ¢ se décompose en une partie filtrée grande échelle qz; résolue, et une partie sous-maille

’ ., . . . L .
¢ modélisée. Ainsi la vitesse u s’écrit :

u=1u-+u

avec @ la vitesse filtrée et ' la vitesse de sous-maille. Le filtrage de I’équation de quantité de mouvement
introduit des corrélations entre les vitesses de sous-maille sous la forme du tenseur des contraintes de
sous-maille 7;; :
Tij = Uilly — Uil
Ce tenseur doit étre modélisé en fonction des grandeurs résolues pour fermer le systéme d’équations.
Un des modeles les plus utilisés est celui de Smagorinsky (1963) ou le tenseur de sous-maille TZ-,]- est

exprimé par :

’ R 87 af
Tij = 21/557;]‘ = ZVS]V[ ( Yi U/]>

8CE]‘ + 6351

ot S_U est le tenseur des contraintes de I’écoulement filtré et vgy,s la viscosité de sous-maille modélisée

par :
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Vsyp — l?\/ QSZJS7

et s, Iéchelle de longueur de Smagorinsky donnée par :

ls =CsA

avec Cj le coefficient de Smagorinsky et A = (Ax; AzgAxs)/3 la largeur du filtre. La valeur de la
constante Cs n'est pas universelle mais dépend de 1'écoulement considéré. Une valeur Cy = 0.1 est
souvent choisie. Prés des parois, Van Driest (1956) propose d’utiliser une fonction d’amortissement
pour l’échelle de longueur.

En réalité, la valeur optimale de Cs dépend de I’écoulement et varie spatialement et temporellement.
M.Germano et al. (1991) et Lilly (1992) proposent de la déterminer localement et & chaque pas de temps

en filtrant une seconde fois les équations de Navier Stokes avec un filtre test plus large que le premier.

1.3.3 Modéles hybrides RANS/LES

Dans les régions lointaines des parois, la densité des cellules nécessaires pour résoudre correcte-
ment la dynamique des grandes échelles varie selon Re®?, prés des parois la densité des points du
maillage varie selon Re!'® (Hanjalic and Kenjeres, 2008). Au contraire, une simulation RANS nécessite
un maillage fin & la paroi uniquement dans sa direction normale, le nombre de points nécessaires est
ainsi proportionnel & in(Re). Une combinaison des approches RANS et LES permet donc de réduire
le nombre de cellules requises. La sélection de zones en proche paroi pour lesquelles la simulation
utilise approche RANS, peut s’effectuer selon une approche zonale avec une interface RANS / LES
prédéfinie, ou avec un modeéle qui tend vers I’approche RANS en proche paroi et vers I'approche LES
lorsqu’on s’en écarte. La seconde approche sans doute la plus connue est la méthode DES (Detached
Eddy Simulation) proposée par Spalart et al. (1997) qui utilise le modéle de Spalart and Allmaras
(1992) pour 'approche RANS. Depuis, de nombreuses variantes ont été développées (cf. Spalart (2009,
2006) pour plus de détails). Chacun des modéles prend en compte la turbulence sous la forme d’une

viscosité turbulente v;.

1.4 Conclusion

Ce chapitre, en présentant les deux principaux phénomeénes physiques associés a la dispersion
atmosphérique (effets de flottabilité et turbulence), a permis de mettre en évidence les caractéristiques
communes des différents modéles.

Les différents modéles présentés pour la prise en compte des effets de flottabilité nécessitent la
résolution d’équations de convection-diffusion avec des termes sources pour un certain nombre de vari-
ables. Ces équations sont non linéaires pour certaines et couplées. Un point important est le couplage
A travers la pression : les différents modéles permettant de prendre en compte les effets de flottabilité
conduisent a des couplages différents, dont la nature mathématique varie selon le modéle utilisé. Cer-
tains systémes d’équations ont un caractére hyperbolique et permettent la propagation d’ondes dont la

vitesse de propagation élevée comparée a celle de ’écoulement est problématique pour les écoulements
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étudiés, alors que les autres systémes ont un caractére elliptique, la pression assurant la continuité de la
vitesse. Ainsi des méthodes numériques adaptées aux différents types de systémes d’équations doivent
étre utilisées, en particulier les méthodes numériques classiques pour les systémes hyperboliques ont
été développées pour les écoulements avec un nombre de Mach relativement important et ne sont pas
efficaces pour les écoulements étudiés. La résolution des différents modéles mathématiques présentés
est I'objet du prochain chapitre.

La prise en compte des effets de turbulence s’effectue selon différentes approches. Méme si les mod-
éles RANS et LES différent par la nature du filtrage et des échelles résolues, I'influence des échelles non
résolues sur les échelles résolues est modélisée pour les deux approches sous la forme d’une viscosité tur-
bulente 14 (appelée viscosité de sous-maille vgp; pour la LES). Dans le cas de simulations avec modéle
de turbulence LES, une attention particuliére est nécessaire pour la discrétisation numérique des termes
convectifs : pour les écoulements considérés, la viscosité du fluide est faible et 'utilisation de schéma
numérique trop dissipatif peut masquer les effets de la viscosité turbulente, en particulier pour les
géométries complexes traitées pour lesquelles des maillages trés fins sont difficilement réalisables pour
des raisons de temps de simulation. Des discrétisations d’ordre 2 sont souvent utilisées et nécessitent
l'utilisation d'un filtre de longueur quatre fois plus grande que la taille d’une cellule (Vreman et al.,
1996), mais en pratique une seule cellule est utilisée pour le filtre. L’'impact de I’erreur de discréti-
sation sur les simulations LES n’est pas encore trés bien compris (Vreman et al., 1996; Noma Park,
2007; Nakayama and Vengadesan, 2002; Park et al., 2004; Ghosal, 1996, 1995; Meinke et al., 2002;
katopodes Chow and Moin, 2003) et il est probable que les résultats soit fortement influencés par er-
reur numérique provenant des schémas d’ordre 2. Par conséquent, pour réduire les interférences entre
les erreurs numériques et le modéle de sous-maille LES, des schémas numériques plus précis doivent

étre utilisés. La construction de schémas d’ordre élevé sera abordée ultérieurement.
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Chapitre 2

Méthodes numériques

Le chapitre précédent a mis en évidence différents modéles permettant de prendre en compte les
écoulements avec dispersion de polluants. Quelque soit le modéle physique (Boussinesq, anélastique, ou
compressible), le bilan de quantité de mouvement est exprimé par une équation de convection-diffusion
non linéaire, couplée aux équations d’énergie et de conservation de la masse. La dynamique du polluant
est également décrite par une équation de transport sur les concentrations Y; des polluants. Le couplage
dépend de la nature du systéme d’équations représentant le modéle physique. Les équations pour un
fluide incompressible forment un systéme hyperbolique-elliptique avec des vitesses de propagation
d’ondes de pression infinies : la pression est vue comme un multiplicateur de Lagrange dont le but
est d’assurer instantanément la continuité de la vitesse, alors que pour un fluide compressible, les
équations forment un systéme hyperbolique avec des vitesses de propagation d’ondes de pression finies.
L’information se propage suivant des caractéristiques réelles a des vitesses finies, et I’écoulement peut
admettre la présence de chocs ou de discontinuités. La résolution numérique de ces équations peut
poser certains problémes pour les écoulements a faible nombre de Mach, comme cela a été décrit dans
la section 1.2.3 du chapitre 1.

D’autre part, la viscosité des fluides étudiés est faible et les nombres de Reynolds des écoulements
étudiés sont trés élevés. Il en résulte une sensibilité des résultats numériques a la qualité de la discréti-
sation des termes convectifs, en particulier lors de 'utilisation de modéles LES (voir section 1.4 du
chapitre 1).

Ainsi, la résolution numeérique des équations présentées dans le chapitre 1 présente principalement
deux difficultés qui sont le couplage des équations non linéaires et la qualité des schémas numériques
utilisés pour réaliser des simulations précises avec a terme l'objectif de réaliser des simulations LES.
Ce chapitre aborde le premier point lié au couplage des équations de continuité et de quantité de
mouvement. La construction de schémas volumes finis d’ordre élevé sera abordée dans le chapitre

suivant.
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2.1 Meéthode volumes finis et discrétisations

Avant, d’approfondir les différentes méthodes numériques adaptées aux différents systémes d’équa-
tions présentés dans le chapitre 1, nous nous intéressons au choix d’une méthode de discrétisation
permettant de résoudre des systémes d’équations aux dérivées partielles. Parmi les méthodes clas-
siques utilisées, on distingue les méthodes locales (différences finies), les méthodes de type Galerkin
(éléments finis et Galerkin discontinu) et les méthodes intégrant les équations sur des volumes de con-
trole (volumes finis). La méthode choisie doit permettre de traiter des géométries complexes, avec un

nombre de points de discrétisation important.

2.1.1 Différences finies

La méthode des différences finies discrétise & chaque point du maillage les équations en remplagant
les dérivées partielles par des approximations en fonctions des valeurs nodales. Cette méthode n’est
appliquée généralement qu’aux maillages structurés. Quelques auteurs (Fernandez and Kulas, 2004;
Campbell et al., 2002; Erlebacher, 1985) proposent des méthodes différences finies appliquées a des
maillages non structurés. Cependant la complexité des géométries étudiées permet difficilement 1'util-

isation de ce type de méthode.

2.1.2 Eléments finis

Les éléments finis font partis de la classe plus générale des méthodes de Galerkin basées sur une
formulation faible ou variationnelle des équations : les équations sont pondérées par des fonctions tests
puis intégrées sur les volumes de controle. L’intérét est de pouvoir traiter des géométries complexes
en utilisant des volumes de contréle compatibles avec des maillages non structurés. La solution est
cherchée sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions de forme et la méthode de Galerkin
consiste a choisir successivement comme fonctions tests dans la formulation faible ces mémes fonctions
de forme. La particularité de la solution pour la méthode éléments finis est d’étre continue C° sur

I’espace discrétisé.

2.1.3 Galerkin discontinu

L’utilisation de la méthode éléments finis crée des instabilités numériques en partie dues aux termes
de convection quand on résout des écoulements avec des nombres de Reynolds élevés. La méthode de
Galerkin discontinu est une approche hybride éléments finis/volumes finis permettant de remédier a
ce probléme. Les équations sont multipliées par une fonction test avant d’étre intégrées sur un volume
de controle. D’'une maniére identique a la formulation volumes finis, les termes convectifs et diffusifs
des intégrales de volume sont transformés en intégrales de bord. Les éléments étant discontinus aux
interfaces du maillage, le calcul du flux sur une face s’effectue a partir d’'un des deux éléments qui
partage cette face, avec des possibilités de décentrement (schéma de Roe par exemple). L’intégration
volumique du terme temporel fait intervenir tout les degrés de liberté du volume de controle et conduit
a une matrice de masse non diagonale. Plus d’informations concernant cette méthode sont disponibles
dans la littérature (Jan S.Hesthaven, 2008).
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2.1.4 Volumes finis

Les équations & résoudre sont des équations de convection-diffusion pouvant s’écrire :

000 4. (pus) = V.(166) + S, (2.1)

avec ¢(x,t) la quantité scalaire transportée par la vitesse u et diffusée avec le coefficient de diffusion
te > 0. La méthode volumes finis consiste & intégrer I’équation (2.1) sur chaque cellule C; du maillage
(cf. Figure 2.1). L’application du théoréme de Gauss permet de transformer les intégrales de volume

des termes convectifs et diffusifs en intégrales de surface, ce qui rend la méthode conservative :

Gi=F(@)= ) Fy— Y Ejeoe (22)
JEV (i) JeV ()

La méthode volumes finis est adaptée aux géométries complexes puisque la cellule d’intégration peut
étre de forme quelconque. Le domaine de calcul est sous divisé en un nombre fini de volumes de
controle ou cellules. Une question qui se pose au regard de cette méthode est le choix du volume de
controle et de la localisation des inconnues de vitesse et autres quantités scalaires. L’utilisation d'un
arrangement, de variables décalés “staggered” est I’approche la plus naturelle, mais n’est pas adaptée
au cas de l'utilisation de maillages tridimensionnels non structurés. On préfére dans ce cas utiliser
un arrangement “collocated” ol toutes les variables sont stockées sur les mémes noeuds. L’approche
usuelle est d’assigner les noeuds de calcul au centre des cellules. Les valeurs calculées représentent alors
la moyenne sur une cellule. La méthode qui en résulte correspond dans la littérature & I’approche “cell-
centered” (Ferziger and Peric, 2002). Une autre approche répandue est d’assigner les noeuds de calcul
aux noeuds des cellules du maillage. Ceci correspond a la méthode “cell-vertex” et a la méthode “mixed
finite volume / finite element method” (C.Debiez et al., 1998). Le nombre de volumes de controle
correspond aux nombres de points du maillage initial, et est inférieur au nombre de volumes dans
le cas “cell-centered”, mais avec un nombre de faces plus grand. Le traitement des conditions aux
limites différe selon I’approche. Notre choix s’est porté sur I’approche “cell-centered “ sur des maillages
non structurés (“collocated grid”), qui permet la prise en compte des conditions aux limites a travers

I’imposition de flux ou de contraintes.

2.2 Solveur incompressible

Les équations pour écoulements incompressibles sont, rappelées ci dessous :

V.(u) =0 (2.3)

0 1
8—1: + V.(uu) = f;Vp + V.(vVu) + pg (2.4)

Le couplage entre la pression et la vitesse pour les écoulements incompressibles est particulier : la

pression est un multiplicateur de Lagrange assurant la contrainte d’incompressibilité et il n’y a donc
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e noeud de calcul cellule C; , volume V;
— face(i) voisin(i)
— face I, surface S
7Cell vertex” "Cell centered”

FIGURE 2.1 Méthode volumes finis.

pas de moyen explicite pour la calculer, elle est déterminée implicitement & partir de I’équation de con-
servation de la masse V.(u) = 0. Certaines méthodes résolvent simultanément ’équation de quantité
de mouvement et celle de la conservation de la masse basée sur la pression. Dans ce cas, le systéme ma-
triciel & résoudre a une taille importante (3?n?2 ;, en 2D et 4212, en 3D). Cette approche nécessite donc
un important espace mémoire. Les matrices issues d’un probléme de type point-selle, sont généralement
trés mal conditionnées (Angot, 2007). Pour ces raisons, on s’intéresse aux autres méthodes (nommeées
dans la littérature “segregated”) qui résolvent le systéme d’équations de Navier Stokes d’une maniére
découplée. Les sous sections suivantes présentent les principales classes de méthodes permettant de
résoudre d’une maniére découplée le systéme d’équations de Navier Stokes pour les écoulements in-
compressibles. Historiquement, la premiére méthode développée pour résoudre les équations du modéle
Navier Stokes incompressible est la méthode MAC introduite par Harlow (1965). Elle appartient, avec
les méthodes de projection de Chorin (1968) (sous section 2.2.1) et la classe de méthodes SIMPLE
introduit par Patankar and Spalding (1972a) (sous section 2.2.2) a la classe de méthodes basées sur la
pression (“pressure based method”). Ces méthodes résolvent les équations d’'une maniére découplée et
sont caractérisées par I'utilisation d’une équation de Laplace pour le champ de pression & la place de
I’équation de conservation de la masse. Le second groupe de méthodes sont les méthodes & compress-
ibilité artificielle (sous section 2.2.3) proposées par Chorin (1967) et provenant des méthodes “density

based” développées pour les écoulements compressibles et les systémes d’équations hyperboliques.

2.2.1 Meéthodes de projection

Un ensemble de méthodes regroupées sous le nom de méthodes de projection permettent de décou-
pler I’équation de continuité et ’équation de quantité de mouvement : les méthodes de projection ont
été introduites par Chorin (1968) et Témam (1969) pour résoudre les équations du modéle de Navier
Stokes incompressible. La méthode est une approche fractionnée dans laquelle une vitesse intermédi-
aire 7**1 est obtenue en résolvant les équations de la quantité de mouvement (Eq. 2.5) sans considérer
la contrainte d’incompressibilité. La vitesse est ensuite projetée sur un espace a divergence nulle par

résolution d’une équation de Poisson (Eq. 2.6) :
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1
A—t(ak“ —uP) —vATF =0 (2.5)
1 ~k+1

V. 2.
V() (2.6)

Apk+1 _

Alors que la vitesse peut étre calculée avec une précision d’ordre 2 en temps, la pression n’est
que d’ordre 1 en temps. Des améliorations ont été apportées par différents auteurs (Liu et al. (2004);
Brown et al. (2001); Guermond and Shen (2003) entre autres) afin d’augmenter la précision en temps
de la pression et accroitre I'efficacité de la méthode. Guermond et al. (2006) présentent une revue des

différentes méthodes de projection pour les écoulements incompressibles.

2.2.2 Meéthodes de type SIMPLE

Une autre grande classe de méthodes regroupe les méthodes de type “prédiction-correction” con-
duisant & une équation de correction en pression. L’algorithme SIMPLE (Patankar and Spalding,
1972a) a été proposé dans les années 1970. Depuis, un nombre important de modifications ont été sug-
gérées afin d’améliorer la robustesse et la convergence de la méthode. On peut citer SIMPLER, SIM-
PLEC (Doormaal and Raithby, 1984), PISO(Issa, 1986), SIMPLEM (Acharya, 1989), CLEAR(Tao,
2004). Ces méthodes sont assez similaires : ce sont des méthodes de point fixe qui calculent la solution
non linéaire de maniére itérative. Elles sont constituées principalement des trois étapes décrites dans
I’Algorithme (1). Dans ’étape de prédiction, on peut remplacer la dérivée temporelle de la vitesse
discrétisée a lordre 1 (schéma implicite de type Euler ) par un schéma implicite a Pordre 2 (Gear,
1971) faisant intervenir la solution au pas de temps n-1. Le gradient de pression est calculé en utilisant
le théoreme de Gauss avec la pression de litération précédente (k). La vitesse u;; et le gradient normal
de la vitesse Vu}‘j sur la face I';; sont discrétisés selon le schéma de discrétisation choisi, présenté dans

le chapitre 3.

La méthode SIMPLEC est proche de la méthode SIMPLE et différe uniquement dans la relation

de couplage entre correction de pression et correction de flux :

’ Vi ,
) () 3 3
7 (aiiJrEjai]-)F J

@j

Pour les méthodes SIMPLE et SIMPLEC, le champ de vitesse et le flux aux faces obtenus ne vérifient
pas ’équation de quantité de mouvement. L’algorithme PISO répéte ’étape de correction pour obtenir
un champ de vitesse qui vérifie de maniére plus proche ’équation de quantité de mouvement.

L’utilisation d’un maillage “collocated”, avec les variables de pression et de vitesse situées sur
les mémes noeuds de calcul peut conduire & des oscillations de pression non physiques, couramment
appelées dans la littérature “effet damier” (“check boarder effect”). Ces oscillations de pression n’appa-
raissent pas dans le cas de 'utilisation d’'un maillage avec un arrangement des variables “staggered”,

pour lequel les noeuds de calcul de la pression et de la vitesse sont décalés. Ce probléme de découplage
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Algorithme 1 SIMPLE.

Etape de prédiction
Une étape de prédiction de la vitesse u* a partir de I’équation de quantité de mouvement :

U;f( 7“’? * k
V;Tt + Z uijuij.nijSij
j€voisin(i)

‘/i k *
= ;sz + Z SijvijVuij.nij

j€Evoisin(i)
ou sous une forme dans laquelle u; est recherchée sous la forme u} = du; + uf :

Qi u; —uy Vi
idui—i- Z aijéuj =—|Vi—"+ Z uijiju;‘j.nijSij + ;vaf + Z SijuijVufj.nij

JEV (1) jEvoisin(i) jEvoisin(i)

avec ay le coefficient de relaxation de la vitesse. Les coefficients a;; et a;; sont ceux assemblés dans
la matrice et correspondent aux variations implicites des flux. Le terme de droite représente le résidu
du bilan de quantité de mouvement sur la cellule C;, il tend vers zéro lorsque les équations sont
correctement résolues et sa norme sur l’ensemble des cellules du maillage permet de contréler la
convergence et de stopper le processus itératif.
Etape de correction
La vitesse obtenue u* n’est pas a divergence nulle. Une correction des fluz
r_ ! . Q.. . 5 * ook o QL : k+1
Qi = fPU u .ndl’ = u;;.n;;S;; est ajoutée auz fluz O7; = uy;.n;;S;; pour obtenir un fluz ®;;7" a
. . k+1 L. L .
divergence nulle : ZjEVoisin(i) ;.7 = 0. Les variations de flux sont exprimées en fonction des

variations de pression p’ cherchées. Le couplage entre la correction de pression p’ et la correction du
flux <I>§j varie selon la méthode utilisée. Pour la méthode SIMPLE, le couplage s’effectue selon la

relation :
/ V ’
Wy = (a_> Vp
it )

ij

-1y (27)

J

et la correction de pression est calculée en une étape. Une fois la correction de pression calculée, la
pression est relaxée explicitement :
P =p" +app (2.8)

avec ap le coefficient de relazation pour la pression. Les flux aux faces sont corrigés pour étre
conservatifs :

¥ ’ « 1 7

@Z*l = uf]*l.nijsij = uij.nijSij + uij.nijSij = CEij + SZ](;)” Vp B .nij (29)
ii ij

et la vitesse moyenne des cellules est corrigée selon la relation :

Vi !
u; =u; + ;Vpi (2.10)

13

Résolution des autres équations de transports
On résout les équations supplémentaires décrivant la turbulence, I’évolution d’un polluant ou encore
l’équation d’énergie du fluide pour déterminer sa température.
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pression-vitesse est résolu par Rhie and Chow (1983) en ajoutant un terme diffusif sur la pression lors
du calcul du flux ®;; = fFij u.n;;dl'. Cependant, la méthode ne prend pas en compte la relaxation
implicite de la vitesse et le flux dépend du facteur de relaxation. Majumdar (1988) propose une modi-
fication de la méthode pour la rendre indépendante du coefficient de relaxation de la vitesse. Les deux
méthodes s’avérent dépendantes du temps de discrétisation, et Choi (1999) modifie la méthode pour la
rendre également indépendante du pas en temps. La méthode originale proposée par Rhie and Chow
(1983) écrit la vitesse ur,;-ng; sur la face I';; d’'une maniére analogue a la vitesse moyenne u; et u; sur
les cellules Cj et C; :
1 Vi e—
ui+— Y agup=——Vp;

(077} a
v kevoisin(i) v
Uj + — E AjpU = —prj
ajj e im (4 ajj
kevoisin(j)

La méthode revient & soustraire & la vitesse ur,; interpolée sur la face I';;, la différence entre le gradient

de pression sur la face % , et le gradient de pression % interpolé & partir des gradients des
i lp, i lp,
: i Op op .
cellules i et j, Sna; ‘Cv b | o
i J
_ _HO Vi dp op
Usj-Nj5 = urij G5 — a— s — T
“/ry; WA w1

avec ﬂgo la vitesse sur la face I';; calculée a partir du schéma de discrétisation choisi. Pour un maillage

uniforme, les gradients de pression dans la relation précédente s’écrivent :

op _pi—pi op

1
onijlp, Mgl ™" 7 onglp,

2

(Vpi 4+ Vp;).ny;
F,;j

2.2.3 Compressibilité artificielle pour les écoulements stationnaires

Parmi les autres méthodes permettant de résoudre les équations de Navier Stokes pour écoule-
ments incompressibles, on peut citer la méthode de compressibilité artificielle proposée par (Chorin,
1967) issue des méthodes “density based” adaptées a la résolution des équations de Navier Stokes
pour écoulements compressibles. Les méthodes “density based” résolvent les équations d’une maniére
couplée, en gardant les termes instationnaires. Les écoulements stationnaires sont donc résolus par un
avancement en temps. Chorin ajoute une dérivée temporelle de la pression a ’équation de continuité
pour introduire une dimension hyperbolique aux équations :

%%+v.u:0 (2.11)
Une approche similaire aux méthodes de prédiction-correction peut étre utilisée pour résoudre d'une
maniére découplée le nouveau systéme d’équations (Eq. 2.11, Eq. 2.4 ). Mais les méthodes issues de
la résolution du systéme d’équations du modéle Navier Stokes compressible peuvent également étre

utilisées. Le choix du parameétre de compressibilité artificielle 5 est un point clef pour la performance
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de cette méthode. La valeur de (8 utilisée peut étre déterminée & partir de la pseudo vitesse du son
¢ = y/v? + (. Elle est généralement comprise entre 0.1 et 10. Une fois la solution convergée, le terme
temporel disparait et la solution satisfait le systéme d’équations de Navier Stokes. La technique de
double avance en temps ou “dual-time stepping” (Jameson and Alonso, 1991) peut étre utilisée pour
réaliser des simulations instationnaires. Elle utilise un pseudo pas de temps 7 dont la dérivée temporelle
devient nulle aprés convergence. Cependant la méthode de compressibilité artificielle est inefficace
pour I’étude de couche limite ou les zones de séparation sont trés sensibles aux gradients de pression
(Ferziger and Peric, 2002)

2.3 Solveur compressible pour faible nombre de mach

Les équations forment un systéme hyperbolique. L’information se propage suivant des caractéris-
tiques réelles a des vitesses finies. Lorsque le nombre de Mach est trés faible, I’échelle de temps associée
a la propagation des ondes acoustiques est trés faible comparée a ’échelle de temps associée a la vitesse
de ’écoulement. La stabilité numérique nécessitant des pas de temps trés petits, 'efficacité des méth-
odes développées pour les écoulements a nombre de Mach modéré est fortement diminuée. Il existe
principalement deux approches différentes pour effectuer efficacement des simulations a faible nombre
de Mach. La premiére consiste a étendre les solveurs compressibles “density based “ au cas faiblement
compressible : Turkel (1987) a initié 'idée d’accélérer la convergence par un préconditionnement en
temps ayant pour effet d’augmenter artificiellement 1’échelle de temps des ondes acoustiques. Cette
méthode est a rapprocher des modéles de développement asymptotique présentés dans le chapitre
“Modéles physiques” puisqu’elle uniformise les valeurs propres du systéme a résoudre. La seconde ap-
proche est une extension des solveurs incompressibles (présentés plus haut) pour les écoulements &
faible nombre de Mach. Habituellement, les méthodes de projection sont basées sur ’équation de con-
tinuité, Nerinckx et al. (2005) proposent une alternative avec une méthode de projection basée sur

I’équation d’énergie.

2.3.1 Préconditionnement de Turkel

Turkel (1987) a introduit une famille de préconditionneurs pour les écoulements a faible nombre de
Mach permettant d’accélérer la convergence vers une solution stationnaire. Les dérivées temporelles
sont modifiées (preconditionnées) pour forcer les valeurs propres du systéme d’équations a étre du
méme ordre de grandeur lorsque I’écoulement est & faible nombre de Mach. Cette approche est sim-
ilaire & la méthode de compressibilité artificielle. Les équations modifiées par le préconditionnement
sont équivalentes au systéme d’origine uniquement dans le cas stationnaire. Pour les applications in-
stationnaires, la méthode de double avance en temps (Jameson and Alonso, 1991) est une nouvelle fois
utilisée : la dérivée temporelle est traitée comme un terme source et a chaque pas de temps physique,
une avance en temps artificiel est réalisée. Les équations sont résolues avec les variables primitives

Q=pV, T]T et les termes temporels préconditionnés par la matrice I :
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@w 0 0 P pPru
OH -6 pu pv pw prH+pC),
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®_<U3 pCp)
a=(1-BU7)/2

_ PT
b= (pP - PCp>

6 = 0 pour un fluide incompressible et § = 1 pour un gaz parfait. Les valeurs propres deviennent u, v,

w, ' +c,u - avec

u=vV.n

v =u(l—a)

d =y/a2u? + U2

Pour le cas faiblement compressible, U, — 0 et o« — 1/2.

Similairement, Van Leer et al. (1991) ont développé un préconditionneur symétrique pour les équa-
tions d’Euler bi-dimensionnelles. Néanmoins, une limitation & ces méthodes est le manque de robustesse
prés des points d’arrét de Pécoulement : Wong et al. (2001) et Darmofal and Schmid (1996) identifient
un probléme de dissipation artificielle lorsque les vecteurs propres de la solution deviennent presque
paralléles et Darmofal and Schmid (1996) démontrent numériquement et théoriquement qu’avec un
manque d’orthogonalité entre les vecteurs propres, des faibles perturbations pouvaient étre amplifiées

de maniére significative et altérer la solution stationnaire.

2.3.2 Meéthode de projection basée sur I’équation d’énergie par Nerinckx

4

Contrairement aux méthodes “density based”, les méthodes “pressured based” décrites dans la
section 2.2 ont été développées initialement pour résoudre les écoulements incompressibles. La pre-
miére implémentation de ce type de méthode pour les écoulements compressibles est attribuée a

Harlow and Amsden (1968). Plus tard, Karki and Patankar (1989) ont étendu la méthode SIMPLE
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aux écoulements compressibles. Moukalled and Darwish (2000) et Choi et al. (2003) proposent un al-
gorithme similaire. Dans ’étape de correction, ils écrivent la correction du flux massique sur les faces
selon :
n ’ ’ * ’ ’
P Ui Pyt Py
Le terme p/u;j est négligé, la correction de vitesse u;-j est approximée d’une maniére similaire & la

méthode SIMPLE et la correction de masse volumique est exprimée par :

On obtient ainsi une équation de correction sur la pression avec des termes supplémentaires convectifs
et instationnaires par rapport a la méthode incompressible : on ne résout plus un Laplacien comme dans
le cas incompressible, mais la convection d’une onde de pression. La présence du terme convectif rend
la solution unique, contrairement au Laplacien ou la pression est déterminée & une constante prés. En
plus d’exprimer la variation temporelle de masse volumique % en fonction d’une variation de pression
(g—;) % comme le font Moukalled and Darwish (2000) et Choi et al. (2003), Bijl and Wesseling (1998)
I’expriment également en fonction de la variation d’enthalpie (%) %. Le terme (%) % est calculé a
partir de I’équation d’énergie. Munz et al. (2003); Roller and Munz (2000) en utilisant une formulation
faible nombre de Mach, construisent une méthode avec plusieurs variables pour la pression, pour tenir
compte séparément des effets thermodynamiques, des effets acoustiques et des effets incompressibles.
Plus récemment, Nerinckx et al. (2005) proposent de résoudre implicitement les équations d’énergie,
de conservation de la masse et de la quantité de mouvement en utilisant une méthode de projection. La
projection est réalisée & partir d'un couplage entre I’équation d’énergie et 1’équation de conservation de
la masse lorsque les transferts de chaleur sont pris en compte (Algorithme 3), ou uniquement & partir
de I'équation d’énergie lorsque les transferts thermiques ne sont pas pris en compte (Algorithme 2).
Les auteurs montrent que I’équation d’énergie du systéme d’équations de Navier Stokes compressible
est équivalente & V.u = 0 lorsque I’écoulement est adiabatique et le nombre de Mach tend vers zéro.

Une discrétisation implicite volumes finis des équations de Navier Stokes compressible peut alors

s’écrire :
Pt —pl T Y pett =0
jE€voisin(i)
(pu)i™ = (pu)p+7 Y e pwptt =7 > Sypt e+ Y S V(vg(pu)t!
jEvoisin(i) jEvoisin(i) jEvoisin(i)
GBI — B+ 3 (pH)EHaE =0 (2.12)
jEvoisin(i)

avec 7 = At/V;. @y = fF__ u;;.n;;dl" représente le flux traversant la face I';;. Les exposants n et n+1
ij

correspondent au temps t et t + At avec At le pas de temps, V; le volume de la cellule C;. p, P, u, H et

E représentent respectivement la masse volumique, la pression, la vitesse, I’enthalpie totale et I’énergie

totale.
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Algorithme 2 Nerinckx sans transfert thermique.

— Prédiction de p a partir de l’équation de continuité et pu a partir de l’équation de quantité de
mouvement.

— Une correction de pression est calculée a partir de l’équation d’énergie.

— Mise a jour de la quantité de mouvement.
Calcul de la vitesse a partir de p et pu.

— Utilisation de ’équation d’état pour calculer la température fonction de p et p.

A chaque itération non linéaire (k) de 1’Algorithme (2), une étape de prédiction (*) permet de
calculer la masse volumique et la quantité de mouvement & partir des équations de conservation de la
masse et de quantité de mouvement. Pour les flux convectifs ®;;, la vitesse sur la face I';; est calculée
en utilisation Pinterpolation MIM (Momentum Interpolation Method) proposée par Rhie and Chow

(1983) et déja présentée dans la section précédente 2.2.2 :

pi —pi +T Z P:j‘bszo

JjE€voisin(i)
(p); = (pw)i +7 > @f(pw =7 Y Syphng T Y SiVg(ew))
jEvoisin(i) jEvoisin(i) jEvoisin(i)

Apreés I'étape de prédiction, une correction de pression p; (et éventuellement une correction de
température Ti/ ) est calculée & partir d’une équation basée sur I’équation d’énergie (et éventuellement

de I’équation de conservation de la masse). I’équation de correction sur la pression

(peipi+7 > h(pw);Sii=— | (pE); — (pBE)r +7 > (pH);®} (2.13)

jE€voisin(i) jEvoisin(i)

est obtenue en remplacant dans I’équation d’énergie, I’énergie totale et ’enthalpie totale par les ex-
pressions (2.14) et (2.15) :

(pE)"* = (pE)* + (pe)ip’ (2.14)
(PP ulstt = (pH)jul; + hi(pu);;Si; (2.15)

dans lesquelles pu;j est relié a la correction de pression p; par l'intermédiaire de I’équation de quantité
de mouvement en utilisant le couplage SIMPLE (Patankar and Spalding, 1972b) décrit précédemment.

Chaque étape de l'algorithme nécessite la résolution de systémes linéaires creux de grandes tailles.
Un des points clefs de 'efficacité des méthodes implicites est donc 1'utilisation de solveurs linéaires
efficaces.

2.4 Conclusion

Le premier chapitre sur les différents modéles physiques utilisés pour la simulation des écoulements

avec transport de polluants a mis en évidence des systémes d’équations avec différents couplages vitesse-
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Algorithme 3 Nerinckx avec transfert thermique.

— Prédiction de p a partir de l’équation de continuité et pu a partir de l’équation de quantité de
mouvement.

— Une correction de pression et de température est calculée a partir de I’équation d’énergie et I’équation
de continuité.
Mise a jour de la densité p a partir de l’équation d’état p = f(T,p).

— Mise a jour de la quantité de mouvement.

— Calcul de la vitesse a partir de p et pu.

— Utilisation de ’équation d’état pour calculer la température fonction de p et p.

pression qui nécessitent d’utiliser des méthodes numériques adaptées. Dans ce chapitre, nous avons
présenté les principales méthodes permettant de résoudre le systéme d’équation de Navier Stokes pour
un fluide incompressible ou compressible & faible nombre de Mach. Pour les écoulements incompressibles
associés & un systéme d’équations elliptiques avec contrainte, les méthodes classiques de projection
découplent les équations et une équation de Laplace sur la pression remplace I’équation de conservation
de la masse. Pour les écoulements compressibles, les solveurs compressibles sont inefficaces a faible
nombre de Mach. Nerinckx et al. (2005) proposent une méthode de projection basée sur ’équation
d’énergie. Cette méthode est une alternative aux méthodes de projection basées sur ’équation de
continuité et au préconditionnement en temps de Turkel (1987).

Ainsi de nombreuses méthodes (méthode de projection basée sur 1’équation d’énergie, ou sur la
continuité, et méthode de type SIMPLE) nécessitent de résoudre une équation de Laplace pour la
détermination de la pression ce qui implique I'utilisation d’un solveur linéaire efficace pour une ma-
trice symétrique, creuse et de grande dimension. Ce solveur doit étre parallélisable pour pouvoir utiliser
les nouvelles architectures des calculateurs actuels. La résolution de I’équation de quantité de mouve-
ment a été décrite de maniére implicite, mais sa résolution explicite est possible. Toutefois, un critére
de stabilité pour les termes diffusifs (Wesseling (1995)), et un critére CFL pour les termes convectifs
(Courant et al. (1967)) limitent la stabilité et le pas de temps utilisable. Il est alors possible d’envisager
une implicitation uniquement des termes visqueux pour s’affranchir des conditions de stabilité sur le
terme diffusif, auquel cas, la symétrie du systéme linéaire & résoudre permet d’utiliser des solveurs
adaptés et efficaces (Aubry et al., 2008; Nicolaides, 1987; MacLachlan et al., 2008)). Cependant 'im-
plicitation des termes convectifs permet de s’affranchir du critére CFL et d’accroitre la robustesse
des méthodes numériques. En effet le pas de temps va étre contraint par la cellule de plus grand CFL
(vAt/Az), et Iutilisation de géométries complexes avec une source de rejet de polluant discrétisée fine-
ment et située dans une zone avec des fortes vitesses peut étre problématique. Dans ce cas, ['utilisation
d’un solveur pour matrices non symétriques est requis.

Dans la suite, la méthode SIMPLE pour résoudre les écoulements incompressibles a été choisie.
Elle offre I'avantage d’avoir des systémes linéaires a résoudre de tailles identiques. La résolution de ces
systémes linéaires est abordée dans le chapitre 4. Le chapitre qui suit (chapitre 3) étudie les schémas
numeériques d’ordre élevé, en particulier leur efficacité pour réduire le nombre de cellules du maillage

et obtenir des simulations précises.
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Chapitre 3

Schémas d’ordre élevé

L’obtention de résultats précis nécessite l'utilisation de schémas numériques d’ordre élevé. Un des
objectifs est de ne pas masquer les effets de la modélisation de fagon générale par la diffusion numérique
des schémas. En particulier, la prise en compte de la turbulence par des modéles LES nécessite d’utiliser
des schémas numériques précis pour ne pas masquer les effets de la viscosité de sous-maille vgy; par
une viscosité numérique trop importante (voir section 1.4 du chapitre 2). Les méthodes d’ordre élevé
ont également le potentiel de réduire les cotits des simulations numériques, en réduisant le nombre
de cellules de calcul nécessaires pour atteindre la précision désirée. L’efficacité numérique pour des
applications nécessitant d'importantes ressources de calcul telles que la simulation des grandes échelles
(LES) ou la simulation des échelles détachées (DES) d’écoulements turbulents dans des domaines
d’applications variés peut étre améliorée.

Les architectures modernes de calcul paralléle fournissent une augmentation de la puissance de
calcul et des ressources mémoires surpassant les ordinateurs mono-processeur. Ainsi la mise en ceuvre
paralléle des méthodes d’ordre élevé est nécessaire afin de réaliser des simulations avec des temps de
calcul abordables.

De nombreuses études concernant les schémas d’ordre élevé pour les équations de conservation
hyperboliques et la simulation d’écoulements compressibles ont été réalisées, mais les études sur les
équations elliptiques associées a la simulation d’écoulements incompressibles sont peu fréquentes. Pour
les problémes hyperboliques, plusieurs approches ont été proposées pour construire des schémas vol-
umes finis d’ordre élevé, basées sur les schémas compacts (M.Piller and E.Stalio, 2008; Pereira et al.,
2001; Lacor et al., 2004; Lele, 1992), la reconstruction polynomiale sur molécules fixes ou de type
ENO (Carpentier, 2000; Ivan and Groth, 2007; Mandal et al., 2008; Nejat and Ollivier-Gooch, 2008;
Ollivier-Gooch and Altena, 2002; Weller and Weller, 2008), ou des méthodes de type Galerkin discon-
tinu (Bassi and Rebay, 1997; Bassi et al., 2007; Cockburn et al., 2005; Dumbser, 2010; Landmann et al.,
2008).

Les schémas ENO sélectionnent pour chaque cellule la molécule conduisant & la reconstruction la
plus lisse. L’effort de calcul nécessaire & la reconstruction sur plusieurs molécules est important et une
molécule fixe est souvent utilisée a la place dans les cas ou la solution ne présente pas de forte discon-
tinuité. Plusieurs auteurs (Carpentier, 2000; Ollivier-Gooch and Altena, 2002; Ivan and Groth, 2007)

proposent une reconstruction polynomiale k-exacte, avec la préservation de la valeur moyenne dans la
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cellule. La préservation de la valeur moyenne est réalisée, soit par une contrainte dans la procédure des
moindres carrés (Nejat and Ollivier-Gooch, 2008), soit imposée par la forme de la fonction polynéme
(Carpentier, 2000; Nejat and Ollivier-Gooch, 2008). La monotonie est une autre propriété importante
pour ces schémas & molécule fixe, dans les régions de forts gradients avec d’éventuelles discontinuités.
Elle est réalisée de différentes maniéres. Pour préserver la monotonie de la solution, une reconstruction
limitée (k = 1) peut étre utilisée conjointement avec un indicateur de lissage pour détecter les régions
ot Pordre de reconstruction doit, étre réduit (Ivan and Groth, 2007). Une autre méthode proposée par
Mandal et al. (2008) consiste & calculer le premier et deuxiéme ordre du développement en série de
Taylor en utilisant une formulation des moindres carrés. Une pondération adéquate, fonction de la
solution permet de traiter les forts gradients et de conserver la monotonie. Cette approche a plusieurs
étapes permet également de restreindre la molécule de calcul aux voisins les plus proches.

Les schémas compacts sont, une alternative & la reconstruction d’ordre élevé. Les schémas compacts
sont des schémas d’ordre élevé trés répandus avec les formulations différences finies (Hirsh, 1975;
Lele, 1992; Shen et al., 2006), mais leur extension & la formulation volumes finis n’est pas triviale,
particuliérement pour les maillages non uniformes et non cartésiens. Afin de prendre en compte des
maillages irréguliers, M.Piller and E.Stalio (2008) proposent une transformation de coordonnées, entre
un maillage curviligne non orthogonale dans ’espace physique et I’espace de calcul. Lacor et al. (2004)
introduisent un schéma compact d’ordre 3 développé directement dans ’espace physique en utilisant
une relation de Padé multidimensionnelle sur des maillages structurés arbitraires.

Comme le soulignent Ollivier-Gooch and Altena (2002), le développement de schémas de hautes
précisions pour les simulations en volumes finis s’est historiquement concentré sur les flux convectifs
et le développement de méthodes d’ordre élevé pour les écoulements visqueux a été moins important.
La conception de schémas numériques pour les flux visqueux qui sont consistants et positifs pour des
maillages complexes pose encore probléme : la robustesse du solveur est affectée par la discrétisation
des flux visqueux, qui tendent & perdre leur positivité pour les discrétisations d’ordre élevé. I.’utilisation
d’une approche hybride volumes finis / éléments finis (C.Debiez et al., 1998) permet de calculer les
flux visqueux par une formulation éléments finis de Galerkin qui satisfait la positivité. Toutefois, il
est difficile de concevoir des schémas pour les flux visqueux pour une formulation volumes finis non
structurés avec les variables aux centres des cellules (“cell-centered”), satisfaisant a la fois des propriétés
de consistance et de positivité (Munikrishna, 2007). Différentes approches ont été proposées. Par
exemple, Coirier (1994) a développé une procédure “diamond path” utilisant les valeurs interpolées aux
noeuds du maillage pour obtenir un schéma positif. Ravikumar (2001) calcule les dérivées premiéres
et secondes en utilisant une procédure des moindres carrés. Les dérivées normales aux faces sont
interpolées a partir des dérivés aux centres des cellules. Holmes and Connell (1989) proposent une
procédure de pondération des moindres carrés qui calcule directement un pseudo Laplacien qui préserve
la positivité. D’autres auteurs (comme Ollivier-Gooch and Altena (2002)) calculent les flux visqueux
par dérivation du polynéme utilisé pour les flux de convection, conduisant & une erreur de troncature
d’ordre p-1 pour les flux diffusifs au lieu d’une erreur de troncature d’ordre p pour les flux convectifs.
Récemment, Vaassen et al. (2006) ont modifié la procédure proposée par Coirier (1994) pour préserver
la consistance du schéma sur des maillages quelconques. Avec 'objectif d’obtenir des méthodes plus
robustes lorsque les cellules sont déformées, Traoré et al. (2009) proposent une modification de la
méthode “deferred correction” (Khosla and Rubin, 1974).

35



Dans ce chapitre, un schéma compact d’ordre élevé est proposé et comparé & une reconstruction
polynomiale sur stencil fixe proposée par Carpentier (2000) et & un schéma classique décentré d’ordre
2. La section 3.1 présente un résumé détaillé des différentes discrétisations volumes finis. En outre, le
traitement des conditions aux limites est discuté. Puis la précision des schémas est évaluée pour dif-
férents cas tests : le calcul du gradient et du Laplacien sur une solution a priori (section 3.2.1), 'advec-
tion d’une tiche gaussienne (section 3.2.2), un tourbillon de Taylor incompressible et bi-dimensionnel
(section 3.2.3), une cavité entrainée (section 3.2.4) et enfin, un écoulement tri-dimensionnel autour
d’un obstacle cubique (section 3.2.5). Les résultats de ce chapitre font I'objet d'un article soumis a
“International Journal for Numerical Methods in Fluids” (Analysis of high-order finite volume schemes

for the incompressible Navier Stokes equations).

3.1 Description des méthodes numériques

Pour présenter les différents schémas numériques utilisés, on considére I’équation de transport de
convection-diffusion :
9¢

5 T V-(u0) = V.0V 9) (3.1)

ou le scalaire ¢(x,t) est transporté par la vitesse u et diffusé avec le coefficient de diffusion v > 0.
Comme il a déja été vu dans la section 2.1.4 du chapitre 2, la formulation volumes finis intégre I’équation
de transport (3.1) sur chaque cellule C;. Le théoréme de Gauss permet de transformer les intégrales

de volume des termes convectifs et diffusifs en intégrales de surface :

¢ = F(¢) = — Z FE™ + Z Fi?isc"us (3.2)

j€ face(i) JE face(i)

ol ¢; est la valeur moyenne de ¢ sur la cellule C; :

1
@zﬁ/cimm

et Fm, Fyseous sont respectivement les flux convectifs et diffusifs a I'interface T';; entre la cellule C;

et les cellules voisines C) :

Fm = / ou.ndl’, F;}iscous = / u%dl“
T, r, on

Sur I'interface I';;, les flux Fj; sont calculés en utilisant différents schémas basés sur le développe-
ment en série de Taylor, la reconstruction polynomiale ou des schémas compacts. L’intégration tem-
porelle de 'Equation (3.2) est réalisée en utilisant des schémas explicites ou implicites. Pour éviter
I'utilisation d’une molécule implicite trop grande, les flux implicites d’ordre élevé sont calculés itérative-
ment en utilisant Papproche classique “deferred correction” (Khosla and Rubin, 1974) avec un schéma
implicite décentré d’ordre 1 (UDS) :
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FHO = AFIPS 4 FHO (3.3)
N—_—— N——

implicit explicit

L’expression des flux peut s’écrire :

Fi7™ = dijug;ng;
diff _
Fij = V(;Sij.nijS,»j

Le calcul des valeurs interpolées ¢;; et du gradient V¢;;.n;; sur I';; est présenté dans ce qui suit.

3.1.0.1 Reconstruction par développement en série de Taylor

Les valeurs interpolées sur la face I';; sont évaluées par le développement en série de Taylor :

1
5= ¢+ (xij —x:) Vi + 5 (xij = x;)" H(xij —xi) + o(h?)

1
b5 = b + (xi5 — x;)" Vo + 5 (xij — x;)" Hj(xij — x;) + o(h?)

Les exposants R et L indiquent que le développement en série de Taylor est réalisé autour de la cellule
i ou j. Le schéma classique décentré d’ordre 1 (UDS) utilise uniquement la valeur des cellules i et j. Les
méthodes d’ordre plus élevé nécessitent le calcul des dérivées. Une approximation du gradient d’ordre
1 est alors nécessaire pour obtenir un schéma d’ordre 2. Les gradients moyens calculés & partir du
théoréme de Gauss satisfont cette condition et ¢;; est alors calculé en utilisant une approche décentrée
(¢ ou ¢f) ou une approche centrée ¢f; = 5 (4] + ¢F;). Ces deux schémas utilisant les gradients aux
centres des cellules conduisent & une approximation d’ordre 2 pour les maillages uniformes. Sur un
maillage non uniforme, ’approximation n’est que d’ordre 1, mais avec une erreur de troncature plus
faible que celle obtenue avec le schéma UDS. Un moyen pour augmenter la précision du schéma est
d’évaluer les dérivées supplémentaires. Vaassen et al. (2006) proposent de calculer le gradient et les
dérivées d’ordre 2 par une minimisation des moindres carrés de la différence entre la valeur au centre
¢; et la valeur reconstruite & partir du développement en série de Taylor. Cette méthode donne une
approximation d’ordre 2 du gradient et d’ordre 1 pour la matrice Hessienne. La section suivante décrit
une méthode plus classique pour construire des schémas d’ordre élevé basée sur une reconstruction

polynomiale.

3.1.0.2 Schéma a reconstruction polynomiale

Carpentier (2000) a développé une classe de schémas volumes finis décentrés en utilisant une re-
construction polynomiale sur molécule fixe. La molécule est déterminée itérativement en ajoutant les
voising jusqu’a ce qu’une molécule S(i) de taille suffisante ait été trouvée pour chaque volume de
controle C; (cf. Figure 3.1). Prés des frontiéres du maillage, les faces frontiéres sont incluses dans le
stencil. Un polyndéme multidimensionnel d’ordre 3 est calculé sur la molécule. Le polyndme est écrit

comme une somme de n mondmes b; ,,(x) de degré < 3 :
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FiGure 3.1  Agglomération du stencil.

‘Degré| 1 ‘ 2 | 3 |
 n [1]2[3]4]5[6[7[8]9[10]11[12[13]14[15][16] 17 ] 18]
tjoJoj2JoJof1J1]o[3]oJofJ2]1]of[o]2]1

p
q 0{1(0,012}010j2}10]|37]0 1 2 2 1 01| 0
T ofo(1,0{0}21170}1(0|01]3]07]0 1 2 1 2

TABLE 3.1 — Puissance des mon6émes pour le cas 3D.

|Degré| 1| 2 | 3 ‘
[ o [1]2]3]4[5[6[7/8]9]
p [1]o]2]o]1[3]0][2]1]
q JoJ1]ofJ2]1]o]3][1]2]

TABLE 3.2 — Puissance des mondmes pour le cas 2D.

Pi(x) = ¢; + Z @i, (bin(X) = bin)

avec

bisn(x) = (& — )" (y = y) "™ (z = 2)""™ aveep(n) + q(n) +r(n) <3

et b; ,, est la valeur moyenne du monome b; ,, sur la cellule i calculée par intégration numérique (utili-

sation des points de Gauss).

Les puissances p(n), ¢(n) et r(n) des monémes pour un polynoéme de degré < 3 sont données dans
la Table (3.1) pour le cas 3D et la Table (3.2) pour le cas 2D. La forme particuliére du polynome lui

permet de vérifier automatiquement la propriété de valeur moyenne sur la cellule C; :

[ peoie = via:
C;
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ol ¢; est la valeur moyenne de la variable sur la cellule, qui est différente & 'ordre 2 de la valeur nodale
¢i. Les coefficients a; , des monomes sont calculés par une minimisation des moindres carrés pondérée

de la différence entre la valeur moyenne qS_J et la valeur moyenne du polynéme sur la cellule Cj :

/ Pi(x)d2 — Vi3,
C

J

L’erreur des moindres carrés s’écrit :

H; = ij</c

2
Pi(x)d€ — Vﬁ’_y)

j €S() i

et les poids w; dépendent de la distance géométrique entre les centres des cellules i et j. Le flux convectif
est obtenu par intégration numérique (en utilisant les points de Gauss) du polynéme sur la face I';;.
Comme les polynomes sont associés a la cellule i, le flux convectif décentré sur I';; peut étre obtenu
en utilisant le polynéme P; ou P;. La dérivée normale a la face, requise pour I'évaluation des flux
visqueux est obtenue par une moyenne des dérivées normales des polynomes P; et P; reconstruits de
chaque coté de la face I';;. Le probléme des moindres carrés est résolu en utilisant une factorisation de
Householder QR, et la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) permet de détecter les systémes des
moindres carrés mal conditionnés associés a la dégénérescence du stencil. Dans ce cas, un polynome
d’ordre moins élevé est utilisé.

Pour réduire les temps de calculs, la valeur décentrée sur la face (bf;r (et respectivement ¢{3) est
exprimée comme une combinaison linéaire des valeurs ¢, des cellules k du stencil S; (respectivement
S;). Les stencils et les coefficients obtenus & partir de la méthode des moindres carrés sont calculés
lors d’une étape préliminaire et stockés pour une utilisation ultérieure. Cette procédure nécessite un
stockage supplémentaire qui est généralement disponible sur les architectures modernes de calculs. La
structure de données associée a ces schémas numériques est composé de :

- pour la sauvegarde des molécules S;, d’un tableau tab,,oiecule d’entiers permettant de sauvegarder
les indices des éléments des stencils de chaque cellule et un tableau d’offsets (entier) permet de connaitre
les indices de début et de fin de la position des éléments du stencil dans le tableau tabszenci-

- pour le flux convectif ¢f? (respectivement ¢%) de la face T';;, un tableau de réels tabf, ., (respec-
tivement tabf’ace) stocke les coefficients de la combinaison linéaire associés aux valeurs ¢, telles que
k € S; (respectivement k € S;) et un second tableau d’entier permet de connaitre la position des
coefficients de la combinaison linéaire dans tab?ace .

Le surcotit mémoire di au stockage de ces données est donné dans la Table (3.3) pour un maillage
3D tétrahédrique de 1 000 000 de cellules, un maillage 2D triangulaire de 1 000 000 de cellules et
un maillage 2D structuré de 1 000 0000 de cellules. Le surcott est important, mais 1'utilisation d’un
schéma d’ordre élevé doit permettre de diminuer le nombre de cellules du maillage.

De plus, la structure de données est optimisée. En effet, celle présentée précédemment est utilisée
pour le calcul des flux sur des faces pour lesquelles le calcul du polynéme ne dépend pas des conditions
aux limites. Ce sont les faces situées suffisamment loin des conditions limites. Cette structure de données
unique est ainsi utilisée pour calculer les flux de n’importe quelles variables (les trois composantes de

la vitesse dans notre cas). Prés des frontiéres du maillage, la reconstruction polynomiale dépend des
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| \ taille du stencil | nombre de faces par cellules \ meémoire (Mo) |

2D Triangle 9 3 292
2D Map 12 4 484
3D Brick 24 6 1324

TABLE 3.3 — Cotit mémoire pour le schéma polynomiale de degré 3.

conditions aux limites et est donc spécifique a chaque variable. Une structure de données similaire
a celle présentée est ainsi utilisée pour chaque variable, mais sa taille est généralement largement
inférieure a celle utilisée pour les faces internes. La distinction entre les flux des faces internes et les
flux des faces affectées par les conditions aux limites évite la redondance d’informations et permet

d’optimiser le stockage mémoire.

3.1.0.2.1 Condition aux limites Les conditions aux limites sont imposées en contraignant la
reconstruction des moindres carrés sur les faces adjacentes & la frontiére. Une condition au limite de
type Neumann sur la face I'y, est imposée par la minimisation de la différence entre le gradient normal

et la valeur reconstruite du gradient :

— V oy + VP; (X)
I'y I'y

et une condition de type Dirichlet, par la minimisation de la différence entre la valeur moyenne sur la

face, et la valeur moyenne reconstruite a partir du polynome :

—/Fbéb-l-/rbpi(x)

Les conditions aux limites de type symétrie sont traitées en utilisant des cellules “ghosts” symétriques.

3.1.0.3 Schéma Padé

Un inconvénient des schémas polynomiaux est qu’ils nécessitent 1'utilisation d’une molécule de calcul
de taille importante. La taille de la molécule peut étre réduit aux plus proches voisins en utilisant des
schémas compacts. On considére une reconstruction d’ordre élevé de ¢;; sur la face I'; ;4 1, fonction des
valeurs moyennes {¢;, ¢;;1} et des gradients moyens {V_¢>|Z, V_¢|H_1} de part et d’autre de T'; ;41. La

relation générale s’écrit :

bij = ao ¢; + a1 pit1 + bo V_¢’l M1 — by %‘] Xyt (3.4)

ol n; ;41 est la normal unitaire a la face I';; ;1. Pour des raisons de symétrie, la valeur interpolée sur

la face opposée ¢; ;1 s’écrit :

¢i1 = ag(hi—1,hi) ¢y +ar(hi—1,hi) §;+bo(hi—1, hi) V|, | miip1—bi(hi—1, hi) Vo[, miiq1 (3.5)

[N
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h; | by, h,

I 2—» b 1<—>o °
G Ci+1 § ] i+1

FI1GURE 3.2 - Notation du maillage.

h;, hi—1 étant définis sur la Figure (3.2). Le théoréme de Gauss permet de relier le gradient moyen

V¢, aux valeurs sur les faces :
Vol 2hi = biy1 — ¢iy (3.6)

En substituant les équations (3.4) et (3.5) dans la relation (3.6), on obtient la relation de Padé reliant

les valeurs moyennes {¢; |, ¢;, ¢;,,} et les gradients moyens {V_¢|i_1 , V_gb!z , V_¢|i+1} :

bo(hi—1,hi) V|, + (2hi = bo(hi, hiy1) = bi(him1, hi)) V|, + b1 (hi, his1) V|,
= —ao(hi—1,h;) ;_q + (ao(hi, hiz1) — ai(hi—1, h:)); + ar(hi, hig1) oy (3.7)

Les quatre coefficients {ag, a1, bg, b1} sont tels que la relation (3.7) soit veérifiée par la solution exacte
¢°(x) jusqu’a Pordre 4 pour les maillages uniformes et structurés. La solution peut étre obtenue en
réalisant un développement en série de Taylor de ¢¢(z). La substitution dans le développement en
série de Taylor de la valeur moyenne E‘z et, de la dérivée moyenne V—qﬂz permet d’obtenir 'erreur de
troncature de la relation (3.7). L’annulation des quatre premiers termes conduit & quatre équations, qui
associées a des propriétés de symétrie, permettent de déterminer les quatre coefficients {ao, a1, bo, b1 }.
Une méthode équivalente pour calculer les coefficients ag, a1, by, by est d’utiliser une interpolation
polynomiale d’ordre élevé P; ;1 1(s), avec s la distance a la face dans la direction normale n; ;4. (cf.

Figure 3.2). Le polynome doit vérifier les conditions suivantes :

/Pi.,i+1(5) = &

k3

/Pz‘,z‘+1($) = ¢,

oF
0P;ii1(s) =+
/C, Ds = V¢, 1,1

J

Ces quatre conditions déterminent un polynéme unique de degré 3. La valeur sur la face et le gradient

normal sont calculés a partir de ce polynéme par :

ol d
ii+t1 = Pi = =—Pb;
Biit1 i+1(0) Bul,,, ~ds +1(0)

Pour des maillages non uniformes avec des cellules rectangulaires, on obtient la relation suivante :
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Algorithme 4 Méthode de Jacobi pour schéma Padé.

1. Calcul d’un premier gradient en utilisant le théoréme de Gauss.
2. Tant que | Vo' — Vol ||> e
Calcul de la nouvelle valeur qﬁfj en utilisant les gradients précédents V_qﬁ}f_l dans I’Equation (3.4).

Mise a jour du gradient V_¢|i7 en utilisant le théoréeme de Gauss et la valeur ¢)fj de la face.

¢ij = ao(hi, hy) ¢; + a1 (hi, hy) ; + bo(hi, hy) V|, mi; — by (hi, hy) V_¢|J nyj (3.8)
avec

(hi hy) = j(h + 2h:) (hi, hy) = ao(hj, hy)
ap(Ni, 7 - h?+2hlh?+2hz2h]+h? ) aip(nqg, 7 = ap VERAL]

2h?+hihj+h? ’

bo(hi, h;) = b(hi, hj) = —bo(h;, hi)
Pour des maillages structurés et non uniformes, avec un facteur d’expansion r, ’erreur de troncature

est :
(1 —7rH)(1+7)?

1572(1 4+ r + r?)

, 16
0(h%) ~ 4_5(1 —r)h!

Une approche similaire est utilisée pour la reconstruction compacte des dérivées normales % pour
ij

les flux diffusifs. La relation s’écrit, :

dij

d?’li]‘

= co(hi, hj) i + c1(hiy hy)pj + do(hiy hj)V ginij + di(hiy hy )V djnij (3.9)
avec
B 6hih,
hi + 2hih3 + 2h3h; + h3 7
h3 — hih? — 3h;h?

do(hi, hy) = . di(hi hi) = do(hi, b
ohi ;) h? + 2h;h? + 2h2h; + h3 1(hi, ) = do(h;, i)

co(hi, hy)

c1(hi, hj) = —co(hi, hj)

Le gradient moyen V¢, est relié¢ & ¢;; par I'intermédiaire du théoréme de Gauss et est solution d'un
systéme tri-diagonale. Sur un maillage uniforme, la relation (3.8) est équivalente a la relation de Padé
classique (M.Piller and E.Stalio (2008)) :

1 3 3
Zuii% +UZ+% +Z’U/Z+% = Zui—i-zui_,_l (310)
Une premiére méthode pour calculer le gradient moyen consiste & utiliser une méthode de Jacobi sans
matrice (Algorithme 4). Cette méthode n’est pas la plus efficace. La résolution du systéme linéaire
formé par les relations de Padé, par une méthode itérative multigrille est préférée et décrite par la

suite (paragraphe p52).

Condition aux limites Les conditions aux limites affectent ’erreur de troncature d’ordre 4

du gradient moyen, ainsi que Pordre 4 du Laplacien. Pour une condition de type Neumann, ou une
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condition de périodicité, 'utilisation de cellules “ghosts” symétriques permet de calculer les flux con-
vectifs et diffusives avec une précision identique a celle des cellules intérieures. Pour une condition de
type Dirichlet, ¢, sur la face frontiére I'y de la cellule C; est donné. Sur la face opposée, ¢;; a une
précision d’ordre 4. Le gradient moyen sur la cellule C; est alors seulement d’ordre 3 et se propage des
cellules frontiéres vers l'intérieur du maillage. Suffisamment loin des frontiéres, le gradient retrouve
une précision d’ordre 4.

La précision de I'opérateur de Laplace sur les cellules adjacentes a la frontiére dépend du calcul
de la dérivée normale sur la face I'y. Une évaluation précise de la dérivée normale sur la face frontiére
est nécessaire. Pour obtenir une discrétisation consistante, une approximation du second ordre de la
dérivée normale est requise, donnant un Laplacien d’ordre 1 sur un maillage non uniforme et d’ordre

2 sur un maillage uniforme. L’utilisation d’une dérivée normale trop simple comme :

06 _ (dp — &)

on hib
ou h;, représente la distance du noeud i a la frontiére, conduit & une dérivée normale d’ordre 1 et
a un opérateur de Laplace inconsistant. L’utilisation d’un polyndéme Py(s) d’ordre 2 satisfaisant les

conditions :

P(0) = &
Py(s)dY = Vg, (3.11)
d _
/Ci £Pb(s)d§2 = V; V¢|, ny (3.12)

donne une dérivée normale d’ordre 2 et un Laplacien moyen d’ordre 1. La dérivée normale s’écrit pour

les maillages uniformes :

@
ds

_9% _ 3 oo
- anj - hib ((bb ¢z) 2v¢z-nz] (313)

s=0

Pour améliorer la précision, un polynéme d’ordre 4 P,(s) peut étre utilisé. Il doit satisfaire :

B0) = o
/C‘ Py(s) ? /Ci+1 Py(s) = ¢4

i

5Pb(s) R~y / an(S)_—
/c 75 = Vo, ny, o, Os =V 1 m

ot la cellule C;y1 est pour un maillage cartésien, la seconde cellule distante de la face frontiére (cf.

Figure 3.2). La dérivée normale devient :

ar
ds

0 _ _
= % = A¢b + B(ﬁl + C¢i+1 + DV(;Si.nb + Ev¢i+1-nb

s=0
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203+ Thih?,, + 3h2higy + 3h2,,

4= hi(hi + hig1)hi,
5 MR+ 10hhi + 1082
(hi 4+ hiy1)?hs

o RGhi+2h)

hZia (i + hig1)?
D - _ —2(hi s + 3hihiyy + 3hGhisy + 2hF)

(h; + hi+1)h?+1

P 2h?

hit1(hi + hit1)

L’utilisation d’un polynome P,(s) d’ordre 4 donne une dérivée normale d’ordre 4 et un Laplacien
moyen d’ordre 3 sur la cellule C;. Une amélioration de la précision de 'opérateur de Laplace au dela
du troisiéme ordre, avec un polyndome Py(s) d’ordre plus élevé, n’est pas possible car cela dépend
également de la précision de 'approximation de la dérivée normale sur les faces intérieures qui est

seulement d’ordre 4.

3.1.1 Flux convectifs avec une vitesse non uniforme

Le calcul des termes convectifs dans I’équation de Navier Stokes nécessite une attention particuliére
comme le soulignent Pereira et al. (2001) pour les maillages cartésiens. L’approximation de fl“,-,- u.nudl
par uj; fl“v;_,v u.ndl est uniquement du second ordre, & cause des variations de la vitesse le long de la face.
Une information supplémentaire est nécessaire pour prendre en compte les variations de la vitesse le
long de la face. La comparaison du développement en série de Taylor de fFu unudl et u;; fFij u.ndl’

autour du centre ¢;; de la face I';;, a I'ordre 4 donne la relation suivante :

J

oit V| = V — (V.n) est la projection du gradient sur la face et 7 la matrice d’inertie de la face. Le

unudl = uij/ wndl + (V) (wn))Z(Vju) + D x o(h*) + o(h*)

ij Fij
coefficient D contient un produit du gradient et de la Hessienne et disparait pour les faces rectangulaires

(maillage 3D). Ainsi pour les schémas d’ordre élevé, les flux convectifs sont approximés par :

/F u.nquF ~ ¢ijuij.n,-jS,-j -+ (VH(]ﬁ)Z(VH (u.n)) (314)

ij
ou ¢;; et u;; sont les interpolations d’ordre élevé. Une approximation du second ordre des dérivées

V| . V|(u.n) est suffisante pour obtenir la précision souhaitée et est donnée par :

_ Vidi +Vyé;

Vo 5

et identiquement pour u.n.
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FiGUure 3.3 Maillages.

3.2 Validation numérique

Dans cette section, diverses expériences numériques sont présentées dans le but de vérifier la pré-
cision numérique des schémas présentés dans la section 3.1. L’expérimentation est réalisée sur les

différents maillages de la Figure (3.3).

3.2.1 Calcul du Laplacien et le gradient sur une fonction a priori

Pour vérifier la précision des schémas, la valeur moyenne ¢; est calculée a partir d’une fonction
analytique ¢(x) = e” et le gradient et le Laplacien sont évalués en utilisant le théoréme de Gauss. Les
résultats sont comparés avec la valeur moyenne exacte du gradient et du Laplacien. Le gradient et le
Laplacien sont calculés sur une séquence de grilles raffinées d’une géométrie carrée unitaire avec une
condition de Dirichlet en z = 0 et = 1, et une condition de type Neumann en y =0 et y = 1.

Les résultats sont présentés pour les trois schémas étudiés, sur les quatre maillages de la Figure (3.3).
Le gradient calculé & partir du schéma polynomial a une précision d’ordre 3 ou 4, selon la régularité du
maillage (cf. Figure 3.4b). La précision du Laplacien (cf. Figure 3.4a) est inférieure d’un ordre a celle du
gradient. Le gradient calculé avec le schéma compact (cf. Figure 3.4d) a une précision d’ordre 4 sur le
maillage cartésien uniforme (1), mais donne des résultats inconsistants avec les maillages non cartésiens
(3) et (4). Malgré une précision locale théorique d’ordre 3 sur le maillage (3), la précision globale d’ordre
4 des schémas compact et polynomial provient de la variation controlée de la taille du maillage et du
raffinement uniforme. Ainsi le schéma polynomial et le schéma Padé donnent des meilleurs résultats que
le schéma standard : le gradient standard (cf. Figure 3.4f) est d’ordre 2 avec le maillage quadrangulaire
uniforme (1) mais seulement d’ordre 1 pour le maillage triangulaire non structuré (4) et le maillage
quadrangulaire non uniforme (2). Il est méme inconsistant pour le maillage quadrangulaire aléatoire
(3). Le Laplacien standard (cf. Figure 3.4e) est d’ordre 2 sur le maillage quadrangulaire uniforme (1),
d’ordre 1 sur le maillage quadrangulaire non-uniforme (2) mais inconsistant sur les maillage (3) et (4).

L’utilisation d’une fonction test ¢(x,y) = sin(wz)cos(my) similaire & celle utilisée par Ollivier-
Gooch et Altena (2002) donne un résultat avec une meilleure précision prés des frontiéres, car la
fonction test satisfait ‘?;T%’ = Ob’ a la frontiére. Dans ce cas, le gradient calculé avec le schéma compact

est d’ordre 4 dans tout le domaine.
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Fi1GURE 3.5 — Taux de convergence pour la convection du cone gaussien : +décentré d’ordre 2 ; *Padé ;
x polynomial.

3.2.2 Advection d’un céne gaussien dans un domaine carré

La précision et le taux de convergence des différents flux numériques convectifs sont évalués sur le
test classique d’advection d’une tache gaussienne. Dans la géométrie carrée choisie, de longueur 1.5,
I’écoulement est une rotation de corps solide, avec une vitesse angulaire w = 1 et le champ initial est
donné par :

% = xe |I?

o0c0) = eap (120

g

ot 0 = 0.1 et x, = [0, —0.25]. Un schéma Runge Kuta explicite d’ordre 4 est utilisé avec un nombre de
Courant fixe, égale a 0.35. Le taux de convergence est affiché sur la Figure (3.5). Comme attendu, les
schémas Padé et polynomial ont une précision d’ordre 4 sur un maillage régulier (cf. Figure 3.5a). Le
schéma décentré a une précision d’ordre 2 sur les maillages uniforme quadrangulaire (1) et triangulaire
non structuré (4). Sur le maillage (4), le schéma polynomial a une précision d’ordre 3. Il est important de
noter que 'utilisation de la relation (3.14) est nécessaire pour atteindre une précision d’ordre 3. Enfin,
sur un maillage uniforme non structuré (maillage triangulaire composé de triangles équilatéraux), le

schéma polynomial retrouve une précision d’ordre 4.

3.2.3 Deécroissance visqueuse d’un tourbillon de Taylor

Le probléeme testé est la décroissance d’'un tourbillon de Taylor. Pour cet écoulement, une solution

exacte des équations de Navier Stokes pour écoulement incompressible est disponible :

u(x,t) = u(x, 0)6_2”2”

O o 1
ux,0)=(—,——— avec = —sin(wx)sin(m 3.15
(0) = (50.=50) Yo = ~sin(me)sin(ry) (315)
Sur la géométrie unitaire de forme carrée, la condition initiale est donnée par la solution exacte (3.15) et
une condition de mur glissant est utilisée pour la simulation. Les solutions numériques sont comparées a

la solution exacte pour deux nombres de Reynolds Re = 10 et Re = 10000. Les simulations sont réalisées
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FIGURE 3.6 — Norme L; de l'erreur sur la vitesse pour I’écoulement de Taylor.

en utilisant une intégration implicite en temps d’ordre 2 (Gear, 1971), et les résultats sont analysés &
t = 0.05 pour Re = 10 et t = 1 pour Re=10000. A chaque pas de temps, les équations non linéaires
de Navier Stokes sont résolues en utilisant la méthode de projection SIMPLE (Patankar and Spalding
(1972b)) présentée précédemment, permettant de découpler le calcul des champs de vitesse et de
pression. Pour vérifier la précision en espace des schémas, le pas de temps est divisé par quatre a chaque
raffinement du maillage. Le solveur Navier Stokes est implémenté dans un code efficace de calcul 3D
paralléle (Montagnier et al., 2008) et utilise une méthode algébrique multigrille pour la résolution des
systémes linéaires (Lawrence Livermore National Laboratory, 2006). A chaque pas de temps, la norme
des résidus décroit de 9 ordres de grandeurs, et une seule itération du solveur multigrille algébrique
est nécessaire pour résoudre les systémes linéaires.

L’évolution de la norme Ly de Verreur || u—wug ||1 en fonction de la taille du maillage est présentée
dans la Figure (3.6). Pour les écoulements a faible nombre de Reynolds (cf. Figure 3.6a), la précision
est donnée par la précision du schéma volumes finis des flux diffusifs : ordre 4 pour le schéma Padé et
polynomial, et seulement de I'ordre 2 pour la discrétisation standard. L’utilisation du schéma standard
pour les flux visqueux avec des schémas convectifs d’ordre élevé aurait donné une précision d’ordre 2
seulement. Comme le montre la Figure (3.6b), les schémas convectifs d’ordre élevé pour les écoulements
a grands nombres de Reynolds ne nécessitent pas I'emploi d’un schéma d’ordre élevé pour les flux
diffusifs. Le schéma polynomial d’ordre 4 pour les flux convectifs donne des résultats similaires en

utilisant soit la discrétisation standard, soit ’approche polynomiale pour les flux diffusifs.

3.2.4 Cayvité entrainée

Le dernier cas test bi-dimensionnel est celui de la cavité entrainée qui a été étudié par de nombreux
auteurs pour une large gamme de nombres de Reynolds. Pour le nombre de Reynolds choisi, Re = 1000,
I’écoulement est laminaire et stationnaire et les résultats provenant d’une méthode spectrale DNS
(Botella and Peyret (1998) ) sont utilisés comme référence.

L’écoulement est simulé sur le maillage uniforme (1) et le maillage non uniforme (4). Le schéma
polynomial pour les flux convectifs est utilisé soit avec la discrétisation standard ou soit avec la dis-

crétisation d’ordre élevé pour les flux visqueux. Les profils des vitesses horizontale et verticale obtenus
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(a) Lignes d’iso-vorticité. (b) Lignes de courant.

FI1GURE 3.7 — Ligne de courant et d’iso-vorticité pour la cavité entrainée Re — 1000, obtenues avec le
schéma polynomial et un maillage quadrangulaire 160 x 160.

par les différentes discrétisations sur le maillage (1) sont comparés sur la Figure (3.8). Les iso-valeurs
des fonctions de courant et de vorticité, obtenues avec le schéma polynomial sur la grille fine 160 x 160
sont affichées sur la Figure (3.7) et les profils des vitesses verticale et horizontale (cf. Figure 3.8) per-
mettent de vérifier la consistance des schémas numériques testés : tout les schémas convergent, vers
la solution de référence de Botella and Peyret (1998). Les profils des vitesses obtenus avec le schéma
polynomial et le schéma Padé sur le maillage le plus grossier 20 x 20 sont nettement supérieurs a ceux
obtenus avec le schéma décentré d’ordre 2. Cependant, le schéma Padé présente des oscillations (“wig-
gles”) sur ce maillage qui n’est pas assez grossier. Ce probléme est récurent avec les schémas centrés
d’ordre élevé. L’utilisation d’un filtre d’ordre élevé (Lele, 1992) est une pratique répandue permettant
de filtrer les effets d’aliasing. Enfin, les profils des vitesses obtenus avec un schéma standard pour
les termes visqueux (cf. Figure 3.8b) ne présentent pas de différences significatives avec ceux obtenus
avec le schéma polynomial pour les flux visqueux (cf. Figure 3.8¢). Ainsi la comparaison des profils
des vitesses permet de vérifier la consistance des schémas, mais n’est pas suffisante pour une analyse
précise de la précision.

La reconstruction polynomiale pour les flux visqueux montre un manque de robustesse sur cer-
tains maillages non structurés. Pour analyser le manque de positivité, propriété cruciale pour les flux
visqueux, Coirier (1994) propose de caractériser la positivité en fonction de dypin et des coefficients «;

du Laplacien discrétise APy

N

- min(ag, 0
Ay, = E QrUL  avec Oumin = (7’2), k>0
_ N oy
k=0 (X k=0 ™)

Pour étre positif, le schéma doit vérifier g < 0 et Qmin > 0. L’analyse de ces coefficients (cf. Table 3.4)
pour la reconstruction polynomiale montre que ag < 0 mais &, < 0 avec une valeur absolue max-
imum de &, pour les maillages non structurés triangulaires. Comme le soulignent Ivan and Groth
(2007), la positivité peut étre améliorée en utilisant une fonction poids inversement proportionnelle

N . ) e , . . . _ 2
a la distance au carrée. Dans notre cas, I'utilisation d’une fonction poids exponentiel e(=1Z/e") avec
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(d) Schéma compact.

Ficure 3.8 — Comparaison des profils des vitesses horizontale (gauche) et verticale (droite) pour la
cavité entrainée Re=1000 : 4 Spectral DNS Botella and Peyret (1998); — maillage quadrangulaire
uniforme 160x160 ; --- maillage quandrangulaire uniforme 20x20.
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3D Tri Quad
R
Qo -0.292 | 0.361 | -0.330 | -0.360
Qmin | -2.53 | -1.98 | -0.488 | -0.414

TABLE 3.4 — Positivité moyenne du schéma polynomial pour les flux visqueux sur différents maillages.

| | x-velocity | y-velocity |

Scheme | R,% | p Tp e R,% | p op e

Ordre2 | 76.8 | 233 | 1.72 2251072 | 73.00 | 2.05 | 1.96 | 2.23 10~3
EnoS 73.5 1191 | 2.06 | 9.5910~* | 73.75 | 1.72 | 1.70 | 1.17 1073
Eno 69.0 | 3.84 [ 2.17 [ 9.52107° | 58.25 | 3.32 | 2.08 | 1.16 10~*
Pade 76.0 | 413 | 164 | 1.16 107* | 73.25 | 3.59 | 1.82 | 2.22 10~*

TABLE 3.5 Taux de convergence sur les maillages quadrangulaires 20 x 20, 40x40 , 80 x 80 (Polynomial
S : schéma polynomiale avec flux visqueux standard).

o = 1.4 ou inversement proportionnelle & la distance au cube est nécessaire pour obtenir un résultat

convergé. Ce résultat est cohérent avec les valeurs de &y, observées dans la Table (3.4).

3.2.4.1 Ordre de Convergence

Pour estimer 1’ordre de convergence des résultats présentés, les calculs ont été réalisés sur trois
maillages uniformément raffinés M (20 x 20), M2 (40 x 40) et M3(80 x 80). L’estimation de I'ordre de
convergence est basée sur la théorie d’extrapolation de Richardson (Cadafalch et al., 2002). Lorsque
la solution se situe dans la plage de comportement asymptotique, l'erreur locale absolue peut étre

exprimée par :

e(2) = |Cy ()7

L’ordre de précision p est supposé dépendant de la position x et peut étre calculé & partir des trois

solutions ¢1(z), ¢2(x), ¢3(x) obtenues sur les trois maillages :

_ In((¢1(x) — d2())/(92(x) — ¢3(x))
In(2)

p(x)

L’ordre de précision peut étre déterminé uniquement pour les points de Richardson ot la convergence

est monotone :

(01 (2) = d5(2)) (92 (2) — d3(2)) > Co

ou lindice * indique que la solution a été normée par la valeur maximale de ¢(z), et Cp est un
faible coefficient positif (Cp = 10730 ). Le taux de convergence global p est obtenu par une moyenne
sur 'ensemble des cellules de Richardson. Le pourcentage de cellules de Richardson (R,,), 'ordre de
convergence global p, écart type des valeurs de p(z) par rapport a la valeur moyenne p, et lerreur de

discrétisation ep sont donnés dans la Table (3.5).
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Le schéma compact donne les meilleurs résultats, avec un ordre de convergence supérieur a quatre
pour la composante x de la vitesse. L’ordre de convergence pour le schéma polynomial est proche
de 4. Le nombre de Reynolds n’étant pas suffisamment élevé, le Laplacien discrétisé avec un schéma
standard associé & des flux convectifs discrétisés par le schéma polynomial donne une convergence
d’ordre 2 uniquement. Cependant l'erreur de troncature est inférieure a celle obtenue avec un schéma

d’ordre 2 pour les flux convectifs.

3.2.4.2 Efficacité des différents schémas

Tout les schémas ont été implémentés dans le méme code de calcul, et V'efficacité des différents
schémas peut ainsi étre analysée et comparée. Comme le précise la section 3.1.0.2, I'implémentation du
schéma polynomial a été optimisée en utilisant un ensemble de coefficients pré-calculés. Pour le schéma
compact, les valeurs du gradient moyen sont obtenues itérativement par une méthode de Jacobi sans
calcul explicite de la matrice.

Les temps d’exécution des différents schémas sont donnés dans les Tables (3.6a) et (3.6b). La Table
(3.6a) donne le résultat de référence obtenu avec la discrétisation standard d’ordre 2 : le nombre total
d’itérations non linéaires pour le solveur Navier Stokes (iter), le temps total CPU pour la simulation
(Total), le temps d’assemblage moyen pour les équations de quantité de mouvement (A), le temps
moyen par itération pour le calcul du gradient (G), et le temps CPU utilisé pour résoudre le systéme
linéaire (S). La Table (3.6b) donne les mémes informations, relativement aux résultats de référence de
la Table (3.6a). Le temps CPU utilisé pour résoudre un systéme linéaire est presque indépendant du
schéma utilisé, a cause de l'utilisation de la méthode “deferred correction”. Le pré-calcul des coefficients
pour la reconstruction k-exact évite la résolution de problémes aux moindres carrés a chaque itération.
Ainsi le temps d’assemblage (A) et le temps pour calculer le gradient sont réduits, et le schéma
polynomial est seulement deux fois plus lent que le schéma d’ordre 2.

Cependant, pour le schéma Padé, le calcul itératif du gradient par la méthode de Jacobi sans calcul
explicite de la matrice nécessite 100 fois plus de temps que le schéma classique et le nombre d’itérations
non linéaires pour obtenir une solution convergée est quatre fois supérieur au schéma standard. Ainsi
le schéma Padé est environ 20 fois plus lent que la discrétisation standard.

En utilisant les taux de convergence obtenus précédemment, ’erreur de la solution est tracée en
fonction de la taille des cellules du maillage (cf. Figure 3.6a) et en fonction du temps de simulation (cf.
Figure 3.6b). Le schéma polynomial est clairement plus efficace que la discrétisation standard, mais
Pefficacité du schéma compact est supérieure a la discrétisation standard uniquement pour les maillages
fins (> 42 x 42). On rappelle que la relative inefficacité du schéma Padé provient de I'utilisation d’une
méthode de Jacobi sans matrice, qui est facile & implémenter en paralléle. Sur des maillages cartésiens,
avec un solveur séquentiel, des solveurs plus efficaces semblables & ceux utilisés en différences finies
peuvent étre utilisés pour améliorer 'efficacité du schéma.

Une maniére de procéder consiste a résoudre implicitement le systéme d’équations formé par les
relations de Padé pour chaque cellule. A condition d’utiliser un maillage cartésien, les trois composantes
du gradient selon les axes x,y,z sont indépendantes et donc solution de trois systémes d’équations
indépendants. Le solveur linéaire multigrille utilisé pour la résolution des trois composantes de la

vitesse lors de I’étape de prédiction et la résolution de la pression lors de la correction de pression,
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| | 20x20 [ 40x40 | 80x80 |
iter 1045.0 2481.0 6107.0
Total (sec) 3.1 25.2 364.6
A (sec/it) | 2.71107* | 9.4010~* | 6.17 1073
G (sec/it) | 3.77107° [ 1.1210~* | 1.77 103
S (sec/it) | 2.071073 | 7.111073 | 3.35 102

(a) Temps de référence pour le schéma décentré d’ordre 2.

| | 20x20 | 40x40 |  80x80 |
k=3 | pade | k=3 | pade | k=3 | pade

iter 1.23 | 4.25 | 1.04 4.03 1.01 | 4.35
Total | 2.29 | 20.37 | 2.05 | 21.56 | 1.55 | 25.99
A (/it) | 458 | 2.53 | 454 | 3.09 | 3.00 | 1.54
G (/it) | 450 | 93.26 | 7.10 | 115.04 | 2.74 | 55.20
S(/it) | 1.19 | 0.96 | 1.18 | 1.16 | 1.08 | 0.8

(b) Temps relatif par rapport a celui obtenu avec le schéma décentré
d’ordre 2.

TABLE 3.6 Temps d’exécution des différents schémas pour la cavité entrainée.

permet de résoudre également les trois composantes du gradient sans cotit mémoire supplémentaire.
Dans ce cas, une itération du solveur Navier Stokes nécessite de calculer quatre gradients (vitesses
u,v,w et pression), soit 12 systémes linéaires supplémentaires a résoudre, en plus des quatre existants
(étapes de prédiction et correction). La relation de Padé est écrite de maniére incrémentale et par
conséquent une résolution précise des systémes linéaires n’est pas nécessaire. Dans le cas d’un maillage
uniforme et cartésien, on obtient le systéme suivant & résoudre :

s 1 1 Gir1 — i1 1 1

2V ¢pi+ =V pix1 — =V pi_1 = ————— — | 2Vd; + =Vpir1 — =Vi_

¢’L 6 ¢z+1 6 d)z 1 25 d)l 6 ¢L+1 6 ¢1 1
La diagonale de la matrice est dominante, et les méthodes de Gauss Seidel et Jacobi convergent. Pour
le cas du maillage 160 x 160, cette approche permet de diviser le temps de simulation par 6, et ainsi

de diminuer le temps relatif de simulation du schéma Padé par rapport au schéma d’ordre 2 de 26 a 4.

3.2.5 Ecoulement autour d’un obstacle cubique

Le dernier cas étudié est celui d’un écoulement autour d'un obstacle cubique de dimension h3, placé
a la distance 3h d’un canal de hauteur L, = 2h et de longueur totale L, = 10h. A I'entrée, un profil
laminaire de Reynolds moyen Re = 150 est imposé. Dans la direction z, de longueur L, = 8h, une
condition de périodicité est utilisée, et une condition de paroi non glissante pour les parois inférieures et
supérieures du canal. Dijk and de Lange (2006) imposent en sortie de canal une condition mixte pour
la pression (p + ng—z)b = 0. Les auteurs emploient la méthode des différences finies avec des schémas
compacts d’ordre 5 et une intégration temporelle d’ordre 4 pour résoudre les équations de Navier

Stokes pour écoulement compressible. Dans notre cas, I’écoulement et les quantités observées dépendent
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F1GURE 3.10 — Géométrie de I'obstacle cubique.

| Maillage | Nombre de cellules |

M1 137 808
M?2 1102 464
M1y 112 757
M1%2, 7 216 448

TABLE 3.7 Maillages utilisés pour I'obstacle cubique.

fortement de la condition limite avale en particulier pour les schémas d’ordre élevé. Un domaine de
longueur 20h, avec une condition pour la pression p = 0 est utilisé & la place. Les simulations sont
réalisées avec les schémas Padé, polynomial et décentré d’ordre 2, sur les maillages structurés uniformes
M1, M2 (M1 raffiné une fois), et structuré non uniforme M 1yy avec des tailles de cellules plus faibles
en proche paroi et autour des points de séparation et de recollement de I’écoulement. Le résultat de
référence est obtenu avec le schéma Padé sur le maillage M1y raffiné deux fois (M13%,). Le nombre

de cellules des différents maillages est donné dans la Table (3.7).

3.2.5.1 Structure de ’écoulement

Pour évaluer la structure de I’écoulement, les lignes de courant et les iso-surfaces du critére Ao sont
présentées dans les Figures (3.12), (3.11), et (3.13). Le critére Ay correspond & la seconde valeur propre
de la matrice Q2 + 52, avec Q et S la partie symétrique et anti-symétrique du gradient de vitesse (cf.

Jeong.Jinhee and Hussain.Fazle (1995)). Les iso-surfaces Ay mettent en évidence différentes structures
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qui sont consistantes avec celles obtenues par Dijk and de Lange (2006). Un premier vortex en “fer a
cheval” et un second plus petit sont situés a la base amont de ’obstacle. Une autre structure enveloppe
Pobstacle, et une structure symétrique émerge des parois latérales de 'obstacle et du vortex en “fer a
cheval”, pour s’étendre dans le sillage de I’obstacle.

La Figure (3.12) montre les lignes de courant calculées & partir des composantes u et v de la
vitesse, sur le plan xy et la Figure (3.11), les lignes de courant sur un plan xz, calculées a partir des
composantes u et w de la vitesse. Les tracés obtenus correspondent, globalement & ceux obtenus par
Dijk and de Lange (2006).

3.2.5.2 Points de séparation et de réattachement

La structure de 1’écoulement présentée précédemment & travers les iso-surfaces Ao et les lignes de
courants sont calculées & partir de valeurs interpolées et ne permettent pas de montrer la supériorité
des schémas d’ordre élevé sur le schéma décentré d’ordre 2. Le profil de vitesse en y = 0.04, z = 0
présenté par Dijk and de Lange (2006) nécessite également l'interpolation de valeurs. Ainsi, on préfére
comparer la position des points de séparation et de réattachement de I’écoulement devant I'obstacle et
dans son sillage. Ces points sont, définis comme les points les plus en amont et en aval de 'obstacle,
situés sur la ligne y = 0 et z = 0 ot du/dy = 0. Le profil du frottement Ou/dy nécessaire a la
détermination de ces points est directement donné par le schéma choisi pour le calcul des flux visqueux
et une interpolation polynomiale d’ordre 3 est utilisée pour déterminer avec précision leurs positions.

La Table (3.8) donne la distance entre les points de séparation et de réattachement et les faces amont
et aval de lobstacle (respectivement zg et xp). Les valeurs sont comparées a celles obtenues avec le
schéma Padé sur le maillage M1y raffiné deux fois (7.2x10 cellules) : g = 1.045 et xz = 2.32. Le
code commercial Fluent, avec le méme maillage donne xg = 1.043 et xp = 2.326. Les schémas Padé
et Eno permettent donc d’obtenir avec un maillage relativement grossier M1y, des résultats aussi
précis que ceux obtenus avec un schéma d’ordre 2 décentré sur un maillage quatre fois plus fin Ml?VRU.
Dans ce cas, la solution avec le schéma Padé sur le maillage M1y est obtenue sur un processeur en
une heure ou 6 minutes avec 16 processeurs et nécessite 38 heures de calcul avec 16 processeurs sur le

maillage M 135, avec un schéma décentré d’ordre 2.

3.3 Conclusion

Une étude comparative de deux schémas d’ordre élevé a été présentée : une reconstruction polyno-
miale et un schéma Padé. Les schémas ont été implémentés dans un code de calcul paralléle permettant
de résoudre les équations de Naviers Stokes. Différentes expériences numériques ont été présentées.

Des tests de flux sur une solution a priori ont montré que le schéma compact proposé est utilisable
uniquement sur les maillages cartésiens, donnant des résultats trés médiocres sur un maillage aléatoire
de quadrangles et sur les maillages non structurés. Sur les maillages irréguliers, la reconstruction
polynomiale est nécessaire pour atteindre des ordres élevés en espace, & condition que le calcul du flux

convectif prenne en compte les variations de la vitesse le long de la face (cf. Relation 3.14).
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2 4

FIGURE 3.11 Lignes de courants situées a : yx = 0.04, 1/4, 1/2et 11/12 (de haut en bas).
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FI1GURE 3.12 — Lignes de courants situées a : zx = 0.04,

1/4,

5/2 et 7/12 (de haut en bas).

3
Maillage Ax | erreur <%) décentré ordre 2 | Padé | Eno
M1 0.167 0.00058 2.677 2.345 | 2.350
M2 0.083 0.00007 2.461 2.307 | 2.307
M1ny 0.178 0.00070 2.408 2.302 | 2.286
ref (M135,) [ 0.048 [ 1.4 x107° 2.322 2320 | x
(a) g
Aa\3
Maillage Az erreur(Tz) décentré ordre 2 | Padé | Eno
M1 0.167 0.00058 1.026 0.998 | 0.997
M?2 0.083 0.00007 1.053 1.038 | 1.037
M1ny 0.177 0.00114 1.055 1.045 | 1.043
ref (M13%,) | 0.041 8.6x107° 1.043 1.045 x
(b) zs

TABLE 3.8 — Distance des points de séparation xg et recollement zr a ’obstacle.
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FI1GURE 3.13 — Iso-surface Ay obtenue avec le maillage M2 et le schéma d’ordre 2.



La simulation numérique de la cavité entrainée & Re = 1000 montre un manque de robustesse du
solveur provenant des flux visqueux calculés & partir de la reconstruction polynomiale, pour laquelle
la propriété de positivité est faible sur les maillages non structurés. L’utilisation de flux visqueux du
second ordre améliore la robustesse du solveur au détriment d’ordre de convergence, méme si la solution
est plus précise que celle obtenue avec des flux convectifs standards. Pour des nombres de Reynolds
plus élevés, Re = 10000, 'utilisation de flux visqueux standard n’impacte pas I'ordre de convergence,
comme le montre I’étude sur le tourbillon de Taylor.

Afin d’implémenter de maniére efficace les schémas polynomiaux d’ordre élevé, 'utilisation d'un
stencil fixe et d’une fonction de pondération géométrique pour le probléme des moindres carrés, a permis
de pré-calculer les coefficients de la combinaison linéaire exprimant le flux d’une face en fonction des
valeurs moyennes des cellules situés dans le voisinage de cette face. L'implémentation paralléle du
schéma Padé en utilisant une méthode itérative de Jacobi sans calcul explicite de la matrice, est moins
efficace, méme si la précision du schéma Padé est la meilleure de tous les schémas. Cependant, le calcul
du gradient par résolution du systéme linéaire par une méthode multigrille présentée dans la suite,
permet de diviser par 6 le temps de simulation globale, ce qui rend le schéma Padé trés compétitif :
pour le cas de I'obstacle cubique, une simulation sur un maillage uniforme (7.2 x 10° cellules) avec un
schéma décentré d’ordre 2, nécessite 38 heures de calcul sur 16 processeurs, alors que la méme précision
est atteinte avec un schéma Padé, sur un maillage non uniforme de 137000 cellules, avec un temps
de simulation de I'ordre d’une heure sur un processeur ou 6 minutes sur 16 processeurs. Le schéma
polynomial est également intéressant : pour une simulation paralléle sur un maillage non structuré, le
schéma polynomial est 150 fois plus efficace que le schéma classique d’ordre 2 pour atteindre le méme

niveau de précision que celui obtenu sur un maillage 80 x 80 avec un schéma polynomial.
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Chapitre 4

Parallelisation

Les temps de simulation pour l'outil CFD sont de loin supérieurs a ceux des outils gaussiens et
intégraux. Pourtant, pour certains cas complexes, ’outil CFD est indispensable et pour un maillage et
une discrétisation donnés, la parallélisation est alors le seul moyen pour diminuer les temps de calculs.
Elle offre un gain largement supérieur & celui que I’on peut attendre de 'augmentation de la vitesse
des processeurs (doublement tous les 18 mois selon la loi de Moore). Si les outils CFD, grace a la
parallélisation, commencent & tirer partie des architectures modernes de calcul, leurs efficacités restent
limitées. Pour obtenir des méthodes d’ordre élevé efficaces par rapport a des méthodes classiques
d’ordre 2, il est nécessaire d’aborder la parallélisation de ces méthodes.

Différentes approches permettent de paralléliser la résolution de systémes d’équations aux dérivées
partielles décrivant le probléme & modéliser. Une premiére approche utilise une résolution temporelle en
paralléle (Maday and Turinici, 2007; Guibert, 2009). Cette technique non naturelle décompose le temps
en sous intervalles et la solution sur chaque sous intervalle est calculée & condition de pouvoir définir une
condition initiale des sous intervalles temps. Cette technique est peu adaptée a la résolution d’équations
aux dérivées partielles de type convection-diffusion et s’utilise généralement pour la modélisation de
systémes d’équations différentielles en temps (Guibert, 2009). Une seconde approche plus naturelle
pour la résolution d’équations aux dérivées partielles en temps et en espace est la décomposition en
sous domaines qui consiste & décomposer le domaine initial en plusieurs sous domaines qui seront
distribués aux différents processeurs.

La distribution des données peut étre effectuée de différentes maniéres selon I'architecture de la
machine. On distingue les architectures & mémoire partagée des architectures & mémoire distribuée.
Les architectures & mémoire partagée possédent un large bloc de mémoire vive accessible par les
différents processeurs. Dans les architectures distribuées, chaque processeur a sa propre mémoire.
I’accés & la mémoire d’un autre processeur n’est pas possible et 1’échange d’informations entre les
processeurs se fait par 'envoi et la réception de messages. Les architectures modernes de calcul sont
en réalité des architectures hybrides. Elles sont constituées de noeuds de calcul reliés par un réseau
haute performance. Chaque noeud de calcul est un systéme multi-coeurs qui posséde sa propre mémoire
(mémoire partagée). L’ensemble des noeuds de calcul forment une architecture & mémoire distribuée.
Dans le cadre de cette thése, la parallélisation est réalisée en mémoire distribuée avec envoi et passage de

messages avec l'interface d’échange de messages MPI (Message Passing Interface). La parallélisation
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Algorithme 5 Stratégie paralléle.

Lecture maillage par procO et partitionnement et distribution des données auz autres processeurs
Création de la structure de données pour les systémes linéaires
Jusqu’a convergence faire :

Assemblage : calcul de flux et termes sources

Termine ’assemblage

Résolution du systéeme matriciel

Mise a jour des valeurs pour les cellules halos

hybride (utilisation d’openMP entre autres) n’est pas considérée dans le cadre de cette thése mais
constitue une seconde étape pour la parallélisation avec I'avénement des architectures multi-coeurs.

Un algorithme séquentiel itératif, constitué d’au moins deux étapes est utilisé pour résoudre les
différents modéles physiques introduits au chapitre 1. Ces deux étapes sont la résolution d’équations de
transport non linéaires pour chaque composante de la quantité de mouvement, et la résolution d’une
équation de correction pour la détermination de la pression. Les équations étant non linéaires, un
processus itératif est nécessaire pour converger vers la solution. A chaque itération, des flux convectifs
et diffusifs sont calculés pour chaque face et des termes sources pour chaque cellule du maillage.
L’utilisation d’une intégration temporelle implicite conduit & exprimer les flux en fonction de la solution
a l'itération k et de la solution & l'itération k-+1, et nécessite donc la résolution de systémes linéaires
creux de grandes tailles. De la méme maniére, la correction de pression est solution d’une équation de
Laplace.

Ainsi, la décomposition de domaine nécessite dans un premier temps de distribuer les données aux
différents processeurs. A condition de mettre en place une structure de données adaptée, I’assemblage
se fait naturellement en paralléle. Le partitionnement et la structure de données utilisés sont décrits
dans la section 4.1. Le second point important de la parallélisation est la partie résolution des systémes
linéaires. Selon le type de matrice, différentes stratégies peuvent étre mises en oeuvre et de nombreuses
méthodes existent, pour résoudre les systémes linéaires creux provenant de la discrétisation d’équations
aux dérivées partielles. Dans cette thése, nous avons utilisé les bibliothéques d’algébre linéaire PETSC
et HYPRE qui implémentent de nombreuses méthodes, avec pour chacune d’entre elles, un nombre
de paramétres a régler dépendant du probléme traité. Ainsi, aprés une premiére partie détaillant les
bases de ces méthodes, I'influence de ces paramétres sur les performances des différents solveurs est
évaluée a travers différents tests de speed-up et scale-up. Cela a permis de déterminer la méthode la

plus efficace pour la résolution en paralléle des systémes linéaires issus de notre probléme.

4.1 Structure de données et assemblage des systémes linéaires

La premiére étape de la parallélisation concerne le calcul des différents flux et termes sources
constituant I’équation discrétisée, ainsi que ’assemblage du systéme linéaire correspondant. Cependant,

une étape préliminaire au calcul est nécessaire pour distribuer les données aux différents processeurs.
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4.1.1 Partitionnement du maillage et structure de données

Cette étape préliminaire est nécessaire pour distribuer les données et partitionner le maillage. Dans
sa version séquentielle, le maillage est constitué d’un ensemble de faces et de cellules. Ces objets doivent
étre attribués & un processeur. Ainsi chaque processeur calcule les flux uniquement pour ses faces, et
les termes sources uniquement pour ses cellules. L’attribution dun processeur a une face I';; est déduit
du partitionnement des cellules selon la régle proc(T';;) = proc(i) et le partitionnement des cellules
est réalisé grace a la librairie METIS. Les différents algorithmes proposés par METIS construisent le
partitionnement & partir du graphe du maillage. Un exemple de partitionnement est donné dans la
Figure (4.1).

Le calcul d’un flux sur une face située sur ou proche d’une interface inter-processeurs nécessite de
connaitre les valeurs de ¢ pour les cellules voisines de la face, certaines de ces cellules n’appartenant
pas au processeur qui calcule le flux. Ainsi, de maniére & faciliter la manipulation de ces données,
chaque processeur posséde une partie du maillage au dela des interfaces inter-processeurs. Ce sont
les cellules “halos” (ou “ghosts cells”, cf. Figure 4.1). L’ensemble des cellules d’un processeur (cellules
locales et cellules halos) sont numérotées localement et globalement. La numérotation locale de chaque
processeur est indépendante de celle des autres processeurs et commence par les cellules locales puis les
cellules halos. Elle est réalisée par ’algorithme inversé de Cuthill-McKee (Cuthill and McKee, 1969) qui
améliore 'efficacité des factorisations incomplétes et augmente la rapidité d’exécution par une meilleure
utilisation du cache mémoire (Toledo, 1997). Les variables sont stockées sous la forme d’un vecteur
et la numérotation locale permet d’accéder aux valeurs associées a chaque cellule. La numérotation

globale utilisée pour I'assemblage du systéme linéaire vérifie :

proc(cell)
indice global(cell) = indice local(cell) + Z n cellules locales()
i=0
Une troisiéme numérotation, constante et indépendante du partitionnement et du nombre de pro-
cesseurs permet de sauvegarder les résultats et de réaliser des reprises de simulation avec un nombre
de processeurs différent, du nombre de processeurs utilisé lors de la sauvegarde du fichier de reprise.

Elle correspond a la numérotation adoptée par le fichier de maillage.

4.1.2 Découpage paralléle du systéme linéaire

Une fois le partitionnement du maillage réalisé, les librairies PETSC et HYPRE distribuent aux
différents processeurs le systéme linéaire Ax = b, formé de la matrice A, du vecteur solution z et du
terme de droite b. La matrice d'un systéme linéaire a résoudre est découpée en bandes horizontales.
Pour un systéme a résoudre & une variable, la hauteur d'une bande correspond au nombre de cellules
locales du processeur (cf. Figure 4.2). L’implicitation des flux utilisant I’'approche “deferred correction”,
le nombre de valeurs non nulles pour la ligne i de la matrice est égale au nombre de voisins directs
de la cellule i augmenté de 1. Le nombre de coefficients nuls de la matrice est donc trés important,
et seulement les coefficients non nuls sont stockés sous le format CSR (Compressed Sparse Row). Le
format CSR stocke les valeurs non nulles de chaque ligne de la matrice dans un tableau val. Un index

de la position du premier élément de chaque ligne est stocké dans un second tableau row_ ptr. Les
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FiGURrE 4.1 Exemple de partitionnement de maillage sur 3 processeurs.

proc O
proc 1 =
proc 2

FI1GURE 4.2 — Décomposition du systéme linéaire selon les processeurs.

colonnes de chaque entrée du tableau de valeurs val sont stockées dans un troisiéme tableau col ind.
Si valfk] stocke la valeur a;; de la matrice, alors row_ ptrfi] < k < row_ ptrfi+1] et j = col_ind[k].
Le terme de droite b et le vecteur solution z du systéme Ax = b sont également découpés de la

méme maniére : la taille locale de ces vecteurs correspond au nombre de cellules locales.

4.1.3 Assemblage

Le calcul des flux et des termes sources ne nécessitent aucune communication inter-processeurs,
puisque chaque processeur posséde toutes les données dont il a besoin (cellules halos et valeurs des
variables pour ces cellules). Les valeurs des variables pour les cellules halos sont mises & jour a chaque
itération, apres résolution des systémes linéaires. Elles proviennent des processeurs qui possédent lo-
calement ces éléments. Afin de réaliser un échange efficace, un processeur posséde les indices locales
des valeurs & envoyer et la liste des indices des valeurs qu’il recoit des autres processeurs.

Chaque processeur calcule les termes sources uniquement pour ses cellules locales. Le terme source
pour une cellule locale d’indice global 7445 peut s’écrire de la forme S; = aéq&f“ +a;. Le terme a; est
ajouté au vecteur b a la position igi0pai, €t le terme a dans la matrice sur la diagonale en (4giobal,iglobal)-
Les termes sources étant calculés uniquement pour les cellules locales, ’assemblage se fait directement

localement et ne nécessite pas de communication inter-processeurs.
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Le flux Fy; = 0F;;(0¢s, 5¢j)+Fi§IO se décompose en une partie implicite 0F;;(d¢;, d¢;) et une partie
explicite FZ‘;{ O La partie explicite est assemblée dans le membre de droite b & la position iglobal, €t son
opposé a la position jgopar- 0F;; = —6F; = aii(sd);”l + aij(Sgb?H correspond & la variation implicite

du flux. Les coefficients a;;, a;; sont assemblés dans la matrice selon :

A+ =ai
Aij+ = ayj
Aji— = ay
Ajj— = aij

La cellule i appartient au processeur qui calcule le flux et I’assemblage des termes A;;, A;; ne nécessite
pas de communication. Par contre, si la face I';; appartient & une interface inter-processeurs, les
coefficients Aj; et A;; sont situés sur la partie de la matrice stockée par le processeur possédant la
cellule j. Ces valeurs sont bufferissées par proc(i) et sont envoyés a proc(j) lorsque I'assemblage est
terminé. La bufferisation utilisée par les librairies PETSC et HYPRE permet un gain de temps par

rapport 4 une communication immédiatement apreés le calcul du flux.

4.2 Reésolution des systémes linéaires

L’utilisation de schémas implicites nécessite la résolution de systémes linéaires creux de grandes
tailles. La résolution d’un systéme de taille n = 40000 était un challenge il y a 40 ans. Aujourd’hui, cette
valeur atteint n = 10° et des systémes de taille n = 107 sont utilisés pour les applications courantes.
Plusieurs méthodes permettent de résoudre les systémes linéaires provenant de la discrétisation des

équations de type convection-diffusion :

Ar =b

ol A est une matrice creuse non symétrique.

— les méthodes directes basées sur I’élimination de Gauss pour des matrices creuses (“sparse Gaus-
sian elimination”) sont robustes mais cotiteuses pour les systémes de grandes tailles. Elles deman-
dent énormément de ressources mémoire pour réaliser les factorisations. Elles sont généralement
utilisées pour les systémes de tailles moyennes correspondant & des problémes bi-dimensionnels.

— les méthodes itératives adaptées aux systémes de grandes tailles & matrices creuses, issues de la
discrétisation des équations aux dérivées partielles. C’est donc ce type de méthode qui est utilisé

dans le cadre de la thése. La solution au probléme est recherchée de maniére itérative :
2 = Mok + f

Dans une premier temps, nous allons décrire les principes des différentes méthodes itératives utilisées,
en mettant en évidence les paramétres importants. Les méthodes itératives utilisées sont, classées en

deux familles distinctes :
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- les méthodes basées sur les espaces de Krylov, présentées dans la section 4.2.1. La section 4.2.3
introduit les techniques de préconditionnement permettant d’accroitre lefficacité des méthodes itéra-
tives, en particulier celle des méthodes de Krylov.

- les méthodes multigrilles algébriques, présentées dans la section 4.2.2, pour lesquelles la résolution
s’effectue sur plusieurs niveaux de grilles construites & partir des informations de la matrice du systéme
linéaire a résoudre.

Dans une seconde partie, différents tests sont mis en place pour déterminer les méthodes les plus
efficaces et leurs paramétres optimaux pour la résolution des systémes linéaires creux provenant des

différentes étapes du solveur Navier Stokes.

4.2.1 Solveur de Krylov et méthode GMRES

Les solveurs de Krylov s’inscrivent dans le cadre plus générale des méthodes de projection. Soit
deux sous espaces K et . de R™ On cherche = € K tel que b — Az L L, équivalent a chercher § € K
tel que rg — Ad L L avec x = xg + d et rg = b — Axg. On distingue deux cas importants pour le choix
des sous espaces K et L :

— L = K forme une classe de méthodes de projection orthogonale (méthode de Galerkin).

— les méthodes de Krylov utilisent un espace de Krylov K défini par :

K, (A, 70) = span({rg, Arg, A™ 'ry}

Les différentes méthodes de Krylov se différencient par le choix de I'espace L et la maniére dont le
systéme est préconditionné. . = AK forme une classe de méthodes & résidu minimal : CR, GCR,
ORTHOMIN, GMRES, CGNR.

Introduit par Saad and Schultz (1986), I'idée de la méthode GMRES est de chercher la solution

dans l'espace engendré par zo + z, z € K,, avec K,,, 'espace de Krylov défini par :
K, (A, 70) = span({rg, Arg, A™ 'ry}

Le vecteur z est tel que || b — A(zo + z) ||2 est minimum sur 'espace K,,,(A, o). Ceci est équivalent a
rm L AK,, (A, ro) avec 1y, = b — Ay 79 = b — Axg est le résidu initial et 5 sa norme. En pratique,
construire les espaces de Krylov revient & construire une base de cet espace. La base g, Arg, , A™ lrg
n’est pas directement utilisable & cause de la dégénérescence numérique. On construit alors une base
orthonormale Vj, = {v1,...,v;} par le procédé d’orthogonalisation de Graam-Schmidt (Saad, 2000),
appelé procédé d’Arnoldi quand il est appliqué dans le cadre des espaces de Krylov. Le procédé
d’orthogonalisation de Graam-Schmidt est sensible aux erreurs d’arrondi et peut étre remplacé par
le procédé d’orthogonalisation de Graam-Schmidt modifié (Bjorck, 1967b), moins économe en terme
d’occupation mémoire mais plus stable. Dans le cas d’erreurs d’arrondi, I’algorithme modifié permet
d’obtenir une base plus orthonormale que celle obtenue avec I’algorithme classique. L’orthogonalisation
peut étre aussi réalisée par une transformation de Householder, plus précise mais plus cotteuse. La
librairie PETSC propose également une méthode avec raffinement itératif (Bjorck, 1967a)

Le calcul des vecteurs de la base d’Arnoldi nécessite le stockage des nouveaux vecteurs calculés.
Pour des questions de place mémoire et de cott de calcul, on limite la taille de ’espace de Krylov a

une valeur m. Si la convergence n’est pas atteinte, on redémarre le processus. La dimension maximum
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Algorithme 6 Méthode GMRES.
1. Démarrage : choisir xo et la dimension m de ’espace de Krylov.
2. Processus d’Arnoldi :
— Calcul de ro = b — Axget poser vi = %, 8= ro ||
— Pourj=1..m:
Calcul w = Avy
Pouri —1..5:

hij = (w,v;)

w=w— hi,jvi

hivia=lwlz v =557

— Définir Vi, = [v1, ..., vy et Hy, = {hi;}

3. Résolution du probléme des moindres carrés : T, = o+ VinYm

avec Y, = argminy || Ber — Hyy ||2 et er = [1,0,...,0]7

4. Redémarrage en 1. avec xo = Ty, si la convergence n’est pas satisfaisante

de 'espace de Krylov est généralement faible devant la taille n du systéme & résoudre afin de conserver
un cofit mémoire et un coit de calcul raisonnable.

La construction de la base d’Arnoldi permet de construire la matrice d’Hessenberg H,, = {h; ;}
(cf. Algorithme 6) et la résolution du probléme des moindres carrés, r,,, 1 AK(A, 1), est équivalente a
déterminer la solution y minimisant la norme de Be; — H,,y. La résolution du probléme des moindres
carrés Y, = argmin,, || Ber — Hyy ||2 fait intervenir la matrice d’Hessenberg H,, dont la structure est
proche d’une matrice triangulaire supérieure. Ainsi une rotation de Givens (Golub and Loan, 1996) par
colonne permet d’éliminer h;y; ; et de réaliser rapidement la factorisation QR de H,, et de résoudre
ainsi efficacement le probléme des moindres carrés. Cette approche offre ’avantage d’obtenir & chaque
étape le résidu du systéme, sans cott supplémentaire.

Les méthodes de Krylov peuvent avoir une convergence lente, dépendant du conditionnement de
la matrice. Leurs performances peuvent étre grandement améliorées par 'utilisation de précondition-
neurs présentés dans la section 4.2.3. L’algorithme GMRES avec préconditionnement est rappelé dans
I'Algorithme (7).

4.2.1.1 Amélioration de GMRES

Lors d’un redémarrage, GMRES perd les informations de 1’espace précédent. L’orthogonalité de
la solution aux espaces précédents n’est pas conservée a chaque redémarrage et peut engendrer dans
certains cas des problémes de convergence ou les résidus stagnent. Plusieurs auteurs proposent des
modifications de GMRES pour remédier & ce probléme.

Les méthodes avec déflation enrichissent I’espace de Krylov avec des vecteurs propres approchés
provenant des précédents redémarrages de GMRES. Les vecteurs propres choisis sont ceux avec des
valeurs propres associées faibles. Eiermann et al. (2000) proposent une revue et analysent des différentes
méthodes d’accélérations les plus utilisées pour remédier aux problémes de redémarrage de GMRES.
La librairie PETSC implémente deux techniques d’accélération de GMRES : flexible GMRES (Saad,
1993) et LGMRES (Baker et al., 2005) :
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Algorithme 7 Méthode GMRES avec préconditionnement a droite.
1. Démarrage : choisir xqo et la dimension m de ’espace de Krylov.
2. Processus d’Arnoldi :
— Calcul de 1o = b— Axget poser vi = ¢, B = ro |2
— Pourj=1..m:

Calcul z; = M{lvj

Calcul w = Az;

Pouri—=1.7:

hij = (w,vi)
w=w — hi,jvi
— — w
hivi=llwllz vy = 5557
— Définir Vi, = [v1, ..., ] et Hy, = {hij}
3. Résolution du probléme des moindres carrés : x, = xo + M 'V, ym

_ : T _ T
avec Ym = argminy || fer — Hpy |2 et er = [1,0,...,0]
4. Redémarrage en 1. avec xo = T, Si la convergence n’est pas satisfaisante

Algorithme 8 Méthode GMRES avec préconditionnement variable.
1. Démarrage : choisir xqo et la dimension m de ’espace de Krylov.
2. Processus d’Arnoldi :
— Calcul de 1o = b — Axget poser vi = ¢, B = ro |2
— Pourj=1..m:

Calcul zj = M~ 1v;

Calcul w = Az;

Pouri=1.7:

hij = (w,vi)
w=w — hi,jvi

hjivia=llwllz v = Toria

— Définir Zy, = [21, ., 2m] et Hpy = {hi;}

3. Résolution du probléme des moindres carrés : T,, = ro + ZmYm

avec Y, = argminy || Ber — Hpy |2 et ex = [1,0,...,0]7

4. Redémarrage en 1. avec xog = T, si la convergence n’est pas satisfaisante

Le coat supplémentaire du préconditionnement variable est la sauvegarde des vecteurs {z;}, j =1..m
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(a) Flexible GMRES : propose la possibilité de changer de préconditionneur & chaque itération d’un
cycle GMRES (cf. Algorithme 8). La flexibilité permet d’employer n’importe quelle méthode itérative
comme préconditionneur, en particulier les méthodes multigrilles algébriques.

(b) LGMRES : (Baker et al., 2005) proposent a chaque redémarrage d’augmenter I’espace K, (4, 1)
avec les k plus récentes approximations de l'erreur z; = x; — x;_1, pour éviter d’obtenir un vecteur

résiduel de la méme direction que ceux obtenus aux cycles précédents.

4.2.1.2 Parallélisation

Les étapes de construction de la base et son orthogonalisation sont les plus cotiteuses, loin devant
la résolution du probléme de minimisation qui nécessite la résolution d’un systéme des moindres carrés
m x (m + 1) avec m faible (m = 50). Les rotations de Givens appliquées a la matrice d’Hessenberg
rendent la résolution du probléme des moindres carrés extrémement efficace et la parallélisation peut
étre réalisée uniquement sur les étapes de construction de la base et son orthogonalisation. Le calcul de
la base est une succession de produits matrice-vecteur et le processus d’orthogonalisation de Graam-
Schmidt requiert un ensemble de sous-routines élémentaires qui doivent étre parallélisées :

- calculs de produits scalaires.

- calculs vectoriels de type AXPY, AXPBY, AYPX ...

Produit scalaire La parallélisation du calcul de produits scalaires est effectuée en deux étapes :
chaque processeur effectue un produit scalaire sur son vecteur local. Une somme de chaque produit
scalaire donne le produit scalaire global. La fonction MPI Allreduce permet de combiner chaque
contribution avec l'opérateur “somme”. Le résultat est redistribué a tous les processeurs. Cependant,

lefficacité paralléle du produit scalaire est réduite lorsque le nombre de processeurs est élevé.

Calcul vectoriel La parallélisation du calcul vectoriel (AXPY, AXPBY, AYPX ) est plus
triviale. Chaque processeur réalise localement le calcul. Aucune communication n’est nécessaire entre

les différents processeurs.

Parallélisation du produit matrice-vecteur Ax = y La librairie PETSC décompose la ma-
trice globale A par ligne, donnant ainsi une matrice rectangulaire A;,.. On note By, le bloc diagonale
de Ao, c’est a dire une sous matrice de Aj,. dont les éléments a;; sont tels que j est local. D’une
maniére similaire, on note Be,; une sous matrice de A;,. dont les éléments a;; sont tel que j n’est pas
local. La structure de la matrice est illustrée sur la Figure (4.3). Chacune des deux matrices Be,: et
B, est stockée sous le format CSR. Le vecteur 2 se décompose naturellement en © =< Zjoe, Texr >,
le processeur n’ayant accés qu’a ... Lors d’une opération matrice vecteur, le produit matrice-vecteur

Ax devient :

Blocmloc + Bextxezt

L’opération Bj,.x0. peut étre réalisée sans communication, cependant le produit Be,¢X e, nécessite de
connaitre une partie de x.,;. Afin de diminuer les temps d’attente dus aux transferts de ces données

a travers le réseau reliant les noeuds de calcul, 'opération d’échange d’informations commence avant
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Algorithme 9 Produit matrice vecteur paralléle.

Envoi aux processeurs voisins des noeuds
Multiplication partie diagonale yioc = BlocXioc
Réception des données

Multiplication partie off-diagonale Yjoe+ = BextText

loc

ext ext

FiGuRrE 4.3 — Découpage paralléle de la matrice.

la multiplication Bj,.xj0c. Cette opération n’est pas bloquante, et le processeur peut réaliser locale-
ment la multiplication Bj,.zo. pendant le transfert des données : il y a recouvrement du transfert
de données. Une fois I'opération de transfert terminée, le processeur réalise la multiplication Byt Test
(cf. Algorithme 9). Ce type de parallélisation est également utilisé par Saad (1995) dans la librairie
P-SPARSELIB. Le transfert des données nécessite :
— pour chaque processeur de connaitre les processeurs adjacents avec lesquels il échange des infor-
mations.
— pour chaque processeur adjacent, une liste des noeuds locaux & envoyer et une liste des noeuds
a recevoir.
Afin d’améliorer 'efficacité du produit matrice-vecteur, ces informations sont stockées sous formes de
listes et de pointeurs.
De nombreuses variantes existent pour la parallélisation de GMRES. La parallélisation peut égale-
ment étre réalisée par la décomposition en domaine via I'algorithme de Schwarz. Cette méthode est

présentée dans la partie préconditionnement paralléle (section 4.2.3.1.1).

4.2.2 Solveur multigrille

Les méthodes itératives classiques telles que les méthodes de Jacobi ou Gauss Seidel fournissent
un bon opérateur de lissage du résidu du systéme Ax = b a résoudre. En d’autres termes, ces méth-

odes réduisent essentiellement les hautes fréquences des résidus du systéme linéaire. L’idée centrale
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des méthodes multigrilles introduites dans les années 1970, est de réduire les erreurs non éliminées
par la relaxation a ’aide d’'un ensemble de grilles grossiéres. Les méthodes multigrilles peuvent étre
séparées en deux catégories : multigrille algébrique ou géométrique. Les différents niveaux de grilles
utilisés pour la méthode géomeétrique sont construits & partir du maillage géométrique alors que les
méthodes algébriques les construisent uniquement & partir des informations de la matrice A du sys-
téme a résoudre. Dans la suite, on ne considére que des méthodes algébriques qui ne nécessitent pas
la gestion de maillages imbriqués.

On considére une suite de grilles de plus en plus grossiéres et on introduit alors un opérateur de
restriction RZ 1 vp — vy permettant de restreindre un vecteur v, d’une grille raffinée ), & un vecteur
vy d’une grille plus grossiére Q7, et un opérateur d’interpolation I;} : vy — vy permettant de réaliser

I’opération inverse, relié a I’opérateur de restriction par transposition :
Ry = (1}y)"
Les problémes sur les grilles grossiéres sont définis en utilisant une approche de Galerkin :
Ag = IfAnRYy 7= Ryf"

La combinaison des opérateurs de restriction, d’interpolation et de relaxation forme un cycle multi-
grille : le résidu du systéme linéaire du maillage initial est restreint au maillage le plus grossier pour
calculer une correction de la solution, qui est ensuite interpolée sur le maillage grossier, permettant
ainsi de réduire les composantes basses fréquences du résidu. Les cycles classiques V et W sont définis
récursivement dans I’Algorithme (10). Par exemple, pour quatre niveaux de grilles, la Figure (4.4)

détaille 'ordre dans lequel les grilles sont parcourues pour les cycles V et W.

Algorithme 10 Algorithme Multigrille.
Algorithme Multigrille(z;,b;,1)

{
Si (l - 0) X = A;lbl
Sinon

{

v1 relazation de x;

Restriction du résidu m = by — Ayjxp :ri—1 = Ri—1,m

Tj—1 = 0

Pour (j = 0;j < ~;j=j+1) Algorithme Multigrille (x;—1,7-1,1—1)
=z + P_1v1

vy relazation de x;

La construction des composants AMG est réalisée dans une étape de préparation, avant 'application
du cycle multigrille. Pour décrire complétement la méthode multigrille algébrique, il est nécessaire de
définir :
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Fi1GURE 4.4  Cycle multigrille.

— les algorithmes permettant de construire les différents niveaux des grilles.
— les différents opérateurs du cycle multigrille (opérateur de restriction, opérateur d’interpolation,
opérateur de relaxation).

Ces opérateurs sont décrits dans les sections suivantes.

4.2.2.1 Algorithme de construction des niveaux de grilles

Ce paragraphe décrit brievement les différents algorithmes de construction de grilles existants
(appelés “coarsening algorithms” dans la littérature). Les algorithmes de construction des différentes
grilles utilisent les informations de la matrice a travers son graphe. L’algorithme de sélection doit
permettre de partitionner le graphe de la matrice en points C' (“coarse point”) et points F (“refine
point”). Un nombre important de points C' permet d’avoir une interpolation de meilleure qualité.
Cependant un nombre trop élevé de points C' augmente les cotits mémoires et le temps d’exécution qui
en résulte. Un équilibre doit alors étre trouvé entre la sauvegarde, le cotit du calcul et la convergence.

Afin de décrire les différents algorithmes, on définit :

— le voisinage d’un point i noté N; est ’ensemble des points j # ¢ qui influence i. Un point i

influence un point j si le coefficient de la matrice a;; # 0. Une dépendance entre deux points i et

j est qualifiée de “forte” si le critére suivant est respecté :
—ai; > 0 mazzi(—aik)

avec typiquement o = 0.25.

— 5; 'ensemble des points qui influencent fortement i. S; est un sous ensemble du voisinage N; :
Si={j#1: —a;; > 0mazyzi(—air)

~ ST Pensemble des points qui dépendent du point i.

— pour chaque point i € F, C; est I'ensemble de points C' utilisés pour I'interpolation du point i.
Les algorithmes de construction des niveaux de grilles sont divers et décrits dans I'annexe Al. Ils
peuvent étre classés en deux catégories :

— les algorithmes classiques basés sur I’heuristique introduit par Ruge Stueben (Falgout, Ruge

Stueben, CLJP) conduisent d’une maniére générale a des niveaux de grilles denses.
— les algorithmes plus récents (PMIS, HMIS) générent des niveaux de grilles moins denses (cf.
Figure 4.5).
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FIGURE 4.5 — Algorithmes de sélection des grilles et schémas d’interpolation.

Les interpolations utilisées avec ces deux familles d’algorithmes doivent tenir compte de la densité des

grilles que les algorithmes de sélection des sous maillages générent.

4.2.2.2 Opérateur d’interpolation

L’opérateur d’interpolation constitue, avec ’algorithme de construction des grilles, les opérateurs
les plus importants de la méthode multigrille. Avant d’introduire les différents schémas d’interpola-
tion, quelques définitions communes a toutes les interpolations AMG doivent étre définies. Les points
auxquels un point F' d’indice i est connecté peuvent étre classés en trois sous-ensembles :

— le premier sous ensemble est I’ensemble C; des points C qui influencent fortement i.

parmi les points I, on distingue I’ensemble des points F;° qui influencent fortement i et ’ensemble
F!* des points qui sont faiblement connectés a i.
L’erreur d’un point C' est connue sur le maillage grossier, et peut étre interpolée directement sur le
maillage fin. Le schéma d’interpolation doit définir la maniére dont est interpolée un point F. D’une

maniére générale on peut écrire :

e; siieC

Tie e 4.1
( " ) { ZjEC,-, wije; st € F (4.1)

Le schéma d’interpolation doit définir les poids w;; pour tous les points F, tels que lerreur sur le

maillage fin vérifie :

aiie; + Z aje; =0 (4.2)
JEN;

Les opérateurs d’interpolations sont nombreux et décrits dans 'annexe A2. On distingue les in-
terpolations simples & faibles complexités (interpolation directe, classique), des interpolations plus
complexes (interpolation F-F, F-F1, multi-passes) utilisées généralement avec les algorithmes de con-
struction de grilles PMIS et HMIS. En effet, PMIS et HMIS donnent des grilles beaucoup moins denses
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que les algorithmes classiques Falgout, Ruge Stueben, ou CLJP qui n’ont donc pas besoin d’utiliser

des interpolations complexes (cf. Figure 4.5).

4.2.2.3 Procédure de lissage

L’opérateur de lissage permet d’éviter les erreurs dues aux changements de résolution. Il est appliqué
avant l'opérateur de restriction et aprés avoir appliqué 'opérateur de prolongation. La dénomination
“algorithme de lissage” provient de la capacité de l'algorithme & réduire essentiellement les hautes
fréquences de l'erreur. Les algorithmes de Gauss-Seidel ou Jacobi sont généralement utilisés pour lisser

la solution.

4.2.3 Préconditionnement

La convergence des méthodes itératives dépend du conditionnement du systéme et du rayon spectral
de la matrice. Afin d’accélérer la convergence des solveurs itératifs de type Krylov, le systéme linéaire
Az = b est remplacé par un systéme de la forme M~'Az = M~'b pour un préconditionnement &
gauche ou AM 'y = b avec x = M~ 'y pour un préconditionnement a droite. La matrice M est un
bon préconditionneur si elle est proche de I'inverse de A. Les préconditionneurs peuvent étre classés
en deux catégories :

— préconditionneur implicite ou directe : le préconditionneur est une approximation de la matrice

M =~ A . 1l nécessite la résolution de systéme linéaire :
A=M-N

Tht1 = M_INCEk + M 1'%

préconditionneur explicite ou inverse : le préconditionneur est une approximation de l'inverse de
la matrice G = M~! =~ A~!. Un préconditionneur explicite requiert des produits matrice-vecteur
et est donc facilement parallélisable. Mais la construction d’un préconditionneur explicite est
plus cotiteuse qu'un préconditionneur implicite car A~! n’est pas connue. La convergence est
généralement meilleure avec un préconditionnement implicite.
La difficulté réside dans le choix d’un préconditionneur efficace. Un certains nombres de précondition-
neurs sont présents dans les librairies PETSC et HYPRE. Les procédures de lissage ou schémas de
relaxation (Jacobi, Gauss Seidel) peuvent étre utilisés comme méthodes de préconditionnement & point

fixe. La solution est recherchée de maniére itérative par :

" = Gab + f

o G et f ne dépendent pas de I’itération. Dans la relation 2*t' = GaF+ f, G est de la forme T—M 1 A.

Le systéme peut étre réécrit :

M YAz = M~

Les schémas de relaxation sont ainsi équivalents & une itération de point fixe sur un systéme pré-

conditionné. A la place de ces préconditioneurs, on préfére utiliser des préconditionneurs plus robustes
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tels que les méthodes ILU décrites dans la suite. Les méthodes multigrilles peuvent également étre

utilisées en tant que préconditionneur du solveur GMRES.

4.2.3.1 Factorisation incompléte LU

La factorisation incompléte LU est largement utilisée comme préconditionnement pour les méthodes
itératives. Elle est basée sur la décomposition LU qui permet de décomposer une matrice A en une
matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La décomposition s’effectue
par une procédure d’élimination de Gauss relativement cotiteuse. La factorisation incompléte LU réduit
le temps de calcul en appliquant I’algorithme de factorisation LU en limitant le remplissage. Les
stratégies d’augmentation du remplissage peuvent étre généralement classées en deux catégories :

- ILUT basé sur un seuil

- ILU (1) basé sur la structure.

Ces méthodes sont décrites dans 'annexes A3. Deux stratégies différentes permettent de paral-
léliser le préconditionnement ILU. La premiére est le calcul en paralléle de la matrice de précondi-
tionnement. La librairie HYPRE propose deux méthodes similaires utilisant cette stratégie : Euclid
(Hysom and Pothen, 1999, 2000) et PILUT (Karypis and Kumar, 1997). Leur description est réalisée
dans l'annexe A3. Une autre possibilité décrite dans la section suivante, est l'utilisation de la dé-
composition de domaine de type Schwarz qui permet de paralléliser ’ensemble “solveur GMRES +
préconditionnement ILU” et d’utiliser les algorithmes séquentiels qui ne sont pas parallélisés (ILUT

par exemple).

4.2.3.1.1 Préconditionneur paralléle de type Schwarz Un préconditionnement paralléle peut
étre construit a partir des méthodes de décomposition en sous domaines introduite par Schwarz en
1870. Chaque sous domaine §2; est étendu au dela de son interface initiale. L’interface étendue est
notée I'; ;. La décomposition en domaine est illustrée sur la Figure (4.6). Dans chaque sous domaine,

le vecteur des variables peut étre décomposé en :

Zq
zZi =
Yi

ou z; représente les variables internes et y; représente les variables aux interfaces du domaine ;.
On définit les opérateurs de restriction R; et de prolongation R : R; est une matrice rectangulaire
N X Njpear qui réduit un vecteur z de Q dans Q;. RI est I'opération inverse. Elle prolonge un vecteur

de Q; dans Q. Elle compléte de zéro le vecteur pour obtenir un vecteur de dimension n. La matrice
Aq, = RT AR,
est une restriction de A au sous domaine ;.

Méthode de Schwarz multiplicative L’algorithme de Schwarz multiplicatif consiste a traiter
successivement les sous problémes €2; en prenant des conditions aux limites basées sur les plus récentes

solutions des autres domaines. Il est en ce sens équivalent & une procédure de Gauss Seidel par bloc.
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interface initiale

FI1GURE 4.6 — Décomposition en domaine avec recouvrement.

Algorithme 11 Méthode multiplicative de Schwarz avec coloriage des domaines.

Jusqu’a convergence faire :
Pour couleur — 1 jusqu’a n_ couleur
Si (couleur = couleur(€);))
récupere les données externes y;
Calculer le résidu local r; = (b — Ax); = b; — Az, — By
Résolution de Aq,d; =r;
Mise a jour de la solution x; = x; + ;

L’algorithme est séquentiel et une fois le systéme local résolu, le processeur ne travaille plus. La
séquentialité peut étre rompue par différentes méthodes. Une technique de coloriage des sous domaines
permet d’identifier les sous-problémes qui peuvent étre résolue indépendamment (Algorithme 11). Une
autre méthode pour remédier a ce temps d’attente est de diviser chaque sous domaine €2; en sous
domaines et de réaliser le coloriage sur ces sous domaines. Chaque processeur posséde alors un sous

domaine a résoudre.

Méthode de Schwarz additive a recouvrement (ASM) La méthode de Schwarz additive
peut étre vue comme une parallélisation de la méthode multiplicative. Chaque domaine est résolu
simultanément par tout les processeurs, et les résultats sont ensuite ajoutés uniquement lorsque tout

les sous domaines ont été résolues :
o' ="+ " RTAT'Ri(b— Aa™)
i
M35 =Y RIAT'R
i

Cette méthode est souvent utilisée comme préconditionneur des méthodes de Krylov. La matrice M &

représente ce préconditionneur. Lorsque le recouvrement est nul, I'itération de Schwarz correspond
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Algorithme 12 Méthode additive de Schwarz.

- Récupere les données externes y;

- Calculer le résidu local r; = (b — Az); = b; — Ajx; — Biyi
- Résolution de A;0; = r;

- Mise a jour de la solution x; = x; + ;

a un algorithme de Jacobi par bloc. L’Algorithme (12) consiste a restreindre le résidu r = b — Ax
pour pouvoir déterminer une correction locale §; = A~'r;. Les systémes locaux A;0; = r; peuvent
étre résolus de différentes maniéres : par un solveur directe, ou itérativement avec une méthode de
Krylov préconditionnée par exemple. L’algorithme de Schwarz additif nécessite plus d’itérations que

I’algorithme de Schwarz multiplicatif, mais présente un meilleur parallélisme.

Méthode de Schwarz additive et restreinte (RAS) L’algorithme RAS a été introduit par
Cai and Sarkis (1999). Il requiert généralement moins d’itérations que la méthode ASM pour converger.
Dans sa forme restrictive, la matrice de restriction est celle obtenue pour une décomposition sans

recouvrement et est notée R;.

"t =" 4 Z RTAT'R;(b — Az™)

Mpas = ZR?AflRi

Durant les itérations, un domaine €); contribue a la solution uniquement pour ses variables internes :
les résidus des cellules ghosts sont utilisés lors du calcul de 6; = A;ln, mais les valeurs de §; obtenues

pour les cellules ghosts ne sont pas utilisées lors de I’addition des solutions sur tout les sous domaines.

4.3 Evaluation des performances paralléles

La section 4.2 a mis en évidence deux grandes familles de méthodes itératives pour la résolution
des systémes linéaires creux :

- les méthodes multigrilles algébriques (AMG). Ces méthodes nécessitent de définir un algorithme
de construction de grilles grossiéres et un opérateur d’interpolation d’une grille grossiére a une grille
fine. Les algorithmes de construction de grilles grossiéres peuvent étre classés selon la complexité
des grilles générées. L’algorithme classique Falgout produit des grilles grossiéres plus denses que les
algorithmes PMIS et HMIS. Le choix de 'opérateur d’interpolation utilisé est réalisé en tenant compte
de la complexité des grilles générées : 1'algorithme Falgout peut étre utilisé avec une interpolation
classique, simple, alors que la plus faible complexité des algorithmes PMIS et HMIS nécessite d’utiliser
des interpolations plus complexes tels que FF ou FF1.

- les méthodes de Krylov, en particulier la méthode GMRES, dont 'efficacité peut étre améliorée
grace a l'utilisation d’un préconditionneur. Les méthodes classiques de résolution (SSOR, Gauss Seidel,
Jacobi) peuvent étre utilisées comme méthodes de préconditionnement. Dans notre cas, on préfére un
préconditionnement ILU plus robuste. Les méthodes AMG sont également utilisées comme précondi-

tionneurs.
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F1GURrE 4.7 Partitionnement d’une boite cubique non structuré.

Lefficacité de ces méthodes et de leurs parallélisations est, évaluée par deux types de tests :

- test de speed-up : un probléme de taille globale fixe est résolu sur 1 & n processeurs. Le speed up
est défini comme le rapport entre le temps de simulation sur n processeurs et le temps de simulation
sur un processeur. Idéalement, le temps de simulation sur n processeurs est n fois plus petit que le
temps obtenu sur un processeur.

- test de scale-up : la taille du probléme est proportionnelle au nombre de processeurs. La taille du
probléme local est identique quelque soit le nombre de processeurs, et idéalement le temps de simulation
sur n processeurs doit, étre identique au temps de simulation sur un processeur.

Les résultats ont été obtenus au centre de calcul haute performance P2CHPD de l'université Lyonl1.
La machine de calcul est une plateforme HPC de milieu de gamme. Chaque noeud est composé de
deux quadri-processeurs Intel Xeon avec une vitesse CPU de 2.9 GHz et les noeuds sont connectés par

un réseau haute performance Infiniband.

4.3.1 Equation de Laplace

Les différentes étapes utilisées pour la résolution des équations de Navier Stokes couplées nécessitent
la résolution de systémes linéaires de différentes natures. L’étape de prédiction sur la vitesse conduit a
la discrétisation d’une équation de convection-diffusion. Lors de cette étape, une relaxation implicite
(o = 0.7) rend la matrice du systéme & résoudre a diagonale dominante. Ce n’est pas le cas pour
I’étape de correction utilisée lors de la détermination de la pression. Elle conduit & la discrétisation
d’un Laplacien sans relaxation implicite.

Ainsi, afin de sélectionner les meilleures méthodes de résolution de systémes linéaires adaptées a
notre probléme, des tests de scale-up et speed-up sont réalisés sur une équation de Laplace A¢ = 1
avec une condition de Dirichlet sur le bord ¢r = 0. L’équation de Laplace est relaxée implicitement
et les tests de speed-up sont réalisés pour différentes valeurs du paramétre de relaxation (v = 1 et

a =0.7). Le domaine de calcul est un cube unitaire avec des cellules tétraédriques (cf. Figure 4.7).
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4.3.1.1 Validation de ’implémentation de I’assemblage paralléle

La parallélisation de ’assemblage est évaluée sur un maillage de 800 000 cellules. Sur la Figure
(4.8), le speed-up est excellent et peu parfois selon la charge des noeuds de calcul étre supérieur au

speed-up idéal.

Speed-up-assemblage

speed-up

0 10 20 30 40 50 60

proc

FIGURE 4.8 Speed up sur une équation de Laplace.

4.3.1.2 Meéthode multigrille algébrique

Dans cette section, on étudie I'influence des différents paramétres majeures associés aux méthodes
multigrilles algébriques, & savoir, la valeur du seuil 6 pour la construction des grilles, le choix de I’algo-
rithme de construction des niveaux de grilles, et I'opérateur d’interpolation. A moins d’étre spécifiés,
les autres paramétres suivants sont utilisés :

— cycleen V

— méthode de Relaxation : hybride SSOR / Jacobi

— seuil 0.25

— maximum de niveau de grille : 25

— tolérance de la convergence relativel x 1077, absolue=1 x 107°9

Influence des algorithmes de construction des niveaux de grilles, de I'interpolation et du
seuil 0

Compte tenu des propriétés des algorithmes d’interpolation et de construction des niveaux de grilles
présentés dans la section 4.2.2; I'algorithme Falgout associé a l'interpolation classique est comparé
aux algorithmes PMIS et HMIS associés alternativement aux interpolations FF et FF1. D’autre part,
I'influence du paramétre 6 définissant la notion de “liens forts” est étudiée pour les algorithmes Falgout-
classical et HMIS-FF. L’équation de Laplace est résolue avec une relaxation implicite « = 1 et « = 0.7
qui a pour effet d’augmenter la diagonale de la matrice. La complexité de I'opérateur Cj,, le nombre
d’itération (it), de grilles (grilles) et les temps de résolution (ts0e) sont donnés pour chacune des deux
relaxations dans les Tables (4.1) et (4.2).

Pour une relaxation implicite @ = 0.7 du Laplacien, I'augmentation du seuil # permet pour ’algo-
rithme Falgout (cf. Table 4.1a) de diminuer la complexité de l'opérateur et ainsi de réduire le temps
de résolution d’un facteur proche de 2, en améliorant le speed-up sur 32 processeurs. Pour ’algorithme
HMIS-FF (cf. Table 4.1b) pour lequel la complexité est déja faible, 'augmentation de 6 améliore plus

faiblement le temps de résolution, et le speed-up sur 32 processeurs varie peu.
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| 0 | Cop | it | grilles \ tsolve | speed-up(16) | tsolve (32) | speed-up(32) |
0.25 | 7.39 | 4 8 2.20 6.98 1.24 12.39
0.50 | 5.37 | 5 8 1.96 7.94 0.99 15.80
0.75 1 352 | 6 7 1.49 7.89 0.80 14.82

(a) Algorithme Falgout-classical.

| 0 | Cop | it | grilles | tsowe | speed-up(16) | tsowe(32) | speed-up(32) |
025 1]1395| 6 3 1.53 9.08 0.77 18.18
0.50 | 3.85 | 6 4 1.66 7.98 0.78 17.07
0.75 1 3.03 | 6 5 1.25 8.90 0.60 18.43

(b) Algorithme HMIS-FF.

TABLE 4.1 Influence du seuil pour I'équation de Laplace, 16 processeurs, 50 000 dof / proc, o = 0.7.
| 0 | Cop [ it [ grilles | tsorve | speed-up(16) | tsorwe(32) | speed-up(32) |
0.25 | 16.05 | 13 16 12.56 3.99 12.53 4.00
0.50 | 9.41 | 18 18 10.68 5.53 9.54 6.19
0.75 | 4.91 | 40 18 12.37 5.75 10.20 6.98
(a) Algorithme Falgout-classical.
| 0 | Cop | it | grilles | tsolve | speed-up(16) | tsolve(32) | speed-up(32) ‘
0.25 | 4.64 | 13 6 3.87 15.33 2.67 22.21
0.50 X X X X X X X
0.75 X X X X X X X

(b) Algorithme HMIS-FF.
(x) : probléme rencontré lors de la construction des grilles

TABLE 4.2 — Influence du seuil pour 'équation de Laplace, 16 processeurs, 50 000 dof / proc, o = 1.

Pour une relaxation oo = 1, le comportement des solveurs multigrilles est différents. La matrice n’est
plus & diagonale dominante et le temps nécessaire a la résolution du systéme linéaire augmente. Ce
sont les algorithmes PMIS-FF et HMIS-FF qui donnent les temps de résolution les plus rapides avec
0 = 0.25, le temps de résolution étant approximativement deux fois plus grands qu’avec une relaxation
a = 0.7. En revanche, pour les algorithmes PMIS et HMIS, quelque soit 'interpolation utilisée, les

seuils # = 0.5 et § = 0.75 conduisent a des problémes dans la construction des niveaux de grilles.

Comparaison AMG accélérée par GMRES et solveur AMG
Les tests présentés précédemment ont été réalisés avec la librairie HYPRE, et la méthode multigrille a
été utilisée en tant que solveur. Une interface entre les librairies PETSC et HYPRE permet d’utiliser
les méthodes multigrilles algébriques comme préconditionneur des méthodes itératives proposées par
PETSC. Cela permet de comparer le solveur AMG avec les méthodes de Krylov et Richardson précon-
ditionnées par AMG. Les speed-up et temps de résolution sont présentés dans les Tables (4.3) et (4.4).
Les valeurs de 6 utilisées sont celles déterminées précédemment : = 0.25 pour o = 1 et § = 0.75 pour
a=0.7.

Pour une relaxation a = 0.7, d’'une maniére générale, le solveur AMG implémenté dans la librairie

HYPRE donne les meilleures speed-up et l'itération de Richardson préconditionnée avec AMG, les
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meilleurs temps de simulation. Cependant les différences entre les différents solveurs sont inférieures a
20 pour cent. La méthode LGMRES requiert moins d’itérations que le solveur multigrille, mais 1’écart
est faible et de l'ordre de 20 pour cent.

Lorsque la matrice est plus raide, avec une relaxation o = 1, le solveur GMRES avec précondi-
tionnement multigrille permet de diminuer en moyenne d’un facteur deux, les temps de calcul obtenus
avec les solveurs multigrilles. Comme pour la relaxation o = 0.7, le nombre d’itérations requises pour
converger est également le plus faible pour la méthode LGMRES, mais la matrice étant plus raide,
I’écart est plus important, de 'ordre de 100 pour cent. Ce résultat est cohérent avec la diminution par

deux du temps de calcul par rapport a I'utilisation du solveur sans accélération GMRES.

4.3.1.3 Préconditionnement ILU

Les librairies HYPRE et PETSC fournissent chacune différentes implémentations du précondition-
nement incomplet LU, basées soit sur le niveau k de remplissage (méthode ILU(k)), ou soit sur une
valeur seuil. Leurs performances sont évaluées sur I’équation de Laplace pour un processeur . Les Ta-
bles (4.5a) et (4.5b) donnent pour différentes valeurs de relaxation de I'équation de Laplace o = 1 et
a = 0.7, le nombre d’itérations (it) nécessaires pour atteindre la convergence, et le temps (tps) pour la
résolution du systéme des différentes méthodes testées. Une tolérance relative 10~7 est utilisée comme
critére d’arrét du solveur. Pour les deux relaxations étudiées, la préconditionnement basée sur le niveau
de remplissage donne les meilleure temps de calcul : 'augmentation du nombre de niveaux permet de
diminuer le nombre d’itérations nécessaires. Cependant, I’augmentation du nombre de niveaux accroit
le temps nécessaire pour calculer le préconditionneur. La valeur optimale du nombre de niveaux est
seulement de un pour o = 0.7 et augmente lorsque la relaxation diminue (o = 1) car le probléme est
plus raide et le nombre d’itérations (it) augmente. Sur un processeur, pour une relaxation o = 0.7,
la méthode ILU(1) est plus efficace que les méthodes multigrilles algébriques, alors que pour a = 1,
lorsque le systéme & résoudre est plus raide, le préconditionnement, par des méthodes multigrilles est

plus rapide.

4.3.1.4 Préconditionnement de Schwartz

On étudie les différentes versions du préconditionnement de Schwarz additif (version standard et
restreinte) avec différents niveaux de recouvrement (1,3 et 5). Etant donnés les résultats précédents,
on limite I'étude du préconditionnement de Schwartz au cas o I’équation de Laplace est relaxée
implicitement (o = 0.7). Le préconditionnement de Schwartz est utilisé comme accélérateur de la
méthode itérative LGMRES préconditionnée localement par ILU(k). Ainsi, la Table (4.6) donne le
nombre d’itérations, le temps de résolution et le speed-up des différentes méthodes. Les résultats
montrent que la version restreinte du préconditionnement de Schwarz est la plus performante en terme
de temps de calcul et de speed-up. L’inefficacité du préconditionnement standard, comparée a la version
restreinte provient du nombre d’itérations nécessaires a la résolution qui augmente avec le nombre de
processeurs, alors que sur la plage du nombre de processeurs utilisés, pour la version restreinte avec
un recouvrement de 3, le nombre d’itérations reste constant & partir de deux processeurs. Lorsque le

recouvrement augmente, un nombre plus important d’échanges inter-processeurs diminue le speed-up.
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LGMRES | Richardson | Solveur | LGMRES | Richardson ‘ Solveur
proc speed-up temps(s)
1 1.00 1.00 1.00 7.53 6.82 10.51
2 1.46 1.38 1.92 5.14 4.93 5.46
4 2.44 2.48 2.95 3.09 2.75 3.56
8 3.30 3.39 4.02 2.28 2.01 2.61
16 6.96 7.26 8.59 1.08 0.94 1.22
32 13.36 13.43 16.70 0.56 0.51 0.63
(a) PMIS-FF 6 = 0.75.
LGMRES | Richardson | Solveur | LGMRES | Richardson ‘ Solveur
proc speed-up tps(s)
1 1.00 1.00 1.00 6.93 6.21 10.10
2 1.53 1.66 1.95 4.52 3.75 5.17
4 2.36 2.38 3.01 2.94 2.60 3.35
8 3.15 3.27 3.96 2.20 1.90 2.55
16 6.78 7.00 8.79 1.02 0.89 1.15
32 12.44 11.95 16.11 0.56 0.52 0.63
(b) PMIS-FF1 0 = 0.75.
LGMRES | Richardson | Solveur | LGMRES | Richardson | Solveur
proc speed-up tps(s)
1 1.00 1.00 1.00 7.72 7.00 11.11
2 1.51 1.24 1.91 5.11 5.64 5.82
4 2.35 2.37 2.93 3.29 2.95 3.79
8 3.21 3.36 4.03 2.40 2.08 2.76
16 6.99 7.03 8.78 1.11 1.00 1.27
32 12.93 13.19 16.53 0.60 0.53 0.67
(¢) HMIS-FF 6 = 0.75.
LGMRES | Richardson | Solveur | LGMRES | Richardson \ Solveur
proc speed-up tps(s)
1 1.00 1.00 1.00 7.45 6.75 11.56
2 1.55 1.67 2.08 4.81 4.05 5.57
4 2.39 2.41 3.25 3.11 2.80 3.56
8 3.21 3.35 4.36 2.32 2.02 2.65
16 7.22 7.19 9.68 1.03 0.94 1.20
32 13.62 13.34 18.70 0.55 0.51 0.62

(d) HMIS-FF1 6 = 0.75.

TABLE 4.3 — Comparaison AMG préconditionneur et AMG solveur : temps de résolution et nombre

d’itérations pour relaxation o = 0.7.
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LGMRES | Richardson ‘ Solveur | LGMRES | Richardson | Solveur
proc speed-up temps(s)
1 1.00 1.00 1.00 24.15 53.19 57.56
2 2.58 4.81 3.52 9.34 11.06 16.37
4 4.36 8.46 6.57 5.54 6.29 8.76
8 5.79 10.51 8.04 4.17 5.06 7.16
16 9.76 18.16 15.04 2.47 2.93 3.83
32 13.42 25.72 21.40 1.80 2.07 2.69
(a) PMIS-FF ¢ = 0.25.

LGMRES | Richardson ‘ Solveur

LGMRES | Richardson | Solveur

proc speed-up tps(s)
1 1.00 1.00 1.00 20.14 45.45 51.24
2 2.21 4.33 3.43 9.11 10.50 14.92
4 4.23 7.75 6.08 4.76 5.86 8.42
8 5.29 9.22 7.29 3.81 4.93 7.03
16 9.30 16.80 12.63 2.16 2.70 4.06
32 12.45 21.44 15.11 1.62 2.12 3.39

(b) PMIS-FF1 6 = 0.25.

LGMRES | Richardson | Solveur

LGMRES | Richardson | Solveur

proc speed-up tps(s)
1 1.00 1.00 1.00 23.55 45.74 60.95
2 2.33 3.94 4.09 10.09 11.61 14.90
4 3.98 6.90 717 5.92 6.63 8.50
8 5.12 8.73 8.44 4.60 5.24 7.22
16 8.84 15.77 15.84 2.66 2.90 3.85
32 12.91 20.58 24.10 1.82 2.22 2.53
(¢) HMIS-FF 6 = 0.25.

LGMRES | Richardson \ Solveur

LGMRES | Richardson | Solveur

proc speed-up tps(s)
1 1.00 1.00 1.00 19.92 40.81 54.32
2 2.30 4.02 3.94 8.65 10.16 13.80
4 3.97 6.98 6.71 5.02 5.84 8.09
8 5.02 8.52 7.91 3.97 4.79 6.87
16 8.88 15.17 14.03 2.24 2.69 3.87
32 11.49 20.00 16.80 1.73 2.04 3.23

(d) HMIS-FF1 0 = 0.25.

TABLE 4.4 — Comparaison AMG préconditionneur et AMG solveur : temps de résolution et nombre

d’itérations pour relaxation oo = 1.
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' Préconditionneur | librairie | it [ tps (s) |

ILU(0) PETSC | 8 2.25
ILU(0) avec rcm ** PETSC | 7 2.14
ILU(1) PETSC | 5 2.07
ILU(2) PETSC | 4 2.36
euclid 0 HYPRE | 8 4.26
euclid 1 HYPRE | 5 4.04
euclid 2 HYPRE | 4 4.36
euclid 3 HYPRE | 4 5.76

ILU pilut HYPRE | 13 | 12.52

TLUT (0.0001, 0.01-3)* | PETSC | 15 | 4.53
ILUT (0.001, 0.01-3)* | PETSC | 15 | 4.72
ILUT (0.01, 0.01-3)* | PETSC | 15 | 4.54
ILUT (0.01,0.01, 6)° | PETSC | 9 | 3.98
ILUT (0.1,001,3)* | PETSC | 15 | 4.82

aucun 34 | 11.26
(a) =0.7.
. Préconditionneur | librairie | it [ tps (s) |

TLU(0) PETSC | 212 | 69.54
ILU(0) avec rem ** PETSC | 168 | 55.47
TLU(1) PETSC | 113 | 42.95
TLU(2) PETSC | 77 | 33.33
euclid 0 HYPRE | 212 79.09
euclid 1 HYPRE | 113 48.96
euclid 2 HYPRE 7 37.06
euclid 3 HYPRE 62 36.47

ILU pilut HYPRE | 480 | 222.73

ILUT (0.0001, 0.01-3)* | PETSC 759 | 204.03
ILUT (0.001, 0.01-3)* | PETSC | 759 | 212.90
ILUT (0.01, 0.01-3)* PETSC 759 | 215.73
ILUT (0.0, 0.01, 6)° | PETSC | 230 | 73.64
ILUT (0.1, 0.01, 3)* | PETSC | 759 | 213.76

aucun 1000 | 252.13
(b) a=1.
(*) : ILUT( i, j, k) avec 7 : seuil ILUT, j : tolérance pour la permutation des colonnes, k : nombre
maximum de valeurs non nulles par ligne.
(**) : rem, avec re-numérotation Reverse Cuthill-MacKee

TABLE 4.5 — Préconditionnement, ILU.
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Pour le cas testé, les meilleurs résultats en termes de temps de calcul et de speed-up sont obtenus avec

la version restreinte et un recouvrement égale & 3.

Version standard(1*) standard(3*) standard(5*)
proc it | tps(s) | Speed-up | it | tps | Speed-up | it \ tps \ Speed-up
1 2 5.55 1.00 2 | 5.55 1.00 2 | 6.66 1.00
2 5 6.16 0.90 4 | 5.23 1.06 4 | 5.47 1.22
4 10 5.50 1.01 10 | 5.49 1.01 10 | 6.19 1.08
8 11 3.48 1.59 12 | 3.92 1.42 13 | 4.55 1.46
16 12 1.81 3.07 14 | 2.39 2.32 15 | 2.71 2.46
32 12 0.94 5.90 14 | 1.28 4.34 14 | 1.43 4.66

Version restreinte(1*) restreinte(3x) restreinte(5*)
proc | it | tps(s) | Speed-up | it | tps | Speed-up | it | tps | Speed-up
1 2 5.85 1.00 2| 4.73 1.00 2 | 3.06 1.00
2 5 7.22 0.81 3 4.45 1.06 2 | 2.28 1.34
4 5 2.89 2.02 3 2.24 2.11 2 1094 3.26
8 6 1.93 3.03 3 1.15 4.11 3| 1.18 2.59
16 6 0.94 6.22 3 0.59 8.02 3 | 0.68 4.50
32 6 0.48 12.19 3 0.38 12.45 3 | 0.41 7.46

TABLE 4.6 Préconditionnement de Schwartz : *, recouvrement ; it, nombre total d’itérations; tps,
temps de résolution pour o = 0.7.

4.3.1.5 Scale up

Les tests de scale-up explorent différents nombres de degrés de liberté par processeur (dofs), de
12500 & 400000. Les méthodes AMG décrites dans le paragraphe 4.2.2 sont comparées au précon-
ditionnement ILU. Dans la Figure (4.9a), on montre les résultats de scale up. Les résultats mettent
en évidence la supériorité du préconditionnement AMG sur le préconditionnement paralléle ILU. La
scalabilité de ILU est pauvre a cause d’une augmentation du nombre d’itérations avec la taille du prob-
leme (cf. Table 4.7). 11 est intéressant de noter dans la Table (4.8) que I'algorithme de construction des
grilles & faible complexité (PMIS) associé a une interpolation FF1 est plus efficace que I’algorithme de
construction de grille Falgout utilisé avec une interpolation classique : la complexité est plus faible et le
temps de calcul est réduit. L’algorithme de sélection de grilles HMIS utilisé avec l'interpolation FF ou
FF1 donne des résultats similaires. La méthode multigrille avec ’algorithme de construction de grille
PMIS et l'interpolation FF1 donne les meilleurs résultats. Sur 64 processeurs, le temps de résolution
est 500 fois plus faible que celui obtenu avec le préconditionnement ILU. L’utilisation d'une inter-
polation classique avec un algorithme de construction de grille a faible complexité (HMIS ou PMIS)
conduit & une augmentation du nombre d’itérations & cause de grilles moins denses. La Figure (4.9b)
montre I'influence de la taille du probléme sur la scalabilité : lorsque le nombre de degrés de libertés
par processeur n’est pas suffisant, les temps de communications deviennent importants et se traduise

par une perte de scalabilité.
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FIGURE 4.9 — Résultat de scale-up pour ’équation de Laplace.

| Méthode / processeur | 1 | 2 | 4 | 8 | 16 | 32 |

ILU 226 | 346 | 368 | 500 | 774 | 955
PMIS -FF1 13 14 14 14 16 16
Falgout classical 11 11 11 12 | 13 | 13

TABLE 4.7 Nombre d’itérations avec 200 000 degré de liberté / processeur.

‘ Méthode | Complexité des grilles | Complexité de I'interpolation ‘ nb it |
Falgout classical 2.6 18.5 13
PMIS - FF1 1.42 3.80 16
PMIS - classical 1.42 2.28 37

TABLE 4.8 — Détails du préconditionnement AMG avec 32 processeurs, 200 000 dofs.

4.3.2 Ecoulement turbulent autour de ’usine de Feyzin

On g’intéresse a I’écoulement incompressible isotherme autour de la raffinerie de Feyzin. Le modéle
standard k — e (Launder and Spalding, 1972) est utilisé avec des lois de parois (Launder and Spalding,
1974) pour simuler I’écoulement turbulent. Les coefficients de fermeture du modéle sont modifiés selon
Dyunkerke (1988) pour prendre en compte la couche limite atmosphérique. Une partie du maillage 3D
non structuré utilisé dans la simulation est affichée dans la Figure (4.10). Il contient approximativement
5 x 106 tétraedres.

Comme l'ont montré les tests de scale-up et speed-up, le préconditionnement multigrille avec 1’al-
gorithme de construction de grilles PMIS et I'interpolation FF1 donne les meilleurs résultats en terme
de speed up et de temps de calcul pour une équation de Laplace raide. Cette méthode de précon-
ditionnement est alors utilisée pour la simulation paralléle du transport d’un polluant. Le panache
du polluant est affiché dans la Figure (4.11). La Figure (4.12) montre que le speed up est excellent
avec un maillage de 5 x108 cellules, mais n’est pas si bon avec 1 x 10° cellules & cause des temps de

communication.
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F1GURE 4.10 — Maillage du site industriel de Feyzin.

F1GURE 4.11 Panache.
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F1GURE 4.12 — Speed up du solveur Navier Stokes sur ’écoulement de Feyzin.
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4.4 Conclusion

Les tests de speed-up basés sur la résolution d’une équation de Laplace relaxée implicitement ont
permis de mettre en évidence des comportements différents selon le parameétre de relaxation utilisé.
Sans relaxation (o = 1) et par conséquent en l'absence de diagonale dominante de la matrice, le solveur
GMRES préconditionné avec une méthode multigrille composée d’un algorithme de construction de
grilles & faible complexité et d’une interpolation plus complexe (PMIS-FF, PMIS-FF1, HMIS-FF, ou
HMIS-FF1), donne le temps de résolution le plus faible. En relaxant implicitement, la matrice devient &
diagonale dominante et posséde de meilleures propriétés numériques pour la convergence des méthodes
itératives. L’algorithme GMRES préconditionnée par ILU donne alors les meilleurs temps de résolution
lorsque le nombre de processeurs est faible. Pour un nombre plus important de processeurs, au dela de
16, étant donné que le speed-up est d’une maniére générale moins satisfaisant que celui obtenu avec
les méthodes multigrilles (quelque soit la maniére dont est parallélisé la méthode ILU (Schwarz ou
Euclid)), les méthodes multigrilles deviennent, plus efficaces.

Enfin, le test de scale-up a montré, qu’en présence d’une matrice issue de la discrétisation d’une
équation de Laplace non relaxée, si le nombre de degrés de liberté par processeur est suffisant, les
méthodes multigrilles algébriques possédent des meilleures propriétés de scalabilité. Ainsi, pour le cas
d’un écoulement autour de I'usine de Feyzin pour lequel le nombre de cellules du maillage est important,

le speed-up obtenu sur 64 processeurs est relativement satisfaisant.
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Conclusion

Dans le but de simuler efficacement la dispersion atmosphérique de polluants sur des sites industriels
complexes, I'outil CFD est indispensable et remplace des outils plus simplistes tels que les modéles
gaussiens et les modéles intégraux. Ainsi, avec I'objectif de réaliser efficacement des simulations pré-
cises d’écoulements atmosphériques avec transport de polluants, une approche volumes finis paralléle,
d’ordre élevé sur maillages non structurés est proposée. Une étude bibliographique non exhaustive a
permis de déterminer un probléme modeéle adapté a la modélisation des écoulements atmosphériques
avec transport de polluants. Pour résoudre le systéme d’équations de ce modéle d’écoulement incom-
pressible, une approche volumes finis de type SIMPLE a été utilisée. Elle découple les équations de
quantité de mouvement et de continuité par un algorithme itératif composé d’une étape de prédiction
sur la vitesse et d’une étape de projection déterminant la pression & partir d’une équation de Laplace.

Pour acquérir la précision nécessaire lors des simulations, deux schémas d’ordre élevé (schéma Padé
et reconstruction polynomiale) ont été étudiés pour le traitement des termes convectifs et diffusifs.
Un schéma compact Padé volumes finis basé sur un polyndme mono-dimensionnel de degré 3, a été
proposé. Ce schéma requiert la résolution d’un systéme linéaire & diagonale dominante. Le schéma
polynomial proposé par Carpentier (2000) pour des écoulements compressibles a été adapté pour les
écoulements incompressibles étudiés. Ce schéma reconstruit par la méthode des moindres carrés un
polynéme multi-dimensionnel de degré 3 sur une molécule fixe. Le polynéme et sa dérivée sont alors
intégrés sur les faces pour calculer respectivement le flux convectif et le flux diffusif. Pour les deux
schémas, la présence d’une vitesse non uniforme dans le terme convectif de ’équation de transport
nécessite un traitement particulier pour atteindre une précision supérieure & ’ordre 2.

Différents tests numériques ont montré la supériorité et 'intérét de ces schémas d’ordre élevé. La
précision des termes convectifs est d’ordre 4 sur les maillages structurés uniformes, le schéma Padé
donnant l'erreur de troncature la plus faible. Sur un maillage non structuré, la précision atteinte par
la reconstruction polynomiale pour les termes convectifs est d’ordre 3 au moins, et 4 si le maillage
est uniforme (maillage triangulaire uniforme par exemple). Ainsi, ces schémas permettent d’utiliser,
pour atteindre une précision donnée, des maillages beaucoup plus grossiers que ceux nécessaires avec
des schémas d’ordre 2. La possibilité d’utiliser des maillages plus grossiers est intéressante pour les
applications industrielles dans lesquelles la complexité des géométries étudiées ne permet en général
pas de réaliser des maillages particuliérement fins.

Les deux schémas ont été implémentés dans le méme code de calcul et leur efficacité a été analysée
et comparée. La résolution itérative de la relation de Padé par une méthode de Jacobi sans calcul

implicite de la matrice pour la détermination du gradient n’est pas efficace. Cependant, les relations
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de Padé forment un systéme linéaire creux et dans le cas d’un maillage cartésien, l'utilisation du
solveur linéaire implicite déja utilisé dans les étapes de prédiction et correction pour la résolution des
équations de Navier Stokes, permet un gain de temps d’un facteur 6 sur les maillages grossiers par
rapport a la méthode de Jacobi, sans cotit mémoire supplémentaire. Le gain est plus important sur les
maillages plus fins. Pour le schéma polynomial, la construction du polynéme et son intégration sur les
faces est cotteuse. Le pré-calcul et stockage de coefficients permet un gain de temps conséquent : le
temps de simulation est seulement doublé par rapport a celui obtenu avec un schéma d’ordre 2. Ainsi,
I’implémentation efficace des schémas, associée a la précision d’ordre élevé permet un gain de temps
important. Par exemple, pour le cas d’un écoulement tri-dimensionnel autour d’un obstacle cubique, un
maillage 64 fois plus important (= 7200000 cellules) a été nécessaire avec le schéma décentré d’ordre
2 pour obtenir une précision identique a celle obtenue avec un maillage grossier (= 110 000 cellules) et
le schéma Padé. Le schéma Padé a nécessité 52 minutes de calcul sur un processeur et 6 minutes sur
16 processeurs, alors que le schéma d’ordre 2 requiert 38 heures de calcul sur 16 processeurs.

Cependant, certains problémes subsistent : le schéma Padé est utilisable uniquement sur des mail-
lages cartésiens. Dans le cas de maillages plus complexes, il est alors nécessaire d’utiliser les schémas a
reconstruction polynomiale pour atteindre une précision d’ordre élevé. Néanmoins, les cotits mémoires
associés a ce type de schéma sont importants et la positivité du Laplacien calculé grace a I'interpolation
polynomiale est faible. Une pondération adéquate de l’erreur des moindres carrés permet d’améliorer
la positivité, mais pour certains maillages, le manque de positivité affecte la robustesse du solveur
Navier Stokes. Toutefois, pour des nombres de Reynolds élevés, des expérimentations numériques sur
la décroissance d’un tourbillon de Taylor ont montré que 1’utilisation d’un schéma d’ordre élevé unique-
ment pour les termes convectifs peut se révéler suffisante.

De maniére a résoudre en partie les problémes de cotits mémoires associés au schéma a reconstruc-
tion polynomiale, et afin d’avoir des schémas d’ordre élevé compétitifs face & des méthodes classiques
d’ordre 2, la parallélisation du code a été réalisée par la technique de décomposition en sous domaines
en espace. L’assemblage des systémes linéaires s’effectuant naturellement de maniére paralléle, notre
effort s’est concentré sur la parallélisation de la résolution des systémes linéaires issus de la discrétisa-
tion implicite en utilisant les librairies PETSC et HYPRE, I'objectif étant de sélectionner les solveurs
itératifs les plus performants pour la résolution des systémes linéaires issus de nos problémes. Les tests
de speed-up et scale-up sur une équation de Laplace ont mis en évidence l'influence de la relaxation
implicite dans le choix du solveur. La relaxation implicite conduit & une matrice a diagonale dominante
qui posséde de meilleures propriétés numériques. Dans ce cas, la méthode GMRES préconditionnée par
ILU donne les meilleures performances mais les speed-up sont beaucoup plus faibles que ceux obtenus
avec les méthodes multigrilles algébriques. En l'absence de relaxation, la matrice perd sa diagonale
dominante et le systéme linéaire & résoudre est plus raide. Dans ce cas, la méthode de Krylov GMRES
associée a un préconditionnement multigrille algébrique donne les meilleures performances, en utilisant
un algorithme de construction de grilles a faible complexité (PMIS ou HMIS) avec une interpolation
complexe (FF ou FF1). Cependant, les tests de scale-up ont montré qu'une augmentation du nom-
bre de processeurs diminue efficacité paralléle du solveur car les communications inter-processeurs
deviennent non négligeables.

En conclusion, ce travail a permis de montrer que le développement, et 'utilisation de schémas d’or-

dre élevé associés a une mise en oeuvre efficace sur des architectures paralléles, est une voie prometteuse
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pour le développement des applications de 'outil CFD pour des problémes de dispersion de polluants.
Néanmoins, certains points nécessitent encore des développements et des études : 'extension des sché-
mas Padé & des maillages non cartésiens en suivant I'approche de Lacor et al. (2004), la diminution
du cotit mémoire des schémas utilisant la reconstruction polynomiale et I’amélioration de 'efficacité

paralléle sur les nouvelles architectures multi-coeurs.
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Annexe 1

Algorithmes de construction de grilles

pour solveur AMG

Les sous ensembles nécessaires & la description des différents algorithmes ont déja été définis dans

le manuscrit, pour plus de clarté, ils sont rappelés :
— le voisinage d’un point i noté N; est ’ensemble des points j # i qui influencent i. Un point i
influence un point j si le coefficient de la matrice a;; # 0. Une dépendance entre deux points i et

j est dite forte si le critére suivant est respecté :
—a;j > 0 mazyzi(—aix)

avec typiquement o = 0.25.
— S; I'ensemble des points qui influencent fortement i. S; est un sous ensemble du voisinage N; :

Si={j#i: —aij > Omazpr(—am)

— ST Tensemble des points qui dépendent du point i.

pour chaque point i € F', C; est I'ensemble de points C' utilisés pour I'interpolation du point i.

Algorithme classique de Ruge Stueben (RS)

L’algorithme introduit par J.W. Ruge (1987) est couramment utilisé aujourd’hui. Il est basé sur les

deux heuristiques suivantes :

— (C1) pour chaque point ¢ € F, chaque point j de .S; est soit un point C, soit tel que S; (C; # 0.
C’est a dire, si i est un point F, alors les points influencant i doivent étre soit des points C, ou
doivent dépendre d’un point C' utilisé pour interpoler lerreur en i. (C1) permet d’assurer une
meilleure interpolation.

— (C2) les points C forment un sous ensemble indépendant maximum avec la propriété qu’aucun

point C' ne dépend d’un autre point C'. Si un point C est ajouté au sous ensemble maximal, la
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propriété n’est plus vérifiée. Cette heuristique permet de garder une taille de grille grossiére aussi
faible que possible.
Les deux heuristiques permettent d’assurer la qualité de la grille, en controlant sa taille. Il n’est pas
toujours possible de respecter les deux heuristiques. L’heuristique (C1) est alors appliquée rigoureuse-
ment alors que I'heuristique (C2) est utilisée comme guide. L’algorithme de Ruge Stueben sélectionne
les points C' en deux passes. Dans un premier temps, on attribue & chaque point i, une valeur \; égale

au nombre de points qui dépendent du point i :
X =] ST |

Un point avec un maximum local de A; est sélectionné pour étre le premier point C. Les points j
qui dépendent fortement de ce point (j € SI') deviennent des points F. Les points k qui influencent
fortement ces nouveaux points F' (k € S;) se voient augmenter leur mesure pour accroitre leur chance
de devenir un nouveau point C. Ce processus séquentiel est répété tant que tous les points ne sont
pas définis. A la fin du processus séquentiel, les sous ensembles C et I’ peuvent ne pas respecter
Pheuristique (C1) : certaines dépendances F' — F' ne partagent pas de point C. Une seconde passe
est alors réalisée : chaque point F est examiné, et si une dépendance F' — F ne partage pas un point
C commun, un des deux points F' est changé en point C. Plus de détail sont disponibles dans la
littérature (J.W. Ruge, 1987). La nature séquentielle de I’algorithme fait qu’il n’est pas naturellement

parallélisable. L’algorithme suivant permet de remédier & ce probléme.

Algorithme CLJP

L’algorithme CLJP (Cleary et al., 1998) évite le processus séquentiel de sélection des points C' en
ajoutant a la mesure \; un nombre aléatoire compris entre 0 et 1 pour la rendre distinctes. Un premier
ensemble D de points est sélectionné. Un point i appartient & D si \; > Ay pour tout k € S;(S7. La
matrice S et les mesures A\ de certains points du voisinage de i sont modifiés afin de vérifier les deux
heuristiques suivantes :

— (H1) comme les valeurs pour un point C' ne sont pas interpolées, les voisins qui influencent un

point C' sont moins éligibles & étre potentiellement un point C.
— (H2) si deux points k et j dépendent d'un point C, et si j influence k, alors j est moins éligible a
étre un point C, puisque k peut étre interpolé a partir de ce point C.

Les deux heuristiques sont implémentées selon I’Algorithme (13).
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Algorithme 13 Algorithme de sélection des grilles CLJP

La mesure \jdes points j (7 € S;) qui influencent fortement un point C, d’indice i € D décroit pour
diminuer leur possibilité de devenir un point C' :
Pour chaque i € D
Pour chaque j € S;
Décrementer \j = \j — 1
Sij =0

Pour chaque j € ST
Sj,’ =0
Pour chaque k € S]T
Si k dépend de i (k € ST)
Décrementer \j = A\j — 1

Si; =0

Chaque fois que la décrémentation d’un point j est telle que A\; < 1, le point j devient un point F.
Lorsque I'heuristique a été appliquée, les points ¢ € D deviennent des points C' et une communication
inter-processeurs est nécessaire pour mettre a jour les valeurs de A pour les éléments ghosts du graphe.
Un nouvel ensemble D est sélectionné & partir du graphe S modifié, et le processus se répéte jusqu’a
la définition de tous les points en points C' ou F.

Un des avantages du CLJP est qu’il est entiérement paralléle. L’expérience (Henson and Yang
(2000)) montre que ’algorithme a tendance a sélectionner un nombre de points C' plus important que

nécessaire, ce qui a pour effet d’augmenter la complexité algorithmique de 1'opérateur.

Algorithme Falgout

L’algorithme paralléle proposé par Falgout combine I’approche de Ruge Stueben et I’algorithme
CLJP. Chaque processeur applique ’algorithme de Ruge Stueben. L’ensemble des points C' sélectionnés
par I’algorithme exceptés ceux adjacents aux interfaces entre processeurs, sont utilisés comme le premier
ensemble indépendant pour 'algorithme CLJP. L’algorithme différe donc de CLJP uniquement dans

la maniére dont est choisi 'ensemble des points initiaux.

Algorithme PMIS (Parallel Maximum Independent Set)

Cet algorithme a été introduit afin de réduire la complexité des opérateurs présentés précédemment.
1l débute comme CLJP par une mesure distincte, qui est la somme du nombre de points qui influencent
i : un nombre aléatoire est ajouté aux mesures pour les rendre distinctes. Une recherche des maximums
locaux de )\; parmi les voisins j non assignés (j € S (1 S;), permet de déterminer un ensemble de points
C. Les points j influencés par les nouveaux points C' sont alors des points F' et éliminés du graphe.
La procédure se répéte jusqu’a la définition de tous les points. L’algorithme PMIS permet d’avoir
des connections fortes entre deux points F' sans qu’ils aient un point C' commun. La parallélisation
nécessite uniquement, ’échange d’informations aux niveaux des éléments ghosts du graphe. Plus de
détail sont disponibles dans Sterck et al. (2006).
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Algorithme PMIS Greedy

L’utilisation de I’algorithme PMIS génére une prédominance de connections fortes F' — F' sans point
C commun. Pour y remédier, Butler (2006) propose I’algorithme PMIS Greedy. Il reprend la structure
de P’algorithme RS afin d’obtenir des grilles grossiéres plus structurées et avec moins de connections
F — F sans point C' commun : une fois qu’un point F’ est défini dans I'algorithme PMIS, on augmente
la valeur \; de tous les point j non assignés qui influencent fortement ce point F. L’auteur propose
également d’appliquer uniquement 1’algorithme PMIS sur les grilles les plus fines afin de tirer parti de
la complexité réduite de I'algorithme, et d’utiliser I’algorithme CLJP qui a une meilleure propriété de

convergence sur les grilles les plus grossiéres.

“Agressive coarsening”

Cette méthode reprend la définition de connectivité forte. Un point i dépend fortement d’un point
j suivant un chemin de longueur [ si il existe une séquence de variables ig, ...., 9; avec i =g et i; = j
telle que i; dépend fortement de ix41. Un point i dépend fortement de j si au moins p chemins de
longueur < [ existent. On définit alors la matrice S et la méthode “agressive coarsening” s’applique
a n’importe quelle méthode & partir du graphe basé sur S'. En pratique, [ = 2 et p = 1 ou p = 2.
L’application d'une méthode & S? peut étre cotiteuse et la méthode procéde alors en deux étapes.
Dans un premier temps, un algorithme de construction choisi est appliqué afin d’obtenir un ensemble

de points C. La seconde étape applique I’algorithme & I’ensemble de points C selon S2.

HMIS (Hybrid Maximum Independent Set)

L’algorithme HMIS (Sterck et al. (2006)) est inspiré par ’hybridation de I’algorithme Falgout. La
premiére passe de RS est réalisée pour obtenir un premier sous ensemble indépendant. Tous les points C'
non situés sur une interface sont utilisés alors par ’algorithme PMIS. Puisque I’algorithme ne requiert

pas la vérification de I’heuristique (C1), seul la premiére passe de CLJP est réalisée.
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Annexe 2

Opérateurs d’interpolation pour
solveur AMG

L’opérateur d’interpolation constitue, avec ’algorithme de construction des grilles, les opérateurs
les plus importants de la méthode multigrille. Avant d’introduire les différents schémas d’interpola-
tion, quelques définitions communes a toutes les interpolations AMG doivent étre définies. Les points
auxquels un point F' d’indice i est connecté peuvent étre classés en trois sous-ensembles :

— le premier sous ensemble est ’ensemble C; des points C qui influencent fortement i.

— parmi les points F, on distingue 'ensemble des points F}? qui influencent fortement i et I'ensemble

F?* des points qui sont faiblement connectés a i.
L’erreur d’un point C' est connue sur le maillage grossier, et peut étre interpolée directement sur le
maillage fin. Le schéma d’interpolation doit définir la maniére dont est interpolée un point F. D’une

maniére générale on peut écrire :

e; siieC

Ihe i = '
i) {Zjeciwijej sii € F (2.3)

Le schéma d’interpolation doit définir les poids w;; pour tous les points F', tels que Perreur sur le

maillage fin vérifie :

ai€; + Z a;j€j ~0 (24)
JEN;

Interpolation directe

L’interpolation directe (Stuben, 1999) est Iinterpolation la plus simple : si la plupart des points

influencant fortement un point F' d’indice ¢ sont dans C}, alors on a :

- > aijej~ ! > aije; (2.5)

a; a;
ZkENi ik JEN; ZkeCi ik jec;
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et l'utilisation de 'expression (2.3) dans I'expression(2.4) donne les coefficients d’interpolation :

L i Dken, %k
o T
273 ZkeCi Ak

Interpolation classique

En utilisant le découpage de I'ensemble N; des points qui influencent i sur I'expression (2.4), on

obtient :

;i€ =~ — Z Aij€5 — Z ai5€5 — Z ;5 €;
JeC; jEF: jeFy
La somme sur I’ensemble F; des points j peut étre redistribuée sur la diagonale, mais Briggs et al.
(2000) ont montré qu'’il est préférable d’approximer erreur e; des points F' de I'ensemble F;° par une
somme pondérée de l'erreur ey, pour k € C; () Cj, plutot que de redistribuer les termes sur la diagonale.

A condition que C; (C; # @, on peut utiliser alors :

. Dkec, @ikek

~ (2.6)
ZkGCi Ajk

€j

Ceci ne pose pas de problémes pour les algorithmes classiques ( RS, CLJP, Falgout) qui vérifient
I’heuristique (C1) qui assure qu'une connexion forte F' — F' ait un point C' commun. Pour ’algorithme
PMIS et HMIS, les connections F'— F' sans point C' commun sont permises, et dans ce cas les coefficients

sont redistribués sur la diagonale. Finalement ’équation s’écrit :

Qi Am j
(@i + E aijle; = — E aij + E Zia €;
jeFiw jeC; mEFf keC; mk
et les coefficients d’interpolation sont donnés par :
iy Gim@mj
agj + ZmGFiS (Zkeci amk)

aii + Y cpw Gin

wij =

Interpolation F-F

L’interpolation F — F' (Sterck and Yang (2004)) étend l'interpolation en utilisant des points C' qui
ne sont pas connectés a i. I’interpolation classique nécessite que les connections fortes F' — I’ possédent
un point C' commun. L’interpolation F' — F' se différencie de I'interpolation classique par le traitement
d’une connexion forte F'— F sans point C' commun. Lorsqu’une connexion F' — F' sans point C' commun

est rencontrée, 'expression (2.6) est remplacée par :

aines
o jkCi
€ = Z .

a
kec; IR
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On définit alors pour un point F, I’ensemble F;* des points F' fortement connectés mais sans point C
commun, et on redéfinit F* comme l'ensemble des points F' fortement connectés a i, mais ayant un
point C' commun. Pour I'ensemble des points j € F*, 'ensemble C; est étendu avec C; pour donner
Iensemble CF. En utilisant une approche identique a celle utilisée pour I'interpolation classique, les

coefficients d’interpolation deviennent alors :

L. Qim Amj
@ij + D mers U Fo- (Zkem amk>
;

@i + Y pepw Gin

wij:—

En augmentant le nombre de points C' considérés dans 'interpolation, I'interpolation F' — F' requiert un
colt mémoire plus important, et le cotit de I'interpolation est augmenté par rapport a une interpolation

classique.

Interpolation F-F1

Dans l'algorithme d’interpolation F' — F', un temps important peut étre nécessaire pour prendre
en compte les points C distants non directement connectés aux points F. Butler (2006) limite la
complexité de l'interpolation F'— F' en incluant uniquement un point C' non connecté a i, lorsque i n’a

pas de point C' commun avec les points F' qui 'influencent.

Interpolation multi-passes

L’interpolation est réalisée en plusieurs passes, en commencant par les points F' pour lesquels
C¢ # 0. Les points F' interpolés forment le sous ensemble F*. Les points F' vérifiant F™* N F? # 0
sont interpolés a leurs tours. Certains points peuvent étre interpolés avec uniquement un point C.
L’algorithme multi-passes est généralement utilisé avec ’algorithme “aggressive coarsening” pour la

sélection du maillage.
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Annexe 3

Méthodes de préconditionnement ILU

La factorisation incompléte LU est largement utilisée comme préconditionnement pour les méthodes
itératives. Elle est basée sur la décomposition LU qui permet de décomposer une matrice A en une
matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La décomposition s’effectue
par une procédure d’élimination de Gauss relativement cotiteuse. La factorisation incompléte LU réduit
le temps de calcul en appliquant l'algorithme de factorisation LU en limitant le remplissage & un

ensemble d’index S définis par :

S =A@, )| ai; # 0}

Les entrées des matrices L et U sont nulles pour :

liyj:O Zf ] >1 ou (Z,j)%S

w; =0 si i>j ou (i,j) ¢S
Les entrées possibles non nulles dans L et U sont donc celles qui correspondent aux entrées de A non

nulles.

L’algorithme ILU (Algorithme 14) est défini dans sa version IK.J alors que I’algorithme d’élimination

de Gauss est souvent présenté dans sa version KIJ. La version KIJ n’est pas adaptée a la structure

Algorithme 14 Algorithme originelle ILU dans sa version TKJ.

Pouri—2..n:
Ui = G
Pourk =1 ..1i-1 et si(i,k) €S :
Calcul du pivot 1; ), = wi/ukk
Pourj =k+1 .. netsi(i,j)es :
Calculer u;; = uij — lLipuk;j
Fin boucle k
Fin boucle i
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Algorithme 15 Algorithme ILU(p) dans sa version IKJ.
Pour tous les éléments non nul a;j, définir u;; = ai;, lev(u;;) =0

Pouri—=2.. N
Pour k — 1 .. i-1 et siuz, #0
L == Wi /urs et lev(lix) = lev(u k)

Ui = Ui e — Li kUL %
Mise a jour du niveau de remplissage selon la Relation (3.7)
Remplacer n’importe quelle valeur de la ligne i avec lev(u;;) > p par 0.
Fin boucle k
Fin Boucle i

de données CSR des matrices creuses. Saad propose une variante nommée Crout (Li et al., 2003) dans
laquelle la £°™¢ étape de ’algorithme génére la £°™¢ ligne de U et la k¢ colonne de L.

D’autres approches permettent d’augmenter le remplissage par rapport a celui autorisé dans la
version présentée dans I’Algorithme (14). Les stratégies d’augmentation du remplissage peuvent étre
généralement classées en deux catégories :

- ILUT basé sur un seuil

- ILU (1) basé sur la structure.

ILU(K)

L’idée d’utiliser une factorisation ILU plus précise a été proposée par J.A. Meijerink (1976). L’ajout
d’une entrée s’effectue selon le critére du niveau de remplissage de cette entrée. Le niveau de remplissage
d’un élément est défini récursivement a partir du niveau de remplissage de ces parents dans le processus
d’élimination de Gauss. Lorsqu’une entrée dépasse un certain niveau de remplissage, elle est mise &
zéro. Le niveau de remplissage d’une entrée f;; nouvellement crée a la position (i,j) par fi j = —lix X uk;
est défini par :

level(fij) = level(lix) + level (ug;) + 1 (3.7)

Le niveau 0 correspond aux entrées (i,j) telles que a;; # 0 et 1’Algorithme (14) correspond a ILU(0).

ILU avec seuil : ILUT Saad (1994)

Les préconditionneurs ILU(p) sont basés uniquement sur la structure de la matrice et non les
valeurs numériques. Le préconditionnement peut poser probléme pour des matrices non M (la factori-
sation LU d’une matrice M est garantie et calculée de maniére stable sans pivot, il en est de méme
pour la factorisation ILU). Pour les matrices non M, une solution est l'utilisation d’un précondition-
neur ILU avec seuil noté ILUT (Saad, 1994). Les entrées sont permises uniquement si elles sont plus
grandes qu’une certaine valeur seuil (relativement a la norme de la i éme ligne de L ou U), la valeur
diagonale étant toujours conservée. Cet algorithme est décrit dans I’Algorithme (16). Un paramétre
supplémentaire [;; permet de controler le nombre maximum de valeurs non nulles dans chaque ligne

des matrices L et U, qui requiérent alors une capacité de stockage de 2n x [ fil valeurs. Ce paramétre
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Algorithme 16 Algorithme ILUT.
w=20
Pouri=2.. N
w = a; (copie creuse)
Pourk — 1 .. i1 et siw, #0
Wi = Wi/ G,k
Siwg < € alors wy, =0
Si Wi 7é 0
W =W — WEUE, «
Fin si
Fin boucle k
Pourk=1.. N
Si wi < € alors w, =0
Fin boucle k
lij =wj, j = 1.. i-1 (copie creuse)
U;; = wj, j = i.. n (copie creuse)
Fin boucle i

permet de controler ainsi les ressources mémoires disponibles. Dans la pratique, le nombre de valeurs
effectivement stockées est souvent inférieur a la capacité de stockage 2n x ly;. Chen (2004) propose
une modification de ILUT en adaptant la valeur [fil pour chaque ligne afin d’utiliser au mieux les

ressources mémoires disponibles.

Préconditionnement paralléle ILU

Deux stratégies différentes permettent de paralléliser le préconditionnement ILU :

- la premiére est le calcul en paralléle de la matrice de préconditionnement.

- la seconde est I'utilisation de la décomposition de domaine de Schwarz qui permet de paralléliser
I’ensemble “solveur GMRES -+ préconditionnement ILU”. Cette méthode est présentée dans la section
4.2.3.1.1.

Calcul en paralléle de la matrice de préconditionnement

Hysom and Pothen (1999, 2000) proposent de paralléliser I’algorithme ILU grace & une numéro-
tation judicieuse des noeuds du graphe de la matrice de maniére & pourvoir factoriser un nombre
important de lignes localement. La factorisation des lignes restantes s’effectue lorsque le processeur
dispose des informations nécessaires provenant des processeurs voisins.

Afin de détailler plus précisément 'algorithme, on définit le graphe G(A) de la matrice, G(A) =
(V, E)) avec V I’ensemble des noeuds du graphe, qui contient un noeud i pour chaque ligne de la matrice,
et E I'ensemble des segments, qui contient un segment (7, 7) si a;; # 0. Un noeud est intérieur si pour
I’ensemble des segments (i, 7) de V, les noeuds i et j appartiennent au méme sous domaine. Si il existe
au moins un segment (4, 7) tel que les noeuds i et j n’appartiennent pas au méme sous domaine, alors

le noeud i est un noeud frontiére.
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Ficure 3.13 — Parallélisation de ILU selon Hysom and Pothen (1999).

On définit le graphe réduit S(A) de la matrice A, tel que les noeuds du graphe correspondent aux
sous domaines, et un segment (r,s) du graphe existe si les sous domaines r et s sont connectés au moins
par un segment dans le graphe G(A).

La premiére étape de 'algorithme est d’ordonner les noeuds du graphe réduit. Le classement des
noeuds du graphe réduit s’effectue avec I'objectif de réduire la longueur des chemins du graphe.

Dans la seconde étape, les noeuds sont ordonnés de fagon continue dans chaque sous domaine,
en commencant par les noeuds intérieurs puis les noeuds frontiéres. Puisque la factorisation ILU doit
s’effectuer avec un algorithme “ligne par ligne descendant”, la numérotation locale des noeuds intérieurs
permet de factoriser les lignes intérieures indépendamment des mises & jour des valeurs dans les lignes
appartenant aux autres sous domaines.

Durant la factorisation, la structure creuse de la matrice factorisée peut changer dynamiquement.
Lors de la factorisation des noeuds intérieurs, il y a création de nouveaux remplissages qui ajoutent
des nouvelles dépendances entre les noeuds des interfaces. Hymson et Pothen imposent aux graphes
réduits de la matrice A et de la matrice F' = L + U — I d’étre identiques. Cette contrainte permet de
définir toute les communications nécessaires a la factorisation avant méme de la réaliser.

Par exemple, dans la Figure (3.13), un maillage est partitionné en trois sous domaines, corre-
spondant aux trois couleurs (bleu, rose, vert) et les cellules correspondant aux noeuds frontiéres du
graphe sont affichées avec une couleur plus claire. La structure de la matrice A réordonnée est affichée.
Chaque processeur peut factoriser les noeuds intérieurs. Cette étape est locale et ne nécessite aucune
communication. Ensuite les inconnues correspondant aux noeuds intérieurs sont éliminées des lignes
correspondant aux noeuds des interfaces. Le processeur 0 (bleu) peut alors factoriser ses noeuds fron-
tieres et le processeur 1 (rose) peut factoriser ses noeuds frontiéres situés a 'interface avec le processeur
2 (vert). Par contre, il doit attendre que le processeur 1 finisse de factoriser ses noeuds frontiéres, et le
processeur 3 doit attendre que le processeur 2 factorise ses noeuds frontiéres situés a l'interface avec

le processeur 1.
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Algorithme 17 Algorithme Paralléle ILU.

1. Construire les graphes des sous-domaines et renuméroter les noeuds pour réduire

2. Ordonner sur chaque processeur les noeuds intérieurs puis les noeuds frontiéres

3. Factoriser les lignes intérieurs.

Les lignes frontiéres i qui n’ont pas de voisins avec une numérotation inférieur peuvent étre factorisée.
Les processeurs qui n’ont pas de voisins dans le graphe des sous domaines peuvent aussi factoriser les
noeuds frontiéres, et vont a l’étape 6.

4.Recoit la structure des lignes et le valeurs des lignes frontiéres de la part des processeurs voisins de
rang inférieur.

b.Factorise les noeuds frontiéres.

6.Envoi la structure et les valeurs des lignes frontiéres au processeur voisins ayant un rang supérieur.
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