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Introduction

Vers la �n des années 70, la vision par ordinateur a connu une première évolution im-
portante au vu de son impact sur la recherche moderne. Alors que les systèmes de vision
arti�cielle s'apparentent à du �bricolage�, David Marr [Marr 82] et ses collègues montrent
la nécessité de s'appuyer sur des modules fondamentaux correspondant à des fonctionna-
lités identi�ables du système visuel humain. Ces fonctionnalités peuvent se résumer de la
façon suivante : extraction de primitives, représentation spatiale et reconnaissance. Cette
méthodologie a eu le mérite d'initier un lent processus de formalisation : dans le début des
années 80, la vision par ordinateur devient progressivement un domaine de recherche à
part entière. Mais il faut bien reconnaître que les théories de Marr atteignent rapidement
leur limite dans la mesure où elles s'appuient sur une acquisition passive des données.
Cette passivité est à l'origine de nombreuses di�cultés dont, notamment, le manque de
robustesse et de stabilité des algorithmes associés et l'inobservabilité partielle due, d'une
part, à la perte de l'information de profondeur dans le système visuel et, d'autre part,
aux occultations engendrées par les objets en présence. La �n des années 80 marque le
début des recherches sur l'in�uence du comportement de l'observateur et montre l'intérêt
d'un contrôle intelligent des paramètres de la caméra (sa position, son mouvement, sa fo-
cale, ...). Les pionniers de l'ère de la vision active sont : Aloimonos [Aloimonos 88], Bajcsy
[Bajcsy 88], Ballard [Ballard 91] et Tsotsos [Tsotsos 92].

Problème posé

Le problème auquel nous nous intéressons est, au c÷ur de la vision active, celui de
l'exploration. Si le concept d'exploration semble relativement bien dé�ni pour un être
humain : �action de parcourir un lieu totalement ou partiellement inconnu en l'étudiant
avec soin�, celui-ci apparaît bien moins explicite lorsqu'il s'agit de demander à un système
d'étudier un lieu avec soin ! L'exploration est un terme vaste qui regroupe divers aspects ;
aussi devrions-nous parler, plus justement, d'exploration pour la reconstruction. Étant
donnée une scène dans laquelle se trouve un système d'acquisition visuelle, nous souhaitons
déterminer la suite des actions permettant de reconstruire une carte plus ou moins détaillée
de l'environnement. Cette vaste problématique mérite quelques précisions :

� Nous entendons par scène un domaine restreint de l'espace composé d'objets. Cette
scène est supposée initialement totalement inconnue sans toutefois écarter la possi-
bilité de prendre en compte certaines connaissances a priori susceptibles de guider le
système.

� La suite des actions à mener est complètement autonome, c'est-à-dire que le système
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doit parvenir, sans intervention extérieure, à un état de connaissance satisfaisant de
la scène.

� Le système visuel considéré est, de façon générale, un ensemble de caméras dont la
con�guration sera explicitée ultérieurement.

En résumé, nous nous intéressons à l'exploration visuelle autonome pour la recons-
truction de scènes inconnues.

Coopération globale/locale

Le problème, tel que nous l'avons posé, ne dit pas si l'observateur, en l'occurrence le
système visuel, se trouve immergé dans la scène ou, au contraire, extérieur à celle-ci. Ce
détail, volontairement omis dans le paragraphe précédent, mérite notre attention. En e�et,
dans un contexte très général d'observation, nous distinguons deux types d'acquisitions
correspondant à des points de vue di�érents. Une image globale est une image acquise
d'un point de vue tel que son champ de vision englobe la totalité de la scène d'intérêt ; le
point de vue est alors extérieur à la scène. Une image locale se focalise, au contraire, sur
une partie réduite de l'environnement ; le point de vue est intérieur à la scène. En pratique
ces deux types d'images peuvent faire l'objet de systèmes d'acquisition distincts, nous par-
lons alors de caméra déportée pour l'image globale et de caméra embarquée pour
l'image locale, ou bien d'une caméra unique dont les capacités de man÷uvre permettent
d'accéder aux deux types de points de vue. Pour des tâches d'observation en environne-
ment encombré, ces deux types d'images apparaissent très complémentaires : l'image locale
dispose d'une vue précise mais restreinte contrairement à l'image globale qui dispose d'une
vue large mais imprécise et comportant généralement des occultations importantes. Des
applications susceptibles d'utiliser la complémentarité de ces deux con�gurations sont, par
exemple, la surveillance de zones sensibles où des robots mobiles équipés de caméras per-
mettent à une caméra �xe de surveillance d'acquérir des informations supplémentaires, la
robotique de manipulation où la caméra déportée joue le rôle d'aide à la plani�cation de
tâches réalisées par la caméra embarquée... Dans l'ensemble de nos travaux nous cherchons
à tirer partie de cette complémentarité dans le cadre des problèmes d'exploration. C'est
pourquoi toutes nos études sont teintées de la coopération entre des observations globales
et des observations locales.

Coopération entre une observation globale et une observation locale.
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Chapitre 1

Contexte et contributions

Dans ce chapitre, nous décrivons l'ensemble des problématiques liées à l'exploration
autonome pour la reconstruction. Nous replaçons chacune d'elles dans son contexte biblio-
graphique, ce qui nous permet de justi�er l'approche que nous adoptons et les di�érentes
contributions apportées.

� La section 1.1 est consacrée à la représentation de l'environnement. Nous posons
les principes d'une modélisation e�cace a�n de justi�er les choix que nous ferons,
ultérieurement, en termes de représentation mathématique de la scène. Ces choix
dépendent à la fois de la tâche que le système doit e�ectuer et de l'environnement
dans lequel il évolue.

� En section 1.2, nous décomposons le problème de l'exploration en fonctionnalités
indépendantes et de niveaux hiérarchiques décroissants : l'exploration de scènes, l'ex-
ploration d'objets, l'asservissement visuel et le traitement d'images. Dans les sections
qui suivent, nous détaillons chacune de ces fonctionnalités qui appartiennent à des
domaines de recherche relativement di�érents.

� Le plus haut niveau d'exploration est dé�ni comme étant un problème de recherche
de tous les objets (ou groupes d'objets) de la scène. Cette problématique est dé�nie
en section 1.3.

� À un niveau inférieur et pour chaque objet de la scène, l'exploration est posée comme
un problème de reconstruction optimale d'objet. La section 1.4 détaille et justi�e
notre approche concernant ce point.

� Au delà des aspects exploratoires, nous nous sommes intéressés au problème de l'as-
servissement visuel qui est essentiel au suivi des consignes. L'asservissement visuel
permet, notamment, d'assurer la visibilité de l'objet au cours des déplacements. Ce
domaine et l'approche que nous adoptons sont présentés en section 1.5.

� En�n, au plus bas niveau de la hiérarchie, se situent les aspects de traitement
d'images. Nous sommes plus spéci�quement concernés par les algorithmes de détec-
tion des objets. Ceux-ci ne constituent pas le c÷ur de nos travaux mais demeurent
essentiels à l'implémentation des algorithmes d'exploration. Nous nous intéresserons
plus particulièrement à la détection du mouvement pour des raisons que nous justi-
�erons en section 1.6.
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1.1 Représentation de l'environnement

La dé�nition d'un modèle pour l'environnement est la question centrale de tout pro-
blème d'exploration et de reconstruction. Aussi nous jugeons important de préciser les
qualités que requiert une modélisation e�cace de l'environnement. Le modèle doit être :

1. adapté et concis : S'il est impératif que le modèle prenne en compte les spéci�-
cités de l'environnement et de la tâche assignée, il est, en revanche, important de
restreindre sa complexité au strict nécessaire. Cette mise en garde est essentielle
lorsque le système évolue dans un milieu complexe et de façon réactive. La représen-
tation doit, de plus, être adaptée aux données. Les capteurs visuels fournissent une
connaissance en essence incertaine et partielle de la scène observée. Le modèle doit
donc permettre la comparaison, la fusion et l'intégration de données incertaines et
partiellement observées.

2. général et uni�é : La décision de construire un modèle concis donc simpli�é ne doit
rien enlever à la généralité du formalisme. Nous attachons une grande importance à
l'aspect uni�é de la représentation. L'intérêt étant de pouvoir manipuler aisément, et
pour le plus large éventail de situations possibles, aussi bien les données réelles que
les équations mathématiques sous-jacentes.

3. constructif : En�n l'aspect constructif d'un modèle répond de la pertinence et de la
variété des informations que l'on peut en extraire. En ce qui concerne les problèmes
de reconstruction, nous pensons que l'information à extraire d'un modèle de représen-
tation de scène contient deux aspects essentiels : l'information d'encombrement
et l'information structurelle.

1.1.1 Information d'encombrement et information structurelle

L'information d'encombrement est un aspect purement géographique qui détermine
si telle ou telle zone est occupée ou non. En guise d'exemple, les modèles échantillon-
nés contiennent l'information d'encombrement dans la mesure où ils fournissent l'occu-
pation de chaque voxel (voir [Slabaugh 01] pour une bibliographie récente). Cette classe
de techniques, pour lesquelles une discrétisation volumique exhaustive de la scène est né-
cessaire, est souvent associée à des techniques hiérarchiques telles que les octrees [Gar-
cia 98,Potmesil 87,Szeliski 93,Zell 95] dans le but de réduire la taille de la représentation.
L'information d'encombrement est nécessaire pour les problèmes de navigation dans des
zones encombrées mais reste insu�sante si l'on s'intéresse à la structure de la scène comme
c'est le cas, par exemple, pour la manipulation d'objets. L'information structurelle est,
quant à elle, donnée en termes de constituants ou d'objets et concerne l'aspect géométrique
des entités présentes dans la scène. Classiquement on accède à cette information soit en
considérant des objets de forme géométrique, auquel cas les techniques sont basées sur la
reconstruction de diverses primitives [Faugeras 87,Chaumette 96], soit en représentant les
objets par des maillages [Boissonnat 84].

La notion d'information structurelle, purement géométrique, n'est pas su�sante en
présence d'incertitudes. Pour prendre en compte les incertitudes inhérentes aux capteurs
visuels, les modèles que nous dérivons sont essentiellement probabilistes. Nous verrons en
section 1.4 que, pour la construction d'un modèle d'objet, le choix d'un modèle probabiliste
judicieusement paramétré permet d'uni�er à la fois des aspects géométriques et des aspects
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probabilistes. Le choix d'une représentation probabiliste est d'autant plus intéressant qu'il
permet de modéliser e�cacement l'inobservabilité partielle des mesures. Il su�t pour cela
de s'accorder la possibilité de modéliser des variances in�nies.

La dé�nition de l'information structurelle nécessite donc l'introduction du concept d'ob-
jet. Celui-ci n'est pas clairement dé�ni puisque la notion d'entité ou de constituant d'une
scène n'est pas unique et dépend de la tâche assignée.

1.1.2 Décomposition d'une scène en objets

Un grand nombre d'études ont porté sur la décomposition en parties en tant que re-
cherche d'une partition qui se conforme à une décomposition naturelle de la scène ou d'un
objet [Ho�man 84,Pentland 89]. Beaucoup de ces travaux ont été motivés par les pro-
blèmes de reconnaissance, considérant que le processus humain de reconnaissance d'objets
est basé sur une pré-segmentation de celui-ci en composantes, suivie d'une classi�cation
de chacune de ces composantes. Ho�man [Ho�man 84] a, en quelque sorte, posé les bases
de la recherche d'une partition dans l'image. Son analyse concerne les points singuliers du
contour. En basant son étude sur l'explication de certaines illusions visuelles, il décrit des
règles concernant la régularité du contour. Pentland [Pentland 89] décrit une méthode de
partitionnement de l'image en deux étapes : une étape de mise en correspondance avec une
collection de silhouettes prédé�nies permettant d'extraire un certain nombre d'hypothèses
sur la structure du partitionnement et une étape d'optimisation globale sur l'ensemble de
ces hypothèses permet alors d'exhiber la décomposition la plus probable de l'image. Les
travaux que nous citons ne constituent pas une liste exhaustive puisque la littérature est
très riche dans ce domaine.

Les études menées par Ferrie [Ferrie 88,Ferrie 92] concernent le partitionnement d'objets
dont la surface est représentée par un ensemble de points 3D. Dans [Ferrie 88], le proces-
sus de reconstruction à partir d'un capteur laser est décrit en trois étapes : une étape de
décomposition en parties basée sur la courbure, l'estimation des primitives correspondant
à chaque partie et en�n l'élimination des primitives redondantes. Dans [Ferrie 92], le parti-
tionnement du contour des objets utilise une stratégie similaire à celle proposée par Zucker
en 2D [Zucker 88]. Celle-ci est basée sur l'ajustement de splines par minimisation d'une
fonction d'énergie bien choisie. Citons en�n d'autres travaux [Leonardis 94,Gupta 93] uti-
lisant des modèles superquadriques à des �ns de décomposition en parties. Dans la mesure
où, pour ces études, la reconstruction du modèle est fortement corrélée à sa décomposition,
nous préférons les détailler ultérieurement (section 1.4.1.2).

L'ensemble des travaux que nous venons de citer montre l'intérêt porté au problème de
la décomposition en parties et la possibilité de le résoudre en se basant sur des considéra-
tions liées à l'apparence. En e�et toutes les études utilisant soit le contour soit les points
singuliers de la représentation visent une décomposition la plus naturelle possible. Le re-
proche que nous adressons à cette approche est qu'elle ne considère pas l'aspect fonctionnel
de la décomposition. Gupta et Bajcsy [Gupta 93] sont les seuls à proposer une procédure
itérative capable de s'adapter à la complexité de la description. Suivant la tâche considérée,
la décomposition souhaitée peut être di�érente.

Sans apporter de réponse à ce problème qui n'est pas au c÷ur de nos préoccupations,
nous préférons donner une dé�nition générale d'un objet permettant de s'a�ranchir des
problèmes d'interprétation subjective. Il n'est pas restrictif de considérer que toute scène
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puisse être partitionnée en groupes ou parties d'objets cohérents. Le terme cohérent doit
être compris dans le sens où le groupe, ou la partie, en question peuvent être décrits de
façon signi�cative, vis-à-vis de la tâche assignée, par un simple volume englobant. Cette
notion est à rapprocher de la notion appelée signi�cant part par Gupta et Bajcsy [Gupta 93].
Typiquement, un ensemble d'objets, proches les uns des autres, est cohérent s'il est observé
de su�samment loin mais il est incohérent lorsqu'on l'observe de près auquel cas chaque
objet doit être traité comme une partie cohérente. Même un objet isolé peut apparaître
incohérent lorsqu'il est constitué de plusieurs parties géométriquement distinctes. Lorsque
ce sera nécessaire chaque partie devra être traitée individuellement. Par abus de langage,
nous appellerons �objet� tout groupe ou partie d'objets physiques qui soit cohérent. Ainsi,
pour une tâche donnée, la scène d'intérêt est formée d'objets clairement identi�és. Dans la
suite de nos travaux, nous considérons acquise cette décomposition en objets.

1.2 Décomposition hiérarchique de l'exploration

Dans cette section, nous présentons quelques travaux très généraux sur l'exploration et
tentons de décomposer le problème en deux niveaux hiérarchiques distincts.

Dans le contexte de l'exploration autonome, Connolly apparaît comme un pionnier avec
ce qu'il appelle l'algorithme du planétarium. Dans [Connolly 85], il s'intéresse à la détermi-
nation des points de vue d'une image télémétrique issue d'un capteur laser permettant la
reconstruction d'une scène inconnue. Cette scène est modélisée par des voxels structurés en
octrees. Chacun de ces voxels peut prendre la valeur �vide�, �occupé� ou �non-observé�. Les
algorithmes d'exploration proposés sont basés sur la maximisation du volume découvert
et donc la réduction du nombre de cellules non-observées. Par l'intermédiaire des cellules
occupées, ils tiennent comptent des occultations éventuelles. Le schéma de base est très
intuitif puisqu'il consiste à calculer l'ensemble des cellules découvertes pour tous les points
de vue possibles. Les points de vue possibles appartiennent à une sphère centrée sur la
scène. Même si l'auteur propose une version allégée de cette recherche exhaustive, l'algo-
rithme apparaît très coûteux en temps de calcul. Si d'autres reproches peuvent lui être
adressés concernant la gestion des incertitudes et des a priori, l'intérêt de l'algorithme est
indéniable.

Toutefois, la faiblesse principale de l'algorithme de Connolly réside sans doute dans
le fait qu'il confond, de par la modélisation, l'exploration d'une scène et l'exploration des
objets qui la constituent. En fait la notion d'objet n'a pas besoin d'être clairement identi�ée
puisque la scène est modélisée par des voxels qui sont soit occupés soit vides. Marchand
et Chaumette [Marchand 96,Marchand 99] ont introduit une distinction entre exploration
locale et exploration globale.

En e�et, ils utilisent la vision monoculaire active pour explorer une scène composée
d'objets géométriques tels que cylindres ou polygones. À un niveau local, les travaux de
Chaumette et Boukir [Chaumette 96] permettent de contraindre les mouvements de la
caméra de manière à optimiser la qualité des résultats de reconstruction des primitives
constituant les objets (points, droites, cylindres, ...). À un niveau supérieur, une stratégie
de perception est développée qui commande les mouvements de la caméra de manière à ob-
server l'ensemble de la scène tout en focalisant celle-ci sur des zones particulières, résolvant
ainsi le problème soulevé par les occultations. Cette stratégie de perception est divisée en
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deux niveaux distincts. La première phase est locale dans le sens où seules les informations
disponibles sont utilisées a�n de déterminer sur quelle primitive la caméra doit se focaliser.
Elle repose sur une approche de prédiction/véri�cation d'hypothèses gérées à l'aide de ré-
seaux Bayésiens. Le second niveau vise à assurer la complétude de la reconstruction de la
scène grâce à un calcul explicite de nouveaux points de vue provenant de la minimisation
d'une fonction de coût et permettant d'obtenir un maximum d'informations sur les zones
encore inconnues de la scène.

Beaucoup d'autres travaux se sont appliqués à dé�nir une décomposition hiérarchique
exhaustive des tâches. Citons [Moutarlier 91,Grandjean 91,Chatila 93,Chatila 95,Lacroix 95,
Lacroix 97], dont les travaux sont axés plus particulièrement vers des tâches de robotique
mobile. La décomposition peut concerner la modélisation de la scène, des tâches de navi-
gation ou d'exploration. Grandjean [Grandjean 91] décrit le processus d'interprétation de
scènes comme un processus de structuration hiérarchique. À chaque niveau d'interpréta-
tion correspond un niveau de conceptualisation de l'environnement plus ou moins explicite.
Cette structuration permet au système de se focaliser sur les primitives pertinentes. Mou-
tarlier [Moutarlier 91] présente un modèle géométrique intégrant une représentation surfa-
cique probabiliste, un modèle incrémental de l'espace libre et des interprétations topolo-
giques de l'environnement. À chacun de ces modèle est associé un processus de construction
spéci�que. En termes de modélisation, le choix de la représentation utilisée est particulière-
ment important en environnement naturel en raison de l'absence de structure sous-jacente.
Dans [Chatila 93] les auteurs expliquent comment regrouper les di�érentes représentations
d'une même entité au sein d'une structure multi-niveaux dont le niveau supérieur est une
représentation discrétisée. Un processus de classi�cation permet d'associer, à chaque cellule
de cette discrétisation, un quali�catif du type : �obstacle�, �plat�, �pente�, �accidenté� ou
�vide�. Dans [Chatila 95], est présentée une approche de la navigation autonome en envi-
ronnement extérieur impliquant di�érents niveaux de raisonnement et plusieurs modes de
déplacement en fonction de la représentation précitée. Les trois niveaux de raisonnement
sont, dans un ordre hiérarchique : la plani�cation de routes basée sur la sélection d'objectifs
intermédiaires, la plani�cation de chemins et de tâches de perception pour atteindre ces
objectifs et, en�n, la plani�cation de la trajectoire à exécuter. En�n Lacroix et Chatila
[Lacroix 97] se sont plus particulièrement intéressés au développement de stratégies de
perception et d'action. Un algorithme de recherche fournit un chemin optimal au sein d'un
graphe puis ce chemin est analysé pour dé�nir la stratégie de perception associée.

Tous ces travaux montrent très clairement l'intérêt de structurer à la fois la représen-
tation de la scène et les tâches de perception ou d'action considérées. Dans son approche,
Marchand décompose une scène en un ensemble de primitives géométriques, ce qui sous-
entend que la scène n'est composée que de ces entités interdisant toute application de l'al-
gorithme à des scènes complexes. En ce qui nous concerne, nous préférons situer la frontière
hiérarchique au niveau des objets tels que nous les avons introduits précédemment. Ceci
se traduit par une approche de l'exploration également en deux niveaux : la découverte des
objets puis la reconstruction de chaque objet. Plus précisément, nous considérons que le
système doit satisfaire quatre fonctionnalités (voir �gure 1.1) :

1. La tâche de plus haut niveau consiste à déterminer la suite des actions aboutissant
à un inventaire de tous les objets de la scène. Dans ce processus, nous souhaitons
pouvoir intégrer des connaissances a priori sur le type de scène considéré et notam-
ment sur son encombrement (dense ou éparse, ...) ; connaissance sans laquelle une
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Fig. 1.1 � Nous identi�ons quatre fonctionnalités nécessaires au développement d'un sys-
tème d'exploration autonome à des �ns de reconstruction : 1- déterminer la suite des ac-
tions aboutissant à un inventaire de tous les objets de la scène, 2- pour chacun des objets,
déterminer l'ensemble des consignes aboutissant à sa reconstruction, 3- transformer ces
consignes en commandes directement applicables au robot et 4- extraire les observations
utiles de l'image.

stratégie �gloutonne� consistant à observer toutes les zones de la scène serait vrai-
semblablement la plus adaptée. À ce stade, l'objectif est de disposer d'une carte des
zones à l'intérieur desquelles se trouve un objet, dans l'idée d'appliquer à chacune de
ces zones un traitement spéci�que. Les observations requises à ce niveau s'énoncent
en termes de détection des objets dans le champ de vue de la caméra.

2. Pour chacune des zones identi�ées à l'étape 1, un second objectif est de déterminer
l'ensemble des consignes aboutissant à la reconstruction de l'objet qu'elle contient.
À ce stade, les observations seront les masques de projection des objets dans l'image.
Les consignes se traduisent en termes de déplacements permettant d'optimiser la
reconstruction.

3. Le problème consistant à déterminer l'ensemble des commandes directement appli-
cables au système visuel, assurant le suivi des consignes de déplacement citées pré-
cédemment tout en conservant l'objet dans le champ de vue de la caméra est un
problème d'asservissement. La consigne de suivi des objets nécessite, comme obser-
vation, les coordonnées du centre de la projection des objets dans l'image.

4. En�n, en interaction avec chacune des fonctionnalités précédentes, se trouvent les
algorithmes de traitement d'images qui fournissent les observations utiles au bon dé-
roulement des étapes 1, 2 et 3. Étant donnés les besoins que nous avons décrits précé-
demment (détection des objets et identi�cation du masque des objets dans l'image),
nous nous intéresserons plus particulièrement aux algorithmes de détection d'objets.

Chacune des fonctionnalités que nous venons d'énoncer s'insère dans une communauté et
des domaines scienti�ques distincts. Dans la suite de ce chapitre, nous replaçons chacune
d'elles dans son contexte historique et scienti�que puis justi�ons l'approche choisie.



Contexte et contributions 15

1.3 Exploration de scènes : un problème de recherche d'objets

La première étape de l'exploration d'une scène est celle consistant à faire l'inventaire
de tous les objets la constituant. C'est un problème de recherche d'objets.

1.3.1 Contexte

Beaucoup d'études ont été menées sur la recherche d'objets avec des objectifs et des
points de vue très variés. Rimey et Brown [Rimey 92,Rimey 93,Rimey 94] introduisent
des relations géométriques dans un réseau bayésien de telle sorte que le système puisse, en
fonction de connaissances relationnelles, restreindre la recherche à des zones particulières
de la scène, soit en déplaçant la caméra soit en restreignant le traitement à une partie de
l'image. Les réseaux bayésiens permettent d'intégrer à la fois une connaissance a priori et
les observations visuelles. La règle de décision est basée sur la maximisation de l'espérance
d'une fonction d'utilité qui est le rapport d'une mesure de gain sur le coût engendré par
le déplacement ou le traitement qu'il a fallu appliquer. Le système semble toutefois plus
adapté à répondre à une question spéci�que avec une certaine con�ance (comme c'est
le propre des réseaux bayésiens) qu'à des problèmes de recherche d'objets à proprement
parler.

Wixson et Ballard [Wixson 94a,Wixson 94b] ont proposé une modélisation de l'e�cacité
de recherche et ont montré comment améliorer cette e�cacité en contraignant la zone de
recherche dans le cas particulier d'une recherche indirecte. La notion de recherche indirecte
a été introduite par Garvey [Garvey 76]. L'idée est de diriger en priorité le capteur vers
des objets intermédiaires qui sont a priori en relation spatiale avec l'objet d'intérêt puis
d'e�ectuer la recherche dans la zone spéci�ée par cette même relation. L'inconvénient de
la recherche indirecte d'un objet est, d'une part, que la relation spatiale présumée entre
l'objet recherché et un objet intermédiaire n'existe pas forcément et, d'autre part, que rien
ne prouve que la recherche de l'objet intermédiaire, s'il existe, soit plus simple que celle de
l'objet recherché.

Ye et Tsotsos [Ye 95,Ye 96b,Ye 96c,Ye 97] ont proposé un formalisme élégant des pro-
blèmes de recherche, considérant pour toute partie de l'environnement sa probabilité de
contenir l'objet recherché. Une règle de Bayes permet de prendre en compte les obser-
vations. Ils ont également proposé une stratégie de maximisation de la reconnaissance
répondant successivement à deux problèmes : �Où e�ectuer la prochaine recherche ?� et
�Où déplacer le capteur de sorte que la zone à explorer apparaisse non occultée pour le
capteur?� La modélisation utilisée fait intervenir le temps de traitement en chaque point
de vue en fonction de l'algorithme de reconnaissance utilisé ainsi que la qualité de re-
connaissance en fonction de la distance par rapport à la zone observée. Dans [Ye 96a],
le formalisme de [Ye 97] est adapté à la coopération multi-agents. La formalisation est
élégante mais sa mise en application semble peu évidente et nécessiter des simpli�cations
qui limitent son intérêt. En�n Ye et Tsotsos ont prolongé des travaux concernant l'analyse
de la complexité de la recherche, travaux initiés dans [Tsotsos 90,Tsotsos 92]. Dans [Tsot-
sos 90], Tsotsos s'intéresse à la complexité du problème très général de la recherche d'une
cible dans l'image. Dans [Tsotsos 92], il montre que la recherche visuelle active dans un
espace non borné est NP-complet. Soulignons que tous ces travaux considèrent la recherche
d'objets comme un problème de reconnaissance.
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La communauté en recherche opérationnelle a, d'un point de vue di�érent, très lar-
gement contribué aux problèmes de recherche optimale. Ces études furent, en majorité,
initiées par Koopman [Koopman 57] dont les travaux ont été étendus par De Guenin [Gue-
nin 61] et plus récemment par Dambreville [Dambreville 99]. Le problème posé est de
trouver une allocation optimale de l'e�ort de recherche global. La théorie sous-jacente est
connue sous le nom de Search Theory. Sa résolution est basée sur la détermination d'un
modèle de détection adéquat. Ce dernier dépend de la distribution de l'e�ort de recherche
et d'un paramètre de visibilité lié à l'environnement dans lequel la recherche est e�ectuée
ainsi qu'au type de capteur utilisé. La résolution des problèmes de Search Theory fait sou-
vent intervenir un nombre considérable de variables (pouvant atteindre plusieurs milliers).
Des extensions de la théorie ont permis de dériver des stratégies de recherche en temps
limité. En particulier Brown [Brown 80] propose un algorithme itératif basé sur la discréti-
sation du temps en périodes. Pour chaque période, les ressources allouées sont bornées par
une valeur prédé�nie. Or, dans un schéma d'optimisation globale, la probabilité �nale de
détection est fortement dépendante de la succession des ressources allouées. Aussi Dambre-
ville [Dambreville 99] propose-t-il une stratégie optimale de recherche lorsque les ressources
de détection disponibles se renouvellent suivant des contraintes linéaires généralisées.

De façon générale, les travaux concernant la search theory furent initialement motivés
par des considérations militaires puis appliqués plus tard aux opérations de sauvetage en
mer. Dans ce contexte, citons également la théorie des jeux di�érentiels et ses applica-
tions aux problèmes de recherche [Gal 80,Basar 89]. Grâce à leur aspect non coopératif, les
jeux permettent de formaliser la recherche d'objets mobiles ou en présence d'incertitudes
lorsque l'étude du pire cas est envisagée. L'ensemble des travaux en recherche opération-
nelle présente un formalisme très intéressant mais coûteux en calculs. Leur application
dans un contexte de réactivité en temps réel n'est pas encore d'actualité mais mériterait
véritablement d'être étudiée ; d'autant qu'ils présentent l'avantage de pouvoir s'appliquer
à des cibles en mouvement markovien.

En�n, des travaux plus récents, motivés par la complexité des algorithmes de recherche
en ligne, adressent des problèmes de recherche dans des cadres géométriques spéci�ques.
Le domaine de recherche est soit borné soit in�ni mais appartient à une classe géométrique
particulière. Citons les travaux de Baeza-Yates [BaezaYates 95] concernant la recherche
dans un plan, ceux de López-Ortiz pour la recherche le long de rayons [LópezOrtiz 98]
ou pour la recherche à l'intérieur de polygones [LópezOrtiz 96]. Tous ces travaux visent
à calculer soit un encadrement (bornes supérieures ou inférieures) soit la moyenne d'une
quantité appelée �competitive ratio�. Pour une stratégie donnée, cette dernière correspond
au rapport entre la distance parcourue pour achever la recherche et la distance correspon-
dant au plus court chemin possible. Ces travaux sont particulièrement bien adaptés lorsque
l'on dispose d'un a priori fort sur la géométrie de la scène et fournissent alors un cadre
d'étude très complet. En revanche ils n'o�rent pas un cadre probabiliste permettant de
gérer les incertitudes sur la détection des objets.

1.3.2 Approche proposée

Le cadre de notre étude est relativement di�érent des travaux précités dans le sens
où notre problématique est de construire une carte d'encombrement de la scène. Il s'agit
donc d'e�ectuer la recherche de tous les objets la constituant. D'autre part, aucune idée
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de reconnaissance n'est sous-jacente à ce que nous entendons par �recherche�. Toutefois,
des travaux que nous citons se dégage une composante commune qu'il nous semble inté-
ressant de conserver. Que ce soit par l'intermédiaire de relations géométriques, d'objets
intermédiaires, de distributions de probabilité ou dans la dé�nition de cadres géométriques
spéci�ques, toutes les recherches s'e�ectuent avec l'aide d'un a priori sur la localisation
de l'objet. Nous pensons que sans ce type de connaissance a priori, des algorithmes de re-
cherche exhaustive (parcours de toutes les parties de la scène) seraient, dans la plupart des
cas, satisfaisants. D'autre part, les techniques basées sur une modélisation probabiliste de
la scène considèrent des probabilités de présence évidemment mieux adaptées à la gestion
de données incertaines comme peuvent l'être les mesures de détection (voir section 1.6) ou
même les connaissances a priori qui sont rarement certaines.

Le modèle que nous utilisons s'insère dans un cadre probabiliste su�samment général
pour prendre en compte, en plus des observations successives, d'éventuels a priori struc-
turels ou relationnels sur la distribution des objets dans la scène. Notre algorithme de
recherche repose essentiellement sur trois fonctionnalités (voir �gure 1.2) :

La modélisation de la connaissance que le système a de l'environnement dans lequel
il e�ectue la recherche. Nous avons choisi d'exprimer cette connaissance sous forme
de probabilités d'occupation, celles-ci étant dé�nies sur des zones (ou cellules) issues
d'un échantillonnage préalable de la scène. Cette approche peut être comparée à la
notion de grille d'occupation introduite par Elfes [Elfes 96]. L'échantillonnage que
nous proposons est construit sur la base des observations de l'image globale : les
zones de recherche sont les troncs de cône engendrés par la projection des objets
dans l'image globale. À l'instant initial, l'état de la connaissance se résume à un
certain a priori sur le type de scène (encombrée ou non, dense ou éparse, ...). Mais,
aux instants suivants et tout au long de la recherche, le modèle doit intégrer les
observations successives.

Le modèle d'observation se charge de transformer les observations issues du traitement
d'image en données homogènes et compatibles avec le modèle de connaissance ; en
l'occurrence des contraintes sur les probabilités d'occupation des cellules observées.

Le choix du point de vue qui, en fonction du modèle de connaissance courant, optimise
la recherche selon un certain critère.

Puisque nous nous intéressons plus particulièrement au problème de la recherche vi-
suelle, nous devons identi�er, dans un premier temps, le type d'observation que peut fournir
une caméra en termes de détection d'objets. En fait nous considérons que le traitement
d'image nous fournit une observation sous forme de probabilité d'occupation le long de
chaque ligne de vue. Nous justi�ons ce choix en section 1.6 au vu des possibilités o�ertes
actuellement par les algorithmes de traitement d'images.

La recherche s'e�ectue dans des zones appelées cellules issues d'un échantillonnage
préalable de la scène. Nous dé�nissons l'échantillonnage de la façon suivante : nous pouvons
identi�er, dans l'image globale, un certain nombre de lignes de vue dont la probabilité de
détection est su�samment grande (c'est-à-dire supérieure à un certain seuil). Ces lignes
de vue sont des axes privilégiés pour la recherche dans le sens où elles contiennent presque
sûrement au moins un objet. Chacun de ces axes peut alors être discrétisé en cellules.
Explorer la scène revient à véri�er si chacune d'entre elles est occupée ou non. En ce qui
concerne la modélisation de la zone de recherche, notre approche s'apparente à la recherche
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Fig. 1.2 � Décomposition fonctionnelle de l'algorithme de recherche en trois étapes : 1-
modélisation de l'observation 2-modélisation de la connaissance et 3-choix du point de vue.

le long de rayons de [LópezOrtiz 98] mais adopte un point de vue radicalement di�érent
visant la réduction de l'incertitude liée à la probabilité d'occupation de chaque cellule.

En e�et, chaque cellule est dotée d'une probabilité d'occupation de sorte que l'explora-
tion d'une cellule revient à faire tendre cette probabilité vers 0 si elle est vide ou bien vers 1
si elle contient un objet. Pour tenir compte d'éventuelles dépendances entre les cellules (ces
dépendances peuvent se traduire en termes de proximité des objets ou du nombre d'objets
présents), les probabilités de chaque cellule (ou lois marginales) prise individuellement ne
su�sent pas. Pour cela il faut plutôt s'intéresser à la loi conjointe entre toutes les cellules.
De cette loi conjointe il est alors facile d'extraire les di�érentes marginales.

Nous verrons alors que les a priori sur la scène ainsi que les observations se traduisent
par des contraintes linéaires sur la loi conjointe. L'intégration de contraintes linéaires s'ex-
prime comme la résolution d'un système sous-contraint ; résolution que nous construisons
de manière itérative pour s'a�ranchir des problèmes d'inversion et surtout pour pouvoir
intégrer les observations à mesure qu'elles se présentent. Les observations sont données par
les images locales fournissant, pour chaque ligne de vue, une probabilité de détection. Dans
un souci de clarté de la présentation, nous ne tenons compte que de la détection de long de
l'axe optique de la caméra. Le capteur répond donc à la question : avec quelle probabilité
peut-on a�rmer qu'un objet se trouve sur l'axe optique?

En�n nous nous intéressons à la construction d'une stratégie de recherche optimale
dé�nissant la con�guration de la caméra à atteindre pour optimiser la recherche. Il s'agit
donc de prédire le gain d'information apporté par de nouvelles observations. Un choix
déterminant au sein de l'algorithme de recherche concerne la façon de quanti�er le gain
d'information. Cette quanti�cation n'est pas triviale dans la mesure où elle doit valoriser les
détections et les non détections. Nous proposons quatre quanti�cations possibles dont trois
sont basées sur la norme de la variation des marginales (ou probabilités d'occupation) et
di�èrent par le choix de la norme. La dernière quanti�cation proposée porte sur la variation
d'entropie de ces marginales.

1.4 Exploration des objets : un problème de reconstruction

L'étape que nous venons de décrire doit aboutir à l'identi�cation de zones susceptibles
de contenir un objet. Au niveau plus local, le système est amené à se focaliser sur chacune
de ces zones a�n de reconstruire chaque objet. Cette section est consacrée à la reconstruc-
tion automatique des objets depuis la modélisation jusqu'à la génération des commandes
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d'exploration.

1.4.1 Reconstruction d'objets

1.4.1.1 L'enveloppe visuelle

La reconstruction d'objets à partir d'une image ou d'une séquence d'images joue un
rôle important en vision par ordinateur. De nombreuses techniques ont vu le jour. Elles
peuvent être répertoriées en fonction de l'information qui est utilisée dans l'image : le
�ot optique, l'ombre, des points en correspondance (reconstruction stéréoscopique), les
contours. L'utilisation du contour de l'objet (appelé également silhouette) ne permet pas
de reconstruire les parties creuses de celui-ci. En revanche les contours présentent l'intérêt
d'être l'une des informations les plus simples à extraire dans l'image ; en tout cas plus simple
et plus rapide que le �ot optique ou qu'un ensemble de points mis en correspondance. Pour
ces raisons, l'utilisation des contours a fait l'objet de nombreuses études.

Les études concernant la reconstruction des objets à partir des contours apparents se
classent essentiellement en deux catégories. Les approches volumiques, initiées par Baum-
gart [Baumgart 74], utilisent le fait que le cône engendré par le contour contient l'objet, ainsi
une succession de points de vue permet, par intersection, de calculer un volume contenant
l'objet. Le concept d'enveloppe visuelle a été introduit par Laurentini [Laurentini 94]. L'en-
veloppe visuelle d'un objet se dé�nit comme le plus petit volume pouvant être déterminé
par cette approche. Des variantes de cette méthode utilisent des polyèdres ou des octrees
pour représenter les cônes et leur intersection [Connolly 89,Sullivan 98,Srivastava 90]. Une
autre classe d'approches, dites surfaciques, utilisent le fait que le cône visuel est tangent
à l'objet observé pour reconstruire l'enveloppe des plans tangents à partir d'une séquence
continue d'images [Vaillant 92,Cipolla 92,Boyer 97]. Zell et Garcia [Zell 94,Zell 95] pré-
sentent une méthode de construction d'octrees pour modéliser des objets 3D à partir de
plusieurs vues. Ils proposent une méthode permettant de prendre en compte les erreurs
dues au système d'acquisition par simple dilatation des silhouettes extraites de sorte que
l'enveloppe estimée soit sur-englobante. Sullivan et Ponce [Sullivan 98] combinent les ap-
proches volumiques et surfaciques. Dans un premier temps, une approximation polyédrale
de l'objet est générée par intersection des cônes visuels. Puis une surface spline dont les
points de contrôle sont les sommets du polyèdre est calculée et déformée jusqu'à ce qu'elle
soit tangente, en tout point, aux cônes visuels issus des di�érentes positions de la caméra.

Les méthodes visant la reconstruction de l'enveloppe visuelle sont très réalistes dans le
sens où elles utilisent une information de l'image pertinente et relativement aisée à extraire :
le contour des objets. Celles-ci sou�rent néanmoins de leurs prétentions dans la mesure où
elles cherchent à extraire l'enveloppe visuelle exacte et que les modèles correspondants sont
souvent coûteux.

1.4.1.2 Les modèles approchés

La plupart des études que nous venons de citer se concentrent sur la modélisation 3D
en termes de précision et d'exactitude de la reconstruction. Mais, pour une large classe
d'applications telles que la plani�cation de trajectoires, l'évitement d'obstacles ou l'explo-
ration, une carte préliminaire et simpli�ée des constituants de la scène et de l'encombrement
est su�sante. Comme nous l'avons indiqué précédemment, une représentation concise et
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donc simpli�ée devient même nécessaire lorsque le système est soumis à des exigences de
réactivité en temps réel. Ces constatations ont motivé nos travaux sur l'estimation ou
la reconstruction de modèles approchés (appelés coarse models dans la littérature anglo-
saxonne).

La notion de modèle approché n'est pas nouvelle et a fait l'objet de précédentes études
par Agin et Binford [Agin 76], Marr et Nishihara [Marr 77] et plus récemment Ferrie
[Ferrie 88]. Agin et Binford [Agin 76] sont, sans doute, les premiers à s'être intéressés à la
représentation de surfaces 3D par des cylindres généralisés. Les cylindres généralisés sont
complètement décrits par une courbe appelée axe du cylindre et une fonction décrivant la
section perpendiculaire à l'axe (cross section) en tout point de celui-ci. Shani et Ballard
[Shani 84] ont, à leur tour, contribué à la description des cylindres généralisés en utilisant
des splines 3D et des B-splines.

Ferrie [Ferrie 88] examine le problème suivant : comment déduire une structure géomé-
trique approchée d'un objet à partir d'une description de sa surface. Le modèle approché
utilisé est basé sur des cylindres et des ellipsoïdes. L'article porte sur la décomposition de
l'objet en parties : par l'étude de sa courbure, la surface est partitionnée en régions approxi-
mativement convexes. Il porte également sur l'estimation des paramètres décrivant chaque
partie par des ellipsoïdes ou des cylindres et sur la suppression des modèles redondants de
sorte à ne conserver que les modèles les plus pertinents.

Beaucoup d'auteurs se sont également intéressés à l'usage des superquadriques à des
�ns de modélisation approchée des objets [Whaite 94,Leonardis 94,Solina 90,Gupta 93].
Les superquadriques permettent de modéliser seulement un sous-ensemble des formes que
peuvent décrire les cylindres généralisés. Toutefois elles constituent un compromis très
intéressant entre simplicité de modélisation et complexité des formes qu'elles peuvent ap-
préhender. La puissance de cette représentation réside dans la compacité de sa paramétri-
sation. Elle constitue une extension des ellipsoïdes au cas où les exposants sont rationnels.
Une superquadrique centrée est dé�nie par une formulation implicite du type :((
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a1, a2 et a3 dé�nissent la taille de la superquadrique alors que ε1 et ε2 déterminent sa
forme. Une formulation explicite identique des superquadriques est donnée par :

x(η,ω) =


a1 cosε1(η) cosε2(ω)
a2 cosε1(η) sinε2(ω)

a3 sinε1(η)
− π

2
≤ η ≤ π

2
− π ≤ ω ≤ π

Une limite de cette description est qu'elle ne procure pas une paramétrisation régulière de
la surface ce qui conduit à un comportement numérique peu stable aux asymptotes. En
réponse à ce problème, Montiel [Montiel 98] modélise les superquadriques par déforma-
tion d'un ellipsoïde ce qui a pour e�et de régulariser la distribution des paramètres et de
simpli�er leur estimation.

[Solina 90] développe une technique de détermination des paramètres d'une super-
quadrique décrivant au mieux un ensemble de points 3D. Les paramètres optimaux cor-
respondent au minimum d'une fonction d'énergie calculée en fonction de la distance des
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points au modèle de surface. L'utilisation d'une technique stochastique d'optimisation per-
met de s'a�ranchir des minima locaux de cette fonctionnelle. D'autre part, une restriction
de l'espace des paramètres permet de choisir parmi l'ensemble des minima globaux cor-
respondants aux solutions acceptables. En e�et il peut exister plusieurs paramétrisations
possibles de superquadriques pour représenter une même forme.

[Gupta 93] propose une procédure de segmentation récursive d'une carte de points
3D utilisant des modèles superquadriques pour représenter les régions segmentées. Celle-
ci est capable de s'adapter à la complexité des données et permet de choisir le degré de
�nesse de la reconstruction. Dans [Leonardis 94], les travaux sont également orientés vers
la décomposition en parties. La méthode proposée consiste en deux étapes : la recherche de
modèles superquadriques, éventuellement redondants, par une combinaison de classi�cation
des données et d'estimation de paramètres puis la sélection des modèles pertinents par
élimination des modèles redondants.

1.4.1.3 Approche proposée

La majorité des travaux que nous venons de citer sont en général peu adaptés à la
reconstruction visuelle car ils nécessitent une représentation 3D de la surface ou des points
la constituant. En revanche, les méthodes concernant la reconstruction des enveloppes vi-
suelles exactes nous semblent coûteuses en termes de représentation et surtout mal adaptées
à la gestion des incertitudes. Notre approche se situe à l'intersection de ces deux classes de
méthodes et concerne la reconstruction des enveloppes visuelles approchées.

Comme nous l'avons dit précédemment, pour les techniques basées sur la reconstruc-
tion de l'enveloppe visuelle, le traitement d'image est réduit à l'extraction des contours (ou
d'une approximation des contours dans notre cas) du masque des objets dans l'image. Par
conséquent notre étude peut, en théorie, s'appliquer à n'importe quel type d'objet dans
la mesure où il peut être segmenté et mis en correspondance tout au long de la séquence
d'acquisitions. En pratique, pour n'imposer aucune contrainte concernant l'aspect des ob-
jets, nous faisons l'hypothèse que la frontière des objets est marquée par une discontinuité
de profondeur. Ainsi un algorithme de détection du mouvement nous donnera le masque
des objets (section 1.6).

Puisque nous décidons de baser notre étude sur la reconstruction d'un volume englobant
approché de l'objet, se pose, à présent, la question du modèle que nous allons utiliser pour
sa représentation.

1.4.2 Modèles mixtes

Un point rarement abordé en modélisation des objets concerne l'uni�cation des aspects
géométriques et incertitudes de reconstruction. L'aspect évident de la modélisation d'un
objet, se situe au niveau géométrique : il est entièrement représenté par sa position et sa
forme. Mais pouvoir extraire une position et une forme d'un modèle dont on souhaite qu'il
prenne en compte les incertitudes, n'est pas su�sant. En e�et, en présence d'incertitudes,
comment a�rmer qu'un point de la scène est occupé par un objet ou non? Il apparaît
plus raisonnable d'attribuer à ce point une probabilité d'appartenance à un objet. La
construction du modèle d'objet que nous présentons vise à uni�er ces deux aspects.

Les méthodes que nous développons s'insèrent dans le cadre général des techniques
d'estimation. Celles-ci supposent généralement une description probabiliste des observa-
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tions. La géométrie probabiliste permet alors de rendre les observations compatibles et
comparables a�n de les fusionner.

1.4.2.1 Géométrie probabiliste et transformation des lois

La géométrie probabiliste [Ayache 91,DurrantWhyte 87,DurrantWhyte 88a,Collins 93]
permet de résoudre le paradoxe lié à l'uni�cation des aspects géométriques (information
structurelle de haut niveau) et des aspects probabilistes plus faciles à modéliser dans le
cadre de représentations locales (information d'encombrement). Le compromis réside dans
la nécessité d'une représentation qui puisse prendre en compte les interactions géométriques
de haut niveau entre le robot et son environnement tout en o�rant un formalisme adapté
aux prises de décision sachant que les mesures et les actions ont un degré d'incertitude
intrinsèque non négligeable. La clef d'une représentation e�cace d'un environnement géo-
métrique incertain est la possibilité de fusionner des données de natures di�érentes. La
géométrie probabiliste di�ère de la théorie classique des probabilités en cela qu'elle re-
quière une interprétation physique des variables aléatoires et consiste, en quelque sorte, en
la transformation et la manipulation de ces variables. Ces manipulations peuvent concer-
ner le changement de repère ou de paramétrisation, la fusion de données, l'agrégation de
caractéristiques dans une description de plus haut niveau, ...

Les variables géométriques aléatoires manipulées sont en général les paramètres d'une
caractéristique observée. L'incertitude d'un objet est alors représentée par une densité de
probabilité sur l'espace des paramètres de l'objet. En e�et tout objet géométrique peut
être décrit par une fonction vectorielle g et un vecteur de paramètres p tels que pour tout
point x appartenant à l'objet,

g(x,p) = 0

g détermine le type de primitive géométrique observée (point, droite, cylindre,...) et la
valeur de p dé�nit ses paramètres. L'incertitude d'observer une valeur particulière de p
peut alors être représentée par une densité de probabilité f(p).

Toute transformation de l'objet géométrique peut alors s'écrire p′ = T (p) où p′ est un
nouveau vecteur aléatoire. Si T est bijective et continûment di�érentiable, f ′ s'obtient par
application du changement de variable dans les intégrales :

f ′(p′) =
1

|det(∂T
∂p )|f(T−1(p′))

Étudier la transformation de vecteurs de lois quelconques devient vite très di�cile puis-
qu'une transformation quelconque n'a aucune raison de conserver le type de loi et les
modèles de lois peuvent devenir très complexes au bout d'une ou deux transformations
seulement. Pour pallier cette complexi�cation, l'idée est de transformer les moments suc-
cessifs de la fonction de probabilité jusqu'à l'ordre de précision souhaité. Ainsi pour les
moments d'ordre 0 et 1, les transformations sont :

� moyenne
p̂′ = T (p̂)

� matrice de covariance
Λ′ = JΛJT
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Si, de plus, on fonctionne sous l'hypothèse de lois gaussiennes alors la description nécessaire
et su�sante d'un vecteur aléatoire se limite à son espérance et à sa matrice de covariance.
En�n, lorsque p est gaussien mais T non linéaire, T (p) n'a aucune raison d'être lui-même
gaussien. L'idée est alors d'approximer linéairement T autour de la valeur moyenne de p.

Les travaux menés en robotique et en vision dans ce domaine [Ayache 91,Durrant-
Whyte 87] concernent principalement l'intégration d'informations multi-sensorielles. La
géométrie probabiliste permet de résoudre le problème posé par la combinaison de mesures
prises à di�érents instants, en di�érents lieux et avec di�érents capteurs. Les applications
se situent principalement au niveau de la localisation des robots, la mise à jour de cartes de
l'environnement représenté par un ensemble de primitives géométriques et la reconnaissance
d'objets.

1.4.2.2 Modèles à erreur bornée

Lorsque l'incertitude n'est pas intrinsèquement stochastique ou que le modèle pro-
babiliste n'est pas connu, une alternative intéressante est de considérer un modèle à
erreur bornée. Ceux-ci ont été introduits par Witsenhausen et Schweppe [Witsenhau-
sen 68,Schweppe 68]. L'idée est de modéliser l'erreur par un bruit additif uniforme dont
les bornes du support sont connues. De nombreux auteurs ont depuis repris ces travaux
et largement contribué au domaine. Citons Chernousko [Chernousko 82] dont les travaux
concernent l'étude de la contrôlabilité des systèmes pour lesquels il dé�nit des domaines
d'atteignabilité. Milanese, Norton, Walter et Pronzato se sont plus particulièrement intéres-
sés à l'identi�cation et à l'estimation de paramètres. Les contributions et les connaissances
actuelles dans ce domaine sont décrites dans [Milanese 91b,Milanese 96,Norton 87]. Kie�er,
Jaulin, Walter et Meizel [Kie�er 00] présentent une solution au problème de localisation et
de suivi dans un contexte où les erreurs de mesure et d'incertitude sur l'état sont bornées.
À chaque itération, le résultat de la localisation est un ensemble contenant la con�guration
du robot.

Dans le cadre des modèles à erreur bornée, la connaissance et les observations sont
modélisées par le support d'une loi uniforme. Se pose alors le problème de décrire ces
supports. D'autre part, fusionner les observations nécessite le calcul d'intersections de
supports parfois complexes. Une méthode e�cace d'un point de vue numérique consiste
à approcher tous les supports par un volume englobant simpli�é et appartenant à une
classe donnée. Les types d'approximations étudiées jusqu'à ce jour sont principalement les
polytopes, les orthotopes et les ellipsoïdes.

Lorsque le système et les contraintes d'observation sont linéaires, les supports sont
décrits, de façon exacte par des polytopes [Broman 86]. Le principal inconvénient de cette
description est que le nombre de faces et d'arêtes du polytope augmente rapidement avec le
nombre d'observations. Pour pallier cette augmentation de la taille du modèle, une solution
est d'approcher le polytope par une forme plus simple et de paramétrisation invariante vis-
à-vis de l'intégration de nouvelles observations.

Les orthotopes sont des hyper-rectangles dont les arêtes sont parallèles aux axes du
repère dans lequel est décrit le support. Plusieurs algorithmes ont étés proposés dans
le but d'estimer ces hyper-rectangles. Milanese et Vicino [Milanese 91a] ont proposé un
algorithme réutilisant toutes les contraintes déjà introduites aux itérations précédentes. Il
devient donc rapidement coûteux en temps de calculs. Messaoud et Favier [Messaoud 94]
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proposent un algorithme récursif permettant de contourner ce problème.
Pour ce qui concerne l'approximation ellipsoïdale, citons les travaux de Evans [Sa-

leem 96,Evans 94], Maksarov et Norton [Maksarov 96], Walter, Pronzato et Durieu [Pron-
zato 94a,Pronzato 94b,Durieu 96]. Maksarov [Maksarov 96] présente un état de l'art détaillé
et des comparaisons avec des approches statistiques (telles que le �ltre de Kalman) en ce
qui concerne des problèmes d'identi�cation. La plupart des auteurs s'intéressent au déve-
loppement d'algorithmes de sommation et d'intersection d'ellipsoïdes. Or l'intersection de
deux ellipsoïdes n'est pas un ellipsoïde, il faut donc en faire une approximation. Classique-
ment l'intersection est approchée par le plus petit ellipsoïde englobant. Apparaît donc la
notion de minimisation d'un ellipsoïde [Pronzato 94a,Saleem 96] qui est souvent traduite
en termes de trace ou de déterminant de la matrice symétrique correspondante [Durieu 96].

1.4.2.3 Approche proposée

Notre étude tire parti des modèles probabilistes et à erreur bornée au sein d'une re-
présentation mixte des objets (voir [Hanebeck 96] pour d'autres travaux concernant la
combinaison de théories statistiques et ensemblistes) pour laquelle la position de l'objet
et l'incertitude associée sont les paramètres d'une loi normale et l'enveloppe de l'objet
est représentée par un modèle à erreur bornée dont le support est une approximation de
son volume englobant. Comme nous l'avons vu précédemment, la méthode classiquement
utilisée en géométrie probabiliste pour modéliser une enveloppe dans un cadre incertain
est de décrire cette enveloppe sous une forme paramétrique puis d'ajouter un bruit sur les
paramètres. L'approche que nous proposons di�ère de ce type de méthode en cela qu'elle
décorrèle la représentation de l'incertitude de celle de l'enveloppe.

En ce qui concerne la description de l'enveloppe, notre choix se porte sur l'approxi-
mation ellipsoïdale pour son analogie forte avec les matrices de covariances ce qui permet
de dé�nir des règles de propagation semblables et donc relativement compactes dans leur
formulation. En e�et, les ellipsoïdes se dé�nissent entièrement par une forme quadratique
donc un vecteur x0 représentant la position du centre et une matrice symétrique E telle
que pour tout point x :

(x − x0)T E(x − x0) > 1 si x est extérieur à l'ellipsoïde
(x − x0)T E(x − x0) = 1 si x appartient à la frontière de l'ellipsoïde
(x − x0)T E(x − x0) < 1 si x est intérieur à l'ellipsoïde

ils présentent donc une forte analogie avec les distributions gaussiennes. Le centre de l'ellip-
soïde devient la moyenne de la distribution et la matrice symétrique de forme quadratique
est, à une inversion près, la matrice de covariance. Un autre intérêt des ellipsoïdes réside
dans la simplicité d'appréhender l'orientation des objets qu'ils modélisent, l'orientation
étant déterminée par les vecteurs propres de la forme quadratique associée.

Le modèle ainsi dé�ni est d'autant plus intéressant qu'il permet à la fois, pour chaque
point de la scène, le calcul de sa probabilité d'appartenance à un objet et une extraction
simple de sa géométrie (position et enveloppe). Il permet donc l'uni�cation de l'incertitude
à des aspects géométriques. Le modèle est établi sous une forme paramétrique appelée loi
d'ensemble dans laquelle chaque paramètre correspond à une interprétation physique soit
en terme de position, d'incertitude ou encore d'enveloppe.
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Une fois le modèle établi, il s'agit de dé�nir des règles de propagation permettant
d'obtenir les paramètres du modèle après transformation. Nous développons des règles
très générales concernant les di�éomorphismes et les projections. Ces règles permettent
de modéliser plus particulièrement la chaîne des observations visuelles pour di�érentes
con�gurations : monoculaire ou binoculaire. Ces règles sont établies sur la base d'une li-
néarisation des transformations. Cette approximation au premier ordre n'est pas gênante
dans le cadre d'une reconstruction approchée comme celle que nous visons. Elle apparaît,
qui plus est, nécessaire pour assurer la consistance du modèle. En e�et, sans cette linéa-
risation, la transformée d'une loi d'ensemble ne serait pas une loi d'ensemble auquel cas,
en une ou deux itérations, le modèle deviendrait inutilisable en perdant la concision de sa
paramétrisation.

Nous dérivons également un schéma d'estimation de la loi d'ensemble. Étant donnée la
connaissance à l'instant k de la loi a priori et étant donnée la loi représentant l'observation
à l'instant k + 1, il s'agit de calculer une estimation de la loi a posteriori. Nous avons
choisi d'estimer le paramètre de position et l'incertitude associée au sens du maximum
a posteriori. Le paramètre dé�nissant l'enveloppe est, quant à lui, une approximation el-
lipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes. Ainsi, sous réserve d'avoir pu initialiser le
modèle au début du processus et de disposer d'une séquence d'observations, nous sommes
capables d'intégrer de nouvelles observations et notamment des informations visuelles.

Décrire le volume englobant d'un objet par un ellipsoïde peut paraître, dans certains
cas, très approximatif. Mais nous rappelons que lorsque la description d'un objet physique
fortement concave par un ellipsoïde apparaît incohérent vis-à-vis de la tâche assignée, cet
objet devra être partitionné en parties cohérentes. Ceci dépasse, néanmoins, le cadre de
notre étude.

1.4.3 Exploration pour la reconstruction des objets

1.4.3.1 Contexte

Un autre problème concernant la reconstruction d'un objet est la génération autonome
des mouvements exploratoires permettant une estimation optimale de ce modèle. De façon
générale, ce problème est appelé dans la littérature anglo-saxonne �optimal sensor planning�
[Tarabanis 95]. Lorsque le but est la reconstruction, �ne ou approchée de scènes ou d'objets,
nous parlons d'exploration. Celle-ci est dite autonome lorsque la scène est initialement
totalement ou partiellement inconnue.

Kutulakos, Dyer et Lumelsky exploitent les variations de la frontière d'occultation qui
regroupe l'ensemble des points séparant la partie visible de la partie occultée de l'ob-
jet à des �ns de reconstruction [Kutulakos 92a,Kutulakos 93] et d'exploration [Kutula-
kos 94,Kutulakos 92b]. En ce qui concerne les travaux sur l'exploration, leur approche
consiste à contrôler l'apparition de zones non encore visibles en analysant le comporte-
ment de la frontière d'occultation. Celle-ci évolue de façon continue en fonction de la
position du robot excepté en des points de vue spéci�ques pour lesquels la topologie de la
courbe change. L'exploration est formulée comme une tâche permettant de faire �glisser�
la frontière d'occultation sur des points de la surface de l'objet non visibles initialement.
La principale di�culté de cette approche est que la forme de la frontière d'occultation ne
dépend pas seulement de la position du robot mais également de la forme de l'objet qui est
inconnue. Le contrôle de son évolution est donc incomplet. L'algorithme proposé garantit
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néanmoins qu'un nombre �ni de points de vue permet l'exploration complète de l'objet.
Cette étude concerne aussi bien les capteurs visuels que les capteurs laser. En revanche la
méthode ne permet pas de gérer l'incertitude associée à la mesure.

Whaite et Ferrie se sont intéressés à l'estimation de modèles superquadriques [Ferrie 92]
à partir de données 3D (plus appropriées aux capteurs lasers). Ce type de modèle présente
l'avantage de décrire un grand nombre de formes avec un nombre réduit de paramètres
(seulement 2 de plus qu'il n'en faut pour décrire un ellipsoïde). Si a est le vecteur de
paramètres à estimer, l'algorithme consiste à minimiser, par une méthode type Levenburg-
Marquardt, la quantité

χ2(a) =
∑ D2(xi,a)

σ2
i

où D(xi,a) mesure la distance entre le point observé xi et le modèle. La somme est pondé-
rée par l'incertitude associée à chaque observation. Le principe de l'algorithme est simple
mais présente une ambiguïté vis-à-vis de la solution obtenue. En e�et, la surface χ2(a)
ne présente pas, en général, un minimum global unique mais une vallée correspondant à
une in�nité de solutions. L'idée astucieuse proposée par les auteurs [Whaite 91,Whaite 92,
Whaite 94] est de tirer partie de cette ambiguïté à des �ns exploratoires. La vallée corres-
pondant à cette ambiguïté est modélisée par un ellipsoïde et traduite dans l'espace 3D de
sorte à en déduire un schéma de minimisation de l'ambiguïté par des choix de points de
vue adéquats.

Durrant-Whyte [DurrantWhyte 88b] propose, comme application directe de la géo-
métrie probabiliste en robotique, le développement de stratégies minimisant l'incertitude
associée à l'observation. Du fait de contraintes topologiques sur la position de la caméra
par rapport à la primitive observée, l'incertitude d'observation dépend de la position de la
caméra. D'autre part, il modélise l'erreur d'estimation comme étant inversement propor-
tionnelle à la distance de la caméra à l'objet. Le critère choisi pour déplacer la caméra est
la trace de la matrice d'information associée à l'observation qu'il minimise en utilisant les
multiplicateurs de Lagrange. À notre connaissance, cette étude n'a malheureusement pas
fait l'objet d'expérimentations.

Maver et Bajcsy [Maver 93] ont proposé une stratégie d'acquisition de données 3D
obtenues par triangulation au sein d'un couple laser/caméra. La stratégie est basée sur
la découverte de zones occultées par d'autres parties de la scène. Celles-ci sont classées
en deux catégories : les zones non visibles par la caméra et les zones non atteintes par le
faisceau laser. Après acquisition d'une image, les données manquantes dues au premier type
d'occultation sont acquises en e�ectuant des mouvements de rotations adéquats. Ensuite,
les zones correspondant au deuxième type d'occultation sont localisées a�n de déterminer
la direction du prochain point de vue.

Mentionnons également les récents travaux de Arbel et Ferrie [Arbel 99] concernant
la sélection de points de vue. Même s'ils traitent du problème, relativement di�érent,
de la reconnaissance d'objets, l'approche est intéressante. Elle est basée sur le calcul
hors ligne d'une carte d'entropie associée à l'ambiguïté de reconnaissance. Caglioti [Ca-
glioti 01a,Caglioti 01b] propose également un critère basé sur l'entropie. Il utilise, plus
précisément, l'espérance de la variation d'entropie associée à l'observation à des �ns de
reconnaissance et de localisation d'objets. La reconnaissance est caractérisée par un pro-
cessus discret de classi�cation de l'objet. La localisation est quant à elle modélisée par une
paramétrisation continue. Un critère classique en estimation de paramètres discrets est
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l'entropie du système. En continu, il est plus naturel d'utiliser une fonction de la variance
de la distribution des paramètres. Dans [Caglioti 01a] Caglioti propose une solution au
problème hybride combinant paramétrisations discrètes et continues.

1.4.3.2 Approche proposée

Pour résoudre l'ambiguïté de positionnement d'un objet causé par son auto-occultation,
un système visuel de reconstruction quel qu'il soit doit acquérir des données à partir de
di�érents points de vue. L'exploration autonome d'un objet peut être vue comme un moyen
de déterminer automatiquement les mouvements du système permettant de lever cette
ambiguïté. Dans le cas d'un objet, le terme d'exploration peut être comparé à celui de
vision active pour la reconstruction.

Dans notre cas où la position est modélisée par une distribution gaussienne et où la
forme est représentée par un ellipsoïde, le concept d'exploration doit être vu comme un
moyen d'améliorer la localisation de l'objet. L'exploration est dite optimale si le taux de
convergence de l'estimation est le plus rapide possible. La stratégie que nous développons
consiste à réduire l'incertitude de la distribution associée à l'objet observé en intégrant des
données visuelles. La modélisation gaussienne de l'incertitude ainsi qu'une linéarisation
adéquate du processus d'acquisition visuel nous permettent de construire une solution
analytique au problème d'exploration optimale.

Dans la continuité de Durrant-Whyte [DurrantWhyte 88b] qui propose d'utiliser comme
critère la trace de la matrice d'information liée à l'observation, nous choisissons un cri-
tère lié à l'information prédite a posteriori c'est-à-dire une prédiction sur la connaissance
du modèle après fusion d'une nouvelle observation elle-même prédite. Ce critère présente
l'avantage d'optimiser la reconstruction en termes de diminution de l'incertitude et de
maximiser, indirectement, le volume découvert puisque l'incertitude est liée à l'inobserva-
bilité, c'est-à-dire que les directions les plus incertaines sont a priori celles qui ont été les
moins observées. L'optimisation de ce critère nous permet de décrire deux types de lois de
commande exploratoires : une commande localement optimale et une commande basée sur
le meilleur point de vue.

1.5 Asservissement visuel

L'opération consistant à transformer des consignes en commandes, directement utili-
sables par le système est appelée asservissement. L'asservissement est dit visuel lorsqu'il
utilise les données d'une ou plusieurs caméras. Il existe plusieurs architectures d'asservis-
sement visuel. Les deux types principaux se distinguent par le domaine de dé�nition de la
consigne :

� soit la consigne est dé�nie dans l'espace de la tâche (en général l'espace cartésien) ;
dans ce cas le système de vision doit permettre de retrouver des informations 3D a�n
de s'asservir sur ces données ;

� soit la consigne est dé�nie dans l'image ; c'est à dire que les déplacements sont générés
directement par comparaison de certaines caractéristiques de l'image courante avec
la valeur de ces caractéristiques à l'instant �nal.

Hutchinson [Hutchinson 96] fournit une comparaison détaillée de ces deux méthodes. L'as-
servissement pour lequel les consignes sont des caractéristiques de l'image est dit �référencé
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capteur� ou �2D�. Il présente l'avantage de s'a�ranchir des connaissances 3D qui, par na-
ture, dépendent fortement de la calibration de la caméra et qui, surtout, nécessitent des
connaissances supplémentaires (vitesse de déplacement, informations issues de deux cap-
teurs, structure de l'objet observé, ...) puisqu'une image ne contient pas l'information de
profondeur.

Pour toutes ces raisons, depuis quelques années, beaucoup d'auteurs se sont consa-
crés à l'asservissement visuel 2D embarqué : Chaumette [Chaumette 98a,Chaumette 90,
Chaumette 91,Chaumette 93,Chaumette 98b], Espiau [Espiau 92], Weiss [Weiss 84], Ha-
shimoto [Hashimoto 93]. Au c÷ur de cette approche, réside le jacobien image (ou matrice
d'interaction). Il relie les variations de certaines caractéristiques de l'image à la commande
du robot. Plusieurs types de caractéristiques de l'image peuvent être choisis. Citons parmi
d'autres :

� les paramètres de primitives bien choisies (points, droites, cercles, sphères,...) [Chau-
mette 93]

� le mouvement dans l'image [Crétual 98]

� la signature polaire ou les coe�cients de Fourier de contours fermés [Collewet 98,
Collewet 99].

L'idéal étant de trouver une formulation analytique du jacobien suivant le type de primitive
choisi, lorsque ce n'est pas possible, certains se sont penchés sur le problème de la réac-
tualisation et de l'estimation numérique du jacobien [Hosoda 94,Hosoda 95,Jägersand 94,
Jägersand 97]. Citons en�n des travaux qui s'intéressent à la sensibilité et au conditionne-
ment du jacobien [Hashimoto 93,Hashimoto 98].

Souvent, la loi de commande qui en découle peut être exprimée comme régulant une
fonction de tâche [Samson 91]. Tout le problème est alors de déterminer les conditions et
donc le domaine de stabilité de la loi de commande. Malis [Malis 98c,Malis 98b,Malis 98a,
Malis 99] étudie la stabilité d'un asservissement visuel hybride tirant partie des asser-
vissements 2D et 3D appelé asservissement visuel 2D 1/2. L'étude de la stabilité est, en
général, dépendante de la calibration c'est pourquoi certains ont cherché des asservisse-
ments exempts de calibration [Yoshimi 94]. Si l'asservissement visuel est souvent basé sur
l'approche fonction de tâche, d'autres [Papanikolopoulos 93] ont proposé une formulation
di�érente de l'asservissement visuel rendant possible un contrôle proportionnel intégral,
par placement de pôles ou encore LQG.

En ce qui concerne l'asservissement visuel embarqué, citons en�n les travaux de Pissard-
Gibollet et Rives [PissardGibollet 91,PissardGibollet 93] qui se sont intéressés à l'asservis-
sement visuel dans le cadre de la robotique mobile. Marchand [Marchand 98] se sert de
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l'asservissement visuel pour l'évitement d'occultations. Mezouar [Mezouar 00,Mezouar 01b,
Mezouar 01a] plani�e, dans l'image la trajectoire des consignes ce qui permet de conserver
les points d'intérêt dans l'image, d'éviter les auto-occultations ou les butées articulaires.

Dans [Horaud 98,Dornaika 92], les résultats de [Espiau 92] sont étendus au cas où
la caméra est déportée. Dans ce cas de �gure, le schéma de commande di�ère du cas
embarqué par le simple fait que le jacobien image doit prendre en compte le passage du
repère caméra au repère de commande du robot. En matière d'asservissement visuel déporté
citons également les travaux de Reyes et Kelly [Reyes 98] et Wijesoma [Wijesoma 93].
Plus récemment, Ruf [Ruf 00] utilise le cadre de la géométrie projective pour e�ectuer
l'asservissement.

Beaucoup d'études ont abordé l'utilisation de plusieurs caméras en vision par ordina-
teur : en général à des �ns de reconstruction 3D par stéréovision, parfois pour de l'asser-
vissement visuel basé sur une paire d'images [Hager 97,Horaud 98] mais rarement dans
le cadre d'une coopération caméra globale / caméra locale [Marchand 98]. Le travail que
nous décrivons en annexe A constitue une première étape vers une telle coopération. Nous
dé�nissons et montrons la faisabilité d'une tâche d'asservissement visuel fusionnant une
vue locale et une vue globale de la scène. Dans un souci de robustesse, nous démontrons
la stabilité de la loi de commande et comparons di�érentes techniques de coopération d'un
point de vue expérimental.

1.6 Détection d'objets au sens du mouvement

Comme toujours en vision par ordinateur, nos travaux reposent sur des algorithmes
�bas niveaux� liés au traitement d'images. Nous sommes plus particulièrement concernés
par la détection des objets dans une séquence d'images. Cette section décrit très briève-
ment les algorithmes de détection dont l'approche probabiliste semble plus adaptée à notre
problème.

Un certain nombre de méthodes visant à détecter des objets dans une scène consi-
dèrent des images �xes et sont basées sur des critères photométriques tels que la cou-
leur [Pateux 00,Leclerc 89], la texture [Paragios 00,Kervrann 95], les contours [Abe 00].
De ce fait elles dépendent fortement du type de scène considéré et sont souvent spé-
cialisées à une classe d'objets particuliers [Papageorgiou 99,Meng 00]. Pour s'a�ranchir
d'une quelconque restriction sur l'apparence des objets, les méthodes basées sur l'ana-
lyse de séquences d'images et notamment sur des critères de mouvement nous paraissent
plus adaptées. En e�et, si on fait l'hypothèse, peu restrictive, que les objets présentent
des discontinuités de profondeur le long de leur frontière, ceux-ci auront, pour des mou-
vements de translation de la caméra, un mouvement apparent distinct et donc iden-
ti�able par des algorithmes de détection au sens du mouvement. C'est pourquoi nous
consacrons cette section à la détection du mouvement dans une séquence d'images [Mi-
tiche 96,Odobez 94,Fablet 99,Irani 92,Torr 93,Thompson 93,François 91].

Les techniques proposées se classent en deux catégories, celles dont les séquences analy-
sées correspondent à une caméra �xe et celles pour lesquelles la caméra est en mouvement.
Dans notre situation, puisque les objets sont �xes, la caméra doit obligatoirement être
en mouvement a�n que les objets correspondent à des zones en mouvement dans l'image.
Mais cette situation peut se ramener au cas d'une caméra �xe par compensation du mou-
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vement dominant dans l'image [Stiller 99,Ayer 96,Odobez 95]. La détection des objets est
alors basée sur l'hypothèse que le mouvement dominant est induit par le mouvement de la
caméra.

Parmi les techniques de détection au sens du mouvement, nous examinons plus par-
ticulièrement celles, de plus en plus nombreuses, o�rant un cadre statistique prometteur
puisqu'elles fournissent, plus qu'une carte binaire (détection ou non détection), la proba-
bilité de l'hypothèse avancée.

L'utilisation des tests d'hypothèses semble bien adaptée à la détection des changements
temporels [Torr 93,Mitiche 96]. Si l'on modélise l'intensité dans une fenêtre autour d'un
pixel (ou site) donné, par une certaine distribution de probabilité, et que l'on note H0 :
l'hypothèse qu'il n'y a pas de changement temporel entre les instants t et t+dt (c'est-à-dire
que les paramètres du modèle sont identiques dans les images t et t+dt) et H1 : l'hypothèse
qu'il y a changement temporel entre les instants t et t + dt (c'est-à-dire que les paramètres
du modèle sont di�érents dans les images t et t + dt) alors le choix de l'une ou l'autre des
hypothèses en fonction d'une observation notée z peut se faire de la façon suivante :{

H0 si ln
cL1
cL0

< λ

H1 sinon

où L̂0 = max p(z|H0) et L̂1 = max p(z|H1) sont les maximums de vraisemblance obtenus
en faisant varier les paramètres du modèle d'intensité et λ est un seuil de comparaison. Si
le choix retenu est H1, c'est-à-dire qu'un objet est détecté, nous pouvons lui associer la
probabilité d'avoir raison :

p(H1|H1) = 1 − p(H0|H1)

où p(H0|H1) est connu sous le nom de probabilité de non détection.
D'autres méthodes [Odobez 95,François 91,Xiong 94] adoptent également un cadre

statistique en se basant sur une modélisation par champs de Markov [Pérez 98,Geman 84].
L'idée est de modéliser la distribution jointe des étiquettes et des observations sous la forme
d'une distribution de Gibbs

p(e,o) =
1
Z

exp − U(e,o)

où e à valeur dans {0,1} est l'étiquette déterminant s'il y a mouvement ou non, o est
une mesure de l'activité de mouvement dé�nissant l'observation, U(e,o) est une fonction
d'énergie et Z une constante de normalisation. L'estimation ê de e au sens du critère MAP
(celle qui maximise la distribution a posteriori de l'étiquetage p(e|o)) est donc celle qui
minimise U(e,o) :

ê = arg min
e

U(e,o)

Le calcul, pour chaque zone, de la probabilité de l'étiquetage ê est donc possible (même
s'il est souvent coûteux en temps).

Pour les deux types de détection d'objet que nous venons de présenter, nous mettons en
avant la possibilité d'associer à un étiquetage binaire (détection ou non détection) une pro-
babilité sur cette étiquetage. Il nous semble particulièrement intéressant de pouvoir tenir
compte de cette probabilité d'autant que les méthodes classiques utilisant un seuillage bi-
naire [Irani 92,Thompson 93] s'intègrent également dans un cadre probabiliste plus général
pour lequel les modèles de vraisemblance sont uniformément distribués.
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En résumé des techniques que nous venons de décrire, nous considérons que le traite-
ment d'images nous fournit une observation soit sous forme d'un masque binaire décrivant
la projection de l'objet dans l'image, soit d'une probabilité d'occupation le long de chaque
ligne de vue. Ces deux fonctionnalités sont tout à fait adaptées aux exigences des algo-
rithmes que nous avons développés.

1.7 Plan du rapport

La partie I est consacrée à la recherche des objets dans la scène. Plus précisément :

� au chapitre 1, nous établissons le modèle de connaissance basé sur un échantillonnage
de la scène dont chaque cellule est décrite par une probabilité d'occupation. La scène
est alors modélisée par un ensemble de lois conjointes permettant de dé�nir des
dépendances entre les probabilités d'occupation. Nous verrons que la mise à jour de
ce modèle en fonction des observations ou, éventuellement, d'a priori nécessite la
mise en place d'un processus d'intégration des contraintes linéaires. Ce processus et
les outils s'y rapportant sont également décrits au chapitre 1.

� le chapitre 2 concerne l'application des outils développés au chapitre 1 au modèle que
nous avons spéci�quement introduit pour la recherche des objets. Dans un premier
temps nous détaillons les algorithmes permettant d'intégrer des contraintes sur une loi
conjointe et de traduire des observations en contraintes. Dans un deuxième temps,
nous décrivons le principe du calcul des con�gurations de la caméra permettant
d'optimiser la recherche.

� le chapitre 3 regroupe des résultats de simulation permettant de valider le principe
des algorithmes d'intégration des observations et d'étudier en détail les performances
des stratégies de recherche proposées.

La partie II est consacrée à l'exploration des objets. Elle est organisée de la façon
suivante :

� au chapitre 1, nous décrivons précisément le modèle utilisé pour représenter les ob-
jets. Ce modèle est constitué d'un mélange de modèle stochastique et de modèle
à erreur bornée. Ce modèle est vu comme une densité de probabilité appelée dis-
tribution d'ensemble. Les paramètres de cette distribution ont une interprétation
géométrique simple. Ils correspondent à la position de l'objet, l'incertitude associée
et une approximation ellipsoïdale de son enveloppe.

� au chapitre 2 nous développons, dans un premier temps, des règles de transformation
générales des lois d'ensembles. Ces règles concernent les di�éomorphismes, les di�éo-
morphismes en présence d'incertitude et la projection sur un sous-espace. Dans un
deuxième temps, nous appliquons ces règles à la propagation de données visuelles.
Nous développons des règles de rétro-projection, de projection perspective et de chan-
gement de repère. Ces règles doivent nous permettre d'exprimer n'importe quelle
observation décrite par une loi d'ensemble sous une forme homogène et comparable
avec d'autres observations ou avec la distribution de l'objet.

� au chapitre 3, nous décrivons un processus d'estimation de la loi d'ensemble repré-
sentant un objet. Il est basé sur une estimation au sens du maximum a posteriori de
la position de l'objet et de l'incertitude associée et d'un calcul d'intersection ellip-
soïdale pour l'enveloppe. Ainsi, à partir du mouvement de la caméra nous pouvons
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reconstruire de façon approchée les objets. Nous présentons également des résultats
de simulations pour lesquelles nous reconstruisons le modèle approché d'un objet
de synthèse en appliquant une trajectoire circulaire à la caméra. Ces simulations
nous permettent de valider le principe de l'estimation et d'étudier la stabilité de la
reconstruction.

� au chapitre 4, dans le contexte de l'exploration autonome, nous dé�nissons un critère
d'optimalité de la reconstruction basé sur l'incertitude de localisation de l'objet. L'op-
timisation de ce critère nous permet d'exprimer deux lois de commande exploratoires
dé�nissant les mouvements optimaux de la caméra. Chacune des lois de commande
est testée en simulation a�n d'étudier ses performances.

� en�n l'ensemble de ces travaux a fait l'objet d'une implémentation sur plate-forme
expérimentale dont nous présentons les résultats au chapitre 5. Ces expérimentations
valident, en situation réelle, toute la chaîne algorithmique que nous avons développée.

L'annexe A reprend les travaux que nous avons menés dans le cadre de la coopération
caméra globale/ caméra locale pour l'asservissement visuel. La tâche d'asservissement que
nous présentons consiste, d'une part, à positionner la caméra embarquée par asservisse-
ment visuel déporté et, d'autre part à suivre un objet d'intérêt par asservissement visuel
embarqué. Nous montrons les problèmes posés par la réalisation simultanée de ces deux
tâches et proposons di�érentes solutions à leur couplage. Ces solutions ont fait l'objet
d'expérimentations dont les résultats permettent d'étudier la robustesse de chacune.
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Première partie

Recherche des objets dans une scène

encombrée
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Rappels concernant l'approche

proposée

Nous avons établi que la première étape de l'exploration d'une scène est celle consistant
à faire l'inventaire de tous les objets la constituant. C'est un problème de recherche d'ob-
jets. Nous avons choisi d'exprimer la connaissance de la scène sous forme de probabilités
d'occupation, celles-ci étant dé�nies sur des zones (ou cellules) issues d'un échantillonnage
préalable de la scène, construit en fonction des observations de l'image globale. À l'instant
initial, les probabilités d'occupation dé�nies sur cet échantillonnage sont initialisées en te-
nant compte d'un certain a priori sur le type de scène (encombrée ou non, dense ou éparse,
...). Mais, aux instants suivants et tout au long de la recherche, le modèle doit intégrer les
observations successives qui sont données par les algorithmes de traitement d'image (voir
section 1.6) sous forme de probabilités d'occupation le long de chaque ligne de vue.

L'échantillonnage de la scène est dé�ni de la façon suivante : nous identi�ons, dans
l'image globale, les lignes de vue dont la probabilité de détection est supérieure à un certain
seuil. Ces lignes de vue sont des axes privilégiés pour la recherche puisqu'elles contiennent,
presque sûrement, au moins un objet. Chacun de ces axes est ensuite discrétisé en cellules.
Explorer la scène revient alors à véri�er si chacune d'entre elles est occupée ou non, c'est-
à-dire à faire tendre la probabilité d'occupation correspondante vers 0 si elle est vide, ou
bien vers 1 si elle contient un objet. Pour tenir compte d'éventuelles dépendances entre
les cellules, les probabilités d'occupation de chaque cellule ne su�sent pas. Pour cela nous
modélisons la connaissance de la scène à un instant donné par une loi conjointe entre toutes
les cellules. De cette loi conjointe il est alors facile d'extraire les di�érentes marginales qui
correspondent aux probabilités d'occupation des cellules.

Nous verrons alors que les a priori sur la scène ainsi que les observations se traduisent
par des contraintes linéaires sur la loi conjointe. C'est pourquoi nous présenterons des
outils se rapportant à l'intégration de contraintes linéaires. Celle-ci s'exprime comme la
résolution d'un système sous-contraint que l'on résout de manière itérative pour s'a�ranchir
des problèmes d'inversion et qui permet également d'intégrer les observations à mesure
qu'elles se présentent. Les observations à intégrer sont, comme pour l'image globale, des
probabilités de détection selon chaque ligne de vue mais, dans un souci de clarté de la
présentation, nous ne tiendrons compte que de la détection le long de l'axe optique. En
d'autres termes, le capteur répond à la question : avec quelle probabilité peut-on a�rmer
qu'un objet se trouve sur l'axe optique pour la position courante de la caméra locale?

Nous nous intéressons également à la construction d'une stratégie de recherche optimale.
À un instant donné, la stratégie consiste à déterminer la con�guration de la caméra à
atteindre pour optimiser la recherche. Il s'agit donc de prédire le gain d'information apporté
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par de nouvelles observations. Cette prédiction peut, en théorie, se faire sur un horizon de
taille quelconque mais l'utilité de prédire le gain d'information pour un nombre d'itérations
supérieur à 1 semble faible tant les prédictions deviennent hasardeuses au delà de deux
itérations et d'autant que le coût de calcul devient rapidement considérable voire prohibitif.
Nous nous contenterons donc de prévisions à une itération.

Un choix déterminant au sein de l'algorithme de recherche concerne la façon de quan-
ti�er le gain d'information induit par une observation donnée. Cette quanti�cation n'est
pas triviale dans la mesure où elle doit valoriser les détections et les non détections. Nous
proposons quatre quanti�cations possibles dont trois sont basées sur la norme de la varia-
tion des marginales (ou probabilités d'occupation) et di�èrent par le choix de la norme. La
dernière quanti�cation proposée porte sur la variation d'entropie de ces marginales. Nous
espérons ainsi copier la propriété informative de l'entropie en théorie de l'information et
quanti�er l'incertitude sur les détections et les non détections.

Cette partie est organisée de la façon suivante :

� au chapitre 1, nous établissons le modèle de connaissance qui est au c÷ur de notre
approche probabiliste et dé�nissons les outils relatifs à l'intégration de contraintes
linéaires.

� l'intégration de ces outils au modèle de connaissance ainsi que le modèle d'observation
sont détaillés au chapitre 2. Dans ce chapitre, nous décrivons également le principe
d'une recherche optimale des objets.

� le chapitre 3 conclut et valide cette étude par le biais de simulations.
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Chapitre 1

Modélisation de l'environnement et

intégration de contraintes

Dans ce chapitre, nous proposons une modélisation probabiliste de l'environnement
pour laquelle l'état de la connaissance à un instant donné est représenté par une loi
conjointe sur les probabilités d'occupation ; ces probabilités étant dé�nies sur di�érentes
zones issues d'une discrétisation préalable de la scène. La section 1.1 détaille le modèle et
montre que la prise en compte des observations et des a priori se traduit sous la forme
de contraintes linéaires sur la loi conjointe. Dans les sections suivantes, nous décrivons un
processus d'intégration des contraintes linéaires. Plus précisément :

� en section 1.2, nous décrivons le principe de l'algorithme qui se traduit sous forme
de résolution d'un système linéaire sous-contraint. L'algorithme vise à exhiber une
solution particulière : celle de norme minimale ;

� en section 1.3, nous détaillons l'algorithme itératif permettant de résoudre le système
en s'a�ranchissant des problèmes calculatoires liés à son inversion ;

� les sections 1.4 et 1.5 concernent la modi�cation et la suppression d'une contrainte.
Ces problèmes sont également résolus sans recourir à une inversion coûteuse du sys-
tème ;

� les contraintes dont nous avons parlé jusqu'à présent sont des contraintes égalité.
Or sur un vecteur de probabilités jointes pèsent également des contraintes de type
inégalité. La résolution de ce problème est décrite en section 1.6 ;

� en�n toute contrainte ne peut être introduite sans véri�er, au préalable, sa redon-
dance et sa compatibilité avec celles déjà introduites. Ces notions sont explicitées en
section 1.7.

1.1 Modélisation

Le concept d'image globale que nous avons décrit en introduction joue un rôle important
en ce qui concerne la modélisation de l'environnement puisque nous basons la discrétisation
de la scène sur les observations de l'image globale. Un échantillonnage préalable de l'image
globale détermine un ensemble de lignes de vue. Ces lignes de vue sont les droites passant
par le centre optique de la caméra et le centre de chaque zone dé�nie par l'échantillonnage
(voir �gure 1.1). Nous les appellerons axes globaux (car dé�nis dans l'image globale) ou axes
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lorsqu'il n'y a pas ambiguïté. Les algorithmes de détection d'objets que nous envisageons
d'utiliser (voir section 1.6) permettent de calculer, pour chacun de ces axes, une probabilité
de détection. Celle-ci représente la probabilité qu'au moins un objet se trouve le long de
cet axe. Nous pouvons réduire la complexité calculatoire de la recherche en restreignant
l'ensemble des axes globaux à ceux dont la probabilité de détection est supérieure à un
certain seuil λ. Les axes globaux restants, notés Aj, dé�nissent les axes de recherche des
objets. À chacun est associé une probabilité de détection pgj > λ.

Intéressons nous à l'un des axes globaux noté A lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté. A est
discrétisé en n cellules, Ci i ∈ {1..n} et pour chaque cellule, nous dé�nissons une variable
aléatoire d'occupation Xi à valeur dans {0,1} de la façon suivante (voir �gure 1.2) :

Xi =
{

1 si Ci est occupée par un objet
0 sinon

La probabilité associée à Xi est notée Pi. Elle dé�nit la probabilité d'occupation de la
cellule Ci :

Pi(a) = P(Xi = a) a ∈ {0,1}
Pi(1) est la probabilité que la cellule Ci soit occupée et Pi(0) est la probabilité que Ci soit
vide. L'équation de normalisation associée à la probabilité Pi est :

Pi(1) + Pi(0) = 1

Fig. 1.1 � Un échantillonnage de l'image globale détermine un ensemble de lignes de vue
qui sont les droites passant par le centre optique de la caméra et le centre de chaque zone
dé�nie par l'échantillonnage.

Comme nous l'avons indiqué en introduction, nous souhaitons garder la possibilité d'in-
troduire des connaissances a priori sur la scène (par exemple en �xant le nombre de cellules
occupées) pour guider la recherche des objets. Nous pensons gérer ce type de connais-
sance par l'intermédiaire de dépendances entre les di�érentes probabilités d'occupation
des cellules appartenant à un même axe global. Or, pour prendre en compte d'éventuelles
dépendances entre les variables aléatoires Xi de A, les lois de probabilités Pi prises indivi-
duellement ne su�sent pas. C'est pourquoi nous nous intéressons à la loi conjointe P du
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X1 = 0 Xi = 1 Xn = 0

C1

Cn

Ci

Fig. 1.2 � Les axes de recherche sont les discrétisations des zones de recherche en cellules.

vecteur X = (X1,..,Xn). Une réalisation de X est assimilable à un �mot� de n bits valant 0
ou 1. Il est donc dé�ni sur les n÷uds ml (l = 0..2n − 1) d'un hypercube C de dimension 2n.
En guise d'exemple, l'hypercube de dimension trois est donné en �gure 1.3. Le tableau 1.1
détaille les n÷uds ou mots correspondants. Insistons sur le fait que la donnée de la loi

1

1

1

HN=1

HN=2

m1

X2

X3

X1

m2

m3

m6

m5

m4

HX3=0m7

Fig. 1.3 � Hypercube des probabilités conjointes. Chaque niveau de gris représente un hyper-
plan particulier. N représente le nombre de cellules occupées le long de l'axe A considéré.

conjointe P sur l'ensemble des n÷uds ml de l'hypercube C dé�nit complètement l'axe dans
la mesure où C contient tous les états possibles de A. Ainsi, nous choisissons comme vecteur
d'état représentant la connaissance, le vecteur

p =


P(m0)
P(m1)

...
P(m2n−1)


Nous appelons événement une réunion disjointe de n÷uds de C. Quel que soit l'événement
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X1 X2 X3

m0 0 0 0
m1 1 0 0
m2 0 1 0
m3 1 1 0
m4 0 0 1
m5 1 0 1
m6 0 1 1
m7 1 1 1

Tab. 1.1 � En dimension 3, l'hypercube des probabilités jointes contient 8 n÷uds. Chaque
n÷ud correspond à un évènement unitaire. Par exemple le n÷ud m3 correspond à l'évène-
ment { C1 est occupé } ∩ { C2 est occupé } ∩ { C3 est vide }.

e, sa probabilité se décompose de la façon suivante :

P(e) = P(X ∈ e) = P(
⋃
m∈e

m) =
∑
m∈e

P(m)

Par conséquent, P(e) s'écrit comme le produit d'un vecteur ligne he avec p :

P(e) = hep

En guise d'illustration, l'événement { C3 est vide } de l'exemple précédent correspond au
vecteur de contrainte :

h{C3 est vide} = 1 1 1 1 0 0 0 0

Inversement, quel que soit l'événement e, �xer P(e) = ze revient à imposer la contrainte

hep = ze

sur p. Nous pourrons donc traduire toute observation ou tout a priori ze sur un événement
e par une contrainte linéaire sur p. Cette contrainte est représentée par le couple (he,ze).
Dans la suite nous donnons la liste de quelques contraintes associées à des événements
particuliers :

� Si l'on dé�nit (conformément à la �gure 1.3) pour tout i ∈ J1,nK l'hyperplan HXi=1

des n÷uds dont la ième composante vaut 1, alors la loi des Xi s'obtient par un calcul
de marginales :  Pi(1) = P(X ∈ HXi=1) =

∑
m∈HXi=1

P(m)

Pi(0) = 1 − Pi(1)

De plus, si l'observation de la cellule Ci est donnée par sa probabilité d'être occupée
zmi ∈ [0,1] alors l'intégration de cette observation se traduit par une contrainte
linéaire sur p du type :

hmip = zmi (1.1)
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où hmi est le vecteur ligne de taille 2n

∀j ∈ J0,2n − 1K hmi [j] =
{

0 si mj est associé à l'événement {Xi = 0}
1 si mj est associé à l'événement {Xi = 1}

Le couple (hmi ,zmi) est appelé ième contrainte marginale. À titre d'exemple, en
dimension trois, les trois vecteurs de contraintes marginales possibles sont :

hm0 = 0 1 0 1 0 1 0 1
hm1 = 0 0 1 1 0 0 1 1
hm2 = 0 0 0 0 1 1 1 1

� Une contrainte très particulière est celle traduisant que p est bien la représentation
d'une distribution de probabilité, c'est-à-dire que p est normalisé :∑

m∈C
P(m) = 1

Cette contrainte est incontournable. Elle servira systématiquement à l'initialisation
du processus. Le couple qui lui est associé est noté (hs,zs) et appelé contrainte de
normalisation :

hs = 1 1 ... 1
zs = 1

� Considérons N la variable aléatoire à valeur dans {0,..,n} dé�nie par

N =
n∑

i=1

Xi

N représente le nombre de cellules occupées le long de l'axe A considéré. Dé�nissons
pour tout i = 0,..,n l'hyperplan HN=i contenant les n÷uds dont la somme des com-
posantes vaut i (voir �gure 1.3). La loi de N se décompose sur la partition formée
par les (HN=i)i=0..n en :

∀i ∈ 0,..,n PN (i) = P(N = i) =
∑

m∈HN=i

P(m)

Ainsi les n + 1 vecteurs de contraintes correspondants hN=i, appelés vecteurs de
contraintes numériques, permettent d'introduire des a priori zN=i sur la distribu-
tion du nombre d'objets présents sur l'axe A. En dimension trois, les 4 vecteurs de
contraintes numériques possibles sont :

hN=0 = 1 0 0 0 0 0 0 0
hN=1 = 0 1 1 0 1 0 0 0
hN=2 = 0 0 0 1 0 1 1 0
hN=3 = 0 0 0 0 0 0 0 1

� Il est également possible d'introduire, sous forme d'une contrainte, la dépendance de
Xj par rapport à Xi (j 6= i), c'est-à-dire la connaissance de P(Xj = 1|Xi = 1) et de
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P(Xj = 1|Xi = 0). En e�et si on décompose l'événement {Xj = 1} sur la partition
{Xi = 1} ∪ {Xi = 0} on peut écrire :

Pj(1) = P(Xj = 1|Xi = 1)Pi(1) + P(Xj = 1|Xi = 0)Pi(0)
= P(Xj = 1|Xi = 1)Pi(1) + P(Xj = 1|Xi = 0)(1 − Pi(1))
= P(Xj = 1|Xi = 0) + [P(Xj = 1|Xi = 1) − P(Xj = 1|Xi = 0)]Pi(1)
= βij + [αij − βij ]Pi(1)

où αij = P(Xj = 1|Xi = 1) et βij = P(Xj = 1|Xi = 0). L'expression précédente
s'écrit donc :

Pj(1) + [βij − αij]Pi(1) = βij

soit : ∑
m∈HXj=1

P(m) + [βij − αij ]
∑

m∈HXi=1

P(m) = βij

Il s'agit également d'une contrainte linéaire du type :

[hmj + (βij − αij)hmi ]p = βij

Tous les exemples précédents montrent l'intérêt de disposer d'un processus d'intégration
des contraintes linéaires. Les sections qui suivent ont pour but de décrire ce processus ainsi
que les outils s'y rapportant.

1.2 Principe d'intégration

Notons pk l'état de connaissance du système à l'instant k. Nous rappelons que ses
composantes sont les probabilités conjointes P(ml). L'indice k signi�e que pk véri�e k
contraintes linéaires (hi,zi)i∈J1,kK en plus de l'initialisation. En d'autres termes pk véri�e :

∀i ∈ J1,kK hipk = zi et hspk = zs

soit le système global suivant :

Hkpk = Zk où Hk =


hs

h1

.

.
hk

 et Zk =


zs

z1

.

.
zk


Zk est abusivement appelé vecteur des observations et Hk matrice de contraintes. Le sys-
tème précédent est un système sous-contraint puisque le nombre de contraintes sera, en
général, faible par rapport à la taille du système (2n lorsque n est le nombre de margi-
nales). La résolution d'un système sous-contraint fournit, en toute rigueur, un hyperplan
de solutions parmi lesquelles on peut choisir une solution particulière. En général, pour les
systèmes sous-contraints, on utilise la pseudo-inverse à droite :

Hkpk = Zk =⇒ pk = H+
k Zk où H+

k = HT
k (HkH

T
k )−1 (1.2)
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Cette solution particulière est celle de norme minimale. Celle-ci est particulièrement inté-
ressante car nous verrons qu'elle garantit, à chaque étape de la méthode itérative, la plus
faible variation (en norme) de la solution. Cette propriété est intéressante vis-à-vis de la
stabilité des résultats dans le calcul itératif des solutions. Nous choisirons donc également la
solution de norme minimale. Une résolution directe de l'équation 1.2 n'est pas souhaitable
dans la mesure où, les observations arrivant successivement, elle exigerait une inversion
de matrice à chaque itération. C'est pourquoi nous détaillons à présent une méthode de
résolution itérative.

1.3 Méthode itérative

Comme nous l'avons vu précédemment, à l'instant k, pk est donné par

pk = H+
k Zk (1.3)

À l'instant k +1, nous disposons d'une contrainte supplémentaire (hk+1,zk+1). La solution
correspondante est alors donnée par

pk+1 = HT
k+1(Hk+1H

T
k+1)

−1Zk+1

= (HT
k ,hT

k+1)
(

HkH
T
k Hkh

T
k+1

hk+1H
T
k hk+1h

T
k+1

)−1(
Zk

zk+1

)
(1.4)

En utilisant la formule d'inversion par bloc, on montre que (Hk+1H
T
k+1)

−1 s'écrit :

Gk+1 =
(

Gk + GkHkh
T
k+1hk+1H

T
k Gkdk −GkHkh

T
k+1dk

−hk+1H
T
k Gkdk dk

)
(1.5)

où

dk =
1

hk+1(I − Fk)hT
k+1

et en notant pour tout k

Fk = H+
k Hk et Gk = (HkH

T
k )−1 (1.6)

La matrice Fk joue un rôle primordial dans le processus d'intégration puisqu'elle contient
implicitement l'ensemble des contraintes déjà introduites. (I − Fk) étant l'opérateur de
projection sur le noyau 1 de Hk, Fk traduit l'étendue de l'espace des solutions possibles. À
ce titre nous l'appellerons matrice de variabilité. Nous verrons en section 1.4 et 1.5 que
Gk et Hk doivent impérativement être stockés en mémoire lorsque l'on souhaite modi�er
ou supprimer une contrainte. L'état du processus d'intégration est donc, à tout instant k,
caractérisé par les paramètres

pk,Fk,Gk et Hk

1. On montre aisément que :

Hk(I− Fk) = Hk − HkHT
k (HkHT

k )−1Hk = 0
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En remplaçant (1.5) dans (1.4), on montre que

pk+1 = H+
k Zk + H+

k Hkh
T
k+1hk+1H

+
k dkZk

−hT
k+1hk+1H

+
k dkZk − H+

k Hkh
T
k+1dkzk+1 + hT

k+1dkzk+1

= H+
k Zk − (I − Fk)hT

k+1dkhk+1H
+
k Zk + (I − Fk)hT

k+1dkzk+1

Si l'on note :
Kk+1 = (I − Fk)hT

k+1dk

et en remplaçant (1.3) dans l'expression de pk+1, on montre :

pk+1 = pk + Kk+1(zk+1 − hk+1pk)

D'autre part, on calcule Fk+1 en utilisant l'équation (1.5) :

Fk+1 = H+
k+1Hk+1

= H+
k Hk + H+

k Hkh
T
k+1hk+1H

+
k dkHk

−hT
k+1hk+1H

+
k dkHk − H+

k Hkh
T
k+1dkhk+1 + hT

k+1dkhk+1

= Fk + Kk+1hk+1(I − Fk)

Pour résumer, les formules de réactualisation de l'état du système sont les suivantes :

pk+1 = pk + Kk+1(zk+1 − hk+1pk)
Fk+1 = Fk + Kk+1hk+1(I − Fk)

Kk+1 =
(I−Fk)h

T
k+1

hk+1(I−Fk)h
T
k+1

Gk+1 =

 Gk +
GkHkhT

k+1hk+1HT
k Gk

hk+1(I−Fk)h
T
k+1

− GkHkhT
k+1

hk+1(I−Fk)h
T
k+1

− hk+1HT
k Gk

hk+1(I−Fk)h
T
k+1

1
hk+1(I−Fk)h

T
k+1


Hk+1 =

(
Hk

hk+1

)
(1.7)

Exemple :

Pour guider le lecteur, nous présentons un exemple numérique simple d'intégration
d'une contrainte. Cet exemple servira également à la compréhension des outils que
nous présenterons dans la suite. Considérons le vecteur p de dimension 3 et dont
les composantes sont notées (px,py,pz). Dans un premier temps, nous initialisons le
processus avec une contrainte de normalisation du type :

px + py + pz = 1 (C0)

qui correspond au couple :

h0 = [1 1 1], z0 = 1
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Puisque H0 = h0, l'initialisation des paramètres p0, F0 et G0 s'obtient à partir des
dé�nitions (1.3) et (1.6) :

p0 = hT
0 (h0h

T
0 )−1z0 =

 1/3
1/3
1/3



F0 = hT
0 (h0h

T
0 )−1h0 =

 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3


G0 = (h0h

T
0 )−1 = 1/3

Dans un deuxième temps, nous intégrons la contrainte

px = 1/2 (C1)

qui est représentée par le couple :

h1 = [1 0 0], z1 = 1/2

Le calcul de p1 et F1 s'obtient à partir des équations (1.7), en calculant successive-
ment :

K1 =
(I − F0)hT

1

h1(I − F0)hT
1

=

 1
−1/2
−1/2


F1 = F0 + K1h1(I − F0) =

 1 0 0
0 1/2 1/2
0 1/2 1/2


p1 = p0 + K1(z1 − h1p0) =

 1/2
1/4
1/4


La solution ainsi trouvée véri�e bien les contraintes (C0) et (C1). Reste à exprimer :

H1 =
(

h0

h1

)
=
(

1 1 1
1 0 0

)

G1 =

 G0 + G0H0hT
1 h1HT

0 G0

h1(I−F0)hT
1

− G0H0hT
1

h1(I−F0)hT
1

− h1HT
0 G0

h1(I−F0)hT
1

1
h1(I−F0)hT

1

 =
(

1/2 −1/2
−1/2 3/2

)
2
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Remarques

� Une partie des équations (1.7) rappelle les problèmes de programmation non linéaire
sous contrainte dont une formulation peut être trouvée dans [Avriel 76].

� On peut trouver une certaine ressemblance avec les équations d'estimation de Kal-
man, et faire un parallèle entre Kk+1 et le gain de Kalman mais également entre
la matrice de variabilité et la matrice de covariance. Ces équations sont néanmoins
di�érentes.

� En�n, comme nous l'avons signalé précédemment, la réactualisation de pk telle qu'elle
est donnée par les équations précédentes est celle qui minimise sa variation en norme
||pk+1 − pk||. En e�et pk+1 est de la forme pk + δ où :

pk = HT
k (HkH

T
k )−1Zk et δ ∈ Ker(Hk)

=⇒ pT
k δ = 0

=⇒ pk ⊥ δ
=⇒ ||pk+1||2 = ||pk||2 + ||δ||2

pk étant �xé, comme pk+1 est de norme minimale, δ l'est également.

Pour disposer d'un algorithme complet d'intégration de contraintes, nous devons dé�nir un
certain nombre d'outils se rapportant à la modi�cation d'une contrainte, à la suppression
d'une contrainte, à la gestion des contraintes inégalité et en�n aux tests de redondance et
de compatibilité. Ces outils sont dé�nis dans les sections suivantes.

1.4 Modi�cation d'une contrainte

1.4.1 Principe

Supposons qu'à l'itération q une contrainte hq ait été �xée à la valeur zq et qu'après
l'itération k ≥ q nous disposons d'une information plus précise de sa valeur z′q car obte-
nue dans de meilleures conditions. Ceci se produit typiquement lorsqu'une détection plus
récente béné�cie d'une connaissance plus �ne de la scène. Pour ce type de situation, il
est nécessaire de construire une méthode permettant de modi�er la valeur zq associée à
hq. Rappelons que l'état de la connaissance à l'instant courant k est déterminé par les
paramètres (pk,Fk,Gk,Hk). En d'autres termes, nous souhaitons répercuter la modi�cation
zq → z′q sur le quadruplet (pk,Fk,Gk,Hk). Notons que Fk, Gk et Hk ne sont pas modi-
�és puisque l'espace contraint est inchangé. Seul pk doit être remis à jour. L'idée est de
rechercher sa nouvelle valeur sous la forme :

p′k = pk + δ

où δ détermine la direction de recherche de la nouvelle solution (voir �gure 1.4). Si l'on
note Hk/q la matrice Hk privée de la ligne q, la direction δ doit impérativement appartenir
au noyau de Hk/q pour que les contraintes autres que hq ne soient pas modi�ées. En
conséquence, puisque l'on modi�e la valeur de l'observation dans la direction hq, il faut
chercher la nouvelle solution dans la direction de hq en projection sur le noyau de Hk/q.
En d'autres termes, δ est du type :

δ = λ(I − Fk/q)h
T
q
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hqp = zq

Æ

hq

hqp = z0

q

p0

k

pk

hk

hkp = zk

Fig. 1.4 � Représentation schématique en dimension 2 du processus de modi�cation de la
contrainte hq.

Si l'on connaît Fk/q, on peut calculer λ en remarquant que p′k véri�e la contrainte :

hqp
′
k = z′q

Ce qui se traduit par :

z′q = hqpk + λhq(I − Fk/q)h
T
q ⇒ λ =

z′q − hqpk

hq(I − Fk/q)hT
q

Et donc

p′k = pk +
(I − Fk/q)hT

q

hq(I − Fk/q)hT
q

(z′q − hqpk)

Sans trop de surprise, on retrouve une formule semblable à (1.7). Mais il reste évidemment
à calculer Fk/q. Pour cela, nous procédons en deux étapes :

1. Dans un premier temps, il faut se ramener, par permutation, au cas où q = k comme
si (hq,zq) était la dernière contrainte introduite. Nous noterons (p̃k,F̃k,G̃k,H̃k) les
paramètres issus de cette permutation.

2. Puis nous devons calculer Fk/q qui est la matrice de variabilité correspondant à

l'introduction des k − 1 contraintes autres que (hq,zq) elle vaut donc F̃k/k.

Nous détaillons à présent ces deux étapes.
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1.4.2 Permutation d'une contrainte

Notons Eq l'opérateur de permutation de la (q + 1)ème (nous rappelons que l'itération
q correspond à l'introduction de q + 1 contraintes) et de la dernière ligne 2:

Eq =



1
. . .

1
0 1

1
. . .

1
1 0


(q + 1)ème ligne

Après permutation, le nouveau système à résoudre est le suivant :

EqHkpk = Eqzk

On véri�e tout d'abord que Fk demeure inchangée :

F̃k = (EqHk)T (EqHk(EqHk)T )−1EqHk

= HT
k Eq(EqHkH

T
k Eq)−1EqHk

= HT
k EqEq(HkH

T
k )−1EqEqHk

= HT
k (HkH

T
k )−1Hk

= Fk

De même pk est inchangé :

p̃k = (EqHk)T (EqHk(EqHk)T )−1Eqzk

= HT
k Eq(EqHkH

T
k Eq)−1Eqzk

= HT
k EqEq(HkH

T
k )−1EqEqzk

= HT
k (HkH

T
k )−1zk

= pk

Ces deux propriétés se traduisent par l'a�rmation suivante : �l'ordre d'intégration des
contraintes ne modi�e pas la solution�. En revanche, la matrice Gk est modi�ée de la
façon suivante :

G̃k = (EqHk(EqHk)T )−1 = EqGkEq

c'est-à-dire en permutant la (q + 1)ème ligne et la (q + 1)ème colonne avec la (k)ème ligne
et la (k)ème colonne. Ainsi, au terme de toutes ces transformations, nous nous sommes
ramenés au cas où (hq,zq) est la dernière contrainte introduite.

2. Rappelons une propriété très simple à démontrer :

E2
q = I⇒ E−1

q = Eq
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1.4.3 Calcul de F̃k/k

Rappelons que par dé�nition (voir équation (1.6)) :

F̃k/k = H̃k/k

T
G̃k/kH̃k/k

Nous devons donc calculer G̃k/k qui s'obtient à partir de G̃k au vue de l'équation (1.5) et

si l'on décompose G̃k sous la forme :

G̃k =
(

A B
BT c

)
où A est une matrice carrée, B un vecteur colonne et c un scalaire. Il est alors facile de
montrer que

G̃k/k = A − BBT

c

D'autre part H̃k/k est obtenue en supprimant simplement la dernière ligne de H̃k. Comme
nous l'avions indiqué précédemment, cette étape nous contraint à stocker H et G à chaque
itération.

1.4.4 Résumé des équations de modi�cation

Les étapes permettant de modi�er la valeur zq associée au vecteur de contrainte hq en
la valeur z′q sont :

1. Décomposer :

EqGkEq =
(

A B
BT c

)
auquel cas Gk/q = A − BBT/c.

2. H̃k/k = Hk/q est obtenue en supprimant la (q + 1)ème ligne de Hk

3. Calculer :
Fk/q = F̃k/k = HT

k/qGk/qHk/q

4. Finalement l'état du système est donné par :
p′k = pk + (I−Fk/q)h

T
q

hq(I−Fk/q)hT
q
(z′q − hqpk)

F ′
k = Fk

H ′
k = Hk

G′
k = Gk

Suite de l'exemple :

Dans l'exemple que nous avons présenté, deux contraintes ont été introduites. Nous
souhaitons modi�er la valeur de la première contrainte (de normalisation) en impo-
sant non plus :

px + py + pz = 1

mais :
px + py + pz = 2
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c'est-à-dire que z0 = 1 devient z′0 = 2. En suivant les étapes résumées dans la section
précédente pour q = 0, nous obtenons :
1.

E0G1E0 =
(

3/2 −1/2
−1/2 1/2

)
soit A = 3/2, B = −1/2 et c = 1/2 et donc G1/0 = 1.

2. H1/0 = h1 = [1 0 0]
3.

F1/0 = HT
1/0(A − BBT

c
)H1/0 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


4. Finalement l'état du système est donné par :

p′1 = p1 + (I−F1/0)h
T
0

h0(I−F1/0)h
T
0
(z′0 − h0p1) =

 1/2
3/4
3/4


F ′

1 = F1, H ′
1 = H1, G′

1 = G1

Nous pouvons véri�er que p′1 satisfait les contraintes (h0,z
′
0) et (h1,z1).

2

1.5 Suppression d'une contrainte

Lorsqu'une contrainte a été introduite et que nous ne souhaitons plus imposer sa sa-
tisfaction, typiquement lorsqu'un a priori n'apparaît plus correct, nous devons pouvoir
procéder à la suppression de la contrainte correspondante. D'après la section précédente,
la suppression d'une contrainte, s'e�ectue en deux étapes :

1. Permutation de la contrainte à supprimer avec la dernière contrainte introduite. Les
paramètres correspondants sont (p̃k,F̃k,G̃k,H̃k).

2. Calcul des paramètres après suppression de la contrainte : (pk/q = p̃k/k,Fk/q =

F̃k/k,Gk/q = G̃k/k,Hk/q = H̃k/k).
La première étape est strictement identique à celle que nous décrivons en section 1.4.2. Pour
le reste, le calcul de F̃k/k, G̃k/k et H̃k/k est identique à ce qui est présenté en section 1.4.3.
Seul le calcul de pk/q = p̃k/k est di�érent (voir �gure 1.5). Puisque pk est solution du
système entier il est, a fortiori, solution du système privé d'une contrainte. Nous pourrions
donc, en théorie, conserver pk/q = pk comme solution mais nous perdrions alors la propriété
de norme minimale de la solution et donc celle de variation minimale. Or nous avons vu
que cette propriété peut s'avérer intéressante pour favoriser la stabilité des résultats. Pour
la conserver nous devons modi�er la solution en conséquence :

pk/q = pk + δ

où, comme précédemment, l'axe de modi�cation δ doit être colinéaire à la projection de
hq sur le noyau de Hk/q (voir �gure 1.5). C'est-à-dire que δ est de la forme :

δ = λ(I − Fk/q)h
T
q
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Puisque pk/q est la solution de norme minimale du système privé de la contrainte q, λ peut
être obtenu en remarquant que la projection de pk/q sur le noyau de Hk/q est nulle, ce qui
se traduit par :

(I − Fk/q)pk/q = 0

soit :
(I − Fk/q)pk + λ(I − Fk/q)

2hT
q = 0

Puisque l'opérateur de projection sur le noyau (I − Fk/q) est idempotent 3, la contrainte
s'écrit :

(I − Fk/q)pk + λ(I − Fk/q)h
T
q = 0 (1.8)

L'équation vectorielle précédente représente un ensemble de k contraintes (Fk/q est de rang
k) dont une seule n'est pas triviale. En e�et, pour tout i ∈ J0,kK di�érent de q, la projection
du premier terme de l'équation (1.8) sur hi est nulle par dé�nition du noyau. Reste donc
une contrainte possible, celle correspondant à la projection de l'équation (1.8) sur hq :

hq(I − Fk/q)pk + λhq(I − Fk/q)h
T
q = 0

Celle-ci conduit à :

λ = − hq(I − Fk/q)pk

hq(I − Fk/q)hT
q

et �nalement :

pk/q = pk − hq(I − Fk/q)pk

hq(I − Fk/q)hT
q

(I − Fk/q)h
T
q

ce qui est la solution recherchée. En résumé, les étapes permettant de supprimer la contrainte
(hq,zq) sont :

1. Décomposer :

EqGkEq =
(

A B
BT c

)
auquel cas Gk/q = A − BBT/c.

2. H̃k/k = Hk/q est obtenu en supprimant la (q + 1)ème ligne de Hk

3. Calculer :
Fk/q = F̃k/k = HT

k/qGk/qHk/q

4. Calculer la solution correspondante :

pk/q = pk − hq(I − Fk/q)pk

hq(I − Fk/q)hT
q

(I − Fk/q)h
T
q

3. Une matrice carrée A est idempotente si A2 = A. Il est facile de montrer qu'un opérateur de projection

sur un noyau du type (I− F ) est idempotent :

(I− HT (HHT )−1H)2 = I− 2HT (HHT )−1H + HT (HHT )−1HHT (HHT )−1H
= I− 2HT (HHT )−1H + HT (HHT )−1H

= I− HT (HHT )−1H
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hqp = zq

hq

pk

hk

hkp = zk

Æ

pk=q

Fig. 1.5 � Représentation schématique en dimension 2 du processus de suppression de la
contrainte hq.

Suite de l'exemple :

Nous illustrons cette section en supprimant la contrainte h0 dans l'exemple précédent.
Les paramètres F1/0, G1/0 et H1/0 ont déjà été calculés. Ils valent respectivement :

F1/0 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


H1/0 = [1 0 0] et G1/0 = 1

Reste donc à calculer :

p1/0 = p1 − h0(I−F1/0)p1

h0(I−F1/0)h
T
0
(I − F1/0)hT

0

=

 1/2
0
0


Il s'agit bien de la solution de norme minimale de la contrainte px = 1/2. Dans la
suite de l'exemple et pour alléger la notation, nous accolerons abusivement l'indice 0
aux paramètres plutôt que l'indice 1/0 comme si la contrainte h0 n'avait jamais été
introduite.

2
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Remarques :
� Pour modi�er la valeur zq de la contrainte hq en une valeur z′q, nous pourrions envi-
sager de supprimer la contrainte (hq,zq) puis d'intégrer la contrainte (hq,z

′
q) plutôt

que d'utiliser les équations de la section 1.4. Cependant un tel schéma conduirait au
calcul de pk/q puis au calcul de K ′

k et p′k en utilisant les équations (1.7) alors que le
schéma présenté en section 1.4 permet un calcul direct de p′k.

� Le terme relaxation d'une contrainte introduit un concept di�érent de celui concer-
nant la suppression d'une contrainte. En e�et relaxer une contrainte hq consiste à
conserver la solution pk actuelle tout en posant Fk = Fk/q, Gk = Gk/q et Hk = Hk/q
ce qui est possible car, pk étant solution du système global, il est a fortiori solution
du système relaxé (voir �gure 1.5). Cette manipulation permet de prendre en compte
l'in�uence d'une contrainte à l'instant q et de ne plus imposer sa satisfaction à partir
de l'instant k. Mais, à cet instant k, la solution obtenue n'est plus celle de norme mi-
nimale. Nous verrons, dans la démonstration qui suit, que la perte de cette propriété
ne perturbe pas le processus cependant, comme nous l'avons déjà dit, la stabilité des
résultats peut apparaître moins bonne.

Preuve :

Les équations (1.7) ont été calculées sous l'hypothèse qu'à chaque itération pk

est la solution de norme minimale. Nous devons véri�er que si, pour une raison
quelconque (par exemple après la relaxation d'une contrainte), la solution obte-
nue à l'instant k vaut p′k = pk + δ où pk est bien la solution de norme minimale
et δ une perturbation appartenant à Ker(Hk), la solution p′k+1 obtenue, après
intégration d'une contrainte (hk+1,zk+1) à partir des équations (1.7) :

p′k+1 = p′k + Kk+1(zk+1 − hk+1p
′
k)

avec

Kk+1 =
(I − Fk)hk+1

T

hk+1(I − Fk)hk+1
T

véri�e tout de même l'ensemble de contraintes (Hk+1,Zk+1). En e�et :

Hk+1p
′
k+1 = Hk+1pk + Hk+1δ + Hk+1Kk+1(zk+1 − hk+1pk − hk+1δ)

= Hk+1[pk + Kk+1(zk+1 − hk+1pk)] + Hk+1δ − Hk+1Kk+1hk+1δ

= Zk+1 +
(

Hkδ − HkKk+1hk+1δ
hk+1δ − hk+1Kk+1hk+1δ

)
Pour montrer que Hk+1p

′
k+1 = Zk+1, remarquons simplement que

Hkδ = 0

car δ ∈ Ker(Hk),
HkKk+1hk+1δ = 0

car Kk+1 appartient au noyau de Hk et en�n

hk+1δ − hk+1Kk+1hk+1δ = (1 − hk+1Kk+1)hk+1δ = 0

car hk+1Kk+1 = 1 d'après les équations (1.7).
2
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� Introduire une observation ou une connaissance sous forme de contrainte réelle comme
nous l'avons présenté jusqu'à présent (c'est-à-dire en imposant qu'elle soit véri�ée
jusqu'à la �n du processus ou bien jusqu'à une éventuelle suppression ou modi�cation
de celle-ci) signi�e que nous avons, en l'instant, une con�ance forte dans l'observation
ou la connaissance en question. Ceci n'est évidemment pas toujours le cas. Il est des
situations où l'on souhaite modi�er la solution en introduisant une contrainte sans
en imposer la satisfaction pour les itérations suivantes. Nous appelons ces contraintes
des contraintes virtuelles (voir section 2.1.3 pour un exemple de l'utilisation des
contraintes virtuelles). Elles reviennent à introduire une contrainte réelle puis à la
relaxer aussitôt ce qui correspond au cas q = k dans la remarque précédente. Ceci
ne change rien à la solution par rapport à une intégration réelle. En revanche la
contrainte sera rapidement caduque puisque l'on n'impose pas sa satisfaction pour la
suite du processus.

1.6 Contraintes inégalité

Le schéma de réactualisation donné par les équations (1.7) ne gère pas les contraintes
de type inégalité. Or chaque composante du vecteur pk est implicitement contrainte par le
fait qu'elle dé�nit, dans le cadre de notre modèle, une probabilité, c'est-à-dire :

∀i ∈ J1,2nK 0 ≤ pk(i) ≤ 1

En utilisant les équations (1.7), il est tout à fait possible qu'à une itération k donnée,
il existe un ensemble d'indices I tel que pour tout i ∈ I les pk(i) correspondants ne
véri�ent pas cette contrainte. Dans ce cas, il faut modi�er la solution tout en conservant
la satisfaction des contraintes égalité. Un moyen simple d'y parvenir est de rajouter pour
chaque i ∈ I une contrainte du type

p′k(i) =
{

0 si pk(i) < 0
1 si pk(i) > 1

et de procéder ainsi de manière itérative jusqu'à ce que la contrainte soit véri�ée pour tout
i. Il se peut tout à fait que cette procédure ne converge pas vers une solution satisfaisante
avant que le nombre de contraintes dépasse le nombre d'inconnues. Lorsque l'on détecte
que le système est sur-contraint et que la solution ne satisfait toujours pas les contraintes
inégalités, le système n'a pas de solution et il faut supprimer une contrainte d'a priori
comme nous le ferons en cas d'incompatibilité (voir section1.7). À la �n du processus, on
relâche les contraintes qui ont permis de satisfaire les contraintes inégalités en imposant à
F , G et H de reprendre leur valeur antérieure au processus d'intégration des contraintes
inégalités. Le relâchement de ces contraintes est nécessaire puisque, dès l'itération suivante,
nous n'avons plus de raison d'imposer leur satisfaction.

Remarquons toutefois que, lorsque la contrainte de normalisation est assurée, les con-
traintes de positivité su�sent à assurer qu'aucune composante du vecteur solution ne sera
supérieure à 1. En e�et imposer, pour tout i :

pk(i) ≥ 0 et
∑

i

pk(i) = 1
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implique que :
∀i,pk(i) ≤ 1

Suite de l'exemple :

Rajoutons, à présent, une contrainte égalité :

py = pz − 1 (C2)

correspondant au couple
h1 = [0 1 − 1], z1 = −1

et trois contraintes inégalité :

px ≥ 0, py ≥ 0, pz ≥ 0

En utilisant les équations 1.7, l'ajout de la contrainte égalité conduit aux paramètres
suivants :

p1 =

 1/2
−1/2
1/2

 F1 =

 1 0 0
0 1/2 −1/2
0 −1/2 1/2


G1 =

(
1 0
0 1/2

)
H1 =

(
1 0 0
0 1 −1

)
La contrainte py ≥ 0 n'est pas véri�ée. Puisqu'il nous reste un degré de liberté
(2 contraintes introduites pour 3 variables) nous allons recalculer une solution en
imposant la contrainte py = 0 qui correspond au couple :

h2 = [0 1 0], z2 = 0

En utilisant les équations 1.7, nous obtenons la solution suivante :

p′1 =

 1/2
0
1


qui véri�e bien px = 1/2 et py = pz − 1 tout en satisfaisant les inégalités imposées.
Une seule itération a su�t dans cette exemple mais il aurait pu se produire qu'une
autre composante devienne négative auquel cas le processus aurait dû être réitéré.
Ayant trouvé une solution et puisque la contrainte arti�cielle py = 0 que nous avons
introduite n'a pas lieu d'être pour les itérations à venir, nous devons imposer à F ′

1,
G′

1 et H ′
1 de reprendre respectivement leur valeur initiale F1, G1 et H1.

2
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1.7 Redondance et incompatibilité

Avant d'introduire une contrainte, il faut véri�er sa redondance et sa compatibilité
avec celles déjà introduites. Cette section décrit ces deux notions ainsi que leur expression
mathématique. Nous nous plaçons donc dans la situation où nous devons intégrer une
contrainte (hk+1,zk+1) non encore introduite, c'est-à-dire que hk+1 est di�érente de toutes
les lignes de Hk. Il se peut toutefois que cette contrainte soit redondante en tant que
combinaison linéaire des lignes de Hk. En d'autres termes :

hk+1 ∈ Im(Hk) ⇔ hk+1 ⊥ Ker(Hk)
⇔ (I − Fk)hT

k+1 = 0
(1.9)

Dans ce cas, Kk+1 est indé�ni. La technique développée en section 1.3 est donc inuti-
lisable. Deux cas peuvent alors se produire :

� Il y a tout de même compatibilité de la contrainte c'est-à-dire que

hk+1pk = zk+1

auquel cas la nouvelle contrainte ne modi�e en rien la solution déjà acquise.

� La nouvelle contrainte est incompatible :

hk+1pk 6= zk+1

alors le problème est insoluble étant donné l'a priori �xé. Nous verrons en section
2.1.1 que la seule solution est de supprimer une à une les contraintes liées à l'a priori
initial qui est vraisemblablement faux.

En pratique, à cause des approximations numériques, les tests de redondance et de com-
patibilité ne seront pas des tests d'égalité parfaite mais des comparaisons avec un seuil
proche de zéro.

Suite et �n de l'exemple :

Rappelons que la solution actuelle satisfait deux contraintes :

(C1) px = 1/2 et (C2) py = pz − 1

La contrainte 2px + py = pz qui correspond au couple :

h2 = [2 1 − 1], z2 = 0

est redondante puisqu'elle correspond à 2x(C1)+(C2) ; ce que nous véri�ons en uti-
lisant l'équation (1.9) :

(I − F1)hT
2 = 0

La contrainte est toutefois compatible car :

h2p1 = 0 = z2

2
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une modélisation probabiliste de l'environnement
et décrit un schéma d'intégration itératif des contraintes linéaires. Ce schéma permet, à tout
instant, de modi�er la solution d'un problème linéaire en fonction d'une nouvelle contrainte
égalité. L'état du système est déterminé par sa solution p, une matrice F appelée matrice
de variabilité et qui contient l'historique des contraintes déjà introduites ainsi que des
matrices G et H dont le stockage est nécessaire pour supprimer ou modi�er une contrainte
déjà introduite. En e�et, outre l'intégration proprement dite, nous avons décrit un certain
nombre d'outils s'y rapportant. Un de ces outils concerne la modi�cation d'une contrainte
déjà introduite permettant ainsi de modi�er la solution du problème en fonction d'une
nouvelle valeur de cette contrainte. Nous pouvons également supprimer une contrainte,
c'est-à-dire recalculer les paramètres correspondant au même problème privé d'une de ses
contraintes. D'autre part, nous avons décrit une méthode d'intégration des contraintes
inégalité. Cet outil s'avère nécessaire pour s'assurer que la solution correspond bien à une
loi de probabilité. En�n, nous introduisons les notions de redondance et de compatibilité
des contraintes. L'ensemble de ces outils nous permet de construire des algorithmes propres
à l'intégration des observations et des a priori. Ces algorithmes sont décrits dans le chapitre
suivant.
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Chapitre 2

Algorithme de fusion de l'observation

et stratégies de recherche

Ce chapitre est consacré à l'intégration des observations dans le modèle de connaissance
et à la dé�nition d'une stratégie de recherche des objets dans la scène. En section 2.1,
nous décrivons les algorithmes permettant de prendre en compte une contrainte dans la
mise à jour du modèle et de traduire les observations sous forme de contraintes. En�n, en
section 2.2, nous exposons le principe du calcul des con�gurations de la caméra permettant
d'optimiser la recherche des objets.

2.1 Intégration des observations

Nous rappelons que tout axe global A est représenté par sa loi conjointe dont l'état est
déterminé par les paramètres :

(p,F,G,H)

Tout d'abord, nous décrivons l'algorithme général d'intégration d'une contrainte sur la loi
conjointe d'un axe global quelconque A. Il utilise les outils du chapitre 1 et décrit leur
enchaînement de sorte que l'algorithme puisse gérer un maximum de situations : redon-
dance, incompatibilité, prise en compte de contraintes inégalités... Cet algorithme prend,
en entrée, les paramètres de l'état à l'instant courant ainsi que la contrainte à introduire
et rend la valeur des paramètres à l'instant k + 1 soit

(pk+1,Fk+1,Gk+1,Hk+1)

Il nécessite évidemment une étape d'initialisation des paramètres avec l'intégration d'éven-
tuels a priori. Il nous faut ensuite préciser comment une observation déterminée par la pro-
babilité de détection le long de l'axe optique de la caméra se traduit en termes de contraintes
sur un ou plusieurs axes globaux.

2.1.1 Algorithme d'intégration

Tous les outils décrits au chapitre 1 sont les briques de l'algorithme que nous proposons
à présent. Nous nous plaçons dans la situation suivante :

� notre connaissance du modèle est déterminée a priori, et pour un axe global A donné,
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par les paramètres
(pk,Fk,Gk,Hk

� à k + 1 nous devons intégrer une contrainte (hk+1,zk+1) issue soit d'une observation
soit d'un a priori sur la scène.

L'algorithme d'intégration est donné �gure 2.1 et correspond aux étapes suivantes :

1 Le premier test à e�ectuer est de savoir si la contrainte a déjà été introduite ou non.
Ceci revient à tester l'égalité entre hk+1 et toutes les lignes de Hk.

1.1 Si la contrainte a déjà été introduite, nous sommes en présence de deux ob-
servations d'une même entité. Si les observations sont égales, la solution reste
inchangée. Si elles sont di�érentes, dans la mesure où l'observation s'a�ne en
même temps que la connaissance du modèle augmente, nous choisissons d'accor-
der une plus grande con�ance à la dernière observation. Par conséquent, il faut
modi�er la contrainte en fonction de la dernière observation comme indiqué en
section 1.4 puis satisfaire les contraintes inégalités selon la méthode proposée
en section 1.6.

1.2 Si la contrainte n'a pas été introduite, il faut tester si elle est redondante avec
celles déjà introduites (section 1.7).

1.2.1 Si c'est le cas, il faut tester sa compatibilité avec la solution précédente
(section 1.7).

1.2.1.1 Si elle est compatible alors la solution reste inchangée.

1.2.1.2 Si elle est incompatible, cela signi�e que soit l'a priori introduit
lors de l'initialisation est faux, soit l'observation courante est erronée.
Si nous choisissons de faire con�ance à l'observation courante plutôt
qu'à l'a priori 1 (qui est plus un indicateur qu'une véritable connais-
sance) alors il faut supprimer une contrainte d'a priori (section 1.5)
puis renouveler le processus d'intégration (1.2). Le choix de l'ordre de
suppression des contraintes d'a priori peut se faire en fonction de leur
dépendance linéaire vis-à-vis de la contrainte courante, c'est-à-dire en
commençant par les contraintes d'a priori dont le produit scalaire avec
hk+1 est le plus grand.

1.2.2 En�n lorsque la contrainte n'est pas redondante avec celles déjà intro-
duites, nous pouvons procéder à son intégration soit réelle (section 1.3) soit
virtuelle, suivant le cas, (section 1.5) puis satisfaire les contraintes inégalité.

2.1.2 Initialisation

À l'instant initial, avant même d'introduire le moindre a priori sur la scène, nous
donnons à p0, F0, G0 et H0 et pour chaque axe A, les valeurs correspondant à la seule
contrainte de normalisation 2 : {

h0 = hs

z0 = zs

1. Il est également possible d'accorder une plus grande con�ance à l'a priori lorsqu'on dispose initiale-

ment de connaissances certaines.

2. Ceci correspond au choix d'une loi uniforme pour laquelle les Xi sont indépendantes.
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une contrainte
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Fig. 2.1 � L'algorithme d'intégration des contraintes prend, en entrée, les paramètres d'état
à l'instant courant ainsi que la contrainte et rend la valeur des paramètres à l'instant k+1.

ce qui correspond à : 
p0 = hT

s (hsh
T
s )−1zs = 1

2n hT
s zs

F0 = hT
s (hsh

T
s )−1hs = 1

2n hT
s hs

G0 = 1
2n

H0 = hs

où n est le nombre de cellules de A. Cette initialisation étant faite, nous devons introduire la
contrainte liée à la probabilité pg de détection 3 sur A. Soit {Xi}i l'ensemble des variables
aléatoires d'occupation dé�nies sur les cellules de A, nous rappelons que pg dé�nit la

3. Nous rappelons que pg est la probabilité de détection dans l'image globale des axes susceptibles de

comporter au moins un objet, c'est-à-dire que pg est supérieure à un certain seuil. Lors des simulations, nous

considérerons que la probabilité de détection est parfaite c'est à dire que pg = 1 mais tous les intermédiaires

sont possibles. En situation réelle, la valeur de pg est �xée par l'algorithme de détection des objets utilisé.
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probabilité que l'une où l'autre des Xi vaille 1, c'est-à-dire :

pg = P(
⋃

i{Xi = 1})
= 1 − P(

⋃
i{Xi = 1})

= 1 − P(
⋂

i{Xi = 0})
= 1 − P(N = 0)

(2.1)

où N est la variable aléatoire dé�nissant le nombre de cellules occupées le long de A. La
contrainte à introduire est donc la suivante :

P(N = 0) = 1 − pg

Nous pouvons alors introduire des contraintes liées aux a priori sur le type de scène.
Comme nous l'avons indiqué au chapitre 1, un premier type d'a priori à considérer est la
loi du nombre N d'objets le long de l'axe A excepté en N = 0. Dans la �gure 2.2, nous
exprimons deux exemples de lois de N correspondant à deux types de scènes donnés : les
scènes éparses et les scènes denses. Toutes les distributions de N sont possibles à condition
de s'assurer que

∀s > n,P(N = s) = 0

puisqu'il ne peut pas y avoir plus de cellules occupées que de cellules et que

pg =
n∑

s=1

P(N = s)

pour une raison évidente de normalisation. Un autre type d'a priori lié à des considérations
plus fonctionnelles que structurelles consisterait à imposer une dépendance entre cellules.
Par exemple lorsque nous souhaitons spéci�er qu'un objet dans telle zone (ou cellule) a de
fortes chances d'être isolé ou au contraire entouré d'autres objets.

-a- -b-

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5

P(N=i)

N=1 N=2 N=3 N=4 N=5

P(N=i)

Fig. 2.2 � Exemples de lois de N pour a- une scène éparse b- une scène dense.

Quel que soit le type d'a priori et d'après les outils que nous avons présentés, il existe
deux façons de les intégrer. En procédant à une intégration virtuelle des a priori, il s'agit
simplement d'initialiser la distribution à une certaine valeur plus plausible sans imposer la
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satisfaction de l'a priori au court du processus. La distribution évoluera donc librement et
s'écartera progressivement de l'a priori. Mais, ayant relaxé les contraintes d'a priori, nous
perdons la propriété de variation minimale de la norme de la distribution. En conséquence,
l'a priori sera rapidement obsolète. Une solution qui semble plus appropriée est de procéder
à une intégration réelle des a priori de sorte qu'ils restent satisfaits jusqu'à la détection
d'une éventuelle redondance incompatible (voir section 1.7). Cependant nous verrons en
simulation que l'intégration réelle d'un faux a priori induit l'algorithme de recherche en
erreur si bien que la recherche peut devenir fortement sous-optimale. L'intégration réelle
est donc à réserver à des a priori certains.

2.1.3 Modèle d'observation

En�n il nous reste à traduire, en termes de contraintes, l'observation fournie par une
caméra. Notons {Xobsi}i l'ensemble des variables aléatoires d'occupation des cellules dé-
�nissant l'axe observé Aobs à un instant donné. Celui-ci est déterminé par les cellules
appartenant à un axe global et croisant l'axe optique de la caméra. La �gure 2.3 montre
une situation pour laquelle l'axe d'observation contient deux cellules. Nous considérons que

Fig. 2.3 � Ensemble des cellules observées. L'axe observé Aobs contient deux cellules.

le capteur et l'algorithme de traitement associé fournissent à chaque instant la probabilité
pobs que l'une ou l'autre des Xobsi soit occupée. De façon équivalente à (2.1), nous pouvons
montrer que :

pobs = 1 − P(Nobs = 0)

où Nobs est la variable aléatoire dé�nissant le nombre de cellules occupées parmi celles
observées. À l'axe Aobs nous associons une loi conjointe de taille 2nobs où nobs est le nombre
de cellules de Aobs. Après initialisation de cette loi, comme indiqué en section 2.1.2, nous
disposons d'un autre a priori : celui lié à l'estimation précédente de l'état du système. En
d'autres termes, pour chaque cellule de Aobs, il faut intégrer la contrainte marginale liée à
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sa probabilité d'occupation estimée à l'instant précédent. Puis en introduisant la contrainte
numérique suivante :

P(Nobs = 0) = 1 − pobs (2.2)

nous obtenons une nouvelle estimation de la loi conjointe dont les marginales constituent
les contraintes à introduire sur les axes globaux auxquels les cellules appartiennent. Ainsi
l'algorithme d'intégration d'une observation est le suivant :

1 Dans un premier temps, il faut recenser l'ensemble des cellules observées à l'instant
courant. Étant donnée une con�guration de la caméra, il est facile de déterminer les
lignes de vues correspondantes. Nous rappelons que, pour simpli�er, nous considé-
rons, comme ligne de vue, uniquement l'axe optique de la caméra. Ayant déterminé
cet axe, les cellules observées sont les intersections entre cet axe et les di�érents axes
globaux de la scène.

2 Ensuite nous initialisons la loi conjointe associée aux cellules observées. L'initialisation
de Aobs consiste en 2 étapes :

2.1 Intégration de la contrainte de normalisation.

2.2 Intégration d'éventuels a priori sur la densité de la scène ou autre.

3 Puis il faut intégrer la connaissance que l'on a sur les probabilités d'occupation de chaque
cellule observée et qui est fournie par l'estimé précédent. Il est à ce stade possible de
distinguer deux types d'intégrations suivant le type de cellule dont il est question.
Nous dirons qu'une cellule est de type 1 si elle a été observée seule au court du
processus, c'est-à-dire que, lors de l'observation, toutes les autres cellules croisées
par l'axe optique n'appartenaient à aucun axe global ; sinon la cellule sera dite de
type 0. Ainsi nous procéderons :

3.1 à une intégration virtuelle si la cellule correspondante est de type 0 ;

3.2 ou à une intégration réelle si elle est de type 1. Ce choix permet d'augmenter la
con�ance accordée à l'estimation précédente si la cellule a été observée seule au
cours des observations précédentes.

4 Nous pouvons alors intégrer la contrainte liée à la probabilité de détection notée pobs

(équation (2.2)).

5 En�n, les marginales de la loi conjointe associée à Aobs peuvent être calculées. Chacune
d'elles correspond à une contrainte marginale qui doit être introduite à l'axe global
auquel la cellule appartient.

Cet algorithme est récapitulé �gure 2.4.

Exemple :

Pour illustrer l'algorithme d'intégration d'une observation, nous proposons un exemple
concret. Supposons que la scène contienne deux axes globaux A1 et A2 (voir �-
gure 2.3).

1 Étant donnée la con�guration de la caméra à l'instant courant, son axe optique
croise deux cellules : Aobs est constitué de C1 et C2, appartenant respectivement
aux axes A1 et A2. Si l'on note respectivement X1 et X2 les variables aléatoires
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décrivant l'occupation de C1 et C2, nous supposons que l'itération précédente
nous a conduit à estimer les probabilités d'occupation suivantes :

P(X1 = 1) =
3
4

et P(X2 = 1) =
1
2

2 Le vecteur représentant la loi conjointe de Aobs est noté p. Il est composé de 4
probabilités élémentaires :

p =


P({X1 = 0} et {X2 = 0})
P({X1 = 1} et {X2 = 0})
P({X1 = 0} et {X2 = 1})
P({X1 = 1} et {X2 = 1})


2.1 L'intégration de la contrainte de normalisation conduit à une première es-

timation :

p0 =


1/4
1/4
1/4
1/4


2.2 Dans cet exemple, nous ne prenons pas en compte d'a priori.

3 Pour intégrer l'estimation précédente des probabilités d'occupation, nous considé-
rons qu'aucune des deux cellules C1 et C2 n'a été observée individuellement : C1

et C2 sont de type 0. Nous procédons donc à une intégration virtuelle de leur
estimé :

3.1 Nous devons intégrer deux contraintes :

[0 1 0 1]p =
3
4

et [0 0 1 1]p =
1
2

ce qui conduit à la solution suivante :

p′0 =


1/8
3/8
1/8
3/8


La notation p′0 rappelle que l'intégration est virtuelle c'est-à-dire que les
paramètres F ′0, G′0 et H ′0 sont ceux obtenus à l'initialisation.

4 Nous allons tester l'algorithme pour deux observations di�érentes. Dans un premier
temps, supposons que l'observation nous indique une probabilité de détection
pobs = 0.95, c'est-à-dire qu'il y a presque sûrement un objet. Il faut donc intégrer
la contrainte :

[1 0 0 0]p = 0.05

ce qui conduit à une première solution :

p1
1 =


0.05
0.4
0.15
0.4


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Supposons maintenant que l'observation nous indique une probabilité de détec-
tion pobs = 0.1, c'est-à-dire qu'il y a presque sûrement aucun objet. Il faut donc
intégrer la contrainte :

[1 0 0 0]p = 0.9

ce qui conduit à une autre solution :

p2
1 =


0.9
0.05
0

0.05


5 Les marginales de la loi conjointe associée à Aobs nous donnent alors de nouvelles

contraintes qui sont, pour pobs = 0.95 :

P(X1 = 1) = 0.8 et P(X2 = 1) = 0.55

et pour pobs = 0.1 :

P(X1 = 1) = 0.1 et P(X2 = 1) = 0.05

2

Les algorithmes que nous venons de présenter permettent pour une con�guration donnée
de la caméra, d'intégrer l'observation correspondante dans le modèle de connaissance. Le
calcul de la prochaine con�guration permettant d'optimiser la recherche constitue l'étape
ultime du processus. Nous décrivons à présent cette étape.

2.2 Stratégies de recherche

Cette section concerne les choix successifs de points de vue (ou con�gurations) permet-
tant d'optimiser la recherche des objets dans la scène. Parmi les con�gurations possibles,
seules certaines sont immédiatement accessibles à partir d'une con�guration donnée. Celles-
ci sont communément appelées con�gurations atteignables. Cette notion se généralise en
une autre notion : les t-chemins. Le problème revient alors à choisir parmi cet ensemble de
con�gurations celle qui optimise la recherche. Nous choisissons comme critère l'espérance
du gain d'information (EGI). Le calcul de l'EGI pour un t-chemin étant d'une grande com-
plexité calculatoire, nous nous limiterons à des chemins d'ordre 1 c'est-à-dire les con�gura-
tions atteignables. Pour chaque con�guration testée, ce critère fait intervenir la probabilité
de détection a priori et une fonction gain d'information (FGI) qui quanti�e le gain apporté
par une éventuelle détection ou non détection d'un objet le long de l'axe optique.

2.2.1 Con�gurations atteignables et t-chemins

Une con�guration de la caméra (notée C) est entièrement déterminée par la cellule
occupée par la caméra (Cp) qui détermine sa position, et une des cellules situées sur son
axe optique (Cd) qui détermine sa direction, soit le couple :

C = (Cp,Cd)
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De façon très générale, à un instant donné, notre problème est de trouver le couple (Ĉp,Ĉd)
optimisant la recherche selon un certain critère. Dans cette optique, le couple (Ĉp,Ĉd) doit
être choisi dans un ensemble de con�gurations dites atteignables :

� Les déplacements en translation de la caméra ayant un coût (en temps) non né-
gligeable, il est naturel de choisir Ĉp parmi toutes les cellules voisines de la cellule
courante (voir �gure 2.5). Dans cet ensemble de cellules, nous ne conservons que les
cellules non occupées. Nous dé�nissons une cellule non occupée comme étant soit une
cellule n'appartenant à aucun axe global soit une cellule de type 1 (ayant été observée
seule au cours des observations précédentes) et dont la probabilité d'occupation est
inférieure à un certain seuil. Nous noterons V le voisinage ainsi dé�ni.

� Ĉd peut être choisie parmi toutes les cellules appartenant à un axe global Ai de la
scène puisqu'il est inutile d'observer des cellules dont on est sûr qu'elles ne sont pas
occupées. Contrairement au choix de Ĉp, nous ne restreignons pas l'ensemble des
directions atteignables à un certain voisinage de la direction courante, considérant
que les mouvements de rotation ont un coût négligeable.

Pour généraliser cette notion de con�guration atteignable, nous appellerons chemin d'ordre
t ou t-chemin une succession de t con�gurations successivement atteignables.

2.2.2 Espérance du gain d'information (EGI)

Le point de vue que nous adoptons est celui qui maximise à chaque itération l'EGI en t
étapes. t détermine l'horizon de prédiction que l'on se �xe a priori. Étant donné un chemin
d'ordre t noté Ct, la FGI est une fonction gCt de la suite des observations, qui prend ses
valeurs dans R. gCt doit quanti�er le gain apporté par les observations successives le long
de Ct (voir section 2.2.3 pour plus de détails sur le choix de la FGI). L'espérance de gCt

est donc une prédiction du gain à �espérer� si l'on choisit le chemin Ct. Pour calculer cette
espérance, appelons Oi la variable aléatoire dé�nissant l'observation dans i itérations :

Oi =
{

1 si la présence d'un objet est détectée à l'itération i
0 sinon

Soit O la suite des observations (Oi)i∈J1,tK au cours du chemin. L'EGI le long de Ct vaut
par dé�nition :

E(gCt(O)) =
∑

gCt(O)P (O) =
∑

gCt(O)P (Ot|Ot−1,...,O1)...P (O2|O1)P (O1)

La somme est prise sur l'ensemble des suites de détections (1 ou 0) possibles, c'est-à-dire
l'ensemble des chemins du graphe de la �gure 2.6. Le chemin optimal est alors donné par

Ĉt = arg max
Ct

E(gCt(O))

dont il est facile d'extraire la con�guration à atteindre à l'instant suivant. Le calcul de
E(gCt(O)) nécessite celui de gCt(O) et des probabilités de transition P (Oi|Oi−1,...,O1) pour
toute suite d'observations possible. Ces quantités s'obtiennent aisément par simulation.
Cependant pour chaque chemin d'ordre t (il y en a xn où x est le nombre de con�gurations),

il faudrait simuler
t∑
1

2n fois le système (correspondant au nombre de branches dans le
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graphe de la �gure 2.6). Même si l'on peut imaginer réduire le nombre de simulations, c'est-
à-dire le nombre de branches du graphe, en supprimant les branches dont la probabilité
de transition est trop faible, l'optimisation exhaustive de la recherche sur tous les chemins
d'ordre t est impensable. D'autre part, la prévision des observations à plus d'une itération
semble bien hasardeuse et peu informative. En tenir compte ne relève pas d'un grand
intérêt et ne justi�e pas la lourdeur des calculs. C'est pourquoi nous limiterons la recherche
à des chemins d'ordre 1, c'est-à-dire l'ensemble des con�gurations atteignables. Si l'on note
O = O1 et g la FGI pour la con�guration (Cp,Cd) alors l'EGI dans la con�guration (Cp,Cd)
se simpli�e en :

E(g(O)) = g(O = 1)P (O = 1) + g(O = 0)P (O = 0) (2.3)

D'après les notations de la section 2.2.1, le problème se formalise de la façon suivante :

(Ĉp,Ĉd) = arg max
Cp∈V ,Cd∈(Ai)i

E(g(O)) (2.4)

Dans l'équation (2.3), P (O = 1) est la probabilité de détecter l'objet dans la con�guration
donnée et P (O = 0) = 1 − P (O = 1). En section 2.1.3, P (O = 1) était une observation
réelle notée pobs et issue des algorithmes de traitement d'image et de détection. Dans le
cas présent, P (O = 1) n'est qu'une estimation a priori de la probabilité de détection dans
l'hypothèse où la caméra se déplacerait dans la con�guration (Cp,Cd).

P (O = 1) peut se calculer, sur la base de la connaissance courante, de la façon suivante :
Aobs étant l'axe d'observation dans la con�guration (Cp,Cd), nous lui associons une loi
conjointe que l'on initialise en intégrant les contraintes liées aux marginales et d'éventuels
a priori sur le type de scène. Il est ensuite facile de calculer :

P (O = 1) = 1 − P (Nobs = 0)

où Nobs est la variable aléatoire dé�nissant le nombre de cellules occupées parmi celles
observées.

2.2.3 Fonction gain d'information (FGI)

Reste à dé�nir la FGI g. Elle est dé�nie sur les événements {O = 1} et {O = 0}. En
d'autres termes, elle quanti�e le gain qu'apporterait une détection et le gain qu'apporterait
une non détection. Au vu des algorithmes décrits précédemment, nous sommes capables
de simuler l'in�uence de l'un ou l'autre de ces événements sur le modèle de connaissance
puis d'en extraire une nouvelle distribution des probabilités d'occupation sur chaque axe
global. Le calcul du gain est naturellement basé sur la variation de cette distribution.
Notons pm le vecteur obtenu en concaténant les distributions marginales selon chaque axe
global avant simulation et p+

m le même vecteur obtenu après simulation de l'un ou l'autre des
événements cités précédemment. Nous considérons des FGI qui dépendent de p+

m et pm et
que nous noterons g(p+

m,pm). Il existe évidemment une in�nité de possibilités de caractériser
le gain de p+

m par rapport à pm. Nous en étudierons principalement quatre : la somme des
di�érences des marginales qui quanti�e la variation positive des marginales, la norme 2 de
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la variation des marginales qui quanti�e les variations en norme donc positives et négatives,
la norme ∞ de la variation des marginales qui favorise localement les grandes variations
de probabilité et en�n la variation de l'entropie qui quanti�e le degré d'incertitude sur les
probabilités d'occupation.

1. La somme des di�érences des marginales s'écrit :

gs =
∑

i

(p+
m(i) − pm(i))

On peut noter que gs est dissymétrique ce qui favorise les variations positives de
probabilité au détriment des variations négatives. Nous verrons, lors des simulations,
que cette stratégie n'est pas forcément judicieuse dans la mesure où les variations
négatives de probabilité apportent également une information intéressante.

2. La norme 2 de la variation des marginales s'écrit :

g2 = ||p+
m − pm||2 =

√∑
i

(p+
m(i) − pm(i))2

Cette FGI favorise la variation globale des probabilités de détection sans tenir compte
du sens de variation des probabilités. Contrairement à gs, une variation positive
apporte autant qu'une variation négative des probabilités.

3. La norme ∞ de la variation des marginales s'écrit :

g∞ = ||p+
m − pm||∞ = max

i
|p+

m(i) − pm(i)|

g∞ favorise localement les grandes variations de probabilité. Cette stratégie vise
à améliorer localement le gain d'information au détriment d'une information plus
globale. Nous verrons en simulation que ce choix n'est pas pertinent.

4. En théorie de l'information, l'entropie est dé�nie par :

S =
∑

i

p(i) ln p(i)

où p est une loi de probabilité discrète. En ce qui nous concerne, pm n'est pas une loi
de probabilité puisqu'elle n'est pas normalisée. Malgré tout nous pouvons tirer parti
de ses propriétés. pm est dé�ni sur un domaine borné :

∀i,0 ≤ pm(i) ≤ 1

Sur ce domaine, nous dé�nissons :

Sm =
∑

i

pm(i) ln pm(i)

Sm est négative et convexe 4. Elle est maximum en tous les points tels que :

∀i, soit pm(i) = 0 soit pm(i) = 1

4. Pour s'assurer de la convexité de l'entropie, il su�t de calculer son hessien et de montrer qu'il est

positif.
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Cette propriété est très intéressante puisqu'elle quanti�e l'incertitude sur les détec-
tions et les non détections. Nous dé�nissons alors une nouvelle FGI par la variation
d'entropie estimée :

gS =
∑

i

[p+
m(i) ln p+

m(i) − pm(i) ln pm(i)]

Du dernier point concernant l'entropie apparaît un critère d'arrêt possible : l'entropie
du vecteur des lois marginales à l'instant courant soit :

Cr =
∑

i

pm(i) ln pm(i)

Lorsque Cr est su�samment proche de 0, la recherche peut être stoppée dans la mesure où
cela signi�e que les di�érentes probabilités sont soit proches de 0 soit proches de 1. Nous
verrons lors des simulations comment se comporte ce critère.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déduit, des outils proposés au chapitre 1, un algorithme
général permettant d'intégrer des contraintes. L'enchaînement des outils que nous pro-
posons est de nature à gérer un maximum de situations : redondance, incompatibilité,
satisfaction des contraintes inégalité ... L'algorithme permet ainsi d'intégrer tout type de
contrainte sous réserve d'avoir initialisé le système de façon adéquat. L'étape d'initiali-
sation consiste d'une part à traduire le fait que la solution du problème est une loi de
probabilité (contrainte de normalisation), d'autre part à intégrer la probabilité de détec-
tion globale sur l'axe concerné et en�n à intégrer des a priori sur la scène. Puis nous avons
décrit le processus permettant de transformer une observation en contraintes sur les lois
conjointes associées aux axes globaux. En�n nous avons présenté une méthode permettant
d'optimiser la recherche des objets dans la scène. Étant donnée la connaissance à l'instant
courant, l'algorithme que nous proposons permet de déterminer la con�guration suivante
qui maximisera l'espérance du gain d'information. Cette fonction gain d'information doit
quanti�er le gain apporté par une modi�cation des lois de probabilités marginales. Nous
en avons proposés 4 : la somme des di�érences, la norme 2, la norme ∞ et la variation de
l'entropie. Les simulations que nous proposons dans le chapitre suivant doivent permettre
de valider l'une ou l'autre de ces FGI ainsi que l'algorithme dans sa globalité.
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Fig. 2.4 � L'algorithme lié à l'observation traduit l'observation sous forme d'une ou plu-
sieurs contraintes sur le modèle de connaissance.
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Fig. 2.5 � Exemple de voisinage à 6 voisins.

fO1
= 0g fO1 = 1g

fO2 = 0g fO2 = 1g

fO3 = 0g

P (O1)

P (O2jO1)

P (O3jO2; O1)

P (OtjOt�1; :::; O1)

fO3 = 1g

Fig. 2.6 � Graphe des observations.
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Chapitre 3

Simulations

Dans cette partie, nous nous proposons de tester di�érents aspects de l'algorithme de
recherche que nous venons de décrire. Pour cela nous dé�nissons un domaine de recherche
cubique discrétisé en 6x6x6 cellules. Après avoir positionné un certain nombre d'objets
dans la scène, l'initialisation, conformément à l'image globale, consiste à dé�nir les axes
globaux du domaine le long desquels nous devons e�ectuer la recherche. Nous supposons
que la probabilité de détection est certaine et vaut 0 ou 1. En fonction de l'a priori sur
la loi du nombre d'objets, la loi conjointe relative à chaque axe peut être initialisée,
ce qui fournit l'estimation initiale de la connaissance et donc les probabilités d'occupation
dans chaque cellule. La caméra est alors positionnée arbitrairement dans un des coins du
domaine. Nous supposons qu'elle fournit également des observations sous forme de proba-
bilités de détection valant 0 ou 1. Le processus de recherche peut alors commencer dès que
l'on a choisi une FGI déterminant la stratégie de recherche. Au vu de la description pré-
cédente, trois choix conditionnent le processus : le nombre d'objets dans la scène, l'a priori
sur la loi du nombre d'objets et la FGI. Nous proposons donc trois types de simulations :

1. La première série de simulations consiste à tester, pour une scène donnée, l'in�uence
du choix de la FGI. Nous comparons l'e�cacité de chaque stratégie (section 3.1).

2. Ensuite nous choisissons comme FGI la fonction g2 et augmentons le nombre d'objets
dans la scène (nous plaçons 4 objets sur chaque axe) tout en �xant un a priori erroné
(probabilité d'avoir 3 objets égale à 1). En�n, pour la même scène que précédemment
et la même fonction g2, nous changeons l'a priori de sorte qu'il corresponde à la réalité
(probabilité de 1 d'avoir 4 objets sur chaque axe). Cette simulation permet de valider
l'intérêt de l'a priori sur la scène (section 3.2).

La section 3.3 présente une étude de la stratégie gloutonne. Cette stratégie consiste à
observer tour à tour chaque cellule en les choisissant de façon aléatoire.

3.1 Choix de la fonction gain d'information

La première série de simulations consiste à tester l'in�uence du choix de la FGI. Pour
cela nous positionnons deux objets selon deux axes globaux distincts (voir �gure 3.1).
L'a priori sur le nombre d'objets est exact soit une probabilité de 1 d'avoir un objet
selon chaque axe global. Dans ces conditions, nous simulons les stratégies de recherche
correspondant aux FGI décrites en section 2.2.3. A�n de comparer les stratégies entre
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elles, nous simulons la recherche dans di�érentes situations correspondant à des positions
initiales distinctes de la caméra. Ces positions sont les huit sommets du cube dé�nissant
le domaine de recherche (�gure 3.1). Chacun de ces sommets est indicé de 0 à 7. Pour
une scène donnée, le nombre moyen d'itérations nécessaire à la recherche (NIM) est une
quantité pertinente pour comparer les stratégies entre elles et vis-à-vis de la stratégie
gloutonne dont l'étude théorique est donnée en section 3.3.

0

1

2

3

4

5
7

6

Fig. 3.1 � Scène contenant 2 objets sur des axes distincts.

3.1.1 Somme des di�érences

Comme nous l'avons déjà remarqué, gs étant dissymétrique, elle favorise les variations
positives de probabilité (c'est-à-dire la détection) au détriment des variations négatives. Or
il existe des situations pour lesquelles une non détection doit être valorisée. Dans une scène
très encombrée, il est probable qu'une non détection apporte plus qu'une détection. Un
autre problème est apparu lors des simulations de la stratégie SD, celui des cycles limites.
La �gure 3.3 montre un exemple où la recherche aboutit à un tel cycle. Les vignettes
10 à 15 présentent une période de répétition de deux itérations. L'étude de ces cycles
limites est trop complexe pour être faite de façon rigoureuse. Cependant, nous pouvons
imaginer intuitivement que le fait que l'algorithme cherche, en priorité, à augmenter les
probabilités de détection alors que chaque axe ne contient qu'un objet, n'est pas indi�érent
à l'apparition de ce phénomène.

La première colonne du tableau 3.1 donne les nombres d'itérations nécessaires pour
chaque simulation. Les symboles ∞ signi�ent que la simulation aboutit à un cycle limite.
Si l'on omet ceux-ci, le nombre moyen d'itération vaut :

NIMs ≈ 9.3

ce qui est relativement médiocre comparé à ce que donnerait, en théorie, une stratégie
gloutonne : NIM=6.7 (section 3.3).
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Position initiale SD N2 Ninf ∆S

0 ∞ 4 8 5
1 8 4 4 5
2 12 8 9 7
3 8 4 4 5
4 ∞ 6 7 8
5 8 6 6 7
6 12 9 9 8
7 8 6 6 7

Moyenne 5.8 6.6 6.5

Tab. 3.1 �Nombre d'itérations nécessaire à la recherche pour chaque FGI et pour di�érentes
positions initiales de la caméra.

3.1.2 Norme 2

Cette FGI favorise la variation globale des probabilités de détection sans tenir compte
du sens de variation des probabilités. Contrairement à gs, une variation positive apporte
autant qu'une variation négative des probabilités.

La stratégie correspondante est très performante en pratique puisqu'elle conduit à un
NIM de 5.8 pour la scène choisie. La �gure 3.4 montre un exemple de recherche utilisant
cette méthode. Hormis la première observation qui correspond à une con�guration initiale
prédéterminée, les autres con�gurations concernent des observations de type 1. La stratégie
semble privilégier les con�gurations ne conduisant pas à des occultations d'un axe global
par rapport à un autre. La �gure 3.5 montre l'évolution du critère et con�rme qu'au bout
de 4 itérations, l'entropie du système est nulle.

3.1.3 Norme ∞
Cette norme favorise localement les grandes variations de probabilité, qu'elles soient po-

sitives ou négatives. Cette maximisation se fait donc au détriment des variations moyennes
sur tout un axe. La recherche correspondante fournit un NIM de 6.6 moins performant
que la norme N2 et équivalent à la stratégie gloutonne. La �gure 3.6 est un exemple de
recherche utilisant ce type de stratégie. Nous nous apercevons que, contrairement à la stra-
tégie N2, les observations doubles sont préférées aux observations uniques. La �gure 3.7
correspond à l'évolution de l'entropie au cours de la recherche. Elle s'annule au bout de 8
itérations.

3.1.4 Variation de l'entropie

L'entropie quanti�e l'incertitude sur les détections et les non détections. En maximisant
à chaque itération la variation d'entropie ∆S , nous espérons optimiser la recherche. Les
simulations e�ectuées en utilisant cette FGI fournissent un NIM de 6.5 ce qui améliore la
stratégie gloutonne sans toutefois atteindre les performances de la norme N2. La �gure 3.8
est un exemple de recherche utilisant cette stratégie. La �gure 3.9 correspond à l'évolution
du critère choisi.
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3.2 In�uence de l'a priori

Les trois simulations suivantes correspondent à une scène di�érente : 8 objets sont
répartis sur 2 axes (4 objets par axe). Dans un premier temps, l'a priori sur la scène est
�xé à 3 objets par axe (la probabilité initiale qu'il y ait 3 objets par axe vaut 1). L'a
priori est donc erroné. Une recherche basée sur la norme N2 s'e�ectue en 17 étapes (voir
�gure 3.10). Lorsqu'il est faux, l'a priori conduit donc à une recherche largement sous-
optimale. L'évolution du critère (voir �gure 3.11) présente des décroissances aux étapes 9
et 13 ce qui correspond à des accroissements d'incertitude. En e�et, aux instants 9 et 13,
certaines cellules passent d'une probabilité 1 ou 0 à une probabilité intermédiaire. Cette
perte de certitude sur la probabilité d'occupation d'une cellule provient du fait que l'a priori
est mauvais. Nous constatons également (voir �gure 3.11) que le critère peut être nul sans
que la recherche soit achevée (itérations 15 et 16). Nous avons donc volontairement inhibé le
critère d'arrêt et stoppé manuellement la recherche. Les étapes 15 et 16 correspondent à des
situations pour lesquelles la connaissance est certaine mais fausse ce qui est typiquement
le genre d'information véhiculée par un mauvais a priori. Il faut noter que dans la même
situation, une stratégie gloutonne se serait arrêtée dès que le nombre d'objets rencontrés
aurait atteint la valeur �xée par le mauvais a priori donc prématurément.

Dans un deuxième temps, l'a priori est correct (4 objets par axe). La recherche s'e�ectue
alors sur 9 itérations (voir �gures 3.12 et 3.13). Le NIM d'une stratégie gloutonne pour le
même type de scène vaut 8.5. La �gure 3.14 montre la recherche que fournit une stratégie
basée sur la variation d'entropie. Celle-ci semble plus e�cace dans une scène encombrée
puisqu'elle aboutit en 7 étapes pour les mêmes conditions de recherche, donc bien plus
rapidement que le NIM calculé pour une stratégie gloutonne.

3.3 Stratégie gloutonne

Dans cette section, nous faisons l'étude théorique de la stratégie gloutonne a�n d'en
comparer les performances aux stratégies que nous proposons. La stratégie gloutonne
consiste à parcourir toutes les cellules dans un ordre aléatoire jusqu'à ce que tous les
objets soient repérés. Cela suppose donc une détection binaire et exacte des objets : �Il y
a un objet� ou �il n'y a pas d'objet�. Cette stratégie est donc très pauvre mais son NIM
servira de référence pour les simulations que nous proposons.

Considérons un axe global comportant n cellules. Sans a priori sur le nombre d'objets
présents sur l'axe, la stratégie gloutonne doit systématiquement observer une à une les n
cellules. Dans ce cas NIM = n. Mais si p est le nombre d'objets et que p est connu de
façon exacte (cette exigence est une nouvelle limitation de la stratégie gloutonne), alors le
nombre moyen d'itérations nécessaire à la recherche vaut :

NIM = p[
n−1∑
i=p

(i−1)!
(i−p)! i + b(1) + a(1)(b(2) + a(2)(b(3) + a(3)(...)))]

où a(i) = p − i et b(i) = (n−i−1)!
(n−p−1)!(n − i)
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Preuve :

Une stratégie de recherche gloutonne correspond au placement équiprobable de p
objets distincts parmi n cellules soit un nombre total de possibilité valant n!/(n−p)!.
Les cellules étant ordonnées du début à la �n de la recherche, nous appellerons Ii la
variable aléatoire correspondant au numéro de l'itération associée à la rencontre du
ième objet (voir �gure 3.2). Pour tout i, Ii est à valeurs dans J1,nK et

1 ≤ I1 < I2 < ... < Ip ≤ n

Tous les objets sont donc observés en Ip observations (Ip ∈ Jp,nK). Lorsque le nombre
total d'objets p est connu, la recherche s'arrête soit lorsque p objets ont été observés
soit lorsque n − p cellules vides ont été observées. Notons A la variable aléatoire
dé�nissant le nombre d'itérations nécessaire à la recherche. A est dé�nie de la façon
suivante :

A =



Ip si Ip ∈ Jp,n − 1K
n − 1 sinon et si Ip−1 ∈ Jp − 1,n − 2K
...
n − p + 1 sinon et si I1 ∈ J1,n − pK
n − p sinon

Nous sommes en présence d'une relation de récurrence dont il faut compter les oc-
currences. Ayant choisi l'objet occupant la dernière place (il y a p possibilités) :

� le nombre d'occurrences pour lesquelles Ip = i avec i ∈ Jp,n−1K vaut le nombre
de façons de placer p − 1 objets parmi i − 1 cellules :

(i − 1)!
(i − p)!

Dans chacune de ces situations, A = i.

� si l'on �xe Ip = n

� le nombre d'occurrences pour lesquelles Ip−1 ∈ Jp−1,n−2K vaut le nombre
de façons de placer p − 1 objets parmi n − 2 cellules :

(n − 2)!
(n − p − 1)!

Dans ce cas A = n − 1.
� �xons Ip−1 = n − 1, il y a p − 1 possibilités

� le nombre d'occurrences pour lesquelles Ip−2 ∈ Jp − 2,n − 3K vaut le
nombre de façons de placer p − 2 objets parmi n − 3 cellules :

(n − 3)!
(n − p − 1)!

Dans ce cas A = n − 2.
� etc.
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p NIM
0 0
1 10/3
2 64/15
3 9/2
4 64/15
5 10/3
6 0

Tab. 3.2 � Valeur du nombre d'itérations moyen en fonction de p dans le cas d'une stratégie
gloutonne et pour n = 6.

En résumé, si on note

a(i) = p − i et b(i) =
(n − i − 1)!
(n − p − 1)!

(n − i)

alors l'espérance de A se calcule par la formule suivante :

E(A) = p[
n−1∑
i=p

(i − 1)!
(i − p)!

i + b(1) + a(1)(b(2) + a(2)(b(3) + a(3)(...)))]

2

Dans le cas n = 6, E(A) prend les valeurs indiquées dans le tableau 3.2. Par consé-
quent, la scène contenant deux objets sur deux axes di�érents (�gure 3.1) utilisée pour les
simulations précédentes correspond à un NIM d'environ 6.7.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

I4 = 10I1 = 3 I2 = 5 I3 = 9 I5 = 13

Fig. 3.2 � Exemple de stratégie de recherche gloutonne pour n = 15 et p = 5.

3.4 Conclusion

Les recherches que nous avons simulées ont montré l'importance du choix de la FGI.
Les stratégies basées sur la norme N2 et sur la variation de l'entropie apportent un gain
signi�catif par rapport à une stratégie gloutonne. La méthode utilisant la variation d'en-
tropie semble plus adaptée aux scènes encombrées. Les �gures 3.15 et 3.16 montrent une
dernière simulation, utilisant la variation d'entropie, dans une scène plus encombrée puis-
qu'elle contient 10 objets. Elle aboutit en 18 étapes au repérage de tous les objets alors
que le NIM en stratégie gloutonne vaut 21.3. Le critère d'arrêt basé sur l'entropie des lois
marginales fonctionne parfaitement lorsque l'a priori sur la scène est correct. Lorsqu'il est
erroné, il existe des situations pour lesquelles l'entropie est nulle alors que les probabilités
d'occupation sont fausses. Introduire un a priori faux est très pénalisant à la fois en ce
qui concerne le critère mais également au niveau du nombre d'itérations nécessaire à la
découverte de tous les objets. Mieux vaut donc ne pas �xer d'a priori que d'en �xer un qui
soit faux. Une solution, lorsque l'a priori n'est pas certain, serait sans doute de l'intégrer
de façon virtuelle (voir section 1.5).
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Fig. 3.3 � Stratégie basée sur la somme des di�érences. La caméra est initialement placée
en position 0. La stratégie conduit à un cycle limite.
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Fig. 3.4 � Stratégie basée sur la norme N2. La caméra est initialement placée en position 0.
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Fig. 3.5 � Evolution du critère lorsque la stratégie est basée sur la norme N2 et que la
caméra est initialement placée en position 0.
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Fig. 3.6 � Stratégie basée sur la norme N∞. La caméra est initialement placée en position 0.
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Fig. 3.7 � Evolution du critère lorsque la stratégie est basée sur la norme N∞ et que la
caméra est initialement placée en position 0.
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Fig. 3.8 � Stratégie basée sur la variation d'entropie. La caméra est initialement placée en
position 0.
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Fig. 3.9 � Evolution du critère lorsque la stratégie est basée sur la variation d'entropie et
que la caméra est initialement placée en position 0.
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Fig. 3.10 � Stratégie basée sur la norme N2. L'a priori sur la scène est faux.
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Fig. 3.11 � Evolution du critère lorsque la stratégie est basée sur la norme N2 et que l'a
priori sur la scène est faux.

Fig. 3.12 � Stratégie basée sur la norme N2. L'a priori sur la scène est correct.
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Fig. 3.13 � Evolution du critère lorsque la stratégie est basée sur la norme N2 et que l'a
priori sur la scène est correct.

Fig. 3.14 � Stratégie basée sur la variation de l'entropie. L'a priori sur la scène est correct.
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Fig. 3.15 � Stratégie basée sur la variation de l'entropie.
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Fig. 3.16 � Evolution du critère lorsque la stratégie est basée sur la variation de l'entropie.
La scène contient 10 objets.
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Conclusion

Cette partie était consacrée à la recherche de tous les objets d'une scène. Nous avons dé-
�ni les zones de recherche des objets comme étant des lignes de vue de l'image globale dont
la probabilité de détection est supérieure à un certain seuil. Chacun de ces axes ayant été
discrétisé en cellules, nous avons dé�ni, pour chaque cellule, une variable aléatoire d'occu-
pation Xi à valeur dans {0,1}. La probabilité associée dé�nit ainsi la probabilité d'occupa-
tion d'une cellule. A�n de prendre en compte d'éventuelles dépendances entre les variables
aléatoires Xi, nous avons plutôt considéré la loi conjointe du vecteur X = (X1,..,Xn).
Ayant montré comment tout a priori et toute observation d'un événement se traduit en
une contrainte linéaire sur cette loi conjointe, nous avons décrit un schéma d'intégration
itératif des contraintes linéaires. Outre l'intégration proprement dite, nous avons décrit un
certain nombre d'outils s'y rapportant. Ceux-ci concernent : la modi�cation et la suppres-
sion d'une contrainte, l'intégration des contraintes inégalité et des tests de redondance et
de compatibilité des contraintes. L'enchaînement de ces outils nous a permis de construire
un algorithme général permettant d'intégrer des contraintes et de nature à gérer un maxi-
mum de situations. L'étape d'initialisation de cet algorithme consiste d'une part à traduire
le fait que la solution du problème est une loi de probabilité (contrainte de normalisation),
d'autre part à intégrer la probabilité de détection globale sur l'axe concerné et en�n à
intégrer des a priori sur la scène. Pour intégrer les observations, il restait à développer
un algorithme permettant de les traduire sous forme de contraintes sur les probabilités
d'occupation. En�n, étant données la connaissance du modèle et la con�guration de la
caméra à l'instant courant, nous avons proposé un algorithme permettant de déterminer la
con�guration suivante qui optimise la recherche. Le critère retenu est basé sur le calcul de
l'espérance du gain d'information qui quanti�e le gain apporté par une modi�cation des
probabilités d'occupation. Nous avons proposé 4 quanti�cations possibles : la somme des
di�érences, la norme 2, la norme ∞ et la variation de l'entropie.

L'algorithme de recherche dans sa globalité a fait l'objet de nombreuses simulations.
Celles-ci ont montré l'importance du choix de la fonction gain d'information. Les di�é-
rentes stratégies ont été évaluées vis-à-vis du nombre moyen d'itérations (NIM) nécessaire
à l'aboutissement de la recherche. Les stratégies basées sur la norme N2 et sur la variation
de l'entropie apportent un gain signi�catif par rapport à une stratégie gloutonne dont nous
avons calculé le NIM théorique. Nous avons proposé un critère d'arrêt de la recherche basé
sur l'entropie des lois marginales. Au cours de ces simulations, il apparaît qu'introduire un
a priori faux est très pénalisant à la fois en ce qui concerne le critère mais également au
niveau du nombre d'itérations nécessaires à la découverte de tous les objets. Mieux vaut
donc ne pas �xer d'a priori que d'en �xer un qui soit faux.

Cette partie nous a permis de valider l'approche proposée pour la recherche des objets
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dans une scène. Dans la partie suivante nous étudions le problème de l'exploration et la
reconstruction individuelle de ces objets.
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Deuxième partie

Reconstruction approchée et

exploration des objets complexes
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Rappels concernant l'approche

proposée

Dans la partie précédente, nous nous sommes intéressés à la recherche des objets dans
la scène. L'objectif étant, à présent, de caractériser chacun d'entre eux, nous consacrons
cette partie à la reconstruction de chaque objet pris individuellement.

Le chapitre 1 concerne la modélisation d'un objet. Comme nous l'avons vu en introduc-
tion, la plupart des études passées se sont concentrées sur la modélisation 3D en termes de
précision de reconstruction et considéraient donc des modèles les plus réalistes possibles.
Mais, pour une large classe d'applications telles que la plani�cation de trajectoires, l'évite-
ment d'obstacles ou l'exploration, une carte préliminaire et simpli�ée des constituants de
la scène et de leur encombrement est su�sante. Une représentation concise et donc sim-
pli�ée devient même nécessaire lorsque le système est soumis à des exigences de réactivité
en temps réel. Ces constatations ont motivé nos travaux sur l'estimation et la reconstruc-
tion de modèles approchés. Aussi avons nous choisi de décrire un objet par sa position et
son volume englobant (la position de l'objet étant dé�nie comme le centre de l'enveloppe
englobante).

La modélisation que nous avons développée est basée sur l'utilisation d'un mélange de
modèles stochastiques et à erreur bornée. Elle permet de représenter à la fois des aspects
d'incertitude liée à la position de l'objet et des aspects géométriques liés à sa forme tout
en conservant une relative indépendance entre les deux. D'une part, la position de l'objet
et l'incertitude associée sont les paramètres d'une loi normale et, d'autre part, la forme
de l'objet est associée à un modèle à erreur bornée dont le support ellipsoïdal coïncide
avec son volume englobant. Ce modèle est d'autant plus intéressant qu'il permet à la fois,
pour chaque point de la scène, le calcul de sa probabilité d'appartenance à un objet et
une extraction simple de la géométrie de cet objet (position et enveloppe). Le modèle ainsi
dé�ni est établi sous une forme paramétrique appelée loi d'ensemble dans laquelle chaque
paramètre correspond à une interprétation physique.

Une fois le modèle établi, il s'agit de dé�nir des règles de propagation permettant d'ob-
tenir les paramètres du modèle après transformation. Nous développons des règles très
générales au chapitre 2. Celles-ci permettent de modéliser plus particulièrement la chaîne
des observations visuelles pour di�érentes con�gurations : monoculaire ou binoculaire. Ces
règles sont établies sur la base d'une approximation au premier ordre nécessaire pour as-
surer la consistance du modèle. En e�et, sans cette linéarisation, la transformée d'une loi
d'ensemble ne serait pas une loi d'ensemble. D'autre part, soulignons que cette approxi-
mation n'est absolument pas gênante dans le cadre d'une reconstruction approchée comme
celle que nous visons.
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Le schéma d'estimation d'une loi d'ensemble que nous décrivons au chapitre 3 adresse
le problème suivant : étant donnée la connaissance à l'instant k de la loi a priori et étant
donnée la loi décrivant l'observation à l'instant k + 1, il s'agit de calculer une estimation
de la loi a posteriori. Les paramètres de position et d'incertitude sont estimés au sens du
maximum a posteriori alors que le paramètre dé�nissant l'enveloppe est une approximation
ellipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes. Fort de ce schéma d'estimation et sous
réserve d'avoir initialisé le modèle de l'objet, nous pouvons a�ner ce modèle en fonction
d'une suite d'observations issues, par exemple, d'un système visuel.

Le dernier problème, considéré au chapitre 4, est celui de la reconstruction autonome
d'un objet, c'est-à-dire la génération des mouvements de la caméra permettant d'optimiser
l'estimation des paramètres du modèle correspondant à l'objet. Dans notre cas, le concept
d'exploration est vu comme un moyen d'améliorer la localisation de l'objet. La stratégie
que nous développons consiste à réduire l'incertitude de la distribution associée à l'objet
observé en intégrant des données visuelles. Nous présentons deux solutions analytiques au
problème du calcul de la loi de commande d'exploration optimale. L'une est basée sur une
optimisation localement optimale ; l'autre concerne le calcul du meilleur point de vue à
atteindre.

En�n nous validons l'ensemble de cette étude à travers des simulations et des expéri-
mentations sur une plate-forme robotique dont les résultats sont présentés au chapitre 5.
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Chapitre 1

Modélisation

La modélisation d'un objet (noté O) introduit évidemment des aspects géométriques
puisque O est entièrement représenté par sa position et sa forme. Mais pouvoir extraire la
position et la forme d'un modèle dont on souhaite qu'il prenne en compte des incertitudes,
n'est pas su�sant. En e�et, en présence d'incertitudes, comment a�rmer qu'un point de la
scène (notée S) est occupé par O? Il apparaît plus raisonnable d'attribuer à chaque point
de S une probabilité d'appartenance à O. La construction du modèle d'objet que nous
présentons dans ce chapitre vise à uni�er deux aspects : un aspect géométrique �confortable�
spéci�ant la position et la forme de l'objet et un aspect probabiliste �inévitable� permettant
de calculer, pour tout point, sa probabilité d'appartenance à O.

� La section 1.1 est consacrée à la construction d'un modèle probabiliste appelé loi
d'ensemble intégrant les aspects que nous venons d'énoncer.

� La section 1.2 vise à décrire les observations visuelles au moyen des lois d'ensemble.

1.1 Modélisation des objets : la loi d'ensemble

Pour tout objet O d'une scène S et pour tout point x de S, nous souhaitons calculer
la probabilité que x appartienne à O notée P(x ∈ O). Introduisons le vecteur aléatoire
des coordonnées d'un point c de O dont la distribution est P(c = x) = Pc(x) pour tout
x ∈ S et montrons que, de cette distribution, nous pouvons déduire P(x ∈ O). En e�et,
en décomposant l'événement {c = x} sur la partition constituée des événements {x ∈ O}
et {x /∈ O}, nous pouvons écrire :

Pc(x) = Pc(x|x ∈ O).P(x ∈ O) + Pc(x|x /∈ O).P(x /∈ O)

Dans cette relation :
� Pc(x|x /∈ O) est la probabilité que le point c de O soit en x sachant que x /∈ O.
Pc(x|x /∈ O) vaut donc 0, par dé�nition de c.

� Pc(x|x ∈ O) est la probabilité que le point c de O soit en x sachant que x ∈ O. Nous
modélisons naturellement Pc(x|x ∈ O) par une loi uniforme dont la valeur se calcule,
après normalisation et pour tout O, de la façon suivante :∫

S Pc(x|x ∈ O)dx = Pc(x|x ∈ O)V olume(O) = 1

⇒ Pc(x|x ∈ O) = 1
V olume(O)
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En général, V olume(O) n'est pas connu avant la �n de la reconstruction mais l'im-
portant est qu'il soit constant.

En résumé des équations précédentes :

Pc(x) =
P(x ∈ O)

V olume(O)
(1.1)

Modéliser S revient donc à chercher, pour tout O, une distribution modélisant e�cacement
la densité de Pc(x). Dans ce but et a�n d'intégrer au mieux les aspects géométriques de
l'objet, nous décomposons c en la somme d'une constante c et de deux vecteurs aléatoires
centrés et indépendants (voir �gure 1.1) :

c = c + p + e

Ce qui signi�e que c est la moyenne des points c de O. c est donc naturellement choisi pour
représenter la position de l'objet. D'autre part, p représente l'incertitude de localisation
de l'objet et le support de l'erreur e dé�nit son volume. Cette modélisation nous conduit à
faire la distinction suivante : une incertitude appartient à la classe des modèles probabilistes
alors qu'une erreur appartient à la classe des modèles à erreur bornée. L'erreur est donc, par
dé�nition, uniformément distribuée sur un domaine borné. Cette décomposition additive
de c est à la base de l'uni�cation des aspects géométriques représentés par c (position
de l'objet) et e (dont le support représente la forme approchée de l'objet) et de l'aspect
probabiliste représenté par p (incertitude de localisation). Le choix de cette décomposition
additive correspond au désir de découpler la description de l'enveloppe englobante des
incertitudes de modélisation. L'inconvénient de ce découplage est que l'incertitude sur
l'enveloppe n'est pas explicitement modélisée, même s'il est possible d'en tenir compte par
l'intermédiaire de l'incertitude de localisation p. En revanche cette décomposition s'avère
très intéressante pour propager le modèle qui apparaît comme l'intégration d'un modèle
probabiliste et d'un modèle à erreur bornée.

Hypothèses d'étude : Nous décrivons à présent les hypothèses sous-jacentes à l'étude :

1. en premier lieu, nous supposons que p suit une loi normale centrée de covariance
P . C'est une approximation satisfaisante pour de nombreuses sources d'incertitudes
telles que la mesure dans l'image ou la localisation de la caméra. L'hypothèse gaus-
sienne présente également l'avantage de rendre la propagation des incertitudes calcu-
lable analytiquement. A�n de pouvoir tenir compte de l'inobservabilité partielle des
capteurs visuels, nous préférons, par la suite, utiliser la matrice d'information 1

Σ = P−1 plutôt que la matrice de covariance P . Une variance in�nie le long des
axes d'inobservabilité est ainsi remplacée par une information nulle. La distribution

1. Le terme matrice d'information provient de l'analogie avec la matrice d'information de Fisher IF en

théorie de l'estimation :

IF = E[(
∂

∂x
lnP(z,x))T (

∂

∂x
lnP(z,x))]

où x est l'état à estimer, z l'observation et P(z,x) la probabilité jointe associée. Il se trouve que, lorsque

P suit une distribution gaussienne, IF est l'inverse de la matrice de covariance associée à P .
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objet

e

plus petite enveloppe convexe

c + p

Fig. 1.1 � Le modèle additif uni�e l'aspect géométrique représenté par c (position de l'objet)
et e (dont le support représente la forme de l'objet) et l'aspect probabiliste représenté par p
(incertitude de localisation).

associée à p est �nalement 2 :

N (0,Σ−1) 
√

detΣ
(2π)3/2

e−
1
2
xT Σx

2. En accord avec notre approche reconstruction approchée, et dans la mesure où la
représentation mathématique du support de l'erreur e doit être simple, sans quoi sa
manipulation devient prohibitive, nous approchons ce support par un ellipsoïde. Nous
rappelons qu'un ellipsoïde est complètement déterminé par sa forme quadratique :
son centre et une matrice symétrique dé�nie positive E. Dans la suite et par abus de
langage, nous confondrons l'ellipsoïde et sa matrice E, son centre étant représenté
par c (aux incertitudes p près).

La distribution associée à un objet est donc entièrement déterminée par trois para-
mètres : c, Σ et E. Plus précisément, il s'agit de la distribution de la somme de deux
variables aléatoires indépendantes, c'est-à-dire le produit de convolution entre la loi uni-
forme UE et la loi normale N (c,Σ−1) :

Pc+p+e(x) =
∫
e
Pc+p(x − e)Pe(e) = (Pc+p ∗ Pe)(x)

Nous appelons cette distribution loi d'ensemble et la notons :

E(c,Σ,E) = N (c,Σ−1) ∗ UE (1.2)

La forme d'une distribution d'ensemble est donnée à titre indicatif �gure 1.2 dans le cas
2D. Elle correspond à un étalement du support de e selon la loi de p.

En résumé, d'après l'équation (1.1) et pour tout objet O, P(x ∈ O) est propor-
tionnel à une loi d'ensemble E(c,Σ,E). Les travaux que nous présentons dans la
suite concernent l'estimation des paramètres (c,Σ,E) la constituant.

2. Nous utiliserons abusivement la notation Σ−1 pour parler de la covariance P même si Σ n'est pas

inversible.
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P
c
(x) 
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E

Fig. 1.2 � La loi d'ensemble (représentée ici en dimension deux) correspond à un étalement
du support de e selon la loi de p.

1.2 Modélisation des observations

Dans le but d'appliquer le modèle loi d'ensemble au cas particulier des données visuelles,
nous consacrons cette section à la description de la chaîne des observations visuelles. La
�gure 1.3 représente trois repères dans lesquels nous pouvons exprimer les observations. Le
repère Ri de dimension 2 est lié à l'image et repère la projection d'un point 3D sur le plan
image. Le repère Rc est le repère de la caméra, d'origine le centre de la caméra et dont deux
de ses axes sont parallèles à ceux deRi. Il dispose d'une dimension supplémentaire parallèle
à l'axe optique et déterminant la distance de la caméra à un point 3D. Ro est un repère 3D
�xe, indépendant de la position de la caméra. Il est essentiel pour comparer et fusionner
les informations visuelles. Dans la chaîne des observations visuelles, nous distinguons trois
étapes (voir �gure 1.4) :

1. Dans l'image, la mesure est une loi d'ensemble 2D exprimée dans Ri : E i(ci,Σi,Ei)
où ci et Ei représentent le centre et la matrice de la plus petite ellipse englobant la
projection de l'objet. Pour pouvoir les déterminer, nous considérons implicitement
que la projection de l'objet dans l'image peut être identi�ée et extraite. Si cette phase
est la source de nombreux travaux, elle n'est pas au c÷ur de cette étude. Néanmoins,
elle s'avère nécessaire lors de la phase expérimentale et joue un rôle important dans
l'e�cacité de la méthode. Nous décrivons au chapitre 5 comment extraire le masque
des objets sans imposer de contraintes sur leur apparence. Σi doit, pour sa part,
prendre en compte toutes les sources d'incertitudes inhérentes au calcul de l'ellipse :
erreur sur les paramètres intrinsèques de la caméra et imprécision du traitement
d'image (voir section 2.2.1).

2. L'opération permettant de passer des mesures 2D aux observations 3D est appelée
rétro-projection. La loi d'ensemble 3D associée est notée Ec(cc,Σc,Ec). L'exposant
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Fig. 1.3 � Le repère Ri de dimension 2 est lié à l'image et repère la projection d'un point
3D sur le plan image. Le repère Rc est le repère 3D de la caméra, d'origine le centre de
la caméra et dont deux de ses axes sont parallèles à ceux de Ri. Ro est un repère 3D �xe,
indépendant de la position de la caméra.

c signi�e que Ec est exprimée dans le repère Rc. Cette étape nous amène à faire
la distinction entre une mesure que nous dé�nissons comme étant 2D (extraite de
l'image) et une observation qui est dé�nie dans l'espace 3D. Contrairement à la
mesure, l'observation est homogène au modèle de l'objet. Bien entendu, Ec est une
loi d'ensemble dégénérée puisqu'elle est issue d'une mesure 2D donc partiellement
observable. En d'autres termes, Σc et Ec ont des valeurs propres nulles indiquant
que l'information dans la direction du vecteur propre correspondant (parallèle à la
droite passant par l'axe optique de la caméra et le centre de l'objet) est nulle (voir
section 2.2.2).

3. À ce stade, les observations sont homogènes au modèle de l'objet car exprimées en
dimension trois. Pour comparer et fusionner des observations relatives à des instants
di�érents (après déplacement de la caméra), il nous reste à les exprimer dans un repère
commun. Nous choisissons naturellement le repère Ro appelé repère de référence. La
loi d'ensemble associée est notée Eo(co,Σo,Eo).

Ces trois étapes sont indispensables pour comparer et fusionner les informations visuelles
extraites des images. Avant de décrire plus précisément chacune de ces étapes, nous devons
dé�nir des règles de propagation des lois d'ensemble, ce qui est fait dans le chapitre suivant.
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E i(ci;�i; Ei)
Dans l'image

E
o(co;�o; Eo)

2- r�etro-projection 3- changement de rep�ere

E
c(cc;�c; Ec)

Dans le rep�ere de r�ef�erenceDans le rep�ere cam�era

1- extraction

Fig. 1.4 � Transformations successives des données visuelles 1-Extraction de la projection
de l'objet dans l'image et calcul de la loi 2D associée. 2-Rétro-projection de la loi 2D dans
l'espace 3D. 3-Expression de l'observation dans le repère de référence.
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Chapitre 2

Propagation

Dans le chapitre précédent, nous avons dé�ni un modèle paramétrique sous forme d'une
distribution de probabilité appelée loi d'ensemble. Le problème qui se pose naturellement
est alors de déterminer l'in�uence d'une transformation sur cette distribution a�n de pou-
voir la propager. Dans ce chapitre, nous dé�nissons un certain nombre de règles se rappor-
tant à la propagation d'une loi d'ensemble :

� la section 2.1 est consacrée à la démonstration de règles générales applicables à divers
types de transformations : les di�éomorphismes en présence d'incertitudes ou non, et
les projections sur un sous-espace ;

� en section 2.2, nous spécialisons ces règles à la propagation des observations visuelles.
D'après la section 1.2, nous devons dériver une règle de rétro-projection qui, nous
le verrons, dépend de la con�guration utilisée (monoculaire ou binoculaire) puis une
règle de changement de repère. De plus, en prévision du calcul de la commande
exploratoire, nous démontrons une règle de projection perspective.

2.1 Transformations générales

La première règle est consacrée aux transformations qui conservent la dimension de l'es-
pace des paramètres et la complétude de leur représentation : les di�éomorphismes. Nous
rappelons qu'un di�éomorphisme est une application bijective continûment di�érentiable
et d'inverse également continûment di�érentiable.

Règle 1 (Di�éomorphisme d'une loi d'ensemble)
Soit T un di�éomorphisme et c un vecteur aléatoire de loi E(c,Σ,E) sur l'espace de dé�ni-

tion de T . Si l'on note J = ∂T−1

∂c

∣∣∣
c
le jacobien de la transformation inverse, en première

approximation, le vecteur aléatoire c′ = T (c) suit une loi E ′(c′,Σ′,E′) sur l'espace image de
T où : 

c′ = T (c)
Σ′ = JT Σ J
E′ = JT E J
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Preuve :

La démonstration est basée sur une approximation de T au premier ordre :

c′ = T (c) ≈ T (c) +
∂T

∂c

∣∣∣∣
c

(c − c) = T (c)︸︷︷︸
constante c′

+
∂T

∂c

∣∣∣∣
c

p︸ ︷︷ ︸
incertitude p′

+
∂T

∂c

∣∣∣∣
c

e︸ ︷︷ ︸
erreur e′

Puisque T (c) est un terme constant, ∂T
∂c

∣∣
c
p un vecteur aléatoire gaussien centré et

∂T
∂c

∣∣
c
e dé�ni sur un ellipsoïde également centré, nous identi�ons terme à terme :

c′ = T (c), p′ =
∂T

∂c

∣∣∣∣
c

p, e′ =
∂T

∂c

∣∣∣∣
c

e

D'autre part, p′ = ∂T
∂c

∣∣
c
p suit une loi normale de covariance P ′ :

P ′ = E[p′p′T ]
= E[ ∂T

∂c

∣∣
c

ppT ∂T
∂c

∣∣T
c
]

= ∂T
∂c

∣∣
c

E[ppT ] ∂T
∂c

∣∣T
c

= ∂T
∂c

∣∣
c

P ∂T
∂c

∣∣T
c

T étant un di�éomorphisme, cette dernière relation s'inverse en :

Σ′ =
∂T−1

∂c

∣∣∣∣T
c

Σ
∂T−1

∂c

∣∣∣∣
c

En�n e′ = ∂T
∂c

∣∣
c
e suit une loi uniforme sur un ellipsoïde E′. Le support de e est dé�ni

par :

eT Ee = 1 ⇔ [ ∂T−1

∂c

∣∣∣
c
e′]T E [ ∂T−1

∂c

∣∣∣
c
e′] = 1

⇔ e′T ∂T−1

∂c

∣∣∣T
c

E ∂T−1

∂c

∣∣∣
c
e′ = 1

En conséquence :

E′ =
∂T−1

∂c

∣∣∣∣T
c

E
∂T−1

∂c

∣∣∣∣
c

ce qui termine la démonstration.

2

Lorsque T dépend également d'autres paramètres tels que la position de la caméra :
c′ = T (c,γ) (où γ suit une loi N (γ,Γ)), il est possible de linéariser T autour de c et γ a�n
de prendre en compte de possibles incertitudes sur ces paramètres externes (telles qu'une
incertitude sur la position ou la calibration de la caméra). L'approximation de T au premier
ordre devient :

c′ = T (c,γ) ≈ T (c,γ) + ∂T
∂c

∣∣
c,γ

(c − c) + ∂T
∂γ

∣∣∣
c,γ

(γ − γ)

= T (c,γ) + ∂T
∂c

∣∣
c,γ

p + ∂T
∂γ

∣∣∣
c,γ

(γ − γ) + ∂T
∂c

∣∣
c,γ

e
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Comme précédemment, nous identi�ons terme à terme :

c′ = T (c,γ), p′ =
∂T

∂c

∣∣∣∣
c,γ

p +
∂T

∂γ

∣∣∣∣
c,γ

(γ − γ), e′ =
∂T

∂c

∣∣∣∣
c,γ

e

Dans ce cas, l'erreur e′ demeure inchangée par rapport au cas précédent mais l'incertitude

p′ =
∂T

∂c

∣∣∣∣
c,γ

p +
∂T

∂γ

∣∣∣∣
c,γ

(γ − γ)

suit une loi normale de covariance :

P ′ =
∂T

∂c

∣∣∣∣
c,γ

P
∂T

∂c

∣∣∣∣T
c,γ

+
∂T

∂γ

∣∣∣∣
c,γ

Γ
∂T

∂γ

∣∣∣∣T
c,γ

(2.1)

en considérant que p et γ sont indépendants. De plus, en utilisant le fait que :

(A + B)−1 = A−1(A−1 + B−1)−1B−1

la relation (2.1) s'inverse en :

Σ′ = (JγΓJT
γ )−1((JγΓJT

γ )−1 + JT
c ΣcJc)−1JT

c ΣcJc

où Jc = ∂T−1

∂c

∣∣∣
c,γ

et Jγ = ∂T
∂γ

∣∣∣
c,γ

∂T
∂γ

∣∣∣
c,γ

n'est pas inversé dans l'expression de Jγ car, si T est bien un di�éomorphisme

vis-à-vis de c, il n'a aucune raison de l'être vis-à-vis de γ. En conséquence, en présence
d'incertitudes, la règle 1 devient :

Règle 2 (Di�éomorphisme d'une loi d'ensemble en présence d'incertitudes)
Soit c un vecteur aléatoire suivant une loi E(c,Σ,E). En première approximation, le vecteur
aléatoire c′ = T (c,γ), où γ est N (γ,Γ), suit une loi d'ensemble E ′(c′,Σ′,E′) où :

c′ = T (c,γ)
Σ′ = (JγΓJT

γ )−1((JγΓJT
γ )−1 + JT

c ΣcJc)−1JT
c ΣcJc

E′ = JT
c E Jc

Les deux règles précédentes requièrent que T soit un di�éomorphisme par rapport à c.
Lorsque nous avons à faire à une transformation qui ne conserve pas la complétude de
la représentation, ce qui est typiquement le cas des observations visuelles du fait de leur
nature projective, une règle de projection sur un sous-espace est nécessaire :
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Règle 3 (Projection sur un sous-espace)
Soit c un vecteur aléatoire se décomposant en c = (c1,c2)T . Si c suit une loi

E(
(

c1

c2

)
,

(
Σ11 Σ12

ΣT
12 Σ22

)
,

(
E11 E12

ET
12 E22

)
)

le vecteur aléatoire c1, projection de c sur un sous-espace, suit une loi d'ensemble
E ′(c′,Σ′,E′) où : 

c′ = c1

Σ′ = Σ11 − Σ12Σ−1
22 ΣT

12

E′ = E11 − E12E
−1
22 ET

12

Preuve :

La démonstration de l'expression de Σ′ provient directement de la formule d'inversion
par blocs :

Σ−1 =(
(Σ11 − Σ12Σ−1

22 ΣT
12)

−1 −(Σ11 − Σ12Σ−1
22 ΣT

12)
−1Σ12Σ−1

22

−(Σ11 − Σ12Σ−1
22 ΣT

12)
−1Σ12Σ−1

22 Σ−1
22 + Σ−1

22 ΣT
12(Σ11 − Σ12Σ−1

22 ΣT
12)

−1Σ12Σ−1
22

)
qui est la covariance du vecteur gaussien (p1,p2). Par conséquent, la covariance de p1

est le bloc du haut à gauche :

P ′ = (Σ11 − Σ12Σ−1
22 ΣT

12)
−1

dont l'inverse est
Σ′ = (Σ11 − Σ12Σ−1

22 ΣT
12)

D'autre part, le support de l'erreur est dé�ni par la relation :

∀e = (e1,e2)T ∈ E, f(e1,e2) = (e1,e2)E(e1,e2)T = 1

D'autre part, tout point e′ = e1 appartenant à la frontière de la projection du support
de l'erreur est tel que le gradient de f au point (e′,e2) est parallèle au sous-espace de
e1. Le gradient étant dé�ni par :

∂f

∂(e1,e2)

∣∣∣∣
(e1,e2)

= 2
(

E11 E12

ET
12 E22

)(
e1

e2

)
les points e′ satisfont :

ET
12e

′ + E22e2 = 0 (2.2)

De plus

(e′,e2)E(e′,e2)T = 1 ⇔ e′T E11e
′ + eT

2 (E22e2 + ET
12e

′) + e′T E12e2 = 1
⇔ e′T E11e

′ − e′T E12E
−1
22 ET

12e
′ = 1 grâce à l'équation (2.2)

⇔ e′T (E11e
′ − E12E22E

T
12)e

′ = 1

ce qui clôt la démonstration de la règle 3.
2
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2.2 Propagation des données visuelles

Par application directe des règles précédentes, nous pouvons déduire d'autres règles
dédiées à la propagation d'informations visuelles. Au vu de la chaîne des données visuelles
décrite en section 1.2, nous dérivons des règles spécialisées pour la rétro-projection et le
changement de repère. Mais nous présentons avant tout l'étape indispensable consistant
à extraire les données dans l'image.

2.2.1 Extraction des données visuelles

La première étape consistant à extraire la projection des objets dans l'image sera étudiée
au cours de la section 5 consacrée aux expérimentations. Disposant du masque des objets
dans l'image, nous pouvons envisager l'extraction des données qui nous intéressent, c'est-
à-dire les paramètres constituant la loi E i(ci,Σi,Ei).

Pour chaque objet, ci et Ei représentent le centre et la matrice dé�nissant le plus petit
ellipsoïde englobant sa projection. Ils peuvent s'obtenir au moyen d'algorithmes tels que
celui proposé dans [Welzl 91]. D'autre part, Σi doit tenir compte de toutes les sources d'in-
certitude pouvant dégrader le calcul de ci et Ei : incertitudes sur les paramètres intrinsèques
et sur le traitement d'image.

Nous rappelons tout d'abord la transformation mètres/pixels nécessaire au calcul de
Σi. Si l'on note ci = (Xi,Y i)T les coordonnées en mètres d'un point dans l'image, elles
sont reliées aux coordonnées en pixels cp = (Xp,Y p)T par la relation :{

Xi = lx(Xp − qx)
Y i = ly(Y p − qy)

où lx = dx/f et ly = dy/f (en notant dx et dy la largeur et la hauteur d'un pixel et
f la focale) sont exprimés en mètres et (qx,qy) sont les coordonnées (en pixels) du point
principal. Si l'on note pint = (qx,qy,lx,ly)T le vecteur des paramètres intrinsèques, la relation
précédente s'écrit :

ci = T (cp,pint)

en supposant que cp et pint suivent respectivement les lois N (cp,P p) et N (pint,Pint). Alors
en utilisant le résultat de l'équation (2.1), nous pouvons écrire :

P i = JcpP pJT
cp + JpintPintJ

T
pint

où 
Jcp = ∂T

∂cp

∣∣
cp,pint

=
(

lx 0
0 ly

)
Jpint = ∂T

∂pint

∣∣∣
cp,pint

=
( −lx 0 Xp − qx 0

0 −ly 0 Y p − qy

)
Il reste à calculer Σi en prenant l'inverse de P i. L'hypothèse gaussienne sur les paramètres
intrinsèques peut sembler peu réaliste dans la mesure où des erreurs de calibration agissent
plutôt sous forme de biais. Nous nous e�orcerons donc de choisir Pint su�samment grand
de sorte que le modèle gaussien puisse prendre en compte des biais de faible importance.
Nous modéliserons Pint et P p par des matrices diagonales, considérant que les incertitudes
sont décorrélées ce qui est une hypothèse pertinente en pratique. P p étant fonction de
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l'algorithme d'extraction de (ci,Ei), il semble di�cile de l'estimer objectivement. Nous lui
assignerons donc une valeur relativement grande (voir section 3.3).

En�n, notons que si Ep est l'ellipse mesurée dans l'image et exprimée en pixels alors
Ei se déduit des équations de la règle 1 :

Ei = J−T
cp EpJ−1

cp

2.2.2 Rétro-projection

L'opération de rétro-projection dépend de la con�guration utilisée. Dans les sections
suivantes, nous étudions les con�gurations monoculaires et binoculaires.

2.2.2.1 Con�guration monoculaire

Dans cette con�guration, à cause de l'inobservabilité partielle de la caméra, Ec est
dégénérée. Notons (xc,yc,zc) les coordonnées de cc. Pour tenir compte de la méconnaissance
de zc, nous augmentons le vecteur aléatoire ci en y ajoutant arti�ciellement la mesure
indépendante zc à laquelle nous associons la distribution d'information nulle : E(zc,0,0).
En d'autres termes, nous allouons à zc une valeur sans con�ance. D'autre part, cc est relié
à (ci,zc) par l'équation :

(xc,yc,zc)T = (zcXi,zcY i,zc)T (2.3)

Dans cette partie, nous considérons implicitement que la projection du centre d'un el-
lipsoïde est le centre de l'ellipse projetée. Cela est rigoureusement faux. Néanmoins, la
di�érence est très faible, et ce d'autant plus que l'ellipse est centrée dans l'image, ce qui
sera en pratique le cas pour assurer le maintien de l'objet dans le champ de vue de la
caméra ( voir chapitre 4 dédié à l'exploration des objets). Puisque la transformation (2.3)
est un di�éomorphisme, la règle 1 nous permet d'écrire :

Règle 4 (Rétro-projection d'une loi d'ensemble)
La rétro-projection cc de ci suit, en première approximation, une loi d'ensemble
Ec(cc,Σc,Ec) : 

cc = (zcXi,zcY i,zc)T

Σc = JT

(
Σi 0
0 0

)
J

Ec = JT

(
Ei 0
0 0

)
J

où J = ∂T−1

∂c

∣∣∣
c
=

 1/zc 0 −Xi/zc

0 1/zc −Y i/zc

0 0 1



Dans cette règle, zc est a priori inconnu mais nous verrons en section 3 que sa valeur peut
être �xée par l'estimation à l'instant précédent.
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c

Rc

t R; t

Rg

Rli

zlig

Fig. 2.1 � Initialisation de la distribution avec deux images. Rc est le repère attaché à
l'image locale et Rg est le repère attaché à l'image globale.

2.2.2.2 Con�guration binoculaire

Cette con�guration peut être réalisée soit par un système de stéréovision, soit en uti-
lisant simultanément une caméra déportée et une caméra embarquée. Quel que soit le
système utilisé, deux images du même objet sont disponibles simultanément. Nous les
nommons, en référence au système déporté/embarqué, image locale et image globale.
Un point c se projette en cig = (Xig,Y ig) dans l'image globale et en ci = (Xi,Y i) dans
l'image locale. Si l'on note lig = (cig,1), li = (ci,1) et (R,t) le déplacement entre les deux
caméras (voir �gure 2.1), alors : {

(c − t) ∧ Rli = 0
c ∧ lig = 0

(2.4)

Nous obtenons ainsi un système linéaire d'inconnue c, composé de six équations dont quatre
sont indépendantes lorsque les caméras ne sont pas alignées. Nous pouvons trouver une
solution aux moindres carrés c = T (R,t,cig,ci) puis, grâce à la règle 1, déterminer les
paramètres de la loi d'ensemble Ec.
Preuve :

Le système 2.4 peut s'écrire : (
A
B

)
c =

(
A
0

)
t

où A = S(Rli) et B = S(lig), S(a) étant la matrice antisymétrique associée au
vecteur a. La solution de ce système aux moindres carrés fournit la solution optimale
suivante :

c = (AT A + BTB)−1AT At

Cette solution peut être calculée numériquement. Mais nous devons aussi déterminer
son jacobien J = ∂c

∂(ci,cig)
. Puisque l'expression formelle de (AT A+BTB)−1AT At est

plutôt complexe, nous développons une méthode pour calculer J numériquement :
Notons Y = (AT A + BTB), z = AT At et x = (ci,cig). Nous devons calculer :

∂c
∂x = ∂Y −1z

∂x

= Y −1 ∂z
∂x +

[
∂Y −1

∂x1
z|∂Y −1

∂x2
z|∂Y −1

∂x3
z|∂Y −1

∂x4
z
]
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où (xi)i∈{1,2,3,4} sont les composantes de x. Dans cette expression, Y −1 et ∂z
∂x se

calculent numériquement. Plus précisément, nous avons :

∂z

∂x
=



2(riR3,1 + qiR2,1)tx
−(piR2,1 + qiR1,1)ty
−(piR3,1 + riR1,1)tz

2(riR3,2 + qiR2,2)tx
−(piR2,2 + qiR1,2)ty
−(piR3,2 + riR1,2)tz

0 0

2(riR3,1 + piR1,1)ty
−(piR2,1 + qiR1,1)tx
−(qiR3,1 + riR2,1)tz

2(riR3,2 + piR1,2)ty
−(piR2,2 + qiR1,2)tx
−(qiR3,2 + riR2,2)tz

0 0

2(qiR2,1 + piR1,1)tz
−(piR3,1 + riR1,1)tx
−(qiR3,1 + riR2,1)ty

2(qiR2,2 + piR1,2)tz
−(piR3,2 + riR1,2)tx
−(qiR3,2 + riR2,2)ty

0 0


où 

ri = R3,1X
i + R3,2Y

i + R3,3

qi = R2,1X
i + R2,2Y

i + R2,3

pi = R1,1X
i + R1,2Y

i + R1,3

Les matrices ∂Y −1

∂xi
sont, après une réorganisation matricielle, composées des colonnes

de ∂vect(Y −1)
∂x où vect(A) empile les colonnes de A en un vecteur colonne. Il se calcule

en utilisant la relation suivante [Lütkepohl 96] :

∂vect(Y −1)
∂x

= −(Y −T ⊗ Y −1)
∂vect(Y )

∂x

où ⊗ symbolise le produit de Kronecker 1 et

∂vect(Y )
∂x

=



2(riR3,1 + qiR2,1) 2(riR3,2 + qiR2,2) 0 2Y ig

−(piR2,1 + qiR1,1) −(piR2,2 + qiR1,2) −Y ig −Xig

−(piR3,1 + riR1,1) −(piR3,2 + riR1,2) −1 0
−(piR2,1 + qiR1,1) −(piR2,2 + qiR1,2) −Y ig −Xig

2(riR3,1 + piR1,1) 2(riR3,2 + piR1,2) 2Xig 0
−(qiR3,1 + riR2,1) −(qiR3,2 + riR2,2) 0 −1
−(piR3,1 + riR1,1) −(piR3,2 + riR1,2) −1 0
−(qiR3,1 + riR2,1) −(qiR3,2 + riR2,2) 0 −1
2(qiR2,1 + piR1,1) 2(qiR2,2 + piR1,2) 2Xig 2Y ig


2

1. Si A = [aij ] est une matrice de dimensions m × n et B une matrice de dimensions p × q alors le

produit de Kronecker de A par B est une matrice de dimension mp × nq formée des blocs aijB :

A ⊗ B =

0
B@

a11B ... a1nB
...

. . .
...

am1B ... amnB

1
CA



Propagation 109

projection sur un sous−espace

projection centrale

cam�era

z = z

Fig. 2.2 � Décomposition de la projection perspective : 1-projection sur un sous-espace 2-
projection centrale de centre le centre de la caméra.

2.2.3 Projection perspective

Réciproquement à la rétro-projection, se pose le problème de la projection perspective.
Pour cette transformation, ci = (Xi,Y i) est relié à cc = (xc,yc,zc) par :

(Xi,Y i)T = (xc/zc,yc/zc)T

qui n'est pas un di�éomorphisme. Néanmoins, comme le montre la �gure 2.2, nous pouvons
l'approximer par la composition d'une projection sur le plan z = z et d'une homothétie (ou
projection centrale) de centre le centre optique de la caméra. Cette approximation est par-
fois appelée projection para-perspective. Elle ne coïncide pas avec la projection exacte de la
surface des limbes mais c'est une très bonne approximation dont la précision dépend de la
profondeur relative de l'objet par rapport à sa distance au centre de la caméra. En utilisant
la composition d'une projection et d'un di�éomorphisme, nous montrons la règle suivante :

Règle 5 (Projection perspective d'une loi d'ensemble)
Si l'on note

Ec =
(

Ec
11 Ec

12

Ec
12

T Ec
22

)
et Σc =

(
Σc

11 Σc
12

Σc
12

T Σc
22

)
où Ec

11 et Σc
11 sont (2,2), Ec

12 et Σc
12 sont (2,1) et Ec

22 et Σc
22 scalaires alors la projection

perspective ci de cc suit, en première approximation, une loi d'ensemble E(ci,Σi,Ei) où :
ci = (xc/zc,yc/zc)T

Σi = JT [Σc
11 − Σc

12Σc
12

T

Σc
22

]J

Ei = JT [Ec
11 − Ec

12Ec
12

T

Ec
22

]J

où J =
(

zc 0
0 zc

)
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Preuve :

Dans un premier temps, grâce à la règle 3, la projection c′ de cc sur le sous-espace
zc = zc est un vecteur aléatoire suivant une loi d'ensemble E ′(c′,Σ′,E′) où :

c′ = (xc,yc)
Σ′ = Σc

11 − Σc
12Σ

c
22

−1Σc
12

T

E′ = Ec
11 − Ec

12E
c
22

−1Ec
12

T

En�n, l'homothétie se traduit par ci = T (c′) = (x′/zc,y′/zc) qui est un di�éomor-
phisme. En appliquant la règle 1, nous montrons que ci suit une loi d'ensemble
E(ci,Σi,Ei) dont les paramètres s'expriment de la façon suivante : ci = (x′/zc,y′/zc)T = (xc/zc,yc/zc)T

Σi = JT Σ′J
Ei = JT E′J

où J =
(

zc 0
0 zc

)

La preuve est achevée en remplaçant Σ′ et E′ par leur expression.
2

2.2.4 Changement de repère

La loi d'ensemble Ec est exprimée dans le repère de la caméra Rc. Or, pour pouvoir
comparer des lois relatives à des positions di�érentes de la caméra, toutes les observations
doivent être exprimées dans le même repère de référence Ro. Signalons que, dans le cas
d'un système déporté/embarqué, nous pouvons assimiler Ro et Rg de sorte que toutes les
observations sont exprimées dans le repère �xe de la caméra déportée. Le déplacement entre
Ro et Rc est représenté par le vecteur γ que l'on modélise par une distribution gaussienne :
γ = γ + N (0,Γ). Pour un robot à six degrés de liberté tel que celui que nous utilisons lors
des expérimentations, γ tient compte de la position des articulations et du déplacement
entre la pince et l'e�ecteur (voir annexe B). Si co est le vecteur des coordonnées de cc

exprimées dans le repère Ro, nous pouvons écrire :

co =
(

R t
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

D

(
cc

1

)
= T (cc,γ)

où D est la matrice de déplacement associée à γ. En utilisant la règle 2, nous déduisons la
règle suivante :

Règle 6 (Changement de repère)
Si co est l'expression de cc dans Ro alors co suit une loi d'ensemble E(co,Σo,Eo) dont les
paramètres sont :

co = Rcc + t
Σo = (JγΓJT

γ )−1((JγΓJT
γ )−1 + JT

c ΣcJc)−1JT
c ΣcJc

Eo = JT
c Ec Jc

où Jc = ∂T−1

∂c

∣∣∣
c,γ

= RT et Jγ = ∂T
∂γ

∣∣∣
c,γ
.
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Dans un premier temps, puisque la transformation T est exprimée par un déplacement
(R,t), γ est la concaténation des composantes de la matrice de rotation et du vecteur de
translation.

γ = (r11,r12,r13,r21,r22,r23,r31,r32,r33,t1,t2,t3)T

Ainsi il est facile de calculer :

Jγ =
∂T

∂γ

∣∣∣∣
c,γ

=

 xc yc zc 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 xc yc zc 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 xc yc zc 0 0 1


Mais pour calculer Γ, nous devons exprimer γ en fonction des sources d'incertitudes du
robot. La dé�nition de ces sources d'incertitudes et le calcul de Γ pour un robot cartésien
à six degrés de liberté sont donnés en annexe B.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé un ensemble de règles servant à propager une
loi d'ensemble. Nous avons tout d'abord dé�ni des règles très générales pouvant s'appli-
quer à des di�éomorphismes (en présence ou non d'une source d'incertitudes externe) et
aux projections sur un sous-espace. Cette dernière règle s'avère nécessaire lorsque les di-
mensions du domaine de dé�nition et de l'espace image ne sont pas identiques. Ces règles
sont issues d'une linéarisation de la transformation permettant de conserver le modèle sous
forme d'une loi d'ensemble après transformation. Nous avons ensuite appliqué ces règles au
cas particulier de la propagation des données visuelles. Les règles ainsi obtenues concernent
la rétro-projection (dans le cas monoculaire comme dans le cas binoculaire), la projection
perspective et le changement de repère. L'ensemble de ces règles doit nous permettre d'ex-
primer les observations visuelles sous une forme homogène et compatible rendant possible
la fusion de ces observations entre elles. Dans le chapitre suivant, nous décrivons un schéma
de fusion basé sur l'estimation a posteriori des paramètres c et Σ et une approximation
ellipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes en ce qui concerne le paramètre E.
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Chapitre 3

Estimation

Comme le montre la �gure 3.1, deux images ne su�sent à donner une bonne estimation
ni de la forme, ni de la position d'un objet. Lorsque la caméra est en mouvement, les
images acquises au cours de ce mouvement permettent d'a�ner l'estimation. Ce chapitre
est consacré au processus d'estimation des paramètres d'une loi d'ensemble à partir d'une
séquence d'images :

� en section 3.1, nous donnons brièvement le principe de l'initialisation ;

� en section 3.2, nous décrivons le schéma d'estimation permettant de fusionner de
nouvelles observations pour a�ner le modèle de connaissance ;

� en�n, en section 3.3, nous détaillons des résultats de simulation.

Fig. 3.1 � Estimation de la position et de l'enveloppe d'un objet à partir de deux images.

3.1 Initialisation

À l'initialisation, deux images du même objet sont nécessaires pour obtenir une première
estimation non dégénérée du modèle de l'objet. Dans le cas monoculaire, elles correspondent
à deux positions successives de la caméra décrites par les repères Rc

0 et Rc
1 (�gure 3.2). La

première position Rc
0 servira de repère Ro de référence pour décrire le modèle. En utilisant
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INITIALISATION

E
ST

IM
A

T
IO

N

R
c
0

R c
1

R
ck

Fig. 3.2 � Dans le cas monoculaire, l'initialisation correspond à deux positions successives
de la caméra décrites par les repères Rc

0 et Rc
1. Les positions suivantes permettent d'intégrer

de nouvelles observations au processus d'estimation.

la règle de rétro-projection dans le cas binoculaire (section 2.2.2.2) et en faisant l'analogie :

Rg → Rc
0

Rc → Rc
1

nous pouvons calculer les paramètres de la distribution qui initialise le modèle de connais-
sance. Dans le cas binoculaire, deux images sont acquises en même temps. En conséquence,
une seule prise de vue est nécessaire à cette initialisation.

En conclusion, quel que soit le système utilisé, nous considérons que l'initialisation du
modèle de connaissance fournit une loi d'ensemble initiale que l'on note E0.

3.2 Fusion de nouvelles observations

Considérons un instant k quelconque et postérieur à l'initialisation (k > 1). Depuis l'ini-
tialisation, k−1 observations ont été intégrées au modèle de connaissance et ont abouti à la
distribution Ek(ck,Σk,Ek). Cette distribution est appelée distribution a priori. À l'instant
k+1, nous disposons d'une nouvelle observation issue de la chaîne des observations visuelles
(section 1.2). Nous notons Eo

k+1(c
o
k+1,Σ

o
k+1,E

o
k+1) la loi d'ensemble déduite de cette nou-

velle observation. L'objectif de cette partie est d'estimer les paramètres de la distribution
a posteriori Ek+1(ck+1,Σk+1,Ek+1). Puisque nous avons supposé l'indépendance entre l'in-
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certitude et l'erreur dans le modèle additif proposé au début de cette partie (section 1.1),
nous estimons séparément les paramètres liés à l'incertitude et ceux liés à l'erreur.

3.2.1 Estimation de l'incertitude

Dans cette partie, nous estimons les paramètres ck+1 et Σk+1 de la loi d'ensemble Ek+1,
c'est-à-dire la position de l'objet et l'incertitude associée. Notons c la position réelle du
centre de l'objet, à l'instant k, nous savons a priori que P(c) suit une distribution normale
N (ck,Σ−1

k ). À l'instant k + 1, nous observons :

co
k+1 = c + po

k+1 où po
k+1 est N (0,Σo

k+1
−1)

Puisque nous voulons fusionner un a priori et une observation, nous cherchons à estimer c
au sens du maximum a posteriori (MAP), c'est-à-dire :

ck+1 = arg max
c

P(c|co
k+1)

Le résultat de cette maximisation dans le cas gaussien est un résultat classique :

ck+1 = (Σk + Σo
k+1)

−1(Σkck + Σo
k+1c

o
k+1)

Toutefois nous rappelons les grandes lignes de la démonstration.

Preuve :

La distribution de P(c|co
k+1) se calcule grâce à la règle de Bayes :

P(c|co
k+1) =

P(co
k+1|c)P(c)

P(co
k+1)

=
P(po

k+1=co
k+1−c)P(c)

P(co
k+1)

=
√

detΣo
k+1

√
det Σk

P(co
k+1)

exp[−1
2(co

k+1 − c)T Σo
k+1(c

o
k+1 − c)]

exp[−1
2(c − ck)T Σk(c − ck)]

Cette expression est de la forme P(c|co
k+1) = Cef(c) où C est une constante de

normalisation et

f(c) = e−
1
2
((co

k+1−c)T Σo
k+1(c

o
k+1−c)+(c−ck)T Σk(c−ck))

Donc P(c|co
k+1) est maximal en ck+1 si

∂Cef(c)

∂c

∣∣∣
ck+1

= 0 ⇒ ∂f(c)
∂c

∣∣∣
ck+1

= 0

⇒ −Σo
k+1(c

o
k+1 − ck+1) + Σk(ck+1 − ck) = 0

⇒ (Σo
k+1 + Σk)ck+1 = Σo

k+1c
o
k+1 + Σkck

Ce qui prouve le résultat.

2
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L'expression de ck+1 correspond à une moyenne entre l'estimé à l'instant k et la nouvelle
observation co

k+1, pondérés respectivement par la con�ance (inverse de la covariance) qu'on
leur accorde. De plus, nous pouvons analyser la variance de l'erreur correspondante
(ck+1 − c) qui vaut :

V ar(ck+1 − c) = V ar[(Σk + Σo
k+1)

−1(Σkck + Σo
k+1c

o
k+1) − c]

= V ar[(Σk + Σo
k+1)

−1(Σo
k+1(c

o
k+1 − c) + Σk(ck − c))]

= (Σk + Σo
k+1)

−1

car V ar[ck − c] = Σ−1
k , V ar[co

k+1 − c] = Σo
k+1

−1 et les deux vecteurs aléatoires sont
indépendants. Finalement on montre le résultat suivant (�gure 3.3-a) :

Σk+1 = Σk + Σo
k+1

�k

�k+1

�
o

k+1

Ek

E
+

k+1

E
o

k+1

E
�

k+1

-a- -b-

Fig. 3.3 � -a- Estimation de l'incertitude. -b- Estimation du support de l'erreur. L'approxi-
mation ellipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes peut être externe ou interne.

3.2.2 Estimation du support de l'erreur

Nous estimons à présent le paramètre Ek+1 de Ek+1, représentant le nouveau support
de l'erreur qui est donné par l'intersection entre deux ellipsoïdes (Ek et Eo

k+1) supposés
centrés à l'origine. Dans le modèle additif, le décentrage d'un ellipsoïde correspond au terme
d'incertitude p qui peut être négligé par rapport à la taille des ellipsoïdes dans le calcul de
leur intersection. Cette intersection n'est pas elle-même un ellipsoïde. Si nous souhaitons
conserver une loi d'ensemble de la forme (1.2) après fusion d'une observation, nous devons
faire une approximation ellipsoïdale de l'intersection des deux ellipsoïdes. Essentiellement
deux types d'approximations peuvent être calculées : une approximation externe et une
approximation interne (voir �gure 3.3-b).

3.2.2.1 Approximation externe E+
k+1

Cette approximation correspond au �plus petit� ellipsoïde contenant l'intersection
Ek ∩ Eo

k+1. Si l'on considère la famille d'ellipsoïdes engendrée par l'expression

(1 − λ)Ek + λEo
k+1 λ ∈ [0,1]
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il est possible de montrer que c'est une famille d'ellipsoïdes englobants.
Preuve :

Soit x les coordonnées d'un point de Ek ∩ Eo
k+1. x véri�e :{

xT Ekx ≤ 1
xT Eo

k+1x ≤ 1

x est un point de (1 − λ)Ek + λEo
k+1 car :

(1 − λ)xT Ekx + λxT Eo
k+1x ≤ (1 − λ) + λ = 1

pour λ ∈ [0,1]. Ainsi, tout point de l'intersection est un point de (1− λ)Ek + λEo
k+1

donc :
Ek ∩ Eo

k+1 ⊂ (1 − λ)Ek + λEo
k+1

2

Nous devons choisir λ de sorte que l'ellipsoïde soit minimal selon un certain critère. Clas-
siquement il est possible de maximiser soit le déterminant 1 soit la trace de l'ellipsoïde
(voir [Maksarov 96]). Lorsque les valeurs propres de l'ellipsoïde sont semblables en ordre
de grandeur, ces deux critères sont très proches 2. Mais dans ce cas précis, utiliser la trace
comme critère conduit à maximiser :

tr[(1 − λ)Ek + λEo
k+1] = (1 − λ)trEk + λtrEo

k+1

qui est linéaire en λ. La maximisation de cette expression sous la contrainte λ ∈ [0,1]
conduit donc à λ = 1 ou λ = 0 suivant le signe de (trEo

k+1 − trEk) ce qui ne donne pas
une approximation satisfaisante de l'intersection. Nous utiliserons donc un critère basé sur
le déterminant :

λ = arg max
λ∈[0,1]

det[(1 − λ)Ek + λEo
k+1]

La valeur optimale de λ a une solution analytique :

λ̂ =


−det(B)tr(AB−1)−

√
det(B)2tr(AB−1)2−det(B) det(A)tr(BA−1)

det(B) si det(B) > 0
−det(B)tr(AB−1)+

√
det(B)2tr(AB−1)2−det(B) det(A)tr(BA−1)

det(B) si det(B) < 0

où A = Ek et B = Eo
k+1 − Ek.

1. Maximiser le déterminant revient à minimiser le volume de l'ellipsoïde car :

volumeE =
4π

3
√

detE

2. En e�et, maximiser le déterminant d'une matrice par rapport à un paramètre λ revient à maximiser

le logarithme du produit de ses valeurs propres li soit à annuler l'expression :

X
i

1

λ

∂li
∂λ

En revanche, maximiser la trace d'une matrice revient à annuler

X
i

∂li
∂λ

.
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Preuve :

Nous cherchons à résoudre le problème suivant :

λ̂ = arg max
λ∈[0,1]

det(A + λB)

où les matrices A = Ek et B = Eo
k+1 − Ek sont supposées régulières 3. det(A + λB)

est un polynôme du troisième degré en λ :

P (λ) = det(A + λB) = aλ3 + bλ2 + cλ + d

Rappelons que nous cherchons le maximum de P (λ). Il est donné par :{
P ′(λ) = 3aλ2 + 2bλ + c = 0
P ′′(λ) = 6aλ + 2b ≤ 0

ces équations peuvent s'interpréter comme suit :

� si a > 0, λ < −b
3a est la plus petite solution de P ′(λ) = 0

� si a < 0, λ > −b
3a est la plus grande solution de P ′(λ) = 0

Il ne nous reste plus qu'à déterminer a, b, c et d :

� lim
λ→0

P (λ) = d = det(A)

� lim
λ→+∞

1
λ3 P (λ) = a = lim

λ→+∞
det( 1

λA + B) = det(B)

� Si l'on note
P (λ) det(−B−1) = det(−AB−1 − λI)

nous reconnaissons le polynôme caractéristique de −AB−1. Le coe�cient de λ2

est donc tr(−AB−1). Ainsi

b.det(−B−1) = tr(−AB−1) ⇒ b = det(B)tr(AB−1)

� De manière analogue,

P (λ)
det(−A−1)

λ3
= det(−BA−1 − 1

λ
I)

est le polynôme caractéristique de−BA−1. Le coe�cient de 1
λ2 est donc tr(−BA−1).

Ainsi
c.det(−A−1) = tr(−BA−1) ⇒ c = det(A)tr(BA−1)

Finalement nous pouvons écrire :

P (λ) = det(B)λ3 + det(B)tr(AB−1)λ2 + det(A)tr(BA−1)λ + det(A)

Par conséquent, la solution optimale du problème est donnée par :

λ̂ =


− det(B)tr(AB−1)−

√
det(B)2tr(AB−1)2−det(B) det(A)tr(BA−1)

det(B) si det(B) > 0
− det(B)tr(AB−1)+

√
det(B)2tr(AB−1)2−det(B) det(A)tr(BA−1)

det(B) si det(B) < 0
2

3. A et B seront régulières en pratique.
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Remarques :

� Lorsque λ = 0, l'ellipsoïde Eo
k+1 contient toute l'information. Ceci signi�e que

Eo
k+1 ⊂ Ek.

� Si λ = 1, la mesure n'apporte plus d'information. Ce cas se présente soit lorsque la
caméra revient sur ses pas, soit lorsque l'objet a été complètement reconstruit.

� Il est possible de montrer que la suite des volumes de Ek converge :

Preuve :

Puisqu'elle est minorée par le volume réel de l'objet, il su�t de montrer qu'elle
est décroissante, c'est-à-dire que la suite des déterminants de Ek est croissante.
Or :

∀k,detEk+1 = max
λ∈[0,1]

det[(1 − λ)Ek + λEo
k+1]

=⇒ ∀λ ∈ [0,1],det Ek+1 ≥ det[(1 − λ)Ek + λEo
k+1]

ce qui implique en particulier :

detEk+1 ≥ det Ek

2

Toutefois la convergence de la suite des ellipsoïdes peut être lente dans la mesure où
l'approximation externe de l'intersection est très pessimiste. Aussi nous introduisons
l'approximation interne qui est beaucoup plus optimiste dans le sens où elle minore
le volume réel de l'objet.

3.2.2.2 Approximation interne E−
k+1

Cette approximation correspond au plus grand ellipsoïde inclus dans l'intersection
Eo

k+1 ∩ Ek (voir �gure 3.4). Pour le calculer, dé�nissons A l'a�nité qui transforme Ek en
une sphère. Pour alléger les notations, considérons que toutes les matrices sont exprimées
dans la base propre de Ek, auquel cas, cette a�nité s'exprime comme étant l'application
qui à tout vecteur X associe :

A(X) = ∆−1/2X

où ∆ est la matrice diagonale de Ek issue d'une décomposition en valeurs propres. L'ap-
plication de A à une forme quadratique, déterminée par sa matrice E, produit une forme
quadratique A(E) d'équation :

A(E) = ∆−1/2E∆−1/2

Si l'on décompose A(Eo
k+1) sous la forme :

A(Eo
k+1) =

(
v1 v2 v3

) e1 0 0
0 e2 0
0 0 e3

 vT
1

vT
2

vT
3


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où vi est le vecteur propre associé à la valeur propre ei (i = 1..3), alors A(E−
k+1) est

construit de la facon suivante :

A(E−
k+1) =

(
v1 v2 v3

) max(1,e1) 0 0
0 max(1,e2) 0
0 0 max(1,e3)

 vT
1

vT
2

vT
3


Cette construction revient à a�ecter, à chaque direction propre, la plus petite valeur
parmi les deux quantités suivantes : le rayon de la sphère (représentant l'estimation pré-
cédente du modèle) et le demi axe de l'observation A(Eo

k+1). Il s'agit bien d'une ap-
proximation interne de l'intersection. La transformation inverse A−1 permet de retrouver
E−

k+1 = ∆1/2(E−
k+1)∆

1/2.

A�1A

Ek

E
o
k+1

A(Ek)

A(Eo
k+1)

A(E�k+1) E
�

k+1

Fig. 3.4 � Approximation interne de l'intersection de deux ellipsoïdes. Soit A l'a�nité
qui transforme Ek en une sphère, alors, pour tout vecteur propre de A(Eo

k+1) associé à la
valeur propre ei (i = 1..3), nous associons à A(E−

k+1) la valeur propre max(1,ei). Grâce à
A−1, nous trouvons E−

k+1.

3.2.2.3 Approximation intermédiaire

Parce que très pessimiste, l'utilisation de E+ est plus robuste aux erreurs de mesure
que l'utilisation de E−. Par contre, le taux de convergence de E+ est très lent et dépend
du déplacement entre deux observations. L'utilisation d'une approximation intermédiaire
E− ⊂ E ⊂ E+ est préférable. Dans nos futures simulations et expérimentations, nous
choisirons une moyenne pondérée de E+ et E− :

αE+ + (1 − α)E−

Nous verrons qu'un choix empirique de α peut être �xé convenablement pour toutes les
simulations et expérimentations e�ectuées.
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En résumé, étant donnée la distribution a priori Ek(ck,Σk,Ek) et la distribution de
l'observation Eo

k+1(c
o
k+1,Σ

o
k+1,E

o
k+1), la distribution a posteriori Ek+1(ck+1,Σk+1,Ek+1)

est donnée par : 
ck+1 = (Σk + Σo

k+1)
−1(Σkck + Σo

k+1c
o
k+1)

Σk+1 = Σk + Σo
k+1

Ek+1 = αE+ + (1 − α)E−
(3.1)

3.3 Simulations

La con�guration monoculaire est sans doute la plus défavorable à un processus d'estima-
tion dans la mesure où elle fournit des données partiellement inobservables. C'est pourquoi
les résultats que nous présentons sont issus de simulations en con�guration monoculaire.
Nous donnerons toutefois un exemple d'estimation binoculaire basée sur le couple image
globale / image locale (voir �gure 3.9).

À l'initialisation (voir �gure 3.5-a), la caméra est placée dans deux positions voisines
de sorte que l'ellipsoïde estimé E0 est fortement allongé en direction de la caméra (axe de
faible observabilité). La première position de la caméra détermine le repère de référence
dans lequel le modèle est exprimé. Ensuite la caméra e�ectue une trajectoire circulaire à une
vitesse constante de 3 cm par itération. La �gure 3.5-b montre la suite des positions estimées
de la caméra. Celle-ci est bruitée en raison de l'incertitude introduite (voir section 3.3.1).
Au centre de cette trajectoire, se trouve l'objet : une sphère dont la position (X = −4.7 cm,
Y = 4.7 cm et Z = 63 cm) et le rayon (4 cm) sont connus. L'estimation s'e�ectue sur
200 itérations sans critère d'arrêt. Dans un premier temps, nous étudions l'in�uence de

-a- -b-

Fig. 3.5 � Conditions de simulation : a- À l'initialisation, la caméra est placée dans deux
positions voisines de sorte que l'ellipsoïde estimé est fortement allongé en direction de la
caméra. b- Ensuite, la caméra e�ectue une trajectoire circulaire à vitesse constante.
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la prise en compte ou non d'un modèle d'incertitudes sur le positionnement de la caméra
vis-à-vis de l'estimation de la position de l'objet. Dans un deuxième temps, nous analysons
la convergence et la précision de l'estimation des axes de l'enveloppe.

3.3.1 Estimation de la position de l'objet

L'incertitude sur la position de la caméra est un bruit additif gaussien centré, de va-
riance 10 cm en translation et 5o en rotation. Ces valeurs sont volontairement choisies
grandes a�n de tester la stabilité de l'algorithme. Les covariances liées au modèle d'incerti-
tude sur les paramètres intrinsèques et à l'algorithme d'extraction (voir section 2.2.1) sont
choisies de la façon suivante :

Pint =


4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 10−7 0
0 0 0 10−7

 P p =
(

4 0
0 4

)

Comme nous le signalions en section 2.2.1, Pint et P p sont, toutes deux, décorrélées puisque
nous considérons les sources d'incertitudes comme étant indépendantes. Les écarts-types
sur Pint (2 pixels et 0.3 mm) et P p (2 pixels) sont choisis su�samment grands de sorte que
le modèle gaussien puisse prendre en compte des biais de faible importance.

Dans un premier temps, la reconstruction ne tient pas compte de l'incertitude sur le
positionnement de la caméra, c'est-à-dire que la covariance Γ de la règle 6 est �xée à 0.
La �gure 3.6 montre la convergence de la position estimée ck vers sa valeur réelle. En 60
itérations, l'estimation se stabilise à une valeur très proche de la valeur réelle avec une
précision de l'ordre de 1mm. L'estimation le long de z est initialement la plus bruitée car
elle correspond à l'axe de moins bonne observabilité. Le tableau 3.1 indique la valeur de la
position estimée en X, Y et Z qui, comparée à la position réelle de l'objet, fournit l'erreur
estimée. L'écart-type estimé est issu du modèle d'incertitude. Il correspond à l'inverse de
la racine carrée des valeurs propres de Σ à la �n du processus. L'erreur d'estimation est
donc de l'ordre du millimètre et toujours inférieure à 3 fois l'écart-type correspondant.
La modélisation de l'incertitude semble donc tout à fait adaptée. L'importance de l'erreur
selon X par rapport aux autres axes semble être une coïncidence puisque ce fait ne s'est
pas reproduit de façon systématique au cours des nombreuses simulations que nous avons
e�ectuées.

Position de l'objet
X (cm) Y (cm) Z (cm)

Position réelle -4.66 4.67 63.40

Trajectoire circulaire

position estimée
erreur d'estimation
écart-type estimé

-4.53
0.13
0.062

4.70
0.03
0.043

63.41
0.01
0.069

Tab. 3.1 � Valeurs numériques de l'estimation.

Dans un deuxième temps, l'incertitude de positionnement est prise en compte par
l'intermédiaire d'une covariance Γ non nulle. Γ est alors calculée comme nous l'indiquons
en annexe B, sans tenir compte de la calibration caméra/e�ecteur (P(α,t) = 0) puisque
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Fig. 3.6 � Estimation de la localisation lorsque l'incertitude sur le positionnement de la
caméra n'est pas modélisée. L'évolution de l'estimation apparaît bruitée.

nous utilisons un robot cartésien virtuel. Cela revient à modéliser l'incertitude par un bruit
additif gaussien centré de variance 10 cm en translation et 5o en rotation, soit exactement
le bruit introduit arti�ciellement. Dans ce cas, l'estimation de la position est beaucoup
plus lisse (voir �gure 3.7) mais également beaucoup plus lente. Le tableau 3.2 compare les
erreurs d'estimation et les écarts-types estimés au bout de 40 itérations en fonction de la
prise en compte ou non de l'incertitude. Le choix d'une grande covariance pour Γ est sans
doute la raison de ce faible taux de convergence et mériterait d'être ajustée pour obtenir un
compromis entre stabilité et rapidité. Le tableau 3.3 récapitule la position estimée, l'erreur
d'estimation et l'écart-type estimé à la �n du processus d'estimation lorsque l'incertitude
est prise en compte. La précision obtenue est, à nouveau, de l'ordre du millimètre mais
l'écart-type estimé est plus important que dans les simulations précédentes. Ceci est bien
entendu imputable à la prise en compte de l'incertitude de position de la caméra qui rend
l'estimation �nale plus incertaine.

X (cm) Y (cm) Z (cm)
Sans modélisation
de l'incertitude

erreur d'estimation
écart-type estimé

0.19
0.18

0.09
0.08

0.26
0.10

Avec modélisation
de l'incertitude

erreur d'estimation
écart-type estimé

0.29
0.23

0.24
0.37

2.44
1.97

Tab. 3.2 � Comparaison de l'erreur d'estimation et de l'écart-type à l'itération 40 en fonc-
tion de la prise en compte ou non de l'incertitude.

La �gure 3.8 montre les variances selon chaque axe de l'incertitude associée. L'axe
initialement parallèle à l'axe optique est très logiquement mal estimé au départ.
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Fig. 3.7 � Estimation de la localisation avec prise en compte de l'incertitude sur le posi-
tionnement de la caméra. La convergence de l'estimation est lissée.

Position de l'objet
X (cm) Y (cm) Z (cm)

Position réelle -4.66 4.67 63.40

Trajectoire circulaire

position estimée
erreur d'estimation
écart-type estimé

-4.65
0.01
0.16

4.56
0.11
0.15

63.31
0.09
0.10

Tab. 3.3 � Valeurs numériques de l'estimation avec prise en compte de l'incertitude.
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Fig. 3.8 � Incertitudes sur l'estimation de localisation (écart-type selon chaque axe). L'axe
initialement parallèle à l'axe optique est logiquement mal estimé lors des premières itéra-
tions du processus.

La �gure 3.9 fournit un exemple de localisation de l'objet dans un cas binoculaire corres-
pondant à une situation du type image globale/image locale. Ces courbes sont à comparer
à l'estimation monoculaire de la �gure 3.6. Dans le cas binoculaire, les courbes apparaissent
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beaucoup plus stables surtout au début de l'estimation. Cette simulation corrobore ce que
nous précisions au début de cette section, c'est-à-dire que l'estimation monoculaire repré-
sente le cas le plus défavorable et justi�e que nous focalisions les simulations sur le cas
monoculaire.
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Fig. 3.9 � Estimation binoculaire de la localisation basée sur le couple image globale/image
locale.

Dans le cas monoculaire et lorsque les déplacements en translation sont faibles, l'es-
timation de la localisation de l'objet est fortement instable. La �gure 3.10 représente le
comportement divergeant de l'estimation lorsque la caméra e�ectue un simple mouvement
de centrage en rotation. Le problème est alors totalement inobservable. Dans ce cas, le
simple fait de modéliser l'incertitude de positionnement Γ permet de ne pas diverger trop
rapidement dans l'attente de déplacements en translation (voir �gure 3.11).
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Fig. 3.10 � Estimation de la localisation lorsque l'incertitude sur le positionnement de la
caméra n'est pas modélisée et que le mouvement en translation est nul.
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Fig. 3.11 � Estimation de la localisation lorsque l'incertitude sur le positionnement de la
caméra est modélisée et que le mouvement en translation est nul.

3.3.2 Estimation des axes de l'enveloppe

Nous avons simulé l'estimation des axes de l'ellipsoïde englobant Ek en utilisant les trois
approximations suivantes de l'intersection de deux ellipsoïdes :E+, E− et E = 0.98E+ +
0.02E− (voir �gure 3.12). Comme nous l'avions annoncé, la précision �nale et le taux de
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convergence dépendent de la combinaison utilisée. L'approximation externe converge lente-
ment alors que l'approximation interne sous-estime le volume englobant l'objet. L'approxi-
mation intermédiaire E = 0.98E+ + 0.02E− est apparue comme étant un bon compromis
entre vitesse et précision et s'est avérée très satisfaisante au cours des nombreuses simula-
tions et expérimentations e�ectuées. Nous utiliserons cette approximation dans la suite de
notre étude.

3.3.3 Cas d'un objet non sphérique

Les simulations précédentes concernaient la reconstruction d'une sphère. Le plus petit
ellipsoïde englobant une sphère étant la sphère elle-même, ces simulations ont permis de
s'a�ranchir des erreurs d'approximation ellipsoïdale. Il convient de véri�er que, dans le cas
d'un objet quelconque, l'algorithme n'est pas déstabilisé. Pour ce faire, nous simulons la
reconstruction d'une brique de taille 4 cm × 4 cm × 20cm positionnée en (X = −4.7 cm,
Y = 4.7 cm et Z = 63 cm). Comme précédemment, la caméra e�ectue une trajectoire
circulaire autour de l'objet et les covariances liées au modèle d'incertitude Pint et P p sont
inchangées. La reconstruction ne tient pas compte de l'incertitude sur le positionnement,
c'est-à-dire que Γ = 0.

Nous constatons (voir �gure 3.14) que la position converge mais plus di�cilement et
qu'en particulier sa composante en z est initialement très mal estimée. Ceci s'explique
par les erreurs d'approximations ellipsoïdales sur chaque mesure. La �gure 3.13 montre
l'enveloppe estimée à intervalles réguliers de 5 itérations pour les 35 premières itérations
seulement (l'enveloppe estimée varie peu au delà des 35 premières itérations). Dans chaque
image, nous avons superposé la brique à reconstruire pour montrer la correspondance
avec son enveloppe estimée. Nous pouvons constater que l'enveloppe ellipsoïdale estimée
initialement est considérablement réduite au bout de 30 itérations et qu'elle reste toujours
englobante vis-à-vis de la brique.
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Fig. 3.12 � Estimation des axes de E en utilisant : a- E = E+, b- E = 0.98E+ +0.02E− et
c- E = E−. La précision �nale et la vitesse de convergence dépendent de l'approximation
utilisée.
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Fig. 3.13 � Estimation des axes de l'enveloppe d'une brique.
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Fig. 3.14 � Estimation de la localisation d'une brique allongée.

3.4 Conclusion

Nous avons établi un schéma de fusion des observations visuelles dans le cadre de la
modélisation par loi d'ensemble. Ce schéma est basé sur l'estimation a posteriori des pa-
ramètres c et Σ et une approximation ellipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes en
ce qui concerne le paramètre E. Nous avons dé�ni deux types d'approximations de cette
intersection : une approximation externe et une approximation interne. Les simulations ont
montré que la première s'avère très pessimiste car très largement sur-englobante et présente
donc un taux de convergence très faible. La seconde montre une convergence plus rapide
mais tend vers une limite légèrement inférieure à l'enveloppe réelle. Cependant nous avons
pu trouver un compromis en utilisant une combinaison linéaire des deux approximations
permettant d'avoir une convergence rapide vers l'enveloppe réelle. Les simulations ont éga-
lement permis de valider le processus dans une situation plutôt défavorable : l'observation
monoculaire. Le risque principal, dans l'estimation de paramètres partiellement inobser-
vables, est que le système soit peu stable. Nous avons montré que le système convergeait
dans de nombreuses situations pro�tant des déplacements de la caméra pour rendre le
système observable. La précision atteinte est alors très satisfaisante. Dans les simulations
que nous avons présentées, la caméra n'est pas commandée dans le sens où le mouvement
qu'elle exécute est prédé�ni. Dans le chapitre suivant nous présentons une solution au
calcul autonome d'une commande active de reconstruction.
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Chapitre 4

Exploration

Dans ce chapitre, nous dé�nissons des lois de commande qui génèrent automatiquement
les mouvements exploratoires de la caméra permettant de reconstruire l'objet observé. Dans
le modèle de loi d'ensemble que nous avons dé�ni, il s'agit d'identi�er un critère traduisant
la qualité de la reconstruction. L'optimisation de ce critère sert alors à dé�nir la commande
exploratoire. Nous ne considérerons pas de critères basés sur le volume englobant l'objet
(c'est-à-dire un critère faisant intervenir le paramètre E) dans la mesure où la forme réelle
de l'objet nous est inconnue. En e�et, baser la stratégie d'exploration sur la minimisation
du volume englobant ne semble pas judicieux si rien ne nous indique que ce volume doit
être réduit et surtout dans quelle direction. Il faudrait, pour cela, disposer d'un a priori sur
la forme de l'objet, ce qui n'est pas le cas. En revanche, choisir un critère lié à l'incertitude
de l'estimation de la position présente le double avantage :

� d'optimiser la reconstruction en termes de réduction de l'incertitude ;

� de maximiser, indirectement, le volume découvert puisque l'incertitude est liée à
l'inobservabilité, c'est-à-dire que les directions les plus incertaines sont a priori celles
qui ont été les moins observées.

Ce chapitre est organisé de la façon suivante :

� En section 4.1, nous dé�nissons et exprimons l'information prédite a posteriori (ou
IPP) qui représente une extrapolation de l'information à l'itération suivante par
propagation de la connaissance à travers le modèle d'observation et d'estimation.

� En section 4.2, nous déterminons deux types de commandes exploratoires : une com-
mande localement optimale (appelée LO) et une commande basée sur le meilleur
point de vue (appelée BVP pour Best View Point). Toutes deux ont pour but de
maximiser l'IPP ou plutôt une fonction de l'IPP puisque la maximisation d'une ma-
trice n'a pas de sens. Dans notre cas, nous attacherons beaucoup d'importance à la
sphéricité de l'IPP lors de la maximisation a�n d'introduire une certaine isotropie
concernant les directions d'observation.

� En�n, en section 4.3, nous simulons chacune des deux commandes et comparons la
convergence des reconstructions obtenues.
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Fig. 4.1 � 1-L'information courante dans le repère de la caméra est Σk. À l'instant k + 1,
le déplacement prédit de la caméra vaut (R,t). 2-La mesure prédite dans l'image est Σ̂i

k+1.

3-L'observation prédite correspondante est Σ̂o
k+1. 4-En�n, en conjuguant l'observation et

l'information a priori, nous obtenons l'IPP Σ̂k+1.

4.1 Information prédite a posteriori (IPP)

À l'instant k, nous avons estimé les paramètres de la distribution Ek(ck,Σk,Ek). Pour
alléger la notation, nous considérons que cette distribution est exprimée dans le repère
courant de la caméra Rc. L'information courante dans le repère de la caméra est donc Σk.
Si, à l'instant k + 1, le déplacement prédit de la caméra vaut (R,t), nous pouvons calculer
(voir �gure 4.1) :

1. l'information a priori dans le nouveau repère ;

2. la mesure prédite correspondante ;

3. l'observation prédite ;

4. et en�n, en conjuguant l'observation et l'information a priori, nous obtenons l'IPP.

Détaillons à présent chacune de ces étapes. Pour cela, nous utiliserons les règles de propa-
gation vues au chapitre 2.

Puisque l'objet est �xe, la connaissance a priori est simplement la transformation de
la loi d'ensemble Ek par le changement de repère (R,t). Dans ce qui suit nous n'avons
besoin que de l'expression de l'information Σk, c'est pourquoi nous omettons les autres
paramètres de la loi. Si nous supposons que le mouvement est parfaitement connu, ce qui
est l'hypothèse la plus logique pour faire de la prédiction, alors la règle 6 nous donne
l'information associée :

Σ′
k = RT ΣkR (4.1)
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En l'absence de mesures, une estimation de la mesure prédite est donnée par la projection
de Ek sur le plan image. Si l'on note :

RT ΣkR =
(

A B
BT c

)
(4.2)

où A est (2,2), B est (2,1) et c scalaire alors, grâce à la règle 5, l'information liée à la
mesure prédite vaut :

Σ̂i
k+1 = JT

0 (A − BBT

c
)J0 où J0 =

(
zk+1 0

0 zk+1

)

Suivant la règle 4, Σ̂i
k+1 correspond à l'information 3D suivante :

Σ̂o
k+1 = JT

1

(
JT

0 (A − BBT

c )J0 0
0 0

)
J1 (4.3)

où J1 =

 1/zk+1 0 −Xi
k+1/zk+1

0 1/zk+1 −Y i
k+1/zk+1

0 0 1


Xi

k+1 et Y i
k+1 sont les coordonnées prédites de ci à l'instant k + 1. En pratique, nous

utilisons un asservissement visuel de sorte que l'objet apparaisse au centre de l'image
(∀k, Xi

k = Y i
k ≈ 0) pour en garder la visibilité tout au long du processus. L'asservissement

est réalisé en calculant une commande de suivi en rotation telle que celle présentée dans
l'annexe A.

En combinant, grâce à l'équation (3.1), l'observation prédite (donnée par la rela-
tion (4.3)) avec la connaissance prédite a priori (donnée par la relation (4.1)), l'IPP se
calcule de la façon suivante :

Σ̂k+1 = Σ′
k + Σ̂o

k+1

= RTΣkR + JT
1

(
JT

0 (A − BBT

c )J0 0
0 0

)
J1

=
(

A B
BT c

)
+ zk+1J

T
1

(
A − BBT

c 0
0 0

)
J1zk+1

=
(

A B
BT c

)
+
(

A − BBT

c 0
0 0

)
L'IPP, dans le repère de la caméra à l'instant k + 1, prend donc la forme suivante :

Σ̂k+1 =
(

2A − BBT

c B
BT c

)
(4.4)
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4.2 Loi de commande exploratoire

À l'itération k, la loi de commande est déterminée par le déplacement (R,t) 1 permettant
de rejoindre la position voulue à l'instant k + 1. Il peut être plus intéressant d'exprimer
ce déplacement, ramené au temps δ entre deux itérations, par le torseur cinématique de la
caméra noté :

T =
(

V
Ω

)
où V =

t

δ
=

 Vx

Vy

Vz

 et Ω =
α

δ
u =

 Ωx

Ωy

Ωz


Dans l'expression précédente, α est l'angle de rotation et u l'axe unitaire de rotation
représentant R. Plus précisément, nous avons :

R = I + sin αS(u) + (1 − cos α)S(u)2

où S(u) est la matrice antisymétrique associée à u. Dans le cas d'une commande explora-
toire optimale, le déplacement (R,t) doit être calculé de telle sorte que Σ̂k+1 soit maximale
pour un certain critère. A�n d'introduire l'idée d'isotropie concernant les directions de
points de vue, nous attacherons de l'importance à la sphéricité de Σ̂k+1. Une matrice sy-
métrique dé�nie positive est sphérique si elle est semblable, à un facteur près, à la matrice
identité. Obtenir une IPP sphérique revient à pénaliser les directions peu informatives et
tend donc à acquérir une information isotrope. Ce choix nous a paru essentiel dans la me-
sure où ce que l'on souhaite obtenir, dans le cadre de l'exploration d'un objet, c'est une
observation uniforme de toute sa surface. Et puisque l'information est liée à l'observabi-
lité, c'est-à-dire que les directions les plus informatives sont celles qui ont été les mieux
observées, tenter d'obtenir une information sphérique semble un bon moyen d'explorer un
objet.

On peut montrer dans l'équation (4.4) que la profondeur zk+1 de la caméra à l'objet
n'in�uence pas Σ̂k+1. Ceci est dû aux linéarisations sous-jacentes aux règles 1 et 2. En
conséquence, la vitesse Vz selon l'axe optique n'intervient pas dans le calcul de la commande
optimale. Ce degré de liberté peut alors servir à réguler la surface projetée dans l'image.
Nous obtenons comme loi de commande :

Vzk = −λzk

2Sk
(Sk − S∗)

où Sk est la surface apparente de l'objet à l'instant k et où S∗ est la surface désirée 2.

Preuve :

Si l'on suppose que la courbe 3D dé�nissant le contour d'occultation de l'objet observé
est plane et parallèle au plan image, alors, d'après l'équation (A.5), la variation de
la surface projetée est donnée par les équations suivantes :{

Ṡ = −(2S/z)ż
ż = −Vz − zY Ωx + zXΩy

1. Nous omettons volontairement l'indice k s'il n'y a pas d'ambiguïté.

2. S∗ peut par exemple s'exprimer comme un pourcentage de la surface de l'image ou bien comme étant

égale à celle observée lors de l'initialisation.
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z

direction de translation

axe de rotation

centre de l'objet

u

t

X

Y

plan image

Fig. 4.2 � Lorsque l'objet est centré dans l'image, la commande peut être dé�nie soit en
translation (t), soit en rotation (u).

Puisque l'objet est centré dans l'image (X = Y ≈ 0), la deuxième relation devient :

ż = −Vz

Si à l'instant k, on note S = Sk et z = zk et si l'on souhaite imposer une décroissance
exponentielle de S vers S∗, c'est-à-dire :

Ṡk = −λ(Sk − S∗)

où λ est un gain �xant le taux de convergence, alors la commande selon z à l'instant
k est :

Vzk = −λzk

2Sk
(Sk − S∗)

2

La loi de commande ainsi dé�nie est robuste vis-à-vis des hypothèses que nous avons
introduites pour sa démonstration. Elle fonctionne même si l'objet n'est pas centré ou si la
courbe 3D dé�nissant le contour d'occultation n'est pas plane ou parallèle au plan image.

Pour que l'objet reste centré dans l'image, la direction de translation t et l'axe unitaire
de rotation u doivent être liés par la relation : t = −→z ∧ u où −→z est le vecteur unitaire
normal au plan image. La commande peut donc être dé�nie soit en translation (t) soit en
rotation (u) (voir �gure 4.2). Nous choisirons le type de commande en fonction des facilités
de calculs o�ertes par l'une ou l'autre.

Dans la suite, nous proposons deux lois de commande : une commande localement
optimale (LO) et une commande basée sur le meilleur point de vue (BVP).

4.2.1 Exploration localement optimale (LO)

Dans cette partie, le mouvement de la caméra optimise localement l'accroissement
d'information soit Σ̂k+1. Le critère choisi pour quanti�er cet accroissement est la trace
de Σ̂k+1. En maximisant la somme des valeurs propres de la matrice d'information nous
espérons capter la notion de sphéricité dont nous parlions précédemment dans les sens où
une valeur propre faible pénaliserait le critère. À l'instant k + 1, la caméra aura pivoté
d'un angle α ≥ 0 autour du vecteur unitaire u = (ux,uy,0). L'angle α détermine la vitesse
de la caméra. Pour α �xé, le mouvement optimal de la caméra est dé�ni par son axe de
rotation. Soit :

(ux,uy) = argmax tr[Σ̂k+1]
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Si l'on note v1, v2 et v3 les vecteurs propres de Σk exprimés dans le repère de la caméra
et vx, vy et vz l'expression des axes du repère de la caméra dans la base (v1,v2,v3), nous
rappelons que

(v1 v2 v3) =

 v1x v2x v3x

v1y v2y v3y

v1z v2z v3z

 =

 vT
x

vT
y

vT
z


Si l'on note ∆ la matrice diagonale des valeurs propres, on montre que l'axe de rotation
optimal est donné par :

{
ux = vT

y ∆γ

||∆γ||
uy = − vx∆γ

||∆γ||
où γ =

vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

(
vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

vz − vx) +
vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

(
vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

vz − vy)

Preuve :

Puisque nous intégrons toutes les observations le long de la trajectoire, nous consi-
dérons que les déplacements entre deux observations successives sont petits. Par
conséquent, nous faisons l'approximation α << 1. La matrice de rotation vaut alors :

R ' I + α

 0 0 uy

0 0 −ux

−uy ux 0


Si l'on note V la matrice des vecteurs propres de Σk, nous pouvons décomposer Σ′

k

sous la forme :
Σ′

k = RT ΣkR = RT V ∆V T R

En appliquant la décomposition donnée par l'équation (4.2), nous trouvons :

A =
[

(vT
x − αuyv

T
z )∆(vx − αuyvz) (vT

x − αuyv
T
z )∆(vy + αuxvz)

(vT
x − αuyv

T
z )∆(vy + αuxvz) (vT

y + αuxvT
z )∆(vy + αuxvz)

]

B =
[

(vT
x − αuyv

T
z )∆(αuyvx − αuxvy + vz)

(vT
y + αuxvT

z )∆(αuyvx − αuxvy + vz)

]
c = (αuyv

T
x − αuxvT

y + vT
z )∆(αuyvx − αuxvy + vz)

En utilisant l'équation (4.4), le problème du calcul de la commande revient à déter-
miner :

(ux,uy) = argmax tr(2A − BBT

c
+ c)

Notons β = uyvx − uxvy. En appliquant l'approximation α << 1, nous pouvons
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écrire :

c ≈ vT
z ∆vz + 2αvT

z ∆β

c−1 ≈ 1
vT

z ∆vz
− 2α vT

z ∆β
(vT

z ∆vz)2

BBT

c ≈
 (vT

x ∆vz)2

vT
z ∆vz

+ 2αvT
x ∆vz

vT
z ∆vz

[vT
x ∆β − uyv

T
z ∆vz] − 2α (vT

x ∆vz)2

(vT
z ∆vz)2

vT
z ∆β K1

KT
1

(vT
y ∆vz)2

vT
z ∆vz

+ 2αvT
y ∆vz

vT
z ∆vz

[vT
y ∆β + uxvT

z ∆vz] − 2α (vT
y ∆vz)2

(vT
z ∆vz)2

vT
z ∆β


A ≈

[
vT
x ∆vx − 2αuyv

T
x ∆vz K2

KT
2 vT

y ∆vy + 2αuxvT
y ∆vz

]
Dans les équations précédentes, K1 et K2 sont des termes n'intervenant pas dans le
calcul de tr(Σ̂k+1). Nous ne donnons donc pas explicitement leur expression.
Après simpli�cation, nous obtenons :

tr(Σ̂k+1) ≈ K5 + 2α[
vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

(
vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

vT
z − vT

x ) +
vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

(
vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

vT
z − vT

y )]∆β

où K5 est un terme constant. L'expression précédente est de la forme

tr(Σ̂k+1) ≈ K5 + 2αγT ∆β

où γ =
vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

(
vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

vz − vx) +
vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

(
vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

vz − vy)

Deux cas sont à considérer :

� Lorsque vz est un vecteur propre de ∆, γ = 0 puisque ∆vz est colinéaire à vz.
Ceci implique que vT

x ∆vz = vT
y ∆vz = 0 car V est une matrice orthogonale.

Dans ce cas, tr(Σ̂k+1) ne dépend plus de u, ce qui signi�e que n'importe quel
mouvement de la caméra peut être choisi.

� Lorsque vz n'est pas un vecteur propre de ∆, il faut maximiser γT ∆β = (∆γ)T β,
soit le produit scalaire entre ∆γ et (uxvy − uyvx). Pour cela, remarquons que
∆γ appartient au plan (vx,vy) :

vT
z ∆γ = vT

x ∆vz

vT
z ∆vz

(vT
x ∆vz

vT
z ∆vz

vT
z ∆vz − vT

z ∆vx) + vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

(vT
y ∆vz

vT
z ∆vz

vT
z ∆vz − vT

z ∆vy)

= (vT
x ∆vz)2
vT

z ∆vz
(vT

z ∆vz

vT
z ∆vz

− 1) + (vT
y ∆vz)2

vT
z ∆vz

(vT
z ∆vz

vT
z ∆vz

− 1)
= 0

Par conséquent, (uxvy − uyvx) doit être colinéaire à ∆γ, c'est-à-dire :{
ux = λvT

y ∆γ

uy = −λvT
x ∆γ

où λ =
1

||∆γ|| est un facteur de normalisation

ce qui achève la démonstration.

2
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v1

v2

v3

Fig. 4.3 � Les minima locaux correspondent à des positions de la caméra le long des axes
principaux de Σk.

Remarques :

1. Pour cette loi de commande, les con�gurations pour lesquelles vz est un vecteur propre
de ∆ induisent une commande u nulle. De telles con�gurations sont des minima
locaux. D'autre part, vz correspond à l'expression de l'axe optique de la caméra
dans la base (v1,v2,v3). Lorsque vz est un vecteur propre de ∆, cela signi�e que l'axe
optique est parallèle à l'un des axes de l'ellipsoïde Σk. Puisque celui-ci est centré dans
l'image, la caméra est donc située sur ce même axe. En résumé, les minima locaux
correspondent à des positions de la caméra le long des axes principaux de Σk (voir
�gure 4.3). En particulier lorsque Σk est sphérique (c'est-à-dire que toutes les valeurs
propres sont égales), toutes les positions correspondent à des minima locaux puisque
tr[Σ̂k+1] est constante. Dans ce cas une commande peut être choisie au hasard.

2. Seule la direction du mouvement est contrainte par la loi de commande que nous
avons calculée. La norme de la vitesse de déplacement est donc un gain qui peut être
choisi au préalable par l'utilisateur.

4.2.2 Loi de commande basée sur le meilleur point de vue (BVP)

Dans cette partie, plutôt que d'optimiser localement Σ̂k+1, le déplacement est calculé
dans la direction du meilleur point de vue : celui qui conduit à la plus grande information
sphérique Σ̂k+1, c'est-à-dire proportionnelle à la matrice identité. Nous montrons le résul-
tat suivant :

Le meilleur point de vue est situé sur la direction propre de Σk de plus grande
information
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V

axe de plus grande information

= axe de plus petite incertitude

plan image

Fig. 4.4 � Le vecteur vitesse (Vx,Vy)k est dirigé vers l'intersection entre le plan image et
l'axe de plus grande information.

Preuve :

Au vu de l'équation (4.4), le meilleur point de vue est celui pour lequel :

Σ̂k+1 =
(

2A − BBT

c B
BT c

)
est diagonale ⇔ B = 0 et A diagonale

⇔ RTΣkR diagonale
d'après l'équation (4.2)

⇔ R est composé de vecteurs
propres de Σk

D'autre part, si l'on note a1 et a2 les deux valeurs propres de Σk hormis c alors Σk+1

a pour valeurs propres 2a1, 2a2 et c. Par conséquent, une condition nécessaire mais
non su�sante pour que les valeurs propres de Σk+1 soient égales est que c soit la plus
grande valeur propre de Σk. En résumé, les deux conditions précédentes montrent
que la troisième colonne de R est le vecteur propre de Σk associé à sa plus grande
valeur propre. Puisque l'objet est centré dans l'image, le centre de la caméra est situé
sur la direction pointée par ce vecteur. Autrement dit, le meilleur point de vue est
situé sur la direction propre de Σk de plus grande information.

2

Le vecteur vitesse associé (Vx,Vy)k est donc dirigé vers l'intersection entre le plan image et
l'axe de plus grande information (voir �gure 4.4). Cette commande est recalculée à chaque
itération sans attendre d'avoir atteint le meilleur point de vue. Là encore, la norme de la
vitesse est indépendante du processus d'exploration et peut être �xée une fois pour toutes.

4.3 Simulations

Les deux lois de commande ont été simulées en con�guration monoculaire dans des
conditions similaires à celles de la section 3.3 : à l'initialisation, la caméra est placée dans
deux positions voisines. L'objet à reconstruire est une sphère de rayon 4 cm positionnée en
X = −4.7 cm, Y = 4.7 cm et Z = 63 cm. Nous introduisons arti�ciellement un bruit sur la
mesure de la position de la caméra. Ce bruit est un bruit additif gaussien centré, de variance
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-a- -b-

Fig. 4.5 � Trajectoire simulée pour -a- la loi de commande LO, -b- la loi de commande
BVP. La loi de commande LO conduit à un minimum local alors que la loi de commande
BVP génère une trajectoire très intuitive.

10 cm en translation et 5o en rotation. Les covariances liées au modèle d'incertitude sur
les paramètres intrinsèques et à l'algorithme d'extraction (voir section 2.2.1) sont choisies
de la façon suivante :

P p =
(

4 0
0 4

)
Pint =


4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 10−7 0
0 0 0 10−7


L'incertitude de positionnement n'est, quant à elle, pas modélisée pour cette étude. En�n,
la trajectoire n'est plus circulaire mais contrôlée par l'une des lois de commandes explora-
toires. La norme de la vitesse de déplacement étant �xée à 3 cm par itération.

4.3.1 Loi de commande LO

La �gure 4.5-a fournit la trajectoire générée par la loi de commande LO. Comme nous
l'avions prévu par la théorie, celle-ci conduit à un minimum local. La �gure 4.6 montre
le résultat de l'estimation de la localisation de l'objet dans le repère de référence. Notons
que l'estimation de z ne converge pas vers sa valeur réelle, ce qui s'explique par le fait que
le minimum local correspond à une position proche des positions initiales pour lesquelles
l'axe z est faiblement observable. L'évolution de l'incertitude d'estimation (�gure 4.7) est
cohérente avec ce résultat : nous constatons que l'incertitude sur z ne tend pas vers 0
contrairement à l'incertitude sur x et y. Une conséquence directe est que l'axe de l'enve-
loppe dans cette même direction est très mal estimé (�gure 4.11). En appliquant le critère
d'évaluation suivant :

Q =
Volume initial - Volume �nal
Volume initial - Volume réel
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et au terme de l'exploration, la loi de commande LO aboutit à une réduction QLO = 67%
de la di�érence (Volume initial -Volume réel). Les valeurs correspondant à l'estimation de
la position de l'objet sont données dans le tableau 4.1. L'erreur d'estimation est toujours
comprise entre 0 et 3 fois l'écart-type estimé, mais semble en moyenne largement supérieure
à l'écart-type estimé. Il semble donc que la modélisation de l'incertitude que nous avons
introduite est plus faible que l'incertitude simulée. Ceci n'a rien d'étonnant dans la mesure
où, pour ces simulations, nous ne modélisons pas les incertitudes de positionnement.
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Fig. 4.6 � Estimation de la localisation lorsque le déplacement de la caméra suit une loi de
commande LO.
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Fig. 4.7 � Incertitudes sur l'estimation de localisation lorsque le déplacement de la caméra
suit une loi de commande LO.

4.3.2 Loi de commande BVP

La loi de commande BVP (�gure 4.5-b) conduit à une trajectoire très intuitive : la ca-
méra e�ectue une spirale du pôle à l'équateur. La position de l'objet redevient observable
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ce qui se véri�e sur les courbes de convergence de l'estimation (�gure 4.8) et de l'incer-
titude (�gure 4.9). L'axe z est correctement estimé. L'erreur d'estimation est de l'ordre
du millimètre. Notons que les écarts-types estimés sont sensiblement égaux, ce qui est co-
hérent puisque notre approche est basée sur l'isotropie de la reconstruction. Les axes de
l'enveloppe sont également mieux estimés (voir �gure 4.11). En appliquant le même critère
que précédemment, la loi de commande BVP aboutit à une réduction QBV P = 99.5%.
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Fig. 4.8 � Estimation de la localisation lorsque le déplacement de la caméra suit une loi de
commande BVP.
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Fig. 4.9 � Incertitudes sur l'estimation de localisation lorsque le déplacement de la caméra
suit une loi de commande BVP.

4.3.3 Critère d'arrêt

Le critère d'arrêt choisi pour l'exploration est basé sur la trace de la matrice de cova-
riance Σ−1 qui traduit la somme des incertitudes du modèle reconstruit selon chaque axe.
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Le seuil correspondant à l'arrêt de la simulation a été arbitrairement �xé à 0.002. Notons
qu'en raison du minimum local, ce seuil n'est jamais atteint lors de l'exploration LO (voir
�gure 4.10-a). Par souci de comparaison, la simulation de la loi de commande LO a été
�xée à environ 200 itérations, c'est-à-dire le même temps qu'il faut à la loi de commande
BVP pour atteindre son critère d'arrêt (�gure 4.10-b).
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-a- -b-

Fig. 4.10 � Convergence du critère d'arrêt pour -a- la loi de commande LO et -b- la loi de
commande BVP.

4.3.4 Comparaison des performances

La �gure 4.11 témoigne du gain introduit par l'exploration BVP par rapport à une
trajectoire circulaire et à la loi de commande LO. La convergence des axes est à la fois plus
rapide et plus précise dans le cas d'une loi de commande BVP. Rappelons que la loi LO ne
converge pas puisqu'elle conduit à un minimum local. La di�érence de convergence entre
la trajectoire circulaire et la trajectoire BVP peut paraître faible mais il est important de
noter qu'une trajectoire circulaire constitue en soi une stratégie d'exploration tout à fait
acceptable.

Grâce à sa simplicité et à l'évitement des minima locaux, la loi de commande BVP
semble être une meilleure solution au problème de l'exploration. Mais nous verrons que
pour des expérimentations réelles, la commande LO ne conduit pas à des minima locaux en
raison des incertitudes inhérentes au processus (la commande exécutée n'est pas exactement
la commande calculée). Cette stratégie peut donc tout aussi bien être utilisée.

Le tableau 4.1 rappelle les valeurs de l'estimation de la position pour chaque type de
trajectoire (circulaire, LO et BVP).
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Fig. 4.11 � Comparaison entre trajectoire circulaire, loi de commande BVP et loi de com-
mande LO. Chaque courbe représente l'évolution de la longueur des axes de l'enveloppe
estimée pour les di�érentes trajectoires.

Position de l'objet
X (cm) Y (cm) Z (cm)

Position réelle -4.66 4.67 63.4

Trajectoire circulaire

position estimée
écart-type estimé

erreur d'estimation

-4.53
0.062
0.13

4.70
0.043
0.03

63.41
0.069
0.01

Trajectoire LO

position estimée
écart-type estimé

erreur d'estimation

-4.54
0.042
0.12

4.72
0.043
0.05

61.75
0.645
1.65

Trajectoire BVP

position estimée
écart-type estimé

erreur d'estimation

-4.59
0.052
0.07

4.66
0.053
0.01

63.29
0.059
0.11

Tab. 4.1 � Pour chaque type de trajectoire (circulaire, LO et BVP), ce tableau indique la
valeur de la position estimée en X, Y et Z qui, comparée à la position réelle de l'objet,
fournit l'erreur estimée. L'écart-type estimé est issu du modèle d'incertitude. Il correspond
à l'inverse de la racine carrée des valeurs propres de Σ à la �n du processus.

4.4 Conclusion

Nous avons proposé deux solutions au calcul autonome d'une commande active à des
�ns de reconstruction : la commande LO et la commande BVP. Chacune de ces lois de
commande est calculée de sorte à minimiser l'information prédite a posteriori. Cette infor-
mation résulte de la propagation de la connaissance à travers la chaîne des informations
visuelles pour une position prédite de la caméra à l'instant suivant. La commande LO est
une commande localement optimale dans le sens où elle maximise à chaque itération le gain
d'information. La commande BVP est une commande visant à rejoindre le meilleur point
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de vue mais recalculée également à chaque itération. Les simulations correspondant à ces
deux lois de commande ont montré que la commande LO conduit à des minima locaux.
La commande BVP montre un comportement très intuitif, décrivant une spirale autour de
l'objet reconstruit. Cette commande est très satisfaisante d'autant que les performances en
termes de reconstruction s'avèrent intéressantes au niveau de la précision et de la vitesse
de convergence. Ces résultats sont prometteurs mais nous devons les valider en situation
réelle, ce que nous faisons dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Expérimentations

Pour valider notre étude en situation réelle, nous devons extraire le masque des objets
d'intérêt. A�n de n'imposer aucune contrainte concernant l'aspect des objets (texture, cou-
leur, niveau de gris,...), nous faisons l'hypothèse (peu restrictive) que la frontière des objets
est marquée par une discontinuité de profondeur. Alors, pour tout mouvement de transla-
tion de la caméra, cette discontinuité de profondeur induit une discontinuité du champ de
mouvement apparent dans l'image. Ainsi un algorithme de détection du mouvement nous
donnera le masque des objets. Nous avons choisi l'algorithme d'estimation paramétrique du
mouvement de Odobez et Bouthemy [Odobez 95] qui, conjointement à l'estimation du mo-
dèle de mouvement dominant, fournit une carte des points non conformes au mouvement
dominant. Cet algorithme s'applique à des objets texturés ou non sur des fonds texturés
ou non (�gure 5.1). Dans notre application, la robustesse de la détection des objets est
renforcée par le fait que la seule détection des points de la frontière de l'objet nous permet
de retrouver l'ellipse englobante.

Le processus d'exploration a été implanté sur un robot cartésien à 6 axes. Les modèles

-a- -b-

Fig. 5.1 � Résultats de la détection des objets. La �gure -a- représente l'image initiale et
la �gure -b- le résultat de la détection des objets après un faible mouvement de translation.
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de covariance P p et Pint ont été choisis identiques à ceux de la section 3.3 :

P p =
(

4 0
0 4

)
Pint =


4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 10−7 0
0 0 0 10−7


De plus, le modèle d'incertitude sur l'odométrie du robot est un bruit additif normal et
centré d'écart-type 1mm pour les translations et 1o pour les rotations (voir annexe B pour
le détail concernant la modélisation du robot).

5.1 Cas d'un seul objet

Les �gures 5.2, 5.3, 5.4 et 5.5 décrivent le processus de reconstruction d'un objet (un
champignon) en utilisant la stratégie BVP. La loi de commande LO qui, grâce au bruit
inhérent à l'expérimentation, ne rencontre plus de minimum local, fournit des résultats
semblables à la loi de commande BVP. Nous verrons en section 5.2 que les trajectoires
correspondantes sont en e�et très proches dans les deux cas. Dans cette section, nous nous
intéressons uniquement aux résultats de la stratégie BVP.

La �gure 5.2 représente la séquence des images acquises. L'algorithme de suivi maintient
l'objet au centre de l'image. Les masques de segmentation correspondants et les ellipses Ei

estimées dans l'image à partir de ces masques sont donnés �gure 5.3. Puisque la caméra
ne bouge pas lors de l'initialisation, les premières segmentations de l'objet sont estimées
grossièrement à la main. Une autre méthode envisageable serait de déplacer très faiblement
la caméra lors de ces initialisations a�n d'automatiser complètement le processus. Quoi
qu'il en soit les résultats de reconstruction sont très stables vis-à-vis de l'initialisation. La
�gure 5.4 est la séquence des ellipsoïdes estimés. Pour montrer leur correspondance avec
l'objet réel, ceux-ci sont reprojetés dans l'image �nale en �gure 5.5.

Les courbes 5.6 montrent l'évolution de la position estimée de l'objet. Cette convergence
est rapide (environ 7s). Puisque nous ne connaissons pas la position réelle de l'objet, il
nous est impossible d'analyser quantitativement la précision de l'algorithme. L'incertitude
associée à cette estimation est donnée �gure 5.7. L'incertitude dont le taux de convergence
est le plus faible correspond à l'axe parallèle à l'axe optique de la première image, c'est-à-
dire l'axe le moins observable. En ce qui concerne la convergence des axes de l'ellipsoïde
englobant E (�gure 5.8), là encore, il est impossible d'analyser la précision du résultat �nal.
Les traits en pointillés correspondent à une évaluation grossière des demi longueurs du
champignon. L'enveloppe estimée étant englobante, il est normal que ces valeurs ne soient
jamais atteintes par l'estimation. L'axe qui converge le plus lentement est toujours l'axe
qui est parallèle à l'axe optique de la caméra en phase d'initialisation. Notons en�n que le
critère d'arrêt de l'exploration est �xé à 0.002. Son évolution au cours de la reconstruction
est donné �gure 5.9

5.2 Cas de deux objets

La rapidité de l'algorithme d'estimation (environ 150ms par itération segmentation
comprise) nous permet d'estimer, en temps réel, des scènes comportant plusieurs objets. Les
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�gures 5.10 et 5.11 décrivent la reconstruction approchée de deux objets : un champignon et
un marqueur. À l'initialisation, deux images de la scène sont disponibles (voir �gures 5.10-a
et 5.10-b) et conduisent à l'estimation des ellipsoïdes donnés �gure 5.10-c (l'estimation de c
n'est pas analysée dans cette partie puisque nous ne disposons pas de la position réelle des
objets). Comme précédemment, les masques initiaux sont grossièrement dé�nis à la main.
La �gure 5.10-d représente la projection des ellipsoïdes dans l'image �nale et témoigne de
la nécessité d'a�ner cette estimation trop largement englobante. Dans un deuxième temps,
nous basons la stratégie de déplacement de la caméra sur l'exploration de l'un des deux
objets (le champignon). Le temps d'exploration est arbitrairement �xé à 20s pour éviter
que le robot ne rencontre ses butées articulaires. Comme nous l'avons dit précédemment,
la loi de commande LO (�gure 5.11-a) ne rencontre plus de minimum local et conduit à une
trajectoire très proche de celle induite par la loi de commande BVP (�gure 5.11-b). Cette
trajectoire est tout à fait semblable à celle simulée mis à part que le temps expérimental
est plus court que le temps de simulation. L'estimation �nale des ellipsoïdes englobants
(�gure 5.11-c) a été projetée dans l'image �nale (�gure 5.11-d) pour montrer l'e�cacité de
l'algorithme d'exploration BVP. Nous avons remarqué que les résultats expérimentaux de
reconstruction di�èrent très peu en fonction de la loi de commande utilisée.
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Fig. 5.2 � Séquence d'images acquises. L'algorithme de suivi maintient l'objet au centre de
l'image.
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Fig. 5.3 �Masques de l'objet extraits de la séquence d'images à partir desquels sont calculées
les ellipses Ei.
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Fig. 5.4 � Reconstruction approchée de la forme de l'objet.
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Fig. 5.5 � Projection de l'ellipsoïde englobant dans l'image �nale montrant sa convergence
vers l'enveloppe réelle de l'objet.
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Fig. 5.7 � Incertitude sur l'estimation de localisation.

0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

25

temps (s)

cm

Fig. 5.8 � Estimation des axes de E.
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Fig. 5.9 � Evolution du critère d'arrêt de l'exploration.

-a- -b-

-c- -d-

Fig. 5.10 � Initialisation avec deux objets : -a- et -b- images initialisant le processus d'explo-
ration -c- reconstruction approximative des deux objets -d- projection associée dans l'image
�nale.
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-a- -b-

-c- -d-

Fig. 5.11 � Reconstruction approximative des objets : -a- trajectoire LO -b- trajectoire BVP
-c- reconstruction �nale des deux objets et -d- projection des enveloppes englobantes dans
l'image �nale pour la loi de commande BVP.
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Conclusion

Dans cette partie, nous avons dé�ni un modèle représentant chaque objet par une
distribution probabiliste. Celle-ci nous permet de calculer pour chaque point de la scène
sa probabilité d'appartenance à un objet et d'extraire très facilement les caractéristiques
géométriques des objets (position et enveloppe englobante). Ce modèle est peu coûteux
puisqu'il requiert simplement l'estimation d'un vecteur 3D c et de deux matrices 3D sy-
métriques Σ et E pour représenter la position, l'incertitude et le volume de l'objet. Un
ensemble de règles de propagation associées à ce modèle et déduites de la géométrie proba-
biliste ainsi que du calcul ellipsoïdal nous a permis de construire un processus d'estimation
rapide et robuste. Il est basé sur l'estimation a posteriori des paramètres c et Σ et sur
une approximation ellipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes en ce qui concerne le
paramètre E. Nous avons ensuite dé�ni un processus d'exploration autonome permettant
de générer les mouvements de la caméra assurant une reconstruction optimale en termes
de réduction de l'incertitude. Nous avons proposé deux solutions au calcul autonome d'une
commande active : la commande LO (localement optimale) et la commande BVP (calculée
à partir du meilleur point de vue). Ces lois de commandes tendent à minimiser l'informa-
tion prédite a posteriori. Cette approche permet, d'une part, d'optimiser la reconstruction
en termes de réduction de l'incertitude et, d'autre part, de maximiser le volume découvert
puisque le critère choisi quanti�e l'isotropie de l'observation.

Un atout important des algorithmes que nous avons développés réside dans leur rapidité
d'exécution qui autorise une implémentation en temps réel. Les nombreuses simulations
ont permis d'analyser les performances de l'algorithme vis-à-vis de la reconstruction et
de la convergence des paramètres. Nous avons ainsi pu montrer l'importance du choix de
l'approximation ellipsoïdale de l'intersection qui est utilisée dans le calcul de l'estimation
du modèle. Cette approximation in�uence la vitesse de convergence et la précision �nale des
paramètres. Néanmoins, un choix adéquat de cette approximation nous a permis de traiter
avec succès et sans exception toutes les situations rencontrées y compris en environnement
réel. Les nombreuses validations expérimentales de notre algorithme ont, en e�et, montrer
un comportement tout à fait satisfaisant et prometteur des méthodes développées.
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Conclusion et perspectives

Le problème que nous avons abordé est celui de l'exploration visuelle autonome de
scènes inconnues. Dans l'idée, désormais largement acceptée par la communauté, que la
vision doit être active pour être performante, l'exploration visuelle consiste à contrôler
les mouvements d'un système visuel à des �ns de reconstruction de l'environnement. Le
choix des modèles utilisés pour représenter la scène ou ses constituants a reposé sur dif-
férents aspects que nous énoncions au début de ce rapport. En premier lieu, nous avons
souligné l'importance de la concision du modèle et sa faculté à représenter uniquement
l'information nécessaire aux tâches assignées a�n de simpli�er la reconstruction propre-
ment dite et la manipulation du modèle associé. En second lieu, nous avons insisté sur
le caractère probabiliste du modèle dans le double objectif de permettre la gestion des
incertitudes et de prendre en compte les inobservabilités partielles qui sont, par ailleurs,
inhérentes aux systèmes visuels. En�n, est apparue l'idée que le modèle doit permettre une
extraction immédiate des informations pertinentes ; informations que nous avons classées
en deux catégories. D'une part, l'information peut être de nature locale ou géographique,
c'est-à-dire que la scène est dé�nie par des zones vides ou occupées. Cette information,
dite d'encombrement, se prête aisément à la manipulation de probabilités. D'autre part,
l'information peut être de nature structurelle ou géométrique, c'est-à-dire que la scène est
dé�nie par des primitives censées représenter les constituants de la scène. Le souhait d'ac-
céder simultanément à une information d'encombrement et à une information structurelle
nous a amené à dé�nir la notion d'objet en tant que constituant de la scène. Cette dé-
composition hiérarchique de l'environnement scène/objets nous a conduit naturellement
à décomposer l'exploration d'une scène en deux étapes. Dans un premier temps, le sys-
tème doit retrouver tous les objets de la scène. En second lieu, chaque objet doit être
reconstruit. Ces deux étapes fournissent des consignes sur lesquelles le système visuel doit
s'asservir. Typiquement il est apparu que le système doit suivre les objets d'intérêt tout en
e�ectuant des mouvements de nature à explorer la scène. En conclusion de cette décom-
position, nous avons apporté des contributions dans trois domaines distincts : la recherche
d'objets, l'exploration d'objets et l'asservissement visuel. Par ailleurs, nous avons souligné,
en introduction, la complémentarité des rôles joués par un système visuel extérieur à la
scène et par un système visuel immergé dans la scène. Nous avons souhaité faire de cette
complémentarité un �l conducteur à nos travaux et avons remarqué que la coopération
entre des informations globales acquises d'un point de vue extérieur et des informations
locales acquises au sein même de la scène permettent souvent de simpli�er le problème
posé.
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Recherche d'objets

En ce qui concerne la recherche d'objets, nous avons dé�ni les zones de recherche des
objets comme étant des lignes de vue de l'image globale dont la probabilité de détection
est supérieure à un certain seuil. Chacun de ces axes ayant été discrétisé en cellules, nous
avons dé�ni, pour chaque cellule, une variable aléatoire d'occupation Xi à valeur dans
{0,1}. La probabilité associée dé�nit ainsi la probabilité d'occupation d'une cellule. A�n
de prendre en compte d'éventuelles dépendances entre les variables aléatoires Xi, nous
avons plutôt considéré la loi conjointe du vecteur X = (X1,..,Xn). Ayant montré comment
tout a priori et toute observation d'un événement se traduit en une contrainte linéaire
sur cette loi conjointe, nous avons décrit un schéma d'intégration itératif des contraintes
linéaires et un certain nombre d'outils s'y rapportant. L'enchaînement de ces outils nous
a permis de construire un algorithme général permettant d'intégrer des contraintes et de
nature à gérer un maximum de situations. Ces algorithmes permettent donc, pour une
con�guration donnée de la caméra, d'intégrer l'observation correspondante au modèle de
connaissance. Le calcul de la prochaine con�guration permettant d'optimiser la recherche
constitue l'étape ultime du processus. Étant donnée la connaissance à l'instant courant,
nous avons proposé un algorithme permettant de déterminer la con�guration suivante qui
maximisera l'espérance d'une fonction appelée fonction gain d'information (FGI). Cette
fonction doit quanti�er le gain apporté par une modi�cation quelconque des probabilités
d'occupation.

À la di�érence des études déjà menées à propos de la recherche d'objet, le problème,
tel que nous l'avons dé�ni, concerne la recherche de tous les objets d'une scène ce qui
est un problème sensiblement di�érent de celui de la recherche d'un objet souvent traité,
d'ailleurs, du point de vue de la reconnaissance. La discrétisation de la scène que nous
proposons est basée sur les informations issue de l'image globale. Celle-ci permet de dé�nir
des zones de recherche originales et dont la simplicité laisse entrevoir la possibilité d'une
modélisation très générale du problème. L'approche utilisant des probabilités d'occupation
dans chaque cellule n'est pas nouvelle [Ye 97]. Ce qui l'est plus, c'est la modélisation par loi
conjointe rendue possible grâce à la simplicité de la décomposition de la zone de recherche
en axes globaux et qui permet de tenir compte de toutes sortes de dépendances entre les
probabilités. Nous avons vu que ces dépendances sont un moyen très général d'intégrer un
a priori sur la scène. Un autre aspect innovant réside dans la remise à jour des probabilités
par intégration de contraintes dans un système linéaire. Cette remise à jour peut alors
se faire de façon itérative. En�n, nous avons abordé le calcul de la con�guration suivante
permettant d'optimiser la recherche. Le point de vue adopté est relativement classique, il
consiste à parcourir l'ensemble des chemins possible et de choisir celui aboutissant à la
plus grande espérance du gain d'information qui en découle. L'originalité du travail réside
plutôt dans la façon de quanti�er le gain apporté par une observation et la comparaison de
di�érentes méthodes notamment avec les résultats théoriques d'une stratégie gloutonne.

L'algorithme de recherche dans sa globalité a fait l'objet de nombreuses simulations.
Celles-ci ont montré l'importance du choix de la FGI. Les di�érentes stratégies ont été
évaluées vis-à-vis du nombre moyen d'itérations (NIM) nécessaire à l'aboutissement de la
recherche. Les stratégies basées sur la norme N2 et sur la variation de l'entropie apportent
un gain signi�catif par rapport à une stratégie gloutonne dont nous avons calculé le NIM
théorique. Nous avons proposé un critère d'arrêt de la recherche basé sur l'entropie des
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lois marginales. Au cours de ces simulations, il apparaît qu'introduire un a priori faux est
très pénalisant à la fois en ce qui concerne le critère mais également au niveau du nombre
d'itérations nécessaires à la découverte de tous les objets.

Une première limitation de la méthode concerne donc la gestion des mauvais a priori.
Lorsque l'on intègre un a priori qui est faux, le système est induit en erreur de sorte que
la recherche est sous-optimale. Dans ce cas il faut envisager une intégration virtuelle de l'a
priori de sorte qu'il ait une in�uence moindre sur la stratégie. Un autre problème concerne
le critère d'arrêt. Dans cette même situation l'entropie peut être nulle sans pour autant
que la recherche ait abouti à un état de connaissance exacte. Cet inconvénient est inhérent
à l'in�uence du mauvais a priori et peut être résolu de la même façon, c'est-à-dire par
intégration virtuelle de l'a priori. Néanmoins une conclusion naturelle s'impose : mieux
vaut ne pas �xer d'a priori que d'en �xer un qui soit faux.

Un inconvénient majeur de la méthode que nous avons proposée réside dans la taille de
la loi conjointe qui vaut 2n où n est le nombre de cellules sur chaque axe. L'algorithme tel
que nous l'avons implémenté permet de traiter des échantillonnages de taille 8 en quelques
secondes par itération. Mais il paraît peu envisageable d'augmenter la taille de la discré-
tisation, en tout cas pas indé�niment. Une solution à cet accroissement de complexité est
de proposer un schéma de recherche multirésolution. Chaque axe global peut être discré-
tisé de façon hiérarchique selon un arbre dont les cellules sont de plus en plus �nes. La
�gure 5.12 est un exemple de décomposition hiérarchique binaire. En pratique, il serait
vraisemblablement plus judicieux d'utiliser des décompositions de taille 4 ou 8. Une cellule
à un niveau L dé�nit un axe au niveau L + 1, ainsi les probabilités d'occupation à un
niveau L permettent d'initialiser les lois conjointes au niveau L + 1 :

P(XL
i ) = 1 − P(∪{XL+1

j = 0})

la somme étant prise sur l'ensemble des cellules de niveau L+1 issues de XL
i . La recherche

s'e�ectue donc du niveau le plus grossier de l'arbre à son niveau le plus �n selon un scénario
qui peut être le suivant : dans un premier temps, le système visuel e�ectue la recherche dans
des zones très larges donc avec un fort angle de vue (par exemple en se plaçant à bonne
distance des zones observées) et une précision de détection réduite. Puis, peu à peu, la
recherche est localisée sur des zones précises, le capteur se rapproche et a�ne sa détection.
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Fig. 5.12 � Chaque axe global peut être discrétisé de façon hiérarchique selon un arbre dont
les cellules sont de plus en plus �nes. Une cellule à un niveau L dé�nit un axe au niveau
L + 1.

Une autre amélioration possible se situe au niveau de la prise en compte des obser-
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vations. Actuellement, lorsque des observations multiples apparaissent (c'est-à-dire que
la caméra observe plusieurs cellules à la fois), aucune mémoire de leur dépendance n'est
conservée. Or nous pouvons imaginer des situations pour lesquelles cette mémoire améliore
la connaissance des probabilités d'occupation. Par exemple si la caméra observe deux axes
en même temps et que l'observation indique qu'il se trouve au moins un objet sur les deux
cellules observées, si la scène est peu dense, il est peu probable que les deux cellules soient
occupées. Par conséquent, l'observation ultérieure de l'une ou l'autre de ces deux cellules
fournira une indication sur la probabilité d'occupation de l'autre cellule. Cette situation
est typiquement un problème de mémoire des observations précédentes. Un moyen simple
d'y parvenir consiste à sauvegarder la loi conjointe de chaque observation multiple de sorte
à pouvoir la modi�er lorsque l'une des cellules est observée ultérieurement puis se servir
du résultat pour modi�er les autres cellules en conséquence.

Par ailleurs, les simulations que nous avons e�ectuées concernent uniquement des a
priori sur le nombre de cellules occupées. Il serait intéressant de tester l'in�uence d'un a
priori fonctionnel du type proximité des objets. Ce type de connaissance doit permettre
de localiser la recherche dans certaines zones plus ou moins encombrées ou proches de
certains objets déjà observés. Le gain vis-à-vis du nombre d'étapes nécessaires peut s'avérer
important.

En�n une perspective évidente de ces travaux est de tester l'algorithme en situation
réelle. Le seul obstacle à sa réalisation est la robustesse de l'algorithme de détection utilisé.
D'autre part l'ensemble des con�gurations atteignables n'est sans doute plus le voisinage
cartésien que nous avons utilisé par commodité mais dépend de la conception du robot qui
peut être non holonome ou bien contraint par des butées articulaires.

Reconstruction des objets

Dans le cadre de la reconstruction des objets, le choix d'estimer l'enveloppe visuelle
nous a paru intéressant dans la mesure où elle utilise une information de contour des objets
que l'on sait extraire dans un certain nombre de situations. Cependant, la description des
enveloppes visuelles exactes est coûteuse. Le choix d'estimer un modèle approché de cette
enveloppe est apparu plus judicieux et cohérent avec l'idée de concision que nous avons déjà
présentée. Nous avons introduit une représentation mixte des objets qui mélange un modèle
probabiliste gaussien et un modèle à erreur bornée. Le premier décrit la position de l'objet
et l'incertitude associée. Le second modélise son enveloppe. Nous avons choisi d'approcher
l'enveloppe visuelle par un ellipsoïde dont la représentation est simple et semblable aux
loi gaussiennes de sorte que les règles de propagation associées au modèle apparaissent
compactes et simples d'utilisation.

Chaque objet est ainsi représenté par une distribution probabiliste appelée loi d'en-
semble. Celle-ci permet de calculer, pour chaque point de la scène, la probabilité d'appar-
tenance à l'objet et d'extraire très facilement des caractéristiques géométriques telles que
la position de l'objet et son enveloppe englobante. Ce modèle est peu coûteux puisque la
distribution d'ensemble s'exprime sous une forme paramétrique simple, ne dépendant que
d'un vecteur 3D et de deux matrices 3D symétriques. Un ensemble de règles de propagation
associées à ce modèle et déduites de la géométrie probabiliste ainsi que du calcul ellipsoïdal
nous a permis de construire un processus d'estimation rapide et robuste. Celui-ci est basé
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sur l'estimation a posteriori des paramètres de localisation de l'objet et sur une approxi-
mation ellipsoïdale de l'intersection de deux ellipsoïdes en ce qui concerne le paramètre
décrivant son enveloppe. Nous avons, ensuite, dé�ni un processus d'exploration autonome
et optimal en proposant deux solutions au calcul de la commande active : la commande LO
(localement optimale) et la commande BVP (calculée à partir du meilleur point de vue).
Chacune de ces lois de commande est calculée de sorte à minimiser l'information prédite a
posteriori.

Notre approche se situe dans la classe des techniques d'estimation approchée de mo-
dèles. Elle di�ère des travaux précédents sur plusieurs points. Tout d'abord, la décomposi-
tion additive que nous utilisons permet de représenter les objets sous forme d'un mélange
de modèles stochastiques et à erreur bornée. Cette modélisation permet d'accéder simul-
tanément à des informations probabilistes sur l'occupation des points de la scène et à
des informations géométriques immédiates. D'autre part, la description du modèle dans
un schéma probabiliste uni�é le rend robuste à diverses sources d'incertitudes et fournit
un cadre général à la fusion et à l'estimation approchée. Il nous a permis de développer
des règles générales de propagation de la connaissance. En conséquence la méthode peut
s'appliquer à n'importe quel capteur. L'idée sous-jacente à l'estimation du modèle tel que
nous l'avons dé�ni résulte d'une hypothèse d'indépendance entre l'incertitude de position
et l'enveloppe de l'objet. Celle-ci nous permet de retomber sur un schéma classique d'esti-
mation a posteriori de la position de l'objet et d'approximation ellipsoïdale du support de
l'erreur. Ayant pu dériver une expression analytique de cette approximation, la formulation
de l'estimation demeure relativement compacte et rapide d'utilisation. Par ailleurs, nous
avons dérivé une solution analytique au problème de l'exploration de telle sorte que le cal-
cul d'une trajectoire d'exploration réduisant l'incertitude du modèle devient un problème
soluble en ligne. Même si la reconstruction n'est qu'approchée, répondre à la question quel
mouvement de la caméra améliorera notre connaissance de l'objet? devient un problème
bien posé.

Un intérêt pratique de nos travaux est leur applicabilité en temps réel et ce grâce à
la vitesse des algorithmes rendue possible par la concision du modèle proposé. Un atout
important de l'étude concerne les nombreuses simulations et expérimentations permettant
de valider notre approche. L'algorithme s'est avéré très robuste vis-à-vis des incertitudes et
capable, dans divers situations, de fournir une estimation très satisfaisante du modèle de
l'objet. Une limitation évidente de l'algorithme réside dans le choix d'estimer un modèle
approché de l'objet qui ne permet, en aucun cas, d'espérer une reconstruction �ne. Toutefois
nous revendiquons cette limitation dans la mesure où nous considérons que la concision du
modèle est la clef d'un algorithme robuste et rapide.

Une autre limitation concerne le choix du paramètre α de pondération entre l'approxi-
mation externe et l'approximation interne de l'intersection de deux ellipsoïdes. Dans notre
étude, le choix de ce paramètre est réalisé de façon empirique. Même si la valeur choisie
α = 0.98 semble convenir pour l'ensemble des simulations et expérimentations réalisées, il
paraît évident que son choix dépend de l'angle entre deux points de vue successifs, de la
vitesse de convergence, de la robustesse et de la précision �nale souhaitées. Il serait donc
intéressant d'envisager le calcul automatique de α. Par ailleurs nous avons considéré, pour
le processus d'exploration, que l'intervalle de temps entre deux acquisitions était constant.
Nous ne nous sommes pas préoccupés de la plani�cation en temps des acquisitions. Ce
travail mérite d'être étudié plus en détail. Nous pressentons que le choix de l'intervalle de
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temps entre deux itérations dépend également de la vitesse de convergence, de la robustesse
et de la précision �nale souhaitées.

Un point abordé en introduction et non encore implémenté est la reconstruction d'ob-
jets fortement concaves. Au vu de nos développements, une telle reconstruction apparaît
clairement réalisable si toutefois nous sommes capables de découper l'objet en parties cohé-
rentes (non fortement concaves) et de suivre chacune de ces parties au cours du processus.

En�n, une perspective intéressante à nos travaux se situe au niveau de l'estimation
conjointe du modèle de l'objet et de la localisation du système visuel. La di�culté de cette
estimation réside dans le couplage important qu'il existe entre la position de la caméra
et les observations qu'il en résulte. Nous avons réalisé une pré-étude à ce sujet et avons
montré sa faisabilité d'un point de vue théorique. Toutefois la validation de cette méthode
par des simulations s'avère nécessaire dans la mesure où la stabilité de l'estimation reste à
prouver.

Asservisement visuel

En�n nous avons étudié la coopération caméra globale/caméra locale du point de vue
de l'asservissement visuel. Cette étude est présentée dans l'annexe qui suit. Nous avons
développé un schéma de coopération, intégrant une caméra �xe et une caméra mobile,
en attribuant à chaque caméra une tâche particulière. Les consignes �xées s'énoncent en
termes de positionnement et de suivi de l'objet d'intérêt. Le découpage naturel qui s'ensuit
est le suivant : la caméra globale assure le positionnement en translation de la caméra locale
tandis que celle-ci assure le suivi en rotation de l'objet qu'elle observe. Nous avons pu dé-
montrer la stabilité de chacune des lois de commande prises individuellement. Lorsque les
tâches sont réalisées simultanément, nous avons mis en évidence un phénomène prévu : la
tâche de positionnement engendre une erreur de traînage pour la tâche de suivi. La coopé-
ration des deux tâches s'est donc avérée poser quelques problèmes de couplage. Pour pallier
cette interaction nous avons suggéré plusieurs solutions basées soit sur une estimation de
la perturbation, soit sur une technique utilisant la redondance de l'approche fonction de
tâche. En ce qui concerne l'estimation de la perturbation, là encore plusieurs techniques
sont utilisables. Nous avons proposé une estimation utilisant l'odométrie du robot, une
estimation itérative et une méthode de comparaison entre l'observation et la prédiction.
La plupart des techniques d'asservissement visuel ont donc été adaptées à la coopération
et comparées d'un point de vue expérimental.

L'analyse et la réduction du couplage entre deux tâches d'asservissement visuel consti-
tue notre principale contribution en ce qui concerne la coopération en asservissement visuel.
L'originalité du travail ne provient pas des techniques employées qui sont toutes issues de
l'asservissement visuel classique mais plutôt de leur utilisation dans un cadre coopératif
et de leur comparaison exhaustive d'un point de vue expérimental. Un autre intérêt de
l'étude est d'avoir pu montrer, en conservant l'indépendance entre les tâches, la stabilité
des lois de commande que nous proposons.

Toutes les techniques envisagées pour réaliser un couplage entre les deux tâches propo-
sées ont montré leur capacité à résoudre le problème considéré mais quelques unes telles
que le �ltre de Kalman ou l'odométrie, se sont avérées plus e�caces en termes de robus-
tesse. La méthode utilisant une comparaison entre l'observation et la prédiction couplée
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à un �ltrage de Kalman a notre préférence dans la mesure où elle est indépendante de
l'odométrie en translation du robot et qu'elle permet de suivre des objets en mouvement.
Notons en�n qu'il est tout à fait possible de généraliser, à moindre coût, le formalisme de
sorte que toutes les techniques employées permettent le suivi d'un objet mobile ; mais ce
travail reste à faire.

Perspectives générales

Des trois études que nous avons présentées, la recherche d'objets, la reconstruction des
objets et l'asservissement visuel, seules les deux dernières ont fait l'objet d'une intégration
sinon totale tout au moins partielle. En e�et le module de suivi des objets utilisé pour leur
reconstruction est basé sur la méthode par �ltrage de Kalman que nous avons expérimentée
dans le cadre de la coopération en asservissement visuel. L'intégration est quali�ée de
partielle car il n'est fait aucun usage de la caméra globale dans la boucle d'asservissement.
Nous pourrions envisager son utilisation directement en phase de recherche des objets.
Assurer le positionnement de la caméra locale permettrait de s'assurer qu'elle ne pénètre
pas dans des zones inexplorées donc susceptibles de contenir des objets. Cette intégration ne
semble pas poser de problèmes majeurs puisque toutes les fonctionnalités sont relativement
bien découplées les unes par rapport aux autres.

En�n, nous tenons à souligner que nos travaux ont été réalisés dans un souci constant
d'applicabilité en temps réel. C'est pourquoi ils constituent une base solide à la réalisation
d'autres tâches dont l'exécution sera facilitée par la reconstruction préliminaire de l'envi-
ronnement que nous proposons. La possibilité de calculer, pour chaque point de la scène,
une probabilité d'occupation se prête bien à des tâches de plani�cation de trajectoires sans
collision. La modélisation géométrique des objets peut également servir d'indicateur à une
tâche plus �ne de reconnaissance ou de manipulation des objets constituant la scène.





Annexes 167

Annexes





Asservissement visuel et coopération 169

Annexe A

Asservissement visuel et coopération

Dans cette partie, nous présentons un système intégrant une caméra déportée et une
caméra embarquée pour la réalisation simultanée de deux tâches d'asservissement visuel.
Dans un souci de robustesse, nous démontrons la stabilité de la loi de commande et com-
parons di�érentes techniques de coopération d'un point de vue expérimental.

A.1 Introduction

Durant les quinze dernières années, l'asservissement visuel 2D (c'est-à-dire basé sur des
consignes dé�nies dans l'image) embarqué a fait l'objet de nombreuses recherches [Weiss 84,
Espiau 92,Hashimoto 93,Hutchinson 96]. Au c÷ur de cette approche, réside le jacobien
image (ou matrice d'interaction). Il relie les variations de caractéristiques dans l'image,
notées s, à la commande du robot, généralement exprimée par son torseur cinématique
T = [V,Ω]. Cette relation s'exprime très simplement lorsque s ne dépend que de la position
r du robot :

ṡ =
∂s

∂r

dr

dt
= LT (A.1)

Le jacobien image L apparaît alors tout naturellement. Souvent, la loi de commande peut
être exprimée comme régulant une fonction de tâche [Samson 91]. Si s∗ est la valeur désirée
de s, l'objectif de l'asservissement est de contrôler le robot de sorte que s − s∗ décroisse
vers 0. Une méthode simple pour y parvenir est d'appliquer la commande :

T = −λL̂+(s − s∗) , λ > 0 (A.2)

où L̂+ est la pseudo-inverse du jacobien image estimé. Lorsque dim(s) ≤ dim(T ), c'est-à-
dire qu'il y a au plus autant de contraintes dans l'image que de degrés de liberté à comman-
der, et dans le cas où L̂ est recalculé à chaque itération, on peut montrer que (A.2) assure
une décroissance exponentielle de s− s∗. Mais, L̂ est souvent �xé à une matrice constante
(calculée, en général, à la position désirée) notamment pour éviter de potentiels minima
locaux et des mouvements irréalistes du robot [Chaumette 98b]. Néanmoins, il est toujours
possible d'assurer, sous certaines conditions, la stabilité de la loi de commande (A.2).

De façon générale, la stabilité d'un asservissement caractérise la convergence du système
vers son point d'équilibre (en l'occurrence la position pour laquelle s = s∗). La stabilité
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asymptotique est dite locale lorsque cette propriété est véri�ée pour tout point d'un voisi-
nage su�samment proche du point d'équilibre ; elle est dite globale lorsque tout point de
l'espace est asymptotiquement stable. Au vu des équations (A.1) et (A.2), le comportement
de s est déterminé par l'équation di�érentielle suivante :

ṡ = −λLL̂+(s − s∗)

Notons Q la matrice telle que l'état du système est régit par ṡ = −λQ(s−s∗). Le système est
linéaire lorsque Q est indépendante de s. Dans ce cas, les notions de stabilité globale et de
stabilité locale coïncident et une condition nécessaire et su�sante de stabilité asymptotique
globale (et donc locale) est la positivité des parties réelles des valeurs propres de Q. Mais
dans notre cas, Q = LL̂+ dépend de s (le système est non linéaire). La condition précédente
ne fonction alors qu'au voisinage du point d'équilibre (par linéarisation) et ne caractérise,
par conséquent, que la stabilité asymptotique locale. La stabilité asymptotique globale
est alors, quant à elle, beaucoup plus di�cile à caractériser. En pratique, nous disposons
toutefois d'une condition su�sante qui est que Q doit être dé�nie positive. Cette condition
est évidemment plus forte puisqu'elle implique que ||s − s∗|| décroisse à chaque itération.

Dans [Horaud 98], les résultats de [Espiau 92] sont étendus au cas où la caméra est
déportée. Dans ce cas de �gure, le jacobien image doit prendre en compte le passage
du repère caméra au repère de commande du robot. Si l'on note [R,t] le déplacement
correspondant (R étant la matrice de rotation et t le vecteur de translation), le jacobien
déporté Lg est relié au jacobien embarqué L par la relation :

Lg = −L

(
R −RS(−RT t)
0 R

)
︸ ︷︷ ︸

D

(A.3)

où S(a) est la matrice antisymétrique associée au vecteur a. D synthétise les formules bien
connues liées au changement de point de réduction des torseurs et le changement de signe
traduit le fait que la caméra est �xe et observe l'e�ecteur en mouvement. L'étude de la
commande est identique au cas embarqué si bien que dans l'approche fonction de tâche, la
loi de commande est similaire à (A.2).

Comme nous l'avons dit au chapitre 1, beaucoup d'études ont abordé l'utilisation de
plusieurs caméras en vision par ordinateur mais rarement dans le cadre d'une coopération
caméra globale / caméra locale [Marchand 98]. Le travail que nous décrivons dans cette
partie constitue une première étape vers une telle coopération. Nous dé�nissons et montrons
la faisabilité d'une tâche d'asservissement visuel fusionnant une vue locale et une vue
globale de la scène.

En section A.2, nous décrivons et modélisons précisément les tâches que chacune des
caméras doit accomplir et montrons, en section A.3, comment les fusionner en une seule.
Nous verrons que leur interaction naturelle ne peut pas être ignorée et décrirons comment
la prendre en compte de manière e�cace et robuste. En section A.4, nous présentons des
résultats obtenus avec un robot cartésien six axes.

A.2 Description et modélisation de la tâche

La répartition des tâches, telle que nous la dé�nissons dans la suite, découle des ca-
ractéristiques propres à chaque con�guration. La caméra locale, du fait de son insertion
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R,t

R',t'

cam�era d�eport�ee

amer mobile

cam�era embarqu�ee

cible �xe

de commande
rep�ere statique

Fig. A.1 � Coopération caméra embarquée / caméra déportée

dans la scène et de sa mobilité, aura pour objectif de se focaliser sur les objets d'intérêt.
La caméra déportée disposant, quant à elle, d'une vue globale de la scène est plus à même
de contrôler les mouvements de translation et le positionnement de la caméra embarquée
par rapport à son environnement. Ainsi, dans notre système (voir �gures A.1 et A.2), la
caméra globale est �xe et contrôle les degrés de translation du robot pour assurer le posi-
tionnement de l'e�ecteur (section A.2.1) alors que la caméra locale contrôle son orientation
pour centrer une cible �xe dans son image (section A.2.2).

A.2.1 Commande de translation

L'amer mobile, d'où les caractéristiques de l'image globale sont extraites, est monté sur
les organes de translation du robot. Ainsi les mouvements de rotation de l'e�ecteur n'ont
pas d'in�uence sur l'image globale ce qui a pour e�et de diminuer l'interaction des deux
tâches. Pour assurer le positionnement de l'e�ecteur, l'image globale doit contrôler trois
degrés de liberté. Nous devons donc extraire au moins trois caractéristiques indépendantes
de l'image. Pour simpli�er la démonstration de la stabilité, nous en choisissons uniquement
trois : les coordonnées dans l'image du centre de gravité (c.d.g) de l'amer observé et la
surface projetée. Nous supposons, d'autre part, que l'amer est plan et parallèle au plan
de l'image. En conséquence, le c.d.g. peut être considéré comme un point physique et son
évolution est régie par l'équation :(

ẊG

ẎG

)
=

(
1

zG
0 −XG

zG

0 1
zG

−YG
zG

) ẋG

˙yG

˙zG

 (A.4)

où (XG,YG) sont les coordonnées du c.d.g. dans l'image correspondant à une focale de 1 et
(xG,yG,zG) sont les coordonnées du c.d.g. de l'amer exprimées dans le repère de la caméra.
D'autre part, l'évolution de la surface projetée S est donnée par :

Ṡ = −2
S

zG
˙zG (A.5)
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Position initiale

-a

Position finale

-b
Position initiale

-c

Position finale

-d

Fig. A.2 � Images initiales (à gauche) et désirées (à droite) pour le système déporté (ligne
du haut) et le système embarqué (ligne du bas)

Preuve :

En e�et, puisque l'amer est plan et parallèle au plan image, si la surface de l'amer
vaut S0 alors il est facile de montrer que la surface projetée sur le plan image vaut :

S =
S0

z2
G

que l'on dérive en :

Ṡ = −2
˙zGS0

z3
G

= −2
S

zG
˙zG

2

Les relations (A.4) et (A.5) sont résumées dans l'équation suivante : ẊG

ẎG

Ṡ

 =


1

zG
0 −XG

zG

0 1
zG

−YG
zG

0 0 − 2S
zG


︸ ︷︷ ︸

L0

 ẋG

˙yG

˙zG

 (A.6)

Nous choisissons d'exprimer la commande de translation V dans le repère statique de réfé-
rence du robot. Le déplacement [R,t] du repère de la caméra embarquée au repère de com-
mande est donc constant. Si l'on note sT le vecteur de caractéristiques, les équations (A.3)
et (A.6) conduisent à :

˙sT = LT V = L0RV (A.7)
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LT est le jacobien de translation. La loi de commande associée, visant une décroissance
exponentielle de l'erreur, est donnée par :

V = −λT L̂T
+
(sT − sT

∗) (A.8)

où sT
∗ est le vecteur des caractéristiques désirées et L̂T est le jacobien estimé. Dans le

but de choisir convenablement L̂T , nous proposons de déterminer le domaine de stabilité
asymptotique locale de la loi de commande (A.8) sous les hypothèses dé�nies précédem-
ment.

� Étude de la stabilité
Pour tenir compte de la calibration de la caméra, nous devons rappeler la transforma-
tion mètres/pixels. Si nous ignorons les distorsions radiales et supposons que les axes
de l'image sont parfaitement orthogonaux, celle-ci s'exprime de la façon suivante : ẊG

ẎG

Ṡ


pixels

=


f
lx

0 0
0 f

ly
0

0 0 f2

lxly


︸ ︷︷ ︸

A

 ẊG

ẎG

Ṡ


m

(A.9)

où f , lx et ly sont respectivement la focale, la largeur et la hauteur d'un pixel
en mètres. D'après (A.7) et (A.9), le jacobien global de translation est du type
L = AL0R. Nous devons étudier la positivité des valeurs propres de LL̂+ (= LL̂−1

dans le cas présent 1). En notant x̂ l'estimé de x et dR la matrice de rotation cor-
respondant à l'erreur d'estimation de R de sorte que R = dR.R̂, nous obtenons la
décomposition suivante :

LL̂−1 = AL0dRL̂0
−1

Â−1

Nous proposons d'étudier deux cas :

1. R = R̂ (i.e. dR = I)
Dans ce cas ;

LL̂−1 = AL0L̂0
−1

Â−1 =


fczG
blx

lxzG
bf

0 1
2

fczG
blx bly(XG−dXG)

lxzG
bS bf2

0 fczG
bly

lyzG
bf

1
2

fczG
blx bly(YG−cYG)

lyzG
bS bf2

0 0 f2 blySczG
blx

lxzG
bS bf2ly


et les valeurs propres de LL̂−1 sont :(

fczG
blx

lxzG
bf

,
fczG
bly

lyzG
bf

,
f2
czG
blx blyS

lxzG
bS bf2ly

)
En conséquence, la stabilité asymptotique locale du système est assurée puisque
la condition

f,f̂ ,lx,ly,l̂x,l̂y,zG,ẑG,S et Ŝ > 0

n'est pas restrictive et ce quelles que soient les estimations X̂G et ŶG.

1. bL est inversible en tant que produit de matrices carrées régulières.
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2. A = Â et L0 = L̂0

Sous ces conditions, LL̂−1 = AL0dRL0
−1A−1 ce qui traduit que dR et LL̂−1

sont semblables et ont les mêmes valeurs propres. Nous devons simplement étu-
dier la positivité des parties réelles des valeurs propres de dR qui sont

(1,eiθ ,e−iθ)

où θ est l'angle de rotation entre R et R̂. Ceci signi�e que, quel que soit l'axe
de rotation, le système est localement asymptotiquement stable si

−π

2
< θ <

π

2 2

À en juger par cette étude de stabilité, nous pouvons nous permettre de �xer L̂T à une
valeur constante tout en assurant la convergence de la commande. Dans notre application,
nous avons choisi de �xer X̂G, ŶG et ẑG à leur valeur désirée, ẑG étant grossièrement �estimé
à la main�. La valeur constante de R est également grossièrement estimée.

A.2.2 Commande en rotation

L'objectif de la seconde tâche est de contrôler l'orientation de la caméra embarquée de
telle sorte que le centre d'une cible �xe apparaisse au centre de l'image (voir �gure A.2).
Cette tâche assure la visibilité de la cible durant le positionnement. Si l'objet observé est
un point alors le mouvement de sa projection (X,Y ) est relié à la commande de rotation
Ω = [ΩX ,ΩY ,ΩZ ] par : (

Ẋ

Ẏ

)
=
(

XY −(1 + X2) Y
1 + Y 2 −XY −X

)
︸ ︷︷ ︸

LR

Ω

LR est le jacobien de rotation. Si sR = (X,Y ) représente le vecteur des caractéristiques
embarquées courantes, sR

∗ celui désiré et L̂R le jacobien estimé, la commande de suivi est
donnée par :

Ω = −λRL̂R
+
(sR − s∗R) (A.10)

Comme précédemment, nous pouvons montrer que le domaine de stabilité de cette com-
mande est très large.
� Étude de la stabilité

Si on nomme B la matrice de transformation mètres/pixels :

B =

(
f
lx

0
0 f

lx

)

alors nous devons étudier la positivité de BLR(B̂L̂R)+ où A+ = AT (AAT )−1 si bien
que :

BLR(B̂L̂R)+ =

 f blx(1+X2+Y bY )
bflx(1+ bX2+bY 2)

f blyY (X− bX)
bflx(1+ bX2+bY 2)

f blxX(Y −bY )
bfly(1+ bX2+bY 2)

f bly(1+X bX+Y 2)
bfly(1+ bX2+bY 2)





Asservissement visuel et coopération 175

Dans notre application, L̂R est calculé une fois pour toutes en posant X̂ = 0 et Ŷ = 0
auquel cas BLR(B̂L̂R)+ se simpli�e en : f blx(1+X2)

bflx

f blyY X
bflx

f blxXY
bfly

f bly(1+Y 2)
bfly


Pour que les valeurs propres de la matrice précédente soient positives, il faut et il
su�t que sa trace et son déterminant soient positifs. Or : trace(BLR(B̂L̂R)+) = f blx(1+X2)

bflx
+ f bly(1+Y 2)

bfly

det(BLR(B̂L̂R)+) = f2 blx bly(1+X2+Y 2)
bf2lxly

Une condition nécessaire et su�sante de stabilité asymptotique locale est donc :

f,f̂ ,lx,l̂x,ly,ŷ > 0
2

Comme précédemment, cette étude montre qu'il est tout à fait possible de �xer L̂R tout
en assurant la stabilité de la boucle de commande. Notons toutefois que le calcul de L̂R à
chaque itération serait également très simple à implémenter.

A.2.3 Interaction

Alors que les mouvements de rotation n'in�uencent pas les caractéristiques de l'image
globale, les mouvements de translation de l'e�ecteur induisent des mouvements dans l'image
embarquée. Plus précisément, le mouvement de la projection de la cible �xe est relié à la
commande en translation par :

˙sR =
( −1/z 0 X/z

0 −1/z Y/z

)
R′︸ ︷︷ ︸

LRT

V

où z est la profondeur de la cible �xe dans le repère de la caméra locale et R′ est la rotation
entre ce repère et le repère de commande en translation. Pour estimer L̂RT , nous �xons X̂
et Ŷ à leur valeur désirée 0 et ẑ à une valeur constante z∗. R′ est calculé grâce à l'odométrie
du robot.

A.3 Coopération

À présent, nous souhaitons faire coopérer les tâches de rotation et de translation dans
un schéma de commande uni�é. D'après la modélisation précédente, le jacobien de la tâche
globale est :

L̂ =

(
L̂T 0
L̂RT L̂R

)
=

(
L̂d

L̂e

)
} déporté
} embarqué

Lorsque l'on utilise la commande (A.2) où L̂ présente un terme de couplage (L̂RT 6= 0), on
observe des comportements indésirables dans l'image (voir �gure A.3) avec, éventuellement,
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une perte des amers si L̂ n'est pas parfaitement estimé. Ces craintes ont pu être véri�ées
au cours d'expérimentations ; c'est pourquoi nous souhaitons conserver le maximum d'in-
dépendance dans la commande des tâches. De plus, si l'indépendance est préservée, la
stabilité de la tâche globale sera assurée tant que chacune d'elles reste stable.

-a- Caméra déportée -b- Caméra embarquée
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Fig. A.3 � Commande couplée

En revanche, �xer L̂RT = 0 introduit une imprécision de modélisation qui conduit
à des erreurs de suivi (�gure A.4-b), parfois nommées erreurs de traînage. Le problème
est d'autant plus dangereux que les amers peuvent, là encore, sortir de l'image. A�n de
supprimer cette erreur de suivi tout en conservant l'indépendance, nous nous proposons
de comparer deux classes de méthodes : des méthodes basées sur une estimation de la
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perturbation et une méthode introduisant la notion de redondance de tâches.

A.3.1 Estimation de la perturbation

La translation de l'e�ecteur peut être vue comme une perturbation inconnue agissant sur
les caractéristiques embarquées. À cause de cette perturbation inconnue sur sR, l'équa-
tion (A.1) n'est plus valide puisque sR ne dépend plus de la seule position du robot mais
également du temps : sR(r,t). Ce qui se dérive en :

˙sR =
∂sR

∂r

dr

dt
+

∂sR

∂t
= LRΩ +

∂sR

∂t

Si l'on souhaite assurer une décroissance exponentielle de sR − sR
∗, la commande corres-

pondante est donnée par [Chaumette 93] :

Ω = −λRL̂R
+
(sR − sR

∗)︸ ︷︷ ︸
loi de commande

classique

−L̂R
+ ∂̂sR

∂t︸ ︷︷ ︸
compensation de

l'erreur de traînage

(A.11)

où l'on reconnaît un terme de commande classique identique à (A.2) et un terme lié à la
compensation de l'erreur. Il faut donc estimer la part des variations de l'image due à la

perturbation, c'est-à-dire ∂̂sR/∂t. Plusieurs techniques peuvent permettre de réaliser cette
estimation :
Odométrie : Si l'on a accès à l'odométrie du robot, V peut être mesurée et l'estimation

est donnée par ̂(∂sR
∂t ) = LRT V . Malheureusement, peu de robots peuvent se permettre

une mesure précise de leurs mouvements de translation. Les robots mobiles ont, par
exemple, une odométrie en translation peu �able.

Estimation itérative : Cette méthode nous vient directement de la théorie de la com-
mande et consiste à insérer un intégrateur dans la boucle de commande. L'intégration
est réalisée par le schéma itératif suivant :

(
∂̂sR

∂t
)k+1 = (

∂̂sR

∂t
)k + µ(sRk − sR

∗) (A.12)

où µ est un gain de compensation. Nous pouvons véri�er que, lorsque la stationnarité
est atteinte, c'est-à-dire pour

(
∂̂sR

∂t
)k+1 = (

∂̂sR

∂t
)k

alors sRk = sR
∗, l'erreur de traînage est compensée.

Observation/Prédiction : Une autre méthode consiste à comparer la vitesse observée
dans l'image et la vitesse prédite à partir de la commande précédente. La di�érence
de ces deux termes doit correspondre à la variation due à la perturbation. À l'instant
k, l'estimation est : (̂

∂sR

∂t

)
k

=
sRk

∆t︸︷︷︸
observation

− sRk/k−1

∆t︸ ︷︷ ︸
prédiction
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où sRk/k−1 = sRk−1 + LRΩk−1∆t. Donc :

(̂
∂sR

∂t

)
k

=
sRk − sRk−1

∆t
− LRΩk−1 (A.13)

À l'instant k, la connaissance de Ωk−1 peut être obtenue soit en supposant que Ωk−1

est la commande précédente, soit en la mesurant. Cette dernière technique est celle
que nous avons implémentée puisque la première suppose un temps de réponse idéal
du système 2.
L'estimation donnée par (A.13) serait parfaite si les données n'étaient pas bruitées.
Puisque ce schéma n'est pas itératif, il ne �ltre pas le bruit sur les mesures de sR et
Ω. Pour le �ltrer, nous pouvons utiliser soit un simple �ltre avec facteur d'oubli :

̂
(
∂sR

∂t
)
k

= α.(
sRk − sRk−1

∆t
− LR.Ωk−1) + (1 − α).

̂
(
∂sR

∂t
)
(k−1)

(A.14)

où α est le facteur d'oubli, soit un �ltre de Kalman comme celui proposé dans [Chau-
mette 93]. Évidemment, cette technique implique que l'on connaisse une approxima-
tion du modèle d'évolution de ∂sR

∂t mais il est bien connu que le �ltre de Kalman est
assez robuste vis-à-vis de cette modélisation. Nous avons choisi un modèle à vitesse
constante et bruit corrélé.
Un atout important des techniques d'observation/prédiction est qu'elles fonctionnent
également pour le suivi de cibles mobiles. Dans ce cas, on ne fait pas de di�érence
entre la perturbation due à la translation de l'e�ecteur et celle due au mouvement
de la cible, mais ceci n'in�uence pas le comportement du système.

A.3.2 Redondance de tâches

Une autre méthode est de considérer la tâche de suivi en rotation comme tâche principale.
Puisqu'elle ne contraint pas tous les degrés de liberté du robot, nous pouvons utiliser le
formalisme de la redondance de l'approche fonction de tâche [Samson 91,Espiau 92]. Une
tâche secondaire gs peut alors être réalisée conjointement en régulant la fonction de tâche :

e = W+(sR − sR
∗) + (I − W+W )α2gs

T

où W est une matrice de rang plein telle que Ker W = Ker L̂e si on note L̂e = [L̂RT L̂R].
La matrice I−W+W est donc un opérateur de projection sur le noyau de L̂e. Cela signi�e
que la réalisation de la tâche secondaire n'aura pas d'e�et sur la tâche principale tant que
L̂e est une bonne approximation de Le.

Dans notre cas, le jacobien de la tâche principale Le = (LRT LR) est de rang plein
donc nous pouvons poser W = L̂e. De plus, la tâche secondaire est une tâche de position-
nement dans l'image déportée :

gs = C(sT − s∗T )

2. Il est important de noter que les mouvements de rotation sont toujours plus faciles à mesurer préci-

sément que les mouvements de translation.
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où C est une matrice de combinaison. Par application de la commande T = −λe, l'évolution
de sT lorsque sR a convergé est donnée par :

˙sT = −λα2Ld(I − L̂e
+
L̂e)C(sT − s∗T )

Une condition nécessaire à la décroissance exponentielle de sT est que

C = (L̂d(I − L̂e
+
L̂e))+

En conclusion, la fonction de tâche s'écrit :

e = L̂e
+
(sR − sR

∗) + (I − L̂e
+
L̂e)(L̂d(I − L̂e

+
L̂e))+α2(sT − sT

∗)

A.4 Résultats expérimentaux

Cette section et les �gures A.4 à A.5 montrent les résultats expérimentaux obtenus pour
chacune des méthodes citées. Les gains de commande ont été choisis de la façon suivante :
λT = λR = 0.1. L'amer mobile d'où l'on extrait les caractéristiques déportées sT est la
tâche de forme complexe et inconnue que l'on aperçoit �gure A.2-a. sT

∗ a été préalablement
appris (�gure A.2-b) mais aurait tout aussi bien pu être �xé par un opérateur.

Lorsque l'on contrôle chaque tâche indépendamment, sans compensation (�gure A.4), la
translation adopte un comportement exponentiel alors que la rotation ne peut pas s'achever
tant que la translation n'a pas convergé. Ceci correspond à une erreur de traînage.

A.4.1 Estimation et compensation de l'erreur

Pour toutes ces méthodes, la commande en translation ne change pas et ses perfor-
mances sont identiques à celles présentées �gure A.4. Les résultats obtenus en utilisant
un intégrateur sont présentés �gure A.5-a, le gain étant �xé à µ = 0.01. Cette méthode
améliore la vitesse de convergence mais µ est assez di�cile à ajuster. Les performances ne
sont pas optimales du fait des variations de vitesse.

L'utilisation du �ltre (A.14) pour lequel nous avons �xé α = 0.7 laisse apparaître un
bruit résiduel signi�catif (�gure A.5-b) sur la commande même si l'e�et de ce bruit sur
les caractéristiques image est naturellement �ltré par la dynamique du robot. Le �ltre de
Kalman a, quant à lui, de très bonnes performances (�gure A.5-c). En�n, l'utilisation de
l'odométrie semble également très e�cace (�gure A.5-d) mais ses performances dépendent
principalement de la précision des mesures du robot.

A.4.2 Formalisme de la redondance

Le formalisme de la redondance présente l'avantage de spéci�er l'importance d'une
tâche par rapport à l'autre. La �gure A.6 montre que la tâche secondaire suit une conver-
gence exponentielle à partir du moment où la tâche primaire a convergé. La réalisation de la
tâche primaire semble in�uencée, au cours des premières itérations, par la tâche secondaire
dans la mesure où son noyau n'est pas parfaitement estimé.
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Fig. A.4 � Commande indépendante des tâches
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-a- Compensation par intégration
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-b- Compensation par estimation + �ltrage simple
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-c- Compensation par estimation + �ltrage de Kalman
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-d- Compensation par odométrie
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Fig. A.5 � Tâche de suivi utilisant une estimation de ∂sR
∂t
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-a- Caméra déportée -b- Caméra embarquée
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Fig. A.6 � Utilisation du formalisme de la redondance
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A.5 Conclusion

La plupart des techniques d'asservissement visuel ont été adaptées à la coopération
et comparées expérimentalement. Toutes ont montré leur capacité à résoudre le problème
considéré mais quelques unes telles que le �ltre de Kalman ou l'odométrie, se sont avé-
rées plus e�caces en terme de robustesse. La méthode basée sur la comparaison obser-
vation/prédiction et �ltrage de Kalman présente le double avantage de ne pas utiliser
l'odométrie en translation du robot, qui, on le sait, est délicate à obtenir précisément (sur-
tout en robotique mobile) et de pouvoir suivre les objets mobiles. Notre choix s'est donc
porté tout naturellement sur cette méthode.
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Annexe B

Changement de repère et

incertitudes d'un robot cartésien 6

axes

Cette annexe concerne la détermination des incertitudes de positionnement d'un robot
cartésien 6 axes tel que celui que nous utilisons lors des expérimentations. Nous présentons
là une modélisation assez �ne du robot, permettant de spéci�er les incertitudes au niveau le
plus bas de la chaîne cinématique et de la géométrie du robot : la position des articulations
et la calibration pince/caméra. Une modélisation plus frustre, permettant de modéliser les
incertitudes directement au niveau du positionnement de la caméra, pourrait malgré tout
convenir mais ne tiendrait pas compte de la géométrie du robot.

Comme l'indique la �gure B.1, le robot est constitué d'une succession de 3 articulations
de translation dont les positions sont repérées par q1, q2 et q3 et de 3 articulations de
rotation q4, q5 et q6 faisant passer des repèresR3 àR4,R4 àR5, etR5 àR6. Les repèresR3,
R4 et R5 ont la même origine alors que R6 est une composition de rotation et translation
(L) de R5. Le repère R0 est le repère �xe de référence. Le repère R7 est le repère de la
caméra, di�érent du repère de l'e�ecteur R6. Les sources d'incertitudes possibles sont les
articulations q, la longueur L et les paramètres du déplacement D67 entre R6 et R7.

Dans la règle 6, nous avons exprimé la position de la caméra par un déplacement R,t
entre le repère de référence et le repère de la caméra. L'expression co de l'observation dans
le repère de référence est donc fonction de son expression dans le repère de la caméra par
la relation :

co =
(

R t
0 1

)(
cc

1

)
= T (cc,γ)

où γ est le vecteur des paramètres externes, c'est-à-dire la concaténation des composantes
de la matrice de rotation et du vecteur de translation.

γ = (r11,r12,r13,r21,r22,r23,r31,r32,r33,t1,t2,t3)T

Nous devons exprimer γ en fonction des paramètres physiques du robot qui sont la valeur
des articulations q, la longueur du bras L et la calibration caméra/e�ecteur D67. Or, en
utilisant les coordonnées homogènes, nous pouvons récrire le déplacement entre R0 et R7
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de la façon suivante : (
R t
0 1

)
= D04D45D56D67

où chaque déplacement s'écrit en fonction des articulations :

D04 =


cos q4 − sin q4 0 q1

sin q4 cos q4 0 q2

0 0 1 q3

0 0 0 1

 D45 =


0 0 1 0

cos q5 − sin q5 0 0
sin q5 cos q5 0 0

0 0 0 1



D56 =


0 0 1 0

cos q6 − sin q6 0 0
sin q6 cos q6 0 0

0 0 0 1


excepté D67 que l'on note pour l'instant :

D67 =


d11 d12 d13 d14

d21 d22 d23 d24

d31 d32 d33 d34

0 0 0 1


Si l'on note :

p67 = (d11,d12,d13,d21,d22,d23,d31,d32,d33,d14,d24,d34)T

il apparaît que γ est fonction de q, L et p67 :

γ = f(q,L,p67)

Si l'on modélise q, L et p67 par des lois normales de covariances respectives Pq , PL et Pp67 ,
la matrice de covariance de γ se calcule de la façon suivante :

Γ =
∂f

∂q
Pq

∂f

∂q

T

+
∂f

∂L
PL

∂f

∂L

T

+
∂f

∂p67
Pp67

∂f

∂p67

T

p67 n'est toujours pas une représentation minimale du déplacement D67. Nous cherchons
donc à l'exprimer sous la forme :

p67 = g(αx,αy,αz,tx,ty,tz)

où α = (αx,αy,αz) représente, par exemple, les angles d'Euler de la rotation et t = (tx,ty,tz)
la translation. Auquel cas on peut écrire :

Pp67 =
∂g

∂(α,t)
P(α,t)

∂g

∂(α,t)

T

Finalement :

Γ =
∂f

∂q
Pq

∂f

∂q

T

+
∂f

∂L
PL

∂f

∂L

T

+
∂f

∂p67

∂g

∂(α,t)
P(α,t)

∂g

∂(α,t)

T ∂f

∂p67

T
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Il ne nous apparaît pas utile de donner l'expression des matrices ∂f
∂q ,

∂f
∂L ,

∂f
∂p67

et ∂g
∂(α,t) qui

sont relativement lourdes mais s'obtiennent aisément à l'aide d'un logiciel de calcul formel.
En revanche la modélisation des covariances sur les di�érents bruits est estimée de la façon
suivante :

� si l'écart-type sur les mesures des articulations vaut α en ce qui concerne les trans-
lations et β pour les rotations alors :

Pq =



α2 0 0 0 0 0
0 α2 0 0 0 0
0 0 α2 0 0 0
0 0 0 β2 0 0
0 0 0 0 β2 0
0 0 0 0 0 β2


Le choix de α et β dépend de la situation. En simulation, lorsque nous avons testé
la robustesse de l'estimation face à de grandes valeurs du bruit, nous avons choisi
α = 10cm et β = 5o. En ce qui concerne la modélisation des incertitudes de position-
nement de la plate-forme robotique, nous avons choisi α = 1mm et β = 1o.

� l'écart-type sur la longueur L est �xé à 1mm

PL = 0.000001

� l'écart-type sur la calibration caméra/e�ecteur est �xée à 1mm pour les translations
et 1o pour les rotations.

P(α,t) =



0.000001 0 0 0 0 0
0 0.000001 0 0 0 0
0 0 0.000001 0 0 0
0 0 0 0.0003 0 0
0 0 0 0 0.0003 0
0 0 0 0 0 0.0003


En ce qui concerne les simulations, la calibration caméra/e�ecteur n'intervient pas, ce qui
revient à �xer PL = 0 et toutes les valeurs de P(α,t) à 0.
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Résumé

Cette étude concerne l'exploration visuelle autonome pour la reconstruction de scènes
inconnues. Il s'agit d'interpréter des informations visuelles et de générer les points de vue
qui permettent de construire progressivement une carte de l'environnement. Le problème
est décomposé, de façon hiérarchique, en trois fonctionnalités. Dans un premier temps, le
système détermine la suite des actions aboutissant à un inventaire de tous les objets de la
scène. Cette problématique s'inscrit dans le contexte très général de la recherche d'objets.
L'approche que nous présentons est basée sur une description probabiliste de l'occupation
de la scène par des objets. La recherche consiste alors à générer une suite d'observations
aboutissant à des probabilités proches de 1 aux endroits où se trouve un objet et proches
de 0 ailleurs. Nous développons plusieurs stratégies allant dans ce sens. Dans un second
temps, l'exploration est focalisée sur chaque objet a�n d'en améliorer la description. Nous
présentons un modèle d'objet basé sur un mélange de modèles stochastique et à erreur
bornée permettant de représenter l'enveloppe approchée de l'objet tout en tenant compte
des incertitudes de localisation. Nous développons un algorithme d'estimation en ligne
de ce modèle et élaborons un processus d'exploration optimale en temps réel basé sur la
minimisation de l'incertitude de localisation de l'objet observé. En�n, la dernière fonction-
nalité concerne le suivi des consignes permettant de déplacer la caméra tout en suivant
l'objet d'intérêt. Ce problème est résolu par asservissement visuel dont nous étudions les
potentialités du point de vue de la coopération caméra globale/caméra locale.

Mots clefs : Exploration, vision active, recherche d'objets, modélisation, asservissement
visuel.

Abstract

This thesis is concerned with autonomous visual exploration for unknown scene recons-
truction. Based on visual informations, the system must select motions and view points in
order to build a map of its own environment. An hierarchical decomposition of the pro-
blem is proposed. The �rst step is dedicated to the object search in order to inventory all
the objects of the scene. Our approach is based on a probabilistic description of the scene
occupancy. Our search strategy consists in generating a sequence of observations such that
all the probabilities will reach 1 everywhere an object is present and 0 elsewhere. The next
step deals with the exploration of each particular object in order to improve its description.
We present an object modeling as a mixture of stochastic and set membership models allo-
wing to coarsely approximate the objects envelope while taking localization uncertainties
into account. For this particular model, we develop an estimating algorithm and elaborate
an optimal exploration process based on the localization uncertainty minimization. At last,
we focus on servoing aspects that make the system able to track an object while moving
around it. This problem is solved thanks to visual servoing technics whose performances
are studied from the eye-in-hand/eye-to-hand cooperation point of view.

Keywords : Exploration, active vision, object search, modeling, visual servoing.


