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'analyse de la taille des particules dans la gamme micronique/sub-micronique est un sujet 

d'intérêt considérable pour une large gamme de matériaux, par exemple dans les études 

de cristallisation (agglomération, germination secondaire [Gars ide 1985]), des dispersions 

céramiques, des peintures et des colles, des dispersions polymériques, et de particules de 

protéines etc. Les propriétés de ces systèmes dispersés sont la plupart du temps liées aussi bien 

à la taille moyenne des particules qu'à la distribution des tailles. Bien qu'il y ait de nombreuses 

méthodes disponibles (microscopie électronique, analyse d'image, sédimentation, m.tration, 

granulométrie laser, etc.), la plupart ne sont pas capables de mesurer la gamme complète des 

tailles et ne sont pas utilisables in situ. Pour cette raison, les recherches de techniques nouvelles 

de mesure en ligne ont toujours leur intérêt 

La turbidimétrie est une mesure de l'affaiblissement de l'intensité de la lumière, dû au 

phénomène de diffusion, à une longueur d'onde quelconque. Les mesures en ultraviolet-visible 

sont sensibles aux tailles des particules autour de IJ..Lm, une gamme qui n'est pas suffisamment 

couverte par d'autres méthodes granulométriques. Des telles mesures sont simples et rapides, et 

peuvent être mises en oeuvre in situ. Si la sonde est correctement conçue, elle ne perturbe que 

très peu le système granulométrique. 

Le but global de cette étude est de réaliser un capteur granulométrique capable de suivre 

l'évolution granulométrique in situ des particules fmes- en suspension. Ce rapport est donc 

divisé en deux parties : 

• la première partie (chapitres 1.6) concerne la réalisation d'un ensemble-turbidimètre 

et son logiciel capable de calculer la distribution granulométrique d'une suspension 

homogène de particules fines dans un milieu non-absorbant; 

• la deuxième partie (chapitres '.12) présente l'application d'une sonde 

turbidimétrique in situ et le logiciel granulométrique pour une étude de type industriel -

la fragmentation des cristaux dans un cristallisoir. 

Cette deuxième partie nous a imposé quelques contraintes sur la conception de la sonde et le 

choix de la méthode de détermination de la distribution granulométrique : l'ensemble devra être 

capable de mesurer et calculer la distribution granulométrique rapidement, et avec assez de 

précision. 

Dans le chapitre deux, des aspects généraux concernant la diffusion de la lumière sont 

présentés: théorie de Mie, approximations et cas non-idéaux. On y expose, en outre, le calcul 

de turbidité et son application aux mesures granulométriques. Le chapitre se termine par une 

présentation générale des méthodes de recherche des paramètres de la distribution 

granulométrique. 

Les moyens expérimentaux (spectrophotomètre et échantillons utilisés) et des mesures réelles 

des spectres turbidimétriques sont présentés dans le chapitre trois. On y compare des 
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spectres obtenus pour des suspensions monomodales et bimodales à différentes concentrations 

en nombre de particules. 

Le chapitre quatre est consacré au calcul des indices relatifs de réfraction et des facteurs 

d'efficacité de diffusion lumineuse, et leur application à la recherche des paramètres 

granulométriques. Deux méthodes de calcul y sont présentées : l'une, basée sur une 

optimisation et l'autre sur une inversion linéaire avec contraintes. 

L'efficacité des mesures et l'exploitation des résultats sont discutées dans le chapitre cinq. n 
est suivi par une conclusion partielle de la première partie (chapitre six). 
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ans ce chapitre est présenté un court résumé de la théorie de Mie de diffusion de la 

lumière par des petites particules. Sa solution pour la détennination de l'intensité de la 

lumière diffusée est exposée. Les calculs, assez lourds, peuvent faire l'objet de certaines 

approximations dans quelques domaines d'application. Les limites physiques de la théorie de 

Mie et leurs conséquences au niveau de l'instrumentation et de l'expérimentation sont passées 

en revue et discutées. Enfin, ce chapitre se tennine par un résumé des travaux déjà effectués 

dans le domaine de la granulométrie et basés sur les mesures de turbidité. 

Dans ce rapport, on utilisera la notation de [Kerker 1969J pour la théorie de Mie. 

L'ouvrage le plus complet disponible sur la diffusion de la lumière par des petites particules a 

été écrit par [Kerker 1969 J. li décrit beaucoup d'aspects théoriques et pratiques sur la 

turbidité, et donne une description approfondie de la théorie de Mie. Les algorithmes de calcul 

des coefficients de diffusion y sont bien traités. Les livres de [Van de Hulst 1957, 

Borhen & Huffman 1983J font aussi autorité pour l'essentiel sur le sujet. Les bases 

théoriques sur la diffusion et la turbidité utilisées dans ce rapport sont tirées des ces sources. 

21.1 Indice de réfraction 

Un faisceau de lumière se propageant dans un milieu et rencontrant un deuxième milieu peut y 

pénétrer en partie. S'il n'est pas nonnal à la surface de séparation, il subit alors une déviation 

appelée réfraction. Les propriétés optiques d'un milieu se caractérisent avant tout par un indice 

absolu de réfraction mm (c'est à dire par rapport au vide) : 

(2.1) 

La partie réelle de l'indice nm est une mesure de la réfraction. Elle intervient dans la loi de Snell­

Descartes [Fleury 1968 J qui décrit le changement de direction rayon lumineux passant 

d'un milieu 1 à un milieu 2 : 

(2.2) 

= angle fait avec la nonnale dans le milieu 1, milieu 2 

La partie imaginaire km de l'indice complexe de réfraction est une mesure de l'absorbtion de la 

lumière par le milieu. En utilisant une sphère d'intégration sur un spectrophotomètre classique, 

il est possible de mesurer l'indice absolu de réfraction imaginaire à partir d'une mesure 

photométrique directe [Kerker 1969J : 

. 
N 
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(2.3) 

L'indice réel et l'indice imaginaire sont par ailleurs liés par la relation de Kramers-Kronig 

[Inagaki 1977] : 

n (E) - 1 = ~ roo 

E'km (E') dE' 
m 1t Jo E,2 _ E2 (2.4) 

où l'énergie du photon E et E' sont donné par : 

E = 1240/Âo (2.5) 

où Âo est en [nm] et E est en [eV]. La longueur d'onde .Il dans le milieu est calculée par : 

(2.6) 

Si le milieu est homogène, la lumière va le traverser sans être déviée. Lorsqu'il y a des 

variations discrètes dans cet indice dues par exemple à des particules en suspension, une partie 

de la radiation sera diffusée dans toutes les directions. Ce phénomène se caractérise de manière 

essentielle par un indice de réfraction relatif m : 

(2.7) 

2.1.2 La diffusion de la lumière par une particule (théorie de Mie) 

Le phénomène de diffusion de lumière par une particule fait souvent référence à un formalisme 

issu des premiers travaux théoriques de Huygens, Fresnel et Stokes. Dans cette approche, tout 

se passe comme si une petite particule illuminée par une onde incidente plane se comportait 

comme une source de ré-émission d'une onde sphérique. La résolution de [Mi e 1908 ] 

permet de fixer les limites de ce modèle. 

2.1.2.1 Le phenomène d'extinction 

Dans le cadre du formalisme "historique", une particule quelconque éclairée par une onde plane 

Uo diffuse une onde sphérique: 

(2.8) 

où k est le module du vecteur d'onde, r, e, qJ, sont les coordonnées sphériques du point 

considéré et S une fonction complexe de e et qJ. Un détecteur de lumière placé loin en aval de la 

particule reçoit l'onde incidente u et l'onde diffusée uo. En terme de flux lumineux capté, la 

présence de la particule entraîne un phénomène d'extinction d'intensité relative: 

8~ __________________________________________________________________ __ 



(2.9) 

Dans le cas de particules absorbantes, 1'absorption de la lumière incidente contribue aussi à 

1'extinction par 1'intennédiaire d'un coefficient Cabs qui s'ajoute au coefficient de diffusion 

pure : CSC/l. On a donc la relation: 

Ccxt = Crea + Cabs (2.10) 

On peut remarquer que les coefficients CnJ> Cabs et Csca sont homogènes à des surfaces et sont 

donc assimilables à des sections efficaces. 

2.1.2.2 Le calcul de Mie 

Mie a établi une solution générale des équations de 1'électromagnétisme de Maxwell dans le 

cadre suivant: 

• la lumière incidente est une onde plane monochromatique; 

• la particule est sphérique de diamètre D, homogène, isotrope, d'indice de réfraction m; 

• le milieu est transparent et ne présente pas d'absorption. 

D'un point de vue mathématique, le problème est celui de la résolution d'une équation aux 

derivées partielles assortie de certaines conditions aux limites à 1'infini et sur la surface 

sphérique. 

La résolution est analytique. La solution à longue distance (r » rayon de la sphère) est cohérente 

avec le fonnalisme de Huygens-Fresnel puisqu'on confirme que 1'onde diffusée est 

asymptotiquement sphérique. L'intérêt de 1'approche de Mie est de pennettre le calcul explicite 

des coefficents Cnt et CStxl ; on trouve respectivement: 

On calcule Cabs par soustraction. 

Remarque: quand il n'y a pas d'absorption (Cabs = 0), on peut montrer que 

Re(an + bn)= Ianl2 + Ibn 12 et 1'on a donc bien Cext = Csca• 

(2.11) 

(2.12) 

Les coefficients complexes an et bn apparaissent dans la résolution de Mie lors de la prise en 

compte des conditions aux limites, ils sont de la fonne : 

(2.13) 
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b = m'l'~(P)'I'n(a)-'I'n(P)'I'~(a) 
n m'l'~(P)~n(a)-'I'n(P)~~(a) 

avec: 
a = 

= 

taille de particule adirnensionnée (a = 1tD / Â) 

ma 

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

1/1" et ,,, sont les fonctions de Ricatti-Bessel défmies classiquement à partir des fonctions de 

Bessel J"+112 et Neuman N"+112 qui interviennent lors de la résolution de l'équation différentielle 

radiale; yi" et ç" sont les dérivées respectives de 1/1" et '". Davantage de détails sont donnés 

dans l'annexe A. 

2.1.2.3 Les facteurs d'efficacité 

Les facteurs d'efficacité respectifs sont définis comme le rapport de leurs aires efficaces sur 

l'aire de la section transversale de la particule (égale à Cgeo".) : 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

Pour une sphère : 

Cgeom = 1t D2 /4 (2.20) 

On obtient alors : 

Oext = Osca + Oabs (2.21) 

Par la solution de Mie, on trouve: 

(2.22) 

Qsca = :2 i(2n+ 1}{lanI2 
+lbnI2} 

n=l 

(2.23) 

On calcule Qobs par soustraction. Le calcul de a" et b" est décrit dans l'annexe A. On y présente 

l'algorithme d'Aden (1951) [Kerker 1969] en utilisant la formulation des dérivées 

logarithmiques des fonctions de Ricatti-Bessel. 

Dans ces calculs, l'indice de réfraction du milieu est toujours considéré comme réel, c'est à dire 

qu'il n'y a pas d'absorption dans le milieu. Si on n'utilise qu'une gamme des longueurs d'onde 

où on n'observe pas de bande d'absorption, on peut montrer que: 
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(2.24) 

et Qabs=O (2.25) 

2.1.3 Les approximations pour le facteur d'efficacité de diffusion 

Le calcul de Qat à partir de la théorie rigoureuse de Mie est valable quelle que soit la taille des 

particules. Cependant, c'est un calcul difficile et long qui consomme beaucoup de temps 

d'ordinateur. On peut, quand même, utiliser des approximations basées sur la théorie de Mie 

pour simplifier ces calculs. On introduit aussi des fonctions plus faciles d'utilisation et 

nécessitant moins de temps de calcul. Ces fonctions ne sont applicables que dans des domaines 

limites de a et m, mais approchent avec une précision de 1% la valeur réelle calculée à partir de 

la théorie de Mie. 

Parmi les approximations dont on dispose, il y en a trois qui sont très connues : Schoenburg et 

Jung, Van de Hulst et Rayleigh-Debye. 

Remarque : Pour les valeurs de a comprises entre 0,6 et 25,0 et de mr supérieures à 

1,25, ou quand m est complexe, il n'y a aucune approximation valable et on est obligé 

d'utiliser la théorie de Mie. 

2.1.3.1 Schoenburg et Jung 

Cette approximation [Melik & Fogler 1983] est limitée au domaine 0 < a < 0,6. 

Cependant, les calculs de Qsca par la théorie de Mie sont très rapides pour les petites valeurs de 

a, et fmalement il est préférable d'utiliser dans ce cas le calcul rigoureux. 

(2.26) 

2.1.3.2 Van de Hulst 

Cette approximation [Melik & Fogler 1983] est bonne pour les valeurs: a> 25,0 et 

1 < mr :::; 1,25. 

avec: 

p = 2 a (m -1) 

{ 

2/3 }1/2 
z= (m2-1)(~) +1 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

Comme le temps de calcul des coefficients de Mie augmente considérablement avec la valeur de 

a, cette fonction est préférable pour les calculs quand a devient grand. 
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2.1.3.3 Théorie de Rayleigh-Debye 

Cette théorie [Kerker 1969, Van de Hulst 1957] utilise des hypothèses 

simplificatrices sur le modèle de diffusion. Rayleigh considérait la diffusion comme un effet 

simple d'interférence entre les éléments volumiques du diffuseur. Pour une petite sphère 

di.e1ectrique : 

Q =~a3{m2-1}2 
sca 3 m2+2 

(2.30) 

Cette équation s'applique aux diffuseurs Rayleigh, c'est à dire lorsque }JD < 20 (a < 0,15) et 

1,00 < m < 1,25. Toutefois dans notre travaille rapport de Â/D est proche de 1, et cette 

équation ne peut donc pas être appliquée ici. 

2.2.1 Définitions générales 

2.2.1.1 Monodispersions 

La turbidité 'f d'une suspension de particules est la grandeur de diffusion de la lumière 

accessible macroscopiquement par la mesure de l'atténuation de l'intensité du faisceau transmis. 

Pour une suspension monodisp~rsée de Np particules par unité du volume, l'atténuation de la 

lumière à la longueur d'onde Ào est donnée par : 

(2.31) 

où I(Ào) est l'intensité de la lumière à l'abscisse x. En intégrant, on obtient: 

(2.32) 

La turbidité est donc considérée comme une pseudo-absorbance et, pour les faibles 

concentrations, peut être approchée par la loi de Beer-Lambert. En introduisant le coefficient 

d'efficacité d'extinction, on aura: 

(2.33) 

On utilise souvent la fraction volumique f/J : 

(2.34) 
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On peut donc obtenir une turbidité adimensionnée : 

't(}"o)À = 3xQext(m,o.) 

cp 20. 

2.2.1.2 Polydispersions 

(2.35) 

Maintenant, quand la suspension de particules ne peut plus être considérée comme 

monodispersée (c'est-à-dire que toutes les particules n'ont pas le même diamètre), on aura: 

(2.36) 

avec: 
f(D) = distribution de taille des particules [#.cm-4] 

Le nombre total des particules est donné par : 

(2.37) 

En utilisant la notation adimensionnée, on obtiendra : 

(2.38) 

avec: 
g(a.) = distribution nonnalisée des particules 

c'est à dire que ~(o.).do. = 1 (2.39) 

2.2.2 Les cas de non-idéalité pour la modélisation de l'extinction 

Dans notre étude, nous ne considérons que des effets de diffusion simple, c'est-à-dire qu'après 

la rencontre entre le faisceau incident et la particule, la radiation diffusée traverse le milieu sans 

rencontrer d'autre particule. Cependant, il y a plusieurs autres facteurs qui peuvent intervenir 

sur la précision des mesures effectuées; fréquemment, la plus grande difficulté rencontrée en 

turbidimétrie est lorsque la loi de Beer-Lambert n'est plus valable. Un tel problème est déjà 

connu en colorimétrie où, en effet, le plus souvent, la gamme linéaire est limitée par la lumière 

parasite (même aux faibles niveaux) présente dans le spectrophotomètre. 

2.2.2.1 Diffusion multiple 

Elle apparaît quand les particules reçoivent de la lumière diffusée par une autre particule. Quand 

le nombre de particules est faible, l'effet est peu important et peut être négligé, mais quand il est 

élevé, cet effet devient très important. [Melik & Fogler 1983] proposent de ne pas en 

. 
~ 
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tenir compte quand la fraction volumique tfJ ne dépasse pas 0,002. 

2.2.2.2 Diffusion ordonnée ("Dependent scattering") 

Si les positions des particules ne sont pas aléatoires, l'interférence globale entre des ondes 

diffusées par ces particules n'est pas nulle. Un tel effet s'appelle la diffusion ordonnée et peut 

être évité en utilisant un mélange bien agité. 

2.2.2.3 Diffusion secondaire 

C'est un effet assimilable à celui de la lumière parasite. TI provient des objets à l'extérieur du 

volume de suspension qui sont illuminés par la lumière incidente. Les réflexions de la lumière 

sur les parois de la cuve de mesure peuvent être considérées comme de la diffusion secondaire. 

2.2.2.4 La diffusion directe vers le détecteur ("Forward scattering") 

(a) Correction du coefficient de diffusion 

Quand un capteur est utilisé pour mesurer la transmission à travers une suspension, il détecte 

une partie de la lumière diffusée dans un cône de demi-angle ID, appelé l'angle d'acceptance 

(voir plus loin dans le texte). Même quand ID est petit, l'influence de la lumière diffusée est 

importante. Cet effet est à prendre en compte dès que ma > 0,2 (ID en radians). Pour ID < 5°, on 

peut utiliser une correction Cq sur Q (a, m) : 

(2.40) 

[Deepak & Box 1978a, 1978b] montrent que Qabsn'estpas affecté parla valeur de ID, 

donc pour Qœ on trouve: 

(2.41) 

Cq peut être trouvé à partir de la théorie de base de la diffusion: 

(2.42) 

La somme [il (ç) + i2 (ç)] est l'intensité totale de la lumière diffusée dans une direction défInie 

par l'angle ç quand le faisceau est d'intensité unité (l'angle ç est l'angle entre la direction 

d'observation et la direction du faisceau incident). Le calcul rigoureux de cette expression est 

donné par [Deepak & Box 1978a, 1978b] pour les systèmes monodispersés et 

polydispersés. Une telle solution est compliquée à utiliser et les calculs sont lents, on utilisera 

plutôt l'approximation suivante : 

(2.43) 

avec: 

14~ ______________________________________________________________ __ 



R(roa) = 1-J5(roa)- Ji(coo) 

pet z sont défInis plus haut. Jo, J1 sont des fonctions de Bessel du premier type d'ordres zéro 

et un respectivement. L'approximation est valable pour p > 2,5 et 1 < mr < 1,25. En utilisant 

cette approximation, Walstra [Me l i k & F og 1er 1983] a obtenu des répartitions de taille 

de particules plus signifIcatives. Pour obtenir des mesures des coeffIcients d'effIcacité qui 

soient justes, Cl) ne doit pas dépasser 5°. 

(b) Effet sur la mesure de turbidité 

Un système optique est nécessaire pour mesurer le rapport IJh afIn de calculer la turbidité 't'. 

Ceci implique que h est la lumière non diffusée par les particules; en théorie, un instrument 

idéal ne mesure pas la lumière diffusée, mais la lumière transmise. En réalité, un détecteur 

récupère aussi la lumière diffusée en avant (d'intensité IF), qui peut être considérée comme une 

lumière parasite : 

Source 

Source 

(a) Détecteur ouvert (l'angle d'acceptance est une 
fonction de la distance à l'axe optique) 

l 
Particules 

""'Œ------·-------------.. _. ._._- --... ...... ...... 
-------------------

Lentille 

Fente 

Détecteur 
ouvert 

(h) Détecteur idéel (l'angle d'acceptance est 
constant quelle que soit la distance à l'axe optique) 

l 
Particule 

~ 
.. ::-:---==----------~-------

,~ ... 
F-"· . - . - . - • - . - . - . 

............... 

---------------------

Détecteur 

Lentille Lentille 

Fente Fente 

Figure 2.1 : Le schéma présente deux systèmes optiques pour 
mesurer la turbidité, d'après [Deepak & Box 1978a] 

. 
~ 
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(2.44) 

Dans ce cas là, la turbidité mesurée 't* va être toujours plus petite que la turbidité réelle -rc'est­

à-dire 't* < -r. Pour tenir compte de cet effet dans les calculs de turbidité à partir de la diffusion 

de la lumière, il faut corriger la valeur de Qsca en utilisant la relation de Walstra dans (2.40 et 

2.43). 

(c) Le choix du système optique 

Le schéma de la figure 2.1 montre deux montages théoriques dans lesquels il y a toujours un 

faisceau collimatée. Dans chaque cas, il y aura toujours un peu de la lumière diffusée en avant 

qui va entrer dans le détecteur. La figure 2.1 (a) montre un système de détecteur ouvert dans 

lequel l'angle m est une fonction de la distance à l'axe optique du système. Un tel système est 

trop compliqué à modéliser complètement. Le cas qui se rapproche du cas idéal (présenté sur la 

figure 2.1 (b)) est un système de lentilles et de fentes. Cet effet est caractérisé par un angle 

d'ouverture fini m du détecteur. [Deepak & Box 1978a] ont montré que cet angle est 

toujours constant pour une particule quelle que soit sa position dans la cuve. 

2.3.1 Méthodes optiques utilisées usuellement en granulométrie 

Les méthodes optiques de granulométrie sont nombreuses et diverses. Parmi elles, les 

méthodes de corrélation de photons / diffusion dynamique de lumière (pour les grains inférieurs 

à l~m), la turbidimétrie (autour de 1~) et la diffraction Fraunhofer (grains supérieurs à IJlII1, 

voir le chapitre 9) ont connu des succès commerciaux. Chacune est sensible à une gamme 

limitée de tailles et possède ses propres avantages et inconvénients. Dans cette partie, on va se 

concentrer sur les méthodes de turbidimétrie. 

Les mesures turbidimétriques sont faciles, reproductibles, utilisent des composants relativement 

peu chers, et se prêtent bien à la conception des capteurs en-ligne voire in-situ. Les 

granulomètres disponibles dans le commerce se servent souvent de la turbidimétrie couplée avec 

une deuxième mesure physique ou une classification des particules, par exemple : 

• un étalonnage simple des échantillons de granulométrie connue 

• un fractionnement hydrodynamique soit par centrifugation (ou sédimentation) soit par 

chromatographie hydrodynamique 

• une mesure de la fraction volumique par la gravimétrie ou la densimétrie (voir plus loin 

dans le texte). 
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Toutes ces méthodes ne fonctionnent que dans les suspensions diluées où la loi de Beer­

Lambert est vérifiée. II y a aussi de plus en plus de recherches effectuées sur les suspensions 

chargées (voir par exemple [I shimaru 1978]). 

2.3.2 Méthodes turbidimétriques 

La recherche sur l'estimation des paramètres granulométriques à partir des mesures de turbidité 

ne cesse pas depuis quarante ans. Pendant cette période, un certain nombre de méthodes ont été 

proposées. Cependant, malgré les nombreuses études effectuées, cette estimation reste un 

problème très difficile. Du fait de la nature oscillatoire de la courbe du coefficient d'extinction 

(voir la partie 4.1.2), une valeur du coefficient d'extinction peut correspondre à plusieurs 

valeurs de a. S'il n'existe pas a priori des informations sur la distribution granulométrique de 

l'échantillon, des mesures de turbidité à plusieurs longueurs d'onde sont nécessaires, afin 

d'avoir l'unicité de la solution. 

Dans presque tous les articles, les chercheurs observent que même la présence de petites 

quantités de bruit dans les mesures est suffisante pour induire de grandes erreurs dans les 

paramètres granulométriques estimés. [Yamamoto & Tanaka 1968] ont reconnu que le 

problème de recherche des paramètres granulométriques à partir de la turbidimétrie est mal­

conditionné. 

Plusieurs controverses sont devenues apparentes sur la gamme de tailles sensibles à la 

turbidimétrie en général, par exemple deux auteurs ont essayé d'estimer des paramètres 

granulométriques en utilisant des variantes de la méthode des résidus ("residuals") (décrite plus 

loin dans cette partie) : 

• [Maxim & coll 1969] affirment qu'en travaillant dans le domaine (mr = 1,1 etD 

< 1J.1m) avec des vraies mesures turbidimétriques, il n'est pas possible de retrouver 

des paramètres granulométriques; 

• [Zollars 1980] a utilisé une simulation sans erreur expérimentale ajoutée et il a 

bien retrouvé les paramètres granulométriques de départ. II en a conclu que les travaux 

publiés antérieurement n'étaient pas assez précis. 

[Kourti & MacGregor 1991b] ont essayé de résoudre ces conflits et montré que chaque 

auteur avait raison dans le cas qu'il examinait. En revanche, ils avaient tort d'extrapoler leurs 

résultats sur d'autres domaines d'utilisation. [Kourti & MacGregor 1991b] expliquent 

qu'il est impossible de généraliser une méthode de calcul à un domaine de (m,a) quelconque. 

Ils préconisent plutôt de faire des essais ponctuels d'une méthode sur le système solide / liquide 

à étudier avant d'en tirer une conclusion sur la fiabilité de cette méthode. 

On présente ci-dessous trois méthodes de calcul utilisant des mesures de turbidité: les 

méthodes de diamètre apparent, des résidus et d'inversion linéaire (les deux dernières méthodes 

sont décrites en détail dans le chapitre quatre). 
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2.3.2.1 Méthode du diamètre apparent 

Panni les méthodes les plus anciennes, celle du diamètre apparent est utilisée fréquemment et 

décrite déjà en détail par [Meehan & Beat t i e 19 60 ] . La suspension est traitée comme 

une distribution monodisperse et l'équation (2.35) est utilisée pour trouver un diamètre 

"apparent". Ce diamètre peut être lié expérimentalement au diamètre pondéré de masse des 

particules pour a < 0,5 quelle que soit la valeur de m [Kourt i & co Il 19 91 a] . L'idée 

est très simple et utile surtout pour les suspensions qui ne sont évidemment pas trop 

polydisperses. La méthode exige la connaissance de la fraction volumique et des mesures de 

turbidité à une longueur d'onde pour les particules très petites (domaine Rayleigh où Qnt varie 

d'une façon monotone) ou à deux longueurs d'onde pour les particules plus grosses. 

2.3.2.2 Méthodes des résidus (et d'optimisation) 

Plusieurs auteurs se servent de la méthode des résidus (décrite dans la partie 4.2.1) pour 

trouver une distribution polydisperse. [Zollars 1980] a estimé une distribution 

granulométrique log-normale en utilisant des mesures de turbidité à 300 nm et 600 Dm avec la 

connaissance de la fraction volumique. Cela a été utilisé pour suivre la production des particules 

de latex dans un réacteur agité. Une méthode triangulaire d'optimisation (probablement de 

simplex) a été utilisée pour trouver la distribution granulométrique, mais la durée du calcul n'est 

pas donnée. Son article expose les difficultés rencontrées lorqu'on applique une méthode 

d'optimisation sur cette sorte de problème. 

[Melik & Fogler 1983] ont aussi utilisé deux longueurs d'onde pour retrouver les 

distributions gamma et log-normale. En introduisant la notion d'exposant de longueur d'onde, 

ils ont montré que la connaissance de la fraction volumique des particules n'était pas requise. 

[Kourti & MacGregor 1991b] contestent que le calcul sans fraction volumique soit 

possible en utilisant moins de trois longueurs d'onde. Malgré ce problème, cet article donne 

beaucoup de renseignements sur les mesures de turbidité, les cas non-idéaux et le calcul 

de Qsca. 

La méthode des rapports de turbidité en utilisant des mesures de turbidité à trois longueurs 

d'onde est une variante de la méthode des résidus qui, en théorie, n'exige pas l'emploi de la 

fraction volumique. En général, les auteurs [Maxim & coll 1969, Kourti & coll 

1991 a] ont rapporté que cette méthode est très peu stable à l'égard des erreurs de mesure. 

2.3.2.3 Méthodes d'inversion linéaire 

La recherche des paramètres granulométriques peut être présentée comme un problème linéaire 

(voir la partie 4.2.2). [Yamamoto & Tanaka 1968] montrent que cela conduit à une 

matrice quasi-singulière qui est donc très difficile à inverser (problème mal-conditionné). En 

utilisant une méthode d'inversion linéaire de [Twomey 1977] et [Phillips 1962], ils 

ont cependant réussi à calculer la distribution granulométrique d'aérosols. La méthode 
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d'inversion linéaire est expliquée en détail par [Twomey 1977]. 

[Eliçabe & Garcia-Rubio 1989], en identifiant l'équation (2.36) à une intégrale de 

Fredholm du premier type, ont utilisé une méthode d'inversion linéaire similaire. Us l'ont 

appliquée au cas spécifique des suspensions de latex dans l'eau. Un spectre de turbidité est 

simulé en utilisant une gamme spectrale de 200-900nm (avec une résolution de 1 nm) et une 

distribution granulométrique log-normale. Pour simuler les résultats expérimentaux ils ajoutent 

3% (valeur maximum de turbidité) de bruit de fond aléatoire aux spectres simulés. Les 

distributions monomodale et bimodale sont aussi retrouvées. Cet article montre qu'il est 

possible, au moins numériquement, de calculer des distributions réelles (sans modèle de 

référence) à partir de mesures turbidimétriques spectrales. 

L'utilité de la méthode d'inversion linéaire est vérifiée par [Brandolin & coll 1991a] 

en utilisant cette méthode sur des mesures réelles et en comparant les résultats avec des 

distributions obtenues par une technique de photosédimentation. La technique de validation 

croisée est utilisée pour sélectionner le paramètre de contrainte r(l'utilisation de r est expliquée 

dans la partie 4.2.2). 

En resumé, dans nos recherches bibliographiques, nous n'avons trouvé que quelques méthodes 

utilisant le spectre entier de turbidité; de même, le suivi expérimental en-ligne des spectres 

turbidimétriques est rarement pratiqué. 

2.3.3 Démarche adoptée dans ce travail 

A l'époque où ce projet a été conçu, on disposait de deux mesures de turbidité à deux longueurs 

d'onde fournies par des phototrodes de Mettler à 550nm et 660nm. Ces capteurs ont été utilisés 

dans des études sur l'agglomération [Ma s y 1 9 91 a ] et sur la germination secondaire 

[Triboulet 1991]. Ces expériences ont été configurées pour l'exploitation des signaux de 

turbidité par la méthode des résidus (en connaissant la fraction volumique). 

Depuis lors, notre matériel a bien évolué et maintenant nous disposons des plusieurs 

spectrophotomètres à barrette de photodiodes (commerciaux et d'autres developpés au 

laboratoire). On peut maintenant obtenir des informations de turbidité pour 256 à 611 longueurs 

d'onde dans la gamme de 190 à 800nm avec un balayage de spectre réalisé en moins d'une 

seconde. Nous disposons aussi des sondes à fibres optiques (voir le chapitre neuf) pour 

effectuer les mesures in situ. Nous avons pu ensuite comparer la méthode des résidus à une 

méthode plus évoluée - la méthode d'inversion linéaire. Le fait que cette méthode est capable de 

fonctionner sans connaissance de la fraction volumique se prête bien à l'utilisation in-situ, dans 

un cristallisoir par exemple. Les montages utilisés et les premiers résultats expérimentaux de 

nos montages ont été exposés par [Cournil & coll 1990, 1992]. 
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our valider la théorie de Mie et en définir le champ d'application et les limites, il est 

nécessaire de faire une comparaison entre les spectres turbidimétriques simulés et réels. 

Pour cela, nous avons réalisé des mesures sur des suspensions monomodales et bimodales de 

latex de polystyrène dans l'eau à l'aide d'un spectrophotomètre commercial modifié. 

3.1.1. Suspensions de latex de polystyrène dans l'eau 

On a utilisé des suspensions monodispersées de latex de polystyrène dans l'eau. Un tel système 

est très bien caractérisé; c'est à dire que la granulométrie est déjà déterminée (mesurée chez le 

fournisseur Sigma pour les particules supérieures à IJlm sous un microscopique optique / 

analyse d'images), et l'indice de réfraction est connu comme une fonction de la longueur 

d'onde (voir la partie 4.1.1). 

Le latex de polystyrène (Sigma) est livré dans des suspensions dans l'eau diluées à 10% en 

poids et sous forme d'échantillons de 2ml. Les prises d'essais sont préparés en utilisant une 

micropipette pour prélever 1ml directement de la bouteille, suivi par des dilutions successives 

pour obtenir les concentrations voulues. L'eau ultra pure (milli-Q), filtrée par membrane à 

0,2Jlm, a été utilisée pour effectuer les dilutions. Les suspensions obtenues sont dispersées par 

une sonde à ultrasons. Etant donné que les suspensions sont presque monodispersées, le 

nombre des particules peut être calculé par la relation: 

(3.1) 

avec 

Np = Nombre de particules [ml-Il 

Vs = Volume de suspension de latex diluée à 10% poids [JlI] 

D = Diamètre des billes de latex [Jlffi] 

Vm = Volume de l'eau ajoutée [ml] 

Puisque V III » Vs, on a négligé le volume de latex ajouté dans le volume total. L'hypothèse 

implicite est que les particules sont sphériques. La masse volumique de latex est proche de 

19/ml. 

Une cellule en silice (avec un trajet optique de 1cm et un volume de 2,lml) est utilisée pour 

mesurer les spectres de turbidité de 190 à 800nm. Des spectres d'une telle étendue sont 

intéressants car le polystyrène absorbe aux longueurs d'onde inférieures à 400nm (voir le 

chapitre quatre). 

Pour chaque échantillon, le spectre turbidimétrique se calcule en faisant la moyenne de 20 
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spectres. Un blanc est fait tous les 5 échantillons. On n'a été gêné ni par une réaction ni par une 

agglomération (très lente), mais il y a des problèmes de sédimentation surtout pour les grosses 

particules et donc une évolution du spectre avec le temps. Pour éviter la sédimentation, les 

solutions sont toujours bien dispersées sous ultrasons avant d'être mises dans la cellule de 

mesure. 

3.1.2 SpectrophQtomètre UV-visible 

3.1.2.1 Description générale 

Pour determiner des spectres turbidimétriques, on a utilisé le spectrophotomètre Beckman DU-

7500. Ce spectrophotomètre est basé sur un système optique fixe (voir la figure 3.1) : la 

lumière polychromatique de deux sources (UV : lampe deutérium; visible: lampe tungstène) 

traverse l'échantillon et tombe sur un réseau holographique. Le réseau disperse la lumière en 

constituants spectraux et la renvoie sur une barrette linéaire des photodiodes (512 éléments). 

Une relation linéaire existe entre la longueur d'onde et chaque élément (pixel) de la barrette 

reçoit une lumière de longueur d'onde définie. Le domaine de travail du spectrophotomètre est 

entre 190-800nm. En utilisant une interpolation linéaire, les données sont présentées avec une 

résolution de Inm (c'est à dire 611 longueurs d'onde). 

3.1.2.2 Avantages et inconvénients 

Un tel spectrophotomètre présente quelques avantages : 

• Le temps de mesure d'un spectre entier est très court (l00ms). Ainsi, bien que le 

spectrophotomètre soit mono-faisceau, la dérivée de l'intensité de la lampe est éliminée 

(petit écart de temps entre le blanc et l'échantillon). 

32,3 
Foyer de 

focalisation 

100,0 

Cellule en silice 

Figure 3.1 : Schéma de la modification du trajet optique du 
spectrophotomètre Beckman DU-7500 pour collimater le faisceau 

dans la zone de mesure. 
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• Moyenne sur des balayages multiples : si on fixe le temps d'intégration de la barrette à 

2s,20 spectres sont accumulés et la moyenne est calculée; ce qui pennet d'augmenter 

le rapport signal/bruit. 

• Grâce au système optique inversé (c'est à dire que le réseau est placé après 

l'échantillon) et au petit angle d'acceptance, on n'a pas besoin d'un couvercle sur le 

compartiment de l'échantillon. Cela nous donne assez d'espace et de liberté pour 

modifier le trajet optique du système. 

La lumière parasite est très faible mais empêche de travailler aux absorbances fortes; on ne peut 

pas dépasser une absorbance de 2,5 (base 10), mais même dans ce cas on peut constater un 

bruit important dans le spectre mesuré. Bien sûr, aux longueurs d'onde voisines de l'ultraviolet 

(190-25Onm), l'absorbance maximum exploitable est encore diminuée. 

La mesure de turbidité des suspensions de particules entraîne un problème particulier: en effet, 

l'addition de particules dans l'eau modifie légèrement l'indice de réfraction global de 

l'échantillon. Un tel phénomène décale le spectre d'intensité mesurée. 

3.1.2.3 Collimatation du faisceau 

Nous avons dû modifier le trajet optique nonnal du Beckman qui traverse la zone d'échantillon 

car la diffusion divergente récupérée par le détecteur est assez grande dans ce système (voir la 

figure 3.1). On a vu dans la partie 2.2.2.4 que l'existence d'une divergence induisait des écarts 

à la théorie de Mie, qu'on ne sait corriger qu'imparfaitement. On remédie à cette divergence en 

utilisant deux lentilles en silice. La première collimate le faisceau, et la deuxième le remet au 

même angle qu'auparavant. La. perte de lumière est à peu près de 10%. L'angle fini 

d'acceptance ru, ainsi obtenu est très faible. La modification du faisceau a été calculée pour la 

longueur d'onde de référence de Â.o = 546,lnm (ce qui correspond à la raie verte d'une lampe 

Hg). Théoriquement, ru devrait être égal à zéro pour cette longueur d'onde. 

3.2.1 Objectifs 

Les objectifs des expériences présentées ici étaient les suivants : 

• Vérification de la reproductibilité de laforme du spectre et de la loi de Beer-Lamben 

Mesurer les spectres turbidimétriques pour différents diamètres et nombres de 

particules de latex. 

• Distributions bimodales 

Mesurer les spectres turbidimétriques des mélanges de particules de tailles 

intennédiaires. 
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Indice Dl Cl D2 C2 
[~m] [~I 1 IOOml] [~m] [~I 1 IOOml] 

Al 0,60 5 0,778 10 

A2 0,60 10 0,778 10 

A3 0,60 10 0,778 5 

BI 0,60 2,5 1,06 10 

B2 0,60 1 1,06 10 

B3 0,60 1 1,06 5 

Cl 0,60 0,5 3,134 20 

C2 0,60 0,1 3,134 20 

C3 0,60 0,1 3,134 10 

Dl 0,778 2,5 1,06 10 

D2 0,778 5 1,06 10 

D3 0,778 1 1,06 10 

El 1,06 1 3,134 10 

E2 1,06 . 1 3,134 20 

E3 1,06 0,5 3,134 20 

FI 0,778 0,5 3,134 20 

F2 0,778 0,5 3,134 10 

F3 0,778 0,1 3,134 10 

Tableau 3.1 : Concentrations des suspensions bimodales de latex 

de polystyrène dans l'eau (les concentrations sont exprimées en 

microlitres de suspension 10% masse de billes de latex 

dans 100ml eau). 
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Figure 3.2: Spectres turbidimétriques mesurés pour des billes de latex en 
suspension dans l'eau. Les concentrations correspondantes sont affichées dans chaque légende 

en pl de suspension 10% masse de latex dans 100ml d'eau. 
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• Effet des interférents 

Observer, sur les spectres turbidimétriques, l'effet des mélanges des particules de 

tailles intermédiaires avec des particules très grosses ou très petites. En principe, des 

distributions bimodales très écartées peuvent être retrouvées dans une application 

réelle. 

3.2.2 Suspensions monodispersées 

3.2.2.1 Variation de la forme du spectre en fonction de la concentration 
des particules 

Les spectres turbidimétriques entre 190nm et 800nm ont été mesurés sur des suspensions de 

latex monodispersées à différentes tailles et nombres de particules (voir la figure 3.2). 

Aux fortes concentrations de latex, les limites du spectrophotomètre sont atteintes, par exemple 

au diamètre de O,091JlID dans la gamme de 190-300nm à une concentration de 200J.LI/ 100m1. 

Au-delà d'une turbidité de 6cm-t le spectre devient de moins en moins exploitable, jusqu'à 

12cm-t où une saturation du signal est apparente. 

Sur la figure 3.3, on montre la superposition des spectres divisés par leurs valeurs efficaces 

(racine carrée de la somme des valeurs carrées de turbidité de tout le spectre). Cela a l'avantage 

de montrer la répétabilité de la forme des spectres en fonction de la concentration. A priori, la 

forme doit être la même quelle que soit la concentration (elle ne dépend que de m et de a). Pour 

la plupart des cas dans la gamme 300-800nm, cela est vérifié. Cependant, dans la gamme de 

190-300nm et surtout aux faibles concentrations, la forme n'est pas toujours reproductible car 

la limite de détection du spectrophotomètre est atteinte. 

En resumé, le spectre turbidimétriques contient beaucoup d'information (la forme de spectre est 

unique et bien marquée) quand la taille des particules est intermédiaire (autour de 1J.Lm), mais 

beaucoup moins bien quand le diamètre est inférieur à O,1JlID ou supérieur à 10JlID. 

3.2.2.2 Les courbes de Beer-Lambert 

La loi de Beer-Lambert énonce que la variation de l'absorbance (à une longueur d'onde donnée) 

avec la concentration est linéaire. On a tracé les courbes de Beer-Lambert des expériences 

présentées dans la partie 3.2.2.1 à plusieurs longueurs d'onde (voir la figure 3.4). En général, 

il existe une relation linéaire entre le nombre de particules et la turbidité correspondante à une 

longueur d'onde donnée. Cependant, à D = O,091J.Lm, les graphes sont courbés à cause de la 

diffusion multiple aux fortes concentrations. De même, aux diamètres de 6,4J.Lm et 11,9JlID, les 

courbes ont des pentes croissantes avec le nombre des particules, à cause de problème de 

sédimentation. 
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3.2.3 Dishibutions bimodales 

Sur la figure 3.5, on présente les spectres turbidimétriques mesurés en utilisant des mélanges de 

particules de différents diamètres, pour donner les distributions bimodales de tailles de 

particules intermédiaires, c'est à dire autour de IJlm (voir le tableau 3.1 pour les 

concentrations). En général, les spectres mesurés sont des superpositions des spectres de 

constituants individuels. 

3.2.4 Effets des interférents 

Dans certaines applications industrielles, on peut prévoir de plonger une sonde turbidimétrique 

dans un cristallisoir en continu pour suivre, par exemple le phénomène de germination primaire 

et secondaire des cristaux. Dans un tel environnement, la distribution granulométrique est assez 

dispersée, et donc certaines particules de la suspension auront des tailles beaucoup plus grandes 

ou plus petites que celles mieux détectées par la sonde turbidimétrique (voir la partie 3.2.2). 

Sur la figure 3.6, on présente les spectres turbidimétriques mesurés pour les diamètres de latex 

de O,778Jlm, 1,06Jlm et 3,14Jlm (détectées par le turbidimètre) avec un ajout de plusieurs 

concentrations d'interférents (nous appelons ainsi des particules ayant des tailles pour lesquelles 

le turbidimètre n'est pas très sensible); voir le tableau 3.2 pour les concentrations. Les spectres 

montrent qu'aux concentrations d'interférents basses et moyennes (2 et 20JlI / l00m1 eau) la 

contribution est assez négligeable. A une concentration assez importante (200J.1l / l00m1 eau) la 

forme du spectre n'est pas trop modifiée, à part un décalage vers le haut 

. 
~ 

__________________________________________________________________ ~29 



~ 
;:t 
~ :s 
,~ 

f: 
0 -;:t ;: 

~ 
~ 
;:t 

~ 
t 
~ 

;: 
J:t 
~ 
;: 
0 
:t: 
'= fi) ... -'= ,~ 

~ 

Indice Dl Cl D2 C2 

[J.Lm] [J.Ll 1 IOOml] [J.Lm] [J.Ll 1 IOOml] 

Al 0,778 25 0,091 0 

A2 0,778 25 0,091 2 

A3 0,778 25 0,091 20 

A4 0,778 25 0,091 200 

BI 0,778 25 11,9 0 

B2 0,778 25 11,9 2 

B3 0,778 25 11,9 20 

B4 0,778 25 11,9 200 

Cl 1,06 50 0,091 0 

C2 1,06 50 0,091 2 

C3 1,06 50 0,091 20 

C4 1,06 50 0,091 200 

Dl 1,06 50 11,9 0 

D2 1,06 50 11,9 2 

D3 1,06 50 11,9 20 

D4 1,06 50 11,9 200 

El 3,134 50 0,091 0 

E2 3,134 50 0,091 2 

E3 3,134 50 0,091 20 

E4 3,134 50 0,091 200 

FI 3,134 50 11,9 0 

F2 3,134 50 11,9 2 

F3 3,134 50 11,9 20 

F4 3,134 50 11,9 200 

Tableau 3.2: Concentrations des suspensions bimodales de latex 
de polystyrène dans l'eau pour démontrer l'effet des interférents 
sur les spectres de turbidité (les concentrations sont exprimées en 

microlitres de suspension 10% masse de billes de latex 
dans 100ml eau). 
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Figure 3.3: Reproductibilité de la forme des spectres mesurés. Spectres (voir 
figure 3.2) divisés par leur valeur efficace. Les concentrations correspondantes sont 

affichées dans chaque légende en pl de suspension 10% masse de latex dans 100ml d'eau. 
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Figure 3.4: Courbes de Beer-Lambert (turbidité en fonction de la concentration en 
nombre de particules de latex en suspension) pour plusieurs longueurs d'onde, 

basées sur les mesures présentées sur la figure 3.2. 
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Figure 3.5: Spectres turbidimétriques mesurés pour des suspensions bimodales 
des billes de latex dans l'eau. Les mélanges correspondants aux codes affichés dans les légendes 

sont donnés sur le tableau 3.1. 
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Figure 3.6: L'effet des interférents. Spectres turbidimétriques mesurés pour des 
suspensions bimodales des billes de latex dans l'eau. Les mélanges correspondants aux 

codes affichés dans les légendes sont donnés sur le tableau 3.2. 
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Méthodes 
d'Explo-itation 
tles Rés'ultats 

CALCUL D'UN SPECTRE DE TURBIDITÉ 

Calcul des indices de réfraction 

Calcul des coefficients de Mie 

Simulation des distributions granulométriques monomodales 

Simulation du spectre de turbidité 

Comparaison entre les spectres simulés et mesurés 

Effet du l'angle fini d'acceptance 

, 
CALCUL D'UNE DISTRIBUTION GRANULOMETRIQUE : 

LE PROBLÈME INVERSE 

Méthode d'optimisation à deux longueurs d'onde 

Méthode d'inversion linéaire des mesures de turbidité spectrales 





es spectres turbidimétriques réels (chapitre trois) vont maintenant être exploités selon trois 

voies: comparaison directe avec spectres simulés, calcul de la distribution 

granulométrique d'une part par une méthode des résidus (et d'optimisation) et d'autre part par 

inversion linéaire. En même temps, on va pouvoir mettre en évidence et discuter les possibilités 

et les limites de la turbidimétrie comme méthode granulométrique. 

4.1.1 Calcul des indices de réfraction 

Pour détennÏner correctement les distributions granulométriques des suspensions de latex, on 

doit connaître précisément les indices de réfraction du latex de polystyrène et de l'eau en 

fonction de la longueur d'onde. Pour compléter cette partie, on présente aussi les indices de 

réfraction de l'éthanol et du sulfate de potassium qui interviendront dans la deuxième partie de 

ce travail. 

4.1.1.1 L'indice de réfraction du latex de polystyrène 

L'indice de réfraction réel d'un milieu peut être trouvé à partir des données sur l'indice 

imaginaire à partir de la relation de Kramers-Kronig présentée dans l'équation (2.4). Cela 

implique la connaissance de la variation de la partie imaginaire de l'indice en fonction de 

l'énergie du photon E pour tout le spectre électromagnétique, c'est à dire entre 0 et 00. Le latex 

de polystyrène est parmi les rares produits pour lesquels existent de telles informations. 

(a) Variation de l'indice imaginaire en fonction de la longueur d'onde 

[Inagaki 1977] a utilisé des couches minces de polystyrène pour mesurer son indice 

absolu imaginaire, k,atel Âo} par transmission dans une gamme très large de radiation 

électromagnétique de 0,6 à 60eV (voir la relation entre km et l'absorbance dans la partie 2.1.1). 

Ces données sont présentées sur la figure 4.1 (a) en fonction de l'énergie du photon. Pour le 

reste du spectre, on se sert des relations suivantes pour l'indice imaginaire en fonction de 

l'énergie du photon: 

• entre 60 et 282eV, une extrapolation des données de [Inagaki 1977] : 

klatex(E) = 7,81xl03 E-3,23 (4.1) 

• entre 282 et 80S0eV Gusqu'à la zone des rayons-X durs), une relation est tirée des 

données de Lurkirskii (1966) et Nordfors (1957) [Inagaki 1977] : 

(4.2) 
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Figure 4.1 : Calcul de l'indice de réfraction du polystyrène à partir de la relation de 
Kramer-Kronig (équation 2.4) 
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• pour les énergies inférieures à O,6eV et supérieures à 80SOeV, l'absorbance du 

polystyrène est négligeable: 

(4.3) 

L'indice imaginaire est présenté sur la figure 4.2 (a) en fonction de la longueur d'onde. 

(b) Variation de l'indice réel en fonction de la longueur d'onde 

Pour calculer l'indice réel, on est obligé d'intégrer la fonctionf(E,E') par rapport à E' dans la 

relation de Kramers-Kronig (équation 2.4), c'est à dire : 

nlatex(E)-l =! l'f(E,E').dE' et f(E E') = E'klatex(E') 
1t Jo· , E,2 - E2 (4.4) 

Si, pour El S E' S E2, klmu est connu sous la fonne de : 

(4.5) 

l'intégration peut être effectuée analytiquement: 

2 f E Et _ a 2 1 E {E2
-

b E2
-

b
} J~ (, ) -2 - b E~ - E2 E~ - E2 (4.6) 

On s'intéresse au calcul de l'indice réel dans la gamme des longueurs d'ondes comprises entre 

826 et 193nm (c'est à dire pour 1,5 SE' S 6,4eV). Pour obtenir la détermination la plus 

précise de l'indice réel, le spectre électromagnétique est divisé en plusieurs zones: 

• pour E' < O,6eV,f(E,E')=0 

• pour 0,6 SE' S 60,OeV, l'intégration est effectuée numériquement. La variation de 

f(E,E') en fonction de E' est présentée sur la figure 4.1 (b). On constate qu'une 

discontinuité existe à E' = E. Si on suppose que la longueur de cette discontinuité sur 

l'axe d'énergie est de 2ô, la courbe peut être divisée en trois sous-régions: 

(i) 0,6 SE' SE-ô, on utilise des valeurs interpolées pour k(E') 

(ü) E-ô SE' S E+ô, on utilise une valeur constante pour k(E') égale à k(E). 

A la limite, E' = E etft..E,E) = O. 

(ili) E+ô SE' S 60,0, on utilise des valeurs interpolées pour k(E') 

Dans chaque cas, l'intégrale est détenninée en utilisant la règle de Simpson. La 

justesse est assurée en doublant le nombre des tranches utilisées jusque ce qu'à le 

changement dans l'intégrale soit inférieur à la tolérance spécifiée. ô est fixé à 0,02e V et 

la tolérance à 0,01 %. 

• pour 60,0 SE' S 282,Oe V, on se sert de l'intégrale analytique donnée dans 

l'équation (4.6) pour les constantes suivantes: 
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EI =6OeV; E2 =282eV; a=7,81x1()3; b=3,23 

• pour 282'5: E' '5: 8050eV, on se sert encore de l'intégrale analytique donnée dans 

l'équation 4.6 pour les constantes suivants: 

El = 282eV; Ez = 8050eV; a = 2,21x106; b = 3,68 

• pour E' > 8050eV, f(E,E')=O 

L'évolution de l'indice réel du polystyrène est présentée sur la figure 4.2 (a) en fonction de la 

longueur d'onde. Les valeurs numériques de l'indice de réfraction de polystyrène sont 

présentées sur le tableau 4.1. 

4.1.1.2 Indice de réfraction de l'eau 

[Hale 1973] a calculé l'indice réel de réfraction de l'eau pour les longueurs d'onde 

comprises entre 0,2 et 2ooJlm. TI a utilisé un grand nombre (>50) de références pour évaluer la 

variation de l'indice imaginaire de réfraction sur tout le spectre. Comme dans la partie 4.1.1.1, 

il a fait appel à la relation de Kramers-Kronig pour déterminer l'indice réel. Entre les longueurs 

d'onde de 200 et l000nm, on a fait un ajustement de ces données avec la formule de Cauchy: 

(À. )=13269 1576,2 4,4143x10
7 

neau 0 , + 1.~ + 1.~ (4.7) 

L'indice de réfraction réel de l'eau est présenté sur la figure 4.2 (a) en fonction de la longueur 

d'onde. 

4.1.1.3 Indice de réfraction de l'éthanol 

L'indice de réfraction de l'éthanol est tiré des données de [Huglin 1972 p. 31] pour deux 

longueurs d'onde: 

À.o = 435,8nm nélhanol = 1,3677 

À.o = 543,lnm ~anol = 1,3612 

Par la formule de Cauchy, on a pu calculer la variation de l'indice réel en fonction de la 

longueur d'onde : 

3399,3 
nélhanol (1.0 ) = 1,3498 + -2-

Â:o 
(4.8) 

L'indice de réfraction réel de l'éthanol est présenté sur la figure 4.2 (a) en fonction de la 

longueur d'onde. 
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Â.o [nm] n k Â.o [nm] n 

190 1,5377 9,352IE-Ol 350 1,6385 
195 1,8456 9,8238E-Ol 355 1,6354 

200 2,0874 8,2500E-Ol 360 1,6325 
205 2,1859 5,2710E-Ol 365 1,6298 

210 2,1154 3,829OE-Ol 370 1,6273 
215 2,1079 3,0607E-Ol 375 1,6248 

220 2,0951 2,0973E-Ol 380 1,6226 
225 2,0629 1,I464E-Ol 385 1,6204 

230 1,9947 2,7035E-02 390 1,6183 
235 1,9171 4,2532E-03 395 1,6164 

240 1,8650 4,5333E-03 400 1,6145 
245 1,8295 6,0980E-03 420 1,6079 

250 1,8030 8,OOOOE-03 440 1,6024 
255 1,7829 9,6098E-03 460 1,5978 

260 1,7672 1,0300E-02 480 1,5938 
265 1,7545 I,0009E-02 500 1,5904 
270 1,7445 8,3222E-03 520 1,5875 
275 1,7331 1,809IE-03 540 1,5849 
280 1,7203 3, 1429E-04 560 1,5826 
285 1,7095 O,OOOOE+OO 580 1,5806 
290 1,7003 O,OOOOE+OO 600 1,5788 
295 1,6923 O,OOOOE+OO 620 1,5772 

300 1,6850 O,OOOOE+OO 640 1,5757 
305 1,6785 O,OOOOE+OO 660 1,5744 
310 1,6725 O,OOOOE+OO 680 1,5732 
315 1,6670 O,OOOOE+OO 700 1,5722 
320 1,6620 O,OOOOE+OO 720 1,5712 
325 1,6573 O,OOOOE+OO 740 1,5703 

330 1,6530 O,OOOOE+OO 760 1,5695 
335 1,6490 O,OOOOE+OO 780 1,5687 
340 1,6453 O,OOOOE+OO 800 1,5680 
345 1,6418 O,OOOOE+OO 

Tableau 4,1 : Indice de réfraction du latex de polystyrène en fonction de 
la longueur d'onde calculé avec des données d'absorbance de 

[Inagaki 1977] et la relation de Kramers-Kronig (équation 2,4), 
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4.1.1.4 Indice de réfraction du sulfate de potassium 

Très peu de données existent sur l'indice de réfraction du sulfate de potassium solide. On s'est 

servi dans l'étude de celui donné par [Perry & Green 1984 ch.3 p.19] pour la 

longueur d'onde de 589nm : 

(4.9) 

Pour détenniner l'indice imaginaire du solide broyé, on a préparé une pastille qui a été placée 

dans une sphère d'intégration sur un spectrophotomètre classique (Kontron Uvikon 860). On a 

vérifié qu'il n'existe aucune absorbance de la lumière par le sulfate de potassium entre 250 et 

800nm. Par la relation de Kramers-Kronig (équation 2.4) on peut donc dire que dans cette 

gamme de longueur d'onde, l'indice de réfraction réel varie peu. Ainsi, on a pris l'indice réel 

comme constant entre 190 et 800nm. 

4.1.1.4 Les indices relatifs de réfraction 

Sur la figure ~.2 (b), on présente les indices relatifs de réfraction en fonction de la longueur 

d'onde (190-800nm) pour deux systèmes solide / liquide : 

(a) Latex de polystyrène 1 eau 

On constate qu'il existe une bande d'absorption de la lumière pour le polystyrène aux longueurs 

d'onde inférièures à 350nm. Pour cette raison, l'indice réel de réfraction varie beaucoup dans 

cette zone avec un maximum vers 1,58. Dans la gamme de 400-800nm, la variation est moins 

forte et peut être ajustée avec la formule de Cauchy. 

(b) Sulfate de potassium 1 éthanol 

L'indice relatif de réfraction est une fonction légèrement croissante de la longueur d'onde, mais 

il varie très peu entre 1,03 et 1,10. L'indice imaginaire relatif est toujours égal à zéro. 

4.1.2 Calcul des coefficients de Mie 

4.1.2.1 Calcul des facteurs d'efficacité Qext, Qsca et Qabs 

(a) Algorithme de calcul 

Le principe de calcul de a" et b" à partir d'un indice relatif de réfraction est décrit dans l'annexe 

A.2. On y présente l'algorithme d'Aden 1951 [Kerker 1969]. Ce calcul nécessite la 

détennination des fonctions de Ricatti-Besseljusqu'à l'ordre comparable à la grandeur de a. 
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(a) Comparaison entre les facteurs d'efficacité d'extinction, absorbtion et diffusion pour une 

particule légèrement absorbante lm = 1,2 + iO,011 
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(b) Effet de l'indice de réfraction relatif réel sur le facteur d'efficacité 

d'extinction pour une particule non absorbante 
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(c) Effet d'absorbance sur le facteur d'efficacité d'extinction, quand mr = 1,1 
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Figure 4.3: Facteurs d'efficacité d'extinction de la lumière d'après Mie pour une 
particule sphérique. 
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On se sert donc de la méthode de [Lent z 197 6] pour le calcul des fonctions de Bessel 

d'ordre demi-entier et d'argument complexe (voir l'annexe A.l). Dans cette méthode, le rapport 

de deux fonctions de Bessel à demi-entier des ordres n sur n-l est calculé en utilisant des 

fonctions escaliers. Ce rapport converge vers l'unité pour les grandes valeurs de n. On calcule 

donc ce rapport pour une grande valeur de n et on retrouve les ordres plus bas par la récurrence 

en arrière. Cette méthode est peu affectée par les erreurs de troncature. On a retrouvé des 

valeurs exactes données dans [Abramowitz & Stegun 1972]. 

(b) Programmation 

L'algorithme présenté dans l'annexe A.l et A.2 a été programmé en Turbo Pascal sur un IBM­

compatible 486DX. A partir des données sur les longueurs d'onde, taille des particules et 

l'indice relatifs de réfraction, le logiciel QCALC.PAS est capable de calculer: 

• soit des valeurs individuelles de Qext> Qsca, et Qabs 

• soit des noyaux d'intégration utilisés dans la quadrature numérique pour le calcul d'un 

spectre turbidimétrique (voir la partie 4.1.4). 

Ce logiciel est présenté dans l'annexe A.3. Les valeurs calculées par ce logiciel pour Qw sont 

exactement les mêmes que celles données par [Pendorf 1957]. 

Sur la figure 4.3 (a), on présente à titre d'exemple la variation des coefficients d'efficacité 

d'extinction, diffusion et absorbance en fonction de la taille adimensionnée (l de la particule 

pour l'indice relatif de réfraction de 1,2+iO,01. On constate que les courbes de Qat et Qsca 

présentent un premier maximum vers a = 10. Après plusieurs oscillations, Qw tend vers 2 pour 

les valeurs de aplus élevées. On constate l'apparition des oscillations secondaires prévues par 

la théorie de Mie (voir [Kerker 1969]). 

(c) Influence de la variation de la partie réelle de l'indice relatif de réfraction 

La variation du coefficient d'efficacité d'extinction en fonction de a est montrée sur la figure 

4.3 (b) pour une particule non-absorbante et pour plusieurs valeurs de l'indice relatif réel de 

réfraction. La forme de la courbe est très sensible à la valeur de m,.. En augmentant la valeur de 

m" on voit que le premier maximum de ces courbes se déplace vers la gauche (c'est à dire que 

pour les valeurs plus élevées de m" davantage de lumière est diffusée par les petites particules). 

Les oscillations secondaires deviennent très importantes pour les valeurs de m,. élevées. 

(d) Influence de la variation de la partie complexe de l'indice relatif de réfraction 

Sur la figure 4.3 (c), on présente l'effet d'absorbtion (variation de la valeur de mi) sur la courbe 

de Qut en fonction de a pour une valeur fixe de mr = 1,1. En augmentant la valeur de mi' les 

oscillations secondaires disparaissent, puis les oscillations primaires aussi. En effet, à 

mi = 1,0 il ne reste plus que le premier maximum qui est décalé vers une valeur de a plus 

faible. 
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Figure 4.4: Effet de l'angle d'acceptance constant sur les coefficients 

d'extinction de Mie lm = 1,2 + iD] 

(e) Influence de variation du demi-angle d'acceptance 

On voit sur la figure 4.4 l'effet du demi-angle d'acceptance (J) sur le coefficient d'extinction 

pour une particule non-absorbante (m = 1,2 + iO). (J) ne change pas la position du premier 

maximum mais peut en diminuer la hauteur. A (J) = 5°, le facteur d'efficacité devient insensible à 

une augmentation de la valeur de a très vite après le premier maximum. La limite de QUI pour 

les grandes valeurs de a est maintenant égale à 1 (prévu par le principe de Babinet, voir 

[Kerker 1969]). 

4.1.3 Simulation des distributions granulométriques monomodales 

Pour simplifier les calculs, on simule une distribution granulométrique monomodale. Plusieurs 

modèles peuvent être utilisés pour simuler une distribution granulométrique, par exemple les 

distributions de Gauss, de gamma ou de Rosin - Rammler. On a choisi un modèle log-nonnal 

car c'est une distribution dissymétrique qui est souvent trouvée dans des poudres naturelles. 

Cette distribution possède deux paramètres, le diamètre moyen géométrique Dg et l'ecart type 

géométrique cr: 

f(D)= ~exp{- ~ {lnD-lnDg)2} 
0'0 2x 20 

(4.10) 

Np est fixé à 101ocm-3 sauf pour les distributions monodisperses (c'est à dire que cr = 0) où 

Np = 1011cm-3• Pour les distributions calculées à partir de la méthode d'optimisation, on se sert 

de la même distribution, mais normalisée : 

(4.11) 

avec: a g = 
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Figure 4.5: Simulation d'une distribution granulométrique en utilisant 

modèle log-normal [Dmoyen = 1,06J.11Tl Np = 1011cm-3 (sauf (j = 0 où Np = 1011cm-3)J. 

le 

4.1.4 Simulation du spectre de turbidité 

Le calcul de la turbidité pour une longueur d'onde donnée avec une répartition polydispersée est 

donné par (2.36). On peut écrire : 

(4. 12a) 

et, (4. 12b) 

L'équation (4.12a) peut alors être identifiée à une équation intégrale de Fredholm du premier 

type, dans laquelle K (ÂtJ;, D) est le noyau. En réalité, la distribution des tailles des particules 

est bornée et les limites d'intégration [0,00] peuvent être remplacées par [D min, Dma.J. Pour 

calculer cette intégrale, on a choisi un modèle discrétisé en (n - 1) intervalles. L'intégrale peut 

être approximée par la somme: 

(4.13) 

avec: 
'ti == 't (Âoï) et ~ == f (Dj) 

Les coefficients 3;.j sont des pondérations calculées à partir de la théorie de Mie et qui dépendent 

de la méthode de quadrature numérique choisie. Pour ce travail, on a utilisé une méthode 

polynomiale [Twomey 1977], c'est à dire que l'on remplace f(D) dans l'équation (4.12a) 

pif: 

(4.14) 
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pour D e [Dj-1,Dj+l]' Si la turbidité est calculée à m longueurs d'onde loi (i = 1, 2, ... 1), on 

peut écrire : 

t=A f (4.15) 

avec: 
t = ['tl 'tz ... 'tJt 

f = [fI fz ... fn]t 

où [ ]t représente le vecteur colonne de même composantes et { } une matrice. 

Si on utilise une distribution modèle pour simuler f(D) (par exemple, la distribution log­

normale), on peut calculer le spectre de turbidité d'une suspension monodisperse de latex / eau. 

4.1.5 Comparaison entre les spectres simulés et mesurés 

Pour obtenir une meilleure justesse pour les distributions granulométriques simulées à grand CT, 

on a utilisé de préférence une échelle logarithmique pour le diamètre D avec un pas 

logarithmique &J/og fixe : 

.M> _ln(DNc)-ln(D1) 

log- N -1 
c 

(4.16) 

etdonc: 

(4.17) 

Un exemple de la forme d'une telle distribution granulométrique est présenté sur la figure 4.5 

pour un diamètre moyen de 1,06JlII1 et des valeurs de CT comprises entre 0 et 1. 

On a simulé des spectres de turbidité de suspensions de latex de polystyrène dans l'eau. Pour 

calculer la matrice A, on a choisi les paramètres suivants: 

D = 0,1 - 20,ÛJ.Ull (50 classes granulométriques) 

Ào= 194 - 8ÛÛJ.Ull (âÀ.o = 2nm) 

(quelle que soit la longueur d'onde) 

On a donc utilisé une matrice rectangulaire de dimensions [306 x 50]. L'indice relatif de 

réfraction en fonction de la longueur d'onde de cette suspension est montré dans la partie 4.1.1. 

Sur la figure 4.6, on montre des spectres simulés pour différents Dg et CT. Dans quelques cas, 

on a superposé des spectres turbidimétriques mesurés (divisés par leurs valeurs moyennes de 

turbidité) pour comparer l'efficacité de la simulation (courbes en pointillés). Les spectres 

mesures correspondent tout à fait à ceux simulés. On peut même estimer la polydispersion de 

chaque cas (voir le tableau 4.2), où la valeur réelle est proche de zéro. 

48~ ________________________________________________________________ __ 



Turbidité/(valeur efficace) Turbidité/(valeur efficace) 

3,5 1,4 

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

0,4 

1,3 

1,2 

1,1 

1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

1,2 

1,1 

1,0 

0,9 

0,8 

1,6 

1,2 

0,8 

0,4 

0,0 
200 300 400 500 600 700 800 200 300 400 500 600 700 800 

Longueur d'onde [nm] Longueur d'onde [nm] 

Figure 4.6: Comparaison entre les spectres de turbidité réels et simulés pour 
plusieurs diamètres moyens de particule et écarts types. 
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Diamètre moyen Ecart type estimé 

géometrique Cf 

Dg [J1IIl] 

0,091 0,5 

0,303 0,1 

0,46 0,1 

0,600 0,1 

0,778 0,1 

1,06 0,15 

3,134 0,1 

Tableau 4.2: Estimation du paramètre (J pour 

les distributions granulométriques réelles où le 

diamètre moyen est déjà connu. 

Pour les diamètres de 6,4J.1ID. et Il,9J.1m, il existe moins de ressemblance entre les spectres 

mesurés et calculés. Dans chaque cas, le spectre mesuré et calculé est très plat. Cependant les 

spectres mesurés contiennent un maximum (vers 320nm pour D g=6,4J.1m et 380nm pour 

Dg=11,9J.1m) qui n'est pas apparent dans les spectres simulés. Pour cette raison, on ne peut pas 

estimer 0: 

4.1.6 Effet de l'angle fini d'acceptance 

Pour estimer l'effet de ID sur la fonne des spectres de turbidité, on a recalculé la matrice A pour 

plusieurs valeurs de ID (0-5°), en corrigeant Qut avec l'approximation de Walstra (2.43a). Sur 

les figures 4.7 (a)-(c) on présente les spectres de turbidité simulés pour une suspension de latex 

de polystyrène dans l'eau pour les diamètres moyens de 0,303J.1ID., 1,06J.1m et Il,9J.1ID. (chacun 

en utilisant (J = 0,1). Pour les diamètres moyens de 0,303J.1m, la forme du spectre de turbidité 

est très peu affectée quelle que soit la valeur de ID. Par contre, pour 1,06J.1m et surtout Il,9J.1ID. 

ID a un grand effet sur la fonne du spectre. 
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Figure 4.7: Effet de l'angle d'acceptance constant sur le spectre de turbidité. 
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Cette partie expose deux façons différentes de retrouver une distribution granulométrique à 

partir de mesures de diffusion de la lumière. La première utilise la mesure de la turbidité à deux 

longueurs d'onde et une méthode d'optimisation pour calculer une distribution granulométrique 

basée sur un modèle log-nonnal. La deuxième utilise tout le spectre de turbidité et une méthode 

d'inversion linéaire pour calculer une distribution granulométrique quelconque non 

nécessairement standard. 

4.2.1 Méthode d'optimisation à deux longueurs d'onde 

4.2.1.1 Calcul de la turbidité à partir d'une distribution granulométrique 
log-normale 

En général, l'inversion de l'équation (2.38) est très difficile à effectuer. Pour retrouver plus 

facilement la distribution, g( a) est défini comme une répartition log-normale définie par 

l'équation (4.11). D'après l'équation (2.38) on peut écrire: 

Il· t. =k_1 

1 1
2 

avec: 

Ili = f: Qext(mi.a)g(a)az.da 

Iz = f: g(a)a
3 
.da 

k = 3ag 

2 

(4. 18a) 

(4.18b) 

(4.18c) 

(4. 18d) 

L'intégrale /1 doit être calculée numériquement à cause du coefficient Qext(a, m). Cependant, 

l'intégrale /2 peut être résolue analytiquement: 

(4.19) 

4.2.1.2 Méthodes d'optimisation 

Pour retrouver les paramètres (j et Dg, en utilisant les mesures de turbidité à deux longueurs 

d'onde, il faut utiliser une méthode d'optimisation afin d'obtenir le minimum de la fonction 

suivante : 
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N .. 

R(Dge,O'gc}= L {tim(Dgm,O'gm}-tic(Dge,O'ge}Y (4.20) 
i=l 

où R (Dge, Ge) est l'erreur résiduelle, sommée pour toutes les longueurs d'onde utilisées. Le 

minimum de la fonction R peut être trouvé en faisant varier les valeurs de D ge et Ge qui sont en 

principe égales aux paramètres de la distribution calculée à ce minimum. L'hypothèse implicite 

est qu'il y ait une solution unique. La topographie en trois dimensions de la fonction Rest 

donnée sur la figure 4.8 pour Nw = 2 (400nm et 800nm), Dg = 3,0J.1m et 0'= 1,0. 

On peut constater tout de suite que la fonction n'est pas idéale pour les méthodes 

d'optimisation. En effet, elle se caractérise par une vallée encaissée et très étroite qui traverse les 

gammes de D ge et Gc• Le fond de la vallée, par contre, est assez plat (voir figure 4.8). 

Evidemment le minimum se trouve quelque part dans cette vallée. [Zollars 1980] qui a 

utilisé une méthode de Simplex (un triangle qui se déplace sur la topographie, voir figure 

4.9 (a)) estime que les travaux réalisés dans ce domaine n'ont pas utilisé des méthodes assez 

rigoureuses (voir le commentaire dans la partie 2.3.2). 

Dans notre étude, nous avons essayé plusieurs méthodes classiques d'optimisation, chacune 

étant testée auparavant sur une fonction simple (f(x,y) = [x - 3]2 + [y - 5]2). Une fois assurés de 

son bon fonctionnement, nous avons appliqué chaque méthode à notre propre problème. 

(a) Simplex (voir [Adby 1974]) 

Dans cette méthode, on déplace un triangle jusqu'à ce que l'on obtienne un minimum global 

(voir la figure 4.9 (a)). Dès que ce minimum est atteint, on prend un triangle plus petit pour 

affiner la recherche. Nos essais avec cette méthode ont montré qu'elle peut être fiable, mais elle 

est extrêmement lente. En effet, dès que le triangle touche la vallée il ne peut pas continuer sa 

recherche et sa taille diminue jusqu'à ce qu'il soit à peu près du même ordre de grandeur que le 

fond de la vallée. Mais même là, on est encore relativement loin du minimum (en raison du 

rapport de la taille de la vallée à la taille d'un côté du triangle) et les progrès sont très lents. Sur 

un Kenitech 486-DX/33MHz la méthode prenait au moins 3h. L'estimation, par cette méthode, 

du vrai minimum peut prendre une demi-journée. 

(b) Powell (voir [Adby 1974]) 

Cette méthode est parmi les plus avancées de toutes les méthodes sans contraintes actuellement 

développées. La méthode est basée sur une recherche vectorisée qui s'effectue toujours dans la 

direction du minimum (voir la figure 4.9 (b)). 

Pour une fonction quadratique, Powell a montré que le résultat nécessite uniquement 2 

itérations. Cependant, appliquée à notre fonction R, la méthode n'effectue qu'une itération. En 

effet, au lieu de suivre la direction du fond vers le vrai minimum, la méthode linéaire est arrêtée 

par la vallée. Elle continue de tourner autour du premier point repéré dans la vallée et n'avance 

jamais. 
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(a) Méthode d'optimisation du simplex [Adby 197 4] 

~I 

(b) Méthode d'optimisation de Powell [Adby ·1974 ] 

Initial poinl Xo 

Figure 4.9: Méthodes d'optimisation classiques. 
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(c) Méthode de Prédiction-Correction (MPC). 

La conclusion tirée de ces essais est que le problème de minimisation du résidu R n'est pas du 

tout classique et que très peu de méthodes existent pour le résoudre. Dans cette idée, on a 

développé une méthode d'optimisation basée sur la méthode de Powell mais qui contient un pas 

de relaxation. Elle est fiable et rapide (voir annexe B.1 pour l'algorithme détaillé). Cette 

méthode fonctionne en suivant la vallée. Voir la figure 4.10. 

Pour ce faire, la recherche s'effectue par prédiction-correction. La prédiction consiste en un pas 

de relaxation, soit un saut de longueur fixée vers le minimum. La direction de ce vecteur est 

estimée sur les deux derniers points trouvés dans la vallée. La correction est une recherche 

linéaire (basée sur la méthode de Davies, Swann et Campbell (Ose, annexe B.2) qui s'effectue 

perpendiculairement au vecteur de relaxation, pour retrouver le fond de la vallée. Dès que le 

fond de la vallée commence à remonter (c'est-à-dire que la recherche a entouré le minimum), le 

pas de relaxation est diminué et la recherche recommence à partir du dernier point trouvé dans la 

vallée. 

Pendant nos simulations, cette méthode a toujours abouti et le temps de calcul a été très rapide 

(30s en utilisant un Kenitech 486-DX/33MHz). Pour cette raison, nous avons effectué nos 

essais réels en utilisant cette dernière méthode. 

D 

Il P2 

t,' 
PO~--r-~--.----+--~ 

Figure 4.10: Méthode d'optimisation par Prédiction-Correction 
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4.2.1.3 Programmation: PCMOPT.PAS 

La méthode d'optimisation MPC fait partie d'un logiciel écrit en Turbo Pascal qui s'appelle 

PCMOPT.PAS. Ce logiciel utilise des noyaux d'intégration calculées par QCALC.PAS (voir 

l'annexe A.4) pour Nw longueurs d'onde et les diamètres compris entre 0 et 100Jlm. Le calcul 

de valeur de turbidité pour une valeur fIxe de Dg et (j se fait d'une façon très proche de la 

quadrature numérique décrite dans la partie 4.1.4, mais en utilisant beaucoup plus de tranches 

granulométriques dans les gammes de a suivantes: 

a = 0(0,01) 1,0; 1,0 (0,1) 10,0; 10,0 (1,0) 100,0; 100,0 (10,0) 1000,0 

De cette façon, on a pu accélérer le calcul par rapport aux essais préliminaires où l'intégrale 

donnée par l'équation 4.18c a été évaluée pour les valeurs discrètes de Qe"t. Une valeur 

moyenne de l'indice de réfraction est prise pour les deux longueurs d'onde et donc on n'a eu 

besoin que d'un ensemble de valeurs de Qat 

Remarque : dans ces calculs, seulement la partie réelle de m a été utilisée en faisant 

l'hypothèse que les particules de polystyrène n'absorbent pas. A l'époque où l'on a 

effectué les essais avec ce logiciel, le logiciel QCALC.PAS n'était pas capable 

d'évaluer Qat avec un indice complexe. 

Vrai 

Diamètre 

[J1m] 

0,091±0,0059 

0,305±O,0084 

0,6OO±O,003 

1,06±0,01 

2,95±O,13 

11,9O±1,9 

Fraction 

volumique 

1 x 10-7 

5 x 10-6 

5 x 10-6 

5 x 10-6 

5 x 10-6 

5 x 10-6 

Diamètre Ecart 

moyen type 

calculé calculé 

Dg [J1m] (1 

1,87 0,0129 

0,62 0,0312 

0,56 0,0258 

2,63 0,0297 

1,60 0,4382 

8,99 0,0182 

Tableau 4.3: Comparaison entre les paramètres granulométriques réels 

et ceux estimés par la méthode d'optimisation à deux longueurs 

d'onde (320 et 780nm). 
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4.2.1.4 Résultats 

En utilisant notre méthode de recherche, la Méthode de Prédiction-Correction (MPC; voir 

annexe B), on a calculé la distribution des tailles de particules basée sur un modèle log-nonnal 

et à deux longueurs d'onde, 320 nm et 780 nm (voir tableau 4.3). 

Le temps de calcul était toujours à peu près de 30s. La méthode des résidus s'est avérée ne pas 

être très précise pour estimer les paramètres de distributions réelles ou même simuleés et 

bruitées - une petite erreur dans le signal peut déplacer radicalement le minimum dans la vallée. 

Nous avons essayé d'augmenter les infonnations utilisées pour détenniner la distribution 

granulométrique en utilisant jusqu'à huit longueurs d'onde. Cependant, on n'a 

malheureusement pas constaté une amélioration nette dans ces résultats. 

Remarque: l'estimation des paramètres a été certainement gênée par l'hypothèse d'une 

particule non-absorbante et les erreurs dans la fraction volumique utilisée. Nous 

pensons quand même que ces erreurs sont encore très petites devant l'instabilité de 

cette méthode. 

4.2.2 Méthode d'inversion linéaire des mesures de turbidité spectrales 

4.2.2.1 L'inversion linéaire avec contraintes 

On a déjà vu qu'à partir de la quadrature numérique, on arrive à une discrétisation de notre 

problème (équation 4.15) et que pour des mesures de turbidité à plusieurs longueurs d'onde, le 

problème s'exprime sous une forrile matricielle : 

(4.21) 

t. est le vecteur des valeurs de turbidité mesurées à plusieurs longueurs d'onde. E est la somme 

des erreurs de quadrature (discrétisation) Ee et les erreurs de mesure e.: 

(4.22) 

Le modèle discret transfonne le problème de la recherche de la distribution granulométrique en 

un problème algébrique. La solution des moindres carrés pour ce problème s'écrit: 

(4.23) 

Une telle solution est déjà bien connue et utilisée dans les études de colorimétrie pour le calcul 

des concentrations dans une solution de plusieurs composés à partir d'un spectre d'absorption. 

On a utilisé une méthode similaire, liée à un système de FIA ("Flow Injection Analysis") pour 

calculer les concentrations des anions de cuivre et zinc dans une solution aqueuse avec le réactif 

"Zincone" [Di Benedetto & coll 1991]. 
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Bien que cette solution soit simple pour la colorimétrie, il est bien connu [Twomey 1977, 

Philips 1962] que les petites erreurs (c'est-à-dire les erreurs expérimentales et 1 ou de 

quadrature) créent des grandes erreurs f pour le cas de la diffusion de la lumière. Cette 

amplification des erreurs est due à la valeur élevée du rapport entre les plus grandes et les plus 

petites valeurs propres de la matrice (voir le chapitre cinq). 

Cette amplification de l'erreur e peut être diminuée en introduisant une fonction arbitraire q 0) 
dans le problème original des moindres carrés: 

(4.24) 

q (f) est une fonction scalaire qui contient des informations connues à propos de la solutionf. r 
est un paramètre positif qui peut varier entre 0 et co pour ajuster l'effet de q(f) sur la solution 

finale. TI s'agit en fait de pénaliser les distributions trop irrégulières, probablement non 

physiquement acceptables, et de privilégier les distributions plus lisses. [Twomey 1977] 

propose d'utiliser la somme des moindres carrés des deuxièmes différences : 

N -1 A ~{A A A}2 
q(f)= "-' 2fj -fj_1 +fj+1 (4.25) 

j=2 

Pour travailler sur une distribution granulométrique [mie, on ajoute encore un terme pour mettre 

fI etfN à zéro : 

(4.26) 

avec f3 » 1. Dans cette étude, on a fixé f3 = 1000. L'addition de la matrice (yH) supprime les 

plus petites valeurs propres et donc stabilise l'inversion. Dans une forme matricielle, l'équation 

(4.26) devient: 

(4.27) 

Si on note K la matrice correspondant à la formule de la deuxième différence, le carré de K 

s'écrira : 

avec: 
p 
-1 

K= 

2 -1 

-1 2 -1 

-1 2 -1 

P 

(4.28) 
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f peut maintenant être trouvé par : 

(4.29) 

On peut constater que dès qu'on a trouvé une bonne valeur de r. on peut écrire : 

(4.30a) 

avec: 

C=(AtA+yHtAt (4.30b) 

Le calcul de f est alors une multiplication matricielle qui est très rapide et simple. Cela pennet le 

calcul d'une distribution granulométrique en temps réel, si rest toujours constant. 

4.2.2.2 Programmation: PSDCALC.PAS 

L'algorithme d'inversion linéaire fait partie d'un logiciel écrit en Borland Pascal version 7.0 qui 

s'appelle PSDCALC.P AS. Ce logiciel interagit avec d'autres logiciels : 

• QCALC .PAS : 

calcul de la matrice A 

• PSDVIS.PAS: 
visualisation des distributions granulométriques en fonction de r 

• MANIP 1.PAS, FC.PAS : 

acquisition des données pour la sonde turbidimétrique in situ (décrites dans le chapitre 

neuf) 

Les interactions des logiciels sont présentées sur la figure 4.11. Avant de lancer 

PSDCALC.PAS on doit: 

• calculer la matrice A avec QCALC.PAS et les valeurs stockées dans un fichier -

l'échelle de~, D et les fonctions m(~) et m(~) doivent toutes être spécifiées pendant 

ce calcul 

• choisir jusqu'à 24 valeurs de r 

• mettre tous les spectres à traiter dans un répertoire spécifique des données 

Le logiciel cherche en premier le fichier qui contient la matrice A. Ensuite il calcule, pour la 

première valeur de r. la matrice C, en utilisant la procédure d'inversion de matrice fournie dans 

la boite à outils numériques de Borland (version 4.0). Une recherche des spectres est faite dans 

le répertoire des données, et chaque spectre est multiplié avec la matrice C. Les résultats sont 

stockés dans des fichiers séparés, et les valeurs efficaces d'erreur et de validation croisée sont 

calculées. La matrice C est effacée, et la prochaine valeur de rest prise. Le temps de calcul 

d'une distribution granulométrique après l'inversion est à peu près d'une seconde. Les résultats 

de chaque spectre sont visualisés avec l'aide du logiciel PSDVIS.PAS. 
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MANIP.PAS 
ACquisition des spectres avec la 

sonde turbidimétrique in situ 

Conversion des spectres 

Moyennage des pixels 

Conversion de type de fichier 

Selection des spectres 

QCALC.PAS 
Calcul des coefficients 

de diffusion 

an.b n par la solution de Mie 

Intégration des noyaux 

Spectrophotomètre 
Beckman 

DU-7500 UV -vis 

PSDCALC.PAS 
Calcul des distributions 

granulométriques 

Simulation des spectres de 

turbidité 

PSDVIS.PAS 
visualisation des distributions 

granulométriques en fonction de Y 

Figure 4.11 : Interaction des logiciels pour le calcul des distributions 

granulométriques par la méthode d'inversion linéaire 

(MANIP.PAS et FC.PAS sont présentés dans le chapitre neuf). 
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(a) Distribution granulométrique simulée et retrouvée [D = 3,134J.lnt, CT = 0,1] 
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(b) Valeur efficace de l'erreur en fonction du paramètre de contrainte. 
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Figure 4.12: Effet d'un ajout d'erreur de 3% au spectre de turbidité sur 

la qualité de calcul de la distribution granulométrique. 
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Figure 4.13: Evolution de la forme de la distribution granulométrique calculée en 
fonction de la valeur du paramètre de contrainte pour un spectre turbidimétrique 
simulé [distribution log-normale D = 3,134J1.nt (1 = 0,1 erreur aléatoire de 3% turbidité maximum). 
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Dl (ÂD) Dz 1.01 (ÂÂ.,) 1.82 CI) 

[J.1m] [nm] [0] 

0(0,01) 0,5 194(2)800 0 

0(0,02) 1,0 194(2)800 0 

0(0,1) 5,0 194(2)800 0 

0(0,4) 20,0 194(2)800 0 

Tableau 4.4: Paramètres utilisés pour calculer les 
matrices A des noyaux pour une suspension de latex de 

polystyrène dans l'eau 

4.2.2.3 Résultats 

Dans cette partie on expose quelques résultats concernant des simulations et de vraies 

expériences. Nous nous sommes servis de quatre matrices A dans nos calculs, chacune avec 

une échelle linéaire de diamètres différente (voir le tableau 4.4). 

(a) Simulation 

Pour voir l'efficacité de cette méthode on a calculé la distribution à partir d'un spectre simulé, 

en utilisant encore une distribution log-nonnale. Deux problèmes ont été abordés : 

• La simple inversion unique avec seulement l'erreur numérique de l'ordinateur: la 

meilleure distribution trouvée (r= 10-6) est présentée sur la figure 4.12 (a). L'erreur 

efficace est calculée par : 

(4.31) 

Sur la figure 4.12 (b), log(e....s) est une fonction de log(n. On constate immédiatement 

que l'erreur minimale ne se trouve pas à r= 0 (mais plutôt à r= 10-25), c'est à dire que 

même sans bruit de mesure, on n'arrive pas à faire une inversion classique. 

• Une addition de bruit aléatoire (3% de la valeur maximum de la turbidité) au spectre 

avant inversion: cela simule le signal qu'on peut attendre dans une mesure réelle (la 

figure 4.13 montre l'évolution de la fonne de f(D) en fonction de i). Ici aussi, la 

distribution granulométrique de départ est retrouvée (pour r= 101, figure 4.12 (a». On 

voit que maintenant la courbe log(e.) = f(log(n) possède un palier plus élevé que dans 

le cas sans ajout d'erreur (voir la figure 4.12 (b». 
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Figure 4.14: Distributions granulométriques calculées à partir des spectres 
turbidimétriques mesurés pour des suspensions monomodales des billes de latex 

de polystyrène dans l'eau (voir la figure 3.2). 
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(b) Calculs à partir de mesures réelles pour les suspensions monomodales 

Sur les figures 4.14, on présente les distributions granulométriques déterminées pour les 

suspensions réelles monomodales du latex de polystyrène dans l'eau. Elles sont calculées à 

partir des spectres turbidimétriques mesurés (voir le chapitre trois). On a choisi dans chaque 

cas, la valeur de r qui correspondait le mieux à la distribution réelle. On constate que les 

diamètres principaux ont été détenninés dans pratiquement chaque cas (voir le résumé sur le 

tableau 4.5). Néanmoins, pour les diamètres de 3,134J.1lIl à 11,9J.1lIl, on peut constater qu'un 

deuxième pic de bruit est évident pour chaque distribution qui est en effet un artefact de calcul. 

Pour la plupart des diamètres, le nombre des particules calculé ne correspond pas bien à celui 

calculé à partir de la concentration réelle de la suspension. 

Sur la figure 4.15, on montre une comparaison entre les concentrations en nombre des 

particules détenninées par l'inversion linéaire et calculées à partir de la concentration de la 

suspension réelle. On voit que la concentration en nombre estimée par le logiciel est presque 

toujours plus grande. 

La valeur de ra varié considérablement selon le diamètre moyen de la distribution. Le temps 

pour retrouver une distribution (après avoir choisi une valeur de 11 est à peu près de 1 seconde. 

D réel Dprédit y Commentaire sur les 

[Jlm] fJ.Im] distributions calculées 

0,091 0,11 10-6 bien 

0,303 0,31 10-3 bien mais assez large 

0,46 0,49 10-2 bien 

0,60 0,61 10-1 bien 

0,778 0,82 10-1 bien 

1,06 1,12 10° bien pour les concentrations plus 

elevées 

3,134 3,06 103 deuxième pic vers IJlffi 

6,40 5,71 101 deuxième pic vers 17Jlffi 

11,90 11,84 101 deuxième pic vers IJlffi 

Tableau 4.5: Résumé sur la détermination 

des distributions monomodales 
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lOS 106 107 lOS 1<f 1010 1011 

Nombre réel de particules [cm-4] 

Figure 4.15: Comparaison entre le nombre de particules determiné à partir de la 
concentration et calculé par inversion linéaire. 

Dl réél D2 réél Dl prédit D2 prédit 'Y Commentaire sur les 

[J,lm] [J,lm] [J.un] [J.un] distributions calculées 

0,778 1,060 0,92 0,92 100 passable 

0,778 3,134 3,06 1()3 mauvais 

1,060 3,134 0,92 3,06 103 bien 

0,600 0,778 0,61 1,06 10-2 bien 

0,600 1,060 0,41 1,06 10-1 bien 

0,600 3,134 0,31 3,16 10-1 passable 

Tableau 4.6: Résumé sur la détermination 
des distributions bimodales 
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Figure 4.16: Distributions granulométriques calculées à partir des spectres 
turbidimétriques mesurés pour des supsensions bimodales de billes 

de latex de polystyrène dans l'eau (voir la figure 3.5). 
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(c) Mesures réelles pour les suspensions bimodales 

Sur les figures 4.16, on présente les distributions granulométriques bimodales déterminées 

pour les suspensions réelles de latex de polystyrène dans l'eau. Dans plusieurs cas, l'inversion 

a bien réussi à séparer les deux diamètres (voir le résumé sur le tableau 4.6). Quand les 

diamètres sont assez proches, un seul pic moyen apparaît (par exemple, le mélange entre les 

billes de O,778Jlm et 1,06Jlm). Comme on a vu pour les suspensions bimodales, chaque 

diamètre a été lié à une valeur de 1- Cela rendait le choix de r plus difficile dans le cas des 

distributions bimodales parce que selon la valeur de run diamètre a été plus favorisé qu'un 

autre. Par exemple, pour le mélange des billes de O,778Jlm et 3, 134Jlm on a choisi de montrer 

le pic de 3,134Jlm qui apparaît pour r= 1W. Cependant, si on avait choisi r= 10-2, on aurait 

trouvé plutôt un grand pic vers 1Jlm. 
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ans ce chapitre, les efficacités des méthodes expérimentales et numériques sont 

On parle des problèmes de mesure et des allures obtenues pour des spectres réels. L'effet de 

l'angle fini d'acceptance sur la forme des spectres et sur l'inversion linéaire est discuté. Le 

mauvais conditionnement du problème inverse est mis en évidence et les deux algorithmes 

granulométriques sont comparés. Des améliorations déjà apportées aux méthodes 

granulométriques et d'autres envisagées sont ensuite presentées. 

5.1.1 Erreurs dans la concentration réelle des suspensions 

La dilution des suspensions de latex nous a posé plusieurs problèmes. Comme on l'explique 

dans la partie expérimentale 3.1, les échantillons sont prélevés grâce à une micropipette, puis 

soumis à des dilutions successives pour obtenir les concentrations voulues. Cependant, même 

en prélevant une quantité relativement grande de la suspension de 1ml, l'utilisation de la 

micropipette ne peut pas assurer une très grande précision pour cette sorte de préparation. 

D'autre part, on constate presque toujours un depôt sec au bord du flacon, ce qui prouve que la 

concentration réelle dans la bouteille n'est pas précisément connue. Dans une prochaine étude, il 

serait très utile de disposer d'un moyen de vérification de la concentration en nombre et de la 

distribution granulométrique de l'échantillon. 

5.1.2 Variation de la forme des spectres en fonction de la concentration 

Pour la recherche des paramètres granulométriques à partir des spectres turbidimétiques, on est 

confronté à un problème d'analyse du signal; plus le spectre est "riche" (c'est à dire comporte 

des maxima ou minima locaux), mieux on en tirera l'information qu'il contient En divisant un 

spectre turbidimétrique par sa valeur efficace, la forme (et donc sa qualité en termes d'analyse 

de signal) des spectres peut être comparée quelle que soit la concentration des particules. 

Une comparaison des fonnes des spectres (présentée sur la figure 3.3) montre que le spectre de 

turbidité est le plus riche en informations pour les tailles autour de 1J.1m. La région spectrale de 

190 à 400nm, qui correspond à une bande d'absorption du polystyrène, est, elle aussi, riche en 

informations et peut être exploitée en utilisant toutefois l'indice de réfraction complexe. De 

même on peut remarquer que: 

• pour les petits diamètres « O,6/1,m) : 

l'extinction de la lumière concerne plutôt la région spectrale du proche-ultraviolet (cette 

zone est d'extension réduite et marquée par l'absorption du polystyrène, ce qui 

complique l'analyse et nous oblige à utiliser l'indice de réfraction complexe pour 
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l'exploiter); 

• pour les diamètres intermédiaires (de O,6pm à 3,lpm) : 

les fonnes des spectres turbidimétriques sont très variées et uniques pour un diamètre 

donné de particule; 

• pour les grands diamètres (> 3,lpm) : 

il n'existe que très peu d'informations disponibles sur les distributions 

granulométriques car les spectres sont très plats (variation limitée du facteur 

d'efficacité d'extinction en fonction de la longueur d'onde) et assez bruités (nombre 

des particules faible). 

Sur la figure 3.2, on voit qu'aux faibles concentrations, la fonne des spectres est moins 

reproductible que pour des concentrations plus élevées. Cela explique la difficulté de 

détennination granulométrique des échantillons à faibles concentrations (par exemple figure 

4.14, D = 1,06JlII1 aux concentrations inférieures à 2,5J.1l/100m1). 

5,1,3 Courbes de Beer-Lambert 

On voit sur les figures 3.4 que les droites de Beer-Lambert sont souvent confinnées, malgré les 

erreurs dans les concentrations réelles. Une erreur systématique est introduite au début avec le 

prelevement dans le flacon, mais les dilutions sont beaucoup plus precises. On peut donc dire 

que la loi est vérifiée mais sur une échelle de concentration en nombre plutôt arbitraire. 

Les non-linéarités ont les origines suivantes: 

• aux petits diamètres, les courbes sont convexes et imputables aux suspensions trop 

chargées. La loi n'est pas vérifiée à cause de la diffusion multiple (qui ne doit pas être 

confondue avec la lumière parasite du spectrophotomètre qui apparaît aux absorbances 

plus fortes). 

• aux grands diamètres, les courbes sont concaves, suite à une sédimentation des 

particules dans la cellule de mesure. 

Dans la partie consacrée à l'inversion linéaire (4.2.2), les distributions granulométriques 

détenninées ont été en fait souvent monodisperses. Sauf pour les billes aux diamètres les plus 

grands (problème de sédimentation), il n'y avait que très peu d'évolution du spectre de turbidité 

mesuré au cours du temps comme aurait pu en provoquer une agglomération. 
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5.2.1 Calcul de Qext par la théorie de Mie 

Les calculs des coefficients de diffusion par la solution de Mie ont été vérifiés par comparaison 

avec plusieurs travaux [Pendorf 1957, Kerker 1969, Van de Hulst 1957]. 

Par rapport aux approximations, notre calcul rigoureux est très riche en informations et peut être 

exploité de diverses façons, par exemple: on peut calculer l'efficacité d'extinction ou les gains 

angulaires pour n'importe quelle valeur de m (réel ou complexe), 8 et qJ. Grâce aux formules de 

récurrence de [Lent z 197 6] et [Wis combe 1980 ] , le calcul est fiable pour les valeurs de 

n très élevées (>500) et donc de a. Les calculs des noyaux d'intégration utilisés dans la 

détermination d'un spectre turbidimétrique sont maintenant faisables sur un PC de bureau - sur 

un Kenitech 486-DX2 / 50MHz et pour la matrice calculée dans la partie 4.2.2 (dimensions 

[306 x 50]), le calcul a pris moins de 2h. 

5.2.2 Comparaison entre la simulation et les mesures réelles 

La comparaison entre les spectres simulés et mesurés montre d'une part la validité de la théorie 

de Mie et d'autre part l'efficacité de l'intégration par quadrature numérique. Toutefois, ce calcul 

exige une très bonne connaissance de l'indice relatif de réfraction en fonction de la longueur 

d'onde, ce qui nous a conduit à calculer rigoureusement cette fonction pour le cas du latex de 

polystyrène dans l'eau. 

En comparant les formes du spectre de turbidité pour chaque taille de particules avec (1 = 0 

(c'est-à-dire pour des suspensions monodispersées), il est apparent que les différents diamètres 

donnent des spectres tout à fait différents (figure 5.1 (a». Cependant, en comparant les formes 

des spectres obtenus avec (1= 1 (polydispersité importante), les spectres sont très similaires 

quel que soit le diamètre moyen (figure 5.1 (b». Si on applique cela au calcul de la distribution 

granulométrique, il est satisfaisant de constater que les spectres de chaque taille sont uniques, 

au moins pour les distributions à petit (1 (c'est-à-dire assez monodispersées). Cependant, aux 

plus fortes valeurs de polydispersité (grand (1), les spectres sont tous semblables, c'est à dire 

qu'au delà d'une certaine intensité de bruit de mesure, il pourrait être impossible de discerner 

les différents spectres. 
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(a) Distributions monodisperses ((j = 0) 
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Figure 5.1 : Comparaison entre les formes des spectres de turbidité simulés pour 
différentes tailles des particules des billes de latex de polystyrène dans l'eau. 
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5.2.3 Effet de l'angle fini d'acceptance sur la forme des spectres 

L'effet de ID sur l'évolution de Qext a été étudié dans la partie 4.1.2.1, où on a montré que 

l'angle fmi d'acceptance ID modifiait l'efficacité d'extinction, surtout pour les particules aux 

diamètres plus grands. Dans la partie 4.1.6, l'effet de ID sur les spectres simulés se traduit par 

une défonnation du spectre toujours pour les grands diamètres. TI faut noter que cet effet de 

défonnation est en réalité complexe car ID est une fonction de la longueur d'onde dans notre 

montage (aberration chromatique). Le fait qu'on n'a pas pu tenir compte de la variation de ID 

peut expliquer le mauvais accord constaté pour la simulation des spectres à 6,4 et Il ,9J.Lm. 

5.3.1 Mise en évidence du mauvais conditionnement du problème 

5.3.1.1 La matrice AtA 

Un système d'équations est mal conditionné si les solutions des équations sont très sensibles 

aux petites modifications des coefficients. Dans un tel cas, si le détenninant D des coefficients 

est calculé pour une ligne ou une colonne quelconque, D sera petit par rapport à certains tennes 

de la somme [Twome y 1977 ] . Pour comprendre l'effet déstabilisant qui apparaît dans 

l'inversion linéaire sans contraintes, il faut examiner le lien entre l'inverse de (AtA) et ses 

valeurs propres. Si on note : 

Y=AtA (5.1) 

l'inverse de Y appliqué à un vecteur x de composantes respectives VI> V2, ••• V,. selon la base 

des vecteurs propres u z, U2, ••• u,. donne : 

Y-1 1-1 1-1 1-1 
X = 1 VU1 + 2 W2 + ... + n VUn (5.2) 

où li est une valeur propre de la matrice Y. On peut voir que s'il y a des valeurs propres qui 

sont très petites, l'inverse de la plus petite deviendra très grand lors de l'inversion Y. Dans ce 

cas par exemple, s'il y a une valeur propre de l'ordre de 10-10, l'erreur introduite après 

l'inversion sera multipliée par un facteur de 1010. D'après [Twomey 1977], un tel 

phénomène n'est pas rare. Puisqu'il n'existe pas un inverse pour une matrice singulière qui a 

une ou plusieurs valeurs propres égales à zéro, il s'ensuit qu'un système qui possède de très 

petites valeurs propres (et donc presque singulier) doit avoir un inverse, mais cette inversion est 

difficile à effectuer numériquement 

Pour quantifier le mauvais conditionnement, on peut calculer le rapport entre la plus grande et la 

plus petite valeur propre. Lorsque ce rapport est près de 1, les équations sont bien 
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conditionnées; lorsque la plus petite valeur propre est zéro (et donc le rapport est infIni), le 

détenninant D des coefficients est égal à zéro et, soit les équations n'ont pas de solution, soit la 

solution n'est pas unique. 

Nous présentons maintenant un exemple à titre d'illustration. On a utilisé le logiciel 

JACOB1PAS (bibliothèque des outils numériques de BORLAND version 4.0) pour calculer les 

valeurs propres de la matrice (AtA). Les valeurs propres sont calculées par la méthode de 

diagonalisation de Jacobi. Examinons, d'abord, le cas d'une matrice A simplifiée (dimensions 

réduites de [21 x 21]) calculée pour une suspension de latex de polystyrène dans l'eau en 

utilisant les paramètres suivants : 

D = 0 (0,25) 5,0 

Âo = 300 (25) 800 

Les dimensions deA, dans ce cas, sont [21 x 21]. On a trouvé pour (AtA) que: 

(5.3) 

Ceci montre que ce problème est très mal conditionné. Comme on l'a vu dans la partie 4.2.2, 

l'inversion de la matrice pour ce même problème avec contraintes s'écrit: 

(5.4) 

L'addition de la matrice ('jR) à (At A) augmente les éléments situés sur les diagonales centrales 

de (AtA) avec de petites valeurs positives (dont la grandeur est détenninée par la valeur choisie 

de n. Les valeurs sur les diagonales sont reliées aux valeurs propres de la matrice; en 

augmentant les plus petites valeurs sur les diagonales, on supprime effectivement les plus 

petites et plus problématiques des valeurs propres. Au point d'équilibre (contrôlé par nies 

oscillations dans la solution disparaissent et la fonction réellej(p) peut être retrouvée. 

Sur la figure 4.8, la topographie de la fonction des résidus (équation 4.20) en fonction des 

paramètres du diamètre moyen et l'écart type a été montré. La vallée peut également être donc 

considérée comme une visualisation du mauvais conditionnement du problème, c'est à dire que 

la vallée représente un lieu des solutions en nombre infini pour un ensemble d'équations. 

n faut noter que la méthode d'inversion linéaire est satisfaisante quand l'erreur introduite dans 

le signal mesuré est purement aléatoire (voir la figure 4.12 (a», par exemple le bruit 

électronique dans la numérisation du signal. Cependant, l'existence d'une erreur systématique 

(par exemple un écart entre le modèle et le système réel) est beaucoup plus difficile à corriger 

avec cette méthode parce que l'erreur n'est pas éliminée pendant l'inversion. 
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Description Optimisation Inversion Linéaire 

Nombre de longueurs d'onde utilisées 2à 10 Tout le spectre 

(testé jusqu'à 306) 

Temps du calcul des noyaux 10min 2h 

Temps de recherche d'une distribution 308 <18 

(J:x>ur Nw = 2) (J:x>ur Nw = 306) 

Calcul préliminaire exigé pour la Non Oui, selection du 

recherche de la distribution ? paramètre de 

contrainte r 

Utilisation possible quand des erreurs Non Oui 

sont présentes dans les mesures ? 

Paramètres granulométriques Paramètres d'une distribution SOc1asses 

détmninés log-normale (diamètre moyen granulométriques en 

et écart type) nombre 

Possibilité de déterminer une distribution Non Oui 

granulométrique bimodale ? 

Connaisance exigée du nombre de Oui Non 

particules ? 

Tableau 5.1 : Caractéristiques des méthodes granulométriques utilisées 
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5.3.1.2 Courbes de Beer-Lambert sur les mesures réelles 

Sur la figure 3.4, les courbes de Beer-Lambert sont présentées pour les mesures réelles de 

turbidité. Au niveau du calcul des distributions granulométriques, on constate pourquoi les 

inversions sont toujours difficiles. Selon la relation entre le spectre turbidimétrique tm, et la 

distribution granulométrique f, on a déjà vu que: 

ta. = A.C (5.5) 

où A est une matrice calculée à partir de la théorie de Mie. En principe, les éléments de cette 

matrice sont donnés par les pentes de chaque droite de Beer-Lambert. Pour avoir une matrice 

bien conditionnée, il faudrait avoir des pentes différentes. Cependant, ces droites font apparaitre 

des pentes très proches (surtout aux diamètres de 3,1J.1m, 6,4J.1m et Il,9J.1m, ainsi qu'aux 

petites tailles, O,091J.1m et 0,46J.1m, aux longueurs d'onde comprises entre 400 et 800nm). 

5.3.2 Comparaison entre les deux méthodes granulométriques 

Deux méthodes granulométriques ont été essayées dans le but de déterminer une distribution 

granulométrique à partir des mesures de turbidité à plusieurs longueurs d'onde. Les 

caractéristiques principales de chaque méthode sont reportées dans le tableau 5.1. La méthode 

de l'inversion linéaire s'est montrée bien supérieure dans presque tous les cas. TI faut quand 

même noter que la méthode d'optimisation originale de prédiction-correction est bien adaptée à 

une recherche rapide et fiable dans des conditions assez extrêmes d'une vallée. 

5.3.3 Inversion linéaire 

5.3.3.1 Amélioration de l'inversion 

Plusieurs pistes ont été exploitées pour améliorer la détermination granulométrique à partir de 

l'inversion linéaire : 

(a) modélisation d'extinction par une particule absorbante 

On constate, comme [Eliçabe & Garcia-Rubio 1989], que l'exploitation des bandes 

d'absorbtion, en utilisant un indice de réfraction complexe dans le calcul des facteurs 

d'efficacité d'extinction, améliore notablement l'inversion de la matrice (AtA). 

(b) informations précises sur la variation de l'indice relatif de réfraction en 
fonction de la longueur d'onde 

Des telles informations signifient que le modèle de diffusion de la lumière sera beaucoup plus 

juste. On a trouvé qu'une bonne connaissance de l'indice de réfraction améliore 

considérablement l'inversion de la matrice. 
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(e) matrice A surdimensionnée 

L'utilisation d'un grand nombre de longueurs d'onde par rapport au nombre de classes 

granulométriques déterminées signifie que le problème est surdimensionné, c'est à dire qu'il 

existe plus d'équations que d'inconnues. On s'est servi de 306 longueurs d'onde différentes et 

50 classes granulométriques. L'inversion et surtout la répétabilité ont été améliorées par rapport 

à une matrice à dimensions égales. 

(d) méthode améliorée de quadrature numérique 

Le calcui de noyaux s'effectue par une méthode de quadrature plus complexe. En effet, la 

quadrature a été effectuée en remplaçant la fonction/par un polynôme de deuxième degré plutôt 

qu'en interpolant linéairement On constate qu'il y a une certaine amélioration dans les résultats, 

mais relativement limitée. 

(e) fonction de contrainte plus élaborée 

La fonction scalaire q (f) a été définie normalement comme une fonction de deuxième 

différence. On a essayé une fonction de troisième et même de quatrième différence, mais on n'a 

pas trouvé une amélioration nette dans la détermination de la distribution granulométrique. Au 

contraire, la contrainte devenait beaucoup trop stricte et laissait beaucoup moins de liberté 

d'expression de la distribution granulométrique. Cela menait même à une dégradation dans la 

qualité des distributions retrouvées. On a donc conservé la fonction de deuxième différence. 

(f) moyennage des longueurs d'onde 

Le moyennage des valeurs de turbidité sur plusieurs longueurs d'onde voisines peut 

normalement augmenter le rapport signal sur bruit. De plus, chaque pixel sur la barrette de 

photodiodes dans le spectrophotomètre correspond déjà à un domain de longueurs d'onde de 

2,5nm sur laquelle la valeur d'intensité de la lumière est moyennée. Or, le calcul des éléments 

dans la matrice A devrait être effectué pour une longueur d'onde précise. On a pu prouver que 

les distributions granulométriques sont souvent meilleures en prenant les valeurs correspondant 

réellement à chaque longueur d'onde plutôt que la moyenne sur plusieurs pixels. 

Dans le même ordre d'idée, le lissage de spectres par la transformée de Fourier a même dégradé 

le calcul de la distribution granulométrique. En effet, un tel lissage introduit une incertitude 

supplémentaire. 

5.3.3.2 Choix du paramètre de contrainte r 
Trois méthodes ont été proposées par la littérature pour aider dans la sélection du paramètre de 

contrainte r: 

• [Twomey 1977] propose l'utilisation de la valeur efficace de l'erreur entre le spectre 

de turbidité mesuré et celui calculé à partir de la distribution granulométrique 

déterminée (équation 4.31). Dans notre expérience, ce calcul peut aider à comprendre 
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• 

• 

le problème de mauvais conditionnement, mais le minimum de cette erreur ne s'est 

jamais trouvé à la même valeur de rque la meilleure distribution granulométrique. 

[Brandolin & coll 1991a] utilise une méthode appelée la technique de 

validation croisée [Go l ub & co 11 1978] où: 

1[1 - A(A tA + yH)-l At]. ~2 
V(y)=m 2 

Traœ{[ 1 - A(A tA + yH)-l At]} 
(5.6) 

Le minimum de cette fonction doit normalement contenir la meilleure distribution 

granulométrique. En fait, dans notre expérience, une telle fonction n'aide pas 

beaucoup dans la sélection de 1-

L'utilisation des valeurs propres de (A ~) comme valeurs de 1- Cette méthode a été 

utilisée déjà par [Eliçabe & Garcia-Rubio 1989] avec succès. Nous 

pensons que c'est une méthode prometteuse qui pourrait être étudiée d'une façon plus 

approfondie dans l'avenir. 

Pour cette étude, on a choisi dans chaque cas une valeur de rqui correspondait le mieux avec 

notre distribution granulométrique originale. Cependant, pour obtenir une méthode fiable, il 

serait souhaitable que la valeur de r puisse rester constante quel que soit le diamètre des 

particules. Dans cette étude, cela n'a pas été le cas - au contraire, la valeur de r. en général, 

augmente avec le diamètre. Cela signifie que l'inversion devient de plus en plus délicate à cause 

d'une divergence entre le modèle de diffusion et les mesures réelles. 

Ce résultat peut être comparé avec celui de l'effet de l'angle fini d'acceptance ru sur la forme des 

spectres. Nous pensons que rest plus élevé parce que nous n'avons pas pris correctement en 

compte l'effet de ru aux diamètres plus grands. TI se peut que le problème de la variation de r 

puisse être réglé en jouant sur la valeur de ru. Une bonne connaissance de la variation de l'angle 

fini d'acceptance en fonction de la longueur d'onde pour le système optique utilisé est donc 

exigée dans les futures études. 

5.3.3.3 Sensibilité de la méthode granulométrique 

D'après les figures 4.14 et 4.16 qui présentent les distributions granulométriques déterminées 

par la méthode d'inversion linéaire, cette méthode se montre être sensible aux diamètres des 

particules entre 0,1 et 12J.1m. TI faut tout de même reconnaitre que nous n'avons pas e~ un 

succès très franc avec le calcul du nombre de particules en suspension. Cela est dû à la fois à un 

problème de variation de r en fonction du diamètre et aussi aux erreurs dans les mesures de 

concentrations réelles des suspensions. 
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Dans l'avenir proche, la suite de ce projet sera de faire davantage des mesures de turbidité en 

utilisant des suspensions latex 1 eau et aussi d'autres produits tels que, par exemple le 

dihydrogénophosphate de potassium (KDP), l'alumine ou le dioxyde d'étain pour lesquels 

l'indice de réfraction entre 190 et 800nm est bien connu. 

n serait très utile de mettre au point des méthodes de mesures sûres et simples des indices de 

réfraction des solides (surtout en forme dispersée) et des liquides en fonction de la longueur 

d'onde. Dans tous les cas, il serait peut être possible de faire ces déterminations en appliquant le 

la relation de Kramers-Kronig sur les spectres d'absorption. Ce genre d'étude est déjà présenté 

par [Ahrenkiel 1971, Milham & coll 1981]. 

Le mesure ou le calcul de l'angle fini d'acceptance en fonction de la longueur d'onde seront 

aussi très utiles. Une telle mesure peut dans l'avenir supprimer le dernier obstacle dans l'usage 

général de la technique de turbidimétrie comme méthode granulométrique. Dans une optique 

plus lointaine, la méthode la plus sûre sera de minimiser ID au niveau du montage expérimental 

~ utilisant: 

• soit des doublets de lentilles qui minimisent l'aberration chromatique des lentilles 

simples; 

• soit des miroirs paraboliques qui n'ont pas un problème d'aberration chromatique (un 

tel système serait tout de même plus encombrant qu'un système des lentilles simples). 

Dans le cadre des recherches complémentaires, qui peuvent soit étendre la gamme sensible des 

diamètres, soit augmenter la précision de l'inversion, plusieurs études s'imposent: 

• la mesure de la lumière diffusée à plusieurs angles d'observation (par exemple la 

rétrodiffusion) liés par fibres optiques à un spectrophotomètre à entrées multiples (en 

utilisant une cm matricielle à la place d'une barrette linéaire de photodiodes). Ce type 

d'études pourrait sans doute étendre la gamme d'intérêt et en même temps stabiliser 

l'inversion de la matrice en donnant des informations supplémentaires. En utilisant 

surtout la rétrodiffusion, la granulométrie des suspensions chargées pourrait être 

abordée - en effet, à ce propos, des recherches menées par F. Gruy dans notre 

laboratoire donnent déjà des résultats encourageants [Tontrup 1994]. 

• la répartition de la même distribution granulométrique entre deux milieux pour créer un 

système qui aurait deux valeurs de l'indice relatif de réfraction. Une telle configuration 

pourrait bien augmenter la stabilité de la matrice dans l'inversion, mais limiterait une 

utilisation en ligne de la méthode. 

• l'utilisation de la spectrophotométrie dans le proche infrarouge. Les lois de la diffusion 

dépendent du rapport entre la dimension caractéristique de la particule et la longueur 
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d'onde a plutôt que de la taille seule. En utilisant cette idée, on peut très bien 

augmenter la taille auquel l'appareil est sensible par l'emploi de plus grandes longueurs 

d'onde. Une simulation effectuée avec un domain de longueurs d'onde jusqu'à Âo = 

2500nm a montré que la taille maximum pourrait atteindre 20f..LII1. Cependant, il faut 

reconnaître que l'interêt se porte plutôt vers les particules submicroniques, mais une 

extension vers l'ultra-violet se heurte au phénomène d'absorption des fibres, lentilles 

et solvants divers. 
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ous avons observé que les mesures de turbidité (entre 190nm et 800nm) sont sensibles 

aux diamètres de particules compris entre 0.1 et 12Jlm pour le système constituté de 

billes de latex en suspension dans l'eau. Ceci a été mis en évidence par : 

• la très bonne correspondance entre les spectres simulés et mesurés; 

• les distributions granulométriques estimées par la méthode d'inversion linéaire. 

Nous avons montré à partir des résultats expérimentaux qu'il est possible d'obtenir des 

infonnations sur la granulométrie d'une suspension: 

• une distribution à un paramètre (l'écart type d'une distribution) en comparant la fonne 

d'un spectre mesuré avec celle de spectres turbidimétriques simulés à un diamètre 

moyen connu; 

• une distribution à deux paramètres. en l'occurence un modèle log-nonnal. à partir des 

mesures de turbidité à deux longueurs d'onde et d'une connaissance de la fraction 

volumique (méthode des résidus); 

• une distribution granulométrique multimodale (sans hypothèse sur la distribution) à 

partir d'une inversion linéaire (modifiée pour tenir compte d'une matrice mal 

conditionnée) qui utilise toutes les longueurs d'onde disponibles. Cette méthode s'est 

montrée capable d'estimer même des distributions bimodales. 

Toutefois on se doit de souligner l'importance d'une très bonne connaissance des indices de 

réfraction de la particule et du milieu en fonction de la longueur d'onde. On a trouvé. comme 

[Eliçabe & Garcia-Rubio 1989]. que l'usage d'une bande d'absorbtion de la 

particule peut améliorer la distribution granulométrique estimée. 

TI subsiste toujours des problèmes d'estimation des paramètres granulométriques. Dans le cas 

des résidus. ils sont liés même à des petites erreurs de mesure de turbidité. Cependant. dans le 

cas de l'inversion linéaire. la méthode est fondée sur le principe que le problème est mal 

conditionné. On tient compte des erreurs en introduisant une contrainte dans les calculs. 

Toutefois. il" existe encore des problèmes d'estimation. mais ils sont maintenant plutôt 

provoqués par une erreur systématique due à la diffusion directe vers le capteur (caractérisée par 

l'angle d'acceptance m). Nous avons proposé plusieurs façons d'améliorer les perfonnances de 

cette méthode dans des prochaines études. 

Dans le cadre de ce travail. on a développé un logiciel complet pour le calcul des coefficients de 

diffusion de Mie quelles que soient les valeurs de m. a. (J. ({J. Ce calcul ne présente aucun 

problème d'erreur de troncature et il est donc capable de calculer les coefficients des ordres très 

élevés. On a aussi réalisé une méthode d'optimisation originale adaptée à la recherche des 

minima dans la topographie d'une vallée. 
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a cristallisation est une opération fondamentale du génie des procédés. Cependant, c'est 

1!ii:liiIii====iiI une opération très complexe dépendant de nombreux paramètres. Leur identification 

complète est difficile, voire impossible. 

En 1993, Mersmann s'est posé la question suivante: "Peut-on concevoir des cristallisoirs à 

partir de principes de base ?". Déjà, 18 ans auparavant, [Mullin 1976] posait la même 

question et sa réponse avait été négative. Mersmann a pu montrer à quel point la recherche avait 

progressé dans ce domaine, néanmoins sa conclusion est restée négative. Un trop grand 

nombre de facteurs sont encore mal connus - les informations théoriques et expérimentales 

permettent seulement de fIXer quelques valeurs limites. C'est pourquoi l'industrie est dans la 

plupart des cas obligée de travailler à partir des résultats expérimentaux pour défmir les 

paramètres d'un cristallisoir en vue de son optimisation. La plus importante caractéristique est la 

granulométrie qui permet de caractériser, modéliser et prévoir la croissance cristalline, la 

germination et, plus globalement, la cinétique de précipitation. 

La fragmentation des particules dans un écoulement turbulent est un problème d'intérêt général 

en technologie des poudres, intervenant dans de nombreux procédés: précipitation, floculation 

et catalyse. La fragmentation peut être néfaste: détérioration de catalyseurs ou perte d'activité 

enzymatique à la surface de substrat par exemple. Elle peut être désirée, enlèvement de couches 

extérieures qui ralentissent des vitesses des réactions pendant le déroulement d'opérations telles 

que l'extraction de tungstène ou la fabrication de l'acide phosphorique par exemple [Cent i & 

Nienew 1980]. La fragmentation des particules et l'interaction entre la fragmentation, la 

germination et la croissance des particules fragmentées ont une forte influence sur la 

cristallisation dans un réacteur en continu lorsque le milieu de suspension est légèrement 

sursaturé. A ce jour, le mécanisme précis de la germination secondaire dans un système solide­

liquide quelconque dans un tel réacteur reste imparfaitement connu. 

La plupart des études, jusqu'à maintenant, nécessitent le prélèvement d'un échantillon issu de la 

suspension, la granulométrie est alors mesurée par divers moyens, par exemple diffraction 

laser, analyse d'images, ou tamisage - chaque méthode ayant ses propres problèmes d'analyse. 

Nous utilisons ici une sonde turbidimétrique compacte, basée sur le travail presenté dans la 

première partie de ce mémoire, permettant la caractérisation de la fragmentation de grands 

cristaux de sulfate de potassium dans une cuve agitée. L'utilisation de cette sonde in situ, 

sensible à la concentration en nombre de particules fmes, peut donner des informations uniques 

sur la contribution de la fragmentation à la gennination secondaire. 

Le Chapitre huit présente des rappels bibliographiques sur les aspects hydrodynamiques 

d'une cuve agitée, les grandes thèmes de la cristallisation en suspension et les travaux relatifs à 

la fragmentation des cristaux (expériences et modèles). Seront exposés, en particulier, toutes les 

bases théoriques nécessaires à la compréhension de ces modèles, c'est à dire : 
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• les mécanismes de fragmentation et leurs relations avec l'énergie nécessaire pour 

l'effectuer (loi de Charles, la théorie de Hertz et Huber); 

• les modèles des collisions particule-agitateur et la notion d'efficacité de cible; 

• la vitesse efficace de germination (dispersion des vitesses de croissance). 

Le chapitre neuf présente les moyens expérimentaux utilisés au cours de cette étude. En 

particulier, la conception de la cuve agitée, la sonde turbidimétrique et le logiciel d'acquisition 

de données sont présentés. L'étude expérimentale est exposée dans le chapitre dix; elle est 

relative: 

• aux conditions hydrodynamiques dans la cuve agitée (temps de mélange de la phase 

liquide et des suspensions de particules fines, uniformité d'une suspension de 

particules); 

• à la fragmentation des cristaux dans un milieu (l'éthanol) dans lequel les cristaux sont 

insolubles (variation de la vitesse d'agitation, et de la masse et la taille des cristaux 

parents); 

• la fragmentation en milieu aqueux saturé (influence du mode de préparation de la phase 

liquide saturée, de la vitesse d'agitation et de la masse des cristaux parents). 

Les résultats expérimentaux sont interprétés et exploités dans le chapitre onze. Les 

expériences faites dans l'éthanol seront analysées à l'aide du logiciel granulométrique 

PSDCALC.PAS (de la première partie). En introduisant la notion de vitesse de production de 

particules fines dépendant de la surface spécifique des cristaux, nous avons construit un modèle 

cinétique d'évolution pour la production des germes. Un bilan de population permet d'expliquer 

l'influence de la vitesse d'agitation dans l'éthanol et dans la solution aqueuse saturée. 

Cette partie sera conclue par un bilan global (chapitre douze) sur l'étude présentée dans ce 

mémoire. 
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ans ce chapitre, seront présentés des rappels bibliographiques sur le thème global de la 

germination secondaire des cristaux dans un cristallisoir agité, et plus précisément la 

contribution de la fragmentation. Ce thème peut être subdivisé en trois sujets : 

• la mise en suspension de particules au sein d'une phase liquide contenue dans une 

cuve agitée (en relation avec des aspects hydrodynamiques liés à la turbulence et à la 

conception d'un réacteur MSMPR); 

• la formation d'une phase solide par cristallisation en suspension (lois d'évolution 

notamment en relation avec la gennination secondaire et la fragmentation); 

• la fragmentation des cristaux (expériences et modèles). 

8.t.t Ecoulement d'une phase liquide dans une cuve agitée 

L'agitation dans une cuve permet la promotion des processus de transfert ou des réactions 

chimiques. Les principes d'agitation à un niveau macroscopique sont connus depuis de 

nombreuses années pour la conception des processus de mélange. Cependant, la complexité des 

écoulements turbulents rend difficile une description quantitative du mélange. Le nombre de 

Reynolds d'une cuve agitée est donné par [Perry & Green 1984] : 

(8.1) 

En écoulement turbulent, les filets de fluide n'ont plus aucune individualité, et entre les 

différentes couches, se produit un perpétuel échange de petites masses de fluide par 

l'intermédiaire des tourbillons. Les paramètres défmissant le mouvement (vitesse, pression) 

varient alors sans aucune régularité en fonction du temps et de l'espace, mais de telle sorte que, 

statistiquement, certaines valeurs moyennes puissent être défmies; on exprime la vitesse 

intantanée Wpar la somme d'une vitesse moyenne W et d'une fluctuation w (W = W+w). 

L'intensité de la turbulence est caracterisée par ~ w 2 
• 

Un écoulement turbulent peut être décrit par son contenu spectral qui traduit en particulier la 

contribution des différents vortex ou tourbillons qui le composent [Levich 1962, Hinze 

1959] , si l'on considère les fréquences caractéristiques liées aux dimensions des tourbillons. 

Les tourbillons primaires de grande taille contiennent l'ensemble de l'énergie cinétique. Les 

interactions entre ces tourbillons et des courants de fluide plus lents font apparaître des 

tourbillons plus petits et plus énergétiques qui vont se détruire en libérant leur énergie par 

dissipation visqueuse. La fréquence et la taille de ces vortex peuvent être mesurées en utilisant ______________________________________________________________ ~95 



la technique du fil chaud ou un anémomètre laser à effet Doppler. 

Pour les nombres de Reynolds élevés, les fréquences des vortex les plus petits sont supposées 

isotropes et sont fonction de l'énergie spécifique de dissipation ë. En dessous d'une taille 

critique lh leurs propriétés dépendent aussi de la viscosité. Pour la zone isotrope, un équilibre 

est établi quant à la distribution des tailles de vortex : la gamme globale d'équilibre. Dans le 

spectre de la turbulence, on distingue donc trois zones (voir la figure 8.1) : 

~ • sous-gamme non-isotrope: 
5 les vortex les plus grands, d'une taille comparable au diamètre de l'agitateur; leurs 

:t: fréquences dépendent directement du type d'agitateur. Ds contiennent une composante 
~ ;: périodique; 
~ 

~ • sous-gamme inertielle 
~ l'énergie cinétique passe des vortex les plus grands aux plus petits sans dissipation; 

• sous-gamme visqueuse : 
une dissipation visqueuse de l'énergie a lieu; les tourbillons concernés sont les plus 

petits. 

..... 
Non-isotrope 

Fonction du type 
d'agitateur 

Isotrope 

Indépendant du 
type d'agitateur 

Longueur 
d'echelle de 
Kolmogoroff 

Sous­
gamme 
inertielle 

lk 

Gamme globale 
d'équilibre 

Figure 8.1 : Spectre d'énergie des vortex de diverses tailles, d'après 
[Harnby & coll 1985 ch.1 p.8]. 
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Cela fonne la base de la théorie de turbulence isotrope locale de Kolmogoroff [Levich 

1962 ]. La longueur d'échelle de Kolmogoroff, représentative du diamètre des plus petits 

tourbillons, peut être calculée à l'aide de : 

(8.2) 

La dissipation spécifique d'énergie est définie par: E = P / PL Vc ; elle peut être exprimée par ]a 

relation classique [Ct t ens & de J ong 1973] : 

(8.3) 

Cette définition (8.3) est valable pour des nombres de Reynolds élevés et pour un mélange 

homogène dans tout le réacteur: par exemple, en utilisant un agitateur à hélice à une vitesse 

d'agitation élevée dans un réacteur muni de contrepales. Cela n'est pas forcement le cas pour 

d'autres géométries très courantes de réacteurs telle qu'une hélice-marine dans une cuve TGC 

(tube de guidage avec des contrepales ou "draft tube baffle", voir la partie 8.1.2) où une grande 

partie de l'énergie est dissipée près de l'agitateur [Klein 1991]. 

Le coefficient de pompage N Q est souvent utilisé afin de relier le débit de circulation Qa de 

l'agitateur à la vitesse d'agitation et au diamètre de l'agitateur : 

(8.4) 

8.1.2 Particules en suspension dans une cuve agitée -le modèle MSMPR 

La première hypothèse faite dans la modélisation des suspensions de particules est son 

homogénéité dans la cuve, autrement dit, la distribution granulométrique est unifonne partout 

dans le volume agité. Un tel modèle est utilisé pour les réacteurs de cristallisation du type 

MSMPR ("Mixed Suspension Mixed Product Removal"). 

Des considérations théoriques et des confinnations expérimentales semblent prouver qu'une 

suspension parfaitement agitée et homogène sera obtenue si la cuve est équipée (figure 8.2) : 

• de contrepales pour éviter que la phase liquide tourne dans l'axe du réacteur 

solidairement avec l'agitateur et afin que l'énergie transmise par l'agitateur soit 

réellement utilisée pour assurer un bon mélange. Elles empêchent aussi la fonnation 

d'un vortex à la surface et l'entraînement d'air dans le liquide; 

• d'un tube de guidage ("draft tube") pour assurer une agitation intense de la suspension 

et donc supprimer des zones d'inhomogénéité dans la phase liquide - le tuyau sépare 

en effet le volume du réacteur en deux compartiments: une zone intérieure et une zone 

annulaire; 

• d'un/ond profilé (un déflecteur conique en dessous de l'agitateur et un fond anondi) 
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qui supprime les zones mortes et qui assure un mouvement correct de]a suspension, 
présenté sur la figure 8.2 (a),(b),(c). 

D'après [Nienow 1985 ch .16 p. 312], l'usage d'un tube de guidage conduit en général 
à une réduction de (N.>mm et Œ)min (c'est à dire ]a vitesse minimale d'agitation pour mettre en 

suspension toutes les particules) quand on se sert en même temps d'une hélice ou d'un agitateur 

à pales inclinées. [Mullin 1976] a décrit l'hydrodynamique de cette configuration et ses 

avantages. En pratique, même si ce montage ne peut pas garantir une suspension paIfaitement 

agitée et homogène, il montre cependant une amélioration réelle par rapport aux montages tels 

que ceux représentés sur la figure 8.2 (a) et (b). 

Dans le réacteur présenté sur ]a figure 8.2 (c), existent quatre zones situées entre ]a paroi du 

tube de guidage et le réacteur : 

• Région 1 : 
les cristaux circulent efficacement près de l'agitateur; 

(a) Cuve agitée 
simple 

(b) Cuve à 
contrepales 

Conarepale 

Tube de 
guidage 

(draft 1ube) 

Agitateur 

Cuve 
thennostatée 

(c) Cuve à tube de guidage et 
contrepales (TGC) 

Figure 8.2 :Hydrodynamique dans le réacteur d'après [Mullin, 1975] 

et modifié par Crawley. 
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• Région 2 : 
la ciIculation est moins intense et les cristaux montent et descendent d'une façon 

similaire à un lit fluidisé. Cette zone est déstabilisée par les courants périodiques de 

solution induits par l'effet de pompe de l'agitateur; 

• Région 3 : 
une zone encore plus calme avec une lente ciIculation des cristaux; 

• Région 4 : 
à l'intérieur du tube de guidage, la suspension s'écoule verticalement de haut en bas et 

est fortement accélérée. 

D'après [Mu11 in 197 6 ], il est quasiment impossible de quantifier ces effets, afin 

d'optimiser la conception du réacteur. Le diamètre à donner au tube de guidage dépend de la 

masse et de la taille des particules, qui détenninent la vitesse nécessaire du courant de 

ciIculation interne. Cependant, il n'existe pas de règle efficace pour le détenniner. [Nienow 

1985] indique que, pour une faible fraction volumique de solide, les aires d'écoulement 

(section du tube de courant) à l'intérieur du tuyau, dans la zone annulaire, entre la partie basse 

du tuyau et le fond de la cuve, et entre la partie haute du tuyau et la surface du fluide deVIaient 

être toutes égales. [Mu11in 1976] a observé que la plupart des solides se trouvent dans la 

zone annulaire et donc raire d'écoulement dans cette zone sera forcément réduite lorsque la 

fraction volumique et la taille moyenne des particules seront élevées. n propose donc que: 

AANN 1 ATE > 1 (8.5) 

où AANN est la section transversale de la zone annulaire de la cuve et Am la section transversale à 

l'intérieur du tube de guidage. 

Peu de renseignements existent sur le dimensionnement de la hauteur du tuyau. Le but est 

d'avoir une hauteur de lit fluidisé dans la zone annulaire plus haute que le tuyau afin d'obtenir 

une bonne circulation des solides, mais en général la hauteur est trouvée expérimentalement. 

8.1.3 Collisions particule-agitateur (efficacité de cible) 

La notion d'efficacité de cible pour les collisions particule-agitateur est directement liée à la 

probabilité d'impact entre une particule d'une taille donnée et l'agitateur. Elle est nécessaire 

pour la modélisation de la fragmentation des particules consécutive à des collisions particule­

agitateur dans une cuve agitée (voir la partie 8.3.4.1). Pour un système donné, la vitesse et la 

probabilité de contact entre un cristal et l'agitateur dépendent de la taille et de la fonne de la 

particule ainsi que de l'écoulement autour de la pale de l'agitateur. Dans cette partie, quelques 

observations expérimentales sont présentées, puis deux modèles différents pennettant de 

détenniner l'efficacité de cible sont exposés. Ces deux méthodes théoriques soulignent le 

problème du choix d'une échelle de longueur caractéristique sur laquelle sont basés les calculs. 
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8.1.3.1 Observations expérimentales des collisions particule-agitateur 

[Grootscholten & coll 1981] ont installé un transducteur de force (à base de 

composants piézo-céramiques) dans une des pales d'un agitateur à six pales. En enregistrant 

chaque impact dans une cuve agitée de 11, ils ont détenniné la fréquence de collision par 

particule et par pale pour des billes de verre dans l'eau. La fréquence de collision est démontrée 

être une fonction croissante de la taille de particule (figure 8.3) sauf pour les grandes valeurs à 

cause de la non-unifonnité de la suspension. Pour une taille constante, la fréquence augmente 

linéairement avec la vitesse d'agitation. Les auteurs ont trouvé aussi que la fréquence est une 

fonction décroissante de la viscosité et une fonction croissante de la masse volumique du 

liquide. 

En utilisant les billes de verre dans l'eau, [P loB & Mersrnann 1989] ont observé 

l'enlèvement progressif d'une couche fragile de vernis mis sur un agitateur dans une cuve 

agitée. ns ont trouvé que: 

• la plupart des collisions ont lieu sur le bord d'attaque de chaque pale, mais il existe 

aussi un enlèvement progressif de vernis moins important sur le plat de la pale; 

• il existe une fonction croissante entre l'efficacité de la cible et la taille des particules. De 

plus, en dessous de 200J.lII1, les billes semblent incapables d'enlever le vernis. 

~~------------------------------------~ 
SUSOlensÏon 1 SUSOle:lSÎOn 
b.omogène / ncn-liomogène _- 18 

1 

~''''''tt/mm 
:f 

oc la 

~ 
~ 1. 

1400 tr/min 
10 

6 

4 

l 

a~~------------------------------...-------~ 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,S 4,0 4,! !,O 

Taille des particules [mmI 

Figure 8.3: Mesure de la fréquence de collisions des billes de verre dans l'eau sur 
le dos d'une pale d'agitateur, d'après [Grootscholten & coll 1981]. 
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8.1.3.2 Modèles théoriques de l'efficacité de cible 

Deux façons de détenniner l'efficacité de cible sont maintenant présentées. La première méthode 

(appelée "géométrique") [Pohlisch & Mersmann 1988], suppose que la plupart des 

collisions se font sur le bord d'attaque de la pale de l'agitateur. La deuxième méthode (appelée 

"interception inertielle"), qui nous semblent plus sûre, fait plutôt appel au plat de la pale. 

(a) Modèle "géometrique" (longueur caractéristique: épaisseur de la pale) 

Selon [Mersmann & coll 1988], l'efficacité de cible 71T est le produit de deux facteurs : 

• la proportion des particules entrainées par l'agitation qui vont effectivement percuter 

l'agitateur 71i; 

• un facteur correctif tenant compte de la diminution relative de la vitesse de collision des 

particules près des pales de l'agitateur, par rapport à la vitesse moyenne des particules 

dans l'écoulement de la suspension 71,. 

On peut donc écrire : 

T\T = T\i • T\c (8.6) 

[Pohlisch & Mersmann 1988] proposent que 71iPuisse êtredétenninée en considérant 

un écoulement simplifié autour des pales de l'agitateur (voir la figure 8.4 (a». En entrant dans 

la zone balayée par l'agitateur, la particule peut: 

(i) passer entre les pales de l'agitateur; 

(ü) subir une collision avec le bord de la pale (sur l'épaisseur de la pale); 

(ili) entrer en contact avec la surface plate de la pale (sur la largeur de la pale). 

Ds considèrent que la partie la plus importante des collisions se produit sur le bord le plus 

avancé de la pale (conIlmlé par les résultats de [P loB & Mersmann 1988], voir la partie 

8.1.3.1). On peut donc écrire: 

alors, 

aire projetée du bord des pales 
T\i = aire totale balayée par l'agitateur 

(8.7a) 

(8.7b) 

En se servant des résultats expérimentaux relatifs aux collisions de billes en verre sur les pales 

d'un agitateur dans l'eau, [Pohlisch & Mersmann 1988] ont trouvé que la contribution 

hydrodynamique 71, peut être traduite par : 

Dp 
... pour 0,05<-<0,33 

Dc 
(8.8) 
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(a) Lignes de courant simplifiées autour de la pale 

(b) Géométrie de la pale 

L~ Lpa1e 
I~.I'" ·1 

~--~------~_. 
". ". 

"'". ". 

// / 

".'" -~-~-)------

Figure 8.4: Ecoulement simplifié autour d'une pale 
d'agitateur, d'après [Pohlisch & Mersmann 1988]. 
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où De est le diamètre caractéristique. On distingue deux cas : 

• pour les collisions sur les bords (sur l'épaisseur), De = L;, 

• pour les collisions sur le plat de la pale (sur la largeur), De = L,.I 6 (valable pour une 

hélice ou un agitateur à pale inclinée à 45°). 

On peut maintenant calculer l'efficacité totale de cible: 

108 aD~ Le 
llT=-· .-

1t DaLpale Le 
(8.9) 

Pour une suspension dans un tube de guidage, on fait l'hypothèse que l'angle a est constant et 

égale à 000; on calcule donc la longueur projetée de l'épaisseur de la pale Lo pour un angle fixe 

d'inclinaison de la pale f3 : 

donc, 
aD2 

llT = 34,4 D L P sin~ 
a pale 

(8.10) 

(8.11) 

Cette relation prévoit que les collisions avec l'agitateur diminuent fortement avec la taille de ]a 

particule. TI existe deux cas limites : 

• quand l'agitateur est grand et les particules sont petites, l'efficacité de cible tend vers 

zéro; 

• quand l'agitateur est petit et les particules sont grandes, l'efficacité de cible tend vers 

un maximum. 

(b) Modèle de l'interception inertielle Uongueur caractéristique: plat de la pale) 

L'agitateur peut être considéré comme une cible cylindrique (voir la figure 8.5) avec un 
diamètre caractéristique donné par la longueur projetée de la pale LpiM nonnale à l'écoulement (à 

l'angle a; voir la figure 8.6). [Perry & Green 1984 ch.20 pp.81-831 décrivent 

l'impact des particules sur ]a cible par l'interception inertielle : à l'approche de la cible, une 

particule amenée par l'écoulement du fluide peut percuter l'obstacle à cause de son inertie. Sur 

la figure 8.5, les lignes continues sont des lignes de courants autour du corps et les lignes en 

traits pointillés sont les chemins des particules qui ont initialement suivi les lignes de courants. 

La distance y est la distance entre les lignes de courants limites A et B. L'efficacité de cible est 

définie dans ce cas comme la fraction des particules initialement présentes dans l'aire projetée 

du corps qui vont effectivement percuter le corps : 

(8.12) 
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Figure 8.5: Collision des particules sur une cible cylindrique, d'après [Perry & 

Green 1984 ch.20 pp.81-831.PourIafigure8.6,DI;=L',.u 
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Figure 8.6: Mouvement des particules près d'une pale d'agitateur, 
d'après CP loB & Mersmann 1988]. 

1~ ______________________________________________________________ __ 



1,0 

0,8 

'"' s=' 
.!l 

0,6 :e 
Co) 

.g 
'B ... 0,4 B 
lE 
~ 

0,2 

0,0 
0,01 0,1 1 10 100 

Paramètre de Stokes (modifié) 'If" 

Figure 8.7: Efficacité de la cible en fonction du paramètre modifié 
de Stokes en utilisant la définition de l'interception inertielle, 

d'après [Perry & Green 1984 ch.20 pp.81-83]. 

L'efficacité de la cible est une fonction du paramètre modifié de Stokes 'l'* (défini par [P 10.8 

& Mersmann 1989] en utilisant la figure 8.5) : 

(8.13) 

En utilisant une régression linéaire sur des données présentées par [Perry & Green 1984 

ch.20 fig .105, PloB & Mersmann 1989] trouvent la relation suivante (voir ]a 

figure 8.7) : 

{ 
'P" }2.1 

TlT = 0,32 + 'P" 
(8.14) 

Selon la figure 8.6, la vitesse d'écoulement w.,fr J peut être calculée par l'addition vectorielle de 

la vitesse aux extremités des pales de l'agitateur et la vitesse axiale d'écoulement dans le tube de 

guidage: 

(8.15) 

La vitesse axiale moyenne est donnée par : 

(8.16) 

En faisant l'hypothèse que le rapport des vitesses WAX 1 w.(ra} et l'angle a sont constants, on 
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obtient: 

et, 

6N 
tan(a)=~ 

11: 
(8.17) 

(8.18) 

En comparant avec les observations expérimentales, [Plo.s & Mersmann 1989] ont 

détenniné la relation approximative pour calculer la vitesse locale: 

w 
1lT=­w_ 

(8.19) 

n est donc possible de détenniner la vitesse locale en utilisant une estimation de 'P- et la relation 

(8.14). 

8.1.4 Prélèvement des échantillons de particules en suspension 

Pour obtenir un bon échantillon d'une suspension de particules dans une cuve agitée, ]a 

direction et la vitesse du prélèvement doivent être identiques à celles de la circulation interne 

(c'est à dire dans les conditions isocinétiques) [Randolf & Larson 1988]. Un 

prélèvement non-isocinétique conduit à un échantillonnage non-représentatif de la distribution 

granulométrique; dans le cas d'un cristallisoir continu, une classification des particules peut 

avoir lieu dans le réacteur même si la cuve est bien agitée. Dans une cuve TOC, le prélèvement 

isocinétique est facilité par la recirculation interne simplifiée. 

En pratique, [MacTaggart & coll 1993] ont trouvé qu'il est impossible d'obtenir une 

mesure représentative de la concentration locale des solides par prélèvement. Pour minimiser ]a 

dépendance de la concentration des solides prélevés vis à vis des conditions opératoires (c'est à 

dire la vitesse d'échantillonnage, géométrie du tuyau de prélèvement, taille de particules et 

concentration), ils proposent que les particules dans la cuve soient les plus fines possible et 

qu'une vitesse de prélèvement la plus grande possible soit utilisée. ns concluent leur étude en 

disant que l'obtention d'une mesure fl3.ble de la distribution granulométrique doit être effectuée 

en utilisant une technique qui éviterait le prélèvement des particules. 
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8.2.1 Généralités 

La cristallisation peut théoriquement se produire quand un soluté dépasse sa limite de solubilité, 

c'est à dire quand la solution devient sursaturée. La sursaturation peut être obtenue de plusieurs 

façons : 

• par le refroidissement de la solution en dessous de sa température de saturation (pour 

la plupart des systèmes, la solubilité est une fonction croissante de la température); 

• par l'évaporation du solvant à partir de la solution (la cristallisation par le vide peut être 

considérée comme un procédé par refroidissement et évaporation); 

• par l'ajout d'un troisième composant soluble qui modifie la solubilité du soluté; 

• par la précipitation: deux espèces réagissent pour donner un produit dont la solubilité 

est très faible. 

En général, la courbe de solubilité et l'état de la solution mère détermineront le choix de la 

méthode de cristallisation. 

Région 
sursaturée 

Refroidissement -----;r 

"Limite" 
métastable 

Saturation 
(équilibre) 

Région 
sous-saturée 

Température 

Figure 8.8 : Représentation schématique des domaines de sur - et 
sous - saturation [Jones 1991]. 
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Une solution est dite "métastable" lorsqu'elle possède une sursaturation très basse: la 

germination primaire ne s'y produit pas. Les cristaux peuvent néanmoins continuer à croître. 

Les "vraies" limites de la zone métas table sont difficiles à définir car elles dépendent 

essentiellement des conditions d'opération du réacteur (par exemple, la vitesse d'agitation). 

Lors de la cristallisation dans une suspension, deux processus se produisent en même temps : 

• la formation de nouvelles particules; 

• la croissance des particules existantes. 

Les phénomènes les plus courants rencontrés dans un cristallisoir sont décrits dans les sections 

suivantes, en mettant particulièrement l'accent sur la germination secondaire consécutive aux 

chocs subis par les cristaux. 

8.2.2 Les bilans de population 

La prédiction de la distribution granulométrique, nécessite la connaissance des cinétiques de 

cristallisation et le temps de séjour des particules dans le réacteur. Ces quantités sont contenues 

dans un modèle mathématique appelé le bilan de population [Randolf & Larson 1988]. 

L'équation de continuité relative au nombre de particules dans l'espace des phases pour les 

grains solides est donnée par : 

an at"+ V.(vn)- fB + fD = 0 (8.20) 

Si la suspension peut être considérée comme parfaitement agitée, un bilan macroscopique de 

population s'exprime pour k entrées et sorties par : 

an + V.(v.n)+ d(log V) = f
B 

_ f
D 

_ ~ Qknk 
ot 1 dt f' V 

(8.21) 

Cette équation est la forme la plus souvent utilisée du bilan de population. Dans le but de 

simplifier le bilan décrivant la variation au cours du temps de la distribution granulométrique 

dans un réacteur, les hypothèses suivantes peuvent être employées : 

• opération en continu du réacteur; 

• température constante; 

• . volume constant; 

• suspension parfaitement mélangée; 

• évacuation de la suspension (cristaux et solution); 

• absence de solides dans le circuit d'alimentation; 

• absence de fragmentation et d'agglomération; 
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Figure 8.9 : Ecarts au modèle MSMPR 
[Randolf & Larson 1988]. 
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• taille initiale des gennes nulle; 

• loi de MCCabe : 

la vitesse de croissance linéaire est suppose indépendante de la taille du cristal - une 

observation empirique qui, dans de nombreux cas, est réaliste: 

G= dDp 

dt 

En utilisant ces hypothèses, on obtientfB = 0 etfD = 0, d'où: 

On+ G On +E..=O 
at aDp e 

avec: 
e = V IQ, = temps de séjour dans le réacteur en régime continu 

Si l'état stationnaire est atteint, l'équation (8.23) devient: 

n=noexp(- ~~) 

nO, concentration particulaire en gennes pour D p = 0, peut être définie par : 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

(8.25) 

B 0 est la vitesse de la gennination, c'est à dire le nombre de gennes fonnés par unité de temps et 

de volume. 

De cette façon, pour un réacteur en continu, la distribution granulométrique s'exprime comme 

une fonction du temps de séjour et des vitesses des deux processus cinétiques : la croissance et 

la gennination. Si toutes les hypothèses peuvent être considérées comme réalistes, la courbe de 

log(n) en fonction de la taille caractéristique des particules devrait donner une droite, ainsi les 

vitesses de germination et de croissance peuvent être retrouvées. Ce modèle est la base de la 

théorie actuelle sur les cristallisoirs en continu. Il est appelé: "Mixed Suspension Mixed 

Product Removal" (MSMPR; voir la partie 8.1.2). Bien qu'il contienne de nombreuses 

hypothèses simplificatrices, la comparaison entre courbes réelle et théorique peut donner des 

indications sur les phénomènes qui n'ont pas été pris en compte (voir figure 8.9). 

La modélisation de la distribution granulométrique obtenue en réacteur fermé est beaucoup plus 

complexe qu'en réacteur ouvert. Le bilan de population en réacteur fermé peut aussi être écrit à 

partir de l'équation (8.2.1) : 

a(nV) + O(nGV) 0 
at aDp 

(8.26) 

Cette équation aux dérivées partielles est souvent résolue numériquement. Les conditions 

initiales sont très importantes; notamment la formation initiale "explosive" de germes ou 
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l'introduction éventuelle d'amorces conditionnent la distribution granulométrique finale. 

8.2.3 Processus d'évolution 

8.2.3.1 Croissance cristalline 

La croissance cristalline peut être décrite à plusieurs niveaux : 

• A l'échelle moléculaire (de l'ordre de lnm), des unités de croissance s'attachent à la 

smface et éventuellement peuvent soit s'intégrer dans le réseau soit retourner dans la 

solution. Cela fonne une couche adsorbée sur la surface du cristal qui contient un 

réseau partiellement ordonné (voir la figure 8.10), qui serait également responsable du 

mécanisme dit catalytique de la gennination secondaire (voir la partie 8.2.3.2(b». 

Cene couche peut avoir une épaisseur d'environ lOOÂ [Johnson & coll 1972, 

Randolf & Larson 1988 p.118] et correspond à l'étape d'intégration 

superficielle (voir plus loin dans cette partie). 

• A l'échelle microscopique (de l'ordre de lJ.lm), des couches de surface ou des 

"groupes de marches" sont apparents. Ils peuvent être constitués de plusieurs centaines 

de couches moléculaires superposées. Les couches sont formées de groupes de 

marches. Ces fonnations sont la cause de divers défauts, par exemple : le piégeage de 

solvant dans la structure cristalline. 

Diffusion 

~ Solution 
samrée 

Figure 8.10: Schéma de la couche adsorbée à la surface d'un cristal croissant, 
d'après [Randolf & Larson 1988 p.119]. 

(D AmBn.pH20 0 ions A+n ~ ions:&n) 
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• A l'échelle macroscopique (> Imm), les effets de limitation de transferts deviennent 

importants -les gradients en sursaturation peuvent influencer les profIls de surface et 

peuvent être la cause d'instabilités dans le processus de croissance, par exemple : les 

dendrites [Garside 1991]. 

La croissance cristalline fait intervenir de nombreuses étapes qui peuvent être regroupées en 

trois processus principaux [Burton & coll 1951, Chernov 1961] : 

• le transfert de matière de la solution vers l'interface cristal / solution; 

• l'intégration du soluté dans le réseau; 

• le transfert de la chaleur de cristallisation de l'interface vers la solution et le cristal. 

Le transfert de chaleur est normalement beaucoup plus rapide que le transfert de matière et 

l'étape d'intégration, mais il peut être l'étape limitante dans le cas de la solidifIcation. Le taux de 

croissance est donc déterminé soit par le transfert de matière (contrôle diffusionnel) soit par 

l'étape d'intégration superfIcielle. 

La croissance cristalline peut se produire par des mécanismes divers pour lesquels des modèles 

théoriques ont été proposés. La vitesse linéaire globale de croissance cristalline G est une 

fonction du degré de sursaturation de la forme: 

dO . 
--p =G=k 51 
dt g a 

avec: 

Sa = Sr+ 1 = sursaturation absolue 

5 = !lC = sursaturation relative 
r C 

eq 

!lC = C - Ceq = sursaturation 

(8.27a) 

(8.27b) 

(8.27c) 

(8.27d) 

Pour la croissance avec contrôle diffusionnel j = 1, pour des défauts de type dislocation vis 

j= 1-2 [Burton & coll 1951], et pour la croissance polynucléairej> 2. Les formes 

des cristaux peuvent varier lorsque les faces des cristaux croissent avec des vitesses différentes. 

La morphologie globale ("habit") est donc déterminée par la face qui a la vitesse de croissance la 

plus lente et elle est très sensible à l'action des impuretés [Jones 1991, Boistelle 

1982, Triboulet & coll 1992a]. 

8.2.3.2 Germination 

La germination des cristaux se produit par deux mécanismes principaux: primaire (homogène 

et hétérogène) et secondaire. 

(a) Germination primaire 

La germination primaire se produit dans une zone homogène de la solution lorsque des agrégats 

submicroniques de soluté franchissent une taille critique pour former des germes qui peuvent 
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éventuellement survivre et croître comme des vrais cristaux. La germination homogène peut 

avoir lieu dans une solution parfaitement limpide; en général, des niveaux relativement hauts de 

sursaturation sont exigés pour amorcer la germination homogène. La germination primaire peut 

aussi se produire en présence de parois rugueuses, de particules de poussière, de bulles d'air, 

ou d'autres supports présents dans un cristallisoir - il s'agit alors de germination hétérogène. La 

germination hétérogène est beaucoup plus probable dans les cristallisoirs industriels que la 

germination homogène. 

La vitesse de germination, B 0, c'est à dire le nombre de germes produits par unité volume et par 

unité de temps, s'exprime par une équation de type Arrhenius pour la germination homogène 

[Randolf & Larson 1988] basée sur le modèle original de Volmer pour la condensation 

des gaz: 

(8.28) 

Aux basses sursaturations, [Nielsen 1964] a proposé une fonction de puissance basée sur 

cette équation : 

(8.29) 

(b) Germination secondaire 

Lorsque des cristaux parents sont introduits dans un cristallisoir, la germination secondaire peut 

avoir lieu par l'intermédiaire de plusieurs mécanismes [Garside & Davey 1980, 

Chianese & coll 1993, Triboulet & Cournil 1992b] : 

• "initial breeding" (génération initiale) : 

des petits fragments de cristaux décollés de la surface par la solution peuvent donner 

GERMINATION 

,...-__ --.. _____ HOMOGÈNE 

/ 
1 PRIMAIRE 1____ ' 

HETEROGENE 

\ 

"INITIAL 
/, ~REEDING" 

r-I S-E-CO-ND-A-IRE---'I-c~~~~ 

\ FRAGMENTATION 

Figure 8.11 : Classification des divers mécanismes fondamentaux 
de germination 
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de nouveaux gennes. Cela ne se produit que lorsque des cristaux secs sont introduits 

dans la solution, c'est à dire pendant l'ensemencement des cristallisoirs; 

• mécanisme" catalytique" : 
lavage des agrégats de soluté de la couche d'adsorption à la surface du cristal et 

libération des gennes correspondants dans la solution saturée; 

• fragmentation: 
formation de particules fines par la réduction en taille des cristaux via différents 

mécanismes de fragmentation: l'abrasion, l'attrition et la rupture (voir la partie 8.3). 

D'autres méthodes de classification existent pour les mécanismes de gennination secondaire : 

germination par contact, cisaillement, ou croissance d'aiguilles [Garside & Davey 

1980 ] . Néanmoins, ces méthodes classent la germination à partir d'une description plutôt que 

par leurs mécanismes fondamentaux, par exemple : la gennination par contact relève à la fois 

des mécanismes catalytique et de la fragmentation. Dans cette étude, on n'utilisera que des 

tennes donnés par la figure 8.11. 

Le mécanisme catalytique n'intervient que lorsque les cristaux sont dans une solution saturée ou 

sursaturée. La production de gennes secondaires nécessite beaucoup moins d'énergie qu'en 

demande la fragmentation. La vitesse de gennination secondaire augmente avec le degré de 

sursaturation car la couche adsorbée devient plus grande et le rayon moyen critique plus petit; 

les germes produits ont plus de chance de survivre [Randelf & Larsen 1988]. 

JGO seo lOGO lCCO SLCG la:ca zacCQ 
Temps de séjour [s] 

Figure 8.12: Influence du temps de séjour et de la dissipation spécifique d' énergie 
sur la taille moyenne des particules [Pohlisch & Mersmann 1988] 
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TI est difficile d'établir le mécanisme précis qui intervient dans une situation particulière. Une loi 

semi-empirique est souvent utilisée pour décrire l'influence de la fraction volumique des 

cristaux, la vitesse de croissance cristalline, et la vitesse d'agitation (qui est dans la plupart des 

cas caractéristique de la dissipation spécifique d'énergie) sur la vitesse de germination 

secondaUe [Pohlisch & Mersmann 1988] : 

B -..,. cpbl c;b2 Db3 Gb' o--n· 0·0;. • pO. (8.30) 

TI existe également des corrélations où la fraction volumique 'AI est remplacée par la masse ou Je 

nombre de cristaux, ces trois grandeurs étant la plupart du temps proportionelles. La vitesse de 

gennination secondaUe est donc liée au degré de sursaturation par la vitesse de croissance et à la 

vitesse d'agitation par la dissipation moyenne d'énergie. Puisque les niveaux de sursaturation 

dans les cristallisoirs industriels sont relativement bas, la gennination secondaire est 

prédominante. Dans de tels cristallisoirs, la fragmentation (voir la partie 8.3) semble être Je 
mécanisme le plus important [Klein 1991]. La figure 8.12 représente la variation du 

diamètre moyen d'une population de cristaux en fonction du temps de séjour et de la dissipation 

spécifique d'énergie pour deux types de cristallisoir (hélice et cuve roc; convection forcée) 

[Pohlisch & Mersmann 1988]. Deux régions existent: 

• Région 1 - temps de séjour courts; dissipation spécifique d'énergie faible: 

Le diamètre moyen augmente avec le temps de séjour. Seules les cinétiques du 

mécanisme catalytique (pour la gennination secondaire) et de croissance cristalline 

peuvent détenniner la distribution granulométrique. 

• Région II - temps de séjour longs; dissipation spécifique d'énergie élevée: 

Le diamètre moyen d.imi.nue avec le temps de séjour. La fragmentation des cristaux 

devient importante et doit être prise en compte (voir la partie 8.3). 

8.2.3.3 Dispersion des vitesses de croissance 

Plusieurs groupes de recherche [Rousseau & coll 1978, Tavare & Garside 

1981, Offerman & Ulrich 1984, Mydlarz & Jones 1990, Berglund & 

deJong 1990, Wang & Mersmann 1992] ont observé la dispersion des vitesses de 

croissance des gennes : les cristaux de petite taille croissent à une vitesse qui différe de celle 

des cristaux plus grands. TI est estimé que peut-être seulement 10-15% des gennes d'un 

matériau bien soluble (par exemple le nitrate de sodium) sont responsables de 95% du produit 

cristallin final [Randolf & Larson 1988]. Beaucoup plus de gennes qu'il n'est préw 

par le bilan de population sont donc présents dans le cristallisoir: la distribution 

granulométrique du MSMPR en continu n'est donc pas linéaire (voir la figure 8.9). Deux 

hypothèses différentes peuvent être utilisées pour modéliser la dispersion des vitesses de 

croissance : 

• Vitesse de croissance constante (VCC) : 

la croissance d'un cristal individuel est toujours constante (due à des propriétés 
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intrinséques de chaque particule: par exemple, l'état de la swface); 

• Vitesse de croissance aléatoire (VCA) : 

la croissance d'un cristal individuel peut changer pendant une certaine période de 

temps parce que les conditions ne sont pas toujours unifonne dans un cristallisoir. 

[0 f f e rman & U Ir i ch 1984] montrent que des germes secondaires créés par attrition 

grandissent plus lentement (ou même pas du tout) en comparaison aux vitesses de croissance de 

cristaux macroscopiques. [Wang & Mersmann 1992] ont examiné la vitesse de croissance 

de plusieurs centaines de fragments de nitrate de potassium et ont pu démontrer qu'ils suivent 

une loi de VCC. 

A partir des distributions granulométriques de sucrose dans l'eau obtenues dans un cristallisoir 

MSMPR en continu, [Berglund & deJong 1990] ont montré l'existence de deux 

corrélations empiriques de type 8.30 pour les vitesses de germination: une pour les germes qui 

croissent rapidement et une autre pour ceux qui possèdent une vitesse de croissance très lente. 

Plusieurs auteurs (par exemple [Mersmann & coll 1992]) tiennent compte de ce nombre 

réduit de germes efficaces en introduisant une efficacité de germination dans la corrélation de la 

vitesse de germination. 

Trois phénomènes peuvent peut-être expliquer le phénomène de dispersion des vitesses de 

croissance [Heffels & deJong 1990] : 

• état de surface (l'absence de dislocations empêche une croissance par le mécanisme 

spirale); 

• présence d'impuretés; 

• contrainte interne élevée dans les germes due à la fragmentation (de tels cristaux 

peuvent même se redissoudre dans la solution). 

[Heffels & deJong 1990] ont remarqué qu'il est possible de réactiver des germes à 

faible taux de croissance en augmentant le niveau de sursaturation. Ils proposent donc 

l'existence d'un stockage de germes qui peuvent atténuer des oscillations dans le comportement 

dynamique d'un cristallisoir en continu. Pour cette raison, l'estimation du nombre de germes 

"dormants" est d'un grand interêt. 

8.2.3.4 Agglomération 

Dans un cristallisoir agité, le phénomène d'agglomération est couramment rencontré; il a pour 

conséquence la disparition de particules fines libres en suspension. Pour que des particules en 

suspension s'agglomèrent, il faut qu'au moins deux conditions soient réunies: 

• l'existence de contacts étroits entre les particules : chocs; 

• l'existence de forces de cohésion susceptibles de garder les particules en contact. 
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(a) Les contacts 

Le processus d'agglomération dépend avant tout de la fréquence des collisions 

[Smoluchowski 1917]. En supposant que tout choc entre particules conduit à la formation 

d'un agglomérat on peut exprimer la cinétique d'agglomération dans trois types de système : 

• système dans lequel le fluide est au repos, les chocs étant, dans ce cas, dus au 

mouvement brownien des particules; 

• système dans lequel le fluide est en écoulement laminaire, les particules subissant alors 

un processus de déplacement du type "écoulement sous cisaillement"; 

• système dans lequel le fluide est en écoulement turbulent; les différents tourbillons 

conditionnent alors le mouvement des particules et leurs collisions. 

Cependant, dans une suspension bien agitée, comme cela se passe dans un cristallisoir, un 

mécanisme opposé à l'agglomération se présente. Les forces de cisaillement dépendant de la 

dynamique du fluide peuvent provoquer la rupture des agglomérats. Comme la vitesse 

d'agglomération, les fréquences de collision et l'efficacité de rupture des agglomérats dépendent 

de la vitesse d'agitation ou plutôt de la dissipation spécifique de l'énergie, un "équilibre" est 

atteint pour une taille limite des agglomérats. 

(h) Les forces de cohésion 

[Kalleman & Willstater 1932] ont identifié les forces d'attraction comme 

l'interaction de type électrostatique, les forces de London-Van der Waals qui doivent leur 

existence aux propriétés des particules. Les autres types d'interactions peuvent apparaître au 

voisinage de l'interface solide-liquide : 

• interactions répulsives par gêne stérique lorsque des molécules volumineuses sont 

partiellement adsorbées à la surface des particules; 

• interactions attractives par pontages entre macromolécules adsorbées à la surface des 

particules (ce type d'interaction est utilisé dans les procédés industriels de floculation); 

• interactions électrostatiques répulsives par interpénétration des doubles couches 

électriques localisées au voisinage des particules. 

Parmi les trois interactions décrites, celle due à l'existence de la double couche est 

prépondérante dans les milieux aqueux. TI existe une action antagoniste entre les forces 

attractives de London-Van der Waals et les forces répulsives de la double couche. La théorie de 

Derjagin-Landau-Verwey-Overbeck (DLVO) [Overbeck 1984] est basée sur l'hypothèse 

que la stabilité d'une suspension colloïdale est conditionnée par la combinaison de ces deux 

types d'interactions antagonistes et indépendantes. 

Dans une solution sursaturée, les agglomérats peuvent subir une modification après leur 

création: des liens cristal-cristal se produisent, et les particules de l'agglomérat sont 
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éventuellement cimentées ensemble. Les agglomérats croissent ensuite comme une particule 

unique. L'épaisseur et la solidité des liens dépendent du degré de sursaturation et du temps de 

séjour. 

8.3.1 Généralités 

Le processus de fragmentation des particules est déterminé par deux facteurs opposés : la 

solidité mécanique des particules et l'intensité de la contrainte appliquée. Malheureusement, le 

mécanisme de transfert des contraintes et la distribution superficielle des contraintes au niveau 

des particules sont peu connus. 

En général, le mode de fragmentation d'une particule particulière change quand la force 

appliquée augmente: on passe de l'érosion de surface à la rupture (fragmentation entière). 

Dans cette étude, on utilisera les définitions introduites par [Paramathan & Bridgwater 

1983, Chianese & coll 1993] : 

• abrasion: 
enlèvement de très petites particules cristallines telles que les dendrites, les bords et les 

sommets, beaucoup plus petites que le cristal parent; 

• attrition: 
désintégration d'un cristal parent en deux parties distinctes : les fines et un cristal 

simple résiduel qui est à peine plus petit que le cristal parent; 

• rupwe: 
fragmentation des cristaux en deux ou plusieurs morceaux, de dimensions 

comparables. 

Dans le cristallisoir, plusieurs mécanismes potentiels peuvent conduire à la fragmentation; 

l'énergie de cassure des particules résulte, soit de la circulation nonnale soit de l'écoulement 

turbulent du fluide. L'origine de la fragmentation réside [Chianese & coll 1993] : 

• dans les contraintes induites par les impacts: 

(i) collisions cristal-cristal; 

(li) collisions cristal-parois; 

(iii) collisions cristal-agitateur; 

• dans les contraintes induites par le fluide : 

(i) contraintes de cisaillement; 
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(ü) contraintes de traînée; 

(ili) pression (c'est à dire l'ensemble des contraintes normales). 

La fragmentation a fait l'objet de plusieurs études fondamentales. En pratique la broyabilité 

relative des matériaux est mesurée dans un dispositif mécanique qui ressemble au procédé 

industriel (par exemple, les lits fluidisés ou les cellules de cisaillement) et expérimentée sous 

des conditions de référence. n existe aussi plusieurs techniques pour rechercher les mécanismes 

fondamentaux de fragmentation en utilisant des particules simples : l'indentation et la rayure de 

surface, la compression entre deux plaques et le choc sur une cible [Yuregir & coll 

1987, Chemini & coll 1993]. 

Selon [Bemrose & Bridgwater 1987], les tests mécaniques peuvent donc être classés 

en deux catégories : ceux qui utilisent des particules isolées permettant une meilleure 

compréhension de la fragmentation mais difficiles à comparer à des observations empiriques 

issues du milieu industriel, et ceux qui utilisent des échantillons multi-particules (des poudres) 

et qui sont empiriques par nature. 

8.3.2 Bases physiques de la fragmentation 

8.3.2.1 Mécanismes de la fragmentation 

La fragmentation des cristaux et des agglomérats est influencée par deux facteurs opposés à 

savoir la résistance mécanique de la particule et la force de cassure appliquée. 

D'après [Bemrose & Bridgwater 1987], toutes les grosses particules ou agrégats 

contiennent soit des fissures, soit des microfissures, soit des lignes de fragilité. Ces défauts 

donnent lieu à des comportements mécaniques non-uniformes et donc à des sources de cassure 

dans la structure. [Shockey & coll 1974] ont examiné le mécanisme de fragmentation et 

proposé quatre étapes pour modéliser le phénomène: 

(i) activation des défauts structurels préexistants; 

(ü) propagation des fissures activées; 

(üi) coalescence et branchement des fissures en phase de propagation; 

(iv) séparation des fragments, les uns des autres. 

La résistance à la cassure des particules augmente notamment avec une diminution de la taille 

des particules parce que la taille des fissures et microfissures devient plus petite: il y a un 

changement du comportement de fragile à plastique. 

L'attrition par impact a été étudiée par [Yuregir & coll 1987], en utilisant des cristaux 

cubiques de NaCl taillés et polis (lmm de long). Les cristaux, préalablement accélérés, étaient 

envoyés sur une cible avec une vitesse comprise entre 15 et 3Oms-l. Les diverses étapes se 

produisant lors d'un impact ont été enregistrées par cinématographie rapide. Du fait de 
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Dp,2 Dp,l 

Tableau 8.1 : Lois de communition prévues par la loi de 
Charles [Moiset 1980]. 

l'orientation aléatoire de chaque particule, les impacts ont presque toujours eu lieu sur un 

sommet; un impact à basse vitesse est la cause d'une déformation plastique extensive sur la 

particule. Mais, la formation ultérieure de fissures latérales sous la surface est la cause de 

l'arrachement de plaquettes minces (de taille 100Jlm) issues des faces voisines. TI apparaît donc 

que même la fragmentation d'une particule simple sous des conditions bien contrôlées est 

extrêmement complexe. 

8.3.2.2 Lois de fragmentation 

Le calcul de l'énergie nécessaire à la fragmentation est un domaine bien étudié pour lequel 

existent plusieurs lois. Parmi les lois empiriques, la plus générale est celle de Charles (1957) 

[Moiset 1980] : 

(8.31a) 

c'est à dire qu'à toute décroissance de dDp du diamètre Dp , correspond une demande d'énergie 

dE. En intégrant, on trouve: 

E = kc {D1-i _ D1-i } 
. 1-2 l-i p,l p,2 (8.31b) 

Les anciennes lois de communition correspondent à différents exposants i (voir le tableau 8.1). 

D'après [Perry & Green 1984 ch.8 p.12],cesloisn'aidentpasàlacompréhension 

du mécanisme de cassure. 
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8.3.2.3 Théorie de Hertz (1885) et Huber (1904) 

Les théories de Hertz (1885) et Huber (1904), décrites par [Schonert 1980, P 10.8 & 

Mersmann 1989], peuvent peut-être fournir le moyen d'intégrer des observations sur la 

fragmentation dans un fonds théorique plus profond. Ces auteurs ont détenniné la contrainte 

subie par une sphère qui percute un cOIps semi-infmi. 

Envisageons ces modèles dans la situation d'un choc cristal-agitateur qui nous intéresse plus 

particulièrement (ou même un choc cristal-cristal, voir la partie 8.3.4.2(b». Si un cristal de 

masse m et de vitesse w percute l'agitateur, son énergie cinétique Ec (= 112 mw2) est, pour la 

plupart, transfonnée en énergie potentielle dans la zone sous contrainte; on peut écrire un bilan 

d'énergie au moment de la collision: 

Energié cinétique = Energie potentielle + Energie dissipée + Energie de fracture 

La fraction d'énergie dissipée sous forme d'onde élastique peut être négligée, le temps de 

contact étant grand devant le temps de propogation des ondes élastiques [P 10.8 & Mersmann 

1 98 9 ] . Si la contrainte de cassure est dépassée, des fragments vont se dégager du cristal 

parent. Pour des contraintes encore plus élevées, le cristal se désintègre en fragments. En 

principe, il y a deux effets (qui sont dus à la vitesse de déformation) à prendre en compte 

Vitesse 
de contact 

w 

Cercle de contact 

Corps 
semi-infini 

Figure 8.13: Percussion d'une particule sphèrique sur un corps semi­
infini (théorie de Hertz-Huber) . Distribution de la contrainte dans la 

particule [P10.8 & Mersmann 1989]. 
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[Schônert 1980] : 

• l'effet dynamique: 

l'influen~e de la vitesse de défonnation sur les champs de contraintes dans un corps 

élastique; 

• l'effet des propriétés constitutives: 

la modification dans le comportement en défonnation due à la vitesse de défonnation 

(souvent vue dans les matériaux viscoélastiques). 

L'effet dynamique est presque sans importance dans la fragmentation par percussion. Ainsi, 

Hertz voit l'impact comme un processus pseudo-statique, c'est à dire que le temps d'impact est 

long par rapport à celui mis par les ondes élastiques pour passer à travers les corps en collision 

(ce qui est nonnalement valable jusqu'aux vitesses de l00m/s). TI propose donc que la particule 

soit arrêtée par la collision et qu'elle soit ré-accélérée par les forces élastiques. La tension 

résultante est concentrée près de la zone de contact; à l'extérieur de cette zone, la particule reste 

rigide. Le rayon de contact est donc petit devant celui de la particule. La figure 8.13 présente le 

schéma d'une sphère percutant une pale de l'agitateur. Hertz a détenniné la contrainte 

compressive maximale 0'0 qui existe au centre du cercle de contact: 

avec: 
l-X2 l-X2 K = __ P+ __ a 

mat y y 
P a 

(8.32) 

(8.33) 

Dans le cas des collisions cristal-agitateur, où la masse du cristal est petite devant la masse de 

l'agitateur, on a : 

(8.34) 

Le rayon de contact rc est donné par : 

. (8.35) 

Huber a détenniné la contrainte interne d'un corps semi-infini (l'agitateur) en utilisant une 

distribution elliptique de la contrainte. Dans l'aire de contact de la sphère, cette relation peut 

aussi être appliquée. La contrainte la plus élevée, qui conduit à une rupture, a lieu au bord du 

cercle de contact (au rayon rc). La contrainte maximale est donnée par : 

(8.36) 
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qui a lieu à l'intérieur de la sphère à une profondeur de 0,47rc (qui est le lieu de la contrainte 

tangentielle maximale). Le volume du fragment qui se dégage du cristal parent peut être 

maintenant déterminé. En faisant l'hypothèse que ce fragment a la forme d'une "calotte" 

sphérique, on obtient: 

(8.37) 

Ce volume VI est nonnalement fragmenté en plusieurs morceaux de diverses tailles. 

, 
8.3.3 Etudes expérimentales sur la fragmentation des cristaux en 
suspension 

[Blinichev & coll 1968] ont décrit un procédé simple pour la fragmentation des 

particules dans un lit fluidisé (voir la figure 8.14) : 

• Chemin AC : 

ce chemin est prédominant aux très basses vitesses (caractéristique de poussières très 

fines) et a tendance à enlever des petits morceaux des arêtes ou coins des particules. 

• Chemin ABC : 

des particules possédant une taille intennédiaire (avec toujours la présence de poussière 

fine) apparaissent suite aux collisions à grande vitesse qui brisent les grains originaux 

enfragments [Bemrose & Bridgwater 1987]. 

Un cristallisoir industriel est la source de beaucoup de phénomènes de germination secondaire 

qui peuvent être décrits par plusieurs mécanismes (la partie 8.2.3). L'analyse est difficile car la 

plupart de ces phénomènes interagissent et sont souvent en compétition. Le problème est rendu 

encore plus complexe par des phénomènes associés à un milieu solvant tels que la croissance de 

germes, la morphologie de surface des cristaux, et le niveau de sursaturation du soluté dans la 

solution mère qui donnent lieu à l'agglomération et au mûrissement d'Ostwald [Shamlou & 

Particules 
initiales 

A 

... Produit finement 
--------------~~. ~ 

~/c 
Produit de broyage des 

particules 
B 

Figure 8.14 : La fragmentation des particules dans un lit 
fluidisé [Blinichev et coll 1968]. 
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coll 1990]. La technique la plus souvent utilisée pour l'étude de la contribution de la 

fragmentation à la germination secondaire consiste donc à fragmenter des cristaux parents 

homogènes dans une cuve agitée en utilisant un liquide non-solvant [Conti & Nienow 

1980 ] . Ceci permet de séparer l'effet de la sursaturation, de la croissance et dissolution, des 

effets purement hydrodynamiques intervenant dans la gennination secondaire [Shamlou & 

coll 1990]. 

Sur le tableau 8.2(a), un résumé des corrélations expérimentales est présenté pour les études de 

fragmentation effectuées en milieu non-solvant dans une cuve agitée. Chaque étude a été 

réalisée en réacteur fermé. Sur le tableau 8.2(b), un résumé similaire est présenté pour les 

études effectuées en milieu solvant. Une grande partie de ces dernières a été effectuée en 

utilisant un cristallisoir MSMPR en continu. Les méthodes granulométriques les plus courantes 

ont été le tamisage, la diffraction de Fraunhofer et l'analyse d'images. Dans chaque étude, un 

échantillonnage a été nécessaire. 

[Conti & Nienow 1980] ont observé la fragmentation de cristaux de sulfate d'ammonium 

hexa-hydraté dans un réacteur agité à contre-pales rempli avec un liquide à faible pouvoir 

solvant (50% masse éthanol/50% masse eau saturé préablement avec le sulfate d'ammonium). 

La variation observée de la distribution granulométrique pour cinq classes de taille et l'évolution 

de la vitesse d'abrasion en fonction de temps est présentée sur la figure 8.15. L'abrasion a été 

observée sur les sommets et arêtes (qui ont été la source des gros fragments) ainsi que sur les 

faces des cristaux (production de fines particules). li en résulte alors des cristaux de plus en 

-..., o • M::= !cCie 

o -3.5 !J.::1 

o 3.5 - i.:3 l!= 

4 1.:3. - 10.9 ll=1 

+ 1Q..9 - 14..1 ::= 
• 14..5 - ='4 ~ 

Te:::.ps Ch) 

Figure 8.15: Evolution de cinq classes granulométriques pendant la 
fragmentation des cristaux dans une cuve agitée [Nienow & Conti 1978] 
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plus arrondis. La masse des fragments de taille intermédiaire croît rapidement jusqu'à un 

maximum avant de redescendre vers zéro. Ceci peut être interprété par une forte production de 

grains de taille intermédiaire aux étapes initiales qui sont fragmentés eux-mêmes en grains plus 

petits. II n'y a alors qu'une production nette de fragments de petites tailles. Le taux d'abrasion 

massique des rmes est très faible au début mais il augmente ensuite jusqu'à une valeur 

constante. 

Des expériences similaires réalisées par [Shamlou & coll 1990] en utilisant des cristaux 

de sulfate de potassium dans le méthanol pur ont aussi montré un taux de production constant. 

Ils ont observé que la quantité de particules de taille intermédiaire passe par un maximum. La 

vitesse linéaire de la fragmentation est attribuée à l'érosion superficielle des particules plus 

grosses. Une taille constante des particules fines d'environs IJ.1m a été trouvée. 

[Kuboi & coll 1984] en travaillant avec des cristaux de sulfate de cuivre dans l'acétone 

ont montré que pour les suspensions à basse concentration de particules « 50kg/m3), 80% de 

l'attrition totale provient des collisions cristal-agitateur. Pourtant, aux concentrations solides 

plus importantes (>80kg/m3) les collisions cristal-cristal deviennent plus fréquentes et sont 

responsables de 60-70% de la fragmentation totale. 

[Ottens & deJong 1973] ont remarqué que la hauteur de l'agitateur n'a pas d'effet sur le 

taux de fragmentation dans une cuve à contre-pales et à fond plat. Ds en ont donc déduit que 

l'effet de parois est négligeable sur le nombre de fragments créés. 

Beaucoup d'études existent sur l'influence des divers facteurs sur la fragmentation: 

(a) température 

Très peu d'influence dans des gammes étroites de 15 à 30°C [Chianese & coll 1993]. 

Pour des gammes de température plus larges, un changement des propriétés du solide 

(résistance mécanique, dureté, élasticité) et du liquide (niveau de sursaturation, viscosité, 

densité) a lieu, lequel peut influencer le taux de fragmentation [Bemrose & Bridgwater 

1987] . 

(b) milieu 

Le milieu joue un grand rôle dans le taux de fragmentation: 

• pouvoir solvant: 

l'étude de la fragmentation des grains dans un milieu à fort pouvoir solvant est rendue 

complexe par l'apparition d'autres phénomènes: par exemple, la croissance et la 

dissolution. Plusieurs auteurs ont remarqué que beaucoup plus de particules fines sont 

en suspension dans un liquide non-solvant. [Offerman & Ulrich 1980] 

associent cette disparition des germes en solution avec l'agglomération. [Heffels & 

deJong 1990] pensent que celle-ci est plutôt liée à une redis solution de ces germes. 
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Article Volwne Système Vitesse de gennination Mécanisme 
Vc [1] solide [liquide] B 

Synowiec & coll 1,5 K ZS04 k nO,97-1,0405,20-5,28 c-a,c-f 1993 [éthanol] n TO pO 

• Ë1,13-1,32 

Chianese & coll 12 K ZS04 knmTO c-c 
1993 [25% méthanol 75% aq] (l00-600J.un) 

(fempérabJre : 
aucune influence c-a, c-f, c-p 
enlIe 15-330C) «1~) 

Chemini 1 NaClou knnTO Cil 
1992 

KCI 
k nN;864nTO [éthanol] 

Shamlou & coll 6 K ZS04 knCPoË c-f 
1990 [méthanol] 

Kuboi & coll 1,5 CuS04.5HzO k m 1,6-3,802,6-3,8 c-c,c-a 
1984 [acétone] ou n TO pO 

[50% méthanol 50% aq] • Ë1,55 

Daudey& 12 <NH4hS04 knmTON!L~o c-a,c-p 
deJong [éthanol] 

1984 (Viscosité : 
aucune influence) 

Conti & Nienow 1,5 et CuS04.5HzO ou 0 6 -
1980 18,4 Ni~MS04h·6HzO 

P pOE c-c 

Nienow & Conti [acétone] ou EJ.11,50~(nT1'3 - 0po} 

1978 [50% méthanol 50% aq] 

Tableau 8.2 (a) : Résumé des résultats expérimentaux des 
travaux précédents sur la fragmentation des cristaux dans une 

cuve agitée contenant un liquide non-solvant. 
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Article Volume Système Vitesse de germination Mécanisme 
Vc [1] solide [aq] B 

Chianese & coll 12 K2S04 Simulation par bilan de faible Sa: 
1993 population c-c 

(1~); 
c-a, c-f, c-p 
«1~) 

fŒteS.:mc 

Jones & Mydlarz 3,9 K2S04 
1990 

1 46xl010 m 51,14 ' TO a 
c-a,c-p 

Bergbmd & de Jong 1400 SuClOse 50xl06No,7m O,3GO,4 frag,mc 
1990 ' a TO 

Pl08 & coll 6 et 60 KCI 2,5xl019ëo,6m~gsG2,O va 
1984,1989 

l,45xl016ËO,6m~JGI,55 (Nl4}zS04 

Kuboi & coll 1,5 KAl(S04)2·12H20 Augmentation de BO avec c-c,c-a 
1984 nombre de pales sur 

l'agitateur 

Daudey & de Jong 12 (Nl4)2S04 k m G2,6I c-a, c-p 
1984 n TO 

(Vitesse d'agitation : 
aucune influence) 

Grootscholten & 55 NaCl hélice: c-a,c-c 
coll 10xl017 N2m G2 
1981 ' a TO 

agitateur à 4 pales : 
l,7xl017N;mTOG2 

Toyokura & coll 0,6· CuS04.5H20 k
n

(âC)I,6(Re)4,O c-f,mc 
1981 

MgS04.7H2O k
n 
(âC)3.8 (Re )4.8 

Boume & Faubel 1,7 et KAl(S04}z.12H20 k N3m DI,5(âC)2,5 c-a, c-c, c-p 
1981 42 n a TO a 

Garside & Jancic 1,3 et KAl(S04)2·12H20 k N I,8m G1,58 c-a 
1979 40 n a TO 

Ottens & de Jong 10 et 40 KAl(S04}z.12H20 k m ëGI ,8 c-a 
1973 n TO 

(·Lit fluidisé et agité) 

Tableau 8.2 (b) : Résumé des résultats expérimentaux des 

travaux précédents sur la fragmentation des cristaux dans une 

cuve agitée contenant une solution aqueuse. 
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• sursaturation: 

Le changement de niveau de sursaturation peut conduire à un changement de 

mécanisme de la germination secondaire (niveau bas : fragmentation; niveau haut: 

mécanisme catalytique) [Chianese & coll 1993]. L'effet de la sursaturation est 

résumé dans le tableau 8.2(b) et il est caractérisé par la vitesse de croissance G par la 

relation 8.27a. En général, on trouve que: 

(8.38) 

• propriétés physiques: 

[Offerman & Ulrich 1980] trouvent que le taux de fragmentation est une 

fonction croissante de la viscosité. Cependant, [Grootshcolten & coll 

1984] ont trouvé que la fréquence des collisions des particules avec l'agitateur est une 

fonction décroissante de la viscosité et une fonction croissante de la différence de 

densité (Pa-PI). 

(c) dureté 

Les propriétés mécaniques des cristaux, de l'agitateur et des parois peuvent tous jouer un rôle 

dans la fragmentation. D'une façon générale, le taux de fragmentation est une fonction 

décroissante de la dureté des cristaux (résistance à l'abrasion) [Chemin i 1992] et une 

fonction croissante de la dureté de l'agitateur et des parois (réduction dans leur capacité 

d'absorberle choc de collision) [Synowiec & coll 1993]. 

(d) état de surface des cristaux 

La propagation des fissures dans un matériel (et donc la fragmentation) dépend beaucoup de 

son état de surface. Aussi, dans une solution sursaturée, [Heffels & deJong 1990] 

montrent que la vitesse de germination secondaire augmente avec le nombre de dislocations sur 

la surface (promotion de croissance spirale) simplement parce qu'un plus grand nombre de 

germes peuvent survivre (au lieu de se redissoudre). 

(e) taille des cristaux 

La production de particules fines est une fonction croissante de la taille de la particule du fait 

que son efficacité de cible plus importante (voir la partie 8.1.3) et de sa facilité de rupture (voir 

la partie 8.3.2.1) et aussi parce que la surface susceptible de donner naissance à des petits 

fragments est plus importante (voir le chapitre Il). 

(f) forme des cristaux 

Des cristaux qui croissent dans une solution aux fortes sursaturations (c'est à dire avec des 

cinétiques rapides de croissance) ont des form~s très irrégulières et peuvent présenter des 

défauts (par exemple des dendrites). Cela conduit à une diminution de la force de rupture des 

particules et donc à une augmentation du taux de fragmentation. [Bemrose & Bridgwater 

1987, Mazzarotta 1992] confirment cette idée. 
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(g) géométrie de l'agitateur 

Le taux de fragmentation est une fonction décroissante du diamètre de l'agitateur, si la vitesse à 

l'extrémité de la pale est constante [Offerman & Ulrich 1980]. Le type d'agitateur 

intervient de manière signifacative par sa capacité éventuelle à dissiper la puissance d'entrée. 

(h) géométrie de la cuve agitée 

La dépendance de la fragmentation à l'égard du type de Iéacteur (par exemple la cuve TOC ou 

convection fOICée) n'a pas fait l'objet de beaucoup d'études. La mise à une échelle supérieure 

(mais en gardant les mêmes rapports géométriques) entraîne souvent une diminution du taux de 

fragmentation dû entre autres à un changement dans l'efficacité de cible de l'agitateur et dans ]a 

structuredelaturbulence [P1o.e & Mersmann 1989, Synowiec & coll 1993]. 

8.3.4 Modélisation de la fragmentation des cristaux en cuve agitée 

Dans cette partie sont décrits les modèles de fragmentation les plus couramment utilisés pour ]a 

prédiction des vitesses de gennination secondaire. Un résumé de travaux principaux se trouve 

dans le tableau 8.3. En général, chaque auteur propose plusieurs causes de fragmentation 

(collision cristal-agitateur, collision cristal-cristal etc.) et en déduit dans chaque cas l'influence 

des paramètres de base (mT, DpO, ë, G) sur le taux de fragmentation. La corrélation la meilleure 

sera celle qui possède le meilleur accord avec les résultats expérimentaux (origine des causes de 

fragmentation dans les tableaux 8.2 (a) et (b». 

Cependant, comme on voit sur le tableau 8.3, les corrélations disponibles pour chaque cause 

sont nombreuses et souvent contradictoires. Dans ]a suite de cette partie seront exposés des 

modèles détaillés pour les collisions cristal - agitateur et cristal-cristal qui sont, d'après ]a 

littérature, responsables de la fonnation de la majorité des fines particules. 

En général, les modèles s'expriment par une relation de la fonne : 

(BO) (dnTf ) . eff oc: -- oc: lln . E·llF 
dt total,eff 

(8.39) 

dans laquelle BO ou dnTf / dt est la vitesse de gennination, Ë est la vitesse de transfert 

d'énergie et llF est le facteur d'efficacité des contacts. 

Pour l'analyse qui suit, on ne regardera que la vitesse de gennination totale (et non la vitesse de 

gennination efficace; voir la partie 8.2.3.3). Le facteur d'efficacité de gennination 1]" n'est pas 

pris en compte. Pour éviter la complication des effets de solvant, la vitesse de la gennination 

secondaire est supposée proportionnelle à la vitesse d'attrition lorsque la sursaturation est 

constante. 

La vitesse globale de fragmentation s'exprime par : 
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Article Particularités des modèles Mx!Jespu BO 

Synowiec & coll loi de Rittinger; Cil knëD~onTO 
1993 efficacité de cible; c~ k ë1,5D8 n2 

n pO TO 
fluide turbulent c-t;; knëD~onTO 

c-~ k ë1,5D3 n n pO TO 

Shamlou & coll loi de Rittinger; c-a k ë1,33n /p n TO 
1990 efficacité de cible simple; c~ kn D~~nj.o (ë / U)2 

fluide turbulent c-fis knCPo{'ë/ul 
c-fvds knCPo(ë / u) 

Pl08&coll théorie de Hertz et Huber; m w 2,2 

1989 efficacité de cible d'agitateur; c-a kn. TO 3 u ~fgeo TlT 
efficacité de germination VcDpfPs 

Kuboi & coll loi de Rittinger; c-a knf(Da,Na,J3)Dpo 
1984 efficacité de cible; 

m Jl...{},3 fluide turbulent . TO 
c~ k N4,8D7,4n2 Jl-1,1 n a pO TO 

Nienow & Conti loi de Rittinger; c~ D6 -p. pO.e 
1978 mouvement brownien des particules E Jl1,sD2 (n -1/3 - D ) . pf TO pO 

Tableau 8.3: Résumé des modèles sur la fragmentation des 

cristaux dans une cuve agitée. 
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dnTf 1 - dnTf 1 + dnTf 1 
dt total dt impact dt turbulence 

(8.40) 

avec: 

dnTfI 
dt impact 

= taux de production des particules fines à partir des impacts 

cristal-cristal, cristal-agitateur et cristal-parois; 

dnTf 1 = taux de production des particules fmes à partir d'interactions 
dt turbulence 

cristal-fluide turbulent 

La plupart des modèles utilisent l'hypothèse de la proportionalité entre le nombre des gennes et 

l'énergie transférée aux cristaux pendant les collisions, c'est à dire la loi de Rittinger. Certains 

auteurs utilisent une corrélation empirique, comme la loi de Rittinger, qui peut donner un bon 

accord avec les observations expérimentales pour les matériaux fragiles [Nienow & Conti 

1978, Chemini 1992]. Les modèles de l'équipe de Mersmann, c'est à dire [Poh1isch 

& Mersmann 1988, P 10.8 & Mersmann 1989], ont une base physique, la théorie de 

Hertz et Huber (voir la partie 8.3.2.3) qui tient compte de la contrainte créée par l'impact des 

particules. 

Si l'énergie de la collision dépasse une certaine limite (le seuil de cassure), une partie des 

cristaux sera arrachée et fonnera une certaine quantité de fines. Les modèles décrits ici 

supposent que les impacts ont toujours une énergie supérieure au seuil mais qu'il n'y a qu'une 

partie de l'énergie totale d'impact qui est utilisée pour la fragmentation (le reste étant dissipé 

dans la défonnation élastique du cristal parent et dans l'agitateur). 

8.3.4.1 Collisions cristal - agitateur 

Les deux modèles présentés ici se distinguent principalement par la détennination de l'énergie 

réquise pour la fragmentation (théorie de Rittinger ou théorie de Hertz et Huber) et par le calcul 

de l'efficacité de cible. Ces modèles conduisent à des corrélations très différentes. 

(a) Synowiec & coll (1993) 

La vitesse d'attrition s'exprime par: 

~Tf f {Ec-a} f 
dt = a -e- llT matnTO c-a c-a (8.41) 

avec: 

énergie d'impact appliquée par unité d'énergie requise pour 

produire un fragment d'attrition à partir de la surface cristalline 

~ Remarque: si ec-a est constant, la loi de Rittinger sera verifiée. 

L'efficacité de cible 1h est donné dans la partie 8.1.3.2 (équation 8.11). L'énergie cinétique 
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maximale donnée par la vitesse à l'extrémité de l'agitateur : 

1 2 
Ec-a ='2mpwu (8.42) 

La masse d'un seul cristal parent m" est donnée par : 

mp = VpPs = kvD~oPs (8.43) 

et la vitesse linéaire w" à l'extrémité des pales de l'agitateur : 

Wu = 21tNaDa (8.44) 

Onadonc: 

Ec_a = 21t2N;D;.kvD~oPs (8.45) 

L'intensité d'agitation fa est donnée par: 

Qa =Vcfa (8.46) 

En utilisant l'équation 8.4, on peut écrire : 

f = NQNaD! (8.47) a V c 

En admettant que les impacts ont toujours une énergie supérieure au seuil de cassure, il n'y a 

pourtant qu'une partie de l'énergie totale d'impact qui est utilisée dans la fragmentation (le reste 

étant dissipé dans la déformation élastique du cristal parent et dans l'agitateur). Selon la théorie 

de la déformation élastique [South weIl 1936], on peut écrire : 

g= 20'(1+ X) 
Y 

(8.48) 

Un changement de matériau des pales de l'agitateur changerait son module de Young et donc sa 

capacité à absorber l'énergie de l'impact. Le taux d'érosion de la surface de la particule sera 

donc affecté. Un facteur d'efficacité fmat pennettra de tenir compte des propriétés des 

matériaux: 

(8.49) 

TI faut signaler que ce choix pour fmat est assez arbitraire. En reportant les relations décrites ci­

dessus dans l'équation 8.41 et en se servant de la définition du nombre de puissance de 

l'agitateur d'équation 8.3, on obtient: 

(8.50) 
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(b) PloS et Mersmann (1989) 

Le nombre total des particules générées par les collisions est donné par : 

(8.51) 

Cette relation exprime la contribution de chaque classe de parents à la vitesse de formation de 

fragments. Le modèle de [P loB & Mersmann 1989] est complexe et nécessite 

normalement un calcul itératif pour déterminer la vitesse de la germination à partir d'une 

distribution granulométrique complète. fis ont tenté néanmoins d'évaluer une relation moins 

complexe en considérant une seule taille de cristaux parents DpO et une seule taille de fragments 

DI. En supposant les particules sphériques, le nombre des cristaux parents est donné par : 

(8.52) 

L'efficacité de la cible Th est calculée dans la partie 8.1.3.2(b) (équation 8.14). On se servira de 

la figure 8.6 pour les définitions de vitesse. Le débit de suspension est donné par la relation: 

Par la relation 8.18 la vitesse de l'extrémité de l'agitateur peut être détenninée : 

aDaWuLpale 
Q--~­

a - 2cos(a) 

(8.53) 

(8.54) 

La théorie de Hertz et Huber (voir la partie 8.3.2.3), permet d'évaluer le volume fragmenté : 

{ 
2 }3/5 r. r 1-X2 1 2 

Vf = 0, 79rt =0,79 O,987mpw![-L!-] [ __ p + -Xa] 
rp +ra Yp Ya 

(8.55) 

Sachant que le rayon de courbure de l'agitateur est très grand ra » rp' alors : 

(8.56) 

En utilisant le facteur volumique de forme k.. (k.. = 1 pour une sphère) : 

, _ 1-Xp 1-X; 
{ [ 

2 ]}3/5 
... ou ~t - Ps T+-Y;- (8.57) 

Le nombre des fragments issus d'une seule collision est calculé par : 
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(8.58) 

En substituant dans l'équation 8.58, on obtient: 

(8.59) 

La vitesse de production des fragments peut maintenant être évaluée : 

, aDaLpale 
••• ou fgeo oc -2-co-s~(a';"") (8.60) 

Le facteur J,eo prend en compte l'influence de la géométrie du cristallisoir. L'influence de 

l'efficacité de la cible n'est pas évaluée mais quand la taille des parents est ~de, la valeur de 

l1T est proche de 1. 

8.3.4.2 Collisions cristal - cristal 

Deux modèles relatifs à la détermination de l'influence des collisions cristal-cristal sur le taux de 

fragmentation seront présentés. Dans chaque cas, comme dans la partie 8.3.4.1, l'énergie de 

fragmentation est determinée par une méthode différente (Rittinger ou Hertz / Huber). TI est 

encore apparent que les corrélations finales sont très différentes. 

(a) Synowiec & coll (1993) 

La vitesse théorique d'attrition dépend de : 

~Tf f {Ec-c} dt = c-c -e- nTO 
c-a c-c 

(8.61) 

avec: 
énergie d'impact cristal-cristal par unité d'énergie requise pour 

produire un fragment de cristal 

La vitesse relative de deux particules dans un écoulement turbulent a été calculée par [Ottens 

& deJong 1973] : 

W oc _1_ ël/3D1/3 
{ }

1/3 

r Co po 
(8.62) 

Le coefficient de traînée est donné par [Perry & Green 1984] : 

(8.63) 
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On obtient donc : 

(8.64) 

La fréquence des collisions s'écrit: 

(8.65) 

L'énergie de contact est donné par : 

(8.66) 

Le taux de fragmentation est donc: 

(8.67) 

(b) Pohlisch & Mersmann (1988) 

Le taux de fragmentation volumique par les collisions cristal-cristal s'écrit: 

~
v 

d 
=fc-cVn 

t c-c 
(8.68) 

où!c_c est la fréquence des collisions et Vfl est le volume de fragments enlevé à chaque contact. 

La fréquence des collisions est détenninée par : 

(8.69) 

où V, est le volume balayé par une particule par unité temps, et n, est le nombre de particules 

occupant le volume V,. On a donc: 

(8.70) 

Le volume de fragments est calculé à partir de la théorie de Hertz et Huber (équation 8.32) : 

" 1,2D3 vn oc W r pO (8.71) 

[Pohlisch & Mersmann 1988] ont utilisé la même relation [Ottens & deJong 

1973] (équation 8.62) pour la vitesse relative de deux particules, mais ont oublié que le 

coefficient de traînée est dépendant de W r et D pO' Ils ont donc trouvé que: 

(8.72) 

En combinant toutes ces équations, le taux volumique de fragmentation s'écrit: 
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(8.73) 

On obtient ainsi le taux de fragmentation en nombre : 

~ 
c;O.73 Tf V 2 .. 

dt oc: ccj)o -D"';;:0."'O;27:;'"D""':I3:-
c-c pO pi 

(8.74) 

En se servant de l'expression correcte pour wr (équation 8.64), on obtient: 

(8.75) 

On voit que l'influence de la taille des cristaux parents est trés différente, mais celle de la 

dissipation spécifique d'énergie est moins affectée. 

8.3.4.3 Collisions cristal - parois 

Les collisions entre les parois et le cristal peuvent se produire aux endroits où la suspension, en 

sortant de la zone de l'agitateur, change de direction. Selon [Ottens & deJong 1973], 

cette situation est comparable à l'écoulement de la suspension près de l'agitateur. lis proposent 

la relation suivante : 

dnTfI -", oc: 2"'0 
dt c-p 

(8.76) 

[Ottens & deJong 19731 n'ont constaté aucune influence des parois sur le taux de 

production des fragments; on ne développera donc pas davantage cette relation. 

8.3.4.4 Interactions cristal - fluide turbulent 

(a) Synowiec & coll (1993) 

Pour fragmenter des particules dans un écoulement turbulent, les vortex responsables de la 

fragmentation devraient être à la fois inférieurs à la taille critique et posséder suffisamment 

d'énergie disruptive. Les vortex qui sont supérieurs à la taille critique tendent à entraîner les 

particules et ceux qui sont inférieurs donnent lieu à un effet de cisaillement des particules, des 

forces de pression et de traînée. La fragmentation des particules parentes dépend donc de : 

• la fréquence des vortex; 

• la relation entre l'énergie turbulente et l'énergie requise pour générer une particule 

d'attrition; 

• le nombre total de particules parents dans le réacteur. 

[Synow ie c & co Il 1993] montrent que la composante de pression est beacoup plus 

petite que les composantes de cisaillement et de traînée et peut donc être négligée. En supposant 
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que la cause principale de la fragmentation est dans la sous-gamme visqueuse du spectre 

d'énergie (voir la partie 8.1.1), deux expressions ont été proposées: 

• Effets du cisaillement : 

dnTiI - 3 
d

oc: e.DpO.nTO 
t c-fc 

(8.77) 

• Effets de la trainée : 

dnTi 1 oc: (;'1,5 D3 n 
d <;.. pO· TO 
tc-ft 

(8.78) 

Bien que leurs auteurs avancent des arguments convaincants quant à l'effet du fluide turbulent, 

il existe peu des preuves expérimentales dans la littérature. 

(h) Shamlou & coll (1990) 

Cet article, bien que plus ancien, est présenté ici en relation avec l'article plus général de 

[Synowiec & coll 1993], parce qu'il ne traite que le cas du cisaillement du fluide pour 

l'attrition des particules. Shamlou décrit en particulier l'effet des autres domaines fréquentiels 

dans le spectre d'énergie turbulente sur l'attrition des particules en suspension. Nous 

retiendrons le résultat important suivant: 

~f -a 
d oc: e .nTO 

t turbulence 
(8.79) 

où a = 1 pour la gamme de dissipation visqueuse, et a = 2 pour la gamme de l'inertie [Levich 

1962] . 
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Très souvent, les études concernant la fragmentation des cristaux sont effectuées dans un 

réacteur agité soit dans un cas réel de solution sursaturée soit dans un liquide non-solvant pour 

isoler les effets hydrodynamiques des effets physicochimiques. Dans chaque étude multi­

particules, les analyses granulométriques sont toujours effectuées sur des prélèvements et 

encore très souvent avec des moyens d'analyse qui fournissent des résultats sur la masse et non 

sur le nombre, ce qui est très gênant dans une étude relative à la production de fines particules. 

Plusieurs modèles sont exposés pour la prédiction des taux de production de fragments et son 

effet sur la population des cristaux dans un cristallisoir industriel. Un grand débat est toujours 

en cours sur les paramètres pertinents, et les modèles disponibles sont souvent trop vagues 

quant à leurs bases physiques. Un modèle global et fiable est loin d'être une réalité. Les 

modèles sont souvent "modulaires" et certaines parties (par exemple un modèle de l'efficacité de 

cible) peuvent être ajoutées, changées ou supprimées sans modifier le reste. 

Nous terminerons ce chapitre par un appel de [S ynowi ec & coll 1993] en faveur de 

mesures plus précises : 

"Une confmnation détaillée [des modèles de fragmentation] requiert des observations 

directes microscopiques in situ de l'attrition des particules". 
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e montage expérimental mis en oeuvre est constitué d'une cuve à contrepa1es muni d'un 

agitateur et de plusieurs dispositifs destinés à mesurer la température, la conductivité 

électrique (dans le cas de la solution saturée), et le spectre de turbidité à 2S61ongueurs d'onde. 

En utilisant le logiciel PSDCALC.PAS presenté dans le chapitre quatre, il est possible de 

déterminer la distribution granulométrique réelle en nombre. Deux autres techniques 

supplémentaires (effectuées hors-ligne) ont été utilisées pour caractériser les échantillons 

prélevés dans le réacteur : 

• un granulomètre optique commercial basé à la fois sur la diffusion de la lumière (pour 

les petites particules) et la diffraction de Fraunhofer (pour les grosses particules); 

• le microscope électronique pour étudier l'état de surface des cristaux les plus gros et la 
fonne des fragments produits. 

Deux milieux ont été utilisés : 

• l'éthanol: 
utilisé pour isoler les effets hydrodynamiques des effets physicochimiques; 

• une solution aqueuse saturée : 
proche du milieu rencontré dans un crista1lisoir réel en continu. 

Deux cuves agitées ont été utilisées pendant cette étude, un réacteur TGC (Tube de Guidage à 

Contrepales ou tldraft tube baffletl) pour tous les essais de fragmentation et un réservoir pour la 

préparation de la solution saturée. 

9.1.1 Cuve a&itée pour les essais de fragmentation 

Nous avons utilisé une cuve (figure 9.1) en verre de 2,81 de volume utile construit suivant nos 

plans par la societé Verre et Science, Lyon, France. La régulation de la température est effectuée 

par circulation de glycol dans la double paroi, reliée à un bain thennostaté (Lauda RC6 de 4,61; 

gamme de température de -30 à 150°C). Le couvercle de la cuve est en Oural et il porte un 

ensemble de contrepales, le tube de guidage et des fixations pour les sondes de turbidité, 

température et conductivité électrique. L'agitateur est en Téflon avec une tige en acier 

inoxydable pour assurer la rigidité de l'ensemble. TI possède quatre pales d'un diamètre de 

44mm et inclinés à 45°. Le moteur d'agitation (Bioblock 94358 électronique) a une vitesse 

variable comprise entre 0 et 2000 tr/min. La vitesse d'agitation est contrôlée précisément à l'aide 

d'un affichage numérique monté sur le moteur. 
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Figure 9.1 : Schéma de la cuve TGC, utilisée pOUT les expériences de 
fragmentation des cristaux. 

142~ ____________________________________________________________ __ 



Anfm d'obtenir une suspension parfaitement agitée et homogène, la cuve (diamètre 15Omm, 

voir la figure 9.1) a été équipée d'un fond profllé, d'un tube de guidage ("draft tube", diamètre 

75mm, hauteur l00mm) et de trois contrepales collées sur les parois du tube de guidage. 

L'encombrement de la sonde turbidimétrique impose un diamètre maximal pour le tube de 

guidage, ce qui ne pennet d'avoir l'égalité des aires AANN et Am souhaitée a priori (voir la partie 

8.1). Dans cette étude, le rapportAANN / Am est donc fixé à 4. 

Cette installation nous a permis d'utiliser une vitesse d'agitation comprise entre 800 et 

1300tr/min. Quand la vitesse est inférieure à 800tr/min, la suspension n'est pas très bien 

mélangée et la plupart des cristaux parents restent au fond Quand la vitesse est supérieure à 

1300tr/min, la formation d'un vortex a lieu à la surface du liquide; celui-ci conduit à la 

dispersion de petites bulles d'air dans la cuve (les bulles peuvent contribuer au signal de 

turbidité). 

9.1.2 Réservoir de préparation pour la solution saturée 

Pour les essais réalisés en solution saturée, il a été nécessaire de trouver une méthode de 

préparation de la solution. Ainsi nous avons employé une deuxième cuve (volume utile de 

2,81). Elle possède une double enveloppe permettant la régulation de la température. Le food est 

plat, elle est exempte de contrepales et posséde un couvercle simple en DuraI. Le moteur 

d'agitateur (Bioblock 94349) utilisé possède une vitesse d'agitation variable comprise entre 0 à 

500 tr/min. L'agitateur utilisé est une hélice marine à trois pales en acier inoxydable avec un 

diamètre égal à 60 mm. 

Nous avons utilisé deux méthodes de mesure granulométrique: le turbidimètre in situ et un 

granulomètre optique commercial (utilisant la diffraction d'un faisceau laser couplée à la 

diffusioo d'une lumière blanche polarisée). La caractérisation de la distribution granulométrique 

par le granulomètre optique commercial a rendu nécessaire un prélèvement et une préparation 

des échantilloos. 

9.2.1 Mesure de turbidité 

Le diamètre des germes pendant la cristallisation s'étend du domaine submicronique au domaine 

micronique. Le suivi de ce processus de germination nécessite un échantillonnage constant 

Dans ce but, nous avons réalisé une sonde de turbidité pennettant d'étudier in situ la répartition 

granulométrique de fines particules. Cet instrument est associé à un logiciel d'acquisition 

(fonctionnant sur micro-ordinateur) capable de calculer l'absorbance d'une solution limpide ou 

le spectre de turbidité (pseudoabsorbance) d'une suspension de particules. 
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Figure 9.2 : Configuration du spectrophotomètre 
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Le principe est fondé sur l'affaiblissement de l'intensité de la lumière à différentes longueurs 

d'onde lors du passage de particules (voir le chapitre deux). Une fibre optique en silice de 

diamètre de coeur 600 Ilm (Radiall) guide une lumière polychromatique vers la sonde qui se 

trouve dans le réacteur. Une deuxième fibre guide la lumière de la sonde vers le spectromètre 

(voir la figure 9.2). 

La lumière est dispersée dans le spectromètre à l'aide d'un réseau holographique, puis atteint un 

détecteur (une barrette des photodiodes) qui mesure l'intensité transmise aux différentes 

longueurs d'onde, permettant le calcul de l'absorbance ou de la turbidité en fonction de la 

longueur d'onde. Grâce aux dimensions réduites de la sonde et aux fibres optiques, on peut 

effectuer des mesures granulométriques in situ. La rapidité de l'acquisition des spectres permet 

de suivre l'évolution de la granulométrie en temps réel. 

9.2.1.1 Spectrophotomètre 

(a) Description générale 

Un spectrophotomètre à réseau holographique de. Jobin-Yvon a été utilisé pour mesurer des 

spectres turbidimétriques. Il est basé sur un système optique fixe: la lumière polychromatique 

d'une source UV-visible (75W Hamamatsu XelHg arc à haute pression) illumine l'échantillon 

puis atteint un réseau holographique. Le réseau disperse la lumière en constituants spectraux sur 

une barrette linéaire de 256 photodiodes (Hamamatsu). Une relation linéaire existe entre la 

longueur d'onde et la distance linéaire des barrettes à l'axe. Le domaine de travail en longueurs 

d'onde du spectrophotomètre est de 190-800nm (verifié et réglé par la lumière 

monochromatique d'un laser à 632nm). 

Le fonctionnement du spectrophotomètre est similaire à celui du spectrophotomètre commercial 

(Beckman) présenté au chapitre trois. 

(b) Intégration de l'intensité de la lumière 

Les mesures effectuées avec une photodiode sur la barrette sont l'intégrale de l'intensité de la 

lumière pendant plusieurs millisecondes et sur une gamme de longueurs d'onde d'environ 

2,4nm. Un tel mode de fonctionnement augmente le rapport signal sur bruit mais nécessite la 

spécification d'un temps d'intégration des photodiodes qui est proportionnel au signal mesuré 

par chaque diode. 

(c) Moyenne des balayages multiples 

Un spectre individuel est sensible aux fluctuations de la tension d'alimentation sur la carte pilote 

de la barette. De plus, la précision de la carte d'acquisition est de douze bits (ce qui peut 

introduire des erreurs aux faibles intensités de la lumière, c'est à dire aux fortes valeurs de 

turbidité). Le rapport signal/bruit peut être augmenté en prenant la moyenne de balayages 

multiples. Cela est facilité par le temps de mesure rapide d'un spectre entier « 2Oms). Si on 

fixe le temps de mesure du spectrophotomètre à 2 minutes, plusieurs milliers de balayages sont 
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effectués. 

Remarque: 

La combinaison des points (b) et (c) conduit à un spectre mesuré de l'intensité de la 

lumière qui est bien stable et reproductible, mais avec un temps de mesure de deux 

minutes. 

(d) Saturation des diodes 

Les diodes ne peuvent pas recevoir plus de lumière que la limite de saturation. Au delà de cette 

limite, les diodes ne sont plus sensibles à la lumière. Sur notre dispositif, cette limite a été 

ramenée à 1 V. Le temps d'intégration doit être choisi de façon à donner un spectre qui ne 

dépasse pas la tension de saturation. 

(e) Courant d'obscurité 

Un bruit thennique constant (dit "courant d'obscurité") existe sur chaque diode. Pour éviter une 

mesure erronée de l'intensité de la lumière, un "spectre" est mesuré sans lumière directement 

après le blanc. Ce spectre est donc soustrait de chaque vrai spectre pour supprimer ce bruit. 

9.2.1.2 Sonde de turbidité 

La sonde est composée de trois parties (voir figure 9.3) : 

• deux connecteurs SMA pour les fibres optiques vissés sur les tubes en acier 

inoxydable filetés à l'extérieur - un joint en silicone entre les connecteurs et les tubes 

Source de lumière 

Connecteur Tube Fixation 
SMA 

en inox 

Fibres optiques en silice 
Radiall ~ coeur 6OO!Jm 

ouverture numérique =0,22 

Faisceau parallèle 

(pour Â.O=546,lnm 

o):{f) 

Joint en 
silicone 

Lentilles plan-convexe 
en silice synthetique QILP 147 

Melles-Griot 

(foyer à 1Omm. diamètre=5rnm) 

Figure 9.3: Sonde turbidimétrique in situ à faisceau parallèle 
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filetés assure l'étanchéité; 

• deux lentilles plan-convexes (de focale IOmm) en silice (Melles-Griot QILP 147) 

collées avec de l'Araldite sur les embouts des tubes filetés; 

• un tube en acier inoxydable dans lequel les tubes fIletés sont vissés. La suspension 

passe à travers une fente de IOmm2 dans le tube. Le trajet optique est de IOmm. Une 

tige soudée sur ce tube pennet de régler la hauteur de la sonde dans le réacteur. 

~ 
;:t 

.s 
;: 
~ ;: 
et 
,~ 

~ 
~ 
fi) 
;: 
~ 
~ 

~ 
La sonde est petite et a un coût de revient modique. Elle laisse assez d'espace pour la libre ~ 

circulation même pour des cristaux de plusieurs millimètres en taille. Les lentilles collimatent le 

faisceau lumineux pour assurer une bonne mesure de turbidité. Le choix de la silice pour les 

fibres et pour les lentilles donne une meilleure sensibilité quant à l'intensité de lumière aux 

longueurs d'onde inférieures à 300nm. Le spectre de turbidité est calculé par la relation (2.32). 

En utilisant la sonde turbidimétrique in situ couplée avec le logiciel granulométrique 

PSDCALC.PAS (présenté dans le chapitre quatre), il est possible de détenniner une distribution 

granulométrique de fines particules. Ceci nous permet d'étudier la formation de petits grains 

directement en solution. C'est l'originalité de notre technique et ceci nous distingue de la plupart 

des travaux sur ce sujet, où les auteurs sont obligés de prélever des échantillons, avec les 

risques d'évolution de l'échantillon et de non-representabilité. 

9.2.2 Granulométrie laser 

Nos mesures ont été réalisées à l'aide du granulomètre COULTER LS 130. L'appareil est 

capable de mesurer en un seul essai des particules de diamètre compris entre 0,1 et 900 JlIIl 

grâce à un principe double [Bot t & Hart 1991] : 

• entre 0,1 et 2j1m : 

les particules diffusent une lumière blanche provenant d'une source halogène et 

polarisée à trois longueurs d'onde: 450, 600 et 9OOnm. L'intensité de cette lumière 

diffusée est recueillie par cinq détecteurs centrés autour d'un angle moyen de 900
• La 

conversion entre l'intensité mesurée par chaque détecteur et la distribution 

granulométrique des poudres analysées est réalisée par la théorie de Mie. Ce système a 

été nommé PIDS ("Polarisation Intensity Differentiai Scattering"); 

• entre 2 et 900j1m : 

les particules diffractent un faisceau provenant d'un laser solide à l'arséniure de 

gallium et de longueur d'onde égale à 750nm. L'intensité diffractée est plus importante 

vers l'avant des particules. La lumière diffractée (préalablement focalisée par deux 

lentilles de Fourier) est donc recueillie par trois familles de 126 détecteurs (petits, 

moy~ns et grands angles) situés autour de la cellule de mesure. La théorie de 

Fraunhofer permet de traduire les intensités lumineuses enregistrées par chaque 

détecteur en une courbe granulométrique. 
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Les deux systèmes optiques (diffusion et diffraction) sont indépendants. Seules les deux 

cellules de mesure situées l'une au dessus de l'autre sont reliées par un conduit dans lequel les 

particules circulent grâce à une pompe dont le débit maximum est de 16Vmin. Les calculs sont 

faits sur la moyenne des mesures effectuées et préalablement choisie par l'opérateur. Quant aux 

résultats, ils sont regroupés sur une seule courbe granulométrique. 

Nous avons travaillé avec de l'éthanol comme liquide vecteur. De plus afin de détruire les 

agglomérats existants ou pour en empêcher leur éventuelle fonnation, nous avons employé le 

générateur d'ultrasons incorporé à l'appareil et ce, à des durées diverses. Les échantillons sont 

tamisés juste avant l'analyse au granulomètre laser, du fait de la gamme d'analyse 

granulométrique fixe entre 0,1 et 800fl1I1 du granulomètre. 

9.2.3 Préparation des échantillons pour les analyses granulométriques 

Plusieurs mesures de caractérisation de l'état de la phase en suspension n'ont pas pu être 

réalisées in situ (granulométrie laser, microscopie). TI a donc été nécessaire de prélever des 

échantillons. Trois problèmes particuliers se posent: 

• où et quand prélever les échantillons? 

• comment les conserver? 

• comment les préparer pour la mesure? 

li est difficile de prélever des échantillons pendant une expérience sans modifier fortement la 

suspension [Franke 1992, MacTaggart & coll 1993]. Nous avons donc préféré 

prélever une certaine quantité de cristaux après la fin de l'essai. Le mode opératoire a été le 

suivant: 

• arrêt de l'essai et arrêt de l'agitation; 

• attente de lOmin pour que l'écoulement de suspension baisse et que la plupart des 

cristaux se trouvent sédimentés au fond du réacteur; 

• séparation liquide-solide - utilisation d'un système avec une pompe, des tuyaux en 

plastique et un filtre de 50 fl1I1 pour évacuer la majeur partie du liquide; 

• prélèvement de l'échantillon par spatule dans le liquide résiduel au fond de la cuve; 

• conservation des cristaux dans l'éthanol, pour empêcher toute modification 

granulométrique (par exemple, dissolution et croissance). 

L'utilisation du granulomètre ou du microscope nécessite d'effectuer un tamisage (à 500 ou 

800J,1m) pour séparer les cristaux parents des fines particules. La microscopie électronique 

exige un séchage que nous avons réalisé à l'air avec un sèche-cheveux non chauffant. Pendant 

ce processus, plusieurs sources d'erreur sont possibles, comme par exemple : 

• un mauvais prélèvement, c'est à dire non représentatif de la distribution 
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Température 

(Q 

10 

20 

30 

Concentration à saturation 

(g/100ml) 

9,2 

11,2 

12,9 

Tableau 9.1 : Concentration à saturation 
du sulfate de potassium dans l'eau en 

fonction de la température d'après 

[Perry & Green 1984] 

granulométrique de l'échantillon. Ce problème est presque impossible à éviter et peut 

introduire des erreurs aléatoires (voir la partie 8.1.4). Le mode opératoire peut 

exacerber ce problème par exemple: l'usage d'un filtre de 50J.Un pour vider la cuve a 

effectivement enlevé systématiquement une grande partie des fines particules toujours 

en suspension; 

• le changement de fluide (par exemple, solution aqueuse -+ éthanol); 

• la modification de l'état des cristaux par le séchage. 

9.3.1 Mesure de la conductivité électrique 

9.3.1.1 Rappels théoriques 

La conductance électrique est la mesure de l'aptitude d'un corps de géométrie définie à conduire 

le courant électrique. Ce phénomène correspond au mouvement de porteurs chargés libres, qui 

constituent le courant électrique. Dans notre cas les porteurs chargés libres sont les ions de 

sulfate et potassium dissous dans la solution. 

La conductance d'un objet est directement proportionnelle à la surface Acell de la section 

perpendiculaire à la direction du courant et inversement proportionnelle à sa longueur lcell' elle 

est donnée par la relation: 
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, AœIl k Y =y--=y. œil 
lœll 

(9.1) 

Pour la mesure de la conductivité nous employons une sonde constituée de deux électrodes en 

platine, dont la surface Ac~u est définie et la longueur l"u est fIxée. Connaissant la constante de 

cellule k~, il est possible de calculer la conductivité d'un électrolyte quelconque, en mesurant la 

conductance de celui-ci. Du fait d'une polarisation liée à l'électrolyse, qui modifIe fortement les 

résultats, il est indispensable d'effectuer la mesure en courant alternatif de fréquence 

suffisamment élevée afIn d'éliminer ces effets. 

9.3.1.2 Corrélation conductivité - saturation 

Nous avons utilisé un conductimètre CD 810 de Tacussel équipé avec une sonde Tacussel XE 

153/23. Un logiciel MANIP.PAS (voir la partie 9.4.1) permet de faire l'acquisition des 

données de conductivité. 

Avant tout, la courbe de conductivité en fonction de la concentration a été tracée pour trois 

températures différentes: 10°C, 20°C et 30°C (voir la fIgure 9.4). La concentration de 

saturation correspond à la situation où les cristaux ne peuvent plus se dissoudre et restent au 

fond. 

Les essais ont eu lieu dans le réservoir de préparation de solution saturée, agité à 400tr/min et à 

une température stable. Pour dissoudre le sulfate de potassium, des lots de lOg ont été ajoutés. 

Après chaque ajout, nous avons attendu la stabilisation de la conductivité avant d'effectuer la 

prochaine addition. Près de la concentration de saturation, des quantités réduites ont été 

12 

10 ,...., -e 
8 8 -~ 
c 

6 .g 
g 
c 

~ 
4 

2 

0 
0 20 40 60 80 100 120 

Conductivité [mS] 

Figure 9.4: Etalonnage de la sonde: conductivité en fonction de la 
concentration et de la température. 
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Figure 9.5: Evolution de la conductivié en fonction du temps 
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ajoutées. Le temps de dissolution devenant trés élevé, les concentrations à saturation estimées 

ont toujours été inférieures à celles de [Perry & Green 1984] (voir tableau 9.1). Pour 

cette raison, on se servira plutôt des valeurs du tableau 9.1 qui contient la concentration de 

saturation exacte. 

9.3.1.3 Evolution de la conductivité lors des essais de fragmentation des 
cristaux en milieu aqueux 

Les essais de fragmentation sont effectués en utilisant le mode opératoire décrit dans la partie 

10.3. [Masy 1991] a utilisé la conductivité pour suivre le niveau de sursaturation d'une 

solution de sulfate de potassium contenant des petits cristaux « 10f.Lm) en suspension. TI a 

obtenu des résultats cohérents parce que la poudre n'a pas interferé avec la mesure de 

conductivité. 

Lors de nos essais de fragmentation de cristaux de [1000-2000f.Lm] dans une solution saturée, 

la valeur de la conductivité à fortement diminué après l'introduction des cristaux parents dans la 

solution (voir la figure 9.5). Deux phénomènes ont été identifiés lors du passage des cristaux 

entre les électrodes : 

• modification du mouvement des porteurs de charges libres entre les deux électrodes. 

Cette modification n'est pas constante: elle dépend de la taille et du nombre de 

particules. Une comparaison entre l'évolution de la conductivité et de la turbidité en 

fonction du temps ne montre pas une bonne correspondance. A la fm de l'essai, quand 
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l'agitation est arrêtée, la conductivité remonte jusqu'à sa valeur initiale. 

• une forte usure des électrodes platinées par les cristaux qui rayent sa surface. 

Nous avons donc utilisé la mesure de conductivité comme un contrôle de l'état relatif de la 

solution saturée pendant sa préparation, mais pas comme témoin lors des essais de 

fragmentation. 

9.3.2 Microscopie 

La microscopie électronique nous permet d'étudier la taille, la forme et l'état de surface des 

cristaux. Les informations du microscope électronique sont très détaillées, notamment en ce qui 

concerne les agglomérats d'environ 1 JlIn. Le microscope électronique utilisé est un TRACOR 

ICM 840. L'usage de cet appareil exige que les échantillons soient totalement secs. 

9.3.3 Sonde de température 

L'utilisation d'un capteur de température à semiconducteur de type LM 35 permet le contrôle 

permanent de la température dans le réacteur. TI est relié à la carte d'acquisition. Le logiciel 

d'acquisition affiche la valeur de la température en fonction du temps et la stocke dans un fichier 

séparé. Un traitement du signal comme celui de la conductivité est effectué. 

L'acquisition des données (signal de photodiode, température, conductivité et spectre de 

l'intensité lumineuse) est effectuée par la carte d'Analog Devices RTl-8oo placée dans un 

micro-ordinateur Amstrad 20386/20MHz (compatible PC). Un logiciel existe, MANIP.PAS, 

écrit en Turbo Pascal 7.0 et qui fonctionne sous MS-DOS pour l'acquisition et le traitement des 

signaux. 

9.4.1 Description de l'acquisition 

Chaque signal de mesure est ramené à une tension comprise entre 0 et IV. Le signal est converti 

en une valeur numérique comprise entre 0 et 4095 (c'est à dire sur douze bits) par la carte 

d'acquisition. Chaque signal de mesure est relié à un canal séparé. 

Pour les mesures simples (photodiode, température, conductivité) un signal analogique existe 

en continu et peut être accessible par un simple changement de canal de la carte. Pour le 

spectrophotomètre cependant, une synchronisation complexe entre la carte d'acquisition et la 

carte pilote de la barrette de photodiodes est nécessaire. TI exige même l'usage de commandes 

d'assembleur CLI et STl pour suspendre toutes les interruptions de BIOS de l'ordinateur 

(l'horloge y compris) qui ont été des sources d'interférence sur le signal pendant l'acquisition. 
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De cette façon, il est possible d'atteindre une vitesse d'acquisition de spectre de 17KHz c'est à 

dire moins de 10ms pour 256 longueurs d'onde. 

Nonnalement, au cours d'une expérience, un seule mesure de chaque paramètre est exigée 

pendant une certaine période de temps, par exemple toutes les deux minutes. Pour augmenter le 

rapport signal/bruit, nous avons implémenté une acquisition en continu qui conduit à une valeur 

moyenne pour chaque signal au bout de la période spécifiée. De cette façon, plusieurs milliers 

de spectres et autres mesures sont utilisées pour obtenir chaque valeur moyenne. 

9.4.2 Description du logiciel 

Le logiciel a été concu pour le suivi des expériences dans la cuve agitée. TI pennet à l'utilisateur 

d'accéder au spectrophotomètre, et à d'autres mesures simples (température etc) en temps réel. 

Un tel logiciel améliore la reproductibilité de chaque expérience en utilisant toujours le même 

protocole de mesure. 

Le logiciel peut être divisé en plusieurs blocs: 

• une interface utilisateur pour défmir les paramètres de l'expérience, c'est à dire la 

cadence d'acquisition, le numéro de l'expérience etc. 

• des fonctions de base pour piloter la carte d'acquisition; 

• des fonctions supérieures d'acquisition et de traitement pour chaque type de mesure, 

c'est à dire le choix du canal, l'amplification du signal, et le calcul ultérieur (par 

exemple le calcul de la turbidité ou de la concentration); 

• la recherche automatique du temps d'intégration optimal pour la barrette de 

photodiodes conduite selon un algorithme de dichotomie (une consigne de O,95V étant 

spécifiée pour la valeur maximale du blanc); 

• l'affichage des mesures: conductivité, température, concentration, photodiode et 

turbidité sur des photodiodes choisies en fonction du temps; des spectres de l'intensité 

lumineuse et de la turbidité en fonction de la longueur d'onde; 

• l'enregistrement des données sur le disque dur. 

Comme l'interruption de l'horloge interne (c'est à dire celle du OOS) doit être suspendue 

pendant l'acquisition des spectres, le temps est donné par l'horloge de sauvegarde (qui 

fonctionne sur piles), celle-ci n'est pas perturbée par la manipulation des interruptions. 

L'acquisition des spectres est de loin la plus gourmande en temps d'acquisition et se fait sans 

arrêt pour en obtenir un nombre maximal pendant un temps fixe. Pour éviter le blocage total de 

l'ordinateur pendant l'acquisition des spectres, cette acquisition est divisée en plusieurs 

"paquets". Chaque paquet est constitué d'une cinquantaine de spectres pendant laquelle les 

interruptions sont bloquées. A la suite de chaque paquet, les interruptions sont réinstallées et 

l'ordinateur peut faire d'autres mesures/opérations (affichage, enregistrement, clavier). 
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Figure 9.6: Schéma d'acquisition de données 
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Lors du lancement du logiciel, l'utilisateur peut régler certains paramètres de l'expérience, par 

exemple, le temps d'intégration. Si une recherche automatique du temps d'intégration optimal 

est specifiée, le logiciel tente de trouver un spectre d'intensité dont la valeur maximale est 

proche de la valeur de saturation des photodiodes (1 V). Le temps trouvé est implémenté 

pendant toute la durée de l'expérience. La carte d'acquisition est alors réinitialisée. Les mesures 

des spectres blancs et du courant d'obscurité doivent être effectuées avant le début de chaque 

expérience. 

Les fichiers binaires obtenus après chaque expérience sont traités par un deuxième logiciel 

FILECONV .PAS pour obtenir des fichiers ASCII, lisibles par des tableurs etc. Ce logiciel de 

traitement peut effectuer des moyennes sur plusieurs longueurs d'onde pour obtenir les spectres 

à 128 ou 64 points. TI est le plus souvent utilisé pour extraire des valeurs de turbidité à plusieurs 

longueurs d'onde précises en fonction du temps ou pour des spectres entiers, à plusieurs temps 

fixes pendant une expérience. 

TI est prévu dans l'avenir d'ajouter au logiciel d'acquisition la possibilité de suivre en temps réel 

l'évolution de la distribution granulométrique de la suspension à partir des mesures de turbidité. 

Le tableau 9.2 montre en résumé les produits utilisés au cours de l'étude de fragmentation et 

leur propriétés physiques sont présentées dans le tableau 9.3. 

9.5.1 Solide 

Dans le domaine de la cristallisation en suspension, le sulfate de potassium est un "solide 

modèle" : sa structure cristalline et ses propriétés physiques ont été déjà étudiées intensivement 

Dans notre laboratoire, [Masy 1991a] a étudié l'agglomération du sulfate de potassium dans 

divers milieux à l'aide d'une sonde turbidimétrique. D'autres équipes ont observé le 

comportement des cristaux de sulfate de potassium dans les cristallisoirs et surtout lors de la 

germination secondaire (Jones UeL Londres). Malheureusement, les propriétés optiques ne 

sont pas aussi bien connues, en particulier l'indice de réfraction en fonction de la longueur 

d'onde (voir le chapitre quatre). 

Nous avons travaillé avec deux échantillons de sulfate de potassium, ceux de "Rectapur" et de 

"Sigma". Le sulfate de potassium "Rectapur" a été utîlisé en grandes quantités pour la 

préparation de la solution saturée. TI est moins cher que le produit" Sigma", mais il n'est pas 

très bien caractérisé quant à la forme des cristaux et à la distribution granulométrique. Nous 

avons donc utilisé le produit "Sigma" pour les cristaux parents. Pour la préparation, nous avons 

classé les cristaux dans trois domaines de taille: inférieure à 500Jlm, entre 500 et 1000Jlm et 

entre 1000 et 2OOOJ.1.m. 
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Description Produit Compagnie 

Préparation de Sulfate de potassium Prolabo - Rhone Poulenc 

la solution saturée RECf APUR (99% pureté) Paris FRANCE 

Cristaux parents Sulfate de potassium SIGMA Chemical Co 

SIGMA (99,6% pureté) St Louis USA 

Tamisé en trois tranches 

granulométriques différentes 

Milieu non-solvant Ethanol anhydre Gruppo Montedison 

CODEX (99,9% pureté) Milano ITALIE 

Milieu solvant Eau pure Milli-Q 

(filtrée < 0,2Jl111) 

Tableau 9.2: Produits utilisés pendant l'étude de fragmentation. 

Produit p à 20°C Il à 20°C 

[g.cm-3 ] [cp] 

Sulfate de potassium (solide) 2,7 

Ethanol (liquide pur) 0,79 1,2 

Eau (liquide pur) 1,0 1,13 

Tableau 9.3: Produits utilisés pendant l'étude de 

fragmentation. 
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La figure 9.7 montre des microphotographies des cristaux de [500-1000Jlllll. Le tamisage se 

fait à la main avec des tamis d'analyse (Haver & Boecker). Il est possible d'observer une 

certaine homogénéité dans la fonne et la géométrie de ces cristaux. 

9.5.2 Milieu non-solvant 

L'éthanol pur (99,9%) empêche de se produire tous les phénomènes liés à la dissolution et à la 

croissance des cristaux de sulfate de potassium. Cependant, il est possible que l'éthanol 

absorbe une petite quantité de vapeur d'eau atmosphérique au cours de chaque essai de 

fragmentation; néanmoins la dissolution des cristaux est négligeable. 

9.5.3 Milieu solvant 

Nous nous sommes procurés de l'eau provenant d'un appareillage millipore d'une qualité 

réactive. L'eau est traitée par plusieurs méthodes: charbon actif, osmose inverse, ultra 

filtration « O,2Jllll) et échangeur d'ions. Les impuretés solides sont négligeables. 
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e but principal de cette étude expérimentale est la caractérisation de la gennination 

secondaire des cristaux de sulfate de potassium. Nous avons d'abord effectué des essais 

de fragmentation des cristaux mis en suspension dans l'éthanol- son utilisation isole les effets 

purement hydrodynamiques des autres interactions complexes (dissolution, agglomération, 

etc.). Cette étude est ensuite étendue à une solution aqueuse (un milieu plus proche de celui 

trouvé dans un cristallisoir). Nous nous sommes concentrés sur trois paramètres influençant la 

fragmentation: la masse (ou le nombre) et taille des cristaux parents, et la vitesse d'agitation. 

Notre intérêt porte surtout sur la production des rmes particules de taille inférieure à 10J.Lm qui 

peuvent se comporter comme des gennes secondaires dans un cristallisoir industriel. 

L'usage d'une sonde turbidimétrique in situ (voir le chapitre neuf) dans ce type d'étude est 

nouveau, surtout pour le suivi de la production des gennes (voir la partie 8.4). 

Des analyses ultérieures avec le granulomètre laser et le microscope électronique à balayage ont 

été réalisées après les expériences de fragmentation sur les échantillons conservés dans 

l'éthanol. Pour mettre au point le montage expérimental global (sonde turbidimétrique, 

acquisition des données, cuve agitée à tuyau d'écoulement), une étude hydrodynamique 

préliminaire a été effectuée, c'est à dire une mesure du temps de mélange et l'unifonnité de la 

suspension des particules. 

L'homogénéité et l'homogénéisation du milieu dans un cristallisoir ont été étudiées sous trois 

aspects expérimentaux : 

• la dispersion de la phase liquide - étudiée par l'injection d'un colorant rouge, la 

safranine; 

• la distribution des fines (gennes) - étudiée par l'injection d'une suspension de 

particules fines (alumine de taille 0,3J.Lm dans l'eau); 

• la distribution des grosses particules (cristaux parents) - simulée par l'introduction des 

billes en verre dans le réacteur rempli d'eau. 

10.1.1 Homogénéisation des suspensions 

Nous avons voulu caractériser par turbidimétrie la mise en suspension d'un échantillon 

pulvérulent injecté en un temps très court en un point du cristallisoir au moyen de deux types de 

traceur: grains d'alumine de diamètre 0,3J.Lm (200g/l d'eau; masse volumique 3,94 g/cm3) et 

un colorant rouge (safranine à 0,25% volumique en eau). Dans chaque cas, la turbidité 

enregistrée est proportionnelle à la concentration du traceur pour les mélanges dilués. 
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On a injecté lml de chaque traceur par pipette automatique dans l'eau pure parfaitement limpide. 

Le point d'injection est sur la surface du liquide au milieu de la zone annulaire du tube de 

guidage et dans un compartiment autre que celui qui contient la sonde. La sonde a été placée à 

sa position habituelle à mi-hauteur du tube de guidage. 

10.1.1.1 Evolution de la turbidité au cours du mélange 

Sur la figure 10.1, on peut observer les évolutions de la turbidité (longueur d'onde: 502nm) 

au cours du temps pour les deux traceurs à une vitesse d'agitation de 200tr/min. A une telle 

vitesse faible, l'évolution du signal turbidimé1rique peut être bien décrite: on note un maximum 

initial dans le signal, puis quelques oscillations et enfin un palier. On peut noter que la mise en 

suspension dépend peu du type de traceur. 

L'acquisition du spectre d'intensité de la lumière dans chaque cas a été relativement rapide (un 

spectre par seconde). Pour cette raison, on constate un bruit assez élevé dans l'évolution du 

signal de turbidité. Cela est dû à un bruit aléatoire dans l'alimentation de la carte pilote des 

photodiodes. En moyennant le signal pendant une durée plus longue (1 - 2min), ce bruit peut 

être quasiment éliminé. 

10.1.1.2 Variation du temps de mélange en fonction de la vitesse 
d'agitation 

Le temps de mélange des particules fines d'alumine (figure 10.2 (a» dépend de la vitesse 

d'agitation. En général, la dispersion de ces fmes particules a été satisfaisante, sauf à une 

vitesse très basse de 200tr/min où la puissance de l'agitation n'est pas suffisante pour assurer la 

mise en suspension complète dès particules, ce qui est prouvé par le niveau final, beaucoup 

plus faible de la turbidité. 
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Figure 10.1 : Influence de la nature du traceur injecté sur le temps de 
mélange. Evolution de la turbidité à 502nm en fonction du temps (volume injecté: 

lml à la surface; vitesse d'agitation: 200tr/min) 
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Figure 10.2: Temps du mélange pour une suspension d'alumine 
[0,3 pm] dans l'eau (volume injecté: 1 ml à la surface; capteur à 

mi-hauteur du tube de guidage), 
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(a) Evolution de la turbidité (ÂQ = 502nm) en fonction du temps. 
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(b) Evolution de la turbidité (.~o = 502nm) en fonction de la vitesse d'agitation. 
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Figure 10.3: Homogénéité de la suspension de billes en verre 

160-80pml dans l'eau (5g de billes; hauteur du capteur égale au sommet 

du tube de guidage). 
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On constate que la fonne de chaque courbe 't(t) est à peu près la même que celle décrite ci­

dessus, mais que la hauteur du pic n'est pas très reproductible, par exemple le maximum 

mesuré à 800tr/min est très supérieur à celui de l000tr/min. En effet, le maximum ne dépend 

que très peu de la vitesse - il est plutôt une fonction du mode d'injection (l'utilisation d'une 

pipette automatique doit induire des variations de position et de vitesse d'injection). 

La définition du temps de mélange est un concept assez imprécis et souvent controversé. On a 

donc choisi deux définitions de ce temps: 

• mesure de la largeur du premier pic (qui doit en fait être proche de la moitié du temps 

de circulation interne du fluide dans le réacteur); 

• mesure du temps pour atteindre l'unifonnité globale du fluide, c'est à dire le moment 

où la concentration devient homogène. 

On présente (sur la figure 10.2 (b» la mesure du temps de mélange pour les deux définitions en 

fonction de la vitesse d'agitation. Dans chaque cas, il n'y a plus d'évolution du temps de 

mélange entre 800 et l000tr/min. Entre 200 et 80Otr/min, cependant, les deux mesures du 

temps de mélange sont des fonctions décroissantes de la vitesse d'agitation. 

10,1,2 Uniformité des suspensions 

Une des difficultés de la modélisation des cristallisoirs vient de la non-homogénéité des 

suspensions due en particulier au phénomène de sédimentation; même aux petites tailles (figure 

10.3 (a), 200tr/min), la sédimentation des particules peut être très gênante. Pour caractériser 

l'efficacité du mélange de particules de taille intennédiaire, on place la sonde à la même hauteur 

que le sommet du tube de guidage. De cette façon, une diminution de la turbidité signifierait 

qu'un nombre des grains n'a pas franchi le tube de guidage. 

Dans la cuve agitée, remplie d'eau et agitée à l000tr/min, 5g de billes en verre de diamètre entre 

60 et 80J..Lm ont été introduites à la surface. Après une attente de plusieurs minutes pour assurer 

un bon mélange de la suspension, la vitesse d'agitation a été graduellement diminuée jusqu'à 

zéro. Le signal de turbidité à 502nm au cours du temps est présenté sur la figure 10.3 (a). 

Après chaque diminution de vitesse, on a laissé à la turbidité un certain temps pour se stabiliser. 

La turbidité moyenne après chaque diminution et stabilisation est présentée sur la figure 10.3 

(b) en fonction du temps. 

On voit sur la figure 10.3 (b) qu'entre 1000 et 600tr/min le signal turbidimétrique est stable, ce 

qui signifie que le solide a été bien mis en suspension. Entre 600 et 300tr/min, le signal est 

légèrement décroissant, mais en dessous de 30Otr/min, le signal chute brusquement vers zéro. 

La vitesse critique d'agitation pour ces billes dans l'eau est donc 6OOtr/min. 

On constate que le signal turbidimétrique ne revient pas à zéro avec l'arrêt total de l'agitation. 

Cela est dû probablement soit à une petite quantité de fines libérées au début (c'est à dire une 

sorte d'initial breeding) soit à un phénomène de broyage des billes au cours du temps. 
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(a) Evolution du spectre d'intensité de la lumière en fonction du temps. 
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(b) Evolution du spectre de turbidité en fonction du temps. 
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Figure 10.4: Fragmentation des cristaux de sulfate de potassium dans l'éthanol 
(Na = 1200tr/min, mro= 75g, Dp(} = [500-1000pm]). 
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Nous avons déjà expliqué dans la partie 9.5.1 que le sulfate de potassium nous sert de "solide 

modèle" du fait de ses propriétés bien connues. En bref, des gros cristaux ("cristaux parents") 

sont introduits dans un réacteur agité (rempli d'éthanol); pendant un certain temps, ces cristaux 

sont à la fois broyés et libèrent des petits fragments qui peuvent servir comme centres de 

germination secondaire dans un cristallisoir industriel. Deux échantillons de cristaux parents 

sont utilisés: d'une part des grains ayant un diamètre entre [500J.1m-1000J.1m] et d'autre part 

des grains de [lOOO-2000J.1m] qui seront également utilisés en solution saturée. Ces 

granulométries ont été choisies de telle manière que les cristaux parents jouent le rôle 

d'interférents tels que definis au chapitre trois et perturbent les futurs calculs granulométriques. 

Une sonde de température et une photodiode près de la lampe nous servaient de témoins 

respectifs de l'homogénéité de la température et de la stabilité de la source lumineuse pendant la 

durée entière de ces expériences. Tous les essais ont été effectués à 20°C. 

10.2.1 Evolution de la turbidité des suspensions de grains [500 -1000Llml 
dans l'éthanol 

Tout d'abord, on présente le calcul des spectres de turbidité obtenus grâce à la sonde 

turbidimétrique pour les grains de [500-1OOOJlm]. Sur les trois premières figures, on présente 

toujours la même expérience, mais vue de trois façons différentes. La figure 10.4 (a) montre le 

signal brut du spectrophotomètre, c'est à dire la décroissance du spectre de l'intensité de la 

lumière au cours de temps. Le spectre d'intensité mesuré est en effet le produit de convolution 

de l'intensité originale de la lampe et de l'efficacité de transmission des fibres, des lentilles, du 

milieu, du réseau, et de la barrette de photodiodes. On peut constater que le signal d'intensité en 

dessous de 250nm et au-dessus de 750nm est presque nul. Grâce à la puissance de la lampe et à 

une très bonne transmission du système optique, le temps d'intégration de la barrette était 

toujours environ IOms, ce qui a assuré un temps de mesure rapide. 

Sur la deuxième figure 10.4 (b), le spectre de turbidité correspondant est présenté (calculé à 

partir de l'équation (2.32) en utilisant le spectre d'intensité mesurée 10 dans le liquide limpide). 

On voit qu'au début, le spectre de turbidité est plat (représentatif des grains d'une taille 

moyenne supérieures à 10Jlm). Au cours de l'expérience, on voit l'apparition d'un maximum à 

autour de 26Onm. 

La figure 10.4 (c) présente encore la même évolution du spectre mais, cette fois, on la présente 

en fonction du temps pour neuf longueurs d'onde. Elle montre l'évolution typique pour les 

courbes 'r = I( t) obtenues pour ces tailles de grains [500-1 OOOJlm] dans l'éthanol. Le bruit 

apparent pour chaque longueur d'onde est dû au passage des gros grains devant la sonde. Ceci 

a été minimisé par le moyennage d'un grand nombre de spectres (autour de 5000, toutes les 
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Figure 10.5: Reproductibilité de l'évolution de la turbidité pour 
plusieurs longueurs d'onde en fonction du temps 

(Nil = 1300tr/min, mm = 50g, DpO = l5OO-1000j.lmJ). 

deux minutes). Nous pouvons distinguer deux zones différentes: 

• entre le moment de l'introduction des grains (t = 0) jusqu'à environ 300min, la 

turbidité à chaque longueur d'onde évolue de manière non linéaire et même à vitesse 

croissante; 

• après 300min, révolution de la turbidité à chaque longueur d'onde est pratiquement 

linéaire. 

Les expériences dans l'éthanol sont très reproductibles. La figure 10.5 montre la superposition 

de la turbidité en fonction du temps (pour 204, 502 et 773nm) de deux essais effectués dans les 

mêmes conditions. La variation dans les hauteurs initiales des signaux est probablement due à 

un effet d'initial breeding, une certaine quantité de particules fines a été extraite de la surface des 

cristaux. La variation relative des pentes est inférieure à 10%. 

10.2.2 Evolution de la turbidité des suspensions de grains l100o-2000blml 
dans l'éthanol 

(a) Description de l'essai 

Les expériences en solution saturée s'effectuent avec des cristaux parents de diamètres compris 

entre 1000 et 2000Jlm. Pour avoir la possibilité de comparer les résultats dans les différents 

milieux, nous avons fait un essai dans les conditions de référence (voir le tableau 10.1). Dans le 

but de caractériser la distribution granulométrique des particules produites, nous avons aussi 

utilisé le granulomètre laser et le microscope électronique à balayage. 
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Figure 10.6: Fragmentation des cristaux de sulfate de potassium 
(Nil = 1300trjmin, mTO = 150g, DpO = [1000-2000J.l1nJ). 
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Ct = 1000min, Na = 1300tr/min, mTO = 150g, éthanol). 

Aggrégats dûs au séchage de l'échantillon. 
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La. durée de l'essai est de 1000min. Pour cette taille et la quantité de cristaux utilisée, une forte 

fragmentation se produit. La turbidité à 502nm dépasse 'C = 3,Ocm-1 après seulement 

t = 500min ce qui indique une production importante de fines particules. On constate que le 

spectre de turbidité ressemble encore à ceux obtenus pour les grains [500-1000Jl.m] -les pics 

qui sont maintenant présents sont dus plutôt aux artefacts de la lampe et de la sonde aux fortes 

valeurs de turbidité. Pour 'C= fit) (figure 10.6 (a», on constate que: 

• une partie initiale linéaire est observée dès les premiers instants; 

• cependant, la linéarité n'est plus observée dès que des valeurs plus fortes de la 

turbidité sont atteintes. Ce comportement est dû à un problème de mesure (lumière 

parasite, diffusion multiple) plutôt qu'à un ralentissement de germination. 

La. forme du spectre de turbidité (figure 10.6 (b» est similaire à ceux mesurés pour les cristaux 

parents de DpO = [500-1000JlII1]. 

(b) Observations au microscope électronique à' balayage 

A la fin de l'essai (à t = 100Omin), un échantillon global des cristaux a été prélevé. TI a été 

séparé en deux parties : des cristaux de taille supérieure à 500Jl.m et des fragments. Sur la 

figure 10.7 (a)-(c), les microphotographies des gros cristaux sont présentées. Ce sont les 

cristaux parents qui n'ont pas été cassés complètement pendant l'essai. On voit (par rapport aux 

photographies des cristaux parents à t = 0, figure 9.8) que les cristaux sont bien arrondis et 

que leur surface est bien abîmée. Ces observations sont similaires à celles de [Shamlou & 

coll 1990]. Sur la figure 10.8 (a)-(c), on voit les fragments des cristaux du même 

prélèvement. Ces fragments sont très inéguliers, et beaucoup de fmes particules peuvent être 

remarquées. 
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Figure 10.9: Distribution granulométrique (du granulomètre laser) à 

t = 1000min (t = 1000min, Nil = 1300tr/min, mro = 150g, 

Dpo = 11000-2000J..ltnl, éthanol). 
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(c) Observations au granulomètre laser 

La figure 10.9 montre la distribution granulométrique des cristaux résiduels à t = l000min. On 

voit que la distribution est bimodale, avec un premier maximum à 5J.1IIl et un deuxième vers 

650J.1IIl. Ce premier pic correspond aux petits fragmentS vus au MEB venant de l'attrition et de 

l'abrasion. Le deuxième pic montre les particules produites par la fracture des grains au début 

de l'essai. L'influence des ultrasons appliqués est minime - les changements dans la distribution 

sont dus aux erreurs d'échantillonage des particules. On peut en déduire qu'aucun agglomérat 

n'existe dans l'échantillon. 

10.2.3 Influence de la masse 

Sur les figures 10.10 (a) et (b), on présente l'influence de la masse sur la production des fines 

pour une vitesse d'agitation Na = 1300tr/min et des masses de cristaux parents de 25, 50, 75 

et l00g pour la taille [500-1000J.1m]. Les formes des spectres turbidimétriques (figure 10.10 

(b» à t = l00Omin) se ressemblent. On peut donc supposer que la forme des distributions 

granulométriques est constante, c'est à dire qu'il n'y a que le nombre de particules qui change et 

non pas leur taille. 

Sur la figure 10.10 (a), on constate que la plupart des évolutions des signaux turbidimétriques 

sont linéaires après t = 300min. Cependant, ceci n'est pas le cas pour la courbe de 

mTO = l00g qui présente une légère courbure - cela peut être expliqué par la réponse du 

spectrophotomètre qui n'est plus linéaire aux fortes turbidités (c'est à dire supérieures à 3,0) à 

cause de la lumière parasite ou de la diffusion multiple (voir le chapitre deux). 

L'influence de la masse a été étudiée pour cinq vitesses d'agitation différentes (entre 900 et 

1300tr/min). La variation du logarithme des pentes de la partie linéaire des graphes 'r = I(t) en 

fonction du logarithme de la masse (pour une vitesse d'agitation fixe) est présentée sur la figure 

10.10 (c). La pente d'une telle courbe peut donner des informations sur l'influence de la masse. 

La pente varie entre 1,06 et 1,4 en fonction de la vitesse d'agitation. On trouve pour chaque 

vitesse que les courbes sont pratiquement linéaires. 

Du fait de la proportionnalité entre masse et nombre de grains parents, on observe la même 

correlation entre Bo et no qu'entre Bo et mT. 

10.2.4 Influence de la vitesse d'agitation 

Sur les figures 10.11 (a) et 10.11 (b), on présente l'influence de la vitesse d'agitation (900, 

1000, 1100, 1200 et 1300tr/min) avec une masse fixe de 75g pour la taille [500-1000J,1m]. La 

valeur initiale de turbidité varie légèrement pour chaque vitesse. Cela est dû à l'effet d'initial 

breeding. 
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Figure 10.10: Influence de la masse des cristaux parents sur la vitesse de 

production des fines particules dans l'éthanol. Vitesse d'agitation constante. 
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Figure 10.11 : Influence de la vitesse d'agitation sur la vitesse de production des 
fines particules dans l'éthanol. Masse des cristaux parents constante. 
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La variation du logarithme des pentes de la partie linéaire des graphes if= let) en fonction du 

logarithme de la vitesse d'agitation (pour une masse fixe des cristaux) est présentée sur la figure 

10.11 (c). Comme chaque courbe est presque linéaire, la variation de la turbidité en fonction du 

temps est une fonction puissance de la vitesse d'agitation. La pente de ces courbes (et donc 

l'exposant) varie entre 6,5 - 7,5 (la variation est légerement fonction de la masse utilisée). 

10,2,5 Influence de la taille des cristaux parents 

On présente sur la figure 10.12 (a), révolution du signal turbidimétique à 502nm pour trois 

classes de taille de cristaux parents pour une vitesse d'agitation fixe de 1300tr/min et une masse 

constante de 50g. 

Remarque: en fait, révolution de la classe [1000-2000J,1m] a été étudiée sur un 

échantillon de 150g. Cependant, pour mener à bien cette comparaison, on a fait 

l'hypothèse que la production des grains était une fonction linéaire de la masse et on a 

donc divisé les valeurs de turbidité par trois pour cette classe. 

En prenant la partie linéaire de chaque courbe, on a calculé la pente pour chaque classe; ces 

pentes sont comparées sur un graphique log-log en fonction de la taille moyenne arithmétique 

de chaque classe (figure 10.12 (b». Pour chaque masse, l'évolution vue sur la figure 10.12 (b) 

semble linéaire; les pentes ont été detenninées : 

• pour 25g, la pente est 0,95 

• pour 50g, la pente est 1,10 

Compte tenu du faible nombre d'expériences, et de l'utilisation d'un diamètre moyen, nous ne 

pouvons pas affirmer qu'il y ait réellement dépendance linéaire. Toutefois, nous pouvons 

conclure à une influence croissante du diamètre. 
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(a) Evolution de la turbidité (Ao = 502nm) en fonction du temps (Nil = 1300tr/min, 

mm = 50g - voir le texte, Dpa = [<500pm], [500-1000pm], [1000-2000pmJ). 
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Figure 10.12: Influence de la taille des cristaux parents sur la vitesse 

de production des fines particules dans l'éthanol. Masse des cristaux 

parents et vitesse d'agitation constante. 
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Dans un cristallisoir industriel en continu, le niveau de sursaturation est constant et souvent très 

faible (pour être le plus économique en fonctionnement et avoir le moins de perte de soluté). En 

revanche, dans un réacteur fermé le niveau de sursaturation diminue au cours de temps. 

L'utilisation d'une solution à sursaturation nulle dans un cristallisoir en mode "batch" est donc 

représentative du comportement d'un cristallisoir en continu. 

10.3.1 Protocole opératoire de préparation d'une solution aqueuse 
saturée 

Notre objectif était de préparer une solution aqueuse de sulfate de potassium à la fois saturée à 

T = 20°C (c'est à dire, une concentration de 111,5g/l) et sans particule solide en suspension. 

On s'est servi de deux réacteurs pour sa préparation (voir la partie 9.1) : 

• Réservoir de préparation: 

un récipient de 2,81 agité et sans contrepales est utilisé pour la plus grande partie de la 

préparation (20h); 

• Cuve TGC: 

un récipient de 2,81 agité et avec contrepales est utilisé pour la préparation [male de la 

solution (3h) et l'essai de fragmentation lui-même (16h). 

L'utilisation des deux cuves nous, permet à la fois d'effectuer des essais dans la cuve TGC et, 

en même temps, de préparer la solution aqueuse du prochain essai. Il n'a pas été possible de 

réutiliser la solution aqueuse du fait de problèmes de reproouctibilité. 

Nous avons mis en place au cours d'une dizaine d'essais de fragmentation (voir plus loin la 

partie 10.3.2 pour les conditions d'expérience de référence) un protocole de préparation d'une 

solution saturée. Sur la figure 10.13, un schéma montre l'évolution normale de la température 

de la solution pendant sa préparation. On peut y repérer les étapes suivantes de notre protocole 

final de préparation : 

Réservoir de préparation: 

1 Réservoir rempli d'eau pure à température ambiante (environ 24°C). Ajout de 322g de 

cristaux pour donner une concentration de 115g/l, c'est à dire une solution légèrement 

sursaturée à 20°C. Augmentation de la température à 30°C pour dissoudre les cristaux 

(lh30). A 30°C, la solution est sous-saturée. 

2 Diminution de la température au niveau de la valeur de travail: 20°C (2h) - la solution 

est maintenant limpide mais sur-saturée. 

178~ ____________________________________________________________ __ 



Remarque: la solution passe donc plus de 3h dans un état sous-saturé. [Cournil & 

Gohar 1989] expliquent que la durée de la préparation à un niveau de température 

élevé peut influencer l'état d'une solution exactement saturée. 

3 Ajout de petits grains de taille inférieure à 500JlII1 (lOg) pour diminuer la sursaturation. 

Le réservoir est agité pendant à peu près 20h. 

Transfert: Réservoir ~ Cuve TGC 

4 Transfert de la solution dans le réacteur d'essai (cuve TOC) en utilisant une pompe 

péristaltique pour éviter toute contamination. Passage par un filtre HPLC de 50J.lI11 

(lOmin). 

Cuve TGC: 

5 Une deuxième augmentation (lh) de la température à 25°C pour dissoudre les fines qui 

seraient passées à travers le filtre « 50J..lm). La destruction de ces fines ne change 

guère la concentration de la solution car la masse totale des fines est très faible. 

6 Diminution de la température à 20°C (lh). La solution est maintenant limpide et saturée 

(l1l,5g!l). 

7 Début de l'essai de la fragmentation. 

e oe ct 0 

o 
!a -

Temps (h,min) 

Figure 10.13: Schéma de la préparation de la solution saturée 
(pour une explication des différentes étapes, voir le texte) 
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Figure 10.14: Essai de fragmentation en solution 

saturée dans les conditions de référence 

(essai A29, Na = 1300tr/min, mTO = 150g, DpO = [1000-2000pm1). 
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10.3.2 Reproductibilité 

L'objectif de cette partie est de contrôler l'effet de différents modes de préparation de la solution 

saturée sur la reproductibilité de révolution du spectre de turbidité. Dans les premiers essais, on 

utilisait des cristaux dont le diamètre était dans la gamme Dpi) = [500-1000J.Llll]. Les évolutions 

du spectre de turbidité étaient assez faibles, ce qui nous a amenés à utiliser plutôt des cristaux de 

plus grande taille [1000-2OOOJ.tm]. On a ensuite fixé des conditions de référence pour ces essais 

(voir le tableau 10.1) qui assurent une évolution de turbidité bien située entre les limites de 

sensibilité du spectrophotomètre. 

Sur la figure 10.14, on montre des résultats typiques de l'essai A29. Sur la figure 10.14 (a) 

l'évolution de la turbidité à certaines longueurs d'onde au cours de temps est présentée. On 

constate qu'à t > 300min, l'évolution de la turbidité pour chaque longueur d'onde est linéaire. 

Sur la figure 10.14 (b), l'évolution du spectre de turbidité au cours du temps est présentée. On 

voit que les valeurs de la turbidité aux longueurs d'onde en dessous de 350nm et au-dessus de 

750nm ne sont pas représentatives (ce qui est probablement dû à une manque de lumière). Le 

spectre est très plat et très faible en comparaison aux essais réalisés dans l'éthanol. 

La figure 10.15 montre des mesures granulométriques des échantillons de A29 par le 

granulomètre laser. On remarque que dans les deux échantillons, la forme granulométrique 

dépend à un grand degré de l'échantillonnage. Tout de même, dans les deux cas on voit que, la 

fraction volumique des grains de taille 50JlII1 et même de 500JlII1 est élevée et qu'il y a peu de 

petit grains. L'application des ultrasons sur ces échantillons montre que très peu d'agglomérats 

physiques existent dans la suspension. 

Les photographies au microscope électronique (figure 10.16) sont relatives à un échantillon de 

A23 (échantillonnage effectué dans les mêmes conditions que A29 - voir plus loin dans cette 

partie) à t = 1200min. Les photographies de 10.16 (a)-(c) montrent la forme générale et l'état 

de surface des cristaux parents (D p > 500/lm). Les cristaux sont bien arrondis, mais les 

surfaces sont assez régulières : elles ne montrent pas les fractures trouvées sur les cristaux 

parents fragmentés dans l'éthanol. Sur la surface, cependant, un grand nombre d'agglomérats 

existent dont les grains constituants semblent cimentés entre eux par des ponts de matière. On 

voit la même sorte d'agglomération, mais cette fois entre les fragments eux-mêmes, dans les 

photographies de 10.17 (a) et (b) qui montrent la forme générale des fragments (D p < 500/lm). 

La taille des fragments agglomérés est comprise entre 1 et 1OJlII1. 

Une comparaison de la partie linéaire de la turbidité à 502nm au cours de temps est montrée sur 

la figure 10.18 pour onze essais (entre A12-A29) effectués dans les conditions de référence. 

Pour les essais entre AI2-A20 nous n'avons pas utilisé l'étape de dissolution des rmes (étapes 

5 et 6 dans le protocole de préparation de la solution saturée - voir la figure 10.13) qui était 

introduit à partir de l'essai A21. On peut voir que les essais effectués avec la dissolution des 

fines ont été plus reproductibles en ce qui concerne la pente de la partie linéaire. 
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Température Agitation Masse de Taille de 

TfC] Na [tr/min] cristaux cristaux 

mro[g] DpO [j.un] 

20,0 1300 150 1000- 2000 

Tableau 10.1 : Conditions expérimentales de référence. 
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Figure 10.15: Distribution granulométrique 

(du granulomètre laser) à t = 1000min 

(conditions de référence, essai A29, solution saturée). 
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Figure 10.18: Comparaison de la partie linéaire des évolutions de 
turbidité (Âo = 502nm) en fonction du temps pour des essais 

effectués en' solution saturée dans les conditions de référence. 

Remarque: Essais A12-A20 sans redissolution des fines particules. 

Essais A21-A29 avec redissolution des fines particules. 

Pour les essais A21, A22, A23 et A29, la valeur de la pente de la partie linéaire est assez 

reproductible (178,3 200,1 238,1 et 232,2xl0·6cm·1.min·1 respectivement). Compte tenu de 

cette reproductibilité, ces essais ont été choisis comme référence pour effectuer la comparaison 

avec des essais réalisées dans d'autres conditions. La pente moyenne de ces essais est 

(212 ± 26)xl0-6cm·1.min·1• 

L'allure de la courbe d'évolution de la turbidité au cours de temps n'est pas toujours la même au 

début de chaque essai. Soit l'évolution à l'instant initial est assez linéaire et continue ainsi 

pendant toute la durée de l'essai, soit elle ne l'est pas et ralentit jusqu'à une évolution linéaire. 

Malgré un protocole de préparation assez complexe, les résultats ne sont pas tout à fait 

identiques. Nous ne sommes pas en mesure d'identifier la cause d'irreproductibilité. 
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Figure 10.16: Microphotographies des cristaux parents 
Dpa = 11000-2000Jl.ml à t = 1200min 

(essai A23, conditions de référence, solution saturée). 
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(a) Evolution de la turbidité (ÂQ = 502nm) en fonction du temps 

(Nil = 1200-1400tr/min, mTO = 150g, DpO= l1000-2000J.U1Z1). 

200 400 600 800 1000 1200 
Temps (min) 

(b) Comparaison des spectres à t = 1000min pour différentes vitesses d'agitation 

(mêmes conditions que dans (a». 
0,8 

...... 0,6 -
~ 
l! 0,4 
'0 

~ 0,2 

o 
200 300 400 500 600 700 800 

Longueur d'onde [nm] 

(c) Pente (d-r/dt)lin (t = 200-1000min) en fonction de la vitesse d'agitation. 

-'c 
.~ -, S 
~ 

b -~ 
:§ 

-:::-
~ 
?§, 

1000 

100 

10 

1 
900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 

Vitesse d'agitation [tr/min] 

Figure 10.19: Influence de la vitesse d'agitation sur la vitesse de production des 

fines particules en solution saturée. 
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10,3,3 Influence de la vitesse d'agitation 

Les expériences ont été réalisées avec une vitesse d'agitation de 1000, 1100, 1200, 1300 et 

14OOtr/min et pour une masse constante de cristaux parents de lS0g. Sur la figure 10.19 (a), les 

courbes montrant l'évolution de la turbidité à S02nm au cours du temps sont comparées et leurs 

pentes sont calculées pour la période t = 200-1200min. Une comparaison des spectres pour les 

diverses vitesses d'agitation est présentée sur la figure 10.19 (b). On voit que dans tous les cas, 

la forme du spectre est la même. TI est toujours très plat, et il offre très peu de renseignements 

granulométriques sauf pour la variation du nombre des grains. Ce type de spectre correspond 

certainement à des particules de diamètre supérieure à 1OJ.1m. 

L'évolution de la pente de la partie linéaire en fonction de la vitesse est présentée sur la figure 

10.19 (c) sur un graphique log-log. Pour les vitesses où on a effectué des essais multiples, des 
barres d'erreur ont été ajoutées autour de la valeur moyenne de (d't/dt}lin : 

• pour N. = 1200tr/min, (d't/dt)Jin = (76 ± 42)x1Q-6cm-1.min-1 

• pour Na = 1300tr/min, (d't/dt)Jin = (212 ± 26)x1Q-6cm-1.min-1 

En passant une droite par tous les points, on trouve une pente de 13,9 avec un accord mauvais. 

Cependant, en supprimant le point à Na = 1100tr/min (peut-être aberrant), on obtient un accord 

bien meilleur (pente Il,2). 

Sur la figure 10.20, les distributions granulométriques du granulomètre laser sont comparées 

pour différentes vitesses d'agitation. En admettant que, faute d'échantillonnage des solides, les 

distributions ne peuvent pas être comparées de façon absolue, les distributions ont été divisées 

par leur valeur maximale pour les rendre normalisées. On peut donc constater plusieurs points : 

• quelle que soit la vitesse d'agitation, il existe deux pics communs, l'un à 1J.1m et l'autre 

àS5ÜJlm; 

• à chaque vitesse, on trouve une forte quantité des particules aux tailles intermédiaires 

(autour de SOJ.1m): 

à 1100tr/min, un pic à 30J.1m 

à 12OOtr/min, premier pic à lSJ.1ffi et deuxième pic à 60J.1ffi 

à 1300tr/min, un pic à SOJ.1m 

à 1400tr/min, un pic à 6OJ.1m 

______________________________________________________________ ~187 



1,0 

e 0,8 
= .5 
~ 0,6 e -CI) 

e 0,4 = -~ 
~ 0,2 

0,0 
0,1 1 10 100 

Taille des particules [J.un] 

Figure 10.20: Comparaison des distributions granulométriques (du 
granulomètre laser) à t = 10BO-1300min pour différentes vitesses 

d'agitation. Echelle %volume normalisée. 
(Solution saturée, mTO = 150g, DpO = 11000-2000J,DnJ). 

10.3.4 Influence de la masse 

Les expériences ont été réalisées pour différentes masses de cristaux parents: 100g, 150g, 

200g, 250g et 300g et pour une vitesse d'agitation fixe de 1300tr/min. Les courbes décrivant 

l'évolution de la turbidité à 502nm au cours du temps sont représentées sur la figure 10.21 (a). 

La pente de la partie linéaire pour 150g est la plus forte; les pentes pour 200-300g sont presque 

égales. 

La comparaison des spectres pour différentes masses est presentée sur la figure 10.21 (b). 

Comme pour la variation de la vitesse d'agitation, on voit très peu d'évolution dans la forme du 

spectre. On doit encore en conclure que la forme du spectre offre très peu de renseignements 

granulométriques. 

En portant les pentes de la partie linéaire en fonction de la masse sur un graphique log-log 

(figure 10.21 (c», on obtient une droite de pente égale à 0,31. On constate qu'il existe un 

accord assez bon avec les points de données sauf pour le point obtenu dans les conditions de 

référence. 

188~ __________________________________________________________ __ 



(a) Evolution de la turbidité (Â.o = 502nm) en fonction du temps 

(Nil = 1300tr/min, mTO = 150-300g, DpO = 11000-2000pmD. 
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(b) Comparaison des spectres à t = lO00min pour des masses des cristaux parents différentes 

(mêmes conditions que dans (a». 
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Figure 10.21 : Influence de la masse des cristaux parents sur la vitesse de 
production des fines particules en solution saturée. 
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En bref, on a trouvé expérimentalement pour la partie linéaire de if = I( t) que: 

• en milieu non-solvant (éthanol) : 

(10.1) 

• en milieu solvant (solution aqueuse satW"ée) : 

BOce: *1'1: ce: Nll,~O,3 
dt a TO 

Âo=502nm,lin 
(10.2) 

sachant que la vitesse de gennination est proportionnelle à (d't/dt)lin pour une fonne de 

distribution granulométrique constante. On rappelle que les mêmes conditions existent si on 

remplace mTO par nTO' 
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ans ce chapitre, les différents résultats expérimentaux obtenus sur la fragmentation et 

exposés au chapitre précédent sont discutés et exploités. Nous disposons d'une part de 

données cinétiques ou dynamiques: courbes 'C(t) , et d'autre part, d'informations 

granulométriques : micrographies, distributions granulométriques laser et spectres de turbidité 

1'(~). Les paramètres d'étude ont été: la masse et la taille des cristaux parents, la nature du 

milieu et la vitesse d'agitation. Après une première analyse qualitative des principaux résultats, 

nous proposons : 

• une interprétation en termes de cinétique formelle de l'allure des courbes 1'(t); 

• un modèle élémentaire (c'est à dire au niveau des grains) du phénomène de 

fragmentation du sulfate de potassium dans l'éthanol et dans la solution saturée. 

On présente les distributions granulométriques calculées à partir des spectres de turbidité 

mesurés pour les essais de fragmentation dans l'éthanol (les spectres mesurés dans la solution 

aqueuse étant beaucoup moins riches en informations granulométriques). 

11.1.1 Coefficients d'extinction 

Les coefficients d'extinction ont été calculés en utilisant le logiciel QCALC.PAS (presenté dans 

le chapitre quatre) à partir de l'indice relatif de réfraction en fonction de la longueur d'onde 

donné dans la partie 4.1.1. Les paramétres suivants ont été choisis : 

Dp = 0,0 (0,1) 5,0~ Âo = 190,0 (2,5) 827,5nm 00=00 

11.1.2 Forme générale de la distribution granulométrique en fonction du 
temps 

On a utilisé le logiciel PSDCALC.PAS (c'est à dire la méthode d'inversion linéaire présentée 

dans le chapitre quatre). Par inspection des distributions granulométriques obtenues pour 

plusieurs valeurs du paramètre de contrainte, la valeur de r= 10 a été choisie car elle donne un 

ensemble de résultats cohérents pour la forme de la distribution en fonction du temps et des 

paramètres de fragmentation (la masse des cristaux parents et la vitesse d'agitation). On doit 

signaler que cette valeur a introduit des erreurs de surlissage de la vraie distribution 

granulométrique, mais en général le diamètre qui correspond au maximum de la distribution est 

bon. Pour la suite de cette partie, la valeur de r= 10 sera toujours utilisée. 
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(c) Comparaison de l'évolution de la classe granulométrique [O,9-1,OpmJ pour deux expériences faites 

dans les mêmes conditions (voir (b». 
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Figure Il.1 : Distributions granulométriques determinées pour les essais de 

fragmentation dans l'éthanol (r = 10). 
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Un exemple de révolution de la distribution grànulométrique calculée est presentée sur la figure 

11.1 (a). Celle-ci est la forme générale trouvée pour toutes les distributions calculées: elle 

comporte un maximum à IJlm, et aux diamètres plus grànds, des oscillations autour de zéro; le 

nombre des fragments est une fonction croissante du temps. D'après ces calculs, les fragments 

crées sont bien monodispersés et d'une taille de près de 1Jlm. 

11.1.3 Répétabilité 

Sur la figure Il.1 (b), on présente deux distributions granulométriques calculées à partir des 

expériences faites dans les mêmes conditions à t == 500min. On voit que la forme de la 

distribution est bien reproductibles. Sur la figure Il.1 (c), une comparaison est faite entre ces 

deux expériences sur révolution du nombre des fmes particules dans la classe granulométrique 

de [O,9-1,OJlm] en fonction du temps. On voit que révolution du nombre des particules est 

linéaire après 300min. La pente de cette droite est en effet la vitesse de production des germes; 

pour cette expérience, on trouve: 

(11.1) 

11.1.4 Variation des paramètres de masse et d'agitation 

Sur les figures 11.2 et 11.3, révolution de la distribution grànulométrique en fonction de la 

masse des cristaux et de la vitesse d'agitation est montrée. Le maximum de la distribution se 

trouve toujours à 1Jlm et le nombre des particules augmente en général d'une façon analogue à 

celle observée sur les signaux de turbidité. 

11.1.5 Discussion 

Compte tenu du manque de données physiques concernant l'indice de réfraction du sulfate de 

potassium et l'angle d'acceptance en fonction de la longueur d'onde, on n'a pas pu retrouver 

des distributions granulométriques plus précises que celles presentées ici. Cependant, comme 

on a vu dans le chapitre quatre, l'effet de l'angle d'acceptance est minimal pour un diamètre de 

1Jlm (figure 4.7(b)); la variation de l'indice de réfraction du sulfate de potassium est aussi 

minimale car le solide n'absorbe pas de lumière (voir la partie 4.1.1). La forme de la 

distribution est très stable : la valeur choisie pour la contrainte r et le nombre de particules 

calculé augmente de façon tout à fait logique par rapport aux signaux de turbidité. La 

distribution granulométrique laser montre un maximum plutôt à 5Jlm (qui n'est pas trés loin) 

mais cette distribution est basée sur le pourcentage massique et est pénalisée par des problèmes 

d'échantillonage des fines particules. Tout cela nous conduit à accepter une valeur de 1Jlm pour 

le diamètre des fragments les plus fins crées. 
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(a) Comparaison des distributions granulométriques à ! = 1000min 
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Figure 11.2: Comparaison des distributions granulométriques determinées pour 

une variation de la masse des cristaux parents dans l'éthanol 

(r= 10, mTO = 25-100g, Dpa = ISOO-l000pml, Nil = 1300tr/min). 
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(a) Comparaison des distributions granulométriques à t = 1000min 
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(b) Evolution de la classe granulométrique [O.9-1.0J.l1nJ en fonction du temps 

f""' e 
~ 
ri) 

~ = t.) 

.~ 
c. 
:s = t: 
-8 
e 

.t::> e 
~ 

0 
0 200 400 600 

Temps [min] 
800 1000 

Vitesse d'agitation 
[tr/min] 

Figure 11.3: Comparaison des distributions granulométriques determinées pour 

une variation de la vitesse d'agitation dans l'éthanol 

(r= 10, mTO = 75g, DPO = f500-1000J,UnJ, Nil = 900-1300tr/min). 
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11.2.1 Nature des particules libérées par la frasmentation 

11.2.1.1 Fragmentation dans l'éthanol 

Les micrographies présentées au chapitre neuf pour les grains parents (figure 9.7) et au chapitre 

dix pour l'ensemble de l'échantillon prélevé après lOOOmin (figure 10.7) montrent que la 

fragmentation s'est traduite de deux manières: 

• cassure des arêtes vives des grains parents et arrondissement général; en fait le 

phénomène est plus visible pour les grains de l'échantillon [500-IOOOJlm] que pour 

ceux de l'échantillon [IOOO-2000JlIIl] déjà initialement plus arrondis; 

• fracture et érosion de la surface des grains qui apparaissent assez abimés et comme 

"sablés". De nombreux fragments de 0,5JlII1 à quelques micromètres sont visibles. On 

ne voit aucun agglomérat consolidé. 

Les observations indirectes confirment partiellement ces résultats : 

• la distribution granulométrique laser révèle un maximum vers 5Jlm et un autre pour de 

plus grandes tailles (500Jlm) , voir la figure 10.9. Cependant, il s'agit là de 

distributions en masse; une distribution en nombre exacerberait la proportion des 

particules plus petites. 

• l'exploitation du spectre -r(Âo) détaillée dans la partie ILl conduit à la distribution 

présentée sur la figure ILl où l'on voit un maximum accusé aux environs de IJlm 

quelles que soit les conditions expérimentales (vitesse d'agitation et masse) et l'instant 

de la mesure (voir les figures 11.5 (a) et (b». 

TI est donc probable que la fragmentation des grains de sulfate de potassium dans l'éthanol 

consiste en une fracture progressive des coins et arêtes des grains accompagnée d'une 

production par abrasion à vitesse constante (linéarité de -r(t) de particules fines (environs IJlII1). 

11.2.1.2 Fragmentation dans la solution aqueuse saturée 

Les expériences ont été menées seulement sur les grains de l'échantillon [1OOO-2000JlII1]. Après 

lOOOmin de séjour dans la cuve, ceux-ci ont le même aspect général arrondi que celui noté dans 

l'éthanol. Mais, à grossissement plus fort, la surface apparait bien différente, beaucoup plus 

lisse et régulière (figure 10.16). Par ailleurs, on ne voit que relativement peu de petites 

particules libres, mais beaucoup d'agglomérats de 10 à 50J.Lm fonnés de particules cimentées 

entre elles; certains de ces agglomérats semblent liés à la surface des grains parents par des 

ponts de matière. 
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La granulométrie laser confIrme la prépondérance de particules de 15 à 60~ selon les 

conditions d'agitation. 

Les spectres1(Â.o), très plats, sont diffIcilement analysables mais tout à fait cohérents avec la 

présence de grosses particules de plus de lOJlIll. 

La fragmentation du sulfate de potassium dans la solution aqueuse saturée apparaît comme très 

différente de celle observée dans l'éthanol. Un phénomène d'agglomération accompagné de 

dissolution - cristallisation ou mûrissement interne (analogue à un frittage) aux agglomérats 

intervient de manière essentielle. Les caractéristiques hydrodynamiques des deux systèmes sont 

quasi-identiques mais les petits fragments de 1 à 5J.1m créés, dispersés et "vus" par la sonde 

turbidimétrique dans l'éthanol, sont maintenant pour la plupart englobés dans des agglomérats 

dont certains restent solidaires des grains parents et d'autres sont libérés pour être à leur tour 

"vus" par la sonde (voir la figure II.5 (b». 

11.2.2 Signaux de turbidité 

Outre certains aspects déjà discutés en 11.2.1, il faut noter les différences existant entre les 

valeurs de 'f et d'fldt obtenues dans l'éthanol d'une part et la solution aqueuse d'autre part 

(fIgures 10.6 et 10.14) pour les mêmes conditions d'expérience et d'ensemencement. Le 

rapport des turbidités est de l'ordre de 5, celui des vitesses est supérieur à 20 en faveur de 

l'éthanol. 

L'origine de ces différences est dans la nature des particules libérées comme le montre un calcul 

simple mais indicatif; soit m la masse total de fragments créés par attrition; dans l'éthanol, ils 

sont libérés et apportent à la turbidité une contribution: 

(11.2) 

où rI est le rayon d'un de ces fragments supposés sphériques et NI leur concentration 

numérique. Leur masse est donnée par : 

(11.3) 

Dans la solution aqueuse, supposons la fonnation d'agglomérats identiques, de rayon r2; la 

contribution à la turbidité est alors : 

(11.4) 

avec une masse de : 

(11.5) 
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On en déduit : 

'taq fI Q2 

'téthanol f2 QI 
(11.6) 

Pour évaluer l'ordre de grandeur de ce rapport, examinons le cas particulier Tl = IJl.m, T2 = 

15Jl.ID, alors QI := 4 et Q2 := 1, ce qui conduit à : 

'taq 1 
--"--=-
'téthanol 7,5 

(11.7) 

rapport proche de celui calculé à partir des expériences. L'interprétation des valeurs différentes 

de d'Cldt est plus complexe, car elle fait intervenir des modèles cinétiques qui seront détaillés 

plus loin. 

11.2.3 Phénomènes responsables de la fragmentation 

Une étude complémentaire des propriétés mécaniques du sulfate de potassium aurait pu 

certainement apporter des infonnations utiles quant à la fragmentation des cristaux. de sulfate de 

potassium soumis à diverses contraintes. Nous ne l'avons pas réalisée pour l'instant. 

L'identification du mécanisme de la fragmentation se fera donc exclusivement à partir des effets 

constatés de divers paramètres d'étude: taille et masse des cristaux. parents et surtout vitesse 

d'agitation. Pour cela, les résultats théoriques d'origine biblographiques rassemblés dans le 

tableau 8.3 seront nos critères de sélection. 

Rappelons que dans le cas de la fragmentation dans l'éthanol, la pente d'tldt, dans sa partie 

linéaire, a été trouvée de la fonne : 

... où z>O (11.8) 

La constance du spectre 't(~) indique la constance de la distribution granulométrique des petits 

fragments au cours du temps et permet d'assimiler d"&ldt àBo à un facteur multiplicatif près. 

L'identification de la loi B O(Na, mTO, Dpo) avec celles présentées dans le tableau 8.3 est rendue 

difficile par le fait que pour la dépendance de ë à l'égard de Na, nous devons nous contenter 

d'une loi empirique du type 8.3 soit: 

- N 3 
foc a (11.9) 

Dans ces conditions, la forte valeur de la puissance de Na (6,5-7,5) indiquerait plutôt un 

mécanisme du type [Shamlou & coll 1990] (voir la partie 8.3.4.4) avec intervention 

majeure des interactions fluide - cristal. 

li peut sembler étonnant de trouver dans cette étude des exposants de Na plus élevés que les 

valeurs signalées dans les expériences précédentes (tableau 8.2 (a»; cependant, à notre 
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connaissance, tous les travaux antérieurs ont utilisé des méthodes de comptage externe au 

réacteur avec probablement un problème d'échantillonage des très rmes particules. Notre 

méthode, au contraire, est capable de détecter en-ligne toutes les fines particules formées. 

Une valeur encore plus forte de l'exposant de NG est trouvée dans la solution aqueuse; du fait de 

la complexité du système, une simple confrontation avec les résultats du tableau 8.3 ne peut 

suffire. Nous reviendrons sur ce point dans le paragraphe consacré à la modélisation 

élémentaire des phénomènes. 

Les expériences décrites en 10.1 completées de quelques observations visuelles donnent des 

indices sur la circulation des différents types de particules en suspension. On a vu que des 

particules de 80JlII1 (et moins) sont parfaitement maintenues en suspension dès que la vitesse 

d'agitation dépasse 600tr/min (figure 10.3). On peut en conclure que tous les petits fragments et 

agglomérats issus de la fragmentation du sulfate de potassium participent de manière homogène 

à la circulation générale dans la cuve pour les expériences décrites au chapitre dix. Par ailleurs, 

la figure 10.2 prouve que les petits fragments sont quasi-instantanément dispersés dans le 

milieu dès qu'ils sont formés. 

En revanche, pour les essais de fragmentation, nous avons remarqué que le comportement des 

cristaux parents ressemble plutôt à la description donnée dans la partie 8.1.2 (voir la figure 

8.2). Les cristaux parents sont bien mélangés dans la zone près de l'agitateur et dans la zone 

annulaire, mais il n'y a qu'une fraction de ces particules qui franchit la partie haute du tube de 

guidage. Le mélange est donc inhomogène et, dans la zone annulaire, ressemble à un lit 

fluidisé. La hauteur de ce lit est une fonction de la vitesse d'agitation. La résolution de ce 

problème n'est pas très simple et dépend de la conception du tube de guidage et des contrepales. 

Dans ce paragraphe, nous voudrions proposer une intetprétation simple de la fonne des courbes 

(t) obtenues dans les différentes expériences. Le partie 11.4 reviendra sur le sujet en le traitant 

sous un aspect plus élémentaire. 

Les parties linéaires des courbes-r(t) s'expliquent simplement par une vitesse de production 

constante de petits fragments engendrés à partir de surfaces constantes. 

Les courbes obtenues dans l'éthanol pour les cristaux parents [500-1000J.1m] posent un 

problème particulier (figure 10.4 par exemple). Ces courbes présentent une première partie 

accélérée suivie d'une portion linéaire. Nous proposons l'intetprétation suivante (voir la figure 

11.5 (a». 
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Soit Hl le nombre des chocs (collision cristal-agitateur ou interaction cristal-fluide turbulent) 

subis par seconde et par unité de surface par un cristal et résultant en la libération d'un petit 

fragment. Alors, la concentration numérique nJt) de ces fragments évolue selon la loi: 

(11.10) 

où Set) est la surface totale de l'ensemble des grains parents. On voit que B 0 constant 

correspond à Set) constant. Cest bien que ce qui se passe pour les échantillons [l000-2000J.LlIl] 

composés de grains initialement arrondis qui gardent apparemment une enveloppe constante par 

la suite. En revanche, nous avons noté une érosion des arêtes et coins des grains [500-1000J.LlIl] 

beaucoup plus anguleux initialement. Cela se traduit par une évolution de Set) au cours de 

temps. Supposons qu'à la suite de certains chocs, pas nécessairement les mêmes que 

précédemment, de gros fragments (coins, écailles, etc.) soient cassés; chacun de ces chocs se 

traduit donc par la création d'une nouvelle surface libre; supposons que ces chocs soient 

identiques et créent chaque fois une surface supplémentaire L1S, et envisageons que seuls les 

parents initiaux peuvent être ainsi fracturés, mais pas les gros fragments qu'ils libèrent; par 

ailleurs, considérons que le phénomène s'arrête lorsque les grosses aspérités ont disparu 

aboutissant ainsi à une surface finale S_ (voir la figure 11.5 (a». On peut modéliser de maniére 

simplifiée ce phénomène de création de surface en écrivant: 

... S(t)<S_ 
(11.11) 

l00g 't=O,419+1,87xlO -3 t+3,26x10 -6 t2 

75g 't=O,248+1,25xl0 -3 t+2,3lxl0 -6t2 

50g 't=O,155+O,68xl0 -3 t+l,46xl0 -6 t2 

o 50 100 150 200 250 300 
Temps [min] 

Figure 11.4: Accord entre le modèle global cinétique et les courbes expérimentales 
pour l'évolution de la turbidité à 502nm selon une variation de la masse des· 

cristaux parents dans l'éthanol (coefficient de régression> 0,999) 
(r= 10, mTO = 25-100g, D1'O = fSOO-l000J,Dnl, Nil = 1300tr/min). 
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(a) augmentation initiale de surface 
(grains parents anguleux 1500-1000f..ltnl dans l'éthanol) 

grain parent 
anguleux 

So 

choc 

grain parent 
arrondi 

Seo 

+ 
gros fragments 

(b) modèle élémentaire de fragmentation (grains parents 11000-2000pm]) 

grain parent 

grain parent 

interaction 
fluide-cristal 

transfert vers le 
milieu liquide 

petits fragments 
collés sur la surface 

du grain parent 

interaction 
fluide-cristal 

agglomération 

petits fragments 
collés sur la surface 

du grain parent 

grain parent 

• 
• •• 0 + .0.·. 

• 

petits fragments 

libération 

/ 
~ 

intégration 

Figure 11.5: Représentation schématique des mécanismes de fragmentation. 
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So est la surface initiale des grains parents; H2 est le nombre des chocs par seconde et par unité 

de surface initiale résultant en une cassure. H2 est sans doute de nature très différente de Hl> en 

effet les cassures de type 2 font probablement suite à des collisions avec l'agitateur, alors que, 

nous l'avons vu plus haut, la libération des petits fragments pourrait être induite par le fluide 

turbulent. Nous allons maintenant exprimer 't(t). Pour cela, écrivons la proportionnalité entre 

1(t) et nft) : 

(11.12) 

où 1'0 est une constante. On a par ailleurs : 

•.. t/S(t)<Soo 
(11.13) 

... t /S<t) = Soo 

On déduit de 11.11, 11.12 et 11.13 que: 

(11.14) 

On explique ainsi l'existence d'une première partie accélérée des courbes 1'(t). Le lissage 

présenté sur la figure 11.4 confinne parfaitement la nature parabolique de cette première partie. 

Le modèle proposé repose sur les résultats expérimentaux relatifs aux grains parents dans la 

gamme [1000-2000J,Un] dont la fragmentation a été réalisée dans les deux solvants. Un schéma 

sur la figure 11.5 (b) présente les différentes étapes. 

11.4.1 Comportement dans l'éthanol 

Dans l'éthanol la fragmentation se décompose en deux étapes : 

• formation de petits fragments suite à l'interaction fluide turbulent-cristal: 

ces cristaux restent à la surface, dans un premier temps. La vitesse de formation VI des 

fragments sera supposée constante: 

(11.15) 
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OÙ Kl est une constante dépendant des conditions hydrodynamiques; 

• transfert dufragment de la surface du grain parent au fluide : 

en appelant nL (vo), le nombre de fragments de volume Vo par unité de volume liquide 

et VL la vitesse de transfert, nous pouvons écrire : 

(11.16) 

où K2 est une constante dépendant des conditions hydrodynamiques. 

Le nombre flJ de fragments à la surface du grain parent par unité de surface de celui-ci obéit 

alors à l'équation: 

(11.17) 

où a' est le rapport du volume du liquide à la surface totale des grains parents. Les 

observations microscopiques montrant que nI est pratiquement nul à t = 0, la solution de 

l'équation précédente est: 

(11.18) 

soit (11.19) 

Supposant que les fragments ont tous la même taille (volume vo) la turbidité est égale à : 

(11.20) 

par conséquent: 

(11.21) 

en conclusion, quand la durée de l'érosion est nettement supérieure à (a'K1)-1 ,la concentration 

surfacique en fragment est sensiblement constante et égale à K 1 /(a'K2), la vitesse de 

croissance de la turbidité est constante et l'on a : 

d't = Q 1t 3vo Kl 
( )

2/3 

dt sa 41t a' 
(11.22) 
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;: 
c .... 
(1.) 

t 11.4.2 Comportement dans la solution aqueuse saturée 
~ 
;::t 
(1.) Dans l'eau saturée, aux étapes précédentes, s'ajoutent: 
;: 
~ 

~ • l'agglomération des fragments à la surface des grains parents: 

.a l'agglomération à la surface est beaucoup plus probable que l'agglomération des 
(1.) 'S fragments dans le liquide (qui sont peu en nombre et très dispersés). L'évolution de la 

• 

concentration surfacique des grains de volume v est alors donnée par la vitesse 

d'agglomération viv): 

v ~ 

Va (V) = ~3 J nf(v - v)nf(v).dv - K3nf(V) J nf(v).dv (11.23) 
o 0 

où K] est le noyau d'agglomération, que nous supposerons constant et indépendant 

des conditions hydrodynamiques. 

la fixation ou l'intégration de certains fragments à la surface de grains parents: 

cette étape, très voisine de la précédente quant à sa nature, peut être traduite 

mathématiquement par la relation: 

(11.24) 

où Vi est la vitesse d'intégration des fragments. K4 est une constante indépendante des 

conditions hydrodynamiques. 

L'évolution de la concentration surfacique nI des grains de volume v est donc donnée par un 

bilan de population: 

(11.25) 

nI dépend de v et t; la vitesse de formation v f ne concerne que les grains "élémentaires" de 

volume Vo. Par conséquent, nous pouvons écrire : 

v ~ 

O~f = K1~v-vO)-a'K2nf + ~3 J nf(v-v)nf(v).dv-K3nf(V)J nf(v).dv-K4nf 
o 0 

(11.26) 

avec flt= 0 à t = 0 pour toute valeur de v. Ô est une fonction de Dirac centrée en Vo. La solution 

de l'équation précédente est obtenue sous forme discontinue (annexe C) : 

nf(VO)=- _1 cpl/2 1 (2K )112 
2 K3 

(11.27) 

et ( ) _(2K1)1I21.3.S ... (2n-3) n-l/2 1 nf nvo - - --~-..;..cp ... n> 
K3 2.4.6 ... 2n 

(11.28) 
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Figure 11.6: Evolution de la distribution granulométrique simulée 
en nombre de fines particules 
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Figure 11.7: Representation de la fonction F(qJ), équation 11.31. 
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avec 

(11.29) 

qui conduit à la vitesse d'évolution de la turbidité : 

2/S( )1/2 

d't = Q 1t(3VO) 2K1 K2F(q» 
dt sca 41t Ks 

(11.30) 

avec 

F() ~ 2/S 1.3.5 ... (2n - 3) n-1/2 q> 00 { } 1/2 
q> = "'"' n q> +--

n=2 2.4.6 ... 2n 2 
(11.31) 

Dans l'éthanol, où il n'y a pas d'agglomération ou d'intégration dans le grain parent, KI et K4 
sont nulles; (fJ tend vers 0 et F( (fJ) vers q>1/2 /2. On retrouve alors le resultat précédent: 

d't =Q 1t 3vo K1 
( )

2/S 

dt sca 41t a 
(11.32) 

La figure 11.7 représente la courbe de F((fJ). On constate que ses variations sont relativement 

douces. Dans l'eau saturée, si la constante d'agglomération K3 est grande, en particulier devant 

la constante d'intégration, (fJ tend vers 1. Nous en déduisons que: 

2/3( )1/2 d't == Q 1t(3Vo) 2K1 K F(l) 
dt sca 41t K 2 3 . 

(11.33) 

Nous pouvons en conclure que: 

• dans l'eau saturee, la vitesse d'évolution de la turbidité est plus petite (effet de K3' qui 

est élevée) que dans l'éthanol. 

• les constantes KI et K2 dépendent probablement de la même façon des conditions 

hydrodynamiques. La fragmentation étant due principalement à l'interaction entre le 

fluide turbulent et les cristaux nous pouvons écrire les proportionnalités suivantes: 

Ce raisonnement nous conduit à : 

d't 6 
-oc: K1 oc: N 
dt 

d't K K1/2 N 9 
-oc: 2 1 oc: 
dt 

... dans l'éthanol 

... dans l'eau saturée 

(11.34) 

(11.35) 

(11.36) 
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Ces résultats sont sensiblement en accord avec l'expérience : en effet, les exposants sont 

7 ± 0,5 dans l'éthanol et près de Il dans l'eau saturée. 

La figure 11.6 représente la distribution granulométrique en nombre des fines particules 

(équations 11.27 et 11.28) pour différentes valeurs du paramètre fP. Celle relative à li' = 1 

correspond à une agglomération importante. Comme nous l'av~ns signalés, il est difficile à 

l'heure actuelle, de la comparer à la distribution expérimentale. 

Plusieurs voies sont maintenant ouvertes pour compléter et étendre cette étude : 

• la caractérisation optique et mécanique des cristaux de sulfate de potassium; 

• la modélisation de l'effet de la masse et taille des cristaux parents; 

• la caractérisation hydrodynamique de la cuve TGC par exemple anémométrie laser à 

effet Doppler; 

• l'utilisation de la sonde turbidimétrique dans un cristallisoir MSMPR en continu pour 

étudier la germination primaire / secondaire ou l'agglomération / mûrissement 

d'Ostwald. 
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1 est connu depuis longtemps que les phénomènes de fragmentation des cristaux en 

suspension interviennent de manière essentielle dans les processus de germination 

secondaire. En revanche, une bonne connaissance de leurs mécanismes fondamentaux et une 

modélisation exacte de l'influence de paramètres manquent. Les travaux publiés utilisent des 

techniques d'analyse granulométrique ex situ qui entrainent des problèmes d'échantillonage des 

particules et ne facilitent pas l'interprétation. Notre objectif final a été de développer un moyen 

de détermination in situ de la granulométrie des fines particules et de l'appliquer au suivi de la 

production de germes dans un cristallisoir agité. 

Dans la première partie de ce mémoire, nous avons mis en place les éléments nécessaires à la 

mise au point d'une méthode granulométrique en ligne, en l'occurence la turbidimétrie 

spectrale: 

• une conaissance expérimentale générale du problème a été acquise sur des systèmes 

modèles (suspensions de latex) dont nous avons étudié les propriétés de diffusion de la 

lumière; 

• nous avons developpé parallelement un ensemble complet de logiciels pour calculer 

des' facteurs d'efficacité d'extinction et, ensuite determiner une distribution 

granulométrique à partir d'un spectre de turbidité. TI est ainsi possible de determiner la 

distribution granulométrique d'une suspension dont les grains ont une taille moyenne 

submicronique / micronique. Une bonne connaissance de l'indice relatif de réfraction 

et de l'angle d'acceptance en fonction de la longueur d'onde augmente 

considérablement la qualité des résultats. 

Dans la deuxième partie, nous avons étudié la fragmentation de cristaux de sulfate de potassium 

mis en suspension dans un cristallisoir fermé et agité. Cela a été effectué à l'aide d'une sonde 

turbidimétrique plongée directement dans la phase liquide. Le comportement de ces cristaux 

dans deux milieux a été examiné: une solution aqueuse et l'éthanol. 

Le cristallisoir de 2,81 est équipé d'un tube de guidage, de trois contrepales et d'un fond profilé 

pour assurer un bon mélange de la suspension. Chaque essai a été suivi in-situ en utilisant une 

sonde turbidimétrique / granulométrique qui mesure le spectre turbidimétrique (entre 200 et 

800nm) en temps réel. 

Nous avons trouvé expérimentalement qu'après un certain temps, l'évolution de la turbidité est 

linéaire en fonction du temps. L'effet de la masse des cristaux parents, de la vitesse d'agitation 

et de la taille des cristaux parents sur la production des fines particules a été déterminé: 
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• en milieu non-solvant (éthanol) : 

BOoc: ~t oc: N6,5-7,5ml,O-1,4Do,95-1,10 
dt . a TO pO 

Âo=502nm,1in 

• en milieu solvant (solution aqueuse saturée) : 

BOoc: ~dt oc: N!l'2m~~ 
dtlÂo=502nm,1in 

sachant que la vitesse de germination est proportionnelle à (d't/dt)lin pour une forme de 

distribution granulométrique constante. L'évolution de la turbidité dans la solution aqueuse 

saturée est toujours beaucoup plus faible que dans l'éthanol, et montre que les grains libérés 

sont moins nombreux et plus gros. Le spectre turbidimétrique dans l'éthanol a été assez riche et 

indique que les cristaux fragments sont monodisperses et que leur taille est proche de IfJ.m (la 

taille de ces cristaux est indépendante de la masse des cristaux parents et de la vitesse 

d'agitation). Dans la solution saturée, le spectre est toujours très plat, ce qui est caractéristique 

d'une suspension très polydisperse. 

Des observations faites au microscope électronique à balayage ont montré que les cristaux 

parents sont arrondis après les essais de fragmentation, et cela dans les deux liquides. Dans le 

cas de l'éthanol, la surface des cristaux montre beaucoup de fractures, mais dans la solution 

saturée la surface est très régulière. Les fines, dans la solution aqueuse, sont presque toujours 

cimentées sur la surface des plus grosses particules. 

Nous avons développé un modèle cinétique global qui explique la forme de l'évolution 

turbidimétrique en fonction du temps par l'augmentation de la surface libre des grains. Ce 

modèle est en bon accord avec les expériences. Nous le complétons en proposant un modèle 

basé sur un bilan de population (interaction fluide turbulent - cristal; agglomération des fines sur 

la surface du cristal parent; intégration du fragment au cristal parent ou passage de celui-ci dans 

la phase liquide) qui tient compte des observations microscopiques et explique l'influence de la 

vitesse d'agitation dans les deux milieux. 

L'utilisation de la sonde turbidimétrique dans un tel contexte présente donc plusieurs avantages, 

tels que la possibilité de mesures in situ, rapides et sensibles, de taille de particules dans une 

tranche granulométrique basse (autour de IJlm). Nous avons montré dans ce mémoire que 

même le signal brut de turbidité peut donner des informations intéressantes sur l'évolution 

solide 1 liquide. Dans le cas de l'éthanol, où un calcul granulométrique est possible, la sonde se 

montre d'une grande utilité. Dans le cas de la solution aqueuse, l'usage d'une telle sonde en 

parallèle avec des observations au microscope électronique et au granulomètre laser nous permet 

de tirer des conclusions essentielles sur l'évolution d'un système proche de celui d'un 

cristallisoir industriel. 
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L'équation différentielle suivante est une fonne de l'équation de Bessel qui possède des 

solutions connues sous le nom de fonctions cylindriques d'ordre demi-entier Z,.{z) : 

d
2
Zn (z) +.!. dZn (z) + [1- n(n + 1)J Z (z) = 0 
dz2 zdz z2 n 

(A. 1) 

Comme une équation différentielle de deuxième ordre, elle a deux solutions indépendantes : la 

fonction de Bessel Jn+1/2(z) et la fonction de Neumann N n+1/2(z), chacune d'ordre n+ 1/2 et 

d'argument z. L'équation A.1 est similaire à l'équation radiale qui intervient dans la résolution 

des équations de Maxwell pour le problème de Mie (diffusion par une sphère) [Kerker 

1969]. 

Pour le calcul des fonctions de Bessel, l'algorithme suivant a été réalisé par [Lentz 1976]. 

TI utilise la fonnule récursive: 

(A.2) 

et les fonctions élémentaires: 

J1/2(Z)=~! sin(z) et 1-1/2 (z) = {! cos(z) (A.3) 

A partir de l'équation (A.2), on peut montrer que : 

~Jn=-l~(Z~) 2 -1 ___ 1_..,,- 1 1 - = nz + 
Jn(z) -2(n+ 1)z-l + 2(n+2)z-1 + ... + 2(n+Nt )z-1 

(A.4) 

où n est l'ordre de la fonction de Bessel. Dans le logiciel de QCALC.PAS (voir l'annexe A.4), 

on se sert d'un nombre flxe de tennes dans l'équation A.4 (nombre de tennes Nt = 2(0). Dans 

le calcul du facteur d'efflcacité d'extinction (équation A.7), l'ordre maximal des fonctions de 

Bessel No + 112 doit être supérieur à la taille adimensionnée des particules a avant d'atteindre 

une convergence dans la sommation d'équation A.7. Pour assurer cette convergence, on a pris 

No égal à a + 100. 

Remarque: l'équation A.4 utilise la notation pour une fonction en escalier: 

(A.5) 

L'algorithme fait intervenir le rapport de fonctions de Bessel (équation A.4), plutôt que leurs 
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~ 
~ valeurs individuelles; ceci est très avantageux pour le calcul. En effet, le nombre de tennes 

~ nécessaires pour la convergence est une fonction décroissante de n, donc les valeurs pour un 

grand n sont plus précises. Ainsi, la divergence (nonnalement attendue quand n est grand) dans 

la relation de récurrence est éliminée. 

Dans chaque cas, cette fonction est calculée en commençant par le dernier tenne dans la fraction 

(Nt). Cela ne pose aucun problème quand z est réel, mais quand il est complexe (cas des 

particules absorbantes), la fraction complexe pour chaque tenne doit être simplifiée : 

(A.6) 

Les facteurs d'efficacité d'extinction sont calculés à partir de la théorie de Mie, en utilisant les 

relations suivantes: 

(A.7) 

(A.8) 

<4bs = ~X1 - Osca (A.9) 

n est l'ordre des fonctions de Bessel. a" et b" représentent les coefficients de diffusion. Ds sont 
des fonctions complexes de a et m : 

a = 'l'~ (f3)'I'n (a) - m'l'n (f3)'1'~ (a) 
n 'l'~ (f3)Çn (a)-m'l'n (f3)Ç~ (a) 

b = m'l'~(f3)'I'n(a)-'I'n(f3)'I'~(a) 
n m'l'~(f3)Çn(a)-'I'n(f3)Ç~(a) 

avec: 
a = taille de particule adimensionnée (a = 1tD / Â) 

~ = ma 

(A. 10) 

(A. 11) 

(A. 12) 

(A. 13) 

'l'" et ,,, sont des fonctions Ricatti-Bessel (ou fonctions sphériques de Bessel) et ljI" et "" sont 

leurs dérivées. Celles sont définies par : 

et (A. 14) 

avec: 
230~ __________________________________________________________ __ 



(A. 15) 

N n+1!2 (z) = (_l)n+1/2 J-n- 1/2 (z) ••• fonctions de Neumann (A. 16) 

Jn+1/2(Z) , J-n-1/2(z) ••• fonctions de Bessel à demi-entiers 

Les fonctions de Bessel à demi-entiers sont calculées en utilisant l'algorithme décrit dans 

l'annexe A.1. Pour trouver les dérivées des fonctions Ricatti-Bessel, la relation suivante peut 

être utilisée : 

tif (z) 
(2n + 1) =n.=. = nfn-l (z) - (n + 1)~+1 (z) 

dz 
(A. 17) 

Pour le cas où l'argument des fonctions est complexe (c'est à dire que les particules sont 

absorbantes) le calcul est plus fastidieux que dans le cas où les arguments sont purement réels 

(c'est à dire que les particules sont non-absorbantes). Aden (1951) [Kerker 1969] propose 

l'utilisation des dérivées logarithmiques : 

et (A.18) 

ce qui, en utilisant la relation de A.17, donne: 

et (A. 19) 

Les coefficients de diffusion d'une sphère sont donnés ensuite par : 

(A.20) 

(A.21) 

Aden propose un algorithme de récurrence pour calculer les dérivées logarithmiques. 

Cependant, dans notre expérience, cet algorithme n'est plus valable numériquement pour n > 10 

à cause des erreurs de troncature. On a donc utilisé l'algorithme de [Lent z 1976] (détaillé 

dans l'annexe A.1) qui introduit très peu d'erreur dans le calcul des fonctions de Bessel à demi­

entier même pour les valeurs de n élevées. 
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A.3.1 Les fonctions angulaires d'intensité 

Le plan de diffusion contient la direction incidente et la direction de l'onde diffusée (8,rp). Les 

flux d'énergie, appelés les fonctions d'amplitude, sur les composants perpendiculaire et 

parallèle de ce plan sont définis par : 

Les fonctions angulaires Kft et 'fft sont calculées par : 

( 9) 
_ p~1)(cos9) 

'tn cos - ~~--..;. 
sin 9 

d 
1tn (cos 9) = d9 P~1)(cos9) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

p~)(cose)est un polynôme de Legendre d'ordre n et du premier degré. Les intensités de la 

lumière polarisée dans les azimuts de 8 et rp sont données pour un faisceau incident d'intensité 

unitépar: 

1 1 1512. 2 1 .. 2 
fil =2 1 sm <P=211sm <P 

a a 
(A.26) 

(A.27) 

il et i2 sont appelés les fonctions d'intensité angulaires. On peut définir les gains angulaires: 

(A.28) 

Pour un Jaisceau incident non-polarisé, le gain angulaire est donné par : 

(A.29) 

Pour calculer le gain angulaire, on a dû d'abord calculer les fonctions angulaires de Kft et 'fft. En 

premier, la méthode de Glucker [Kerker 1969] a été essayée, mais elle a conduit très 

rapidement à des importantes erreurs de troncature pour n > 15. On s'est servi plutôt des 
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fonnules de récurrence proposées par [Wiscombe 1980] qui ne présentent pas ce problème 

de troncature. Soit f.1 = cos a. Si on écrit que 

(A. 30) 

Les fennules de récurrence sont données par : 

et (A.31) 

Pour démarrer le calcul, [Kerker 1969] donne les valeurs de ~ pour n = 0 et 1 : 

(A.32) 

Pour {'mir le calcul, on se sert d'une deuxième astuce de Wiscombe pour limiter le nombre 

d'opérations numériques. On calcule en premiers les quantités: 

+ 2n+l 
abn = ( > (an + bn > n n+l 

et (A.33) 

Les fonctions d'amplitudes sont calculées par : 

.. .. 
5+ = 51 + 52 = :r {ab~ (tn + ltn >} et 5- = 51-52 = :r {ab;(tn - 1tn>} (A.34) 

n=l n=l 

A.3.2 La pression de la radiation 

Comme prévu par la théorie de Maxwell, les ondes électromagnétiques possèdent une quantité 

de mouvement dans la direction de propagation [Ker ke r 1969] : 

(A.35) 

Upr est l'énergie et Vpr est la vitesse de la lumière dans le milieu. Une force est exercée sur la 

particule quand la quantité de mouvement du champ incident est changée par la diffusion ou 

l'absorption: 

Force soria 
particule 

c'est à dire : 

= 
Quantité de 
mouvement 

dans la lumière 
incidente 

Quantité de 
mouvement 

dans la lumière 
diffusée 

(A.36) 

La quantité cosa est appelé le facteur de dissymétrie. C'est la moyenne de cos(8) avec 

l'intensité angulaire comme fonction de pondération. Une efficacité de la pression de radiation 
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peut être définie par : 

P, =~= Qpr 
pr Cgeom Vpr 

(A.37) 

En divisant l'équation (A.36) par l'aire géométrique, on obtient donc : 

(A.38) 

Debye [Kerker 1969] a démontré que le facteur d'asymétrie peut être exprimé par les 

coefficients de diffusion: 

(A.39) 

A.4.1 Présentation du logiciel QCALC.P AS 

L'algorithme de calcul des coefficients de diffusion décrit dans la partie A.3 est la base d'un 

logiciel écrit en Borland Turbo Pascal (version 7.0), QCALC.PAS, et implanté sur un 

Kenitech-PC 486DX2/50Mhz (IBM-compatible). Le logiciel est capable de sortir: 

• les valeurs directes ou corrigées de Qat (m,a), Qsca (m,a), Qabs (m,a) 

• les valeurs directes de Qpr (m,a), cose(m,a), SI (m,a,8,qJ), S2 (m,a,8,qJ) 

• les noyaux de la quadrature numérique pouvant être utilisés par les logiciels 

granulométriques (pCMOPT.PAS, PSDCALC.PAS). 

Le logiciel résout les équations A.7 et A.8 qui sont des séries convergentes. Les fonctions de 

Bessel sont utilisées dans le calcul des fonctions de Ricatti-Bessel, qui font partie de la somme 

partielle (Qiac) dans le calcul global des facteurs d'efficacité. Donc, à chaque appel aux fonctions 

de Bessel en Turbo Pascal, les valeurs des fonctions de Bessel pour l'argument z sont calculées 

pour les ordres n de 1,5 à a + 100,5. Le calcul s'arrête quand les incréments de Qexr sont 

inférieurs à 10-12• En général, dès que l'ordre n de la somme est supérieur à a, les termes des 

séries convergent assez rapidement. Chaque valeur peut être corrigée pour la diffusion directe 

en utilisant l'approximation de Walstra donnée dans les équations 2.40 et 2.43. 

Les résultats de ce logiciel ont été comparés avec ceux rapportés par [Pendorf 1957], et 

sont tout à fait identiques. Les facteurs d'efficacité sont nonnalement calculés pour une gamme 

étendue de a; pour les valeurs les plus faibles de a la convergence de QSCIJ est très rapide, mais 

aux valeurs plus hautes, le temps de calcul devient plus important. Pour cette raison, 
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l'approximation de Van de Hulst est utilisée pour les grandes valeurs de a (car l'erreur 

introduite est inférieure à celle de quadrature numérique). Pour un calcul typique pour les 

facteurs d'efficacité simples (c'est à dire pas les noyaux d'intégration), par exemple a = 0 (1) 

1000, le temps d'opération est d'environ cinq minutes; pour la matrice A (dimensions [306Âo x 

50D]), le temps de calcul est nonnalement moins de 2h. 

A.4.2 Exemples de calcul 

Des exemples nombreux des courbes des facteurs d'efficacité Qat (m,a), Q.rca (m,a), et Qab.r 

(m,a) sont presentés dans le chapitre quatre. 

Sur la figure A. 1, . on présente le facteur d'efficacité de la pression de radiation et le facteur de 

dissymétrie en fonction de la taille adimensionnée de la particule pour une sphère non­

absorbante m = 1,2. Le facteur de dissymétrie est intéressant pour une étude sur le mesure de 

la lumière diffusée à plusieurs angles. Avec cette courbe très simple, on peut déjà prévoir à quel 

angle le plus de lumière sera diffusé. On voit sur la figure A.l que quand a est petit «1,0) le 

plus de la lumière est diffusé vers 1800
, une information qui peut être très utile pour une étude 

menée sur la rétrodiffusion (voir [Tontrup 1994]). 

Le gain angulaire a été calculé en utilisant l'algorithme décrit dans l'annexe A.3. Sur la figure 

A.2, les variations des gains angulaires G1 et G2 en fonction de a sont montrées pour le cas des 

sphères à réflexion totale (c'est à dire que la partie réelle de l'indice relatif de réfraction est près 

de l'infini) à un angle d'observation de 600
• La distribution du gain angulaire pour la lumière 

incidente non-polarisée est présentée sur la figure 4.3 pour une grande sphère de a = 50. Deux 

cas ont été abordés : 

1,0 

0,8 

I~ 8 0,6 
= 0 .. 0,4 Co 

Ci 

0,2 

0,0 
0,0 5,0 10,0 15,0 

Taille adimensionée des particules a 

Figure A.l : Facteur de dissymétrie et efficacité de la pression de la radiation pour 
une sphère non-absorbante (m, = 1,2) 
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5,0 10,0 15,0 
Taille adimensionée des particules a 

Figure A.2: Evolution du gain angulaire à un angle d'observation de 60 0 pour 
des sphères à réflexion totale (m = 106) 

90 

Angle 120 
d'observation e) 

150 

-~>~ 180 

Lumière 
Incidente 

104 10-3 

Gain Angulaire 

60 

30 

o 

Figure A.3: Exemple de la distribution du gain angulaire atours d'une grande 
particule pour la lumière non-polarisée (a = 50) 
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• En trait continu, la distribution est calculée pour une particule non-absorbante de 

m = 1,2. On constate que la lumière diffusée est très non-uniforme mais que une 

grande partie est diffusée en avant. 

• En trait pointillé, on a utilisé une particule fortement absorbante avec un indice relatif 

de m = 1,2 + il 000. La distribution est maintenant beaucoup plus continue et 

davantage de lumière est maintenant rétrodiffusée. 

Ces calculs ne sont pas utilisés dans cette étude, mais ils ont pennis une autre façon de vérifier 

les calculs de a" et b" et de mieux apprécier le phénomène de diffusion. Dans l'avenir, ils 

peuvent servir dans une étude plus fondamentale sur la diffusion de la lumière à plusieurs 

angles d'observation par des suspensions de particules. 

______________________________________________________________________________________________________________________________________________________ ~237 



j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 

j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 
j 

j 

j 
j 
j 

j 
j 

j 

j 

j 
j 
j 



Recfle-rche tlu Mi1li'ln,Um l;l'ttne 
F01'lctio'li il Del,l.X Pa'rarriètres 

, 
METHODE D'OPTIMISATION , 
PREDICTION - CORRECTION 

Algorithme de la MPC 
Mise en œuvre 

, 
RECHERCHE LINEAIRE DE DA VIES, 

SWANN ET CAMPBELL (DSC) 

Algorithme 





L'objectif de ce travail est de trouver le minimum d'une fonction à deux paramètres, R(x,y) 

(voir la partie 4.2.1), à partir d'un point arbitraire. Dans ce but, une méthode originale 

d'optimisation a été mise au point qui est capable de fonctionner correctement et rapidement 

même quand la topographie de la fonction est compliquée. Pour le développement de cette 

méthode de prédiction-correction (MPC), on s'est inspiré d'autres méthodes plus classiques: 

• méthode standard de relaxation (en utilisant un pas d'estimation) 

• méthode de Powell (recherche linéaire, vecteurs conjugués) 

• méthode de Hooke et Jeeves (motif orthogonal d'optimisation) 

Prenons le cas d'une fonction positive à deux variables R(x,y), cette fonction se caractérisant 

par une vallée encaissée et très étroite qui fonne un méandre autour d'un plateau. Le minimum à 

R = 0 se trouve quelque part au fond de la vallée. La façon la plus efficace de trouver le 

minimum est, tout d'abord, de localiser la vallée, puis de la sonder (voir la figure 4.10). 

L'algorithme fondamental utilise la méthode de DSe (Davies, Swann et Campbell) pour 

effectuer les divers recherches unidimensionnelles qui interviennent successivement dans 

l'algorithme (voir annexe B.2). 

Algorithme de la MPC 

1. Point de départ 

On démarre une recherche de type DSe parallèlement à l'axe-x à partir d'un point arbitraire, Po. 

pour repérer le fond de la vallée. Pl est le point trouvé. 

~ Remarque : les coordonnées de Pj sont (xpYj)' 

2. Pas de relaxation 

Un saut est effectué en utilisant une longueur de pas unité, parallèlement à l'axe-y à partir de Pl' 

3. Retrouver la vallée 

Une recherche linéaire de DSC parallèlement à l'axe-x est maintenant effectuée à partir du point 

calculé par l'étape 2.. pour retrouver la vallée et aboutit à P2• Si ce point est plus haut que celui 

trouvé par l, c'est-à-dire que R(P2) > R(Pl ), l'étape 2. est répétée dans la direction contraire, et 

on réitère l'étape,3.. 



1 
Remarque: si R(P2) > R(P1), le minimum est déjà encadIé et on continue la recherche 

à partir de l'étape j,. 

4. Suivre la vallée 

On calcule le vecteur (P2-P1). La recherche se fait de façon discontinue par saut dans la direction 

de ce vecteur au-delà du point P2 en utilisant une longueur de pas d'unité (pREDICTION). La 

méthode de ose est utilisée à 90° du vecteur (P2-P 1) à partir du point estimé pour retrouver la 

vallée et le nouveau point optimum, P3 (CORRECTION). 

4 bis. Suite 

L'étape 4 est encore répétée en utilisant le vecteur (P ,,-P 11-1) pour estimer la position du fond de 

la vallée, puis la méthode de ose, appliquée à 90° de (P ,,-P ,,-1) pour corriger cette estimation. 

Le point P ,,+1 est trouvé. 

5. Amélioration de la précision 

Lorsque R(P "+1) > R(P,,) (c'est à dire qu'on encadre le minimum), on diminue le pas et on 

reprend l'étape 4bis à partir de le point P". 

1 Remarque: siR(p"+2) >R(P J, la direction de (P,,-P,,-1) est inversée. On répète 4bis. 

6. Fin 

Lorsque la longueur du pas est inférieure à une certaine valeur, on arrête la recherche. Le point 

d'optimum est choisi égal au dernier trouvé qui présente un minimum de R. 

Mise en œuvre 

Lorsqu'on démarre la recherche, les premières étapes de recherche de la vallée par ose sont 

lentes. Quand on se rapproche de la vallée avec plus de précision, et quand on aftme la 

recherche, les calculs par ose sont plus courts. 

Cette recherche peut trouver le point minimum sur une direction linéaire. On décrit la méthode 

pour une fonction arbitraire f(x). Soit le point minimum r et le critère d'arrêt E. 

Algorithme 

1. On choisit un point de départ à xo, ainsi qu'un pas p > 0 (itération, i=O) 
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~. Soit Xi+l = Xi:!::P. Si.f(Xi+l) ~.f(Xi) il faut multiplier la longueur de pas par deux et continuer 

avec i+1. 

1.Autrement, pour .f(Xi+l) > !(xi) : si i ~ 1, il faut calculer Xi+2=Xi+P et puis f(Xi+2). Cela doit 

donner 4 points équidistants. 

Exception: si i=O etf{xl) ~f(Xo) : 

a) si.f(xq-p) ~f{xo) il ya 3 points équidistants qui encadrent l'optimum: Xo-p, Xo. xo+P 

b) sif{xo-p) <f{Xo) puis il faut remplacer p par -2p, mettre i=1 et aller à Z (marche en arrière). 

~. L'exploration donne, soit 3 points équidistants, soit 4 points équidistants qui encadrent x. 
S'il y a 4 points, le point qui est le plus loin du minimum est retÏIé. Les trois points qui restent 

sont Xl> X2' et X3 (ou X-S, X, x+s). 

j,. On fait passer une parabole par ces 3 points, et l'estimation de l'optimum est faite en prenant 

le minimum de cette courbe. Le minimum se trouve à : 

(B.I) 

Q. Si Sm < e, on arrête la recherche et x est pris comme minimum. Autrement, le point de plus 

grande valeur (x* ou xm> est choisi, le pas p est réduit et l'algorithme est redémarré à partir de 1 
du point choisi. 

Remarque: pour trouver le minimum, on doit toujours encadrer x·. En utilisant 

l'algorithme (a) dans la figure (B.I) on n'est jamais sûr de cela. Par contre, on en est 

toujours sûr si on prend l'algorithme (b). 

f(x) f(x) 

Xl x 2 x 3 x4 Xl x 2 x 3 x4 

(a) x3 est enlevé; x" n'est pas encadré. (h) X4 est enlevé; x" est encadré. 

Figure B.l: Méthode de DSC (recherche linéaire) 
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Rés(}luti{}n lie l'étlilatiol'l de 
bilan. de plJpulati()1'l 

(ét/f.i.ati()l'l 11<$26) 





ous nous proposons de résoudre l'équation suivante: 

v -à;f = K l 8(v- Vo)-cx'K2nf + ~3 J nf(v-V)nf(V).dv-K3nf(V)J nf(v).dv-K4nf 
o 0 

(C.I) 

avec Tlt= 0 à t = 0 pour toute valeur de v, et d'en déduire l'évolution de la turbidité. 

La première étape de la résolution de cette équation consiste en la déduction de la concentration 

totale surfacique nT, laquelle apparait dans le bilan de population. 

En prenant l'intégrale de 0 à l'infini sur le volume des grains, des deux membres du bilan de 

population, on obtient: 

(C.2) 

-
avec nT = J nf(v)dv et nT =0 à t=O (C.3) 

o 

soit, en séparant les variables: 

(C.4) 

le trinôme composant le dénominateur a deux solutions réelles, une positive, une négative 

notées respectivement r+ et 1.. La solution de l'équation précédente est alors : 

(C.S) 

quand t est nettement supérieur à : 

(C.6) 

nT est sensiblement constant et égal à r+. 

La deuxième étape de la résolution de l'équation de bilan de population consiste à prendre la 

transformée de Laplace de ses deux membres: 
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avec 
00 

nf = J e-PVnf(v)dv 
o 

En effectuant le changement de variables nf = U + nT , nous obtenons : 

avec à t = 0, u = 0 puisque nf = nT = o. 

Soit en séparant les variables: 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

(C.IO) 

Le trinôme composant le dénominateur a deux racines réelles, une positive et une négative, 

respectivement u+ et u_. La solution de l'équation précédente est alors : 

(C.ll) 

finalement: 

(C.12) 

quand t est bien plus grand que: 

(C.13) 

et en remarquant que t2 est supérieur à t]o alors nf tend vers 'Y + + u_ soit: 

(C.14) 

ou en posant que: 

(C.15) 
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et ... (cp<l) (C.16) 

on obtient: 

(C.17) 

Un développement de Taylor conduit à : 

- 'i-l.3.S ... (2n-3) n -pnVo 2 -PVo nf=2""", cp e +-cpe 
n=2 2.4.6 ... 2n 2 

(C.18) 

La transfonnée de Laplace inverse donne la concentration numérique en fragment de volume v : 

'i- 1.3.S ... (2n-3) n~( ) 2 ~( ) 
nf = 2 ""'" cp u V - nvO + -2 't'" v - V 0 

n=2 2.4.6 ... 2n 
(C.19) 

La concentration numérique asymptotique en fragment de volume nvo est donc: 

(C.20) 

t ( ) (
2Kl)1I21.3.S ... (2n-3) n-l/2 1 e, nf nvo = - -_....:.-_....;..cp ... pour n> 
K3 2.4.6 ... 2n 

(C.2l) 

La figure 11.6 représente la distribution granulométrique asymptotique en fragments à la 

surface des grains parents. La turbidité est égale à : 

(C.22) 

par conséquent: 

(C.23) 

quand le temps t est supérieur à 1/ (a.' K 2 + K 4 ), nous avons: 

dt "'Q 3nvo K 1.3.S ... (2n-3) n Q 3vo K cp .. ( )2/3 ( )2/3 
-= ""'" 1t -- 22 cp + 1t - 22-dt n=2 sca 41t 2.4.6 ... 2n sca 41t 2 

(C.24) 

Pour des grains suffisament grands (Dp > lJ.lII1), C2sca est sensiblement constant et égale à 1 : 
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dt Q (3VO)2/3K [~ 2/3 1.3.5 ... (2n-3) n <pl -= 11: -- 2e kn <P +-
dt sca 411: n=2 2.4.6 ... 2n 2 

(C.25) 

soit: 

dt Q 3Vo) 2Kl K ~ 2/3 1.3.5 ... (2n-3) n <P -1/2 
( 

2/3 ( )1/2 [00 1 -= 11: -- - 2 k n <P +- <P 
dt sca 411: K3 n=2 2.4.6 .•. 2n 2 

(C.26) 

La turbidité est alors une fonction linéaire du temps. 
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~te des 
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~ 

~ 
0 

..oC 
!: 
~ 

c:t) 

~ 

~ 
~ 
~ .... 

Symbole Description Unités ~ 

A matrice qui contient les noyaux L3 

d'intégration 

a' coefficient d'absorbance L-1 

a, b constantes d'integration 

3.n, bn coefficients de la diffusion lumineuse 

C matrice 

Cabs section efficace d'absorption L2 

Cext section efficace d'extinction L2 

Cgeom section transversale de la particule L2 

Cq facteur de correction 

Csca section efficace de diffusion L2 

D diamètre L 

Dg moyenne géométrique L 
Dge, (Je paramètres de la distribution simulée L, -
Dgnt, (Jm paramètres de la distribution réelle L, -

E, E' énergie du photon M.L2.T-2 

f(D) distribution granulométrique en nombre L4 

f (vecteur) distribution granulométrique L4 

discrétisée 

f estimation des moindres carrés de f L4 

g(a) distribution granulométrique normalisée 

H matrice carrée de K 

1 intensité du faisceau sortant M.T-3 

Il ,12 integrales définies dans l'équation 

(4.18) 

IF intensité de la lumière diffusée en avant M.T-3 

et récupérée par le détecteur 

IL intensité du faisceau sortant à x = L M.T-3 

10 intensité du faisceau incident M.T-3 

Jn+1/2 fonction de Bessel 

K matrice qui contient la fonction q 

k constante 

ou module du vecteur d'onde 
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~ 

~ c K(mi,a) noyau de l'intégrale de Fredholm du L2 ,.:) 

5 premier type ~ 
CI') 

~ lcm,kp partie imaginaire de l'indice de 
~ réfraction du milieu (ou de la particule) 
~ àÂo ~ .... 
"-l L trajet optique L 

li valeur propre de la matrice K 

m indice relatif de réfraction à Âo 

mm,mp indice de réfraction complexe du milieu 
(ou de la particule) à Âo 

No ordre maximal des fonctions de Bessel 

Ne nombre de classes granulométriques 

nm, Op indice absolu de réfraction réel du 
milieu (ou de la particule) à Âo 

Nn+1/2 fonctions de Neuman 

Np nombre de particules par unité de L-3 

volume 

Nt nombre de termes dans le calcul d'un 

rapport de fonctions de Bessel 

Nw nombre de longueurs d'onde utilisées 
q (f) fonction scalaire arbitraire 

Q.bs facteur d'efficacité d'absorption 

Qcn facteur d'efficacité d'extinction 

~ facteur d'efficacité de diffusion 

Q:Xt facteur d'efficacité d'extinction corrigé 

pour la diffusion directe 

Q:a facteur d'efficacité de diffusion corrigé 

pour la diffusion directe 
R (Dge, oc) erreur résiduelle, sommée pour toutes 

les longueurs d'onde utilisées 

r rayon L 
"rms" "root mean square" (valeur efficace) 

S fonction complexe 

te: spectre calculé L-l 

lm vecteur des valeurs de turbidité L-l 

mesurées à plusieurs longueurs d'onde. 

u onde sphérique (E ou B) 

Uo onde plane (E ou B) 

Ui vecteur propre de la matrice K 

v valeur scalaire 
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x combinaison linéaire des vecteurs 

propres 

ou longueur L 

Symboles grecs 

Symbole Description Unités 

a taille de particule adimensionnée 

f3 paramètre (ma) 

Ô petit variation 
E fonction inconnue d'erreur totale 

Ec erreurs de quadrature (discrétisation) 

Eut erreurs de mesure 

'Y paramètre de contrainte 

<p fraction volumique des particules 
À longueur d'onde dans un milieu L 

Ào longueur d'onde dans le vide L 
e,<p angles rad 

0- écart type de In(D) 

't turbidité L-1 

't* turbidité mesurée L-l 

'tic turbidité calculée à la longueur d'onde L-l 

ÀOi 

'tim turbidité mesurée à la longueur d'onde L-l 

ÀOi 

"'n, Çn fonctions de Ricatti-Bessel 
, ç' 

'" n' n dérivées des fonctions de Ricatti-Bessel 
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] 
Q 
~ 

E 
~ 

(1) 

~ 
~ 
.~ 
....;j 

Symbol Description Unités 

a nombre des pales 

AANN section transversale de la zone annulaüe LZ 

de la cuve 

Aœn surface de l'electrode LZ 

Am section transversale à l'intérieur du tube LZ 

de guidage 

W vitesse de gennination L-3'f"1 

(BO)df vitesse efficace de la gennination L-3TI 

bl, b2, exposants 

b3, b4 

C concentration de la solution M.L-3 

CD coefficient de traînée 

Coq concentration de la solution à l'équilibre M.L-3 

D. diamètre d'agitateur L 
L1C sursaturation (C-Ceq) M.L-3 

De longueur caractéristique de l'agitateur L 

Dp diamètre caracteristique des particules L 

DpO taille moyenne des cristaux parents L 

Dpf taille moyenne des cristaux fragments L 

Dm diamètre du tube de guidage L 

E energie M.Lz.Tz 

Be energie cinetique M.Lz.Tz 

Es énergie superficielle spécifique M.Tz 

È vitesse de transfert de l'énergie pendant M.Lz.T3 

une collision 

f. intensité d'agitation T 
fB fonction de "naissance" pour la création L "".TI 

des particules 

fl>C fréquence de collision cristal-cristal Tl 

fD fonction de "mort" pour la destruction L "".TI 

des particules 

t:- facteur de propriété du matériau 

g défonnation élastique 
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(1) 
~ -G vitesse de croissance linéaire L.TI <:) 

,..:) 

kB constante de Boltzmann M.Lz. TZ.e-1 ;: 
~ 

kc; constante pour la loi de Charles 
çn 

(1) 

kœn constante de la cellule L ~ 

~ facteur superficiel de fonne (= 1 pour ~ 
(1) .,.. 

une sphère) ~ 

kg constante de proportionnalité 

Kmat constante des propriétés de materiau 

kN constante de proportionnalité 

kn constante de proportionnalité arbitraire 

kv facteur de fonne volumique (= 1 pour 

une sphère) 

L:en distance entre les electnxles L 

Le épaisseur de la pale L 

L' e longueur projetée de l'épaisseur de la L 

pale 

IK longueur d'échelle de Kolmogoroff L 

4aIe longueur du plat de la pale L 

LPale' longueur projetée du plat de la pale L 

1r longueur d'échelle des tourbillons L 

m masse M 

ma,mp masse de la sphère, et de la pale de M 

l'agitateur (8.32) 

mp masse d'un cristal parent (8.42) M 

mTO masse totale des cristaux parents M 

n densité de population L-4 

Na vitesse d'agitation (rotation des pales) Tl 

(Na)mm vitesse d'agitation (rotation) minimale, Tl 

necessaire à la mise en suspension de 

toutes les particules 

nombre des particules générées par une 

collision 

Nn nombre de fragments enlevé dans une 

seule collision 

fi concentration particulaire en gennes L-4 

pourDp=O 

Np nombre de puissance 

nk densité de population à la sortie k L-4 

NQ coefficient de pompage 
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l'Il 
~ 
Q 

nombre des particules qui occupent le L-3 .,::) nt 

1 volumeVt 
l'Il nTO nombre total des cristaux parents 
~ nrr nombre des cristaux fragments 
:t p puissance M.L2.T3 
l'Il .... 

....;j 
Q. débit volumétrique de l'agitateur L 3.TI 

Qo débit d'entrée à l'état stationnaire L 3.TI 

Qc débit de la SOIÛe (ou l'entrée) numero k L 3.TI 

l rayon L 

le rayœ du cercle de contact L 

l. rayon de l'agitateur L 

l. ,lp rayon de courbure au point de contact L 

de la sphère, et de la pale de l'agitateur 

Re nombre de Reynolds 

lr rayœ du fragment sphérique L 

S. sursaturatiœ absolue 

Sr sursaturation relative 

T température e 
t temps T 
v vitesse dans l'espace des phases pour L.TI 

les grains solides 

Yi vitesses généralisée des particules X.TI 

(cooIdonées internes seulement: taille, 

age etc.) 

V volume L 3 

Vc volume de la cuve L 3 

Vr volume d'un cristal fragment L 3 

Vn volume de fragments enlevé dans une L 3 

collision 

VM volume molaire L 3 

Vp volume d'un cristal parent L 3 

Vt volume balayé par une particule L 3 

W,w vitesse L.TI 

WAX vitesse axiale dans le tube de guidage L.TI 

W vitesse moyenne L.TI 

Wr vitesse relative L.TI 

WU vitesse linéaire à l'extremité des pales L.TI 

w .. vitesse d'écoulement interceptant L.TI 

l'agitateur 
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Ya , Yp module de Young de la sphère, et de la 

pale de l'agitateur 

y longueur 

Symboles grecs 

Symbole Description 

a angle de ligne de courant qui intercepte 

l'agitateur 

~ inclinaison des pales sur l'agitateur 

Xa' Xp rapport de Poisson de la sphère, et de la 

pale de l'agitateur 
- dissipation spécifique moyenne E 

d'énergie dans toute la cuve 
<Ë)min dissipation spécifique moyenne 

minimale d'énergie, necessaire à la mise 

en suspension de toutes les particules 

conductivité électrique (9.1) 

ou paramètre de contrainte dans la 

mèthode d'inversion linéaire 

'Y' conductance 

Tte efficacité de cible 

Tti efficacité de cible 

TtF facteur d'efficacité des contacts 

Ttn facteur de survie des fines formées 

TtT efficacité totale de cible 

<Po fraction volumique de cristaux parents 
Â.o longueur d'onde dans le vide 

Jl viscosité du fluide 
v viscosité cinématique 
9 temps de séjour 

Pl masse volumique du fluide 

Ps masse volumique du solide 
(J contrainte 
(Jo contrainte compressive maximale 
(Jr contrainte maximale 

L 

Unités 

rad 

rad 

L 2.T3 

L 2.T3 

M-1.L-2.T.92 

M-1.L-3.T.92 

L 
M.L-I.TI 

L 2.T! 

T 
M.L-3 

M.L-3 

M.L-I.T2 

M.L-I.T2 

M.L-I.T2 
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't turbidité 

(d't/dthïn pente de la courbe turbidité en fonction 

du temps pour la partie linéaire de la 

courbe. 

'fi. paramètre modifié de Stokes 

Symboles dluers 

c-a interaction cristal-agitateur 

c-c interaction cristal-cristal 

c-p interaction cristal-parois 

c-f interaction cristal-fluide 

c-fc interaction cristal-fluide (cisaillement) 

C-fis interaction cristal-fluide (sous-domain 

inertielle) 

c-fvds interaction cristal-fluide (sous-domain 

dissipation visqueuse) 

c-~ interaction cristal-fluide (traînée) 

frag fragmentation 

me mécanisme catalytique 
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