
HAL Id: tel-00844394
https://theses.hal.science/tel-00844394v1
Submitted on 15 Jul 2013 (v1), last revised 16 Jul 2013 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Estimation et contrôle non-linéaire : application à
quelques systèmes quantiques et classiques

Mazyar Mirrahimi

To cite this version:
Mazyar Mirrahimi. Estimation et contrôle non-linéaire : application à quelques systèmes quantiques
et classiques. Physique mathématique [math-ph]. Université Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2011.
�tel-00844394v1�

https://theses.hal.science/tel-00844394v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


Estimation et contrôle non-linéaire :
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Raymond pour avoir accepté de rapporter sur mon manuscrit ainsi que pour l’intérêt qu’ils ont
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Une pensée particulière s’adresse à Jean-Michel Coron, Pierre Rouchon et Michel Sorine qui
restent mes mentors scientifiques. L’interaction permanente avec eux m’a permit d’avoir un point
de vue très large sur des sujets très variés. Aussi leur soutien constant m’a donné l’assurance
morale dont j’avais besoin pour l’avancement dans mes travaux.

Je me fais aussi un grand plaisir de remercier mes collègues de l’équipe-projet SISYPHE
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2 Systèmes quantiques en observation 29
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Introduction

Ce manuscrit se décompose en deux parties principales, associées à deux types d’applications
assez différentes. Dans la première partie qui comprend les deux premiers chapitres, je m’intéresse
à des systèmes issus de problèmes de contrôle et d’estimation en physique quantique ; dans la
deuxième partie (troisième chapitre du manuscrit), j’étudie la propagation d’ondes électriques le
long des fils classiques dans un réseau de lignes de transmission et je considère certains problèmes
d’estimation de paramètres. Le trait d’union entre ces deux sujets de recherche réside dans le fait
que dans les deux cas, nous sommes face aux problèmes de contrôle ou d’estimation d’état ou
d’estimation de fréquences d’un ensemble fini ou infini d’oscillateurs couplés.

Systèmes quantiques

Les fondements théoriques de l’automatique à l’échelle quantique ont été mis en place depuis
les années 1980 par des travaux importants de chercheurs comme Herschel Rabitz (Méthodes
numériques pour le contrôle en boucle ouverte en chimie quantique) ou Viacheslav P. Belavkin
(méthodes de filtrage quantique pour les systèmes quantiques observés). Néanmoins, une majeure
partie des contributions théoriques du domaine correspond à la décennie en cours, où un grand
nombre de chercheurs en analyse numérique et en automatique ont été attirés par ces problèmes.
Parallèlement à ces efforts théoriques, de nombreuses contributions sur les différentes implémen-
tations expérimentales allant de la spectroscopie RMN et de la physique atomique à la physique
de la matière condensée ont été fournies. Cependant, un regard attentif montre un écart impor-
tant entre les résultats théoriques et expérimentaux. Cet écart est, en particulier, attribuable à
deux raisons :

1. Les difficultés liées au concept de la mesure pour les systèmes quantiques : l’effet de re-
tours (back-action) de la mesure ainsi que la partialité de toutes les observations (principe
d’incertitude de Heisenberg) ;

2. Le concept de la décohérence : la décohérence des systèmes quantiques, induite par les
couplages non-négligeables du système microscopique (ou mésoscopique) avec son environ-
nement limite l’efficacité et la robustesse des paradigmes classiques de contrôle et d’estima-
tion.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons au développement des outils de contrôle non-linéaire
pour ces systèmes tout en gardant un oeil sur ces obstacles.

Dans les deux premières sections du Chapitre 1, nous considérons le contrôle du système
quantique en boucle ouverte. En négligeant la dissipation due à la décohérence (ce qui implique que
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8 INTRODUCTION

le système contrôlé doit atteindre sa cible assez rapidement), le système que l’on considère est tout
simplement donné par une équation de Schrödinger où le contrôle intervient de façon bilinéaire. Le
problème principal vient du fait que l’on considère le système dans sa configuration de dimension
infinie et que pour assurer un résultat de stabilisation, nous devons résoudre certains problèmes
d’analyse fonctionnelle qui nous permettront, par la suite, d’appliquer des outils classiques de
stabilisation en dimension finie.

La Section 1.3 du Chapitre 1 considère le problème dual d’identification des paramètres pour
un système quantique en observation. Ici, le système en vue consiste en un ensemble statistique
de systèmes quantiques identiques. De plus, une approximation adiabatique basée sur des pertur-
bations singulières permet de négliger la dynamique dissipative due à l’observation. Nous sommes
donc face à une équation de Schrödinger avec la mesure continue de certains observables phy-
siques. Nous proposons alors une méthode, basée sur l’application d’observateurs asymptotiques,
afin d’estimer certains paramètres du système. Nous profitons de certaines symétries du système
physique pour concevoir l’observateur non-linéaire qui assure la convergence de l’estimateur.

Dans le chapitre 2, nous considérons des systèmes quantiques en interaction avec leur envi-
ronnement. Afin d’assurer un contrôle robuste, nous considérons le contrôle en boucle fermée de
ces systèmes. Ici, l’effet de retours de la mesure (dont le résultat est par nature non-déterministe)
implique une modification de la dynamique qui prend en compte les sauts quantiques de nature
aléatoire. La dynamique du système est donc stochastique et suit les trajectoires dites de Monte-
Carlo quantique. Nous proposons alors des lois de feedback qui nous permettent, en prenant
compte de l’historique de la mesure, de stabiliser le système quantique malgré sa décohérence et
même, de protéger l’état stabilisé contre la décohérence.

Lignes de transmission

Dans le Chapitre 3 du manuscrit, nous nous intéressons à certains problèmes inverses liés à
la détection des pannes le long des fils d’un réseau de câblage électrique. Dans ce but nous allons
étudier les équations dites de Télégraphistes qui modélisent la propagation des ondes électriques le
long d’une ligne de transmission. Les problèmes inverses qui nous intéressent sont liés à certaines
caractéristiques des lignes de transmission ainsi qu’à la géométrie du réseau en question.

Plusieurs résultats sur le contrôle et la stabilisation de l’équation des ondes sur un graphe ont
été déjà proposé (voir à titre d’exemple [38, 106]). Aussi, lorsque l’on étudie la propagation des
ondes dans le domaine fréquentiel, nous nous retrouvons avec l’étude spectrale d’un opérateur
de Zakharov-Shabat (de Schrödinger dans le cas sans perte) sur un graphe. Ici encore, une vaste
littérature sur les problèmes de scattering inverse ou les problèmes inverses spectraux existe à ce
jour (voir à titre d’exemple [87, 51, 65, 112]).

Malgré ces nombreux résultats théoriques sur la propagation des ondes le long d’un réseau, très
peu d’entre eux semblent être adaptés aux applications industrielles de détection de pannes. En
effet, les résultats pratiques se restreignent à la détection des défauts francs (coupures des lignes)
sur des réseaux très simples (une seule ligne de transmission ou un réseau Y à 3 branches). Le but
principal du Chapitre 3 est d’étendre les efforts théoriques en prenant en compte les restrictions
pratiques.

La Section 3.1 du Chapitre 3 a pour but d’identifier les petites perturbations dans le paramètre
G lié à la conductance de fuite sur un réseau très simple qui est constitué d’une seule ligne de
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transmission. Pour cela, nous proposons un algorithme d’estimation dans le domaine temporel
qui est basé sur l’application d’observateurs asymptotiques.

La Section 3.2 du Chapitre 3 est consacrée à l’étude du problème de la réflectométrie fréquen-
tielle sur un réseau de la forme étoile. Nous allons donc expliciter l’information minimale dont
on a besoin pour résoudre ce problème de la réflectométrie. Dans ce but, nous allons convertir
le problème de scattering inverse en un problème inverse spectral que l’on va étudier par des
méthodes classiques proposées par Borg [23].
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Chapitre 1

Systèmes quantiques fermés

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème du contrôle en boucle ouverte de systèmes
quantiques. Nous considérons donc un système quantique isolé de son environnement et sous
l’effet d’un champ de contrôle que l’on mâıtrise complètement. La dynamique d’un tel système
est modélisé par une équation de Schrödinger de la forme

i
d

dt
Ψ = H(t)Ψ,

où i =
√
−1, Ψ(t), la fonction d’onde du système quantique, évolue sur un espace de Hilbert H

de dimension finie ou infinie, et enfin H(t), l’hamiltonien du système, est un opérateur Hermitien
défini sur H. Lorsque le champ électromagnétique du contrôle est éteint, l’hamiltonien est indé-
pendant du temps : il est donné par H0. En présence du champ électromagntique dont on contrôle
l’intensité u(t), s’ajoute à cet hamiltonien constant des hamiltoniens dépendants du temps. Sous
l’hypothèse d’un couplage dipolaire, très souvent, on considère une approximation du premier
ordre en u(t) de H(t), ce qui nous amène à une équation de Schrödinger bilinéaire :

i
d

dt
Ψ = (H0 + u(t)H1(t))Ψ, (1.1)

où u(t) : R+ → R est un contrôle scalaire et H0 et H1 sont respectivement l’hamiltonien libre et
l’hamiltonien d’interaction du système.

Lorsque l’espace d’état est de dimension finie, Ψ(t) ∈ H = CN et H0 et H1 sont des matrices
Hermitiennes de CN×N , la contrôlabilité de (1.1) a été bien explorée [4, 5, 88, 102, 105]. Toutefois,
ceci n’implique pas la simplicité de la génération de trajectoires. Très souvent, les chimistes
formulent la tâche du contrôle en boucle ouverte comme une fonctionnelle du coût à minimiser.
Le contrôle optimal (voir e.g. [96]) et les méthodes itératives stochastiques (e.g. les algorithmes
génétiques [69]) sont alors les deux classes de méthodes les plus utilisées pour cette tâche.

Lorsque certaines hypothèses de non-dégénérescence concernant le système du linéarisé tan-
gent sont satisfaites, [78] propose une autre méthode de génération de trajectoires, basée sur des
techniques de Lyapunov. L’efficacité de ces méthodes de contrôle pour les modèles chimiques
a été étudiée dans [80]. Le cas dégénéré a été plus tard traité par une méthode de Lyapunov
implicite [14]. Comme la mesure et le feedback en physique quantique nécessitent l’ouverture du
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12 CHAPITRE 1. SYSTÈMES QUANTIQUES FERMÉS

système physique à son environnement (voir le chapitre suivant), nous suivons ici le paradigme qui
consiste à simuler le système en boucle fermée hors-ligne et à appliquer le signal de contrôle, ainsi
trouvé, en boucle ouverte sur le vrai système physique. Une telle stratégie a été déjà largement
appliquée dans ce contexte [32, 101].

La situation est bien plus délicate lorsque l’on considère une configuration de dimension in-
finie. Très peu de résultats sont connus concernant la contrôlabilité [104, 13, 16]. En particulier,
les articles [13, 16] étudient la controlabilité d’une particule dans un puits de potentiel en mouve-
ment. Ils proposent un résultat de contrôlabilité locale basé sur la méthode du retours [34]. Plus
récemment Nersesyan [82, 83] a montré la contrôlabilité globale approchée d’un puits de poten-
tiel infini multi-dimensionnel. Ce résultat, conjugé à [13, 16] démontre la contrôlabilité exacte du
puits de potentiel infini en 1D. Enfin, un premier résultat générique de contrôlabilité approchée
est proposé dans [29] dans le cas où H0 admet un spectre discret.

Concernant la génération de trajectoires pour les systèmes quantiques de dimension infinie,
encore moins de résultats existent à ce jour. Une grande partie de la littérature concerne le contrôle
optimal [11, 12]. La simplicité de la loi de feedback proposée par l’approche Lyapunov de [78, 14]
suggère l’application de la même approche pour les configurations de dimension infinie. Toutefois,
une extension de l’analyse de convergence, basée sur le principe d’invariance de LaSalle, au cas
des EDPs n’est pas un problème facile [35]. Une première approche possible pour surmonter
cet obstacle consiste à chercher des fonctions de Lyapunov strictes [37]. Une deuxième approche
consiste à montrer une propriété additionnelle de pré-compacité des trajectoires du système en
boucle fermée, ce qui permet d’appliquer le principe d’invariance de LaSalle et éventuellement
d’obtenir une stabilisation forte [36]. Une troisième approche consiste à chercher un résultat de
stabilisation faible [10].

Dans les deux sections à venir, je considère le problème de la stabilisation d’une particule
dans un puits de potentiel infini ou fini. Dans les deux cas, nous commençons par identifier les
divers phénomènes de perte de masse qui peuvent être à l’origine du manque de pré-compacité
des trajectoires en boucle fermée. Nous proposons donc une nouvelle approche qui consiste à
pénaliser ces phénomènes, tout en stabilisant l’état cible désiré. Nous assurons donc des résultats
du type stabilisation approchée (aussi appelée la stabilisation pratique en littérature d’automa-
tique). Ces résultats font l’objet de deux publications parues [19, 73] et deux communications
aux conférences parues [18, 72]. En particulier, [73] propose un premier résultat de stabilisation
concernant une équation de Schrödinger admettant une partie continue dans son spectre. Plus
récemment, Beauchard et al [15, 17] ont proposé un résultat de contrôlabilité et de stabilisation
faible pour un autre système quantique admettant un spectre continu.

Un problème dual au problème de contrôle qui est aussi d’une grande importance pour les
systèmes issus de la mécanique quantique, est le problème d’estimation de paramètres. La possi-
bilité de générer rapidement une grande quantité de données sur une dynamique quantique peut
être utilisée afin d’extraire plus d’informations sur les paramètres inconnus (ou mal-connus) du
système. Pour chaque champ de contrôle, nous avons la possibilité d’effectuer plusieurs observa-
tions pour déduire de l’information sur le système, et cette procédure est bien plus rapide que la
simulation numérique de la dynamique associée. De plus, les avancées récentes dans la technologie
des lasers donnent la possibilité de générer une classe très large de champs de contrôle.

La théorie, en développement, de l’estimation de paramètres quantiques est étudiée par de
diverses approches. Les méthodes de maximum de vraisemblance fournissent une première classe
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de résultats [62, 63, 64, 70, 85]. Les méthodes de “Maximum d’entropie” [26] et de “Maximum
d’entropie de Kullback” [84] proposent deux autres classes d’algorithmes d’estimation de pa-
ramètres quantiques. Finalement, les techniques d’identification optimale avec des critères des
moindres carrés [44, 45, 67] forment une dernière classe d’algorithmes d’estimation de paramètres
quantiques.

Les enjeux principaux de ces méthodes d’estimation concernent la présence des minima locaux
pour les problèmes d’optimisation, la sensibilité par rapport aux incertitudes expérimentales et
les bruits, et finalement le coût important des calculs. L’article [61] propose un observateur pour
l’estimation d’état d’un système quantique. Cet observateur est, ensuite, appliqué au coeur d’un
algorithme de recherche itératif.

Dans la Section 1.3, et dans la même direction que [61], nous proposons un algorithme d’es-
timation de paramètres, basé sur l’application d’observateurs asymptotiques et les techniques de
contrôle adaptatif. Dans ce but, nous proposons un observateur généralisé qui inclut, à la fois, les
estimées de l’état et des paramètres inconnus du système. Les résultats de la Section 1.3 ont fait
l’objet d’une publication parue [22] et deux communications aux conférences parues [21, 68].

1.1 Particule quantique dans un puits de potentiel infini

1.1.1 Résultat principal

À la suite des résultats [92, 13, 16], nous considérons, ici, une particule chargée non-relativiste
en une dimension d’espace et dans un champ électrique uniforme. Sous l’hypothèse du couplage
dipolaire, et après un changement d’échelle approprié, l’évolution de la fonction d’onde de la
particule est donnée par l’équation de Schrödinger suivante :

i
∂Ψ

∂t
(t, x) = −1

2

∂2Ψ

∂x2
(t, x) + (V (x)− u(t)x)Ψ(t, x).

Ici, V (x) est le potentiel interne du système et t 7→ u(t) ∈ R est l’amplitude du champ de
contrôle. Dans cette section, nous étudions le cas d’un puits de potentiel infini : V (x) = 0 pour
x ∈ I := (−1/2, 1/2) et V (x) = +∞ pour x en dehors de I. Ainsi, le système peut s’écrire sous
la forme suivante

i
∂Ψ

∂t
(t, x) = −1

2

∂2Ψ

∂x2
(t, x)− u(t)xΨ(t, x), x ∈ I, (1.2)

Ψ(0, x) = Ψ0(x), (1.3)

Ψ(t,±1/2) = 0. (1.4)

Il s’agit d’un système non-linéaire contrôlé, appelé (Σ1), dans lequel

– le contrôle est le champ électrique u : R+ → R,
– l’état est la fonction d’onde Ψ : R+ × I → C avec Ψ(t) ∈ S pour tout t > 0,

où S := {ϕ ∈ L2(I;C); ‖ϕ‖L2 = 1}.
Considérons l’opérateur A défini par

D(A) := (H2 ∩H1
0 )(I,C), Aϕ := −1

2
d2ϕ
dx2 ,
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et pour s ∈ R, l’espace
Hs

(0)(I,C) := D(As/2).

La proposition suivante rappelle les résultats classiques d’existence et d’unicité des solutions de
(1.2)-(1.3)-(1.4). Pour une preuve de cette proposition, nous référons à l’appendice de [19].

Proposition 1. Considérons Ψ0 ∈ S, T > 0 et u ∈ C0([0, T ],R). Il existe une unique solution
faible à (1.2)-(1.3)-(1.4), i.e. une fonction Ψ ∈ C0([0, T ],S) ∩ C1([0, T ], H−2

(0) (I,C)) telle que

Ψ(t) = e−iAtΨ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−s)u(s)xΨ(s)ds dans L2(I,C) pour tout t ∈ [0, T ], (1.5)

et alors (1.2) est vérifiée dans H−2
(0) (I,C) et pour tout t ∈ [0, T ].

Si, de plus, Ψ0 ∈ (H2 ∩ H1
0 )(I,C), alors Ψ est une solution forte i.e. Ψ ∈ C0([0, T ], (H2 ∩

H1
0 )(I,C)) ∩ C1([0, T ], L2(I,C)), la relation (1.2) est vérifiée dans L2(I,C), pour tout t ∈ [0, T ],

la condition initiale (1.3) est vérifiée dans H2 ∩H1
0 (I,C) et les conditions aux bords (1.4) sont

vérifiées pour tout t ∈ [0, T ].
Les solutions faibles (resp. fortes) sont continues par rapport aux conditions initiales pour la

topologie C0([0, T ], L2) (resp. pour la topologie C0([0, T ], H2 ∩H1
0 ).)

Le symbole 〈., .〉 définit le produit Hermitien usuel de L2(I,C), i.e.

〈ϕ, ξ〉 :=

∫

I
ϕ(x)ξ(x)dx.

Pour σ ∈ R, nous introduisons l’opérateur Aσ défini par

D(Aσ) := (H2 ∩H1
0 )(I;C), Aσϕ := −1

2
∂2ϕ
dx2 − σxϕ.

Il est bien connu qu’il existe une base orthonormée (φk,σ)k∈N∗ de L2(I,C) constituée des états
propres de Aσ :

φk,σ ∈ H2 ∩H1
0 (I,C), Aσφk,σ = λk,σφk,σ,

où (λk,σ)k∈N∗ est une suite non-décroissante de nombres réels. Pour s > 0 et σ ∈ R, nous
définissons

Hs
(σ)(I,C) := D(As/2σ ),

muni de la norme

‖ϕ‖Hs
(σ)

:=

( ∞∑

k=1

λsk,σ|〈ϕ, φk,σ〉|2
)1/2

.

Pour k ∈ N∗ and σ ∈ R, nous définissons

Ck,σ := {φk,σeiθ; θ ∈ [0, 2π)}.

Afin de simplifier les notations, nous allons remplacer φk,0, λk,0, Ck,0 par φk, λk, Ck. Nous avons

λk =
k2π2

2
, φk =

{ √
2 cos(kπx), si k est impair,√
2 sin(kπx), si k est pair.

(1.6)
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Le but de cette section (et l’article [19]) est d’étudier la stabilisation du système (Σ1) autour des
états propres φk,σ. Plus précisément, pour k ∈ N∗ et σ ∈ R petit, nous proposons des lois de
feedback u = uk,σ(Ψ) pour lesquelles la solution de (1.2)-(1.3)-(1.4) avec u(t) = uk,σ(Ψ(t)) est
telle que

lim sup
t→+∞

distL2(I,C)(Ψ(t), Ck,σ)

est arbitrairement petite. Nous considérons la convergence vers le cercle Ck,σ car la fonction
d’onde Ψ est définie à un facteur de phase près. Pour la simplicité, nous allons travailler avec
l’état fondamental φ1,σ. Toutefois, tous les résultats restent valides pour le cas général.

Le résultat principal de l’article [19] est résumé par le théorème suivant :

Théorème 1. Supposons Γ > 0, s > 0, ε > 0, γ ∈ (0, 1). Il existe σ∗∗ = σ∗∗(Γ, s) > 0 tel
que, pour tout σ ∈ (−σ∗∗, σ∗∗), il existe une loi de feedback vσ,Γ,s,ε,γ(Ψ) telle que, pour toute
Ψ0 ∈ S ∩ (H2 ∩H1

0 ∩Hs
(σ))(I,C) avec

‖Ψ0‖Hs
(σ)

6 Γ et |〈Ψ0, φ1,σ〉| > γ,

le problème de Cauchy (1.2)-(1.3)-(1.4) avec u(t) = σ + vσ,Γ,s,ε,γ(Ψ) admet une unique solution
forte, qui vérifie, de plus,

lim sup
t→+∞

distL2(Ψ(t), C1,σ) 6 ε.

Remarque 1. Le Théorème 1 assure un résultat de stabilisation pratique semi-globale. En effet,
comme il sera observé plus tard, la loi de feedback de ce théorème peut être trouvée par une analyse
de Lyapunov qui assure la stabilité de l’état cible ; i.e. pour tout ε1 > 0, il existe un 0 < ε2 < ε1
tel que, si nous initialisons le système dans un ε2-voisinage de C1,σ, la solution ne sorte pas d’un
ε1-voisinage.

De plus, en appliquant cette loi de feedback, toute condition initiale Ψ0 ∈ S telle que Ψ0 ∈
Hs(I,C) pour un certain s > 0 et 〈Ψ0, φ1,σ〉 6= 0 peut être amenée, de façon approchée, vers le
cercle C1,σ.

La stabilité et la convergence approchée assurent la stabilisation pratique.

Pour le cas σ 6= 0, la loi de feedback sera donnée de façon explicite, tandis que pour σ = 0, cette
loi sera implicite. L’hypthèse “Ψ0 ∈ Hs(I,C), pour un certain s > 0” n’est, en fait, pas nécessaire
pour le résultat du théorème. En effet, même pour une condition initiale Ψ0 qui appartient
seulement à S, nous pouvons trouver une loi de feedback appropriée qui sera fonction de l’état
initial Ψ0.

Finalement, notons que, physiquement, l’hypothèse 〈Ψ0, φ1,σ〉 6= 0 n’est pas une hypothèse
restrictive. En fait, si 〈Ψ0, φ1,σ〉 = 0, un champ de contrôle en résonance avec les fréquences
naturelles du système (la différence entre les valeurs propres associées à un état propre dont la
population dans l’état initial est non-nulle et à l’état propre fondamental) assure, de façon ins-
tantanée, une population non-nulle de l’état fondamental dans la fonction d’onde. Nous pouvons,
alors, appliquer la loi de feedback du Théorème 1.
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1.1.2 Heuristique de la preuve

Une première approche pour stabiliser l’état fondamental φ1,σ est de considérer la fonction de
Lyapunov naturelle

Ṽ(Ψ) = 1− | 〈Ψ, φ1,σ〉 |2.
Exactement comme pour le cas de la dimension finie [14], la loi de feedback (= signifie la partie
imaginaire d’un nombre complexe)

ũ(Ψ) = =(〈xΨ, φ1,σ〉 〈φ1,σ,Ψ〉)

assure la décroissance de la fonction de Lyapunov. Toutefois, en essayant d’adapter l’analyse
de convergence, basée sur le principe d’invariance de LaSalle, la pré-compacité des trajectoires
dans L2 pose un obstacle majeur. Notons que, pour pouvoir appliquer le principe d’invariance de
LaSalle au cas d’un système de dimension infinie, nous avons besoin de montrer un tel résultat de
pré-compacité. Pour le cas particulier du puits de potentiel infini, malgré nos grands efforts pour
appliquer les outils classiques de l’analyse fonctionnelle, nous n’avons pas réussi à démontrer cette
pré-compacité pour le système en boucle fermée. En fait, le système évolue sur la sphère unité de
L2, et donc la pré-compacité des trajectoires dans un espace plus faible est assurée. Néanmoins,
nous n’avons pas été capables de renforcer cette compacité faible par une compacité forte. En
effet, il semble même que des phénomènes comme la perte de masse L2 dans les niveaux hauts
d’énergie peuvent empêcher une telle propriété d’être satisfaite.

L’approche de [19], consiste à empêcher la population d’atteindre les niveaux hauts d’énergie,
tout en stabilisant le système autour de φ1,σ.

Comme dans le Théorème 1, nous considérons Γ > 0, s > 0, ε > 0,γ > 0, σ ∈ R. Tout d’abord,
nous considérons le cas σ 6= 0. Supposons Ψ0 ∈ Hs

(0)(I,C) avec

‖Ψ0‖Hs
(0)

6 Γ et |〈Ψ0, φ1,σ〉| > γ.

L’idée consiste à appliquer le fait qu’il existe N = N(Γ, s, ε, γ) ∈ N∗, suffisamment grand, tel que

∞∑
k=N+1

|〈Ψ0, φk,σ〉|2 < εγ2

1−ε . (1.7)

Alors, nous pouvons considérer la fonction de Lyapunov

V(Ψ) = 1− | 〈Ψ, φ1,σ〉 |2 − (1− ε)
N∑

k=2

| 〈Ψ, φk,σ〉 |2. (1.8)

Notons que, cette fonction de Lyapunov dépend des constantes Γ, s, ε, γ à travers le choix de
la dimension N . Cette fonction de Lyapunov encode deux tâches : 1- elle empêche la perte de
la masse L2 à travers le passage aux niveaux d’énergie plus hauts que N ; 2- elle privilégie la
croissance de la population dans l’état fondamental.

Lorsque Ψ vérifie le système (Σ1) avec un contrôle u = σ + v, nous avons

dV
dt

= −2v(t)=
( N∑

k=1

ak 〈xΨ, φk,σ〉 〈φk,σ,Ψ〉
)
,
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où

a1 := 1 et ak := 1− ε pour k = 2, · · · , N. (1.9)

Alors, la loi de feedback

v(Ψ) := ς=
( N∑

k=1

ak 〈xΨ, φk,σ〉 〈φk,σ,Ψ〉
)
, (1.10)

où ς > 0 est une constante positive, assure la décroissance de la fonction de Lyapunov (1.8).
Nous montrons alors que la solution de (1.2)-(1.3)-(1.4) avec la condition initiale Ψ0 et le contrôle
u = σ + v(Ψ) satisfait

lim sup
t→+∞

distL2(Ψ(t), C1,σ)2 6 ε. (1.11)

La limite (1.11) est démontrée en étudiant la limite faible L2(I,C) de Ψ(t) lorsque t→ +∞.
Supposons (tn)n∈N une suite croissante de nombres réels positifs telle que tn → +∞. Comme
‖Ψ(tn)‖L2(I,C) ≡ 1, il existe Ψ∞ ∈ L2(I,C) telle que, quite à extraire une sous-suite, Ψ(tn) →
Ψ∞ faiblement dans L2(I,C). En utilisant la contrôlabilité du système linéarisé autour de φ1,σ

(condition qui est équivalente à 〈φ1,σ, xφk,σ〉 6= 0 pour tout k ∈ N∗), nous pouvons démontrer que
Ψ∞ = βφ1,σ, où β ∈ C et |β|2 > 1− ε. Cela implique (1.11).

Alors, en affaiblissant la propriété de la stabilité (i.e. demander la stabilisation pratique à la
place de la stabilisation), nous pouvons échapper au problème de la pré-compacité évoqué plus
haut.

Notons que, la contrôlabilité du système linéarisé tangent autour de la trajectoire φ1,σ joue
un rôle crucial ici. C’est pourquoi les techniques développées pour le cas σ 6= 0 ne peuvent pas
être appliquées, en tant que telles, au cas σ = 0.

Étudions maintenant le cas σ = 0. Comme, cela a été précisé plus haut, la stratégie précédente
n’assure pas la stabilisation pratique de φ1 car le système linéarisé tangent autour de φ1 n’est
pas contrôlable. L’idée est alors d’appliquer la loi de feedback (1.10) avec un σ = σ(t) qui varie
dans le temps et qui converge vers zéro lorsque t→ +∞. Formellement, la convergence de Ψ vers
C1,σ(t) devrait avoir lieu à un taux plus rapide que celle de σ vers zéro (voir le Figure 1.1).

Ψ

Ψ

φ1
φ1,σ

Fig. 1.1.

where ℜ denotes the real part of a complex number, (ak)16k6N is defined by (1.8) and

the notation
dφk,σ(Ψ)

dσ means the derivative of the map σ 7→ φk,σ taken at the point
σ = σ(Ψ). By definition of σ(Ψ), we have

dσ(Ψ)

dt
= θ′(V(Ψ))

dV
dt
.

Thus, the feedback law u(Ψ) := σ(Ψ) + v(Ψ) where

v(Ψ) := ςℑ
( N∑

k=1

ak
〈
xΨ | φk,σ(Ψ)

〉 〈
φk,σ(Ψ) | Ψ

〉 )

with ς > 0, ensures

dV
dt

= −2ςµv(Ψ)2,

where

1

µ
= 1 + 2θ′(V(Ψ))ℜ

( N∑

k=1

ak〈Ψ, φk,σ(Ψ)〉〈
dφk,σ(Ψ)

dσ
,Ψ〉

)

is a positive constant, when ‖θ′‖L∞ is small enough. Thus t 7→ V(Ψ(t)) is not increas-
ing.

We claim that, the solution of (1.1)-(1.2)-(1.3) with initial condition Ψ0 and
control u = σ(Ψ) + v(Ψ) satisfies

lim sup
t→+∞

distL2(Ψ(t), C1)2 6 ǫ. (1.13)

Again, this will be proved by studying the L2(I,C)-weak limits of Ψ(t) when t→ +∞.

1.4. Structure of the article. The rest of the paper is organized as follows.
The Section 2 is dedicated to the proof of the Theorem 1.2 when σ 6= 0. We

derive this theorem as a consequence of a stronger result stated in Theorem 2.1.
This theorem and a straightforward corollary (Corollary 2.2), leading to the The-

orem 1.2 in the case σ 6= 0, will be stated in Subsection 2.1. The Subsection 2.2 is
dedicated to some preliminary study needed for the proof of the Theorem 2.1 and the
Corollary 2.2. The proofs will be detailed in Subsection 2.3.

7

Figure 1.1 – Schéma de la méthode Lyapunov implicite
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Dans ce but, nous considérons la fonction de Lyapunov

V(Ψ) = 1− (1− ε)
N∑

k=1

|
〈
Ψ, φk,σ(Ψ)

〉
|2 − ε|

〈
Ψ, φ1,σ(Ψ)

〉
|2, (1.12)

où la fonction Ψ 7→ σ(Ψ) est définie implicitement par

σ(Ψ) = θ (V(Ψ)) , (1.13)

où θ est une fonction réelle lentement variable. Nous montrons d’abord qu’une telle fonction σ(Ψ)
existe. Lorsque Ψ résout (Σ1), nous avons

dV
dt = −2v(Ψ)=

( N∑
k=1

ak
〈
xΨ, φk,σ(Ψ)

〉 〈
φk,σ(Ψ),Ψ

〉 )

−dσ(Ψ)
dt 2<

(∑N
k=1 ak〈Ψ, φk,σ(Ψ)〉〈

dφk,σ(Ψ)

dσ ,Ψ〉
)

où < désigne la partie réelle d’un nombre complexe, (ak)16k6N est définie par (1.9) et la notation
dφk,σ(Ψ)

dσ désigne la dérivée de l’application σ 7→ φk,σ prise au point σ = σ(Ψ). Par définition de
σ(Ψ), nous avons

dσ(Ψ)

dt
= θ′(V(Ψ))

dV
dt
.

Alors, la loi de feedback u(Ψ) := σ(Ψ) + v(Ψ) où

v(Ψ) := ς=
( N∑

k=1

ak
〈
xΨ, φk,σ(Ψ)

〉 〈
φk,σ(Ψ),Ψ

〉 )

avec ς > 0, assure
dV
dt

= −2ςµv(Ψ)2,

où

1

µ
= 1 + 2θ′(V(Ψ))<

( N∑

k=1

ak〈Ψ, φk,σ(Ψ)〉〈
dφk,σ(Ψ)

dσ
,Ψ〉

)

est une constante positive, lorsque ‖θ′‖L∞ est suffisamment petit. Ainsi t 7→ V(Ψ(t)) n’est pas
croissante.

Nous démontrons que la solution de (1.2)-(1.3)-(1.4) avec la condition initiale Ψ0 et le contrôle
u = σ(Ψ) + v(Ψ) satisfait

lim sup
t→+∞

distL2(Ψ(t), C1)2 6 ε. (1.14)

Celle-ci est, encore, démontrée en étudiant la limite faible L2(I,C) de Ψ(t) lorsque t→ +∞.

Pour les preuves détaillées de tous ces résultats ainsi que des simulations numériques qui
montrent l’efficacité de la loi de feedback proposée, nous référons à l’article [19].
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1.2 Particule quantique dans un potentiel décroissant

Dans cette section, nous considérons une particule quantique en dimension N d’espace, avec
un potentiel V (x) décroissant à l’infini, et couplée à travers son moment dipolaire µ(x), à un
champ de laser dont l’amplitude t 7→ u(t) ∈ R est le contrôle scalaire. La fonction d’onde du
système évolue selon l’équation de Schrödinger

i
∂Ψ

∂t
(t, x) = −4Ψ(t, x) + (V (x)− u(t)µ(x))Ψ(t, x), x ∈ RN , (1.15)

Ψ(0, x) = Ψ0(x). (1.16)

Comme dans la section précédente, il s’agit d’un système de contrôle bilinéaire, appelé (Σ2),
où l’état est la fonction d’onde Ψ : R+ × RN → C avec Ψ(t) ∈ S pour tout t ≥ 0, et où
S = {ϕ ∈ L2(RN ;C) | ‖ϕ‖L2 = 1}.

Nous distinguons les diverses situations possibles : dimension N ≥ 4 ; dimension N = 3 ;
dimension N = 2 ; et dimension N = 1. Pour chacun de ces cas, nous considérons des hypothèses
de décroissance appropriées pour le potentiel V (x) :

Hypothèse de décroissance (A) Nous supposons pour le potentiel V que zéro n’est pas une
valeur propre ni une valeur de résonance pour l’hamiltonien H0 = −4+ V . De plus, nous
supposons que les hypothèses suivantes (qui dépendent de la dimension de l’espace N) sont
satisfaites
– N = 1 : (1 + |x|)V ∈ L1(R) [48] ;
– N = 2 : |V (x)| ≤ C(1 + |x|)−3−ε [95] ;

– N = 3 : V ∈ L 3
2
−ε(R3) ∩ L 3

2
+ε(R3) [47] ;

– N ≥ 4 : V̂ ∈ L1 et (1 + |x|2)γ/2V (x) est un opérateur borné sur l’espace de Sobolev Hν

pour un certain ν > 0 et γ > n+ 4 [56].

Une discussion brève sur l’origine de ces hypothèses peut être trouvée dans l’article [73]. En
fait, ces hypothèses assurent une certaine inégalité de dispersion qui sera appliquée pour la preuve
des résultats.

De plus, notons que, sous les hypothèses de décroissance A, l’hamiltonien libre H0 = −4 +
V (x) admet un spectre mixte

σ(H0) = σdisc(H0) ∪ σac(H0),

où le spectre discret σdisc(H0) contient un nombre fini de valeurs propres de multiplicités finies et
le spectre essentiel est en fait un spectre absolument continu σac(H0) = [0,∞). Sous les hypothèses
de (A), la décomposition du spectre pour le cas 1D est un résultat classique des premiers jours
de la mécanique quantique (en fait, nous avons seulement besoin de V ∈ L1(R), voir e.g. [90], Sec.
XIII.4). Pour le cas 2D, nous référons au [99]. Le cas 3D a été démontré dans [49]. Finalement,
la décomposition pour le cas de dimension N , avec N > 3, est un résultat classique car il s’agit
d’un potentiel de portée courte au sens d’Agmon [2].

Concernant les fonctions propres, {φj}Mj=0, nous savons que φj ∈ H2(RN ,C). De plus, les

hypothèses de décroissance (A) impliquent V ∈ L1
loc et V− ∈Mloc la classe Stummel locale (voir

e.g. [3], page 8, pour une définition). Celle-ci assure la décroissance exponentielle des fonctions
propres {φj}Mj=0 (voir e.g. [3], page 55, Corollary 4.2).



20 CHAPITRE 1. SYSTÈMES QUANTIQUES FERMÉS

Avant tout, nous annonçons un résultat classique d’existence et d’unicité pour le système en
boucle ouverte (1.15)-(1.16) :

Proposition 2. Considérons un potentiel V (x) vérifiant les hypothèses de décroissance (A) et
considérons µ ∈ L∞(RN ,R). Supposons Ψ0 ∈ S, T > 0 et u ∈ C0([0, T ],R). Il existe une unique
solution faible au (1.15)-(1.16), i.e. une fonction Ψ ∈ C0([0, T ], S) ∩C1([0, T ], H−2(RN ,C)) telle
que

Ψ(t) = e−iH0tΨ(0) + i

∫ t

0
e−iH0(t−s)u(s)µ(x)Ψ(s)ds dans L2(RN ,C) pour t ∈ [0, T ], (1.17)

et alors (1.15) est vérifiée dans H−2(RN ,C).
Si, de plus, Ψ0 ∈ H2(RN ,C) et la multiplication par µ(x) définit un opérateur borné sur

H2(RN ,R), alors Ψ est une solution forte, i.e. Ψ ∈ C0([0, T ], H2(RN ,C)) ∩C1([0, T ], L2(RN ,C)),
l’équation (1.15) est satisfaite dans L2(RN ,C) pour t ∈ [0, T ] et la condition initiale (1.16) est
satisfaite dans H2(RN ,C).

La solution faible (resp. forte) est continue par rapport à la condition initiale pour la topologie
C0([0, T ], L2) (resp. pour la topologie C0([0, T ], H2)).

Nous référons à l’appendice de l’article [73] pour une preuve de cette proposition.
Considérons le potentiel V (x) de sorte que le spectre discret σdisc(H0) est non-vide. Nous

sommes ici intéressés par la stabilisation d’une de ces fonctions propres dans la partie discrète.
Fixons ε > 0, une petite constante positive, et considérons φ, une fonction propre normalisée
dans cette partie discrète. Nous cherchons une loi de feedback uε(Ψ) telle que la solution Ψ(t, x)
de (1.15)-(1.16) satisfait

lim inf
t→∞

| 〈Ψ(t, x), φ(x)〉 |2 > 1− ε. (1.18)

Ici, 〈., .〉, signifie le produit Hermitien usuel de L2(RN ,C). Notons que, Ψ et φ sont définies sur
la sphère d’unité S de L2(RN ,C), et que la limite (1.18) signifie la stabilisation pratique de la
fonction propre φ(x).

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théorème 2. Considérons l’équation de Schrödinger (1.15)- (1.16). Nous supposons que le po-
tentiel V (x) satisfait les hypothèses de décroissance (A) et nous prennons µ ∈ L(RN )∩L∞(RN ).
Nous supposons que le spectre discret σdisc de H0 = −4 + V (x) est non-vide. Nous considérons
de plus les hypothèses suivantes :

A1 Ψ0 =
∑M

j=0 αjφj où {φj}Mj=0 sont des fonctions propres normalisées dans la partie discrète
du spectre de H0.

A2 le coefficient α0 correspondant à la population de la fonction propre φ0 dans la condition
initiale Ψ0 est non-nul : α0 6= 0.

A3 l’hamiltonien H0 admet des transitions non-dégénérées : λj1−λk1 6= λj2−λk2 pour (j1, k1) 6=
(j2, k2) et où {λj}Mj=0 sont les différentes valeurs propres de H0 ;

A4 l’hamiltonien d’interaction µ(x) assure des transitions simples entre les fonctions propres de
H0 :

〈µφj , φk〉 6= 0 ∀j 6= k ∈ {0, 1, ...,M}.
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Alors, pour tout ε > 0, il existe une loi de feedback u(t) = uε(Ψ(t)) (que nous construirons
explicitement), telle que le système en boucle fermée admet une unique solution faible dans
C0([0, T ],S)∩C1([0, T ], H−2(RN ,C)). De plus, nous avons la stabilisation pratique (approchée) :

lim inf
t→∞

| 〈Ψ(t, x), φ0(x)〉 |2 > 1− ε.

Si, de plus, la multiplication par µ(x) définit un opérateur borné sur H2(RN ), alors Ψ est une
solution forte, i.e. Ψ ∈ C0([0, T ], H2 (RN ,C)) ∩ C1([0, T ], L2(RN ,C)).

Remarque 2. Dans ce Théorème L signifie
⋃
p≥2 L

p(RN ).

Remarque 3. Notons que, comme la condition initiale est une combinaison linéaire des états
propres dans la partie discrète, elle vérifie Ψ0 ∈ H2 et décroit exponentiellement.

Remarque 4. Notons qu’ici, une approximation de dimension finie du système en éliminant la
partie continue du spectre n’est pas suffisante pour traiter le problème de la stabilisation. En effet,
même si le système est initialisé dans la partie discrète du spectre (comme supposé dans A1),
l’hamiltonien d’interaction µ sort la solution de cette partie discrète. L’état du système sort donc
de cet espace de dimension finie instantanément.

Les hypothèses A1 à A4 peuvent être relachées de façon significative. Nous référons à l’ar-
ticle [73] pour une discussion sur ces relaxations.

Avant de donner les heuristiques d’une preuve, nous allons, rapidement, étudier le compor-
tement du système en l’absence du contrôle (u(t) = 0). Nous notons par S(t) = exp(−itH0) le
C0-semigroupe défini sur L2(RN ,C) et généré par (−4 + V (x))/i. Notons, en particulier, que
S(t) induit une isometrie sur L2(RN ,C) : ‖S(t)ψ‖L2 = ‖ψ‖L2 .

De plus, nous notons par Pdisc l’opérateur de projection sur le sous-espace discret généré par
les fonctions propres. Cet opérateur est défini sur L2(RN ,C). Enfin, Pac signifie la projection sur
le sous-espace orthogonal : Pac = 11− Pdisc.

La partie discrète de la solution de l’équation en évolution libre, PdiscS(t)Ψ0, représente un
comportement quasi-périodique :

Ψ0,disc = PdiscΨ0 =
M∑

j=0

αjφj(x) ⇒ PdiscS(t)Ψ0 =
M∑

j=0

αje
−iλjtφj(x).

En revanche, la partie continue représente un comportement dispersif. En effet, pour le cas où
V ≡ 0, nous avons la solution explicite suivante :

(eit4ψ)(x) = CN t−N/2
∫

RN
ei
|x−y|2

4t ψ(y)dy.

Cette dernière implique l’estimation dispersive suivante [100],

sup
t>0
|t|N/2‖eit4ψ‖L∞(RN ) ≤ ‖ψ‖L1(RN ) ∀ψ ∈ L1(RN ) ∩ L2(RN ).

Pour un potentiel générique V 6= 0, nous ne disposons pas de solutions explicites et nous devons
donc procéder autrement. Considérons l’hamiltonien H0 = −4+V . Nous cherchons à démontrer
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une estimée similaire pour l’opérateur d’évolution S(t)Pac = e−itH0Pac. En effet, nous avons besoin
de considérer la projection sur la partie absolument continue du spectre deH0 afin d’éliminer les
états liés qui ne décroissent pas en temps. Nous avons le résultat suvant [56, 47, 48, 95] :

Théorème 3. Sous les hypothèses de décroissance de (A) pour le potentiel V , nous avons

‖S(t)Pac‖1→∞ ≤ |t|−
N
2 . (1.19)

1.2.1 Heuristique de la preuve

Nous considérons un état initial préparé dans la partie discrète du spectre :

Ψ0 = Ψ0,disc ∈ Edisc,

où Edisc (resp. Eac) signifie Image(Pdisc) (resp. Image(Pac)). Le but du contrôle est d’amener l’état
du système à l’espace propre correspondant à une fonction propre φ0 de l’hamiltonien libre. Noter
que cette fonction propre φ0 peut-être une quelconque fonction propre de la partie discrète et
n’a pas besoin d’être l’état fondamental. Durant l’application du contrôle le système va à priori
croiser la partie continue Eac.

Comme dans la section précédente, une tentative de stabilisation avec la fonction de Lyapunov
naturelle

Ṽ(Ψ) = 1− | 〈Ψ, φ0〉 |2

échoue car nous ne pouvons pas assurer la pré-compacité des trajectoires dans L2. En effet,
dans ce cas particulier de l’équation de Schrödinger avec un potentiel décroissant, nous pouvons
rencontrer des phénomènes de perte de masse dus à la dispersion rapide de la population qui
croise la partie continue du spectre.

Ici, l’approche consisterait donc à empêcher la population d’atteindre la partie continue du
spectre. Nous considérons donc la fonction de Lyapunov Vε(Ψ) :

Vε(Ψ) := 1− (1− ε)
M∑

j=0

| 〈Ψ, φj〉 |2 − ε| 〈Ψ, φ0〉 |2, (1.20)

où 0 < ε� 1 est une petite constante positive. Un choix naturel de la loi de feedback est alors le
suivant :

u(Ψ) = uε(Ψ) := c[(1− ε)
M∑

j=0

=(〈µΨ, φj〉 〈φj ,Ψ〉) + ε=(〈µΨ, φ0〉 〈φ0,Ψ〉)], (1.21)

où c > 0 est une constante positive. Nous pouvons démontrer le résultat suivant pour cette loi de
feedback :

Théorème 4. Considérons l’équation de Schrödinger (1.15)- (1.16) dans le cas où lay dimension
d’espace N ≥ 2. Nous considérons les hypothèses de décroissance de (A) pour le potentiel V (x)
et nous prenons µ ∈ L2N−(RN ) ∩ L∞(RN ). Nous supposons que la partie discrète du spectre de
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H0 = −4 + V (x), σdisc, est non-vide. Enfin, nous considérons, aussi, les hypothèses A1 à A4
du Théorème 2.

Alors, pour tout ε > 0, en appliquant la loi de feedback u(t) = uε(Ψ(t)) donnée par (1.21), le
système en boucle fermée admet une unique solution faible dans C0([0, T ],S)∩C1([0, T ], H−2(RN ,C)).
De plus nous avons la stabilisation pratique (approchée) de la fonction propre φ0 :

lim inf
t→∞

| 〈Ψ(t, x), φ0(x)〉 |2 > 1− ε.

Si, de plus, la multiplication par µ(x) définit un opérateur borné sur H2(RN ), alors Ψ est une
solution forte, i.e. Ψ ∈ C0([0, T ], H2 (RN ,C)) ∩ C1([0, T ], L2(RN ,C)).

Remarque 5. Ce théorème admet des hypothèses plus restrictives que celle du Théorème (2).
En effet, nous avons éliminé le cas 1D et nous avons considéré l’hamiltonien d’interaction µ dans
un espace plus restreint L2N−(RN ) ∩ L∞(RN ), où

L2N−(RN ) =
⋃

2≤p<2N

Lp ⊂ L(RN ).

La preuve du Théorème 4 repose sur l’étude de la limite faible L2 de Ψ(t) lorsque t → ∞.
Soit (tn)n∈N une suite croissante de temps telle que tn → ∞. Comme ‖Ψ(tn)‖L2 = 1, il existe
Ψ∞ ∈ L2(RN ,C) telle que, quite à l’extraction d’une sous-suite, Ψ(tn) ⇀ Ψ∞ faiblement dans
L2(RN ,C). De plus, à travers les estimations dispersives du Théorème 3, nous pouvons assurer
la convergence forte par rapport à la semi-norme ‖ψ‖H = max(‖Pdiscψ‖L2 , ‖µψ‖L2). À travers
un tel résultat de convergence forte et grâce aux hypothèses A3 et A4 du Théorème 2, nous
démontrons que Ψ∞ = βφ0, où β ∈ C et |β| ≤ 1. En appliquant l’hypothèse A1, nous pouvons
démontrer que |β|2 ≥ 1− ε et ceci termine la preuve du Théorème 4. Pour une preuve complète,
nous référons à l’article [73]

Une étude plus profonde de la preuve du Théorème 4 montre que les nouvelles restrictions
(par rapport au Théorème 2) peuvent être éliminées si nous pouvons assurer que la loi de feedback
uε(Ψ(t)) appartient à l’espace L1+δ

t pour δ ∈ (0, 1]. En effet, la loi de feedback (1.21) appartient
seulement à l’espace L2

t comme dVε
dt = −1

cu
2
ε . Nous pouvons améliorer celle-ci en effectuant le

changement suivant dans la loi de feedback :

uε,α(Ψ) = cf(Ψ)|f(Ψ)|α, (1.22)

où

f(Ψ) := [(1− ε)
M∑

j=0

=(〈µΨ, φj〉 〈φj ,Ψ〉) + ε=(〈µΨ, φ0〉 〈φ0,Ψ〉)],

et α ≥ 0 et c > 0. Ce choix de la loi de feedback implique

d

dt
Vε = −c

1+α

c2+α
|uε,α|

2+α
1+α ,

et alors uε,α ∈ L
2+α
1+α

t . Comme α → ∞, ceci assure que la loi de feedback uε,α appartient à L1+δ
t

pour tout δ ∈ (0, 1]. Ainsi nous pouvons démontrer le Théorème 2.
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1.3 Identification d’hamiltonien

1.3.1 Cas d’un qubit

Nous commençons par considérer le problème d’estimation de paramètres d’un système quan-
tique à 2 niveaux où nous disposons de la mesure continue d’une population. Le système s’écrit :

ı
d

dt
Ψ =

(
∆

2
σz +

uµ

2
σx

)
Ψ, Ψ =

(
Ψ1

Ψ2

)
∈ C2 (1.23)

où

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)

représentent les matrices de Pauli, ∆ est la différence entre la fréquence de la transition atomique
(entre l’état fondamental et l’état excité ωeg = ωa,e − ωa,g) et la fréquence du laser ω, µ est la
constante du couplage atome-laser et u(t) ∈ R est l’amplitude du laser qui est lentement variable.
Nous avons σ2

x = 1 ; σxσy = ıσz (l’identité précédente est satisfaite pour toute permutation
circulaire des indices x, y, et z), la sortie est

y = 〈σzΨ,Ψ〉 = |Ψ1|2 − |Ψ2|2 = 2|Ψ1|2 − 1

car la mesure de l’état fondamental |Ψ1|2 et la conservation de la probabilité implique |Ψ1|2 +
|Ψ2|2 = 1.

Ici, nous donnons une idée de la configuration expérimentale donnant lieu au modèle ci-dessus
à 2 niveaux. Le système physique est constitué d’un ensemble de systèmes identiquement préparés
et qui suivent, tous, les mêmes dynamiques : nous pouvons considérer, par exemple, un gaz mono-
atomique dilué. Il s’agit de systèmes simples, dans le sens où leurs atomes sont parfaitement
identiques et interagissent très faiblement entre eux. Dans de tels gaz, les atomes peuvent être
considérés comme des systèmes quantiques parfaits, avec une suite d’états d’énergies discrètes
(|i〉)i∈N correspondants aux énergies croissantes Ei = ~ωa,i. Afin de mesurer la population de
l’état fondamental, le système est illuminé par une lumière cohérente (un premier laser) dont la
fréquence est proche de la fréquence de la transition entre un état excité très instable (c.à.d. avec
une durée de vie très courte), |e′〉, et l’état fondamental |g〉 : Ee′ − Eg = ~(ωa,e′ − ωa,g). Celle-ci
génère la transition |g〉 → |e′〉 pour la partie de la population qui se trouve dans l’état initial,
et cette population retombe de façon spontanée dans l’état fondamental, et cela en émettant un
photon. Donc, en comptant les photons émis, nous connaissons directement la population de l’état
fondamental |g〉. Considérons, maintenant, un autre champ laser dont la fréquence est proche à
celle de la transition entre |g〉 et |e〉. La durée de vie de cette transition est supposée bien plus
longue que celle de |g〉 → |e′〉. Quitte à une approximation du premier ordre pour la dynamique
du sous-système à 2 niveaux (généré par |g〉 et |e〉), nous nous retrouvons avec une équation de
Schrödinger. Nous supposons que certains paramètres ne sont pas bien connus : ∆, la différence
entre la fréquence du deuxième laser et la fréquence de la transition atomique, µ, constante
du couplage atome-laser (celle-ci caractérise la fréquence de Rabi). Le but est d’identifier ∆ et
µ, en mesurant la population de l’état fondamental grâce au premier champ laser et le photo-
détecteur. La modélisation habituelle d’un tel système quantique ouvert se fait à travers les termes
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du type Lindblad pour la dynamique de la matrice densité (voir, e.g., [53]). Néanmoins, par
des techniques de perturbations singulières qui justifient une certaine approximation adiabatique
(quasi-statique), nous pouvons nous restreindre au modèle décrit par une équation de Schrödinger
et cela malgré une mesure continue de la population. Nous référons à l’article [77] pour les détails
de cette réduction de modèle. Enfin, pour la nature bien-posée du problème inverse de dessus,
nous référons à l’article [67].

Il convient d’écrire la dynamique dans le langage de la matrice densité ρ = ΨΨ†. Le sys-
tème (1.23) devient

d

dt
ρ = −ı

[
∆

2
σz +

uµ

2
σx, ρ

]
(1.24)

d

dt
µ = 0 (1.25)

d

dt
∆ = 0 (1.26)

y = Tr(σzρ) (1.27)

où [., .] est le commutateur. Nous supposons que l’amplitude du champ laser est lentement variable
par rapport à la fréquence de Rabi |uµ|, c.à.d. |u̇| << |uµ||u| (la fréquence de Rabi caractérise
le cycle de l’absorption-émission de photons pour un atome illuminé). Nous supposons, de plus,
que les fréquences du laser et la transition atomique sont proches : |∆| � |u|µ.

Afin d’estimer les paramètres inconnus, ∆ et µ, nous proposons l’observateur adaptatif sui-
vant :

d

dt
ρ̂ = −ı

[
∆̂

2
σz +

uµ̂

2
σx, ρ̂

]

−Kρ(Tr (σzρ̂)− y) (σzρ̂+ ρ̂σz − 2Tr (σzρ̂) ρ̂) (1.28)

d

dt
µ̂ = −uKµTr (σyρ̂) (Tr (σzρ̂)− y) (1.29)

d

dt
∆̂ = −uK∆Tr (σxρ̂) (Tr (σzρ̂)− y) (1.30)

où Kρ, Kµ et K∆ sont des scalaires positifs. Nous avons le résultat de convergence suivant :

Théorème 5. Considérons le système à deux niveaux décrit par (1.24)-(1.25)-(1.26)-(1.27) où
l’amplitude du laser u est constante. Supposons Tr (σxρ0) 6= −1, 0, 1, µ 6= 0 et u 6= 0. Pour tous
paramètres de réglage positifs kρ, kµ, k∆, il existe ε̄ > 0 tel que, pour tout ε ∈]0, ε̄], si

∆ ≤ ε|uµ|, Kρ = 2kρε|u|µ,
Kµ = 2kµε

2µ2, K∆ = 2k∆ε
2|u|µ2, (1.31)

l’observateur non-linéaire (1.28)-(1.29)-(1.30) est localement convergent dans le sens suivant : il
existe δ > 0 tel que, si la condition initiale (ρ̂0, µ̂0, ∆̂0) satisfait

|ρ̂0 − ρ0| ≤ δ, |µ̂0 − µ| ≤ δε|µ|, |∆̂0 −∆| ≤ δε|uµ|,

(ρ̂, µ̂, ∆̂) converge vers (ρ, µ,∆) lorsque t→ +∞.
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Pour une preuve détaillée de ce théorème et des simulations numériques montrant l’efficacité
de l’algorithme, nous référons à l’article [22]. Toutefois nous proposons ici, très brièvement, un
schéma de la preuve.

Tout d’abord, nous considérons une transformation dépendant du temps afin d’appliquer la
méthode de moyennisation [59], ce qui justifie une approximation des champs tournants. Le choix
des gains dans le théorème implique une approximation du système à l’ordre ε sur un horizon de
O(1/ε). En nous ramenant aux coordonnées de la sphère de Bloch, nous proposons une fonction de
Lyapunov pour ce système du premier ordre, ce qui implique la convergence locale et exponentielle
des erreurs d’état ρ̂ − ρ et de paramètre µ̂ − µ via le principe d’invariance de LaSalle. Cette
approximation du premier ordre étant insuffisante pour démontrer la convergence de ∆̂ vers ∆,
nous avons besoin d’une approximation du deuxième ordre en ε. Ce système admet une structure
triangulaire, et les convergences de ρ̂ − ρ et de µ̂ − µ vers 0 impliquent, immédiatement, la
convergence de ∆̂. Nous concluons en appliquant les arguments standards de moyennisation qui
reposent sur la convergence exponentielle du système du deuxième ordre.

Une première extension de cet algorithme d’identification au cas de systèmes à plusieurs ni-
veaux est proposée dans [22]. Dans cette extension, nous supposons connâıtre les niveaux d’éner-
gies et donc que l’hamiltonien libre dans le repère tournant admet des désaccords nuls. Le but
est alors d’identifier les paramètres de couplages atomes-lasers. Nous supposons, de plus, la me-
sure continue de la population de tous les états propres de l’hamiltonien libre du système. Nous
proposons alors une extension naturelle de l’observateur de dessus qui assure l’identification de
ces paramètres de couplage. Toutefois, demander la mesure de tous ces observables physiques est
trop restrictif en réalité et semble être hors de la portée expérimentale. Nous avons donc proposé
une nouvelle extension de cet algorithme qui ne prend en compte que la mesure continue d’une
seule population [68]. Dans la sous-section suivante, nous détaillons, brièvement, l’idée de cette
extension.

1.3.2 Extension

Afin de détailler l’algorithme d’estimation, nous considérons un sous système de dimension 3.
L’extension des idées au cas multi-dimensionnel est immédiate.

Désignons par |k〉, k = 1, 2, 3 les 3 états d’énergies ωk tels que |ω2 − ω1| 6= |ω3 − ω2|. Nous
considérons les notations suivantes pour k, l = 1, 2, 3 : σlk = |l〉 〈k| − |k〉 〈l|, σlkx = |l〉 〈k|+ |k〉 〈l|,
σlkz = |l〉 〈l|−|k〉 〈k| et Pk = |k〉 〈k| (le projecteur sur |k〉). La dynamique est donnée par l’équation
de Schrödinger suivante :

ı
d

dt
|Ψ〉 = (H0 + u(t)µ) |Ψ〉 , y = 〈P1Ψ,Ψ〉 .

Ici, u(t) ∈ R est le champ électromagnétique, H0 =
∑3

k=1 ωkPk est l’hamiltonien libre, µ =
µ12σ

12
x + µ23σ

23
x décrit le couplage avec le champ électromagnétique (moment dipolaire) et y est

la sortie. Nous supposons connâıtre les énergies ωk, et le but est donc d’estimer les paramètres
de couplage µ12 et µ23 à partir de la sortie y. Enfin, nous supposons le champ électromagnétique
en résonance avec les transitions |1〉 → |2〉 et |2〉 → |3〉 :

u(t) = u12Ā12 sin ((ω2 − ω1)t) + u23Ā23 sin ((ω3 − ω2)t)



1.3. IDENTIFICATION D’HAMILTONIEN 27

avec les amplitudes Ā12 et Ā23 de petite magnitude et les modulations lentes et normalisées
|u12|, |u23| ∈ [0, 1]. Nous avons |Ā12µ12|, |Ā23µ23| � |ω2−ω1|, |ω3−ω2|. Dans le repère d’interaction
|Φ〉 = eıH0t |Ψ〉 et en négligeant les termes hautement oscillants (approximation des champs
tournants) nous avons le modèle suivant (σlk = |l〉 〈k| − |k〉 〈l|)

d

dt
|Φ〉 =

(
u12Ω12σ

12 + u23Ω23σ
23
)
|Φ〉 ,

où Ω12 = Ā12µ12

2 et Ω23 = Ā23µ23

2 sont les amplitudes de Rabi lorsque (u12, u23) = (1, 0) et
(u12, u23) = (0, 1).

Dans la suite, nous utiliserons la matrice densité ρ = |Φ〉 〈Φ| à la place de la fonction d’onde
|Φ〉. L’estimation de paramètres réels µ12 et µ23 est alors équivalente à l’estimation de paramètres
réels Ω12 et Ω23 dans la dynamique

d

dt
ρ = u12Ω12

[
σ12, ρ

]
+ u23Ω23

[
σ23, ρ

]
, (1.32)

à travers la sortie y = Tr (P1ρ) pour les entrées réelles u12 et u23. Tout d’abord, notons qu’en
choisissant (u12, u23) = (1, 0), nous pouvons négliger la transition |2〉 → |3〉 et la dynamique est
donc restreinte à la dynamique d’un qubit engendré par |1〉 et |2〉. Sachant que nous disposons
de la mesure continue de la population de l’état |1〉, nous pouvons nous ramener au problème de
la sous-section précédente et l’estimation de l’amplitude Ω12 s’effectue ainsi à travers le même
observateur.

Nous supposons donc connâıtre la constante de couplage µ12 et nous souhaitons estimer µ23.
Dans ce but, nous prenons u12 = 1 et u23 = η cos θ ( ddtθ = Ω12 et η une petite constante positive).
Nous proposons alors l’estimateur suivant

d

dt
ρ̂ = Ω12[σ12, ρ̂] + η cos θ Ω̂23[σ23, ρ̂] + εηΓ23(y − ŷ)(1− 2 cos(2θ))

(
Σ23
z ρ̂+ ρ̂Σ23

z − 2Tr
(
Σ23
z ρ̂
)
ρ̂
)
,

d

dt
Ω̂23 = ε2ηγ23(y − ŷ)(1− 2 cos(2θ))Tr

(
Σ23
z [Σ23, ρ̂]

)
, (1.33)

où Σ23 = U(t)σ23U †(t), Σ23
z = U(t)σ23

z U
†(t) avec U(t) = exp(θ(t)σ12), et où Γ23 et γ23 sont

des gains positifs (avec Γ23, γ23 ≈ 1) et ε une petite constante positive. Nous avons le théorème
suivant :

Théorème 6. Considérons le système (1.32) avec les entrées u12 = 1, u23 = η cos θ où η est
constante et d

dtθ = Ω12. Considérons aussi l’estimation de ρ et Ω23 via (1.33). Prenons Γ23 > 0
et γ23 > 0 et ρ0 un état projecteur réel tel que Tr ((P1 + P2)ρ(0)) > 0. Alors pour ε, η positives
et suffisamment petites, il existe σ > 0 telle que, si ρ̂(0) est un état projecteur réel avec 1 −
Tr (ρ̂(0)ρ(0)) ≤ σ et |Ω̂23(0)−Ω23| ≤ σ, alors limt7→+∞ ρ̂(t)− ρ(t) = 0 et limt7→+∞ Ω̂23(t) = Ω23.

Pour une preuve de ce résultat et des simulations numériques, nous référons à l’article [68].
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Chapitre 2

Systèmes quantiques en observation :
estimation et contrôle par feedback

Le principe de contrôle par rétroaction en physique quantique a longuement été controversé,
et même considéré impossible. La difficulté principale venait, en fait, de l’absence d’une théorie
capable de décrire les mesures quantiques continues. En fait, le postulat du collapse du paquet
d’onde implique que toute tentative de mesure d’un observable physique entraine une projection
instantanée de l’état du système sur un état propre de l’opérateur de mesure. Les théories concer-
nant la mesure continue d’un système quantique ont été développées depuis les années 1980 (voir
à titre d’exemple [71, 28, 110]). Ces théories ont été, le plus souvent, proposées pour les systèmes
issus de l’optique quantique. La théorie du feedback en optique quantique a été développée à
l’issue de ces avancées depuis 15 ans (voir e.g. [109, 40, 103]) et a donné lieu à certains schémas
d’expériences (voir e.g. [98, 41]).

N’ayant pas le droit de mesurer des observables physiques qui ne commutent pas entre eux sur
une seule réalisation, toute mesure quantique fournit, seulement, une information partielle sur le
système. L’approche principale dans la plupart des propositions de feedback quantique, ainsi que
dans la Section 2.1 de ce chapitre, est de convertir ce problème de contrôle avec des observations
partielles en un problème de feedback d’état, en appliquant un filtre quantique approprié. Le
schéma d’expérience proposé dans la Section 2.1 et la référence [41], est l’un des premiers schémas
où l’on a le temps de simuler le filtre quantique en temps réel et d’en retirer l’information nécessaire
afin de concevoir la loi de feedback appropriée. En effet, le caractère temps-discret de l’opération
de la mesure nous laisse suffisamment de temps pour mettre à jour notre estimation de l’état du
système. Nous proposons alors une loi de feedback très simple que l’on peut, aussi, calculer en
temps réel et qui assure, de façon très efficace, la préparation et la protection des états de Fock.
Les résultats de cette section ainsi que les extensions proposées font l’objet de deux publications
et d’une communication aux conférences, une première publication [41] et la communication [74]
acceptées et une deuxième publication plus récente soumise [6].

Enfin, dans la Section 2.2, nous considérons un autre problème de contrôle par feedback pour
les systèmes quantiques. Il s’agit de la synchronisation d’un champ laser avec la fréquence de
transition d’un seul atome (e.g. un ion piégé), ayant accès au temps de clics d’un photo-détecteur
qui collecte les photons de fluorescence de la transition en question. Le feedback que l’on propose

29
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dans ce but ne nécessite aucun filtrage des résultats de la mesure et n’utilise que le temps de
détection du dernier saut quantique pour mettre à jour la fréquence du laser en question. Les
résultats de cette section ainsi que les extensions proposées ont fait l’objet d’une publication
acceptée [76] et d’une communication aux conférences [79].

2.1 Stabilisation par feedback d’une bôıte à photons

Les articles récents [93, 50, 46] ont proposé une étude détaillée de la mesure non-destructive
quantique (QND) de l’état de la lumière piégée dans une cavité supraconductrice (voir [53, chapter
5] pour une description de tels systèmes et [25] pour un modèle physique détaillé de la mesure
QND de la lumière par des atomes). En plus d’être un outil d’observation de l’évolution du
système, la mesure projective quantique peut être utilisée afin de préparer les états quantiques
spécifiques. Par exemple, la mesure QND du nombres de photons du champ piégé dans la cavité
projette l’état du champ sur un état de Fock [50]. Toutefois, le non-déterminisme intrinsèque
à la mesure quantique fait que cette préparation d’états par la mesure n’est pas déterministe.
Le contrôle par feedback quantique peut alors être utilisé comme un outil pour surmonter cette
limitation et pourrait permettre la préparation sur demande des états quantiques. Il s’agit, en
général, de combiner les mesures faibles quantiques et la correction, en temps réel, de l’état du
système en fonction de l’information classique extraite des mesures. Au delà de la préparation
des états spécifiques, les schémas de feedback peuvent, aussi, être utilisés pour les protéger de la
décohérence qui résulte du couplage avec l’environnement.

Dans cette section, nous proposons un schéma de feedback pour la préparation sur demande
des états de Fock piégés dans une cavité micro-onde supraconductrice et pour les protéger de la
décohérence. Ces états sont fortement non-classiques car leur nombre de photons est parfaitement
défini. La structure globale du schéma de feedback proposé est inspirée par [43], en appliquant une
adaptation quantique de la structure observateur/contrôleur, largement utilisée pour les systèmes
classiques (voir, e.g., [57, chapitre 4]). La partie observateur correspond à un filtre quantique en
temps discret, basé sur les clics d’un détecteur, et qui permet l’estimation de l’état quantique du
champ de la cavité.

Ce schéma de feedback, étant conçu pour opérer avec une configuration existante de cavité
QED [93], est composé de trois étapes. Tout d’abord, nous extrayons de l’information sur la
distribution du nombre de photons avec un seul atome de Rydberg circulaire et à travers un
processus QND. En effet, cet atome interagit avec le champ de la cavité de façon dispersive : il n’y
a donc pas d’échange d’énergie entre l’atome et la cavité, mais le champ de la cavité implique un
petit déplacement des niveaux d’énergies de l’atome qui est proportionnel au nombre de photons.
La mesure de ce déplacement, à l’aide d’un interféromètre de Ramsey, fournit de l’information
sur l’intensité du champ et modifie l’état du champ à travers la projection quantique. Cette
information est, en deuxième étape, utilisée pour estimer le nouvel état du champ de la cavité,
par le biais d’un processus du filtrage quantique [20, 24]. Dans la troisième étape, nous corrigeons
l’état du champ par l’injection d’un pulse cohérent dans la cavité. La loi de feedback utilisée
est choisie en adaptant les techniques Lyapunov de l’article [75] au cas des systèmes en temps
discret. Ces trois étapes représentent les trois composants de toutes les boucles de rétroaction :
un capteur, un contrôleur et un actionneur. Par contraste avec les systèmes en boucle fermée
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classique le capteur est ici quantique, tandis que le contrôleur et l’actionneur sont tous les deux
classiques. En itérant la boucle de rétroaction, nous dirigeons la cavité vers l’état Fock cible.
Aussi, nous pouvons stabiliser l’état de la cavité contre la décohérence.

2.1.1 Système physique, dynamiques de sauts

B
C

D

S

R1

R2

Figure 2.1 – La configuration de la cavité QED micro-onde avec le schéma de feedback.

Comme l’illustre la figure 2.1, le système est composé de C, une cavité micro-onde avec un
grand facteur de qualité, de B, une bôıte de production des atomes de Rydberg, de R1 et R2,
deux cavités de Ramsey avec des petits facteurs de qualités, de D, un détecteur d’atome, et de
S, une source micro-onde. La dynamique est discrète en temps et se base sur les trajectoires
de Monte-Carlo quantiques. En particulier, elle prend en compte l’effet de retours de la mesure.
Cette dynamique est adaptée de [50] par rapport auquel nous avons, seulement, ajouté l’effet du
contrôle.

Chaque pas de temps est indexé par un entier k qui correspond à l’arrivé de l’atome numéro
k préparé dans B, soumis à un premier pulse Ramsey de π/2 dans R1, passant dans la cavité C
avec laquelle il s’intrique, soumis à un deuxième pulse Ramsey de π/2 dans R2 et enfin mesuré
par le détecteur D. L’état de la cavité est décrit pas l’opérateur densité ρk. Ici le passage de
l’étape k à l’étape k + 1 correspond à la mesure projective de l’état de la cavité, en détectant
l’état de l’atome de Rydberg numéro k. Durant cette même étape, un pulse cohérent approprié
(le contrôle) est injecté dans C.

En notant, comme d’habitude, l’opérateur d’annihilation de photons par a et l’opérateur
nombre de photons par N = a†a, la matrice densité ρk+1 est calculée à partir de la matrice
densité ρk par le biais de la dynamique des sauts suivante :

ρk+1 =
D(αk)MskρkM

†
skD(−αk)

Tr
(
MskρkM

†
sk

)

où
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– l’opérateur de mesure Msk = Mg (resp. Msk = Me), lorsque l’atome k est détecté dans
l’état |g〉 (resp. |e〉) avec

Mg = cos

(
φR + φ

2
+Nφ

)
,

Me = sin

(
φR + φ

2
+Nφ

)
. (2.1)

Un tel processus de mesure correspond à une interaction hors-résonance entre l’atome k et
la cavité où φR est donné par la direction du deuxième pulse Ramsey de π/2 (R2 dans le
figure 2.1) et φ est le déphasage par photon.

– la probabilité Pg,k (resp. Pe,k) de detecter l’atome k dans |g〉 (resp. |e〉) est donnée par
Tr (MgρkMg) (resp. Tr (MeρkMe).

– D(αk) signifie l’opérateur de déplacement qui décrit l’injection du pulse cohérent, D(αk) =
exp(αk(a

†−a)), et le contrôle scalaire αk est un paramètre réel qui peut être ajusté à chaque
pas de temps k.

En effet, le passage de l’étape k à l’étape k + 1 consiste en deux types d’évolutions : une mesure
projective et une injection cohérente. Pour des raisons de simplicité, nous utiliserons la notation
ρk+ 1

2
, pour illustrer l’étape intermédiaire. Alors,

ρk+ 1
2

=
MskρkM

†
sk

Tr
(
MskρkM

†
sk

)

ρk+1 = D(αk)ρk+ 1
2
D(−αk). (2.2)

Dans la suite, nous allons considérer une approximation de dimension finie qui consiste à fixer
un nombre maximum de photons, nmax. Dans la base de Fock tronquée (|n〉)0≤n≤nmax , l’opérateur
N correspond à la matrice diagonale (diag(n))0≤n≤nmax , ρ est une matrice positive symétrique
(nmax + 1)× (nmax + 1) de trace un, l’opérateur d’annihilation a est une matrice triangulaire avec
(
√
n)1≤n≤nmax comme éléments sur-diagonaux, les autres éléments étant nuls.

2.1.2 Schéma de feedback et analyse de convergence

Nous cherchons à stabiliser l’état de Fock avec n̄ photons caractérisé par l’opérateur densité
ρ̄ = |n̄〉 〈n̄|. Dans ce but, nous considérons le filtre quantique temps-discret présenté dans la sous-
section précédente et nous choisissons le feedback cohérent αk tel que la valeur de la fonction
de Lyapunov V (ρ) = 1 − Tr (ρρ̄) décrôıt lors du passage de ρk+ 1

2
à ρk+1. Notons que, pour α

suffisamment petit, la formule de Baker-Campbell-Hausdorff implique l’approximation suivante

D(α)ρD(−α) ≈ ρ− α[ρ, a† − a] +
α2

2
[[ρ, a† − a], a† − a], (2.3)
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où l’on a négligé les termes d’ordres 3 et supérieurs. Alors, pour αk suffisamment petit, nous
avons

Tr
(
D(αk)ρk+ 1

2
D(−αk)ρ̄

)
= Tr

(
ρk+ 1

2
ρ̄
)
− αkTr

(
[ρk+ 1

2
, a† − a]ρ̄

)

+
α2
k

2
Tr
(

[[ρk+ 1
2
, a† − a], a† − a]ρ̄

)
.

La loi de feedback
αk = c1Tr

(
[ρ̄, a† − a]ρk+ 1

2

)
, (2.4)

avec le gain c1 > 0 suffisamment petit, assure donc

Tr (ρ̄ρk+1)− Tr
(
ρ̄ρk+ 1

2

)
>
c1

2

∣∣∣Tr
(

[ρ̄, a† − a]ρk+ 1
2

) ∣∣∣
2
, (2.5)

car Tr
(

[ρk+ 1
2
, a† − a]ρ̄

)
= −Tr

(
[ρ̄, a† − a]ρk+ 1

2

)
. De plus, l’espérance conditionnelle de Tr

(
ρ̄ρk+ 1

2

)

connaissant ρk est donnée par

E
(

Tr
(
ρ̄ρk+ 1

2

)
| ρk

)
= Pg,kTr

(
ρ̄MgρkM

†
g

Pg,k

)
+ Pe,kTr

(
ρ̄MeρkM

†
e

Pe,k

)
= Tr (ρ̄ρk)

car [ρ̄,Mg] = [ρ̄,Me] = 0 et M †gMg +M †eMe = 11. Donc

E (Tr (ρ̄ρk+1) | ρk) ≥ E
(

Tr
(
ρ̄ρk+ 1

2

)
| ρk

)
= Tr (ρ̄ρk)

et en conséquence, l’espérance de V (ρk) décroit à chaque pas de temps :

E (V (ρk+1)) ≤ E (V (ρk)) . (2.6)

En considérant le processus de Markov ρk, nous avons montré que V (ρk) est une surmartingale
minorée par 0. Lorsque V atteint son minimum 0, le processus de Markov ρk a convergé vers ρ̄.
Néanmoins, il n’est pas difficile de voir que cette surmartingale peut aussi converger vers d’autres
attracteurs, comme, par exemple, les autres états de Fock qui sont tous les points stationnaires du
processus de Markov en boucle fermée. En suivant l’approche de [75], nous suggérons de modifier
la loi de feedback de la façon suivante :

αk =





c1Tr
(

[ρ̄, a† − a]ρk+ 1
2

)
if V (ρk) ≤ 1− ε

argmax
α∈[−ᾱ,ᾱ]

Tr
(
ρ̄D(α)ρk+ 1

2
D(−α)

)
if V (ρk) > 1− ε (2.7)

avec c1, ε, ᾱ > 0 des constantes.
Nous avons le résultat suivant :

Théorème 7. Considérons le système (2.2) et supposons que pour tout n ∈ {0, · · · , nmax}, φR+φ
2 +

nφ 6= 0 mod (π/2), et que

#

{
cos2

(
φR + φ

2
+ nφ

) ∣∣∣ n ∈ {0, · · · , nmax}
}

= nmax + 1.
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Considérons, de plus, le schéma de feedback (2.7), avec ᾱ > 0. Pour des paramètres c1 > 0 et
ε > 0 suffisamment petits, les trajectoires de (2.2) convergent presque surement vers l’état Fock
cible ρ̄.

Remarque 6. La deuxième partie de la loi de feedback (2.7) traite les états proches des mauvais
attracteurs. Elle n’est pas explicite et semble difficile à calculer en temps réel. En fait, cette
forme de la loi de feedback a été choisie pour des raisons techniques et pour simplifier la preuve
du Théorème 7. En pratique, nous pouvons la remplacer par un contrôle constant (non-nul) qui
excite le système autour de ces mauvais attracteurs et qui assure un retour rapide des trajectoires
dans le bassin d’attraction de l’état cible. Nous référons à l’article [41] pour des simulations
numériques qui montrent l’efficacité du schéma après cette simplification.

Remarque 7. Le gain du contrôleur c1 peut être accordé afin de maximiser, à chaque pas de

temps k et lorsque ρk+ 1
2

est proche de ρ̄, la valeur de Tr
(
D(αk)ρk+ 1

2
D(−αk)ρ̄

)
. En négligeant

les termes d’ordre 3 et supérieur dans (ρk+ 1
2
− ρ̄), (2.3) implique

Tr
(
D(αk)ρk+ 1

2
D(−αk)ρ̄

)
= Tr

(
ρ̄ρk+ 1

2

)
+

(
Tr
(

[ρ̄, a† − a]ρk+ 1
2

))2
(
c1 −

c2
1

2
Tr
(

[ρ̄, a† − a][ρ̄, a† − a]
))

.

Alors c1 = 1/Tr
(
[ρ̄, a† − a][ρ̄, a† − a]

)
= 1/(4n̄+ 2) assure le maximum de décroissance à chaque

pas de temps.

La preuve du Théorème 7 nécessite l’application de quelques outils classiques de la théorie
des processus stochastiques (l’inégalité de Doob et le théorème d’invariance asymptotique de
Kushner [66]). Pour une preuve détaillée de ce théorème, nous référons à l’article [6].

2.1.3 Filtrage quantique pour estimation d’état

Le Théorème 7 assure la stabilisation de l’état de Fock cible dans les situations idéales où
la cavité et la mesure sont parfaites et où l’on suppose connaitre l’état initial du système. En
effet, nous pouvons étendre ce schéma de feedback aux cas plus réalistes où nous prenons en
compte toutes les imperfections de la configuration expérimentale. Dans ce but, nous avons besoin
d’appliquer un filtre quantique qui estime l’état du système à partir des mesures effectuées. En
effet, le calcul de la loi de feedback (2.7) nécessite la connaissance de l’état ρk+ 1

2
. Lorsque la

mesure et la cavité sont parfaites et que le modèle de sauts de (2.2) n’admet aucune erreur, ce
modèle représente, en fait, un choix tout à fait naturel pour le filtre quantique estimant l’état du
système ρ. Le filtre est donc donné par

ρest

k+ 1
2

=
Mskρ

est
k M

†
sk

Tr
(
Mskρ

est
k M

†
sk

) ,

ρest
k+1 = D(αk)ρ

est

k+ 1
2

D(−αk). (2.8)

Nous avons pour ce filtre, le théorème suivant qui assure une sorte de principe de séparation :
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Théorème 8. Considérons le système en boucle fermée (2.2), où la loi de feedback αk est choisie
en fonction de l’état du filtre quantique : αk = g(ρest

k+ 1
2

). Supposons de plus que, lorsque ρest
0 = ρ0

(et donc lorsque le filtre quantique cöıncide avec le système physique (2.2)), le système en boucle
fermée converge de façon presque sûre vers un état pur ρ̄. Alors, pour tout choix de l’état initial
ρest

0 , tel que kerρest
0 ⊂ kerρ0, les trajectoires du système convergent de façon presque sûre vers ce

même état pur : ρk → ρ̄.

Pour une preuve assez simple de ce théorème nous référons à l’article [6].

En plus de cette imprécision dans l’état initial du système, plusieurs imperfections dans les
paramètres de l’expérience doivent être pris en compte. Une première imperfection, assez impor-
tante, concerne le retard du feedback. En effet, nous avons en permanence d atomes qui volent
entre la cavité C et le détecteur D (typiquement d = 5). Donc, lors de l’injection cohérente à
l’étape k, nous n’avons pas encore mesuré l’état de ces d atomes qui sont passés à travers la cavité
mais qui n’ont pas encore atteint le détecteur. Nous pouvons prendre en compte ce retard par
le biais d’une modification dans le filtre qui consiste à prédire l’état du système après le passage
de ces d atomes. Il s’agit d’adapter une version stochastique du prédicteur de Smith [97]. Pour
une exposition claire de cette méthode ainsi que pour une preuve de convergence du système en
boucle fermée, en présence de ce retard, nous référons à l’article récent [6].

Outre ce retard dans le feedback, les autres imperfections liées au processus de la mesure
peuvent être résumées par les trois aspects suivants : 1- le détecteur d’atomes n’est pas parfait et
peut rater certains atomes (autour de 20% des atomes) ; 2- le détecteur d’atomes n’est pas sans
fautes et le résultat de la mesure (atomes en g ou e) peut être inter-changé (un taux d’erreur de
10%) ; 3- le processus de préparation des atomes est, en soi, un processus stochastique qui suit une
loi de Poisson et alors les pulses de la mesure peuvent être vide d’atomes (un taux d’occupation
de 40%). La connaissance de tous ces taux peut nous aider à adapter le filtre quantique afin de
prendre en compte toutes ces imperfections. Cela a été fait dans l’article [41] où l’on applique
la loi de Bayes pour modifier les dynamiques. En effet, dans [41] nous montrons, à travers les
simulations numériques, que l’algorithme de feedback de cette section reste efficace même en
prenant compte toutes ces imperfections.

2.2 Synchronisation par feedback : application aux standards de
fréquence

La seconde SI est définie comme “la durée de 9 192 631 770 périodes de la radiation cor-
respondant à la transition entre les deux niveaux hyperfins de l’état fondamental de l’atome de
caesium 133” [1]. Un standard de fréquence est l’outil qui réalise cette définition. Les techniques
d’“extremum-seeking” (voir e.g, [8]) sont souvent utilisées dans le spectroscope de haute préci-
sion afin d’assurer un verrouillage de fréquence avec une transition atomique [91, 86]. Pour les
micro-horloges atomiques [60], la synchronisation est obtenue lorsque le signal de sortie d’un
photo-détecteur est maximum (ou minimum). Cette dernière représente une résonance parfaite
entre le laser sonde et la transition atomique. Comme présentée dans le figure 2.2, une telle boucle
de feedback est basée sur la modulation de la fréquence de la sonde, l’entrée u, avec une variation
sinusöıdale a sin(ωt) de petite amplitude a et de fréquence (basse) fixée ω, sur un filtrage passe-
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haut (fonction de transfert s
s+h) du signal du photo-détecteur (la sortie y), sur un multiplicateur

et enfin un intégrateur qui fournit la moyenne de la valeur de l’entrée.

Figure 2.2 – La boucle d’extremum-seeking pour un système statique non-linéaire y = f(u)
(s = d

dt est la variable de Laplace et (h, k, a, ω) sont des paramètres constants).

Dans de tels schémas de synchronisation, le système correspond à un ensemble de systèmes
quantiques identiques, avec peu d’interactions entre eux, ayant atteint son régime statistique
asymptotique décrit par une matrice densité, solution d’une équation mâıtresse statique de
Lindblad-Kossakovski. Dans cette section (et l’article [76]), nous proposons d’adapter cette stra-
tégie de feedback à un seul système quantique. Un tel système ne peut pas être décrit par une
application statique non-linéaire entrée/sortie mais obéit à une dynamique de sauts aléatoires
[39, 53]. Le signal de la sortie n’est plus continu car il correspond à un compteur qui fournit les
temps (aléatoires) des sauts. Comme montré dans [33], toutes les informations spectroscopiques,
et en particulier la valeur de la fréquence de la transition atomique en question, sont contenues
dans les statistiques de ces suites de temps de sauts. Cela n’est, donc, pas surprenant que de
telles boucles de feedback soient possibles. La contribution de l’article [76] est de proposer, pour
la première fois (à notre connaissance), un schéma de synchronisation par feedback en temps réel
qui peut être implémenté sur un circuit électronique de complexité similaire à celle d’une boucle
d’extremum-seeking. Dans cette boucle de feedback, nous évitons, donc, les filtres quantiques [52]
et la sauvegarde de la suite de temps de sauts, nécessaires pour les traitements statistiques usuels.

Ici, nous considérons deux types de systèmes quantiques. Le premier système est le plus simple
que l’on peut considérer : il est constitué d’un état fondamental stable et d’un état excité instable.
Ces deux états sont en interaction avec un champ électromagnétique quasi-résonnant caractérisé
par une amplitude complexe u + ıv et la fréquence Ω proche de la fréquence de transition entre
l’état fondamental et l’état excité. La mesure correspond, alors, aux photons émis par l’état
excité lorsqu’il dissipe vers l’état fondamental par l’émission spontanée. L’amplitude complexe
est modulée selon ū+ ıv̄ cos(ωt) ((ū, v̄) paramètres positifs et la fréquence de modulation ω � Ω).
Le feedback de la synchronisation (qui joue le rôle de l’intégrateur de la figure 2.2) correspond,
essentiellement, à une récurrence ΩN+1 = ΩN−δ sin(ωtN ) oùN est l’index du saut, tN est le temps
du saut, et ΩN est la fréquence du laser sonde entre tN−1 et tN (δ paramètre positif). Le deuxième
système correspond à un système Λ typique des expériences du piégeage cohérent de population et
du pompage optique [7]. Une telle configuration à trois niveaux est aussi présente dans les micro-
horloges atomiques. La boucle de synchronisation est très similaire au cas précédent. Les deux
schémas de feedback reposent sur l’étude des trajectoires de Monte-Carlo quantiques associées et
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assurent la convergence de la valeur moyenne du désaccord vers 0 tout en gardant la déviation
standard arbitrairement petite.

Comme évoqué plus haut, le modèle considéré dans cette section correspond à des trajectoires
de Monte-Carlo quantiques. Notons que, même si ces trajectoires quantiques représentent une
méthode efficace de simulation pour l’équation mâıtresse quantique, elles sont intéressantes en
soi, car elles modélisent le processus de mesure et la dynamique conditionnelle associée. En
effet, quelques uns des travaux originaux ayant motivé l’étude des trajectoires quantiques [33,
114] avaient été proposés pour comprendre les expériences sur les sauts quantiques (pour les
atomes dans une configuration V) [81, 94]. Ainsi, tout au long de cette section, nous référons
aux trajectoires de Monte-Carlo quantiques comme à un modèle et non une méthode numérique.
Nous référons à [53] pour plus de détails.

2.2.1 Système à 2 niveaux

Le système à 2 niveaux est défini sur l’espace de Hilbert H = span {|g〉 , |e〉} : l’état fonda-
mental |g〉 est stable tandis que l’état excité |e〉 est instable avec la durée de vie 1/Γ et relaxe vers
|g〉. Le système est soumis à un champ de laser en quasi-résonance par rapport à la fréquence de
la transition. Sa dynamique est stochastique : elle est donnée par les trajectoires de Monte-Carlo
quantiques [53] décrites ci-dessous.

En l’absence de sauts quantiques, la matrice densité ρ évolue selon la dynamique

d

dt
ρ = −ı[H

~
, ρ]− 1

2

{
L†L, ρ

}
+ Tr

(
L†Lρ

)
ρ,

où
{
L†L, ρ

}
= L†Lρ + ρL†L désigne l’anti-commutateur. Notons que le terme non-linéaire de

cette dynamique est ajouté afin d’assurer la normalisation de la matrice densité pour la garder de
trace 1. En effet, la formulation habituelle pour les trajectoires de Monte-Carlo quantiques utilise
le langage de la fonction d’onde et normalise la fonction d’onde à chaque étape. Ici, sans perte de
généralité et pour la simplicité, nous avons traduit la dynamique dans le langage de la matrice
densité. L’hamiltonien H

~ = ∆
2 σz + uσx + vσy définit la partie conservative de la dynamique :

(σx, σy, σz) sont les matrices de Pauli ; ∆ signifie le désaccord entre le laser et l’atome ; u et v
sont des coefficients de l’amplitude complexe du laser. L’opérateur de saut, L =

√
Γ |g〉 〈e|, est

associé à la dynamique dissipative avec Γ > 0 qui représente le taux de décohérence. Notons que,
l’hamiltonien ci-dessus est le résultat d’une approximation de champs tournants habituelle, où le
désaccord et les taux de décohérence sont supposés plus petits que la fréquence de la transition
atomique [53].

À chaque pas de temps dt le système peut sauter vers l’état fondamental |g〉 〈g| avec la
probabilité donnée par

psaut(ρ→ |g〉 〈g|) = Tr
(
L†Lρ

)
dt = ΓTr (|e〉 〈e| ρ) dt = Γ 〈e| ρ |e〉 dt.

Chaque saut est associé à l’émission spontanée d’un photon qui peut être détecté par un photo-
détecteur : la mesure est simplement un clic et nous savons, après le clic, que le système se trouve
à l’état fondamental, c.à.d. ρ = |g〉 〈g|.
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Dans la suite, nous écrivons la dynamique à l’échelle de Γ. Il s’agit de remplacer u par uΓ, v
par vΓ, ∆ par ∆Γ, et t par t/Γ dans les équations. Dans cette échelle de taux de décohérence, la
matrice densité ρ évolue selon la dynamique

d

dt̄
ρ = −ı

[
∆

2
σz + uσx + vσy, ρ

]
− 1

2
{|e〉 〈e| , ρ}+ 〈e| ρ |e〉 ρ, (2.9)

et la probabilité de saut entre t et t+ dt est donnée par

pjump(ρ→ |g〉 〈g|) = 〈e| ρ |e〉 dt. (2.10)

Après chaque saut, ρ cöıncide avec |g〉 〈g|. Le désaccord atome/laser est ∆ et l’amplitude complexe
du laser est u+ ıv. Le but est de proposer un algorithme temps-réel qui utiliserait l’information
obtenue par les photons détectés afin de synchroniser le laser avec la fréquence atomique et donc
de faire converger ∆ vers zéro.

Notons qu’en pratique, nous avons une certaine connaissance de la fréquence de transition et
nous pouvons alors toujours régler le laser pour que le désaccord |∆| ne dépasse pas une valeur
constante C.

Dans le but de proposer un algorithme de synchronisation inspiré par l’extremum-seeking,
nous considérons une amplitude du champ laser de la forme

u = ū, v = v̄ cos(ωt),

où la fréquence de la modulation ω est de l’ordre 1 et où ū et v̄ sont petites : ū, v̄ � 1.

La stratégie principale pour la correction du désaccord est d’attendre des sauts quantiques
suffisamment matures. En effet, nous choisissons une constante de temps T � 1 et si la distance
entre deux sauts est plus grande que T , nous corrigeons le désaccord selon le temps du deuxième
clic. Nous pouvons, assez facilement, démontrer que ces sauts quantiques matures ont lieu, presque
sûrement, dans un horizon fini. Ici, nous détaillons l’algorithme de l’asservissement :

1. Démarrer avec un certain désaccord ∆0 avec |∆0| ≤ C et choisir un paramètre de switch
S = 0 et mettre le compteur N = 0.

2. Attendre un premier clic et entre-temps faire évoluer le paramètre de switch via d
dtS = 1.

3. Si le clic a lieu lorsque S ≤ T alors ré-initialiser le paramètre S à zéro et retourner à l’étape
2.

4. Si le clic a lieu losrque S > T alors ré-initialiser le paramètre S à zéro, changer la valeur
du compteur à N + 1, corriger le désaccord ∆N par :

{
∆N+1 = ∆N − δ sin(ωt) si |∆N − δ sin(ωt)| ≤ C,
∆N+1 = C, sinon

et retourner à l’étape 2.

Nous avons alors le résultat de convergence suivant :
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Théorème 9. Considérons les trajectoires de Monte-Carlo décrites par (2.9)-(2.10). Considérons
l’algorithme de synchronisation présenté ci-dessus, avec

u, v ∼ ε� 1. (2.11)

Supposons
δ ∼ ε2, 4C2 + 1 < 4ω2. (2.12)

Nous pouvons fixer la constante du temps T dans l’algorithme, suffisamment grande pour que :

lim sup
N→∞

E
(
∆2
N

)
≤ O(ε2). (2.13)

Corollaire 1. Sous les hypothèses du Théorème 9, nous avons

lim sup
N→∞

P (|∆N | >
√
ε) ≤ O(ε). (2.14)

Ce corollaire résulte d’une inégalité de Markov :

P (|∆N | >
√
ε) = P (∆2

N > ε) ≤ E
(
∆2
N

)

ε
.

Alors (2.13) implique (2.14).
Pour une preuve détaillée du Théorème 9 ainsi que des simulations numériques qui montrent

l’efficacité de l’algorithme, nous référons à l’article [76]. Dans ce théorème, le temps mort T entre
deux sauts est plutôt considéré pour des raisons techniques. Il est lié au temps de convergence
de la dynamique sans saut (2.9), démarrant de l’état |g〉 〈g| vers un ε4-voisinage de son régime
asymptotique. Vu que la convergence est exponentielle, T est linéaire par rapport à − log ε, ce
qui explique qu’en pratique, on peut le choisir aux alentours de 1 même pour un ε assez petit.
Toutefois, en simulation, nous n’avons pas vu de différence entre T > 0 grand (autour de 10) et
T = 0. En effet, ce temps mort T ne semble pas essentiel en pratique et nous devrions pouvoir le
prendre simplement égale à 0.

Enfin, notons que cet algorithme est très simple et peut être implémenté via un circuit élec-
tronique standard. En effet, la boucle de feedback adapte, seulement, le désaccord ∆ qui est
plusieurs ordres de grandeurs plus petit que la fréquence de la transition optique impliquant les
échelles temporaires du femto-second. Pour le système à deux niveaux, la fréquence de mise à
jour est, directement, liée à l’intervalle de temps entre les clics du détecteur et est plus petite que
Γ, l’inverse de la durée de vie de l’état excité instable. Comme, pour plusieurs situations phy-
siques [86, 91], Γ tombe dans le domaine de radio-fréquence, l’algorithme de l’adaptation peut
être réalisé via un simple circuit analogique de la gamme GHz.

2.2.2 Système Λ

Ici, nous considérons un système à trois niveaux dans une configuration Λ comme un candidat
pour le standard de fréquence. Le système est constitué de 2 états fondamentaux métastables |g1〉
et |g2〉, et un état excité |e〉 couplé aux états fondamentaux. Les temps de relaxation pour les
transitions |e〉 → |gj〉 sont supposés bien plus courts que celui de la transition entre les états
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fondamentaux (ici supposé métastable). Nous notons les taux de relaxation Γ1 et Γ2. Notons
qu’ici, les états fondamentaux peuvent avoir leur séparation d’énergie dans le régime micro-onde,
comme pour les micro-horloges atomiques, mais aussi dans le régime optique ce qui permettrait
une meilleure précision de l’horloge.

Nous considérons des champs de laser près de la résonance avec les amplitudes lentement
variables que l’on désigne par Ω̃1 et Ω̃2 et les désaccords associés ∆e et ∆e + ∆ (∆ est appelé le
désaccord de Raman). Ici, nous extrayons les trajectoires de Monte-Carlo quantiques de l’équation
mâıtresse de Lindblad qui décrit la dynamique moyenne d’un ensemble statistique de systèmes.
Une approximation des champs tournants classique nous amène à l’équation mâıtresse

d

dt
ρ = − ı

~
[H̃, ρ] +

1

2

2∑

j=1

(2QjρQ
†
j −Q

†
jQjρ− ρQ

†
jQj), (2.15)

avec

H̃
~ = ∆

2 (|g2〉 〈g2| − |g1〉 〈g1|) +
(
∆e + ∆

2

)
(|g1〉 〈g1|+ |g2〉 〈g2|)

+ Ω̃1 |g1〉 〈e|+ Ω̃∗1 |e〉 〈g1|+ Ω̃2 |g2〉 〈e|+ Ω̃∗2 |e〉 〈g2|

et Qj =
√

Γj |gj〉 〈e|.

Figure 2.3 – Le système Λ : deux états fondamentaux métastables |g1〉 et |g2〉 sont couplés à un
état excité instable.

En supposant les taux de décohérence Γ1 et Γ2 beaucoup plus grands que les fréquences de
Rabi |Ω̃1|, |Ω̃2| et les désaccords de fréquences ∆ et ∆e, le système passe très peu de temps
dans l’état excité et transite, essentiellement, entre les états |g1〉 et |g2〉. Nous pouvons appliquer
la théorie de la perturbation singulière pour éliminer la dynamique rapide et stable de |e〉 afin
d’obtenir un système qui évolue dans le sous-espace span{|g1〉 , |g2〉}.
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L’équation mâıtresse réduite est toujours de la forme Lindblad et s’écrit (voir [77] pour une
preuve détaillée)

d

dt
ρ = − i

~
[H, ρ] +

1

2

2∑

j=1

(2LjρL
†
j − L

†
jLjρ− ρL

†
jLj), (2.16)

où l’hamiltonien lent réduit H est donné, quitte à un changement de phase globale, par

H
~ = ∆

2 (|g2〉 〈g2| − |g1〉 〈g1|) = ∆
2 σz, (2.17)

et

Lj =
√
γ̃j |gj〉

〈
b
Ω̃

∣∣ avec γ̃j = 4 |Ω̃1|2+|Ω̃2|2
(Γ1+Γ2)2 Γj . (2.18)

L’état ∣∣b
Ω̃

〉
= Ω̃1√

|Ω̃1|2+|Ω̃2|2
|g1〉+ Ω̃2√

|Ω̃1|2+|Ω̃2|2
|g2〉

est appelé l’état brillant dans la littérature physique (piégeage cohérent de la population). À
partir de maintenant, nous travaillons avec ce système à 2 niveaux (2.16) à la place de (2.15).

L’équation mâıtresse (2.16) caractérise la dynamique moyenne d’un ensemble statistique de
ces systèmes à 3 niveaux. Ici, nous en déduisons les trajectoires de Monte-Carlo quantiques. En
l’absence de sauts quantiques, le système évolue selon la dynamique :

d

dt
ρ = −ı∆

2
[σz, ρ]− 1

2

2∑

j=1

{
L†jLj , ρ

}
+

2∑

j=1

Tr
(
L†jLjρ

)
ρ,

où les opérateurs de Lindblad Lj sont donnés par (2.18). Comme L†jLj = γ̃j
∣∣b

Ω̃

〉 〈
b
Ω̃

∣∣, nous avons
( γ̃ = γ̃1 + γ̃2)

1
γ̃
d
dtρ = −ı ∆

2γ̃ [σz, ρ]− 1
2

{∣∣b
Ω̃

〉 〈
b
Ω̃

∣∣ , ρ
}

+
〈
b
Ω̃

∣∣ ρ
∣∣b

Ω̃

〉
ρ. (2.19)

En plus, durant chaque pas de temps dt le système peut sauter vers l’état |gj〉 〈gj | avec la proba-
bilité

Psaut(ρ→ |gj〉 〈gj |) = Tr
(
L†jLjρ

)
dt = γ̃j

〈
b
Ω̃

∣∣ ρ
∣∣b

Ω̃

〉
dt, j = 1, 2. (2.20)

Cette probabilité est proportionnelle à la population de l’état brillant
∣∣b

Ω̃

〉
(ce qui justifie le nom

d’état brillant).

Dans le but de synchroniser les lasers et de faire converger le désaccord de Raman, ∆, vers
0, nous modulons les amplitudes des lasers Ω̃1 et Ω̃2. Nous considérons deux constantes positives
Ω1, Ω2 et nous prenons les modulations suivantes

Ω̃1 = Ω1 + ıεΩ2 cos(ωt), Ω̃2 = Ω2 − ıεΩ1 cos(ωt), (2.21)

avec ε� 1 et, pour satisfaire les hypothèses de l’approximation par les perturbations singulières,
ω,Ω1,Ω2 � Γ1,Γ2. Nous considérons la base orthogonale

|b〉 = Ω1|g1〉+Ω2|g2〉√
Ω2

1+Ω2
2

, |d〉 = Ω2|g1〉−Ω1|g2〉√
Ω2

1+Ω2
2

, (2.22)
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constituée des états brillant et noir du système sans oscillations (c.à.d. avec ε = 0). Prenons, en
plus,

γj = 4
Ω2

1+Ω2
2

(Γ1+Γ2)2 Γj pour j = 1, 2 et γ = γ1 + γ2 .

En remplaçant ∆/γ par ∆, ω/γ par ω, et γt par t dans (2.19),(2.20), nous obtenons les trajectoires
de Monte-Carlo quantiques dans l’échelle 1/γ, l’échelle du pompage optique. Le système s’écrit
(avec quelques abus de notations) :

• d
dtρ = −i[∆

2
σz, ρ]− 1

2 {|b+ iε cos(ωt)d〉 〈b+ iε cos(ωt)d| , ρ} (2.23)

+ 〈b+ iε cos(ωt)d| ρ |b+ iε cos(ωt)d〉 ρ

avec |b〉 = cosα |g1〉+ sinα |g2〉 , |d〉 = − sinα |g1〉+ cosα |g2〉

α ∈
[
0,
π

2

]
l’argument de Ω1 + iΩ2

• et saute vers ρ = |gj〉 〈gj | avec probabilité
γj
γ 〈b+ iε cos(ωt)d| ρ |b+ iε cos(ωt)d〉 dt

Tout saut quantique entraine une émission de photon. La probabilité totale de détection de
photon est donnée par

Psaut = 〈b+ ıε cos(ωt)d| ρ |b+ ıε cos(ωt)d〉 dt . (2.24)

Nous considérons une détection à large bande, où la seule information accessible est le temps d’un
saut (sans savoir vers quel état). Donc, au contraire du cas de la sous-section précédente, nous ne
connaissons pas l’état du système après le saut. Comme ∆e n’intervient pas dans les équations
réduites, nous allons faire converger ∆ vers 0 ; nous synchronisons alors sur la différence entre les
fréquences des états fondamentaux.

Nous proposons l’algorithme de synchronisation suivant, où l’on suppose δ, ε � 1 � ω (�
Γ1,Γ2) :

{
∆N+1 = ∆N − δ sin(2α) cos(ωt) si |∆N − δ sin(2α) cos(ωt)| ≤ C,
∆N+1 = C sinon

(2.25)

aux temps tN de détection de photons pour lesquels nous n’avons pas détecté d’émission de
photons durant l’intervalle de temps [tN−T, tN ). Comme pour le cas de la sous-section précédente,
nous supposons que le désaccord |∆| ne dépasse pas un certain seuil C. Nous avons alors le résultat
suivant :

Théorème 10. Considérons les trajectoires de Monte-Carlo quantiques décrites par (2.23) avec
l’algorithme de synchronisation (2.25). Supposons ε� 1, 1

ω ∼ ε2, δ ∼ ε3 et un seuil de désaccord
C < 1/2. Alors, nous pouvons choisir le temps mort T suffisament long pour que

lim sup
N→∞

E
(
∆2
N

)
≤ O(ε2) .
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Pour une preuve détaillée de ce théorème ainsi que des simulations numériques montrant
l’efficacité de l’algorithme, nous référons à l’article [76]. Enfin, pour une extension de ces méthodes
de synchronisation à un système à 3 niveaux en configuration V (configuration plus habituelle
pour les horloges atomiques basés sur un seul ion), nous référons à l’article récent [79].
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Chapitre 3

Lignes de transmission : détection de
pannes

Le nombre d’équipements électroniques crôıt rapidement dans l’industrie automobile, avio-
nique ou dans d’autres systèmes critiques. En conséquence, la fiabilité des réseaux de câblage et
des connecteurs électriques devient de plus en plus importante. Par exemple, dans l’industrie de
l’automobile, un enjeu important est de développer des appareils compacts et simples à utiliser
pour le diagnostic des défauts de connexion au garage ou en sortie de la châıne de production.
Ces appareils doivent être capables de détecter et localiser les pannes dans les câbles ou les
connecteurs. Un autre enjeu est le diagnostic embarqué : un appareil de diagnostic pourrait être
intégré à bord pour détecter les pannes dans les conditions d’utilisation normale. Pour retrouver
les défauts de câblage, il n’est pas toujours possible de mesurer l’impédance bout-à-bout des fils
séparés, car le nombre de prises de diagnostic dans le réseau est limité. De plus, nous voudrions
localiser exactement les défauts et aussi comprendre leur nature. Dans ces situations, la réflecto-
métrie en domaine temporel (TDR) ou fréquentiel (FDR) sont les méthodes les plus utilisées :
un signal haute fréquence (une impulsion courte pour la TDR, une onde stationnaire pour la
FDR) est imposé à un bout du fil et le signal réfléchi est mesuré au même point pour obtenir de
l’information sur les défauts du réseau. Ce problème inverse est en général étudié en simulation
et expérimentalement. Néanmoins, la théorie disponible pour ce problème se résume à l’identifi-
cation des défauts francs (coupures de lignes par exemple) et pour le cas de réseaux très simples
(segments, réseau Y à 3 fils). Ici, nous proposons des études dans les deux domaines temporel et
fréquentiel qui devraient nous permettre d’aller au delà des résultats existants, en considérant les
défauts plus génériques (défauts non francs) et les réseaux plus compliqués (réseaux étoiles).

Dans la Section 3.1, nous considérons l’identification d’un paramètre distribué (la conductance
de fuite G) le long d’une seule ligne de transmission. Nous proposons une approche temporelle
basée sur l’application des observateurs asymptotiques. En effet, en utilisant le fait que le terme
G à identifier est petit devant les autres paramètres du système, et à travers un développement
en série, nous convertissons le problème non-linéaire d’identification de G en deux problèmes li-
néaires : un premier problème linéaire de stabilisation rapide autour d’une trajectoire de référence
où l’on contrôle le système au bord ; et un deuxième problème linéaire d’estimation d’un terme
source pour une équation des ondes. Ici, nous ne considérons que le deuxième problème d’esti-

45
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mation d’un terme source ; le premier problème fait l’objet d’un travail en cours. Les résultats de
cette section ont fait l’objet d’une publication récente soumise [30] et d’une communication de
conférence parue [31].

Dans la Section 3.2, nous considérons quelques problèmes d’identification (de la géométrie du
graphe ainsi que des paramètres distribués le long des branches) pour un réseau du type étoile.
En considérant une approche fréquentielle, nous transformons le problème en un problème de
scattering inverse puis en un problème inverse spectral sur un réseau. Nous proposons, alors,
quelques résultats sur la nature bien-posée des problèmes inverses considérés. Les preuves de ces
résultats sont parfois constructives et nous permettent une résolution approchée du problème
inverse en question. Les résultats de cette section font l’objet d’une publication soumise [108] et
une communication aux conférences parue [107].

3.1 Problème inverse sur une ligne : approche temporelle

La transmission d’un signal électrique le long d’un réseau filaire est, en général, modélisée
par les “Équations des Télégraphistes” caractérisées par les paramètres L,C,R,G (fonctions de
la position spatiale x le long des lignes de transmission) :

∂

∂x
V (x, t) + L(x)

∂

∂t
I(x, t) +R(x)I(x, t) = 0

∂

∂x
I(x, t) + C(x)

∂

∂t
V (x, t) +G(x)V (x, t) = 0. (3.1)

Ici, L(x) représente l’inductance, C(x) la capacité, R(x) la résistance, G(x) la conductance de
fuite, V (x, t) la tension et I(x, t) l’intensité du courant. Ces paramètres permettent une description
plutôt complète et compréhensible des lignes de transmission dans les gammes de fréquence qui
nous intéressent pour les expériences de réflectométrie. Toutefois il est, en général, impossible
d’estimer tous ces paramètres à travers les expériences, seules, de réflectométrie (voir e.g. [55]).

En effet, pour certains problèmes industriels qui nous intéressent, les paramètres L,C,R sont
homogènes (constants) le long des fils et la conductance de fuite G est identiquement nulle. Les
pannes que nous voulons identifier se manifestent par des petites hétérogénéités dans la valeur de
G. Nous sommes donc intéressés par l’estimation d’un paramètre distribuéG ≡ εG̃(x) petit devant
les autres paramètres. Dans cette section, nous considérons le réseau le plus simple consistant en
une seule ligne de transmission de longueur 1. L’expérience de réflectométrie peut être présentée
à travers le modèle suivant :

∂

∂x
V (x, t) + L

∂

∂t
I(x, t) +RI(x, t) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1)

∂

∂x
I(x, t) + C

∂

∂t
V (x, t) + εG̃(x)V (x, t) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1)

V (x, 0) = 0 I(x, 0) = 0 x ∈ [0, 1]

V (0, t) = u(t) V (1, t) = 0 t ∈ [0,∞)

Y (t) = I(0, t) t ∈ [0,∞). (3.2)

Ici u(t) représente la modulation contrôlée de la tension à un bout de ligne, et Y (t) représente la
mesure de l’intensité du courant au même bout (signal réfléchi) et nous souhaitons, en appliquant
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un contrôle approprié u(t), estimer le paramètre distribué G̃(x) via la mesure continue de Y (t).
Dans le but de simplifier ce modèle, nous développons le système jusqu’au deuxième ordre par
rapport à ε. En écrivant, formellement, I(x, t) = I0(x, t) + εI1(x, t) +O(ε2) et V (x, t) = V0(x, t) +
εV1(x, t) +O(ε2), le système (3.2) peut être approché par les deux systèmes en cascade

∂

∂x
V0(x, t) + L

∂

∂t
I0(x, t) +RI0(x, t) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1)

∂

∂x
I0(x, t) + C

∂

∂t
V0(x, t) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1)

V0(x, 0) = 0 I0(x, 0) = 0 x ∈ [0, 1]

V0(0, t) = u(t) V0(1, t) = 0 t ∈ [0,∞) (3.3)

et

∂

∂x
V1(x, t) + L

∂

∂t
I1(x, t) +RI1(x, t) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1)

∂

∂x
I1(x, t) + C

∂

∂t
V1(x, t) + G̃(x)V0(x, t) = 0 (t, x) ∈ (0,∞)× (0, 1)

V0(x, 0) = 0 I0(x, 0) = 0 x ∈ [0, 1]

V0(0, t) = 0 V0(1, t) = 0 t ∈ [0,∞)

Y1(t) = I1(0, t) t ∈ [0,∞). (3.4)

Nous remarquons que le problème d’estimation non-linéaire (3.2) (non-linéaire car le paramètre
inconnu G̃(x) est multiplié par l’état inconnu V (x, t)) se transforme en un problème de contrôle
au bord linéaire et un problème d’estimation d’un terme source linéaire. En effet, nous pouvons
contrôler le système (3.3) afin d’atteindre un signal V0(x, t) qui assure une excitation suffisante
du système (3.4) qui permet, ensuite, d’estimer le paramètre G̃(x). Dans cette section, nous
nous intéressons au problème d’estimation du terme source pour le système (3.4) en supposant
que nous avons réussi à stabiliser le système (3.3) autour d’un régime mono-fréquence de la
forme V0(x, t) = f(x) cos(ωt). De plus, nous considérons le cas plus simple du système sans
amortissement : R ≡ 0. Le problème de contrôle du système (3.3) ainsi que l’extension de la
méthode d’estimation de cette section font l’objet d’un travail en cours.

Le problème d’identification de G̃(x) devient, alors, équivalent à l’estimation d’un terme source
q(x) pour l’équation des ondes :





vtt − vxx = q(x) cos(ωt), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
v(t, 0) = v(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
v(0, x) = vt(0, x) = 0, x ∈ (0, 1),
y(t) = vx(t, 0), t ∈ (0, T ),

(3.5)

où ft signifie ∂f/∂t et fx signifie ∂f/∂x.
Dans un travail récent [9], Auroux et Blum ont proposé un nouvel algorithme d’inversion

pour l’identification de l’état initial d’un système observable. Cette méthode est basée sur une
application itérative des observateurs asymptotiques dans les deux sens du temps. En notant que
nous avons, seulement, accès à la mesure de la sortie sur un horizon fixé du temps (0, T ), l’idée
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consiste à proposer un premier observateur asymptotique qui sera appliqué sur cet intervalle de
temps puis un deuxième observateur qui sera appliqué au système lorsque la direction du temps
est renversée. Ces observateurs sont alors employés de façon itérative afin d’obtenir une meilleure
estimation de l’état initial après chaque aller-retour. Si les gains des observateurs sont bien choisis
pour que la procédure d’aller-retour induise une dynamique d’erreur contractante, nous pouvons
assurer la convergence de l’estimateur vers l’état initial (ce choix des gains n’est, en général, pas
trivial).

Plus récemment, Ramdani-et-al [54, 89] ont considéré l’étude théorique de ce problème pour
le cas de l’équation des ondes, où ils ont, essentiellement, appliqué des approches basées sur la
théorie des semi-groupes. Ici, nous proposons une méthode similaire pour estimer le terme source
q(x) connaissant l’état initial du système. Il est bien connu, par le travail de Yamamoto [111], que
ce problème inverse est bien-posé : nous pouvons retrouver le terme source q(x) de façon unique
en mesurant y sur un intervalle (0, T ) pour T suffisamment long. Notre but, ici, est de proposer
des observateurs bien choisis qui permettent, en suivant la procédure itérative, de retrouver q à
partir de la mesure de y sur un temps minimal. Plus précisément, nous démontrons le résultat
suivant

Proposition 3. Nous pouvons construire des observateurs efficaces pour lesquels l’algorithme
itératif converge et permet de reconstruire le terme source inconnu q(x) à partir du résultat de la
mesure sur l’intervalle (0, 2).

Remarque 8. Vu que le domaine spatial est donné par (0, 1), le temps minimal d’observabilité
est donné par T = 2.

Notons que, lorsque l’état initial (v(0, .), vt(0, .), q(.)) est inconnu, le système (3.5) n’est pas
observable. Afin de voir cela, nous pouvons considérer le cas simple où le terme source q est donné
par les deux premiers modes de l’équation des ondes, q(x) = q1 sin(πx) + q2 sin(2πx), où q1 et q2

sont des scalaires inconnus. Dans ce cas, (3.5) devient équivalent à deux oscillateurs indépendants
avec des fréquences différentes et avec deux termes de source inconnus q1 cos(ωt) et q2 cos(ωt). De
plus, la sortie est donnée par une combinaison linéaire de la position des oscillateurs. Ce système
de dimension six avec une sortie n’est pas observable. Néanmoins, si nous connaissons l’état initial
des oscillateurs, les deux paramètres q1 et q2 sont identifiables.

L’estimateur itérarif nous permet de prendre en compte cette connaissance de l’état initial
(v(0, .), vt(0, .)) = (0, 0). En effet, l’application d’un observateur standard, seulement dans le sens
positif du temps, entraine une perte de l’information sur cet état initial du système et donc, il
n’y a aucune raison pour que l’observateur converge vers les paramètres réels.

Avant d’expliciter l’estimateur, nous proposons une formulation équivalente du problème dans
la Sous-section 3.1.1. Ensuite nous construisons les observateurs asymptotiques dans la Sous-
section 3.1.2 et nous exprimons le résultat principal de la convergence à la même occasion. Pour
une preuve détaillée des résultats, nous référons à l’article récent [30]. Une extension de ces
résultats au cas de l’équation des ondes multi-dimensionnelle est possible et fait l’objet d’un
travail en cours.
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3.1.1 Une formulation équivalente

Nous introduisons le système suivant





wtt − wxx = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
w(t, 0) = w(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
w(0, x) = q(x), wt(0, x) = 0, x ∈ (0, 1),

(3.6)





ż1(t) = z2(t), t ∈ (0, T ),
ż2(t) = −ω2z1(t) + wx(t, 0), t ∈ (0, T ),
z1(0) = y(0), z2(0) = ẏ(0),
Y (t) = z1(t), t ∈ (0, T ),

(3.7)

où (w,wt, z1, z2) représente l’état du système et Y la sortie. Le système (3.6)-(3.7) est constitué
d’une équation des ondes homogène couplée à un oscillateur. L’inconnue q est maintenant dans
l’état initial du système. Nous avons les résultats suivants,

Proposition 4. Il existe une solution unique (w,wt, z1, z2) à (3.6)-(3.7) admettant les régularités
suivantes

w ∈ C([0, T ];H2(0, 1)∩H1
0 (0, 1)), wt ∈ C([0, T ];H1

0 (0, 1)), (z1, z2) ∈ H2(0, T )×H1(0, T ).

De plus, w satisfait la propriété cachée suivante

wx(t, 0) ∈ L2(0, T ). (3.8)

Proposition 5. Pour tout T > 0, pour tout q ∈ H2(0, 1),

y = Y dans H2(0, T ),

où y représente la sortie du système (3.5) et Y la sortie du système (3.6)-(3.7).

Comme conséquence de la Proposition 5, nous nous concentrons sur le système (3.6)-(3.7) et
nous proposons des observateurs pour estimer l’état initial de ce système.

3.1.2 Observateurs asymptotiques

Nous commençons par rendre le système (3.6)-(3.7) périodique, en considérant les deux sens
(positif et négatif) du temps. Plus précisément, nous définissons l’état (W 1,W 2, Z1, Z2) sur
((0,+∞)× (0, 1))2 × (0, T )2 comme la solution du système périodique





W 1
t = W 2, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

W 2
t = W 1

xx, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

W 1
t = −W 2, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

W 2
t = −W 1

xx, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

W 1(t, 0) = W 1(t, 1) = 0, t ∈ (0,+∞),

W 1(0, x) = q(x), W 2(0, x) = 0, x ∈ (0, 1),

(3.9)
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Ż1(t) = Z2(t), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

Ż2(t) = −ω2Z1(t) +W 1
x (t, 0), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

Ż1(t) = −Z2(t), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

Ż2(t) = ω2Z1(t)−W 1
x (t, 0), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

Z1(0) = y(0), Z2(0) = ẏ(0),

Y (t) = Z1(t).

(3.10)

pour k ∈ N. En utilisant les résultats précédents, nous avons

W 1 ∈ L∞loc(R+;H2(0, 1)∩H1
0 (0, 1)), W 2 ∈ L∞loc(R+;H1

0 (0, 1)), (Z1, Z2) ∈ H2
loc(R+)×H1

loc(R+).

En effet, ce système périodique représente le système (3.6)-(3.7) sur les intervalles (2kT, (2k+1)T ),
et le même système lorsque la direction du temps est renversée sur les intervalles ((2k+1)T, (2k+
2)T ). En particulier, nous avons

{
Y (t) = Y (t− 2kT ), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

Y (t) = Y ((2k + 2)T − t), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ).

L’observateur asymptotique que l’on propose est le suivant





Ŵ 1
t = Ŵ 2, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

Ŵ 2
t = Ŵ 1

xx, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

Ŵ 1
t = −Ŵ 2, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

Ŵ 2
t = −Ŵ 1

xx, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

Ŵ 1(t, 0) = γ1(Ẑ1(t)− Y (t)) + γ1γ2(Ẑ3(t)−
∫ t
0
Y (s) ds), t ∈ (0,∞),

Ŵ 1(t, 1) = 0, t ∈ (0,+∞),

Ŵ 1(0, x) = Ŵ 2(0, x) = 0, x ∈ (0, 1),

(3.11)





˙̂
Z1(t) = Ẑ2(t)− γ2(Ẑ1(t)− Y (t)), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

˙̂
Z2(t) = −ω2Ẑ1(t) + Ŵ 1

x (t, 0), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

˙̂
Z1(t) = −Ẑ2(t)− γ2(Ẑ1(t)− Y (t)), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

˙̂
Z2(t) = ω2Ẑ1(t)− Ŵ 1

x (t, 0), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

˙̂
Z3(t) = Ẑ1(t), t ∈ (0,∞),

Ẑ1(0) = Ẑ2(0) = Ẑ3(0) = 0.

(3.12)

Ici, γ1 et γ2, les gains de l’observateur, sont des constantes strictement positives. Nous pou-
vons aussi introduire la dynamique de l’erreur, l’erreur étant définie comme la différence entre
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l’observateur et le système observé :





W̃ 1
t = W̃ 2, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

W̃ 2
t = W̃ 1

xx, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

W̃ 1
t = −W̃ 2, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

W̃ 2
t = −W̃ 1

xx, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

W̃ 1(t, 0) = γ1Z̃1(t) + γ1γ2Z̃3(t), t ∈ (0,∞),

W̃ 1(t, 1) = 0, t ∈ (0,+∞),

W̃ 1(0, x) = −q(x), W̃ 2(0, x) = 0, x ∈ (0, 1),

(3.13)





˙̃Z1(t) = Z̃2(t)− γ2Z̃1(t), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

˙̃Z2(t) = −ω2Z̃1(t) + W̃ 1
x (t, 0), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

˙̃Z1(t) = −Z̃2(t)− γ2Z̃1(t), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

˙̃Z2(t) = ω2Z̃1(t)− W̃ 1
x (t, 0), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

˙̃Z3(t) = Z̃1(t), t ∈ (0,∞),

Z̃1(0) = −y(0), Z̃2(0) = −ẏ(0), Z̃3(0) = 0.

(3.14)

Nous considérons l’espace fonctionnel

H1
r (0, 1) := {v ∈ H1(0, 1) t.q. v(1) = 0}.

Nous avons alors la proposition suivante (assurant la nature bien-posée de (3.13)-(3.14))

Proposition 6. Pour tout T > 0, pour tout (q0, q1) ∈ H2(0, 1) ∩ H1
0 (0, 1) × H1

0 (0, 1) et tout
(ξ0

1 , ξ
0
2 , ξ

0
3) ∈ R3, il existe une solution unique (w1, w2, ξ1, ξ2, ξ3) au problème de Cauchy périodique





w1
t = w2, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

w2
t = w1

xx, (t, x) ∈ (2kT, (2k + 1)T )× (0, 1),

w1
t = −w2, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

w2
t = −w1

xx, (t, x) ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T )× (0, 1),

w1(t, 1) = 0, w1(t, 0) = γ1ξ1(t) + γ1γ2ξ3(t), t ∈ (0,∞),

w1(0, x) = q0(x), w2(0, x) = q1(x), x ∈ (0, 1),

(3.15)





ξ̇1(t) = ξ2(t)− γ2ξ1(t), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

ξ̇2(t) = −ω2ξ1(t) + w1
x(t, 0), t ∈ (2kT, (2k + 1)T ),

ξ̇1(t) = −ξ2(t)− γ2ξ1(t), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

ξ̇2(t) = ω2ξ1(t)− w1
x(t, 0), t ∈ ((2k + 1)T, (2k + 2)T ),

ξ̇3(t) = ξ1(t), t ∈ (0,∞),

ξ1(0) = ξ0
1 , ξ2(0) = ξ0

2 , ξ2(0) = ξ0
3 ,

(3.16)
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où k ∈ N, avec les régularités suivantes

w1 ∈ C([0,+∞);H2(0, 1) ∩H1
r (0, 1)), w2 ∈ C([0,+∞);H1

r (0, 1)),

(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ H1([0,+∞))× L2([0,+∞))×H2([0,+∞)).

De plus (w1, w2, ξ1, ξ2, ξ3) satisfait les identités d’énergie suivantes : pour tout t ∈ (0,+∞),

|w1
x(t, .)|2L2(0,1) + |w2(t, .)|2L2(0,1) + γ1|ξ2(t)|2 + γ1ω

2|ξ1(t)|2 + 2γ1γ2ω
2|ξ1|2L2(0,t)

= |q0
x|2L2(0,1) + |q1|2L2(0,1) + γ1|ξ0

2 |2 + γ1ω
2|ξ0

1 |2. (3.17)

et

1

2
(|w2

t (t, .)|2L2(0,1) + |w2
x(t, .)|2L2(0,1) + γ1ω

4|ξ1(t)|2) +
1

4
γ1|w1

x(t, 0)|2

+
1

2
γ1γ2ω

2

∫ t

0
|ξ2(s)|2 ds+ γ1ω

2|ξ2(t)|2 ≤ C(|q0|2H2(0,1) + |q1|2H1(0,1) + |ξ0
1 |2 + |ξ0

2 |2), (3.18)

où C est une constante positive qui dépend seulement de ω, γ1, γ2.

Nous voyons, très facilement, que la nature bien-posée du système (3.13)-(3.14) dans

C([0,+∞);H2(0, 1)∩H1
r (0, 1))×C([0,+∞);H1

r (0, 1))×H1([0,+∞))×L2([0,+∞))×H2([0,+∞))

est une conséquence directe de la Proposition 6. La nature bien-posée du système (3.11)-(3.12)
dans

L∞loc(R+;H2(0, 1) ∩H1
r (0, 1))× L∞loc(R+;H1

r (0, 1))×H1
loc(R+)× L2

loc(R+)×H2
loc(R+)

suit donc de la nature bien-posée du système (3.9)-(3.10) dans ce même espace.

Le résultat principal de cette section, assurant la convergence de l’algorithme d’estimation (3.11)-
(3.12) est le suivant :

Théorème 11. Pour tout T ≥ 2,

lim
n→+∞

W̃ 1(2nT, .) = 0 dans H1
r (0, 1), (3.19)

lim
n→+∞

W̃ 2(2nT, .) = 0 dans L2(0, 1), (3.20)

lim
n→+∞

(Z̃1(2nT ), Z̃2(2nT ), Z̃3(2nT )) = (0, 0, 0). (3.21)

Pour une preuve détaillée ainsi que des simulations numériques, montrant l’efficacité de l’al-
gorithme d’estimation, nous référons à l’article [30]. La preuve de la convergence est basée sur
des techniques Lyapunov et le principe d’invariance de LaSalle. La difficulté principale réside
dans la démonstration de la pré-compacité des trajectoires nécessaire pour appliquer le principe
d’invariance de LaSalle.
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3.2 Problème inverse sur un réseau : approche fréquentielle

Dans cette section, nous nous intéressons au problème inverse pour le cas d’un réseau de
la forme étoile. Nous considérons le cas plus simple où la résistance et la conductance de fuite
sont identiquement nulles (R,G ≡ 0). De plus, nous allons suivre une approche fréquentielle
pour l’identification de pannes. La linéarité du modèle (les équations des Télégraphistes) permet
le remplacement de toute analyse par une analyse équivalente sous le régime harmonique. Nous
pouvons, donc, commencer par écrire les équations des Télégraphistes sous le régime harmonique,
c.à.d. la tension et l’intensité du courant prennent respectivement les formes e−ıωtV (ω, x) et
e−ıωtI(ω, x), où ω est la fréquence temporelle et x la position. Sur chaque ligne, nous avons

∂

∂x
V (ω, x)− ıωL(x)I(ω, x) = 0,

∂

∂x
I(ω, x)− ıωC(x)V (ω, x) = 0. (3.22)

Durant cette section, nous considérons les hypothèses suivantes :

A1 les paramètres distribués C(x) et L(x) sont deux fois différentiables sur les lignes de trans-
mission ;

A2 ils sont strictement positifs, C(x) > 0, L(x) > 0 ;

A3 l’impédance caractéristique Zc(x) :=
√
L(x)/C(x) est continue au noeud central du réseau

étoile ;

A4 les lignes de transmission sont uniformes dans un voisinage des extrémités des branches.

Notons qu’une expérience de réflectométrie implique l’observation des tensions et des courants
dans la durée mais en un seul point du réseau : seuls les temps de parcours (et les amplitudes)
des ondes sont accessibles par une telle expérience. Un défaut ne peut être localisé qu’en terme
du temps de parcours d’une onde réfléchie. Cela implique un changement de coordonnées, appelé
la transformation de Liouville, qui consiste à travailler avec les temps de parcours plutôt qu’avec
les coordonnées spatiales. Ce changement de coordonnées s’écrit sous la forme

τ(x) =

∫ x

0

√
L(s)C(s)ds,

ce qui correspond au temps de parcours de l’onde de la position 0 à la position x. Remar-
quons, de plus, qu’après cette transformation, ω se transforme aussi en nombre d’onde sur chaque
branche. La transformation inverse étant bien définie, nous considérons, par un abus de notations,
C(τ) ≡ C(x(τ)), L(τ) ≡ L(x(τ)), V (ω, τ) ≡ V (ω, x(τ)) et I(ω, τ) ≡ I(ω, x(τ)). Les équations des
Télégraphistes deviennent :

∂

∂τ
V (ω, τ)− ıωZc(τ)I(ω, τ) = 0,

∂

∂τ
I(ω, τ)− ıωZc(τ)−1V (ω, τ) = 0. (3.23)

En prenant,
y(ω, τ) =

√
Yc(τ)V (ω, τ),
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où Yc(τ) = Z−1
c (τ) est l’admittance caractéristique, les équations des Télégraphistes s’écrivent

−d
2y

dτ2
(ω, τ) + q(τ)y(ω, τ) = ω2y(ω, τ),

où, le potentiel de l’équation de Schrödinger q(τ) est défini par

q(τ) =
√
Zc(τ)

d2

dτ2

√
Yc(τ).

Cela montre que le potentiel q(τ) (ou de façon équivalente l’impédance Zc(τ)) est le seul paramètre
permettant de calculer la tension V et le courant I le long des lignes. Il est donc le paramètre
agrégé à identifier par une expérience de réflectométrie.

L’expérience de réflectométrie consiste à ajouter une ligne de transmission homogène au noeud
central de l’étoile. L’impédance caractéristique Zc est donc constante sur cette ligne et le potentiel
q(τ) est uniformément nul. Les équations des Télégraphistes sur cette branche deviennent alors

− d2

dτ2 y(ω, τ) = ω2y(ω, τ). En notant Z(ω, τ) = V (ω, τ)/I(ω, τ) l’impédance apparente, le coeffi-
cient de réflexion mesuré à un point arbitraire τ̄ de la branche d’analyse est donné par (voir [108]
pour plus de détails)

R(ω, τ̄) =
e2ıωτ̄

2

Z(ω, τ̄)− Zc(τ̄)

Z(ω, τ̄) + Zc(τ̄)
.

En effet, pour analyser le réseau nous procédons de la façon suivante : en considérant un réseau
étoile avec une configuration de circuit ouvert ou de court-circuit aux extrémités des branches,
nous ajoutons une ligne de transmission homogène e0, d’impédance caractéristique connue, au
noeud central. À τ̄ , l’extrémité de cette branche d’analyse, nous branchons un générateur d’im-
pédance interne Zc(τ̄) et de force électromotrice 2Vge

ıωτ̄ . Nous avons V (ω, τ̄) + Zc(τ̄)I(ω, τ̄) =
2Vge

ıωτ̄ et V (ω, τ) = Vg(e
ıωτ + R(ω, τ)e−ıωτ ) pour tout τ ∈ e0. Comme R(ω, τ) = R(ω, τ̄) pour

tout τ ∈ e0, ce coefficient de réflexion peut être déterminé en mesurant la tension en un point
quelconque de e0. Ce coefficient de réflexion mesuré sera, tout simplement, appelé R(ω). Comme
nous allons travailler avec y(ω, τ), nous prenons Vg =

√
Zc, tel que y(ω, τ) = eıωτ + R(ω)e−ıωτ .

Enfin, il convient, pour simplifier les notations, de prendre comme direction positive de chaque
ligne la direction partant du noeud central à τ = 0 vers les τ croissants. Notre onde de référence
sur e0 se propage alors dans la direction des τ décroissants. Ainsi, en changeant τ en −τ , en
supposant e0 infiniment longue, la condition au bord pour ce réflectomètre est donnée par

y(ω, τ) ∼ e−ıωτ +R(ω)eıωτ lorsque τ →∞ sur e0. (3.24)

En revenant au réseau, nous avons N + 1 équations de la forme

−d
2yj
dτ2

+ qj(τ)yj = ω2yj τ ∈ (0, τj),

où τj est le temps de parcours associé à la branche numéro j (τ0 =∞ car la branche d’analyse e0

est supposée être une ligne infinie). En particulier, notons que, comme la branche e0 est supposée
homogène, nous avons q0(τ) = 0 pour τ ∈ (0,∞). Partout dans cette section, Γ représente le
réseau étoile compact qui est constitué des branches (ej)

N
j=1 qui se joignent au noeud central et

Γ+ est le graphe étendu où la branche d’analyse e0 est ajouté au noeud central.
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Une adaptation des lois de Kirchhoff permet d’écrire les conditions au bord suivantes pour le
noeud central

yi(ω, 0) = yj(ω, 0) =: ȳ(ω) i, j = 0, · · · , N,
N∑

j=1

y′j(ω, 0)− y′0(ω, 0) = −1

2

(∑N
j=1(Zjc )′(0)

)

Z0
c

ȳ(ω), (3.25)

où y′j(ω, 0) et (Zjc )′(0) signifient les dérivées spatiales au point τ = 0 et Zjc est l’impédance carac-
téristique de la branche numéro j. Notons, en particulier, que nous avons appliqué ici l’hypothèse
de la continuité de Zjc au noeud central (l’hypothèse A3) : Zjc (0) = Z0

c .
Nous considérons deux configurations expérimentales. Dans une première configuration, nous

considérons des conditions de circuit ouvert aux extrémités des branches finies ((ej)
N
j=1). Cette

configuration conjuguée à l’hypothèse A4 de l’homogénéité des lignes autours des points τj ,
implique des conditions aux bords de la forme

y′j(τj) = 0 j = 1, · · · , N. (3.26)

Nous appelons cette configuration la configuration de Neumann. La deuxième configuration
consiste à considérer des courts circuits aux extrémités des branches finies. Nous avons, alors,
des conditions aux bords de la forme

yj(τj) = 0 j = 1, · · · , N. (3.27)

Cette configuration est appelée la configuration de Dirichlet.
En conclusion, afin de modéliser les lignes de transmission LC sur le graphe Γ+, nous pouvons

considérer les opérateurs de Schrödinger

L+
N ,D = ⊗Nj=0(− d2

dx2
+ qj(x)),

D(L+
N ,D) = l’adhérence de C∞N ,D dans H2(Γ+), (3.28)

où C∞N (Γ+) (resp. C∞D (Γ+)) représente l’espace des fonctions infiniment différentiables f =
⊗Nj=0fj , définies sur Γ+ et vérifiant les conditions aux bords

fj(0) = fj′(0) j, j′ = 0, · · · , N,
N∑

j=1

f ′j(0)− f ′0(0) = Hf0(0), H = −1

2

(∑N
j=1(Zjc )′(0)

)

Z̄c
, (3.29)

f ′j(τj) = 0 (fj(τj) = 0 pour C∞D (Γ+)), j = 1, · · · , N.

3.2.1 Problème direct

Les opérateurs (L+
N ,D, D(L+

N ,D)) sont essentiellement auto-adjoints. Afin de voir cela, nous
observons, tout d’abord, que ces opérateurs sont des perturbations compactes des opérateurs
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⊗nj=0

(
− d2

dτ2

)
avec les mêmes conditions aux bords. Nous appliquons, maintenant, un résultat

général de Carlson [27]. En effet, suivant le Théorème 3.4 de [27], nous avons seulement besoin de
montrer que sur un noeud qui connecte m branches, nous avons m conditions au bord linéairement
indépendantes. Aux noeuds terminaux de {ej}Nj=1, cette condition est clairement vérifiée car il
n’y a qu’une seule branche et une condition au bord (Dirichlet ou Neumann).

Au noeud central, il n’est pas difficile de vérifier que (3.25) définit N + 1 conditions linéaire-
ment indépendantes. Les opérateurs (L+

N ,D, D(L+
N ,D)) sont donc essentiellement auto-adjoints et

admettent des extensions uniques sur L2(Γ+). Nous sommes intéressés par les solutions du pro-
blème de scattering où un signal de la fréquence ω est appliqué à l’extrémité infinie de la branche
e0. Nous cherchons donc des solutions qui satisfont le comportement asymptotique (3.24).

Proposition 7. Sous les hypothèses A1 à A4, il existe une unique solution, continue par rapport
à ω,

Ψ(ω, τ) = ⊗Nj=0yj(ω, τ),

du problème de scattering :
– − d2

dτ2 yj(ω, τ) + qj(τ)yj(ω, τ) = ω2yj(ω, τ) pour j = 0, · · · , N ;

– (yj(ω, τ))Nj=0 satisfait les conditions aux bords (3.25) et (3.26) ou (3.27) ;
– Pour tout ω ∈ R, il existe R(ω) tel que

y0(ω, τ) ∼ e−iωτ +R(ω)eiωτ , τ →∞. (3.30)

Nous notons le coefficient de réflexion R(ω) défini par (3.30) dans le cas Neumann (resp. Diri-
chlet) par RN (ω) (resp. RD(ω)). Ce coefficient est, de plus, unique.

Pour une preuve de cette proposition, nous référons à l’article [108].

3.2.2 Problèmes inverses

Comme premier problème inverse, nous considérons l’inversion de la géométrie du réseau. En
effet, nous pouvons démontrer (voir le Théorème 12) la nature bien-posée du problème inverse
consistant à trouver le nombre de branches N et les longueurs (τj)

N
j=1 de l’étoile, à partir de la

mesure d’un coefficient de réflexion RN (ω) (le cas de Dirichlet peut être traité de façon similaire).
De plus, la méthode que l’on peut proposer pour la preuve du Théorème 12 est constructive et nous
pouvons donc proposer un algorithme pour identifier les longueurs, au moins de façon approchée
(voir l’article [108]). Nous avons donc le théorème suivant

Théorème 12. Considérons un réseau étoile Γ composé de nj branches de longueurs τj (j =
1, · · · ,m) qui se joignent toutes à un noeud central. Le nombre total des branches, N , est donc
donné par

∑m
j=1 nj. Supposons que le potentiel q sur le réseau est, simplement, C0. Alors la

connaissance du coefficient de réflexion RN (ω) détermine, de façon unique, les paramètres (nj)
m
j=1

et (τj)
m
j=1.

La preuve de ce théorème repose sur une analyse asymptotique à hautes-fréquences du coef-
ficient de réflexion et sur quelques résultats classiques de la théorie des fonctions presque pério-
diques (au sens de Bohr). Pour une preuve détaillée, nous référons à l’article [108].
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Un deuxième problème inverse, lié à la détection des défauts non francs, peut être formulé par
l’identification des potentiels sur les branches. Ici, nous supposons que les lignes sans défaut sont
des lignes homogènes. Alors, nous allons montrer que la mesure de deux coefficients de réflexion
RD(ω) et RN (ω) est suffisante pour identifier, de façon unique, les petits changements dans le
potentiel qui restent dans une certaine classe de régularité. En effet, nous allons démontrer que
le problème inverse de trouver des potentiels H1(Γ) dans un ε L∞(Γ)-voisinage du potentiel nul
(cas homogène) est bien posé, pour ε suffisamment petit. Dans ce but, nous allons avoir besoin
d’une hypothèse additionnelle sur les longueurs électriques (τj)

N
j=1, afin de casser les symétries

qui poseraient des problèmes de dégénérescence.
Dans un premier résultat (Théorème 13), nous montrons que sous une certaine hypothèse,

assez naturelle, sur les longueurs électriques, la connaissance d’un seul coefficient de réflexion (ici
RN (ω)) est suffisante pour identifier, de façon unique, les valeurs :

q̄j =

∫ τj

0
qj(s)ds ∀j = 1, · · · , N.

Si l’une, quelconque, de ces quantités est différente de zéro, nous savons qu’il y a eu un changement
de paramètres dans la branche associée. Alors, nous pouvons identifier ces défauts non francs sur
cette ligne, en appliquant les méthodes classiques de l’inverse scattering [58, 55]. La question sui-
vante serait, alors, d’identifier les défauts non francs qui n’entraineraient pas de changements dans
les quantités (q̄j)

N
j=1. Celle-ci est traitée à travers les deux Théorèmes 14 et 15. Pour ces deux théo-

rèmes, nous allons avoir besoin d’hypothèses plus restrictives sur les longueurs électriques(τj)
N
j=1.

Dans le Théorème 14, nous allons voir que la connaissance d’un seul coefficient de réflexion (ici
RN (ω)) est suffisante pour identifier les potentiels lorsque l’on sait qu’ils ne sont pas changés sur
la première moitié des branches. Par contre, le Théorème 15 implique la nature bien-posée du
problème d’inversion du potentiel sur le graphe entier mais nécessite la connaissance des deux
coefficients de réflexion RD(ω) et RN (ω).

Le théorème suivant propose un résultat d’inversion globale concernant les quantités q̄j .

Théorème 13. Considérons un graphe en étoile Γ et supposons que

B1 les rapports entre les longueurs électriques {τj}Nj=1 ne sont pas des entiers,

τj
τi
/∈ N pour i 6= j.

S’il existe deux jeux de potentiels q = ⊗Nj=1qj et q̃ = ⊗Nj=1q̃j dans H1(Γ) qui donnent lieu aux

mêmes coefficients de réflexion, RN (ω) ≡ R̃N (ω), nous avons, nécessairement :
∫ τj

0
qj(s)ds =

∫ τj

0
q̃j(s)ds j = 1, · · · , N.

Remarque 9. Le résultat de ce théorème reste valide si nous avons RD(ω) ≡ R̃D(ω).

Ce théorème nous permet d’identifier les situations où les défauts non francs causent un chan-
gement dans les quantités q̄j . Le problème inverse peut, alors, être considéré sur les branches
séparées à travers des techniques classiques de scattering inverse. Dans les deux théorèmes sui-
vants, nous supposons que les défauts du réseau laissent les quantités q̄j inchangées et comme
pour le cas sans défauts les lignes sont homogènes, nous allons supposer que
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B2 q̄j =
∫ τj

0 qj(s)ds = 0 pour j = 1, · · · , N .

Théorème 14. Considérons un graphe en étoile Γ et supposons que

B1′ pour tout j, j′ ∈ {1, · · · , N} tels que j 6= j′, τj/τj′ est un nombre algébrique irrationnel.

Alors, il existe ε > 0 suffisamment petit tel que, si les potentiels q et q̃, qui appartiennent à H1(Γ)
et satisfont B2, ‖q‖L∞(Γ), ‖q̃‖L∞(Γ) < ε et qj(s) = q̃j(s) pour s ∈ [0, τj/2], j = 1, · · · , N , donnent

lieu aux mêmes coefficients de réflexion, RN (ω) ≡ R̃N (ω), alors q ≡ q̃.

Remarque 10. L’hypothèse B1′ semble très restrictive. Toutefois, pour démontrer ce théorème
on a simplement besoin que pour toutes les fractions τj/τj′, il existe seulement un nombre fini de
couples de nombres premiers entre eux, (p, q) ∈ N× N, tels que l’approximation Diophantienne

∣∣∣∣
τj
τj′
− p

q

∣∣∣∣ ≤
1

q3
,

est satisfaite. Par ailleurs, une conséquence directe du Lemme de Borel-Cantelli implique que
pour presque tout réel positif α (par rapport à la mesure de Lebesgue) cette approximation Dio-
phantienne admet un nombre fini de solutions.

Théorème 15. Considérons un graphe en étoile Γ satisfaisant l’hypothèse B1′. Il existe ε > 0
suffisamment petit tel que, si les potentiels q et q̃, qui appartiennent à H1(Γ) et qui satisfont B2
et ‖q‖L∞(Γ), ‖q̃‖L∞(Γ) < ε, donnent lieu aux même coefficients de réflexion Neumann et Dirichlet,

RN (ω) ≡ R̃N (ω) et RD(ω) ≡ R̃D(ω),

alors q ≡ q̃.

Remarque 11. Le Théorème 15 est une généralisation naturelle du résultat de Borg [23] (voir,
par exemple, le Théorème 1.4.4, Page 24, [42]) au cas d’un graphe. En effet, dans [23], Borg
a démontré que la connaissance de deux spectres correspondants à deux jeux de conditions aux
bords, détermine, de façon unique, le potentiel sur un intervalle.

Les preuves de ces théorèmes sont basées sur la transformation du problème de scattering inverse
en un problème spectral inverse sur la partie compacte du graphe, Γ. Pour les preuves détaillées,
nous référons à l’article [108].
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Plusieurs problèmes ont été abordés dans ce manuscrit. Certains n’ont été que partiellement
résolus et des améliorations ou des extensions importantes sont envisageables. Nous en rappelons
quelques uns en guise de conclusion en espérant qu’ils puissent servir de guide pour des recherches
à venir :

– Dans la Section 1.2, nous avons étudié la stabilisation d’une particule quantique dans un
potentiel décroissant. Dans ce but nous avons supposé que le système est initialisé dans la
partie discrète du spectre de l’Hamiltonien libre −4+V (x). Le potentiel étant décroissant,
il ne s’agit que d’un espace de dimension finie. La question serait alors de savoir ce que l’on
peut faire pour d’autres types d’états initiaux. Quels sont les états initiaux que l’on peut
stabiliser vers un état quelconque dans la partie discrète du spectre ? Une idée pour étendre
le résultat de la Section 1.2 est d’appliquer le Théorème adiabatique quantique. Il s’agit
d’ajouter un multiple de l’Hamiltonien d’interaction à l’Hamiltonien libre. Nous pouvons
donc considérer −4+ V (x) + cµ(x) comme l’Hamiltonien libre. Sous certaines hypothèses
de plus pour l’Hamiltonien d’interaction µ(x), nous pouvons donc essayer de stabiliser un
état lié de ce nouvel Hamiltonien libre. Il suffit, maintenant, que le système soit initialisé
dans la partie discrète du spectre de l’opérateur −4 + V (x) + cµ(x). Notons que lorsque
l’état du système converge vers un état lié de cet opérateur, le contrôle converge vers la
constante c. Nous pouvons, maintenant, faire converger la constante c lentement vers 0. Le
système va donc suivre adiabatiquement un état lié de l’opérateur −4 + V (x) + c(t)µ(x)
et si nous avons bien choisi, comme état cible, l’état lié de −4+ V (x) + cµ(x) associé à la
branche analytique qui passe par l’état fondamental de −4+V (x), nous pourrons préparer,
de façon approchée, cet état fondamental.
Nous avons donc réussi à stabiliser les états initiaux qui sont générés par la partie discrète
du spectre de −4+ V (x) + cµ(x). L’étude de ces états dans la limite où c→∞ relève du
domaine de la limite semi-classique des opérateurs de Schrödinger. Il serait donc intéressant
de caractériser l’espace des états dans L2 qui peuvent être générés par la partie discrète du
spectre de −4+ V (x) + cµ(x) pour un c ∈ R bien choisi.

– Dans la Section 1.3, nous avons considéré le problème d’identification de paramètres pour
un ensemble statistique de systèmes quantiques dont l’évolution moyenne est modélisée par
une équation de Schrödinger. Toutefois, nous savons que la mesure d’un ensemble quantique
induit de la décohérence dans l’évolution moyenne. En effet, une approximation adiabatique
du première ordre nous permet de négliger cette décohérence au moins sur un horizon fini.
La question serait alors la suivante : que peut-on faire dans le cas où cette dissipation est
plus importante ou bien si notre algorithme d’estimation ne converge pas suffisamment vite

59



60 Conclusion

pour que cette approximation du premier ordre reste valide ? Nous sommes alors amenés
à étudier l’estimation de paramètres pour un système du type Lindblad plutôt qu’une
équation de Schrödinger. Une méthode possible pour étudier un tel problème pourrait être
d’appliquer les observateurs aller-retours (BFN) comme dans la Section 3.1.

– Dans la Section 2.1, nous avons étudié le problème de la stabilisation des états de Fock
dans une cavité micro-onde. Dans ce but, nous avons appliqué une mesure QND de l’état
de la cavité à travers le couplage dispersif avec des atomes hors résonances. Cette mesure
QND est en elle-même suffisante pour préparer de façon non-déterministe un état de Fock.
Néanmoins, pour rendre cette préparation déterministe et aussi pour protéger l’état de Fock
contre la décohérence, nous avons proposé une boucle de feedback qui consiste à injecter
un pulse cohérent d’amplitude appropriée afin de corriger l’état de la cavité. Nous avons
alors démontré la convergence du système en boucle fermée lorsque l’on a tronqué l’espace
d’états, initialement de dimension infinie, en supposant un nombre maximal de photons
admis. Comme l’amplitude des champs cohérents injectés est supposée petite et comme
la procédure de mesure se fait sans échange d’énergie avec le système (atomes hors réso-
nances), il semble justifié de supposer que la probabilité d’atteindre les niveaux très hauts
d’énergie est assez petite. Toutefois, nous pouvons nous demander comment améliorer cela
en réduisant encore cette probabilité. Aussi, nous pouvons chercher à démontrer un résultat
de stabilisation en considérant le système de dimension infinie et non une approximation
modale. Dans ce but, nous aurons besoin d’étendre le Théorème d’invariance de Kushner
au cas de systèmes stochastiques de dimension infinie. En analogie avec les systèmes déter-
ministes, nous devons avoir besoin d’un type de compacité probabiliste (à définir) pour des
trajectoires aléatoires.

– Dans la Section 3.1, nous avons abordé le problème d’estimation d’un terme de source pour
une équation des ondes 1D. Plusieurs extensions sont envisageables. Ici, nous présentons
deux extensions qui nous semblent plus importantes que les autres.
Une première extension concerne la dépendance temporelle du terme de source. En ef-
fet, pour l’observateur proposé, il est essentiel de considérer une dépendance temporelle
mono-fréquentielle (cela nous permet de transformer l’estimation du terme de source à l’es-
timation d’un état initial). Toutefois, avoir la possibilité d’exciter le système avec un signal
multi-frequentiel impliquera, très probablement, plus d’observabilité pour le système. Un
estimateur aurait donc la possibilité de converger en moins d’itérations. Une idée pour
concevoir des observateurs qui assurent l’estimation d’un terme de source dont la dépen-
dance temporelle est multi-fréquentielle, serait d’adapter au cas de la dimension infinie, la
méthode proposée dans [113].
La deuxième extension concerne le passage au cas d’un graphe. Nous devrions pouvoir
étendre, sans trop de difficulté, l’observateur proposé dans la Section 3.1 au cas d’un graphe
quelconque. La question que l’on peut alors se poser concerne la convergence asymptotique
de l’observateur. Quelles sont les conditions sur la forme du graphe métrique (sa topologie
et sa géométrie) afin d’assurer la convergence de l’estimateur ?
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[37] J.M. Coron, B. D’Andréa-Novel, and G. Bastin. A strict Lyapunov function for boun-
dary control of hyperbolic systems of conservation laws. IEEE Transactions on Automatic
Control, 52(1) :2–11, 2007.
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Raimond, and S. Haroche. Quantum jumps of light recording the birth and death of a
photon in a cavity. Nature, 446 :297–300, 2007.

[47] M. Goldberg. Dispersive bounds for the three-dimensional schrödinger equation with almost
critical potentials. Geom. and Funct. Anal., 16(3) :517–536, 2006.

[48] M. Goldberg and W. Schlag. Dispersive estimates for schrödinger operators in dimensions
one and three. Comm. Math. Phys., 251 :157–178, 2004.

[49] M. Goldberg and W. Schlag. A limiting absorption principle for the three-dimensional
Schrödinger equation with lp potentials. Intl. Math. Res. Not., 75 :4049–4071, 2004.



64 BIBLIOGRAPHIE
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