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PRESENTATION.

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la premiére partie, nous partons d'un théoréme
de Delange relatif ‘& la valeur moyenne, sur les m premiers entiers, de la suite “somme
des chiffres”; la formule de Delange dit que cette valeur moyenne consiste en un “terme
principal”, qui indique que sq(n) a pour ordre moyen 5—;—1- log, n, et en un “terme reste”
qui est une fonction continue, périodique de période 1 et “fractale”, (c’est-2-dire nulle part
dérivable) de log, m.

Partant de cette suite (s,(n))nen, nous définissons de nouvelles suites, appelées “suites
digitales” (le mot digit faisant allusion aux chiffres de n écrit en base ¢ > 2 ); ces suites
consistent & se donner un entier s > 1 et une application F' : {0,1,...,q — 1} — C, telle
que F(0,0,...,0) = 0; on développe entier n en base g avec une “queue infinie” de zéros

4 gauche, c’est-a-dire
n= Z a(n)d,
>0
ot &(n) = [n/q"] — gln/qt) € {0,1,...,g — 1},
e(n) = 0 dés que [ > [log, n] pour n > 1,
a(0) = 0,v1 > 0.

Le terme de rang n de la suite digitale ur correspondante est alors donné par

up(n) = Z F(e(n), e141(n), ooy €145-1(10))-

1>0

En d’autres termes, ces suites consistent a promener des “fenétres” de longueur s sur
’écriture de n en base q.

Ainsi, pour retrouver g, il suffit de prendre s = 1 et F = Id,...,q-1}-

A la fonction F': {0,1,...,¢ — 1} = C est naturellement associée sa valeur moyenne

1
AJF == Z F(éo,él,...Gs_l).
q (50361s"-veo—l)E{ovIv-"sq—l}

Aprés avoir donné deux exemples de suites digitales (décomptes de blocs et un exemple
arithmétique 1ié au probléme des entiers s’écrivant comme somme de trois carrés d’entiers),
nous montrons des propriétés simples concernant leur g—régularité (notion généralisant
celle de g—automaticité), puis nous montrons que ces suites digitales ont pour ordre moyen
et pour ordre normal Mp log, n.

Pour finir cette premiére partie, nous généralisons 3 nos nouvelles suites la partie “facile”
du théoréme de Delange, & savoir I'existence, pour leur valeur moyenne sur les m premiers
entiers, d’une fonction de log,m, continue, périodique de période 1; le développement
en série de Fourier de cette fonction donne une série absolument convergente dont les
coefficients sont reliés de maniére relativement simple aux valeurs des fonctions zéta de
Hurwitz, de paramétres r/q° (r = 1,2,...,¢°) aux points f—(fig"'—;, Lk € Z. Concernant ces
coefficients de Fourier, nous trouvons des formules bizarres (1.e. gue nous ne savons pas

expliquer) les reliant aux résidus en %‘ﬁ d'une fonction liée & la suite digitale étudiée,




fonction qui est holomorphe sur le demi-plan Rz > 0 et méromorphe sur C. Expliquer ces
formules constitue un probléeme ouvert, terminant cette premiére partie.

Dans la deuxieme partie, plus longue et plus complexe, nous cherchons a montrer 'autre
partie du théoréme de Delange, a savoir que la fonction sommatoire des suites digitales,
que nous appellerons G, est nulle part dérivable.

Apres avoir essayé d’imiter Delange, c’est-a-dire de montrer cette propriété “a la main”,
ce qui ne donne rien ici, nous avons tenté de nous inspirer d’un article de Brillhart, Erdos
et Morton concernant la fonction sommatoire de la suite de Rudin-Shapiro, pour montrer
que notre fonction G est presque nulle part dérivable; mais, ici encore, cet essai fut sans
résultat.
C’est alors que nous sommes tombé sur deux théorémes de Dumont et Thomas concernant
la fonction sommatoire de suites qui sont points fixes de substitutions, pas forcément de
longueur constante.
En utilisant le premier théoreme, et en étudiant au passage les suites Qo = (Qa,5(7))nen
définies par

Quslm) = lag +1],

>0

ou a et b sont deux réels satisfaisant a > 0, 0 < b < 1, nous obtenons le résultat trés
partiel suivant :

Siup = (up(n))nen est une suite digitale relative a ’entier s = 1, & la base ¢ > 2 et 4 une
application F : {0,1,...,¢ — 1} — C telle que F(0) = F(¢ — 1) = 0, alors la fonction Gr
est nulle part dérivable, dés lors que Mg # 0.

Puis, en utilisant le deuxieme théoréme de Dumont et Thomas, qui demande beaucoup
plus de travail car il nécessite un moyen de représenter de maniére unique tout entier
> 1 relativement a une substitution satisfaisant certaines conditions, nous améliorons le
résultat ci-dessus concernant les suites digitales relatives a I’entier s = 1, en ce sens que la
condition F(q — 1) = 0 disparait.

Pour finir cette deuxiéme partie, il suffisait de généraliser le deuxiéme théoréme de Dumont-
Thomas a notre cas particulier, c’est-a-dire de passer de “s =1” a “s > 2”. En définitive,
nous obtenons bien que, pour une suite digitale quelconque, c’est-a-dire relative a un entier
s > 1, & une base ¢ > 2 et a une application F : {0,1,...,4 — 1} — C, de moyenne Mp,
la fonction sommatoire Gr de la premiére partie est bien nulle part dérivable, pourvu que
Mp # 0.

La troisiéme partie est indépendante des deux autres, nous nous y intéressons a la
représentation en base (g, d) des entiers, ou ¢ et d sont deux entiers satisfaisant & ¢ > 2
et 2—¢ < d < 0. Aprés avoir rappelé la maniere de représenter les entiers naturels dans
ces systémes en base ¢ avec des chiffres négatifs, nous étudions les suites u strictement
croissantes des entiers “évitant” un certain chiffre parmi les ¢ possibles, ainsi que la suite
caractéristique x de I’ensemble I'm u. Nous montrons alors que u est (¢—1)—réguliére, que y
est g—automatique, et de plus nous avons un moyen simple (dépendant si le chiffre & éviter
est > 0 ou < 0) de calculer le terme de rang n de u, soit u(n), a partir de I’écriture de n dans
une certaine base. Pour finir, nous généralisons les propriétés précédentes a 1’exclusion de
plusieurs chiffres : si u est la suite strictement croissante des entiers naturels écrits en base
(g,d) avec seulement p chiffres parmi les g possibles, et si x est la suite caractéristique

Ped 1% A ed b et e



correspondante, alors nous montrons que u est p—réguliére, que ) est g—automatique, et,
moyennant des conditions simples sur p et ¢, nous donnons encore une maniére relativement
facile de calculer u(n) a partir de I'écriture de n dans une certaine base.

Le fait que u soit p—régulieére et de fonction caractéristique g—automatique est a rapprocher
du théoréme de Cobham (mais ne le contredit pas !) qui stipule qu’une suite a la fois p et
g—automatique (avec p et ¢ multiplicativement indépendants ) est ultimement périodique.
Notons pour finir que le résultat ne subsiste pas si on exclut un “bloc” de chifires.

Deux articles issus de ce travail sont en préparation : le premier correspond essen-
tiellement aux parties I et II, nous y indiquerons de plus le lien avec les “suites chainées”
introduites par Allouche et Liardet, et nous y ajouterons une bibliographie plus compléte
(nous avons répertorié pour le moment une quarantaine de références). Le second article
en préparation correspond a la partie I1I et & ses développements en cours.
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Emmanuel CATELAND (Université de Bordeaux I)
Exposé au séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux le 19 avril 1991.

SUITES DIGITALES, GENERALITES.

Résumé L'objectif de cet exposé est de généraliser & de nouvelles suites, que nous ap-
pellerons “suites digitales”, certains résultats gouvernant la suite “somme des chiffres”;
le mot “digital” fait évidemment allusion aux chiffres (digits en anglais) de P’écriture des
entiers dans une base fixée.

Plan I) INTRODUCTION - RAPPELS SUR s,.
I1) SUITES REGULIERES - SUITES DIGITALES
1 - Définitions
2 - Exemples de suites digitales
3 - Régularité des suites digitales
IIT) ORDRE MOYEN-ORDRE NORMAL DES SUITES DIGITALES
IV) FONCTION SOMMATOIRE DES SUITES DIGITALES
V) PROBLEMES OUVERTS
1 - Coeflicients de Fourier de G.
2 - Non-dérivabilité de G.

I) INTRODUCTION

Dans tout ce qui suit, ¢ est un entier fixé, ¢ 2 2, et I'on note T, = {0,1,--- ,q — 1}
Pensemble des chiffres en base ¢, qui peut étre considéré comme un alphabet servant a
représenter les entiers en base ¢, de la maniére suivante : pour tout n € N, il existe
une unique suite (g1(n))i>0 € EI;’ d’éléments de L, telle que 'on ait n = Eoel(n)q', avec

ei(n) = 0 pour | > [logq n)sin>1, (0)=0,VI>0.
Pour n € N*, on convient de noter n(,) le mot infini sur T, représentant n en base ¢, mot
commengant par une “queue infinie” de zéros a gauche, c’est-a-dire

nggy =---00- "05[logq 2)(n)---e1(n)eo(n),

et on note enfin w le mot vide sur &,, qui représente 0 en base ¢ (i. e. O(g) = w)

Définition de s, : s, = (84(n))nen est la suite “somme des chiffres en base q” : elle est
endas LI WIE OS¢ q q € q ;3
définie terme & terme par :

sq(n) = EO eilln) si n= Eo ei(n)g'

Aj
est
en




Propriétés de s,

1) Vk >0, Vre Ntelsque 0 <r < ¢*, Yn€ N, on a sq(qkn + 1) =sq(n) + sq(7)

(Cette propriété est un cas particulier de la g-additivité).
En particulier, il en résulte que le Z-module engendré par ’ensemble des sous-suites

No(sg) = {(sq(¢"n 4+ m)inen/k > 0, 0 < r < ¢*} est de rang 2, engendré par s, et (1).en

(suite constante de valeur 1)

2) Vm entier > 2, la suite réduite (s,(n) mod mlpeny € TN est g-automatique.
g € m q q

3) Ordre moyven de s, : s,(n) a pour ordre moyen 3;—] log, n (lorsque n tend vers +co);
plus précisément, Mirsky ([10]) a montré en 1949 que, si £ — +o0, on a la formule

_g-1
og%:gzsq(n)_ 5 zlog,z + O(z),

et ce résultat est le meilleur possible, en ce sens que le terme d’erreur O(z) ne peut pas
étre remplacé par un o(x).

4) Fonction sommatoire de s, Nous avons ici le trés beau
Théoréme (Delange, 1975) ([6])

Il eziste une fonction G : R — R, continue, périodiqgue de période 1, nulle part dérivable,
telle que pour tout entier m > 1, on a la formule :

1 m—1 q —_ 1
— ngo s¢(n) = 5 log, m + G(log, m).

De plus, G a une série de Fourier absolument convergente, dont les coefficients s’expriment
. : . : . 2kme
a laide des valeurs de la fonction zéta de Riemann auz points 7 , pour k € Z.
og ¢

IT) SUITES REGULIERES - SUITES DIGITALES
1- Définitions

Soient u = (u(n))nen € ZN une suite d’entiers, ¢ un entier > 2 et Ng(u) = {(u(gbn +
nen/k >0, 0 <r < ¢*} le g-novau de u.

i) on dit que u est g-automatique si Ny(u) est fini,

ii) on dit que u est g-réguliére si le Z-module engendré par N,(u) est de type fini (définition
introduite par J.-P. Allouche et J. Shallit) ([2]).

Ainsi, s, est bien g-réguliere. Remarquons que les deux notions sont identiques lorsque u
est & valeurs dans un sous-ensemble fini de Z, et que, si u est g-réguli¢re, alors pour tout
entier m > 2, la suite réduite (u(n) mod m),en est g-automatique.
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Nous pouvons maintenant définir les suites digitales comme suit :

Définitions des suites digitales

— Z une application telle que

Soient s un entier > 1, ¢ un entier > 2 et F : E;
e d s, get F) la suite Up a valeurs

F(0,0,--- ,0) = 0. On appelle suite digitale (relativ
dans ZY définie terme & terme par

Ur(n) = Y Fla(n),eisi(n), - setrem1(n) sin =) _eln)d'

>0 >0

Ainsi, s, est la suite digitale relative & s =1 et F =Idg,.

2 - Exemples de suites digitales

1) Soit P = €4-1€5—2" " €160 € 2; un mot de longueur s sur L4, différent du mot 00---0
N’

‘ s fois zéro
et soit F : T§ — {0, 1} P’application telle que F(eg,€1, -+ ,€s—1) =1, F =0 ailleurs.
Alors Up = ep, suite étudiée par Morton et Mourant ([11]), o, pour n € N, ep(n) compte
]e nombre d’occurrences, pouvant se recouper, du mot P dans le mot n(y).

Remarquons de plus que ces suites de “décomptes de blocs de longueur s” engendrent
toutes les suites digitales d’entiers, dans le sens que 'on peut toujours écrire
Urp = Z F(SO-;EI"" )58—1)865_153_2"'5160'

(€0,61,7 €0 —1) €L}

2) Soit @ = {n € N*/n est somme de 3 carrés d’entiers, zéro compris }

- En écrivant, de maniére unique, tout n € N* sous la forme

n=4'8k+r)oul=v4(n) €N, keNetre {1,2,8,5,6,7},

Gauss a montré que n € @ si et seulement si r # 7.
- Pour z réel > 1, soit Q(z) = 3. 1 la fonction sommatoire de la suite caractéristique

1£néx
ng
de Q. En 1908, Landau ([9]) 2 montré que Q a pour densité asymptotique 5 /6, c’est & dire

que Q(z) ~ oz (z — +o0). En fait, si A(z) = Q(z) — _6x_ est le terme d’erreur associé,

alors I'argument de Landau montre que
1
- pour z entier, on a A(z) = Z_ > s (—T? + 1)]
6 5o 84
- A(z) K< logz (z — -+00).
- En 1940, Chakrabarti ([4]) donna la formule suivante pour A(n), lorsque n € N :

2 1
sin= }:s,(n)‘z‘, alors A(n) = 3M0 + 3™ N2 505:’&) ’

>0 =

un
sul
7€
11 ;
po
Soi

SO

pot




avec ng = Lixo€a1(n),n1 = Tix>o€ar+1(n), n2 = Lixo€f(n),

1si eg1—2(n) = egi—1(n) = eq(n) =1
et ot £;(n) = pour [ > 0.

0 sinon

- Mais cette formule ne permet pas, a priori, de calculer I'ordre moyen et ’ordre normal
de A(n), ce qui fut possible grace & Shiu ([12], [13]) qui, en 1988, remplaca la base 2 par
la base 4 et obtint la formule suivante pour A(n), lorsque n € N :

sin= Zel(n)l}.’, alors A(n) = &67@) + Z F(ei(n), eir1(n)),

1>0 >0
avec F : £2 — Q, F(e,&") étant £ N 4 a 8
donnée dans le tableau ci-contre. o e\l o o (9]
Ainsi, au terme Eoén), pres A 2/3 ‘;/3 8//3 “'9’3
(ce terme est périodique de période 4), 2 4/3 V3| Va2 Y3
nous voyons que A = (A(n))nen Al41\1 1 4 0

est bien une suite digitale de nombres rationnels, relative aux entiers s = 2, ¢ =4 et a
Papplication F = £ — Q, telle que F(0,0) = 0, donnée ci-dessus.

3 - Régularité des suites digitales

Proposition Soit Up = (Up(n))nen € ZN une suite digitale d’entiers, relative & un entier
s > 1l,une base ¢ > 2 et une application F' : 7 — Z telle que F(0,0,--- ,0) = 0. Alors
Ur est g-réguliere.

Preuve L’anneau Z des entiers rationnels étant un anneau noethérien, on sait qu’il suffit de
trouver un Z-module de type fini M qui contient N (Ur), car alors le Z-module engendré
par Ng(Ur), soit < No(Up) >z, sera lui aussi de type fini.

Nous prenons M =< (1)nen , (Up(q’“n—{-r))neN [/0L<Ek<Ls—1,0<r< g* >z qui est bien
I

g—1

suites distinctes. Nous montrons maintenant par récurrence sur £ > s — 1 que, pour
reN/0<r<q¢* ona(Ur(¢*n+r))aen € M, ce qui démontrera la proposition.

un Z-module de type fini, puisqu’engendré par au plus 14+14g+¢?+---+g¢

Il n'y a rien & montrer pour k = s — 1 ; supposons maintenant que la propriété soit vraie
pour Ventier k > s — 1, et montrons qu’elle I’est encore pour ’entier & + 1.

Soit donc 7 € N tel que 0 < r < ¢F*1, nous développons r en base ¢ avec k + 1 chiffres,

k
soit 7 = Y e1(r)g' ot ei(r) € T, (et avec peut-étre ex(r) = 0 si r < ¢*.) On remarque que,
i=0
pour n € N, en notant n(, le mot qui représente n en base ¢




: k+1 =
([voir I}), on a ¢" ¥ n(g = n(y 00---0
(k+1) zéros

1 n+r)g) = ngg exl(r) exma(r)- - ea(r)eo(r).

et (g
k

Soit R € Ndonnépar R= 3 i(r) ¢"~! (= [r/q]), alorsona 0 < R < ¢*, et (¢* n+R)g) =
=1

n(g) €x(r) ex—1(r)--- 1(r). j‘kinsi, la définition de Urp montre que 'on a :

Ur(¢**'n +r) = Ur(¢*n + R) + F(eo(r), €1(r), - ,€4-1(7)).

Mais F'(eo(r), €1(r), -+ ,€s—1(r)) est un entier indépendant de n € N, puisque k+ 1 > s,
et d’autre part la sous-suite (Up(¢*n + R)).en est dans M par ’hypothése de récurrence.
Ainsi, (Ur(¢**'n + r))nen = (Ur(g"n + R))nen + (F(eo(r)y -+ 166=1(7)) . (L)nen

- PN N e’

—

emM €Z eEM

ce qui termine la preuve.

II1) ORDRE MOYEN - ORDRE NORMAL DES SUITES DIGITALES

Dorénavant, nous fixons s un entier > 1, ¢ un entier > 2 et F : 23 — C une applica-
tion telle que F(0,0,--- ,0) = 0, et la suite digitale Up = (Up(n))neny € CV, a valeurs
complexes, est donnée par :

Ur(n) =Y F(en), ers1(n),-+- ,&14e-1(n)) sin =Y ei(n)d'.

>0 >0

Enfin, nous désignerons par Mp la valeur moyenne de F, ¢’est-a-dire :

1
MF = q_s Z F(507€17"' ,63_1).
(60,51 PR 756—1)62;

- - 142} g—1
Notons que, pour Ur = sq, nous avons Mg, = —éegl €= "5
Généralisant la proposition de Mirsky, nous obtenons la

Théoréme Up(n) a pour ordre moyen et ordre normal Mg log, n ; plus précisement, au
voisinage de 'infini, on a les formules :

(i) > Ur(n)= Mg zlog, z + O(z);
0<n<z

(i) Ye > 0, Card {n € N;0 <n <z et |Up(n) — Mrlog, n| > (log n)3*¢} = o(z).
De plus, pour s = 1 et F # Og

r.-eq?
Preuve de (i)

alors, dans 1), le O(z) ne peut pas étre remplacé par o(z).
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Lemme Soientn € N, n= 3 ei(n)g', et (eo,61, -+ ,€4-1) € L3. Alors, pour tout entier
>0

k€N, on a(ex(n), ex+1(n), - ,er4s-1(n)) = (€g,€1,- -+ ,E5—1) si et seulement s’il existe

s—1 8—1
m et 4 dans N tels que 'on ait n = ¢* *m + p avec 3 6,.¢" " < pu < 3 .68 4+ oF

=0 =0

Preuve du lemme

- Supposons d’abord (ex(n), - ,ex4+s-1(n)) = (€0,€1, -+ ,€s—1) €t écrivons
k+4+s—1
n=) en)d= Y eam)d'+ > en)
>0 =0 I>k+s
k+s—1
= Y alr)d' +¢* > aln)d ") = p ot ghtem
=0 I2k+s
k4s—1
aveem= 3 en)d"*tVetp= 3 ealn)g =
I>k+s =0
k-1 k4-s—1 k-1 s—1
=2 el(n)g' + = el(n)g' = 2z ei(n)g' + Zoerq“‘”,
=0 =k =0 =

k-1 k—1
et ’on remarque que 0 < 3 g1(n)¢' < (¢—1) 3 ¢! = ¢* — 1, ce qui donne bien I'inégalité
=0 =0

souhaitée.
- Réciproquement, supposons qu’il existe m et p entiers > 0 tels que n = ¢***m + p avec

8—1 8—1
Y erg" T < p< Y e.¢8T + ¢* et montrons que

r=0 =0
(ex(n),ex+1(n), -+ ,ek4s-1(n)) = (€0,€1, -+ ,E4—1).

s—1

Comme 'entier p = p — 5 £,¢*17 vérifie les inégalités 0 < p < ¢, sa représentation en
r=0
k—1
base g avec k chiffres est de la forme p = 3 ei(p)g’. Sim = 3~ ei(m)q¢', on a alors
1=0 >0
s—1
n=u+ qk+sm =p+ Zelqk-i-l + Qk+8 Z&(m)q[
1=0 >0

k-1 s—1
=Y a®d' + ) ad™ + Y erg(m)g’
=0 =0

I>k+s
+oco
= Z ei(n)q.
=0

, Mais on sait que la suite (€/(n))i>0 € Y des chiffres représentant n en base g est unique,
: q 2 q . P A
donc, par identification des puissances k™€, (k+1)*™¢ ...  (k+s—1)*™¢ de ¢, on en déduit

(ex(n), €x+1(n), -+ ,erts-1(n)) = (0,61, ,65—1) O
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Montrons maintenant le résultat i) de la proposition sur ’ordre moyen de Up(n). Pour «
réel > 0, k € Net (eg,€1,-++ ,€5-1) € £, définissons f(z,k,e5—165—2 - €1€60) comme le

) ex(n),exs1(n), -+ ,€k1e—1(n)) = (€0,€1,"** ,Es—1),
nombre d’entiers n > 0 tels que {( (n): 11(n), +a-1(n)) = ( 1 s—1)

0<n<z.
donc f(z7k3€s—158—2"'6150) = 2 1.
0<n<z
(Ek(n)7"'7Ek+a—1(n))=(€0,"' ’En—l)

0<n<zg,

Grace au lemme précédent, on a {
’ (Ek(n)’ ’€k+3—1(n)) = (607"' 768'—'1)-

0<n<z
s—1 s—1
Im,p € Nyn = ¢F *m + p avec Ze,—qk"”" <p< Zgrq"“‘" +q*,
r=0 r=0
donc f(z,k,5-165-2 " €160) = > ) 1.
0<mgkts 4+ u<z

a—1 e—1
Zo erghtr<p< ZO erghtrigk
r= r=

s—1 s—1
Soit i fixé tel que Y £-¢" " < p < I e, + ¢, on a alors

r=0 r=0
> 1= Card {m € N\mg*** +p <z} =
0<mgk+o+p<z
7
Card {m € Nym < qk+s}
_ z— z 7 T—p
— [ gk+e ] +1= gkte +1- gk+s - { gk+s }7
mMais nous avons
1-— ,ffLs_{if;i‘}:O(l)(m—e—%-oo),donc 3 1= k+ +0(1)
UM q ¢ 0<mgkte+pu<s q s
et f(z,k,e4—165—2+-€160) = > (qk+s 0(1))
a—1 a=1
;0 erghtr<p< go ergktrigk
T
a qk-!—s E 1 + E 0(1)
=1 a~1
Z:OEqu+r << Z erghtrtqk 2 erghtr<p< E_:osrq"“"-%ek
H_sq " + 0(¢*) (z — +00) soit finalement :
g

f(-"?a k,eg—165—2"" -5160) = -g; + O(qk) (:z: — +oo)

Par ailleurs,ona >, Up(n)= S 3 F(ex(n),ex+1(n), -+ ,crrs—1(n)),
0<n<z 0<n<z k20

or, pour k > log, z, et pour tout entier n telque0<n<z,ona

(ex(n),- -+ ,€rrs-1(n)) = (0,0,--- ,0).

R
N

11

O o

=3
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Comme F(0,0,---,0) = 0, il vient :
2. Urtm)= Y Y Flen(n),ensa(n), - €kt om1(n))

0<n<z 0<n<zr 0<k<log, z
= D X Flenhena(n), o enren(n))
OSkSIng z 0<n<z

= E Z F(Eo,ﬁla”',ﬁs—l) Z 1

0<k<log, z (eo,el,n-,e,_;)EE; 0<n<z

(er(n), - eryo1(n))=(c0,+ ,£4~1)
= Z Z F(Eﬂvglv"' 753—1)f($,k,€a—163—2"'5160)-
0<k<log, z (eq,eq,- 1€s—1)€ELS
Supposons z assez grand, alors grace a l'estimation précédente de flekyeemy, - eg €0),

nous avons la formule :

> Up(n) = > > F(Eo,61,~--,63—1)<§5+O(qk))

OSRSZ OSkS1°8q z (50751"" 555—1)€2;
1
=& s § F(€03517“"68—1) § 1
q (50761:"' 155—1)623 OSkS]ogq z
k
+ > 0
OSkSlogq z

= zMFp([log, z] + 1) + O(z) = Mrzlog, z + O(z) pour z — +o00,
ce qui termine la preuve de (i)

Preuve de “De plus....”. On Suppose maintenant s = 1 et F &% Os,. Soit &g = min{e ¢
Yy ; F(e) # 0}, donc gg € X/{0}.

Considérons la suite (zn)nen donnée par zp = €0g”¥(g+1); comme [log, zn] = N +1,

N+
onsait que 3 Up(n) = 3 > F(e)f(zn,k,e) =
0<n<zy k=0 ecZ,
N+1 g¢-1
= > > F(e)f(zn, k,e) o, pour 0 < k SN+letees,, f(zn, k,€) est le nombre
k=0 e=¢gq

d’entiers n tels que 0 < n < zp et ex(n) = e. Comme la représentation de z N €n base ¢

est Ix = eoq™ ! + £0¢", on sait que celle de n € N tel que 0 < n < zp est de la forme
N+1

n= > en)g', ot enti(n) € {0,1,--- ,€0}-

=0
Casl: enyi(n) € {0,1,--+ 60 — 1}, alors chacun des NV + 1 chiffres précédants de n,
peut prendre les ¢ valeurs 0,1, - - - »q — 1, et alors n décrira les entiers 0,1,--- ,g9gV+1 1

9

) N
Cas 2: eny1(n) = eo, donec n = eog™" 1+ 3 gi(n)g! < e0gV ! + g0V, et I’on doit donc
=0
discuter selon la valeur de en(n) € {0,1,--+ &0}
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Cas 2a: en(n) € {0,1,--- ,g9 — 1}, alors, ici encore chacun des N chiffres précédants de
n(y) peut prendre les valeurs 0,1,--- ,¢— 1, et n décrira alors les entiers £gg™ 1, gogN*1 +
1 .o o N+] N —_ 1 .

» »€0¢ + £o0¢ )

Cas 2b : en(n) = eo, alors, tous les chiffres précédants de n(q) sont nuls, et I'on a
n= eoqN+1 +eoqN =ZIN-

Gréce a ces remarques, calculons maintenant f(zn,k,c) lorsque 0 < k < N4+ lete €
£, \ {0}.
Pourk=N+1 ,
-sie € {1,2,--- ,60 — 1}, on est dans le cas 1 et I'on a f(zy, N + 1,¢) = ¢V *!
- 81 £ = gg, on est dans le cas 2 et ’on a alors f(zy, N + 1,69) = quN +1
-sie€{eo+1,60+2,---,¢—1}, alors f(fn,N+1,e) =0

Pour k=N
-si € € {1,2,--+ ,e0 — 1}, alors il y aura £9g” entiers provenant du cas 1 et ¢*¥
entiers provenant du cas 2a, donc f(zn,N,¢) = (g0 + )¢V
- si € = €9, alors il y aura encore £¢q” entiers provenant du cas 1 et un seul entier
7 9 7 e e N £
zn provenant du cas 2b, donc f(xn,N,e0) = goq" +1
-sie € {eg + 1,60 +2,---,¢ — 1}, il 0’y a donc alors plus que les goq” entiers
provenant du cas 1, donc f(zn,N,e) = eoq

Pour 0 < k < N —1, alors pour tout € € £, \ {0}, on aura g9¢” entiers provenant du cas

1 et eog”¥ ! entiers provenant du cas 2a, done f(zxy,k, &) = eog?¥ "1(¢ + 1).
N+1 ¢-1
Ainsi,ona Y, Up(n)= Y 3 F(e)f(zn,k,e)=
0<n<zn k=0 e=eop
N—-1 ¢-1 N g—1 N
= 2 X Fle)eog" (g +1) + Fleo)(eog™ +1)+ 3 Fle)eog™ + F(eo)(eog™ +1)
k=0 e=¢p e=eo+1
g—1 N-1 g—1 r
= (E r@) o+ (£ 1)+ (£ £) car + Feneu® +270)

= gMpeog" (g + 1)N + ¢Mpeog™ + F(eo)eog™ + 2F (e0)
= Mpeoq™ (g + 1)N 4+ MpeogN ! + F(eo)eaq™ + 2F(eo)
mais il s’agit maintenant de mettre cette formule sous la forme :

Y. Ur(n) = Mrpzylog,zn + O(zN), et de montrer que l'on a bien O(zy) — +co
0<n<lzN
quand N tend vers +oo.

Comme zn = €o(g + 1)¢V, on a log, zn = log,(co(q + 1)) + N, donc Mraylog,zn =
(log,(eo(g+1)+N)Mpeo(g+1)gY , etil vient alors O(zn) = Y Ur(n)—Mpzy log, zn

0<n<zN
= Mreog™ (g + V)N + Mpeog"+! 4 F(eg)eoq” + 2F(eo)
— NMreo(q+ 1)g" — Mpeo(q + 1)g" log,(co(q + 1))

=2F(g0) + Mpeog"+! + F(eo)zoq”™ — Mpeo(g + 1)gV log, (0(g + 1))
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= 2‘F‘(EO) +enzn,
avec ¢y = ¢ indépendant de N,

Mpeog"*! + F(eq)eog™ — Mreo(q + 1)¢" log,(co(g + 1))
Cc =

eo(g + 1)gN
gMFp | Flo)
= ! — Mrl 1)) =
g+1 " gx1 Flog,(eo(g +1))

et il ne reste plus qu’a montrer que ¢ # 0.

F(€0)+QMF
g+1

~ Mplog,(co(g + 1)),

: F(eo)
- D’abord, si Mr = 0, al =——2=:=£9
abord, si Mr alors ¢ g #*

- Ensuite, si Mr # 0 et si I'on suppose que ¢ = 0, alors M log,(co(q + 1)) =
_ Fl(eo) + ¢Mp

7+1 4
c’est & dire qu'il existerait A, B € Z* tels que log,(co(g + 1)) = =, soit log(eo(g +1))8 =

serait un nombre rationnel, donc il en serait de méme de log,(e0(q + 1)),

log ¢, donc £o(q + 1)B = ¢#, ce qui est manifestement impossible pour g9 € T,\{0},
puisque ¢ et ¢ + 1 sont premiers entre eux ; donc ceci montre bien que, dans i), le O(z)

ne peut pas étre remplacé par un o(z), dans le cas ot s = 1 et F - Xy = Q tel que
F(0)=0,F £ 0.

Preuve de (ii) La difficulté essentielle de la preuve résidant dans le passage du cas “s = 1”
au cas “s > 27, nous allons montrer le résultat dans le cas ol s = 2, ce qui a le double
avantage de donner I'idée principale de la démonstration et de simplifier considérablement
les notations du cas s quelconque > 2.

Soit donc F : %% — C une application telle que F(0,0) =0, et Up = (Ur(n))nen € CN
est la suite digitale correspondante, donnée par

Ur(n) = 3 Fe(n),e41(n)) sin = 3 ei(n)q'.
>0 >0

s Y. F(e, €)la valeur moyenne de F.

Soit enfin Mp = 5
9" (e, eyes:z

Sous ces hypothéses, la proposition prend la forme suivante

Ur(n) a pour ordre moyen et ordre normal Mp logq n ; plus précisément, lorsque z — +o0,
on a les formules :

(1i1) > Up(n)= Mpalog, z + O(z)
0<n<z

(w) Ve >0, Card {(neN;0<n<z et |Up(n) — Mplog,n| > (logn)2+e} est un oz).

Afin de montrer (iv), nous allons redémontrer (iii) d’une autre maniére que précédemment,
et la méthode que nous allons donner s’adaptera bien & la preuve de (iv).

Preuve de (iii) Nous supposons z entier, nous 1’écrivons en base g sous la forme

Z = bmq™ + by g™ ! + -+ big+ b

avecm = [log, z] € N, bi € Zy pour 0 < i <m et b, £ 0.

Nous posons z; = b g™ + -+ - + b;qt pour 0 <7 <m, donc zg = z et Tma1 = 0.
q 1
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Comme 0 = Zmt+1 S ZTm S T < < z2; <257 < --- < z; £ 29 = z, nous avons
> Ur(n)= > Ur(m)+ ¥ Ur(n)+--+ ¥ Up(n)
6<n<zr Zmpi1<n<z oy, Tmln<zm_ z:<n<zo
soit: Y. Up(n)=Dp+ Dpoy+---+ Dy,
0<n<z
avec D; = > Up(n) pour 0 < i < m . Nous cherchons une estimation de D; avec
zip1Sn<z;

une erreur en O((m — i+ 1)¢*) lorsque m — +o00, c’est-a-dire lorsque z — +co. Pour cela,
nous supposons ¢ fixé (0 < 7 < m), et nous écrivons la variable n en base g sous la forme
n=0mq™ + am-1¢" "+ .-+ ajg+ap

avec a; € Lg pour 0 < j < m (et avec an, = 0'si n < ¢™).

Alors o
Tit1 SN <2 © bpg™ + -+ bigtl < Zajqj < bmg™ + -+ + b1 + by
=0
& Oy = &myam—l = bm—la Tty Qi = bi-!-la
0<a;<b,et 0<a;<g—1pour0<j<i—1.
Ainsi, on a :

D; = > Ur(n)

a=bmg™+-tbiri g e tais 16T ey gta
a; variede 0 & b;—1
a; varie de 0 & ¢—1 pour 0<j<i~1

t
= Z F(ao,al)—l----+F(a,-_1,a,-)+F(ag,b,-+1)+---+F(bm,0)
(a!',ai—la"'ya'l,aa)
! .
soit finalement D; = 3 (S: + T;) avec (ai, ai—1,-++ ,a1,a0) € i+l oli le prime
(ai,ai-1,-,a1,20)

(") dénote la condition supplémentaire a; < b;, et o, pour chacun des b;¢* (7 + 1)-uplets
(ai,a;i—1,-+- ,a3,ap), nous avons posé :

{Si = Flai—1,ai) + F(ai, biy1) + F(biv1,biva) + - + Fbm_1, b ) + F(bym,0)

T: = F(ag,a1) + F(ay, a2) + Flag,a3) + - - - + Fa;_g,a:_1).

Soit C = Max (e,e')ez‘g!F(E,S')L Comme, pour chacun des b;¢* (i + 1)-uplets

(ai,a;—1,-+ ,a1,a0), S; comprend m — i + 2 termes, nous avons

*|Si| £ C(m — ¢+ 2), donc il vient
[
* | Z Si| < C(m —i + 2)biq*, d’otx
(aiyat'—ls"'salvao)

S S5i=0((m i+ big) = O((m — i + 1)g7) (m — +o0)

(ai,ai_1,,a1,a0)
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Soit D; = > T+ 0((m—t4+1)¢") (m — +o0).
(ai,@i-1,,a1,80)
On a alors
' '
> T = > (F(ag,a1) + F(ay,az) + -+ F(ai—2,a,-1))
(aiyal'—l,'" L3} 70‘0) (aiaai—la"'yal ,QQ)
' ' ¢
= > F(ag,a;)+ > F(aj,a2)+---+ > Fla;—2,a;—3)
(a;’al.—li... 1“15“0) (aivai—lv""alaao) (ah‘li—l,”',al,‘lo)
'
=(—1) > F(ag,a1)
(al'sai'-—ly'“ 1.3} ,0.0)
_ ¢
=({i-1)¢? ¥ F(as,a1)
(aiyal aaO)
=(i—-1big"™? Y F(ee')
(e,eh)eX?

=(— b2’ Mr = (i— 1)b;g;Mp , donc on a

D; = Mp(i — 1)b;ig* + O((m — i + 1)¢°)
= Mpibig' — Mpb;g' + O((m — i + 1)q°)
= Mpibig' + O((m — i+ 1)¢")
= Mpmbig' + Mp(i — m)b;ig' +O((m — i + 1)g)
= Mpmbig' + O((m —i+1)¢'), cecipouri; 0<i<m

lorsque £ — +o00 (ou encore m — +00). On obtient finalement

> Ur(n) =) Di=Y (Mp mbig' + O((m — i + 1)¢*))

0<n<z 1=0 =0
=m Mp Zbiqi + 0 (Z(m —24 1)qi)
=0 =0
soit >, Ur(n)=Mpmz+0(z) oum = [log,z]
0<n<z
soit enfin > Up(n)= Mpzlog,z + O(z) (z — +0c0), d’otr la formule (iii)
0<n<z

Preuve de (iv)

Lemme De méme que Up(n) a pour ordre moyen Mg log,n , U 7(n)? a pour ordre moyen

(MFlog, n)? ; plus précisement, si £ — 400, on a la formule :

Z Uz(n) = (Mplog, )’z + O(z log z).
0<n<z

Preuve du lemme. Avec les notations de la preuve précédente, on a aussi
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> Ur(n)* = i( ) UF(??')Q)
0<n<z 1=0 \z;31<n<lz;

On suppose ¢ fixé (0 < ¢ < m) et on cherche une estimation de

E;= Y Up(n)? avec une erreur en O(m(m — i + 1)q*)
Tip1 Sn<Z;

lorsque m — +co. 4
¢

On a alors E; = > (Si +T:)2 =U; + V; + W; avec
(al"ai—la"' s23 ,ao)
' ] '
U, = 2 5'52 ,Vi= Z 28T, et W; = Z T?.
(@i, ,e1,80) (ai,---,a1,a0) (e:,--,a1,a0)

- D’abord, on a —C(m — i + 2) < §; < C(m — ¢ + 2) pour chacun des b;¢* (i + 1)-uplets
(ai,ai—1, -+ ,a1ap), donc il vient
0 <U; < b:;¢'C*m — i + 2)? = O(m(m — i + 1)¢*)
soit U; = O(m(m — i + 1)¢*) (m — +o0).
f

- Ensuite, on a vu que > T; = Mp(i — 1)b;q* et que

(@i,a5-1, ,a1,60)
—C(m—1+2)<8§; <C(m— ¢+ 2), ce qui nous donne alors
—2C(m — i+ 2)Mp(i — Dbig' < V; 2C(m — i+ 2)Mp(i — 1)bigt, |
soit V; = O(m(m — i + 1)¢*) (m — +o0) |
- Donc il reste maintenant >,  Up(n)? = W; + O(m(m — i + 1)¢*)

zip1<n<lz;
£ I
avee W;= 3, T¢= Y. (F(as,a1)+ Flaz,a2)+---+ F(aiz,ai-1))?
(aiv"'va13a0) (a;,---,al,ao)
t
= 2 >, Flak,ar+1)F(ar,a141)
(@i, ,01,80) 0K, I<i—2
t
= Z E F(akaak-‘!—l)F(alval-l-l)
05k,l§:—2 (ai"" 1@ sao)
i—2 ! ]
=3 > Fla,en)+2 ¥ > F(ar,ars1)F(ar,ais1)
k=0 (a;,---,al,ao) OS’\'<'S“2 (ai;’“’alvao)

Calculons alors chacun des termes de cette derniere égalité.

- D’une part, pour k fixé (0 < k£ <7 — 2), nous avons

¢ !
Y. Flanarn) =477 ) Flee)

(aia"'aalyao) (a;,e,e’)

=big"? Y F(e,e')

(e,c”)€x2




i-2 ' .
donc 3 > F(ar,a141)* = (1 — b2 3 Fe,e')?

k=0(ai1""a’1’a0) (E,E’)Ezg

f

- D’autre part, 2 > Flag,ar41)F(ai,aie1) =
05k<l.§’_2 (at'y'“ 1a11a0)

£

=2 3 >, F(ar,ars1)F(ar, ai41)
0<k<i<i—2 (ai,;,e1,a0)
k#1=1

t—3 f
+2 3 > F(ax, ak+1)F(ak+1,ak+2)
k=0 (al'y"' 7a1aa'0)

i—4 i—2 ]

=23 X > Flak,ap41)F(ar,a141)

k=0 I=k+2 (a;,--,a1,a0)
=3 !
+2 3 > Flak,ak41)F(ars1, ar42)
k=0(ai,"',alaa0)
avec
- tout d’abord, pour ket [ fixés tels que 0 <k <i—4detk+2<1<i—2,

on a
i £

>, Flar,ars1)F(ar,ar41) = ¢4 >, F(ak,ar+1)F(ar, a11q) =

(ai,-+,a1,00) (@i,ar,akp1,01,a141)

= big'™* > F(eo,€1)F(e2,€3)

(€0,61,62,63)€EX?
q

= biqi_4 ( Z F(e,e.’)) ( Z F(S",E”’))
(E,E“)EE? (E",e"')EE:
= big" Y (Mrg®)(Mrg?) = M%b;q" , donc il vient

i—4 -2 ] . ie4 -2
2> X > Flak,ap1)F(aai4) = 2MEbig* 3° 3 1
k=0 I=k4+2 (a;,- ,a1,20) k=0 I=k+2

L i—4 .
=2M2big' 3 (i — k—3) = M2big' (i —2)(i - 3)
k=0

- ensuite, pour k fixé tel que 0 <k <:—-3,0n a

’ .

> F(ak, ag+1)F(ak41, ak42) = ¢ 3b; > F(e,e")F(e',e").
(@i, ,a1,a0) (e,e',e")ETT

donc
i—3 '
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2 Z Z F(ak, ak+1)F(ak+1, ak+2) = 2(3 - 2)gi-3bi 2 F(é‘, 6')F(€l, E”).

k=0 (ai»"'valgao) (e,e',e”)ézg

En reportant tous ces résultats intermédiaires et en ne gardant que les termes faisant

2

intervenir ¢*, nous obtenons alors

2. Ur(n)? =i*Mzbig' + O(m(m — i + 1)g?)

zip1<n<z;
=m2M2bi¢' + O(m(m — i + 1)¢*) + (% — m?)MZb;q
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= m?MEbi¢" + O(m(m — i + 1)¢*) (m — +o0),
ceci pour tout ¢ fixé tel que 0 < 7 < m, donc finalement nous avons
m

> Up(n) =) Y Up(n)?

0<n<z =0 \z;41<n<z;

= > (Mpm®big* + O(m(m — i + 1))

=0

= m?Mp Z big' + O (Z m(m — ¢+ l)qi)

=0 =0
= m?M%z + O(mz) ,
or m = [log, z] = log, z + O(1), soit finalement :
Y. Ur(n)’ =(Mrlog,z)’z + O(zlogz) (z — +o0),
0<n<z
ce qui termine la preuve du lemme.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la propriété (iv) sur I’ordre normal de
Up(n). En effet, grace & une sommation par parties, on peut montrer trés simplement que,
lorsque x — +c0, on a les égalités :

Y Ur(n)log,n = Mpzlog?z + O(zlog z)
0<n<z

et Z logg n= :z:logz z + O(zlog ).
0<n<z

Par conséquent, en utilisant le lemme, nous obtenons

Y (Ur(n) - Mplog,n)* = > (Up(n)? + M} log,n* — 2MpUp(n)log, n)

0<n<z 0<n<z
Mr 2 4 a2 IRy Mp 2
- - ME(——)? — oM zlog?z + O(zlog 2
(G + M= =2 () ) log? 2 + Oz og )
soit 3> (Up(n) — Mplog,n)’ = O(zlogz) (z — +c0)
0<n<z

Soit alors € > 0 ; supposons par I’absurde qu’il existe un réel § > 0 tel qu’il y ait §z entiers
n € N tels que 0 < n < z et satisfaisant Vinégalité |Up(n) — Mr log, n| > (logn)'/2*e,
nous aurions alors Y (Up(n) — Mrlog,n)® > 3 (logn)!*%
0<n<z 0<n<bz
or on sait que 3 (logn)'*? ~ bz(log, 6z)'*?¢ (z — +oo)
0<n<éz
donc en particulier Y7 (logn)'*?¢ > §z(logz)!** pour z assez grand; nous aurions

0<n<bz
donc finalement :
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Ur(n) — Mplog,n)* > éz(logz)i+¢ ce qui contredit ’égalité soulignée plus haut,
o Zq g g g
<r<z
et termine donc la preuve de (iv).

1V) FONCTIONS SOMMATOQIRES DES SUITES DIGITALES

Sous les hypothéses du début du §III, nous obtenons le résultat suivant, qui généralise aux
suites digitales quelconques le théoreme de Delange, qui assure I’existence d’une fonction
périodique “fractale” (c’est-a-dire continue et nulle part dérivable) pour la fonction som-
matoire de la suite s; (“somme des chiffres en base ¢”) sur les n premiers entiers, ou plutét
pour leur fonction “valeur moyenne”.

En effet, nous allons montrer le :
Théoréme. 11 existe une fonction G : R — R, continue et périodique de période 1 et il

existe une suite § = (6(m))men-, périodique de période ¢°~1, telles que pour tout entier
m 2 1, on a la formule :

1= é6(m
(E) . Z Ur(n) = Mrlog, m + G(log, m) + (7
n=0

De plus, G a une série de Fourier absolument convergente, dont les coefficients s’expriment

a l'aide des valeurs des fonctions zéta de Hurwitz, de paramétres Ls pourr=1,2 ... ¢°
q

2kwi

aux points m’ pour k € Z.
log g

b » 1 1
D’autre part, si 'on pose C(z) = > Ur(n)(— — — T;)pour z € Ctel que Rez > 1,
n>1 n*  (n+1)?

alors on montre que la fonction C(z) ainsi définie sur le demi-plan {Re z > 1} admet :
- un prolongement holomorphe au demi-plan {Re z > 0}

- un prolongement méromorphe & C
2km

- une infinité de ”candidats”-pdles (tous simples) aux points v = (ainsi qu’au

demi-résean de leurs translatés & gauche ypn =yt —n, n € N).
Enfin, si nous notons Cy = fol G(z)e *™*=dz (le ke coefficient de Fourier de G) et Ry =
Rés:=+, C(z), alors on a les relations suivantes entre Tk, Bi et ¢ (pour k € Z) :
-sik € Z" , alors Ry = ciyi(yr + 1)
Mp
log ¢

Remarque : pour s = 1, on a § = 0 dans (E) de sorte qu’on retrouve , pour F' = Ids, et
Ur = sq, la formule exacte de Delange (sans terme d’erreur dans (E)).

-sik =0, alors Ry =

Démonstration du Théoréme

(i) Définitions de G et de §.
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(i1) Soit ¢ :R — C
t— (t) = F([qst] - Q[qs_lt]v [qs—lf] - ﬂqs—zt]a T
v 6%t — glat], [qt) — qft]) — M.
Comme, pour 1 < k < s, la fonction ¢ — [q"'t] — q[gk ~1¢] est périodique de période 1,1l en

est de méme de ¥, que nous étudions sur l'intervalle [0, 1[, intervalle que nous découpons
en les ¢° intervalles

s—1 s—1

— I~ i— -

Z€5—1m€¢—2;"'y511€0 - [Z elq 8’ Z E[q y + q s[)
=0 =0

ceci pour tout s-uplet (€s—1,Ea2,--- 1€1,60) € 3. On calcule alors ¥(t) pour t €

Zey 1seeon, 1,60, € utilisant le fait que [¢{] = 0 et que, pour 1 < k < s, on a [ght] =
s—1

> gk . ains, pour 1 < k < s, nous obtenons [¢¥¢] — qle* ] = e,_y, de sorte
i=s—k
que : V(es_3,84_9, - 1€1,80) € E;, vVt ¢ Zsﬂ_hes_,,...,emo, on a

'(/’(t) = F(Eﬂvslv"' 758—1)_]%.}?'

Ainsi, la valeur moyenne de ¥, c’est & dire en fait son intégrale sur 'intervalle
[0, 1[: LJ(EA-I,EJ—2;"' €1 950)625 ZS,_],E,_z,"‘ »€1,€0)

vaut
i
[ ewa= ¥ / w(t)dt
0 (56—1,68—2,“"51760)€E; Z"—l't’_2'”. F1.€0
= Z (F((‘:O?el"" 768—1)_MF) mes (Z€e—1,5e-z,'",€1,€o)
(55—1""351y50)€2;
1
== Z F(anfla"'vss—l)—MF:O-
q (56—11"' selyEO)GE;

Donc 9 est périodique de période 1 et de moyenne nulle.
(i2) Soit g: R — C

z— g(z) = /Oz P(t)dt.

est évidemment continue sur R, et 'on a pour z € R » 9(z + 1) = g(z) + [F 1yt dt,
g z

avec ¥ périodique de période 1 et de moyenne nulle, donc f;ﬂ Y(t)dt = 0, et g est aussi
périodique de période 1; en particulier, g est bornée, et remarquons aussi qu’elle s’annule
sur Z.

(i3) Soit h: R — C

’ ’ b ’ ’ b 1 ’ -
Comme g est bornée, et comme la série geométrique 3 —7 converge pour ¢ > 2, la série
1>09
définissant A est normalement done uniformément convergente sur R, et, g étant continue

sur R, il en est de méme de h, qui de plus est aussi périodique de période 1, et nulle sur Z.
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(i4) Soit G : R —» C
r+— G(z) = Mp([z]+1—2)+ q[z]+3—rh(qf—8—[r])_
Comme la fonction & —— [z] — z est périodique de période 1, il en est de méme de G, que

Pon étudie sur I'intervalle [0, 1{ ; pour la continuité, distinguons 2 cas selon que ’on étudie
la continuité en un point entier ou non.

Pour z €]0,1[, on a G(z) = Mp(1 —z)+ ¢*"*h(g*~*) donc G est continue en z, et, par
périodicité, G est continue sur R\Z.

Continuité de G en 0 ? On a G(0) = MFr + ¢°h(¢™*°). Montrons que, quand z tend vers
zéro par valeurs supérieures ou inférieures, alors G(z) tend vers G(0).

Siz— 0,z >0, alors G(z) = Mp(1 — z) + ¢°~“h(g" %) — G(0)

Siz — 0,z <0, ceci revient & prendre z — 1,z < 1, et alors

G(z) = Mp(1 —2)+¢°7"h(g"™") — ¢" 1 h(¢'™*),
de sorte qu’il suffit de montrer que 'on a ¢*~'h(¢'~*) = Mp + ¢°h(¢™*).
4o l—s
- On a d’une part h(¢™°) = 3 g—(i,—), mais, pour [ > s, on a ¢'~* € Z, donc ¢(¢'~*) = 0,
=0

—8 = g(ql 8) 8— l i;s
et h(¢g™*)= > ———= 7 , d’od G(0) = Mp + Z q ).
=0

+co I+1-s s—2 I+i1-s
- On a d’autre part (¢! ™%) = > ﬂql—) = 9™ ™*)
t=0 q 1=0 q

s—1
d’ott ¢*~1h(¢' %) = IZ 7 g(q*).
=1

- Ainsi nous somimes amenés a montrer que Mr 4+ ¢°¢(¢™°) = 0; or on a en effet g(¢™°%) =

fo tb(t dt = fZ t)dt, mais on a vu en il1) que, pour t € Zgy,... o, on a P(t) =
M

F(0,0,--- ,0)—MF = —Mp, donc g(q™*) = —Mp mes (Zgp,... o) = —?, d’ou finalement

q°9(¢~°) = —Mp, donc G est continue en 0, donc finalement sur R.

(i5) Soit enfin § : N* — C
Osis=1,

m+— é(m) =

s—1
- qug(m/ql) sis > 2.
=1
Vérifions que 6 est bien périodique, de période ¢°~. En effet, pour m € N*, on a

b(m+g¢°71) = - qu(m+qs 1)

m + qs—l

avec g périodique de période 1, donc avec g( p

)=9(§)pour1§l<_<s—1,d’oﬁ

§m+qt)=- Z g'g(m/q') = 6(m).

(i) Démonstration de la formule (F).
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(ii1) Commengons par remarquer que, pour n € Net I > 0, on a e1(n) = [n/¢'] — ¢[n/q¢'*1]
-1

(en effet, ceci résulte de ce que 'on a [n/g'] = 3 ex(n)g*~t et {n/¢'} = T ex(n)g*").
k>1 . k=0
- D’autre part, pour t réel, t € [n,n + 1[, on a [t/q'] = [n/q'] pour tout [ > 0; en effet,

ceci est évident pour I = 0, et, sil > 1, écrivons t = n+ e ou 0 < £ < 1, alors —~ =
q
n £ . -
dTd" [n/q] + {n/q'} +¢/¢" avec 0 < {n/q'} = ¥ er(n)¢*~' < 1—¢7', donc
0<k<i—~1

0<{n/¢'}+e/gd'<1—-g'+q =1

- Ainsi, comme le faisait Delange pour la suite “somme des chiffres”, la formule
F(Ef(n)’ 6i+1(n)a e 76f+3—1(n)) =

= F([n/¢'] - qln/q"*], [n/¢" ]~ gln/q'*?],- - - , [n/g'*°7 1] — g[n/q'**]) peut se réécrire
sous la forme intégrale suivante :

n+4+1
Flen),et41(n), -+ s€145-1(n)) = / F(t/q') — qlt/d"), -, [t/d' 777 — qlt/q"*])dt

ceciVn € N et VI > 0.

(1i2) Ces remarques étant faites, soit m un entier > 1, et soit L = log, m; on sait que Vn € N
tel que 0 < n < m —1, on a g(n) =0 pour ! > [L], done, comme F(0,0,---,0) =0, la

formule 3 Up(n) = '3 (5 Fleu(m)yeura(n)y- - serrei(n)))

n=0 n=0 [>0
devient mz_:l Urp(n) = mil( [zl% F(ei(n),e141(n), - ,€1+s—1(n))), donc, en changeant ’ordre
des somrt?aﬁ:ions, nous :botér—_lgns :
m—1 [L) m—1
> Ur(n) = (Y Fle(n)era(n),- -+ ,110-1(n))).
n=0 =0 n=0

(1i3) Soit alors [ fixé tel que 0 < ! < [L], on a alors, vu iil), que

mil F(E[(?l),€1+1(n), T SH'S—I(”)) =

n=0

= fom F([t/q‘] - ‘Z[t/q[+']], [t/q"“] - q[t/q“‘z]’ oL [t/ — q[t/ql_;-s])dt

= fom(F([t/gf]ﬂ_g[t/qz-x-l], [t/ —qlt/qd"*2,- -, [t/a" o~ —qlt/q"**]) — Mp)dt +mMp.
Dans l'intégrale précédente, on effectue le changement de variable ¢t = ¢'*u, elle devient
alors :

g [0 (P(lg*u] — qlg*= ), [g* u] — qlg® 2, , [qu] ~ qlu]) — Mp)du =

I+
= gl*s om/q P(u)du = ¢"F2g(m/q'**), de sorte que 'on a :
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[L]

Z Ur(n) = 3 a"**om/a'*) + (L] + 1jmiMr.

(Z]

(ii4) Dans cette formule, considérons la somme Y, ¢'*°g(m/¢'**), ot 1'on effectue le
=0

changement d’indice k = [L] — I, on a donc

qu+s (m/ql .s) _ E q[L] k+s (m/q[L] L+s)

Supposons que l’indice k sont > [L] + s, alors on a

m/q[L]—k-i-s — mqk-—[L]——s € Z,

donc g(m/qll1=%*+%) = 0 pour k > [L] + s, alors que, si k = [L]+1o0l=1,2,--- ,s—1,
alors le terme correspondant gllJ—*+2g(m/glll=k+) yaut ¢*~'g(m/q°~!), donc

(L] s—1
Z i+sg(m/ql+3) — Z Q[L]—k+sg(m/q[L]-——k+8) _ Z qs—tg(m/qs—l)
=0 k>0 1=1

=Y gllkteg(m fgltI=Hte Zq g(m/q') =

k>0
= T glH=ktsg(m/glli=k+2) 4 §(m), donc la formule de ii3) devient alors :
k>0

m—1
> Ur(n) = 3 gtt1=**eg(m/qlH1=*+2) 4 §(m) + ([L] + 1)mMF;
n=0 k>0

en divisant par m = ¢~, nous obtenons :

— Z Up(n) = gttt 3" glat" ") + 5(::) + (L] + 1)Mp

n=0 k>0

¢ L )+([L}+1)M

mais, Up(n) étant d’ordre moyen Mg log, n, c’est en fait Mrlog,m = MpL le terme
principal de cette formule, on le fait donc apparaitre, pour obtenir finalement :

m—1
- Z Up(n) = LMp + ([L] + 1 — L)Mp + glHte-Lp(gh—e—lHy 4 5(7:)
n=0
)
= tMr +6(0) + 2,

ce qui n’est autre que la formule (E) du théoréme.

(iii) Détermination de la série de Fourier de G.

+2iwkz

Comme G est périodique de période 1, soit > cie
kezZ
Fourier; il converge absolument en tout réel z, donc la limite y est égale & G(z).

son développement en série de
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Onac = fol G(z)e %7*2dz or, pour 0 < 7 < 1,0n a G(z) = Mp(1 — z) + ¢* *h(¢g" %),
donc :

1
cr = ar + b avec ap = M’p/ (1—- :z’)e—r""”kzdx
—_— 0

1
et bk :/ qs—xh(qz——s)e—%rkzdx
0

ceci Vk € Z.
) _ Mr
On a d’abord a; = o

IRT

M
pour k € Z*, et ag = =F

1
On calcule ensuite by = / qs‘xh(q”_s)e‘z‘”kzdz
0

1 4z—
— / qs—z: Z g(q +: s)e—2i1rkxdx;
0 1>0 q

s—l—z

comme ¢ est bornée, la série ) ¢ g(g'"+*7*) est uniformément convergente sur [0, 1]

>0

b[, Z/ s—1— :c [+z s) —2srkzd,E

et ’on peut écrire

>0
on calcule I'intégrale par le changement de variable z = s—I+log, u, c’est-a-dire u = ¢=~*+, '
g g gq ]
donc il vient : i
l—s41
/1 gs—l—rg(ql—!-z——S)e—ZirkxdT — 1 /q Me—ﬁ’?k log, “Ei_ti =
0 T logq Jg- u u 1
i
I—s+1 f—s+1
__1_/q —ﬂdu doncbk—iz-/q _g(u)du_
jmemng A 2°2% S ol S,
logq q;_a 2+2ZL7T logg 520 ql—s 2+22L "
° logq (7 logq
Soit br = +co g(u)du
o Tk = logq f ST

On remarque que l'intégrale fl';of %du est absolument convergente sur le demi-plan

{Re z > 0} (car g est bornée), et que la fonction H(z) f +oo gg —7 dv ainsi définie sur

{Re z > 0} y est holomorphe.

1 k7
Comme b, = — H(1 )

+ ——), on est amené & determiner la fonction H, que I'on calcule
log g log g

grace a une intégration par parties :
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or on sait que g est bornée, et que g(u) = [ (t)dt, donc ¢'(u) = gl)(u) et enfin que
(z— 1)
qS

g(1/¢®) = —MFp . ——1;, de sorte qu’il vient alors H(z) = —Mp . - fl_;oo zL(u)d
q

pour Re z > (.

Supposons maintenant que Re 2 > 1 ;
comme ¥(u) = F([¢°u] — q[qs_lu] [¢° 'u] — qlg®?u],--- ,[qu] — q[u]) — MF, on a

s(z—l) u oo 'M
H(z) = —Mr . £ 1 2 [ F(lgu] ~ dlg' -+, lqu] — gfu]) Se — Y oo .

8(z—1)

+ood_'“_ g
e yz = (2 —1)

H(z) = ~Mr - ¢ (34 ) + 2 [ Flla'sl — aleul, -, lqu] — glu)) 2

done finalement

Pour Re z > 1,H(z) = —MFp .

or on a done

qs(z 1)

2_

2 [ Flatal — alg* -+ lgu] — alu]) o

On suppose maintenant que Re z > 2, et on calcule l'intégrale en utilisant le fait que la
fonction u — F([¢°u] — ¢[¢* " u],- - - , [qu] — ¢[u]) est périodique de période 1, et que, grace
au §il), elle vaut F(eq,€;, -+ ,€5—1) sur tout intervalle

s—1 s—1
ZEE_I,E,_Q,"' 1€1,€0 = [IZ Elql—s IE Equ_s + q_‘9[
=0 =0

1 " —1
Donc en écrivant que [E, +oo[ = U U [n + é’

1
U U[nn.g—[et

r=1 n€EN nEN*
en écrivant, pour 0 < r < ¢° — 1, r € N, r en base ¢ avec s chiffres sous la forme
s—1
r= 3 eaq ole €I, (et peut étre £,_; = 0) et enfin 7 = (9,61, ,64—1) € 33, nous
=0
obtenons

Fi P = o)l - q[upg _

S F@) [ z > F(7 )fn+ —

nEN" r=1 n€N u?
or nous savons que F(0) = F(0,0,---,0) = 0, donc nous avons
g°—1 nt+IEL g°~1 1 1
POy =] F() .
Z )7% 1—2 s (1_ )Z Z (n—‘——'—l -1 (nt Z)!
¢’ —1

(1 z) Z F(F) (C_i;_(z —1)—(5(z— 1)) , 81 (a(.)

est la fonction zéta de Hurmtz de parametre a, pour 0 < a < 1.

Ainsi, pour Re 2 > 2,0n a:

(z—1) 1
~ — q —
H(z) = —Mp . (z—1) 2(z-1

) q:g'f F® (C%-‘(z —1)=(x(z— 1))
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Mais, en raison de I'holomorphie de H sur le demi-plan {Re z > 0}, cette formule y est
valable (sauf évidemment pour z = 1). En particulier, pour k € Z*, nous avons :

g°—1

2k, logg loggqg 2kwe _ 2kme 2k
H(1+ Iogq) =—Mr. 2kmw 2km( logq) rz_: F(F) C‘i‘( )_ Csz’(logq
-1
_tloggq 2kt _ A 2kme 2kme
== (M +(1+ ) ZF(T)(Q“ qu) S (iogg)
Ueri It 2kwi 2kwe
bp = — - -1-1
donc by = 2L (MF+(1 ) Z FE)(Cega (35 ) Ca (logq)))
et comme ¢; = ap + bk avec ap = ;\fi = —12]\% pour k € Z*, nous avons donc
¢ 2kme _ 2kwi 2k7s .
ot = 5z 0+ o)™ ' F0) (B - ¢ () pous ke

En partlculler comme (,(ik) << |k|2%¢ pour |k| — o0, ceci Ve > 0, on voit que
la série de Fourier de G est absolument convergente.

. 1
Calculons maintenant by = ——H(1). Comme H est une fonction analytique sur le demi-

log g
plan Re z > 0, nous avons

H(1) = lim H(2)

1l

s(z—1)
lim (—Mp . - Z( P ZZ PN Cega (e = 1) = (5 (2 - 1)))

=D
: g*==1) 1 = 3
= LI_I_LT?‘I(—MF . (Z _ 1) - Z - — 1) ; F(T)(C'—q'g-l-("" - 1) - C;’}(z - 1))
q -1

+ - ZF&)(ci(z—l) (z(z=1))

Lorsque z tend vers 1, le dernier terme de cette expression tend vers

7' -1
F(7)(¢z41(0) — (=.(0)), mais I'on sait que (,(0) = 1—a;oourO < a £ 1, donc ce
q°—1 f—1 ~
dernier terme vaut en fait 3 F(r)(—-;—) = — F;:) = —Mp, d’olx
r=1 r-—l

qs(‘—l) 1
(-1 (==

H(1) = —Mr - lim (MF : 1) & Z FE) (e (z = 1) = (5 (2 — 1))) puis

D.OU.S ECI‘IVOD.S

e >: F) (Cop(e = 1) = ¢z (2 - 1)) =

N SR
n LT

RESREERE® ) L
W LR D R Y T
By o ) 5
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°_3 re1{z— 1 r (2 —
=q'ZI FF) (C_;?_( )_er( 1))

Z G- G-D
g1 Gz = 1) = (a1 (0) Cea(z = 1) = (£ (0)
"EIF(’")( =D G- )

) (2 (0) = e (0));

on remarque alors que lorsque z — 1, la premiere somme de cette expression tend vers

‘-1
qz F(F) (C',%l (0) — (= (O)) , et d’autre part, on a (5 (0) — (41(0) = ;1— pour 1 <r <
r=1 ¢ e ¢ 9 s

g°—1,dou
H) = ~Mp =5 P (s 0) = ¢ 0)) =l | Mp . L5015~ F)
TR 4 A e & e R R R CR ) A
~——
=Mg
Me =S F@) [ ¢a (0) = ¢ (0)) = M lim £ 2=
= — F—Z (T(r_;;()-(q_r,( ))— FZ]‘I’%W

=—Mp — ; F(?‘)( ',__‘,51(0)—(’%(0)) — Mp . slogg

H(1) Mg 1

d by = =—— - — F 0 L(0)) —sM
one b log g logg logg E ) (C_#—( )~ C ( )) SEE
et comine ¢y = ag + by avec ag = -‘}—F, on a finalement :
L1 1
= Mr(st o= 3) = o > > F6) (¢ 0) = ¢ 0)
7 2k e 2k7s 2kwt
ce Z* —(1 4+ - — (=
TREET, =5l logq) Z 0 (C_""(l gq) ‘@ (logq))

r=1

Remarque On peut donner une autre expression pour ¢y, en utilisant le fait que ([(0) =

logT'(a) — - log(u'r), ce qui donne :

Z F(r)log T( )

(iv) Etude de la fonction C. Par souci de simplicité, commencons par le
(ivl) Cas ot s = 1. on se donne donc F: £, —» C / F(0) =0, et Up = (Up(n))nex est
donnée par Up(n) = Y F(ei(n)) sin= Y ei(n)g'. Comme Up(n) = O(logn) (n — +o0),
>0 >0

3
3
§
!
:
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et comme l'intégrale | ~dz est convergente pour z € C / Re = > 1, on peut définir

Ur(n) ,, 5 xt P(n)

les séries Y - -, qui sont absolument convergentes pour Re = > 1.
n>1 T n>0 (”'+1)-

Posons A(z) = Y, Ur(n) et B(z) = Urp(n)

- -, fonctions holomorphes sur le demi-plan
a>1 77 n>0 (?7 + 1)~

{Re z > 1}.
Commencons par chercher un lien entre A et B.

Pour Re z > 1,0on a

A(::) _ Z Up(n) _qf Z lfp(qm+r) Z Up(qm).

n2>1 n* B r=1m>0 (qm + 7‘): m>1 (qm):

Mais, dans ce cas ot s = 1, on a Up(gm +7r) = Up(m) + F(r) pour m > O et r =
1,2,--- ,¢—1, donc

Up(gm) = Up(m) pour m > 1, donc

A(:):qz Ur(m) + Fr) | $ Ur(m)

r=1m>0 (gm +r1)* = (qm)*
Kk U g—1
= Z_MJ,—ZF(';")Z__I_:_{_% Ur(in)
Smzo gy s am )t gt o
g—1 g—1
Up(m) 1 A(:)
- = z F C1 z)+ —,
=1 mzz:o (qm + 7")~ q- ; ( ) ( ) z
ainsi
= Up(m) g—1
;ngo‘m =(1-¢ 7 )A(z)—¢ "7 ;F(r)ﬁg(z) pour Re =z > 1.

De méme que, toujours pour Re z > 1, nous avons :

P L T
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N Ur(n)
B(“) - el (TZ + 1);:
S Up(gm+r—1) Ur(gm +q—1)
—;mzzo (gm +r)? mzzo (gm + q)*

=QZZ UF(m)+F(r—1)+ Z Up(m)+ F(qg—1)

=1 m>0 (gm + r)z %, (g(m + 1))
q-lzmzzo(’i—i%JrJrF(q l)ng,(qm*q)z
et 7 g—
:r=1m20%+; (r_l),,go(qm-kr)

Flg-1) Y — 4 B

Solam+a)® ¢

_ _Ur(m) + BG)
= 2_: 3 PesE +ZF(T) > (quH) L+ (car F(0)=0)

m>0

g—1
DI IFi ZF(r)cJ_(z) + 5@

r=1m>0 (qm ! T)~ "

d’our :

Z Z r(m)_ =(1—-¢%)B(z)— ¢ 7 ZF(T)Cr-n (z) si Re z > 1

=1 m>0 (qm + T)

En comparant les deux relations obtenues, nous déduisons que, pour Re z > 1, on a :

(1-¢*)A(z) — B(z)) =¢ ¢ Zg F(r)(¢s (z) — Cﬁq-_x (z)) mais I’on remarque, avec

C) = S Urle) (7 - 7

n m) = A(Z) - B(z)

comme définie dans I’énoncé du théoréme, que 1’on peut aussi exprimer sous forme intégrale,
& condition de poser Up(z) = Up(|z]) pour z € R*

-+ oo

(cest A direen fait siz = Y, e(z)g’ alors Up(z) = 3 F(ei(z))),
>0

I=—c0
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en effet, C(z) = Z Ur(n) (?—3—2 — ﬁ)

n>1
n+1 dr
= ZUp(n)z/ —
n>1
o a+1 Up(x)
=z Z :L-Z-{-l x
ax1v"
_ [ Ur(x)
- 2[ o+l —7 4%

Ainsi, on a finalement :

Clz) = z/lm Z':fj)dx - q=1_1 q_iF(r) (¢:(2) = Cena ()

A priori, cette formule n’est valable que pour Re z > 1, mais il se trouve que le dernier
membre définit une fonction holomorphe sur Re z > 0 et méromorphe sur C, de sorte que,
par prolongement analytique, il en est de méme de C.

1 I
Par exemple, en utilisant le fait que (,(z) ~ T~ F((a)) lorsque z tend vers 1, nous
z— a
obtenons :
7 +oo 17 1 g—1 = IR
C(1)=Z—F£_L)=/ f"g‘”)d ———ZF(T) (ﬂfl)_ (g)
i n(n+1) 1 z -1 =)  T()
De plus, grace & nos connaissances sur les fonctions zéta de Hurwitz, on voit que C(z)
2kxt
admet une infinité de "candidats” pdles aux points v = ] = , k € Z, qu’ils sont tous
ogq

simples, et que :

Ri := Res C(z) = lim T ZF(T) (C—(Z) C._-t_( ))

"=“{ ‘——k’yk q

: 1 =
soit Ry = Tozg ZF(T) (Cg(?’k) - fz:;-_l(’)’k)) , VE € Z.
r=1

Prenons d’abord k = 0, et utilisons le fait que (,(0) = l — a, alors

1 f F(r)

logg /=7 ¢

Ro =

e & F0) (60— € (0) =
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soit Rg = Mﬁ
log q
. . X Ry
Prenons ensuite k € Z*, et considérons I’expression ————— =
Ye(ve + 1)
log ¢ 2tkw 2tk 2tkw
~ 2ikx (H log«z) log g /= Z Fr )<C o gq)_c_t(logq))
¢ 2kw\ 92} 2ikw 2ikw
= F —
2w (1+10gq) E ) (<¢(1 T (logq))

d’ou
Ri = ceye(ne +1) , Yk € Z7.

(iv2) Cas général: s quelconque >1, et F : £ — C / F(0,0,---,0) = 0 et Up =
(Ur(n))nen ot Up(n) = 3_ Fe(n), - ,e145-1(n)) sin = 3 ei(n)q’,
>0 >0

et par extension,

“+oco
Ur(z) = 3 F(ei(z), -+ ,€145-1(z)) pour z € R tel que z = 3 erlz)q’.
>0 I=—co

Alors la méme technique que pour s = 1 (en remplagant ¢ — 1 par ¢° — 1) permet de
montrer que, pour Re z > 1,o0n a :

(en appelant toujours C(z) = n2>:1 Ur(n) (% T _: 1)‘)')
oo Ur(z) 1 1 o9zt
Cle) = 2 [ o da = 1 o 3, ) (6r/e (2) = £212(2)

formule qui définit le prolongement holomorphe de C sur {Rez > 0} et méromorphe & C ;
en prenant z =1, 0n a:

oW = 3 o = P — S ) (¢ 0 - )

_ _ Ur(n) _ oo Up(z), 1 o (T(ZE) e
soit C(l)—nzzjl nmt1) N -2 dz = prpp—— rg} F(7) F(i,l) T T(H)

Ici encore, C(z) admet une infinité de poles éventuels, tous simples, aux points 7; =

2k
2k k€ Z,et, si R = Res =, C(z), alors
logq’
= ’){L r{Z)—(r+2

Ry = lim ——T q _ qﬁ(s_l) 2 F() (Ca () = ¢ (2))

soit Ry = —— z F(7) (4_ (1) = (o (7,‘.)) , Vi € Z.

Prena;nt k =0, alors Ry = Z F(7) (( (0) — Crd—l(o)) = i ( ")

’ logq o o logq =
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soit Ry = iW_F_
log g

Enfin, pour k € Z*, calculons ’expression

Ry _loggq 2km _, 1 .71 2kw 2%kw
oD 2k T Iqu) log g Z-: (%) F(Iqu) ‘= (logg)

7 22]»11 1 22]\./( ...ikﬁ'
=1 F

T+ e S 0 (G () — 5 (BT )
R

=Cgsoit : Cph=———, VkeZ*

¢ T w1y

V) _PROBLEMES OUVERTS

1. Coefficients de Fourier de G
Il s’agirait d’expliquer les formules du théoréme du §1V donnant le lien entre ¢i, vi et Ry.

Une premiére idée pour cela consiste & s’inspirer d’un article de J.-P. Allouche et H. Cohen
([1]) qui prolongent de maniére méromorphe (et méme entiére) & C les fonctions

58 o(n) £34(m)

Z = et B(z) Z(n_t.l)

n>1 n>0

définies a priori pour Re = > 1 (ol £ = €%¥7/9), et qui vérifient des “équations fonctionnelles
infinies”.

Une deuxieme idée serait d’utiliser des méthodes d’analyse complexe, en particulier d’appli-
quer la formule de Perron.

2. Non-dérivabilité de G

On voudrait montrer que, de méme que celle de Delange pour Up = s,, notre fonction G est
nulle-part dérivable. La premiére idée consiste & appliquer la définition de la dérivabilité,
et de montrer “a la main” qu’elle n’est jamais vérifide; mais, méme dans le cas “s = 17,
ceci ne donne pas grand chose.

La deuxieme idée consiste & montrer que G est presque nulle part dérivable, en s’inspirant
d’un article de Brillhart, Erdés et Morton ([3]), ot Up est remplacée par (—1)°11 (suite de
Rudin-Shapiro).

La troisieme idée, qui semble étre la bonne puisqu’elle est la seule & donner des résultats,
partiels mais intéressants, et d’adapter & nos suites digitales deux résultats de Dumont
et Thomas ([7], [8]) étudiant des fonctions sommatoires de suites qui sont points fixes
de substitutions (de longueurs pas nécessairement constantes). Les résultats partiels sont
alors que, pour une suite digitale Up = (Up(n))nen correspondant a 'entier s = 1 et &
Vapplication FF : I, — C telle que F(0) = 0, alors la fonction G du §IV est nulle part
dérivable pourvu que Mp # 0.

On souhaiterait maintenant passer de “s = 1” (résolu) & “s > 2”.
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Suites digitales.

Emmanuel Cateland

18 septembre 1991

1 INTRODUCTION.

L’objectif de ce chapitre est de compléter notre généralisation d’un théoréme de
Delange relatif a la fonction sommatoire de la suite “somme des chiflres en base

”»

q".

Nous notons ¢ un entier fixé, ¢ > 2, et par X, = {0, 1, ..., ¢ — 1} I’ensemble
des chiffres en base q. Rappelons qu’une suite up = ("F(n))neN de nombres
réels est dite digitale (en base g) s'il existe un entier s > 1 et une application
F: 32— R, telle que F(0,0,...,0) = 0; alors

up(n) =y _ Fe(n),e41(n), .., €142-1(n)

120

si n = Zsz(n)q’

1>0

est la représentation-standard de n en base g.
A Vapplication F, nous associons sa valeur moyenne

1
Mp=— Z F(eo,€1, - E5—1)-
q
(‘0,51,...,5,_1)525

Généralisant le théoreme de Delange, [2] , nous avons obtenu au chapitre précédent
le résultat suivant :

Proposition 1 Il ezxiste une fonction Gp : R*Y™ — R, continue et il existe une
suite bp = (8p(n)),IN-, périodique de période g*~!(et identiguement nulle si
s=1), telles que :

1. Pour toul entier m> 1, on a Z up(n) = mMrlog, m+mGr(m)+
p<n<m—1
ép(m) ;

2. Pour tout réel z > 0, on a GFr(qz) = Gr(z).
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De plus, si l'on pose Gr(z) = gr(log,(z)) pour z > 0, alors la fonction gp :
R — R, qu: est conlinue et périodigue de periode 1, admet une série de Fourier
absolument convergente, dont les coeﬁicz’enis s’ezpriment a 'aide des valeurs des

{conc’i.wns ¢ de Hurwilz, de parametres L (r=0,1,...,¢° — 1), auz points f:g”;,
€

Le probléme est maintenant de trouver des conditions sur F' pour que la
fonction Gp soit nulle part dérivable, ce qui généraliserait complétement le
théoréme de Delange pour quilonas=1,F= Idz up = s, est la “somme
des chiffres en base ¢”, et Delange montre “a la main” que G”E est nulle part
dérivable. La méthode que nous adoptons consiste & appliquer deux théoremes
de Dumont et Thomas. Au passage, nous étudions aussi les suites Qqp =
(Qa,5(n)), 1N, définies par Qg 4(n) = Z,Zo[aqﬂr + b, ol @ et b sont deux réels.

2 GENERALITES SUR Qa,b'
2.1 Ordre de grandeur de Q,(z).

Soient a et b deux réels tels que a > 0, 0 < & < 1; pour z > 0, posons

Qaslz) = Z[a% +b).

>0

La condition b € [0,1] est 14 pour avoir convergence de la série, qui n’a qu’un
nombre fini de termes non nuls; en effet, dés que l'indice I > 0 est tel que
af,— +b < 1, c’est-a-dire dés que I > log,(7%5 %), alors [af}- + 5] =0. D’ou

Qap(z) = > [a% +8).

OSFS[IOQ'Z( 1:(,

Supposons que 725 < 1, alors log,(725z) < log,z, inégalité se conservant pour
les parties entleres, de sorte que I’on obtient Qg 5(z) = Z [a—, +b). Posons
0<i<liogg =]

L = [log,z] + 1, de sorte que l'on a ¢*~1 < z < ¢%; en écrivant [y] = y — {y}
pour y réel, il vient :

L—-1 L~-1
Qa,b(r)=2[a§+b]=2(a b {a-—+b})—azZ——l—bL Z{a paL}
=0 =0 i—'O
soit :
_ aq aqg z z
Quala) = Zyz = L~ g{a +0},
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formule valable pour # > 0, a < 1—-#, L = [logyz] + 1. Dans cette formule,
q—Ll est le “terme principal”, et le reste est le “terme d’erreur”; en effet, pour
tout r > 0, posons :

L~1
a a z
Aa,b(x):_q_”lwcga,b(x): ‘11 2 4oL Z{aq—+b}
=0

alors, comme qT <1et {a;]—; + b} < 1, on a la majoration [A, 4(z)| < —9— +
(1+b6)L < 25 +2([log,z] + 1), soit :

Agp(z) = O(logz).

Dans le cas général, c’est-a-dire si ’on n’a plus a < 1-4b, il suffit de remplacer
L = [logyz] +1 par L = [logsex] +1 ot ¢ = 123, puis le reste est identique, d’ol
le résultat suivant :

Proposition 2 Poura > 0,0< b < 1, on a Qaslz) = —L + Agp(z) avec
Ag(z) = O(logz). Plus précisément, on a :

1. Sia <1-b, alors Agu(z) = q“ ?’";+bL Z {a—r—f-b} pourz >0
et L = [log, z] + 1;

2. 5ta>1—b,alors A, u(z) =
c=q% et L= [logqc:c]+1.

24 q—TE-i-bL Z {a + b} pour z > 0,

-Q

2.2 Un exemple simple : La suite Q1

On a Q1 ¢(0) = 0 et, pour n > 1, nous allons calculer Q1 o(n) de deux manieres

diflérentes.
D’une part, on sait que, lorsque n = Z,>061(n)q est la représentation
standard de n en base ¢, alors /(n) = [%] q[?—] ceci pour tout ! > 0.

Ansi, sq(n) = Zzzo ei(n) = Zzzo [;F iy un]) =n+ Zl>1([-r] [1«] =
D isolgZl=n+(1- Q)Qﬁ,o(”) d ou:

g«,7(”)

0(77) = 1

pour tout entier n. En particulier, Q: .0 est une suite g-réguliére d’entiers et,
avec les notations du paragraphe precedem, nous avous

A%,O(n)= _Ms
g—1

pour tout entier n. En d’autres termes, A1 o€ Q est la suite digitale relative a
£

la base ¢, ’entier s = 1 et & I’application F ¥y — Q donnée par F(s) = —7=1
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D’autre part, on a, toujours pour 7 > 1, Q1 o(n) = Zi>0[é f,-] = [.;i]+ [;“5]4.
q’ =

[Fl+.+[F]+..= 1(["]*[}])4-2([%]“ [FD+3([F] - [ED+ ..+ (5] -
[?-T]) + .= Z,>0 !([ - [&5 :+1]) Mais il est facile de montrer que, pour tous
entlersn>1etl>0 ona

[%] - [q—:_?rl—] = Card{m € N/1 < m < n et v(m) =1}.

En effet, il suffit de retrancher aux {fr] multiples de ¢’ de 1 & n les [?’—_’,.-1-] multiples

de ¢'*! du méme intervalle. Ainsi, Qi o(n) = 350! x Card{m € N/1 < m <
q’ =

n et vo(m) =1} = Y7 _, v,(m). Finalement, nous obtenons la proposition :

Proposition 3 Soient ¢ un entier > 2, et v, : N* — N la valuation g-adique.
Alors on a Végalité :

n

> valm) = 3[- 51 = Qy olm) = 220,

m=1 i>0
cect pour tout entier n.

Remarques.

1. Si g est supposé premier, alors on a de plus Y1 _; v,(m) = vy(n!).

2. La suite Q1 o apparait donc comme la fonction sommatoire de la suite v, €
3

NN , qui est évidemment ¢-réguliére grace aux relations
vg(gm) = vg(m) + 1

et
vg(gm+r)=0
valables pour m > O et » € 4,7 # 0. Ainsi, Q1 o est aussi g-réguliére, grace a
q *
un résultat di & Jean-Paul Allouche et Jefirey Shallit, qui assure la g-régularité
de la fonction sommatoire d’une suite g-réguliére.
3. Remarquons que () o(n) = leolft'] =n+4+ Qﬁ,o(n), ceci pour tout en-
tier n, donc @; o est aussi ¢g-réguliére, puisque Q1 4 et (n)-:eN le sont. Plus
1, :
généralement, pour tout entier £ > 1, nous avons

Qqr0(7) = Z[q Z‘I n+Q1o(n) = ( )n + Q1 o(n),
120

ce qui montre que Qg o est encore g-réguliére.
4. D’autre part, toujours pour tout entier £ > 1, nous avons

Qo) =3l §

i>0
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k-1
= Ylol= Quolm) - L1,
=]

>k
donc Q-—',;,o est encore une suite g-réguliére. En effet, grace au résultat d’Allouche-

Shallit citeAlsh mentionné 4 la deuxiéme remarque, il suffit de montrer que, pour

{ t.el que 1 5 I<k-1,la su‘ite ([fr])neN est q-régl{]iére. Or just.ement.,'cette

suite apparait comme la fonction sommatoire d’une suite ¢-automatique puisque,
n

pour tout entier » > 1, on a [f;] = Z 1= Z a;{(m), ol
1<m<n, m multiple de ¢! m=1

ar = (ai(m)),,, N est la suite g-automatique,  valeurs dans {0, 1}, définie par:

a)(m) = 1 si m est multiple de ¢, et a;(m) = 0 sinon. Finalement, nous avons

montré la proposition :

Proposition 4 Pour tout entier relatif k, la suite Qg o est g-réguliére.

3 UTILISATION D’UN PREMIER THEOREME
DE DUMONT-THOMAS.

Dans cette partie, nous allons utiliser un théoréme de Dumont et Thomas, donné
dans [3], que nous rappellerons mais ne redémontrerons pas. En appliquant ce

théoréme a une suite bien particuliére, et en comparant le résultat obtenu avec 4
celui donné par la proposition de I'introduction, nous obtiendrons une réponse "
tres partielle & la question qui nous intéresse : si up est une suite digitale 9

relative & la base g, & V'entier s = 1 et a 'application F : X; — R telle que
F(0) = F(¢g—1) = 0, alors la fonction Gr donnée par la proposition en question
est nulle part dérivable, pourvu que Mp # 0. En particulier, remarquons que ce
résultat ne s’applique pas a la suite “somme des chiffres”; par contre, I'intérét
réside essentiellement dans le fait que nous verrons naturellement intervenir les
suites Q%.ﬁ pour r = 1,2,...,g — 1, dont nous montrerons qu’elles sont non

seulement g¢-réguliéres, mais méme digitales (& un terme linéaire prés, & savoir
n .
=) 3

3.1 Définition d’une suite v.

Soient @y, az, ...,aq—; des réels non tous nuls. Soit v = (va)a>1 la suite définie
commesuit : Pour n > 1, il existe un unique triplet (I, k, ) tel que n = ¢'(kg+r),
avec 7 € {1,2,...,g— 1} et [, k deux entiers; en eflet, I = v, (n), puis on divise %
par g, donc le reste est bien un élément non nul de &,. On pose alors v, = a;.
Remarquons que, si ’on développe n en base g de la maniére habituelle, soit

gy = E[lagqn](n)e[logqn]-l(n)'"el(n’)EO(n) € 2;’ 3




avec g;(n) € B, pour 0 < i < [log,n], et avec £oq,a)(n) # O puisque n > 1,
alors on a ! qui est le plus petit indice ¢ tel que €:(n) # 0, puis vp = a;(a)-
Remarquons que cette suite ressemble beaucoup aux suites de Toeplitz.

3.2 v est une suite g-automatique.

En effet, nous allons montrer que son g-noyau

‘N(I(U) = {(vq"n)ﬂzl/k > 0} U{(vq"n+r)n20/k >0,0<r< qk}

est un ensemble fini.
Prenons & = 0 et posons v
Prenons k = 1;
Pour 7 = 0, alors vgn = va, ¥ > 1, donc (vgn Jnp1 = v°.
Pour » € X, \ {0}, alors vgnsr = a,,Yn > 0, de sorte que nous définissons
maintenant ¢ — 1 sous-suites constantes de v, & savoir v = (vgnt1)n>0(=
(@1)n20),¥* = (9gn+2)az0(= (@2)n30), -, V971 = (Vgnsg-1)n30(= (@g-1)n30)-
Prenons k = 2 et étudions les sous-suites de v de terme général vgap, 4, pour
0<r<q’
Supposons d’abord r = 0 (mod ¢), soit r = ¢s avec s € X, alors :

b=v= (vn)nzl-

e Sis=0, v, =g = vp,¥n 2> 1, donc (vgzn )1 = v9;
e Sis€ X\ {0}, vg2nqgs = Vgnis = a,,Vn 2> 0, donc (vg2nirJne = v°.

Supposons ensuite que r = s (mod ¢), ot s € X, \ {0}, alors vg2n4, = a,,Vn > 0,
donc ici encore (Vg2n4r)n>0 = v°.

Comme a ce rang k = 2, on n’a pas créé de nouvelle sous-suite de v, c’est bien
que Ng(v) est fini, de cardinal ¢, soit

Ng(v) = {”D = ("’n)nzl(: v); 0" = ("’qn+r)n20(= (ar)aZO)’r €3, \ {0}},

et v est donc bien g-automatique.

3.3 Donnons A un g-automate reconnaissant v en lecture
inverse.

Les états sont les v”, pour r € X;

L’état initial est v;

La fonction de sortie 7 est donnée par:
e 7(v°) = v%(1) = v; = ay;

e 7(v")=v"(0) = v = a,,7 € T, \ {0};

Enfin, pour r,s € X, la fleche s agit sur I'état v par: s(v") = v' ot t € 5 est
tel que v"(gn + s) = v*(n),¥n. Donc :
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o sir=10,0na0(") =" et 5(2°) = v°,5 € £, \ {0};

o si v € X, \ {0}, la snite v" étant constante (égale & a,), nous aurons
s(v") =", Vs € X,.

Ainsi, le g-automate .A reconnaissant v en lecture inverse est symbolisé par la
figure ci dessous:

ebat

ém’-’n‘a.(\b

3.4 Donnons § une ¢-substitution engendrant v.

Pour cela, soit V = (V(r))n3) la suite, & valeurs dans {a;, a3, ..., a1 }¢, définie
terme & terme par V(n) = (v%(n),v}(n),...,v7"1(n)), Yn > 1.

En particulier, V(1) = (v1, Yg11, Vg42, -.., V2g—1) = (a1, a1, a2, as, vey Gg1)-

Seit r € X, comme Ny (v) est stable par ’application » — gn+r, on va trouver
sy, permutation de {a,,as,...,a,-1}7, telle que :

Vo > 1,V(gn+r) = s.V(n).
o Prenons d’abord » = 0, alors, ¥ > 1, 0n a

V(‘?n) = (")qm VUgan41, Ug2n 42y -eny ”q2n+q-—1) = (Um Vgn+41, Vgn42; 0y vqn+q~1)

(v°(n), v*(n), v*(n), ..., v9"1(n)) = sV (n),

avec 50 = [d{qg, 0,,...a,-1}9-
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» Prenons ensuite » € X, \ {0}, alors, ¥n > 1,0n a

Vign+r) = (%(gn+r),v' (gn + 1), v*(gn + 1), ..., v~ (gn + 7))

(vqn-i-r yUg2n4gr41s Yg2ndggr42) -y vq*n-{—qr-{»q—l)
(vqn-f-r, Vgn+1, Vgn4-2, ---y an-{-q—l)

(v"(n), vl(n), vz(n), ey v“‘l(n)) = 5. V(n),

avec ici s, est la permutation de {@;,as, ...,a,_1}9 donnée par
sr 1 (zo, 21, T2, ---,Z‘q—x) = (zr, 21, 22, ---,-'Eq-x)‘

Ainsi, V est le point fixe, commengant par (@, a1, @, ..., ag—1), de la g-substitution
S sur {a;,@as,...,a,—1}? donnée par S = 5¢5152...5—1 (concaténation des ¢ per-
mutations sg, s1, S2, ..., 5,1 définies ci-dessus), puis v est alors I'image de V
par la premiére projection f de {ay,as,...,6,-1}¢ sur {a;,aa,...,ag-1}.

Done, a priori, v est 'image par f d’une ¢g-substitution S sur un alphabet &
(¢ — 1)? éléments; mais nous allons montrer qu’en fait on peut se restreindre 2
un alphabet & ¢ — 1 éléments seulement.
En effet, on part de A; = (a;,a;,aa,...,a,-1), donc f(A;) =a;, et 'on a

S(Al) = (al,al,GQ, <y Gg—1;a1,G1,Q2,...,043;02,2},Q2, vy @g—15...5G91,01, a2, ---;aq—l)’

soit encore S(A1) = A1 A1Az43...Ag_1, olt, pour 2< r < ¢~ 1, on note A, =
(ar,@1,82,...,04-1), done f(A;) = ar, et S(A;) = A, A1A2A3...44-1.

Ainsi, en adoptant les notations classiques, ceci montre que v est 'image par
f du point fixe commencant par 1 de la g-substitution S sur ’alphabet 4 =
{1,2,...,¢— 1} donnée par :

Vr € A4,5(r) =r123...(¢— 1), f(r) = a..
3.5 Donnons B un ¢g-automate reconnaissant v en.lecture
directe.

Les états sont Aj, Aa, ..., Ag-1;
L’état initial est A;;
La fonction de sortie f est donnée par f(A:)=a,, pour 1< r<g-—1;
Enfin, pour ¢ € X, la fonction de transition i est donnée par :

e Pouri=0,0ona0(A4 )= A4, pour1<r<g-1;

e Pouri € X, \ {0},onai(A;)=A4;,pour 1<r<g—1.
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Ainsi, le g-automate B reconnaissant v en lecture directe est symbolisé par
la figure ci-dessous :

elat iachia ¢ i
A
A

i

"4.‘, ﬂrr.‘d’cu.!’ é'awift: Iu f‘f’c"al\e) C/-

KY
[y ¢)
e
=
-~

r e
En cLa«iue he
Tm«."u lea .f(e'ezﬂ‘-l‘ O Joub cle s éo:«c/"}'/

éM.;:n/ choa LN EF"QJ' Ai a pows ‘;a-\ct:ov\. de farhre }t‘.

3.6 Rappel du premier théoréme de Dumont-Thomas.
3.6.1 Quelques notations.

Nous introduisons ici quelques notations relatives aux substitutions, pas forcément
de longueur constante, que nous utiliserons aussi dans la prochaine section con-
cernant le deuxiéme théoréme de Dumont-Thomas.

Dorénavant, d est un entier fixé, d > 2, et 4 = {1,2,...,d} est un alphabet
de cardinal d. Les lettres de A seront notées a,b, ..., et les mots sur A, c’est
a dire les éléments de 4™ = UneN A", seront notés M, N, ..., la longueur d’un
mot M de A* sera notée |M|, et le mot vide w est le seul mot de longueur 0.
Pour a € A et M- € A", I'entier L,(M) désigne le nombre d’apparitions de la
lettre a dans le mot M. Eafin, pour M, N € A~, la relation M <X N signifie
que le mot M est un préfixe du mot N, et M < N signifie que M <X N et que
M # N, c’est-a-dire M est préfixe strict de N.

Dans la suite du chapitre, ¢ désignera une substitution sur A, c’est & dire une
application de A dans A™, telle que 1 < &(1). On supposera que o(a) # w, Ya €
A. Nous désignerons par u = (u;);>; 1’'unique point fixe de ¢ commencant par 1.
Nous appellerons matrice associée & &, et nous noterons M, , la matrice d’ordre
d x d & coefficients entiers, de terme général L;(c(7)), pour (7,7) € A x A. Soit
{6;,1 < i < 6} ’ensemble des différentes valeurs propres de M,, ordonné de
sorte que ¢ < j = |f;| > |6;|. Nous supposerons que M, est primitive, et que
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8 = 8, est un réel, 6 > 1.

Comme conséquences, on a i > 2 = |6;| < 8, et de plus il existe un unique
vecteur propre g = (fa)aca pour la matrice M, et la valeur propre 6, a coor-
données > 0, normalisé par la condition ), 4 #a = 1. Enfin, nous supposerons
Pexistence d’une base de CY constituée de vecteurs propres pour la matrice
transposée de M, .

3.6.2 Enoncé du Théoréme.

H1 On se place dans les conditions du paragraphe précédent, et I’on suppose
de plus que 2 = 1, et que i 2 3= |6;| < 1.

H2 Soit f : A — R une application que nous prolongeons en morphisme, c’est-
a-dire f(eiaa...a;) = f(a1) + f(a2) + ... + f(a;) pour a;,@a,...,a; € A.

H3 Définissons une suite s/ = (s/(n)), v par : sf(0) = 0 et, pour n >
1,sf(n) = f(uviua...ua) = Soioq Flus).
H4 Sans perte de généralité, si (, ) désigne le produit scalaire usuel dans C¥4,

nous pouvons supposer que (g, f) = 0 (sinon, on remplace f par le vecteur

f' = (f(@))aca tel que f'(a) = f(a) — (u, f), @ € 4).

C1 Alors, il existe une constante a et une fonction G : R*™ — R, continue,
telles que :

(i) Vm entier > 1, on a Yoo s/ (n) = amlogy m + mG(m) + o(m);
(ii) Yz > 0,G(0z) = G(z).
C2 Plus précisément, on a a = 67! Z pafo(M)e(c), ol la somme est
Mec<o(a)

étendue 3 tous les triplets (a, M,c) € A x A" x A tels que Mc X o(a), et
ou :

o f= Zf=l fi, avec f; vecteur propre pour la matrice M, et la valeur
propre 8;, pour 1 < i < & (et donc f; = 0. car (i, H=20);

e c(c) =limpmioo J—”—;—(,,—Cll pour ¢ € A.

C3 Enfin, si o # 0, alors la fonction G est nulle part dérivable.

3.7 Application de ce théoréme 2 la suite v.

Ici,nous avons d =g —1, 4= {1,2,...,¢— i}, et & est la g-substitution sur A
donnée par o(r) = 712...(g— 1) pour 7 € A. Si u = (u;)i»1 est ’unique point
fixe de ¢ commencant par 1, alors v = (v;)i») est I'image de (u;)ix1 par f, ou
f est définie par f(r) = a, pour 7 € A.

Pour tout entier n > 1, on pose s/ (n) = 3, cicn U = o1<icn f(ui), et 87(0) =
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:

0.

Soit M, la matrice de o, donc ici A, est la matrice carrée d’ordre ¢— 1 ayant des
2 sur la diagonale et des 1 partout ailleurs. Af, est donc primitive, et I’ensemble
de ses différentes valeurs propres est {# = ¢,6, = 1}, avec :

e § = g valeur propre simple de Af,, le sous-espace propre correspondant

étant la droite de C?~! engendrée par le vecteur u = (q_%,q—lT, ...,E—i—l) ;

e 64 = 1 valeur propre d’ordre ¢ —2 de M, , le sous-espace propre correspon-
dant étani ’hyperplan de C?~! dont une équation est z,+zo+... 42,1 =
0.

Ainst, il existe bien une base de C?"! constituée de vecteurs propres pour la
matrice Af, = M,.

St (, ) désigne le produit scalaire usuel dans C9!, nous avons (s, f) =
ZreA i f(r) = q_% ZreA a, qui est donc la moyenne des g—1 réels a1, aa, ..., a4_1,
en général non nulle. Il convient donc de remplacer f par f* définie par :

V€A ) = )= () = 4 = (uf) = o = —= T a.

SEA

Concernant la suite s/ = (s/(n)), gy, nous avons alors : pour n > 1,5/ (n) =

Zlg:’gn vi = Zlgign flui) = leign(f’(“i) + (u, f)), soit :

1 '
sl(n) = ) Z a;)n + s/ (n),¥n € N,
TEA

ous! = (s-f'(n))nEN est la suite définie par s/ (0) = 0 et, pour n > 1, s (n) =
Yo1<ien S/ (1), avec maintenant le vecteur

1 1 1
ff=(a1 - =1 Za.—,ﬂ'z -1 Zarv--;aq—l “e=1 Zar)
r€EA TEA

qui vérifie bien la condition (g, f') = 0.
Donc le théoreme cité plus haut prend la forme suivante :

Proposition 5 Il existe une constante a et il existe une fonction G : RT* —
R, continue, telles que :
(i) Pour tout entierm > 1, on a 3.n—( s/'(n) = amlog, m + mG(m) + o(in);

(i1) Yz > 0, G(gz) = G(z).

De plus, G est nulle part dérivable, dés que o # 0.
Enfin, concernant la suite v, on a la formule :
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(iii) Pour tout entierm > 1, on a

m—1 m—1
Zsf(n): Z Z v;
n=0 n=0 1<i<n

(q—iT Z ar) m_(mé__l) +am logq m + mG(m) + o(m).

3.8 Calcul de a.
On 2 la formule o = -1 2 Mex5(a) Haf2(M)e(c), avec ici :
e =g

o f'=327_, fl, f! étant vecteur propre pour ! Mg et bisor fl =0g,-s, fo =
f', c’est-a-dire fi(r) = a, — q—_{l— 2 sca s, V7 € A (et f} est prolongée aux
mots par concaténation);

e £(c) = limp— g0 l‘%c—)-l =1, Ve € A (car S est une g-substitution);
» enfin, on a S(a) = al2...(¢g— 1), g, = qul, Va € A.

Comme nous savons que 3., f3(r) = 0, il vient a = %(fé(l) + f5(12) + ... +

f3(12...(¢ — 2))), soit, en utilisant la propriété de “concaténation”:

o= é((q = 2)f3(1) + (g — 3)/2(2) + ... + 2f5(g — 3) + fa(a — 2)).

Orona zq"l(q —-7)= 3-("._,;”, donc finalement nous obtenons

r=1

18
o= % Z(q —27)a,.

r=1

3.9 Quelques exemples.
3.9.1 Exemplel: ¢=2.

Ce cas est trivial, puisque la suite v est ici constante, de valeur a;, et ’on a
alors @ = 0, G = 0, et la formule de la Proposition 5 devient la formule exacte

suivante : .
— m(m — 1)
Z Z H=s—a
n=0 1<i<n
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3.9.2 Exemple 2: ¢=3.
lei, v = (vp )n>) est définie comme suit :
Yo 2> 1,3LEr)EN XN x {1, 2}/n= 3'(3k + 7); alors v, = a.,

ol a;, as sont deux réels non tous nuls. En appliquant les résultats précédents,
nous trouvons :

0=3,0=1,p=(3, 3) (u )= 252, ()= 22, F2) = -7 (0),

et enfin
a; — as
- ?

6
done nous devons distinguer deux cas :

Cas 1 : a; = a2. Alors v est constante, et ’on retrouve le cas du premier ex-
emple.

Cas 2 : a; # ay. Alors il existe une fonction G : R*™ — R, continue et nulle
part dérivable, telle que :

(i) ¥m entier > 1, Y00 T i v = Lte2mmol) 4 gi0ap Jog, m -
mG(m) + o(m); T
(if) Vz > 0, G(3z) = G(z).

3.9.3 Exemple3: ¢=4.
Iei, v = (vn)np1 est définie par :
Yo > 1, 3, k7)€ N x N x {1,2,3}/n = 4'(4k + r); alors v, = a.,

ot (a1, a2,a3) € R*\ {(0,0,0)}. On trouve alors a = #1522 de sorte qu’ici aussi
nous devons distinguer deux cas :

Cas 1 : a; = as. Alorsil existe une fonction G : R** — R, continue, telle que :
(i) Ym entier > 1, S5 v = Msm(ﬂl + mG(m) + o(m);
(i1) ¥z > 0, G(4z) = G(=z).

Cas 2 : a; # ag. Alors il existe une fonction G :RY — R, continue et nulle
part dérivable, telle que :

(i) Vm entier > 1,

m-1 " n _ _ )
Z Z v = (a1 + a2+ (;3)?71("3 1)+01 . asmlog4 m+mG(m)+o(m);
n=0 1<i<n

(i) Yz > 0, G(4z) = G(z).
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3.9.4 Remarques

1. On voit sur ce dernier exemple que, si ¢ est pair, soit ¢ = 2k ol k > 2,
alors le choix de a; n’intervient pas dans le calcul de a, et aussi que I'on
aura o = 0 dés que a; = ag_3,a2 = @4_3,...,8k~1 = Qi 41.

2. Si g = 2k + 1 est impair, alors les ¢ — 1 valeurs servent au calcul de o, qui
vaudra encore 0 lorsque @) = 43,02 = G4_2,..., k-1 = @k 42,8k = Qk41-

3.10 Liens avec les probléemes de 'introduction.

Nous avons défini plus haut la suite s/ = (sf(n))nejN comme la fonction som-
matoire de la suite v. En particulier, remarquons que, si R désigne le plus petit
sous-anneau de X contenant les ¢ — 1 réels ay, as, ..., a,—1, alors la suite st est
une suite (R, ¢)—réguliere.

Nous pouvons écrire, pour n > 1,

g-1

s/(n) = Z ar Z k1eIN 1< gt (kg+r)<n 1t

r=1
Soit r fixé tel que 1 < r < ¢ — 1, et soit { fixé dans N, alors
1 n
> 1= Card{k € N/kE < ~(7 — )},
79
k€N, 1<¢! (kg tr)<n

r

4’0l 374 1eIN 1< qibgarygn I = 2120[%% +1-2]= Q%,l—ﬁ(”)» soit finalement :

g—1
vYn e N,s/(n) = ZarQl_l_g(”)-

=1
3.11 Etude de la suite @1 ,_r pour r fixé tel que 1 <r <
q 9
qg—1.
Commengons par noter

N, = {¢'(kg+ r)/; k,1 € N},

,
d’entiers 1 < 7 < n qui sont dans IN;.
Comme on I’a vu plus haut, on peut écrire :

Q%J-g(") =

de sorte que N* = Uq,"_ll N, et que, pour n > 1,Q1 ;_:(n) compte le nombre
- q’ q

n

q— 1 + A%,l—é(n)’

oli, dans cette égalité, ﬁ est le “terme principal”(ce qui est naturel puisque,
IN, étant I'un des ¢ — 1 ensembles qui partitionnent IN", il est logique que
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Q1 ;_z(n) ait pour équivalent _Z7) et ol A ;_:z(n) = O(logn) est le “terme
q° 9 g’ q

d’erreur”; plus précisément, comme a = 1/¢ < 1 —b = r/gq, la proposition 2

donne

L-1
1 n in
Asj_s(n)=————=+(1—-rfg)L — -—=+1-r/q},
g )=~ Ty A=l 3T = )
avecn > 1, L = [log, ]+ 1, et As ;_=(0)=0.

Ainsi, revenant 2 la suite s/, nous avons :

g—1 g—1
Vo € N, s (n) = (q_l_l Doar)nt Y el s (n);
r=1 r=1

Mais par ailleurs, nous avons aussi la formule :
1
VneN,s/(n) = (q_—T ;a,)n + s/ (n).

En comparant ces deux derniéres formules, nous obtenons alors :

g1
Yn € N,sf’(n) = ZarA; 1—z{n),
e q

r=1

et P’on est donc ramené a :

3.12 Etude de la suite A;,_: pour r fixé tel que 1 < r <
9’ g
g—1.
Pour alléger les notations, posons @ = @1 ;_r et A= A4 ;_:. Comme Q(0) =
A(0) = 0, on prend n un entier non nul, et soit L = [log, n]+1, et nous cherchons

une formule simple pour A(n).
3.12.1

Commencons par le cas olt log, n est un entier, c’est-a-dire olt n est une puissance
de ¢, soit n = ¢£~1, et la formule de la section précédente devient :

1 » L-1 q; r
—— 4+ (- -S{E 113

Al = (g

Mais ’'on remarque alors que :

e Sil=0,alors {%i-kl—%} ={1/g+1-r/g}vautOsir=1et 1/g+1—7/q
sir#1;
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t
e Sil> 1, alors, ¢'~! étant entier, on a {£+1- %} =1-r/q.
Donc, aprés sommation :

1——1 sir=1
— L-1 q_l k]
POHI‘L-IOH&A(Q’ )—-—A(l)—{ qll sir 51_

Pour L >1 on a A(gk~1) = A(1).

En définitive, nous obtenons :

1_._1- Sir:l,
V>0, A(q’)=5r(1)={ _a sir#1
L )

3.12.2

Continuons en supposant que n = e.g* 1 ot £ € {1,2, ...,q— 1}, alors on a :

Aeq) == fa-Dr- Z{ ]
Or, de méme que ci-dessus, nous avons :
e Sil=
e Sil> 1, alors, £.¢'"! étant entier, on a {E - ’} =1-r/g.

Finalement, nous obtenons :

£

i—
V>0, Ve € Z,, Ale.g') =6:(c) = { _
g—1

sir<e,
sit> €.

3.12.3

Maintenant, on cherche & “descendre”, c’est-a-dire : on se donne un entier [ > 1,
un chiflre non nul € € X, \ {0}, et un “reste” z € N tel que 0 < z < ¢/, et on
cherche a passer du calcul de A(z) et de A(e.¢') = 6,.(¢) 2 celui de A(e.q’ + z).

Pour cela, soit m un entier tel que 0 < m < ¢', et soit n = €.¢ + m, on
veut savoir si les conditions m € N, et n € N, sont equwalentes ou non.
Ecrivons m = ¢ (kg + ') avec I = v(m)EN, keN, € £, \ {0}, de sorte
que m € N, si et seulement si 7' = r; remarquons que, comme m < q on a
I' < I; alors n = e.¢ +m—eq‘4-q (kg+7")=g¢ ((L—!—eq’“’“l)q-l-r’) avec
U= vq(n)(-— mf(vq(e q'), vg(m))), et avec k +£.g'~"'~1 € N, de sorte que cette
écriture montre qu’ici encore, on a » € N, si et seulement si 7/ = 7.
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Ainsi, Ym € IN/0 < m < ¢', on a m € N, si et seulement si n = eqg4+me
N, donc V eEN/0< 2z < ¢, onaQeqg +2) = Q(e.¢')+ Q(z). Or on saii que
Q(n) = q_l + A(n), donc :

VI>0,Vee X, V2€EN/0L < ¢, Ale.g' +2) = Ae.d') + A(z).

Ceci montre que, si n = Z{‘___"Ol ei(n)q' est le développement g-adique de I’entier
n, alors A(n) = Z{‘___—Ol Alei(n)g') = f’z_ol 6-(1(n)). Or on a §,(0) = 0, donc

finalement :
n=Y aln)d = AR)=)_b(a(n)).

>0 >0

En d’autres termes, A = A1 a-g = Us, est. la suite digitale relative a la base g¢,
adlentier s=1letal appllcatlon 6, : B, — Q donnée par

l—q—;f sie=r, r+1, ...,q—1.

3.12.4

Par la proposition 1 de I'introduction, il est associé a la suite digitale A = ug,
une fonction Gs, : RY" — R, continue, telle que :

(i) Ym e N*, 72} A(n) = Ms,mlog, m + mGs,(m);
(ii) Yz > 0, Gs.(gz) = Gs,(z).

Grace aux valeurs de §,.(¢) données plus haut, nous trouvons M;, = 9;—:1

3.12.5

D’autre part, on a s = 23,_1 a,rA; - , donc il suffit de prendre a,» = 0

pour 1< <g—1,r#reta = 1 pour que la suite correspondante (qui
est aussi digitale comme somme de g — 1 telles sultes) soit précisément égale
a A et la constante o correspondante vaut encore 3——;— = M;j,. Finalement,
en comparant le résultat ci-dessus et celui donné par la proposition 5, nous
obtenons le résultat suivant :

Proposition 6 Pour 1 < r < ¢ — 1, le terme d’erreur A) -z de Q1 a-Z
donné par la proposition 2, est une suile dzgziale pour la base q, T entzer s = bl
et Vapplication 6., de moyenne Ms_ = 3—"’- De plus, la fonction G5, gui lui est
associée par la proposition 1 est nulle part dérivable, sauf peut-éire si ¢ = 2k
est pair el que v = k.
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3.12.6 Remarques.

1. Grace & la forme de §,, on remarque que, si e, = (ee(n)), N est la suite
digitale dont le terme général e.(n) compte le nombre de lettres £EXT,\ {0}
dans le mot n(,) ( “représentation standard” de n en base ¢), alorson a A: a-z =

P —‘3— En particulier, pour g =2et r=1,0n a Ajjaa72=¢€; —-52 =0,
donc 1] est logique de trouver que Gg,, toujours nulle ne soit pas nulle part
dérivable. Par contre cela parait moins évident pour ¢ = 4 et r = 2, auquel
cas Ay q1/2 = 25_2 ec — % = 259 2. 1l est a noter que ces suites dlgltales
Aiyg1-r/q = us, sont relatives & des applications 6, telles que 6.(0) = §,(g—1) =

0 pour tout »r = 1,2, ...,¢g— 1, elles sont donc bien particuliéres.

3.13 Applications a certaines suites digitales.
3.13.1

Comme s/’ = Zf;i arA1/g,1-r/q, lasuite s’ = (sf’(n))new est digitale pour la
base g, I’entier s = 1 et ’application Fy: : £, — R donnée par Fj/ = Ef;: a6-.
Ainsi, il suffit de connaitre Fy/(0) = 0, Fy:(1), ..., Fy/(¢g— 1) pour connaitre toute
la suite s/. Or on a

S"”(E) =Fp(e)=ay+ar+..+a

Ve € 2, \ {0}.

q—lreA

3.13.2

Soit alors up = (up(n)), N une suite digitale de réels pour la base g, ’entier

= 1 et lapplication F : £, — R, telle que F(0) = F(g — 1) = 0; il est
alors toujours possible de trouver ¢ — 1 réels a;,as,...,a4—; tels que les ¢ — 2
conditions ) ._, a, — ﬁ ZSEA a, = F(e), ¥e = 1,2,...,q — 2, soient toutes
vérifiées; en effet, il suffit de prendre a, = F(e) — F(e— 1) pour 1 < e < ¢g—2,
puis @, = —Zf;;" a,. Alors s/ et up sont égales, et de plus on a Mp = a.
Donc le résultat de la Proposition 5 prend la forme suivante :

Proposition 7 Soil up une suite digitale relative & la base g, Uentier s = 1
et Uapplication F 3 — R, telle que F(0) = F(¢g — 1) = 0, de moyenne
Mp = l/qz F(E Alors il eziste une fonction Gp : RY" — R, continue,
telle que :

1. Pour tout entier m > 1, on a S md up(n) = mMp log, m + mGg(m);
2. ¥z >0, Gp(qz) = Gp(z).
De plus, Gp est nulle part dérivable dés que Mp # 0.
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3.13.3

Nous avons donc montré que toute suite digitale pour ’entier s = 1 et relative &
une application F' : 3, — R telle que F(0) = F(¢—1) = 0 peut s’écrire comme
la fonction sommatoire d’une suite g—automatique. Il serait donc intéressant
de montrer qu’une suite digitale pour s = 1 et relative & une application F' :
3, — R telle que F(0) = 0 mais F(q — 1) # 0 ne peut pas s’écrire de la sorte,
ce qui montrerait que cette condition F(q¢ — 1) = 0 est essentielle pour pouvoir
appliquer ce premier théoréme de Dumont et Thomas.

4 UTILISATION D’UN DEUXIEME THEO-
REME DE DUMONT-THOMAS.

Maintenant, nous allons utiliser et redémontrer un théoréme de Dumont et
Thomas, donné dans [4], et qui nous permetira de résoudre complétement la
question principale dans le cas ou s = 1: alors la fonction Gp associée par la
Proposition 1 a la suite digitale ur est nulle part dérivable dés que Mp # 0.

Dorénavant, o désignera une substitution sur un alphabet A satisfaisant
aux conditions du paragraphe intitulé “Quelques notations” ci-dessus, et nous
noterons par P = {M € A"/ 3 a, b € A: Ma < 6(b)} ’ensemble (fini) des
préfixes stricts des images des lettres de A4 par la substitution .

4.1 Systémes de numération associés a une substitution.

Définition 1 Soit v € N un entier et, pour chague entier i tel qgue 0 < i < v,
soit (M, a;) un élément de A* x A. Soil enfin a € A. On dit que la suite finie
(M;,a;)i=0,,...,, €5t a—admussible si :

1<i<y= Mi_j0;-;1 X0(a;); Mya, < c(a).

Définition 2 Soient @ € A et, pour chaque entier i > 1, soit (M;,a;) un
élément de A” x A. On dit que la suite infinie (M;, a;)i>1 est a—admissible
st :

(1) Mya; <a(ae), i >2 = Ma; <6(ai-1);
(i) VIeN", 3 > I [ M;a; < o(ai-1).

La premiére définition va servir a représenter les entiers, alors que la deuxiéme
servira & représenter les réels de [0, 1[.

4.1.1 Représentation des entiers.

Commengons par remarquer que deux suites finies, de méme cardinal, toutes
deux e—admissibles, et ayant la méme suite de mots, ont forcément la méme

52




suite de lettres. En effet, si (M, ai)iz0,1,...» €t (M;,al)i=o,1,.., sont nos deux
suites, alors :

M,a, et M,a;, préfixes de ¢(a) = a, = a.;

M,_1a,_1 et M,_;a,_, préfixes de o(a,}) = o(d)) = ay,_; =a
etc...

Moao et Moag préfixes de o(a;) = o(a}) = ap = ag.

r .
v—11

Lemme 1 Soient v € N, a € A et (M, a:)i=0,1,..,, une suite a—admissible.
Alors
v

1o (M)l < lo* (M)

=0
Preuve : par récurrence sur v € IN.
Pour v = 0, le résultat est trivial puisque I'inégalité s’écrit |Mp| < |Moaol.
Supposons le lemme vrai pour v ~— 1, et montrons-le pour » € IN". Comme
la suite (AM;, ai)i=0,1,...,,—1 €st a,—admissible, ’hypothése de récurrence donne
I'inégalité suivante :

v—1
> lo' (M) < | M (M _yay ).
=0

Or on sait que M,_ja,_; est préfixe de o(a,), donc |0*~ (M, 1a,-1)] <
|e¥(ay )|, de sorte que ’on obtient :

> lo' (M)l < [o" (@)l + 10" (M,)] = [o* (Mya,)|.

=0

Lemme 2 Soita € A tel que a < o(a). Soient v et V' deuz entiers el n un entier
avec (M;, a;)i=0,1,....» €8 (M, a})i=0,1,. .+ deuz suiles finies a—admissibles telles
que :

(i) M, #w, M), #w;
(1) n =31 o' (M) = 3o 16" ().

Alors v = V',

Preuve : d’aprés (ii) et le lemme 1, on a |o”'(M.,)] < n < |6¥(M,a,)|. Sup-
posons par ’absurde que v # V/, par exemple v/ > v, donc v' > v 4 1 et
n > o (ML) > |e" Y (ML)| = le*(a(M,))|, mais on a M!, # w, donc M,
commence par la lettre a (en effet, 6(a) commence 4 la fois par a et par M/,da’,),
et I’on aurait donc n > |¢¥(o(a))|. Mais 6(a) commence aussi par le mot M,a,,
donc on aurait n > |6”(M,a,)|, ce qui contredit la premiére inégalité de la

preuve.
Donc ' > v est impossible, de méme que v > v’ par le méme raisonnement,
d’oti v = V.
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Lemme 3 So:it v un enlier. Supposons qu’il exisie a € A et deuz suiles fintes
a—admissibles (M;,a;)i=0,1,...» €t (M],@a})iz0,1,...,v, tels que :

n= Z let (M| = z et (M])].

1=0 1=0
Alors, ¥i, 0 < i <w, on a (M;,a;) = (M{,a}).

Preuve : par récurrence sur #» € IN.

Pour v = 0, on a »n = |My| = |M}], et o(a) commence & la fois par les mots
Moag et M{al, done (Mo, ap) = (M4, ap).

Supposons le lemme vrai pour »—1, et montrons le pour » € N”. Supposons par
’absurde que M), # M,; Comme ¢(a) commence & la fois par les mots M, a,, et
M,a,, on a forcément |M.| # |M,|. Supposons par exemple que |M}| < IM I,
alors, toujours pour la méme raison, on peut écrice que M, = Ma, M, ol
M € A*. Alots le lemme 1 donne n > |¢¥(M,)| > |6¥ (M a,)| > n, ce qui
est absurde. Donc M! = M,, et @), = a,; on applique alors 'hypothése de
récurrence aux deux suites (M, ai)i=o,1,...,v—1 €t (M}, a)izo,1,...,v—1, qui sont
toutes les deux a, = a,,—admissibles, et le lemme est démontré.

Lemme 4 Soient k un entier > 1, a un élément de A et M € A™ un préfize
strict du mot o*(a). Alors il existe un triplet (M',a',M") de A* x A x A™ tel
que :

M'd’ est préfize de o(a);

M" est préfize strict de a¥~1(a’);

M=t (M")M".

Preuve : posons ¢(a) = ajaa...a;, o0 | EN" et a; € Apour 1 <i<L

1. Si [M] < |o*~(a1)|, alors M est préfixe strict de 6*~!(a;), et le triplet
(M',a', M*") = (w,a;, M) répond 2 la question.

2. Si |M] > |e*~(ay)|, alors il existe un unique entier j, 1 < j <1 —1, tel
que ’on ait 'inégalité :

] j+1
Z Bl ap)| < IM| < Y loF M an)l.
h=1 h=1

En effet, sinon, on aurait |Af| > Zf‘x:l let~(an)| = |6*(a)|, ce qui est impossible
puisque M est préfixe strict de o* (a).

On pose alors M’ = @jaas...a; et @’ = a,+1, on a bien M’'a’ préfixe de o(a), et
Pon vérifie facilement que 6*~1(M’) = ¢*~1(ayaz...a;) est préfixe de M. Ainsi,
il existe un mot M" € A* tel que M = o*~1(M')M", et, grace 3 l'inégalité
stricte |[M| < Y3t ]ak Yan)|, on a M" préfixe strict de o" Y(aj+1), de sorte
que le triplet (M’,a’, M') est trouvé.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal de ce paragraphe :
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Proposition 8 Soit n un entier > 1, alors il eziste un unigue entier v = v(n) €
IN et il existe une unique suite finie 1—admissible (M;,a;:)i=0,1,. v, lelle gue
M, # w et que 'on ait :

urug...up = 6" (M, )" "1 (M,_1)...c (M, )e®(My).

Preuve : I'unicité de v et de la suite (A}, a;)i=0,1,..., résultent directement des
lemmes 2 et 3, puisque 'ona n = 3;_, |¢'(M))| et 1 < &(1).

Montrons maintenant D’existence. L’entier n > 1 étant donné, il existe un
unique entier ¥ = v(n) € N tel que I'on ait |6”(1)] < n < |o¥F1(1)]. Le
mot M = wjus...u, est donc préfixe strict de ¢”*1(1), et le lemme 4 avec
k=wv+12>1eta=1 donne l'existence d’un triplet (M, ,a,, M") € A* x Ax A™
tel que 'on ait, :

M,a, préfixe de o(1);

M'" préfixe strict de ¢¥(ay);

M= Ui Ur... Uy = O’"(AJ,,)MH.

De plus, grace & la démonstration du lemme 4, on a M, # w, puisque |M| =
n > |6”(1)|. On applique alors v fois ce lemme 4 & partir de M* et de a,, et on
obtient I’existence.

Définition 3 Pour n entier > 1, Uunique suile finie 1—admissible donnée par
la proposition 8 s’appelle la représentation 1—admissible de n, et I'on admet que
le mot vide w est la représeniation 1—admissible de 0.

Terminons cette section sur la représentation des entiers par une propriété simple
qui nous sera utile plus tard :

Lemme 5 Soient n € N et (M;,ai)izo,1,...,, 5a représentation 1—admissible,
alors tnq = ag.

Preuve :

(i) Sin =0, alors ¥ = 0 et (Mo, ap) = (w, 1) donc le résultat dit simplement
que uy = 1;

(i1) Sin > 1, alors la définition de la représentation 1—admissible de n entraine
que
a”(M,)o" " (M, -1)...0 (My)e®(Mo)ae < ¥ +1(1),

ce qui montre bien que u,43 = ap.

4.1.2 Représentation des réels.

Comme on a supposé que M, est primitive, et que f > 1, nous pouvons poser,

pour a € A,
fa) = lim 170

n—+co @7

)
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Pexistence et la stricte positivité de cette limite étant vraies grace & ces deux
hypothéses.(Voir 'article de Martine Queffelec, LN 1294, Substitution Dynam-
ical Systems- Spectral Analysis. On peut montrer que, Ya € A, la suite de
vecteurs 5= L(6™(a)) converge vers le vecteur propre correspondant & .) Nous
prolongeons alors € & A™ par concaténation, ¢’est-a-dire, pour m € A™, on pose

0 sim=w,
2;=1 e(aj) sim=aas...a;, a; € A.

c(m) = {

En particulier, remarquons que, Ya € 4, e(c(a)}) = fe(a).

Lemme 6 Soienl ag € A, (M;,a;)i»1 une suile (infinie} ag—admissible, et,
pour k entier 2 1, rp =3 .y, E(M,-)QF“. Alors rp < fe(ar—1).

Preuve : comme les mots M; sont tous éléments de P, les £(M;) sont uni-
formément bornés, donc la convergence de la série (positive) définissant 7i
est immédiate, puisque # > 1. De plus, pour tout 7 > k, on a e(c(a;)) =
fc(a;) > e(Miy1ai41), puisque M;yia;41 est préfixe de o(a;). Or on a vy =
e(Mrar)— 32753 (Be(a;) —e(M;+105.41))0 I 51 avee e(Miar) = e(Mi)+e(ax),
donc ri < e(AMrar) < e(o(ar-1)) = Oe(ar—1). Supposons que rp = fe{ar~1),
alors 7y = e(Myay) et, pour tout j > k, e(0(a;)) = e(M;11a541), d’0li o(a;) =
Mjyiaj4: (puisque e(a) > 0, Va € A). Mais ceci est en contradiction avec (ii)
de la définition 2, d’oli I'inégalité stricte ry < fe(ar—1).

Donnons maintenant ’analogue de la Proposition 8 pour les nombres réels :

Proposition 9 Soient @ € A et z € [0,e(a)|, alors il eziste une unique suile
infinie a—admissible (M;, a;)i>; telle que :

40
2=y e(M;)f~".

i=]1
Cette suite s’appelle alors la représentation a—admissible du réel z € [0,e(a)|.

Preuve : P'unicité résulte directement du lemme 6. Pour I’existence, on définit
par récurrence sur ’entier k > 1 la suite (M, ar)r>1 d’éiéments de A™ x A telle
que Mpay soit préfixe de o(ar—y) (avec ag = a), et que I’on ait les inégalités
suivantes :

k
0< 0%z — > e(M:)f™%) < e(ar).
i=1

Pour k = 1, la relation 0 < 0z < fe(a) = e(o(a)) entraine qu’il existe (M,a;1) €
A" x A avec Mya, préfixe de o(a) et (M) < Oz < e(Mya1).

Supposons qu’on connaisse (M, a;)i=1,2,... .k, €t posons Iy = 0"(:::-—2le e(ﬁd’;)()“"),
alors, comme 0 < I < e(ax), on a 0 < 6I; < fe(ar) = e(o(ar)), donc il ex-
iste (Mp41,@ar+1) dans A™ x A avec Myyiar4q préfixe de a(ai) et e(Mpy) <
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01y < e(Misraiqr): de ceci 'on déduit facilement que les inégalités souhaitées
sont vraies pour k + 1, ce qui permet de construire la suite (M;,a;)iy:. Enfin,
toujours ces inégalités, ol I’on fait tendre k vers I'infini, nous donnent 1'écriture
annoncée de z.

4.2 Une premiére expression pour S(m).

Dorénavant, nous nous donnons f : P — R une application telle que f(w) = 0.
Soient m un entier > 1, v = v(m) € N et (M;,ai)i=0,1,..» Sa représentation
I—admissible donnée par la proposition 8, avec A, #w. Pourn e N /1 <n <
m—1, nous noterons par (M;(n),a;(n))i=0,1, ., sa représentation 1—admissible,
avec peut-étre ici M, (n) = w. Pour éire trés précis, la proposition 8 nous
donne I'existence de v(n) € N et de la suite (M;i(n),ai(n))izo0.1,. w(n) telle
que Ujus... .U, = 0”‘")(1\{,,(,,)(n))...ao(/\'lo(n)) et My ny(n) # w; il suffit alors de
poser (Mi(n),a;(n)) = (w,1) pour v¥(n)+ 1 < i < v, dans le cas ol v(n) < v,
pour pouvoir écrire que :

wua.. Uy = 6" (M, (n))o" (M, _1(n))...c (M1 (n))e (Mo (n)),

pour tout n € {1,...,m — 1}. Enfin, 0 est représenté par le mot vide w. Le but
est de calculer la somme double :

m-1 v

Sm) =3 > f(M(n)).

n=0 /=0

4.2.1 Notations.

Rappelons que I'on a supposé I’existence d’une base 7; de vecteurs propres pour
tM, (les valeurs propres sont bien siir celles de A,.)
Pour 1 <7 < 6, nous définissons un vecteur ¢; de C? par :

dans C4, et tAf,c; = O;c; (cest-a-dire £; = a;7); est vecteur propre pour A, et
la valeur propre 6;.)

[<1]
-~




Pour 1 < i< 6 et a€ A, nous définissons un vecteur A;(a) de C par :

[ 0
0

§ é
(1) = Zﬂi(a)m = Z Ai(a)

\ 0
dans C4, (o1 le 1 est en position a ) et * M, Ai(a) = 0;7:(a) (c’est-a-dire A;(a) =
Bi(a)n; est vecteur propre pour ‘M, et la valeur propre 4;.)

Les composantes de ¢; (resp. de X;(a)) seront notées €i{a), a € A (resp.
Xi{a,b), b € A ). Rappelons enfin que g = (fia)aca est I'unique vecteur propre
pour M, et la valeur propre 6, & coordonnées > 0, normalisé par la condition

ZGGA fa = 1. .
L’intoduction des ¢; et #; se justifie par le lemme suivant :

Lemme 7 Pour toute lelire a € A, nous avons :
(i) ¥n €N, |o™(a)| = iz s(a)6F;
(i) Yo € N, Yb€ A, Ly(c™(a)) = Ti_, Xi(a, b)87;

(iii) £1(a) = e(a) = limp_ 400 150N

(iv) Vb € 4, (e{a))" hi(a,b) = limp—sco L_“,(”_(L”ll = pp.

py apparail donc comme la fréquence limite, lorsque n tend vers linfin:, du
nombre d’apparitions de la letire b dans le mot 6™(a), ceci pour touie letire
ac A

Preuve de (i) .

él(a(é)) éz(o(;)) éd(”(;)) i Ia(é)}
My H(1)acs = ,1(0:’( )i 2(ft( ) d(tf( )] - Iv(:)
Li(o(d)) La(o(d)) --- La(o(d)) 1 le(d)|
De méme, pour n € N,on a :
o1 (1))
o t1(2
4, o @aca= | LN
le™+2(d)|

58




puisque, Ya € A, |6"*!(a)| = 0" (0(a))] = 3_,c 4 Le(o(a))le™(b)]. Ainsi, ¥n €
N, on a ‘M, . (|6”(@))aca =" (J6"*1(a)|)aca, donc, grace & la définition des
vecteurs £;, nous obtenons bien (i).

Preuve de (ii) . La méme démonstration, ot I’on remplace le vecteur *(Jo™(a)|)aca
par le vecteur *(Ly(c™(a)))aca, et ot 'on remplace le vecteur *(1),ea par le
vecteur n’ayant que des 0 sauf un 1 en position a, montre la propriété (ii).
Preuve de (iii) . Comme {¢"(a)| = Zle gi(a)ff avec 2< i< é=[0;| <8, on
alimp— 400 !‘7—’;(,,3)-1 = £1(a), que 'on avait appelé £(a) au paragraphe précédent.
Preuve de (iv) . De méme, comme Ly(c™(a)) = Zle Xi(a,5)8? avec 2 < i <
§=16:| < 8, 0n alimp—yc L_ﬂ.‘;_:(.‘l)l = Ai(a,b), ce que ’on peut encore écrire
sous la forme :

Ly(o™(a))

6" i Ly(o™(a))
(7

) lim )=

n—to |g7(a)]’  n—+e |o7(a)|

Ar(a,b)(e(a)™" = ( Lim

d’ol la premiére égalité de (iv). Enfin, pour montrer que cette quantité est égale
a py, il s’agit de remarquer que les deux vecteurs (e(a))oca et (A1(a,b))aca sont
tous les deux & coordonnées positives et vecteurs propres pour M, et la valeur
propre €, donc qu’ils sont homothétiques, le coefficient de proportionnalité étant
positif. Donc 3, > 0 / Ya € A, e(a)~!Xi(a,b) = X}. Mais comme X;(a)aca
est vecteur propre de ‘M, alors le vecteur (A})sca est vecteur propre pour

le™(8)] _ 2xafa,b)
Ea et Ay = —-)—-;(a ,

on en tire ZbeA Ay = 1. Ainsi, grace a la primitivité de A,, on a donc bien
AL = py, Yo € A, ce qui termine la preuve du lemme.

M, et la valeur propre 8, et comme Z,,d:l Ai(a,b) = lim

4.2.2 Expression pour S(m).

En gardant les notations du début de ce paragraphe, rappelons que I’on cherche

a calculer
m-1 v

Sm)= 3> f(Mi(n)).

n=0 =0
Pour cela, nous posons :

0<i<y

Lemme 8 e Posons d’abord S|, =0 et

Si= Y. fM)e(o), VI, 0<I<wv—1,
(M, c)EE()
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avec
E() = {(M,c) € A" x A JAM',b) € A" x A: M'b < Ny, Mc = o(b)},

el oun

N; = G”_I—I(M,,)...UI(M[.{.Q)O'O(M].;.I) € A*.
o Posons ensutte

S = > F(M)' )], Y1, 0< 1< v
(M BYEA"XA [Mb<LM,

o Posons enfin Si' = 0 et S = f(M)|o'~ (Mi—1)...e% M), VI, 1 <1<
v.

o Alors, pour 0 <1l <w,ona S =85 +5'+5"

Preuve : nous allons démontrer le résultat en distinguant 3 cas selon que | = 7,
que 1 < I < v—1ou que I = 0, mais, dans chaque cas, nous utiliserons le fait que,
comme (M;,a;)i=o0,1,...,» (resp. (Mi(n},ai(n))i=z0,1,..» ) est la représentation
1—admissible de I’entier m > 1 (resp. de Ventiern ; 1<n<m—1),onales
inégalités strictes suivantes :

0<n=Y |d'(Mi(n)| <m=_ |o*(Mi)].
i=0

i=0

Premier cas : [ = v. Grace 3 Pinégalité précédente et comme les deux mots
M,(n)ay(n) et M,a, sont préfixes de o(1), on a nécessairement M, (n) préfixe
de M, . Distinguons alors 2 cas :

(i) : M,(n) = M,, c’est-a-dire n > |6”(M, )|, alorson a Card{n e N /1 <a <

m—1: My(n)=M,} =120 o' (M) = |Z:’=_ol o“(Mg)l , et il vient donc :

m-1 r—1
> F(M,(n)) = £(M,) > o (M:)| = S
n=0, M,(n)=M, i=0

(ii) : M,(n) < M,. c’est-a-dire n < |¢¥(M, )|, alors M, (n) est préfixe strict de
M,. Supposons que M, = bgh;..by_;,ou b; € Apour 0 < i< k-—1,eton
; = |M,| € N". Alors M,(n) peut prendre k valeurs, & savoir w pour |¢”(bp)|
entiers », ou by pour |¢¥(b;)| entiers n, etc..., ou bob;...bx—2 pour |¢¥(br_1)|
entiers n; ce qui donne :

m~—1
S f(Mn)= > f(M)|e"(b)| =Sy
n=0, M,(n)<M, Mb<M,
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Donc le lemme est démontré pour ! = v, 4 condition de poser Si, = 0.

Deuxiéme cas : 1 <! < v — 1. Nous allons ici distinguer 3 cas=<
() : (Mu(n), M,_1(n), ..., Mi(n)) = (M), M, _1, ..., Mi(n)) donc aussi (a,(n),a,-1(n), ..., a(n))
= (ay, ay—1, ..., a1), c’est-a~dire que l’on a les inégalités suivantes :

YoM <a< Yy |of (M) = m,
i={ 1=0

donc il y a exactement IE:;:, o'(M;)| entiers n satisfaisant (i), et 1'on obtient
alors S;".

(1) : (M, (n), M,_1(n), ..., Mipa(n)) = (M, My—y, ..., Miy1), mais Mi(n) # M;.
Alors, comme les deux mots Mi(n)a;(n) et Ma; sont tous les deux préfixes du
mot o(aiy1(n)) = d(aiy1), on a Mi(n) préfixe strict de M;. En faisant exacte-
ment comme dans le premier cas (cas(ii)), on obtient le terme S}’.

(i) : I/ 14+ 1<i<wv, Mi(n)# M;, on adonc ici

n< Yy lod (M)l

j=i+1

et remarquons au passage que, si k est le plus grand des entiers 7 tels que
1+1 < i< vet Mi(n) # M;, alors Mi(n) est préfixe strict de M. Posons M’ =
¢~ Y (M, (n))...c (Mi42(n))o®(Miz1(n)), alors 'hypothése (iii) se traduit par
le fait que M’ est préfixe strict du mot N; donné dans 1’énoncé du lemme, donc
3b € A tel que M'b <X N, et en fait le lemme 5 nous dit que b = aiyi(n).
Supposons le couple (M',b) € A™ x A fixé tel que M'b <X N, on sait qu’alors
le mot M;(n)ai(n) est préfixe du mot ¢(b) = ¢(a;41(n)). Supposons que a(b) =
€ocy...ck—3 ou k = |o(b)] € N et ot ¢; € A pour 0 < ¢ < k — 1, alors le mot
M;(n) peut prendre k valeurs distinctes, & savoir w pour |o?(co)] entiers n, ou
co pour |o'(c1)| entiers n, etc..., ou enfin cgci...ck—2 pour |¢'(cx—1)| entiers n.
Ainsi, nous obtenons dans ce cas :

i F(M(n)) = Z z f(M)et () = S;.
n=0

MOSN) Mc<o(b)

Comime ces trois cas épuisent toutes les possibilités, le lemme est encore vrai
pour 1 <i<v-—1.

Troisiéme cas : [ = 0. En fait, il suffit de copier la démonstration précédente,
sauf que le cas (i) n’existe plus, c’est-a-dire qu’il suffit de prendre S§" = 0, et le
lemnme est alors entiérement démontré.

Dorénavant, nous posons §' = |02, et nous définissons trois cas distincts :

e Casl: 6 >1;
o Cas2: 0 =1,
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e Cas 3: ¢ < 1.

Lemme 9 Soient E = {(b)M,c) € Ax A" x A [Mc < a(b)} et

a=0"" N mf(M)e(e).

(b.M c)EE

Alors il existe pour chaque leltre ¢ € A un réel p(a) tel que, si 'on prolonge p
@ A* par concaténation, on ait la formule :

v-1 v o . O(v8'"”) dans le cas 1,
Z Sl = “Z ie(M;)8 + Zu(Mi)g' +¢ O(?)  dans e cas 2,
=0 i=1 i=1 o(1) dans le cas 3.

Preuve : grace au lemme précédent, nous pouvons écrire, pour 0 < I<v-1,

Si= Y. L(N)f(M)le (e,

(b,M,c)EE

or, comme N; = 6”"‘1(!\4,,)...0“1(114';+-_7)00(1’14;+1), on a

Ly(Ni) = Y Ly(a" "7 (Ms));

i=l41

mais avec le lemme 7(ii), on a

é
Ly(a" ™71 (My)) = Y My, (M, 0)6; T

; Ji=1
Puis le lemme 7(i) donne
5
lo' ()l = D €5(e)65,-
ja=1
On a donc :
v 6 é ) ﬁ
Si= S T TS M (M b)es () f (MO
(b,M,e)EEi=I+1 j1=1j2=1 ‘

Notons A = {1,2,...,6} et, pour (j1,72) € A? et W € A*, posons

a(ii g W)= 3. X, (Wb, () f(M),
(b,M,c)EE
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de sorte que :

v—1 v—=1 v

S=3"3" Y alhinMHET,
i

=0 =0 i=i+1(7,,j2)6A2

soit, en changeant ’ordre des sommations :

- v i-1
5= T atui 0,
1=0 i=11=0 (j1.j2)€A?

Dans cette formule, nous allons distinguer 4 cas selon les positions respectives
de j; et de jo par rapport a 1.

a) : (j1,j2) = (1,1). Alors 3;-1‘"19_:-2 = ¢'~1 et, pour W € A*, nous avons

A (W, b)

Ly SN,

oL, 1, W)= > (Wbl f(M)= > W)=~

(4, M,c)eE (b,M,c)cE

or le lemme 7(iv), ou plutdt son extension aux mots de A" \ {w}, donne

-)‘—;-{-%';l = pyp, donc

o(l,1,W)=e(W) > mf(M)e(c) = e(W)fer, YW € A",

(b,M,c)eEE
,[ de sorte que l’on obtient ici le premier terme de 1’égalité du lemme,
; puisque :
’ v i-1
E S5 a1, 1, M50 26 —aZze(M )6
: i=1 1=0

(b): ji=1, jo#1 Alors 6;, =0 #0;, et, pour2< ja<éet W e A", ona

| a(l,jo, W) =e(W) > mei()f(M),
» (5,M,c)EE
et donc

v i—-1

‘ ZZZQ(I o, M0~ 1g —Z M)Z ST mei(Q)f (M) Zat ~i-1g
i=1

i=1 1=0 j»=2 j2=2(b,M,c)EE

, i-1gicg-ag __ 8'-05, | )
Comme 0;, #6, 5,0 6, = -5_—9; : Pour a € A, nous posons :

¢

Yo men()f(M) €R,

Oi (b,M,c)EE
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(c) :

puis nous prolongeons cette fonction ¢’ : A — R a A® par concaténation,
de sorte que l'on a :

z: IZ 2_72=2 a(lvj'—’vMi)ei—l_lg.;z
= Z::l p (M8 — {Z; =1 E(M; )272_2 Z(b M. c)EE I‘begz(c)f(M)g e, }

On remarque alors que, les M; étant éléments de I’ensemble fini P, la
quantité

ja=2

est uniformément bornée pour 1 < i < v, de sorte que le terme entre
accolades 4 la fin de 1’égalité ci-dessus est en O3, 6") lorsque v — 400,
quantité qui est elle-méme en

0(0"”) dansle cas 1,
O(v) dans le cas 2,
0o(1) dans le cas 3.

jo=1, j1#1. Alorsb;, #6;, =0 et,pour2< j; <éet WE A”,on a

O'(jl’l»W) = Z /\j,(W,ﬁ)E(C)f(M),

(b, M, c)eE
et donc
ZZ Z (i, 1, MY 116 = 5 Z (Ze’iz‘—le‘) S X (M ble(e) (M)
i=1 =0 j;= : i=l 1= (b,M,c)EE

1 663
Comme 6;, # 6, Size 6*; ~i-igh - —5—1- nous définissons une deuxiéme
21

fonction p” : A* — R, en la définissant sur les lettres a € A par :

]

@)=Y g 3 @ be@f(M) €R,

; - 21
F1=2 (b, M,c)eE

et en la prolongeant par concaténation, comme d’habitude, et I’on obtient
alors :

v i—-1 v ) v 5 91
S a1 M = ST S 0 (e IR |
i=1 1=0 j;=2 i=1 i=1j1=2(b,M,c)EE i I
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Pour la méme raison que ci-dessus, le terme entre accolades est du méme
ordre que précédemment, et il est négligeable devant I'erreur de 1’énoncé
du lemme; nous posons maintenant p: A" — R, définie par :

p(M) = p'(M) + u"(M), ¥M € A,
et nous avons :
v—~1 v ) v ) v i—=1 § é )
Y Si=a)y. ie(M)0'+ " p(M)+3 "y >0 3" el s, MO0 4 E,
=0 i=}1 i=1 i=1 1=0 j;=2j,=2

ot le terme d’erreur E est, pour I’instant, en O(6") (respectivement O(v)
ou O(1)) selon que 1'on est dans le cas 1 (respectivement 2 ou 3).

(d): ji #1, jo#1. Alors il s’agit de distinguer deux cas selon que 0;, =6,,
ou que #;, # 0;,; on vérifie sans peine que, dans ce dernier cas, la som-
mation donne lieu & une erreur en O(3>;-, 0"), c’est-a-dire encore en E,
alors que, dans le cas ou 8, = 0;,, la sommation donne une erreur en
O3/, i0"), erreur qui est elle-méme en O(v0") (respectivement O(v?)
ou O(1)) selon le cas étudié, ce qui termine la preuve du lemme.

Nous en arrivons maintenant au résultat principal de cette section :

Théoréme 1 Pour M € P, posons

a(M)=p(M)+ " f(M")e(b),

MIb<M

ot la somme est élendue ¢ tous les couples (M',b) € P x A tels que M'b soit
préfize de M. Posons d’autre part

MT = Miy1Migr. M, €A™, Vi, 0<i<uv—1,

et M} =w, et ot Uon rapelle que (M,-,a,-)os,-s,, est le 1—développement de m.
Alors on a la formule :

v o . O(v0'™) dans le cas 1,
S(m) = a ) ie(M)0'+ Y (a(Mi)+ (M7 )e(M; NE+S O(W?)  dans le cas 2,
i=1 i=0 O(v) dans le cas 3.

Démonstration. Grace au lemme 8,0n a

S(m)=3 " (S|+ S +5"),

0<i<y

et le lemme 9 nous donne 3", S/.
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D’une part, nous avons 3 o<, Si' = Xm0 Lpp<ar, J(A)|o (b)), or le lemme
7(i) donne |o*(b)] = 3i_, e:(b)8! = e(b)8' + O(8"), donc

> s Z S A(M)e(b)e + 0(29"
0<i<y i=0 Mb<M,

D’autre part, nous avons zogKu S = Yoo FIM)|e' Y (Miy)...0%(Mo)),
et encore le lemme 7(i) donne |¢'~ 1 (M;_1)...c%(Mo)| = Z;_o e(M; )9‘-{-0(2‘ Loy,
donc )

v~ v
DS =3" " f(M)(e(M:) + O(6")).
o<i<y i=0 i=i41

Nous obtenons donc :

S(m) =a Z ie(M;)6 + Z p(M;)6 + Z S F(MNeb)

i=0 M'b<M,
+
v—1 v
> F(My)e(M;)E +0(Z"")+O(Z Z 0+ E,
=0 I=i41] i=0 i=:i4+1

oli K est I’erreur du lemme 9. Dans cette formule, en écrivant E:’;{; Dol=igt F(Mp)e(M;)60 =
Si_o €(M;)F(MF)é, nous trouvons comme “terme principal” :

a z": ie(M;)0' + Z”:(Q(M,-) + f(MT)e(M;))6,
i=1 i=0

comme annoncé; quant au “terme d’erreur”, le plus important est
v—-1 v
17
o > e,
i=0 I=i+1

dont on vérifie sans peine qu’il est bien, dans chaque cas, comime annoncé dans
le théoréme.
Nous terminons cette section par un lemme qui nous sera utile par la suite :

Lemme 10 On a la formule :

> ie(Mi)6' = mlogem—mlogs(D e(Mi)6*™* ") = (v +1—i)e(M;)6 + E,

i=l i=0 i=0

ot Uerreur E est du méme ordre gue dans le théoréme 1.
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Preuve : il est clair que le lemme sera prouvé lorsqu’on aura montré que

v

v
mloggm = (v+ 1)e(M;)0" + mloge(D  e(M;)0~"~1) + E.
i=0 =0

Comme (M, a;)i=01,. , est la représentation 1~admissible de m, on a m =

Sico |l (My)l= i (M8 + O3 7_, 0"), soit :

v . O(f"") dans e cas 1,
m = Ze(M,-)H’ + < O(v) dans le cas 2,
i=0 o(1) dans le cas 3.

En prenant les logarithmes en base 8, on a :

O(vf~") dans le cas 2,

O((%’)") dans le cas 1,
o) dans le cas 3.

4
logy m = v+ 1+ logy (stjw-"-l +
i=0

Il suffit alors de faire le produit de ces deux égalités pour obtenir celle annoncée
au début de la preuve.

4.3 Une deuxiéme expression pour S(m).
4.3.1 Définition et propriétés des fonctions F,(z).

Définition 4 Soit a € A; pour z € [0,e(a)[, soit z = ./ % e(M;)8* sa
représentation a—admissible (donnée par la proposition 9). Soient o et (M), M €
P définies auz lemmes 9 et théoréme 1. Posons M] = w, et M = M, Ms...M;_,
pour i > 2. Nous définissons alors une fonction Fq : [0,e(a)[— R par :

+00 :
Fo(z) = —azloggz + Y  (—iae(M;) + o(M;) + e(M:)f(M])) 677,

i=1
ot l'on convient que zlogyz = 0 pour z = 0.
6

Lemme 11 (i) Si a,b € A sont telles que b < o(a), et si z € [0,e(b)], alors
201 € [0,e(a)|, et Uon a Fo(z871) = 6~ Fy(z).

(i1) Soit z € [0,e(a){ comme dans la définition 4, et, pour k entier > 1, soient
TE = Zle e(M;)0~% etty = z — zx. On a alors la formule :

Fa(z) = Fa(z1)+07F Fo, (8 k) —o(z logy z—z logg zi)+aty logy ti+F(M{, ) ).

Preuve de (i) : commeb < o(a), et comme ¢ est une fonction strictement positive
sur les lettres de A4, on a £(b) < e(o(a)) = fe(a), donc 0 < z < €(b) < fe(a) =
0 < z67! < e(a), dot 2071 € [0,&(a)[, de sorte que I’on peut calculer F,(zf~}).
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On remarque alors que, si (M;,a;);>1 est la représentation b—admissible de
z € [0,e(b)[, c’est-a-dire si I'on a 2 = > ;5 e(M;)0~" avec Alya; =< a(b) et
i> 2= M;a; < o(a;—), alors on a zf~! :_ZD.-,E(AI;_])O"'; donc, en posant
§ (Mg, ag) = (w,b), on voit que la suite (A7, a,-),-ZS est a—admissible, et que c'est
la représentation a—admissible de z6~! = 3", e(M;_1)0~*; donc

400
Fo(z67 1) = —azf~'log, (207! )+Z (—ioe(Mi—1) + a(M;_q) + e( Moy ) f(M,)) 67",

i=1
Mais comme My = w, on a e(My) = a(Mp) = 0, d’ot facilement :

i>1

Fo(z0) = 0" Fy(z) + af™? (z - Ze(M.-)o-‘) =01 Fy(z).

Preuve de (ii) :

e 7 = j:f e(M;)8~*, on (M;,a;)i>1 est la représentation a—admissible de
z € [0,e(a)[;

* Ty = 2?:1 e(M;)87%, ol (M;,ai)i=1,2,.. k(w, 1)i>k+1 est la représentation
a—admissible de z; € [0, e(a)[;

e Enfin, %1 = doivkal e(M;)0* 1 = 0= lrpyy, oliTpy; = ivk4l e(M;)gF+1-1
a été défini au lemme 6 et vérifie rp4; < fe(ai), donc 6%t € [0,e(ar)],
et il a pour représentation ax—admissible §¥t, = 5.5, e(Mr4;)077, avec
la suite (M4, @kti)i>1 qui est bien ag—admissible, puisque Agqiakq1 <X
olar), et que i > 2 = Myqiapyi X 0(apsioy).

Il suffit alors de calculer le membre de droite de I’égalité (ii) pour s’apercevoir
que 1’on tombe précisément sur F,(z).

Lemme 12 Soienta € 4, z € [0,e(a)[ d’écriture a—admissible z = 3157 e(M;)6™"
et, pour k entier > 1, z; = Z:-;l e(M;)6~¢. Alors :

(1) Fa(z) = O1);
(i1) |Fa(z) — Falzi)| = O(k6~F).

Preuve de (i) : Fa(z) = —ozlogy 2+ 515 (—iae(M;) + a(M;) + e(M;) f(M])) 67,
avec e(M;) et o(Af;) qui sont en O(1) puisque les M; sont dans ’ensemble fini

P. D’autre part, f(M) = f(M;Mo...M;_;) est quant & lui en O(¢), donc fi-
nalement on a :

400
Fa(z) = 03 i6™%) = O(1),

i=1
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puisque £ > 1.
Preuve de (ii) : nous utiliserons les notations et le résultat du lemme 11(ii), 2
Savoir :

|Fa(2) = Falza)l = 107" Fa, (6%tx) — aRe + F(M, ) )i,
ou I'on a noté Ry = zlogy z — zp logg 1 — t logy ..

| 1. D’abord, comme on I’a vu dans la preuve du lemme 11(ii), on a 8%, €
[0,(ai)[, donc 6%t = O(1) et tx = O(6~%); et, grace au (i) de ce lemme,
on a F,, (6%t:) = O(1), d’otr :

0~F F,, (6%1:) = O(67%).

2. Ensuite, écrivons Ry = (z — zi)logez — (zx — z)logy zp + z1 logy z —
zloggy ) — 1 logg 11, soit :

Ry = tp(logy z + logy 21 — logy 1) + 21 loge z — z log, z.

Distinguons deux cas selon que 2z = 0 ou z; # 0.

e Siz; =0, alors {; = = et 'on trouve R = 0.

e Si zp # 0, comme z = Zf;l e(M;)07%, on a zx = O(k6~F), donc
: les deux termes z log, = et zlogy z; sont en O(kf~*); d’autre part,
1 comme logy z+logg z1 = O(1) et tx = O(67%), on alogy t = O(—k),
1 et il vient finalement :

Ry = O(k67F).
3. Enfin, comme M, = M M>...My, on a f(M;,,) = O(k), donc :

f(JwL_.;.l )tk = O(ke_k) ;

4. Finalement, nous obtenons bien, compte-tenu des trois estimations ci-
dessus, que |Fo(z) — Fa(zi)| = O(k6~*), ce qui termine la preuve de ce
lemme 12.

4.3.2 Expression pour S(m).

Rappelons que nous avons distingué trois cas selon la position de &' = |#a| par
rapport & 1 :

e Casl:8 >1;
o Cas2: 6 =1;
e Cas 3: 6 < 1.
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Lemme 13 Si z,y € [0,2(1)] ont tous deuz une représentation 1—admissible
finie, soit x = Y5 e(M;)0~F et y =35, e(N;)0~*, alors :

O(ly — 2|k + k(%)*)  dans le cas 1,
{Fi(y) — Fu(z)| = O(ly — =)k + k%6-%)  dans le cas 2,
O(ly — =k + k67F) dans le cas 3.

Preuve : I’hypothése de finitude des écritures 1—admissibles des réels z,y €
[0,£(1)[ se traduit de la maniére suivante :

o z=5F_ (M), ot la suite (finie) (M, a;)i=1,2,. & est 1—admissible;
o y= Zle e(N;:)8~%, ot la suite (finie) (N;, b;)i=1,2,.. x est 1—admissible;
o D'entier k € IN™ est tel que (M, Ni) # (w,w).

Maintenant, définissons deux mots u et v de A™ par :
o u=c " (M)o*2(Ma)...o (My—1)o®(My);
o v =" YNyt ~2(No)...c (Ni—1)oO(Ni).

On remarque alors que, comme A;a; < o(1) (resp. Nb; X (1)), et 2< i<
k= M;a; < 0(a;—1) (resp. N;b; X o(b;—1)),on a:

o Lasuite (M, a;)i=k k-1,
m = |ul;

23 est la représentation 1—admissible de Pentier

e La suite (N;, b;)iz¢ k-1
m' = I’Ul

2.1 est la représentation 1—admissible de ’entier

yeregdy

Maintenant, nous cherchons des estimations permettant de comparer, d’une part
Fi(z) et Fy(y), d’autre part S(m) et S(m').

1. Commengcons par remarquer que l’on a

k k é k 6
m=ul= | (M) =D O e (M) =D (e(Mi)0* I+ e (Mi)8E )
i=1 i=1 j=1 i=1 i=2
= k k k=1
> (e(M:)6*~F + 08" ) = 68 Y e(Mi)o~F + 0 6%),
i=1 =1 i=0

soit :

O(k)  dansle cas 2,
o(1) dans le cas 3.

Et la méme relation est valable en remplagant m par m' et z par v.

{ O(9'*) dans le cas 1,
m=0z+
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2. Ensuite, si l'on note (Ai(n), ai(n))i=0,1, . k-1 la représentation 1—admissible
de P'entier n / 0 < n < m — 1, avec éventuellement M;_(n) = w si
n < |o¥71(c1)| (ol ¢; est la premiere lettre de J\Il) alors le théoréeme
1 nous permet de calculer la somme S(m) = > ,k_ol f(AL(n)), et
donne comme résultat :
k-1
:QZZE Mi_i)8 + Z (My—i) + f(MZF_)e(Mp_;))6' + E,
i=1

avec £ = O(k0'%) (resp. O(k*) ou O(k)) selon que I’on est dans le cas 1
(resp. 2 ou 3), et ici encore cetie relation est valable en remplagant m par
m’ et Af; par N; pour 1 <7 <k.

3. Utilisons maintenant le lemme 10 qui s'écrit ici :

k-1 k-1 k-1
Zzs M;_;)0" = mlog, m—mloge(z (M _)0'~%)— Z(L—z) (Myp_;)0' +E.
i=1 i=0 i=0

On remarque alors que, d’une part 31— e(My—i)0i~*=3"F_ e(M;)0~7 =
z, et d’autre part Zf;ol(k—i)e(Mk_,-)()": Zle ic(M;)0%~*, de sorte qu’en
remplagant tout ceci dans la derniére égalité donnée en 2, nous obtenons :

k
S(m) = amlog, m—amlog, :L'J.—Z (—iae(M;) + a(M;) + f(MF)e(M;)) 6~ +E,
i=1

oli 'on remarque que, dans cette expression, compte-tenu de l’écriture
1—admissible de m = |u| donnée en 1, 0on a M}t =w, et 2< i<k =
M = MM, M;_.

4. Maintenant, appliquons la définition 4 pour calculer Fy(z) lorsque z =

Zf=1 e(M;)8~% € [0,¢(1)], il vient :

Fi(z) = —azlogyz + —iae(M;) + a(M;) + e(M;) F(M])) 677,

M»

i=1

avec ici My = w et M7 = MyMs...M;_;, donc f(AM[) = f(A{f). En
remplagant cette expression dans la formule donnée en 3 pour S(m), nous
obtenons :

S(m) = amlogym + 6* Fy(z) + E — amlog, z + 0¥ az log, z.

On utilise alors le fait que :

Cas 1: = (LO") m = gFz + O(0'%),
Cas 2 : E: O(k?), m = 0%z + O(k),
Cas3: E=0(k), m=6z+0(1).
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Nous obtenons finalement :
S(m) = amlogy, m + 6 Fy(z) + E,

et de méme :
S(m') = am'logy m' + 0¥ Fy(y) + E.

. Supposons alors que = # y, par exemple que y > z (et donc aussi m’ > m),
alors :

k-1
S(m')=S(m)y= Y > f(Mi(n));
m<n<m’ =0

or tous les mots M(n), (I,n € N) sont dans I’ensemble fini P, donc
f(M(n)) = O(1), d’ob S(m") — S(m) = O(k(m' — m)), et comme k =~
loge m’, on a S(m')— S(m) = O((m' —m)log m'). D’autre part, grace aux
estimations du 1. pour m et m’, on a :

m —m { O((%)k) dans le cas 1,
:y—:z:+

T O(k6~*) dans le cas 2,
O(6~*%)  dans le cas 3.

Enfin, nous avons aussi :

m’ logy m’' — mlog, m = O((m' — m)logm’).

. Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme, puisque, grace
ad.,ona:

S(m') - S(m mlog, m — m' log, m’ _
Fi(y) — Fi(z) = ( )ek ( )+a Be o 8o L g-tE,

|F1(y) - Fl(z)l S Qk ek + g—kEy

S(m") — S(m) ‘ ta Im’ log, m' — mlog, m

d’ol : (o Y ,
m — 7 og
|Fi(y) — Fa(z)l =0 (————1 :k g ) +67FE,

ce qui donne le résultat souhaité, compte-tenu de 'estimation de "‘—;Iﬂ
donnée en 5., et du fait que logm’ = O(k).

Lemme 14 Si z,y € [0,e(1)], et z # y, alors :

O(ly — z|t*'°8 ¢ log |y — z|)  dans le cas 1,
|F1(y) = Fi(z)l = ¢ O(ly — z|(log|y — zI)*) dans le cas 2,
O(ly — z|logly ~ =) dans le cas 3.

Atnsi, Fy est dans tous les cas une fonction continue sur [0,e(1)[.
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Preuve : supposons que z = 3 1y €(AM;)0~% (resp. que y = 3157 e(N;)07), ot
la suite infinie (M, a;)i>1 (resp. (N;,b;)i>1) est 1—admissible. Pour k en-
tier > 1, soit & = |y — z| = | ?:f(s(N;) — g(M;))8* %), et choisissons
’entier k tel que I'on ait #~! < ¢; < 1, puis posons z = }:f:l e(M;)0~" et
Y = by €(N;)6~*. En écrivant Fi(y) — Fi(z) = (Fi(y) — Fi(w)) + (Film) -
Fi(z1)) + (Fi(zx) — Fy(z)), nous avons :

IF1() — Fu(2)l < |1Fu(y) = Falwe)l + [Filwe) — Fi(ze)| + [Fi(ze) — Fi(z)l.
D’abord, grace au lemme 13, nous avons :

O(lye — zelk + k(%))  dans le cas 1,
|Fi(ye) — Fi(zi)l = O(lyx — zi|k + £26~%)  dans le cas 2,
O(|lyr — zlk +k87%)  dans le cas 3.

Ensuite, grace au lemme 12, les termes |Fy(y) — Fi(yi )| et |Fi(zi) — Fi(z)| sont
tous les deux en O(k6~F).
Enfin, grace a la définition de k, nous avons les estimations :

6% = O(|y - =), k = Ologly — zI), v — &l = O(ly — =),

qui, remplacées dans ’estimation de |Fy(yx ) — F1 (21 )| donnée ci-dessus, donnent
exactement le résultat du lemme.

Lemme 15 Sia # 0, alors F, est une fonction nulle part dérivable sur [0, e(a)],
ceci Ya € A.

Preuve : il suffit évidemment de montrer que la fonction :
Ga(z) = Fo(z) + azlogg z

est nulle part dérivable sur [0,e(a)[.

Commengons par remarquer que, pour b € A, comme M, est primitive, il existe
i assez grand tel que [o*(b)| > 2 et il existe ¢; € A telle que le réel 7; = e(c;)0~*
ait pour représentation b—admissible 7; = Z;':;’ e(M;)077, on la suite infinie
(M;,a;);>1 est b—admissible, avec M; = ¢; et M; = w pour j # i. Alors,
grace & la définition de F, nous avons Gy(7) = Z;:?(—jas(Mj) + a(M;) +
e(M;) f(M; ))8~7, expression qui se réduit ici 2 :

Gi(m) = (—iae(e;) + a(es) + e(e:) F(M] )6,

or on a M = w, donc f(M) = 0 et Go(n) = (—iae(c;) + afe;))07; ainsi,
nous obtenons :
Ge(7i) o

Jdim —— = lim (—ia+ —ciz) = o0,
imtoo T i—+oo e(e:
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puisque o # 0.

Supposons alors par I'absurde l'existence de a € A et de z € [0, £(a)[ tels que G,
soit dérivable en z, et soit (M;,a; )i>1 Décriture a—admissible de z, ¢’est-a-dire
z= j:; e(M; )0“-7. Comme Card A =d < +o¢, 3b € A et 3J, sous-ensemble
infini de N™, tels que £ € J = a; = b. Soit ¢ un nombre réel arbitraire de
10, (b)[ et, pour k € J, soient z; = Z_;sz e(M;)077 et 2, = 24 +167F. Alors
7y €]0,e(a)[ (vérification immédiate) et on peut appliquer le lemme 11(i1) en
prenant r =z, 1y = 2}, — x4 = t0~%, a; = b, de sorte que ’on obtient :

Galzy) = Galzk) + 875 Go(t) + f(M)07F — katd™*.
En divisant les deux cotés de cette égalité par zp —zp = 16=F il vient :

Galz}) = Galzr) _ Galt)

f
Ty — Tk i

+ f(ﬁf) Alg!\f&) - ka.

Comme on a supposé que G, était dérivable en z, et comme I'on a J infini et
k€ J = z; <z <z}, nous aurions donc :

lim Ga(x;;) - Ga(xk)

k—+oo zh — Tk

= Gy (z).

Donc, grace a 1’égalité obtenue plus haut, nous obtenons :

Gift)

= Gy(z) = lim [f(MMy. M) — ka] = K,
t k—+oc0

quantité indépendante de £, donc Gy(t) = Kt, ce qui est évidemment en con-
tradiction avec l'existence de la suite (7i)i>1 qui tend vers zéro et telle que
limi— 400 G"'_XT"’ = Zoo. Ainsi, dés que o # 0, F, est nulle part dérivable sur
[0,e(a)], Ya € A.

4.4 Enoncé du théoréme de Dumont et Thomas.

Afin de pouvoir Pappliquer & certaines suites digitales, nous allons rappeler les
hypothéses du théoréme.

Théoréme 2 (H1) Soient A = {1,2,....d} un alphabet, ¢ : A — A" une
substitution telle quc 1 < 0(1), u = limg— 100 0¥ (1) l'unique suite infinie
point fize de ¢ commengant par 1, et P = {M € A*/3a,e € A : Mc =<
o(a)} lensemble (fini) des préfizes stricts des images des letires de A par
.

(H2) Pourn entier > 1, on appelle “représentation 1—admissible de n” Vunique
suite (finie) (M;(n),a,»(n)),-=0y1,m,,,(,,) d’éléments de P x A telle que :



A r/(n)(n)au(n)(n) X o(l) 1 £ < vin) = M;_1(n)a;i—1(n) <
o(ai(n)).
o Myn)(n) #w ; wus..un = 0*(Myn)(n))...6 (M1 (n)o®(Mo(n)).
(EH3) Soit f : P — R une application telle que f(w) = 0.
(H4) Soit s/ = (s/(n)),, v la suite définie par :
« s0)=0;
o o/ (n) = T f(Ms(m)) si n = TP (M) 2 1.

(H5) Seient My = (Li(6(j))ij)eaxa € Maxa(N) la “matrice de ¢”, et
{6: /] 1 < i< 6} Vensemble des différentes valeurs propres de M, , ordonné
de sorte que i < j = |0;| > |6;].

(H8) Nous supposons que M, est primitive, et que § = @, est un réel > 1.
Comme conséquences, on a :
12206 <0;
o [l existe un unigue vecteur g = (fa)aca, propre pour M, et la valeur

propre 0, & coordonnées > 0, normalisé par la condition > aca Ba =
1.

(HT) Enfin, nous supposons l’exisience d’une base de C% constituée de vecteurs
propres pour la matrice *M,.

(C1) Alors il existe une constante o el il existe une fonction G, définie et
continue sur R*", telles que :

(i) Pour tout entierm > 1, on a S.n o sf(n) = amlog, m + mG(m) +
o(m);
(i1) Pour tout réel z > 0, on a G(6z) = G(=z).

(C2) Plus précisément, on a =071 34100y Haf(M)e(e), od,
lo” (<)l

= lim —~= .
Yee A, (c) Jlim >0

(C3) Enfin, si a # 0, alors la fonction G est nulle part dérivable.

Démonstration. Grace au lemme 11(i) et au fait que 1 < ¢(1), la propriété :
0 <z <e(l) = Fi(0~'z) = 671 Fy(z), et la continuité de F; sur [0,e(1)],
entrainent I’existence d’une fonction F définie et continue sur R*™, dont F} est
la restriction a [0,e(1)][, et telle que :

Yz >0, F(fz) = 6F(z).

Soit alors m un entier > 1, dont la suite {(M,,a,),(M,-1,8,-1),...,(M1,a1)}
d’éléments de P x A constitue 1’écriture 1—admissible, ce qui signifie :
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o My #w; 2< i< v= Ma; <Xo(a;_1);
o uyus..um = 0¥ H(My)o¥ " Ma)...c (M, _1)e°(M,).

Alors le théoréme 1 appliqué 2 m donne :

v—1 v—1
S(m)=a Y ie(M,_)0' + Y (e(M,~:) + [(M}_)e(M,-,)) €' + E,
i=1 i=0

avec E = O(v8") (resp. O(v*) ou O(v)) selon que ' > 1 (resp. ¢ = 1 ou
8" < 1). Puis le lemme 10 donne par ailleurs :

v—1 v—1 v—1

S ie(M,_;)0" = mlogy m—mlog, (Z E(M,_,-)a‘-") =3 (w=i)e(M, )6 +E,
i=1 i=0 i=0

ou E’ est du méme ordre que E. Ainsi, la formule pour S(m) devient :

S(m) = amlogy m—amlogy | > e(M;)077 | —a > je(M;)0" 4> " (a(M;) + f(M;)e(M;)) 6~ +E,

i=1 j=1 i=1
otl, vu écriture 1—admissible de m,on a M;f =wet2< j< v = ]\1]-"” =
MMy . M;_;.
Soit alors z le réel de [0,e(1)[ dont I’écriture 1—admissible est la suite (finie)
{(M1,a1), (Ma,as),...,(M,,a,)}, cest-a-direz = 3, e(M;)0~%; alors la définition
4 donne, pour Fy(z) = F(z) :

F(z) = —azloggz + »_ (—iae(M;) + a(M;) + e(M;) f(M])) 67,
i=1

on, ici aussi, on a M, =w et
2<i<v=>M" =M M. M;_;.
En reportant ce résultat dans la derniére expression pour S(m), nous obtenons :
S(m) = amlogg m + 0" F(z) + alogy z(6"z — m) + E.

Puis, en utilisant le lemme 7(i) et les écritures 1—admissibles de mm = 34—y |o* (M, ;)|
et de 0¥z = 3"V e(M;)8”~*, nous avons m — 8z = O(3 12, 6'~%), erreur qui,
dans chacun des trois cas, est un o(£). Ainsi, on a :

S(m) = amloggm + 6" F(z) + E;
mais, ¥ étant un entier, on a aussi :

S(m) = amlogym+ F(6"z)+ E.
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Puis. en appliquant & F' le lemme 14 avec z = m et y = 6"z, nous avons :

0(#”) danslecasl,
jz—yl=< O) dans le cas 2,
0Q1) dans le cas 3.

et
O(v) dans le cas 1,
log|z —y| = § O(logr) dansle cas 2,
o(1) dans le cas 3.

Donc ce lemme 14 donne :

v . O(v(6") 18 #')  dans le cas 1,
P e(Mi)6™) = F(m) + 4 O(v(logv)?) dans le cas 2,
i=1 O(1) dans le cas 3.

Remarquons que, dans les cas 2 et 3, cette erreur est négligeable devant E, ce
qui n’est pas le cas dans le cas 1. Finalement,on a :

O(v(0™)'+198®")  dans le cas 1,
S(m) = amlogym+ F(m)+ 4 O(¥?) dans le cas 2,
o(v) dans le cas 3.

On remarque que, dans tous les cas, ’erreur est en o(m), puisque v = logy m.
D’ou enfin :
S(m) = amlogy m + F(m) 4+ o(m).

1l suffit alors de définir G : RY* — R par G(z) = ﬂxﬂ, Yz > 0, de sorte que
Pon a bien G(dz) = G(z), et P’on obtient bien la formule (i) de 1’énoncé du
théoréme.

Enfin, si & # 0, alors Fy est nulle part dérivable sur [0,&(1)[ grace au lemme
15, donc il en est de méme de F sur R* puis de G sur R™™, ce qui termine la
démonstration du théoréme.

4.5 Application & certaines suites digitales.

Ici, nous prenons comme d’habitude ¢ un entier > 2, £, = {0,1,...,g— 1}
I’ensemble des chiffres en base g, et F : ©; — R une application telle que
F(0) = 0; alors la suite digitale correspondante ur = (ur(n)), v est donnée
par up(n) = Tso Flei(n)) i n = Tyso c1(n)d', ob ei(n) = [n/al] —gln/g"*1] €
%4, VI > 0. Le but est d’appliquer le théoréme précédent & cette suite up.

Pour cela, nous prendrons pour alphabet A = {1,2, ..., ¢} et pour substitu-
tion la g—substitution constante ¢ donnée par :

o(a)=12...q, Va € A.




Ainsi, la suite u, unique point fixe de ¢ commencgant par 1 n’est autre que la
suite périodique u = 12...¢12...¢..., et ’ensemble P des préfixes stricts des images
des lettres de A par o est :

P={w,1,12,..,12..(¢— 1)}.
On définit alors f : P — R par :
fw)=0; f(1)= F(1); siq >3, alors f(12...e) = F(e) pour 2<e < g~—1.

A chaque “chiffre” de X4, on fait correspondre bijectivement le “mot” de P dont
il est la longueur, c’est-a-dire :

o le chiffre 0 est associé au mot vide w;
o le chiffre 1 est associé au mot 1;

le chifire 2 est associé au mot 12;

*

e etc...

le chiffre ¢ — 1 est associé au mot 12...(¢ — 1).

Notons par M;(n) € P le mot associé dans cette bijection au chiffre €;(n) €
¥4, et remarquons au passage que a;(n) = |M(n)| + 1 = g(n) + 1. Ainsi,
pour n entier > 1, la représentation 1—admissible de n (relativement & cette
g—substitution ¢ ) donnée par la proposition 8 n’est autre que 1’écriture usuelle
de n en base ¢, puisque v(n) = [log, n], et que :

v{n) v(n)

n=)_almd =3 le'(Mm),
i=0

=0

avec My(n)(n) # w puisque £,(n)(n) # 0. Ainsi, les suites up et s/ sont iden-
tiques, puisqu’on a alors :

v{n) v{n)
o (m) =3 f(Mi(n)) = D Flei(n) = ur(n).
=0 =0

Montrons maintenant que toutes les hypothéses du théoréme sont vérifiées.
Nous avons ict M, qui est la matrice carrée d’ordre g constituée de 1 uniquement,
donc M, est bien primitive, et elle admet pour différentes valeurs propres les
réels :

e #; = 6 = g, valeur propre simple, le sous-espace propre correspondant
étant la droite de C? engendrée par le vecteur x = (1/¢,1/q,...,1/q);

o 05 = 0, valeur propre d’ordre ¢ — 1, le sous-espace propre correspondant
étant I’hyperplan de C? dont une équation est z; + 23 + ...+ 2, = 0.




Enfin, nous avons bien l'existence d’une base de C? constituée de vecteurs pro-
pres pour la matrice ‘A, = Af,, et le calcul de a = 6~ '3 Me<o(y Haf (M)s(c)
est tres facile, et donne :

Z f(M) = Z F(e) =

MEP EEE

Donc, en comparant ce que I’on obtient par le théoréme 2 au résultat donné par
la proposition 1 de I'introduction, ol le terme d’erreur 6r(m) est identiquement
nul puisque s = 1, nous obtenons le résultat complet pour les suites digitales
relatives a I'entier s = 1, et ne faisant plus apparaitre de condition sur F(g— 1),
contrairement a la proposition 7

Proposition 10 Soient g un entier > 2, F : 3, — R une application telle que
F(0) =0, de moyenne Mp = 1/¢ Esezq F(e), et up = (up(n)), N la suite
digitale correspondante.

Alors il existe une fonction Gp : RY™ — R, continue, et telle que :

(i) Pour tout entierm > 1, on a E:-_-—ol up(n) = mMr log, m + mGp(m);
(ii) Pour tout réel z > 0, on a Gp(qz) = Gr(z).

Enfin, si Mp # 0, alors la fonction Gp est nulle part dérivable.

5 GENERALISATION DU DEUXIEME THE-
OREME DE DUMONT-THOMAS.

5.1 Introduction.

Dans cette section, nous allons généraliser le théoréme de Dumont-Thomas dans
le sens suivant : au lieu de se donner f : P — R une application telle que
f(w) = 0, et d’étudier la somme double S(m) = Y ' ) Z"(")f(M’;(n)),
(M;(n),a,(n));=0,1,___,,,(n) est la représentation 1—admissible de P’entier » / 1 <
n < m — 1, nous prendrons maintenant s un entier > 1 et g : P° — R une ap-
plication telle que g(w,w, ...,w) = 0, et le but est d’étudier, de maniére analogue
a celle de la section précédente, la somme double :

m—1v(n)

= > > 9(Mi(n), Mis1(n), ..., Migaos(n)).

n=0 =0

Comme on s’en rend compte aisément, la difficulté essentielle consiste de passer
bl
de “s = 1”7 & “s = 27, le passage de “s = 2” & “s > 3” n’étant plus qu’une
question de notations. C’est pourquoi, afin d’alléger les notations, nous pren-
drons le cas “s = 27; ainsi, dans cette section, nous définissons une application
) P
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g: P x P —R, telle que g(w,w) = 0. Puis, comme dans la section précédente,
on se donne m un entier fixé > 1, tel que :

WUz Uy, = 0" (M, )0 " (M, _y)...0%(My),

c'est-a-dire v = v(m) et la suite (M;,a;)iz0.1, ., est Pécriture 1—admissible de
m, avec M, # w. De méme, pour n € N tel que 1 <n < m-— 1, nous noterons
(M,'(n),a,-(n)),-=0'1w,,, son écriture 1—admissible avec (v + 1) termes, c'est-a-
dire avec peut-étre M,(n) = w sin < lo¥(b1)], oli by est la premiére lettre de
M, ; enfin, I'entier 0 est représenté par le mot vide w. On cherche alors a calculer
la somme double :

m—1 v

S(m) = 3" > " g(Mi(n), Mip1(n)).

n=0 I=0

Pour cela, remarquons qu’en suivant la démonstration du théoréme 2 depuis son
début, I'étape la plus importante est certainement le lemme 8, que nous allons
généraliser.

5.2 Généralisation du lemme 8.
Posons, pour 0 <1< v,

m—1

S = Z g(Mi(n), Mgy (n)),

n=0

de sorte que ’on a clairement :

S(m)= > 5.

0<i<y

Alors que, dans la preuve du lemme 8, nous avions distingué trois cas pour
décomposer S; en trois sommes, nous allons ici considérer quatre cas selon la
position de n. Pour étre tranquilles, supposons que I'indice ! soit ni trop pres
de v, ni trop prés de zéro; plus précisément, nous supposerons d’abord que
1 <1< v~2(ce quisuppose v > 3, ce qui importe peu puisque v est appelé &
tendre vers I'infini). Les quatre cas & distinguer sont alors :

(i) : (M (n), M,_1(n),..., Mis11(n), Mi(n)) = (My, M, _, ..., Misy, M),
on a donc aussi (av(n),...,a131(n), ai(n)) = (ay,...,a1+1,ar), et 'entier n
correspondant satisfait aux inégalités :

v v =1 v
Dl ) <n =Sl M)+ Y ot (Mi(n))] < > 1ot (M) = m;
i=! i=l i=0

i=0
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(ii) :

(iid) :

Alors

-1
Card{fn e N/1<n<m-let Mi(n)= M;pourl<i<v}= Z lo* (AL;)),
i=0

ce qui donne, pour ce premier cas :

m-1 -1
Z 9(Mi(n), Miy1(n)) = g(Mi, Myy,) Zaj(Mi)) )
n=0 i=0

somime que nous noterons S,(q), et remarquons au passage que c’est ce
terme qui oblige & supposer > 1, puisque le cas analogue 4 (i) est impos-

sible pour { = 0, donc nous poserons S[(,q) =0.

(My(n), My_1(n), ..., Miy1(n)) = (My,,M,_1,..., Mi4;), mais M;(n) #
Ml)
on a donc aussi (ay(n), ay-1(n), ...,a131(n)) = (av,ay—1, ..., a141), et 'entier
n correspondant satisfait aux inégalités :

v v i v
D It (M) Sn= 3 It (M)+ P lo (M)l < Y Io* (M| = m;

i=i+1 i=i+1 i=0

Comme les deux mots Mj(n)ai(n) et M;a; sont tous deux préfixes du
mot o(a;+1(n)) = o(aisy), on a forcément M(n) préfixe strict de M;.
Supposons que M; = bob;...bg_y ot k= |M;] € N et b; € A pour 0 < 7 <
k-1, alors le mot M;(n) peut prendre k valeurs distinctes, 2 savoir w pour
lo'(bo)| entiers n, ou bg pour |¢'(b;)| entiers n, etc..., ou enfin bob;...bx_o
pour |o!(b_1)| entiers n; ainsi, nous obtenons dans ce deuxiéme cas :

m-—1
> o(Mi(n), Miga(n)) = > g(M, Migs)|o' (b)),
n=0 Mb<XM;

S
somine gue nous noterons 5; .

(M,,(n), A{,,_I(Tl), veny M{+2(72)) = (]Wr,,, M,,..l, ceny MH.Q), mais MH.l(Tl) :,é
Miga,
on a donc aussi (a,(n), a,_1(n), ..., a112(n)) = (ay,a,_1, ..., @1+2), et Pentier
n correspondant satisfait aux inégalités :

+1

Yol <a= 3 16 (M) + Y I (M) < 3 IoF (M) = m;
i=0

i=i4+2 i=l42 i=0

Comme les deux mots Mi1;(n)ai+1(n) et Miyiaiy; sont tous deux préfixes
du mot o(ai42(n)) = o(ai42), on a forcément Miy;(n) préfixe strict de
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(iv) :

My, . Supposons le mot Miyq(n) fixé, il existe donc b € A et M € A”
tels que My, = Mpe1(n)bM, et en fait on a b = a;1.1(n); on sait qu’alors
le mot Mi(n)a;(n) est préfixe du mot o(ai+1(n)) = &(b). Supposons que
(b} = cocy..ckrou k=|o(b) € Netc; € Apour 0 <i < k~—1,alors
le mot M;(n) peut prendre k valeurs distinctes, & savoir w pour |¢!(co)|
entiers n, ou ¢g pour |a’(c1)| entiers n, etc..., ou enfin cge;...cp—2 pour
|6'(ex—1)} entiers n; ainsi, nous obtenons dans ce troisieme cas :

m~1

S gMi(n), Mia(r)) = Y Y oM, M')|e'(e)l,

n=0 M'b<Miy) Mc=<o(b)
2
somme que nous noterons S,( ).

3 /142 <i<vet Mi(n)# M;, donc 'entier n satisfait ici a :

v
n< Y 1ol (M),
i=i+2
et notons que, si 'onpose = max{i e N /142 <i<wv : Mi(n) # M; },
alors on a AM(n) préfixe strict de M;. Posons

M" = "7 '"2(M,(n))...c} (Mi1r3(n))o° (Mi42(n)) € A,

alors I’hypothése (iv) se traduit par le fait que M" est préfixe strict du
mot

Ny =" ""(M,)...c (Miy3)e® (Misa),

de sorte qu'il existe b € A telle que M"b <X Ny, et en fait le lemme 5 dit
que b = aj32(n).

o Supposons le couple (M",b) € A x A fixé tel que M"b <X N, alors on
sait que le mot Mj41(n)aiy1(n) est préfixe du mot o(ai42(n)) = o(b).

o Supposons de méme le couple (Mi41(n), ai41(n)) = (M',c) € A" x A
fixé tel que M'c < o(b), alors on sait que le mot Mj(n)a;(n) est
préfixe du mot o(ai+1(n)) = o(c).

» Supposons enfin que o(c) = dod;...dr—; avec k = |o(c)] € N et
diecApour0<i<k-—1.

Alors le mot M;{n) peut prendre k valeurs distinctes, a savoir w pour
|o*(do)| entiers n, ou do pour |o'(d;)| entiers n, etc..., ou enfin dod;...di—2
pour |¢'(di~1)| entiers n; ainsi, nous obtenons dans ce quatriéme et dernier
cas :

m—1
ST oMim), M ()= > Y > e(M M),
n=0 MU Ny M'c<o(b) Md=<ao(c)

1
sommme que nous noterons S,( ),
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Ainsi, comme ces quatre cas (i) a (iv) épuisent toutes les possibilités, nous avons :
S = .S',m + 51(2) + S,(B) + S,M) pour 1 <i<wv-2

Il reste & examiner les trois termes Sg, S,_; et S,, et en les décomposant de
maniére semblable a ce que I’on vient de faire dans le cas général, nous obtenons
finalement le résultat suivant :

Lemme 16 Nous convenons gque M, = w. Définissons quatre sommes :

e D’abord, posons Si*) = S,(,l_)1 =0 et
SV="5 S Y M M)@), vij0<I<y—2,
MU Ny Me<o(b) Md<a(c)

avec
Ny =e""1"2(M,)...0 M (Mi143)0° (Misa).

o Puis, posons S =0 et

SP= 33 aM M), VI /0<I<y—1.

M'b< My, Mc<o(b)

o Ensuile, posons

SV = 5 oM, Mu)le'®)), VI 0<I< .
Mb=<M,

o Enfin, posons S((f) =0 et
-1

> o)

i=0

S = g(My, Miyr) YL/ 1<i<

Alors, pour 0 <1< w, on a:
Si=5Y 457 4 5 4 5

Remarquons que, dans ce résultat, le terme S,(]) est ’analogue du terme S] du

. 1
lemme 8, de sorte que ce sont tous ces réels S,( ) que nous devons sommer pour
obtenir la :




5.3 Généralisation du lemime 9.

Le but est ici de calculer la somme 3 ¢,c, S,(l), sachant que S’,(,l_)l =51 =0,
et que, pour 0 <! < v — 2, on peut écrire :

SP=3LN) Y YD e(M a6l a)l.
beA M!c<o(b) Md=<a(c)
Pour cela, on pose :
E={(b,Me,M'dyc Ax A" x Ax A" x A [ M'e < a(b), Md <X o(c) },
de sorte que :
V= 3 L(We(M, Mo ()]
(b,M,c,M',d)eE
Puis, comme dans la preuve du lemme 9, avec A = {1, 2, ..., 8}, nous définissons,
pour (j1,j2) € A? et W € A", la fonction :
a(ji, j2, W) = Z Ai (W, b)e;,(d)g(M, jul)’
(b,M,c,M' d)EE
et ’on a alors :
v
SV= 20 3 alinin M)GTT,.
i=142 (j1,j2)EA2?

En faisant la somme de tous ces termes, nous obtenons :

v—2 v i-2

DSV =3"00 Y alinin MG,

1=0 i=2 =0 (f,,j2)€A?

Il suffit ensuite d’adopter la méme démarche que dans la section précédente,
c’est-a-dire de distinguer quatre cas selon les positions de j; et ja» par rapport
a 1, pour obtenir le résultat suivant :
Lemme 17 Soient E = {(b,M,c,M',d) € Ax A" X AX A" xA [ Mc =
a(b), Md < o(c)} et

=07 N mg(M, M)e(d).
(b,M,c,M' d)EE

Alors il existe pour chaque letire a € A un réel p(a) tel que, si 'on prolonge p
é A" par concaténation, on ait la formule :

v—-2 v v
S50 = oS (i - De(M)E + > p(M)E + B,
=0 i=2 =2

ott 'erreur E' est la méme que dans le lemme 9.

Nous en sommes maintenant a la :




5.4 Généralisation du théoréme 1.

Le but est de calculer S(m) = 3 . , Si, donc, grace a la décomposition de S;
donnée au lemme 16, il s’agit de calculer les quatre sommes :

Z S,(j) pour j = 1,2,3,4.
0<i<y

e Pour j = 1, le calcul vient d’étre fait au lemme 17.
o Pour j = 2, nous obtenons :

v—1
osP=3" ST S oM, M)e(c)f + E.

0<i<y i=0 M'b<M, 41 Mc<o(b)

o Pour j=3,0ona:

S5 =3" 3" (M, Mis)e(b)0 + E'.

0<i<v i=0 Mb<M;
e Eafin, pour j = 4, nous obtenons :
v—1 v
S8 =35 oMy, M )e(M) + E,
0<i<w i=0 i=l+1
oir ici ’erreur E est la méme que dans le théoréme 1.

Il suffit maitenant d’adapter la démonstration du théoréme 1 a notre cas partic-
ulier, notamment en changeant les fonctions a(M) et f(M') en respectivement
B(M, M') et g(M;"), pour obtenir le résuitat suivant :

Théoréme 3 o Nous convenons que M,y = w, el soieni o el u comme
dans le lemme 17.

o Nous posons M} =w et M} = M43 M;y0..M, pour 0 < i <wv— 1.
o Nous posons g(M}) =0 et :
0<i<v=1= g(M") = g(Miy1, Miz2)+9(Miga, Mips)+...+g(My—1, M, )+g(M,,w).
e Pour (N,N') € P x P, soit B(N,N') =3 1rs<n 9(M, N )e(b).
o Enfin, pour N € P, soil :

WN) =07 Lu(N)+ D D0 g(M, M)e(e)

M'3<N Mc=<a(b)

85




Alors nous avons la formule suivante pour S(m) = ::01 oo 9(Mi(n), Miy1(n)) :

S(m) = oy ie(M)F+Y . (Y(M:) + B(M;, Mip1) + e(M:)(g(M[) — a)) 6 +E,

i=1 i=0
ot Uerreur F est la méme que dans le théoréme 1.

Maintenant, nous en arrivons a la partie essentielle, & savoir la

5.5 Généralisation des fonctions F,(z).
Définition 5 Soit a € A; pour z € [0,¢(a)[, soit

400

=Y e(M)p~"

i=1

sa représentation a—admissible. Soient o et y(N), B(N,N') pour N N' €¢ P
définies comme ci-dessus.

Enfin, nous posons M = w el, pouri > 2, M7 = M;_yM;~a..M;. Comme
Mo = w, on pose

(M) = 0 pour ¢ = 1;
R T TN o(Mioy, Misa) + g(Mima, Mi—z) + ...+ g(Ma, My) + ¢(M;,w)  pour i > 2.

En convenant que zlogyz = 0 pour z = 0, nous posons alors :

+co
Fo(z) = —azlog, x+z (—iae(M;) + v(M:) + B(M;, Miy1) + e(Mi)(g(M7) — a)) 675

i=1

On peut alors imiter presque mot-a-mot les preuves des lemmes 11 et 12 pour
obtenir successivement :

Lemme 18 (i) 5i a,b € A sont telles que b < o(a), et st z € [0,e(b)], alors
20~ € [0,e(a)[, et U'on a Fo(z6~1) = 671 Fy(z).

(11) Soienta € A, z € [0,2(a)[ de représentation a—admisible z = ;"=°1° e(M;)0~;
pour k entier > 1, soient zj, = Z:;l e(M;)07%, et ty = = — zy.
Alors, avee ap = g(Miyy,w) — & — g(Mry1, My) et B = B(Mis1, Mi) —
B(Mgsi,w), on a:

Fa(z) = Fa(zi) + 07  Fo (67 %11) — a(z logy z — 24 logy 1)

aty logg tr + (9(M,,) — g(Mis1,w))te + 675 (e( My 100 + Bi).
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Lemme 19 Avec z et z comme dans le lemme précédent, on a :
(i) Fa(z) = 0O(1);
(i) [Fa(z) — Falzi)| = O(kO-F).

On peut ensuite suivre pas & pas les preuves des lemmes 13 et 14 qui s’appliquent
parfaitement a notre cas particulier, et donnent exactement les mémes résultats,
que nous ne réécrivons pas.

Enfin, quant & la généralisation du lemme 15, nous gardons les mémes no-
tations que dans sa démonstration et nous obtenons, pour 7; = €(¢;)07%, que :

Gu(ni) = (—iae(e;) + v(ei) + Bles,w) + ele:)(g(M]) — @) 67,
avec M; =wsi j #1, donc M =w, Vi, d’ol
Gy(m) = (—iae(e;) + v(ei) + Blei,w)) 07,

et

lim Golm) _ lim (—z’a-{— w’_“’)) = o0,
n—tco T n—+oo e(e:)

puisque o # 0. La suite de la preuve est identique et I’on obtient bien que, dés
que a # 0, la fonction F) est nulle part dérivable.

De méme, la démonstration du théoréme 2 peut se recopier presque mot-a
-mot, et nous obtenons finalement la généralisation suivante du théoreme 2 de
Dumont-Thomas :

5.6 Enoncé de la généralisation.

Théoréme 4 o Nous gardons les hypothéses du théoréme 2 pour tout ce qui
concerne la substitution ¢ et les représentations 1—admissibles (Mi(n), ai(n))o<i<v(n)
des entiers n € N, ainsi gue pour la matrice M,.

e Soit g : P x P — R une application telle que g(w,w) = 0, et soit s9 =
(s9(n)) 1N la suite définie par s9(0) =0 et :

v(n) v(n)
n= 3 |o(Mi(n)| 2 1 = s%(n) = 3 g(Mi(n), Miga ().
=0 =0

o Alors il existe une constante « et il eziste une fonction G, définie et con-
tinue sur R*Y", telles que Pon ait :

(i} Pour tout entier m > 1, on a la formule :

m—1
Z s%(n) = amlogy m + mG(m) + o(m);

n=0
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(i) Pour tout réel z > 0, on a G(0z) = G(z).
e Plus précisément, on a
o =02 > me(de(M, M) €R,
(6,M ¢, M ,d)EE

avec

E={(b,Mc,M'd)e Ax A" x Ax A" x A : M'c2Xa(b), Md X a(c)}.

o Eafin, st a # 0, alors la fonction G est nulle part dérivable.

5.7 Application & certaines suites digitales.

Maintenant, nous prenons ¢ un entier > 2, &, = {0,1,...,¢g— 1} ’ensemble des
chiffres en base g, et F': 23 — R. une application telle que F(0,0) = 0; alors la
suite digitale up = (up(n)), N correspondante est donnée par :

n=Y ealn)gd = up(n)= Y Fa(n), e141(n)).

>0 >0

Alors, comme 2 la fin de la section précédente, soit 4 = {1,2,...q} puiso: A —
A? la g—substitution constante donnée par :

o(a) =12..q, Ya € A.

Alors P = {w, 1,12, ...,12...(¢g~1)}, et il suffit de définir ’applicationg : Px P —
R par g(w,w) =0, et :

9(12...6,12..") = F(g,€'), Ve, e') € =2,

pour que les deux suites up et s9 soient égales.

On peut alors appliquer d’une part le théoréme 4 4 la suite s9, et d’autre
part la proposition 1 de Dintroduction & la suite ur, pour obtenir le résultat
suivant :

Théoréme 5 Soieni ¢ un entier > 2, F : 23 — R une application telle que
F(0,0) = 0, de moyenne Mp = 35 Z(s,e')eﬁlg F(e,€"), et up = (up(n)), N le
sutle digitale correspondante.

Alors il existe une fonction Gp : RY" — R conlinue, ef il existe une suile
8p = (6r(n))m>1, périodigue de période g, telles que 'on ait :

(i) Pour tout entier m > 1, on a la formule :

m=—1

> up(n) = mMp log, m + mGr(m) + ép(m);

n=0




(ii) Pour tout réclz > 0, on a Gr(qz) = Gp(z).
Enfin, si Mp # 0, alors la fonction Gp est nulle part dérivable.

Généralisation & s quelconque : la fonction G associée & la suite digitale up
par la proposition 1 est nulle part dérivable, dés que la moyenne Mg est non
nulle.

References

{1] Jean-Paul ALLOUCHE et Jeffrey SHALLIT, “The ring of k-regula r se-
quences”, Theor. Comp. Sci, 98, 1992, p.163-187.

[2] Hubert DELANGE, “Sur la fonction sommatoire de la suite som me des
chiffres”, Ens. Math. (2), 21, 1975, p.31-47.

[3] Jean-Marie DUMONT et Alain THOMAS, “Systémes de numération et
fonctions relatifs auz substiiutions”, Math. Comp. Sci. 65, 1989, p.153-169.

[4] Jean-Marie DUMONT et Alain THOMAS, “Digital sum problems and sub-
stitutions on a finite alphabet”, prépublication URA 225, 21 (1990)

89




Sur la représentation en base (g, d).

Emmanuel Cateland

15 Avril 1992

1 INTRODUCTION

Aprés avoir rappelé les propriétés de la représentation en base (g, d) des entiers
naturels, nous considérerons dans un premier temps les suites obtenues par
I’exclusion d’un chiffre; alors ces suites sont (g — 1)—réguliéres, et leur fonction
caractéristique donne naissance a une suite g—automatique, et nous donnerons
un moyen simple de calculer le terme de rang n de ces suites en fonction de
I’écriture de n dans une certaine base.

Dans un deuxiéme temps, nous généraliserons les propriétés précédentes aux
suites obtenues par I’exclusion de plusieurs chiffres.

2 REPRESENTATION EN BASE (q,d)

2.1 Notations.

Soient ¢ un entier > 2, d un entier tel que 2—¢ < d <0, et

d)y _
=W ={dd+1,..,d+q—1}

I’ensemble de ¢ “chifires” qui va servir a représenter tous les entiers naturels.
- .y e d Iy .
Nous partitionnons cet alphabet Eg ) en deux sous-ensembles, a savoir :

. EgdH = {1,2,...d4 g— 1} est ’ensemble des d + ¢ — 1 chiffres > 0 de Egd);
N 22“)‘ ={d,d+1,...,—1,0} est ’ensemble des —d 4+ 1 chiflres < 0 de ):f;‘).

Pour finir, si M = €7 _160_2...6:€¢ est un mot de longueur L > 1 sur I'alphabet
E(qd), nous noterons v(A{) entier de Z qu’il est censé représenter en base (g, d),
c’est a dire v(M) = Z,L:_ol e1g'; et si M = w est le mot vide sur 25"’, alors
(M) =0.
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2.2 Représentation des entiers naturels en base (¢, d).
» D’abord, on convient que 04 4y = w;

e Ensuite, si n est un entier > 1, alors :
Il existe un unique

d
L= [logq n-— logq(l + qu)] EN

et il existe une unique suite finie
(ei(n))ocicL € (B{D)EH

tels que ’on ait

L
n= Z e1(n)q’,
=0

avec la condition essentielle £z(n) € EgdH.

o De plus on montre sans peine que, pour 0 < /< L,on a:

n d n d
i) = [5 = =1~ dlgir — 51

» On convient alors que le mot représentant n en base (g, d) est :

Rg,d) = EL(TI.)EL..I (n)...&l(n)eo(n),

et, avec les notations précédentes, on a donc n = v(n(g,q))-

2.3 Remarques.
» D’abord, 0(4,4) = w;

e Ensuite, on a 1¢4 4y = 1,250y = 2,...,d+ ¢~ 1(g.0y = d+ ¢ — 1, qui sont
les seuls mots de longueur 1 servant a représenter des entiers naturels.

e Enfin, si » > 1 est tel que ’on connaisse le mot n(, 4, alors nous aurons :

gn +d(g,a) = n(g,4-4,
gn+d+ l(q,d) = n(q,d)-(d + 1),

gn+d+g—1¢a n(g.a)-(d+g—1).
ou, ici, le point. représente 'opération de concaténation.

» Donc, en définitive, on peut dire que, parmi les g—1 systémes de représentation
possibles en base ¢ (correspondant & ¢ — 1 valeurs de d’ telles que 2 —¢ <
d' < 0), la représentation en base (g,d) est le seul de ces systémes qui

comporte exactement d + ¢ — 1 chiffres > 0, & savoir ceux de 25‘“*.
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3 SUITES OBTENUES EN ENLEVANT UN
CHIFFRE DE ={¥

Maintenant, soit € € 25,“”, nous noterons :

e u° la suite stricternent croissante des entiers n € IN tels que le mot n(g g)
ne contienne pas le chiffre €;

» ¥ la suite caractéristique de I’ensemble-image de u*.

Examinons & part le cas ¢ = 2, car alors d = 0 et l'on est en représentation
2-adique usuelle des entiers.

Si e = 0, alors u® est la suite croissante des entiers sans 0 dans leur développement
usuel en base 2, donc on a u%(n) = 2" — 1,¥n € N et cette suite n'est
jamais k—réguliére, pour aucun entier k > 2, puisqu’elle croit trop vite.
Quant & la suite x° correspondante, elle est évidemment 2-automatique,
un Z-automate reconnaissant y° étant donné par :

e“-“f {ui"i".e

Oyt
L

y

4

Sie =1, alors u! est réduit au singleton {0}, puisque tout entier n > 1 est tel
que le mot n(2,0) commence par le chiffre 1.

Nous supposerons donc maintenant que g > 3, et soit dtel que2—¢<d<0.
Nous distinguerons deux cas :

3.1 Cas A:e¢€ 2‘(?")"‘.

D’abord, on 2 u¢(0) = 0. Ensuite, remarquons que, dans 2&‘0 \ {e}, il ne reste
plus que d + g — 2 chiffres > 0; mais comme on veut au moins un chifire > 0, le
cas d = 2 — q pose un probléme et sera traité plus tard.

Remarquons enfin que, si n est un entier > 1 tel que I’on connaisse le mot
u®(n)(q,4), alors les ¢ — 1 entiers obtenus par concaténation de ce mot avec les

g — 1 chiffres de {9\ {e} seront encore dans Im uf.
Supposons alors que I’entier 7 soit représenté en base (g —1,d), c’est a dire
avec les chiffres de

= = {d,d+1,..,-1,0,1,....d+ ¢~ 2},
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ensemble comportant lui aussi d+ ¢ — 2 > 1 chiffres > 0 (et ceci a bien un sens
puisque la condition 2 — (g — 1) = 3 — ¢ < d < 0 est bien vérifiée, car on a
supposé g > 3).

Nous avons donc montré le résultat suivant :

Théoréme 1 Renumérolons 2g4)+ \ {€} sous la forme suivante :
Egd)+ \ {E} = {61,62, ...,Cd_!.q_g},
avec 1 € ¢) < eg < ... < €gag-2 < d+q— 1, puis posons de méme :
Egd)“ ={ea=d,cqgp1=d+1,...,e.7=—1,¢0 = 0}.
Alors on a la formule suivante pour u®(n) :

L L

n=Y a@m)g—1) ()= comd,

1=0 =0
ot ict 'on a :
L = [log(,_1yn ~log(,_1y(1 + q;ffz)],
et ot
a(n) € =9,

Remarque. Un cas particulierement facile est celui o € = d+ ¢ — 1, car alors
onaec =ipourd < i< d+g—2et il est évident, en pensant & 1’ordre
lexicographique, que :

Vn € N, uit971(n) = V() ((g—-1,0))-
De 1’expression donnée plus haut pour u*(n), nous déduisons les relations :

u*((g — 1)n +d)
uv({(g—1n+d+1)

que (n) + ¢4,
quf(n) + caq,

ue((q - l)n +d+ q— 2) Qut('n) + Cd4g—2-

De ces relations, nous allons montrer que la suite u® est (¢ — 1)— réguliére. En
effet, réécrivons ces relations sous la forme :

[ u*({g~ 1)n)
u*((g—n+1)

qut(n),
qut(n) + ¢;,

;.;'f.((q— Dn+d+g—2)
u((g—1)n+d+g—1)
w((g—1)n+d+q)

qu(n) + Capq-2,
u((¢g—1)(n+ 1) +d)
u((g—1)(n+1)+d+1)

u((g-D(n+1)-1)

qu(n+1)+d,
qut(n+1)+d+1,

i

| v*((g—1)n+q¢~2)

qut(n+1)-1.
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Ces relations sont valables ¥Yn € IN. Pour montrer que ut est (q — 1)—réguliere,
on sait qu’il suffit de trouver un 7—module de type fini M, contenant u®, et tel
que, pour chaque générateur S de M, les g — 1 sous-suites (S(q — Da+7), N
(pour 0 < r < g — 2) soient dans M.

Pour cela, prenons M le Z—module engendré par les trois suites uf, v, W

oiv= (v (n+1}), Netw= (1),eN-
Pour S = w, la vérification est triviale, puisque w est constante.

Pour S = u®, distinguons deux cas :
H

e Si0<r<d+q—2, alors (u(g— Dr+7)eN = quf +c,w €M,

o Sid+g—1< 7 < g—2,alors (¥ (g—1D)n+7) N = qut+(r—q+1l)we
M.

Pour S = v, distinguons encore deux cas :

e Si0 <7< g—3,alors (v(g— 1n47), N = (e (g—1)n+7+1),eN
est bien un élément de M grace a la vérification précédente,

o Enfin, si 7 = ¢ — 2, alors (v(g — Dr+q¢—2),N=9€ M.

Donc ceci montre bien que u® est une suite (g— 1)—réguliére, et que le Z—module
engendré par son (g — 1)—noyau est de rang trois.

Montrons maintenant que x° est une snite g—automatique, en utilisant les
relations suivantes :

Yr € 25"), Yn € N™, gn + 7(q,a) = M(g,d)-T»
donc on a :
vr € SO\ {e}, (¢ (gn+ et = (X (W))neN
mais
(x*(gn +€))peN® = (0)neN"-
Nous devons montrer que

Ny(x) = {0 (@ n + 7))o /E 20,057 < q*}

est un ensemble fini, or nous allons montrer que I’on a:

No() = 16, O (2 + 1) (X (an + €))neN (= (0)eN)}-

En effet, il suffit de vérifier que, pour tout S élément de Ng(x°), les g sous-suites
(S(gn + 7)), (pour 0 < r < g— 1) sont encore des éléments de Ny(x*)-

e D’abord, si § = (0),1N> le résultat est trivial;
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e Ensuite, si $ = x*, alorson a:

- si0<r<d+q—1letr#e, alors (x‘(qn-}-r))neN = x5,

— puis (x"(gn + E))neN = (O)neN’

— enfin,si d+¢ <7 < g—1,alors (X (gn+7))peN = (X*(+1))neN:
o Enfin, la propriété pour (x(n + 1)), gy se vérifie de la méme maniére.

Exception au Cas A. Comme on I’a vu plus haut, c’est le cas ou d = 2 — ¢, car

alors on a 25,2”“*' = {1}, et la suite u’ consiste en I’ensemble des entiers dont
la représentation en base (g,2 — ¢) ne fait pas apparaitre le chiffre 1, donc seul
Ientier 0 (représenté par le mot vide w) satisfait a cetie condition et, comme
pour ¢ = 2 et £ = 1, ceci n’a plus aucun interét.

3.2 CasB:e€ Egd)'.

Afin d’alléger les notations, notons u = u® et x = xt. D’abord, on a u(0) = 0.
Ensuite, remarquons que, dans Z(qd) \ {e}, il reste toujours d+¢—1 chiffres > 0,

4 savoir ceux de 2(;"*, mais il ne reste plus que —d chiffres < 0;le cas d = 0
pose ainsi un probléme et sera traité plus tard.

Remarquons enfin que, si n est un entier > 1 tel que I’'on connaisse le mot
w(n)(q,ay, alors les g — 1 entiers obtenus par concaténation de ce mot avec les

g — 1 chiffres de 25,") \ {¢} seront encore des éléments de I'm u.
Supposons alors que V’entier n soit représenté en base (g — 1,d + 1), c’est-
3-dire avec les chiffres de 1’ensemble :

D = (d+1,d+2,..,-1,0,1,...d+q— 1},

ensemble comportant lui aussi d + ¢ — 1 chifires > 0 (et ceci a bien un sens
puisque la condition 2 — (g — 1)=3—¢g<d+1<0est bien vérifiée, car on a
pris le soin de prendre ¢ > 3 et d # 0). De méme que dans le cas A, ceci nous
donne le résultat suivant :

Théoréme 2 Renumérotons Egd)_ \ {€} sous la forme suivante :
Eg")' \ {e} = {ca+1,Cdt2, -1 €=1,C0},
avec d < cayq < €gp2 < ... < €0 <0, puis posons de méme :
S ={e;=1,62=2,...,capg1 =d+g— 1}
Alors on a la formule suivante pour u(n) :

L L
n= Ze,(n)(q -1 > un)= Zceg(n)qt,

=0 =0
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ouw ici l'on a :
d+1

L= [log(q_l) n— log(q—l)(l + ;:_2)],

et ou : .
1
ei(n) € Syrh.
Remarque. Un cas particuliérement facile est celui ol € = d, car alors l'on a
¢, =ipourd+1 <1< d+ g — 1, et il est évident, en pensant & l'ordre
lexicographique, que :

¥a € N, ui(n) = vg)(n(g-1,4+1))-

De ’expression pour u(n) donnée par le théoréme, nous pouvons déduire les

relations :
w((g—Dn+d+1) = qu(n)+cap,
u((g—)n+d+2) = qu(n)+cat2,
u((g— Dn+d+g—-1) = qu(n)+carg-1-

Alors, en adopté:ht la méme démarche que dans le cas A, on peut montrer
facilement que la suite u est (g — 1)—réguliére, en trouvant un Z—module de
rang 4, contenant u, et stable par les opérations consistant 4 extraire d’une
suite (S(n)) 1N les ¢ —1 sous-suites de la forme (S((g — 1)» + 7)), IN» POUT
0<r<qg—2

De méme, I’on peut montrer facilement que la suite X caractéristique de
P’ensemble Imu est g-automatique, et I’on peut trouver simplement un g—automate
reconnaissant cette suite en lecture inverse.
Exception au Cas B. Comme on I’a vu plus haut, c’est le cas ou d = 0, car alors
le fait de représenter I’entier n en base (g — 1,1) n’a plus de sens, de sorte que
nous allons traiter ce cas & part :

u est ici la suite strictement croissante des entiers naturels qui, écrits en base
(¢, 0), c’est-a-~dire en base g usuelle, ne font pas apparaitre le chiffre 0. Comme
O¢g,0) = w,0n 2 u(0) = 0, puis u(1) = 1, u(2) = 2, ete..., et enfin u(g—1)=¢q—1,
gui sont les seuls mots de une lettre sur I’alphabet

0) —
=0 = {0,1,2,...g— 1}

servant & représenter des entiers naturels.

Puis remarquons que, si » > 1 est tel que ’on connaisse le mot u(n)(q,0)s
alors les g — 1 entiers obtenus par concaténation de ce mot avec les ¢ — 1 chiffres
de 25,0) \ {0} = {1,2,...g— 1} seront encore dans I'm u. On a ainsi un décalage
d’une unité par rapport au développement (g— 1)-adique usuel de 'entier n > 1.

En d’autres termes, 1’on a les relations suivantes :

u((g—1n+1) = qun)+1,
u((g-1)n+2) = qu(n)+2
u((g—=VDn+g-1) = qu(n) +q— 1.
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relations valables pour tout entier n > 0. Afin de montrer que U est (¢ — 1)-
réguliére, écrivons ces relations sous la forme suivante :

u((g — 1)n) = quin—1)4+¢—1, ¥a > 1, !
u((g —1)n +1) = qu(n)+1, ¥n >0,
ulg—Dn+2) = qum)+2, ¥n >0,
w((g—n+¢g—2) = qu(n)+q¢—2, ¥n > 0. ;

:
*
¢
¥
'
3
:

Comme u(0) = 0, il suffit de poser u(—1) = 1—;-1 pour que la premiére relation
soit valable pour n = 0.

Pour montrer que u est (g — 1)-réguliére, on sait qu’il suffit de trouver un
7—module de type fini M, contenant u, et tel que, pour tout générateur (S(n)),eIN>
les g — 1 sous-suites (S(g—1)n+7), N (pour r = 0,1,2, ..., q—2) soient encore
des éléments de M. Ici, nous prenons M =< u,v,w,z>7 avec:

e v=(u(n—1)),N:
e W= (l)nEN;
o z=(2(n)), N définie par : z(n) =1sin=10, z(n) = 0 sinon.

On vérifie alors sans peine la propriété de (¢ — 1)-régularité de u.
D’autre part, si x dénote la suite caractéristique de Im u, alors en utilisant
les relations :

47(q,0) = o0
an + l(q,O) = n(q‘o).l,
gu+qg—1lgo = n(g,0-(a — 1)-
nous obtenons que x(gn) = 0,Yn 2 1 et que x(gn+r1) = x(n),¥n 2 0,¥r =

1,2,...,¢— L.
Ceci permet alors de montrer sans difficulté que x est une suite g—réguliére,
car P’ensemble

N,() = {x(g*n + e / K20, 057 < ¢}

est fini, réduit & :

(x, (c(gn),eys (X(@*n+ D)aen)s

puis P’on peut facilement donner un g—automate reconnaissant x en lecture
imverse.
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4 GENERALISATION : EXCLUSION DE PLUSIEURS

CHIFFRES DE (.

4.1 Un exemple.

Avant de traiter le cas général, montrons sur un exemple simple comment les
propriéiés des suites vues 3 la section précédente se conservent.
Pour cela, prenons ¢ = 7, d = —4; on se place ainsi sur P’alphabet

(9 = {~4,-3,-2,-1,0,1,2},

et nous noterons u la suite croissante des entiers naturels qui, écrits en base
(7, —4), ne font apparaitre ni le chiffre -3, ni le chiffre -1, ni le chiffre 1.

Par analogie avec le cas ou l'on exclut un chiffre, nous allons montrer trois
propriétés :

e que u est 4-réguliere;
e que u(n) peut étre obtenu & partir de P’écriture de n en base (4, —2);

e que y {suite caractéristique de ’ensemble fm u ) est T-automatique.

4.1.1 Premiers termes de u.

D’abord, on a u(0) = 0, puis 'on part de u(1) = 2, seul chifire autorisé et > 0
de 2(7—4); ensuite, on remarque que, si 7 est un entier > 1 tel que ’on connaisse
le mot u(n)(7,-4) alors les quatre entiers qui sont représentés en base (7, —4)
par les mots :

u(n)(7,—4)-(—4), w(n)(,-2)(=2), u(n)(z,-4)-0, u(n)(z,-4)-2

sont encore dans ’ensemble Im u.

4.1.2 Expression de u(n) grace a n,-2)-

Supposons que I'entier 7 soit représenté en base (4, —2), Cest-a-dire 2 1’aide des
chiffres de
(P = {-2,-1,0,1},

et posons :
[ -—4, C-1 = —-2, Co = 0, cy = 2.

Alors on a :

L L
n=9 gn)d = u(n)= zce;(n)TI‘
=0 1=0
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4.1.3 u est une suite 4-réguliére.

Grace & l'expression de u(n)(7,~4) en fonction de n(4,-2), nous déduisons les
relations suivantes :

u(4n—-2) = Tu(n)—4, ¥n2>1,
u(dn—1) = Tu(n)—2, ¥Yn>1,
u(4n) = Tu(n), Ya >0,
u(dn+1) = Tu(n)+2, V¥an>0.

Nous pouvons écrire ces 4 relations sous la forme suivante :

u(4n) = Tu(n), Yn > 0,
u(dn+1) = Tu(n)+2, ¥n > 0,
u(dn+2) = Tuln+1)—4, ¥Ya>0,
w(4n+3) = Tu(n+1)—-2, ¥Ya>0.

Pour montrer que u est 4-réguliére, soit M le Z—module de rang 3 engendré
par les suites u, v = (u(n + 1)) ..y et w = (1), v , nous montrons alors que,
pour tout générateur (S(n)), gy de M, les 4 sous-suites (S(4n+r7)), N (pour
r=0,1,2,3 ) sont encore dans M.

Ceci est trivial pour S = w, puisqu’alors (w(4n + ™)nelN = W

Pour S=u, ona:

(u(4n)) = Tu, (w(4n+1)) = Tu+2w, (w(4n+2)) = Tv—4w, (u(4n+3)) = Tv—2w.

Pour S=v, on a de méme (v(4n+ 7)) = (u(dn+r+ 1)) e Msir=10,1,2,
puis (v(4n + 3)) = (Tu(n + 1)) = Tv € M.

4.1.4 x est une suite 7-automatique.

Comme on est en base (7,—4), on a, pour tout entier n > 1, et pour tout
rE 2(7_4), la propriété :

T+ r(7,4) = N(7,_4).T

Ainsi, on a donc:

[ x(Tn—-4) = x(n),
x(Tn=3) = 0,
x(Tn~2) = x(n),

¢ x(fTn—1) = 0,
x(7n) = x(n),
x(Tn+1) = 0,

L x(Tr+2) = x(n).

Réécrivons ces sept relations sous la forme suivante :
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[ x(Tn) = x(n),
x(Tn+1) = 0,
x(Tn+2) = x(n),

¢ x(fn+3) = x(n+1)
x(Tn+4) = 0,
x(Tn+5) = x(n+1),

| x(Tn+6) = 0.

Nous savons que ces 7 relations sont valables pour tout entier n > 0. Ceci permet
d’affirmer que Pensemble :

No(x) = {(x(T*n +7)),en / £ 20, 0< 7 < TF)
est un ensemble fini, de cardinal 3, réduit a :
Na(x) = {x x'5 x°h
avec : x! = (x(n+ 1)),cN> €t x? = (x(Tn + 1)), cN(= (0),N)- On peut

alors facilement en déduire un T-automate reconnaissant la suite x en lecture
inverse :

é&ue e EC@C 4]4, G

ae -
Sorkie

49»0\".‘0% l 3’; o'a';
A
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4.2 Cas général.

Nous supposerons la base ¢ > 3 fixée, ainsi que I’entier d tel que 2—¢ < d < 0, et
rappelons que nous avons partitionné ’ensemble Ef,d) en deux sous-ensembles,
a savoir :

=+ ={1,2,...,d+ ¢~ 1}
est ensemble des d 4+ ¢ — 1 chiffres > 0 de Egd), et

2@ = {d,d+1,...,~1,0}

est I’ensemble des —d + 1 chiffres < 0 de 22“).
Maintenant, soit p un entier tel que 2 < p < ¢ — 2, nous allons considérer u
la suite strictement croissante des entiers naturels qui, écrits en base (g, d), ne

font apparaitre que p chifires donnés de Egd), et soit y la suite caractéristique
de I’ensemble I'm u. Ecrivons p = p~ + p*, avec :
p~ est le nombre de chiffres “autorisés” de 23"‘, et

p* est le nombre de chifires “autorisés” de TIVF.
Ainsi, dans ’exemple précédent, nous avions :

¢g=7,d=-4,p=4,pt =1, p~ =3.
Par analogie avec cet exemple, nous allons essayer de montrer 3 propriétés :
e que u est p—réguliére;
e que u(n) peut étre obtenu a partir de Pécriture de n en base (p, —p~ + 1);
» que x est une suite g—automatique.

, o1z . d
Pour cela, numérotons les p* éléments autorisés de zf, * sous la forme €1,€2,y -y Cpt
avec 1 €¢; < 2 < ... < ¢+ < d4+g—1, et numérotons de méme les p~ éléments
SG pt S q P

- d)—
autorisés de 22) sous la forme ¢_p-41,6 p-4a,...,¢0 avec d < c_p,-13 <
C_p—+2 <<..<¢g g 0.
Ces notations étant fixées, nous allons facilement montrer ce que I’on veut.

4.2.1 Quelques remarques.

Rappelons que 'on veut donner I’expression de u(n) & partir de ’écriture de n
en base (p, —p~ + 1), c’est-a-dire & ’aide des chiffres de :

2;)—? +1) — gg—p‘ﬂ)— Uzg—p‘+l)+’
avec :

2}()-P"+1)' ={-p"+1,-p” +2,..,0}
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et
ST = (1,2, —p” +14p—1=p—p" =5},

ensembles A respectivement p~ et pt éléments.
D’autre part, remarquons que ’on a u(0) = 0, puis que I’on part de u(1) =
1, u(2) = ca, ..., u(p*) = cp+, qui sont les seuls chiffres > 0 de Egd) autorisés.
Enfin, si n > 1 est tel que ’on connaisse le mot u(n)(q,a), alors les p mots

e . .y d
obtenus par concaténation de ce mot avec les p chifires autorisés de Eg ) sont
encore dans l’ensemble Im u.

4.2.2 Expression de u(n) grace & ngp, —p-+1)-

Nous avons donc montré le résultat suivant :

Théoréme 3 Supposons que Uentiern > 1 soit représenté en base (p, —p~ +1),
¢’est-a-dire @ V'aide des p chiffres

—p— -+ 17 '—P— + 21 sy _ls Os 1325 "'3p+'
Alors on a la formule suivante pour u(n) :
L L
n= ZE:(”)P’ = u(n) = ZCe,(n)qf,
i=0 =0
avec ici £1(n) €

BePTHY,

4.2.3 u est une suite p—réguliére.

Gréace & ce qui précéde, nous obtenons les relations :

[ u(pn) = qu(n)+eo,
u(pn + 1) = qu(n)+e,
] wpn+pt) = qun)+ o,

u(pn + p* +1)
u(pn +p* +2)

gu(n -+ 1) + C—P‘+1!
qu(n + 1) + C—p'-l-'l:

| upn+p-1) = qun+ D)+

Il est alors trés facile de montrer que u est p—réguliere; en effet, il suffit alors
de considérer le Z—module de rang 4, engendré par les suites u, v, w, z, avec
v = (u(n+1)),N, puis w = (1),N- et 2 = (z(n)),cqN définie par : z(n) =1
sin =0, z(n) = 0 sinon.

1l s’agit maintenant de vérifier que, si § = (5(n)),, v est I'un de ces 4 générateurs,
alors on a (S(pn-+7)),, N (pourr =0,1,2, ..., p—1)est encore dans le Z—module
en question.

Vérifications.

102




(i) Pour S=u,ona:
e D’abord, (u(pn)), N = 9¥ + Co® = Co%;
e Ensuite, (u(pn + 7)), ¢IN = ¢u + crw, pour 1<r<ph;
e Enfin, (u(pn + 7)), N = v+ cr—pW, POUT pt+1<r<p—1

(ii) Pour S = v, alors on a (v(pn + 7))peN = (ulpn + 7+ 1)),eIN POUr
0<r<p—2quiest bien un élément du Z—module grace a (i), puis, pour

r=p—1,0na(vipn+p— 1)),elN = (u(p(n + 1)), cIN = 9V + CoWw-

(iii) Pour § = w, alors évidemment (w(pn + ?))neN = w.

(iv) Enfin, pour 5 = z, alors (z(pn)), N = % €t (z(pn 4+ T))peN = (0),eN
pour 1 <r<p—1

Conclusion: u est bien une suite p—réguliére.

4.2.4 x est une suite g—automatique.

Comimne on est en base (g,d), on sait que, pour tout entier n 2 1, et pour tout
chiffre r € 22‘”, ona:
gn + 7(g,d) = Mq.d)"

On peut écrire ces relations sous la forme :

n(q,d) .0,
n(q,d)-1s

9N (q,d)
gn + 1(4.4)

nnn

gn+d+g—lga nga{d+g—1)
puis
gn+d-+qg.d)
gn+d+q+lga

(n+ 1)(q,d).d,
(n + 1)(q,d).(d + 1),

gn+q— l(g,a) (n+ 1)(q,d).(—l).

de sorte que 1’on obtient successivement :

[ x(gn) = x(n)x(0),
x(gn + 1) = x(n)x(1),
xlgn+d+g-1) = x(m)x(d+g-1)
x(gn+d+4q) = x(n+1)x(d),
Xlgn+d+q+1) = x(n+1x(d+1),
| x(gn+¢—1) - x(n + 1)x(=1).
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relations qui sont valables pour tout entier n € N.
Ainsi, le g—Noyau de x, c’est & dire I’ensemble :

No(x) = {(x(g* n +™)aen / 20, 0< 7 <g"}

est un ensemble fini, réduit a :

N,(x) = {x ¥ XL

avec x! = (x(n+1)),cIN €t x*=(0),N = (x(gn+7)), N, ou T est un chiffre
non-autorisé.

On pourrait alors donner un ¢—automate reconnaissant la suite ) en lecture
inverse, mais ce serait beaucoup de travail pour pas grand chose.

4.2.5 Restrictions.

Nous sommes partis de ¢ > 3 et de d tel que 2—¢ < d < 0, et nous n’avons
gardé que p chifires de E(qd), & savoir :

o pt chiffres > 0 parmi les d4qg—1de zg‘f” ={1,2,...,d+q— 1},
e p~ chiffres < 0 parmi les —d + 1 de z‘f)‘ ={d,d+1,..,-1,0}.

La premiére chose a exiger est que pt > 1, car sinon u est réduite au singleton
{0}.

Comme p = p* + p~ et qu’on veut parler de p—régularité de u, la deuxiéme
chose & exiger est que p > 2.

Enfin, nous avons parlé de la représentation de n en base (p, —p~ + 1) et, pour
que ceci ait un sens, il faut que ’on ait les inégalités:

29—p< —p~ +1<0.

La deuxiéme inégalité —p~ +1 < 0 exige que V’on ait aussi p~ > 1, et la premiere
inégalité 2 — p* — p~ < —p~ + 1 redonne p* > 1.

Donc finalement, tout ce qui précéde est valable dés que lonap=pt+4+p~ 2
2, avec alafois p* > let p~ > 1.
1l s’agirait ainsi d’examiner & part le cas oli p~ = 0, c’est & dire ol ’on ne garde

aucun chiffre < 0, mais ot I’on garde au moins 2 chifires > 0 de L‘gd).

4.2.6 Remarque.

Prenons ¢ = 3 et d = 0, donc E(Qd) = {0,1,2} et, si r est un chiffre de cet
ensemble, notons par u” la suite strictement croissante des entiers naturels tels
que le mot n(3 ¢) ne fait pas intervenir le chiffre 7.

On sait qu’alors u” est 2-réguliére. Cependant, u®(u! consiste en la suite
des entiers n € N tels que ’on ait 2 la fois 0 & n(3 0 €t 1 ¢ n(a 0); donc cette
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suite v n'est autre que la suite des entiers qui, écrits en base (3,0), ne font
intervenir que le chiffre 2.
Ainsi, on a v(0) = 0, puis, pour n > 1,0n a

n—1
on) =Y 23 =3" -1

=0

Donc v n’est jamais k—réguliére, pour aucun entier k > 2.
Ceci donne un exemple de deux suites 2-réguliéres dont Dintersection n’est
jamais k—réguliere, Vk > 2.
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RESUME.

Nous étudions les fonctions sommatoires des suites digitales. Ces suites sont obtenues
en “promenant une fenétre” sur le développement des entiers en base q, et sont une sous-
classe des suites g-réguliéres. Le comportement asymptotique des fonctions sommatoires
est précisé, avec la mise en évidence d’une oscillation “fractale”, qui fait intervenir une
fonction continue nulle part dérivable. Dans la derniére partie nous nous intéressons &
des suites d’entiers 3 la Cantor, qui s’écrivent dans une base donnée en évitant certains

chiffres.

Mots-clés.

Fonctions sommatoires. suites di itales, “fonctions fractales” automates finis, substitu-
% Y b 7

tions, ensembles d’entiers “4 la Cantor”.







