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PRÉSENTATION.
Ce travail est divisé en trois parties. Dans la première partie, nous partons d'un théorème
de Delange relatif ^à la valeur moyenne, sur les m premiers entiers, de la suite "somme
des chiffres"; la formule de Delange dit que cette valeur moyenne consiste en un "terme
principal", qui indique que sq(n) a pour ordre moyen ^^- logç n, et en un "terme reste"
qui est une fonction continue, périodique de période 1 et "fractale" , (c'est-à-dire nulle part
dérivable) de logg m.
Partant de cette suite (sg(n))neN5 nous définissons de nouvelles suites, appelées "suites
digitales" (le mot digit faisant allusion aux chiffres de n écrit en base q > 2 ); ces suites
consistent à se donner un entier s > 1 et une application F : {0,1, ...,ç — 1}  — * C, telle
que F(0,0, ...,0) = 0; on développe l'entier n en base q avec une "queue infinie" de zéros
à gauche, c'est-à-dire

où e,(n) = [n/ql]  - q[n/ql+*}  € {0, 1, ..., q - 1},
e/(n) = 0 dès que l > [logg n]  pour n > 1,
ci(0) = 0 ,V />0.
Le terme de rang n de la suite digitale up correspondante est alors donné par

En d'autres termes, ces suites consistent à promener des "fenêtres" de longueur s sur
l'écriture de n en base q.
Ainsi, pour retrouver sç, il suffit de prendre a = 1 et F =  I<^{o,i,...,ç-i} -
A la fonction F : {0, 1, ..., ç — 1}  — >C est naturellement associée sa valeur moyenne

MF = —
(eo,fi ..... t,-

Après avoir donné deux exemples de suites digitales (décomptes de blocs et un exemple
arithmétique lié au problème des entiers s'écrivant comme somme de trois carrés d'entiers),
nous montrons des propriétés simples concernant leur q— régularité (notion généralisant
celle de ç— automaticité), puis nous montrons que ces suites digitales ont pour ordre moyen
et pour ordre normal MF logç n.
Pour finir cette première partie, nous généralisons à nos nouvelles suites la partie "facile"
du théorème de Delange, à savoir l'existence, pour leur valeur moyenne sur les m premiers
entiers, d'une fonction de log?m, continue, périodique de période 1; le développement
en série de Fourier de cette fonction donne une série absolument convergente dont les
coefficients sont reliés de manière relativement simple aux valeurs des fonctions zêta de
Hurwitz, de paramètres r/q3 (r = 1,2, ...,gs) aux points ^Ei, k € Z. Concernant ces
coefficients de Fourier, nous trouvons des formules bizarres (i.e. que nous ne savons pas
expliquer) les reliant aux résidus en |̂~r d'une fonction liée à la suite digitale étudiée,



fonction qui est holomorphe sur le demi-plan fàz > 0 et méromorphe sur C. Expliquer ces
formules constitue un problème ouvert, terminant cette première partie.

Dans la deuxième partie, plus longue et plus complexe, nous cherchons à montrer l'autre
partie du théorème de Delange, à savoir que la fonction sommatoire des suites digitales,
que nous appellerons G F, est nulle part dérivable.
Après avoir essayé d'imiter Delange, c'est-à-dire de montrer cette propriété "à la main",
ce qui ne donne rien ici, nous avons tenté de nous inspirer d'un article de Brillhart, Erdôs
et Morton concernant la fonction sommatoire de la suite de Rudin-Shapiro, pour montrer
que notre fonction G F est presque nulle part dérivable; mais, ici encore, cet essai fut sans
résultat.
C'est alors que nous sommes tombé sur deux théorèmes de Dumont et Thomas concernant
la fonction sommatoire de suites qui sont points fixes de substitutions, pas forcément de
longueur constante.
En utilisant le premier théorème, et en étudiant au passage les suites Qa,b =  (Qa,&(rc))neN
définies par

où a et & sont deux réels satisfaisant a > 0, 0 < è < 1, nous obtenons le résultat très
partiel suivant :
Si UF — (wF(n))ngN est une suite digitale relative à l'entier s = 1, à la base q > 2 et à une
application F : {0, l,...,ç - 1}  -» C telle que F(0) = F(q - 1) = 0, alors la fonction GF

est nulle part dérivable, dès lors que MF  ̂0.
Puis, en utilisant le deuxième théorème de Dumont et Thomas, qui demande beaucoup
plus de travail car il nécessite un moyen de représenter de manière unique tout entier
> 1 relativement à une substitution satisfaisant certaines conditions, nous améliorons le
résultat ci-dessus concernant les suites digitales relatives à l'entier s = 1, en ce sens que la
condition F(q — 1) = 0 disparaît.
Pour finir cette deuxième partie, il suffisait de généraliser, le deuxième théorème de Dumont -
Thomas à notre cas particulier, c'est-à-dire de passer de "s = 1" à "s > 2". En définitive,
nous obtenons bien que, pour une suite digitale quelconque, c'est-à-dire relative à un entier
s > 1, à une base q > 2 et à une application F : {0,1,..., g — 1}  — > C, de moyenne MF,
la fonction sommatoire G F de la première partie est bien nulle part dérivable, pourvu que

La troisième partie est indépendante des deux autres, nous nous y intéressons à la
représentation en base (g, d) des entiers, où q et d sont deux entiers satisfaisant à q > 1
et 2 — q < d < Q. Après avoir rappelé la manière de représenter les entiers naturels dans
ces systèmes en base q avec des chiffres négatifs, nous étudions les suites u strictement
croissantes des entiers "évitant" un certain chiffre parmi les q possibles, ainsi que la suite
caractéristique x de l'ensemble Im u. Nous montrons alors que u est (ç— 1)— régulière, que x
est q— automatique, et de plus nous avons un moyen simple (dépendant si le chiffre à éviter
est > 0 ou < 0) de calculer le terme de rang n de w, soit u(n), à partir de l'écriture de n dans
une certaine base. Pour finir, nous généralisons les propriétés précédentes à l'exclusion de
plusieurs chiffres : si u est la suite strictement croissante des entiers naturels écrits en base
(g, d) avec seulement p chiffres parmi les g possibles, et si x eŝ  ^a suite caractéristique
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correspondante, alors nous montrons que u est p—régulière, que x est ç—automatique, et,
moyennant des conditions simples sur p et g, nous donnons encore une manière relativement
facile de calculer u ( n) à partir de l'écriture de n dans une certaine base.
Le fait que u soit p—régulière et de fonction caractéristique q—automatique est à rapprocher
du théorème de Cobham (mais ne le contredit pas !) qui stipule qu'une suite à la fois p et
q—automatique (avec p et q multiplicativement indépendants ) est ultimement périodique.
Notons pour finir que le résultat ne subsiste pas si on exclut un "bloc" de chiffres.

Deux articles issus de ce travail sont en préparation : le premier correspond essen-
tiellement aux parties I et II, nous y indiquerons de plus le lien avec les "suites chaînées"
introduites par Allouche et Liardet, et nous y ajouterons une bibliographie plus complète
(nous avons répertorié pour le moment une quarantaine de références). Le second article
en préparation correspond à la partie III et à ses développements en cours.



Emmanuel CATELAND (Université de Bordeaux I)

Exposé au séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux le 19 avril 1991.

SUITES DIGITALES, GENERALITES.

Résumé L'objectif de cet exposé est de généraliser à de nouvelles suites, que nous ap-
pellerons "suites digitales", certains résultats gouvernant la suite "somme des chiffres";
le mot "digital" fait évidemment allusion aux chiffres (digits en anglais) de l'écriture des
entiers dans une base fixée.

Plan I) INTRODUCTION - RAPPELS SUR sg.

II ) SUITES RÉGULIÈRES - SUITES DIGITALES

1 - Définitions

2 - Exemples de suites digitales

3 - Régularité des suites digitales

III ) ORDRE MOYEN-ORDRE NORMAL DES SUITES DIGITALES

IV) FONCTION SOMMATOIRE DES SUITES DIGITALES

V) PROBLÈMES OUVERTS

1 - Coefficients de Fourier de G.

2 - Non-dériva.bilité de G.

I) INTRODUCTION

Dans tout ce qui suit, q est un entier fixé, q ^ 2, et l'on note Eç = {0, ! , - • • ,q — 1}
l'ensemble des chiffres en base ç, qui peut être considéré comme un alphabet servant à
représenter les entiers en base ç, de la manière suivante : pour tout n £ N, il  existe
une unique suite (e/(n));>o € Ŝ  d'éléments de Eç telle que l'on ait n = S £/(n)ç', avec

e/(n) = 0 pour / > [logç n] si n > 1, e/(0) = 0, V / > 0.

Pour n € N*, on convient de noter «(?) le mot infini sur Eg représentant n en base ç, mot
commençant par une "queue infinie" de zéros à gauche, c'est-à-dire

n(q) = • • • 00 • • • Û£[i0g9 B] ( » » ) •• - ÊI (n)e0(n),

et on note enfin u le mot vide sur S?, qui représente 0 en base g (i. e. 0(ç) =

Définition de s  ̂ : sq = (•Sç(n))neN est la suite "somme des chiffres en base ç" ; elle est
définie terme à terme par :

sq(n) — E £/(n) si n = S ei(n)ql
tf '



Propriétés de s g

1) VA- > 0, Vr € N tels que 0 < r < qk, V?? € N, on a sg(qkn + r) = sg ( n ) + sg ( r )

(Cette propriété est. un cas particulier de la q-additivité).

En particulier, il en résulte que le Z-module engendré par l'ensemble des sous-suites

Ng(sq) = {(sg(qkn + r))n€n/k > 0, 0 < r < qk} est de rang 2, engendré par sq et ( l) neN

(suite constante de valeur 1)

2) Vm entier > 2, la suite réduite ( sg ( n ) mod m)ngN G S ĵ est ç-automatique.

3) Ordre moyen de s? : sq(n) a pour ordre moyen ^— log n (lorsque n tend vers +00);
plus précisément, Mirsky ([10]) a montré en 1949 que, si x —» +00, on a la formule

S s ( n) = q~1
Q<n<x q 2

xlogqx+ O(x),

et ce résultat est le meilleur possible, en ce sens que le terme d'erreur O(x) ne peut pas
être remplacé par un o(x).

4) Fonction somma.toire de sq Nous avons ici le très beau

Théorème (Delange, 1975) ([6])

II  existe une fonction G : R —> R, continue, périodique de période 1, nulle part dérivable,
telle que pour tout entier m > 1, on a la formule :

^B505'(n) = 12~loS'm"

De plus, G a une série de Fourier absolument convergente, dont les coefficients s'expriment

à l'aide des valeurs de la fonction zêta de Riemann aux points , pour k G Z.
log q

II ) SUITES REGULIERES - SUITES DIGITALES

1- Définitions

Soient u = (u(n})n  ̂ G ZN une suite d'entiers, q un entier > 2 et A'ç(u) = {(u(qkn +
r))n€N A > 0, 0 < r < qk]  le q-nova.u de u.

i) on dit que u est ci-automatique si Ng(u) est fini,

ii ) on dit que u est q-régulière si le Z-module engendré par /V?(u) est de type fini (définition
introduite par J.-P. Allouche et J. Shallit) ([2]).

Ainsi, Sg est bien q-régulière. Remarquons que les deux notions sont identiques lorsque u
est à valeurs dans un sous-ensemble fini de Z, et que, si u est q-régulière, alors pour tout
entier m > 2, la suite réduite ( u ( n) mod m),,̂  est q-automatique.



Nous pouvons maintenant, définir les suites digitales comme suit :

Définitions des suites digitales

Soient s un entier > 1, q un entier > 2 et F : S*  — > Z une application telle que
jP(0,0, ••• ,0) = 0. On appelle suite digitale (relative a s, q et F) la suite UF à valeurs
dans ZN définie terme à terme par

UF(n) = s n =

Ainsi, s? est la suite digitale relative à s = l et F = Id q̂ .

2 - Exemples de suites digitales

1) Soit P = £.,_i£s_2 • • • £] £o € £g un mot de longueur s sur Sç, différent du mot 00 • • • 0
a fois zéro

et soit F : S*  — > {0, 1}  l'application telle que F(e0, £1 , • • • • > ÊS-I ) = 1 , -F = 0 ailleurs.
Alors UF — ep, suite étudiée par Morton et Mourant ([11]), où, pour n € N, ep(n) compte
le nombre d'occurrences, pouvant se recouper, du mot P dans le mot

Remarquons de plus que ces suites de "décomptes de blocs de longueur s" engendrent
toutes les suites digitales d'entiers, dans le sens que l'on peut toujours écrire

VF= E F(£0, £ ! , - •• ,e,_i)ee._ie._2E
(e0,ei,-,e._i)€Sj

2) Soit Q = {n 6 N*/n est somme de 3 carrés d'entiers, zéro compris } .
- En écrivant, de manière unique, tout n € N* sous la forme

n = 4l(Sk + r) où / = u4(n) € N, k 6 N et r € {1,2,3,5,6,7},

Gauss a montré que n € Q si et seulement si r =£ 7.
- Pour x réel > 1, soit Q(.TT) = E ^ ^a fonction sommatoire de la suite caractéristique

l<n<x
n<EQ

de Q. En 1908, Landau ([9]) a montré que Q a pour densité asymptotique 5/6, c'est à dire
i T* i T*

que Q(x) ~ — (x — » +00). En fait, si A(a;) = Q(x) -- — est le terme d'erreur associé,
6 6

alors l'argument de Landau montre que
SO JL  T?

- pour x entier, on a A(z) = - - £) [- (77 + 1)]
b i->n o 4'fi ^
b l>0

- A(x) <C logx (x —» +00).
- En 1940, Chakrabarti ([4]) donna la formule suivante pour A(n), lorsque n € N :

si n = \ £/(n)2*, alors A(n) = ^no + —ni — n  ̂ — ,
^ o o 2î>o ============



avec n0 = E;>0e2/(n),ni = S/>

1 si £2/_2(n) = £2i-i(n) = £2/ (n) = 1

et où £*(n) = pour / > 0.

0 sinon

- Mais cette formule ne permet pas, a priori, de calculer l'ordre moyen et l'ordre normal
de A(n), ce qui fut possible grâce à Shiu ([12], [13]) qui, en 1988, remplaça la base 2 par
la base 4 et obtint la formule suivante pour A(n), lorsque n G N :

si n = (n)4', alors A(n) = + ̂  F(£|(n), £,+i(n)),
f>o

avec F : E| -*  Q , F(e,e') étant

donnée dans le tableau ci-contre.
A - - , £o(«)Ainsi, au terme —-—, près

6
(ce terme est périodique de période 4),

nous voyons que A =
1

X
o
A

l

3.

û

o

5/j
1/j
4

A

0

*/3

^3

A

L

o

*/3

V*

4

a
o

**A
Vi
Q

est bien une suite digitale de nombres rationnels, relative aux entiers 5 = 2, q = 4 et à
l'application F = £4 —» Q, telle que F(0,0) = 0, donnée ci-dessus.

3 - Régularité des suites digitales

Proposition Soit UF — (£^p(ra))neN £ ZN une suite digitale d'entiers, relative à un entier
5 > l,une base q > 2 et une application F : E*  —> Z telle que F(0,0, • • • ,0) = 0. Alors

est ç-régulière.

Preuve L'anneau Z des entiers rationnels étant un anneau noethérien, on sait qu'il suffit de
trouver un Z-module de type fini M. qui contient A7?(£>Y), car alors le Z-module engendré
par Nq(UF), s°it < NgCUp) >z, sera lui aussi de type fini.

Nous prenons M. =< (l) neN •> (^F(çfcrc + 7"))neN /O < & < s — 1, 0 < r < qk >z qui est bien
•> i 9S - 1-,2 _i_ . . i ^s —1 3un Z-module de type fini, puisqu'engendré par au plus 1 + 1+ Ç + Ç2

9-1
+ 1

suites distinctes. Nous montrons maintenant par récurrence sur k > 5 — 1 que, pour
r € N / 0 < r < qk, on a (Up(qkn + r))nçN G Ai, ce qui démontrera la proposition.

Il n'y a rien à montrer pour k = s — 1 ; supposons maintenant que la propriété soit vraie
pour l'entier k > s — 1, et montrons qu'elle l'est encore pour l'entier k + 1.

Soit donc r € N tel que 0 < r < çfc+1, nous développons r en base q avec k + l chiffres,
k

soit r = Ĵ  £i(r)gl où £i(r) G S9 (et avec peut-être £fc(r) = 0 si r < çfc.) On remarque que,
l=o

pour n £ N, en notant n(ç) le mot qui représente n en base ç
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([voir Ij) , on a qk+1 n(q) = n  ̂ 00 • • • 0

(fc+l ) zéros

et (qk+1 n + r)(q) = n(q} ek(r) £*-i(r ) • • • ei(r)s0(r).

k

Soit R € N donné par R = £ e/(r) ç'-1 (= [r/ç]), alors on a 0 < R < qk, et (qk n + R)(q) =
1=1

n(g) £k(f) £fc-i(r) ' ' ' £i(r)- Ainsi, la définition de Up montre que l'on a :

Mais .F(£o(r), £i(r), • • • , £s_i(r)) est un entier indépendant de n £ N, puisque k + 1 > s,
et d'autre part la sous-suite (Up(qkn + J2))ngN est dans .M par l'hypothèse de récurrence.
Ainsi, (UF(qk+ln + r))nm = (UF(qkn + R))nm + (F(eQ(r),--- ,£s-i(r) ) . (1)B€N

W_ _ - , _ - - ___ , _ __ ^/ V-_TJUJI_. __ -^ ^-LUTI  ___ ^

CM Ç.Z £M

ce qui termine la preuve.

III ) ORDRE MOYEN - ORDRE NORMAL DES SUITES DIGITALES

Dorénavant, nous fixons s un entier > 1, q un entier > 2 et F : Sf — » C une applica-
tion telle que jP(0, 0 , - -- ,0) = 0, et la suite digitale Up = (Up(n))n£® € CN, à valeurs
complexes, est donnée par :

UF(n) = F(e/(n), ei+1(n),--- ,£/+s_i(n)) si n =

Enfin, nous désignerons par MF la valeur moyenne de F, c'est-à-dire :

MF = ^-

1 9-1 a — 1
Notons que, pour £/F = s9, nous avons M/^^ = - ^ £ = - .

"*

Généralisant la proposition de Mirsky, nous obtenons la

Théorème UF(n) a pour ordre moyen et ordre normal MF logç n ; plus précisément, au
voisinage de l'infini , on a les formules :

0) E UF(n) = MFxlogx + 0(x);
0<n<x

(ii ) Ve > 0, Gard {n € N; 0 < n < x et \Up(n) - MF log, n| > (log n)2+e}  = 0(ar).

De plus, pour s = l et F  ̂QÊ  , alors, dans i), le O(x] ne peut pas être remplacé par o(x}.

Preuve de (i)



Lemme Soient n € N , n = E £*(")?' •> ê  (£o,£1 •>••••> £s-i) € £*. Alors, pour tout entier

& € N, on a (£/t(n), £t+i(n), • • • ,£jt+a_i(n)) = (£Q,£I, • • • ,£«-i) si et seulement s'il existe
s-l

m et [i  dans N tels que l'on ait n = qk+sm +

Preuve du lemme

- Supposons d'abord ( £ f c ( n ) , - -- ,£&+„_! (ra)) = ( £0 , £ i , - -- , £s-i ) et
fc+s-l

|(n)?f = E eK w)

s-l
avec £rg fe+r < /j, < ̂  £rçfc+r + çfc

r=0 r=0

écrivons

l>k+a

k+s-l

•qk+sm

avec m =
l>k+s

et /j. =
k+s-l

1=0

= S eK^y + ̂ f1 eK")?' = *E ^(«^ + *E £rS*+r,
1=0 i=fc f=0 r=0

fc-1 fc-1
et l'on remarque que 0 < Ĵ  £i(n)ql < (q — 1) 53 ql = qk — 1, ce qui donne bien l'inégalité

1=0 1=0
souhaitée.

- Réciproquement, supposons qu'il existe m et fj. entiers > 0 tels que n = qk+sm + fj, avec
s-l s-l

E £rqk+r  <• p < E £rÇfc+r -f ?fc et montrons que
r=0 r=0

(ejfc(n), £fc+i (n), • • • , £*+*- ! (n)) = (ÊO , £1 , • • • , £s-i ).

s-l

Comme l'entier p = fj, — E £rÇ*+r vérifie les inégalités 0 < p < qk , sa représentation en
r=0

fc-i
base q avec k chiffres est de la forme p = E £/(p)?*  '• Si m = Ĵ  si(m)ql , on a alors

s-l

n =

fc-l s-l

+ 00

je Mais on sait que la suite (£/(n))j>o € Ŝ  des chiffres représentant n en base q est unique,
: donc, par identification des puissances &eme, (&-f l)eme, • • • , (k + s — l)eme de g, on en déduit

sa
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Montrons maintenant le résultat i) de la proposition sur l'ordre moyen de Up (n). Pour x
réel > 0, k € N et ( Ê O , £ I , - -- ,£«-i) G S*, définissons /(x, fc,£s_i£s_2 •• -£ ]£o) comme le

, „  . ^ A ,nombre d entiers n > U tels que <
~ [0 < n < z.

donc /(s, fc,£a-i£a-2 •• •£ !£( )) = E 1 .

Grâce au lemme précédent, on a

0 < n <

r O < n < x,

s-l s-1

3m, î € N; n = qk+sm + fi avec erg*+r < /* < +
r=0 r=0

Edonc / (z , fc ,£s_i£s_2-- -£ i£o) =

s-1 s-1
Soit (JL fixé tel que J3 erqk+r < ^ < E £rÇfc+r + ?fc, on a alors

r=0 r=0

53 1 = Gard {m € N/mqk+s + fi < x} =

E

Gard {m € N; m <

,k+s 17 }̂'
mais nous avons

E

et
e-l

r= 0

E 1 + E 0(1)»-i
"<M < E er £

r= 0

e-l

E*r <
r = 0

,

r=0

gfc + O(çfc) (s —» +00) soit finalement :

(a: -» +00)

n)= E E
0<n<zfc>0

Par ailleurs, on a

or, pour & > log? x, et pour tout entier n tel que 0 < n < x, on a

(n) , . -- ,efc+,_1(n)) = (0 ,0 , - -- ,0).

0(1)
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Comme F(0, 0, • • • , 0) = 0, il vient :

UF(n)= Y  ̂ E F(£k(n),£k+1(n),--- ,ek+s-i(n))
0<n<x

E F(£0, El, '" ,£s~l) E

E ^/(£o,£i,

Supposons 2; assez grand, alors grâce à l'estimation précédente de f(x, k,ea-i, • • • ,£I£Q),
nous avons la formule :

E EZ—*• /—./
)<fc<logç x (e0,£i,--- ,£s_j)€S£

1 x ' F(e0,ei, • • • ,£ . -!
0<A-<log, x

E
= xMp([logq x]  + 1) + O(x) = Mpxlogq x + O(x) pour 2; —» +00,

ce qui termine la preuve de (i).

Preuve de "De plus,...". On suppose maintenant s = 1 et F =é Û£?. Soit £Q = min{e G
E, ; F(£) ̂  0}, donc £0 € Sç/{0} .

Considérons la suite (x^)NeN donnée par XN = £oqN(q + 1) ; comme [logç XH] = N + 1,
Af-f- l

on sait que E Up(n) = E E F(£)f(xiv,k,£) =
0<n<zjv fc=0 £€Sç

= E E F(e)f(xN,k,e) où, pour 0 < & < . / V + l e t e€ Sç, f(xN,k,e) est le nombre

d'entiers ??. tels que 0 < n < xjy et £t(n) = £. Comme la représentation de x A? en base q
est XA? = £oqN+l + £oqN', on sait que celle de n Ç N tel que 0 < n < ar̂  est de la forme

N+l
V^ / \ v / \— fn i 1n = 2̂  £i(n)Ç ? °u ÊN+H^J € {U, 1, • • • ,£o/-

Cas 1 : £Ar+i(rc) € {0,1, • • • ,ÊO — 1}, alors chacun des N + l chiffres précédants de rt(q)
peut prendre les q valeurs 0,1, • • • , q — 1, et alors n décrira les entiers 0,1, • • • , £oqN+1 — 1

N
Cas 2 : £Ar+i(n) = e0, donc n = eQqNJrl + E £i(n)ql < £oqN+1 + £o?N, et l'on doit donc

discuter selon la valeur de £AT(?Î) £ {0,1, • - • , £Q}
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n

Cas 2a : e^(n] € {0, 1, • • • , £o ~ 1}, alors, ici encore chacun des N chiffres précédants de
peut prendre les valeurs 0, 1, • • • , g — 1, et n décrira alors les entiers

Cas 2b : Epj(n) =  £Q, alors, tous les chiffres précédants de n(?) sont nuls, et l'on a

n = £oqN+1 + £oqN = XN-

Grâce à ces remarques, calculons maintenant /(a: AT, fc,e) lorsque 0 < fc < N + 1 et £ 6

Pour fc = N + l
- si £ € {1,2,-- • ,£0 — 1}, on est dans le cas 1 et l'on a / ( X N, N + !,£) = qN+1

- si £ = £o, on est dans le cas 2 et l'on a alors / ( X N, N + l ,£o) — £0?̂  + 1
- si £ 6 {£0 + l,e0 + 2 , - -- ,g-l} , alors f(fN,N + l,e) = 0

Pour fc = JV
- si £ € {1,2,- •• ,£o — 1}, alors il y aura £0?̂  entiers provenant du cas 1 et qN

entiers provenant du cas 2a, donc / ( X N, N, s) =• (EQ + l)qN

- si £ = £o, alors il y aura encore £0?̂  entiers provenant du cas 1 et un seul entier
XN provenant du cas 2b, donc /(.TW, JV, £o) = £0?̂  + 1

- si £ € {£o + l,£o + 2, • • • ,ç — 1), il n'y a donc alors plus que les £QÇN entiers
provenant du cas 1, donc /(s;^,Ar, e) = £oqN

Pour 0 < k < N — 1, alors pour tout £ € Sç \, on aura £0$̂  entiers provenant du cas
1 et £oqN~1 entiers provenant du cas 2a, donc / ( X N, k,e) = £oqN~1(q + 1).

Ainsi, on a

"

E
N+l g-l
y y£_ -* / ^

k=Q e=e0

qMF£QqN + F(£

= MF£0qN(q + l)N + MF£QqN+l + F(£0)£QqN + 2F(£0) ,

mais il s'agit maintenant de mettre cette formule sous la forme :

E UF(n) = MF x N logç XN + O(XN), et de montrer que l'on a bien O(XN) —> +00
O<H<XN
quand N tend vers +co.

Comme XN = £o(ç + 1)? ,̂ on a logç XN = log?(£0(ç + 1)) + N, donc MFXNloggxN =
(logg(£0(ç+l)+iV)M F£o(ç+l)aJV, et il vient alors O(xN) = E UF(n}-MFxN logç

= MF£QqN(q

- NMF£0(q -\ 2F(£0)— MF£o(q

= 2F(£0) + F(£o)£0qN - MF£0(ç

'logçOoO + l))

logî(£0(g + l))

...x
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= 2F(£0) -
avec CN = c indépendant de Ar,

— MF£o(q + l)qNlog (£0(ç + 1))
c =

et il ne reste plus qu'à montrer que c 7̂  0.

- D'abord, si MF = 0, alors c = —^-^ =JL 0.
9 + 1

- Ensuite, si MF 7̂  0 et si l'on suppose que c = 0, alors MF logç(£0(ç + 1)) =

= — serait un nombre rationnel, donc il  en serait de même de logç(£o(ç + 1)),

j^c'est à dire qu'il existerait A, B € Z* tels que log (£0(ç + 1)) = —, soit log(£o(ç + "" ̂ B —

logç"4, donc £Q(Ç + 1)B = qA', ce qui est manifestement impossible pour £Q € Sç\{0} ,
puisque q et q + 1 sont premiers entre eux ; donc ceci montre bien que, dans i), le O(x]
ne peut pas être remplacé par un o(x), dans le cas où s = 1 et F : S? —» Q tel que
F(0) = 0, F JE 0.

Preuve de (ii ) La difficulté essentielle de la preuve résidant dans le passage du cas "5 = 1"
au cas "s > 2", nous allons montrer le résultat dans le cas où s = 2, ce qui a le double
avantage de donner l'idée principale de la démonstration et de simplifier considérablement
les notations du cas s quelconque > 2.

Soit donc F : £j -» C une application telle que F(0,0) = 0, et UF = (UF(n))n£j$ € CN

est la suite digitale correspondante, donnée par
UF(n) = £ F(Ê/(n),e/+1(n)) si n = £ £,(n)q'.

Soit enfin MF = — £ F(e, e') la valeur moyenne de F.

Sous ces hypothèses, la proposition prend la forme suivante :
UF(n) a pour ordre moyen et ordre normal MF log? n ; plus précisément, lorsque x — * +00,
on a. les formules :

(iii)  ̂ UF(n) = MFx log x + O(x)
0<n<x

(iv) Ve > 0, Cari {n € N; 0 < n < x et \UF(n) - MF logç n| > (log n) 2+£}  e^i! un o(x).

Afi n de montrer (iv), nous allons redémontrer (iii ) d'une autre manière que précédemment,
et la méthode que nous allons donner s'adaptera bien à la preuve de (iv).

Preuve de (iii)  Nous supposons x entier, nous l'écrivons en base q sous la forme
x = bmqm + bm^qm-1 + • • • + biq + b0

avec m = [logç x]  € N , &,• € S? pour 0 < i < m et bm ^ 0.

Nous posons X{ = bmqm + • • • + biqï pour 0 < i < m, donc XQ = x et xm+i  = 0.
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Comme 0 = xm+i < xm < xm-\ • • • < %i ; < Zi-i < • • • < EI < a-'o = #, nous avons
E

0<n<r

soit:

E E

avec Dj = Up(n) pour 0 < î < m . Nous cherchons une estimation de £>2 avec

une erreur en O((m — z : + l)ç2) lorsque m — > +00, c'est-à-dire lorsque x — »• -f-oo. Pour cela,
nous supposons z fixé (0 < î' < m), et nous écrivons la variable n en base q sous la forme
n = amqm + gm-ig'"~1 H ----- \- cnq + a0

avec GJ G Sg pour 0 < j < m (et avec am = 0 si n < çm).

Alors

bmq bmq bi+1qi+ï

Ainsi, on a :

-m — bm,am-i = bm-i , • • • , fli+ i = 62+1 ,

0 < a,- < eu, et 0 < dj < q — 1 pour 0 < j < i — 1.

UF(n)

a,- varie de 0 à 6,- — 1
dj varie de 0 à q— 1 pour 0<j<j  — 1

(a;,a;-i,-"  ,a1(a0)

I

soit finalement Dj = E (•S'i + ^i) avec (aj, a2-_j , • • • , aj , GQ) € S^"*"1, où le prime

(') dénote la condition supplémentaire a; < 62-, et où, pour chacun des 52çz (z + l)-uplets
(az-, az-_i , • • • , ai , ao), nous avons posé :

Soit C = Max (£)£r')££2 jF(£,e')|. Comme, pour chacun des 6z-ç! (i + l)-uplets

(az-, a.i-1 , • • • , aj , ŒQ), 5Z- comprend m — z + 2 termes, nous avons

* |5;| < C(m — z + 2), donc il vient

- c(m - * +  2)6''«''' d'où

Si = 0((m - i + 2)6,-?'') = 0((m - i + l)ç2') (m -» +00)
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Soit A = £ Tt; + 0((m -i + 1)?') (m -» +00).

On a alors
/ >

V~» rp

(a i , a , •_ ! , • • • , a i , ao) (a . ' ,« i - i , - " i a i> ao)
/

= £ F(a0,a1)+ '

= (*-! ) £
(o i ,o , -_ i , - -- ,a i ,ao)

(aj ,a i ,ao)

= (z — l)&,,-ç!~2ç2MF = (î — 1)6,- g,- MF , donc on a

A' = MF(z - 1) + 0((m - t

= Mpibitf - MFbiqi + O((m - i +  l)çz')

= Mpibiq' + 0((m - » + l)ç!')

= MFmbiqi -f MF(z - m)6,-g' + 0((m - »

= Mpmbiq* + O((m — i + l)çz) , ceci pour i ; 0 < z < m

lorsque x — » +00 (ou encore ?n — » +00). On obtient finalement

iiç' + 0((m - t
_ i=0 j=0

m

= m MF
i=0 \0

soit £ Up(n) = Mpmx + 0(^c) où m = [log_ a;]
0<n<z

soit enfin £ Up(n) = MF^log a; + 0(a:) (a; — » +00), d'où la formule (iii )

Preuve de (iv)

Lemme De même que UF(TI) a pour ordre moyen MF logç n , Up(n)2 a pour ordre moyen
(MF logç n)2 ; plus précisément, si x — » +00, on a la formule :

(n) = (MF logç rc)2or + O(x log x).

Preuve du lemme. Avec les notations de la preuve précédente, on a aussi

ç

0<n<z
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E tfF(n)'=E E
0<n<z i=0

On suppose i fixé (0 < 2 i < m) et on cherche une estimation de

Ei = E Up(nf avec une erreur en 0(m(m — z + l)ç!)

lorsque m —> +00.
;

On a alors Ei = E ( î + Tif =  Ui + v*  + w*  avec

» * r
TT- — V Ç"2 V- — V*  9<?-T- <=>! W- — V* T2(/ _ — > i_T • « r * ~~~ x <"-»<•_/ 1JL t CL Wi ~—~ s JL ' *

*  X----"f î " - "*  * * •**  w ' ' 4 Xr_-f ï

(a,-,---,ai,ao) (a,-,---,ai,ao) (a,-,---,ai ,ao)

- D'abord, on a — C(m — z + 2) < Sj < C(m — z' + 2) pour chacun des 6z-çz (z + l)-uplets
(a,-,aj_i, • • • ,aiao)5 donc il vient

0 < Ui < biqiC'i(m - i + 2)2 = O(m(m - i + l)ç!)

soit Ui = O(m(rn — i + l)qz) (m —» +co).

- Ensuite, on a vu que E TÎ =• Mp(i — l)&iÇ * et que

—C(m — i: + 2) < Sj < C(m — i + 2), ce qui nous donne alors

-2C(m - t H- ï)MF(i - l)bigi <Vi<  2C(m - i + 2)MF(i - l)6,-g*,

soit Vi = O(m(m — i + l)ç2) (?n —» +00)

- Donc il reste maintenant E C^F(ra)2 — W î + O(m.(m — i +
:

(a.-.-'-.ai.no)

— y vZ-< /-r
(ci.— .aî.aoJO^fc.Ki-?

— V* V- 2_. 2-,
0 "N,, K ^ « ̂  Z ~~ 2, C fl î j  * *  * « A I  « A n)

z-2 / /
V > V > T""!/ \ I O \ V ^

•̂ *~ \ f*  I /7 K /71, i i I —J— / > ^

fc=0(a,-,..-,oi,ao) 0<*<'<»'-2(a,v,ai,a0)

Calculons alors chacun des termes de cette dernière égalité.

- D'une part, pour k ûxé (0 < k < i — 2), nous avons

(a , - ,—,a i,
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donc

- D'autre part, 2

= 2

î-3

+2 E

E

F(a*,a*+i)F(aj,a/+i ) =

F(Gfc,afc+i)F(G/,a/+i )

E F(a*,a*+i)F(a*+i, 0*4-2)
fc=0(a,v ,«i,ao)

J-4 i-2 l
1 V V^ V, 5 5 >x _> x Y r y
*=0 l=fc4-2 (a,-,--- ,01,ao)

i-3 /F r/ -» yi_^
avec

- tout d'abord, pour k et l fixés tels que 0 < & < i — 4 et & + 2 < / < i — 2,

on a

(«.•,••• !«i,ao)

E

E E
- biqi-4(MFq2)(MFqz) = M^b  ̂ , donc il vient

«-4 z-2 ;2 y^ y^ y^/ -f ./ ^ /_ /̂
fc=0 l=fc-(-2 ( a £ , - -*  , f l i , c

î-4

E

~ k ~ 3) = M^ç'' (i - 2)(i - 3)
fc=0

- ensuite, pour k fixé tel que 0 < /: < i — 3, on a

donc

k=0
É F(e,e'}F(e' ,e"}.

En reportant tous ces résultats intermédiaires et en ne gardant que les termes faisant
intervenir z2, nous obtenons alors

)2 = i^M^biqi + O(m(m -

z-çz' + O(m(m - i
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kq* + O(m(m - i + l)ç') (m —> +00),
ceci pour tout i fixé tel que 0 < î ' < m, donc finalement nous avons

t/>(n)2 =
-— i --*

i=0 \^î: , + 1<n

vç! + O(m(m — i

f\T*
z + O ( 7 m(m —

1 / _> ^

î=0 \z=0

= m2M£x + O(mar) ,
or m = [logç a;] = logç x + O(l), soit finalement :

£ £/>(n)2 = (MF logç x)2a; + O(x log x) (x -*  +00),
0<n<z

ce qui termine la preuve du lemme.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la propriété (iv) sur l'ordre normal de
Up(n). En effet, grâce à une sommation par parties, on peut montrer très simplement que,
lorsque x —* +00, on a les égalités :

Ĵ  UF(n) logç n = MFx log2, x + O(x log x)
Q<n<x

et \ log2 n = x logç .r + O(x log x).
0<n<z

Par conséquent, en utilisant le lemme, nous obtenons

n* - 2MFUF(n)\o&gn)
0<n<z 0<n<x

x log2 x + O(x log x)
— logç'

soit Y, (UF(K) - MF logç n)2 = O(x log x) (x -» +00)
0<n<i

Soit alors £ > 0 ; supposons par l'absurde qu'il existe un réel 6 > 0 tel qu'il y ait 6x entiers
n € N tels que 0 < n < x et satisfaisant l'inégalité \UF(n) — MF log_n| > (logn)1/2"1"^,
nous aurions alors ]T) (UF(n) — Mplog? n)2 > Ĵ  (logn)1"5"22 ,

0<n<z 0<n<5z

or on sait que  ̂ (Iog7i)1+2e ~ «5x(logç 5x)1+2£ (x —> +00)
0<»i<6z

donc en particulier  ̂ (logn)1+2£ > £x(logx)1+e pour x assez grand; nous aurions
0<n<6x

donc finalement :
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YJ (Up(n) — MF logg n)2 > 6x(logx)l+e ce qui contredit l'égalité soulignée plus haut,
0<n<z

et termine donc la preuve de (iv).

IV) FONCTIONS SOMMATQIRES DES SUITES DIGITALES

Sous les hypothèses du début du §111, nous obtenons le résultat suivant, qui généralise aux
suites digitales quelconques le théorème de Delange, qui assure l'existence d'une fonction
périodique "fractale" (c'est-à-dire continue et nulle part dérivable) pour la fonction som-
matoire de la suite sq ("somme des chiffres en base ç") sur les n premiers entiers, ou plutôt
pour leur fonction "valeur moyenne".

En effet, nous allons montrer le :

Théorème. Il existe une fonction G : R —* R, continue et périodique de période 1 et il
existe une suite 6 = (6(m))mçj$*, périodique de période çs-1, telles que pour tout entier
m > 1, on a la formule :

-«

—
m

m-1

UF(n] = MF log m + G(log m) +
*  *

71 = 0

8(m)
m

De plus, G a une série de Fourier absolument convergente, dont les coefficients s'expriment
fà l'aide des valeurs des fonctions zêta de Hurwitz, de paramètres — pour r = 1,2, • • • , os,
9S

2*T» , „aux points , pour k Ç. Z.
logÇ

D'autre part, si l'on pose C(z] = YJ Up(n)( —) pour z <£ C tel que Re z > 1,
n>\ (n +  1Y

alors on montre que la fonction C(z) ainsi définie sur le demi-plan {Re z > 1}  admet :

- un prolongement holomorphe au demi-plan {Re z > 0}

- un prolongement méromorphe à C

- une infinité de "candidats"-pôles (tous simples) aux points 74. =
2km
logç

(ainsi qu'au

demi-réseau de leurs translatés à gauche jk,n = 7& —• n , n £ N).

Enfin, si nous notons Ck — f0 G(x)e~Zl* kxdx (le ke coefficient de Fourier de (?) et
^), alors on a les relations suivantes entre jk,Rk et c*  (pour k 6 Z) :

- si k € Z*  , alors Rk = ckjk(jk + 1)

MF- si k = 0 , alors RQ =
logç

Remarque : pour 5 = 1, ona<5 = 0 dans (E) de sorte qu'on retrouve , pour F —
— -s?, la formule exacte de Delange (sans terme d'erreur dans

et

Démonstration du Théorème

(i) Définitions de G et de 8.
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(il ) Soit 0 :R — » C

, - • ' • ç < - g < 7 < - 9 ) - M F .
Comme, pour 1 < À- < s , la fonction t t-> [çA"i] — çfç*"1?] est périodique de période 1, il en
est de même de î/>, que nous étudions sur l'intervalle [0, 1[, intervalle que nous découpons
en les qs intervalles

._1,e._2,..,£l,£o = [ £
*=0

. _ , . _ , ,
*=0 f=0

ceci pour tout s-uplet (£a_1,£a_2> ' • •

,£,,_2,— ,£i,eo

£iql~(s~k) ;

a _ , a _ > ' • • 5£i,£o) G S*. On calcule alors ïl^
£._i,£,,_2,— ,£i,eo» en utilisant le fait que [t ]  = 0 et que, pour 1 < & <
s-l

pour t 6
s, on a [çAï] =

; ainsi, pour ! < & < « , nous obtenons q[gk~Jt]  = es-k, de sorte

€ ^e..,)e._2l...,ei,e on a
l=s-k

que

Ainsi, la valeur moyenne de ^, c'est à dire en fait son intégrale sur l'intervalle

vaut
ri /,

= —
(e.-i

Donc t/> est périodique de période 1 et de moyenne nulle.
(i2) Soit g : R — » C

g est évidemment continue sur R, et l'on a pour x € K , #(a: + 1) = #(a:) + Jz ' i/)(t)dt,

avec ^ périodique de période 1 et de moyenne nulle, donc f*  i^(t)dt — 0, et g est aussi
périodique de période 1; en particulier, g est bornée, et remarquons aussi qu'elle s'annule
sur Z.

(i3) Soit h:R — » C

Comme g est bornée, et comme la série géométrique ^T) ~? converge pour q > 2, la série

définissant /i est normalement donc uniformément convergente sur R, et, g étant continue
sur R, il en est de même de /i, qui de plus est aussi périodique de période 1, et nulle sur Z.
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(i4) Soit G : R — > C

x t-  ̂ G(x) = MF([x]  + 1 - z) + qM+s

Comme la fonction x \ > [x]  — x est périodique de période 1, il en est de même de G, que
l'on étudie sur l'intervalle [0, 1[ ; pour la continuité, distinguons 2 cas selon que l'on étudie
la continuité en un point entier ou non.

Pour z e]0, 1[, on a G(z) = Mp(l — x) + qs~xh(qx~s) donc G est continue en z, et, par
périodicité, G est continue sur R\Z.

Continuité de G en 0 ? On a G(0) = MF + qsh(q~s). Montrons que, quand z tend vers
zéro par valeurs supérieures ou inférieures, alors G(z) tend vers G(0).

Si x -» 0, x > 0, alors G(z) = MF(1 - x) + 9a~x%x-a) — > G(0)
z— >0

Si z — > 0, z < 0, ceci revient à prendre z — » l,z < 1, et alors
G(z) = MF(\ z) + q-*h(q*-}  — » ç'-'M?1-),

X — >1

de sorte qu'il suffit de montrer que l'on a çs~1/i(ç1~s) = MF + q3h(q~a).
+ 00 g(ql~s\ On a d'une part h(q~a) = £ - - — -, mais, pour / > s, on a ql~s <E Z, donc g(ql~s) = 0,

/=o <?
a-l n(0l~s}  s~1

et h(q-*) = E ̂ - ,̂ d'où G(0) = MF + £ <?'-'<?(<?'-*).
/=o

- On a d'autre part h(ql~s) =
+ 00 a(al+l- \(a

S{Ç

l+l-a\  q'

s-l

/=!

- Ainsi, nous sommes amenés à montrer que MF + qsg(q~s) = 0; or on a en effet g(q~s) =

J09 ib(t)dt = jz ib(i}dt, mais on a vu en il) que, pour t £ .Zo,o,-",o5 °n a V*(0 =
>0,0, - - - ,0

MF
F(0,0,--- ,0)-M> = -MF,donc(?(ç-s) = -MF mes (Z0>o,...,o) = f-, d'où finalement

<?s<?(ç~s) = —Mp-, donc G est continue en 0, donc finalement sur R.

(i5) Soit enfin 6 : N*  —» C

0 si s = 1,

m^8(m}={  ̂_ r / , , ,s i s > 2_

/=!

Vérifions que ^ est bien périodique, de période qs l . En effet, pour m € N*, on a

;=i 9

avec ^ périodique de période 1, donc avec g( j-
9

s-l

5(m + qs~ ) = — E 9 y(m/q ) = <5(î7i).
/=i

(ii ) Démonstration de la formule Ç.E).

) = g(-j) pour 1 < / < s — 1, d'oo



22

(iil ) Commençons par remarquer que, pour n G N et / > 0, on a e/(n) = [n/ql]  — q[n/ql+ï ]
i-î

(en effet, ceci résulte de ce que l'on a [n/ç'j = Ĵ  £fc(n)ç*~' et {"/?'}  — IL, £k(n)qk~1)-

- D'autre part, pour t réel, t G [n,n + 1[, on a [t/ql]  = [n/q1]  pour tout l > 0; en effet,

ceci est évident pour / = 0, et, si / > 1, écrivons t = n + £oùO<e< 1, alors —7 =
?'

IL + L = [n/qi]  + {n/qi} +  £/ql avec Q < {n/q1} = £ ek(n)qk-' < 1 - q~l, donc
9 9
0 < {n/q1} + e/ql < 1 - q~l + q~l = 1.

- Ainsi, comme le faisait Delange pour la suite "somme des chiffres", la formule

= F([n/g']  - q[n/ql+  1], [n/ql+ï ]  - q[n/ql+2], •
sous la forme intégrale suivante :

F((t/q'} -

- q[n/ql+a])  peut se réécrire

- q[t/ql+s])dt

ceci Vn e N et V/ > 0.

(ii2) Ces remarques étant faites, soit m un entier > 1, et soit L = log m; on sait que Vn € N
tel que 0 < n < m — 1, on a £;(n) = 0 pour / > [L],  donc, comme F(0,0, • - • ,0) = 0, la

m — l m — 1
formule  ̂ Up(n) = X

n=0 n=0 _
m-1 m-1 [L]

devient  ̂ ^F( )̂ = Z^ (S •^(£/(n)î£Hi( n)5 ' ' ' î£Hs-i(n)))î donc, en changeant l'ordre
n=Q n=Q 1=0

des sommations, nous obtenons :

,£|+a_i(n)))

m-1 [L]  m-\0

/=0 n=

(ii3) Soit alors / fixé tel que 0 < / < [L] , on a alors, vu iil) , que
m-1

, • • • , [t/ql+s-1}-q[t/ ql+s])-MF)dt+mMF.

Dans l'intégrale précédente, on effectue le changement de variable t = çf+sw, elle devient
alors :

= ql+s /Qm/9 ib(u)du = ql* sg(m/ql+s), de sorte que l'on a :
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m-l

Y  ̂ UF(n) =
n=0 1=0

([L]  + l)mMF.

(ii4) Dans cette formule, considérons la somme £ ql+sg(m/ql+s), où l'on effectue le
l=o

changement d'indice k = [L]  — /, on a donc

W [L]
= £

k=0

Supposons que l'indice fc soit > [L]  + s, alors on a
m/ç[L]-H- S = mqk-[L]-s € Z j

donc g(m/qM-k+s) = 0 pour A; > [L] + s, alors que, si k = [L\ l où / = 1, 2, • • • , s - 1,
alors le terme correspondant çfL ]~ fc+sgF(m/çtL ]~ fc+s) vaut qa~lg(m/qs~l), donc

fe>0

k>0

= E q^~k+sg(m/q^~k+!> ) + è(rn), donc la formule de ii3) devient alors
fc>0

£ UF(n) =
n=0 _

en divisant par m = ÇL , nous obtenons :
_ m — 1

S (m) l)mMF;

m
n=0

m

m
mais, Up{n) étant d'ordre moyen Mjrlog n, c'est en fait MF logç m = MpL le terme
principal de cette formule, on le fait donc apparaître, pour obtenir finalement :

„ m — \, x ô(m)
m

=  LMF + G(L)
S(m)

m "
ce qui n'est a.utre que la formule (E] du théorème.

(iii ) Détermination de la série de Fourier de G.

Comme G est périodique de période 1, soit £ Cfce+2" r* z son développement en série de

Fourier; il converge absolument en tout réel rc, donc la limite y est égale à G(x).
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On a et = JjJ G(x)e~2iirk*dx or, pour 0 < x < 1, on a G(x) = MF(1 - x) + qs~xh(qx-s},
donc :

,(. = df, -\- h/, avec dfc = MF
IQ

/•i
= /

Jo
et

ceci Vfc G Z.
Aff

On a d'abord a/t = — : — pour k 6 Z*, et OQ =

On calcule ensuite bk

/•l

= I

comme g est bornée, la série  ̂^^"'"^^(ç'"1"1"5) est uniformément convergente sur [0, 1]

et l'on peut écrire

on calcule l'intégrale par le changement de variable x = s— /+log? te, c'est-à-dire u = qx~s+l,
donc il vient :

T q-l-*g(ql+x-y-*Mtdx = — T £fc
J0 •'̂  logq Jgl-, u

£ c - 2 « > * l o g f .
u

M M

On remarque que l'intégrale j^', , ^j^du est absolument convergente sur le demi-plan

{Re z > 0}  (car g est bornée), et que la fonction H(z) = A/°? , ,, <fa ainsi définie sur
• •*• / " o* * i~ J-

{Re z > 0}  y est holomorphe.

Comme ô/t = H(l + ), on est amené à déterminer la fonction ff , que l'on calcule
log g log g

grâce à une intégration par parties :

1+00 •" -W(tO..« —:~"ui
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or on sait que g est bornée, et que g(u) = J0" i(>(t)dt, donc g'(u) = t/'(u), et enfin que
j „«(*-! ) j ^ |/»(u)

g(l/qs) = —Mp . —, de sorte qu'il vient alors H(z) = —MF • 1— /,'/ „ du,
q z z ' u

pour Re z > 0.

Supposons maintenant que Re z > 1 ;
comme tb(u) = F([qsu] — q[qa~1u], [çs-1u] — q[qa~2u], • • • , [qu] — q[u]) — MF, on a

'z —1) i

H(z) = -MF  .

r+oo du

ẑ (^F(l^u]-^S ^l--- ,[qu]-q[u])—-

or on a -, donc

H(z) = -

donc finalement

Pour Re z > 1,

F([q*u]  -

*) = -MF . +

, fou] -

• • • , [911]

On suppose maintenant que .Re z > 2, et on calcule l'intégrale en utilisant le fait que la
fonction u >—* F([qau] — q[qa~'lu], • • • , [qu] — q[u]) est périodique de période 1, et que, grâce
au §il), elle vaut F(£0,£i,-"  5£*-i ) sur tout intervalle

' '
— , +00 =

S

(J (J [n, n H -- [, et
*

r r + 1
+ T> n + —^~

en écrivant, pour 0 < r < çs — 1, r G N, r en base ç avec s chiffres sous la forme
s-l

r = Ĵ  £;çf où £{  € Sg (et peut être £s_i = 0) et enfin f = (ÊO,£ I , "- ,£s-i) €
/=o

obtenons

nous

, M - «M) =

r=l 7i€N 9 "

or nous savons que -F(O) = -F(Q, 0, • • • , 0) = 0, donc nous avons

r=l

n _ r^ 2.̂
r=l

est la fonction zêta de Hurwitz de paramètre a, pour 0 < a < 1.

Ainsi, pour J2e 2 > 2, on a :

- - ' f (r) > ~ D)
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Mais, en raison de l'holomorphie de H sur le demi-plan {Re z > 0}, cette formule y est
valable (sauf évidemment pour z = 1). En particulier, pour k € Z*, nous avons :

logÇ
) = -MF .

logç
— — : - — — r
2&7TZ 2fc7T?,

q'-l

2&7T

iS __ -i

. _ , 2km.

} I  9À-7T? \

donc b* = ̂ - I MF + (1 + P^)-1 y F(f
'«»•*• *"• JT __y X

r= l

.
et comme et = «^ -f ô  avec a/t =

2&7TZ

2&7T2 2K7T

, „,„ , ,
pour k £ Z , nous avons donc

logÇ r=l

En particulier, comme Ça(ik) « \k\*+£ pour \k\• +00, ceci Ve > 0, on voit que
la série de Fourier de G est absolument, convergente.

Calculons maintenant ÔQ = : H(l). Comme H est une fonction analytique sur le demi-

plan Re z > 0, nous avons
H(l) = lim H(z)

nE
r=l

«°

/

- i)-C^(^-i) )

C*(^-i)) )

Lorsque z tend vers 1, le dernier terme de cette expression tend vers
g'-i l

J3 -F(r)(£r±i(0) — C-^-(O)), mais l'on sait que Co(0) = ô ~ a Pour 0 < a < 1, donc ce
' *'r=l

dernier terme vaut en fait

= -MF - Hm ( MF .

nous écrivons

= -MF, d'où

-1))

'"y"S
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q'-l

£ F(f)
r=l

r= l

(Z-1) (Z-I)

on remarque alors que, lorsque z —» 1, la première somme de cette expression tend vers
;i / , , \

F(f) [ Çr+i  (0) — C r (0) i , et d'autre part, on a C-TT(Û) — Cn±i(0) = — pour 1 < r <
-  ̂ T J « -p- q*

g - 1, d'où

H(l) = -MF-
q'-l

r= l

= -MF -

= -MF -

donc 60 =

r= l

"

(0) - C
" "

lim
( 2 T - 1)

F(f)

MF
logç logç logç r=1

MF
et comme CQ = GO + 60 avec OQ = , on a finalement :

q'-l

^,«
Vi € Z« . « =

fl _ -i

\ — ̂ 1

qs

F ' (*

(.-i)

-1)

1 "y F(f]

-r=l  ̂  -=  MF I

Remarque On peut donner une autre expression pour CQ, en utilisant le fait que Ca( )̂ =

logF(a) — - log(27r), ce qui donne :

= -MF(s
logg 2 logç r=1

F(f)log.

fiv ) Etude de la fonction C. Par souci de simplicité, commençons par le
(ivl ) Cas où s = 1. on se donne donc F : Sç — > C / ^(0) = 0, et UF = (^F(̂

donnée par Up(n) = ̂  F(ei(n)) si n = Y^, £i(n}ql . Comme Up(n) = O(logn) (n
€N est
+00),
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.,. . , , r+oo logX
et comme 1 intégrale Jl dx est convergente pour z G C / Rc z > 1, on peut définir

les séries Y) * clu^ sont absolument convergentes pour .Re c > 1.
'

Posons A(z) = YJ - - et B ( z) =  Y_̂  - - - , fonctions holomorphes sur le demi-plan
Z

{Re z >ï}.

Commençons par chercher un lien entre A et B.

Pour Re z > 1, on a

UF(n) _ „
— 2_< jLi

r=i  m>o

UF(qm + r) UF(qm)
~~ - — r 2-  ̂ ~~, — r^-(qm)-

Mais, dans ce cas où 5 = 1, on a
1 , 2 , - -- ,ç-l, donc

+ r) = UF(m) + F(r) pour m > 0 et r —

Up(qm) = Up(m) pour m > 1, donc

r= l m>0

V V

9-1

r= l m>0

'

m>0

7 + 7T .L  F(rK^) +

ainsi

E E
r=l  m>0

,(,) pour .Re _~ > 1.

De même que, toujours pour Re z > 1, nous avons :
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d'où:

s
9-1

UF(n)

UF(qm + q -

r= l  m>Q r=l

up(m}
(m + l)
v '

m>Q

m>0
(qm +
v

. - |

B(z)

m>0
(cm + q}z q*

^+X>>

En comparant les deux relations obtenues, nous déduisons que, pour Re z > 1, on a
9-1

(1 — q z}(A(z] — B(z}} = q z £) F(r)((r(z) — Cz±i(z)) mais l'on remarque, avec
r= l '  «

comme définie dans l'énoncé du théorème, que l'on peut aussi exprimer sous forme intégrale,
à condition de poser Up(x) = UF([X]}  pour x € R+

+ 00

(c'est à dire en fait si x =  ̂ E[(x)q , alors Up(x) =
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ïl+1 UF(x)
.z+1

dx

/

+OO

_

UF(x)
X 2+1

dx.

Ainsi, on a finalement :

/

H-00

_

UF(x)
X 2+1

A priori, cette formule n'est valable que pour Re z > 1, mais il se trouve que le dernier
membre définit une fonction holomorphe sur Re z > 0 et méromorphe sur C, de sorte que,
par prolongement analytique, il en est de même de C.

l I»
Par exemple, en utilisant le fait que C,a(z)

obtenons :
z - l T(a]

lorsque z tend vers 1, nous

De plus, grâce à nos connaissances sur les fonctions zêta de Hurwitz, on voit que C(z)

admet une infinité de "candidats" pôles aux points 7̂  = , fc € Z, qu'ils sont tous

simples, et que :
logg

Rk := (z) -

soit Rk = (Cf (7*) - €r±i(7t)) ,. V*  G Z

Prenons d'abord k = 0, et utilisons le fait que Ca(0) = - — G, alors

Ro =
log?r= (») -
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soit RQ =
MF

logç

Prenons ensuite k € Z*, et considérons l'expression

_ *°gg
2ikir

d'où
r=1 logç' « logç

VA; £ Z*.

(iv2) Cas général: s quelconque > 1. et F ; SJ -» C / F(0,0, • • • , 0) = 0 et UF =

(E/p(n))n£N où E/p(n) = E F(£/(n), • • • ,£;+s_i(n)) si n = E £7(^)5 ,

et par extension,
+ 00

Up(x} = E F(£j(a:),--- ,£|+s-i(a;)) pour a; € K+ tel que x = E £/(•£)?*•
/>0 l= — oo

Alors la même technique que pour s = 1 (en remplaçant ç — 1 par çs — 1) permet de
montrer que, pour Re z > 1, on a :

(en appelant toujours C(z] = E Up(n) I r— j .)
n>i \ (« + !)* /

formule qui définit le prolongement holomorphe de C sur {Rez > 0}  et méromorphe à C ;
en prenant z = 1, on a :

-, rv-nsoit C(l) = = /i"

Ici encore, C(z) admet une infinité de pôles éventuels, tous simples, aux points 7̂

- - , A; € Z, et, si Rk = Res^^̂  CYz), alors
logç

) ,

soit J2fc = , Vfc € Z.

Prenant A: = 0, alors RQ =
log? r=i p(°)-^w ) = sbS

I /: Pi
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SOÎt RQ =
M

Enfin, pour k €E Z*, calculons l'expression
2ik.7r

/ -1
, __ l « ^ __ , fc 2ïJbr.

-(1
2&7T

Ck soit : - , V f c € Z *

V) PROBLÈMES OUVERTS

1. Coefficients de Fourier de G
II s'agirait d'expliquer les formules du théorème du §IV donnant le lien entre G*-, 7*  et Rk-
Une première idée pour cela consiste à s'inspirer d'un article de J.-P. Allouche et H. Cohen
([!] ) qui prolongent de manière méromorphe (et même entière) à C les fonctions

E
rs,(n)

n>0

définies a priori pour Re z > 1 (où f = e2a7r/?), et qui vérifient des "équations fonctionnelles
infinies".
Une deuxième idée serait d'utiliser des méthodes d'analyse complexe, en particulier d'appli-
quer la formule de Perron.

2. Non-dérivabilité de G
On voudrait montrer que, de même que celle de Delange pour UF — -sg, notre fonction G est
nulle-part dérivable. La première idée consiste à appliquer la définition de la dérivabilité,
et de montrer "à la main" qu'elle n'est jamais vérifiée; mais, même dans le cas "s = 1",
ceci ne donne pas grand chose.
La deuxième idée consiste à montrer que G est presque nulle part dérivable, en s'inspirant
d'un article de Brillhart, Erdôs et Morton ([3]), où UF est remplacée par (—l) £ l1 (suite de
Rudin-Shapiro).
La troisième idée, qui semble être la bonne puisqu'elle est la seule à donner des résultats,
partiels mais intéressants, et d'adapter à nos suites digitales deux résultats de Dumont
et Thomas ([7], [S]) étudiant des fonctions sommatoires de suites qui sont points fixes
de substitutions (de longueurs pas nécessairement constantes). Les résultats partiels sont
alors que, pour une suite digitale UF = (^F(^))n€N correspondant à l'entier s = l et à
l'application F : Sç —> C telle que F(Q) = 0, alors la fonction G du §IV est nulle part
dérivable pourvu que MF  ̂0.
On souhaiterait maintenant passer de "s = 1" (résolu) à "5 > 2".
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Suites digitales.

Emmanuel Cateland

18 septembre 1991

1 INTRODUCTION.

L'objectif de ce chapitre est de compléter notre généralisation d'un théorème de
Delange relatif à la fonction sommatoire de la suite "somme des chiffres en base
9".
Nous notons g un entier fixé, q > 2, et par S? = {0, 1, ..., q — 1}  l'ensemble
des chiffres en base q. Rappelons qu'une suite Uf = (WF(")) -j\ de nombres
réels est dite digitale (en base q) s'il existe un entier s > 1 et une application
F : SJ -> R, telle que F(0, 0, ..., 0) = 0; alors

s n =

est la représentation-standard de n en base q.
A l'application F, nous associons sa valeur moyenne

~
(EO,£ i

Généralisant le théorème de Delange, [2] , nous avons obtenu au chapitre précédent
le résultat suivant :

Proposition 1 // existe une fonction Gp '• R+*  — R, continue et il existe une
suite èp = (^JP(")) ngl^ -, périodique de période q'~l (et identiquement nulle si
s = 1 ,̂ telles que :

1. Pour tout entier m> l, on a  ̂ ^ WF(«) = niMp
0<n<m-l

6F(m) ;

2. Pour tout réel x > 0, on a Gr(qx) = Gr(x).
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De plus, si Von pose Gp(x) = gF(log?(x)) pour x > 0, alors la fonction g? :
li  —> li, qui est continue et périodique de période 1. admet une série de Fourier
absolument convergente, dont les coefficients s'expriment à l'aide des valeurs des
fonctions £ de Hurwitz, de paramètres -̂  (r — 0,1, ...,<?* — \), aux points ^2i,
k G Z.

Le problème est maintenant de trouver des conditions sur F pour que la
fonction Gp soit nulle part dérivable, ce qui généraliserait complètement le
théorème de Delange, pour qui l'on a s = 1, F = Idj^ , UF = sq est la "somme
des chiffres en base g", et Delange montre "à la main" que G/d_ est nulle part

. . . «dérivable. La méthode que nous adoptons consiste à appliquer deux théorèmes
de Dumont et Thomas. Au passage, nous étudions aussi les suites Qa,b =

, définies par Qa,ê(") = Hf>o[°F + ^L où a et 6 sont deux réels.

2 GENERALITES SUR Qa>6.

2.1 Ordre de grandeur de Qa,b(x).

Soient a et b deux réels tels que a > 0, 0 < 6 < 1; pour x > 0, posons

La condition 6 £ [0, 1[ est là pour avoir convergence de la série, qui n'a qu'un
nombre fini de termes non nuls; en effet, dès que l'indice / > 0 est tel que
a-jr + b < 1, c'est-à-dire dès que / > logq(-j^x), alors [a|r + 6] = 0. D'où

Supposons que yrï < 1> alors logq(^^x) < logqx, inégalité se conservant pour

les parties entières, de sorte que l'on obtient Qa,b(x) — / ]  [a—+b]. Posons

L = [logqx] + l, de sorte que l'on a qL~l < x < qL; en écrivant [y]  = y — {y}
pour y réel, il vient. :

5+»-{«5+*} ) = ~ E è+"-ï!{+*] = E(«5+»-{«5+*}) = ~ E
i=0 /=0 y f (=0

soit :
t-i

/=o
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formule valable pour x > 0, a < 1 — b, L — [loggx] + 1. Dans cette formule,
-^jrx est le ''terme principal", et le reste est le ''terme d'erreur"; en effet, pour
tout x > 0, posons :

L-l

?ï-rx + Qa,b(x) = —^-4— 1 a — 1 QL 1=0

alors, comme -%• < 1 et {O-T + 6}  < 1, on a la majoration |Aa t(z)| < -̂  -j-
? + l), soit :

A a.»(x) =

Dans le cas général, c'est-à-dire si l'on n'a plus a < 1 — 6, il suffit de remplacer
L = [loggx] + l par L = [logqcx\f 1 où c = yjj^ , puis le reste est, identique, d'où
le résultat suivant :

Proposition 2 Pour a > 0, 0 < 6 < 1, on a Qa^z1) = -^^ + £a^(x) avec
Aa b(x) = O(logx). Plus précisément, on a :

L Sia<l-b,alors Aa.t(i ) = —^ifc
e< L =

. 5» a > 1 - 6, a/ors Aa.t(x) = -^^ + 6L- ̂ ^{a^- + 6}  pour i > 0,
c=

2.2 Un exemple simple : La suite Qi 0.
<? '

On a Qi 0(0) = 0 et, pour n > 1, nous allons calculer Qi  0(n) de deux manières
9 ' 1 '

différentes.
D'une part, on sait que, lorsque n = Yli>o £i(n)l l es'' 'a représentation

standard de n en base q, alors £;(n) = [-T] — ç[-rrr], ceci pour tout / > 0.

» + ( ! -<?) £/><>[;£] = " + (1 -Wi.o(n), d'où:

o - .«' ç — 1

pour tout entier n. En particulier, Qi 0 est une suite ç-régulière d'entiers et,
9 '

avec les notations du paragraphe précédent, nous avons

pour tout entier n. En d'autres termes, Ai 0 6 Q est la suite digitale relative ài '
la base ç, l'entier s — 1 et à l'application F : S? — Q donnée par F(E) = — f-y.

36



D'autre part, on a, toujours pour n > 1, Qi 0(n) = £j>0[^] =

[£] + •••+ [£] + - = Kl?] - [£]) + 2([£] -[£]) + 3([£] - [£])+...+ /([£] -
[-rqr]) + •-• = Z)oo I([TÎ]  ~ [~nr])- Mais il est facile de montrer que, pour tous
entiers n > 1 et / > 0, on a

[4] ~ [~Sr] = Cord{m € N/l < m < n et vq(m) = /} .

En effet, il suffit de retrancher aux [-^-j multiples de ql de 1 à n les [-TFT] multiples
de ç'+J du même intervalle. Ainsi, Qi  0(n) = ^2i>0 l x Card{m £ N/l < m <

n et vq(m) = 1} = 5Tm=i *'?("*)• Finalement, nous obtenons la proposition :

Proposition 3 Soient q un entier > 2, et vq : N* — > IM la valuation q-adique.
Alors on a l'égalité :

V"~ > n — sq(n)

ceci pour tout entier n.

Remarques.
1. Si q est supposé premier, alors on a de plus Y^m=i vg(m) = v9(nl).
2. La suite Qi 0 apparaît donc comme la fonction sommatoire de la suite vq G

N , qui est évidemment g-régulière grâce aux relations

vq(qm) = vq(m) + 1

et
vq(qm + r) = 0

valables pour m > 0 et r G Sç,r ̂  0. Ainsi, Qj. 0 est aussi ç-régulière, grâce à
un résultat dû à Jean-Paul Allouche et Jeffrey Shallit, qui assure la ç-régularité
de la fonction sommatoire d'une suite ç-régulière.
3. Remarquons que Qi$(n) = ^?>O[-T] = n + Qi o(")> cec' Pour tout en~

— * 9 *

tier n, donc Qi$ est aussi g-régulière, puisque Q\ et (")n£j^ le sont. Plus
généralement, pour tout entier k > 1, nous avons

/=0

ce qui montre que Qqtto est encore ç-régulière.
4. D'autre part, toujours pour tout entier k > 1, nous avons

00
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donc Q i o egt encore une suite g-régulière. En effet, grâce au résultat d'Allouche-
• 'Shallit citeAlsh mentionné à la deuxième remarque, il suffît de montrer que, pour

l tel que 1 < l < k — 1, la suite ([•îr])n€i\j ' est ç-régulière. Or justement, cette
suite apparaît comme la fonction sommatoire d'une suite ç-automatique puisque,

pour tout entier n > 1, on a [p-] = }^ 1 = ̂  ai(m), où
l<m<n, m multiple de q1 m=l

ai = (oi(m))m€j<^  est la suite ç-automatique, à valeurs dans {0 , 1}, définie par:
ai(m) = 1 si m est multiple de ql , et a/(m) = 0 sinon. Finalement, nous avons
montré la proposition :

Proposition 4 Pour tout entier relatif k, la suite Qgt  ̂ est q-régulière.

3 UTILISATION D'UN PREMIER THEOREME
DE DUMONT-THOMAS.

Dans cette partie, nous allons utiliser un théorème de Dumont et Thomas, donné
dans [3], que nous rappellerons mais ne redémontrerons pas. En appliquant ce
théorème à une suite bien particulière, et en comparant le résultat obtenu avec
celui donné par la proposition de l'introduction, nous obtiendrons une réponse
très partielle à la question qui nous intéresse : si up est une suite digitale
relative à la base q, à l'entier s = l et à l'application F : S? —> ïï. telle que
F(0) = F(q — 1) = 0, alors la fonction G F donnée par la proposition en question
est nulle part dérivable, pourvu que MF  ̂ 0- En particulier, remarquons que ce
résultat ne s'applique pas à la suite "somme des chiffres"; par contre, l'intérêt
réside essentiellement dans le fait que nous verrons naturellement intervenir les
suites Qi z pour r = 1,2,..., q- 1, dont nous montrerons qu'elles sont non

g 1 q

seulement ç-régulières, mais même digitales (à un terme linéaire près, à savoir
_2_ )
,-1 >•

3.1 Définition d'une suite v.

Soient ai,a2, ...,ag^i des réels non tous nuls. Soit v = (vn)n>i  la suite définie
comme suit : Pour n > 1, il existe un unique triplet (/, k. r) tel que n = ql(kq+r),
avec r € {l,2,...,ç— 1}  et /, k deux entiers; en effet, / = vg(n), puis on divise p-
par q, donc le reste est bien un élément non nul de S,j. On pose alors vn = ar.
Remarquons que, si l'on développe n en base q de la manière habituelle, soit
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avec £i(n) 6 Sç pour 0 < i < [logq?i], et avec £[iogqn](n)  ̂ 0 puisque ?j > 1,
alors on a / qui est le plus petit indice i tel que £f(n) ^ 0, puis vn = aC|(n).
Remarquons que cette suite ressemble beaucoup aux suites de Toeplitz.

3.2 v est une suite ç-automatique.

En efFet, nous allons montrer que son g-noyau

A7î(") = {(Vn)">l/ *   ̂ °> LKK»iM-r)n>0/*  > 0,0 < T < qk]

est un ensemble fini .
Prenons k = 0 et. posons v° = v = (wn)»> i-
Prenons k = 1;

Pour r = 0, alors vqn = vn,Vn > 1, donc (î^n)n>i = v°.
Pour r £ Sç \, alors vqn+r = ar,Vra > 0, de sorte que nous définissons
maintenant q — 1 sous-suites constantes de v, à savoir v1 = (f çn+i)n>o(=
(ai)n>o),î'2 = (îV + 2)n>o(= (a2)n>o), -, î'î~1 = (vqn+q-\=  (a?-l)n>o)-

Prenons k = 2 et étudions les sous-suites de v de terme général vq2n+F pour
0 < r < g2.
Supposons d'abord r = 0 (mod q), soit r = qs avec s 6 'Sg, alors :

• Si s = 0, vq* n = t)çn = un,Vn > 1, donc (^2n)n>i = u°;

• Si s e Sç \, f?2n+ÇJ = fçn+s = as,Vn > 0, donc (vqin+r)n>o = v* .

Supposons ensuite que r = s (mod q), où s 6 Sç\{0} , alors vqsn+r = as, Vn > 0,
donc ici encore («92n+r)n>o = v*.
Comme à ce rang k = 2, on n'a pas créé de nouvelle sous-suite de v, c'est bien
que Nq(v) est fini, de cardinal g, soit

N,(v) = {v° = (on)n>i(= v);vr = (i;çn+r)n>o(= (aP)B>0),r € Sç \,

et v est donc bien ç-automatique.

3.3 Donnons A un ç-automate reconnaissant v en lecture
inverse.

Les états sont les vr , pour r € S9;
L'état initial est v°;
La fonction de sortie T est donnée par:

. r(wr) = wr(0) = tv = ar, r € S, \;

Enfin, pour r, s 6 S?, la flèche s agit sur l'état vr par: s(vr) = vtoùt£'£q est
tel que vr(qn + s) = u*(n), Vn. Donc :
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» si r = 0, on a Q(v°) = v° et s(v°) = v',s € S, \;

• si r € S? \, la suite wr étant constante (égale à ar), nous aurons
s(wr) = t; r )VseSî.

Ainsi, le ç-automate A reconnaissant v en lecture inverse est symbolisé par la
figure ci dessous:

tU

3.4 Donnons S une ç-substitution engendrant v.

Pour cela, soit V = (V(n))n>i la suite, à valeurs dans {ai,a2, ...,a?_i} ?, définie
terme à terme par V(n) = (v°(n), v 1(n), ..., w?-1(n)), Vn > 1.
En particulier, V ( l ) = (vi,vg+i,vq+^, ...,vZg-i) = (01,01,03,03, ...,a,_i).
Soit T- £ S?, comme Ng(v) est stable par l'application n H-> çn + r, on va trouver
sr, permutation de {ai,a2, ...ja^-!}5, telle que :

• Prenons d'abord r = 0, alors, Vn > 1, on a

V(qn) = (Vqn,Vg2n+1,Vgzn+2, ...,V n̂+q^i) = (î;n , «?n+l , «?n-!-2, • • • > f?n+?-l

avec S0 = /rf{ a,,a2,...,a,_,}«-
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• Prenons ensuite r G Sç \, alors, Vn > 1, on a

V(qn + r) = (v°(qn + r), vl(qn + r), v*(qn + r), ..., v9~l(

m

avec ici sr est la permutation de {01,03, ...,a?_i} ? donnée par

sr : (20, «1,22, ...,2?_i) H-+ ( zr, 21,22, • ••,«?-!)•

Ainsi, V est le point fixe, commençant par (01,01,03, ...,of_i), de lac-substitution
5 sur {ai,a2, ...,a?_i} ? donnée par S = s0siS2---s?-i (concaténation des ç per-
mutations SQ, si, «2, ••-, s?-i définies ci-dessus), puis v est alors l'image de V
par la première projection /de {ai, 02, ...,a?_i} ? sur {01,03, ...,a9_i} .

Donc, a priori, v est l'image par / d'une g-substitution 5 sur un alphabet à
(q — 1)*  éléments; mais nous allons montrer qu'en fait on peut se restreindre à
un alphabet à q — 1 éléments seulement.
En effet, on part de A\ (ai,ai,a^, ..., a^-i), donc f(A\) = ai, et l'on a

S(A\) = (QI, 01, o2, ..., o,_ i ; i , 03, ...,o,_ 1:03,01,03, ...,o?_i; ...;aî_1,a1,a2,

soit encore S(Ai) = A\A\AiAz...Aq-\, où, pour 2 < r < q — 1, on note Ar =
(ar,ai,a2,...,aç-1), donc f(Ar) = ar, et S(Ar) = ATAiA2A3...Ag-i.
Ainsi, en adoptant les notations classiques, ceci montre que v est l'image par
/ du point fixe commençant par 1 de la ç-substitution 5 sur l'alphabet A =
{1,2, . . . ,<?— 1}  donnée par :

Vr e A,S(r) = r!23...(ç- = or

3.5 Donnons B un ç-automate reconnaissant v en \lecture
directe.

Les états sont A I , A^, ...,Aq-i;
L'état initial est AI;
La fonction de sortie / est donnée par f(Ar) = ar, pour 1 < r < q — 1;
Enfin, pour i € S?, la fonction de transition i est donnée par :

• Pour i = 0, on a Q(Ar) = Ar, pour 1 < r < q — 1;

• Pour i 6 S? \, on a z(^4r) = Ai, pour 1 < r < q — l.
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Ainsi, le ç-automate B reconnaissant v en lecture directe est symbolisé par
la figure ci-dessous :

e(U£ tA«"f/"«u f-4

3.6 Rappel du premier théorème de Dumont-Thomas.

3.6.1 Quelques notations.

Nous introduisons ici quelques notations relatives aux substitutions, pas forcément
de longueur constante, que nous utiliserons aussi dans la prochaine section con-
cernant le deuxième théorème de Dumont-Thomas.

Dorénavant, d est un entier fixé, d > 2, et A = {1,2, ...,d} est un alphabet
de cardinal d. Les lettres de A seront notées a,è,..., et les mots sur A, c'est
à dire les éléments de A" = U«eN ^"> seron* ' notés M, N,..., la longueur d'un
mot M de A" sera notée |M|, et le mot vide u est le seul mot de longueur 0.
Pour a 6 A et M G A", l'entier La(M) désigne le nombre d'apparitions de la
lettre a dans le mot M. Enfin, pour M,N € A", la relation M X N signifie
que le mot M est un préfixe du mot JV", et M -< N signifie que M  ̂ 7V' et que
M =£ N, c'est-à-dire M est préfixe strict de N.

Dans la suite du chapitre, u désignera une substitution sur A, c'est à dire une
application de A dans A", telle que 1 -< ff(l). On supposera que cr(a)  ̂w, Va G
A. Nous désignerons par u = (wi),->i l'unique point fixe de a commençant par 1.
Nous appellerons matrice associée à cr, et nous noterons Ma, la matrice d'ordre
d x d à coefficients entiers, de terme général Li(a(j)), pour (i,j) € A x A. Soit
{#£,1 < i < 6} l'ensemble des différentes valeurs propres de Mc, ordonné de
sorte que i < j =>  |#i| > \0j\. Nous supposerons que Ma est primitive, et que
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6 = Oi est un réel, 0 > 1.
Comme conséquences, on a a > 2 => |0j| < 9, et de plus il existe un unique

vecteur propre /z = (pa)a£A pour la matrice Ma et la valeur propre 0, a coor-
données > 0, normalisé par la condition 53aê  /*„  = ].. Enfin, nous supposerons
l'existence d'une base de Cd constituée de vecteurs propres pour la matrice
transposée de M f f .

3.6.2 Enoncé du Théorème.

Hl On se place dans les conditions du paragraphe précédent, et l'on suppose
de plus que 6-2 = 1, et que i > 3 => |0,-| < 1.

H2 Soit / : A — > It une application que nous prolongeons en morphisme, c'est-
à-dire f(aiai...o.i) = f ( d i ) + /(a2) + ... + /(a,-) pour ai,a2, ...,a,- € A

H3 Définissons une suite s  ̂ = (s^(?ï))nej^ par : s-^(O) = 0 et, pour n >

H4 Sans perte de généralité, si ( , ) désigne le produit scalaire usuel dans Cd,
nous pouvons supposer que (/u, /) = 0 (sinon, on remplace / par le vecteur
/' = (/'(a))«ex tel que /'(a) = /(a) - (/,,/), a € .4).

Cl Alors, il existe une constante a- et une fonction G : It+*  — -» R, continue,
telles que :

(i) Vm entier > 1, on a £3n*=o s-^(n) = ocmloĝ  m + mG(m) + o(m);

(il ) Vx>

C2 Plus précisément, on a a = 8~l Vj //a/2(M)e(c), où la somme est
A/c^a(a)

étendue à tous les triplets (a, M,c) £ A x A*  x A tels que Me ^ 0(a), et
o :

• / = 52j=i /ii avec fi vecteur propre pour la matrice * Mg et la valeur
propre ^i, pour 1 < i < 6 (et donc /i = Qç* car (Mi /) = 0);

• e(c) = limn^+M £ pour c 6 A.

C3 Enfin, si a  ̂0, alors la fonction G est nulle part dérivable.

3.7 Application de ce théorème à la suite v.

Ici, nous avons d = q — 1, j 4 = { l , 2 , . . . , g— l } ,e tcr est la g-substitution sur A
donnée par cr(r} = rl1...(q— 1) pour r Ç. A. Si u = (MI)J>I est l'unique point
fixe de a commençant par 1, alors v = (t?»)i>i est l'image de (ui),->i par /, où
/ est définie par /(r) = ar pour r £ A.
Pour tout entier n > 1, on pose s* (n) = £)i<i<n fi = Z!i<;<n /(U0. et s/(0) =

43



0.
Soit Ma la matrice de a, donc ici Mn est la matrice carrée d'ordre q— 1 ayant des
2 sur la diagonale et des 1 partout ailleurs. Ma est donc primitive, et l'ensemble
de ses différentes valeurs propres est {0 = q,6  ̂= 1], avec :

• 0 = q valeur propre simple de Ma, le sous-espace propre correspondant
étant la droite de Cq~l engendrée par le vecteur fi = (-^j,-^-, • • • , — rj) >

• 0-, = 1 valeur propre d'ordre q — 2 de M0, le sous-espace propre correspon-
dant étant l'hyperplan de Cq~l dont une équation est xi +av2 + ... + a;?_i =
0.

Ainsi, il existe bien une base de C*"1 constituée de vecteurs propres pour la
matrice tMc = M0.
Si ( , ) désigne le produit scalaire usuel dans C?-1, nous avons (/',/) =
Erex (lrf(r) — ̂ ry Erg/i °r 1U' est àonc la moyenne des q— 1 réels 01,03, ....o^-i
en général non nulle. Il convient donc de remplacer / par /' définie par :

Vr & AJ'(r) = f ( r ) - (pj) = ar - (fij)  = ar -

Concernant la suite s-? = ( s * ( n ) ) n p j $, nous avons alors : pour n > l,s^(n)
El<f< » " i = El<i< n /(«<) = El<i<n(/ '(««) + O f > /)). soit :

G N,
9 ~~

où s-' = (s-f ("))ngi\  est la suite définie par s  ̂ (0) = 0 et, pour n > 1, s* (n) =
Ei<i<n f'(ui), avec maintenant le vecteur

qui vérifie bien la condition ( n , f ) = 0.
Donc le théorème cité plus haut prend la forme suivante :

Proposition 5 // existe une constante a et il  existe une fonction G : R"1"*  — *
II, continue, telles que :

(i) Pour tout entier m > 1, on a Y^=o s*  ( n ) = om'oo? rn + mG(m) + o(m);

(ii ) Vz > 0, G(qx) = G(x).

De plus, G esi nulle pari dérivable, dès que a  ̂ 0.
Enfin, concernant la suite v, on a la formule :
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(îii ) Pour tout entier m > 1, on a

m — l m —1

(»)=E E-
»=0 KsXn

m(m — 1) ,
- 2 -- *" am g?

3.8 Calcul de a.

On a la formule a = 6~l EMc^s(a)Ma/2(M)e(c), avec ici

• f = Y^i=i fî> fi étant vecteur propre pour *A/ s et 0it or /{  = Oc,_, , /£ =
/', c'est-à-dire /^(r) = ar - ̂  53,g/i  a»> Vr € ^4 (et /^ est prolongée aux
mots par concaténation);

• e(c) = limn_+co c =1, Vc G ^4 (car S est une ç-substitution);

• enfin, on a S (a) = a!2...(ç - 1), jia = ^y, Va € A.

Comme nous savons que YlrçA f'?(r) — 0> il vient ce = -(/2(1) + /2(12) + ...
/2(Î2...(<? — 2))), soit, en utilisant la propriété de "concaténation":

a = -((q - 2)^(1) + (q - 3)/5(2) + ... + 2/^(ç - 3) + /J(9 - 2)).
g

Or on a ^*I 1(çf — r) = ?^?~ ' , donc finalement nous obtenons

3 r= l

3.9 Quelques exemples.

3.9.1 Exemple 1 : g = 2.

Ce cas est trivial, puisque la suite v est ici constante, de valeur ai, et l'on a
alors a — 0, G = 0, et la formule de la Proposition 5 devient la formule exacte
suivante :

m — 1 f ^ - ^

E
n=0
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3.9.2 Exemple 2 : q = 3.

Ici, t; = (î>n)n>i est définie comme suit :

Vn> l ,3 ! ( / ,J fc , r )eN x N x {1, 2}/n = 3l(U + r); alors vn = ar,

où o j, 02 sont deux réels non tous nuls. En appliquant les résultats précédents,
nous trouvons :

« = 3, *  = 1, , = ( , ),

et enfin
a =

2 '

ai — 02

donc nous devons distinguer deux cas :

Cas 1 : a\ a^. Alors v est constante, et l'on retrouve le cas du premier ex-
emple.

Cas 2 : ai 7̂  02- Alors il existe une fonction G : H+*  — » II, continue et nulle
part dérivable, telle que :

+(i) Vm entier > 1,
î7î.G(m) -(- O(ÏTI);

(ii ) Vx > 0, G(3ar) = G(«).

3.9.3 Exemple 3 : ç = 4.

Ici, w = (wn)n>i est définie par :

Vn> 1, 3!( / , fc,r)€N xN x {l,2,3}/ n = 4*(4k + r); alors ̂  = ar,

où (01,03,03) € ït \. On trouve alors a = a'~°s , de sorte qu'ici aussi
nous devons distinguer deux cas :

Cas 1 : GI = 03. Alors il existe une fonction G : li"*" *  — * Ii , continue, telle que :

(i) Vm entier > 1, ^="0 Ei<,-<B ».' = (2o'+a3>m("'-1) + mG(m) + o(m);
(ii ) Va: > 0, G(4ar) = G(ar).

Cas 2 : ai ^ 03. Alors il existe une fonction G : R+*  -  ̂ "R, continue et nulle
part dérivable, telle que :

(i) Vm entier > 1,

m~E + o2 + o3)m(m- 1) a! -03
^— J - * - -mlog4m+mG(m)+o(m);

(ii ) Va; > 0, G(4x) = G(x).
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3.9.4 Remarques

1. On voit sur ce dernier exemple que, si q est pair, soit q = 2A- où k > 2,
alors le choix de a*  n'intervient pas dans le calcul de a, et aussi que l'on
aura a = 0 dès que ai = a^_1,a2 = a$-2, •••,at- i —

2. Si g = 2k + 1 est impair, alors les ç — 1 valeurs servent au calcul de Q, qui
vaudra encore 0 lorsque ai = aq-\,a  ̂ = a?_2, ...,a,k-\ a /b+2>û fc = Ofc+ i -

3.10 Liens avec les problèmes de l'introduction.

Nous avons défini plus haut la suite s? = (s^("))neisj comme la fonction som-
matoire de la suite v. En particulier, remarquons que, si R désigne le plus petit
sous-anneau de It contenant les q — 1 réels 01,03, ...,a9^i, alors la suite s* est.
une suite (R, q)— régulière.

Nous pouvons écrire, pour n > 1,

1-1

Soit r fixé tel que 1 < r < q — 1, et soit / fixé dans 1M, alors

9 ?

d'ou Et./6W.i< î i(t,+r)<n * = E/>oti7 H-1 -=] = Qi. i-z(n), soit finalement

V n € N , s/ ( n) = VorQi ,_z(n).
v '  .£ ^ a I A «

3.11 Etude de la suite Qi , _r pour r fixé tel que 1 < r <
«' 9

9-1-
Commençons par noter

de sorte que N* = (Jr î •^'•' et que, pour n > l,Qij_r(n) compte le nombre
d'entiers 1 < i < n qui sont dans Nr .

Comme on l'a vu plus haut, on peut écrire :

où, dans cette égalité, -jj- j est le "terme principal"(ce qui est naturel puisque,
!Nr étant l'un des q — 1 ensembles qui partitionnent N* , il est logique que
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Qi i _ i (n) ait pour équivalent -rr) et où AI i _ r ( n ) = O(logn) est le "terme
« '  <t "  Q ' Ç

d'erreur"; plus précisément, comme o = \/q < 1 — 6 = r/g, la proposition 2
donne

avec n > 1, L = [log. n] + 1, et Ai i_z(0) = 0.
V 9 * 9

Ainsi, revenant à la suite s* , nous avons :

V (n) =
9-1

*  r=l r=l

Mais par ailleurs, nous avons aussi la formule :

En comparant ces deux dernières formules, nous obtenons alors :

9-1
Vn € 'N,s*'(n) = Y^arAi  l_r.(n),

r=l

et l'on est donc ramené à :

3.12 Etude de la suite AI ,_T pour r fixé tel que 1 < r <
<Z ' 1

ç-1.

Pour alléger les notations, posons Q — Qi> i_£ et A = Ai  1_ r.. Comme Q(0) =
A(0) = 0, on prend n un entier non nul, et soit L = [logç n]+l, et nous cherchons
une formule simple pour A(n).

3.12.1

Commençons par le cas où log? n est un entier, c'est-à-dire où n est une puissance
de q, soit n = qL~l, et la formule de la section précédente devient :

i—i i

Mais l'on remarque alors que :

• Si/ = 0, alors {^4-1-r}  = {l/q+l-r/q}  vaut 0 si r = l et l/q+l-r/q
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*  Si / > 1, alors, q1 l étant entier, on a j-2- -f 1 — -}  = 1 — r/q.

Donc, après sommation :

( 1 L «i r = 1
Pour  L=  1 onaA(ç£-1) = A(l ) = j  ̂  ̂r , ^

Pour  L > 1 on a A(qL~l) = A(l) .

En définitive, nous obtenons :

V / > 0 ,
-jèî s i r = l ,

3.12.2

Continuons en supposant que n = E.qL~l où c £ {l, 2,..., q — l } , alors on a

1 L~l

q — 1 q q *-^*  q q

Or, de même que ci-dessus, nous avons :

• Si / = 0, alors {ç/q + 1 — r/q} vaut ^-̂  si £ > r et 1 + ^y^ si e < r;

• Si / > 1, alors, £.q'~l étant entier, on a {-.q1 + 1 - -}  = 1 - r/q.

Finalement, nous obtenons :

3.12.3

Maintenant, on cherche à "descendre", c'est-à-dire : on se donne un entier / > 1,
un chiffre non nul e £ S? \, et un "reste" z £ N tel que 0 < z < q1, et on
cherche à passer du calcul de A(z) et de A(e.g') = 6r(s) à celui de A(e.ql + z).

Pour cela, soit m un entier tel que 0 < m < q1, et soit n = e.q1 -\- m, on
veut savoir si les conditions m £ Nr et n 6 !>fr sont équivalentes ou non.
Ecrivons m = q''(kq + r') avec /' = vg(m) £ N, k £ N, r' £~Sq\, de sorte
que m £ Nr si et seulement si r' = r; remarquons que, comme m < ç', on a
/' < /; alors n = e.q' + m = e.q1 + q1'(kq + r') = ^((fc + e.ql~l'~l)q + r') avec
/' = vq(n)(= inf(fl ?(e.ç'), vg(m))), et avec k + e.q'~l -1 6 N, de sorte que cette
écriture montre qu'ici encore, on & n £ Nr si et seulement si r' = r.
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Ainsi, Vm £ N/0 < m < ql , on a m £ Nr si et seulement si n = e.q1 + m £
N r,donc Vs € N/0 < 2 < ç', on &Q(s.q' + z) = Q(e.ç') + Q(2). Or on sait que
0(n) = ^rr + A(n), donc :

V/ > 0, S,, Vr € z) = A(e.g') + A(z).

Ceci montre que, si n = E/=ô £i(n)?' eŝ  'e développement <j-adique de l'entier
n, alors A(n) = ^f=o A(ei(n)«') = Efj^1 «r(ei(n». Or on a «r(0) = 0, donc
finalement :

En d'autres termes, A = AI j _ r = u T̂ est la suite digitale relative à la base q,
9 ' 9

à l'entier s = 1 et à l'application èr : S? — *• Q donnée par

__ £_ s i ^ ^O 1 r — 1, si o -u, i, ...,r i,
1-̂  s ir = r, r+1, ...,q-l.

3.12.4

Par la proposition 1 de l'introduction, il est associé à la suite digitale A = u r̂

une fonction G T̂ '• R+*  — ' II., continue, telle que :

(i) Vm € N', EnJo A(») = Af«r"»log, m + mGfr(m)-t

(ii ) V a r > 0, G«r(ga;) = Gtr(x).

Grâce aux valeurs de 6r(e) données plus haut, nous trouvons M^r = ?~^r.

3.12.5

D'autre part, on a s? = Er'"=iar/Al i _ ^ i > ^onc il suffît de prendre ar< = 0
«' ?

pour 1 < r' < g — 1, r1  ̂ r, et ar = 1, pour que la suite correspondante (qui
est aussi digitale comme somme de q — l telles suites) soit précisément égale
à A et la constante o- correspondante vaut encore ?7 r = M$r. Finalement,
en comparant le résultat ci-dessus et celui donné par la proposition 5, nous
obtenons le résultat suivant :

Proposition 6 Pour 1 < r < q — 1, le terme d'erreur AI , _r de Q\. i _ z,
q > q q > q

donné par la proposition 2, est une suite digitale pour la base q, l'entier s = 1
et l'application 6r, de moyenne M& r =  ?~2r. De plus, la fonction G&r gui lui est
associée par la proposition 1 est nulle part dérivable, sauf peut-être si q = 2k
est pair et que r = k.
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3.12.6 Remarques.

1. Grâce à la forme de i5r, on remarque que, si ec = (eE(n))n€j sj est la suite
digitale dont le terme général e£ ( n ) compte le nombre de lettres e 6 S? \}
dans le mot niq\n standard" de n en base q), alors on a Ai j _ z = ,. ,
Y^c=r c£ -- :fï- En particulier, pour <? = 2 e t r = l , o na Aj/2, i / 2 — ei ~ S2 =0,
donc il est logique de trouver que G$, , toujours nulle, ne soit pas nulle part
dérivable. Par contre, cela parait moins évident pour q = 4 et r = 2, auquel

~ If — ""à'1 • 2. Il est à noter que ces suites digitales
= «6r sont relatives à des applications èr telles que 6r(0) = ër ( q — l) =

0 pour tout r = 1,2, ...,q— 1; elles sont donc bien particulières.

cas Ai/ 4 j i / 2 = 13?=2e£

3.13 Applications à certaines suites digitales.

3.13.1

Comme sf = ]Cr=i ar&i/q,i-r/q,  'a suite s  ̂ = (s* ("))n6isj est digitale pour la
base q, l'entier s = 1 et l'application Fj> : Sç —» R donnée par Ff> — £3r=i arè-.
Ainsi, il suffit de connaitre F/>(0) = 0, F/'(l),..., Ff(q— 1) pour connaitre toute
la suite s  ̂ . Or on a

J' (c) =

3.13.2

Soit alors UF = (MF(^)),iei\  une suite digitale de réels pour la base ç, l'entier
s = 1 et l'application F : S, — R, telle que F(0) = F(ç - 1) = 0; il  est
alors toujours possible de trouver q — 1 réels ai, 02, • • -, a^-i tels que les ç — 2
conditions J2r=i  fl r £~ï 5Zse>i a*  ~ •^?(£)> Ve = 1> 2 , - . - ,<? — 2, soient toutes
vérifiées; en effet, il suffit de prendre a.c = F(e) — F(e — 1) pour 1 < e < q — 2,
puis a?_i = ~^2r=ï ar- Alors s* et u^ sont égales, et de plus on a MF = »•
Donc le résultat de la Proposition 5 prend la forme suivante :

Proposition 7 Soit UF une suite digitale relative à la base q, l'entier s = 1
et l'application F : Sç -» R, telle que F(0) = F(q - 1) = 0, de moyenne
MF = V?1C*=Î ^r(£)- Alors il existe une fonction G F "• R"1"" —* R, continue,
telle que :

1. Pour tout entier m > 1, on « JIn=o uF(n) = fnMp log? m +

f. Va; > 0, GF(qx] = GF(x).

De plus, G F est nulle part dérivable dès que MF f 0.
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3.13.3

Nous avons donc montré que toute suite digitale pour l'entier s = 1 et relative à
une application F : Sç —* R telle que F(0) = F(q — 1) = 0 peut s'écrire comme
la fonction sommatoire d'une suite g—automatique. Il serait donc intéressant
de montrer qu'une suite digitale pour s = 1 et relative à une application F :
S? —<• II telle que F(0) = 0 mais F(q — 1) =£ 0 ne peut pas s'écrire de la sorte,
ce qui montrerait que cette condition F(q — 1) = 0 est essentielle pour pouvoir
appliquer ce premier théorème de Dumont et Thomas.

4 UTILISATION D'UN DEUXIEME THEO-
REME DE DUMONT-THOMAS.

Maintenant, nous allons utiliser et redémontrer un théorème de Dumont et
Thomas, donné dans [4], et qui nous permettra de résoudre complètement la
question principale dans le cas où s = 1: alors la fonction G F associée par la
Proposition 1 à la suite digitale UF est nulle part dérivable dès que MF ^é 0.

Dorénavant, 0 désignera une substitution sur un alphabet A satisfaisant
aux conditions du paragraphe intitulé "Quelques notations" ci-dessus, et nous
noterons par P = {M G A*/ 3 a, b G A : Ma -< cr(b)} l'ensemble (fini ) des
préfixes stricts des images des lettres de A par la substitution a.

4.1 Systèmes de numération associés à une substitution.

Définition \ v € N tin entier et, pour chaque entier ï tel que 0 < i < v,
soit (Mi, ai) un élément de A" x A. Soit enfin a G A. On dit que la suite finie
(Mj,a,-)i=o,i,...,*. est a— admissible si :

l < i < v =>• M,-_iaj_i •< «7(0,-); Mvav ;< a(a).

Définitions Soient a £ A et, pour chaque entier i > l, soit (Af,,ai) un
clément de A" x A. On dit que la suite infinie (M,-,«,-),->i est a—admissible
si :

(i) Miaj  •< o-(a), t > 2 => M,-a,- •< <r(o,-_i);

(ii ) VJ e N", 3i > I I MiOi -< fffa-i).

La première définition va servir à représenter les entiers, alors que la deuxième
servira à représenter les réels de [0, 1[.

4.1.1 Représentation des entiers.

Commençons par remarquer que deux suites finies, de même cardinal, toutes
deux a—admissibles, et ayant la même suite de mots, ont forcément la même
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suite de lettres. En effet, si (M,-,a,-),-=o,i,...,i/ et (Mi,a'f)i=Qti „ sont nos deux
suites, alors :
Mvav et Mua!v préfixes de cr(a) => au = a',,;
Mu-\o.v-i et Mu-\a!v_l préfixes de ff(av) = ff(a'v}  => au-\ a'v_l;
etc...
A/O<ZO et A/oflQ préfixes de cr(ai) := cr(aj) => ao := ctg.

Lemme 1 Soient v G N, a G .A ei (A/,-,a,-)i=oi i i >t, une suite a—admissible.
Alors

1=0

Preuve : par récurrence sur v £ N.
Pour v = 0, le résultat est trivial puisque l'inégalité s'écrit |Mo| < |Moao|.
Supposons le lemme vrai pour v — 1, et montrons-le pour v € N*. Comme
la suite (Mi,a,-)i=o,i,...,!/-i est av—admissible, l'hypothèse de récurrence donne
l'inégalité suivante :

Or on sait que Mv-iau-\t préfixe de ff(au), donc |<T" l(Mlt-iau-i)\
\cru(av)\, de sorte que l'on obtient :

K(M,,)| - \av(Mvav)\.

Lemme 2 5ô  a £ A tel que a •< a(a). Soient v et v' deux entiers et n un entier
avec (Mj,a,-)i=o:i ..... „ et (A'fl,a'i)i=o,i,...,^' deux suites finies a— admissibles telles
que :

(i) Mu + w, Ml, £ w;

Alors v = v' .

Preuve : d'après (ii ) et le lemme 1, on a \cv (M'v,)\ n < \(Tv(Mvau}\. Sup-
posons par l'absurde que v ^ t/, par exemple v' > i/, donc v' > v + 1 et
n > \a"'(M'v,)\ |o-"+1(K')l = |«r"(ff(Af;,))| , mais on a M',, +  w, donc M'v,
commence par la lettre a (en effet, cr(a) commence à la fois par a et par M'u,a'v,),
et l'on aurait donc n > \<r"(ff(a))\. Mais cr(a) commence aussi par le mot Muav,
donc on aurait n > \a"(Af,,av)\, ce qui contredit la première inégalité de la
preuve.
Donc v' > v est impossible, de même que v > v1 par le même raisonnement,
d'où v — v' .
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Lemme 3 Soit v un entier. Supposons qu 'il  existe a £ A et deux suites finies
a— admissibles (Mi,a,-)j=o,i,...,i/ et (Af/,aj),-=o,i ..... i/, tels que :

1=0

Alors, Vi, 0 < i < v, on a (A/.-.a,-) = (M/X) .

Preuve : par récurrence sur v G N.
Pour v = 0, on & n — |Mo| = \MQ\, et <r(a) commence à la fois par les mots
M0ao et Moa'0, donc (M0,a0) = (MQ,GQ).
Supposons le lemme vrai pour v — 1 , et montrons le pour v £ N* . Supposons par
l'absurde que M',,  ̂Mv\e a(a) commence à la fois par les mots M'va!v et
MuQ-vi on a forcément \M'U\ \MV\. Supposons par exemple que \M'U\ \MV\,
alors, toujours pour la même raison, on peut écrire que Mv = M^a'^M, où
M € A*. Alors le lemme 1 donne n > \o-"(Mu)\ \ff"(M^a'v)\ n, ce qui
est absurde. Donc M'v = Mv, et o!v •=. av; on applique alors l'hypothèse de
récurrence aux deux suites (Mi,ai)i=oii i...tV-i et (M/,a5)i=o,i ..... v-i, qui sont
toutes les deux av = a'v— admissibles, et le lemme est démontré.

Lemme 4 Soient k un entier > 1, a un élément de A et M £ A*  un préfixe
strict du mot crk(a). Alors il  existe un triplet (M1, a', M") de A" x A x A" tel
que :
M'a' est préfixe de e(a);
M" est préfixe strict de (rk-1(a');
M = vk-l(M')M".

Preuve : posons a(a) = 0,10,3. ..ai, où / 6 N* et a,- G A pour ! < * ' < / .

1. Si |M| < lo-*-1^)!, alors M est préfixe strict de a1"1 (ai), et le triplet
(Af',a',M") — (w,ai, M) répond à la question.

2. Si \M \ |crt'~1(ai)|, alors il existe un unique entier j, l < j < l — 1, tel
que l'on ait l'inégalité :

h=l h=l

'k~lEn effet, sinon, on aurait |M| > Yih=i \'k~l(ai>)\  kfc(«)|, ce qui est impossible
puisque M est préfixe strict de o-k(a).
On pose alors M' = aia^...aj et a' = Cj+i; on a bien M'a' préfixe de cr(a), et
l'on vérifie facilement que <r*~1(M') = o"k~l(aia^...aj) est préfixe de M . Ainsi,
il existe un mot M" 6 A" tel que M = o-k~~1(M')M", et, grâce à l'inégalité
stricte |M| < Y^h=\1^)!. <>" a M" préfixe strict de <7k~1(aj+ i), de sorte
que le triplet (A/', a', M") est trouvé.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal de ce paragraphe :
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Proposition 8 Soit n un entier > 1, alors il existe un unique entier v = v(n) €
N et il  existe une unique suite finie 1 — admissible (Mi,ai)i=o,i,...,u, telle que
MU  ̂u et que l'on ait :

Preuve : l'unicité de v et de la suite (M,-,a,-),-=o,i,...,j, résultent directement des
lemmes 2 et 3, puisque l'on a n = ^2"=o \(Mt)\t 1 -̂  0"(1).
Montrons maintenant l'existence. L'entier n > 1 étant donné, il existe un
unique entier v = v(n) £ N tel que l'on ait |o-"(l)| < n < |<r"+1(l)|. Le
mot M = u\u-2...un est donc préfixe strict de o""+1(l), et le lemme 4 avec
k — i/-f - 1 > 1 et a = 1 donne l'existence d'un triplet (Mu,av, M") £ A*  x A x A"
tel que l'on ait :
Mvav préfixe de cr(l);
M" préfixe strict de <7"(aw);
M - uiui...un = cv(Mv}M".
De plus, grâce à la démonstration du lemme 4, on a Mu  ̂ w, puisque \M\
n > |er"(l)|. On applique alors v fois ce lemme 4 à partir de M" et de av, et on
obtient l'existence.

Définition 3 Pour n entier > 1, l'unique suite finie 1 — admissible donnée par
la proposition 8 s'appelle la représentation 1 — admissible de n, et l'on admet que
le mot vide u> est la représentation 1 — admissible de 0.

Terminons cette section sur la représentation des entiers par une propriété simple
qui nous sera utile plus tard :

Lemme 5 Soient n € N et (Mi,a,)i=o,i,...,v sa représentation 1 — admissible,
alors wn+1 = a0.

Preuve :

(i) Si n = 0, alors v = 0 et (Mo,a0) =
que «i = l;

donc le résultat dit simplement

(ii ) Si n > 1, alors la définition de la représentation 1— admissible de n entraîne
que

o-"(M,,K-1(M l,_1)...<rl(M l)ff 0(Mo)ao ^ ff" +1(l),

ce qui montre bien que un+i  = ao-

4.1.2 Représentation des réels.

Comme on a supposé que Ma est primitive, et que 0 > 1, nous pouvons poser,
pour a 6 A,

n—t-co
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l'existence et la stricte positivité de cette limite étant vraies grâce à ces deux
hypothèses.(Voir l'article de Martine Queffelec, LN 1294, Substitution Dynam-
ical Systems- Spectral Analysis. On peut montrer que, Va 6 A, la suite de
vecteurs j^L(0"(a)) converge vers le vecteur propre correspondant à 0.) Nous
prolongeons alors e à A*  par concaténation, c'est-à-dire, pour m 6 A", on pose

) si m = u,

Cj=i £(aj ) si m = aia2...afc, Cj £ A.

En particulier, remarquons que, Va G A, e(«r(a)) = 8e(a).

Lemme 6 Soient ao € A, (Mj,a,-),->i une suite (infinie) ao—admissible, et,
pour k entier > 1, rjt =• Yl,i>k £(Mi)@ • Alors r^ < 0e(afc_i).

Preuve : comme les mots M,- sont tous éléments de P, les e(M,-) sont uni-
formément bornés, donc la convergence de la série (positive) définissant n,.
est immédiate, puisque 0 > 1. De plus, pour tout i > k, on s, e(cr(a,-)) =

), puisque M,-_(.ia,-+i est préfixe de CT(OJ). Or on a rt =

donc T> < £(Mj..afc) < e(cr(ajt_i)) = 0£(a.k-i)- Supposons que r^ =
alors rfc = e(Mi-afc) et, pour tout j > k, e(<r(a;-)) = e(Mj+iaj+i), d'où cr(a;-) =
Jl/j+iCj+i (puisque e(a) > 0, Va € j4)- Mais ceci est en contradiction avec (ii )
de la définition 2, d'où l'inégalité stricte r^ < $e(afc_i).

Donnons maintenant l'analogue de la Proposition 8 pour les nombres réels :

Proposition 9 Soient a 6 A et x £ [0,e(a)[, alors il existe une unique suite
infinie a— admissible (M;,aj)i>j telle que :

+ 00

Cette suite s'appelle alors la représentation a— admissible du réel x 6 [0,e(a)[.

Preuve : l'unicité résulte directement du lemme 6. Pour l'existence, on définit
par récurrence sur l'entier k > 1 la suite (M& , at)j.->i d'éléments de A" x A telle
que M/t-ajc soit préfixe de <r(ajt_i) (avec ao = a), et que l'on ait les inégalités
suivantes :

Pour k = 1, la relation 0 < Qx < 6e(a) = e(o-(a)) entraîne qu'il existe (MI,GI ) G
A*  x A avec Miai préfixe de a(a) et £(M\) < 6x < e(Miai).
Supposons qu'on connaisse (Mi, a,-)i=1)2i...i fc, et posons /£ = 6k(x— E;=i ^(^j)^
alors, comme 0 < /i- < £(a/t)î on a 0 < #/& < de(ak) =• e(cr(ak)), donc il ex-
iste (Mie+i,ak+i) dans A" x A avec Mt+ia^+i préfixe de cr(a.fc) et
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07/t < e(Mjt_j. i«t.+i); de ceci l'on déduit facilement que les inégalités souhaitées
sont vraies pour k + 1, ce qui permet de construire la suite (A/,-, a, },->] . Enfin,
toujours ces inégalités, où l'on fait tendre k vers l ' in f in i , nous donnent l'écriture
annoncée de x.

4.2 Une première expression pour S (m).

Dorénavant, nous nous donnons / : P — • II une application telle que f(u) = 0.
Soient m un entier > 1, v = v(m) G N et (A/,, a,);-o ̂  ^ sa représentation
] — admissible donnée par la proposition 8, avec Mv  ̂u. Pour n £ IV /l < n <
m—l, nous noterons par (Af,-(«), a,-(n))j=o,i ..... v sa représentation 1— admissible,
avec peut-être ici M^(n) = w. Pour être très précis, la proposition 8 nous
donne l'existence de v ( n) £ N et de la suite (M,-(n), a , - (» j ) ) , -=o i i l . . .1 j / ( T ») telle
que wi«2. . .u,, = ff" (n)(Mv(n)(n))...(T(>(Mo(n)} et Mv(n)(n)  ̂ u; il suffit alors de
poser (Mj (n ) , o,-(n)) = (w, 1) pour / '(n) + ! < » < & ' , dans le cas où i'(n) < f,
pour pouvoir écrire que :

ui«2...un = a"(Mv(n))av-l(Mv-l(n)}...al(Ml(n})cr0(M0(n}),

pour tout 7i G {1, ..., m — 1}. Enfin, 0 est représenté par le mot vide w. Le but
est de calculer la somme double :

m— \

4.2.1 Notations.

Rappelons que l'on a supposé l'existence d'une base 77,- de vecteurs propres pour
iMa (les valeurs propres sont bien sûr celles de A f a . )

Pour 1 < !: < 6, nous définissons un vecteur £,- de Cd par :

1 \1

1=1

dans Cd, et 'A/^
la valeur propre

= (?,-£,• (c'est-à-dire £,• = Q,-?;,- est vecteur propre pour l Ma et



Pour l<i<ôetaÇ.A, nous définissons un vecteur Aj(a) de Cd par

0 \

0
1
0

dans Cd, (où le 1 est en position a ) et tMa\i(a) = #iA,-(a) (c'est-à-dire A,-(a) =
j3,(a)î)i est vecteur propre pour *Ma et la valeur propre 6,-.)

Les composantes de e,- (resp. de A,-(a)) seront notées £,-(o), a £ A (resp.
A;(a,&), 6 6 A ). Rappelons enfin que fjt = ([ta)a£A est l'unique vecteur propre
pour Ma et la valeur propre 0, à coordonnées > 0, normalisé par la condition
£«6.4 /«a = 1-
L'intoduction des e,- et rç,- se justifie par le lemme suivant :

Lemme 7 Pour toute lettre a G A, nous avons :

(i ) Vn€N, K(a)| = £«=1e,-(fl)*?;

(ii ) Vn G N, V6 G ,4, Lfc(crn(a)) = ^Li A,-(«, Wî

(iii ) ÊI (a) = e(a) = limn_+00 ^j^;

(iv) Vè £ A, (e(a))-1A1(a,è) = Hmn_+co M|g2Îl = w.

/xj apparaît donc comme la fréquence limite, lorsque n tend vers l'infini, du
nombre d'apparitions de la lettre b dans le mot ffn(a), ceci pour toute lettre
a ÇA.

Preuve de (i) .

,

De même, pour n 6 N, on a :

Là(v(d}}

n+1(<OI
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puisque, Va £ A, k"+1(a)| = \vn(a(a)}\ ̂ keA Lt(ff(a))\an(b)\. Ainsi, Vn €
N, on a t M 0 . t ( \ f f n ( a ) \ ) a £ A = l (\<r" +ï(a)\)aèA, donc, grâce à la définition des
vecteurs f j , nous obtenons bien (i) .
Preuve de (ii ) . La même démonstration, où l'on remplace le vecteur /(|<r"(a)|)ae>j
par le vecteur t(Lt,(<?n(a)))açA, et où l'on remplace le vecteur t(l)açA par le
vecteur n'ayant que des 0 sauf un 1 en position a, montre la propriété (i i) .
Preuve de (iii ) . Comme |<rn(a.)| = î=l  £,-(a)0f avec 2 < a < è =>  |0,-| < 6, on

a limn_+(xi 01"'' = £ i ( a ), que l'on avait appelé c(a) au paragraphe précédent.
Preuve de (iv) . De même, comme Lb((rn(a)) = YA=I ^i(a,b)0f avec 2 < i <
6 =$• |#,-| < 0, on a limn_+00 /"'(^"( a?) — Ai(a,6), ce que l'on peut encore écrire
sous la forme :

* ,<«, * )<*<«) ) - '= < Hm Lt(f (a)))( lim -^-7)= lim L^\ ' /V V  ̂ Vn-+oo ^  Mn-+oû |o-"(a)|; «-+00 |crn(a)|

d'où la première égalité de (iv). Enfin, pour montrer que cette quantité est. égale
à //(,, il s'agit de remarquer que les deux vecteurs (c(a))a6j4 et (Ai(a,6))a6>i sont
tous les deux à coordonnées positives et vecteurs propres pour * Ma et la valeur
propre 0, donc qu'ils sont homothétiques, le coefficient de proportionnalité étant
positif. Donc 3X'b > 0 / Va € A, e ( a ) ~1 X i ( a , b) = X'b. Mais comme X i ( a )a çA
est vecteur propre de tA4y, alors le vecteur (X'^b^A est vecteur propre pour

Ma et la valeur propre 0, et comme ^Li M«>è) = Hm^P et A'è = ^g ,̂
on en tire 53ds>! ^4 = 1- Ainsi, grâce à la primitivit é de yi/CT, on a. donc bien
A j = ni,, Vè € j4, ce qui termine la preuve du lemme.

4.2.2 Expression pour S(m).

En gardant les notations du début de ce paragraphe, rappelons que l'on cherche
à calculer

m — 1 v

S(m) =££/(*/,(«)).
n=0 1=0

Pour cela, nous posons :

m-l

V/ , 0 < / < i/, 5, = ̂  /(M,(n)),
n=0

de sorte que l'on a clairement :

5(m) = S,.

Lemme 8 • Posons d'abord S'v = 0 ti

S',= /(M)!^)! , W , 0< /<!/- ! ,
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avec

/3(M',b)£A"

et où
N, =

Posons ensuite

f(M)\<T>(b)\, VI , 0 < / < i/.
/Mb-<M,

Posons enfin S'ô' = 0 et S'," = /(A/ ;)|<r'-1(M (_i)...o-°(M0)|, V/ , 1 < / <
v.

• Alors, pour 0 < / < v, on a S, = 5,' -f 5," + S',".

Preuve : nous allons démontrer le résultat en distinguant 3 cas selon que l = i>,
que 1 < / < v— 1 ou que / = 0, mais, dans chaque cas, nous utiliserons le fait que,
comme (Mi,ai)i=a,i ..... v (resp. (Mi(n),ai(n))j=o,i,...,i, ) est la représentation
1— admissible de l'entier m > 1 (resp. de l'entier n ; 1 < n < m — 1 ), on a les
inégalités strictes suivantes :

0 < n =
i=0

V

m = 53k'(Moi-
«=o

Premier cas : / = v. Grâce à l'inégalité précédente et comme les deux mots
Mv(n)av(n) et Mvau sont préfixes de c"(l), on a nécessairement MV(T>) préfixe
de Mv. Distinguons alors 2 cas :
(i) : Mu(n) - Mv, c'est-à-dire n > \<r v(Mu)\, alors on a Card{n e N /l < n <

m —
i/- i v-\

n=0, i=0

, et il vient donc :

QUI

>->„  .

(ii ) : Mv(n) -< Mu, c'est-à-dire n < |<r"(Mw)|, alors Mu(n) est préfixe strict de
Mu- Supposons que Mv — 6o&i-..6fc_i, où è» 6 A pour 0 < i < k — 1, et où
k = \MV\ N*. Alors M,,(n) peut prendre k valeurs, à savoir w pour ^"(èo)!
entiers n, ou ÔQ pour |<r"(èi)| entiers n, etc..., ou èoèi...&t-2 pour |cr"(6i_i)|
entiers n\e qui donne :

m-l

/(AMn))= 53
n=0,
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Donc le lemme est démontré pour / = v, à condition de poser S'v = 0.
Deuxième cas : 1 < l < v — 1. Nous allons ici distinguer 3 cas":

( i ) : (Mv(n),M,,-i(n),...,M,(n)) = (Me,Mv-i,...,Mi(n)) donc aussi (av(n),av-i(n), ...,
= (av,av-i, ...,ai), c'est-à-dire que l'on a les inégalités suivantes :

=  rn,
i=0

donc il y a exactement j 5ZjZ0 <r'(Mi)\s n satisfaisant (i), et l'on obtient
alors S',".
(ii ) : (Mv(n),Mv-i(n),...,Mi+i(n)) = (Mv, M w_i, ...,Mj+1), mais M;(n) ^ M(.
Alors, comme les deux mots Mi(n)a/(n) et M/aj sont tous les deux préfixes du
mot a(ai+i(n)) = <7(a;+i), on a MJ(JI) préfixe strict de M/. En faisant exacte-
ment comme dans le premier cas (cas(ii)), on obtient le terme S".
(iii ) : 3i/l-\-l<i<is,  M,-(n)  ̂M,-, on a donc ici

3=1+1

et remarquons au passage que, si k est le plus grand des entiers i tels que
1 + 1 < i < v et Mi(n) ^ M;, alors Mk(n) est préfixe strict de Mfc. Posons M' =
ff"~l~1(Mv(n))...(rl(Mi+z(n))ff0(Mi+ i(n)), alors l'hypothèse (iii ) se traduit par
le fait que M' est préfixe strict du mot NI donné dans l'énoncé du lemme, donc
36 £ A tel que M'b •< NI, et en fait le lemme 5 nous dit que 6 = aj_j_i(n.).
Supposons le couple (M',b) G A" x A fixé tel que M'b •< NI, on sait qu'alors
le mot Mi(n)ai(n) est préfixe du mot ff(b) = <r(ai+i(n)).  Supposons que cr(b) =
CQC\...Ck-\ù k = \&(l>)\  N et où c,- Ç. A pour 0 < î < k — 1, alors le mot
M;(n) peut prendre k valeurs distinctes, à savoir w pour |o~'(co)| entiers n, ou
CD pour |<T'(CI)| entiers n, etc..., ou enfin CoCi...Cfc_2 pour |ff'(ct_i)| entiers n.
Ainsi, nous obtenons dans ce cas :

n=0 M'b^N, Mc*a(b)

Comme ces trois cas épuisent toutes les possibilités, le lemme est encore vrai
pour 1 < / < v — 1 .

Troisième cas : / = 0. En fait, il suffît de copier la démonstration précédente,
sauf que le cas (i) n'existe plus, c'est-à-dire qu'il suffit de prendre SQ" = 0, et le
lemme est alors entièrement démontré.

Dorénavant, nous posons 6' = \02\, et nous définissons trois cas distincts :

• Cas 1 : 6' > 1;

. Cas 2 : 6' = 1;

61



• Cas 3 : 6' < 1.

Lemme 9 Soient E = {(b, M, c) € A x A' x A /Me X <r(6)}

Alors il  existe pour chaque lettre a € A un réel n(a) tel que, si l'on prolonge [t
à A* par concaténation, on ait la formule :

v-\' = a Y, ieWi)? + E

1=0 1=1 j=i

0(1/0'") dans le cas 1,
O(v2) dans le cas 2,
O(l) dans le cas 3.

Preuve : grâce au lemme précédent, nous pouvons écrire, pour 0 < / < f — 1,

S', = Y,

or, comme NI = a" ' l(Mv)...cr1(Mi+^)a°(Mi+i), on a

V

Lt(Ni) — Y^ Lt(ffl~l~ï(Mi));

mais avec le lemme 7(ii), on a

«•-/-1

Puis le lemme 7(i) donne

On a donc :

E E Es>=
(

Notons A = {1,2, .-.,6}  et, pour (ji , js) G A2 et W e A* , posons

Xh(W,b)£j,(c)f(M),
(b,M.c)€E
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de sorte que :

E «<
V—1 V—\

1=0 /=0 i=(+l (ji,j 3

soit, en changeant l'ordre des sommations :

i/- l u i-l

E «
(=0

Dans cette formule, nous allons distinguer 4 cas selon les positions respectives
de j\t de ji  par rapport à 1 .

(a) : (ji,h) = (1, 1)- Alors 9^~'~le'h = 0*-1, et, pour l¥ € .4*, nous avons

(t,M,c)€E (b,M,c)£E

or le lemme 7(iv), ou plutôt son extension aux mots de A*  \, donne

l(w') = Pb, donc

A* ,

de sorte que l'on obtient ici le premier terme de l'égalité du lemme,
puisque :

v i-l

i = l /=0 » = 1

(b) : ji  = 1, j2 + 1. Alors ^^ = 0 ̂  ^2 et, pour 2 < j2 < 6 et, W € A*, on &

et donc

i- l i-l

t=l
f,-) V V' Z—< / -•

J2=2(è,M,c)6£

Comme 6jy  ̂6,
ni  n t

e_Q3y ; Pour a G ^4, nous posons
J2

€R,
J2=2
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puis nous prolongeons cette fonction n' : A —> li  à A*  par concaténation,
de sorte que l'on a :

-2=2

On remarque alors que, les M,- étant éléments de l'ensemble fini F, la
quantité

j a=2

est uniformément bornée pour 1 < i < i/, de sorte que le terme entre
accolades à la fin de l'égalité ci-dessus est en 0(Eî=i ^") lorsque v —» -î-oo,
quantité qui est elle-même en

0(0'") dans le cas 1,
O(v) dans le cas 2,
0(1) dans le cas 3.

(c) : j2 = 1) j\ 1- Alors #j,  ̂0j2 = 0 et, pour 2 < j\ S et W € .4*, on a

»(ji,l,^)= E *> t(W,fy(c)f(M),

et donc

E
s = l j ,= 2 \/=0

Comme 0j, ^ ô, Y^i=o ^), 10' = 9_9J' ; nous définissons une deuxième
fonction /u" : A*  —*• R, en la définissant sur les lettres a G A par :

6
1

^,0-%.
€R,

et en la prolongeant par concaténation, comme d'habitude, et l'on obtient
alors :

EE E «(ji.i.^:1-1^ = EAMO^'-| E E E ^(M
i=l ;=OJ!=2 i=l I i=l ji=2(6,M,c)6B
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Pour la même raison que ci-dessus, le terme entre accolades est du même
ordre que précédemment, et il est négligeable devant l'erreur de l'énoncé
du lemme; nous posons maintenant // : A*  — > It, définie par :

H(M) = p'(M) + p"(M), VA/ e A' ,

et nous avons :

1=0 i = l : = 1 i = l ;=0 j ,=2ja = 2

où le terme d'erreur E est, pour l'instant, en O(6"/) (respectivement O(f)
on O(\)) selon que l'on est dans le cas 1 (respectivement 2 ou 3).

(d) : j'i ^ 1, j'2 ^ 1. Alors il s'agit de distinguer deux cas selon que 8jl = Oj3
ou que 6jt  ̂ dj3; on vérifie sans peine que, dans ce dernier cas, la som-
mation donne lieu à une erreur en O(^3"=1 0"), c'est-à-dire encore en E,
alors que, dans le cas où 9jt = 6j3, la sommation donne une erreur en
O(%2i=i iû"), erreur qui est elle-même en O(v9'") (respectivement (9(i/2)
ou O(l)) selon le cas étudié, ce qui termine la preuve du lemme.

Nous en arrivons maintenant au résultat principal de cette section :

Théorème 1 Pour M € P, posons

M'b^M

où la somme est étendue à tous les couples (M',b) 6 P x A tels que M'b soit
préfixe de M. Posons d'autre part

M? = Mi+ iMi+i...M v Ç.A", Vi , 0 < i < v - 1,

et M+ = ui, et où l'on rapelle que (A/,-,a,-)o<><i; est le 1 — développement de m.
Alors on a la formule :

» v ( O(vQlu} dans le cas 1,
5(m) = aY^K(Mi)8i+^,(<*(Mi)+f(M, + )£(Mi))Oi + } O(^) dans le cas 2,

1=1 »=o [ O(v) dans le cas 3.

Démonstration. Grâce au lemme 8, on a

5(m) = £ (S1, + S," + 5,'"),

et le lemme 9 nous donne £^o<;<// S't.
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D'une part, nous avons £O<K,, S',' = J2Lo EM^M, f(M)\er!(b)\,or le lemme
7(i) donne \a'(b)\ £*=, e,-(6)0j" = £(6)<?< + O(0"). donc

E S? = E E
»=0

D'autre part, nous avons £<,<,<„  S'i"  = Ei"=i
et encore le lemme 7(i) donne |
donc

V— 1 V

y^ Ê
Nous obtenons donc :

V

S(m) = a iE( '̂ + E
« = 0 M'b-<M,

»=0 ;=i-j >=0 »=0 /=>

où E est l'erreur du lemme 9. Dans cette formule, en écrivant "%2i=o
/i+)^!, nous trouvons comme "terme principal" :

!=,-+i/M )e(W=

»=o

comme annoncé; quant au "terme d'erreur", le plus important est

v—\ **) •

»=o ;=i+i

dont on vérifie sans peine qu'il est bien, dans chaque cas, comme annoncé dans
le théorème.

Nous terminons cette section par un lemme qui nous sera utile par la suite :

Lemme 10 On a la formule :

ie(Mi W = m \oge m- m log, (
!=1 « = 0 1 = 0

où l'erreur E esi du même ordre que dans le théorème 1.
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Preuve : il est clair que le lemme sera prouvé lorsqu'on aura montré que

m\oge m = (*,+ l)£(Mi)0 ' + m \ o 6 9 £ ( M j ) f f i - " - ï ) + E.
!=0 j= 0

Comme (M,-, a,-);=o i v est la représentation 1— admissible de m, on a m =
Er=o k'(A/,-)l= EL'oW)*1' + ̂ (ELo n, «oit :

f O(9'v) dans le cas 1,
m = ^e(M,-)0''+ < 0(f) dans le cas 2,

>=o [ O(\) dans le cas 3.

En prenant les logarithmes en base <?, on a :

{ O((y)") dans le cas 1, \1+ J 0(1/0-") dans le cas 2,

[ O(0-") dans le cas 3. /

II suffit alors de faire le produit de ces deux égalités pour obtenir celle annoncée
au début de la preuve.

4.3 Une deuxième expression pour S(m).

4.3.1 Définition et propriétés des fonctions Fa(x).

Définitio n 4 Soit a € A; pour x 6 [0,e(a)[, soit x = £t_~ £r(M,-)0-' sa
représentation a— admissible (donnée par la proposition 9). Soient a eta(M), M G
P définies aux lemmes 9 et théorème 1. Posons A/j~ = w, et M~ = M\M^...Mi-i
pour i > 2. Nous définissons alors une fonction Fa : [0,e(a)[ — ' TL par :

+ 00

Fa(x) = -ax \oge x + Y  ̂ (-itte(Mi) + a(M,-) + e(Mi)f(M~ )) B~\1

oîi l'on convient que x loge x = 0 pour s = 0.

Lemme 11 (i) Sz' a, 6 6 A sont telles que b X <r(a), e2 sz x £ [0, £(&)[ , alors
x8~l € [0,f(o)[, ef /'on a F,,^-1) = fl-^iîx) .

(ii ) 5ozf x g [0,£(a)[ comme dans la définition 4, et, pour k entier > 1, soient
Xk = E» = i z(Mi)0~' et tk = x — Xk- On a alors la formule :

Fa(x) = Fa(xk)+e-k Fat(ektk)-a(x \oge x-xk loge xk)+atk loge tk+f(M^+1)

Preuve de (i) : comme 6 ̂  ff(a), et comme £ est une fonction strictement positive
sur les lettres de A, on a c(b) < e(cr(a)} = de(a), donc 0 < x < e(b) < 6e(a) =>
0 < x6~l < e(a), d'où xd~l £ [0,£(a)[, de sorte que l'on peut calculer Fa(xO~l).
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On remarque alors que, si (A/,, o,-),->i est la représentation b—admissible de
x G [0,f(6)[, c'est-à-dire si l'on a x = Y^i>i£(^')^~' avec M\\ a(b) e'
i > 2 => A/,-a,-  ̂ (r(a,_i), alors on a .rf?"1 = '^2i>^£(Afi-i)ô~'; donc, en posant
(A/o,ao) = (u,b), on voit que la suite (A/,-, a,-),->o est a—admissible, et que c'est
la représentation a—admissible de x6~l = £3,->i e(Mi-\)0~*\c

+ 00

Mai s comme MO = w, on a e(A/o) = a(A/o) = 0, d'où facilement

x -

Preuve de ( i i ) :

• x = X^Î^T £(M,-)0~*  , où (M,-, a,-),->i est la représentation a— admissible de
ze[0,e(a)[;

• Zjt = 5Z;=i ^(Mi )<?"', où (Mj,a,-),-=i i2,...,i(w1 l ) i>t+ i est la représentation
a— admissible de Xk € [0,e(o)[;

• Enfin, O'tt - JZi>k+i  - I , +I ,->
a été défini au lemme 6 et vérifie 7^+1 < ôe(a/t), donc 0̂  6 [0,e(at)[,
et il a pour représentation 04— admissible Oktk = J3;>i  £(^i+>)^~'' avec

la suite (Mjt+j,at+;);>i qui est bien 04-— admissible, puisque Aft +iai-+i ^
ff(ak), et que ?" > 2 =>• A^t+iat+i X o-(afc+i-i) .

I l suffit alors de calculer le membre de droite de l'égalité (ii ) pour s'apercevoir
que l'on tombe précisément sur Fa(x).

Lemme 12 Soient a 6 A, x G [0,£'(a)[ d'écriture a— admissible x =

et, pour k entier > 1, arj.. — X^i =i e(A/,-)0~'.

(i) Fa(x) =

(ii ) |FQ(3;)

Preuve de (i) : Fa(x) = -ax log, x+Ef=T (-»«£( A/,-) + o(M,-) H- £(M,-)/(Af r)) (?-',
avec £(M,-) et a(Af,-) qui sont en O(l) puisque les M,- sont dans l'ensemble fini
P. D'autre part, f(M^) = /(A/iM2-..A/,-_i ) est quant à lui en O(i), donc fi -
nalement on a :

+ 00

' ) = 0(1),
1=1
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puisque 6 > 1.
Preuve de (ii ) : nous utiliserons les notations et le résultat du lemme ll(ii) , à
savoir :

\Fa(x) - Fa(xk)\ \0-kFak(0ktk) - aRk + f(M  ̂ )tk\,

où l'on a noté Rk = x \oge x — xk logg xk — tk logs tk .

1. D'abord, comme on l'a vu dans la preuve du lemme ll(ii) , on a &ktk G
[0,e(afc)[, donc 0ktk = 0(1) et tk = O(8~k); et, grâce au (i) de ce lemme,
on a Fak(6ktk) = O(l), d'où :

2. Ensuite, écrivons Rk = (x — xk)logsx — (xk — x)\ogexk + xk]oggX —
x\ogexk -tk\ogetk, soit :

Rk = tk(\oge x -f logg xk - logs f* ) + xk loge x-x loge xk.

Distinguons deux cas selon que xk = 0 ou xk  ̂0.

• Si xk — 0, alors tk = x et l'on trouve Rk = 0.

• Si xh 7* 0, comme xk = £)*=1 £(Mi)^~'", on a xk = O(k6~k), donc
les deux termes xk logô a; et a; logg xk sont en O(kB~k); d'autre part,
comme loge z-f-log^ xk = O(l) et tk = O(8~k), on aloge tk = O(—k),
et il vient, finalement :

Rk=0(k6~k).

3. Enfin, comme M£"1 = MiM?...Mk, on a /(M^_1) = O(fe), donc :

4. Finalement, nous obtenons bien, compte-tenu des trois estimations ci-
dessus, que \Fa(x) — Fa(xk)\ O(k8~k), ce qui termine la preuve de ce
lemme 12.

4.3.2 Expression pour S(m).

Rappelons que nous avons distingué trois cas selon la position de & = \0?\r
rapport à 1 :

. Cas 1 : 0' > 1;

• Cas 2 : ff = 1;

• Cas 3 : ff < 1.
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Lemme 13 Si x,y £ [0, £•(!)[ ont tous deux une représentation 1 — admissible

finie, soit x = 53f=1 e(M,-)0-'' et y = Y^Li £( W1'. alors -

O(|»- *!* +
i (y) - *i(*) l = O(\y - x\k +

O(\y - x\k +

danslecasl,
dans le cas 2,
danslecasS.

Preuve : l'hypothèse de finitude des écritures 1— admissibles des réels x,y £
[0, £•(!)[ se traduit de la manière suivante :

• x = J2i=i £(Mt)^~'> où la suite (finie) (Mi,a,-)j=lj2,...,i est 1— admissible;

• y = 5T*=1 £(Ni)8~', où la suite (finie) (JVi,èt-)i=i j2,...,j: est 1— admissible;

• l'entier k G N*  est tel que (Afk,Nk)  ̂ (w,w).

Maintenant, définissons deux mots u et v de ^4" par :

. u = ^-1(M1)<rfc-2(M2)...{ r1(M i-_i)(70(MÈ);

• v = ̂ -^^y-'^aî-^t^fc-iK^fc).

On remarque alors que, comme M\a\ cr(l) (resp. JVièi  ̂ <7"(1))! et 2 < i <
A; ^> Mja,- X o-(a,-_i) ( resp. Nfo  ̂ <7(6i_i)), on a :

• La suite (M,-, a,-)i=jt,t-i,...,2,i est la représentation 1— admissible de l'entier

• La suite (Ar,-, &j),- =i i_i 2 i est la représentation 1— admissible de l'entier
m' = H-

Maintenant, nous cherchons des estimations permettant de comparer, d'une part
FI(X) et Fi(y), d'autre part S(m) et S(m').

1. Commençons par remarquer que l'on a

= =

D
5=0

soit :
dans le cas 1,

. = 8kx + { O(k) dans le cas 2,
0(1) dans ie cas 3.

Et la même relation est valable en remplaçant m par m' et x par y.
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2. Ensuite, si l'on note (Ali(n), " ; (n) ) /=o, i , . . . . * -i 'a représentation 1 —admissible
de l'entier ? ? / 0 < n <m — 1, avec éventuellement M j -_ i (7 j ) = w si
7i < \(r (c i ) | (où ci est la première lettre de M\), alors le théorème
1 nous permet de calculer la somme S(m) — Yl™=o !L,I=Q / (A/ / («))' et

donne comme résultat :

k~ï A--1

S(m) = a53if(Mt_,-)<?'' + ^(Q(Â/A._,-) + /(A/+_l -)£(A/t-,-))<»1' + £,
i= l 1=0

avec £ = O(kO'k) (resp. <9(fc2) ou O(fc)) selon que l'on est dans le cas 1
(resp. 2 ou 3), et ici encore cette relation est valable en remplaçant m par
ni' et MJ par Nj pour 1 < j' < fc.

3. Uti l isons main tenant le lemme 10 qui s'écrit ici :

k-l k -1 i- -1

(A/ t_,-)0'' = mlog, m-m\oge( l̂£(Mk-i)0i-ll)-Y^(k-i

: = 0 i = 0

On remarque alors que, d'une part £3i=o ^(Mk-iW — 52»=:i e(A/,-)0~' =
x, et d'autre part Yli=o (^•~0£(A/jt-i)' ' 1= 52;=i 2£( A/,-)<?*"', <^e sorte qu'en
remplaçant tout ceci dans la dernière égalité donnée en 2, nous obtenons :

k

S(m) = amloge n?—Q?77 loge £+/_*  (—me(A/,-) + o(M,-) + f(M*  )£(M;)) 6'
1 = 1

où l'on remarque que, dans cette expression, compte-tenu de l 'écriture
1—admissible de ??7 = |u| donnée en 1, on a M  ̂ =• u>, et 2 < / < k =>

4. Maintenant, appliquons la définition 4 pour calculer FI (x) lorsque x =
£i=i £(A/;)0-J' € [0, e(l)[, il vient :

avec ici A/f = w et M~ = MiM 2...A/,-_i, donc f ( M ~ ) = f(M^). En
remplaçant cette expression dans la formule donnée en 3 pour 5(m), nous
obtenons :

5(777) = a?nloge 777 + Gk F \ ( x) + E — amlogg x + 9kax logê x.

On utilise alors le fait que :

Cas 1 : E = O(kO'k), m = 6kx + O(0'k),
Cas 2 : E = O(k~), m = 9kx + O(k),
Cas 3 : E = 0 ( k ), rn = 9kx + 0(1).

71



Nous obtenons finalement :

S(rn) = amlogg m + 8k F\(x) + E,

et de même :
S(m') = am' log, m' + 0kFi(y) + E.

5. Supposons alors que x ^ y, par exemple que y > x (et donc aussi m' > m),
alors :

ifc- i
S(m')-S(m)= ^2 D/(M '(«));

or tous les mots A/;(n), (l,n € N) sont dans l'ensemble fini P, donc
f ( M , ( n ) ) = 0(1), d'où S(m') - S(m) = O(k(m' - m)), et comme k ~
Iogs7??',on a S(ni') — S(m) = O((m'— m)\ogm'). D'autre part, grâce aux
estimations du 1. pour m et m', on a :

dans le cas 1,
——— = y-x+t  O(kô-k) dans le cas 2,

[ O(0-h) dans le cas 3.

Enfin, nous avons aussi :

m'logg m' — m logg m = O((m! — m) log m').

6. Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme, puisque, grâce
à 4., on a :

F,(y)-F1(i ) =

donc :

') - S(TT7) m'loge m' — m loge

d'où :

ce qui donne le résultat souhaité, compte-tenu de l'estimation de
donnée en 5-, et du fait que log m' = O(k).

Lemme 14 Si x, y € [0,e(l)[, et x  ̂ y, alors :

( O(\y-x\&e'\og\y-x\) dans le cas 1,
\Fi(y)-Fï(x)\=l 0(\y - x\(\og\y - x|)2) dans le cas 2,

[ O(\y — x\\og\y — x\) dans le cas 3.

Ainsi, FI est dans tous les cas une fonction continue sur [0, £(!)[.
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Preuve : supposons que x = Y^î^i e(Mî)0 * (resp. que y = ^Dî^T £(Ni)0 !), où
la suite infini e (M,-,aj-),->i (resp. (M,èi) , ->i) est 1— admissible. Pour k en-
tier > 1, soit tk = 6k\y- x\ |Ei=T(e(^i ) ~ efM,-))^-'!, et choisissons

l etl'entier k tel que l'on ait 8~l < tk < 1, puis posons xk = J2i=i z(
» = ELi e(Ni)8-i. En écrivant F, (y) - F^*) = (Fi(y) - Fn(yt)) + (
Fi(xk)) + ( F i ( x k ) - FI(X)), nous avons :

|F!(y) - Fi(*)| < |F,(y) - F,(yt)| + ̂ (y*) - Fi(* t)| + l^i(*t ) - ^i(*)l -

D'abord, grâce au lemme 13, nous avons :

( O(\yt - xk\k + k(Ç)k) dans le cas 1,
0(\yk-xk\k + k2e-k) dans le cas 2,
O(\yk-Xk\k + k6~k) dans le cas 3.

Ensuite, grâce au lemme 12, les termes |Fi(y) — Fi(yt)| et \F\(xk) — F\(x)\t
tous les deux en O(kd~k).
Enfin, grâce à la définition de k, nous avons les estimations :

9~k = 0(\y-x\), k = 0(log\y - x\), \yk - xk\ O(\y - x\),

qui, remplacées dans l'estimation de |Fi(yt) — Fi(xk)\e ci-dessus, donnent
exactement le résultat du lemme.

Lemme 15 Si a ^ 0, alors Fa est une fonction nulle part dérivable sur [0, e(o)[,
ceci \fa£A.

Preuve : il suffit évidemment de montrer que la fonction :

Ga(x) = Fa(x) + ax \ogg x

est nulle part dérivable sur [0,e(a)[.
Commençons par remarquer que, pour 6 6 A, comme Ma est primitive, il existe
i assez grand tel que |<r*(&) | > 2 et il existe c,- G A telle que le réel r,- = £:(c,-)(?~!
ait pour représentation 6— admissible n = X^ji H £(Mj )0~3 ' , où la suite infinie
(Mj,aj)j> i est 6— admissible, avec M,- = c,- et Mj = u pour j  ̂ i. Alors,
grâce à la définition de Fj, nous avons Gè(r,-) = 5Z£^(— jae(Mj) + a(Mj) -f
E(A4j)f(M~))0~i , expression qui se réduit ici à :

or on a M£~ = w, donc /(M/~ ) = 0 et <76(r,-) = (— iae(ci) + a(ci))6~l; ainsi,
nous obtenons :

t n . a c i, ,
hm — ̂ — -=  hm (— za H — 7— f ) = ±00,

i — +00 7Ï  i— +00 Ê-(Cj )
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puisque a  ̂0.
Supposons alors par l'absurde l'existence de a £ A et de x G [0, î(o)[ tels que Ga

soit dérivable en x, et soit ( Mj , a.j )j > i l'écriture a— admissible de x, c'est-à-dire
x = 5Zj"^î f(-Wj)<?~J' . Comme Carcf yî = rf < +00, 3t 6 A et 3J, sous-ensemble
inf in i de W, tels que k Ç. J =$• ak — b. Soit ? un nombre réel arbitraire de
]0,£-(6)[ et, pour k <E J, soient a;t = £*=1 e(Mj}0~' et z't = z*  + <0~f r . Alors
x]t €]0,f(a)[ (vérification immédiate) et on peut appliquer le lemme l l ( i i ) en
prenant x = x'k, tt = x'k — x  ̂ — t0~k , a*  = b, de sorte que l'on obtient :

Ga ( x ' k ) = Ga(xk) + 6~kGb(t) + f(Mk+1 )tO-k - kate~k.

En divisant les deux côtés de cette égalité par x',. — Xk = t6~k , il vient :

Comme on a supposé que Ga était dérivable en x, et comme l'on a J infin i et
t € J => a;j- < x < x'k, nous aurions donc :

K m . - = G,
k -- hc» xk — Xk

Donc, grâce à l'égalité obtenue plus haut, nous obtenons :

<?'„(*) - lim [/(M^/2-..Mt) - iba] = A',
t— > + 00

quantité indépendante de <, donc Gj(/) = A'f , ce qui est évidemment en con-
tradiction avec l'existence de la suite (T",){> I qui tend vers zéro et telle que
lim,_a-œ tj '' = ±00. Ainsi, dès que a ^ 0, Fa est nulle part dérivable sur

4.4 Enoncé du théorème de Dumont et Thomas.

Afi n de pouvoir l'appliquer à certaines suites digitales, nous allons rappeler les
hypothèses du théorème.

Théorème 2 (Hl) Soient A = {1,2,. ...d} un alphabet, a : A — A' une
substitution telle que 1 -< <r( l) , u = limjb_-j-oo °~k(l) l'unique suite infime
point fixe de <? commençant par 1, et P = {M £ A*/3a,c € A : Me ^
cr(a)}  l'ensemble (fini) des préfixes stricts des images des lettres de A par
a.

(H2) Pourn entier> 1, on appelle "représentation 1 — admissible de n" l'unique
suite (finie.) (A/,-(n), fl|(n))j=o,i,...,i/(n) d'éléments de P x A telle que :

74



une application telle que /(w) = 0.

'fl  sHJ ê définie par :

• Af«,(B)(n) +

(H3) Soit f : P —> It

(H4) Soit s* = (S^(n

• s'(0) = 0;

(H5) Soient Ma = (£,-(ff O'))(iJ)e^xXi € -Mdxd(N) /a "matrice de a", et
{6i / 1 < i < 6} l'ensemble des différentes valeurs propres de Ma, ordonné
de sorte que i < j => (#,•( > \0j\.

(H6) Nous supposons que Ma est primitive, et que 6 = 9\t un réel > 1.
Comme conséquences, on a :

• i > 2 => l^-l < é»;

• /^ existe un unique vecteur p = dj.a)a£A, propre pour Mc et la valeur
propre 6, à coordonnées > 0, normalisé par la condition Eae î̂ ^*° =
1.

(H7) Enfin, nous supposons l'existence d'une base de Cd constituée de vecteurs
propres pour la matrice t A f a .

(Cl) Alors il existe une constante a et il existe une fonction G, définie et
continue surit"*"* , telles que :

(i) Pour tout entier m. > 1, on a En=o s*  (n) =
o(m);

(ii ) Pour tout réel x > 0, on a G(8x) = G(x).

(C2) Plus précisément, on a a = O'1 ^,Mc-^a(a)^af(M)£(c), où,

+ raG(m)

(C3) Enfin, si a  ̂ 0, alors la fonction G est nulle part dérivable.

Démonstration . Grâce au lemme ll(i ) et au fait que 1 -< cr(l), la propriété :
0 < x < e(l) =» Fi^-1^) = 8~lFi(x), et la continuité de FI sur [0,e(l)[,
entraînent l'existence d'une fonction F définie et continue sur H+* , dont Fj est
la restriction à [0, e(l)[, et telle que :

Vz > 0, F(6x) = 8F(x).

Soit alors m. un entier > 1, dont la suite {(M t f ,at,),(M l /_i,av_i), ...,(Mi,ai)}
d'éléments de P x A constitue l'écriture 1— admissible, ce qui signifie :
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• A/i  ̂w; 2 < i < v =>  AUai •< 0-(a,-_ i );

• «,u2...um = cr"-1(M 1)a'/-2(M2)...o-1(A

Alors le théorème 1 appliqué à 771 donne :

S(m) = a i^M^iW + («(A/,-,-) + /(M+_,.)f(Af w_,-)) <?' + E,
> = 1 t=0

avec E = O(vB'"} (resp. O(z/2) ou O(i/)) selon que S' > 1 (resp. 0' = 1 ou
8' < 1). Puis le lemme 10 donne par ailleurs :

(M,,_.-)0' = mlogj m-mlog,
i = l i = 0 / : = 0

où Z1' est du même ordre que E. Ainsi, la formule pour S(m) devient :

( V \

j= i /
où, vu l'écriture 1— admissible de 771, on a M,+ = w e t 2 < j < i /

Soit, alors x le réel de [0,e(l)[ dont l'écriture 1— admissible est la suite (finie)
{ ( M i , a i ) , (M2,a2), ..., (Af^o,,)} , c'est-à-dire z = Yli=i  £(Mi)6~1', alors la définition
4 donne, pour F\(x) = F(x) :

F(x) = -ai log, x + J] (-iat(M,-) + a(M<) + e(M,-)/(Aff )) (?-',
1=1

où, ici aussi, on a A/j" = w et

2 < i < v => M~ = A/iM 2...Mi_!.

En reportant ce résultat dans la dernière expression pour 5(m), nous obtenons :

S(m) = amlogg m + 0" F(x) + aloge x(6" 'x - m) + E.

Puis, en utilisant le Iemrne7(i) et les écritures 1— admissibles de ?n = Y^i=o l<T'(-^"-«')
et de 6"x = ̂ =i  £(Mi)(?'/-i, nous avons m - 6" x = O(Y^=o 0'~''). erreur qui,
dans chacun des trois cas, est un o(E). Ainsi, on a :

S(m) = am \oge m +  6" F(x) + E;

mais, f étant un entier, on a aussi :

S(m) = 0777 loge m + F(8"x) + E.

76



Puis, en appliquant à F le lemme 14 avec x = m et y = 6"x, nous avons :

\x-y\
dans le cas 1,

O(v) dans le cas 2,
O(l) dans le cas 3.

et
O(v) dans le cas 1,

log |x — y\  ̂ O(logv) dans le cas 2,
O(l) dans le cas 3.

Donc ce lemme 14 donne :

»=i

f O(i/(0")1+l°8*'') dans le cas 1,
+ S O(j/(logl/)2) dans le cas 2,

[ O(l) dans le cas 3.

Remarquons que, dans les cas 2 et 3, cette erreur est négligeable devant E, ce
qui n'est pas le cas dans le cas 1. Finalement, on a :

( O(v(9lv} l+l °Z'e'}  dans le cas 1,
S(m) = amlogg m + F(m) -f < O(v2) dans le cas 2,

[ O(z/) dans le cas 3.

On remarque que, dans tous les cas, l'erreur est en o(m), puisque v ~ logg m.
D'où enfin :

S(m) = amlogg m + F(m) + o(rri).

Il suffit alors de définir G : R+*  — > R par G(x) = *-&•,  Vz > 0, de sorte que
l'on a bien G(0x] — G(x), et l'on obtient bien la formule (i) de l'énoncé du
théorème.
Enfin, si a  ̂ 0, alors FI est nulle part dérivable sur [0,e(l)[ grâce au lemme
15, donc il en est de même de F sur ïl"1" puis de G sur H**  , ce qui termine la
démonstration du théorème.

4.5 Application à certaines suites digitales.

Ici, nous prenons comme d'habitude q un entier > 2, "Sq = {0,1,..., g — 1}
l'ensemble des chiffres en base q, et F : Sç — > R. une application telle que
F(0) = 0; alors la suite digitale correspondante MF = (uF(n))nÇfq est donnée
par uF(n) = £,>0 F(ej(n)) si n = £J>0 e,(n)q' , où e,(n) = [n/q'l-qin/q1^1]  £
<£?> V/ > 0. Le but est d'appliquer le théorème précédent à cette suite up.

Pour cela, nous prendrons pour alphabet A = {1,2, ...,ç}  et pour substitu-
tion la ç— substitution constante a donnée par :

v(a) = 12.. .g, Va € A.
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Ainsi, la suite w, unique point fixe de c commençant par 1 n'est autre que la
suite périodique u = 12...çl2...g..., et l'ensemble P des préfixes stricts des images
des lettres de A par a est :

On définit alors / : P — » R par :

f ( u ) = 0; /(l) = F(l); si ç > 3, alors /(12...e) = F(e) pour 2 < e < q - 1.

A chaque "chiffre" de S?, on fait correspondre bijectivement le "mot" de P dont
il est la longueur, c'est-à-dire :

• le chiffre 0 est associé au mot vide w;

• le chiffre 1 est associé au mot 1;

• le chiffre 2 est associé au mot 12;

• etc...

• le chiffre q — 1 est associé au mot 12. ..(g — 1).

Notons par Mi(n) G P le mot associé dans cette bijection au chiffre £i(n) 6
S?, et remarquons au passage que ai(n) = \Mi(n)\ l = £i(n) + 1. Ainsi,
pour n entier > 1, la représentation 1— admissible de n (relativement, à cette
q— substitution a ) donnée par la proposition 8 n'est autre que l'écriture usuelle
de n en base q, puisque z/(n) = [log^ n], et que :

K" ) "(" )

/=0 1=0

avec Mv(n)(n)  ̂ w puisque £v(n)(n) =£ 0. Ainsi, les suites UF et sf sont iden-
tiques, puisqu'on a alors :

1=0 l=Q

Montrons maintenant que toutes les hypothèses du théorème sont vérifiées.
Nous avons ici Mn qui est la matrice carrée d'ordre q constituée de 1 uniquement,
donc Ma est bien primitive, et elle admet pour différentes valeurs propres les
réels :

• (?i = 8 = q, valeur propre simple, le sous-espace propre correspondant
étant la droite de C* engendrée par le vecteur n = (l/q, l/q, ..., !/<?);

• # 2 = 0, valeur propre d'ordre q — l, le sous-espace propre correspondant ,_
étant l'hyperplan de C? dont une équation est x\ 22 + •-• + £q = 0. \8



Enfin, nous avons bien l'existence d'une base de C* constituée de vecteurs pro-
pres pour la matrice lMa = Ma, et le calcul de a = 0~l

est très facile, et donne :

« =-
q

Donc, en comparant ce que l'on obtient par le théorème. 2 au résultat, donné par
la proposition 1 de l'introduction, où le terme d'erreur éf(în) est identiquement
nul puisque s = l, nous obtenons le résultat complet pour les suites digitales
relatives à l'entier s = 1, et ne faisant plus apparaître de condition sur F(q— 1),
contrairement à la proposition 7.

Proposition 10 Soient q an entier > 2, F : S? — > lî. une application telle que
F(0) = 0, de moyenne MF = l/<?E£eS F(£)>  e*  uf ~ (MM")) nglM 'a suite
digitale correspondante.
Alors il existe y ne fonction G F : It+*  — > It, continue, et telle que :

(i) Pour tout entier m > 1, on a Y^n=o UF(") = mM? log? m +

(ii ) Pour tout réel x > 0, on a GF(ÇÏ) = GF (^)-

Enfin, si MF T- 0, alors la fonction GF est nulle part dérivable.

5 GENERALISATION DU DEUXIEME THE-
OREME DE DUMONT-THOMAS.

5.1 Introduction.

Dans cette section, nous allons généraliser le théorème de Dumont-Thomas dans
le sens suivant : au lieu de se donner / : P — > R une application telle que
/(w) = 0, et d'étudier la somme double 5(m) = ^,n=o Efli^/WK")) . ou

(Mi(n),a;(n));=o] 1 ..... „(„ ) est la représentation 1— admissible de l'entier n / 1 <
n < m. — l, nous prendrons maintenant s un entier > 1 et g : Ps — *• Ii  une ap-
plication telle que g(ui,u, ...,w) = 0, et le but est d'étudier, de manière analogue
à celle de la section précédente, la somme double :

m-l v(n)

S(m) = ̂  ^9(Ml(n),Ml+1(n),...,M!+ ,-1(n)).
n=0 1=0

Comme on s'en rend compte aisément, la difficult é essentielle consiste de passer
de "s = 1" à "s = 2", le passage de "s = 2" à "s > 3" n'étant plus qu'une
question de notations. C'est, pourquoi, afin d'alléger les notations, nous pren-
drons le cas "s = 2"; ainsi, dans cette section, nous définissons une application
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g : P x P — H, te l le que g(ui,u>) = 0. Fuis, comme dans la section précédente,
on se donne m un entier fixé > 1, tel que :

«iu2. . .um = a"(Ml/)ff»-l(All,_i)...(70(Af0),

c'est-à-dire v — v(m] et la suite (A/,-, a,-),-=o,!,...,«/ est l'écriture 1—admissible de
m, avec Mv •£ u. De même, pour n G N tel que 1 < ji < m — 1, nous noterons
(A/,-(«), a;(n))i=o,i v son écriture 1—admissible avec (v + 1) ternies, c'est-à-
dire avec peut-être Mu(n) — u si n < \(r"(bi)\, où 61 est la première lettre de
Mv; enfin, l'entier 0 est représenté par le mot vide w. On cherche alors à calculer
la somme double :

m — l v

n=0 (=0

Four cela, remarquons qu'en suivant la démonstration du théorème 2 depuis son
début, l'étape la plus imporiante est certainement le lemme 8, que nous allons
généraliser.

5.2 Généralisation du lemme 8.

Posons, pour 0 < / < v,

m-l

s,=

de sorte que l'on a clairement :

S(m) = , S<-
0<Ki/

Alors que, dans la preuve du lemme 8, nous avions distingué trois cas pour
décomposer 5; en trois sommes, nous allons ici considérer quatre cas selon la
position de n. Pour être tranquilles, supposons que l'indice / soit ni trop près
de v, ni trop près de zéro; plus précisément, nous supposerons d'abord que
1 < / < v — 2 (ce qui suppose u > 3, ce qui importe peu puisque v est appelé à
tendre vers l ' inf ini) . Les quatre cas à distinguer sont alors :

(i ) : ( M u ( n ) , Mv-i(n),..., M,+ ï ( n ) , M,(n)) = ( M v , A/,-!,.... M,+ i, M,),
on a donc aussi ( a ^ ( n ) ,. . ., a/+ j (n) , o/ (n)) = (av, . . . ,a;+i,a/), et l'entier n
correspondant satisfait aux inégalités :
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Alors

i-i
Card{n € IV / 1 < n < m-l et Afi(n ) = M,- pour / < i < z/ }  = JJ k'(M,-)|,

i=0

ce qui donne, pour ce premier cas :

m-l

E
n=0

i-i

i=0

somme que nous noterons S, , et remarquons au passage que c'est ce
terme qui oblige à supposer / > 1, puisque le cas analogue à (i) est impos-
sible pour / = 0, donc nous poserons 5g — 0.

(ii ) : (Mv(n),M,,-i(n),...,Mi+i(n)) - (Mv, Mu-i, ..., M/+I) , mais M/(n) ^
M,,
on a donc aussi (av(n), au-i(n), ..., a/_i.i(n)) = (av, av-i, ..., a;+i), et l'entier
n correspondant satisfait aux inégalités :

E k''(^-(n
i=/+l »=/+! «=0

El
>=0

Comme les deux mots M/(n)a/(n) et M/a/ sont tous deux préfixes du
mot o-(a/+i(n)) = 0-(a/+1), on a forcément Mi(n) préfixe strict de M/.
Supposons que MI = 6o&i...6fc_i où k = |M/| e N et è,- 6 ^4 pour 0 < i <
k — l, alors le mot M[(n) peut prendre k valeurs distinctes, à savoir w pour
|c-f(60)| entiers n, ou èo pour |o"'(èi)| entiers n, etc..., ou enfin bQbi...bk_2
pour |<r'(èfc_i)| entiers n; ainsi, nous obtenons dans ce deuxième cas :

m-l

n=0

g(M,Ml+1)\<r'(b)\,

somme que nous noterons 5}  .

(iii ) : (Mv(n), Mu-i(n), ..., M/+2(n)) = (M,,,Mv.i, ..., M/+2), mais M,+i(n) ̂
^+1 !

on a donc aussi (aw(H),av_i(ra), ...,a/j.2(n)) = (av ,av_i, ..., a;+2)> et l'entier
n correspondant satisfait aux inégalités :

i=0 i=0

Comme les deux mots M/+I (n)a/+i(n) et M/j.ia;+i sont tous deux préfixes
du mot a(ai+î(n)) = «7(0/0.2), on a forcément M/+i(n) préfixe strict de
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. Supposons le mot Mi+\(n) fixé, il existe donc b € A et M G A*
tels que MI+I = Mi+i(n)bM, et en fait on a 6 = a;+i(n); on sait qu'alors
le mot Mf(n)a;(n) est préfixe du mot «7(aj+i(n)) = cr(6). Supposons que
ff(b) = coCi. . .Cfc_i où k = \ff(b)\ N et Cj € A pour 0 < i < k — 1, alors
le mot Mi(n) peut prendre k valeurs distinctes, à savoir w pour |<T'(CO)|
entiers n, ou c0 pour |ff'(ci)| entiers n, etc..., ou enfin coci...c/t_2 pour
|0"'(cjt_i)| entiers n; ainsi, nous obtenons dans ce troisième cas :

m-l

n=0

(2^somme que nous noterons St .

(iv) : 3i / / + 2 < i < v et A/,-(n) 9̂  A/,-, donc l'entier n satisfait ici à

n<
j=H-2

et notons que, si l'on pose / = max {i  €. N / /+2 < z < i/ : M,-(n)  ̂ M,- },
alors on a M[(n) préfixe strict de M/. Posons

M" = (r*-'- 2(M I ,(n))...ffI(M,+3(n))<r0(M/+2(n)) G ,4*,

alors l'hypothèse (iv) se traduit par le fait que M" est préfixe strict du
mot

N, = a"-i-*(M l,)...ff1(Ml+3)a0(Mw),

de sorte qu'il existe b £ A telle que M"b •< NI, et en fait le lemme 5 dit
que b = a(+2(n)-

• Supposons le couple (M", b) G A*  x A fixé tel que M"b •< NI, alors on
sait que le mot M/+i(n)a;+1(?î) est préfixe du mot o-(ai+2(n)) = <r(b).

• Supposons de même le couple (A//+i(n),a/+i(n)) = (M',c) € A" x A
fixé tel que M'c •< &(b), alors on sait que le mot M;(n)o/(n) est
préfixe du mot a(ai+i(n)) = <r(c).

• Supposons enfin que er(c) = dodi...dk-i avec fe = |<r(c)| € N et
rf,- 6 ^4 pour 0 < i < fc - 1.

Alors le mot Mi(n) peut prendre fe valeurs distinctes, à savoir w pour
|cr'(do)| entiers n, ou rfo pour |o~'(di)| entiers n, etc..., ou enfin dç>di...dk-î
pour \a'(dk-i)\s n; ainsi, nous obtenons dans ce quatrième et dernier
cas :

m-l

]r>(M,(n),M (+1(n))= E E E 9(M,M')\a'(d)\
n=0 M"b<N, M'c<a(b) Md-<a(c)

somme que nous noterons SJ '.
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Ainsi, comme ces quatre cas (i) à ( iv ) épuisent toutes les possibilités, nous avons :

S, = 5,(1) + 5,(2) + 5<3) H- S<4) pour 1 < / < v - 2.

Il reste a examiner les trois termes SQ, Sv-i et Sv, et en les décomposant de
manière semblable à ce que l'on vient de faire dans le cas général, nous obtenons
finalement le résultat suivant :

Lemme 16 Nous convenons que Mv+i  = u. Définissons quatre sommes :

• D'abord, posons S}, — Sl/_l = 0 et

'l) = E E E 9(M, M')\a'(d)\, W / 0 < / < V - 2,
Md^a(c)

avec
Ni = ff"

ft\ Puis, poso?>.s Sv~ = 0 et

v -
A/cX<r(é)

Ensuite, posons

'(6)|, V/ / 0 < / < v.

Enfin, posons

i=0

/ 1 < l < v.

Alors, pour 0 < / < i/, on a :

Remarquons que, dans ce résultat, le terme S/ ' est l'analogue du terme 5; du

lemme 8, de sorte que ce sont tous ces réels S, que nous devons sommer pour
obtenir la :
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5.3 Généralisation du lemme 9.

Le but est ici de calculer la somme ^o<«</ $i < sachant que Sj,2\ 5i — 0,
et que, pour 0 < / < v — 2, on peut écrire :

Pour cela, on pose :

E = {(6, A/, c, M', d) e ,4 x A' x A x yT x A / M'c < cr(b), Md •< a(c) },

de sorte que :

Puis, comme dans lapreuve du Iernme9, avec A = {1, 2, ..., 6 ] , nous définissons,
pour O'i, ja) € A2 et H7 G yl* , la fonction :

(b,M,c,M',d)eE

E «wi.j»,^)^:'-2^.

(=0

et l'on a alors :

En faisant la somme de tous ces termes, nous obtenons :

= EE E «ui,*,^r'-s«},-
> = 2 (=0 (j, j a)6A2

II suffit ensuite d'adopter la même démarche que dans la section précédente,
c'est-à-dire de distinguer quatre cas selon les positions de j\t jo Par rapport
à 1, pour obtenir le résultat suivant :

Lemme 17 Soient E = {(b, M, c, M', d) £ A x A*  x A x A' x A / M'c ^
<r(b), Md <  o-(c)}  et

a = r2 E f t k g ( Mt M ' ) £ ( d ).
(b,M,c,M',d)£E

Alors il existe pour chaque lettre a 6 A un réel fi(a) tel que, si l'on prolonge /z
à A* par concaténation, on ait la formule :

= a
/=0

+ E MM,-)^'-1 + E',
»=2

où l'erreur E' est la même que dans le lemme 9.

Nous en sommes maintenant à la :
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5.4 Généralisation du théorème 1.

Le but. est de calculer S(m) = 0̂<1<I, Si, donc, grâce à la décomposition de S/
donnée au lemme 16, il s'agit de calculer les quatre sommes :

Ĵ  5f}  pour j - 1,2,3,4.

• Pour j = 1, le calcul vient d'être fait au lemme 17.

• Pour j = 2, nous obtenons :

• Pour j = 3, on a :

»=OA/6;<M,

• Enfin, pour j = 4, nous obtenons :

E 5̂ ) = E E

E E

E 9(M,Mi+ l)£(b)0i+E'.

i=0i=i+ l

où ici l'erreur E est la même que dans le théorème 1.

Il suffit maitenant d'adapter la démonstration du théorème 1 à notre cas partic-
ulier, notamment en changeant les fonctions a(M) et /(M,*) en respectivement
/?(M, M') et ^(M^), pour obtenir le résultat suivant :

Théorème 3 • Nous convenons que Mv+\  w, et soient a et fi comme
dans le lemme 17.

• Nous posons M* = w et Mf = Jl/i+iMj +2-..Mv pour 0 < i < v — 1.

• Nous posons g(M*} = 0 et :

0 < t < v-\> j(M^) = g(Mi+ i, M,-+a)+ff(Af j+3) A/i+3H

, N')e(b).TV, JV') € P x P, <0,-/ /JCA--, N') =

Enfin, pour N 6 P, soit :
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Alors nous avons la formule suivante pour S(rn) — X^n=o S/=o s(Mi(n),

V V

S(m) = a^^MiW+Y  ̂ (-ï(Mi) +  /Î(M.-, M i+1) + E(Mi)(g(M^) - a)) P+E,
»=1 i=0

où l'erreur E est la même que dans le théorème 1.

Maintenant, nous en arrivons à la partie essentielle, à savoir la

5.5 Généralisation des fonctions Fa(x).

Définition 5 Soit a e A; pour x 6 [Q,e(a)[, soit

+ 00

sa représentation a—admissible. Soient a et j ( N ) , /3(N,N') pour N,N' G P
définies comme ci-dessus.
Enfin, nous posons MÏ = w et, pour i > 2, M~ = M,-_jM,-_2...A/i. Comme
MQ = w, on pose

,, ,_x f 0 pour 2 = 1;ff(A/-  )  ̂s
1 ff(A/,-_i,Mj_2) +s(Af;_2, A/j-s) + ...H-5(M2,M1) + </(Mi,w) pour i > 2.

£7? convenant que x log# z = 0 pour x = 0, noas posons alors :

+ 00

Fa(x) = -

On peut alors imiter presque mot-à-mot les preuves des lemmes 11 et 12 pour
obtenir successivement :

Lemme 18 (i) Si a,b 6 A sont telles que b  ̂ &(a), et si x £ [0,e(b)[, alors
x6~l G [0,e(a)[, et l'on a Fa(x0-1) = 0-lFb(x).

(ii ) Soient a Ç. A, x 6 [0,e(a)[ de représentation a— admisible x = ^S*  e(A^i) ^
po«r k entier > 1, soient Xk = Yli=i  £(Mi)8~* , et tk = x — Xk-
Alors, avec ak = g(Mk+i,u) -a- g(Mk+i,M k) et /3k - /?(Mi+1 , Mk) -
/3(Mfc+1,w), on a :

Fa(x) = Fa(xk) - a(x\oge x - xk loge xk)

-h

0k).
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Lemme 19 Avec x et Xk comme dans le lemmc précédent, on a :

(i) Ffl(* )

(H) \Fa(x)

On peut ensuite suivre pas à pas les preuves des lemmes 13 et 14 qui s'appliquent
parfaitement à notre cas particulier, et donnent exactement les mêmes résultats,
que nous ne réécrivons pas.

Enfin, quant à la généralisation du lemme 15, nous gardons les mêmes no-
tations que dans sa démonstration et nous obtenons, pour r,- = £(ci)ô~s , que :

G»(TÏ) = (-ior£(c,-) + 7(c,-) -f 0(a,u) + £(ci)(g(Mr)- a)) *-',

avec Mj — u> si j  ̂ i, donc Mj~ =  w, Vi , d'où

G»(TÏ) = (-iae(a) + T(C.') + /%.',")) 6~\ r • _, .- .-, .

hm — - — - = hm — la -\- — - — r - - =  ±00.
il — +00 Ti n — H-oo \ci) /

puisque o-  ̂0. La. suite de la preuve est identique et, l'on obtient bien que, dès
que a  ̂ 0, la fonction FI est nulle part dérivable.

De même, la démonstration du théorème 1 peut se recopier presque mot-à
-mot, et nous obtenons finalement la généralisation suivante du théorème 2 de
Dumont-Thomas :

5.6 Enoncé de la généralisation.

Théorème 4 • Nous gardons les hypothèses du théorème ê pour tout ce qui
concerne la substitution cr et les représentations l — admissibles (M/(n), a/(ra)
des entiers n £ N, ainsi que pour la matrice Ma.

• Soit g : P x P — >• R. une application telle que g(ui,u>) = 0, et soit s3 =
la suite définie parss(Q) = 0 et :

n = > \ff(Mi(n))\ 1 => ss(n) =
1=0 1=0

Alors il  existe une constante a et il  existe une fonction G, définie et con-
tinue surTR,+", telles que l'on ait ;

(i) Pour tout entier m > 1, on a la formule :

m-l

y  ̂ ss(n) = amlogg m -i- mG(m) + o(m);
n=0

87



(ii ) Pour tout réel x > 0, on a G(6x) = G(x).

Plus précisément, on a

,M') en,
(b,M,c,M',d)£E

avec

E = {(b, M,c,M',d)£AxA'xAxA"xA : M'c •< a(b), Md  ̂o-(c)}.

• Enfin, si a ^ 0, alors la fonction G est nulle part dérivable.

5.7 Application à certaines suites digitales.

Maintenant, nous prenons q un entier > 2, S? = {0,1, • - . , < ?— 1}  l'ensemble des
chiffres en base q, et F : Ŝ  —» R une application telle que F(0,0) = 0; alors la
suite digitale UF = (uHn))nel^ correspondante est donnée par :

Alors, comme à la fin de la section précédente, soit A = {1, 2, ...q} puis a : A
A9 la q— substitution constante donnée par :

<r(a) = 12. .q, Va £ A.

Alors P = {u, 1, 12, ..., 12...(ç-l)},et il suffit de définir l'application g : PxP
R par <?(w,w) = 0, et :

pour que les deux suites UF et sff soient égales.
On peut alors appliquer d'une part le théorème 4 à la suite s9 ', et d'autre

part la proposition 1 de l'introduction à la suite UF, pour obtenir le résultat
suivant :

Théorème 5 Soient q un entier > 2, F : Sjj — » R une application telle que
F(0,0) = 0, de moyenne MF = ^£(£,£')eS= F(£,c'), d «F = («Hn))ngW /«
stt ê digitale correspondante.
Alors il existe une fonction GF '• R**  — <• R conù'nae, ef î7 existe une suite

) )m> i i périodique de période q, telles que l'on ait :

6 F (m)',

(ï) Pour tout entier m > 1, on a la formule :

m-l

m +
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(ii ) Pour tout réel x > 0, on a Gp(qx) = GF(Z).

Enfin, si MF  ̂0, alors la fonction G F est nulle pari dérivable.

Généralisation à s quelconque : la fonction Gp- associée à la suite digitale UF
par la proposition 1 est nulle part dérivable, dès que la moyenne MF est non
nulle.
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Sur la représentation en base (q,d).

Emmanuel Cateland

15 Avri l 1992

1 INTRODUCTIO N

Après avoir rappelé les propriétés de la représentation en base (q, d) des entiers
naturels, nous considérerons dans un premier temps les suites obtenues par
l'exclusion d'un chiffre; alors ces suites sont (ç — 1)— régulières, et leur fonction
caractéristique donne naissance à une suite g— automatique, et nous donnerons
un moyen simple de calculer le terme de rang n de ces suites en fonction de
l'écriture de n dans une certaine base.

Dans un deuxième temps, nous généraliserons les propriétés précédentes aux
suites obtenues par l'exclusion de plusieurs chiffres.

2 REPRESENTATION EN BASE (q,d)

2.1 Notations.

Soient q un entier > 2, d un entier tel que 2 — q < d < 0, et

£<<> = {<*,<*+ !,...,<*+ 9-1}

l'ensemble de q "chiffres" qui va servir à représenter tous les entiers naturels.
Nous partitionnons cet alphabet S, ' en deux sous-ensembles, à savoir :

• S(/)+ = {  1, 2, ... d +?-!}  est l'ensemble des d + q-1 chiffres > 0 de S(jd);

• S(gd)" = {d, </+!,..., -1,0} est l'ensemble des -d+1 chiffres < Ode £^°.

Pour finir , si M = EL-\£L-?.---£\£Q est un mot de longueur L > 1 sur l'alphabet
Sç , nous noterons v(M) l'entier de Z qu'il est censé représenter en base ( q , d ),
c'est à dire v(M) =
v(M) = 0.

9^ et si M = w est le mot vide sur £<y , alors
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2.2 Représentation des entiers naturels en base (q,d).

• D'abord, on convient que Q(q,d) =  w;

• Ensuite, si n est un entier > 1, alors :
II existe un unique

et il existe une unique suite finie

tels que l'on ait

avec la condition essentielle £i(n) € S, +.

• De plus on montre sans peine que, pour 0 < / < L, on a :

n d n d .

£'(n) = [7-^T]-9[7^-^T]-
• On convient alors que le mot représentant n en base ( q , d) est :

"(î.d) = £L(n)£L-i(n)...£i(n)£0(n),

et, avec les notations précédentes, on a donc n — v(n q̂<d)).

2.3 Remarques.

• D'abord, 0(?>d) = w;

• Ensuite, on a l(q,d) = 1, %(q,d) = 2, ...,d+ q - l(g,d) = & + q - 1, qui sont
les seuls mots de longueur 1 servant à représenter des entiers naturels.

• Enfin, si n > 1 est tel que l'on connaisse le mot, «(^d), alors nous aurons :

qn + d+q- l(q<d) - n(q<d).(d + q - 1).

où, ici, le point, représente l'opération de concaténation.

• Donc, en définitive, on peut dire que, parmi les q—l systèmes de représentation
possibles en base q (correspondant à q — l valeurs de d' telles que 2 — q <
d' < 0 ), la représentation en base (q,d) est le seul de ces systèmes qui
comporte exactement d + q — 1 chiffres > 0, à savoir ceux de Ŝ  ' .
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SUITES OBTENUES EN ENLEVANT UN
CHIFFRE DE

Maintenant, soit e € S? , nous noterons :

• uc la suite strictement croissante des entiers n £ !N tels que le mot R(?:d)
ne contienne pas le chiffre e;

• xc ta suite caractéristique de l'ensemble-image de ue.

Examinons à part le cas q = 2, car alors d = 0 et l'on est en représentation
2-adique usuelle des entiers.

Si £ ~ 0, alors w° est la suite croissante des entiers sans 0 dans leur développement
usuel en base 2, donc on a w°(n) = 2n — l,Vn Ç N et cette suite n'est
jamais fc—régulière, pour aucun entier k > 2, puisqu'elle croît trop vite.
Quant à la suite x'° correspondante, elle est évidemment 2-automatique,
un 2-automate reconnaissant, x° étant donné par :

Si £ = 1, alors w1 est réduit au singleton {0} , puisque tout entier n > 1 est tel
que le mot «(2,0) commence par le chiffre 1.

Nous supposerons donc maintenant que q > 3, et soit d tel que 2 — q < d < 0.
Nous distinguerons deux cas :

3.1 Cas A e € Sf>+.

D'abord, on a uc(0) = 0. Ensuite, remarquons que, dans Ŝ  ' \ il ne reste
plus que d+ q — 2 chiffres > 0; mais comme on veut au moins un chiffre > 0, le
cas d = 2 — q pose un problème et sera traité plus tard.

Remarquons enfin que, si n est un entier > 1 tel que l'on connaisse le mot
M £(n)(?irf) , alors les q — l entiers obtenus par concaténation de ce mot avec les

q — 1 chiffres de Sç \ seront encore dans îm «£.
Supposons alors que l'entier n soit représenté en base (q — l,d), c'est à dire

avec les chiffres de
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ensemble comportant lui aussi d + q — 2 > 1 chiffres > 0 (et ceci a bien un sens
puisque la condition 2 - (ç — l) = 3 - ç < d < Q e st bien vérifiée, car on a
supposé q > 3).
Nous avons donc montré le résultat suivant :

Théorème l Renumérotons S, ' \}  sous la forme suivante :

avec 1 < ci < c2 < ... < Cd+?-2 < d+ q — 1, puis posons de même :

S<d)- = {cd = d,cd+l = d+l,...,c-i = -I,c0 = 0}.

Alors on a la formule suivante pour u£(n) :

L L

(n)(q - 1)' => «'(«)n =

où ici l'on a :

et où

L =

1=0

_d_

9- '

Remarque. Un cas particulièrement facile est celui où £ = d + q — l, car alors
on a Ci = i pour cf < i < d + g — 2 et il  est évident, en pensant à l'ordre
lexicographique, que :

De l'expression donnée plus haut pour vf(n), nous déduisons les relations :

w£((ç — l)n -f d) = que(n) + cd,

w£( (ç- l )n-f d+q-2) = quc(n)

De ces relations, nous allons montrer que la suite uc est (q — 1)— régulière. En
effet, réécrivons ces relations sous la forme :

uc((q-\}n
u*((q-l)n

quc(n)
ue((q - l)(n + 1) + d) =  quc (n + l) + d,

= gwe(n + 1) + d+
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Ces relations sont, valables Vn € N. Pour montrer que we est (q — 1)— régulière,
on sait qu'il suffit de trouver un Z— module de type fini M, contenant u£ , et tel
que, pour chaque générateur S de M, les q — 1 sous-suites (S(q — l)n +
(pour 0 < r < q — 2) soient dans M.

Pour cela, prenons M le Z— module engendré par les trois suites uc , v, w
où v = (uc(n + I))n6is[ et w = (I

Pour  S = w, la vérification est triviale, puisque w est constante.

Pour  S = ue , distinguons deux cas :

• S i O < r < r f - | - < ï - 2, alors (ue(q- l)n + r)n€jv j = quc + crw € M,

• Si rf+ç— 1 < r < g — 2, alors (w£(ç — I)n + r)n|\ = ?«+(»•— g+l)w €

Pour  5 = v, distinguons encore deux cas :

• Si 0 < r < g-3, alors (v(q- l)n + r)neJS}  = (w£(g- l)n-f r + l)ne|vj
est bien un élément de M grâce a la vérification précédente,

• Enfin, si r = q — 2, alors (v(q — l)n + q — 2)n6j«j = qv £ M.

Donc ceci montre bien que u£ est une suite (q— 1)— régulière, et que le Z— module
engendré par son (q — 1)— noyau est de rang trois.

Montrons maintenant que Xe est une suite q— automatique, en utilisant les
relations suivantes :

Vr , Vn + r(î,d) = .r,

donc on a :

mais

Nous devons montrer que

Ng(xe) = {(Xc(<l kn + r))n6lM lk - °'° - r < qk}

est un ensemble fini, or nous allons montrer que l'on a :

En effet, il suffit de vérifier que, pour tout S élément de AT?(x£), les q sous-suites
(S(qn + r))nelM (Pour 0 £ r < Ç ~ ^ ) sont encore des éléments de Nq(x£)-

• D'abord, si S = (0)nj^ , le résultat est trivial;

94



• Ensuite, si S =  x/£ , alors on a :

- s i O < r <d + g - l e t r ^ e, alors (\-£(?n + r)

- puis (xe (qn + £))„«:*! = (°)neW-
- enfin, si d + q< r < q- 1, alors (x£(«"» + r))n6:N = (\(n + l))nÉIM -

• Enfin, la propriété pour (x*(n + l))nelV se vérifie de la même manière.

Exception au Cas A. Comme on l'a vu plus haut, c'est le cas où d = 2 — g, car

alors on a S, = {!} , et la suite ul consiste en l'ensemble des entiers dont
la représentation en base (g, 2 — g) ne fait pas apparaître le chiffre 1, donc seul
l'entier 0 (représenté par le mot vide u) satisfait à cette condition et, comme
pour g = 2 et £ = 1, ceci n'a plus aucun intérêt.

3.2 Cas B : e € EfK

Afi n d'alléger les notations, notons u = uc et x = Xe- D'abord, on a w(0) = 0.
Ensuite, remarquons que, dans S, \{e} , il reste toujours d + q — 1 chiffres > 0,
à savoir ceux de Ŝ  '+ , mais il ne reste plus que — d chiffres < 0; le cas d = 0
pose ainsi un problème et sera traité plus tard.

Remarquons enfin que, si n est un entier > 1 tel que l'on connaisse le mot
u(n)(q,d)i alors les q — 1 entiers obtenus par concaténation de ce mot avec les
q — 1 chiffres de "&f*  \}  seront encore des éléments de Im u.

Supposons alors que l'entier n soit représenté en base (q — l,d+ 1), c'est-
à-dire avec les chiffres de l'ensemble :

ensemble comportant lui aussi d + q — 1 chiffres > 0 (et ceci a bien un sens
puisque la condition 2 — (q — 1) = 3 — ç < d - f l < 0 e st bien vérifiée, car on a
pris le soin de prendre q > 3 et d ̂  0). De même que dans le cas A, ceci nous
éonne le résultat suivant :

Théorème 2 Renumérotons Ŝ  '~ \}  sous la forme suivante :

avec d < c,j+i < ca+2 < ... < CQ < 0, puis posons de même :

S(/)+ = { Cl = l.ca = 2,...,cd+î_1 = d+q-\}.

Alors on a la formule suivante pour u(n) :

L L

1=0 1=0
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oit ici l'on a :

et où :
9 ~

Remarque. Un cas particulièrement facile est celui où e = d, car alors l'on a
c,- = i pour d +1 < i < d + q — 1, et il est évident, en pensant à l'ordre
lexicographique, que :

VneN, ud(n) =

De l'expression pour ?i(n) donnée par le théorème, nous pouvons déduire les
relations :

u((q- l)n .

Alors, en adoptant la même démarche que dans le cas A, on peut montrer
facilement que la suite u est (q — 1)— régulière, en trouvant un Z— module de
rang 4, contenant u, et stable par les opérations consistant à extraire d'une
suite (5(n))ngj^ les q — 1 sous-suites de la forme (S((q — l)n + 7"))nejvj , pour
0< r<  ç-2.

De même, l'on peut montrer facilement que la suite x caractéristique de
l'ensemble Imu est g-automatique, et l'on peut trouver simplement un q— automate
reconnaissant cette suite en lecture inverse.
Exception au Cas B. Comme on l'a vu plus haut, c'est le cas où d = 0, car alors
le fait de représenter l'entier n en base (q — 1, 1) n'a plus de sens, de sorte que
nous allons traiter ce cas à part. :

u est ici la suite strictement croissante des entiers naturels qui, écrits en base
(g-, 0), c'est-à-dire en base q usuelle, ne font pas apparaître le chiffre 0. Comme
fl(Sio) = w, on a uj(0) = 0, puis w(l) = 1, w(2) = 2, etc..., et enfin w(g — 1) = g— 1,
qui sont les seuls mots de une lettre sur l'alphabet

servant à représenter des entiers naturels.
Puis remarquons que, si n > 1 est tel que l'on connaisse le mot w(n)(?jo)i

alors les q — 1 entiers obtenus par concaténation de ce mot avec les g — 1 chiffres

de S, \}  = {1,2, ...g— 1}  seront encore dans Ira u. On a ainsi un décalage
d'une unité par rapport au développement (g— l)-adique usuel de l'entier n > 1.

En d'autres termes, l'on a les relations suivantes :

«((g - l )n+l ) = qu(n) + l,
u((g-l)n + 2) = gu(n) + 2,
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relations valables pour tout entier »? > 0. Afi n de montrer que u est (g — 1)-
régulière, écrivons ces relations sous la forme suivante :

n((q — l)n) — qu(n — 1) + g — 1, Vn > 1,
u((q — l)n + 1) = g«(n)+l, Vn > Q,

Comme w(0) = 0, il suffit de poser u(—1) = ^—  ̂ pour que la première relation
soit valable pour n = 0.
Pour montrer que u est (g — l)-régulière, on sait qu'il suffit de trouver un
Z—module de type fini M., contenant w, et tel que, pour tout générateur
les g — 1 sous-suites (S(q — l)n +r)nei\  (pour r = 0,1,2,..., g — 2) soient encore
des éléments de M. Ici, nous prenons M —< u,v,w,x >^ avec :

• v =  (u(n - 1)

• x — (£(n.))n£]\ définie par : x(n) — 1 si n — 0, x(n) = 0 sinon.

On vérifie alors sans peine la propriété de (q — Irrégularité de u.
D'autre part, si x dénote la suite caractéristique de Im u, alors en utilisant

les relations :

9" + l(ç,o) = «(9,o)-l>

qn + q- l(g?0) = "(?,o)-(9 - !)•

nous obtenons que x(<ln} = 0,Vn > 1 et que x'(?« + r) = \'(n),Vn > 0,Vr =
l,2,...,g-l.

Ceci permet alors de montrer sans difficulté que x est une suite g— régulière,
car l'ensemble

N,(X) = {(X(qkn + r))nelsr / k > 0, 0 < r < qk }

est fini, réduit à :

{X, (X

puis l'on peut facilement donner un g— automate reconnaissant x en lecture
inverse .
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4 GENERALISATION : EXCLUSION DE PLUSIEURS
CHIFFRES DE S .̂

4.1 Un exemple.

Avant de traiter le cas général, montrons sur un exemple simple comment les
propriétés des suites vues à la section précédente se conservent.

Pour cela, prenons q = 7, d = —4; on se place ainsi sur l'alphabet

et nous noterons u la suite croissante des entiers naturels qui, écrits en base
(7, —4), ne font apparaître ni le chiffre -3, ni le chiffre -1, ni le chiffre 1.
Par analogie avec le cas où l'on exclut un chiffre, nous allons montrer trois
propriétés :

• que M est 4-régulière;

• que «(77) peut être obtenu à partir de l'écriture de n en base (4, —2);

• que \ (suite caractéristique de l'ensemble Im u ) est 7-automatique.

4.1.1 Premiers termes de u.

D'abord, on a w(0) = 0, puis l'on part de w(l ) = 2, seul chiffre autorisé et > 0
de S~~ ; ensuite, on remarque que, si n est un entier > 1 tel que l'on connaisse
le mot w(îi)(7|_4), alors les quatre entiers qui sont représentés en base (7 ,— 4)
par les mots :

u(n)(7,-4).(-4), w(7?)(7i_4).(-2), w(n)(7i_4).0, w(n)(7)_4).2

sont encore dans l'ensemble Im u.

4.1.2 Expression de u(n) grâce à ri(4 _2)-

Supposons que l'entier n soit représenté en base (4, —2), c'est-à-dire à l'aide des
chiffres de

et posons :
c_2 = -4, c-i = -2, c0 = 0, c, = 2.

Alors on a :
L L

1=0
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4.1.3 w est une suite 4-rcgulière.

Grâce à l'expression de w(n)(7 i_4) en fonction de 7i(4j_2), nous déduisons les
relations suivantes :

w(4n-2) = 7w(n)-4, Vn > 1,
«(4n- l) = 7«(n)-2, Vn > 1,
u(4n) = 7w(n), Vn > 0,
u (4n+ l) = 7«(n) + 2, Vn > 0.

Nous pouvons écrire ces 4 relations sous la forme suivante :

u(4n) = 7u(n), Vn > 0,
w(4n H- 1) = 7u(n) -f 2, Vn > 0,
w(4n + 2) = 7u(n + 1) - 4, Vn > 0,
w(4n + 3) = 7n(n+ l ) -2, Vn > 0.

Pour montrer que w est 4-régulière, soit M le Z—module de rang 3 engendré
par les suites «, v = (u(n + l))n£]\  et w = (l)ngï\ , nous montrons alors que,
pour tout générateur (-5(n))n6j^ de M, les 4 sous-suites (S(4n + r))n€j^ (pour
r = 0,1,2,3 ) sont encore dans Ai.

Ceci est trivial pour S = w, puisqu'alors (w;(4n -f r))n6j\  = w.

Pour  S — u, on a :

(w(4n)) = lu, (u(4n+l)) = 7«+2iu, (w(4n+2)) = 7v-4w, (w(4n+3)) = 7v-2w.

Pour  S=v, on a de même (v(4n + r)) = (?<(4n + r + 1)) € M si r = 0,1,2,
puis (u(4n -f- 3)) = (7a(n + 1)) = 7vEM.

4.1.4 x es* ; une suite 7-automatique.

Comme on est en base (7,—4), on a, pour tout entier n > 1, et pour tout
r £ ST~ , la propriété :

Ainsi, on a donc:

*(7n-3) =
X(7n~2) =

*(7n)
*(7n+l ) =

0,
X(
0,
x(
0,

Réécrivons ces sept relations sous la forme suivante
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X(7n) = x(n),
*(7n+l ) = 0,
X(7n + 2) = \(n),

Nous savons que ces 7 relations sont valables pour tout entier n > 0. Ceci permet
d'affirmer que l'ensemble :

Ni(x) = {(X(7kn + r))neW / k > 0, 0 < r < 7k]

est un ensemble fini , de cardinal 3, réduit à :

avec : x1 = (*(« + l))n€N' et Xa = (x(7« + I))»€N(= (°)ne!Nf)- On Peut

alors facilement en déduire un 7-automate reconnaissant la suite x en lecture
inverse :

•ac»»oVî«n
1 Jte -9
SorVi e

^

^

f

V

\

°A *
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4.2 Cas général.

Nous supposerons la base q > 3 fixée, ainsi que l'entier d tel que 2 — q < d < 0, et
rappelons que nous avons partitionné l'ensemble S? en deux sous-ensembles,
à savoir :

est l'ensemble des d + q - 1 chiffres > 0 de S d̂), et

est l'ensemble des —<f + 1 chiffres < 0 de Ŝ  .
Maintenant, soit p un entier tel que 2 < p < q — 2, nous allons considérer M

la suite strictement croissante des entiers naturels qui, écrits en base (q,d), ne
font apparaître que p chiffres donnés de S, , et soit % la suite caractéristique
de l'ensemble Im u. Ecrivons p = p~ + p+ , avec :
p~ est le nombre de chiffres "autorisés" de £ç ' , et
p"1" est le nombre de chiffres "autorisés" de Ŝ  .

Ainsi, dans l'exemple précédent, nous avions :

q = 7, d=-4, p = 4, p+ = 1, p~ = 3.

Par analogie avec cet exemple, nous allons essayer de montrer 3 propriétés :

• que u est p— régulière;

• que w(n) peut être obtenu à partir de l'écriture de n en base (p, —p~ + 1);

• que x est une suite q— automatique.

Pour cela, numérotons les p+ éléments autorisés de S, ' sous la forme c\ c%, ..., cp+
avec 1 < GI < ci < ... < CPH- < d+q— l, et numérotons de même les p~ éléments

autorisés de Sj sous la forme c_p-+i,c_p-+2! --- ,co avec d < c_p-+i <
c_p-+2 < ••• < c0 < 0.
Ces notations étant fixées, nous allons facilement montrer ce que l'on veut.

4.2.1 Quelques remarques.

Rappelons que l'on veut donner l'expression de u(n) à partir de l'écriture de n
en base (p, — p~ + 1), c'est-à-dire à l'aide des chiffres de :

avec :
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et

ensembles à respectivement p~ et p+ éléments.
D'autre part, remarquons que l'on a w(0) = 0, puis que l'on part de u ( l ) =

c\, w(2) = Cj, ..., w(p+) = cp+, qui sont les seuls chiffres > 0 de £̂  autorisés.
Enfin, si n > 1 est tel que l'on connaisse le mot M(n)(?,<*)> alors les p mots

obtenus par concaténation de ce mot avec les p chiffres autorisés de 2, ' sont
encore dans l'ensemble Im u.

4.2.2 Expression de u(n] grâce à ri(pi_p-+1).

Nous avons donc montré le résultat suivant :

Théorème 3 Supposons que l'entier n > 1 soit représenté en base (p, —p~ + 1),
c'est-à-dire à l'aide des p chiffres

-p~ + 1, -p- + 2,..., -1,0,1,2, ...,p+.

Alors on a la formule suivante pour u(n) :

L L

ici £i(n) G

4.2.3 u est une suite p—régulière.

Grâce à ce qui précède, nous obtenons les relations :

u(pn) = qu(n) + c0,
î t (pn+l) = 7«(n)-r-ci,

= qu(n+ l) + c_p-+2,

«(pn + p— 1) = qu(n c-\.

Il est alors très facile de montrer que u est p— régulière; en effet, il suffit, alors
de considérer le Z— module de rang 4, engendré par les suites u, v, w, z, avec
v = (u(n + l))n€]M , puis w = (I)n6j^, et z = (r(n))n€K définie par : z(n) = 1
si n = 0, z(n) = 0 sinon.
Il s'agit maintenant de vérifier que, si S = (5(n))ne|̂  est l'un de ces 4 générateurs,
alors on a (S(pn+r))n6j\  (pour r = 0, 1,2, ...,p— l)est encore dans le Z— module
en question.
Vérifications.
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(i) Pour S = u, on a :

• D'abord, (w(pn))ne|\ = qu + CQÎC — CQ:;

• Ensuite, (u(pn + ''))nc]>J = 9« + crw, pour 1 < r < p+;

• Enfin, (u(p?i -t- r)))l€]\ = 9" H- cr-pW, pour p + - f l < r < p — 1.

(ii ) Pour 5 = v, alors on a (v(pn -f r))ng]\ = (w(pn + r + I))n6jsi pour
0 < r < p — 2 qui est bien un élément du Z— module grâce à (i), puis, pour
r = p - 1, on a (v(pn + p - l))n

(iii ) Pour 5 = w, alors évidemment (w(pn + r))n£l^ — w-

(iv) Enfin, pour 5=2, alors (2(pn))n€isj = 2, et (2(pn -f r))nejv j = (0)n€ÏSî
pour 1 < r < p — 1.

Conclusion: u est bien une suite p—régulière.

4.2.4 x es*- une suite g—automatique.

Comme on est en base (g,d), on sait que, pour tout entier n > 1, et pour tout
chiffre r € S, ', on a :

On peut écrire ces relations sous la forme :

puis

d + g

= n(gid).(d+ q - 1).

= (n

de sorte que l'on obtient successivement :

q -
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relations qui sont valables pour tout entier n £ N.
Ainsi, le g— Noyau de %, c'est à dire l'ensemble :

N,(X) = {(X(qkn + r))B£W / k > 0, 0 < r < qk}

est un ensemble fini , réduit à :

N,(X) = {X, X\2},

1 ' 2 î, °ù r est un chiffreavec*  = X ' « + l))neISJ et*2 = (0)neIM =
non-autorisé.
On pourrait alors donner un g— automate reconnaissant la suite x en lecture
inverse, mais ce serait beaucoup de travail pour pas grand chose.

4.2.5 Restrictions.

Nous sommes partis de q > 3 et de d tel que 2 — q < d < 0, et nous n'avons
gardé que p chiffres de S, , à savoir :

• p+ chiffres > 0 parmi les d + q- l de S(/)+ = {1,2, ...,d+ q - 1},

• p~ chiffres < 0 parmi les -d ' + 1 de S d̂)~ = {d,d+ 1,...,-1,0}.

La première chose à exiger est que p+ > 1, car sinon u est réduite au singleton
{0} .
Comme p = p~*~ -f p~ et qu'on veut parler de p— régularité de u, la deuxième
chose à exiger est que p > 1.
Enfin, nous avons parlé de la représentation de n en base (p, —p~ + 1) et, pour
que ceci ait un sens, il faut que l'on ait les inégalités:

2 - P < ~P~ + 1 < 0.

La deuxième inégalité — p~ + 1 < 0 exige que l'on ait aussi p~ > 1, et la première
inégalité 2 — p+ — p~ < —p~ + 1 redonne p+ > 1.

Donc finalement, tout ce qui précède est valable dès que l'on a p = p+ -\-p~ >
2, avec à la fois p"1" > 1 et p~ > 1.
Il s'agirait ainsi d'examiner à part le cas où p~ = 0, c'est à dire où l'on ne garde
aucun chiffre < 0, mais où l'on garde au moins 2 chiffres > 0 de S, .

4.2.6 Remarque.

Prenons q = 3 et d = 0, donc S, = {0,1,2}  et, si r est un chiffre de cet
ensemble, notons par ur la suite strictement croissante des entiers naturels tels
que le mot 71(3,0) ne fait P213 intervenir le chiffre r.

On sait qu'alors ur est 2-régulière. Cependant, u°Ç}ul consiste en la suite
des entiers n G N tels que l'on ait à la fois 0 £ "(3,0) et 1 ̂  "(3,0); donc cette
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suite i> n'est autre que la suite des entiers qui, écrits en base (3,0), ne font
intervenir que le chiffre 2.

Ainsi, on a v(0) = 0, puis, pour n> 1, on a

n-l

1=0

Donc v n'est jamais k—régulière, pour aucun entier k > 1.
Ceci donne un exemple de deux suites 2-régulières dont l'intersection n'est

jamais k—régulière, VA: > 2.
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RESUME.

Nous étudions les fonctions sommatoires des suites digitales. Ces suites sont obtenues
en "promenant une fenêtre" sur le développement des entiers en base q, et sont une sous-
classe des suites q-régulières. Le comportement asymptotique des fonctions sommatoires
est précisé, avec la mise en évidence d'une oscillation "fractale", qui fait intervenir une
fonction continue nulle part dérivable. Dans la dernière partie nous nous intéressons à
des suites d'entiers à la Cantor, qui s'écrivent dans une base donnée en évitant certains
chiffres.

Mots-clés.
Fonctions sommatoires, suites digitales, "fonctions fractales", automates finis, substitu-
tions, ensembles d'entiers "à la Cantor".



?issi?i ; i

• 7^ *:" -• " 'm: î H
! -:;-::m

; ^^^^^

^SiîîfÇ,vr>cs»ĵ
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