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Résumé

Le contrôle de la qualité des calculs de structure suscite un intérêt croissant dans les
processus de conception et de certification. Il repose sur l’utilisation d’estimateurs d’er-
reur, dont la mise en pratique entraîne un sur-coût numérique souvent prohibitif sur
des calculs de grande taille. Le présent travail propose une nouvelle procédure permet-
tant l’obtention d’une estimation garantie de l’erreur de discrétisation dans le cadre
de problèmes linéaires élastiques résolus au moyen d’approches par décomposition de
domaine. La méthode repose sur l’extension du concept d’erreur en relation de com-
portement au cadre des décompositions de domaine sans recouvrement, en s’appuyant
sur la construction de champs admissibles aux interfaces. Son développement dans le
cadre des approches FETI et BDD permet d’accéder à une mesure pertinente de l’erreur
de discrétisation bien avant convergence du solveur lié à la décomposition de domaine.
Une extension de la procédure d’estimation aux problèmes hétérogènes est également
proposée. Le comportement de la méthode est illustré et discuté sur plusieurs exemples
numériques en dimension 2.

Mots-clefs : vérification, estimation d’erreur a posteriori, erreur en relation de com-
portement, décomposition de domaine sans recouvrement, FETI, BDD, calcul parallèle,
problèmes hétérogènes.
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Abstract

The control of the quality of mechanical computations arouses a growing interest in
both design and certification processes. It relies on error estimators the use of which
leads to often prohibitive additional numerical costs on large computations. The present
work puts forward a new procedure enabling to obtain a guaranteed estimation of dis-
cretization error in the setting of linear elastic problems solved by domain decompo-
sition approaches. The method relies on the extension of the constitutive relation er-
ror concept to the framework of non-overlapping domain decomposition through the
recovery of admissible interface fields. Its development within the framework of the
FETI and BDD approaches allows to obtain a relevant estimation of discretization er-
ror well before the convergence of the solver linked to the domain decomposition. An
extension of the estimation procedure to heterogeneous problems is also proposed. The
behaviour of the method is illustrated and assessed on several numerical examples in
2 dimension.

Key-words : vérification, a posteriori error estimation, constitutive relation error, non-
overlapping domain decomposition, FETI, BDD, parallel computation, heterogeneous
problems.
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Introduction

En rendant possible la réalisation de simulations numériques toujours plus com-
plexes, les progrès constants et soutenus en matière de capacité de calcul per-

mettent de répondre à un besoin inassouvi d’une partie de la communauté scientifique.
Celui-ci résulte des exigences croissantes en matière de modélisation des phénomènes
physiques, d’une part sur des échelles très grandes, d’autre part à travers l’usage de
lois de plus en plus complexes, afin d’approcher au mieux la prédiction des phéno-
mènes réels (citons entre autres la recherche en climatologie, biologie moléculaire ou
bien sur les nouveaux matériaux). Ainsi, le célèbre classement TOP500 1 des calcula-
teurs selon leurs performances vis à vis du « benchmark » LINPACK fait-il apparaître
tous les six mois des machines impressionnantes, dont la capacité atteint aujourd’hui
2,57 pétaFLOPS 2. Cette dynamique résulte bien souvent de politiques spécifiques dont
certains aspects les plus récents sont, en France, la création début 2007 du GENCI 3 of-
frant à la communauté scientifique un gain en terme de capacités de calcul de plus
de 30. Elles ont notamment conduit à la mise en place de plusieurs calculateurs sur
3 centres nationaux et l’acquisition par le CEA 4 de la machine Tera-100 qui, avec une
performance de calcul de 1,05 pFLOPS, occupait en novembre 2010 le 6èmerang mon-
dial.

Si les moyens de calcul intensif furent un temps l’apanage d’une partie restreinte de
la communauté scientifique, ils sont désormais plus largement accessibles du fait de
l’augmentation constante des capacités de calcul et de la diminution des coûts de fa-
brication associés. Ainsi leur arrivée dans les bureaux d’études est-elle à l’origine de
profonds changements au sein desquels la simulation prend une place d’importance
croissante. En particulier, l’un des enjeux majeurs actuels dans un contexte industriel
est probablement celui du Virtual testing, qui consiste, dans les phases de certification,
à remplacer les essais réels par des simulations numériques. En découlent des intérêts
indiscutables, tant en matière de réduction des coûts souvent très élevés liés au essais
sur des structures réelles (citons à titre d’exemple le domaine de l’aéronautique), que
dans les cas où la structure cible est unique (cas du génie civil) et qu’aucun prototype
de certification n’est, de fait, réalisable.

Se pose alors la question de la fiabilité des simulations numériques employées, qu’il
faut être en mesure de certifier au moyen d’outils adaptés afin de s’assurer que les

1. http://www.top500.org

2. 2,57.1015 opérations par seconde
3. Grand Équipement National de Calcul Intensif (http://www.genci.fr)
4. Commissariat à l’Énergie Atomique
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résultats obtenus soient proches de la réalité tout en quantifiant l’écart commis par
rapport à cette dernière. Toute procédure de calcul peut être schématiquement dé-
composée en une succession de trois phases distinctes : la modélisation du problème
étudié, conduisant généralement à un ensemble d’équations aux dérivées partielles po-
sées sur des domaines continus, puis la discrétisation du problème constitué par les
équations précédentes, préalable à tout traitement informatique, enfin, la résolution
proprement dite du problème discret obtenu. La fiabilité de toute simulation passera
alors par la maîtrise de chaque étape sus-citée. Par la suite, nous laissons de côté la
première étape, consistant à décrire à l’aide d’un modèle mathématique et de manière
suffisamment fine le comportement de la structure dans un environnement donné, gé-
néralement du ressors du physicien. Le numéricien s’intéresse, quand à lui, aux pro-
blématiques posées par la maîtrise des deux dernières étapes, que nous détaillons par
la suite.

Toute phase de discrétisation d’un problème continu entraîne inévitablement l’obten-
tion d’une solution approchée plus ou moins représentative de la solution exacte selon le
soin apporté à l’approximation numérique. Dès lors, afin de pouvoir certifier la qualité
d’un calcul donné, il est nécessaire d’être en mesure d’estimer l’écart — appellé erreur
de discrétisation — entre cette solution approchée, issue par exemple de l’application
de la méthode des éléments finis, et la solution exacte (bien souvent inconnue) du pro-
blème continu. Cette thématique, connue sous le nom de vérification, fait ainsi l’objet de
nombreux travaux de recherche depuis le milieu des années 1970. Les premières ten-
tatives du genre utilisèrent les propriétés de convergence des méthodes des éléments
finis afin de majorer l’écart entre les deux solutions. Ces procédures ne permettant pas
une estimation précise de l’erreur de discrétisation, de nouvelles méthodes d’estimation
dites a posteriori leur sont assez rapidement préférées. Une fois la solution approchée
obtenue, il s’agit alors d’en étudier les défauts de manière à quantifier son écart par
rapport à la solution exacte. Les premiers estimateurs d’erreur du genre fournissent une
information globale à l’échelle de la structure entière, ainsi qu’une carte de contribu-
tions élémentaires particulièrement utile en vue d’obtenir une solution satisfaisant à
une précision donnée à l’aide de procédures adaptatives. Plus récemment furent égale-
ment développées des techniques d’estimation permettant d’évaluer l’erreur commise
sur des quantités d’intérêt (par exemple, des contraintes de Von-Mises sur des zones
locales en temps ou en espace...) particulièrement susceptibles d’intéresser l’ingénieur
lorsqu’elles portent sur les aspects dimensionnants d’une structure. Sur ce point précis,
la tendance actuelle consiste à élaborer des bornes supérieure et inférieure permettant
d’encadrer la solution. On distingue généralement trois approches d’estimation a poste-
riori dans le domaine de la mécanique des structures. La première d’entre elles exploite
les défauts de vérification de l’équation d’équilibre inhérents à la résolution approchée
par une méthode des éléments finis en déplacement, la deuxième repose sur le concept
d’erreur en relation de comportement, enfin, la dernière s’appuie sur les défauts de ré-
gularité des solutions. En outre, la qualité d’un estimateur est principalement jugée
sur sa capacité à fournir une estimation garantie, c’est à dire une borne supérieure de
l’erreur vraie. Se pose également la question de la pertinence des estimations obtenues,



entendue ici comme la proximité entre l’erreur estimée et l’erreur vraie, et qui suscite
aujourd’hui encore de nombreux travaux. Sur ces deux aspects, les méthodes et leurs
nombreuses variantes entrant dans la classification précédente restent inégales et la
mise en œuvre d’une estimation garantie engendre jusqu’à présent un surcoût de cal-
cul particulièrement important et même prohibitif sur de gros problèmes. De fait, le
choix d’un estimateur est généralement le fruit d’un compromis entre qualité attendue
et sur-coût de calcul engendré.

Du point de vue résolution proprement dit, remarquons que l’écrasante majorité des
calculateurs actuels sont en réalité des clusters construits par la mise en parallèle de
nombreuses machines ou nœuds de calcul. Cette particularité explique d’une part les
performances affichées par les calculateurs les plus puissants, largement supérieures à
celles prédites par la conjecture de Moore 5. Elle permet également, d’autre part, une
réalisation peu onéreuse de clusters de calcul puissants à l’aide d’un ensemble de com-
posants standards. Ce type d’architectures massivement parallèle connaît néanmoins
des limitations dues au caractère distribué de sa mémoire. Chaque processeur n’a en
effet accès qu’à la mémoire vive du noeud dont il dépend, d’où une localisation des
données qui rend ainsi nécessaire le développement de technologies d’échange et de
communication entre noeuds. Sur ce dernier point, malgré de nombreuses avancées
tant au niveau matériel (Infiniband) qu’au niveau des protocoles de communication
(Myrinet, Ethernet Gigabit) et des interfaces de programmation applicatives (MPI), les
performances souffrent encore bien souvent des limitations inhérentes au réseau d’in-
terconnexion entre noeuds. Afin de faire évoluer les pratiques du calcul numérique en
direction de simulations de plus en plus complexes, l’adaptation des méthodes numé-
riques aux spécificités susmentionnées apparaît incontournable de manière à profiter
pleinement des gains induits par ces nouvelles architectures. Tout algorithme de ré-
solution candidat au parallélisme se devra alors de décomposer un problème initial
en un ensemble de problèmes locaux aussi indépendants que possible de manière à
minimiser les échanges entre processus, tant en terme de taille que de nombre de com-
munications. Dans ce contexte, les méthodes de décomposition de domaine, qui consistent
à obtenir un ensemble de problèmes locaux en partitionnant le domaine de définition
initial d’un problème aux dérivées partielles en sous-domaines, constituent un élément
de réponse adapté. En particulier, les méthodes de décomposition sans recouvrement de
type Schur-Krylov conduisent à la résolution itérative d’un problème condensé sur l’in-
terface entre les sous-domaines, conjointement à des calculs locaux sur chaque sous-
domaine pouvant ainsi être effectués en parallèle. La majorité des échanges entre pro-
cesseurs sont alors relatifs aux données d’interface, de taille réduite par rapport à celles
du problème global, et ne concernant que les sous-domaines voisins. En outre, cette der-
nière classe de méthodes est particulièrement bien adaptée aux problèmes rencontrés
en mécanique des solides, qui sont souvent issus de l’assemblage de différentes pièces
ou matériaux ayant chacun des caractéristiques spécifiques, et où la notion d’interface
est bien réelle. Cela permet notamment la mise en place de formulations et de précon-

5. De manière simplifiée, la conjecture de Moore postule un doublement des capacités de calcul des
microprocesseurs tous les dix-huit mois.



ditionneurs consistants vis à vis du contenu mécanique des problèmes étudiés. Souli-
gnons également un autre avantage de ce type de méthode qui réside dans l’utilisation
de solveurs de type Krylov lors de la résolution itérative du problème d’interface, sol-
veurs dont les propriétés mathématiques permettent le développement de procédures
d’accélération de convergence.

Ce travail s’inscrit dans une réflexion générale autour de la mise en place de straté-
gies parallèles adaptatives pour le calcul de structure, et part d’une constatation selon
laquelle la littérature est encore assez pauvre, à l’heure actuelle, en travaux tirant par-
tie des apports réciproques entre vérification et calcul intensif. Or, dans le contexte
actuel, le besoin paraît pourtant important de développer des procédures de certifi-
cation dans le cadre de simulations de grande taille qui seront typiquement résolues
par une approche parallèle, mais également de mettre ce type d’approche à la disposi-
tion des procédures d’estimation d’erreur dont l’exigence de précision peut engendrer
des coûts de calcul additionnels particulièrement élevés. Se pose alors deux princi-
pales questions, auxquelles nous avons tenté, à travers ce travail de thèse, de répondre.
La première concerne l’adaptation des techniques d’estimation d’erreur au cadre sous-
structuré, alors qu’une partie des estimateurs repose sur la résolution de problèmes
posés sur des « patchs » d’éléments, pour lesquels la localisation des donnés peut poser
problème dans le cas où ceux-ci seraient répartis sur deux sous-structures distinctes.
La seconde concerne l’emploi d’un solveur itératif dans la résolution du problème d’in-
terface, et son influence sur la qualité de l’estimation d’erreur lorsque la convergence
de celui-ci n’est pas atteinte. Enfin, signalons que l’ensemble des méthodes développées
dans ce document a donné lieu à une reflexion et un travail relatif à leur implantation
pérenne au sein du code de calcul éléments finis orienté objet ZeBuLon (NwNumerics,
ONERA, École des Mines de Paris).

Remaillage

Estimation d'erreur
parallèle

Discrétisation

Décomposition

Réutilisation de
l'information

◻ Fig. 0.1. Stratégie parallèle adaptative pour le calcul de structures

Au vu des considérations précédentes et des objectifs de ce travail, le présent document
est subdivisé en cinq chapitres distincts. Les deux premiers chapitres sont dédiés à un
état de l’art de la littérature relative au contexte de cette thèse tandis que les trois
suivants correspondent au cœur du travail effectué.

Le premier chapitre brosse un état de l’art relatif aux méthodes d’estimation des erreurs
de discrétisation. Y sont présentés les principaux estimateurs d’erreur ainsi que leurs
différentes variantes dans le cadre des problèmes linéaires. On insiste dans chacun des



cas sur le caractère garanti ou non de l’estimation ainsi réalisée. En outre, les extensions
aux problèmes non-linéaires y sont également mentionnées le cas échéant.

Le deuxième chapitre s’attache à décrire les principaux algorithmes associés aux mé-
thodes de décomposition de domaine sans recouvrement. Une fois le cadre de travail
sous-stucturé introduit dans sa version discrète, les deux principales approches de ré-
solution — l’approche duale et l’approche primale — sont présentées en insistant no-
tamment sur la construction des préconditionneurs adaptés ainsi que la gestion des
problèmes grossiers associés. D’autres approches représentatives — les approches hy-
brides, recondensées et mixtes, y sont ensuite brièvement décrites.

Le troisième chapitre rentre dans le vif du sujet relatif à l’estimation d’erreur a posteriori
en cadre sous-structuré. Après avoir ébauché un rapide panorama de quelques contri-
butions existantes à cette problématique, on présentera une méthode d’estimation d’er-
reur reposant sur le concept d’erreur en relation de comportement et permettant d’en
étendre de manière simple la validité au cadre sous-structuré. La méthode repose sur la
construction de champs d’interface admissibles permettant par la suite la construction
parallèle, sur chaque sous-domaine, de champs admissibles à l’échelle de la structure
globale en utilisant directement pour cela les outils déjà développés dans un cadre sé-
quentiel par le passé. L’estimateur ainsi obtenu permet de conserver les propriétés in-
téressantes de l’erreur en relation de comportement tout en fournissant une estimation
d’erreur garantie quel que soit l’état des champs d’interface.

Le quatrième chapitre s’attache à la mise en place de la technique d’estimation introduite
précédemment dans le cadre des approches de décomposition de domaine de type FETI
et BDD. On y montre que la construction des champs d’interface admissibles peut s’ef-
fectuer à moindre coût en utilisant les champs intermédiaires provenant des étapes de
préconditionnement des solveurs. Il en résulte un estimateur performant permettant
d’obtenir, sur les exemples traités, une évaluation pertinente de l’erreur en quelques
itérations du solveur associé à décomposition de domaine.

Enfin, le cinquième et dernier chapitre s’intéresse à la mise en application sur des pro-
blèmes hétérogènes des techniques précédemment étudiées. On y constate que le dé-
coupage d’une structure hétérogène en sous-structures homogènes permet d’obtenir
une estimation d’erreur plus pertinente que celle fournie par les outils séquentiels.
D’autre part, l’utilisation de préconditionneurs adaptés aux cas hétérogènes permet de
conserver les propriétés de convergence de l’estimateur d’erreur par rapport au solveur
du problème d’interface. Enfin, après avoir observé un comportement défectueux de
l’estimateur d’erreur séquentiel sur l’exemple hétérogène considéré, on propose une
amélioration de ce dernier afin de lui restaurer des performances proches de celles ob-
servées sur les problèmes décomposés en sous-structures homogènes.





Chapitre 1.

Estimation de la qualité d’un calcul par
éléments finis

Ce chapitre dresse un rapide état de l’art relatif à l’estimation de
la qualité d’un calcul éléments finis. Après avoir présenté le cadre
de travail de référence utilisé dans l’ensemble de ce document, la
problématique de l’estimation des erreurs de discrétisation est intro-
duite. Les principales classes de méthodes y sont ensuite présentées
dans le cadre linéaire tandis que leur potentielle extension au cadre
non-linéaire est notifiée le cas échéant. Enfin, les méthodes d’estima-
tion d’erreur sur des quantités d’intéret sont brièvement présentés.
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De par le nombre et la diversité des travaux réalisés durant ces trois dernières décen-
nies, la thématique relative à l’estimation et au contrôle de la qualité d’un calcul

par éléments finis constitue aujourd’hui un domaine au cadre d’application très large.
Ce chapitre permettra d’introduire plus en détail le contexte général ainsi que les diffé-
rentes réponses apportées par la communauté scientifique. Il n’est nullement question
d’ébaucher une revue exhaustive du sujet, ce qui ne serait guère possible en un seul
chapitre étant donné la richesse de la littérature, mais de présenter quelques points
utiles à la bonne compréhension du domaine avant d’aborder la suite de ce travail. Le
lecteur désireux d’approfondir le sujet pourra se référer à plusieurs ouvrages de réfé-
rence, notament [I. Babuska et T. Strouboulis, 2001 ; P. Ladevèze et J.P. Pelle, 2004 ;
Stein, 2003 ; Verfürth, 1996].

Après avoir rappelé les bases des formulations éléments finis et introduit le cadre gé-
néral de la vérification, nous présenterons les différentes familles d’estimateurs et dé-
taillerons les principaux développements relatifs à l’estimation d’erreur globale, en se
restreignant au cas des problèmes linéaires. Toutefois, en parallèle de cette restriction
au contexte linéaire motivée par le cadre de travail de cette thèse, nous dresserons
un rapide état des lieux des extensions aux problèmes non-linéaires. Enfin, nous pré-
senterons brièvement les principes de l’estimation des erreurs sur des quantités d’in-
térêt locales, qui constituent l’essentiel des travaux menés durant la dernière décen-
nie.

1.1. Problème modèle et résolution éléments finis

1.1.1. Problème modèle

Afin d’illustrer les différents éléments abordés dans le présent chapitre, considérons
(dans le cadre de travail de la mécanique des milieux continus) un problème classique
de statique linéaire posé sur un solide décrit par une loi de comportement élastique et
évoluant sous l’hypothèse des petites perturbations.

Le solide est modélisé par un domaine ouvert Ω ⊂ Rd (où d désigne la dimension de
l’espace) que l’on supposera borné et régulier. La frontière ∂Ω de Ω est divisée en deux
parties complémentaires ∂uΩ et ∂fΩ sur lesquelles sont appliquées, respectivement,
des conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann. Introduisons également un
ouvert quelconque ω ⊂ Ω possédant les mêmes propriétés que Ω. On notera de même
∂uω = ∂ω ∩ ∂uΩ, ∂fω = ∂ω ∩ ∂fΩ et Υ = ∂ω/ (∂uω ∪ ∂fω), Υ désignant l’interface entre ω
et le reste du domaine Ω.

Dans la suite, L2(ω) désigne l’espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur
ω, H1(ω) l’espace de Sobolev usuel défini par H1(ω) = {v ∈ L2(ω) tel que Dv ∈ L2(ω)},
H1/2(∂ω) celui des traces sur ∂ω des fonctions de H1(ω), et H−i(⋅) l’espace dual de



◻ Fig. 1.1. Problème modèle

H i(⋅). On pourra se reporter à [Adams et Fournier, 1975] pour plus de détails sur ces
espaces fonctionnels.

Le problème mécanique défini sur Ω est alors décrit par un système d’équations aux dé-
rivées partielles elliptique que l’on peut catégoriser comme suit :
– équations de compatibilité :

ε(u) = 1

2
(∇.uT +∇.u) dans Ω

u = ud sur ∂uΩ (1.1a)

– équations d’équilibre :

div(σ) + f = 0 dans Ω

σ.n = g sur ∂fΩ (1.1b)

– relation de comportement :

σ = H ∶ ε(u) dans Ω (1.1c)

où ud désigne le champ de déplacement imposé sur la frontière ∂uΩ, g le champ d’efforts
imposés sur la frontière ∂fΩ, f le champ d’efforts au sein du domaine Ω et H l’opérateur
de Hooke du matériau considéré.

Afin d’obtenir des solutions à énergie finie, le champ de déplacement u ∶ Ω → Rd sera
cherché dans l’espace [H1(Ω)]d et le champ de contrainte σ ∶ Ω → Rd2

dans l’espace

[L2(Ω)]d
2

. D’autre part, pour que le problème soit bien posé, nous supposerons que
mes(∂uΩ) > 0 et que l’opérateur de Hooke H définit une forme bilinéaire symétrique
continue et cœrcive. Sous ces hypothèses, le problème (1.1a,1.1b,1.1c) possède une so-
lution unique [Salençon, 1988].



1.1.2. Principes variationnels et résultats auxilliaires

Introduisons l’espace d’admissibilité Ca(ω) des déplacements (ou espace des champs ci-
nématiquement admissibles) vérifiant sur ω les équations de comptabilité (1.1a) :

Ca(ω) = {v ∈ [H1(ω)]d tel que tr(v)∣∂uω = ud} (1.2a)

ainsi que l’espace vectoriel associé Ca0(ω) des champs cinématiquement admissibles à 0 :

Ca0(ω) = {v ∈ [H1(ω)]d tel que tr(v)∣∂uω = 0} (1.2b)

où tr ∶H1(ω) →H1/2(∂ω) désigne l’opérateur de trace.

Nous aurons également recours par la suite au sous-espace CaΥ(ω,wd) de Ca(ω) à condi-
tions de Dirichlet imposées sur Υ :

CaΥ(ω,wd) = {v ∈ Ca(ω) tel que tr(v)∣Υ = wd} (1.3a)

ainsi qu’à son espace vectoriel associé Ca0
Υ(ω) :

Ca0
Υ(ω) = {v ∈ Ca(ω) tel que tr(v)∣Υ = 0} (1.3b)

A l’aide des notations ci-dessus, la formulation faible du problème (1.1) s’écrit alors de
manière classique :

Trouver (u,σ) ∈ Ca(Ω) × [L2(Ω)]d
2

vérifiant :

∫
Ω
σ ∶ ε(v)dΩ = ∫

Ω
f.v dΩ + ∫

∂fΩ
g.v dΓ ∀ v ∈ Ca0(Ω)

σ = H ∶ ε(u)

(1.4)

1.1.2.1. Formulation variationnelle en déplacement

En notant σ ∶ [H1(Ω)]d → [L2(Ω)]d
2

l’application σ(u) = H ∶ ε(u) qui à un champ
de déplacements donné associe le champ de contraintes associé, la formulation faible en
déplacement du problème modèle se déduit de (1.4) :

Trouver u ∈ Ca(Ω) vérifiant :

∫
Ω
σ(u) ∶ ε(v)dΩ = l(v) ∀ v ∈ Ca0(Ω)

(1.5)

avec l(v) = ∫
Ω
f.v dΩ + ∫

∂fΩ
g.v dΓ.

Notons qu’en introduisant la fonctionnelle représentant l’énergie potentielle du système
étudié

Ep(u) = Ed(u) − l(u) (1.6)



où Ed(u) désigne l’énergie de déformation donnée par :

Ed(u) = 1

2
∫

Ω
σ(u) ∶ ε(u)dΩ (1.7)

(1.5) est équivalent au problème de minimisation suivant :

Trouver u ∈ Ca(Ω) vérifiant :

Ep(u) ≤ Ep(v) ∀ v ∈ Ca(Ω)
(1.8)

Le champ de contraintes est ensuite calculé par application de la relation de comporte-
ment.

1.1.2.2. Formulation variationnelle en contraintes

De même, il est possible de résoudre le problème (1.4) par une formulation faible en
contraintes en introduisant l’espace des champs statiquement admissibles Sa(Ω) sur Ω :

Sa(Ω) = {τ ∈ [L2(Ω)]d
2

tel que τ = τT et ∫
Ω
τ ∶ ε(v)dΩ = l(v), ∀ v ∈ Ca0(Ω)}

ainsi que l’espace vectoriel associé Sa0(Ω) des champs statiquement admissibles à 0 :

Sa0(Ω) = {τ ∈ [L2(Ω)]d
2

tel que τ = τT et ∫
Ω
τ ∶ ε(v)dΩ = 0, ∀ v ∈ Ca0(Ω)}

La solution de (1.4) est alors cherchée dans l’espace Sa(Ω) à travers le problème de
minimisation suivant :

Trouver σ ∈ Sa(Ω) vérifiant :

Ec(σ) ≤ Ec(τ) ∀ τ ∈ Sa(Ω)
(1.9)

où
Ec(τ) = 1

2
∫

Ω
τ ∶ (H−1 ∶ τ) dΩ − ∫

∂uΩ
τ.n.ud dΓ (1.10)

désigne l’énergie complémentaire du système.

1.1.2.3. Résultats auxilliaires

Des principes variationnels exposés précédemment découlent plusieurs résultats auxil-
liaires utiles pour la suite de ce chapitre. Introduisons tout d’abord les traditionnelles
normes énergétiques en déplacement ∣∣∣u∣∣∣H,Ω et en contrainte ∣∣∣σ∣∣∣H−1,Ω :

∣∣∣u∣∣∣H,Ω =[∫
Ω
σ(u) ∶ ε(u)dΩ]

1/2
= [∫

Ω
(H ∶ ε(u)) ∶ ε(u)dΩ]

1/2
(1.11)

∣∣∣σ∣∣∣H−1,Ω =[∫
Ω
σ ∶ (H−1 ∶ σ) dΩ]

1/2
(1.12)



ainsi qu’une fonctionnelle erdc,Ω appellée erreur en relation de comportement [P. Lade-
vèze, 1975] et définie par :

erdc,Ω(v, τ) = ∣∣∣τ −H ∶ ε(v)∣∣∣H−1,Ω (1.13)

erdc,Ω fournit une mesure de la non vérification de la relation de comportement entre les
champs u et τ sur Ω et vérifie la propriété fondamentale suivante :

erdc,Ω(v, τ) = 0⇔ τ = σ(v) (1.14)

◻ Remarque 1.1 À l’aide de l’erreur en relation de comportement (1.13), le problème modèle
(1.4) peut être reformulé comme :

Trouver (u,σ) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) vérifiant : erdc,Ω(u,σ) = 0 (1.15)

En sus du couple (u,σ) solution du problème (1.15), considérons un couple quelconque
(v, τ) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω), on a :

erdc,Ω(v, τ)2 = ∣∣∣(τ − σ) −H ∶ ε(v − u)∣∣∣2H−1,Ω

= ∣∣∣σ − τ ∣∣∣2H−1,Ω + ∣∣∣u − v∣∣∣2H,Ω − 2∫
Ω
(σ − τ) ∶ ε(u − v)dΩ

Or ∫
Ω
(σ − τ) ∶ ε(u − v)dΩ = 0 du fait de l’orthogonalité entre les espaces Ca0(Ω) et

Sa0(Ω), on obtient alors :

∣∣∣σ − τ ∣∣∣2H−1,Ω + ∣∣∣u − v∣∣∣2H,Ω = erdc,Ω(v, τ)2, ∀ (v, τ) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) (1.16)

Cette relation, connue sous le nom de théorème de Prager-Synge [Prager et Synge, 1947],
est d’une importance capitale dans la fiabilité des estimations d’erreur a posteriori.

◻ Remarque 1.2 En développant erdc,Ω(v, τ), on peut obtenir une version énergétique de la
relation précédente sous la forme :

∣∣∣σ − τ ∣∣∣2H−1,Ω + ∣∣∣u − v∣∣∣2H,Ω = 2 [Ep(v) + Ec(τ)] , ∀ (v, τ) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) (1.17)

Nous verrons par la suite que cette seconde relation est à la base de l’estimation d’erreur par
analyse duale.

1.1.3. Problème approché et résolution éléments finis

Le problème variationnel (1.5) étant de dimension infinie, il est nécessaire, pour en me-
ner une résolution numérique, de se ramener à un problème de dimension finie. Pour
cela, la méthode des éléments finis en déplacement [Bathe, 1996 ; Ciarlet, 1978 ; O.C.
Zienkiewicz et Taylor, 1988] consiste à introduire une triangulation Ωh du domaine Ω



[Frey et Georges, 1999], puis à rechercher la solution u dans un sous-espace Cah(Ω) de
Ca(Ω) définit par :

Cah(Ω) = {vh ∈ Ca(Ω) tel que vh∣Ek
∈ Pp(Ek) ∀Ek ∈ Ωh} (1.18)

où Pp(Ek) désigne l’espace des polynômes d’ordre p sur l’élément Ek. Le problème
variationnel approché s’écrit alors :

Trouver uh ∈ Cah(Ω) vérifiant :

∫
Ω
σ(uh) ∶ ε(vh)dΩ = ∫

Ω
f.vh dΩ + ∫

∂fΩ
g.vh dΓ, ∀ vh ∈ Ca0

h(Ω) (1.19)

Le champ de contrainte approché σh et ensuite calculé par application de la relation de
comportement :

σh = σ(uh) = H ∶ ε(uh) (1.20)

1.1.4. Remarques sur la solution éléments finis

De par le choix de l’espace d’approximation de uh, vérifiant Cah(Ω) ⊂ Ca(Ω), la solu-
tion approchée issue d’une méthode éléments finis satisfait également aux conditions
de compatibilité (1.1a) et reste donc cinématiquement admissible, malgré divers dé-
fauts inhérents au choix de Cah(Ω). Le cas du champ de contrainte σh est en revanche
plus problématique : d’une part, σh est recherché dans l’espace image de Cah(Ω) par
la loi de comportement σ d’après (1.20), et d’autre part, en vertu de (1.19), l’espace
d’admissibilité Sah(Ω) de σh est défini par

Sah(Ω) = {τh ∈ [L2(Ω)]d
2

tel que τh = τTh et ∫
Ω
τh ∶ ε(vh)dΩ = l(vh) ∀ vh ∈ Ca0

h(Ω)}

et vérifie la relation fondamentale Sah(Ω) ⊃ Sa(Ω). Par conséquent, σh appartient au
singleton engendré par l’intersection de ces deux espaces :

{σh} = Sah(Ω) ∩ {H ∶ ε(Cah(Ω))}

or sauf cas triviaux, Sa(Ω) ∩ {H ∶ ε(Cah(Ω))} = ∅, de sorte que :

σh ∉ Sa(Ω)

D’un point de vue mécanique, cette dernière observation a plusieurs conséquences sur
le champ de containtes obtenu, notament la non vérification :
– des conditions aux limites de Neumann : σh.n ≠ g sur ∂fΩ ;
– de l’équilibre intérieur sur chaque élément du maillage : div(σh) + f ≠ 0 sur E ;
– de l’équilibre interne entre les éléments du maillage : σh.nE+σh.nE′ ≠ 0 sur ∂E∩∂E′ ;
où E et E′ désignent deux éléments du maillage Ωh, nE et nE′ leur normale sortante
respective.



◻ Remarque 1.3 D’autres sources d’erreurs peuvent être constatées sur le couple solution
approché, provenant pour l’essentiel :
– du non respect de la géométrie initiale par la triangulation éléments finis si celle-ci est trop

grossière par rapport à la complexité du domaine ;
– d’une représentation approximative des conditions aux limites du problème, si les données
ud et f sont trop oscillantes par rapport aux fonctions de formes éléments finis ;

– du traitement numérique du problème discret (erreurs de convergence des solveurs, ap-
proximation numérique, troncature...).

Par un choix adapté de la triangulation éléments finis et des solveurs numériques associés, ces
sources d’erreurs supplémentaires peuvent, dans de nombreux cas, être évitées ou du moins
rendues négligeables par rapport aux erreurs de discrétisation précédemment mentionnées,
de telle sorte qu’elles ne feront pas l’objet de notre attention dans les méthodes présentées par
la suite.

1.2. Généralités autour de l’estimation d’erreur sur les
solutions éléments finis

Dans la suite de ce chapitre, on note (u,σ) le couple de solutions exactes du problème
(1.4), et (uh, σh) une solution approchée obtenue par la méthode des éléments finis en
déplacement associée à une triangulation Ωh de Ω.

L’erreur de discrétisation associée au champ de déplacement uh de la solution appro-
chée est un élément de l’espace Ca0(Ω) et s’écrit :

e = u − uh (1.21)

◻ Remarque 1.4 On peut définir de manière similaire une erreur sur le champ de contraintes :

eσ = σ − σh (1.22)

1.2.1. Convergence de la méthode éléments finis

L’étude mathématique approfondie des méthodes éléments finis, depuis les années
1960, est à l’origine de plusieurs résultats de convergence [Aziz et I. Babuska, 1972 ;
Ciarlet, 1978]. Ceux-ci reposent notamment sur le lemme de Céa, qui stipule (dans sa
forme générale) l’existence d’une constanteC indépendante de Vh telle que :

∥u − uh∥L2(Ω) ≤ C inf
vh∈Vh

∥u − vh∥L2(Ω)

où uh est la solution d’un problème variationnel du type de (1.19) recherchée dans un
espace d’approximation Vh. Sous réserve de conditions suffisantes de régularité sur la
solution u, il est ensuite possible dans le cas général de majorer infvh∈Vh ∥u − vh∥L2(Ω) =



d(u,Vh) par un terme proportionnel à C(u)hβ où C(u) est indépendant de h, aboutis-
sant au résultat suivant :

∥u − uh∥L2(Ω) ≤ C(u)hβ (β > 0)

La valeur de β dépend de nombreux paramètres inhérents à la nature du problème
global (régularité de la solution, du domaine, des diverses conditions aux limites...) et
des caractéristiques de la méthode d’approximation utilisée (choix de la triangulation,
de la base d’approximation éléments finis...).

◻ Remarque 1.5 Sous certaines hypothèses sur le choix de la triangulation éléments finis
[Allaire, 2008 ; Ciarlet, 1978] usuellement satisfaites dans de nombreux problèmes et si
u ∈Hp+1(Ω), il est possible d’affiner le résultat de convergence précédent :

∥u − uh∥Hp+1(Ω) ≤ Chp∥Dp+1u∥L2(Ω)

où p désigne le degré maximal de la base de fonctions de forme éléments finis.

Estimation a priori

Les résultats précédents sont à l’origine des premières estimations de ∥e∥, qualifiées
d’estimations a priori car n’utilisant que les données d’entrée du problème d’approxi-
mation (taille de maille, conditions aux limites, propriétés de la solution exacte...). On
retiendra notament le résultat de majoration simplifié suivant :

∥e∥ ≤ Chq (1.23)

où q désigne :

– pour une solution régulière, le degré maximal d’interpolation p de la base des fonc-
tions de formes éléments finis ;

– pour une solution présentant des singularités, le minimum entre p et l’ordre de la
singularité α (α = 1

2 dans le cas d’une fissure).

Les résultats précédents ne suffisent malheureusement pas pour estimer avec précision
l’erreur de discrétisation globale e. Ils dépendent bien souvent de paramètres (regrou-
pés sous la constante C) parfois difficiles à évaluer et fournissent des estimations très
pessimistes. En particulier, il n’est pas possible d’accéder par le biais de ce type de
méthodes à des contributions locales, pourtant nécessaires pour mener à bien des pro-
cédures d’adaptativité. Ce type de résultat (1.23) fournit toutefois des taux de conver-
gence dont l’utilisation s’avère utile, par exemple, afin de déterminer au mieux les nou-
velles tailles de maille requises pour atteindre un objectif de précision donné au sein
des procédures de remaillage adaptatif.



1.2.2. Estimation a posteriori

Les différentes faiblesses dont souffrent les résultats de convergence des méthodes élé-
ments finis lorsqu’ils sont utilisés comme estimateurs a priori ont conduit au déve-
loppement de nouveaux outils plus à même d’estimer avec précision l’erreur de dis-
crétisation et ses contributions locales. Partant du constat selon lequel les solutions
approchées présentent bien souvent de nombreux défauts facilement observables, une
nouvelle méthode d’estimation d’erreur fut développée à partir de la fin des années
1970. Qualifiée d’estimation a posteriori, elle exploite et quantifie les défauts des solu-
tions approchées afin d’aboutir à une estimation plus précise de l’erreur par rapport à
la solution réelle.

Avant d’entrer dans le détail des différentes méthodes d’estimation, qui feront l’objet
des sections suivantes, mentionnons ci-après quelques éléments et propriétés de base
utilisés par la suite.

1.2.2.1. Mise en équation de e

En injectant u = e + uh dans la formulation faible de l’équilibre (1.5), on montre que e
est solution de l’équation suivante, appelée équation des résidus :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ = l(v) − ∫

Ω
σ(uh) ∶ ε(v) = R(v), ∀ v ∈ Ca0(Ω) (1.24)

Cette équation fondamentale constitue le point de départ du développement d’un grand
nombre de méthodes d’estimation d’erreur.

En particulier, pour vh ∈ Ca0
h(Ω), (1.24) permet d’obtenir la propriété d’orthogonalité

classique suivante :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(vh)dΩ = R(vh) = 0, ∀ vh ∈ Ca0

h(Ω) ⇔ e � Ca0
h(Ω) (1.25)

qui met en exergue la nécessité de rechercher toute solution e de (1.24), même appro-
chée, dans un espace plus riche que l’espace éléments finis Ωh utilisé pour la résolution
du problème de départ. Ce nouvel espace, noté Ωh̃, est obtenu en pratique par h ou p
raffinement de Ωh. Nous y reviendrons par la suite.

1.2.2.2. Mesures de l’erreur de discrétisation

Calculer la valeur de e en tout point de Ω revient à résoudre un problème aussi com-
plexe que celui de départ, et est donc hors de portée. Aussi, les estimateurs d’erreur s’at-
tachent plutôt à évaluer une mesure pertinente ηex, appellée erreur vraie, de e.



Mesures globales

Dans un premier cas, cette mesure peut être globale sur le domaine Ω et s’exprime
généralement à l’aide de la norme énergétique (1.11) de e :

ηex = ∣∣∣e∣∣∣H,Ω = [∫
Ω
Hε(e) ∶ ε(e)dΩ]

1/2
(1.26)

De part son sens physique fort, la norme énergétique est particulièrement adaptée au
traitement des problèmes qui nous concernent, tout en étant équivalente aux normes de
Sobolev usuelles. On définit alors pour chaque élément Ek du maillage Ωh une contri-
bution élémentaire à ∣∣∣e∣∣∣H,Ω :

ηexEk
= ∣∣∣e∣∣∣H,Ek

= [∫
Ek

Hε(e) ∶ ε(e)dΩ]
1/2

avec ∑
Ek∈Ωh

∣∣∣e∣∣∣2H,Ek
= ∣∣∣e∣∣∣2H,Ω (1.27)

◻ Remarque 1.6 Il est également possible de définir une mesure du même type sur l’écart
entre les champs de contraintes exact σ et approché σh :

ηex,σ = ∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω = ∣∣∣σ − σh∣∣∣H−1,Ω (1.28)

Dans le cas linéaire, notons l’égalité entre ces deux mesures : ηex = ηex,σ.

On définit par ailleurs une mesure relative ηexrel de ηex, en normant par rapport à l’éner-
gie de déformation Ed(u) de la solution exacte (1.7). Notons qu’Ed(u) n’est naturelle-
ment pas accessible directement, mais qu’en vertu de (1.25), on a :

Ed(u) = Ed(uh) +
1

2
∣∣∣e∣∣∣H,Ω

d’où une expression de ηexrel :

ηexrel =
∣∣∣e∣∣∣H,Ω√

2Ed(uh) + ∣∣∣e∣∣∣H,Ω
(1.29)

et des contributions élémentaires ηexrel,Ek
:

ηexrel,Ek
= ∣∣∣e∣∣∣H,Ek√

2Ed(uh) + ∣∣∣e∣∣∣H,Ω
(1.30)

Mesures locales sur des quantités d’intérêt

Les différentes mesures présentées ci-dessus s’attachent à évaluer une erreur globale sur
le domaine Ω et ses contributions élémentaires. Il est également possible de définir une
mesure locale de l’erreur à travers la définition d’une quantité d’intéret I(u) (déplace-
ment en un point de la structure, contrainte de Von-Mises locale...). L’erreur exacte sur
la quantité d’intérêt est alors donnée par I(u) − I(uh).



1.2.3. Qualité et performances d’un estimateur d’erreur

Le calcul de ηex étant hors de portée, le principe des différentes méthodes d’estimation
développées consiste à obtenir une mesure approchée η de ηex. Celle-ci ne peut cepen-
dant aller sans la connaissance de la qualité de l’approximation ainsi réalisée, ou, en
d’autres termes, de la qualité du processus d’estimation d’erreur. Une manière usuelle
permettant de quantifier cette qualité repose sur la définition d’un indice d’efficacité γ
par :

γ = η

ηex
(1.31)

Il en découle qu’un estimateur sera d’autant plus précis que la valeur de γ sera proche
de 1, et il sera dit asymptotiquement exact ou consistant si :

lim
h→0

γ = 1 (1.32)

De plus, dans un cadre d’ingénierie, il est fortement souhaitable d’obtenir une borne su-
périeure de l’erreur vraie, ce qui se traduit par la condition γ ≥ 1. Dans ce cas, l’estima-
teur associé est dit fournir une estimation garantie de l’erreur vraie.

◻ Remarque 1.7 Ajoutons qu’un estimateur η sera dit fournir une mesure équivalente de
l’erreur s’il existe un couple de constantes (C1,C2) indépendant de la solution telles que :

C2η ≤ ηex ≤ C1η (1.33)

En pratique, le calcul de γ s’effectue en prenant pour solution exacte une solution uh̃
calculée sur un maillage Ωh̃ très fin. On a alors :

ηex = ∣∣∣u − uh∣∣∣H,Ω = [∣∣∣u∣∣∣2H,Ω + ∣∣∣uh∣∣∣2H,Ω − 2∫
Ω
σ(u) ∶ ε(uh)dΩ]

1/2

=
√

∣∣∣u∣∣∣2H,Ω − ∣∣∣uh∣∣∣2H,Ω en vertu de (1.25)

≈
√

∣∣∣uh̃∣∣∣2H,Ω − ∣∣∣uh∣∣∣2H,Ω
L’évaluation de la qualité des estimateurs d’erreur a fait par le passé l’objet de plusieurs
études générales [I. Babuska, T. Strouboulis et C. S. Upadhyay, 1997 ; I Babuška, T
Strouboulis et C. Upadhyay, 1994 ; I. Babuška, T. Strouboulis et al., 1994] portant
notamment sur leur comportement vis à vis de la forme du maillage, de la régularité
de la solution exacte...

Notons enfin qu’en plus de sa qualité, un estimateur d’erreur peut être également éva-
lué sur ses performances en matière de coût de calcul. En ce sens, les procédures asso-
ciées ne doivent introduire qu’un coût numérique additionnel le plus faible possible.
Malheureusement, nombre d’entre elles induisent souvent un sur-coût de calcul assez
important et il est systématiquement nécessaire d’effectuer un compromis entre préci-
sion et coût de calcul additionnel.



1.3. Estimateurs d’erreur utilisant le concept d’analyse duale

Faisant suite aux travaux de Fraeijs de Veubeke [Veubeke, 1965] sur le développement
des modèles équilibres au sein des méthodes éléments finis, l’analyse duale constitue,
d’un point de vue historique, la première réponse à la problématique de l’estimation
d’erreur a posteriori. Elle consiste à utiliser les propriétés des solutions issues de deux
analyses éléments finis, l’une reposant sur un modèle déplacement, l’autre sur un mo-
dèle équilibre, afin d’évaluer ou d’encadrer l’erreur commise.

1.3.1. Encadrement de l’énergie de déformation

Les premiers développements issus de ce concept [Veubeke, 1964] ont été réalisés dans
le cadre des hypothèses suivantes :
– homogénéité de l’un des types de conditions aux limites du problème considéré ;
– utilisation d’une procédure de Rayleigh-Ritz lors de la recherche des solutions ap-

prochées du problème variationnel.
Dans le cas de problèmes à conditions aux limites de Dirichlet homogènes (ud = 0 sur
∂uΩ), il est alors possible d’obtenir l’encadrement énergétique suivant :

∣∣∣σhCA
∣∣∣H−1,Ω ≤ ∣∣∣σ∣∣∣H−1,Ω ≤ ∣∣∣σhSA

∣∣∣H−1,Ω

en notant σhCA
le champ de contraintes approché issu du modèle en déplacement (1.5)

et σhSA
celui issu du modèle équilibre provenant de (1.9).

De même, pour des problèmes à conditions en effort nulles (f = 0 sur ∂fΩ et g = 0 sur
Ω), on obtient un encadrement inversé du type :

∣∣∣σhSA
∣∣∣H−1,Ω ≤ ∣∣∣σ∣∣∣H−1,Ω ≤ ∣∣∣σhCA

∣∣∣H−1,Ω

Ces deux encadrement permettent, sous les hypothèses ci-dessus, d’obtenir une estima-
tion de l’erreur commise du fait de la discrétisation éléments finis par comparaison des
énergies complémentaires associées aux solutions des deux approches en déplacement
et en effort :

η = ∣∣∣∣σhSA
∣∣∣2H−1,Ω − ∣∣∣σhCA

∣∣∣2H−1,Ω∣1/2 (1.34)

Bien que fournissant un encadrement garanti de l’énergie complémentaire, cette mé-
thode fut peu utilisée par la suite. La raison principale, en sus de la nécessité d’une
double analyse éléments finis forcément plus coûteuse, réside probablement dans la
trop grande restriction des hypothèses de départ relatives à la nature des conditions
aux limites. Soulignons également qu’à l’époque, le manque de développements re-
latifs à la discrétisation des modèles équilibres rendait leur implantation numérique
particulièrement difficile.



1.3.2. Analyse duale avec extension des conditions aux limites

Afin d’obvier à la trop grande restriction d’application de l’analyse duale telle qu’elle
fut énoncée par Fraeijs de Veubeke, la méthode précédente fut revisitée [J. Debongnie,
Zhong et P. Beckers, 1995] et étendue à un cadre de travail permettant l’utilisation
de conditions aux limites générales de type Dirichlet/Neumann tout en s’affranchis-
sant de la nécessité d’une approche de type Rayleigh-Ritz lors de la détermination des
solutions approchées. Utilisant les propriétés de minimisation des approches variation-
nelles en déplacement et en contraintes et notamment les résultats auxilliaires présen-
tés en section 1.1.2, la nouvelle méthode constitue un cas particulier d’application de
la propriété (1.17) avec :

v = uhCA
∈ Ca(Ω)

τ = σhSA
∈ Sa(Ω)

Il vient alors :

∣∣∣σ − σhSA
∣∣∣2H−1,Ω + ∣∣∣u − uhCA

∣∣∣2H,Ω = 2 [Ep(uhCA
) + Ec(σhSA

)]

En définissant l’estimateur d’erreur global comme :

η = {2 [Ep(uhCA
) + Ec(σhSA

)]}1/2 (1.35)

et notant ∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω l’erreur sur le champ de contrainte, on obtient ainsi des bornes garan-
ties sur ∣∣∣e∣∣∣H,Ω et ∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω de la forme :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω ≤ η (1.36)

∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω ≤ η (1.37)

◻ Remarque 1.8 Lorsque les conditions aux limites du problème vérifient les hypothèses des
développements de Fraeijs de Veubeke (sec. 1.3.1), on retrouve l’estimateur définit par (1.34)
à partir de (1.35). En ce sens, la méthode ici présentée constitue une extension des travaux de
Fraeijs de Veubeke centrée non pas sur l’encadrement de bornes énergétiques mais directement
sur celui de l’erreur exacte.

1.3.3. Commentaires

La principale difficulté dans la mise en œuvre de cette approche réside dans l’obten-
tion du champ approché σhSA

via la résolution d’un problème variationnel en effort.
En pratique, ces approches sont devenues accessibles depuis le développement d’élé-
ments spéciaux dédiés aux formulations équilibres [Kempeneers, J.-F. Debongnie et
Pierre Beckers, 2009 ; Moitinho de Almeida et Almeida Pereira, 1996] destinés à s’in-
tégrer plus facilement dans les codes éléments finis existants. Soulignons également
que l’augmentation constante des performances des calculateurs rend désormais envi-
sageable de potentielles doubles analyses.



◻ Remarque 1.9 Dans les cas linéaires, notons que l’estimateur présenté en (1.35) est très
proche de celui défini par l’erreur en relation de comportement (1.13) (cf. partie 1.5) à ceci
près que les procédés de reconstruction des champs sont différents. En ce sens, l’analyse duale
peut être vue comme un cas particulier d’application des méthodes utilisant l’erreur en rela-
tion de comportement dans lequel le champ de contraintes approché admissible σhSA

provient
de la résolution approchée d’un problème variationnel en efforts. Partageant les mêmes fon-
dements théoriques, les deux approches fournissent des outils vérifiant les mêmes propriétés
de majoration garantie de l’erreur exacte.

Notons enfin que cette famille est relativement pauvre en développements portant sur
les problèmes non-linéaires. Cependant, nous pouvons mentionner [Kempeneers, J.-F.
Debongnie et Pierre Beckers, 2009] une extension de ce type d’estimateurs aux pro-
blèmes d’élasto-plasticité à l’aide d’une forme simplifiée de l’erreur au sens de Drucker
qui sera brièvement présentée en partie 1.5.3). Notons que la mesure obtenue semble
dépourvue de propriété de majoration stricte de l’erreur vraie.

1.4. Estimateurs d’erreur par résidus implicites

Initialement introduit par les travaux de Babuska et Rheinboldt [I. Babuška et Rhein-
boldt, 1978b], le principe de base des estimateurs sous-jacents repose sur l’exploita-
tion des conditions aux limites f et g ainsi que la solution éléments finis uh à partir de
l’équation des résidus (1.24). Cette dernière traduisant, en mécanique, le non-respect
de l’équilibre sur la structure, la famille d’estimateurs associée est également connue
sous le nom de méthodes en résidus d’équilibre. Pour en illustrer le principe général, re-
partons de l’expression de (1.24) :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ = R(v) ∀ v ∈ Ca0(Ω)

– d’une part, on peut déduire de ce qui précède :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω = 1

∣∣∣e∣∣∣H,Ω ∫Ω
σ(e) ∶ ε(e)dΩ = R(e)

∣∣∣e∣∣∣H,Ω
≤ sup
v∈Ca0(Ω)

R(v)
∣∣∣v∣∣∣H,Ω

– d’autre part, par continuité de la forme bilinéaire :

∣R(v)∣ = ∣∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ∣ ≤ ∣∣∣e∣∣∣H,Ω∣∣∣v∣∣∣H,Ω ∀ v ∈ Ca0(Ω)

d’où le résultat suivant :

ηex = ∣∣∣e∣∣∣H,Ω = sup
v∈Ca0(Ω)

R(v)
∣∣∣v∣∣∣H,Ω

(1.38)

En vertu de ce qui précède, il apparaît que l’évaluation de ∣∣∣e∣∣∣H,Ω est directement reliée à
celle d’une norme duale du résiduR dans H−1(Ω). Cette mesure n’étant pas accessible



directement, le cœur des méthodes associées consiste à calculer une approximation
η de ηex à travers l’évaluation d’un ensemble de quantités intermédiaires facilement
accessibles. Celles-ci peuvent être évaluées directement, ce qui est le cas pour les pre-
mières méthodes associées et qualifiées de méthodes explicites (cf. 1.4.1). Cependant,
depuis le début des années 1980, les méthodes reposant sur l’évaluation des résidus
d’équilibre reposent préférentiellement sur la résolution de séquences de problèmes de
petite taille, d’où l’appellation implicite donnée à la famille d’estimateurs associés (cf.
1.4.1 et 1.4.2).

1.4.1. Un premier résultat explicite

En exprimant l’équation des résidus sous la forme d’une somme de contributions élé-
mentaires, puis en effectuant une intégration par partie, (1.24) peut s’écrire sous la
forme :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ = ∑

E∈Eh
∫
E
rEv dE + ∑

Γ∈Fh

∫
Γ
rΓv dΓ ∀ v ∈ Ca0(Ω) (1.39)

où Eh et Fh désignent respectivement l’ensemble des éléments et des faces (en dimen-
sion 3) ou des bords (en dimension 2) associés au maillage Ωh. (1.39) fait intervenir la
somme de contributions liées :
– d’une part, au résidu intérieur défini sur E par :

rE = div(σh) + f (1.40)

– d’autre part, au résidu de frontière défini sur Γ par :

rΓ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−(σh∣E .nE + σh∣E′ .nE′) (Γ ∈ ∂E ∩ ∂E′)
g − σh∣E .nE (Γ ∈ ∂E ∩ ∂fΩ)
−σh∣E .nE (Γ ∈ ∂E ∩ ∂uΩ)

(1.41)

En introduisant un opérateur d’interpolation Πh ∶ Ca(Ω) Ð→ Cah(Ω) [Verfürth, 1997],
puis en utilisant la propriété d’orthogonalité (1.25), il vient :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ = ∑

E∈Eh
∫
E
rE(v −Πhv)dE + ∑

Γ∈Fh

∫
Γ
rΓ(v −Πhv)dΓ (1.42)

≤ ∑
E∈Eh

∥rE∥L2(E)∥v −Πhv∥L2(E) + ∑
Γ∈Fh

∥rΓ∥L2(Γ)∥v −Πhv∥L2(Γ) (1.43)

par application de l’inégalité de Cauchy-Schwartz. Par la suite, en choisissant Πh de
telle manière à vérifier les inégalités de Poincaré suivantes :

∥v −Πhv∥L2(E) ≤ C1hE∥v∥H1(Ẽh(E))

∥v −Πhv∥L2(Γ) ≤ C2h
1/2
Γ ∥v∥H1(Ẽh(Γ))



où Ẽh(E) et Ẽh(Γ) désignent l’ensemble des éléments partageant au moins un point
avec E et Γ, respectivement, il vient enfin après quelques manipulations supplémen-
taires :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ ≤ C ∣∣∣v∣∣∣H,Ω

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
E∈Eh

h2
E∥rE∥2

L2(E) + ∑
Γ∈Fh

hΓ∥rΓ∥2
L2(Γ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

∀ v ∈ Ca0(Ω)

Pour v = e, on en déduit donc une majoration de la norme de l’erreur par un terme
faisant intervenir la somme des résidus précédemment définis :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω ≤ η = C
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
E∈Eh

h2
E∥rE∥2

L2(E) + ∑
Γ∈Fh

hΓ∥rΓ∥2
L2(Γ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

(1.44)

◻ Remarque 1.10 On peut alors extraire du membre de droite de (1.44) des contributions
élémentaires η′E , utiles pour des procédures adaptatives :

η′E
2 = h2

E∥rE∥2
L2(E) +

1

2
hΓ∥rΓ∥2

L2(∂E) vérifiant C ∑
E∈Eh

η′E
2 = η2

◻ Remarque 1.11 D’autre part, il est possible de prendre en compte les erreurs liées à l’in-
terpolation des chargements f et g, conduisant à une majoration de la forme :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω ≤ C
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
η2 + ∑

E∈Eh
h2
E∥f −Πhf∥2

L2(E) + ∑
Γ∈Fh

hΓ∥g −Πhg∥2
L2(Γ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

◻ Remarque 1.12 Enfin, dans [Verfürth, 1997], une propriété de borne inférieure est éga-
lement démontrée, faisant intervenir, comme dans la prise en compte des erreurs d’interpola-
tion, les grandeurs ∥f −Πhf∥2

L2(E) et ∥g −Πhg∥2
L2(Γ).

Les premiers estimateurs du type de (1.44) furent introduits dans [I. Babuška et Rhein-
boldt, 1979]. Des détails complets sur leur analyse peuvent être notamment trouvés
dans [M. Ainsworth et J. Oden, 1997 ; Verfürth, 1996]. Il sont dit explicites car ne
font intervenir que le calcul direct de la norme des résidus intérieurs et de frontières
et sont donc simples à mettre en œuvre. Malheureusement, la constante C, qui ne dé-
pend que des caractéristiques du maillage, est souvent inconnue. Il est parfois possible
d’en évaluer numériquement une approximation, mais cela conduit souvent à des esti-
mations d’erreur extrêmement pessimistes. D’autre part, la pondération adéquate des
contributions internes et de frontières dans l’évaluation de η reste une question ou-
verte. Pour ces raisons, cet estimateur reste peu utilisé en pratique et lui sont généra-
lement préférées les familles d’estimateurs implicites présentées dans la suite de cette
section.



1.4.2. Estimateurs par patchs d’éléments

Cet estimateur fut initialement développé dans [I. Babuška et Rheinboldt, 1978a] et
appelé « subdomain residual method ». L’idée générale sous-jacente consiste à partition-
ner le domaine Ω, puis à rechercher une estimation η à travers la résolution de pro-
blèmes locaux de petite taille sur chacun des sous-domaines ainsi générés.

1.4.2.1. Principes de base

En pratique, l’étape de partitionnement de Ω s’effectue sur la base des fonctions de
forme éléments finis de Lagrange de degré 1 aux nœuds sommets du maillage. Rappe-
lons qu’une telle base constitue une partition de l’unité du domaine, et vérifie donc la
condition :

∑
i∈Sh

ϕi(x) = 1 ∀x ∈ Ω (1.45)

où ϕi désigne la fonction de forme de la base correspondant au nœud i et Sh l’ensemble
des nœuds sommets du maillage.

En injectant (1.45) dans (1.24), il vient alors :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ = ∫

Ω
σ(e) ∶ ε

⎛
⎝
v ∑
i∈Sh

ϕi
⎞
⎠
dΩ

= ∑
i∈Sh

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(vϕi)dΩ = ∑

i∈Sh
R(vϕi), ∀ v ∈ Ca0(Ω)

Par la suite, la première méthode développée consiste à déterminer des contributions
ξi solutions de problèmes aux conditions aux limites de Dirichlet homogènes posés sur
chacun des domaines ωSh,i (cf. fig. 1.2) supports des fonctions ϕi (notons au passage que
ces sous-domaines forment une partition recouvrante de Ω) :

Trouver ξi ∈ Ca0
Υ(ωSh,i) vérifiant :

∫
ωS
h,i

σ(ξi) ∶ ε(v)dΩ = R(v), ∀ v ∈ Ca0
Υ(ωSh,i)

(1.46)

L’estimateur global est alors obtenu en sommant les mesures des contributions locales
précédentes :

η =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
i∈Sh

η2
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
i∈Sh

∣∣∣ξi∣∣∣2H,ωS
h,i

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

(1.47)



◻ Fig. 1.2. Exemple de sous-domaine ωSh,i associé au nœud i

On peut prouver (cf. [M. Ainsworth et J. Oden, 1997]) que η vérifie un encadrement
du type de (1.33) , ce qui en fait une mesure équivalente de ηex. Cependant, il four-
nit un résultat de majoration de l’erreur modulo une constante C parfois difficile-
ment évaluable, tout comme dans le cas des résultats explicites précédemment pré-
sentés.

Cette méthode souffre également de plusieurs inconvénients qui ont limité son utilisa-
tion par le passé. En toute rigueur, elle nécessite de résoudre exactement les équations
(1.46) alors qu’on ne peut en pratique en calculer que des approximations 1. D’autre
part, elle ne fournit pas de borne supérieure garantie de l’erreur mais, comme dans
le cas des estimateurs explicites, des résultats de majorations faisant intervenir des
constantes externes souvent inconnues. Toutefois, son principe fut revisité durant la
dernière décennie, donnant naissance à une nouvelle classe de méthodes appelées mé-
thodes « flux-free » qui solutionnent certains des défauts susmentionnés.

1.4.2.2. Estimateurs de type "flux-free"

L’un des défauts de la méthode précédente réside dans l’imposition de conditions aux
limites de Dirichlet homogènes rendant impossible l’obtention d’une borne supérieure
garantie de l’erreur [Pedro Diez, Nuria Pares et Antonio Huerta, 2003]. Dans [Cars-
tensen et Funken, 2000 ; Morin, Nochetto et Siebert, 2002 ; Prudhomme, Nobile et al.,
2003], les auteurs revisitent la formulation des problèmes locaux en utilisant les pro-
priétés de la partition de l’unité [Melenk et I Babuska, 1996] de manière à s’affranchir
du calcul des flux à imposer au bord des sous-domaines (d’où l’appellation « flux-free »)
Il en résulte une série de problèmes auto-équilibrés. Initialement dérivée pour des pro-
blèmes de dimension 1, cette méthode fut ensuite étendue aux problèmes mécaniques
de dimension 2 et 3 par [N. Pares, P. Diez et A. Huerta, 2006].

A partir de (1.24) et (1.25), en introduisant un opérateur πh de projection sur Cah(Ω), il

1. Nous verrons tout au long de ce chapitre que ce point précis affecte de nombreuses méthodes.



vient :

∫
Ω
σ(e) ∶ ε(v)dΩ = ∑

i∈Sh
R(ϕi(v − πhv)) ∀ v ∈ Ca0(Ω)

La méthode consiste alors à résoudre les problèmes locaux suivants sur chacun des
patchs d’éléments ωSh,i au nœud i introduits par la partition de l’unité :

Trouver ξi ∈ Ca0(ωSh,i) vérifiant :

∫
ωS
h,i

σ(ξi) ∶ ε(v)dΩ = R(ϕi(v − πhv)) ∀ v ∈ Ca0(ωSh,i)
(1.48)

La mesure estimée η de l’erreur est ensuite calculée à l’aide de l’expression (1.47).

L’un des apports majeurs de cette formulation réside dans l’obtention d’une borne su-
périeure de ηex de la forme :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω ≤ η (1.49)

En effet, en introduisant la solution globale ξ = ∑i∈Sh ξi, et en remarquant que :

∫
Ω
σ(ξ) ∶ ε(e)dΩ = ∑

i∈Sh
R(ϕi(e − πhe)) = ∫

Ω
σ(e) ∶ ε(e)dΩ ∀ v ∈ Ca0(Ω)

on obtient finalement :

0 ≤ ∣∣∣e − ξ∣∣∣2H,Ω = ∣∣∣e∣∣∣2H,Ω + ∣∣∣ξ∣∣∣2H,Ω − 2∫
Ω
σ(ξ) ∶ ε(e)dΩ

≤ ∣∣∣ξ∣∣∣2H,Ω − ∣∣∣e∣∣∣2H,Ω

Ici, l’introduction de l’opérateur de projection πh est fondamental pour s’assurer de la
solvabilité des problèmes locaux (1.48) en dimension 2 ou 3. Le lecteur pourra trouver
les détails associés dans [ibid.].

◻ Remarque 1.13 Les premiers papiers relatifs à cette méthode utilisent une forme bilinéaire
pondérée de la forme :

∫
ωS
h,i

φiσ(e) ∶ ε(v)dΩ

dans la définition des problèmes locaux (1.48) afin de tenir compte de la partition de l’unité.
A titre d’exemple, dans [Prudhomme, Nobile et al., 2003], les fonctions de forme ϕi sont
choisies comme pondérations. L’estimateur ainsi construit, bien que constituant également
une borne supérieure de l’erreur, semble toutefois moins précis que son homologue issu des
problèmes (1.48) [N. Pares, P. Diez et A. Huerta, 2006].



1.4.3. Estimateurs par éléments

Ces méthodes ont été initialement introduites dans [Demkowicz, J. Oden et T. Strou-
boulis, 1984] sous le nom d’« élément residual methods » et rentrent dans la catégorie
des méthodes implicites. Leur objectif consiste à rechercher une solution approchée
de (1.24) en remplaçant le problème global par un ensemble de problèmes locaux aux
conditions aux limites de Neumann posés sur chacun des éléments du maillage élé-
ments finis initial Ωh.

1.4.3.1. Principes de base

Le fondement de la méthode consiste ainsi à rechercher un ensemble de solutions ξE
de problèmes locaux de la forme :

Trouver ξE ∈ Ca0(E) vérifiant :

∫
E
σ(ξE) ∶ ε(v)dΩ = RE(v) + ∑

Γ∈FE
h
(E)
∫

Γ
FEv dΓ ∀ v ∈ Ca0(E) (1.50)

où Γ ∈ FEh (E) désigne l’ensemble des faces (ou bords en dimension 2) de l’élément
E, RE la restriction du résidu à l’élément E et FE la donnée des conditions aux li-
mites de Neumann sur le bord ∂E. L’estimateur d’erreur associé est ensuite déter-
miné à partir des solutions locales d’une manière analogue à 1.4.2 à travers la rela-
tion :

η =
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
E∈Eh

η2
E

⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

=
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
∑
E∈Eh

∣∣∣ξE ∣∣∣2H,E
⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

(1.51)

Dès lors, il apparaît que le point clé de la méthode réside dans un choix approprié de
FE de manière à approcher au mieux le problème global de départ (1.24). Un choix
simple consiste à imposer sur ∂E la valeur moyenne des efforts de part et d’autre des
bords des éléments, orienté par rapport à nE (fig. 1.3) :

FE∣Γ = ⟨σh∣Γ⟩E = 1

2
[σh∣E − σh∣E′] .nE ≈ ⟨σ∣Γ⟩E (où Γ = ∂E ∩ ∂E′)

On a bien évidemment dans tous les cas FE∣Γ = −FE′∣Γ sur Γ = ∂E∩∂E′.

Cette méthode, quoique simple à mettre en œuvre, ne garantit cependant pas la solva-
bilité des problèmes locaux (1.50). A ce stade, deux manières permettent de contourner
le problème. La première consiste à choisir FE de manière à assurer l’existence des so-
lutions de (1.50). Nous reviendrons sur les détails de cette méthode dans la suite de
cette section. La seconde consiste à rechercher des solutions dans un sous-espace régu-
larisant de Ca0(E). Cet espace peut être, dans le cas d’éléments finis de degré 1, l’espace



◻ Fig. 1.3. Exemple de bord Γ et de normale nE

des fonctions bulles [Bank et Weiser, 1985], c’est-à-dire des fonctions de formes de degré
supérieur à 1 et nulles au bord des éléments.

Cette seconde solution peut dans certains cas conduire à des évaluations pertinentes
de l’erreur. Notamment, l’estimateur associé a été analysé comme consistant lorsqu’un
espace d’approximation constitué de fonctions de degré impair sur la base d’éléments
quadrangles était utilisé. D’une manière générale, la difficulté revient dans le choix
d’un espace de régularisation supprimant les modes parasites provenant du carac-
tère mal posé des problèmes (1.50). Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter
[M. Ainsworth, 1996] parmi les diverses analyses menées. Ajoutons cependant que
tout comme pour 1.4.1, ce type de méthodes ne peut fournir une borne supérieure
stricte.

1.4.3.2. Méthode des résidus équilibrés

Initialement introduite dans [Bank et Weiser, 1985] afin d’obvier aux défauts de l’ap-
proche précédente, cette méthode consiste à choisir les champs FE de manière à assurer
la solvabilité des problèmes locaux (1.50). En ce sens, les nouveaux champs imposés,
notés F̂E , seront dit équilibrés. La formulation mathématique de l’estimateur donnée
dans [M. Ainsworth et J. Oden, 1993] repose sur la minimisation de la fonctionnelle as-
sociée à (1.24) dans l’espace Cadisc

h̃
(Ω) des champs discontinus par éléments (cf. (1.56)).

Des conditions de continuité inter-éléments sont ensuite imposées sous forme de mul-
tiplicateurs de Lagrange reliés aux champs F̂E . Il est alors démontré que sous réserve
de l’équilibrage local des quantités F̂E , l’estimateur donné par (1.51) fournit une borne
supérieure de l’erreur :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω ≤ η (1.52)

Notons que cette propriété est valable quelle que soit la forme de F̂E sous réserve que
le multiplicateur de Lagrange associé soit compatible avec la condition de continuité
inter-éléments. Ajoutons qu’une approche similaire, dénommée « hybrid-flux method »,
fut développée dans [Paraschivoiu et Patera, 1998] pour les problèmes dont la forme
bilinéaire associée est non-symétrique. Nous reviendrons brièvement sur les principes
de cette approche en début de chapitre 3 (sec. 3.1.3).



La première méthode de construction de F̂E fut développée dans le cadre des estima-
teurs d’erreur par la relation de comportement [P. Ladeveze et Leguillon, 1983]. Nous
la détaillerons dans la partie 1.5.2.1. Dans [M. Ainsworth et J. Oden, 1993], une mé-
thode dite « flux splitting », consiste à rechercher F̂E sous la forme :

F̂E∣Γ = ⟨σh∣Γ⟩E + αΓJσh∣ΓKE (1.53)

où αΓ ∶ Γ Ð→ R est une fonction affine et Jσh∣ΓKE désigne le saut de σh au passage entre
deux éléments orienté selon nE :

Jσh∣ΓKE = 1

2
[σh∣E − σh∣E′] .nE (où Γ = ∂E ∩ ∂E′)

La vérification de la condition ci-dessous permet par la suite la détermination des fonc-
tions αΓ :

RE(v⋆) + ∑
Γ∈FE

h
(E)
∫

Γ
FEv

⋆ dΓ = 0 ∀ v⋆ ∈ CaR0(E)

où CaR0(E) désigne l’ensemble des mouvements de solide rigide sur E, c’est-à-dire l’es-
pace défini par :

CaR0(E) = {v⋆ ∈ Ca0(E), ε(v⋆) = 0} (1.54)

1.4.4. Extension à d’autres types de problèmes

Le principe d’estimation d’erreur par résidus d’équilibre suscita un intérêt certain de
la communauté internationale depuis ses débuts et fut par conséquent l’objet de nom-
breux travaux qui permirent assez rapidement son extension à certains types de pro-
blèmes non-linéaires. Ainsi trouve-t-on assez rapidement des développements relatifs
aux problèmes de flambement [I. Babuška et Rheinboldt, 1982].

Peu après, une série de travaux (dont les premiers furent [Bass et J. Oden, 1987 ; John-
son et Hansbo, 1992]) s’attacha à l’extension des méthodes au cas des comportements
plastique et viscoplastique. Dans le cas de problèmes indépendants du temps, les ap-
proches mises en œuvre consistent en une linéarisation de la loi de comportement au
voisinage de la solution éléments finis, et permettent sous certaines hypothèses l’ob-
tention d’une borne supérieure de η [Verfürth, 1996]. Le cas de problèmes d’évolution
dépendant du temps est plus complexe, principalement du fait de la prise en compte
des effets d’histoire relatifs au chargement du matériau. Dans ce cas, la plupart des ap-
proches semblent prendre pour solution de référence celle du problème discrétisé en
temps, et ne permettent donc pas l’estimation des erreurs dues à la discrétisation tem-
porelle ainsi que le phénomène de propagation de l’erreur avec le temps. Il en résulte
des indicateurs d’erreur intéressants dans une démarche adaptative mais ne fournis-
sant pas de borne garantie de l’erreur vraie.



Citons enfin, parmi les autres extensions réalisées, celles relatives à la prise en compte
des grandes déformations [Brink et Stein, 1998], des problèmes d’acoustique [Bouillard
et Ihlenburg, 1999], des équations de Stokes [Mark Ainsworth et J. T. Oden, 1997]
ainsi que du cadre stochastique [J. T. Oden et al., 2005]. D’autres développements s’at-
tachèrent à l’étude de la modélisation et de la résolution des problèmes hétérogènes [J.
Oden et K.S. Vemaganti, 2000 ; K. Vemaganti et J. Oden, 2001], cadre de travail sur
lequel nous reviendrons dans le chapitre 5.

1.4.5. Commentaires

Les estimateurs introduits précédemment appellent plusieurs commentaires relatifs
aux méthodes reposant sur les résidus implicites.

Tout d’abord, les propriétés de borne supérieure (1.52) et (1.49) requièrent une résolu-
tion exacte des problèmes locaux (1.50) et (1.48). Ceci n’étant pas réalisable en pratique,
et du fait de la propriété d’orthogonalité (1.25), les solutions locales ξh̃,i sont alors re-
cherchées sur des espaces d’approximation Cah̃(Ω) issus d’un raffinement de l’espace
approché initial Cah(Ω). Ceci revient à estimer l’écart, non plus entre la solution élé-
ments finis uh et la solution exacte u, mais entre uh et une solution uh̃ obtenue sur un
maillage raffiné Ωh̃ associé à l’espace Cah̃(Ω). Les estimations de l’erreur η̃ ainsi obte-
nues constituent alors des bornes supérieures d’une erreur eh̃ dite de référence et définie
par eh̃ = uh̃ − uh :

∣∣∣eh̃∣∣∣H,Ω ≤ η̃ (1.55)

◻ Fig. 1.4. Exemple de maillage initial Ωh avec h-raffinement des éléments (gauche) et
maillage de référence Ωh̃ associé (droite) [Antonio Huerta et Pedro Diez, 2000]

◻ Remarque 1.14 Dans ce cas, notons que la solution approchée globale ξh̃ = ∑i∈Sh ξh̃,i des
problèmes (1.48) présente alors des discontinuités inter-éléments, et appartient de ce fait à



l’espace de Sobolev discontinu (« broken space ») Cadisc
h̃

(Ω) défini par :

Cadisc
h̃

(Ω) = ⊕
E∈Eh
Cah̃(E) (1.56)

La borne supérieure approchée (1.55) est en outre liée à ce caractère discontinu [Pedro Diez,
Nuria Pares et Antonio Huerta, 2003].

◻ Remarque 1.15 La propriété (1.38), permet l’obtention d’une borne inférieure de l’erreur
à travers la construction d’un représentant continu de ξh̃. Dans le cas des estimateurs de type
« flux-free », un processus simple consiste à utiliser la partition de l’unité des fonctions de
formes lors de la pondération des contributions ξh̃,i [Prudhomme, Nobile et al., 2003] :

ξ̌h̃ = ∑
i∈Sh

ϕiξh̃,i ≤ ∣∣∣eh̃∣∣∣H,Ω (1.57)

Un processus plus général reposant sur un lissage par éléments a été développé [Pedro Diez,
Nuria Pares et Antonio Huerta, 2003] dans le cadre des estimateurs de type « hybrid-flux »,
mais peut être également appliqué aux estimateurs de type « flux-free » [N. Pares, P. Diez et
A. Huerta, 2006].

En pratique, il résulte des approximations précédemment mentionnées la perte du ca-
ractère garanti de la borne supérieure sur ∣∣∣e∣∣∣H,Ω. Pour remédier à ce problème, plu-
sieurs solutions furent proposées par la suite. Dans [Antonio Huerta et Pedro Diez,
2000], l’écart entre ∣∣∣e∣∣∣H,Ω et ∣∣∣eh̃∣∣∣H,Ω dû à approximation uh̃ ≈ u est évalué par :

∣∣∣uh̃ − uh∣∣∣H,Ω = ∣∣∣eh̃∣∣∣H,Ω ≈
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 − ( h̃

h
)

2p⎤⎥⎥⎥⎥⎦

1/2

∣∣∣e∣∣∣H,Ω

où p désigne le degré d’interpolation des maillages Ωh et Ωh̃. Dans [I Babuska, T Strou-

boulis et S. Gangaraj, 1999 ; T. Strouboulis, I. Babuska et S. K. Gangaraj, 2000], les
auteurs proposent pour leur part d’encadrer ∣∣∣e∣∣∣H,Ω à l’aide d’un schéma itératif re-
posant sur l’estimation des erreurs commises lors des résolutions locales. Enfin, une
autre manière de retrouver la propriété de borne supérieure sur ∣∣∣e∣∣∣H,Ω consiste à utili-
ser une formulation duale [Veubeke, 1965] lors de la résolution des problèmes locaux
(1.52) et (1.49). Cette méthode a été mise en place dans [N Pares, Bonet et al., 2006]
dans le cadre des estimateurs implicites par éléments pour des problèmes d’élasticité
linéaire en dimension 2. Plus récemment, une première adaptation aux méthodes de
type « flux-free » a été proposée dans [Cottereau, Díez et Antonio Huerta, 2009], mais
cette dernière ne semble pas utilisable pour des éléments de degré p = 1, et la qua-
lité de la borne supérieure obtenue dépend de l’ordre de résolution des problèmes lo-
caux.

Une étude des performances des méthodes « hybrid-flux » et « flux- free » a été me-
née dans [Choi et Paraschivoiu, 2004]. Les deux approches y sont comparées sur des



problèmes de thermique résolus par des éléments finis linéaires et quadratiques. Pour
des problèmes résolus à l’aide d’éléments finis linéaires, la méthode « hybrid-flux » y
apparaît fournir des bornes plus précises de l’erreur tandis que le coût de calcul de la
méthode « flux-free » est moindre. En revanche, lorsque les résolutions utilisent des élé-
ments finis quadratiques, l’approche de type « flux-free » apporte la meilleure précision
sur les bornes obtenues et semble être, malgré un coût de calcul supérieur à celui de
l’approche « hybrid-lux », le meilleur compromis précision – coût CPU. Précisons que le
coût CPU de la méthode « hybrid flux » est dominé par le calcul des flux inter-éléments
alors que celui de la méthode « flux-free » provient de l’assemblage et la résolution des
problèmes locaux par patchs.

1.5. Estimateurs d’erreur par la relation de comportement

Cette famille d’estimateurs a été initiée par les travaux de Ladevèze [P. Ladevèze, 1975]
définissant le concept d’erreur en relation de comportement (1.13) comme la mesure
énergétique du résidu associé à la loi de comportement entre deux champs approchés
admissibles. Le première méthode de ce type a été proposé dans [P. Ladeveze et Le-

guillon, 1983] pour des problèmes de thermique stationnaire.

1.5.1. Principes

Le principe de base des méthodes de cette famille réside dans la construction d’un
couple de solutions approchées satisfaisant simultanément les équations de compta-
bilité (1.1a) et d’équilibre (1.1b). Un tel choix mettant systématiquement en défaut
la relation de comportement (le cas contraire signifierait que le couple considéré est
déjà solution exacte) (1.1c), le résidu associé est alors exploité afin de quantifier l’écart
avec la solution exacte du problème. Faire ainsi porter le doute sur la vérification de
la relation de comportement, ensemble d’équations dont la validité est a priori moins
maîtrisée car souvent établie à partir de données expérimentales diverses, confère à la
méthode un fort caractère mécanique .

A la différence des approches utilisant les résidus d’équilibre (sec. 1.4), dont la mise en
œuvre repose sur la donnée de l’approche variationnelle en déplacement (1.5) où sont
vérifiées de facto les équations de compatibilité et la relation de comportement, le point
de départ des méthodes utilisant l’erreur en relation de comportement réside dans l’ex-
ploitation de la formulation variationnelle à deux champs (1.4) couplée à la construc-
tion d’un couple de solutions approchées à partir des équation de compatibilité et
d’équilibre sans recours à l’utilisation de la loi de comportement. En ce sens, son posi-
tionnement est proche des principes de l’analyse duale (sec. 1.3).



Détaillons à présent le principe de la méthode, en rappelant tout d’abord la définition
de la fonctionnelle erdc,Ω (sec. 1.1.2.3) traduisant la norme énergétique de l’erreur en re-
lation de comportement (1.13) pour un couple de champs (u, τ) (sec. 1.1.2.3) :

erdc,Ω(v, τ) = ∣∣∣τ −H ∶ ε(v)∣∣∣H−1,Ω

ainsi que l’écriture associée (1.15) du problème variationnel à deux champs :

Trouver (u,σ) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) vérifiant : erdc,Ω(u,σ) = 0

A partir d’une solution approchée (uh, σh) ∈ Cah(Ω) × {H ∶ ε(Cah(Ω))} de (1.15) obte-
nue à l’aide d’une approche usuelle de type éléments finis en déplacement, telle que
erdc,Ω(uh, σh) = 0 par construction et (sauf cas triviaux) σh ∉ Sa(Ω), le fondement de la
méthode consiste à construire un nouveau couple approché (ûh, σ̂h) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω)
appartenant aux domaines d’admissibilité cinématique et statique permettant la défi-
nition d’un estimateur d’erreur global η à travers le résidu de l’erreur en relation de
comportement :

η = erdc,Ω(ûh, σ̂h) = ∣∣∣σ̂h −H ∶ ε(ûh)∣∣∣H−1,Ω (1.58)

Le domaine d’admissibilité du nouveau couple de solution (ûh, σ̂h) permet alors de se
placer dans le cadre des hypothèses du théorème de Prager-Synge (1.16) :

∣∣∣σ − σ̂h∣∣∣2H−1,Ω + ∣∣∣u − ûh∣∣∣2H,Ω = erdc,Ω(ûh, σ̂h)2

qui confère à η sa propriété de borne supérieure de l’erreur exacte ∣∣∣e∣∣∣H,Ω :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω = ηex ≤ η = erdc,Ω(ûh, σ̂h) (1.59)

Il apparaît dès lors que le point clé de la méthode réside dans la construction du couple
de solution admissibles (ûh, σ̂h) dont la capacité à approcher le plus fidèlement pos-
sible (u,σ) influera directement sur la précision de l’estimateur η.

◻ Remarque 1.16 Sur chaque élément E ∈ Eh, on définit de même les contributions ηE à
l’erreur globale comme :

ηE = erdc,E(ûh, σ̂h) = ∣∣∣σ̂h −H ∶ ε(ûh)∣∣∣H−1,E vérifiant η2 = ∑
E∈Eh

η2
E (1.60)

Concernant le champ cinématiquement admissible, le choix ûh = uh est généralement
immédiat, la solution uh obtenue à l’issue des méthodes éléments finis en déplace-
ment étant par construction cinématiquement admissible dans la majorité des cas de
figure 2.

◻ Remarque 1.17 Lors de la mise en œuvre de l’erreur en relation de comportement pour
des problèmes d’élasticité incompressible, la construction d’une solution admissible en dépla-
cement spécifique ûh vérifiant div(ûh) = 0 a été proposée dans [P Ladeveze, Marin et al.,
1992].

2. Voir sur ce point la remarque 1.17.



Tel n’est malheureusement pas le cas pour la solution admissible en contrainte σ̂h ∈
Sa(Ω) dont la construction est beaucoup plus ardue et constitue probablement la prin-
cipale difficulté de mise en œuvre des estimateurs ici présentés. Une réponse possible
consiste à choisir une solution σ̂h issue d’une formulation éléments finis en contrainte
permettant d’obtenir le meilleur champ approché admissible σ̂h. Remarquons que l’on
retrouve alors du fait des relations (1.16) et (1.17) l’estimateur issu de l’analyse duale
présenté en partie 1.3.2 : en l’occurrence, cette approche présente les mêmes inconvé-
nients relatifs à son surcoût numérique engendré par la nécessité d’une seconde ana-
lyse éléments finis globale. Aussi les procédures décrites par la suite consistent-elles
à exploiter la donnée du champ approché σh de pair avec la description continue des
conditions aux limites d’interface au sein de procédures d’équilibrage spécifiques no-
tées Feq dans le reste du document :

Feq ∶ (σh, f, g) z→ σ̂h

1.5.2. Construction de champs statiquement admissibles

La plupart des développements sous-jacents ont été dominés par des problématiques
similaires à celles déjà rencontrées lors de la détermination des champs d’erreur ap-
prochés e = u − uh associés à la mise en œuvre des méthodes des résidus implicites. De
même, le but recherché consiste à remplacer un problème de minimisation global en
une succession de problèmes locaux indépendants, posés tant au niveau élémentaire
que sur des patchs d’éléments. On peut distinguer deux approches permettant de me-
ner à bien cet objectif selon que la construction de σ̂h s’effectue à travers des problèmes
définis par éléments ou par patchs d’éléments 3.

1.5.2.1. Équilibrage par éléments

Ce principe d’équilibrage fut le premier à être introduit dans [P. Ladeveze et Leguillon,
1983] pour des problèmes de thermique stationnaire. Il fut ensuite étendu au cas de
problèmes élastiques bidimentionnels [P. Ladeveze, J.-P. Pelle et Ph. Rougeot, 1991]
et tridimentionnels [P. Coorevits, Dumeau et J.-P. Pelle, 1998].

Les procédures associées sont proches de celles relatives aux estimateurs en résidus im-
plicites par éléments (sec. 1.4.3). Elles consistent à déterminer un champ σ̂h à travers
la résolution de problèmes de Neumann locaux posés élément par élément. Leur défi-
nition nécessite la construction préalable d’un champ d’inter-effort équilibré F̂h défini
sur la frontière ∂E de chaque élémentE ∈ Eh du maillage Ωh, vérifiant d’une part l’équi-
libre avec les chargements f et g du problème et d’autre part le principe de l’action et

3. Nous constaterons cependant que les procédures par éléments utilisent des données d’entrée équili-
brées qui doivent, pour être pertinentes, être construites préalablement à l’aide de procédures par patchs,
de sorte que l’usage de ces derniers paraît inévitable quelle que soit l’approche retenue.



de la réaction entre éléments. Une fois le champ F̂h construit, les restrictions élémen-
taires du champ σ̂h sont déterminées à travers la résolution des problèmes suivants :

div(σ̂h∣E) + f = 0 sur (E) (1.61a)

σ̂h∣E .nE = δEF̂h sur (∂E) (1.61b)

où δE = ±1 est un cœfficient booléen signé assurant la continuité de σ̂h au passage entre
deux éléments, ie. vérifiant δE + δE′ = 0 sur ∂E ∩ ∂E′.

◻ Remarque 1.18 Au sein d’un code éléments finis, en notant id(E) le rang de l’élément E
au sein de la liste des éléments du maillage, δE peut être défini sur ∂E ∩ ∂E′ comme δE = 1
pour id(E) < id(E′) et δE = −1 dans le cas contraire.

Les premières approches de résolution des problèmes (1.61) furent analytiques [P La-

deveze et Mauder, 1996 ; P. Ladeveze, J.-P. Pelle et Ph. Rougeot, 1991] et consistèrent
à rechercher un champ polynômial sur une subdivision de chaque élément. Des mé-
thodes de résolution numérique reposant sur un raffinement de type h ou p de l’espace
d’approximation au niveau de chaque élément leurs sont à présent préférées. Le sys-
tème (1.61) définissant un espace d’admissibilité Sa F̂h(E) des champs solutions, σ̂h∣E
est alors déterminé par minimisation d’une énergie complémentaire :

min
σ̂h∣E∈SaF̂h(E)

∫
Ω
(σ̂h∣E − σh) ∶ H−1 ∶ (σ̂h∣E − σh)dΩ (1.62)

En pratique, (1.62) est résolue par dualité à l’aide d’une approche en déplacement :

Trouver σ̂h∣E = σ(ǔ) ∈ Sa(E) vérifiant :

∫
E
σ(ǔ) ∶ ε(v)dE = ∫

E
f.v dE + ∫

∂E
δEF̂h.vh dΓ, ∀ v ∈ Ca0(E)

(1.63)

Le problème 1.63 étant de dimension infinie, il est nécessaire d’en faire une résolution
approchée et l’influence du choix de l’approximation effectuée sur la qualité de l’esti-
mateur résultant a fait l’objet de plusieurs études. Sur ce point, il a été constaté dans [I.
Babuška, T. Strouboulis et al., 1994] que le choix d’un espace approché de degré p + 3
(p étant le degré des éléments finis utilisés) donne le rapport optimal entre précision et
coût de calcul. Ce choix est le plus couramment utilisé à ce jour du fait d’une moindre
difficulté d’implantation pratique. D’autre part, des études comparatives ont conclu à
une meilleure qualité du champ σ̂h obtenu par résolution numérique par rapport à une
résolution analytique, particulièrement dans le cas d’éléments distordus [E Florentin,
2002].

Nous présentons par la suite les principaux aspects des méthodes de construction du
champ d’inter-effort F̂h. Notons au passage l’emploi possible de ces techniques dans
le cadre de la mise en œuvre des méthodes des résidus équilibrés par éléments 1.4.3,



ces dernières nécessitant en toute rigueur des champs d’interface équilibrés lors de la
définition des problèmes de Neumann élémentaires.

Construction des champs F̂h (méthode EET)

L’ingrédient clé des méthodes de détermination de F̂h est la définition d’une relation
énergétique entre les champs σ̂h et σh, appelée condition de prolongement forte :

∫
E
(σ̂h − σh).∇ϕi dE = 0, ∀E ∈ Eh, ∀i ∈ NE

h (E) (1.64)

où Eh désigne l’ensemble des éléments du maillage Ωh etNE
h (E) l’ensemble des nœuds

de l’élémentE. Mécaniquement parlant, remarquons que la relation précédente impose
au nouveau champ σ̂h de développer, sur chaque élément, le même travail virtuel que
σh pour tout déplacement associé aux fonctions de formes éléments finis. L’injection
de la condition (1.64) dans la formulation faible de l’équilibre associée aux équations
(1.61) permet d’exprimer les valeurs nodales généralisées de F̂h en fonction de σh et
des données du problème :

∫
∂E
δEF̂hϕidΓ = ∑

ΓE
j ∈F

E
h
(E)∩FS

h
(i)
∫

ΓE
j

δEF̂hϕidΓ =∫
E
(σh ∶ ε(ϕi) − fϕi)dE,

∀E ∈ Eh, ∀i ∈ NE
h (E)

(1.65)

où FEh (E) désigne l’ensemble des faces de E et FSh (i) l’ensemble des faces reliées
au sommet i. D’un point de vue pratique, les valeurs nodales généralisées F̂ϕ

h,i,ΓE
j

=

∫ΓE
j
δEF̂hϕidΓ sont déterminées nœud par nœud à travers un ensemble de problèmes

issus de (1.65) et posés sur les patchs d’éléments centrés sur les nœuds i. Le champ
continu équilibré F̂h est alors construit localement sur chaque bord à partir des don-
nées correspondantes de F̂ϕ

h,i,ΓE
j

par interpolation sur la restriction sur ΓEj des fonctions

de formes éléments finis.

L’absence d’unicité des solutions des problèmes locaux définis par (1.65) rend leur
simple résolution insuffisante lors de la détermination des grandeurs F̂ϕ

h,i,ΓE
j

de telle

sorte qu’ils ne définissent qu’un espace d’admissibilité pour F̂h (rarement réduit à
un singleton). Ce problème se pose en particulier lors de la résolution des problèmes
« patchs » intérieurs à Ω ou adjacents à ∂uΩ. Les valeurs de F̂ϕ

h,i,ΓE
j

sont alors complè-

tement déterminées à travers un problème de minimisation aux moindres carrés les
reliant à la valeur moyenne des flux des contraintes éléments finis sur les bords corres-
pondants :

min ∑
ΓE
j ∈F

S
h
(i)

⎛
⎜
⎝

F̂ϕ

h,i,ΓE
j

−Fm
h,i,ΓE

j

dΓE
j

⎞
⎟
⎠

2

avec Fm
h,i,ΓE

j
= ∫

ΓE
j

1

2
[δEσh∣E .nE + δE′σh∣E′ .nE′]ϕi dΓ

(1.66)



où dΓE
j

désigne la taille de la face correspondante et E′ l’élément adjacent à E ayant ΓEj

comme face commune. Dans le cas correspondant à ΓEj ⊂ ∂fΩ, signalons que les valeurs
de F̂ϕ

h,i,ΓE
j

sont directement déterminées par la donnée de la condition de Neumann

correspondante, de sorte que :

F̂ϕ

h,i,ΓE
j

= ∫
ΓE
j

gϕi dΓ sur ΓEj ⊂ ∂fΩ

◻ Remarque 1.19 On trouvera une description plus détaillée sur certains aspects de cette
méthode en partie 5.3.1.

Construction améliorée

Cette variante a été introduite dans [P Ladevèze et Ph Rougeot, 1997] pour pallier
certaines faiblesses de la construction précédente, notamment dans le cas de concen-
trations de contraintes ou de distorsions géométriques localisées. Son principe consiste
à affaiblir la condition de prolongement (1.64) en imposant l’égalité des travaux virtuels
sur les seuls nœuds non sommets des éléments :

∫
E
(σ̂h − σh).∇ϕi dE = 0, ∀E ∈ Eh, ∀i ∈ NE

h (E)/SEh (E) (1.67)

La détermination de F̂h∣Γ sur chaque bord Γ est alors effectuée en séparant ses contri-
butions associées aux nœud sommets F̂Sh∣Γ de celles associées aux nœuds intérieurs

F̂
N/S
h∣Γ :

F̂h∣Γ = F̂Sh∣Γ + F̂
N/S
h∣Γ

La condition (1.67) permet alors la détermination immédiate des composantes de F̂N/S
h∣Γ .

La partie « macroscopique » F̂Sh∣Γ est, quant à elle, déterminée par minimisation de
l’énergie complémentaire de la structure sous la condition d’admissibilité statique du
champ F̂h.

Bien que donnant de meilleurs résultats, cette approche est aussi beaucoup plus coû-
teuse que la précédente du fait de la présence d’un problème de minimisation global.
En pratique, son utilisation est restreinte à certaines zones locales pour lesquelles il est
nécessaire de corriger le champ σ̂h initialement calculé par la méthode standard. Pour
ce faire, le problème de minimisation est traité par un algorithme itératif initialisé avec
les résultats de l’approche standard.

◻ Remarque 1.20 L’application de cette méthode sur l’ensemble du domaine Ω pour des élé-
ments finis de degré 1 revient à rechercher le champ σ̂h minimisant l’énergie complémentaire
sur Ω, et semble donc équivalente à l’approche duale exposée précédemment (cf. partie 1.3).



Équilibrage hybride (méthode EESPT)

Cette méthode, inspirée des approches de type « flux-free » (voir par exemple [N. Pares,
P. Diez et A. Huerta, 2006]), a été récemment introduite [Pierre Ladevèze, Ludovic
Chamoin et Eric Florentin, 2010] comme alternative à la procédure d’équilibrage stan-
dard initialement présentée. Son point de départ repose sur la réécriture de la condi-
tion de prolongement (1.64) à l’échelle de la structure complète en utilisant l’espace des
fonctions de formes de degré q discontinues entre éléments (où 1 ≤ q ≤ p, p désignant le
degré d’interpolation initial de la méthode éléments finis) :

∑
E∈Eh(Ω)

∫
E
(σ̂h − σh) ∶ ε(vdh)dE = ∫

Ω
(σ̂h − σh) ∶ ε(vdh)dΩ = 0

∀vdh ∈ V
qdisc

h (Ω) = {vdh tel que vh∣E ∈ Pq(Ek), ∀Ek ∈ Ωh}
(1.68)

◻ Remarque 1.21 Notons que cette écriture permet plusieurs choix de conditions de prolon-
gement suivant le degré q d’interpolation choisi pour Vq

disc

h et donne ainsi plus de souplesse
à la méthode.

La procédure consiste alors à injecter la partition de l’unité définie par les fonctions de
formes ϕi de degré q au sein de la condition de prolongement précédente. Par la suite,
F̂h est déterminé comme :

F̂h = ∑
i∈Nh(Ωh)

ϕiF̂
(i)
h (1.69)

où les quantités ϕiF̂
(i)
h , recherchées sur la base des fonctions de formes éléments finis,

sont solutions des problèmes locaux définis sur les « patchs » d’éléments ωNi centrés au
nœud i :

Trouver ϕiF̂
(i)
h vérifiant :

∑
Ek∈ENh (i)

∫
∂Ek

δEk
ϕiF̂

(i)
h vdhdΓ = ∫

ωNi
(σh ∶ ε(vdh) − fdvdh)dω ∀vdh ∈ V

qdisc

h (Ω) (1.70)

D’une manière générale, les problèmes locaux ci-dessus définissent un espace d’admis-
sibilité des quantités ϕiF̂

(i)
h mais ne permettent pas d’en assurer l’unicité. La résolu-

tion s’effectue alors par minimisation sous contraintes (correspondant à (1.70)) d’une
fonction coût du même type de (1.66) dans laquelle la vérification des conditions aux
limites de Neumann F̂h = g (sur ∂fΩ) est traitée par pénalisation. Cette approche per-
met alors un traitement systématique des problèmes (1.70), qu’ils soient internes à Ω
ou adjacents à ∂Ω 4.

4. Notons qu’il est nécessaire, dans l’approche de construction standard, de différencier le traitement
des problèmes « patchs » suivant l’appartenance du nœud central à l’intérieur du domaine ou aux fron-
tières ∂uΩ et ∂fΩ.



◻ Remarque 1.22 Lorsque la partition de l’unité s’effectue sur la base des fonctions de formes
éléments finis du problème initial (ie. q = p), remarquons que la méthode hybride permet alors
la détermination directe des valeurs nodales de F̂h alors que la construction standard (qui
calcule en premier lieu des valeurs nodales généralisées) nécessite une étape supplémentaire
pour arriver au même résultat.

◻ Remarque 1.23 Il est possible de retrouver la condition de prolongement fort (1.64) à par-
tir de l’expression de (1.68) en choisissant des fonctions vq

disc

h ∈ Vq
disc

h (Ω) égales aux fonctions
de formes éléments finis sur un élément et nulles partout ailleurs. En ce sens, l’écriture (1.68)
peut être considérée comme une généralisation de (1.64).

1.5.2.2. Équilibrage par « patchs » d’éléments (méthode SPET)

Ces méthodes consistent à construire un champ de contrainte admissible σ̂h en s’af-
franchissant de la détermination de champs d’inter-efforts équilibrés F̂h. L’exploitation
de conditions d’équilibre et/ou de prolongement à l’échelle de la structure complète
couplée à l’utilisation d’une partition de l’unité permet de se ramener à la résolution
de problèmes « patchs » similaires à ceux rencontrés dans les méthodes « flux-free ».
Les méthodes sous-jacentes sont récentes et d’inspiration directe de [Carstensen et
Funken, 2000 ; Morin, Nochetto et Siebert, 2002 ; N. Pares, P. Diez et A. Huerta,
2006].

Dans [L. Gallimard, 2009], une condition de prolongement similaire à celle de (1.68)
est définie à l’aide de la partition de l’unité des fonctions de formes éléments finis
associées aux nœuds sommets :

∫
ωSi

((σ̂h − σh)∇(ϕi)) v dω = 0 ∀v ∈ Ca0(ωSi ), ∀i ∈ Sh(Ωh) (1.71)

Le champ σ̂h est alors défini (toujours grâce à la partition de l’unité) comme une somme
de contributions locales :

σ̂h = ∑
i∈Sh(Ωh)

ϕiσ̂h = ∑
i∈Sh(Ωh)

σ̂ih (1.72)

Du fait des conditions d’équilibre et de prolongement, σ̂ih est solution de problèmes
locaux de la forme :

∫
ωSi
σ̂ih ∶ ε(v)dω = ∫

ωSi
(ϕif − σh∇(ϕi)) v dω + ∫

∂fω
S
i

ϕigv dΓ ∀v ∈ Ca0(ωSi ) (1.73)

résolus en pratique par une approche cinématique associée à un espace de discrétisa-
tion enrichi.

Dans [Moitinho de Almeida et Maunder, 2009], les auteurs proposent une approche
similaire mais utilisant des résolutions par éléments finis équilibre lors du traitement
des problèmes locaux. Y sont notamment discutées la stabilité des problèmes « patchs »
et la suppression des modes cinématiques à déformation nulle inhérents aux approches
duales.



1.5.3. Extension à d’autres types de problèmes

L’un des principaux atouts de l’estimation d’erreur en relation de comportement pro-
vient de l’extension de son concept de base, sans perte de validité, au cadre de travail
des problèmes d’évolution linéaires et non-linéaires. Celles-ci permettent notamment
la prise en compte des erreurs de discrétisation temporelle. Nous présentons ci-après
les principes élémentaires des deux approches sous-jacentes, qui reposent, pour la pre-
mière, sur le concept d’erreur au sens de Drucker, et pour la seconde, sur celui d’erreur
en dissipation.

1.5.3.1. Erreur au sens de Drucker

Cette première extension [P. Ladevèze, Coffignal et J.P. Pelle, 1983] a été développée
pour les problèmes linéaires d’évolution. Elle repose sur la condition de stabilité de
Drucker [Drucker, 1964], qui s’écrit, pour deux couples déplacement/contrainte (u,σ)
et (u′, σ′) égaux à l’instant initial et vérifiant la loi de comportement (1.1c) :

∫
t

0
(σ − σ′) ∶ (ε̇(u) − ε̇(u′))dτ ≥ 0, ∀t ∈ [0, T ] (1.74)

L’erreur au sens de Drucker est alors définie comme suit :

e2
dru,Ω,T (uhCA

, σhSA
) = sup

t
∫

Ω
∫

t

0
(σhSA

− σhCA
) ∶ (ε̇hSA

− ε̇hCA
)dτ dΩ (1.75)

où les champs εhCA
= ε(uhCA

) et σhSA
vérifient les conditions de compatibilité (1.1a) et

d’équilibre (1.1b), respectivement, σhCA
= σ(uhCA

) et εhSA
est obtenu à partir de σhSA

par inversion de la loi de comportement.

Cette méthode a été appliquée à des problèmes d’élasto-plasticité [L. Gallimard, P. La-
devèze et J. P. Pelle, 1996] et étendue par la suite au cadre de la dynamique [J. Combe,
P. Ladevèze et J.P. Pelle, 1999]. Sa principale faiblesse réside dans l’absence de lien
entre l’estimateur et la solution exacte, et par là même l’absence de borne supérieure
garantie de l’erreur exacte. De ce fait, il semble qu’elle soit aujourd’hui peu utilisée au
profit de l’erreur en dissipation.

1.5.3.2. Erreur en dissipation

Cette seconde extension a été introduite dans [P Ladevèze, 1989] pour traiter le cas
des problèmes non-linéaires d’évolution. S’appuyant sur la formulation par variables
internes de la relation de comportement [Halphen et Nguyen, 1975] qui lui confère
un fort contenu mécanique, elle permet la généralisation du théorème de Prager-Synge
au cadre non-linéaire, rendant ainsi l’estimateur associé garanti par rapport à l’erreur
vraie.



Pour rester concis et ne pas rentrer dans les nombreuses subtilités afférentes 5, nous dé-
crirons la formulation comme une approche utilisant un ensemble de variables internes
subdivisé comme suit :
– partie réversible du comportement (notée xr) ;
– partie associée aux processus dissipatifs (notée xd) ;
– variables duales (notées y).
La loi de comportement est alors subdivisée en deux ensembles :
– les lois d’état, de la forme :

xr = Λ(y) (1.76)

– les lois d’évolution, de la forme :

ẋd = B(y) (1.77)
A ce stade, le principe de l’erreur en dissipation consiste à exploiter le résidu sur les
lois d’évolution. L’erreur ediss,Ω,T s’écrit alors :

e2
diss,Ω,T ( ˙̂xdh, ŷh) = ∫

T

0
∫

Ω
[ϕ( ˙̂xdh) + ϕ∗(ŷh) − ŷh ⋅ ˙̂xdh]∣t dΩdt (1.78)

où (x̂h, ŷdh) représente un couple de solution admissible au sens de l’erreur en dissipa-
tion (c’est-à-dire vérifiant les équations de compatibilité (1.1a), d’équilibre (1.1b) ainsi
que les lois d’état (1.76)) obtenu à partir d’une solution éléments finis (xh, yh), ϕ dé-
signe le pseudo-potentiel de dissipation associé à l’opérateur B et ϕ∗ désigne le dual de
ϕ.

En outre, ediss,Ω,T vérifie des propriétés similaires à celles relatives au cadre linéaire :

e2
diss,Ω,T ( ˙̂xd, ŷ) ≥ 0 (1.79)

e2
diss,Ω,T ( ˙̂xd, ŷ) = 0 ⇐⇒ (x̂, ŷ) = (xex, yex) (1.80)

e2
diss,Ω,T ( ˙̂xd, ŷ) = e2

diss,Ω,T ( ˙̂xd, yex) + e2
diss,Ω,T (ẋdex, ŷ) +EF (ŷ − yex)∣T (1.81)

où EF désigne l’énergie libre de la structure. Cette dernière relation est fondamentale
en ce sens qu’elle permet d’établir un lien entre l’erreur en dissipation et la solution
exacte du problème. Elle peut être vue comme l’extension du théorème de Prager-Synge
(1.16) relatif au cas linéaire et confère ainsi à l’estimateur associé sa propriété de borne
supérieure sur l’erreur exacte.

De part le caractère unifié de sa formulation, cette approche est souvent utilisée lors
de la mise en œuvre de l’erreur en relation de comportement sur des problèmes non-
linéaires. Son cadre d’application est donc large, incluant des problèmes de plasticité
et viscoplasticité [P Ladevèze et N Moës, 1998], endommagement [Pierre Ladevèze,
2001] et contact [Louf, J.-P. Combe et J.-P. Pelle, 2003]. Ici encore, l’une des difficultés
de mise en œuvre réside dans la construction des champs admissibles, construction qui,
par ailleurs, trouve son point de départ dans l’utilisation des outils développés dans le
cadre linéaire.

5. Pour une description du formalisme et de ses applications à différents types de matériaux et proces-
sus, le lecteur pourra consulter entre autres références [Desmorat, 1993].



◻ Remarque 1.24 A titre d’exemple, dans le cas d’un matériau viscoélastique décrit par un
modèle de Maxwell généralisé (assemblage en parallèle de n systèmes ressort-amortisseur), les
variables internes correspondent aux déformations élastiques εei et inélastique εpi (vérifiant
εei + ε

p
i = ε pour i = 1..n) ainsi que les contraintes σi (telles que σ = ∑ni=1 σi). On a donc

xr = [εei ]i = ee, xd = [εpi ]i = e
p et y = [σi]i = s avec les lois d’état et d’évolution données par

ee = Λ(s) et ėp = B(s), respectivement. Sous ces conditions, l’erreur en dissipation s’écrit
alors :

e2
diss,Ω,T (ėp, s) = ∫

T

0
∫

Ω
[ϕ(ėp) + ϕ∗(s) − s ⋅ ėp]∣t dΩdt

1.5.4. Commentaires

L’approche ici présentée est probablement celle qui repose sur les concepts mécaniques
les plus forts. Tout comme l’approche duale, elle s’appuie sur une formulation à deux
champs et traite donc le champ de contrainte non pas comme une quantité liée au dé-
placement par la relation de comportement mais comme un champ à part entière déter-
miné séparément via la formulation de l’équilibre du problème. Aussi, les équations de
comptabilité et d’équilibres sont considérées comme les plus fiables et utilisées comme
telles, tandis que le doute est porté sur la loi de comportement ou d’évolution, dont la
connaissance est généralement plus approximative. Ce choix particulier, qui confère à
la méthode son caractère mécanique fort, possède plusieurs avantages. En outre, il est
alors possible d’établir un lien entre l’estimateur et la solution exacte, ce qui permet
l’obtention d’une mesure garantie de l’erreur. Ce choix définit d’autre part un cadre
de travail particulièrement bien adapté aux problèmes non-linéaires permettant ainsi
de définir des estimateurs garantis dans de nombreux cas de figure en tenant compte
de diverses sources d’erreurs (discrétisation spatiale et temporelle). Toutefois, l’un des
inconvénients des méthodes associées réside probablement dans leur difficulté d’im-
plantation dans les codes de calculs éléments finis, ainsi que dans un sur-coût de calcul
non négligeable. Ces deux derniers points appellent à des études spécifiques afin de
rendre ces méthodes suffisamment robustes pour être utilisées intensivement dans les
codes industriels.

1.6. Estimateurs d’erreur exploitant les défauts de régularité

Cette approche, introduite dans [O. C. Zienkiewicz et J. Z. Zhu, 1987], consiste à ex-
ploiter les défauts de régularité du couple (uh, σh) de solutions éléments finis afin d’ac-
céder à une mesure pertinente de l’erreur de discrétisation. La famille associée regroupe
deux générations de procédures différant par quelques variantes mineures. Le lecteur
trouvera dans [O Zienkiewicz, B Boroomand et J Zhu, 1999] une synthèse des princi-
paux développements associés.



1.6.1. Principe

Le principe général des méthodes sous-jacentes consiste à construire une approxima-
tion continue σ○ = Liss(σh) du champ de contraintes σ sensée être plus représenta-
tive que σh. Pour cela, σ○ = Liss(σh) est obtenue à l’aide d’un post-traitement de la
solution éléments finis σh par un opérateur de lissage Liss. En considérant ensuite
σ○ ≈ σ, une mesure approchée de l’erreur est construite à l’aide des normes énergé-
tiques :

∣∣∣σ − σh∣∣∣H−1,Ω = ηex,σ ≈ η = ∣∣∣σ○ − σh∣∣∣H−1,Ω (1.82)

◻ Remarque 1.25 La procédure de lissage peut également s’appliquer au champ de déplace-
ment uh, il vient alors après construction de u○ :

∣∣∣e∣∣∣H,Ω = ηex ≈ η = ∣∣∣u○ − uh∣∣∣H,Ω (1.83)

Tout opérateur de lissage Liss peut a priori être utilisé dans la mise en œuvre de cette
méthode. Cependant, il va de soi que la précision de l’estimation obtenue dépend di-
rectement de l’écart entre la solution σ○ reconstruite et la solution continue σ : le choix
de Liss est alors fondamental pour assurer de bonnes performances à l’estimateur d’er-
reur associé. En outre, il est possible d’en encadrer l’indice d’efficacité γ à l’aide de la
réécriture de (1.83) :

η = ∣∣∣(σ − σh) − (σ − σ○)∣∣∣H−1,Ω = ∣∣∣ε − ε○∣∣∣H−1,Ω (avec ε = σ − σh et ε○ = σ − σ○)

puis par l’application de l’inégalité triangulaire :

∣∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω − ∣∣∣ε○∣∣∣H−1,Ω∣ ≤ η ≤ ∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω + ∣∣∣ε○∣∣∣H−1,Ω

Il vient alors [O. C. Zienkiewicz et J. Z. Zhu, 1992b] :

1 −
∣∣∣ε○∣∣∣H−1,Ω

∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω

≤ γ = η

ηex
≤ 1 +

∣∣∣ε○∣∣∣H−1,Ω

∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω

(1.84)

où ∣∣∣ε○∣∣∣H,Ω = ∣∣∣σ − σ○∣∣∣H−1,Ω désigne l’erreur sur le champ lissé. On remarque ainsi que
l’évolution de qualité de l’indice d’efficacité global est directement reliée au rapport
des vitesses de convergence des champs σ○ et σh lorsque h→ 0.

1.6.2. Une première approche

Dans sa version originale introduite dans [O. C. Zienkiewicz et J. Z. Zhu, 1987], encore
appellée « ZZ1 », la méthode consiste à rechercher le champ lissé, initialement de degré
p, sur une base d’approximation de degré p + 1. Dans le cas du champ de contraintes,



σ○ est ainsi construite sur la base des fonctions de formes éléments finis (ϕi)i en intro-
duisant une famille d’opérateurs symétriques constants (a○i )i :

σ○ = ∑
i∈Sh

a○iϕi (1.85)

La détermination des contraintes nodales (a○i )i s’effectue de manière globale ou lo-
cale. L’approche globale consiste à approcher σ○ de σh à l’aide d’une minimisation aux
moindres carrés généralement résolue de manière itérative :

min
(ai)i

∣∣∣σ○ − σh∣∣∣H−1,Ω

Moins coûteuses, les méthodes locales consistent à définir chaque contrainte a○i comme
une moyenne pondérée des valeurs de σh aux points de Gauss voisins du nœud i.

L’estimateur ainsi construit est très simple à mettre en œuvre. Cependant, dans bien
des cas, le champ de contraintes ainsi lissé n’atteint pas une qualité d’approximation
suffisante de σ, altérant inévitablement la précision de l’estimateur. A titre d’exemple,
celui-ci peut fortement sous-estimer l’erreur vraie si les fonctions d’interpolation sont
de degré pair.

1.6.3. Reconstruction superconvergente par patchs

Cette méthode, encore appelée « ZZ2 », a été introduite dans [O. C. Zienkiewicz et J. Z.
Zhu, 1992a,b] sous le nom de « Superconvergent Patch Recovery » ou SPR afin de re-
médier aux inconvénients de l’approche précédente. Sans modifier le choix de la base
d’approximation de σ○ (1.85), elle propose une nouvelle procédure de calcul des cœf-
ficients (a○i )i, certes plus coûteuse, mais améliorant considérablement la précision de
l’estimation d’erreur.

Le principe se décompose en deux étapes. Tout d’abord, des approximations polyno-
miales intermédiaires σ○j du champ de contrainte sont construites sur chaque sous-
domaine ωSh,j support de la fonction de forme éléments finisϕj au nœud j :

σ○j = ∑
k∈Nh(ωSh,j)

b○j,kϕk

où b○j,k désigne un opérateur du même type que a○i etNh(ωSh,j) l’ensemble des nœuds des
éléments du domaine ωSh,j . Pour se faire, chaque famille (b○j,k)k est déterminée à l’aide
d’une minimisation aux moindres carrées sur un ensemble Ech(E) de points d’échan-
tillonnage p au sein de chaque élément E ⊂ ωSh,j :

min
(b○

j,k
)
k

∑
E⊂ωS

h,j

∑
p∈Ech(E)

tr [(σ○j (p) − σh(p))
2] (1.86)



Le champ ainsi obtenu est ensuite évalué sur un ensemble de points i ∈ Ev(ωSh,j) du
sous-domaine considéré, correspondant généralement aux nœuds intérieurs. Enfin, le
calcul de chaque cœfficient a○i s’effectue à l’aide d’une moyenne des valeurs σ○j (i) pré-
cédemment obtenues, soit :

a○i =
1

∣P (i)∣ ∑
j∈P (i)

σ○j (i)

où P (i) = {j ∈ Sh(Ω), i ∈ Ev(ωSh,j)} désigne l’ensemble des nœuds sommets des do-
maines ωSh,j contenant le nœud i.

◻ Fig. 1.5. Ensemble de points d’échantillonnageEch(E) pour quelques éléments usuels [M.
Ainsworth et J. Oden, 1997]

◻ Remarque 1.26 Lors de la détermination des cœfficients a○i correspondant aux nœuds
frontières du domaine Ω, il est préférable de construire les champs intermédiaires σ○j sur des
domaines plus grands que ωSh,i (typiquement des patchs à deux rangées d’éléments centrés sur
chaque nœud sommet j ∈ Sh(∂Ω)).

Le choix des ensembles Ech(E) de points d’échantillonnage est d’importance dans la
mise en œuvre de l’estimateur ici détaillé. La mesure d’erreur sera optimale lorsque
ceux-ci seront pris égaux aux points de superconvergence des grandeurs dérivées de
type contrainte (ou de ceux des grandeurs de type déplacement si la procédure de
lissage s’opère sur le champ uh). Cette propriété confère en effet au champ σ○ une vi-
tesse de convergence supérieure à celle de σh. En supposant cette dernière de la forme
∣∣∣ε∣∣∣H−1,Ω = O(hp), ε○ vérifie alors ∣∣∣ε○∣∣∣H−1,Ω = O(hp+α) (α > 0), ce qui donne d’après
(1.84) :

1 − ∣O(hα)∣ ≤ γ ≤ 1 + ∣O(hα)∣ Ô⇒ lim
h→0

γ = 1



L’estimateur « ZZ2 » est alors consistant sous les hypothèses précédentes.

En pratique, pour le champ de contrainte, les points de superconvergence sont confon-
dus avec les points d’intégration de Gauss en dimension 1. En dimension 2 ou 3, leur
existence est établie de manière théorique ou numérique uniquement dans certains cas
particuliers de configuration de maillages. Enfin, dans le cas d’éléments trop distordus
ou aplatis, la propriété semble disparaître.

1.6.4. Quelques variantes

Plusieurs variantes furent apportées à la méthode « ZZ2 ». Celles-ci portent essentielle-
ment sur la manière de déterminer les cœfficients (b○j,k)k. Nous présentons ici succinc-
tement les plus notables d’entre elles.

1.6.4.1. Minimisation sous conditions d’équilibre

Cette variante, initialement introduite dans [Wiberg, Abdulwahab et Ziukas, 1994],
consiste à vérifier de manière approchée l’équilibre local lors de la minimisation de la
fonctionnelle (1.86), qui devient alors :

min
(b○

j,k
)
k

∑
E⊂ωS

h,j

∑
p∈Ech(E)

{tr [(σ○j (p) − σh(p))
2] + β ∫

ωS
h,j

(div(σ○j ) + f)
2
dΩ}

où β est un cœfficient de pondération. Il semble qu’une technique similaire ait été
proposée dans [Blacker et Ted Belytschko, 1994].

En pratique, ce type de variante, bien qu’ajoutant un terme « physique » à la minimisa-
tion (1.86), semble dégrader les performances de l’estimateur original à l’exception des
zones frontalières du domaine. Ceci peut s’expliquer par le fait que le terme ainsi ra-
jouté « perturbe » la minimisation au niveau des points de superconvergence.

1.6.4.2. Reconstruction par patchs équilibrés

Cette variante [B. Boroomand et O. C. Zienkiewicz, 1997], connue sous le nom de Reco-
very of Equilibrium of Patches « REP », consiste à remplacer la fonctionnelle (1.86) définie
sur l’ensembleEch(E) des points d’échantillonnage par une condition de prolongement
identique à celle introduite dans 1.5.2 et définie sur l’ensemble du sous-domaine ωSh,i.
La fonctionnelle (1.86) est alors remplacée par :

min
(b○

j,k
)
k

[∫
ωS
h,i

(σ○j − σh) .∇(ϕk)dΩ]
2



Le principal avantage de cette méthode réside dans la définition d’une fonctionnelle
permettant de s’affranchir de l’utilisation des points de superconvergence. En outre,
elle semble afficher des performances similaires à celles de l’estimateur « ZZ2 », leur
justification semblant toutefois rester une question ouverte.

1.6.5. Extension à d’autres types de problèmes

Cette famille de méthodes ne fit pas exception une extension aux problèmes autres que
linéaires, même si les contributions y sont nettement moins nombreuses que pour les
estimateurs reposant sur les défaut d’équilibre ou sur l’erreur en relation de compor-
tement. Mentionnons ainsi une approche par projection du champ de contrainte dans
le cadre du contrôle adaptatif de problèmes de dynamique [T. Belytschko et Tabbara,
1993], et plus récemment l’extension de la méthode « Superconvergent Patch Recovery » à
des problèmes à comportement élasto-plastique dans [B Boroomand et O Zienkiewicz,
1999].

1.6.6. Commentaires

Notons tout d’abord la popularité de cette famille dans le milieu de l’ingénierie du
fait de sa facilité d’implantation dans les codes éléments finis, et tout particulière-
ment du fait que des fonctions de lissage sont souvent présentes dans certains mo-
dules des codes éléments finis à des fins d’affichage et de post-traitement des résul-
tats.

Au delà de cette facilité d’implantation, les méthodes associées permettent générale-
ment l’obtention de résultats tout à fait satisfaisants dans de nombreux cas d’utilisa-
tion et peuvent ainsi être employées à moindre coût, dans le cadre de procédures de
remaillage adaptatif par exemple. Dans [I Babuška, T Strouboulis et C. Upadhyay,
1994], une performance convenable de l’estimateur « ZZ2 » par rapport à celle d’autres
types d’estimateurs est observée. Cependant, celui-ci fut plus récemment mis en dé-
faut sur certains problèmes particuliers dans [Prudhomme, Nobile et al., 2003]. En
effet, de cette simplicité conceptuelle découle (tout du moins au jour d’aujourd’hui)
une absence de propriété de majoration stricte de l’erreur vraie, ce qui constitue le prin-
cipal défaut de ces méthodes lorsque l’utilisateur souhaite obtenir des bornes garan-
ties.

Enfin, la possibilité d’obtenir une estimation d’erreur pour de nombreux types d’opé-
rateurs de lissage ajoute à la souplesse de la méthode, même si la précision associée
sera forcément liée à un choix pertinent de Liss. Sur ce point, signalons le développe-
ment d’un cadre mathématique d’analyse des performances de ce type d’estimateurs
en fonction des propriétés de Liss dans [M. Ainsworth et J. Oden, 1997]. Le choix



de ces opérateurs permet également d’établir des liens intéressants entre les estima-
teurs par lissage de contraintes et ceux utilisant les résidus d’équilibres. Ainsi, les tra-
vaux [J Zhu, 1997 ; J.Z. Zhu et Zhang, 1999] montrent que certains estimateurs du
type « résidus d’équilibre » correspondent à un choix particulier de l’opérateur Liss et
peuvent donc être mis en œuvre de manière similaire à l’aide d’une approche par lis-
sage.

1.7. Estimation d’erreur sur des quantités d’intérêt

Si les méthodes d’estimation précédemment présentées sont utiles pour évaluer la qua-
lité globale d’un calcul, il est souvent nécessaire (et particulièrement dans un contexte
de dimensionnement) de pouvoir estimer l’erreur commise sur des quantités plus fines,
dites quantités d’intérêt. Des exemples de quantité d’intérêt peuvent être aussi bien l’état
de contrainte et de déformation en un point que la contrainte de Von Mises sur une zone
particulière, et de manière plus générale, toute quantité définie par une fonctionnelle
I(u) appliquée à la solution u. Pour accéder à l’erreur commise sur ce type de quan-
tité, l’utilisation des estimateurs globaux n’est généralement pas suffisante, les seules
données accessibles étant des contributions élémentaires à l’erreur globale. Cette partie
s’attache à présenter très brièvement les points clés relatifs à l’estimation d’erreur sur
des quantités d’intérêt.

1.7.1. Erreur en pollution

La première approche de ce type [I. Babuska, T. Strouboulis, C. S. Upadhyay et S. K.
Gangaraj, 1995 ; Antonio Huerta et Pedro Diez, 2000] définit le concept de pollution,
selon lequel l’erreur sur une zone donnée ω provient de deux contributions distinctes :
d’une part l’erreur due à la discrétisation de ω, d’autre part un terme de pollution
représentant les effets sur ω de l’erreur commise sur le reste du domaine. Le calcul de
l’erreur locale s’effectue alors en évaluant les deux termes précités à l’aide de problèmes
auxiliaires posés sur le domaine complet.

1.7.2. Encadrement direct

Par ailleurs, une approche simple et heuristique permettant d’évaluer directement et
à moindre coût l’erreur locale élémentaire fut développée dans le cadre de l’erreur en
relation de comportement [E Florentin, L Gallimard et J.P. Pelle, 2002 ; P. Ladeveze,
P. Rougeot et al., 1999]. La méthode repose sur l’utilisation d’un processus de recons-
truction améliorée du champ de contrainte admissible qui conduit alors à une majo-
ration de l’erreur vraie au niveau élémentaire. Signalons toutefois que s’appuyant sur



une norme énergétique en contraintes, elle ne peut s’appliquer qu’à des quantités d’in-
térêts liées aux contraintes (un cas particulier relatif à la contrainte de Von Mises fut
notamment développé dans [E Florentin, 2002]).

1.7.3. Approches par extracteurs

Ce sous-ensemble regroupe les approches aujourd’hui les plus usitées et faisant l’ob-
jet de nombreux travaux visant tant à en améliorer les performances qu’à étendre leur
cadre d’application. Ici encore, les premiers développements [Becker et Rannacher,
1996] furent relatifs aux problèmes linéaires et regroupent plusieurs méthodes et va-
riantes, parmi lesquelles [P. Ladeveze, P. Rougeot et al., 1999 ; Peraire et Patera, 1998 ;
Prudhomme et J. Oden, 1999].

La philosophie sous-jacente consiste à écrire la quantité d’intérêt à l’aide d’une fonc-
tionnelle I(u) dépendant de la solution du problème et définie de manière globale sur
le domaine. En supposant l’extracteur I linéaire, l’erreur sur la quantité d’intérêt s’écrit
alors :

I(u) − I(uh) = I(u − uh) = I(e) (1.87)

Par la suite, I(e) est reliée au résidu R par le biais d’une fonction d’influence φ repré-
sentant les effets sur I(e) dus à l’approximation numérique :

I(e) = R(φ) = ∫
Ω
σ(e) ∶ ε(φ)dΩ (1.88)

φ est alors solution du problème suivant (dénommé problème adjoint) :

Trouver φ ∈ Ca0(Ω) vérifiant :

∫
Ω
σ(v) ∶ ε(φ)dΩ = R(v), ∀ v ∈ Ca0(Ω)

(1.89)

Par la suite, à partir d’une solution approchée φh ∈ Ca0
h(Ω) et de la propriété d’orthogo-

nalité (1.25), I(e) s’écrit :

I(e) = R(φ) −R(φh) = ∫
Ω
σ(e) ∶ ε(ε)dΩ (1.90)

où ε = φ − φh désigne l’erreur sur le champ auxiliaire. L’utilisation de l’identité du
parallélogramme permet d’obtenir, pour tout scalaire κ :

I(e) = 1

4
∥κe + 1

κ
ε∥

2

− 1

4
∥κe − 1

κ
ε∥

2

(1.91)

Ce dernier résultat, conjugué au calcul de bornes supérieures et inférieures globales sur
e et ε, conduit alors à un encadrement de I(e).



On constate que cette approche permet l’évaluation de I(e) (ou du moins son encadre-
ment) à l’aide de la résolution d’un problème adjoint qui ne diffère du problème de
référence que par son second membre, et pouvant donc être résolu avec un coût nu-
mérique réduit. En outre, l’analyse d’erreur sur ce second problème utilise les même
outils d’estimation d’erreur globale relatifs à la détermination de e. Cette dernière re-
marque souligne l’importance d’outils robustes et fiables d’estimation d’erreur globale
comme conditions préalables dans la mise en œuvre de procédures d’estimation d’er-
reur locale. Ajoutons d’autre part que l’utilisation d’une fonctionnelle I définie de
manière globale permet une grande souplesse dans la définition des quantités d’in-
térêt.

Cette méthode fut étendue par la suite au cadre des problèmes non-linéaires [Becker et
Rannacher, 2001 ; P Ladevèze, 2006], dans lequel se situent la majorité des dévelop-
pements les plus récents. On mentionnera ainsi des extensions aux problèmes de visco-
élasticité linéaire [L. Chamoin et P. Ladeveze, 2008], de dynamique [Pierre Ladevèze et
Waeytens, 2009], aux problèmes de Helmholtz [Steffens et Díez, 2009] et, de manière
plus générale, aux problèmes mathématiques de type parabolique [N Pares, P Diez et
A Huerta, 2007a,b]. D’autres travaux récents [P. Ladevèze et L. Chamoin, 2010] portent
sur le traitement des quantités d’intérêt ponctuelles et non-linéaires.

1.8. Conclusion partielle

Ce chapitre a permis de dresser un rapide aperçu des aspects liés à la problématique de
la vérification des calculs éléments finis, tout en abordant plus spécifiquement les ap-
ports relatifs aux estimateurs d’erreur globale pour les problèmes linéaires.

En premier lieu, soulignons que la quasi-totalité des outils présentés sont asymptoti-
quement exacts, ce qui rend leur utilisation parfaitement envisageable dans des pro-
cédures d’adaptativité. Par ailleurs, la plupart d’entre eux (à l’exception des estima-
teurs par lissage de contraintes) permettent l’obtention – théorique – d’une borne su-
périeure de l’erreur de discrétisation. Malheureusement, la mise en pratique de la ma-
jorité des procédures d’estimation associées (notamment via des résolutions éléments
finis en déplacement de problèmes auxiliaires) ne permet pas de conserver cette pro-
priété, ce qui suscite aujourd’hui encore des travaux visant à améliorer le traitement
numérique de l’estimateur de manière à retrouver une estimation garantie de l’erreur
vraie (principalement à travers des résolutions par approches duales). Il convient ce-
pendant de relativiser les conséquences d’une perte théorique de la propriété de majo-
ration sur la qualité des estimations en rappelant les conclusions des différentes études
relatives à la qualité des estimateurs [I. Babuska, T. Strouboulis et C. S. Upadhyay,
1997 ; I Babuška, T Strouboulis et C. Upadhyay, 1994 ; I. Babuška, T. Strouboulis et
al., 1994] selon lesquelles un ajustement optimal des paramètres de discrétisation au
sein des procédures d’estimation permet de minimiser l’écart de résultat par rapport



à une procédure conduisant à une majoration garantie, tout en conservant une faisa-
bilité numérique acceptable et en restant ainsi très proche du résultat théorique ga-
ranti.

À en constater l’abondante littérature durant la dernière décennie, les procédures d’en-
cadrement et d’estimation d’erreur locale constituent l’essentiel des recherches actuelles.
Si les premiers travaux étaient relatifs aux mesures locales en espace pour des pro-
blèmes linéaires, les recherches se portent désormais sur deux axes distincts : d’une
part l’extension des procédures à d’autres classes de problèmes, d’autre part le déve-
loppement de techniques permettant la mise en œuvre d’autre types de mesure. Le
premier axe s’intéresse bien évidemment aux problèmes non-linéaires avec évolution
temporelle, mais également à l’extension des méthodes au cadre stochastique [P. Lade-
vèze et E. Florentin, 2006 ; J. T. Oden et al., 2005] ainsi, récemment, qu’au cadre des
méthodes de réduction de modèle [Pierre Ladevèze et Ludovic Chamoin, 2011]. Outre
le développement des méthodes locales pour un ensemble de fonctionnelles définissant
des quantités d’intérêt spatio-temporelles, le second axe s’intéresse également à celui
d’une nouvelle erreur dite erreur de modèle [J. Oden et K.S. Vemaganti, 2000], permet-
tant d’estimer à partir d’une analyse a posteriori l’écart entre un modèle initial et ses
simplifications diverses inhérentes à de nombreux processus de résolution numérique.
Avec la complexification constante des modèles physiques, ce nouveau type d’erreur
s’avère particulièrement prometteur.

Si l’utilité première des procédures de vérification des calculs réside dans une esti-
mation fiable d’une erreur globale ou définie sur une quantité d’intérêt locale, il est
également nécessaire de pouvoir optimiser la discrétisation du problème initial afin de
réaliser des calculs satisfaisant un objectif de précision initial donné. Ce point pré-
cis est assuré par des procédures de remaillage adaptatif sur la base des informa-
tions fournies par l’estimateur d’erreur. Nous avons ici écarté les travaux qui en dé-
coulent car ils ne sont pas nécessaires à la compréhension de la suite de ce docu-
ment.

Enfin, si certaines procédures d’estimation d’erreur sont déjà implantées et utilisées
dans plusieurs codes éléments finis industriels, signalons qu’à l’exclusion des estima-
teurs par lissage de contraintes, les outils des autres familles sont souvent ardus à
mettre en place et leur utilisation s’accompagne d’importants surcoûts numériques.
Aussi, plusieurs travaux portent actuellement sur la mise en place de procédures ro-
bustes d’estimation d’erreur garanties à destination du monde industriel. Dans la suite
de ce document et à l’aide des méthodes de décomposition de domaine, nous apporte-
rons une réponse à la faisabilité numérique de la mise en œuvre de l’estimateur d’erreur
en relation de comportement.



Chapitre 2.

Méthodes de décomposition de domaine
sans recouvrement en mécanique des
structures

Après avoir présenté les bases des méthodes de décomposition de
domaine sans recouvrement dans le cadre des problèmes linéaires,
ce chapitre s’attache à la description des principaux algorithmes de
résolution associés. Les approches duale et primale, utilisées dans
les développements présentés en seconde partie, seront principa-
lement détaillées tandis que les aspects fondamentaux des autres
types d’approches seront brièvement présentés.
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Le principe de résolution par décomposition de domaine d’un problème donné est
assez ancien puisque sa paternité est attribuée à Hermann Schwarz durant la se-

conde moitié du XIXème siècle. Dans un article de 1869 [Schwarz, 1869], il était alors
proposé d’utiliser une décomposition recouvrante lors de la résolution d’un problème
aux dérivées partielles sur une géométrie complexe. Le développement des moyens
de calcul numérique et notamment l’avènement des architectures parallèles a ravivé
depuis bientôt trois décennies l’intérêt porté à ces méthodes. Outre une approche de
sous-structuration pour la résolution de problèmes de dynamique [Craig et Bampton,
1968], les premières mises en œuvre du concept dans le cadre du calcul numérique
semblent remonter au milieu des années 80. Aujourd’hui, l’utilisation des méthodes
sans recouvrement semble préférée dans le domaine de l’ingénierie. Ce caractère non-
recouvrant permet en effet une localisation naturelle des données au niveau de chaque
sous-structure qui rend possible l’affectation de leur traitement à des processeurs dé-
diés. Ce processus de décomposition doit toutefois être mené avec un soin particulier
apporté à la minimisation des échanges entre sous-structures (et donc entre proces-
seurs). Ces échanges, bien qu’inévitables afin d’assurer l’équivalence avec le problème
initial, restent en effet très souvent la première cause de perte de performances dans les
approches parallèles. Nonobstant leur existence, nous verrons que l’utilisation d’outils
spécifiques confère à ces méthodes des performances particulièrement intéressantes
dans un contexte de calcul intensif.

La richesse bibliographique du sujet ne permet pas d’envisager dans ce chapitre une
description exhaustive des méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement,
pour laquelle le lecteur trouvera une revue détaillée dans les références [Pierre Gosse-

let et Christian Rey, 2006 ; Patrick Le Tallec, 1994 ; Quarteroni et Valli, 1999]. On se
limitera donc à présenter les idées et concepts fondamentaux en explicitant quelques
aspects dont la connaissance sera utile par la suite et en mentionnant les références
utiles à tout lecteur curieux d’approfondir le sujet. Une fois le principe de décompo-
sition non recouvrante introduit, on présentera, dans le cadre des problèmes linéaires,
la version discrète de la mise en équation associée. On détaillera par la suite les deux
principales approches de résolution duale et primale, puis on présentera rapidement
les principes des approches hybrides et mixtes. Enfin, on concluera en mentionnant
quelques utilisations intéressantes découlant des propriétés des solveurs utilisés ainsi
que l’extension de ces méthodes aux problèmes non-linéaires.

2.1. Cadre de travail

Afin d’introduire et d’illustrer les principes des décompositions de domaine sans re-
couvrement, reprenons le cadre mécanique simple introduit au chapitre précédent en
considérant le problème modèle (1.1). Sous les hypothèses de la partie 1.1.1, on rappelle
que la modélisation conduit au système d’équations suivant :



– équations de compatibilité :

ε(u) = 1

2
(∇.uT +∇.u) dans Ω

u = ud sur ∂uΩ (1.1a)

– équations d’équilibre :

div(σ) + f = 0 dans Ω

σ.n = g sur ∂fΩ (1.1b)

– relation de comportement :

σ = H ∶ ε(u) dans Ω (1.1c)

Considérons à présent le cas général d’une partition de Ω en une famille de Nsd sous-
domaines (Ω(s))1≤s≤Nsd

non recouvrants (cf. figure FIG pour un exemple) :

Ω̄ =
Nsd

⋃
s=1

Ω̄(s) et Ω(s) ∩Ω(s
′) = ∅, ∀s ≠ s′ (2.2)

On note Υ(ss
′) l’interface locale entre deux sous-domaines induite par la décomposi-

tion, à partir de laquelle on peut définir des interfaces Υ(s) relatives aux sous-structures
ainsi qu’une interface géométrique globale Υ (fig. 2.1) :

Υ(ss
′) = Υ(s

′s) = ∂Ω̄(s) ∩ ∂Ω̄(s
′) (2.3a)

Υ(s) = ⋃
s′

Υ(ss
′) (s′ / Ω̄(s) ∩ ∂Ω̄(s

′) ≠ ∅) (2.3b)

Υ = ⋃
1≤s≤Nsd

Υ(s) (2.3c)

Par ailleurs, le découpage introduisant de fait des supports locaux relatifs aux sous-
domaines, on affectera de l’exposant (s) les champs locaux ainsi définis sur chaque
Ω(s).

Sur la base de la décomposition ainsi formulée, on peut exprimer aisément la restriction
du problème (1.1) sur chaque sous-domaine Ω(s) :
– équations de compatibilité :

ε (u(s)) = 1

2
(∇.u(s)T +∇.u(s)) dans Ω(s)

u(s) = ud sur ∂uΩ ∩ ∂Ω(s) (2.4a)

– équations d’équilibre :

div (σ(s)) + f = 0 dans Ω(s)

σ(s).n = g sur ∂fΩ ∩ ∂Ω(s) (2.4b)



◻ Fig. 2.1. Exemple de décomposition en 3 sous-domaines avec représentation des interfaces
Υ(ss

′), Υ(s) et Υ

– relation de comportement :

σ(s) = H ∶ ε (u(s)) dans Ω(s) (2.4c)

Malheureusement, la simple écriture des problèmes locaux précédents ne suffit pas à
assurer l’équivalence avec le problème global de départ. Il est alors nécessaire d’impo-
ser aux couples de solutions locaux (u(s), σ(s)) la vérification de conditions supplémen-
taires au niveau des interfaces entre sous-domaines :
– d’une part, la continuité des champs de déplacements u(s) locaux :

u(s) = u(s′) sur Υ(ss
′) (2.5)

– d’autre part, la validité du principe de l’action et de la réaction entre les sous-structures :

σ(s).n(s) + σ(s′).n(s′) = 0 sur Υ(ss
′) (2.6)

Après introduction des deux précédentes conditions, l’ensemble des systèmes d’équa-
tions (2.4), (2.5) et (2.6) est alors équivalent au problème de départ (1.1). La construc-
tion de la solution globale s’effectuera alors au moyen d’un opérateur d’assemblage
A associant à chaque Nsd-uplet de solutions locales (●(s))

1≤(s)≤Nsd
, noté de manière

condensée avec l’exposant ◻, le champ assemblé sur Ω, soit pour tout couple déplacement–
contrainte :

u = A(u◻) ⇔ u∣Ω(s) = u(s) (2.7a)

σ = A(σ◻) ⇔ σ∣Ω(s) = σ(s) (2.7b)

En reprenant les espaces introduits dans la partie 1.1.2, on peut aisément associer
aux problèmes locaux (2.4) les espaces d’admissibilité cinématique Ca(Ω(s)) et statique
Sa(Ω(s)). Considérant les conditions de raccord entre sous-structures et l’opérateur A,
l’admissibilité globale de tout couple (u◻, σ◻) deNsd-uplet déplacement–contrainte re-
vient alors à vérifier les conditions d’équivalence suivantes :

A(u◻) ∈ Ca(Ω) ⇔ { u(s) ∈ Ca(Ω(s)) ∀s
tr(u(s)) = tr(u(s′)) sur Υ(ss

′), ∀(s, s′) (2.8a)



A(σ◻) ∈ Sa(Ω) ⇔ { σ(s) ∈ Sa(Ω(s)) ∀s
σ(s).n(s) + σ(s′).n(s′) = 0 sur Υ(ss

′), ∀(s, s′) (2.8b)

L’utilisation de la fonctionnelle erreur en relation de comportement permet par la suite
une autre écriture du problème sous-structuré :

Trouver (A(u◻),A(σ◻)) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) vérifiant :

erdc,Ω(s)(u(s), σ(s)) = 0 (1 ≤ s ≤ Nsd)
(2.9)

On constate en vertu de ce qui précède que la résolution d’un problème sous-structuré
fait intervenir le traitement de Nsd problèmes locaux définis sur chaque sous-domaine
Ω(s). Le caractère non-recouvrant de la décomposition, en permettant d’envisager leur
résolution de manière indépendante et donc affecter leur traitement à des processeurs
distincts, constitue probablement l’intérêt majeur de cette approche. Notons cependant
que la vérification des conditions de raccord impose des phases d’échanges de données
au niveau des interfaces Υ(ss

′) qui doivent, autant que possible, demeurer limitées pour
ne pas altérer les performances globales. En pratique, nous verrons par la suite que
ce type d’approches s’appuie sur la formulation d’un problème d’interface intégrant
d’une manière condensée les contributions des sous-structures (2.4), et dont la résolu-
tion s’effectue de manière itérative en imposant la vérification de certaines conditions
de raccord.

2.2. Mise en équations

La partie précédente ayant permis d’introduire les fondements des méthodes de dé-
composition domaine sans recouvrement conjointement à la définition des opérateurs
fondamentaux associés, on se restreindra par la suite à des descriptions algébriques
dans un cadre discret. Le lecteur désireux d’approfondir la formulation continue des
méthodes sous-jacentes pourra consulter les références [Patrick Le Tallec, 1994 ; P. Le
Tallec, De Roeck et Vidrascu, 1991] ainsi que [Magoules et F. Roux, 2006], ce dernier
papier abordant de pair les approches continues et discrètes au sein d’une formulation
par Lagrangien augmenté.

Considérons à nouveau la triangulation Ωh de Ω introduite en section 1.1.3 associée à la
recherche d’une solution approchée uh de (1.1) sur une base (ϕi)i de Nddl fonctions de
formes de l’espace Cah(Ω) (1.18). En introduisant la matrice (d ×Nddl) ϕ des fonctions
ϕi ainsi que le vecteur (Nddl) des inconnues nodales en déplacement u, de sorte que
uh s’exprime comme uh = ϕu, on obtient l’écriture algébrique classique du problème
approché (1.19),(1.20) :

Ku = f (2.10)

où K (Nddl ×Nddl) désigne la matrice de raideur symétrique et définie positive du do-
maine Ωh et f (Nddl) le vecteur des forces nodales généralisées.



Considérons par la suite une décomposition de Ωh en un ensemble (Ωh
(s))s de sous-

domaines non recouvrants de telle sorte que tout élément du maillage n’appartienne
qu’à un seul et unique sous-domaine. La validité du cadre de travail des méthodes pré-
sentées par la suite nécessite le choix d’une décomposition de type conforme. Une telle
décomposition requiert la validité d’une correspondance nœud à nœud entre les degrés
de liberté de part et d’autre de l’interface conjointement à l’utilisation de modèles et
d’espaces d’approximation similaires sur toutes les sous-structures. Remarquons que
dans la plupart des cas de figures, le problème discret sous-structuré résultant est ob-
tenu par découpage d’un problème global Ωh déjà discrétisé et présente donc auto-
matiquement une correspondance nœud à nœud entre sous-domaines au niveau des
interfaces. Dans certains cas, comme lors de l’étude de problèmes mécaniques consti-
tués d’entités physiques bien déterminées (problèmes de contacts, assemblages...), la
phase de discrétisation peut suivre la phase de découpage, ce qui nécessite alors une
attention particulière dans le but d’assurer la validité de la correspondance nœud à
nœud.

Dans la suite, on affectera de l’indice i les degrés de liberté intérieurs aux sous-domaines
et de l’indice b ceux situés sur l’interface.

2.2.1. Discrétisation des conditions de raccord

De par le caractère conforme des décompositions considérées, l’écriture des conditions
de raccord à l’interface dans le cadre discret est grandement simplifiée et se résume
à des correspondances nœud à nœud entre les différentes variables en jeu. Celles-
ci sont alors assurées à l’aide d’opérateurs d’assemblage notés respectivement A(s) et
A(s) (A(s) étant une version signée de A(s)), qui réalisent des traductions entre la nu-
mérotation locale relative à Υ(s) et celle (globale) de Υ. Pour fixer les esprits, nous
présentons figure 2.2 un cas particulier de construction des opérateurs A(s) et A(s),
ainsi que de l’opérateur de trace discrète t(s) sur Ω(s) utilisé par la suite, et défini
par :

xb
(s) = t(s)x(s) (2.11)

Les versions discrètes précédemment définies permettent l’écriture de la condition de
continuité des déplacements entre sous-structures comme :

∑
s

A(s)ub
(s) = ∑

s

A(s)t(s)u(s) = 0 (2.12)

Le traitement de l’équilibre entre les sous-structures nécessite l’introduction d’un re-
présentant nodal λb(s) des inter-efforts σ(s).n(s) exercés par un domaine sur son do-
maine adjacent. Par la suite, la condition associée s’écrit alors :

∑
s

A(s)λb
(s) = ∑

s

A(s)t(s)λ(s) = 0 (2.13)
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◻ Fig. 2.2. Exemple de numérotation locale, globale et des opérateurs de trace et d’assem-
blage associés

où les valeurs de λ(s) associées aux noeuds intérieurs au sous-domaine Ω(s) sont choi-
sies nulles.

Pour fixer les idées, les relations (2.12), (2.13) s’écrivent dans le cas d’une décomposi-



tion en deux sous-domaines comme :

∑
s

A(s)ub
(s) = u

(1)
b − u

(2)
b = 0

∑
s

A(s)λb
(s) = λ(1)b +λ(2)b = 0

Signalons que les opérateurs d’assemblage ici présentés comportent plusieurs proprié-
tés mathématiques intéressantes, notamment une propriété d’orthogonalité :

∑
s

A(s)A(s)
T = 0 (2.14)

A l’aide des outils précédemment introduits, la traduction discrète du problème (2.4),(2.5)
et (2.6) s’écrit alors :

K(s)u(s) = f (s) +λ(s) (1 ≤ s ≤ Nsd) (2.15a)

∑
s

A(s)t(s)u(s) = 0 (2.15b)

∑
s

A(s)t(s)λ(s) = 0 (2.15c)

Rappelons que le traitement pratique du système précédent s’effectue à travers la for-
mulation et la résolution d’un problème d’interface. Si les équations d’assemblage (2.15b)
et (2.15c) sont bien évidemment directement posées sur l’interface, il reste à expri-
mer les systèmes traduisant l’équilibre discret des sous-structures (2.15a) en ces mêmes
termes, ce qui constitue la phase de condensation des problèmes locaux.

2.2.2. Condensation des problèmes locaux

En groupant les quantités définies à l’intérieur du sous-domaine (affectées de l’indice i)
et celles définies sur l’interface (affectées de l’indice b), et en utilisant le représentant
discret des inter-efforts λb(s) précédemment introduit, la version discrète de l’équilibre
mécanique sur Ω(s) s’écrit :
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λ
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(2.16)

En exprimant u
(s)
i à partir du premier bloc du système ci-dessus comme :

u
(s)
i = K

(s)
ii

−1
(f (s)i −K

(s)
ib u

(s)
b )



puis en injectant l’expression précédente dans le second bloc de (2.16), on obtient une
formulation condensée sur l’interface Υ(s) du problème mécanique posé sur la sous-
structure Ω(s) :

S(s)ub
(s) = b(s) +λb(s) (2.17)

avec

S(s) = Kbb
(s) −Kbi

(s)Kii
(s)−1

Kib
(s)

b(s) = fb
(s) −Kbi

(s)Kii
(s)−1

fi
(s)

Le système ainsi obtenu fait intervenir le complément de Schur S(s) de la sous-structure
Ω(s), opérateur incontournable calculant les efforts de réaction à l’interface correspon-
dants à un champ de déplacement imposé sur cette même interface. Le second membre
b(s) contient pour sa part la condensation des efforts intérieurs à Ω(s), en sus de ceux
appliqués directement sur l’interface.

◻ Remarque 2.1 S(s) est la version discrète de l’opérateur de Steklov-Poincaré S(s) uti-
lisé notamment dans certaines formulations continues des méthodes de décomposition de
domaine :

S(s) ∶ H1/2 (Υ(ss
′)) Ð→ H−1/2 (Υ(ss

′))
v
(s)
∣Υ(ss′) z→ σ(s).n

(s)
∣Υ(ss′)

(2.18)

Signalons sur ce point que les champs ub
(s) et λb(s) sont des représentations discrètes de

champs appartenant, respectivement, à l’espace fonctionnel des traces H1/2 (Υ(ss
′)) et à son

dual H−1/2 (Υ(ss
′)).

2.2.3. Obtention du problème d’interface global

A ce stade, la condensation d’interface des problèmes locaux ainsi obtenue permet d’ob-
tenir à partir de (2.15) la formulation discrète du problème sous-structuré à l’interface :

S(s)ub
(s) = b(s) +λb(s) (1 ≤ s ≤ Nsd) (2.19a)

∑
s

A(s)ub
(s) = 0 (2.19b)

∑
s

A(s)λb
(s) = 0 (2.19c)

Afin d’obtenir une écriture plus compacte du système précédent et des développements
qui s’en suivent, nous utiliserons dans la suite de ce document les notations « bloc »



suivantes :

xy =
⎛
⎜
⎝

⋮
x(s)

⋮

⎞
⎟
⎠
, xx = (. . . x(s) . . .) , xy

T = xTx, xx
T = xTy

x{ =
⎛
⎜
⎝

⋱ 0

x(s)

0 ⋱

⎞
⎟
⎠

(2.20)

◻ Remarque 2.2 Outre leur aspect synthétique, ces notations permettent également d’avoir
une vision du type d’opérations appliqué aux données, en distinguant celles effectuées indé-
pendamment sur chaque sous-domaine et repérées par l’exposant { de celles consistant en des
assemblages sur l’interface (exposant x) nécessitant de fait des échanges de données.

Sous ces notations, le problème sous-structuré (2.15) se met alors sous la forme :

S{ub
y = by +λby (2.21a)

Axub
y = 0 (2.21b)

Axλb
y = 0 (2.21c)

2.2.4. Approches de résolution

Le système (2.21) ainsi obtenu constitue le point de départ de la formulation des nom-
breuses stratégies de décomposition de domaine sans recouvrement. Les différentes
approches existantes se différencient, à la base, par le choix des variables intervenant
lors de leur résolution. La recherche d’un unique déplacement d’interface ub satisfai-
sant (2.21b) constitue le cœur de l’approche primale, la résolution revient alors à vé-
rifier la condition d’équilibre des sous-structures (2.21c). L’approche duale, à l’inverse,
recherche une répartition d’inter-efforts à l’interface λb vérifiant a priori (2.21c), la réso-
lution consistant par la suite à satisfaire à la condition de continuité des déplacements
(2.21b). Si ces deux approches sont parmi les plus usitées, d’autres furent développées
par la suite. On mentionnera notamment les approches hybride ou recondensées, consis-
tant à rechercher un champ de déplacement sur une portion de l’interface globale et le
champ d’inter-efforts sur son complémentaire, l’approche mixte, qui s’intéresse à une
combinaison linéaire des grandeurs ub et λb, ainsi que l’approche à trois champs consis-
tant à rechercher simultanément un champ de déplacement global ub parallèlement
aux champs locaux d’interfaces ub

y et λby.

2.2.5. Commentaires

Les approches susmentionnées conduisent à la résolution d’un système posé sur l’in-
terface globale Υ de la forme :

S̃ãb = b̃b



où l’opérateur S̃ résulte de l’assemblage d’opérateurs locaux relatifs aux sous-structures.
Nous verrons par la suite que ces opérateurs locaux sont généralement les compléments
de Schur S(s) pour l’approche primale, leur inverse pour l’approche duale ou bien des
combinaisons plus sophistiquées dans le cas d’autres approches. Le point important
réside ici dans le fait que ces opérateurs résultent de l’assemblage de contributions dé-
finies sur des sous-domaines. Dans ces conditions, une résolution directe du problème
d’interface serait particulièrement coûteuse car elle nécessiterait le calcul explicite des
opérateurs locaux, puis leur assemblage en préalable à la factorisation de l’opérateur
global d’interface, le tout nécessitant l’échange d’importantes quantités de données.
Ainsi, le problème d’interface est traditionnellement résolu par un solveur itératif de
type Gradient Conjugué ou GMRes (suivant le caractère symétrique ou non de l’opéra-
teur S̃), qui ne requiert que des produits de type vecteur-vecteur ou opérateur-vecteur
facilement parallélisables du fait du caractère assemblé de S̃. D’autre part, le calcul ex-
plicite des compléments de Schur locaux est évité par l’utilisation d’un solveur direct
sur chacune des sous-structures.

La performance d’un solveur itératif étant fortement liée aux propriétés spectrales de
l’opérateur à inverser, l’utilisation de préconditionneurs permet alors de d’améliorer
fortement la vitesse de convergence. Nous verrons par la suite que les propriétés de
l’opérateur d’interface ont permis la mise place de tels préconditionneurs. Un autre
point important des méthodes de décomposition de domaine réside dans leur exten-
sibilité, c’est à dire leur capacité à garder un taux de convergence indépendant de la
taille du problème et du nombre de sous-domaines. Sur ce point, le cas de l’extensibi-
lité par rapport à la taille du problème est liée au choix de préconditionneur associé à la
résolution du problème d’interface. Concernant l’extensibilité par rapport au nombre
de sous-domaines (et à la topologie du découpage), nous verrons qu’il est nécessaire
d’adjoindre au problème d’interface des problèmes annexes de plus petite taille, appe-
lés problèmes grossiers et assurant le transfert des informations « à grandes longueur
d’onde » entre les sous-structures durant la convergence du solveur. Signalons enfin que
la résolution du problème d’interface par rapport à celle du problème global présente,
au delà d’une taille réduite et de l’existence de préconditionneurs optimaux, l’avantage
d’un conditionnement de l’opérateur S̃ variant en 1/h alors que celui de l’opérateur de
raideur K varie en 1/h2 [F. Roux, 2003]. En outre, il a été montré mathématiquement
[C. Farhat, J. Mandel et F. Roux, 1994 ; Klawonn et Widlund, 2001] qu’une fois équi-
pés des meilleurs préconditionneurs et problèmes grossiers, les problèmes d’interface
présentaient un conditionnement κ de la forme :

κ ≃ C (1 + log (H
h

))
2

où h désigne la taille de maille et H celle des sous-domaines.

La suite de ce chapitre sera dédiée à une présentation détaillée des approches duale
et primale, en s’intéressant d’abord à l’approche duale car celle-ci permet une intro-
duction plus directe des différents éléments utilisés tout au long de la résolution. Les



similitudes entre le cadre de travail des deux approches seront en outre soulignées. Par
la suite, les points essentiels des autres types d’approches seront succinctement men-
tionnés.

2.3. Approche duale

Initialement introduite dans [Charbel Farhat et F.-X. Roux, 1991], l’approche duale
est généralement connue à travers le nom de son algorithme phare : FETI (Finite Ele-
ment Tearing and Interconnecting). Elle a bénéficié au fil des années de plusieurs amé-
liorations [C. Farhat et F. X. Roux, 1994] lui conférant de bonnes propriétés de per-
formances et de robustesse. En outre, elle est également à l’origine de plusieurs va-
riantes.

2.3.1. Principes

Le principe de l’approche duale consiste à rechercher un champ d’inter-efforts unique
λb défini sur l’interface globale Υ. Les champs d’inter-efforts locaux λb(s) sont alors
construits à l’aide des opérateurs Ax comme :

λb
y = AxTλb (2.22)

En vertu de la condition d’orthogonalité (2.14), l’équation (2.21c), c’est-à-dire l’équi-
libre global des champs d’inter-efforts, est alors automatiquement vérifiée. Sous ces
conditions, le problème (2.21) devient :

S{ub
y = by +AxTλb (2.23a)

Axub
y = 0 (2.23b)

Le cœur de la méthode réside en la détermination du champ λb assurant la vérification
de la condition de continuité des déplacements (2.23b), et nécessite donc l’obtention
des champs ub

y. Cependant, remarquons que les compléments de Schur locaux S(s)

ne sont pas forcément inversibles. Aussi, la résolution de l’équation (2.23a) nécessite,
dans le cas général, un recours à l’inverse généralisée (ou pseudo inverse) S+(s) de S(s)

(inverse de la restriction de chaque opérateur S(s) à son espace image), par exemple à
travers l’utilisation de la pseudo-inverse de Moore-Penrose. L’utilisation d’une inverse
généralisée est alors soumise à la condition d’orthogonalité entre le second membre et
le noyau (noté Rb

(s)) de S(s), soit en notations condensées :

Rb
{T (by +AxTλb) = 0y (2.24)



◻ Remarque 2.3 D’un point de vue mécanique, le système (2.23a) représente un ensemble
de problèmes locaux posés sur les sous-structures, dont la condition aux limites à l’interface,
de type Neumann, est donnée par le champ d’inter-efforts λby. Les cas de non-inversibilité
de S{ s’interprètent alors par l’absence de conditions aux limites de Dirichlet sur certaines
sous-structures. Pour garantir le caractère bien posé des problèmes définis sur sous-structures
« flottantes », il est alors nécéssaire d’imposer l’équilibre global entre le chargement intérieur
et les conditions de Neumann sur les frontières. Cela revient, en d’autres termes, à interdire
au chargement l’excitation des modes rigides, ce qui se traduit algébriquement par (2.24).

L’inversion de (2.23a) ainsi muni de la condition (2.24) donne alors :

ub
y = S+{ (by +AxTλb) +Rb

{αy

où α(s) traduit la contribution des champs de modes rigides au déplacement de la
sous-structure Ω(s). L’application de la condition de continuité (2.23b) sur le champ
ub

y ainsi obtenu conduit au système d’équations désormais classique de l’approche
FETI :

( Sd Gd

GT
d 0

)( λb
αy

) = (bd
ey

) (2.25)

avec les notations :

Sd = AxS+{AxT

Gd = AxRb
{

bd = −AxS+{by

ey = −Rb
{Tby

L’approche duale conduit donc à un système d’équations posé sur l’interface globale
Υ du problème, l’objectif étant la détermination du champ d’inter-effort équilibré λb
permettant la vérification des conditions de continuité des déplacements d’interfaces
ub
(s).

2.3.2. Préconditionnement

Rappelons à ce stade la mise en œuvre d’une stratégie itérative lors de la résolution du
problème (2.25). Se pose alors la question d’un préconditionnement optimal de l’opéra-
teur Sd. Remarquons d’une part que la construction de Sd provient de l’assemblage de
contributions locales S(s)

+
par les opérateurs A(s), et d’autre part que l’efficacité d’un

préconditionneur réside dans sa capacité à réaliser la meilleure approximation pos-
sible de l’inverse de l’opérateur sur lequel il s’applique. La stratégie la plus classique



pour la construction d’un préconditionneur S̃−1
d consiste alors à réaliser un assemblage

pondéré des inverses des opérateurs locaux S(s)
+
, soit :

S̃−1
d = ÃxS{ÃTy (2.26)

Dans l’expression précédente, les opérateurs de pondération Ã employés peuvent être
définis à l’aide des opérateurs d’assemblage et d’opérateurs M(s) de la manière suivante
[Klawonn et Widlund, 2001] :

Ãx = (Ax M{−1
ATy)

+
Ax M{−1

(2.27)

et vérifient la propriété fondamentale :

AxÃTy = I (2.28)

En outre, les opérateurs M(s) utilisés permettent la prise en compte des hétérogénéi-
tés éventuelles entres sous-structures [D. J. Rixen et Charbel Farhat, 1999], notam-
ment :

– M(s) = I(s) pour des problèmes homogènes
– M(s) = diag (Kbb

(s)) pour des problèmes hétérogènes sur des structures compres-
sibles

◻ Remarque 2.4 Le complément de Schur calculant l’effort de réaction d’interface associé à
un certain déplacement imposé, son emploi au sein du préconditionneur peut s’interpréter
comme la résolution parallèle de problèmes de Dirichlet sur chacune des sous-structures. Un
tel type de préconditionneur est alors appelé préconditionneur de Dirichlet.

◻ Remarque 2.5 Il est possible de substituer à S(s) une approximation de celui-ci dans l’ex-
pression de S̃−1

d :
– S(s) ≈ Kbb

(s) conduira au préconditionneur lumped ;
– S(s) ≈ diag (Kbb

(s)) conduira au préconditionneur superlumped.
Ces approximations réduisent le coût de calcul associé à l’usage du préconditionneur, mais
malheureusement au détriment de sa qualité, de sorte que leur choix est lié au compromis du
coût additionnel de mise en œuvre par rapport au gain en terme de performances attendu.

2.3.3. Problème grossier

Rappelons que la prise en compte de la condition de compatibilité (2.24) associée à
l’utilisation de l’inverse généralisée du complément de Schur définit le problème gros-
sier suivant :

GT
d λb = ey (2.29)



La prise en compte de celui-ci est traitée au sein de l’algorithme de résolution à l’aide
d’une opération de projection. Le champ d’inter-effort λb est alors cherché itérative-
ment sous la forme :

λb = λ0 +Pdλ
∗ avec GT

d λ0 = ey (2.30)

GT
dPd = 0

où le projecteur Pd est généralement choisi comme :

Pd = I −Gd (GT
dGd)

−1
GT
d (2.31)

On calcule alors la valeur initialeλ0 qui peut s’interpréter physiquement comme l’inter-
effort correspondant à un problème mécanique similaire dans lequel toutes les sous-
structures seraient infiniment rigides, et qui fournit donc la composante à grande lon-
gueur de variation de λ :

λ0 = Gd (GT
dGd)

−1
ey (2.32)

tandis que la composante complémentaire λ∗ est déterminé itérativement comme so-
lution du problème projeté suivant :

PT
d SdPdλ

∗ = PT
d (bd − Sdλ0) (2.33)

Par ailleurs, le calcul de l’amplitude des modes rigides αy est en pratique effectué à
convergence du solveur à l’aide de la relation ci-dessous :

αy = (GT
dGd)

−1
GT
d (bd − Sdλ) (2.34)

Remarquons en effet que leur contributions disparaissent dans le calcul du résidu pro-
jeté au cours des itérations du fait de la relation PT

dGd.

En résumé, la technique de résolution consiste ainsi à initialiser l’algorithme avec un
champ d’inter-effort λ0 vérifiant l’admissibilité statique avec les efforts intérieurs sur
l’ensemble des sous-structures, puis à rechercher itérativement la partie complémen-
taire λ∗ en assurant cette admissibilité. Soulignons que si l’usage du précondition-
neur permet l’extensibilité par rapport à la taille du problème, c’est ce traitement à
deux échelles de la recherche de λb qui confère à la méthode sa propriété d’extensi-
bilité par rapport à la sous-structuration. L’ensemble de ces opérations est générale-
ment réalisé à travers une méthode de gradient conjugué projeté décrite par l’algo-
rithme 2.1.

◻ Remarque 2.6 Une écriture plus générale de Pd fait intervenir un opérateur Q permettant
de représenter la raideur des sous-structures :

Pd = I −QGd (GT
dQGd)

−1
GT
d

Dans ces conditions, la valeur initiale λ0 de l’inter-effort et les amplitudes αy des mouve-
ments de solides rigides sont déterminées par :

λ0 = QGd (GT
dQGd)

−1
ey

αy = (GT
dQGd)

−1
GT
dQ (bd − Sdλ)



Algorithme 2.1: FETI avec gradient conjugué préconditionné projeté

Pd = I −Gd (GT
dGd)

−1
GT
d ;

Initialisation : λ0 = Gd (GT
dGd)

−1
ey;

r0 = PT
d (bd − Sdλ0) (résidu initial);

z0 = PdS̃
−1
d r0, w0 = z0, j = 0;

while ∥rj∥ > ε∥r0∥ do
pj = PT

d Sdwj ;
βj = (zj , rj)/(pj ,wj);
λj+1 = λj + βjwj ;
rj+1 = rj − βjpj (résidu à l’itération j + 1);
zj+1 = PdS̃

−1
d rj+1 (préconditionnement + projection);

for i← 0 to j do
γij = −(zj+1,pi)/(wi,pi);

end
wj+1 = zj+1 +∑ji=1 γ

i
jwi (actualisation de la direction de recherche);

j ← j + 1;
end

αy = (GT
dGd)

−1
GT
d rj (détermination des amplitudes de modes rigides);

2.4. Approche primale

L’approche primale a été initialement introduite dans [P. Le Tallec, De Roeck et Vi-
drascu, 1991]. Tout comme l’approche duale, elle fut l’objet de nombreux travaux
orientés vers l’amélioration de sa robustesse et de son extensibilité. A ce jour, sa version
la plus utilisée est probablement l’algorithme BDD (Balanced Domain Decomposition)
[Patrick Le Tallec, 1994 ; Jan Mandel, 1993].

2.4.1. Principes

L’esprit de l’approche primale est similaire à celui de son homologue duale, mais l’in-
connue recherchée à l’issue de la formation du problème condensé global porte sur le
champ de déplacement d’interface ub. Les champs de déplacement locaux ub

(s) sont
ensuite construits à l’aide des opérateurs A(s) de manière à vérifier la condition de
continuité (2.21b) en vertu de (2.14) :

ub
y = AxTub (2.35)



Le problème discret (2.21) s’écrit alors :

S{AxTub = by +λby (2.36a)

Axλb
y = 0 (2.36b)

On remarque qu’il s’agit donc de déterminer le champ d’interface ub assurant l’équi-
libre des inter-efforts λby associés. L’utilisation de la condition de continuité au sein de
(2.36a) conduit à la formulation discrète de l’approche primale :

Spub = bp (2.37)

avec :

Sp = AxS{AxT

bp = Axby

2.4.2. Préconditionnement

Le complément de Schur primal global Sp présentant une structure assemblée similaire
à celle de son homologue dual Sd, le préconditionneur S̃−1

p est construit par la même
stratégie d’assemblage pondéré d’inverses locales :

S̃−1
p = ÃxS+{ÃTy (2.38)

Les opérateurs de pondération Ã s’expriment de manière similaire comme [Klawonn

et Widlund, 2001] :

Ãx = (AxM{ATy)−1
AxM{ (2.39)

et vérifient le même type de propriété que (2.28) :

AxÃTy = I (2.40)

De même, les opérateurs M(s) intervenant (2.39) sont identiques à ceux rencontrés dans
l’approche duale et permettant à nouveau la prise en compte des hétérogénéités éven-
tuelles entres sous-structures [D. J. Rixen et Charbel Farhat, 1999].

◻ Remarque 2.7 La proximité entre les opérateurs de scaling Ã et Ã se traduit notamment
par le résultat de complémentarité suivant [P. Gosselet, C. Rey et D. Rixen, 2003] :

ÃTyAx +ATyÃx = I{ (2.41)

◻ Remarque 2.8 L’inverse du complément de Schur permettant d’associer à un champ d’ef-
fort d’interface le déplacement correspondant, son emploi au sein du préconditionneur peut
s’interpréter comme la résolution parallèle de problèmes de Neumann sur chacune des sous-
structures. Un tel type de préconditionneur est alors appelé préconditionneur de Neumann-
Neumann.



2.4.3. Problème grossier

Contrairement à l’approche duale, le problème grossier n’apparaît pas dans la formu-
lation à l’interface de l’approche primale (2.37). Celui-ci est en effet associé à la phase
de préconditionnement et provient de l’utilisation de l’inverse généralisé des complé-
ments de Schur dans l’expression de S̃−1

p . Le préconditionnement étant appliqué au
résidu primal rp = bp − Spub, la condition d’orthogonalité s’écrit :

RT
b
{ÃTyr = GT

p r = 0 avec Gp = ÃxRb
{ (2.42)

Une approche similaire à celle mise en place dans l’approche FETI est alors utilisée
pour traiter la condition ci-dessus. Le champ de déplacement d’interface ub est cherché
itérativement sous la forme :

ub = u0 +Ppu
∗ (2.43)

La condition d’orthogonalité (2.42) se reformule alors comme :

GT
p r = GT

p (Spu0 + SpPpu
∗ − bp) (2.44)

L’initialisation u0 est alors choisie de manière à assurer GT
p (Spu0−bp) = 0, soit :

u0 = Gp (GT
p SpGp)

−1
GT
p bp (2.45)

Le projecteur Pp devant alors vérifier GT
p SpPp = 0 est défini par :

Pp = I −Gp (GT
p SpGp)

−1
GT
p Sp (2.46)

A ce stade, la composante complémentaire u∗ est déterminée à travers la résolution
itérative du problème projeté suivant :

SpPpu
∗ = bp − Spu0 = PT

p bp (2.47)

On note par ailleurs que si Sp est symétrique, il vient :

SpPp = PT
p Sp = PT

p SpPp

ce qui confère à l’opérateur ci-dessus son caractère symétrique et permet ainsi la réso-
lution du problème (2.47) à l’aide d’une méthode de gradient conjugué projeté décrite
par l’algorithme 2.2.

Notons que la condition d’orthogonalité (2.42), introduite dans [Jan Mandel, 1993 ; Jan
Mandel et Tezaur, 1994] sous le nom de Balancing Domain Decomposition, définit un
problème grossier du même type que celui rencontré lors de l’approche duale. En outre,
elle confère à l’approche primale sa propriété d’extensibilité par rapport à la décompo-
sition ainsi que des performances similaires à celles de l’approche duale.



Algorithme 2.2: BDD avec gradient conjugué préconditionné projeté

Pp = I −Gp (GT
p SpGp)

−1
GT
p Sp;

Initialisation : u0 = Gp (GT
p SpGp)

−1
GT
p bp;

r0 = bp − Spu0 = PT
p bp (résidu initial);

z0 = S̃−1
p r0, w0 = z0, j = 0;

while ∥rj∥ > ε∥r0∥ do
pj = SpPpwj ;
βj = (zj , rj)/(pj ,wj);
uj+1 = uj + βjwj ;
rj+1 = rj − βjpj (résidu à l’itération j + 1);
zj+1 = S̃−1

p rj+1 (préconditionnement + projection);
for i← 0 to j do

γij = −(zj+1,pi)/(wi,pi);
end
wj+1 = zj+1 +∑ji=1 γ

i
jwi (actualisation de la direction de recherche);

j ← j + 1;
end

2.5. Présentation succinte des autres types d’approches

Nous présentons ici les points clefs des approches de décomposition de domaine hy-
brides et mixtes. Nous laisserons volontairement de côté l’approche à trois champs, ini-
tialement développée dans un cadre de travail non conforme par [Brezzi et Marini,
1993] tout en notant que leur version conforme [Justino, Park et Felippa, 1997 ; Park,
Justino et Felippa, 1997] peut être considérée comme un cas particulier de l’approche
FETI [D. J. Rixen, Charbel Farhat et al., 1999].

2.5.1. Approches hybrides et recondensées

Cette famille d’approches constitue une unification des deux approches duale et pri-
male sus-présentées. Leur principe réside dans la recherche simultanée d’un champ de
déplacement continu up sur un sous-ensemble des degrés de liberté d’interface, et d’un
champ d’inter-efforts équilibrésλp̄ sur le complémentaire (b = p∪p̄).

En reprenant la démarche de condensation exposée en partie 2.2.2, il est possible d’écrire
l’équilibre condensé à l’interface des sous-structures en définissant un complément de
Schur hybride Z(s). La formulation du problème est alors donnée par le système d’équa-



tions suivant :

(Zpp
{ Zpp̄

{

Zp̄p
{ Zp̄p̄

{)(up
y

λp̄
y) = (bp

y

bp̄
y) + (λp

y

up̄
y) (2.48a)

(Ap
x 0

0 Ap̄
x)(λp

y

up̄
y) = (0

0
) (2.48b)

(up
y

λp̄
y) = (Ap

x 0
0 Ap̄

x)
T

(up
λp̄

) (2.48c)

Il en résulte un problème d’interface dont la particularité est d’être non-symmétrique
et devant être résolu par un algorithme de type GMRes. En outre, la conservation de la
structure assemblée du complément de Schur hybride global permet de tirer partie des
préconditionneurs des approches duale et primale et de construire un précondition-
neur hybride par une stratégie de sommes pondérées similaires à (2.26),(2.38). Cette
approche est également équipée de deux problèmes grossiers correspondant à des res-
trictions de ceux rencontrés précédemment et découlant de la condition de compta-
bilité associée à l’inversion des compléments de Schur hybrides durant les phases de
résolution.

Notons que deux familles de méthodes partagent les principes de cette approche se-
lon la manière de choisir les degrés de liberté associés aux champs primaux et duaux.
La formulation présentée ci-dessus correspond aux méthodes de type hybrides [Pierre
Gosselet et Christian Rey, 2006], qui ont été développées dans un esprit d’unification
des approches duale et primale. Le choix des degrés de liberté à associer aux champs
primaux et duaux s’effectue ici de manière globale sur les interface en fonction du type
de variable représentée. Cela rend l’approche particulièrement adaptée aux problèmes
multiphysiques en établissant un cadre permettant de choisir les variables auxquelles
appliquer a priori les conditions de continuité possédant la signification physique la
plus forte.

La seconde famille regroupe les méthodes de type recondensées, qui ont été dévelop-
pées notamment dans le cadre des problèmes d’élasticité du quatrième ordre afin de
régulariser le problème à l’interface et donc d’éviter le calcul des inverses générali-
sées rencontrées dans l’approche FETI et dans le préconditionneur de l’approche BDD.
L’idée est alors de choisir un sous-ensemble de degrés de libertés selon leur position
sur les sous-structures (aux coins dans le cas des plaques et coques, ou bien sur les
faces pour les problèmes en dimension 3), puis d’imposer la vérification a priori des
conditions de continuité et d’équilibres sur ces DDL. On réalise alors une phase de
condensation supplémentaire du problème d’interface de manière à éliminer ce sous-
groupe de DDL du problème global. Cette approche a notamment donné lieu aux al-
gorithmes de type FETI-DP [C Farhat, Pierson et Lesoine, 2000] et BDDC [Dohr-

mann, 2003]. Pour fixer les esprits, la méthode FETI-DP consiste, dans le cadre du
formalisme associé au système (2.48), à exprimer up

y à partir de la première ligne



de (2.48a) en utilisant les conditions de continuité et d’équilibre relatifs au couple
(upy,λpy) :

up = (Ap
xZ{

ppAp
xT )

−1
Ax

p (bpy −Z{
pp̄λp̄

y)

La condensation sur les degrés de liberté duaux conduit alors à la résolution d’un pro-
blème à l’interface de la forme :

Ap̄
x (Z{

p̄p̄ − S{p̄pA
x
p (Ap

xZ{
ppAp

xT )
−1

Ax
pZ

{
pp̄)Ap̄

xTλp̄ = RHS

Notons que la présence de l’opérateur Ap
xZ{

ppAp
xT s’interprète comme un problème

grossier assurant de fait l’extensibilité de la méthode.

2.5.2. Approche mixte

Le principe des approches mixtes est de résoudre le problème (2.21) en recherchant une
inconnueµb

(s) combinaison linéaire des inconnues de déplacement et d’effort :

µb
(s) = λb(s) +Tb

(s)ub
(s) (2.49)

où Tb
(s) est un opérateur régularisant qui peut être interprété comme une raideur d’in-

terface.

La condition de continuité à l’interface peut alors s’écrire comme :

ATyAxλb
y +Tb

{ATyAxub
y = 0{ (2.50)

Par la suite, en choisissant Tb
(s) de manière à assurer l’inversibilité de (S(s) + Tb

(s)),
puis en injectant l’expression de µb

(s) dans les problèmes à l’interface locaux (2.19a), il
vient :

ub
(s) = (S(s) +T(s))

−1
(µb(s) + bp

(s)) (1 ≤ s ≤ Nsd)

L’utilisation de la condition (2.50) au sein des problèmes précédents permet alors d’ob-
tenir la formulation à l’interface de l’approche :

(ATyAx − (ATyAxTb
y +Tb

{ATyAxub
y) (S{ +T{)−1)µby

= (ATyAxTb
y +Tb

{ATyAxub
y) (S{ +T{)−1

bp
y

(2.51)

A la différence des approches précédentes, l’une des particularité réside ici dans l’écri-
ture d’un problème d’interface posé en termes d’inconnues locales. L’introduction de



l’opérateur Tb
(s) confère à cette approche un contenu mécanique fort en ce sens qu’elle

permet une formulation du comportement des interfaces. En outre, le choix de celui-ci
influera grandement sur les performances de la résolution, qui seront d’autant meilleures
que Tb

(s) représentera le plus fidèlement possible le comportement du complémentaire
de la sous-structure Ω(s). En pratique, Tb

(s) est construit à partir du complément de
Schur des sous-structures adjacentes, une approximation de celui-ci limitée à quelque
couches d’éléments, ou bien à l’aide des approximations lumped et super-lumped. Dans
tous les cas, ces choix sont dictés par le traditionnel compromis à effectuer entre le
surcoût de calcul additionnel engendré et l’accroissement des performances globales
attendu.

Signalons que les conditions d’interfaces mixtes sont au cœur de plusieurs algorithmes
de résolution par décomposition de domaine, notamment l’algorithme LaTIn [P. La-
devèze, 1999 ; P. Ladevèze, Loiseau et Dureisseix, 2001 ; P Ladevèze, Neron et P
Gosselet, 2007] ainsi que les méthodes de type FETI-2LM [Series, Feyel et F. Roux,
2003].

2.6. Conclusion partielle

Ce chapitre a permis de présenter les aspects fondamentaux des méthodes de décompo-
sition de domaine sans recouvrement, puis d’exposer les bases des méthodes hybrides et
mixtes. Rappelons que l’une des grandes forces de ces approches réside dans la localisa-
tion naturelle des données au niveau des sous-structures, rendant alors les algorithmes
de résolution naturellement parallélisables. Cette propriété n’est évidemment pas suf-
fisante pour assurer de bonnes performances de résolution si le découpage des calculs
entraîne un surcoût numérique important. Pour être efficace, une méthode de décom-
position de domaine devra alors vérifier la propriété d’extensibilité, c’est à dire exhiber
un taux de convergence invariant avec la taille du problème et la décomposition. Si
les premiers algorithmes étaient mis en défaut sur ce point, la force des approches ac-
tuelles réside dans le développement de préconditionneurs optimaux permettant d’as-
surer l’extensibilité par rapport à la taille du problème. L’extensibilité par rapport au
nombre de sous-domaines est liée pour sa part au développement des problèmes gros-
siers, qui permettent de transmettre les informations nécessaires de manière globale
sur l’ensemble de la structure (et non plus simplement entre sous-domaines adjacents).
Munis de ces outils, les approches ici présentées présentent alors des performances
similaires, s’expliquant par leur grande proximité conceptuelle illustrée par le cadre
unifié employé. En outre, ces performances ont été démontrées tant sur des problèmes
élastiques du second ordre que du quatrième ordre en présence ou non d’hétérogénéi-
tés structurelles.

Notons par ailleurs l’importance du choix du découpage en sous-domaines préalable à
la résolution. Si la présence des problèmes grossiers permet de traiter le cas de sous-
structures flottantes (ie. ne partageant pas une frontière à condition aux limites de



Dirichlet) de manière automatique, rendant ainsi théoriquement possible tout type de
découpage, ce dernier doit cependant être mené avec soin et permettre, en premier lieu,
le meilleur équilibrage de la charge de calcul sur l’ensemble des sous-domaines. Souli-
gnons également que des structures élancées possèdent bien souvent des opérateurs de
raideur mal conditionnés du fait des contrastes de rigidité entre les différents modes. Il
conviendra alors de tenir compte de ce point lors de la phase de découpage, en créant
autant que possible des sous-structures d’aspect massif.

L’un des autres avantages de ce type d’approches, que nous n’avons évoqué jusqu’alors,
repose sur l’usage traditionnel de solveurs itératifs de type Krylov [Saad, 2000] lors
de la résolution du système condensé à l’interface. Ce type de solveurs possède des
propriétés mathématiques intéressantes permettant notamment d’envisager l’utilisa-
tion de procédures d’accélération de convergence lors de la résolution de séquences de
problèmes pour lesquelles l’opérateur d’interface reste invariant. Le principe est alors
de garder en mémoire les directions de recherche du solveurs lors des résolutions pré-
cédentes afin de les réutiliser sur la résolution courante. Parmi ces procédures figurent
notamment GKC (Generalized Krylov Correction) [C. Rey et Léné, 1998], IRKS (Generali-
zed Iterative Reuse of Krylov Subspaces) [F. Risler et C. Rey, 2000] et SRKS (Selective Reuse
of Krylov Subspaces) [P. Gosselet, C. Rey et J. Pebrel, 2011 ; Christian Rey et Franck Ris-

ler, 1998]. Ces méthodes trouvent ainsi tout leur intérêt lors des procédures de multi-
résolution, dans lesquelles est conduite une série de calculs différant les uns des autres
par une légère modification du second membre et de l’opérateur.

De nombreux travaux portent à présent sur l’extension de ces approches à d’autres
types de problèmes, notamment de contact et non-linéaires. Pour les problèmes de
contact, citons entre autres une extension de l’approche FETI [Dureisseix et C. Fa-
rhat, 2001]. Concernant les problèmes non-linéaires, une stratégie classique, dite NKS
(Newton-Krylov-Schur), consiste à résoudre le problème non-linéaire à l’aide d’un al-
gorithme de Newton classique et à utiliser les méthodes de décomposition de domaine
pour paralléliser la résolution des étapes linéaires associées à l’opérateur tangent. L’em-
ploi des techniques d’accélération susmentionnées lors de la résolution des problèmes
à chaque incrément permet alors d’accroître les performances globales. Cependant, ce
type d’approche perd de son intérêt lors des cas de non-linéarités conduisant à des
phases de localisation sur certaines sous-structures. Des pistes de réponse à cette pro-
blématique résident alors dans l’introduction d’itérations non-linéaires au niveau des
résolutions locales sur les sous-structures [Cresta et al., 2007] ainsi que sur une for-
mulation dans un cadre non-linéaire des approches duales, primales et mixtes de dé-
composition de domaine [J Pebrel, C Rey et P Gosselet, 2011 ; J. Pebrel, Christian
Rey et P. Gosselet, 2008]. Signalons pour terminer que le cas des décompositions non
conformes est, pour sa part, traité à l’aide de méthodes de type mortars [Bernardi, Ma-

day et Patera, 1994 ; Bernardi, Maday et Rapetti, 2005] sur lesquelles fut notamment
étendue la méthode FETI [Stefanica, 2005].



Chapitre 3.

Généralités sur l’estimation d’erreur a
posteriori en cadre sous-structuré

Ce chapitre traitera de manière générale de l’estimation d’erreur à
posteriori en cadre sous-structuré. Après avoir présenté un rapide
état des lieux de contributions existantes à cette problématique, on
présentera de manière générique une approche d’estimation d’er-
reur reposant sur la construction de champs d’interface admissibles.
Les performances de la méthode seront ensuite illustrées à l’aide
d’une étude systématique sur un cas-test simple. Enfin, on approfon-
dira, exemples à l’appui, la question de la reconstruction d’un champ
continu d’inter-efforts d’interface.
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Les deux précédents chapitres ont apporté, dans le cas particulier des problèmes
linéaires, une description des principales approches d’estimation d’erreur a poste-

riori, puis de celles découlant des méthodes de décomposition de domaine sans recou-
vrement. Cet état des lieux appelle plusieurs observations. La première d’entre elles
provient du fait que la mise en œuvre des estimateurs d’erreur, nécessitant la résolu-
tion de plusieurs problèmes auxiliaires, s’accompagne bien souvent d’un surcoût nu-
mérique parfois supérieur à celui du problème éléments finis initial. Par conséquent,
ces méthodes sont encore trop peu usitées sur des calculs à grand nombre de degrés de
liberté, alors même que l’intérêt de celles-ci réside justement dans la certification de
calculs de structures réelles dont le modèle sous-jacent est suffisamment représentatif
de la réalité. Dans ce contexte, le cadre parallèle des méthodes de décomposition de do-
maine se révèle particulièrement intéressant afin de réduire le surcoût de calcul lié à la
phase d’estimation des erreurs. Ceci impose, bien entendu, l’adaptation des stratégies
d’estimation d’erreur actuelles au cadre sous-structuré. D’autre part, rappelons que le
calcul par décomposition de domaine, couplé à des solveurs itératifs, entraîne l’appa-
rition d’erreurs de convergence. Celles-ci, portant généralement sur la non vérification
des conditions d’interface, ont de fait une incidence sur le calcul de l’erreur de discré-
tisation. Il est alors nécessaire de tenir compte de cette nouvelle source d’erreur dans
l’élaboration d’estimateurs adaptés au cadre sous-structuré. Pour tenir compte de tous
ces aspects, il est alors intéressant de mettre en place des relations bidirectionnelles
entre les deux sujets ici étudiés.

Ce chapitre tente de mettre en place une procédure d’estimation d’erreur adaptée au
cadre de travail issu des méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement.
Nous dressons tout d’abord un état des lieux des quelques travaux tendant à lier les
deux aspects. Nous présentons ensuite un cadre de travail permettant la mise en œuvre
d’un estimateur d’erreur en relation de comportement en cadre sous-structuré. La va-
lidité de celle-ci est ensuite étudiée sur des exemples correspondant au cas particulier
où la convergence (pour un critère donné) du solveur associée à la méthode de décom-
position de domaine est atteinte.

3.1. Un état des lieux

A l’heure d’aujourd’hui, la littérature semble encore relativement pauvre en travaux
liant les aspects décomposition de domaine avec ceux de l’estimation des erreurs de
discrétisation. Cette partie s’attachera à présenter les principaux aspects des travaux
existants. On distinguera notamment le développement d’estimateurs explicites dans
un cadre sous-structuré ainsi que la mise en œuvre de procédures d’estimation d’erreur
sur des problèmes de contact. On mentionnera également l’utilisation de solveurs issus
des décompositions de domaine à des fins d’optimisation des analyses d’erreur sur des
problèmes a priori non sous-structurés.



3.1.1. Analyses mathématiques : estimateurs explicites

La communauté des mathématiques appliquées est à l’origine de plusieurs analyses a
posteriori relatives à des techniques de décompositions de domaine tant recouvrantes
que non-recouvrantes. Ces analyses conduisent généralement à l’obtention d’estima-
teurs a posteriori de type explicites (cf. section 1.4.1) adaptés au cadre de calcul sous-
structuré. Notons que les motivations associées, au contraire de celles des mécaniciens,
ne résident bien souvent pas dans l’évaluation précise et garantie d’une erreur de dis-
crétisation finale, mais dans l’obtention d’informations permettant d’étudier la perti-
nence d’algorithmes et d’ajuster leur paramètres externes éventuels (termes de péna-
lisation...). Historiquement, la première analyse de ce type remonte aux années 1999
[Otto et Lube, 1999] et fut motivée par la recherche des paramètres de couplage opti-
maux intervenant dans un algorithme de type Robin-Robin.

Dans un article récent [Bernardi, Chacón Rebollo et al., 2009] très brièvement pré-
senté ici, une analyse d’erreur a posteriori est réalisée sur un algorithme de décompo-
sition de domaine sans recouvrement utilisant un terme de pénalisation sur l’interface.
Pour un découpage en deux sous-domaines Ω(1) et Ω(2) séparés par une interface Υ, la
formulation continue associée s’écrit alors :

Trouver (u(1), u(2)) ∈X1 ×X2

2

∑
s=1
∫

Ω(s)
∇u(s)∇v(s) dΩ + 1

εp
[[u(1) − u(2), v(1) − v(2)]]Υ

=
2

∑
s=1
∫

Ω(s)
g.v(s) dΓ ∀ (v(1), v(2)) ∈X1 ×X2

(3.1)

où le paramètre de pénalisation de la méthode est noté εp, [[⋅]]Υ désigne de manière
générique le produit scalaire sur L2(Υ) ou H

1/2
00 (Υ) suivant le choix du type de cou-

plage imposé à l’interface et Xs l’espace d’admissibilité des solutions sur Ω(s). Le tra-
vail consiste d’une part, à l’aide d’une analyse de taux de convergence, à déterminer
une valeur optimale de εp à maillage fixé, et d’autre part, à l’aide d’une analyse a
posteriori, de proposer un algorithme d’adaptation du maillage de εp afin d’obtenir
une erreur de discrétisation globale inférieure à une consigne initiale donnée. L’ana-
lyse d’erreur a posteriori, dont la démarche est similaire à celle relative à l’estimateur
explicite introduit en partie 1.4.1, permet d’obtenir des résultats de majoration de la
forme :

2

∑
s=1

∥u(s) − uh(s)∥H1(Ω(s)) ≤ C
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(1 + h

γ

εp
)ηΥ +

⎛
⎝

2

∑
s=1

∑
E∈Eh(s)

(η(s)E )2 + h2
E∥f − fh∥2

L2(E)
⎞
⎠

1/2⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭

(3.2)

où γ est une constante dépendant de la norme [[⋅]]Υ, η(s)E et ηΥ désignant :



– les contributions élémentaires à l’erreur de discrétisation globale

η
(s)
E = hE∥fh +∆uh

(s)∥L2(E) + ∑
Γ∈Fh(E)

h
1/2
Γ ∥∂nE

u
(s)
h ∥L2(Γ) (3.3)

– une mesure de l’erreur associée à la non vérification des conditions d’interface :

ηΥ = ∥u(1)h − u(2)h ∥
H

1/2
00 (Υ)

(3.4)

Notons que les remarques formulées en partie 1.4.1, notamment concernant la diffi-
culté d’évaluation de la constante C s’appliquent également aux résultats ci-dessus.
Ces derniers, malgré leur intérêt indéniable, conduisent à des techniques d’estimations
difficiles à mettre en pratique, notamment lorsque le but recherché consiste à obtenir
une estimation garantie de l’erreur de discrétisation avec un indice d’efficacité le plus
proche possible de l’unité.

3.1.2. Problèmes de contact

Les principaux types d’estimateurs présentés dans le premier chapitre ont été étendus à
certains problèmes de contact durant la dernière décennie. Dans le cadre de la mise en
œuvre de l’erreur en relation de comportement, signalons notamment les travaux de [P
Coorevits, Hild et JP Pelle, 2000] qui présentent un estimateur avec traitement des cas
de maillages incompatibles à l’interface, ainsi que la prise en compte des frottements
entre sous-structures [Louf, J.-P. Combe et J.-P. Pelle, 2003].

La démarche de mise en œuvre est alors similaire à celle présentée en partie 1.5.1. En
se restreignant au cas de contact entre deux sous-structures séparées par une interface
Υ, à partir d’une famille de champs préalablement construite et vérifiant les conditions
d’admissibilité cinématique et statique {(ûh(s), σ̂h(s))s={1,2}, ŵch, t̂ch}, l’erreur de discré-
tisation totale peut être exprimée comme :

erdc,Ω(ûh, σ̂h)2 =
2

∑
s=1

erdc,Ω(s)(ûh(s), σ̂h(s))
2 + einter

rdc,Υ
2

(3.5)

L’expression ci-dessus fait apparaître plusieurs contributions provenant :

– de termes d’erreur de discrétisation relatifs aux sous-structures

erdc,Ω(s)(ûh(s), σ̂h(s)) = ∣∣∣σ̂h(s) −H ∶ ε(ûh(s))∣∣∣H−1,Ω(s) (3.6)

– d’un terme mesurant l’erreur au niveau de l’interface

einter
rdc,Υ = ∫

Υ
[φ(−ŵch) + φ∗(t̂ch) + t̂chŵch] dΥ (3.7)



où ŵc et t̂c désignent les sauts de déplacement et les inter-efforts admissibles aux inter-
faces, respectivement, et (φ,φ∗) un couple de potentiels convexes issus de la formula-
tion de la loi de comportement du contact à l’interface [Saxcé et Feng, 1998].

Notons que les problèmes de contact présentent de manière assez naturelle un cadre
sous-structuré. De fait, il n’est pas rare de voir leur résolution traitée à l’aide d’algo-
rithmes issus des méthode de décomposition de domaine. Ce fut notamment le cas
dans [Bellec, 2008] au sein d’une stratégie adaptative de calcul stochastique sur des
problèmes de contact. L’estimateur y est alors mis en œuvre au sein d’un algorithme
de type LaTIN [P. Ladevèze et N. Moës, 1999] utilisé pour la résolution du problème
de contact. Par ailleurs, dans un récent article [L. Gallimard et Sassi, 2010], cette
même méthode d’estimation est mise en œuvre dans un algorithme de type Dirichlet-
Neumann. La construction d’un champ d’inter-effort t̂ch couplée à l’utilisation de pro-
blèmes mécaniques intermédiaires permet alors d’évaluer erdc,Ω(ûh, σ̂h) quel que soit
l’état de convergence de l’algorithme. En outre, des indicateurs destinés à évaluer l’in-
fluence particulière des aspects discrétisation et convergence du solveur y sont propo-
sés.

Dans le cas du contact sans frottement, signalons que les estimateurs ici présentés four-
nissent une borne supérieure de l’erreur de discrétisation. Cette propriété est due à
l’extension du théorème de Prager-Synge (1.16) relatif aux cas de mécanique linéaire
[P Coorevits, Hild et JP Pelle, 2000]. Notons que ces méthodes d’estimation, bien
que n’abordant pas les problématiques relatives au cadre de travail du calcul parallèle,
constituent un élément de réponse intéressant dans l’objectif d’une procédure d’estima-
tion générique des erreurs de discrétisation en cadre sous-structuré.

3.1.3. FETI et la "Bound Method"

Achevons notre état des lieux en présentant un cas d’application des solveurs issus de la
décomposition de domaine à des fins d’optimisation de calculs d’erreur sur des quanti-
tés d’intérêts. Dans [Paraschivoiu, 2001 ; Paraschivoiu et Choi, 2002], une méthode de
type FETI est utilisée pour l’encadrement de quantités d’intérêt dans le cadre de pro-
blèmes thermique et de convection-diffusion en trois dimensions.

La méthode sous-jacente, nommée « bound method » [Paraschivoiu et Patera, 1998]
(ou [Paraschivoiu, Peraire et Patera, 1997] pour sa formulation fonctionnelle) s’ap-
puie dans son principe général sur l’utilisation d’un maillage « grossier » Ωh et d’un
maillage fin Ωh̃ obtenu par h–raffinement de Ωh. Son objectif consiste à obtenir des
bornes sur des quantités d’intérêt de la forme s = l(u) (où l désigne une fonctionnelle
linéaire et u la solution du problème), en approchant pour cela s par sa solution sh̃ rela-
tive au maillage fin Ωh̃. L’approche de résolution est alors similaire à celles relatives aux
estimateurs utilisant les résidus implicites par éléments (cf. partie 1.4.3), et consiste à
découper le problème global sur Ωh̃ en un ensemble de problèmes indépendants sur
des patchs correspondant aux éléments du maillage grossier Ωh. Remarquons que la



quantité d’intérêt sh obtenue sur le maillage fin Ωh̃ est à rapprocher, du point de vue
de son approximation, de l’erreur de référence mentionnée en partie 1.4.5. L’équivalence
entre les deux problèmes nécessite alors l’imposition de conditions de continuité, qui
sont traitées à l’aide de multiplicateurs de Lagrange introduits aux bords des éléments
de Ωh. Par la suite, le découpage du problème fin est vu comme une décomposition
de domaine dont les sous-domaines sont constitués par les éléments du maillage gros-
sier.

Le problème discret peut alors s’écrire sous la forme du Lagrangien augmenté suivant
(Neh désignant le nombre d’éléments de Ωh) :

L(vh̃,µh̃,λh̃) =
Neh

∑
s=1

(vh̃
(s)TAh̃

(s)vh̃
(s) − fh̃

(s)Tvh̃
(s) + lh̃

(s)Tvh̃
(s)) (3.8a)

+
Neh

∑
s=1

µh̃
(s)T (Lh̃

(s)vh̃
(s) − fh̃

(s)) (3.8b)

+λh̃
T

Neh

∑
s=1

Bh̃
(s)vh̃

(s) (3.8c)

où le terme (3.8a) est spécifique au calcul de la quantité d’intérêt sh tandis que (3.8b) et
(3.8c) traduisent l’imposition de l’équilibre sur chaque sous-domaine et les conditions
de continuité, respectivement.

Par la suite, les bornes supérieure et inférieure sur sh sont calculées en remplaçant
les multiplicateurs de Lagrange µh̃ et λh̃ par des approximations µh et λh sur Ωh. En
particulier, le calcul de λh s’effectue alors à travers :

2Ah
(s)uh

(s) +Bh
(s)Tλh = Lh

(s)Tµh
(s) + fh

(s) − lh
(s), s = 1, . . . ,Neh (3.9a)

Neh

∑
s=1

Bh
(s)uh

(s) = 0 (3.9b)

Remarquons à ce stade la structure particulière du système ainsi obtenu qui, de part
sa similitude avec celle rencontrée en (2.36), permet le recours à un solveur de type
FETI lors de sa résolution. Ceci permet de bénéficier des préconditioneurs optimaux
de ce type de méthode, ainsi que de la structure additive des différents opérateurs,
offrant ainsi une occupation mémoire moindre en comparaison d’une résolution di-
recte, ce qui est particulièrement utile lors de la résolution de problèmes en dimension
3.

Si la méthode sus-présentée fait appel à l’utilisation d’un solveur de type FETI, par là
même issu de paradigmes liés aux approches par décomposition de domaine, il est diffi-
cile de la considérer comme une réponse à la problématique qui nous intéresse. Comme
remarqué précédemment, le but est ici similaire à celui des méthodes de constructions
par éléments (cf. sections 1.4.3 et 1.5.2.1), consistant à partir d’un maillage de travail
en des résolutions indépendantes de problèmes élémentaires posés sur une base d’ap-
proximation raffinée (aboutissant à la création d’un maillage fin). La réponse, lors de



la construction des multiplicateurs de Lagrange inhérents à la mise en place de ce type
d’approches, consiste alors à proposer la résolution itérative d’un problème global, a
contrario des méthodes sus-citées qui utilisent des résolutions par patch d’éléments
pour atteindre le même but. S’il paraît alors envisageable d’utiliser ce type d’approche
dans le contexte des estimateurs par résidus implicites ou lors de la reconstruction de
champs statiquement admissibles, son extension à des calculs sous-structurés nécessi-
terait la mise en place d’une seconde couche de décomposition de domaine appliquée
au maillage de travail Ωh̃.

3.2. Une procédure d’estimation d’erreur en cadre
sous-structuré

Après avoir présenté un état des lieux des travaux disponibles dans la littérature –
travaux qui, à notre connaissance, constituent les rares éléments de réponse à notre
problématique – la suite de ce chapitre sera intégralement consacrée à la présentation
d’une procédure d’estimation d’erreur en cadre sous-structuré.

Nos travaux proviennent de deux motivations distinctes. En premier lieu, nous cher-
chons à adapter au cadre sous-structuré les techniques d’estimation d’erreur initiale-
ment développées sur des problèmes séquentiels. Afin d’être efficace, c’est à dire de
conduire à un parallélisme optimal du processus, cette adaptation doit conduire à des
calculs indépendants sur les sous-domaines tout en minimisant autant que possible les
échanges à l’interface. En second lieu, il nous paraît intéressant d’exploiter le caractère
itératif des solveurs de décomposition de domaine afin de fournir une mesure perti-
nente d’erreur en l’absence de convergence de la méthode. Ce point suppose de pouvoir
accéder à une borne supérieur de l’erreur de discrétisation à tout moment de la réso-
lution itérative du problème global, et principalement en l’absence de vérification des
conditions de continuité et d’équilibre entre sous-structures.

La technique générique que nous détaillons ici constitue une extension des estimateurs
d’erreur reposant sur l’erreur en relation de comportement au cadre de travail générique
des décompositions de domaine sans recouvrement présentées dans le chapitre précé-
dent. En outre, les développements présentés se situent dans le cadre des problèmes
élastiques linéaires (cf. 1.1).

Ces travaux ont fait l’objet de la première partie d’une publication [A. Parret-Fréaud,
C. Rey et al., 2010] ainsi que de deux communications [A. Parret-Fréaud, P. Gosselet

et C. Rey, 2009 ; A Parret-Fréaud, P Gosselet et C Rey, 2009]. Par ailleurs, une implan-
tation numérique générique de ceux-ci a été réalisée au sein du code de calcul éléments
finis ZeBuLon [Z-set developper manual 2001 ; Z-set user manual 2001].



3.2.1. Cadre de travail

Tout d’abord, rappelons brièvement le principe de fonctionnement de l’erreur en re-
lation de comportement sur le problème modèle (1.1) résolu de manière séquentielle
(ie. sans recours à une technique de décomposition de domaine). A partir du couple
classique de solutions approchées (uh, σh) ∈ Cah(Ω)×{H ∶ ε(Cah(Ω))} issu d’une résolu-
tion éléments finis en déplacement sur un maillage Ωh, celui-ci repose sur la construc-
tion d’un nouveau couple de solutions (ûh, σ̂h) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) vérifiant l’admissibi-
lité cinématique et statique de manière à faire porter l’approximation issue des élé-
ments finis sur la relation de comportement. La mesure énergétique du résidu as-
socié (1.58) permet alors l’obtention d’une mesure garantie de l’erreur de discrétisa-
tion :

η = [erdc,Ω(ûh, σ̂h)]
1/2 = ∣∣∣σ̂h −H ∶ ε(ûh)∣∣∣H−1,Ω

Lors de la mise en pratique, si la solution uh issue d’une formulation en déplacement
est déjà admissible cinématiquement, de sorte que ûh est choisi comme uh dans la plu-
part des cas 1, la construction de la solution admissible en contrainte σ̂h constitue la
principale difficulté liée à la mise en œuvre de la méthode, en nécessitant le recours à
des algorithmes spécifiques (cf. 1.5.2) que nous désignons à l’aide de la notation unifiée
Feq :

σ̂h = Feq(σh, g, f) ∈ Sa(Ω)

Rappelons notamment qu’en sus de la solution éléments finis σh, ces outils exploitent
également la donnée des efforts intérieurs et de frontière du problème. En outre, fai-
sant appel à la résolution de problèmes définis sur des patchs d’éléments, leur mise
en pratique dans un cadre sous-structuré nécessite en l’occurrence un traitement par-
ticulier dans le cas des patchs traversés par une interface. Nous y reviendrons par la
suite.

◻ Fig. 3.1. Décomposition en 2 sous-domaines

1. Nous ignorerons dans la suite du documents les cas particuliers (élasticité incompressible) nécessi-
tant la construction spécifique d’un nouveau champ de déplacement admissible.



On se place à présent dans le cadre de travail sous-structuré introduit au chapitre pré-
cédent, en considérant une décomposition du domaine Ω en une famille (Ω(s))1≤s≤Nsd

deNsd sous-domaines. Le problème ainsi décomposé s’écrit (2.9) :

Trouver (A(u◻),A(σ◻)) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω) vérifiant :

erdc,Ω(s) (u(s), σ(s)) = 0 (1 ≤ s ≤ Nsd)

Considérons une approximation éléments finis du problème précédent sans hypothèse
de vérification des conditions de continuité (2.5) et d’équilibre (2.6) aux interfaces. No-
tons que sous ces conditions, l’assemblage des champs de déplacements approchés lo-
caux n’est pas cinématiquement admissible sur la structure complète :

uh
(s) ∈ Cah(Ω(s)) mais A(u◻h) ∉ Cah(Ω)

Ce cas de figure est notamment rencontré au cours des itérations d’un solveur de dé-
composition de domaine, lorsque toutes les conditions d’interfaces ne sont pas encore
assurées.

Le cadre de travail étant établi, distinguons à présent deux approches possibles permet-
tant l’extension de l’erreur en relation de comportement en présence de décomposition
de domaine.

3.2.1.1. Construction parallèle de champs vérifiant l’admissibilité locale

Sur chaque sous-domaine, au cours de la convergence de la méthode de résolution, la
solution éléments finis vérifie la propriété :

(uh(s), σh(s)) ∈ Cah(Ω(s)) × {H ∶ ε (Cah(Ω(s)))}

Un premier axe de réponse à notre problématique consiste à construire sur chaque
sous-domaine un couple de solution admissible de manière indépendante, en utilisant
les outils développés dans le cadre séquentiel :

(ûh(s), σ̂h(s)) = (uh(s),Feq (σ(s)h , g, f)) ∈ Ca(Ω(s)) × Sa(Ω(s)) (3.10)

Cependant, notons que du fait du cadre de travail qui n’impose pas la vérification des
conditions d’interfaces (2.5) et (2.6), la solution globale ainsi reconstruite n’est pas ad-
missible à l’échelle de la structure globale :

(A(û◻h),A(σ̂◻h)) ∉ Ca(Ω) × Sa(Ω) (3.11)

Il est alors nécessaire, lors du calcul de l’erreur en relation de comportement, de prendre
en compte une source d’erreur supplémentaire à l’interface provenant de la non-vérification
de la continuité des déplacements et de l’équilibre entre les sous-structures. Il vient



alors une expression de erdc,Ω similaire à celle utilisée lors des problèmes de contact
présentés en partie 3.1.2 :

erdc,Ω(ûh, σ̂h)2 =
Nsd

∑
s=1

erdc,Ω(s) (ûh(s), σ̂h(s))
2
+ einter

rdc,Υ
2

(3.12)

Cette première approche est simple à mettre en œuvre au niveau du calcul des contri-
butions erdc,Ω(s)(ûh(s), σ̂h(s)) puisqu’il est possible d’employer directement et en paral-
lèle les algorithmes issus des approches séquentielles. De plus, elle permet de scinder
les contributions à l’erreur globale provenant de la discrétisation des sous-structures
de celles provenant des interfaces. Objectons cependant qu’il serait souhaitable de dé-
velopper alors un terme d’interface découplant, autant que possible, les contributions
issues des erreurs de discrétisation de celles liées à la non vérification des conditions
de raccord (2.5) et (2.6). La principale difficulté réside alors dans l’écriture d’un terme
einter

rdc,Υ qui permette de surcroît l’extension du théorème de Prager-Synge afin d’obtenir
une estimation garantie.

3.2.1.2. Construction parallèle de champs vérifiant l’admissibilité globale

Un second axe de réponse à notre problématique consiste à construire un couple de so-
lutions (ûh(s), σ̂h(s)) vérifiant simultanément l’admissibilité locale au niveau de chaque
sous-structure et celle globale sur la structure assemblée :

Trouver (ûh(s), σ̂h(s)) ∈ Ca(Ω(s)) × Sa(Ω(s)),∀s, tel que :

(A(û◻h),A(σ̂◻h)) ∈ Ca(Ω) × Sa(Ω)
(3.13)

Dans le cadre d’une décomposition de domaine sans recouvrement, rappelons alors
que l’admissibilité globale d’un couple est sujette à la vérification des conditions énon-
cées en partie 2.1 et portant, en premier lieu, sur l’admissibilité locale des couples sur
chaque sous-structure, et en second lieu, sur la continuité des déplacements et d’équi-
libre des inter-efforts à l’interface :

A(u◻) ∈ Ca(Ω) ⇔ { u(s) ∈ Ca(Ω(s)) ∀s
tr(u(s)) = tr(u(s′)) sur Υ(ss

′), ∀(s, s′) (2.8a)

A(σ◻) ∈ Sa(Ω) ⇔ { σ(s) ∈ Sa(Ω(s)) ∀s
σ(s).n(s) + σ(s′).n(s′) = 0 sur Υ(ss

′), ∀(s, s′) (2.8b)

Sous réserve de la vérification des conditions précédentes et du fait de l’absence de re-
couvrements entre sous-domaines, l’erreur en relation de comportement globale se dé-
compose alors en une somme de contributions locales indépendantes :

erdc,Ω (A(û◻h),A(σ̂◻h))
2 = ∑

s

(erdc,Ω(s) (ûh(s), σ̂h(s)))
2



Nous aboutissons alors à une évaluation totalement parallèle en s’affranchissant de la
nécessité de la détermination et du calcul de termes spécifiques aux interfaces. L’ex-
tension du théorème de Prager-Synge est alors immédiate et assure à l’estimateur sous-
structuré les mêmes propriétés de majoration de l’erreur globale η que l’estimateur
séquentiel.

Similairement au cas séquentiel, le cœur de la méthode repose alors sur la construc-
tion d’un couple vérifiant les conditions (2.8a) et (2.8b). Pour un tel couple, une dif-
ficulté supplémentaire se situe au niveau de la vérification de la description continue
des conditions à l’interface. La méthode assure dans un premier temps leur vérification,
puis les exploite pour construire des couples localement admissibles sur chaque sous-
structure tout en satisfaisant leur admissibilité au niveau global.

La suite de la partie sera ainsi consacrée à la vérification pratique des conditions d’ad-
missibilités sus-citées (2.8a) et (2.8b). Nous montrerons en particulier que les procé-
dures spécifiques induites au niveau continu peuvent être transposées au niveau discret
en conditions sur les champs nodaux intervenant dans la formulation des algorithmes
de décomposition de domaine.

3.2.2. Construction des champs cinématiquement admissibles

Comme rappelé précédemment, un champ de déplacement solution d’une approxi-
mation éléments finis d’un problème linéaire est cinématiquement admissible dans la
majorité des cas de figure, ce qui assure la vérification de la première condition de
(2.8a).

On propose alors, afin de vérifier la seconde condition de (2.8a), d’introduire un champ
d’interface continu ûbh sur la frontière Υ(s) de chaque sous-structure, vérifiant :

û
(s)
bh = û(s

′)
bh , ∀(s, s′) (3.14)

Un champ de déplacement ûh(s) vérifiant l’admissibilité globaleA(û◻h) ∈ Ca(Ω) est alors
obtenu par résolution éléments finis sur chaque sous-structure d’un problème méca-
nique à conditions aux limites Dirichlet données par û(s)bh sur Υ(s) :

Trouver ûh
(s) ∈ CaΥh(Ω(s), û(s)bh ) tel que σ̌h

(s) = H ∶ ε(ûh(s)) vérifie :

∫
Ω(s)

σ̌h
(s) ∶ ε(vh(s))dΩ = ∫

Ω(s)
f.vh

(s) dΩ + ∫
∂fΩ(s)

g.vh
(s) dΓ ∀ vh(s) ∈ Ca0

Υh(Ω(s))

(3.15)

où CaΥh(Ω(s), û(s)bh ) et Ca0
Υh(Ω(s)) sont les versions approchées des espaces d’admissibi-

lité cinématique (1.3a) et (1.3b) avec déplacement imposé à l’interface (cf. 1.1.2).



◻ Fig. 3.2. Détermination de ûh(s)

Traitement numérique

Le choix d’une décomposition de domaine de type conforme assure la correspondance
des nœuds d’interface entre sous-structures. Dans ce cadre, la transposition discrète de
la condition de continuité (3.14) s’effectue simplement comme :

ûb
(s) = û

(s′)
b , ∀(s, s′) (3.16)

ou encore de manière globale :

Axûb
y = 0 (3.17)

Par la suite, la résolution discrète du problème (3.18) assure la construction du champ
ûh
(s) à partir des valeurs nodales obtenues indépendamment sur chaque sous-domaine :

ûi
(s) = K

(s)
ii

−1
(fi(s) −K

(s)
ib ûb

(s))

ûh
(s) = ϕ(s)û(s) = (ϕ

i

(s) ϕ
b

(s))(ûi
(s)

ûb
(s)) (3.18)

de sorte que :
ûh = A(û◻h) ∈ Ca(Ω)

A ce stade, nous constatons que l’introduction du champ d’interface continu, qui consti-
tue le cœur de la méthode, se ramène en réalité à la vérification d’une condition discrète
(3.17). Notons que la détermination pratique et optimale de ce champ dépend de l’al-
gorithme de décomposition de domaine utilisé. Ce point sera détaillé dans le chapitre
qui suit, lors de l’implantation de la méthode dans certains algorithmes usuels associés
aux décompositions de domaine sans recouvrement.



3.2.3. Construction des champs statiquement admissibles

A la différence du cas précédent, tout champ de contraintes éléments finis (hors cas
triviaux) ne vérifie a priori aucune des deux conditions de (2.8b). Dès lors, nous choi-
sissons d’assurer en premier lieu l’équilibre des inter-efforts d’un point de vue continu.
L’utilisation en second lieu des algorithmes de reconstruction Feq sur la base du champ
de contrainte intermédiaire ainsi obtenu permet l’obtention d’un champ de contraintes
admissible à l’échelle de la structure assemblée.

Afin de vérifier la condition d’équilibre de (2.8b), nous procédons de manière similaire
à la construction de ûh(s) en introduisant un champ d’effort continu F̂bh(s) sur la fron-
tière Υ(s) de chaque sous-domaine. La construction de F̂bh(s) doit alors permettre la
satisfaction des deux conditions suivantes :
– d’une part, la vérification du principe de l’action et de la réaction entre sous-structures

adjacentes :

F̂bh
(s) + F̂ (s

′)
bh = 0 sur Γ(ss

′) (3.19)

– d’autre part, celle de l’équilibre local de chaque sous-structure soumise à ses charge-
ments intérieurs et de frontière :

∫
Ω(s)

f (s).ρdΩ + ∫
∂fΩ(s)

g(s).ρdS + ∫
Υ(s)

F̂bh
(s).ρdS = 0 ∀ρ ∈ CaR(Ω(s)) (3.20)

Par la suite, tout champ de contrainte σ̂(s) solution du problème aux conditions aux li-
mites de Neumann suivant vérifiera alors les deux conditions de (2.8b) :

ǔ(s) = ud sur ∂uΩ(s)

div(σ̂(s)) + f = 0 dans Ω(s)

σ̂(s).n = g sur ∂fΩ(s)

σ̂(s).n = F̂bh(s) sur Υ(s)

σ̂(s) = H ∶ ε(ǔ(s)) dans Ω(s) (3.21)

La résolution exacte du problème mécanique précédent étant bien évidemment hors de
portée, la construction de σ̂h(s) se déroule alors en deux étapes. La première consiste à
construire un champ de contrainte approché intermédiaire σ̃h(s) issu de la résolution
éléments finis de (3.21) :

Trouver ũh
(s) ∈ Cah(Ω(s)) tel que σ̃h

(s) = H ∶ ε(ũh(s)) vérifie :

∫
Ω(s)

σ̃h
(s) ∶ ε(vh(s))dΩ = ∫

Ω(s)
f.vh

(s) dΩ + ∫
∂fΩ(s)

g.vh
(s) dΓ + ∫

Υ(s)
F̂bh

(s).vh
(s) dΓ

∀ vh(s) ∈ Ca0
h(Ω(s))

(3.22)



◻ Remarque 3.1 Dans le cas de sous-structures dites « flottantes », pour lesquelles ∂uΩ(s) =
∅, notons que le champ de déplacement ũh(s) n’est pas unique et que sa détermination numé-
rique s’effectue alors au mouvement de solide rigide près. Ce point n’est cependant pas gênant
puisque seule la partie symétrique du gradient de ũh(s) est utilisée ensuite lors du calcul de
σ̃h
(s).

A l’issue de la résolution approchée de (3.22), la solution intermédiaire σ̃h(s) obtenue
ne vérifie la seconde condition de (2.8b) qu’au sens des éléments finis. La construction
de σ̂h(s) s’effectue ensuite par application de l’algorithme Feq au champ σ̃h(s). La prise
en compte, au sein de Feq, de la répartition continue du champ d’effort F̂bh comme
condition aux limites de Neumann assure alors la vérification de la seconde condition
de (2.8b).

◻ Fig. 3.3. Détermination de σ̂h(s)

◻ Remarque 3.2 Du fait des choix effectués lors de la détermination de F̂bh, et notam-
ment celui de la base d’approximation associée, notons que la méthode parallèle présentée
ici conduit à la détermination d’un champ statiquement admissible σ̂h(s) différent de celui
obtenu par l’application de Feq sur la structure complète.

◻ Remarque 3.3 Notons par ailleurs que la problématique de l’obtention d’un champ de
contraintes vérifiant l’équilibre entre sous-structures a suscité plusieurs travaux par le passé,
parmi lesquels nous citerons [Duvaut et Pistre, 1982].

Construction du représentant continu de l’inter-effort

Dans la perspective d’un traitement numérique des développements précédents, il est
nécessaire d’introduire un champ d’efforts nodal λ̂b(s) que l’on reliera à F̂bh au moyen
de la condition suivante :

∫
Υ(s)

F̂bh
(s) ⋅ ϕb,i∣Υ(s)(s) dΓ = λ̂b,i(s) (3.23)



où λ̂b,i(s) désigne la i-ème composante de λ̂b(s) et ϕb,i∣Υ(s)
(s) la trace sur Υ(s) de la

fonction de forme éléments finis associée au nœud i. D’un point de vue mécanique,
(3.23) assure l’égalité entre les travaux virtuels engendrés par les champs continus et
discrets pour tout champ de déplacement éléments finis.

En pratique, le champ F̂bh sera construit à partir de λ̂b(s). Se pose alors la question du
choix d’une base d’approximation permettant de représenter un champ continu à partir
des données nodales λ̂b(s) à disposition. Dans une première approche, il est proposé de
construire F̂bh sur la base constituée de la trace sur Υ(s) des fonctions de forme éléments
finis (fig. 3.4) :

F̂bh
(s) = ϕb,Υ(s)F̂b

(s) (3.24)

où F̂b
(s) désigne le vecteur des valeurs nodales de F̂bh(s). F̂b

(s) est alors obtenu à travers
de simples inversions de systèmes de petite taille, égale au nombre de nœuds d’inter-
face. Cependant, il est à noter qu’un tel choix impose la vérification de la continuité
de F̂bh au passage des nœuds d’interface. Nous verrons par la suite que cette condition
entraîne une description plus grossière du champ d’efforts continu et conduit donc à
l’obtention d’un champ statiquement admissible de moindre qualité. Nos investiga-
tions, notamment en partie 3.4, porteront sur un autre choix de base d’approximation.

◻ Fig. 3.4. Représentation continue de F̂bh

Dans ces conditions, on utilisera dans la suite l’appellation générique Gh pour désigner
l’algorithme construisant le représentant continu F̂bh à partir des valeurs discrètes λ̂(s)b
suivant la méthode de construction choisie :

F̂bh
(s) = Gh(λ̂(s)b ) (3.25)

Nous reviendrons en partie 3.4 sur détail des procédures associées à Gh.



Traitement numérique

Le choix effectué à travers la relation (3.23) permet par la suite une transposition directe
de (3.19) et (3.20) en conditions discrètes sur sur λ̂(s)b :

Axλ̂b
y = 0 (3.26a)

R{T (t{T λ̂by + fy) = 0 (3.26b)

◻ Remarque 3.4 L’équivalence entre cette dernière condition et son analogue continu pro-
vient de la représentation exacte de tout mouvement de corps rigide sur la base d’approxima-
tion éléments finis.

La résolution discrète de (3.22) permet alors la détermination de σ̃h(s) :

ũ(s) = K(s)
+ (f (s) + t(s)

T
λ̂
(s)
b )

σ̃h
(s) = H ∶ ε(ϕ(s)ũ(s)) (3.27)

L’application de Feq assure ensuite l’admissibilité de σ̂h(s), sous réserve d’imposer à la
fois les conditions aux limites de Neumann g du problème ainsi que le représentant
continu F̂bh(s) = Gh(λ̂(s)b ) de l’inter-effort équilibré sur Υ(s) :

σ̂h
(s) = Feq (σ̃h(s), f (s),{g(s), F̂bh(s))}) (3.28)

de sorte que :

σ̂h = A(σ̂◻h) ∈ Sa(Ω)

Sous réserve de la donnée de λ̂(s)b , le traitement de ces deux dernières étapes s’effectue
indépendamment sur chaque sous-domaine, rendant ainsi la procédure de reconstruc-
tion totalement parallèle.

3.3. Première validation numérique

Cette partie a pour but d’effectuer une première validation numérique de la méthode
présentée. Pour cela, on se place dans le cas particulier où la convergence de la mé-
thode de décomposition de domaine est atteinte préalablement au calcul parallèle de
l’erreur. Dans ce cas de figure précis, l’ensemble des conditions de raccord entre sous-
structures étant satisfaites, les choix ûb

(s) = ub
(s) et λ̂b(s) = λb(s) assurent directement

la vérification des relations (3.17), (3.26a) et (3.26b).



Nous considérons ici un problème « jouet » relatif à une Γ-structure encastrée à sa base
(de largeur L) et soumise sur son extrémité droite à un champ combiné de traction et
de cisaillement (fig. 3.5(a)). Le comportement matériau est choisi linéaire élastique iso-
trope, de module d’Young E = 2000 MPa et de cœfficient de Poisson ν = 0.3. D’autre
part, la modélisation s’effectue sous l’hypothèse des contraintes planes. À titre d’illus-
tration, la figure 3.5(c) représente, dans une configuration déformée du problème, la
cartographie du champ de contrainte de Von-Mises, sur laquelle peuvent être remar-
quées les traditionnelles zones de concentration de contraintes au voisinage du point
anguleux et des bords de la zone encastrée.

(a) Chargement (b) Exemple de maillage
(h = L/8)

(c) Contrainte de
Von-Mises (h = L/8)

◻ Fig. 3.5. Γ-structure

Par la suite est réalisée une étude systématique du comportement de l’estimateur en
fonction de la taille de maille et du nombre de sous-domaines. Pour se faire, on procède
dans un premier temps à la génération d’une série de maillage réguliers constitués
d’éléments triangulaires de taille caractéristique h = L

m avec m = 2,4,8,16,32,64. Un
exemple d’un tel maillage pour m = 8 est représenté figure 3.5(b). Dans un second
temps, le problème discrétisé sur la base de chaque maillage précédemment obtenu
est résolu de manière séquentielle, puis à l’aide d’une approche par décomposition
de domaine sur la base d’une partition de la structure en Nsd sous-domaines (avec
Nsd = 2,4,8 pour m ≤ 4, Nsd = 2,4,8,16,32 pour m = 8, Nsd = 2,4,8,16,32,64 pour
m = 16,32 et enfin Nsd = 8,16,32,64 pour m = 64, cf. figure 3.8 pour des exemples
de ces décompositions dans le cas m = 16). Notons que cette étude, comme l’ensemble
des exemples montrés dans ce document, ont été réalisés à l’aide du code éléments
finis ZeBuLon avec des éléments de degré p = 1. De plus, les calculs par décomposition
de domaine ont été réalisés à l’aide d’approches de type duale et primale, à travers
l’utilisation des algorithmes FETI et BDD, respectivement. Les critères de convergence
associés, portant sur le saut de déplacement (resp. des inter-efforts) à l’interface, ont
été fixés à 10−6.



Dans chaque cas de discrétisation, selon le caractère séquentiel ou sous-structuré de
la résolution, et à convergence de celle-ci, les estimateurs d’erreur séquentiel eseq

rdc et
parallèle eddm

rdc sont calculés par :

eseq
rdc = erdc,Ω(ûh, σ̂h) (3.29)

eddm
rdc =

¿
ÁÁÀNsd

∑
s=1

(erdc,Ω(s)(û(s), σ̂(s)))
2

(3.30)

Lors de la mise en œuvre de l’estimateur d’erreur en relation de comportement, nous
retenons un choix de p-raffinement de type p + 3 lors de la résolution des problèmes
élémentaires (1.63) conformément aux recommandations de [I. Babuška, T. Stroubou-
lis et al., 1994]. Par ailleurs, une approximation de la norme énergétique eh de l’erreur
vraie est également calculée en utilisant une solution uex obtenue à l’aide d’un maillage
très fin (de l’ordre de 1M ddl) à l’aide de la formule :

eh = ∣∣∣uex − uh∣∣∣H,Ω =
√

∣∣∣uex∣∣∣2H,Ω − ∣∣∣ûh∣∣∣2H,Ω (3.31)

◻ Fig. 3.6. Carte des contributions élémentaires eseq
rdcE

à l’erreur séquentielle eseq
rdc (h = L/16)

L’ensemble des résultats obtenus avec l’approche duale (resp. primale) sont regroupés
dans le tableau 3.1 (resp. 3.2) tandis que la figure 3.7 représente l’évolution des quan-
tités eh, eseq

rdc et eddm
rdc en fonction du pas de discrétisation h.

Rappelons à ce stade que la stratégie d’erreur parallèle ici présentée, du fait du choix
d’approximation de l’inter-effort continu F̂bh(s) à l’interface, conduit à un champ stati-
quement admissible et donc une estimation d’erreur a priori différents de ceux obtenus
par une approche séquentielle. Il est donc nécessaire de comparer les performances
des deux estimateurs à convergence, en fonction de la finesse de discrétisation spatiale,
mais également d’investiguer la sensibilité de eddm

rdc à la sous-structuration.

Au vu des résultats, nous observons en premier lieu que les estimations mises en œuvre
avec des approches duales ne peuvent être distinguées de celles relatives aux approches
primales. Notamment, la constatation la plus importante provient du fait que l’estima-
teur eddm

rdc présente une faible dépendance à la sous-structuration et que les estimations



h L/2 L/4 L/8 L/16 L/32 L/64

# ddl 146 514 1922 7426 29186 115714
eh 0.1660 0.1056 0.0662 0.0422 0.0273 0.0175
eseq

rdc 0.5711 0.4032 0.2650 0.1737 0.1151 0.0844

Nsd eddm
rdc

2 0.5667 0.4018 0.2647 0.1736 0.1151
4 0.5759 0.4001 0.2643 0.1738 0.1152
8 0.5537 0.4000 0.2665 0.1739 0.1154 0.0845

16 0.2689 0.1751 0.1160 0.0847
32 0.2779 0.1788 0.1178 0.0858
64 0.1876 0.1205 0.0867

◻ Tab. 3.1. Évolution de l’erreur eh et des estimateurs eseq
rdc et eddm

rdc en fonction de la taille
de maille h pour différents Nsd (résolution par approche duale)

associées restent très proches de celles obtenues séquentiellement. Nous obtenons ce-
pendant une légère augmentation des valeurs de eddm

cr avec l’accroissement du nombre
de sous-domaines, à discrétisation fixée. Ce point s’explique par l’augmentation de la
part des degrés de liberté d’interface par rapport à celle des degrés de liberté internes,
alors même que la description continue des inter-efforts d’interface est plus grossière
qu’à l’intérieur des sous-domaines, entraînant ainsi la construction d’un champ stati-
quement admissible de moindre qualité et donc une sur-estimation de l’erreur vraie.
Nous constatons toutefois que l’ordre de grandeur de cette sur-estimation est quasi-
ment négligeable par rapport à celui des résultats.

La figure 3.8 montre les cartes des contributions eddm
rdc,E à l’erreur eddm

rdc en fonction du
nombre de sous-domaines considéré. La comparaison de ces cartes avec celle relative à
eseq

rdc permet de constater que la décomposition n’a également que très peu d’influence
sur les contributions élémentaires qui restent proches de celles obtenues par une esti-
mation séquentielle. Seules quelques différences minimes sont observées au voisinage
des interfaces lorsque le ratio H/h (H et h désignant la taille caractéristique des sous-
domaines et des éléments, respectivement) devient faible.

Ce premier exemple numérique permet une première validation des performances
de notre estimateur parallèle. Nous constatons d’une part que son comportement est
proche de son homologue séquentiel et que sa dépendance aux caractéristiques de la
sous-structuration (principalement le nombre Nsd de sous-domaines) reste faible, au-
tant du point de vue de l’estimation globale que des contributions élémentaires. Cet
exemple nous confirme cependant que le choix simple d’approximation du champ
continu d’inter-efforts F̂bh(s), de part sa description trop grossière, conduit générale-
ment à l’obtention d’un champ σ̂h de moindre qualité que celui obtenu par une ap-
proche séquentielle, et donc à une légère sur-estimation de l’erreur de discrétisation.
Notons toutefois que cette sur-estimation reste généralement assez faible et doit être



h L/2 L/4 L/8 L/16 L/32 L/64

# ddl 146 514 1922 7426 29186 115714
eh 0.1660 0.1056 0.0662 0.0422 0.0273 0.0175
eseq

rdc 0.5711 0.4032 0.2650 0.1737 0.1151 0.0844

Nsd eddm
rdc

2 0.5667 0.4018 0.2647 0.1736 0.1151
4 0.5759 0.4001 0.2643 0.1738 0.1152
8 0.5537 0.4000 0.2665 0.1739 0.1154 0.0845

16 0.2689 0.1752 0.1160 0.0847
32 0.2780 0.1788 0.1178 0.0858
64 0.1876 0.1205 0.0867

◻ Tab. 3.2. Évolution de l’erreur eh et des estimateurs eseq
rdc et eddm

rdc en fonction de la taille
de maille h pour différents Nsd (résolution par approche primale)

mise au regard des gains en termes de coût de calculs apportés par la décomposition de
domaine par rapport à l’estimation séquentielle.

La partie suivante s’attache à étudier sur des exemples les faiblesses liées au choix d’une
description continue de F̂bh(s) ainsi qu’à proposer un nouveau choix de discrétisation
et une nouvelle méthode de construction.

3.4. Étude et commentaires sur la construction du champ
d’inter-effort

Après avoir détaillé le processus de construction de F̂bh(s) décrit succinctement en par-
tie 3.2.3 et reposant sur une description continue issue de la base des fonctions de
formes éléments finis, nous investiguerons le comportement de l’estimateur associé en
fonction de la régularité des interfaces. Dans un second temps, nous proposerons et
illustrerons une construction alternative de F̂bh(s) reposant sur une base d’approxima-
tion permettant de conserver des discontinuités au passage des nœuds.

3.4.1. Description continue de F̂bh(s)

3.4.1.1. Principes

Revenons à présent sur le détail de l’algorithme Gh assurant la construction du champ
continu d’inter-efforts F̂bh(s) à partir de la donnée d’un champ d’inter-efforts discret
λ̂b
(s).
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◻ Fig. 3.7. h-convergence de l’erreur eh et des estimateurs eseq
rdc et eddm

rdc

La première approche simple retenue, comme mentionnée précédemment, consiste à
construire F̂bh(s) sur la base des fonctions de formes éléments finis. En introduisant
le vecteur des valeurs nodales F̂b

(s) et la matrice ϕb,Υ
(s) = [ϕb,i∣Υ(s)(s)] des traces sur

Υ(s) des fonctions de formes ϕb,i(s) associées aux degrés de libertés d’interface de Ω(s),
F̂bh

(s) s’écrit :

F̂bh
(s) = ϕ(s)b,ΥF̂b

(s)

Par la suite, la vérification des conditions (3.23) s’exprime sous la forme du système
matriciel suivant :

Mb,Υ
(s)F̂b

(s) = λ̂b(s) avec Mb,Υ
(s) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫

Υ(s)
ϕb,i∣Υ(s)

(s) ⋅ ϕb,j∣Υ(s)(s)dΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(i,j)
(3.32)

qui permet alors la détermination des valeurs de F̂b
(s).

En pratique, ce choix revient donc à inverser de petites matrices de masses d’une taille
égale au nombre de nœuds sur l’interface de chaque sous-structure, ce qui conduit à un
sur-coût numérique faible par rapport à l’ensemble du processus de résolution.

3.4.1.2. Comportement en fonction de la régularité des interfaces

Malgré sa simplicité de mise en œuvre, le principal défaut de la méthode précédem-
ment exposée réside dans le choix d’une approximation continue de F̂bh(s). D’un point
de vue mathématique, la restriction de F̂bh(s) sur Υ(ss

′) étant un élément deH− 1
2 (Υ(ss′)),



Décomposition : 2 sous-domaines Décomposition : 16 sous-domaines

Décomposition : 4 sous-domaines Décomposition : 32 sous-domaines

Décomposition : 8 sous-domaines Décomposition : 64 sous-domaines

◻ Fig. 3.8. Cartes des contributions élémentaires eddm
rdc,E à eddm

rdc en fonction de la décompo-
sition pour h = L/16

la continuité aux nœuds issue de l’interpolation éléments finis standard apparaît peu
consistante, en particulier lorsque les interfaces entre sous-domaines présentent des
points anguleux. Dans ce cas particulier, l’approximation continue de F̂bh(s) peut conduire
à un champ statiquement admissible de mauvaise qualité aux voisinage des interfaces
et donc sur-évaluer l’erreur de discrétisation globale. Bien que l’exemple précédem-
ment traité en partie 3.3 ait montré des performances quasi comparables entre eddm

rdc et
eseq

rdc, la suite de ce paragraphe comparera les performances de eddm
rdc selon la présence



ou non de points anguleux sur les interfaces.

Pour se faire, nous considérons ici le problème d’une enceinte circulaire soumise à une
pression P sur sa face interne et dont la face externe est laissée libre. Du fait des symé-
tries, l’étude peut-être restreinte à celle d’un quart de cylindre (fig. 3.9(a)). Les caracté-
ristiques sont les mêmes que pour la Γ-structure : le comportement est choisi linéaire
élastique isotrope, de module d’Young E = 2000 MPa et de cœfficient de Poisson ν = 0.3,
et la modélisation est réalisée sous l’hypothèse des contraintes planes. L’approxima-
tion éléments finis est réalisée sur la base d’un maillage constitué d’éléments triangles
de degré 1 (fig. 3.9(b)). La figure 3.9(c) montre la carte des contraintes de Von-Mises
relative au problème. On y remarque l’absence de points singuliers (contrairement à
la Γ-structure) et la régularité de la solution, propriétés ayant initialement motivé le
choix de ce problème.

(a) Chargement (b) Maillage (c) Contrainte de Von-Mises

◻ Fig. 3.9. Tube

Nous considérons par la suite deux décomposition de notre structure en Nsd = 6 sous-
domaines. La première (fig. 3.10(a)) présente des interfaces régulières tandis que la
seconde (fig. 3.10(b)), obtenue par découpage automatique, présente des points angu-
leux.

(a) Interfaces régulières (b) Interfaces non régulières

◻ Fig. 3.10. Types de décompositions en 6 sous-domaines étudiés

En sus de l’estimateur séquentiel eseq
rdc, les valeurs de l’estimateur parallèle eddm

rdc sont



calculées dans les deux configurations de découpage précédentes. Le tableau 3.3 re-
groupe les valeurs globales des estimateurs tandis que les cartes des contributions élé-
mentaires dans les trois cas précédents sont représentées en figure 3.11.

Décomposition interfaces régulières interfaces non régulières
eseq

rdc 2.093.10−2

eddm
rdc 2.100.10−2 5.819.10−2

◻ Tab. 3.3. Valeurs de eseq
rdc et eddm

rdc

(a) Contributions à eseq
rdc

(b) Contributions à eddm
rdc

avec interfaces régulières
(c) Contributions à eddm

rdc
avec interfaces non
régulières

◻ Fig. 3.11. Cartes des contributions élémentaires à eseq
rdc et eddm

rdc

Alors que la valeur de eddm
rdc en présence d’interfaces régulières reste très proche de

celle de eseq
rdc, on remarque que la présence d’interfaces non régulières entraîne une

importante sur-estimation de l’erreur globale par l’estimateur parallèle, avec un fac-
teur de l’ordre de 2.5. En particulier, la comparaison des contributions élémentaires
eddm

rdc,E dans les trois cas étudiés nous indique clairement que la sur-estimation de l’er-
reur précédemment observée est concentrée sur certains éléments en contact avec les
interfaces.

3.4.2. Construction d’une description discontinue de F̂bh(s)

Les observations précédentes mettent en évidence la faiblesse du choix d’une interpola-
tion continue en présence d’interfaces non régulières, qui conduit en effet à l’obtention
d’un champ statiquement admissible de piètre qualité altérant la précision de l’estima-
teur global du fait de la surestimation de certaines contributions locales de l’erreur de
discrétisation. Pour tenter de répondre à cette problématique, nous proposons par la
suite une méthode alternative de construction de F̂bh(s) reposant sur des conditions de
continuité moins fortes et qui peut être vue comme une généralisation de la méthode
précédente.



3.4.2.1. Principes

Afin de supprimer la condition de continuité aux nœuds, nous choisissons comme base
d’approximation de F̂bh(s) l’espace constitué par la réunion des restrictions élémen-
taires de la trace sur Υ(s) des fonctions de formes éléments finis (fig. 3.12). Autrement
dit :

F̂bh
(s) ∈ {v tels que vΓ ∈ Pp(Γk), ∀ Γk ∈ FFh (Υ(s))}

où FFh (Υ(s)) désigne l’ensemble des faces des éléments de Ωh coïncidant avec Υ(s).
En pratique, la nouvelle écriture de F̂bh(s) s’obtient alors en ajoutant aux contributions
des fonctions de formes éléments finis celle d’un ensemble φb

(s) = [φb,k(s)] de fonc-
tions constantes et unitaires sur un élément de l’interface discrétisée et nulle partout
ailleurs :

φb,k
(s) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1 sur Γk

0 sur Υ(s)/Γk
∀ Γk ∈ FFh (Υ(s))

◻ Fig. 3.12. Représentation discontinue de F̂bh

Par la suite, en notant F̂c
b
(s) les valeurs nodales des composantes continues et F̂d

b
(s) les

amplitudes élémentaires des composantes discontinues, F̂bh(s) s’écrit :

F̂bh
(s) = ϕ(s)b,ΥF̂c

b
(s) +φb(s)F̂d

b
(s) (3.33)

et les conditions (3.23) deviennent :

[Mb,Υ
(s) M̃b,Υ

(s)] (F̂c
b
(s)

F̂d
b
(s)) = λ̂b(s) avec Mb,Υ

(s) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫

Υ(s)
ϕb,i∣Υ(s)

(s) ⋅ ϕb,j∣Υ(s)(s)dΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.34)

et M̃b,Υ
(s) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫

Υ(s)
ϕb,i∣Υ(s)

(s) ⋅ φb,k(s)dΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦



Le problème (3.34) étant sous-déterminé, le champ F̂bh
(s) retenu est alors celui mini-

misant une certaine norme à définir :

F̂bh
(s) = Arg min

Ĝ vérifiant (3.34)
∥Ĝ∥ (3.35)

A ce stade, notons que le choix d’une norme la plus appropriée possible lors de la
minimisation précédente reste une question ouverte. Le choix d’une telle norme n’est
probablement pas unique et est spécifique à la forme de l’interface : en particulier, une
telle norme devrait prendre en compte la présence de points anguleux le cas échéant.
Dans la suite, faute d’avoir pour le moment défini de meilleures normes, nous étudie-
rons cette reconstruction conjointement à l’usage de la norme L2 sur Υ(s) ∥ ⋅ ∥L2(Υ(s))
ainsi que de la norme 2 ∥ ⋅ ∥2 :

∥F̂bh(s)∥L2(Υ(s))
2 = ∫

Υ(s)
F̂bh

(s) 2
dΓ (3.36a)

∥F̂bh(s)∥2
2 = F̂c

b
(s) T F̂c

b
(s) + F̂d

b
(s) T F̂d

b
(s) (3.36b)

3.4.2.2. Lien avec l’approximation continue

Ce paragraphe s’attache à étudier le principe de construction précédent en présence
de l’utilisation d’une norme L2 sur Υ(s). Dans ces conditions, F̂bh(s) est solution du
problème de minimisation suivant :

min
Ĝ vérifiant (3.34)

∥Ĝ∥L2(Υ(s))
2 = min

Ĝ vérifiant (3.34)
∫

Υ(s)
Ĝ2 dΓ

En introduisant les vecteurs des composantes continues Ĝc et discontinues Ĝd de G
telles queG = ϕ(s)b,ΥĜc+φb(s)Ĝd, le problème de minimisation précédent s’écrit alors :

min
Ĝ vérifiant (3.34)

∥Ĝ∥L2(Υ(s))
2 = min

Mb,Υ
(s)Ĝc+M̃b,Υ

(s)Ĝd=λ̂b
(s)
C (Ĝc, Ĝd)

avec C (Ĝc, Ĝd) = (Ĝc

Ĝd)
T ⎡⎢⎢⎢⎣

Mb,Υ
(s) M̃b,Υ

(s)

M̃b,Υ
(s) T D̃b,Υ

(s)

⎤⎥⎥⎥⎦
(Ĝc

Ĝd)

et D̃b,Υ
(s) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∫

Υ(s)
φb,i
(s) ⋅ φb,j(s)dΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦(i,j)

En injectant la condition (3.34) dans l’expression de C (Ĝc, Ĝd), il vient :

C (Ĝc, Ĝd) = (Ĝc

Ĝd)
T ⎛
⎝

λ̂b
(s)

M̃b,Υ
(s) T Ĝc + D̃b,Υ

(s)Ĝd

⎞
⎠

= Ĝc T λ̂b
(s) + Ĝd T M̃b,Υ

(s) T Ĝc + Ĝd T D̃b,Υ
(s)Ĝd



La matrice Mb,Υ
(s) étant une matrice de masse symétrique définie positive, et donc

inversible, Ĝc s’exprime en fonction de λ̂b(s) et Ĝd comme :

Ĝc = Mb,Υ
(s) −1

λ̂b
(s) − Mb,Υ

(s) −1
M̃b,Υ

(s) T Ĝd

D’où en utilisant la symétrie de Mb,Υ
(s) −1

héritée de celle de Mb,Υ
(s) :

C (Ĝc, Ĝd) = λ̂b(s)
T

Mb,Υ
(s) −T λ̂b

(s) − Ĝd T S̃
(s)
Υ Ĝd

avec S̃
(s)
Υ = D̃b,Υ

(s) − M̃b,Υ
(s) T Mb,Υ

(s) −1
M̃b,Υ

(s)

Le problème de minimisation (3.35) se réduit alors à :

min
Mb,Υ

(s)Ĝc+M̃b,Υ
(s)Ĝd=λ̂b

(s)
C (Ĝc, Ĝd) = min

Ĝd
Ĝd T S̃

(s)
Υ Ĝd

A ce stade, on remarque que la matrice S̃
(s)
Υ constitue le complément de Schur de la

traduction discrète de la norme ∥Ĝ∥L2(Υ(s)) qui est définie positive : S̃
(s)
Υ est donc éga-

lement définie positive et la minimisation précédente entraîne alors Ĝd = 0. La déter-
mination des composantes continues Ĝc = F̂c

b
(s) du champ solution est alors identique

au cas de description continue 3.4.1.1, en effet, en utilisant l’expression précédemment
obtenue de Ĝc, il vient :

F̂c
b
(s) = Ĝc = Mb,Υ

(s) −1
λ̂b
(s)

Il apparaît ainsi que la construction du champ F̂bh(s) reposant sur une description dis-
continue associée à la minimisation de la norme L2 ∥Ĝ∥L2(Υ(s)) sur Υ(s) est identique

à la construction par description continue de F̂bh(s) initialement utilisée. En ce sens, la
procédure de construction décrite en 3.4.2.1 en constitue une extension.

3.4.3. Illustration numérique

3.4.3.1. Enceinte sous pression

Afin d’illustrer la méthode précédemment introduite, nous reprenons dans un premier
temps l’exemple de l’enceinte sous pression présentée au paragraphe 3.4.1.2. Nous cal-
culons à nouveau eddm

rdc en utilisant cette fois la description discontinue de F̂bh(s) pré-
cédemment introduite associée à la minimisation de la norme 2 (3.36b). Le tableau 3.4
regroupe les résultats associés (notés eddm

rdc (disc)) avec ceux précédemment obtenus au
paragraphe 3.4.1.2 (notés eddm

rdc (cont)). On y remarque que la nouvelle construction
de F̂bh(s) permet d’améliorer quelque peu la précision de eddm

rdc ; cependant, l’erreur de
discrétisation ainsi calculée reste encore largement surestimée en comparaison avec la



valeur de eseq
rdc. L’observation de la figure 3.13, qui représente les contributions élémen-

taires eddm
rdc,E dans les deux cas de constructions de F̂bh(s), confirme les observations

précédentes. Cependant, remarquons que la mise en œuvre de l’approximation discon-
tinue en présence d’interfaces régulières entraîne à l’opposée une légère sur-estimation
de l’erreur eddm

rdc . Aussi, si la norme 2 ici employée permet d’améliorer légèrement la
précision de eddm

rdc , elle n’apparaît pas cependant comme étant la norme la plus perti-
nente dans ce cas de figure.

Décomposition interfaces régulières interfaces non-régulières
eseq

rdc 2.093.10−2

eddm
rdc (cont) 2.100.10−2 5.819.10−2

eddm
rdc (disc) 2.112.10−2 4.526.10−2

◻ Tab. 3.4. Valeurs de eseq
rdc et eddm

rdc

(a) Approximation continue (b) Approximation
discontinue

◻ Fig. 3.13. Cartes des contributions élémentaires à eddm
rdc pour deux choix de construction

des champs d’interface (décomposition à interfaces non-régulières)

3.4.3.2. Γ-structure

Reprenons ici le cas d’étude présenté au paragraphe 3.3 relatif à une Γ-structure sou-
mise à un chargement simultané en traction cisaillement. Nous considérons, sur la
base du maillage de taille caractéristique h = L/8, plusieurs cas de décompositions
en Nsd = 3,4 et 7 sous-domaines générant des interfaces soit régulières, soit non-
régulières. Par la suite, sur l’ensemble des cas ainsi générés, nous procédons au cal-
cul de eddm

rdc sur la base, dans un premier temps, de l’approximation continue de F̂bh,
puis, dans un second temps, de l’approximation discontinue associée, comme précé-
demment, à l’utilisation de la norme 2.

La figure 3.14 rappelle la carte des contributions à eseq
rdc relatives au calcul séquentiel,

avec un choix d’échelle tronquant les valeurs élevées de manière à permettre la visuali-
sation des composantes plus faibles. Les figures 3.15, 3.16 et 3.17 représentent, en sus



de la valeur de l’erreur totale eddm
rdc , les contributions eddm

rdc,E dans les différents cas de
décomposition en Nsd = 3, 4 et 7 sous-domaines, respectivement. Notons que la quasi-
totalité des décompositions sont obtenues en utilisant le découpeur automatique Metis
en lieu et place de l’outil SplitMesh développé à l’ONERA et utilisé lors des études pré-
cédentes (seul le cas Nsd = 7 présente deux décompositions obtenues avec chacun de
ces outils).

eseq
rdc

= 2.650.10−1

◻ Fig. 3.14. Carte des contributions élémentaires eseq
rdc,E à eseq

rdc (h = L/8)

eddm
rdc = 2.717.10−1 eddm

rdc = 2.665.10−1

(Metis) eddm
rdc = 2.658.10−1 eddm

rdc = 2.749.10−1

Décomposition Approx. continue Approx. discontinue

◻ Fig. 3.15. Carte des contributions élémentaires eddm
rdc,E à eddm

rdc (h = L/8, Nsd = 3)

L’examen des résultats nous permet de tirer une première constatation relative à leur
très forte similarité au point que l’on peut affirmer sur ce cas d’étude que l’estima-
teur eddm

cr est très peu sensible tant à la position et à la régularité des interfaces qu’à



eddm
rdc = 2.647.10−1 eddm

rdc = 2.665.10−1

(Metis) eddm
rdc = 2.673.10−1 eddm

rdc = 2.670.10−1

Décomposition Approx. continue Approx. discontinue

◻ Fig. 3.16. Carte des contributions élémentaires eddm
rdc,E à eddm

rdc (h = L/8, Nsd = 4)

la méthode de construction de F̂bh(s) choisie. Pour Nsd = 3, un examen plus précis
nous montre que l’erreur est légèrement surévaluée lorsqu’une interface, même droite,
coupe la zone de singularité, ce qui s’explique par la difficulté à approcher l’évolution
des singularités à l’aide d’approximations linéaires par éléments, qu’elles soient conti-
nues ou discontinues. Soulignons tout de même que l’approximation discontinue four-
nit ici des résultats meilleurs. A l’opposé, l’observation du cas Nsd = 7 avec interfaces
régulières montre qu’un découpage avec des interfaces traversant la zone de singularité
peut parfois engendrer une estimation eddm

rdc inférieure à eseq
rdc, résultat qui peut s’expli-

quer par l’absence de singularités locales au niveau de chaque sous-domaine. D’une
manière générale, et contrairement à l’exemple de l’enceinte sous-pression, on constate
que l’emploi d’une approximation discontinue avec norme 2 peut aussi bien amélio-
rer que dégrader les résultats par rapport à l’approche continue... Aussi, il est assez
difficile ici de tirer des conclusions précises de l’ensemble ces observations, si ce n’est
que la norme discrète choisie n’apparaît pas adaptée et qu’un choix approprié de cette
dernière dépend probablement du type de problème étudié et demeure à ce stade une
question ouverte.



eddm
rdc = 2.618.10−1 eddm

rdc = 3.139.10−1

(Metis) eddm
rdc = 2.822.10−1 eddm

rdc = 3.191.10−1

(SplitMesh) eddm
rdc = 2.649.10−1 eddm

rdc = 2.648.10−1

Décomposition Approx. continue Approx. discontinue

◻ Fig. 3.17. Carte des contributions élémentaires eddm
rdc,E à eddm

rdc (h = L/8, Nsd = 7)

3.5. Conclusion partielle

Après avoir ébauché en première partie un rapide aperçu de quelques tentatives de
réponse apportées à la problématique de l’estimation d’erreur dans un cadre sous-
structuré, ce chapitre a permis de présenter une extension de l’erreur en relation de
comportement au cadre général des méthodes de décomposition de domaine sans re-
couvrement. Son premier avantage réside dans la conservation du caractère garanti
de la mesure d’erreur avec le passage à la sous-structuration. Pour se faire, le prin-
cipe sous-jacent consiste à construire un couple de champs solutions admissibles tant
au niveau local que global. Cette procédure de construction est purement locale et



peut ainsi être mise en œuvre de manière totalement parallèle sur chacun des sous-
domaines. En outre, son fonctionnement se subdivise en deux étapes. En premier lieu
sont construis des champs d’interface vérifiant l’admissibilité globale du problème
(ie. la continuité des déplacements et l’équilibre des inter-efforts dans le cas des pro-
blèmes mécaniques). Puis, en second lieu, la résolution de problèmes sur chaque sous-
structure à partir des champs précédemment calculés, couplée à l’utilisation des al-
gorithmes de construction développés dans les cas séquentiels, permet d’obtenir les
couples de contraintes admissibles nécessaires au calcul de l’erreur en relation de com-
portement.

Une étude systématique portant tant sur la convergence de l’estimateur vis à vis du
raffinement du maillage que sur le comportement en fonction de différents cas de dé-
composition de domaine permet d’obtenir de premiers résultats globalement satisfai-
sants. L’estimateur ainsi réalisé apparaît en effet avoir un comportement très proche de
son homologue séquentiel tout en restant peu sensible aux différentes configuration de
découpage en sous-domaines.

Cependant, quelques disparités entre résultats que nous attribuons au processus de
construction des efforts à l’interface, notamment en présence de points anguleux ou
de singularités, nous ont poussé à proposer une nouvelle base d’approximation. Si la
nouvelle procédure ainsi obtenue permet de généraliser celle initialement proposée,
son application pertinente nécessite toutefois le recours à un processus de minimisa-
tion supplémentaire, et donc le choix d’une norme consistante vis à vis de l’inter-effort
d’interface. Ce choix restant, à l’heure actuelle, une question ouverte, on retiendra que
la mise en œuvre de découpages à interfaces régulières et suffisamment éloignées des
points de singularités permet tout de même de maximiser la pertinence de l’estima-
tion.

Notons enfin qu’un aspect fondamental de la méthode, introduit ici de manière géné-
rique, réside dans la possibilité d’obtenir des champs admissibles au niveau global et
donc une mesure d’erreur garantie, même en cas de non-vérification des conditions de
continuité et d’équilibre à l’interface. Ce point permet d’envisager une mise en œuvre
de la méthode au sein d’algorithmes de décomposition de domaine quel que soit leur
état de convergence. Ce point fait l’objet du chapitre suivant, qui détaille l’implanta-
tion de notre procédure au sein des approches duales et primales de décomposition de
domaine.



Chapitre 4.

Application au cadre des approches duale
et primale de décomposition de domaine

Ce chapitre s’attache à des cas d’implantation pratique de la tech-
nique générique d’estimation d’erreur introduite au cours du cha-
pitre précédent. Cette implantation se traduit par la mise en place
de procédures de reconstruction des champs d’interface au sein des
approches usuelles de décomposition de domaine, à savoir FETI et
BDD. On montrera notamment comment ces procédures peuvent ti-
rer avantageusement partie du rôle des préconditionneurs optimaux.
Enfin, un exemple numérique simple illustrera les performances ob-
tenues.
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Le chapitre précédent a introduit un cadre générique permettant une estimation
garantie de l’erreur de discrétisation en cadre sous-structuré, par le biais de la

construction, sur chaque sous-domaine, de couples de solutions admissibles au niveau
global. Pour se faire, rappelons que cette procédure nécessite le calcul de champs conti-
nus d’interface (notés ûbh(s) et F̂bh(s)) vérifiant les conditions de continuité et d’équi-
libre global entre sous-domaines. En outre, nous avons montré que leur vérification
était transposable au niveau discret à travers les relations (3.17), (3.26a) et (3.26b) sur
un couple de champs nodaux (ûb(s), λ̂b(s)) à partir desquels sont ensuite construits
leurs homologues continus ûbh(s) et F̂bh(s).

Jusqu’à présent ont été considérés des cas de figures dans lesquels la convergence du
solveur associé à la décomposition de domaine constituait un préalable à la mise en
application de notre méthode, de sorte que les champs discrets d’interface classiques
(ub(s),λb(s)) pouvaient être utilisés tels quels comme point de départ de la construction
des champs continus ûbh(s) et F̂bh(s). On s’intéresse à présent à la mise en œuvre de la
procédure d’estimation dans des cas où la convergence du solveur n’est pas atteinte.
Le principe de ces derniers étant de relâcher une ou plusieurs conditions d’interface,
puis à activer leur vérification de manière itérative, une nouvelle difficulté apparaît
alors du fait de la non-satisfaction systématique des conditions (3.17), (3.26a) et (3.26b)
par le couple de champs nodaux (ub(s),λb(s)). Par conséquent, cela amène à construire
le couple (ûb(s), λ̂b(s)) à l’aide de procédures spécifiques dépendant de l’approche de
résolution choisie.

Ce chapitre s’attache à l’implantation de l’estimateur sous-structuré au sein des ap-
proches duale et primale de décomposition de domaine afin de rendre possible l’accès
à une mesure garantie de l’erreur quel que soit l’état de convergence du solveur asso-
cié. Pour se faire, on décrira spécifiquement les procédures permettant de calculer les
champs (ûb(s), λ̂b(s)) à partir de (ub(s),λb(s)) dans les deux cas précités. On montrera
notamment leur intégration au sein des étapes de préconditionnement des solveurs
FETI et BDD avant d’illustrer les résultats sur le cas d’étude systématique du chapitre
précédent.

Les travaux ici présentés ont fait l’objet de la seconde partie d’une publication [A.
Parret-Fréaud, C. Rey et al., 2010] ainsi que de deux communications [A Parret-

Fréaud, P Gosselet et C Rey, 2010 ; C Rey, A Parret-Fréaud et P Gosselet, 2010].

4.1. Approche duale

4.1.1. Rappel sur l’algorithme FETI

En préalable au processus de reconstruction des champs d’interface, rappelons briève-
ment le fonctionnement de la méthode FETI, notamment en ce qui concerne la vérifi-
cation des conditions de raccord à l’interface durant le processus itératif de résolution.



Le lecteur consultera la partie 2.3 et notamment l’algorithme 2.1 pour une description
plus complète.

Dans l’approche FETI, l’inconnue est portée sur un champ λb à déterminer, à partir du-
quel on construit les inter-effortsλb(s) via les opérateurs d’assemblage A(s) :

λb
(s) = A(s)

T
λb (4.1)

dont la propriété d’orthogonalité (2.14) avec A(s) permet la vérification a priori de la
condition d’équilibre entre sous-domaines :

Axλb
y = 0 (4.2)

Par la suite, pour un champ λb donné, les champs u(s) sont calculés par résolution
sur chacun des sous-domaines de problèmes aux conditions aux limites de Neumann à
l’interface, sous réserve de la validité de l’alternative de Fredholm traduisant l’équilibre
des champs λb(s) par rapport aux mouvements de corps rigides :

u(s) = K(s)
+ (f (s) + t(s)

T
A(s)

T
λb) +R(s)α(s) (4.3a)

0(s) = R(s)
T (f (s) + t(s)

T
λ) (4.3b)

L’inconnue λb est alors déterminée itérativement de manière à satisfaire la continuité
des déplacements à l’interface :

0 = Axub
y

= Axt{K{+t{
T
AxTλb +Axt{K{+fy +AxRb

{αy

On obtient ainsi le problème à l’interface (2.25), résolu de manière itérative, généra-
lement à l’aide d’un algorithme de gradient conjugué projeté et préconditionné (cf.
algorithme 2.1).

4.1.2. Construction des champs d’interface admissibles

On s’intéresse à présent au calcul du couple (ûb, λ̂b) à partir de (ub,λb) dans le cas de
l’approche FETI.



4.1.2.1. Cas du champ d’inter-efforts

Du fait de la construction des inter-efforts λb(s) à partir du champ λb, la condition
(4.2) est constamment vérifiée. D’autre part, l’utilisation d’un projecteur lors de la ré-
solution du problème à l’interface (2.33) assure la vérification de l’alternative de Fred-
holm (4.3b) à chaque itération du solveur. Ainsi, le choix direct λ̂b(s) = λb(s) satis-
fait les conditions (3.26a) et (3.26b). Les algorithmes Gh et Feq détaillés en partie 3.2.3
(eqns. 3.27 et 3.28) assurent ensuite la construction des champs σ̂h(s) ∈ Sa(Ω(s)) véri-
fiant :

σ̂h = A(σ̂◻h) ∈ Sa(Ω)

4.1.2.2. Cas du champ de déplacement

L’obtention des champs discrets d’interface ûb
(s) vérifiant (3.17) dans le cadre de la

méthode FETI nécessite quelques traitements spécifiques étant donné que la continuité
des déplacements est seulement vérifiée à convergence du solveur. Rappelons en parti-
culier que l’utilisation de l’opérateur d’assemblage dual A(s) permet d’obtenir le saut
de déplacement à l’interface entre sous-structures au cours des itérations :

TubU = Axub
y (4.4)

On cherche à construire les champs ûb
y à partir de ub

y et d’un terme correctif δûby :

ûb
y = ub

y + δûby

A ce stade, la vérification de la condition de continuité discrète (3.17) s’écrit :

Axûb
y = 0

= TubU +Axδûb
y

On choisit alors de relier les corrections δûby à l’expression du saut de déplacement au
moyen des opérateurs d’assemblage pondérés (Ã(s))s (cf. (2.27)) utilisés lors des phases
de préconditionnement de l’approche FETI :

δûb
y = −Ã

TyTubU

ûb
y = ub

y − Ã
TyTubU (4.5)

Il s’en suit que la relation fondamentale (2.28) entre l’opérateur d’assemblage dual et
son homologue pondéré

AxÃxT = I



assure automatiquement la vérification de (3.17). En vertu de ce qui précède, on a en
effet :

Axûb
y = (I −Ax Ãx T )TubU = 0

Rappelons qu’une expression générale des opérateurs Ã(s) est donnée en partie 2.3.2.
Dans le cadre de travail des problèmes homogènes, qui sera celui retenu pour les exemples
numériques présentés ci-après, ces opérateurs réalisent une pondération des degrés de
liberté selon la multiplicité des nœuds d’interface associés, et s’écrivent alors :

Ãx T = Ax T (Ax Ax T )
−1

◻ Remarque 4.1 Pour fixer les esprits, dans le cas de deux sous-domaines, l’écriture générale
ci-dessus devient :

Ã
(1) T

TubU = −1

2
(u(2)b − u

(1)
b )

Ã
(2) T

TubU = 1

2
(u(2)b − u

(1)
b )

L’effet des corrections δu(1)b et δu(2)b réside alors dans la construction d’un champ d’interface
unique ûb par moyenne arithmétique des déplacements de part et d’autre de l’interface :

û
(1)
b = û

(2)
b = ûb =

1

2
(u(2)b + u

(1)
b )

◻ Remarque 4.2 La remarque précédente montre — et cela est généralisable dans le cas
d’une décomposition en plusieurs sous-domaines avec présence de nœuds d’interface de mul-
tiplicité supérieure à 2 — que le champ ûb précédemment évoqué peut être également obtenu
directement à partir de la donné des champs ub

y en utilisant les opérateurs d’assemblage
pondérés primaux Ã(s) (cf. 2.4.2) dont on rappelle l’expression dans le cas des problèmes
homogènes :

Ãx T
= Ax T (Ax Ax T )

−1

Il vient alors :

ûb
y = A

Tyûb = A
TyÃxub

y

L’équation (4.5) permet alors d’établir :

A
TyÃxub

y = ub
y − Ã

TyTubU

= (I{ − Ã
TyAx)ub

y

On retrouve alors la relation (2.41) entre opérateurs d’assemblage pondérés :

A
TyÃx + Ã

TyAx = I{



En développant le saut de déplacement à l’interface, il vient :

TubU = Axt{K{+t{
T
AxTλb +Axt{K{+fy +AxRb

{αy d’après (4.3a)

= Sdλb − bd +Gdα
y

= (I −Gd (GT
dGd)

−1
GT
d ) (bd − Sdλ) en vertu de (2.34)

= PT
d (bd − Sdλ) = r par définition de Pd

Il apparaît alors que TubU correspond exactement au résidu projeté r tel qu’il est calculé
au cours des itérations de la méthode FETI résolue par une méthode de gradient conju-
gué projeté (cf. algorithme 2.1). Il s’en suit que les champs ûb

y peuvent être calculés à
moindre coût durant l’étape de préconditionnement du solveur et avant résolution des
problèmes de Dirichlet locaux :

ûb
y = ub

y − Ã
Tyr

Cela met en relief l’un des points fondamentaux de cette méthode, qui réside dans le
fait que ub

(s) peut être obtenu pour un surcoût numérique quasi nul en utilisant direc-
tement les données disponibles au niveau du préconditionneur de Dirichlet équipant
classiquement toute approche de type FETI.

Les champs discrets ûb
(s) ainsi obtenus sont alors exploitables à travers les systèmes

(3.18) à des fins d’obtention des champs de déplacement admissibles ûh(s) ∈ Ca(Ω(s))
vérifiant :

ûh = A(û◻h) ∈ Ca(Ω)

4.2. Approche primale

4.2.1. Rappel sur l’algorithme BDD

Avant d’aborder le processus de reconstruction des champs d’interfaces relatif à l’ap-
proche primale, rappelons les éléments clés de la méthode BDD. Le lecteur se référera à
la partie 2.4 et en particulier à l’algorithme 2.2 pour plus de détails.

Au sein de l’approche BDD, l’inconnue est un champ global ub à partir duquel sont
construits les champs de déplacement d’interface locaux à l’aide des opérateurs d’as-
semblage A(s) :

ub
(s) = A(s)

T
ub (4.6)

dont la propriété d’orthogonalité (2.14) avec A(s) permet la vérification a priori de la
condition de continuité des déplacements entre sous-domaines :

Axub
y = 0 (4.7)



Par la suite, pour un champ ub donné, les autres quantités sont calculées par résolution
sur chacun des sous-domaines de problèmes aux conditions aux limites de Dirichlet à
l’interface :

ui
(s) = Kii

(s)−1 (fi
(s) −Kib

(s)A(s)
T
ub) (4.8a)

λb
(s) = S(s)ub

(s) − bp
(s) (4.8b)

L’inconnue ub est alors déterminée itérativement de manière à satisfaire l’équilibre des
inter-efforts entre les sous-structures à l’interface :

VλbW = 0 = Axλb
y

= AxS{AxTub −Axbp
y

= Spub − bp

On obtient alors le problème à l’interface (2.37), résolu de manière itérative, générale-
ment à l’aide d’un algorithme de gradient conjugué projeté et préconditionné (cf. algo-
rithme 2.2). Notons en particulier qu’en l’absence de convergence, le saut des efforts à
l’interface est directement relié au résidu primal r :

VλbW = Spub − bp = r

4.2.2. Construction des champs d’interface admissibles

On s’intéresse à présent au calcul du couple (ûb, λ̂b) à partir de (ub,λb) dans le cas de
l’approche BDD.

4.2.2.1. Cas du champ de déplacement

Le cas du champ de déplacement est trivial. En effet, la condition (4.7) étant constam-
ment vérifiée, le choix ûb

(s) = ub
(s) satisfait à (3.17) permet alors la détermination im-

médiate des champs de déplacements admissibles ûh(s) ∈ Ca(Ω(s)) vérifiant :

ûh = A(û◻h) ∈ Ca(Ω)

4.2.2.2. Cas du champ d’inter-efforts

Les champs λb(s) n’étant pas équilibrés au cours des itérations d’une méthode de type
BDD, mais seulement à convergence de celle-ci, l’obtention des champs λ̂b(s) nécessite
un traitement particulier. Rappelons notamment que le saut d’inter-efforts au cours des
itérations est accessible à l’aide des opérateurs d’assemblage primaux A(s) :

VλbW = Axλb
y (4.9)



On construit de même les champs λ̂by à l’aide de termes correctifs δλ̂by :

λ̂b
y = λby + δλ̂by

La vérification de la condition d’équilibre discrète (3.26a) des inter-efforts entre sous-
structures s’écrit alors :

Axλ̂b
y = 0

= VλbW +Axδλ̂b
y

A ce stade, on utilise de manière similaire à l’approche précédente la propriété fonda-

mentale entre les opérateurs d’assemblage primaux (Ã(s))s équipant les précondition-
neurs de l’approche BDD et leurs homologues pondérés (2.40)

AxÃxT = I

en reliant les termes correctifs δλ̂by au saut des inter-efforts d’interface à l’aide de
Ãx :

δλ̂b
y = − Ãy T

VλbW

λ̂b
y = λby − Ãy T

VλbW (4.10)

La condition d’équilibre discrète (3.26a) des inter-efforts entre sous-structures est alors
automatiquement vérifiée :

Axλ̂b
y = (I −Ax Ãx T

)VλbW = 0

◻ Remarque 4.3 Dans le cas de deux sous-domaines, l’influence des opérateurs pondérés sur
le saut d’inter-efforts s’écrit :

Ã
(1) T

VλbW = Ã
(2) T

VλbW = 1

2
(λ(1)b +λ(2)b )

Les corrections δλ̂
(1)
b et δλ̂

(2)
b consistent alors en la construction d’un unique champ d’inter-

efforts d’interface λ̂b, permettant l’équilibrage entre λ̂
(1)
b et λ̂

(2)
b :

λ̂
(2)
b = −λ̂(1)b = λ̂b =

1

2
(λ(2)b −λ(1)b )

◻ Remarque 4.4 De même, le champ λ̂b peut être également obtenu directement à partir des
champs λby en utilisant les opérateurs d’assemblage pondérés duaux Ã(s). Il vient alors :

λ̂b
y = ATyλ̂b = ATyÃxλb

y



L’équation (4.10) permet alors d’établir :

ATyÃxλb
y = λby − Ã

TyVλbW

= (I{ − Ã
TyAx)λby

On retrouve la relation (2.41) entre opérateurs d’assemblage pondérés :

ATyÃx + Ã
TyAx = I{

Il reste alors à vérifier la satisfaction de l’alternative de Fredholm (3.26b) assurant
l’équilibre des champs λ̂b(s) vis à vis des modes rigides des sous-structures. Le dé-
veloppement de (3.26b) donne :

R{T (t{T λ̂by + fy) = Rb
{T (λby − ÃxTVλbW) +R{T fy avec Rb

{ = t{R{

= Rb
{T (λby − ÃxT r + bp

y) avec R{T fy = Rb
{Tby

= Rb
{T (S{ub − bp

y − ÃxT r + bp
y)

= Rb
{T (S{ub − ÃxT r)

En utilisant la symétrie de S(s) héritée de K(s), on a :

Rb
{TS{ = (S{Rb

{)T = 0{

La condition d’équilibre (2.42) des résidus équipant l’approche BDD assure alors la
vérification de (3.26b) :

R{T (t{T λ̂by + fy) = −Rb
{T ÃxT r = 0

A ce stade, les conditions (3.26a) et (3.26b) sur les champs λ̂b(s) obtenus étant sa-
tisfaites, les algorithmes Gh et Feq assurent alors le reste des étapes permettant la
construction des champs σ̂h(s) ∈ Sa(Ω(s)) de sorte que :

σ̂h = A(σ̂◻h) ∈ Sa(Ω)

En outre, l’expression des champs λ̂by s’écrit alternativement :

λ̂b
y = λby − Ãy T

r

On observe alors que saut des inter-efforts à l’interface est également disponible au
cours des itérations à travers le résidu r de l’algorithme associé, de sorte que le seul coût
numérique supplémentaire associé à la construction de σ̂h = A(σ̂◻h) ∈ Sa(Ω) provient
de l’utilisation des algorithmes Gh et Feq.



4.3. Exemple numérique

4.3.1. Γ-structure

A des fins d’illustration des développements précédents, nous reprenons l’étude du
problème associé à une Γ-structure présenté en partie 3.3. Pour l’ensemble des maillages
et décompositions en Nsd sous-domaines précédemment générés, on évalue à présent
les estimations eddm

rdc au cours des itérations dans les deux cas de résolution correspon-
dant à l’utilisation de solveurs de type FETI ou BDD. En outre, notons que les algo-
rithmes sont ici équipés de leurs meilleurs préconditionneurs connus, à savoir celui de
Dirichlet pour FETI et celui de Neumann-Neumann pour BDD. Rappelons également
que leur critère de convergence, portant sur le résidu rn associé au saut normalisé des
déplacements pour FETI et des efforts pour BDD, est fixé à 10−6.

rn = Tunb UΥ

Tu0
bUΥ

ou rn = Vλnb WΥ

Vλ0
bWΥ

(4.11)

Les figures 5.6 et 4.2 représentent l’évolution de eddm
rdc en fonction du résidu rn pour les

deux cas de résolution avec les algorithmes FETI et BDD, respectivement.

L’observation des courbes appelle plusieurs remarques. Tout d’abord, notons la similia-
rité des évolutions de eddm

rdc entre les approches FETI et BDD : cette première constata-
tion s’explique par l’équivalence en matière de performances entre les deux approches
munies de leur préconditionneurs optimaux. Remarquons ensuite la similarité des courbes
de convergence – à discrétisation fixée – entre les différents cas de décomposition. Cette
seconde constatation confirme que la procédure d’estimation d’erreur hérite de la pro-
priété d’extensibilité du solveur, ce qui provient de l’utilisation directe des données du
préconditionneur lors de la construction du couple de champs discrets (ûb(s), λ̂b(s)).
Soulignons enfin, aux vues des résultats, que l’observation fondamentale concerne la
rapidité de la convergence de eddm

rdc , de l’ordre de 5 à 8 itérations, par rapport à celle du
résidu rn du solveur qui est atteinte, en moyenne, autour de 15. En outre, la forme des
courbes traduit une évolution rapide de eddm

rdc lors des premières itérations, où l’erreur
globale est dominée par une contribution provenant de la non vérification des condi-
tions d’interface qui conduisent au calcul d’un couple (ûh, σ̂h) de champs admissibles
assez éloigné de la solution exacte (u,σ).

A ce stade, il est intéressant d’étudier une éventuelle corrélation entre la convergence
de eddm

rdc et celle de ses contributions élémentaires eddm
cr,E . Pour se faire, on représente sur

les figures 4.3 et 4.4 l’évolution des contributions eddm
cr,E aux premières itérations et à

convergence du solveur, dans les cas (H = L/8, Nsd = 8) et (H = L/16, Nsd = 16). L’obser-
vation de ces cartes d’erreur confirme que la stabilisation des estimateurs globaux est
directement liée à celle des contributions élémentaires. Lors de la première itération,
on remarque ainsi que les contributions les plus importantes se concentrent tant sur
les points de singularité qu’au niveau des interfaces entre sous-domaines, traduisant
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◻ Fig. 4.1. Évolution de eddm
rdc en fonction de la convergence du solveur FETI

ainsi la mauvaise qualité des champs d’inter-efforts reconstruits en présence de trop
fortes discontinuités. Ces contributions aux interfaces s’estompent ensuite en quelques
itérations, permettant une convergence rapide de la carte d’erreur. Cet exemple montre
notamment la possibilité d’obtenir, en seulement quelques itérations, une carte des
contributions élémentaires à l’erreur globale pertinente pouvant être exploitée lors de



 0.55

 0.56

 0.57

 0.58

 0.59

 0.6

 0.61

 0.62

 0.63

 0.64

 0.65

 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

e
rr

e
u
r

saut normalisé des inter−efforts BDD

2 sous−domaines
4 sous−domaines
8 sous−domaines

séquentiel

(a) h = L/2

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0.55

 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

e
rr

e
u
r

saut normalisé des inter−efforts BDD

2 sous−domaines
4 sous−domaines
8 sous−domaines

séquentiel

(b) h = L/4

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

e
rr

e
u
r

saut normalisé des inter−efforts BDD

2 sous−domaines
4 sous−domaines
8 sous−domaines

16 sous−domaines
32 sous−domaines

séquentiel

(c) h = L/8

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

e
rr

e
u
r

saut normalisé des inter−efforts BDD

2 sous−domaines
4 sous−domaines
8 sous−domaines

16 sous−domaines
32 sous−domaines
64 sous−domaines

séquentiel

(d) h = L/16

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

e
rr

e
u
r

saut normalisé des inter−efforts BDD

2 sous−domaines
4 sous−domaines
8 sous−domaines

16 sous−domaines
32 sous−domaines
64 sous−domaines

séquentiel

(e) h = L/32

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 1e−06 1e−05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10

e
rr

e
u
r

saut normalisé des inter−efforts BDD

8 sous−domaines
16 sous−domaines
32 sous−domaines
64 sous−domaines

séquentiel

(f) h = L/64

◻ Fig. 4.2. Évolution de eddm
rdc en fonction de la convergence du solveur BDD

procédures d’adaptation de maillage.



4.3.2. Structure fissurée

Au titre d’une autre illustration numérique, étudions à présent les performances de
l’estimateur parallèle eddm

rdc sur un exemple mécanique déjà utilisé dans la littérature
[Pierre Ladevèze, Ludovic Chamoin et Eric Florentin, 2010 ; N. Pares, P. Diez et A.
Huerta, 2006]. Considérons pour cela la structure représentée à la figure 4.5(a), en-
castrée à sa base et au niveau du trou inférieur, soumise à une pression P au niveau
du trou supérieur et à un champ de traction d’amplitude Fd perpendiculaire à sa fron-
tière supérieure gauche, et enfin présentant une amorce de fissure au niveau du trou
supérieur. La modélisation est conduite sous l’hypothèse des contraintes planes, avec
un comportement linéaire élastique isotrope de module d’élasticité E = 2000 Pa et de
coefficient de poisson ν = 0.3, tandis que la discrétisation est réalisée à l’aide d’élé-
ments triangulaires de degré 1, de telle sorte que le maillage coïncide avec la fissure
(fig. 4.5(b)). Les simulations sont réalisées en prenant P = Fd = 1. En outre, la figure
4.5(c) représente la carte des contraintes de Von-Mises dans la configuration déformée
du problème.

L’estimateur eddm
rdc est évalué au cours des itérations d’une résolution du problème par

la méthode FETI mise en œuvre sur une décomposition en Nsd = 14 sous-domaines
(fig. 4.5(b)) et dont le critère de convergence est fixé comme précédemment à 10−6. La
figure 4.6 représente l’évolution de eddm

rdc en fonction du résidu rn du solveur ainsi que
la valeur de eseq

cr à titre de comparaison. On remarque que l’erreur due au résidu rn

devient négligeable par rapport à celle due à la discrétisation dès la troisième itération,
de sorte que eddm

rdc peut être considérée comme ayant atteint sa convergence en 5 itéra-
tions, soit bien avant celle du solveur, qui en nécessite pour sa part 14. La figure 4.6
représente l’évolution des contributions élémentaires eddm

cr,E à eddm
cr . On y constate que

ces dernières, initialement importantes sur une grande partie de la structure du fait
du nombre élevé d’interfaces, se stabilisent en quelques itérations de manière similaire
à eddm

rdc en laissant apparaître les contributions les plus importantes au voisinage des
zones à contraintes les plus fortes.

D’une manière générale, les observations ici formulées abondent dans le sens de celles
relatives à l’exemple précédent et confirment de fait les performances de l’estimateur
eddm

rdc .

4.4. Conclusion partielle

En s’intéressant à la mise en œuvre d’une mesure d’erreur garantie en cadre sous-
structuré quel que soit l’état de la convergence du solveur itératif associé, ce chapitre
a permis de spécifier l’implantation de notre technique d’estimation en l’appliquant
aux approches traditionnelles duale et primale de décomposition de domaine. Rap-
pelons que la condition sine qua non liée à une telle mise en œuvre repose sur l’ob-
tention d’un champ discret d’interface vérifiant les conditions de raccord entre sous-



domaines ainsi que l’équilibre local de chacun vis à vis des modes rigides. Dans le cadre
des approches FETI et BDD, nous avons montré que l’obtention de tels champs était
réalisable pour un coup additionnel négligeable à l’aide de l’exploitation directe des
champs intermédiaires calculés lors des étapes de préconditionnement associées aux
préconditionneurs usuels existant à ce jour, à savoir ceux de Dirichlet et de Neumann-
Neumann.

Les résultats numériques traités montrent une convergence rapide de l’estimation d’er-
reur par rapport à celle du solveur de décomposition de domaine (fixée à 10−6). En
outre, la prépondérance de la contribution à l’erreur due à la non vérification des condi-
tions de raccord à l’interface décroît rapidement de sorte qu’il est possible d’obtenir
une estimation pertinente de l’erreur de discrétisation en seulement quelques itéra-
tions du solveur. Cette observation étant également valable au niveau des cartes de
contributions d’erreur, cela laisse entrevoir la possibilité de mener à bien des procé-
dures de remaillage adaptatif au bout d’un nombre réduit d’itérations du solveur glo-
bal.

Notons par ailleurs que la vitesse de convergence de notre estimateur est à relier aux
performances largement éprouvées des solveurs FETI et BDD utilisés. Objectons ce-
pendant, en vertu des observations précédentes, que l’estimateur peut être qualifié de
convergé dès lors que la part d’erreur due à la non-vérification des conditions d’inter-
face devient négligeable par rapport à celle due à la discrétisation. Il en découle que la
convergence de notre estimateur sera d’autant moins rapide que l’erreur de discrétisa-
tion sera faible. Sur ce point précis, la prédiction du résidu du solveur suffisant à assu-
rer la convergence de l’estimateur d’erreur demeure une question ouverte sur laquelle
une ébauche de réponse pourrait être proposée à travers le découplage des contribu-
tions due à la discrétisation de celles dues à l’interface. En outre, des réponses à cette
problématique permettraient la définition de nouveaux critères d’arrêt des solveurs re-
posant non plus sur une condition a priori liée au résidu, mais sur l’état convergé de
l’estimateur d’erreur de discrétisation.

Enfin, l’utilisation des données des préconditionneurs lors de la construction des champs
discrets d’interface présente, outre un faible coût de calcul additionnel, l’avantage de
pouvoir envisager des extensions suivant le type de problème étudié. En effet, d’un
point de vue physique, le choix des opérateurs de pondération intervenant dans la for-
mulation des préconditionneurs est d’importance lors de la prédiction du comporte-
ment des sous-structures, notamment en ce qui concerne la prise en compte des hé-
térogénéités structurales. Aussi, sur la base de ces remarques, le chapitre suivant sera
consacré à l’estimation des erreurs de discrétisation dans le cas de problèmes hétéro-
gènes.
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Chapitre 5.

Extension aux structures hétérogènes

Ce chapitre s’attache à la mise en œuvre de procédures d’estimation
d’erreur dans le cadre de problèmes présentant de fortes hétérogé-
néités. Sur la base d’un exemple numérique spécifique, on étudiera et
illustrera, dans un premier temps l’influence de la décomposition et
des préconditionneurs sur l’estimation d’erreur. On proposera, dans
un second temps, une première extension simple des estimateurs
d’erreur en relation de comportement aux problèmes hétérogènes.
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Si les techniques d’estimation d’erreur ont été l’objet d’extensions diverses et variées
relatives à de nombreux problèmes de mécanique des solides ou des fluides, on

constate cependant que la littérature est assez pauvre en travaux relatifs aux problèmes
hétérogènes. Sur ces derniers, la paternité des contributions principales semble due
à Oden à travers des travaux qui portent sur l’estimation des erreurs de discrétisa-
tion et de modèle liées à l’utilisation de procédures d’homogénéisation à niveaux mul-
tiples [J. Oden et K.S. Vemaganti, 2000 ; J. Oden et Zohdi, 1997 ; K. Vemaganti et J.
Oden, 2001], à côté d’autres approches plus « mécaniciennes » [Sydenstricker et al.,
2005].

On s’intéresse ici à l’estimation d’erreur a posteriori sur des problèmes fortement hé-
térogènes dont la modélisation et la résolution se font en l’absence de procédure d’ho-
mogénéisation. Sur ce cas de figure, il est connu que la présence d’hétérogénéités por-
tant sur les coefficients des modèles matériaux — se traduisant par des sauts de plu-
sieurs ordres de grandeurs entre zones — rend généralement leur traitement numé-
rique plus difficile que celui de leurs équivalents homogènes. Dans ce cadre, l’utilisa-
tion de préconditionneurs adaptés lors de résolution par décomposition de domaine
sans recouvrement s’avère particulièrement intéressante en permettant de restaurer au
solveur itératif ses performances en terme de convergence, initialement mises en dé-
faut par le caractère hétérogène des problèmes étudiés [D. J. Rixen et Charbel Farhat,
1999].

A partir d’un cas d’étude portant sur un problème mécanique exhibant de fortes hé-
térogénéités relatives à son module d’élasticité (E1/E2 = 103), on s’intéressera aux per-
formances de l’estimation des erreurs de discrétisation dans divers cas de figure. On
comparera notamment les résultats d’estimation d’erreur parallèle, en présence de plu-
sieurs cas de décomposition, à ceux obtenus par une procédure séquentielle classique.
Après avoir étudié l’influence du choix des bons préconditionneurs sur la convergence
de l’estimation d’erreur, on proposera une amélioration de la procédure séquentielle
d’estimation d’erreur par la relation de comportement à l’aide d’une extension simple
des procédures de construction des champs statiquement admissibles (cf. 1.5.2.1) au
cadre de travail hétérogène.

5.1. Cas d’étude

On considère, pour les besoins de l’étude, un problème mécanique en contraintes planes
posé sur un domaine carré de côté L encastré à sa base et soumis à un champ de
traction-cisaillement sur sa face supérieure (fig. 5.1(a)). Le domaine principal (domaine
1) voit en son sein la présence de quatre inclusions de forme carrée (domaine 2). Le
comportement matériau est choisi linéaire, élastique et isotrope. Les paramètres asso-
ciés (modules d’Young Ei et coefficient de Poisson νi) sont fixés à (E1 = 2.105 Pa, ν1 = 0.3)
dans le domaine principal et à (E2 = 200 Pa, ν2 = 0.2) dans les inclusions. La figure 5.1(c)



représente la cartographie du champ de contrainte de Von-Mises dans une configura-
tion déformée du problème.

(a) Description et chargement (b) Exemple de maillage
(h = L/36)

(c) Contraintes de
Von-Mises (h = L/36)

◻ Fig. 5.1. Problème hétérogène

Par la suite, une étude systématique est réalisée à partir d’une série de maillages de
taille caractéristique h = L

m avec m = 18,36,60,90,120 et plusieurs cas de décompo-
sition en Nsd = 5,9,18,36 sous-domaines. Un exemple de maillage est donné figure
5.1(b), tandis que les différents cas de décomposition, conduisant alternativement à des
sous-structures homogènes ou hétérogènes, sont représentés figure 5.3(c). Les discré-
tisations éléments finis sont réalisées comme précédemment en utilisant des éléments
triangulaires de degré 1. En outre, l’algorithme FETI utilisé lors des calculs parallèles
est équipé de préconditionneurs adaptés aux problèmes présentant des hétérogénéités.
Nous reviendrons sur ce point et l’influence d’un tel choix de préconditionneurs sur
l’estimation d’erreur dans la partie suivante.
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◻ Fig. 5.2. h-convergence de l’erreur eh et des estimateurs eseq
rdc et eddm
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La figure 5.2 représente l’évolution de l’erreur « vraie » eh (calculée à l’aide de la re-



lation 3.31) et des estimateurs eseq
rdc et eddm

rdc dans les différents cas de décomposition.
Si les courbes de h-convergence des différents estimateurs sont en accord avec celle
de eh, on note que les estimations les plus précises sont obtenues pour les cas de dé-
composition en Nsd = 5 et 36 sous-domaines, tandis que l’estimateur séquentiel et les
autres cas de découpage tendent à largement surestimer l’erreur (avec un facteur 10
dans le cas présent). L’observation de la figure 5.3, qui représente les cartes des contri-
butions élémentaires aux estimations globales eseq

rdc et eddm
rdc pour le cas de discrétisation

h = L/36, confirme les remarques précédentes. On y constate en particulier que l’origine
des disparités entre les cas étudiés provient de fortes sur-estimations des contributions
élémentaires à l’erreur de discrétisation sur l’interface entre les milieux hétérogènes
dans les cas séquentiel et avec décomposition en 9 et 18 sous-domaines. Notons que ces
trois cas de figure correspondent à des situations dans lesquelles les domaines d’estima-
tion de l’erreur de discrétisation (la structure entière dans le cas séquentiel) présentent
des hétérogénéités. A l’inverse, les cas de décomposition en 5 et 36 sous-structures
conduisent à des sous-domaines homogènes sur lesquels l’estimation d’erreur ne pré-
sente pas les défauts susmentionnés.

A ce stade, la première conclusion semble être la mise en défaut de l’estimateur séquen-
tiel en présence de fortes hétérogénéités structurales. En particulier, le fait que cet outil
soit lui-même utilisé lors du calcul de eddm

cr (après détermination des champs d’inter-
faces admissibles) explique alors les piètres performances de l’estimation dans les cas
de décompositions conduisant à des sous-domaines hétérogènes. Il apparaît alors que
la mise en œuvre d’une estimation parallèle associée à une décomposition de domaine
permettant l’obtention de sous-structures homogènes constitue un premier axe de ré-
ponse permettant d’obtenir une estimation satisfaisante des erreurs de discrétisation
sur ce type de problème.

5.2. Influence des préconditionneurs hétérogènes

Cette partie s’attache à vérifier l’influence du choix de la classe de préconditionneurs
dédiés aux problèmes hétérogènes proposée par [D. J. Rixen et Charbel Farhat, 1999].
Après avoir explicité leur fonctionnement et leur intérêt vis à vis de l’obtention d’un
couple de champs admissibles à l’interface, on vérifiera leur influence vis à vis des per-
formances en matière d’estimation d’erreur sur l’exemple numérique précédemment
introduit.

5.2.1. Principes et interprétation mécanique

Rappelons que l’un des points forts des méthodes duale et primale de décomposition
de domaine réside dans l’existence de préconditionneurs adaptés à la classe de pro-
blèmes hétérogènes ici considérée. La forme générale des opérateurs d’assemblage pon-

dérés Ã(s) (eq. (2.27)) et Ã(s) (eq. (2.39)) permet en effet une grande souplesse dans la
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◻ Fig. 5.3. Carte des contributions élémentaires eseq
rdc et eddm

rdc en fonction des cas de décom-
position pour les deux méthodes de reconstruction des champs statiquement ad-
missibles (h = L/32)

construction de S̃−1
d et S̃−1

p à travers le choix des opérateurs M(s). En particulier, dans
le cadre de travail relatif aux problèmes mécaniques de structures présentant de fortes
hétérogénéités de module d’élasticité, les préconditionneurs classiques correspondent
au choix M(s) = diag (Kbb

(s)), de telle sorte que :

Ãx = [Axdiag (Kbb
{)−1

ATy]
−1

Axdiag (Kbb
{)−1

(5.1a)

Ãx = [Axdiag (Kbb
{)ATy]−1

Axdiag (Kbb
{) (5.1b)

Notons que les choix précédents correspondent à la prise en compte de considérations
mécaniques sur le traitement des champs d’interfaces qui s’avèrent particulièrement



utiles pour la construction des champs ûby et λ̂by. Dans la suite, nous illustrons cette
influence en se restreignant, pour des raisons de lisibilité, au cas d’une décomposition
en deux sous-domaines.

5.2.1.1. Approche duale

L’approche duale n’assurant pas la continuité à l’interface des champs ub
y au cours des

itérations, rappelons que l’application de notre méthode d’estimation d’erreur dans ce
cadre nécessite la détermination préalable d’un nouveau champ ûb

y continu à l’in-
terface. Pour se faire, des termes correctifs δûby calculés à partir du saut TubU des
déplacements à l’interface sont ajoutés à ub

y de manière à assurer la continuité de
ûb

y :

ûb
y = ub

y + δûby = ub
y − Ã

TyTubU

Axûb
y = 0

Afin de visualiser l’influence des opérateurs Ã(s) tel qu’exprimés en (5.1a), on se res-
treindra au j-ème degré de liberté d’interface, en notant ub,j

(s) son déplacement relatif
à la sous-structure Ω(s) et Kbb,jj

(s) (resp. K−1
bb,jj

(s)) la j-ème composante diagonale de

diag (Kbb
(s)) (resp. diag (Kbb

(s))−1
).

Il vient alors :

(Ã
(1) T

TubU)
i

= −
K−1
bb,jj

(1)

K−1
bb,jj

(1) +K−1
bb,jj

(2) (u
(2)
b,j − u

(1)
b,j ) = −δû

(1)
b,j (5.2a)

(Ã
(2) T

TubU)
i

=
K−1
bb,jj

(2)

K−1
bb,jj

(1) +K−1
bb,jj

(2) (u
(2)
b,j − u

(1)
b,j ) = −δû

(2)
b,j (5.2b)

D’où :

û
(1)
b,j = u

(1)
b,j + δû

(1)
b,j =

K−1
bb,jj

(2)
u
(1)
b,j +K−1

bb,jj
(1)

u
(2)
b,j

K−1
bb,jj

(1) +K−1
bb,jj

(2)

=
K
(1)
bb,jju

(1)
b,j +K

(2)
bb,jju

(2)
b,j

K
(1)
bb,jj +K

(2)
bb,jj

= û
(2)
b,j = ûb,j

◻ Remarque 5.1 Notons que le retour à un problème homogène à travers l’égalisation des
coefficients K−1

bb,jj
(1) et K−1

bb,jj
(2) dans les expressions (5.2) permet de retrouver les résultats

obtenus en partie 4.1.2.2 (remarque 4.1) avec la pondération topologique.



◻ Remarque 5.2 On observe également, à l’instar de la remarque 4.2, que les composantes
du champ ûb peuvent être obtenues directement à partir de la donnée des champs d’inter-
face ub

(s) en utilisant les opérateurs d’assemblages pondérés primaux Ã(s). D’après ce qui
précède, il vient en effet :

ûb = Ã
(1)

u
(1)
b + Ã

(2)
u
(2)
b

û
(1)
b = A

(1)T
ûb

û
(2)
b = A

(2)T
ûb

On remarque ainsi que les corrections de déplacement δûb(s) données par (5.2) sont
d’autant plus importantes que la rigidité de la sous-structure correspondante est faible.
Celles-ci conduisent à l’obtention de ûb par une moyenne pondérée des champs ub

(s)

en fonction de la rigidité apparente de la sous-structure associée. Le champ admis-
sible sera donc d’autant plus proche de celui d’une sous-structure donnée que sa ri-
gidité apparente sera grande ce qui est mécaniquement consistant étant donné que la
déformation d’une sous-structure est, à inter-effort d’interface constant, inversement
proportionnel à sa rigidité. Autrement dit, les champs ub

(s) étant associés à un champ
d’inter-effort λb(s) = λ̂b(s) à l’équilibre, les termes correctifs δûb(s) à ajouter pour ob-
tenir le champ d’interface continu ûb doivent engendrer des inter-efforts additionnels
perturbant le moins possible le champ d’inter-effort λb(s) initial.

Enfin, la figure 5.4 représente l’interprétation mécanique d’une itération de l’algo-
rithme FETI et l’exploitation de la phase de préconditionnement en vue de l’obtention
des champs ûb

y.

5.2.1.2. Approche primale

Rappelons de même que la formulation de l’approche primale n’assure pas l’équilibre
des inter-efforts d’interface λby au cours des itérations, de sorte que la phase d’esti-
mation d’erreur parallèle nécessite la détermination préalable d’un champ équilibré
λ̂b

y. Ce dernier est construit de manière similaire à l’approche duale, en ajoutant à
λb

y des termes correctifs δλ̂by calculés à partir de la donnée du saut d’inter-efforts
VλbW :

λ̂b
y = λby + δλ̂by = λby − Ãy T

VλbW

Ãxλ̂b
y = 0



Pb Neumann

Pondération

préconditionnement FETI

Pb Dirichlet

Pondération

Inconnue :      (inter-effort équilibré)
Résidu :          (saut des déplacements)

◻ Fig. 5.4. Interprétation mécanique d’une itération de l’algorithme FETI

L’influence des opérateurs Ã(s) sur les i-ème composantesλ(1)b,j etλ(2)b,j du champ d’inter-
effort de part et d’autre de l’interface s’écrit alors :

(Ã
(1) T

VλbW)
i

=
K
(1)
bb,jj

K
(1)
bb,jj +K

(2)
bb,jj

(λ(1)b,j +λ
(2)
b,j ) = −δλ̂

(1)
b,j (5.3a)

(Ã
(2) T

VλbW)
i

=
K
(2)
bb,jj

K
(1)
bb,jj +K

(2)
bb,jj

(λ(1)b,j +λ
(2)
b,j ) = −δλ̂

(2)
b,j (5.3b)

D’où :

λ̂
(2)
b,j = λ(2)b,j + δλ̂

(2)
b,j =

K
(1)
bb,jjλ

(2)
b,j −K

(2)
bb,jjλ

(1)
b,j

K
(1)
bb,jj +K

(2)
bb,jj

=
K−1
bb,jj

(2)
λ
(2)
b,j −K−1

bb,jj
(1)
λ
(1)
b,j

K−1
bb,jj

(1) +K−1
bb,jj

(2)

= −λ̂(1)b,j = λ̂b,j

◻ Remarque 5.3 De même, le choix K
(1)
bb,jj = K

(2)
bb,jj permet de retrouver les résultats de

la partie 4.1.2.1 (remarque 4.3) obtenus à l’aide des opérateurs d’assemblage réalisant une
pondération topologique.



◻ Remarque 5.4 Observons également que l’utilisation des opérateurs d’assemblages pondé-
rés duaux Ã(s) sur les champs λb permet d’obtenir directement le champ équilibré λ̂b, ce qui
étend la remarque 4.4 au cas hétérogène. On a ainsi les relations :

λ̂b = Ã
(1)
λ
(1)
b + Ã

(2)
λ
(2)
b

λ̂
(1)
b = A(1)

T
λ̂b

λ̂
(2)
b = A(2)

T
λ̂b

On remarque ici qu’à l’opposé du cas précédent, les corrections δλ̂b(s) données par (5.3)
sont proportionnelles à la rigidité apparente de la sous-structure. On obtient alors un
champ d’inter-efforts équilibrés λ̂b par une moyenne pondérée des champs λb(s) en
fonction de la souplesse apparente des sous-structures associées, de sorte que λ̂b reste
proche des inter-efforts provenant des sous-structures les plus souples. Ce choix res-
pecte également les principes de la mécanique étant donné que l’effort d’interface dé-
veloppé par une sous-structure soumise à un déplacement donné est proportionnel à sa
raideur. Ainsi, à partir des champs λb(s) provenant de l’application d’un déplacement
continu d’interface ub

(s) = ûb
(s), les corrections δλ̂b(s) doivent être choisies de manière

à engendrer des déplacement additionnels à l’interface perturbant le moins possible la
continuité du champ ub

(s) initial.

Enfin, la figure 5.5 représente l’interprétation mécanique d’une itération de l’algo-
rithme BDD et l’exploitation de la phase de préconditionnement en vue de l’obtention
des champs λ̂by.

préconditionnement BDD

Pondération

Pb Dirichlet

Pb Neumann

Pondération

Inconnue :      (déplacement continu)
Résidu :          (saut des inter-efforts)

◻ Fig. 5.5. Interprétation mécanique d’une itération de l’algorithme BDD



5.2.2. Illustration numérique

La figure 5.6 représente l’évolution, pour les différents cas de discrétisation générés, de
l’estimation eddm

rdc en fonction du résidu du solveur FETI équipé des préconditionneurs
précédemment présentés. On remarque une convergence très rapide de eddm

rdc , allant
de 1 itération dans les cas les plus favorables (correspondant à une décomposition en
5 sous-domaines), à 5 itérations dans ceux les plus défavorables (décomposition en 36
sous-domaines), lorsqu’il en faut généralement une quinzaine pour atteindre la conver-
gence du solveur. En l’occurence, ce type de préconditionneur s’avère particulièrement
efficace quant à la prédiction initiale du champ d’interface recherché, de telle sorte que
l’erreur due à la discrétisation devient très vite prépondérante par rapport à celle due
à la non-vérification des conditions de raccord entre sous-domaines. Il apparaît ainsi
que les performances de notre méthode en matière de convergence sont préservées (et
même parfois améliorées) par le choix de préconditionneurs adaptés au cas des pro-
blèmes hétérogènes .

5.3. Procédures de construction de champs admissibles pour
des problèmes hétérogènes

A partir des idées développées dans la mise en œuvre de la classe de précondition-
neurs hétérogènes explicitée en 5.2.1, on propose ici une extension simple de la mé-
thode d’estimation d’erreur en relation de comportement au cas des problèmes hétéro-
gènes afin de remédier aux défauts précédemment observés sur l’estimateur séquentiel
eseq

rdc.

5.3.1. Principes

Avant toute chose, précisons que le cadre de développement de notre extension ici
présentée est relatif aux problèmes dont l’hétérogénéité se situe au niveau du module
d’élasticité. Précisons également que les développements sous-jacents ont été réalisés
dans le cadre de la méthode de reconstruction de champs admissibles de type EET
présentée en partie 1.5.2.1. Les points essentiels de cette méthode, dont la compré-
hension est nécessaire en vue de présenter l’extension ici proposée, sont détaillés ci-
après.

Le concept initial de ce type de technique est de réaliser un équilibrage élément par
élément du champ de contraintes éléments finis σh :

1. en construisant en premier lieu un champ d’inter-efforts équilibrés F̂h sur les
frontières de chaque élément du maillage ;
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◻ Fig. 5.6. Évolution de eddm
rdc en fonction de la convergence du solveur FETI

2. en cherchant par la suite un champ statiquement admissible σ̂h solution des pro-
blèmes élémentaires suivants, où les champs F̂h précédemment déterminés sont
imposés comme conditions aux limites de Neumann afin de satisfaire à l’équilibre



des inter-efforts entre éléments :

div(σ̂h∣E) + f = 0 sur (E)
σ̂h∣E .nE = δEF̂h sur (∂E)

Notons en premier lieu que la résolution des problèmes locaux ci-dessus ne semble pas
poser de problèmes dans le cas hétérogène ici étudié étant donné que les éléments res-
tent localement homogènes. Se pose en revanche la question de la détermination du
meilleur champ d’inter-effort F̂h étant donné que les interfaces entre comportements
matériaux sont justement confondues avec les bords des éléments du maillage.

Dans sa version initiale, la méthode EET (cf. 1.5.2.1) consiste à rechercher les champs
d’inter-efforts F̂h à l’aide d’une condition de prolongement dite forte (1.64) reliant le
champ admissible σ̂h à son homologue éléments finis σh, permettant alors d’exprimer
F̂h en fonction de σh et des données du problème à travers l’équation (1.65) :

∫
∂E
δEF̂hϕidΓ = ∑

ΓE
j ∈F

E
h
(E)∩FS

h
(i)
∫

ΓE
j

δEF̂hϕidΓ =∫
E
(σh ∶ ε(ϕi) − fϕi)dE,

∀E ∈ Eh, ∀i ∈ NE
h (E)

L’exploitation pratique de (1.65) pour chaque fonction de forme ϕi du maillage conduit
à rechercher les valeurs nodales généralisées F̂ϕ

h,i,ΓE
j

= ∫ΓE
j
δEF̂hϕidΓ de F̂h sous la forme

de problèmes locaux définis sur des « patchs » d’éléments centrés aux noeuds i et coïn-
cidant avec le support ωSh,i de ϕi. En notant Ei (i = 1 . . . n) les éléments de Ωh contenus
dans ωSh,i et ordonnés dans le sens direct, et Γk (k = 1 . . . n + 1) les faces ΓEj ∈ FSh (i)
également ordonnées dans le sens direct et vérifiant Γi = ∂Ei−1 ∩ ∂Ei (cf fig. 5.7), les
composantes F̂ϕ

h,i,Γk
sont alors solutions de l’équation :

F̂ϕ
h,i,Γ1

− F̂ϕ
h,i,Γ2

= ∫
E1

(σh ∶ ε(ϕi) − fϕi)dE

F̂ϕ
h,i,Γ2

− F̂ϕ
h,i,Γ3

= ∫
E2

(σh ∶ ε(ϕi) − fϕi)dE

⋮

F̂ϕ
h,i,Γn

− F̂ϕ
h,i,Γn+1

= ∫
En

(σh ∶ ε(ϕi) − fϕi)dE

(5.4)

où Γn+1 = Γ1 dans le cas d’un noeud intérieur à Ωh.

Par la suite, dans le cas ou une ou deux faces Γk k ∈ {1, n + 1} coïncident avec ∂fΩ,
l’imposition de

F̂ϕ
h,i,Γk

= ∫
Γk

gϕi dΓ sur Γk ⊂ ∂fΩ



(a) Noeud intérieur (b) Noeud frontière

◻ Fig. 5.7. Problèmes "patch"

assure alors la détermination de l’ensemble des valeurs F̂ϕ
h,i,Γk

. Dans le cas contraire
(ie. lorsque le noeud i est intérieur ou sur la frontière ∂uΩ), le système (5.4) est sous-
déterminé et ne définit qu’un espace d’admissibilité Fϕad,h,i pour le vecteur F̂ϕ

h,i de com-

posantes F̂ϕ

h,i,ΓE
j

. F̂ϕ
h,i est alors complètement déterminé à l’aide d’une minimisation

sous contraintes d’une fonctionnelle aux moindres carrés :

min
F̂ϕ

h,i
∈Fϕ

ad,h,i

Lϕh,i (F̂
ϕ
h,i) avec Lϕh,i (F̂

ϕ
h,i) = ∑

ΓE
j ∈F

S
h
(i)

⎛
⎜
⎝

F̂ϕ

h,i,ΓE
j

−Fm
h,i,ΓE

j

dΓE
j

⎞
⎟
⎠

2

et Fm
h,i,ΓE

j
= ∫

ΓE
j

1

2
[δEσh∣E .nE + δE′σh∣E′ .nE′]ϕi dΓ

D’un point de vue mécanique, le problème ci-dessus se résume à chercher le champ
d’inter-efforts en équilibre avec les contraintes élémentaires et les forces volumiques le
plus proche possible de la moyenne arithmétique des flux de contraintes éléments finis
de part et d’autre des frontières des éléments.

Si un tel choix de minimisation semble convenir pour des problèmes homogènes, il
semble inadapté dans le cas hétérogène, notamment en présence de fortes variations
du module d’élasticité entre les éléments. Dans ce dernier cas, en considérant une fron-
tière entre deux éléments coïncidant avec un saut de module d’élasticité, l’inter-effort
admissible à champ de déplacement fixé doit être plus proche du flux de contraintes
développé par l’élément adjacent de souplesse la plus grande. En suivant une démarche
similaire à celle de la partie 5.2.1.2, on propose ainsi de pondérer les moyennes arith-
métiques Fm

h,i,ΓE
j

par l’inverse du module d’élasticité EE et EE′ des éléments E et E′

correspondants :

F̃m
h,i,ΓE

j
= ∫

ΓE
j

1

E−1
E +E−1

E′
[E−1

E δEσh∣E .nE +E−1
E′δE′σh∣E′ .nE′]ϕi dΓ (5.5)



On définit alors une nouvelle fonctionnelle L̃ϕh,i comme :

min
F̂ϕ

h,i
∈Fϕ

ad,h,i

L̃ϕh,i (F̂
ϕ
h,i) avec L̃ϕh,i (F̂

ϕ
h,i) = ∑

ΓE
j ∈F

S
h
(i)
pΓE

j

⎛
⎜
⎝

F̂ϕ

h,i,ΓE
j

− F̃m
h,i,ΓE

j

dΓE
j

⎞
⎟
⎠

2

(5.6)

et pΓE
j
= max( EE

EE′
,
EE′

EE
) (en notant ΓEj = ∂E ∩ ∂E′)

où le terme de pénalisation pΓE
j

permet de minimiser en priorité les termes associés aux
hétérogénéités les plus fortes.

◻ Remarque 5.5 Notons que la variante ici présentée semble s’étendre également aux ré-
centes constructions de type EESPT qui font également usage de problèmes locaux de mini-
misation sous contraintes associés aux même types de fonctionnelles que Lϕh,i (F̂

ϕ
h,i).

5.3.2. Illustration numérique

5.3.2.1. h-convergence

Afin d’évaluer les apports de la méthode de reconstruction des champs admissibles
ainsi introduite, désignée par la suite sous l’appellation reconstruction pondérée, celle-ci
est employée dans un premier temps au sein des procédures d’estimation d’erreur sur
l’étude présentée en partie 5.1.

La figure 5.8 représente l’évolution de eh et des estimateurs eseq
rdc et eddm

rdc nouvellement
obtenus. On constate en premier lieu que la reconstruction pondérée des champs sta-
tiquement admissibles ici proposée permet une amélioration substantielle de eseq

rdc, lui
conférant une précision similaire à celle obtenue avec les cas de décompositions à sous-
structures homogènes. En outre, l’allure des contributions élémentaires eseq

rdc,E (fig. 5.9)
et leur comparaison avec celles obtenues par la méthode de construction standard (rap-
pelées sur la figure) au voisinage des interfaces entre inclusions confirme cette obser-
vation.

Remarquons cependant que l’amélioration ainsi apportée à l’estimateur parallèle ne
modifie quasiment pas les résultats obtenus dans le cas de décompositions à sous-
structures hétérogènes (Nsd = 9 et 18), pour lesquelles l’erreur de discrétisation est à
nouveau largement surestimée. Sur ce point précis, l’observation des contributions élé-
mentaires eddm

rdc,E indique une concentration des erreurs au niveau des interfaces entre
sous-domaines, et notamment au voisinage des points d’hétérogénéités internes aux
sous-structures. Étant donné que l’amélioration proposée repose sur une modification
d’une fonction coût qui n’est pas utilisée pour la détermination des inter-efforts entre
éléments adjacents aux interfaces, l’influence de la construction pondérée semble alors
quasi-inexistante concernant les contributions eddm

rdc,E ici surestimées. Aussi, la piètre
performance obtenue dans les deux cas de figure précédents est très probablement à
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◻ Fig. 5.8. h-convergence de l’erreur eh et des estimateurs eseq
rdc et eddm

rdc en présence de la
procédure de reconstruction pondérée

relier au choix d’une représentation continue des champs d’inter-efforts admissibles à
l’interface, question déjà largement discutée en partie 3.4. Sur ce dernier point, un axe
de réponse à examiner serait d’utiliser la représentation discontinue des champs F̂bh(s)

introduite en 3.4.2.1 associée à une norme de type L2 (3.36a) pondérée par le module
d’élasticité des éléments du sous-domaine adjacents à l’interface.

5.3.2.2. Évolution en fonction du rapport E1/E2

Intéressons nous en dernier lieu à la sensibilité de l’estimation d’erreur en fonction
de l’intensité de l’hétérogénéité portant sur les modules d’élasticité des différentes
zones.

Pour ce faire, reprenons le problème 5.1 en fixant les paramètres E1, ν1 et ν2 à (E1 =
2.106 Pa, ν1 = ν2 = 0.3) et en affectant à E2 les valeurs 2, 20, 200, 2.103, 2.104, 2.105,
4.105, 1.106 et 2.106 Pa. Les estimateurs séquentiels et parallèles (pour les 4 cas de dé-
composition précédents) sont alors calculés sur une discrétisation de taille de maille
h = L/18.

La figure 5.10(a) (resp. 5.10(b)) représente l’évolution des grandeurs eh, eseq
cr et eddm

cr

en présence du processus de reconstruction standard (resp. pondéré). Les résultats obte-
nus confirment à nouveau les observations précédentes. Ainsi, la construction pondérée
proposée permet d’obtenir un comportement de l’estimateur séquentiel similaire à ce-
lui de l’erreur vraie et des estimateurs parallèles, alors que la version initiale de celle-ci
conduit à une surestimation de eh de manière proportionnelle à l’intensité de l’hétéro-
généité.



eseq
rdc

= 1.423.10−2

(a) Estimateur eseq
rdc

(construction standard)
eseq

rdc
= 2.211.10−3

(b) Estimateur eseq
rdc

(construction améliorée)

eddm
rdc = 2.216.10−3 eddm

rdc = 1.747.10−2 eddm
rdc = 1.492.10−2 eddm

rdc = 1.642.10−3

(c) Estimateur eddm
rdc (construction standard)

eddm
rdc = 2.216.10−3 eddm

rdc = 1.610.10−2 eddm
rdc = 1.479.10−2 eddm

rdc = 1.642.10−3

(d) Estimateur eddm
rdc (construction pondérée)

◻ Fig. 5.9. Carte des contributions élémentaires eseq
rdc et eddm

rdc en fonction des cas de décom-
position pour les deux méthodes de reconstruction des champs statiquement ad-
missibles (h = L/32)

5.4. Conclusion partielle

Ce court chapitre a permis l’étude de la mise en œuvre et des performances de l’estima-
tion d’erreur par décomposition de domaine sur des problèmes hétérogènes.

Dans un premier temps, à partir d’une étude portant sur divers cas de découpage de
la structure initiale, il a été constaté que les décompositions conduisant à des sous-
structures hétérogènes étaient à proscrire car elles conduisaient à une surestimation
notable de l’erreur de discrétisation. Un intérêt additionnel de la décomposition de do-
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maine réside alors dans la possibilité d’un découpage d’une structure hétérogène ini-
tiale en un ensemble de sous-structures homogènes, sur lesquelles l’estimateur d’erreur
parallèle ici développé fournit des résultats d’une précision nettement meilleure. Il a
d’autre part été constaté que l’utilisation de préconditionneurs adaptés à la résolution
par décomposition de domaine des problèmes hétérogènes permettait de conserver les
propriétés de convergence de l’estimateur d’erreur eddm

rdc observées au chapitre 4.

Dans un second temps, le problème étudié a mis en évidence une défaillance de la
méthode d’estimation d’erreur séquentielle utilisée tant lors des calculs sur les sous-
structures qu’à des fins de comparaison — défaillance se traduisant par une suresti-
mation non négligeable de l’erreur de discrétisation. Il a alors été proposé, dans le cas
particulier où l’hétérogénéité porte sur les modules d’élasticité des différentes zones du
problème, une correction de la procédure de construction des champs admissibles uti-
lisée par l’estimateur séquentiel. En outre, cette correction a permis par la suite d’amé-
liorer substantiellement la qualité de l’estimation séquentielle.

L’observation des points précédents ouvre plusieurs perspectives. Tout d’abord, le com-
portement des estimateurs pourrait être étudié en présence d’autres types d’hétérogé-
néités, afin d’améliorer en conséquence les procédures séquentielles de reconstruction
de champs admissibles. D’autres part, il serait également intéressant d’aboutir à la for-
mulation d’un estimateur d’erreur parallèle dédié au problèmes hétérogènes dont la
précision soit indépendante de la présence potentielle d’hétérogénéités au sein des
sous-domaines. Au vu des résultats de la partie 5.3.2.1, il semblerait que l’axe de re-
cherche sur cette seconde problématique se situe au niveau du choix de la représenta-
tion continue des inter-efforts admissibles.





Conclusion et perspectives

Le développement d’outils de contrôle et d’adaptation des simulations numériques,
toujours plus nombreuses dans le milieu de l’ingénierie, apparaît comme une condi-

tion sine qua non de leur généralisation dans le cadre des phases de dimensionnement
et de certification. Dans ce contexte, il nous semble nécessaire d’adapter les méthodes
d’estimation d’erreur au cadre des techniques de résolution parallèle de problèmes
complexes et volumineux (qui sont ainsi particulièrement susceptibles de cumuler les
erreurs). Réciproquement, il apparaît également nécessaire d’exploiter les techniques
de parallélisme afin de pouvoir généraliser la pratique de l’estimation d’erreur (qui
s’accompagne généralement d’un sur-coût numérique important) au cas des problèmes
de grande taille. Partant du constat que la littérature reste assez pauvre en travaux
exploitant les apports réciproques entre méthodes d’estimation des erreurs de dis-
crétisation et de décomposition de domaine, notre étude tente d’y apporter quelques
éléments de réponse. Pour cela, l’approche retenue consiste en la mise en place, au
sein des méthodes de résolution par décomposition de domaine sans recouvrement,
d’une procédure d’estimation utilisant le concept d’erreur en relation de comporte-
ment.

Dans un premier temps, nous avons proposé une extension générique de l’erreur en
relation de comportement au cadre de travail des décompositions de domaine sans re-
couvrement. Celle-ci permet notamment la conservation de la propriété de borne supé-
rieure, héritée du théorème d’hypercercle de Prager-Synge, dans le cas où les conditions
d’interface ne sont pas satisfaites. Pour se faire, la procédure nécessite en premier lieu
la détermination de champs continus d’interface admissibles (c’est à dire vérifiant les
conditions de continuité des déplacements et d’équilibre des inter-efforts, ainsi que
l’équilibre des sous-structures par rapport aux modes rigides). En outre, cette déter-
mination peut s’effectuer à partir de la donnée de champs discrets vérifiant le même
type de conditions. En second lieu, les champs précédemment obtenus sont employés
dans la détermination d’un couple de solutions en déplacement et en contrainte ad-
missibles à l’échelle globale, par résolution parallèle de problèmes posés sur chaque
sous-strucure et en utilisant pour cela les techniques de reconstruction développées
dans le cas séquentiel. Les exemples numériques traités montrent que les résultats
donnés par l’estimateur parallèle ainsi réalisé sont peu sensibles à la décomposition
et restent très proches de ceux obtenus par des procédures séquentielles reposant sur
le même concept. Sur certains cas particuliers, on observe cependant une surestima-
tion de l’erreur, principalement lorsque l’interface est très irrégulière ou bien qu’elle
traverse des zones de singularité des champs de contraintes. Ayant attribué cette perte
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de performance au choix d’une base d’approximation continue pour représenter l’inter-
effort admissible à l’interface, nous en avons proposé une nouvelle construction à l’aide
d’une approximation discontinue par éléments couplée à la minimisation d’une fonc-
tion coût. Au vu des résultats obtenus, le choix d’une norme adéquate demeure une
question ouverte pour laquelle des pistes de réponse sont peut-être à trouver dans
l’équilibrage des moments induits à l’interface, ou bien dans une analyse systématique
de la topologie de celle-ci.

Dans un deuxième temps, nous avons adapté notre technique générique d’estimation
d’erreur parallèle au cas des approches duales et primale de décomposition de do-
maine. Le point clé se trouve ici dans la construction de champs discrets d’interface
vérifiant les conditions de continuité ou d’inter-équilibre. Nous avons montré que les
informations nécessaires à une telle construction sont déjà disponibles au niveau des
préconditionneurs équipant usuellement les approches de type FETI et BDD, de sorte
que l’étape peut ainsi être réalisée à moindre coût. Les exemples numériques traités
montrent que la contribution due à la non vérification des condition d’interface dé-
croît rapidement, de sorte que l’estimation d’erreur et les contributions élémentaires
associées se stabilisent généralement en quelques itérations du solveur, et bien avant
convergence de ce dernier. Une perspective immédiate réside alors dans le développe-
ment de nouveaux critères d’arrêt des solveurs reposant sur la convergence, non plus
du résidu d’interface, mais de l’estimation d’erreur, étant entendu qu’une estimation
d’erreur complète à chaque itération du solveur serait beaucoup trop coûteuse. Parmi
les pistes à explorer, citons le développement d’un terme d’erreur à l’interface dédié,
ou bien la prédiction du résidu nécessaire à la convergence à l’aide d’une analyse pré-
liminaire ou bien d’analyses simplifiées à chaque itération. Une seconde perspective
concerne l’extension de la méthode au cadre de travail d’autres approches de décom-
position de domaine, parmi lesquelles les approches hybrides (notamment FETI-DP et
BDDC) et mixtes.

Dans un troisième temps, nous avons étendu le cadre d’application de notre estima-
teur parallèle aux problèmes hétérogènes. On constate en premier lieu que les précon-
ditionneurs adaptés aux problèmes de ce type permettent de conserver les proprié-
tés de convergence précédemment observées. Du point de vue de l’estimation pro-
prement dite, on remarque que les décompositions conduisant à des sous-structures
homogènes permettent d’obtenir les résultats les plus pertinents, généralement supé-
rieurs à ceux obtenus par les procédures séquentielles. En outre, il semble que ceux-ci
s’expliquent en partie par l’action du préconditionneur. En second lieu, ayant constaté
une défaillance des procédures séquentielles conduisant à une sur-estimation de l’er-
reur, on propose une extension de ces procédures aux cas hétérogènes, permettant
ainsi de restaurer leurs performances habituelles. Cependant, cette extension ne suf-
fit pas à restaurer le même type de performances dans le cas d’une décomposition en
sous-structures hétérogènes, ce qui paraît imputable, ici également, à l’approximation
continue des inter-efforts à l’interface. Sur ce point précis, une perspective consiste en
la mise en place d’une approximation au moins discontinue au passage des hétérogé-
néités.



Enfin, l’ensemble des méthodes présentées ont été implantées dans un code éléments
finis orienté objet (ZeBuLon) avec une reflexion sur la hiérarchisation des différentes
classes. Il en résulte un outil extensible offrant un cadre de travail couplant les diffé-
rents éléments étudiés dans cette thèse et permettant de nombreuses évolutions.

En sus des ouvertures précédemment mentionnées, ces travaux suscitent également de
nombreuses perspectives plus générales. L’un des intérêts de l’estimation des erreurs de
discrétisation réside en effet dans la mise en place de procédures d’adaptativité. Celles-
ci font appel à des techniques de remaillage [Bellenger et P Coorevits, 2007 ; Díez et
Antonio Huerta, 1999 ; P. Ladeveze, J.-P. Pelle et Ph. Rougeot, 1991] permettant de
raffiner la discrétisation en fonction des contributions locales à l’erreur. Dans le cadre
de travail qui est le notre, la phase de remaillage peut alors s’envisager selon deux ap-
proches. On peut opter pour une procédure au niveau séquentiel suivie d’une étape
de redécoupage, aboutissant à une approche qui semble la plus simple à mettre en
œuvre et permet un équilibrage des charges de calcul (reliées au nombre d’éléments
par sous-domaine) immédiat. Une autre approche plus intéressante consiste à effectuer
la procédure de remaillage en parallèle sur chaque sous-structure, en conservant de
fait la topologie de l’interface. Cette approche peut consister dans un premier temps
en un remaillage conforme aux interfaces, puis être éventuellement étendue au cas non
conforme (nécessitant alors des éléments de type mortar [Bernardi, Maday et Patera,
1994]). Se posera également la question d’une modification des interfaces, éventuelle-
ment par échanges d’éléments, en cas de localisation du raffinement dans certains sous-
domaines, afin de répartir convenablement la charge de calcul.

Par ailleurs, notons que les procédures d’adaptativité impliquent la résolution d’une
séquence de calculs obtenus par raffinements successifs. Se pose alors la question de la
réutilisation de l’information issue de la résolution précédente (sur maillage grossier)
afin d’accélérer la résolution suivante (sur maillage raffiné). L’utilisation de solveurs
de type Krylov au niveau de la résolution du problème d’interface permet d’envisa-
ger de profiter de techniques d’accélération de convergence performantes reposant sur
la sélection des vecteurs de Krylov les plus représentatifs [P. Gosselet, C. Rey et J.
Pebrel, 2011 ; F. Risler et C. Rey, 2000]. La difficulté provient alors de la phase de
remaillage qui peut modifier les opérateurs ainsi que le nombre de degrés de liberté
d’interface. Une piste actuellement examinée, dans le cas d’un remaillage parallèle pré-
servant la topologie de l’interface et le caractère conforme de la discrétisation, consiste
à ré-interpoler les vecteurs de Krylov de l’ancienne base en fonction de la nouvelle
discrétisation de l’interface.

Enfin, une dernière perspective réside dans l’extension des techniques présentées dans
ce travail à l’estimation d’erreur sur des quantités d’intérêt locales. Les procédures as-
sociées font en effet appel à la résolution d’un second problème, dit problème adjoint,
dont le chargement dépend de la quantité d’intérêt étudiée et qui doit être résolu de
manière précise. La combinaison d’une estimation d’erreur globale sur ce problème
adjoint et sur le problème de départ permet alors l’obtention de bornes sur la quantité



d’intérêt recherchée. Ces procédures reposent ainsi avant tout sur les méthodes d’es-
timation globales, qui ont fait l’objet des développements de cette thèse. Dans notre
cadre de travail, se pose alors la question de l’influence de l’approximation continue des
inter-efforts à l’interface et celle de la convergence du solveur itératif sur la qualité des
bornes obtenues. En outre, nous pensons à terme que les réflexions et recherches sur les
trois axes sus-mentionnés permettront des avancées significatives dans la pratique du
calcul de structures. Il pourra alors être envisagé des stratégies parallèles, adaptatives
et hiérarchiques, permettant non seulement de maîtriser la qualité des calculs réalisés,
mais également de converger rapidement vers des solutions fines, tout en profitant plei-
nement de l’incroyable évolution des moyens de calcul actuels.
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