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Résumé

L’émergence des formes d’onde numériques en radar et ’engouement de la communauté scientifique
pour leur versatilité éprouvée en télécom, soulévent naturellement chez les ingénieurs radaristes la question
de I’amélioration effective des performances opérationnelles par ces nouvelles formes d’onde, notamment
en matiere de haute-résolution. Les travaux publiés sur le sujet sont prometteurs, a ceci pres qu’ils
sont le plus souvent basés sur des modeles théoriques un peu é€loignés de la réalité opérationnelle ou
sur des scénarios simplistes relativement a la capacité haute résolution envisagée (par exemple le faible
nombre de sources pris en compte). En effet la prise en compte d’un modele d’observation réaliste (large
bande, a fréquence d’échantillonnage €levée) et de scénario a grand nombre de contributeurs conduit
a des estimateurs dont la complexité d’implémentation n’est pas compatible des puissances de calcul
actuelles. Une approche alternative, et compatible des puissances de calcul actuelles, pour la qualification
des performances haute résolution est 1’utilisation des bornes inférieures d’estimation, principalement la
borne de Cramer-Rao déterministe. L’examen de la littérature courante (notamment les monographies de
référence) sur la borne de Cramer-Rao déterministe a fait apparaitre des lacunes relatives a sa formulation
dans le contexte radar qui nous intéresse, a savoir MIMO large bande, multisources, multiparametres a
observations multiples. En effet dans la littérature courante, les observations mutliples sont définies comme
des réalisations multiples indépendantes d’un méme modele d’observation, alors qu’en radar il s’agit en
général de la combinaison de modeles d’observation différents (variation de la forme d’onde). Ce constat
a motivé I’essentiel de ce travail, a savoir 1’établissement d’une expression analytique générale de la borne
de Cramer-Rao déterministe MIMO large bande, multisources, multiparametres a modeles d’observations
multiples pour la qualification (asymptotique) des performances en estimation d’un radar actif. Ce travail
fournit un outil de comparaison des performances haute-résolution des différentes formes d’onde, dont les
nouvelles formes d’onde numériques. De fagon générale, I’expression analytique générale de la borne de
Cramer-Rao obtenue fournit la base théorique pour le développement des futurs radars a haute résolution.



I. ABREVIATIONS ET NOTATIONS

A. Abréviations

e BCR : Borne de Cramer-Rao.

e BB : Borne de Barankin.

e CAN : Convertisseur Analogique Numérique (codeur).

e CI : compression d’impulsion (filtrage adapté distance/temps).

e d.d.p. : densité de probabilité.

e EM : ElectroMagnétique.

e EMV : Estimateur au sens du Maximum de Vraisemblance.

e EMVD : EMV pour un modele d’observation gaussien complexe circulaire déterministe (ou condition-
nel).

e EQM : Erreur Quadratique Moyenne.

e LFM : linear frequency modulation (modulation de fréquence linéaire).

e LLP : largeur lobe principal.

e MAU : Mouvement Accéléré Uniforme.

e MIF : Matrice d’Information de Fisher.

e MRU : Mouvement Rectiligne Uniforme.

e MRUR : Mouvement Rectiligne Uniforme Radial.

e MV : Maximum de Vraisemblance.

e MIMO : Multiple-Input Multiple-Output (en radar : émetteurs multiples - récepteurs multiples).
e OFDM : Orthogonal Frequency-Division Multiplexing (multiplexage par division en fréquences or-
thogonnales).

e PAPR : Peak-to-Average Power Ratio (rapport puissance créte sur puissance moyenne).

e RSB : Rapport Signal a Bruit.

e SIMO : Single-Input Multiple-Output (en radar : émetteur unique - récepteurs multiples).

e SER : Surface Equivalente Radar.

e TEM : Transverse ElectroMagnétique.

B. Notations

e a, les lettres en italiques représentent une quantité scalaire.

e a, les lettres minuscules en gras représentent une quantité vectorielle (vecteur colonne).
e A, les lettre majuscules en gras représentent une quantité matricielle.

e a, ou (a), est I’élément correspondant a la n°™ coordonnée du vecteur a.

® a,,, ou (A)  est’élément correspondant a la n®™ ligne et la m“™® colonne de la matrice A.
e Re{a} est la partie réelle de a.

e Im {a} est la partie imaginaire de a.

e AT, le symbole T indique I’opérateur transposé.

e A*, le symbole * indique I’opérateur de conjugaison.

e A le symbole  indique 1’opérateur Hermitien (transposé conjugué).

o |A| est le déterminant de la matrice A.

e tr (A) est la trace de la matrice carrée A.

e Diag (a) représente la matrice diagonale telle que (Diag (a)),, = (a),.



e [A B] représente la matrice résultante de la concaténation horizontale des deux matrices A et B.
e Iy représente la matrice identité de taille NV x V.

e vec (A) est I'opérateur de vectorisation de la matrice A = [ay,...,ay] : vec(A)" = (a],...,ak).
e im {A} est 'image de la matrice A, i.e. le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de la matrice
A.

e ker {A} est le noyau de la matrice A, i.e. le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs x verifiant
Ax =0.

e S+ est le sous-espace vectoriel orthogonal au sous-espace vectoriel S.

e A > B, signifie que la matrice A — B est non-négative.

e F'[-] représente I’espérance mathématique.

e ( | ) et ||.|[représentent respectivement un produit scalaire et sa norme associée.

T
o — T Lo _ (o o o o _ (o o o
e SifO=(0,05,...,0p)", alors: 55 = (891,892 89p> s 5T = <89176927"'789p>'
o J00) _ 9£(0) of(60) _ 01(6) 21(00) _ 98(0)
90 9 |g_g,’ 09 90 |g_g,’ 067 Fra 0=0,

e Mg (N, P) représente I’ensemble des matrices réelles 2 N lignes et P colonnes.

e Mc (N, P) représente I’ensemble des matrices complexes a N lignes et P colonnes.

e  désigne le produit d’Hadamard.

e © désigne le produit de Kronecker.

e u A v désigne le produit vectoriel (géométrique) entre les vecteurs u et v.

e u-v et ||ul| désigne respectivement le produit scalaire (géométrique) entre les vecteurs u et v et sa

norme associée.

e 1 (x) représente la fonction du vecteur x constante et égale a 1.

e = (t) = z (f) symbolise la transformée de Fourier (directe et inverse).

e u représente un des trois cas suivants :
u=nu siueR!

u:{ u=(u’, uH)T siucCletu¢R! (1)
u=(ul,u? uT)T siu= (u?, uT)T, u €Cletu. ¢R!, u, eR’

Nous adoptons la définition du produit hermitien utilisée dans les livres de mathématiques [6][17][26][33]
ou une forme sesquilinéaire est une fonction de deux variables de I’espace vectoriel complexe U, qui est
linéaire en la premicre variable et semi-linéaire en la deuxieme :

(] ) UxU—=C/Vucel, YAeC, (Au|c)=A(ulc), (u]c)=A"(u]c) (2)

Cette notation permet de définir la matrice de Gram associée a deux familles de vecteurs de 1’espace
vectoriel U, {u}[l’Q] = {uy,uy,...,up} et {C}[l,P] ={cy1,¢Cy,...,cp} [26]

(ui[ey) ... (ug|er)
G({u, At )=| . i |eMc(PQ 3)

(wi[ep) ... (uglcp)

(@ (tud g e, )) =tler.  G(fe),, fu}, ) =G (), (), W)

définition conduisant a :
Q P
T T
<z:1xquq ’ z:lypcp> :yHG <u[1’Q]7C[17P]>X7 X = (xla"'axQ) Y = (y17"-7yP) : (4)
q= p=

Pour simplifier la notation, nous écrivons :

G ({w), ) =G (fu}, o ), ,) ®



II. INTRODUCTION

A. Motivation de la recherche

L’étude et I’optimisation de la fonction d’ambiguité radar monosource multiparametres formulée par P.

Woodward [66] occupe la communauté radar depuis plusieurs décennies et ont donné lieu a de nombreuses
publications [30][31], bien avant que les signaux télécoms ne fassent irruption dans le monde radar
depuis une dizaine d’années, grace a I’avenement des émetteurs numériques. Cette évolution technologique
majeure qui permet de convertir un signal en bande de base numérique en signal analogique pour un cofit
maintenant abordable, semble ouvrir la boite de Pandore des formes d’ondes numériques de type télécoms
(OFDM, ...) permettant de satisfaire diverses contraintes opérationnelles (comme le rapport puissance créte
sur puissance moyenne, 1’étalement spectral et temporel, ...) ou encore d’optimiser la fonction d’ambiguité
monosource multiparametres (notamment la fonction d’ambiguité distance-vitesse) [34]. Or I’optimisation
de la fonction d’ambiguité monosource multiparametres n’est que 1’optimisation d’une approximation de
I’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) multisources multiparametres, approximation requise
pour des contraintes d’implémentation a la fois théoriques et temps réel (hardware).
Ce qui souleve la question de I’amélioration de la performance en estimation d’un systéme radar grace
a l'utilisation d’une forme d’onde numérique : une forme d’onde numérique de type télécoms optimisant
la fonction d’ambiguité monosource multiparametres (au sens d’un critere a préciser), permet-elle une
meilleure estimation (au sens de la minimisation de I’erreur quadratique moyenne (EQM)) des parametres
de sources multiples, en comparaison avec la forme d’onde la plus commune en radar, a savoir le pulse
modulé linéairement en fréquence (chirp) ?

B. Présentation et positionnement des travaux

Nous abordons cette question dans le cadre d’une modélisation des cibles radar basée sur la prise
en compte de modeles physiques phénoménologiques (simulés ou mesurés, de la rétrodiffusion, de la
cinématique, ...) dont les parametres sont inconnus mais déterministes. Rappelons qu’une approche al-
ternative consiste a supposer que tout ou partie des parametres des cibles sont aléatoires (estimation
bayésienne), ce qui non seulement requiert la connaissance de leurs densités de probabilité (d.d.p.) a
priori mais pose également la question de la pertinence de leur choix, puisque les vraies d.d.p. sont en
général inconnues dans un contexte radar opérationel.

Pour comparer les performances en estimation des différentes formes d’onde, nous nous appuyons sur la
convergence de 'EQM du maximum de vraisemblance déterministe (ou conditionnel, complexe gaussien
circulaire) (EMVD) vers la Borne de Cramer-Rao (BCR) dans la zone de fonctionnement asymptotique
de ’EMVD, c’est a dire a fort nombre de réalisations indépendantes et/ou a fort rapport signal a bruit
(RSB) [46].

La pertinence des performances asymptotiques fournies par la BCR est directement liée a la représentativité
du modele d’observation probabiliste pour lequel elle est calculée. Une premiere étape nécessaire est donc
la formalisation d’un modele d’observation a la fois réaliste d’un point de vue de la physique (et donc du
matériel qui est ou sera utilisé) mais également exploitable d’un point de vue probabiliste. La physique du
radar étant la résultante de la propagation des ondes €lectromagnétiques (équation de Maxwell) mise en
forme par une électronique hyperfréquence, la premiere partie de ce travail est consacrée a la dérivation
d’un tel modele en articulant (et si possible en quantifiant) I’ensemble des approximations effectuées. Le
compromis complexité-généralité envisagé dans ce travail est celui du radar MIMO quasi-monostatique
dont les réseaux d’émission et de réception sont bande étroites, dotés d’électroniques linéaires, éclairant
des diffracteurs ponctuels en trajectoire rectiligne uniforme radiale en champs lointain. Dans ce contexte,
les cibles ponctuelles ont pour parametres inconnus les parametres cinématiques réels (distance radiale,



vitesse radiale, direction radiale) et le coefficient de rétrodiffusion complexe. Ce compromis permet une
modélisation suffisamment précise des formes d’onde recues pour permettre une évaluation réaliste des
performances en estimation du couple de parametres (distance, vitesse) radiales d’une cible, couple de
parametres estimés par la quasi totalité des radars (a contrario de la direction radiale qui généralement
n’est pas réellement estimée, mais fournie par la direction principale de rayonnement de 1’antenne de
réception préformée analogiquement ou numériquement). De plus, il souleve un certain nombre de points
théoriques parfois partiellement résolus dans la littérature courante.

En premier lieu, il souléve le probleme de I’estimation de parametres mixtes (complexes et réels) et le
calcul de la BCR associée, calcul déja abordé dans la littérature courante mais que nous éclairons sous
I’angle de la minimisation d’une norme sous contraintes lin€aires [38], généralisant les résultats introduits
dans [11, II.B] pour des parametres réels. Cette approche permet :

e une démonstration simplifiée en évitant les transformations matricielles généralement utilisées quand il
s’agit de parametres complexes [27][68],

e de rectifier certains résultats antérieurs [62],

e de clarifier quelques conditions de régularité qui sont inutilement restrictives [63][58][59][1][4].

En second lieu, il pose le probleme du calcul de la BCR pour un modele d’observation complexe gaussien
circulaire a moyenne paramétrée (modele d’observation déterministe) a bande limité et a énergie finie, pour
lequel nous proposons une formulation analytique compacte [39] englobant tous les résultats précédemment
établis dans la littérature courante a ce sujet (y compris les modeles bande-étroite) [63][67].

Enfin, I’exploitation de L modeles d’observation déterministes indépendants associés a I’émission-réception
de L formes d’onde conduit dans la littérature classique a autant de calculs différents de la BCR qu’il
existe de combinaison différentes entre le nombre de modeles MIMO distincts (par exemple 1 ou L)
et les possibilités de paramétrisation des cibles ((1 trajectoire radiale, 1 coefficient de rétrodiffusion),
(1 trajectoire radiale, L coefficient s de rétrodiffusion), ...). La encore, nous proposons une méthode
originale de calcul unique basé sur la prise en compte de contraintes égalités sur les parametres in-
connus correspondant au calcul d’une BCR contrainte, dont la dérivation est simplifiée sous 1’angle de
la minimisation d’une norme sous contraintes lin€aires. Nous €tablissons également 1’équivalence entre
une reparamétrisation (injective) et la prise en compte de contraintes €galités, ainsi que 1’inégalité de
reparamétrisation associée [38] qui se révele €tre un outil précieux pour comparer certaines BCR entre
elles [38][40]. Un certain nombre d’exemples (théoriques et pratiques) d’utilisation de la BCR contrainte
et de I’'inégalité de reparamétrisation est fourni afin d’en illustrer I’intérét.

Tous ces développements théoriques sont mis en oeuvre dans le cadre d’un modele simplifié de radar
MIMO : le radar SIMO (1 seul émetteur). La mise au point d’un algorithme de calcul fiable de la BCR
pour des signaux a bande limitée (pour lesquels un retard n’est pas assimilable a une phase) a fait apparaitre
de nombreux problemes d’implémentation non évoqués dans la littérature courante, et dont la non prise
en compte peut conduire a des résultats faux en contexte multisources [16].

De plus, certaines paramétrisation (notamment de la direction radiale) peuvent induire une matrice de
Fisher singuliere pour des valeurs de parametres d’intérét, ce qui nous a amené a clarifier la relation entre
la singularité de la matrice de Fisher et la non-identifiabilit¢ d’un modele d’observation paramétrique
[38], relation partiellement formulée dans la littérature existante. Une conséquence théorique notable est
qu'un modele paramétrique non-identifiable peut-€tre régularis€é sur un sous ensemble de ’espace des
parametres en ajoutant des contraintes égalités entre certains parametres.

Ce travail de theése peut étre vu comme une clarification :

e du cadre théorique de calcul de la BCR pour parametres déterministes mixtes (réels et/ou complexe)
éventuellement contraints,

e du calcul de la BCR pour un modele d’observations multiples gaussiennes complexes circulaires
déterministes (conditionnelles),

fournissant les outils nécessaires pour répondre a notre question concernant I’apport des formes d’ondes
numériques a la haute résolution en comparaison avec le chirp classique (cf. chapitre XI).



C. Contributions

Nous avons généralisé le calcul de la BCR déterministe au cas des parametres mixtes (réels et/ou
complexes) sous I’angle de la minimisation d’une norme sous contraintes lin€aires. Cette approche permet:
e un calcul simplifié de la BCR en évitant les transformations matricielles généralement utilisées quand
il s’agit de parametres complexes [27][68],

e de rectifier certains résultats antérieurs [62],

e de clarifier quelques conditions de régularité qui sont inutilement restrictives [63][S8][59][1][4],

e une extension immédiate aux BCR sous contraintes égalités.

Nous avons établi I’équivalence entre reparamétrisation (injective) et contraintes égalités et introduit
I’inégalité de reparamétrisation dont nous avons prouvé la pertinence a 1’aide d’exemples théoriques
et pratiques.

Nous avons explicité la relation entre non-identifiabilité d’un modele d’observation et singularité de la
matrice de Fisher, en démontrant que la matrice de Fisher est toujours singuliere sur une variété de I’espace
des parametres définie par un ensemble de contraintes égalités.

Nous avons €établi le calcul général de la BCR pour un ensemble de L modeles d’observation indépendants
de signaux a bande limitée, gaussiens complexes circulaires a moyennes paramétrées, calcul reposant sur
I’utilisation de contraintes égalités sur les parametres.
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III. MODELES D’OBSERVATION ELECTROMAGNETIQUES POUR LE RADAR

A. Introduction

Le mot RADAR est I’acronyme de RAdio Detection And Ranging qui signifie détection et télémétrie
radioélectriques [54][30]. Le principe de fonctionnement du radar consiste a illuminer, grace a une antenne
en mode émission, une partie de 1’espace - dite zone de surveillance - par des ondes électromagnétiques.
Les diffracteurs alors présents dans la scene radar diffusent (diffractent et/ou réfléchissent) une partie de
I’energie recue dans I’espace. Cette émission d’€nergie peut €tre interceptée par une antenne en mode
réception, laquelle convertit I’onde électromagnétique en amplitude électrique. Cette amplitude électrique
est ensuite traitée par le récepteur radar dont I’objectif principal est I’amélioration du rapport signal a
bruit (RSB) jusqu’au convertisseur analogique numérique (CAN, codeur), ou le terme signal représente
I’ensemble des contributions des diffracteurs, et le terme bruit représente toutes les autres sources de signal
(bruits thermiques, brouilleurs, ....). Le role du CAN (codeur) est de modifier le modele d’observation
des signaux pour passer d’'un modele continu analogique a un modele discret numérique par application
du théoreme d’échantillonnage de Shannon. Cette étape permet alors la mise en oeuvre des algorithmes
découlant des théories de la détection puis de 1’estimation afin de répondre a la problématique du radar :
des cibles (diffracteurs d’intérét) sont-elles présentes dans les observations ? Et si oui, quels en sont les
parametres (position dans I’espace, vitesse, quantité d’énergie diffusée, ...) ?

Classiquement, de par la propagation sphérique des ondes et la colocalisation des antennes d’émission et
de réception (souvent la méme utilisée en bi-mode), un radar cherche a estimer la distance radiale et la
vitesse radiale des cibles.

La distance radiale d’une cible est estimée en mesurant le temps d’aller et retour parcouru par I’onde
électromagnétique entre son émission et sa réception. L’information de vitesse radiale (Doppler) peut étre
obtenue en émettant un rayonnement électromagnétique sous forme d’un train d’impulsions. En effet, le
déphasage du signal rétrodiffusé d’une impulsion a une autre permet de calculer la vitesse radiale de la
cible.

La géométrie de 1’antenne peut permettre de concentrer la puissance d’émission dans une direction étroite
pour fournir une estimation de la direction d’arrivé de la cible.

La mesure de la quantité d’énergie recue permet d’estimer la capacité d’une cible a diffuser les ondes
radar. Cette capacité est mesurée par la définition d’une surface équivalente (de diffusion) radar de la
cible, laquelle dépend non seulement de sa géométrie (dimension) mais aussi des matérieaux entrant dans
sa composition.

La plupart des radars sont congus pour fonctionner suivant un mode non-coopératif des cibles, c’est a dire
que les cibles diffusent passivement les ondes qui les illuminent. Ces radars “classiques” et historiques
sont appelés radar primaires. Il existe également des radars coopératifs, c’est a dire que les cibles sont
équipées d’un répondeur (transpondeur) qui transmet un message au radar a chaque fois qu’elles sont
interrogées. Ces radars sont dits secondaires car leur utilisation requiert toujours un radar primaire pour
détecter et identifier les cibles ne disposant pas de transpondeurs ou réellement non-coopératives. Les radar
secondaires sont utilisées majoritairement pour la surveillance du traffic aérien civil (tout avion de ligne
doit obligatoirement avoir un transpondeur en état de fonctionnement) mais également dans un contexte
militaire ou ils servent a 1'identification ami-ennemi (IFF : Identification Friend or Foe).

Selon la position relative de 1’émetteur et du récepteur, on qualifiera le radar de monostatique lorsque
I’antenne d’émission et de réception sont colocalisées (on parlera aussi de rétrodiffusion par la cible), de
bistatique (ou multistatique) lorsque les antennes d’é€mission et de réception ne sont plus colocalisées.
Le contexte radar définit principalement deux missions : la veille (ou surveillance) et la pousuite. La
veille consiste a explorer en permanence et de facon périodique une zone de couverture. La poursuite
consiste a poursuivre certaines cibles détectées (estimation fine et continue de la position de ces cibles).
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Dans nombre de dispositifs militaires, il est fréquent d’avoir deux radars: un radar de veille qui désigne au
radar de poursuite les cibles a poursuivre. L’évolution des technologies et 1’optimisation du rapport qualité
prix tendent a regrouper ces deux fonctionalités dans un seul dispositif radar : le radar multifonction.
La plupart des radars sont des radar “’pulsés”, c’est a dire qu’ils emettent des pulses (durée émission
courte relativement a I’intervalle de temps séparant deux émissions consécutives). Certains radar émettent
une onde continue.
Enfin, le radar est historiquement un instrument de mesure actif (radar actif), c’est a dire qu’il emet un
signal connu et dont il analyse la rétrodiffusion par la scéne radar. Il existe également des radar dits passifs
(comparables aux goniometres en télécommunication) qui écoutent des signaux d’opportunités émis par
d’autres émetteurs (t€lécoms, Télévision digitale, ...) afin de détecter et de localiser les cibles d’intérét.
La physique du radar est la résultante de la propagation des ondes électromagnétiques (équation de
Maxwell) et de 1’électronique hyperfréquence. Pour pouvoir étudier de facon pertinente les performances
en estimation d’un dispositif radar en fonction de son architecture, il est important de pouvoir formaliser
un modele d’observation a la fois réaliste d’un point de vue de la physique (et donc du matériel qui est
ou sera utilis€) mais également exploitable d’un point de vue probabiliste.
L’objet de ce chapitre est par conséquent la dérivation d’un tel modele en articulant - et si possible en
quantifiant - I’ensemble des approximations effectuées.

B. Transmission en champs lointain : cas du milieu simple

Le modele théorique restreint introduit ci-apreés de transmission par onde électromagnétique d’un
signal er (t) depuis une antenne d’émission vers une antenne de réception peut &tre obtenu a partir
des nombreuses sources de la littérature courante (par exemple [43][15][14][12]). Chaque ensemble
d’interactions électromagnétiques (propagation, diffraction, réflexion) aboutissant a 1’établissement d’un
régime de transmission entre 1’antenne d’émission et I’antenne de réception est appelé contributeur
(électromagnétique).

Les hypotheses restrictives - au sens de la théorie électromagnétique - prises en compte dans ce travail
sont énoncées ci-apres.

Tous les objets Electro-Magnétiques (EM) - antenne d’émission, antenne de réception, diffracteur, réflecteur
- de la scene électromagnétique sont :

e plongés dans un milieu simple infini de référence (de permitivité (¢) et perméabilité () scalaires et

1
Ve )’
e génerent ou interceptent des champs EM (e, h) vérifiant I’approximation du champs lointain (approxi-

mation de Fraunhoffer) :

constantes) caractérisé par la célérité des ondes EM dans ce milieu (¢ =

e(p) ¥~ ———c(u), u=—, k=— (6a)
) = et o] )
1 1
h(p) ~ -uAe(p), 77:\/E:— (6b)
n e ceg

c’est a dire des ondes sphériques Transverses Electro-Magnétique (ondes TEM), ol p € R? est une position
de I’espace, \ = % est la longueur d’onde et c (u) est la caractéristique vectorielle de rayonnement dans
la direction portée par le vecteur unitaire u.

La propagation des ondes électromagnétiques de 1I’émetteur vers le récepteur se fait a travers une scene
électromagnétique composée d’objet EM réalisant une interaction électromagnétique (propagation, diffrac-
tion, réflexion).

Les différents objets EM sont éventuellement mobiles. Nous supposerons que les variations temporelles
des grandeurs électromagnétiques induites par le déplacement des lieux des sources de courants et
de charges sont négligeables devant les variations induites par le régime harmonique. Ceci constitue
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I’approximation du régime quasi-permanent. Sous cette hypothese, on peut remplacer les équations de
Maxwell exactes par un systeme d’équations approchées comparable a celui obtenu en régime permanent
et vérifié par les champs instantanés. Pour un déplacement donné des lieux de charges et de courants, cette
approximation est d’autant mieux vérifiée que la fréquence (monochromatique) est élevée (identification
asymptotique). Une conséquence fondamentale de cette approximation est que les champs qui en découlent
sont calculables dans n’importe quel repere géométrique, indépendamment de son mouvement relatif par
rapport aux sources de courants et de charges. Ceci permet de généraliser I’ensemble des résultats obtenus
en régime permanents (antenne en régime d’émission, puissances recues, théoreme de poynting, antenne
en régime de réception, ...) en faisant intervenir I’expression des champs instantanés (variables dans le
temps).

Les antennes sont assimilables a des dipdles ou a I'une des terminaisons (charge) d’un guide d’onde
mono-mode :

e I'antenne de réception d’impédance z,4, alimente une impédance de charge zp; elle est soumise au
rayonnement thermodynamique des corps qui I’environnent, rayonnement caractérisé par une Densité
Spectrale de Puissance Moyenne constante dépendant de la température interceptée par ’antenne (74),
e I’antenne d’émission est alimentée par un signal complexe analytique er (¢) a bande limitée de bande
B [fc_ %afc"i_ %}

Sous les hypotheses précédentes, le phénomene de transmission d’énergie de 1’antenne d’émission de
position pr (¢) a I’antenne de réception de position pg (¢) par I'intermédiaire de M contributeurs de la
scene €lectromagnétique peut se mettre sous la forme générale suivante :

fet B

/ \ e (f [Z zr (m, f,1) + ng (f)] IS (7)

B IzR( ) = 2an ()
|2 (f) + 24, (F)I

Ry () =2KTx, f€ |- 5+ 5] = RulD)

PR (f) =

o (1, f1) = h (G, fo1) e 8 e (F = £)
s i) =17 (g (Lo G e G e )
47Tf [fR (f7 up (m7 t)) ( (§m7f7 t) ( , U (m7 t)))]
ou :
e 0% (f) représente le facteur de charge de ’antenne de réception; p, (f) = 1 si la charge est adaptée
%R f) = RAg ( )*)

z(t)=x(f), ng(t) =ng(f), er (t) = er (f) représentent des amplitudes équivalentes (unité : /' WW).
( ) est ’amplitude au niveau de la charge de I’antenne de réception, et ng (¢) est I’amplitude résultante
des contributions des sources de rayonnement thermique externes en sortie de 1’antenne de réception.

., . cl 2 . . _ z(f) . _ ___er(f)
Elles sont reliées aux intensités électriques par : ig (f) = Reten () ir (f) Reler ()}

e T’y représente la température d’antenne de réception : Ty = Gr(f,u)T (u)dw (u). Si la répartition

4
de température thermodynamique est uniforme (7" (u) = 7'), alors Ty = ppT (pp : rendement de 1’antenne
de réception; pp = 1 si ’antenne est sans perte).

o /G (f,u)f(f u) <\/GR (f,u)fr (f,u) pour le récepteur et \/Gr (f,u)fr (f,u) pour I emetteur) représente
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I’information vectorielle (amplitude et direction) associée a la composante électrique du champ TEM se
propageant dans la direction portée par le vecteur unitaire u a la fréquence f :

/G (f,u) désigne la racine du gain (éventuellement complexe) de 1’antenne,

f (f,u) désigne le vecteur de polarisation (angles d’orientation et d’ellipticité), vecteur complexe normé
orthogonal a u.

e uy (m, t) représente le vecteur unitaire de la direction de propagation antenne d’émission — contributeur
m.

e uy (m,t) représente le vecteur unitaire de la direction de propagation antenne de réception — contribu-
teur m.

e ¢, représente le vecteur des parametres (autre que la fréquence) intervenant dans la transmission de
I’onde par le contributeur m.

e d (s, t) représente la longueur du chemin géométrique de propagation associé au contributeur m.

e T (g,,,f,t) représente la matrice de transformation, par un contributeur m donné, de la caractéristique
vectorielle du champ émis par I’émetteur en champ regu au niveau du récepteur. Elle décrit une transfor-
mation des champs TEM et s’exprime dans des bases transverses aux directions de propagation d’émission
et de réception. Par exemple, dans le cas d’une transmission directe :

I

T (f,t) = prr O d(t) = |lpra ()|, Pre(t) =pr(t) —pr(t)

alors que si la transmission se fait via un diffracteur D de position pp (t), alors :

S (f,ug(t),ur(t)) pPrp (t) = pp (t) — pr (t)

T = d(t) = D TD ) o (1) = t)—pr(t
0 B T o1 1 = O om0 e 0

ol S(f, ug (t),ur (t)) est la matrice de diffraction (non isotrope, S'? (') = /47S (')) du diffracteur D
pour la direction incidente uy (¢) et la direction de diffraction ug (¢).

On remarquera que le modele théorique restreint de la transmission pour une scéne mobile est équivalent
a un filtrage Linéaire Non Invariant dans le Temps.

Dans le cas particulier de la transmission pour une scene fixe, ce modele devient équivalent a un filtrage
Linéaire Invariant dans le Temps car alors :

h<§m7f7t) = h(Cm,f), TR (m> f) = h(gm7f> eijZﬂfL:L)eT (f - fc)

C. Transmission en champs lointain : approximation bande étroite

Dans le cas d’un signal “bande étroite” pour lequel fﬁ < 1, les approximations possibles sont :

f =~ fe
{f:fc(uﬁ), |d—f|g2£<<1} = { TR () = /G (Wt (fou) . )
fe fo 7 2fe T (s fo1) = T (s for £)

Elles reviennent a négliger :

e les effets d’intégration ou de dérivation sur 1’enveloppe complexe en bande de base en comparaison de
ces mémes effets sur la fréquence de modulation f,. (approximation de méme nature que celle du régime
quasi-permanent),

e la variation de la caractéristique vectorielle (gain et polarisation) dans la bande,
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e la variation de la matrice de transformation des champs dans la bande.

L’équation de transmission (7) pour le contributeur m devient alors :

TR (m, £.8) 2 (S, fort) €2 e (f = )
B (S fur ) = C( VGr Fortn (m ) /Cr (o iz (1m0, 1)) X )

N drfo \ [fr (fe,ur (m, 1)) - (T (S fe t) fr (fe, ur (m,1)))]

et conduit a 1’équation de réception approchée :

M fet2
r) = S hlenfut) [ [ p%(f)eﬂf—fc)} eSS s 4 (1) (10)
m=1 fc—g

_ VGr (fe;ur (m, )\/Gr (fe. ur (m, 1))
h (Sm, fert) 47rfc([fR(fc,uR(m,t)) ( (cm,fc, ) I (fe, ur (m, t)))])

Ru(f) = GKTNA(). T g ht | = Rao)

L’approximation (10) constitue la base théorique du module de propagation de la bibliotheque de simu-
lation fonctionnelle radar développée par le service TSI du DEMR (département d’électromagnétisme et
mesure radar) de I’Onera.

Outre le fait qu’elle simplifie et accélere le calcul informatique de I’amplitude regue, elle permet de
scinder 1’équation de transmission associée a chaque contributeur en 3 termes :

e la transformation du champs émis en amplitude équivalente, représentée par le terme h (S, fe, t),

e le déphasage associé au retard de propagation d’une onde, représenté par le terme e 727/ W,

e un filtrage linéaire du signal émis, représenté par le terme +/p% (f)er (f — fo).

D. Transmission en champs lointain : émetteur et recepteur linéaires

L’équation (10) reste la méme quelque soit le nombre de filtrages linéaires ou de transpositions de
fréquence introduits, que ce soit au niveau de I’émetteur ou du récepteur. Ainsi, dans le cas d’un émetteur
et d’un récepteur idéal, on peut directement écrire (10) sous la forme :

z(t) = (Zx(m,t)—i—n(t)) P (mot) = h(Sm, fert) € (Smy fer 1) (11)

m=1
B

; d(sm,t) . d(sm,t) -
Rl fot) = I [ (pemrtiatonty

_B
2

_ ¢ \/GR (fqu (m7t))\/GT (fc’uT <m>t))x
M Jet) = o < (£ (for 0 (1, 2)) - (T (S for ) Er (for g (0, )] )

B B
Ru(f) = CKIN ARG+ DIFOR fe|-5.5] = mo
ou er (f) est le signal émis équivalent défini par :
v ()= (IO T+ 1) Vo g ). e |-5.5] ad

avec :
e 0% (f) facteur de charge de I’antenne d’émission,
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e 0% (f) facteur de charge de I’antenne de réception,
e 15 (f) fonction de transfert équivalente dans la bande B de 1’émetteur,
e 1% (f) fonction de transfert équivalente dans la bande B du récepteur,

e ¢/ (f) spectre du signal de I’émetteur en sortie du générateur de signal en bande de base (waveform
generator).

En effet, la principale fonction d’un émetteur idéal est la mise en forme (filtrage linéaire) des signaux
a émettre afin de respecter une contrainte d’occupation spectrale dans une des bandes spectrales de
propagation de 1’atmosphere (modulation).

Pour un récepteur idéal, la principale fonction est d’opérer :

e un filtrage linéaire adapté a ez’ (f — f.) afin d’améliorer le RSB avant CAN (codeur),

e suivi d’une transposition de fréquence pour ramener la fréquence centrale des signaux a FQ% (ou Foan
est la fréquence d’échantillonnage du CAN),

e suivi d’un filtrage de Hilbert afin de reconstituer le signal analytique en bande de base er (t).

Ces 3 étapes sont équivalentes mathématiquement a:

e un filtrage linéaire adapté a e;’ (f — f.) afin d’améliorer le RSB,

e suivi d’une démodulation complexe par f. ou x (t) — x (t) e 72m/et,

Finalement, 1’approximation bande étroite, dans le cas d’un émetteur et d’un récepteur linéaires, conduit
a I’équation de transmission suivante en sortie du filtre de Hilbert:

M
z(t) = r(m,t)+n(t), x(mt)="h(Sm fe;t)er (Sm, fe;t) (13)
m=1
g
cnlom fot) = I [ ettty
_B

h(Sm, fe,t) = ¢ ( £ (\/GR (fe,ug (m,t) \/GT (fe,up (m,t))x )

At f, fesur (m, 1)) - ( (maf t) fr (fe, ur (m,t)))]
RD T e |S55] = R

Dans la suite nous nous intéressons uniquement aux signaux complexes observés en sortie du filtre de
Hilbert (13).

E. Transmission en champs lointain : autres approximations usuelles

1) Approximation bande étroite d’un réseau de récepteurs:

Dans le cas d’un ensemble de N récepteurs recevant simultanément le signal émis par un €metteur et
transmis par I'intermédiaire d’un contributeur m, 1’équation de transmission du signal (bande étroite) émis
en champs lointain en sortie du filtre de Hilbert (13) s’écrit pour le récepteur n :

Ln (m, t) = hn (Cm; fes t) €R, (Cm, fes t) (14)

B

2

ER (g,n,“ f67 t) — eijﬂ'fCM / er (f) eijWfdn(gm ,t) ]27Tftdf

_B

_ ¢ V/Gr, (fe;ur, (m,1))\/Gr (f.,ur (m, 1))
o (Sm; fer ) Mﬂ(%&thmm((mJ)ﬂMwﬂmmﬂ>
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Cette expression (14) peut étre simplifiée (sous certaines conditions (15)) en introduisant un point de
I’espace O appelé “centre de phase” du réseau de récepteurs. En général ce point de I’espace est, soit la
position d’un des récepteurs, soit un point situé a I’intérieur du volume (ou de la surface ou du segment)
délimité par les positions des /N récepteurs (le barycentre par exemple). Le raisonnement est le suivant :
si un récepteur était présent en O, il recevrait par I'intermédiaire du contributeur m un signal retardé par

la longueur du chemin géométrique do (G, t) :

B
2
. do (smt) . dp (smst) -
ol ) = BT [ e (e g,

vty

En prenant e (G, fo,t) comme signal de référence, on peut démontrer (cf. annexe XIII-A) que :

—jorfe dn(sm,t)=do (sm,t)

€Rr, (Cma fat) =€ ¢ €0 (§m7 fC7t) +€R, (t) )

I’énergie de I’erreur d’approximation linéaire €, (t) vérifiant :

[e.9] o0

B 2
/ leR, (t)|2 dt < / ler, (Sm, fc,t)|2dt (1 —sinec (W?r?e%xﬂdn (Sm,t) — do (gm,t)|}) >

ou D représente le support temporel du signal eg, (S, fe, t). On peut également utiliser 1’approximation
suivante :
10 * logy ((1 —sinc (7T:E)2)) ~ 1.5 % (10 * log,o (z)), =z <1072

Pour fixer un ordre de grandeur, si 2 = 1072, alors :

/ er, (D[ dt

c’est a dire que 1’énérgie de I’erreur d’approximation linéaire £, (¢) est 1000 fois plus faible que le signal
approximé. Par conséquent si :

B

_maX{|dn (Cm,t) _dO (Cmat)|} < 10_27 ne [LN]a (15)

c teD

< / |6Rn <§m7f07t)|2dt —30dB,

dB dB

alors (14) peut s’écrire pour I’ensemble des N récepteurs de la facon simplifiée suivante :

A
x(m,t) = a(Sm,fet)eo (Sm, fe,t) [EfRn (ferug, (m,2) - (T (S, for t) B (fo, ur (m,t)))}(m)
€o (§m7 fC> t) = eijQﬂfCM / er (f) eijQTrde(gcmyt) ejzﬂ'ftdf

dn (sm,t)—do (sm,t)

Qn (Cm’ fw t) - (a)n (Cm’ fw t) = <\/GRn (fca Ug, (mv t)>€_j27rfc ¢ ) \/GT (fc7 ur (mv t))
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2) Sources de signal ponctuelles en champs lointain (ondes planes):

Rappelons que nous appelons contributeur (électromagnétique) tout ensemble d’interactions électromagnétiques
(propagation, diffraction, réflexion) aboutissant a I’établissement d’un régime de transmission entre une
antenne d’émission et une antenne de réception. Nous choisissons le centre de phase O du réseau de
réception comme origine du repere géométrique.

Le signal recu par le récepteur n localisé en pg, () par I'intermédiaire d’un contributeur m, provient
d’une interaction électromagnétique (la derniere) se comportant comme une source d’onde TEM localisée

en pp,, (t), ce qui conduit, sur ’ensemble du trajet géométrique a :

d (Sm:t) — do (Sm,t) = [|Pp,, (t) = Pr, ()] = [Pp,. (I,

avec :
2
Pk, (1) IPr, () Po,. (1)
IPp,, () = Pr, (DI = lIPp,, ()] \/1 —2up,, (t) - ——57 + ( - , up, (t) = —"—t
Ipp., DI \lPp,, @) [Po,, ()]l
Par conséquent, si ||||§§" ((?)|||| << 1 (distance source-réseau de récepteurs grande devant la dimension du

réseau de récepteurs), alors I’onde sphérique est assimilable a une onde plane :

Ipp,, (t) = Pr, | = lPp,, )|l —up,, () Pr, () = dn(Sm,t) —do (Sm,t) = —up,, (t) - Pr, (1),
(16) devenant :
&

4ﬂ_fRn (fw ug, (m’ t)) . (T (Cmafca t) fT (fca ur (mv t))) (17)

X(m,t) = a(gmyfcat) €o (§m7fcat) |:

. d
—jorfe O(Ccmyt)

1 (sm,t) .
€o <§m7fcat) = € er (f) 6*]27rfdo%€j27rftdf

ol

up, . (t)-PR, ()

an (Cmv fCa t) - (a)n (Cmv fCa t) = <\/GRn (fcv ug, (mv t))ej%fc ‘ ) \/GT (fc, ur (mv t))
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IV. MODELES D’ OBSERVATION PARAMETRIQUES POUR RADAR ACTIF EN PRESENCE DE
DIFFRACTEURS PONCTUELS

Nous nous focalisons plus particulierement sur les radar actifs, c’est a dire les radars historiques pour
lesquels les émetteurs émettent des forme d’ondes er () (signaux en bande de base) connues des récepteurs
radar.

Dans ce contexte, nous nous interessons a la transmission par un systeme radar MIMO (Multiple Input -
Multiple OutPut, par analogie avec la terminologie des télécommunications) :

e de [/ ondes TEM par un réseau de I émetteurs,

e 2 destination d’un réseau de N récepteurs,

e par 'intermédiaire de M contributeurs EM de type diffracteur ponctuels (aussi appelés points brillants)
en champ lointain D,, localisés a la position pp, () et caractérisés par une matrice de diffraction (8)

S (f, g (t), ur (1)),

Alors la contribution des M diffracteurs ponctuels au signal re¢u par le récepteur n en sortie du filtre de
Hilbert, en approximation bande étroite, pour des émetteurs et des récepteur linéaires, s’écrit (13) :

ZEn(m,t) = th Sms ca (Cma c,t) (18)

B;

_ zn<<mt) o i (smot)
R, (Smo fit) = 7P / ST It

B (S, fLi1) = /\—( \/GRn fe,u t))V/Gr, ( m,t))x )

Aw \ [fr, (f2 ag, (m, t)) ( (cm,fc,t)fn (f ur, (m. 1))

i Sm (f> Uup, <m7 t) , UT; (m7 t))
TS ) = s @ om0 O]
Pr.D,, () =Pp,, () —Pr, (t), Prp, () =PD, (t) —Pr ()
P10, (1) PR.D,, (t)
Ipr:D,. (D) IPr.D,. (B)|

En radar actif, les matrices de diffraction S, (f, ug (t), ur (¢)) des diffracteurs ponctuels sont des grandeurs
inconnues qu’un radar ne cherche en général pas a estimer. En effet, S,, (f,ur (t),ur (t)) dépend non
seulement des directions de propagation des ondes incidentes (ur, (m,t)) et diffractées (ug, (m,t)) mais
également de 1’attitude relative (rotations) du diffracteur relativement a I’émetteur (7;) et au récepteur
(R,), ce qui multiplie les paramétres inconnus a estimer et pose des problemes d’identifiabilité (cf.
paragraphe X-B).

En pratique, on considere qu’il est impossible de déduire une information pertinente caractéristique du
diffracteur a partir d’'une mesure de S,, (f,ug (t),ur (f)) et on se restreint a la mesure du coefficient
complexe de diffraction:

O (Smnfst) =, (Foun, (m,0)) - (VATS, (f up, (m, 1), ug, (m, 1) B, (f, ug, (m, 1))
O-iz (§m7fv t) = fRn (fa Ug, (mv t)) ' (S#Lgo (f? ug, (m’ t) » UT; (m7 t)) fTi (fv ur; (m7 t))) (19)

En termes radar, 0% (G, f, t)\2 est la Surface Equivalente Radar (SER) rapportée a 1’isotrope. On remar-
quera que la SER integre non seulement I’information de diffraction mais également les informations de
polarisation de 1’onde incidente (fr, (f,ur, (m,t))) et de ’onde diffractée (fz, (f,ugr, (m,t))).

. dy (Smst) = [Pr.D,. D) + P70, (D]

ur, (m,t) = ug, (m,t) =
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Sous cette restriction, le modele d’observation paramétrique pour un radar actif MIMO devient :

Tn (myt) = Zhl (Sims firt) € (Sims f1,) (20)

’i
d 4 (Sm.t) db(sm,t)
—j2m fi —j2nf =T 927 ft
(Cma c7t) - jenfe / g2 f ¢ e’ f df

A, ol (S, i, 1)
E Tomn Ol 1950, @1

h; (Cm’ é?t) = \/GRn( é’uRn <m7t))\/GTi( é?uTi (m7t))<

ou )\’ fi est la longueur d’onde associée a I’émetteur 7;.
c

A. Calcul des retards de propagation pour les mouvements accélérés uniformes (MAU) et rectilignes
uniformes (MRU)

La propagation du front d’onde EM entre un émetteur de position pr (¢) et un récepteur de position
pr (t) satisfait I’équation :
Ipr (t) = pr (t =7 ()] = d(t) = c7 (t) 2D
ou 7 (t) est le retard de propagation a I’instant de réception t.
Dans le cas général, (21) n’admet pas de solution en 7 sous forme analytique. Par contre une solution
sous forme analytique existe dans le cas particulier des mouvements accélérés uniformes (MAU) :

Pr (t) = Pr+ Vit + 35t pr (t) = pr + vt + 2yt
Vi (t) =gt + Vg ’ vr (t) =gt + vr
pour lesquels I’equation (21) devient :

2
[oZdl

17 O+ (vr-ve )7 @ + (Ive O =37 - pra () — &) 7 (1)*
+2(vr (8) - pre () 7 () + [prr (D=0 (22)

avec prg (t) = pr (t) — pr (t). La solution de ’équation du 4eme degré (22) est donnée par la méthode
de Ferrari.

La forme de la solution se simplifie notablement pour les mouvements a accélération nulle, c’est a dire
les mouvements rectilignes uniformes (MRU), pour lesquels (22) devient :

— (@ = Ivell*) 7 (8)* + 2 (vr - pre (1) 7 () + Ipra (1)]|* =0, (23)

équation du 2nd ordre dont la solution est :

—prr () vr + ) (pra (t) - vr)’ + [pra (O (¢2 = vrl?)
T (t) = 5 (24)
(e = lIvrl?)
Si ||vr|| < ¢ alors :

7 (t) = lprr ()] | Prr (t) vr (luTR (t) - V_CT _ 1) urg () =

prr (1)
Ipre ()]

c c c \2
Or :

t) v 1 v t)| v 1 v t
prr(t) vr Ln - Y2 2 1)| < [prr (O] [[vrll L) YE 1| < Iprr (1]
c 2 & 2 c
par conséquent, si ||[vy| < ¢ :

t
() ~ PR (1)]] (25)

C
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B. Modéle d’observation paramétrique pour les mouvements rectilignes uniformes radials (MRUR) et
radar MIMO quasi-monostatique

Un radar MIMO quasi-monostatique est un radar pour lequel :

e les réseaux d’émission (I émetteurs) et de réception (N récepteurs) vérifient tous deux 1I’approximation
réseau bande étroite (cf. paragraphe III-E1),
e relativement a un centre de phase commun O (que nous choisissons comme origine du repere géométrique)

Sous cette hypothese, le modele d’observation pratique pour un radar actif MIMO (20) devient :
I

A ol (o fiit)
ITL (mat) - a:z cma c?t CW’H c?t < 3 - < (26)
; ( Jeo! )(47r)2 1D, (1)

B

7

2

B.:

_

2

o iup,, (DPR, () L uD,, ()P, ()
(Cma ¢ ) (\/GRn c,uRn m t))eszfCAD CPR ) (\/GT o m t))ejzﬂf up ) T, )

ou 7, (t) est le retard de propagation introduit par le diffracteur ponctuel m a I’instant de réception ¢. Si
la cinématique du diffracteur ponctuel m est un MRUR :

Pp,, (t) =up,, (rm + vint)
ou r,, et v, représentent respectivement la distance radiale (a ¢ = 0) et la vitesse radiale, alors (25) :

@)~ (22O 00 €= DIl O 2,

Dans ce cas :

2
(cm, c,t) — e i2mfirm(t) / er, (f) 6—]27rf( P42 ”mt)df

amTZ f —jor f 2rm
eT am, c
—j47‘l’rm+vmt g (am>
— 7 6]27rftdf
Ay
B;
—oum 5t
—jdm Tmtpmt 2rm 20,
(§m7 7t) = ¢ ¢ er | Oy t_T ) am:]-_T

Finalement, le modele d’observation paramétrique en sortie du filtre de Hilbert d’un radar MIMO quasi-
monostatique, a réseaux d’émission et de réception bande étroite, en présence de M diffracteurs ponctuels
D,,, en champs lointains dont les cinématiques sont MRUR (pp,, (t) = up,, (rm + v,mt)) est donné par :

M
x(t) = Z x (m,t) +n(t) (27a)
m=1
! . . ﬂ-’“m'*‘“mf m t— 2rm )\Z i t
S (g, flt) e TR (O (8 = %)) Ao (Smofis 1) (27b)
i (rm + Umt) (47’(’)§
i ; - . i UDy, PRy, (V) - . i WDy, PT; (1)
CL; (§m7 fczﬂ t) - ( GRn ( e qu)6J27rfC - CR > ( GTi ( e qu)€]2Trfc : CT ) (27C)
B B 20,,
R.(f). f € {—5,5} = Ra(7), =1-== (27d)
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C. Modele d’observation paramétrique pour les mouvements rectilignes uniformes radials (MRUR) et
radar SIMO quasi-monostatique

Un radar SIMO quasi-monostatique est un radar pour lequel :
e le réseau de réception (/N récepteurs) vérifie 1I’approximation réseau bande étroite (cf. paragraphe I1I-E1),
e le réseau d’émission est composé d’un seul émetteur (I = 1),
e le centre de phase O du réseau de réception coincide avec la position de 1'unique émetteur (que nous
choisissons comme origine du repere géométrique).
Dans ce cas, (27a-27d) se simplifie notablement pour devenir :

t _ 2rm
" _ s Fo 7]4#% er (am (t s )) )\CO' (gmaéfc,t> i " (28 )
X mzl e Jot (P + V) (47)? n ) )
an (Cm’ fca t) _ ( GR fca up,, )€j27rfc UDm-lan(t)) GT (fw qu) (28b)
B B 20,
Rl‘l(f)vf € |: §E:| Rn(T)a _1_1}7 (28C)

Les modeles d’observations paramétriques de radars actifs MIMO (27a-27d) ou SIMO (28a-28¢) quasi-
monostatiques, peuvent encore €tre simplifiés si nous faisons I’hypothese que le coefficient de rétrodiffusion
de chaque diffracteur ponctuel D,, est constant (o (s,,,/f’,t) = o' ) durant la durée d’observation. Cette
hypothése est plausible lorsque les durées des signaux en bande de base émis er, (t) sont suffisamment
petites pour négliger les mouvement de rotation des M diffracteurs ponctuels autour de la direction
géométrique portant leur MRUR.

Sous cette hypothese, (28a-28c) est un cas particulier du modele général d’observation paramétrique :

x(;0) =s(t;0,) +n(:6,), 6" =(00.6]), s(t:6,)=> b(tien)on=B(“:E)a (29)

T T

0 = (", 0" E"), E'=(ef,....e}), o' =(o1,...,0m)

ou :

e s (t;0,) est le signal radar d’intérét formé par la contribution des échos rétrodiffusés par les M points
brillants,

e b (t; €) est le modele de propagation (fonction de transfert spatio-temporelle) de durée finie 7" dépendant
de P parametres réels € = (1, . .. ,5p)T,

e o est 'amplitude complexe supposée constante durant la durée 7',

e n (¢;0,) est un bruit additif qui englobe toutes les nuisances possibles (bruit thermique, interférence,...)

et qui dépend du vecteur de parametres 6.

Le modele d’observation (28a-28c) correspond a :

—j47r%£’t€T(O‘( _2?71)) Ac a:1_2_v

(r +vt)? (4@% ’ c
ou (#, ¢) désigne un couple de deux angles directs paramétrant la direction supportant le MRUR (up, (6, ¢)).

P=4, e=(rv,0,9), b(te)=ale, f,t)e

Pour résumer, le compromis simplicité mathématique du modele d’observation (27a-27d) / généralité
de I’architecture radar considérée, est celui du radar SIMO/MIMO quasi-monostatique dont les réseaux
d’émission et de réception sont bande étroites, dotés d’électroniques linéaires, éclairant des diffracteurs
ponctuels en MRUR.

Dans ce contexte, les cibles ponctuelles ont pour parametres inconnus les parametres cinématiques réels
(r,v,0,¢) et le coefficient de rétrodiffusion complexe o.
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Ce compromis permet une modélisation suffisamment précise des formes d’onde recues pour permettre
une évaluation réaliste des performances en estimation du couple de parametres (distance, vitesse) radiales
d’une cible, couple de parametres estimés par la quasi totalité des radars (a contrario de la direction radiale
qui généralement n’est pas réellement estimée, mais fournie par la direction principale de rayonnement
de I’antenne de réception préformée analogiquement ou numériquement).

Il souleve le probleme de I’estimation de parametres mixtes (complexes et réels) et le calcul de la BCR
associée, calcul déja abordé dans la littérature courante [62][68] mais que nous éclairons (dans le chapitre
suivant) sous I’angle de la minimisation d’'une norme sous contraintes linéaires [38], généralisant les
résultats introduits dans [11, IL.B] pour des parametres réels.
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V. BORNE DE CRAMER-RAO POUR PARAMETRES DETERMINISTES MIXTES (REELS / COMPLEXES)

A. Introduction

Les bornes minimales d’estimation permettent de calculer la meilleur performance au sens de 1’erreur
quadratique moyenne (EQM) qu’un estimateur sans biais peut espérer atteindre pour un modele d’observation
donné. Nous distinguons deux catégories de bornes minimales : une catégorie concerne le cas ou les
parametres a estimer sont supposés déterministes, et une autre concerne le cas ou les parametres sont
supposés aléatoires munis d’une densité de probabilité a priori. Nous nous intéressons dans notre étude
au premier cas. Parmi ces bornes déterministes de ’'EQM, c’est la Borne de Cramér-Rao [13][20][44] qui
a été dérivée la premiere. Depuis, elle a été la borne minimale la plus utilisée en raison non seulement
de sa simplicité de calcul, mais aussi parce qu’elle fournit des expressions analytiques exploitables. De
plus, dans un grand nombre de problemes d’estimation (notament pour des observations gaussiennes),
I’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) atteint la BCR asymptotiquement [63][18] (a RSB
élevé [46] et/ou grand nombre d’observations [13]). Le fait que la BCR est dérivée sous la condition sans
biais la moins exigente, i.e. locale (au voisinage d’une valeur choisie du parametre), lui confere la propriété
d’étre la plus petite borne minimale de ’EQM d’un estimateur sans biais [2][8][36]. Cette caractérisation
des estimateurs sans biais a €té généralisée par le travail de Barankin [2] qui a établi la forme générale de
la plus grande borne inférieure d’un moment absolu d’ordre quelconque d’un estimateur sans biais, dont
I’EQM est un cas particulier (moment d’ordre deux). Le travail de Barankin permet de dériver la borne
la plus grande (borne de Barankin : BB) basée sur I’exigence la plus forte caractérisant un estimateur
sans biais, i.e. sans biais sur l’intervalle de définition des parametres. Malheureusement, la borne de
Barankin est la solution d’une équation intégrale [10][19][61] qui est généralement incalculable. Depuis,
plusieurs travaux détaillés dans [10][61] ont été consacrés a la dérivation d’approximations calculables
de la Borne de Barankin. Ces travaux ont montré que 1’ensemble des bornes inférieures de I’EQM locale
pour estimateurs sans biais pouvait étre divisé en deux classes : la classe des bornes pour “Erreur Faible”
(Small Error bounds) et la classe des bornes pour “Erreur Forte” (Large-Error bounds) dont les représentant
caractéristiques sont respectivement la BCR et la BB.

Les travaux de [48] ont montré qu’on peut distinguer trois régions de fonctionnement de I’Erreur
Quadratique Moyenne de ’EMV:
e [a zone de non-information est la zone ou le RSB et/ou le nombre d’observation est tres faible.
L’observation se réduisant au bruit ne fournit plus d’information sur les parametres du signal utile. L'EQM
tend alors vers une valeur asymptotique ne dépendant que du bruit.
e La zone de décrochement est la région ou 'EQM s’accroit rapidement quand le RSB et/ou le nombre
d’observations décroit. La nature de ce phénomene est diie généralement a 1’exploration des lobes sec-
ondaires par 'EMV [36][48].
e La troisieme zone est la zone asymptotique ou le RSB et/ou le nombre d’observations est élevé. 'EQM
de TEMV atteint généralement la BCR.
Bien que la BCR ne prévoit pas le seuil de décrochement et qu’elle soit excessivement optimiste dans
la zone de non-information, elle reste un outil pratique pour 1’analyse et la conception des systemes
d’estimation dans la zone asymptotique. En ce sens que si les performances obtenues dans cette zone ne
sont pas conformes a celles requises, alors c’est une indication qu’il faut revoir la conception du systeme.

La plupart des problemes faisant appel a la BCR a été initialement formulé pour des parametres réels
[28]. Toutefois, certaines applications telles que le radar sont confrontées au probleme d’estimation de
parametres mixtes complexes et réels éventuellement sous contraintes. Par conséquent certains développements
théorique sur la BCR ont été présentés dans des recherches antérieures, pour prendre en compte des
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parametres complexes [62]. Cependant, les démonstrations associées requieérent une manipulation ma-
tricielle plus au moins lourde et manquent de lisibilité. Dans ce chapitre nous allons montrer que 1’utilisation
de la différentiabilité complexe [7] introduit dans de nombreuses applications de traitement du signal,
permet de généraliser aux parametres mixtes complexes et réels la dérivation de la Borne de Cramer-Rao
par la minimisation d’une norme sous contraintes linéaires présentée dans [11, II.B] pour des parametres
réels. Cette approche permet:

e d’éviter les transformations matricielles généralement utilisées quand il s’agit de parametres complexes
[27][68],

e de rectifier et de simplifier des résultats antérieurs [62],

e de clarifier quelques conditions de régularité qui sont inutilement restrictives [63][58][59][1][4].

B. Differentiabilité sur les corps des nombres réels et complexes

Etant donnée que I’ensemble des nombres complexes (C) et ’ensemble des nombres réels (R) sont
deux corps (commutatif), la differentiabilité d’un vecteur des fonctions f (8) : (k') — k< ot k' = C ou
R et k = C ou R est caractérisée par la propriété suivante [17]:

of (0)

06"

£(0+d6) =f(0)+ A6 +0(df), o(d0)=do®e(dd), lim |e(dd)|=0  (30)

|dOe[|—0

ol || || est la norme canonique Hermitienne (ou Euclidienne) sur (k)" ou k?: ||x|| = /32, |2;|*. Puisque
(30) reste vérifiée si O contient des composantes mixtes (complexe et réelles), toutes fonctions de 6 =

T
(Re {6.}" . Im{6.}", BTT> € R2PtPr g, € CP 0, € R" | admet une forme duale :

f(0) : R*Fe+Pr 5 k@

N N %(Zl—FZg) VAL
f0)=1f(0), f(z)=f1 Q_j(Zl—Z2> L Z= | 2z cCPe x CPe x R — k9
Xy X

T ~
ol 6 = <00T, Gl OTT) € C?Fe x R, De plus, si f et f sont différentiables (30), alors :

o O) of (2)

f (z) f (z)
aHT az? dZ2 +

T T
0z )

dzq, + dx,

z=0

ou sous une autre forme:
of (0 of (0 of (9 of (9
—(T)dO = (_>T de. (_)T ae: (;)
00 0(6,) 0(07) 00,
a condition que les variables 6. et . soient considérées indépendantes pour la dérivation. L’utilisation
de la notation (1) nous permet d’écrire I’identité ci-dessus sous la forme compacte suivante:
of (6 of (8
0) 4 _ %O
00 00
laquelle reste encore vérifiées si P, = 0 ou P, = 0. D’autres propriétés peuvent étre dérivées de (31)
telles que:

0,, do* = (d6,)"

a6, de* = (d6.)" 31)
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T
o si f( ) est une fonction a valeurs dans R et que 6 = (Re {OC}T ,Im {OC}T) (P, =0) alors [7] :

aR { 0 rdRe{6.} = )
afo 28(0
- {9} rdTm {6} = j 71 dlm{e}—Jam)dIm{e}
@
ofO) _ 0f(9) 6f(0) of(0) 1 of(0) 1 of(0)
ORe(0.)7 00T " 0(02)T 2697 — 2 \o9Ret6.}” " ) otm{0.37
ofe) _ . ofe) . 9f(0) of(@) _ 1 [ _of) . 9£(6)
otm{6.}”  Jaw)T ~ Jaen)T 20T — 2 \oRre{6.}7 ) 9Tm{0.37

« et, par conséquent, que f ( ) soit a valeurs dans R ou dans C :

or@) ) _of@e (@) _ o

0(8.)" 0(6:)"" \o(6.)" 0(6;)"

Pour des raisons de lisibilité, nous utiliserons la notation f () pour désigner f ( ) quand la variable 6
est mixte (1).

C. Borne inférieure de I’EQM et minimisation de la matrice de Gram

Nous considérons les notations suivantes :
e x est le vecteur des observations aléatoires de dimension NV,
e () est I’espace des observations,
o L?(Q) est I’espace d’Hilbert complexe des fonctions de carré sommable sur €,
e p(x;0) est la densité de probabilité de x paramétrée par le vecteur @ = (64,...,0p) € O, ou O est
I’espace des parametres.
Les conditions de régularité de p (x; @) sont :
e VO € ©,Vx € Q,p(x;0) > 0 presque partout dans €2,
e VO € O,Vx € Q,p(x;0) est continue et différentiable par rapport a 6,
e p(x;0) n’intégre pas de densité de probabilité pour variables aléatoires discretes.'.
De plus, nous supposons que le vecteur des parametres € contient P, > 0 parametres réels inconnus
(retard, directions d’arrivée, ...) et P. > ( parametres complexes inconnus (fonction de transfert spatiale,
amplitudes complexes, ...) ou 2P, + P, = P. Dans ce cas, la densité de probabilité est de la forme:

p(x;0), 6=1(6,....00)" = (Re{67) Im{67} 67)" €R” 6,eC” 6,cR™ 2P.+P. =P
D’apres le paragraphe précédent, p (x; @) peut étre aussi paramétrée sous sa forme duale :
p(x;0), 6 = (Re{@f},lm{@?},@f)TeRP (32)
p(x:0), 6 = (eCT, (ez)T,ef)T cC? xR 2P, +P =P, P.>0, P,>0 (33)

Dans la suite nous ne considérons que la deuxieme forme (33) puisque elle prend en compte la forme
(32) quand P, = 0.

Soit §° la vraie valeur du parametre 6, et g (6°) (x) un estimateur de g (6°) en 6° avec
g(0)=1(01(0),...,90.(0),90.41(8),...,90(8))" un vecteur de Q fonctions de 0. Les Q. premieres
fonctions sont des fonctions a valeurs complexes , et les dernieres (), = () — (). fonctions sont a valeurs

—

'La BCR n’a pas été a I’origine dérivée pour traiter le cas des distributions discrétes et nous n’abordons pas cette question dans le présent
document. Pour les distributions discretes, voir [8].
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—

réelles, ou Q. € [0,Q)]. On dit que g (8°) (x) est un estimateur sans biais de g (8°) a la valeur ° si

[2][10]: . o
Ep [5(6°) ()] = 8(6°) = [ £(8) (0w (x:6") ax. (34
Q

ce qui implique que <g (6°) (x)) est également un estimateur sans biais de g* (8°) en 6":

By (5@ @) | e @) = @) ] - (@). 39

Sachant que la propriété sans biais reste vérifiée par une transformation linéaire ([2][10]), alors :

V6 e 9 By [67g(6°) (x)] = 67 (6%) (36)
g(8') = (0(6°).-.00.(6") .57 (€).. .. 05, (6°) 9011 () ... 90 (6"))"
JQ\O)(X) N ( (i)\( ;0 9q. (8 0) <91T(90)( )) S QQC(QO)(X)) 7
Jar1 (0) ). 90 (€°) ()

Pour avoir une caractérisation exhaustive de toutes les composantes réelles et imaginaires de I’estimateur
(00)( ) qui contient a la fois des fonctions a valeurs réelles et d’autres a valeurs complexes, la
—_—

construction d’un estimateur sous la forme de g (QO) (x) est nécessaire car:

0N 0N A By T
M Re{g(0) 0} =672 (69) (0, 8= (32 % M g )
Wi {g (6°) ()} = 6"g (6") (x), &=
contrairement a 1I’approche présentée dans [62], ou la caractérisation de g (QO) (x) est partielle du fait
qu’elle ne permet pas d’extraire les composantes réelles et imaginaire séparément. Par conséquent, les

performances statistiques de tous estimateur de g (QO), sans biais en 0°, est completement caractérisé (au
sens de ’EQM) par :

EQMgo [5Tg/(Q\O) (X)] = / ‘5T <@ (x)—g (Q0)> ‘Qp (X;QO) dx, (37)

Q

T
M1 HQc M1 o)
2/ 250 25 1ttt 25 7/“LQC+17"'7:LLQ>

ce qui peut étre interprété comme une norme dérivée d’un produit Hermitien ( | )0 dépendant de p (x; QO) :

EQMy (675 (6") (0] = o7 (2 (6") () - 5 (6))

2

(960 | h ()} = By lg () 1 ()] = [ 9 W () p (x: 8°) dx %)

Finalement, (37) peut s’exprimer par (4) :
Vo € C29 9 EQMy [5T (6°) (x)] = 0" Ggr ({g/(Q\O) (x)-g(6")})o (39)
| ()} = {h (%), . ho (X)) (40)

est une famille de vecteurs et (3) :

(Goo (100}, (e}, ) = (0 () | € (X))o = B [, (X)c; ()] . (4

p.q
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L’expression (39) montre clairement que les performances statistiques de toutes combinaison linéaire des
—_—

—

composantes de g (6”) (x) sont complétement caractérisées par la connaissance de G go <{ g (8") (x) —g (8" })

D’ou I’intérét de trouver une matrice Bgo indépendante de g (6°) (x) et capable de borner I'EQM (39)
(au sens de la relation d’ordre définie par Lowner [26, §7.7]) :

BQMp [67g (6°) ()] > 6"Bps & Gy ({2(69) x) -g(6")}) > By

Lors de la recherche d’une borne inférieure de ’EQM, la propriété (38) nous permet d’utiliser deux
résultats fondamentaux :

e la généralisation de I’inégalité de Cauchy-Schwartz aux matrices de Gram (généralement connue sous
le nom d’inégalité de covariance [3][1]).

e la minimisation d’une norme sous contraintes [2][10][19][23] comme énoncée dans le Lemme 1 [9].

Lemme 1

Soit U un espace vectoriel hermitien de dimension quelconque ((5111'6 ou infinie) sur le corps des complexes

C. Soit {c}[1 « une famille de K vecteurs de U telle que G c}[1 K]) = MDM", M € M¢ (K, K),

MM = Iz, D = Diag (dl,...,df{), di > ... >dz >0, K < K. Soit {u}[lQ] une famille de ()
vecteurs inconnus de U. Alors la solution de: 7

min {G <{u}[l,Q]>} sous G ({u}[w] ,{c}[LK]) =V e Mc(K,Q)

est:

min ub )= , ou, = = kg Chr A =

si et seulement si V vérifie (MMH) V =V, ie. si et seulement si V € Im {G ({c}[1 K})} .

Si G <{c}[1’K]) est une matrice de rang plein, alors (42) se réduit a:

{llir}lin {G <{u}[1’Q]>} =VIG <{C}[1,K]>1 A\

[1,Q]

Nous utiliserons le Lemme 1 en prenant {u}[1 o = { g (QO) (x)—g (QO) }, car il permet une meilleure
compréhension des hypoyheses associées aux différentes bornes de I’EQM [10][19][23].

Pour des raisons de lisibilité, nous écrivons min {G ({u}[1 Q])} pour désigner {n}lin {G ({u}[1 Q}) }
el ’

La solution triviale du probléme de minimisation de G yo ({ g(0") (x) —g (6 }) sous les contraintes

(34) ou (36), est donnée par :

/GT

Bgp =0, g(0°) (x)=g (8"

ce qui conduit a la fois a une borne nulle (0) et une solution inacceptable parce que non seulement
elle requiert une connaissance a priori de la vraie valeur recherchée (QO) du parametre (@) mais aussi



27

parce qu’elle est indépendante des observations. Pour éviter la solution triviale, il suffit d’imposer des
contraintes que la solution triviale g (QO) ne peut pas vérifier. Dans [2] Barankin propose la contrainte :

Eo [g/(QT) (X)} =2(0),v0c© (43)

qui est une contrainte sans biais uniforme (vérifiée pour toutes les valeurs possible de 8°). L obtention
d’une solution analytique de la minimisation de Ggo ({g (6°) (x) — g (8°) }) sous (43) est dans la plupart

des cas impossible [2][10]. Cependant, si g (@) est différentiable en 0°, il est possible de trouver une
solution analytique du probleme de minimisation mais sous une contrainte moins restrictive, en relachant
le critere de qualité sans biais uniforme (43) a un critere localement sans biais :

Egoyag [g/(Q\O) (X)} =g (6° +dB) + o (db). (44)

Si g (@) est différentiable en 6°, le développement de Taylor au voisinage de 6° des deux termes de
I’égalité (44) s’écrit :
— — Ip (x; 6° dg (6°
Ep |8 (6") ()] + / g(6°) (x) %;)dx d0 +o(d8) = g (6°) + %d@ +0(d0)
A (4 (24
et I'unicité du développement de Taylor conduit a la contrainte suivante:

— Ip (x; 6° og (0° — dlnp (x;6° g (6°
/g(QO) (%) péQT )dXZ %é:r) g(Q>(X) Z;éT >] = %éT)

<~ EQO

Q

laquelle est équivalente a:

5 01 6" g (0°
fo | (0 0 - (@) 55 21| - LD @
puisque : 5 (x:0) op (x: 0)
Inp(x;0)| p(x;0)

Par conséquent, le probleme de la recherche d’une borne minimale de I’'EQM d’un estimateur localement
sans biais revient a un probléme de minimisation d’une matrice de Gram G go ({g (6°) (x) — g (8°) })

sous deux contraintes sans biais, 1’une d’ordre 0 (35) et ’autre d’ordre 1 (45) :

min {GQO ({u}m) } sous (35) et (45)
)

T
min {Ggo ({u}[w])} sous Ggo <{u}[1,Q] ’{C}[l,P+1]> = ( 067 ) 47)

fup,, ={e@) 0 -g@)} (o, = {{ (31%?@)*} ! (X)}

L’ obtention de la solution de (47) et des principaux résultats théoriques de ce chapitre est facilitée par la
connaissance des deux lemmes complémentaires suivants [9] :
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Lemme 2

Soit U un espace vectoriel hermitien de dimension quelconque (finie ou infinie) sur le corps des complexes
C. Soit {c}[1 oy Un€ famille de K + 1 vecteurs indépendants de U et soit V une matrice de Mc (K, Q).

Alors, le probleme de minimisation de G ({u}[1 Q}), oul {u}[1 o, €5t une famille de Q vecteurs inconnus
de U, vérifie I’équivalence suivante:

. G (), () = | o |
min {u} o SOus [1.Ql [1,K+1] 0
oo, )) o )

min {G <{u}[17Q])} sous G <{u}[w] ,{c}[l’K]) =V

Lemme 3

Soit U un espace vectoriel hermitien de dimension quelconque (finie ou infinie) sur le corps des complexes
C. Soit {c}[1  une famille de K vecteurs indépendants de U et soit V une matrice de Mc (K, Q). Alors,

le probléme de minimisation de G ({u}[1 Q}), ou {u}[1 o, €St une famille de Q vecteurs inconnus de U,
vérifie I’équivalence suivante:

min {G ({u}[LQ]>} sous ({u&1 o Ac } ]) =V e Mc(K,Q)

| TG ({u}, , - {e}, ) = TV € Mc (K, Q)
win {G ({u}, )} sous { TEJ\SC (KK)., [IT]I)%O h (49)

bl

7
; <{ }[IQ {c }[I,K]> =TV e M¢ (K, Q)
min {G ({u}[l,Q])} sous ZTklcl’ TeMc(K,K), |T|#0

=1

i.e. le probleme de minimisation est invariant par une transformation bijective des K contraintes linéaires.

La solution de (47) peut étre obtenue directement en utilisant le Lemme 1 [9]. Cependant, I’utilisation du
Lemme 2 permet de réduire le nombre de contraintes et de simplidier 1’expression analytique du minimum
associé. En effet, (47) est équivalente a (Lemme 2):

min {GQO <{u}[1’Q]>} sous Ggo ({u} o e }[1,P]> _ (85 (QO)) (50)

00"

fub,, = {e@) @ -g@)}, fc},, = {(%(QX@)*}
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ce qui conduit a la solution suivante (Lemme 1):
H T
. ——= og (0°)"\ ., (0 (6"
n{Gp ({e@) 00 -s0})} - (2550 ) w (EF) e

Fpo = G ({(Mng(ﬂx;@)*}) _ g, |22 (x:9) (alnp<x;g>>H]

00 00
e - (5E0) ()

eff

ap(x:0) \ "
08
soulignons ici que (51) est une généralisation de la dérivation de la BCR donnée en [62, (11)(13)],

cette derniere ne permettant pas d’avoir une caractérisation exhaustive des parties réelles et imaginaires
—_—

a condition que FQo = GQo <{< , Matrice d’Information de Fisher, soit inversible. Nous

de toutes les composantes du vecteur g (8°) (x).

D. Conditions de régularité

Certains résultats sur la dérivation de la BCR deviennent plus simples et plus généraux en utilisant
I’approche ci-dessus, d’autant plus que dans la plupart des cas de la littérature, ils n’ont été obtenus que
pour des parametres réels. Parmi ces résultats, citons le relachement des conditions de régularité :

1) Conditions de régularité nécessaires:

L’approche actuelle permet de rappeler qu’il est inutile d’exiger une condition de régularité permettant la
permutation de ’intégration et de la différenciation [2][8][21], contrairement a ce qui est revendiqué par
la plupart des auteurs dans le domaine [63] [58][59][1][4] En effet la seule exigence est :

alnp x; 0) op (x;0) 1 1 Op (x;0) 9
Vp € [1,P], Ey ’ ] /’ Xe)dx<oo<:> o8 06, € L*(Q)

2) Conditions de régularité suffisantes:

Pour des raisons de simplicité, nous considérons dans cette partie que le vecteur @ ne contient que des
paramétres réels: @ = 6 € RP.

Il est assez simple de réaliser avec I’approche proposée, que la condition de régularité habituelle sur la
différentiabilité des deux fonctions p (x;0) et g (0) a 8° peut étre assouplie 2 une semi-différentiabilité

et e 1ete s R . . e ar(et 8
(différentiabilité a gauche et a droite) sous certaines conditions. Notons par f((%’ ) et f(g - les vecteurs

de dérivées a droite et a gauche. La contrainte du premier ordre donnée par (45) dérivée sous I’hypothese
de la différentiabilité, peut aussi étre écrite pour la différentiabilité a gauche et a droite:

i |(167) 00— (00) "5 | = g

00" 00"
P np(x;0°F 0+
By | (2(6%) () — g (67)) 2l ) 2slo )

soit encore, sous la forme d’un ensemble de contraintes:
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La recherche de la minimisation de Ggo <{u}[1 Q]> sous (53) suit toujours le méme schéma ou I’ensemble

des vecteurs {C}[l,zp] doit étre réduit a un sous-ensemble de vecteurs indépendants, en procédant selon la
démarche suivante :

1) Pour tous paramétres 6, ol les deux fonctions g (8) et p (x; ) sont différentiables en 6°, I’ensemble
des deux contraintes suivantes :

Eo | ((67) (x) - g (6°)) 22| — 250

00y 90y (54)
Ey | (2(6%) (x) — g (67)) 2220 | — 220)

doit étre remplacé par la contrainte équivalente réduite:

Jlnp (x; 00)] _ g (00)

Ego <@ (x)—g (90)> a0, a0,

2) Pour tous paramétres 6, ot p (x;0) ou g (@) sont non différentiables en 6°, trois cas possibles sont a
distinguer :

0 lnp(x;eo_ ) ot o] 1np(x;00+)

premier cas : sont des vecteurs indépendants et les deux contraintes associées

' 90, 90,
(54) doivent étre conservées.
. dlnp(x;0°~ dlnp(x;0°t ., P og(6°~ og(6°F
deuxiéme cas : é()g ) = 5)9 ) (vecteurs liés, éventuellement égaux) et 729 ) =« ige ),
P P

. . P, [N . . . e AP,
alors I’équation (54) se réduit a une seule équation, et par convention nous prenons celle de la diférentiabilité
a gauche.

N dlnp(x;0°~ dlnp(x;0°t .. . , og(6°~ og(6°t
troisieme cas # = a# (vecteurs liés, éventuellement égaux) et L) #+ « s( )
a0, a0, 90, 90,
alors les équations dans (54) sont incompatibles et 1’estimateur localement sans biais en 8° n’existe pas

pour g (0).

3) Enfin, il faut vérifier que 1’ensemble des P vecteurs {c}[1 ﬁ]résultant de I'analyse effectuée a I’étape

1) et 2) conduit & une MIF G o ({c}[1 ﬁ]) non singuliere.

Pour illustrer les différents cas possibles, nous donnerons I’exemple suivant ou:

e~ @=10))? Inp(z;0) = —%(z—0)°—Ln(2r),0 >0
N=—_—_" & ’ 2 2 = —
p(z;0) NG { lnp(x;é’):—%(I-i-g)Q—%ln(ZW);@SO - 9@ =10

Remarquons que ni la fonction In p (z; ) ni la fonction g () ne sont différentiables par rapport a #° = 0.
Par conséquent, d’aprés les ouvrages de référence dans le domaine, la BCR de |0| n’existe pas en 6° = 0.
En fait, comme:

81np(x;0+) - 8g(0+) - 81np(x;0+) o 81np(x;0_)
(Zemow (2 | (e

00 00
alnp(x;O_) — 9y 1 89(0*) _6g(0_§ ’

99(07)
26 0 00 00

la BCR existe en §° = 0 et elle est égale A :

BCR, = (ag (0)> By

-1

(8111]?8()9(;0—))2] (@gg)) - 4E01[g;2] :i

00
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Par contre la BCR n’existe pas pour g (/) =6 a 8° = 0.

Ce relachement sur la différentiabilité peut étre étendu a des parametres complexes, ol pour chaque
parametre complexe 0, la semi-différentiabilité peut étre définie sur un voisinage complexe de «92. La
méme analyse que celle faite pour les parametres réels, s’applique, sauf que pour chaque parametre
complexe 0,, I’analyse d’un systeéme de 2 équations (54) doit étre remplacée par I’analyse d’un systéme
a L équations, ou L est le nombre de semi-différentielles différentes au voisinage de 92.
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VI. BORNE DE CRAMER-RAO POUR RADAR ACTIF : RESULTATS PRELIMINAIRES ET PROBLEMES

ASSOCIES

A. Borne de Crameér-Rao pour un modele déterministe a 1 observation

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer la formule générale de la BCR (51) au modele d’observation
radar développé au paragraphe IV-C dont une forme synthétique équivalente est :

M

x(t:0) =s(t:;0,) +n(:0,), 6" =(01.0)), s(t:0,)=> b(ten)on=B(EHE)o (55
m=1

20 = (el,... el),

€N 0':<0'1,...70M)T

Si le bruit additif est supposé Gaussien, complexe, circulaire et centré alors le modele (55) est un modele
d’observation dit déterministe (ou conditionnel) [63] avec une d.d.p a I’instant ¢ égale a :

0 o (x(1:0)—s(£:0,))" Ca (1.0,,) (x(1:0) ~s(1:6,))
.t —

p (X’ ’—> 7TN |Cn (tagn)| ’
ou:

Ca (£.6,) = E [0 (1:0,)n(1:6,)"| = Ra(6,)

De plus, si le bruit n (¢;6,)) est stationnaire au sens large et a bande limitée alors la matrice de densité
spectrale Ry, (f,0,,) et la matrice de correlation R,, (7, 8,,) vérifient la relation :

+o0 o f
, oo n o—i2mdn
= —j2nfr = —
Rn (f) Qn) / Rn (T7 Qn) € dT ;o Rn <B Qn) B ?

Sous ces hypotheses, nous montrons que la MIF associée au modele d’observation décrit par (55) pour
une durée fini 1" s’écrit (cf. annexe XIII-B) :

FBI{F%:FQs(Q) 0

0 Fo, =Foq (0,) 1 (56)
(Fo.),, — <(9S(f;Qs) | aS(f;Qs)> n <0S(f;Qs) | é’S(J”;Qs)>
Lk a (Qs)l a (Qs)k 0, a (Qs);; a (Qs);< 0,
] L OR, (1.0,) L ORa(£,0,)
Fu)u=7 [ O L T
ou le produit hermitien dans le domaine fréquentiel est défini par :
(1) 19 (g, = [ ¥ ()" Ral£.8,) x(5) (57)

La structure bloc diagonale de la MIF indique, qu’au sens de la BCR, la connaissance ou non des
parametres 6, des bruits n (¢;6,,) ne modifie pas la BCR pour les parametres 6, du signal d’intérét



33

s (t; 0,) (cf. discussion paragraphe VIII-C).

Dans la suite nous ne nous intéressons qu’a Fg_.
La BCR des P parametres des M signaux d’intérét se calcule directement par inversion de Fg_ :

1 s (f;0,) 0Os(f;0, Os(f;0s)  Os(f;0,
BCRq, (9) = (Fo,) (F"s)“ﬂ:< a<<§jl>’ ag?)> +< aijgjjz)' a<<£39>>

Pour des raisons de lisibilité, 1a dépendance en fréquence f dans les grandeurs s (f; 6.), b (f;&,), B(f; E)
sera omise. Nous montrons (cf. annexe XIII-B) que la MIF Fy_ pour le vecteur des parametres signal
0! = (67,0, E") est donnée par :

Foor =F. ., =Gg ({B(E)},{B(E)})
e, Fop = Fls = Go, (1B(2) {520})
FQS = O Fg-*p- Fa’*,E avec F._ B FH’ B ; =
Fzo+ Fz, Fz 2o = Foz = Fggo

=, )

[
i
[1]
[11
Il
[\
=
D
—
D
N
—
QD
il
Is
——
—
Sk
32
——
N————
——

En utilisant I’inversion matricielle par block, nous obtenons I’expression de la BCR pour le vecteur des

parametres d’intérét BT = (], ... €l;) des M cibles (cf. annexe XIII-B) :
BCRz' (0) = 2Re {ng (H{LB(E)} ({%})) } (58)
soit encore :
BCRZ' (0) = 2Re {H= (0) © (RL ® 1pyp)} (59)
H(8),, H (0), 5
H=(0) = : : , R,=00"
H(0)y, - HO)yu

ab f7 ma2 8b fv mi
H (), m, = G, (WB(LE)} ({%}) M2y ({%}))

ou 1p,p est la matrice de dimension P x P dont toutes les composantes sont égales a 1.

Les expressions analytiques synthétiques (58) et (59) sont a notre connaissance nouvelles, puisqu’elles
n’apparaissent ni dans les articles publiés ni dans les monographies de réference sur le sujet [16] [68]
[31] [63] [67] [51][28].

Elles englobent tous les résultats précedemment publiés sur le sujet, notamment :

e le cas classique des observations bande étroite a une fréquence unique f, pour lequel (55) et (59)
deviennent [63][68] :

x(fy:0) = B (fo:E) o + 0 (f0:0,), Ra(f.0,) = o>15(f — fo)
(x| ¥)g, = 25 ()" x (o)

Ob (fo; €)Wy Ib (fo: s = = N\ R
H(0),,,, = 2Uven) Zoen b Uen) 1B (E) (BUxE) BxD) B

n

e le cas des observations a bande limitée en présence de bruits temporellement blancs [16][67] pour
lequelles :

=B } y ()" R(8,) " x(t)dt = %T;T Y (é)H R (8.)" x (%)
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B. Probleme n°1 : bornes de Cramer-Rao pour modeéles déterministes a L observations indépendantes

Le modele (55) peut étre étendue a L observations indépendantes de bande limitée B':
x! (t;Ql) = (t;le) +n' (t;QL) , s (t;le) = B! ( ;El) o! (60)
@) = (6)".6)"). ©)" = ()" (")".=")

ou:

l l

T . . N : .
o' = (0’1, 0 M) est le vecteur des amplitudes complexes des M cibles a la [“"¢ observation,

=T T T . N : : S 1o 78 .
o (B) = ((sll) L () ), gl étant le vecteur des paramétres de dimension P! & la [°™¢ observation

de la m®™ cible,

e B! ( ;El) = [bl (t; sll) ... b (t;slM)] et b’ (t;sfn) est le vecteur de N modeles paramétriques de
propagation de durée finie 7" dépendant du vecteur de P' parametres !,

on' (t; Qil) est le bruit regu pour la [°™¢ observation, supposé Gaussien, complexe et circulaire de matrice

de densité spectrale R, (f;0.), f € [—%l, %l]
L’approche courante de la litterature existante [63][67][51][28] est d’effectuer un calcul de la MIF (et donc
de la BCR) par paramétrisation possible des cibles pour L observations. Les 4 principales paramétrisations
abordées par la littérature sont : (2, 0), (E,0',...,0%), (B',...,B" 0), (B',...,E " 0',...,0"). En
radar, seules les deux premitres ((E,0) et (E,0',...,0%)) correspondent a un contexte opérationnel
décrit ci-apres :
Modéele de propagation constant, sources fluctuantes : (E, ol ... ,aL).
C’est le cas généralement abordé par les articles et ouvrages de référence [68] [28] [51] [63]. Le modele
a L observations (60) est restreint au cas ou :
e les fonctions paramétriques b’ (t;eﬁn) et la matrice de densité spectrale du bruit R! ( f ;Qil) sont
invariants durant les L observations,
e les parametres (cinématiques) du signal et les parametres du bruit sont supposés invariants durant les
L observations,
e les coefficients de rétrodiffusion o' fluctuent d’une observation & une autre (changement d’attitude des
cibles aucours du MRUR),
soit :

b (tie,) =b(ten), Ry(fi6y)=Ra(f;8,), E' =2 6,=0

n —-—n?

le[l,L]. (61

Modele de propagation variable, sources fluctuantes : (E, ol ... ,O'L).

Une variante du cas précédent est obtenue lorsque le modele de propagation b’ (t; efn) change également
d’une observation a une autre. En pratique, ceci correspond a un radar qui change de forme d’onde en
bande de base et de fréquence porteuse, d’une observation a une autre :

R. (f;0)) =R.(f;0,), E'=E, 6.=0, I[c[lL]. (62)

Modele de propagation variable, sources non fluctuantes : (2, o).
Un radar peut également changer de forme d’onde en bande de base sans changer de fréquence porteuse.
Dans ce cas, il est plausible de supposer que les coefficients de rétrodiffusion o' ne fluctuent pas d’une
observation a une autre (si les cibles ont une attitude fixe au cours du MRUR) :

R, (f:6,) =Ru(f:0,), E'=8 6,=6, o' =0 Ile[lL]. (63)

=n’
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En fait, les différents calculs de BCR associés aux différentes paramétrisation peuvent s’exprimer sous la
forme d’un calcul unique prenant en compte des contraintes égalités sur les parametres inconnus, c’est
a dire le calcul d’'une BCR contrainte dont la dérivation est simplifiée sous I’angle de la minimisation
d’une norme sous contraintes linéaires (cf. chapitre VII suivant).

En effet, posons :

e O" = (0],0]) ou O = ((Q;)T,,(QSL)T> et O = ((Qi)T,...,(Qﬁ)T> sont respectivement
les vecteurs des parametres signal et bruit durant les L observations,
° X(t;Q)T = <x1 (t;Ql)T oo xk (t;QL)T>.

Puisque les L observations sont supposées indépendantes :
L
p(X;t,0) = [[r(x;t.8"),
=1
et :

92
0000"

M=

T Inp(Xit,0) = —
o np (X;t, O)

- =1

Inp (xl; t, Ql) .

Par conséquent, la MIF associée aux L observations indépendantes (60) se déduit aisément de la MIF
associée a 1 observation (56) :

Fg 0 0

Fo = | Fo. = Fo, (9) 0 CFo=| o0 - o0 (64)
= 0 Fo, =Fo, (O,) = 0 o0 F
ot

ou ngs est la MIF associée a la [°™¢ observation (56) pour le produit hermitien défini par :

B!

x() 1y (F)g = / v ()R (£,64) " x (f) df.

n

Bl

2

L’expression (64) contient toutes les informations requises pour calculer toutes les BCR associées aux
différents cas de paramétrisation des cibles et/ou des bruits. Chaque BCR peut étre obtenue a partir de
(64) en prenant en compte un jeu spécifique de contraintes égalités (cf. exemples paragraphe VIII-A)
parmi :

(1

l—gl=0, 6. -0.=0, o'—0c'=0, l€c[1,1].

C. Probleme n°2 : quel modele d’observation pour I’estimation des retards ?

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a un probléme classique en radar : I’estimation du retard
de chaque cible pour le modele radar SISO (1 émetteur - 1 récepteur) a L observations indépendantes
simplifié suivant :

M

o (660) =) er(t—IT, —7p)oh, +n'(t), 1<I<L (65)
m=1

Uzm _ g, 20T, —ivm (66)

ou le bruit n' (¢) est temporellement blanc et de puissance o2.
Ce modele correspond a la réception par un récepteur d’un signal émis par un émetteur sous la forme
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d’une rafale de L signaux en bande de base er (t) de durée T}, avec un intervalle de répétition 7}, modulée
par la fréquence porteuse f..
Pour chaque cible, le signal recu est donc une version atténuée (bilan radar), décalée en temps (retard) et
en fréquence (effet Doppler) du signal émis sous les hypotheses simplificatrice suivantes, classiques en
radar pour des cibles a Vitesse faible [31] :
. ]2vm (L —1)T,| << 5 (pas de migration de case distance),

2”’" Ty << 1 (non prlse en compte de I’effet Doppler sur er (t)).

La matrice de corrélation des amplitudes R, est alors égale a:

R, =)0 () = (ca™) © (WT®*), W =] W), .|, p¥) = (1,...,e2E0E)T

(67)
Le modele d’observation (65) peut étre considéré sous une forme duale relativement a 1’estimation des
retards :
e un modele d’observation dit “incohérent” ou I’effet Doppler n’est pas pris en compte dans le modele
paramétrique. Dans ce cas, I’ensemble des parametres inconnus est 8" = (o7, 0t ,... . 07, o, 77, 02)
et le vecteur des paramétres d’intérét est 7 (2 = 7, P = 1). En appliquant (98), la BCR s’écrit :

BCR, (8) = 2Re {H_ (8) & (¥/®¥) © (o70”)} (68)

e un modele d’observation dit ”cohérent” ou I’effet Doppler est pris en cornpte dans le modele paramétrique.

Dans ce cas, le vecteur des parametres inconnus devient é = (0' fo el S VN ) la fréquence Doppler

v étant un paramétre de nuisance des cibles (27 = (77, v7) P = 2) De méme, en appliquant (98), on
obtient : _ _ -1

BCR(r,) (8) =2Re{H,,, (8) © ((¢'0") @ 12.0) } (69)

Apres échantillonnage du signal recu a une cadence %, (65) s’écrit :
- i i
1/ l l :
;0) = = —Tn —),i=1...1, 1<I<L
x' (i;0) mEZIeT(B T )Jm—i—n (B) i <Ii<

et conduit aux expressions suivantes de H_ (@) et H (5) :
H_(§) = D'D,-DIA(A"A)" A"D, (70)

w (g L | E(8) H.(8) ()
o (@) 0)

ou :
H, (6) = 9" o D/D, - (¥"® & DY A) (97w © A”A)™ (9% © A'D,)
H,, () = ¥"DycDYA — (379 © DYA) (¥7% © ATA) ™ (27Dy0A"A)
H, (0) = DIDy0A"A — (D W © A”A) (37 0 A”A) ™ (T'Dy0ANA)
avece

a(r) = [...,eT(é—T),...]T, A=la(r), . a(ry)],

D~ |
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Notre problématique est la question suivante : quel modele d’observation (cohérent ou incohérent) fournit
la meilleure estimation asymptotique des retards, au sens de la BCR la plus petite ?

La réponse est impossible a fournir a partir des expressions analytiques de deux BCR (68)(69) car
il n’existe pas a notre connaissance d’inégalité connue mélant inversion matricielle par bloc, produit
d’Hadamard et produit de Kroneker !

Par contre (66) représente clairement un modele de reparamétrisation injective auquel est associée une
inégalité de reparamétrisation (cf. chapitre VII) qui nous permettra de conclure (cf. paragraphe VIII-B).
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VII. REPARAMETRISATION ET BORNE DE CRAMER-RAO CONTRAINTE

A. Introduction

Dans certaines applications, 1’espace des parametres peut €tre restreint a un sous-ensemble défini par
un ensemble de contraintes €galités sur les parametres. La prise en compte de ces contraintes conduit a
I’expression de la BCR contrainte [27] [24] [37][59] [4] dont la dérivation est simplifiée sous I’angle de
la minimisation d’une norme sous contraintes linéaires.

A bien y regarder, toute contrainte €galit€ sur un sous-ensemble de parametres introduit une relation
implicite entre ces parametres qu’on peut formuler sous 1’angle d’une reparamétrisation injective, et qui
traduit 1’équivalence (dualité) des deux formulations : BCR reparamétrée et BCR contrainte.

Par ailleurs, la BCR reparamétrée/contrainte est inférieure ou égale a la BCR (initiale), inégalité [38] qui
se révele €tre un outil précieux pour comparer certaines BCR entre elles [38][40].

Nous présentons des exemples d’utilisation de la BCR reparamétrée/contrainte et de 1’inégalité de reparamétrisation
afin d’en illustrer I'intérét théorique et pratique, notamment pour 1’analyse et la conception des systemes
dans la région asymptotique.

En effet, I'inégalité de reparamétrisation démontre qu’il est possible d’améliorer I’estimation d’un sous-
ensemble des parametres inconnus d’un systeme (les parametres d’intérét par exemple) par des choix de
conception du systeme : soit par une reparamétrisation (raffinement du modele paramétrique), soit par
I’introduction de contraintes égalités entre les autres parametres (parametres de nuisance, par exemple).

B. Borne de Cramer-Rao sous contraintes

Soit le sous-ensemble C de © défini par un ensemble de K contraintes égalités :
f(0)=f@)=0cC" xR 2K, +K, =K, 1I<K<P-1 (72)

: Re{f (0)} : : il e 1
) (4 ;
36T ( Tm { (6)} € Mc (K, P) est de rang plein (K), traduisant la propriété d’indépendance

des contraintes [27][4]. Une réécriture de (72) est :
0y _
QOGC - iOSQO)ZO N ﬁ(g)_oafeo o E(QO):O
0’ +doeC 8{3(9% 46 = 0 do € ker{ 8(9)} df = UgodX, dX\ € RPK

ou la matrice

0
ou la matrice Ugo € Mc (P, P — K) est une base de ker {82(;;) }

Par conséquent, un estimateur de g (QO) est localement sans biais sur le sous-ensemble C de © s’il est
localement sans biais pour toute valeur de 8° € C et pour tout voisinage de 8° € C, c’est a dire pour

tout déplacement d@ = UgodX au voisinage de 0°. Dans ce contexte, les deux contraintes (35) et (45)
deviennent :

5y [(8(0) )~ (0"))] =0
Ego (@ (x)—g (Q0)> M} a0 = %) g

8QT ~ 8QT ~

, V8° € C, VdO = UgdA, dX € R" K,

ce qui est équivalent a :

) , Ve eC. (73)
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Par conséquent, la minimisation Ggo ({ g (QO) (x) — g (QO) }) sous (72) est localement équivalente a la

minimisation de Ggo (| g (QO) (x) — g (QO) sous (73), ce qui est un probleme identique a celui du
calcul de la BCR non contrainte (47), une fois les contraintes linéaires mises a jour :

08(6°) o8(6")

T T
= _ 11T
co <{u}“’Q] ’{C}“’P]) N ( 08" ) devient 4 <{u}[w] ’{c}uﬁp—m> = Uy ( 267 )
{c} I Blng(QX;Q) {C} = Ug{) 81ng(gx;g)
e [1.P—K] 0

Aussi, si la matrice Ggo ({c}[1 PfK]> est non singuliere (inversible), alors :

nﬂn{Gw(ﬁéZ§§xx)g(Q%})}(ggggzi)H o ( ;)yU£)<€§;§?2> 75)
g0 = Ggo ({Uf (%&X;@)*}) = UgoFgoUpy

(@ 50, - (20) (1) 0 ()

ou FCB0 est la MIF sous contrainte.

Si Fgo est singuliere, la forme générale de (75) est donnée par le Lemme 1 (42) et conduit a [4, (8)(9)]
qui englobe tous les résultats publié€s sur le sujet [27][24][37][59].

Il est important de noter que le Lemme 3, combiné a la forme de 1’équation (75), permet d’affirmer que
la BCR sous contraintes ne dépend pas du choix de Ugo, a condition que les vecteurs colonnes de U go

0
forment une base de ker {a;(oeT) }

(74)

. . of(0° N
Par ailleurs, toute matrice Ugo dont les vecteurs colonnes forment une base de ker{ :9((; >} peut étre

complétée par une famille de K vecteurs indépendants de C” pour former une base Byo de I'espace des
parametres © = CP [26]. Par conséquent, d’apres le Lemme 3, la transformation suivante des contraintes

(50) : 0 O

E = 7
6° aQT oA aQT

|

ne change pas le minimum de Ggo ({g (00) x)—-g (QO) }) qui reste égal a (51). Or :

(@10 -s@) 5] - ()

Ego =27
() aeT oA aQT

ne représente qu’'un sous-ensemble des contraintes définies par (76), ce qui nous permet de déduire que :

min { Gy ({£(6°) )~ 2 (6)})} sous 76) > min{Gp ({&(6°) )~ (6°)})} sous 77)
ou encore que :
WZ%(MH$=%@HWM%% (78)

ce qui démontre tres simplement que 1’ajout de contraintes diminue la BCR [4][24][37].
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C. L’inégalité de reparamétrisation

Définissons la notation :

og (0" og (6°)"
BCRyp (6°) = <gé—;)> BCRg (6°) (%) BCRgp (8°) =F,) (79

dont la signification est : BCR pour la fonction g (implicitement g (€)) sachant que les paramétres
déterministes inconnus sont contenus dans le vecteur @; la BCR étant calculée en la valeur particuliere
0°.
Nous considérons la reparamétrisation de la d.d.p p (x;8) définie par :

0=0(w), dim{w}=PFP, dim{0} =P
Alors p (x;w) = p(x;0 (w)) et (théoreme de dérivation des fonctions composées) :

dlnp (x;w") _ Olnp(x;0 (w°)) 08 (W) - Olnp(x;w’) 90 (@®)" dlnp (x;0 (w"))

OwT 067 OwT Ow ow 00 ’
ce qui conduit a I’identité suivante (51) :
.40 Co,00\ H 0\T nT\
Fo— B, | 2P 6w (Onp(swl)) o) 00 (o) Fow 0() (80)
- = Oow Oow Oow ** Oow

qui est une généralisation triviale de I’identité de changement de variable des parametres réels [29, p125].

Dans la suite, nous nous intéressons uniquement aux reparamétrisations injectives, ce qui requiert : P’ < P

90 (w" . . o . . N
et rang < BEJQT) ) = P'. Sous ces hypotheses, Fyo est singuliere si et seulement si Fg(,0) est singuliere.

Considérons maintenant, le probleme de I’estimation de la fonction h (w) = g (6 (w)).
D’apres (51), la BCR associée 2 tout estimateur localement sans biais de h (w’) = g (8 (w”)) est donnée
par :

G0 ({@ (x) —h (go) }) > BCRy» (20) = (%) BCR,, (20) (%) (81)

Or :
oh(«")”  Og(0(w")" 00 (w)" 0g(@ (w)"

Ow Ow Ow 00 ’

par conséquent, en prenant en compte (80), la BCR ci-dessus peut également s’écrire :

g (8 (w*)"\" og (8 (w"))"
BCRy, (') :< g(_a(e_ ’ ) BCRgy, (w") (‘g(_a(e_ ’ ):BCRg(mw («”)

BCRy,, («) = (@éﬁo)T) 00 (gO)TFg(wO) (M)

-1

(2)

Ow

Alors, en appliquant le Lemme 4 suivant :

Lemme 4 :
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Soit A € Mc (P, P) une matrice hermitienne définie positive (A = A", A >0, A =LJLa), soit
B € Mc (P, K) o K < P une matrice a rang plein (rang(B) = K) alors:
1

I, s =1-LsB (B7AB) " B”LY >0 = A™' >B (B”AB) ' B” (83)
nous pouvons formuler 1’inégalité de reparamétrisation - si g (0) =6 - :
BCRgp (6 (")) = BCRy, («”) (84)
ou plus généralement, Vg (0) :
BCRyp (6 (w’)) > BCRg(o)w («") (85)

A notre connaissance, ce résultat est nouveau, en ce sens qu’il n’est pas mentionné dans les ouvrages de
référence dans le domaine [63][28][51][29], ni dans des travaux récents dans le domaine tels que [27][4].
Les inégalités de reparamétrisation (84)(85) expriment analytiquement un principe d’estimation intuitif :
si le nombre total des parametres inconnus dans un modele d’observation donné décroit (P’ < P), alors
les performances asymptotiques d’estimation augmentent (ou reste inchangés), au sens de la BCR qui
diminue (ou reste égale), quelle que soit la fonction g ( ) des parameétres inconnus considérés.

Si P’ = P, on retrouve le cas connu du changement de variable bijectif ou la reparamétrisation n’a aucun
effet sur les performances asymptotiques de 1’estimateur :

BCRyj (0 (")) = BCRyy, (8 («’))

D. De la reparamétrisation a la borne de Cramer-Rao contrainte
Un cas particulier de la reparamétrisation se produit quand le vecteur des parametres w est un sous-
ensemble de 6. Dans ce cas, nous pouvons réarranger les composantes de 8 de la maniere suivante:

0 (w)” = (QT,gT - h@ﬁ) , dim {0} = P, dim{e} = K, dim{w}=P—K, 1 <K < P—1 (86)

ou 0 (w) est supposée étre une fonction injective. Ce type de reparamétrisation est équivalent a I’introduction
du systeme de K contraintes suivantes:

e-h(w)=0=£() cC” (87)

En effet, puisque :

oh(w”) ] € Mc(P,P—-K), (88)

et que :

Of (0°) _ [0f(6") Of(8°)| [ Oh(w)
007 | owl o’ | [_

alors, si nous définissons Ugo par :

0 Ip_
Uy = 20 _ [ oh(a?) ] , (89)

Upgo vérifie :

0 0 0
_ [_%(g ),IK} Uy — _6’%‘% ) , 8%6(0%) o
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08
e de la BCR contrainte (75) avec Ugo donnée par (89),
e de la BCR reparamétrée (80) selon la reparamétrisation exprimée par (88),
fournissent la méme BCR.

o£(0°)

ce qui traduit le fait que Ugo est une base de ker . Par conséquent, les dérivations :

E. De la borne de Cramér-Rao contrainte a la reparamétrisation

Soit le sous-ensemble C de © défini par :
f()=0eCr, 1<K<P-1,

ou la matrice %%g%) € Mc (K, P) est de rang plein K.
Dans les cas les plus simples, par exemple si f (@) est une fonction linéaire de €, @ peut étre exprimée

comme une fonction explicite d’un sous-ensemble w de P — K composantes :
0= (w'e")', e=h(w), dim{8} =P dim{e}=K, dim{w}=P K,

ce qui est un cas particulier de la formule de reparamétrisation (86).

Malheureusement, dans la plus part des cas, il est impossible de trouver une fonction explicite h ( ),
bien que h () existe sous une forme implicite donnée par le théoréme des fonctions implicites pour des
variables réelles [S0] et complexes [17].

Théoreme des fonctions implicites :

Soit f(e,w) = [fi(e,w), -, fx (e,w)]" une fonction de CX x CF' — CK. Nous supposons que les
hypothéses suivantes sont vérifiées :
hypotheése Al : fi. (e,w) pour k =1,..., K est une fonction différentiable sur un voisinage de (€°,w")

dans CK x C"",

hypothése A2 : f (e, w°) = 0.

hypothese A3 : la matrice Jacobienne 8fa(:’T"’) € Mc (K, K) est non-singuliére en (g°, w").

Alors, il existe un voisinage V du point w° dans C*', il existe un voisinage U du point €° dans C¥, et
il existe une unique fonction h :V — U telle que h (w°) = €% et f (h (w),w) = 0 pour tout w dans V.
De plus, h est différentiable en w° et vérifie :

Of (g2 W\ ' OF (9. W°
h(w) e’ = - ( ((;E’Tw )> g:w’T“’ ) (i) + 1 (). (90)
oit le reste v (w — w°) = o (|jw — WY||).
En effet, puisque %T(QT)) est de rang plein K, il existe K vecteurs colonnes indépendants correspondant

aux dérivées partielles selon K composantes que nous regroupons dans le sous-ensemble & de 6. Les
composantes de 8 peuvent alors étre réarrangées dans I’ordre suivant :

0= (""", £(0)=0, dim{8} =P dim{e}=FK, dim{w}=P—K,

et le théoreme des fonctions implicites permet non seulement de prouver 1’existence de la fonction implicite
h (w) = &, mais fournit également 1’expression de ses dérivées :

() <af (QO))‘ oA 00w [ b ] o1

DT DeT dwT = dwT - ‘91:95)2;)




43

0
ainsi que 'expression de la matrice Ugo formant une base de ker {8f(0 ) } (89) :

00T
IPfK
t 00 (w°)
U, = of(9° 1 or(6° - 7 (92)
0 _( aiﬁ) () | = g7

Finalement, les dérivations :

e de la BCR contrainte (75) avec Ugo donnée par (92),

e de la BCR reparamétrée (80) selon la reparamétrisation exprimée par (91),
fournissent la méme BCR.

F. Equivalence : reparamétrisation et borne de Cramer-Rao contrainte

Nous avons montré dans les deux paragraphes précédents que les contraintes égalité sur les parametres:
f@)=0eCr, 6eC” 1<K<P

forment un cas particulier de la reparamétrisation des parametres inconnus @, a condition que les con-
traintes soient indépendantes. De plus, I’'inégalité de reparamétrisation (85) est vérifiée pour la reparamétrisation
définie par :

08 ("
Bf:"?) = Uy (93)

o (¢°)
R

o Uy € Mc (P, P — K) est une base de ker{

0 selon :

}. Ugo peut étre calcul€e apres réarrangement de

Ip k
—1 w
Ugo = or(e°)\  of(e”) |, O= ( . ) (94)
£ — €
Ol OwT
ou g est un sous-ensemble de K composantes de 6 correspondant a K vecteurs colonnes de dérivées

. L . of(8°)
partielles indépendants de la matrice — 7=

Toutefois, selon la forme de f (@), la matrice Ugo peut Etre calculée de maniere plus simple que par (94)
[27].

VIII. REPARAMETRISATION ET BORNE DE CRAMER-RAO CONTRAINTE : APPLICATIONS

A. Solution du probleme n°1

Rappelons (cf. paragraphe VI-B) que :
e O" = (0],0]) ou O = ((Q;)T,,(QSL)T> et O = ((Q;)T,...,(Qﬁ)T> sont respectivement
les vecteurs des parametres signal et bruit durant les L observations,

e la MIF associée aux parametres signal pour L observations indépendantes s’écrit :
FQl O 0

Foo=| 0o . o0 (95)
O O FQL
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ot Fgi est la MIF associ€e aux parametres signal a la [¢m¢ observation (56) :

( oy = Fiy o= Goy (B () (B (@)))

avec un produit hermitien défini par :

B!
2

() 1y (P = / v ()R (£,64) " x (f) df.

Bl

2

L’expression (95) contient toutes les informations requises pour calculer toutes les BCR associées aux
différents cas de paramétrisation des cibles et/ou du bruit. En effet, relativement au modele de paramétrisation
le plus général O, chaque cas spécifique est 1’expression d’un certain nombre de contraintes égalités
(f (O) = 0) traduisant I’invariance de certains parametres au cours des L observations et conduisant a
une BCR contrainte (75) :

T

- of (O
BCRy(0 (Q) = Uo (USFQU*Q) ! UE ou Ug est une base de ker{ (5(—) } .

De plus, du fait de la structure bloc diagonale de F (O) (64), si I’ensemble des contraintes égalités possede
la forme (“séparée” en QST et Qz) suivante :

£(Q)=0:(££:(<§jig>

alors, relativement aux parametres des cibles, la BCR contrainte s’écrit simplement :

c * T * 1 T N aﬁs (QS)
BCRy, 0 (0) = Up, (Up,Fo,Up,) U, ol U, est une base de kery =2 20 b (96)

~s

Exemple 1 :
L application de (96) sous la contrainte :

conduit a (cf. annexe XIII-C1) :
-1

BCRg, (O) = (;L; 2Re {Hl: (6" o ((al (al)H)T ® 1pxp) }) (97)

HL (6'),. ..., = Ge (HLB%E)} ({%})’HLB“E)} ({%}))

) 1y (g, = [ (DR (180 x (s

ou :
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Ce résultat général inclut les cas suivants :

e le modele de propagation variable, sources fluctuantes (cf. paragraphe VI-B) pour un modele de bruit
variable ou constant (il suffit alors de poser (x (f) [y (f))g = (x(f) [ ¥ (f))g )

e le modele de propagation constant (y compris le bruit), sources fluctuantes (cf. paragraphe VI-B). Dans
ce cas (97) se simplifie pour devenir [68] :

BCRg, (0) = (2LRe{H=(0) ® (R, @ 1p,p)}) ", Ry = %Z(al )T (98)

H=(0),, ., = G, (H{B<s>} ({%}) LN ({ab(;:;n ! }))

Exemple 2 :
L’ application de (96) sous la contrainte :

conduit a (cf. annexe XIII-C2) :

BCRg (0) = <2LRe{<C)—<D>H<G>1<D>}>1 (99)

& 9s! (t;05)) [ 0s!(t: 6,) - st (t; 0s) o
- (M (8. - (X))
©) = LS Gy (B 62} (B ). () |y () = / y (DU R (7.64) " x () df

Ce résultat général inclus les cas suivants :

e le modele de propagation variable, sources non fluctuantes (cf. paragraphe VI-B) pour un modele de
bruit variable ou constant (il suffit alors de poser (x (f) |y (f))gr = (x(f) | ¥ (f))g )

e le modele de propagation constant (y compris le bruit), sources non fluctuantes. Dans ce cas (99) se
simplifie pour retrouver (59) dans le cas L observations indépendantes du méme modele d’observation :

BCRg o (0) = (2L Re {H: @) ® ((UUH)T ® 1KxK> }>—1 (100)
H(@),, ... H() y
H= (0) = : :
HO),, --- H(@)u

01 (s (25 i (252)

x() 1y (g = / y () Ra (£.8,) " x () dF.
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B. Solution du probléme n°2

Le modele d’observation cohérent (cf. paragraphe VI-C) peut étre obtenu a partir du modele d’observation
incohérent de deux facons duales :
e par I'introduction de (L — 1) x M contraintes d’égalité sur les paramétres o :

ol — gm0 — g 9 <I<L 1<m<M,

e
e ou par une reparamétrisation injective des parametres o :

o =0 (o,v), 1<I<L.
La réponse a notre problématique découle de 1’inégalité de reparamétrisation (85) :

BCRgjo (6 (w)) > BCRew, (w)

~T

lorsque 8" = (o7, 0t,.... 0%, 0l 77.02) et w’ = 0 = (of,0, 77,07, 62) (en intoduisant la
notation (79)). Par conséquent :
BCR, (0 (8)) > BCR,;(8). (101)

ce qui signifie que la meilleure performance asymptotique en estimation des retards est obtenue pour un
modele paramétrique prenant également en compte 1’information Doppler (modele d’observation cohérent).
Cette amélioration de performance se fait néanmoins au prix d’un accroissement de la complexité de mise
en oeuvre, car ’EMV “cohérent” associé requiert la recherche d’un extrémum sur un espace de parametres
de dimension 2M :

(72) e = 2z max { [Tacr X[} Alrow) = () @a(r). -4 (var) ©a(rar)] (102

alors que 'EMV ”incohérent” requiert la recherche d’un extrémum sur un espace de parametres de
dimension M :

(T)inconérent = aI'S max {i ||HA(1-)XlH2} . A(r)=la(r), - ,a(ru)], (103)
R SRR S O PRSIy

a(r) = [...,eT (%—T> ]T B W) = (L,... 20T

Dans le cas particulier ou tous les points brillants ont la méme vitesse : v,, = v,1 < m < M (par

exemple 'ensemble des point brillants associés a la cellule d’un avion), alors H (8 ) = 0, ce qui

conduit a 1’égalité entre la BCR cohérente (69) et la BCR incohérente (68) pour 1’estimation des retards :
v=vlua = BCR.(8(0))=BCR,;(8).

Dans ce cas particulier, les 2 EMV (102)(103) ont les mémes performances asymptotiques. Par contre en
terme de complexité de mise en oeuvre, le meilleur choix est ' EMV incohérent (103).

Cet exemple illustre 1’utilité potentielle de I'inégalité de reparamétrisation comme outil d’analyse pour la
conception des systeémes en zone asymptotique.
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C. Influence de ’état connu / inconnu des parametres sur la borne de Cramer-Rao
Dans un modele d’observation paramétrique, un ou plusieurs parametres peuvent €tre connus ou in-
connus selon les conditions expérimentales. Si la valeur d’un parametre est connue durant 1’observation,
alors elle peut étre prise en compte, sinon elle doit étre estimée.
Pour prendre en compte les deux “états” possibles (connu / inconnu) de chaque parametre, nous intro-
duisons la notation suivante de la d.d.p. d’un vecteur d’observation x :
P (%05 &) = p (% Oinconnus Econnu)

1nconnu ) —connu

ou @ est le vecteur des parametres inconnus et Kk est le vecteur des parametres connus. Si tous les
paramétres sont inconnus alors on convient que : p (X; 6, D) =p(x;0, ) =p(x;0).

» Zinconnu) ) = anconnu

Conformément a cette notation, la forme générale de la BCR (79) devient :

H T
og (6°) og (6°)
BCRy (0°;£°) = <_a—g BCRyj (0°; &°) —0 (104)
ou :
ol 0% k") (01 0% K" "
BCRgj (0% ") = Fyl .y Foopo = Egueo np(go— &) ( np(gg— £ )> (105)
et 8°, k° sont des valeurs particulicres de 0 et k.

En fa1t un parametre connu dans un modele paramétrique déterministe est simplement un parametre
inconnu dont la valeur est connue au moment de 1’observation, ce qui peut étre formulé sous forme de
contraintes égalités :

. T __ T T . T __ T T
p(x;Q;gO)@{p( ’ﬂ(??ﬂ = (6",") @{p(xﬂ)’ﬂ_ > 8. x") , dim {0} = P,, dim{k} = P,

Puisque :

alors (75) :

-1
BCRyj (0% k") = BCRy, (n") = Up (UgOFQOUEO) Ugo

Jlnp (X;QO) (8lnp (X;QO)>H

n’ 00 00

Olnp (x;0%K) <3lnp(X;Qo;§°)>H
— Fy

-1

-1

00 00

Par conséquent, en appliquant (85) et (93), nous obtenons :
BCRyy (6°;") = BCRg, (n°) < BCRy, (n°)

et nous pouvons en déduire que :

0. ..0 0 . 3lnp(x;n0) 61np(x;170) a
BCRyjg (Q K ) = BCRQ|ﬂ (ﬂ ) ssi Eﬂo 95 o =0
T T T
,n = (0 ,k") (106)
Blnp(x"no) 8lnp<x;n0) - ( )

H
BCRyyo (6% £%) < BCRy,, (1) ssi By | 222l ( (xn ) 20
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Cette dérivation originale de la BCR en tenant compte de 1’état (connu / inconnu) des parametres nous
permet de revisiter certains résultats fort bien connus :

e premierement : quel que soit le modele d’observation paramétrique, seules les dérivées par rapport aux
parametres inconnus sont prises en compte dans le calcul de la FIM.

Jln p(x;ﬂo) ( 19) lnp(x;ﬂo

e deuxiement : si Fpo

H
28 o )) = 0, alors les performances asymptotiques en es-

timation de @ et k & partir de I’observation x de d.d.p. p (x;n), n7 = (8",K"), sont décorrélées :
les performances asymptotiques en estimation de 6 sont indépendantes de 1’état connu ou inconnu des
parametres K, et vice versa.

8lnp(x;ﬂo) <Blnp(x;170)

e troisiément : Si Eﬂo 28 B

H
) # 0 et si @ regroupe les parametres inconnus d’intérét

que nous cherchons prioritairement a estimer et x des parametres également inconnus mais que nous ne
cherchons pas a estimer, alors selon (106) le changement d’état des parametres k£ de connus a inconnus
dégrade la BCR des parametres d’intérét 6. D’ol la dénomination de parametres “de nuisance ” adoptée
dans les travaux sur le sujet [63][28][51][29].

D. Meilleure et pire borne de Cramer-Rao

L’objectif de ce paragraphe est d’illustrer de nouveau I'intérét de 1’inégalité de reparamétrisation (85)
comme outil de comparaison entre BCR. Il s’agit de donner une démonstration simple et compacte du
résultat publié dans [69] pour le cas du modele d’observation gaussien déterministe, et de 1’étendre au
modele d’observation gaussien stochastique.

Le modele d’observation considéré dans [69] est la version “instantannée” de (60) (1 seul instant d’observation
t) correspondant a une hypothése monochromatique des signaux émis (cisoides). Il s’écrit :

x'=B' (&)o' +n', 1€1,1], (107)

ou L est le nombre des observations, M est le nombre des signaux sources, et :

=l l eme

T T T\ . . .
. (_. ) = <(51) e (elM) ) ou €, est le vecteur des parametres de dimension P’ de la m®™® source

a la [®™¢ observation,

ecl=(d,....0Y " est le vecteur des amplitudes complexes des M sources a la [¢™¢ observation,

e B'(E") = [b' (€}),...,b' (€})] o b () estle vecteur des N fonctions paramétriques dépendantes
de P! parametres de €! ,

e n' est un bruit gaussien complexe, centré et circulaire de matrice de covariance spatiale C,; = O'ilI,
indépendant d’observation a observation et indépendant des M signaux sources.

De plus :
e si {0'1, ..ok } sont des vecteurs déterministes, alors (107) est un modele d’observation (gaussien)
déterministe de d.d.p. :

2
——é Hxl—Bl(El)alH
Tl

1 L l l °
p(x',....x")=Tlrx), p)= — (108)
I=1 N (a l)
n
® si {a’l, ...,oF } sont gaussiens, centrés, complexes, circulaires de matrice de covariance C,.: et indépendants

d’observation a observation, alors (107) est un modele d’observation (gaussien) stochastique de d.d.p. :
L ei(xl)HC;llxl "
D (Xl, . ,XL> =]Ip (xl) , P (xl) = W, C, = B! (El) C,.B! (El) +0o%1  (109)

=1 ™ x!

R, = Cpi, Ry =Cyu =B (E)R,.B ()"

+UilI
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Généralement, les articles [68][56][57] et les ouvrages de référence [63][28][51][42] prennent en compte
le modele restreint pour lequel les N fonctions paramétriques b (elm), la variance du bruit o2, et la
matrice de covariance des sources R,: sont invariants durant les . observations :

b'(el,) =b(en), P'=P 0% =0 Ru=R,, Ru=Ry,=B((E)R,B(E)" +s2L (110

Dans ce cas (110), la BCR des parametres d’intéréts = est donnée pour les 2 modeles d’observation par
[63][68][56] :

BCRg (8) = i—fRe{H@ © (S ®1pup)} (111)
ou : )
H(E) =D(®)" M D(E), Tie=1-BE) (BE"B@E) BE"
D(2) = (D (). Dys(ea)] . Dlen) = oo,

et le vecteur des parametres inconnus @ et la matrice de corrélation R, dépendent du modele d’observation
considéré :
e si le modele d’observation est déterministe (108), alors [63][68][56]:

L
6" = (o))" o () () o (o) B a2) . Be =R, =130 (o)
=1
e si le modele d’observation est stochastique (109), alors [63][56][57]:

n

6" = (vec(R,),E",02), T, =R, (B(E)"R,'B(E))R,, R,—RY.

Etant donnée I’expression (111) de la BCR, il est tout a fait naturel d’explorer la dépendance de la borne
de Cramer-Rao pour les parametres d’intérét = par rapport aux parametres d’amplitude des signaux (R, ),
lesquels sont généralement considérés comme des parametres de nuisance.

Par conséquent, une question pertinente est : quelle est la matrice de corrélation R, qui conduit a la
meilleure (plus petite) ou a la pire (plus grande) BCR (111) ?

1) Modele d’observation déterministe:
Pour le modele d’observation déterministe, la réponse a ét€ donnée par les auteurs de [69] au prix d’une
démonstration complexe, alors qu’elle peut étre déduite en quelques lignes par I’utilisation de I'inégalité
de reparamétrisation (85) comme nous le montrons ci-apres.
Supposons que tous les paramétres &; soient connus 2 I’exception de &, correspondant a la m®™® source,
alors la BCR de cette derniere est donnée par (111) :

BCR !

em|Om

(O ) = 25 Re{H (e} (Ry),,,,. H(e) = Dy ()" T Dy (1)

O_mT = ((GI)T,..., (JL)T, (a’*l)T e (G*L)T,em,af}> , Em =2\ {en}
et selon (106) :
BCRc,jo,, (0mikm) < BCR.,9(0) < BCR_!,(8) <BCR_, (0mikm)

Si la matrice R, est diagonale, alors BCRé‘le (@) (111) est bloc-diagonale et I’inégalité ci-dessus devient
une égalité : pour chaque source, la meilleure BCR est atteinte quand les amplitudes des sources sont
décorrélées.

Maintenant supposons que les N fonctions paramétriques b’ () de (107) soient invariantes durant les L
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[I]

L
observations (b’ (¢!,) = b (!,), P' = P) et notons E = + Z
En tenant compte de 1’'indépendance des L observations, on peut aisément €tablir que :

BCRsz,, (n) :Li<zBCR_W (Q)), BCRZ!, (¢') = 2 S Re{H(E) o ((¢) () @1pr)}
n

o? ol
= (@) @) (@) = ()" ()" B ).
En fait, les hypotheéses d’invariance usuelles (110) se traduisent par un ensemble de contraintes égalité
sur les parametres :
e —en=0, 02 —-02=0, l€]l,L].

n

Sous 1’ensemble de ces contraintes, = = = et ’expression de BCRgj (8) est donnée par (111) qui
vérifie donc (85) :
BCRz) (0) < BCRg, (1)

Pour le cas particulier ot 7 satisfait e, = e = e, P' = P' = P, 02, = 02, = 0}, | € [1, L], nous
obtenons :

T Re{H(Z)0 (R0 1rr)} ' < 1 (Z Zre{HE® o0 (o) (o) ® 1pxp>}_1>

ou plus simplement:

Re{H(E)o (R0 1nr)} " < 7 (ERe{HE@ 0 (@) (o) 0 10r)} )

1
Or Re {H = o ((a) (al)T ® 1P><p>} >0, VI € [1, L], par conséquent :

VR

Re {H(Z)© (R} @ 1pp)} ' <Re{H @) ® ((0™)" (0")" @ 1p.p) }1

Inay = aTg (féﬁ%ﬁ {Re (HE o ((6) (0") @ 1pe) }1}) .

PUURTIP . T s
Il y a égalité si et seulement si R, = (alm‘“)* (a’lm“) , c’est a dire si R, est de rang 1.

Finalement, pour chaque source [69]:
e la pire BCR (la plus grande) est obtenue lorsque les amplitudes des sources sont parfaitement corrélées,
e la meilleure BCR (la plus petite) est obtenue lorsque les amplitudes des sources sont décorrélées.

2) Modele d’observation stochastique:
Puisque la BCR des parametres d’intérét possede une expression identique (111) pour les modeles
d’observation déterministe et stochastique, les résultats précédents sont valables pour 3, s’exprimant
par :
3, =R, (BYR;'B)R,, R« = BR,B” + 021, B=B(E), R, = R..

Par conséquent :

e Premierement, puisque rang (X,) = rang (R,) sous 1’hypotheése usuelle que les vecteurs de B sont
indépendants [63][42], la pire BCR est obtenue lorsque rang (X,) = 1 = rang (R, ), c’est a dire quand
les amplitudes des sources sont complétement corrélées.

e Deuxiement, la meilleure BCR pour chaque source est obtenue lorsque 3, est diagonale : 3, = A,

N = (A)mméin Alors, nécessairement R, est une matrice hermitienne inversible vérifiant A =
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R, (BPR;'B) RZ, c’est a dire que la matrice R,, diagonalise (B”R'B), matrice hermitienne définie
positive. Par conséquent, %, a > 0, doit étre définie, positive, unitaire et hermitienne :

R,
?:U>0/UHU:IetU:UH = U>0etU?=1 = U=1 = R,=al

Réciproquement, si R, = ol alors :
A

Hp -1 H Hp -1
)\:R,,(B R, B)Ra & ?:B R, B,
ce qui signifie que la matrice B diagonalise R_!. Par conséquent, les colonnes de la matrice B doivent
étre orthogonales.
L’énoncé de cette condition nécessaire a 1I’obtention de la meilleure BCR stochastique est nouvelle a notre
connaissance (elle n’apparait pas dans [63, p 950], par exemple), alors que la condition qui conduit a la

pire BCR (rang (R,) = 1) est mentionnée dans [63, p 954] avec comme référence [69].

Finalement, pour chaque source :

e la pire BCR (la plus grande) est obtenue lorsque les amplitudes des sources sont parfaitement corrélés
(rang (R,) = 1),

e la meilleur BCR (la plus petite) est obtenue lorsque R, = al et que les vecteurs colonnes de B (E)
sont orthogonales.
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IX. BORNE DE CRAMER-RAO POUR RADAR SIMO QUASI-MONOSTATIQUE ET MOUVEMENTS
RECTILIGNES UNIFORMES RADIALS

Rappelons qu’un radar SIMO quasi-monostatique est un radar pour lequel (cf. paragraphe IV-C) :
e le réseau de réception (/N récepteurs) vérifie I’approximation réseau bande étroite,
e le réseau d’émission est composé d’un seul émetteur (/ = 1),
e le centre de phase O du réseau de réception coincide avec la position de 1'unique émetteur (que nous
choisissons comme origine du repere géométrique).
Le modele d’observation paramétrique en sortie du filtre de Hilbert en présence de M cibles (diffracteurs)
ponctuels D,, en champs lointains dont les cinématiques sont MRUR (pp,, (t) = up,, (rm + vnt)) est
donné par :

M _ 2w
Z a thfc? j47r("mj\r:mt>eT (Oém (t c2 )) Acangz) + l’l(t) 7 —1_ 2U_m (112)
— (Tm + vmt) (47)2 c
. qu'PRn(f)
n (Cma fC? t) - ejgﬂfcf \/GRn (fc» qu)\/GT (fca qu)
B B
Rn (f)v f€ |:_Ea5:| = Rn (T)

Le choix de I’architecture SIMO est une étape préliminaire a I'implémentation de la BCR pour une
architecture MIMO quasi-monostatique. En effet, elle permet :
e de formuler pour chaque émetteur (ici I’émetteur 1) I’ensemble des grandeurs nécessaires au calcul de

la BCR,

e de mettre en évidence les problemes de calcul de ces grandeurs et ’influence des erreurs de calcul.
Afin de simplifier I'implémentation de la BCR, nous nous sommes restreints a la situation suivante :

e I’émetteur et les récepteurs occupent une position fixe dans le repere géométrique des cinématiques,

e les gains d’antenne sont isotropes,

ecr(a(t—2)) ~ep(at — ) =ep (t — M), o = 1— 22, Cette approximation est licite si le biais
distance introduit 7 = r (ov — 1) est négligeable par rapport a 7, c’est a dire si :

2]

la—1| = < 1

En radar, si [v| = 1500ms ™! (mach 4.5!) alors 22l = 1075 et [6r| < 1077, ce qui est a priori négligeable
dans la plupart des applications.

e pendant les L observations indépendantes, le modele de propagation est invariant, les trajectoires
MRUR des sources sont invariantes, les sources sont fluctuantes et le bruit est blanc temporellement
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et spatialement:

(O'Z)T = (0'17 ,0’11\4) , ET = (6{, . ,53\1/[) , qu (Tmyvmuema ¢ )
R (f) = Ra (/) = KTAL f € [-5.5]

ou (#,¢) désigne un couple de deux parametres (deux angles directs, deux coordonnées catésiennes)
paramétrant la direction up supportant le MRUR.

Sous ces hypotheses additionnelles (112) se simplifie et devient :

A \/PT

=Y b(tien) o, +0'(t), b(te) =

a(6,6,f.)x (t,r0) (113)
(47T)
ep (t — 2t p—j2mf At 0.0y on
#{hryv) = ( (r+>vt)2 a0 (0,6, f.) = /GG 72722
B B
R () = Ru (f) = KTAL f € [—5 2}

Le signal transmis er (¢) est un train (rafale) de N impulsions élémentaires eq (t) de durée Tj et de
bande B émises a des instants ¢, :

NR

e (t): leo () dt = [ leo (f)]>df =T,
T 2 / 0 / 0 0-

_B
2

L’enveloppe complexe e (t) peut étre un pulse standard modulé linéairement en fréquence (pulse LFM -
Chirp) [16] ou un signal de type OFDM [67] (par exemple, avec un code optimisant la fonction d’ambiguité
monosource [52]).

La BCR est alors donnée par (98) :

2L ! 1< T
BCRzo, (O,) = <KTA Re {H(2) ® (R ® 1xxx) }> S Ro=7> (o))
=1
Hi, (2) ... Hoy(E)
H(Z) = : ' : :
Hy i (2) Has o (2)
_ b (em,) b (em,)
Hm1 ma (:‘) =G (H?B(E)} ({ OeT ) ’H%—B(E)} ({ OeT
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A. Calcul de H,,, n, (Z)

Nous adoptons les notations simplifiées suivantes :

Hom, =Huyme (2), an=a0n, b, fc), xm () =2, mm,vm), A=]lay,...,ay] (115)
Alors :

0b (€m2 b Eml —
-0 (42 i (57

cono (250 (B) o) )
=G({B®:E)}.{B:E)})

ou :

Am,
Am, da da
— mo mo
le,mQ - agénl < Amy  Amy g, ¢y ) (117)
1

Amq

0,

6G ( {ax,g; (t)7 a:cg,; (t),:vmg t) .20 (t)} | {axg; (t)’ axg;(t),:vml (). 2 (t)})

O (t) O
D, =A"[a, a, %= %}@G({ xar(t)’ mav(t),xm(t),xm(t)},{xm(t)}[LM]) (118)

E=A"AQE,, (B), =G (@m(t), 2m (1) = (@m ()| 2m (1)) (119)
et .
mt—2m N Oep (apt—2rm
(9:17m (t) Q¢ J>\ (rm+vmt) < tf c > ( ai c )+ 8.Tm (t) 82L'm (t)
ar N (ro 1ot | : A 2r ’ o t or (120)
c (Tm + U, ) j27T <1 — m) er (Oémt — Tm>

1) Calcul des composantes distance-vitesse:

La principale difficulté associée au calcul de H,,, ,», (Z) est le calcul des différents produits scalaires :

(s (0) |, ) (s (0] 250 ) (a0 2 D) (8] 2 00,

<ax7§jﬂ (t) | 8xg;(t)> | <8xgz(t) | 8xg;(t)>

lesquels sont fonction de :

: Odep (ot — 1) der (at — 1) | ,0er (at —7)\ .
(e (at —7) | t'er (at — 7)), (at —7) | # 2T TN |t i €{0,1,2}.
< ot > < ot ot > 120

Les produits scalaires (121) peuvent étre calculés par intégration numérique par la méthode des rectangles
en application du théoreéme de Shannon dans sa version temporelle (signaux a bande limitée B3)

[e.9]

1
(x(t)|y@) = / t)dt = zezzy (iA)" x (iAt)At, B = AL (122)

—00
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ou dans sa forme fréquentielle duale (signaux a durée limitée 1)

[e.9]

() 1y () = [y ("%t =Yy (AN (a7 A1, T =

1EL

1
A_f' (123)

— 00

L’avantage de la forme fréquentielle (123) est que la dérivée par rapport au temps et la dérivée par rapport
a la fréquence s’expriment aisément :

N s | 0 g, (f)
er(t) =ser(f)= / er (t) e P2 qf = Z er (iAt) 5 T | ter(t) = %aeg;f) = Y ier (iAt) g2 iAe
o i€z €7

Par contre, le pas fréquentiel Af de la version échantillonnée (123) doit vérifier :

1 B
— > T & hF = — > BT,,
A f =~ f nec A f = f
ou nechF’ est le nombre d’échantillons fréquentiels et 7, est la durée totale de la rafale de Ny impulsions
élémentaires.

L’avantage de la forme temporelle (122) est qu’elle permet de tenir compte du support temporel du produit
scalaire qui est limité par la durée du pulse élémentaire 7. Par conséquent le nombre d’échantillons
nécessaire nechl’ est a priori :

nechl = NrBTy

a condition de pouvoir faire 1’approximation :

%gt@) _ % (BEOT: er (%) sine (r (Bt - n>>) ~ BXOTJ%T () sine(r(Bt—n)) (124
)

jor fer (f) ~ TF (Z %if (%) sin ¢ (m (Bt — n))) . (125)

Cette approximation, lorsqu’elle est vérifiée, est particulierement intéressante pour la simulation des formes

d’onde radar “pulsée” car alors :
nechF 1T,
o raf > 1

nechT — NgTy '

ce qui permet de réduire notablement le temps de calcul et la mémoire nécessaire. Typiquement :

Tra f
< —< .
10 < NoTo = 100
Nous avons donc retenu 1’approche temporelle approchée (124) dont nous contrélons la validité dans le
domaine fréquentiel par (125).
Sa contre-partie est qu’elle requiert la prise en compte d’une modulation en amplitude pour vérifier (124)
avec suffisament de précision :

er (t) = Zeo (t—ty) me (t —t}), / leo (t) me ()] dt = T,
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La modulation d’amplitude que nous prenons en compte est le modele suivant classique en simulation

radar :
tef0,7,): L (1 +sin (7r (Ti - %)))
me(t)=|te|l.,To—T.]:1

telly—T.,T): 1 (1_Sin (W (YL’_%»)

ou 7, est la durée des fronts montant et descendant (valeur typique : 200 7s).

La prise en compte d’'une modulation d’amplitude, méme introduite pour satisfaire (124), n’en reste
pas moins une réalité de la physique du radar : elle rend compte non seulement du comportement des
amplificateurs des émetteurs, qui ont un temps de montée et de descente fini, mais elle rend également
compte de ’ensemble des réponses impulsionnelles des filtres des chaines d’émission et de réception de
durées finies non nulles.

2) Calcul des composantes angulaires (direction d’arrivée):

Le calcul des composantes angulaires ne présente aucune difficulté calculatoire, quelle que soit la paramétrisation
choisie. Par contre il souleve un probleme d’une toute autre nature exposé ci-dessous.

Dans la plupart des livres de réference en électromagnétisme [12], en radar [54], en estimation [63], la
direction up supportant le MRUR (aussi nommée direction d’arrivée) est paramétrée par deux angles
sphériques :

e directs (0, ¢) en électromagnétisme :

u}, (0, ¢) = (sin (9) cos (¢) ,sin (9) sin (¢) ,cos (7)), O €[0,7], ¢€]0,2n7], (126)
e non directs (0, ¢) (azimut, élévation) pour un radar sol :
ul, (0, ¢) = (sin (0) cos (¢) , cos (0) cos (¢) ,sin (¢)), 0 €1[0,27], ¢ € [—g, g] : (127)

Si nous considérons la paramétrisation EM (126), alors la simulation de la BCR selon (114) en positionnant
une cible en (6, ¢) = (0,0), qui est la direction principale de rayonnement d’un réseau de réception défini
dans le plan zOy, conduit a une matrice H (=) singuliere !

Ce phénomene surprenant au premier abord est pourtant fondé théoriquement en remarquant que :

uj, (0,¢) = (0,0,1), V¢ € [0,27]

ce qui exprime que, toute chose étant égale par ailleurs, le modele d’observation et la p.d.f. associée
sont identiques pour tous les u} (0, ¢), ce qui traduit une non-identifiabilité du parameétre ¢ dans cette
configuration.

Le méme probleme se produit avec la paramétrisation radar (127) pour (6, ¢) = (6, %) ou (6, ¢) = (6, —%).

Ce probleme récurrent pour les paramétrisations bi-angles des directions d’arrivée nous a amené a étudier
la relation entre la singularité de la MIF et la non-identifiabilité des parametres, étude dont les résultats
généraux sont présentés dans la chapitre X.

B. Simulations

Pour illustrer I’importance de la validité de I’approximation (124) lorsque la version temporelle (122)
du théoreme de Shannon est utilisée pour calculer la BCR, nous prenons comme référence 1’article [16]
qui propose un calcul de la BCR (7, v, 6, ¢) dans le cas d’une seule source et d’un train de pulses LFM.
Nous adaptons les caractéristiques initiales de ce train de pulse pour se placer dans un contexte radar plus
actuel en terme de résolution distance attendue :
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ambiguité distance 100 km (667 us)

distance aveugle 1155 m (7.7 us)
résolution distance 15 £ 2 m (10 Mhz)
ambiguité vitesse 100 m/s

fréquence d’émission 2.25 Ghz
Dans [16], le pulse LFM (3.15) et sa dérivée temporelle sont modélisés par (124) sans prise en compte

d’une modulation d’amplitude comme le montre le calcul en annexe (C.2b) :

+o0o
/ ‘860 ‘ - / j2r feo (f) df

B
2
T, T, B BT,
~ 2 2 (20 _ 4210 _ g.2b0do
/ iznseo (DFdf = ant [ 12 (G0 ) Mg gy () =m0 58— amt
=
B By gl Bo\? By\? T3 BT,
60 . 0, jr=0¢2 0 2 0 25010
~ =2l Tt | dt = [ 2722 2dt = 2722 — Ar
/‘ ‘ /‘j T, (WTO) / (WTO) 3 3
0 0

La qualité de I’approximation (124) mesurée par (125) est présentée figures (1)(2). Ces 2 figures montrent:
e en noir : er (f),

e en rouge : j2m fer (f),

BT,
e en vert : TF < Ger (2)sinc (w (Bt — n))),

0

pour un pulse LFM non modulé (courbes du haut) et un pulse modulé (courbes du bas; la durée des fronts
montant et descendant est la valeur typique de 0.2 us (30 m)).
Outre les courbes, la qualité (125) est mesurée par une erreur relative moyenne définie par :
2

BTy
/ j2rfer(f)—TF ( der (&) sinc (r (Bt—n))) df
€ (1qp) = —L208) i (128)
| lnter (P
D(f,xqaB)
[fer (NI

D (f,zap) = f / 10 xlog 10

> Tap, <0
max {[fer (NP} ) =7

Sur les deux figures (1)(2) nous fournissons :

e {(—00) : erreur relative moyenne sur tout le spectre de Shannon,

e £ (—50) : erreur relative moyenne sur la partie principale du spectre a ”—50dB”,
qu’on peut lire dans le titre des figures : Derivative Errors : (£ (—o0) // & (—50)).

Les figures (1)(2) sont a prendre en compte avec les figures (3)(4) qui montrent la modification de la figure
de compression d’impulsion (CI, filtre adapté distance/temps monosource) apportée par I’introduction de
la modulation d’amplitude (courbe noire : sans modulation, courbe rouge : avec modulation).

En effet, on remarque que la modulation d’amplitude modifie de facon marginale la figure de CI sur la
zone centrale incluant le lobe principal et les 10 premiers lobes secondaires mais de fagon tres significative
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(50 dB d’amélioration sur & (—oo) et £ (—50)) la validité de I’approximation (124).

Afin de mesurer I'impact de la validité de 1’approximation (124) sur le calcul de la BCR pour les 4
parametres (7, v, 6, ¢), nous avons adjoint le réseau de réception suivant :

Réseau de réception rectangulaire 8 x 8 capteurs equirépartis a \/2
résolution azimut/élévation 20°

et adapté la puissance créte afin d’obtenir pour chaque source un RSB de 30 dB en sortie du filtre adapté

(4 parametres).

Le repere géométrique est de type ENU (x : East, y : North, z : Up), I’émetteur étant au point O, point
origine du repere. Le réseau de réception est dans le plan 2Oz et son centre (barycentre) est le point
origine O. Le paramétrage angulaire des directions d’arrivée est celui d’un radar sol (azimut - 6, élévation

- 9):
u}, (0, ¢) = (sin (0) cos (¢) , cos (A) cos (¢) ,sin (¢)), 6 €[0,27], o€ [—g, g] .
BCR BCR

Les résultats sont présentés figures (5)(6)(7) par la mesure du rapport (LLP)Y = (Lamgenr Lobe Principal)® -

e figure (5) : scénario monosource, variation du nombre de réccurences €émises a RSB constant (30 dB)

en sortie de filtre adapté. Nous comparons la formule de la BCR parue dans [16] et notre calcul de la
BCR avec et sans fronts montant et descendant (EdgeOn - EdgeOff).

e figure (6) : scénario multisources, 10 récurrences émises a RSB constant (30 dB) en sortie de filtre
adapté, variation du nombre de sources. Les sources sont séparées de % sur chaque axe relativement a
la position centrale (r,v,6,¢) = (104,350, 0,0). Les sources ont une méme SER. Nous comparons notre
calcul de la BCR avec et sans fronts montant et descendant (EdgeOn - EdgeOff).

e figure (7) : scénario multisources, 10 récurrences émises a RSB constant (30 dB) en sortie de filtre
adapté, variation du nombre de sources. Les sources sont séparées de % sur I’axe distance mais sont a
la méme position pour les 3 autres axes (vitesse et angles), relativement a la position centrale (r, v, 0, ¢) =
(10,350, 0,0). Les sources ont une méme SER. Nous comparons notre calcul de la BCR avec et sans

fronts montant et descendant (EdgeOn - EdgeOff).

Pour les scénarios multisources, afin de tenir compte de I’impact de la corrélation des amplitudes des
sources sur la valeur de la BCR (cf. paragraphe VIII-D) nous présentons la plus petite valeur de la
BCR (courbe BCRmin), la plus grande valeur de la BCR (courbe BCRmax) et la BCR moyenne (courbe
BCRmean) obtenues pour des amplitudes des sources corrélées (rang (R,) = 1) a partir de 10° tirages
aléatoires des phases (puisque les SER sont identiques).

Ces 3 figures (5)(6)(7) montrent clairement que 1’'impact de la validité de I’approximation (124) sur le
calcul de la BCR n’est significatif que pour les scénarios ’trés haute” résolution comme dans le cas de
la figure (7) et principalement pour le parametre distance.

Or c’est précisément ce type de scénario qui releve d’un intérét opérationnel en radar (mesure d’un profil
distance d’une cible étendue).

Par ailleurs, la non validation de la qualité de (124)/(125) par un critere quantitatif tel que (128) peut
conduire au calcul approché d’'une BCR [16] fournissant des résultats quasiment exacts dans nombre
de scénarios, a I’exception des scénarios “tres haute” résolution ... sans que 1’utilisateur puisse en avoir
conscience.
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Fig. 2. Spectres pulses LEM (zoom) : mesure de la validité de 1’implémentation temporelle du calcul de la BCR (124)
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X. RELATION ENTRE LA SINGULARITE DE LA MIF ET LA NON-IDENTIFIABILITE DES PARAMETRES

A. Introduction

Pour la conception des systémes, il est vraiment indispensable de savoir si les parametres d’intérét
que nous cherchons a estimer avec la meilleure performance possible sont identifiables, c’est a dire s’ils
peuvent étre estimées (avec ou sans biais) quelles que soient leurs valeurs. Et si certains parametres ne sont
pas identifiables, nous aimerions savoir sur quel sous-ensemble de I’espace des parametres ce probleme
se produit.

D’autre part, certaines applications telles que I'identification des systémes [55], I’estimation aveugle du
canal [5], les réseaux neurones [53], ... sont confrontées a des matrices d’information de Fisher singulieres.
Différentes contributions passées [25][45][35][58][4][58] ont décrit ces problemes et apporté des solutions
de contournement partiel (comme la la BCR modifiée avec recours a la pseudo-inverse de la MIF).
Nous proposons d’éclairer ces deux problemes sous I’angle de la minimisation d’une norme sous contrainte
linéaire, approche qui permet une formulation rigoureuse de la relation entre la singularité de la MIF et
la non-identifiabilité des parametres.

B. Singularité de la MIF : considérations préliminaires

Une des caractéristiques clé de I’approche utilisée dans la dérivation de la BCR est que toutes les
informations nécessaires pour résoudre le probleme sont contenues dans 1’ensemble des contraintes (cf.
Lemme 1) :

Goo ({u},, {e},, ) =V EMc(PQ) (129)

\= %;QTO) ), —{@) 0 -]} (o, :{(%‘S{;@)*}'

Comme la solution de la minimisation de la norme G go ({u}[1 o ) doit satisfaire les contraintes linéaires
(129), la premiere question posée est la condition d’existence d’une telle solution.

Un résultat classique en algebre (utilisé dans le Lemme 1) est que le systtme d’équations (129) admet
une solution :

e VVisi Fpo =G o0 ({C}[I,P]> est inversible, i.e. si {C}[I,P] est une famille de vecteurs indépendants,

e pour un sous-espace de im {V} si Fgo est singuliere, i.e. si {c}[1 », est une famille de vecteurs liés.

Par conséquent, une MIF Fgo singuliere décrit tout simplement le cas ou les vecteurs de la famille

{M} sont dépendants. Dans ce cas, seul un sous-espace vectoriel de Im {V} est compatible avec les

ek
. ., . . -0 . . . .
relations linéaires existant entre les vecteurs {M}. La nature de la restriction est d’ailleurs donnée

06
par le Lemme 1 :

i Fgo = Gy ({c}, ) = MgoDgo M, My € Me (P, P), MiiMgo = Ty,

Dgo = Diag (dy (6°) ,...,d5 (6°)), dy (8°) > ... > dp (6°) >0, P < P,
alors V doit vérifier (MgoMgo™) V =V, c’est a dire V € Im {Mgo }.

9g(0°)
BQT

Dans le cas le plus simple, si g (@) = 0, alors V = < ) = Ip et la contrainte sans-biais local

définie par :
(MgoMgo™) V = (MgoMgo™) Ip = Ip & MgoMgo” =1p
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ne peut pas étre vérifiée. Par conséquent, aucun estimateur sans biais de 8 en 8" ne peut exister si la MIF
est singuliere.

Une compréhension supplémentaire du phénomene est obtenue en considérant la fonction suivante :

heo (0) = Ego (%—1) >0

Alors, au voisinage de 6° :
hgo (0° + d@) = dO"F godB + o (||d0|*)

et la fonction hgo (@) atteint la valeur minimale 0 a 6 = 0°.
Par conséquent, si Fgo est non singuliere, hgo (€) admet un extremum strict au voisinage de 6°.
Par contre, si Fgo est singuliere, alors I’extremum n’est pas strict au voisinage de 6° -

3d0 | hgo (8°+dB) =0 < 3dO / p(x;60°+dB) = p (x;8°) (presque partout)

ce qui implique que :

~

V6" (x), 36 / Eg [6° ()] = Egorun [6° ()]

ce qui est impossible pour un estimateur sans biais au voisinage de 6°.

Néanmoins, selon le Lemme 1, il peut exister une fonction g (@) localement sans biais en QO méme si la

og(6°)" _ og(6°)"
90 20

MIF est singuliére, a condition que <MQ01\/I§{)> , ce qui nécessite que g (@) a au plus

P composantes.
Par conséquent, une MIF singuliere en ° induit une singularité pour la BCR en ° dans le sens ou la
BCR est non bornée au voisinage de QO. En effet, si la MIF est non singuliere, alors la BCR est bornée

ar
p 2

ag (8°)"
00

dg (6°)
00

199 (0°) 1
! <

ou dp (QO) > 0 est la plus petite valeur propre de la MIF F4o.

Ainsi il n’est pas exact de dire qu’une matrice MIF singuliere en 8° conduit a des estimés localement
sans biais avec une variance infinie tel que mentionné dans [58][4]. Une affirmation préliminaire plus
correcte est de dire qu’une matrice MIF singuliere en 8" conduit 2 une BCR singuliere en 6, ce qui
entraine une BCR non bornée au voisinage de 8° et la non-existence d’estimateur localement sans biais
pour un sous-espace vectoriel de fonctions ¢ (@) incluant ¢ (8) = 6.

Une approche plus générale et plus précise est développée dans les paragraphes suivants.

C. De la non-identifiabilité a la singularité

Une définition de la non-identifiabilité au sens large est [29, p24] :
si x est une variable aléatoire paramétrée par @ et distribuée selon la loi p(x;8), alors @ est dit non-
identifiable s’il existe 8" # 6 pour lesquels p (x;0") = p (x; 0%).

Toutefois, d’un point de vue a la fois théorique et pratique (voir ci-apres), il est nécessaire de limiter
la portée de cette définition a un sous ensemble C de I’espace des parametres O, ce qui conduit a la
définition suivante :

si x est distribuée selon p (x; @), alors @ est dit non-identifiable sur un sous-ensemble C de 1’espace des
paramétres O si V0',0° € C, p (x;0') = p (x;6%).

Considérons maintenant un sous ensemble C de I’espace des parameétres © défini parles K (1 < K < P — 1)
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contraintes non redondantes C = {0 € © / £(8) =0 € cx }, et supposons que p (x; 8) soit non-identifiable
sur C. Alors :

dp (X; (7]

0
v6°, 6"+ db € C : T—)dg =0etdf = Ugpd\, Ugp € Mc(P,P-K), dx e R" ¥,

ot (e° . S
ol Ugo est une base de ker{ a(eT) } Par conséquent, si p (x; @) est non-identifiable sur C :

Ip (x;0°) B 0 Ugp  0p(x6°)
Sogr UpA=0 @ veleC, BT -

ve° € C, ¥\ € RFK,

soit encore :

olnp (x: 6° olnp (x:6°) )"
V8 € C, Eg <U§o$> (Ug;%) = U Fg (8°) Upy =0

ce qui signifie que, V8° € C, la MIF Fgj (6°) est singuliere et de rang : rang (Fg (6°)) < K.

D. De la singularité a la non-identifiabilité

Supposons maintenant que la matrice Fgjp (8”) soit singuliere de rang K (1 < K < P — 1) pour
0°cDco.
Dans ce cas Fgjg (6°) = MgoDgoM

di (0°) >...>dg (6°) > 0.
Soit 1\/[L € M(c (P, P — K) une matrice orthonormale telle que ses colonnes engendrent 1’espace im {M(,o }L.

Alors :

g0 Mgo € Mc (P, K), M{iMyo = Ir;, Dgo = Diag (i (6") ,....dx (")),

<M$O>HF9| (OO)Meo—EQo <ML>HM<<M$O>HM>H -0

00 00
\
| H@lnp(x 00) B N H@p(X;QO) B
H (M — e | |=0 * (M) e~ =0
Par conséquent : .
VdA € €K, %‘;TQ) (Mg) dx=0 (130)

Soit C = {Q €0 /f(0)=0¢ (CK} tel que ker{ ;go;’)} = zm{(Mjo>*} ,V8° € D. Alors (130) peut

étre réécrite sous la forme suivante :

op (x;6° *
%d@: 0 et df = (Mg) AN & p(x:60°+do) =p(x6°) et 0°,0°+db €C
ce qui signifie que O est non-identifiable sur C et que D C C :
of (6"
DCC—{QG@/f(Q)—OE(CK, 8¢(9T) Mgo, VQOGD}.
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E. Estimation avec biais : rappel

Les estimateurs avec biais représentent le cas général des estimateurs puisqu’ils satisfont simplement :

Eo|g(8") ()| =h(8) =g (0)+b(0), Yo c O (131)

ou b (0) est/a}@elé biais. Lorsque b (@) = 0, alors les estimateurs sont dits sans biais et (131) se réduit

a (43). Si g (0°) (x) vérifie (131) alors :

Gy ({2(0) 0 -2(0)}) = Go ({2(6) 0~ 1 (0")}) +b(") b (6")"

Par conséquent, puisque b (6°)" b (QO)T >0:

min {Ggo ({g/(—Q?) (x) —g(0° })} sous Fy

g(0°)(x) !
/(gl?i)rz ){Geo ({h/(g\o) (x)—h (QO)}>} sous Eg [}1/(0\0) (X)} —h(@), V0O (132)

/OT

g(0") (%) = @ (%) et

c’est-a-dire que la minimisation de ’EQM des estimateurs avec biais se déduit simplement de la minimi-

sation de ’EQM des estimateurs sans biais, a condition que le vecteur des fonctions a estimer incorpore
le biais [63].

F. Synthese
Finalement, nous avons montré I’équivalence (nouvelle a notre connaissance) entre une MIF singulicre
et la non-identifiabilité sur un sous-ensemble C de 1’espace des parametres O :
Fgo (0”) = MgDgoM [, Mg € Mc (P, K), Dgo = Diag (dy (6°) ,...,dk (6°))
Mj\Mgo = I, d; (8°) > ... > dk (8°) >0, 8°€DCO

(133)
0
DCC:{Qe@/f(Q):Oe(CK, 1<K<P-1, aﬁa(e%) — M, vgoep}
p(x;8) est non-identifiable sur C
I : : og(e”)" _ .
De plus, d’aprés le Lemme 1, la BCR existe pour toute fonction g (@) telle que —55— € im {Mgo}.

8g(QO)T .
Dans ce cas, ~o = MQoB, B € Mc (K, K), et vérifie :

og (8° *
V8’0" +db € C, %g; )6 - B'My, (Mg:) dA =0,

ce qui signifie que g (@) est constante sur C. Par conséquent le résultat général est le suivant :

Proposition :

Lorsque la MIF est singuliere, elle I’est nécessairement sur un sous-ensemble C' de ’espace des parametres
engendré par un systéme de contraintes égalité. La singularité de la MIF sur C est équivalente a la non-
identifiabilité de @ sur C et traduit la non-existence de la BCR sur C conduisant a :
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e la non existence d’un estimateur sans biais de g (0) quand 0 € C, sauf si g (8) est constante sur C,
e une BCR non bornée au voisinage de 6 pour tout 6 € C.

Ce résultat englobe et clarifie les travaux antérieurs dans le domaine [58][4] qui ont partiellement étudié
la relation entre la non-identifiabilité et la singularité de la MIF.

Enfin, considérons le sous ensemble 'R C © défini par les P — K contraintes suivantes :

. or (6°)
r(0) =0 / My, est une base de ker 507 . (134)
Les équations (134) constituent des équations de régularisation dans le sens ou elles définissent le plus
grand sous ensemble de I’espace des parametres © ou un estimateur sans biais existe pour toute fonction
des parametres inconnus [4]. En effet, la BCR sous contraintes s’écrit alors (cf. paragraphe VII-B) :

v6" € R, BCRy, (6°) = MQoDéolMgJ >0

Ces équations de régularisation (134) sont des résultats plutdt théoriques que pratiques, car il est peu
probable que I’expression analytique des vecteurs propres de la MIF existe dans la plupart des cas. Quoi
qu’il en soit, son existence suggere que, lorsque la MIF est singuliere avec un rang K < P, il est intéressant
de chercher un sous-ensemble du modele d’observation initiale pour lequel une relation inter-parametres
de la forme :

0 (w) = (gT,gT =1 (a_:)T> , dim {6} = P, dim{w} = K, dim{e} =P — K, (135)

existe et vérifie :

Ip_k
[ Bg’(go) ] :MEOI‘QO, VQO e D, FQO EM({;(P—K,P—K>, ‘I‘Qo| 7&0,

OwT

et d’exploiter ce sous-ensemble de modeles d’observation, a chaque fois que c’est possible et pertinent
(cf. [4, §IV] a titre d’exemple).
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XI. PERFORMANCE EN ESTIMATION DES FORMES D’ONDE OFDM ET CHIRP : COMPARAISON
PRELIMINAIRE

A. Les signaux OFDM pour le radar

Rappelons qu’une des motivations initiales de ce travail était de comparer les performances en estimation
multisources multiparametres d’un radar actif utilisant une nouvelle forme d’onde de type OFDM, par
rapport a un radar actif utilisant la forme d’onde usuelle de type Chirp (de durée 7j et de bande Bj) :

T2
ebPM (1) = @25 (- F) 1 0 (8) (136)

Les signaux OFDM considérés sont donc des impulsions en bande de base de la forme :

Q
OOFDM (t) = Z <Z C, 632 fot ) Hom (t— (¢ —1)T) (137)

g=1 \p=1

B. P—-1 T BT
= — -1 - — T, =— *
Ip P(p 5 ), =0 Cpq € C, PO N

L’impulsion de durée T et de bande B, contient P fréquences équiréparties dans la bande

[—%, 7] (cf. figure (8)). () symboles C),, de durée T = g’ sont transmis pour chaque fréquence et les

P fréquences sont orthogonales durant la durée 7 de chaque symbole (BISCTQO € N*)

Ce type de signal a une résolution en distance de Ts et une résolution en vitesse de ot [32] (cf. figure
9)).

Les principaux avantages de I’impulsion OFDM revendiqués dans la littérature courante sont la discrétion
de I’émission radar (I'impulsion est dissimulable dans le spectre utilisé par les signaux de télécommunication)
et un degré de liberté élevé (le code des P() symboles C), ;) pour optimiser une ou plusieurs caractéristiques
du signal radar d’une durée d’impulsion 7 et de largeur de bande B, déterminés.

Nous nous intéressons dans notre comparaison au code proposé par [52] qui est le résultat de la méthode
des moindres carrées [60] modifiée qui permet a la fois de synthétiser une fonction d’ambiguité monosource
optimale(cf. figures (10)(11)) pour le radar et de réduire le PAPR (Peak-to-Average Power Ratio) a 1.7 :

eg "M (1)

2
pmax {leo ()

QT

dr [l ar

0

PAPR =

B. Performance en estimation des formes d’onde OFDM et Chirp : comparaison préliminaire

La démarche et le scénario de simulation sont identiques a ceux adoptés au paragraphe IX-B :

ambiguité distance 100 km (667 us)
distance aveugle 1155 m (7.7 us)
résolution distance 15 £ 2 m (10 Mhz)
ambiguité vitesse 100 m/s

fréquence d’émission 2.25 Ghz

fronts montant et descendant 30 m (0.2 us)
Réseau de réception rectangulaire 8 x 8 capteurs equirépartis a \/2

résolution azimut/élévation 20°

RSB par source en sortie du filtre adapté (4 parametres) 30 dB



Q fréquences

IDFT

FT

1 1
. I oo 1
1 1

Fig. 8. Construction d’un signal OFDM

[x (V)|

Fig. 9. Exemple de fonction d’ambiguité (distance - vitesse) monosource OFDM
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La qualité de I’approximation (124) mesurée par (125) pour un pulse LFM (courbes du haut) et un pulse
OFDM [52] (courbes du bas) modulés en amplitude est présentée figures (12)(13). Rappelons que ces 2
figures montrent:

e en noir : er (f),

e en rouge : j2m fer (f),

BTy
e en vert : TF ( %T (%) sinc (m (Bt — n)))

0

On remarquera que la prise en compte d’une modulation d’amplitude provoque une dégradation sensible
de la figure de CI pour le code OFDM [52] comme le montre les figures (14)(15).
Le repere géométrique est de type ENU (x : East, y : North, z : Up), I’émetteur étant au point O, point
origine du repere. Le réseau de réception est dans le plan 2Oz et son centre (barycentre) est le point
origine O. Le paramétrage angulaire des directions d’arrivée est celui d’un radar sol (azimut - 6, élévation

- 9):
up, (0, ¢) = (sin (0) cos (¢) , cos (A) cos (¢) ,sin (¢)), 6 €[0,2x], &€ [—g, g] .

Les résultats sont présentés figures (16)(17)(18) ou nous comparons le calcul de la BCR pour un pulse

LFM et un pulse OFDM [52] (avec fronts montant et descendant) par la mesure du rapport B¢, —

(LLP)?
BCR

(Largeur Lobe Principal)®

e figure (16) : scénario monosource, variation du nombre de réccurences émises a RSB constant (30 dB)
en sortie de filtre adapté.

e figure (17) : scénario multisources, 10 récurrences émises a RSB constant (30 dB) en sortie de filtre
adapté, variation du nombre de sources. Les sources sont séparées de % sur chaque axe relativement a
la position centrale (r,v,0,¢) = (10*,350,0,0). Les sources ont une méme SER.

e figure (18) : scénario multisources, 10 récurrences émises a RSB constant (30 dB) en sortie de filtre

adapté, variation du nombre de sources. Les sources sont séparées de % sur I’axe distance mais
sont a la méme position pour les 3 autres axes (vitesse et angles), relativement a la position centrale

(r,v,0,¢) = (10%,350,0,0). Les sources ont une méme SER.

Pour les scénarios multisources, afin de tenir compte de I’impact de la corrélation des amplitudes des
sources sur la valeur de la BCR (cf. paragraphe VIII-D) nous présentons la plus petite valeur de la
BCR (courbe BCRmin), la plus grande valeur de la BCR (courbe BCRmax) et la BCR moyenne (courbe
BCRmean) obtenues pour des amplitudes des sources corrélées (rang (R,) = 1) a partir de 10° tirages
aléatoires des phases (puisque les SER sont identiques).

Les 3 figures (16)(17)(18) montrent (de fagon préliminaire) que la nature du pulse influe de facon
significative sur la valeur de la BCR (5 dB d’amélioration pour I’estimation du parametre distance) pour
les scénarios “tres haute” résolution comme dans le cas de la figure (18).

Et c’est précisément ce type de scénario qui releve d’un intérét opérationnel en radar (mesure d’un profil
distance d’une cible étendue).

Ces premiers résultats plaident donc pour un approfondissement de I’analyse des performances d’un
code OFDM [52] optimisé, approfondissement qui nécessitera la prise en compte d’un signal OFDM plus
réaliste (sans modulation d’amplitude et/ou avec intervalle de garde) requerrant le passage en représentation
fréquentielle (124) lors de travaux ultérieurs.
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Fig. 17.
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XII. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce travail de these peut étre vu comme une clarification :
e du cadre théorique de calcul de la BCR pour parametres déterministes mixtes (réels et/ou complexe)
éventuellement contraints,
e du calcul de la BCR pour un modele d’observations multiples gaussiennes complexes circulaires
déterministes (conditionnelles) a bande limitée,
fournissant les outils nécessaires pour évaluer I’influence de la forme d’onde sur les performances en
estimation multisources d’un radar actif.

Si nous n’avons malheureusement pas eu le temps d’exploiter intensivement ces outils afin de répondre
catégoriquement a notre question initiale (une forme d’onde numérique de type télécoms permet-elle une
meilleure estimation des parametres de sources multiples que le Chirp ?), les premiers résultats obtenus (cf.
paragraphe XI-B) plaident pour un approfondissement de 1’analyse des performances d’un code OFDM
optimisé.

Les travaux complémentaires (perspectives) potentiels sont donc nombreux.

D’un point de vue pratique, il s’agirait :

e de lancer le calcul de la BCR pour radar SIMO (114) pour les différents codes OFDM optimisés de
la litterature courante sur des scénarios radar opérationnels de référence (distribution de points brillants
associés a des cibles de référence, formes d’onde de référence, antennes de référence) pour évaluer
I’amélioration ou la dégradation en performance d’estimation multisources apportée par ces codes en
comparaison avec le chirp usuel.

e de lancer le calcul de la BCR pour radar SIMO (114) pour les différents codes OFDM optimisant la
fonction d’ambiguité monosource et de valider ou d’invalider la relation entre ce type d’optimisation et
les performances en estimation multisources.

e d’implémenter la prise en compte de 1’accélération pour les MAU nécessaire a 1’évaluation des perfor-
mances asymptotiques en estimation des algorithmes Track Before Detect [54] ou de filtrage particulaire
[49].

e d’implémenter la prise en compte de plusieurs émetteurs pour pouvoir traiter les radar MIMO [34].

e de prendre en compte dans le calcul de la BCR de parametres de nuisances rendant compte d’une
incertitude de mesure de certains éléments d’un radar (position des antennes, gains des antennes, ....).

e de prendre en compte des signaux eq (f) mesurés ou synthétisés (ce qui requerra le passage en représentation
fréquentielle (124)).

D’un point de vue théorique, il s’agirait :

e pour une forme d’onde de poursuite (apres désignation de la cible a poursuivre par une forme d’onde
veille), d’étudier la possibilité d’optimiser une forme d’onde OFDM a partir de performances asympotiques
en estimation (BCR) pour une distribution donnée de points brillants (caractérisée par leur nombre, leur
résolution, ....).

e pour une forme d’onde de poursuite, d’intégrér la prise en compte de la fenétre d’association du filtre
de poursuite (Kalman, ...) [49] sous la forme d’une d.d.p. a priori des parametres radar (r,v,0,¢,...)
pour aboutir a une BCR pour parametres hybrides déterministes/bayésiens [47].
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XIII. ANNEXES
A. Approximation bande étroite d’un réseau de récepteurs

Rappellons que le résultat général:

min {lla=w[*} = (1= o) (v, = o =
que nous appliquons 2 :
u=g(t)=e (t—z) , v=e(t)= 7e(f)ej2“ftdf
(wiv)=(g(t)re(t) 79(t)6(t)*dt=79(f)6(f)*df
Par conséquent : h h
min 7 l9 (1) = Ae (1) dt ¢ = min / 9 (F) = Ae(HFdf § = (1—1p) / le (f)I” df

lex ()P e 2 df

m}m\”‘“

P = B > )\min =p
[l P
B
2
Si on suppose |e, (f)|* = 1,Vf € [—£, 5] alors :
B
1 y o pd(t) d
p=—= / e I2mf = df =sinc (ﬂ'B—) = Amin
B c
B
2
( 3
/ le (t— %) = e (b)) dt
I e . ( Bd)2
min = =1—sinc|m7—
c
[et-22a
N —o00 )
avec :

. Bd\? Bd Bd
10 * log;, 1 —sinc T ~ 1.5 * ( 10 * log,, ,

S — <1072
C C
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B. BCR pour un modele déterministe a bande limité

Dans cette annexe nous détaillons I’obtention de la MIF (56) et de la BCR (59) pour le modele
d’observation déterministe a bande limité (55).
Tout d’abord, nous généralisons la notation (40) pour définir les projecteurs orthogonaux associés au
produit scalaire (57). La dépendance des grandeurs considérées en fonction de la fréquence est omise si
la lisibilité 1’exige, et nous désignons indifférement par {A} ou {A (f)} la famille des vecteurs colonnes
de la matrice A (f) :

A ={ANt={las (/). ag (N} ={ar(f), - aq ()} (138)

Par conséquent, si A (f) = [a; (f)...ag (f)] et C(f) = [c1(f)...cp(f)], alors Gg, ({A},{C}) =
Go, {A(f)},{C(f)}) est la matrice complexe de dimension P x () définie par :

Go, ({A},{C}),, = (ag [ co)g = (as(f) [ cp (f))g, = Ga. ({A(/)} {C(F)}),, (139)

De méme II;g =), (a) = [Ii(s=); (a(f)) désigne le projecteur orthogonal sur im {B (f; )} (sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de la matrice B (f; Z)) qui s’écrit :

IpE) (@) = B(E)Gy, ({B(E)})Ge, (a, {B(E)})
= ey @(f) =B(f;E) Gy, ({B(f;E)}) Ge, (a(f) {B(f;E)}), (140)

et H{LB(E)} désigne le projecteur orthogonal sur le sous-espace vectoriel orthogonal a im {B (f;E)}
vérifiant :

(1l

=) (a) + HJJ[_B(E)} (a) =a=a(f) =Isyz) (@lf)) + H{LB(f;s)} (a(f)) (141)

Par extension :
M) ({A}) = {Ts@) (1) -, Mpa) (ag) } = {sra) (@1 (f), . Dsre) (ag ()}

et :

Go, (H{LB(E)} ({A}) 7H{LB(E)} ({C}))m = Geo, (H{LB(E)} (ag) 7H{LB(E)} (Cp))
= Gy, (a5,¢,) — Gy, (c,, {B(E)}) Gg, ({B(8)}) G, (a,, {B(E)})

Sous I’hypotheése d’un bruit n (¢;60,,) a bande limitée B et blanc temporellement :
Rn (f’ Qn) - Rn (O’ Qn) H[,

R (

] (f)=Rn(7;0,) =Ry, (0,0,)sinc(rB7) = R, (8,,) sinc(rBT1),
n) =Ra(7=0,0,)=BRn(f=080,),

vt
vty

|
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la d.d.p du vecteur d’observation x (¢; @) a bande limitée B, apreés échantillonnage a la cadence At = %
sur une durée finie 7' (7' = N.+) englobant le support temporel de s (¢; ), s’ écrit

Ne—1
) el (0:0,) T R (0,) (x(i)—si:,)

e 1=0

- 1) ;Qs’ Qn) =

NN Ry (8,)[

—+oo

—B/(X(t)—S(t;es))HRn(O;Gn)1(X(t)—S(t;Qs))dt

NN R, (T = Ne

0;0,)

B
2

- / (x(f)—s(£:0)) " R (£:0,) " (x(f)—s(f:0,))df
B

-2

143
(7B R ( = 00,0 o
et conduit a la MIF (51) suivante :
Olnp(x,0) 0lnp(x,0) Olnp(x,0) J1np(x,0) 9% 1n p(x,0) 9% 1n p(x,0)
F, EQ[ %0, o6r ] Ef[ T ] _ EQ[ agf?@f] E—[ 6@5@5}
= 0lnp(x,0) d1lnp(x,0) 0lnp(x,0) J1np(x,0) 92 Inp(x,0) 0% 1n (x,0)
Fo |55 | B [y B ot Eo|“iat
B Fo, Fo_o
B Fo 0. Fe
avec (apres quelques lignes de calcul sans difficulté)
T (fQ)> <_1as(f;Qs))
R, (/; 6, —ia | A+
/ () ®ue ("
(FQs)lk - ’ B .
s (f;0s) 1 (0s([;6s)
i R.(f;0, =) d
/< Sy ) Fvien (G @
s (f; 8,) 8S(f,QS)> <6’S(f;Qs) aS(f,Qs)>
F = + : (144)
(Fo.)u <8(_s)l | 9(05)), /g 9 (0,)y, | 9(0s); /g
— aRn<070) 18R ( )
F = N,tr Ry (0:0,)" VR, (0: 0
(oo = Var (Ro 0.0, Tt R v S0
N, | L ORa (£.0,) L1 0R, (£.6,)
F = — [ tr{Ra(f,0 —FR, (f,0,) ———=)d 14
( 0 )lk B [ T’( (f n) a(Qn)k (f ) a(en)l f ( 5)

(F9 0 )l,k =0

La structure bloc diagonale de la MIF (Fg_o = 0) indique, qu’au sens de la BCR, la connaissance
ou non des parameétres @, des bruits n (¢; 6,,) ne modifie pas la BCR pour les paramétres 6, du signal
d’intérét s (¢; 0y).
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La validité de (145) dans le cas d’un bruit n (;8,,) coloré temporellement (R,, (f;0,,) = Rn(7;6,,)) a
été démontrée par Whittle [22, (5)(10)][65, th. 9].

La validité de (144) dans le cas d’un bruit n (¢;6,,) coloré temporellement s’obtient en supposant les
parametres du bruit connus. Dans ce cas Fp = 0 et, sachant que la MIF est invariante par transformation
bijective sur les signaux regus [64], 1’opération de blanchiement x (f;0) — L' (f;0,)x(f;8) par
la transformation spatio-fréquentielle bijective L™ (f;0,,) telle que R, (f;0,,) = L(f;8,) LY (f;0,)
conduit a un modele d’observation de MIF identique mais obtenue pour un bruit blanc spatiallement et
temporellement pour lequel :

<8L b (e)é;)i(f;eg)’f (aL-l “;f S>>S (£, >) af +

(FQs>z,k - = (144)

*

(aL-l w; (QQ)> (f;Qs)>H (aL-l (J(;; <QQZ)>§ (f;Qs)) of

M}m\m\m wl\m\ It

La BCR pour les paramétres du signal BCRy_ (@) s’obtient en inversant la MIF Fg_. Dans le cas du
modele d’observation radar (55) ou le vecteur des parametres du signal est 8, = (a' O'H T)T :

9% Inp(x,9)
" Pooct 5 T Fa’,a’* Fa',a F, =
0-1 [ 0-1 .0
Fo, = —Fp QJi%("H) Q,ff(,’,‘ g = | Foor Foro Form
% Inp(x,0) 0°Inp(x,0) 02Inp(x,0) FE o FE o FE =
0=0aH 8“80’T 0=0ET ’ ’

Si nous désignons par 1'indice (n,m) la co-information entre la n™¢ et la m®™* source, quelque lignes
de calcul sans difficulté conduisent a :

b(fien)" Ru(f,0,) ' b(fien)df

(b(fiem)" Ru (f,0,) " b (fi€,) df

0s (f;0.)\" -
®eo)y = [ (ZLE) Rutr007 b

- y H _10s(f;8y)
(F"'U')nm - /b(f7€m) Rn(f?Qn) 0—Endf

_ T (05 (£:0)\" ., 0s(f;8,)
Fee),, = 2req [ (L)) racren = L%y



ce qui, en utilisant la notation introduite précédement (138-142), permet d’écrire :
Fg o 0 F,
Fo, = 0 F,., F
FE,U* FE,G’ F
Foor = Foo=Go, ({

m 9 s
Wy m

)

st
[1

)} AB(f,E)})

m

o - e (242 ()

et conduit a la forme suivante de BCRg_(0) :

BCR,, (6) 0
BCR,_(0) = 0 BCR,- (6) —F,' = {
BCRz (6)
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g

Puisque nous nous intéressons principalement aux performances en estimation des parametres d’intérét
E, l'utilisation du lemme d’inversion matriciel par bloc permet d’exprimer BCRz (8) sous la forme :

BCRz(8) ' = Ay — ApATMA Y,

A = 2me{a, ({2E0)] [0 1))

Al [G9n<{B<f;E>},{B<f;E>}> 0
u 0 Go, ({B(:)} . {B(f:E
NGRS
Go, ({B(1:2)}. { =L })
Ay = Al

Nous obtenons donc :

BCRz (6)' = 2Re{ — Gy, ({28

fi
- s (f; 05
BCRz' () = 2Re{G9n (H{LB(f;E)} ({—T)
0
T

(
0
- os(f;
BCREI () = 2Re {G"n (H?B(f;E)} ({g—

(1

) pee)
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Le calcul de (BCRE (Q)_l) correspondant aux n®™¢ et (¢ composantes de = :

n,l

( OB(/Z)o) =)
Go. (127 },{

(BCR= (Q)_l)w = 2Req —G, (¢ 2BLE L f;E ng (2}, {B(f;=2))
x G, a(Bg:;s)a 20
on ({22 (2.
~ 2Re ({ 2} (B ()} Go, (B} (BB
\ xG9n<{ aEl }, (faE})U
(i ({22) {252)) o)
= 2key [ Go, ({Z£2} . (B(1:2)) Go, (BU:D).BU:EH |
G ({22} B (i)
conduit a :
(BCR=(0) '), = 2Re {tr (Go, ({Ilx (D)}, {IIx (D,)}) (o0™)) } (149)
p, =S p - BLE A_mea)

Si nous supposons maintenant que les composantes n et [ de = correspondent respectivement au peme et

e parametre de la m¢™¢et de la m$™¢ source, c’est a dire que n = P (m; — 1)+petl = P (my — 1)+p/,

ou P est le nombre de parametres par source, alors:

(BCR=(0)"),, = 2Re{tr (Go, ({Tk (Drins 1)} {TT& (D, 1y5)}) (767)}
OB (f, 2 Ib (f; em,
DP(m1—1)+p - 8:13((—.][‘1)1:[00 %0 01€M<N,M)
= m1— P p
OB (f,2 b (f: €m,
DP(mg—l)—l—p’ - ﬁ:{OO %0 0:|€M<N,M)
=1 m2— P 4

soit encore :

(BCR=(8)),, = 2Re {tr (ng <Hj <%;:’”2)) B1Fy <%§ml)) Com €y, (WH)>}
= 2re{ay, (my (PULE)) iy (B ) o (o7 e, |
- e (1 () (25500 ) )

(€m),y =0, pp €1,P]

avece

mi,ma2

Par conséquent, si nous notons (BCRz= (Q)_l) € M (P, P) la co-information entre la m$™¢ source
et la m5™e source, et €7 = (g4, ..., €p,-..,€p) le vecteur des P parametres de chaque source, alors :

(BCR=(0) )" =2Re {Gon (H{LB(f;E)} ({%}) M=y ({%})) (UUH)mQ,ml}
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ce qui conduit a I’expression suivante de la BCR associée au vecteur des parametres d’intérét d’'un modele
déterministe a bande limité a une seule observation :

(BCR=z(8)™') = 2Re{H(0)® (RL®1p.p)}

H(0),, H(O), H@),,
Hg _ | HO. HEO)L,

(150)

H
, Ryo=o00

H(0), H (0)

b (f;em, b (f;em,
H(0),,m, = Go. (H{LB(f;E)} ({%}) Mis(rz) ({gTE)D)

C. MIF et BCR pour L observations déterministes indépendantes a bande limitée
Nous reprenons le modele (60) :

x! (t;Ql) = (t;le) +n' (t;an) , s (t;le) = B! (t; El) o

Pour exploiter le résultat obtenu lors du calcul de la MIF (56) pour le modele a 1 seule observation (55)
nous procédons au réarrangement suivant du vecteur des parametres inconnus :
T

o; = (¢, ¢"E"), gT:((al)T,-u,(UL)T), g ((El)Tw-w(:L)T)
(@) = (ohdh). @) =(ED)" o E)T) () = l

m m,l?"'?gm,P)7

[

ce qui conduit a I’expression suivante de la MIF des parametres signal (95) :
F

o0 0 Fo= FQS e M (2LM + LMP,2LM + LMP)
FQS 0 o*.o Fg*,; ) Fg,g* eM (LM, LM) (151)
Fzor Fzgo Fzz

)

Fzz € M (LMP, LMP)

ou M est le nombre de sources, P est le nombre de parametre pour chaque source et L est le nombre
d’observations.

Dans la suite, les indices (I,!’) et (n,m) désignent respectivement le couple d’observations [ et [’ et le
couple de sources n et m.

L’indépendance entre les L observations implique que toutes les matrices de (151) sont bloc digonales et
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vérifient :
g
(Foo)y = 0Fpigre, (Foign) —= / b (f;¢L)" RL (f,0L) 7 b (f;€h,) df
_B
2
B
2
<F£*v£)l,l’ 5lal'Fo'l*,0'l'7 (Fal*val)nm - / (bl ( ;ein))H Rfﬂ (f’ Qfﬂ)_l b’ ( ;Eln) df
_B
2
z H
as' (f: 6, -1
(Fzot), oFz v, (Faig:), = / <% R. (f,65) b (f;el,)df
_B "
2
g
! !
H -1 08" ([0,
(Fgg)l’l/ - 51 l’F'=l7o-l/7 (FEl,Ul)nm = / bl (f7 €m) Rln (f7 Qiﬂ) %df
=
5 H
[ (08 (f:0. 108 (f: 6!
(F§7§)17l/ - 5l,l’FEl7=l/7 (FEl '_l)nm =2Re / (% RL (f7 an) ¥df
_g —n —m
N lsil=1 L N . . N
ou d;y = 0sil#l Par conséquent, la MIF pour les parametres signal associée au modele a L
observations indépendantes (60) s’écrit :
Foo = (Foo) = diag |G ({B'(E)} . {B'(=)})|
s l
Foor 0  (Feo)" ] | Fayp = (Fye) = diag {GBL ({B (=)}, {8 _(IQQ })}
Fo, — 0 (Foo) (Fzo)T |, . ) o(=") =1L
F§7g (F§7g*)* F;y; F§7£ = (FZ*,E) = (FEZ )
, os' (6. s' (1)
Fz= = diag |2Re { Gy T (0 TonT
- a(=!) (=) I=1,...L
(152)
ou :
fi(x!) 0
diag [fl(xl)}lil ..... L= 0 0
0 0 fi(xh)
1) Cas des sources fluctuantes :
Sous les contraintes :
2 -=2'=0,1€21],
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la MIF (152) devient :

o xL) ®
sl (!
Fgo = (FQE)H = diag [ 0 ({Bl (B } ) {aag;f) })}
FO — l=1,....L (153)

-----

et BCRg o (O) (75) s’obtient en injectant (153) dans (96) :

¢ * T <\ T N aﬁs (Qs)
BCRg_ o (0) = Up, (UQSFQSUQS) Up, ol Ug, est une base de ker 90 (154)

T
avec :
of, (0,) o= -&"
=5 =8 = — 2 eEMW(L—-1)MP2LM + LMP
( 00~ ) 00! (= )
le[2,L)]
= [ Or-1,0)® 1(MP,M)‘ Or-1,0)® 1(MP,M)| Vir-1.0) @ Livpmp) ]
ou :
-1 1 0 0 O
\% [ -1 T ] R Y
’ = — P T T ’ T = X , >
(L',L) (r,L-r) Y.L 00 . 0
-1 00 0 1
Finalement Ug_ (154) est de la forme :
UQS = im {ker{ }} € M ((2LM + LMP,2LM + MP) (155)

UQ,E

0
0 0 Uz | UEE Ly @ Lupnp)
ce qui conduit, en injectant (155) et (153) dans (154), a :
Fg,g 0 (FE o* )H UE,E -
BCRO IO Q) = U*Q 0 (F ,g*)* (Fi,g*)T Uzz Ug
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En utilisant le théoreme d’inversion par bloc, nous pouvons extraire la BCR sous contrainte associée au
vecteur de parametres d’intérét = :

-1
Z Foiz — 2Re {Z Foi o F,! L FL . }) (Ugg)"

=1

/ \ —1
os! t;Qé ost t;QlS

BCRg:(O) = U

[
1]

L os! (1:61) =
= Usz | ) 2Re G ({ o=t }’{Bl(t’u)} B (Uzg)"
= xGg ({B'(6E)} . {B'(E)})
<Gy, ({2} (3 0:2)})
s’ : B T
ol ()

Si nous désignons par BCRZ, = (O) la matrice pour le couple d’observations (I,!'), alors :
BCRZ, . (0O) = (BCRgg(0)),, € M(MP,MP), VILI'cll,.. L]
= (el & I(MP,MP))T BCRz ¢ (O) (el’ ® I(MP,MP)) , e M(L,1), (&), = 55/

Par conséquent :

BCRg, (0) = BCRY i (0)

= (ZQRe{G% (HLBZ(E)} ({%}))}) . s (t:6) =B (;E) o'

soit encore, en utilisant (59) :

BCRz (O (Z?Re {HZ (0 © ((UZ (al)H)T ® 1pxp) })1 (156)

=1

b (em,) bl (e,n,)
H: (0'),,,, = G, (H{lB(s)} ({&E—T}) Mie =) ({T})) , Viell,.. L]

x() |y (g = / y (IR (£,01) " x (f) df.

2) Cas des sources non fluctuantes:

Sous les contraintes :
I

(1
(1

'=0, o'-0'=0,1€[2,1],
BCRg o (O) (75) s’obtient en injectant (152) dans (96) :

T
~s

c * T * -1 T N aﬁs (Qs)
BCRQS\Q (O) = UQS (UQFQSUQJ UQS ol Ug_ est une base de ker 50 (157)
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avece

i B(Ul—al) i
~50T
l€[2,L]
f O (o™ lio,l
GEL;» _ | Al € M(2(L—1)M + (L —1)MP,2LM + LMP)
00 = e
o(z!-g1)
T
L -* le[2,L]
Vir-1,0) ® L 0 0
= 0 Vir—1,0) @ L 0
I 0 0 Vi—1,0) @ Livepmp)
Finalement Ug_ (157) est de la forme :
- of, (O,)
Up, = imqker 30T € M((2LM + LMP,2M + MP) (158)
_ U(%’g UO g Uso = 1n1) @ L,a)
- ata | Ugz =111 @ Lwpup
0 0 UEE == ( ’ ) ( ) )

ce qui conduit, en injectant (152) et (158) dans (157), a :
-1

H
ZZL:I Fa'l,O'l* O <ZlL:1 FEl7al*>

BCRS, , (O) = Ut L © (v !
0.0 \Y o 0 21:1 Fc,zﬂz* 21:1 FElp.l*
ShiFege (S Faer) Y Fas

En utilisant le théoreme d’inversion par bloc, nous pouvons extraire la BCR sous contrainte associée au
vecteur de parametres d’intérét = :

L L L 1L HY\
)T Z FEZ,EZ —2Re (Z ngﬂz*) (Z Fo.lp.l*) (Z FElp.l*) (U
=1 =1 =1 =1

et plus particulicrement nous pouvons déduire BCRZ, _» (O) pour le couple d’observation (I,’) :

Uo

2(0) = (U

—_

[
[
[
[u}

)

BCRg

BCRZ, . (0) = (BCRgg(0)),, € M(MP,MP), VLI'c[l,.., L]
= (el ® I(MP’MP))TBCRCEVE (Q) (el’ & I(MP,MP)) , € € M (L, ]_) s (el)l’ = 52/
Par conséquent :

BCRg, (0) = BCRL 4 (O)

L L L -1/ H
= Z FEZEZ —2Re <Z FElp.l*) (Z Fo.l7o.l*> (Z FElp.l*)
=1 =1 =1 =1
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soit encore :

BCRg o (0) = (2L Re {<c> (D

(©) = %i% ({aS;gTOS)}{aS;gTHS)})v D) :%E::G ; ({as;(;;Tea}’{Bl(t;E)})

~
—
=
S~
L
_
g
=
—
N—
L

=1 =1

<E>:%ZG9; {B' 2}, {B'(:E)}), x)]y e = / y ()Y RL (f,6L) " x(f)df.



