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Thermographie infrarouge de champs ultrasonores en vue de 
l'�valuation et du contr�le non destructifs de mat�riaux 
composites 
 
Les mat�riaux composites sont largement utilis�s dans l'industrie en raison de leur bonne 
tenue m�canique et de leur faible densit�. La diversit� des domaines dÕapplication des 
mat�riaux composites donne lieu � une grande vari�t� de modes de sollicitation et 
dÕendommagement. De ce fait, lÕ�valuation de leurs propri�t�s et le contr�le de leur �tat 
pr�sentent un grand int�r�t industriel. Dans ce travail, une nouvelle m�thode dÕ�valuation et 
de contr�le non destructif dite par sonothermographie est explor�e. Cette m�thode est bas�e 
sur l'analyse du champ thermique induit par des ondes ultrasonores de puissance dans les 
mat�riaux absorbants tels que les composites. Deux applications compl�mentaires sont 
�tudi�es, dÕune part lÕ�valuation des propri�t�s thermiques du mat�riau et dÕautre part le 
contr�le non destructif de structures par thermographie infrarouge. Dans ce cadre, le probl�me 
direct de la sonothermographie est r�solu num�riquement � partir dÕun mod�le par �l�ments 
finis. Ce mod�le permet de simuler le champ thermique induit par la propagation dÕondes 
ultrasonores dans un mat�riau absorbant dont les propri�t�s sont connues. Les simulations 
r�alis�es permettent de montrer lÕapplicabilit� de la sonothermographie � la d�tection de 
d�fauts. Une nouvelle approche de caract�risation thermique est �galement d�velopp�e. Cette 
approche bas�e sur la formulation faible de lÕ�quation de conduction de la chaleur permet une 
estimation robuste de la diffusivit� thermique du mat�riau � partir du champ thermique induit 
par les ondes ultrasonores de puissance. Des r�sultats exp�rimentaux sont pr�sent�s pour le 
cas de plaques minces. 
 
Mots-cl�s:Thermographie infrarouge, Contr�le non destructif, E xcitation ultrasonore, 
Caract�risation thermique, Formulation faible. 
 
 

Infrared thermography of ultrasonic fields for the evaluation and 
non-destructive testing of composite materials 
 
The composite materials are widely used in industry because of their high mechanical 
resistance and low density. The diversity of composite materials application fields gives rise 
to a large variety of solicitation and damage conditions. For this reason, the evaluation of their 
properties and their health monitoring are of great industrial interest. In this work, a new 
method of evaluation and non-destructive testing named sonothermography is explored. This 
method is based on the analysis of thermal fields induced by ultrasonic waves in absorbent 
materials such as composites. Two additional applications are studied: the evaluation of the 
thermal properties of the material and the non-destructive testing of structures by infrared 
thermography. In this framework, the direct problem of sonothermography is solved 
numerically using a model based on the finite element method. This model allows to simulate 
the thermal field induced by the propagation of ultrasonic waves in absorbent material whose 
properties are known. The simulations carried out show the applicability of the 
sonothermography for the detection of defects. An innovative approach for thermal 
characterization is also developed. This approach based on the weak formulation of the heat 
conduction equation allows a robust estimate of the thermal diffusivity of the material from 
the thermal field induced by ultrasonic waves. E xperimental results are presented for thin 
plates. 
 
Keywords: Infrared thermography, Non-destructive testing, Ultrasonic excitation, Thermal 
characterization, Weak formulation.!
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Introduction g�n�rale 
 
Les propri�t�s des mat�riaux naturels ne permettent pas toujours de les utiliser pour des 
applications particuli�res. Les progr�s scientifiques rendent d�sormais possible lÕ�laboration 
de mat�riaux composites dont les caract�ristiques sont optimis�es en fonction de lÕapplication 
finale vis�e. Les composites sont obtenus par assemblage dÕau moins deux mat�riaux : lÕun 
appel� renfort constitue lÕossature le plus souvent sous forme fibreuse qui assure la tenue 
m�canique, lÕautre appel� matrice est un liant qui assure la coh�sion de la structure et la 
transmission des efforts vers le renfort. Du fait de leur bonne tenue m�canique et de leur 
faible masse volumique, les composites sont largement utilis�s, notamment dans lÕindustrie 
a�ronautique et spatiale.  
 
Deux grandes probl�matiques peuvent �tre associ�es � lÕutilisation des composites. 
Premi�rement, la diversit� de leurs domaines dÕapplication les expose � une grande vari�t� de 
modes de sollicitation et dÕendommagement. LÕinspection de leur �tat constitue de ce fait un 
enjeu industriel important. Deuxi�mement, le choix dÕun composite pour une application 
particuli�re n�cessite dÕavoir une bonne connaissance de ses propri�t�s. D�s lors, lÕ�valuation 
de ces propri�t�s pr�sente un grand int�r�t.  
 
Ces deux probl�matiques se d�clinent en des variantes multiples, suivant le type 
dÕendommagement � d�tecter (d�laminage, fissure, etc) ou la nature de la propri�t� � �valuer 
(thermique, m�canique, etc). E n cons�quence, le d�veloppement de nouvelles m�thodes de 
Contr�le et E valuation Non Destructifs (CE ND) sÕav�re n�cessaire pour r�pondre 
efficacement � la diversit� des situations. Ce travail de th�se sÕinscrit dans cette dynamique en 
explorant une nouvelle m�thode de CE ND associant lÕacoustique et la thermique : la 
sonothermographie.  
 
La sonothermographie est bas�e sur lÕexcitation par des ondes ultrasonores de puissance de 
mat�riaux absorbants tels que les composites. Dans les mat�riaux absorbants, une partie de 
lÕ�nergie m�canique inject�e par les ondes ultrasonores est d�grad�e sous forme de chaleur. 
Le champ thermique g�n�r� est analys� par thermographie infrarouge en vue du contr�le non 
destructif et de lÕ�valuation des propri�t�s du mat�riau.  
 
LÕint�r�t de la sonothermographie r�side dans le fait que les sources de chaleur sont cr��es � 
lÕint�rieur du mat�riau et reparties dans le volume, � la diff�rence de m�thodes thermiques de 
CE ND plus classiques qui r�alisent une excitation thermique en surface � lÕaide de sources de 
chaleur ext�rieures (lampes, diode laser). Les sources volumiques de chaleur cr��es en 
sonothermographie ont lÕavantage de g�n�rer un signal thermique qui �mane de lÕint�rieur de 
la structure et favorise de ce fait la d�tection de d�fauts situ�s sous la surface. E n outre, la 
quantit� de chaleur produite par les sources et la diffusion de cette chaleur d�pendent 
respectivement des propri�t�s m�caniques et thermiques du mat�riau. E n cons�quence, 
lÕanalyse par thermographie infrarouge du champ thermique induit par les sources volumiques 
de chaleur constitue une approche pertinente pour lÕ�valuation des propri�t�s m�caniques 
et/ou thermiques du mat�riau.  
 
LÕobjectif de ce travail est dÕ�tudier lÕapplicabilit� de la sonothermographie, dÕune part au 
contr�le non destructif, dÕautre part � lÕ�valuation des propri�t�s de mat�riaux absorbants tels 
que les composites. Pour atteindre cet objectif, la d�marche scientifique adopt�e utilise une 
approche th�orique, num�rique et exp�rimentale.  
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Le premier chapitre situe le contexte de lÕ�tude. Un panorama de m�thodes de CE ND 
existantes est dÕabord pr�sent�. Les modes op�ratoires de ces m�thodes sont d�crits. Le 
principe de la sonothermographie est ensuite d�taill� afin dÕen montrer les sp�cificit�s par 
rapport aux m�thodes de CE ND existantes.  
 
Le deuxi�me chapitre est consacr� � une �tude th�orique visant � appr�hender les ph�nom�nes 
physiques mis en Ïuvre en sonothermographie. Dans ce cadre, les �quations de la m�canique 
et de la thermique r�gissant le probl�me direct de la sonothermographie sont d�taill�es. Ce 
probl�me direct consiste � calculer le champ thermique induit par des ondes acoustiques dans 
un mat�riau absorbant dont les propri�t�s m�caniques et thermiques sont connues. 
 
LÕapproche th�orique ne suffisant pas � r�soudre les probl�mes complexes, notamment dans 
le cas de mat�riaux composites multicouches, un travail compl�mentaire de mod�lisation 
num�rique est r�alis�.  
 
Ainsi, dans le troisi�me chapitre, un mod�le par E l�ments Finis est d�velopp� afin de 
r�soudre num�riquement le probl�me direct de la sonothermographie. Diff�rentes 
configurations du probl�me sont prises en compte (mat�riau isotrope / anisotrope, 
monocouche / multicouche). Par suite, lÕapplicabilit� de la sonothermographie au contr�le 
non destructif est �tudi�e � partir de simulations r�alis�es pour le cas de mat�riaux comportant 
un d�faut.  
 
La question de lÕapplicabilit� de la sonothermographie � lÕ�valuation des propri�t�s du 
mat�riau est �galement trait�e. Ce travail de th�se se focalise sur lÕ�valuation des propri�t�s 
thermiques, plus particuli�rement de la diffusivit� thermique.  
 
Dans ce cadre, le quatri�me chapitre pr�sente une nouvelle m�thode de caract�risation 
thermique par formulation faible de lÕ�quation de conduction de la chaleur : la m�thode 
LOWF (Low Order Weak Formulation). Le d�veloppement de cette m�thode vise � estimer 
de mani�re robuste la diffusivit� thermique du mat�riau � partir dÕobservations thermiques 
r�alis�es par thermographie infrarouge.  
 
Pour finir, dans le cinqui�me chapitre, la m�thode LOWF est appliqu�e � la caract�risation 
thermique de plaques minces. Des r�sultats num�riques et exp�rimentaux sont discut�s.  
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Chapitre 1 : 
!

Contexte de lÕ�tude 
 
La diversit� des mat�riaux et de leurs conditions dÕutilisation justifie le d�veloppement dÕune 
grande vari�t� de m�thodes de CE ND (NDTE  : Non-Destructive Test and E valuation). Ces 
m�thodes consistent g�n�ralement � exciter une structure puis � recueillir un signal de r�ponse 
dont lÕinterpr�tation permet dÕacc�der � lÕinformation recherch�e (les propri�t�s du mat�riau 
ou la pr�sence dÕun d�faut par exemple). Dans ce chapitre, des m�thodes de CE ND existantes 
sont dÕabord pr�sent�es (section 1.1). E nsuite, le principe de la sonothermographie est d�crit 
(section 1.2). E nfin, la sp�cificit� de la sonothermographie par rapport aux m�thodes 
existantes est montr�e (section 1.3). 
 

1.1. M�thodes de Contr�le et Evaluation Non Destructifs (CEND) 
 
De nombreuses m�thodes de CE ND sont utilis�es dans lÕindustrie pour lÕinspection et/ou la 
caract�risation de pi�ces. De mani�re g�n�rale, il est possible de distinguer les m�thodes 
passives et les m�thodes actives. Les m�thodes passives sont bas�es sur une inspection des 
pi�ces par une observation visuelle avec ou sans syst�me optique grossissant (microscope, 
loupe). La mise en Ïuvre de ces m�thodes est simple, cependant elles permettent de faire des 
inspections seulement dans les conditions dÕutilisation normales de la pi�ce. Les m�thodes 
actives se diff�rencient par le fait que le syst�me � contr�ler est excit� afin de g�n�rer une 
r�ponse exploitable pour lÕinspection et/ou la caract�risation.  
 
Du fait de la multitude de m�thodes CE ND existantes, il serait difficile de les r�pertorier de 
mani�re exhaustive. Ici, le choix est fait de sÕint�resser principalement aux m�thodes actives 
telles que la sonothermographie. Ces m�thodes permettent le contr�le et la caract�risation en 
dehors des conditions dÕutilisation normales de la pi�ce. Un panorama de m�thodes actives 
est pr�sent� � partir dÕune recherche bibliographique. Les m�thodes actives recens�es sont 
class�es en consid�rant comme crit�re de classification le mode dÕexcitation utilis�. Deux 
modes dÕexcitation majeurs sont ainsi mis en �vidence : lÕexcitation �lectromagn�tique (par 
utilisation dÕun rayonnement photonique : lampe, laser) et lÕexcitation m�canique (par 
utilisation dÕondes acoustiques, de vibrations ou de contraintes m�caniques diverses). 
 

1.1.1. M�thodes de CEND par excitation �lectromagn�tique  
 
Les m�thodes de CE ND par excitation �lectromagn�tique sont bas�es sur une excitation de la 
pi�ce (ou �chantillon) � lÕaide dÕune source �lectromagn�tique (lampe, laser). Le flux de 
photons �mis par la source est absorb� et converti en chaleur � la surface de la pi�ce. La 
chaleur produite provoque deux effets : une �l�vation de temp�rature et des effets m�caniques 
(l�g�re d�formation de surface). Les m�thodes de CE ND dites photothermiques (par 
radiom�trie, photor�flexion ou effet mirage) exploitent le premier effet, tandis que les 
m�thodes de CE ND dites photoacoustiques (microphonique, pi�zo-�lectrique, par 
interf�rom�trie ou photod�formation) exploitent le second effet. Une synth�se des m�thodes 
photothermiques et photoacoustiques est pr�sent�e dans le tableau 1. 
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Les m�thodes photothermiques pr�sente une plus grande simplicit� dÕinterpr�tation car le 
signal de r�ponse recueilli fait intervenir une grandeur scalaire (la temp�rature). 
 
 
  

M�thode 
 
E quations � r�soudre 

 
Inconv�nients 

 
Avantages 

 
 
Radiom�trique 

3D 
 
Diffusion de la 
chaleur non coupl�e 

¥ Sensibilit� faible pour 
les m�taux 

 
¥ N�cessite parfois un 

rev�tement de la 
surface  

¥ Surfaces �tendues 
 

¥ Large bande passante 
(GHz) 

 
 
Photor�flexion 

3D 
 
Diffusion de la 
chaleur non coupl�e 

¥  Bonnes surfaces 
r�flectrices 
 
¥ Sensibilit� d�pendant 

de lÕ�chantillon 

¥ Grande r�solution 
spatiale 

 
¥ Interpr�tation 

simple 

P
h

ot
ot

h
er

m
iq

u
es

 

 
 
E ffet mirage 

3D 
 
Diffusion de la 
chaleur non coupl�e 

¥ Surfaces convexes 
 

¥ N�cessite un bon �tat 
de surface 

¥ Grande sensibilit� 
 

¥ Interpr�tation simple 

 
 
Microphonique 

1D 
 
Scalaires coupl�es 

¥ Cellule ferm�e 
 

¥ Petits �chantillons 
¥ Grande sensibilit� 

 
 
Pi�zo-�lectrique 

 
 
Vectorielles coupl�es 

¥ Capteur coll� sur 
lÕ�chantillon 

 
¥ Interpr�tation difficile 

¥ Large bande passante 

 
 
Interf�rom�trie 

3D 
 
Vectorielles coupl�es 

¥ N�cessite de bonnes 
surfaces r�flectrices 

 
¥ Interpr�tation difficile 

¥ Grande sensibilit� P
h

ot
oa

co
u

st
iq

u
es

 

 
 
Photod�formation 

3D 
 
Vectorielles coupl�es 

¥ N�cessite de bonnes 
surfaces r�flectrices 

 
¥ Interpr�tation difficile 

¥ Grande r�solution 
spatiale 

 
¥ Large bande 

passante (MHz) 

 
Tableau 1 : Les m�thodes photothermiques et photoacoustiques 
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Les m�thodes photoacoustiques ont une interpr�tation plus difficile dans la mesure o� le 
signal de r�ponse recueilli fait intervenir une grandeur vectorielle (la d�formation). De plus, 
elles n�cessitent la r�solution dÕun probl�me coupl� de type thermom�canique (calcul de la 
d�formation induite par une �l�vation de temp�rature). 
 

1.1.1.1. Les m�thodes photothermiques 
 
Un �chantillon est expos� � une lumi�re puls�e ou modul�e (diode laser, lampe). LÕ�l�vation 
de temp�rature due � lÕabsorption de photons induit un rayonnement infrarouge de la surface 
qui est mesur� � lÕaide dÕun capteur photo�lectrique : cÕest la m�thode radiom�trique [1]. Une 
cam�ra infrarouge int�grant une matrice de capteurs est g�n�ralement utilis�e pour 
cartographier le champ de temp�rature. La r�f�rence [2] fournit des informations d�taill�es 
sur la thermographie infrarouge. 
 
La m�thode par photor�flexion consiste � chauffer la surface de lÕ�chantillon � lÕaide dÕun 
faisceau pompe, puis � mesurer les variations dÕintensit� dÕun faisceau laser sonde r�fl�chi par 
lÕ�chantillon dans la zone chauff�e. Les variations observ�es sont dues au fait que le facteur 
de r�flexion d�pend de la temp�rature. La mise en Ïuvre de cette m�thode n�cessite de 
bonnes surfaces r�flectrices.  
 
Dans la m�thode par effet mirage, un faisceau laser sonde traverse le gradient de temp�rature 
produit dans un fluide au voisinage imm�diat de lÕ�chantillon. Ë ce gradient est associ� un 
gradient dÕindice de r�fraction qui induit une d�viation du faisceau sonde [3]. La mesure de 
cette d�viation permet dÕacc�der � la temp�rature de surface de lÕ�chantillon. Cette m�thode a 
lÕavantage dÕ�tre tr�s sensible et dÕinterpr�tation simple. 
 

1.1.1.2. Les m�thodes photoacoustiques 
 
La m�thode microphonique exploite le ph�nom�ne selon lequel un solide expos� � un flux 
lumineux modul� g�n�re des ondes acoustiques. LÕ�chantillon est enferm� dans une cellule 
remplie dÕun gaz puis, � lÕaide dÕun microphone, les variations de pression du gaz induites par 
les mouvements dus � lÕ�chauffement [3]. Les variations de pressions permettent ensuite 
dÕestimer les propri�t�s de lÕ�chantillon. Cette m�thode pr�sente une bonne sensibilit� en 
pression (de lÕordre de 10-4 Pa). Son application est cependant limit�e � de petits �chantillons. 
 
La m�thode pi�zo-�lectrique utilise un capteur pi�zo-�lectrique pos� sur la surface de 
lÕ�chantillon pour d�tecter les d�formations induites par �chauffement. Le contact 
�chantillon/capteur rend cependant lÕinterpr�tation des r�sultats plus difficile, la rigidit� du 
capteur intervenant dans la d�formation globale. Une mod�lisation num�rique du probl�me 
est g�n�ralement n�cessaire pour calculer la d�formation intrins�que de lÕ�chantillon.  
 
La m�thode par photod�formation consiste � chauffer la surface de lÕ�chantillon � lÕaide dÕun 
faisceau laser pompe, puis � mesurer lÕangle de r�flexion dÕun faisceau sonde dans la zone 
chauff�e pour acc�der � la d�formation induite par lÕ�chauffement [4]. Cette m�thode est 
dÕinterpr�tation difficile. 
 
La m�thode interf�rom�trique repose sur un principe similaire dÕ�chauffement de la surface 
par un faisceau pompe, � la diff�rence que la d�formation est mesur�e par interf�rom�trie 
optique [5, 6].  
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1.1.2. M�thodes de CEND par excitation m�canique 
 
Ces m�thodes utilisent en g�n�ral des ondes acoustiques ou diverses contraintes m�caniques 
comme mode dÕexcitation. La recherche bibliographique a permis de les scinder en deux 
cat�gories en fonction de la fr�quence de lÕexcitation m�canique : les m�thodes ultrasonores 
(de lÕordre de 106 Hz), et les m�thodes vibratoires (de lÕordre de 101 Hz � 103 Hz). 
 

1.1.2.1. Les m�thodes ultrasonores 
 
Ces m�thodes utilisent le fait que les ondes peuvent �tres r�fl�chies, acc�l�r�es ou att�nu�es 
par des d�fauts (variations locales des propri�t�s m�caniques). Une onde ultrasonore est par 
exemple susceptible dÕ�tre r�fl�chie par une interface air-solide telle quÕune fissure ou un 
d�laminage. Les m�thodes ultrasonores n�cessitent la g�n�ration dÕondes de hautes 
fr�quences pour obtenir une bonne r�solution (d�tection fine), sup�rieures au MHz. De telles 
ondes sont alors tr�s att�nu�es, lÕatt�nuation �tant proportionnelle au carr� de la fr�quence. 
LÕinspection de la structure excit�e est par cons�quent limit�e aux r�gions proches de la 
surface. Un liquide de couplage est g�n�ralement n�cessaire pour transmettre les ondes 
ultrasonores dans la structure. 
 

1.1.2.2. Les m�thodes vibratoires 
 
Les m�thodes vibratoires se diff�rencient des m�thodes ultrasonores par des fr�quences 
dÕexcitation plus faibles et un chargement m�canique s�v�re. LÕ�chantillon est soumis � des 
tests de fatigue (sollicitations m�caniques p�riodiques � une fr�quence de lÕordre de 101 Hz � 
103 Hz). Des d�fauts peuvent �tre r�v�l�s par lÕapparition de points chauds sur une image 
thermique acquise au moyen dÕune cam�ra infrarouge classique [7]. La dissipation de chaleur 
est attribu�e � une concentration de contrainte au voisinage de ces d�fauts. LÕinconv�nient de 
ces m�thodes r�side dans le fait que lÕ�nergie m�canique � injecter est importante. La s�v�rit� 
du chargement m�canique impos� fait quÕelles se situent � la limite du contr�le non destructif.  
 

1.2. La sonothermographie  
 
Le principe de la sonothermographie sÕapparente � celui des m�thodes vibratoires (¤ 1.1.2.2). 
Cependant, la sonothermographie se diff�rencie par le fait quÕelle exploite principalement le 
caract�re absorbant du mat�riau traduit notamment par la propri�t� de visco�lasticit�. E lle 
consiste � exciter m�caniquement lÕ�chantillon (par exemple � lÕaide dÕun actionneur pi�zo-
�lectrique) de mani�re � g�n�rer en son sein des ondes ultrasonores. Un liquide de couplage 
est g�n�ralement n�cessaire pour transmettre les ondes ultrasonores dans lÕ�chantillon. Une 
partie de lÕ�nergie m�canique inject�e dans la mati�re est d�grad�e sous forme de chaleur par 
dissipation visco�lastique. Il en r�sulte un champ de temp�rature qui est analys� par 
thermographie infrarouge. La notion de visco�lasticit� est essentielle en sonothermographie. 
E lle est d�crite dans la suite. 
 

1.2.1. Notions de visco�lasticit� lin�aire 
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La visco�lasticit� dÕun mat�riau traduit un comportement m�canique interm�diaire entre les 
comportements �lastique et visqueux. Du point de vue rh�ologique, la plupart des mat�riaux 
pr�sentent dans une certaine mesure des propri�t�s visco�lastiques, en particulier les 
polym�res et par extension les mat�riaux composites � matrice polym�re.  
 
E n visco�lasticit� lin�aire [8,9], la contrainte ! est suppos�e �tre une fonction lin�aire de 
lÕhistorique de la d�formation " . Il existe un effet de retard entre la cause et lÕeffet pouvant se 
traduire par la relation :  
 

" (t) = g(t #$ ) ú % ($)d$
0

+&

'  (1.1) 

  
o� ú " = #" /#t . La fonction g(t) est appel�e la fonction de relaxation du mat�riau. La 
transform�e de Fourier F  de lÕ�quation (1.1) sÕ�crit dans le domaine fr�quentiel :  
 

F " (t){ } = ÷ " (#) = i# ÷ g (# ) ÷ $ (# )  (1.2) 

 
o� le terme "  est appel� la pulsation.   
 
Dans le cas dÕune sollicitation harmonique en traction compression, lÕ�quation (1.2) sÕ�crit :  
 

÷ " (# ) = E
*
(#) ÷ $ (#) = E '(#) + i E ' '(# )[ ] ÷ $ (# ) = E '(#) 1+ i%(# )[ ] ÷ $ (#)  (1.3) 

 
o� E * repr�sente le module dÕYoung complexe du mat�riau, E '(") = Re E

*
(")( )  est le 

module conservatif qui traduit le comportement �lastique conservatif du mat�riau, 
E ' '(") = Im E

*
(" )( ) le module de perte qui caract�rise son comportement visqueux et 

"(# ) = E ' '(#) /E '(# )  est le facteur de perte.  
 
LÕ�quation (1.3) montre que, pour une sollicitation de fr�quence "

0
=#

0
/2$  donn�e, le 

comportement m�canique dÕun mat�riau visco�lastique peut �tre d�crit par les quantit�s E ' et 
E ' ' d�pendant de la fr�quence. La figure 1 repr�sente un exemple de courbe 
contrainte/d�formation pour un mat�riau visco�lastique. 
 

!
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Figure 1 : Cycle contrainte/d�formation pour une sollicitation harmonique 

 
La courbe d�limite une surface elliptique. Pour un mat�riau avec un facteur de perte " non 
nul, lÕaire de cette ellipse repr�sente la puissance dissip�e par unit� de volume sous forme de 
chaleur sur un cycle de la sollicitation m�canique : cÕest la dissipation visco�lastique. Si " est 
nul (E !! = 0), lÕellipse se ram�ne � une droite et lÕ�nergie dissip�e est nulle : cÕest le cas dÕun 
solide �lastique. La visco�lasticit� induit donc un ph�nom�ne dissipatif.  
 

1.2.2. Principe de la sonothermographie 
 
La sonothermographie est bas�e sur la g�n�ration dÕondes acoustiques � travers un solide 
visco�lastique � lÕaide dÕune sollicitation m�canique monochromatique de type d�placement 
impos� (figure 2).  
 

 
Figure 2 : Sch�ma de la g�n�ration dÕondes acoustiques ultrasonores � travers un solide 

visco�lastique 

 
Ë chaque cycle du chargement, la quantit� de chaleur produite en un point mat�riel 
correspond � lÕaire de lÕellipse de contrainte/d�formation en ce point (figure 1). La dissipation 
visco�lastique faisant de chaque point mat�riel une source de chaleur, le solide est excit� 
thermiquement dans le volume. Ce mode dÕexcitation thermique par g�n�ration de sources de 
chaleur internes pr�sente un int�r�t particulier, notamment dans le cadre dÕune application au 
contr�le non destructif.  
 

1.3. Synth�se 
 
Dans ce travail de th�se, la sonothermographie est mise en Ïuvre dans les conditions 
suivantes : 
 
i) La fr�quence de lÕexcitation m�canique, de lÕordre de 104 Hz, exploite une plage de 
fr�quences peu utilis�e par les m�thodes classiques de CE ND par excitation m�canique 
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(¤ 1.1.2). Ainsi, les ondes acoustiques g�n�r�es sont moins att�nu�es quÕavec les m�thodes 
ultrasonores classiques et permettent dÕexciter (m�caniquement et thermiquement) des zones 
plus �loign�es de la surface. 
 
ii) Le d�placement impos� est de petite amplitude, de lÕordre de 10-6 m, afin de g�n�rer des 
perturbations dans le domaine �lastique, � la diff�rence des m�thodes vibratoires qui 
n�cessitent parfois des sollicitations s�v�res.  
 
Dans ces conditions, la sonothermographie contribue � pallier les inconv�nients des m�thodes 
ultrasonores et vibratoires. E n contrepartie, lÕ�nergie m�canique inject�e et lÕ�l�vation de 
temp�rature induite par la dissipation visco�lastique sont relativement faibles.  
 
Le chapitre suivant d�taille le formalisme th�orique associ� au probl�me direct de la 
sonothermographie qui consiste � calculer le champ de temp�rature connaissant lÕexcitation 
m�canique et les propri�t�s m�caniques et thermiques du mat�riau). 
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Chapitre 2 : 
!

Mod�lisation du probl�me direct de la 
sonothermographie 

 
Le ph�nom�ne de dissipation visco�lastique exploit� en sonothermographie implique � la fois 
les champs m�canique et thermique. Le caract�re tridimensionnel du probl�me contraint � le 
r�soudre num�riquement. Dans ce chapitre, les �quations de la m�canique et de la thermique 
r�gissant le probl�me direct de la sonothermographie sont d�taill�es (section 2.1). Le 
formalisme th�orique r�gissant ce probl�me direct est �tabli de mani�re � �tre impl�ment� 
dans un code de calcul par E l�ments Finis (E F). Le formalisme de ce code de calcul est donc 
pr�sent� (section 2.2). Les param�tres du mod�le E F sont ensuite d�termin�s pour le calcul 
des champs m�caniques (section 2.3), du champ de dissipation visco�lastique (section 2.4) et 
du champ de temp�rature (section 2.5). 
 

2.1. Description du probl�me direct de la sonothermographie 
 
La r�solution dÕun probl�me direct consiste � d�terminer les effets dÕun ph�nom�ne dont les 
causes sont connues. Dans la plupart des cas, un tel probl�me est trait� � partir dÕune 
repr�sentation du ph�nom�ne par un mod�le dont les param�tres sont a priori connus. Dans 
cette �tude, il sÕagit de d�terminer le champ de temp�rature induit � travers un solide 
visco�lastique dont les propri�t�s physiques ainsi que la sollicitation m�canique auquel il est 
soumis sont connus. La d�marche utilis�e pour r�soudre ce probl�me direct est d�crite par la 
figure 3.  
 
Les �l�vations de temp�rature observ�es en sonothermographie sÕ�tant av�r�es lentes et 
faibles, de lÕordre de quelques degr�s Celsius, il appara�t r�aliste de n�gliger la contribution 
du champ de temp�rature dans le calcul du champ de contraintes. Dans la suite, cette 
hypoth�se dÕun couplage faible entre la m�canique et la thermique est admise et permet de 
d�coupler le probl�me direct en deux probl�mes distincts. 
 
DÕune part, un probl�me m�canique visant � calculer les champs acoustiques (d�placement, 
contrainte et d�formation) induits par la sollicitation m�canique. La connaissance de ces trois 
champs permet de calculer, en post-traitement, le taux de dissipation visco�lastique (�nergie 
dissip�e par unit� de temps) en chaque point du solide. DÕautre part, un probl�me thermique 
visant � calculer le champ de temp�rature transitoire par la r�solution de lÕ�quation de 
conduction de la chaleur en y introduisant le taux de dissipation visco�lastique comme terme 
source.  
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Figure 3: Sch�ma de r�solution du probl�me direct de la sonothermographie 

 
Dans la suite, le formalisme E l�ments Finis d�crivant le probl�me direct de la 
sonothermographie est pr�sent�, conform�ment � ce d�couplage. 
 

2.2.  Formalisme El�ments Finis 
 
Les �quations th�oriques de la m�canique et de la thermique associ�es au probl�me direct de 
la sonothermographie sont d�taill�es. Ces �quations sont formul�es de mani�re � �tre 
impl�ment�e dans le code de calcul par E l�ments Finis COMSOL Multiphysics¨ [10], un 
logiciel commercial de r�solution num�rique dÕ�quations aux d�riv�es partielles.  
 
Le formalisme math�matique utilis� par COMSOL repose sur la r�solution dÕun syst�me 
dÕ�quations aux d�riv�es partielles sÕ�crivant :   
 

ea
" 2
u

"t 2
+ da

"u

"t
#$% (c$u+&u # ' ) + (% $u + au = f dans )

n% (c$u+&u # ' ) + qu = g
sur ")

hu = r
sur ")

* 

+ 

, 
, 
, 

- 

, 
, 
, 

 (2.4) 

 
o� u  est la variable � d�pendance spatiale et/ou temporelle � d�terminer dans le domaine ! 
de fronti�re #!, t  le temps pour les probl�mes non stationnaires et n le vecteur normal 
unitaire sortant d�fini en chaque point de #!. 
 
La premi�re �quation du syst�me doit �tre satisfaite � lÕint�rieur du domaine !. La deuxi�me 
et la troisi�me repr�sentent respectivement la condition de Neumann et la condition de 
Dirichlet sur la fronti�re #!. Le symbole " est lÕop�rateur diff�rentiel vectoriel d�fini par : 
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" =
#

#x
1

,!,
#

#x
l

,!,
#

#x
n

$ 

% 
& 

' 

( 
)  (2.5) 

 
o� n est le nombre de dimensions d'espace et   x1,É,x

n
 les coordonn�es spatiales orthogonales. 

E n g�n�ral n est �gal � 1, 2 ou 3 respectivement pour un probl�me mono, bi ou 
tridimensionnel. Les autres param�tres sont des coefficients dont lÕordre d�pend du probl�me. 
La dimension de la variable u est fonction du nombre m de variables scalaires du probl�me 
consid�r�. E n g�n�ral, u est un vecteur � m composantes : 
 

  
u = u

1
,!u j ,!,um( )  (2.6) 

 
Les dimensions des coefficients ea, da, c, !, g, ", a, q, h et r d�pendent des valeurs du nombre 

n des dimensions dÕespace et du nombre m des variables scalaires d�pendantes.  
Par exemple, c est une matrice de dimension (m x m) dont les composantes sont des matrices 
(n x n). Les composantes de c sont cijkl avec 1" i, j " m  et 1" k, l " n . 
 
Pour identifier les coefficients, il est commode dÕ�crire le syst�me dÕ�quations (2.4) sous 
forme indicielle. Le calcul de c"u, "# (c"u)  et n" (c#u)  sera d�taill� � titre dÕexemple. 
 
Le terme c"u est un vecteur � m composantes et chaque composante de ce vecteur est un 
vecteur � n composantes : 
 

  

c"u = c

"u
1

!

"u j

!

"um

=

c
1 j"u j

!

c ij"u j

!

cmj"u j

=

(c"u)
1

!

(c"u)i

!

(c"u)m

 avec 1" i, j " m  (2.7) 

 
Chaque composante  c"u( )

i  du vecteur c"u peut �tre calcul�e par : 

 

  

(c"u)i = c ij"u j = c i1"u1 +!+ c ij"u j +!+ c im"um =

c ij1l
#u j

#x l
"

c ijkl
#u j

#x l
"

c ijnl
#u j

#x l

 avec 
1" i, j " m

1" k,l " n

# 
$ 
% 

 (2.8) 

 
o� il y a une sommation implicite sur les indices j et l. 
 
La premi�re �quation aux d�riv�es partielles du syst�me (2.4) doit comporter autant 
dÕ�quations scalaires que de nombre de variables. E n cons�quence, le r�sultat de "# (c"u)  
doit �tre un vecteur � m composantes. Si les termes cijkl sont suppos�s d�pendre des 
coordonn�es, la composante "# (c"u)[ ]

i

 
devient : 
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"# (c"u)[ ]
i
=

$

$xk
c ijkl

$u j

$x l

% 

& 
' 

( 

) 
* = c ijkl

$ 2u j

$xk$x l
+
$c ijkl
$xk

$u j

$x l
= c ijkl

$ 2u j

$xk$x l
+
$c ijlk
$x l

$u j

$xk
 (2.9) 

 
o� il y a une sommation implicite sur les indices j, k et l.  
 
La i-i�me composante n" (c#u)[ ]

i
 du vecteur � m composantes n" (c#u)  est donn�e par : 

 

n" (c#u)[ ]
i
= c ijkl

$u j

$x i
nk  (2.10) 

 
o� il y a une sommation implicite sur les indices j, k et l et   n = (n

1
,!,n

k
,!,n

n
) . 

 
Les autres termes peuvent �tre calcul�s de la m�me mani�re. Chaque �quation du syst�me 
(2.4) inclut m �quations scalaires. Les i-i�mes composantes sÕ�crivent : 
 

c ijkl
" 2
u j

"xk"x l
+ # ijk $ %ijk +

"c ijlk
"x l

& 

' 
( 

) 

* 
+ 
"u j

"xk
+
"# ijk

"xk
$ aij

& 

' 
( 

) 

* 
+ u j $

", ik
"xk

$eij
" 2
u j

"t 2
$ dij

"u j

"t
+ f i = 0

dans -

c ijkl
"u j

"x l
nk +# ijku jnk $ , iknk + qiju j = gi sur "-

hiju j = ri sur "-

. 

/ 

0 
0 
0 
0 
0 

1 

0 
0 
0 
0 
0 
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o� 1" i " m, avec une sommation implicite sur les indices j, k et l, 1" j " m  et 1" k, l " n , m 

�tant le nombre de variables   u1,!,um  et n le nombre de dimensions dÕespace   x1,!,xn .  
 
Ainsi, les coefficients � identifier sont : 
 

- ea , d
a
, a , q et h , des matrices (m x m) � composantes scalaires eij , dij , aij  , qij  et hij , 

- c, une matrice (m x m) dont les composantes sont des matrices (n x n),c ijkl , 

- # et $ des matrices (m x m) dont les composantes sont des vecteurs � n composantes, " ijk  

et"ijk , 

- " , un vecteur � m composantes dont les composantes sont des vecteurs � n composantes,"
ik
, 

- f , g  et r, des vecteurs � m composantes, f i , gi  et r
i
. 

 
LÕidentification de ces composantes d�pend du probl�me physique consid�r�. Les �quations 
aux d�riv�es partielles dans le domaine ! et les conditions aux limites sur la fronti�re #! 
doivent �tre �crites suivant le formalisme du syst�me dÕ�quations (2.11) afin dÕidentifier les 
coefficients des probl�mes m�canique et thermique. 
 

2.3. Mise en �quation du probl�me m�canique 
 



                                                                              2.3 Mise en �quation du probl�me m�canique 
!

! ,T!

Dans cette section, le probl�me m�canique est d�crit et les coefficients du formalisme 
E l�ments Finis sont identifi�s.  
 

2.3.1. Description du probl�me physique  
 
Un probl�me � trois dimensions dÕespace (n = 3) est consid�r�. LÕinconnue est la variable 
d�placement u � trois composantes scalaires (m = 3). Le domaine ! �tudi� est un solide 
d�formable constitu� dÕun mat�riau visco�lastique homog�ne anisotrope dont le tenseur de 
rigidit�s de composantes complexes Cijkl  est connu (figure 4). Le mat�riau nÕest pas 

n�cessairement orthotrope a priori.  
 
La partie #!U  de la fronti�re #! est soumise � une excitation m�canique sinuso�dale sous la 
forme dÕun champ de d�placement UZ impos� parall�lement � lÕaxe Z. Des conditions aux 
limites de type Neumann sont appliqu�es sur #!N. De petits d�placements et petites 
d�formations sont consid�r�s. Les �quations de la m�canique sont �crites dans le domaine ! 
et sur la fronti�re #! pour le calcul des champs de d�placements, contraintes et d�formations 
visco�lastiques.  
 
E n vertu du principe de superposition de Boltzmann [11,12], lÕ�tat de contrainte ou de 
d�formation dÕun corps visco�lastique subissant une combinaison de sollicitations d�pend de 
la contribution de chaque sollicitation consid�r�e ind�pendamment. Ce principe r�v�le un 
int�r�t pratique � r�soudre le probl�me m�canique dans le domaine fr�quentiel plut�t que dans 
le domaine temporel.  
 
E n effet, pour une sollicitation temporelle donn�e, un passage dans le domaine fr�quentiel 
permet de ne consid�rer que les composantes du spectre de la sollicitation. Pour chaque 
fr�quence du spectre, la visco�lasticit� peut �tre prise en compte par le module complexe 
introduit par lÕ�quation (1.3). Il est montr� dans la r�f�rence [13] quÕune telle approche 
contribue � r�duire les temps de calcul par la r�duction du nombre de variables.  
 
Un moyen efficace de traiter le probl�me m�canique d�crit consiste donc � le r�soudre dans le 
domaine fr�quentiel par utilisation de la transform�e de Fourier. Dans la suite, la transform�e 
de Fourier dÕune fonction g � variable temporelle est d�finie par [14] : 
 

F g(t){ } = ÷ g (") = g(t)e
i" t

dt
#$

+$

%  (2.12) 

 
o� le symbole Ç $ È d�signe la transform�e de Fourier. 
 
Pour le probl�me m�canique consid�r�, en n�gligeant lÕunique force volumique, ici la force 
gravitationnelle, devant les contraintes induites par la sollicitation m�canique, lÕ�quation 
dÕ�quilibre local dans le domaine fr�quentiel sÕ�crit : 
 

"# ÷ $ = %&' 2
÷ u  (2.13) 

 
o� % est la densit� du mat�riau.  
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Figure 4: Sch�ma du domaine dÕ�tude et de la partition de sa fronti�re 

 
Le champ de contraintes est li� au champ de d�placements par le produit tensoriel contract� : 
 

÷ " ij = C :#÷ u  (2.14) 
 
o� le coefficient C  de composantes C ijkl est le tenseur de rigidit�s.  
 
Pour un mat�riau visco�lastique, les composantes C ijkl sont des nombres complexes dont les 
parties r�elle et imaginaire sont associ�es respectivement aux comportements �lastique et 
visqueux. LÕinfluence de la dilatation thermique sur le champ de contraintes est n�glig�e ici, 
conform�ment � lÕhypoth�se de couplage thermom�canique faible (¤ 2.1). 
 
Les �quations (2.13) et (2.14) donnent : 
 

"# (C :"÷ u ) + $% 2 ÷ u = 0       dans ! (2.15) 
 
Sous forme indicielle, lÕ�quation (2.15) sÕ�crit : 
 

Cijkl

" 2
÷ u k

"x j"x l

+ #$ 2
÷ u i = 0         dans ! (2.16) 

 
Les conditions aux limites de Neumann et Dirichlet du probl�me sÕ�crivent respectivement : 
 

        Ti = ÷ " ijn j = Cijkl

#÷ u k

#x l

n j           sur "#
N

 (2.17) 

 
                             hij

÷ u j = ri            sur "#
U

 (2.18) 
 
Pour se conformer au formalisme du syst�me dÕ�quations (2.11), il convient de permuter les 
indices k et j. Ainsi, lÕindice k devient j et lÕindice j devient k. Les �quations (2.16), (2.17) et 
(2.18) sÕ�crivent alors respectivement : 
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         Cikjl

" 2
÷ u j

"xk"x l

+ #$ 2
÷ u i = 0         dans ! (2.19) 

 

          Ti = ÷ " iknk = Cikjl

#÷ u j

#x l

nk
            sur "#

N
 (2.20) 

 
                                h

ik
÷ u 

k
= r

i
            sur "#

U
 (2.21) 

 

2.3.2. Identification des coefficients du mod�le EF 
 
Les coefficients du syst�me dÕ�quations (2.11) permettant de d�crire le probl�me m�canique 
d�fini par le syst�me dÕ�quations (2.19), (2.20) et (2.21) sont d�termin�s par identification.  
 
La comparaison de la deuxi�me �quation du syst�me dÕ�quations (2.11) avec lÕ�quation (2.20) 
permet de d�terminer les coefficients c, !, #, q, r et g du probl�me m�canique : 
 

c ijkl = Cikjl , " ijk = 0, # ik = 0, qij = 0, gi = Ti  (2.22) 
 
De m�me, la troisi�me �quation du syst�me dÕ�quations (2.11) identifi�e � lÕ�quation (2.21) 
permet de d�terminer les coefficients h et r, soit : 
 

h =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
 et r =

0

0

÷ U 
D

 (2.23) 

 
Les composantes de la matrice de rigidit�s Cijkl  peuvent �tre rapport�es � des composantes de 

la forme C"#  (1" #,$ " 6) suivant la convention de notation suivante : " = i = j  si i = j , 

sinon " = 9 # (i + j)  et " = k = l  si k = l , sinon " = 9 # (k + l). Ainsi, il vient par exemple 
C
11

= C
1111

, C
16

= C
1112

 et C
44

= C
2323

.  
 
Suivant cette convention, lÕ�quation (2.14) sÕ�crit : 
 

         ÷ " # = C#$
÷ % $                         (2.24) 

 
Pour le probl�me m�canique consid�r�, le coefficient c du syst�me dÕ�quations (2.11) est 
alors de la forme : 
 

c =

c
11

c
12

c
13

c
21

c
22

c
23

c
31

c
32

c
33

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
 (2.25) 

 
o� la composante c

11
 peut �tre d�velopp�e comme suit :   

 

c
11

=

C
1111

C
1112

C
1113

C
1211

C
1212

C
1213

C
1311

C
1312

C
1313

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 

=

C
11

C
16

C
15

C
61

C
66

C
65

C
51

C
56

C
55

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
 (2.26) 
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Les autres composantes de la matrice de rigidit�s c sont donn�es par : 
 

c
11
=

C
11

C
16

C
15

C
61

C
66

C
65

C
51

C
56

C
55

!

"

#
#

$

%

&
&

 c
12
=

C
16

C
12

C
14

C
66

C
62

C
64

C
56

C
52

C
54

!

"

#
#

$

%

&
&

 c
13
=

C
15

C
14

C
13

C
65

C
64

C
63

C
55

C
54

C
53

!

"

#
#

$

%

&
&

 

c
21
=

C
61

C
66

C
65

C
21

C
26

C
25

C
41

C
46

C
45

!

"

#
#

$

%

&
&

 c
22
=

C
66

C
62

C
64

C
26

C
22

C
24

C
46

C
42

C
44

!

"

#
#

$

%

&
&

 c
23
=

C
65

C
64

C
63

C
25

C
24

C
23

C
45

C
44

C
43

!

"

#
#

$

%

&
&

 

c
31
=

C
51

C
56

C
55

C
41

C
46

C
45

C
31

C
36

C
35

!

"

#
#

$

%

&
&

 c
32
=

C
56

C
52

C
54

C
46

C
42

C
44

C
36

C
32

C
34

!

"

#
#

$

%

&
&

 c
33
=

C
55

C
54

C
53

C
45

C
44

C
43

C
35

C
34

C
33

!

"

#
#

$

%

&
&

 

(2.27) 

 
LÕidentification de lÕ�quation (2.19) avec la premi�re �quation du syst�me dÕ�quations (2.11) 
conduit en r�gime stationnaire � : 
 

"ijk = 0, eij = 0, dij = 0, f i = 0  et  a =

"#$ 2
0 0

0 "#$ 2
0

0 0 "#$ 2

% 

& 

' 
' 
' 

( 

) 

* 
* 
* 
 (2.28) 

 
Ë ce stade, les coefficients d�crivant le probl�me m�canique conform�ment au formalisme E F 
sont d�termin�s. D�s lors, les champs de d�placements, contraintes et d�formations 
visco�lastiques peuvent �tre calcul�s num�riquement. La connaissance de ces champs permet 
de calculer le champ de dissipation visco�lastique. 
 

2.4. Calcul du taux de dissipation visco�lastique 
 
Le tenseur de d�formation sÕ�crire sous la forme " = " e +" v  [15], o� " e  est la part �lastique ou 
thermo�lastique (r�versible) et " v  la part visqueuse ou visco�lastique (irr�versible). 
 
 Pour un mat�riau visco�lastique homog�ne, il est d�montr� dans la suite (¤ 2.5.1) que le taux 
de dissipation visco�lastique en un point mat�riel donn� est �gal � " :#

t
$ v , o� "

t
 repr�sente la 

d�riv�e par rapport au temps et Ç : È  le double produit tensoriel contract�. 
 
E n sonothermographie, le processus de dissipation visco�lastique se r�p�te � la fr�quence "

0
 

de lÕexcitation m�canique (de lÕordre de 104 Hz). Le ph�nom�ne de diffusion de la chaleur 
appara�t relativement lent, compar� � la p�riode T

0
 de la sollicitation m�canique. Cette 

diff�rence entre les �chelles de temps associ�es aux variations des champs acoustiques et les 
variations du champ de temp�rature justifie lÕutilisation pour le calcul thermique dÕune valeur 
du taux de dissipation visco�lastique moyenn�e sur la p�riode T

0
. Cette valeur moyenne se 

calcule dans le domaine temporel par : 
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" :#
t
$ v

%
0

=
1

T
0

" :#
t
$ v

0

T
0

& dt  (2.29) 

 
Pour calculer la composante " v  de la d�formation totale li�e � la visco�lasticit�, lÕ�quation 
(2.24) est d�clin�e sous la forme : 
 

÷ " # = ÷ " #
e

+ ÷ " #
v

= S#$ ÷ % $ = (S#$
'

+ iS#$
''

) ÷ % $  (2.30) 

 
o� les S"#  sont les composantes du tenseur de souplesses complexe, inverse du tenseur de 

rigidit�s complexe de composantes C"# .  

 
La part visqueuse du tenseur de souplesses �tant associ�e � sa partie imaginaire, il vient :  
 

÷ " #
v

= iS#$
'' ÷ % $  (2.31) 

 
Dans le domaine fr�quentiel, la transform�e de Fourier du taux de dissipation visco�lastique 
sÕ�crit : 
 

F(" :#
t
$ v ) =

1

2%
÷ " &[ ]' i( ÷ $ &

v[ ] =
1

2%
÷ " &[ ]' )( S&*

'' ÷ " *[ ]  (2.32) 

 
o� le symbole Ç"È repr�sente le produit de convolution et il y a une sommation implicite sur 
les indices "  et ".  
 
Pour un chargement monochromatique impos� de fr�quence "

0
 avec " 0

= 2#$
0
, il est 

d�montr� (cf. annexe A) que la valeur du taux de dissipation visco�lastique instantan�, 
obtenue par une transform�e de Fourier inverse de lÕ�quation (2.32) sÕ�crit :  
 

" :#
t
$ v = %

&
0
' S()

''
(&

0
)

4* 2

÷ " ( (&
0
) ' ÷ " ) (&

0
) ' e i2& 0t

+ ÷ " ( (&
0
) ' ÷ " ) (&

0
) ' e%i2& 0t + 2Re ÷ " ( (&

0
) ' ÷ " ) (&

0
){ }

+ 

, 

- 
- 

. 

/ 

0 
0 
  

(2.33) 

 
o� le symbole Ç  È repr�sente lÕexpression conjugu�e.  
 
La moyenne du taux de dissipation sur une p�riode du cycle de chargement monochromatique 
de fr�quence "

0
 est donn�e par (cf. annexe A) : 

 

" :#
t
$ v

v0

= %
&

0

2' 2
S()

''
(&

0
) * Re ÷ " ( (&

0
) * ÷ " ) (&

0
){ } (2.34) 

 
Il est d�montr� que lÕ�quation (2.34) sÕ�crit aussi : 
 

" :#
t
$ v

v0

=
%

0

2& 2
' C()

''
(%

0
) ' Re ÷ $ ( (%

0
) ' ÷ $ ) (%

0
){ } (2.35) 

 
ou encore : 
 

" :#
t
$ v

v0

=
%

0

2& 2
' Im ÷ " ( (%

0
) ' ÷ $ ( (%

0
){ } (2.36) 
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LÕune des trois �quations �quivalentes (2.34), (2.35) ou (2.36) pourra �tre impl�ment� dans le 
mod�le E F pour le calcul du taux de dissipation visco�lastique en post-traitement. Dans la 
suivante, il est montr� que cette quantit� intervient comme un param�tre dÕentr�e du mod�le 
E F pour la r�solution du probl�me thermique. 
 

2.5. Mise en �quation du probl�me thermique 
 
Dans cette section, le probl�me thermique est d�crit et les coefficients du formalisme 
E l�ments Finis sont identifi�s. Les �quations sont d�taill�es pour mettre en �vidence les 
diff�rentes hypoth�ses simplificatrices. 
 

2.5.1. Description du probl�me physique  
 
LÕ�quation de conduction de la chaleur r�gissant les transferts thermiques en milieux solides 
est obtenue par application du premier principe de la thermodynamique � un volume solide. 
La variation dÕ�nergie totale dÕun syst�me ferm� �quivaut � la quantit� d'�nergie �chang�e 
avec le milieu ext�rieur sous forme de travail ou de chaleur, soit : 
 

d

dt
E +K( ) = Pe +Q (2.37) 

 
o� 
E = "edV

V

#  est lÕ�nergie interne avec e lÕ�nergie interne par unit� de masse, 

K =
1

2
V

" #V $ V dV  est lÕ�nergie cin�tique, V  �tant la vitesse du barycentre de lÕ�l�ment de 

volume  dV, 

Q = r dV
V

" # q
$V

" % n dS = r # divq( )
V

" dV  est le taux de chaleur re�u par V, r �tant la densit� 

volumique de production interne de chaleur � distance, q le flux de chaleur � travers la 
fronti�re #V, 

Pe = f
V

" # V dV + T
$V

" # V dS  est la puissance des efforts ext�rieurs. 

 
Or le th�or�me de lÕ�nergie cin�tique sÕ�crit : 
 

dK

dt
= P

e
+ P

i
 (2.38) 

 
o�  

  

P
i
= " # 

V

$ :%
! 

V dV  est la puissance des efforts int�rieurs. 

 

Un d�veloppement du produit contract� permet de montrer que   " :#
! 

V =" :$ 
¥

 ,  

o� " 
¥

 est le taux de d�formation. 
 
La puissance des efforts internes Pi peut alors sÕ�crire : 
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Pi = " # :$ 
¥

V

% dV = " # ij

V

% $
¥

ij dV  (2.39) 

 
Ë ce stade, il est n�cessaire de d�finir les variables observables et les variables internes. Dans 
cette �tude, les variables observables se limitent � : 
- la temp�rature T, 
- la d�formation totale $ repr�sent�e par un tenseur.  
 
DÕapr�s les  �quations (2.37) et (2.38), le premier principe sÕ�crit : 
 

dE

dt
= "Pi +Q (2.40) 

 
Cette �quation donne sous sa forme locale : 
 

"e
¥

=# :$ 
¥

+ r % divq (2.41) 

 
avec e =" +TS  , o� S est lÕentropie caract�ristique du Ç d�sordre È r�gnant dans le syst�me 
consid�r� et & lÕ�nergie libre sp�cifique (caract�ristique de la part r�versible de lÕ�nergie 
interne). 

Ce qui donne :                           "e
¥

= "#
¥

+ "T S
¥

+ "T
¥

S   
 
soit  
 

"e
¥

= "
#$

#% e
:% e

¥

+
#$

#T
T

¥& 

' 
( 

) 

* 
+ + "T S

¥

+ "T
¥

S  (2.42) 

 
car lÕ�nergie libre d�pend des variables observables ou internes ne d�pendant pas de la partie 
irr�versible de la d�formation, ce qui se traduit par " =" (# e, T) . 
Or : 

" = #
$%

$& e
  (2.43) 

 

S = "
#$

#T
 (2.44) 

 

LÕ�quation (2.42) devient alors : "e
¥

= "
1

"
# :$ e

¥

% ST
¥& 

' 
( 

) 

* 
+ + "T S

¥

+ "T
¥

S  

soit 
 

"e
¥

=# :$ e
¥

+ "T S
¥

 (2.45) 

 
LÕ�quivalence des �quations (2.41) et (2.45) permet dÕ�crire : 
 

" :# e
¥

+ $T S
¥

=" :# e
¥

+ r % divq  (2.46) 
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DÕapr�s lÕ�quation (2.44),           S
¥

= "
# 2$

#% e#T
:% e

¥

"
# 2$

#T 2
T

¥

  
 

Ce qui sÕ�crit encore :                S
¥

= "
1

#

$% 

$T
:& e

¥

+
$S

$T
T

¥

  
 
Le tenseur taux de d�formation peut sÕ�crire comme la somme de ses composantes, soit  

" 
¥

= " e
¥

+ " v
¥

 
LÕ�quation (2.46) devient alors : 
 

"T
#$ 

#T
:% e

¥

+ &T
#S

#T
T
¥

=$ :% v
¥

+ r " divq  (2.47) 

 
E n introduisant les relations d�finissant :  
 

- la loi de Fourier :                               q = "k.#T   
 
o� k de composantes kij est le tenseur de conductivit� thermique, 
 

- la chaleur sp�cifique :                        C = T
"S

"T  
 
lÕ�quation (2.47) sÕ�crit : 
 

"CT
¥

=# :$ v
¥

+ r +%& (k & %T) +T
'# 

'T
:$ e

¥

 (2.48) 

 
Par la suite, les hypoth�ses r�alistes suivantes sont pos�es : 
 
- il nÕy a pas de production interne de chaleur par des sources externes, soit r = 0, 
- le couplage thermom�canique est n�gligeable, soit "

T
= 0  o� "

T
 est la d�riv�e par rapport � 

la temp�rature. 
 
LÕ�quation (2.48) est alors r�duite et traduit pour un mat�riau homog�ne lÕ�quation de 
conduction de la chaleur d�crivant le probl�me thermique consid�r� : 
 

"c p#tT $%& (k & %T) =' :#t(
v    dans ! (2.49) 

 
avec "

t
 la d�riv�e par rapport au temps et Ç : È  le double produit tensoriel contract�. 

 
Pour un probl�me thermique donn�, les conditions aux limites en flux et en temp�rature sur la 
fronti�re #! du domaine sÕ�crivent respectivement sous la forme : 
 

    n" (k#T) = h (T $T
ext
)  (2.50) 

 
                        HT = Timp            (2.51) 

 
o� h est le coefficient dÕ�change thermique, Text la temp�rature ext�rieure et Timp la 
temp�rature impos�e. 
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2.5.2. Identification des coefficients du mod�le EF 
 
Le probl�me thermique est � trois dimensions dÕespace (n = 3) et la variable temp�rature 
consid�r�e est scalaire (m = 1).  
 
Dans cette �tude, une condition aux limites en flux est consid�r�e sur toute la fronti�re #!, 
soit : 
 

              H = 0, r = Timp = 0          sur "# (2.52) 
 
La comparaison de lÕ�quation (2.49) avec la premi�re �quation du syst�me dÕ�quations (2.4) 
donne : 
 

da = "c p , c = k, f = # :$t%
&

& 0
 et e

a
= 0, " = 0, # = 0, a = 0 (2.53) 

 
o� k de composantes kij est le tenseur de conductivit� thermique du mat�riau.  
 
La comparaison de la deuxi�me �quation du syst�me dÕ�quations (2.4) avec lÕ�quation (2.50) 
donne : 
 

" = 0, q = 0, g = h (T #Text )  (2.54) 
 

2.6. Conclusion 
 
Les diff�rentes �tapes de la r�solution num�rique du probl�me direct de la sonothermographie 
ont �t� d�crites. Les �quations r�gissant le calcul des champs m�caniques (d�placement, 
contrainte, d�formation), du champ de dissipation visco�lastique et du champ de temp�rature 
ont �t� d�taill�es. Les coefficients du formalisme E F ont �t� identifi�s et permettent 
dÕimpl�menter un mod�le num�rique dans le code de calcul COMSOL. Dans le chapitre 
suivant, un mod�le E F est mis en Ïuvre pour r�soudre le probl�me direct de la 
sonothermographie pour des structures complexes telles que les composites multicouches. Le 
probl�me direct de la sonothermographie est r�solu pour des composites comportant un d�faut 
afin dÕ�tudier lÕapplicabilit� de la sonothermographie � la d�tection de d�faut. 
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Chapitre 3 : 
!

Validation du mod�le num�rique et application au 
contr�le non destructif 

 
Un mod�le num�rique par E l�ments Finis (E F) est impl�ment� � partir du formalisme 
th�orique pr�sent� dans le chapitre pr�c�dent. Il permet de calculer le champ de temp�rature 
induit dans un mat�riau visco�lastique � partir dÕune sollicitation m�canique.  
 
Dans ce chapitre, la convergence en temps et en espace du mod�le E F est dÕabord �tudi�e afin 
dÕen �tablir le bon conditionnement num�rique (section 3.1). E nsuite, le mod�le est valid� 
exp�rimentalement en comparant les pr�dictions num�riques avec des mesures de temp�rature 
r�alis�es par thermographie infrarouge (section 3.2). Le probl�me direct de la 
sonothermographie est alors r�solu pour des mod�les de plaques composites multicouches et 
les r�sultats num�riques sont discut�s (section 3.3). Pour finir, la r�ponse thermique de 
plaques pr�sentant un d�faut est simul�e afin dÕ�tudier lÕapplicabilit� de la sonothermographie 
� la d�tection de d�fauts (section 3.4). 
 

3.1. Etude de la convergence du mod�le EF 
 
Un mod�le E F est impl�ment� pour la r�solution des �quations aux d�riv�es partielles 
d�crivant le probl�me direct de la sonothermographie. La r�solution de ces �quations par la 
m�thode des E l�ments Finis repose sur une discr�tisation de lÕespace et du temps. Dans cette 
section, le mod�le est dÕabord d�crit, ensuite sa convergence en espace et en temps est 
�tudi�e. LÕobjectif est dÕanalyser lÕinfluence des discr�tisations spatiale et temporelle sur la 
qualit� des r�sultats num�riques.  
 

3.1.1. Description du mod�le EF 
 
Un solide homog�ne isotrope en polychlorure de vinyle (PVC) et de forme parall�l�pip�dique 
( L

x
 = 5 mm, Ly  = 20 mm, L

z
 = 115 mm) est mod�lis� (figure 5). Le centre O du r�f�rentiel 

(XYZ) est lÕorigine des coordonn�es dÕespace. Un d�placement sinuso�dal de fr�quence "
0  est 

impos� sur la face dÕexcitation. La face d�finie par x = 5 mm repr�sente la face sup�rieure du 
solide. Cette face est munie dÕune ligne t�moin repr�sentant son axe m�dian suivant la 
direction Z. La ligne t�moin est discr�tis�e en 200 points r�guli�rement espac�s. Dans la suite, 
la qualit� du mod�le E F sera analys�e en consid�rant les valeurs calcul�es le long de cette 
ligne. 
  



                                                                                  3.1 E tude de la convergence du mod�le E F 
!

! T*!

 
Figure 5: Sch�ma de la g�om�trie du mod�le EF 

 
Les donn�es dÕentr�e du mod�le sont les suivantes : 
 
i) Pour le calcul m�canique  
 
- fr�quence dÕexcitation : "

0  = 30 kHz, 
- module dÕYoung : E = 4,3 (1+0,03i) GPa, densit� : % = 1170 kg/m3,  
  coefficient de Poisson : v = 0,38 
- matrice de rigidit�s C  :  
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 (3.55) 

 
Les composantes C"#  de la matrice C  pour un mat�riau isotrope se d�duisent de E et v par les 

relations suivantes :  
 

C
11

=
(1"#)E

(1+#)(1" 2#)
 et C12 =

"E

(1+")(1# 2")
 (3.56) 

 
Les conditions aux limites m�caniques sont :  
- contrainte nulle sur "#

N
, 
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- d�placement Uz  impos� sur "#
U

 suivant lÕaxe Z (figure 5), avec U
z

=U sin(2" v0t) , 
U = 300 nm. 
 
Les coefficients du formalisme E F correspondant � ces conditions aux limites m�caniques 
sont : 
 

h =

0 0 0

0 0 0

0 0 1

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
   et  r =

0

0

÷ U 
z

= U" # /i

   sur "#
U

   , o� i2 = "1 (3.57) 

 

                            q =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
   et  g =

0

0

0

       sur "#
N

 (3.58) 

 
ii) Pour le calcul thermique  
 
- chaleur sp�cifique : Cp = 1000 J/(kg.K), 
- terme source (taux de dissipation visco�lastique moyen) : "

V
= # :$

t
% v

&
0

W/m3, 

- tenseur de conductivit� thermique k : 
 

k =

k
1
0 0

0 k
1
0

0 0 k
1

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 

     dans ",  avec k
1  = 0,1W/(m.K) (3.59) 

 
Les conditions aux limites thermiques sont :  
- coefficient dÕ�change h =  0 W/(m2.K) sur "#, 
- temp�rature ext�rieure Text  = 0 K. 
 
Il vient : 
 

g = hT    sur "# (3.60) 
 
La condition initiale est : 
T (t = 0) = 0 dans ! et sur #!. 
 

3.1.2. Convergence en espace du mod�le EF 
 
La notion de convergence recouvre des d�finitions diverses suivant les domaines. Ici, la 
convergence en espace du mod�le pourra se traduire par le fait quÕun maillage de plus en plus 
fin du domaine induit des variations de plus en plus petites sur les r�sultats du calcul 
num�rique. Cette section vise � v�rifier que le mod�le E F v�rifie cette propri�t�. La 
convergence en espace est �tudi�e pour le calcul m�canique et pour le calcul thermique.  
 
Soit M0 le maillage initial g�n�r� automatiquement par le code E l�ments Finis. Ce maillage 

est minimal et contient peu dÕE l�ments Finis. Cinq maillages Mi (1" i " 5)  obtenus par 
raffinement successifs du maillage initial M0 sont consid�r�s. La figure 6 illustre le maillage 
initial (M0) et le maillage le plus fin (M5). 
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Figure 6: Maillages tridimensionnels M0 (a) et M5 (b) 

 
Le  tableau 2 montre lÕ�volution du nombre dÕE l�ments Finis pour les maillages M0 � M5. 

 

Maillage Nombre dÕEl�ments Finis  

M0 174 

M1 496 

M2 1402 

M3 4 432 

M4 13 963 

M5 43 673 

 
Tableau 2 : Nombre dÕEl�ments Finis du mod�le pour diff�rents maillages dÕune plaque 

de dimensions 115 x 20 x 5 mm3 

 
E n pratique, le recours � un maillage plus fin tend � accro�tre le temps de calcul. LÕenjeu de 
lÕ�tude de convergence est dÕoptimiser le maillage afin dÕassurer � la fois la convergence en 
maillage et un temps de calcul qui ne soit pas excessif. 
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3.1.2.1. Convergence en espace pour le calcul m�canique 
 
Le calcul m�canique consiste � d�terminer les champs acoustiques (contrainte, d�formation) 
et il a �t� montr� que le champ de dissipation visco�lastique sÕobtient � partir de ces champs. 
Pour �valuer la convergence en espace du mod�le E F pour le calcul m�canique, le champ de 
dissipation visco�lastique est calcul� avec les maillages M0 � M5 et les r�sultats des six 
calculs sont compar�s. La figure 7 montre la cartographie du taux de dissipation 
visco�lastique calcul� sur la face sup�rieure avec le maillage M5. 
 

 
Figure 7: Cartographie du champ de dissipation visco�lastique calcul� sur la face 

sup�rieure de la plaque avec le maillage M5  

 
La figure 8a montre le profil du taux de dissipation visco�lastique le long de la ligne t�moin 
pour les maillages M0 � M5.  
 
Un lissage des profils est observ� au fil des raffinements de maillage. Cela traduit un calcul de 
plus en plus pr�cis. Pour une meilleure lisibilit�, un agrandissement de la zone indiqu�e par le 
cercle en pointill� am�liore le niveau de d�tail (figure 8b). La tendance des courbes � se 
rapprocher, voire � se superposer pour les maillages les plus fins traduit a priori une 
convergence des valeurs calcul�es.  
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Figure 8 : Profils du taux de dissipation visco�lastique calcul� le long de la ligne t�moin 

pour les maillages M0 � M5 (a), agrandissement au voisinage du point de la ligne t�moin 
de coordonn�e Z = 0,038 m (b)  

Pour v�rifier la convergence en espace du mod�le E F, lÕerreur de calcul des maillages Mi 
(0 " i " 4)  par rapport au maillage M5 est calcul�e par : 
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 "D
i

=max
D j

5
#D j

i

D j

5
 avec 

0 " i " 4

1" j " 200

# 
$ 
% 

 (3.61) 

 
o� D j

5 repr�sente la valeur du taux de dissipation visco�lastique calcul�e avec le maillage M5 

au point dÕindice j (1" j " 200) de la ligne t�moin, 
 
 D j

i  la valeur du taux de dissipation visco�lastique calcul�e avec le maillage Mi (0 " i " 4)  

au point dÕindice j (1" j " 200) de la ligne t�moin, 
 

D j

5
"D j

i

D j

5  lÕerreur relative du maillage Mi (0 " i " 4) par rapport au maillage M5 au point 

dÕindice j (1 " j " 200) de la ligne t�moin, 
 
 "

D

i  la valeur maximale de lÕerreur relative du maillage Mi (0 " i " 4)  par rapport au maillage 
M5 sur lÕensemble des 200 points de la ligne t�moin.  
 
La figure 9 montre lÕ�volution de lÕerreur de calcul "

D

i  pour les maillages Mi (0 " i " 4) . La 
d�croissance monotone de la courbe traduit une am�lioration de la pr�cision de calcul au fil 
des raffinements successifs du maillage qui permet de conclure � la convergence en espace du 
mod�le E F pour le calcul m�canique.  
 

!
Figure 9: Evolution de l'erreur de calcul des maillages M0 � M4 par rapport au maillage 

M5 pour le calcul m�canique 
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Dans la suite, il sera admis quÕun maillage Mi pr�sentant une valeur "
D

i  inf�rieure � 5% est 
dÕune pr�cision suffisante. E n effet, un raffinement suppl�mentaire de ce maillage entra�nerait 
un gain de pr�cision n�gligeable (inf�rieur � 5%), avec le risque dÕun accroissement 
significatif du temps de calcul. Sur la figure 9, ce crit�re est satisfait � partir du maillage M4 
pour le calcul m�canique. Le choix de ce maillage constitue donc un bon compromis entre 
pr�cision et temps de calcul.  
 

3.1.2.2. Convergence en espace pour le calcul thermique 
 
Le champ de temp�rature transitoire est calcul� � t = 120 s avec un pas de temps "t  = 1 s. Sur 
le m�me principe que pr�c�demment, le calcul est r�alis� avec les maillages M0 � M5 et les 
r�sultats des six calculs sont compar�s. LÕerreur de calcul des maillages Mi (0 " i " 4)  par 
rapport au maillage M5 est calcul�e par : 
 

"T
i

=max
Tj

5
#Tj

i

Tj

5
 avec 

1" i " 4

1" j " 200

# 
$ 
% 

 (3.62) 

 
o� Tj

5  repr�sente la valeur de temp�rature calcul�e avec le maillage M5 au point dÕindice j 
(1" j " 200) de la ligne t�moin, 

Tj

i la valeur de temp�rature calcul�e avec le maillage Mi (0 " i " 4)  au point dÕindice j 
(1" j " 200) de la ligne t�moin, 

Tj

5
"Tj

i

Tj

5  lÕerreur relative du maillage Mi (0 " i " 4) par rapport au maillage M5 au point 

dÕindice j  (1 " j " 200) de la ligne t�moin, 
 
 "

T

i  la valeur maximale de lÕerreur relative du maillage Mi (0 " i " 4)  par rapport au maillage 
M5 sur lÕensemble des 200 points de la ligne t�moin.  
 
La figure 10 montre lÕ�volution de lÕerreur de calcul "

T

i  pour les maillages Mi (0 " i " 4) .   
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Figure 10: Evolution de l'erreur de calcul des maillages M0 � M4 par rapport au 

maillage M5 pour le calcul thermique 

 
La d�croissance monotone de la courbe permet de conclure � la convergence en espace du 
mod�le E F pour le calcul thermique. La valeur de "

T

i

 est inf�rieure � 5% � partir du maillage 
M3. Le crit�re de pr�cision de maillage est satisfait par M4 pour les calculs m�canique (figure 
9) et thermique (figure 10) simultan�ment. Il r�alise donc le meilleur compromis entre 
pr�cision et temps de calcul. Pour montrer lÕint�r�t dÕun choix judicieux du maillage, les 
temps de calcul associ�s aux diff�rents maillages sont r�pertori�s dans le tableau 3.  
 

Maillage Dur�e du calcul m�canique  (s) Dur�e du calcul thermique (s) 

M0 0,2 0,2 

M1 0,5 0,4 

M2 1,3 0,9 

M3 4,2 2,9 

M5 71,7 39,3 

M6 5623,1 151,5 
 

Tableau 3: Temps de calcul en secondes en fonction du maillage pour "t  = 1 s  

 
Il appara�t que, � pr�cision de calcul quasiment semblable, le maillage M4 pr�sente un temps 
de calcul cumul� 4 fois plus r�duit que le maillage M5 et 220 fois plus r�duit que le maillage 
M6. 
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3.1.3. Convergence en temps du mod�le EF  
 
La convergence en temps du mod�le est �tudi�e pour le calcul thermique. Dans ce cadre, 
lÕinfluence de la discr�tisation temporelle sur le calcul du champ de temp�rature T et de sa 
d�riv�e temporelle "

t
T  est analys�e. LÕ�tude porte sur ces deux champs parce quÕils 

d�pendent du temps et interviennent dans lÕ�quation de conduction de la chaleur (2.49) � 
r�soudre avec le mod�le E F.  
 
Le champ de temp�rature induit par la sollicitation m�canique est calcul� sur lÕintervalle de 
temps [0 s 2400 s]. Le calcul est r�alis� en utilisant les valeurs de pas de temps "t  = 1 s, 
"t  = 10 s, "t  = 100 s et "t  = 300 s. Des conditions aux limites thermiques sont impos�es 
pour simuler des �changes de chaleur aux fronti�res du domaine. La figure 11 montre 
lÕ�volution de la temp�rature au point milieu de la ligne t�moin calcul�e avec chacune des 
valeurs de "t .  
 

 
Figure 11 : Evolution de la temp�rature calcul�e au point milieu de la ligne t�moin sur 

lÕintervalle [0 s  2400 s] avec diff�rentes valeurs du pas de temps "t   

 
Aux temps longs, toutes les courbes �voluent asymptotiquement vers une temp�rature 
constante. Ce pallier traduit lÕ�quilibre entre lÕ�l�vation de temp�rature due � la production de 
chaleur et les pertes li�es aux �changes aux parois. Globalement, les courbes repr�sent�es 
fournissent des valeurs de temp�rature quasiment identiques pour toutes les valeurs de "t  
test�es. Cela indique une faible sensibilit� du calcul de la temp�rature T par rapport � la 
discr�tisation temporelle.  
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De m�me, lÕinfluence de la discr�tisation temporelle sur le calcul de la d�riv�e temporelle du 
champ de temp�rature "

t
T  est analys�e. La figure 12 montre lÕ�volution de la valeur de "

t
T  

au point milieu de la ligne t�moin calcul�e avec les valeurs de "t  consid�r�es pr�c�demment.  
 
Aux temps longs, toutes les courbes tendent asymptotiquement vers la valeur "

t
T  = 0 

traduisant lÕ�quilibre thermique d�crit pr�c�demment. Aux temps courts, la courbe associ�e 
au pas de temps "t  = 300 s pr�sente un �cart relativement important par rapport aux autres 
courbes. Cela sÕexplique par le fait que la discr�tisation temporelle nÕest pas assez fine pour 
d�crire la variation rapide de temp�rature sÕop�rant aux temps courts (figure 12). 
Globalement, lÕ�cart entre les courbes se r�duit progressivement pour des valeurs de "t  de 
plus en plus petites. Cette tendance permet de conclure � la convergence en temps du mod�le 
E F pour le calcul de "

t
T  Compte tenu de la faible influence de la valeur de "t  sur le calcul de 

la temp�rature mise en �vidence pr�c�demment, la convergence en temps du mod�le E F pour 
le calcul thermique est admise. 
 

 
Figure 12 : Evolution de la d�riv�e temporelle de la temp�rature "

t
T  calcul�e au point 

milieu de la ligne t�moin sur lÕintervalle [0 s 2400 s] avec diff�rentes valeurs du pas de 
temps "t   

 
E n d�finitive, lÕ�tude de la convergence en espace et en temps a permis de sÕassurer du bon 
conditionnement num�rique du mod�le E F. Afin de garantir la fiabilit� du mod�le, une 
validation exp�rimentale est r�alis�e dans la section suivante.  
 

3.2. Validation exp�rimentale du mod�le EF 
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Dans cette section, des r�sultats de simulations num�riques sont compar�s � des mesures 
exp�rimentales. Les cas dÕun mat�riau homog�ne isotrope et dÕun mat�riau composite 
anisotrope sont discut�s.  
 

3.2.1. Cas dÕun mat�riau homog�ne isotrope 
 
Une plaque de PVC dont les propri�t�s sont donn�es dans le tableau 4 est utilis�e comme 
�prouvette pour les mesures exp�rimentales. Le PVC est choisi pour ses propri�t�s 
visco�lastiques. Les valeurs de propri�t�s thermiques sont des estimations obtenues dans la 
litt�rature. Ces propri�t�s d�pendent du type de PVC et sont par cons�quent entach�es dÕune 
dispersion.  
 

Dimensions de lÕ�prouvette : 115 x 20 x 3 mm3, Densit� % : 1,17 g/cm3 

C11 = 7,9 (1 + 0,03i) C22 = C11 Cp = 1000 J/(kg K) 

C66 = 1,6 (1 + 0,03i) C12 = C11 Ð 2 C66 k = 0,1 W/(m K) 

 
Tableau 4 : Modules de visco�lasticit� complexes (en GPa) et propri�t�s thermiques de 

lÕ�prouvette en PVC 
 
Un dispositif est r�alis� au sein du laboratoire pour exciter m�caniquement lÕ�prouvette. Il est 
constitu� un actionneur pi�zo�lectrique Cedrat PPA10M coupl� � une sonotrode (pi�ce 
m�tallique servant � amplifier les ondes acoustiques g�n�r�es par lÕactionneur 
pi�zo�lectrique). Les caract�ristiques techniques de lÕactionneur et de la sonotrode sont 
d�taill�es dans lÕannexe B. La figure 13a pr�sente lÕensemble actionneur-sonotrode. Ce 
dispositif est utilis� pour imposer un d�placement sinuso�dal de fr�quence 30 kHz sur une 
face de lÕ�prouvette (figure 13b). LÕ�prouvette a une largeur de 20 mm et une �paisseur de 
3 mm. Une longueur de 115 mm est choisie de mani�re � ce que lÕexcitation m�canique 
impos�e avec la sonotrode g�n�re des ondes stationnaires dans lÕ�prouvette.  

 

 
Figure 13 : Ensemble actionneur-sonotrode (a) et couplage avec lÕ�prouvette en PVC 

peinte en noir (b) 

 
Le contact sonotrode/�prouvette est impr�gn� dÕun film de gel couplant pour transmettre les 
ondes acoustiques dans lÕ�prouvette. Le d�placement impos� �tant difficile � mesurer � 
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lÕinterface sonotrode/�prouvette, il est mesur� � lÕextr�mit� libre de lÕ�prouvette avec un 
v�locim�tre laser. LÕamplitude du d�placement mesur� � lÕextr�mit� libre est de lÕordre de 
300 nm. Le d�placement impos� est ajust� afin dÕobtenir la m�me valeur du d�placement � 
lÕextr�mit� libre pour le mod�le E F et lÕessai. Le champ de temp�rature induit par la 
sollicitation m�canique est mesur� sur la face sup�rieure de lÕ�prouvette avec une cam�ra 
infrarouge Flir SC-7000 dont les caract�ristiques techniques sont d�taill�es dans lÕannexe B. 
 
Les valeurs du tableau 4 sont utilis�es comme donn�es dÕentr�e dans le mod�le E F pour 
pr�dire le champ de temp�rature induit par lÕexcitation m�canique de lÕ�prouvette. Ainsi, la 
figure 14b montre le champ de temp�rature sur la face sup�rieure, simul� avec le mod�le E F � 
lÕinstant t  = 120 s en utilisant un coefficient dÕ�change h  = 0 W/(m2 K). Ce coefficient est 
d�fini dans lÕ�quation (2.50). Les zones de temp�rature maximales et minimales 
correspondent respectivement aux nÏuds et ventres de lÕonde acoustique stationnaire.  
 
La figure 14a montre le champ de temp�rature mesur� � lÕaide de la cam�ra infrarouge apr�s 
120s dÕexcitation avec la sonotrode. Les champs de temp�rature simul� et mesur� pr�sentent 
des caract�ristiques communes : le m�me nombre de nÏuds, la m�me longueur dÕonde. Les 
isothermes autour des nÏuds acoustiques sont elliptiques pour le champ de temp�rature 
simul� avec h  = 0 W/(m2 K) (figure 14b), tandis quÕelles apparaissent plus circulaires pour le 
champ mesur� (figure 14a). Cette diff�rence est li�e � la condition aux limites thermique du 
mod�le. Pour le montrer, la figure 14c repr�sente le champ de temp�rature simul� avec un 
coefficient dÕ�change h = 10 W/(m2 K) pour simuler des pertes. Les isothermes apparaissent 
plus circulaires et sont plus conformes � la mesure de la figure 14a. 
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Figure 14 : Face sup�rieure de lÕ�prouvette. Cartographie du champ de temp�rature 

apr�s 2 min dÕexcitation : r�sultat de la cam�ra infrarouge (a), r�sultat du mod�le avec 
h = 0 W/ (m2 K) (b) et r�sultat du mod�le avec h = 10 W/(m2 K) (c)  

 
Les champs de temp�rature mesur� (figure 14a) et calcul� (figure 14b et figure 14c) 
pr�sentent un l�ger d�calage entre les positions des nÏuds et de ventres. Cette diff�rence 
sÕexplique par le fait que la condition aux limites Uz  utilis�e dans le mod�le ne reproduit pas 
parfaitement lÕexcitation m�canique. E n effet, la nature du contact entre la sonotrode et 
lÕ�prouvette est plus complexe du fait de la nature du contact sonotrode/�prouvette. 
 
La figure 15a et la figure 15b montrent les profils du champ de temp�rature le long de la ligne 
t�moin respectivement mesur� avec la cam�ra infrarouge (figure 14a) et simul� (figure 14c).  
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Figure 15 : Profils du champ de temp�rature le long de la ligne t�moin � t = 120 s : 

r�sultat de la cam�ra infrarouge (a), r�sultat du mod�le EF avec h = 10 W/(m2 K) (b)  

 
LÕ�l�vation maximale de temp�rature est dÕenviron 1,2 ¡C pour la mesure (figure 15a) et 
1,8 ¡C pour le mod�le (figure 15b). LÕ�cart dÕenviron 0,6 ¡C entre la simulation et la mesure 
sÕexplique par le fait que la valeur de h utilis�e dans le mod�le constitue une approximation 
des �changes de chaleur entre lÕ�prouvette et le milieu ambiant pendant lÕexp�rience. 
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La comparaison des pr�dictions num�riques avec des donn�es exp�rimentales montre donc 
une bonne ad�quation entre les r�sultats simul� et mesur�. Les diff�rences observ�es entre la 
simulation et la mesure �tant essentiellement li�es � la difficult� dÕune mod�lisation fine de 
facteurs exp�rimentaux que sont la nature du contact sonotrode/�prouvette et lÕintensit� des 
�changes de chaleur entre de lÕ�prouvette et le milieu ambiant [16].  
 

3.2.2. Cas dÕun mat�riau composite anisotrope 
 
Une �prouvette en composite unidirectionnel Carbone/E poxy dont les propri�t�s m�canique et 
thermique sont donn�es dans le tableau 5 est utilis�e pour lÕessai. Les modules de 
visco�lasticit� sont mesur�s par la m�thode dÕimmersion [17] et les propri�t�s thermiques 
sont des estimations retrouv�es dans la litt�rature [18]. Les propri�t�s thermiques d�pendent 
significativement de la nature de lÕ�poxy, de la fraction volumique des fibres et du processus 
dÕ�laboration. Leurs valeurs estim�es sont par cons�quent entach�es dÕune incertitude mais 
seront suppos�es suffisamment repr�sentatives pour �tre utilis�es dans le mod�le E F.  
 

Dimensions de lÕ�prouvette : 100 x 10 x 4,1 mm3, Densit� % : 1,17 g/cm3 

C11 = 14,7 (1 + 0,035i) C44 = 5,3 (1 + 0,035i) 
 

C23 = 4,3 (1 + 0,035i) 

C22 = 12,7 (1 + 0,035i) C66 = 3,4 (1 + 0,035i) C12 = 6,9 (1 + 0,035i) 

C33 = 140 (1 + 0,035i) C55 = 6,2 (1 + 0,035i) C13 = 6,1 (1 + 0,035i) 

k1 = k2 = 1,5 W/(m K) k3 = 50 W/(m K) Cp = 1000 J/(kg K) 

 
Tableau 5 : Modules de visco�lasticit� complexes (en GPa) et propri�t�s thermiques de 

lÕ�prouvette en Carbone/Epoxy 

 
LÕ�prouvette de dimensions 100 x 10 x 4,1 mm3 est d�coup�e dans la plaque de mani�re � 
obtenir une orientation de fibres ' = 45¡ par rapport � son axe longitudinal (figure 16). 
LÕ�prouvette est excit�e directement avec lÕactionneur pi�zo�lectrique. La masse de 
lÕactionneur est n�gligeable en comparaison avec celle de lÕ�prouvette. Comme 
pr�c�demment, le d�placement est mesur� � lÕextr�mit� libre de lÕ�prouvette avec un 
v�locim�tre laser. Cela permet dÕidentifier une fr�quence de r�sonance de la tige compatible 
avec la bande passante fr�quentielle de lÕactionneur. LÕamplitude du d�placement impos� 
dans le mod�le E F est ajust�e afin de correspondre � celle du d�placement impos� avec 
lÕactionneur. La cam�ra infrarouge utilis�e pour lÕobservation du champ de temp�rature est la 
m�me que pr�c�demment. Les caract�ristiques techniques de lÕactionneur pi�zo�lectrique et 
de la cam�ra infrarouge sont d�taill�es dans lÕannexe B. 
 
LÕ�prouvette est excit�e m�caniquement avec lÕactionneur pendant 30 s � une fr�quence de 
59 kHz. La figure 16 montre le champ de temp�rature mesur� avec la cam�ra infrarouge et le 
champ de temp�rature simul� avec h  = 10 W/(m2 K). LÕallure du champ de temp�rature est 
diff�rente de celle observ�e pr�c�demment pour le cas dÕun mat�riau isotrope (figure 14).  
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Figure 16 : Champ de temp�rature � t  = 30 s : mesur� avec la cam�ra infrarouge (a) et 

simul� avec le mod�le EF (b). Les fibres sont orient�es � 45¡ par rapport � lÕaxe 
longitudinal. Fr�quence dÕexcitation : 59 kHz.  

 
Les nÏuds et ventres pr�sentent une inclinaison par rapport � lÕaxe longitudinal Z de 
lÕ�prouvette (figure 16), principalement due aux propri�t�s anisotropes du mat�riau. Ainsi, la 
propagation dÕondes ultrasonores dans le mat�riau composite induit un champ de temp�rature 
qui d�pend de lÕorientation des fibres. Une �tude r�cente met en �vidence ce r�sultat pour des 
mat�riaux composites unidirectionnels avec un angle dÕorientation des fibres ' = 0¡, ' = 60¡ 
et ' = 90¡ [19]. Sur la figure 16, les champs de temp�rature mesur� (figure 16a) et simul� 
(figure 16b) pr�sentent des allures semblables.  
 
De m�me que pr�c�demment, un l�ger d�calage est observ� entre les deux champs de 
temp�rature. Sur la figure 16a, la sonotrode est situ�e � droite. LÕ�l�vation de temp�rature 
observ�e au niveau de la face excit�e de lÕ�prouvette traduit une production de chaleur due au 
contact sonotrode/�prouvette. 
 
E n d�finitive, le mod�le E F a permis de r�soudre le probl�me direct de la sonothermographie 
pour un mat�riau homog�ne isotrope et un mat�riau composite anisotrope. Pour chaque cas, la 
bonne ad�quation entre la pr�diction num�rique et la mesure valide la capacit� du mod�le E F 
� simuler correctement les ph�nom�nes physiques mis en Ïuvre exp�rimentalement en 
sonothermographie.  
 

3.3. Application du mod�le EF aux mat�riaux composites 
multicouches 
 
Dans cette section, le probl�me direct de la sonothermographie est r�solu pour un mod�le E F 
de plaque stratifi�e. Un mat�riau stratifi� ou multicouche est obtenu par empilement de 
couches de mati�re. Du point de vue num�rique, la mod�lisation de ce type de mat�riaux 
am�ne � prendre en compte les interfaces entre les couches, dÕune part, et la variation des 
propri�t�s m�canique et thermique dans lÕ�paisseur, dÕautre part.  



                                     3.3 Application du mod�le E F aux mat�riaux composites multicouches 
!

! UZ!

 
Ces deux aspects sont trait�s dans cette section. DÕabord, un mod�le de plaque sans variation 
de propri�t�s dans lÕ�paisseur (couches de propri�t�s identiques) est r�alis�. Ce cas permet 
dÕ�tudier uniquement lÕinfluence des interfaces sur le calcul num�rique. E nsuite, un mod�le 
de plaque avec une variation de propri�t�s dans lÕ�paisseur (couches de propri�t�s diff�rentes) 
est r�alis�. Ce second cas vise � �tudier la sensibilit� de la sonothermographie aux variations 
des propri�t�s m�canique et thermique en vue dÕune application au contr�le non destructif. 
 

3.3.1. Cas de couches de propri�t�s identiques 
 
Une plaque stratifi�e en PVC est mod�lis�e. Le mod�le de plaque est compos� de trois 
couches de 1 mm dÕ�paisseur chacune et ses dimensions globales sont 115 x 20 x 3 mm3. Les 
trois couches sont identiques et leurs propri�t�s m�canique et thermique sont semblables � 
celles d�finies dans le tableau 4. Ainsi, le mod�le de plaque stratifi�e est �quivalent au mod�le 
de plaque monocouche en PVC �tudi� pr�c�demment � la section 3.2.1. Une condition de 
type continuit� des d�placements est impos�e aux interfaces entre les couches.  
 
Le maillage des interfaces entre les couches du mod�le de plaque stratifi�e requiert un nombre 
relativement important dÕE l�ments Finis. Pour le montrer, le tableau 6 compare le nombre 
dÕE l�ments Finis utilis�s pour le maillage du mod�le de plaque stratifi�e et pour le maillage 
du mod�le de plaque monocouche de m�mes dimensions. 
 

 Nombre dÕEl�ments Finis du mod�le 

Maillage Plaque monocouche Plaque stratifi�e 

M0 407 9 685 

M1 1 394 32 336 

M2 4 142 102 316 

M3 12 511 322 030 

 
Tableau 6 : Nombre dÕEl�ments Finis pour des maillages successifs dÕun mod�le de 

plaque monocouche et dÕun mod�le de plaque stratifi�e de dimensions 115 x 20 x 3 mm3
 

 
Pour le mod�le monocouche et le mod�le stratifi�, un d�placement dÕamplitude 300 nm et de 
fr�quence 30 kHz est impos� (sollicitation similaire � celle de la section 3.2.1). 
 
La figure 17c et la figure 17d montrent le champ de dissipation visco�lastique calcul� avec le 
mod�le de plaque monocouche en PVC. Ce champ repr�sente le terme source utilis� 
pr�c�demment dans lÕ�quation de conduction de la chaleur pour calculer le champ de 
temp�rature (figure 14). 
 
La figure 17a et la figure 17b repr�sentent le champ de dissipation visco�lastique calcul� avec 
le mod�le de la plaque stratifi�e �quivalente. La figure 17b montre une continuit� du champ 
de temp�rature dans lÕ�paisseur. Aucune discontinuit� des champs acoustiques (contrainte, 
d�formation) nÕest observ�e aux interfaces entre les couches. 
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Les champs de dissipation visco�lastique calcul�s avec les mod�les de plaque monocouche 
(figure 17c, figure 17d) et stratifi�e �quivalente (figure 17a, figure 17b) pr�sentent des allures 
similaires. Les valeurs minimales et maximales de ces champs sont tr�s proches. La faible 
diff�rence pouvant sÕexpliquer par la diff�rence du nombre dÕE l�ments Finis des mod�les de 
plaque stratifi�e et monocouche (tableau 6).  
 

 
Figure 17 : Mod�le de plaque stratifi�e � trois couches identiques : (a) et (b). Champ de 

dissipation visco�lastique : face sup�rieure (a), face lat�rale (b) ;  Mod�le de plaque 
monocouche : (c) et (d). Champ de dissipation visco�lastique : face sup�rieure (c), face 

lat�rale (d) 

 
Sur la figure 17b, le champ de dissipation visco�lastique appara�t continu dans lÕ�paisseur du 
mod�le stratifi�. LÕexistence dÕinterfaces dans le mod�le stratifi� a donc tr�s peu affect� le 
calcul num�rique. Pour comparer plus finement les valeurs des champs calcul�s pour le 
mod�le monocouche (figure 17c) et le mod�le stratifi�  (figure 17a), les profils de ces deux 
champs le long de la ligne t�moin sont repr�sent�s � la figure 18.  
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Figure 18 : Profils du champ de dissipation visco�lastique le long de la ligne t�moin pour 

les mod�les de plaque monocouche en PVC et stratifi�e �quivalente 

 
La bonne superposition des deux profils permet de conclure � la quasi �quivalence des 
mod�les de plaque monocouche et stratifi�e. 
 

3.3.2. Cas de couches de propri�t�s diff�rentes  
 
Cette section vise � �tudier la sensibilit� de la sonothermographie aux variations des 
propri�t�s m�canique et thermique de la plaque en vue dÕune application au contr�le non 
destructif. Pour cela, une plaque stratifi�e anisotrope est mod�lis�e. E lle est constitu�e de 
quatre couches en composite unidirectionnel de 1 mm dÕ�paisseur chacune : deux couches 
avec une orientation de fibres � 45¡ et deux couches avec une orientation de fibres � -45¡. Les 
dimensions globales de la plaque sont 100 x 10 x 4 mm3 (proches de celles de la plaque 
anisotrope en Carbone/E poxy �tudi�e pr�c�demment � la section 3.2.2). 
 
Ë titre indicatif, le tableau 7 compare le nombre dÕE l�ments Finis g�n�r�s pour le maillage 
dÕun mod�le de plaque monocouche et pour un mod�le de plaque stratifi�e (4 couches) de 
dimensions 100 x 10 x 4 mm3. 
!

!

!

!

!

!

!

!

!
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 Nombre dÕEl�ments Finis du mod�le  

Maillage Plaque monocouche Plaque stratifi�e 

M0 139 4 852 

M1 357 15 289 

M2 966 47 813 

M3 2 628 148 262 

 
Tableau 7 : Nombre dÕEl�ments Finis pour des maillages successifs dÕun mod�le de 

plaque monocouche et dÕun mod�le de plaque stratifi�e de dimensions 100 x 10 x 4 mm3 

 
Le probl�me direct de la sonothermographie est r�solu pour des mod�les de plaques stratifi�es 
dÕordre dÕempilement [-45¡/45¡/45¡/-45¡] et [-45¡/-45¡/45¡/45¡]. Les r�sultats num�riques 
sont discut�s. Pour chaque cas, lÕexcitation m�canique est mod�lis�e par un d�placement 
impos� dÕamplitude 300 nm et de fr�quence 59 kHz (sollicitation similaire � celle de la 
section 3.2.2). Des r�sultats sont pr�sent�s dans la r�f�rence [19] pour le cas [90¡/0¡/0¡/90¡]. 
 

3.3.2.1. Empilement sym�trique [-45¡/45¡/45¡/-45¡] 
 
Une plaque stratifi�e est mod�lis�e avec lÕordre dÕempilement [-45¡/45¡/45¡/-45¡] des quatre 
couches de Carbone/E poxy. Pour chaque couche, lÕangle ' correspond � lÕorientation des 
fibres par rapport � lÕaxe longitudinal de la plaque orient� suivant Z (figure 19a). Ë lÕinstant 
initial (t = 0), la temp�rature de la plaque est uniform�ment nulle.  
 
La figure 19a pr�sente la cartographie du champ de dissipation visco�lastique sur la face 
sup�rieure de la plaque. La vue dÕune face lat�rale de la plaque (figure 19b) permet 
dÕobserver les variations dans lÕ�paisseur. Le champ de dissipation visco�lastique est utilis� 
comme terme source dans lÕ�quation de conduction de la chaleur pour calculer le champ de 
temp�rature. La figure 19c et la figure 19d pr�sentent la cartographie du champ de 
temp�rature � t  = 30 s apr�s le d�but de lÕexcitation m�canique.  
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Figure 19 : Mod�le de plaque stratifi�e [-45¡/45¡/45¡/-45¡]. Champ de dissipation 

visco�lastique : face sup�rieure (a), face lat�rale (b) ; Champ de temp�rature calcul� � 
t  = 30 s : face sup�rieure (c), face lat�rale (d) 

 
La figure 19b montre des pics de dissipation visco�lastique aux interfaces entre la premi�re et 
la deuxi�me couche, et entre la troisi�me et la quatri�me couche. Ces interfaces sont celles o� 
les propri�t�s m�caniques des couches en contact changent. Une �tude de convergence non 
pr�sent�e ici mais similaire � celle de la section 3.1 a �t� r�alis�e pour valider la convergence 
du mod�le E F de plaque stratifi�e et montre que les pics de dissipation ne sont pas un effet 
num�rique d� � une non convergence spatiale du mod�le aux interfaces entre les couches. 
Aucun pic de dissipation visco�lastique nÕest observ� entre la deuxi�me et la troisi�me couche 
qui ont des propri�t�s m�caniques identiques. La variation brusque des propri�t�s m�caniques 
� une interface entra�ne donc a priori une dissipation dÕ�nergie plus importante. Cependant, il 
appara�t que les pics de dissipation ne se produisent pas sur toute lÕ�tendue de ces interfaces 
mais restent localis�s. 
 
Pour expliquer cette allure du champ de dissipation, il est n�cessaire de sÕint�resser au 
comportement m�canique de la plaque. E n effet, comme le montre lÕ�quation (2.36), le champ 
de dissipation visco�lastique est fonction des champs acoustiques (contrainte, d�formation), 
donc de la r�ponse m�canique globale de la plaque suite � la sollicitation m�canique. La 
d�form�e de la plaque �tant une repr�sentation de cette r�ponse m�canique globale, elle 
d�termine lÕallure du champ de dissipation.  
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Pour le montrer, la d�form�e du mod�le de plaque stratifi�e [-45¡/45¡/45¡/-45¡] est 
repr�sent�e � la figure 20. Sur cette figure, les deux vues de la d�form�e indiquent que les 
ondes acoustiques g�n�r�es � travers la plaque par la sollicitation m�canique activent 
principalement un mode de vibration de type traction-compression. Ainsi, il appara�t que les 
pics de dissipation se produisent aux nÏuds et ventres de vibration, cÕest-�-dire dans les zones 
o� les contraintes et d�formations sont les plus importantes. 
 

 
Figure 20 : D�form�e du mod�le de plaque stratifi�e [-45¡/45¡/45¡/-45¡] : face sup�rieure 

(a), face lat�rale (b) 

 
La quantit� de chaleur produite au niveau des pics de dissipation est significative. E n effet, 
bien que soumises � la m�me sollicitation m�canique, la plaque stratifi�e [-45¡/45¡/45¡/-45¡] 
pr�sente une �l�vation maximale de temp�rature (figure 19c et figure 19d) 12 fois plus 
importante que dans le cas de la plaque monocouche de Carbone/E poxy de m�mes 
dimensions � t  = 30 s (figure 16b). 
 
Dans cette section, les r�sultats num�riques pr�sent�s ont permis dÕam�liorer la 
compr�hension des ph�nom�nes de dissipation visco�lastique et de diffusion thermique se 
produisant au sein dÕune plaque stratifi�e de propri�t�s connues. Un avantage du mod�le E F 
est de rendre possible lÕ�valuation de grandeurs physiques dans des zones difficiles � atteindre 
exp�rimentalement (mesures de temp�rature entre les couches par exemple).  
 

3.3.2.2. Empilement non sym�trique [-45¡/-45¡/45¡/45¡] 
 
LÕordre dÕempilement des quatre couches de Carbone/E poxy est modifi� pour obtenir un 
mod�le E F de plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡]. La figure 21 pr�sente la cartographie du 
champ de dissipation visco�lastique et celle du champ de temp�rature simul�es avec ce 
mod�le de plaque.  
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Figure 21 : Mod�le de plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡]. Champ de dissipation 

visco�lastique : face sup�rieure (a), face lat�rale (b) ; Champ de temp�rature calcul� � 
t  = 30 s : face sup�rieure (c), face lat�rale (d)  

 
La figure 21b montre des pics de dissipation visco�lastique � lÕinterface entre la deuxi�me et 
la troisi�me couche. De m�me que pr�c�demment, ces pics sont localis�s au niveau de 
lÕinterface marquant un changement des propri�t�s des couches en contact.  
 
La plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡] (figure 21) et la plaque stratifi�e [-45¡/45¡/45¡/-45¡] 
(figure 19) pr�sentent des champs de dissipation et de temp�rature dÕallures diff�rentes. Ces 
champs sont donc sensibles � la variation des propri�t�s du mod�le de plaque stratifi�e.  
 
E n effet, bien que les deux mod�les de plaque stratifi�e soient construits � partir du m�me 
ensemble de quatre couches (deux couches � 45¡, deux couches � -45¡), leurs propri�t�s 
m�caniques et thermiques sont diff�rentes. Pour le montrer, la d�form�e du mod�le de plaque 
stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡] est repr�sent�e � la figure 22. 
 
Pour la plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡], lÕexcitation m�canique active d�sormais un 
mode de vibration coupl�, principalement de type torsion (figure 22), contrairement � la 
plaque stratifi�e [-45¡/45¡/45¡/-45¡] sollicit�e en traction-compression (figure 20).  
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Figure 22 : D�form�e du mod�le de plaque stratifi�e [-45/-45/45/45] : face sup�rieure (a), 

face lat�rale (b) 

 
E n d�finitive, le probl�me direct de la sonothermographie a �t� r�solu pour un mod�le de 
plaque composite multicouche. Deux ordres dÕempilement des couches ont �t� �tudi�s. Cela a 
permis de montrer que le champ de temp�rature g�n�r� par dissipation visco�lastique est 
sensible aux variations des propri�t�s m�canique et thermique de la plaque. Cette double 
sensibilit� du champ de temp�rature pr�sente un int�r�t pour une application de la 
sonothermographie � la d�tection de d�fauts. E n effet, la pr�sence dÕun d�faut pouvant se 
traduire par une perturbation locale des propri�t�s (m�canique et/ou thermique) du mat�riau, 
une application de la sonothermographie au contr�le non destructif est pertinente.  
 

3.4. Application de la sonothermographie au contr�le non 
destructif  
 
Le mod�le E F est utilis� pour �tudier lÕapplicabilit� de la sonothermographie � la d�tection 
dÕun d�faut. Dans ce cadre, le probl�me direct de la sonothermographie est r�solu pour des 
plaques comportant un d�faut. Un avantage du mod�le E F est de permettre la mod�lisation 
dÕune diversit� de d�fauts difficiles � r�aliser exp�rimentalement.  
 
Ici, des d�fauts de type cavit� sont consid�r�s. La cavit� est une discontinuit� de la mati�re. 
De ce fait, elle induit une modification locale des propri�t�s dÕun mat�riau. La sensibilit� du 
champ de temp�rature � la pr�sence dÕune cavit� est analys�e. La d�tectabilit� du d�faut est 
discut�e par la suite.  
 

3.4.1. Sensibilit� du champ de temp�rature � la pr�sence dÕun d�faut 
 
Le probl�me direct de la sonothermographie est r�solu pour des plaques comportant un d�faut 
de type cavit�. Ici, lÕobjectif est dÕ�tudier la possibilit� dÕune d�tection du d�faut � partir de 
lÕallure du champ de temp�rature g�n�r� par dissipation visco�lastique. Les tests num�riques 
ont �t� r�alis�s pour diverses configurations du probl�me (plaque monocouche / stratifi�e, 
diff�rentes formes, tailles et positions de la cavit�). Les r�sultats obtenus mettent en �vidence 
deux principaux modes de d�tection suivant le type de perturbation occasionn� par la 
pr�sence du d�faut : la d�tection directe (perturbation locale du champ de temp�rature) et la 
d�tection indirecte (perturbation globale du champ de temp�rature). 
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Dans la suite, ces deux modes de d�tections sont mis en �vidence � partir de tests num�riques 
r�alis�s avec le mod�le de plaque monocouche en PVC et le mod�le de plaque stratifi�e         
[-45¡/45¡/45¡/-45¡]. Ces deux cas sont repr�sentatifs de lÕensemble des r�sultats obtenus � 
partir des tests num�riques r�alis�s. 
 

3.4.1.1. Cas de la plaque monocouche 
 
La plaque monocouche en PVC (¤ 3.2.1) est mod�lis�e avec une cavit� de forme 
parall�l�pip�dique de dimensions 1 mm x 2 mm x 5 mm (figure 23). Le volume de la cavit� 
correspond � environ 0,14% du volume de la plaque. Le centre de la cavit� est situ� � 1 mm 
en dessous de la face sup�rieure de la plaque. LÕexcitation m�canique est mod�lis�e par un 
d�placement dÕamplitude 300 nm et de fr�quence 30 kHz (excitation identique � celle de la 
section 3.2.1). La figure 23 montre la cartographie du champ de temp�rature calcul� apr�s 
10 s dÕexcitation m�canique.  
 

 
Figure 23 : Mod�le de plaque monocouche avec un d�faut. Champ de dissipation 

visco�lastique : face sup�rieure (a), face lat�rale (b) ;  Champ de temp�rature calcul� � 
t = 10 s : face sup�rieure (c), face lat�rale (d) 

 
LÕallure du champ de temp�rature de la plaque avec le d�faut (figure 23) est diff�rente de 
celle de la plaque sans d�faut (figure 14). Cela sÕexplique par le fait que la pr�sence du d�faut 
entra�ne une perturbation des champs acoustiques de contrainte et d�formation de la plaque. Il 
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en r�sulte une modification du champ de dissipation visco�lastique (figure 23a) qui se traduit 
par une �l�vation locale de temp�rature dans la zone o� se situe le d�faut (figure 23c). Dans 
ce cas, lÕallure du champ de temp�rature r�v�le directement la pr�sence du d�faut : cÕest la 
d�tection directe. 
 

3.4.1.2. Cas de la plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡]  
 
La plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡] (¤ 3.3.2.2) est mod�lis�e avec une cavit� sph�rique de 
diam�tre 0,9 mm situ�e � lÕint�rieur de lÕune des quatre couches (figure 24). Le volume de la 
cavit� correspond � environ 0,01% du volume de la plaque. Le centre de la cavit� est situ� � 
mi-�paisseur de la couche dÕ�paisseur 1 mm, de sorte que la fronti�re de la cavit� nÕest pas en 
contact avec les interfaces sup�rieure et inf�rieure de la couche. LÕexcitation m�canique est 
mod�lis�e par un d�placement dÕamplitude 300 nm et de fr�quence 59 kHz (excitation 
identique � celle de la section 3.3.2.2). La figure 24 montre la cartographie du champ de 
temp�rature calcul� � t = 30 s.  
 

 
Figure 24 : Mod�le de plaque stratifi�e [-45¡/-45¡/45¡/45¡] avec un d�faut. Champ de 

dissipation visco�lastique : face sup�rieure (a), face lat�rale (b) ; Champ de temp�rature 
calcul� � t = 30 s : face sup�rieure (c), face lat�rale (d)  

 
Il appara�t que lÕallure du champ de temp�rature de la plaque avec le d�faut (figure 24) est 
diff�rente de celle de la plaque sans d�faut (figure 21). Cette diff�rence sÕexplique par le fait 
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que la pr�sence du d�faut (0,01% du volume total) a entra�n� une perturbation des champs 
acoustiques de contrainte et d�formation de la plaque. Pour le montrer, la d�form�e de la 
plaque d�fectueuse est pr�sent�e � la figure 25. Il ressort que la d�form�e du mod�le de 
plaque d�fectueuse (figure 25) est diff�rente de celle du mod�le de plaque sans d�faut (figure 
22).  
 

 
Figure 25 : D�form�e du mod�le de plaque stratifi�e [-45/-45/45/45] avec un d�faut : face 

sup�rieure (a), face lat�rale (b) 

 
La figure 24c et la figure 24d montrent que la pr�sence du d�faut nÕa pas entra�n� une 
�l�vation locale de temp�rature permettant de le localiser distinctement. La perturbation 
thermique induite par le d�faut nÕest pas locale mais globale. Dans ce cas, lÕallure du champ 
de temp�rature r�v�le indirectement la pr�sence du d�faut : cÕest la d�tection indirecte.  
 

3.4.2. D�tectabilit� dÕun d�faut par sonothermographie 
 
Les r�sultats num�riques montrent lÕapplicabilit� de la sonothermographie � la d�tection de 
d�fauts. Les deux modes de d�tection identifi�s mettent en �vidence le fait que la localisation 
pr�cise dÕun d�faut d�pend de sa r�flectivit� acoustique, cÕest-�-dire de lÕinteraction du d�faut 
avec les ondes acoustiques g�n�r�es � travers la structure par lÕexcitation m�canique. Bien 
que la localisation pr�cise du d�faut ne soit pas pr�visible a priori, la probabilit� de d�tection 
ou d�tectabilit� de sa pr�sence est appr�ciable.  
 
E n effet, la sonothermographie met en Ïuvre des ph�nom�nes dissipatif et diffusif qui 
d�pendent respectivement des propri�t�s m�canique (modules de visco�lasticit�) et thermique 
(diffusivit� thermique) du mat�riau. De ce fait, le champ de temp�rature g�n�r� en 
sonothermographie est sensible � la fois aux variations des propri�t�s m�canique et thermique 
du mat�riau induites par la pr�sence dÕun d�faut. Cette double sensibilit� contribue � accro�tre 
la probabilit� de d�tection.  
 

3.5. Conclusion  
 
Un mod�le par E l�ments Finis a �t� impl�ment� pour analyser les ph�nom�nes de dissipation 
visco�lastique et de transferts de chaleur dans des mat�riaux absorbants. Ce mod�le a �t� 
valid� num�riquement par des tests de convergence en espace et en temps, puis valid� 
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exp�rimentalement par la confrontation de pr�dictions num�riques avec des mesures 
effectu�es par thermographie infrarouge.  
 
Le mod�le a �t� appliqu� aux composites unidirectionnels et multicouches Des simulations 
r�alis�es � partir de mod�les E F de plaques ont contribu� � am�liorer la compr�hension les 
ph�nom�nes dissipatif et diffusif mis en Ïuvre en sonothermographie pour des structures 
complexes telles que les composites stratifi�s. E n compl�ment des r�sultats num�riques 
pr�sent�s pour le cas des stratifi�s, le d�veloppement dÕun mod�le 2D pr�sentant de mani�re 
plus fine les variations de propri�t�s dans lÕ�paisseur pourrait �tre un moyen pour valider 
lÕexistence des pics de dissipation calcul�s entre les couches.  
 
LÕanalyse de la r�ponse thermique de plaques multicouches comportant un d�faut de type 
cavit� a permis dÕidentifier deux modes de d�tection. DÕune part, la d�tection directe qui 
correspond au cas o� le d�faut entra�ne une perturbation locale du champ thermique r�v�lant 
des caract�ristiques du d�faut (position, taille) et dÕautre part, la d�tection indirecte qui 
correspond au cas o� le d�faut entra�ne une perturbation globale du champ thermique r�v�lant 
la pr�sence du d�faut sans permettre sa localisation. La mise en �vidence de la d�tectabilit� de 
d�fauts a permis de montrer que la sonothermographie est une m�thode applicable au contr�le 
non destructif.  
 
La suite de ce travail traite de lÕapplication de la sonothermographie � lÕ�valuation des 
propri�t�s de mat�riaux. Ë ce stade, il est int�ressant dÕobserver que la quantit� de chaleur 
produite par les sources d�pend des propri�t�s m�caniques de visco�lasticit� du mat�riau 
tandis que la diffusion de la chaleur produite d�pend des propri�t�s thermiques, notamment la 
diffusivit� thermique. D�s lors, une caract�risation m�canique et thermique du mat�riau peut 
�tre envisag�e � partir de la r�ponse thermique du mat�riau. Deux approches peuvent �tre 
envisag�es : la premi�re approche consisterait � estimer le champ de sources pour �valuer la 
visco�lasticit� et la seconde approche consisterait � exploiter la variation spatio-temporelle du 
champ thermique pour �valuer la diffusivit� thermique. 
 
La pr�cision sur les champs de sources estim�s d�pend de nombreux facteurs. Parmi ces 
derniers se trouve la connaissance des propri�t�s thermiques du mat�riau. La caract�risation 
thermique pr�c�de de ce fait la caract�risation m�canique. Pour cette raison, la suite de ce 
travail se focalise sur lÕapplication de la sonothermographie � lÕ�valuation des propri�t�s 
thermiques du mat�riau, en particulier la diffusivit� thermique. 
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Chapitre 4 : 
!

M�thode LOWF de caract�risation thermique par 
formulation faible 

 
Les �l�vations de temp�rature g�n�r�es en sonothermographie sont relativement faibles, en 
comparaison avec les �l�vations de temp�rature quÕil est possible dÕatteindre en utilisant une 
source de chaleur classique (diode laser, lampe). CÕest une cons�quence de la faible amplitude 
(de lÕordre de 10-6 m) du d�placement impos� avec la sonotrode afin de solliciter le mat�riau 
dans le domaine �lastique. Le signal thermique �tant de faible intensit�, les mesures de 
temp�rature r�alis�es par thermographie infrarouge sont bruit�es. LÕestimation des propri�t�s 
de mat�riaux � partir de donn�es bruit�es est une op�ration d�licate et souvent peu robuste.  
 
Dans ce chapitre, une m�thode de caract�risation thermique adapt�e � la sonothermographie 
est pr�sent�e. La m�thode LOWF (Low Order Weak Formulation) d�velopp�e repose sur une 
formulation faible de lÕ�quation de conduction de la chaleur. La formulation faible vise � 
r�duire lÕinfluence du bruit sur les d�riv�es spatiales impliqu�es dans lÕ�quation de 
conduction de la chaleur afin de parvenir � une estimation robuste de la diffusivit� thermique.  
 
DÕabord, un panorama des m�thodes de caract�risation thermique par thermographie 
infrarouge d�di�es � lÕestimation de la diffusivit� thermique est pr�sent� (section 4.1). Les 
m�thodes existantes sont essentiellement de type nodal ou modal. Le formalisme 
math�matique de la m�thode LOWF est d�taill� (section 4.2) puis appliqu� � un mod�le 
num�rique 2D de mat�riau isotrope (section 4.3) pour une validation num�rique. La m�thode 
LOWF et la m�thode nodale sont compar�es. Par la suite, une variante de la m�thode LOWF 
est d�velopp�e pour le cas dÕun mat�riau anisotrope (section 4.4). E nfin, des crit�res 
dÕoptimisation de la m�thode LOWF sont propos�s (section 4.5).  
 

4.1. M�thodes de caract�risation thermique (nodale, modale) 
 
Il existe diff�rentes m�thodes permettant dÕestimer la diffusivit� thermique dÕun mat�riau � 
partir de donn�es de temp�rature acquises par thermographie infrarouge. Ces m�thodes sont 
principalement de type nodal ou modal. Le principe de ces m�thodes est d�crit. 
 

 4.1.1. La m�thode nodale 
 
La m�thode nodale [20,21] est bas�e sur une estimation locale de la diffusivit� thermique, � 
lÕ�chelle dÕun point mat�riel. LÕ�quation de conduction de la chaleur est �crite sous la forme 
discr�tis�e :  
 

Foi, j"Ti, j
k

+#i, j

k
= $Ti, j

k  (4.63) 
 
avec  

"Ti, j
k = Ti+1, j

k +Ti#1, j
k +Ti, j+1

k +Ti, j#1
k
# 4Ti, j

k( ) le Laplacien,  

"Ti, j
k

= Ti, j
k+1
#Ti, j

k  la d�riv�e temporelle,  
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"i, j

k
=
#
0
$t

%Cp

 le terme source (¡C), avec "Cp  la capacit� thermique volumique (J m-3 K-1) et "
0
 

la source volumique de chaleur (W m-3), 
 

Foi, j =
" i, j#t

# x

2
 le nombre de Fourier local, avec " i, j  la diffusivit� thermique locale (m# s-1), "

x
 

le pas de discr�tisation spatiale (m) avec "
x
 = " y  et "t  le pas de discr�tisation 

temporelle (s).  
 
LÕ�quation (4.63) se pr�sente comme lÕ�quation dÕune droite de pente Foi, j . " x

 et "t  �tant 

connus, le calcul de Foi, j  permet dÕ�valuer " i, j . E n chaque point, la pertinence de la relation 

lin�aire entre le Laplacien et la d�riv�e temporelle est indiqu�e par la valeur de la corr�lation 
entre ces deux termes donn�e par :  
 

"i, j
Ft =

#Ti, j
k $Ti, j

k

Ft

%

#Ti, j
k

Ft

$Ti, j
k

Ft

, "i, j
Ft & '1 1[ ] (4.64) 

 
o� F

t
= k, k + lt[ ], k" [1,N # lt]  est une fen�tre temporelle, avec k  le pas de temps et lt  la 

longueur de la fen�tre temporelle. 
 
La valeur de la corr�lation "i, j

Ft  est un bon indicateur de la qualit� dÕestimation. Ainsi, la 

pr�cision dÕestimation est meilleure lorsque Foi, j  est calcul� pour les points pr�sentant une 

valeur de "i, j
Ft  proche de 1. La m�thode nodale a lÕavantage de permettre une cartographie de 

propri�t�s. Cependant, les estimations r�alis�es pr�sentent une grande sensibilit� au bruit. 
 

4.1.2. Les m�thodes modales 
 
La m�thode par d�composition de Karhunen-Lo�ve (KLD) [41,42] et la m�thode par 
transform�es int�grales [27-29] sont des m�thodes modales largement utilis�es pour estimer la 
diffusivit� thermique des mat�riaux � partir dÕun champ de temp�rature.  
 
La m�thode KLD consiste � projeter les donn�es de temp�rature sur une base orthogonale de 
fonctions propres dominantes afin dÕen extraire les composantes significatives. Une 
description approximative en dimension r�duite du jeu de donn�es complet est obtenue. Cette 
approche permet de tronquer les composantes du jeu de donn�es jug�es peu pertinentes, en 
g�n�ral celles qui sont le plus affect�es par le bruit.   
 
La m�thode par transform�es int�grales consiste � rechercher la solution analytique du 
probl�me thermique dans des espaces transform�s (Fourier, Laplace). Lorsque la solution est 
connue, elle peut �tre d�compos�e en modes. Le mode le moins bruit� est utilis� pour 
lÕestimation de la diffusivit� thermique. La solution analytique nÕest pas toujours connue, ce 
qui limite parfois lÕapplication de cette m�thode � des probl�mes impliquant une excitation 
thermique en Dirac.  
 
Les m�thodes modales ont lÕavantage dÕ�tre peu sensibles au bruit car elles permettent de 
tronquer les composantes du signal les plus affect�es par le bruit. Le formalisme 
math�matique des m�thodes modales par KLD et par transform�es int�grales est d�taill� dans 
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lÕannexe C. 
 

4.1.3. Synth�se 
 
La m�thode nodale a lÕavantage de permettre une cartographie des propri�t�s dans la mesure 
o� la caract�risation thermique du mat�riau est r�alis�e � lÕ�chelle du point. E lle est cependant 
lÕinconv�nient dÕ�tre sensible au bruit.  
 
Les m�thodes modales (KLD, transform�es int�grales) ont lÕavantage dÕ�tre robustes par 
rapport au bruit. Leur inconv�nient r�side dans le fait quÕelles exploitent partiellement 
lÔinformation contenue dans le signal thermique. 
 
E n d�finitive, les m�thodes d�crites (nodale, modales) apparaissent peu adapt�es aux champs 
de temp�rature observ�s en sonothermographie. E n effet, le signal thermique g�n�r� par 
dissipation visco�lastique �tant dÕune intensit� relativement faible, la contribution du bruit y 
est importante. De ce fait, lÕutilisation de la m�thode nodale, sensible au bruit, tendrait � 
fournir un r�sultat peu robuste tandis quÕune m�thode modale serait susceptible de tronquer 
une part significative de lÕinformation contenue dans le signal thermique. 
 
Dans ce contexte, une nouvelle m�thode de caract�risation thermique plus adapt�e � la 
sonothermographie est d�velopp�e. Le formalisme de la m�thode LOWF propos�e est d�taill� 
dans la suite.  
 

4.2. Formalisme de la m�thode LOWF  
 
La m�thode LOWF (Low Order Weak Formulation) est bas�e sur une formulation faible de 
lÕ�quation de conduction de la chaleur � partir dÕune fonction test analytique [48,49]. 
LÕobjectif de cette nouvelle m�thode est de permettre une estimation robuste de la diffusivit� 
thermique � partir dÕun signal thermique bruit�. Le formalisme de la m�thode LOWF est 
d�velopp� � partir dÕun mod�le de plaque mince homog�ne. 
 

 4.2.1. Description du mod�le de plaque mince 
 
Soit une plaque homog�ne de dimensions L

x
, Ly  et L

z
= e suivant les directions X, Y et Z 

respectivement (figure 26).  
 
!



                                                                                          4.2 Formalisme de la m�thode LOWF 
 

! VV!

!
Figure 26 : Sch�ma dÕune plaque mince 

 
LÕ�volution du champ de temp�rature de la plaque est r�gie par lÕ�quation de conduction de la 
chaleur sans terme source (4.65) :  
 

"T(x,y,z,t)

"t
= #x

"
2
T(x,y,z,t)

"x
2

+#y

"
2
T(x,y,z,t)

"y
2

+# z

"
2
T(x,y,z,t)

"z
2

! (4.65) 

 
La condition initiale et les conditions aux limites associ�es � lÕ�quation (4.65) sont : 
 
T(x,y,z,t = 0) = T

0
(x,y,z) ;

"#z
$T(x,y,z,t)

$z z="e / 2

= hT(x,y,"e /2,t) ; " #z
$T(x,y,z,t)

$z z=e / 2

= "hT(x,y,e /2,t)

!
(4.66) 

 
Dans le syst�me dÕ�quations (4.66), aucune condition aux limites nÕest sp�cifi�e suivant les 
directions X et Y. Il est montr� par la suite que le formalisme de la m�thode LOWF ne 
d�pend pas directement de ces conditions. Dans le cas dÕune plaque suffisamment mince, une 
lin�arisation des pertes thermiques suivant Z permet de simplifier le probl�me tridimensionnel 
d�crit par les �quations (4.65) et (4.66) en un probl�me quasi bidimensionnel. 

4.2.2. Lin�arisation des pertes thermiques  
 
Pour une valeur de e petite, les gradients de temp�rature dans lÕ�paisseur de la plaque peuvent 
�tre n�glig�s. LÕhypoth�se de lin�arit� des pertes thermiques suivant Z est donc r�aliste. Cette 

hypoth�se implique que le terme 
"T(x,y,z,t)

"z
 varie lin�airement suivant Z, ce qui permet 

dÕ�crire : 
 

"
2
T(x,y,z,t)

"z
2

#

"T(x,y,z,t)

"z
z=e / 2

$
"T(x,y,z,t)

"z
z=$e / 2

e
= $

2h

%e
T(x,y,z,t)!

(4.67) 

 
La substitution de lÕ�quation (4.67) dans lÕ�quation (4.65) donne :  
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"T x,y,z,t( )
"t

= #x

"2T(x,y,z,t)

"x 2
+#y

"2T(x,y,z,t)

"y 2
$
2h

%Cpe
T(x,y,z,t) ! (4.68) 

 
o� la d�riv�e spatiale suivant Z du champ de temp�rature nÕappara�t plus. D�s lors, les 
transferts de chaleur dans la plaque mince peuvent �tre consid�r�s dans le plan XY, soit 
T(x,y,z,t) " T(x,y,t) .  
 
LÕ�quation (4.68) sÕ�crit alors comme une �quation dÕailettes : 
 

"T(x,y, t)

"t
= #x

"2T(x,y,t)

"x 2
+#y

"2T(x,y, t)

"y 2
$ %T(x,y, t) ! (4.69) 

 
o� le param�tre " = 2h /#Cpe  intervient comme une source caract�risant les pertes 

thermiques suivant Z. La condition initiale associ�e � lÕ�quation (4.69) sÕ�crit : 
 

T(x,y, t = 0) = T
0
(x,y)! (4.70) 

 
La m�thode LOWF permet dÕestimer "

x
 et "y dans lÕ�quation (4.69) dans le cas de donn�es 

T(x,y, t) bruit�es en passant par une formulation faible de cette �quation. Cette d�marche 
sÕexplique par le fait quÕun recours � lÕoutil num�rique est g�n�ralement n�cessaire pour 
traiter les donn�es de temp�rature T(x,y, t) acquises exp�rimentalement. Or, il est bien connu 
que la d�rivation de donn�es bruit�es entra�ne des instabilit�s num�riques qui sÕamplifient 
avec lÕaugmentation de lÕordre de d�rivation. D�s lors, le calcul de d�riv�es dÕordre �lev� 
constitue une importante source dÕerreur dans le processus dÕestimation de param�tres � lÕaide 
de m�thodes inverses. Afin de r�duire lÕerreur dÕestimation due � ces instabilit�s num�riques, 
une formulation faible de lÕ�quation (4.69) est r�alis�e dans le but dÕabaisser lÕordre de 
d�rivation des d�riv�es spatiales. 
 

4.2.3. Formulation faible de lÕ�quation de conduction de la chaleur 2D 
 
La figure 27 repr�sente le domaine 2D de dimensions Lx " Ly  not� "xy  sur lequel est d�fini le 

probl�me d�crit par les �quations (4.69) et (4.70). Soit " xy  un sous-domaine rectangulaire de 

"xy  de centre O ( x
0
, y

0
) et de dimensions lx " ly . 
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Figure 27 : Sch�ma du domaine " et du sous-domaine "  

 
Le sous-domaine " xy  est d�fini par : 

 

" xy : x # x
0
$ lx /2 , x0 + lx /2[ ] , y # y

0
$ ly /2 , y0 + ly /2[ ]{ }  (4.71) 

 
Soit f (x,y)  une fonction de classe C2  d�finie sur le sous-domaine " xy . E lle est appel�e 

fonction test dans la suite. Pour "
x
 et "y   uniformes sur le sous-domaine " xy , la 

multiplication de lÕ�quation (4.69) par f (x,y) , puis lÕint�gration du produit sur " xy  sÕ�crit : 

 
"T(x,y,t)

"t# xy

$ f (x,y)dxdy = %x

"2T(x,y,t)

"x 2# xy

$ f (x,y)dxdy +%y

"2T(x,y, t)

"y 2# xy

$ f (x,y)dxdy

& ' T(x,y, t) f (x,y)dxdy
# xy

$
 (4.72) 

 

LÕint�gration par parties des termes 
"2T(x,y, t)

"x 2# xy

$ f (x,y)dxdy  et 
"2T(x,y, t)

"y 2# xy

$ f (x,y)dxdy  

transforme lÕ�quation (4.72) en : 
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"T(x,y,t)

"t# xy

$ f (x,y)dxdy =

%x

"T(x,y,t)

"x
f (x,y)

& 

' ( 
) 

* + 
x0 , lx / 2

x0 + lx / 2

,
"T(x,y,t)

"x

"f (x,y)

"x# xy

$ dxdy

- 

. 
/ 
/ 

0 

1 
2 
2 

+ %y

"T(x,y,t)

"y
f (x,y)

& 

' 
( 

) 

* 
+ 
y0 , ly / 2

y0 + ly / 2

,
"T(x,y,t)

"y

"f (x,y)

"y# xy

$ dxdy

- 

. 

/ 
/ 

0 

1 

2 
2 

, 3 T(x,y, t) f (x,y)dxdy
# xy

$

 (4.73) 

 

Une seconde int�gration par parties des termes 
"T(x,y,t)

"x

"f (x,y)

"x# xy

$ dxdy  et 

"T(x,y,t)

"y

"f (x,y)

"y# xy

$ dxdy  transforme lÕ�quation (4.73) en :  

 
"T(x,y,t)

"t# xy

$ f (x,y)dxdy =

%x

"T(x,y,t)

"x
f (x,y)

& 

' ( 
) 

* + 
x0 , lx / 2

x0 + lx / 2

, T(x,y, t)
"f (x,y)

"x

& 

' ( 
) 

* + 
x0 , lx / 2

x0 + lx / 2

+ T(x,y, t)
"2 f (x,y)

"x 2# xy

$ dxdy

- 

. 
/ 
/ 

0 

1 
2 
2 

+ %y

"T(x,y,t)

"y
f (x,y)

& 

' 
( 

) 

* 
+ 
y0 , ly / 2

y0 + ly / 2

, T(x,y, t)
"f (x,y)

"y

& 

' 
( 

) 

* 
+ 
y0 , ly / 2

y0 + ly / 2

+ T(x,y, t)
"2 f (x,y)

"y 2# xy

$ dxdy

- 

. 

/ 
/ 

0 

1 

2 
2 

, 3 T(x,y, t) f (x,y)dxdy
# xy

$

 (4.74) 

 
Pour une fonction f (x,y)  non identiquement nulle v�rifiant les conditions aux limites (4.75) 
et (4.76) suivantes sur " xy  : 

 
f (x,y)

x=x0 " lx / 2
= 0 , f (x,y)

x=x0 + lx / 2
= 0

#f (x,y)

#x x=x0 " lx / 2

= 0 ,
#f (x,y)

#x x=x0 + lx / 2

= 0

$ 

% 

& 
& 

' 

& 
& 

   ,   suivant la direction X (4.75) 

 
f (x,y)

y=y0 " ly / 2
= 0 , f (x,y)

y=y0 + ly / 2
= 0

#f (x,y)

#y
y=y0 " ly / 2

= 0 ,
#f (x,y)

#y
y=y0 + ly / 2

= 0

$ 

% 

& 
& 

' 

& 
& 

   ,   suivant la direction Y (4.76) 

 
lÕ�quation (4.74) se simplifie en :  
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"T (x,y, t)

"t# xy

$ f (x,y)dxdy = %x T(x,y, t)
# xy

$
"2 f (x,y)

"x 2
dxdy +%y T(x,y, t)

# xy

$
"2 f (x,y)

"y 2
dxdy

& ' T(x,y, t) f (x,y)dxdy
# xy

$
 (4.77) 

 
Dans lÕ�quation (4.72), la double int�gration par parties a permis dÕabaisser de 2 � 0 lÕordre de 
d�rivation spatiale sur T(x,y, t) en le reportant sur la fonction f (x,y)  dans lÕ�quation (4.77). 
E n ce sens, lÕ�quation (4.77) constitue une formulation faible de lÕ�quation (4.69) sur " xy . 

 
LÕint�r�t de la formulation faible est que, lÕestimation de "

x
 et "y  � partir de lÕ�quation (4.77) 

ne n�cessite plus le calcul des d�riv�es spatiales dÕordre 2 du champs de temp�rature bruit�, 
d�sormais substitu�es par les d�riv�es spatiales dÕordre 2 de la fonction f (x,y) . La fonction 
f (x,y)  est purement math�matique et dÕexpression analytique connue. E lle pr�sente donc 

lÕavantage dÕ�tre ind�pendante du bruit, de m�me que ses d�riv�es.  
 
Pour simplifier lÕ�criture de lÕ�quation (4.77), la notation suivante est introduite : 
 

At (t) =
"T(x,y, t)

"t# xy

$ f (x,y)dxdy, Bxx (t) = T(x,y,t)
# xy

$
"2 f (x,y)

"x 2
dxdy,

Byy (t) = T(x,y,t)
# xy

$
"2 f (x,y)

"y 2
dxdy, C(t) = T(x,y,t) f (x,y)dxdy

# xy

$
 (4.78) 

 
o�, de mani�re implicite, les quantit�s A

t
(t) , B

xx
(t), Byy (t) et C(t) d�pendent aussi des 

param�tres de position ( x
0
, y

0
) et de taille ( l

x
, ly ) du sous-domaine " xy . 

 
LÕ�quation (4.77) sÕ�crit alors :  
 

At (t) = "x Bxx (t) +"y Byy (t) # $ C(t) (4.79) 

 
LÕ�quation (4.79) sera utilis�e par la suite pour lÕestimation de "

x
 et "y pour un cas isotrope 

("x = "y = " ) et un cas anisotrope ("x # "y ). Au pr�alable, la d�finition dÕune fonction test 

f (x,y)  est n�cessaire pour le calcul des quantit�s A
t
(t) , B

xx
(t), Byy (t) et C(t) / 

 

4.2.4. D�termination dÕune fonction test  
 
Comme il a �t� montr� pr�c�demment, la formulation faible (4.79) impose que la fonction test 
f (x,y)  d�finie " xy  (figure 27) v�rifie les conditions aux limites (4.75) et (4.76). Cette section 

est consacr�e � la d�termination dÕune expression analytique de f (x,y)  v�rifiant ces 
conditions.  
 
Les conditions aux limites (4.75) et (4.76) �tant exprim�es s�par�ment pour chacune des deux 
dimensions dÕespace, il appara�t plus simple de rechercher une expression analytique de 
f (x,y)  sous la forme dÕune fonction � variables s�parables, soit : 
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f (x,y) = f
1
(x) f

2
(y) (4.80) 

 
o� f

1
(x)  et f

2
(y)  sont des fonctions � une variable dÕespace d�finies respectivement pour 

x " x
0
# l

x
/2 , x

0
+ l

x
/2[ ] et y " y

0
# ly /2 , y0 + ly /2[ ].  

 
Dans ce qui suit, le processus de d�termination de ces fonctions est d�taill� pour f

1
(x)  

uniquement, lÕexpression analytique de f
2
(y)  �tant d�finie de mani�re analogue.  

 
La fonction f

1
(x)  doit v�rifier les conditions aux limites (4.75). Cependant, lÕexpression 

analytique de f
1
 d�pend du choix des param�tres de position ( x

0
) et de taille ( l

x
) de " xy . 

Afin de v�rifier les conditions aux limites (4.75) quel que soit le couple (x
0
, l

x
) , lÕexpression 

analytique de f
1
 est exprim�e en fonction dÕune variable dÕespace adimensionn�e.  

  
Soit & la transformation lin�aire qui, � la variable dÕespace x  associe la variable dÕespace 

adimensionn�e ÷ x " #$ $[ ], " #R . Pour une valeur " =1 choisie arbitrairement, & est 

d�finie par : 
 

  

" : x
0
# l

x
/2 , x

0
+ l

x
/2[ ] $ #1 1[ ]

x ! ÷ x = "
1

x +"
2

, ("
1
, "

2
)%R

2
  (4.81) 

 
Les inconnues "

1
 et "

2
 sont d�termin�es par la r�solution du syst�me dÕ�quations : 

 
"
1
(x

0
# l

x
/2) +"

2
= #1

"
1
(x

0
+ l

x
/2) +"

2
= 1

$ 

% 
& 

' & 
 (4.82) 

 
La solution �tant ("

1
, "

2
)  = (2 / l

x
, "2 x

0
/ l
x
), la variable adimensionn�e est d�finie par : 

 

÷ x = 2
x " x

0

l
x

 (4.83) 

 
Puisque x " x

0
# l

x
/2 , x

0
+ l

x
/2[ ], il en d�coule que : "(x

0
, l

x
) , ÷ x # $1 1[ ] . Les conditions 

aux limites (4.75) peuvent alors sÕ�crire : 
 

f
1
( ÷ x = "1) = 0, f

1
( ÷ x =1) = 0,

# f
1
( ÷ x )

# ÷ x 
÷ x ="1

= 0,
# f

1
( ÷ x )

# ÷ x 
÷ x =1

= 0

$ 

% 

& 
& 

' 

& 
& 

 (4.84) 

 
Par la suite, une fonction f

1
 satisfaisant les conditions aux limites (4.84) est recherch�e dans 

lÕespace des fonctions polynomiales. Ce choix se justifie par la relative simplicit� analytique 
de cette famille de fonctions. Il est facile de v�rifier que le syst�me de quatre �quations (4.84) 
m�ne � un polyn�me de degr� 3 identiquement nul. Un polyn�me de lÕordre imm�diatement 
sup�rieur (4) est donc recherch�. La d�termination des coefficients dÕun polyn�me dÕordre 4 
n�cessitant cinq �quations ind�pendantes, la condition arbitraire suivante est ajout�e au 
syst�me dÕ�quations (4.84) : 
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f
1
( ÷ x = 0) =1 (4.85) 

 
Le polyn�me f

1
 de degr� 4, solution du syst�me des cinq �quations (4.84) et (4.85) est : 

 
f
1
( ÷ x ) = (1" ÷ x 

2
)

2  , ÷ x " #1 1[ ] (4.86) 

 
De mani�re analogue, la fonction f

2
 de lÕ�quation (4.80) sÕ�crit :  

 

f
2
( ÷ y ) = (1" ÷ y 

2
)

2 , ÷ y " #1 1[ ] (4.87) 

 
o� ÷ y  est la variable dÕespace transform�e telle que :  
 

÷ y = 2
y " y

0

ly

 (4.88) 

 
Conform�ment � lÕ�quation (4.80), la fonction f (x,y)  sÕ�crit finalement :  
 

f (x, y) = (1" ÷ x 
2
)

2
(1" ÷ y 

2
)

2  (4.89) 

 
La figure 28 repr�sente la fonction f (x,y)  sur le sous-domaine " .  
 

 
Figure 28 : Allure de la fonction f (x,y)  d�finie sur le sous-domaine " xy  

 



                                                                                          4.2 Formalisme de la m�thode LOWF 
 

! WT!

LÕ�quation (4.89) donne une expression analytique de f (x,y)  v�rifiant les conditions aux 
limites (4.75) et (4.76) quels que soient les param�tres x

0
, y

0
, l
x
 et ly  consid�r�s. Dans la 

suite, la m�thode LOWF est test�e sur des mod�les num�riques 2D. Les r�sultats sont discut�s 
pour un mod�le isotrope et un mod�le anisotrope. 
 

4.3. Application de la m�thode LOWF � un mod�le 2D isotrope  
 
Pour le cas isotrope ("x = "y = " ), lÕ�quation (4.79) sÕ�crit : 

 
At (t) = " Bxy (t) # $ C(t)  (4.90) 

 
avec 
 

Bxy (t) = Bxx (t) + Byy (t) = T(x,y,t)
"2 f (x,y)

"x 2
+
"2 f (x,y)

"y 2
# 

$ 
% 

& 

' 
( 

) xy

* dxdy ! (4.91) 

 
ou encore sous la forme : 
 

At (t)

C (t)
= "

Bxy (t)

C (t)
# $  (4.92) 

 
o� "  et " repr�sentent respectivement la pente et lÕordonn�e � lÕorigine dÕune droite d�finie 

par des points P x p (t),y p (t)( ) de coordonn�es d�finies par : 

 

x p (t) =
Bxy (t)

C (t)
, y p (t) =

At (t)

C (t)
 (4.93) 

 
La m�thode LOWF vise � estimer le param�tre "  de lÕ�quation (4.92) qui correspond � la 
diffusivit� thermique. 
 

4.3.1. Validation num�rique  
 
La m�thode LOWF est appliqu�e � des donn�es de temp�rature simul�es avec un mod�le 2D 
de plaque isotrope d�crit ci-dessous (¤ 4.3.1.1). Les r�sultats sont discut�s pour des donn�es 
non bruit�es et bruit�es.  
 

4.3.1.1. Description du mod�le num�rique  
 
Une plaque 2D isotrope de diffusivit� thermique "  = 4,27$10-8 m2

$s-1 est excit�e en son 
centre par une impulsion de chaleur � lÕinstant t

0
 = 0. Les dimensions de la plaque 

L
x
 = Ly  = 3 cm sont discr�tis�es en N

x
 = Ny  = 300 nÏuds, soit "

x
 = " y  = 100 µm. Le 

champ de temp�rature de la plaque est simul� pour lÕintervalle de temps [ t
1
 = 1 s, t

120
 = 120 s] 

discr�tis� en N
t
 = 120 instants, soit "t  = 1 s. Avant lÕimpulsion de chaleur, le champ de 

temp�rature initial de la plaque est uniform�ment nulle, soit T
0
(x,y) = 0 . Des conditions aux 

limites de flux nul sont impos�es suivant les directions X et Y, soit  
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"T(x,y, t)

"x x=±Lx / 2

= 0 et 
"T(x,y, t)

"y
y=±Ly / 2

= 0 

 
Des pertes de chaleur sont mod�lis�es perpendiculairement au plan (XY) avec 
h = 5 W/(m2 K). Le champ de temp�rature de la plaque est simul� avec le code de calcul par 
E l�ments Finis COMSOL Multiphysics¨. Conform�ment au maillage du mod�le, le champ 
de temp�rature simul� sÕ�crit T(x i,y j ,tk ) , avec 

  
i" 1, 2 ,! , 300{ }, 

  
j " 1, 2 ,! , 300{ } et 

  
k " 1, 2,! ,120{ }. La figure 29 montre la cartographie du champ T(x i,y j ,tk )  � t

k
 = 120 s.  

 

 
Figure 29: Cartographie du champ de temp�rature simul� avec le mod�le 2D de plaque 

isotrope pour R
B / S

 = 0% � t
k
 = 120 s 

 
Le bruit est mod�lis� par un signal gaussien " (x i,y j , tk )  non corr�l� spatialement et de 

moyenne nulle. LÕintensit� du bruit est caract�ris�e par un ratio bruit/signal not� R
B / S

 et 
d�fini par : 
 

RB / S =
max "(x i,y j ,tk )( )

T (x i,y j ,tk )
 (4.94) 

 
o� T (x i,y j ,tk ) repr�sente la temp�rature moyenne de lÕensemble des donn�es T(x i,y j ,tk )  

obtenue par : 
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T (x i,y j ,tk ) =
1

N t " Ny " Nx

T(x i,y j ,tk )
i=1

Nx

#
j=1

Ny

#
k=1

N t

#  (4.95) 

 
Le champ de temp�rature bruit� sÕ�crit ÷ T (x i, y j ,tk ) = T(x i, y j ,tk ) +" (x i, y j , tk ). La valeur du 

ratio R
B / S

 exprim�e en pourcentage indique la proportion du bruit " (x i,y j , tk )  dans le signal 
÷ T (x i, y j ,tk ) . Plus la valeur R

B / S
 est grande, plus lÕintensit� du bruit est importante.  

 

4.3.1.2. R�sultats  
 
Sur la figure 30, le domaine "xy  repr�sente la plaque. Le sous-domaine " xy  est choisi 

arbitrairement. La m�thode LOWF est appliqu�e aux donn�es de temp�rature simul�es pour 
estimer la diffusivit� thermique sur le sous-domaine " xy . Les r�sultats sont discut�s pour des 

donn�es non bruit�es (R
B / S

 = 0%) et bruit�es (R
B / S

 = 10%).  
 

 
Figure 30 : Sch�ma de la plaque "xy  et du sous-domaine " xy  

 

Conform�ment � lÕ�quation (4.92), les points P k
x p (tk ),y p (tk )( )  d�finissant la droite (D) 

dÕ�quation At (t) /C (t) = " Bxy (t) /C (t) # $  d�finie par ces points sont repr�sent�s pour 

R
B / S

 = 0% (figure 31a) et R
B / S

 = 10% (figure 31b). Sur chaque figure, le nombre de points 
P
k  correspond au nombre de pas de temps t

k
 consid�r�s. Ici, 

  
k =1, 2,! ,120. 

 
E n lÕabsence de bruit, les points P k  sont align�s (figure 31a).  
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E n pr�sence de bruit (figure 31b), les points P k  ne sont pas rigoureusement align�s. Les 
perturbations observ�es sont dues � lÕinfluence du bruit sur les champs T(x,y,t)  et "tT(x,y,t)  
dans la formulation faible (4.77).  
 
Dans lÕ�quation (4.92), la m�thode LOWF exploite la lin�arit� entre les variables x p  et y p . 

Cette lin�arit� est repr�sent�e par la droite (D) qui sÕajuste au nuage de points P k  au sens des 
moindres carr�s. Cette droite poss�de une propri�t� remarquable : elle minimise la somme 

quadratique des �carts entre les quantit�s y p (tk )  et y p
"
(tk ) = ö # x p (tk ) + ö $ , ( ö " , ö # )$R2 . Si E

k
 

repr�sente lÕ�cart y p (tk ) " y p
#
(tk )( ) , le principe des moindres carr�s ordinaires (MCO) permet 

de calculer les valeurs ö "  et ö "  qui minimisent la quantit�  
 

E = Ek

2

k=1

N t

" = y p (tk ) # ö $ x p (tk ) + ö % ( )( )
2

k=1

N t

"  (4.96) 

 
Ces valeurs sÕobtiennent par : 
 

ö " =

x p (tk ) # x ( ) y p (tk ) # y ( )
k =1

N t

$

x p (tk ) # x ( )
2

k =1

N t

$
, ö % = y # ö " x  (4.97) 

 

o� 
 

x =
1

N t

x p (tk )
k =1

N t

" , y =
1

N t

y p (tk )
k =1

N t

"  (4.98) 

 
La pente ö "  de la droite des moindres carr�s (D) repr�sente la valeur estim�e de la diffusivit� 
thermique et lÕordonn�e � lÕorigine ö "  repr�sente la valeur estim�e du coefficient de pertes.  
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Figure 31 : Nuage de points P k  pour R

B / S
 = 0% (a) et R

B / S
 = 10% (b) 
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Dans lÕ�quation (4.97), il appara�t que le calcul de ö "  prend en compte la valeur ö " . 
LÕestimation ö "  est de ce fait biais�e par lÕerreur sur ö " . Pour cette raison, il est propos� 
dÕestimer, si n�cessaire, le param�tre " par une m�thode autre que la m�thode LOWF. Des 
m�thodes propos�es dans la litt�rature [27,32] permettent dÕestimer le coefficient dÕ�change 
" avec une bonne pr�cision. Dans la suite, la m�thode LOWF est appliqu�e pour lÕestimation 
de la diffusivit� thermique. Pour cela, la pente du nuage de points P k  est calcul�e � partir de 
l'�quation (4.97).  
 
Pour R

B / S
 = 0% (figure 31a), une diffusivit� thermique estim�e ö "  = 4,21$10-8 m2

$s-1, soit une 
erreur dÕestimation de 1,47%. La diffusivit� thermique est estim�e avec une bonne pr�cision. 
Le biais observ� en lÕabsence de bruit est purement num�rique et sÕexplique par un calcul 
approch� des quantit�s x p  et y p  du fait de la discr�tisation des donn�es.  

 
Pour R

B / S
 = 10% (figure 31b), il vient ö "  = 4,21$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 
1,47%. LÕerreur dÕestimation est la m�me pour les donn�es non bruit�es et bruit�es, ce qui 
traduit a priori une bonne robustesse de la m�thode LOWF par rapport au bruit. La section 
suivante est consacr�e � une �tude de la robustesse de la m�thode. 
 

4.3.2. Robustesse de la m�thode LOWF par rapport au bruit 
 
De m�me que dans la section pr�c�dente, la m�thode LOWF est appliqu�e en consid�rant le 
sous-domaine " xy  illustr� � la figure 30. Afin dÕ�valuer la robustesse de la m�thode LOWF 

par rapport au bruit, 100 estimations ö " 
i
 (

  
i =1, 2 ,! ,100) de la diffusivit� thermique sont 

r�alis�es pour chacune des 11 valeurs de R
B / S

 allant de 0% � 10%. Pour chaque valeur de 
R
B / S

, en faisant lÕhypoth�se que la variation des 100 estimations ö " 
i
 suit une loi normale, il 

est possible dÕ�crire que les ö " 
i
 (

  
i =1, 2 ,! ,100) v�rifient la relation : 

ö " moy # 3$ % ö " i % ö " moy + 3$ , o� ö " moy  et " sont respectivement la moyenne et lÕ�cart type 

des ö " 
i
 (
  
i =1, 2 ,! ,100).  

 
La figure 32 montre, en pourcentage, lÕerreur dÕestimation moyenne 100 " (# $ ö # moy ) /#  en 

fonction du niveau de bruit R
B / S

. Pour traduire la dispersion des r�sultats, les deux courbes 
enveloppes correspondant aux erreurs dÕestimation minimum et maximum obtenues par 

100 " # $ ( ö # moy $ 3%)( ) /#  et 100" # $ ( ö # moy + 3%)( ) /# . 
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Figure 32 : Erreur dÕestimation moyenne et courbes enveloppes en fonction du niveau 

de bruit R
B / S

 pour la m�thode LOWF  

 
La figure 32 montre que la valeur de lÕerreur moyenne varie peu en fonction du niveau de 
bruit R

B / S
. E lle reste quasiment stable � 1,47% avec une dispersion maximale de ±0,08% 

pour le niveau de bruit R
B / S

 = 10%. LÕaugmentation du niveau de bruit engendre un 
accroissement de la dispersion sur lÕerreur moyenne qui sÕexplique par lÕinfluence du bruit sur 
le champ de temp�rature et sa d�riv�e temporelle dans la formulation faible (4.77).  
 
Globalement, la stabilit� de lÕerreur moyenne et la faible dispersion des estimations montrent 
une bonne robustesse de la m�thode LOWF par rapport au bruit. Dans la suite, la robustesse 
de la m�thode LOWF est compar�e avec celle de la m�thode nodale. 
 

4.3.3. Comparaison avec la m�thode nodale 
 
La m�thode nodale pr�sent�e � la section 1.1.1 permet dÕestimer la diffusivit� thermique en 
un point. Dans cette section, elle est utilis�e pour estimer la diffusivit� thermique au point 
situ� au centre de la plaque isotrope. Le choix de ce point se justifie par le fait quÕil pr�sente 
la meilleure qualit� de signal du champ de temp�rature. Pour �valuer la robustesse de la 
m�thode nodale par rapport au bruit, des tests num�riques similaires � ceux de la section 
pr�c�dente sont r�alis�s. Ainsi, pour chacune des 11 valeurs de R

B / S
 allant de 0% � 10%, 100 

estimations ö " 
i
 
  
(i =1, 2 ,! ,100) de la diffusivit� thermique sont r�alis�es. La figure 33 

repr�sente lÕerreur dÕestimation moyenne et les courbes dÕerreur minimum et maximum en 
fonction de R

B / S
. 
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Figure 33 : Erreur dÕestimation moyenne et courbes enveloppes en fonction du niveau 

de bruit R
B / S

 pour la m�thode nodale  

 
Sur la figure 33, les valeurs positive et n�gative de lÕerreur correspondent respectivement � 
une surestimation et une sous-estimation de la diffusivit� thermique.  
 
Pour R

B / S
 = 0%, lÕerreur dÕestimation moyenne pour les ö " 

i
 (

  
i =1, 2 ,! ,100) est de 2,1%. 

Comme expliqu� pr�c�demment, la valeur non nulle de lÕerreur observ�e pour des donn�es 
non bruit�es est un effet num�rique li� � la discr�tisation des donn�es.  
 
La courbe dÕerreur moyenne cro�t en fonction de R

B / S
 pour atteindre 8,7% avec une 

dispersion de ±12,8% pour R
B / S

 = 10%.  
 
La figure 34 pr�sente les courbes dÕerreur moyenne de la m�thode nodale (figure 33) et de la 
m�thode LOWF (figure 32). Il ressort que la m�thode nodale pr�sente une sensibilit� au bruit 
plus importante que la m�thode LOWF.  
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Figure 34 : Courbes dÕerreur moyenne des m�thodes nodale et LOWF 

 
E n d�finitive, la m�thode LOWF (figure 32) pr�sente une robustesse au bruit meilleure que la 
m�thode nodale (figure 33). LÕabaissement de lÕordre de d�rivation des d�riv�es spatiales de 
lÕ�quation de conduction de la chaleur obtenu gr�ce � la formulation faible contribue � r�duire 
de mani�re significative la sensibilit� au bruit du processus dÕestimation.  
 

4.4. Application de la m�thode LOWF � un mod�le 2D anisotrope  
 
Dans le cas dÕun mat�riau anisotrope ("x # "y ), les param�tres "

x
 et "y sont � estimer. 

LÕapplication dÕune m�thode inverse classique de r�gression lin�aire multiple � lÕ�quation 
(4.79) constitue un moyen pour estimer "

x
 et "y simultan�ment. Cependant, cette approche a 

pour inconv�nient lÕinterd�pendance des estimations r�alis�es. Ainsi, la mauvaise estimation 
dÕun param�tre du fait dÕun manque de sensibilit� des donn�es par rapport � ce param�tre est 
susceptible de biaiser lÕestimation du second param�tre. Du point de vue math�matique, cette 
interd�pendance est li�e au nombre de conditionnement des matrices de donn�es � traiter. 
Dans ce contexte, une approche bas�e sur le d�couplage du probl�me 2D en deux probl�mes 
1D est mise en Ïuvre afin dÕestimer chaque param�tre s�par�ment.  
 

4.4.1. D�couplage du probl�me 2D en deux probl�mes 1D 
 
Sous certaines conditions qui seront d�finies, le probl�me 2D d�crit par les �quations (4.69) et 
(4.70) peut �tre d�coupl� en deux probl�mes 1D. Ici, chaque probl�me 1D sera d�fini en 
consid�rant le champ de temp�rature moyen calcul� suivant une direction dÕespace. 
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Probl�me 1D suivant X 
 
La moyenne de lÕ�quation de conduction de la chaleur (4.69) suivant la direction X sÕ�crit : 
 

1

Ly

"T(x,y,t)

"t
dy

#Ly / 2

Ly / 2$ =

1

Ly
%x

"2T(x,y, t)

"x 2
dy

#Ly / 2

Ly / 2$ +%y

"2T(x,y,t)

"y 2
dy

#Ly / 2

Ly / 2$ # & T(x,y,t)dy
#Ly / 2

Ly / 2$
' 

( 
) 

* 

+ 
, 

 (4.99) 

 
soit  
 

 
"T (x,t)

"t
= #x

"2T (x, t)

"x
2

+
#y

Ly

"T(x,y, t)

"y

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

y =*Ly / 2

y =Ly / 2

* +T (x, t) (4.100) 

 
o� 
 

 T (x, t) =
1

Ly

T(x,y,t)dy
"Ly / 2

Ly / 2

#  (4.101) 

 
LÕ�quation (4.100) se simplifie en : 
 

 
"T (x,t)

"t
= #

x

"2T (x, t)

"x
2

$ %T (x, t)  (4.102) 

 

si 
"T(x,y,t)

"y

# 

$ 
% 

& 

' 
( 
y=)Ly / 2

y=Ly / 2

= 0 . Il est facile de montrer que cette derni�re condition est v�rifi�e dans 

les trois cas suivants : 
 
i) T(x,y, t) est ind�pendant de y  donc unidimensionnel, soit T(x,y, t) = T(x,t) 5!

 

ii) 
"T(x,y, t)

"y
y=±Ly / 2

= 05!

 

iii) 
"T(x,y, t)

"y
Ly / 2

=
"T(x,y, t)

"y
#Ly / 2

. 

 
La condition initiale associ�e � lÕ�quation (4.102) sÕ�crit : 
 

T (x,t = 0) =
1

Ly

T(x,y,t = 0)
"Ly / 2

Ly / 2

# dy ! (4.103) 

 
Le probl�me d�crit par les �quations (4.102) et (4.103) est d�fini sur le domaine 1D de 
longueur L

x
 not� "

x
 sur la figure 35.  

 
Probl�me 1D suivant Y 
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De mani�re analogue, si T (y,t)  est le champ moyen 1D suivant Y tel que :  
 

T (y,t) =
1

Lx

T(x,y,t)
"Lx / 2

Lx / 2

# dx  (4.104) 

 
LÕ�quation de conduction de la chaleur sÕ�crit suivant Y :  
 

"T (y, t)

"t
= #y

"2T (y, t)

"y
2

$ %T (y,t) ! (4.105) 

 
dans chacun des trois cas suivants : 
 
i) T(x,y, t) est ind�pendant de x  donc unidimensionnel, soit T(x,y, t) = T(y,t) 5!

 

ii) 
"T(x,y, t)

"x x=±Lx / 2

= 0,  

 

iii) 
"T(x,y, t)

"x Lx / 2

=
"T(x,y, t)

"x #Lx / 2

. 

 
La condition initiale associ�e � lÕ�quation (4.105) sÕ�crit : 
 

T (y,t = 0) =
1

Lx

T(x,y,t = 0)
"Lx / 2

Lx / 2

# dy ! (4.106) 

 
Le probl�me d�crit par les �quations (4.105) et (4.106) est d�fini sur le domaine 1D de 
longueur Ly  not� "y sur la figure 35. 

 

 
Figure 35 : Sch�ma des notations associ�es aux probl�mes 1D  
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Les �quations (4.102) et (4.105) font intervenir une seule diffusivit� thermique. La moyenne 
suivant une direction a permis de sÕaffranchir du terme de diffusion associ� � la direction 
perpendiculaire. Il est alors possible dÕestimer s�par�ment "

x
 et "y  en traitant chacun des 

deux probl�mes 1D. Dans la suite, la m�thode LOWF est appliqu�e � chaque probl�me 1D et 
les r�sultats sont discut�s. Les notations utilis�es sont illustr�es � la figure 35.  
 

4.4.2. Formalisme 1D de la m�thode LOWF 
 
Le formalisme de la m�thode LOWF est d�taill� pour chacun des deux probl�mes 1D. 
 
Probl�me 1D suivant X 
 
 Le probl�me 1D d�fini par les �quations (4.102) et (4.103) est consid�r�. La fonction f

1
 de 

C
2
(" 

x
)  d�finie par lÕ�quation (4.86) est utilis�e comme fonction test.  

 
Pour "

x
 uniforme sur le sous-domaine " 

x
 (figure 35), la multiplication de lÕ�quation (4.102) 

par f
1
, puis lÕint�gration du produit le long " 

x
 sÕ�crit : 

 
"T (x, t)

"t# x

$ f
1
(x)dx = %x

"2T (x,t)

"x
2

# x

$ f
1
(x)dx & ' T (x,t) f

1
(x)dx

# x

$  (4.107) 

 
Une double int�gration par parties de lÕ�quation (4.107) donne :  
 

"T (x, t)

"t
f
1
(x)

# x

$ dx = %x T (x, t)
# x

$
"2 f

1
(x)

"x
2

dx & ' T (x,t) f
1
(x)dx

# x

$  (4.108) 

 
Pour simplifier lÕ�criture de lÕ�quation (4.108), la notation suivante est introduite : 
 

At _1(t) =
"T (x,t)

"t# x

$ f
1
(x)dx, Bxx _1(t) = T (x, t)

# x

$
"2 f

1
(x)

"x
2

dx,

C
_1
(t) = T (x, t) f

1
(x)dx

# x

$
 (4.109) 

 
o�, de mani�re implicite, les quantit�s A

t _1
(t) , B

xx _1
(t)  et C_1

(t)  d�pendent des param�tres x
0
 

et l
x
 du sous-domaine " 

x
.  

 
Par suite, lÕ�quation (4.108) sÕ�crit : 
 

A
t _1
(t) = "

x
B
xx _1
(t) # $C

_1
(t)  (4.110) 

 
ou encore 
 

A
t _1
(t)

C
_1
(t)

= "
x

B
xx _1
(t)

C
_1
(t)

# $  (4.111) 
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o� "
x
 et " repr�sentent respectivement la pente et lÕordonn�e � lÕorigine de la droite des 

moindres carr�s (D) des points P x p (t),y p (t)( )  de coordonn�es : 

 

x p (t) =
Bxx _1(t)

C
_1
(t)

, y p (t) =
At _1(t)

C
_1
(t)

 (4.112) 

 
Probl�me 1D suivant Y 
 
Un formalisme similaire est �crit pour le probl�me 1D d�fini par les �quations (4.105) et 
(4.106). La fonction f

2
 de C2

(" y )  d�finie par lÕ�quation (4.87) est utilis�e comme fonction 

test.  
 
Pour "y  uniforme sur le sous-domaine " y (figure 35), la multiplication de lÕ�quation (4.105) 

par f
2
, puis lÕint�gration du produit le long " y  sÕ�crit : 

 
"T (y, t)

"t# y

$ f
2
(y)dy = %y

"2T (y,t)

"y
2

# y

$ f
2
(y)dy & ' T (y,t) f

2
(y)dy

# y

$  (4.113) 

 
Une double int�gration par parties de lÕ�quation (4.113) donne :  
 

"T (y, t)

"t
f
2
(y)

# y

$ dy = %y T (y,t)
# y

$
"2 f

2
(y)

"y
2

dy & ' T (y,t) f
2
(y)dy

# y

$  (4.114) 

 
E n posant : 
 

At _ 2(t) =
"T (y,t)

"t# y

$ f
2
(y)dy, Byy _ 2(t) = T (y, t)

# y

$
"2 f

2
(y)

"y
2

dy,

C
_ 2
(t) = T (y, t) f

2
(y)dy

# y

$
 (4.115) 

 
lÕ�quation (4.114) sÕ�crit : 
 

At _ 2(t) = "y Byy _ 2(t) # $C_ 2
(t)  (4.116) 

 
ou encore 
 

At _ 2(t)

C
_ 2
(t)

= "y

Byy _ 2(t)

C
_ 2
(t)

# $  (4.117) 

 
o� "y  et " repr�sentent respectivement la pente et lÕordonn�e � lÕorigine de la droite des 

moindres carr�s (D) des points P x p (t),y p (t)( )  de coordonn�es : 

 

x p (t) =
Byy _ 2(t)

C
_ 2
(t)

, y p (t) =
At _ 2(t)

C
_ 2
(t)

 (4.118) 
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Dans la suite, le formalisme 1D de la m�thode LOWF est appliqu� � un mod�le 2D de plaque 
anisotrope pour une validation num�rique. 
 

4.4.3. Validation num�rique 
 
Le champ de temp�rature dÕune plaque anisotrope ("x # "y ) est simul� � partir dÕun mod�le 

num�rique 2D. Les param�tres "
x
 et "y du mod�le sont estim�s en appliquant la m�thode 

LOWF aux probl�mes 1D suivant X et Y respectivement. Les r�sultats sont discut�s pour des 
donn�es non bruit�es et bruit�es. 
 

4.4.3.1. Description du mod�le num�rique  
 
Le mod�le 2D par E l�ments Finis d�crit pr�c�demment (¤ 4.3.1.1) est utilis� pour simuler le 
champ de temp�rature dÕune plaque anisotrope. Les donn�es dÕentr�e du mod�le sont 
"
x
 = 4,27$10-8 m2

$s-1 et "y  = 8,54$10-8 m2
$s-1, soit un rapport dÕanisotropie "y /"x  = 2. Tous 

les autres param�tres du mod�le restent inchang�s. Des conditions aux limites de flux nul 
suivant les directions X et Y sont impos�es afin de v�rifier lÕune des conditions de 
s�parabilit� du probl�me 2D (¤ 4.4.1). Conform�ment au maillage, le champ de temp�rature 
simul� sÕ�crit T(x i,y j ,tk ) , avec 

  
i" 1, 2 ,! , 300{ }, 

  
j " 1, 2 ,! , 300{ } et 

  
k " 1, 2,! ,120{ }. 

La figure 36 montre la cartographie du champ T(x i,y j ,tk )  � t
k
 = 120 s.  

 

 
Figure 36: Cartographie du champ de temp�rature simul� avec le mod�le 2D de plaque 

anisotrope pour R
B / S

 = 0% � t
k
 = 120 s 
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Dans la suite, le probl�me 2D est d�compos� en deux probl�mes 1D pour lÕestimation de  "
x
 

et "y . La figure 37 pr�sente le sch�ma de la d�composition. 

 

 
Figure 37 : Sch�ma du domaine "

x
 et du sous-domaine " 

x
 

 
Les diffusivit�s thermiques "

x
 et "y  sont estim�es en consid�rant les probl�mes 1D suivant X 

et suivant Y respectivement. 
 

4.4.3.2. R�sultats  
 
Les r�sultats de lÕestimation de "

x
 et "y  sont discut�s pour des donn�es de temp�rature 

T(x i,y j ,tk )  simul�es avec R
B / S

 = 0% et R
B / S

 = 10%. 

 
Estimation de "

x
 

 
Le sous-domaine " 

x
 de centre x

0
= 0  et de longueur l

x
=150"

x
 (figure 37) est choisi 

arbitrairement pour lÕapplication de la m�thode LOWF.  
 

Les points P k
x p (tk ),y p (tk )( ) ,   

k =1, 2,! ,120 et la droite des moindres carr�s (D) sont 

repr�sent�s pour R
B / S

 = 0% (figure 38a) et R
B / S

 = 10% (figure 38b). 
 
E n lÕabsence de bruit (figure 38a), les points P k  sont align�s le long de la droite (D). La pente 
de la droite (D) donne ö " 

x
 = 4,25$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 0,51%.  
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E n pr�sence de bruit (figure 38b), lÕalignement des points P k  est perturb�. La diffusivit� 
thermique estim�e est ö " 

x
 = 4,24$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 0,83%. 
 

!

 
Figure 38 : Nuage de points P k  et droite (D) pour R

B / S
 = 0% (a) et R

B / S
 = 10% (b) pour 

le probl�me 1D suivant X  
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E n d�finitive, la m�thode LOWF a permis dÕestimer la diffusivit� suivant X avec une bonne 
pr�cision � partir des donn�es non bruit�es et bruit�es.  
 
Estimation de "y  

 
Le sous-domaine " y  de centre y

0
= 0  et de longueur ly =150" y  (figure 37) est choisi 

arbitrairement pour lÕapplication de la m�thode LOWF. 
 

Les points P k
x p (tk ),y p (tk )( ) ,   

k =1, 2,! ,120 et la droite des moindres carr�s (D) sont 

repr�sent�s pour R
B / S

 = 0% (figure 39a) et R
B / S

 = 10% (figure 39b). 
 
E n lÕabsence de bruit (figure 39a), les points P k  sont align�s le long de la droite (D). La pente 
de la droite (D) donne ö " y  = 8,5$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 0,5%.  

 
E n pr�sence de bruit, lÕalignement des points P k  est perturb� (figure 39b). La diffusivit� 
thermique estim�e est ö " y  = 8,5$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 0,54%.  

Ces r�sultats montrent que la diffusivit� suivant Y est estim�e avec une bonne pr�cision � 
partir des donn�es non bruit�es et bruit�es.  
 

!
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Figure 39 : Nuage de points P k  et droite (D) pour R

B / S
 = 0% (a) et R

B / S
 = 10% (b) pour 

le probl�me 1D suivant Y 

 
E n d�finitive, malgr� une perturbation du nuage de points P k  en pr�sence de bruit, les 
diffusivit�s thermiques "

x
 et "y  du mod�le anisotrope ont �t� estim�es avec une bonne 

pr�cision.  
 

4.5 Optimisation de la m�thode LOWF  
!

Les r�sultats num�riques pr�sent�s ont �t� obtenus en consid�rant un sous-domaine choisi 
arbitrairement. Dans cette section, lÕinfluence du choix de ce sous-domaine sur la pr�cision 
dÕestimation est �tudi�e en vue dÕune optimisation de la m�thode LOWF. Une �tude de 
sensibilit� de la m�thode est dÕabord r�alis�e. Des crit�res dÕoptimisation sont propos�s par la 
suite. 
 

4.5.1. Etude de sensibilit� de la m�thode LOWF 
 
Dans cette section, la sensibilit� de la m�thode LOWF par rapport aux caract�ristiques 
(position, taille) du sous-domaine est �tudi�e. LÕ�tude de sensibilit� est r�alis�e en consid�rant 
le probl�me 1D suivant X d�fini � partir du mod�le de plaque anisotrope (¤ 4.4.3.1). Les 
donn�es sont simul�es avec R

B / S
 = 10%. La diffusivit� thermique "

x
 est estim�e avec la 

m�thode LOWF en consid�rant un sous-domaine " 
x
 de param�tres x

0
 (centre) et l

x
 

(longueur) variables. Ces deux param�tres d�finissent respectivement la position et la taille du 
sous-domaine " 

x
. Les r�sultats dÕestimation sont discut�s en fonction de x

0
 et l

x
. Des 

crit�res dÕoptimisation de la m�thode LOWF sont ensuite propos�s.  
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4.5.1.1. Sensibilit� par rapport � la position du sous-domaine 
 
Soit un sous-domaine " 

x
 de longueur fixe l

x
=100"

x
. La diffusivit� thermique "

x
 est 

estim�e en consid�rant trois positions du sous-domaine " 
x
 d�finies par x

0
= 0 , x

0
= 50  et 

x
0

=100  (figure 40). 
 

!
Figure 40 : Sous-domaine " 

x
 de longueur l

x
=100"

x
 avec x

0
= 0 , x

0
= 50  et x

0
=100  

 

La figure 41 repr�sente les points P k  et la droite (D) pour x
0

= 0 , x
0

= 50  et x
0

=100 . 
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Figure 41 : Nuage de points P k  et droite (D) pour un sous-domaine " 

x
 de longueur 

l
x

=100"
x
 avec x

0
= 0  (a), x

0
= 50  (b) et x

0
=100  (c) 

 
Les r�sultats obtenus pour les positions x

0
= 0 , x

0
= 50  et x

0
=100  du sous-domaine " 

x
 sont 

pr�sent�s dans le tableau 8. 
 

x0 0 50 100 

ö " 
x
(x0) (m

2
!s-1) 4,26$10-8 4,14$10-8 1,95$10-8 

Erreur (%) 0,2 3,2 54,3 

 
Tableau 8 : R�sultats dÕestimation pour diff�rentes positions x

0
 de " 

x
 avec R

B / S
 = 10% 

 
Pour x

0
= 0  (figure 41a), une l�g�re perturbation du nuage due � la pr�sence de bruit est 

observ�e. La faible dispersion des points P k  le long de la droite (D) traduit la bonne qualit� 
des donn�es de temp�rature sur le sous-domaine " 

x
. La diffusivit� thermique estim�e est 

ö " 
x
(x

0
= 0)  = 4,26$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 0,2%.  
 
Pour x

0
= 50   (figure 41b), les points P k  pr�sentent a priori un meilleur alignement que sur 

la figure 41a. Cependant, il convient de noter le changement de lÕ�chelle des axes par rapport 
� la figure 41a et lÕallure compacte du nuage de points P k  dans une petite zone qui masquent 
une dispersion plus importante sur la figure 41b. La diffusivit� thermique estim�e est 
ö " 
x
(x0 = 50)  = 4,14$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 3,2%.  
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Pour x
0

=100  (figure 41c), la dispersion des points P k  autour de la droite (D) est importante. 
Les donn�es de temp�rature consid�r�es sont de mauvaise qualit� du fait de la position 
excentr�e du sous-domaine " 

x
 par rapport au signal thermique. La diffusivit� thermique 

estim�e est ö " 
x
(x

0
=100)  = 1,95$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 54,3%.  
 
Dans le tableau 8, lÕ�volution de lÕerreur dÕestimation en fonction de x

0
 montre quÕil est 

pr�f�rable de positionner le centre du sous-domaine dans une zone o� la qualit� du signal 
thermique est bonne. Id�alement, il convient de faire co�ncider le centre du sous-domaine 
avec le point de temp�rature maximale de la zone � caract�riser. 
 

4.5.1.2. Sensibilit� par rapport � la taille du sous-domaine 
 
Soit un sous-domaine " 

x
 de centre x

0
= 0 . La diffusivit� thermique "

x
 est estim�e en 

consid�rant trois tailles de " 
x
 correspondant � l

x
=10"

x
, l

x
=100"

x
 et l

x
= 200"

x
 (figure 

42).  
 

 
Figure 42 : Sous-domaine " 

x
 de centre x

0
= 0  avec l

x
=10"

x
, l

x
=100"

x
 et l

x
= 200"

x
 

 
La figure 43 pr�sente le nuage des points P k  et la droite (D) pour l

x
=10"

x
, l

x
=100"

x
 et 

l
x

= 200"
x
. 
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Figure 43 : Nuage de points P k  et droite (D) pour un sous-domaine " 

x
 de centre x

0
= 0  

avec l
x

=10"
x
 (a), l

x
=100"

x
 (b) et l

x
= 200"

x
 (c) 

 
Les r�sultats obtenus pour les tailles l

x
=10"

x
, l

x
=100"

x
 et l

x
= 200"

x
 du sous-domaine " 

x
 

sont pr�sent�s dans le tableau 9. 
 

lx 10 %x 100 %x 200 %x 

ö " 
x
(lx) (m

2
!s-1) 5,4$10-8 4,3$10-8 4,2$10-8  

Erreur (%) 27,1 0,24 1,3 

 
Tableau 9 : R�sultats dÕestimation pour diff�rentes tailles l

x
 de " 

x
 avec R

B / S
 = 10% 

 
Pour l

x
= 200"

x
 (figure 43c), la dispersion des points P k  le long de la droite (D) est 

relativement importante. La grande taille du sous-domaine " 
x
 favorise la prise en compte de 

donn�es de mauvaise qualit� loin du centre de la plaque. La diffusivit� thermique estim�e est 
ö " 
x
(l
x

= 200#
x
)  = 4,2$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 1,3%. 
 
Pour l

x
=100"

x
 (figure 43b), la dispersion des points P k  autour de la droite (D) est plus 

faible que sur la figure 43c. La diminution de la taille de " 
x
 contribue � favoriser les donn�es 

de temp�rature de meilleure qualit�. Il en r�sulte logiquement une am�lioration de la pr�cision 
dÕestimation. La diffusivit� thermique estim�e est ö " 

x
(l
x

=100#
x
)  = 4,3$10-8 m2

$s-1, soit une 
erreur dÕestimation de 0,24%. 
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Pour l
x

=10"
x
 (figure 43a), le sous-domaine " 

x
 couvre une zone de petite taille. Les donn�es 

prises en compte sont de bonne qualit� du fait de lÕintensit� du signal thermique. Malgr� une 
faible perturbation du nuage due � la pr�sence de bruit, les points P k  sont quasiment align�s 
le long de la droite (D). Cependant, une importante d�gradation de la pr�cision dÕestimation 
est observ�e (tableau 9). La diffusivit� thermique estim�e est ö " 

x
(l
x

=10#
x
)  = 5,4$10-8 m2

$s-1, 
soit une erreur dÕestimation de 27,1%. Une augmentation de lÕerreur dÕestimation est 
observ�e, bien que les donn�es de temp�rature consid�r�es soient de bonne qualit�. Ce 
r�sultat sÕexplique par le fait que, pour un sous-domaine de taille petite, le nombre r�duit de 
donn�es de temp�rature pris en compte affecte la pr�cision du calcul num�rique des quantit�s 
int�grales x p  et y p  de la m�thode LOWF. Cet effet num�rique se traduit par un biais li� � la 

discr�tisation des donn�es. Dans ce qui suit, lÕinfluence de la discr�tisation des donn�es sur la 
pr�cision de la m�thode LOWF est �tudi�e. 
 
Soit n le nombre de donn�es de temp�rature T (x

i
,t

k
) du sous-domaine " 

x
. La taille l

x
 de " 

x
 

est obtenue par :  
 

l
x

= (n "1)#
x
 (4.119) 

 
Pour la mise en Ïuvre de la m�thode LOWF, la fonction test f

1
 est �galement discr�tis�e en n 

nÏuds sur le sous-domaine " 
x
, chaque valeur T (x

i
,t

k
) �tant associ�e une valeur de f

1
.  

 
Soit f

1n  la forme discr�tis�e de f
1
 en n nÏuds. La figure 44 repr�sente les fonctions f

1
 et f

1n  

dans lÕespace de la variable adimensionn�e ÷ x " #1 1[ ].  
 
Il appara�t que lÕapproximation g�om�trique f

1n  de f
1
 est un segment pour n = 2, un triangle 

pour n = 3, un trap�ze pour n = 4. Un nombre n petit ne permet pas de reconstruire la fonction 
test f

1
 avec pr�cision. Afin de quantifier lÕ�cart entre les courbes de f

1
 et f

1n , la norme 
f
1
" f

1n  est calcul�e par : 
 

 f
1
" f

1n = ( f
1
" f

1n )
2

"1

1

# d ÷ x  (4.120) 
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Figure 44 : Fonctions continue f

1
 et discr�tis�e f

1n  pour diff�rentes valeurs de n  

 
La figure 45 repr�sente la valeur de f

1
" f

1n  en fonction de n. 
 
Sur la figure 45, la courbe atteint son maximum en n = 2 : f

1n  est lÕapproximation 
g�om�trique la moins bonne de f

1
 pour cette valeur de n.  

 
Une remont�e de la courbe est observ�e en n = 4 : lÕ�cart entre f

1
 et f

1n  est plus grand en 
consid�rant 3 donn�es de temp�rature plut�t que 4.  
 
Pour n grand, f

1
" f

1n  tend asymptotiquement vers 0 : la pr�cision de lÕapproximation 
g�om�trique de f

1
 sÕam�liore avec lÕaugmentation du nombre n de donn�es de temp�rature du 

sous-domaine " 
x
. 

!
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Figure 45 : Norme f
1
" f

1n  en fonction de n : erreur dÕapproximation num�rique de la 

fonction continue f1 par sa forme discr�tis�e f1n  

 
La formulation faible fait aussi intervenir la d�riv�e spatiale dÕordre 2 de f

1
 not�e f

1

(2). Une 
analyse similaire de lÕinfluence de la discr�tisation est r�alis�e pour cette fonction.  
 
La figure 46 repr�sente la fonction f

1

(2) et sa forme discr�tis�e f
1n

(2) dans lÕespace de la 

variable adimensionn�e ÷ x " #1 1[ ]. Cette figure montre que la pr�cision de lÕapproximation 

g�om�trique de f
1

(2) tend � sÕam�liorer avec lÕaugmentation de n.  
 
!
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Figure 46 : Fonctions continue f

1

(2) et discr�tis�e f
1n

(2) pour diff�rentes valeurs de n  

 
La figure 47 repr�sente la valeur de f

1

(2)
" f

1n

(2)  en fonction de n. Il appara�t que la valeur 

f
1

(2)
" f

1n

(2)  tend asymptotiquement vers 0 pour n grand.  

 
E n d�finitive, la figure 45 et la figure 47 montrent que : 
 
i) Une valeur de n petite induit une erreur num�rique li�e � discr�tisation, notamment lors du 
calcul des quantit�s int�grales intervenant dans la formulation faible. Cela explique 
lÕaccroissement de lÕerreur dÕestimation observ�e pour l

x
=10"

x
 malgr� la bonne qualit� des 

donn�es de temp�rature du sous-domaine " 
x
 (tableau 9).  

 
ii) Une valeur de n grande contribue � accro�tre la pr�cision du calcul num�rique. Or, pour 
une taille de pixel "

x
 donn�e, lÕ�quation (4.119) montre que la taille l

x
 du sous-domaine 

augmente avec la valeur de n. Le sous-domaine " 
x
 tend alors � prendre en compte des 

donn�es de temp�rature �loign�es de son centre x
0
 et susceptibles de d�grader la pr�cision 

dÕestimation.  
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Figure 47 : Norme f

1

(2)
" f

1n

(2)  en fonction de n : erreur dÕapproximation num�rique de 

la d�riv�e continue f
1

(2) par sa forme discr�tis�e f
1n

(2) 

 
Il est donc n�cessaire de trouver un compromis entre lÕerreur num�rique ( l

x
 petit) et lÕerreur 

due � des donn�es de mauvaise qualit� ( l
x
 grand). Un crit�re est propos� pour optimiser la 

taille du sous-domaine.  
 

4.5.2. Crit�re dÕoptimisation de la taille du sous-domaine 
 
Soit lopt  une valeur optimis�e de l

x
, ni trop petite pour assurer une bonne pr�cision du calcul 

num�rique, ni trop grande pour limiter lÕinfluence du bruit.  
 
LÕinterpr�tation des diff�rentes figures a montr� que lÕallure du nuage de points P k  est 
repr�sentative de la qualit� des donn�es de temp�rature du sous-domaine. Ainsi, des donn�es 
de bonne qualit� se caract�risent par un bon alignement des points P k . LÕalignement des 
points P k  peut �tre quantifi� � lÕaide du coefficient de corr�lation lin�aire " d�fini par :  
 

" =

x p (tk ) # x ( ) y p (tk ) # y ( )
k =1

N t

$

x p (tk ) # x ( )
2

k =1

N t

$ y p (tk ) # y ( )
2

k =1

N t

$

, "% #1 1[ ]  (4.121) 
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Du point de vue math�matique, " mesure lÕintensit� de la relation affine existant entre les 
variables x p (tk )  et y p (tk ) . 

  
Les valeurs extr�mes " = ±1 traduisent lÕexistence dÕune relation affine entre x p (tk )  et 

y p (tk )  : les points P k  sont parfaitement align�s.  

 
Les valeurs interm�diaires " ' ]-1 1[ renseignent sur le lÕintensit� de la d�pendance lin�aire 
entre les variables x p (tk )  et y p (tk ) !: plus le coefficient " est proche des valeurs extr�mes -1 

et 1, plus la relation affine entre les variables est forte.  
 
Pour " = 0, les variables x p (tk ) !(K! y p (tk ) !sont lin�airement ind�pendantes.  

 
L'interpr�tation du coefficient de corr�lation lin�aire d�pend du contexte et des objectifs. 
Ainsi, une valeur " = 0,9 peut �tre consid�r�e comme faible sÕil sÕagit de v�rifier une loi 
physique en utilisant des donn�es de parfaite qualit�, mais peut �tre consid�r�e comme �lev�e 
si les donn�es utilis�es sont de mauvaise qualit�. 
 
La d�marche suivante est propos�e pour la d�termination dÕune taille optimis�e lopt  :  

 
i) Tracer la valeur du coefficient de corr�lation " en fonction de n, 
 
ii) Rechercher une valeur optimale nopt  de n correspondant � une valeur �lev�e de ", 

 
iii) D�duire lopt = (nopt "1)# x , conform�ment � lÕ�quation (4.119). 

 
Afin de valider la d�marche propos�e, elle est appliqu�e aux deux probl�mes 1D d�duits du 
mod�le anisotrope (¤ 4.4.3.1) avec R

B / S
 = 10%. Dans chaque cas, le sous-domaine est centr� 

sur le point de temp�rature maximale.   
 
Probl�me 1D suivant X 
 
Le champ moyen T (x

i
,t

k
) est consid�r�. La figure 48 repr�sente les valeurs prises par " en 

fonction de n. LÕerreur dÕestimation est �galement repr�sent�e pour �valuer la pertinence 
dÕune utilisation du coefficient de corr�lation lin�aire comme crit�re dÕoptimisation. 
 



                                                                                        4.5 Optimisation de la m�thode LOWF 
 

! YZT!

!
Figure 48 : Coefficient de corr�lation lin�aire des points P k  et erreur dÕestimation en 

fonction de n pour le champ moyen 1D T (x
i
,t

k
) 

 
Pour 3 ( n ( 11, la valeur de " cro�t et est proche de 1. LÕerreur dÕestimation est relativement 

importante, malgr� le bon alignement des points P k  : cÕest lÕerreur num�rique li�e � la 
discr�tisation.  
 
Pour 11 < n ( 131, un pallier de valeurs " & 1 est observ� : les points P k  pr�sentent un bon 
alignement. Les faibles valeurs de lÕerreur dÕestimation indiquent une bonne pr�cision 
dÕestimation sur ce pallier.  
 
Pour n > 131, la valeur de " d�cro�t : lÕinfluence croissante du bruit affecte lÕalignement des 
points P k . Ce r�sultat est en coh�rence avec lÕaccroissement de lÕerreur dÕestimation observ�e 
dans le m�me temps. 
 
La valeur optimale de n est choisie approximativement au milieu du pallier de la courbe de ", 
soit nopt  = 67. Il vient lopt = 66" x  qui donne ö " 

x
 = 4,26$10-8 m2

$s-1, soit une erreur 

dÕestimation de 0,14%. 
 
Probl�me 1D suivant Y 
 
La m�me d�marche est appliqu�e au champ moyen T (y j ,tk ). La figure 49 repr�sente la valeur 

de " et lÕerreur dÕestimation en fonction de n.  
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Figure 49 : Coefficient de corr�lation lin�aire des points P k  et erreur dÕestimation en 

fonction de n pour le champ moyen 1D T (y j ,tk ) 

 
De m�me que pr�c�demment, la valeur de " cro�t, se stabilise puis d�cro�t (figure 49). 
LÕ�volution de la courbe dÕerreur est globalement coh�rente avec celle du coefficient de 
corr�lation lin�aire. La valeur optimale de n est choisie au milieu du pallier de la courbe des 
valeurs de ", soit nopt  = 79. Il vient lopt = 78" y  qui donne ö " y  = 8,49$10-8 m2

$s-1, soit une 

erreur dÕestimation de 0,6%.  
 
Les valeurs nopt  d�termin�es pour les deux probl�mes 1D sont diff�rentes. Cela sÕexplique par 

le fait que le champ de temp�rature 2D (figure 36) est plus �tendu dans la direction Y 
("y > "x). Quand n augmente, les donn�es de temp�rature prises en compte pour le calcul du 

coefficient de corr�lation lin�aire " sont moins bruit�es sur le champ moyen 1D T (y j ,tk ) que 

sur le champ moyen 1D T (x
i
,t

k
). Cela se traduit par une valeur de " qui d�cro�t � partir de 

n & 160 pour le probl�me 1D suivant Y (figure 49) tandis quÕelle d�cro�t d�s n & 130 pour le 
probl�me 1D suivant X (figure 48). 
 
Plus globalement, les valeurs prises par le coefficient " sont plus �lev�es sur la figure 49 
(entre 0,7 et 1) que sur la figure figure 48 (entre 0,3 et 1). Les valeurs relativement �lev�es du 
coefficient " pour le probl�me 1D suivant Y (figure 49) traduisent une bonne qualit� globale 
des donn�es T (y j ,tk ), ce qui explique la faible augmentation de lÕerreur dÕestimation lorsque 

n augmente.  
 
E n d�finitive, il ressort que lÕutilisation de la valeur du coefficient de corr�lation lin�aire des 
points P k  comme crit�re dÕoptimisation de la m�thode LOWF a permis dÕestimer les 
diffusivit�s thermiques "

x
 et "y  avec une bonne pr�cision.  

!
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4.6. Conclusion  
 
Une nouvelle m�thode a �t� d�velopp�e pour lÕestimation de la diffusivit� thermique de 
mat�riaux homog�nes. La m�thode LOWF pr�sent�e est bas�e sur lÕabaissement de lÕordre de 
d�rivation des termes du Laplacien impliqu�s dans lÕ�quation de conduction de la chaleur. 
Cette approche a lÕavantage dÕam�liorer la pr�cision dÕestimation par lÕatt�nuation des effets 
du bruit. Ainsi, des tests num�riques ont montr� que la m�thode LOWF permet une 
estimation plus robuste au bruit, en comparaison avec la m�thode nodale. La m�thode LOWF 
a �t� valid�e num�riquement pour les cas de mat�riaux isotrope et anisotrope. Pour le cas 
anisotrope, son application est soumise � des conditions particuli�res si le choix est fait 
dÕint�grer le champ de temp�rature suivant une dimension pour se ramener � un probl�me 1D. 
Ces conditions sont r�capitul�es dans le tableau 10.  
 

 Conditions dÕutilisation de la m�thode LOWF Param�tre estim� 

P
ro

b
l�

m
e 

1D
 s

u
iv

an
t 

X
 

!
¥ Champ unidimensionnel suivant X : 

 

 T(x,y, t) = T(x,t)  
 

¥ Flux nuls suivant Y :  
 

"T(x,y, t)

"y
y=±Ly / 2

= 0 

 
¥ Flux �gaux suivant Y :  

 
"T(x,y, t)

"y
y=Ly / 2

=
"T(x,y, t)

"y
y=#Ly / 2

 

"
x
 

C
as

 a
n

is
ot

ro
p

e 

P
ro

b
l�

m
e 

1D
 s

u
iv

an
t 

Y
 

!
¥ Champ unidimensionnel suivant Y : 

!
T(x,y, t) = T(y,t) !

!

¥ Flux nuls suivant X :  
!

"T(x,y, t)

"x x=±Lx / 2

= 0 

 
¥ Flux �gaux suivant X :  

 
"T(x,y, t)

"x x=Lx / 2

=
"T(x,y, t)

"x x=#Lx / 2

 

"y  

 
Tableau 10 : Conditions dÕutilisation de la m�thode LOWF pour le cas anisotrope 
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De mani�re plus g�n�rale, le tableau 11 compare les caract�ristiques de la m�thode LOWF 
avec celles des m�thodes de caract�risation thermique nodale et modale (d�crites en annexe 
C). 
 

 Inconv�nients Avantages 

N
od

al
e 

¥ Sensible au bruit 
 
¥ Limit�e aux milieux peu �pais 

(mod�le 2D transitoire) 
 
¥ Utilise une hypoth�se de bruit non 

corr�l� spatialement 

¥ Permet une cartographie de 
propri�t�s 

 
¥ Conserve la richesse de lÕinformation 

du fait dÕun signal non r�duit 
 
¥ M�thode applicable ind�pendamment 

du mode dÕexcitation (Dirac, rampe, 
cr�neau, etc) 

T
ra

n
sf

or
m

�e
s 

in
t�

gr
al

es
 ¥ E xploite partiellement 

lÕinformation du fait de la 
troncature modale du signal 

 
¥ N�cessit� de conna�tre les 

solutions analytiques des 
transform�es (Fourier, Laplace) 

 
¥ M�thode g�n�ralement limit�e � 

une excitation thermique en Dirac  

¥ Peu sensible au bruit car les signaux 
sont moyenn�s 

 
¥ R�duit la quantit� dÕinformation � 

traiter 

M
od

al
e 

K
L

D
/S

V
D

 

¥ E xploite partiellement 
lÕinformation du fait de la 
troncature modale du signal 

 
¥ Limit�e aux milieux peu �pais 

(mod�le 2D transitoire) 
 
¥ Utilise une hypoth�se de bruit non 

corr�l� spatialement 

 
¥ Peu sensible au bruit car les 

composantes les plus bruit�es du 
signal sont tronqu�es 

 
¥ R�duit la quantit� dÕinformation � 

traiter 
 
¥ M�thode applicable ind�pendamment 

du mode dÕexcitation (Dirac, rampe, 
cr�neau, etc) 

L
O

W
F

 

 
¥ Limit�e aux milieux peu �pais 

(mod�le 2D transitoire) 

 
¥ Peu sensible au bruit du fait de 

lÕabaissement de lÕordre de d�rivation 
des d�riv�es spatiales du signal 

 
¥ Conserve la richesse de lÕinformation 

du fait dÕun signal non r�duit 
 
¥ M�thode applicable ind�pendamment 

du mode dÕexcitation (Dirac, rampe, 
cr�neau, etc) 

 
Tableau 11 : Caract�ristiques des m�thodes nodale, modale et LOWF 



                                                                                                                              4.6 Conclusion 
 

! YZW!

 
Par rapport aux autres m�thodes de caract�risation thermique, la m�thode LOWF pr�sente 
deux avantages majeurs : dÕune part, elle est plus robuste que la m�thode nodale et dÕautre 
part, elle exploite toute lÕinformation contenue dans le signal thermique, � la diff�rence des 
m�thodes modales qui utilisent une partie de cette information pour lÕestimation de la 
diffusivit� thermique. 
 
Dans ce chapitre, la m�thode LOWF a �t� valid�e � partir de mod�les num�riques 2D. Les 
champs de temp�rature simul�s sont purement bidimensionnels et correspondent au cas id�al 
pour une application de la m�thode LOWF. Dans la suite de ce travail, la m�thode LOWF est 
appliqu�e � des champs de temp�rature de plaques minces afin de prendre en compte une 
faible diffusion dans lÕ�paisseur. Les champs de temp�rature consid�r�s sont quasi 
bidimensionnels. Une application de la m�thode LOWF � la sonothermographie est pr�sent�e. 
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Chapitre 5 : 
!

Application de la m�thode LOWF � la 
caract�risation thermique de plaques minces 

 
La m�thode LOWF a �t� d�velopp�e en vue dÕune application � la sonothermographie mais 
reste th�oriquement applicable � des probl�mes thermiques plus g�n�raux. De ce fait, deux 
cas de probl�mes thermiques sont trait�s dans ce chapitre. Dans le premier cas, une plaque 
mince en Titane est excit�e thermiquement avec une diode laser (section 5.1). Il sÕagit ici 
dÕappliquer la m�thode LOWF � un probl�me thermique classique. Dans le second cas, une 
plaque mince en PVC est excit�e thermiquement par un champ de sources volumiques de 
chaleur induit par dissipation visco�lastique (section 5.2). Il sÕagit ici dÕappliquer la m�thode 
LOWF � un probl�me de sonothermographie. Des r�sultats exp�rimentaux sont pr�sent�s 
pour ces deux probl�mes thermiques. Ici, le choix de plaques minces permet de se rapprocher 
de lÕhypoth�se de transferts thermiques quasi bidimensionnels utilis�e dans le formalisme de 
la m�thode LOWF. 
!

5.1. Application de la m�thode LOWF � un champ de 
temp�rature g�n�r� par excitation thermique avec une diode laser 
 
Cette section pr�sente une application de la m�thode LOWF � un probl�me thermique 
classique impliquant une plaque mince excit�e thermiquement avec une diode laser. La 
m�thode LOWF est appliqu�e aux donn�es de temp�rature enregistr�es par thermographie 
infrarouge et la diffusivit� thermique de la plaque est estim�e. Le dispositif exp�rimental est 
d�crit et le processus dÕestimation est d�taill�. 
 

5.1.1. Description du dispositif exp�rimental  
 
Une plaque mince homog�ne en Titane de dimensions 50 x 5 x 0,5 mm3 est utilis�e pour 
lÕessai. Une impulsion de chaleur dÕune dur�e de 50 ms est appliqu�e au centre de la plaque 
avec une diode laser. LÕ�volution du champ de temp�rature est enregistr�e pendant la phase 
de relaxation thermique avec une cam�ra infrarouge FLIR SC-7000 sous forme dÕimages de 
taille 100 pixel x 35 pixel. Les capteurs infrarouges de la cam�ra sont r�guli�rement espac�s 
(" x = " y = " ) et les images couvrent toute la largeur de la plaque, soit "  = 143 'm. La 

fr�quence dÕacquisition des images est de 40 Hz, soit un pas de temps "t  = 25 ms. La figure 
50 pr�sente le dispositif exp�rimental. 
 
La valeur de diffusivit� thermique "  = 9,3$10-6 m2

$s-1 fournie dans la litt�rature pour le 
Titane [55] est consid�r�e comme la diffusivit� thermique nominale de la plaque. La diffusion 
de la chaleur est relativement rapide dans les mat�riaux m�talliques comme que le Titane. La 
phase de relaxation est br�ve et lÕ�quilibre thermique avec le milieu ambiant est rapidement 
atteint. Pour cette raison, lÕacquisition des images est r�alis�e sur une courte dur�e de 2 s 
correspondant � 80 images. 
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Figure 50 : Dispositif exp�rimental : excitation thermique dÕune plaque en Titane avec 

une diode laser et enregistrement du champ de temp�rature avec une cam�ra infrarouge  

 
Les donn�es de temp�rature enregistr�es avec la cam�ra infrarouge sont entach�es dÕun bruit 
de mesure. Conform�ment � la taille et au nombre des images enregistr�es, ces donn�es sont 
not�es ÷ T (x i, y j ,tk ) , avec 

  
i" 1, 2 ,! ,100{ }, 

  
j " 1, 2 ,! , 35{ } et 

  
k " 1, 2 ,! , 80{ }. 

 

5.1.2. Estimation de la diffusivit� thermique 
 
Apr�s lÕexcitation thermique de la plaque avec la diode laser, le champ de temp�rature 
amorce une phase de relaxation thermique. Soit t

0
 lÕinstant marquant le d�but de la relaxation 

thermique. La figure 51 montre la cartographie en Digital Level (DL) du champ de 
temp�rature ÷ T (x i, y j ,tk )  aux instants t

1
=1"t , t

2
= 2"t  et t

5
= 5"t . Le Digital Level est 

lÕunit� dans laquelle la cam�ra enregistre les donn�es. Cette unit� mesure la radiation 
thermique �mise par la surface de la plaque. La courbe dÕ�talonnage de la lentille de la 
cam�ra infrarouge permet de consid�rer le Digital Level comme une unit� proportionnelle � la 
temp�rature. Dans la suite, le champ de temp�rature est repr�sent� en DL. 
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Figure 51 Cartographie du champ de temp�rature ÷ T (x i, y j ,tk )  (en DL) de la plaque en 

Titane r�alis�e avec la cam�ra infrarouge � t
1

=1"t  (a), t
2

= 2"t  (b) et t
5

= 5"t  (c) 
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Ë lÕinstant t
1
 (figure 51a), le champ de temp�rature pr�sente un comportement 3D : la 

diffusion de la chaleur sÕeffectue suivant les trois directions X, Y et Z de la plaque. Du fait de 
la faible �paisseur de la plaque, le temps de diffusion de la chaleur suivant la direction Z est 
court. E n cons�quence, le champ de temp�rature pr�sente rapidement un comportement 
2D : la diffusion de la chaleur sÕeffectue dans le plan XY. Ë lÕinstant t

2
 (figure 51b), le 

champ de temp�rature a atteint les bords de la plaque suivant la direction Y et subit 
lÕinfluence des conditions aux limites suivant cette direction. Ici, le comportement 2D est tr�s 
court. E n effet, � lÕinstant t

5
 (figure 51c), les isothermes du champ de temp�rature sont 

quasiment perpendiculaires � la direction X. Cela traduit la fin de la diffusion suivant la 
direction Y. D�s lors, le champ de temp�rature pr�sente un comportement 1D sur une longue 
plage de temps : la diffusion de la chaleur sÕeffectue suivant la direction X. 
 
Le caract�re unidimensionnel du champ de temp�rature observ� � partir de lÕinstant t

5
 

satisfait lÕune des conditions dÕutilisation de lÕapproche 1D de la m�thode LOWF rappel�es 
dans le tableau 10. Ici, lÕapproche 1D de la m�thode LOWF permet dÕestimer la diffusivit� 
thermique de la plaque suivant la direction X uniquement. Cette diffusivit� est not�e "

x
 dans 

la suite. Par application de lÕapproche 1D de la m�thode LOWF, le champ de temp�rature 
÷ T (x i, y j ,tk )  est int�gr� suivant la direction Y afin dÕobtenir le champ de temp�rature 1D 

moyen orient� suivant X et not� T (x
i
,t

k
). La figure 52 pr�sente le profil du champ de 

temp�rature moyen T (x
i
,t

k
) (en DL) aux instants t

1
=1"t , t

10
=10"t  et t

20
= 20"t . 

 

 
Figure 52 : Profil du champ de temp�rature 1D moyen T (x

i
,t

k
) (en DL) aux instants 

t
1

=1"t , t
10

=10"t  et t
20

= 20"t  

 
Pour estimer la diffusivit� thermique "

x
 � partir du champ 1D moyen T (x

i
,t

k
), le crit�re 

dÕoptimisation de la m�thode LOWF d�crit � la section 4.5.2 peut �tre utilis�.  
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Conform�ment � ce crit�re, un sous-domaine 1D not� " 
x
, centr� sur le point de temp�rature 

maximale ( x
0

= 50) du champ T (x
i
,t

k
) (figure 52) et de taille variable l

x
= (n "1)#

x
 est 

consid�r�. Ici, n correspond aux 100 pixels de la cam�ra suivant la direction X (figure 52). La 
m�thode LOWF est appliqu�e en consid�rant diff�rentes tailles du sous-domaine " 

x
, avec n 

allant de 6 � 100. Pour chaque valeur de n, le coefficient de corr�lation lin�aire " des points 
P
k  est calcul�. La figure 53 pr�sente la valeur du coefficient de corr�lation lin�aire " en 

fonction de n.  
 

 
Figure 53 : Coefficient de corr�lation lin�aire " du nuage de points P k  en fonction de n 

 
La figure 53 permet de d�finir une taille optimale de " 

x
 par nopt  = 17, soit lopt =16" x  

correspondant � la valeur " = 0,77. Par suite, le sous-domaine " 
x
 �tant centr� en x

0
= 50 , la 

m�thode LOWF est appliqu�e aux donn�es T (x
i
,t

k
) avec 

  
i" 42 ,! , 50,! , 58{ } pour estimer 

la diffusivit� thermique "
x
 de la plaque mince en Titane. Pour rappel, la fonction test utilis�e 

est d�finie par f (x) = (1" ÷ x 
2
)

2 , avec ÷ x = 2 (x " x
0
) / l

x
. La figure 54 repr�sente le nuage de 

points P k  et la droite des moindres carr�s (D) calcul�s.  
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Figure 54: Nuage de points P k  et droite (D) pour le sous-domaine " 

x
 de centre x

0
= 50  

et de taille lopt =16" x  

 
La pente de la droite (D) fournit la valeur estim�e ö " 

x
 = 9,2$10-6 m2

$s-1, soit une erreur 
dÕestimation de 0,8%. La diffusivit� thermique de la plaque en Titane est donc estim�e avec 
une bonne pr�cision suivant la direction X. Ce r�sultat permet de valider lÕefficacit� de la 
m�thode LOWF pour un probl�me de thermique g�n�ral. Dans la suite, la m�thode LOWF est 
appliqu�e � la sonothermographie. 
 

5.2. Application de la m�thode LOWF � un champ de 
temp�rature g�n�r� par excitation m�canique : cas de la 
sonothermographie 
 
Cette section pr�sente une application de la m�thode LOWF � la sonothermographie. 
DÕabord, le probl�me direct de la sonothermographie est r�solu pour un mod�le E F de plaque 
mince. Une application de la m�thode LOWF aux donn�es de temp�rature simul�es permet 
dÕanalyser la sensibilit� de la m�thode par rapport � la taille du sous-domaine et � lÕ�paisseur 
de la plaque. Par la suite, la m�thode LOWF est appliqu�e � des donn�es de temp�rature 
mesur�es par thermographie infrarouge. 
 

5.2.1. Application � des donn�es simul�es 
 
Le probl�me direct de la sonothermographie est r�solu num�riquement pour une plaque mince 
� partir du mod�le par E l�ments finis valid� pr�c�demment dans le chapitre 3. La m�thode 
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LOWF est appliqu�e au champ de temp�rature simul� et la diffusivit� thermique du mod�le 
est estim�e. Le mod�le num�rique est d�crit et les r�sultats num�riques sont discut�s. 
 

5.2.1.1. Description du mod�le num�rique 
 
Une plaque homog�ne isotrope ("x = "y = " ) de dimensions 115 x 20 x 1 mm3 et de 

diffusivit� thermique "  = 8,55$10-8 m2
$s-1 est mod�lis�e. Les propri�t�s visco�lastiques 

utilis�es comme donn�es dÕentr�e du mod�le sont celles du PVC fournies dans le tableau 4. 
Une condition aux limites m�canique de type d�placement sinuso�dal est impos�e sur une face 
de la plaque conform�ment � la figure 2 pour simuler une excitation m�canique. Le 
d�placement impos� est de fr�quence 30 kHz et dÕamplitude 300 nm. Une condition aux 
limites m�canique de type contrainte nulle est impos�e sur les autres faces de la plaque. Le 
d�placement sinuso�dal est impos� de lÕinstant initial t  = 0 s � lÕinstant t

0
 = 10 s (figure 55a). 

Dans cet intervalle de temps, les champs de contrainte et de d�formation induits dans la 
plaque g�n�rent un champ de sources de chaleur par dissipation visco�lastique. La figure 55b 
et la figure 55c montrent la forme de la r�ponse thermique induite en un point source par 
lÕexcitation m�canique.  
 
LÕexcitation thermique induite en chaque point source pr�sente une forme en cr�neau (figure 
55b). La quantit� de chaleur produite en un point source d�pend de sa position. La production 
de chaleur cesse lorsque lÕexcitation m�canique sÕarr�te. Ainsi, une phase de relaxation 
thermique est amorc�e � t

0
 (figure 55c).  

 
!

!
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Figure 55 : Repr�sentations sch�matiques : d�placement impos� sur la face de la 

plaque (a), production de chaleur (b) et variation de temp�rature induites en un point 
source (c) 
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La figure 56 pr�sente la cartographie du champ de dissipation visco�lastique induit dans la 
plaque par le d�placement sinuso�dal impos�. 
 

 
Figure 56 : Cartographie du champ de dissipation visco�lastique : face sup�rieure (a), 

face lat�rale (b),  

 
Le champ de dissipation visco�lastique de la figure 56 est utilis� comme terme source dans 
lÕ�quation de conduction de la chaleur pour calculer le champ de temp�rature transitoire de la 
plaque. La condition initiale et les conditions aux limites thermiques du mod�le sont d�finies 
par :  
 
T(x,y,z,t = 0) = T

0
(x,y,z)

"#x
$T(x,y,z,t)

$x x%"Lx / 2

= hT("Lx /2,y,z,t) ; " #x
$T(x,y,z,t)

$x x%Lx / 2

= "hT(Lx /2,y,z,t)

"#y
$T(x,y,z,t)

$y
y%"Ly / 2

= hT(x,"Ly /2,z,t) ; " #y
$T(x,y,z,t)

$y
y%Ly / 2

= "hT(x,Ly /2,z,t)

"#z
$T(x,y,z,t)

$z z="e / 2

= hT(x,y,"e /2,t) ; " #z
$T(x,y,z,t)

$z z=e / 2

= "hT(x,y,e /2,t)

 

 
La temp�rature de la plaque est uniform�ment nulle � lÕinstant initial, soit T

0
(x,y,z) = 0 . Des 

pertes thermiques sont simul�es sur chaque face avec un coefficient dÕ�change 
h  = 10 W/(m2 K). Le champ de temp�rature de la plaque est calcul� sur lÕintervalle 
[0 s, 70 s], avec un pas de temps "t  = 1 s.  
 
Le formalisme, la m�thode LOWF a �t� d�velopp�e dans le chapitre 4 en se basant sur 
lÕ�quation de conduction de la chaleur sans terme source. Conform�ment � ce formalisme, la 
m�thode LOWF est appliqu�e aux donn�es de temp�rature simul�es dans la phase de 
relaxation thermique, soit � partir de lÕinstant t

0
 = 10 s. La figure 57 pr�sente la cartographie 

du champ de temp�rature calcul�e � t
0
. 
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Le sous-domaine " xy  choisi pour lÕestimation locale de la diffusivit� thermique de la plaque 

par la m�thode LOWF est �galement repr�sent�. Il est de forme carr�e et centr� sur un spot 
thermique. 
 

 
Figure 57 : Cartographie du champ de temp�rature simul� � lÕinstant t

0
 = 10 s : face 

sup�rieure (a), face lat�rale (b) et sous-domaine " xy  centr� sur un spot thermique et de 

taille 100"
x
 x 100" y  

 
Dans la suite, la m�thode LOWF est appliqu�e au champ de temp�rature simul� et la 
diffusivit� thermique du mod�le est estim�e. La sensibilit� de la m�thode LOWF est �tudi�e 
par rapport � la taille du sous-domaine centr� " xy  et � lÕ�paisseur de la plaque. 

 

5.2.1.2. Sensibilit� par rapport � la taille du sous-domaine 
 
LÕinfluence de la taille du sous-domaine " xy  sur la pr�cision dÕestimation est �tudi�e. Dans ce 

cadre, la m�thode LOWF est appliqu�e au champ de temp�rature simul� et la diffusivit� 
thermique de la plaque est estim�e en consid�rant diff�rentes tailles du sous-domaine " xy . 

LÕ�paisseur de la plaque est 1 mm. Les donn�es ne sont pas bruit�es, soit R
B / S

 = 0%. La 

figure 58 montre le nuage de points P k  et la droite des moindres carr�s (D) calcul�s pour le 
sous-domaine " xy  centr� sur le spot thermique et de taille 100"

x
 x 100" y  (figure 57a).  
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Figure 58 : Nuage de points P k  et droite (D) calcul�s pour le sous-domaine " xy  centr� 

sur le spot thermique et de taille 100"
x
 x 100" y  

 
E n lÕabsence de bruit, les points P k  apparaissent parfaitement align�s. Cet alignement est 
confirm� par un calcul du coefficient de corr�lation lin�aire des points P k  qui donne " = 1. 
La pente de la droite (D) donne ö "  = 8,66$10-8 m2

$s-1, soit une erreur dÕestimation de 1,3%. 
Par suite, la diffusivit� thermique est estim�e en consid�rant diff�rentes tailles du sous-
domaine centr� " xy . La figure 59 montre lÕ�volution de lÕerreur dÕestimation en fonction de la 

taille du sous-domaine " xy . 
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Figure 59 : Erreur dÕestimation pour diff�rentes tailles du sous-domaine " xy  centr� sur 

le spot thermique 

 
Le tableau 12 pr�sente les valeurs de diffusivit� thermique estim�es, lÕerreur dÕestimation et le 
coefficient de corr�lation lin�aire des points P k  calcul�s pour les diff�rentes tailles du sous-
domaine " xy  consid�r�es. 

 

Taille du sous-
domaine " xy  

Diffusivit� thermique 
estim�e ö " (m2

$s-1) 
E rreur dÕestimation 

(%) 

Coefficient de 
corr�lation lin�aire 

" 
100 "

x
 x 100" y  8,66$10-8 1,3 1 

80 "
x
 x 80 " y  8,82$10-8 3,2 1 

60 "
x
 x 60 " y  9$10-8 5,3 1 

40 "
x
 x 40 " y  9,33$10-8 9,2 1 

20 "
x
 x 20 " y  1,03$10-7 20,2 1 

 
Tableau 12 : R�sultats obtenus pour diff�rentes tailles du sous-domaine " xy  centr� sur le 

spot thermique en consid�rant une plaque dÕ�paisseur 1 mm et un niveau de 
bruit R

B / S
 = 0% 

 
Les r�sultats du  
tableau 12 montrent quÕen lÕabsence de bruit, les points P k  sont parfaitement align�s quelle 
que soit la taille du sous-domaine " xy  centr� sur le spot thermique. Cependant, lÕerreur 

dÕestimation cro�t avec la diminution de la taille du sous-domaine " xy . Cela sÕexplique par les 
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faibles variations spatiales et temporelles du champ de temp�rature pr�s du centre du spot 
thermique. LÕestimation de la diffusivit� thermique est de ce fait moins pr�cise pour les 
petites tailles du sous-domaine " xy . Il convient donc de choisir une taille du sous-domaine 

" xy  suffisamment grande pour �tre sensible aux variations spatiales et temporelles du champ 

de temp�rature. 
 

5.2.1.3. Sensibilit� par rapport � lÕ�paisseur de la plaque 
 
Dans cette section, lÕinfluence de lÕ�paisseur de la plaque sur la pr�cision dÕestimation est 
�tudi�e. Dans ce cadre, le champ de temp�rature est simul� pour diff�rentes �paisseurs de 
plaque et la m�thode LOWF est appliqu�e pour lÕestimation de la diffusivit� thermique. Le 
sous-domaine " xy  consid�r� est de taille fixe 100"

x
 x 100" y . Les donn�es ne sont pas 

bruit�es, soit R
B / S

 = 0%. La figure 60 pr�sente lÕerreur dÕestimation en fonction de lÕ�paisseur 
de la plaque. 
 

!
Figure 60 : Erreur dÕestimation pour diff�rentes �paisseurs de la plaque 

 
Le tableau 13 pr�sente les valeurs de diffusivit� thermique estim�es et lÕerreur dÕestimation 
pour les diff�rentes �paisseurs de plaques consid�r�es. E n lÕabsence de bruit, lÕerreur 
dÕestimation cro�t avec lÕaugmentation de lÕ�paisseur de la plaque. Cela sÕexplique par le fait 
que lÕhypoth�se de transferts thermiques quasi bidimensionnels utilis�e dans le formalisme de 
la m�thode LOWF se v�rifie de moins en moins lorsque lÕ�paisseur de la plaque augmente. 
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E paisseur de la 
plaque (mm) 

Diffusivit� thermique 
estim�e ö " (m2

$s-1) 
E rreur dÕestimation 

(%) 

1 8,66$10-8 1,3 

1,5 8,8$10-8 2,9 

2 9,62$10-8 12,5 

2,5 6,91$10-8 19,1 

3 6,83$10-8 20,1 

 

Tableau 13 : R�sultats obtenus pour diff�rentes �paisseurs de la plaque en consid�rant 
un sous-domaine " xy  de taille fixe 100 "

x
 x 100" y  et un niveau de bruit R

B / S
 = 0%  

 
Pour le cas de plaques relativement �paisses, une dur�e dÕexcitation t

0
 (figure 55) plus longue 

appara�t comme un moyen de r�duire le gradient de temp�rature dans lÕ�paisseur afin 
dÕam�liorer la pr�cision de la m�thode LOWF.  
 
5.2.1.4. Synth�se 
 
La m�thode LOWF a �t� appliqu�e � des donn�es de temp�rature simul�es � partir dÕun 
mod�le E F de plaque mince isotrope r�solvant le probl�me direct de la sonothermographie. Le 
champ de temp�rature a �t� simul� en prenant en compte les pertes thermiques avec un 
coefficient dÕ�change h  non nul. Les r�sultats num�riques pr�sent�s montrent lÕefficacit� de 
la m�thode LOWF pour la caract�risation thermique de mat�riaux homog�nes � partir dÕun 
champ de temp�rature g�n�r� par des sources volumiques de chaleur. La m�thode LOWF 
appara�t de ce fait adapt�e � la caract�risation thermique de mat�riaux par sonothermographie. 
Il convient cependant de limiter son application aux corps minces afin de v�rifier lÕhypoth�se 
de transferts thermiques quasi bidimensionnels.  
 

5.2.2. Application � des donn�es exp�rimentales 
 
Dans cette section, la m�thode LOWF est appliqu�e en conditions exp�rimentales � des 
donn�es de temp�rature mesur�es par thermographie infrarouge.  

5.2.2.1. Description du dispositif exp�rimental  
 
Une plaque mince homog�ne isotrope en PVC de dimensions 115 x 20 x 1 mm3 est utilis�e 
pour lÕessai. La valeur de diffusivit� thermique "  = 1,07$10-7 m2

$s-1 retrouv�e dans la 
litt�rature pour le PVC [55] est consid�r�e comme la diffusivit� thermique nominale de la 
plaque. La plaque est excit�e m�caniquement avec une sonotrode qui impose un d�placement 
de 500 nm � une fr�quence de 34 kHz. Le d�placement sinuso�dal est impos� avec la 
sonotrode de lÕinstant initial t  = 0 s � lÕinstant t

0
 = 10 s (figure 55a). La figure 61 pr�sente le 

dispositif exp�rimental. 
 
Ë lÕinstant t

0
, le champ de temp�rature de la plaque amorce une phase de relaxation 

thermique. LÕ�volution du champ de temp�rature est enregistr�e � partir de t
0
 avec une 

cam�ra infrarouge FLIR SC-7000 sous la forme dÕimages de taille 320 pixel x 145 pixel. La 
fr�quence dÕacquisition des images est de 10 Hz, soit un pas de temps "t  = 100 ms. Les 120 
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premi�res images sont prises en compte. Les capteurs infrarouges de la cam�ra sont 
r�guli�rement espac�s (" x = " y = " ) et les images couvrent toute la largeur de la plaque, soit 

"  = 138 'm. Les caract�ristiques techniques de la sonotrode et de la cam�ra sont d�taill�es 
dans lÕannexe B.  
 

 
Figure 61 : Dispositif exp�rimental : excitation m�canique dÕune plaque en PVC avec 

une sonotrode et enregistrement du champ de temp�rature induit par dissipation 
visco�lastique avec une cam�ra infrarouge  

 
Les donn�es brutes enregistr�es sont stock�es sous la forme dÕune matrice not�e ÷ T (x i, y j ,tk ) , 

avec 
  
i" 1, 2 ,! , 320{ }, 

  
j " 1, 2 ,! ,145{ } et 

  
k " 1, 2 ,! ,120{ }. Cette matrice peut sÕ�crire 

sous la forme ÷ T ("xy, tk ) , avec "xy  le domaine spatial de taille 320 pixel x 145 pixel. La 

figure 62 pr�sente la cartographie en Digital Level (DL) du champ de temp�rature ÷ T ("xy, tk )  

� lÕinstant t
1

=1"t . 
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Figure 62 : Cartographie du champ de temp�rature ÷ T ("xy, tk )  de la plaque mince en 

PVC r�alis�e avec la cam�ra infrarouge � lÕinstant t
1

=1"t  apr�s le d�but de la 
relaxation thermique 

 
Les donn�es brutes ÷ T ("xy, tk )  enregistr�es avec la cam�ra infrarouge sont entach�es par le 

bruit de mesure. Pour limiter lÕinfluence du bruit sur la pr�cision de la m�thode LOWF, il 
convient de d�terminer un sous-domaine optimis� de "xy  not� " xy .  

 

5.2.2.2. Estimation de la diffusivit� thermique 
!

Pour le cas dÕun mat�riau isotrope, le formalisme de la m�thode LOWF nÕimpose pas de 
contraintes particuli�res pour le choix de " xy . Cependant, deux pr�cautions contribuent � 

limiter lÕerreur dÕestimation. La premi�re consiste � choisir une taille de " xy  suffisamment 

grande pour prendre en compte des pixels sensibles aux variations spatiales et temporelles du 
champ de temp�rature, conform�ment aux r�sultats de la section 5.2.1.2. La seconde consiste 
� choisir une taille du sous-domaine " xy  suffisamment petite pour limiter la quantit� de pixels 

les plus bruit�s. Un sous-domaine " xy  est d�fini en observant ces deux pr�cautions : il est 

choisi centr� sur un spot thermique ( x
0

=140 , y
0

= 72) et de dimensions l
x
 = ly  = 100 "  

(figure 63). 
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Figure 63 : Sch�ma du sous-domaine " xy  sur la cartographie du champ de temp�rature 

÷ T ("xy, tk )  (en DL) de la plaque mince en PVC r�alis�e avec la cam�ra infrarouge � 

lÕinstant t
120

=120"t  apr�s le d�but de la relaxation thermique 

 
La figure 64 pr�sente la cartographie du champ de temp�rature ÷ T (" xy, t

120
)  (en DL) � lÕinstant 

t
120

=120"t . 

!
Figure 64 : Cartographie du champ de temp�rature ÷ T (" xy, t

120
)  (en DL) � lÕinstant 

t
120

=120"t  
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E n d�finitive, conform�ment au choix du sous-domaine optimis� " xy  (figure 63), la m�thode 

LOWF est appliqu�e aux donn�es ÷ T (" xy, tk )  avec 
  
k " 1, 2,! ,120{ } pour estimer la 

diffusivit� "  de la plaque en PVC. Pour rappel, la fonction test utilis�e est d�finie par 
f (x,y) = (1" ÷ x 

2
)

2
(1" ÷ y 

2
)

2 , avec ÷ x = 2 (x " x
0
) / l

x
 et ÷ y = 2 (y " y

0
) / ly . La figure 65 pr�sente 

le nuage de points P k  et la droite des moindres carr�s (D) calcul�s � partir de lÕ�quation 
(4.97). 
 

 
Figure 65 : Nuage de points P k  et droite (D) calcul�s � partir de lÕ�quation (4.97) 

 
La perturbation des points P k  traduit le caract�re fortement bruit� des donn�es de temp�rature 
du sous-domaine " xy . Le calcul de la pente de la droite (D) donne ö "  = 1,02$10-7 m2

$s-1, soit 

une erreur dÕestimation de 4,8%. La diffusivit� thermique de la plaque en PVC est donc 
estim�e avec une bonne pr�cision avec la m�thode LOWF.  
 

5.3. Conclusion 
 
La m�thode LOWF a �t� appliqu�e � la caract�risation thermique de plaques minces 
homog�nes en Titane et en PVC. Deux modes de g�n�ration du champ de temp�rature ont �t� 
consid�r�s : une excitation thermique par diode laser et une excitation thermique par 
dissipation visco�lastique. Les approches 1D et 2D de la m�thode LOWF ont �t� appliqu�es 
avec succ�s, respectivement sur la plaque en Titane et la plaque en PVC. Pour lÕapproche 1D 
adapt�e aux mat�riaux anisotropes, un crit�re efficace bas� sur le coefficient de corr�lation 
lin�aire des points P k  a permis de d�terminer un sous-domaine de taille optimale. Concernant 
lÕapproche 2D adapt�e aux mat�riaux isotropes, il appara�t que la d�termination dÕun sous-
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domaine de taille optimis�e peut constituer une op�ration d�licate, notamment en 
sonothermographie du fait du caract�re parfois tr�s bruit� des donn�es de temp�rature � 
traiter. 
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Conclusion g�n�rale 
 
1. Conclusion 
 
Dans ce travail, la sonothermographie a �t� �tudi�e afin de montrer son applicabilit� au 
contr�le non destructif et � lÕ�valuation des propri�t�s de mat�riaux.  
 
LÕutilisation dÕun mod�le par E l�ments Finis couplant lÕacoustique et la thermique a permis 
dÕanalyser finement les ph�nom�nes de dissipation visco�lastique et de transfert de chaleur au 
sein de structures complexes. Ainsi, la mod�lisation du comportement thermom�canique de 
mat�riaux composites unidirectionnels et multicouches a permis dÕappr�hender les 
m�canismes de formation des sources volumiques de chaleur dans ces mat�riaux. Des 
pr�dictions du mod�le ont �t� valid�es exp�rimentalement par comparaison avec des mesures 
r�alis�es par thermographie infrarouge.  
 
Par suite, la sonothermographie a �t� appliqu�e au contr�le non destructif. La simulation de la 
r�ponse thermique de mat�riaux pr�sentant un d�faut de type cavit� a permis dÕidentifier deux 
modes de d�tection : la d�tection directe lorsque la position du d�faut est clairement identifi�e 
et la d�tection indirecte lorsque le d�faut est d�tect� sans �tre localis� distinctement. 
 
Une m�thode innovante bas�e sur la formulation faible a �t� mise en place dans le cadre de 
lÕapplication de la sonothermographie � lÕ�valuation des propri�t�s thermiques de mat�riaux. 
La m�thode LOWF d�velopp�e a �t� compar�e avec une m�thode de caract�risation 
thermique existante. Cette comparaison a montr� une plus grande robustesse de la m�thode 
LOWF par rapport au bruit. Les variantes 2D et 1D de la m�thode LOWF adapt�es 
respectivement aux mat�riaux isotrope et anisotrope ont �t� valid�es num�riquement, puis 
exp�rimentalement sur des plaques minces. 
 
E n d�finitive, les r�sultats num�riques et exp�rimentaux pr�sent�s montrent lÕefficacit� de la 
sonothermographie comme m�thode de contr�le non destructif et dÕ�valuation des propri�t�s 
thermiques de mat�riaux absorbants. 
 
2. Perspectives 
 
Ë la suite de ce travail, les perspectives suivantes peuvent �tre envisag�es de mani�re r�aliste.  
 
i) Il a �t� montr� que la sonothermographie pr�sente deux aspects : lÕun dissipatif et lÕautre 
diffusif. Le premier aspect concerne la dissipation dÕ�nergie m�canique en chaleur. La 
quantit� de chaleur produite par les sources volumiques d�pend de la visco�lasticit� du 
mat�riau. Le second aspect est relatif � la diffusion de la chaleur produite. LÕ�volution spatio-
temporelle du champ thermique d�pend de la diffusivit� thermique du mat�riau. La r�ponse 
thermique du mat�riau renseigne donc sur ses propri�t�s m�caniques (modules de 
visco�lasticit�) et thermiques (diffusivit� thermique).  
 
Ce travail sÕest focalis� sur lÕaspect diffusif pour parvenir � une caract�risation thermique du 
mat�riau. E n perspective, lÕaspect dissipatif pourrait �tre exploit� en vue dÕune caract�risation 
m�canique du mat�riau. LÕapproche propos�e consisterait � estimer les sources volumiques de 
chaleur g�n�r�es en sonothermographie en vue d'une �valuation de la visco�lasticit� du 
mat�riau. Comme il a �t� montr� pr�c�demment, la visco�lasticit� du mat�riau varie en 
fonction de la fr�quence de la sollicitation m�canique (¤1.2.1). LÕapproche propos�e 
permettrait donc une �valuation de la visco�lasticit� du mat�riau dans un domaine de 
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fr�quence de lÕordre de 104 Hz. LÕ�valuation des propri�t�s visco�lastiques dans cette plage 
de fr�quence pr�sente un grand int�r�t dans la mesure o� la plupart des m�thodes de 
caract�risation m�canique permettent une �valuation des propri�t�s visco�lastiques pour des 
fr�quences de lÕordre de 101 Hz � 103 Hz (m�thodes vibratoires) ou de lÕordre de 106 Hz 
(m�thodes ultrasonores). Il est � noter que lÕestimation de sources de chaleur est une 
th�matique souvent abord�e, mais g�n�ralement pour des probl�mes bidimensionnels [51-54]. 
E n sonothermographie, le caract�re volumique des sources de chaleur constitue une 
particularit� � prendre en compte.  
 
ii) Le dispositif exp�rimental mis en place dans le cadre de ce travail de th�se a utilis� une 
seule sonotrode pour lÕexcitation m�canique. Ce dispositif r�duit a limit� lÕapplication de la 
sonothermographie � des �prouvettes de dimensions relativement petites. E n perspective, 
lÕutilisation simultan�e de plusieurs sonotrodes permettrait dÕ�tendre lÕ�tude de la 
sonothermographie au cas de structures de dimensions plus grandes. Il serait alors int�ressant 
dÕ�tudier lÕinfluence de la superposition des ondes acoustiques g�n�r�es par les sonotrodes 
sur la r�ponse thermique de la structure et la d�tectabilit� de d�fauts.  
 
iii) Les composites stratifi�s sont compos�s de nombreuses couches minces. Du point de vue 
num�rique, la mod�lisation de ces mat�riaux pose un probl�me de discr�tisation. De ce fait, il 
serait int�ressant de compl�ter les r�sultats des simulations num�riques r�alis�es dans ce 
travail par des observations exp�rimentales afin de valider les variations de temp�rature 
calcul�es dans lÕ�paisseur. 
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Annexe A  
 
Produit de deux fonctions sinuso�dales r�elles 
 
Soient u(t) une fonction r�elle. Dans le domaine fr�quentiel, il sÕ�crit :  
 

÷ u (" ) = u(t)e
#i" t

#$

+$

% dt = u(t)cos"t # i u(t)sin"t[ ]
#$

+$

% dt = u'+i u' ' 

 

÷ u ("# ) = u(t)e
"i# t

"$

+$

% dt = u(t)cos#t + i u(t)sin#t[ ]
"$

+$

% dt = u'"i u' ' 

 
Re ÷ u ("){ } est paire et Im ÷ u (" ){ }  est impaire, soit ÷ u ("#) = ÷ u (#) (expression conjugu�e) 

 
La transform�e de Fourier du produit de deux fonctions r�elles u(t) et v(t) sÕ�crit : 
 

F u(t)v (t){ } =
1

2"
÷ u (#) $ ÷ v (#)[ ] =

1

2"
÷ u (# %&) $ ÷ v (# %&)

%'

+'

( d&  

 
o� Ç * È repr�sente le produit de convolution. 
 
Dans le cas de fonctions sinuso�dales de fr�quence "

0
 avec "

0
= 2#$

0
 :  

 
÷ u (" ) = ÷ u ("

0
)# (" $"

0
) + ÷ u ($"

0
)# (" +"

0
)  

 
÷ v (" ) = ÷ v ("

0
)# (" $"

0
) + ÷ v ($"

0
)# (" +"

0
) 

 
o� " (# )  repr�sente la distribution de Dirac.  
 
Par suite,  
 

F u(t)v (t){ } =
1

2"
÷ u (#

0
)$ (# %#

0
) + ÷ u (%#

0
)$ (# +#

0
)[ ]& ÷ v (#

0
)$ (# %#

0
) + ÷ v (%#

0
)$ (# +#

0
)[ ]

 

F u(t)v (t){ } =
1

2"
÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)$ (# %#

0
)&$ (# %#

0
) + ÷ u (%#

0
) ÷ v (%#

0
)$ (# +#

0
)&(# +#

0
)[

+ ÷ u (#
0
) ÷ v (%#

0
) + ÷ u (%#

0
) ÷ v (#

0
)( )$ (# )]

 

 

F u(t)v (t){ } =
1

2"
÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)$ (# % 2#

0
) + ÷ u (%#

0
) ÷ v (%#

0
)$ (# + 2#

0
)[

+ ÷ u (#
0
) ÷ v (%#

0
) + ÷ u (%#

0
) ÷ v (#

0
)( )$ (# )]

 

 
Remarques : 
 
a) ÷ u ("#

0
) ÷ v ("#

0
) = ÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)  
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b) 

÷ u ("#
0
) ÷ v (#

0
) = ÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)

= (u'"iu' ')(v '"iv' ')

= (u'v'+u"v") + i(u'v""u"v')

 

 

c) 

÷ u ("
0
) ÷ v (#"

0
) = ÷ u ("

0
) ÷ v ("

0
)

= (u'+iu' ')(v '#iv' ')

= (u'v'+u"v") # i(u'v"#u"v')

 

 
Ainsi, b) + c) donne  
 

 ÷ u ("#
0
) ÷ v (#

0
) + ÷ u (#

0
) ÷ v ("#

0
) = 2Re ÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
){ } 

 
Soit  
 

F u(t)v (t){ } =
1

2"
÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)$ (# % 2#

0
) + ÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)$ (# + 2#

0
)[

+2Re ÷ u (#
0
) ÷ v (#

0
){ }$ (# )]

 

 
E n consid�rant les propri�t�s suivantes de la transform�e de Fourier inverse : 
 

F
"1 # ($ " 2$

0
){ } =

1

2%
e
i$ 0 t  

 

F
"1 # ($){ } =

1

2%
 

 
Il vient : 
 

u(t)v (t) =
1

4" 2
÷ u (#

0
) ÷ v (#

0
)e

i# 0 t + ÷ u (#
0
) ÷ v (#

0
)e

$i# 0 t + 2Re ÷ u (#
0
) ÷ v (#

0
){ }[ ]  (A.1) 

 
La moyenne du produit u(t) v(t) sur une p�riode T

0
= 2" /#

0
 donne : 

 
1

T
0

u(t)v(t)
0

T0

" dt =
1

2# 2
Re ÷ u ($

0
) ÷ v ($

0
){ }  (A.2) 

 
E n posant  
 

÷ u ("
0
) = ÷ # $ ("

0
)

÷ v ("
0
) = %"

0
S$&

''
("

0
) ÷ # & ("

0
)

' 

( 
) 

* 
) 

 

  
Il est possible de d�montrer que S"#

''
($% ) = $S"#

''
(%)  puisque "# (t)  et "# (t) sont r�els. De 

plus, S"# ($ )  est la transform�e de Fourier dÕune fonction de fluage r�elle. Ainsi,  
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÷ u ("
0
) = ÷ u (#"

0
) = ÷ $ % (#"

0
) = ÷ $ % ("

0
)

÷ v ("
0
) = ÷ v (#"

0
) = #(#"

0
) S%&

''
(#"

0
) ÷ $ & (#"

0
) = #"

0
S%&

''
("

0
) ÷ $ & ("

0
)

 

 
Les relations (A1) et (A2) sÕ�crivent alors respectivement : 
 

" :#
t
$ v = %

&
0
S'(

''
(&

0
)

4) 2

÷ " ' (&
0
) * ÷ " ( (&

0
) * e i2& 0t

+ ÷ " ' (&
0
) * ÷ " ( (&

0
) * e%i2& 0t + 2Re ÷ " ' (&

0
) * ÷ " ( (&

0
){ }

+ 

, 

- 
- 

. 

/ 

0 
0 
  

(A.3) 

 
1

T
0

" :#
t
$ v

0

T0

% dt = &
'

0

2( 2
S)*

''
('

0
) + Re ÷ " ) ('

0
) + ÷ " * ('

0
){ } (A.4) 
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Annexe B  
 
Caract�ristiques techniques des moyens exp�rimentaux 
 
Cette annexe pr�sente les caract�ristiques de lÕactionneur pi�zo�lectrique, de la sonotrode et 
de la cam�ra infrarouge.  
 
1. Ensemble actionneur + sonotrode 
 
LÕensemble actionneur/sonotrode est r�alis� par couplage (assemblage filet�) dÕun actionneur 
pi�zo�lectrique Cedrat PPA10M et dÕune sonotrode r�alis�e au sein du laboratoire. 

 
La fr�quence et lÕamplitude de d�placement de lÕactionneur pi�zo�lectrique sont pilot�es � 
partir dÕun signal �lectrique. Le r�le de la sonotrode est dÕamplifier le d�placement de 
lÕactionneur pi�zo�lectrique par un effet de r�sonance de lÕensemble actionneur/sonotrode.  
 

 
 
La g�om�trie de la sonotrode a �t� optimis�e suivant la forme de lÕapplication. Ainsi, la 
longueur de la surface active de la sonotrode (voir sch�ma ci-dessus) correspond � la longueur 
de la face excit�e de lÕ�prouvette en PVC. Les caract�ristiques de lÕactionneur et de la 
sonotrode sont pr�sent�es dans la suite. 
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1.1. Caract�ristiques de lÕactionneur Cedrat PPA10M  
 
Les caract�ristiques de lÕactionneur Cedrat PPA10M sont d�taill�es dans le tableau suivant. 
Des informations compl�mentaires sont fournies par la r�f�rence [56]. 
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1.2. Dessin de d�finition de la sonotrode 
 

 
 
2. Caract�ristiques techniques de la cam�ra infrarouge FLIR SC-7000  
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Les caract�ristiques de la cam�ra infrarouge FLIR SC-7000 sont d�taill�es dans le tableau 
suivant. Des informations compl�mentaires sont fournies par la r�f�rence [57]. 
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Annexe C 
 
Formalisme des m�thodes modales (KLD et transform�es int�grales) 
!

1. La m�thode de caract�risation thermique par d�composition de Karhunen-
Lo�ve (KLD) 
 
Les techniques de d�composition orthogonale sont largement utilis�es dans divers domaines 
dÕapplication pour la r�duction de donn�es. La r�duction commence g�n�ralement par le 
choix dÕune base orthogonale constitu�e dÕun petit nombre de composantes dominantes 
(directions principales, fonctions propres ou modes par exemple). Une description 
approximative en dimension r�duite du jeu de donn�es complet est obtenue par projection sur 
la base orthogonale de fonctions propres dominantes. Cette m�thode a �t� d�velopp�e par 
Pearson [22] comme un outil pour lÕanalyse de donn�es graphiques. E lle a lÕavantage de 
permettre � la fois une compression de la quantit� de donn�es et une r�duction du bruit [25]. 
Des variantes de cette m�thode sont utilis�es dans divers domaines dÕapplication [23,24] sous 
des appellations telles que lÕAnalyse en Composantes Principales (PCA), la D�composition 
de Karhunen-Lo�ve (KLD), la d�composition en Valeurs Singuli�re (SVD), etc. Le choix de 
la base constitue lÕune des principales diff�rences entre ces variantes. De puissantes 
techniques par PCA/KLD/SVD sont propos�es pour la description en dimension r�duite de 
probl�mes d�crits par des �quations aux d�riv�es partielles, notamment dans le domaine des 
�coulements turbulents [26,27]. E n analyse thermique, des m�thodes bas�es sur la SVD ont 
�t� d�velopp�es pour la r�duction de probl�mes lin�aire et non-lin�aire de transfert de chaleur 
[28-32], aussi bien que pour la r�solution de probl�mes inverses de transfert de chaleur avec 
des sources de chaleur inconnues [33-35]. Pour une introduction aux m�thodes 
PCA/KLD/SVD, les r�f�rences [25] et [36] sont recommand�es. Les r�f�rences [37-40] 
fournissent plus de d�tails sur le formalisme math�matique et le calcul. Dans lÕannexe C1, la 
m�thode par D�composition de Karhunen-Lo�ve (KLD) [41,42] est d�crite puis appliqu�e � 
un probl�me simple. 
 
1.1. La d�composition de Karhunen-Lo�ve (KLD)  
 
Soit une fonction T(x, t) � d�pendance spatiale et temporelle d�finie sur un domaine born� " 
de lÕespace, avec x = (x

1
,x

2
,x

3
) et t  repr�sentant les coordonn�es du point et le temps 

respectivement. E lle est suppos�e v�rifier la condition :  

  
"t,  T

2
(x, t)dx

#
$ < % ,  

de sorte quÕelle appartient � lÕespace de Hilbert  de dimension infinie associ� � ". La 
discr�tisation de T(x, t) sur " donne le vecteur continu en temps de dimension n 

    
T(t) = T

i
(t){ }

i=1Én
 (n "1)  dont les composantes repr�sentent les valeurs de temp�rature aux n 

diff�rents points de discr�tisation. La fonction �nergie associ�e �  T(x, t) est d�finie par : 
 

  
W (x,x ') " T(x, t)T(x ', t)dt

 t
#  (C.1) 

 
Il est facile de montrer la sym�trie de la fonction �nergie traduite par W (x,x ') =W (x',x) . E n 
effet, W (x,x ') est un op�rateur compact et positif sur . Le th�or�me spectral stipule que si 
W (x,x ') est compacte et auto-adjoint, alors il existe dans lÕespace de Hilbert une base 
orthonormale compl�te constitu�e des fonctions propres de W (x,x '), not�e 

  
V
m
(x){ }

m=1!"
 

dans la suite. De plus, W (x,x ') �tant d�finie positive, son spectre est constitu� de valeurs 
propres r�elles positives : 

  
"
1

2
#"

2

2
#! # 0 . 
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Les vecteurs propres et valeurs propres de W (x,x ') sont d�finis par la relation :  
 

W (x,x')V
m
(x')dx'

"
# =$

m

2
V
m
(x)  (C.2) 

 
avec la condition dÕorthogonalit� : 
 

V
k
,V

m
" V

k
(x)V

m
(x)dx

#
$ = %

km
 (C.3) 

 
Le th�or�me de Hilbert-Schmidt [43] permet dÕ�crire : 
 

W (x,x ') = "
m

2
V
m
(x)V

m
(x')

m=1

#

$  (C.4) 

 
Toute fonction appartenant � lÕespace de Hilbert   H peut �tre projet�e de mani�re unique sur 
les fonctions propres de W (x,x ') dans la mesure o� 

  
V
m
(x){ }

m=1!"
 constitue une base 

compl�te dans   H. Ainsi, pour   T(x, t)"H, il vient : 
 

  

"t,  T(x,t) = V
m
(x)z

m
(t)

m=1

#

$  (C.5) 

 
o� les coefficients de projection 

  
z
m
(t){ }

m=1!"
 appel�s �tats dans la suite sÕobtiennent par : 

 
z
m
(t) = T(x,t),V

m
(x) " T(x,t)V

m
(x)dx

#
$  (C.6) 

 
A partir des �quations (C.4) et (C.5), il est facile de montrer que les �tats sont orthogonaux et 
v�rifient : 
 

z
m
(t), z

k
(t) " z

m
(t) z

k
(t)dt

t
# = $

mk
%
m

2  (C.7) 

 
LÕ�quation (C.5) fournit la d�composition de Karhunen-Lo�ve (KLD) de T(x, t), aussi 
appel�e d�composition en valeurs singuli�res (SVD) [28,44]. La racine carr�e des valeurs 
propres de W (x,x ') sont les valeurs singuli�res de T(x, t). Le terme V

m
(x)z

m
(t)  dans 

lÕ�quation (C.5) est consid�r� comme la m-i�me composantes principales de T(x, t). 
 
La KLD constitue un moyen efficace pour saisir les composantes dominantes dÕun signal avec 
un nombre fini de modes. Une approximation lin�aire de dimension r  de T(x, t) est r�alis�e 
lorsque la s�rie donn�e par lÕ�quation (C.5) est tronqu�e � ses r  premiers termes : 
 

  

"t,  T
r
(x,t) = V

m
(x)z

m
(t)

m=1

r

#  (C.8) 

 
LÕerreur dÕapproximation est :  
 

  

"t,  e
r
(x,t) # T(x,t) $T

r
(x,t) = V

m
(x)z

m
(t)

m=r+1

%

&  (C.9) 
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E n prenant en compte les propri�t�s dÕorthogonalit� des fonctions propres 
  
V
m
(x){ }

m=1!"
 et 

�tats 
  
z
m
(t){ }

m=1!"
, il est facile de montrer que :  

 

  

 e
r
 
2

" e
r
(x,t)dxdt

#
$

t
$ = %

m

2

m=r+1

&

'  (C.10) 

 

Puisque  T(x,t) 
2
< +" , lÕerreur dÕapproximation tend vers z�ro : lim

r"#
 e
r
 

2

= 0. E n effet, le 

th�ror�me dÕAllahverdiev [43] pour les op�rateurs compacts, ici W (x,x '), stipule que toute 
approximation de dimension  de W (x,x ') not�e W

r
(x,x ') dans la suite v�rifie : 

,  
o� "

r+ i est la (r + i)-i�me valeur singuli�re de W  et  .  repr�sente la norme unitaire 
invariante de lÕerreur dÕapproximation.  
 
Le m�me th�or�me stipule que la valeur minimum de 

    
 W "W

r
=  #

r+1 #
r+2 !  est 

obtenue par troncature du d�veloppement de Schmidt de W  (C.7) � ses  premiers termes 
(ceux associ�s aux plus grandes valeurs singuli�res). Il en d�coule que lÕ�quation (C.8) fournit 
la meilleure approximation lin�aire de dimension  de T(x, t) en regard de la norme unitaire 
invariante de lÕerreur dÕapproximation. 
 
Une propri�t� int�ressante de la KLD d�montr�e dans la r�f�rence [41] est que, pour des 
observations bruit�es ÷ T (x, t) = T(x, t) +"(x, t) o� "(x, t) est un bruit ind�pendant de T(x, t) et 
non corr�l� spatialement, le bruit est report� sur les �tats uniquement. Ainsi, il est possible 
dÕ�crire : 
 

÷ T (x, t) = V
m

(x) ÷ z 
m

(t)
m =1

"

#  (C.11) 

 
LÕinfluence du bruit sur les termes de cette s�rie �volue de mani�re croissante avec 
lÕaugmentation de m. La troncature de la KLD aux r  premiers termes contribue de ce fait � 
amplifier le ratio signal/bruit. Plus r  est petit, plus cet effet est important. Cette propri�t� 
int�ressante de la KLD est utilis�e pour une caract�risation thermique robuste de mat�riaux 
homog�ne [41] et h�t�rog�ne [42]. Le cas homog�ne est abord�. 
 
1.2. Caract�risation thermique de mat�riaux homog�nes par la KLD/SVD 
 
Le formalisme de la m�thode de caract�risation thermique par KLD/SVD est pr�sent� pour un 
probl�me 2D transitoire.  
 
1.2.1. Description du probl�me 
 
Soit une plaque rectangulaire de dimensions Lx " Ly . LÕ�quation de conduction de la chaleur 

pour les points int�rieurs (
  
" :  0 < x < Lx, 0 < y < Ly) sÕ�crit : 

 
"T(x,y,t)

"t
= #x

"2T(x,y, t)

"x 2
+#y

"2T(x,y,t)

"y 2
$ %T(x,y,t)  (C.12) 

 
Les conditions initiale et aux limites consid�r�es sont :  
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"T(x,y,t)

"x x=0

= 0,        
"T(x,y,t)

"x x=Lx

= 0

"T(x,y,t)

"y
y=0

= 0,        
"T(x,y,t)

"y
y=Ly

= 0

 (C.13) 

 
La condition initiale est T(x,y, t = 0) = T

0
(x,y). T(x,y,t) repr�sente lÕ�l�vation de temp�rature 

de la plaque par rapport au milieu ambiant qui est suppos� rester � temp�rature constante 
durant lÕexp�rience. Les param�tres "

x
 et "y repr�sentent la diffusivit� thermique dans les 

directions X et Y. Le param�tre " est un coefficient caract�risant les transferts de chaleur 
entre la plaque et le milieu ambiant. LÕ�paisseur de la plaque est suppos�e suffisamment 
petite pour que le gradient thermique dans lÕ�paisseur soit n�gligeable et que le mod�le 2D 
d�crit par les �quations (C.12) et (C.13) soit valide.  
 
Pour �tre en conformit� avec ce mod�le, les exp�riences doivent �tre r�alis�es sur une plaque 
mince plac�e dans un milieu � temp�rature constante et uniforme. Ë partir de lÕ�quilibre 
thermique entre la plaque et le milieu ambiant, la condition initiale T

0
(x,y) peut �tre �tablie 

en utilisant un faisceau laser. La relaxation thermique de la plaque est alors observ�e avec une 
cam�ra infrarouge. Ë chaque pas de temps, une cartographie du champ de temp�rature de la 
plaque est enregistr�e :   ÷ T (t) = T(t) +"(t). La dimension du vecteur   ÷ T (t) est �gale au nombre 
de pixels de la cam�ra infrarouge. La r�solution spatiale de la cam�ra est suppos�e 
suffisamment �lev� pour que   T(t) soit une bonne approximation de T(x,y,t). Le bruit de 
mesure "(t) est suppos� non corr�l� spatialement. La caract�risation thermique par KLD/SVD 
consiste � d�terminer les valeurs "

x
 et "y � partir des donn�es de temp�rature enregistr�es. 

 
1.2.2. Formalisme th�orique  
 
Soit la KLD du champ de temp�rature th�orique : 
 

T(x,y,t) = Vm (x,y)zm (t)
m=1

"

#  (C.14) 

 
Les propri�t�s dÕorthogonalit� des fonctions propres et �tats sont rappel�es : 
 

  
V
k
,V

m
" V

k
(x)V

m
(x)dx

 #
$ = %

km
 , 

  
z
m
(t),z

k
(t) " z

m
(t)z

k
(t)dt

 t
# = $

mk
%
m

2  (C.15) 

 
LÕintroduction de lÕ�quation (C.14) dans lÕ�quation (C.12) donne : 
 

  

Vm (x,y)
dzm (t)

dt
m=1

"

# = $x

%2Vm (x,y)

%x 2
zm (t)

m=1

"

#

                                     +$y

%2Vm (x,y)

%y 2
zm (t)

m=1

"

# & ' Vm (x,y)zm (t)
m=1

"

#
 (C.16) 

 
La multiplication de cette �quation par Vi(x,y) , puis une int�gration sur " en prenant en 
compte la propri�t� dÕorthogonalit� des fonctions propres donne : 
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dzi(t)

dt
= "x

#2Vm (x,y)

#x 2
,Vi(x,y)

$

zm (t)
m=1

%

&

                     +"y

#2Vm (x,y)

#y 2
,Vi(x,y)

$

zm (t)
m=1

%

& ' (zi(t)

 (C.17) 

 
LÕ�quation ainsi obtenue est multipli�e par z

k
(t)  et int�gr�e sur le temps. E n prenant en 

compte la propri�t� dÕorthogonalit� des �tats, il vient :  
 

1

"k

2

dzi(t)

dt
,zk (t)

t

= #x

$2Vk (x,y)

$x 2
,Vi(x,y)

%

+#y

$2Vk (x,y)

$y 2
,Vi(x,y)

%

& '( ik  (C.18) 

 
De mani�re similaire, il peut �tre montr� facilement � partir des �quations (C.13) et (C.15) 
que :  
 

  

"m,       
#Vm (x,y)

#x y=0,Ly

= 0,         
#Vm (x,y)

#y
x=0,Lx

= 0 (C.19) 

 
Il est d�montr� dans lÕannexe D1 que lÕidentit� suivante est v�rifi�e pour tout (i,k) : 
 

1

"
k

2

dz
i
(t)

dt
,z

k
(t)

t

=
1

"
i

2

dz
k
(t)

dt
,z

i
(t)

t

 (C.20) 

 
E n prenant en compte les �quations (C.18) et (C.20), il vient : 
 

"
2
Vk (x,y)

"#2
,Vi(x,y)

$

=
"
2
Vi(x,y)

"#2
,Vk (x,y)

$

 , " = x,y  (C.21) 

  
Ainsi, lÕ�quation (C.18) pour les indexes (i,k) et lÕ�quation (C.18) pour (k,i) sont des 
�quations identiques. E n effet, il est possible dÕ�crire indiff�remment : 
 

1

"k

2

dzi(t)

dt
,zk (t)

t

= #x

$2Vi(x,y)

$x 2
,Vk (x,y)

%

+#y

$2Vi(x,y)

$y 2
,Vk (x,y)

%

& '( ik ! (C.22) 

 
1

"i

2

dzk (t)

dt
,zi(t)

t

= #x

$2Vi(x,y)

$x 2
,Vk (x,y)

%

+#y

$2Vi(x,y)

$y 2
,Vk (x,y)

%

& '( ik ! (C.23) 

 
La somme des �quations �quivalentes (C.22) et (C.23) donne : 
 

1

"i

2
+"k

2

dzi(t)zk (t)

dt t

= #x

$2Vi(x,y)

$x 2
,Vk (x,y)

%

+#y

$2Vi(x,y)

$y 2
,Vk (x,y)

%

& '( ik ! (C.24) 

 
Par suite, il vient : 
 
zi(t f )zk (t f ) " zi(0)zk (0)

#i

2
+#k

2
= $x

%2Vi(x,y)

%x 2
,Vk (x,y)

&

+$y

%2Vi(x,y)

%y 2
,Vk (x,y)

&

" '( ik ! (C.25) 
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o� t f  est lÕinstant de fin dÕexp�rience. 

 
Une autre �quation int�ressante est obtenue par int�gration de lÕ�quation (C.22) sur ". Pour 
des conditions aux limites adiabatiques, il vient :  
 

d T(x,y,t)
"

dt
= #$ T(x,y, t)

"
 (C.26) 

 
Ce qui donne :  
 

  
T(x,y,t)

"
= T0(x,y) "

exp(#$ t)  (C.27) 
 
1.3. M�thode dÕestimation!!
 
Pour des observations non bruit�es, les param�tres "

x
, "y  et " peuvent �tre calcul�s � partir 

de trois �quations choisies arbitrairement parmi les �quations (C.25). Cependant, pour des 
donn�es entach�es de bruit, il convient de traiter le probl�me dÕestimation de "

x
, "y et " 

comme un probl�me aux moindres carr�s.  
 
Compte tenu de lÕefficacit� de lÕop�rateur de moyenne spatiale 

  
 !  

"
 pour la r�duction du 

bruit, la meilleure estimation de " est r�alis�e en appliquant la m�thode des moindres carr�s 
lin�aires � lÕ�quation (C.27). La solution sÕ�crit alors : 
 

  

ö " =  t
2

t

#1

#t ln(T (t) /T 0)
t
! (C.28) 

 
avec T (t) = ÷ T (x, y,t)

"
 et T 

0
= T

0
(x,y)

"
. 

 
LÕestimation de "

x
 et "y  est r�alis�e par la suite � partir des �quations (C.25). Au moins deux 

de ces �quations sont n�cessaires dans la mesure o� le probl�me implique deux param�tres 
inconnus. Pour le cas o� ÷ T (x, y,t) est d�crit avec une bonne pr�cision par son approximation 

KLD de dimension 2 V
m

(x){ }
m=1,2

, ÷ z 
m

(t){ }
m=1,2

( ), les �quations (C.25) peuvent sÕ�crire sous la 

forme : 
 

  

÷ y = M 

"x

"y

# 

$ 
% 

& 

' 
( ! (C.29) 

 
avec 
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÷ y =

÷ y 
11

÷ y 
12

÷ y 
22

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 

(÷ z 
1
÷ z 
1
/( ÷ ) 

1

2
+ ÷ ) 

1

2
) + ö * 

(÷ z 
1
÷ z 

2
/( ÷ ) 

1

2
+ ÷ ) 

2

2
)

(÷ z 
2
÷ z 

2
/( ÷ ) 

2

2
+ ÷ ) 

2

2
) + ö * 

" 

# 

$ 
$ 
$ 

% 

& 

' 
' 
' 
 ,  

 

                             M =

"x
2
V
1
(x,y),V

1
(x,y)

#
"y
2
V
1
(x,y),V

1
(x,y)

#

"x
2
V
1
(x,y),V

2
(x,y)

#
"y
2
V
1
(x,y),V

2
(x,y)

#

"x
2
V
2
(x,y),V

2
(x,y)

#
"y
2
V
2
(x,y),V

2
(x,y)

#

$ 

% 

& 
& 
& 
& 

' 

( 

) 
) 
) 
) 

!

(C.30) 

 
et "÷ z i ÷ z k = ÷ z i(t f ) ÷ z k (t f ) # ÷ z i(0)÷ z k (0) , "#

2
Vi(x,y) = "

2
Vi(x,y) /"#

2 . 

 
La solution de lÕ�quation (C.29) au sens des moindres carr�s est donn�e par : 
 

  

ö " x

ö " y

# 

$ 
% 

& 

' 
( = M

# ÷ y avec M
#

= (M'M)
)1

M' ! (C.31) 

 
2. La m�thode de caract�risation thermique par transform�es int�grales!
 
La m�thode par transform�es int�grales [45-47] consiste � exprimer la solution analytique du 
probl�me dans un espace transform� (Fourier, Laplace). Un avantage de lÕespace transform� 
est quÕil permet dÕ�crire plus simplement lÕexpression analytique de la solution. A partir de 
cette expression analytique, une analyse modale du champ de temp�rature est r�alis�e afin 
dÕestimer les propri�t�s du mat�riau. Cette m�thode n�cessite donc de conna�tre la solution 
analytique du probl�me, ce qui limite son utilisation. Le principe de la m�thode de 
caract�risation thermique par transform�e de Fourier est pr�sent� � partir dÕun probl�me 
simple. 
 
2.1. Caract�risation thermique de mat�riaux homog�nes par la transform�e de 
Fourier 
 
Le formalisme de la m�thode de caract�risation thermique par transform�es int�grales est 
pr�sent� pour un probl�me 3D transitoire.  
 
2.1.1. Description du probl�me 
 
Soit une plaque de dimensions Lx " Ly " Lz . LÕ�quation de conduction de la chaleur pour les 

points int�rieurs (
  
" :  # Lx /2 < x < Lx /2, # Ly /2 < y < Ly /2, 0 < z < Lz) sÕ�crit :   

 
"T(x,y,z,t)

"t
= #x

"
2
T(x,y,z,t)

"x
2

+#y

"
2
T(x,y,z,t)

"y
2

+# z

"
2
T(x,y,z,t)

"z
2

! (C.32) 

 
Les conditions aux limites associ�es sont :  
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"#x
$T(x,y,z,t)

$x
x="Lx / 2

= 0 ; " #x
$T(x,y,z,t)

$x
x=Lx / 2

= 0

"#y
$T(x,y,z,t)

$y
y="Ly / 2

= 0 ; " #y
$T(x,y,z,t)

$y
y=Ly / 2

= 0

"#z
$T(x,y,z,t)

$z z=0

=%
0
&(x,y,z = 0,t) ; " #z

$T(x,y,z,t)

$z z=Lz

= 0

! (C.33) 

 
o� "

0
 est la densit� de puissance exprim�e en W.m-2 et "  la fonction Dirac. 

La condition initiale est T(x,y,z,t = 0) = 0 . 
 
2.1.2. Formalisme th�orique  
 
LÕapplication dÕune transform�e de Laplace et deux transform�es de Fourier-cosinus au 
champ de temp�rature donne :  
 

" (an , bm , z, p) = T(x,y,z,t)cos anx( )
t=0

+#

$
%Ly / 2

Ly / 2

$
%Lx / 2

Lx / 2

$ cos bmx( )exp %pt( )dxdydt ! (C.34) 

 
avec a

n
= n" /L

x
, n#N  et bm = m" /Ly, m#N  repr�sentent les fr�quences spatiales de 

Fourier dont les expressions d�pendent des conditions aux limites du probl�me. 
 
Ë partir de cette transform�e int�grale, le syst�me des �quations (C.32) et (C.33) est r��crit 
comme suit :  
 

d
2" (an , bm , z, p)

dz
2

#
$x

$ z

an
2

+
$y

$z

bm
2

+
p

$z

% 

& 
' 

( 

) 
* " (an, bm , z, p) = 0

#+z
d" (an , bm, z, p)

dz
z=0

=Q
0
; # +z

d" (an, bm , z, p)

dz
z,+-

= 0

! (C.35) 

 

avec Q
0

= "
0
#(x)

t=0

+$

%
y=0

+$

%
x=0

+$

% #(y)#(t)dxdydt  la densit� dÕ�nergie exprim�e en J.m-2. 

E n prenant en compte les conditions aux limites, la solution g�n�rale associ�e � lÕ�quation 
(C.35) est donn�e par : 
 

" (an , bm , z, p) =
Q0

#z
$x

$z

an
2

+
$y

$z

bm
2

+
p

$z

exp %z
$x

$z

an
2

+
$y

$z

bm
2

+
p

$z

& 

' 
( ( 

) 

* 
+ + ! (C.36) 

 
Il est montr� dans lÕannexe D2 que la transform�e de Laplace inverse de lÕ�quation (C.36) 
permet dÕobtenir lÕexpression de la temp�rature dans le domaine de Fourier  
 

" (an , bm , z, t) =
Q0

#Cp $% zt
exp &

z
2

4% zt

' 

( 
) 

* 

+ 
, exp &%xan

2
t( ) exp &%ybm

2
t( )! (C.37) 

 
Par suite, la double transform�e de Fourier inverse de lÕ�quation (C.37) donne lÕexpression de 
la temp�rature sous la forme dÕune fonction de x, y, z et t (annexe 3) : 
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T(x,y,z,t) =
Q0

"Cp

exp #
x
2

4$xt

% 

& 
' 

( 

) 
* 

+$xt

exp #
y
2

4$yt

% 

& 
' ' 

( 

) 
* * 

+$yt

exp #
z
2

4$zt

% 

& 
' 

( 

) 
* 

+$ zt
!

(C.38) 

 
Comme la solution est calcul�e en z = 0, la solution g�n�rale pour un milieu homog�ne durant 
la phase du comportement semi-infini (la variation de temp�rature nÕatteint pas les limites du 
domaine) sÕ�crit : 
 

T(x,y,z = 0,t) =
Q0

"Cp #$ zt

exp %
x
2

4$xt

& 

' 
( 

) 

* 
+ 

#$xt

exp %
y
2

4$yt

& 

' 
( ( 

) 

* 
+ + 

#$yt
!

(C.39) 

 
2.2. M�thode dÕestimation!
 
Connaissant la solution analytique du probl�me donn�e par lÕ�quation (C.39), il est possible 
de calculer la transform�e de Fourier du champ de temp�rature mesur� durant la phase du 
comportement semi-infini traduite par la relation (C.37). Ë partir de cette relation, la 
temp�rature dans lÕespace de Fourier est calcul�e suivant les directions X (C.40) et Y (C.41) 
avec : 
 

" (an , bm = 0, z = 0, t) =
Q0

#Cp $% zt
exp &%xan

2
t( ) ! (C.40) 

 

" (an = 0, bm , z = 0, t) =
Q0

#Cp $% zt
exp &%ybm

2
t( ) ! (C.41) 

 
Ces relations peuvent �tre divis�es par le champ de temp�rature moyenn� obtenu en fixant 
a
n

= 0  et b
m

= 0  dans lÕespace de Fourier. Le ratio permet dÕobtenir de nouvelles relations 
exprim�es sous forme logarithmique par :  
 

log " (a
n
, t)( ) = #$

x
a
n

2
t ! (C.42) 

 

avec " (a
n
, t) =

" (a
n
, b

m
= 0, z = 0, t)

" (a
n

= 0, b
m

= 0, z = 0, t)
, 

 
log " (bm , t)( ) = #$ybm

2
t ! (C.43) 

 

avec " (b
m
, t) =

" (a
n

= 0, b
m
, z = 0, t)

" (a
n

= 0, b
m

= 0, z = 0, t)
. 

 
Conform�ment � la relation (C.42), le logarithme de la temp�rature normalis�e est trac� en 
fonction du temps pour les premi�res fr�quences spatiales de Fourier a

n
. Le trac� 

correspondant � chaque valeur a
n
 est une repr�sentation de la composante modale du champ 

de temp�rature associ�e � cette fr�quence spatiale. La valeur estim�e de la diffusivit� "
x
 

correspond � la pente du trac� pr�sentant la meilleure �volution lin�aire. Dans la plupart des 
cas, une analyse des trac�s associ�s aux premi�res fr�quences spatiales (  n =1,2,É,5) suffit � 
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obtenir une bonne pr�cision dÕestimation. La diffusivit� "y  est estim�e de mani�re similaire � 

partir de la relation (C.43). 
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Annexe D 
 
1. D�monstration dÕune relation dÕ�galit� 
 
Soit lÕ�quation (C.18) pour i " j . Pour en simplifier lÕ�criture sans perdre en g�n�ralit�, il est 
suppos� que " = "x = "y . Ainsi, il est possible dÕ�crire :  

 
1

"k

2

dzi(t)

dt
,zk (t)

t

= # $
2
Vk (x,y),Vi(x,y) %

1

"i

2

dzk (t)

dt
,zi(t)

t

= # $
2
Vi(x,y),Vk (x,y) %

 

 
E n consid�rant le second th�or�me de Green, la diff�rence de ces �quations peut sÕ�crire 
comme : 
 
1

"k

2

dzi(t)

dt
,zk (t)

t

#
1

"i

2

dzk (t)

dt
,zi(t)

t

= Vi(x,y)$Vk (x,y) #Vk (x,y)$Vi(x,y)[ ]dxdy
%&

'  

 
Puisque les fonctions propres v�rifient lÕ�quation (C.19), il vient : 
 
1

"
k

2

dz
i
(t)

dt
,z

k
(t)

t

#
1

"
i

2

dz
k
(t)

dt
,z

i
(t)

t

= 0  

 
 
2. Calcul de transform�es inverses de Laplace et Fourier 
 
Soit lÕ�quation (C.36) : 
 

" (an , bm , z, p) =
Q0

#z
$x

$z

an
2

+
$y

$z

bm
2

+
p

$z

exp %z
$x

$z

an
2

+
$y

$z

bm
2

+
p

$z

& 

' 
( ( 

) 

* 
+ +  

 
La transform�e de Laplace inverse de lÕ�quation (C.36) est obtenue en utilisant 
successivement les propri�t�s suivantes de la transform�e de Laplace :  
 
i) La propri�t� de translation  
 

    

L exp "kt( ) f t( )[ ] = F p + k( ) avec k = #xan
2 +#ybm

2

$ (an , bm , z, p) = L
"1 Q0

%z
p

# z

exp "z
p

# z

& 

' 
( ( 

) 

* 
+ + 

, 

- 

. 

. 

. 

. 

/ 

0 

1 
1 
1 
1 

exp "#xan
2
t( ) exp "#ybm

2
t( )

  

 
ii) La propri�t� dÕ�chelle  
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L f k t( )[ ] =
F p /k( )

k
avec k = "z

# (an , bm , z, p) =
"zQ0

$z
L
%1 1

p
exp %z p( )

& 

' 
( 

) 

* 
+ exp %"xan

2
t( ) exp %"ybm

2
t( )

 

 
iii) La transform�e de Laplace inverse  
 

  

L
"1 1

p
exp "z p( )

# 

$ 
% 

& 

' 
( =

1

) t
exp "

z
2

4t

* 

+ 
, 

- 

. 
/  

 
LÕutilisation de ces propri�t�s permet dÕobtenir lÕexpression de la temp�rature dans le 
domaine de Fourier :  
 

    

L f k t( )[ ] =
F p /k( )

k
avec k = " z

# (an , bm , z, t) =
Q0

$Cp %" zt
exp &

z
2

4" zt

' 

( 
) 

* 

+ 
, exp &"xan

2
t( ) exp &"ybm

2
t( )

 

 
Deux transform�es de Fourier inverses successives permettent dÕobtenir lÕexpression de la 
temp�rature sous la forme dÕune fonction de x, y, z et t : 
 

    

F
-1
exp "kan

2( )[ ] =
1

#k
exp "

x
2

4k

$ 

% 
& 

' 

( 
) avec k = *xt

F
-1
exp "kbm

2( )[ ] =
1

#k
exp "

y
2

4k

$ 

% 
& 

' 

( 
) avec k = *yt

T(x,y,z,t) =
Q0

+Cp

exp "
x
2

4*xt

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

#*xt

exp "
y
2

4*yt

$ 

% 
& & 

' 

( 
) ) 

#*yt

exp "
z
2

4*zt

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

#* zt
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