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Présentation des
travaux de la these

ETTE these consiste en 'étude d'une géométrie introduite par Cartan en 1933
dans le livre M] Cet ouvrage semble avoir été peu considéré et il semble qu’il
y ait eu peu de travaux sur cette géométrie, par exemple, la these de Robert Debever en
w, @] ensuite ces espaces sont connus sous le nom < Areal spaces >>ﬂm,
|. Le point de départ de Cartan est de penser l'espace comme étant un lieu
< d’éléments de contact >, un élément de contact étant la donnée d’un point M € M™
et d'un hyperplan orienté H de ’espace tangent en ce point, ce que, en langage moderne,
on présenterait aujourd’hui comme le fibré grassmannien des hyperplans, muni de la
structure de contact. La démarche de Cartan offre aussi une généralisation originale
de la géométrie de Finsler qui présente de nombreuses analogies avec cette théorie.
Plusieurs mathématiciens l'ont étudié, entre autres, comme Cartan en 1934 ] et
Rund en 1959 M], et récemment Chern ﬂ@] Bryant [Bry02], [Bry95] et Shen
|. Dans cette these, nous nous proposons de revisiter les bases de cette géométrie
de Cartan, fondée sur la notion d’aire. Dans un premier temps, nous nous sommes
attachés a bien définir la notion d’orthogonalité, en étudiant le cas du graphe d'une
fonction f: Q CRP - R"Poun>2et 1 <p<n-—1,eten utilisant des techniques
du calcul des variations notamment inspirées des surfaces minimales a bord régulier.
Dans le cas o p = n — 1, on peut voir le graphe de f comme une hypersurface et nous
avons déterminé son vecteur normal unitaire.

En géométrie riemannienne, la distance de deux points infiniment voisins ds a une
forme simple bien connue. Mais Riemann avait également proposé de donner a ds
une expression plus générale : ds est alors une fonction quelconque de z* et dz*, ho-
mogene et de degré un par rapport aux dz'. Ces espaces ont fait 'objet de nombreuses
généralisations. En particulier, en 1918, dans la these de P. Finsler qui considere que
les coefficients de la métrique sont des fonctions des z* et de la direction de la droite
portée par dz*. L’objet géométrique central dans cette théorie a donc pour un ensemble
sous-jacent ’ensemble des couples (M, D), ou M est un point de la variété M et D est
une droite orientée dans Ty, M, autrement dit, le fibré tangent projectif.

En 1934, dans M], E. Cartan a montré qu'il est possible de définir les coefficients
de la connexion a partir des données de la géométrie finslerienne et donc la dérivée
covariante associée a cette connexion qui est définit aussi dans ] Il a également
défini les notions de courbure et de géodésique qui, comme en géométrie riemannienne,
jouent un role tres important, plus récemment aussi M] La géométrie de Finsler,
tout comme la géométrie de Riemann, est donc intimement liée avec le calcul des
variations. Cartan propose dans M] de fonder une nouvelle géométrie a partir d'un
lagrangien qui n’est plus défini sur des courbes, mais défini sur des hypersurfaces d'une
variété. Pour cela il adopte le point de vue suivant : <« Au lieu de construire 1’espace
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avec des morceaux ponctuels, nous allons imaginer ’espace comme un lieu d’éléments
de contact, un élément étant I’ensemble d'un point et d'un plan passant par ce point >.
Cartan se place ici en dimension 3; en dimension supérieur, le plan deviendra un
hyperplan. Cet hyperplan doit de plus étre orienté.

On est donc conduit a considérer 1'espace de ces éléments, qui n’est autre que le
fibré grassmannien

Grp- 1M ={E = (M,H)|M € M, H : hyperplan orienté dans T);M}.

Cet espace est de dimension n + n — 1 = 2n — 1. Plus généralement, si p est un entier
vérifiant 1 < p < n — 1, on définit le fibré grassmannien

GrypM = {(M, E)|M € M, E est un sous-espace vectoriel

orienté de Ty M de dimension p}.

Cette variété est de dimension n + p(n — p).

Nous avons essayé tout d’abord de donner une formulation invariante du probleme
variationnel. On représente le plan orienté a l'aide d'un 2-multivecteurs u sur T, M
qu’on peut décomposer dans une base de A*T, M. On en déduit des coordonnées (z,y)
sur la grassmannienne et un isomorphisme

Gr2M ~ (N°*T,M\ {0})/R**.

Nous avons défini une 2-forme d’action aréolaire {(x,y) sur Gr>M qui est homogene et
de degré 0 en y, et un lagrangien L(z,y) sur A°T M de degré 1 en y tels que % = (. En-
fin, si L est non dégénéré, nous avons montré que I'image de la transformée de Legendre
est une hypersurface réguliere convexe. Puis, nous avons considéré le cas particulier ou
la surface ¥ est le graphe d’une fonction et nous avons construit de la méme maniere
un lagrangien L. Nous comparons notre présentation de cette construction avec celle
donnée par Cartan dans m]

Dans la deuxieme partie de cette these nous nous sommes attachés a la notion
d’orthogonalité. Nous avons tout d’abord étudié le cas n = 3 en faisant le lien avec
le probleme de plateau et plus précisément avec le résultat suivant : étant donné une
courbe fermée connexe de Jordan de I’espace euclidien de dimension 3, alors il existe une
surface minimale réguliere et ayant la topologie d’un disque dont le bord soit la courbe
fermée. (Au début des années 1930, Tibor Rado M] et Jesse Douglas M] ob-
tiennent indépendamment par la méthode variationnelle les premiers résultats généraux
du probleme de plateau). Nous avons ensuite étudié le cas du graphe d’une fonction
f:Q CRP — R"P. Notons 3 la p-forme dz* A ... A da?, T'; le graphe de f et G'r’g./\/l
le fibré grassmannien. Supposons de plus que I'; soit une surface minimale plongée
dans R" de bord OI'; régulier. Nous avons défini le fibré orthogonal au fibré tangent
par un probleme variationnel. La méthode est la suivante. Considérons un lagrangien
L: M — R" et notons do = L (2!, ....2%, f1,..fu_p, Vf) 8. Supposons que I'; soit la
surface extrémale (ou critique) de I'action

£f) = [ do
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c’est-a-dire I'y est la sous-variété qui réalise I'extremum de cette intégrale (qui joue
naturellement un role important dans cette géométrie) sous la condition d’étre a bord
régulier non vide. En tout point du graphe, notons F le sous-espace vectoriel[**]
tangent a I'y. Dans M], nous avons montré le théoreme suivant :

Théoreme 0.0.1. Soit f : Q C R? — R"P un point critique de fQ Lj3. Notons

(%) 1<<p = (q}) 1<y<p . Soient M € I'y C R™, alors l'orthogonal de E dans R™ est
e 1<y

engendré par les vecteurs

oL oL oL
dq} g3 g7 "
oL oL oL
9ap 9q3 dgp P
_ 1 0L
'Ul _ L‘i‘qjaqjl ’1)2: . 0 S oL ’.“’vn—p: 0
0 L4 0
0 0 :
. . O
I n—p_ 0L
0 O _'_ Q_j aq}l*P

Pour ce faire, I'idée est de faire varier I'y en fonction d’un parametre ¢ > 0 suivant
un champ de vecteurs X € Ty, M de sorte que pour chaque t, si E}; est ’espace tangent
a I'y, en M,, alors en chaque point M € I'y, la famille des sous-espaces vectoriels [
forme un feuilletage d’une sous-variété de dimension p+ 1 inclus dans R™. On note e
le flot de u. On a

Gth(Ft) =Litar

Notons
A(t) = L(ft)-

Cartan, postule que X est orthogonal a F si la dérivée de A(t) par rapport a t en
t = 0 est nulle. En se basant sur la définition (0.0.2), nous pouvons alors déterminer le
sous-espace orthogonal.

Définition 0.0.2. Soit D une distribution des droites vectorielles dans TM. On dit
que D est une distribution normale si pour tout I' C M et pour tout champ de vecteurs
N défini le long de 0T tel que N(M) € D(M) pour tout M € OI', alors si note I'; la
surface minimale de bord 9Ty := {e™(M)|M € 0Tt €] — ¢, +¢[} et A(t) aire de T,
on a 4 (A(t)) |0 = 0.

Si p = n — 1, en nous inspirant de Cartan, nous définissons une métrique sur

Grf,l(/\/l). Nous déterminons dans ce cas le vecteur unitaire normal a I’élément H.

Dans la troisieme partie de cette these nous étudions la méthode d’équivalence
mise au point par E. Cartan dans les années 1905-1910 qui a été implanté informati-
quement en 2003 dans ﬂS;_dh Cette méthode permet de décider de 1’équivalence locale de

(). La définition a I’élément orthogonal en ce point se construit en testant des variations premiere
de l'action sur des surfaces extrémales a bord réguliers.
(#x). Le sous-espace vectoriel qu’on parle ici est appelé < élément >par Cartan. E = T,I'y.
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deux G-structures par un changement de coordonnées. En guise d’introduction nous la
présentons d’abord sur ’exemple simple des distributions de plans. Puis, nous 1'utilisons
pour décider de I’équivalence locale entre deux systemes de Monge-Ampere M] en
deux variables. Nous appelons équation de Monge-Ampere, pour une fonction réelle u
de deux variables x et y, une équation de la forme

2
Uy p2 [umuyy - u:vy} + Wp e + Uppatiyy

+(Vp,e + \I’pzy)uxy + Uy =0,

ou les coefficients W,, sont des fonctions régulieres de (z,y,u(z)). Localement, 1’en-
semble des solutions de cette équation est décrit par I'ensemble des surfaces > plongées
dans l'espace des jets J'(R? R) := {(x,y, 2, p1,p2) € R? x R x R?*}, muni de la forme
de contact 0 = dz — pydat — pada? telles que

\I’|2 :O,
9|2 =0 (:> d9|2 = 0),
dz' A dz?|s # 0,

ol
U =Wy p,dp1 A dpy + Vp,ydpr A dy + Wp,ydps N dy + Wy, .dpy N dx

+W,,0dpe A dx + Vo dx A dy  mod(0).

La méthode d’équivalence est ici utilisée pour décider si deux équations de Monge-
Ampere de ce type sont équivalents par un changement de variables qui se ramene
a une transformation de contact dans J'(R?* R). Apres une étape préliminaire de
normalisation de W, nous pouvons supposer génériquement qu’il existe trois orbites

1. U =w'Aw? —w? Aw?, (cas hyperbolique).

2. U =w! Aw! —w? Aw?, (cas elliptique).

3. U =w!'Aw? (cas parabolique).
Alors il est possible de construire des invariants locaux S; et Sy qui sont des fonctions
locales des coefficients de W et de leurs dérivées jusqu’a un ordre fini. D’abord nous
étudions en iroce I'orbite hyperbolique a été étudiée par Bryant, Griffiths et Gross-

man dans |, et apres nous étudions l'orbite elliptique et nous avons montré les
théoremes suivants :

Théoreme 0.0.3. Il existe un invariant local Sg, dépendant de V. On a Sy = 0 i
et seulement si le systeme élliptique de Monge-Ampeére est localement d’origine varia-
tionnelle i.e. est équivalent a un systeme d’équations d’Euler-Lagrange.

Théoréme 0.0.4. [l existe un invariant local Sy, un systéme de Monge-Ampére
élliptique ¢ = {W°, w A w? + w3 A wh wt A wt — w3 A w?} satisfait S; = Sy = 0 si
et seulement s’il est localement équivalent aux équations de Laplace.

Ces travaux nous ont servi de référence pour aborder un probleme elliptique en
général. En préliminaire, nous donnons des plongements des groupes de structures dans
des groupes de Lie complexes qui sont valables dans tous les cas et, nous précisons le
résultat du test d’involution de Cartan dans le cas hyperbolique.

(%). Les invariants S; et Sy sont donnés explicitement dans le chapitre six
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Cette these comporte six chapitres.

Le premier chapitre est un chapitre d’introduction générale dans lequel nous
définissons les outils que nous utiliserons par la suite. Pour commencer, nous intro-
duisons les bases du calcul différentiel extérieur. Ensuite, nous définissons la notion
de connexion sur un fibré vectoriel et, en particulier, sur un fibré tangent. Puis, nous
donnons les définitions générales de la géométrie Riemannienne et des espaces de Min-
kowski.

Dans la deuxieme partie, nous définissons la géométrie de Finsler qui présente plu-
sieurs analogies avec la géométrie de Cartan qui est fondée sur la notion d’aire. Dans
£}ar;34] et £Zar3;§], on peut voir clairement cette analogie entre ces deux géométries.
En plus, comme en géométrie riemannienne, Cartan a défini la notion de courbure, de
géodésique et surtout de connexion. Récemment, cette géométrie a été étudiée, entre
autres, par Shen, Chern et Bryant.

Dans le chapitre 2, on part d'un probleme variationnel < invariant »sur les sous-
variétés de dimension p dans une variété de dimension n. Nous définissons le fibré en
p-grassmanniennes sur M, par

GrP M = {(z,E)|x € M, FE élément orienté dans T, M}.

Pour n = 3 et p = 2, celui-ci est isomorphe & (ALT, M\ {0}) /]0, +00). Puis nous
construisons un lagrangien L sur A2 T M\ {0}, qui dépend des dérivées premieres du
plongement de la sous-variété. Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 0.0.5. Notons

oL

N = {('rap) € AQDT*M/paﬁ = W

(z,y),y € N°TM}
Uimage de la transformée de Legendre. Supposons que le lagrangien L : A3 TM — R

est de classe C* avec k > 2 et est non dégénéré. Alors N est une hypersurface réguliére
et convere de A>°T* M (de classe C*1).

Nous déterminons une formulation hamiltonnienne de type multisymplectique du
probleme variationnel invariant. Nous avons considéré le cas particulier ou la surface
> est le graphe d’une fonction. Nous construisons de la méme maniere un lagrangien
L. Nous comparons notre présentation de cette construction avec celle donnée par
Cartan dans |. Nous montrons également que ces résultats restent vrais pour un
lagrangien L : A, T, M — R avec 1 < p < n.

Dans le chapitre 3, nous donnons une définition de la géométrie de Cartan qui
est fondée sur la notion d’aire. Dans cette géométrie, I'espace est considéré comme
I’ensemble des < éléments de contact »au sens de Cartan. Pour mieux comprendre
cette géométrie, nous étudions d’abord le cas d'une variété M de dimension 2. Nous
généralisons ensuite au cas n > 2. En s’inspirant des idées de Cartan, nous définissons
une connexion sur M et introduisons des méthodes pour calculer ses coefficients. Nous
déterminons localement la métrique, la métrique angulaire et les tenseurs en utilisant
le langage de Cartan introduit dans M] Nous terminons par un exemple : I’espace
harmonique.
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Dans le chapitre 4, nous étudions des questions d’orthogonalité dans I'espace de
Cartan en utilisant un probleme variationnel. Nous commencons par le cas p = 1.
A partir d'un lagrangien L défini sur le fibré en grassmanniennes des hyperplans de
dimension 2n — 1, nous déterminons le vecteur unitaire normal a un hyperplan orienté
dans Ty M. Dans le cas le plus général ou 0 < p < n, et a partir d’'une fonction
f:Q C RP = R"P nous construisons la grassmannienne sur le graphe I'y de f et
nous définissons le lagrangien L : Gr{,‘/[ M — R. Nous déterminons a partir de cela le
sous-espace orthogonal a un élément tangent a I'y en M.

Dans le chapitre 5, nous nous appuyons sur I’exemple d’une variété de distribution
de plans (une grassmannienne) pour décrire la méthode d’équivalence mise au point par
E. Cartan dans les années 1905-1910. Cette méthode permet de décider de I’équivalence
locale de deux G-structures par un changement de coordonnées.

Enfin, nous étudions dans le chapitre 6 les équations de Monge-Ampere, en appli-
quant la méthode d’équivalence de Cartan pour une classification locale des systemes de
Monge-Ampere. Pour étudier le cas elliptique, nous suivons de pres le cas hyperbolique
qui a été traité par Bryant, Griffiths et Grossman dans ] Nous remarquons
que le test d’involution de Cartan n’est pas vérifié.

Nom Notation Homogénéité
Norme de Finsler F 1
Norme de Cartan L 1
Coefficient de géodésique G' 2
Tenseur de Cartan C’”k@ -1
Tenseur de Cartan Ay = FCyy -1
Symbole de Christoffel I 0
Métrique g 0
Coefficients de la métrique de Finsler | g,) = 3(F?(z*,4"%))yy | 0
Coefficients de la métrique de Cartan | g = igzgg (ex) 0

g’ l'inverse de g,, 0
2-forme d’action aréolaire l 0
Lagrangien L 1

Tableau 1 — Tableau précisant les degrés d’homogénéité de certaines fonctions.

(%). Dans le chapitre 2 : coefficient de la métrique de Finsler. Dans la suite coefficient de la métrique
de Cartan.
(xx). Dans le chapitre 1 : métrique riemannienne. Dans le chapitre 2 : métrique de Finsler. Dans la
suite métrique de Cartan.

. - %L OL OL
(x**). a=|a| = Loeoe + o¢ oe,




CHAPITRE
Préliminaires de
géométrie différentielle

Introduction

Ce chapitre est consacré a des rappels de notions fondamentales utiles pour la suite.
Il s’agit de présenter des objets de base en géométrie différentielle dans le langage de
Cartan, c’est-a-dire en utilisant les formes différentielles et les reperes mobiles. Nous
introduisons dans la premiere partie les bases du calcul différentiel extérieure : on
présente l'algebre extérieur et les p-formes sur les variétés et leurs images inverses par
une application réguliere. Dans la deuxieme partie, nous introduisons les 1-formes de
connexion sur un fibré vectoriel et en particulier sur un fibré tangent. Nous définissons
aussi la 2-forme de courbure sur un fibré vectoriel quelconque au dessus d'une variété
différentielle, en particulier nous nous spécialisons au cas des fibrés tangents et nous
définirons la 2-forme de connexion. Puis, nous donnons les définitions de la géométrie
riemannienne. Enfin, nous définissons 'espace de Minkowski.

Dans la géométrie riemannienne la distance ds entre deux points infiniment voisins
est une expression qui dépend des coordonnées (z'), d'un point M € M. Riemann a
envisagé une expression analytique beaucoup plus générale, ds devenant une fonction
quelconque de z* et dx' a la condition d’étre homogene et de premier degré par rapport
aux dz'. Cette géométrie la plus générale, a fait aussi 'objet d’assez nombreuses études,
en particulier dans la these de P. Finsler en 1918 et donc il a construit la géométrie
finslerienne qui a été développée, entre autres, par Cartan en 1934 dans m H.
Rund dans M] et récemment par Bryant dans M], Shen et Chern dans Eﬁ]
et M] qui considerent que les coefficients de la métrique sont les fonctions des z*
et de la direction de la droite portée par dz* c’est a dire que la variété base a pour un
ensemble sous-jacent 1’ensemble

{ élément (M, D), M € M et D la droite orientée dans Tp; M}.

Tout d’abord nous donnons des définitions, des exemples et des remarques dans
la géométrie finslerienne, et nous étudions les géodésiques. Puis nous donnons la
connexion au sens de Cartan et nous déterminons ses coefficients. Enfin nous donnons
les définitions des tenseurs. Cette géométrie constitue une introduction a la géométrie
construite par Cartan en 1933 dans M] que 'on va étudier par la suite.
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1.1 Les bases du calcul différentiel extérieur

1.1.1 L’algebre extérieure

Soit V' un espace vectoriel, on note V* I’espace vectoriel des formes linéaires sur V.

Définition 1.1.1. Soit V un espace vectoriel de dimension finie m, une p-forme « sur
V' est une application a : VP — R qui est

1. Multilinéaire, i.e. V1 <12 < p, pour tous vy, ..., 0,, ..., vp, w, € V et A, p € R on a
(U1, ey AU+ Wy ooy V) = AQ(V1 ooy Uy ooy V) F (V1 oy Wy ey V)
2. Alternée, i.e. V1,5 € N tel que 1 <12, < p, on a
e, vy, vy, ) Fal, vy, v,.) =0
On note APV* D'espace vectoriel des p formes sur V.
Définition 1.1.2. Pour p,q € N, on définit le produit extérieur
APV x NIV* — APTIV*
(0, 8) — a A B

par

1 g
QA BV1, o Uprg) = 5 D (=DI(Vo1); s Vo)) B(Ua(pa1)s -0s Votpra))
TEY ptq

)

Remarque 1.1.3. :
1. Si p > m, alors APV* = {0}.
2. L’opération a A ( est clairement bilinéaire.

Définition 1.1.4. On note

AV =@ ( APV
Alors le produit extérieur s’étend par linéarité en une loi de composition interne dans
A*V*, on obtient l’algébre extérieure (A*V*, 4+, A). qui satisfait les conditions suivantes :

1. Associative :
Va € APV* VB e NV Ny e APV*, onaaABAy=(aAB)Ay=aA(BAY)
2. Elle n’est pas commutative mais elle est commutative graduée, c’est a dire :
Va e NPV* VB e AV ona fAa=(—1)MaAp

Proposition 1.1.5. Soit (94, ...,9,,) une base de V et soit (0*,...,0™) la base de V*
qui est duale de (U1, ...,0,,). Pour tout p € N, la famille

(9“ VANRTAAN elp)1§“<...<zp§m

est une base de APV*, par conséquent dim APV* = #}i)!p!. On en déduit aussi que
dim A*V* =) " dim APV* = 2™

p=0
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1.1.2 Formes différentielles sur les variétés

Définition 1.1.6. Soit M une variété différentielle, une p-forme différentielle o sur
M est la donnée, en chaque point M € M, d'une p-forme ay; € APT;, M. On note
QP (M) l'espace vectoriel des p-formes différentielles sur M

Définition 1.1.7. Soit M et N deux variétés, de dimensions quelconques (et
différentes en général) et ¢ : M — N une application réguliere. Pour tout 0 < p < n
on considere

QP(N) — QP(M)
a— pra

Nous appellerons image inverse de « par ¢ ou pull-back de o par ¢ la p-forme p*a qui
est définie par

VM e M, Yoy, ...,v, € TuM, (¢ a)m(v1, ..., vp) = auon(dp(v1), ..., dor(vp))

Observons que ¢*a est automatiquement p-multilinéaire et alternée et
VIEQN)=C*WN), ¢"f=fogp

Pour tout N € N, la différentielle dfy est un élément de TxN donc df est une section
réguliere de T*N c’est & dire df € Q'(N) et on a

" (df) = d(f o) =d(¢"f)

ou plus généralement, étant donnée une carte locale y = (y!,...,y™) : O C N — U,
si la restriction d’une p-forme o € QP(N) sur O s’écrit

o= Z Qg Ay’ NN dy

1<n<..<p<n

alors ¢*a a lexpression suivante dans ¢~ 1(0) :

ol Y-
oo (M) ... G (M)
(o= > ay,(e(M) : : dz" A ... A dz
n<...<p<m Oy’ Op?
11%]11<<...<<;;S§n 8?: <M) T Bil:: <M>
ol l'on utilise une carte locale = = (2!, ..., 2™) sur p~1(O) et I'on note ¢’ := y’ o . Ou
on peut écrire
gra= Y (g, 0@ dy") A A (pTdy”)

1< <. <p<n

et du fait que p*dy? = d(¢*y’) = d(y’ o ¢) = d¢?, on obtient

Vo= Z (Q)y..p 0 P)AG™ A o A d?P

1< <. <p<n
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Proposition 1.1.8. (régle de Leibniz graduée)
Soit ¢ : M — N une application réguliére et soit o € QP(M) et § € QP(N) ou
1<p,qg<m. Alors

¢ (N B) =" (a) A" (B)

dlaNp)=daNp+ (—1)PaNndS

Définition 1.1.9. Un forme a € Q*(M) est dite fermée si da = 0 et elle est dite
ezacte 8’1l existe une forme 5 € Q*(M) telle que a = df.

Théoreme 1.1.10. tout forme extérieure exacte est fermée mais la réciproque est vraie
localement (il s’agit du lemme Poincaré), mais non globalement en général.

Définition 1.1.11. Pour toute p-forme o € QP(M) et pour tout champ de vecteur
X € X(M), on appelle produit intérieur de o par X et on note X &« (ou parfois
txa) la (p — 1)-forme sur M définie en chaque point M € M par

(X )y (TyMP ' —R
(V1 ooy Up1) > apr (X (M), 01, .oy Up—1)

Proposition 1.1.12. Le produit intérieur satisfait une propriété analogue a la régle de
Leibniz graduée i.e. Soit X € X un champ de vecteur. AlorsVa € QP(M), V3 € QP(N)
oul<p,g<m

X (@AB)=(X_ a)AB+(=1Pan(X_ B)

1.2 Connexions et courbures sur les fibrés

1.2.1 Connexions sur un fibré vectoriel

Soit M une variété de dimension m et F un fibré vectoriel, on note X (M) 'espace
vectoriel des champs de vecteurs tangents sur M et I'(M, F) lespace vectoriel des
sections de F au dessus de M.

Définition 1.2.1. Une connexion ou dérivée covariante sur le fibré F est un opérateur
différentiel

V:XM)xT'(M,F)—T'(M,F)
(X,0) — Vxo

satisfaisant les propriétés suivantes : Vyyo = Vxo+Vyo, Vixo =AVxo, Vx(o+
T7) = Vxo + Vx7 et l'identité de Leibniz Vx(fo) = df(X)o + fVxo ou X|Y €
X(M), NeR, o,7 € '(M,F) et f une fonction sur M

Si on note X = X'¢,, o =0"f, ou (fi,..., fr) est une base de la fibre Fj; alors

Vxo=do"(X)f.+ wz(X)cr“fb
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ot wf sont des 1-formes sur un ouvert @ de M. On peut décomposer wi(X) := XTI,
ott les coefficients I°, vérifient V., f, := I'’ f, et représentent la déformation de cet
espace par rapport a un espace plat, sont appelés symboles de Christoffel. Pour tout
M € M on peut identifier Vo, avec un élément de Fy; ® T3, M ; ainsi M +— Vo peut
étre vue comme une section de F ® T* M par suite on peut écrire

Vo = fy(do® + wlo®)

Définition 1.2.2. Soit F un fibré vectoriel au-dessus d’une variété M et V une
connexion sur J. La courbure de V est une section de F @ F*®@ T*M @ T* M définie
par

\V/X,Y c X(M),\V/U c F(M,.F), RV(X, Y)O' = Vx(VyCT) — VY(V)(O') — V[X7y}0'

Théoreme 1.2.3. Soient f,g et h des fonctions définies sur la variété M, alors
VX,Y € X(M),Yo € T(M), la courbure RV vérifie

RY(fX,gY)(ho) = fghRY(X,Y)o

RY gécrit en coordonnées locales

RY(X,Y)o = RYL fro® X'Y?

av)

avec

R(Z?fb = vez(vejfa> - Vej<vezfa> - v[ez,e]]fa

On peut voir le tenseur de courbure comme une 2-forme a valeur dans End(F), on
note End(F) ® Q?(M) I'ensemble des sections de End(F) @ A*T*M, i.e. les 2-formes
a valeur dans End(F) ainsi

RY(X,Y)o = RYPQY(X,Y)o fy, = (dwt + wb Awi)(X,Y)o f.

ar)”“a

ou wf sont les 1-formes de la connexion c’est a dire V,, f, = wi(e,) fy et on a

ore,  ort
Vb __ Ja 4 k b k b
Razy - ox - o) + F]ank - anF]k

On note le 2-forme de courbure par :

Q=dw+wAw

1.2.2 Connexions sur un fibré tangent

Dans cette partie on va étudier un cas particulier ou F = T.M, alors 'opérateur
différentiel V : X(M) x X(M) — X(M)

Définition 1.2.4. Soit V une connexion sur le fibré tangent M, la torsion de V est
Vopérateur T : X (M) x X (M) — X (M) défini par

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,V] =TF e, X"V’
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Remarque 1.2.5. 1. Dans le cas d’une connexion sur un fibré vectoriel qui n’est pas
le fibré tangent, cette notion n’a pas de sens.

2. Une connexion est dite a torsion nulle si VX, Y € X(M), [X,Y]=VxY —-VyX.

Définition 1.2.6. La torsion T est antisymétrique donc nous pouvons la voir comme
une section de TM @ A?T* M on définit © = (©*) la 2-forme de la connexion V par

0' = da’ + wj A a”
ol (al,...,a™) est une base de T M

Définition 1.2.7. Dans notre cas la courbure de V est une section de TM QT*M &
T*M ® T* M définie par

VX,Y,Z € X(M), RY(X,Y)Z=Vx(VyZ)—Vy(VxZ)—VixyZ

1.2.3 La géométrie riemannienne

Dans une variété Riemannienne, si I’on reste au voisinage d’un point M, la distance
de ce point a tout point infiniment voisin s’exprime a ’ordre 1 de la méme maniere que
si on était dans un espace euclidien rapporté a un systeme de coordonnées cartésiennes
convenablement choisi. Etant donnée alors une variété M a n dimensions rapportée a
un systéme de coordonnées de nature quelconque !, 22, ..., 2", le carré de la longueur
d'un vecteur (X1, X2 ..., X") d’origine M = (2!, 2%, ..., 2™) serait alors exprimé par la
forme quadratique

g = glj(xk)XlXJ;
ol la métrique riemannienne g est une section de S?7* M telle qu’en tout point M € M,
g est un produit scalaire sur T, M.

Définition 1.2.8. On dit qu'une connexion D respecte la métrique g ou que la métrique
est parallele si et seulement si Dg = 0 c’est-a-dire que le vecteur ne change pas de
longueur lorsque sa dérivée covariante est nulle.

Définition 1.2.9. A toute métrique riemannienne sur une variété, on peut associer
une unique connexion parallele et a torsion nulle, appelée connexion de Levi-Civita.

Levi-Civita a introduit la notion de transport parallele qui permet de choisir com-
ment déplacer le vecteur X = (X");<,<,, d'origine M = (2') jusqu’a un point infiniment
voisin M’ de coordonnées z' + dz* de fagon que sa longueur soit inchangée (et aussi,
accessoirement, avec une torsion nulle). Le choix de ce transport parallele est spécifié
par la donnée de la dérivée covariante de X = (X') notée DX" (appelé par Cartan
" différentielle absolu€”) et en imposant la condition qu’elle soit parallele.

Définition 1.2.10. La dérivée covariante d'un vecteur variable d’origine (z') et de
composantes X"* s’écrit :

DX"=dX"'+ X', da" = d X' + XFw},

ou les coefficients I}, = %g” (% + % — aag;lh) sont les symboles de Christoffel qui

représentent la déformation infinitésimale de I'espace par rapport a un espace plat, et
wt =T, dah.
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Notons g(X,Y) = ¢,,X"Y” le produit scalaire défini localement sur 'espace tangent
TyM, on a:
Dg = (dg,, — g]kwf — gzkwf)Xsz
Or du fait que la connexion D respecte la métrique g, on peut tirer les relations suivantes
entre g,, et I}, :
dgzy = g]szk + gzkwf

ou encore

En tout point M € M, le produit scalaire sur T); M induit un produit scalaire sur
son dual T, M, alors on peut introduire les composantes covariantes X, qui sont par
définition X, = ¢,,X*, on note aussi X* = ¢** X}, avec la condition g,,¢" = 5;. On a

9, X' X7 = X'X, = g"X, X,

Ainsi en tenant compte du fait que la connexion respecte la métrique, et du fait que
Wy = glkwf, w9 = g*wl, T, = gzkffh, et I = g'*T}, | on peut obtenir facilement :

99,
dgzy = Wy + wy Oou %f]z = Fzgh + F]zh
1 1 (A agzj 1 7
dg” = —w"” — w” ou B -y -1y

1.3 L’espace de Minkowski

Définition 1.3.1. (Définition de I'espace de Minkowski)
Soit V' un espace vectoriel de dimension fini, une norme de Minkowski dans V' est une
fonction F': V' — [0, +00) qui vérifie :

1. F est C* dans V\{0}.
2. F est homogene de degré 1 i.e.

F(\y) = AF(y), pour tout A >0etyec V
3. Pour tout y € V\{0}, la forme bilinéaire symétrique g, : Vx V — R :

LO?F?(y + su + tv)‘
2 0s0t =

gy(u,v) =

est définie positive.
On dit que (V) F) est un espace de Minkowski. La norme F est dite réversible si
F(-y) = F(y).
Soit (F, V) un espace de Minkowski. On note (b,) une base de V', on a
1

gw(y) = gy(bzv b]) = Q[FQ]yZyJ(y)

Si on note uw = u'b,, v = Vv, et y = y'b, on a
b

gy(u,v) = gl](y)uzvj et F(y) = gw(?/)?/z?/]
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Lemme 1.3.2. Soit (F,V) un espace de Minkowski, alors pour tout y,v € V on a
Fly+wv) < F(y)+ F(v)

on a F(y+v) = F(y)+ F(v) si et seulement s’il existe X > 0 telle que y = Av.

Démonstration. Si on fixe un vecteur v € V\{0}, on note y(t) = ty + (1 — t)v # 0,
soit :

p(t) = F(y(t)) == F(ty + (1 = t)v).
On suppose que y(t) # 0 pour tout 0 < ¢t < 1, alors () est de classe C*°. On observe

24 (3) <900+ 60,

c’est-a-dire
F(y+wv) < F(y)+ F(v)

On suppose qu’il existe 0 < to < 1 telle que y(ty) = 0. Sans perte de généralité, on

peut supposer que ty, > % Donc v = —%y et y4+v = Zt‘g—o_ly. Alors
2ty — 1 1—t
Fly+v) = Oto F(y) = F(y) - i “F(y) < F(y) + F(v).

Lemme 1.3.3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (F,V') un espace de Minkowski, alors pour tout v € V ety # 0, on a

gy(y,v) < F(y)F(v)

et on a g,(y,v) = F(y)F(v) si et seulement s’il existe A > 0 telle que y = Av.

Démonstration. On note
S:={yeV/F(y)=1}=F'(1)

Soit y € S alors I'espace tangent 7S est naturellement identifié a I’hyperplan

OF?
Wy ={weV; 8—y](y)wj =0} ={w e V,g,(y,w) =0}

Soit v € V' et décomposons v = Ay +w, ou A € R et w € W,. On observe que

9y(y,v) = Agy(y,y) = AF?(y)

Si A < 0 le résultat est immédiat, si A = 0 on a I’égalité. Il reste le cas o A > 0 : en
utilisant le lemme précédent on a

9y 0) = NF()F(y) € \F(y + 5w)F(y) = F©)F(y)

on a égalité si w = 0 i.e. v = Ay pour un certain A > 0. O
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S =F(1)

Figure 1.1 —

Lemme 1.3.4. Soit (F,V) un espace de Minkowski, on suppose que y,v € V\{0}
vérifient la condition suivante

gy(yaw) - gv(v,w), Yw eV

Alors y =

Démonstration. Si w = v alors

F(v)* = gu(v,v) = g,(y,v) < F(y)F(v)

donc

F(v) < F(y)
et si on prend w = y alors de méme on obtient
F(y) < F(v)
Donc F(v) = F(y) et
9y(y,v) = F(v)* = F(y)F(v)

En appliquant le lemme précédent on conclut que y = v. O

Définition 1.3.5. (Définition du dual de la norme de Minkowski)

La duale de la norme de Minkowski M] est une fonction F* : V* — R définie
par :
F (&) = max{€(y) :y € V, Fy) = 1}
Comme {y € V : F(y) = 1} est compact, alors la duale de la norme de Minkowski
existe et finie, et de plus elle est une norme de Minkowski.

Définition 1.3.6. D’apres la définition du dual de la norme de Minkowski on peut
définir la transformation de Legendre ¢ : V' — V* définie par :

U(y) = g,(y,.) pour y € V\{0}, et £(0) =0



26 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Exemple 1.3.7. Soit V un espace vectoriel de dimension n, soit « la norme euclidienne
et [ une forme linéaire dans V. On définit

F(y) = a(y) + B(y)

Alors F est une norme de Minkowski si et seulement si ||3]| < 1.

Démonstration. 11 est trivial que la norme F satisfait 1 et 2 de la définition (L3.1)), il
suffit alors de montrer 3 si et seulement si ||5|| < 1.
On note (b,)!"; une base de V, alors on a

a(y) = oy et Bly) =by', y=yb eV

ol (ay,) est une matrice symétrie définie positive. On a

18] == sup B(y) = /aubib,

a(y)=1

olt (a) = (a,,)"". On note

gw(y) = gy(bzv b]) = %[F]ylyf(y)

Par un simple calcul on trouve

i) (0, 2) (5 00) (%)

ol ¥, := a,sy°, on conclut alors que pour y # 0, g, est définie positive si et seulement
si ||B]] < 1.
La fonction F' vérifie facilement le lemme 1.2, en effet

Fu+v) =a(u+wv)+ p(u) + B(v)

O

Remarque 1.3.8. Dans le cas ou F(y) := a(y) + S(y) et ||5]| < 1 on dit que F' est
une norme de Randers.

1.4 Introduction a la géométrie finslerienne

Dans la géométrie construite par Finsler, les coefficients g,, sont des fonctions
données des variables x* et de la direction de la droite portée par dx'. Nous définissons
ainsi la variété base comme étant :

GriM :={ élément (M,D),M € M et D € Ty M}
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Définition 1.4.1. Une variété finslerienne (M, F') est une variété différentielle M
munie d'une fonction de Finsler F'[*) définie sur le fibré tangente TMg := (J,c 0y To M\
{0} & valeur dans [0, +00)

F:TMy— [0,+00)

qui vérifie les conditions suivantes :

1. Fest C*™® sur T'M,.

2. F est homogene de degré 1 en y*, c’est a dire pour tout A positif on a :
F(a*, \y*) = AF (2%, y")

3. La matrice hessienne définie par

1

(gm(xkayk)) = [i(FQ(xkayk))ylzﬂ]

est définie positive en tout point de T'M,. Le tenseur g,, est homogene de degré
zéro en y i.e. en tout © € M, F |1, est une norme de Minkowski.

Remarque 1.4.2. Une métrique F' = F(x,y) est dite réversible si et seulement si
F(z,—y) = F(z,y) VYyeT,M.

Exemple 1.4.3. Soit (M, g) une variété riemannienne. Alors

F(x,y) =vV.(y,y) yeT.M

est une norme de Finsler.

Exemple 1.4.4. Soit |.| la norme euclidienne dans R"
yl = | D ()2
=1
On définit F' = F(x,y) par
F:=y, yel,R"=R"
I est la métrique euclidienne de Finsler sur R™.

Remarque 1.4.5. Soit une courbe C' de p vers g de classe C* par morceaux paramétrée
par v : I = [a,b] C R — GriM, t — ~(t) telle que y(a) = p et y(b) = ¢, soit
F,: T,M — [0,400). Alors la longueur de C' est définie par :

£r(C) = / Fly(t), ()t

(). La fonction F dite aussi la norme de Finsler (i.e.) F(z,.) := F,(.) est une norme de Finsler sur

T, M.
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Si C' est représentée par une autre fonction 7 : I’ = [d/,0/] C R — GriM telle que
~(a') = p et F(b') = ¢ alors il existe une fonction positive ¢ qui vérifie ¢ = () et telle
que ¥(t) = v(t) et ¥(a') = a et F(V') = b. Alors

On a donc

Donc la longueur de C, Lr(C'), ne dépend pas de sa paramétrisation . On définit
la fonction d : M x M — [0, +00) par

d(p,q) = irclf Lp(C) ou v est C™ par morceaux

Avec d vérifie
1. d(p,q) > 0, pour tout p,q € M et on a égalité si est seulement si p = q.
2. Pour tous p,q,r € M on a

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q)

Remarque 1.4.6. Soit la courbe C' qui représente les positions successives d'un point
M entre deux instants t; et ty et soit [ l'intégrale définie par :

to
I:/ F(2F, y")at

t1

L’étude de la variation de I est indépendante de la direction de l'intégration sur C ce
qui donne :
F(a*, —y") = F(a", ")

et par homogénéité on aura :

F(a" M%) = [NF(2*, %), YA € R

1.4.1 Géodésique

Définition 1.4.7. On dit qu’un courbe 7 dans une variété finslerienne est un géodésique
si et seulement si £ est stationnaire en 7 c¢’est a dire pour toute variation de ~, de
on a

d

T (Lr() om0 =0
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Lemme 1.4.8. Soit F': TM\{0} — R une fonction de classe C*> et v : [a,b] — M.
On dit que la fonction Lp(7y) 1 v — fba F o7 est stationnaire si et seulement si :

oF d (OF
—— v ) = 1.1
o ° 7 T dt (63/2 ° 7) 0 (11)

De plus, cette condition est indépendante des coordonnées locales.

Démonstration. On suppose que a = t; < ... < ty = best une partition de [a,b] , et que
la courbe 7 est de classe C* sur chaque [t;_1,t;]. Soit la fonction H : (—¢, +¢) x [a, b] —
M telle que

1. H est C° sur (—¢,+¢) X [a, b].
2. H est C™ sur (—e,+¢€) X [t;_1,1;].
3. y(t) = H(0,t),0 < t <b.

= H(t,s) une petite variation de 7(t), alors le vecteur tangent est
OH
t,0) donc :
Os (

%(CF(%(t)))\s=0:Z [ G o0 w0+ G it g0 a

1 TOF d (OF . OH"
=X [ e+ 5 (G o) e o

Si la courbe v est stationnaire sur [a,b] alors elle est stationnaire sur [tx,tg 1], de
plus si on a vérifié que ~ est stationnaire, alors [[LT] est indépendant des coordonnées

locales. O

Définition 1.4.9. Dans une variété finslerienne, on définit localement les coefficients
de la métrique par g,(y) := 1[F?],.,»(y) et les coefficients des géodésiques par

1 0 0
6= Jaut) (2% - 52 ) s v e TAND)

On peut encore écrire

1

~gu(y) [F?lay ()y" — [F?a(y)]

G'(y) = 1

Proposition 1.4.10. Un courbe v : I — M est stationnaire si et seulement si pour
tout t € I, on a dans les coordonnées locales

d*4(t)
2G'(Y(t)) =0
0 ae )
Démonstration. On note 25 := [F],x, % i= [F]yr, et comme V* = 22 (¢ 0) alors

on observe que I’équation [LI] s’écrit :
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i(ﬁp(%(t))ﬂs:o = / % {[FZ]kakJr [FQ]yde ]dt

t,
t,—1

:/b i[mk—i L[FQ]k V’fdt+ii[F2] WVF
. L2F° ' ot \2F" ops

b k
1 . 1
= / — [[F?]r — [F A = [F? ey V’“dt+zfg]m]\/k

1=1

t,
ty—1

t,
t,—1

b k
1 : T 1k Lk
B ‘/a po 17+ 2V D sy

Or H(t, s) est une variation de ¢(t), on peut choisir H(t, s) = ¢(t), donc V(¢,) = 0 pour
1 =0, ...,k ce qui donne

d

e o =0 [ Fan [7+20°6)] Viat

Ce qui donne dans les coordonnées locales

¥ +2G7(7) = 0

1.5 Connexion “au sens de Cartan”

Définition 1.5.1. On note par g(.,.) le produit scalaire définit localement en tout
point de T My et soit g(x,y) = g,,(z,y)y'y’, alors une variété différentielle munie de la
métrique g est dite variété Finslerienne.

Remarque 1.5.2. Dans le cas ol g,(z,y) ne dépend pas de y # 0 alors F' a une
structure riemannienne.

Définition 1.5.3. Soit v : I € R — GriM un chemin sur Gr; M, on note par
7 : TM — GriM, et par v = v(0) = (o, Dp). Soit Xy = (X{), € 7 (xo, Do),
71 — TM le relevement de v sur TM et X(t) = (X*), C T'’M un vecteur variable
d’origine (z'(t),y'(t)), . Alors la dérivée covariante de X (t) est donnée par :

dX"(t)

Dyx(0) = P+ (xH0Ci e G+ O 0 )

= (TR X0t )

avec wi = Ct, dy" + T, da™ et les C, et I, sont naturellement des fonctions de
et de y et ne sont pas absolument arbitraires.
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1.5.1 Meéthode de calcul des coefficients C},. 1",

Pour calculer les coefficients C},;, on impose la condition que si X et ¥ sont deux
vecteurs du meéme élément d’appui et DX et DY sont leurs dérivées covariantes lorsque
ces vecteurs conservent les composantes contrevariantes X* et Y* fixes et lorsque leur
élément d’appui commun subit une méme rotation infinitésimale autour de son centre,
on a la loi de symétrie XDY =Y DX

Le calcul de la dérivée de covariante de g(s,py donne :
Dg.py = dg, X' X7 — gu X' X7 (Chdy" + Th,da") — g, X' X (Cl,dy" + T, dx”)

= (dgu - (th + C]zh)dyh - (Fljh + F]zh>dxh)XZX]
= (dgyy — (wyy + wy)) XX

Nous tiendrons compte de la condition que la longueur d'un vecteur ne change pas
quand sa dérivée covariante est nulle c’est a dire : Dgy,py = 0 alors :

k k
dgy = Guw; + gpw, = Wy + Wy

Ce qui donne des relations importantes pour déterminer les coefficients C?, et IV, | si
la métrique g(ar,py est donnée, qui sont :

99,
823!3 - glkcjkh + ngCz]?z = Cl_]h + C_]Zh
9,
8fo - gml—‘fh + g]kl—‘fh = Fz]h + F]zh

Comme le cas de la géométrie riemannienne on peut introduire aussi les composantes
covariantes X, qui sont :
X, = glka ou X' = ngXk

ot l'on a: gg" = 47 on a donc
9, X' X7 =X"'X, = ¢"X, X,

ce qui donne, en tenant compte du fait que la connexion D respecte la métrique g, p)

ag"
ayh = —Lyh — C]zh
0g"”
@ = _Fljh - F_]Zh

Définition 1.5.4. Soient X et Y deux vecteurs de méme élément et de composantes
X"Y7 fixes; soient DXet DY leurs dérivées, lorsque leur élément commun subit la
méme rotation infinitésimale autour de son centre, on a la loi de symétrie

XDY =YDX
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Théoreme 1.5.5. Soient X et Y deux vecteurs de méme élément et de composantes
XV Y7 fizes et si XDY =Y DX alors on a

10g,
2 Oyh

C]zh -
Démonstration. La loi de symétrie est une condition nécessaire pour la détermination
des coefficients Cf,;, en effet
XDY =YDX = Y, X*Cy,dy" = X, Y*C}, dy"

ce qui donne
Y X Chpdy" = XY*Cydy"

par un changement d’indice on a alors

Crin = Cun
comme on a Ci,p + Coun, = —Z“ZJ}Z, alors
10g
Cup = =2
7D oyt

1.5.2 Les tenseurs

Soit un tenseur contrevariant a deux indices T'(x*,y*) = T,, (2%, y*)e ® ¢’, alors on

DT,, = dT,, + TkJ(thdyh + Il da”)
+ T (Clrdy” + T da”). (1.2)

. 1 . . . . .
Sil' = % est le vecteur unitaire de composante contravariante fixe, et de direction celle

de son élément d’appui, alors avec un déplacement parallele, on a :

DIt = d(%) 4T dgh car y*CL, =0 (1.3)

ce qui donne :

dy' = Pz, y)DI' +y'( ) — [y da (14)

F(x,z")
D’apres [LL4] les coefficients de DI* dans sont :

Cartan a défini le tenseur A(z*, y*) = AF e, @ ¢ @ " par :

Afh = F(z, y)C’ﬁ1 ou encore A, = g]kAfh = F(z,y)Cyn
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Alors de on peut déduire :

y*Chn = 0 et d’apres la loi de symétrie, on a y* ggf =0
Y
On a
B OPF
W Dy
et on obtient I'expression de tenseur A dans la base ' ® e/ ® e”
1 P F?
A= (A ==-F(* y¥)———
( ]h) 4 (l‘ Y )ayzayjayh
Notons A 1= (A,) := (A¥), = g"* Ay, alors :
1 aght 1 0
A= SF(z,y)g" = §F(x,y)a—y(logg) ou g = det|g,|

On peut encore définir le tenseur AY" = F(x,y)C"" dans la base e, ® e, ® e, qui
redonne le vecteur A’

Revenons & [ on remarque que le coefficient de da® s’écrit :
—(T, T3y + leF;,]f)dxh ou Iy = Ckrlhy

ce qui donne :

DT,

v

= dT,; — (T, A%, + T Al DI — (T, U + Tl ) da”

Or on sait que dT,, = gTﬁfd h BT” 2 dy" et en utilisant [[L4] on obtient 'expression de la

variation totale de la dérivé Covarlante du tenseur 7;,

oT,,
DT, = (F=%4 5 4 — TyyAy, — T Al DI
oT, O, P
( Wj - 8yfr’c — T, Ui — Ty da”
On peut noter Tmhda:h = (% — 8T” 2Ry — Ty, T — leF;,’f)da:h qui représente la va-

riation de tenseur quand son élément se déplace parallelement de point de coordonnées
2" vers le point de coordonnées z* + dz', on aura alors :

or,,

DTw:(Fah

Ty Al — T AL DI" + T,y da”
On peut vérifier aussi que si 1), = g,, alors on a Dg,, = gmh.

On peut refaire le méme travail pour un tenseur contravariante T'(z,y) =
T (z,y)e, ® e,, si on prend par exemple le vecteur X* alors en [[L4] on peut montrer
facilement que :

. X .
DX' = (F—— 0 + A, X*)DI" + X, da”
ot Xpda" = G5 — GryTh, + Tpy X*.

(%). Voir [Run594] & la page 73-74.
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CHAPITRE
Formulation invariante
du probleme variationel
de départ

Introduction

Le but de ce chapitre est de construire une formulation hamiltonienne de type mul-
tisymplectique d'un probleme variationnel invariant sur les sous-variétés de dimension
p dans une variété de dimension n. Tout d’abord, nous considérons une surface orientée
dans une variété M de dimension 3 et, en tout point M de la surface, on note P le plan
tangent orienté. Nous définissons le fibré grassmannien comme étant ’ensemble de ces
éléments (M, P), qui est isomorphe & (A*T, M —{0})/]0, +-o00]. Puis nous définissons la
2-forme d’action aréolaire ¢ qui est homogene et de degré 0 en y, on considere un lagran-
gien L homogene et de degré 1 en y sur ALTM, tel que % =/, et nous construisons
une forme multisymplectique. En supposant que L est non dégénéré, nous montrons
que I'image de la transformée de Legendre est une hypersurface réguliere convexe. Ce
résultat reste vrai pour une hypersurface dans une variété de dimension n ou plus
généralement pour les sous-variétés de codimension n — p. Dans la deuxieme partie
on considere le cas particulier ou la surface X est le graphe d’une fonction et nous
construisons de la méme maniere le lagrangien, et nous comparons avec la présentation

donnée par Cartan dans [Car33).

2.1 Le cas présenté par Cartan : une surface > dans
une variété M de dimension 3
Soit ¥ une surface dans une variété M dimension 3. On définit le fibré grassmannien
des plans dans T'M par :
Gr*M = {(x,E)|x € M, FE plan orienté dans T, M}

Définition 2.1.1. On pose A*T, M = (A*T:M)* et A°TM = [, A*To M. Si
uy, uy € TpM alors on définit uy A ug € A*T, M par : Vo, 3 € TM :

(A B)(ur Aug) == a A Bug, ug) = alur)B(uz) — alug)B(u)
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cette opération est clairement bilinéaire.

On note mg2ng @ Gr? M — M la projection canonique. Soit z = (2!, 2%, 23) les

coordonnées locales sur M et (%, %, %) une base de T, M, une base de A>T, M
est

0 R o 0 A o 0 A 0
oxl " 0x2’ 0x2  Ox3 O0x3  Ox!

Soit E un plan orienté dans 7, M et soit (uj,us) une base directe de E on dit
alors que u; A uy € A*T, M représente E, on note les coordonnées sur A*T'M par
(', 22, 23y 4?3, y3) on Y2, y? et 3! sont les coordonnées qui représentent le plan

(appelé “élément” par Cartan), on a

0 0 0 0
12 23 319 0
—Y oxl A or? Y ox? A ox3 Y ox3 A ox!

U= U N\ Us

Remarque 2.1.2. Notons la 3-forme de volume w := dz' A dz? A da?

1. Le noyau de u —w est le plan E, ce qui permet de retrouver directement le plan F
a partir de y'2, y* et y3L

2. A cause de l'orientation on a
G"riM ~ (AszM \ {0})/R*+

On déduit que les coordonnées homogenes sur le fibré Grassmannien au dessus de
1.2 3.0,12.,23 .31 ;
M sont (', 2%, x°; [y - y* : y?h]) Le.

GrPM = {(z; [y]) == (z", 2%, 2% [y"* : v ")) |z = (2", 2%, 2%) e M,

E = (y)=[y"*:y* : y*] plan orienté dans T, M}

de sorte qu’en tout point x € M, Gr2M, est 'espace de tous les plans orientés dans

T,.M.

Définition 2.1.3. Soit M une variété différentielle, soit n € N on dit qu'une (n + 1)-
forme €2 dans M est multisymplectique ssi

1. € est non dégénérée, i.e. VM € M, V& e Ty M, si & Q) =0, alors £ = 0.

2. Q est fermée, i.e. d) = 0.
Toute variété M munie d'une forme multisymplectique 2 est une wvariété multi-
symplectique.

Définition 2.1.4. (MD : La (n + 1)-forme Q est dite pré-multisymplectique si
elle vérifie seulement 2, alors une variété différentielle M munie de ) est une variété
pré-multisymplectique.
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2.1.1 Formulation lagrangienne

Définition 2.1.5. Une 2-forme d’action aréolaire est une 2-forme ¢ sur Gr2M de la
forme :

U, y) = lg(x, y)daz' A da® + log(x, y)da® A da® + U3 (z, y)da® A dat
ou lya(x,y), lag(x,y) et €31(z,y) sont homogenes et de degré 0 en y sur ]0, +o0], ie.
VA €]0; 400, lag(x, A\y) = Lag(, 7).
Définition 2.1.6. On définit un lagrangien homogene L : A°TM — R comme étant
une fonction continue sur A?T'M telle que :
1. L est de classe C* sur A°T M \ oy ot1 0 est la section nulle.
2. L est homogene et de degré 1 en y sur |0, +o0o] i.e. VA >0, L(z,\y) = AL(z,y).

Remarque 2.1.7. Si uy, uy deux vecteurs de I'élément E, alors L(x, u; Ausy) représente
< aire infinitésimale >du parallélépipede formé par u; et us.

Soit 3 une surface orientée dans M, soit (uy, uy) un repére mobile sur X et (6, 6,)
sa base duale, on définit

E(Z) = / L(l‘, U1l VAN u2)91 A 02 (2].)
X
Notons :
OL _
Hy12 12
p) [2/3 - 623
aygl - 631

alors on a par la formule d'Euler L(z,y) = 3,4 a‘;—ﬁg(aﬁ,y)yaﬁ = > s lap(z, )y’

Donc
0 oL oL oL
- a 8 _ 1p 7.2 25 7.3 3p 701
U(w,y) = ;5 (daz Adz’ @ W)' dL = 5 5 da' Ao+ 5 5 de’ Ao+ 5 da’ Ada
On voit donc que le produit intérieur par > _g (d:c“‘ AdaP @ ay%) coincide avec

'opérateur canonique de (A?*T, M)* — A*T*M et que :

0
_E a B
{ = (dl‘ A dx ®8ya6>_l dL

a<f

avec la condition y®? +y%* = 0. On note G I'ensemble de toutes les surfaces ¥ orientées
dans M. Alors Vz € &, T,% € Gr’M, on note TS = {(z,T,%) € Gr*M;z € X} et

on peut écrire 'action définie en 2.1] par :

cor [0 .5

a<f

0
a Ie] |
<d:c A dx ®6y0‘5) o dL.

Définition 2.1.8. On dit qu’une surface X est un point critique de L si est seulement

si, pour tout compact K C M, KNY est un point critique de Lk (X)) := fﬂ_—l ()T L.
Gr2 M
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2.1.2 Formulation hamiltonienne (multisymplectique)

-Transformée de Legendre : On définit la fonction

ANTM  —  ANT*M

N )

ol g—’;(x, y) = ((gaLﬂ (z, y))a<6. On considere la fonction hamiltonienne par
H($, P) - Zpaﬂyaﬁ - L(l’,y),
a<f

ol y est une solution de g—s(x, Y) = pap. Comme L est homogene de degré 1 en y sur
10, 400, on a par la formule d’Euler :

oL N b oL
L(z,y) = W(ﬂ:,y)y F = Zpaﬁy 7 ol pag = W(az,y)
a<f

Et donc ’hamiltonien ‘H s’annule.

Définition 2.1.9. On dit que le lagrangien L est non dégénéré si L est de classe C? sur

ANTMN\ og et % > 0 en dehors de og. (En particulier L? est alors une fonction

strictement convexe).

Proposition 2.1.10. Notons N l'image de la transformée de Legendre,

oL
N =A{(z.p) € NT" M/pas = 5 5(2,9).y € NTM}

On suppose que le lagrangien L : A°TM — R est de classe C¥ k > 2 est non dégénéré.
Alors N est une hypersurface réguliére et conveze de N*T* M (de classe CF~1).

Démonstration. Soit x fixé dans M et soit

. oL
N,={pe AZTx/\/l/pag = W(x,y),y € AZTM}

Nous allons d’abord montrer que A, est une surface dans A*T*M On se place en
x € M, pour alléger les notations, on note L(z,y) = L(y), Notons

S, = {y € N°T,M|L*(y) = 1}

S, est une sous-variété plongée, en effet : Vy € S on a y*? 8‘3@, (y)=Ly) =1#0=
d(L?), # 0.

On sait que 8255 (\y) = 8255 (y) donc I'image de A*T, M \ {00} par 8255 est la méme
que celle de S,, car pour toute demi-droite, D C A*T, M \ {00}, D coupe S, en un
unique point.
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< Py >

Figure 2.1 —

Montrons que ‘953 (S) est une variété plongée et convexe : comme L? est une fonction

strictement convexe, alors la transformée de Legendre

v gy

est un homéomorphisme global et, comme L? est de classe C* sur A*T, M \ {00}
alors L? : A*T,M \ {00} — N*T:M \ {o}} est un difféomorphisme, Comme S est
une sous-variété plongée alors g‘yﬁé(s ) lest. Or a(L # |s,= 2L agﬂ |s,= 282—53 ls, (car

Yy € S, on a L(y) = 1) alors aafﬁ (S;) est une Varlete plongée.

Lemme 2.1.11. Soit L le lagrangien défini plus haut on a

82L2
rang <W) = 1+ rang(Hess(L))

Démonstration. Soit un lagrangien L de classe C' sur A2T, M et de classe C* sur
AT, M\ {00} alors L? est homogene de degré 2 et de classe A*T, M et de classe C*
sur A°T, M \ {op}. Comme L est non dégénéré, cela entraine la convexité, et on peut

vérifier facilement que a(LaB) (0) = 0. En effet L s’annule en 0 et a(L ) =2 afzaLﬁ
Calculons la matrice WI;J,B, en dehors de oy.

27, 82L12_'_2 OL OL 27, 82L23+2 OL OL 27, 82L31+2 OL OL

8y1228y Hy12 oyl2 8y1228y 9y12 5y23 8y1228y 9y12 5y3L
9L oL 0L 9L OL 0L 0°L OL OL
2Ly 8y2328y12 + 28y23 Dy12 2L 55 8y2328y23 + 28y23 9y23 2Lyt 8y2328y31 + 28y23 dy31

9L oL 0L 9L oL OL 0°L OL_ _OL
2L 55 BySToyl2 + 28y31 y12 2L 555 D51y + 28y31 9y23 2Lyt 9y31oy3T + 28y31 y5T
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2L 2L 0L OL.
) 128 12 o 128 23 o 128 31 ) 12
_op | e o o | 2 oL 0L OL (2.2)
0y120y3T  9yBoydl  PyBloysl Oy3t
On note T,S, = ker (aij—aLﬁ(Sx)), soit (e1,eq) une base de 7,5, et e3 =y =y Wayaﬁ ;
on note (21 22, 2%) les coordonnées dans la base (ey, eg,e3). On a
oL 'B" 0 aL 9%L g’
91 67 = 0. De plus d (a aﬁ) (es) = y** ayo'B’ (ayaﬁ> = ayaﬁayw/yaﬁ = 0 par
homogénéité, ce qui se traduit dans les coordonnées z* par % =0 Va=1,2,3,
Alors la relation (2.2) s’écrit
9%(L?) 9 (LA 92
(a/(zl)?) azgaz% azl(azg % % 0 000
(L) (L) (L) L e
922921 (0222 02202° = 2L 922921 (022)2 0 + 2 000
0%(L%)  22(L?)  O3(L?) 0 0 0 001

0280z1 023022 (023)2

Donc on a

0*L? oL
—_ =1+ Hess(L)) =1+ d| — 2.
rang (82”82”) o rang(Hess(L)) rang (ay) | 7ys (2.3)

En particulier L est non dégénéré si et seulement si rang d ( ) |7ys, = 2, c'est &

dire ?9_5 |s, est une immersion de S,. Nous voyons donc que N, coincide avec l'image
de S, par une immersion. O

On note

B, :={y € N°T,M|L*(y) < 1}

Montrons que aﬁﬁ(Bx) est un ensemble convexe : Soit Py, P} € aB (B:). Montrons
que
we01] =P+ 1-0F e 2L m)
) 0 33/0‘5

On a Ry, P} € a 0L (B,) donc il existe yo,yh € B, tels que Py = ai—fﬁ(yo) et Py =
ayaﬁ (yo) or B, est convexe donc tyy + (1 — t)y, € B, = L(tyo + (1 —t)y,) = 1 et
comme a Lo NT,M\ {oo} — AT M\ {0} est un difféomorphisme alors il existe
un unique P € A*T* M\ {o;} (donc il existe un unique y € A*T, M\ {o0}) tels que
t 8@, (yo) + (1 — t)ag—ijﬁ(yé) = Py = 8‘3—@,(3/6’) et comme L homogene de degré 1 alors
‘v’y € N*T,M\ {00} il existe un unique A > 0 telle que L(\y) = 1, alors A =

1
Ly ©

qui donne L(;,,)yg € B, alors t3 BL 5 (o) + (1 — t)agaLa (o) = 82(1;,8 (yo) = 8253 (L(;,,)yg) €

82—53(31), ce qui montre la convex1te de 8‘3@, (B;). Ainsi 0B, = S, est une surface

convexe. O
82(L2)

Remarque 2.1.12. Dans le cas ou > () alors au dessus de tout point x € M,

3ya58ya/5/
N, est topologiquement une sphere dans AT M.
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2.1.3 Application
On définit sur A2T* M la 2-forme 0 = prodzt A da? + pogdx® A da® + psda® A dat
df = dpiy A da' A dz? + dpag A da? A da® + dpsy A da® A dat

On a bien df est une forme multisymplectique sur A*T*M et df|y est une forme
pré-multisymplectique.

Théoreme 2.1.13. On a X C M un point critique de f L si et seulement si son image
par le Legendre est une surface dans N sur laquelle df s’annule, autrement
‘g—z(TZ) C (N;w |w), si on note

6:med:ca/\dx'y:9 |

a<ly

L) - /gm)ﬁ - / 8 (2.4)

Alors

ou T = %(TZ) CcWN.

Démonstration. On peut voir facilement

L\" L L L
(3_) 0 = 0 d:pl/\d:p2+8—dx2/\dx3+ 0 dz® N dz' = 0(x,y)

ay ay12 8’3/23 ay31

o= [ =L (5)

Et comme g—é |7 est un plongement alors
OL\"
E(Z):/ <—) 0:/ 0:/0.
7 \ 0y IL(T) r

Exemple 2.1.14. On va prendre le cas particulier ou k =1 i.e. L et ¢ sont C*™

donc

Exemple 2.1.15. Maintenant on prend k = 0 avec £ et L sont C° par morceaux i.e. L
est C¥ et C! par morceaux et £ est C° par morceaux.
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Ly

E=+<pzxz>

y23y31

Figure 2.2 — Cas L et £ sont C*.

2.1.4 Comparaison avec les graphes

Cela correspond & la présentation donnée par Cartan. Prenons M = R? x R et soit
¥ la surface de graphe d’une fonction f : R? — R, on sait qu’au voisinage d’un point
x € (', 22 f(a', 2?)) € 3, lespace tangent T3 est engendré par

1 0

Uy = 0 et Ug = 1
of ofF

Oxl Ox2

et comme

A — 0 N of o A 0 N of 0
Atz = oxl  Ox!ox3 ox?2  0x20x3
0 A 0 B of 0 A 0 B of 0 A 0
ozt 9r2 Oxt \9a2 " OxB o0x?2 \0x3  Ox!

12 _ y23:—ﬁety31:—ﬁ.

Ox? Ox?
Soit F(zt,2?%, f,df) une densité lagrangienne telle que I'action au-dessus d’'un carré
infinitésimal da! A dz? soit F(zt, 22, f, df )dx' Adx?. Alors il est possible de trouver une
2-forme d’action-aire ¢ et un Lagrangien L, tels que pour toute surface > qui est un
graphe au-dessus de Q C R? on ait

On note

/ F(z', 22, f,df)dz" A da® = L(X) = / l.
Q TS



2.1. LE CAS D’'UNE SURFACE DE DIMENSION 3 43

12,23

JE=4<px>

y12y23 O y12y23

31

Figure 2.3 — k=0 et L et £ sont C par morceaux.

En effet si (eq,es) est une base de R? et si (uy,us) est la base de T,% au-dessus de
(e1,e2) (ie. uy = (ey,dfz(e1)), us = (ea,dfy(e2)), et si F(xl, 22 f,df) est une densité
lagrangienne, alors son action infinitésimale au-dessus du parallélogramme engendré
par (e, es) vaut :

F(z', 2%, f, df)da' A da®(ey, e0) = F(xt, 22, f, df Ydx' A da®(uy,ug) = F (2!, 22, f, df )y*?
Mais par ailleurs on demande que cette quantité soit égale a

N7 lap(r,y)da AdaP(urun) = D lap(n,y)y* = Lz, y)

1<a<p<3 1<a<p<3
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On a donc
oL 120,12
Lzy)= Y, 759 = Y loy™ =y Fla’.2® [.df)
1<a<p<s %Y 1<a<fB<3
23 31
comme zﬁ = —%, Zﬁ = —%, donc

23 31
12 Y Y
L(l‘,y)—y F(x7f7_y127_y12)

Remarque 2.1.16. Ce cas se généralise facilement pour les hypersurfaces dans une
variété M de dimension n et on trouve pour la comparaison des graphes

) ) y2n ynl---n—2
L($1...l‘n, [y]) =Y R (l‘, f’ _yl...nfl’ o yl...nfl ) ’

2.2 Formulation du probleme avec les sous-variétés
de dimension p, de facon invariante

Soit M une variété de dimension n € N*, notons x = (x1, ..., z,) les coordonnées
locales sur M et (i 0 ) une base de T, M, soit p < n, une base de APT, M est

0x1’ """ Oxn

(3o 0 )
dzn 7 O 1§zl<...<zp§n.

On note (x,y) = (@1, ..., Tpn, Y )1<s <...<sy<n les coordonnées sur AT, M\ {00} avec
Yy = (¥ )1<u<..<o,<n Teprésentent 1'élément K. Si (ui,...,u,) une base direct de E
alors uy A ... Au, € APT,M \ {0} représente E, plus précisement on note le sous
ensemble de A")T, M par

AT M = {ur A ... ANuy|(uq, ..., up) base directe de E et orientée dans T, M}

alors pour u € A, T, M on a

0 0
ui=u A ... Auy, = Z y“"'“’a—/\.../\

1 oxw
1< <. <1p<n

Définition 2.2.1. Soit un entier p < n, on définit le fibré grassmannien des sous
espaces orientés de dimension p, dans T, M par :

GrPM = {(z,E)|x € M, FE un élément orienté[*] dans T, M},

Pour tout x € M, Gr? M est I'espace de tout les éléments de dimension p et orientés

dans T, M.

On note g : GrPM — M la projection canonique.
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Remarque 2.2.2. On a
GrP M ~ (ML T, M — {o0})/R*,

donc les coordonnées homogenes sur le fibré Grassmannien au dessus de M sont

(l‘l, vy Ty [yll“lp]1§11<...<zp§n) le.
GTPM = {(.T, [y]) = ('rlu ey L [y21...lp]1§21<...<2p§n)‘x = (.Tl, [ xn) € M

E=(y) = [y""""li<u<..<i,<n élément orienté dans T, M}

2.2.1 Formulation Lagrangienne :

Définition 2.2.3. On note E, = (z,[y]) = (1, ..., Tp; [ " |1<ii<...<cop<n) € TeM, on
note une p-forme d’action aréolaire ¢ sur Gr? M par

U, [y]) == Z Coy ooy (@, y)dy, Ao AN day

1< <. <p<n

ot 4,,. ,, sont homogenes de degré 0 en y sur |0, +oo[ i.e. VA €]0,+o00[, L(x,\y) =
L(z,y)-

Définition 2.2.4. On définit un Lagrangien L, homogene de degré 1, L : AT, M — R
comme étant une fonction continue sur A7 T, M telle que :

1. Lest C™® sur L : APT, M\ {oo} ou 0y est la section nulle.

2. L est homogene et de degré 1 en y sur |0, +oo[ i.e. VA €]0, 400, L(z,\y) =
AL(z,y).

Remarque 2.2.5. Pour tout z € M, si (uy, ..., u,) une base directe de T, M et soit
I'élément E, € Gre M alors L(z, uyA...Auy,) représente < le volume infinitésimal >formé
par les p vecteurs uy, ..., u,.

Soient (64, ...,0,) la base duale de (uy, ..., u,), on définit

L(GrPM) = / L(z,up Ao Aup)fy Ao NGy, (2.5)

TGr2 M

On note
oL
ety = Gy PO 1S 1 <<y <,

Par la formule d’Euler, on a

oL
> Gy A Ao, = ST lyydry, A Ada,.

1< <. <1p<n 1< <. <p<n



46 CHAPITRE 2. FORMULATION INVARIANTE DU PROBLEME

Donc

f(:p; [y]) = Z <d:E“ VANRTAAN dl‘lp ® 8yf’1’) - dL

1< <. <1p<n

oL
— Z Sy dz, A...Ndz,),

1< <. <p<n

On voit donc que le produit intérieur par Zl<“<__<lp<n (dxll A...Ndx,, ® ayzf%)

coincide avec l'opérateur canonique de (APTM)* — APT* M ; on écrit

Uz ly]) = Z (dx,l A Ndo,, ® ayfmlﬂ) ~ dL

1< <. <p<n

On note G = {(z, Gr? M);x € M}. Soit L le Lagrangien pour tout G; on peut écrire
I'action définie par (5.2)) :

0
L(GrPM) = / (= / (dazzl Ao Ndp,, & ) o dL.
( ) TGr2M T Z Qy-te

p
Grz M 1<n<..<p<n

Définition 2.2.6. Un point critique de L si et seulement si, pour tout compact K C
M, K NGreM est un point critique de Ly (GreM) = [ ‘.

T (E)NTGriM
2.2.2 Transformée de Legendre-Formulation hamiltonienne
(multisymplectique)
On définit la fonction

AVTM  —  ABT*M

L
wl) = (55w,
ol Z_L(x’ ly]) = (8?1%(37’ y)) . On considere la fonction hamiltonienne
Y Y 11<...<1tp
H(.T, P) = Z pzl...zpy“mlp - L(l’,y)

1< <. <p<n

ou y est solution de g—s(x, [y]) = Doy, (2, [y]). Comme L est homogene de degré 1 en y
sur |0, +00[, on a par la formule d’Euler-Lagrange :

oL
L(Jﬁ, [y]) (.T, y)yu...w — Z pll...zpy“”'lp

8y11...lp 1< <. <1p<n
Et donc ’hamiltonien H s’annule.
Définition 2.2.7. On dit que le Lagrangien est non dégénéré si L est de classe C? sur

AT M\ o etaﬂ>0
y

/ /
'lezpayllmlp
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Proposition 2.2.8. Notons Z ["image de la transformée de Legendre

oL
o 8y11...lp

T ={(z,p) € ApT"M/py, 4, (, [y]) (z, [y]),y € ApT M}

On suppose que le lagrangien L : AL TM — R est non dégénéré. Alors T est une
hypersurface réguliére et convexe de AN%T* M.

Démonstration. Voir la démonstration de la proposition (2.1.10). O

Dans le cas ou le Lagrangien L est non dégénéré alors au dessus de tout point
x € M, T est topologiquement une sphere dans A% T* M.
On définit sur APT* M la p-forme 60 par

0= Z Doy dyy Ao A dy,

1< <. <p<n

Soit w = df alors
w = Z dpy,..ay Ndxy Ao NdTy,

1< <. <p<n

On a bien que w est une forme multisymplectique sur A"T*M et w|z est une forme
pré-multisymplectique.

2.2.3 Comparaison avec les graphes

On va prendre M = RP x R"? et I' est le graphe de la fonction f
R — R"P. Notons (C]@ = gﬁ’) 1<i<p On sait qu’au voisinage d'un point z =
1<;<n—p

(@1, ooy Tpy f1y ooy fp) €, o0 a Iespace tangent T, est engendré par

1 0 0
0 1 :
: 0
1 0 2 0 1
u - % ) u - % PR up - %
ory Oza Ozp
Ofs of2 ofs
ox1 Ox2 Ozp
Ofn=p Ofn—p Ofn—p
oz Ox2 Oxp

On a

u1/\u2/\.../\up:<i+ > oh i)/\( 0 | > 0f: i)A.../\

oy P 0z,_, Oz, 0T S O0z,_, Ox,

8 z afp a o 21...1p 8 a
T s 2 CUa M e
» 11 9T-p OFy p

J=p 1< <. <1p<n
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avec c!? =1 et les " (ol 15...1, # 1...p) sont des fonctions qu'on peut déterminer

of

et qui dépendent des (— . En particulier, on peut vérifier que

amz) 1<i<p
1<5<n—p

Cl2..p:1
{%:_g—ﬁpourlglﬁn l<j=n-p

On note ¢ =y . Si (eq, ..., €, €pt1, ..., €,) une base de R* x R" P et si (uq, ..., up)
est la base de T,I' au-dessus de (ey,...,e,) ie. Vo = 1,...,p on a u, = (e, df:(e,))
et si F'(z1, ..., Tp, f1y oy fnep, Vf) est une densité Lagrangienne, alors son action infi-
nitésimale au-dessus du parallélépipede engendré par (e, ..., e,) vaut :

F(xy, o, xp, fry ooy foep, V)dzy Ao Ndzp(eq, ... ep) =

F(21, ooy Ty f1s oy fropy VAT A oAy (U, oy 1) = F(31, 0 T, f1 ooy frepy V)Y P

Mais par ailleurs on demande que cette quantité soit égale a

Z Crippty (@ [y])dzy A oA d,... A dxy A dapy,(u, ..., up)

1<i<p
1<)<n—p
Z gl.“i“.perJ(x’ [y])yl---imperJ — L(l‘, [yl...i...ppqLJ]).
1<i<p
1<g<n—p
On a donc o
Lz = ) myl"'z"'p”ﬂ
1<<p %Y
1<)<n—p
- Z 1. (5 [yt PP = PR (2 2P frop, =V f).
1<u<p
1<)<n—p

...2...pp+yg o af]

Et comme CICITP =—gopourl<:<petl<jy<n-—porc =yt alors

I Lop [ 41 P yLn
(, [y]) =y Ty 5 f1y s fnp, y123-p | 1<i<p

1<y<n-p



CHAPITRE

Géométrie de Cartan
fondée sur la notion
d’aire

Introduction

L’espace construit par Cartan dans M] est composé d'une multitude d’espaces
euclidiens. Ces espaces sont distribués au voisinage d’un point M € M, en restant
tangents a la variété. Dans cet espace, la distance entre deux points < infiniment
voisins », ds dépend encore de l'orientation de I’hyperplan autour de M € M
dont les directions pourraient étre représentées par le noyau de la forme linéaire
=22+ ..+ a2, € TyM . Soient 3 = dz' A... ANdx™ ! la (n — 1) -forme
et H T’hyperplan orienté dans T, M. On appelle < élément de contact »la donnée du
point M et de I'hyperplan H. Nous allons considérer I'espace de ces éléments, que nous
appelons la grassmannienne et notons Gr,_1(M) (qui est de dimension 2n — 1). Plus
généralement, pour 1 < p < n — 1, nous introduisons 1'élément £ = (&, ...§,) tangent
en un point M € ¥ et orienté dans Ty, M, et on définit

GrypM ={E=(M,H)|M € M, H : élément orienté dans T);M}.

Cet espace est de dimension n + p(n — p), et la grassmannienne présentée ici est
le modele de variété de type espace de Cartan qui nous intéresse. Dans ce chapitre,
nous donnons des définitions générales. Nous considérons une métrique g définie
localement sur I'image inverse < pull-back >de 1’espace tangent. Nous commengons par
le cas particulier n = 2. Nous définissons la connexion sur ’espace tangent et nous
déterminons son expression dans un repere mobile. Nous constatons que, si n = 2, la
géométrie de Cartan coincide avec celle de Finsler. Nous définissons la métrique et les
tenseurs au sens de Cartan et nous terminons par un exemple : < I’espace harmonique .

3.1 Définitions générales

La géométrie finslerienne a été généralisée par Elie Cartan qui fait appel a la notion
d’espace d’éléments linéaires a connexion euclidienne, un élément étant I’ensemble d'un

(x%). La métrique définit par Cartan dans [Car33).
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point M (z") et d'un hyperplan H passant par ce point. Si on note (eq, ...e,) le repére
mobile sur M et le corepere (al,...a") la base duale, et si & € Tj,M alors £ = &,
nous pouvons considérer I'’hyperplan comme le noyau de la forme linéaire £. On note
le fibré grassmannien Gr,_1(M) par :

Grp. M ={FE = (M,H)|M € M, H : hyperplan orienté dans T, M}

Notons la projection 7 par :

7:Grp_iM — M

(M, H) —s M
H
Y, \ \ v i
\ \_*/
H
Grp—1M
Figure 3.1 —

Nous considérons 7T M le fibré au-dessus du fibré grassmannien dont la fibre en
(M, H) est ThyM et nous définissons la métrique g sur 77"’ M comme étant la donnée,
pour toute paire (M, H), d'un produit scalaire sur T); M noté

g(M,H) - gzy(xk, 6k)d$’zd{f]

qui définira la distance du centre (z') de I'élément (z*,&,) au centre (z' + dz*) de
I'élément infiniment voisin (z" + da', &, + d&,). Si 'on regarde les différentielles daz’
comme les composantes X' d'un vecteur d’origine (z*), alors le carré de la longueur de
ce vecteur devient :

gl](xk7 fk)XZX]

Cartan considere que les coefficients g,, ne dépendront pas seulement des coordonnées
du centre M ; ils dépendront encore de l'orientation de I'élément autour de M c’est-a-
dire des vecteurs &,.

Définition 3.1.1. Une géométrie fondée sur la notion d’aire (M, F) est une variété
différentielle M munie d’une fonction F' définie sur T*M a valeur dans R+

F:T"M — R+

qui vérifie les conditions suivantes :
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1. Fest C>® sur T*M\ 0

2. F est de degré un en &, c’est a dire pour tout A positif on a :
F(a% 2&,) = AF(a*, &)
3. La matrice hessienne définie par

(90) = [5(F)es]

est définie positive en tout point de Gr,_1(M) \ 0.
C’est a dire que F' |7x x4 est une norme de Minkowski pour tout x € M.

Définition 3.1.2. Les vecteurs verticaux sur la Grassmannienne Gr,_1(M) sont les
vecteurs tangents aux fibres qui sont obtenus en calculant ker 7, := ker dn

Définition 3.1.3. « une forme horizontale < Vv vertical alors ¢,o = 0

Remarque 3.1.4.

Soit E un K espace vectorielle et E* := { formes linéaires h : £ — R}.

On peut voir que les hyperplans sur Gr,_;(FE) sont représentés comme les noyaux des
formes h et on a donc :

Gro1(E) « P(E*) := (E* — {0}) /R

et du fait qu'on a T*M \ {0} := U,cp (T3 M\ {0}) on peut donner la définition
suivante

Définition 3.1.5. Soit M une variété de dimension n et 7% M 1'espace cotangent a
M alors on a

Gra_1(M) « P(T*M) := (T*M\ {0}) /R*

3.2 Etude de la géométrie de Cartan fondée sur la
notion d’aire en dimension 2

On se place tout d’abord dans le cas n = 2. Soit M une variété de dimension 2 et
(x,y) les coordonnées sur M, nous considérons l'intégrale

/F(:c, y,p)dx

Supposons qu’on integre sur une partie de la courbe y = f(x), ot 'on a posé p = %,

supposons que cette intégrale soit étendue a une portion de courbe (extrémale) 7 limité
par deux points M; et My, déformons légerement ces deux points respectivement en M,
et M) et reliant ces deux points par un courbe (extrémale) ~ alors, d’apres le théoreme
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de Donder du calcul des variations l'intégrale précédente subit une petite variation qui

est égale a 'intégrale :
oF oF
F—p—|de — —d
/ ( ! 8p) T

ou p désigne le parametre directeur du tangent a la courbe (extrémale) v et aussi ce
n’est plus la dérivée de f(x)(= y) par rapport & = . Si on trace les deux courbes M; M]|
et My M) qui représentent les positions successives de passage de la portion de courbe 7
a v/, alors, d’apres Cartan dans M], pour que la variation de longueur des courbes
(extrémales) ; pour passer de v a «' soit nulle, il suffit que les tangentes a M; M| et
My MY, aient pour parametres directeurs

Figure 3.2 —

La direction normale ne dépend que de 1'élément (z,y,p) déterminé par le point
(x,y) et la droite de parametre directeur p. On conclut alors que la direction normale
a lélément (x,y,p) est

Fdz représente la longueur d'un élément de courbe dont la tangente a pour parametre
p. Introduisons des coordonnées homogenes &1, & telles que & = f—lp et posons

§2F(.T1, :L’2,p) = L(SL’17 'TQ; glu §2)
L étant homogene et du premier degré par rapport a (£1,&2), on a :

oL B oF
351_ op
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oL OF

i R
3 pap

alors les parametres directeurs de la direction normale a I’élément (x,y, &, &s) sont

oL oL
96" 08

Soit M une variété de dimension 2 alors la variété base est
Gri(M)={FE = (M,D)|M € M et D droite orientée dans Ty, M}

= {E = <x17x27£17§2> S CFJW'/\/”d‘%‘1 A dx2‘E > O}

ou & et & sont des coordonnés homogenes qui définissent la direction tangent a
Iélément F := (x,y,&1,&), cette derniére peux étre représentée par le noyau de la
forme linéaire suivante
Ga' +&a” =0
1

ol (al, a?) représente la base de T M, avec x € M.

Remarque 3.2.1. Dans le cas n = 2, Cartan et Finsler on la méme variété de base,
donc nous somme dans le cas de Finsler.

Proposition 3.2.2. Soient { = ({',(*) un vecteur unitaire normal & ['élément
(21, 2% &1, &) et L la fonction qui définit I'espace de Cartan; on a :

/= 1 (0L 8L)
V9 \ 061" 9
Démonstration. Nous avons déja montré que la direction normale a 1’élément
(1, 2% &1, &) a comme parametres directeurs

oL oL
9&" 9,
Notons dl une petite variation sur I’élément alors
oL 0 oL 0 oL oL
dl = | —=— + — — | da' Nda® = —da* + —daz';
(aaaxl *a&a:c?) AT g T ag

Il nous reste a calculer la longueur de la normale dont les composantes sont les

(g—é, g—é). Pour cela regardons que la variation sur I'élément est construite sur le

vecteur (dz!, dr?); remarquons

oL _ oL
061 082
do =
det  dz?

Le second membre est le déterminant formé par les composantes des deux vecteurs,
I'un de longueur [ normal a I’élément et 'autre tangent a I’élément alors l'aire sera
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ldo = \/§da, ce qui donne [ = /g, alors les composantes contravariantes du vecteur
unitaire normal a ’élément (&1, &), sont les quantités

V908 /908

Remarque 3.2.3. Ce résultat se généralise méme pour n > 2. Il devient donc

1 OL
Ci=(0")y=1,m = <ﬁ8§ )
v/ a=1,.n

3.2.1 Connexion euclidienne : expression d’une connexion
dans un repere mobile

La connexion dans ce cas sera définie localement sur 7*7, M. Soit £ = (M, D)
représenté par (z', 2% &1, &) un élément qui varie infiniment peu; imaginons que ses
coordonnées soient exprimées en fonction d’'un parametre t a cet instant ’élément est
noté E(t) ou t est un parametre réelle positif. Si (eq, e2) un repere mobile cartesien de
Ty M a linstant t, alors Vo = 1,2, e, est une section de 7*7T); M satisfaisant aux
équations différentielles :

dAM(t) _ da*

T

(*)
Dae, = (CH(a*, €)% + T, (2%, &) )e,

olt les coefficients CY, et I, sont naturellement des fonctions des (z', 2?; &1, &) et sont
arbitraires et qui représentent respectivement la déformation de la droite D par rapport
a sa position initiale et la déformation infinitésimale de I’espace par rapport a un espace
plat. Si on change les coefficients la métrique change alors si on veut que la connexion
D respecte la métrique on obtient alors certains conditions supplémentaires sur les
coefficients.

Notons a I'instant ¢ = 0, la position du repere €, qui vérifie la condition :

Notons PT*M la projection sur 'espace cotangent de la variété M, l'espace des
plans modulo une fonction et notons

-F1|PT;M = TxM X PT;M
-F2|TxM = TQCM X PT;M

Pour déterminer la connexion complete on remarque que :

(). Démonter dans le chapitre suivant.
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1. si on reste dans la méme fibre c’est-a-dire on laisse le point M fixe et si on fait
varier infiniment peu I’élément autour de point M, on définit sur F; la connexion
plate et canonique D; et les coefficients qui interviennent sont les C}’. Dans ce cas
la dérivée covariante de la ™ composante d’'un vecteur X € 7*TyyM = (X1, X?)
est donnée par

it Cp d&
D1 X' = (X' X?) = X*kCihdg,
CNCs dés

ol les coefficients Ci" sont des fonctions des (x!, 2%; &1, &) homogenes et de degré
un par rapport a (&1, &s).

2. soit £ un élément de centre M, et soit un vecteur X = (X', X?). Quand son
origine se déplace infiniment peu et quand son élément se déduit de proche en
proche de E par transport parallele, alors la dérivée de covariante Dy définie sur
F5 est donnée par

dx! ey, Ty dat
Dy X" = + (X1, X?) = dXF 4+ X1, da”
dX? re, T, da?

Définition 3.2.4. Soient X,Y deux éléments de 7*T); M, on peut écrire alors X =
X' = (X!, X?). Lorsque le vecteur tangent X et ses composantes varient infiniment
peu, sa variation géométrique ou sa dérivée covariante est donnée par :

Dx = D1 X"+ Dy X" = dX' + X*uw!
ou

wi = Cdgy, + T4, da”

3.2.2 Méthode de calcul des coefficients C}ﬂh, h

Le calcul de la dérivée covariante de g(as,p) donne :
Dgo,py = dgy X' X7 — g X' X (CFdE), + T da) — g, X' X7 (CFd&), + Tl da)

= (dg,y — (Cl + CPYdE" — (Dpup + Do) da™) X X7
= (dgyy — (Wi +wy)) X' XY
En vertu de Dg,p) = 0, alors :
dg,, = glkwf + g]kwf =Wy, +w,

Ce qui donne des relations importantes pour déterminer les coefficients CZ et I'yp, si
la métrique g(r,p) est donnée, qui sont :

gy,
&

= guC" + g = Ch - C
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gy,

oxh
Comme le cas de la géométrie riemannienne, en tout points M € M, la métrique g sur
7T M induit une métrique sur son dual (7" M)* = 7T, M, on peut introduire
aussi les composantes covariantes X, qui sont :

- gzkl—‘;ﬁh + g]kl—‘fh - F]zh + Fz]h

X, = g X" ou X' = ¢"* X,
oul'on a: gg" = 47 alors
9, X' X! =X"'X, = g"X, X,

ce qui donne en tenant compte que la connexion D respecte la métrique g, py et qu’on
définit DX, = dX, — X, kC’fhdfh — Xkl"fhd:ph, on démontre facilement :

ag"

8_£h _ _CZ]/’L . C]Zh. (3]_)
dg" . .
e i1 (3.2)

e calcul des coefficients C}" : En utilisant B.Ilet on impose la condition que C{* = CI*
mais la question est “ que signifie C* = C1*? 7. On va définir “la loi de symétrie”

Proposition 3.2.5. Soient X etY deux éléments de la méme fibre, supposons que les
composantes contravariantes restent fixe, et que l’élément d’appui tourne autour de son
centre nous faisons l’hypothese que

YD X =XDY pouri=1,20naY,D:X"'=X,DY".

Alors
Y, XkCihde, = X, Y Cihdg,,

en multipliant par, gjkgjk, on obtient

Y, X,C"hdg, = X,Y,C7"dg,
ce qui donne par un changement d’indice :

Cr"h XY, de, = CMY, X, dép,.

Cette relation est vérifiée pour tous z,) et h, ce qui entraine effectivement que les
coefficients C" sont symétriques par rapport aux deux premiers indices :

CZ]k — C_]Zk
En utilisant BT on a :
vk __ _lag”
208,

(x). La loi de symétrie imposé par Cartan dans [Car3d).
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e calcul des coefficients I}, : Les équations sont au nombre de w =6

seulement et nous avons n® = 8 inconnus sachant qu’on n’a pas de condition symétrique
sur les I')/. 11 faut donc ajouter des conditions pour achever la détermination complete
de la connexion. Pour déterminer completement la connexion, il nous reste a expliciter
les coefficients I'},. Imaginons, comme en géométrie riemannienne, un cycle ponctuel
infinitésimal partant d’'un point M et y revenant et soit £ un élément donné de centre
M. Effectuons dans l'espace euclidien la carte de cycle en attachant a chaque point
du cycle I'élément qui se déduit de proche en proche de (E) par transport parallele.
Dans la carte ainsi construite, et si les coefficients 1", sont quelconques, alors le cycle
ne fermera pas. Nous imposerons a ces coefficients la condition que le cycle se ferme
(la méme condition que celle que la connexion euclidienne de Levi-Civita impose aux
coefficients I}, en géométrie riemannienne qui se traduit par la relation I}, = I, il
n’en est plus de méme ici).

Le cycle se fait sans rotation de I’hyperplan, alors la dérivée covariante du vecteur
unitaire normal, est sur F,, donnée par :

Dyl, = db, — £, I, da” _d(\/_) \/_ i
&&f

_\/_d ( — Vo> th)dh

ce qui donne :

dL 01
a§ = & gl Oggd &Ik d
Or du faite que &,C7* =0 on a
01
= Ok dg, + T, da CJ’“(fk— - gk Ogg dz" + &L, da) + T2, da”

= (I + kaflrih)dl’h
Si on pose 7, = IV, + C*& I, . Posons :
Tzh = TZJh - Ti]u = th + Cljkflrih o (Fgu + Cljzkflricz)

Dans le cas ou le cycle est ferme, on a bien Y7, = 0, mais ces équations sont au nombre

de % = 2, alors que les inconnues sont au nombre de n® = 8. Il faut encore ajouter

, . . n(ntl
les équations suivantes, au nombre de % =6:
1
89 J . _FZ_] _ F_]Z
orh - h h

Finalement le nombre des équations égal au nombre des inconnues (c’est-a-dire n?), et
cela détermine completement la connexion, mais il faut faire attention, c’est-a-dire il
faut montrer que ce systeme suivant admet une seule solution :

I, + CRGTY, — (T4, + O, = 0
(3.3)

ag” TV Yo
oot ry -1y
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On va résoudre le cas n = 2; (et le cas pour n > 2 est résolu dans M]) Dans le ou
n = 2, le systéme s’écrit sous la forme des deux systeme [3.4] et

1 1
Tio — T
12 21
(% (34
12 21
/ 11 o _l agll
Fl -2 8:1:111
rit — _19g
2 7 29!
F22 1 8922
1 7 20z
F22 o _l 8922 (35)
2 7 2 81‘28 12
rp oy 2 2
12 21 _  0Ogt?
\ F2 +F2 - T 92

dans le systeme on a déterminé les T'11, 11 T2% et T'2%, d’apres le systeme B4l et les
deux dernicres équations de systeme et en utilisant le fait que T'¥, = gp.I'%* on peut
déterminer facilement les '}?, T3t T'3% et T'3L.

3.2.3 Présentation des courbes sur la Grassmannienne

Soit C une courbe sur la variété M, on lui associe une famille d’éléments E ayant
comme centre chaque point de la courbe ; comme la distance de deux points dépend de
I'orientation de 1’élément autour de ce point alors la courbe n’a pas de longueur précise
et la théorie des courbes disparait completement et pour donner un sens a ceci on va
donner la définition suivante :

Définition 3.2.6. Etant donné un courbe C sur M et un point M = ('), € C et
M’ = (2" 4+ dz'), € C infiniment voisin, si on attache a chaque point de C 1’élément
normal a la courbe en ce point, alors C a une longueur bien déterminée. Soit ¢ = (¢*),
un vecteur unitaire normal a la courbe en ce méme point, on définit la longueur d’arc

ds par
1
ds := —dx" ou encore ds := gdazz.
gl
€,
Les lignes qui réalisent l'extremum de [ ds sont les géodésiques, ou on peut dire sont
celles le long desquelles le vecteur unitaire tangent au éléments normaux a la courbe

restent paralleles a lui-méme i.e Df* := w' = 0.

3.3 La métrique, les tenseurs

3.3.1 Détermination des coefficients ¢” au voisinage de
Iélément (21, 22, &1, &)

: s ; 1 0L 1L OLe _ 1
Comme L est homogene et de premiere degré en &1, & alors 7 8—&51—1—% 8—&52 = WL’

si on note (I',1%) les composantes covariantes du vecteur unitaire normal, du fait que
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I*; =1 =121y, on aura pour 2 = 1,2 :

&
l, = .
' gL
Alors on a bien : | L ¢
1k ?
_— = g% /g2
V9 0§, \/_L
ou encore : oL
ke = L— 6
99"k o, (3.6)

Ces équations sont au nombre de 2, mais nous avons 3 inconnues ; pour achever cette
détermination considérons, en particulier, un vecteur dont les composantes covariantes
sont &, et notons &' ces composantes contravariantes

1dg

1
Dg' 1= " Ciyde” = 60", = —56udg™ = 3

1k
299&

On déduit que
&rd(gg™) =0

alors la différentiation des équations donne :

. L OLOL  10*(L?)
99" =L A9 e T 5
060¢, 06,05, 2 080¢,

la multiplication de ces équations par £, et la sommation par rapport a 7 et le fait que
L, := gTL est homogene de degré zéro redonnent les équations
J

Posons a = |a”| ou a” sont les coefficients de la hessienne de la forme %LQ, on a bien
alors :

0°L 0L L
~L + o
98,0¢, 9§, 0K,

L]

Comme :
a=la"| =|99"| = ¢*|g"| = g’ = ¢
ceci nous donne;
L, 1o
2a 0¢,0¢,

3.3.2 Meétrique angulaire en un point de la variété

Soit {H,(M,H) € Gr,_iM} la fibre en M de la variété, notée
Tot,m) ((Grp—1) uM) C Tiag, iy (Grn—1M). On veut alors déterminer I'angle ¢ de deux
éléments infiniment voisins de la méme fibre; il se définira exactement comme en
géométrie euclidienne :

Si on note ¢* et ¢, les composantes et les composantes duales des vecteurs unitaires
considérés alors sur F; on a :

Dt, = db, — (,C*dgy, et D" = di* + 0 Cdg,
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on a alors :
de* = D¢, Dl
En utilisant ce qui précede, on a bien :
1 0L 1 0L 1 0L ldg 1 OL
D = d(—22) + 22O = d(—=or) + 5

N NG /9 9%,

1 OL 1 0L 1 0L
a2y g2

Gae) ~ T mae T e

De méme, on montre que :

2 g9 /90

— s
Dt = /gd

Le carré de 'angle de deux éléments infiniment voisins et de méme centre est donc :

dp? = daLd& _ g2 (ﬁ ) )

o0& L 0§, L2

oron a:

8L 0L oL
=¢, = 0 car — est homogene de degré zéro en
e, ~ S agan S = g, gene de de “

on obtient alors :

ag? = L L e e (3.7)
2 =7 8& a¢, 0, .

3.3.3 Les tenseurs

Jusqu’a présent, on a vu deux types de tenseurs, le vecteur unitaire ¢* et le tenseur
fondamental g,,. Soit alors un tenseur quelconque, contravariant, covariant ou mixte et

de rang (r,s) noté T' = (1;17) qui s’écrit

T = Z Thre, ®..0e, @ ®..Qe".

1,9=1

Ainsi une base dans I'espace grassmanien formé par les tenseurs de type (r, s) attaché
a un élément donné (2%, &) est de la forme :

€, ®.Qe, e ®...Qe".

et de dimension n"** etV 2,7 =1,..n, v=1,..r, p=1,...s, oll ¢, est une section de
7T M satisfaisant aux équations (x), et e’* son corepere dual sur (7*TM)* ~ 7*T* M
les composantes covariantes associes.

On définit :

DTt — JT4- Zs_I_ZTzl Ay—1kty41.. zr(Czyhdgh_'_F;:hdl,h)

J1---Js Ji---J J1--Js
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+ Z T (CFhdgy +T% ,da). (3.8)

N Jp—1kgpg1..s

D’apres le théoreme 2, on sait que le coefficient de dilatation de volume construit
sur n vecteurs quand le centre de 1’élément d’appui reste fixe et que cet élément d’appui
tourne autour de son centre est égale a %% Dans ce cas, on a montré que le différentielle

absolue du vecteur unitaire normale est w, = \/gd%, cherchons le tenseur A* tel que
1d
S = A+ A+t A, = \/_d LA = \fAlng etk Lz’
g

comme les dérivées par rapport a &, sont égales aussi alors :

2 06, L

5’&

En multipliant par & et sommant par rapport a 2 (expliquer ici comment on peut
donner la valeur lambda & A¥¢,) on obtient alors :

Z—lialogg_Fia_L—_La%_i_ia_L
2./ 0% Lo¢, T 0¢  LOE,

Pour que A* soit dans I'élément, il faut que ses composantes suivant le vecteur normal

zéro, alors il n’as pas de composante suivant g—gL ou encore il faut prendre A = 0, ainsi
on a bien : .
A=
9,

La signification géométrique de A = (A") est la suivante : imaginons une rotation
infinitésimale de 1’élément autour de son centre, si 'on considere un parallélépipede
construit sur n vecteurs quelconques, le coefficient de dilatation de son volume quand
les n vecteurs conservent leurs composantes contravariantes, et que leur élément d’ap-
pui commun subit la rotation indiquée, est égal au produit scalaire D¢*. A

Soit X un vecteur de composantes contravariantes fixes on a déja montré que sa
différentielle absolue quand son élément d’appui subit autour de son centre une ro-
tation infinitésimale w,, est X, C"*"d¢;,. Soit Y un vecteur quelconque de méme origine
d’apres la relation (7), on a bien :

aglk
3]

YDX =Y, X,C*"dg;, = YXk dép,

or on a w, = \/gd% et comme ¢"* sont homogenes et degré zéro en &, alors on montre
facilement :

F
YDX = —Y, X,,C"*"y,
N

Comme ca on peut définir un nouveau tenseur A*" de facon que :

YDX =Y, X, A%,
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on a alors :

Awh — icz]h _ i <_lagw) _ _lii aﬁ 62<L2)
v VI 208, 2906, \ 2 00,

1L 1 <15’2(L2>>_ gan L PP
1506 \g 0605, ) ! N

On peut remarquer que ce tenseur admet deux tenseurs contractés, a savoir A}f et Aﬁ’
avec :

1L Og" 8%
kv . _ hko _ 1 & — (997} _ 9 _ p

En utilisant 'expression de A“" et le fait que A := g, A" on obtient facilement :
Al A = A" — g AF = (1 —n)A"

On obtient alors :

1
Aff = A= A}

3.3.4 Théorie des surfaces

On prendn =3 :
Soit par exemple 2 = 0, nous pouvons prendre & = & = 0 et &3 = 1 alors d§, = 0,
soit X = (X1, X2 X3) un vecteur tangent & I'élément (&, s, &3) = (0,0, 1), forcément
on a X2 =0, ce qui donne :

W], = —
Wy = —

Or d’apres la définition de Y7, on a :

(T3, dxt + T3,dz?)
(T3, dxt + T3,da?)

~[&lS

1Y, = 0= Iy + CYT}, =I5, + C3°T,
supposons que les composantes covariantes de X restent fixes (= dX" = 0) et que
I'élément tourne autour de son centre (= I/, = 0) par définition on a bien DX' =
XICkder et comme DX? = 0 alors :
X1OPrder + X2C5Fdgr = 0 = CFF = CFF = 0

on conclut que I'}, = I's;, ce qui entraine que les deux formes fondamentales de la
surfaces seront :

ds® = gyyda'dr’ = gud(z")? + 2g12da’ da® + goad(a®)?
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3.3.5 Exemple : ’espace harmonique

Soient u,v et w les coordonnées homogenes du plan de I'élément (x,y, z; p, q) ou
p=—2etq=—2L;prenons L(z,y,2,p,q) = p* + ¢* cest-a-dire :

u? 4 v?
F(z,y,zu,v,w) =wL(x,y,2;p,q) = -
w
on a bien
3u? + v? 2uv —QU%
7 2 2 2 u2+v2
(a¥) = —; 2uv u® 4+ 3v° 20ttt
w w
_2uu21—:1}2 —QUUQZUQ %(UQZZQ)Q
alorsa:4% g—2“+v et \/g = \/5%

donc les composantes contrevariantes et covariantes du vecteur unitaire normal sont :
1 _ P 2 q 3 1.
l - \/§p2+q27 l \/§p2+q27 l \/iﬂ

_\/§p7 l2 = _\/§q7 l3 = \/é

On peut aussi calculer directement les g% ; on trouve :

gt = 3p*+q? 12 _ __ 2pg g2 = p*43q% |
(P*+4%)*" (P*+4°)?" (P*+4°)?"
13 _ _2p 23 _ _2q 33 _ 3.
g = pZHq2) g = P2+ g = 2

Alors on trouve aussi les g, ;
g =3p*+¢% g1 =2pq, go = p* + 3¢%
g13 = —4p, go3 = —4q, 933 = 6;
Alors on a
ds® = g, da's? = (pdx + qdy — 2dz)* + (gdx — pdy)*(pdx + qdy — dz*)

par un simple calcul on trouve aussi le vecteur A :

Al — =V2 42 _ V20 g3 V2

p2+q27 p2+q27
A = \/ﬁp, Ay = \/QC], A3 = —2\/5-

et le vecteur w.

d dp + qd
W= V2wt = Ve Wt = e T
pmta P tq p2+q
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Alors I'angle d¢ de deux éléments infiniment voisins de méme centre est :

dp? + dg?
dp® =2 p2 - 2q
p°+q
L’espace ici est totalement singulier c¢’est-a-dire |H”| = 1 en effet : pour ¢,y = 1,2, 3
on a,

L 03(L?)
HY = g7+ A'A) — A
g 4g§ k@uﬁuﬁuk
or comie giggz est homogene et de degré zéro en u = uy, v = us, W = uz, on a :

P V2 P oLy L, L)
k@ulauﬁuk w u@uﬁuﬁu v@ulﬁuﬁv w@uﬁu]@w
P(12)
- _Qﬁﬁuzﬁuﬁw
Alors :

L d 1w 9(ggV)
Z(qa¥) = g7 - A'A? & =
V2g? 0w (997) = 97+ 1 (u2 +0v2)2 Ow

Par un simple calcul, on trouve :

HY = g4 A'A7 +

g — 2’ 12 _ _ 2pg 22 _ _ 2¢°
(P*+4%)*" (P*+4%)*" (P*+4%)*"
13_ _p 23 _ g 33 _ 1.
H> = p2+q2) H* = P2+ H> = 2
On peut vérifier par un simple calcul, que HY = ["l? = 1 9E9E o comme on 'a déja le
) g Ou, Ouy

montrer, 'espace sera alors totalement singulier.



CHAPITRE
Caractérisation
variationnelle de la
notion d’orthogonalité
dans ’espace de Cartan

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des questions d’orthogonalité. Soit I'; le
graphe d’une fonction f : @ C RP — R"7? de classe C* avec n > 2 et 0 < p < n.
Nous allons d’abord étudier le cas n = 3 et p = 2, et nous généraliserons ensuite aux
casn > 2et 0 < p < n. Soit la p-forme S = dz' A dz? A ... A dzP. En tout point
M = (ab..a?; fi,...fa—p) de Ty, on note do = L(z',....2?, f1,..fu—p, V). Nous
supposons que I'y est un point critique de 'action

£f) = [ do

c’est-a-dire, la sous-variété qui réalise 'extremum de cette intégrale, avec la condition
que I'f soit & bord régulier OT'; # (). En tout point M de I'y, notons E 'élément tangent
en ce point.

Pour trouver le sous-espace orthogonal en un point M € M, (En fait c’est l’ortho-
gonal a Uélément tangent en un point M = (z',..2P, f1,...fn_p) € ['y), I'idée est de
faire varier I'y en fonction d'un parametre ¢. On impose de plus qu’en chaque point
M € T'4, la famille des ouverts réguliers E; forme un feuilletage d’un domaine U C RPFL.
Considérons un champs de vecteur X qui pousse F; a Ey 4 et notons :

A(t) = L(f2)-

D’apres Cartan, la condition pour que X soit orthogonal en M a I'y est que la
dérivée de A(t) par rapport a t en t = 0 soit nulle. Cela va nous permettre de trouver
les vecteurs orthogonaux.

Dans le cas oit p = n — 1, le graphe I'y est une hypersurface ¥ qui a, en tout point,
une direction tangente dans le noyau de la forme linéaire z*¢,; le vecteur orthogonal
prend la direction du champs de vecteurs X. Si on connait la métrique au voisinage
de I'élément (2!, ..., 2", &, ..., &,), nous pouvons alors calculer la longueur ¢ du vecteur
normal.
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4.1 Caractérisation variationnelle de la notion d’or-
thogonalité

4.1.1 Formulation de Lagrange

On prend M = R" = R? x R""? ou 1 < p < n, soit I'y le graphe d’'une fonction
f:QCRP — R"P de classe C* et 3 la p-forme 8 = da' A ... A daP. Nous définissons
le fibré Grassmannien au dessus de R" par :

Gri(R? x R*?) := {(z, E);x € Ty et E plan orienté égale a T,I';}

Soit le lagrangien
L:Gri(R" xR" ") — R

défini par

L(ZL‘I, ...,l‘p,l‘erl, ...,l’n, (q;)l%zSZ*p) = L(xlv "'7$p7 f17 e fn—Pv vf)
>J=p

nous écrivons l'intégrale d’action :

L(f)= /QL(xl, s @ f1y oy fuep, V) B,

Définition 4.1.1. Soit D la distribution des droites vectorielles dans (7'M) définie le
long de ¥ = ¥y C M, si N est un champ de vecteur défini le long de 9% et VM € 0%,
N est orthogonale a Ty M telle que N(M) € D(M), si on définit le bord de ¥; par
0% = {e™N(M)|M € 9%, t €] — &, +¢[} et

Alt) == L) = / L@ o2, (F)1s oo ) V)5,

Q

alors D est une distribution normale si % (A(t)) |i=o = 0.

4.1.2 Cas de dimension 2

Supposons que 'intégrale d’action soit étendue a une portion de surface extrémale
(X) limitée par un contour (C). Déformons légerement le contour et faisons passer par
le contour (C’) une surface extrémale (X'), mathématiquement on fait varier, dans
I'intégrale précédente, f a f+eg ou g n’est pas a support compact. Alors on considere
une famille (3;);, dépendant d’un parametre réel ¢ € [0, 1], de surfaces a bord qui
forme un feuilletage d'un domaine U C R? qui coincide & t = 0 avec X et & t = 1 avec
¥, On suppose que, pour tout ¢, (3;); est une surface de R3 qui est un point critique
de £ que nous allons représenter par un domaine €, C R? et une fonction f, : Q, — R
tels que X; soit le graphe de f;, c’est a dire :

Xy = {(IE,?/, ft(x,y))\(x,y) € Qt}
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Figure 4.1 —

Soit X un champ de vecteur défini sur U tel que, si e*X est le flot de u, alors :
GSX(Et) = Zt-}—S'

On peut le voir géométriquement dans le schéma suivant :

Notons
f(tv SL’,y) = ft(ﬂf, y)
f(l’,y) = f(O,:c,y) = fO(x7y>
O(t,2,y) = e (2,y, f(2,9))
at=0onabien ® = f = f; et Vt €]0,1], la fonction (z,y) — P(t,z,y) est une pa-
ramétrisation de 3, en notant ® = (¢!, ¢2, ¢3) et ¢*(¢, x,y) = f(t, d' (L, 2, 9), P*(t, z,y))
donc, en dérivant par rapport a ¢t on a :

dp> 0 Ol D¢?
= meo Sl S+ o)
ce qui donne at =0
af af of
3 9] 1 o] 2
Xz,y, f) = 5, (0,2,9) + 2-(0,2,9) X (2,, f) + ay(O,:c,y)X (=¥, f)-
Dong, le long de > = 3, on a :
f _ yva_ x10f  20f
B =X"-X e 83/ (4.1)
Soit un lagrangien (x,v, z,p, q) — L(x,y,z,p,q); on pose :

A = [ Ly o), G o). Gy
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En supposant que € est régulier (c’est a dire que 99 est un courbe C! du plan R?)
alors on a :

dA 0 t Afe Ofe 1 y2
= | gt s G sy [ v s G000

olt v est la normale extérieure a 2, dans R? et ((X!, X?),v) représente la variation de
Iaire de €; et d¢ mesure de dimension 1 sur 9S2.

On a alors :
dA(t) [ 0 Ofr Of afr Of
o= [ gty o G Sy [ Ly g GG X8,

OLOf | OL 0% 0L 0°f
q 0z Ot 8p dxot  Oq 8y8t

oL of oL oS OLOf\ Of o (0L
w0z 0t ox (ap 8t) oy (aq at) o {ax <ap> oy (a_qw
+/8QL((X1,X2),v>d£.
A2 S LI e
+/aQL((X1,X2),v>d£.

of o (OL\ 0 (0L AL Of OL Of ,
o (E) -2 (= LX! LX
/at {az 8az<ap) ay<6q)}+/m<<apat+ g ot "

Or X = ¥ est le point critique de fQ L, et les équations d’Euler Lagrange sont bien
vérifiées, on a donc :

dAQ) \t:():/ <<awf+LX 8—nguw() >dl

+ L((Xl,XQ),wdf

dt Op ot 9q ot

On cherche une condition sur le champ de vecteur X (en fait sur sa restriction a 052)
pour que cette intégrale s’annule, une condition suffisante est :

OL Of _
{ LY 4+ LX' =0

9LII | [X2 =

dq Ot
_of
Cela entraine, en notant A = —-, que :
_ 9L
Xt = )‘a_p
X2 )\BL
de 4.1, on tire :
oL o oL o
X3 = -\L+ )\——f + A— f

Op Ox dq 8y
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alors, pour que % li—o= 0, il suffit que :

oL 0L OL oL
4= A<8p aq’p8p+q5’_q_L>'

Exemple 4.1.2. Dans le cas de la fonctionelle aire L(z,y,z,p,q) = /1 +p>+ ¢* et
en prenant A = 1, alors on trouve :

p q p’ ¢ e
X = ) ’ + - 1—0—]92—0—(]2
V4P +@ V1402 +¢ V4P +¢  V1+p+¢
1

m@,q,

qui a la méme direction que la normale n a la surface ¥ engendré par (1,0, p) et (1,0, q)
au sens classique euclidien.

-1,

Remarque 4.1.3. Autre méthode pour résoudre le probleme (indication) :

of | dg 0
ﬁ(f+ag)=/ L(:c,y,f+ag,8—f+ % a—£+ a_y)

) OL 0gdL 0gdL
_/QEL(x,y,f(x,y),Vf(%y)HE(/ gaf+6:p8p+ayaQ)

_ /EL(x,y,f(x,y),vf($ay))+5 (/Q 5% (QZ_D i a% @%))
=[G (3) -5 ()

noter que X, est le point critique de fQ L, les équations d’Euler-Lagrange sont vérifiées
et en utilisant le théoreme de Stokes, on a :

oL oL
L(f+e :5/ — 4 g=.
(f+e€9) mggap 9%

Il faut faire tendre e vers 0 et voir ce qui se passe.

Généralisation de ce résultat pour n >3 et p=n—1

Pour n > 3, on refait le méme travail, ce cas devient évident la notion d’orthogo-
nalité & une hypersurface ¥; := {(z, f(z)) | z € Q;} ou ; C R"! se traduit par :

aL OL -1 oL
X =\ . 5

avec p, = 8 pour 1=1,..n—1 et le Lagrangien s’écrit L : (z!, ..2" 1 2™ p1,..pp_1) —

Lzt .. a" 1 f 2 aml e amanf_l). Ainsi on justifie le fait que le vecteur de composantes

gfj est la direction normale a I’hypersurface limitée par le contour C' défini dans la

démonstration du théoréme 1.
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4.1.3 Généralisation de cette résultat pour n >3 et 0 <p<n

Théoreme 4.1.4. On considére Grg(Rp x R™P) le fibré grassmannien au dessus de

I'¢, graphe de la fonction f: Q0 C RP — R"™P qui est un point critique de fQ Lp ou [ est

une p-forme et L le Lagrangien définit en haut. On note (a_L) 1<J§p (qj) 1<]<p .
<e<n—p

—p
Alors le sous-espace orthogonal a Grg(Rp x R"P) en un pomt x €Iy dcms R"
engendré par (v,..v"P) ot :
oL oL _oL_
dqi 9q3 dq7 "
oL oL oL
Oy 043 oq; "
1 _ _L+qlali 2 __ 0 n—p __ 0
Vo= LU = wor |V =
0 0 :
: : 0
_ n—p_0L
0 0 L+ ¢ ™55

Démonstration. Soit f : R? — R™ P on note f = (f1,...fn—p) OU 1 < p < n. Soit £
un ouvert régulier de R? et notons :

={(z, f(z)) |z € 4} CR";

un domaine de dimension p, et B = da' A dax® A ... A daP. On écrit le Lagran-
gien L : (¢!, ..., 2P, 2P, 2", (@) 1<)<par<n) = L(xh, 2P, fr, oo fuop, Vf), Vintégrale
d’action est alors :

£(f) ;:/Q Lt s rso fo Y F)B.

Supposons que la famille (3;); des domaines a bord forme un feuilletage d'un domaine
U C R"; on suppose que pour tout ¢, >; est un point critique de L. Soit X un champ
de vecteur défini sur U qui pousse X, en X, 4 c’est & dire, si e*X est le flot de u, alors
X () = B4 s. Posons :

[ f(t, 2, ..., 2P) = fi(2h, ...aP)cest-a-diref, (¢, 2!, ..., 2P) = (f)i (2}, .aP)Va=1,..n — p

...,xp) = fo(:pl, . )C est-a-direVs = 1,..n —pon a

O(t, 2t ..., aP) =X (2t . 2P, f1, oy fup);

La fonction ® est une paramétrisation de ¥, si on note :

(9017 p p+1’ 5P )
{ ¢p+l(t>$ s 2P) = fi(t e ,...,gpp) pour 2 = 1,..n — p;



4.1. CARACTERISATFI ON VARIATIONNELLE DE LA NOTION
D’ORTHOGONALITE 71

en dérivant par rapport at,onaVie=1,..n—p:

asperZ B afz 1 _'_ Z Ofl 1 p) agpj

o 8t 6203 bt e ot

pourt=0,Ve=1,..n—p,ona:

. 3]’2 3fz
XP+ ('Tlu "'7xp7f17 "'7fn*p) - 8t 17 +Z ax] 1, ...,l’p)X]<x1, ...,l‘p,fl,

ce qui donne le long de ¥ =y, Ve =1,..n—p:

O pr N Ofi g
T =X ax] (4.2)

Si on note A(t) = L(f;), on a donc :

Alt) = /Q Lo, (F)is s (Fay)es V)

En dérivant par rapport a ¢, on aura :

0
i P /Qt EL(xl’,..,xp, (fl)t,..., (fn—p)t,Vft)ﬁ

—l—/ Lzt o @ (f)es ooy (Fup)is V(XY o, XP), ),
o

oll v est la normale extérieure & Q, dans R?, ((X!, ..., X?), v) représente la variation de
volume de €; et df une mesure de dimension 1 sur 0€);.
At=0ona:

A 9
ait) |t0:/QaL(xl,...,x”,(fl)t,...,(fn_p)t,Vft)BJr/aQL((Xl,...,Xp),u)dE.

Or on a

0
/ 3tL< 2 (f1)ts s (fap)e, Vi) B

~— OL Of, OF °f, oL df, | a F o,
_/&:2 — 8$‘Z at + 1;][} 8p; axﬂﬁt 6 Z/ 8$‘Z at apj 8:103815 6

1<i<n—p
_gfafz ii oL 5+§/ OLOf,  OLOLY \
o' s Nl — Jaa \ \Oq; Ot © o ot )

~— [ (OLOf <~ 0 (0LOf\ Of,
_;[](&rl 8t+;%<8q; at) Z@x]<

s fnp)
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Comme ¥ = ¥ est un point critique de £ alors les équations d’Euler Lagrange

oL _ \~p - 9 (9L
ox? J=1 0z \ 9¢}

) = 0 donnent :

n—p
aL 8, . 9L of,

+LX . ..., — LXP .

Z/ <<aqlat g ot )’”>d€

En utilisant la définition précédente, on peut, de méme, considérer une fonction fi,, telle

que 81 5 = aft . Par la méme procédure que ait précédemment, pour que dA(t lt—0= 0,

il sufﬁt que pour tout y=1,..pon a:

Of

Si on note A\, = _Lf’t on trouve :

n—p
oL
XJ:Z)\Zﬁ—q; pour tout 3y =1, ...p,

Sionnote Vf := (@) 1<<p = () 1<y<p , delL2 on conclut que, pour 2 = 1,..n—p,
1<i<n—p 1<i<n—p
on a :
oL
+r
XP? AL+ g )\qua :

J

ce qui donne X = (X!, ..., X™) avec :

(X' = Mg+ Aefs o A pa

XP = Xg + daggg + oo+ Anpgs

Xrtt =)\ (—L+q%qu1 + . +911>qu>

n __ n—p 0L n oL
\X = A\ (L+q +...Fq, " ,>

g7 P1 gy~ *
oL oL AL
Bq% Bq% Bq?fp
oL oL oL
day a3 dqp "
L+ 10L 0 0

=\ Gagt | + o o |+ T Ay
0 _L + qj an 0
0 0 :
: : 0
oL

0 0 —L + qn P q;l P

= \ol + 0?2+ .+ An—p" P, ainsi la théoreme est bien démontré. O
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Exemple 4.1.5. Dans le cas n = 3 et p = 2, avec la fonctionelle aire

L(z,y,2,p,q) = /14 p*+ ¢,

1

m(pa%

qui a la méme direction que la normale n au plan ¥ engendré par (1,0,p) et (0,1, q),
au sens classique euclidien.

on a

112111:

-1),

Exemple 4.1.6. On prend n = 4 et p = 2 alors f : R? — R? les &, sont des domaines &
bord de dimension 2 de R?, on définie la fonctionelle aire par L(x,y, u, v, ¢i, g3, ¢2, q3) :=
VI (@) 4 (@) + ()2 + (3)* + (¢1g3 — ¢7g3)%. Un calcul facile nous donne que
'espace orthogonal VaXestV=(v'0?) avec:

q1+q2(q1q2—q1q2) ‘11 qg(qqu q1q2)
V/1+(d} P(@3)*+ (0] +a3)* +al a5 —aPa})? V(@) + P+ + (@) +af 307 a3)?
45— ql(q}QS—QfQ%) q2+q1 (4195~ qqu)
- 1+ (a})2+(ad)2+(q )2+(q§)2+(q}q§*q?q%)2 0% = \/1+(q1 )2+(q3)2+(a3)2+(al a2 —q3qd)?
1+(q§) +(q9)?
\/1+(Q1)2+(QQ)2+(‘11) +(a3)?+(af a5 —a7a3)? 1+(q1) +(qd)?
0 \/1+(Q1 +(Q1) +(q ) JF(Qle Q1QQ)
Alors
q1 + qz(qlti — 41 95) qi — q%((}iqg — q;@%)
ol — 1 0 — %(‘211(12 ~ ¢/q3) V2 = 1 e+alas —ae)
L| —1—(&)?— () ’ L 0
0 —1—(q1)* = (@)?

Remarque 4.1.7. : On sait que l'espace tangent a X,; au voisinage d'un point M
donné est engendré par

1 0
0 1
TEM - < 1 ) 1 >
1 5
qi @
Alors, au sens euclidien, 'espace orthogonal a >,; est engendré par

a4 qi

i a0 7

0 -1

qui coincide avec notre résultat si
(a1)® + (%2)* = (3)* + (¢})* =0

Ny — giai =0
c’est-a-dire,
a0 o 00 g1 = *igy
= ou bien en complexe
@ 0@ 00 g3 = Fig
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4.2 Calcul de la longueur du vecteur normale a X

Proposition 4.2.1. Dans un espace a n dimensions, le déterminant de Gram permet
de calculer un volume V d’un parallélotope formé par n vecteurs &, ..., &, avec &, = e,
pour 1,y = 1,....,n, sans nécessité de munir l’espace d'une métrique g. On a :

V= G(fh ,fn)

Démonstration. La démonstration de ce théoreme se fait par récurrence sur n.

Pour n = 1 c’est évident; en supposant la propriété vraie pour toute famille de n
vecteurs, on ’établit pour n + 1. Le volume v de parallélotope a n + 1 dimensions est,
par définition le volume de la base F, espace engendré par les n premiers vecteurs, de
volume égal & \/G(&1, ..., &), par hypothese de récurrence, multiplié par la hauteur de

Ent1. Alors v = \/G(&, ..., &nr1) & cause de la troisieme point de résultat suivant. [

Proposition 4.2.2. 1. Le volume construit sur n vecteurs de méme origine est égal
au déterminant formé par les composantes de ces vecteurs, multiplié par le volume
construit sur les n vecteurs unitaires.

51 gn )
V(& ) =V 6]
(€1 8) <||sl|| Tea) ovtl

2. Dans le cas ou les vecteurs &, sont unitaire on a g(&,§&,) = ¢, alors le volume
formé par n vecteurs unitaires est :

G(gla ceey gn) - \/g

3. Soit v un vecteur orthogonal au parallélotope engendré par les n vecteurs &1, ..., &,

alors on a :
G(v,&1,..,&) = Vg(v,v)G(&, 0y &n).

Démonstration. 2 et 3 sont triviauz, on montre seulement 1. On a ¢(&,,€,) = te, 9,
si on pose &, = (&}, ...,&"), alors on a :

& . & g - Gin & &
G&snn) = 1 Do A B
si on passe au déterminant et en utilisant 2, on trouve facilement 1. O

Définition 4.2.3. Soient (ej, ..., e}) la base duale dans un espace E de dimension n et

o Cp

&1,&2,...,&, n vecteurs, considérons 1 <3 < ... <1, <n. On rappelle que

21 fll
1 e p
6:1 /\.../\e;kp(§17§27"'7€p) =
7 (2
1p o .. pp

Proposition 4.2.4. La longueur { du vecteur v normal a hypersurface ¥ est \/g.
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Démonstration. Notons que I'hypersurface > admet comme plan tangent les n — 1
vecteurs p, = (p,...,p") pour 2 = 1,...,n— 1 de volume do. Le volume du parallélotope
a n dimensions engendré par X et v est V = ldo, pour simplifier le calcul, introduisons

les variables &1, ..., &, telle que &, = —f)—ll = .. = —f)"—: et notons la fonction F' telle
que &, L(z, ..., a™; —g—l, ey _52;1) = F(zt, ..., 2™ &, ...&,) et comme F homogene et de

degré 1 en &4, ..., &,, alors

OF OF
v = (a—&,,a—gn) , (4.3)

d’autre part d’apres 1 de proposition précédente, on a :

oF OF
8511 C 85”
61 ... 111
v=vg| . .
1. n'
n—1 " n—1

Si on note (ef, ...,e%) la base duale alors I'élément de surface do = )" | g—ge’{ ARSI
e;_ ANej ... \e,. Maintenant il reste a calculer :

dO’(gl, ...,fn_1) - Z 85 €1 VANPUIVAN €,1 A 62+1... VAN en(fl, ceey gn—l)a
1=1 v

1 1
S S|
: : OF OF
n L A s S
- Z(_l)l_l or iﬂ o 524:11 = S '
- (3 (3 - . . .
—1 afz 1 e gnfl . . . ’
: : 1 n
. n—1 - n—1
3 n-1
ce qui donne £ = ,/g. O

Corollaire 4.2.5. Les composantes de v dans la base duale sont :

a(3-$)

Démonstration. Notons ¢* et ¢, les composantes de v respectivement dans la base et

dans la base duale, alors ¢* = %g—?, et comme v est normal alors ¢/, = 1. Or F' est

homogene du premier degré en &, alors
1 OF 1 1 OF )
L - Lps 200 gt
VIO&LT Vg g

ce qui donne bien les composante de vecteur unitaire normal dans la base duale. [

ae VI =







CHAPITRE
La méthode de Cartan
pour le probleme
d’équivalence

Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons la méthode d’équivalence développé par Elie
Cartan en travaillant sur 'exemple des distributions de plans dans I'espace tangent a
une variété. Cette méthode consiste en un test d’involution qui permet de décider quand
est ce que deux G-structures sont localement équivalentes. D’ailleurs, nous montrons
que le probleme est involutif dans le cas présent (les distributions de plans).

5.1 Définitions de Base

Soit M une variété analytique réelle de dimension n € N et G un sous-groupe de
GL(n,R). Informellement, une G-structure de base M est une réduction du fibré des
reperes de M. Plus précisement, pour tout x € M, notons (e,)1<,<, une base de 7,,M
et R(M) la variété qui contient ’ensemble des reperes de M. En posant pour tout
repere R = (z,{e,}) et g € GL(n,R),

R.g = (v,{e.}) avec e, = e,g),

on définit une action a droite de GL(n,R) sur R(M). Un G-structure, noté G, est une
sous-variété G C R(M) possédant la propriété

VRe G, Vg€ GL(n,R), RgeGssigeQ,

Cela signifie que deux éléments de G sont dans la méme fibre (deux repeéres de méme
origine x) si et seulement s'ils se déduisent 1'un de I'autre par une matrice de passage
dans le groupe G. Ce groupe est appelé groupe structural de G. Par exemple, R(M)
est une G L(n, R)-structure tandis que ’ensemble des reperes orthonormés d’une variété
riemanienne est une O(n, R)-structure.

Tout difféomorphisme ¢ : M — M se prolonge de maniere unique en un
difféomorphisme ¢ : R(M) — R(M) en posant pour tout repere R = (x, {e,}),

O(R) = (p(z),{e.}) avec &, = ¢'(x)e,, (5.1)
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ou ¢'(x) désigne la jacobienne de ¢(x) et on vérifie que
Vg € GL(n,R), ¢(R.g) = ¢(R).g,

Définition 5.1.1. Deux G-structures G et g__de base M et M sont dites équivalentes
s'il existe une difféomorphisme ¢ : M — M tel que le prolongement ¢ : R(M) —
R(M) défini par (B.T]) vérifie

On écrira alors G ~ G. La restriction de ¢ a la variété G C R(M) est un isomorphisme

de G dans G.

5.1.1 Exemples de G-structures

Exemple 5.1.2. Le fibré des reperes d'une variété M est une GL(n,R)-structure.
En tout point x € M, il est clair que 'on peut passer d'une base de T, M a une
autre par une matrice de GL(n,R). Les automorphismes de cette G-structure R(M)
correspondent aux difféomorphisme de M dans M.

Exemple 5.1.3. Le fibré des reperes orthonormés dune variété riemanienne M est
une O(n)-structure. En tout point x € M, on peut passer d'une base orthonormée
de T, M & une autre par une matrice de O(n). Les automorphismes de la G-structure
correspondent au difféomorphismes ¢ : M — M, dont la jacobienne ¢'(x) transforme
un repere orthonormé en x en un repere orthonormé en p(z). Ce sont les isométries de
M c’est a dire les transformations qui conservent la métrique de M.

5.1.2 Equivalence locale de deux G-structures

Définition 5.1.4. Soient G C R(M) et G C R(M) deux G-structures. On dit que G
et G sont localement équivalentes en (z,7) € M x M 'l existe des voisinages ouverts
U de x et U de z et un isomorphisme ¢ : G|y — G|g.

Proposition 5.1.5. Soit 0 et 0 deux formes canoniques définies sur les G-structures
G etGetop:G— G un diffcomorphisme entre ces deux variétés. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. Le difféomorphisme ¢ est un isomorphisme de G-structures.

2. Le difféomorphisme ¢ vérifie ¢*(0) = 0.

Le difféomorphisme ¢ : G — G est un isomorphisme de G-structure si et seulement
si ¢*(0) = 0, cela signifie que le graphe de ¢ dans G x G vérifie le systeme de Pfaff.

0=0,
O A ANO™ £ 0,
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5.2 Application du probleme d’équivalence de Car-
tan aux distributions de plans

5.2.1 Calcul des équations de structure

La premiere étape de I'algorithme de Cartan est le calcul des équations de structure.
Pour commencer, on va prendre M = R3 on note D et D deux distributions de plans
dans Gry(R?)

D : {R® >z P(x) € Gry(R?®)},

D:{R?®> 2+ P(z) € Gry(R?)},

L’existence d'un difféomorphisme ® : R® — R3? tel que d(®,(P(x)) = P(®(x)) n’est
pas toujours vraie, mais nous essayons de trouver des conditions pour qu'une telle
application soit un difféomorphisme. Soit (ey, €2, e3) une base de R? tel que (ey, €5) soit
une base de P(z). Notons R(R?) le fibré des reperes sur R3, soit G € R(R?) telle que
G ~R3 x S avec

1
a; a; by

S: < 64 bB ) = a% a% bg € GL(?),R?’),
3 0 0 by

ol ajas —aja? # by # 0. Une section locale o de G est la donnée d’un champ de reperes,

c’est-a-dire d'une application
R® > 2+ o(z) € G avec o(x) = (z, (X1 (2), Xo(), X3(2))),

ou (Xi(x), Xs(x)) est une base de P(x). Tout repere R € G d’origine x est un repere
qui se déduit de fagon unique de o(z) par multiplication a droite par une matrice du
groupe G. Soit g € G tel que

o(z) =Ry,

Un élément de G est donc la donnée d'un couple (x, g) € R? x S. Pour tout x de R3, il
existe une base (v (z),v2(z)) de P(z) C T,R?, qu'on compléte par vs(x) pour obtenir
une base (vy(x),vo(z), v3(x)) de T,R3
ai ai by
z, (v, ve,v3)(x) | ab a3 by €g.
0 0 bs

Considérons les 1-formes 6 = (6',6% 6%) du corepere définies par

3 dat dal db,
0" = fi(x, A, b)dat et dS = da, | dal da3 db,
y=1 0 0 dbs

Localement on a § = Sw ou encore 6 = Syw’, on peux écrire aussi 0 = Sfw’. Alors

df = d(Sw) = dS Aw + S.dw,
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= (dS.S™H) A Sw + S.dw,

= (dS.S7YY A O+ S.dw. (5.2)

Décomposons df® dans la base des 2-formes différentielles de G
df®* = d(S{w’) = dS A w® + Si.duw®.

Considérons un corepere : m = (7!, ..., 7") du groupe structural G. L’ensemble (0, )
forme donc un corepere de la G-structure G ~ M x S. On peux montrer que dS.S~!
est une matrice de formes de Maurer-Cartan, donc il existe des tenseurs Af, tels que
(dS.S71)¢ = A¢ m¢. Comme 0 = Sfw, il existe des tenseurs T tels que S¢.dw® =
20" A 6°. Alors la décomposition des df® dans la base des 2-formes différentielles de
g est de la forme

do* = AL N O° + TR0 A 6°,

Reprenons notre exemple. Le calcul des formes de Maurer-Cartan du groupe G est
le suivant

2 2
2 2 ayba—asby
1 dat dad db; ay —ay T
_ lb _ lb
(dS.S71)e = 13 da? da? db, —a} al %
AHRTHIN 0 0 dby 0 o olei-alel
b3
On note alors
I S o
~1
ds.s t=| =t 7 =5 |,
0 0 =
ou 7!, ..., 7" les formes de Maurer-Cartan qui vérifient
Foo1 1 271 171
= a%agfaéa%(chdal aydas),
= a%agiaé(ﬁ (ajday — aiday),
2 2 1 1 1.2 1.2
3 1 aiba—asby 1 asb1—ajba 1 ajaz—ayay
T dd-aa ( B da + = day + 22D )
4 _ 1 272 1792
Tt = a%agfaéa%(chdal aydas),
T = a%agiaécg (aidas — ajda?),
2 2 1 1 1,2 1.2
6 1 aiba—asby 2 asby1—ajbo 2 ajas;—ayay
= a%agia%a% ( bS dal + bS da/2 + bS db2 5
71
. T = gdbg,

Comme dw’ est une 2-forme, on peut par exemple choisir w de sorte que dw’ =
Y ee (12,23,31} BP.67 A 6°. Le calcul des équations de structure donne

Aot = NG + 72 AO2 + 73N+ TLO A 62 + TLO> A G+ TLOP A6,
do? =7t NOY + 7 NO* + 7O N O3+ TEH0 N O? + THO? N O3 + THO3 N 6L,
d6® =77 NP+ T300 A O% + T3,6° N O° + T3.6° A6,
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avec

( T112 = Q%Bb + Q%B% + blBi’w
T213 = Q%B%:s + Q%B%:s + blBg’:w
T?,ll = Q%B:){l + Q%Bg,l + blng
T122 = Q%B%Q + a’gB%Q + b2B%2>
T223 = Q%B%?, + Q%B%?, + b2B§37
T321 = Q%B?{l + Q%Bgl + b2B§1a
T132 = b3B%27

T233 = b3B§37

5.2.2 Absorption de la torsion

La deuxieme étape de 'algorithme de Cartan consiste a simplifier un maximum de
coefficients T, dans les équations de structure, en utilisant un changement de formes,
pour?=1,...,7

7T/Z — ﬂ_l _I_ )\20(1’

On obtient des relations de la formes suivantes

T(;IZ = T(fc + Aléz)\jz - AZz)‘Zcﬁ

7 =7+ A0 ou A = (\]) est une matrice des fonctions “inconnues” et qu'on va
déterminer, et 7" = T+ L(A) ou L est un opérateur linéaire qui dépend uniquement du
tenseur A?.. On commence d’abord par faire le changement de forme 7" = 7* + \.0°.
On obtient

(T =T — A+ A,

T?ﬁ = T311 - )‘? + )‘éa

T3 =T%h = X+ A,

Tys = T3 — A3+ XS, (5.3)
TZ;; = T?;l - )‘fli =+ )‘év
T1,2 - T12,

TQI?’, = T233 + A;’
T?ﬁ = T??l - )‘Z’

\

o p 1 32 )3 \4 \5 )6 \7 7 5
Donc on peut choisir les parametres A3, A3, A7, A5, A3, A7, A{ et A\j de facon a ce que les
nouveaux coefficients 7" soient nuls sauf T}3 = T%, qui est donc invariant. Donc pour
absorber la torsion il faut poser

;
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Clest & dire 7 = 7 + AMP avec

0 -7, 0
0 0 -—TL

~TY 0 0

AV = 0 -T2 0
0 0 T3

-T2 0 0

Ty T 0

Les variables AT, AL, A2 A2 A3 A3 AT, A3 A3 A3, A8, \S et AL sont des variables arbitraires.
On note alors

)\i 0 AL

0 A A

AP =1 M 0 M
A AL 0

0 A3 A3

0 0 A\

Donc, si on fait le changement de forme 7 — 7w+ Af avec A = A + A®) | les équations
de structure deviennent

Aot =Tt ANOY 7 A0+ T3 A 03,
do* =t N OY + 70 N 0% + 7O A 03,
do3 = 7" NOP + TE0 A 62,

Avec TP, = b3 B}, est un invariant.

5.2.3 Normalisation
Notons A = T,. On a
d(d9?) = dr" AP — 7" AdO® + dNAOY A G2 — NdOT A O + NOT A dB?,
=dr" AP = AT AN FAANOENP AT A AP AT AP NG
NP AT NG — NG ATO A6,
= (d\ = Nx" — (7' + 7)) AO* A 0* modh?,
On mesure horizontalement suivant ' A 6% A 6% alors on a

d\ = \Nr" — (7' 4 7%)).

On bloque fibre a fibre (pas de fagon uniforme) verticalement G. On considére alors
une sous-Gy-structure G; C G telle que le sous-groupe GGy C G qui agit est

al a} b
S= | a a2 by | € GL(3,R?),
0 0 bs
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1,2 1.2
apay — ayay .
avec ——— = 1. On peut normaliser G; au sous-groupe

€ GL(3,R?), avec p>0et p'A=1,

nn

I
o O =
O = O
T O O

et toujours la méme formule fondamentale de la méthode d’équivalence de Cartan
dd=m N0+ T,

avec
™
4 ™

0 0

ot

On recalcule ensuite les équations de structure avec le nouveau sous groupe sous la
contrainte 7t + 7 = 77, Il n’est plus possible de faire des changements de formes
qu’avant. Apres nouvelle absorption de la torsion, on peut réécrire les équations de
structure toujours sous la méme forme

Aot = 7t ANOY TP ANO? T3N3,
do* = T N OY + 70 A G2 + 76 A 03,
dg? = (7' + 1) N 6? + \0' A 62,

Donc
0=d(d0®) =dA\AO'"AG* modf?,

Alors, sur Gy, on peut normaliser A = 1. En effet, soit le changement de formes

0 « 0,
0% « 62,
93 Y 93 — 0_193,

Alors
do® = d(p™10%) = dp P NG + p (7 + 7°) A 6P + NOE A 6?)

=dp P A 4 () A G 4 0 A6

Ici dp~! est semi-basique, donc il existe des fonctions a et 3 telle que dp~! = af! + 362,
on peut donc absorber dans 77 sans toucher a I'expression 7! + 7° = 7. Les équations
de structure s’écrivent :

Aot =Tt AL+ T2 ANO? + T3 A3,

do* =7t AOY + 75 N O? 4+ 70 A 63, (5.4)
dg? = (7' +7°) A 63 + 61 N 62,
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5.2.4 Test d’involution (test de Cartan)

Imaginons qu’on a un probléeme d’équivalence dans la base (6, ...,0"). Soit r la

dimension du groupe G;—. Les équations de structure s’écrivent

o' :iiA;kkaHUr iT;lﬁj/\Hl, 1=1,...n, (5.5)

=1 k=1 2,l=1

ot les 7% sont les formes de Maurer-Cartan et les A;k sont les coefficients de la structure.
On remplace chaque 7% par une combinaison linéaire )\fﬁj , on obtient le systeme dont
les inconnues sont les )\f

T

S (AWM =AY =Ty, g l=1,..n, j<k (5.6)
k=1
Définition 5.2.1. On définit (M) le nombre de variables libres du le systeme linéaire

s

S (AN — AN =0, 4, 0=1,..n, j<k (5.7)

k=1

Autrement dit, 7(!) est la dimension de l'espace des solutions du systeme (5.7).

Dans I'exemple des p-plan, on a r = 6 et n = 3. On remplace dans (5.4) les 7 par
AFOY + N50? + NEG3, on obtient le systeéme linéaire suivant :

NN = A2 X =0,
X=X =08 - =0,
)‘1:)\%:_)\%7
M= A= AL

(5.8)

Dans les équations (5.8)) les dix variables A3, AL, A2, AP A3 A8 A2 A3 A, A peuvent étre
choisies arbitrairement, donc
r =10,

Pour continuer la description du test d’involution de Cartan, on définit ensuite les
caracteres réduits de Cartan.

Définition 5.2.2. Soient X = (z',...,2") € R" et la matrice M de dimension n x r
définit par

M(X):= M;(X) := ZA;ka, 1=1,...n, k=1,..,r,
1=1

avec les A%y définit dans (B.6). Alors si on note par s}, ..., s;,_;, s, les caracteres réduits

ey Sh 8
de Cartan, nous définissons :

M(Xy)
s'1+...+s;€:X1 max_ T8 : k=1,...n—1,
M(Xk)
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et ), est défini par I’équation
/ / r_
sS1+...+s8,1+s,=T1

Définition 5.2.3. Soit ¢ une base du fibré cotangent TR et s, ..., s, les caracteres
réduits de Cartan, et soit r(!) défini dans (5.2.1). Alors 6 est dite involutive si le test
de Cartan satisfait

)+ 28y + ... +ns,, = rM,

Remarque 5.2.4. Nous avons toujours
r) < s+ 2s) 4+ ...+ ns,

Revenons a notre probleme. On a n = 3 et r = 6, dans les équations (0.4 :

111000
(A;k -+ Aék —+ Allk)lglgg = 00 O0T1T11
1Skt 100010
Donc, pour X = (2!, 2% 2%) € R3 on retrouve
b2 22 0 0 0
MX)=[ 0 0 0 z' 2% 2% |, (5.9)
2 0 0 0 22 0
Pour X = (0,0,1) on a rghM(0,0,1) =3 donc
s =3.
De plus, on a
b 22 22 0 0 0
0 0 0 a' 22 23
¢4 — max T 2 0 0 0 22 0
! 2 XYeRrs & yboy? oy 0 0 0
0 0 0 ,yl y2 y3
v > 0 0 0 ¢ 0

Pour X = (0,0,1) et Y = (1,1,0), alors s} + s, = 5, ce qui donne
sy =2etalors sy =6—3—2=1.

On a bien s} + 2s) + 3s4 = 10 = r() donc le systeme (5.4) est involutif.






CHAPITRE
Application de la
méthode d’équivalence
aux équations de
Monge-Ampere

Introduction

Dans ce chapitre, Nous appliquons la méthode d’équivalence de Cartan aux
équations de Monge-Ampere et nous retrouvons le fait qu’il existe, a isomorphisme
pres, trois cas : parabolique, hyperbolique et elliptique. Nous développons ici le cas
hyerbolique qui a été étudié en 2002 par Bryant, Griffiths et Grossman dans ]
et par la suite, en s’inspirant de ces travaux, nous nous attaquons au cas elliptique. Nous
donnons une présentation du groupe qui agit sous forme de groupe de Lie complexe
(SL(2,C)), ce qui le rend plus simple a appréhender.

6.1 Equation de Monge-Ampere

Soit ’espace des jets d’ordre 1, la variété définie par
JHR? R) := {(2*, 2% 2,p1,p2) € R? x R x R?},

on note M = R®> ~ J(R? R), a toute application u : R* — R, nous associons le
graphe de u noté ¥ := jlu(R?) C M avec :

jlu:R? = JHR? R),

qui vérifie 2 o (J(u) = u et pour 1 <a <2 ona p,o (Ju)) = 2%, on a

Oz’
ou Ou
,_ 1,2 2
E.—{(:p,x,u(x),axl,ﬁxQ),xeR},

qui est clairement une sous-variété de J'(R?* R). Nous définissons la 1-forme 6 non
fermée par :
0 = dz — prda’ — poda®,
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Soit ¥ une 2-forme sur J'(R? R), elle s’écrit
U=V, dp; Adpy + U, u2dpy A da® + W,,.2dpy A da® + V, dpy A dat
+ Wy, o1dpy A dxt + Wa2dz’ Ade® mod(6),
et on impose les conditions

\II|E :07
9|2 =0 (:> d9|2 = 0),
dr' N dz?|s # 0,

ce qui donne sur, X, les équations de Monge-Ampere :

Pu  Pu [ Pu ?
(0x1)? (0x2)? Ozl 0x?

0%u d%u

+ v

p1p2

0*u . ou
F+(Wpar + \IIPQ:BQ)W T Wata2 (x ule), %) =0

Pour avoir une bijection entre I'ensemble {¥U} mod(f) et les équations de Monge-
Ampere, il faut “normaliser” les 2-formes W, c’est-a-dire

Uyt =V,2 & dd AV =0 mod(h),
Nous pouvons en déduire les équations de Monge-Ampere

6 € QY (M) et ¥ € Q*(M),
U A df =0 mod(6),
OAdIAdO 0,

Lemme 6.1.1. Soit la 1-forme A = L(z, z,p)dx avec x = (x',...,2") € R", 2z = u(x)
et p=(p) = 2%, sur J'(R",R); on introduit de la forme de contact, = dz — p,dz*.

8x17
Soit le graphe ¥ C JY(R™,R) défini par ¥ = T 'u(Q) = {(z,u(x),p); = € Q C R"}
avec
dl"g ?é O,
9|E # 07

Alors il existe une unique forme = et une forme « telle que
dA =0 N=+da,

Remarque 6.1.2. Le lemme est vrai pour toute forme A € 2"(M). On va faire la
démonstration seulement dans le cas A = L(x, z, p)dzx.

Démonstration. Sens direct : on a

oL oL oL oL
d\ = —d d —dp' Ndx' = —O0 Ndoe — —dO N d
o> z N\ dx + op p N dx pp N dx op N AT (),
avec dx() = 821 _dx,

oL oL oL
dA =0 N <£dl‘) —d <9 N a—pldl‘(,)) —0Nd (a—pldl‘(l)) ,
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T 0z
Réciproquement : Si = une forme de ¥ tel que dA = 0 A = + da, d’apres les équations
de Monge-Ampere 0 A = = df, avec les contraintes Z|y, = 0 et 0|y, = 0, alors ¥ est un
point critique de [, et donc

0= by </Ea) :/ZLXa:/Z(Xl do+d(X 5 a)

:/ZX (9AE)=/2<9<X>E—9A<X' E))z/29<X>E,

ce qui donne

Donc il suffit de prendre = = 2tdx — d (g—}ﬁdx(z)> et a =60 AN g—lﬁdx(,).

dA=0AZE+da & Z|y=0.

Remarque 6.1.3. Nous avons = = g—gd:c—d (g—idx(,)) et comme =[x, = 0, nous avons
le long de X les équations d’Euler Lagrange

oL d (0L

Définition 6.1.4. L’unique forme définie par Il := 6 A U est dite forme de Poincaré-
Cartan.

Théoréme 6.1.5. Un systéme de Monge-Ampére (M, x) avec x = {0,d0,V} est lo-
calement équivalent au systeme d’Euler Lagrange si et seulement si

dll :==d(@ANV) = NI,
avec dp =0 mod{0,d0, V}.
Démonstration. Voir ] page 18-19. O

Théoréme 6.1.6. (Théoreme de Darbouz) Soit une 1-forme 0 telle que 6 N df # 0.
Alors elle s’écrit sous la forme

0 = dz — pida’ — poda®.

6.2 Probleme d’équivalence

Notre but sera de classer les systemes de Monge Ampere = = (M, 0, V) et = =
(M, 0,7) tels que
O NdoAdo #0,
{ U A df =0 mod(h),

par des difféomorphisme ¢ : M — M tels que

00 =0
OV =P
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6.2.1 Travail préparatoire

Soit n = af # 0 avec a une fonction non nulle. Par le théoreme de Darboux,
localement, on peut trouver des 1-formes n°, ', n% 73 n* tels que

dn® =n' An* +n* An*t mod(d), (6.1)
Il existe des fonctions b,, telles que ¥ = %bwn’ A1, et comme WAdn® = 0 mod(6), alors
b1z + b3y = 0,

Donc on peut étudier les conditions imposée par n = (n*, 7%, 7%, 7*) pour que (G.1)) soit
vérifie. On montre qu’il y a quatre orbites, d’abord 1'orbite nulle correspond au cas
U = 0 et les autres sont :

U =n'An*—n* An* mod(0),
cela correspond au probleme variationnel classique (cas hyperbolique),
U =n' An® mod(6),
cela correspond au probleme variationnel classique (cas parabolique),
U =n'Ant =5’ An? mod(d),

cela correspond au probleme variationnel classique (cas elliptique).

6.2.2 Etude du cas hyperbolique

En s’inspirant sur les travaux dans ], nous allons commencer par étudier le
cas hyperbolique. On impose les conditions suivantes

n=af #0
dn® =nt An? + 12 Anpt mod(), (6.2)
U =n'An*=n*An' mod(6),

3

Pour tout w 1= (w', w?, w3, w*) € (R*)*, soit I'application symétrique non dégénérée
Y g

< .. > ARYH x 2 RYH* — R,
alp
W A w2 Awd A w?’

L’algebre de Lie SL(4,R) agit sur R* ou sur (R*)*, donc elle agit sur A’R* ou sur
A?(R*)* ~ R par I'action : V g € SL(4,R)

(a , [)r— <af>=

q: MR — A*(RY),

a > gla)=g'q,



6.2. PROBLEME D’EQUIVALENCE 91

q est une forme quadratique en g et on a

< q(a),q(B) >=<g'a,g"8 >=<a, >

On veut représenter SL(4,R) =Sp(R*?) ::Sp(3,3) sur R% on note G :=
SO(A*(RY)*, < .,. >) C GL(6,R). Soit la forme quadratique

. SL(AR) — G,
« — q(a),

Soit (al,a? a2 ak a% o) une base de A?(R*)* définie par
(ol =w Aw? + w3 AWt
a? =w' AW+ wt Aw?
ol =w Awt +w? Awd,
ap = w' Aw? — w3 AWt
% =w Awd —wt Aw?
b =w Aw! —w? A w3,

On a Va,b € {1,2,3}
<af,ab >=26 <a%,aly>=-20"et <af,ab, >=0,

La signature de ® est donc (3,3) et SO(A*(R*)*, < .,. >) C SL(4,R) et comme
dimSL(4,R) = 42 — 1 = 15 et dimSO(A%(RY)*, < .,. >) = U — 15 on a

G = Spin(3, 3),

Dans le cas hyperbolique, pour déterminer le groupe qui conserve les formes dans (6.2),
on définit

Go = Ghryper = {9 € SL(4,R), g*a} = ay; g*ap = ap} ~ Spin(2,2),
Soit l'algebre de Lie gpyper, alors & € gnyper On a & € M(4,R) et trace§ = 0; de plus,

on a (4.R)
Ee M(4,R),
{ &al =al; &ak=a, (6.3)

On note

& & & &

| ggeae
& & & &
P& & &

Donc (6.3) donne

Elw Aw? 4+ 2w A + Ew Awt + E2d AWt = W Aw? + WP AW,
Ll A w? + Wt Nw — Ew Aw? — ELB Aw® = W Aw? — w3 Aw,

(%). Les physiciens utilisent en général la notation Spin. (Spin(1,3) = SL(2,C)).
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Par identification, on trouve

G+E =8+,

GHE=84-86=0,
G-G=4+86=0,
G-4=8+=0,
g+ad=g-a=0o

Ce qui donne

& & 00

% 22 0 avec£1+§2:§3+£4
0 0 g??; 2 1 2 3 45
0 0 & &

Donc le corepere adapté au systeme de Monge-Ampere dans le cas hyperbolique, est
formé de section de G-structure dans M5, ot G C GL(5, R) est le sous-groupe engendré
par toutes les matrice de la forme

a 0 0 0 O

a 0 0 ap a;; ap 0 0
Ggo=|C A 0 |=]a anx an 0 0 |, (6.4)
D 0 B az 0 0 b bio
ag 0 0 Do bo
avec
a1 a1z bir bi2
a= = 0.
21 Qg2 ' bar oo 7

Si on fixe un sous-groupe G C GL(5,R), la trivialisation locale G = M x G dépend du
choix de la section  de G — M telle que son image soit identifiée & M x {e} C M xG.
Pour g € G, notons

w=g"'neQG) IR’

alors
dw = dg’1 AN+ g*1 Adn = —g’ldg A w + gildn

car
0=d(g~"g) = gdg™" + g~ 'dy;

g~ tdn est une 2-forme qu’on peut 1'écrire sous la forme

1
Ti=g ldn = aTélcwb Aw®,

ol les T sont les coefficients de la torsion. Soit ¢ une 1-forme, alors on a ¢ = g~ 'dg
modn ce qui donne I'expression fondamentale de la méthode d’équivalence de Cartan :

dw=—pAn+T.
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Notons ¢7'n = w = (W%, wh w? W wl) et p = g7'dg C G qui est un sous-groupe de

GL(5,R) alors ¢ est une matrice de 1-forme s’écrit :

W 0 0 0 0
e 91 w3 00
@ = wé w5 0 03 :

avec la condition ¢} = ! + 3 = 3 + . Notons 7 = (7%, 7%, 72, 73, 71) les coefficients

de la torsion & valeur dans R, soit
O=d® + AL =w AW+ AWt +o AW,
Par un changement de forme ¢ <— ) — o, nous pouvons éliminer le terme o Aw?, alors

T = T3, = 1 et touts les autres sont nuls, 72, = 0.
Pour 1 < a,b,c < 4, on note

1
= Tpw® A’ +2Tbacwb/\wc,

Avec T}, = —T4. On obtient le systeme suivant :
dw?® = —w8/\w0+w1/\w2+w3/\w4,
dw' = —pf Aw® — 1 Aw!' — 3 Aw? + ITEW" AW,
dw? = —p2 Aw® — P2 Awt — goQsz—i-lTwa/\wc, 6.5
%0 1 2 2 be

dw? = —gf Aw® — @3 Aw? — i Aw* + ST WP Awe,
dwt = —pg Aw® — 3 Aw? — ] Aw! +1Tglcwb/\w

Avec des changement de la méme type on peux s’arranger au systeéme suivant

dw® = —p) A w® + wh Aw? + wd Awt,

dwlz—gpo/\wo—gol/\wl—cpz/\w +T1w A w? +T1w A wt +T4w A wh,
dw? = —2 ANw® — P2 Aw! — 3 Aw? +T2w A w3+ TEw? A w? +T4w A wh,
dw3:—g00/\w0—g0§/\w3—(p4/\w +Tf’w AW+ Tohw? Aw® + TEw! A w?,
dw = —pp Aw® — i Aw? — ] Awt + THw! Aw? +T244w A w? +T142w A w2,

Par un nouveau changement p — 3 et p3 — ¢4, on peut montrer les égalités :
T223 - T113, T224 T14> T133 T14> T233 T
Alors le systeme (6.5) s’écrit
dw® = =) A w® + Wl A w? + w3 AW,
dw' = —pf Aw® — ] Aw! — 3 Aw? + (Vaw? 4+ Viw?) Aw! + Ulw? Aw?,
dw? = =3 Aw® — pf Aw! — 3 Aw? + (Vaw® + Viw?) Aw? + T2’ Aw?,  (6.6)
( ) z
( )

1

1
dw3:—gog/\w0—cp3/\w3—goi/\w4+ Viw! + Vaw?) Aw? + UBw Aw
dw* = —pf Aw® — i Aw? — o} Awt + (Viw! + Vow?) A wt + Utw! A w?,
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Le détail de calcul est dans 'annexe

0 = d(dw®) = —dp) A w® 4+ ) A dw® 4 dw' A w? — wh A dw? + dw® A wt — WP A dw?
On obtient les relations suivantes :
Ul =2V, U*=2V;, U?=-2V,, U*=2V;, (6.7)
donc (G.0]) s’écrit

dw® = —gf Aw® + W' Aw? + wd Aw?,
dw' = —pf Aw® — pl Awl — 03 Aw? + Vaw? A w! + Viwt Aw! — 2Vaw3 A w?,
dw? = =2 Aw® — 2 Aw! — P2 Aw? + Vawd A w? + Viwt Aw? + 2Viwd A w?
dw? = —3 ANw® — 3 Awd — 3 Aw? + Vw! A w? 4+ TVow? Aw? — 2Vw! Aw?,
dw* = —pg Aw® — p3 Aw?® — ] A w* + Viw! Aw? 4+ Vaw? A w? + 2Vaw! A w?,
(6.8)
On a

0 = d(dw") = —dps A W° + @p A dw® — dpt Aw + o1 A dw? — dpy A w? + o5 A dw?

. Donc
0 = @ + Uit + Uspd + dU, — Uy mod{uw®, ..., w*}. (6.9)

On refait le méme calcul pour d(dw?), on trouve
0 = @2 + U + Usph + dUs — Uy mod{w®; ..., w?}. (6.10)
Alors (69) et ([6.10) s’écrivent matriciellement

_ (U @é) (so% 90%) (m) 0<U1)
0=d . — . 6.11
(U2)+<¢% Tl U, ) 9\ U, (6.11)

De méme pour calculer d(dw?) et d(dw?), on obtient :

_ Us <P8) <90§ 803)<U3) o(Us)
0=d . _ . 6.12
( Us ) " ( ot ) Tt ot U, )P0\ U (6.12)

ou encore ([GI0)) et ([B12) s’écrivent mod{w?, ..., w*}

Uy b pr—vy v 0 0 Ui
gl | e | o] ¢3—¢p O 0 Uy
Us @3 0 0 ¢i—wo @i | Us
Us o 0 0 ¢s  Pi—¢g Us
(6.13)
a(t) 0 0
Onnotet —» g, = | C(t) A(t) 0 dans Gy ou g;—o = I5. Pour tout z € By

D() 0 B(t)
soit, dans le fibré By — M, le chemin v : t — ~(t) = z.g; passant par le point z, pour
t = 0. Nous pouvons interpréter (G.I3]) comme suit :

dU = —py — QU  mod{?, ...,w"},
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ou encore dU( (t))
Y . .
—a = —po((t)) — Qw(t) (Y(@)U (1)), (6.14)

On est ramené a une équation différentielle de premier ordre, et la solution est sous la
forme

Uy(t)) = M($)(U((0)) + N(1)),

Maintenant on considere une nouvelle Gi-structure B; C By dans laquelle, pour
1 <12 <4 onart7 = 0et g est semi-basique, nous considérons le projecteur
® : By — B tel que, pour x € By on lui associe x.gy est une submersion qui respecte
les fibres. Considérons un chemin C(t) € By alors ®(C(t)) € By et on a pour z; € By

O(C(t )
AW, — a0, (c0))
Alors le sous-groupe GG qui agit sur B; est engendré par les matrices de type
a 0 0 0 O
a 0 0 0 ai; a2 0 0
ga=10A4 0 |=|0 ay ax 0 0 (6.15)
0 0 B 0 0 0 by bpo
0 0 0 b21 b22

Notons alors
1 2, 0 %, ]
vy = Pyw + Pjuw’,
Donc les équations de structure s’écrivent

dw® = —p) A w® + w A w? + w3 AW,

dw! = —pl Aw! — p} A wW? —i—leJ/\wO

dw? = —pF Aw! — 3 A w? —i—PZwJ/\wO (6.16)
dw3:—g0§/\w3—gof’l/\w4+P]3w3/\w0

dw* = —p§ Aw® — ] Aw! +P4wj/\w0

De nouveau nous absorbons la torsion, et en respectant la condition ¢ = @] + 3 =
3 4 I .
3 + ¢ alors (6.10) s’écrit (voir M] page 56-57)

dw® = —d A w® + w! A w? + w3 A w

dw! = —pl Aw! — ] A w? +(P1w3+P1 HAWo,

dw? = —pf Aw' — 3 Aw? + (Piw® + Piw*) Aw?, (6.17)
dw? = —p3 ANw? — 3 Aw + (PPw! + Piw?) A 0

dw* = —p§ Aw?® — i Aw? + (Plw! + Plw 2)/\cu0

ou encore
dw® = —p) A w® + w A w? + w3 AW,
dw' = —pt Aw! — 3 N w? + (Piw? + Plw*) A WP,
dw? = —p? Aw! — (08 — o)) A w? + (P2 + Piwt) A WP, (6.18)

dw’ = —p3 ANw® — 3 Aw? + (Plw! + P3w?) A WP,
duw' = =gz Nw® = (95 = 93) Aw! o+ (Plw! + Pjo?) Ao

(%). Ce projecteur vrai localement, globalement on peut dire que c’est une submersion et ce qui reste
valable dans note raisonnement. ® force les (g d’étre semi-basique.
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On a
0 = d(dw®) = d(—p) Aw® + wh Aw? +w? Aw?),
donc

dcpg = (P32—P14)w1/\w3—(P31+P24)w2/\w3+(Pf+Pf’)w1/\w4—(P41—PQ?’)WQ/\w4, (6.19)

P+ P} Pl —Pj
P} - P! P}+ P}
seulement si le systéme hyperbolique de Monge-Ampére x = {w°, wl Aw? +w3 Aw?, w A

w? — w3 Awl} est localement équivalent au systéme d’Euler-Lagrange.

Théoréme 6.2.1. Soit Sy = ( ) un invariant. Alors, So = 0 si et

Démonstration. Par la théoreme [BLH] la forme de Poincaré-Cartan IT = Aw® A (w! A
w? — w3 A w?) est fermée, pour un certain A € By, ce qui donne

(dX —22p0) AwW? A (W' Aw? —w? Aw?) =0,
Les opérations sur l'algebre extérieure montrent qu’il existe une fonction f telle que
dX\ — 2 05 = faw?,

ou encore
d(log)) — 2¢) = fuw",

D’ott —2dg) = df A w® + fdw® et dpY = dw® mody. Or dw’ = w' A w? + w? A w? donc,
d’apres ([G.I9), on conclut que S; = 0.

O
P — P} P+ P}
P+ P! P}-P}
bolique de Monge-Ampére x satisfait S1 = Sy = 0 si et seulement s’il est localement
équivalent a ’équation des ondes 1i.e.

Théoreme 6.2.2. Soit 57 = un tnvariant. Un systéme hyper-

e ={dz — pdx — qdy,dp \ dx + dq N dy,dp N\ dz — dq N dy},

Démonstration. D’apres ([6.19), So = 0 si et seulement si ) est fermé i.e. pour une
certaine fonction p > 0, on a

wo = 1 dp.
Danslecasou S; = Sy =0,ona Py = Py = P} = P} = P} = P} = P} = P} = 0 donc
d(w' Aw?) = dw' Aw? —w' Adw?® = —) Awt AW
Or on a
d(pw' A w?) = dp A wt Aw? + pd(wh A w?),

donc
d(pw' Aw?) =0,

Par le théoreme de Darboux, il existe des fonctions p et x telles que

—dp A dx = pw* A w?,
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de méme, il existe des fonctions ¢ et y telles que
—dg A dy = pw® A w?.
On a donc
d(pw®) = p(w' Aw? + w? Aw?) = —dp A dx — dg A dy,

Par le lemme de Poincaré, il existe localement une fonction z telle que

uw? = dz — pdr — qdy,

6.2.3 Remarque sur le test d’involution

Pour suivre, en général, 'algorithme de Cartan, le test d’involution est tres im-
portant parce qu’il met fin a cet algorithme. Ce qui est clair c’est que si a certain
point nous trouvons le probleme involutif. Nous commencons, par exemple, de tester
I'involution dans le cas hyperbolique. Dans (GI8]), nous prenons r = 7 et n = 5;
pour déterminer les caracteres réduits de Cartan, remplagons dans (GI8) les @, par
Z;OWO + Z;le + z;2w2 + z;3w3 + z;4w4, et nous pouvons achever :

(29, =0 35=0,...4,

2o =213 =214, = 0, 21; = 2Dy,

Z%o = 253 =25, =0, 2l = 23,

o =23 =24 =0, 23, = 243, (6.20)
20 =23 = 23 = 0, 255 = 23,

Zio = 22(151 = Zi’z =0,

4 4 4
[ 230 = 231 = 230 = 0,

Ici les variables 21, 21y, 225, 23, 23, 25, 23, et 24, peuvent étre choisis arbitrairement
donc

r) =8

Soient X = (29, ..., 2%) € R® et la matrice M de dimension 5 x 7 définie par
4
7=0

avec les A définis dans (B.5). Par identification (G.I8), on retrouve

M(X) = (Agk(xo) + Al (ah) + Ay (a®) + A (2®) + Ailk(x4)) 0<1<4

(€@ 11333

)

Donc
-0 0 0 0 0 0 0
0 —z' —22 0 0 0 0
MX)=| —2* 22 0 —z' 0 0 0
0 0 0 0 -2 —z* 0
—zt 0 0 0o 2* 0 =2
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Pour X = (—-1,-1,0,—1,0), on a

1000000
0100000
M=10001O0O00
0000100
00 0O0O0O01

Si on note par s, ..., s; les caracteres réduits de Cartan :

2% 0 0 0 0 0 0

0 —a' —22 0 0 0 0

—z?  2? 0 —a' 0 0 0

0 0 0 0 -z —z* 0

M(X)\ | —a* 0 0 0o 2t 0 -2
< M(Y) ) = 0 0o 0o 0o 0 0
0 -yt =y 0 0 0 0

-y 2 0 -yt 0 0 0

0 0 0 0 -y —y* 0

-yt 0 0 0o v 0 -

Et pour X = (—1,-1,0,—1,0) et Y = (0,0,—1,0,—1), on a s} + s, = 7, donc
sy = 2.
et comme s} + s, + 5+ sy +s; =r =7, alors

sy =s) = st = 0.

On a donc
)+ 255 + 3s5 + 4s) + bst =9 > =g,

Alors le systeme n’est pas en involution. On conclut qu’il est nécessaire de prolonger
le systéeme pour continuer.

6.2.4 Etude du cas elliptique
Maintenant, nous allons étudier le cas elliptique. Nous posons les conditions sui-

vantes
n=al #£0
dn® =nt An? + 12 Ant mod(), (6.21)
U =n'Ant =0’ An? mod(6),

Pour déterminer le groupe Gy qui agit sur Gy-structure By. Ici Gy conserve les

formes dans (6.21]), on définit

GO - Gelliptique = {g € SL(47 R)) g*a}, = O‘}n g*a% - Oé%},
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Soit I'algebre de Lie geuiptique = 8 POUr € € Gerriptique On a € € M (4, R) et tracel = 0,
de plus on a

) (6.22)

§rap = ag; faf =aj,

{ &€ M(4,R), trace =0,

On note

& & & &
& & & &
& & & &
4 4 4 o4
1 & & &

€=

Donc ([6.22]) donne

G+&+&+8=0,
Elwr Aw? + Wt Aw® + Ew Aw + Ewd Aw? = w Aw? + WP Aw?,
Elwr Aw* + 0T Aw® + 2w Awd + EWr Aw? = w Aw? + w? Awd,
Nous obtenons le systeme suivant :
(( G+ & =8+E
G+8&=8+4,
GH&E=86G-G=0,
G-E=+6=0
G+He=E+86=0,
| G+ =86-6=0,

Alors il existe des réels a, b, c,d, e, f € R et une base &1, &9, 3, &4, &5, &6 de g tels que :

§ = a&y + b€ + c&3 + d§y + €5 + [,

avec
1 0 0 0 0000 010 0
5_0—100 5_0010 5—0000
10 0 1 0 2710000 571000 -1
0 0 0 —1 1000 000 O
0 0 10 0 000 000 1
5_0001 6 = ~1.0 0 0 éh_oooo
71 -1 0 00 1 0 00 0 10100
0 —1 0 0 0 010 0000

Par I'application R-linéaire
o: g — sl(2,0)

XY — O([X,Y]) = [(X), (V)]
On note (ho, eo, fo, h1, €1, f1) la base réelle de sl(2,C), définie par

(50 - (00) #- (2 0)
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i 0 00 0 i
hl:(o —i) el:(i 0) f1:<0 0)

[hOa hl] = [60761] = [fo, fl] = O’ [haaeb] — —2ia+b60’
[haa fb] - _22'(1+be et [eaa fb] = _Z.a+bh07

Par un calcul facile, nous pouvons montrer des relations de méme type sur la base de

9 = Qelliptique; qUI sont

On a,

Constantes de structures de g | Constantes de structures de si(2,C)
€0y €31a) =0 pour a=1,2,3 | [ho, h1] = [eo, e1] = [fo, f1] =0
&1, &) = —2&,, [ho, €0] = —2ey,
€1, &3] = 263, lho, 1] = 21,
€1, &5) = —2¢5, [ho, 1] = —2ey,
€1, &6] = 2¢6, [ho, fo] = 2fo,
€4, §o] = —2¢5, [h1, e0] = —2ey,
€4, 6] = 263, [, fo] = 2f1,
€4, &5) = 26, [hy, e1] = 2e,
€4, &3] = —2&, [hy, f1] = —2fo,
[£2,86] = =&, [eo, fo] = —ha,
[£a, &3] = —&u, leo, f1] = — M,
€5, &6] = —&u, le1, fo] = —hu,
[§57§3] =&, [617 fl] = ho,
Tableau 6.1 — Comparaison des constantes de structures.

Par I'isomorphisme ® : g — sl(2, C), nous pouvons envoyer la base de g sur la base
réelles de sl(2,C) et réciproquement et on a la correspondance suivante

&1 «— hy,

§2 < e,
§ < f1,
§4 < Dy,
{5 < ex,

&6 < fo,

Si on note
T: R* — (C?

2!
x? 3 4zt

X = 3 2 - A4 9
x r° +1x

24

onaV 1<:<6
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cela nous a conduit a poser

P

! = w3+ iw?,
w2 = w? + iw,
7l = wd —wl,
2 _, 2 ;4

ce qui donne

(
w? = 70,
1 i1 i=1
PN
RIS A
w4:§ﬂ'jiﬂ"2
_ i i
( W= =T 37
w? 0
w! it
Sionnotew=| w? |etr=| 72 |,ona
w3 wt
w? 72
w = Pm,
avec
1 0 0 00
i i
P
0 5 0 30
7 7
0 0 -5 0 3

Si on prend M € M(5,C) telle que VM, = (a})1<, <4 € g, 0N a

0
_(ayg O
Mﬁ_(o Aﬂ)’

D’apres la formule fondamentale de probleme d’équivalence de Cartan 7 = dw + ¢ A w,
nous obtenons

7= P(dr + P 'oP A7),

ou encore
Plr=dr+yAm, (6.23)

avec ¢ = P~'oP. En tenant du fait que My = (a’)1<, ;<4 € g, 00 a

a) 0 0 0 0

0 al +iad aj+ial 0 0
P'MP=1| 0 a—id a3—ia2 0 0 :

0 0 0 as +ial  ai +iaj

0 0 0 at —iai af —iaj

avec A €sl(2,C) et detA = af # 0.
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Proposition 6.2.3. Soit (M?®, ¢) un systéeme elliptique de Monge-Ampére, alors les
sections de Gog—structure dans M, ou Gqo est le plus petit groupe engendré par les
matrices par bloc et de taille (1,2,2) de la forme

ag 0 0
c Ao |, (6.24)
cC 0 A

conservent les équations (621) de (MP®,¢e), avec A €sl(2,C) et detA = af # 0.

Démonstration. Les sections de G—structure qui conservent les équations (G.21])

vérifient (6.24)). O
Revenons a (6.23) on a

W0 0 0 0
o Ui ¥y 0 0
Y= ¢ ¥ ¥3 0 0 |, (6.25)

o 000 Yy 4y
Yg 00 Wf 4

avec i + 95 =i +U5 =y

4099
N =

Supposons que P71t = , avec

el
—

il

i
0 =dr’ + g A0 = 5(7‘?1 AT — 7l AT?),
Et pour:=1,2,3,4,
7' = Thyrt AT+ Timt Art 4+ Tiamt AT2 + Tom® AT+ Tigm? A 72 + Tipt A 72
+T 7 At + Togm® A2 + Tigm® A7t + Tiem® A 72,
donc les équations de structures s’écrivent
dr® = =g ATl + L(7RI AT — 7t AT?),
dr! = —Q/JéAWO—w%/\Wl —w%/\wz—l—Tl,
dn® = =g Am° =i At — 5 A + 72, (6.26)
dr® = = AT0 — QL AT — QLA TR+ 7
drt = =2 A0 — 2 AR — 3 A T2+ 72

Maintenant nous allons essayer d’absorber le maximum de la torsion de (G.26) en
respectant i + ¥ = i + 3 = . D’abord par un changement de forme v <«
Yy — Tp, ™ nous pouvons considérer|*)

i =0.

(x). * € {1,2,1,2}.
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Par changement sur v et 17, on peut affirmer que
Tyi=Typ=Th=T=T5=T}=0,
En respectant 1] + 12 = ¢} + 2 =13, on peut s’arranger pour que
Tl =Tg = Viet Ty = Tjy = Va,
Donc ([6.26]) s’écrit
dr® = g AT0 + LR ATE =7t An?),

drt = =g A7 — i ATt — P A+ Vit AT+ Vort A2+ Uyt A 72,
dn? = —2 A " —wQ/\wl—po/\W + Vi A7t 4 Vorr? A 72 4 UpT! A 72,
2
)

dﬁ'lz—’l/_jo/\ﬂ' 1@1 wQ/\w + Vit At + Vort A2 + Uyt A w2,
dﬁ2:_q/;g/\7r0—¢f/\ —PIATE L VFE AT+ Vor2 At 4 Upne! A 72,
(6.27)
Avec V, et U, sont les nouveaux coefficients de la torsion qui s’expriment en fonction

des T7,.
Apres avoir calculé 0 = d(dn?), on a les relations suivantes :

Uy = —2V,, U, =2V;.

Maintenant nous calculons d(dn') = 0 et d(dw?) = 0, on met les termes par modulo
{m% 7', 7%}, on obtient

_ (U i (g i by Uy of U
= — : — 2
o=af gy ) es () r (8 %)-(n)-() o
: . U
Nous avons des relations de méme type sur d ( 0 )
2

([6.28) s’écrit

U, __z wl wl—lpo wl U,
d<U2>_ 2(@%)*( e w%—%S)‘(Uz) (6.29)

Soit un nouveau Gy-structure B; C By dans laquelle on a 78 = 72 = 0 et ¢} et 3

sont semi-basiques, nous considérons le projecteur ¢ : By — Bj tel que, pour z € By
on lui associe z.gy est une submersion qui respecte les fibres. Alors le sous-groupe G4
qui agit sur B; est engendré par les matrices de type

9 (6.30)

I
o O
o O

0
A
0

Notons alors
Yy = Pir® + Pin*, et ¥ = Pir® + Pir*
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Donc les équations de structure s’écrivent
dr® = =) AT + L(7 AT — 7wt AT?),
drnt = —pl At — Pl A2 — Plo* A0, (6.31)
dr? = —p? Al — o3 A2 + P2r* A 70,

De nouveau nous absorbons la torsion, et en respectant la condition 1] + ¥3 = )

dn® = ) A0 + LT AT — 7t AP,
drt = =t ATt — g Am? — Prt A — Pt A — Pir? A, (6.32)
dr* = =3 At — 3 Am? — Pr2 An® — P22 An® — P2 A,

Si on respecte ! 4+ 2 = Pl + 2 = 19, avec absorption de la torsion on montre que

P+P=0. (6.33)
On a » .
0= —d¢8/\7r0+%zp8m‘r1/\7‘r2— %1/18/\7?1/\#2
+3dﬁ1 AT2— zﬁl Adi? — zdwl Am?+ Ewl A dr?
2 2 2 2
alors,

2idyy A’ = 2Pr' A7 —2Prt At — (P2 + PHrt A7t + (P! — Pt A 72

+(P = PO A7+ (P — PHR* A7) AT,

ce qui donne
P—-P=0,

en utilisant (633)), on a donc
P =0,

en particulier, on a
2idy)) = —(P? + PHn' A7t + (P! — PHn' A7
+(P} — PHm®* A7t + (Py — Py)m® A T2,
Nous définissons les fonctions a valeurs matricielles de taille 2 x 2 dans By par

S, = Pl +P; P, +P S, — Pl -P P -P
P2 P2 PliP2 ) P2+ P2 Pl_p2 )

Théoréme 6.2.4. Un systeme elliptique de Monge-Ampére (M, e) satisfait S; = Sy =
0 si et seulement s’il est localement équivalent au systéme de Monge-Ampére associé
au équations linéaires homogenes de Laplace.
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Démonstration. Si 52 = 0, alors 0 est fermé. D’apres Uexpression de d 0 S2 =0 s1
) 0 0>
est seulement Si, pour certain 1-form Q, on a

dd = a Al
Or dd = 0, alors 0 = —a A d7°, ce qui nous donne
a=0 mo{r’}

Si dy) = 0, donc Sy = 0. Dans le cas S} = Sy = 0, on a di)j) = 0, et donc on peut
trouver localement une fonction A > 0 telle que

1/18 = 2"ld\
Dans le cas S; = Sy = 0, on peut dire
d(m' A7?) = —hpmt A 7

donc
dAw! Aw?) = dOw® Aw?) = dAw! Aw?) = dDw® Aw?) =0

Donc localement par le théoreme de Darboux il existe des fonctions x,y,p et ¢ telle
que
—dp A dx = Iw* A W?

—dg A dy = M A w?
—dp A dy = o' Aw?
—dg N dx = Mw® A w?
Noté que
i
d(A7°) = d(\") = 5(771 ATE =T AT = Mw Aw? FwP Aw?) = —dp Adx —dg A dy
Par le lemme de Poincaré, localement il existe une fonction z, telle que
M = dz — pdx — qdy
Alors en coordonnées locale, notre systeme elliptique de Monge-Ampere est
e ={W W AW WP AW W Aw?t — WP AW?Y

={dz — pdx — qdy, —dp N\ dz — dq N\ dy, —dp A\ dy + dq N\ dx}.

Il est naturel de voir la situation ou S, = 0, et il est possible donc que Sy # 0.

Théoréme 6.2.5. Un systéme elliptique de Monge-Ampere (M, ¢e) satisfait Sy = 0 si
et seulement s’il est localement equivalent au systeme d’Fuler-Lagrange.
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Démonstration. La condition pour que £ contenant la forme de Poincaré-Cartan est
Ly o, =1, =2 1, 2
H:§A7T AN(T AT+ A7),

=M A (W AWt — WP AW?),
Nous pouvons admettre que Il est fermé pour certain A > 0 dans B;. En dérivant, donc
0= (d\ =22 AW’ A (W Aw? — WP Aw?).
Par des opérations sur l'algebre extérieure, pour certaine fonction g,

dX\ — 220 = pAw’.

Autrement
d(log \) — 2 = pw®.
Donc
d) = 0 mod {w°}.
Or, on a

dw® = W' A w? + W3 AWt

L’expression de dw” donne S, = 0. O



CHAPITRE
Annexes

7.1 Calcul de d(duw")

0 = d(dw’) = —dp) A w° + o) A dw® + dw' A w? — w' A dw? + dw® A w? — WP A dw?
= —dpd AW’ + ) A (=5 AW+ Wt Aw? + WP Aw?)
+H(—po A’ — ol Aw' — o3 Aw? + (Vaw® + Vaw®) Aw! + U'w? A w?) A w?
—w' A (3 Aw® — @3 Awt — 02 AW+ (Vaw® + Viw?) Aw? + U2w? A w?)
H(—pp A — @B AW — o] Awt + (Viw! + Vaw?) Aw? + UPw! A w?) A w?
—w A (=g AW’ — 5 Aw?® — ] Awt + (Viw! + Vaw?) Aw? + U Aw?),
= —dpy AW’ + ) Aw' Aw? + ) Aw? Awt — o Aw? Aw? — o] Aw! A W?
+V3w3/\w1/\w2+V4w4/\w1/\w2+U1w3/\w4/\w2+wl/\gog/\wo
+w1/\<p§/\w2—ngl/\w?’/\wQ—wwl/\w‘l/\wQ—U2w1/\w3/\w4
—ps AW Aw* — 2 AP Awt + Vit Awd Awt + Vo Awd Aw?
FU3 W AW AW + WP A g Aw® + Wi Al Awt = ViwP Aw! Aw?
—Vow? Aw? Awt — Ul A w! A w?,
= (2V3 — UHw' AW AW + (U +2V)w? Aw? Aw? + (21 — UH)w? Aw? A w?
+H(U? + 2V)wt Aw' Aw? 4+ (—dph A wW® + o) Aw' Aw? + ) Aw? Aw?
—cp(l)/\wo/\wz—cp%/\wl/\w2+w1/\g03/\w0+w1/\g0§/\w2
—ps AW Awt — 3 AwP Awt +w? A g Aw? +w? Al Aw?),
Or on a ) = ¢l + 2 = ¢3 + ] donc on trouve
2V — UHw Aw? Aw? + (U + 2V5)w? Awd Aw* 4+ 2V — UHw? A w* A w?

+(U? 4+ 2V)w* A w! Aw? =0 mod WP,
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7.2 Calcul de d(dw?)

0 = d(dw') = —dps AW’ + @ A dw® — dp; Aw' + o1 A dw' — dpy A w? + o3 A dw?
+dVi A w? A wt + Vadw® A w! — Vaw? A dw! + dVy A w? A wh + Vidw* A w?
—Vawt A dwt — 2dVy A w? A w? — 2Vadw? A wt + 2Vaw? A dw?,

= —dpy Aw® + o A (= Aw’ +w Aw? + WP Aw?) — dpp Aw!
@1 A (—pg Aw® — o1 Aw' — 03 Aw? 4+ Vaw® Aw! + Viw* Aw! — 2Vaw® A w?)

—dpy Aw? + 3 A (=2 Aw® — 2 Aw! — 05 Aw? + Vaw? Aw? + Viw?* Aw? +2Viw? Aw?)

+dVAw? Aw' +Va(—pp Aw® — 0 Aw® — o3 Awt + V1w Aw® + Vow? Aw? — 2V, Aw?) Aw?
~Vaw? A (—pp Aw® — @l Aw! — o) Aw? 4+ Vaw? Aw! + Viw* Aw! — 2Vaw? A w?)

+dViAw* Aw + Vi (—pg Aw® — 3 Aw® — o Aw* + V1wt Aw +Vaw? Aw?* +2Vaw! Aw?) Aw?
~Vaw A (—pp AW’ — ol Aw! — o) Aw? 4 Vaw? Aw! + Viw* Aw! — 2Vaw? A w?)

—2dVa NP Aw* —2Va (— 0 Aw® — 3 Aw? — 03 AW + V1w AW +Vaw? Aw® — 2Vt Aw?) Aw?
+2Vow? A (—cpé A’ — cp§ Aw? — gpj Aw? + V1wt Aw? + Vaw? A w* + 2V3w! /\w2),

= —dpg Aw® — 5 A S AW+ b Awr AW+ o AwP Aw?t —dpt Aw! — o1 A pf AW

—ol At Aw! — ol A s Aw? 4+ Vil Aw® Aw! + Vil Awt Aw! — 2Vl Awd AWt

—dpy AW = 03 A g AW’ =y AT Aw! — 03 A i AW+ Vapy Aw® Aw?
+Vaps Awt Aw? +2Vips AwP Awt +dVa Awd Aw! — Vsl AW Aw! — Vapd Aw? Aw!
—Vapi Aw AWl +VaViw! AwP Aw! + Vs Vow? Aw? Aw! —2VaVw! Aw? Aw! +Vaw? Apg Aw’
+V3w3/\<p}/\w1+1/},w3/\<p§/\w2—v},%,w3/\w3/\wl—w%ngw4/\w1+21/2%w3/\w3/\w4
+dVy Aw* Aw' = Vigg Aw® Aw' + Vs Awd Aw! + Vil Aw? Awt = ViViw! Awt Aw?
—V4V2w2/\w4/\w1—2V},V4w1/\w2/\w1—|—V4w4/\cp(1)/\w0—l—V4w4/\cp%/\wl—l—V4w4/\<p§/\uJ2
—V3V4w4/\w3/\w1—V4V4w4/\w4/\w1+2V2V4w4/\w3/\w4—2dV2/\w3/\w4+2V2g03/\w0/\w4

—1—2V2<p§ Aw Awt 4+ 2V2g02 Aw Aw? = 21V 1wt A w? A wt = 2V Vaw? A w? A w?
+AVL Vit A w? A wt — 2Vw? A goé‘ AW’ + 25w A g0§ Aw® + 2Vaw? A cpi A w?
=2V Vaw?® A wh Aw? — 2VaVaw? A w? A w? — 4V3Vw? A w! A w?,

1

Tous les termes qui contiennent les {w®, w!, w3} on les mets dans un mod{w?, wt, w?}

donc on trouve
d(dw') = pd Aw?® Awt — 2Vapt Awd A wt + 2Vips Aw? Awt — 2dVy A w? A w?
+2V5p03 A w? A w? — 2V5w3 A ] A w? mod {w°, w!, w3}
Ou encore et en utilisant ([G.7]) on obtient
0 = (¢p + Urpt + Usph + dUy — Uy — Uyph) A w® A w* mod{w®, w!, w?}

Donc
0 = ¢ + Urp] + Ush + dUy — Uy mod{w®,; ..., w*} (7.1)



Conclusion

Nous avons vu dans les chapitres 2, 3 et 4 certains aspects de la < géométrie fondée
sur la notion d’aire » d’Elie Cartan en nous inspirant de la démarche qu’il a décrit dans
son mémoire. Cette construction s’inscrit dans la longue série de < géométries > au
sens large explorées par Cartan, suite aux idées de Félix Klein et a 'impulsion donnée
par la théorie de la relativité générale d’Einstein : les géométries faisant intervenir des
connexions riemanniennes, conformes, projectives, etc., géométrie finslérienne... Dans
toutes ces approches, nous savons que la méthode mise au point par Cartan pour étudier
le probleme d’équivalence, et que nous avons décrite au chapitres 5 et 6 est un outil
crucial. Cependant cette démarche a été occultée par Cartan dans son mémoire. FEn
nous inspirant du travail de R. Bryant, P. Griffiths et D. Grossmann, nous avons tenté
d’en reconstruire certains aspects. Il reste cependant de nombreux points a clarifier pour
disposer d’un dictionnaire évident entre le travail de Bryant, Griffiths et Grossmann et
celui de Cartan. De plus I'exemple de < ’espace harmonique > que nous avons vu a la
fin du chapitre trois reste peu compris : cet exemple avait pourtant attiré 'attention
de Cartan car cette géométrie possede la propriété inhabituelle d’étre invariant par un
(pseudo-)groupe de symétrie de dimension infinie (en fait le groupe des transformations
conformes des ouverts de dimension deux).

Enfin la these de Robert Debever, dont nous avons eu connaissance a la fin de notre
travail, constitue aussi un champ d’exploration du plus grand intérét.
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Notation

M ou M™ une variété de dimension n.
N une sous-variété de dimension p.

T M le fibré tangent.

T M le fibré cotangent.

M point sur M.

x = (2') coordonnées de M.

3 hypersurface.

C*>, C* différentiable.

1.e. identiquement équivalent.

df différentiel de f.

DxY = D(X,Y).

D dérivée total.

D, dérivée total par rapport a x.

dx forme volume.

dx' coordonné d'une forme

g la métrique de Cartan.

f fonction.

R les nombres réelles.

C les nombres complexes.

I' ou I'y graphe d'une fonction.

V l'espace orthogonal a F.

v les vecteurs sur V.

exp ou e fonction exponontielle.

G groupe de Lie.

g algebre de Lie.

9”7, g, les composante de g.

Gr,_1 la grassmanienne des hyperplans.
Gr, la grassmanienne des sev de dim p.
E élément noté par Cartan, ici sev de dim p.
H hyperplan.
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NOTATION

‘H l'ensemble des hyerplans.
L l'action d’integral.

Al coefficients dans les équations de structure.

T} coeflicients de la torsion.

det determinant.

dim dimension.

tr trace d'une matrice.

u, dérivé premiere de u par rapport a x.
r) degré d’intermination.

s Caractere de Cartan.

s;, Caractere réduite de Cartan.

t parametre.
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La géométrie de Cartan

Résumeé : Mon travail de these consiste & comprendre une géométrie introduite par
Cartan en 1933 M] La géométrie de Finsler présente de nombreuses analogies
avec cette théorie. Nous avons étudié les grandes lignes de cette géométrie. Le point de
départ de Cartan qui est analogue a celui qui conduit a la géométrie finslerienne, est
d’imaginer 1’espace comme étant un lieu “d’éléments de contact”, un élément étant la
donnée d’un point M € M™" et d'un hyperplan H passant par ce point et orienté dans
Iespace tangent Th; M™. Nous avons ainsi défini la géométrie de Cartan fondée sur la
notion d’aire dans un premier temps, je me suis intéressé a la notion d’orthogonalité
dans cette géométrie. La méthode de Cartan pour étudier le probleme d’équivalence
est un outil puissant qui est implicitement décrit dans cette géométrie. Nous avons
ensuite appliqué cette méthode aux équations de Monge-Ampere (cas elliptique), en
s’inspirant des travaux de R. Bryant, D. Grossmann et P. Griffiths. Plusieurs faits ne
sont pas encore suffisamment clairs pour disposer d’'un dictionnaire évident entre ces
travaux et celui donné par Cartan.

Mots clés : Géométrie différentielle, Géométrie de Finsler, Calcul des variations,
Systeme différentiels extérieurs, Probleme d’équivalence, Equations de Monge-Ampere.

Cartan’s geometry

Abstract : The main objective of this thesis is to present a geometry given by
Cartan in 1933 M] The Finsler geometry has many analogies with this theory.
We studied the outline of this geometry. The starting point of Cartan which is simi-
lar to that which leads to the Finsler geometry, is to imagine the space to be made
of “contact elements”, an element being given by a point M in M and an oriented
hyperplan passing through this point in the tangent space Th;M™. Thus we have defi-
ned Cartan geometry based on the concept of area. In a first step, I was interested in
the notion of orthogonality in this geometry. Cartan’s method to state the equivalence
problem is a crucial tool. After, we applied this method to Monge-Ampere equations
(elliptic case). Hence following the work of R. Bryant, D. Grossman and P. Griffiths in
the years 2002-2005 in order to clarify the strategy of Cartan. However, many points
have to be explored in order to have a clear dictionary between a modern language as
the one used by Bryant, Griffiths and Grossman and that of Cartan.

Keywords : Differential geometry, Finsler geometry, Calculus of variations,
Exterior Differential Systems, Equivalence problem, Monge-Ampere equations.
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