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1 RESUME 1 

La ~eQh~Qhe de la ~olution optimale d'un p~oblème Qombinato~e ~t 

~auvent btu longue pl..I.L6que, d'une maniè~e gé.néltale, le temp~ de ~uolution 

~t une &onction exponentielle de la taille de Qe p~oblème. 

Vè~ l'iMtant où. on ~e plaQe daM un QOntexte temp~ ~é.el, 

Q' ~t-a-~e Qhaque 6o~ qu'on impo~e une limite au tem~ de QalQul alloué., 

l~ algo~~ d' op~a.tion âaMique ~ 'avè~ent, a quelqu~ ~~~ exQep­

lioM p~ù, impl..I.L6~anû, et on doil ~e Qontent~ d'~~ d~ mé.thod~ heu­

wti.qu~. 

La p~uente étude poue ~M l' é.valua.tion de Qell~ qui ~ont ~~Qep­

ti.bl~ d'appou~ une ~é.poMe ~~6wante a Q~M p~oblèm~ d'o~donnan­
Qement. T~o~ i.yp~ d'ap~oQh~ ~ont Uudiu : 

- l~ he~ti.qu~ non Qonv~gentu, 

- lu he~ti.quu Qonv~gentu, 

- lu mUhodu d' app~e~~age, 

L' é.valua.üon de leUM p~6o~anQU ut ~é.~é.e. ~M le double ~è~e 

de la qualité. de la ~olution obtenue et du temp~ de QalQul né.QU~~e a leM m,{_­

~e en oeuv~e. 

0 

0 0 
0 
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INTRODUCTION 
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1 l NTRODUCT lON 1 

Ia "combinatoire" constitue une branche particulière des mathérnati'1UBs 

qu'il convient avant tout de caractériser. S'il est difficile d'en fournir une 

définition précise, du rroins peut-on l'approcher de manière intuitive. 

Résoudre un problème consiste à attribuer des valeurs à un certain nomr 

bre de variables. Celles-ci sont liées par des contraintes, c'est-à-dire des re­

lations qui les rendent dépendantes les unes des autres, et qui définissent l'en­

semble des solutions "réalisables" au sens où elles satisfont toutes ces contrain­

tes. Le nombre d 'élérrents de cet ensemble peut être plus ou rroins grand. Ia solu­

tion est : 

- vide s'il est égal à 0, 

- unique s'il est égal à 1 , 

- indéterminée s'il est infini. 

Lorsqu'il est supérieur à 1, la solution cherchée est le plus souvent 

caractérisée par un critère ; il s'agit alors de trouver le sous-ensemble des so­

lutions réalisables qui optimise le critère. 

Nous dirons d'un problème qu'il est carbinatoire lorsque le nombre de 

solutions réalisables est très grand par rapport au nombre des variables mises 

en oeuvre. 

Exerrples . : 

1 - Problème 1 "Trouver deux nombres connaissant leur sorrrre S et 

et leur différence D" . 

C'est un ·problème à deux variables X, Y et à deux contraintes 

X+Y=S 

X-Y=D 

Un couple (X, Y) constitue une solution réalisable si 

1 
X = '2 (S + D) 



- 3 -

Y= .!. (S - D) 
2 

Il est clair qu'il n'y a qu' rme solution réalisable qui cons ti tue, 

bien évidemœnt, la rép:>nse cherchée. 

2 - Problème 2 "Décoder rm rressage" 

Un texte a été camouflé à l'aide d'rm code qui fait correspondre de 

mmière biunivoque à chaque lettre de 1 'alphabet rm signe. Pour tra­

duire ce rressage en clair, il suffit de reconstituer ce code. I.e pro­

blèrœ comporte donc 26 variables. Les contraintes exprirrent le fait 

qu'à deux signes différents doivent corresp:>ndre deux lettres diffé­

rentes ; il y en a donc autant que de canbinaisons de 2 objets pris 

panni 26 soit 325. 

I.e nombre de solutions réalisables est considérable. Il est égal au 

nombre de manières d'affecter l'ensemble des lettres à l'ensemble des 

codes en respectant les contraintes, soit 26 ! = 4. 1026 . 

Quant au critère, il est extrêmement simple 

intéressantes sont celles qui ont rm sens. 

I.e problèrœ est donc très combinatoire. 

les seules traductions 

Ces deux exemples mettent en évidence la caractéristique essentielle 

des problèmes combinatoires : le nombre de leurs solutions réalisables est rme 

fonction exponentielle du nombre de variables. 

La combinatoire a de tous temps fasciné les rna.thématiciens. les carrés 

rna.giques par exerrple apparaissent p:>ur la première fois dans rm livre chinois in­

titulé "I ching" datant de 2200 avant Jésus-christ. En Occident, les premiers à 

s'y être intéressés sont PASCAL et FERMAT au 17èrne siècle, qui sont à l'origine 

des premiers calculs de dénombrement. I.e te~ "combinatoire" a été utilisé 

p:>ur la première fois par le philosophe et rna.thématicien allemanéi LEIBNITZ qui, 

dans son traité "Dissertatio de Arte Combinatoria" (1666), entrevit les dévelop­

pements de cette nouvelle discipline dans de nombreuses sciences. I.e rna.thémati­

cien suisse EULER est le prorroteur d' rme véritable ma. thématique combinatoire au 

18ème siècle : ses travaux en font le père de la théorie des graphes. 
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A ce stade des connaissances, il était ,t:essible dans de nombreux cas 

de générer n'importe quel élément de l'ensemble des solutions réalisables. Mais 

il manquait l'outil permettant de parcourir rapidement cet ensemble afin d'en 

extraire la solution optirrale relativement au critère pro,t:esé. Depuis une tren­

taine d'années, cet outil existe : grâce à l'ordinateur et aux progrès constants 

de 1' infonnatique, 1 'horrme dis,t:ese aujourd'hui de rroyens de calcul rapides et 

fiables. 

Cependant, le problème n'en est pas résolu ,t:eur autant ! Reprenons 

1 'exemple du problème 2, et supposons que notre rrachine soit capable de construi­

re 107 traductions différentes à la seconde. Le temps nécessaire ,t:eur parcOurir 

l'ensemble des solutions réalisables serait alors de : 

4.1o26 19 
~--=- = 4.10 secondes 

107 

soit approximativement dix milliards de siècles 

Si donc l'ordinateur est indispensable, il ne saurait suffire à la ré­

solution des problèmes combinatoires. Il ne peut-être qu'un outil au service de 

méthodes plus efficaces que la simple énumération. 

1 - LES PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT, 

Avant d'aborder la présentation de ces méthodes, il nous faut définir 

plus précisément le type de problèmes utilisés comme support à cette étude. 

L'aspect combinatoire intervient dans de nombreux donaines. Ci tons 

par exemple 

- la recherche opérationnelle, 

- la linguistique 

- la traduction et la documentation automatique, 

- la reconnaissance des formes, 

-l'intelligence artificielle. 

Dans un but d'unification du vocabulaire et des notations, il nous a 

paru souhaitable de nous limiter à un seul d'entre eux, la recherche opération:­

nelle, et plus particulièrement 1 'ordonnancement. Ce choix n'est pas aussi res­

trictif gu' il le paraît : beaucoup de problèmes sont fonnalisables en. terrnes 

d'ordonnancement. 
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En effet, ordonnancer n variables c'est déterminer un ordre total 

réalisable, compte tenu d'un certain nombre de contraintes, et qui satisfait 

au mieux un critère donné. Nous ne nous intéressons qu'aux problèrres non sto­

chastiques, ce qui élimine les théories des queues et des files d'attente. La 

classe plus restreinte, qui nous préoccupe, recouvre p:mrtant des problèrœs 

très divers dont les applications pratiques sont très nanbreuses. Et en parti­

culier : 

1. 1 - L' ordonnancerrent d'un atelier 

en dispose d 1 un certain nœbre de machines pour fabriquer des pièces. 

Chaque pièce doit passer sur les rnachines de l'atelier dans un ordre déter­

miné par sa garnrre de fabrication. La durée d'exécution de chaque tâche, 

cons ti tuée par le passage d 1 une pièce sur une rradline, est connue à prio­

ri. Les contraintes qui interviennent le plus souvent sont les suivantes : 

- une machine ne peut traiter qu'une pièce à la fois. 

- toute tâche carmencée doit aller sans interruption jusqu'à son carplet 

achèvernent. 

Il s'agit de déterminer pour chaque machine l'ordre de passage des 

pièces qui lui sont affectées en cherchant à minimiser : 

- soit la sorrtTe pondérée des retards à la sortie de l'atelier. 

- soit le retard maximum. 

- soit encore le terrps global d'occupation de 1 'atelier. 

On distingue dans la pratique deux types de problèrœs : 

- ceux où le terrps de réerrploi est nul ; dans ce cas, aucun délai n'est 

nécessaire pour adapter une rrachine à une nouvelle pièce. 

- ceux où interviennent un délai de réerrploi : le terrps total d'occupation 

de chaque machine Nj de l'atelier est alors égal à la somœ des terrps dij 

de fabrication de chacune des pièces i affectées à cette rrachine, aug­

nelitée des délais de réerrploi. Le terrps d'adaptation au traiterrent d'une 

nouvelle pièce i ' dépend en qénéral de i ' , de la pièce i qui vient d'être 

adlevée, et de la IPachine sur laquelle a lieu le trai ter:ent. 
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TEMPS DE FABRICATICN 

'lEMPS 

DELAIS DE REEMPLOI 

1. 2. - L' ordonnancerrent des travaux dans un ordinateur. 

Les ordinateurs rrodemes partagent leur activité entre l'exécu­

tion de plusieurs tâches : 

- Dans un systèn:e à :rnultiprogramnation classique, plusieurs travaux 

residant en .rréroire centrale se ·font concurrence pour c:btenir les 

services de l'unité centrale ou des périphériques. 

I 1 s 'agit alors d' optirriser : 

soit l'utilisation globale des ressources œ :rraniè:re à augrren­

ter le rendement du sys tène. 

soit l' avanceP1ent pondéré de l' enserrble des travaux de :rranière 

à diminuer les terps d'attente inposés aux utilisateurs. 

- Dans un systèrre tenps réel, les travaux sont caractérisés par des 

dates critiqœs ("deadline") amquelles ils doivent être irrpérative­

rrent achevés. Chacun d'entre eux est réactivé au bout d'une certaine 

période. Il s'agit de savoir s'il faut lui allouer ou non la ressour­

ce qu'il demande. L'algorithme le plus couramment utilisé est le 
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"shortest deadline first" qui affecte la ressource au trav~il dont 

la date critique est la plus rapprochée. L'optimalité de cet algo­

ri thrœ a été prouvée récerrm:mt par LABEl'OULLE [ 8 J • 

- Dans un système temps partagé, le critère d'allocation est plus camr 

plexe. Il tient canpte à la fois de la longueur probable du travail, 

de son temps d'activité passée, etc .•. 

- Dans un réseau d'ordinateurs à corrmutation de paquets_, chaque corrmu­

tateur doit prendre des décisions de manière extrêmement rapide à la 

fois sur les paquets à envoyer et sur les lignes gu' ils doivent em­

prunter. Dans ce cas, on tient compte des priorités des paquets, et 

on cherche à minimiser la saturation du réseau. 

Dans tous ces exemples, les décisions concernant l'allocation 

des ressources et l'ordonnancement doivent être prisesen une fraction 

de seconde, voire quelques rnillisecondes. Ceci a justifié sur certains 

ordinateurs (CDC 6600) l'emploi de processeurs spécialisés pour résou­

dre ces problèmes. 

1.3. L'organisation du trafic. 

Le problème de la régulation du trafic est appelé à prendre 

une irn[:ortance considérable dans le rronde rroderne. Pour échapper à la 

congestion des réseaux, il semble que seules les deux solutions suivan­

tes puissent être envisagées. Elles consistent : 

- soit à multiplier les lignes de communication, ce qui est coûteux et 

peu satisfaisant dans la rœsure où le renderœnt de 1 'ensemble reste 
faible. 

-soit à organiser l'écoulerœnt du trafic sur le réseau existant. 

L'ordonnancement trouve ainsi un vaste champ d'application 

dans le domaine de la régulation du trafic quel gu' il soit : routier, fer­

roviaire, aérien, téléphonique, etc. . . Ce type de problème peut être for­

malisé comme celui de l'ordonnancement d'un atelier, les pièces représen­

tant des rrobiles (autarobiles, trains, avions, appels, ••. ) et les machi­

nes âes supports (routes, voies ferrées, couloirs aériens, lignes télépho­
niques, ••. ). 
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2 - LA CONTRAINTE TEWS PEEL 

Dans la pratique, les délais alloués pour la résolution d'un problè­

me peuvent être très différents, selon le problème envisagé. 

S'il s'agit d'Ôrganiser le programme de fabrication mensuel d'une 

uni té de production, ou encore de calculer les heures de départ des trains 

réguliers sur une période d'un semestre, on peut en général aborder le pro­

blème bien avant que la solution ne soit exploitée sur le terrain. Le temps 

alloué est pratiquement infini et il est alors possible de trouver la solution 

optimale à 1 'aide d'un algori thrne d'optimisation classique. Ces méthodes sont 

connues, elles ne font pas l'objet de la présente étude. 

Mais, il existe également des cas où la solution doit être trouvée 

extrêrœrœnt rapidement, par exemple lorsqu'interviennent des perturbations : 

panne d'une rrachine, lancement en fabrication de cc:mnandes urgentes non pla­

nifiées, prise en compte de trains supplémentaires, mise hors service de tron­

çons de voies ferrées. Il faut alors trouver un nouvel ordonnancement suffisam­

ment rapidement, en "temps réel", pour ne pas introduire des retards artificiels 

dans le processus de fabrication. Concrètement, cela signifie que les temps de 

calcul devront être de 1 'ordre de quelques minutes au maximum. 

Or les problèmes d'ordonnancement sont parmi les plus combinatoires, 

et compte tenu de cette contrainte temps réel, il est bien évident qu'il ne se­

ra pas possible d'explorer l'ensemble des solutions réalisables pour y détecter 

l'optirrale. 

3 - LES APPROCHES POSSIBLES. 

Dans ces conditions, les méthodes à envisager pour résoudre un tel 

problème doivent se limiter à 1 'exploration d'un sous-ensemble très réduit de 

ces solutions. 

Il n'existe pas de théorie générale qui englobe tous les_problèrnes 

d'ordonnancement et qui soit susceptible d'apporter une réponse satisfaisante 

à chacun d'eux. Les études les plus récentes [ l3 J font état d'un catalogue 
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d'algorithmes plus ou moins adaptés à chaque type de problèmes.La plupart d'en­

tre eux sont inefficaces dans un contexte temps réel car leur mise en oeuvre 

serait beaucoup trop longue. A la suite de cette constatation, les recherches 

se sont orientées dans deux voies divergentes : 

1) .?Wproches faisant intervenir un rratériel spécifique : l'une des solutions 

possibles pour accélérer le déroulement d'un algo~ithme consiste à le câ­

bler en partie ou en totalité sur une uni té spécialisée. Ceci suppose, bien 

entendu, gu' il soit suffisarrment général pour pouvoir s 'appliquer à une clas­

se étendue de problèmes. Les études menées en France dans ce domaine ont con­

duit, dans les années 1965-1970, à la réalisation de prototypes de machines 

dont les perfonnances sont évaluées dans la thèse de M. NIVAULT [12]. 

2) Approches purement logicielles : Une autre solution envisageable consiste 

à n'employer que les méthodes les plus rapides ou à adapter celles qui peu­

vent l'être à la contrainte temps réel. Leur étude fait l'objet de la pré­

sente recherche. Notre propos n'est pas de les évaluer toutes 1 mais plutôt 

de les regrouper en classes dont nous tenterons de définir les caractéris­

tiques générales. La première distinction que l'on peut faire porte sur la 

qualité de la solution obtenue. Nous distinguerons 

~~-~~th~§~_glQ~l~~· 

Ce sont celles qui permettent à coup sûr d'atteindre l' optirm.lm. Leur 

principe consiste à ne construire qu'une solution réalisable qui est en même 

temps la solution optimale. Après avoir fonnalisé l'ensemble des problèmes 

d'ordonnancement, nous montrerons dans le chapitre 1 que quelques uns d'en­

tre eux peuvent être résolus globalement en temps réel. 

~~-~~~~~-t~~!~~~~~~ 
Le plus souvent, on doit se contenter d'utiliser des heuristiques gui 

produisent de bonnes solutions, sans en garantir l'optimalité. Nous les clas­

serons en deux grandes catégories : 

- les heuristiques non convergentes : une seule solution réalisable est cons­

truite, dont on ne peut rien dire de la qualité. Le chapitre 2 est consa­

cré à la présentation de celles qui sont utilisées pour résoudre certains 

problèmes d'ordonnancement. 
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- les heuristiques convergentes : contrairement aux précédentes, · ces métho­

des explorent un sous-ensemble relativement vaste de solutions réalisables. 

Leur étude est faite au chapitre 3. 

Nous aborderons ensuite la classe d'heuristiques un peu particulières 

que sont les heuristiques d'apprentissage. Il s'agit de méthodes qui généra­

lisent les précédentes et qui permettent le plus souvent d'en affiner les 

résultats. Leur principe consiste à itérer un certain nombre de fois une 

méthode de résolution, convergente ou non, et à extraire des résultats obte­

nus des caractéristiques qui sont utilisées pour construire la solution du 

problèrœ. Leur présentation fait l'objet du chapitre 4. 
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CHAPITRE 1 

L E S P R aB L E M E S D' 0 R D 0 N N A N C E M E N T 

METHODES GLOBALES EN TEMPS REEL 
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C H A P I T R E I 

LES PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT 

METHODES GLOBALES EN TEMPS REEL 

Pour clarifier l'exposé, nous ne parlerons désormais que d' ordonnan­

cerœnt d • atelier. Cette convention a le double mérite d • englober tous les types 

de problèmes connus, à condition d'adopter une formalisation suffisamment large, 

et de pennettre de définir une notation précise. 

1 - FORMALISATION 

Nous pouvons dès lors poser le problème de la manière suivante : 

"Etant données n pièces qui doivent passer sur rn nachines dans un ordre donné 

et sous certaines contraintes, quel est, relativement à un critère donné, l'or­

dre optinal dans lequel chaque nachine traite l'ensemble des pièces" . 

Les variables qui définissent la solution sont du type x.j, rang 
1 

de passage de la pièce i sur la nachine j . Il faut donc pour chacune de ces na-

chines, affecter aux variables { x1 j , x
2 

j , ;· .. , xn j } des valeurs obtenues par 

permutation des entiers { 1, 2, ... , n} de sorte que la solution ainsi obtenue soit 

réalisable et qu'elle optimise le critère. 

Au premier abord, un problème est caractérisé par un ensemble de 

données. Pour qu • il soit complèterœnt déterminé, il faut encore en préciser les 

contraintes et le critère. 

1 • 1 • LES rx::NNEES 

On suppose que sont connus : 

-le nombre n des pièces P1 , P2 , ... , Pn. 

- le nombre rn des nachines M1 , M2, ... , ~-
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- les durées d'exécution des tâches. Une tâche est déterminée de façon 

unique par le passage d'une pièce Pk sur une machine M1 . Elle est notée 

(Pk' M1) ou plus simplement (k,l). La durée correspondante est ~1 . 

- les gammes de fabrication de chacune des pièces. G(i,j) = k signifie 

que la j~ machine de la gamme de Pi est ~. On en distingue essentielle­

:rœnt trois types : 

. Gl toutes les garrmes sont identiques ("flow-shop"). Cela ne veut 

pas dire que les machines traitent nécessairerœnt les pièces 

dans le rrêrœ ordre . 

. G2 toutes les gammes sont identiques et en outre les machines trai­

tent les pièces dans le même ordre . 

. G3 les gamres sont différentes ("job-shop"). 

- éventuellement, les durées de réemploi pijk' temps d'adaptation nécessaire 

au passage de la fabrication de la pièce j à celle de la pièce k sur la 

machine i. 

1. 2 • LES CCffl'RAJNTES. 

Les plus fréquerrment rencontrÉes sont les suivantes 

(Pl) L'ensemble des pièces est connu et fixé. 

(Ml) L'ensemble des machines est connu et fixé. 

(P2) Toutes les pièces sont disponibles au même instant (= 0) . 

(M2) '!butes les machines sont disponibles au rrêrœ instant (= O). 

(P3) '!butes les pièces restent disponibles pendant un temps infini 

(pas de dates cri tiques) . 

(M3) '!butes les machines restent disponibles pendant un temps infini 

(pas de grèves ni de pannes) . 

(P4) Chaque pièce est dans 1 'un des trois états suivants : en attente 

de sa prochaine machine, en trai ternent sur une machine, ou complè­

tement terminée. 

(M4) Chaque machine est dans 1 'un des trois états suivants : en attente 

d'une pièce, travaillant sur une pièce, ou ayant tenniné sa dernière 

pièce. 

(PS) '!butes les pièces sont différentes. 

(MS) '!butes les machines sont différentes. 

(P6) Toutes les pièces sont également importantes (pas de pièces priori­

taires). 
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(M6) Toutes les machines sont également importantes. 

(P7) Chaque pièce passe par toutes les rna.chines de sa gamœ. 

(M7) Chaque machine traite toutes les pièces qui lui sont assignées. 

(P8) Chaque pièce occupe une seule machine à la fois. 

(MS) Chaque machine traite une pièce à la fois. 

(PMl) Toutes les durées d'exécution sont connues et fixées (c'est-à­

dire indépendantes de l'ordre dans lequel les pièces passent sur 

les machines ; autrement dit, pas de durée de réemploi) . 

(PM2) Toute tâche commencée doit aller jusqu'à son complet achèvement 

(non préernptibilité) . 

(P.f\13) Les gamœs de fabrication sont connues et fixées. 

Certaines de ces contraintes sont beaucoup plus importantes que 

d'autres. (P2) et (M2) ne m:xlifient pas de manière significative la natu­

re du problème posé et donc les méthodes susceptibles de le résoudre. Par 

contre (Pl) et (Ml) permettent de faire la distinction entre les problèmes 

statiques (déterministes) et les problèmes dynamiques (stochastiques). 

1 • 3 • LES CRI'IERES. 

On peut les classer en quatre groupes principaux 

- critères basés sur les dates d'achèvement et les temps de passage. 

- critères basés sur les retards. 

- critères basés sur les en-cours et le coefficient d'utilisation. 

- critères basés sur les durées de réemploi. 

Il nous faut d'abord définir un certain nombre de grandeurs ; on 

suppose que l'on a n pièces (p , • • • p ) et rn machines (M , 
1 n 1 

••• 1 M ) • La du­
rn 

rée d'exécution de la tâche (pk, Ml) est notée ~l. 

~l= 

date à laquelle la pièce Pk est disponible (date au plus tôt à par­

tir de 'laquelle elle peut être mise en fabrication) . Sous la contrain­

te (P2) , ~ = 0 V k. 

temps d'attente de la pièce Pk devant la machine M1 . 

rn 
2.:: ~l temps total d'attente de Pk. 
1=1 
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rn 
<\_ = L <\l durée de fabrication de Pk. 

1=1 

Tk = date d'achèvement de Pk. 

Fk =temps total que Pk passe dans l'atelier. 

Il existe des relations élémentaires entre ces grandeurs 

Nous pouvons maintenant définir les critères les plus fréquemœnt 

utilisés : 

(Cl) Mïnirniser le maximum des dates d'achèvement 

T =max 
max k 

(C2) Minimiser le maximum des temps de passage, ou encore le temps 

d'activité de l'atelier : 

F 
max 

=max 
k 

(C3) Minimiser le maximum des temps d'attente 

A =max 
max k 

Trois nouveaux critères portent sur les moyennes, ou plus générale­

rœnt les rroyennes p:mdérées. Le coefficient <\ affecté à la pièce Pk rresu­

re son importance. Sous la contrainte (P6) , ak = 1 \!k. 

(C4) Minimiser la moyenne pondérée des dates d'achèvement 
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(CS) Minimiser la moyenne pondérée des temps de passage~ 

(C6) Minimiser la moyenne pondérée des temps d'attente 

Les égalités (1) et (2) montrent que les critères (C4) , (CS) et (C6) 

sont équivalents. Les critères (Cl) et (C2) le sont également si ~ = o V k, 

ce gue nous supposerons désormais sauf en cas de convention explicite con­

traire. 

1.3.2. - Critères basés sur les retards. ------------------------------
La contrainte (P3) n'est plus à retenir. A chaque pièce Pk est affec­

tée une date critique fk. On pose : 

~ = Tk - fk retard algébrique de Pk. 

!)._ = max (0, Qk) retard de Pk. 

sk = max (0,-~) avance de Pk. 

Les critères sont alors les suivants 

(C7) Minimiser le maximum du retard algébrique 

(C8) Minimiser le maximum du retard : 

R =max 
max k 

( C9) Maximiser ,le maximum de l'avance 

(ClO) Minimiser le retard algébrique rnoyen 

Q =f~ Qk 
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(Cll) Minimiser le retard noyen 

(Cl2) Maximiser l'avance noyenne 

S =La 
k k 

La relation de définition de ~ nontre que (ClO) est équivalent à 

(C4), (CS), (C6). 

Il est :pJssible de juger la qualité d'un ordonnancerœnt en examinant 

ce qui se passe tout au long du processus de production. On introduit : 

Np(t) =nombre de pièces achevées à l'instant t 

Na(t) =nombre de pièces en attente à l'instant t 

Nf(t) =nombre de pièces en cours de fabrication à l'instant t. 

wp(t) = travail fait, c'est-à-dire somme des temps d'exécution des tâches 

terminées à l'instant t. 

Wa ( t) = travail à faire : SaTil:'e des temps d'exécution des tâches qu'il res­

te à effectuer à 1' instant t. 

Wf ( t) = travail en cours : somœ des temps des tâches en cours d'exécution 

à 1' instant t. 

Par définition 

Np(t) + Na(t) + Nf(t) = n 

wp(t) +wa(t) +Wf(t) = L ~1 k,l 

Si on considère les noyennes de ces grandeurs sur 1' intervalle 

(0, F ) , on voit que 
max 

Na + Nf est le ni veau noyen des en-cours. 
-Np est le niveau noyen des produits finis. 



- 18 -

Les critères sont les suivants 

(Cl3) 

(Cl4) 

(ClS) 

(Cl6) 

(Cl7) 

(Cl8) 

Maximiser Np 

Minimiser Na + Nf 

Minimiser Na 

MaXimiser Nf 

Maximiser ~qf 

Minimiser la sorrme des temps rrorts 

mF -L:c1 
rrax k,l "Kl 

(Cl9) Maximiser le coefficient d'utilisation 

u = )" k;i 

Il existe des relations entre ces critères. En effet 

Na + Nf = (Fl + F2 + ... + Fn) 1 F = nF/F 
r:ax rrax 

d'où 

Np= n - (Na+ Nf) = n(l - F/F ) 
DaX 

Ces deux égalités montrent l'équivalence des critères (Cl3) et (Cl4). 

On montre également que 

Nf= L dkl 1 F 
k,l rrax 

Wf = 

On en conclut l'identité des critères (C2), (Cl6), (Cl7), (Cl8), (Cl9) 

On considère un problème à n pièces et une machine où, à la durée 

d'exécution d'un~ tâche, il faut ajouter ie temps d'adaptation ou de réerrr 

ploi de la machine lorsqu'elle passe d'une pièce à une autre. Le temps 

d'occupation de l'atelier dépend alors de l'ordre de passage des pièces. Le 

seul critère utilisé est la minimisation de la samme des durées de réemploi 

(C20) Minimiser la samme des durées de réemploi 

p = 
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Nous avons vu qu'un certain nombre de critères étaient équivalents 

entre eux. Il est donc :p:::>ssible de les regrouper en classES que nous carac­

tériserons par le critère le plus simple à formuler. 

CLASSE CRITERE CARACTERISTIQUE 

(Cl), (C2),(Cl6), (Cl7), (Cl8), (Cl9) Minimiser F , maximum des temps de 
passage. max 

(C3) Minimiser A , maximum des temps 
d'attente. max 

(C4), (CS), (C6), (ClO) Minimiser F, moyenne :p:::>ndérée des 
temps de passage. 

(C7) Minimiser Q , maximum du retard 
algébrique • max 

(CS) Minimiser Rmax' maximum du retard. 

(C9) Maximiser Smax, maximum de l'avance. 

(Cll) Minimiser R, moyenne :p:::>ndérée du 
retard. 

( Cl2) Maximiser S, moyenne :p:::>ndérée de 
l'avance. 

(Cl3), (Cl4) Maximiser Np, niveau moyen des pro­
duits finis. 

(Cl5) Minimiser Na, nombre moyen des pièces 
en attente. 

(C20) Minimiser P, somme des durées de réem­
ploi. 

1. 4. CARACTERISATION DES PROBLEMES. 

Un problème est parfaitement défini lorsque sont précisés les 

données, les contraintes qui entrent en jeu, et le critère à optimiser. 

C ' est :p:::>urquoi, CCNVlAY, MAXWELL et MILLER [ 2 J ont pro:p:::>sé de le caracté­

riser par une notation compacte du type : 

n 1 rn 1 G 1 Dl , ••• , Dn 1 C 
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dans laquelle : 

- n et rn désignent respectivement le nombre de pièces et de machines 

- G caractérise les gammes ; 

-Dl, ••. , Dn définissent les contraintes. Dans la plupart des cas, les 

contraintes à prendre en compte représentent la presque totalité de 

celles que nous avons énumérées. Il a donc paru plus simple de ne ci­

ter dans la liste des Di que celles qui n'interviennent pas ; 

- C désigne le critère utilisé. 

Il existe un nombre considérable de classes de problèmes, et 

il n'est pas possible, dans le cadre de cette étude, de les examiner tou­

tes. Nous n'en avons retenu que deux, très classiques, afin d'évaluer les 

performances des méthodes de résolution heuristique. 

nIl 1 PMll C20 : n pièces doivent passer sur une machine avec des durées de 

réemploi dont il faut minimiser la somme. Ce problème est connu en recher­

che opérationnelle sous le nom de "voyageur de corrrœrce". Il est en effet 

isomorphe à celui d'un voyageur qui se propose de visiter n villes en pas­

sant une fois et une seule par chacune d'elles de manière à minimiser la 

sornœ des distances parcourues. Trois cas numériques sont donnés en Anne­

xe 1 : les valeurs de n sont respecti vernent 33, 42, et 57. Pour chacun 

d'eux est indiquée la solution optimale. 

nlrn!G3!Cl : C'est un ordonnancement d'atelier à n pièces et rn machines ; 

les gammes sont toutes différentes et le critère à optimiser est le temps 

d'activité de l'atelier. Trois cas ont été traitésqui sont cités en anne­

xe 2, et pour lesquels les valeurs de nlrn sont 6!6, 10110, 2015. Ce pro­

blème, connu sous le nom de "job-shop", sera désonnais appelé ordonnance­

rœnt d'atelier. 

Ces deux problèmes sont très combinatoires. Les nombres de leurs 

solutions réalisables sont respectivernent donnés par les formules suivantes 

-voyageur de commerce : n ! solutions. Ce nombre est de l'ordre de (~)n (1), 

où e désigne la base des logarithmes népériens. 

- Ordonnancement d'atelier : il s'agit en fait de résoudre rn problèmes de 

voyageur imbriqués. Il y a donc en principe (n!)m solutions réalisables 

soit, approxirnativerœnt (~) nm. 
e 

-----------------------------------------------------------------------------
( 1) La valeur de n! peut être approchée par la formule de Stirling : 

n -n ~~ 1 n! ~ n e "V 2 Tf n (1 + --) 
12n 
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Il est intéressant de remarquer que ces nombres varient expo­

nentiellement avec le nombre des variables de chaque problème. Si. nous 

les évaluons numériquement dans deux des cas concrets que nous nous pro­

posons de résoudre, nous obtenons : 

PROBLEME n m NOMBRE VE SOLUTIONS REALISABLES 

voyageur 57 1 4 .1076 

atelier 20 5 8 .1091 

Compte tenu de la contrainte temps réel qui nous est imposée, 

il est bien évident gu' il ne sera pas possible d'explorer l'ensemble de 

ces solutions pour y détecter l'optimale. En effet, le temps nécessaire 

pour effectuer cette exploration serait en première approximation propor­

tionnel au nombre de solutions réalisables, et donc incompatible avec cet­

te contrainte dès lors que le nombre de variables est suffisamœnt grand. 

2 - LES METHODES GLOBALES, 

Leur principe cormn.m consiste à ne construire gu' une solution 

réalisable qui est en même temps la solution optimale. On peut donc s'at­

tendre à ce que le temps de calcul nécessaire à leur mise en oeuvre soit 

très court. Malheureusement, très peu de problèmes peuvent être résolus 

par de telles méthodes. A notre connaissance, il n'en existe que trois, 

qui sont tous du type nIl ou n 12. 

2 .1. METHOOE DE EMITH [ 15] 

La classe de problèmes traitée est 

nlliP6IC4 

où le critère à minimiser est la IIDyenne pondérée des dates d'achève­

rrent. EMITH a IIDntré gue la solution optimale est donnée par la sé-

quence {i1 , i2' ... ' i } ' où i . est le rang de passage de la pièce j' n . J 
telle que : 

1 
d. 1 CL :::;: d. 

1 a :::;: ~ d. 1 a. 

1 
11 11 12 

i2 ln 1 n 
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Preuve ------
Supposons la séquence {i1 , i

2
, ... , in} construite d'après la règle 

précédente et construisons une nouvelle séquence en pe:rmutant le rang des piè­

ces ~ et ik+ 
1 

• Les seules dates d' achèverœnt affectées par cette transfonna.­

tion sont celles de ces deux pièces. La nouvelle séquence ne peut être rœil­

leure que la première que si : 

k 

L: a~ j=l 
d. J_, 

J 
+ a. 

~+1 

k+l 

L: 
j=l 

d. J_, 
J 

> a. 
~+1 

k-1 

L:d. 
j=l J_j 

k+l 

+ d. ) +ai. L 
~+1 K j=l 

d. J_, 
J 

Par simplification cette expression devient 

a. 
~+1 > 

ou encore 

d. / a. > 
J_k ~ 

d. /a. 
~+1 ~+1 

ce qui est contraire à notre hypothèse. 

La séquence de SMITH est donc bien optirrale. 

Il correspond au temps qui est nécessaire pour effectuer le tri de 

n nombres ; il est donc proportionnel à n Log n. 

2 • 2 • ~1ETHODE DE JACKSCN [ 4] 

Elle permet de résoudre les problèmes 

nlliP3IC7 et nlliP3IC8 

où il s 'agit de nü.nimiser le maximum du retard algébrique ou absolu. La séquen­

ce optimale est définie par la suite d'inégalités 

1 
f. ::; f. :;; ::; f. 

1 
J_l ]_2 

J_ 
n 

f. étant la date critique de la pièce i .. 
l. J 

J 
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Preuve 

Supposons que le critère soit C7 et construisons une séquence en 

permutant le rang des pièces ~ et ik+ 
1 

dans la séquence de JACKSON. Le 

nouveau retard de la pièce ik s'écrit : 

Q (2) 
k 

k+l 

=L: 
j=l 

d. 
l. 

J 

- f. 
~ 

Les retards des pièces ik et ik+l dans la séquence initiale s'écri­

vaient respectivement : 

d'où on déduit 

Il vient donc 

k 

~ (1) = ~1 di. 
y= J 

f. 
- l 

k 

()_ (1) = 
~k+l 

Q 
(2) 

k > 

~ (2) > 

.)Hl 

I: 
j=l 

~ (1) 

d. 
l. 

J 

- f. 
~+1 

(1) 
~+1- fik< f. ce que nous avons SlppJSé 

1 k+l 

Q 
(2) 

-k > max (Q ( 1) ()_ ( 1) ) 
k ' r-k+l 

D'où on peut conclure que le retard ~ de la première séquence 

est nécessairerrent inférieur ou égal à celui de la seconde. la méthode appor­

te également la solution optimale lorsque le critère à minimiser est 

Rrrax = max (0, ~) (C8) 



- 24 -

!~-9:~-S:~S:~! 

Il est en n IDg n. 

2 • 3 • MEI'HODE DE JOHNSON [ 6] . 

Le problèrœ étudié est du type 

Les gammes sont identiques et le critère à minimiser est le ~ 

des temps de passage. 

règle 

Preuve 

JOHNSON a rrontré que la séquence optimale est construite d'après la 

La pièce i précède la pièce j si 

min (dil' dj 2) <min (djl' di2) 

Nous ne donnerons qu'une preuve intuitive de l' algori thiœ proposé. 

Il est clair que dans la séquence optimale, la machine 1 est utilisée de 

manière continue et que les ordres de passage des pièces sur les deux ma­

chines sont identiques. 

Représentons graphiquement une solution qui satisfait à ces deux 

conditions : 

Ml 

M2 

Fma.x. T 
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On voit sur ce diagrarrme de GANTI' que pour diminuer F . on peut 
max 

agir en réduisant les temps rrorts de la machine 2 et le temps d'inoccupation 

A de la machine l . On a donc tout intérêt à : 

- faire passer en tête les p1eces dont les temps d'exécution sur la première 

machine sont les plus courts (réduction des temps rrorts). 

- traiter en queue celles dont les temps de fabrication sur la seconde sont 

les plus courts (réduction de A). 

Il est en n Log 2n 

JACKSON [ 5 J a généralisé la méthode précédente au cas où les pièces 

passent sur les machines dans un ordre quelconque (problème n 121 G3! Cl) . Il 

suffit de diviser l'ensemble des pièces en quatre sous-ensembles: 

{l} sous-ensemble des pièces qui ne passent que sur la machine l. 

- {2} Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il 2. 

{1,2} sous-ensemble des pièces qui passent sur la machine l puis sur la 2. 

- {2,1} Il Il Il Il Il Il Il Il Il 2 Il Il Il l. 

Dans chacun des sous-ensembl=s { l , 2} et { 2, 1 } les pièces sont ordon­

nées en appliquant la méthode de JOHNSCN et sans tenir carrpte des autres pièces. 

L'ordonnancerœnt optimal est alors donné par 

machine l 

machine 2 

{l ,2} 

{2,1} 

2. 4. INTEREI' DE CES METHODES 

{l} 

{2} 

{2,1} 

{1,2} 

L'efficacité des méthodes globales que nous avons présentées est évi­

dente : il est difficile d'imaginer des algorithmes plus rapides, et la solu­

tion produite est optimale. Cependant on ne peut considérer qu'elles apportent 

une réponse satisfaisante au problème d'ordonnancement en temps réel puisque 

leurs cas d'application sont très spécifiques et limités, et que le plus sou­

vent, il faut avoir recours aux méthodes heuristiques. 



- 26 -

CHAPITRE 2 

LES HEURISTIQUES NON CONVERGENTES 
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C H A P I T R E II 

LES HEURISTIQUES NON CONVERGENTES 

Comme nous l'avons dit, le principe général de ces méthodes consiste 

à ne construire qu'une seule solution réalisable. C'est la raison pour laquel­

le elles sont qualifiées de non convergentes : la solution proposée est unique 

et n • est donc pas susceptible d • améliorations. Les algori thiœs mis en oeuvre 

sont extrèrrement simples; le plus souvent on se contente d • effectuer un tri sur 

une certaine grandeur. Ils sont conçus pour résoudre un type de problèm3 bien 

précis dont ils utilisent toutes les spécificités pour en fournir une solution 

qui soit la meilleure possible et dans le délai le plus bref. A chacun de ces 

types correspond donc un certain nombre d • heuristiques plus ou rroins adaptées. 

Celles-ci sont qualifiées d • i térables ou de non i térables suivant q:u_ • on p:ut l=s t:ti- · 

liser plusieurs fois ou non pour résoudre un même problèm3 .. 

1 - LES HEURISTIQUES NON ITERABLES. 

1 • 1 • PRlNCIPE 

I.a solution produite est indépendante de toute initialisation et 

n • est fonction que des données. Les algori thiœs varient d • un problème à l'au­

tre. On en connaît un certain nombre pour résoudre l' ordonnancerœnt d • atelier. 

1. 2. APPLICATION AUX PROBLEMES D 1 OROONNANœ1ENT. 

Supposons donc que nous ayons à résoudre un problème d'atelier 

à n pièces et rn machines dans lequel chaque pièce doit passer une fois et 

une seule sur chacune d:s rn machines dans un ordre déterminé par sa garrne 
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de fabrication. Le critère à minimiser est le temps d'activité de l'atelier. 

Compte tenu des contraintes que nous avons admises, et en particulier de la 

non préemptibilité, la résolution d'un tel problème passe par la prise de 

n x rn décisions successives : à chaque fois qu'une machine se libère, il faut 

choisir une pièce parmi celles qui sont en attente de cette machine à l'ins­

tant considéré (nous dirons qu'elles sont en en-cours d'entrée), de manière à 

lui faire FOursuivre son travail. 

Toute la difficulté consiste donc à effectuer ce choix, dont dé­

pend bien évidemment la qualité de la solution finale. Chaque pièce dans l'en­

cours d'entrée peut être caractérisée par une grandeur physique telle que : 

- la durée de son passage sur la machine, 

- son temps de traitement résiduel avant sa complète fabrication, 

- etc ... 

Les heuristiques proFOsées ne diffèrent que par la grandeur carac­

téristique choisie et par le procédé de sélection sur cette grandeur. Après 

avoir décrit leur principe de fonctionnement, nous examinerons les résultats 

numériques qu'elles ontfournis. 

CD = plus Çourte Durée 

Les pièces en en-cours sont caractérisées par la durée de la tâche 

correSIX>ndante (temps de passage de la pièce sur la machine) . On prend la 

décision de faire passer celle dont la durée est minimale. 

Cet algorithme est particulièrement approprié chaque fois que les 

garrmes présentent un "goulot d'étranglement" en début de fabrication : si 

parmi les rn machines, un petit nombre d'entre elles se trouvent systémati­

quernent en tête de gamne, on a tout intérêt à sélectionner les pièces dont 

les temps de passage sont les plus courts afin d'alimenter au plus vite les 

autres machines de l'atelier. 

- Heuristic:rue ID. ________ ..., ___ _ 
ID = plus !Pngue Qurée 

La tâche choisie est celle dont la durée est la plus longue .-La 

méthode fournit de bons résultats chaque fois que le nanbre de pièces est 
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petit devant le nombre de machines. Dans ce cas, en effet, il n'y a pra­

tiquement pas de files d'attente dans 1' en-cours d'entrée, et le temps 

rrdnimal d'activité de l'atelier est en général peu supérieur au temps de 

fabrication le plus long. Il est donc naturel de favoriser les tâches cor­

resp:mdantes. 

- !:!~~!êg~~-~-

CTR = plus Çourt !emps de fabrication Résiduel. 

La grandeur sur laquelle est opéré le choix n'est plus la durée 

de la tâche, mais le temps de fabrication résiduel ; à chaque instant, il 

est égal au temps minimal au bout duquel on peut espérer que la pièce soit 

terminée ; c'est donc la sc::nme des temps de fabrication de la pièce sur les 

machines de sa ga.rme sur lesquelles elle doit encore passer jusqu'à sa com­

plète réalisation. L'heuristique CTR sélectionne la pièce pour laquelle ce 

temps est minimal. Les cas d'application sont en pratique les :mên:es que CD. 

- !:!~~!êi!~~-~~-

LTR = plus ~ng !emps de fabrication Résiduel. 

Contrairement à 1 'heuristique précédente, la pièce choisie est 

celle dont le temps résiduel est le plus long. Elle est utilisée avec succès 

dans les :mên:es cas que ID, et lorsque dans 1' ensemble des pièces, il s 'en 

trouve quelques unes dont les temps de fabrication sont très supérieurs aux 

autres. 

- !:!~~!êg~~-~-

PNR = plus Eetit ~ombre de tâches Résiduelles 

La sélection porte sur le nombre de tâches restant à effectuer. 

Elle peut être intéressante lorsque les longueurs des gammes, évaluées en 

nombre d'opérations, sont très différentes; ce n'est pas le cas des exem­

ples numériques que nous avons testés. 

- !:!~~!êg~e ~· 

GNR = plus ~rand ~ombre de tâches gésiduelles. 

La remarque faite à propos de 1 'heuristiqùe précédente est encore 

valable. 
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CTR-D = plus gourt !ernps Résiduel diminué de la Durée de la tâche à effec­

tuer 

A chaque pièce est affecté son temps résiduel diminué du temps de 

passage sur la machine devant laquelle elle est en attente. La méthode est 

très voisine de CTR et fournit des résultats comparables. 

LTR-D = plus ~ng !ernps Résiduel diminué de la Durée de la tâche à effectuer. 

La méthode est identique à LTR, à peu de choses près, et recouvre 

les mêmes cas d'application. 

- ~§~!§~gg§_~~:Qi~· 

PR-D/TR = plus ~etit ~tio : Qurée/!emps ~siduel. 

Le critère de choix fait intervenir le rapport de deux grandeurs 

caractéristiques déjà rencontrées. 

GR-D/TR = plus §rand ~tio ~ Qurée/!ernps ~ésiduel. 

La grandeur caractéristique est la rnêrne que celle de la méthode 

précédente. Seul le procédé de sélection diffère. 

PAPS = Premier Arrivé Premier Servi. - - -
Cette heuristique est très classique dans les problèmes de file 

d'attente ; la pièce sélectionnée est celle qui est arrivée la première en 

en-cours d'entrée de la machine. 

l. 3 . EVAilJATION DES PERFORMANCES. 

res 

Les performances d'une méthode sont évaluées d'après deux cri tè-

- la qualité de la solution trouvée : la méthode est d'autant plus 

performante que le résultat est proche de l'optimal. 
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- Le temps de résolution puisque nous sommes placés dans un 

environnement temps réel. 

Il nous faut donc exarrdner successivement ces deuX points. 

Les valeurs m.znériques des solutions apiXJrtées ~ les heuris­

tiques non convergentes sont données dans le tableau ci-dessous. 

~ 6 x 6 10 x 10 20 x 5 
e6 

CD 88 1074 1267 

LD 77 1305 1581 

CIR 70 
1334 1392 

LTR 61 
1110 1501 

PNR 70 
1332 1461 

GNR 68 
1224 1607 

CIR-D 70 
1334 1451 

LTR-D 60 
1092 1454 

PR-D/TR 1017 1259 68 

GR-D/TR 72 
1301 1670 

PAPS 65 1172 1645 

Pour pouvoir juger de la qualité de ces résultats, il faut dispo­

ser d'une base de comparaison. Lorsque l'on connal.t la solution optimale, il 

est possible de les situer par rapport à elle. Dans le cas contraire, il est 

intéressant de les canparer à un échantillon de solutions aléatoires qui est 

caractérisé par ses valeurs minimale, maximale et moyenne. La génération de 

solutions aléatoires de problèmes d'atelier est très simple : chaque fois 

qu'une décision est à prendre, la pièce à faire passer est choisie au hasard 

pa:r:mi celles qui sont dans l'en-cours d'entrée de la machine considérée. 
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Le tirage d'un échantillon de taille lOO a donné les résultats suivants : 

~ 6 x 6 10 x 10 20 x 5 
v 

MINIMALE 58 1089 1346 

MAXIMALE 87 1407 1683 

MOYENNE 67 1229 1520 

L • examen de ces deux tableaux conduit à un certain nombre de 

constatations : 

-A l'exception de LD et GR-D/TR, toutes les heuristiques ont fourni dans 

au rroins un des trois cas une solution rœilleure que l'espérance des so­

lutions aléatoires. Elles sont donc 110ptimisantes 11 au sens que leur utili­

sation est préférable à la génération au hasard. Ceci est d'autant plus 

vrai que le temps de calcul nécessaire à la mise en oeuvre de l'une d • en­

tre elles est très voisin de celui qu • il faut pour construire une solution 

aléatoire. 

Cependant, il n • y a que deux méthodes qui soient rœilleure:; que l'aléatoire 

pour les trois cas étudiés. Ce sont LTR et LTR-D dont les critères de choix 

sont pratiquement équivalents. 

- Une observation plus fine des résultats pousse à faire une distinction 

entre problèmes carré~dont le nombre de pièces n'est que peu supérieur 

à celui des machines (6 x 6 et 10 x 10), et problèmes rectangulaires (20 x 5) . 

Dans ce dernier cas, les heuristiques de sélection sur les grandeurs carac­

téristiques minimales (CD, CTR, PNR, CTR-D, PR-D/TR) ont toujours donné des 

résultats meilleurs que leurs opposées respectives (LD,LTR,GNR, LTR-D, 

GR-D/TR). Pour les problèmes carrés au contraire, elles ont été d'une maniè­

re générale rroins perfm:rnantes (7 fois sur 10). 
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- la constatation précédente est infimée par deux exceptions remarquables 

puisque ce sont CD et PR-D/TR qui ont fourni au problèrœ 10 x 10 les rœil­

leures des solutions trouvées, alors que celles qu'elles ont apportées au 

problème 6 x 6 se sont révélées être parmi les plus mauvaises ; le coût 

produit par CD est l1'êrre supérieur à la valeur maximale de l'échantillon alé­

atoire. Ce qui tend à prouver que l'adaptation d'une rréthode à un problème 

n'est pas fonction uniquerœnt de sa structure carrée ou rectangulaire, mais 

fait intervenir d'autres facteurs plus c6mplexes tels que le type des gam­

rœs de fabrication. 

Les temps de calcul nécessaires à la mise en oeuvre des heuristi­

ques proposées sont très voisins les uns des autres ; ceci n'a rien d'étonnant 

dans la rœsure où leurs fonctionnerœn1s sont identiques : à chaque fois qu'une 

décision est à prendre, on cherche la plus grande ou la plus petite des gran­

deurs caractéristiques des pièces disponibles. PAPS fait exception à cette rè­

gle puisque la pièce est choisie directerœnt sans qu'il soit besoin d' effectu­

er une carq:>araison entre ces grandeurs. Les valeurs des temps observés ( 1) en 

secondes sont les sui vantes (PAPS excepté) : 

~ 6 x 6 10 x 10 20 x 5 
T 

MIN mAL 0,53 1,66 2,28 

MAXrnAL 0,59 1,74 2,50 

~iOYEN 0,55 1,70 2,37 

Il faut s'attendre à ce que ces temps soient proportionnels au 

nombre n .rn de décisions à prendre et au norrbre noyen de pièces en en-cours 

d'entrée. Celui -ci dépend de l'allure des gamœs et en particulier de la pré­

sence de goulots d' étranglerœnt. On peut l'approcher par l'expression (~)k. 
Pour les problèmes testés une bonne évaluation de k est Î et dans ces condi­

tions, les temps de calcul en secondes sont donnés par l'expression : 

(1) Tous les algorithmes étudiés ont été progranmés sur l'ordinateur Philips 

P1175 de l'Ecole Nationale Supérieure des ~tines de Saint-Etienne. 
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1 1 

1 
T "' 1,6 nm~f4 10-2 

I.e terrps de résolution d'un problème 20 x 10, peut être évalué à 

4 secondes d'après cette formule. En admettant pour le délai de calcul imposé 

la limite sévère d'une minute, on voit qu'une faible fraction de ce délai Cl/15) 

est utilisée pour trouver la solution avec 1 'un quelconque des algori t:hiœs pro­

posés. 

Si on rapproche cette remarque de celle qui a été faite à propos 

de la qualité des résultats, il semble qu'une bonne approche pour résoudre un 

problème donné consiste à lui appliquer successivement les quelques heuristiques 

qui se sont révélées les plus perfonnantes pour des problèmes de rrêiœ type, jus­

qu' à épuisezœnt du délai inparti. Dans 1 'exerrple choisi, on peut essayer au plus 

15 méthodes différentes. On conserve ccmœ solution finale la rœilleure de celles 

qui ont été ainsi obtenues. 

2 - HEURISTIQUES ITERABLES, 

2. 1 • PRINClPE. 

Comœ les précédentes, ces méthodes ne per:mettent de construire 

qu'une seule solution réalisable. Mais la qualité de celle-ci est :rœinte­

nant fonction de 1 'initialisation de 1 'algorit:hiœ, et non plus seulement 

des données caractéristiques du problème. Il est donc possible de les i té­

rer plusieurs fois, à partir d'initialisations différentes (choisies par 

exerrple de rranière aléatoire). 

2. 2. APPLICATICN AIJX PROBLEMES D' 0~. 

Les méthodes sont testées sur les problèmes de voyageur de ccmœr­

ce ; il s'agit de trouver un circuit harnil tonien, c'est-à-dire qui passe 

une fois et une seule par chacune desn villes, de longueur minimale. I.e pro­

blème est caractérisé par la matrice des distances séparant ces villes. 
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Pour chacrm des trois exercices résolus, cette rratrice présente la par­

ticularité d'être symétrique. Deux heuristiques sont fréquemœnt utilisées. 

La première de ces méthodes est inspirée du comportement naturel 

du voyageur : lorsqu'il se trouve dans une ville, il cherche la plus proche 

de celles qu'il lui reste à visiter, et s'y rend. Le processus est itéré 

jusqu'à épuisement des villes. Dans certains cas, cet algorithme donne de 

très bons résultats : c'est particulièrement vrai lorsque les villes à vi­

siter sont réparties à proximité des côtés d'un polygone convexe. Il est 

beaucoup IIDins perfornant lorsqu'elles se trouvent disséminées sur la tota­

lité de la surface délimitée par le polygone enveloppant :en effet, la visi­

te de certaines villes qui a été négligée lorsque le voyageur s'en trouvait 

à proximité est remise en fin de parcours.(casdes villes 2, 6, 7 sur la fi­

gure). 

7 

8 

2 4 



- 36 -

L'initialisation de la méthode suppose que 1 'on fixe le point de 

départ. Il y a donc autant de solutions différentes que de villes. Dans le 

cas d'une matrice non symétrique, on peut égalerœnt fixer le point d'arrivée 

le nombre des solutions différentes est alors 2n. Lorsque le temps de calcul 

alloué le permet, il y a tout intérêt à parcourir l'ensemble de ces solutions 

réalisables en itérant plusieurs fois la·méthode pour ne conserver que la 

rœilleure d'entre elles. 

La première phase de la méthode consiste à classer les villes de 

manière aléatoire. Une fois que cette opération est réalisée, on prend les 

trois premières villes déterminées par ·cet ordre pour construire un circuit 

élémentaire à trois sommets i
1

, i 2 et i 3 . Son coût c3 est égal à la samme 

des longueurs des arcs constitutifs ,c'est-à-dire : 

c3 = d. 1 1 1 2 

L'algorithme procède par agglomération successive des villes au 

circuit ; soit j la 4èrœ ville à visiter. Il existe trois possibilités pour 

1' intégrer au circuit déjà constitué : 

ou bien on la place entre i
1 

et i 2 (cf. figure). 

ou bien entre i
2 

et i 3 
- ou bien enfin entre S et i 1 . 
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J 

Algo~hrne de KARG - Ino~on de la ville j. 

Dans tous les cas, l'insertion de cette nouvelle ville conduit 

à supprimer l'un des arcs existants et à en ajouter deux nouveaux, et l'on 

a 

· c
4 

= c
3 

+ (d. . + d. . - d. . ) 
1 kJ J 1 k+l ~1k+l 

où k+l = 1 si k=3 
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Il suffit donc de trouver l'indice k qui minimise l'expression 

entre :parenthèses fOur que l'insertion de j soit réalisée au noindre coût. 

On a ainsi déterminé un nouveau circuit à 4 sOIIIœts et il suffit de recom­

mencer l'opération avec une nouvelle ville jusqu'à ce qu'elles aient toutes 

été agglomérées. A chaque itération, le nombre de ,FOSitions à tester aug­

mente d'une uni té. 

La qualité de la solution finale dépend bien évidemment de l'or­

dre initial de classement des villes. Dans quelques cas :particuliers, il 

existe des méthodes de détermination de cet ordre qui assurent l'optimali­

té du résultat trouvé [ 7 J. Elles supfOsent que les villes sont si tuées 

dans un plan et font intervenir les angles formés par les droites générées 

:par les différents couples de villes. Nous n'en :parlerons pas ici car elles 

ne peuvent pas s'appliquer à l'ensemble des problèrœs d' ordonnancerœnt for­

mulables en ternes de voyageur de comœrce, et nous nous contenterons donc de 

générer l'ordre de prise en carrq:>te de manière aléatoire. 

Il faut enfin remarquer que lorsque la matrice des distances n'est 

pas sym§trique, la seule nodification à apporter concerne le circuit initial 

qui comporte non plus trois, mais deux sorrmets. 

2. 3. EVAIDATICN DES PERFORMANCES. 

Pour un problème à n variables, on a itéré n fois l'algorithme 

de la ville la plus proche en prenant successivement chaque ville COIIIœ 

,FOint de départ, et lOO fois la méthode de KAffi à partir d'ordres aléa toi­

res différents. Pour chaque série d'essais, on donne les valeurs minimales, 

maximales et moyennes des solutions trouvées. 
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~ 33 42 57 
Wl.-6 

MINIMALE 11 426 864 14 411 

VILLE LA 
MAXIMALE 14 228 1015 18 518 

PLUS PROCHE 
MOYENNE 12 523 927 15 916 

MINIMALE 10 925 699 l3 132 

KARG MAXIMALE 12 815 820 15 563 

MOYENNE ll 591 754 14 417 

Ces valeurs sont à comparer à la fois : 

- aux solutions optimales qui ont été calcul€es pour les deux premiers 

problèmes et à la meilleure solution connue du dernier, 

- aux espérances mathérna.tiques des solutions aléatoires. 

Celles-ci ont été évaluées rigoureusement de la manière suivan­

te : Compte tenu du fait que tout circuit comporte n arcs et que cha­

cun d 1 entre eux est présent avec la même fréquence dans l 1 ensemble de 

toutes les solutions possibles, il suffit de multiplier par n le coût 

rroyen d 1 un arc pour obtenir l 1 espérance cherchée. 

~ 33 42 57 
Wl.-6 

OPTIMALE 10 861 699 12 955 

ESPERANCE 42 331 3 llO 59 882 
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L' exaiœl1 de ces tableaux suggère les remarques sui vantes 

- l'utilisation de l'une ou l'autre de ces heuristiques est beaucoup 

plus efficace que la génération aléatoire. 

- la deuxième méthode s'est toujours avérée plus performante que la pre­

mière : les valeurs maximales trouvées par l'algorithme de KARG sont 

presque toutes inférieures aux valeurs rroyennes de la première métho­

de : p::>ur un seul problème, elle lui est très légèrerœnt supérieure. 

On peut rrême constater que lorsque n = 42, la plus mauvaise solution 

fournie par KARG est inférieure à la meilleure des solutions produi­

tes par 1 'autre méthode. 

- enfin, l'algorithme de KARG peut être considéré cormœ très optimisant. 

Sa mise en oeuvre a conduit une fois à 1 'optimum. De plus, les écarts 

entre les valeurs rroyennes et les valeurs optimales, exprimées en p::>ur­

centage, n'ont jamais été supérieures à 12 %. 

Les terrps de calcul rroyens nécessaires p::>ur trouver une solution 

en appliquant chacune des deux méthodes sont les suivants 

~ 33 42 57 

e. 

VTI..LE LA PIDS 
PROCHE 0,85 1,32 2,41 

KARG 0,57 0,88 1,55 

On peut s 'attendre à ce que ces terrps soient prop::>rtionnels à 

n2 , en effet : 
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- p:>ur trouver la ville qu'il n'a pas encore visitée, et qui est la plus 

proche de celle où il se trouve, le voyageur doit passer toutes les au­

tres en revue. Ce processus est itéré n-1 fois : il y a donc (n-1) 2 "'n2 

corrparaisors à faire. 

-dans l'algorithme de KARG, il y a trois p:>sitions p:>ssibles p:>ur la qua­
ièrœ trièrœ ville, quatre p:>ur la cinquièrœ, n-1 p:>ur la n . Le nombre de 

tests est alors 

n(n-1) _ 4 "' 
2 

2 
n . 

Dans la plage des valeurs de n considérées, les temps de calcul 

sont donnés par les expressions : 

1 
T 7,5 2 10-4 

1 "' n p:>ur le premier algorithme 

1 
T 5,0 n 

2 10-4 
1 "' p:>ur le second 

La méthode de KARG est donc incontestablement la plus perforrrante 

puisqu'elle conduit à des solutions de meilleure qualité en des temps de 

calcul plus courts. 

3 - INTERET DE CES METHODES, 

L'avantage essentiel que présentent les heuristiques non conver­

.gentes réside dans la rapidité de leur mise en oeuvre 

Dans tous les cas que nous avons exanùnés , les temps de calcul 

sont de la forme : 
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dans laquelle : 

- p est le nombre de variables du problèiœ : il est égal au nombre n. rn de 

décisions s'il s'agit de 1 'ordonnancement d'un atelier, ou au ·nombre n 

de villes dans le cas d'un problème de voyageur de commerce. 

- a est un entier inférieur ou égal à 2. 

Or, le temps de l'algorithme le plus rapide que l'on puisse 

imaginer, qui consiste à attribuer une valeur aléatoire à chacune de ces 

p variables, est au rroins proportionnel à p. En outre, si nous prenons 

comœ méthode de référence celle qui consiste à effectuer un tri des va­

riables suivant un certain critère, son temps est en pLog p. Les heuris­

tiques testées sont donc pratiquement aussi rapides, à un coefficient de 

proportionnalité près. 

En ce qui concerne la qualité de la solution, il est impossi­

ble de tirer des conclusions générales ; si certaines méthodes s'avèrent 

très performantes (KARG), les résultats fournis sont souvent imprévisibles 

car très dépendants de la structure particulière du problèiœ traité. 

Mais, ce n'est pas là que nous semble résider 1 'inconvénient 

rrajeur de ce type d'approches, rrais plutôt dans le principe rrêœ de la non 

convergence . A supposer en effet que le temps de résolution imparti soit 

de 1' ordre de la minute, et puisque leur application ne nécessite que quel­

ques secondes, on ne peut pas toujours tirer profit du temps résiduel pour 

améliorer la solution obtenue : le plus souvent, la méthode ne peut être 

appliquée qu'une fois (heuristique d'atelier) ou un nombre fini de fois 

(ville la plus proche) ; l'algorithme de KARG fait exception dans la mesu­

re où il peut être itéré autant qu'on le désire, à partir d'ordres initiaux 

aléatoires, rrais alors les solutions construites sont indépendantes entre 

elles. C'est là la élifférence caractéristique entre les heuristiques non 

convergentes et convergentes que nous allons rraintenant présenter. 
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CHAPITRE 3 

LES HEURISTIQUES CONVERGENTES 
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C H A P I T R E III 

LES HEURISTIQUES CONVERGENTES 

Le principe général de ces méthodes consiste à explorer un ~ 

enserrble plus ou rroins vaste des solutions réalisables. Une telle exploration 

peut être faite de deux manières ; elle est : 

- soit aléatoire lorsque les solutions examinées sont indépendantes les unes 

des autres ; c'est le cas lorsque 1 'on dèJr..e un certain 11.0It'bre de fois une 

méthode de résolution à partir d' ini tialisatiors aléatoires. Aussi 1' algori­

thme de la ville la plus proche et celui de KARG peuvent-ils être itérés 

respectivement n et ~! fois, si la rratrice des distances est syrrétrique, et 

conduire à autant de solutions indépendantes. 

- soit dirigée : la méthode est mise en oeuvre u.ne.. -tJe..ui.e fois et conduit à 1 'exa­

rren d'un certain sous-enserrble de solutions réalisables qui est construit d'a­

près des règles qui lui sont propres. Ce dernier type d'exploration est carac­

téristique des heuristiques convergentes. 

Il est élair que la qualité de la solution obtenue et le temps de ré­

solution dépendent essentiellerrent de la manière dont est conduite 1' exploration. 

Si elle est réalisée de telle sorte qu'on soit certain d'obtenir la solution op­

tirrale, la méthode peut être qualifiée de globale et non pas d'heuristique. Mais 

les temps de calcul nécessaires sont alors considérables et incanpa.tibles avec 

la contrainte terrps réel qui est i.Irq;x>sée. C'est pourquoi il ne nous est pas pos­

sible de laisser la procédure se dérouler jusqu'à son tenœ. Elle sera donc arrê­

tée au bout d'un certain temps et la rœilleure solution connue à cet instant se­

ra retenue carrrœ solution du problèrœ. C'est la raison pour laquelle la méthode, 
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quoique globale dans son princi:pe, est classée parmi les heuristiques convergen­

tes. Dans d'autres cas, 1 'exploration conduit à une convergence vers une solu­

tion qui n'est pas nécessairement 1 'opt.irna.le. I.e nom d'heuristique est alors 

pleinement justifié. 

Deux de ces heuristiques seront successivement étudiées ; il s'agit 

des méthodes de recherche en arbre et de leurs aménagements possibles pour tenir 

oampte de la contrainte temps réel, et de l'algorithme des distances. Elles se­

ront exclusivement testées sur les problèrres de voyageur. 

1 - METHODES DE RECHERCHE EN ARBRE, 

Les méthodes de recherche en arbre sont très classiques en rratière 

de résolution de problèrres canbinatoires. On les connaît également sous le nom 

de Séparation et Evaluation Progressive (SEP) ou Branch and Bound. 

1.1. PRINCIPE. 

Il consiste en la construction d'une arborescence de segmentation de 

1' espace des solutions réalisables. Pour clarifier 1 'exposé, nous suppose­

rons que le critère consiste à minimiser une certaine grandeur, et nous ap­

:pellerons "solution standard" la rœilleure solution connue à chaque instant. 

Si aucune solution réalisable n'est donnée à priori, le coût standard C est 

initialisé à une valeur très grande. 

I.a. mise en oeuvre de la méthode est alors la sui vante : 1 'ensemble des 

solutions réalisables E ( 1) du problèrre est décc:lrposé en deux sous-ensembles 

disjoints et corrq;>lérœntaires : E (2) et E (3). 

Pour chacun d'entre eux, on calcule une borne inférieure (res:pecti ve­

rœnt B (2) et B (3) ) de telle sorte que les valeurs du critère pour toutes les 

solutions qui eri sont issues soient certainement supérieures ou égales à cet­

te borne. On choisit ensuite un nouveau sous-ensemble à partir duquel on :peut 

continuer le processus de décoiilp)sition : ce :peut être par exerrple celui dont 

la borne inférieure est minirrale. 
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ECl) 

EC2) EC3) 

EC4) EC5) 

Ces décompositions successives conduisent à construire des sous-en­

sembles de taille de plus en plus réduite, et on aboutit finalement à des 

feuilles terminales de 1 'arbre de segrrentation ne contenant qu • une seule 

solution réalisable pour laquelle la borne associée est égale à la valeur 

exacte du critère. On met à jour, s'il y a lieu, le coût standard C, et on 

reprend l'exploration des sous-ensembles qui ont été laissés de côté, à con­

dition que leur borne soit inférieure à C. 

On continue ainsi le processus de branchement et de séparation jus­

qu'à obtenir un coût standard inférieur ou égal à toutes les bornes des 

sous-ensembles non examinés. Ia solution standard constitue alors 1 'opti­

mum cherché. 

L'algorithme général de recherche en arbre est de la forme ci-contre. 

Sa mise en oeuvre nécessite la définition de trois règles 

1 - Ia règle 1 de calcul des bornes inférieures (Etapes l et 3) • 
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2 - La règle 2 de segmentation des sous-ensembles (Etape 3). 

3 - La règle 3 de branchement, c'est-à-dire de choix du sous-ensemble à 

partir duquel on va continuer l'exploration. 

EI'APE l débu;t 

c + + 00 

E(l) + Ensemble des solutions réalisables du problème. 
B(l) + Borne inférieure de E(l) 

EI'APE 2 Si tous les sous-ensembles E (i) ont été examinés, 

aloM 6in 
~inon choisir un sous-ensemble E(j) non exploré 

Si B ( j) ;:: C ai.oM a.Lte.Jt à Etape 2. 
Sinon a.Lte.Jt à Etape 3. 

EI'APE 3 Si E (j) ne contient qu'une solution réalisable, 

aioM C + min (C, B (j)) a.LteJt à Etape 2 
~inon segmenter E(j) en deux sous-ensembles E(2j) et E(2j + l) 

B(2j) + Borne inférieure de E(2j) 
B(2j + l) + Borne inférieure de E(2j + l) 

a.Ltvr. à Etape 2 . 

La règle l est la plus iltlfortante : les perfonrances de 1 'algorit:hrre 

dépendent essentiellement du calcul des bornes. 

La règle 2 est telle que sa définition dépend en grande partie de la 

nature du problème à traiter. 

La règle 3 conduit à envisager deux approches de branchement à partir 

- soit du sous-ensemble dont la borne inférieure est minimale. 

- soit du sous-ensemble le plus réceiiiœnt créé. 

L'application de cette deuxième approche fait qu'en général, les opé­

rations de branchement sont plus nombreuses que si l'on utilisait la premiè­

re, mais elle nécessite rroins de place rnérroire. 
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1. 2. APPLICATICN AUX PROBLEMES D' ORDCNNANCEMENT. 

Divers auteurs ont tenté de résoudre le problème d'atelier à n 

pièces et rn machines par des algorithrœs de recherche en arbre (voir en par­

ticulier [ 1] et [ 3]) • Il semble pourtant qu'ils ne soient pas suffisamrent 

perfornants pour y apporter en temps réel une solution satisfaisante dès 

lors que n et rn sont grands. C'est pourquoi, nous restreindrons notre étu­

de aux problèmes de voyageur. Plusieurs variantes ont été testées qui ne 

diffèrent que par le calcul des bornes inférieures. La règle de segiœnta­

tion est toujours la même ainsi que la règle de branchement : compte ten~ 

de la taille importante des problèmes à traiter, nous avons choisi la deu­

xième approche de cette règle pour minimiser la place mémoire nécessaire. 

1.2.1. Ç~1~1_§~_1§§_gQg~§_fée1§· 

Une solution est déterminée par la sélection de n arcs. Nous al­

lons construire une arborescence en associant à chaque sOilll'et : 

- r arcs dont la candidature a été examinée et qui ont été retenus. 

- s arcs dont la candidature a été examinéeet qui ont été rejetés. 

- n-r arcs candidats à la solution du problème, tous compatibles avec les 

arcs retenus (pas de fonnation de sous-circuits). 

une valeur de la borne inférieure pour les solutions issues de ce sorrrnet. 

Cette valeur est obtenue par sommation des coûts des arcs retenus et can­

didats. 

Les arcs examinés définissent le sous-ensemble des solutions réa­

lisables issues du sommet considéré : dans toutes ces solutions sont présents 

les arcs retenus et absents les arcs rejetés. 

Afin que la borne inférieure soit non décroissante, le long d'un 

chemin de l'arore, il faut définir une règle de sélection des arcs candidats. 

Celle-ci se fait de manière très simple dans l'ordre de leurs coûts crois­

sants. 

Au départ, il n'y a aucun arc retenu puisqu'aucun exarren de can­

didature n'a eu lieu. Par contre, il y a des candidats au nombre de n. 
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Ces candidats sont les n premiers arcs de la liste triée. La valeur de la 

borne inférieure associée est égale à la samme des coûts affectés à ces 

arcs. 

Considérons maintenant un noeud quelconque de l'arborescence et 

examinons le premier arc de la liste des candidats. Cet examen conduit à 

la construction de deux nouveaux noeuds : 

- Noeud 1 Le candidat est accepté et passe dans la liste des retenus dont 

le nombre devient : 

r ~ r + 1 

Il faut alors s'assurer que les candidats sont toujours compa­

tibles avec la nouvelle liste des retenus. Deux éventualités 

peuvent se produire : 

- on trouve n-r candidats compatibles. La valeur de la borne 

inférieure est alors calculée par sommation des coûts des 

arcs retenus et candidats. 

- il n'y a pas suffisamœnt de candidats compatibles parmi les 

arcs pour lesquels aucune décision n'a été prise. Cela signi­

fie que le sous-ensemble relatif au somœt considéré est vide. 

La valeur de la borne inférieureest alors mise à l'infini. 

- Noeud 2 Le candidat est rejeté. La mise à jour de la nouvelle liste 

des candidats et le calcul de la borne inférieure sont effec­

tués comme précédemment. 

Exemple : 

Le problème à résoudre comporte 6 villes. Il faut donc 

sélectionner 6 arcs. Ceux-ci sont numérotés dans l'ordre des 

coûts croissants. On suppose la rratrice symétrique. Le tableau 

des arcs est le suivant : 
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NUMERO SOMMETS RELIES COUT 
----- --------------- ----

1 4 5 1 

2 2 4 2 

3 5 6 2 

4 2 5 3 

5 1 5 3 

6 1 2 4 

7 3 4 5 

8 4 6 5 

9 1 4 6 

10 3 5 6 

11 1 6 7 

12 2 3 7 

13 3 6 8 

14 2 6 8 

15 1 3 11 

Plaçons nous en un noeud où 3 arcs ont déjà été retenus 

(2,3,5). Les candidats compatibles sont au nombre de 3 (8, 9, 12) 

et la borne inférieure est égale à la somme des coûts de tous 

ces arcs (25). 

Deux nouveaux noeuds sont créés 

- noeud 1 : l'arc 8 passe dans la liste des arcs retenus dont 

le nombre est maintenant égal à 4. Il faut donc trouver deux 

arcs candidats. Ceux-ci sont à choisir en priori té panni ceux 

du noeud de départ, en éliminant ceux que la sélection de l'arc 

8 a rendu incompatibles avec la nouvelle liste des arcs rete­

nus. Puis on complète, s'il y a lieu, la liste des candidats. 

Dans l'exemple proposé, l'arc 9 a été éliminé et remplacé par 

l'arc 15. I.a borne inférieure est alors égale à 30. 

-noeud 2 : l'arc 8 est rejeté. Il doit être remplacé par un 

nouveau candidat compatible ( 13) . I.a valeur de la borne est 

28. 
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NOEUV DE DEPART 

ARCS RETENUS COUTS 

2 2 

3 2 

5 3 

ARCS CANDIDATS COUTS 

8 5 

9 6 

12 7 

l 

1 BORNE 1 

' r 

L 
25 

~ 
ARCS RETENUS COUTS ARCS RETENUS COUTS 

2 2 2 2 
3 2 3 2 
5 3 5 3 
8 5 

ARCS CANDIDATS COUTS ARCS CANDIDATS COUTS 

12 7 9 6 

15 11 12 7 
73 8 

.l .l 

j BORNE~l BORNE 1 

' ' 
1 r 

30 28 

- -

NOEUD 1 NOEUD 2 
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Nous pouvons faire les remarques sui vantes : 

l - Il y a toujours intérêt à développer l'arborescence verticalement et 

non horizontalement. 

En effet, l'inscription des candidats dans l'ordre croissant de leurs 

coûts implique que la rome inférieure ne peut être que non décroissan­

te le long d'un chemin de l'arborescence ; d'où il résulte que si la 

borne en un noeud est supérieure à la valeur du critère en une feuille 

terminale, il est inutile de continuer l'exploration du sous-ensemble 

des solutions issues de ce noeud. On effectue alors une "coupure" de la 

branche en ce point. 

2 - On atteint une feuille terminale, c'est-à-dire une solution réalisable 

lorsque les arcs retenus sont au nombre de n. On procède s'il y a lieu 

à la mise à jour de la solution standard et, pour des raisons de place 

mérroire, on poursuit 1 'exploration à partir du premier ancêtre de la 

feuille dont la valeur de la borne est inférieure au coût standard (1' ar­

bre est visité en préordre). 

L' algori thrre tel qu'il est proposé conduit à la détection de la 

solution optimale à condition de disposer d'un temps de calcul suffisant. 

Bien que toutes les solutions réalisables ne soient pas énumérées puisque 

1 'on pratique des coupures dans 1 'arbre de recherche, ce temps varie en 

principe exponentiellement avec le nombre de variables du problème. Il est 

donc hors de question de laisser la procédure se dérouler jusqu'à son ter­

Ire si n est grand. 

Dans la pratique, elle est arrêtée dès que l'on a épuisé le 

délai de calcul imparti (qui peut être de l'ordre de quelques secondes 

ou quelques minutes selon les cas) . 

Les essais que nous avons effectués nous ont pennis de constater 

que les solutions réalisables construites ne diffèrent que par quelques arcs 

qui sont les derniers sélectionnés puisque 1 'arbre est parcouru en préordre 

(ce nombre est compris entre 10 et 20 pour un temps de calcul d'une dizaine 

de minutes). Ceci veut dire que le choix des premiers arcs retenus a une in­

fluence considérable puisque leur sélection ne sera jamais remise en cause. 
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Or, le critère de choix des candidats dans 1 1 ordre des coûts croissants n 1 est 

peut être pas le rœilleur. C 1 est p:mrquoi, on a essayé de caractériser un arc 

par une grandeur qui rœsure plus exactement que son coût 1 1 intérêt qu 1 il y a 

à le sélectionner. 

1. 2. 2. - Calcul sur les coûts transformés. ---------------------------
Soit à trouver un circuit hamiltonien minimal dans un graphe com­

plet d 1 ordre n, c 1 est-à-dire, que de toute ville ion puisse se rendre à n 1~ 

porte quelle ville j ~ i . La rratrice P des distances p. . est pour le rrorœnt 
l.J 

supposée non symétrique. 

Calculons : 

- le nombre de circuits hamiltoniens différents 

(n - 1) ! 

- le nombre de circuits hamiltoniens contenant 1 1arc (k, 1) : étant donné 

qu 1 un circuit canporte n arcs, que le nambre d 1 arcs différents est n (n-1) 

et que chaque arc est présent avec la même fréquence dans 1 1 ensemble des 

circuits, le nombre cherché est égal à : 

1 
n(n-1) x n x (n-1)! = (n-2)! 

- le nambre de circuits ne contenant pas 1 1 arc (k, 1) 

Posons 

(n-1) ! - (n-2) ! = (n-2) (n-2)! 

n 

s = L: 
i=1 

s1 (k) = 

s 2 (1) = 

n 

L: 
j=1 
n 

L: 
j=l 

n 

L: 
i=1 

p .. 
l.J 

1\j 

pil 

sornœ des élérœnts de la na triee P. 

sornœ des élérœnts de la ligne k de 
la rratrice P. 

scmre des élérœnts de la colonne 1 
de la rratrice P . 
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Nous pouvons égalerrent évaluer : 

- le coût noyen de tous les circuits hamiltoniens . : 

s s 
A = -n-;-(n...;...--=-1-:-) x n = -n---1 

- le coût noyen des circuits contenant l'arc (k,l) 

Ne peuvent participer à ces circuits : 

. l'arc (l,k) 

les arcs issus de k sauf (k,l) 

. les arcs aboutissant à l sauf (k, l) 

L'arc (k,l) est présent dans tous ces circuits, les autres y 

sont présents avec la :rrêiœ fréquence. Ils sont au nombre de (n-1) (n-2) . 

Le coût noyen B cherché est donc 

s - s1 (k) - s2 (l) - plk + t\l 
B = t\1 + (n-1) (n-2) x (n-1) 

- le coût moyen des circuits hamiltoniens ne contenant pas l'arc (k,l) 

un calcul de moyenne pondérée donne : 

c = -.:::...1 --=-
(n-2)2 

Il est alors possible de caractériser l'arc(k,l) par l'une des 

trois mesures d~ préférence : 

1 - Coût moyen des circuits hamiltoniens dont il fait partie 
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Si on sirrplifie ce coût en négligeant les facteurs constants, 

il vient 

1 1 

2 - üpposé du coût moyen des circuits hamiltoniens dont il ne fait pas 
partie. 

vkl = - c = - _1_-=-2 
(n-2) 

Par simplification on trouve 

3 --Différence entre les deux coûts précédents : 

wkl = B - c = ____:1:;__.,..2 
(n-2) 

2 
[{n-1) Pkl + S- (n-1) (S1 (k) + s2 {1) + plk)J 

Par simplification on a 

Ces trois :rresures sont donc identiques. Les calculs précédents 

restent bien entendu valables dans le cas d'une matrice symétrique. 
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I.e problème }?eUt donc être résolu en rerrplaçant le coût réel des 

arcs par cette valeur corrmune, ou coût transformé, et en appliquant la mé­

thode de recherche en arbre telle qu'elle a été décrite précédemment. Il 

est clair gue les valeurs de~ bornes inférieures et du critère ne seront 

plus les valeurs réelles de ces grandeurs aux noeuds et aux feuilles corres­

pondantes et gue donc la convergence n • est plus assurée vers la solution op­

timale, mais seulement vers une bonne solution. Cependant, cette transfonna­

tion présente un avantage d • abord parce gue les arcs sont caractérisés par 

une grandeur gui mesure plus fidèlement l'intérêt gu • il y a à les sélection­

ner, et ensui te parce gue les coûts transfonnés s • étendent sur une plage de 

valeurs en général plus vaste gue les coûts réels et gu • alors la convergen­

ce est plus rapide. 

L'intérêt de cette méthode réside dans la règle de calcul de la 

borne inférieure d'un sous-ensemble de solutions. 

Supposons gue nous ayons à trouver un circuit hamiltonien minimal 

dans une matrice non symétrique d • ordre n. Cela revient à dire gu • il nous 

faut sélectionner n éléments de cette matrice, un dans chaque ligne et dans 

chaque colonne, de manière à ne pas créer de boucles. I.e coût de la solution 

est alors la samme des n éléments sélectionnés. 

Il est alors possible de réduire la matrice en soustrayant de 

chaque ligne i son plus }?etit élément a. de manière à faire apparaître un 
1 

certain nombre de zéros, et en recornmançant la même opération sur les colon-

nes dont nous désignerons par b . le plus petit élément. Dans ces conditions, 
J 

l'expression : 

n 

I = L: 
i=l 

a. + 
1 

n 

L: b. 
j=l J 

constitue une borne inférieure du coût de l'ensemble des circuits harnil to­

niens. Pour construire une bonne solution, nous avons tout intérêt à sélec­

tionner le plus grand nombre de zéros dans la matrice ainsi transfonnée. 
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Partant de là, IIDntrons cam:rent on peut évaluer la borne inférieu­

re <t' un sous-ensemble de solutions. Nous avons vu qu • un tel sous-ensemble 

est défini par un certain nombre d'arcs retenus et rejetés. Plaçons nous 

en un noeud de l'arborescence et examinons la candidature d • un nouvel arc 

(k,l). Deux noeuds sont créés 

- Noeud 1 : l'arc (k,l) est retenu ; pour toutes les solutions appartenant 

au nouveau sous-enserrble ainsi créé sont désormais interdites les sélec­

tions d'arcs commençant à la ville kou aboutissant à la ville 1. Dans 

la matrice représentative, cela veut dire qu'il faut .. barrer .. la ligne k 

et la colonne 1 : pratiquement on affecte aux élém:mts correspondants des 

coûts infinis. En outre, il y a encore un autre arc dont la sélection 

n • est plus possible. Deux cas sont à envisager : 

. ou bien l'arc (k,l)ne constitue par une chaîne avec les arcs déjà sélec­

tionnés. L'arc interdit est alors (l,k) 

. ou bien l'arc (k, 1) fo:rme une chaîne avec les arcs déjà retenus. L • arc 

interdit dépend alors de ces derniers. 

ExerrFle 

Supposons que les arcs (2,4), (5,7) et (4,3) aient été re­

tenus. Ils constituent deux chaînes : 

2-4-3 et 5-7 

- si l'arc (6,1) est retenu, il ne forme aucune chaîne avec les 

précédents et l'arc interdit est ( 1, 6) • 

-si l'arc (3,6) est retenu, il y a création d'une chaîne 

2-4-3-6 

et l'arc interdit est (6,2) 

- si l'arc ( 7, 2) est retenu, l'arc interdit et détenniné par la 

chaîne : 

5-7-2-4-3 

c'est donc (3,5). 
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Une fois que nous avons supprimé dans la matrice tous les arcs 

dont le choix est rendu impossible par celui de (k,l), il faut faire ap­

paraître, s'il y a lieu, des zéros dans la nouvelle matrice réduite. la 

borne inférieure relative au noeud est alors égale à la somme de tous les 

nombres qui ont été soustraits aux lignes et aux colonnes. Il ne reste plus 

qu'à renouveler l'opération sur une matrice dont le rang a diminué d'une 

uni té. Il peut arriver que dans une ligne ou une colonne non barrée tous 

les coûts soient infinis. Le sous-ensemble relatif au somœt associé est 

vide et sa borne inférieure est mise à l'infini. 

- noeud 2 : l'arc (k,l) est rejeté ; on interdit sa sélection ultérieure 

en lui affectant un coût infini. On fait apparaître de nouveaux zéros dans 

la ligne et/ou sa colonne si nécessaire, et on calcule la borne inférieure 

correspondante. Le rang de la matrice demeure inchangé. 

L'ordre dans lequel les arcs sont examinés influe fortement sur la 

rapidité de convergence de l'algorithme. L'arbre étant exploré dans le sens 

de la profondeur, on a tout intérêt à choisir les arcs de coût nul dans la 

matrice réduite dont la non sélection serait la plus coûteuse. L'heuristique 

de choix des arcs consiste à attribuer un poids à chacun des zéros de la ma­

trice en lui affectant la SOitiTe des plus petits élérœnts de leur ligne et de 

leur colonne (non conpris le zéro considéré). 

Ce poids représente l'élévation minimale de la borne inférieure con­

sécutive à leur non-sélection. Le zéro choisi est celui dont le poids est le 

plus grand. 

la valeur de la borne produite par cet algorithme est supérieure à 

celle que fournit la :rréthode de calcul sur les coûts réels pour des sous-en­

sembles identiques ; elle est donc plus efficace. Cependant, son t.errps d'ob­

tention est beaucoup plus élevé puisqu'il faut effectuer, pour chaque sélec­

tion d'arc, un certain nombre de manipulatiorB sur les lignes et les colonnes 

de la matrice. De plus, la :rréthode de LITI'LE, très performante par rapport 

aux autres lorsque la natrice est non sym§trique, l'est beaucoup rroins dans 

le cas contraire car la sym§trie n'apporte aucune sirrplification notable. 
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l • 3. EVAIDATICN DES PERFORMANCES. 

les tests ont été effectués sur les problèmes de voyageur à 33 , 42 

et 57 variables. Dans aucun cas la recherche en arbre n'a pu aller jusqu'à son 

tenœ. On a donc relevé le coût standard à des ir:t·ervalles de terrps réguliers 

pour pouvoir carp3.rer les méthodes entre elles. 

33 VILLES 

~ uf. 5" 10" 15" 1 , 5, 10, 
eA 

COUTS REELS 12585 12234 11666 11666 11467- 11308 
COUTS TRANSFORMES 11322 10989 10989 10989 10989 10989 
LITTLE - - 13014 13014 12847- 12847-

42 VILLES 

~ 10" 15" 30" 1 1 5' 10, 

~ 

ul 

COUTS REELS 97-3 891 891 835 819 819 
COUTS TRANSFORMES 7-24 7-01 7-01 7-01 7-01 7-01 
LITTLE - - 87-1 7-7-9 7-7-9 7-7-9 

57- VILLES 

~ 20" 25" 30" 1 , 30" 5, 10, 
u1. 

M 

COUTS REELS 14583 14583 14228 14228 14228 14228 
COUTS TRANSFORMES 14136 14136 14084 13990 13814 13802 
LITTLE - - - 13727- 13655 13655 
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De l'examen de ces tableaux il résulte que 

- La qualité de la solution standard dépend principalement de celle de la pre­

mière solution détectée. Ceci résulte du fait que le parcours de l'arbre est 

effectué en préordre et que donc çn cherche à améliorer cette solution par subs­

titution de ses derniers arcs sélectionnés. le temps de calcul étant limité, il 

n'est pas possible de remonter très haut dans l'arbre. L'importance des premiers 

arcs sélectionnés est alors considérable puisqu'ils participent à toutes les 

solutions. A cet égard on constate que si les deux algorithmes travaillant sur 

les coûts réels, à savoir le premier et le troisième, donnent des résultats sen­

siblement équivalents, la recherche sur les coûts transformés paraît beaucoup 

plus efficace. En particulier on peut constater que la deuxième méthode dont la 

procédure de calcul est identique à celle de la première, a toujours donné des 

résultats meilleurs que cette dernière. 

- Il est possible de rm.ù ti plier les coupures dans l'arbre en initialisant le coût 

standard à une valeur finie : les coupures sont en effet d'autant plus nombreu­

ses que le coût initial est proche de l'optimal. On est alors certain de n'obte­

nir que des solutions de coût inférieur à celui -ci. C'est pourquoi dans la pra­

tique les algori t:hlœs de recherche en arbre sont couplés à des heuristiques d' ini­

tialisation (par exemple, méthode de KARG pour les problèrœs de voyageur). 

Il est difficile de caractériser la rapidité des algorithmes proposés 

dans la mesure où ils n'ont pu aller jusqu'à leur terme. Quoiqu'il en soit~ le 

temps d'une recherche en arbre varie toujours exponentiellement avec le nombre 

n de variables. Il est de l'ordre de 

- quelques secondes pour n = 10 

- quelques minutes pour n = 20 

On peut s'attendre à ce, que ce temps soit approximativement rm.ùtiplié par 10 cha­

que fois que le nombre de variables augmente de 10 unités. 

En ce qui concerne les deux premières méthodes testées, les temps 

annoncés incluent celui qui est nécessaire pour procéder au tri des arcs dans 

l'ordre de leurs coûts (réels ou transformés) croissants. le nanbre d'arcs à 

trier est n (~-1 ) et la méthode utilisée est le tri par clés (radix sort) . Sa 

durée est donc proportionnelle à n2 x rn, où rn est le nombre :ma.x.irrn.Jrn de chiffres 

à trier. 
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On peut ensuite caractériser le temps d'obtention de la première 

solution une fois que le tri est réalisé.Dans la plage des valeurs de n consi­

dérées, ce temps est proportionnel à n2• L'évaluation des coefficients de pro­

portionnalité donne : 

-4 2 Temps de tri~ l3.10 n rn 
-4 2 Temps d'obtention de la première solution~ 7.10 n 

(algorithmes! et 2) 

Pour l'algorithme de LITI'LE, la première solution est trouvée en un 

temps proportionnel à n 3 qui peut être approché par 

-4 3 Temps d'obtention de la première solution ~ 4.10 n 

(algorithme de LITl'LE) 

Si on admet que le temps d'obtention de la première solution carac­

térise la rapidité du parcours de l'arbre, les deux premiers algorithmes l'empor­

tmt sur celui de LITI'LE. Cependant les bornes calculées par ce dernier sont plus 

fines ce qui a pour conséquence de rrul ti plier les coupures et donc de· diminuer 

la taille de l'arbre à explorer. Dans ces conditions est-il préférable de par­

courir lentement un arbre réduit ou rapidement un arbre i.rrp:)rtant ? Il y a là 

un compromis difficile à réaliser. Lorsque la IIlël.trice des distances est non sy­

métrique, l'algorithme de LITI'LE est en général plus perfo.:rmant. Dans le cas con­

traire, il en va autrement car la symétrie n'apporte aucune simplification nota­

ble à cette méthode alors qu'elle permet pour les deux premières de diviser par 

deux le nombre d'arcs candidats et de simplifier considérablement les critères 

de compatibilité. 

Notons enfin gue la rapidité de la recherche peut être améliorée par 

une transformation simple gui fait intervenir la notion d'écartement : si p .. lJ 
est le coût de l'arc (i,j), son écartement e .. par rapport au sommet k s'écrit 

lJ 
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Le long d'un circuit hamiltonien 

- Lp .. 
lJ 

Les deux premiers te:qnes du rœmbre de droite sont constants. I.a. re­

cherche du minimum de la scmne des p. . est donc équivalente à celle du rrax:i.Jnum lJ 
de la SOitlte des écartements. Cette transfonnation est intéressante car tous les 

eik et ~j sont nuls et le nombre d'arcs à sélectionner n'est plus que n-2. Le 

gain en terrps est de l'ordre de 10 % pour les problèmes traités. 

2 - METHODE DES DISTANCES. 

I.a. méthode des distances a été utilisée (cf [ 9 J , [ 16 J). pour résoudre 

les problèmes de voyageur. I.a. différence essentielle avec les méthodes de recher­

che en arbre réside dans la définition du sous-ensemble des solutions réalisables 

à explorer dans laquelle intervient une notion de voisinage et donc de distance. 

Cependant, aucune étude de convergence n'en a été faite. De plus, cet­

te méthode nous semble être suffisa:rrrœnt générale pour pouvoir être appliquée à 

une classe plus étendue de problèmes canbinatoires. 

2.1. - PRJNCIPE. 

I.a. mise en oeuvre de l'algorithme nécessite qu'on se donne une solution 

standard initiale x dont le coût est noté C(x). 

Nous définissons dans l'espaceS des solutions réalisables une distan­

ce D qui est une application de S x S dans l'ensemble des entiers de telle sor­

te qu'elle soit bornée supérieurement. Le choix de cette distance peut varier sui­

vant les problèmes à traiter cornœ nous le verrons dans les applications. Pour 

l'instant, on se contente de supposer qu'une telle distance existe. 

Une solution réalisable x est alors dite r-optirnale s'il n'existe pas 

x' tel que : 

C (x') < C (x) 

D (x', x) ::;; r 
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Autrerœnt dit, x est la rreilleure des solutions contenues dans la 

boule de centre x et de rayon r notée B(x,r). 

L'algorithrre, qui consiste à trouver une suite de solutions réalisa­

bles x0 ,x1 , ...•• ,xp telle que C(xp) < C(xp_1) < ... <C(x0) peut s'écrire ainsi : 

ETAPEl 

ETAPE 2 

ETAPE3 

Vé.btd 

x+- x
0 

solution quelconque. 

r +- l 

Soit y tel que C(y) = minimum C(t), t (: B(x,r) 

Si y ~ x ai.oM y +- x ai1..e.Jt à Etape 2 , 

.6inon .6i r < R ai.oM r +- r+ l a.Lte.Jt à Etape 3, 

.6inon Mn. 

Partant d'une solution quelconque x
0

, la rethode procède à une énumé­

ration des solutions réalisables dans une boule centrée sur x0 et de rayon r. La 

rreilleure de ces solutions, si son coût est inférieur à celui de x0 , est retenue 

pour être le centre d'une nouvelle boule d'exploration. 
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Si on ntimposait pas de limite R à r, on serait conduit à énumérer 

toutes les solutions réalisables du problème. En effet, si r devient suffisamr 

rœnt grand, la solution optimale x* se trouve à coup sûr dans une boule de ra­

yon r, quel que soit son centre. Ceci résulte du fait que la distance donnée est 

bornée supérieurement sur N. Dans la rresure où r a une limite R, la solution trou­

vée n'est que R-optimale. Le problème est de savoir dans quelle condition elle 

constitue l'optimum absolu. 

2 • 2 • CONVERGENCE. 

Supp:>sons que nous soyons capables de trouver une distance sur 52 qui, 

outre les propriétés déjà énoncées, soit telle qu'il existe une régression liné­

aire significative entre : 

* * d (x) = D (x, x ) et c (x) = C (x) - C (x ) 

On peut alors énoncer le théorème 

THEOREME. 

Si_ x.k u.:t .te. ki_ème. ilêJtê de. .t' a.tgo.!U..:thme. .6i.:tuê à u.ne. CÜ.6.:tan.c.e. h de. 
* x. , a.toM i.t e.U.6.:te. ].1>0, c.on6:ta.n.:te. ùLdêpe.n.dan..:te. de. k, .:te..t.te. qu.e. .ta. p!tobabili-

.:tê de. .6 .:tat.i..o nne.Jt en x.k .6 oU in 6ê_Jtie.u.Jte. à 

R 

n (_L) 
t=l t2 

card(At) 

OÙ * At = B (~ 1 R) n B (x ,h-t) 

PREUVE. 

La régression supposée permet d'écrire 

c(x) = a d(x) + z 

où z est une variable aléatoire de moyenne c - ad. 

On peut égalerrent écrire : 

c (x) = c + a (d (x) - d) + E: 
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où E est le résidu linéaire non corrélé, dont 1 'espérance est nulle et dont la 

variance est donnée par 

2 2 2 2 
cr (E) = cr (z) = (1-p ) cr (c) 

si p désigne le coefficient de corrélation. 

On a égalerrent 

cr (c) 
a = P 

cr (d) 

* I.e coût de la solution ~, si tuée à une distance h de x , peut se 

rrettre sous la fonre : 

Panni les solutions explorées dans B(~,R), il s'en trouve un cer­

tain narrbre dont les distances à x* sont h-l, h-2, ... , h-t, •.• , h-R. 

s'écrit 

Soit y. t une solution si tuée à une distance h-t de 
~ 

t C(y. ) = a(h-t) + z. 
~ ~ 

"' 

* x. Son coût 

t 
~ est stationnaire si C (yi ) > C (~) qœls que soient i et t. Or 

L'inégalité de TCHEBICHEFF donne 

Si on pose l.l = 2 cr2 (d}, cette expression devient 

La stationnari té n'est réalisée qœ si toutes les solutions y. t sont 
~ 

rroins bonnes qœ ~. La prd:labili té cherchée est donc bornée par : 
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OÙ 

* At = B(~, R) n B(x , h-t) 

Remarque 

Cette limite est très grossière. Elle n'offre que peu d'intérêt pra­

tique dans la mesure où même si la corrélation est forte, elle est supérieure 

à 1. Si on désire calculer une probabilité de stationnarité plus fine, il faut 

évaluer P{ z
0

- zi > at} autrement que par l'inégalité de 'ICHEBICHEFF, en cons­

truisant la loi de répartition de z - z .. Pour des valeurs du coefficient de 
0 1. 

corrélation proches de 1, il paraît tout à fait justifié d'assimiler z à une 

variable aléatoire gaussienne. Dans ces conditions, si w désigne une variable 

aléatoire gaussienne centrée réduite : 

P {z - z. > a t} = P { w > 
0 1. 

p t } 
cr (d) 

Une autre difficulté vient du fait qu'il est souvent impossible d'éva­

luer correctement card (At) ; tout au plus peut on en trouver une borne infé­

rieure. 

Le résultat important est que la probabilité de convergence vers l'op­

timum, c'est-à-dire de non stationnarité,est d'autant plus élevée que la corré­

lation est plus forte et que la variance de la distance est plus faible. 

2. 3. APPLICATICN AUX PROBLEMES D 1 ORI:X::NNANCEMENT. 

L • utilisation de la méthode précédente irrplique le choix d • une distan­

ce bornée sur l'espace des solutions réalisables et dont la corrélation avec 

les coûts soit significative. Ce choix dépend de la nature du problèrœ à trai­

ter. Ceux que nous avons abordés sont de type nIl pour lesquels une solution 

réalisable est notée : 

x = (i - i - i -
1 2 3 

- i ) 
n 
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I.Drsque le critère fait intervenir la notion de retard, une bonne 

distance entre deux solutions consiste à prendre le nombre minimal ·de per­

Imltations d'éléments voisins ik - ~+ 1 qui perrœt de passer de l'une à l'au­

tre. Pour le problème de voyageur, nous avons choisi le nombre d'arcs non com­

Iffilns. 

priétés 

Exerrpl~ 

Si n = 8 et si x, y et z représentent les circuits suivants 

x= (1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8) 

y= (1 - 3 - 2 6 8 - 7 - 5 - 4) 

z = (1 - 3 - 2 - 6 - 7 - 8 - 5 - 4) 

Les distances qui les séparent, en supposant la rratrice symétrique, 

sont données par : 

D(x, y) = 5 

D(x, z) = 4 

D (y, z) = 2 

On vérifie facilement que la distance ainsi définie possède les pro-

1 - D(x,x) = 0 

2 - D(x,y) = D(y,x) 

3 - D(x,y) + D(y,z) 2 D(x,z) 

En outre, elle est bornée supérieurement sur l'espace des solutions 

par le nombre d'arcs du circuit, c'est-à-dire par le nombre n de villes. Il 

faut enfin vérifier que la corrélation coût-distance est significative. Le 

coefficient a été calculé pour les trois problèmes testés sur un échantillon 

de 5000 solutions réalisables. Sa valeur a toujours été supérieure à 0,9. Le 

graphique ci -après donne l'allure du nuage de points représentatifs de l' échan­

tillon rapporté à un plan coût-distance pour n=57. 

I.Drsque la rratrice est symétrique, la plus petite distance entre deux 

solutions différentes est égale à 2. Le nombre de solutions ayant exactement 

deux arcs non cœmuns avec le centre de la boule d'exploration est n (~-3) . Le 
n (n-4) (2n-7) nombre de celles qui en ont trois est 3 . Elles sont générées par in-

version et insertion. 



COUTS 

50000 

45000 

40000 

35000 

30000 

25000 

20000 

15000 

10000 

5000 

• • 

- 68 -

COEFFICIENT" VE CORRELATION = 0, 936 2 
---------------------------~-------

. 
* . . . 
• . . . . . . . ., ... ,. . 

.. .. 
.. 

.. 

• .. .. .. 

• .. . 

• • • « • . . ' . . . . . . . . 

• 

. . .. . . . il .. tr .. ........ 
• • • .. .. s .. • 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ • • ~ ~ ~ « 
• • • .. f. .. .. 

• .. .. .. ... iL .. .. .. .. . . . .. .. ... ... ,. . 
• il • • • • • .,. .. • • • 

• • tl il • .. .. • • • • • 

« • .. .. .. .. .. • .. .. .. ~ .. 
.: .. . . . . .. .. .. .. 

• ~ • il • • il « • • • 
.. • .. 4 .. .. .. • .. • .. • 

~ . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . ~ ~ ~ .. . .. .. . .. .. .. .. . . .. . . 
.,. .. . . .. .. . .. .. .. .. . .. 
.. .. ... ill ...... « ........ . . .. .. .. .. . .. . .. . 

.. tr • .. • .. .. tr • .. .. 
.. .. .. .. • .. • .. .. « .. .. .. .. 

.. .. ... .. .. c .. • .. .. 
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. tr • • • 

.. • • .. .. « • .. .. .. • • .. .. « 
~ . .. . .. .. . . . . . .. . .. . .. . .. . .. .. .. .. 

.. .. • .. • .. • .. • • • .. .. • « 

.. .. .. .. .. • .. .. • • • •• tr .. 
• • .. .. .... tl • .. .. .. ........ .. .. .. .. .,. .. .. .. .. .. .. . .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. . . . .. . .. .. .. .. .. .. .. 

• • .. • • ... • .. • .. • .. • « 
.. • ... .. • .. .. • .. ... tr .. 

.. .. .. .. .. .. .. tr • .. « 
.. .. .. .. .. .. .. .. .. tr • 

.. .. .. .. ~ .. • .. .. • il .. . .. .. .. .. .. .. .. .. . . .. .. .. .. . . . .. . . . .. .. .. .. .. .. .. .. . .. . .. . .. .. ' .. . .. . 
~ ~ ~ . ~ ~ ~ ~ . .. .. . . . . .. . .. .. .. . .. .. .. . .. . 

• • • .. .. .. tr « « • 
4 .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ~ • • ~ ~ . ~ ~ . ~ . ~ . ~ ~ ~ ~ . . 

~ . . ~ . ~ . . . . . . . . .. ... .. . ......... 
• • • « J • .. « ~ 

.. .. . . .. 
• ... • .. • ~ .. 4 • • ~ • ~ .. . . .. .. . . . . . . . .. . . .. . . . ' . . . 

.. .. • .. • « • • .. .. .. 
.. • • • • .. • .. • .. • « ... • • • . .. . . .. . . .. .. .. .. . .. . ... 

• ... .. • ... ~ • « ... ... • ~ • . .. ... .. ~ . .. .. .. . . .. . .. ... 
• 

~ • • • , • « • • • ~ • .. • • .. .... 
... .. .. . ... . .. .. .. . .. .. .. . .. . .. . • * .. .. « * 

... .. .. if ... .. .. .. 
• .. .. « • • .. .. 
.. • ... tl .. 

.. .. . .. .. 
" 

.. 

• .. .. .. .. . .. . . . . .. 
• .. « .. .. ... .. .. « « .. .. « • .. .. .. .. .. .. . .. .. . .. . .. .. .. .. ... ... .. . .. ... . . .. .. 
« .. .. .. • .. « .. • • • • .. 
.. • .. .. • .. ... .. • « « .. • .. .. . . .. .. ... .. .. . . ... .. .. .. .. . . ~ . . .. ... 

.. 

.. .. 
• 

.. .. • . .. 
" .. .. .. 

• .. « ... .. • « • .. .. . ... ... . . .. .. .. .. .. .. .. . ... .. .. " . .. .. .. . .. .. .. " .. .. . .. .. 
• • 

.. « .. 
.. • « • • • 

.. .. .. 
* .. " .. . .. .. 

.. ... 
• • .. . . . .. .. .. .. . . .. . .. .. .. .. .. . .. . .. .. ... 

. .... . ... .. .. .. .. ... . ., .. .. . . .. . . . .. ... ..... .. .. .. 

. . . . . .. . ... 
• .. .. .. • .. 1t . . . .. .. .. ... .. .. . . .. .. 

• .. .. • « • ... ... .. .. .. .. 
.. .. « « .. • • 

• 

-= • .. .. .. .. .. .. .. 
• • 4 • • • • • .. • • 

• « • .. .. .. • ~ « • 

.. 
• 

.. 
• 

5 

.. .. • « • • • . . ~ ~ ~ . . 
.. • tl • .. .. 

..... 11 .,. .. 

• • tl • • • • • • 
tl • • .. 
.. tl .... .. .. .. . ... . 
.. 
• 

• « 

• 

10 

• 

15 20 25 30 35 40 45 50 

VIS TANCES 



- 69 -

Si - ij-1 -[ ij - ij+l ••• ik-1 - ~ ~- ~+1 - •.•. - ln) 

désigne le centre de la boule, les solutions qui en sont à une distance 

égale à 2 sont de la forme : 

- ij-1 -[_1_·k_-_~_-_l_-___ -_i_j+_l_-_i_j.l- ik+l - - i 
n 

elles sont obtenues par inversion de la chaîne ij - ••• - ik. Une solution 2-

optirnale est donc stable par rapport à l'inversion. 

Les solutions distantes de 3 du centre sont données par la formule 

générale: 

i ) 
n 

Les trois solutions générées à partir de cette dernière par inversion 

des chaînes (ij - .•. - ik), (i1 - ••. - ij_1), (ik+l - .•• -in) appartiennent éga­

lement à la boule de rayon 3. Une solution 3-optimale est donc stable par rap­

port à l'insertion et l' inversion. 

Compte tenu du temps nécessaire à la génération de ces solutions,qui 

est en première approximation proportionnel à leur nombre, nous n'avons pas 

envisagé d'explorer des boules dont le rayon soit supérieur à 3. 

2. 4. - EVAWATICN DES PERFORMANCES. 

L'algorithme qui a été programmé diffère légèrement de celui qui a été 

présenté au paragraphe 2 .1, en ce sens que le recentrage de la boule s' effec­

tue non pas sur la meilleure des solutions qui y sont inclUSES mais sur la pre­

mière solution détectée de coût inférieur à celui du centre. En outre, on a 

fait en sorte que les insertions ou les inversions qui ne conduisaient pas à 

une diminution du coût ne soient pas générées plusieurs fois de suite. 
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Les performances de l'algorithme ainsi défini ont été,-dans un pre-

mier terrps, testées sur des matrices aléatoires symétriques, dont les ordres "' 

sont canpris entre 10 et 30. Pour chacune d'elles,on a effectué lOO essais à 

partir d'initialisations aléatoirement indépendantes avec R=2 puis R=3, afin 

d'évaluer le temps d'exploration des boules et une probabilité empirique de 

convergence vers l'optimum . Si l'on désigne par p
2 

la probabilité pour qu'une 

solution 2-optimale soit l'optimum absolu, par T2 le temps en secondes néces­

saire pour trouver cette solution, par p3 et T3 les mêmes grandeurs lorsque 

R=3, les essais ont donné les résultats suivants : 

~ 10 15 20 25 30 

Pz 0,32 0,24 0,10 0,02 0,02 

p3 1 '00 0,86 0,37 0,38 0,30 

Les probabilitésde convergence vers la solution optimale peuvent 

être approchées par les formules 

1 
400 

p2 "" 7 

1 
10 

p3 "" n 

En plus des essais précédents pour lesquels ont été calculéesles 

rroyennes des temps de calcul, on a appliqué une fois l'algorithme sur des ma­

trices dont le rang est canpris entre 35 et 55. 
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10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 

0115 0140 0184 1124 2 1 11 2145 3, J7 4,89 4185 101 10 

0151 3,08 8173 10,67 39164 60,56 98,97 180115 247187 2 61 '04 

on a alors 

Les temps de mise en oeuvre de l'algorithme étant assez courts, on 

peut se permettre de l'itérer un certain nombre de fois avec des solutions ini­

tiales différentes. Si k est le nombre d'itérations, la probabilité de trouver 

la solution optimale devient : 

En un temps de calcul 

T=kT 
R 

pR et TR désignent respectivement la probabilité de succès et le temps 

de calcul associés à la distance maximale R. 

Dans ces conditions, pour une probabilité de succès désirée, les cal­

culs sont plus rapides avec R = 3. 
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Une série de tests a été réalisée sur les problèmes de voyageur à 33 

et 42 variables afin de vérifier l'exactitude des calculs précédents. Pour cha­

cun d'eux, on indique le nombre n de variables du problème, le rayon rnax.iinëll R 

d'exploration, le nombre k d'itérations, la probabilité de succès p à laquelle 

on peut s'attendre, et le temps de calcul T, ces deux dernières grandeurs étant 

évaluées à l'aide des formules que nous avons établies : 

11 R lz p T 

33 2 100 0,68 240 

33 3 6 0,98 310 

42 2 50 0,24 795 

42 3 3 0,56 350 

Pour chacun de ces quatre problèmes, on a effectué 10 essais afinde 

comparer les fréquences de succès observées f aux probabilités qui ont été 

calculées. On a également mentionné les valeurs minima.les et rnax.iinëtles des 

coûts de ces 10 solutions. 

11 R MINIMUM MAXIMUM n 

33 2 10861 70925 0,9 

33 3 10861 10861 1 '0 

42 2 699 705 0,4 

42 3 699 713 0,5 
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Les valeurs de f sont donc très proches de celles de p. En outre, 

les coûts des solutions les plus Inëtuvaises sont voisins du coo.t optiinëtl, ce 

qui signifie que même si l'algorithme n'est itéré qu'une fois, on est certain 

d'obtenir un résultat très satisfaisant. 

Une variante de la méthode consiste à fournir cornue centre de la 

boule initiale non plus une solution aléatoire, mais celle qui est fournie par 

l'heuristique de KARG. Aucune modification sensible des performances n'a été 

constatée, :mêrre en ce qui concerne les temps de calcul : à partir d'une "mauvai­

se" initialisation, l'algorithme des distances fournit extrèrnerœnt rapidement 

une solution comparable à celle qui est produite par cette heuristique. En effet, 

la probabilité de stationnarité varie exponentiellement avec card (At) dont la 

valeur est grande lorsque la solution initiale est éloignée de l'optiinëtle : la 

moindre inversion ou insertion permet de s'en approcher et donc d'améliorer le 

coût. Au fur et à mesure gu 'on tend vers 1 'optimum, card (At) diminue, la rapi­

dité de la convergence également,jusqu'à ce qu'elle s'annule lorsqu'on atteint 

la solution R-optiinëtle. On peut enfin rerrarguer que les performances sont très 

supérieures à celles des méthodes de recherche en arbre ; ceci s 'explique par le 

fait qu'un échantillon beaucoup plus varié de solutions réalisables a été parcou­

ru : alors que dans un cas ces solutions sont très semblables puisque seuls les 

derniers arcs retenus diffèrent, la notion de voisinage permet d'effectuer des 

substitutiorsà tous les niveaux. 

3 - INTERET DE CES METHODES, 

L'intérêt essentiel de ces méthodes, par rapport aux heuristiques non 

convergentes,réside dans la qualité de la solution fournie. Initialisées aléatoi­

rement, elles sont en général plus performantes qu'une heuristique très appropriée, 

et n'ont en tous cas janais fourni de mauvais résultats. La possibilité de les 

initialiser en les couplant à cette heuristique assure qu'elles sont toujours au 

rroins aussi efficaces~ 

Elles présentent également l'intérêt d'être beaucoup plus générales 

dans leur principe : les di vers algorithmes de recherche en arbre ne diffèrent 

essentiellement que par le rrode de calcul des bornes, les méthodes des distan­

ces que par la définition d'une distance adaptée au problème à résoudre. 
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Leur seul défaut pourrait résider dans la longueur du temps nécessai­

re à leur mise en oeuvre. En fait, cet inconvénient n'existe pas : la première 

solution standard est en effet atteinte très rapidemen~toujours au moins aussi 

vite que par une heuristique non convergente puisqu'elle peut être fournie par 

cette dernière ; l'algorithme peut être arrêté arbitrairement quand on le dési­

re, la solution standard du II'Oiœllt constituant la réponse cherchée. De ce fait, 

la longueur de la procédure est plutôt un avantage puisqu'elle permet d'exploi­

ter pleinement le temps de calcul alloué. 
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CHAPITRE 4 

L E S H E U R 1 S T 1 Q U E S D' A P P R E N T 1 S S A G E 
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C H A P I T R E IV 

LES HEURISTIQUES D'APPRENTISSAGE 

Le terme d'apprentissage englobe toutes les méthodes dans lesquelles 

les résultats d'expériences passées sont utilisés pour élaborer une solution du 

problèrœ. 

l.Drsqu' il est confronté à une situation totalement inconnue, 1 'être 

h'l.IDlain détermine son comporterœnt au hasard, et il enregistre les conséquences 

de ses décisions dans sa mémoire. I.Drsqu'un problème identique ou similaire se 

présente par la suite, il cherchera à évaluer la portée d'une autre décision 

possible. Si celle-ci lui apporte des résultats plus satisfaisants que la pre­

mière qu'il avait envisagée,il aura naturellement tendance à la lui préférer cha­

que fois que 1 'occasion s'en présentera dans 1 'avenir. C'est ainsi gu' il acquiert 

petit à petit une "expérience" qui lui dicte instinctivement la ou les conduites 

à tenir en face de chaque situation. Cette expérience n'est pas figée ; elle peut 

toujours être enrichie et complétée par 1' étude des décisions qui avaient été écar­

tées jusque là. 

L'apport essentiel de l'informatique dans ce domaine réside en ce que 

les décisions peuvent être simulées, et donc que 1' expérience peut être acquise 

très rapiderœnt. Les premiers chercheurs à s'être intéréssés à ce problème sont 

ceux qui ont voulu apprendre à 1 'ordinateur à jouer aux dominos,darœs, etc ... 

SAMUEL [14] en particulier a tenté d'implérrenter sur machine le jeu d'échec. 

Une méthode de résolution classique, lorsque l'ordinateur doit déci­

der d'un coup à jouer, pour une disposition des pièces sur 1 'échiquier donnée, 

consiste à envisager toutes les stratégies possibles et à . choisir la rœilleure 

d'entre elles. A cette fin, il effectue une recherche en arbre. 
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les niveaux impairs concernent les coups jouables par 1 'ordinateur. 

-les niveaux pairs concernent toutes les ripostes possibles de l'adversaire. 

En principe, il faudrait développer 1 'arborescence suffisamœnt pro­

fondérœnt pour aboutir à des feuilles terminales, c • est-à-dire des si tuatiors 

où la partie est nulle, gagnée ou perdue pour 1 'un des deux partenaires. Cette 

recherche est bien évidemment impossible à réaliser carnplètement car le pro­

blème devient rapidement très canbinatoire : .rœrœ si le nanbre de pièces est 

assez réduit, chacune d' ellespossède en général un norribre de degrés de liberté 

important, ce qui multiplie à l'infini les possibilités. Elle est d'autant plus 

impraticable que le règlement du jeu prévoit un délai de réflexion limité avant 

chaque coup. La solution qui a été adoptée consiste à réduire la taille de 1 'ar­

bre de recherche en ne poussant pas 1' exploration jusqu • aux feuilles terminales. 

Dans un premier temps, on a détecté par apprentissage des situations-types rela­

tivement simples qui aboutissent à terme au succès de l'un ou l'autre des jou­

eurs. Par la sui te, ces .rœrœs méthodes ont permis d'affecter à des situations 

plus cœplexes une "note", plus ou rroins bonne suivant qu • elles sont par expé­

rience favorables ou non, qui dépend des valeurs prises par un certain nanbre 

de pararœtres caractéristiques. 

Les heuristiques d'apprentissage diffèrent les unes des autres par la 

notion de situation, et par la manière dont est évaluée la portée d'une décision. 

La principale difficulté réside en ce gu • il est en général peu corrm:::xle de carac­

tériser les situations et donc de définir leur similarité ou leur dissemblance. 

Le plus souvent, ce problème est résolu par la construction d'une fonction d'une 

ou plusieurs variables qui penret de les regrouper en classes d'équivalence. Le 

tout est de savoir quelles sont les variables influentes ; ce ne sont pas tou­

jours les plus irrmédiates. 

Dans le dorraine de l'ordonnancement, nous distinguerons deux types 

d'apprentissage : 

1 - L'app~ent0~~age d~ méthod~ qui sera utilisé pour résoudre le problème d'a­

telier, dérive directement du précédent. Il consiste à apprendre quelle dé­

cision adopter face à une situation donnée. Pour effectuer ce choix, on dis­

pose d • un certain nombre de méthodes heuristiques parmi lesquelles il faudra 

en sélectionner une en chaque point de décision. Une solution réalisable est 

donc déterminée par une certaine canbinaison de ces heuristiques. Le problè­

:rœ est de trouver quelle est celle qui conduit au :rœilleur résultat. 
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2 - L' app!t.e.~.6age. du c.aJt.ac;téJc)/.dA.QUe.-6 diffère de celui des méthodes, en ce 

sens que les solutions réalisables sont construites à l'aide d'une seule 

heuristique. Nous avons vu dans les cha pi tres antérieurs que chaque fois 

que cela était possible, on itérait une méthode de résolution pour conser­

ver la meilleure des solutiqns de 1 'espace parcouru. Or on constate que 

très souvent ces solutions, sans être absol1.l!Tei1t équivalentes, possèdent des 

caractéristiques communes. On fait alors l'hypothèse que toute bonne solu­

tion doit les posséder. Il faut donc les extraire de l'échantillon construit 

c'est ce qui est réalisé par ce type d'apprentissage qui sera mis en oeuvre 

pour résoudre les problèmes de voyageur. 

1 - APPRENTISSAGE DES METHODES, 

1 • 1 • - PRINCIPE 

La construction d'une solution réalisable d'un problème est équivalente 

à la prise d'un nombre fini de décisions. Le problème est combinatoire lorsque les 

décisions possibles sont nombreuses. Il faut donc, à chaque fois que l'occasion 

s'en présente, effectuer un choix. Une manière simple de le réaliser consiste 

à utiliser systématiquement la rrêrre heuristique 

Exerrple : 

- Dans un premier terrps on pourra se contenter de prendre la décision 

la moins immédiatement coûteuse, la plus rentable à brève échéance. 

- Si on travaille à plus lon~ terme, d'autres critères de choix sont 

possi.l::>les, qui peuvent être contradictoires avec les précéde.i'lts. 

La solution ainsi construite est d'autant meilleure que l'heuristique 

est bien appropriée au problème traité. Or il est souvent impossible d'affirmer 

à priori que telle ou telle méthode sera plus performante que les autres. Il ar­

rive même que certaïnes d'entre elles,qui s'avèrent d'une manière générale effi­

caces, fournissent dans des cas particuliers des résultats décevants (voir à ce 

sujet l'étude des heuristiques non convergentes appliquées au problème d'atelier, 

Chapitre 2 § 13). On observe également que des critères de choix qui semblent 

au premier abord opposés,produisent des résultats de qualité comparable : ceci 

s'explique par le fait que chacun d'entre eux n'est adapté qu'à un nanbre lirni­

té de situations.Leur utilisation systématique, c'est-à-dire indépendgmne.nt de 

la situation devant laquelle on se trouve, fait qu'un certain nanbre de mauvaises 

décisions ont été prises. 
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Toutes ces raisons conduisent à penser qu'il serait préférable d' utili­

ser non plus une seule, rrais plusieurs heuristiques que l'on combinerait entre 

elles pour définir un ensemble de décisions cohérentes plus appropriées aux di­

verses situations qui peuvent se présenter. 

PROBLEME. 

Donnons-nous donc n heuristiques H1 , H2, ... , Hn et supposons que les 

situations possibles sont au nombre de rn ; nous ne chercherons pas à en donner 

une caractérisation précise car celle-ci dépend essentiellement de la nature 

du problème. Il s'agit de trouver l'heuristique H., i $ i $ n la plus efficace 
l 

dans la situation j, 1 $ j $ m. 

METHOVE. 

Cette recherche est effectuée par apprentissage : on associe à chacu­

ne de ces situations un vecteur probabilité p. à n co:rrposantes ; p. (i) est la 
J J 

probabilité que l'heuristique H. soit la plus adaptée à la situation j. 
l 

Ini tialerrent, nous ne savons pas laquelle est la meilleure ; nous au­

rons donc : 

l 
=-

n 
l $ i $ n 

1 $ j s n 

Le problème sera résolu lorsque pour tout j 

p. (k) = l 
J 

p. (i) = 0 
J 

~est alors l'heuristique cherchée. 

i té k 
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Avant de mettre en route la procédure qui permet de faire converger le sys­

tèrre de probabilité:; ainsi défini, il faut encore se donner une solution stan­

dard initiale. Ce pourra être par exemple la meilleure de celle:> auxquelles 

conduit l'application systématique de chacune des n heuristiques. L'acquisi­

tion de l'expérience peut alors être simulée: on procède au tirage de rn nom­

bres aléatoires x. comp!ris entre o et 1. L'heuristiaue sélectionnredans la si-J ~ 

tuation j est H. si 
]_ 

i-l 

L: 
k=l 

i 

P . (k) < x . < "" J - J LJ 
k=l 

p. (k) 
J 

Cette règle peut être interprétée graphiquement 

--------------------------- p1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

, 1 

1 
1 
1 
1 
1 H1 

---------------------------- 0 
x. 

j 
x 
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La connaissance des règles de prise de décision permet de construire 

la solution réalisable correspondante . Son coût est corrp.:rré à celui de la so­

lution standard ; deux cas peuvent se produire : 

- S'il est de rreilleure qualité, la dernière solution trouvée devient 

la nouvelle solution standard. On adrret que toutes les décisions pri­

ses ont eu des conséquences favorables : pour en tenir corrpte dans 

1' avenir, on augrrente la probabilité des heuristiques choisies d' nn 

incrérrent e ( 0 ::; e ::; 1) , et on d.i..rninue celle des autres de el . n-

- Si elle est rroins lx:>nne, on augrrente de e les probabilités de choix 

EI'APEl 

EI'APE2 

des règles qui ont contribué à la construction de 1 'ordonnancerœnt stan­

dard, et on diminue les autres de el n-

L' algori thrre peut donc être résumé de la manière sui vante 

Vébu;t 

p. (i) + 1 
J n 

1 ::; j ::; rn 

calculer le coût C de la solution standard initiale. 

Choisir aléatoirerrent nne heuristique de décision pour chaque 

situation. 

Calculer le coût C' de la solution à laquelle conduit 1 'utili­

sation de ces heuristiques. 

Si C' < C al.oM C + C' 

solution standard + dernière solution trouvée. 

Incrérrenter de e la probabilité de choix des heuristiques ayant 

fourni la solution standard, 

décrérœnter de ~ la probahili té de choix des autres heuris­n-1 
tiques. 

Si 3 k tel que p. (k) = 1 
J 

al.oM &f.n 

.ôinon a.lie.Jt à F.:tape 2. 
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1. 2. - ElUDE DE IA CCNVERGENCE. 

L'algorithrœ présenté est convergent. En effet, le coût des solutions 

est borné par le coût optimal et la sui te des coûts standards est rronotone. Ce­

ci a pour conséquence qu'au bout d'un nombre fini de simulations cette suite de­

vient stationnaire. En conséquence, les probabilités associées aux heuristiques 

qui ont déte.rminé la construction du dernier standard trouvé tendent vers 1 . 

La qualité des solutions apportées par cet algorithme et la rapidité 

de la convergence dépendent essentiellement de plusieurs facteurs : 

1 - ~~~!~~~~~-~~-~~~~-P~~~~~~ : elles sont en général en nombre limité, 

ceci pour des contraintes de temps de calcul, et leur combinaison ne per­

met que la génération d'un sous-ensemble limité de solutions réalisables. 

On a tout intérêt à n'en choisir que deux ou trois au maximum pa.rmi celles 

dont l'application systématique en chaque point de décision conduit aux 

meilleurs résultats. 

2 - ~~~'È-~~!~~t.i~l}-~~§_§!-t~~g~ : si elle n'est pas correctem:mt réalisée, 

on risque de trouver dans une même classe d'équivalence des situations diffé­

rentes pour lesquelles les heuristiques les plus adaptées ne sont pas néces­

sairerrent identiques. A la limite, cela veut dire qu'une décision prise aléa­

toirerrent a toutes chances de donner de bons résultats puisqu'elle est la meil­

leure pour au rroins un élément de la classe. Dans ces conditions, l' heuristi­

que vers laquelle on converge est celle qui a été la plus favorisée par le 

tirage aléatoire, alors qu'en principe elle ne devait pas dépendre de ce tira­

ge. 

3 - Valeur de l' incrérœnt : nous avons choisi de donner à e une valeur constante. 

Plus cette valeur est grande, plus la convergence est rapide, mais alors le 

sous-espace exploré est réduit et on a rroins de chances d'améliorer la solu­

tion standard. Il y a là encore un corrprornis qualité-temps de calcul à réali­

ser. De plus, rien n'interdit de faire varier cette valeur avec le terrps. Au 

cours des premières simulations, elle sera faible afin de permettre l'explora­

tion du voisinage du standard initial le plus vaste possible. Par la suite, on 

l'augmentera progressivement afin d'assurer une convergence rapide. 
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1. 3. - APPLICATION AUX PROBLEMES D' QRJ)(NNANCEMENT [ 11] 

La méthode d'apprentissage telle que nous l'avons décrite a été testée 

sur les problèrœs d'atelier. Les trois p::>ints que nous venons de soulever ont 

été résolus de la manière sui vante : 

1 - ti§JJt"iêti.®~-g~_ç]J.gg_ : 1' étude des méthodes de résolution non convergentes 

des problèrœs d'atelier a rrontré que l'on p::>uvai t faire une distinction en­

tre deux catégories d'heuristiques : d'une part celles qui favorisent les 

tâches courtes, d'autre part, celles qui privilégient les pièces dont les 

durées d'exécution sont les plus longues. On a pu égalenent constater que 

suivant les problèrœs, la rœilleure solution était détectée en appliquant 

tantôt les unes, tantôt les autres. Ceci peut s'expliquer par le fait gu' au 

début du processus d'ordonnancerœnt, on a en général intérêt à faire passer 

les pièces qui perrœttent d'alirœnter au plus vite l'ensemble des machines ; 

par la sui te, ce sont celles qui nécessitent le plus d'heures de travail qui 

doivent être choisies en priori té, afin de ne pas retarder leurs dates d' achè­

vement. Il paraît donc naturel de ne prendre en compte que deux critères de 

choix a~t à l'une et à l'autre de ces catégories. Dans la première 

d'entre elles, deux méthodes ont fourni des résultats comparables, ce sont 

CD et PR-D/TR. Dans la seconde, c'est LTR qui s'est rrontrée la plus effica­

ce. Nous avons donc essayé deux apprentissages à deux heuristiques de choix, 

1 'une faisant intervenir CD et LTR, 1' autre PR-D/TR et LTR. 

2 - 9l!"ê-9tê!"têê-t;!.QD-_9.!?ê_§;!.t-ge.t;!.9tlê : l_es situations de prise de décision sont 

celles où une pièce vient d'être tenninée sur une rrachine et où il faut donc 

de nouveau 1 'alirœnter. Les paramètres qui les caractérisent doivent donc 

tenir compte de la rrachine et des en-cours ; Ce p::>urraient être par exemple 

• La p::>sition de la rrachine (se trouve-t-elle toujours en début ou en fin de 

gamœ ?) 

. Son degré de saturation (peut-on se perrœttre des terrps rrorts ?) • 

. Le nombre et la nature des pièces en attente. 

. L'état d' avancenent de 1 'ensemble des travaux . 

. etc ... 

L'extraction des plus influents d'entre eux est un problèrœ 

délicat ; nous nous sornœs contentés d'une approche simple qui consiste 

à définir une situation par le numéro de la machine et par le rang de la 

décision qui doit être prise. Le nombre des situations différentes est 

donc égal à celui des p::>ints de décision, c•est-~~re -à celui des tâches 
à effectuer. 
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3 - y~~§~_~§-~~~~~~~t : elle est constante et égale à 0,0025 ce qui assu­

re la convergence en un terrps ma.xinal de l'ordre de 10 minutes. Les simu­

lations sont arrêtées,lorsque pour chaque situation l'une des probabilité 

est au rroins égale à 0, 9. Il est en effet inutile de les poursuivre puis­

gu • alors les coûts obtenus sont pratiguerrent tous égaux au dernier coût 

standard. 

1. 4. - EVALUATION DES PERFORMANCES. 

L'apprentissage 1 est réalisé sur les heuristiques CD et LTR, l'appren­

tissage 2 sur PR-D/TR et LTR. Chaque colonne des tableaux de résultats est re­

lativeà une amélioration de la solution standard gui est caractériséepar son 

coût, le numéro de la simulation gui l'a produite, et le terrps en secondes gui 

s • est écoulé depuis le début de la mise en oeuvre de 1 1 algori thrœ. La première 

de ces colonnes concerne le standard initial gui est construit par application 

systématique de la meilleure des deux heuristiques de la méthode en chaque point 

de décision, et la dernière définit le point de convergence. 

~ 6 x 6 
M 

COUT STANVARV 61 60 59 59 

APPRENTISSAGE I NUM~RO SIMULATIOf.. 0 5 8 174 

TEMPS 0,6 2' 1 3,0 52,8 

COUT ST ANVARJJ 61 60 59 59 
APPRENTISSAGE 2 

NUMERO SIMULATION 0 2 4 166 

TEMPS 0,6 1' 2 1 '8 50,4 
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~ 10 x 10 
M 

COUT STANVARV 7074 1055 7042 1030 70Z9 994 994 

APPRENTISSAGE I NUMERO SIMULATION 0 11 24 37 1 JO 181 520 

TEMPS 2,2 14,3 28,6 42,9 7 89, ~ ~01' ~ 574, 

COUT STANVARV 1077 1015 1073 984 984 
APPRENTISSAGE 2 NUMERO SIMULATION 0 48 104 706 370 

TEMPS 2,2 55,0 716, (; 718, ~ ~09, ~ 

~ 20 x 5 
M 

COUT STANVARV 1267 1248 1248 

APPRENTISSAGE 1 
NUMERO SIMULATION 0 136 430 

TEMPS 2,8 793,2 604,8 

. COUT ST ANVARV 7259 1257 1257 
APPRENTISSAGE 2 NUMERO SIMULATION 0 128 414 

TEMPS 2,8 180,0 582,4 
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~1tt~-g~-1~_§Q1~t~Q~~ 

Dans tous les cas, le standard initial a été amélioré. Les coûts aux­

quels on a alx:>uti sont tous inférieurs aux meilleurs de ceux qui avaient été four­

nis par les heuristiques non convergentes. On peut également constater que PJur 

un même problème, les solutions vers lesquelles on converge ne semblent pas dé­

pendre de l'apprentissage utilisé : les coûts sont très voisins et les terrps de 

calcul comparables. 

Il est bien certain que ces résultats auraient pu être améliorés par 

une rrùse en oeuvre plus fine de la procédure, notamrent en ce qui concerne la dé­

finition des situations et le choix des valeurs de e, ainsi que par une étude 

plus rigoureuse du meilleur système de probabilités initial. Nous avons simple­

ment voulu rrontrer cOIIIœnt l'apprentissage pennet,à partir d'heuristiques non 

convergentes ,de définir une méthode de résolution convergente qui ne peut qu'en 

améliorer les performances. 

~§mP§_~?-~?~guJ_ 

Les seuls temps auxquels on ait aisément accès sont ceux qui sont né­

cessaires à la réalisation d'une simulation. Ce sont respectivement 0,3 s -

1,1 s - 1,4 s :pJur les trois problèmes traités; il est à noter qu'ils sont légè­

rement inférieurs à ceux qui ont été produits au chapitre 2, car les durées d'en­

trée-sortie et d'initialisation sont :rœ.intenant réparties sur l'ensemble des simu­

lations. Quoiqu'il en soit, ils peuvent être approchés par les rrêrres expressions, 

au coefficient de pro:pJrtionnalité près. 

I.a. convergence est atteinte en un terrps qu'il est inp::>ssible en pra ti­

que de définir à l'aide d'une fonnule. I.a. seule chose que l'on puisse affirmer 

est qu'il est d'autant plus court que la valeur de e est grande. De toutes les 

:rœ.nières, la procédure peut être arrêtée quand on le désire, ce qui rend l' uti­

lisation de telles méthodes toujours PJSSible dans un contexte temps réel. 

2 - APPRENTISSAGE DES CARACTERISTIQUES, 

2.1. - PRINCIPE. 

Corrme nous l'avons déjà indiqué, cette fo:me d'apprentissage est em­

ployée lorsqu'un algorithme peut être itéré un certain nombre de fois PJur cons­

truire un échantillon de solutions réalisables i le processus de résdlution que 

nous avons utilisé jusqu'ici consiste à corrparer chacun des éléments de cet échan­

tillon, au fur et à mesure qu'ils sont générés, à la solution standard du :rrorœnt ; 
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celle-ci est alors éventuellement mise à jour. Autrerœnt dit, nous ne nous in­

téressions qu'à leurs coûts et absolument pas à leurs structures. 

Or, il arrive fréquemment que ces structures présentent des similitudes, 

en général d'autant plus accentuées que les solutions sont de bonne qualité et 

donc proches de 1 'optimum. Si ces caractéristiques cœmunes ont été observées 

dans la presque totalité des cas, on est conduit à penser qu'une solution ne 

peut être bonne qu'à la condition de les posséder, et donc à n'explorer que le 

sous-espace qu'elles engendrent. Ceci perrret d'accélérer considérablement les cal­

culs, tout en assurant 1 'obtention d'une solution d'excellente qualité. 

2. 2. - APPLICATICN AUX PR.OBLEMES D' ORDCNNANCEMENT. 

Les similitudes qui peuvent apparaître et être prises en compte dépen­

dent bien éviderrrrent du problème traité. Nous ne nous intéressons qu'à celui du 

voyageur de ccmnerce. L'algorithme de résolution auquel nous avons couplé 1 'appren­

tissage des caractéristiques, est celui des distances. 

Nous avons vu que pour un nombre de variables n donné, il est possible 

de trouver en fonction deR le nombre d'itérations minimal qui assure une proba­

bilité de succès désirée.Soit k ce nombre. 

Lorsque 1 'on observe les p premières de ces k solutions, on constate 

qu'elles ne diffèrent qu'en des end.roi ts bien localisés sur la carte des villes 

à visiter. Autrerœnt dit, elles ont en comrnm un nombre important d'arcs. Il est 

alors naturel d'admettre qu'ils ont de grandes chances d'appartenir à la solution 

optirrale, et qu'en tout cas, ils définissent un sous-ensemble de bonnes solutions. 

C'est la raison pour laquelle leur sélection n'est plus remise en cause, et les 

itérations ultérieures sont faites de manière à ce qu'ils soient présents dans tou­

tes les solutions produites. La taille du problème à résoudre est ainsi réduite 

et les tenps de calcul accélérés. On pourra s 'arrêter au bout des p itérations 

sui vantes pour dégager 'les nouveaux arcs corrmuns et restreindre encore le sous­

ensemble des solutions à explorer. Celui -ci diminue donc au fur et à rresure que 

l'algorithrœ se déroule, jusqu'à ne plus CatJFOrter qu'un seul élérœnt qui consti­

tue la solution cherchée. 
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Dans la pratique, la mise en oeuvre de cette méthode p::>se quelques 

problèrœs 

1 - ~~~~-~~-~~-~~~~~-~~-p : si on admet que les arcs sélectionnés doivent 

être présents dans les p solutions, ce choix résulte d'un compromis : en 

effet, plus la valeur de p est grande, rroins le nombre d'arcs COillTltlllS est 

élevé, mais ils ont plus de chances d'être optimaux. Ceci signifie en par­

ticulier que les terrps de calcul croissent très rapidement avec p puisque 

la génération d'un grand nombre de solutions ne réduit que faiblement la 

taille du problèrœ. En conséquence, la valeur de p devra être peu élevée. 

Mais il se peut qu'alors on sélectionne de :rrauvais arcs. Ce risque est en 

partie limité si la sélection ne p::>rte que sur de bonnes solutions dont les 

arcs non optimaux sont peu nombreux. C'est la raison p::>ur laquelle nous gè­

nèrerons q solutions (q > p) parmi lesquelles nous ne garderons que les p 

meilleures p::>ur y opérer la sélection 

2 - S:~~~~9"~<::~-~~-~~~~<J~~~~ : Une fois que les arcs les plus évidents ont 

été choisis, il se peut qu'on arrive à une situation où aucun de ceux qui 

restent n'est vraiment caractéristique. L'algorithme boucle puisqu'alors 

aucune nouvelle sélection n'est opérée. Pour éviter cette impasse, dès que 

la taille du problèrœ est suffisamœnt réduite, on explore r éléments apparte­

nant au sous-ensemble auquel on a abouti et on conserve le meilleur comme 

solution définitive. Bien entendu, si au cours des diverses itérations, on 

a trouvé une solution de coût inférieur, c'est celle-ci qui est sauvegardée. 

Le processus d'apprentissage ainsi défini a été utilisé p::>Ur résoudre 

en particulier le problèrœ à 57 variables. On a dû se contenter d'appliquer 

l'algorithme des distances avec un rayon d'exploration égal à 2 puisque avec 

R=3, il faut à peu près cinq minutes p::>ur effectuer une seule itération et 

le terrps de génération des solutions aurait été beaucoup trop long. Par con­

tre, dans la phase finale dans laquelle on entre lorsque le nombre d'arcs 

restant à sélectionner (NARC) devient inférieur ou égal à une certaine limi­

te (LIMITE) les r solutions créées sont 3-opti:rrales. 
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VébtLt 

NARC +- n 

Si NARC :::; LIMITE a.loM a.ll.e.Jt à Etape 3 ; 

~inon itérer q fois l'algorithme des distances 
avec R=2, 

retenir les p rreilleures solutions ainsi 
obtenues. 

sélectionner les arcs communs, 

mettre à jour NARC, 

a.il.e.Jt à Etape 2 • 

effectuer r itérations de l'algorithme des distances avec R=3, 

retenir la meilleure 

la comparer à l'ensemble des solutions gui ont été générées, 

conserver celle dont le coût est minimal 

6in 

Du choix des valeurs de p, q, r et LIMITE dépendent la qualité de la 

solution finale et la rapidité de la convergence. Un bon compromis entre ces 

deux objectifs est réalisé avec p=5, q=20, r=lO, LIMITE=20. 

2. 3. - EVAIDATION DES PERFORMANCES. 

Dix essais ont été réalisés pour chacun des trois problèrœs. 

33 VILLES 

ESSAI 1 z 3 4 5 6 7 8 9 10 

SOLUTION 10861 10861 10861 10861 10861 70861 10861 10861 10861 10861 

TEMPS 55,2 49,3 47,9 46,4 48,3 47,6 64,7 53,0 56,5 50,4 
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42 VILLES 

ESSAI 1 2 3 4 5 6 J 8 9 10 

SOLUTION 699 704 710 699 699 704 699 699 699 699 

TEMPS 132,4 111' 2 151 '3 149,7 197' 1 137,3 169' 3 120,2 111, 9 103,2 

57 VILLES 

ESSAI 1 2 3 4 5 6 J 8 9 10 

SOLUTION 12978 13021 12966 13091 12985 72955 12978 12978 12985 13083 

TEMPS 363,2 353,2 389,4 419,2 470, 1 376,6 418,7 261 '4 310,8 306,0 

Qualité de la solution. ----------------------
Elle est très satisfaisante puisque l'optimum a toujours été atteint 

au rroins une fois, y canpris pour le problèrœ à 57 villes que la fonne parti­

culière de la matrice des distances en certaines régions rend peu commode à 

résoudre. Dans les autres cas, la fréquence observée de succès est très éle­

vée (1,0 pour n = 33 ; 0, 7 pour n = 42). Lorsque des solutions non optimales 

ont été trouvées, les coûts correspondants restent très proches de la valeur 

optimale. 
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Il est difficile d'évaluer a priori la probabilité de succès en 

fonction du nombre n des variables et des valeurs de p, q, r et LIMITE, car 

il faudrait connaître la probabilité de sélection d'un arc non-optim3.1 à cha­

que étape qui est elle-:rrêrre pratiquement impossible à appréhender. La seule 

chose que l'on puisse affirmer, c'est qu'elle est d'autant plus élevée que n 

est petit et que p, q et r sont grands. 

Là encore, l'évaluation de ce temps pose quelques problèmes puis­

qu' il est fonction essentiellement du nombre d'arcs sélectionnés à chaque éta­

pe qui dépend lui-rrêrre de n, de la structure de la rœ.trice des distances et de 

la qualité des solutions générées. C'est la raison pour laquelle on peut cons­

tater qu'il est sujet à des fluctuations importantes pour une valeur de n don­

née, dès lors qu'elle est largement supérieure à LIMITE. On peut en trouver 

simplement une borne inférieure qui est égale au temps nécessaire pour effec­

tuer les q premières itérations lorsque NARC a sa valeur initiale. Cette borne 

ne reflète que très imparfaitement le temps de mise en oeuvre de l'algorithme 

qui peut être grossièrement approché par : 

1 
3 -3 

T , 2 n 10 

Si elle est valide au delà de n=57, cette formule montre que la 

méthode doit penœttre de résoudre des problèmes à 100 variables en des temps 

de l'ordre de la demi -heure. 

Quoiqu'il en soit, les temps observés sont comparables à ceux qui 

sont nécessaires pour n'appliquer qu'une seule fois l'algorithme des distances 

avec R=3, et la fréquence de succès est très largement supérieure aux probabi­

lités à priori auxquelles aurait conduit cette unique itération. 

3 - INTERET DE CES METHODES, 

L'étude théorique des méthodes d'apprentissage demande un travail 

de longue haleine qui n • est pas réalisé ici, et nous avons dû parfois recourir 

à des solutions simplistes pour pouvoir les rœttre en oeuvre. Notre but-était 

d • en présenter les principes généraux et de montrer corrment on peut les coupler 

à d • autres méthodes pour résoudre quelques cas concrets d • ordonnancerrent. 
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Nous avons pu observer que leur utilisation a toujours produit 

des solutions de très bonne qualité, et d'une manière générale sensiblement 

meilleures que celles fournies par les autres approches. 

Pour ce qui est des durées de mise en oeuvre, on peut faire en sor­

te, par un choix judicieux des paramètres, qu'elles soient canpatibles avec la 

contrainte tenps réel. Ceci est d'autant plus vrai que les procédures peuvent 

être arrêtées quand on le désire, ITêiœ si 1 'on n'a pas atteint le point de 

convergence. 
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CONCLUSION 
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1 
C 0 N C L U S I 0 N 

1 

La méthode la plus adaptée à un problème combinatoire temps réel 

est celle qui réalise le meilleur compromis entre la qualité de la solution 

désirée et le temps de calcul nécessaire à son obtention. 

Il est donc a priori difficile de situer les algorithmes que nous 

avons présentés les uns par rapport aux autres, puisque d • une manière géné­

rale, l'amélioration du coût se fait au détri.nent du temps. C'est ce que nous 

avons pu constater tout au long de cette étude : exception faite des méthodes 

globales, nous sarrœs partis d • algorithmes rapides produisant des solutions 

de qualité rroyenne (heuristiques non convergentes), pour finalerœnt aboutir 

à des techniques plus longues, mais plus performantes en ce qui concerne le 

coût (heuristiques convergentes et apprBntissage) . Sur le graphique ci -contre 

sont représentés, en fonction du temps, les coûts des solutions produites par 

les divers algorithmes utilisés pour résoudre le problème du voyageur à 42 

villes. 



COUTS 

1000 

950 
900 

850 

800 

180 

160 

140 

12.0 

115 

110 

105 

100 

699 

- 95 -

ALGORITHME VE LA VILLE 
LA PLUS PROCHE 

ALGORITHME 
VE KARG 

ALGORITHME 
VES DISTANCES 

APPRENTISSAGE VES 
CARACTERISTIQUES 

o~,-5---.... --.-~2- ---------i11o-.,4b ___ 61111'o __ ,....,_1.,.'5·o-z•b•o ---.... ~ 
TEMPS 

Cependant, les résultats auxquels nous sonnes parvenus perrœttent 

de dégager deux des principales qualités que doivent posséder les méthodes 

de résolution envisageables pour avoir quelques chances d'être efficaces 

1- Y~~-e~~~~-~Q~Q~-~~~~~~~-~q~-~~-~q~~~-~~-~e~~~~· 

Cette condition est indispensable pour que la méthode puisse être 

utilisée même lorsque le délai de calcul alloué est très faible. A cet égard, 

toutes les méthodes proposées sont satisfaisantes, à l'exception de celles qui 

exigent, avant leur mise en oeuvre, de longues nanipulations sur les données 

(c'est en particulier le cas des algorithmes de recherche en arbre : la premiè­

re solution n'est obtenue que lorsque le tri des arcs a été effectué) . 
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Une fois que la première solution a été construite, et si le temps de 

calcul imparti le permet, il faut pouvoir procéder à des améliorations de cette 

solution. Ceci suppose que la méthode employée soit convergente; ou au rroins ité­

rable. 

On a pu, en effet, ~emarquer que, chaque fois que de telles méthodes 

sont utilisées, les améliorations de la solution standard sont nombreuses dans 

les premières secondes de la mise en oeuvre de l' algori t.hiœ, puis de rroins en 

rroins fréquentes au fur et à IllE!sure que 1 'on tend vers 1 'optimum. Cette consta­

tation, assez évidente a priori, a été étayée par un calcul théorique au cours 

de la présentation de l'algorithme des distances. Elle est traduite par le gra­

phique ci -:-dessous qui donne, en fonction du temps, le coût standard produit par 

chacune des méthodes prorosées. 

2 3 4 5 JO 

ALGORITHME DE LA 
VILLE LA PLUS PROCHE 

METHODE DES 
DISTANCES 

RECHERCHE EN ARBRE 
----~--------------* 

20 30 

APPRENTISSAGE DES 
CARACTERISTIQUES 

60 90 7 20 

TEMPS 
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Il est donc essentiel de pouvoir utiliser la totalité du délai de 

calcul alloué, rnêrœ s' il est bref, ,pour effectuer le plus grand nombre possi­

ble d'améliorations et obtenir ainsi une solution satisfaisante. 

Dans ces conditions, les rerrarques que nous pouvons faire à propos 

des di vers types de méthodes présentées sont les sui vantes : 

l - HEURisriÇUES NON CONVERGENTES. 

Il faut éviter de les utiliser seules, surtout lorsqu'elles ne sont pas 

itérables, à moins que l'une d'entre elles ne s'avère particulièrement adaptée 

au problème à résoudre. 

Associées à d'autres méthodes, elles peuvent être d'un errploi intéres­

sant pour construire au plus vite la première solution réalisable. 

2 - HEURisriÇJJES CONVERGENTES. 

Elles sont toujours plus perforrcantes que les précédentes. Corme nous 

l'avons montré, la longueur éventuelle de leur mise en oeuvre ne cons ti tue pas 

un inconvénient majeur, mais bien plutôt une qualité, puisqu'elle perm:t de ti­

rer parti de la totalité du terrps de calcul alloué. Même si la procédure est ar­

rêtée avant qu'on ait atteint le point de convergence, elle fournit toujours 

une bonne solution ; ceci est d'autant plus vrai qu'on a la possibilité de la 

coupler aux heuristiques non convergentes, ce qui assure que le résultat obte­

nu est au moins d'aussi bonne qualité que le meilleur de ceux qui sont produits 

par ces dernières. 

La présente étude a montré que les méthodes classiques de recherche en 

arbre, qui sont globales lorsque l'on dispose d'un terrps suffisant, conservent 

leur efficacité à condition de les adapter à la contrainte temps réel. 'Pour ce 

faire, il ne faut pa.S hésiter à effectuer certaines transformations, quitte à 

ne plus être certain de converger vers l'optimum : il est en effet beaucoup plus 

i.Irlp:>rtant de détecter de bonnes premières solutions, plutôt que de vouloir à tout 

prix tendre vers l'optimum, puisque de toutes les façons le point de convergence 

n'est en pratique jamais atteint. 
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Elle nous a égalerrent pennis de rrettre en évidence une classe d' algo­

rithmes particulièrement intéressante ils sont caractérisés par _une explora­

tion limitée et dirigée de l'espace des solutions réalisables, et nous les 

avons regroupés sous le nom de méthode des distances. La remarque que nous ve­

nons de faire est encore vraie : leur utilisation n'est possible que si on li­

mite le rayon rna.xirral de la boule d'exploration, ce qui a pour conséquence de 

diminuer la probabilité théorique de détection de l'optimum. 

3 - HEURISTIÇUES D'APPRENTISSAGE. 

Elles ont toujours été efficaces en ce qui concerne le coût de la so­

lution produite. 

Contrairement à ce qu'on aurait pu penser, leur mise en oeuvre est par­

faitement envisageable en temps réel, puisqu'en agissant sur certains paramètres, 

on peut réduire à des proportions raisonnables le temps d'exécution : de plus, 

il est possible d'en arrêter le déroulement quand on le désire. Par ailleurs, on 

a pu constater que leur couplage à une méthode convergente en a accéléré de ma­

nière significative le temps de réponse. 

4 - MEI'HODES GLOBALES. 

Elles doivent bien évidemment être préférées à toutes les autres dans 

les quelques cas où elles peuvent être utilisées. 

Si donc plusieurs approches sont envisageables pour résoudre un problè­

rre donné, les remarques que nous venons de faire penrettent de déter:miner a prio­

ri un ordre préférentiel entre elles qui est traduit dans l'arbre de décision qui 

fi9lJre à la page sui vante. 

Bien que nous les ayons présentées indépendamrent les unes des autres, 

les différentes méthodes sont susceptibles d'être couplées entre elles en vue 

d'une utilisation simultanée, en particulier dès qu'on fait appel à l'apprentis­

sage. 

C'est la raison pour laquelle les progrès futurs que l'on pourra faire 

en matière de résolution de problèrres combinatoires en temps réel ne nous serrr 

blent pas devoir résider dans la mise au point d'heuristiques sophistiquées suf­

fisamment générales pour pouvoir être utilisées dans de nombreux cas ; les pro­

blèlœs sont trop di vers pour pouvoir être tous abordés et résolus de manière 

satisfaisante de la mêrœ façon. 
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Par contre, il est certain que }?Our chacun d'eux, on }?Ourra trouver 

quelques recettes si.rrples, convergentes ou non, qui tiennent canpte de leur 

spécificité, et dont l'association avec des techniques d'apprentissage ne 

peut qu' arréliorer les perfo.rmanqes. C'est donc sur ce dernier type de métho­

des que doivent }?Orter les efforts, d'une part }?Our définir les m:::xlali tés de 

leur mise en oeuvre, nais surtout }?Our préciser les notions auxquelles elles 

font appel. 

L'apprentissage des caractéristiques ne semble pas devoir présenter 

de problèrres majeurs, dès lors qu'on sait quelles caractéristiques extraire. · 

En ce qui concerne 1' apprentissage des méthodes, la principale diffi­

culté est de savoir comment définir les situations de prise de décision. Si elle 

était résolue, il serait probablement assez facile de déter.miner, une fois pour 

toutes, par un apprentissage approprié, 1 'heuristique la plus adaptée à chaque 

situation. La résolution du problème en temps réel serait alors considérable­

:rœnt si.rrplifiée puisqu'il suffirait d'utiliser ces heuristiques, sans rerœttre 

en cause l'apprentissage qui a dicté leur choix. 
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ANNEXE 2 1 

PORBLEME 6 X 6 

PIECE 1 PIECE 2 PIECE 3 PIECE 4 PIECE 5 PIECE 6 

N'TA CH N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS 

1 3 1 - 2 8 3 5 2 5 3 9 2 3 

2 1 3' 3 5 4 4 1 5 2 3 4 3 

3 2 6 5 10 6 8 3 5 5 5 6 9 

4 4 7 6 10 1 9 4 3 6 4 1 10 

5 6 3 1 10 2 1 5 8 1 3 5 4 

6 5 6 4 4 5 1. 6 9 4 1 3 1 . 
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PROBLEME 10 X 10 

PIE CE 1 PIECE 2 PIECE 3 ,PIECE 4 PIECE 5 

No TACHE No MACH TEMPS No MACH TEMPS N° MACH TEMPS No MACH TEMPS N° MACH TEMPS 

1 1 29 1 43 2 91 2 81 3 14 

2 2 78 3 90 1 85 3 95 1 6 

3 3 9 5 75 4 39 1 71 2 22 

4 4 36 JO Il 3 74 5 99 6 61 

5 5 49 4 69 9 90 7 9 4 26 

6 6 1 1 2 28 6 JO 9 52 5 69 

7 7 62 7 46 8 12 8 85 9 21 

8 8 56 6 46 7 89 4 98 8 49 

9 9 44 8 72 JO 45 JO 22 JO 72 

JO JO 21 9 30 5 33 6 43 7 53 
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PIECE 6 PIECE 7 PIECE 8 PIECE 9 PIE CE 10 

N°TACHE N° MACH TEMPS N°MACH TEMPS N° MACH TEMPS N°f1ACH TEr-1PS N°MACH TEMPS 

1 3 84 2 46 3 31 J 76 2 85 

2 2 2 J 37 1 86 2 79 1 13 

3 6 52 4 61 2 46 4 76 3 61 

4 4 95 3 13 6 74 6 51 7 7 

5 9 48 7 32 5 32 3 85 9 64 

6 10 72 6 21 7 88 JO 11 10 76 

7 J 47 JO 32 9 19 7 40 6 47 

8 7 65 9 89 JO 48 8 89 4 52 

9 5 6 8 30 8 36 5 26 5 90 

10 8 25 5 55 4 79 9 74 8 45 
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PROBLEME 20 X 5 

PIECE 1 PIECE 2 PIE CE 3 PIECE 4 PIECE 5 

N°TACHE No l:-1ACH TEMPS N°!:-1ACH TEMPS No :t:-1ACH TEMPS No J:.iACH TEMPS N° J:.iACH TEMPS 

1 1 29 1 43 2 91 2 81 3 14 

2 2 9 2 75 1 39 1 71 2 22 

3 3 49 4 69 3 90 5 9 1 26 

4 4 62 3 46 5 1 2 3 85 4 21 

5 5 44 5 72 4 45 4 22 5 72 

PIECE 6 PIECE J PIECE 8 PIECE 9 PIECE 10 

N°TACHE N°MACH TEMPS N°!:-1ACH TEMPS N°!:-1ACH TEMPS N°MACH TEMPS N°!:-1ACH TEMPS 

1 3 84 2 46 3 31 1 76 2 85 

2 2 52 1 61 2 46 4 76 3 61 

3 5 48 3 32 1 32 3 85 1 64 

4 1 47 4 32 4 19 2 40 4 47 

5 4 6 5 30 5 36 5 26 5 90 
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PIECE 11 PIECE 12 PIECE 13 PIECE 14 PIECE 15 

No TACHE N°MACH TE:MPS No MACH TEMPS No MACH TEMPS No MACH TEMPS No HACH TEMPS 

1 2 78 3 90 1 85 3 95 1 6 

2 4 36 1 11 3 74 1 99 2 61 

3 1 11 2 28 2 10 2 52 5 69 

4 5 56 4 46 4 89 4 98 3 49 

5 3 21 5 30 5 33 5 43 4 53 

PIECE 16 PIECE 11 PIECE 18 PIECE 19 PIECE 20 

N° TACHE N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS N°MACH TEMPS No MACH TEMPS No MACH TEMPS 

1 2 2 1 37 1 86 2 69 1 13 

2 1 95 3 13 2 74 3 51 2 7 

3 4 72 2 21 5 88 1 1 1 3 76 

4 5 65 4 89 3 48 4 89 4 52 

5 3 25 5 55 4 79 5 74 5 45 
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