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PRESENTATION

| L'objet de ce travail est d'étendre 1'utilisation des méthodes de
continuation au cas des problémes & frontiére libre du type :

-Au - AMf(u) = 0 dans Qy
veEoa Ly
sur L
pu/sn = gzg v ?
u = g; sur dQ

{on 1'écrit formellement F(A, v, u) = 0) en présence de bifurcation.

Les méthodes de continuation ont été largement étudiées dans le cadre
de la résolution de problémes aux 1limites non-linéaires, posés sur un
domaine fixe, dépendant d'un paramétre. On se refere aux travaux 1n1t1a115es
par H.B. Keller : [KEL77] [RHE8BO] [MIT80]...

Pour adapter ces méthodes & 1la résolution de problémes & frontiére
libre, i1 a fallu considérer ces derniers comme des problémes non-linéaires
dont 1'inconnue est le couple'fbrmé de la solution et d'un paramétrage de la
frontiére 1libre. Nous nous sommes inspirés des travaux de A. Dervieux
consacrés 3 la perturbation de la solution d'un probléme aux limites par
rapport 3 son domaine gécmétrique [DER81], pour lier entre elles, au moins

formellement, les variations de la frontiére libre et celles de la solution.

Dans le Chapitre I, nous rappelons le principe des méthodes de
continuation, puis nous énongons une méthode standard de résolution pour un
probléme abstrait :

G(A, Xx) =0 ; A e R ; x €U (espace de Banach).
Nous décrivons, dans ce méme chapitre, la technique du transport sur

un domaine fixe qui permet de poser localement le probléme a frontiére libre
sous la forme :

G(A, v, uwoTy) = F(n, vy, u) =

ou T, est le transport. L'opérateur G étant défini sur un espace fixe, la
résolution de ce probléme est envisagée comme une application de la méthode

standard.



Nous mettrons en évidence les difficultés qu'il y a a justifier, par
un théoréme des foncticns implicites, dans le cas général, 1'existence d'une
branche de solutions pour le precbiéme a frontiére libre posé sous cette
forme,

Les chapnitres suivants constituent des applications de 1'heuristique
que rous venons de décrire a des probiémes a frentiére libre particuliers.

Le probléme & frontidre libre traité au Chapitre II est issu d'un
probléme de type obstacie :

u<vY,; p.p. dans Q

-Au - Af(u) < 0 dans Q

(-Au - Af(u))(¥-u) = 0 dans @
u =0 sur aQ

V7R 4

\ “wey o
en dimension n > 1 et dans le cas a symétrie radiale. Bu ‘7\9(41)

La méthode que rnous décrivons ici est justifiée par 1'utilisation du
théoréme des fonctions implicites.

Nous énongons une seconde méthode de continuation, qui consiste a
discrétiser le probiéme & frontiére libre AVANT de lui appliquer l1a méthode
standard.

Les résultats numériques obtenus par ces deux méthodes de
continuation sont en accord avec des résultats obtenus, dans des cas
particuliers, par des méthodes élémentaires (méthode de tir par exemple).

Au Chapitre III, nous considérons un probléme & frontiére 1libre, en
dimension 3 ,de la forme suivante (symétrie radiale) :

\\‘\ F ¢
Ac + Mf(c) =0 ; R<r<i1; <&
c(R) = g(R) %
c'(R) =0
c(l) =1

10



Ce probiéme, qui n'est pas de type obstacle, provient de la modélisation
d‘un phénoméne de dissolution-croissance avec diffusion, dans un milieu
hétérogéne,

Aprés avoir mis en évidence des cas dans lesquels 1a branche des solu-
tions présente des points de retournement, on explicite la méthode de calcul
numérigue de cette branche par continuation.

Le Chapite IV est une reprise de 1'étude, en dimension 2, du probléme
étudié au Chapitre II, mais avec des données non symétriques. Nous étudions
la résolution du probléme approché obtenu en discrétisant 1le probléme 2
frontiére 1ibre par éléments finis :

up € Voh(Qyh)

[ Vup vvp - AF(updvy = o Vh 3 VVh € Vgn{Qyp)
£ Yh On
vh h

up =¥ sur les noeuds de yp

(Vop, espace d'interpolation avec v € Vgp => v = 0 sur 3Qp).

Pour le transport sur un domaine fixe et la dérivation du probléme discreti-
sé,.nous avons utilisé les travaux de J.P. Zolésio sur la dérivation par
rapport aux noeuds des triangularisations [Z0L84]. La méthode standard est
appliquée rigoureusement au probiéme discret.

La caractéristique principale de la méthode proposée est de permettre
d'approcher en méme temps la frontiére libre et la solution sur son domaine
variabie.

Dans le cas des problémes de type obstacle, 1a méthode que nous décri-
vons est plus adaptée au calcul de la branche inéquation, que la résolution
par continuation du ‘probléme pénalisé (qui ne permet pas d'approcher correc-
tement la frontiére 1libre). Elle permet, par ailleurs, de traiter des pro-
blémes plus généraux que la méthode de tir.

11
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PRESENTATION
Chapitre I : PROBLEME A FRONTIERE LIBRE ET METHODE DE CONTINUATION
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I1.3. Branche de solutions d‘un probléme a frontiére libre
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1.3.2. Transport en domaine fixe et dérivation
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(CAS A SYMETRIE RADIALE)

II.1. Position du probléme
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11.2.1. Dérivation par rapport a la frontiére libre
11.2.2. Solution réguliére. Point de retournement simple
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CHAPITRE I

PROBLEME A FRONTIERE LIBRE ET METHODE DE CONTINUATION

T —
o e —— ——

Plan du chapitre :

I.1. SOLUTION REGULIERE. POINT DE RETOURNEMENT SIMPLE D'UN PROBLEME ABSTRAIT
I.2. UNE METHODE DE CONTiNUATION GENERALE
1.3. BRANCHE DE SOLUTIONS D'UN PROBLEME A FRONTIERE LIBRE

I.3.1. Enoncé local du probléme a frontiére libre

I.3.2. Transport en domaine fixe et dérivation
I.3.3. Linéarisation formejle et réqularité de la so]ut1on
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Résumé :

Ce chapitre constitue une introduction aux méthodes numériques adaptées a la
résolution des probiémes a frontiére libre avec points de retournement ; on
y étudie comment un probléme 3 frontiére libre, dépendant d'un paramétre de
bifurcation, peut &tre formulé de fagon 3 @tre résolu par une méthode de
continuation inspirée des travaux de H. B. Keller [KEL77] ( voir également

[mM1T80], [WIT83] ).

On rappelle un résultat classique de M.G. Crandall et P.H. Rabinowitz
[CRA73], concernant 1'existence d'un développement local, au voisinage d'un
point de retournement simple, de la branche des solutions (A, x) d'un pro-
bléme abstrait noté :

G(n, x) =0

Puis, une méthode de continuation standard est présentée. Elle consiste a

calculer localement 1'arc des solutions passant par le point (A, Xg), aprés
avoir augmenté le probiéme d'une normalisation :

NA, X, 8) =0

telle que 1'opérateur P du probléme augmenté vérifie : Py(Ag, Xq) est ré-
gulier si (A, Xg) et une solution réguliére ou un point de retournement
simple. On intégre alors numériquement le probléme différentiel :

Py, x(rs x)e(dN/ds, dx/ds) = -Pg(A, x)

Un probléme & frontiére libre est considéré comme un probléme non linéaire
dont la frontiére libre y est 1'une des inconnues. On étudie localement la
branche (A, vy, u) des solutions d'un tel probléme écrit sous la forme :

F(}\sYsu)=o

- On fera appel & la notion de dérivation par rapport au domaine, telle qu'el-
le est présentée par J.C. Céa dans [CEA81], pour se placer dans le cadre
abstrait défini précédemment. Les résultats essentiels de dérivation utili-
sés sont dlis & Murat et Simon [MSI76].

On verra comment linéariser (au moins formellement) le probléme & frontiére
libre. Cependant on n'obtiendra pas, a priori, 1'existence d'un développe-
ment local de la branche des solutions par un théoréme classique des fonc-
tions implicites a cause de la perte de régularité de la frontiére 1libre,
comme 1'ont déji remarqué A. Dervieux [DER81] et C. Guillopé [GUI77]. .
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1.1. SOLUTION REGULIERE, POINT DE RETOURNEMENT D'UN PROBLEME ABSTRAIT

N Soient E et F deux espaces de Banach, et G : R x E + F, un opérateur de
classe C'. On considére les solutions {A, x) du probléme :

(1.1) G(x, x) =0

Définition 1.1 :

On dit qu'une solution (A, x) de (1.1) est une .solution réguliére
s s
(c1) Gx(A, X} : E > F est un isomorphisme.

Si (ng, Xg) est une solution réguliére, alors par application du théoréme
des fonctions implicites, le probléme (1.1) définit localement une fonction

réguliére x(A).
Définition 1.2 :

On dit qu'une.solution (A, x) de (1.1) est un point de retourne-
ment (simple) si 1'opérateur Gx(A, x) vérifie les conditions :

(C2) dim Ker Gg(Ar, x) =1

(€3) codim Im Gyx(A, x) =1
(ca) C G (A, x) & Im Gx(A, Xx)

Si (Ag, Xg) est un point de retournement simple, et si & est un générateur
de Ker Gy(Ng, Xg), alors il existe des fonctions réguliéres = : R >~ R

et z : Z+ F (ol Z est un supplémentaire de Ker Gy(Mg, Xg) dans E) telles
que, localement, les solutions de (1.1) admettent le développement suivant
( [CRA73 Théoréme 2.3] ) :

A

A + T(s)
Xg + s& + z(s).

avec, de plus, =(0) = '(0) = 0 et z(0) = z'(0) = O,
ce qui justifie le terme utilisé de "point de retournement®.

21



On étudiera dans la suite des branches de solutions de (1.1) formées
uniquement de solutions réguliéres et de points de retournement simple.

Proposition 1.1 :

St (ng, Xq) est une solution réguliére, ou un pdint de retourne-
ment de (1.1), alors 1'opérateur DG(Ag, Xg) : R x E » F est sur-
jectif et Ker DG (Mg, Xg) est de dimension 1.

Preuve :

a) si (Mg, Xg) est une solution réguliére,
pour tout a € F, i1 existe une solution unique de Gyx(*g, Xg)°w = a.

Soit z 1'unique solution de Gy(Ag, Xg)°2z = -Gy alors,
pour tout k e R , (k, kz+w) est solution de DG(Ag,Xxq) = a.

Si a =0, alors w = 0 et (1, 2z) est un générateur de Ker DG(Ag, Xq)-

b) si (ry, Xp) est un point de retournement simple,
soit a € F, on considére le probléme : 1¢Gy(Ng, Xg)} + Gx{Xg, Xg)*z = a.

De la condition (C4) - Gy ¢ Im Gx(Xo, Xo) - et de 1la condition (C2) -
- codim Im Gx(Ag, Xg) = 0 -, on déduit qu'il existe un seul 1 ¢ R tel que :

a - teGa(Mo, %0) € Im Gyx(Ao, Xo}.

Alors, le probléme Gy (Mg, Xg)*p = a - 1¢Gp(Mg, Xgo) admet une solution
particuliére p, et toute solution de DG(Ag, Xg)+(1, z) = 0 est de la forme :

(1, ptk®) ol & est un générateur de Ker Gy(Ag, Xg)
donc Gy(Ag, %) est surjectif.

Si a=0alors 1 =0et (0, &) est un générateur de Ker DG(Ag,Xq)- B
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I.2. UNE METHODE DE CONTINUATION GENERALE

~ Soit {Ag¢, xo) une solution réguliére ou un point de retournement simple
de (1.1) et 1in : R x E > R une application linéaire, continue vérifiant la
condition :

(c5) Lin (A, Z) # 0, pour (A, Z) générateur de Ker DG(Ag, Xq).

Définition 1.3 :

On appelle probléme augmenté, le probléme :

G(n, x) =0

(2.1) P(h, X, 5) =0 <==> N(A, X, s) = Lin(r-Ag, x-Xo) - (s-sq) = 0

définissant 1'opérateur P : RXEXR +F xR.

Proposition 1.2 :

Si (Mg, Xo) est une solution réguliére ou un point de retourne-
ment de (1.1) et si 1'application linéaire continue lin vérifie
la condition (C5) alors 1'opérateur P du probléme augmenté (2.1)
est tel que :

Pa,x (Mos Xgs Sg) : RXx E > F x R est un isomorphisme.

Preuve :

Soit (a, b) € F x R, on considére le probléme PA,x (Ao .Xgs Sg) = (a, b)
clest a dire :

DG(rg, xg)*(1, 2) = a
Lin(1, 2) = b

D'aprés la Proposition I.1, si (A, Z) est un générateur de Ker DG(Aq, Xg),
et si (1p, zp) est une solution particuliére de DG(Ag, Xo)+(1, 2) = a,

23



alors, toute solution de DG(Mg, Xg)e{1, 2) = a est de la forme :
(1, 2) = (Op, z5) +k(8, Z) ; keR

et Lin (lp, zp) + k Lin (A, Z) = b détermine un unique kX e R, si la
condition (C5) est vérifiéde.

Donc Px,x(lo, xo) est bijectif. Etant de plus linéaire et continu, c'est
un isomorphisme par application du théoréme de 1'application ouverte

[ BRES3]. N

On obtient un paramétrage A(s), x(s) de la branche des solutions de
{1.1) par le théoréme des fonctions implicites, avec les développements a
1'ordre 1 suivants :

r(s)

x(s)

Ag *+ (s-sg)A + o(s-sg)

(2.2) Xg + {s-5¢)Z + o(s-sg)

ou (A, Z) est 1'unique solution du probléme linéarisé :

(2.3) D?(ho, xg)e{A, Z) = O
Lin{a, Z) =1

La méthode de continuation la plus élémentaire consiste d utiliser les
développements (2.3) pour calculer la branche des solutions de (1.1) par la
méthode d'Euler. On peut aussi utiliser d'autre méthodes numériques d'inté-
gration du probléme (2.3), qui différent des méthodes de prédiction- correc-
tion préconisée par H. B. Keller (P. Witomski, par exemple, utilise la mé-
' thode de Runge-Kutta dans [WIT83] pour la résolution d'équations non Tliné-
aires de la forme : -Au = Af(u)). La méthode d'Euler donne des résultats
corrects a condition de choisir As suffisamment petit.

Pour les app]icafions de cette méthode générale le point crucial sera
d'étudier le noyau de DG (Arg, Xo) de fagon a pouvoir déterminer une applica-

tion linéaire continue vérifiant la condition (C5).

On donne 1'algorithme standard de calcul par continuation de la branche
des solutions du probléme G(n, x) = O.
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ALGORITHME STANDARD

Convention : un indice k placé en haut indique que 1'opérateur est pris au
point (Ak, Xk, Sk).

Initialisation

Calculer une solution (Ag» Xq) du probléme G(r, x) = 0 et fixer sq.

Répéter les étapes 1, 2, ... Ad Libitum !

Etape 1 : résolution du probléme linéarisé
Pr,x* (A, Z) = -Pg

Si la normalisation nécessite la connaissance des valeurs appro-
chées de d\/ds et dx/ds au point s = sy, on calculera préala-
blement A* et x*, de la fagon suivante :

(a) sik»>1,
(1, 2) = (sg-5k-1)"" (k-Ak-1s Xk-Xk-1)
(W, x*) = (/1 (1,2)0, z/n(1,2)0).

(b) si k = 0, en supposant &%, inversible,
calculer la solution, z, de Gox-z = -Gox

(A, x*) = (1/1(1,2)0, z/n1(1,2)1).

Dans ce dernier cas on a immédiatement :
A=AY et 7=2%z=x*.

Etape 2 : un pas de la méthode d'Euler

Sk+1 = Sk t+ AsS
Akl = Mkt ASA
Xk+] = Xk + AsZ

25



Remaraques :

-

i) “ On peut cheisir dans cet algorithme, la normalisation :
N(A, X, S) = MF(A-Mg) + <x* , x=x> = (5-Sk)

au voisinage du point (Mg, xg, Sk), avec A* et x* valeurs exactes ou
approchées, au point s = sg, de di/ds et dx/ds, respectivement. Ce choix
conduit a paramétrer la branche des solutions par une "pseudo-abcisse curvi-
ligne". On se référe & ([KEL77] , pour affirmer que cette normalisation
vérifie en général la condition (C5).

Z2) On peut introduire dans 1'algorithme standard une adaptation automati-
que du pas As {voir une description détaiilée de 1a méthode d'Euler dans
[cmis3]).

3) Si on suppose que ka est un isomorphisme (c'est & dire en tout
point régulier), la résolution du probléme linéaire Pi x-(A, ) = - Pz peut

s'effectuer "par blocs" :

k k

6y 6 z 0
k k

NS Ny A 1

En pratique, i1 est habituel de considérer tout point calculé comme une
solution réguliére; ce qui revient a supposer que, si le pas As n'est pas
trop petit, on ne passe jamais "trés prés" d'un point de retournement.

4) On pourrait améliorer les performances de 1'algorithme (autoriser en
particulier de choisir As plus grand) en utilisant la méthode d'Euler comme
prédicteur et en intercaiant & chaque itération, une étape de correction. On
trouve dans [RHE80] 1'utilisation de la méthode de Newton comme correcteur,
dans des méthodes de continuation adaptées a la résolution d'équations non
linéaires, mises sous forme de probléme de controle optimal.
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I.3. BRANCHE DE SOLUTIONS D'UN PROBLEME A FRONTIERE LIBRE

s —
= —

Soit @ ouvert régulier, borné de R®> . On considére le probléme &
frontiére libre suivant :

Trouver une courbe fermée, réguliére dans @, et une fonction u
réguliére telles que (A étant un réel > 0 donné) :

~Au - nf(u) = 0 dans Qy
U= g Sury

(3.1) . gp sur y
an

u= 0 sur 29

_ -figure I.1-
Qy domaine compris entre les courbes 3Q et vy,
f:R +R , une application non linéaire, positive, croissante
g1 : R » R, réguliére et positive
g : R® > R, réguliére,
ol on a choisi une condition homogéne sur le bord 3Q pour simplifier.

(On notera EY, la normale & y extérieure a Q, et d3/on la dérivation dans
la direction ﬁy).

Le but de ce paragraphe est d'étudier 1'existence locale d'une corres-
pondance A »+ (y, u) et éventuellement sa régularité.

I.3.1. Enoncé local du probléme a frontiére libre

On suppose qu'il existe une solution (vyg, ug) du probléme (3.1) pour
une valeur Ay du paramétre A, qui vérifie :

(3.2) ug € C]+“(Q;b) i 1eN, 15>2; ac¢ J0,1],
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et que yg, courbe de Jordan, admet un paramétrage de classe clta :

(3.3) Yo = {8 = go(t) 5 t e I} ; go e [C1*2(1)]?

(I est un intervalle fermé borné de R). On cherche, pour A voisin de Ay, une
solution du probléme (3.1) dans un voisinage de (vg, ug) défini comme suit :

On dira que v est voisine de yy si elle admet un paramétrage de 1la
forme :

(3.4) v = {z = go(t) + g(t); t eI} ;ge [ClHyI)]?
avec g voisin de 0 dans [C°(I)]?

Pour y voisine de yg, on définit 1'ouvert Qy compris entre 2Q et vy et
on lui associe 1'espace de fonctions :

(3.5) v(ey) = {v e C1*¢(gy) / v = 0 sur aq}.

Avec ces définitions on peut poser le probléme (3.1) sous la forme lo-
cale : i
Trouver y voisine de vy, trouver u £ V(Qy) telles que :

-Au - Af(u) = 0 dans Qy
, u=g] sur y
(3.6) Bu _ o sur v

on 2
que 1'on écrira formellement :

(3.6 bis) F (n, y, u) =0

On se propose d'étudier la dérivabilité du probléme (3.6) par rapport
aux variables y et u. Si, en ce qui concerne y, on peut se ramener facile-
ment & un espace fixe grdce au paramétrage (3.4), par contre u est dans
1'espace V(Qy) qui dépend de y !

C'est pourquoi on va transporter le probléme sur le domaine fixe Qyg,
avant de dériver.
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1.3.2. Transport en domaine fixe

On se donne un champ de vecteurs Vo Yo * RZ de classe c1+a, normé
(c'est a dire : W(g)n = 1, VE ¢ vo) et transverse au sens suivant :

(3.7) C>0/ M;E<V(E) , yg(8)> > C

On se référe aux travaux de A. Dervieux [DER83] ou C. Guillopé [GUI77]
pour les résultats qui suivent :

I1 existe © > 0 tel que 1'application = : J-7,3[ x vq > R?

(3.8) - w(d, ) = g+ d V(g)
soit injective et de classe Cl+«,

L'application n permet de paramétrer la couronne x(]-<,t[ x vq)
et i1 existe un voisinage de vq dans [C1*%(I)]%, noté Gaq»
tel que tout élément de Gzq soit inclus dans la couronne

n(]-7.7[ X vg). .
(cf. [DER83 chap.3, prop.1.7] ou [6UI77 chap.2, prop.1.1]).

Pour y € Gad, On écrira :

(3.9) vy={z¢ RZ / z=¢+vy(g) v(E)}

identifiant ainsi y & un élément de Cl+%(yy) voisin de 0 dans C%(vyq).
A tout y e Gzg, on peut faire correspondre un difféomorphisme
Ty appartenant a [C1+a(9)]2 ainsi que son inverse, vérifiant
Ty(ve) = v, Ty(eQ) = aQ et Ty(Qy,) = Qy, de telle fagon que
1'application :

(3.10) Y > (Ty, Ty~

soit analytique de Gad dans [CHa(Q)]2 x[C]+a(Q)]2.
(cf. [DER83 chap.3, prop.1.10]).

On ne donne pas une construction explicite du transport Ty et de son

inverse, qui serait de peu d'intérét dans le cadre général, (on trouvera des
!
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exemples de telles constructions dans [DER83 p. III.17-I11.18] ou dans
[6uI77 p. 30-39]), on retiendra simplement que le transport peut 8tre mis
sous la fcrme suivante :

Ty = I + h(y)

(3.11) .
Tyt = 1 - k()

ol v » (h(y), k(y)) est une application linéaire et analytique de Gaq dans
[cl+a(e)]? x [cl+e(a)]2.

Compte tenu de la régularité de Ty, le résultat suivant est évident :

Pour tout y e Ga4, les espaces V(Qy) et V(QYO) sont 1liés
par la reiation :

(3.12) ue V(Qy) <=> wuoTy e V(Q.m)

On peut maintenant transporter le probléme (3.6) aprés 1'avoir écrit
sous la forme variationnelle :

Trouver y e Gad, trouver u e {v e V(Qy) / v = g; sur v},
tels que, pour tout € e V(QY),

(3.13) J vuve - Af(u)e = [ g,0
Qy Y

On pose le changement de variable :
(3.14) z=Ty(E) 5 2eQy ; E € Qyys
et le changement de fonction inconnue :
{3.15) u= voT‘Y"’1

Le calcul du gradient de u conduit & :

(3.16) vu(z) = t[oT,]-1(g)-vv(¢)
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Puis on écrit le probléme transporté sous forme variationnelle :

Trouver vy & Guq, trouver v € {v ¢ V(QYO) / v = g1 sur yg}

tels que, pour tout 8 e V(Qy,),

(3.17) jg {<[pTy]-'t[DTy]~tewy , vBg> - AF(v)6g} |det[DTy]|

Yo
= [ g20Ty 8y |det[DTv]]
Y0

On a toute la régularité nécessaire pour utiliser la formule de Green :

fQ <|det(pTy]|[DTy]-*t[DTY]-evv , Vog>
Y0

+ fYo |det[DTy]| <[DTy]-'t[DTy]- ewv , Ty > 60

On note alors A, : V(Qyg) » C1'2+“(§Y0) 1'opérateur suivant :
(3.18) Ayev = div{|det[DTy]| [oTy1-1t[DTy]-ewv}
et le probléme transporté admet la formulation forte :

Trouver v € Gaq et v € V(Qyy) tels que :

-Ay*v - M(v)|det [DTy]| = 0 dans Qv
(3.19) v - gioTy = 0 sur yo

<[pTy]-tt[pTY]-tevv ;Yo> - gp0Ty = 0 sur yg

que 1'on écrit :
(3.19bis) G(A, vy, V) = 0

ou 1'opérateur G est défini par (3.19) sur un espace fixe.

- | div{|det[oTy]| [DTy]-'t[DTy]-'ewv} &
Qv¢
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En utilisant les résultats classiques de régularité des applications
trace, on obtient la continuité pour G de :
Rx Gag X V(QYO) équipé de la norme de R x C1*%(y,) x C1*“(QY0),
dans : C]‘2+“(QYO) x Cl1*e{yq) x cl-1te(y,) équipé de 1a norme de
c1-2+%(ayg) x Cl1-1*a(yq) x C1-24%(yo).

Les dérivées partielles (formelles) de G, au point (Ag, v, Ug) sont
données dans la proposition suivante :

Proposition 1.3 :

On note WS 1'€lément de Cl-1*%(Qy ) défini par :
(3.20) WS = <Vug , h(8)>; & & Clte(yy))

ou h(y) définit le transport Ty = I + h(y).
On note [M§] la matrice symétrique :

(3.21) [Ms] = [D(h(8))] + t[D(h(8))].

On définit 1’obérateur formel :
. (3.22) Loew = Aw + Agf' (ug)w.

Alors, les dérivées partielles de G au point (g, vg, Ug) sont
les suivantes :

36 ’f(UG)IQYO
= (A =
(3.23) > (M, Yo, uo) 0
0
LoeWs
(3.24) :3 (hos Yo, Uo)®8 = § =<Vg1 , h(8)>]
-<[M8]*Vug , ny> - <vgy , h(5)>|YO
'LO'W
6 _
(3.25) P (Mo Y0, Uo)ew :lYo
W

on'yg
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Preuve :

Les résultats essentiels que 1'on utilise sont déduits de [MSI76 Lemmes
4.2 et 4.3] :

Les applications < *‘ldet[D(I + 1)]| et © + [D(I + 7) =% sont
différentiables de [C2(Q)]% dans Cl(Q) et [cl(e)]*, respective-
ment ; leurs dérivées au point t = 0 valent :
(3.26) 4 (|det[D(1 + <)]}) _«dv = div(dz)
dv =0
(3.22)  -S(Io(1 + 9)1-1) _ edv = -[D(dv)]
dt =0
On utilisera aussi la relation suivante, pour & e C2*%(Q) et H ¢ [C2()]?
(3.28) div{(div(H) - [DH] - t[DH])+v3} = div{(a®)H} - A(<V®,H>)
(cf. [MSI76 Lemme 5.2]).

De la relation TYO = I on déduit que AYo est 1'opérateur Laplacien,
alors : '

d .
Y (-dug - 7\f(llo)))\___)\n = -f(ug)
d
e AV = A f ° = - .
iy (&Y - M (V))v=u0 W= -Loew

puis, avec [DTyg]-! = I et det[DTyg] =1, on obtient les dérivées partielles

(3.23) et (3.25).

On utilise Ty = I + h(y) ol h : Cl*2(yy) » [CT*%(Qye) ]? est analy-
tique et les résultats (3.26) et (3.27) pour écrire successivement :

4 (|det{oTy]|) & = div{h(s)}
dy Y=Yo

‘dﬂ ([oTy]-!) _ +6 = -[D(h(8))]
Y Y=Y0
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(3.29) =2 ([oTy]-*t[ory]-Y)  «5 = -[Me)
dy Y=o
g-(Ayeuo) 8 = div{ (div{h(8)} - [My])=vug }
dy Y=Yo
9 (ngf(uo)|det[DTy]|) 6 = AgF(ug) divih(s)}
dy Y=Y0
avec la relation (3.28), on obtient :

g (-Ayeug - Aof(ug)|cet[DTy]}) 8 = div{(-Aug)h(8)}
dy Y=Yq

+ A(<Vug , h{&)>) = Agf(ug)div{n(s)}
Comme (Xg, vo, Ug) est solution de (3.6}, on a : -pug - Apf(ug) = O, puis :
div{rngf(ug) h(8)} = AgF'(ug)<vug , h(8)> + Agf(ug)divi{nh(s)}
d'ou finalement, avec la notation (3.20) :

9 (-Ayeug - Aof(ug)|det[DTy]|) = Lg-Ws
dy Y=Yo
De la forme du transport (3.11), on déduit le résultat de dérivation :
9 (20Ty) 6 = <v® , h(8)>
dy Y=Yo

qu'on appliquera a @ = g; ou ® = g2 pour obtenir (3.24). B

Remarques :

1) Pour justifier la notation L,-W8, on pourra supposer que 1> 3, ainsi,
We e cl-1*o(ay ) = LoeWs e C1-3+a(o ).
Si1=2, W e clva(Qy,) et Lo*Ws sera compris au sens des distributions.

2) 11 serait nécessaire d'avoir plus de régularité sur uy, pour que (3.24)
définisse une  dérivée partielle continue de C]+“(QY0) dans
C1'2+“(QY0) x Cl-lta(yy) x cl-2+a(y,). On pourra conclure dans . ce
sens en particulier dans le cas ol 1 = +=,
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I.3.3 Linéarisation formelle et régularité de la solution

On a montré que 1'opérateur du probléme transporté G est (au moins for-
mellement) dérivable au point (Ag,yvg,uUp). Dans le cas général, on ne peut
pas conclure & 1'existence ou & la non-existence d'un arc de solutions
(v(r), v(A)) passant par (Mg, Yo, Ug) par le théoréme classique des fonc-

tions implicites car on ne sait pas montrer que Gy,u est un isomorphisme.

Cependant, par analogie avec le probléme abstrait traité au début de ce
chapitre, on peut considérer le cas ou 1'opérateur Gy’v(ho, vo, Ug) est
(au moins formellement) inversible. On va montrer comment la linéarisation
du probléme (3.19) permet’d'obtenir 1'expression forme]1e des développements
de la solution (y(A), u(Ar)) du probléme a frontiére libre (3.4) (en suppo-
sant qu'il exfste localement, au voisinage de (Ag, vg, ug) une branche de
solutions). |

Soit (', W) 1'unique solution du probléme linéarisé :
Gy,v{ros Yo, ug)e(T, W) = -Gr(Ro,s Yo, Uo)
c'est & dire :
Lo;wr - Log*W = f(up) ‘dans‘QYO

(3.31) <Vg; , h(T)> + W =0 sur yg
-<[Mr]evug , n> - <vgy , h(r)> + aW/an = 0 sur y,

avec Wr = <vuy , h(T)>.

(on ne se préoccupe pas pour 1'instant de la régularité de W, on y revien-
dra par la suite)

On suppose qu'il existe des fonctions de A réguliéres, y : R > Gad
et v R » V(QYO) telles que G(A, y(A), v(A)) = 0 ; alors, T et W sont
respectivement les valeurs de dy/d\. et dv/d\. On obtient ainsi, pour la
solution du probléme transporté, les développements & 1'ordre 1 suivants :

(3.32) v(A)
(3.33) v(A)

yo + (A=2g)T ¥ + o(A=2g)
ug + (A-Ag)W + o(r-1g)
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Avec ce résultat, le transport Ty = I + h(y) est une fonction de A Yon
donnera pour chacure des appiications que 1'on traite dans les chapitres
suivants une forme explicite de 1'application h(y)) :

(3.34) Ty(h) = 1 + (A-Ag) h(T) + o(A-no)
(3.35) Tyl (M) = 1 - (A-2g) k(T) + o(r-2o)

et la relation u = ch-Y'l achéve de décrire 1'application A » (y, u). On
obtient finalement pour la solution du probléme & frontiére 1libre (3.6) le
développement d 1'ordre 1 suivant :

(3.36) u(a)(r) = uglp) + (A=rg)W(p)
pour p € Qyo et r =p + (A=Ag)h(T)(p) = Qy

On verra dans les chapitres suivants des problémes & frontiére libre
particuliers pour lesquels on peut montrer effectivement 1'existence locale
d'une branche de solutions par le théoréme des fonctions implicites. Dans ce
cas, on justifiera les développements formels précédents pour des solutions
réguliéres. On saura aussi définir les points de retournements simples de
ces problémes en appliquant la Définition 1.2 au probléme transporté. On
pourra alors adapter la méthode standard de continuation donnée dans la pre-
miére partie de ce chapitré.

Les dévefoppements locaux de la branche des solutions du probléme a
frontiére libre F(A, y, u) = 0 seront obtenus (au voisinage d'une solution
réguliére ou d'un point de retournement simple) de la fagon suivante :
le probléme a frontiére libre sera augmenté d'une normalisation :

Lin(A-Ag, y-vo, u-ug) - (s-so) =0

ensuite, le probléme augmenté sera transporté sur le domaine fixe Qyg ¢

G(A, vy, v) =0

P(A, v, vV, §) = 0 <= ,
(s v ) Lin(A~Ag, v-vg, V=Ug) = (s-Sg) = 0

avec v = uoTy. On aura soin de choisir 1'application Lin de telle fagon
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que la condition (C5) soit vérifiée :
(c5) Lin(A, T, W) =0 pour (A, T, W) générateur de Ker DG(Ag, vgs Ug)

Le probléme augmenté définit alors localement des fonctions A(s), y(s), v(s)
par le théoréme des fonctions implicites. On en déduira par le transport
"retour" un paramétrage de la branche des solutions du probléme a frontiére
libre :

AMs) 5 v(s) 5 u(s) = v(s)oTy(s)-!

I1 arrive toutefois, en particulier pour certains problémes d'obstacle,
qu'on ne sache pas montrer que 1'opérateur formel Gy,y est continu pour
des  topologies convenables  (voir  aussi [DER83] et [GUI77] ). Les
développements (3.32) & (3.36) peuvent alors, & priori, conduire 3 des
"solutions" moins fégu]iéres que celles que 1'on cherche. En effet, dans le
"probléme linéarisé (3.31), si ug e C1+“(QYO), alors pour tout & e Gad,
W6 = <Vuy , h(&)> ¢ Cl'l*“(QYO) et Ta solution du probléme aux limites :

-Loew = f(llo)» - Lo‘w5
W= <V91 ’ h(6)> sur vyp
w=0 sur oQ

est de classe Cl-1*a  ay plus.

Ceci a pour premiére conséquense que'le développement (3.33) ne donne
pas une approXimation de v dans C‘*“(QYO), mais seulement dans
C“1+°‘(Q.YO). Ensuite, en raison de la perte de régularité sur la dérivée
normale, la derniére équation de (3.31) ne permet pas, en général, de
trouver T e C1*e(y,).

C'est pourquoi, au Chapitre IV, on préférera étudier directement les
solutions d'un probléme approché (pour lequel on peut justifier la résoiu-
tion locale, en raison du caractére discret des inconnues), plutdt que
d'étudier la résolution locale du probléme a frontiére libre continu (pour
lequel on ne sait pas justifier la validité de la linéarisation).

37



38



CHAPITRE II

PROBLEME A FRONTIERE LIBRE ISSU D'UN PROBLEME D'OBSTACLE

(CAS A SYMETRIE RADIALE)

Plan du chapitré :

II.1. POSITION DU PROBLEME

I11.2. PROBLEME A FRONTIERE LIBRE CONTINU
I1.2.1. Dérivation par rapport a la frontiére libre
11.2.2. Solution réguliére. Point de retournement simple
I1.2.3. Méthode de continuation pour le probléme continu

I1.3. PROBLEME A FRONTIERE LIBRE DISCRET
I1.3.1. Discrétisation du probiéme a frontiére libre
I1.3.2. Résolution locale du probléme discret

IT.4. RESULTATS NUMERIQUES
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Résumé :

Le probléme posé est de construire une méthode numérique pour calculer la
branche inéquation (c'est a dire la brarche (A, u) ; A € Rt des solutions
pour lesquelles 1'ensemble de coincidence est non vide) dans le probléme
d'obstacle suivant, ol Q est 1a boule unité de RN

uek

IQ vu.V(v-u) - Af(u)(v-u) > 0 ; pour tout v €K

K={veHl(Q) /v <¥p.p. sur Q).
On s'intéresse aux solutions & symétrie radiale pour lesquelles 1'ensemble
de coincidence : {x € @ / u(x) = ¥(x)} est une boule Bp, déterminée par
son rayon R.

On envisage la résolution du probléme a frontiére libre associé :

= -u'(r) - ﬂ;l u'(r) - Af(u(r)) =0 ; pour 0 <R<r<1
u(R) = ¥(R)
u'(R) = ¥'(R)

L u(l) =0

de deux fagons différentes :

1) Au voisinage d'une solution (Ag, Ry, Ug), par changement de variable
r = Tp(p) et par changement de fonction inconnue v = uoTg, Ile

probléme a frontiére libre est transporté sur le domaine fixe Q BRo'

Le probléme a frontiére libre transporté que 1'on note :

G(A, R, v) = 0

est résolu localement par la méthode de continuation standard présentée au
chapitre I.

A partir de 1'arc paramétré : (A(s), R(s), v(s)) des solutions du probléme
transporté, on obtient localement les solutions du probléme & frontiére 1li-
bre sous la forme d'un arc_paramétré : (A(s), R(s), u(s)) par le "transport
retour” : u(s) = v(s) o T-!p(s).

2) Le probléme & frontiére libre est approché par un probléme discret :
Fn{x, R, up) = 0

obtenu par un schéma aux différences finies. L'inconnue up peut &tre

identifiée a un é&lément de RN, ol N est le nombre de points de discréti-

sation. Le probléme discret étant directement posé sur un espace fixe, on

calcule 1a branche de ses solutions par application de la méthode standard.

On vérifie que les résultats numériques obtenus par ces deux méthodes sont
trés voisins,
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II.1. POSITION DU PROBLEME

On considére les solutions a symétrie radiales de 1'inéquation
variationnelle suivante :

uek
K=1{veHl(R)/v<¥p.p. sur @}

(1.1) IQ vu.v(v-u) - af(u){(v-u) » 0 ; pour tout v K

ol @ est la boule unité de RM , v est un obstacle régulier, positif,
d symétrie radiale et f une non-linéarité réguliére, croissante, positive.

Si ¥ e H(Q), alors u e H*(Q) et 1'inéquation (1.1) admet 1la
formulation forte suivante :

u<¥ sur Q= 9|Ec

-Au - Af(u)
u=Y"Ysury

3 du/d3n = 3¥/dn sur y
u=0 sur aQ

L] ]
o O
m

(]
wn
[
-3
0
=<2

i -
A -')s%(lu.) )

~-figure II.1-

(on a noté Ec = { x € @ / u(x) = ¥(x) } 1'ensemble de coincidence, que
1'on suppose non vide).

On suppose que 1'obstacle ¥ .est a symétrie radiale. On cherche les
solutions du probléme fort qui sont & symétrie radiale, vérifiant :

- Ec = BR, boule centrée a 1'origine définie par son rayon R,
- u = u(r) est définie sur 1'intervalle [R, 1].
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On écrit alors le probléme a frontiére libre :

Trouver R > 0 et u e C2([R, 1]) tels que :

R ﬂil~u' - AMf(u) = 0 pour R<r«l
u(R) = ¥(R)
(1.2) u'(R) = ¢*(R)
L u(l) =0

Proposition II.1 :

Si 1'obstacle régulier ¥ vérifie 1'hypothése :

1

(H) gt + 020 g4 af(e) > 0 sur [0, 1]
r

alors toute solution du probléme i frontiére libre (1.2) qui
vérifie de plus :

u<?Y e o +‘ﬂil v+ Af(u) >0  sur R, 1]

prolongée par ¥ sur [0, R[, est solution de 1'inéquation
variationnelle (1.1). '

Preuve :

Soit R, u, une solution de (1.2), on prolonge u par ¥ pour r < R et on
note u le prolongement.

Soit v € K, soit By la boule ouverte de centre 0, de rayon R,
I= IQ VU v(v-T) - Af(TU)(v-T)

[ Ve 9(veE) - AF(E)(v-¥) + [ Vu v(v-u) - Af(u)(v-u)
Br QIBR

par la formule de Green,

I-= IBR {-A¥ - Af(¥)}(v-7) + fngR{-Au - Af(u)}(v-u)

+ 2R { ¥'(R)(v-¥)(R) - u'(R)(v-u)(R) }
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alors, avec u(R) = ¥(R) et u'(R) = ¥'(R),

I =) {-A¥ - Af(¥)}(v-¥) > 0, si AY + AF(¥) > 0
Q|[BR
Enfin, AY + AMf(u) > 0 et u < Y assurent que Bp est 1'en$emb1e de cofinci-
dence et que u e K. _ | B

On écrira le probléme a frontiére libre sous la forme abstraite :
(1.2bis) F(A\, Ry u) =0

En étudiant localement le probléme a frontiére 1libre (1.2), on cherche a
obtenir un développement de l1a branche des solutions (A, R, u) qui prenne
en compte, a la fois, la variation de la frontiére libre et la variation de
la solution u sur le domaine (variable) ol elle est définie par un probléme
aux limites.

Ce point de vue permet d'envisager la résolution numérique de 1'inéquation
(1.1) par une méthode de continuation dans laquelle, & chaque pas, on ob-
“tient, dans un méme temps, une approximation de 1'ensemble de coincidence
et une approximation de 1a solution sur le complémentaire de cet ensemble.

Le calcul numérique des solutions du probléme & frontiére libre (1.2)
est exposé dans les deux paragraphes suivants.

II1.2. PROBLEME A FRONTIERE LIBRE CONTINU

La méthode de continuation standard, présentée au Chapitre I., que
1'on veut appliquer & la résolution du probléme & frontiére 1libre (1.2)
est basée sur la linéarisation de 1'opérateur F.

Or i1 n'est pas possible de calculer la dérivée partielle de F par
rapport a R car, si on fixe les variables A, et u, (définie sur
1tintervalle [Ro, 1]), F(rg, R, ug) n'a pas de sens pour R # Ry. On va donc
utiliser la technique de variation de domaine, qui consiste & transporter
le probléme sur un domaine fixe avant de le dériver.
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I1.2.1. Dérivation par rapport d la frontiére libre

Soit Ag, Rgs ugp une solution de (1.2). Pour tout R > 0 (en particulier
pour R voisin de Rg), on peut définir le transport :

TR : [Ro, 1] » [R, 1]
(201) > l'R + R-RO

Alors, par le changement de fonction inconnue :
(2.2) v = uoTR

on raméne le probléme (1.2) sur 1'intervalle fixe [Ry, 1] :

At v - gy e a0 =0 o

v(Rg) - ¥(R) = 0

(2.3) 1-Rg
1-R v (Ro) - ¥ (R) =0
v(l) =0

On écrit le probléme transporté :

(2.3bis) G(A, R, v) =0

définissant ainsi, avec la notation :

(2.4) Cko([Ra, 1]) = { v e CK([Ry, 1]) / v(1) = 0}

un opérateur G : R* x R* x €25([Ry, 1]) > C°([Rg, 1] x R x R de classe C2.

En effet, G est composé d'applications 1linéaires continues et des
applications €2 suivantes (des variables A, R, v) :

1-Rgy2 1 1-R 1-R
- ; - —=L0 ; -Af(v) ; -¥(R); —&; -¥'(R).
(l-R Tr(p) 1-R (v) (R) 1-R (R)
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Les dérivées partielles de G au point (Mg, Rg, ug) sont notées G?A,
%R et Gov; on donne leur valeur :

B =f(ug)
(2.5) g% = 0
0

1 n-1 1
~=— 2 Uty + 2 Agf(ug) ——
TRy o2 U of (ug) 1ore

-¥'(Rg)

(<)
(=]
=
]

(2.6)
ﬁ‘ﬁ ¥ (Ro) - ¥"(Ro)

-Aw - Agf'(ug)w
(2.7) G0y ow = w(Rg)
w'(Rg)

Définition II.1 :

On définit la dérivée eulérienne de F au pbint Mos Rgs ud par :

=94 rain, R, = g°
TR {G(ng UO)}R=R0 R

Une technique issue de la mécanique des milieux continus [GER73] et
reprise en identification de domaine [CEA81] utilise la relation :

(2.8) F(», R, u) = G(r, R, uoTR)

pour définir la notion de dérivée par rapport au domaine , que 1'on obtient
par une dérivation composée de (2.8) par rappert a R :

(2.9) Fp = 6% + 6% (<2 u'g)
1-Rg

La dérivée par rapport au domaine est utilisée, pour interpréter les varia-
tions de la solution du probléme transporté (que 1'on obtient rigoureuse-
ment en utilisant la dérivée Eulérienne) en terme de variation de la solu-
" tion du probléme posé sur un domaine variable.
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On utilisera ici la dérivée par rapport au domaine pour simplifier
1'écriture de certains opérateurs dérivés, comme ie suggére la proposition

suivante :

Proposition 11.2 :

La dérivée par rapport au domaine du probléme & frontiére libre

(1.2) au point (Ag, Ro, ug) est donnée par :

(2.10) FOD =
-{a¥ + A f(¥)}(Ro)
preuve :
-
Pour w 1-Ro u'op,

avec -Aug = Agf(ug) = 0, on a :

(i) ~aw = Mof ' (ugw = —— [-27gf(up) - ﬂ:% u'o}
- 1-Rg P

" on a aussi :
(i) w(Ro) = u'o(Rg) = ¥'(Rg)

enfin, si 1'équation est vérifide sur [R,, 1[,

W (Ro) + == ¥'(Ro) - ¥"(Rg) = u'o(Ro) - == u'g(Ro) + == ¥'o(Rg) - ¥"(Ro)

1-Rg 1-Rg

_hd ¥'(Rg) - rof(¥(Rg) - - ¥'(Ro) +

e 1-Rg
-AY(RO} - AM(¥(Ry) (ii1)

On définit 1'opérateur formel Lg :

(2.11) Loez = -Az - Agf*'(ug)z
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alors, en utilisant (2.7) et (2.8) et (2.9) et en posant :
(2.12) m=w-t—Lu'og of teR etwe C%(]JRg, 1[)

1'opérateur dérivé Gp_y(*o, Rgs Ug) est de la forme :
Lo'm

(2.13) 6%, v (ts w) = { m(Rg)
m'(Ro) - t{a¥ + Aof(¥)}(Ro)

11.2.3 Solution réguliére. Point de retournement simple

Au point (ng, Rg, Uug), solution de (1.2), dire qu'il existe un
paramétrage local de la branche des solutions de (2.1) par A revient a dire
que 1'opérateur 6%y : R x C%([Ro, 1]) > C°([Rg, 1]) x R x R Tinéaire,
et continu est un isomorphisme.

En effet, si GOR,V est un isomorphisme, (2.3bis) définit localement
des fonctions R(A) et v(A) par le théoréme des fonctions implicites. On en
déduit que 1le transport : Tp = TR(x) est une fonction de A et par
conséquent, u = v 0 TR'l définit u comme une fonction de A, de telle
sorte que (A, R(A), u(r)) soit localement solution du probléme a frontiére
libre continu (1.2).

Cette remarque permet de définir les solutions réguliéres du probléme
a frontiére libre comme les solutions réguiiéres du probléme transporté.
On définira les points de retournement du probléme a frontiére libre de la
méme fagon :

Définition II.3 :

On dit que (rg, Ry, Ug) est une solution réguliére du probléme
3 frontiére libre (1.2) si

(c1) GOR,V est un isomorphisme.
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On dit qu'une solution (Ng, Rg, ug) de (1.2) est un point-de
retournement simple si 1'opérateur GOR,V vérifie les condi-
tions de retournement simple :

(c2) Ker 6% y est de dimension 1 dans R x C2g([Rg, 1])
(€3) Im GOR’V est de codimension 1 dans C°([Rq, 1]) x R?
(ca) 6%\ n'appartient pas i Im GOR,V

Lemme [1;1 :
Soit Bp, la boule de centre 0, de rayon Rg. On considére
1'opérateur Lo avec des conditions de Dirichlet homogénes sur
le bord de @\Bg,-
Si AY + Af(¥) ne s'annule pas sur J0, 1[ et si (g, Rg, ug) est
une solution de (1.2) alors :
dim Ker Lo = dim Ker G,y = codim Im G°R_y
preuve :
Avec 1la notation (2.12),
- Loem =0
(t, w) e Ker GO,y <==>
m'(Ro) - t{aw + Af(¥)}(Ro) = O
==> me Ker Ly et t = m'(Rg) / {Aa¥ + Af(¥) }(Rg)
Donc dim Ker Lo = dim Ker 6%
‘Comme Ly est auto-adjoint, pour le produit scalaire de LZ(Q‘BRO) on a :
L
Im Ly = (Ker Lg)
Pour £ réguliére, telle que (1) = 0 et g(Ry) = b, on note :
ToE = -AE - Mf(ug)E

alors, en intégrant par parties, pour & ¢ Ker Ly, on a :
<1gE , & = <& , Lo*®> - ba'(Rg) = -ba'(Rg)
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Soit (a, b, ¢) € C%([Ro, 1]) x R x.R,
Loem = a - 15
a, b, ¢) € Im 6? <==> 3 (t, m) /
( ) R,V ( ) m'(Rg) - t{AY +xof(¥)}(Rg) = ¢
<==> a - 1g€ e Im Lg si {av+ A ¥)} #0
<==><a - 1gz , ® = 0 ; pour tout & e Ker Lg.

==> <a , & + b®'(Rg) = 0 ; pour tout & e Ker Lg.

Donc dim Ker Lo = codim Im 6% y. B

Proposition II1.2 :

Si A¥ + Aof(¥) ne s'annule pas sur ]0, 1, alors (rg, Ry, Ug)
solution de (1.2) est une solution réguliére ssi :

Ker Lo = {0} dans {v e C2([Rg, 1]) / v(Rg) = v(1) = 0}.
preuve :
Lo*m = a
6%, v*(t, W) = (a, b, ¢) <==>{ m(Rg) = b

m'(Rg) - t{A¥ +7F(¥)}(Rg) = ¢

Si Ker Lo = {0}, i1 existe un unique m & C%o(JRg, 1[) tel que :
Loem = a avec m(Ry) = b et m(1) = 0 ;
alors, si AY¥Y + Ayf(¥) ne s'annule pas, la derniére équa-
tion détermine t ¢ R unique, puis w unique :
w=m+tu'y (1-p)/(1-Rg).
Donc GOR,V est bijectif ; étant de plus continu, c'est un isomorphisme
par le théoréme de 1'application ouverte.

Inversement, si GOR,V est un isomorphisme,
supposons que {A¥ + Af(¥)} ne s'annule pas et qu'il existe
un élément non nul m ¢ Ker L,
dans ce cas, il existe t £ R, non nul :
t =m'(Rg) / {A¥ + Af(¥)}(Rg) # O
pour lequel, avec w défini par (2.12), ,
(t, w) = Ker GOR,V ; ce qui contredit 1'hypothése. B
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Le résultat de la Proposition II.2 revient 3 dire que (Mg, Rg, Ug) est une
solution réguliére du probléme & frontiére libre (1.2) ssi (ag, ugy) est une
sclution réguliére du probléme de Dirichlet posé sur le complémentaire

de 1'ensemble de coincidence Q|Bg, :
-Au - Af(u) = 0 sur JRg, 1[

(2.14) u(l) = 0
u(Rg) = ¥(Rg)

dont 1'opérateur dérivé par rapport a u est justement :
t {v e C2([Rg,1]) / V(Rg)=v(1)=0} » Lgez.

Remarque :

Les hypothéses suivantes :

(1) la frontiére y de Qy = Bp est réguliére
(ii) R>0
(iii) AY + AF(2) > 0

et 1a Proposition II.1 assurent qu'une solution réguliére (Ag, Rg, Ug) du
probléme a frontiére libre continu, qui vérifie de plus :

up < ¥ et AY + Af(u) >0 sur Q|BR0
est en fait (moyennant son prolongement par ¥ sur BR) une solution régu-

liére de 1*inéquation (1.1) (au sens "conique", voir [CIR83] ).

Proposition I1.3 :

Si A¥ + Aof(¥) ne s'annule pas sur Jo, 1[, alors une solution
(Ags Rgs ug) de (1.2) est un point de retournement simple ssi :

dim Ker Lo = 1 dans { v e C2([Rg, 11) / v(Rg) = v(1) = 0 }
et f(ug) ¢ Im Lo. '
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De plus, si @ est un générateur de Ker Ly, on note :

(2.15) M ='(Ro) (8¥(Ro) + Af(¥(Rg)))-!
1-p 1 2 2 0.
alors (M, & + M-E—E- u'g) est un générateur de KerG R,v-
-Ro
preuve :

Conditions (C2) et (C3) :
dim Ker Ly = 1 <==> dim Ker G,y = codim Im G,y = 1 (Lemme II.1),

’

Avec la notation (2.12), si & est un générateur de Ker Lg,

L0°m =0
m'(Rg) - t{a¥ + AF(T)}(Rg) = O
<==> (t, m) = k(M, &) ; k e R

(t, w) € Ker GOR,V <==>

==> (t, w)

l-p 1
k( M, d + M—ZE u ; keR.
( 1-Rg 0 ) ©

Condition (C4) : ,
(a, b, ¢c) € Im GOR’V <==> <a , ® + b3'(Rg) = 0 ; pour tout & e Ker Lg

et GOK définie par (2.5) n'appartient pas 3 Im GOR,V ssi f(ug) n'appar-
tient pas a Im Lg. N

Par la Proposition II.3, dire que (Ag» Rg, ug) est un point de re-
tournement simple du probléme a frontiére libre revient d dire que
(Ao, Uug) est un point de retournement du probléme de Dirichlet (2.14) posé
sur le complémentaire de 1'ensemble de coincidence Q!BRO-
Remarque :

Comme dans le cas des solutions réquliéres, les hypothéses citées as-
surent qu'un point de retournement simple (ry, Ry, Ug) du probléme a fron-

tiére libre continu, qui vérifie de plus :

ug < ¥ et A¥ + Af(ug) > 0 sur Q|BR0
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est un point singulier de 1'inéquation (1.1) vérifiant le théoréme de
retournement [CIR83 §3. Theoréme 2 ] ( moyennant le prolongement de ug par

¥ syr BRo) .

On résume dans la proposition suivante, les formes explicites du géné-
rateur de Ker GOR’V suivant que (Mg, Rp, Up) est une solution réguliére

ou un point

de retournement simpie du probléme a frontiére libre (1.2). Ces

formes explicites permettent de déterminer une normalisation convenable

pour mettre

Proposition

en oeuvre la méthode de continuation standard.

1.4 :

On suppose que'AY + Af(¥) ne s'annule pas sur [0,1].

Si (ngs Rgs Ug) est une solution réguliére de (1.2), on note z,
1'unique solution de Loz = f(ug) ; 2z(1) = z(Rg) = 0. Alors, le
noyau de DG° est engendré par :

(2.16) L1537 j;i?;;}(%) s W=z T;ﬁ’; u'y
Si (ho; Rgs Ug) est un point de retournement simple de (1.2),
soit &, un générateur de Ker Ly, alors DY est engendré par :
(2.17) L=05 Tero "‘@;\19:‘%))}(%) c W=+ T i:_;; u'y
Preuve :
Par application de la Proposition I.1 (Chap. I). |
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11.2.3. Méthode de continuation pour le probléme continu

On suppose que la branche des solutions du probléme (1.2) n'est formée

que de solutions réguliéres et de points de retournement simple.

On introduit un nouveau paramétre s et une équation de normalisation
tels que la branche soit localement paramétrable par s en chacun de ses

points (régulier ou de retournement simple).

Soit (Ag,Rp, Ug) une solution réguliére ou un point de retournement

simple de (1.2), soit une application linéaire continue :
Lin : R x Rx C%([Ro, 1]) > R

vérifiant 1a condition suivante :

(cs5) Lin(L, T, W) # 0 ; pour (L, T, W) générateur de Ker DG°
On pose :
(2.18) N()\., R, u, 5) = ]in(x-)\.o, R—Ro, U-UQ) - (S"S_o)

et on considére le probléme augmenté (transporté en domaine fixe):

G(rn, R, v) =0

2.19
(2.19) N(r, R, voTR=%, s) = 0

que 1'on note P(A, R, v, s) = O.

Alors 1'opérateur.Px,R,v(ko, Ro, Ug) est un isomorphisme (Prop. I1.2).

On en donne une expression, avec m défini par (2.12) :
P R,v ¢ R? x C%([Ro, 1]) » C°([Rg, 1]) x R®

Lo%m - 1f(ug)

(2.20) [ 06%(1, t, w) ={ m(Rg)
(1, t, W) > m'(Rg) - t{A¥ + Aof(¥) }(Ro)
(2.21) | N LR,vt (T, t, W) = 1in(1, t, m)
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Par application du théoréme des fonctions implicites & 1'opérateur P, -il
existe des fonctions de classe C! : a(s), R(s), v(s) qui décrivent
localement la branche des solutions du probléme transporté (2.4).

On' obtient alors le transport (2.1) comme une fonction de s :

T(s) : [Ro, 1] > [R(s), 1]
, 1-R(s) o + R(s)=Rg
1-Rg 1-Rg

)

puis, avec le changement de fonction u = v(s)oT(s)-!, c'est & dire :

- ws) (LR R(S)Rg
u(s) (r) = v(s) (—13%5)?‘ T-R(s) )3 R(s) <r <1

on définit une fonction u(s) telle que A(s), R(s), u(s) soit solution du
probléme & frontiére libre continu (1.2) (voir fig. II.2).

A (n'.*) | | V(Q?

\ V(S
N kg rBsw

--------

1] PP

-figure II.2-
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Les dérivées L = d\/ds, T = dR/ds et W = dv/ds, au point s = sy, sont
solution du probléme augmenté linéarisé : POA,R,V-(L, T, W) = -Pos,
soit :

- De%«(L, T, W) = 0
(2.22) : (L, T, W)
Lin(L, T, W) =1
La méthode de continuation proposée est construite localement a partir
des développements :

A(sg + AS) = Ay + LeAs + o(As)
(2.23) R(sg + AS) = Rg + TeAs + o(As)
v(sg + AS) = ug + WeAs + o(As)

d'ol 1'on déduit le développement du transport :

(2.24) T(sg + As) = 1 + As 11;p T + o(As)
haLAY ¢

puis, avec u(sq + As)oT(sg + 4s) = v(sq + As), on a le développement de u :

p e [R09 1]
(2.25) X =p + As -0 T € JRo+asT, 1[
1-Rg

u(sg + As)(x) = ugl(p) + As<W(p) + o(as)(p)

On présente 1'algorithme de continuation adapté de 1'algorithme
standard présenté au Chapitre I. Le choix de la normalisation est celui
d'une pseudo-abcisse curviligne sur le diagramme de bifurcation (A, R),
.c'est 3 dire :

N(As Ry U, S) = (A-MIW* + (R-Ri)R¥ = (s-s5¢)

au voisinage du point (Ak, Rk, ug, Sk) avec A*, R* approchant
respectivement d\/ds et dR/ds en ce point.
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ALGORITHME POUR LE PROBLEME A FRONTIERE LIBRE CONTINU

Initialisation :

1) Il est nécessaire de connaitre une solution (ag, Rg, Ug) du probléme
d frontiére libre (1.2), avec Rg > 0. Plusieurs algorithmes permettent
de 1'obtenir, citons (entre autres) : les méthodes de tir, les métho-
des de monotonie...

2) On se donne sy arbitraire.

3) I1 est nécessaire de connaitre une approximation A*(s;), R*(sg) de
A'(sg)s R'(sg). Pour cela, aprés avoir linéarisé 1'opérateur G au
point (Mg, Ry, ug) (supposé régulier), on calculera A*(sq), R*(sq)
pour que :

R*(sg) = M*(so) %E et Rx(sg)? + a*(sg)? = 1

Itération :
(un indice k placé en haut indique la référence au point (xk, Rk’ Uy s SQ

Etape 1 : Génération du noyau de DGK

1) Approcher 1'opérateur LK : w » -Aw - Af'(ug)w
2) Résoudre les systémes linéaires :

Loz = fup) Lesa = i%ﬁg-ﬂél {-u'k - Zkkf(uk)}
(2.26) z(Rk) = 0 (2.27) q(Rg) = -¥'(Rg)
z(1) =0 q(l) =0

3) Chercher alors w sous la forme z + tq dans :

1_;k {g'(Rg) - ¥"(Rk)} * + w'(Rg) =0 c'est & dire :

(2.28) {T;%E ¥'(Rg) + ¥"(Ry) + q'(R¢) } £+ z'(Re) = 0

A cette é&tape, le noyau de DGK est engendré par (1, t, w).
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. Etape 2 : Normalisation

1) Approcher A'(sk) et R'(sg) :

Sik>o0,
M= (Mg - Mg-1)/as
R* = (Rx - Rk-1)/As
Si k=20,
A = (1 + t2)-1/2
R* = A%t

2) Résoudre 1'équation en L :

lin(L, T, W) =1
ou T=1Lt et W=1Lwc'est a dire :

(2.29) LA* + Lt R* = 1
Etape 3 : Un pas de 1a méthode d'Euler

On calcule le point  Ak+1s Rk+1s -Uk+1 en utilisant les
développements (2.23) :

Ak+1 = Mg + AsL
Rk+]_ = Rk + AsT
Tk+l = T(Rk+1)

et uk+1(r) = ux(p) + As<W
pour r ¢ [Res1, 1] et r = Tysg(p)

Remarque : si on a discrétisé 1'intervalle [Rk, 1], le transport est
implicite avec :

ri = Rg+1 + (i-1)h 5 h = (1-Ry+1)/N;
pi = Rg + (i-1)h 5 h = (1-Rg)/N;
ug+1(ri) = uclpi) + as-W(pj).
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I1.3. PROBLEME A FRONTIERE LIBRE DISCRET

4 La méthode de calcul numérique des solutions du probléme a frontiére
libre (1.2) que 1'on propose ici consiste d résoudre par continuation
(méthode standard du Chapitre I.) une approximation discréte de ce probléme.

11.3.1. Discrétisation du probléme a frontiére libre

On se donne une grille de N+2 points équirépartis sur 1'intervalle [R, 1] :

= 1R,

(3.1) G={ri=R+ih ; h ] i=0..N+1}

On note Xp(R) T1'ensemble des fonctions up définies.par leurs valeurs sur
la grille G. On utilisera aussi le sous espaces de Xp(R) :

(3.2) Vh(R) = {vh € Xp(R) / vp(1) = 0O}
On définit sur Xp(R) les opérateurs aux différences finies :

(2n)-1 {up(r+h) - up(r-h)}

D*h(R) »up(r)

Dzh(R)ouh(r) h-2 {upn(r-h) = 2up(r) + up(r+h)}

et on approche 1'opérateur Laplacien par :
(3.3) 8h(R)+up(r) = DZp(R) eun(r) + 2% DLp(R) -un(r)

Le probléme (1.2), approché sur la grille G, prend la forme suivante :
probléme a frontiére libre discret
Trouver R > 0 et up € Vp(R) tels que :
-Ap(R)eup(ri) - Af(up(ri)) =0 pourvi = 1..N

(3.4) up(R) = ¥(R)
up(R+h) = ¥(R+h)
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Remarque :

Dans ce schéma, 1'approximation du raccord en r = R est d'ordre 1 alors
que 1‘'approximation de Au est d'ordre 2. On pourrait avoir un schéma entié-
rement d'ordre 2 en remplagant la derniére équation par :

D'h(R) *up(R) = D'p(R)¥(R)

u(R-h) étant défini comme suit :

u(R-h) = u(R) - hu'(R) + h%/2 u"(R), avec :

u'(R) = 1151 u'(R) - AF(2(R))
u'(R) = ¥ (R) \

u(R) = ¥(R)

Bien que le probléme a frontiére libre discret , que 1'on note sous la
forme abstraite
(3.4bis) Fh(rs Ry, up) =0,
soit posé sur un espace variable, comme 1'était son analogue continu (1.2),
on va pouvoir immédiatement le reformuler et montrer que la dépendance vis a
vis du domaine est en fait beaucoup plus simple que dans le cas continu :

A tout élément up de Vh(R), on associe un vecteur U ¢ RN
(3.5) Uj = up(ry) 1 = 1..N,

on définit la matrice A(R) de taille N, tridiagonale :

n-1

A(R)i,i-l = h'z - (Zh)'l -‘:‘——' ;1 =2..N
i
(3.6) AR)j,i = -2h-? ; i=1..N
A(R),j+1 = h=2 + (2h)-1 n-l ;1= 1..N-1

ri
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et le vecteur a(R) ¢ RN , identifié & sa premiére composante : .
(3.7) a(R) = a(R)1 = h=2 - (2h)-! ﬂi;- ; a(R);j =0 pour i = 2..N
1

On note f(U) vecteur de RN dont les composantes sont f(Uj) ; alors la
solution dans Vp du probléme (3.4) est donnée par :

(3.8) uh(R) = ¥(R); up(R + ih) = U;j pour i = 1.. N
o R> 0 et Ue RN sont solution du systéme non linéaire :

(3.9) -A(R)*U - Af(U) - a(R)¥(R) = 0
Up -¥(R+h) =0
Pour résoudre (3.9), on cherche les inconnues dans 1'espace fixe
Rt x RN , ce qui simplifie la dérivation par rapport au domaine (c'est 3
dire la dérivation par rapport & la variable R). En effet, si on réécrit le
systéme non linéaire (3.9) sous la forme : '

(3.9bis) S{(A, R, U) =0

on définit un opérateur S, de classe C2 de R* x R* x RN dans RN*1l |
composé_d'app]ications linéaires et des applications €2 suivantes :

h(R) défini dans (3.1)

-A(R) et -a(R)¥(R) avec A et a définies par (3.6) et (3.7)
-f(U)

-¥(R + h)

11.3.2. Résolution locale du probléme approché

On suppose qu'il existe une solution (Rg, ugp) probléme a frontiére
libre discret (3.4) pour une valeur Ay de A. Soit Ug e RN défini par les
valeurs de ugp aux points p;.. py de la grille Gg :

Go = {pj = Ro + ihg 3 hg = (1-Rg)/(N+1) 3 i = 0..N+1}
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Soit A? (Ro), la matrice obtenue en der1vant en R=Rg chacun des termes de
1a matrice A(R) :

he3 0y pp-2 b Bl L opyer 0l j4h

dr dR Rg+ih (Ro+i h)2 (1 dr

—1- {2h-2 - (2n)-1 Bl (2n)-2 2=l o4y}
Pi 91

"i' =~ {2 A(Ro)1,4-1 + (2h)-} "'_'1‘ }
Pi

A'(Ro)i,j-1 = -2

de la méme fagon, on a :

A'(Ro)i,i+1 = L {2 ARo)1, 141 - (20)} ﬂ:% }
1-Rg ’ 0i

et :

a'(Ro) = < a(R)| -i-l—R-; {2a(Ro) + (2n)-12=1 )

R=Rg Pi

On définit la matrice K et le réel k en posant :

L [2 ARg) - K} et a (Ro) = 71 {2a(Ro) - K}

A'(R
(Ro) 1-R, | 1-R0

0 --—a—- - [ ] - -
alors, S ] R {=A(R) sU - AF(U) a(R)Y(R)}R=R0
-A'(Rg) Uy = a'(Ro)¥(Rg) - a(Rg)¥'(Rg)

= E%E; { -2 A(Rg)Ug + KUg - 2a(Rg)¥(Rg) + k¥(Rg)} - a(Rg)¥'(Rg)

et Ng, Rg, Ug solution de (3.9) => -2 A(Rg)<Ug - 2a(Rg)¥(Rg) = 2n f(Ug). B
Remarque : Pour i = 1..N, 1'égalité suivante :

{KUp + K¥(Rg)}i = (n-1) Dlopeugnlpi) / 042

permet de rapprocher S°R de 1'expression de la dérivée Eulérienne (2.6).
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Proposition I1.5

L'opérateur DS(rg, Rg, Ug) que 1'on note DS?, est défini par les

dérivées partielles :

(3.10) % = -f(Uo)
0
. 'l-l:'R_' {ZXOf(UO) + KUQ + k‘y(Ro)} - a(Ro)Yl(Ro)
(3.11) % = =Ro ,
'Y'(Ro + h) -N:—l-
(3.12) SOyem = -A(R) *w - Af'(Ug)w

W

ol K est la matrice tridiagonale :

Ki,j-1 = -(2n)-! ﬂ%%; i=2..N
: Pi
(3.13) Ki,i =03 i =1..N
Ki,ier = (20)-2 21 0 41N
o

et k le vecteur de RN identifié & sa premiére composante :

(3.14) k =k =-(20)-1 22 . ki =0 pour i = 2..N

P1

preuve :

On donne le calcul explicite de la dérivée partielle (3.11) :
(1a dépendance h(R) n'est pas explicitement mentionnée)

h=l_-R => .d_b.l =-.._].'—=__L_
N+l @R R=R, ~ W1 IR,
d dh N
9 {e(R+h = v (Ro+h) (1 + ) = w1 (Rg+h) N
dn {e( )}R=R0 (Ro+h)( R ) (Ro+h) ]
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On définit les solutions réguliéres et les points de retournement (§}m-
ple) du probléme & frontiére 1libre discret en appliquant les définitions
(I1.1) et (I.2) au probléme S(A, R, U) = 0 :

Définition I11.4

(C1)

(€2)
(ca)

Soit (Mg, Rg, ugh) une solution de (3.4).
Soient Go = {pj = Ro + ih 3 h = (1-Ro)/(N+1) ; i = 0..N+1} et
Uo € RN défini par Ugj = ugh(pi) ; i = 1..N.

On dit que (Mg, Rg, Ugh) est une solution réguliére du problé-
me a frontiére libre discret si :

Ker SOR,U = {0}.
On dit que (Ag, Rg, Ugp) est un point de retournement simple
du probléme a frontiére 1libre discret si 1'opérateur SOR,U

vérifie les conditions :

dim Ker SO y = 1
Sox g Im SOR’U

On s'intéresse maintenant d un paramétrage de la branche des solutions

de (3.4), valable localement en tout point régulier ou de retournement sim-
ple. On obtient ce paramétrage aprés application de la méthode de continua-
tion standard a la résolution du probléme S(A, R, U) = 0 :

L'opérateur DS® admet un noyau de dimension 1 dans RN+2 (prop. 1.1).
Soit une application linéaire Lin : RN*2 & R vérifiant la condition :

(C5)

Lin{L, T, W) # 0 pour (L, T, W) générateur de DS°

on considére le probléme augmenté :

(3.15)

S(A, R, U) = 0
P(A, R, U) = 0 <==>
. LiN(K-Ko, R-Ro, U-Uo) - (S-So)

au voisinage du point (Ag, Ry, Ug, Sg)-
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Comme 1'opérateur POR,U est inversible (Prop. I.2), par application
du théoréme des fonctions implicites, on obtient les développements suivants
de la branche des solutions du probléme (3.9) :

Mso+As) = Ag + AsL + o(As)
{(3.16) R(sg+As) = Rg + AsT + o(As)
U(sg+as) = Uy + AsW + o(As)

od (L, T, W) est 1'unique solution du probléme augmenté linéarisé :

S%R,u% (T, W) + L% =0
Lin (L, T, W) =1

(3.17)
On obtient un développement de ugp, solution de (3.4), en posant :
h = (1-Rg - AsT)/(N+1)

(3.18) up(Rg + AsT) = ¥(Ry + AsT)
up(Ro + AST + ih) = U(sg + As)j 5 1 = 1..N
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ALGORITHME POUR LE PROBLEME A FRONTIERE LIBRE DISCRET

Dans 1'algorithme que 1'on décrit ici, on a choisi 1la méme
normalisation qu'au paragraphe (II.2) c'est & dire une pseudo-abcisse
curviligne sur le diagramme (A, R).

Initialisation :
1) Pour Ry fixé, résoudre le probléme suivant avec h = (1-R,)/(N+1) :
-A(Ro)*Uo - nof(Uo) - a(Ro) ¥(Rg) =0
Uoy = ¥(Rg+h)
2) fixer sgy arbitraire
3) pour initialiser A* et R*, approximations de A'(sy) et R'(sg),
voir étape 2.
Itération :

Etape 1 : Calcul du noyau de DS™

1) Construire la matrice de 1'opérateur :
LM : W -A(Rm)‘w - )\.mf'(Um)w

2) résolution des systémes :

(3.19) LMez = f(Up) (implicitement, z(Ry) = z(1) = 0)
(3.20) Mep = - TE?%T"' {2 f(U) + KU+ k¥(R ) - a(R )¥'(R )}

(K et k sont définis par (3.13) (3.14) ; ce systéme contient
implicitement les conditions p(Ry) = -¥'(Ry) et p(1l) = 0)
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3) Calculer t et w=z + tp dans :
(3.21) -t ¥'(Rp + h)N/N+1 + (z3 + tpy) = 0

Le'noyau de DSM est engendré par (1, t, w).

Etape 2 : Normalisation
1) Approcher A'(sp) et R'(sp)
Sim> 0,
A = (ApAp-1)/As

R* = (Rm-Rp-1)/As

Sim= 0, alors avec R'(sg) = A'(sg)dR/dr = A'(sq)t, on fixe
A (sg) = A* = (1+t2) pour que A'(sg)? + R'(sg)2 =1

2) Résoudre 1'équation en L :
(3.22) LA* + LtR* = 1’

On a alors d\/ds = L, dR/ds = Lt et dU/ds = Lw.

Etape 3 : Un pas de la méthode d'Euler

Ame1 = Np + AsL

Rm+1 = Ry + AsLt
Un#r = Up + Aslw
upm+1 (Rm+1) = ¥(Rpe1)
h = (1-Rps1) /N+1

on a implicitement décrit u,™! avec :

Upm+1{Pi) = Up+14 spi = Rp+r + Th 5 i = 1..N.
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I1.4. RESULTATS NUMERIQUES

Les deux algorithmes présentés ont été testés sur différents problémes
a frontiére libre du type (1.2) avec : '
la non-linéarité f(u) = eU

des obstacles constant, convexe (vérifiant donc 1'hypothése (H)) ou
concave,

en dimension 1, 2, 3, 4.
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OBSTACLE CONSTANT (Planches II.1 a I1.8)

Pour le choix de 1'obstacle : v = 4 _
on remarque que les 2 algorithmes, donnent des courbes (A, R), et des solu-
tions u sur JR, 1[ identiques.
On remarque aussi que la solution u vérifie :
u<v sur |R,1[ pour tout A ;
pour un obstacle constant, les conditions :

AY + Af(?) > 0 et AY + Af(u) > O

étant vérifiées, les solutions u calculées approchent la solution du pro-
bléme d'obstacle (1.1) (Proposition II.1).

Les résultats que 1'on présente sont identiques & ceux obtenus en
résolvant le probléme a frontiére libre (1.2) par la méthode de tir (voir
ces résultats dans [CON83] ). |

L'avantage des algorithmes présentés sur la méthode de tir, réside

dans le fait qu'on peut généraliser leur utilisation au cas d'obstacles non
non constants.
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OBSTACLES NON CONSTANTS (Planches II.9 & 11.24)

On a testé les deux algorithmes avec les obstacles ¥ = 4 + 2x2
(Planches 11.9 3 I1.16) et ¥ = 4 - x? (Planches I1.17 & II1.24).

Ici encore, les résultats sont identiques et on observe que :
u<yY sur [R,1] pour tout A

Pour 1'obstacle convexe, les hypothéses de 1la Proposition II.1 sont _
vérifiées et on a approché les solutions du probléme d'obstacle (1.1).

Cette série de résultats numériques coincide avec les résultats obtenus
par la méthode suivante [HER84] :

pour R donné, résoudre le probléme de Cauchy :
-Au - Af(u) = 0 sur JR, 1f

u(R) 7(R)
u'(R) = v'(R)

puis déterminer A tel que u(l) soit nul.
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CHAPITRE III

PROBLEME DE DISSOLUTION-CROISSANCE AVEC DIFFUSION ET SOURCE DE MATIERE

Plan du chapitre :

I1I.1. PRESENTATION DU MODELE

I11.2. PROBLEME A FRONTIERE LIBRE STATIONNAIRE
111.2.1. Formulation adimensionnelle
II1.2.2. Existence de solutions multiples

TI1.3. RESOLUTION LOCALE DU PROBLEME STATIONNAIRE
II1.3.1. Transport et linéarisation
IIT1.3.2. Choix de la normalisation

II1.4. ALGORITHME ET kESULTATS NUMERIQUES
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Résumé :

On étudie un phénoméne de dissolution-croissance dans un systéme chimi-
que, en présence de diffusion et d'une source de matiére. La modélisation de
ce systéme cinétique, due 3 M. Cournil [COU83], conduit & un probléme 3a
frontiére libre dépendant du temps. +

On s'intéresse. aux solutions du probléme stationnaire associé et plus
particuliérement & 1'existence et au calcul de solutions multiples en fonc-
tion des valeurs d'un paramétre de bifurcation A qui mesure la compétition
entre la diffusion et la vitesse de germination dans le systéme.

La branche des solutions est calculée par une méthode de continuation
adaptée de la méthode standard présentée au Chapitre I. La construction de
cette méthode a été détaillée au Chapitre II (pour un probléme a& frontiére
libre différent). On montre, de plus, que la frontiére libre peut etre choi-
sie comme paramétre de continuation. '

On présente des résultats numériques qui décrivent 1'influence des dif-

férents paramétres, sur le diagramme de bifurcation qui représente la bran-
che des solutions.
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ITI.1. PRESENTATION DU MODELE

On étudie, dans R3, le comportement d'un systéme chimique constitué
d'un milieu sclide poreux baigné par un liquide. Les échanges de matiére en-
tre le liquide et le solide poreux rendent possible 1'apparition d'un nou-
veau solide, présent sous la forme d'un grain sphérique.

Le systéme occupe un volume sphérique constant de rayon L. Le grain
dont le rayon R dépend du temps est situé au centre :

-figure III. 1-

A 1'instant t, on considére la couronne Qt de R} , limitée par 1les
sphéres de rayon R(t) et L respectivement, contenant la phase liquide.

Soit C(x, t) la concentration au sein de la phase liquide Q¢, a la
distance x du centre.

La diffusion de matiére est isotrope dans @, caractérisée par un
coefficient constant D. La source de matiére est modélisée par une fonction
F décroissaﬁte, positive, bornée. Le bilan matiére s'obtient en écrivant la
loi de Fick (voir [BSL66] ou [JOS70]) :

(1.1) §£»= DAC + F(C) dans ot
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On suppose que les échanges de matiéres entre liquide et milieu poreux
sont gouvernés par la loi de Nernst :

(1.2) R () = Kk [Clx, t) - 6(x)]

dt R(t)

ou G(x) est la concentration d'équilibre du 1liquide et K une constante
cinétique positive.

Les échanges de matiére entre le liquide et le grain obéissent & une
équation cinétique faisant intervenir le rayon du grain (phénoméne 1ié a la

tension superficielle de 1'interface). On écrit le bilan sur la surface du
grain :

aC _l drR
(1.3) [pD'SE R(t) [V Cc(x, t)]R(t) ™ (t)

ou p et V sont des constantes positives désignant respectivement la porosité
du solide et son volume molaire.

On choisit comme condition sur le berd fixe :
(1.4) C(L, t) = C
D'autres conditions au bord sont envisageables, par exemple :
aC/ax(L, t) = 0.

Le rayon R(0) du grain initial est donné, ainsi que le profil de Ta
concentration initiale :

(1.5) C(x, 0) = Co(x) 5 R(0) < x<L
Les allures des fonctions F(C) et G(x) ne sont pas connues avec certi-
tude. On trouve classiquement, pour le terme source F, 1'une des formes sui-

vantes (k constante cinétique positive) :

(1.6a) F(C) = k(Cg - C)F (Toi du ler ordre)
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k(Co? - C2)*  (loi du 2me ordre)
k[(Cy - C)*]?

(1.6b) F(C)
(1.6c) F(C)

Le choix de la fonction G est celui de Gibbs-Kelvin :
(1.7) G(x) = C* exp (y/x)

C* est une constante homogéne a une concentration et y est une constante
homogéne a une longueur avec 0 < y << L.

III.2. PROBLEME A FRONTIERE LIBRE STATIONNAIRE

En régime stationnaire, Tles équations (1.1) (1.2) (1.3) (1.4)
s'écrivent sous la forme du probléme a frontiére libre suivant :

DAC + F(C) = 0 R<x <L
C(R) = G(R)

(2.1) C'(R) = 0
C(L) = Cl

dont les données sont : L, la taille du systéme ; C;, la concentration au
bord (x = L) ; les fonctions F et G qui dépendent des paramétres k, C* et «y.

111.2.1. Formulation adimensionnelle

On définit les notations et changements d'inconnues suivants :

(2.2) r=x/Le ]0,1[ ; R=R/L

(2.3) c(r) = C(x)/Cy
(2.4)  f(c) = F(Cic)/F(0)
(2.5) g(r) = G(x)/C,

(2.6) A = L2F(0)/CiD e R*
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Ceci permet d'écrire le probléme sous la forme adimensionnelle :
Trouver R € ]0,1[ et c € C2(]R,1[) tels que :

Ac + Af(c) =0 R<r«<lil

c(R) = g(R)
(2.7) ¢'(R) = 0
c(l) =1

Les données du probléme (2.7) sont les fonctions f et g que 1'on
détermine a 1'aide des relations (2.4) et (2.5). On trouve ainsi pour f
1'une des formes suivantes (a, B et & constantes adimensionnelles) :

(1 - ac/B)*
(1 - a2c2/52)+
[(1 - ac/B)*])?

(2.8a) f(c)
(2.8b) f(c)
(2.8c) f(c)

et pour g, le choix (1.7) conduit a :
(2.9).  g(r) = B exp(s/r)

(éventuellement 1a fonction f sera régularisée et/ou g sera tronquée pour r
petit).

Les constantes a, B, vy ont les valeurs suivantes :
(2.10) a=C*/Co ;3 B=C*/C, ; 6 =v/L

I111.2.2. Existence de solutions multiples

Le probléme "physique" consiste & trouver R ¢ 10, 1[ et ¢  C2(]R, 1[)
pour A € R¥ . On étudie ici 1'ensembie des solutions (A, R, ¢) ; A e R du
probléme a frontiére libre (2.7).

On montre que pour tout R ¢ ]0, 1[, i1 existe (au moins) un couple
(A, ¢) e R x C2(]R, 1[) tel que (r, R, c) soit solution du probléme (2.7).
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Remarque : Pour A et R fixés, on verra que la solution c¢ (si elle existe)
est unique. Ainsi, le diagramme (A, R) représente bien 1le
phénoméne de bifurcation.

Lemme III.1 :

Soient R e J0, 1[, A_€ R . Soit w une solution du probléme aux

limites :
Aw + Af(w) = 0
(2.11) w(R) = g(R)
' w(l) =1

(N, R,.w) est une solution du probléme a frontiére libre (2.7)
si et seulement si :

(2.12) A= - 1 - g(R)
7 fur(1-r)ar

Preuve :

On multiplie 1'équation aw + Af(w) = 0 par r(l-r) et on intégre sur
1'intervalle ]R, 1[ :

fi 2wy L4 af()r(1r) = 0

=> f; w' o+ [r(l-r)w']; + fé Af(w)r(l-r)dr = 0

"
o

=> w(1) - w(R) - w'(R)R(1-R) + xf; £(w)r(1-r)dr

avec les conditions aux limites w(R) = g(R) et w(1l) =1,

W(R) = 0 <=>1 - g(R) + f; £(w)r(1-r)dr = 0

Pour tout R € J0, 1[, on montre 1'existence de (A, ¢) e R x C2(]R,1[),
- vérifiant (2.11) (2.12) par le théoréme du point fixe de Schauder :
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Soit ¢, la solution de 1'équation A¢ = 0 avec ¢(R) = g(R) et ¢(1) =1 :

(2.13) o(r) = - & ;_’g(m §+ 1 -lfg(R)

les solutions du probléme (2.11) sont alors donnée par :
Ww=4¢+ U
(2.14) ue Vo= {veC?(IR,1[) / v(R)=v(1)=0}
Au + Af(¢+u) = 0
On considére G, la fonction de Green définie de CD(]R,l[) dans Vg par :
(2.15) u=G6(v) &= -au=v

et 1'opérateur T défini de ¢ + Vo, équipé de la norme C°, dans lui-méme :

(3.6) (W) = ¢ - ——=9R) gir(w))
fx Fwr(Ler)

Lemme II1.2 :
Soit R € ]0,1[. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) T admet ¢ pour point fixe.

ii) (A, R, c) est solution de (2.7) pour A = 1 - g(R) .
f; f(c)r(l-r)

Preuve :

c = T(c) <=> cC =6 - 1-_9(R) G{f(c)}
f; f(c)r(1-r)

<AC = = _l..-_g(i),_,. f’(c)
I; f(c)r(l-r)

c(1) = o(1) = 15 c(R) = 8(R) = g(R)
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De plus ¢ € CO(IR, 1[) = G{f(c)} = C2(IR, 1[) et le Lemme III.1 permet de

conclure,

Théoréme III.1 :

Pour tout R ¢ 10, 1[, i1 existe (A, c¢) € R x C2(]R, 1) tel que

(R, ¢) soit solution du probléme (2.7).
1'estimation suivante :

Min(1, g(R)) < ¢(r) < Max(1, g(r)) ; r ¢ R, 1[.
Preuve : on montre que T admet un point fixe.
1) On considére le fermé, convexe, borné de ¢ + V; :
B={veo¢tVy / NWHCO < Max(1, g(R))}
et on montre que T(B) c B.

Soit w £ B,
: 1 - g(R) f(W)

f; F(w)r(1-r)

z(1) = 6(1) =15 2(R) = o(R) = g(R)

“AZ = -

z = T(w) <=>

alors, fl (rzz')'-lll 1-9R) fl f(w)r(l-f)=0
R r f; f(w)r(l-r)

=> f; z' + [r(l-r)z']é -1+g(R)=0
=> z(1) - z(R) - R(R-1)z'(R) -1 +g(R) =0
=> z'(R) =0

puis, f > 0 => Az a le signe de 1 - g(R) ;

sil-g(R)»>0, alors (r?z')'/r2 50 = r2z' croissante
et z'(R) =0 => z'>0 sur |R, 1]
donc g(R) = z(R) < z(r) < 2z(1) =1 ;

a de plus
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sil-g(R) <0, on ademéme :1=2(1) < z(r) < z(R) = g(R).
Donc z £ B.

2) L'application : w = 1 - 9(R) f(w) est continue sur C(JR, 1[),

I; f(w)r(1-r)

donc, par composition avec la fonction de Green G, w > T(w) est continue.
Comme G est compacte, T est compact. Alors, par le théoréme de Schauder, T

admet un point fixe dans B.

3) L'estimation a été montrée au cours de 1). B

Lemme III.2 :
On suppose que g(1l) # 1. Alors, pour (1 - g(R)) suffisemment
voisin de 0, la solution (A, ¢) e R x C2(JR, 1[) du probléme
(2.7) est unique.

Preuve :

On montre que pouf (1 - g(R)) assez petit, 1'opérateur T est contractant.
Soit K;, la constante de continuité de la fonction de Green telle que :

~Au=v;ueVg;vecCIR, 1[) = nunc0< Klnvnc0

1T(w;) - T(Wz)“co< Ky 1(1 - g(R))( : f(wy) - f(wz) )“c°
| [ fw)r(l-r) fa Tn2)r(1-r)

wj < max(1l, g(R)) et f décroissante => f(wj) > a > 0

=> f; f(wi)r(l-r) > af; r(1-r)

alors, avec f; r(1-r) = (1-R)2(2R+1)/6 R,
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il existe B > 0 tel que :

1T(wy) - Tw2)n < Ky A28 ey of(wy)

B(1-R)
+ (sup f) %%ﬁ%-.’l- nf; F(1-r) (F(wg)-F(w1) )1 }

puis il existe une constante K, > 0 telle que :

1) - Tt < K RELYL 1e(w) - £

finalement , si g(1) # 1, pour (1 - g(R)) suffisamment voisin de 1, on a :

1T(wy) = T(wa)n < 1wy = wy 0

Proposition II1.1 :

. it A = e
DT

. . 5 - -

ii si e <1, lim A = (-=
iii) si ged > 1, lim A = (+=)

R+1-

Preuve :

on rappelle : A = -(1 - g(R))(f; flc)r(l-r))-t 3 g(R) = Bexp(6/R)

i) quand R » 0% : 1-Bexp(8/R) + (-=) et f bornée => A + (+=)
quand R + 1= fé f(c)r(l-r) » 0% ;
ii) si Bexps < 1, alors A » (-=)

iii) si Bexps > 1, alors A + (+=)
si Bexpd = 1, on écrit :

_g(l) - g(R) 1-r 1o
T (fR f(c)r IR )
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Pour r ¢ JR, 1[, on a 0 <

1-r
1-R

=~ <1, puis :

. = —al . 1 1-r .1
1im A = -g (1) 14m (IR fle) r o )

1-

= (+a)

Proposition III.2 :

i)

si ped < 1, alors (R

R

= -8/Log B ; ¢ = 1) est 1'unique
solution du probléme (2.7) pour A = 0

ii) si ped > 1, alors le probléme (2.7) n'a pas de solution

pour A = 0
Preuve :

D'aprés (2.12), A =0 <=> 1 - gexp(8/R) = 0.

Alors, gexp(8/r) décroissante et g(1)
il existe R ¢ ]0,1[ tel que pexp(8/R)

ged entrainent :
1 si et seulement si ged < 1.

On déduit du Théorémg II1.1 et des Propositions III.1 et III.2 qu'il
existe des solutions multiples si Be® » 1. Le diagramme de bifurcation est

esquissé sur la figure III.2.
R A

:v-.-:.-:-.-::.-.::: "/__._—

f?fﬁf??}?f?' f -‘\\ g ﬁ5<la7mn5};4
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La branche des solutions présente un nombre

-figure III. 2-

impair de point(s)

de

retournement (au moins un) si ged > 1. Si ged < 1, elle présente un
nombre pair de points de retournement (éventuellement aucun).
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IIT.3. RESOLUTION LOCALE DU PROBLEME STATIONNAIRE

~ On suppose connue une solution (Ro, co) € J0, 1 x ¢2(Rg, 1[) du pro-
bléme (2.7) pour une valeur Ay positive du paramétre A (solution "phy-
sique"). Aprés avoir transporté le probléme (2.7) sur un domaine fixe, on
définit les solutions réguliéres et les points de retournement simple par
application des définitions (I.1) et (I.2) au probléme transporté.

On précise un choix de normalisations pour lequel la méthode standard
énoncée au chapitre I permet de calculer localement 1'arc des solutions du
probléme transporté passant par (Ag, Rg, Cp) en fonction d'un paramétre s.

Transport :

Tr : [Rgs 1] » [R, 1]
(3.1) o > r

- 1-R
1-Rg 1-Rg

Changement de fonction inconnue :

v(p) = c(r)

(32) ) vie) = fR-cn)
wt = _1;8_ 2 n
v'(p) l-Ro) c"(r)

Probléme transporté :

(1-Rg)2v" + —2— (1-Rg)(1-R)v"' + A(1-R)2f(v) = 0
, Tr(p)
(3.3) ) Vv(Ro) - g(R) = O

v'(Rg) =0

v(il) -1=0

on 1'écrit simplement :

(3.3bis) G(A, R, v) =0

89



L'opérateur G : R x R x C3(IRo,1[) » C®(JRo,1[)x R® , défini par le prob1éme
transporté, est de classe C2,

On calcule les dérivées partielles de G au point (Ag,Rg.cq) :

(1-Ro)2f(cq)
0
0
0

(3.4) G\ =

-2/r% (1-Rg)?f(cq)
-g'(Rg)

0

0

(3.5) 6°r

(1-Rg)2w"+ 2/r (1-Ro)2w' + Ag(1-Rg)2f*'(cq)w
w(Rg)

w'(Rg)

w(l)

(3.6) 6%

Définition III.1 :

On dira que (Ag, Ry, Cg) est une solution réguliére (resp. un
point de retournement simple) du probléme & frontiére 1libre
(2.7), si c'est une solution réguliére (resp. un point de
retournement simple) du probléme transporté G(A, R, v) = 0 au
sens de la Définition I.1. (resp. I1.2).

Pour paramétrer 1'arc des solutions (A, R, v) du probléme transporté
(3.3) passant par (Ag, Rg, Cg) (solution réguliére ou point de retournement
simple de (2.7)), on utilise la méthode standard décrite au Chapitre I avec

x = (R, v) :

- par la Proposition I.1, DG(Ag, Rgs Cg) est surjectif et admet un
noyau de dimension 1.

- pour construire le probléme augmenté, i1 faut trouver une application
linéaire continue lin qui vérifie la condition suivante :
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(c5) Lin(A, T, Z) # 0 pour (A, T, Z) générateur de DG(Ag, Rg, Co) 3
c'est 1'objet du Paragraphe IiI.3.2.
- on obtiendra les développements suivants :

Ao + sA + ofs)

Ro + sT + ofs)
= cg + SZ + ofs)

(3.7) R

<
I

ou (A, T, Z) est 1'unique solution du probléme linéarisé :

DG-()\.o, Ro, Co)'(A, T, Z) =0
Lin (A, T, Z) =1

Enfin, on paramétre 1'arc (A, R, u) des solutions du probléme (2.7) en
ramenant v(s) sur 1'intervalle JR(s),1[ par 1'inverse du transport (3.1) :

- le transport Tp dépend linéairement de R donc :
(3.9) TR = TRy+sT *+ o(s)
- puis on déduit de la relation coTgR = v le développement :

(3.10) c(s)([Trg+sT(p)) = colp) + sZ(p) + o(s)(p)

111.3.2. Choix de 1a normalisation

Le générateur du noyau de DG(Ag, Ry, Cq) est donné dans la preuve de la
Proposition I.1, on rappelle :

- si (Ag, Rgs Cg) est une solution réguliére de (2.7), alors
KerDG(Ag, Ry, Cg) est engendré par (1, 0, Z) ol Z vérifie

GR,v(Mos Rgs Co)*Z = -Ga(Xo, Ros o).
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- si (Ag, Rgs Cg) est un point de retournement simple de (2.7)
et si @ est un générateur de KerGy y(Mo, Ro, Co), alors

Ker DG(rg, Rg, Co) est engendré par (0, 1, ®).

On va donner de ce générateur une expression plus concréte qui permet
d'expliciter la condition (C5) et de trouver effectivement des
normalisations convenables.

Soit 1'opérateur Ly, défini sur 1'espace :

(3.11) Vo = {v e C2(JRo,1[) / v(1) = v(Ry) = 0}

(3.12) Loz = 2" + 22'/p + Nof'(cy)z

f étant positive et décroissante, par le second principe du maximum de Hopf,
appliqué a 1'opérateur Ly, on a le résultat suivant :

(3.13) Ker Lg = {0}
(3.14) la solution de Loz = f(cq) vérifie z'(Ry) < O.

~ On notera : lge& = E" + 28'/p + Mf'(co)E si £ n'appartient pas d V.

Proposition III.3 :

Soit p la solution du probléme aux limites :

o = B (5 + hef(c0)
(3.15) p(Ro) = g'(Rg)
p(l) = 0

soit z € Vg, la solution de 1'équation Lz = f(cy).
Alors le vecteur ¢

(3.16) (p*(Rg)s z'(Rg)s -p'(Rg)z + 2'(Ry)p)

engendre Ker DG(Ag, Ro, Cg).

92



De plus, 1la solution du probléme (2.7) est une solution
réguliére si p'(Ry) # 0 ; c'est un point de retournement simple

si p'(Rg) = 0.
Préuve :
Pour tout (1, t) e RZ, w= - 1z + tp est solution du probléme aux
Timites :

Toow - ._2.;._ (59 + rof(co)) *+ 1f(co) = 0
p

w(Rg) - tg'(Rg) = 0
w(l) =0

(1, t, w) € Ker DG{Ag, Rg, Cq) <=> w'(Rg) = 0 c'est & dire :
- 12'(Ro) + tp'(Rg) = 0
donc le vecteur (3.15) engendre Ker DG(Aqy, Rg, Cg).

On s'intéresse maintenant a GR,v(Xo’ Ros €g)-. .
Si 1=0, alors tp'(Rg) = 0 et (t, tp) engendre Ker GR,v(Ko, Rgs Cp) :

- si p'(Ro) # 0, alors t = 0 et Ker Gp y(Xo, Ro, co) = {0}

- si p'(Ro) = 0, on montre que Gr,y (Mo, Ro, Co) vérifie les de con-
ditions de retournement simple (Chap. I, conditions (C2)(C3)(C4)) :

(C2) : KerGp y(Ao, Rg, Cg) = <(1, p)> est de dimension 1.

(€3) : Soit (a, b, ¢, d) & C®(]Rg,1[) x R® ,
(a, b, c, d) ¢ ImGp_y(Aos Rgs Co) équivaut a : i1 existe (t, w) tels que :

Toow - 2t GE—% + Af(co)) = a
p

1-R,
w(Rg) - tg'(Rg) = b
W'(Ro) =cC
w(l) =d
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ou encore, avec p solutions du probléme (3.14) et q solution du probléme :
Toeqg=a; q(Rg) =b; q(l) =d

a : il existe t tel que w=q + tp et w'(Ro) = q'(Rg) = 0.

Or q dépend linéairement de (a, b, d) donc Im GR,y(Mo, Ro, Co) est 1le

noyau de la forme linéaire continue (a, b, ¢, d) > q'(Rg) - c.

Donc codim (Im 6 y(Rg, Rg, Cg)) = 1.

(C4) : Gr(Mo, Ro, co) = (-f(co), 0, O, 0)

par le Lemme III.3 la solution du probléme : Lgez = -f(cg) vérifie :
z'(Rg) # 0 et donc Gy(Mo,Ro,co) ¢ Im Gy y(Xo, Ro, Co). B

La condition (C5) s'énonce maintenant sous la forme suivante :

(3-17) Tin(p'(Rg)s z'(Rg)s -p'(Rg)z + 2'(Rg)p) # 0

Le choix 1in (1, t, w) = 1 convient si (Ay, Rg, Co) est une solution
réguliére du probléme (2.7) ; ce choix revient a paramétrer 1'arc des solu-
tions de (3.3) passant par (Ag, Rp, Cg) avec s = A,

En tout point de la branche, la relation z'(Rg) # O est vérifiée et on
peut choisir 1in(1, t, w) = t, ce qui revient a paramétrer 1'arc des solu-
R.

tions de (3.3) passant par (Ag, Ry, Co) avec s

On pourra retenir aussi le choix d'une pseudo-abscisse curviligne sur
la branche des solutions de (3.3) :

N(A, R, v, s) = A*(A-Ng) + R*(R-Ry) + <w*, v-cp> = (s=5;)

ol \*, R* et wr approéhent d\/ds, dR/ds et dv/ds respectivement ;
ou une pseudo-abcisse curviligne sur le diagramme de bifurcation (A, R) :

N(rA, R, v, §) = A*¥(A-Ay) + R¥(R-Ry) - (s-sg)

ou A* et R* approchent d\/ds et dR/ds respectivement.
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IIT.4. ALGORITHME ET RESULTATS NUMERIQUES

- L'algorithme présenté est directement adapté de 1'algorithme standard
décrit au Chapitre I. On développe ici le choix qui a été fait pour 1'ini-
tialisation et les particularités de la résoluiton numérique du probléme
linéarisé.

Initialisation

On fixe Ry assez grand et tel que g(Ry) > 1.

Pour 1 = 0, la solution du probléme de Cauchy) :

Au + 1f(u) = 0
u(Rg) = g(Ro)
U'(Ro) =0

vérifie u(l) > 1 ( u = g(Rg)! ).

Puis on cherche Ty et ly4) tels que :

Tk < lkhr

pour 1 = T, u(l) >1

pour 1 = Tp4y, u(l) <1
en résolvant pour chaque 1 le probléme de Cauchy par la méthode de
Runge-Kutta.

On annule u(l)-1 par dichotomie sur 1. On donne finalement a Ay, Ta
valeur de 1 pour laquelle ‘u(l)-ll < erreur de Runge-Kutta. On obtient
aussi un profil discrétisé de ug.
Itération
Etape 1 : Résolution du probléme augmenté linéarisé
(i) générer le noyau de DG(Ag, Rk, ck)
- calculer la matrice tridiagonale approchant 1'opérateur

Lo : 2> 2" +22'/p + NSl (ck)z
sur la grille 6k : pj = Rg + (i-1)h ;5 h = (1-Rg)/N.
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© = calculer les seconds membres sur la grille Gk :
MGL = f(ck) et MaR = (1-Re)-1{2/0% c'k - 2MF(ck)}

- résoudre les deux systémes :
Loez = MGL et Lg°qg = MGR.

- alors w = z + tq et w'(Rk) = O déterminent t :
t = -2'(Rk)/q'(Rg)
tel que (1, t, w) génére KerDGK.
(ii) normalisation
on a choisi de paraméter par le rayon du grain :
on fixe simplement T=1 puis, comme t = dR/dA, on a :

L=1/t et W=L(z+tq).

Etape 2 : Un pas de la méthode d'Euler

Ak+]1 = Ak + AsL

Riel = Rk + As

On dispose depuis 1'initialisation d'une grille de N points
équirépartis sur 1'intervalle courant [Rx, 1]. On 1la
transporte sur 1'intervalle [Rk+1, 1] ¢

h = (1-Rk+1)/N

ri = Rgs+1+(i-1)h 5 i = 1., M1

uk+1(Rk+1) = 9(Rk+1)
ug+1(ri) = uk(pi) + AsW(pj) ;3 i =2.. N



Un étude systématique des résultats numériques, exploitée du point de
vue du phénoméne chimique, fait 1'objet d'un prochain travail en collabora-
tion avec M. Cournil,.

On présente ici trois séries de résultats qui précisent la nature du
phénoméne de bifurcation :

Série 1 (planches III.1 a III.6) :
terme de source f(c) = cte = 1
Série 2 (planches III.7 & III.11) :
terme source f(c) = (¢ - ac/p)t
Série 3 (planches III.12 & III.16)
terme éource f(c) = (c -a?c?/p2)*
Dans chacune de ces séries,‘on a fait varief le paramétre B, en gardant
les paramétres a et & constants.

L'allure des diagrammes de bifurcation change en fonction des valeurs
du paramétre B. Plus précisément, on observe dans les deux cas présentés :

- pour B tel que ped « 1, aucun point de retournement.
- pour B tel que ped < 1, avec ped =~ 1, deux point de retournement.

- pour B tel que BeS > 1, un unique point de retournement.
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CHAPITRE IV

PROBLEME A FRONTIERE LIBRE DISCRET EN DIMENSION 2

Plan du chapitre :

IV.1. APPROXIMATION DU PROBLEME A FRONTIERE LIBRE PAR ELEMENTS FINIS
IV.1.1. Approximation du probléme variationnel
IV.1.2. Représentation admissible de la frontiére 1ibre discréte
IV.1.3. Enoncé local du probléme a frontiére libre discret

IV.2. DERIVATION PAR RAPPORT A LA FRONTIERE LIBRE DISCRETE
Iv.2.1. Variation du domaine triangularisé
1vV.2.2. Dérivations "élémentaires”
IV.2.3. Assemblage de la dérivée partielle

IV.3. ETUDE LOCALE DE LA BRANCHE DES SOLUTIONS DU PROBLEME DISCRET
IV.3.1. Introduction et notations
- Iv.3.2. Linéarisation
Iv.3.3. Paramétrage local, méthode de continuation
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Résumé :

On considére le probléme discret noté :

Fh(k’ th uh) = 0

ol yh et up approchent respectivement la frontiére libre y et la solu-
tion réguliére u du probléme suivant :

-Au = AM(u) = 0 sur Qy
u=Ysury

on on

u=20 sur yo

posé sur un ouvert @ de R2 (2y est la couronne limitée par aQ -frontiére
extérieure fixe- et y -frontiére intérieure libre-).

La solution du probléme a frontiére libre discret est a chercher dans

un espace d'interpolation qui dépend de y,. La dérivée de F par rapport
a la frontiére libre est calculée aprés transport sur un domaine triangula-
risé fixe. On suit en cela les travaux de J.P. Zolésio [ZOL84].
On montre ainsi que 1'opérateur Fj est dérivable, ce qui permet de consi-
dérer le .probléme de la régularité de 1'opérateur linéarisé DF,. Les solu-
tions réguliéres et les points de retournement simple seront définis comme
dans le cadre abstrait du Chapitre I.

La branche paramétrée A(s), yn(s), up(s) des solution du probléme a
frontiére libre discret est calculée par un algorithme adapté de 1'algo-
rithme standard de continuation.

Annexe : on décrit de fagon détaillée un programme modulaire qui

calcule par continuation la branche des solutions d'un probléme a frontiére
libre de type général dans R2.
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IV.1. APPROXIMATION DU PROBLEME A FRONTIERE LIBRE PAR ELEMENTS FINIS

Soit Q@ un ouvert borné, régulier de RZ. Soit A e R¥, on considére le
probléme a frontiére libre .

Trouver une courbe y fermée, réguliére, incluse dans Q ;
trouver une fonction u réguliére solution du probléme posé sur
le domaine Q, (1imité par les courbes y et 3Q) :

Af(u) = 0 sur Qy

AU -
u=0 sur yg
(1.1) u="Y sur vy
du . LA sur vy
on on

-figure IV.1-

On va construire une approximation par éléments finis du prdbléme'
(1.1) mis sous forme variationnelle, sur un domaine fixé. On supposera con-
naitre, pour une valeur Ay de A, un domaine triangularisé Qygh (approchant
Qy) et une solution ugp du probléme (1.1) discrétisé sur Qyohe

On définira localement, pour A\ voisin de Ay, 1'ensemble des lignes
polygonales dans lequel on veut trouver 1la frontiére discréte vj
approchant la frontiére libre réguliére vy.

Enfin, on énoncera, toujours pour A voisin de Ay, le probléme discret
approchant le probléme & frontiére libre et qu'on appellera pour cette

raison probléme a frontiére libre discret .

IV.1.1. Approximation du probléme variationnel

Soit A € R*, soit y une courbe fermée réguliére de Q et soit QY le
domaine annulaire de R? , limité par les courbes y (frontiére interne) et 2Q

(frontiére externe).
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On réécrit le probléme (1.1) sous la forme variationnelle équiva1enté :

ue @+ Hy(Qy)

(1.2) [ vuwv = Af(u)v = [ LAY pour tout v £ V
Qy ¥ on

avec :

(1.3) V={veH(a) /v =0 sur o}

(1.4) & ¢V, arbitraire, vérifiant @ = ¥ sur y.

On discrétise ce probléme variationnel en utilisant des éléments finis
triangulaires de type Pl.

Numérotation des sommets :
On se donne une triangularisation tp de 1'ouvert @ dont les sommets

Mp.. Mygi sont des sommets intérieurs,
(1.5) Mnsi-}-la ° Mnsi-{-n sont sur Ys
Mnsi-}.n-{-l oo Mns sont sur 3.

Approximation de 1'ouvert Qy : ‘
On notera Qyp 1'ouvert 1imité par les deux 1lignes polygonales vy, et
Qp avec :

vh = ligne polygonale joignant les sommets Mpgi+1.. Mpsi+n
8Qh = ligne polygonale joignant les sommets Mpgij+n+i-. Mns

On suppose que la triangulation =< est entiérement définie par la posi-
tion des noeuds de yp. Les noeuds intérieurs ne dépendent que de vy, et
de aQp (qui reste fixe), par 1'intermédiaire des nsi applications dif-
férentiables : '

T ( RZ)n > R?

(1.6) Misi+l-- Mnsi+n > Mj(Mnsi+l.- Mnsi+ns 3Rn);
pour j = 1.. nsi
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Espaces d'interpolation sur Qyp :
On approche 1'espace Hl(g) par 1'espace X, des fonctions continues sur

Qyp, affines sur les triangles de <.

L' espace X est muni de sa base canonique :

(1.7) Bh = {wj € Xn / wj(Mj) = 8jj pour i,j = 1.. ns}

On approche Hé(QY) par le sous-espace de Xp :
(1.8) Voh = {vh e Xp / v =10 sur Yh et v =0 sur 30h }

qui est engendré par {wj € Bp, j = 1.. nsi}.

On utilisera aussi le sous-espace de Xp :
(1.9) Vh = {vh € X / v = 0 sur aQp}

engendré par {wj € Bp, J = n+l.. n+hsi}.

Approximation de 1'obstacle et de ses dérivées sur yp :
Pour approcher ¥ sur yp, on définit @, &lément de Vj, par :
‘ nsitn
(1.10) 3= L ¥(Mj) wj
i=nsi+l

(ainsi, on cherchera la solution approchée up dans 1'espace &p + Vgp).
h , h h

Soit V, un champ de vecteur sur Qyp; on approchera <k , ¥ sur Yhs par
1'é1ément xn de Vg :
nsi+n

(1.11) xh = L <TE(My) , V(M§)> Wy
i=nsi+l

Soit yk, un cdté de yp; si ng désigne la normale & vy, extérieure i
Qyhs on notera pour vp € Vp

n
(1.12) f L4 vh= Y [ <VE, W v
Yh on k=1 Yk

éventuellement, 1'intégrale sur yg sera calculée par une formule de
quadrature. |
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Approximation de la non-linéarité et de ses dérivées :
Pour u € Hl(QY), avec 1'approximation up définie par :

‘ ns
(1.13) Up = _Zl u(Mi) wi,
h =L

on approchera f(u) par f(up), f'(u) par f'(up)...
L'intégrale des termes contenant la non-linéarité, sur un triangle sera ap-
prochée par une formule de quadrature (voir [CIA78] pour un choix adéquat).

Approximation du probléme variationnel :
En utilisant les notations (1.7) & (1.13), on écrit le probléme discret ap-
prochant le probléme variationnel (1.2) :

Uh € @ * Voh 3
- oY
(1.14) ] Vupvvp - AMfplup) vh = [ = vh 5  vp € Vp
Qy Yh on

On peut remarquer que ce probléme est surdéterminé . En effet, la seule
inconnue est 1'élément vgp de Vo, (espace de dimension nsi) tel que :
uh = B + vop

le probléme discret étant posé sur 1'espace V, de dimension n+nsi, i1 est
clair que 1'on doit vérifier n relations de compatibilité.

La détermination de la frontiére polygonale yn nécessite, & priori,
2n paramétres : les coordonnées des points Mpgi+1.. Mpsi+n de R? .

Pour que le probléme (1.14) soit posé correctement, i1 faut réduire
1'ensemble des frontiéres yn admissibles, de fagon que vy, soit décrite

par n paramétres seulement.

1V.1.2. Description des frontiéres libres discrétes admissibles

La frontiére libre du probléme (1.1) est une courbe y, supposée régu-
liére, que 1'on cherche a approcher par une ligne polygonale y, formée de
n sommets.

Pour ramener le nombre des paramétres qui décrivent y, de 2n “d n, on
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va chercher les sommets de yh sur n droites (ou demi-droites) données a
1'avance, convenablement choisies, qu'on appellera directions méridiennes .

. Le choix des directions méridiennes est assez large, il dépend de 1la
forme de 1la frontiére 1libre y qu'on veut approcher et d'autres
considérations d'ordre pratique. :

On donne ici deux cas particuliers qui servent dans 1'étude locale du

probléme a frontiére libre.

A. Approximation de la frontiére réguliére d'un domaine étoilé

Soit y une courbe réguliére de R? entourant un domaine étoilé par
rapport a un point 0. On se donne un ensemble de n vecteurs de R2

D = { di = (cosoi, sin 6i) 3 o = (i-1) -2-: si=1..n}

—_T
~— Tp €la4 (D,0)

-figure IV.2-
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Définition IV.1 :

On appelera ensemble des courbes admissibles par la représenta-
tion suivant (D, 0), et on notera Tzq(D, 0) 1'ensemble des 1i-
gnes polygonales formées en joignant dans 1'ordre 152...ns1 des
points placés respectivement sur les demi-droites (0 + R* di).

Un élément yp e Tad(D, 0) pourra €tre identifié & un élément de-
R" en posant :

Mi € yh <=> Mj = 0 + ypid;
On approchera la courbe réguliére y par 1'élément vy, de 1'ensemble

I'ad (D, 0), formé en joignant dans 1'ordre 1+2...n»1 les intersections de
v avec les demi-droites (0 + R* di).

B. Approximation d'une courbe réguliére voisine d‘une courbe réguliére

donnée

On a vu, au chapitré I, un mode de repérage des courbes réguliéres voi-
sines d'une courbe réguliére donnée, y,, utilisant un paramétrage de yq et
un champ de vecteurs donné sur vyg.

On propose ici une fagon d'approcher les courbes réguliéres de yg, en
utilisant une approximation S de vy et un un ensemble de directions méri-
diennes donné sur les sommets de S.

Soit y, une courbe de Jordan, réguliére, dans R2 , On se donne une
ligne polygonale :
S ={S;.. S}
proche de yy dans un sens que 1'on va définir dans la suite, et un ensemble
de vecteurs normés de R? :
D = {d;,.. ,dp}
vérifiant la condition suivante (voir fig. IV.3) :

(1.15) 31 n'appartient pas au cone tangent @ Sen S5 ; i = 1.. n.
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N(]-€,€(xS)

-figure IV.3-

On construit a partir de D, un champ V sur S, continu, affine par mor-
ceaux (c'est a dire sur chacun des segments de S) tel que V(Si) = 31
pour tout i = 1.. n. Alors, pour € > 0 assez petit, 1'application :

n: J-e, e[ xS » R?
(8, s) =+ s+ &V(s)

est injective; elle fournit un paramétrage de la couronne n( ]-e, e[ x S).
On suppose que S et D vérifient de plus :

(1.16) vo < ®(]-e, €[ x )

et qu'il existe une constante C > 0 telle que :

(1.17) F(s), 'ﬁ(g)> >C; (g, 8) € ygx S tel que £ € n( ]-e,e[ x {s}).

On construit alors assez naturellement un champ C°, normé et tranverse sur

vo, en posant : V(&) = V(s) ; pour (£, s) e yox S/ E ¢ n( J-e, e[ x {s}).
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Les courbes voisines de vy seront repérées, comme au chapitre I, grace
au champ V. On considére un voisinage Gaq de yo inclus dans la couronne
n(]-e, e[ x S) que 1'on identifie & un voisinage de 0 dans C°(yg) par :

YeBag <=> y=1{zeR/ z=¢+y(8)(E): & ¢ v}

Définition IV.2 :

On appellera ensemble des courbes admissibles par la représenta-

tion (D, S) et on notera Iad(D, S) 1'ensemble deslignes polygo-
nales obtenues en joignant dans 1'ordre 1+2+...n»1 des points

placés respectivement sur les droites (Si + R 31).

t __

-figure IV.4-

Une courbe réguliére y e Gad, sera approchée par 1'élément I(y) de
Tad(D, S) défini dans le lemme suivant. On établit des estimations qui
permettent de conclure que si S approche vy, alors :

(i) y voisine de 0 dans Gad => I(y) voisine de 0 dans Taq(p, §)
(i1) I(y) approche y "aussi bien" que S approche v,.

110



Lemme IV.1 :

(1.18)

- (1.19)

Preuve :

(i) Pour i

avec I(yp)

On identifie un é&lément yn de Taq(D, S) & un élément de RM
ou a un élément de CO(YO) en posant :

Xj = S5 + Yhiéi pour X sommet de yp
ou :

x =&+ yn(E)V(E); pour £ ey et X € vy

On Suppose que la ligne polygonale S et 1'ensemble des directions
méridiennes D vérifient les hypothéses (1.15), (1.16) et (1.17).

Pour vy e Gaqg n(]-e, €[ x S), on note MH(y) 1'élément de
Tad(D, S) obtenu en joignant, dans 1'ordre 1+2...n>1 les inter-
sections de y avec les droites (S; + R 31). Alors :

(1) 1 n(y) an < 1 T(yq) an+ "y nC“(Yo)
(ii) I I(y) -y nCO(Yo) < 1 I(vyg) "CO(YO)_+ 2 1y "c°(vo)
(iii) 1 T(vg) “c”(yo) <218 "c°(vo)

(n an désigne la norme du max)

e 1.. n, et pour X; sommet de N(y), on écrit :

X
X4

E; + v(E4)dy 5 Ef e v
Si + U(y)y dj

= {€;.. En}t, et Ej = S§ + I(yg)3dj, on obtient :

I(y)j = v(&4) + O(vg)i

d'ou le résultat.
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(ii) Avec la convention yo = 0 dans C%(yg), on écrit :

1 T(y)-y ') ¢! T(y)-T( + 1 T(yo)

) Y0) Mo ")t Y e0y0)

De fagon évidente, pour yh € Tad(D, S),

I yp-Tl(vg) ¥ = I yp-I(yo) ¥

CO(‘YQ) RN

et comme T(y); = v(&7) + O(vg)j ¢ 1 =1.. n, on a ¢

n 1(vy)-m(vg) “R" <y "c°(vo)

= 1 M(yg)-S 1 <1 S

(iii) 1 m(yg)-S nCO(Yo) = RN (o)

Remarques : 1) dans la pratique, pour initialiser le calcul par continua-

tion, on pourra prendre S = vy, approximation de la fron-
tiére 1libre que 1'on obtient en résolvant numériquement le probléme (1.1)
pour une valeur Ay de A.

2) dans le cours du calcul de la branché, au voisinage du point courant
(Ak> Yhks Unk)s On prendra S = ypg.

3) Se I‘ad(D, 0) = Pad(D, S) = I‘ad(D, O).

IV.1.3. Enoncé local du probléme a frontiére libre discret

On suppose que le probleme discret :

trouver vph = {Mngi+1.. Mnsi+n}, déterminant @,
trouver up solution du probléme (1.14) posé sur Q.

admet une solution (ygh, Ugp) pour une valeur Ay de A.

On se donne un ensemble de vecteurs de R%, D = {31 .o 3n} vérifiant
1'hypothése ( 1.15) pour S = ygh.
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On énonce, au voisinage de (Ag, vyon, Ugh) le probléme sous 1la
forme suivante :

probléme a frontiére libre discret (variationnel).

Trouver yvh € Tad(D, Yoh)s Yh = {Mnsi+1-- Mnsi+n}>
trouver up € &y + Voh(th) solution du probléme :

pour tout vp € Vp(Qyp),

(1.20) | vup wp - AMfp(up) vy = Kckd Vh
Qvh Yh on

ol &y est définie par (1.10) que 1'on rappelle :

nsi+n

©h = L ¥(M§) wi,
i=nsi+l

Dans le probléme (1.20), la dépendance vis a vis du domaine s'exprime,
comme dans le cas continu, par le fait qu'on cherche la solution up dans
1'espace Xh(th) qui dépend de 1la frontiére Yh. Cependant, si on
écrit dans la base de Xp(Qyh) :

nsi
(1.21) up =@ + ) Uj wy
‘ i=1

on peut reformuler le probléme a frontiére libre discret, comme un systéme
de ntnsi équations non linéaires dont 1'inconnue, U = U;.. Upgj est &
chercher dans 1'espace fixe RMST,

Pour décrire ce systéme non 1inéaire, on va expliciter la contribution
de chaque triangle de 1, et donner un algorithme d'assemblage classique
(voir [MER77]).
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Opérateurs élémentaires
Soit K un triangle de vy, de sommets My, , Mp,, M,
(avec me € 1.. ns; a =1, 2, 3).

La restriction de up au triangle K peut s'écrive :

3 3
(1.22) Up = ) ¥(Mno) Wne + L Una Wmo
a=1 a=1
nsi+l<ma<nsi+n l1<ma<nsi

ol nsi+l < ma < nsi+n signifie que My, est sur yh et 1 < ma < nsi signi-
fie que le sommet My, est intérieur. '

Sur le triangle K, le probléme approché (1.20) se réduit a :

oY

(1.23) IK vup YW - M(up) W = faKn v on W 3

ce qu'on peut traduire par un systéme 3x3 non linéaire :

(1.24) AgeUg + Bk - AFg(up) = 0

avec (pour a«, B = 1.. 3) :

(1.25) Uke = Un(Mma) = Ung 3 ST Mpg est intérieur

(1.26) AKB,a = IK Vwma Vme 3 Si Mma est intérieur et 1 < mB < nsi+n
(1.27) Fg(up)g = IK f(up) Wng 3 S 1 < ma < nsi+n

Le terme Bk contient les conditions sur yp :

oY . .
1.28 By = Vo YW, - - Wmy 3 ST 1 < ma < nsi+n
( ) Ke IK h VWme faKnYh an Mo a

Remarque : Si K n'a aucun sommet sur yp, By est nul.
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Etant données les définitions de A¢, Bg et Fg(Uk), 1'5190-
rithme suivant permet de construire, la matrice A et les vecteurs B et F(U)

du systéme de nsi+n équations équivalent au probléme variationnel (1.14),
-avec (1.21) :

(1.29)

AsU + B - AF(U) = 0; U e Rnsi

A condition d'indiquer comment on calcule les termes élémentaires, on

pourra, dans la suite, utiliser le méme algorithme pour assembler d'autres

matrices et vecteurs du méme type.

Algorithme d'assemblage

(1.30)

(1.31)

(1.32)

Assemblage de la matrice de rigidité :
Mettre a zéro la matrice A de taille ntnsi x n
Pour tout triangle K e 1p
Calculer la matrice élémentaire Ag.
Pour a, B = 1..3 faire :
si Mpg intérieur et Mpg ¢ oQp,
alors Amg.ma = Amg,ma * AB,a-

Assemblage du terme non linéaire :
Mettre a zéro le vecteur F(U) de taille n+nsi
Pour tout triangle K e =tp
Calculer le vecteur élémentaire Fg(up).
Pour a = 1..3 faire :
Si Mpye ¢ 0%,
alors F(U)pg = F(U)ma + Fxlup) o

Assemblage du terme de bord :
Mettre a zéro le vecteur B de taille n+nsi
Pour tout triangle K € <h
Si T a (au moins) un sommet sur yp,alors
calculer le terme élémentaire By.
Pour a« = 1..3 faire :
ST Mna ¢ 2Rh,
alors Byg = Bpg + Bka
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On montre dans le lemme suivant un résultat qui permet de remplacer le
calcul des vecteurs élémentaires Bx (1.28) par le calcul des vecteurs :

(1.28bis) Bk = f, (V#h - V%) Vng - AY ¥pg, ST 1< ma < nsitn

dont 1'assemblage par 1'algorithme (1.32) a pour résultat le méme terme de
bord B. '

Remarque : Sur le triangle K, si on remplace Bk par Ek, 1'égalité
(1.24) n'est plus vérifiée.

- figure IV.5 -

LEMME IV.3 :

Pour tout j € nsi+l.. nsi+n, 1'égalité suivante est vérifide :

)
— W3 = AY w3 + V¥ Uws
th on ISUPp(wJ-) (a2 v; )
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preuve : (voir figure IV.5 pour les notations)

On note : - T1 le triangle ayéht [Mj-1, Mj] pour coté,
-T2 ] n [M.] ’MJ +1] n L
-Q-= Supp(wJ)\(Tl U T2);
- 3/dn la dérivée normale sur le bord d'un triangle T (ou du
domaine Q), orientée vers 1'extérieur.
)4 4 04
— Wi = wi + — Wy
th on Y IYhnTl an Y YhNT2 dn J
oY
= Vo VWi + AY ws) + W4
Frume (72 ™ j) fo an 9
= leuTZ (VZ Ywj + AY wj) + IQ (VE Wwj + AY wy)

puis on remarque que f gg wj est le résultat de 1' assemblage des termes

(24

— wi, Ce qui permet de remplacer By par By.
aKnyp on i P P K par % ]

On peut maintenant donner une nouvelle forme a 1'énoncé local du
probléme : ’
probléme a frontiére libre discret (systéme non linéaire)

Trouver vh € Tad (Ds Yoh)»
trouver U & RNST  solution du systéme de n+nsi équations :

(1.33) A(vh)+U + B(yn) - AF(U) (yn) =0

avec, pour passer a up dans Vh(th) :

uph = ¥ sur les noeuds de yp

(1.34) .
up(M;) = U; pour tout M; noeud intérieur de Qyp
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IV.2 DERIVATION PAR RAPPORT A LA FRONTIERE LIBRE DISCRETE

Soit Ay & R¥ , on suppose connues ygon et ugp telles que ugp soit
solution du probléme (1.14) posé sur Qy p. Soit Ug e RNST tel que
Uoj = uop(Mi) ;s i = 1.. nsi,

L'ensembie des directions méridiennes D = {31 .o En} étant donné,
Yh (é1ément de RM) détermine un élément yn € T'ad (D, voph) par :

Yh = {Mnsi+1-- Mnsi+n}
S
Mnsi+i = Monsi+i + Yhidis Monsi+i € Yohs

Le probléme (1.33) écrit sous la forme :
(2.1) G(A, Yh, U) =0

définit localement un opérateur G : R x RM x RAST . Rnsi+n
au voisinage de (Ag, 0, Ug), avec les identifications suivantes :

Tad(Ds yop) = R!
vh(QYoh) = RNS1

Une variation de y, € R® entraine successivement une variation de
vh dans Taq(D, +ygh)s une variation de 1'ouvert triangulé Qy, et une
variation de la base By de Xh(Qvh).

On étudie ici la dérivabilité de G par rapport a yn € RN,

Iv.2.1. Variation du domaine triangularisé

Soit & € RM , .pour t e RY assez petit, on considére 1'élément de
Tad (D, yoh), noté y¢, défini par les points :

(2.2) ME = M

(4] .
» L3 3 ° + t o L3 : M » o e = o 0 -]
nsi+i nsi+i 6131 5 Mnsi+i € Yop 3 1 l..n

n

On définit 1'ouvert Q¢ compris entre yt et 3Q,. La triangulari-
sation t¢ de 1'ouvert Qi ne dépend que de vt; elle est déduite de la
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triangularisation <o, de T1'ouvert Qyoh (compris entre ygp et 23Qp),
par transport.

Les résultats concernant le transport d'un maillage suivant un champ
de vitesses de déplacement continu et affine par morceaux ont été établis
par J.P. Zolésio dans [zoL8a].

Champ de vitesses de déplacement sur Qy p

. > . .
On construit sur Qy,t UN champ de vecteurs de R2 , V continu, affine
par morceaux, c'est a dire sur chacun des triangles de tgh, vérifiant :

(2.3) V(Monsiﬂ') = 8 61- s Mpsivi e vop 3 1 = 1..n
(2.4) V(M%5) = 0 ; si M € aep

Pour cela, on donne au champ V, les valeurs suivantes, aux noeuds inté-
rieurs de tgp :

(2.5) M) = [ Dpj(m° M0 a0 ) Je(8dys .ees8.d)

nsi+l nsi+n ° nn

Tim o { (M0 + teidi

0
nsi+l * ténan) - M }

0
nsi+n
ou les applications Bj décrivent la dépendance des noeuds intérieurs vis
d vis des noeuds frontiére.

Puis on définit le champ de vitesses de déplacement V sur Qyoh tout en-
tier en utilisant la base Bop de Xp(Qy,h) :

>

(2.6) T=73 V(M%) w5

W~
[oery

J

ol on a noté woj, les éléments de la base Bgp.

Le champ ¥ est C® sur chacun des triangles de 7tgpn; sa matrice ja-
cobienne est donnée sur le triangle T = {Mml, an, Mn3} par :

3
(2.7) [DV] = z V(Moma) . t$w°ma

=
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Transport

, A partir du champ 7(5), pour t petit, on construit une application
continue sur ngh, affine sur chacun des triangles de =tgp :

(2.8) Te = 1+ tV
(2.9) [oT¢] = 1 + t[DV]

D*aprés les propriétés (2.3), (2.4) du champ V, le transport Tt vérifie :
(2.10) Tty h) = ot et Ty(oqp) = aap
(2.11) Tt(von) = vt

Par définition en (2.5), (2.6) 1' application :

"champ" : R -+ (Vh(QYOh))Z.
5 > V(6)

est linéaire. Avec (2.8), 1'application suivante est analytique :

"transport” : R0 > (Vh(p))* ; pour tout t assez petit

5 > Tg(8) , T¢=1(s)

On cite deux résultats concernant le transport par 1'application Tt
du maillage et de 1'espace d'interpolation Xp(Qy,pn) :
transport du maillage [Z0L84]

Pour t assez petit, le transport Ti vérifie :
pour tout triangle K® € t9p, T¢(K®) est un triangle Ki.

Ceci assure qu'on a construit une triangulation <t sur Q¢, dont
Tes sommets sont les points :

(2.12) Mbi = Tg(M%5) 5 i = 1.. ns
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transport des fonctions de base [Z0L84]
Les é&léments de Xp(Q¢) sont donnés par la relation :
(2.13) vt e XG(Qt) <=> vloTy ¢ Xh(Qygh) »
les fonctions de base se déduisant par la relation :
(2.14) wli = wtjoTy 5 i =1.. ns
Pour t assez petit, pour x = Tt(€), on écrit :
(2.15) Tt'l(x) = x - tV(g)
puis avec (2.14) (toujours pour x = T¢(g)) :
ngg = V(wgoTt) = t[DTt]-wa:.; (x) .

d'oi 1'on déduit la formule de dérivation, pour les fonctions de base :
v b (T, (2)) = Yo7, 1-1ev,wl(Z) ; pour £ € @
xMil't t gWils/ 3 P Yoh
ou, plus généralement, pour une application g réguliére :
t t -
(2.17) v, 9(Ti(g)) = “[oT,] 1°\7Eg(g) 5 pour £ € Qygh

On va développer maintenant le calcul de la dérivée de 1'application
partielle :

h > Ag*Uok + Bg - AoFx(up)

construite, pour A = Ay et U = Uy, & 1'aide des définitions (1.22), (1.25),
(1.26), (1.27) et (1.28bis).

On pourra éventuellement se reporter directement au Paragraphe IV.2.3.
ou les résultats de ces calculs sont résumés.
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1v.2.2. Dérivations “élémentaires®

Soit & € RN, on calcule ici la dérivée par rapport a la frontiére,
au point (Ag, Yoh> Uo), dans la direction &, de 1'opérateur é&lémentaire :

(Ay Yhs U) > AgeUx + Bg - A Fg(up)

sur un triangle K = {Mml, Mmz, .Mm3}, qgue 1'on "suit dans le mouvement
de Qyp" (voir la notion de “"variables Eulériennes" dans [GER73]).

On adapte les lemmes de dérivation que 1'on a déja utilisés dans le -
Chapitre I au contexte de ce chapitre en utilisant (2.8) et (2.9) :

(2.18) E%-(’det [oTe])),_, = div ¥

(2.29) & (ore]teome] ) = -[0F] - t(o¥])

Pour 1'écriture des changements de variable, on définit les notations
suivantes, sur le triangle Ko = {M’,, Mp,, M.} :

(2.20) Ity = |det [0T¢]|

(2.21) [Htk] = t[oT¢]-te[OT¢]-!

Transport et dérivation de la matrice de rigidité
Pour t > 0, assez petit, sur le triangle K¢ = T¢(Ko), (1.26) s'écrit :

AtKB . = IKt wa?ma(x) . watmﬁ(x) dx ; ay, B=1.. 3 ;

Par le changement de variable x = Tt(£), Aty prend la forme :

RN T TS t
A= IKO v, w07, (&) Y ¥ne oT, () J(€) dg

B,a
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puis en utilisant le transport des gradiénts des fonctions de base (2.16),
on obtient Ay sous la forme "transportée”: |

(2.22) AtKB " IKO <[Htg Jovw'ng , WWopg> Jtg

On calcule la dérivée de Ak au point (Mg, yoph, Uo), par rapport a
Yh, dans la direction &, en dérivant AtK par rapport atent =0 :

(2.23) AKB .- fKo <(div ¥ - [DV] - t[DV])evwpq » ww'ng>

b4

Transport et dérivation du terme non-linéaire

Sur le triangle Ky, on définit & partir de Uy e RPST, (qui reste fixe)

la fonction :
3 t t 3 t
(2.24) ugp = ) ¥(M'mg) Wmg + L Uomg Wmg

g=1 B=1
nsi+l<mp<nsi+n 1<mB<nsi

Ainsi le terme non-linéaire (1.27) s'écrit (pour « = 1.. 3) :

Ftk(utn)e = f

¢ flugh(x)) whpg(x) dx ; 1 < ma < nsi+n.
t ,

Par le changement de variable x = T¢(%), avec (2.20), on écrit :
Fie(uth)q = IKO f(ughoTt(€)) whpgoTt(2) Jtk(g)de

puis, en utilisant (2.14) on obtient le terme non linéaire transporté :

t _ 0 t
(2.25) Freluen) o —_fKof(uthoTt) LR

Pour calculer la dérivée par rapport a y, de Fg(up), on commence
par dériver t > uyn0Ty en t = 0. On notera y, cette dérivée :

3
(2.26) Xh = le <F(Mmg) 5 T(MOpmg)> wopg
nsi+l<mp<nsi+n
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on obtient finalement pour la dérivée du terme non-linéaire dans 1la
direction 6 £ R ¢

(2.27) Fe(uop), = Jg Tluon) W div T+ Sy T (uon) % e

Transport et dérivation du terme élémentaire de bord

On considére un triangle Kt = T¢(Kg) tel que Kg posséde au moins un
sommet sur le bord ygp.

On considére la fonction &t définie sur le triangle Kt par :

3
(2.28) Bh = 21 ¥(Mtpg) wipg
B:
nsi+l<mp<nsi+n

et le terme de bord défini en (1.28bis) :

st - t _ t
By = fKt (V8 - 70 (x) Tow (x) = A ¥(x) we (x) dx

Par changement de variable (toujours le méme), on écrit :

t

B - / {(ngkh‘ vxw)oTt(g)ovxw aoTt(a)

BKa - 0 m

- By ¥oTt(E) whpqoT(%)} Jtk(E) dE
En utilisant (2.16), (2.17) et (2.28), on obtient la relation :

3
(V, 8y, - V, H)oT, = tlor ]-1e( z W(thB)vgw,‘r‘lB - vgw)

nsi+l<mp<nsi+n
d'ou 1'expression du terme de bord transporté :

0

- V¥) , W ma

3
(2.29) B - IK0{<[H§].( ) LCRRL

=1
nsi+l<mp<nsi+n

- A%0Tt Wope} It
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Pour dériver par rapport a t, on écrit successivement :

E':' (¥(Ming) Vu'mg) = <TE(M'ng) , V(M'np> Tw'mp

3

d 0

2.30 — y(Mtog) v =V

(2.30) el 321 (Mimg) T'mp), o = Tth
nsi+l<mp<nsi+n

d
5 (A¥oTy wom“)t 0" (ar) , ¥ wopg

puis, en utilisant les résultats (2.18) et (2.19) :

<+ (Bt) o = [ <(aiv - [oF] - [0F])(von - v¥) , Wl

+ IKo Vxh VW - fKo(divV AY + <V(22) , V)wlhe

or fKo divi av + <$(AW) . » = faKo AY <V s n> (formule de Stokes) d'ou :

< . t
(2.31) By = fKo <(divV - [OV] - [DV])-(V@h-vw) * s Vw°ma}

0 .

Remarque :

Si Ko a au moins un sommet sur ygp, 1'intégrale sur 9K, dans (2.31) est
non nulle, seulement si My, est un sommet de yonh. Dans ce cas, on pourra
se contenter de calculer :

rr <V, B W
faKOnYOh ? Ma
car 1'intégrale sur les autres cOtés de K, sera compensée au cours de 1'as-
semblage par 1'intégrale provenant des triangles voisins (voir Lemme IV.3).
On notera :

(2.31bis) (divi - [o¥] - P[D¥])«(ve, -ve) + vy, W® >

a

’CKa N IKO

- ae <V, B wl
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LEMME IV.3 :

Soit j € nsi+l.. nsi+n, alors

) [ wd,w W = ) f AT <V, ™ w,
K c supp(ws) oK Kcsupp(wj) 9Kn Yoh J

preuve : (on utilise les notations du Lemme IV.3 (fig. IV.5))

y [ oae <l , D w =] ATV , > oW, + [ ATV, 0> w,
K c supp(wj) oK J 3T, u 3T2 J 3Q J

comme AY V wj est continue, i1 reste seulement :

.o .
AY <V , n> wj.
f(aTlnygh)u (3T2nvop) J

1V.2.3. Assemblage de la dérivée partielle

La dérivée A Uy + B - Agf (u de 1'opérateur é]éméntaire :
Yo + B - o K( oh) p

(n, Yhs u) » AKOU + BK - XFK(Uh)

par rapport & la frontiére yn, au point (Ag, ygh» Ug), dans Tla direction
& ¢ R , a été calculée au paragraphe précédent. On rappelle : '

(2.23) AKB " fKo <(div ¥ - [OV] - t[OV])evw'ng » "WOpp>
(2.27) Feluop), = S, Fluop) wipy div v+ S, ' (Uon) 2y Wy
(2.31) By, = fKo <(divy - [oV] - t[DV])'(VQh-VY) £ gy, WO >
- Ay <V, > w
faKo Mo
(2.31bis) €, = jK <(divV - [DV] - t[DV])-(vqsh-w) + Ty, WO >
0
- <K, w
'rbKonYoh AY ma
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A partir des dérivées élémentaires, par rapport a la frontiére : Ak,
?K(uoh) et 6K, on assemble une matrice A et des vecteurs ﬁ(uoh) et B
en utilisant les algorithmes (1.30), (1.31) et (1.32).

Proposition IV.1 :

L'opérateur défini par le probléme (1.33) :
G: RxRDx RASi > pnsi+n
admet une dérivée partielle par rapport a la variable yn, au

point (Mo, voh, Uo) :

(2.32) S%h 6(ho» Yohs Ug) t & » AslUg + B - Aof(uop)

preuve :

On montre que 1'application & » AeUy - AgF(ugp) + B est linéaire (et donc
continue). En effet :

- 1'application "champ" : & » V(&) étant linéaire, i1 en est de méme
pour tout triangle K e =3, des applications :

> > > >
5 divV(s)| 3 [DV(s : <V(s) , ™
> divV( )IK [OV( )]‘K (8) IaK Yon

et pour tout point M;j € yoh, des applications :

5 » <Fe(Mi) , U(8)(M;)>

L]
~

- CK sont linéaires.

<o

donc les applications & =+ y 3 AK ; #K(UOh) ;

- toutes les opérations de 1'assemblage (1.30), (1.31), (1.32) étant
linéaires, on obtient les dérivées partielles de A, F(up), B dans la
direction &, en répétant ces mémes opérations sur A¢, Fx(uop) et Bx
(ou encore éK’ comme on 1'a vu dans le Lemme IV.3). B
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IV.3. ETUDE LOCALE DE LA BRANCHE DES SOLUTIONS DU PROBLEME DISCRET

1V.3.1. Introduction et notations

On suppose que le probléme discret :

Trouver vp = {Mpgi+1.. Mysi+n} déterminant @y,
trouver up, solution du probléme (1.20) posé sur Qyp

admet une solution (yvgh, Ugh) pour une valeur Ay de A.

On se donne un ensemble de directions méridiennes D = {d;.. dn} du
plan vérifiant 1'hypothése (1.15) pour S = ygn et on considére le probléme
a frontiére libre discret (1.33) écrit sous la forme locale :

(3.1) G(A, vh» U) = A(yph)*U + B(yp) - M(up)(vn) = 0

On rappelle que 1'on passe de U ¢ RMST 3 1a solution up du probléme i
frontiére libre discret dans Vh(th) par les relations :

(3.2) Up = ¥ sur les noeuds de Yh
(3.3) up(Mj) = U; si M; est un noeud intérieur

Les notations utilisées dans ce paragraphe sont les suivantes :

=M0

= nsi+i

e i . .. + v, .d.
Yh nsi+l Mns1+n} 3 M nsie Yhid;

Qyh ouvert polygonal Timité par v, et agy
<, triangularisation de Q
h Yh
K triangle de v, de sommets M , M , M
h nsi mp ma m3

u, = Y ow(M)w, + ¥ U.w, ; {w, ; i=1.. ns} base de X, (R )

h Mi € vh i’ jep 11 i h*"vh
V= V(yh) champ‘de vitesses de déplacement (2.5) (2.6) sur Qy,h
T=1+V, transport : Qyoh * Qyh

¥ = |det [DT]‘ sur le triangle K
[Hg] = t[oT]-te[DT]~? sur le triangle K

on indique par une étoile les grandeurs qui restent fixes, et par un,indice
0 les grandeurs relatives au point (\g, yYohs, Uoh)-
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1v.3.2. Linéarisation

La dérivée partielle de G par rapport a la frontiére discréte vy, a
été calculée au Paragraphe IV.2. On donne maintenant les dérivées partielles

par rapport aux variables A et U.

Proposition IV.2 :

L'opérateur G admet des dérivées partielles continues, en tout
point de R x Taq(D, vygn) x RPST . Les dérivées partielles

au point (Ag, yop, Uo) sont les suivantes :

(3.4) 6r {5 voh> Uo) = =F(uop)(von)
(3.5) Gy (™0, Yohs Uo) = 6 » AsUg + B - AF(uoh) : &6 < RM
(3.6) Gy(ros Yop» Uo)ew = [Alvay,) - MoF'(ugy)]ew ; w e RPS

oi F'(ugp) désigne 1la matrice assemblée par 1'algorithme

(1.31) a partir des matrices élémentaires :

' = 0 0 . =
F K<u0h)ﬂ,(1 = fKO fi(uﬂh) w m8 L me ° a, B 1..3
3.7 -
(3.7) pour Mpg noeud intérieur et Myy 2 3Qy p.
Preuve :

- 1'application partielle G(A, y*j, U*) c'est a dire :

A > Aly*p)eU* + B(y*) - AF(u*p)(y*p) est affine. Sa dérivée est

donnée par (3.4).

- 1'application U > A(y*p)+U est linéaire ; nsi

1tapplication U » up(y*p) = 1T w(Mry) wkg o+ T U oweg
M*; e y*p i=1

est affine, elle se dérive en :

nsi
«dU = J dUj wky
i=1

du
ol

h
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alors 1'application partielle U » F(up)(y*y) définie par assemblage des
vecteurs élémentaires :

Fk(uh)a = f, Fun) wong 5 a=1.. 3

est dérivable et :

auh buh
—_ ody = Frlur ) — dU wr
o0 (F (u) )edu IK* (ux ) = Uwe

o4

puis sur K*, on écrit simplement :

buh 3
—— odl = 2 dUmB w*mﬁ
au B=1
1<mB<nsi
d'ol 1'expression de la dérivée partielle (3.6). ]

De la continuité de 1'application "champ" : yn > V(yn), découle la
continuité d'un certain nombre d'applications qui figurent dans les dérivées
partielles de 1'opérateur G. Plus précisément :

Lemme IV.4 :

Les applications suivantes sont continues :

(i) Yh > V:T1; 1! ; ¥(Mi) 5 wi (i = 1..ns) ; &y
(i1) v > [OV] 5 [o7] 5 [DT-1] 5 &0 5 [0l 5 (K® e zop)
(iii) Yh * %h 5 Vxh
(iv) (Yhs U) » up 3 dup/dU
(v) Yh>R, 5 Keom
oKnyp
Preuve :

(i) yn > V(yp) est continue par construction;
puis : |
T(yp) = 1+ V(yp) = T et T-! continues
¥(M;i)(yn) = YoT(M4) 5 i = 1.. ns
wi(vh) = w®i0T=*(vh)

"

0
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nsi+n

Bp(vp) = T ¥(Mi)(vn) wilvp)
i=nsi+l

(ii) sur le triangle Ko, V » [DV] est continue donc yn + [DV] aussi ;
puis :
[0T] = 1 + [DV].

J, = |det [DT]| 5 [Hc,] = t[oT]-*[OT]-?
nsi+n
vwi = ¢[DT]-tevwli0T 5 vop = T ¥(M;) vw;
i=nsi+l
nsi+n
(i11) xnlyn) = 1 <Ve(M;) , V(Mi)> w
i=nsi+l
nsi+n 0 0
=} <FwoT(vyh)(M%4) , VoT(yh)(M%4)> w;
i=nsi+l
nsi+n 0 0
Vanlvyn) = 1 <FwoT(yp) (M%) , VoT(yn)(M%4)> wwj
i=nsi+l
nsi
(iv) up =op + .21 Ui wi et pour tout dU* fixé dans RM ,
i=
auh
30 sWx = § Wry wy est continue.
(v) n = wt[DT]~tengn-* x t[pT]-ten

Théoréme IV.1 :

On considére le probléme a frontiére libre (1.1) discrétisé par
éléments- finis de type P1. On suppose qu'il existe une solution
(Yohs Ugp) du probléme discrétisé (1.14) pour une valeur A
de A. Alors le probléme & frontiére libre discret est Tlocale-
ment équivalent au systéme non linéaire (3.1) dont 1'opérateur
G :R x Pad(D, Yoh) x RNSi 5 RNSi+N st de classe Cl.
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Preuve :

continuité de Gy (A, vh, U) = =F(up)(vn) :

Sur le triangle K, par changement de variable x = T(yn)(E),
= = 0
FK(uh)(Yh) = IK f(Uh) wma jKo f(UhOT(‘Yh)) w Mma JK

L'application f(uhoT(yp))dk est continue car les applications
up, T, Jk le sont (Lemme IV.4) et f aussi.

Le produit par woma, 1'intégration sur KO puis 1'assemblage sont des
opérations linéaires, donc continues.

continuité de GY(A,-yh, v) :

132

Soit 8%, un élément fixé de RU .
On construit un champ*V* de vitesses de déplacement sur Qvh> tel que
V*(Mi) = 6131 (si Mi £ yh) et V*(Mi) = 0 (si M; e agh), en posant :

U* = V(s*)oT- ; ol T désigne T(vyp)

ce qui revient poser : Vx(x) = V(&*)(&) ; pour x = T(E) ;
(x € Qup 3E € Qyoh).

Par 1la P%oposition IV.1, on obtient alors la dérivée partielle au
point (A, yh, U) dans la direction &* :

Gy(As Yh, U)es* = AeU + B - AF(up)

avec, sur le triangle K, pour «, B =1.. 3 :

AKB’a =1 <(divix - [D¥*] - t[ov*T)evw Vi
. >
FKa = IK flug) w divix + fi(u) x* wo
nsi+n
o x*h= ) <TE(Mi) , TR(M{)> w
i=nsi+l



et enfin, si K est un triangle bordant vy,

° . > > >
Cey = fK <(divV* - [DV*] - t[Dv*])o(wph - V) 4 Ve, T >

- faKnYh AY <TV* , > g

Par le changement de varjables x = T(z), £  Kg, on obtient :

. . > >
AKB,a = fK0<[HK](d1vV*oT - [DV*]oT - t[DV*]oT)-Vwoma , Vw:]B > I
E = 0 s U 1 0

Feo fKo{f(uh)oT W divV*oT + £'(u JoT x* o w ma} e

C

R >
‘o jK <(divi*oT-[ DV JoT-L[DV* ]oT)« (2, -vE)OT + vy* oT , W oT> J

0

- faKoﬂYoﬁYOT <V(s*) , t[oT]-te B> wony X

Yh * T-1 étant continue, on a successivement 1la continuité - des
applications : ’
Vx(yn) = V(6*%)oT-1 ; divi*(yp)oT ;5 [DV*(yp)JoT 5 Kg € Top 3
avec la continuité de [Hg0] et de JKgs ON obtient celle de :
th > [Hg,1(divi*oT - [D¥*]oT - t[pi*]oT) ;

on en déduit que les applications :

Yh > Akg,a (pour Ko € top €t «, B = 1..3) sont continues;
puis yh > A et (yh, U) > A<U aussi.

Comme vp » V*(Yh) est continue, xp(yh) est continue ; avec la
continuité de f et f', en utilisant le Lemme IV.4, on a :

{f(upoT) divV*oT + f'(upoT) xpoT} Jk® est continue ;le produit
par w°m¢, 1*intégration sur Ko et 1'assemblage étant linéaires, on
établit la continuité de :

(As vhs U) > -AF(up).

v&p(yp)oT 5 veoT ;  A¥OT et vVy*poT étant continues, les
applications suivantes sont aussi continues :

vh > (divi*oT - [DV*]oT - t[DV*]JoT)e(vay, - v¥)oT + vy*poT

yh > a¥oT <V*oT , t[oT]-lem> ¥,

on en déduit la continuité de yn > Cgq donc de B (Lemme IV.3).
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continuité de Gy(rs Yhs U) = [A(yp) - AF'(up)]
AKp o = fK Vimg VWmg
F'k(un)g,a = IK f'(up) wWno Wme
Par changement de variable x = T(E) (& € Kg), on écrit :
A(Yh)g,a = IKO <[He]-vwomg 5 Womg> X
F'k(up)g,a = fKo ' (upoT) wong wWona J

La continuité de f' et des applications :

(vhs U) » T 5 up 5 [He] 5 K

entraine celle des applications :

<[HK]'Vw0ma . Vwomﬁ> J et f' (upoT) Woms woma Jk
d'ol on déduit la continuité de :

(vyhs U) » Aclyn) 5 F'glup)(yn) 5 Alyp) 5 F'(up)(yn)

IV.3.3. Paramétrage local, méthode de continuation

L'opérateur du probléme d frontiére libre discret étant de classe C!l,
on peut définir les solutions réguliéres et les points de retournement sim-
ple, comme cela a été fait dans le cadre abstrait au Chapitre I. En tenant
compte du fait que les espaces E et F sont ici de dimension finie, on ob-
tient la caractérisation simple suivante :

Proposition IV.3 :

(i) (Aos Yons Uop) est une solution réguliére du pro-
bléme 3 frontiére l1ibre discret si et seulement si

(3.8) Ker GY,U(KO’ Yohs Ug) = {0}
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(i1) (Mo, vohs Uo) est un point de retournement simple du
probléme a frontiére libre discret si et seulement si 1'opéra-
teur Gy y vérifie les conditions suivantes :

(3.9) dim Ker GY,U(AO! Yohs Ug) = 1

(3.10) Gr (%> Yohs Uo) ¢ Im Gy u{ros vohs Uo)
Preuve : triviale. ]

Le probléme G(A, vh, U) = 0 est résolu localement par application de
1a méthode standard : ‘

Soit Lin : R x RM x RAST 5 R une application linéaire (continue)
qui vérifie la condition :

(€5) Lin{L, T, W) # 0 ; pour (L, T', W) générateur de DG°
On considére le probléme augmenté :
G(As Yhs U) =0
(3.11) P(Ay Yhs U) = 0 <= ' ,
Lin(K-Ko, Yhs U-Uo) - (S-SQ) =0
Par application du théoréme des fonctions implicites, si (Ag, yoh, Ug) est
une solution réguliére ou un point de retournement simple, (3.11) définit
des fonctions réguliéres A(s), yh(s), U(s) au voisinage de s = sg.
La branche des solutions est calculée par intégration du systéme :

Pox,yh,u* (dA/ds, dyp/ds, du/ds) = -PO

c'est a dire :

]
- O

DG° (dA/ds, dyp/ds, dU/ds)
Lin(dA/ds, dyp/ds, dU/ds)
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ou encore (le point désigne la dérivation suivant dyp/ds) :

gr F(Ug) + AeUg + B - noF(Ug) + Ae a MoF'(Ug) e LA 0

ds ds ds
(3.12) .\ dyh dUy _

Lin (ds’ ds ’ ds)

A partir des approximations de A(s + As), yh(s + As) et U(s + As),
on obtient une approximation de la solution up ¢ Vh(th(s+As)) :

uh(Mi) = ¥(Mj) ; sur les noeuds de yp(s + As)

(3.13)

up(Mij) = Uj(s + as) 5 Mj noeud intérieur de Qyh(s+as)

Remargue e

Dans les formules (3.13), la déformation de la triangularisation est
implicite. Les noeuds de th(s + As) sont calculés par transport :

U = Y(vn(s*as))
T=1+V

Mj = M5 + T(M%5) = T(M%5) 5 i =1 ..ns
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ANNEXE 1

UN PROGRAMME DE RESOLUTION DES PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE DE R2

PAR CONTINUATION

A.1. INTRODUCTION : STRUCTURE GENERALE DU PROGAMME

A.2. SPECIFICATIONS POUR L*ECRITURE DES MODULES DE DEFINITION
A.2.1. Structure des données
A.2.2. Le module "fonctions"
A.2.3. Le module "&lémentaire"
A.2.4. Le module “"maillage"

A.3. ALGORITHME DE CONTINUATION : MODULES “POINT SUIVANT®™ ET "LINEARISATION"®
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A.1 INTRODUCTION : STRUCTURE GENERALE DU PROGRAMME

Le programme que 1'on décrit ici approche par cbntinuation la branche
des solutions d'un probléme & frontiére libre de R? du type :

Au - Af(u) = 0 dans Qy

u =49,
A.1) sur y
( du/dn = gy

u=gs sur aQ

-

Par une étude analogue d celle du Chapitre IV, le probléme i frontiére
libre peut @étre discrétisé et approché par un systéme non linéaire sur-dé-
terminé :

(A.2) -~ A(yh)<U + B(yh) - AF(uh)(yh) = 0
(A.3) uh(Mi) = Ui si Mi noeud interne
(A.4) uh(Mi) = g, si Mi € yh

(A.5) uh(Mi) = g3 si Mi £ aRh

obtenu par assemblage des opérateurs élémentaires
(A.6) (As Uy v) > AU - AF () + B (v,)

Les données d fournir au programme sont des procédures et des fonctions or-
ganisées de fagon modulaire :

1) f ;9 ;3 9, ; leurs dérivées et g; (module fonctions)

2) les dérivées des obérateurs élémentaires :

(A.7) L > -LFk(up)

(A.8) T ~» AK-UK + BK - A FK(uh)

(A.9) W > AgeWg - MF'g(up) Wy (module élémentaire)
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3)

4)

5)

6)

pour 1'initialisation : calcul d'une solution (Mg, vygh, ugh) du
probléme discret et d'un maillage de 1'ouvert Qyoh correspondant
(modules premier point et maillage) ;

pour déformer le maillage : une procédure de transport suivant un
champ de vecteurs de déplacements (module maillage) ;

1'application linéaire Lin déterminant le choix du paramétre de conti-
nuation (module linéarisation) ;

une fonction d'arrét et des procédures d'écriture (module sorties) .

Les variables globales manipulées par le programme sont :

le paramétre de continuation s, le pas As

L]

le point courant : A € R, vy, € R?, uy e RNS

le maillage de 1'ouvert Q,p courant

les dérivées d\/ds, dy/ds, dU/ds au point courant si elles
sont nécessaires a la normalisation

des variables de comptage qui permettent d'évaluer la fonc-

tion arrét

Le calcul de la branche par continuation est réalisé comme indiqué au

Paragraphe IV.3.3.:

(A.10)

148

—~Ta méthode standard de continuation est appliquée au probléme augmenté

transporté en domaine fixe au voisinage du point (Mg, yonh, Uoh) :

A e RY, U e RIST, vy, ¢ Gad(yep, D)

fl
o

A(th)=U + Blyp) - AF(up) (vh)
Lin (A=Ags Yhs U-Ug) =(s-5q) =

i
o

~a partir des approximations de A(s+As), yp(stAs) et U(s+as) le
maillage de Qyp(s+As) est obtenu par déformation de celui de Qy4h
et up(s+as) par (A.3) (A.4) et (A.5).



L'arr8t du calcul intervient lorsque la fonction arrét rend un
résultat vrai.

Les connexions entre les modules du programme sont représentées sur la
figure A.1 : '

module module
premier point | | fonctions

A X' /
module module
maillage élémentaire
PROGRAMME PRINCIPAL | R ///‘
module
linéarisation
calcul du premier point ;:ﬂ_ /T]\
écriture
tant que arrét rend "faux" module
faire : point suivant
calcul du point suivant module
’ sorties
écriture N
4

-Figure A.1- : Structure générale du programme ~

"module A => module B" indique que Tles procédqres du module A utilisent
celles du module B.
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A.2 SPECIFICATIONS POUR L'ECRITURE DES MODULES DE DEFINITION

A.2.1 Structure de données

Pour la solution du probléme a frontiére libre :

(A.10) point : A = paramétre de bifurcation ;
vh = tableau de n réels décrivant la frontiére dans
Tad(0, D) ou Tad(vghs D) (voir Para-
graphe 1V.1.2) ; ;
uh = tableau de ns réels donnant les valeurs de uh

aux sommets du maillage de Q.
Pour la triangularisation :

nombre de sommets

(A.11) maillage : ns
nt
nsi = nombre de sommets intérieurs

nombre de triangles

Tabsom = tableau de taille ns dont les éléments
sont les couples de coordonnées
(xi,yi) des noeuds Mj.

Tabtri = tableau de taille nt dont les éléments
donnent les numéros (my, mp, m3) des som-
mets du triangle Tk.

Tabgenre = tableau de taille ns indiquant, pour
chaque noeud, si c'est un noeud interne,
un noeud de 3Qp ou un noeud de .

mud = largeur de la partie supérieure de la bande
de la matrice de rigidité.

Remarque : de fagon peut-&tre implicite, on suppose connue la fagon dont les
noeuds internes dépendent des noeuds frontiére.
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A.2.2. Le modhle fonctions

fonction F : t » f(t)

fonction FPRIM : t » f'(t)

fonction 61 : (x,y) > g;(x,y)
fonction Dx61 : (x,y) + 9gi/ax (x,y)
fonction DyBl : (x,y) *+ 3g;/3y (x,y)
fonction 62 ¢ (x,y) * ga(x,y)
fonction Dx62 : (x,y) » dg,/dx (x,y)
fonction Dy62 : (x,y) + dgy/dy (x,y)
fonction 63 : (x,y) + g3(x,y)

A.2.3. Le module élémentaire

Dans ce module, un triangle K est référé selon les cas :

par son numéro dans Tabtri
par les numéros m;, m,, my de ses sommets

par la transformation affine qui transforme le triangle de référence
= {(0,0), (0,1), (1,0)} en K (voir fig. A.2).

1

~

(0,0) (0,1) ’

- Figure A.2 -
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Les fonctions de base sur 1'élément de référence sont des constarites
de ce module. Par exemple, dans 1'application que nous avons réalisée, les
constantes suivantes sont connues :

P

wi(Mj) = 6845 5 1,J = 1..3 ;

Vwp = i% ; Vwp = é ; Uwg = ?
procedure GEOM : calcule 1'application affine qui tranforme K en
K.

paramétres d'entrée :

th : maillage ; k € 1..nt : numéro du triangle
en sortie :

B : matrice 2x2 ; C ¢ R2

méthode :
X. Xz"xl X3-Xl Xl

=
i
—t
wo
@xQ
it
-
"

yi Ya=¥1 Y3=¥1 yi1

Le module élémentaire contient des fonctions de calcul des formes
linéaires et bilinéaires (pour les fonctions de base de 1'élément), utiles
au calcul des opérateurs élémentaires dérivés (A.7) (A.8) (A.9). Pour notre
application, les fonctions qui ont été programmées sont les suivantes :

fonction FK = Fg(up)j 5 J € 1..3.

paramétres d'entrée :
jel..3 : indice local d'un sommet de K ;

Uh

résultat :
IK f(un) wj

méthode : par une formule de gquadrature.
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Pour dériver par rapport a U :
fonction A : Acj,i s 1, 3 & 1..3.

paramétres d'entrée :
i, 3 €1..3 : indices locaux ;
B : matrice 2x2 ;
constantes du module ;

résultat :
AK = fK Wi Vwj

i . = trpol oo
méthode : W, = [B 1 ow,

AK = <t[B‘l]-Vwi , t[B‘l]-VwJ. > mes(K).

fonction FPK : F'k(up)j,i 5 i, J e 1..3.

paramétres d'entrée :
i,j € 1..3 : indices locaux ;
B : matrice 2x2 ; my, my, m3 : numéro des sommets ;
T

résultat :
FPK = fK f'(up) wi wj

méthode : par une formule de quadrature.
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Pour dériver par rapport au domaine :
procedure CONV : calcule div(V) et la matrice div(V)-[DV]-t[DV]
pour un champ V, affine sur le triangle K, connu

par ses valeurs aux sommets.

paramétres d'entrée :
Vi, Vo, V3 € R2 : valeurs du champ aux sommets ;

en sortie :
div(V) et [M] = div(v)-[Dv]-t{oOV] ;

3
méthode : V=3 Vg Wne

a=1
3
div(V) = § < Vg s Wq >
a=1
3
[Ov]+t[ov] = T [Vipgetve + VooVimg]
a=1

Vg = S[B=11-Vwg

fonction AKPOINTU : (AgU¢)j s J e 1..3 ; dans Tla direction
d'un champ de déplacement V affine sur K.

paramétres d'entrée :
jel..3 ¢« indice local ;
B : matrice 2x2 ; my, m,, my : numéro des sommets ;
Up s
Vi, V2, V3 € R2 : valeurs du champ aux sommets ;
constantes du module ;

résultat -
fK <(div(v) -[ov] -t[DV])evup , Vups>

méthode : utiliser la procedure CONV
[M] « conv (B, vy, Vo, V3) ;

3
i} tro.
AKPOINTU = a§1 u M) < [MIF(B-t]emw_, [ Heww >
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fonction FKPOINT : {FK(uh)}j ;jel..3

paramétres d'entrée :
jel..3 : indice local ;
B : matrice 2x2 ; mj, my, m3 : numéro des sommets ;
Vi, V2, V3 € RZ valeurs du champ au sommets ;
Up 3

résultat :
IK f(up) wpj div(v) + IK £'(un) th vmj

3
ou Xp = 21 <W(Mma) R Va > W
a=

Mna € Yh

méthode : par quadrature.

fonction CKPOINT : Ckj 5 J € 1..3 ; dans la direction du champ V
donné par ses valeurs aux sommets.

paramétres d'entrée :
jel..3 : indice local ;
B : matrice 2x2 ; my, my, m3 : numéro des sommets ;
Vi, Va, V3 : wvaleurs du champ aux sommets ;
constantes du module ;

résultat :

CKPOINT = [, <(div(v)-[Dv]-t[Dv])-v¢h, Wy >t fx ", M

- Jy <(div(v)-[ov]-F[ov]) eve Wi 2

- IK AY <V, n> Wing

méthode : IM] « conv (B, Vi, Vo, V3)

3 - >~

= tre-17. trp-11,

Termel = azl w(M)<[MI*[B="]emw , [B-"] Wy >
Mna € yh

¢ <w(mm),v><gm]t[s—l]-v&a,t[s-l]-v&j>

Reste calculé par quadrature ;

CPOINTK = Termel - Reste.
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A.2.4. Modules premier point et maillage

La réalisation du module premier point consiste a programmer une mé-
thode de résolution du probléme i frontiére libre par é&léments finis (de ty-
pe P1 ou autres), pour une valeur donnée de A. ‘ '

Les choix opérés d ce niveau, déterminent, outre la solution (ang, ygh,
uop), le maillage won de T1'ouvert Qygh a partir duquel la méthode que
nous proposons est initialisée.

La construction du maillage initial peut nécessiter la programmation
de plusieurs procédures dans le module maillage telles que : maillage de
1'ouvert Qp tout entier, élimination des noeuds qui sont dans 1'ensemble
de coincidence, déformation d'un maillage...

En tout état de cause, on aura soin d'obtenir a la fin du calcul du
premier point, un maillage décrit dans la structure de données (A.11) pour
lequel 1la dépendance des noeuds intérieurs vis a vis des noeuds frontiéres
est bien maitrisée. '

Le module maillage contient des procédures qui réalisent 1la
déformation .du maillage initial Yoh 1iée a la déformation de la frontiére
Yh dans rad(0, D) ou rad(yn, D), identifié a RM :

Procédure champ : calcule 1la valeur du champ de déplacement
unitaire en un sommet du maillage.

Paramétres d'entrée :
numer : numéro d'un méridien
D : 1'ensemble des n méridiens
Toh : 1a triangularisation initiale
nusom : le numéro d'un sommet

En sortie :

V(&numer) (Mnusom) -

méthode : Voir Paragraphe 1V.2.1.
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procedure remaille : transforme le maillage de Qy,p pour en
faire un maillage de Qyp.

paramétres d'entrée :
Th : maillage de Qyh;
D : ensemble des méridiens ;
Yh € Tad(vohs D) = RN 3

en sortie :
th : le maillage de Qyp

méthode : pour tout i = 1l..ns / Mj aQp,
pour numer = 1..n faire :
V <« Champ(numer, i) ;
Mj « Mj + Yhpumer-V
fin pour

A.3. ALGORITHME DE CONTINUATION : MODULES POINT SUIVANT ET LINEARISATION

Soit (sgs Mgs Yohs Ugh) un point calculé de la branche et soit
Tohs 12 triangularisation de Qy h associée.

On se donne un ensemble de n directions méridiennes D sur les sommets
de yoh.

MODULE POINT SUIVANT

La solution A(sg+As), yp(So+As) € Taq(yohs D), U(s+as) ¢ RPSi
du probléme augmenté (A.10) est calculée par intégration numérique du
probléme linéarisé : ‘ '

du du_ dx
A— - AF! o —=— F(up) - AU - B = A F(u
(A.12) ds (up)+ 3™ g5 F(un) (un)

Lin(dr/ds, dyh/ds, du/ds) = 1

(ot le point représente la dérivation dans la direction dyh/ds ¢ RM" ), au
voisinage du point (Sg, Ao, Yohs Yoh)-
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Le choix de la méthode d'Euler pour intégrer (A.12) nous a conduit a
programmer la procédure suivante :

procedure EULER : Approximation de A(sg+As), yh(so+as),
U(so+As) par la méthode d'Euler. Déformation du
maillage T et calcul de up(so+As).

paramétres d'entrée :
s : paramétre de continuation ;
le point courant ;
les dérivées dr/ds, dyh/ds et dU/ds au point courant, si
1la Tinéarisation le nécessite :
le maillage courant <p ;
1'ensemble des directions méridiennes ;
le compteur des points calculés ;

en sortie :
S = s+ AS ;
le point courant modifié ;
les dérivées réajustées ;
le maillage courant modifié ;
le compteur des points incrémenté de 1 ;

méthode : Utiliser les procédures du module linéarisation pour
résoudre le probléme (A.12) au point courant ;

(soit L e RF, T ¢ RN, W e RPST 1a solution)

A<« N+ AsL
Yh ¢« Yh * As ) T5 d; (dj direction méridienne) ;

uph(M;) = up(M;) + AsW; pour i indice d'un noeud
interne ;

REMAILLE(<h, D, yn) * Th 3
“h(Mi) + Y(Mi) pour Mj € vh 3

compteur <« compteur + 1 ;
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MODULE LINEARISATION

Le module 1linéarisation fournit au module point suivant les
procédures qui permettent d'assembler les opérateurs dérivés :

(A.13) L > -LF(up)
(A.14) T e R » Ae(l + B = AF(up) ¢ RNsi+n
(A.15) We RPIST > AeW - AF'(up)eW e RNST+N

en un point, a partir des données du module élémentaire.

La structure de données utilisée dans ce module pour représenter le
systéme creux (A.12) est indépendante de tout le reste du programme, ainsi
que la méthode de résolution utilisée,

Décrire en détail les choix que nous avons opérés pour notre applica-
tion ne présente pas un grand intéret c'est pourquoi nous nous contentons de
mentionner que la résolution de (A.12) peut &tre obtenu par 1'éxécution
succéssive des trois procédures suivantes :

~ procedure assemblage : calcule les dérivées partielles de
1'opérateur G = A(yh) + B(yh) - AF(uh)

paramétres d'entrée :
un point ;
un maillage ;
1'ensemble des directions méridiennes ;

en sortie :
la matrice de 1'opérateur Gy ;
les vecteurs G ; Gyp.ej (i= 1l..n) ;

méthode :
calculer Gy par 1'algorithme (IV.1.31) ;
calculer Gy et Gypeej pour i = 1l..n par les algorithmes

(IV.1.30 a 32) ;
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procédure résolution : Gy-W + ] T Gyp.ej = -G

paramétres d'entrée :
la matrice Gy ;
les vecteurs Gyp.ej (i=1..n) et Gy ;

en sortie :
la solution We RAST ; p ¢ RN

procedure normalisation : aprés les procédure assemblage et
résolution, détermine 1la solution du
probléme augmenté linéarisé (A.12).

paramétres d'entrée :
WeRMST . p R ;
1'application linéaire Lin ;

en sortie :
L, T, W

méthode : ,
déterminer L / Lin(L, LT, LW) =1 ;
I' « LT
W« LW.
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ANNEXE 2

PLANCHES DE RESULTATS NUMERIQUES
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