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Chapitre �

Introduction

Un des objectifs de la synth�ese d�images est de cr�eer des images photor�ealistes�
Pour cela� on simule le comportement de la lumi�ere �a l�int�erieur d�une sc�ene qu�on a
pr�ealablement mod�elis�ee� L�essentiel de la recherche a� jusqu��a maintenant� port�e sur
la m�ethode de simulation elle�m�eme� a	n d�am�eliorer le calcul de l��eclairement global
d�une sc�ene�

Avec la puissance des machines actuelles et la qualit�e des algorithmes dont on
dispose� il devient aujourd�hui possible de mod�eliser de fa�con de plus en plus r�ealiste
le comportement en r�e�exion des mat�eriaux� a	n d�am�eliorer le r�ealisme des images
obtenues� notamment en int�egrant des informations exp�erimentales� Le travail que nous
allons pr�esenter dans ce m�emoire de th�ese� va tenter de faire le lien entre l�exp�erience
et la simulation informatique�

Dans le premier chapitre� nous allons pr�esenter les notions de base que nous allons
devoir manipuler� c�est��a�dire introduire les BRDFs� les fonctions de distribution de la
r�e�ectance bidirectionnelle�

Dans le deuxi�eme chapitre� nous exposerons quelques r�esultats exp�erimentaux de
BRDF� a	n de mieux appr�ehender la complexit�e de la r�e�exion dans le monde r�eel�
par rapport �a la simpli	cation que l�on en fait lors des simulations� Nous essaierons de
mettre en �evidence quelques particularit�es de ces BRDFs exp�erimentales�

Dans le troisi�eme chapitre� nous introduirons les moyens de comparer les BRDFs
exp�erimentales par rapport �a leurs repr�esentations informatiques� Cette notion d�erreur
entre BRDFs nous permettra� �a l�avenir� de comparer mesures r�eelles et repr�esentation
informatique�

Dans le quatri�eme chapitre� nous a�nerons encore plus le lien entre la th�eorie
et la pratique� en mettant au point un goniophotom�etre virtuel� appareil simulant un
appareil existant� destin�e �a mesurer des BRDFs� �A l�aide de ce simulateur� nous valide�
rons certains mod�eles analytiques et tenterons de reproduire des exp�eriences r�eelles� de
mani�ere �a savoir dans quelle mesure on peut utiliser ce genre de simulateur�

�Etant donn�e que nous disposons de mesures de BRDFs exp�erimentales� ainsi que
de BRDFs r�esultats de simulations� nous allons naturellement �etre amen�es �a repr�esenter

��




� Chapitre �� Introduction

de fa�con informatique ces mesures� a	n de pouvoir les utiliser au cours de calculs� C�est
ce travail qui va �etre pr�esent�e dans le cinqui�eme chapitre� Nous pr�esenterons quelques
m�ethodes classiques de repr�esentation� �a l�aide de bases de fonctions� que sont les har�
moniques sph�eriques et les polyn�omes radiaux� Nous pr�esenterons de fa�con d�etaill�ee
l�adaptation de ces repr�esentations au cas des BRDFs� puis nous introduirons une nou�
velle m�ethode de repr�esentation� plus adapt�ee� Cette m�ethode est bas�ee sur des fonctions
�a support local� a	n d�obtenir un temps d��evaluation le plus rapide possible� De plus�
on l�utilisera de mani�ere hi�erarchique� de fa�con �a repr�esenter les donn�ees de mani�ere de
plus en plus 	ne�

Le lecteur trouvera aussi en annexe� un travail sur la discr�etisation de la sph�ere�
probl�eme qui revient dans tous les chapitres� Cette annexe propose di��erentes mani�eres
d�e�ectuer cette discr�etisation� chacune d�entre elles �etant amen�ee �a �etre utilis�ee lors
de l�impl�ementation des techniques pr�esent�ees dans les di��erents chapitres� Une autre
annexe� sur l�utilisation des BRDFs de fa�con probabiliste compl�etera ce m�emoire�



Chapitre �

Th�eorie

��� Notions de radiom�etrie et photom�etrie

����� Introduction

La radiom�etrie est la science de la mesure des �ux d��energie transport�es par les
ondes �electromagn�etiques et la photom�etrie la science de la mesure psychophysique de
la sensation visuelle produite par un spectre �electromagn�etique�

����� Radiom�etrie

Le �ux �energ�etique ��ux en anglais� �e est l��energie quittant ou arrivant sur une
surface donn�ee par unit�e de temps� Ce �ux est exprim�e en Watts W � Un certain nombre
de grandeurs physiques peuvent �etre d�eduites du �ux �energ�etique� Toutes ces quantit�es
d�ependent de la longueur d�onde 	� Pour simpli	er les notations� nous ne ferons pas
	gurer ce param�etre 	 dans la suite�

Il est important de rappeler que tout syst�eme physique doit respecter le principe de
conservation de l��energie� Pour le probl�eme qui nous concerne� ceci signi	e que l��energie
p�en�etrant dans une r�egion de l�espace ou arrivant sur une surface doit �etre �egale �a
l��energie quittant la r�egion o�u la surface� Ainsi� la quantit�e de lumi�ere absorb�ee� r�e��echie
et transmise ne peut jamais d�epasser la quantit�e de lumi�ere incidente�

Rappelons que si dA est une surface �el�ementaire� la valeur du c�one de sommet S
s�appuyant sur dA s�appelle l�angle solide d� �unit�e le st�eradian sr�� Si on note D la
droite joignant S et le centre de dA� � l�angle form�e par D avec le vecteur normal �a dA

et r la distance de S �a dA� on a ��gure ���� p� ��� �

d� �
dA

r�
cos �

On appelle angle solide projet�e la projection sur la base de la sph�ere de l�aire
�el�ementaire de cette sph�ere comprise dans l�angle solide �la sph�ere �etant la sph�ere unit�e


�
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Fig� 
�� � d�e�nition d	un angle solide

centr�ee sur la surface� et la base le plan orient�ee par la normale �a la surface�� Il peut
�etre important de repr�esenter un angle solide d� par un vecteur 
d�� La direction de 
d�
est celle de l�axe du c�one et sa longueur la valeur de l�angle solide�

�A partir du �ux �energ�etique� on peut d�e	nir les quantit�es radiom�etriques sui�
vantes �

D�e�nition � 
luminance� soit 
� une direction et x un point situ�e sur une surface
�el�ementaire d	aire dA� La luminance 
radiance en anglais� �NRH�

� est le �ux �energ�e�
tique �emis par une surface� dans une direction donn�ee� par unit�e de surface et par unit�e
d	angle solide projet�e 
unit�e� W m�� sr��� 
	gure 
�
� p� 
�� �

L�x� 
�� �
d��e�
��

dA cos � d�

Il faut noter que la luminance s�applique uniquement �a des sources primaires
�etendues ou �a des objets consid�er�es comme des sources secondaires�

On peut montrer que la luminance reste constante suivant la direction de propa�
gation d�un rayon lumineux� Soit un pinceau lumineux d�e	ni par deux surfaces �el�emen�
taires dA� et dA�� Notons d�� �respectivement d��� l�angle solide s�appuyant sur dA�

�resp� dA�� et de sommet le centre de dA� �resp� dA��� D�apr�es la loi de conservation
de l��energie� le �ux quittant dA� est �egal au �ux arrivant sur dA� et not�e d�� Donc �
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Fig� 
�
 � d�e�nition de la luminance

d�� � L� dA� cos �� d�� � L� dA� cos ��

avec� d�� �
dA�

r�
cos �� et d�� �

dA�

r�
cos ��

� L� � L�

D�e�nition � 
�eclairement� l	�eclairement 
irradiance en anglais� est le �ux �energ�e�
tique� par unit�e de surface� arrivant sur une surface� L	unit�e est le W m�� �

E�
�� �
d�i�
��

dA

D�e�nition � 
l�exitance� l	exitance 
exitance en anglais� est le �ux �energ�etique� par
unit�e de surface� rayonn�e par une surface� L	unit�e est le W m�� �

M�
�� �
d�e�
��

dA

En synth�ese d�images� on utilise plut�ot le terme de radiosit�e �radiosity en anglais�
�a la place de celui d�exitance�
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La luminance est tr�es utile pour d�ecrire le transport de lumi�ere entre des �el�ements
de surface� Mais on ne peut d�ecrire la distribution d�une source ponctuelle avec la
luminance ��a cause du terme en dA�� C�est la raison pour laquelle on introduit l�intensit�e
de rayonnement�

D�e�nition � 
intensit�e de rayonnement� l	intensit�e de rayonnement 
intensity en
anglais� est le �ux �energ�etique par unit�e d	angle solide� Si x est une source ponctuelle
et 
� une direction �

I�x�
�� �
d�e
d�

L	unit�e d	intensit�e de rayonnement est le W sr��� La distribution spatiale des
intensit�es lumineuse d	une source ponctuelle est souvent d�ecrite par un diagramme re�
pr�esentant les courbes iso�candela� Ces distributions sont mesur�ees �a l	aide d	un gonio�
photom�etre�

On peut facilement calculer l��eclairement sur une surface �a partir de l�intensit�e de
rayonnement ��gure ���� p� ���� En e�et �

E�
�� �
d�

dA
�
I�x�
�� d�

dA
�
I�x� 
�� cos �

r�
car d� �

dA

r�
cos �

Classiquement� on appelle la r�e�ectance le ratio entre l��energie r�e��echie et l��energie
incidente sur un petit �el�ement de surface �� � d�r

d�i
� et la transmittance le ratio entre

l��energie transmise et l��energie incidence sur un petit �el�ement de surface�

D�e�nition 
 
BRDF� Consid�erons la lumi�ere incidente �a une surface dans un angle
solide �el�ementaire de direction 
�i et produisant un �ux r�e��echi dans la direction 
�r

	gure 
��� p� 
��� On appelle fonction de distribution de la r�e�ectance bidirectionnelle

bidirectional re�ectance distribution function en anglais� d	o�u l	acronyme BRDF�� le
rapport entre la luminance r�e��echie dans la direction 
�r et l	�eclairement de la surface
provenant de la direction 
�i �

f�x� 
�i � 
�r� �
dLr�x� 
�r�

dEi�
�i�

�A partir de maintenant� pour ne pas surcharger les notations� on va s�a�ranchir
de la notation vectorielle pour les angles solides� Or d�i��i� � Li�x� �i� cos �i dA d�i�
o�u d�i est l�angle solide sous lequel on voit la source depuis dA ��gure ���� p� ���� On
a donc �

f�x� �i � �r� �
dLr�x� �r�

Li�x� �i� cos �i d�i

Cette fonction� la BRDF� a pour unit�e le sr��� On remarquera que sur ��gure
���� p� ��� on a introduit les coordonn�ees sph�eriques des directions �i et �r � exprim�ees
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Fig� 
�� � g�eom�etrie de la r�e�exion pour la BRDF

dans le rep�ere local orient�e par la normale �a la surface� � est l�angle z�enithal� � l�angle
azimutal�

Comme la r�e�exion se comporte lin�eairement� la quantit�e totale de lumi�ere r�e��e�
chie par une surface dans une direction donn�ee est fournie par une int�egration sur la
demi�sph�ere de toutes les directions incidentes� On obtient donc l��equation de r�e�ec�
tance �

D�e�nition 	 
l��equation de r�e�ectance�

Lr�x� �r� �

Z
��
i

f�x� �i � �r�Li�x� �i� cos �i d�i

�� repr�esente l�h�emisph�ere sup�erieur� Cette �equation ne repr�esente pas le cas le
plus g�en�eral possible� Elle suppose que la lumi�ere incidence est r�e��echie ponctuellement
�dans certains cas� la lumi�ere p�en�etre sous la surface� est r�e��echie ou r�efract�ee plusieurs
fois avant de sortir en un autre point� et sans d�elai �pas de phosphorescence��

La r�e�ectance bidirectionnelle v�eri	e une importante propri�et�e physique� le prin�
cipe de r�eciprocit�e de Helmotz �

Propri�et�e � 
r�eciprocit�e des BRDFs� si f est une BRDF� on a �
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���i� �r� f�x� �i � �r� � f�x� �r � �i�

Ce qui nous permet de nous a�ranchir de la � si on le souhaite dans les notations
futures� Rappelons que tout syst�eme physique doit v�eri	er le principe de conservation
de l��energie� Consid�erons alors une surface �el�ementaire d�aire dA contenant un point x
et une direction d�incidence �i� D�apr�es les d�e	nitions pr�ec�edentes �

dE��i� �
d��i��i�

dA
� Li�x� �i� cos �i d�i

� E�x� �

Z
��
i

dE��i� �

Z
��
i

Li�x� �i� cos �i d�i

en appelant E�x� l��eclairement total� pour toutes les directions incidentes� arrivant
sur la surface dA au point x� De m�eme� on peut calculer l�exitance totale� pour toutes
les directions r�e��echies �

dM��r� �
d��r��r�

dA
� Lr�x� �r� cos �r d�r

or� dLr�x� �r� � f�x� �i � �r�Li�x� �i� cos �i d�i

� Lr�x� �r� �
Z
��
i

f�x� �i � �r�Li�x� �i� cos �i d�i

�M�x� �
Z
��
r

Z
��
i

f�x� �i � �r�Li�x� �i� cos �i cos �r d�i d�r

Le principe de conservation de l��energie signi	e que le �ux r�e��echi par la surface
dA� c�est��a�dire d�e�x� � M�x� dA� doit �etre inf�erieure ou �egale au �ux incident d�i�x� �
E�x� dA� On obtient donc l��equation M�x� � E�x� soit �

R
��
r

R
��
i
f�x� �i � �r�Li�x� �i� cos �i cos �r d�i d�rR
��
i
dE��i� �

R
��
i
Li�x� �i� cos �i d�i

� �

Cette �equation doit �etre v�eri	�ee par toute distribution de luminance Li� En par�
ticulier� si on suppose que l�on n�envoie de l��energie L� que pour une unique direc�
tion d�incidence �i �� dont les coordonn�ees sph�eriques sont �� et ��� on a � Li�x� �i� �
L� ��cos �i � cos ��� ���i � ���� On trouve alors l�in�equation suivante �

Propri�et�e � 
conservation de l��energie pour une BRDF� si f est une BRDF�
on a �

��i
Z
��
i

f�x� �i � �r� cos �r d�r � �
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����� Photom�etrie

Du point de vue physique �et dans le domaine photopique�� les notions de �ux
�energ�etique et de r�epartition spectrale su�sent pour d�e	nir une source de lumi�ere� Du
point de vue subjectif� ceci n�est pas su�sant� car notre syst�eme visuel n�a pas la m�eme
sensibilit�e pour toutes les longueurs d�onde du spectre visible�

Cette distinction conduit �a la notion de �ux lumineux et �a la d�e	nition d�unit�es
photom�etriques�

D�e�nition � 
�ux lumineux� le �ux lumineux 
light power en anglais� d	une source
monochromatique de longueur d	onde 	� et de �ux �energ�etique �e�	�� a pour expression �

��	�� � ���V �	���e�	��

o�u V �	� est la courbe de sensibilit�e relative de l	oeil humain normal moyen�

Pour une source �a spectre continu� dont le �ux �energ�etique monochromatique pour
la longueur d�onde 	 est �e�	�� le �ux lumineux est �

� � ���

Z �

�
V �	��e�	� d	

L�unit�e de �ux lumineux est le lumen lm� A partir du �ux lumineux� on peut
d�e	nir �

� la luminance lumineuse� L�x� �� � d��
dA cos � d� � dont l�unit�e est le lmm�� sr���

� l��eclairement lumineux� E�x� � d�
dA

� dont l�unit�e est le Lux�

� l�intensit�e lumineuse� I�x� �� � d�
d�

� dont l�unit�e est le Candela�

Pour avoir une id�ee des ordres de grandeur pour la luminance et l��eclairement�
il faut savoir qu�un ciel d��et�e clair dans une zone temp�er�ee produit un �eclairement de
l�ordre de ��� ��� Lux� alors qu�un bureau a un �eclairement de ��� �a ��� Lux et qu�un
clair de lune produit un �eclairement de ��� Lux�

Une herbe sous un ciel clair a une luminance de 
��� lmm�� sr�� et une feuille
de papier blanc dans un bureau une luminance de �
� lmm�� sr��� En	n� l�oeil est
sensible �a un �ux minimal de ����� lumen�

����� Perception visuelle

Une image produite par synth�ese est vue par l�interm�ediaire du syst�eme visuel
humain� Pour ce syst�eme� la couleur per�cue d�un objet est �

� ind�ependante de la taille de cet objet�
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� ind�ependante de la distance entre l�objet et l�oeil� si on suppose que le milieu
transmettant la lumi�ere n�est ni absorbant� ni dispersant�

� d�ependante de l�orientation de cet objet par rapport �a l�oeil�

Or parmi les grandeurs physiques introduites dans le paragraphe 
���
 de ce cha�
pitre� la luminance v�eri	e les conditions ci�dessus �la division dans la formule par dA
�resp� d�� rend bien L ind�ependante de la surface �resp� de la distance��� On peut donc
consid�erer que la luminance approche de tr�es pr�es la perception visuelle de la couleur
par le syst�eme humain oeil�cerveau�

L�oeil convertit cette luminance en sensation lumineuse� mais pas de fa�con lin�eaire�
La loi exprimant cette conversion est celle de Weber �

B � 
�L
�
� � �
 � o�u B est la r�eponse de l�oeil

Notons que Bodman a propos�e une autre formulation �

B � 
� lnL� �� � lnLf � �� � � o�u Lf est la luminance du fond

La perception de la r�ealit�e est �evidemment bien plus complexe que la simpli	ca�
tion pr�esent�ee ci�dessus� La couleur d�un objet peut en e�et d�ependre de la distance
entre l�objet et l�oeil� par des e�ets d��echelle de la g�eom�etrie de cet objet� par son envi�
ronnement lumineux� � � � � Toutefois� dans le cadre de la synth�ese d�images� la luminance
est aujourd�hui la grandeur la plus adapt�ee �a la repr�esentation de la couleur� Pour des
explications plus avanc�ees sur l�apparence couleur� on se reportera �a �Fai�� �

��� L��equation de rendu

L��equation de r�e�ectance vue dans le chapitre pr�ec�edent permet de calculer la
distribution de lumi�ere r�e��echie en un point �a partir de la distribution de la lumi�ere
incidente et de la fonction de distribution de la r�e�ectance bidirectionnelle du mat�eriau
�BRDF�� Il reste donc �a calculer la distribution de la lumi�ere incidente� Ce probl�eme
correspond �a la recherche de ce qu�on appelle en synth�ese d�images un mod�ele d��eclai�
rement� Ces mod�eles sont habituellement class�es en deux cat�egories �

� les mod�eles locaux� qui ne prennent en compte que les sources de lumi�ere directe
et les propri�et�es des surfaces�

� les mod�eles globaux� qui prennent en compte l��eclairement indirect�

Pour obtenir un rendu r�ealiste� seuls des mod�eles globaux sont e�caces� Il existe
deux principales familles de r�esolution de l��equation de rendu� qui abordent le probl�eme
di��eremment�

� les m�ethodes �a base d��el�ements 	nis� qui sont bas�ees sur une d�ecomposition com�
pl�ete de la g�eom�etrie de la sc�ene en �el�ements de petite taille� assez 	ns pour ad�
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mettre que la r�epartition �energ�etique soit homog�ene sur leur surface� La m�ethode la
plus c�el�ebre est la radiosit�e� Elle est particuli�erement adapt�ees aux inter�r�e�exions
di�uses� Pour de plus amples d�etails� on se reportera �a �SP�� �

� l��equation de rendu �etant une int�egrale� elle peut se r�esoudre par une m�ethode
de Monte�Carlo� La solution est calcul�ee en quelques points� puis est �etendue �a
son voisinage par des m�ethodes statistiques� Un cas particulier de ces m�ethodes
est le lancer de rayons� particuli�erement adapt�e aux r�e�exions sp�eculaires et aux
r�efractions � Pour de plus amples d�etails� on se reportera �a �Gla�� �

Aujourd�hui on a tendance �a utiliser des m�ethodes mixtes� exploitant les avantages
de chacune de ces deux techniques�

��� Propri�et�es des BRDFs

On a vu pr�ec�edemment que les BRDFs sont des fonctions un peu particuli�eres�
puisqu�elles v�eri	ent un certain nombre de propri�et�es physiques� On rappelle tout d�abord
qu�une BRDF est d�e	nie de ��� ��� �etant l�h�emisph�ere sup�erieur� dans IR�� et on la
notera f �

����� R�eciprocit�e

On a d�ej�a vu que les BRDFs v�eri	ent le principe de r�eciprocit�e� c�est��a�dire que �

Propri�et�e � 
r�eciprocit�e des BRDFs�

���i� �r� � ��� f��i� �r� � f��r� �i�

����� Conservation de l��energie

On a aussi d�ej�a vu que les BRDFs v�eri	ent la conservation de l��energie� c�est��a�dire
que �

Propri�et�e � 
conservation de l��energie pour une BRDF�

��i � ��
Z
�r���

f��i� �r� cos �r d�r � �

����� Anisotropie et isotropie

Dans le cas g�en�eral� une BRDF est anisotrope� c�est��a�dire que le comportement
en r�e�exion d�epend de l�orientation du mat�eriau� C�est notamment le cas de tous les
mat�eriaux ayant subi un traitement de surface �polissage selon une direction particuli�ere
par exemple�� ou des mat�eriaux poss�edant naturellement une orientation �	bres du bois
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par exemple�� Cependant� un bon nombre de mat�eriaux sont isotropes� c�est��a�dire que
leur comportement en r�e�exion est identique par rotation du mat�eriau autour de sa
normale�

On peut donc chercher une condition n�ecessaire et su�sante d�isotropie� Pour cela
on va utiliser le lemme suivant �

Propri�et�e 
 soit f � IR� � IR� C� sur son domaine de d�e�nition� Il existe g � IR� IR
paire telle que ��x� y� � IR�� f�x� y� � g�x � y�� g �etant une fonction paire� si et
seulement si �


f


X
!


f


Y
� � et ��x� y� � IR� 
f


X
�x� y� �


f


Y
�y� x�

En adoptant la convention suivante �


f


X
est la d�eriv�ee partielle de f par rapport �a sa premi�ere variable

et

f


Y
est la d�eriv�ee partielle de f par rapport �a la seconde�

D�emonstration � condition n�ecessaire �

��x� y� � IR�� f�x� y� � g�x� y� � g�y � x�

� ��x� y� � IR�� �f
�X

�x� y� � g��x� y� � �g��y � x� et �f
�Y

�x� y� � �g��x� y� � g��y � x�

� �f
�X ! �f

�Y � � et ��x� y� � IR�� �f
�X �x� y� � �f

�Y �y� x�

condition su�sante � soit g � IR� � IR telle que ��x� y� � IR� g�x� y� � f�x ! y� y�

�g
�Y

� �f
�X

�x ! y� y� ! �f
�Y

�x ! y� y� � �
� g ne d�epend que de sa premi�ere variable

On a donc �

��x� y� z� � IR�� g�x� � f�x ! y� y� et h�x� � g��x� � f��x ! z� z�
� ��x� y� � IR� 
avec z � x ! y� g�x� � f�x ! y� y� et h�x� � f�y� x! y�

� ��x� y� � IR� g��x� � �f
�X

�x ! y� y� � �f
�Y

�y� x! y� � h��x�
� �x�� IR g�x�� g��� � h�x�� h��� � g � h� ��x� y� � IR� f�x� y� � g�x� y� � g�y � x�

On peut donc en d�eduire la propri�et�e suivante �

Propri�et�e 	 
condition n�ecessaire et su�sante d�isotropie� une BRDF f est iso�
trope� si et seulement si �


f


��
!


f


��
� � et ����� ��� � ����


f


��
���� ��� ��� ��� �


f


��
���� ��� ��� ���

On peut alors �ecrire � f���� ��� � f���� ��� j��� ��j�
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��� BRDFs empiriques

Il existe un grand nombre de BRDFs empiriques� Il s�agit de mod�eles v�eri	ant
bien les propri�et�es particuli�eres des BRDFs� mais qui ne sont pas bas�es sur une r�ealit�e
physique� Ces mod�eles sont g�en�eralement tr�es simples �a mettre en oeuvre�

����� Mod	eles historiques

Les premiers mod�eles �a avoir �et�e utilis�es sont �

� le mod�ele de Lambert� qui consid�ere que le mat�eriau est parfaitement di�us �ce
qui est un cas limite� qu�on ne peut atteindre physiquement�� Ceci signi	e que la
luminance r�e��echie est ind�ependante de la direction de r�e�exion �

flambert�x� �i� �r� �
kd
�

Lr�x� �r� �
kd
�

Z
�i���

Li�x� �i� cos �i d�i �
kd
�
E��i�

� le mod�ele du miroir� associ�e aux surfaces parfaitement sp�eculaires� et qui est �ega�
lement un cas limite� La luminance est transmise dans la direction sym�etrique
�miroir� de la direction incidente� pond�er�ee par le facteur de Fresnel�

� le mod�ele de Phong� qui a �et�e dans le domaine de la synth�ese d�images� le premier
mod�ele d��eclairement un peu r�ealiste� Il a �et�e propos�e par Phong �Pho
� et l�e�
g�erement modi	�e par Blinn �Bli

 � Ce mod�ele totalement empirique est celui du
lobe de cosinus� pr�esent�e plus loin� Ce mod�ele pr�esente l�inconv�enient de ne pas
�etre physiquement plausible �il cr�ee de l��energie��

����� Mod	ele de Ward

Ce mod�ele �War�
b permet de repr�esenter des BRDFs anisotropes� Il est totale�
ment empirique mais relativement simple� Les notations d�angles sont sur ��gure ����
p� ����

D�e�nition � 
mod�ele de Ward�

fward��i� �r� �� �� �
�d
�

! �s
�p

cos �i cos �r

�


� �x �y
e
� tan� �

�
cos� �

��x
� sin� �

��y

�

�d est la r�e�ectance di�use 
un lambertien donc�� �s est la r�e�ectance sp�eculaire

�d ! �s � ��� �x est l	�ecart�type de la pente moyenne selon x et �y est l	�ecart�type de
la pente moyenne selon y�

Les valeurs �x et �y n�ont en fait pas de v�eritable r�ealit�e physique� puisqu�il n�y
a pas de mod�ele g�eom�etrique de la surface sous�jacente �a cette BRDF� Dans le cas o�u
�x et �y sont �egaux� la BRDF est isotrope�
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����� Mod	ele de Schlick

Un des principes sur lequel s�appuie ce mod�ele �Sch��a� Sch��b� Sch�� est le sui�
vant � on approxime les fonctions relativement complexes apparaissant dans les mod�eles
d��eclairement par des fractions rationnelles� L�approximation des fonctions est obtenue
�a partir de conditions pouvant �etre n�importe quelle caract�eristique intrins�eque de la
fonction � valeur en un point donn�e de la fonction ou d�une de ses d�eriv�ees� �equation
int�egrale ou di��erentielle �a laquelle la fonction doit satisfaire� � � �

Pour d�e	nir son mod�ele� Schlick d�e	nit deux types de mat�eriaux �

� les mat�eriaux simples� ayant des propri�et�es optiques homog�enes �m�etal� verre�
papier� � � � ��

� les mat�eriaux doubles� ayant des propri�et�es optiques h�et�erog�enes �plastique� peau�
surface peinte ou vernie� � � � � et qui sont constitu�es d�une couche plus ou moins
translucide reposant sur une couche opaque� chaque couche correspondant �a un
mat�eriau simple�

Les notations sont sur ��gure ���� p� ���� N est la normale �a la surface� �m est
la direction miroir de la direction incidente� et �b est la direction bissectrice entre les
directions incidente et r�e��echie� Schlick propose les �equation suivantes �

γ

N

δ

φ

r

bω

mω

rω

ω
iθ

i
θ i

θ

Fig� 
�� � g�eom�etrie pour les mod�eles de Ward de Schlick

D�e�nition � 
mod�ele de Schlick� �
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� pour un mat�eriau simple �

fschlick��i� �r� �� �� �� � S����D��i� �r� �� ��

� pour un mat�eriau double �

fschlick��i� �r� �� �� �� � S����D��i� �r� �� �� ! ��� S�����S�����D
���i� �r� �� ��

O�u S� est un terme spectral et D un terme directionnel�

Pour S�� Schlick propose �

� soit de prendre une valeur constante C��

� soit d�utiliser une approximation rationnelle du terme de Fresnel �

S���� � C� ! ��� C�� ��� �b � �i��

Pour le terme directionnel� Schlick propose la formule �

D��i� �r� �� �� �
a

�
!

b

�� ��i �N� ��r �N�
B��i� �r� �� �� !

c

��r �N� d�r
�

Avec a ! b ! c � � et � une fonction de Dirac valant � dans d�r et � ailleurs�
Avec �

B��i� �r� �� �� �
G��i�G��r�

�� ��i �N� ��r �N�
Z���A��� !

�� G��i�G��r�

�� ��i �N� ��r �N�

G��� � cos �
r�r cos ��cos � est une approximation du facteur d�att�enuation g�eom�etrique

de Smith �Smi�
 �r est la rugosit�e de la surface� entre �� qui signi	e purement sp�eculaire
et �� qui signi	e parfaitement di�us�� On a aussi �

Z��� �
r

�� ! r cos� � � cos� ���
et A��� �

r
p

p� � p� cos� � ! cos� �

Avec p le facteur d�anisotropie� entre �� qui signi	e une compl�ete anisotropie� et
� qui signi	e une parfaite isotropie� Ce mod�ele est assez int�eressant� par le fait qu�il a
peu de param�etres et qu�il permet de repr�esenter pas mal de comportements di��erents�

����� Mod	ele de Lafortune

������� Introduction

Le mod�ele de Lafortune �LFTG�
 est d�eriv�e du mod�ele de lobe de cosinus� lui
m�eme d�eriv�e du mod�ele de Phong� C�est un mod�ele totalement empirique� tr�es simple
math�ematiquement mais qui permet de repr�esenter la plupart des ph�enom�enes phy�
siques�



�� Chapitre �� Th�eorie

������� Le lobe de cosinus classique

Le lobe de cosinus classique� d�eriv�e du mod�ele de Phong original s��ecrit de la
mani�ere suivante �

flobe��i� �r� � �s max �cos�� ��n

o�u � est l�angle entre la direction r�e��echie �r et la direction miroir �m correspon�
dant �a la direction d�incidence �i� Les valeurs sont tronqu�ees �a z�ero lorsque le cosinus
prend des valeurs n�egatives� d�o�u la pr�esence du max� La puissance n sert �a r�egler la
largeur du lobe� Plus n est grand� plus le lobe est �etroit� Cette expression est bien po�
sitive et v�eri	e le principe de r�eciprocit�e� On peut voir un exemple de lobe sur ��gure
���� p� ���

�

���

��


���

���

���

���

��


� ��� ��
 ��� ��� ��� ��� ��



� degr�es
�� degr�es
�� degr�es

Fig� 
�� � lobe classique ks � �� f��i� �r�

On peut donc alors s�int�eresser �a la fraction d��energie r�e��echie par une telle BRDF�
On va donc chercher �a calculer l�int�egrale pour un lobe �

rlobe��i� � �s

Z
�r��

max ��m � �r� ��n max ��r �N� ��d�r

o�u N est la normale� Cette int�egrale est assez di�cile �a calculer� �a cause de la
pr�esence du max qui nous oblige �a r�eduire le domaine d�int�egration� On peut cependant
la r�e�ecrire de deux mani�eres di��erentes en supprimant les max �

En prenant N comme vecteur z de notre rep�ere d�int�egration �
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Fig� 
�� � lobe classique ks � �� f��i� �r� cos �r

rlobe��i� � 
�s

Z �
�

�r��

Z �

���
max �sin �i sin �r cos� ! cos �i cos �r� ��n cos �r sin �r d�r d�r

� 
�s

Z �
���i

�r��

Z �

���
�sin �i sin �r cos� ! cos �i cos �r�

n cos �r sin �r d�r d�r!


�s

Z �
�

�r��
���i

Z ��cos��	cot �i cot �r


���
�sin �i sin �r cos� ! cos �i cos �r�

n cos �r sin �r d�r d�r

En prenant �i comme vecteur z de notre rep�ere d�int�egration �

rlobe��i� � 
�s

Z �
�

�r��

Z �

���
cosn �r max �sin �i sin �r cos� ! cos �i cos �r� �� sin �r d�r d�r

� 
�s

Z �
���i

�r��

Z �

���
cosn �r �sin �i sin �r cos� ! cos �i cos �r� sin �r d�r d�r!


�s

Z �
�

�r�
�
���i

Z ��cos��	cot �i cot �r


���
cosn �r �sin �i sin �r cos� ! cos �i cos �r� sin �r d�r d�r

Ces deux expressions ne peuvent �etre calcul�ees totalement de fa�con analytique
�notamment �a cause des cos�� et surtout �a cause du fait que n n�est pas forc�ement
un entier� dans le cas g�en�eral� bien qu�il existe des techniques pour le faire �Arv�� �
Toutefois on peut calculer les valeurs extr�emes �pour �i � � et �i � �

� �� De plus� entre
ces deux valeurs� la fraction r�e��echie d�ecro�"t�

rlobe��� � 
�s

Z �
�

�r��

Z �

���
cosn �r cos �r sin �r d�r d�r � �s


�

n ! 


rlobe�
�



� � 
�s

Z �
�

�r��

Z �
�

���
�sin �r cos��n cos �r sin �r d�r d�r � �s




n ! 


Z �
�

���
cosn � d�
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De plus� on peut �ecrire une tr�es bonne approximation de ce facteur par �

rlobe��i� � rlobe��� cos �i ! r

�
�




� �

 �i
�

�n

�

���

��


���

���

���

���

��


���

���

�

� ��
 ��� ��� ��� � ��
 ���

rlobe	�i

rlobe	�


�i

n � �
n � �

n � ��

Fig� 
�
 � facteur de r�e�exion d	un lobe classique pour di��erentes incidences

On se reportera �a ��gure ��
� p� ��� pour voir la comparaison entre les deux�
On peut donc en d�eduire la condition de normalisation pour que la BRDF v�eri	e la
conservation de l��energie �la facteur de r�e�exion doit �etre inf�erieur ou �egal �a �� qui est �

�s

�

n ! 

� � � �s � n ! 



�

On peut alors r�e�ecrire la BRDF de la mani�ere suivante �

flobe��i� �r� � ks
n ! 



�
max �cos�� ��n avec ks � ��# � 

Ce type de lobe poss�ede un inconv�enient majeur� En e�et� dans la r�ealit�e� l�inten�
sit�e du pic sp�eculaire �c�est��a�dire le maximum de flobe��i� �r� cos �r� voir �chapitre ��
p� �
��� va en croissant �les mat�eriaux ont tendance �a se comporter comme des miroirs
pour les incidences rasantes�� or ce type de lobe a une intensit�e en �s cos �r qui va donc
en diminuant pour les incidences rasantes ��gure ���� p� ���� �a l�inverse de la r�ealit�e�
C�est pourquoi on va introduire des lobes g�en�eralis�es�

������� Mod�ele �a lobes g�en�eralis�es

On va r�e�ecrire l�expression de notre lobe flobe en utilisant des notations matri�
cielles �que l�on di��erencie des notations vectorielles� not�ees ici avec ��� La notation
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tM correspond �a la transpos�ee matricielle� On va donc consid�erer que �i� �r� �m et
n sont des vecteurs colonnes �a trois dimensions� On peut �ecrire �en s�a�ranchissant
temporairement� pour une lisibilit�e accrue� du max� �

�m � 
 �
�i � 
n�
n� 
�i � 
 �tn�i�n� �i � 
n tn�i � �i � �
n tn� I��i

flobe��i� �r� � �s ��m � �r�n
� �s

�
t�m �r

�n
� �s

�
t�i �
n tn � I��r

�n
� �s

�
t�iM �r

�n
L�id�ee est donc de remplacer M par une matrice quelconque� Cette matrice devra

tout de m�eme satisfaire le crit�ere de r�eciprocit�e �donc M � tM� et devra permettre
la conservation de l��energie� On va remplacer M par une matrice diagonale� par un
changement de rep�ere� Le rep�ere associ�e �a cette transformation va avoir ses axes align�es
avec la normale de la surface �z� et dans la plupart des cas d�anisotropie� align�es avec
les directions principales �x et y�� On peut alors r�e�ecrire notre lobe �

f �lobe��i� �r� � �s max �Cx xi xr ! Cy yi yr ! Cz zi zr� ��n

�i �

�
B� xi

yi
zi

�
CA �r �

�
B� xr

yr
zr

�
CA

�i et �r ont leurs coordonn�ees exprim�ees dans le rep�ere propre de la matrice M �
Cx� Cy� Cz sont les coe�cients diagonaux de la matrice� A noter que l�on retrouve le
lobe classique avec les valeurs ������ �� Il rous reste �a nous assurer que notre BRDF
v�eri	e bien le principe de conservation de l��energie� On �ecrit �

f �lobe��i� �r� � �s
�
t�iM �r

�n
� �sjjt�iM jjn

	
t�iM

jjt�iM jj �r

n

� �sjjt�iM jjn
�

M �i
jjM �ijj � �r

�n
� ��s��i� cosn ��

On se retrouve donc avec le produit d�une constante de normalisation d�ependant
de l�incidence et d�un lobe classique unitaire� Ce que l�on constate d�interessant� c�est
que l�on a �a la fois en orientation �la direction privil�egi�ee n�est plus �m� et en �echelle
�le facteur de normalisation d�epend de l�incidence�� tout en respectant le principe de
r�eciprocit�e� ce que l�on n�aurait pas pu avoir en choisissant une direction �m impos�ee
en fonction de �i� Les deux ph�enom�enes peuvent �etre observ�es sur ��gure ���� p� ���
et ��gure ���� p� ���� Par contre les deux ph�enom�enes �o��sp�ecularit�e et changement
d��echelle de la BRDF� sont li�es et ne peuvent �etre r�egl�es ind�ependamment� �Etant donn�e
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que l�on a la libert�e de 	xer �s et Cx� Cy� Cz� on peut tr�es bien changer l��echelle de
ces derniers de fa�con �a faire dispara�"tre �s� On se retrouve alors avec une BRDF et un
facteur de r�e�exion valant �

f �lobe��i� �r� � max �Cx xi xr ! Cy yi yr ! Cz zi zr� ��n

r�lobe��i� �
q
C�
xx

�
i ! C�

yy
�
i ! C�

z z
�
i

n

rlobe

�
�cos��

�
� Czziq

C�
xx

�
i ! C�

yy
�
i ! C�

z z
�
i

�
A
�
A

Ce qui fait qu�il est impossible de d�eterminer� a priori� une condition de norma�
lisation� En e�et� il faudrait �etre capable de calculer analytiquement le maximum de
cette fonction� et s�assurer qu�il est bien inf�erieur �a ��

�

���

��
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���

��


� ��� ��
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Fig� 
�� � lobe g�en�eralis�e Cx � Cy � ��� Cz � ��
� f��i� �r�

������� Utilisation

��������� D�e�nition On peut donc maintenant utiliser une somme de ces lobes
g�en�eralis�es a	n de simuler des comportements plus complexes� Nous allons aussi �etudier
l�in�uence des di��erents param�etres sur la forme de la BRDF� On va donc exprimer la
forme g�en�erale de notre BRDF �

D�e�nition �� 
BRDF �a lobes g�en�eralis�es� on d�e�nit une BRDF �a l lobes g�en�era�
lis�es de la mani�ere suivante �

f��i� �r� � �d !
lX

m��

max�Cxm xi xr ! Cym yi yr ! Czm zi zr� ��nm

�d �etant la composante di�use� f v�eri�e les principes de r�eciprocit�e et de positivit�e� Pour
ce qui est de la conservation de l	�energie� elle peut �etre v�eri��ee a posteriori�



���� BRDFs empiriques ��

�

����

���

����

��


� ���� ��� ���� ��



� degr�es
�� degr�es
�� degr�es

Fig� 
�� � lobe g�en�eralis�e Cx � Cy � ��� Cz � ��
� f��i� �r� cos �r

��������� Valeurs des param�etres Les param�etres Cx et Cy r�eglent l�anisotropie�
lorsqu�ils sont di��erents� De plus� lorsqu�ils sont n�egatifs� le lobe est plut�ot un lobe
dans la direction miroir� alors que� quand ils sont positifs� le lobe est du c�ot�e de la
r�etro�r�e�exion� Le rapport Cz sur Cx et Cy indique lui l�o��sp�ecularit�e �plus il est petit�
plus le lobe est o��sp�eculaire� et plus son intensit�e cro�"t rapidement pour les incidences
rasantes��

��������� Obtention �a partir de donn�ees mesur�ees L�obtention des di��erents
param�etres �a partir de donn�ees r�eelles ne peut se faire que par un calage de donn�ees�
Il faut donc d�eterminer �a l�avance le nombre de lobes ��a observer sur des repr�esenta�
tions graphiques des donn�ees�� et mettre en oeuvre un algorithme de calage de donn�ees
�comme celui de Levenberg�Marquardt��

��������� Exemple Un exemple de BRDF� cal�ee sur une BRDF r�eelle par Lafor�
tune prend les valeurs suivantes �

lobe Cx � Cy Cz n

I ���� ��

 ����

II ����� ����� 
���

III ����� ��
� ����

di�us ����

On retrouve la BRDF sur ��gure ����� p� ��� et son coe�cient de r�e�exion sur
��gure ����� p� ���� Cette BRDF a trois lobes� Le premier est un lobe de r�etro�re�exion
�Cx et Cy positifs� alors que les deux autres lobes sont des lobes sp�eculaires�
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Fig� 
��� � exemple de BRDF �a base de lobes g�en�eralis�es
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Fig� 
��� � facteur de r�e�exion pour une BRDF �a base de lobes g�en�eralis�es

��������
 Simulation de Monte�Carlo On cherche �a e�ectuer un tirage de Monte�
Carlo par rapport �a une BRDF �a base de lobes g�en�eralis�es� On veut donc� pour �i la
direction incidence 	x�ee� calculer �voir �chapitre B� p� ����� �

p��i � �r� �
f��i� �r� d�rR

��r��� f��i� �r� d��r

et e��i � �r� � cos �r

Z
��r���

f��i� �r� d�
�
r

Pour le calcul de p on va s�a�ranchir du fait que la BRDF est d�e	nie uniquement
sur ���� On r�eit�erera le tirage jusqu��a ce que la direction r�e��echie �r soit dans ��� Les
probabilit�es de se situer dans la partie di�use et les lobes g�en�eralis�es sont proportion�
nelles �a �
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Pdiffus��i� �

Z
��r���

�d d�
�
r � 
� �d

Plobem��i� �
Z
��r���

flobem��i� �
�
r� d�

�
r

�
q
C�
xmx

�
i ! C�

ymy
�
i ! C�

zmz
�
i

nm
Z �

�

��r��

Z ��

	���
cosnm ��r sin ��r d�

�
r d�

�
r

�
q
C�
xm
x�i ! C�

ym
y�i ! C�

zm
z�i

nm 
�

nm ! �

Il ne reste plus qu��a normaliser ces probabilit�es discr�etes en les divisant par les
sommes de Pdiffus et de tous les Plobem � Ensuite� si on est dans le di�us� le tirage
est uniforme dans toutes les directions de �� Dans un lobe particulier m� on tire une
direction �r telle que �

�r � �q
C�
xm
x�i ! C�

ym
y�i ! C�

zm
z�i

�
B� Cxm xi

Cym yi
Czm zi

�
CA � 	nm

	 �etant une variable uniforme sur ��# � � Si la direction tir�ee �r n�est pas dans ���
on r�eit�ere le tirage� Pour le calcul de e��i � �r� on se retrouve avec �

e��i � �r� � 
�

�
B��d !

lX
m��

q
C�
xmx

�
i ! C�

ymy
�
i ! C�

zmz
�
i

nm

nm ! �

�
CA

����
 Conclusion

Les mod�eles empiriques pr�esent�es pr�ec�edemment ont l�inconv�enient d�avoir des
param�etres qui n�ont pas d�existence physique� C�est��a�dire que si l�on observe un ma�
t�eriau r�eel� on ne sera pas en mesure de d�eterminer quels param�etres on devra utiliser
dans ces mod�eles pour avoir une BRDF analytique ressemblant le plus possible �a celle
du mat�eriau� Pourtant� on est souvent capable de faire des mesures physiques sur le
mat�eriau �indice de r�efraction� relev�e de sa micro�g�eom�etrie� � � � �� et on aimerait utiliser
directement ces informations pour les utiliser dans un mod�ele ayant une base physique�

Il existe beaucoup d�autres mod�eles� puisqu��a chaque utilisation particuli�ere on
doit adapter un mod�ele� Au niveau des mod�eles anisotropes� on peut citer �Kaj�� qui
propose un mod�ele bas�e sur l��electromagn�etisme et �PF�� qui propose un mod�ele �a
partir d�un mod�elisation de la micro�g�eom�etrie de la surface par de petits cylindres�
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��	 BRDF bas�ees sur l�optique g�eom�etrique

��
�� Introduction

Nous n�allons pas exposer dans le d�etail le mod�ele de Torrance�Sparrow� Ce mod�ele
est le premier mod�ele th�eorique de r�e�ectivit�e �a avoir �et�e introduit dans le domaine de
la synth�ese d�images par Cook et Torrance �CT�� � Il est bas�e sur des travaux r�ealis�es
par Torrance et Sparrow �TS�
 sur la r�e�exion lumineuse sur des surfaces rugueuses
dans le cadre de l�optique g�eom�etrique�

��
�� Hypoth	eses

Ce mod�ele suppose que la rugosit�e de la surface est isotrope� Il suppose aussi
que la surface est d�ecrite �a l�aide de micro�facettes se comportant comme des miroirs
parfaits� De plus� ces micro�facettes v�eri	ent les hypoth�eses suivantes �

� chaque micro�facette consiste en un c�ot�e d�une rainure sym�etrique en V�

� l�axe longitudinal de la rainure est parall�ele au plan de la surface moyenne�

� toutes les orientations azimutales de l�axe longitudinal des rainures sont suppos�ees
�egalement probables�

� toutes les micro�facettes ont la m�eme aire�

� les e�ets de masquage et d�ombrage n�ont lieu qu��a l�int�erieur des rainures �cette
hypoth�ese �equivaut �a dire que les ar�etes sup�erieures des rainures sont dans un
m�eme plan�

� seule la premi�ere r�e�exion d�un rayon incident est ajout�ee au �ux r�e��echi sp�ecu�
lairement�

� toutes les r�e�exions multiples sont suppos�ees parfaitement di�uses�

La g�eom�etrie de la surface correspondant �a ces hypoth�eses est repr�esent�ee sur
��gure ����� p� ����

��
�� Expression

L�expression obtenue est �

D�e�nition �� 
mod�ele de Torrance�Sparrow�

ftor�spa��i� �r� �
kd
�

!
ks

�� ��i �N� ��r �N�
P ���F ��� n�G��i� �r�

kd est la proportion de r�e�exion di�use� ks la proportion de r�e�exion sp�eculaire 
kd !
ks � ��� P ��� est la distribution de probabilit�e des pentes des micro�facettes� F ��� n� est
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Fig� 
��
 � g�eom�etrie de la surface dans le mod�ele de Torrance�Sparrow

le facteur de Fresnel 
n est l	indice de r�efraction des micro�facettes�� G��i� �r� est un
facteur d	att�enuation g�eom�etrique�

Il existe plusieurs types de distributions de probabilit�es des pentes des micro�
facettes� La plus connue est celle de Beckman �Bec�� qui vaut �

P ��� �
�

m� cos� �
e�� tan �

m �
�

m caract�erise la rugosit�e de la surface� Pour ce qui est du facteur d�att�enuation
�r�esultat du masquage et de l�ombrage de la surface�� on adopte l�expression suivante �qui
est d�emont�ee par Torrance et Sparrow gr�ace aux hypoth�eses rappel�ees dans �paragraphe
������ p� ���� �

G��i� �r� � min

�
�� 


��b �N� �N cot�r�

�b � �r � 

��b �N� �N cot�i�

�b � �i

�

O�u N est la normale �a la surface�

��
 BRDF bas�ees sur l�optique physique

Nous allons maintenant nous int�eresser �a un mod�ele bas�e sur l�optique physique�
c�est��a�dire sur la r�e�exion des ondes �electromagn�etiques sur une surface rugueuse� Ce
mod�ele a pour ambition de fournir l��energie r�e��echie par un mat�eriau pour toutes les
directions� tant d�incidence que d�observation et pour tous les types de mat�eriaux� Ce
mod�ele utilise l�approximation de Kirchho� et repose sur les travaux de Beckmann
�BS�� � Embrechts �Emb�� et He� Sillion� Torrance et Greenberg �HTSG�� �
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Nous n�allons pas d�etailler le calcul� fort complexe� de ce mod�ele� Nous allons juste
exposer les hypoth�eses faites et le r�esultat obtenu� On suppose que �

� l�onde �electromagn�etique incidente est plane et monochromatique�

� la distance entre le point r�ecepteur de l�onde r�e��echie et la surface rugueuse est
grande par rapport aux dimensions de la surface� elles�m�emes grandes par rapport
�a la longueur d�onde�

� le milieu sous la surface de r�e�exion est homog�ene� lin�eaire et isotrope�

� l�amplitude des irr�egularit�es de surface est une variable al�eatoire de distribution
normale� de moyenne � et de variance ��� avec une auto�corr�elation de distance
T �

� le rayon de courbure local de la surface et la distance de corr�elation T sont grands
par rapport �a la longueur d�onde�

� les e�ets d�ombrage d�un �el�ement de surface sur ses voisins sont n�eglig�es�

Le mod�ele complet obtenu est la somme de trois termes � une composante sp�ecu�
laire� une composante directionnelle di�use et une composante di�use uniforme� L�ex�
pression compl�ete fait appara�"tre beaucoup de termes� et notamment une somme in	nie�
Les param�etres que l�on obtient 	nalement sont �

� l�indice de r�efraction �qui peut �etre complexe��

� la fraction de r�e�exion sp�eculaire ��s��

� la fraction de r�e�exion directionnelle di�use ��dd��

� la fraction de r�e�exion di�use uniforme ��ud���

� la rugosit�e de la surface� qui est T

 �

Ce mod�ele est le mod�ele analytique le plus proche de la r�ealit�e physique� Il est a
priori capable de g�erer tous les types de surfaces respectant ces hypoth�eses de base� Mais
on verra malheureusement� que toutes les surfaces n�ont pas une distribution Gaussienne
des hauteurs� et donc qu�il n�est pas un mod�ele universel�

Dans le cas g�en�eral� ce mod�ele est valable pour une lumi�ere incidente polaris�ee�
Cependant� son expression reste quand m�eme tr�es complexe m�eme dans le cas de la
lumi�ere non polaris�ee� Sans entrer dans le d�etail des �equations on peut �ecrire �en s�af�
franchissant du terme purement sp�eculaire� qui est un dirach� �

fhtsg��i� �r� � �ud ! �dd
jF j�
�

� G � S �D
cos �i cos �r
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o�u jF j� est le facteur de r�e�exion de Fresnel pour le vecteur bissecteur de �i et
�r �d�ependant aussi de l�indice de r�efraction�� G un facteur g�eom�etrique �d�ependant
uniquement de �i et �r�� S la fonction de masquage $ ombrage� et D une somme in	nie
permettant de calculer le terme directionnel di�us� Pour une expression compl�ete du
mod�ele et un d�etail de toutes les �equations� on consultera �HTSG�� �
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Chapitre �

Quelques donn�ees exp�erimentales

��� Repr�esentation

Toutes les repr�esentations de BRDF pour une incidence 	x�ee montrent en fait le
produit de la BRDF avec le cosinus de l�angle entre la direction r�e��echie et la normale
�valeur utilis�ee dans le rendu� et permettant de s�a�ranchir des probl�emes d�impr�ecisions
de mesure dans les directions rasantes��

Nous allons essayer d�associer chaque BRDF �a une s�erie d�images tests mettant
en valeur leurs comportements particuliers�

��� Bases de donn�ees

����� Goniophotom	etre du LCPC

Le principe de fonctionnement du goniophotom�etre du LCPC est d�etaill�e dans le
chapitre consacr�e au goniophotom�etre virtuel �chapitre �� p� ����

Les mesures faites sont destin�ees �a la simulation d��eclairage de routes� Les BRDFs
mesur�ees sont donc essentiellement celles de rev�etements routiers�

Les donn�ees sont des BRDFs isotropes� sans dimension spectrale�

����� Columbia�Utrecht �CUReT


������� Introduction

L�exp�erience a �et�e men�ee a	n d�analyser le comportement di�us d�un certain
nombre de mat�eriaux� dans le but de valider un mod�ele analytique de BRDF di�use
�ON�� � �Etant donn�e cet objectif� on se retrouve avec une base de donn�ees bien par�
ticuli�ere� c�est��a�dire avec des mat�eriaux non classiques �et aussi di��erents que de la
peau humaine ou des v�eg�etaux� et avec un nombre de mesures par �echantillon assez
faible �puisque l�on s�int�eresse essentiellement �a des comportements di�us�� De plus� la

�
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plupart des mat�eriaux ��a l� exception de trois d�entre eux� sont isotropes� les mesures
sont ainsi faites avec une seule orientation de l��echantillon analys�e �deux directions� une
dans chaque direction privil�egi�ee dans le cas des mat�eriaux anisotropes�� Les mesures
sont disponibles �a http���www�cs�columbia�edu�CAVE�curet�

������� Pr�esentation du dispositif

Tr�es rapidement� on peut dire que le dispositif est constitu�e d�une source de lu�
mi�ere 	xe� d�une cam�era pouvant �etre amen�ee dans 
 positions di��erentes� et d�un
�echantillon pouvant �etre orient�e librement par inclinaison de son plateau porteur� De
mani�ere simpli	�ee on peut d�ecrire le dispositif de la mani�ere suivante ��gure ���� p� ����

position de camera

n.4 n.3

source

y

x

O

n.1

n.2

n.5

n.6

n.7

échantillon

Fig� ��� � CUReT� position de la source et de la cam�era

La cam�era se situe dans le plan Oxy avec 
 positions di��erentes� espac�ees de


� �o� La source de lumi�ere est 	xe� sur l�axe x� dirig�ee vers le point O o�u se trouve
l��echantillon�

L��echantillon ��gure ���� p� ��� est d�e	ni par sa normale n se situant dans l�h�e�
misph�ere sup�erieur �l�isotropie est donc suppos�ee� puisque l�on ne s�int�eresse pas �a
l�angle de rotation autour de cette normale�� Les param�etres de mesure sont donc
c � f�� 
� �� �� �� �� 
g� la position de la cam�era� et n la normale de l��echantillon� Pour
chaque position de cam�era� la normale ne peut prendre que des valeurs telles que l��echan�
tillon soit �a la fois visible depuis la source et la cam�era� En consid�erant des directions
sortantes et normalis�ees par rapport �a l��echantillon� on peut �ecrire �

n �

�
B� nx

ny
nz

�
CA �i �

�
B� �

�
�

�
CA �r �

�
B� cos c�

�
sin c�

�
�

�
CA

normale source cam�era c � f�� 
� �� �� �� �� 
g

On doit donc avoir �



���� Bases de donn�ees ��

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������
�����������

y

z

n

O

x

Fig� ��
 � CUReT� orientation de l	�echantillon

�i � n 	 � � nx 	 �

�r � n 	 � � cos
c�

�
nx ! sin

c�

�
ny 	 �

Ce qui nous donne les orientations possibles de la normale pour chaque position
de la cam�era ��gure ���� p� ����
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Fig� ��� � CUReT� orientations possibles des normales suivant la cam�era

De mani�ere pratique� les mesures sont e�ectu�ees pour une normale situ�ee dans
une zone �eclair�ee et se situant sur un octa�edre de niveau � �chapitre A� p� ����� limit�e
�a la partie situ�ee dans x 	 � et z 	 �� qui a donc �� sommets ��gure ���� p� ����
L�exp�erience est aussi conditionn�ee par des limites mat�erielles� donc certains sommets
rasants ne peuvent �etre atteints � on a donc au 	nal 
�� mesures �couples de directions�
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r�eparties de la mani�ere suivante �

Fig� ��� � CUReT� position des normales de l	�echantillon

cam�era � 
 � � � � 


sommets visibles �� �� �� �� 
� �
 �

De mani�ere pratique� pour retrouver une valeur particuli�ere de la BRDF pour un
couple de directions donn�es �c�est��a�dire trouver le num�ero de cam�era et la normale dans
l�octa�edre�� il su�t d�utiliser la conservation des produits scalaires �on se contente de
faire un changement de rep�ere�� Pour des vecteurs quelconques norm�es %n� %�i� %�r donn�ees�
repr�esentant les param�etres d��evaluation de la BRDF on a �

%�i � %n � �i � n � nx d�o�u nx

%�i � %�r � �i � �r � cos
c�

�
d�o�u c

%�r � %n � �r � n � cos
c�

�
nx ! sin

c�

�
ny d�o�u ny

������� Pr�esentation des �echantillons

Voici la liste des �echantillons disponibles dans cette base de donn�ees� Ils nous
seront tr�es utiles� d�une part pour valider notre m�ethode de recomposition de BRDF�
mais aussi pour utiliser directement dans le goniophotom�etre virtuel�
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feutre polyester tissu �eponge plastique rugueux
cuir papier de verre velours galets
verre d�epoli pl�atre a pl�atre b papier rugueux
herbe arti	cielle bardeaux papier aluminium li�ege
dalle rugueuse carpette a carpette b polystyr�ene expans�e
�eponge laine d�agneau feuille de laitue fourrure de lapin
dalle de marbre lu�a isolant papier froiss�e
polyester zoom�e pl�atre b zoom�e papier rugueux zoom�e bardeaux zoom�e
ardoise a ardoise b sph�eres peintes calcaire
brique a papier c�otel�e peau humaine paille
brique b velours c�otel�e cristaux de sel toile de lin
b�eton a coton pierres pain noir
b�eton b b�eton c balle de ma&"s pain blanc
soleirolia bois a peau d�orange bois b
plume de paon �ecorce d�arbre biscuit a biscuit b
mousse

����� Base de donn�ees de Cornell

Cette base de donn�ees fournit des mesures de BRDFs� toujours isotropes� Les don�
n�ees disponibles sont spectrales et concernent beaucoup de peintures m�etallis�ees� Les me�
sures sont disponibles sur http���www�graphics�cornell�edu�online�measurements��

����� Autres bases de donn�ees

De plus en plus de mesures de BRDFs sont e�ectu�ees aujourd�hui� le plus souvent
guid�ees par un objectif bien particulier� On peut citer par exemple �

� NIST �National Institute of Standards and Technology� qui travaille sur une �etude
visant �a am�eliorer la science des mesures de propri�et�es optiques en r�e�exion des
mat�eriaux http���ciks�cbt�nist�gov�appearance��

� di��erentes �etudes sur les BRDFs �a grande distance �par exemple la BRDF d�une
for�et�� destin�ees �a l�analyse d�images satellites� � � �

��� Quelques exemples

����� Param	etres

Nous allons �etudier quelques BRDFs exp�erimentales� a	n de voir �a quoi elles
peuvent ressembler� En plus d�une repr�esentation visuelle de la fonction� on va chercher
�a extraire un certain nombre de param�etres des donn�ees dont on dispose� On va se
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limiter ici �a des BRDFs isotropes not�ees F � de mani�ere �a pouvoir r�eduire la direction
incidente ��i� �a un angle unique ��i�� Les param�etres que l�on va isoler sont �

� le facteur de r�e�exion r�

� l�intensit�e de la r�e�exion �c�

� la composante di�use �d�

������� Facteur de r�e�exion

Le facteur de r�e�exion correspond� pour une incidence donn�ee et 	x�ee� �a la fraction
d��energie r�e��echie dans toutes les directions� On a �

r��i� �
Z
��

F ��i� �r� cos �r d�r

Ce facteur est �evidemment inf�erieur �a � �conservation de l��energie��

������� Intensit�e de la r�e�exion

Lors d�une r�e�exion� la luminance associ�ee vaut �

dLr � F ��i� �r� cos �r Li

On va donc s�int�eresser au facteur F ��i� �r� cos �r qui repr�esente l�intensit�e de la
r�e�exion pour une incidence donn�ee et 	x�ee� On pose donc �

�s��i� � sup
��

F ��i� �r� cos �r

������� La composante di�use

Dans bien des cas� on le verra sur les exemples qui suivent� on isole visuellement
une composante di�use �not�ee �d� dans les mesures de BRDF� Cette composante� pr�e�
sente dans la plupart des mod�eles analytiques� peut �etre extraite de la mani�ere suivante �
on va chercher dans les valeurs de la BRDF tri�ees par ordre croissant� une plage de va�
leurs la plus large possible� o�u l��ecart�type des valeurs est le plus faible possible� De
fa�con pratique cela donne �

trier les n valeurs de BRDF dont on dispose par valeur croissante dans un tableau
BRDF���� BRDF��� � � �BRDF�n�� Ensuite� appliquer l�algorithme suivant �

a 
 �

b 
 n

tant	que a 
 b faire
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si �ecart	type�BRDF�a
���b�� 
 �ecart	type�BRDF�a��b	��� alors

a 
 a 
 �

sinon

b 
 b 	 �

fin	si

fin	tant	que

renvoyer BRDF�a�

Le r�esultat peut �etre observ�e sur ��gure ���� p� ����

����

���

�

��

���

����

valeurs de BRDFs tri�ees
composante di�use naturelle

Fig� ��� � composante di�use naturelle

����� C�eramique

Cette BRDF a un comportement a priori tr�es classique � une composante di�use
et un pic de sp�ecularit�e dans la direction miroir� On constate cependant que ce pic croit
fortement en intensit�e pour les directions rasantes� ainsi que le fait le facteur de r�e�exion�
La composante di�use� elle� devient de plus en plus n�egligeable pour les incidences les
plus rasantes�

On peut voir sur le rendu de test ��gure ���� p� ��� que pour des incidences
moyennes� la c�eramique garde sa couleur originale et re��ete juste le halo de la source de
lumi�ere� Pour des incidences rasantes� elle se comporte plus comme un miroir et r�e��echit
les couleurs des murs�

����� Rev�etement routier

Cette BRDF est vraiment tr�es particuli�ere ��gure ����� p� ���� ��gure ����� p�
�
� et ��gure ����� p� �
�� En e�et elle fait appara�"tre de nombreux ph�enom�enes� Tout
d�abord� elle a un pic de r�etro�r�e�exion tr�es marqu�e� qui domine par rapport au pic
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Fig� ��� � BRDF d	une tuile en c�eramique� pour des incidences de �� degr�es 
en haut
�a gauche�� �� degr�es 
en haut �a droite�� �� degr�es 
en bas� �echelle r�eduite � fois�

sp�eculaire pour les incidences entre la normale et ��o� De plus� le pic sp�eculaire prend
ensuite le relais et cro�"t tr�es rapidement en o��sp�ecularit�e� La r�etro�r�e�exion a �et�e �etudi�ee
de mani�ere th�eorique dans �Tro
� �

����� Feuille d�aluminium

Cette BRDF ��gure ����� p� ���� ��gure ����� p� ��� et ��gure ����� p� ��� ne fait
pas appara�"tre de composante di�use particuli�ere� juste un lobe assez large� De plus la
quantit�e d��energie r�e��echie reste assez constante�

��� Conclusion

L��etude de trois exemples particuliers� mais mettant en oeuvre des mat�eriaux rela�
tivement communs� nous montre bien qu�il est di�cile d�uni	er des comportements aussi
di��erents que ceux expos�es ci�dessus� Il devient donc indispensable� non plus de cher�
cher un mod�ele analytique d�e	nitif� mais d�utiliser directement les mesures de BRDFs
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dont on dispose� et donc d�obtenir une m�ethode de reconstruction d�une BRDF �a partir
d��echantillons discrets�
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Fig� ��� � rendu de test d	une BRDF de c�eramique� �a gauche pour un point de vue
moyen� �a droite pour une point de vue rasant

Fig� ���� � BRDF d	un rev�etement routier� pour des incidences de �� degr�es 
en haut
�a gauche�� �� degr�es 
en haut �a droite�� �� degr�es 
en bas�
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Fig� ���� � BRDF d	une feuille d	aluminium� pour des incidences de �� degr�es 
en haut
�a gauche�� �� degr�es 
en haut �a droite�� �� degr�es 
en bas�
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Chapitre �

Notion d�erreur entre BRDFs

��� Objectif

Si l�on s�int�eresse �a la repr�esentation de mesures de BRDFs� on doit �etre en mesure
de juger de la qualit�e de cette repr�esentation� Le seul crit�ere valable est �evidemment la
	d�elit�e de l�image calcul�ee avec la BRDF recompos�ee recr�eant une sc�ene r�eelle avec la
photo de cette sc�ene r�eelle� Comme cela est bien souvent impossible �di�cult�e de repro�
duire la g�eom�etrie ou l��eclairage�� on pourra simplement comparer une image calcul�ee
avec la BRDF recompos�ee avec une image calcul�ee en utilisant la BRDF originale direc�
tement� C�est un probl�eme qui n�est pas simple� puisqu�il faut disposer d�une m�etrique
sur images�

Toutefois� on aimerait disposer d�un crit�ere de validit�e a priori� Pour cela� on va
utiliser des erreurs au niveau math�ematique� et non visuel� entre les BRDFs� qui sont
des fonctions�

��� Erreurs classiques

De fa�con classique� pour comparer deux fonctions� ici deux BRDFs� on utilise un
certain nombre d�erreurs� On appelle ff� ig notre ensemble de donn�ees de r�ef�erence�
et ffig les valeurs prises par la fonction recompos�ee pour les m�emes param�etres� On
suppose que l�on dispose de n valeurs� On peut utiliser les erreurs suivantes �

D�e�nition �� 
quelques erreurs classiques� On va donner quelques erreurs utili�
s�ees classiquement pour comparer deux fonctions�

� une erreur de type moindres carr�es�

�m �

sPn
i���fi � f� i��

n

��
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le probl�eme est que l	on n	a pas d	�echelle ici� on ne sait pas ce que repr�esente ce
nombre� bien qu	on puisse le comparer pour une m�eme r�ef�erence� De plus� il est
li�e �a l	�echelle de la BRDF� On peut s	a�ranchir de ce probl�eme en divisant par la
moyenne de la fonction de r�ef�erence�

� une erreur de type pourcentage moyen�

�p �
�

n

nX
i��

����fi � f� i
f� i

����
ici on a donc un pourcentage� ce qui nous permet de quanti�er l	erreur� Cepen�
dant� si les valeurs de r�ef�erence sont faibles par rapport �a un pic tr�es important�
une petite di��erence va faire appara��tre une erreur de milliers de pourcents par
exemple� ce qui va fausser le r�esultat �nal�

� une erreur de type pourcentage moyen� born�e�

�q �
�

n

nX
i��

jfi � f� ij
max�jfij� jf� ij�

ici� on est s�ur d	avoir un pourcentage ramen�e entre � et � 
les valeurs que l	on
compare sont positives�� Mais une erreur de ���' peut �etre minime ou tr�es im�
portante� puisque elle traduit que soit fi soit f� i est nul�

��� Une nouvelle classe d�erreurs

����� Mesures

On va introduire de nouvelles mesures sur les fonctions de type BRDF�

D�e�nition �� 
mesures sur les BRDFs� on rappelle que �� est l	h�emisph�ere sup�e�
rieur� Pour f � �� � IR� on d�e�nit les mesures suivantes �

�b�f� �
�

���

ZZ
	�i��r
����

f��i� �r� d�i d�r

�c�f� �
�


��

ZZ
	�i��r
����

f��i� �r� cos �r d�i d�r

�b est appel�ee mesure fonctionnelle et �c mesure �energ�etique�

Ces deux mesures sont introduites de fa�con �a mesurer ce qui nous int�eresse� La
plupart du temps� on ne consid�ere que l�erreur au niveau des fonctions BRDFs elles�
m�emes� mais c�est oublier que ce ne sont pas des fonctions classiques et qu�on les utilise
de mani�ere particuli�ere en rendu �en les multipliant par un cosinus�� d�o�u l�introduction
de la deuxi�eme mesure�
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����� Erreurs

�A partir de ces mesures� on va introduire des erreurs� Le probl�eme avec les erreurs
habituelles� c�est qu�elles n�ont pas d��echelle ou bien qu�elles ne tiennent pas compte des
particularit�es de la fonction que l�on cherche �a reproduire� C�est pour cela que l�on va
introduire des erreurs relatives �a l��ecart�type de la fonction originale�

D�e�nition �� 
erreurs sur les BRDFs� on consid�ere que f� est la BRDF que l	on
cherche �a reproduire� et f une repr�esentation de celle�ci� �A partir des mesures introduites
pr�ec�edemment� on d�e�nit �

�b�f� �

s
�b��f � f����

�b�f
�
� �� �b�f���

�c�f� �

s
�c��f � f����

�c�f
�
� �� �c�f���

Ces erreurs sont le rapport de l��ecart�type entre la fonction et sa repr�esentation
sur l��ecart�type de la fonction� Cette erreur a l�avantage d��etre ind�ependante de l��echelle
�si on multiplie les deux fonctions par une constante� l�erreur est la m�eme�� Et surtout�
elle vaut � ����'� lorsque la repr�esentation est �egale �a la moyenne de la fonction� Dans
le cas de �b� l�erreur vaut donc ���' lorsque l�on choisit comme repr�esentation la BRDF
lambertienne la plus proche �qui est bien la moyenne�� On a aussi la di��erence entre
une erreur fonctionnelle et une erreur �energ�etique �dont on verra qu�elles peuvent �etre
di��erentes��

����� S�eparation par incidence

On pourra objecter que ces erreurs sont globales et ne font pas intervenir l�in�
cidence� En e�et� une repr�esentation peut �etre tr�es bonne pour une incidence donn�ee�
et tr�es mauvaise pour une autre� On va donc� en reprenant les mesures et les erreurs
pr�ec�edentes� introduire �

D�e�nition �
 
mesures sur les BRDFs pour une incidence donn�ee�

�b�f� �i� �
�


�

Z
�r���

f��i� �r� d�r

�c�f� �i� �
�


�

Z
�r���

f��i� �r� cos �r d�r

On peut �evidemment relier les di��erentes mesures entre elles en faisant la moyenne
pour toutes les incidentes �

�b�f� �
�


�

Z
�i���

�b�f� �i� d�i

�c�f� �
�


�

Z
�i���

�c�f� �i� d�i
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Pour les erreurs associ�ees� la formule reste la m�eme� mais en substituant les me�
sures pour une incidence donn�ee aux mesures g�en�erales�

����� Repr�esentation graphique

Il est int�eressant de pouvoir juger de la qualit�e de la repr�esentation en un coup
d�oeil� sans avoir �a parcourir des colonnes de chi�res� C�est pourquoi on va adopter
la m�ethode suivante pour des BRDFs isotropes� dont l�incidence peut �etre repr�esent�ee
uniquement par un angle� La repr�esentation adopt�ee est radiale� c�est��a�dire que l�angle
d�incidence est repr�esent�e par l�angle entre l�axe des ordonn�ees� et que la valeur de
l�erreur est la distance entre la courbe et le centre du rep�ere� Dans le cas des BRDFs
anisotropes� on pourra utiliser le m�eme graphe dans plusieurs orientations di��erentes
��gure ���� p� ����
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Fig� ��� � repr�esentation des erreurs entre BRDFs

Un exemple de cette repr�esentation est donn�e sur ��gure ���� p� ���� Il s�agit
de la recomposition avec le mod�ele de Lafortune �LFTG�
 �chapitre �� p� ��� d�une
BRDF de peinture� La BRDF recompos�ee est form�ee de trois lobes �r�etro�r�e�exion�
di�us directionnel et sp�eculaire��

On peut essayer d�analyser les erreurs en fonction de l�aspect de la BRDF pour
trois incidences di��erentes �

� pour une incidence normale ��o� ��gure ���� p� ���� on constate une tr�es importante
erreur fonctionnelle �pratiquement �equivalente �a ���'� donc �a remplacer la BRDF
originale par une BRDF parfaitement di�use�� On observe que c�est bien le cas�
puisqu�on ne reproduit pas le comportement d�att�enuation de la BRDF pour les
directions r�e��echies rasantes� Par contre� l�erreur �energ�etique est beaucoup plus
faible� puisqu�en fait� ces di��erences ne sont pas vraiment importantes lors de
l�utilisation en rendu de la BRDF�
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On repr�esente ici une coupe radiale de la BRDF �dans le plan contenant la direc�
tion d�incidence et la direction miroir�� L�angle polaire utilis�e est l�angle entre la
direction r�e��echie et la normale �la r�etro�r�e�exion est �a gauche� la direction miroir
�a droite de l�axe des ordonn�ees��

� pour une incidence de ��o ��gure ���� p� ���� l�erreur est importante� pour l�une
et l�autre mesure� Bien que le pic de r�etro�r�e�exion soit pr�esent� le pic sp�eculaire
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est mal repr�esent�e �a	n de garder un rep�ere orthonorm�e� cette courbe se trouve
tr�es aplatie��
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Fig� ��� � BRDF originale et recompos�ee d	une peinture� incidence de ��o

����
 Discr�etisations

La discr�etisation des erreurs pr�ec�edentes se fait naturellement� en ne tenant pas
compte des angles solides� On appelle ff� ig l�ensemble des n donn�ees de la BRDF� f� i
�etant �evalu�ee pour le couple de directions �xi� yi�� On appelle f la fonction recompos�ee �

�b �

vuut Pn
i�� �f�xi� yi�� f� i�

�Pn
i�� f

�
� i � �

n
�
Pn

i�� f� i�
� �c �

vuut Pn
i�� ��f�xi� yi�� f� i� ci�

�Pn
i�� �f� i ci�

� � �
n

�
Pn

i���f� i ci��
�

Avec � ci � cos �xi ! cos �yi � De cette mani�ere� on s�assure de la r�eciprocit�e de la
fonction �a recomposer�

��� Comparaison

On va comparer le comportement des di��erentes erreurs sur le m�eme exemple que
pr�ec�edemment et l�analyser ��gure ���� p� �
��

Le comportement de �c et �q est �a peu pr�es le m�eme� mais la valeur de �c semble
plus judicieuse� lorsque l�on regarde ��gure ���� p� ���� Les comportements de �p et �b
sont pratiquement invers�es� L�erreur qui semble ici la plus repr�esentative est �c� Lors de
futures comparaisons� on utilisera les deux param�etres �b et �c�
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Fig� ��� � comparaison des di��erentes erreurs� en fonction de l	angle d	incidence

��	 Am�eliorations possibles

Il est int�eressant de se demander quel peut��etre le lien entre la valeur de l�erreur
�b ou �c entre une BRDF de r�ef�erence et une BRDF approch�ee et l�erreur r�esultante sur
des images calcul�ees avec ces deux BRDFs�

En e�et� si une erreur de ��' ne provoque pas de di��erence perceptible entre
les images calcul�ees� on pourra consid�erer cette valeur comme un seuil acceptable� Ce�
pendant� cette question est un probl�eme extr�emement vaste et encore loin d��etre r�esolu
aujourd�hui� En e�et� la contribution d�une BRDF a une sc�ene particuli�ere d�epend de
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tr�es nombreux param�etres � g�eom�etrie de la sc�ene� �eclairage� importance relative par
rapports aux autres param�etre de la sc�ene� � � � � De plus� la notion de m�etrique entre
images� et notamment une m�etrique perceptuelle� reste un probl�eme non r�esolu�

Une autre question que l�on peut soulever� est celle de la ��similarit�e�� entre des
comportements de BRDFs� En e�et� deux BRDFs dont les pics sp�eculaires ont la m�eme
intensit�e mais sont d�ecal�es de quelques degr�es l�un par rapport �a l�autre donneront� au
niveau rendu� des images tr�es similaires� Il serait donc int�eressant de prendre en compte
dans les mesures d�erreurs de l�eg�eres rotations de la BRDF de r�ef�erence� �eventuellement
pond�er�ees en fonction de l�angle de rotation�



Chapitre �

Un goniophotom�etre virtuel

	�� Introduction

L�objectif de ce chapitre est d��etablir un lien entre l�exp�erience et la th�eorie� On
a vu qu�il existe un grand nombre de mod�eles analytiques de BRDFs� Certaines de ces
BRDFs se basent sur des hypoth�eses physiques� Nous allons donc confronter ces mod�eles
�a la r�ealit�e�

Le LCPC �Laboratoire Central des Ponts et Chauss�ees� dispose d�un goniophoto�
m�etre� appareil servant �a mesurer des BRDFs de mat�eriaux quelconques� Des mesures
ont �et�e e�ectu�ees sur un certain nombre d��echantillons �essentiellement de rev�etements
routiers�� �echantillons dont on poss�ede aussi des relev�es de surface� On poss�ede donc
deux informations compl�ementaires� On va adopter la d�emarche suivante �

� cr�eation d�un goniophotom�etre virtuel recr�eant le processus exp�erimental du go�
niophotom�etre r�eel�

� validation de ce goniophotom�etre virtuel �a l�aide des mesures du goniophotom�etre
r�eel et des informations sur les �echantillons mesur�es�

� application du goniophotom�etre virtuel �a des �echantillons cr�e�es arti	ciellement
selon les hypoth�eses choisies�

� comparaison des r�esultats du goniophotom�etre virtuel et des BRDFs analytiques
calcul�ees �a partir de ces hypoth�eses�

	�� Travaux pr�ec�edents

Di��erents travaux ayant trait �a la simulation de BRDFs ont d�ej�a �et�e conduits�

� dans �HK�� � les auteurs simulent des BRDFs �a l�aide de r�e�exions internes� Ils
consid�erent le mat�eriau �a simuler comme un substrat translucide homog�ene� avec

��
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un indice de r�efraction 	xe� dans lequel se trouve des particules� en densit�e et
en taille d�etermin�ees par des distributions math�ematique� Un mat�eriau complexe
peut comprendre plusieurs couches de mat�eriaux de ce type�

Les auteurs ne g�en�erent pas un mat�eriau v�eri	ant ces propri�et�es� mais propagent
des rayons dans le substrat� en d�eterminant de fa�con statistique au bout de quelle
distance ils rencontrent une particule� Le comportement �nouvelle direction et
�energie transport�ee� du rayon apr�es dispersion par la particule est d�eduit de for�
mules d�astrophysique�

Cette technique permet d�obtenir des BRDFs� mais aussi leur �equivalent en trans�
mission� L�application ne peut par contre se faire qu��a des mat�eriaux dont la struc�
ture peut �etre assimil�ee �a celle pr�esent�ee plus haut� comme de la peau humaine
par exemple�

� dans �WAT�
 � les auteurs parlent avec justesse d�une �echelle des g�eom�etries� Ils
distinguent en e�et trois �echelles � l��echelle de l�objet �par exemple un coussin��
une g�eom�etrie interm�ediaire �la g�eom�etrie des mailles du tissu de ce coussin�� et
en	n une micro�g�eom�etrie �la g�eom�etrie du tissu lui m�eme��

Les auteurs mod�elisent la g�eom�etrie interm�ediaire� et associent une r�e�exion locale
simple �a la micro�g�eom�etrie� a	n d�obtenir une BRDF de tissu pour le calcul d�une
image de coussin� Ils appliquent ce principe �a di��erentes micro�g�eom�etries� notam�
ment pour le mod�ele de He�Sillion �HTSG�� � valid�e pour une rugosit�e T�� � �� ��

� dans �KMG�� les auteurs construisent un goniophotom�etre assez simple �a l�aide
d�une cam�era CCD� qui leur permet de mesurer plusieurs couples de directions
en une seule passe �pour chaque pixel de l�image�� Ils calent ensuite leur mesures
dans un mod�ele analytique �War�
a � qui est un mod�ele strictement empirique�

	�� Goniophotom�etre r�eel

Nous allons pr�esenter le goniophotom�etre du LCPC �JMC�� � Il a �et�e sp�ecialement
con�cu pour mesurer les propri�et�es de r�e�exion des surfaces telles que les chauss�ees
routi�eres� Une description sch�ematique de l�appareil est donn�ee par ��gure ���� p� 
���


���� Syst	eme d�angles

Le syst�eme d�angles utilis�e est di��erent de celui des coordonn�ees sph�eriques� Il
s�agit du syst�eme d�angles utilis�e par la CIE dans le cadre de l��eclairage public� Les
angles sont exprim�es en degr�es et sont repr�esent�es sur ��gure ���� p� 
��� On les d�e	nit
de la mani�ere suivante �

� � � angle d�observation�

� � � angle entre le plan d��eclairage et le plan d�observation�
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Fig� ��� � sch�ema de fonctionnement du goniophotom�etre r�eel

� � � angle d��eclairage�

� � � angle entre le plan d�observation et l�axe de la route� c�est l�angle d�anisotropie�


���� Source de lumi	ere

La source de lumi�ere est une lampe halog�ene de 
�� W� qui se trouve dans une
bo�"te herm�etique 	xe� Un syst�eme optique en sortie de la source permet d�avoir un
faisceau de rayons parall�eles� Pour amener ce faisceau jusqu��a l��echantillon mesur�e� on
utilise un jeu de trois miroirs �not�es M�� M
 et M��� Ils se trouvent sur le bras d��eclairage�
qui peut �etre boug�e par l�interm�ediaire du moteur pas��a�pas MT�� Ainsi on peut faire
varier l�angle d��eclairage ��
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���� Principe de mesure

Un principe important lors de la mesure est de garder l�aire de la surface �eclair�ee
constante� Or le fait de modi	er l�angle d��eclairage � fait augmenter la taille de la tache
de lumi�ere� En e�et� il existe un rapport �

cos � entre la largeur du faisceau et la largeur
de la surface� Pour rem�edier �a ce probl�eme� il faut avoir un diaphragme pour modi	er
la taille de la source� Pour des raison de pr�ecision� ce diaphragme est constitu�e de deux
volets ind�ependants� pilot�es par deux moteurs pas��a�pas� Avec ce proc�ed�e� la surface
�eclair�ee correspond �a un carr�e de dix centim�etres de c�ot�e� quel que soit l�angle ��


���� Observateur et capteur

La seconde partie du goniophotom�etre constitue l�observateur� C�est en fait une
simple cellule photo�electrique qui est mont�ee sur le bras d�observation� Ce dernier pos�
s�ede deux degr�es de libert�e � et �� L�a encore� deux moteurs pas��a�pas MT� et MT�
sont utilis�es pour d�eplacer l�observateur et balayer une demi�sph�ere au�dessus de l��echan�
tillon�

	�� Goniophotom�etre virtuel


���� Principe de fonctionnement

Nous allons simuler le fonctionnement du goniophotom�etre �a l�aide du lancer de
rayons� On va simuler la source en envoyant des rayons sur l��echantillon �a observer� Nous
allons suivre le trajet et l��energie transport�ee par ces rayons� Toute la partie intersection
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du lancer de rayons va nous permettre de nous concentrer sur la partie mod�elisation de
la r�e�exion et du capteur�


���� Mod�elisation de l��echantillon

Nous devons avoir une mod�elisation de la micro�structure de l��echantillon� Le lan�
cer de rayons que nous utilisons permet d�utiliser une mod�elisation CSG des objets�
Ceci nous permet d�envisager de valider bon nombre de mod�eles analytiques de BRDFs
calcul�es �a partir d�hypoth�eses g�eom�etriques� Mais nous devons d�abord valider le gonio�
photom�etre virtuel�


������ Mesure des pro�ls des surfaces

Le LCPC de Nantes dispose d�un outil� appel�e TRIDIM� permettant de r�ealiser
des relev�es de pro	ls de surface� La mesure de l�altitude en un point de la surface se fait
par un proc�ed�e optique� Une diode laser projette une tache lumineuse sur la surface� La
lumi�ere r�e��echie est recueillie par un capteur qui la transforme en un signal �electrique
dont la valeur est proportionnelle �a la hauteur de la surface au point de focalisation�

Le pro	l complet d�une surface est obtenu en d�epla�cant la diode laser et le cap�
teur� Ceci se fait �a l�aide de moteurs pas��a�pas suivant les deux axes du plan horizontal�
�Etant donn�ee la taille de la tache de lumi�ere� le pas minimum d��echantillonnage est 	x�e
�a ��
�mm� D�autre part� des contraintes li�ees au dispositif limitent le nombre maximum
de pas d��echantillonnage �a 
��� Dans ces conditions� un pro	l est donn�e par une ma�
trice de 
��x
�� points et repr�esente une surface mesur�ee de ��x�� mm� ��gure ���� p�

�� montre quelques exemples de relev�es pour des �echantillons de rev�etement routier�
hauteurs converties en niveau de gris�

Fig� ��� � quelques relev�es de pro�ls
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������ Repr�esentation informatique

On dispose ainsi d�une grille de hauteurs du terrain� A partir de cette donn�ee
discr�ete� on doit recomposer une information continue� En e�et� dans le lancer de rayons�
on doit avoir une intersection repr�esent�ee par un point et une normale� On consid�ere
que l�on dispose d�une grille de nx par ny sommets� espac�es entre eux de �x et �y� et
not�es Pi�j �

Pi�j �

�
B� i�x

j�y

zi�j

�
CA � i � f�� �� � � � � nx � �g� j � f�� �� � � � � ny � �g


�������� Repr�esentation par des triangles C�est la repr�esentation la plus simple�
elle traite le terrain comme un ensemble de nx � � par ny � � paires de triangles� On
peut �evidemment orienter les triangles de deux fa�cons di��erentes� et ceci sur chaque
paire�

nx-1,0P

nx-1,ny-1

x

y

P0,ny-1P

0,0P

Fig� ��� � un terrain sous forme de triangles

Au niveau de l�intersection avec une paire de triangles� il s�agit de faire deux fois
une simple intersection avec un plan� en v�eri	ant a posteriori que le point se trouve bien
dans le triangle concern�e�


�������� Repr�esentation par des quadriques On consid�ere le terrain comme
un ensemble de nx � � par ny � � carreaux� tels que le carreau �i� j� soit d�elimit�e par
les sommets Pi�j � Pi���j � Pi�j��� Pi���j���

On va chercher �a conna�"tre l�altitude d�un point P situ�e dans le carreau �i� j��
Pour cela on va proc�eder �a une double interpolation en utilisant les points P� et P�

��gure ���� p� 
���
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y

x

P

P

i+1,jPi,jP

i+1,j+1

2P1P

i,j+1P

Fig� ��� � un carreau de terrain sous forme de quadrique

P �

�
B� x

y
z

�
CA P� �

�
B� i�x

y
z�

�
CA P� �

�
B� �i ! �� �x

y
z�

�
CA

On peut maintenant �ecrire ce que vaut l�altitude z du point P �

z �

�
i ! �� x

�x

�
z� !

�
x

�x
� i

�
z�

z� �

�
j ! �� y

�y

�
zi�j !

�
y

�y
� j

�
zi�j��

z� �

�
j ! �� y

�y

�
zi���j !

�
y

�y
� j

�
zi���j��

Cette �equation correspond �a une quadrique� La d�e	nition d�une quadrique est �

D�e�nition �	 
quadrique� soit M une matrice sym�etrique �a � lignes et � colonnes�
Soit P un vecteur �a quatre lignes valant �

P �

�
BBB�

x
y

z
�

�
CCCA

On d�e�nit la quadrique dans l	espace associ�ee �a la matrice M par l	�equation �
�M � P � � P � � �equivalant �a tP M P � ��
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�Etudions maintenant comment intersecter un rayon avec une quadrique ainsi d�e�
	nie� Si notre rayon est d�e	ni par l�origine O et le vecteur directeur D tels que �

O �

�
BBB�

xO
yO
zO
�

�
CCCA D �

�
BBB�

xD
yD
zD
�

�
CCCA

on cherche le point d�intersection P � O ! 	D du rayon avec la quadrique� On a
donc l��equation suivante �

tP M P � �
� tOM O ! 	 �tDM O ! tOM D� ! 	� tDM D � �

� tOM O ! 
	 tDM O ! 	� tDM D � �

Maintenant que l�on sait calculer l�intersection� il faut construire la matrice asso�
ci�ee �a notre probl�eme� On identi	e cette matrice par rapport aux �equations pr�ec�edentes�
Pour le carreau �i� j�� cette matrice Mi�j vaut �

Mi�j �

�
BBB�

� a � b

a � � c
� � � �

�
b c �

� d

�
CCCA

a � � �


 �x�y
�zi�j � zi�j�� � zi���j ! zi���j���

b � � �


 �x
��j ! ���zi���j � zi�j� ! j�zi�j�� � zi���j����

c � � �


 �y
��i ! ���zi�j�� � zi�j� ! i�zi���j � zi���j����

d � � ��i! ���j ! ��zi�j � �i! ��jzi�j�� � i�j ! ��zi���j ! ijzi���j���

La normale �a la surface au point P s�exprime par N � M P �


������ Intersection d�un rayon avec le terrain

Pour e�ectuer l�intersection d�un rayon avec le terrain �nous avons pour l�instant
consid�er�e l�intersection avec un carreau particulier�� nous allons utiliser un algorithme de
suivi de rayons �Coq�� � Au lieu de tester l�intersection du rayon avec tous les carreaux
et de prendre la premi�ere intersection� on va projeter le rayon sur la grille et suivre le
rayon �a travers les carreaux candidats �intersect�es dans la projection� o�u l�on e�ectuera
une v�eritable intersection ��gure ���� p� 

��

Pour passer d�un carreau �a un autre il su�t de savoir par quel bord du carreau
l�on sort �bord en x ou bord en y�� On peut aussi limiter l�abscisse sur le rayon car l�on
sait que le terrain est compris entre une altitude minimum et une altitude maximum�
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O

O

Fig� ��� � principe du suivi de rayons


������ Conclusion

Avec les di��erentes mod�elisations adopt�ees pr�ec�edemment� on dispose donc d�un
terrain C� mais pas C�� En e�et� la surface est continue� mais la normale ne l�est pas�
En fait� elle n�est continue que sur un carreau �ou un demi�carreau dans le cas des
triangles��

A	n d�avoir une normale continue� on pourrait envisager un lissage des normales�
mais cela pose deux probl�emes �

� les terrains r�eels sont tr�es accident�es et on peut distinguer des petits caillous� qui
cr�eent de nombreuses discontinuit�es de normales�
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� traiter s�epar�ement le point d�intersection et la normale� sur des terrains aussi 	ns�
et avec des variations de hauteurs aussi importantes� m�ene �a un grand nombre
d�incoh�erences �intersection trouv�ee� mais normale rentrant dans la surface� qui
va faire perdre un grand nombre de rayons� donc mieux vaut une information
bruit�ee� mais robuste�


���� Mod�elisation de la r�e�exion

�Etant donn�e que l�on ne poss�ede pas d�informations sur les propri�et�es de r�e�exion
locale des �echantillons� il va falloir adopter des mod�eles de r�e�exion locale simpli	�es�


������ R�e�exions simples

On peut envisager tout d�abord des mod�eles de r�e�exion tr�es simples� On consid�ere
un rayon arrivant sur la surface selon une direction �i en un point o�u la normale sortante
est N � avec �i �N � � �c�est��a�dire une direction rentrant dans la surface� et une �energie
Li� Tous les vecteurs sont consid�er�es norm�es�


�������� R�e�exion sp�eculaire Le mod�ele le plus simple est celui d�une r�e�exion
sp�eculaire pure� c�est��a�dire en g�en�erant une direction miroir sym�etrique �a la direction
d�incidence par rapport �a la normale au point d�intersection avec la surface� L��energie
r�e��echie va �etre multipli�ee par le facteur de Fresnel� Le seul param�etre conditionnant
notre r�e�exion est donc l�indice de r�efraction de la surface �pouvant �etre complexe��
not�e n �

cos �i � �i �N
�r � �i � 
 cos �iN

Lr �
�




�
�
�����cos� �i n� �

p
n� � sin� �i

cos� �i n� !
p
n� � sin� �i

�����
�

!

�����cos �i �
p
n� � sin� �i

cos �i !
p
n� � sin� �i

�����
�
�
A


�������� R�e�exion di�use Un autre type de r�e�exion tr�es simple est une r�e�exion
di�use parfaite� de type Lambert� Le seul param�etre conditionnant notre r�e�exion est
donc le facteur de r�e�exion kd�


������ R�e�exion �a partir de BRDFs quelconques


�������� Possibilit�es de r�ecursion A	n de mod�eliser des BRDFs plus complexes�
ou d�obtenir des r�esultats plus rapides� on va introduire de nouveaux types de r�e�exion�


�������� �Echantillonnage r�egulier La mani�ere la plus simple de mod�eliser une
r�e�exion conditionn�ee �a une BRDF quelconque est de subdiviser la demi�sph�ere corres�
pondant �a l�ensemble des directions r�e��echies possibles et de renvoyer un rayon dans
chaque direction �echantillonn�ee� avec l��energie correspondante�
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On divise l�h�emisph�ere des directions r�e��echies en N petites cellules d�angle solide
constant �chapitre A� p� ����� On consid�ere que la surface poss�ede une BRDF f � On
note ��rk l�angle solide de la k�i�eme cellule et �rk son centre �k � f�� 
� � � � � Ng�� On
lance un rayon r�e��echi dans chaque cellule avec l��energie suivante �

Lrk �

Z
�r�
�rk

f��i� �r� cos �r d�r

� f��i� �rk� cos �rk ��rk

Cette m�ethode� bien que simple �a mettre en oeuvre� est totalement inapplicable
pratiquement� Outre le fait qu�elle n�exploite pas les directions privil�egi�ees de la BRDF�
elle fait cro�"tre de fa�con exponentielle le nombre de rayons g�er�es par la machine �puis�
qu�un rayon g�en�ere N nouveaux rayons �a chaque r�e�exion� et ainsi de suite� � � � �� M�eme
dans le cas d�une BRDF purement di�use� application la plus adapt�ee� elle devient in�
utilisable du fait que l�on doit envoyer depuis la source un grand nombre de rayons de
fa�con �a bien recouvrir la surface de l��echantillon�


�������� �Echantillonnage d�importance Cette m�ethode est plus e�cace que la
pr�ec�edente� Elle consiste �a tirer une direction r�e��echie proportionnellement �a la BRDF�
De cette mani�ere on suit toujours un seul rayon� et dans le cas de BRDFs locales tr�es
sp�eculaires la convergence est plus rapide� Pour une explication d�etaill�ee de la m�ethode�
on se reportera �a �chapitre B� p� �����


������ R�e�exion mixte

Dans le cas des terrains qui sont des rev�etements routiers� il nous manque un
certain nombre d�informations �a propos de la BRDF �a appliquer �a chaque carreau� En
e�et� en raison de l�h�et�erog�en�etit�e du mat�eriau� constitu�e de granulats et de liant� les
propri�et�es en r�e�exion di��erent�

Avec les informations dont on dispose �des altitudes� il est impossible de s�eparer
les deux types de mat�eriaux� On peut seulement envisager qu�en de�c�a d�une certaine
altitude� on a un type de r�e�exion� et au�dessus� un autre� C�est ce qu�on appellera une
r�e�exion mixte�


���� Mod�elisation du capteur

Un des probl�emes qu�il nous reste �a r�egler est celui de la mod�elisation du capteur�
En e�et� il est impossible de stocker tous les rayons qui vont �etre capt�es� par manque de
place m�emoire� On devra utiliser une structure pendant le calcul qui captera l��energie
des rayons lui arrivant dessus� Il faut donc subdiviser l�h�emisph�ere se trouvant au�dessus
de l��echantillon en petites cellules�

Le capteur est suppos�e situ�e �a l�in	ni� ce qui veut dire que pour un rayon sortant
se dirigeant vers le capteur� la cellule o�u il se situe est trouv�ee uniquement �a partir de
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source

capteur

terrain

cellule du capteur

Fig� ��
 � capteur virtuel

sa direction �donc sans utiliser le point sur l��echantillon dont le rayon est issu�� Soient
les param�etres suivants �

� �i la direction d�incidence 	xe de la source�

� N le nombre de rayons lanc�es depuis la source�

� L� l��energie associ�ee �a chaque rayon lanc�e depuis la source�

� ��r l�angle solide d�une cellule du capteur�

� �r la direction orientant cette cellule�

� n le nombre de rayons capt�es dans cette cellule�

� Li� i � f�� 
� �� � � � � ng l��energie associ�ee �a chaque rayon capt�e dans cette cellule�

On obtient alors la BRDF calcul�ee de l��echantillon f par la formule �

f��i� �r� �

Pn
i�� Li

N L�

�

��r cos �r


�������� Choix de la subdivision Le choix du type de subdivision �chapitre A�
p� ���� in�uence grandement la robustesse du capteur� Il doit �etre subdivis�e de fa�con
su�samment r�eguli�ere pour que le nombre de rayons capt�es dans chaque cellule soit assez
important par rapport �a la quantit�e d��energie capt�ee� Les meilleurs capteurs sont ceux
d�eriv�es depuis les poly�edres r�eguliers� L�avantage est que si la dispersion �a l�interieur
des cellules est trop importante �c�est��a�dire que le niveau de subdivision du poly�edre
est trop important par rapport au nombre de rayons lanc�es�� il est facile de passer �a un
capteur de niveau inf�erieur�
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�������� Rayons perdus Il peut arriver que des rayons soient perdus lors du cal�
cul� Les possibilit�es sont les suivantes �

� le rayon est r�e��echi sous le capteur� ce qui est possible puisque le terrain n�est pas
in	ni�

� le rayon n�a pas assez d��energie pour �etre d�etect�e et a �et�e supprim�e de la simulation�

� le rayon s�est trop r�e��echi et a �et�e supprim�e parce qu�il bouclait dans la simulation�

� il y a eu des impr�ecisions num�eriques lors du calcul des intersections avec le terrain
et le rayon s�est trouv�e dans une con	guration impossible ��a l�int�erieur du terrain
par exemple��


�������� Post�traitement Il est tout �a fait possible d�e�ectuer un post�traitement
sur le capteur avant de fournir un 	chier en sortie� de fa�con �a e�ectuer un lissage� De
plus il faudra transformer le r�esultat du capteur de fa�con �a avoir les valeurs de la BRDF
sur les points d��echantillonnage du capteur r�eel�

	�	 R�esultats


�
�� Validation de mod	eles analytiques


�
���� G�en�eration d��echantillons particuliers


�
������ Terrains continus On va chercher �a g�en�erer des terrains v�eri	ant cer�
taines conditions particuli�eres� Puisque la mod�elisation adopt�ee est en CSG� il est facile
de construire bon nombre de terrains g�eom�etriques �a base de cylindres �PF�� � de cavit�es
�CT�� � ou autres�


�
������ Terrains discrets On cherche cette fois �a cr�eer une grille� dont la 	nesse
est �a la discr�etion de l�utilisateur� dont la hauteur v�eri	e un certain nombre de propri�et�es
�type de distribution des hauteurs� hauteur moyenne� �ecart�type et auto�corr�elation
essentiellement�� Pour le mod�ele de He�Sillion �HTSG�� � notamment� on va vouloir
imposer �

� distribution Gaussienne des hauteurs�

� hauteur moyenne nulle�

� variance des hauteurs impos�ee valant ���

� distance d�auto�corr�elation impos�ee valant T �
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Il est facile de g�en�erer une distribution de hauteurs v�eri	ant une distribution
Gaussienne �la moyenne de variables uniformes est une variable Gaussienne�� mais se
pose le probl�eme d�imposer une auto�corr�elation �g�en�erer des hauteurs avec une variable
Gaussienne nous donne une distance d�auto�corr�elation nulle�� On ne donnera pas ici
les d�e	nitions math�ematiques avec les distributions de probabilit�es� mais directement
les formules pratiques �

D�e�nition �� 
statistiques sur un terrain� On dispose d	une fonction h�x� y� don�
nant la hauteur de la surface au point de coordonn�ees �x� y�� avec � � x � �x et
� � y � �y�

hauteur moyenne m �
�

�x�y

Z 
x

x��

Z 
y

y��
h�x� y� dx dy

variance �� �
�

�x�y

Z 
x

x��

Z 
y

y��
�h�x� y��m�� dx dy

co�variance cov�X� Y � �
�

�x�y

Z 
x�X

x��

Z 
y�Y

y��
h�x� y� h�x! X� y ! Y � dx dy

auto�corr�elation cor�d� �
�


� ��

�Z ��

���
cov�d cos �� d sin �� d� �m�

�

On relie la fonction d	auto�corr�elation �a la distance d	auto�corr�elation de la ma�

ni�ere suivante � cor�d� � e�
d�

T� �

L�auto�corr�elation traduit� ind�ependamment de la distribution des hauteurs� si le
terrain est bruit�e �petite distance� ou plus lisse �grande distance�� On sait qu�il su�t
de convoluer avec une Gaussienne� un terrain g�en�er�e avec une distribution Gaussienne�
pour obtenir l�auto�corr�elation d�esir�ee�

D�e�nition �� 
convolution avec une Gaussienne�

h��X� Y � �
�

�x�y
(

Z 
x

x��

Z 
y

y��
h�x� y�

�


� T �
gauss

e
� �x�X����y�Y ��

T�gauss dx dy

h� conserve la moyenne et l	�ecart�type de h� mais sa distance d	auto�corr�elation

vaut maintenant � Tapres �
q
T �
avant ! T �

gauss�

Il est donc facile de g�en�erer des terrains avec une auto�corr�elation impos�ee� A	n
d�acc�el�erer le calcul de la convolution� on peut utiliser une transform�ee de Fourier rapide�
Les r�esultats sont les suivants ��gure ���� p� ��� ��gure ���� p� ����


�
���� Limitations

On est maintenant capable de g�en�erer des terrains v�eri	ant les propri�et�es du mo�
d�ele de He�Sillion� On va pour cela cr�eer des terrains comme pr�ec�edemment indiqu�e�



���� R�esultats ��

Fig� ��� � terrains Gaussiens� distance d	auto�corr�elation � ���� �a gauche et ���� �a droite

avec des rugosit�es di��erentes� �Etant donn�e que nos terrains sont un ensemble de car�
reaux� on va avoir des limites� La distance d�auto�corr�elation �T � que l�on va imposer
devra �etre grande par rapport �a la taille d�un carreau ��l�� mais petite par rapport aux
dimensions totales de l��echantillon de surface ��n � �� �l� n �etant le nombre de som�
mets par c�ot�e du terrain�� De m�eme� les bornes entre lesquelles varient la hauteur de la
surface doivent �etre n�egligeables par rapport aux dimensions totales de l��echantillon de
surface� et surtout plus que n�egligeables par rapport �a la distance �a la source� Il faut
donc que �

T � �l et T 
 �n� �� �l� T

�l
� �n� �� �l

T
� T � pn � � �l

On peut donc choisir une distance d�auto�corr�elation qui est de cet ordre� Il ne
reste ensuite plus qu��a choisir un �ecart�type v�eri	ant les conditions de distance �a la
source �on rappelle que l�auto�corr�elation est ind�ependante d�un changement lin�eaire
des altitudes du terrain�� Il sera important de v�eri	er la reproductibilit�e des exp�eriences
en gardant une m�eme rugosit�e �T��� mais en changeant d��echelle les valeurs de T et ��


�
���� R�esultats


�
������ Banc d�essais On va g�en�erer deux terrains Gaussiens carr�es� avec les
propri�et�es suivantes �table ���� p� ���� Ces terrains seront eux�m�emes d�eclin�es en deux
changements lin�eaires des hauteurs� a	n d�avoir deux �ecart�types des hauteurs di��erents�
On ajoute aussi un cinqui�eme terrain�


�
������ Technique de calage On va d�es maintenant pr�esenter la technique de
calage que l�on utilisera plus avant pour comparer les di��erents r�esultats entre eux� La
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Fig� ��� � terrains Gaussiens� auto�corr�elation r�eelle et th�eorique

situation dans laquelle on se trouve est la suivante � on poss�ede une BRDF de r�ef�erence
�fr� et deux autres BRDFs �f� et f��� On cherche la combinaison lin�eaire de f� et f� telle
que l�erreur ��b ou �c� entre cette combinaison lin�eaire c� f� ! c� f� et fr soit minimale�
Les valeurs de ces BRDFs sont discr�etis�ees sur un ensemble de N points d��evaluations
�correspondant par exemple �a un capteur r�eel�� et alors index�ees par k� Les coe�cients
minimisant l�erreur �b sont alors �
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Tab� ��� � banc de test de terrains Gaussiens

vr� �
NX
k��

frk f�k � vr� �
NX
k��

frk f�k

v�� �
NX
k��

f�k f�k � v�� �
NX
k��

f��k � v�� �
NX
k��

f��k

c� �
v�� vr� � v�� vr�
v�� v�� � v���

� c� �
v�� vr� � v�� vr�
v�� v�� � v���

Dans le cas de �c� il su�t de substituer aux valeurs des BRDFs� le produit de ces
valeurs par le cosinus de l�angle entre la direction r�e��echie et la normale�


�
������ Terrain a� Le terrain a� est un terrain plut�ot ��di�us��� c�est��a�dire que
c�est un terrain rugueux qui a tendance �a r�e��echir la lumi�ere de fa�con di�use� On pourra
observer la forme de la BRDF pour les incidences de 
�o� ��o� ��o sur ��gure ����� p� ����
On constate un pic directionnel plut�ot di�us� qui s�ampli	e uniquement en incidence
tr�es rasante�

On peut aussi s�int�eresser �a ce qui se passe au niveau des r�e�exions multiples� Pour
cela� on donne le pourcentage de rayons ayant subi une r�e�exion simple ou multiple �table
���� p� ���� On constate qu�en incidence rasante� on a presque uniquement des r�e�exions
primaires� On peut voir comment se d�ecomposent ces r�e�exions ��gure ����� p� �
�� pour
une incidence de ��o�

incidence primaire secondaire tertiaire reste �energie r�e��echie


� degr�es 

�
���' 
������' �������' ��������' ��
����'

�� degr�es �������' �������' 
������' ��������' �����

'

�� degr�es ����


' ����
��' ����
��
' �������
�' �����
�'

Tab� ��
 � terrain a�� r�epartition des di��erentes r�e�exions

La r�e�exion primaire apporte la forme g�en�erale de la BRDF� alors que les r�e�
�exions multiples successives� forment une sorte de lobe dans la direction sp�eculaire�
qui contribue de moins en moins �a l��energie r�e��echie�
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Si l�on compare ces r�esultats avec le mod�ele de He�Sillion� on ne constate pas de
ressemblance particuli�ere� En e�et� on a surtout une di��erence dans la direction princi�
pale de r�e�exion �beaucoup plus d�o��sp�ecularit�e avec notre simulation�� Cependant� la
��forme g�en�erale��� c�est��a�dire assez di�use avec un lobe directionnel di�us est conserv�ee�
mais on ne peut pas consid�erer que les deux r�esultats soient compatibles�


�
������ Terrain a� Ce terrain a
 est un terrain beaucoup plus ��sp�eculaire�� �qui
a tendance �a r�e��echir la lumi�ere de fa�con sp�eculaire�� ce qui est logique puisque par
rapport au pr�ec�edent� les hauteurs varient beaucoup moins� ce qui le rend plus ��lisse���
On a un pic ��gure ����� p� �
�� sans presque aucune composante di�use �la BRDF est
vraiment nulle� c�est��a�dire que le capteur n�a re�cu aucune �energie� dans les directions
�eloign�ees du pic��

On peut aussi s�int�eresser �a ce qui se passe au niveau des r�e�exions multiples� Pour
cela� on donne le pourcentage de rayons ayant subi une r�e�exion simple ou multiple �table
���� p� ���� Contrairement aux r�esultats pr�ec�edents� les r�e�exions multiples deviennent
plus importantes pour les incidences rasantes� mais restent quand m�eme assez faibles
�table ���� p� ���� On peut voir comment se d�ecomposent ces r�e�exions ��gure ����� p�
���� pour une incidence de ��o�
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La r�e�exion primaire apporte la forme g�en�erale de la BRDF� alors que les r�e�
�exions multiples successives� forment une sorte de lobe dans la direction sp�eculaire�
qui contribue de moins en moins �a l��energie r�e��echie�
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incidence primaire secondaire tertiaire reste �energie r�e��echie


� degr�es �������' ��������
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��'
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Tab� ��� � terrain a�� r�epartition des di��erentes r�e�exion
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Comme plus avant� nous allons comparer le r�esultat de cette simulation avec le
mod�ele de He�Sillion� Ce mod�ele est utilis�e de la mani�ere d�ecrite dans �Emb�� � o�u
l�on retrouve les param�etres suivants � coe�cient de di�us uniforme� coe�cient de di�us
directionnel� rugosit�e de la surface� indice de r�efraction du mat�eriau� �Etant donn�e qu�il
nous reste des coe�cients que l�on ne sait pas r�esoudre �les coe�cients du di�us uniforme
et du di�us directionnel�� on va proc�eder �a un calage automatique comme pr�esent�e
pr�ecedemment de ces deux coe�cients sur le r�esultat obtenu avec le goniophotom�etre
virtuel�

Les r�esultats obtenus sont alors les suivants ��gure ����� p� ���� On e�ectue la
comparaison �a l�aide de la mesure d�erreur introduite dans �chapitre �� p� ����
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Fig� ���� � comparaison des r�esultats du goniophotom�etre avec un mod�ele analytique
th�eorique

On constate cependant� toujours une l�eg�ere di��erence dans les directions de sp�e�
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cularit�e entre les deux mod�eles� Les erreurs obtenues apr�es calage sont donn�ees dans
�table ���� p� ��� �le calage a �et�e e�ectu�e de fa�con �a minimiser �c��

angle d�incidence �b �c


�o 
�' 
�'

��o ��' 
�'

��o ��' 
�'

Tab� ��� � erreur entre un mod�ele th�eorique et le r�esultat d	une simulation du gonio�
photom�etre


�
���� Conclusion

En conclusion� on ne peut pas valider compl�etement le mod�ele de He�Sillion �a
l�aide des simulations que l�on a e�ectu�ees� Si la validation est satisfaisante dans le cas
de terrains peu rugueux� pour des rugosit�es plus importantes� les di��erences deviennent
trop importantes� Les raisons peuvent �etre les suivantes �

� on utilise une g�eom�etrie qui est beaucoup trop grossi�ere� et il faudrait travailler
�a des �echelles beaucoup plus 	nes en d�etails �c�est��a�dire voir le m�eme terrain de
beaucoup plus loin��

� les hypoth�eses de He�Sillion �par exemple que les e�ets d�ombrage d�un �el�ement
de surface sur ses voisins ne sont pas n�egligeables� particuli�erement dans le cas
d�une surface tr�es rugueuse��

Une des remarques importantes que l�on peut faire� est que les r�e�exions d�odre
multiples sont des r�e�exions tr�es sp�eculaires� et en aucun cas des r�e�exions di�uses�
comme suppos�ees dans de nombreux mod�eles�


�
�� Comparaison avec des r�esultats exp�erimentaux


�
���� �Etude des �echantillons fournis

Les �echantillons que l�on va maintenant �etudier sont des relev�es exp�erimentaux de
surfaces routi�eres� On a d�ej�a pu observer �a quoi ressemblaient visuellement ces �echan�
tillons� on va maintenant faire une petite analyse de leurs propri�et�es statistiques� On
constate que les hauteurs mesur�ees ne v�eri	ent pas une loi normale ��gure ����� p� ����

Les hauteurs semblent en fait v�eri	er une sorte de loi log�normale� c�est��a�dire que
le logarithme des hauteurs donne plus ou moins une distribution Gaussienne�
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�
���� �Etude des BRDFs calcul�ees et mesur�ees


�
������ Premier essai Nous allons commencer par e�ectuer des simulations simples�
avec des r�e�exions purement di�uses et purement sp�eculaires� Le calcul de la BRDF si�
mul�ee va �etre conduit de la mani�ere suivante �

�� pour chaque incidence� simulation avec une r�e�exion locale purement sp�eculaire
�l�indice de r�efraction a �et�e 	x�e �a ���
�� On obtient donc ce que l�on appellera la
BRDF simul�ee sp�eculaire� et que l�on notera BRDFs


� pour chaque incidence� simulation avec une r�e�exion locale purement di�use �fac�
teur de r�e�exion 	x�e �a ��'�� On obtient donc ce que l�on appellera la BRDF
simul�ee di�use� et que l�on notera BRDFd�

�� calage� en d�eterminant les coe�cients kd et ks de mani�ere �a ce que la BRDF
simul�ee 	nale� kdBRDFd ! ksBRDFs � soit la plus proche possible de la BRDF
r�eelle �en utilisant la technique de calage pr�esent�ee pr�ec�edemment��

Les r�esultats pour le rev�etement appel�e F��
 sont donn�es visuellement dans ��gure
����� p� ���� et les erreurs sont donn�ees dans �table ���� p� ���� Il ne faut pas vraiment
tenir compte de l�erreur �b� dans la mesure o�u lorsque les directions r�e��echies sont tr�es
rasantes� le r�esultat de la simulation est bruit�e� et n�est donc pas repr�esentatif par
rapport �a son produit avec le cosinus de l�angle z�enithal r�e��echi�

La premi�ere chose que l�on remarque lorsque l�on �etudie ces r�esultats� est l�ab�
sence de la r�etro�r�e�exion� A cette exception pr�es� la BRDF simul�ee est assez 	d�ele �a
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�' 
'
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��o 
�' ��'

Tab� ��� � comparaison des r�esultats du goniophotom�etre avec une BRDF r�eelle 
F��
�
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mesure (60)
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Fig� ���� � comparaison des r�esultats du goniophotom�etre 
r�e�exion locale di�use et
sp�eculaire� avec une BRDF r�eelle 
F��
� incidences de �� ��� ��� �� et �� degr�es�

celle mesur�ee� Mais� l�absence de cette r�etro�r�e�exion pose vraiment probl�eme � visible
dans la plupart des mat�eriaux tr�es rugueux� on ne parvient pas �a la simuler en faisant
uniquement des r�e�exions di�uses et sp�eculaires pures�


�
������ Deuxi�eme essai La question que l�on peut se poser est quelle est l�origine
de cette r�etro�r�e�exion) Ce ph�enom�ene� mal expliqu�e� est pourtant observ�e dans plu�
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sieurs des mat�eriaux dont on a des BRDFs exp�erimentales � peinture �Cornell�� brique
�CUReT�� rev�etement routier �LCPC�� Il pourrait �etre d�u �a des m�ecanismes d�absorp�
tion et de r�e�emission de la lumi�ere�

On va maintenant utiliser comme mod�ele de r�e�exion local une v�eritable BRDF�
L�id�eal serait d�avoir la BRDF d�un �echantillon de granulat� tels qu�ils sont utilis�es pour
la confection du rev�etement� On ne dispose malheureusement pas de cette information�
c�est pourquoi on va utiliser des mat�eriaux ��approchants�� dont on dispose� tels que �

� pl�atre�

� dalle rugueuse�

� ardoise�

� calcaire�

� brique�

� b�eton�

Ces mat�eriaux sont essentiellement di�us� m�emes si certains poss�edent un petit
peu de r�etro�r�e�exion� En utilisant le mat�eriau ��brique�� pour refaire la simulation pr�e�
c�edente� et en e�ectuant un calage uniquement sur la BRDF simul�ee �sans composante
sp�eculaire donc�� on obtient les r�esultats suivants ��gure ���
� p� ����

Le pic de r�etro�r�e�exion n�est toujours pas �agrant mais il y a quand m�eme une
am�elioration �l�erreur �c reste dans les 
'�� et le fait que l��energie repart dans la direction
de la source est quand m�eme bien visible�


�
�� Conclusion et perspectives

En conclusion� on peut dire que l�on a obtenu un outil� et que maintenant il s�agit
de l�utiliser encore plus a	n d�obtenir de nouveaux r�esultats� Au niveau de la validation
par l�exp�erience� les r�esultats sont encourageants� mais on constate que certains com�
portements ne sont pas reproductibles avec le mod�ele simpli	�e ��a la fois de g�eom�etrie
du terrain et de r�e�exion locale� que l�on a adopt�e�

Pour aller plus loin� on ne doit pas perdre de vue que le goniophotom�etre virtuel re�
cr�ee le comportement du goniophotom�etre r�eel avec 	nalement assez peu d�informations�
Si on peut esp�erer combler un certain nombre de manques dans le futures �notamment
sur la r�e�exion locale�� il restera toujours des hypoth�ese inv�eri	ables� C�est pourquoi
il sera int�eressant d��etudier le comportement du goniophotom�etre virtuel lorsque l�on
fait varier ses di��erents param�etres� a	n de pouvoir obtenir une information sur leur
in�uence respective sur le r�esultat 	nal�
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�
�� Autres utilisations du goniophotom	etre virtuel

Le goniophotom�etre virtuel peut avoir d�autres applications que le calcul de BRDFs�
En e�et� on peut l�utiliser a	n de calculer des coe�cients de masquage� a	n� l�a aussi de
valider des mod�eles th�eoriques�
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Il peut aussi servir �a mesurer� non plus des r�e�ectances� mais des transmittances�
Il su�rait d�e�ectuer quelques petites modi	cations �capteur situ�e dans l�h�emisph�ere
inf�erieur� mod�elisation de la transmission plut�ot que de la r�e�exion��

Une autre utilisation future est aussi la possibilit�e d�un retour vers les mod�eles
analytiques� Avec une meilleure compr�ehension des di��erents ph�enom�enes de r�e�exion�
on sera en mesure d�emettre de nouvelles hypoth�eses� et de les v�eri	er imm�ediatement�
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Chapitre �

Recomposition de BRDF


�� Objectif

Nous allons maintenant nous attaquer �a un probl�eme compl�ementaire� Maintenant
que l�on dispose de BRDFs� issues de mesures� ou bien issues de simulations� il va
falloir les utiliser� Pour cela� on doit �etre capable de recomposer une BRDF compl�ete�
�a partir de mesures� �eventuellement bruit�ees� Il faudra que notre recomposition v�eri	e
les propri�et�es suivantes �

� qualit�e de la recomposition� c�est��a�dire que la BRDF recompos�ee devra ressembler
le plus possible �a la BRDF originale� Nous v�eri	erons cela �a l�aide de nos mesures
d�erreurs �chapitre �� p� ����

� rapidit�e d��evaluation� Une fois la BRDF recompos�ee� on doit �etre en mesure de
l��evaluer le plus rapidement possible�

� validit�e du r�esultat 	nal� En e�et� m�eme si les mesures sont bruit�ees� le r�esultat
	nal doit v�eri	er les propri�et�es intrins�eques des BRDFs�

� une occupation m�emoire minimale�

De nombreux travaux ont �et�e accomplis avec ces objectifs� Des travaux corr�el�es qui
visent �a simpli	er le probl�eme sont aussi apparus� On pourra citer �DF�
 pour rendre
valides des mesures de BRDF et �Rus�� pour un nouveau syst�eme de coordonn�ees� Tous
ces travaux se situent en amont de la recomposition� et peuvent donc �etre exploit�es�
Pour ce qui est de la d�ependance en longueur d�onde� on s�en a�ranchira pour l�instant
�GMN�� �

Dans ce chapitre� nous allons pr�esenter quelques m�ethodes classiques de recom�
position� tout d�abord de fa�con purement math�ematique� ensuite en exploitant les pro�
pri�et�es particuli�eres des BRDFs� Nous introduirons ensuite une nouvelle m�ethode� et
nous e�ectuerons des comparaisons�

�
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�� Harmoniques sph�eriques

����� Introduction

D�e�nition �� On appelle � la sph�ere unit�e de IR��

Les harmoniques sph�eriques sont une base de fonctions qui permettent de repr�e�
senter les fonctions continues de � dans IC� On peut les voir comme une extension des
s�eries de Fourier� avec le m�eme principe de vision �a di��erentes fr�equences et l�apparition
de coe�cients�

D�e�nition �� On appelle �� la restriction de � au demi�espace z 	 ��

Les BRDFs sont des fonctions de ��� dans IR�� On va donc pouvoir aussi les re�
pr�esenter �a partir d�harmoniques sph�eriques� En exploitant les restrictions particuli�eres
dues aux BRDFs� on va chercher �a minimiser le nombre de coe�cients �a obtenir pour
avoir une bonne repr�esentation�

D�e�nition �� On param�etrise � 
resp� ��� de la fa�con suivante �

��� �� ��� �x� y� z�

�
�

�

x � � cos� sin �
y � � sin� sin �
z � � cos �

Avec � � ��# � 
resp� ��# ��  �� � � ��# 
� et � � IR�� On ne va s	int�eresser qu	�a des direc�
tions� donc � n	est pas utilis�e� ��� �� est aussi not�e �� On notera alors d� � sin � d� d��

x y

z

θ

ϕ

Fig� ��� � param�etrisation de �

D�e�nition �� 
produit interne sur �� soient f et g � � � IC� On d�e�nit leur pro�
duit interne par �

f � g �
�


�

Z
���

f��� g���d�

�
�


�

Z �

���

Z ��

	��
f��� �� g��� �� sin � d� d�
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o�u %x est le conjugu�e du nombre complexe x� On a donc la propri�et�e suivante �

Propri�et�e � g � f � f � g

����� Polyn�omes et fonctions de Legendre

	������ Polyn�omes de Legendre

Les polyn�omes de Legendre sont utilis�es comme solutions d��equations di��eren�
tielles classiques en physique� On ne donnera ici que leur d�e	nition �

D�e�nition �� 
polyn�omes de Legendre� On d�e�nit le polyn�ome de Legendre d	ordre
n 
n � IN� par �

pn � ���# � � IR

pn�z� �
�


n n*

dn

dzn

�
z� � �

�n

Le polyn�ome de Legendre d�ordre n est donc de degr�e n� Les polyn�omes de Le�
gendre sont aussi orthogonaux �

Propri�et�e � 
orthogonalit�e des polyn�omes de Legendre�

Z �

��
�pn�z� � dz �





n ! �Z �

��
pn�z� pm�z� dz � � � n �� m

Il v�eri	ent aussi la propri�et�e suivante �

Propri�et�e � pn��z� � ����npn�z�

La construction des polyn�omes de Legendre peut se faire par r�ecurrence �

Propri�et�e �� 
construction des polyn�omes de Legendre�

d

dz
pn���z�� z

d

dz
pn�z� � �n ! ��pn�z�

p�n��� � ����n
� � � � � � � � �
n� ��


 � � � � � � � 
n
p�n����� � �

Voici les premiers polyn�omes de Legendre �



��� Chapitre �� Recomposition de BRDF

p��z� � �
p��z� � z

p��z� � �
���z� � ��

p��z� � �
���z� � �z�

p��z� � �
����z� � ��z� ! ��

p��z� � �
����z� � 
�z� ! ��z�

p��z� � �
���
��z�� ���z� ! ���z� � ��

p��z� � �
����
�z�� ���z� ! ���z� � ��z�

� � �

	������ Fonctions de Legendre

D�e�nition �� 
fonctions de Legendre� On d�e�nit la fonction de Legendre d	ordre
�n�m� � IN�� � � m � n par �

pmn �z� � ��� z��
m
�
dm

dzm
pn�z�

p�mn �z� �
�n�m�*

�n ! m�*
pmn �z�

On a donc les propri�et�es suivantes �

Propri�et�e �� 
orthogonalit�e des fonctions de Legendre�

Z �

��
�pmn �z� � dz �





n ! �

�n ! m�*

�n �m�*Z �

��
pmn �z� pms �z� dz � � � n �� s

Propri�et�e �� pmn ��z� � ����n�mpn�z�

Les fonctions de Legendre ne sont pas des polyn�omes en z� �a cause de leur premier
terme� Toutefois� lorsqu�on substitue cos � �a z� on obtient des fonctions polyn�omiales en
cos � et sin �� en e�et �

Propri�et�e �� �� � ��# � � ��� cos� ��
m
� � sinm �

Voici les premi�eres fonctions de Legendre �
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p���z� � ��� z��
�
� p���cos �� � sin �

p���z� � ���� z��
�
� z p���cos �� � �

� sin 
�
p���z� � ���� z�� p���cos �� � �

���� cos 
��

p���z� � �
���� z��

�
� ��z� � �� p���cos �� � �

��sin � ! � sin ���
p���z� � ����� z��z p���cos �� � ��

� �cos � � cos ���

p���z� � ����� z��
�
� p���cos �� � ��

� �� sin � � sin ���

p���z� � �
���� z��

�
� �
z� � �z� p���cos �� � �

���
 sin 
� ! 
 sin ���
p���z� � ��

� ��� z���
z� � �� p���cos �� � ��
���� ! � cos
� � 
 cos ���

p���z� � ������ z��
�
� z p���cos �� � ���

� �
 sin 
� � sin ���
p���z� � ������ z��� p���cos �� � ���

� ��� � cos 
� ! cos ���
� � � � � �

	������ Normalisation

Les fonctions de Legendre telles que pr�esent�ees ici ne sont pas orthonorm�ees� On
d�e	nit donc les fonctions de Legendre normalis�ees �

D�e�nition �
 
fonctions de Legendre normalis�ees�

Pm
n �z� �

s

n ! �




�n�m�*

�n ! m�*
pmn �z�

On a donc la propri�et�e suivante �

Propri�et�e �� P�mn �z� � Pm
n �z�

����� Harmoniques sph�eriques

	������ Cas g�en�eral

D�e�nition �	 On appelle harmonique sph�erique d	ordre �n� l� � IN � ZZ��n � l � n�
la fonction de � � IC suivante �

Y l
n��� �� � P l

n�cos �� ei l	

Les harmoniques sph�eriques v�eri	ent les propri�et�es suivantes �

Propri�et�e �
 
manipulation des harmoniques sph�eriques�

Y l
n � Y �ln

Y l
n � Y l

n � �

Y l�
n�
� Y l�

n�
� � ssi n� �� n� ou l� �� l�



��
 Chapitre �� Recomposition de BRDF

Propri�et�e �	 
d�ecomposition sur �� soit f une fonction continue de � dans IC�

f��� �� �
��X
n��

nX
l��n

cln Y
l
n��� ��

cln � f � Y l
n �

�


�

Z �

���

Z ��

	��
f��� �� Y l

n��� �� sin � d� d�

�
�


�

Z �

���

Z ��

	��
f��� �� Y �ln ��� �� sin � d� d� �

�


�

Z
���

f��� Y �ln ��� d�

Cette d�ecomposition est exacte� On obtient une approximation de f en limitant
la somme en n� Cette limite sera appel�ee degr�e de la d�ecomposition et not�ee d� On
constate qu�une repr�esentation de degr�e � est tout simplement une constante valant la
moyenne de la fonction originale� En e�et �

c�� �
�


�

Z
���

f���
�p


d�

f���
�� � c��

�p



�
�

��

Z
���

f��� d�

	������ Restriction aux fonctions r�eelles

Pour simpli	er les notations� on pose �

D�e�nition �� 
harmoniques sph�eriques r�eelles�

Al
n��� �� � ��Y l

n��� ��� � P l
n�cos �� cos�l��

Bl
n��� �� � ��Y l

n��� ��� � P l
n�cos �� sin�l��

Cette d�ecomposition est valable pour les fonctions de � dans IC� Or on ne s�int�eresse
qu�aux fonctions �a valeurs dans IR� On peut donc �ecrire� pour f �a valeurs r�eelles �

f��� �� � �
�
���X
n��

nX
l��n

cln Y
l
n��� ��

�
A

�
��X
n��

	
�
�
c�n Y

�
n ��� ��

�
!

nX
l��

�
�
cln Y

l
n��� �� ! c�ln Y �ln ��� ��

�


�
��X
n��

	
�
�
c�n Y

�
n ��� ��

�
!

nX
l��


�
�
cln Y

l
n��� ��

�


Car cln Y
l
n et c�ln Y �ln sont conjugu�ees�

Propri�et�e �� 
restriction des harmoniques sph�eriques aux fonctions r�eelles�

Si on pose �



���� Harmoniques sph�eriques ���

aln �

l���


�

Z
���

f���P l
n�cos �� cos�l�� d� �


l���


�

Z
���

f���Al
n��� d�

bln �

l���


�

Z
���

f���P l
n�cos �� sin�l�� d� �


l���


�

Z
���

f���Bl
n��� d�

o�u l	expression bool�eenne l �� � vaut � lorsqu	elle est vraie� � quand elle est fausse�
Il en sera de m�eme pour toutes les expressions bool�eennes avec les signes � ou �� utilis�ees
dans les formules par la suite� On a alors �

cln �
�


l���
�aln � ibln�

f��� �� �
��X
n��

nX
l��

�
aln cos�l�� ! bln sin�l��

�
P l
n�cos ��

�
��X
n��

nX
l��

alnA
l
n��� ! blnB

l
n���

	������ Restriction �a ��

Dans le cas des BRDFs� ce qui nous int�eressera ne concernera que la demi�sph�ere
sup�erieure� donc ��� On peut utiliser cette propri�et�e pour diminuer le nombre de coef�
	cients� Si on dispose d�une fonction f de �� dans IR� on peut �etendre cette fonction �a
� � IR de la mani�ere suivante �

D�e�nition �� soit f � �� � IR� on �etend f �a � � IR par �

���� �� � ��#
�



 � ��# 
� � f�� � �� �� � f��� ��

En utilisant cette d�e	nition� on peut �ecrire �

cln �
�


�

Z �

���

Z ��

	��
f��� ��P l

n�cos �� e�il	 sin � d� d�

�
�


�

Z �
�

���

Z ��

	��
f��� ��P l

n�cos �� e�il	 sin � d� d�!

�


�

Z �

���
�

Z ��

	��
f��� ��P l

n�cos �� e�il	 sin � d� d�

En utilisant le changement de variable � � � � �� on peut �ecrire �

cln �
�


�

Z �
�

���

Z ��

	��
f��� ��P l

n�cos �� e�il	 sin � d� d��
�


�

Z �

���
�

Z ��

	��
f�� � �� ��P l

n�cos�� � ��� e�il	 sin�� � �� d�d�

�
� ! ����n�l


�

Z �
�

���

Z ��

	��
f��� ��P l

n�cos �� e�il	 sin � d� d�
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Donc on obtient �

Propri�et�e �� 
d�ecomposition sur ��� fonctions quelconques�

f��� �� �
��X
n��

nX
l��n

n�l pair

dln Y
l
n��� ��

dln �
�

�

Z �
�

���

Z ��

	��
f��� �� Y �ln ��� �� sin � d� d� �

�

�

Z
����

f��� Y �ln ��� d�

Pour les fonctions r�eelles on a �

Propri�et�e �� 
d�ecomposition sur ��� fonctions r�eelles�

f��� �� �
��X
n��

nX
l��

n�l pair

�
aln cos�l�� ! bln sin�l��

�
P l
n�cos ��

�
��X
n��

nX
l��

n�l pair

alnA
l
n��� ! blnB

l
n���

aln �

l���

�

Z
����

f���P l
n�cos �� cos�l�� d� �


l���

�

Z
����

f���Al
n��� d�

bln �

l���

�

Z
����

f���P l
n�cos �� sin�l�� d� �


l���

�

Z
����

f���Bl
n��� d�

	������ Autres simpli�cations

Dans le cas o�u f v�eri	e la propri�et�e suivante �

Propri�et�e �� 
fonction sym�etrique� f � � � IR est dite sym�etrique� si� et seule�
ment si �

���� �� � ��# � � ��# 
� � f������ � f��� 
� � �� � f��� ��

Cette propri�et�e permet d��eliminer des coe�cients nuls� En e�et� tous les coe��
cients bln sont nuls� et on peut r�eduire le domaine d�int�egration des coe�cients aln par
deux� En e�et �
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�


�

Z �

���

Z ��

	��
f��� ��P l

n�cos �� eil	 sin � d� d�

�
�


�

Z �

���

�Z �

	��
f��� �� eil	 d�!

Z ��

	��
f��� �� eil	 d�

�
P l
n�cos �� sin � d�

�
�


�

Z �

���

�Z �

	��
f��� �� eil	 d��

Z �

���������	
f��� 
� � �� eil	����
 d�

�
P l
n�cos �� sin � d�

�
�


�

Z �

���

�Z �

	��
f��� �� eil	 d� !

Z �

���
f��� �� eil	����
 d�

�
P l
n�cos �� sin � d�

�
�


�

Z �

���

Z �

	��
f��� ��P l

n�cos ��
�
eil	 ! eil	���	


�
sin � d� d�

�
�

�

Z �

���

Z �

	��
f��� ��P l

n�cos �� cos�l�� sin � d� d�

����� Application aux BRDF

L�utilisation d�harmoniques sph�eriques pour la repr�esentation de BRDFs a d�ej�a
�et�e abord�ee dans la litt�erature �SAWG�� � Cependant� nous tenons ici �a pr�esenter de
fa�con claire et tr�es pr�ecise les formules �a utiliser a	n de permettre une utilisation directe�

	������ Extension �a ��

L�extension des harmoniques sph�eriques �a �� se fait assez facilement� mais impose
une �ecriture assez lourde puisqu�on se retrouve avec une indexation �a quatre variables�
Dans le cas g�en�eral on peut �ecrire �

Propri�et�e �� 
d�ecomposition sur ��� soit f � �� � IC et continue �

f���� ��� �
�X

n���

n�X
l���n�

�X
n���

n�X
l���n�

cl� l�n� n�
Y l�
n�

���� Y
l�
n�

����

cl� l�n� n�
�

�

���

Z Z
	�����
���

f���� ��� Y
�l�
n�

���� Y
�l�
n�

���� d�� d��

Pour simpli�er les notations on pose �

Y l� l�
n� n�

� Y l�
n�
Y l�
n�

	������ Restriction aux fonctions r�eelles

De la m�eme mani�ere que pour �� on peut restreindre la d�ecomposition pour les
fonctions r�eelles� Toutefois les calculs pour le d�emontrer sont longs et lourds et on
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n�exposera que le r�esultat �

Propri�et�e �� soit f � �� � IR� On a alors �

f���� ��� �

�X
n���

n�X
l���

�X
n���

n�X
l���

�
BBB�

aal� l�n� n�
cos�l���� cos�l���� !

abl� l�n� n�
cos�l���� sin�l���� !

bal� l�n� n�
sin�l���� cos�l���� !

bbl� l�n� n�
sin�l���� sin�l����

�
CCCA P l�

n�
�cos ���

P l�
n�

�cos ���

�

�X
n���

n�X
l���

�X
n���

n�X
l���

	
aal� l�n� n�

Al�
n�

����A
l�
n�

���� ! abl� l�n� n�
Al�
n�

����B
l�
n�

���� !
bal� l�n� n�

Bl�
n�

����A
l�
n�

���� ! bbl� l�n� n�
Bl�
n�

����B
l�
n�

����




aal� l�n� n�

abl� l�n� n�

bal� l�n� n�

bbl� l�n� n�

�


�



�

�

l� ����l� ���

���

ZZ
	�����
���

f���� ���

�


�



�

cos�l���� cos�l����
cos�l���� sin�l����
sin�l���� cos�l����
sin�l���� sin�l����

�


�



�

P l�
n�

�cos ��� d��
P l�
n�

�cos ��� d��

�

l� ����l� ���

���

ZZ
	�����
���

f���� ���

�


�



�

Al�
n�

����Al�
n�

����
Al�
n�

����B
l�
n�

����
Bl�
n�

����Al�
n�

����
Bl�
n�

����B
l�
n�

����

�


�



�
d�� d��

	������ Restriction �a ���

De la m�eme mani�ere que sur ��� on peut r�eduire le nombre de coe�cients� Par
rapport �a la d�e	nition pr�ec�edente on se retrouve avec �

Propri�et�e �� 
d�ecomposition sur ���� fonctions r�eelles� soit f � ��� � IR et
continue �

f���� ��� �
�X

n���

n�X
l���

n��l� pair

�X
n���

n�X
l���

n��l� pair

� � �

aal� l�n� n�

abl� l�n� n�

bal� l�n� n�

bbl� l�n� n�

�


�



� �


l� ����l� ���

��

ZZ
	�����
����

� � �

	������ BRDFs anisotropes

Par rapport aux harmoniques sph�eriques pr�ec�edentes� la seule condition suppl�e�
mentaire apport�ee par les BRDF anisotropes est le principe de r�eciprocit�e� c�est��a�dire �

D�e�nition �� 
principe de r�eciprocit�e� soit f une BRDF� f v�eri�e �

����� ��� � ��� � f���� ��� � f���� ���
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Propri�et�e �� 
manipulation de sommes�

dX
n���

dX
n��n���

�
dX

n���

n���X
n���

�
dX

n���

n���X
n���

n�X
l���n�

n�X
l��l���

�
n�X

l���n���

l���X
l���n�

�
n�X

l���n�

l���X
l���n�

Les d�emonstrations se font simplement �a l�aide de dessins� On justi	e les troisi�emes
membres de l��egalit�e par le fait que lorsqu�un signe somme est utilis�e avec des bornes
strictement d�ecroissantes� la somme correspondante est nulle �par une simple convention
de notations�� On va chercher �a utiliser toutes les propri�et�es pr�ec�edentes dans la somme
suivante �

S �
dX

n���

n�X
l���n�

dX
n���

n�X
l���n�

f l� l�n� n�
�

�S��
dX

n���

n���X
n���

n�X
l���n�

n�X
l���n�

f l� l�n� n�
!

�S��
dX

n���

n�X
l���n�

n�X
l���n�

f l� l�n� n�
!

�S��
dX

n���

dX
n��n���

n�X
l���n�

n�X
l���n�

f l� l�n� n�

En utilisant la premi�ere propri�et�e de manipulation des sommes� on peut �ecrire �

S� �
dX

n���

n���X
n���

n�X
l���n�

n�X
l���n�

f l� l�n� n�
�

dX
n���

n���X
n���

n�X
l���n�

n�X
l���n�

f l� l�n� n�

On cherche maintenant �a calculer S�� On peut �ecrire �

S� �
dX

n���

n�X
l���n�

n�X
l���n�

f l� l�n� n�
�

�S���
dX

n���

n�X
l���n�

l���X
l���n�

f l� l�n� n�
!

�S���
dX

n���

n�X
l���n�

f l� l�n� n�
!

�S���
dX

n���

n�X
l���n�

n�X
l��l���

f l� l�n� n�

En utilisant la deuxi�eme propri�et�e de manipulation des sommes� on peut �ecrire �
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S�� �
dX

n���

n�X
l���n�

l���X
l���n�

f l� l�n� n�
�

dX
n���

n�X
l���n�

l���X
l���n�

f l� l�n� n�

On a donc � S� �
dX

n���

n�X
l���n�

l�X
l���n�

f l� l�n� n�
! f l� l�n� n�


l��l�

Et au 	nal � S �
dX

n���

n�X
l���n�

n�X
n���

l�	n��n�

n�	n�
n�
X
l���n�

f l� l�n� n�
! f l� l�n� n�


	n��n�
	l��l�


A cause du principe de r�eciprocit�e� on peut �ecrire �

cl� l�n� n�
� cl� l�n� n��X

n���

n�X
l���n�

�X
n���

n�X
l���n�

cl� l�n� n�
Y l� l�
n� n�

���� ���

�
�X

n���

n�X
l���n�

n�X
n���

l�	n��n�

n�	n�
n�
X
l���n�

cl� l�n� n�


	n��n�
	l��l�


�
Y l� l�
n� n�

���� ��� ! Y l� l�
n� n�

���� ���
�

On diminue ainsi le nombre de coe�cients� En utilisant le fait que la BRDF est
d�e	nie sur ��� on se retrouve avec la d�ecomposition suivante �

Propri�et�e �
 
d�ecomposition d�une BRDF anisotrope� soit f � ��� � IR� une
BRDF anisotrope� On a alors �

f���� ��� �

�X
n���

n�X
l���

n��l� pair

n�X
n���

l�	n��n�

n�	n�
n�
X

l���
n��l� pair

�
BBBBBB�

aal� l�n� n�

�
Al�
n�

����Al�
n�

���� ! Al�
n�

����Al�
n�

����
�

!

abl� l�n� n�

�
Al�
n�

����Bl�
n�

���� ! Al�
n�
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Exprim�ee de cette mani�ere� la somme est compacte� mais pr�esente des termes
super�us� En e�et abl� �

n� n�
� ba� l�

n� n�
� bbl� �

n� n�
� bb� l�n� n�

sont nuls� On peut essayer d��evaluer le
nombre maximum de coe�cients potentiellement non nuls dans cette formule� C�est un



���� Harmoniques sph�eriques ���

calcul tr�es p�enible ��a cause des multiples cas de parit�e� mais assez simple� Le r�esultat
est �

Propri�et�e �	 
nombre de coe�cients pour une BRDF anisotrope�
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	�����
 BRDFs anisotropes particuli�eres

Dans la plupart des cas� les BRDFs anisotropes dont on dispose ont quand m�eme
des propri�et�es particuli�eres� Notamment des propri�et�es de sym�etrie� Interessons nous
aux BRDFs v�eri	ant les propri�et�es suivantes �

D�e�nition �� 
BRDFs sym�etriques� soit f une BRDF� f est dite sym�etrique si
elle v�eri�e �
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�
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��� f���� ��� ��� ��� � f�������� �������
�
� f���� ��� ��� ��� � f���� � ! ��� ��� � ! ���

Ces deux propri�et�es sont notamment v�eri	�ees par les mod�eles de Ward �War�
a 
et de Lafortune �LFTG�
 � dans le cas anisotrope� Elles permettent de diminuer gran�
dement le nombre de coe�cients� En e�et� on peut montrer que �

aal� l�n� n�
� � pour l� � l� impair� d�eduit de ��� et �
�

abl� l�n� n�
� � tout le temps� d�eduit de ���

bal� l�n� n�
� � tout le temps� d�eduit de ���

bbl� l�n� n�
� � pour l� � l� impair� d�eduit de ��� et �
�
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De plus� des regroupements de domaine peuvent �etre e�ectu�es� et on se retrouve
avec la formule suivante �

Propri�et�e �� 
d�ecomposition d�une BRDF anisotrope sym�etrique� soit f � ��� �
IR� une BRDF anisotrope sym�etrique� On a alors �
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La somme pr�esente toujours des termes super�us� En e�et� tous les bbl� �
n� n�

et bb� l�n� n�

sont nuls� On peut essayer d��evaluer le nombre maximum de coe�cients potentiellement
non nuls dans cette formule� C�est un calcul tr�es p�enible ��a cause des multiples cas de
parit�e� mais assez simple� Le r�esultat est �

Propri�et�e �� 
nombre de coe�cients pour une BRDF anisotrope sym�etrique�


d pair�
�

�

d� !

�

�
d� !

��

�
d� !

�

�
d ! 



d impair�
�

�

d� !

�

�
d� !

��

��
d� !

�

�
d !


�

�


	�����	 BRDFs isotropes

Par rapport aux BRDFs anisotropes� on ajoute une nouvelle condition� c�est l�iso�
tropie� Pour une d�e	nition compl�ete de l�isotropie� on se reportera �a �paragraphe ������
p� ���� On rappelle juste qu�une condition n�ecessaire d�isotropie est que la somme des
d�eriv�ees partielles de la BRDF par rapport �a chacun de ses angles azimutaux doit �etre
nulle�

Pour exploiter cette propri�et�e on va r�epartir des harmoniques sph�eriques com�
plexes sur ���� On a donc �
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Les fonctions Z d�e	nissent une base� on cherche donc celles qui sont isotropes� On
doit donc avoir �
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�Etant donn�e que les Y forment une base lin�eairement ind�ependante� la seule so�
lution est que l� ! l� � �� On va chercher �a limiter notre somme �a ce cas� �Ecrire
directement l� � �l� dans la somme n�est pas juste� car les domaines de variations de l�
ne lui permettent pas forc�ement de valoir �l�� On cherche donc quand cela est possible �

�er cas � n� � n� � �n� � l� � n�
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Ce qui nous am�ene au r�esultat suivant �
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Le fait que n��n� soit pair est d�eduit de n�� l pair� n� ! l pair �l� � l� l� � �l��
On cherche donc �a calculer les cl�ln� n�

� En e�ectuant les changements de variables � � ��

et � � �� � ��� on obtient �
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Le fait que cl�ln� n�
soit r�eel �etait pr�evisible dans la mesure o�u la fonction ne doit

d�ependre que de j�����j et donc que les termes en sin�l�� ne doivent pas appara�"tre� On
constate aussi que cl�ln� n�

� c�l ln� n�
� On r�e�ecrit la d�ecomposition sous la forme suivante �
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On peut aussi facilement d�emontrer que �
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manipulation des fonctions Z�
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Ce qui fait que l�on peut �ecrire �
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Ce qui fait que l�on arrive au r�esultat 	nal �
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d�ecomposition d�une BRDF isotrope� soit f � ��� � IR� une
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Le coe�cient devant les int�egrales dans aln� n� se justi	e de la mani�ere suivante �
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On peut essayer d��evaluer le nombre maximum de coe�cients dans cette formule�
C�est un calcul tr�es p�enible ��a cause des multiples cas de parit�e� mais assez simple� Le
r�esultat est �

Propri�et�e �� 
nombre de coe�cients pour une BRDF isotrope�
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On peut r�esumer les nombres de coe�cients dans le repr�esentation d�une BRDF
par le graphique ��gure ���� p� �����

	������ Conservation de l��energie

Les BRDFs v�eri	ent aussi une propri�et�e que l�on n�a pas encore exploit�ee�

Propri�et�e �� 
conservation de l��energie� soit f une BRDF� On a alors �
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Fig� ��
 � nombre de coe�cients d	une repr�esentation

Il est facile de v�eri	er que la fonction recompos�ee v�eri	e aussi cette propri�et�e� Il
nous su�t en fait de savoir calculer �

Z �
�

���
P l
n�cos �� cos � sin � d� �

Z �

�
P l
n�z� z dz

	������ Un exemple

A	n de s�assurer du bon fonctionnement de la m�ethode pr�esent�ee ici� et de la vali�
dit�e des �equations destin�ees au calcul� on va pr�esenter un petit exemple de recomposition
de BRDF �a l�aide des harmoniques sph�eriques�

Les calculs ont �et�e faits sur une station �a base de R����� cadenc�e �a ���Mhz� On
notera �

d le degr�e de la repr�esentation�
nt le nombre de coe�cients calcul�es�
nn le nombre de coe�cients non nuls�
�b l�erreur fonctionnelle �chapitre �� p� ����
�c l�erreur �energ�etique �chapitre �� p� ����
tc le temps total de calcul des coe�cients�
te le temps d��evaluation moyen de la repr�esentation�

	�������� Une BRDF isotrope Il s�agit d�une BRDF analytique issue du mod�ele
de Lafortune �LFTG�
 � Elle poss�ede une composante di�use constante� un lobe sp�e�
culaire et un lobe de r�etro�r�e�exion� les deux lobes �etant isotropes� Les r�esultats sont
visibles dans �table ���� p� ���� et sur ��gure ���� p� �����
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Tab� ��� � harmoniques sph�eriques appliqu�ees �a une BRDF analytique isotrope

Fig� ��� � de gauche �a droite� fonction originale 
BRDF analytique isotrope�� harmo�
niques sph�eriques de degr�e �� harmoniques sph�eriques de degr�e � 
incidence de ��o�

	�������� Une BRDF anisotrope Il s�agit d�une BRDF analytique issue du mo�
d�ele de Lafortune� Elle poss�ede une composante di�use constante� un lobe sp�eculaire et
un lobe de r�etro�r�e�exion� les deux lobes �etant anisotropes� Les r�esultats sont visibles
dans �table ���� p� ���� et sur ��gure ���� p� �����
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Tab� ��
 � harmoniques sph�eriques appliqu�ees �a une BRDF analytique anisotrope


�� Polyn�omes de Zernike

����� Introduction

D�e�nition �� On appelle � le disque unit�e de IR��
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Fig� ��� � de gauche �a droite� fonction originale 
BRDF analytique anisotrope�� harmo�
niques sph�eriques de degr�e �� harmoniques sph�eriques de degr�e �� 
incidence de ��o�

Les polyn�omes de Zernike sont une base de fonctions qui permettent de repr�esenter
les fonctions continues de � dans IC� C�est le m�eme principe que les s�eries de Fourier ou
les harmoniques sph�eriques� �Etant donn�e que les BRDFs sont d�e	nies sur ��� et que ��

est isomorphe �a �� on va pouvoir utiliser ces polyn�omes pour repr�esenter des BRDFs�
L��etude qui va conduire �a l�adaptation de cette base aux BRDFs est tr�es similaire �a
celle faite pour les harmoniques sph�eriques� ce qui fait que l�on se reportera �a celle�ci
pour la plupart des d�emonstrations�

D�e�nition �� On param�etrise � de la fa�con suivante �

��� ��� �x� y�

�
x � � cos�
y � � sin�

Avec � � ��# � et � � ��# 
� � ��� �� est aussi not�e �� On notera alors d� � � d� d��

D�e�nition �� 
produit interne sur �� soient f et g � � � IC� On d�e�nit leur pro�
duit interne par �

f � g �



�

Z
��


f��� g���d�

�



�

Z �

���

Z ��

	��
f��� �� g������ d� d�

On a donc la propri�et�e suivante �

Propri�et�e �� g � f � f � g
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	������ Polyn�omes radiaux

Les polyn�omes radiaux de Zernike sont tr�es proches des polyn�omes de Jacobi� et
l�on ne donnera ici que leur d�e	nition �

D�e�nition �� 
polyn�omes de Zernike� On d�e�nit le polyn�ome radial de Zernike
d	ordre �n� l� � IN�� l � n� n� l pair par �
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On d�e�nit aussi �

r�ln � rln

Le polyn�ome radial de Zernike d�ordre �n� l� est donc de degr�e n� Les polyn�omes
radiaux de Zernike sont aussi orthogonaux �
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Voici les premiers polyn�omes radiaux de Zernike �
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On va normaliser ces polyn�omes pour leur utilisation ult�erieure�

D�e�nition �
 
polyn�omes radiaux de Zernike normalis�es� On appelle polyn�omes
radiaux de Zernike normalis�es les Rl

n d�e�nis par �

Rl
n �

r
n ! �



rln
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	������ Polyn�omes circulaires

D�e�nition �	 On appelle polyn�ome circulaire de Zernike d	ordre �n� l� � IN�ZZ��n �
l � n� la fonction de � � IC suivante �

U l
n��� �� � Rl

n��� ei l 	

Les polyn�omes circulaires de Zernike v�eri	ent les propri�et�es suivantes �

Propri�et�e �
 
manipulation des polyn�omes circulaires de Zernike�

U l
n � U�ln

U l
n � U l

n � �

U l�
n�
� U l�

n�
� � ssi n� �� n� ou l� �� l�

����� Utilisation des polyn�omes de Zernike

	������ D�ecomposition des fonctions sur �

Les polyn�omes circulaires de Zernike forment une base orthonorm�ee pour les fonc�
tions continues de � � IC� On peut donc �ecrire �

Propri�et�e �	 
d�ecomposition sur �� soit f une fonction continue de � dans IC�

f��� �� �
��X
n��

nX
l��n

clnU
l
n��� ��

cln � f � U l
n �




�

Z �

���

Z ��

	��
f��� ��U l

n��� �� � d�d�

�



�

Z �

���

Z ��

	��
f��� ��U�ln ��� �� � d�d��




�

Z
��


f���U�ln ��� d�

Cette d�ecomposition est exacte� On obtient une approximation de f en limitant
la somme en n� Cette limite sera appel�ee degr�e de la d�ecomposition et not�ee d�

	������ D�ecomposition des fonctions sur ��

Il est �evident que � et �� peuvent �etre mis en bijection� On pourra donc utiliser
les polyn�omes de Zernike pour d�ecomposer les fonctions de �� � IC� Cependant� cette
bijection ne peut pas �etre quelconque� �etant donn�e qu�en pratique� on va limiter la
somme� Il semble logique que � sur � soit le m�eme que � sur ��� On va donc chercher
�a conserver l�homog�en�eit�e des �el�ements de surface �
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� d� d�R

 � d� d�

�
sin � d� d�R

�� sin � d� d�

� � d� d�

�
�

sin � d� d�


�
� 
 � d� � sin � d�
� d���� � d�� cos ��

� � �
p
K � cos �

or � ��� � �� � � et �

�
� �

�




�
� �

� � �
p

�� cos � �
p


 sin
�




A	n de simpli	er les notations� on note �

D�e�nition �� 
polyn�omes circulaires de Zernike sur ���

�Rl
n�cos �� � Rl

n

�p

 sin

�




�
�U l
n��� �� � �Rl

n�cos �� ei l	

On peut donc utiliser les polyn�omes radiaux de Zernike pour repr�esenter des
fonctions de �� dans IC� C�est la propri�et�e suivante �

Propri�et�e �� 
d�ecomposition sur ��� soit f une fonction continue de �� dans IC �

f��� �� �
��X
n��

nX
l��n

cln U
l
n

�p

 sin

�



� �

�

cln �



�

Z �

���

Z ��

	��
f

�

 sin��

�p


� �

�
U l
n��� ��� d� d�

�
�

�

Z �
�

���

Z ��

	��
f��� ��U�ln

�p

 sin

�



� �

�
sin � d� d�

�
�

�

Z �
�

���

Z ��

	��
f��� �� �U�ln ��� �� sin � d� d�

����� Application aux BRDFs

L�utilisation des polyn�omes radiaux dans la repr�esentation de BRDFs a �et�e intro�
duite dans �JKS�� �

	������ Adaptation des harmoniques sph�eriques

En observant la formule pr�ec�edente� on s�aper�coit qu�elle est identique �a la d�ecom�
position en harmoniques sph�eriques sur �� �propri�et�e ��� p� ����� en substituant �Rl

n �a
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P l
n� On va donc pouvoir utiliser directement tous les r�esultats trouv�es avec les harmo�

niques sph�eriques� sachant que les polyn�omes de Zernike v�eri	ent les m�emes propri�et�es
essentielles que les fonctions de Legendre� Il su�t donc de remplacer les P l

n par des �Rl
l

dans �propri�et�e ��� p� ����� �propri�et�e �
� p� ���� et �propri�et�e ��� p� �����

	������ Un exemple

On pr�esente ici le m�eme exemple que celui utilis�e pour les harmoniques sph�eriques
�p� �����

	�������� Une BRDF isotrope Les r�esultats sont visibles dans �table ���� p� ����
et sur ��gure ���� p� �����

d � � 
 � � ��

nt � 
 � �� �� 
��

e� ���' ��' ��' 
�' �' �'

e� �
' ��' �
' ��' �' �'

tc ���ms ����s ��
�s ����s ���
s �mn ��s

te ����ms ����ms ����ms ����ms ����ms ����ms

Tab� ��� � polyn�omes de Zernike appliqu�es �a une BRDF analytique isotrope

Fig� ��� � de gauche �a droite� fonction originale 
BRDF analytique isotrope�� polyn�omes
de Zernike de degr�e �� polyn�omes de Zernike de degr�e � 
incidence de ��o�

	�������� Une BRDF anisotrope Les r�esultats sont visible dans �table ���� p�
���� et sur ��gure ���� p� �����


�� Ondelettes sph�eriques

Nous n�allons pas exposer la th�eorie des ondelettes dans ce travail� Pour cela� on
se reportera �a �SDS��a� SDS��b qui est un cours d�introduction g�en�eral au principe des
ondelettes�
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�

d � � 
 � � ��

nt 
 � �� �� ��� ����

nn � � � �� 
�� ����

�b ���' ���' �
' ��' �
' �'

�c ���' ��
' ��' ��' ��' �'

tc ����s �mn ��s �mn �
s ��mn ��s 
h �mn ��h ��mn

te ����ms ����ms ����ms ���
ms ���
ms ���
ms

Tab� ��� � polyn�omes de Zernike appliqu�es �a une BRDF analytique anisotrope

Fig� ��� � de gauche �a droite� fonction originale 
BRDF analytique anisotrope�� poly�
n�omes de Zernike de degr�e �� polyn�omes de Zernike de degr�e �� 
incidence de ��o�

En e�et� les ondelettes sont une technique g�en�erale de repr�esentation de fonctions�
Elles ont �et�e appliqu�ees �a bien des domaines di��erents� Le principe g�en�eral est de de�
composer de fa�con hi�erarchique des fonctions� Cela permet de d�ecrire n�importe quelle
fonction �a l�aide d�une forme globale grossi�ere� et de rajouter des d�etails de plus en plus
	ns� L�avantage est que l�on peut avoir une repr�esentation d�une fonction avec di��erents
niveaux de d�etails�

Les ondelettes sph�eriques ont �et�e introduites par �SS�� � et permettent d�appliquer
la technique des ondelettes �a des fonctions d�e	nies sur la sph�ere� Elles ont ensuite �et�e
adapt�ees aux BRDFs par �LF�
a� LF�
b �

Les ondelettes restent complexes �a mettre en place� notamment dans le cas des
BRDFs�

�A partir de maintenant� nous allons pr�esenter une m�ethode que nous avons d�eve�
lopp�ee� dans le cadre de la recomposition des BRDF� Nous allons tout d	abord exposer
une technique d	interpolation adapt�ee aux BRDF� puis une m�ethode g�en�erique de repr�e�
sentation des BRDF�
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�	 Interpolation

��
�� Introduction

Lorsque des mesures de BRDF sont e�ectu�ees� il est rare que l�on obtienne un
ensemble de valeurs pour des directions d�incidence et de re�exion n�ayant aucun lien
les unes avec les autres� En e�et� cet ensemble de directions est souvent structur�e�

Ainsi� on e�ectue souvent les mesures de la BRDF en 	xant d�abord la direction
d�incidence� puis en �echantillonnant toutes les directions r�e��echies� Dans ce cas� il est
facile de recomposer la BRDF� incidence par incidence� et d�interpoler lin�eairemen �ou
de fa�con plus �evolu�ee� entre ces di��erentes incidences�

��
�� Interpolation am�elior�ee

	�
���� Structure des donn�ees

On admet que l�on dispose de la BRDF pour un certain nombre d�incidences
donn�ees ��i� � �i� � � � � � �in�� Pour ces incidences� on admet que l�on connait compl�etement
la BRDF restreinte �a chacune de ces incidences �appel�ee BRDF projet�ee�� sur tout le
domaine de l�h�emisph�ere sup�erieur� On va chercher �a obtenir la BRDF pour n�importe
quel couple de directions d�incidence et de r�e�exion� On a donc un ensemble de n
surfaces� chacune de ces surfaces correspondant �a la BRDF projet�ee pour l�incidence �ik �
et on veut obtenir la surface correspondant �a une direction d�incidence �i quelconque�

	�
���� Id�ee de base

On se donne un couple de directions quelconques ��i� �e� et on cherche �a calculer
la valeur de la BRDF pour ces directions� On commence tout d�abord par encadrer
�i par les plus proches directions incidentes dont on dispose dans les donn�ees� au sens
de �� en s�a�ranchissant pour l�instant du cas anisotrope� On se retrouve donc avec
��i � �i � ��i � Au lieu d�interpoler simplement de fa�con lin�eaire en �ecrivant �

f��i� �e� �� �
���i � �i� f���i � �e� �� ! ��i � ��i � f���i � �e� ��

��i � ��i

on va chercher �a interpoler de fa�con plus adapt�ee �a notre situation particuli�ere�
En e�et� si on prend le cas d�une r�e�exion miroir ��i � �e�� ��gure ��
� p� �����

On aurait envie d�interpoler entre les valeurs de la BRDF pour les directions
miroirs correspondant �a ��i et ��

i � en �ecrivant �

f��i� �e� �� �
���i � �i� f���i � �

�
i � �� ! ��i � ��i � f���i � �

�
i � ��

��i � ��i
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Fig� ��
 � interpolation entre les incidences 
cas miroir�

	�
���� Mise en oeuvre

On va chercher �a reproduire le ph�enom�ene pr�ec�edent� mais dans le cas g�en�eral�
d�une incidence et d�une direction r�e��echie quelconques� L�id�ee est que les angles entre
les incidences doivent �etre conserv�es pour les directions r�e��echies ��gure ���� p� �����

Si on pose �

��� � �i � ��i 	 �
��� � ��i � �i 	 �

On d�e	nit �

��e � �e ����

��e � �e ! ���

Un cas de d�ebordement peut bien s�ur �etre observ�e �dans le cas o�u ��e � � ou ��e �
�
� �� Ce cas sera trait�e ult�erieurement� On peut maintenant faire une simple interpolation
lin�eaire sur les valeurs de la BRDF en �ecrivant �
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ω e
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Fig� ��� � interpolation entre les incidences 
cas g�en�eral�

f��i� �e� �� �
���i � �i� f���i � �

�
e � �� ! ��i � ��i � f���i � �

�
e � ��

��i � ��i

�
���e � �e� f���i � �

�
e � �� ! ��e � ��e � f���i � �

�
e � ��

��e � ��e

	�
���� Gestion des cas limites

	�
������ Cas o�u ��e � � Si on se reporte �a la valeur du vecteur sur la sph�ere� le
fait de prendre une direction ���e � �

�
e � avec ��e � � revient �a prendre la m�eme direction�

mais param�etr�ee par ����e � ��e ! �� qui elle� est valide� On �ecrira alors �

f��i� �e� �� �
���e � �e� f���i ����e � � ! �� ! ��e � ��e � f���i � �

�
e � ��

��e � ��e

	�
������ Cas o�u ��e � �
� Avoir ��e � �

� n�a aucun sens� en e�et� la BRDF n�est pas
d�e	nie en cet endroit de la sph�ere� On va donc modi	er notre couple ���

i � �
�
e � de telle
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mani�ere �a ce qu�il redevienne valide� Et donc aussi modi	er les poids pour l�interpolation
lin�eaire� On va donc remplacer ��e par �

� � et on �ecrira alors �

f��i� �e� �� �
��� � �e� f���i � �

�
e � �� ! ��e � ��e � f���i �

�
� � ��

�
� � ��e

	�
���
 Cas o�u il impossible d�encadrer �i

Le cas g�en�eral s�applique ici� mais il s�agira alors d�une extrapolation� Il su�t de
choisir les ��i et ��i comme les deux derni�eres incidences disponibles�

	�
���	 Extension au cas anisotrope

Dans le cas anisotrope� on peut �etendre cette m�ethode� en e�ectuant le m�eme
travail au niveau de ��

	�
���� Exemple d�application

On va pouvoir voir l�avantage d�une telle m�ethode par rapport �a une interpolation
classique� Tout d�abord sur une BRDF analytique ��gure ���� p� ����� Il s�agit d�un cas
id�eal� puisque la BRDF est de type Phong� donc la direction sp�eculaire est bien la
direction miroir�

BRDF exacte ����
BRDF exacte ����
BRDF exacte ����

BRDF calcul ���� entre �� et �� ���
BRDF calcul ���� entre �� et �� �
�

Fig� ��� � interpolation classique 
�� et am�elior�ee 
�� pour une BRDF analytique
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Ensuite� un deuxi�eme exemple ��gure ����� p� ����� o�u cette fois il s�agit d�une
BRDF mesur�ee� Ici� le pic le plus important est le pic de r�etro�r�e�exion�

BRDF exacte (50)
BRDF exacte (60)

BRDF calcul (55) entre 50 et 60 (1)
BRDF calcul (55) entre 50 et 60 (2)

Fig� ���� � interpolation classique 
�� et am�elior�ee 
�� pour une BRDF mesur�ee


�
 Nouvelle m�ethode

����� Introduction

On va chercher �a introduire une nouvelle m�ethode de recomposition des BRDFs�
L�objectif que l�on se 	xe est d�avoir une recomposition qui fonctionne pour n�importe
quelle distribution de donn�ees� Elle devra en plus satisfaire aux conditions particuli�eres
des BRDFs et si possible les exploiter� tout en �etant la plus rapide possible�

����� Id�ee intuitive

On peut relier� pour un couple de directions donn�e� la BRDF au rebond d�un
photon sur la surface et �a la perte d��energie qui en d�ecoule� De cette mani�ere� chaque
mesure correspond �a la trajectoire d�un photon� Dans la r�ealit�e� un photon peut �etre
vu comme une distribution d��energie s�att�enuant tr�es vite� Avec un grand nombre de
photons de ce type� la lumi�ere r�e��echie appara�"t continue�

L�avantage de cette approche est que l�on peut consid�erer une distribution d��ener�
gie sur ��� Pour un ensemble d��echantillons �Xi� Yi� Fi�� on peut alors �ecrire �

F �X� Y � � N
nX
i��

K �d ��X� Y � � �Xi� Yi���Fi
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source

surface

Fig� ���� � distribution d	�energie associ�ee �a un photon

C est une constante de normalisation� K la distribution d��energie associ�ee aux
photons� d la distance entre deux couples de directions� C�est l�id�ee propos�ee dans �P��� 
Plusieurs probl�emes se posent �

� le choix de la distribution K�

� le calcul de la constante de normalisation N �

� le choix de la distance d sur ���

Pour ce qui est de la distribution� il est int�eressant d�avoir une distribution �a
support local� par exemple une approximation de Gaussienne� comme pour un blob� Ce�
pendant se pose aussi le probl�eme du dimensionnement en largeur de cette distribution�
Cette m�ethode n�a aucun support physique comme math�ematique et reste probl�ema�
tique lorsque les �echantillons sont r�epartis de mani�ere particuli�ere sur ��� Par contre�
elle pr�esente l�avantage de proposer directement une fonction sur �� et rapidement
�evaluable �support local��

����� Justi�cations math�ematiques

	�	���� Quelques d�e�nitions

On rappelle que � repr�esente la sph�ere unit�e� On introduit les ensembles suivants �

D�e�nition �� 
ensembles de base� On d�e�nit C��� comme l	ensemble des fonc�
tions continues de � dans IR� On �equipe C��� avec la norme d�e�nie pour F � C���
par kFk � supX��jF �X�j�

On introduit L�����# � � comme l	ensemble des fonctions int�egrables de ���# � 
dans IR� On �equipe L�����# � � avec la norme d�e�nie pour f � L�����# � � par kfk �

�
R �
�� jf�t�j dt�
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On d�e	nit alors �

D�e�nition �� 
transform�ees de Legendre et convolution� On d�e�nit la transfor�
m�ee de Legendre de f � L�����# � � par �

n � IN� �f�n� � 
�
Z �

��
f�t� pn�t� dt

pn �etant le polyn�ome de Legendre d	ordre n� On pourra trouver la d�e�nition des
polyn�omes de Legendre dans 
d�e	nition 
�� p� ���� On rappelle seulement que �

p��t� � �
p��t� � t

On d�e�nit la convolution de F � C��� et f � L�����# � �� not�ee F � f par �

�X � �� �F � f��X� �
Z
�
F �Y � f�X � Y � d��Y �

On peut chercher �a simpli	er l�expression suivante �Z
X��

�F � f��X� d��X� �
Z
X��

Z
Y ��

F �Y � f�X � Y � d��Y � d��X�

�

Z
Y ��

F �Y � d��Y �

Z �

�X��

Z ��

	X��
f�cos �X� sin �X d�X d�X

� 
�

Z �

t���
f�t� dt

Z
X��

F �X� d��X�

� �f���

Z
X��

F �X� d��X�

C�est une m�ethode de calcul que nous utiliserons presque tout le temps� Elle
consiste �a choisir un vecteur z param�etrant � qui permet de simpli	er le calcul� Ici�
c�est Y qui a �et�e choisi comme origine� Donc� dans ce rep�ere� les vecteurs X et Y ont
les coordonn�ees suivantes �

X �

�
B� cos�X sin �X

sin�X sin �X
cos �X

�
CA et Y �

�
B� �

�
�

�
CA

Ensuite on e�ectue un changement de variable� de fa�con �a transformer un produit
scalaire en cosinus� Ici on a fait� cos �X � t�

	�	���� Int�egrales singuli�eres

On va introduire une convolution particuli�ere que nous allons utiliser dans la
recomposition de fonctions�

D�e�nition �� 
int�egrales singuli�eres� soit fK�g� � �  � �# �� une sous�famille de
L�����# � �� On appelle int�egrale singuli�ere correspondant au noyau int�egral fK�g� et on
note fI�g� � �  � �# ��� la convolution I��F � � K� � F �
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La propri�et�e qui nous int�eresse est la suivante �

Propri�et�e �� 
convergence des int�egrales singuli�eres� dans le cas o�u les fK�g
d�e�nis pr�ec�edemment v�eri�ent en plus les propri�et�es suivantes �

�K���� � 
�

Z �

t���
K��t� dt � �

lim
����

�K���� � lim
����


�

Z �

t���
K��t� t dt � �

on a la convergence uniforme de I��F � vers F �

lim
����

I��F � � F

Dans ce cas� on a �evidemment la propri�et�e suivante �gr�ace �a la condition sur
�K����� � Z

���
I��F � d� �

Z
�
F d�

La d�emonstration de cette propri�et�e ne nous int�eresse pas� elle peut �etre faite �a
l�aide des harmoniques sph�eriques�

	�	���� Un exemple de noyau

Il faut maintenant trouver des familles de noyaux v�eri	ant les propri�et�es pr�ec�e�
dentes� On introduit donc la fonction de base suivante �

D�e�nition �� 
fonctions de base� soit B� � L�����# � �� avec � � ��� � � et k � IN
tel que �

B��t� �

�
�

�

� si t � ���# ��

k ! �


� ��� ��

�
t� �

�� �

�k
si t � �� # � 

k est le degr�e de la fonction de base� � son param�etre�

On peut v�eri	er si B� satisfait �propri�et�e ��� p� ����� Pour cela� on calcule l�int�e�
grale suivante �

IBkl �
k ! �

��� ��k��

Z �

t��
�t� ��k tl dt

�
k ! �

��� ��k��

�
���t� ��k��

k ! �
tl
��
�

�
Z �

t��

�t� ��k��

k ! �
l tl�� dt

�
A

� �� l ��� ��

k ! 

IBk�� l��

IBk� � �
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On peut alors calculer les transform�ees de Legendre d�ordres � et � de notre
fonction de base B� �

�B���� � IBk� � �

�B���� � IBk� � �� �� �

k ! 


����� �

La forme de ces fonctions de base� qui ressemblent �a des gaussiennes pour des
valeurs de k sup�erieures �a 
� peut �etre observ�ee sur ��gure ����� p� ���� et ��gure �����
p� �����

�

��


���

���

���

�

��


���

� ��
 ��� ��� ��� �

B��t�

t

k��
k��
k�

k��

Fig� ���
 � fonctions de base pour di��erents degr�es� en fonction de t

����� Application aux BRDFs

	�	���� Extension �a ��

On �etend le r�esultat pr�ec�edent sur � �a ���

Propri�et�e �� 
int�egrales singuli�eres sur ��� soit f � C���� et fK�g une sous�
famille de L�����# � ��� On d�e�nit l	int�egrale singuli�ere I��f� associ�ee �a f par �

I��f��X� Y � �

ZZ
	x�y
���

f�x� y�K��x �X� y � Y � d��x� d��y�

Si en plus les fK�g v�eri�ent les propri�et�es suivantes �



���� Nouvelle m�ethode ���

�

��


���

���

���

�

��


���

���� �� ���� � ��� � ���

B��cos ��

�

k��
k��
k�

k��

Fig� ���� � fonctions de base pour di��erents degr�es� en fonction de �

���
Z �

u���

Z �

v���
K��u� v� du dv � � et

lim
����

���
Z �

u���

Z �

v���
K��u� v� u vdu dv � �

Alors on a la convergence uniforme de I��f� vers f lorsque � tend vers ��

On peut �evidemment utiliser comme noyau �a deux param�etres le produit de deux
noyaux v�eri	ant la propri�et�e d�ecrite dans �propri�et�e ��� p� ����� On peut aussi utiliser
un noyau uni	�e� En e�et� le noyau suivant v�eri	e �propri�et�e ��� p� ���� �

D�e�nition �� 
noyau uni��e sur ��� soit B� � L�����# � ��� avec � � ��� � � et
k � IN tel que �

B��t� �

�
�

�

� si u�v
� � �

�k ! �� �k ! 
�

���� ��� ���

	
u�v
� � �

�� �


k
sinon

ce noyau v�eri�e 
propri�et�e ��� p� �����

	�	���� Restriction �a ���

On n�a pas de travail particulier �a faire pour restreindre nos d�e	nitions �a ���� Il
su�t de le substituer �a �� dans les di��erentes int�egrales et d�e	nitions�
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	�	���� Discr�etisation

On se place maintenant dans le cas discret� c�est��a�dire que l�on dispose de don�
n�ees r�eelles que l�on cherche �a recomposer� Ces donn�ees sont sous la forme suivante �
fXi� Yi� Fig � i � �� 
� � � � � n un ensemble de mesures �Xi est la direction d�incidence� Yi
est la direction r�e��echie� Fi est la valeur mesur�ee de la BRDF pour ce couple de di�
rections� n est le nombre de mesures�� On va donc discr�etiser notre expression de la
mani�ere suivante� en notant �a l�avenir %F la fonction recompos�ee �

F �X� Y � �
Z
x���

Z
y���

F �x� y�K��x �X�K��y � Y � d��x� d��y�

%F �X� Y � �
nX
i��

FiK��Xi �X�K��Yi � Y � ���
i

Il nous faut donc donner une valeur �a ���
i � qui d�epend a priori de l��echantillon

index�e par i� On ne fait pas d�hypoth�ese particuli�ere sur la distribution de nos directions
de mesures sur l�h�emisph�ere� notamment sur le fait qu�on puisse les d�ecorr�eler de fa�con �a

obtenir deux sommes� On va donc choisir un ��
	�

i constant� Deux possibilit�es s�o�rent

�a nous �

	�	������ Discr�etisation avec calage sur fonction constante On va chercher

un ��
	�

i tel que la recomposition soit exacte pour une fonction constante� ayant pour

valeur F�� On �ecrit �

F� �
nX
i��

F�K��Xi �X�K��Yi � Y � ��
	�

i

� ��
	�

i �

�Pn
i��K��Xi �X�K��Yi � Y �

� %F �X� Y � �

Pn
i�� FiK��Xi �X�K��Yi � Y �Pn
i��K��Xi �X�K��Yi � Y �

On se retrouve donc avec une sorte de pond�eration entre les di��erentes valeurs de
la BRDF� Le d�esavantage de cette m�ethode est que l�angle solide d�epend de l�endroit
o�u l�on fait l��evaluation� On remarquera aussi� que si l�on a des capsules trop petites ��
trop grand�� l��evaluation risque de faire appara�"tre des divisions de � par � en dehors des
abords des directions de mesures et des valeurs constantes �egales aux Fi �a leurs abords�

	�	������ Discretisation avec minimisation de l�erreur On va cette fois discr�e�
tiser avec un angle solide constant ��	�
� minimisant l�erreur entre la recomposition et
la fonction originale� On pose �
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%f�X� Y � �
nX
i��

FiK��Xi �X�K��Yi � Y �

%F �X� Y � � %f �X� Y � ���

E �
nX
i��

�
Fi ���� %f�Xi� Yi�

��
doit �etre minimal

� ��� �

Pn
i�� Fi

%f�Xi� Yi�Pn
i��

%f�Xi� Yi��

� ��� �

Pn
i�� Fi

Pn
j�� Fj K��Xj �Xi�K��Yj � Yi�Pn

i��

�Pn
j�� Fj K��Xj �Xi�K��Yj � Yi�

��
Il su�t de pr�e�calculer cette valeur�

	�	���� R�eciprocit�e

Comme les BRDFs sont r�eciproques� on a F �x� y� � F �y� x� et on peut �ecrire �

I��F �	�
�X� Y � �
ZZ

	x�y
����
F �x� y�K��x �X�K��y � Y � d��x� d��y�

�
�




ZZ
	x�y
����

F �x� y�K��x �X�K��y � Y � d��x� d��y� !

�




ZZ
	x�y
����

F �y� x�K��y �X�K��x � Y � d��x� d��y�

�

ZZ
	x�y
����

F �x� y�
�



�K��x �X�K��y � Y � ! K��y �X�K��x � Y �� d��x� d��y�

I��F � conserve donc naturellement la r�eciprocit�e et on voit naturellement appa�
ra�"tre un noyau r�eciproque�

D�e�nition �� 
noyau r�eciproque� On d�e�nit le noyau r�eciproque de la mani�ere sui�
vante �

Krec�
� ��X� Y �� �x� y�� � �

� �K��x �X�K��y � Y � ! K��y �X�K��x � Y ��

D�un point de vue discr�etisation� cela revient simplement �a doubler le nombre de
mesures� en inversant les directions� mais cela est fait de fa�con cach�ee�

	�	���
 Conservation de l��energie

On va chercher �a calculer le facteur de r�e�exion %r� pour une incidence donn�ee X �
pour notre fonction recompos�ee %F � On rappelle les d�e	nitions de r et %F �

r�X� �

Z
Y ��

F �X� Y � �Y �N� d��Y �

%F �X� Y � �
Z
x��

Z
y��

F �x� y�K��x �X�K��y � Y � d��x� d��y�



��� Chapitre �� Recomposition de BRDF

En posant N la normale �a la surface� on fait bien s�ur l�hypoth�ese que F est nulle
lorsque que les produits scalaires X �N ou Y �N sont n�egatifs�

%r�X� �
Z
Y ��

%F �X� Y � �Y �N� d��Y �

�

Z
x��

Z
y��

F �x� y�K��x �X�

Z
Y ��

K��y � Y � �Y �N� d��Y � d��x� d��y�

On peut calculer l�int�egrale int�erieure en Y en prenant y comme vecteur normal
param�etrantX � �� et en orientant ce rep�ere de fa�con �a ce que N ait un angle azimuthal
�egal �a �� Dans ce rep�ere� N s��ecrit �

N �

�
B� sin �

�
cos�

�
CA avec cos� � y �N

Z
Y ��

K��y � Y � �Y �N� d��Y �

�

Z �

�Y ��

Z ��

	Y��
K��cos �Y � �cos�Y sin �Y sin� ! cos �Y cos�� sin �Y d�Y d�Y

� 
� cos�

Z �

�Y ��
K��cos �Y � cos �Y sin �Y d�Y d�Y

� 
� cos�

Z �

��
K��t� t dt

� �K���� �y �N�

D�o�u �

%r�X� � �K����
Z
x��

Z
y��

F �x� y�K��x �X� �y �N� d��y� d��x�

� �K����
Z
x��

K��x �X� r�x� d��x�

� �K���� I��r��X�

Propri�et�e �� 
facteur de r�e�exion de %F� Soit F une BRDF et r son facteur de
r�e�exion� Soit %F sa recomposition par convolution et %r le facteur de r�e�exion de cette
%F � On a alors �

%r � �K���� I��r�

On peut s�int�eresser �a la version discr�etis�ee dans le cas d�un noyau r�eciproque �en
revenant pour cela� comme d�habitude �a l� expression faisant appara�"tre deux int�egrales�
qui devient une somme sur les �echantillons� �

�r�X� � �K����
nX
i��

Fi �K��Xi �X� �Yi �N� ! K��Yi �X� �Xi �N��
��i
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	�	���	 Isotropie

On va tout d�abord v�eri	er que notre m�ethode de reconstruction conserve l�iso�
tropie d�une BRDF� Si X est un vecteur de � et � un angle� on appelle X!�� le vecteur
obtenu par rotation d�un angle � autour de la normale� Si f est une BRDF isotrope� f
v�eri	e �

��X� Y � � ��� � �� � ��# 
� f�X ! �� Y ! �� � f�X� Y �

On �ecrit donc �

I��f��X ! �� Y ! �� �
ZZ

���
F �x� y�K��x � �X ! ��� y � �Y ! ��� d��x� d��y�

�
ZZ

���
F �x� y�K���x� �� �X� �y� �� � Y � d��x� d��y�

�

ZZ
���

F �x ! �� y ! ��K��x �X� y � Y � d��x� d��y�

�
ZZ

���
F �x� y�K��x �X� y � Y � d��x� d��y�

� I��f��X� Y �

Pour faire appara�"tre l�isotropie dans nos formules� on va chercher �a modi	er notre
noyau� �Etant donn�ees les propri�et�es de f � on voit imm�ediatement que le noyau adapt�e
est �

K� iso��x� y�� �X�Y �� �
�


�

Z ��

���
K��x � �X ! ��� y � �Y ! ��� d�

Malheureusement� ce noyau est di�cile �a calculer de fa�con g�en�erale� Il est cepen�
dant possible de le faire dans le cas du noyau uni	�e� avec des petites valeurs de k� en
d�eveloppant �a l�aide du bin�ome de Newton� mais c�est assez fastidieux�

On va donc plut�ot utiliser un noyau par maximum� C�est��a�dire que pour chaque
�echantillon� on va rechercher dans quelle position �en e�ectuant une rotation autour de
la normale des deux directions� incidente et r�e��echie� cet �echantillon apporte la plus
grande contribution� En partant du noyau uni	�e� on veut donc avoir �

K� iso��x� y�� �X�Y �� � max
��������

K��x � �X ! ��� y � �Y ! ���

� trouver l�angle � maximisant s��� � x � �X ! �� ! y � �Y ! ��

dans le cas o�u le noyau utilis�e est croissant �ce qui est le cas avec l�exemple
propos�e�� Pour rechercher l�angle � donnant le maximum on va proc�eder de la mani�ere
suivante �

s��� � x � �X ! �� ! y � �Y ! ��
� �sin �x sin �X cos��x � �X� ! sin �y sin �Y cos��y � �Y �� cos�
!�sin �x sin �X sin��x � �X� ! sin �y sin �Y sin��y � �Y �� sin�

!�cos �x cos �X ! cos �y cos �Y �
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Si l�on appelle les trois coe�cients pr�ec�edents a� b� c� on peut �ecrire que �

s��� � a cos� ! b sin � ! c� max
��������

s��� �
p
a� ! b� ! c

Apr�es simpli	cations� on obtient le r�esultat suivant �

D�e�nition �� 
noyau isotrope� on d�e�nit le noyau isotrope de la mani�ere suivante �

K� iso��x� y�� �X� Y �� �
�k ! �� �k ! 
�

���� ��� ���

	
�
� s��x� y�� �X�Y ��� �

�� �


k

s��x� y�� �X�Y �� � �sin� �x sin� �X ! sin� �y sin� �Y !


 sin �x sin �X sin �y sin �Y cos���x � �y�� ��X � �Y ���
�
� ! cos �x cos �X ! cos �y cos �Y

Cette expression ne d�epend que des angles � et des �� entre les directions� Elle
est donc bien isotrope� De plus� elle est aussi r�eciproque� si on restreint les �� �a ��# � �

����
 Approche hi�erarchique

Le probl�eme pos�e par la discr�etisation pr�esent�ee pr�ec�edemment est celui du choix
de �� En e�et on ne poss�ede a priori aucune information particuli�ere sur la disposition
des �echantillons� Mais il semble logique de supposer que ceux�ci ne sont pas r�epartis
r�eguli�erement sur ��� En e�et� lors de mesures� on aura tendance �a sur��echantillonner
dans les domaines de fortes variations� en particulier� autour de la direction miroir o�u
se trouve la plupart du temps un pic de sp�ecularit�e� Le choix d�un � trop petit risque de
cr�eer des trous dans les domaines o�u se trouvent peu d��echantillons� alors que le choix
d�un � trop grand va introduire un lissage bien trop important l�a o�u l�on a beaucoup de
mesures� La solution pourrait �etre celle de choisir un � di��erent pour chaque �echantillon�
Mais cela soul�eve des probl�emes �

� le choix du � d�un �echantillon implique une connaissance a priori du type d��echan�
tillonnage�

� une trop grande diversit�e dans les valeurs de � risque de conditionner l�aspect de
l�approximation�

� certaines distributions d��echantillons ne se pr�etent m�eme pas �a cette m�ethode�

En e�et� prenons le cas d��echantillons r�epartis sur � de la mani�ere suivante ��gure
����� p� ��
�� Les croix correspondent �a l�endroit sur l�h�emisph�ere sup�erieure projet�e o�u
il y a des mesures en r�e�exion �la partie gauche� o�u les croix se concentrent correspond �a
la direction miroir� et la partie droite� elle� correspont �a la direction d�incidence�� Le trou
visible sur la partie droite correspond �a l�endroit o�u direction d�incidence et direction
r�e��echie sont �egales� ce qu�il n�est pas possible de r�ealiser pratiquement avec l�appareil
utilis�e� puisqu�on ne peut mettre au m�eme endroit source et capteur�
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Fig� ���� � distribution des directions r�e��echies

Il est �evidemment impossible de choisir un bon �� La seule solution semblerait
�etre d�introduire deux param�etres� un en �� l�autre en �� Cependant la justi	cation
math�ematique pr�esent�ee plus haut et les propri�et�es qui nous int�eressent ne seraient plus
valables�

	�	�
�� Principe

La solution pour r�esoudre ce probl�eme est d�avoir une approche similaire aux
ondelettes� On va chercher �a repr�esenter la fonction sur di��erents niveaux� en ra�nant
de plus en plus� C�est��a�dire que l�on va commencer par repr�esenter la fonction� puis de
fa�con plus 	ne� l�erreur entre la fonction et la premi�ere recomposition� etc� On va aussi�
si c�est n�ecessaire� travailler avec une double recomposition� en discr�etisant �a la fois sur
la grille des �echantillons mais aussi sur une grille r�eguli�ere de ����

	�	�
�� Formalisation

On cherche donc �a repr�esenter une fonction F �la BRDF ou l�erreur par rapport
�a un mod�ele analytique�� On a comme donn�ees � E� l�ensemble des �echantillons de ��

que l�on a mesur�es� R� � R� � R� � � � des parties discr�etes de �� de plus en plus 	nes�
auxquelles on associe des param�etres �� � �� � �� � � � de plus en plus proches de �� On
applique deux fois la discr�etisation pr�esent�ee pr�ec�edemment� une fois sur E� et une fois
sur R� �

I�
 	�
�F � �X� Y � � C� �X� Y � �
X

	x�y
�E

F �x� y�K�
 ��X� Y �� �x� y�� ���
 	�
�x� y��

I�
 	�
�F � �X� Y � � F� �X� Y � �
X

	x�y
�R


C��x� y�K�
 ��X� Y �� �x� y�� ���
 	�
�x� y��
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On obtient donc une approximation de F � appel�ee F�� Mais cette approximation
est tr�es liss�ee et encore �eloign�ee de F � car �

� �� est assez petit pour pr�evenir les trous dus �a la r�epartition dans E��

� c�est le r�esultat de deux lissages�

Il faut donc am�eliorer cette approximation� C�est pourquoi l�on va maintenant
chercher �a repr�esenter F � F�� l�erreur commise apr�es la premi�ere approximation� Tou�
tefois� il est probable que pour un certain nombre de valeurs de E�� l�erreur commise
soit tr�es faible� On se 	xe donc une erreur limite �ou un pourcentage d�erreur limite�� et
on d�eduit de E� un ensemble E�� ensemble des donn�ees sur lesquelles l�erreur commise
est trop importante �

E� � f�X� Y � � E� � j F �X� Y �� F��X� Y � j� seuilg

On cherche maintenant �a repr�esenter F � F� et l�on �ecrit �

I�� 	�
�F � F�� �X� Y � � C� �X� Y � �
X

	x�y
�E�
F �x� y�K�� ��X� Y �� �x� y�� ���� 	�
�x� y��

I�� 	�
�F � F�� �X� Y � � F� �X� Y � �
X

	x�y
�R�

C��x� y�K�� ��X� Y �� �x� y�� ���� 	�
�x� y��

Et on r�ep�ete le processus jusqu��a ce que toutes les donn�ees pr�esentent une erreur
inf�erieure au seuil impos�e� Toutefois� lorsque le nombre de donn�ees est tr�es faible� des�
cendre trop bas ne pr�esente pas d�int�er�et� En e�et� les capsules induites par le �i ne
comprendraient plus que la valeur de l��echantillon lui�m�eme� et ne lisseraient plus� mais
introduiraient des cr�eneaux�

	�	�
�� Avantages�

Les avantages d�une telle m�ethode sont multiples �

� il n�est plus utile de conna�"tre a priori des valeurs pour les ��

� on a un ra�nement progressif et contr�olable de la repr�esentation�

� toutes les fonctions sont �a support local� donc l��evaluation est tr�es rapide�

� on a une d�ecomposition analogue dans sa sym�etrie �a celle des harmoniques sph�e�
riques�
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Bien que le cardinal des ensembles Ri augmente tr�es vite� le nombre r�eel de
coe�cients non nuls reste lui tr�es petit� En fait� la formalisation peut �etre r�e�ecrite sous
la forme �

D�e�nition �
 
recomposition hi�erarchique�

Ei � f�X� Y � � Ei�� � j F �X� Y �� F��X� Y �� � � �� Fi���X� Y � j� erreurg
Fi �X� Y � �

X
	x�y
�R�

i

Ci�x� y�K�i ��X� Y �� �x� y�� ���i 	�
�x� y��

Ci �X� Y � �
X

	x�y
�Ei
F �x� y�� F��x� y�� � � �� Fi���X� Y �K�i ��X� Y �� �x� y�� ���i 	�
�x� y��

En d�e�nissant R�i comme �etant la partie de Ri ou Ci�X� Y � est non nul� c	est��a�
dire l	intersection de Ri avec Ei augment�e de la taille de ses capsules� A ce moment� on
�ecrit que � F � F� ! F� ! F� ! � � �

����� Utilisation pratique

On va d�etailler ici comment on utilise pratiquement cette repr�esentation� L�impl�e�
mentation peut l�eg�erement varier suivant le type de donn�ees dont on dispose en entr�ee
�si il est n�ecessaire ou pas de pratiquer la double recomposition��

	�	�	�� Impl�ementation

L�impl�ementation se d�eroule en deux phases� Tout d�abord� on construit les dif�
f�erents noyaux� c�est��a�dire que l�on calcule leur position et la valeur que l�on va leur
associer� Ensuite� on cherche �a les stocker de fa�con �a exploiter l�int�er�et de cette m�ethode �

� on ne doit stocker que les noyaux apportant e�ectivement une contribution� c�est�
�a�dire ceux d�etermin�es lors de la construction�

� on doit pouvoir exploiter le support local� en connaissant� en un minimum de
temps� quels sont les noyaux concern�es lors d�une �evaluation de la recomposition�

	�	�	���� Calage dans un mod�ele analytique On a vu pr�ec�edemment qu�au
lieu de repr�esenter la BRDF elle�m�eme� on pouvait commencer par repr�esenter l�erreur
par rapport �a une BRDF analytique� Dans l�absolu� c�est la meilleure chose �a faire�
Cependant� la repr�esentation de cette di��erence peut parfois �etre aussi complexe que
la repr�esentation de la BRDF originale� Dans bien des cas� on aura int�er�et �a utiliser
comme BRDF analytique une valeur constante� en extrayant la composante di�use des
donn�ees �a repr�esenter �chapitre �� p� �
��
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	�	�	���� Subdivision hi�erarchique On a vu que pour utiliser cette m�ethode on
a besoin d�une subdivision hi�erarchique et r�eguli�ere de l�h�emisph�ere sup�erieur� Pour cela
on se reportera �a �chapitre A� p� ����� De mani�ere pratique� on utilisera les poly�edres
r�eguliers qui sont bien adapt�es� La progression du param�etre entre les di��erents niveaux
est la suivante �

�n�� � cos
cos�� �n



�

r
�n ! �




Le param�etre initial� dans le cas de l�icosa�edre est le cosinus de l�angle entre deux
sommets de la structure de plus bas niveau� donc � �� � �p

�
� On peut aussi avoir �a

adapter la valeur du param�etre lorsque le niveau de subdivision augmente� �etant donn�e
que les tailles des facettes des poly�edres deviennent sensiblement di��erentes�

Dans le cas d�une BRDF anisotrope� on utilise cette structure de fa�con double� �a
la fois en incidence et en r�e�exion� �Etant donn�e que le nombre de sommets augmente
tr�es rapidement� on ne peut pas stocker� pour �eviter de saturer la m�emoire avec des
informations inutiles� tous les couples possibles� On ne veut stocker que les noyaux
apportant e�ectivement une contribution� et en plus� pour exploiter le support local� on
proc�ede �a une localisation� c�est��a�dire qu�on veut savoir� pour un couple de directions
donn�ees� quels sont les noyaux pouvant apporter une contribution non nulle�

Dans le cas d�une BRDF isotrope� on utilise la structure conjointement avec une
subdivision lin�eaire du segment ��# ��  � En e�et� dans le cas d�un quart d�octa�edre� le
nombre de valeurs di��erentes en �� dans le plan Oxz �ou Oyz� est �egal �a la racine carr�ee
du nombre de sommets� De plus cette gamme de valeurs en � est lin�eaire� Il su�t de
diviser le segment ��# ��  en fonction d�un ��n � cos�� �n�

De plus� en pratique on utilise deux seuils d�erreurs � un seuil d�erreur relatif srel
et un seuil d�erreur absolu sabs� La condition d�acceptation devient alors �

F � approche bien F
� ��F ��X� Y �� F �X� Y �

�� � sabs ou
��F ��X� Y �� F �X� Y �

�� � srel F �X� Y �

Ceci a	n que des erreurs� dont le pourcentage par rapport �a la valeur d�origine
est assez important� ne viennent pas perturber si cette valeur d�origine est n�egligeable
par rapport aux autres valeurs de la BRDF�

	�	�	���� Localisation On va utiliser pour la localisation des noyaux une structure
plus l�ache que celle utilis�ee pour leur construction� La plus adapt�ee est l�igloo �chapitre
A� p� ����� On va stocker dans chaque cellule c� les deux listes de noyaux suivantes �

� li � f noyaux ayant une contribution potentiellement non nulle� lorsqu�on les
�evalue pour une incidence situ�ee dans cette cellule g�

� lr � f noyaux ayant une contribution potentiellement non nulle� lorsqu�on les
�evalue pour une direction r�e��echie situ�ee dans cette cellule g�
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Lors de l��evaluation pour un couple de directions quelconques �X� Y �� il su�ra de
faire l�intersection du li de la cellule o�u se trouve X � et du lr o�u se trouve Y � not�ee l�
Ensuite on fera l��evaluation compl�ete de tous les noyaux de l�

Dans le cas d�une BRDF isotrope� o�u le nombre de noyaux est bien inf�erieur�
on peut proc�eder di��eremment� en utilisant uniquement des bandes en �� En e�et� un
noyau situ�e en �X� Y � n�apporte aucune contribution lorsqu�on l��evalue en �x� y� avec
�xy quelconque si et seulement si �

��xy � ��# � s��x� y�� �X� Y �� � 
�� max
�xy������

s��x� y�� �X�Y �� � 
�

� cos��x � �X� ! cos��y � �Y � � 
� �maximum atteint pour �xy � �XY �

Donc� quelque soit �xy �

cos��x � �X� � 
�� � ou cos��y � �Y � � 
�� �
� le noyau situ�e en �X� Y � avec le param�etre � ne contribue pas en �x� Y �

	�	�	�� M�ethodes de Monte�Carlo

Si on veux utiliser cette repr�esentation dans une simulation de Monte�Carlo� on
doit �etre capable de tirer une direction r�e��echie proportionnellement �a la valeur de la
BRDF� pour une incidence donn�ee �chapitre B� p� �����

Dans le cas du noyau s�epar�e� il est facile de faire ce tirage� puisque les noyaux
sont s�eparables� et normalis�es individuellement� Mais de toute fa�con� il est souvent plus
judicieux d�utiliser directement les mesures dont on dispose pour faire un tirage�


�
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	������ Utilisation des recompositions

Les m�ethodes pr�ec�edentes peuvent �etre utilis�ees pour repr�esenter des BRDFs di�
rectement� ou des fonctions interm�ediaires� �Etant donn�e que lors de son utilisation� la
BRDF va �etre invoqu�ee sous la forme � f���� ��� cos ��� on peut aussi essayer de repr�e�
senter f���� ��� cos �� cos ��� qui nous permet de nous a�ranchir des pics sp�eculaires
tr�es importants se formant aux incidences rasantes� Toutefois� l�avantage de cette re�
pr�esentation n�a pas �et�e prouv�ee� puisque dans tous les cas expos�es plus avant� l�erreur
�energ�etique est sup�erieure �a celle due �a une repr�esentation directe de la BRDF�

	������ Impl�ementation des harmoniques sph�eriques et des polyn�omes de

Zernike

Il a �et�e r�ealis�e une impl�ementation g�en�erale de ces deux m�ethodes� appliqu�ees
aux fonctions r�eelles� Le code a �et�e �ecrit en C

� vu l�aspect objet qui se d�egage de ces
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m�ethodes� On se retrouve donc� dans le cas des BRDFs avec les classes suivantes� pour
les harmoniques sph�eriques �

HS�Normal fonctions de � � IR
HS�Dessus fonctions de �� � IR
HS�Normal fonctions de �� � IR
HS�Dessus fonctions de ��� � IR
HS�BrdfAnisotrope BRDFs anisotropes
HS�BrdfSymetrique BRDFs anisotropes et sym�etriques
HS�BrdfIsotrope BRDFs isotropes
HS�BrdfInterpole BRDFs isotropes par interpolation

Et des classes de polyn�omes de Zernike suivantes �

KZ�Dessus fonctions de �� � IR
KZ�Dessus fonctions de ��� � IR
KZ�BrdfAnisotrope BRDFs anisotropes
KZ�BrdfSymetrique BRDFs anisotropes et sym�etriques
KZ�BrdfIsotrope BRDFs isotropes
KZ�BrdfInterpole BRDFs isotropes par interpolation

La repr�esentation de BRDFs isotropes par interpolation consiste �a repr�esenter
la BRDF pour un certain nombre d�incidences donn�ees� �a l�aide de HS�Dessus ou
KZ�Dessus� Ensuite pour obtenir la BRDF pour une incidence quelconque� on fera une
interpolation entre les coe�cients pour chaque incidence� Cette m�ethode est naturelle
dans le cas o�u l�on dispose de la BRDF comme le r�esultat de mesures� o�u l�on a g�en�e�
ralement la BRDF pour di��erentes incidences� Mais cette m�ethode ne fournit pas des
fonctions v�eri	ant le principe de r�eciprocit�e� Elle est propos�ee �a titre de comparaison
pour les BRDFs issues de mesures�

	������ M�ethode d��evaluation des r�esultats

L��evaluation des r�esultats va �etre faite sur trois crit�eres di��erents �

� la qualit�e de la recomposition� objectif essentiel�

� le temps d��evaluation de la recomposition� objectif aussi essentiel�

� l�occupation m�emoire�

� le temps de calcul de la recomposition�

Pour �evaluer la qualit�e de la recomposition� on va utiliser les erreurs pr�esent�ees
dans �chapitre �� p� ���� Tous les calculs sont e�ectu�es sur un processeur R����� cadenc�e
�a ���Mhz�
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����� R�esultats

	������ BRDF de c�eramique

On e�ectue ici des comparaisons pour une BRDF de c�eramique �chapitre �� p�
�
�� On va comparer notre m�ethode aux harmoniques sph�eriques �HS� et aux poly�
n�omes de Zernike �KZ�� On appelle n le nombre de coe�cients� te le temps d��evaluation
moyen de la recomposition pour un couple de directions� tc le temps de pr�ecalcul de la
recomposition�

	�������� M�ethodes classiques On pr�esente ici les r�esultats avec les m�ethodes des
harmoniques sph�eriques et des polyn�omes de Zernike� On peut voir les r�esultats dans
�table ���� p� �����

type HS HS KZ KZ

n 
�� ��� 
�� ���

�f 

' ��' ��' ��'

�e ��' ��' �
' ��'

te ��

ms ����ms ����ms ����ms

tc ��mn �
mn ��mn �
mn

Tab� ��� � recomposition d	une BRDF de c�eramique avec des harmoniques sph�eriques
et des polyn�omes de Zernike

	�������� Premier essai On va tout d�abord e�ectuer un essai avec uniquement un
seuil d�erreur relatif� 	x�e �a ��'� Les r�esultats sont visibles sur �table ���� p� ����� On
constate que le temps de calcul reste tr�es faible� m�eme lorsque le nombre de coe�cients
augmente� gr�ace au support local� De plus� la qualit�e s�am�eliore bien lorsque le nombre
de coe�cients augmente� bien que l�on semble atteindre une borne de 
�'�

type � niveau 
 niveaux � niveaux � niveaux

n 
�� 
�� ��
 ��
�

�f ��' ��' 

' 
�'

�e ��' ��' 
�' 
�'

te ����ms ����ms ����ms ����ms

tc �s 
�s ��s �mn

Tab� ��� � recomposition d	une BRDF de c�eramique avec notre m�ethode 
premier essai�

	�������� Deuxi�eme essai La tol�erance demand�ee dans l�exemple pr�ec�edent �etait
de ��' en relatif� La repr�esentation obtenue �etait de bonne qualit�e� mais pas tr�es concise�
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Or� en observant la BRDF� on constate qu�elle poss�ede une base di�use presque par�
faite� En se donnant une erreur absolue valant cette base di�use� on se retrouve avec
une repr�esentation beaucoup plus concise �table ��
� p� ����� L�erreur obtenue est ce�
pendant plus importante� Pour cela� on utilise le syst�eme de repr�esentation pr�esent�e
pr�ec�edemment ��gure ����� p� �����

type � niveau 
 niveaux � niveaux � niveaux

n �� ��� 
�
 �



�f ��' 

' ��' ��'

�e 

' 
�' ��' ��'

te ���
ms ����ms ����ms ����ms

tc �s �s �s ��s

Tab� ��
 � recomposition d	une BRDF de c�eramique avec notre m�ethode 
deuxi�eme
essai�

C�est d�ej�a beaucoup mieux� puisqu�on se concentre sur le pic sp�eculaire� Dans le
cas de la repr�esentation la plus grossi�ere� celle avec �� coe�cients� on peut observer
l�erreur sur ��gure ����� p� �����

0

25

50

75

100

100 75 50 25 0 25 50 75 100

100%

Fig� ���� � erreur de repr�esentation d	une BRDF de c�eramique

D�un point du vue forme� on peut voir la di��erence entre cette repr�esentation
grossi�ere avec notre m�ethode� et des repr�esentations plus 	nes� au sens math�ematique�
�a l�aide des harmoniques sph�eriques et des polyn�omes de Zernike ��gure ����� p� ����� On
constate dans le cas de ces derni�eres que le contr�ole global donne une sorte d�e�et balle
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de golf dans la composante di�use� Il serait inutile de vouloir s�eparer cette composante
pour ne vouloir repr�esenter que le pic� car le m�eme comportement se produirait�

Fig� ���� � comparaison de la repr�esentation d	une BRDF de c�eramique 
en haut �a
gauche� fonction originale� en haut �a droite� notre m�ethode avec �� coe�cients� en bas
�a gauche� harmoniques sph�eriques avec ��� coe�cients� en bas �a droites� polyn�omes de
Zernike avec ��� coe�cients

	������ BRDF de rev�etement routier

	�������� M�ethodes classiques On pr�esente ici les r�esultats avec les m�ethodes des
harmoniques sph�eriques et des polyn�omes de Zernike� On peut voir les r�esultats dans
�table ���� p� ����� Par rapport au cas pr�ec�edent� on a rajout�e une repr�esentation avec
interpolation �HSi et KZi��

On constate pour la premi�ere fois que les polyn�omes de Zernike apportent quelque
chose de di��erent par rapport aux harmoniques sph�eriques� Il est assez di�cile de repr�e�
senter cette BRDF et il faut beaucoup de coe�cients pour avoir un r�esultat de qualit�e�

	�������� Notre m�ethode Avec notre m�ethode� pour une repr�esentation �a deux
niveaux� on obtient le r�esultat suivant � ��� coe�cients� et �b � 
�'� �c � �
'� On peut
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type HS HS HSi KZ KZ KZi

n 
�� ��� ���� 
�� ��� ����

�f �
' ��' ��' ��' ��' 
�'

�e 
�' 
�' �
' 

' 

' ��'

te ��

ms ����ms ����ms ����ms ����ms ����ms

tc ��mn �
mn �mn��s ��mn �
mn �mn��s

Tab� ��� � recomposition d	une BRDF de route avec des harmoniques sph�eriques et des
polyn�omes de Zernike

voir le r�esultat sur la ��gure ���
� p� ����� Cette BRDF �etant globalement plus di�use
que la pr�ec�edente �pas de pic sp�eculaire aussi fort�� il faut plus de coe�cients pour bien
la repr�esenter�

0 0.01 0.02

Fig� ���
 � BRDF de rev�etement routier recompos�ee� incidences de ��o� ��o et 
�o


mesures en trait discontinu� recomposition en trait continu�

	������ BRDF d�ardoise

Cette BRDF est celle d�une ardoise� On a utilis�e cette fois �� coe�cients� et on
obtient �b � �
'� �c � ��'� Le r�esultat peut �etre visualis�e sur ��gure ����� p� ��
�� On
peut observer les sortes de moutonnements qui se cr�eent dans la recomposition pour ce
type de BRDF� assez di�use�

A	n de visualiser le r�esultat de l�utilisation de cette BRDF� on a calcul�e l�image
d�une sph�ere de ce mat�eriau� �eclair�ee par une source ponctuelle� On compare le r�esultat
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Fig� ���� � recomposition d	une BRDF d	ardoise� incidence de ��o et ��o

avec la BRDF originale �sous la forme de pav�es� l��echantillon le plus proche �etant utilis�e
pour le rendu� et une BRDF obtenue par calage� dans le mod�ele de Lafortune �LFTG�
 
�un lobe di�us et un lobe sp�eculaire� ��gure ����� p� ��
��

Fig� ���� � rendu d	une sph�ere en ardoise� BRDF exp�erimentale� BRDF recompos�ee�
BRDF analytique

	������ Autres r�esultats et perspectives

Nous allons pr�esenter ici quelques r�esultats rapides �

� base de donn�ees de Cornell � pour la BRDF de peinture pr�esent�ee dans �chapitre
�� p� �
�� les r�esultats de la recomposition sont dans �table ���� p� �����

La comparaison entre la BRDF originale et la BRDF recompos�ee �avec � 
��
coe�cients� est visible sur ��gure ����� p� ����� Il faut beaucoup de coe�cients
pour obtenir une erreur faible �etant donn�e que la BRDF mesur�ee a une forme
presque tr�es di�use pour des incidences inf�erieures �a ��o� Du coup� il devient
important de repr�esenter les variations sur cette partie di�use� comme la petite
bosse de r�etro�r�e�exion pour avoir une erreur faible�

� base de donn�ees de CUReT
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nombre de niveaux nombre de coe�cients �e


 � ��� ��'


 � ��� �
'


 � 
�� 
�'


 � ���� ��'

� � �
�� �
'

Tab� ��� � recomposition d	une BRDF de peinture

0 0.1 0.2

Fig� ��
� � BRDF de peinture recompos�ee� incidences de ��o� ��o et 
�o 
mesures en
trait discontinu� recomposition en trait continu�

�Etant donn�e que les BRDFs de cette base de donn�ees �chapitre �� p� �
� ne com�
portent que peu d��echantillon� on ne poss�ede qu�un comportement global de ces
BRDFs� Du coup� il devient tr�es facile de les recomposer avec une erreur tr�es
faible et peu de coe�cients� On pr�esente un exemple de recomposition sur ��gure
����� p� ����� Pour la plupart des BRDFs disponibles� il su�t d��a peu pr�es ��
�echantillons pour obtenir une erreur de ��'�

De mani�ere g�en�erale� on peut mettre en avant le fait qu�il y aura toujours une
erreur r�esiduelle� due au fait que la BRDF recompos�ee v�eri	e des propri�et�es que les
mesures ne v�eri	ent pas forc�ement �comme la r�eciprocit�e��



��
� Comparaisons ���

0 0.04 0.08

Fig� ��
� � BRDF de papier d	aluminium recompos�ee� incidences de �o� 
�o� ��o� ��o

et ��o



��� Chapitre �� Recomposition de BRDF



Chapitre �

Conclusion

Au cours de ce m�emoire de th�ese� nous avons abord�e la question des BRDFs
par di��erents points de vue� C�est un domaine en pleine expansion� puisque l�on est en
mesure� avec les algorithmes et les machines d�aujourd�hui� d�int�egrer des BRDFs de
plus en plus complexes dans les calculs de synth�ese d�images�

Nous avons tout d�abord �etudi�e quelques r�esultats exp�erimentaux de mesures de
BRDFs� ce qui nous a permis de nous rendre compte de la complexit�e et des comporte�
ments radicalement di��erents qu�elles peuvent avoir� Ceci met en �evidence l�importance
de l�utilisation de BRDFs exp�erimentales lors des calculs� puisque les mod�eles ana�
lytiques ��classiques�� ne permettent pas de g�erer tous les ph�enom�enes que l�on a pu
observer� De plus� aujourd�hui� la quantit�e des donn�ees mesur�ees dont on dispose ne
cesse d�augmenter� et on sera amen�e �a l�avenir �a utiliser non seulement des mesures de
BRDF� mais aussi des mesures de spectres de lampes� ou encore la r�eponse du syst�eme
d�acquisition �la cam�era� utilis�e� Tout cela� dans une m�eme optique� obtenir des images
photor�ealistes�

Le probl�eme qui se posait alors naturellement �etait la repr�esentation de ces me�
sures exp�erimentales et leur utilisation dans une simulation informatique� Nous avons
expos�e une m�ethode permettant d�utiliser ces mesures de fa�con e�cace en synth�ese
d�images� puisqu��a l�avenir on sera amen�e �a utiliser de plus en plus de donn�ees exp�e�
rimentales �mesures de BRDFs� mais aussi spectres de lampes� syst�eme d�acquisition�
� � � �� Nous avons pr�esent�e une m�ethode qui a l�avantage de la simplicit�e et de la rapidit�e�
tout en �etant particuli�erement adapt�ee aux BRDFs�

Nous avons alors d�u introduire une notion d�erreur entre BRDFs� a	n d��etre ca�
pables de comparer une repr�esentation �a une BRDF de r�ef�erence� Nous avons essay�e de
fournir une erreur dont la valeur puisse �etre directement interpr�et�ee�

Un chapitre important a �et�e consacr�e �a l��elaboration d�un goniophotom�etre virtuel�
Nous avons voulu recr�eer un mod�ele informatique simulant un appareil existant pour
deux raisons principales � la validation de mod�eles th�eoriques bas�es sur une mod�elisation
de la surface et des hypoth�eses physiques que l�on �etait en mesure de reproduire� ainsi que
la simulation d�exp�eriences r�eellement ex�ecut�ees� Nous en avons d�eduit que� malgr�e des

���
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limitations dues �a un manque de donn�ees concr�etes �essentiellement les caract�eristiques
des mat�eriaux utilis�es�� on pouvait mieux comprendre les ph�enom�enes de r�e�exion et
disposer d�informations impossibles �a obtenir �et h�elas �a v�eri	er� pratiquement� comme
la s�eparation des r�e�exions simples et multiples�

L�un des points que nous n�avons pas abord�e� est l�aspect spectral de la BRDF�
On a souvent� jusqu��a pr�esent� suppos�e que la BRDF �etait le produit d�une partie
g�eom�etrique et d�une partie spectrale� Seulement� aujourd�hui� alors que l�on dispose de
mesures de BRDFs spectrales� on constate combien cette approximation est fausse�

De plus� une BRDF n�est pas une donn�ee su�sante pour repr�esenter correctement
et compl�etement un mat�eriau en images de synth�ese� En e�et� la BRDF ne s�interesse
qu�au comportement en r�e�exion en un point du mat�eriau� propri�et�e que l�on consid�ere
valable sur toute la surface� Il devient alors indispensable de s�interesser �a l�aspect
g�eom�etrie locale du mat�eriau�

D�autre part� nous nous sommes int�eress�es uniquement �a la r�e�exion� alors que les
ph�enom�enes de transmission� voir m�eme d�absorption et de r�e��emission jouent un r�ole
aussi important�

Les m�ethodes pr�esent�ees dans ce m�emoire �reconstruction de BRDFs et gonio�
photom�etre virtuel� restent heureusement su�samment ouvertes pour �etre r�eutilisables
dans cette nouvelle optique�

En conclusion� nous avons donc fait le pont entre trois aspects di��erents mais
compl�ementaires �

� la r�ealit�e� c�est��a�dire l�exp�erience� les mesures de ph�enom�enes r�eels� r�ealis�ees avec
des goniophotom�etres�

� la simulation de la r�ealit�e �a l�aide de m�ethodes de repr�esentation des BRDFs� dans
un lancer de rayons�

� l�utilisation de la simulation comme nouvelle source d�informations� c�est��a�dire la
simulation d�exp�erience� �a l�aide du goniophotom�etre virtuel�



Annexe A

Subdivision de la sph�ere

A�� Objectif

La sph�ere �ou la demi�sph�ere� joue un r�ole essentiel dans la gestion des BRDFs�
que ce soit pour g�en�erer des directions ou pour proc�eder �a des int�egrations� On a donc
besoin de la discr�etiser sous forme de facettes ou de points� Un des crit�eres essentiels
de cette discr�etisation est qu�elle doit se faire �a angle solide constant� de fa�con �a �etre
la plus r�eguli�ere possible� Nous allons donc �etudier di��erentes m�ethodes� en mettant en
avant les avantages et les inconv�enients de chacune d�entre elles�

A�� Subdivision r�eguli�ere suivant l�angle azimuthal

A���� M�ethode

Cette m�ethode consiste �a diviser la sph�ere en n	 quartiers �egaux selon l�angle
azimuthal �� Ensuite on va diviser la sph�ere en n� ! � bandes selon l�angle z�enithal ��
On a donc �

�j �

�j

n	
� j � f�� �� � � � � n	 � �g

�� � � � �� � � � � � �n� � �

�Etant donn�e que l�on veut un angle solide constant� et que l�on a divis�e la sph�ere en
n� n	 facettes� l�angle solide d�elimit�e par les quatre points ��i� �j�� ��i��� �j�� ��i��� �j���� ��i� �j����
avec i � f�� �� � � � � n� � �g et j � f�� �� � � � � n	 � �g� not�e ��i�j � vaut �

���
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��i�j �
Z �i��

���i

Z 	j��

	�	j
sin � d� d�

�

�

n	
�cos �i � cos �i��� �

��

n� n	

� cos �i � cos �i�� �



n�

� cos �i � �� 
i

n�

La formule pour les angles est donc �

D�e�nition �	 
subdivision r�eguli�ere de la sph�ere� en utilisant les points suivants
sur la sph�ere �

�i � cos��
�
�� �i

n�

�
i � f�� �� � � � � n�g

�j � ��j
n�

j � f�� �� � � � � n	 � �g
on obtient une subdivision de la sph�ere �a angle solide constant en n� n	 facettes� avec
�n� ! ��n	 points�

A���� Application 	a la demi�sph	ere

Le cas de la demi�sph�ere ne pose pas de probl�eme particulier� On obtient �

D�e�nition �� 
subdivision r�eguli�ere de l�h�emisph�ere� en utilisant les points sui�
vants sur l	h�emisph�ere sup�erieur �

�i � cos��
�
�� i

n�

�
i � f�� �� � � � � n�g

�j � ��j
n�

j � f�� �� � � � � n	 � �g
on obtient une subdivision de l	h�emisph�ere sup�erieure �a angle solide constant en n� n	
facettes� avec �n� ! ��n	 points�

A���� Utilisation

Pour savoir dans quelle facette se situe un vecteur� le calcul est instantan�e� De
m�eme� la mise en oeuvre est tr�es simple� Mais on peut remarquer que �

� les facettes ont des formes tr�es irr�eguli�eres� En e�et� selon que l�on se situe pr�es de
� � � ou de � � �

� les formes sont tr�es di��erentes� Cela a une grande importance
dans le cas o�u l�on capte quelque chose dans les facettes� ou lorsque la sph�ere peut
�etre soumise �a rotation� la distribution des points n��etant alors plus du tout la
m�eme�

� les nombres de divisions en � et en � sont ind�ependants� Et il n�existe pas de choix
particulier donnant une forme plus r�eguli�ere aux facettes�
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Fig� A�� � division r�eguli�ere de l	h�emisph�ere

A�� Subdivision r�ecursive par poly�edres

A���� M�ethode

Il existe un certain nombre de poly�edres r�eguliers �dont les faces sont toutes iden�
tiques� dont les sommets sont situ�es sur une sph�ere� On peut notamment mettre en
avant ceux dont les faces sont des triangles �equilat�eraux � le t�etra�edre �� faces�� l�oc�
ta�edre �� faces� et l�icosa�edre �
� faces�� En e�et� �a partir de ces poly�edres de base�
en subdivisant chaque facette triangulaire en quatre nouveaux triangles� on obtient des
subdivisions de plus en plus 	nes�

A������ Construction des poly�edres de base

A�������� T�etra�edre Le t�etra�edre est un poly�edre �a quatre faces triangulaires �equi�
lat�erales identiques s�inscrivant dans la sph�ere unit�e� Il a quatre sommets et six ar�etes�

D�e�nition �� 
construction topologique d�un t�etra�edre� on pose �� � cos��
�
��
�

�
�

On exprime les sommets Pi en coordonn�ees sph�eriques ��� ��� On exprime les faces Fj
sous la forme de triplets de trois sommets �Pa� Pb� Pc�� donn�es dans le sens direct�

P� � ��� �� F� � �P�� P�� P��
P� � ���� �� F� � �P�� P�� P��
P� � ����

��
� � F� � �P�� P�� P��

P� � ����
��
� � F� � �P�� P�� P��

A�������� Octa�edre L�octa�edre est un poly�edre �a huit faces triangulaires �equilat�e�
rales identiques s�inscrivant dans la sph�ere unit�e� Il a six sommets et douze ar�etes�

D�e�nition �� 
construction topologique d�un octa�edre� on exprime les sommets
Pi en coordonn�ees cartesiennes �x� y� z�� On exprime les faces Fj sous la forme de triplets



��� Chapitre A� Subdivision de la sph�ere

de trois sommets �Pa� Pb� Pc�� donn�es dans le sens direct�

P� � ��� �� �� F� � �P�� P�� P�� F� � �P�� P�� P��
P� � ��� �� �� F� � �P�� P�� P�� F� � �P�� P�� P��
P� � ��� �� �� F� � �P�� P�� P�� F� � �P�� P�� P��
P� � ���� �� �� F� � �P�� P�� P�� F� � �P�� P�� P��
P� � ������ ��
P� � ��� �����

A�������� Icosa�edre L�icosa�edre est un poly�edre �a vingt faces triangulaires �equila�
t�erales identiques s�inscrivant dans la sph�ere unit�e� Il a douze sommets et trente ar�etes�
C�est sans le doute le plus complexe �a imaginer� C�est pourquoi on fournit un plan de
construction d�un icosa�edre en papier� a	n de mieux appr�ehender sa structure� Sur une
feuille de papier� repr�esenter le dessin de la ��gure A��� p� ����� Ensuite� d�ecouper le
contour du dessin� et e�ectuer successivement les collages dans l�ordre donn�e par �table
A��� p� ��
��

2O

4E2E5O

4N 5N

1O 3O

4O

5S4S3S2S

1E 3E 5E

1S

3N1N 2N

Fig� A�
 � plan pour la construction d	un icosa�edre

D�e�nition 
� 
construction topologique d�un icosa�edre� on pose �� � cos��
�

�p
�

�
�

On exprime les sommets Pi en coordonn�ees sph�eriques ��� ��� On exprime les faces Fj
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�etape coller � � �

� �S �a 
S


 �S �a �S

� 
S �a �S

� �S �a �S

� �S �a �S

� �N �a 
N


 �N �a �N

� �O �a �E

� 
N �a �N

�� et en	n �N

Tab� A�� � plan pour la construction d	un icosa�edre

sous la forme de triplets de trois sommets �Pa� Pb� Pc�� donn�es dans le sens direct�

P� � ��� �� F� � �P�� P�� P�� F�� � �P�� P�� P��
P� � ���� �� F� � �P�� P�� P�� F�� � �P�� P�� P��
P� � ����

��
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P�� P�� P��

P� � ����
��
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P�� P�� P���

P� � ����
��
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P�� P��� P��

P� � ����
��
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P��� P�� P��

P� � �� � ���
�
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P��� P�� P��

P� � �� � ���
��
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P��� P�� P��

P� � �� � ���
��
� � F� � �P�� P�� P�� F�� � �P��� P��� P��

P� � �� � ���
��
� � F� � �P�� P��� P�� F�� � �P��� P�� P���

P�� � �� � ���
��
� �

P�� � ��� ��

A������ Processus de r�ecursion

On dispose donc de poly�edres de base dont les faces sont des triangles� et dont
les sommets se situent sur la sph�ere unit�e� Ce poly�edre de base sera consid�er�e comme
le niveau � de notre subdivision� Pour passer d�un niveau au niveau suivant� on proc�ede
comme sur ��gure A��� p� �����

On cr�ee trois nouveaux sommets Q��� Q�
� Q
�� qui sont les milieux respectifs
des ar�etes P�P�� P�P
� P
P�� Les vecteurs OQ��� OQ�
� OQ
� sont alors normalis�es
de fa�con �a ce que les points Q��� Q�
� Q
� soient sur la sph�ere unit�e� On a alors quatre
nouvelles faces� qui v�eri	ent les m�emes propri�et�es que la face m�ere�

Si on appelle respectivement Sn� An� Fn� le nombre de sommets� ar�etes et faces
au niveau n� on peut �ecrire �
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Q20

Q12P1 P2

Q01

P0

P1 P2

P0

Fig� A�� � processus de r�ecursion dans un poly�edre

Sn�� � Sn ! An on rajoute un sommet au milieu de chaque ar�ete
An�� � 
An ! �Fn chaque ar�ete est divis�ee en deux� et on cr�ee

trois nouvelles ar�etes pour la face centrale
Fn�� � �Fn chaque face est remplac�ee par quatre nouvelles faces

On sait par la relation d�Euler �et on v�eri	e sur les �equations pr�ec�edentes� que
Sn�An!Fn � C� o�u C est le nombre de composantes connexes de l�espace �C � 
 dans
le cas d�un poly�edre ferm�e� puisqu�on s�epare l�int�erieur de l�ext�erieur�� Les solutions du
syst�eme sont �

Sn � S� � A� ! F� ! 
n
�
A� � �F�




�
! �n

F�




An � 
n
�
A� � �F�




�
! �n

�F�



Fn � �n F�

A���� Application 	a la demi�sph	ere

Adapter les structures pr�ec�edentes �a la demi�sph�ere n�est pas forc�ement intuitif�
Dans le cas du t�etra�edre� cela n�est m�eme pas envisageable�

Dans le cas de l�octa�edre� c�est tout naturel �etant donn�e que ses quatre faces
sup�erieures couvrent exactement l�h�emisph�ere sup�erieur� Il su�t de partir de cette moiti�e
d�octa�edre et de poursuivre le processus de r�ecursion�

Dans le cas de l�icosa�edre� on constate qu�au niveau �� les quarante faces de ce
poly�edre couvrent exactement l�h�emisph�ere sup�erieur� Il su�t donc de partir de cette
moiti�e d�icosa�edre de niveau � et de poursuivre le processus de r�ecursion�
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A���� Utilisation

Comme on a pu le voir� les angles solides de chaque facette� ne sont plus vraiment
�egaux� au fur et �a mesure que l�on subdivise r�ecursivement notre sph�ere� On va donc
�etudier pour chaque poly�edre de base� les rapports �

� r� le rapport entre le plus petit angle solide et l�angle solide moyen�

� r� le rapport entre le plus grand angle solide et l�angle solide moyen�

� r� le rapport entre l��ecart�type des angles solides et l�angle solide moyen�

Les r�esultats sont donn�es dans �table A��� p� ����� �table A��� p� ����� �table A���
p� ����� On constate que le t�etra�edre n�est pas vraiment utilisable� et qu�il devra donc
�etre �ecart�e�

niveau faces r� r� r�
� � ���' ���' �'

� �� �
' 
��' ��'


 �� ��' 
��' ��'

� 
�� ��' ���' ��'

� ��
� ��' �

' ��'

� ���� ��' ���' ��'

� ����� ��' ���' ��'

Tab� A�
 � �evolution de l	angle solide dans la subdivision r�ecursive d	un t�etra�edre

niveau faces r� r� r�
� � ���' ���' �'

� �
 �
' ���' 
�'


 �
� ��' ���' 
�'

� ��
 
�' ���' 
�'

� 
��� 
�' ���' 
�'

� ���
 
�' ���' 
�'

� �

�� 
�' ���' 
�'

Tab� A�� � �evolution de l	angle solide dans la subdivision r�ecursive d	un octa�edre

Les avantages et les inconv�enients de cette subdivision sont les suivants �

� on ne contr�ole pas le nombre de facettes �il augmente de fa�con g�eom�etrique�

� l�angle solide de chaque facette est quasiment le m�eme� et tout du moins l��ecart�
type des angles solides est tr�es faible par rapport �a l�angle solide moyen�
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niveau faces r� r� r�
� 
� ���' ���' �'

� �� ��' ���' �'


 �
� ��' ���' �'

� �
�� ��' �
�' �'

� ��
� ��' �
�' �'

� 
���� ��' �
�' �'

� ���
� ��' �
�' �'

Tab� A�� � �evolution de l	angle solide dans la subdivision r�ecursive d	un icosa�edre

� la forme de chaque facette est �a peu pr�es la m�eme� un triangle sph�erique�

� le temps d�acc�es �a une facette est proportionnel au nombre de faces dans le poly�
�edre de base �il faut rep�erer dans quelle face du poly�edre de base on se trouve� et
au nombre de niveaux �il faut appliquer le processus de r�ecursion pour atteindre
la facette dans le niveau le plus 	n�� �Etant donn�e que ces deux nombres sont
tr�es faibles� on peut consid�erer cette recherche comme �etant accomplie en temps
constant�

� la structure est insensible �a la rotation �on n�a pas vraiment d�orientation parti�
culi�ere��

Fig� A�� � octa�edre� niveaux de r�ecursion �� � et �

A�� Subdivision en igloo

A���� M�ethode

A	n d�obtenir des facettes plus r�eguli�eres� on va essayer de subdiviser la sph�ere �a
la mani�ere d�un igloo� On va commencer par diviser la sph�ere en bandes selon l�angle
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Fig� A�� � icosa�edre� niveaux de r�ecursion �� � et �

z�enithal �� avec une hauteur identique �� � �
n�

� La bande i � f�� �� � � � � n���g est donc
comprise entre les angles �i et �i��� avec �i � i���

Ensuite� �a l�int�erieur de chaque bande� on va la diviser en blocs avec une largeur
��i � ��

n� i
� propre �a la bande� On aura donc une facette d�elimit�ee de la mani�ere

suivante �

i

i+1θ

Δθ

ϕ

θ
iΔϕ

i,j i,j+1ϕ

Fig� A�� � d�elimitation d	un bloc d	igloo

Avec �i�j �
�
j ! �

�

�
��i� j � f�� �� � � � � n	 i � �g� Il ne faut pas oublier que cette

facette qui est un quadrangle sph�erique� se r�eduit �a un triangle sph�erique lorsque on se
situe sur les calottes de la sph�ere �i � � et i � n� � ��� Pour que cette facette soit la
plus ��carr�ee�� possible� on va s�assurer que sa hauteur soit comprise entre sa largeur en
haut et sa largeur en bas� On a donc �

sin �i ��i � �� � sin �i�� ��i
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A	n de v�eri	er cette condition� il su�t de poser �

��i �
��

sin �i��i��

�

Il reste maintenant �a s�assurer que toutes nos facettes ont le m�eme angle solide�
L�angle solide d�une facette dans la bande i� ��i� vaut �

��i �
Z �i��

���i

Z 	i�j��

	�	i�j
sin � d� d�

� �cos �i � cos �i��� ��i

� 
 sin

�
��




�
��

Or on souhaitait que cet angle solide soit constant� �egal �a ��
n � n �etant le nombre

de facettes souhait�ees� Donc �� doit v�eri	er �

n sin

�
��




�
�� � 
� �+�

�Evidemment� aucun de nos calculs n�est exact� �etant donn�e que �� et les ��i ne
peuvent prendre des valeurs quelconques �ils sont li�es �a n� et n	 i� qui sont des entiers��
On se retrouve donc avec le cheminement suivant� pour construire un igloo avec nvoulu
facettes �

nvoulu

� ��voulu � n sin
��voulu



��voulu � 
�

� n� �

�
�

��voulu

�
� ��calcul �

�

n�

� ��i voulu �
��calcul

sin
��
i! �

�

�
��calcul

�
� n	 i �

�

�

��i voulu

�

� ��i calcul �

�

n	 i

� ncalcul �
n���X
i��

n	 i

La condition sur ��� exprim�ee dans l��equation �+�� peut �etre approch�ee� en esti�
mant �� su�samment petit� On peut �ecrire �
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n sin

�
��




�
�� � 
�

� n
��



�� � 
�

� n� �
�p

n�




�

On constate� exp�erimentalement� qu��etant donn�e que n� est un entier� cette condi�
tion est identique �a l��equation �+� dans presque tous les cas� On d�e	nit alors un igloo
de la mani�ere suivante �

D�e�nition 
� 
subdivision en igloo de la sph�ere� en posant �

n� �
hp

n�
�

i
�i � i

n�
�� i � f�� �� � � � � n�g

n	 i �
h

n� sin

��
i ! �

�

�
�
n�

�i
�i�j �

�j� �
��

n� i

�� j � f�� �� � � � � n	i � �g

on d�e�nit une subdivision de la sph�ere en �a peu pr�es n facettes� d	angle solide et de
forme presque identiques� facettes d�e�nies comme sur 
	gure A��� p� �����

A���� Application 	a la demi�sph	ere

L�application �a la demi�sph�ere ne pose aucun probl�eme�

D�e�nition 
� 
subdivision en igloo de l�h�emisph�ere� en posant �

n� �

�p
n�
�

�

�
�i � i

n�
�� i � f�� �� � � � � n�g

n	 i �
h
�n� sin

��
i ! �

�

�
�

�n�

�i
�i�j �

�j� �
��

n� i

�� j � f�� �� � � � � n	i � �g

on d�e�nit une subdivision de l	 h�emisph�ere en �a peu pr�es n facettes� d	angle solide et de
forme presque identique� facettes d�e�nies comme sur 
	gure A��� p� �����

A���� Utilisation

Comme on a pu le voir� les angles solides de chaque cellule ne sont donc pas
vraiment �egaux� On peut �etudier le comportement de ncalcul en fonction de nvoulu� ainsi
que le rapport entre l��ecart�type des angles solides des facettes et l�angle solide moyen�
rapport not�e r �
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igloo sph�erique igloo h�emisph�erique

nvoulu ncalcul r ncalcul r
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��� 
��� �' ���� �'

Tab� A�� � nombre de blocs dans un igloo

Les avantages et les inconv�enients de cette subdivision sont les suivants �

� on contr�ole le nombre de facettes de la subdivision ��a quelques unit�es pr�es��

� l�angle solide de chaque facette est quasiment le m�eme� et tout du moins l��ecart�
type des angles solides est tr�es faible par rapport �a l�angle solide moyen�

� la forme de chaque facette est �a peu pr�es la m�eme� un quadrangle sph�erique ��a
l�exception des calottes� o�u l�on a des triangles sph�eriques��

� par contre� la structure est tr�es sensible �a la rotation �on a une orientation parti�
culi�ere��

Fig� A�
 � division en igloo de l	h�emisph�ere



Annexe B

Tirage de directions de BRDFs

B�� Objectif

Dans toutes les simulations mettant en oeuvre des BRDFs� on a besoin de passer
du continu au discret� Par exemple� dans le cas d�un calcul d�image� on doit r�esoudre
l��equation du rendu� La m�ethode utilis�ee �le lancer de rayons� ou le fonctionnement de
notre goniophotom�etre virtuel� nous am�ene donc �a la situation suivante �
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Fig� B�� � choix d	une direction et d	une luminance

�Etant donn�e un rayon incident� de direction �i et d��energie associ�ee Li� arrivant
sur une surface dont la BRDF� �� est connue� dans quelle direction �r et avec quelle
�energie Lr doit�on g�en�erer un rayon r�e��echi� de fa�con �a ce que� en moyenne� lorsque
l�op�eration est rep�et�ee� on repr�esente correctement le comportement en r�e�exion de la
surface�

B�� R�esolution

L�objectif de ce paragraphe n�est pas de donner des explications math�ematiques
tr�es pouss�ees sur les processus de Monte�Carlo �pour cela on pourra se r�ef�erer a �VG�
 ��

���
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mais de donner de fa�con concise� les bases de cette technique� �Etant donn�e le probl�eme
pos�e� on se retrouve avec deux inconnues �

dp��i � �r� � p��i � �r� d�r

e��i � �r� �
Lr

Li

dp est la distribution des directions r�e��echies en fonction de la direction d�inci�
dence �i� La condition

R
�� dp��i � �r� � � doit �etre v�eri	�ee� e est le rapport entre

l��energie r�e��echie et l��energie incidente� La condition pour que notre tirage soit conforme
�a la r�ealit�e du mat�eriau est donc que �

���i � �r� �
dLr

Li cos �r d�r
�
Lr dp��i � �r�

Li cos �r d�r
�
e��i � �r� p��i � �r�

cos �r
� ���i � �r� cos �r � e��i � �r� p��i� �r�

On peut donc 	xer l�une de nos deux inconnues �e ou p� et en d�eduire l�autre�
Toutefois� le choix n�est pas quelconque� Si l�on choisit de 	xer la probabilit�e p� on voit
qu�en moyenne e vaut �

emoyen��i� �
Z
��

e��i � �r� dp��i� �r� �
Z
��

���i � �r� cos �r d�r � ��# � 

Donc si en moyenne� l��energie r�e��echie est bien inf�erieure �a l��energie incidente�
pour chaque tirage particulier� on ne sait rien sur la valeur particuli�ere de e� De plus on
cherche �a avoir une convergence la plus rapide possible� ce qui va nous amener �a tirer
plus de rayons dans les pics de la BRDF� On parlera alors d��echantillonage d�importance�
Toutefois� on ne peux pas toujours faire le choix qu�on l�on veut� �etant donn�e que l�on
va devoir inverser la probabilit�e a	n de pouvoir faire le tirage�

B���� Tirage proportionnel 	a ���i � �r
 cos �r

On pose �

dp��i � �r� �
���i � �r� cos �r d�rR

�� ���i � �r�� cos ��r d��r

On a alors �

e��i � �r� �
Z
��

���i � �r� cos ��r d�
�
r

On obtient donc un e qui ne d�epend que de l�incidence �i� et qui est �egal au
facteur de r�e�exion pour cette incidence� donc compris entre � et �� C�est int�eressant
pour r�ep�eter le processus� Ce choix est le plus exact au sens physique� puisqu�il choisit
une direction r�e��echie proportionnellement �a l��energie r�e��echie� Cependant l�inversion
de cette probabilit�e n�est pas toujours possible �de fa�con analytique�� C�est pourquoi�
on pourra aussi utiliser �



B��� R�esolution ��


B���� Tirage proportionnel 	a ���i � �r


On pose �

dp��i � �r� �
���i � �r� d�rR

�� ���i � �r�� d��r

On a alors �

e��i � �r� � cos �r

Z
��

���i � �r�� d�
�
r

Cette fois e n�est pas forc�ement compris entre � et �� Cependant� pour un bon
nombre de BRDFs analytiques� la probabilit�e est plus facile �a inverser�
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R�esum�e

La qu�ete d�un photor�ealisme accru en synth�ese d�images passe par l�am�elioration de la
mod�elisation g�eom�etrique des sc�enes� des algorithmes de calcul de l��eclairement global� et des
mod�eles locaux de r�e�exion� Ces mod�eles locaux de r�e�exions sont repr�esent�es par les BRDFs
	fonctions de distribution de la r�e�ectance bidirectionnelle
�

Nous �etudions dans ce m�emoire un certain nombre de mod�eles analytiques de BRDFs�
et les comparons �a des mesures r�eelles de BRDFs� Cette �etude nous montre que la diversit�e du
r�eel ne saurait �etre prise en compte par un mod�ele unique de BRDF� et la n�ecessit�e d�utiliser
directement des mesures de BRDFs en calcul d�images�

Nous pr�esentons alors les m�ethodes existantes pour repr�esenter ces mesures� et intro�
duisons une nouvelle m�ethode� particuli�erement adapt�ee au cas particulier des BRDFs� Cette
m�ethode est bas�ee sur des fonctions �a support local et une approche hi�erarchique� A�n de va�
lider ces recompositions de BRDFs� nous introduisons aussi un crit�ere d�erreur permettant de
comparer les BRDFs entre elles�

A�n de relier BRDFs mesur�ees et BRDFs informatiques� nous pr�esentons un appareil
informatique simulant le comportement d�un goniophotom�etre existant� appareil servant �a me�
surer des BRDFs� Ce goniophotom�etre virtuel nous permet de valider des mod�eles analytiques
de BRDFs� et de comparer des BRDFs r�eelles et leur �equivalent simul�e �a partir de relev�es sur
les mat�eriaux�

Mots cl�es

synth�ese d�images� BRDF� repr�esentation de mesures� goniophotom�etre virtuel� simulation�

Abstract

To achieve the goal of photorealism in computer graphics means better scene geometry
modeling� better global rendering algorithms� and better local re�ection models� These models
are represented by BRDFs 	bidirectional re�ectance distribution functions
�

We study in this thesis some analytical BRDFs models� and compare them with measured
BRDFs data� This study leads to the conclusion that real world diversity cannot be handled by
a uni�ed BRDF model� and that it is necessary to directly use measured BRDFs data in image
computation�

We then present existing methods to represent these data� and we introduce a newmethod�
particularly �tted to BRDFs special case� This method is based on locally supported functions�
and a hierarchical approach� In order to validate our BRDFs reconstructions� we introduce also
an error criterion so as to compare BRDFs�

To create a link between measured BRDFs and computed BRDFs� we present a software
that simulates the behavior of a real goniophotometer� a device used to measure BRDFs� This
virtual goniophotometer allows us to validate BRDFs analytical models� and to compare real
BRDFs and the result of a simulation from measured material properties�

Keywords

computer graphics� BRDF� data representation� virtual goniophotometer� simulation


