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Chapitre �

Introduction

��� Bref aper�cu historique

La synth�ese d	image est un domaine en constante progression depuis quelques ann�ees�
Les formidables �evolutions de l	informatique� tant mat�erielles que logicielles� permettent des
r�ealisations de plus en plus sophistiqu�ees� Nul ne saurait aujourd	hui se satisfaire de repr�e

sentations en ��l de fer�� simples visualisations des ar�etes des objets� Pourtant� il y a peu
encore elles �etaient �a l	origine de l	essor des nombreuses m�ethodes de la CAO �Conception
Assist�ee par Ordinateur��

Les premi�eres images de synth�ese ne repr�esentaient que des objets relativement simples
isol�es de leur contexte� des pi�eces m�ecaniques en g�en�eral� La notion de r�ealisme �etait tout
�a fait secondaire� seule importait la visualisation de nouvelles pi�eces sans devoir r�ealiser des
maquettes tr�es co�uteuses� en temps comme en argent� Le besoin d	observer des assemblages
plus complexes est cependant rapidement apparu� Les mod�elisations en ��l de fer� se sont
alors tr�es vite r�ev�el�ees trop limit�ees� Les images devenaient d	inextricables enchev�etrements
de segments�

Un premier progr�es a �et�e l	�elimination des ar�etes cach�ees� c	est �a dire celles qui sont �der

ri�ere� les objets d	avant plan� Ceci �etait tout aussi complexe que peu e�cace� Il �etait devenu
n�ecessaire de doter les images d	une r�eelle notion de relief� La premi�ere id�ee fut de colorier
les facettes d�elimit�ees par les ar�etes� en attribuant une couleur di��erente �a chaque objet�
Les images �etaient plus compr�ehensibles� mais toujours sans relief et aussi peu r�ealistes� Les
simples e�ets de perspective ne sont pas su�sants pour permettre une bonne interpr�etation
des sc�enes repr�esent�ees�

L	introduction d	e�ets d	ombrage fut un pas d�ecisif� Les premi�eres m�ethodes� tout �a fait
empiriques� donn�erent des r�esultats encourageants� Les surfaces apparaissaient plus ou moins
claires� suivant leur inclinaison par rapport �a une source de lumi�ere imaginaire� L	augmenta

tion incessante des capacit�es de traitement des ordinateurs permit la simulation des surfaces
courbes par la juxtaposition d	un grand nombre de petites facettes planes� Des algorithmes
de lissage furent alors d�evelopp�es pour att�enuer l	e�et de cassure visible entre les facettes
adjacentes� notamment par Gouraud �Gou��� et par Phong �Pho���� Le r�ealisme �etait bien
meilleur� mais les ombres port�ees restaient totalement absentes� et les mat�eriaux avaient tous
un aspect uniforme et g�enant de �mati�ere plastique��

L	apparition du lancer de rayons �Whi���� avec des e�ets de re�ets et de transparences�
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� Chapitre �� Introduction

puis celle de la radiosit�e �GTGB���� avec des p�enombres douces et une approche plus globale
des �echanges lumineux� ouvrirent de nouveaux horizons� Pour la premi�ere fois des images de
synth�ese semblaient presque �vraies�� Le cin�ema et la publicit�e s	empar�erent de ces nouvelles
m�ethodes et les rendirent tr�es populaires�

Ces progr�es �etaient toutefois tr�es insu�sants pour d	autres domaines fortement int�eress�es
par le d�eveloppement d	images de synth�ese� comme l	architecture� et plus particuli�erement
l	�eclairagisme� Il devenait alors indispensable de �voir� un b�atiment dans son environnement
avant sa construction� et de pouvoir �essayer� plusieurs styles de d�ecorations di��erents� Les
mod�eles approximatifs ne sont plus utilisables� car les images produites sont souvent fort
�eloign�ees de l	e�et escompt�e� Il ne su�t plus qu	une image soit �belle�� elle doit aussi �etre
�d�ele �a ce que serait la sc�enes si elle existait� Cette notion de r�ealisme� sujette �a diverses
interpr�etations� sera pr�ecis�ee dans la section suivante�

La derni�ere �etape d�ecisive fut franchie par Kajiya �Kaj���� qui introduisit l	�equation de
rendu� C	�etait le premier mod�ele math�ematique et physique complet d�ecrivant la r�epartition
de l	�energie lumineuse dans un environnement� pr�esent�e sous la forme d	une �equation unique�
mais r�ecursive� Il laissaient entrapercevoir une possible mise en �uvre� co�uteuse mais en�n
envisageable� Le calcul de l	�eclairement global� o�u tous les param�etres sont pris en compte�
devenait alors un objectif accessible� m�eme s	il �etait encore lointain� Dans le m�eme temps� la
mod�elisation des mat�eriaux devenait de plus en plus pr�ecise� et la plupart des ph�enom�enes
physiques pouvaient �etre simul�es� au moins en th�eorie�

Il apparut alors que la complexit�e du probl�eme est immense� tant du point de vue de la
description des objets et des mat�eriaux qui les composent� que de celui des interactions de
la lumi�ere avec eux� Les m�ethodes classiques� le lancer de rayon et la radiosit�e dans leurs
d�eclinaisons initiales� ne sont pas capables d	appr�ehender le probl�eme dans son ensemble�
Elles sont toutes les deux bas�ees sur des simpli�cations drastiques qui induisent des erreurs
di�ciles �a �evaluer�

Malgr�e leurs d�efauts� le lancer de rayon et la radiosit�e donnent des images plut�ot sa

tisfaisantes� au moins visuellement� De plus� ils sont compl�ementaires� Le lancer de rayons
privil�egie les r�e�exions sp�eculaires� alors que la radiosit�e g�ere les r�e�exions di�uses� Des
m�ethodes multipasses furent alors d�evelopp�ees pour combiner les deux approches� inspir�ees
par Wallace �WCG���� Sch�ematiquement� une premi�ere passe de radiosit�e calcule les interr�e

�exions di�uses� et une seconde passe de lancer de rayons ajoute les re�ets sp�eculaires� Avec
le lancer de rayons inverse� Arvo �Arv��� introduisit les e�ets de caustiques� avec une passe
suppl�ementaire distribuant l	�energie des sources dans la sc�ene� L	�echantillon des ph�enom�enes
visualisables devenait presque complet� mais toujours avec les simpli�cations des m�ethodes
initiales qui interdisent toute validation physique�

Seules les m�ethodes de Monte Carlo� dont Kajiya �Kaj��� fut l	initiateur en synth�ese
d	images� semblent en mesure de relever le d�e�� car elles n	ont pas de limites th�eoriques� Par
contre� les quantit�es de calculs sont gigantesques� et par cons�equent les temps de calcul sont
prohibitifs pour encore plusieurs g�en�erations d	ordinateurs�

Un grand nombre de travaux de recherche actuels en synth�ese d	images tentent d	�etendre
la gamme des ph�enom�enes simul�es� tout en respectant plus �d�element les lois physiques� En
parall�ele� des techniques d	optimisations sont d�evelopp�ees pour r�eduire la dur�ee des calculs�
sans nuire �a la qualit�e des r�esultats�



���� A propos de r�ealisme �

��� A propos de r�ealisme

Tout au long de ce document� nous emploierons souvent le terme r�ealisme� en tant qu	ob

jectif� et aussi en tant que crit�ere de qualit�e� Cette notion �etant sujette �a diverses interpr�eta

tions �Mai���� nous allons pr�eciser le sens que nous lui donnons�

Avant tout� nous nous pla�cons dans le cadre de la simulation de ph�enom�enes physiques�
L	objectif est de calquer le plus �d�element possible les comportements physiques de la lumi�ere
et de ses interactions avec la mati�ere� Il s	agit donc en premier lieu de physicor�ealisme� Cepen

dant� ne sachant pas r�esoudre tous les probl�emes� nous limitons notre ambition �a la simulation
de sc�enes de la vie courante� c	est �a dire compos�ees d	objets de dimensions moyennes� pour
un observateur humain� La taille des d�etails g�eom�etriques des objets est alors tr�es largement
sup�erieure aux longueurs d	ondes de la lumi�ere visible� ce qui �elimine les ph�enom�enes de
di�raction� m�eme s	ils interviennent parfois de fa�con implicite dans la mod�elisation des pro

pri�et�es des mat�eriaux� Ces hypoth�eses sont tout �a fait valides dans le domaine de la simulation
architecturale�

Dans ces conditions� notre objectif ultime serait de recr�eer� chez l	observateur humain�
les m�emes sensations devant une image de synth�ese d	une sc�ene que celles qu	il aurait s	il se
trouvait dans la sc�ene r�eelle� Il est bien �evident que ce but est utopique avec une image plane�
quels que soient sa qualit�e et son support� Plus modestement� ce serait d�ej�a un excellent
r�esultat de cr�eer une image de synth�ese d	une sc�ene qui soit indiscernable d	une photographie
de la sc�ene r�eelle� Nous nous situons donc plut�ot dans le cadre du photor�ealisme� En fait� ce
dernier terme manque lui
aussi de pr�ecision� En e�et� nos images sont pour la plupart calcul�ees
pour �etre a�ch�ees sur un �ecran vid�eo� avec une r�esolution immens�ement plus faible que celle
d	une photographie� une dynamique �energ�etique limit�ee� et avec un mode de reproduction des
couleurs di��erent et moins nuanc�e� La comparaison des r�esultats est donc fauss�ee� Il serait
donc pr�ef�erable� dans un premier temps� de rechercher le meilleur vid�eor�ealisme �� Il s	agit
donc pour nous de cr�eer des images de synth�ese indiscernables de reproductions par une
cam�era vid�eo de la sc�ene� Bien que les progr�es soient incontestables� cet objectif plus r�ealiste
n	est toujours pas atteint aujourd	hui�

��� Objectifs de cette th�ese

Durant cette th�ese� nous nous sommes attach�es �a d�evelopper une mod�elisation vectorielle
de la lumi�ere� qui uni�e les repr�esentations de ses diverses composantes� Elle regroupe de
fa�con concise des informations �energ�etiques et directionnelles qui sont n�ecessaires aux calculs
de r�e�exions ou de r�efractions� Nous l	utilisons pour calculer l	�eclairement global� en int�egrant
des m�ethodes de calcul de Monte Carlo�

A�n de diminuer les temps de calculs� nous avons �elabor�e des proc�edures d	interpolation�
qui exploitent les coh�erences de la lumi�ere et de la sc�ene� Elles permettent de r�eutiliser
des valeurs calcul�ees ponctuellement� en leur attribuant un domaine de validit�e �etendu� Des
crit�eres limitant les risques d	erreur ont �et�e introduits�

De plus� nous avons �etabli une strat�egie de subdivision adaptative des sources surfaciques�
A qualit�e �equivalente� elle r�eduit sensiblement le taux d	�echantillonnage moyen par rapport
aux m�ethodes habituelles�

�� Ce mot est certainement un n�eologisme�



� Chapitre �� Introduction

Ces r�esultats ont �et�e impl�ement�es dans un logiciel de lancer de rayons �Roe�
�� pour
valider les approches choisies�

��� Organisation de ce document

� Le chapitre � est la pr�esente introduction� o�u sont d�ecrits les principaux objectifs de
ces travaux�

� Le chapitre � est une pr�esentation des ondes �electromagn�etiques� et du cas particulier
qu	est la lumi�ere� Les grandeurs physiques et les unit�es utilis�ees dans toute la suite
sont explicit�ees ici� Des notions psychovisuelles succintes sont abord�ees� pour d�ecrire la
sensation de couleur�

� Le chapitre 
 pr�esente l	�equation de rendu� qui formalise en quelques symboles l	ampleur
du probl�eme �a r�esoudre� et les principaux mod�eles d	�eclairement global actuels qui
tentent de le faire� avec plus ou moins de r�eussite�

� Le chapitre � d�ecrit en d�etail les vecteurs lumineux� qui sont au c�ur de notre m�e

thode de calcul de l	�eclairement global� La lumi�ere est divis�ee en trois composantes
ind�ependantes� suivant le type de chemin lumineux parcouru pour atteindre un point
de la sc�ene � direct� indirect� et caustique� Trois types distincts de vecteurs lumineux
sont alors d�e�nis� dont les particularit�es permettent des optimisations sp�eci�ques� Des
proc�edures d	interpolation� adapt�ees aux trois composantes de la lumi�ere� exploitent
les coh�erences de la lumi�ere pour �eviter les op�erations inutiles ou redondantes� et donc
limiter la dur�ee des calculs�

� Le chapitre � traite des sources lumineuses utilis�ees en lancer de rayons� et propose
une m�ethode optimis�ee de subdivision adaptative des sources surfaciques� ainsi qu	une
extension �a la source naturelle qu	est le ciel�

� Le chapitre � d�ecrit bri�evement le cadre d	impl�ementation de notre m�ethode� et pr�esente
quelques r�esultats comment�es�

� Le chapitre � est la conclusion� qui r�ecapitule les divers �el�ements pr�esent�es auparavant�
et propose quelques sujets de d�eveloppement qui compl�eteraient utilement ces travaux�

Les notions th�eoriques importantes� les d�eveloppements secondaires� et les d�emonstrations
math�ematiques un peu longues� qui auraient inutilement alourdi le texte �d�ej�a confus parfois��
sont pr�esent�es sous la forme d	annexes ind�ependantes�

� L	annexe A regroupe quelques rappels de probabilit�es et pr�esente les m�ethodes de Monte
Carlo� ainsi que les principales techniques de r�eduction de variance� notamment celles
utilis�ees en infographie�

� L	annexe B est la d�emonstration math�ematique un peu lourde du calcul du gradient
d	�eclairement indirect� que nous utilisons pour a�ner les interpolations dans notre mo

d�elisation vectorielle�
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� L	annexe C d�ecrit les divers probl�emes d	aliassage� h�elas incontournables en synth�ese
d	images� De plus� nous d�ecrivons la m�ethode d	antialiassage en post
traitement utilis�ee
pour corriger la plupart des images pr�esent�ees dans les autres sections�

� L	annexe D explicite la notion d	angle solide� qui appara��t dans pratiquement toutes
les formulations des grandeurs physiques d�ecrivant les comportements des ondes �elec

tromagn�etiques� Nous donnons ensuite quelques formules de calculs analytiques� dans
les cas simples o�u cela est possible�
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Chapitre �

La lumi�ere et les mat�eriaux

L	�etude de la lumi�ere et de ses interactions avec la mati�ere est primordiale en synth�ese
d	images� Ce sujet est si vaste qu	il ne nous est pas possible de le traiter exhaustivement� aussi
allons nous dans ce chapitre nous limiter �a une description des ph�enom�enes fondamentaux
qui nous sont indispensables� Plusieurs ouvrages d�ecrivent avec beaucoup plus de d�etails ces
ph�enom�enes� notamment �Gla��� et �PGMR���� Nous nous attacherons autant que possible
�a d�e�nir sans ambigu �t�e les grandeurs� les unit�es� et les notations que nous utiliserons par la
suite�

��� Nature de la lumi�ere

La lumi�ere est un rayonnement �energ�etique� auquel est sensible le syst�eme visuel humain�
Elle poss�ede la particularit�e de pouvoir s	interpr�eter selon deux aspects di��erents � l	aspect
ondulatoire et l	aspect corpusculaire� Leur coexistence permet d	expliquer les comportements
particuliers de cette �energie et ses interactions avec la mati�ere�

����� Aspects ondulatoires

������� Ondes �electromagn�etiques

E

B

k

Fig� ��� ! Onde �electromagn�etique

La lumi�ere est compos�ee d	ondes �electromagn�etiques� dont la fr�equence d�etermine la sen

sation de couleur �section ����
�� Cet aspect ondulatoire de la lumi�ere doit �etre invoqu�e pour
interpr�eter les ph�enom�enes d	interf�erences et de di�raction�

��



�� Chapitre �� La lumi�ere et les mat�eriaux

Les ondes lumineuses ��gure ���� sont compos�ees d	un champ �electrique
�
E et d	un champ

magn�etique
�
B� Ces deux champs se propagent dans la m�eme direction

�
k �a la m�eme vitesse

c� d	environ 
������ km"s dans le vide� A l	int�erieur des mat�eriaux� cette vitesse est plus
faible et varie avec la longueur d	onde� Ils oscillent �a la m�eme fr�equence� en phase� et restent
perpendiculaires l	un de l	autre� La propagation est rectiligne dans les milieux uniformes� o�u
l	indice de r�efraction n reste constant�

L	�evolution au cours du temps des directions des champs
�
E et

�
B conf�ere des propri�et�es

particuli�eres aux ondes lumineuses� On distingue deux cas principaux �

� Ondes polaris�ees rectilignement � les champs
�
E et

�
B gardent un direction constante

au cours de la propagation� Le plan �
�
E�

�
k � est par d�e�nition le plan de polarisation�

L	angle de polarisation est l	angle form�e par
�
E avec un vecteur de r�ef�erence �xe�

� Ondes non polaris�ees � c	est le cas g�en�eral tr�es important en synth�ese d	images
de la lumi�ere naturelle� et aussi de la plupart des lumi�eres arti�cielles� Une onde non
polaris�ee est la superposition d	un tr�es grand nombre d	ondes polaris�ees rectilignement�
sans corr�elation entre elles� sinon qu	elles se propagent dans la m�eme direction� Elles
sont de longueurs d	onde di��erentes lorsque la lumi�ere est polychromatique�

La position du plan de polarisation par rapport �a l	angle d	incidence de la lumi�ere est aussi
un param�etre utile lors de l	analyse de la r�e�exion� Le plan d�incidence est le plan engendr�e
par le vecteur directeur de l	onde lumineuse et par le vecteur normal �a la surface au point
d	incidence� On distingue deux cas importants �

� Polarisation parall�ele � Le plan de polarisation est parall�ele au plan d	incidence�

� Polarisation perpendiculaire � Le plan de polarisation est perpendiculaire au plan
d	incidence�

������� Equations de Maxwell

Le champ �electrique
�
E et le champ magn�etique

�
B sont reli�es en tout point de l	espace par

les quatre �equations di	�erentielles de Maxwell� Leur formulation dans le vide est ��������
rot�

�
E� # ��

�
B

�t
div�

�
E� # �

rot�
�
B� # �� ��

�
�
E

�t
div�

�
B� # �

�������
avec � �� # �� ���� henry"m � permittivit�e �electrique du vide

�� # �����
� � farad"m � perm�eabilit�e magn�etique du vide

On en d�eduit les �equations de propagation des champs
�
E et

�
B dans le vide �

$
�
E# �� ��

��
�
E

�t�
et $

�
B# �� ��

��
�
B

�t�
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La r�esolution de ces �equations di��erentielles permettrait de conna��tre la r�epartition de
l	�energie lumineuse pour tous les points de la sc�ene� et donc de calculer des images exactes�
Elle n	est malheureusement pas envisageable en pratique� hormis pour quelques con�gurations
th�eoriques tr�es simples�

������� Propagation de la lumi�ere dans la mati�ere

Les �equations de Maxwell sont toujours valables dans la mati�ere� mais les hypoth�eses
suivantes sont n�ecessaires pour les r�esoudre �

� le milieu est globalement neutre � il n	y a accumulation de charges �electriques en aucune
partie du milieu %

� le milieu suit la loi d	Ohm pour la conductivit�e %

� le milieu est �electriquement parfait %

� le milieu est magn�etiquement parfait�

Les trois valeurs suivantes caract�erisent la propagation de la lumi�ere dans un mat�eriau �

� �� la constante di�electrique relative du milieu �� # � pour le vide� %

� �� la perm�eabilit�e magn�etique du milieu �� # � pour le vide� %

� �� la conductivit�e du milieu �� # � pour les mat�eriaux non
conducteurs��

L	�evolution au cours du temps en un point P du champ �electromagn�etique d	une onde
plane monochromatique de direction 	u # 	k�k	kk et de pulsation 
 s	exprime par �

�
E#

�
E� e

�i�
�
t�

�

u �
�

OP
v

�
et

�
H#

�
H� e

�i�
�
t�

�

u �
�

OP
v

�
o�u v est la constante complexe d�e�nie par �

v #
cr

�� & i
��

��


������� Indice de r�efraction

L	indice de r�efraction du mat�eriau est d�e�ni par �

n #
c

v
#

r
�� & i

��

��


On peut noter que l	indice de r�efraction d�epend de la longueur d	onde� Des ondes �elec

tromagn�etiques de fr�equences di��erentes ne se propagent donc pas de fa�cons identiques dans
les mat�eriaux�

L	indice de r�efraction est complexe pour les mat�eriaux conducteurs� Sa d�ecomposition en
une partie r�eelle nr et une partie imaginaire ni donne �

nr #

vuut��

�
&
�

�

s
�� &

��

���

�

et ni #

vuut���
�

&
�

�

s
�� &

��

���

�

Le quotient
ni
nr

est appel�e indice d�att�enuation ou coe
cient d�extinction du milieu�
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������	 Absorption
 dispersion

Le module des champs �electrique et magn�etique d�ecroit le long de l	axe de propagation
dans un milieu autre que le vide� C	est le ph�enom�ene d	absorption� Il se caract�erise avec le

coe�cient � #
c

ni 

� appel�e longueur d�absorption� Apr�es un parcours de longueur � dans le

milieu� l	amplitude du champ �electromagn�etique est diminu�ee d	un facteur e��� � peut �etre
tr�es petit pour les m�etaux non magn�etiques� de l	ordre de �����m� La lumi�ere ne se propage
pratiquement pas dans ces milieux�

La vitesse de la lumi�ere dans un milieu d�epend de la partie r�eelle de l	indice de r�efraction�

et vaut
c

nr
� Comme nr d�epend de la longueur d	onde� cette vitesse varie avec la fr�equence de

l	onde �electromagn�etique� C	est le ph�enom�ene de dispersion� �a l	origine de la d�ecomposition
spectrale des prismes� et de la formation des arcs
en
ciel par exemple�

����� Aspects corpusculaires

Sous son aspect corpusculaire� la lumi�ere est un �ux de photons� particules sans masse qui
transportent de l	�energie� L	�energie de chaque photon est in�me� donc les sources de lumi�ere
en �emettent des quantit�es extr�emement grandes� Elle vaut q # h�� o�u q est la constante
de Planck �q # �� �� �����J
s�� et � la fr�equence de l	onde �electromagn�etique associ�ee ��
varie entre 
� � ����Hz et �� � ����Hz pour la lumi�ere visible�� Chaque photon suit sa propre
trajectoire� et des propri�et�es statistiques d�e�nissent son comportement� notamment en cas
d	interaction avec la mati�ere� Par exemple� la r�e�exion de la lumi�ere sur un mat�eriau� pour
une direction d	incidence et une direction r�e��echie particuli�eres� est d�e�nie par le rapport
entre les nombres de photons incidents et r�e��echis dans ces m�emes directions� De la m�eme
mani�ere� le taux de photons absorb�es par unit�e de longueur d�e�nit l	opacit�e d	un mat�eriau�
Il d�epend lui aussi de la longueur d	onde�

Seule cette interpr�etation corpusculaire permet d	expliquer les ph�enom�enes photo�elec

triques� Dans certaines conditions particuli�eres� qui d�ependent des mat�eriaux� les photons
poss�edent l	�energie juste su�sante pour modi�er la trajectoire des �electrons� ou bien pour les
arracher de l	attraction des noyaux des atomes� Il se cr�ee alors des courants �electriques�

Cette repr�esentation permet d	utiliser la th�eorie du transport pour analyser la lumi�ere
et ses interactions avec la mati�ere �cf� �Gla���� chapitre ���� Les �ux de photons sont alors
consid�er�es comme des �uides qui circulent �a l	int�erieur d	enveloppes virtuelles� en ob�eissant
�a des lois probabilistes� Le comptage des photons pr�esents �a un moment donn�e en un lieu
donn�e est une mesure de l	�energie pr�esente en cet endroit� En pratique on ne compte pas
individuellement les photons� car ils sont trop nombreux� mais on d�etermine le ratio de ceux
qui sont pr�esents en un point donn�e par rapport �a ceux �emis par les sources� D	un certain
point de vue� la synth�ese d	image consiste �a estimer au mieux ce ratio� en prenant en compte
les propri�et�es des mat�eriaux rencontr�es par les �ux de photons sur leurs trajets�

��� Principales grandeurs et unit�es radiom�etriques

Cette section pr�esente les grandeurs physiques indispensables pour d�ecrire les compor

tements de la lumi�ere� en nous inspirant largement des d�eveloppements tr�es complets de
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Nicodemus et al� �NRH����� Par la suite� nous utiliserons toujours les m�emes symboles pour
faire r�ef�erence �a ces grandeurs�

La notion d	angle solide intervient dans la plupart des d�e�nitions des grandeurs physiques
que nous sommes amen�es �a manipuler� Nous donnons �a l	annexe D des d�etails sur les m�ethodes
de calcul des angles solides�

����� Energie et �ux �energ�etique

L	�energie s	exprime en Joules �J �� Chaque photon transporte une petite quantit�e d	�energie
�cf� section ������� qui d�epend de la fr�equence de l	onde �electromagn�etique qui lui est associ�ee�

Le �ux �energ�etique �� exprim�e en Watts �W # J
s���� est l	�energie quittant ou atteignant
une surface par unit�e de temps� Il est directement reli�e au nombre de photons en mouvement
et �a l	�energie qu	ils transportent�

Par la suite� nous noterons ��x� 	
� le �ux lumineux �emis depuis un point x dans la
direction 	
� De plus� a�n de ne pas surcharger les notations� nous n	indiquerons explicitement
la d�ependance avec la longueur d	onde que lorsque cela nous sera n�ecessaire�

����� Luminance

������� D�e�nition

La luminance L�x� 	
� est le �ux lumineux �emis ou re�cu par une surface en un point x� dans
une direction 	
 donn�ee� par unit�e de surface dA et par unit�e d	angle solide projet�e cos �d
�
Elle s	exprime en �W
m��
sr���� L	angle � est l	angle d	incidence� mesur�e par convention entre
la direction 	
 et la normale �a la surface en x ��gure �����

L�x�	
� #
d���x� 	
�

dA cos � d

�����

Fig� ��� ! G�eom�etrie de la luminance

La luminance est une donn�ee fondamentale en synth�ese d	images� En e�et� le syst�eme
visuel humain� ainsi que la plupart des autres capteurs �appareils photographiques par
exemple�� sont sensibles �a la luminance� La connaissance de sa r�epartition sur toutes les
surfaces visibles des objets de la sc�ene permet de reconstituer les images�

������� Conservation de la luminance

En dehors de tout ph�enom�ene d	absorption� la luminance reste constante le long des
chemins lumineux� Pour cette raison� la couleur et la luminosit�e d	une surface ne d�ependent



�� Chapitre �� La lumi�ere et les mat�eriaux

pas de la distance �a laquelle elle se situe�

Cette propri�et�e se d�emontre en consid�erant deux surfaces �el�ementaires dA� et dA�� qui
se voient mutuellement sous les angle solides d
� et d
�� et situ�ees �a une distance r l	une de
l	autre ��gure ��
��

Fig� ��
 ! Conservation de la luminance entre deux surfaces

D	apr�es la loi de conservation de l	�energie� le �ux quittant dA� en direction de dA� est
�egal au �ux arrivant en dA� depuis dA�� soit encore L�dA� cos ��d
� # L�dA� cos ��d
��

Or� par d�e�nition des angles solides �el�ementaires� d
� #
cos ��dA�

r�
et d
� #

cos ��dA�

r�
�

On en d�eduit L�dA� cos ��
cos ��dA�

r�
# L�dA� cos ��

cos ��dA�

r�
�

et donc L� # L��

����� Eclairement

L	�eclairement E repr�esente le �ux �energ�etique incident total� par unit�e de surface� Il
s	exprime en �W
m����

Il se calcule en int�egrant l	expression du �ux �el�ementaire en fonction de la luminance
incidente Li� d�eduit de l	�equation ��� �

E #
Z
	i

d��

dA
#
Z
	i
Li�x�	
i� cos�id
i �����

o�u 'i repr�esente l	ensemble des directions incidentes�

����� Radiosit�e ou exitance

La radiosit�e� ou exitance M repr�esente le �ux �energ�etique total rayonn�e par une surface�
Elle s	exprime en �W
m���� La seule di��erence avec l	�eclairement est que l	on consid�ere la
luminance rayonn�ee Lr au lieu de la luminance incidente�

M #

Z
	r
Lr�x� 	
� cos�d
 ���
�

o�u 'r repr�esente l	ensemble des directions r�e��echies�
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����	 Intensit�e

La luminance est bien adapt�ee pour d�ecrire la r�epartition �energ�etique sur les sources sur

faciques� Elle n	a par contre aucune signi�cation pour les sources ponctuelles� pour lesquelles
le terme dA n	existe pas� Il faut dans ce cas introduire la notion d	intensit�e� qui repr�esente
le �ux �energ�etique par unit�e d	angle solide� Elle s	exprime en �W
sr����

L	intensit�e �emise depuis le point x dans la direction 	
� not�ee I�x�	
� est �

I�x�	
� #
d��x� 	
�

d

�����

��� Interactions de la lumi�ere avec les mat�eriaux

����� Th�eorie de Kirchho


Lorsqu	un champ �electromagn�etique
�
Ei rencontre une surface� il exerce une force �elec


tromagn�etique sur les particules charg�ees �electriquement de la mati�ere� Du fait de leur �eloi

gnement du noyau� les �electrons des couches p�eriph�eriques� et les �electrons libres pour les
mat�eriaux conducteurs� sont soumis �a une plus faible attraction� Ils sont donc les plus sen

sibles aux forces �electromagn�etiques induites par le champ incident� et se mettent �a leur tour
en mouvement� en engendrant un courant de surface�

Ce courant� comme tout autre courant �electrique� cr�ee �a son tour un champ �electroma

gn�etique qui interagit alors avec le champ incident� La combinaison des deux forme un champ

de surface
�
Es� qui ob�eit �a l	�equation di��erentielle �

$�
�
Es &k

�
�
Es# �

o�u k #
n


c
est la constante de propagation de l	onde�

La th�eorie de Kirchho� d�ecrit les comportements de ces champs �electromagn�etiques� Nous
en donnons ci
apr�es un bref aper�cu�

������� Int�egrale de Helmholtz

Fig� ��� ! G�eom�etrie pour la th�eorie de Kirchho	
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Le champ �electromagn�etique
����
E�R�� en tout point R situ�e �a l	int�erieur d	une surface ferm�ee

( ��gure ����� peut �etre exprim�e gr�ace �a l	int�egrale de Helmholtz� Sa valeur est la somme
int�egrale de toutes les contributions �el�ementaires des �el�ements de la surface �

����
E�R� #

�

� �

Z Z



������Es�	r�
�G��	R�	r�

�	n
� G��	R�	r�

�
����
Es�	r�

�	n

�� d( �����

o�u le terme G��	R�	r� #
eikk�R��rk

k	R� 	rk repr�esente l	onde sph�erique �emise depuis l	�el�ement de surface

dS entourant le point S� Ce point parcourt toute la surface ferm�ee (�

En g�en�eral les termes
����
Es�	r� et

�
����
Es�	r�

�	n
exprimant le champ de surface ne sont pas connus�

Il est cependant possible d	en d�eterminer une approximation en utilisant l	hypoth�ese de Kir

chho	� gr�ace �a l	approximation par le plan tangent�

������� Approximation par le plan tangent

Fig� ��� ! Approximation par le plan tangent

L	approximation par le plan tangent est applicable lorsque la taille des rugosit�es de la
surface est tr�es sup�erieure �a la longueur d	onde de la lumi�ere incidente� ce qui est g�en�eralement
le cas� L	hypoth�ese de Kirchho	 consiste alors �a consid�erer que le champ pr�esent en un point
quelconque d	une surface est �egal au champ qui serait pr�esent sur un plan tangent �a la
surface en ce point ��gure ����� Ce plan tangent se comporte localement comme un miroir
microscopique� On peut alors ne prendre en compte que l	aspect sp�eculaire de la r�e�exion et
de la r�efraction en chaque point�

������� Lois de Descartes

Lorsqu	un rayonnement �electromagn�etique rencontre une surface parfaitement plane s�e

parant deux mat�eriaux homog�enes di��erents d	indices de r�efraction n� et n�� une partie de
l	�energie est r�e��echie� et le reste est transmis de l	autre c�ot�e de la surface ��gure �����

D	un point de vue g�eom�etrique� les directions des ondes respectent les lois de Descartes ��

�� Ou lois de Snell pour les anglo�saxons ���
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Fig� ��� ! Optique g�eom�etrique de Descartes

Les ondes r�e��echies et transmises sont toutes les deux dans le plan engendr�e par l	onde
incidente et la normale �a la surface� et v�eri�ent �

� La direction de l	onde r�e��echie
�

r � est sym�etrique par rapport �a la normale� de celle de

l	onde incidente
�

i� donc �r # �i�

� L	angle �t entre la normale et la direction de l	onde r�efract�ee d�epend �a la fois de l	angle
d	incidence �i et des indices de r�efraction des mat�eriaux � n� sin �i # n� sin �t�

Il y a r�e�exion totale lorsque
n�
n�

sin �i � �� Dans ce cas� toute l	�energie incidente est

r�e��echie� et rien ne traverse la surface�

������� Coe�cients de Fresnel

Les coe
cients de Fresnel permettent de caract�eriser �energ�etiquement les r�e�exions et
r�efractions sp�eculaires sur des surfaces parfaitement planes� en exprimant l	amplitude des
champs �electromagn�etiques r�e��echi et transmis par rapport au champ incident�

Soit
�
E le champ incident� que nous exprimons comme combinaison lin�eaire de deux com


posantes �
�
E�� parall�ele au plan d	incidence� et

�
E� orthogonale �a ce m�eme plan d	incidence�

Les ondes r�e��echies et transmises sont elles aussi exprim�ees en fonction de leurs composantes

parall�eles et orthorgonales �
�
R�� et

�
R� pour l	onde r�e��echie�

�
T�� et

�
T� pour l	onde transmise�

En notant �i l	angle entre l	onde incidente et la normale et �t l	angle entre l	onde transmise
et la normale� les relations de Fresnel donnent �

�
T��#

�
q

��
��

cos �iq
��
��

cos �t &
q

��
��

cos �i

�
E��

�
T�#

�
q

��
��

cos �iq
��
��

cos �i &
q

��
��

cos �t

�
E�

�
R��#

q
��
��

cos �i �
q

��
��

cos �tq
��
��

cos �t &
q

��
��

cos �i

�
E��

�
R�#

q
��
��

cos �i �
q

��
��

cos �tq
��
��

cos �i &
q

��
��

cos �t

�
E�

Soit dS une surface �el�ementaire appartenant au plan s�eparant les deux milieux� On note
d�i l	�energie �el�ementaire moyenne arrivant sur dS pendant une p�eriode de temps� d�r l	�energie
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�el�ementaire moyenne r�e��echie par dS� et d�t l	�energie �el�ementaire moyenne r�efract�ee �a travers
dS� Ces �energies v�eri�ent les relations �

d�i #
�

�

r
����
����

E� cos �i dS

d�r #
�

�

r
����
����

R� cos �i dS

d�t #
�

�

r
����
����

T � cos �i dS

On d�e�nit alors les coe
cients de Fresnel �

� la r�e�ectance de Fresnel � R #
d�r
d�i

� la transmittance de Fresnel � T #
d�t
d�i

La r�e�ectance et la transmittance de Fresnel� pour un angle de polarisation quelconque �i
de l	onde incidente� se d�eduisent de la r�e�ectance et de la transmittance pour des polarisations
parall�eles et orthogonales� not�ees R��� R�� T�� et T� �

R # R�� cos
� �i &R� sin� �i

T # T�� cos
� �i & T� sin� �i

Les coe�cient R��� R�� T�� et T� v�eri�ent �

R�� #

	

q

��
��

cos �i �
q

��
��

cos �tq
��
��

cos �t &
q

��
��

cos �i

�A�

R� #

	

q

��
��

cos �i �
q

��
��

cos �tq
��
��

cos �i &
q

��
��

cos �t

�A�

T�� #

q
��
��

cos �tq
��
��

cos �i

	
 �
q

��
��

cos �iq
��
��

cos �t &
q

��
��

cos �i

�A�

T� #

q
��
��

cos �tq
��
��

cos �i

	
 �
q

��
��

cos �iq
��
��

cos �i &
q

��
��

cos �t

�A�

Pour des ondes non
polaris�ees� les coe�cients de Fresnel sont �

R #
�

�

�
R�� & R�



T #

�

�

�
T�� & T�



La loi de conservation de l	�energie implique �

R � ��� �� T � ��� �� R& T # �
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Remarques �

� il n	y a pas de perte d	�energie sur la surface s�eparant les deux milieux� car l	absorption
�eventuelle se produit uniquement �a l	int�erieur des mat�eriaux �section �������� %

� les coe�cients de Fresnel d�ependent de la longueur d	onde� ce qui cr�ee l	aspect color�e
des mat�eriaux�

����� Di
�erents types de mat�eriaux

Nous supposons qu	une onde lumineuse polychromatique et non polaris�ee� circulant dans
l	air� entre en contact avec une surface plane� Les caract�eristiques du milieu rencontr�e in

duisent des comportements di��erents� que nous allons d�ecrire dans cette partie�

������� Di�electrique homog�ene isotrope

Le verre est un exemple de mat�eriau di�electrique homog�ene isotrope� Lorsqu	un champ
lumineux atteint la surface d	un di�electrique� il se forme un faisceau r�e��echi et un faisceau
r�efract�e� Leurs directions ob�eissent aux lois de Descartes�

L	indice de r�efraction varie avec la longueur d	onde de la lumi�ere incidente� Ainsi� la
d�eviation du faisceau transmis d�epend de la fr�equence de l	onde �electromagn�etique� C	est le
ph�enom�ene de dispersion� que nous avons vu �a la section ��������

Le champ incident excite les charges �electriques ��electrons pour les solides� ions pour
les liquides� des atomes situ�es pr�es de la surface� Elles se mettent �a vibrer �a leur tour� en
cr�eant le champ �electromagn�etique r�e��echi� Pour les longueurs d	onde du domaine visible� les
vibrations sont pratiquement en phase avec le �ux incident� L	onde r�e��echie sp�eculairement
oscille donc avec la m�eme fr�equence que l	onde incidente� De ce fait� une source lumineuse et
son image r�e��echie par un di�electrique parfait sont de m�eme couleur�

������� Conducteur isotrope

Les m�etaux sont des mat�eriaux conducteurs isotropes� Leur comportement est tr�es di��e

rent de celui des di�electriques �

� la lumi�ere p�en�etrant �a l	int�erieur est absorb�ee presque instantan�ement%

� l	�energie r�e��echie est importante %

� la couleur du faisceau r�e��echi est modi��ee�

Les �electrons libres sont tr�es mobiles� Excit�es par le champ incident� ils cr�eent des cou

rants de conduction super�ciels� qui dissipent l	�energie sous forme de chaleur� et surtout sous
forme d	ondes r�e��echies sp�eculairement� Ils ne sont pas parfaitement en phase avec le champ
incident� ce qui provoque l	aspect color�e du faisceau r�e��echi� De plus� cette coloration d�epend
de l	angle d	incidence� Elle est maximale lorsque la direction d	incidence est perpendiculaire
�a la surface� et pratiquement nulle pour une incidence rasante�
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Fig� ��� ! R�e�exions et r�efractions sur un mat�eriau di�electrique h�et�erog�ene

������� Di�electrique h�et�erog�ene

Les mati�eres plastiques color�ees par des particules de pigment sont des di�electriques h�e

t�erog�enes ��gure ����� Il se produit principalement deux ph�enom�enes �

� une r�e�exion sp�eculaire pratiquement pas color�ee� dont l	intensit�e augmente avec l	angle
d	incidence %

� une r�e�exion di�use color�ee� dont l	intensit�e varie peu avec l	angle d	incidence�

La r�e�exion sp�eculaire est semblable �a celle produite par un di�electrique homog�ene� car
seule la surface du substrat intervient�

La r�e�exion di�use est la combinaison de la r�efraction sur la surface du substrat et des
multiples interactions avec les grains du pigment� La trajectoire individuelle de chaque rayon
est tr�es di�cile �a caract�eriser� mais la grande quantit�e de photons incidents permet de mesurer
des comportements statistiques moyens� La lumi�ere est r�e�emise dans toutes les directions� et
sa couleur est modi��ee par les propri�et�es spectrales d	absorption et de di�usion des particules
du pigment�

������� Autres types de mat�eriaux

Il existe une tr�es grande diversit�e de mat�eriaux� qui ne se comportent pas comme ceux
vus pr�ec�edemment� On peut citer par exemple �

� les cristaux� qui sont anisotropes� donnent naissance �a plusieurs faisceaux r�efract�es� et
peuvent modi�er fortement la polarisation de la lumi�ere %

� les mat�eriaux multicouches� constitu�es d	empilements de �lms di�electriques tr�es �ns� et
dont les comportement varient avec le rapport entre la longueur d	onde incidente et les
�epaisseurs des couches %

� toutes combinaisons de mat�eriaux plus ou moins purs� dont les caract�eristiques sont
di�cilement pr�evisibles�

De plus� les rugosit�es de la surface modi�ent sensiblement les aspects macroscopiques de la
r�e�exion� Le faisceau sp�eculaire r�e��echi est plus ou moins att�enu�e� et une composante di�use
est r�e�emise dans toutes les directions� Nous d�ecrirons plus en d�etail ces comportements lors
de l	analyse des mod�eles de mat�eriaux� dans la section ����
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����� Fonction de distribution de la r�e�ectance bidirectionnelle �BRDF�

������� D�e�nition de la BRDF

Les facteurs de Fresnell ne repr�esentent que les r�e�exions et r�efractions sp�eculaires pures�
sur des surfaces que l	on suppose parfaitement homog�enes et planes� Or� dans la r�ealit�e� les
mat�eriaux n	ont jamais ces comportements parfaits� �a cause de l	in�evitable pr�esence d	impu

ret�es et de rugosit�es plus ou moins marqu�ees� Il s	ensuit qu	un faisceau lumineux incident sur
une surface donne naissance �a une in�nit�e d	ondes r�e��echies dans toutes les directions� avec
souvent des zones privil�egi�ees�

La fonction de distribution de la r�e�ectance bidirectionnelle d�ecrit la r�epartition �ener

g�etique dans toutes les directions r�e��echies� et pour toutes les directions incidentes� Par la
suite� nous la noterons BRDF� sigle d�eriv�e du nom anglais de la fonction �bidirectional re�ec

tance distribution function�� car cette appellation est devenue la plus courante en synth�ese
d	images�

Fig� ��� ! G�eom�etrie de la r�e�exion

Notation � fr�x�
�

i��


r� repr�esente la BRDF en x� pour une direction incidente
�

i et une

direction r�e��echie
�

r ��gure ����� Encore une fois� nous ne faisons pas appara��tre la d�epen


dance de la longueur d	onde� qui est implicite pour la plupart des grandeurs photom�etriques�

Par d�e�nition� la BRDF en un point x d	un �el�ement de surface dA est le quotient de
la luminance r�e��echie dans la direction

�

r� par l	�eclairement de l	�el�ement de surface dA

provenant de la direction
�

i �

fr�x�
�

i��


r� #
dLr�x�

�

r�

d���x�
�

i��dA

La BRDF a pour unit�e le �sr����
On l	exprime souvent en fonction de la luminance incidente �

fr�x�
�

i��


r� #
dLr�x�

�

r�

Li�x�
�

i� cos �i d
i
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Cette d�e�nition repr�esente une valeur ponctuelle de la BRDF� pour une direction r�e��echie
�x�ee

�

r et pour l	�energie incidente dans un angle solide in�niment petit d
i autour de la

direction
�

i�

������� Equation de r�e
ectance

Cette derni�ere notation permet d	exprimer la luminance totale r�e��echie dans une di

rection

�

r� en fonction des luminances provenant de l	ensemble 'i de toutes les directions

d	incidence possibles� On obtient alors l	�equation de r�e�ectance �

Lr�x�
�

r� #

Z
	i

fr�x�
�

i��


r�Li�x�
�

i� cos �i d
i �����

Elle est une des composantes de l	�equation de rendu ��equation 
���� qui d�ecrit l	�eclairement
global dans la sc�ene �section 
��

������� Propri�et�es fondamentales de la BRDF

La d�e�nition de la BRDF suppose que la r�e�exion est ponctuelle � la lumi�ere ne doit pas
�etre r�e��echie d	un autre endroit que le point d	incidence� De plus� la r�e�exion est sans d�elai�
ce qui �elimine la prise en compte de ph�enom�enes tels que la phosphorescence�

La BRDF v�eri�e le principe de r�eciprocit�e de Helmholtz� La lumi�ere peut suivre un trajet
de fa�con identique dans les deux sens �

fr�x�
�

i��


r� # fr�x�
�

r��


i� �����

Le principe de conservation de l	�energie stipule que l	�energie r�e��echie totale sur l	ensemble
'r des directions de r�e�exion ne peut pas �etre sup�erieure �a l	�energie totale provenant de
l	ensemble 'i des directions incidentes� soit �Z

	r

Z
	i

fr�x�
�

i��


r�Li�x�
�

i� cos �i cos �r d
i d
rZ

	i
Li�x�

�

i� cos �i d
i

� � �����

L	expression pr�ec�edente est le quotient de l	�energie �emise totale MdA sur un �el�ement de
surface dA �M �etant l	exitance de la surface�� par l	�energie re�cue EdA �E �etant l	�eclairement
total incident ��equation �����M se calcule en int�egrant sur 'r l	expression de l	exitance totale
��equation ��
� due aux lumimances r�e��echies provenant de 'i ��equation �����

Un mod�ele de r�e�exion est consid�er�e comme physiquement plausible lorsqu	il respecte au
moins ces deux lois physiques fondamentales�

������� Cas particuliers

��������� R�e
exion parfaitement di�use Dans le cas de la r�e�exion parfaitement dif

fuse� la lumi�ere incidente est r�e��echie de fa�con identique dans toutes les directions ��gure �����
La BRDF est alors constante � fr�x�

�

i��


r� # fpr�d�x��
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Fig� ��� ! R�e�exion parfaitement di	use

On suppose en outre que l	absorption est nulle� dans ce cas th�eorique de r�e�exion parfaite�
donc l	int�egralit�e de l	�energie re�cue est r�e�emise� L	�equation ��� devient alors �Z

	r

Z
	i

fpr�d�x�Li�x�
�

i� cos �i cos �r d
i d
rZ

	i
Li�x�

�

i� cos �i d
i

# �

que l	on peut� dans ce cas de r�e�exion parfaitement di�use� mettre sous la forme �

fpr�d�x�
Z
	r

cos �r d
r

Z
	i

Li�x�
�

i� cos �i d
iZ

	i
Li�x�

�

i� cos �i d
i

# �

on en d�eduit donc �

fpr�d�x� #
�Z

	r
cos �r d
r

L	ensemble des directions r�e��echies 'r est l	h�emisph�ere orient�e selon la normale �a la
surface� Exprim�e en coordonn�ees polaires� on a �Z

	r
cos �r d
r #

Z ��

�

Z �
�

�
cos �r sin �r d�r d�r

#

Z ��

�
d�r

Z �
�

�

sin ��r
�

d�r

# ��

�� cos ��r
�

��
�

�
# �

Donc la BRDF di�use parfaite est �

fpr�d�x� #
�

�
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En pratique� l	absorption n	est jamais nulle� Si �d � ��� �� est le taux d	�energie r�e��echie�
alors la BRDF di�use est �

fr�d�x� #
�d
�

�����

��������� R�e
exion parfaitement sp�eculaire La r�e�exion parfaitement sp�eculaire est
la mod�elisation th�eorique d	un miroir parfait� La direction de la lumi�ere r�e��echie� donn�ee par
les loi de Descartes �section ��
���
�� est dans la direction sym�etrique de la direction incidente
par rapport �a la normale� Pour ces directions� la luminance r�e��echie est �egale �a la luminance
incidente� On consid�ere de plus qu	il n	y a pas d	absorption�

La fonction de Dirac� not�ee � est une fonction nulle partout sur IR� sauf en �� et qui

v�eri�e pour toute fonction f la propri�et�e �

Z ��

��
��x� y�f�x�dx # f�y�� Nous l	utilisons pour

mod�eliser la r�e�exion sp�eculaire� qui est nulle partout� sauf dans le pic sp�eculaire contenu
dans un angle solide in�niment petit�

La BRDF sp�eculaire parfaite� not�ee fpr�s� a pour valeur �

fpr�s�x�
�

i��


r� #
��cos �i � cos �r�

cos �i
� ����i � �r � �� & ���i � �r & ��� ������

Le terme ����i� �r � ��& ���i��r & ��� n	est non nul que pour la direction sym�etrique�
c	est �a dire lorsque �r # �i&� ou bien �r # �i��� Une seule de ces deux valeurs est atteinte
pour tout �i � ��� ����

������	 Aspects qualitatifs de la BRDF

La BRDF est une fonction de dimension � au moins �
 pour la position� et � pour chaque
direction�� sans tenir compte de la d�ependance spectrale� Il est tr�es di�cile de la mesurer
avec pr�ecision sur des �echantillons de mat�eriaux� pour des raisons de pr�ecision g�eom�etrique
et de mesures �energ�etiques� Le simple fait que le capteur de mesure ait n�ecessairement une
surface �nie induit un lissage et une perte d	information� en g�en�eral �a proximit�e de la zone
de r�e�exion sp�eculaire qui est tout particuli�erement signi�cative� En outre� le stockage des
nombreuses donn�ees� dues �a la grande dimension de l	espace �echantillonn�e� est probl�ematique�

Fig� ���� ! BRDF mesur�ee � ardoise Fig� ���� ! BRDF mesur�ee � c�eramique
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Il n	est pas possible de repr�esenter la BRDF graphiquement dans son ensemble� La seule
solution est de �xer quelques param�etres� Il est habituel de visualiser en 
 dimensions le
volume d�ecrit pour une direction d	incidence �x�ee� ou bien alors la courbe plane obtenue en
faisant l	intersection du volume pr�ec�edent avec le plan d	incidence�

La �gure ���� repr�esente la BRDF mesur�ee d	ardoise� un mat�eriau au comportement
plut�ot sp�eculaire� L	incidence est de ��o� donc relativement rasante� Le pic sp�eculaire� assez
large� est pratiquement tangent �a la surface� La partie di�use est beaucoup plus faible� et de
forme sensiblement sph�erique�

La �gure ���� repr�esente la BRDF mesur�ee d	une c�eramique �a une incidence de 
�o�
Cette fois la composante di�use est beaucoup plus marqu�ee� Le pic sp�eculaire est toujours
important� mais il est �etroit� La direction de r�e�exion sp�eculaire est plus pr�ecise�

Ces donn�ee ont �et�e obtenues avec un goniophotom�etre exp�erimental d�evelopp�e par le
Laboratoire Central des Ponts et Chauss�ees �CB����

����� Fonction de distribution de la transmittance bidirectionnelle
�BTDF�

La fonction de distribution de la transmittance bidirectionnelle� que nous noterons BTDF�
est l	�equivalent de la BRDF� pour la transmission de la lumi�ere �a travers la mati�ere� L	abr�e

vation usuelle est ft�x�

�

i��


t�� pour la valeur de la BTDF en un point x� pour une direction
incidente

�

i et pour une direction transmise

�

t�

La BTDF indique le rapport entre la luminance transmise dans la direction
�

t et l	�eclai


rement provenant de la direction
�

i �

ft�x�
�

i��


t� #
dLt�x�

�

t�

Li�x�
�

i� cos �i d
i

La mesure physique de la BTDF est particuli�erement di�cile pour les solides� L	absorption
n	est pas n�egligeable� comme pour des petites distances dans l	air� et perturbe les r�esultats�
De plus� pour ne pas ajouter des r�e�exions parasites� il faudrait inclure des capteurs dans
la mati�ere� et ceux
ci devraient avoir le m�eme indice de r�efraction qu	elle� Ces conditions
sont peu r�ealistes� et l	on pr�ef�ere introduire des compensations num�eriques� h�elas complexes
et peu �ables si l	�etat de surface n	est pas parfait� Il faut donc bien souvent se satisfaire de
donn�ees extrapol�ees de mod�eles th�eoriques qui tentent de simuler des observations plus ou
moins empiriques�

��	 Mod�eles analytiques de mat�eriaux

La cr�eation d	images de synth�ese �r�ealistes� implique de reproduire au mieux les compor

tements des mat�eriaux� Les r�esultats de mesures physiques disponibles sont peu nombreux� �a
cause des di�cult�es mat�erielles de cette op�eration� De plus les diverses combinaisons d	�etats
de surface� de coloris et de texturations possibles conduiraient �a la cr�eation de bases de don

n�ees gigantesques� et sans doute incompl�etes� La simulation semble donc une solution mieux
adapt�ee �a ce probl�eme� Plusieurs mod�eles analytiques ont �et�e propos�es dans la litt�erature�
prenant en compte plus ou moins compl�etement les ph�enom�enes lumineux�
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Nous pr�esentons ici quelques
uns de ceux qui sont le plus souvent utilis�es en synth�ese
d	images� en insistant particuli�erement sur ceux qui respectent les lois fondamentales de la
physique�

��	�� Mod
ele de Lambert

Le mod�ele de mat�eriaux de Lambert d�ecrit les surfaces di�uses� qui renvoient l	�energie de
la m�eme fa�con dans toutes les directions� La di��erence par rapport �a la r�e�exion parfaitement
di�use �section ����������� pour laquelle la BRDF est fpr�d�x� #

�
� � est l	ajout d	un coe�cient

d	absorption C��� indiquant la d�ependance spectrale ��equation ����� Pour respecter la loi de
conservation de l	�energie� C��� est compris entre � et � pour toute longueur d	onde � du
spectre lumineux� L	ensemble des coe�cients C��� repr�esente la couleur de l	objet�

La BRDF lambertienne �ou di�use� est donc �

fr�x�
�

i��


r� # fr�d�x� #
C���

�

L	�equation de r�e�ectance ��equation ����� pour une longueur d	onde �� devient alors �

Lr�x�
�

r� �� #

C���

�

Z
	i

Li�x�
�

i� cos �i d
i #

C���

�
E���

o�u E��� est l	�eclairement total pour la longuer d	onde ��
Bien qu	elle ne soit que th�eorique� cette mod�elisation simple est souvent utilis�ee par les

algorithmes de rendu ne simulant pas les r�e�exions sp�eculaires et les r�efractions�

��	�� Mod
ele de Phong

��	���� Description

Phong a �et�e le premier� en ����� �a introduire en synth�ese d	images un mod�ele d	�eclairement
augmentant notablement le r�ealisme �Pho���� Il n	est pas d�ecrit par une BRDF� notion encore
inutilis�ee �a l	�epoque� mais par des coe�cients indiquant les proportions d	�energie r�e��echie
sp�eculaire et di�use� Pour se rapprocher des mod�eles physiques actuels� on peut l	exprimer
en terme de luminance �

Lr�x�
�

r� �� # ka���La&

h
d kd��� cos� 	N�

�

i� & s ks���Fs�

�

i�

�

r�
i
Li�x�

�

i� ��

�
	N est la normale �a la surface en un point x %

� d � ��� �� est la proportion de la surface se comportant comme un r�e�ecteur di�us %

� s � ��� ��� tel que s & d # �� est la proportion de la surface se comportant comme un
r�e�ecteur sp�eculaire %

� La est une luminance ambiante arbitraire� �evitant que les zones d	ombre ne soient
enti�erement noires %

� ka��� � ��� �� est un coe�cient de r�e�exion ambiante %

� kd��� � ��� �� est la proportion de lumi�ere r�e��echie par le r�e�ecteur di�us %
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� ks��� � ��� �� est la proportion de lumi�ere r�e��echie par le r�e�ecteur sp�eculaire�

Les termes ka���� kd���� et ks���� qui d�ependent de la longueur d	onde� repr�esentent la
couleur du mat�eriau�

Le terme Fs�
�

i�

�

r� permet de faire varier la taille du pic sp�eculaire� a�n de modi�er

l	aspect de la brillance du mat�eriau� Il est donn�e par la formule �

Fs�
�

i�

�

r� #

�
cosn�	R�

�

r� si cos�	R�

�

r� � �

� sinon

o�u 	R # �� 	N

�

i� 	N� �


i est la direction de r�e�exion sp�eculaire parfaite� et n un coe�cient de
r�e�exion sp�eculaire empirique� Plus n est grand� plus le re�et sp�eculaire est �etroit�

��	���� Variante de Blinn

Blinn a propos�e en ���� �Bli��� une l�eg�ere modi�cation du mod�ele de Phong� en reformu

lant l	expression du terme Fs�

�

i�

�

r� �

Fs�
�

i�

�

r� # cosn� 	N� 	H�

o�u 	H est la direction bissectrice de
�

i et

�

r�

Ce mod�ele est tout aussi empirique que celui de Phong� et les di��erences visuelles sont
faibles� Il fut cependant beaucoup utilis�e� car l	absence du terme 	R diminue sensiblement les
temps de calculs� Il produit des images acceptables� mais sans r�ealisme� o�u les mat�eriaux ont
tous un aspect arti�ciel de mati�ere plastique� Il est toujours pr�esent dans certains logiciels de
rendu simples�

��	���� Consid�erations physiques

Lewis a montr�e en ���
 �Lew�
� que ni le mod�ele de Phong� ni la variante de Blinn ne sont
physiquement plausibles �section ������
�� Ne respectant pas toujours la loi de conservation
de l	�energie� il se peut sous certaines conditions que l	�energie r�e��echie soit plus forte que la
somme de toutes les �energies incidentes� Il propose dans le m�eme article des solutions pour
rem�edier �a ce probl�eme� sans toutefois �eliminer tous les inconv�enients de ce mod�ele d�evelopp�e
empiriquement�

��	�� Mod
ele de Cook�Torrance

Cook et Torrance �CT��� ont propos�e� en ����� le premier mod�ele th�eorique de r�e�exion
pour la synth�ese d	images bas�e sur la physique des mat�eriaux et de la lumi�ere� Il s	appuie sur
les travaux ant�erieurs de Beckmann et Spizzichino �BS�
� et de Torrance et Sparrow �TS���
sur la r�e�exion des ondes �electromagn�etiques sur des surfaces rugueuses� La BRDF est donn�ee
par la formule �

fr�x�
�

i��


r � �� #
d

�
C��� &

s

�

F
D
G

cos �i cos �r

� �i et �r sont les angles d	incidence et de r�e�exion %
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� d � ��� �� est la proportion de la surface se comportant comme un r�e�ecteur di�us %

� s � ��� ��� tel que s & d # �� est la proportion de la surface se comportant comme un
r�e�ecteur sp�eculaire %

� C��� est la proportion de lumi�ere r�e��echie par le r�e�ecteur di�us� pour la longueur
d	onde � %

� F est le facteur de Fresnel� pour l	angle d	incidence �i et la longueur d	onde � %

� D est un terme repr�esentatif de la distribution de micro
facettes �section ����
��� %

� G est un facteur d	att�enuation g�eom�etrique repr�esentant les e�ets de masquage et
d	auto
ombrage �section ����
����

��	���� Distribution de micro�facettes

Aucun objet r�eel n	o�re une surface parfaitement plane pouvant �etre repr�esent�ee unique

ment par les facteurs de Fresnel �section ��
������ Les rugosit�es jouent un r�ole pr�edominant
dans l	aspect macroscopique des mat�eriaux� par leur taille et par leur orientation� Il n	est
pas envisageable en pratique de mod�eliser g�eom�etriquement les milliards d	asp�erit�es micro

scopiques qui recouvrent chaque centim�etre
carr�e de surface� Par contre� on constate que
les mat�eriaux ont des propri�et�es macroscopiques moyennes que l	on peut reproduire d	un
�echantillon �a l	autre� Les rugosit�es peuvent donc �etre repr�esent�ees uniquement par les carac

t�eristiques statistiques de leur forme� taille et r�epartition�

Fig� ���� ! Simulation des rugosit�e par des facettes planes

L	objectif �etant d	obtenir un mod�ele calculable� les rugosit�es sont simul�ees par une r�e

partition al�eatoire de micro
facettes planes �a la surface des objets ��gure ������ Les donn�ees
statistiques d�ecrivant l	�etat de la surface sont alors la moyenne et l	�ecart
type de la taille des
facettes et de leur orientation� Le choix de micro
facettes planes permet de consid�erer qu	elles
respectent individuellement les caract�eristiques simples de la r�e�exion et de la r�efraction sp�e

culaires� Un autre avantage est que les facteurs de Fresnel peuvent �etre mesur�es ou calcul�es
avec une pr�ecision g�en�eralement satisfaisante pour les mat�eriaux courants�

Dans le mod�ele de Cook
Torrance� le terme D repr�esente la distribution statistique des
micro
facettes� exprim�e en g�en�eral par la r�epartition des pentes par rapport �a la normale� Si
� est l	angle entre la normale et le vecteur 	H � et si m ���� �� caract�erise la rugosit�e� alors �

D #
e��

tan �
m �

�

m� cos� �
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Cette expression est d�eriv�ee de la th�eorie de Beckmann� Il existe quelques autres formulations�
qui d�ependent des param�etres choisis pour d�ecrire l	�etat de surface moyen�

��	���� Facteur d�att�enuation g�eom�etrique

Fig� ���
 ! Exemples d�auto
ombrage �A� et de masquage �B�

Les rugosit�es de la surface peuvent arr�eter une partie des rayons lumineux� Cet e�et est
particuli�erement sensible pour les �eclairages en lumi�ere rasante�

� L	auto
ombrage est provoqu�e par les rugosit�es qui bloquent les rayons incidents� Par
exemple� le point A de la surface n	est pas �eclair�e ��gure ���
��

� Le masquage est un ph�enom�ene similaire� mais qui concerne les rayons r�e��echis� Par
exemple� le point B n	est pas atteint par la lumi�ere r�e��echie sur le pic situ�e �a sa gauche�

Dans le mod�ele de Cook
Torrance� l	auto
ombrage et le masquage sont simul�es par le
facteur d	att�enuation g�eom�etrique G� indiquant le taux de lumi�ere �perdue� �

G # min

���� � � cos�
�
N�

�
H� cos �r

cos�
�

r�

�
H�

�
� cos�

�
N�

�
H� cos �i

cos�
�

r�

�
H�

���
o�u

�
N est la normale �a la surface et

�
H la bissectrice entre la direction incidente

�

i et la

direction r�e��echie
�

r �

Cette formulation de G ne d�epend que des angles d	incidence et de r�e�exion� Il n	introduit
aucune prise en compte de la taille et de la r�epartition des rugosit�es� alors que ce sont elles
qui sont �a l	origine du ph�enom�ene� De plus� les r�e�exions �eventuelles des rayons r�e��echis
sont ignor�ees� comme s	ils �etaient syst�ematiquement absorb�es� ce qui n	est pas justi��e� Les
mod�eles beaucoup plus complexes� par exemple celui de Smith �Smi���� ne pr�esentent pas ce
probl�eme�

��	�� Mod
ele HTSG

Un mod�ele plus complet de mat�eriaux� enti�erement bas�e sur la th�eorie de Kirchho� �sec

tion ��
���� est pr�esent�e par He� Torrance� Sillion et Greenberg dans �HTSG���� Il a �et�e le
premier �a prendre en compte la polarisation des ondes �electromagn�etiques�

La BRDF est divis�ee en 
 composantes ind�ependantes r�egies par des propri�et�es physiques
di��erentes ��gure ����� �

fr # fdur & fddr & f spr ������
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Fig� ���� ! D�ecomposition de la BRDF

o�u �

� fdur est la composante di�use uniforme� ob�eissant �a la loi de Lambert %

� fddr est la composante di�use directionnelle� orient�ee dans une direction proche du pic
sp�eculaire� et englob�ee dans un angle solide pouvant �etre important %

� f spr est le pic sp�eculaire� orient�e dans la direction de la r�e�exion sp�eculaire
�

sp� et

contenu dans un angle solide in�niment petit d
sp repr�esent�e par la fonction de Dirac�

Le d�eveloppement physique et math�ematique du mod�ele est tr�es complexe� et ne sera pas
repris ici� Sa mise en �uvre informatique est tout aussi lourde� et la n�ecessit�e de calculer des
s�eries num�eriques convergentes rend les temps de calcul tr�es importants� Les r�esultats sont
cependant �a la hauteur de la complexit�e� et les v�eri�cations exp�erimentales sont probantes�
Par contre� il faut disposer des constantes �electromagn�etiques des mat�eriaux et d	informations
pr�ecises sur l	�etat de surface� Ce n	est pas toujours possible en pratique� surtout lorsque les
mat�eriaux simul�es ne sont pas homog�enes� ce qui est le cas le plus fr�equent�

��	�	 Mod
ele de Ward

Ward pr�esente dans �War��� une r�ealisation simple d	un goniophotom�etre� d�evelopp�e par
le Lawrence Berkeley Laboratory� Classiquement� la mesure des BRDF requiert un montage
m�ecanique de pr�ecision permettant les orientations simultan�ees de la sources et du capteur
au dessus de l	�echantillon mesur�e� C	est un dispositif �a la fois complexe� fragile et co�uteux�
lorsqu	il o�re une bonne pr�ecision g�eom�etrique� A la place� Ward propose l	assemblage d	un
miroir h�emisph�erique semi
opaque et d	un appareil photographique muni d	un objectif en
��il de poisson�� dispos�es autour de l	�echantillon� Une source lumineuse mobile �eclaire �a
travers le miroir selon l	angle d	incidence d�esir�e� L	image captur�ee indique la r�epartition de la
lumi�ere r�e��echie sur l	�echantillon� �a travers sa BRDF� et sur le miroir� La BRDF est �nalement
reconstitu�ee en appliquant la transformation math�ematique inverse �a l	image� La pr�ecision
des mesures est satisfaisante au regard de la simplicit�e du dispositif�

Muni d	un ensemble de mesures �a diverses incidences pour quelques mat�eriaux� Ward
d�eveloppe dans le m�eme article un mod�ele empirique de BRDF capable de reproduire ap

proximativement les r�esultats physiques� Il est d�eclin�e sous deux versions � fr�iso pour les
mat�eriaux isotropes� et fr�aniso pour les mat�eriaux anisotropes dont la BRDF varie avec
l	angle d	incidence azimutal �i ��gure �����
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Mod�elisation de BRDF isotrope

fr�iso�x�
�

i��
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� �d est le coe�cient de r�e�ectance di�us %

� �s est le coe�cient de r�e�ectance sp�eculaire %

� � est un coe�cient de rugosit�e� semblable au terme m du mod�ele de Cook
Torrance %

� � est l	angle entre la normale et la bissectrice 	H des directions incidentes et r�e��echies�

Mod�elisation de BRDF anisotrope
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o�u �

� �x est un coe�cient de rugosit�e pour une direction x sur la surface %

� �y est un coe�cient de rugosit�e pour une direction y perpendiculaire �a x�

Ces deux versions du mod�ele de Ward sont physiquement plausibles� et poss�edent en outre
l	avantage d	�etre contr�ol�ees par un petit nombre de param�etres relativement intuitifs�

��	�� Mod
ele de Schlick

��	���� Principe

L	approche de Schlick �Sch��� est di��erente� Il ne propose pas vraiment un nouveau mo

d�ele� mais revoit enti�erement l	�ecriture de ceux existant d�ej�a� Le constat est que les mod�eles
utilis�es en pratique sont empiriques� et que de surcroit les donn�ees physiques sur les mat�e

riaux r�eels sont tr�es disparates� L	id�ee est alors de d�evelopper un mod�ele qui soit physiquement
plausible� ce qui est la condition minimale� et contr�ol�e par des param�etres intuitifs et peu
nombreux� comme le mod�ele de Ward� Comme il s	agit d	un mod�ele empirique� simpli�ant
n�ecessairement les lois physiques extr�emement complexes� sa formulation math�ematique doit
�etre la plus compacte possible� pour permettre une impl�ementation informatique e�cace�

Partant d	un mod�ele �a distribution de facette� tr�es similaire �a celui de Cook
Torrance�
Schlick remplace toutes les formules complexes par des fractions rationnelles de faible degr�e
ayant la m�eme allure� Les coe�cients des fractions rationnelles sont choisis pour obtenir
les m�emes caract�erisques de valeur et de pente que la fonction �a simuler� aux bornes de
l	intervalle de d�e�nition et en quelques points particuliers� Le nombre de points de contr�ole
et les variations de la fonction in�uencent le degr�e des fractions� Des simulations num�eriques
montrent que l	erreur moyenne est tr�es faible lorsque le degr�e des fonctions et le choix des
coe�cients sont corrects� ce qui est bien entendu le cas pour le mod�ele propos�e�

Il d�e�nit deux cat�egories de mat�eriaux �

� les mat�eriaux simples simulent les conducteurs �section ��
������ en particulier les m�e

taux %
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� les mat�eriaux doubles simulent les mat�eriaux di�electriques h�et�erog�enes �section ��
���
�
avec des mat�eriaux simples recouverts d	une pellicule �ne de vernis ou de peinture
homog�ene�

��	���� Mat�eriaux simples

Deux param�etres� r � ��� �� et p � ��� ��� d�e�nissent l	aspect du mat�eriau �

� r indique la proportion de la composante di�use dans la r�e�exion �r # � � sp�eculaire
parfait� r # � � di�us parfait� %

� p est un coe�cient d	isotropie �p # � � anisotrope parfait� p # � � isotrope parfait��

L	expression de la BRDF est d�ecompos�ee en un terme spectral S et un terme direction

nel D �
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	H est le vecteur m�edian �
�
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r���� t # cos� 	H�	n�� u # cos� 	H�

�

r�� v # cos �r � v

� # cos �i� et
w est le cosinus de l	angle azimutal entre 	H et un vecteur tangent �a la surface indiquant l	axe
�eventuel d	anisotropie� Le terme z�enithal Z� le terme azimutal D et le terme d	att�enuation
g�eom�etrique G valent �
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��	���� Mat�eriaux doubles

Les mat�eriaux doubles du mod�ele de Schlick simulent les mat�eriaux compos�es de deux
couches distinctes� L	�energie qui n	est pas r�e��echie pas la premi�ere couche �d�e�nie par S et D�
l	est par la deuxi�eme �d�e�nie par S� et D��� Avec les m�emes notations que pour les mat�eriaux
simples� la BRDF s	exprime par �

fr�x�
�

i��


r � �� # S�u� ��D�t� v� v�� w� & ��� S�u� ���S��u� ��D��t� v� v�� w� ������

En g�en�eral la premi�ere couche est plut�ot sp�eculaire� comme un vernis� alors que la
deuxi�eme est plut�ot di�use comme les grains d	un pigment� Le mod�ele autorise cependant
toutes les autres combinaisons th�eoriques�
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��	���� Continuum di�us�sp�eculaire

L	expression du terme directionnel D peut �etre modi��ee pour exprimer une variation
continue entre un r�e�ecteur lambertien et un r�e�ecteur de Fresnel� en passant par toutes les
�etapes d�ecrites par un mod�ele �a micro
facettes �

D�t� v� v�� w� #
a

�
&

b

��vv�
B�t� v� v�� w� &

c

d
i
$�d
i� ������

o�u B�t� v� v�� w� est l	expression de D d�e�nie auparavant ��equation ����� et $�d
i� simule la
fonction de Dirac en �etant �egal �a � dans le pic sp�eculaire d	angle solide d
i et nul partout
ailleurs�

On retrouve la d�ecomposition en trois �el�ements du mod�ele HTSG ��equation ������ Les
coe�cients a� b� et c indiquent les r�epartitions respectives des trois modes de r�e�exion �a &
b& c # ��� Ils sont d�etermin�es automatiquement en fonction du facteur de rugosit�e r ��

b # �r��� r�% a # �% c # �� b% si r � �� �
b # �r��� r�% a # �� b% c # �% sinon

��	���	 Remarques

Nous avons impl�ement�e le mod�ele de Schlick dans notre logiciel de rendu� Le respect des
lois physiques fondamentales assure l	indispensable absence d	incoh�erences �energ�etiques� et la
simplicit�e des op�erations ne p�enalise pas les temps de calcul� Il donne de bons r�esultats visuels
pour la simulation de mat�eriaux courants� en sc�enes d	int�erieur notamment� Il semble que
l	aspect souvent arti�ciel des images de synth�ese provienne beaucoup plus des simpli�cations
de la g�eom�etrie des objets et des textures que de la d�e�nition approximative des propri�et�es
des mat�eriaux�

��	�� Mod
ele de lobes de Cornell

Lafortune et al� proposent dans �LFTG��� une g�en�eralisation du mod�ele de Phong� Ce
mod�ele simule approximativement tout type de BRDF par une somme de lobes similaires au
lobe sp�eculaire de Phong �terme Fs� section ������� dans les directions privil�egi�ees de r�e�exion�
De fa�con simpli��ee� la BRDF est de la forme �

fr #
NX
i��

�s�i ki cos
ni �i

o�u �

� l	angle �i est mesur�e entre la direction r�e��echie et 	di� l	une desN directions privil�egi�ees %

� l	exposant ni caract�erise la taille du lobe dans la direction 	di %

� le term �s�i est la proportion d	�energie renvoy�ee dans la direction 	di %

� la suite de coe�cients pond�erateurs ki assurent la conservation globale d	�energie�
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Ce mod�ele est physiquement plausible� car tous les lobes respectent la loi de r�eciprocit�e� La
formulation du mod�ele dans �LFTG��� utilise un rep�erage plus complet dans l	espace que celui
de la version sch�ematique pr�esent�ee ici� et permet la simulation de mat�eriaux anisotropes�
M�eme les e�ets de r�etro
r�e�exion sont possibles� gr�ace �a la totale libert�e laiss�ee sur le nombre
et la position des lobes� Dans ce cas� une partie de la lumi�ere est r�e��echie en direction de
la source� en plus du traditionnel pic sp�eculaire� C	est un ph�enom�ene souvent relev�e lors des
mesures exp�erimentales� mais en g�en�eral ignor�e par les mod�eles de mat�eriaux classiques�

��
 Textures

Le principal reproche fait aux images de synth�ese est leur manque de r�ealisme� �a cause
des trop nombreuses simpli�cations g�eom�etriques et du manque de diversit�e des mat�eriaux�
En e�et� dans la nature� �a l	�echelle macroscopique� les mat�eriaux ne sont jamais parfaitement
homog�enes� et les surface ne sont jamais parfaitement lisses� Bien que cela puisse sembler
contradictoire� c	est le manque de d�efauts qui est pr�ejudiciable� Les vitrages des images de
synth�ese manquent cruellement de traces de doigts� et les parquets cir�es de rayures de ta

lons� D	autre part� la description de certains d�etails semble une t�ache insurmontable de par
leur �nesse et leur nombre� Les brins d	herbe d	une prairie sont tous di��erents� mais il est
inimaginable de vouloir tous les d�ecrire individuellement�

Les textures� en synth�ese d	images� sont des proc�ed�es qui modi�ent l	aspect des surfaces�
pour tenter de les rendre plus r�ealistes� Ells simulent des d�etails de couleur ou de g�eom�etrie
qui ne sont pas d�ecrits explicitement� L	id�ee initiale a �et�e introduite par Catmull �Cat��� puis
d�evelopp�ee par Blinn et Newell �BN���� De nombreux travaux en ce domaine ont �et�e publi�es
depuis� aussi bien pour am�eliorer l	impl�ementation algorithmique que le r�ealisme� D	autres
recherches sont toujours en cours� pour tenter de mieux simuler des ph�enom�enes toujours
plus complexes�

����� Textures planes

Les textures planes sont d�e�nies dans un espace �a deux dimensions� puis elles sont plaqu�ees
sur les surfaces des objets pour en modi�er l	apparence� L	id�ee semble simple� mais sa mise
en �uvre pose de nombreux probl�emes� La projection sur des surfaces non planes g�en�ere des
d�eformations� et les discontinuit�es peuvent cr�eer des incoh�erences� On peut faire l	analogie
avec une tapisserie coll�ee contre un mur� La �gure ���� pr�esente quelques exemples de textures
planes appliqu�es �a des objets simples�

Le cas le plus �el�ementaire est celui des textures de bruit ��gure ����
b�� o�u la couleur de
chaque pixel est modi��ee par une valeur al�eatoire� ce qui donne un aspect sableux aux surfaces�
Comme la texture n	est pas d�e�nie explicitement� il n	y a aucun probl�eme de projection� Ce
cas tr�es particulier est parfois consid�er�e comme une texture volumique� Des proc�ed�es de
g�en�eration pseudo
al�eatoires permettent une r�ep�etitivit�e indispensable pour les animations�
a�n d	�eviter que la r�epartition des couleurs des pixels ne varie d	une image �a l	autre�

Le plaquage d	images est la texture plane la plus courante� mais c	est aussi l	op�eration
la plus sensible aux probl�emes de d�eformation� Dans notre exemple ��gure ����
c�� la m�eme
image est plaqu�ee sur des objets di��erents �une surface carr�ee� une sph�ere� un ellipso �de�
et une surface rectangulaire�� par une projection parall�ele� Les d�eformations du sujet sont
�evidentes� m�eme s	il reste souriant� Il faut d�e�nir une m�ethode de projection adapt�ee aux



���� Textures 
�

�a� Objets non textur�es �b� Bruit

�c� Image plaqu�ee �d� Perturbation de normale

Fig� ���� ! Exemples de textures planes

caract�eristiques de la surface et aux proportions de l	image initiale� avec des di�cult�es de
rep�erage sur les objets tels que les sph�eres par exemple� qui ne pr�esentent pas naturellement
de direction privil�egi�ee� L	aliassage est tr�es important lorsque l	�echantillonnage de l	image
initiale est di��erent de celui qui sera restitu�e �GP���� c	est �a dire presque toujours�

Certaines textures planes simulent localement des d�eformations g�eom�etriques� �a l	instar
des peintures en trompe
l	�il� Par exemple� la perturbation de la direction de la normale
��gure ����
d�� pr�esent�ee par Blinn �Bli��� sous le nom de bump mapping� imite des surfaces
bossel�ees� Les limites de la m�ethode sont cependant vite atteintes� car les incoh�erences sont
nombreuses� En e�et� tous les calculs de position �etant e�ectu�es avec la surface initiale� les
points sont math�ematiquement tous �a la m�eme altitude� alors que visuellement ils semblent
d�ecal�es� Les ombres ne correspondent pas �a l	attente� et le plus g�enant est que les bordures
des objets restent lisses� en d�esaccord avec l	apparence volumique de la surface� Ces deux
d�efauts sont visibles sur notre exemple�
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����� Textures volumiques

�a� Marbre �b� Bois

Fig� ���� ! Exemples de textures volumiques

Les textures volumiques sont des fonctions d�e�nissant pour tout l	espace la couleur des
points des objets� Intuitivement� les objets sont sculpt�es dans un bloc de mati�ere� sans pro

bl�eme de projection� Cette approche� pr�esent�eee par Gardner �Gar��� puis par Perlin �Per����
est particuli�erement bien adapt�ee pour simuler des mat�eriaux tels que le marbre ��gure ����

a� ou le bois ��gure ����
b��

Les diverses mati�eres sont mod�elis�ees par des fonctions repr�esentant la r�epartition des
di��erents composants� Par exemple� le marbre est repr�esent�e par un substrat �a l	int�erieur
duquel des veines plus fonc�ees forment des �gures al�eatoires� Elle sont guid�ees par des s�eries
de fonctions trigonom�etriques de fr�equences di��erentes� qui d�ecrivent des e�ets de vagues�
et que viennent perturber des valeurs al�eatoires� Le principe est similaire pour le bois� mais
une corr�elation suppl�ementaire organise les veines concentriquement autour de l	axe plus ou
moins rectiligne d	un tronc imaginaire�

Ces mod�elisations sont empiriques� sans r�eelle justi�cation g�eologique ou biologique� mais
elles donnent des r�esultats visuellement int�eressants sans trop p�enaliser les temps d	ex�ecution�
Des m�ethodes plus r�ecentes �GD���� bas�ees sur l	analyse spectrale de mod�eles r�eels� fournissent
des images beaucoup plus r�ealistes�

����� Hypertextures

Les textures planes ou volumiques classiques ne permettent pas la simulation correcte
des ph�enom�enes produisant une modi�cation locale du relief� car elles introduisent des inco

h�erences topographiques entre la g�eom�etrie simul�ee et l	image restitu�ee� Les hypertextures�
pr�esent�ees par Perlin et Ho�ert �PH���� apportent une r�eponse �a ces probl�emes� Elles sont
de plus bien adapt�ees pour simuler des microstructures complexes tr�es �nes� telles que la
fourrure par exemple�
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Intuitivement� une hypertexture est une couche d	�epaisseur connue plaqu�ee sur un objet�
�a l	int�erieur de laquelle sont plac�es les �el�ements visibles� Ces �el�ements ne sont pas mod�elis�es
explicitement� mais repr�esent�es par des fonctions de densit�e volumique qui ob�eissent aux lois
statistiques du mod�ele imit�e� Un point est visible lorsque les densit�es cumul�ees sur le parcours
d	un chemin lumineux �section 
��� �a l	int�erieur de la couche de l	hypertexture d�epassent un
seuil donn�e� Le calcul de la densit�e totale requiert une discr�etisation du chemin lumineux�
tr�es �ne pour prendre en compte les d�etails tr�es petits� C	est une op�eration tr�es co�uteuse�
am�elior�ee r�ecemment par Dischler et Ghazanfarpour �DG���� Des squelettes g�eom�etriques
associ�es aux surfaces portent les informations de densit�e� qui sont calcul�ees en chaque point
par une interpolation pond�er�ee en fonction de la distance aux squelettes�

��� Milieux participants

Jusqu	�a maintenant� nous avons toujours suppos�e que la lumi�ere se d�eplace en ligne droite
d	une surface �a une autre� et sans modi�cation �energ�etique le long de son chemin� gr�ace �a
la conservation de la luminance �section ��������� Cette hypoth�ese est vraie dans le vide�
et elle peut �etre admise sans erreur notable dans de l	air propre et sec� pour des distances
raisonnables� Par contre� il n	en va plus du tout de m�eme en pr�esence de poussi�eres en
suspension� de fum�ee ou de brume� Les ph�enom�enes d	absortion et de dispersion deviennent
pr�epond�erants�

Les milieux participants mod�elisent les r�egions o�u se produisent ces ph�enom�enes� dont
les fronti�eres ne sont pas clairement d�e�nies� Les lois physiques sont di�ciles �a appr�ehender
de par leur complexit�e� Imaginons par exemple un nuage� constitu�e de milliards de gouttes
d	eaux minuscules� Chaque rayon lumineux qui rencontre une goutte donne naissance �a un
rayon r�e��echi et �a un rayon r�efract�e� qui eux
m�eme vont rencontrer une autre goutte dans leur
voisinage� Ces �ev�enements se multiplient tant que l	�energie n	est pas compl�etement absorb�ee
ou tant qu	un rayon ne sort pas du milieu� Les gouttes d	eau sont des r�e�ecteurs de Fresnel
presque parfaits� et le nombre d	interactions peut devenir tr�es grand avant que l	absortion ne
soit notable� M�eme en supposant que les gouttelettes soient de simples sph�eres� la quantit�e
de calculs n�ecessaires au suivi des rayon est prohibitive� d	autant plus que leur nombre cro��t
exponentiellement avec le nombre d	intersections�

De nombreux mod�eles th�eoriques ont �et�e d�evelopp�es pour d�ecrire certains types de mi

lieux participants �PPS���� notamment les ph�enom�enes atmosph�eriques tels que les fum�ees� les
brumes et les nuages� Certains sont empiriques� alors que d	autres sont d�eriv�es de complexes
th�eories physiques� Ce domaine de recherche est encore en pleine �evolution� pour augmen

ter le r�ealisme des e�ets simul�es� mais aussi pour r�eduire les temps de calcul qui sont tr�es
cons�equents� La plupart des m�ethodes propos�ees n�ecessitent une discr�etisation tr�es �ne du
parcours des rayons lumineux�

��� Quelques notions photom�etriques

����� Radiom�etrie vs� photom�etrie

Les grandeurs radiom�etriques� que nous avons pr�esent�ees au d�ebut de ce chapitre� per

mettent l	analyse des ondes �electromagn�etiques et de leurs propri�et�es physiques� Cette ap

proche masque cependant un aspect fondamental de la lumi�ere � par d�e�nition� elle est visible
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par les humains� Elle n	est donc pas seulement un cas particulier d	onde �electromagn�etique
��gure ������ car elle implique en plus des notions de sensibilit�e� Les images� qui sont des
r�epartitions spatiales de lumi�ere� existent uniquement parce que nous sommes capables de les
percevoir� et �eventuellement de leur donner un sens� Le r�ecepteur� c	est �a dire le syst�eme visuel
humain� joue alors un r�ole primordial� Il ne r�eagit pas lin�eairement aux stimuli �energ�etiques�
donc les donn�ees radiom�etriques ne sont pas su�santes pour d�ecrire ces ondes particuli�eres�

La photom�etrie est la science qui �etudie la lumi�ere� en prenant en compte les caract�eris

tiques de la vision humaine� Elle int�egre des notions physiques �les ondes �electromagn�etiques��
des donn�ees biologiques �la structure de l	�il�� et des comportements psychophysiologiques
�interpr�etation par le cerveau des informations re�cues�� Les travaux de Rougeron �Rou��� et
de Callet �Cal��� nous servent de liens avec la synth�ese d	images� et nous pr�esentons sommai

rement quelques notion psychovisuelles� notamment la sensation de couleur�

����� La vision humaine

Fig� ���� ! R�epartition spectrale des ondes �electromagn�etiques

������� Le syst�eme visuel humain

Le syst�eme visuel humain int�egre l	�il� le nerf optique et le cerveau� qui sont indissociables
d�es qu	il s	agit de d�ecrire la sensation visuelle� L	�il transforme l	�energie lumineuse qu	il re�coit
en in�ux nerveux� Le nerf optique les met en forme� et les transmet au cerveau� o�u ils sont
analys�es�

D	un point de vue physiologique simpliste ��gure ������ l	�il peut �etre compar�e �a un
appareil photographique �� La pupille� l	iris et le cristallin forment une lentille d	ouverture
variable� qui projette une image sur la r�etine� Elle est recouverte de micro
capteurs sensibles
�a la lumi�ere et reli�es au nerf optique � les c�ones et les b�atonnets� La fov�ea est la zone centrale
de la r�etine� l�a o�u se forme l	image la plus nette� La plupart des c�ones sont r�epartis sur la
fov�ea�

Les c�ones servent �a la vision des couleurs �section ����
� et �a la vision diurne� dite pho

topique� alors que les b�atonnets� plus sensibles �a la lumi�ere mais non discriminants pour les
couleurs� servent �a la vision nocturne� dite scotopique� La vision interm�ediaire� entre photo

pique et scotopique� est dite m�esopique� Par la suite� nous ne consid�ererons que le cas de la
vision photopique�

�� En fait� c�est plut�ot l�appareil photographique qui peut �etre compar�e 	a un 
il�



���� Quelques notions photom�etriques ��

Fig� ���� ! Vue en coupe simpli��ee d�un �il humain

������� Grandeurs photom�etriques

Le syst�eme visuel humain peut percevoir les ondes �electromagn�etiques dont la longueur
d	onde se situe entre 
�� et ��� nm environ ��gure ������ Ces limites varient d	un individu �a
l	autre� et �evoluent aussi avec l	�age� A�n d	uniformiser les repr�esentations� il a �et�e d�e�ni par
la Commission Internationale d�Eclairage �CIE� un observateur moyen� issu de nombreuses
exp�eriences� Toute les grandeurs photom�etriques� qui d�e�nissent la vision humaine� se rap

portent �a cet observateur moyen� Pour les di��erencier des grandeurs radiom�etriques� elles
sont explicitement et syst�ematiquement accompagn�ees de l	adjectif lumineux� Cette notation
est lourde� mais �evite toute ambigu �t�e lors de la d�esignation de notions homonymes presque
semblables mais incompatibles entre elles�

La sensibilit�e visuelle n	est pas uniforme� ni m�eme lin�eaire� pour les longueurs d	onde du
domaine visible� La courbe de r�eponse en luminosit�e� en �ecartant pour l	instant toute notion
de couleur� a sensiblement l	allure de la courbe L de la �gure ����� Nous noterons V ��� cette
valeur de la sensibilit�e relative pour longueur d	onde �� V ��� est nulle en dehors du domaine
visible�

Le 
ux lumineux �����d	une source monochromatique de longueur d	onde �� et de �ux
�energ�etique �e���� �section ������ est �

����� # ���V �����e����

Le �ux lumineux s	exprime en lumen �lm��
Pour une source polychromatique� dont le �ux �energ�etique spectral pour une longueur

d	onde � est �e���� le �ux lumineux est �

� # ���

Z ��

�
V ����e��� d�

De la m�eme fa�con que pour les grandeurs radiom�etriques� le �ux lumineux permet de
d�e�nir �

� la luminance lumineuse � L�x�
�

� #

d��

dA cos � d

� exprim�ee en �lm
m��
sr��� %



�� Chapitre �� La lumi�ere et les mat�eriaux

� l	�eclairement lumineux � E�x� #
d�

dA
� exprim�e en lux �lx� %

� l	intensit�e lumineuse � I�x�
�

� #

d�

d

� exprim�e en candela �cd��

La luminance lumineuse permet de quanti�er la sensation lumineuse B� avec la loi de
Weber �

B # ��L��� � ��

Bodman a propos�e une autre formulation� en prenant en compte le contraste de la zone ob

serv�ee par rapport �a son voisinage� mais qui suppose que le fond soit de luminance lumineuse
uniforme Lf �

B # �
 logL � �� � logLf � �� �

����� Sensation de couleur

Fig� ���� ! Sensibilit�e relative des trois types de c�ones et en luminosit�e

Il existe trois sortes de c�ones� qui r�eagissent �a des gammes di��erentes de longueurs d	onde�
dont les couleurs dominantes sont le rouge� le vert� et le bleu �courbes R� V et B de la �gure
������ Les c�ones rouges ont leur maximum de sensibilit�e pour des longueurs d	onde proches de
��� nm� les c�ones verts aux environs de �
� nm� et les c�ones bleus vers ��� nm� Lorsqu	ils sont
soumis �a un �eclairement� la combinaisons des informations qu	ils transmettent au cerveau cr�ee
la sensation suggestive de couleur� La couleur n	est donc pas une entit�e physique clairement
identi�able� mais une sensation propre �a chaque individu due �a la stimulation des c�ones par
les diverses fr�equences de la lumi�ere observ�ee� Il est di�cile de la d�ecrire sans �equivoque�

La longueur d	onde de la lumi�ere induit la sensation de couleur� Lorsque la lumi�ere est
monochromatique� chaque fr�equence correspond �a une teinte satur�ee ��gure ������ La lumi�ere
polychromatique cr�ee des teintes moins pures� qui peuvent prendre toutes les nuances per

ceptibles par le syst�eme visuel� des teintes satur�es jusqu	au blanc en passant par toutes les
combinaisons et les couleurs pastels�

Le diagramme de chromaticit�e ��gure ����� repr�esente dans un plan l	ensemble des cou

leurs perceptibles� Les teintes satur�ees sont situ�ees sur la bordure� o�u sont indiqu�ees quelques
longueurs d	onde correspondantes� Le centre du diagramme est la zone du blanc� qui est aussi
une notion suggestive� et des diverses sources que l	on per�coit comme blanches quand elles
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Fig� ���� ! Diagramme de chromaticit�e

servent de r�ef�erence pour comparer les autres couleurs d	une sc�ene� Les r�egions interm�ediaires
sont les teintes pastels� de plus en plus claires lorsque l	on se dirige vers la zone blanche� Il
n	y a aucune transition brusque� mais uniquement des d�egrad�es� La position des fronti�ere sur
le graphique n	est qu	indicative et varie d	un individu �a l	autre�

������� Trichromie

Des exp�eriences� men�ees par la CIE� ont montr�e que l	ensemble des couleurs perceptibles
peut �etre reconstitu�e en combinant selon les proportions appropri�ees trois ondes monochro

matiques bien choisies� Pour cela� des observateurs cherchent les proportions �energ�etiques de
trois sources monochromatiques qui cr�eent la m�eme sensation visuelle que la couleur d	un
�echantillon t�emoin�

La simulation est possible lorsque les trois couleurs sont primaires entre elles� c	est �a
dire lorsque aucune d	elles ne peut �etre reconstitu�ee par une combinaison des deux autres�
Elles forment alors la base d	un espace tridimensionnel de couleurs visibles� C	est le cas par
exemple pour les longueurs d	onde de ��� nm �rouge�� ��� nm �vert�� et ��� nm �bleu��

La g�en�eration de certaines couleurs n	est pas possible par une simple addition des couleurs
primaires� Il faut dans ce cas soustraire l	une d	elles du m�elange� ce qui correspond en pratique
�a l	utiliser pour �eclairer l	�echantillon t�emoin� Cet espace des couleurs comporte donc des
coordonn�ees n�egatives pour repr�esenter toutes les nuances perceptibles� La description des
couleurs avec ce mod�ele trichromatique n	est pas tr�es intuitive�

������� Espace de couleurs XYZ

La CIE a adopt�e en ��
� un syst�eme trichromatique de repr�esentation des couleurs qui
supprime le recours �a des coordonn�ees n�egatives� en introduisant trois couleurs primaires
arti�cielles not�ees X � Y � et Z�

Les fonctions )x���� )y���� et )z��� sont d�e�nies �a partir d	un observateur moyen� Elles
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sont utilis�ees pour pond�erer la distribution spectrale P ��� d	une couleur donn�ee� sur toute
l	�etendue du spectre visible �

X #

Z �
�

�
�
P ���)x���d� Y #

Z �
�

�
�
P ���)y���d� Z #

Z �
�

�
�
P ���)z���d�

Par convention� la coordonn�ee Y repr�esente la luminance lumineuse� Elle est sensiblement
proportionnelle �a la perception visuelle de la clart�e d	une surface� du plus sombre au plus
clair� Elle est utilis�ee pour transformer un image color�ee en niveaux de gris�

La chromaticit�e d�e�nit une couleur en normalisant ses trois coordonn�ees entre � et � �

x #
X

X & Y & Z
y #

Y

X & Y & Z
z #

Z

X & Y & Z

����� Autres mod
eles de couleur

������� Espace de couleurs RVB

Fig� ���� ! Espace de couleurs RVB

Chaque pixel d	un �ecran cathodique couleur est compos�e de trois luminophores� color�es en
rouge� en vert et en bleu� La couleur d	un pixel est contr�ol�ee en ajustant les proportions de ces
trois types d	�emissions� c	est la synth�ese additive� Les luminophores n	�emettent pas des ondes
monochromatiques parfaites� mais des rayonnements dont la couleur est situ�ee �a l	int�erieur
du diagramme de chromaticit�e� en g�en�eral �a proximit�e de la bordure� Ce sont par exemple
les points R� V � et B de la �gure ����� qui forment un triangle inclus dans le diagramme�

La synth�ese additive permet d	obtenir toutes les couleurs situ�ees �a l	int�erieur du triangle�
Les nuances du diagramme de chromaticit�e ne sont pas toutes accessibles� car la zone couverte
est plus petite que l	ensemble des couleurs perceptibles� Elle d�epend des caract�eristiques
physiques des luminophores� Il n	y a donc pas unicit�e de repr�esentation d	une m�eme couleur
entre deux �ecrans di��erents�

L	espace de couleurs RVB est la repr�esentation� sous forme d	un cube unitaire� de l	en

semble des couleurs engendr�ees par les trois primaires rouge� verte et bleue ��gure ������
Une couleur est d�e�nie par trois coordonn�ees �r� v� b� comprises entre � et �� qui indiquent
les proportions de rouge� vert� et bleu qui la composent� Bien qu	il ne couvre pas l	ensemble
complet des couleurs� cet espace est tr�es utilis�e en synth�ese d	images� car il est tr�es simple et
calque approximativement le fonctionnement d	un �ecran d	ordinateur�
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La luminance lumineuse associ�ee �a un triplet �r� v� b� est approximativement �

Lv # �
��� r & �
��� v & �
��� b ������

Les valeurs num�eriques des coe�cients sont obtenues �a partir des caract�eristiques standard
des luminophores de t�el�eviseurs� Cette formule permet de convertir tr�es rapidement une
image couleur en une image en niveaux de gris� La valeur Lv correspond sensiblement �a
la composante Y de l	espace XYZ�

������� Espace de couleurs CMJ

Fig� ���� ! Espace de couleurs CMJ

L	espace de couleurs CMJ �Cyan� Jaune� Magenta� est le compl�ement de l	espace de cou

leurs RVB� pour la synth�ese soustractive� La sensation de couleur n	est plus due �a l	�emission
de trois sources primaires� mais �a l	absorption par trois �el�ements d	une partie du spectre de
la lumi�ere blanche� Il est utilis�e pour les impressions en couleur� o�u les trois encres color�ees
absorbent s�electivement la lumi�ere r�e��echie par le papier� Le cube CMJ ��gure ����� se d�eduit
du cube RVB par un changement de rep�ere�

En pratique� une quatri�eme composante est souvent ajout�ee� le noir� C	est le principe de la
quadrichromie� tr�es utilis�ee en imprimerie� En e�et� les encres r�eelles n	ont pas des propri�et�es
d	absorption parfaites� La combinaison des trois teintes ne permet alors pratiquement jamais
d	obtenir un noir parfait� mais plut�ot une couleur marron plus ou moins fonc�ee�

������� Espaces de couleurs uniformes

Les espaces de couleurs XY Z� RV B� et CMJ ont pour d�efaut majeur de ne pas �etre
visuellement uniformes� La distance entre les points qui repr�esentent deux couleurs n	est pas
du tout proportionnelle �a la di��erence de sensation psychovisuelle qu	elles induisent�

Di��erents mod�eles d	espaces pseudo
uniformes sont propos�es par la CIE� dont les plus
utilis�es actuellement sont les espaces Luv et Lab� et plus r�ecemment LLab� Ces di��erentes
d�eclinaisons marquent l	�evolution encore inachev�ee des connaissances sur le fonctionnement
du syst�eme visuel humain� Ils sont obtenus en d�eformant l	espace XYZ de fa�con �a ce qu	il
�epouse la forme d	un espace visuel� Ce sont des op�erations non lin�eaires co�uteuses�

On peut noter que toutes ces mod�elisations dissocient un canal L� repr�esentant la lu

minance lumineuse� de deux canaux contenant les informations chromatiques� Le cerveau
fonctionne selon le m�eme sch�ema lors de l	analyse des informations visuelles�
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������� Mod�ele spectral

Les mod�eles de couleurs trichromatiques ne permettent pas de d�e�nir compl�etement les
propri�et�es de r�e�exion et de r�efraction des mat�eriaux� En e�et� il n	y a pas bijection entre
l	ensemble des couleurs perceptibles et l	ensemble des spectres �energ�etiques� c	est le ph�e

nom�ene de m�etam�erisme� Le triplet repr�esentant la sensation visuelle unique d	une couleur
pr�ecise peut correspondre �a plusieurs spectres di��erents� qui n	ont pas le m�eme comportement
physique lors des interactions avec la mati�ere�

Un spectre lumineux est compos�e d	une in�nit�e de longueur d	ondes situ�ees dans le do

maine visible� Il ne peut pas �etre physiquement assimil�e �a un triplet dans un espace de
couleurs� La conversion en sensation de couleur n	a de sens que lors de la toute derni�ere �etape
de la cr�eation d	une image� lorsque l	on consid�ere l	�energie atteignant e�ectivement l	�il� Tous
les autres �echanges �energ�etiques ne font pas intervenir la sensibilit�e du syst�eme visuel� et ils
doivent donc �etre abord�es uniquement d	un point de vue radiom�etrique�

Dans un mod�ele spectral� tous les mat�eriaux de la sc�ene sont d�ecrits par leurs BRDF et
BTDF spectrales� et toutes les sources le sont par leur distribution �energ�etique spectrale�
Informatiquement� la discr�etisation des spectres est n�ecessaire� Le pas d	�echantillonnage opti

mal couramment admis est de �nm� ce qui conduit �a g�erer un tr�es grand nombre de donn�ees
num�eriques� Des travaux r�ecents �RP��� proposent une m�ethode d	�echantillonnage adaptatif
int�egrant des crit�eres perceptuels� a�n de ra�ner la discr�etisation uniquement lorsque l	erreur
commise risque d	�etre visible lors de l	a�chage�



Chapitre �

Calcul de l��eclairement global

��� Eclairement global

L	�eclairement global d	une sc�ene est obtenu par la prise en compte de toutes les interac

tions de la lumi�ere avec la mati�ere� D�es leur mise en route� les sources �eclairent les objets�
qui �a leur tour r�e��echissent une partie de la lumi�ere re�cue pour s	�eclairer les uns les autres�
Une situation d	�equilibre de la r�epartition spatiale de l	�energie est atteinte presque instanta

n�ement� car la vitesse de la lumi�ere est tr�es grande� La phase transitoire est beaucoup trop
br�eve pour �etre per�cue par un observateur humain� donc� par la suite� nous consid�ererons
uniquement des situations �equilibr�ees�

Durant un intervalle de temps donn�e� les sources lumineuses �emettent un tr�es grand
nombre de photons� Par exemple� une source monochromatique� de longueur d	onde ��� nm
et d	une puissance de � W seulement� �emet environ �� � ���
 photons par seconde� Ils sont
ind�ependants les uns des autres� mais leurs propri�et�es physiques� principalement la fr�equence
de l	onde �electromagn�etique associ�ee �section �������� et la direction d	�emission� ob�eissent �a
des lois statistiques qui d�ependent uniquement des caract�eristiques de la source� Les photons
sont fortement a�ect�es lors de leurs interactions avec la mati�ere� que ce soit lorsqu	ils se
d�eplacent �a travers le milieu ambiant ou bien lorsqu	ils rencontrent des objets� Ils peuvent
�etre d�evi�es� ou bien absorb�es� ce qui transforme l	�energie lumineuse en �energie thermique�
Les photons absorb�es peuvent �etre r�e�emis avec d	autres caract�eristiques �energ�etiques et apr�es
un d�elai temporel� pour les ph�enom�enes de phosphorescence� Lorsqu	ils atteignent l	�il de
l	observateur� ils sont convertis en in�ux nerveux qui d�eterminent les sensations visuelles�
Tous ces ph�enom�enes suivent eux
aussi des lois statistiques� qui d�ependent �a la fois des
caract�eristiques des photons et de celles de la mati�ere rencontr�ee� Le m�eme processus se
r�ep�ete r�ecursivement pour les photons d�evi�es ou r�e�emis� jusqu	�a l	absorption�

Dans ces conditions� calculer l	�eclairement global dans une sc�ene de synth�ese d	images est
excessivement simple� Il su�t de g�en�erer une quantit�e su�sante de photons� de leur attribuer
les propri�et�es ad�equates� puis de les envoyer depuis les sources vers la sc�ene o�u ils subissent
diverses interactions� Les caract�eristiques �electromagn�etiques de la sc�ene �etant parfaitement
connues� l	image est facilement g�en�er�ee� lorsque la situation d	�equilibre est atteinte� en comp

tabilisant les photons pr�esents en chaque point et en calculant l	�energie qu	ils �emettent vers
l	observateur�

La m�ethode pr�ec�edente se heurte malheureusement �a des probl�emes pratiquement in


��
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surmontables� Le nombre de photons et d	interactions �a g�erer est gigantesque� et d�epasse
largement les capacit�es de m�emoire des ordinateurs actuels� M�eme avec des machines tr�es
performantes� la dur�ee des calculs serait prohibitive� De plus� la description de la sc�ene et de
ses caract�eristiques g�eom�etriques et �electromagn�etiques compl�etes� en tout point� aboutirait
�a des bases de donn�ees de taille d�emesur�ee� en supposant que toutes ces connaissances soient
disponibles�

En synth�ese d	images� la recherche d	un plus grand r�ealisme impose de calculer le plus
�d�element possible l	�eclairement global dans les sc�enes� La complexit�e du probl�eme est telle
qu	il faut �elaborer des strat�egies simpli�catrices� en limitant l	introduction d	erreurs� pour
les maintenir si possible en dessous du seuil de perception de l	observateur� Nous pr�esentons
dans ce chapitre les principales approches d�evelopp�ees dans ce domaine�

��� Les chemins lumineux

Les chemins lumineux� introduits en synth�ese d	images par Heckbert �Hec���� caract�erisent
sous la forme d	une grammaire les di��erentes interactions subies par la lumi�ere le long d	un
trajet entre deux points donn�es� Nous utiliserons cette terminologie pour di��erencier les
diverses composantes lumineuses�

Le vocabulaire comporte quatre symboles �
L Source de lumi�ere �Light source�

D R�e�exion ou r�efraction di�use

S R�e�exion ou r�efraction sp�eculaire

E Point vis�e �Eye�
Ainsi� un photon partant de L� pour arriver en E� apr�es avoir subi deux r�efexions di�uses

et une r�efraction sp�eculaire� suit un chemin lumineux de type LDDSE� Ces quatre symboles
sont su�sants pour regrouper les chemins en classes distinctes repr�esentant les composantes
lumineuses que nous �etudierons plus loin� Si n�ecessaire� on peut cependant imaginer une
d�ecomposition plus �ne� en introduisant les symboles ad�equats� par exemple pour distinguer
les r�e�exions des r�efractions ou les sources ponctuelles des autres �Sch��� Vea����

Par convention dans l	�ecriture des expressions r�eguli�eres� les symboles suivants d�ecrivent
les agencements des mots �

X X � exactement une fois

X� X � une fois au plus

X� X � r�ep�et�e une fois au moins

X� X � r�ep�et�e z�ero fois ou plus

X jY X ou Y

Exemples �
LD�S�E LDSE ou LSE ou LSSE ou LDSSSE ou � � �

LD�SE LDSE ou LDDDSE ou LSE ou � � �

L�DjS�E LDE ou LSE

L�DjS��E LDE ou LSE ou LDSSE ou LDDDE ou LSDS ou � � �

L�DjS��E LE ou LDE ou LSE ou LDSSE ou LDDDE ou LSDS ou � � �
Les divers chemins lumineux sont des expressions r�eguli�eres obtenues en combinant ces

symboles� Ils partent tous de la source L� pour aboutir au point E� qui est en g�en�eral l	ob

servateur� apres avoir subi un nombre variable de r�e�exions ou r�efractions de type D ou S�
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L	expression g�en�erique d	un chemin lumineux quelconque est donc du type �

L �DjS�� E

��� Equation de rendu

����� D�e�nition

L	�equation int�egrale de rendu est d�eriv�ee du mod�ele de Kajiya �Kaj���� qui fut le premier �a
formaliser explicitement le probl�eme de l	�eclairement global� Elle est modi��ee pour s	exprimer
en terme de luminance� et non d	intensit�e comme dans la version originale� En tout point de
la sc�ene� l	�equation de rendu est �

Lr�x�
�

r� # Le�x�

�

r� &

Z
	i

fr�x�
�

i��


r�Li�x�
�

i� cos �i d
i �
���

Le terme Le�x�
�

r� est la luminance �emise depuis le point x dans la direction

�

r � lorsque

l	objet est une source� et le deuxi�eme terme est constitu�e par l	�equation de r�e�ectance d�ej�a
pr�esent�ee ��equation ����� Cette formulation est r�ecursive� car le calcul de la luminance in

cidente Li�x�

�

i� fait lui
aussi intervenir l	�equation de rendu� en un autre point de la sc�ene�

situ�e dans la direction
�

i� L	�equation de rendu indique que la luminance r�e��echie est �egale

�a la luminance propre� plus la luminance r�e��echie due �a la lumi�ere incidente selon toutes les
directions possibles�

Cette �equation est le point de d�epart de tous les algorithmes actuels de calcul de l	�eclai

rement global� M�eme si les solution propos�ees divergent fortement dans leur approche de
la r�esolution du probl�eme� ces algorithmes cherchent tous �a le r�esoudre le plus rapidement
possible� et en minimisant les erreurs commises�

����� Probl
eme dual

������� Potentiel

Le r�ole des sources n	appara��t pas explicitement dans l	�equation de rendu� hormis le
terme Le pour le point courant s	il appartient lui
m�eme �a une source� Elles sont pourtant
fondamentales� puisque ce sont elles qui apportent l	�energie dans la sc�ene� Pour appliquer
certaines m�ethodes� il peut �etre utile de modi�er la formulation� a�n qu	elles interviennent
directement �PB���� Dans ce but� il est possible de d�evelopper l	�equation de rendu relativement
aux sources �

Lr�x�
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r� #

h
Le�x�

�

r�
i

&

Z
	x�i
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�

y��
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�

z��


y�
h
Le�z�

�

z�
i
cos �z d
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& 
 
 

�
���

o�u y est un des points vus depuis x dans la direction 
y � z est un des points vus depuis y
dans la direction 
z � et o�u 'x�i et 'y�i sont les ensembles des directions incidentes en x et y�
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Le principe de conservation de l	�energie assure la convergence de ce d�eveloppement in�ni�
mais il n	est pas commode �a utiliser sous cette forme� La notion de potentiel� introduite
initialement par Pattanaik �PM�
�� permet une �ecriture plus compacte�

Soit y un point sur une source de lumi�ere� dAy l	aire �el�ementaire entourant le point y� et
�

y une direction en y orient�ee d	un angle �y par rapport �a dAy �

Le potentiel W�y�
�

y� est une grandeur repr�esentant� par d�e�nition� la luminance di��e


rentielle en x� dans une direction
�

x� due �a une unit�e de puissance �� W � �emise depuis l	aire

�el�ementaire dAy � en y� dans la direction
�

y � Le potentiel exprime la contribution de l	�energie

�emise depuis le point y �a la luminance en x dans la direction
�

x�

La puissance propre �emise depuis y dans la direction
�

y est �

d���y�
�

y� # Le�y�

�

y� cos�yd
ydAy

donc la luminance di��erentielle en x� dans la direction
�

x� et due �a l	�el�ement de surface

dAy est �

d�L�x�
�

x� # Le�y�

�

y� cos�yd
ydAyW�y�

�

y�

Ainsi� la luminance cumul�ee due �a tous les points de la source S� dans l	ensemble 'y des
directions autour d	elle� est �

L�x�
�

x� #

Z
y�S

Z
	y

Le�y�
�

y�W�y�

�

y� cos�yd
ydAy

Cette d�e�nition s	�etend imm�ediatement �a n	importe quel point de l	environnement E�
qu	il soit sur une source ou non� La formulation g�en�erique est donc �

L�x�
�

x� #

Z
y�E

Z
	y
Le�y�

�

y�W�y�

�

y� cos�yd
ydAy �
�
�

La lumi�ere quittant y dans la direction
�

y peut quitter x dans la direction

�

x apr�es z�ero

ou plus r�e�exions� Le cas z�ero r�e�exion survient lorsque �x�
�

x� # �y�

�

y�� Comme l	�equation

de rendu� l	expression g�en�erique du potentiel comporte donc deux partie � un terme direct et
un terme indirect int�egral� Elle s	obtient en �egalisant l	�equation 
�� avec le d�eveloppement de
l	�equation 
�
 �

W�y�
�

y� #We�y�

�

y� &

Z
	z
fr�z�

�

y��


z�W�z�
�

z� cos�zd
z �
���

avec �

We�y�
�

y� #

���
�

dAy cos �yd
y
si �x�

�

x� # �y�

�

y�

� sinon

La similitude d	�ecriture avec l	�equation de rendu 
�� est tr�es importante� En fait� ces deux
approches sont duales l	une de l	autre� Dans un cas� on consid�ere en tout point la lumi�ere
incidente depuis toutes les directions� alors que dans l	autre cas on consid�ere en tout point la
lumi�ere �emise dans toutes les directions�
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������� Liens entre l��equation de rendu et l��equation des potentiels

��������� Description par op�erateurs Dans sa th�ese� Sillion �Sil��� propose l	introduc

tion d	un op�erateur int�egral de r�e�exion� a�n de formaliser des algorithmes de calcul d	images
tels que le lancer de rayons ou la radiosit�e� Cette notion est maintenant �etendue �a l	�equation
de rendu et �a l	�equation des potentiels�

Op�erateur pour l��equation de rendu � En utilisant un op�erateur int�egral T � l	�equa

tion de rendu 
�� s	�ecrit �

L # Le & TL

L	op�erateur int�egral T caract�erise l	e�et d	une r�e�exion de la lumi�ere incidente� Il est
d�e�ni par �

�Tf��x�
�

x� #

Z
	x

f�y�
�

y� fr�x�

�

y��


x� cos �y d
y

Op�erateur pour l��equation des potentiels � En utilisant un op�erateur int�egral T ��
l	�equation des potentiels 
�� s	�ecrit �

W #We & T �W

L	op�erateur int�egral T � est d�e�ni par �

�T �f��x� �
x� #
Z
	y

f�y�
�

y� fr�x�

�

x��


y� cos �y d
y

��������� Equations adjointes Soient deux op�erateurs int�egraux T et T �� et les �equa

tions correspondantes � �

f # fe & Tf

g # ge & T �g

Ces deux op�erateurs sont adjoints l	un de l	autre� pour un produit scalaire � �� � �� si et
seulement si �

� f� ge �#� fe� g �

pour tous fe et ge�
Si A est l	ensemble des surfaces de la sc�ene� alors un produit scalaire est d�e�ni par �

� f� g �#
Z
A

Z
	x

f�x�
�

x� g�x�

�

x� cos �xd
xdAx

Avec ce produit scalaire� en utilisant l	�equation de rendu et l	�equation des potentiels� on
remarque que le �ux �energ�etique � s	exprime de deux fa�cons �

� #� L�We �#� Le�W �

Ces deux �equations sont donc adjointes l	une de l	autre� Ce r�esultats est utilis�e par de
nombreux auteurs ��PM���� �Laf���� �Vea���� � � � entre autres�� pour formaliser les algorithmes
de rendu� et justi�er math�ematiquement les proc�ed�es choisis�
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��� Algorithmes de rendu r�ealiste

L	am�elioration du r�ealisme des images de synth�ese est fortement d�ependante� entre autre ��
de l	�evaluation correcte de l	�eclairement global dans les sc�enes� Il s	agit de prendre en compte
toutes les interactions entre les sources et les objets� et entre les objets eux
m�emes� L	�equation
de rendu ��equation 
��� mod�elise compl�etement les ph�enom�enes �a simuler� mais elle ne poss�ede
pas de solution analytique exploitable�

On distingue principalement deux familles d	algorithmes� qui abordent di��eremment ce
probl�eme�

� Les m�ethodes d	�el�ements �nis sont bas�ees sur une d�ecomposition compl�ete de la sc�ene
en �el�ements de petite taille� assez �ns pour admettre que la r�epartition �energ�etique
soit homog�ene sur leur surface� C	est un proc�ed�e classique en physique et en analyse
num�erique� En synth�ese d	images� la m�ethode d	�el�ements �nis la plus c�el�ebre est la
radiosit�e �section 
������

� Le probl�eme de l	�eclairement global �etant mod�elis�e par une int�egrale� l	�equation de
rendu� il peut se r�esoudre par une m�ethode de Monte Carlo �annexe A�� La solution
est calcul�ee en quelques points particuliers� puis est �etendue �a leur voisinage� Le lancer
de rayons �section 
����� peut �etre consid�er�e comme un cas particulier de m�ethode de
Monte Carlo �section 
������

Actuellement� aucune des deux approches pr�ec�edentes n	est en mesure de r�esoudre e�ca

cement� et dans tous les cas de �gure� le probl�eme de l	�eclairement global� Toutes les deux
introduisent des simpli�cations qui g�en�erent des erreurs� plus ou moins bien contr�ol�ees� Ce

pendant� ce sont des proc�ed�es compl�ementaires� car les points faibles de l	une sont souvent
les points forts de l	autre� hormis pour les temps de calculs� pratiquement aussi d�esastreux
dans les deux cas�

Des m�ethodes mixtes �section 
��� tentent de concilier les avantages respectifs des deux
approches classiques�

Les m�ethodes les plus courantes sont d�ecrites dans la suite de ce document�

��	 Calcul par une m�ethode d
�el�ements �nis

��	�� Radiosit�e classique

L	algorithme de la radiosit�e est tr�es populaire en synth�ese d	image� Il a donn�e lieu �a
de nombreuses publications� et quelques ouvrages lui sont enti�erement consacr�es �CW�
�
SP���� La m�ethode a �et�e initialement utilis�ee en physique� dans les ann�ees ����� pour simuler
les transferts thermiques� Les premiers �a l	utiliser en informatique graphique furent Goral
et al� �GTGB��� et Nishita et al� �NN���� C	�etait la premi�ere m�ethode pratique prenant
explicitement en compte les interr�e�exions di�uses�

�� Les autres probl	emes concernent principalement la mod�elisation g�eom�etrique des objets� et la simulation

spectrale de la lumi	ere et des mat�eriaux�
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��	���� Principe g�en�eral

��	������ Hypoth�eses simpli�catrices La m�ethode de la radiosit�e consiste �a r�esoudre
l	�equation de rendu ��equation 
��� en la simpli�ant� pour se limiter �a des cas plus faciles �a
r�esoudre� Les simpli�cations sont de deux types � la fac�etisation de la sc�ene et la prise en
compte partielle des BRDF des mat�eriaux�

Discr�etisation g�eom�etrique La sc�ene compl�ete est remplac�ee par des assemblages de
facettes planes� en g�en�eral des triangles ou des quadrilat�eres� su�samment petites pour que
la luminance de leur surface soit consid�er�ee comme constante� L	ensemble in�ni des directions
incidentes 'i� en un point x quelconque� est alors remplac�e par l	ensemble �ni des directions
des facettes visibles depuis x� L	expression int�egrale devient une somme �nie�

Simpli�cation de la BRDF La radiosit�e classique suppose que toutes les surfaces
sont parfaitement di�uses �ou lambertiennes� �section ����������� Dans ce cas� la BRDF est

constante� ind�ependante des directions d	incidence et de r�e�exion� Elle a pour valeur
�d
�

��equation ����� o�u �d est une constante comprise entre � et � caract�erisant la r�e�exion di�use�
Le terme int�egral de l	�equation de rendu peut alors �etre factoris�e�

Seuls les chemins lumineux de type LD�E sont donc pris en compte� Malgr�e cette simpli�

cation drastique� les images produites sont souvent visuellement satisfaisantes� car la plupart
des mat�eriaux des sc�enes courantes ont un comportement plut�ot di�us� Il reste cependant
impossible de reproduire ainsi les re�ets m�etalliques� et les r�efractions� ce qui limite fortement
le champ d	application de la radiosit�e� dans sa version classique� Un mirroir plan parfait peut
toutefois �etre simul�e� en g�en�erant le sym�etrique virtuel de la sc�ene par rapport au plan du
mirroir �Sil���� Le nombre d	objets intervenant e�ectivement dans les calculs est alors doubl�e�

��	������ Expression analytique L	�equation de rendu est �

Lr�x�
�

r� # Le�x�

�

r� &

Z
	i

fr�x�
�

i��


r�Li�x�
�

i� cos �i d
i

L	ind�ependance directionnelle de la BRDF� et donc des luminances �emises par les surfaces�
permet d	�ecrire �

Lr�x� # Le�x� &
�d�x�

�

Z
	i

Li�x� cos �i d
i

Cette �equation s	exprime classiquement en terme de radiosit�e �d	o�u le nom de la m�ethode��
appel�ee aussi exitance �section ������� La radiosit�e� ind�ependante de la direction� est bien
adapt�ee pour d�ecrire la r�epartition �energ�etique sur les facettes� Dans ce cas d	ind�ependance
directionnelle� la radiosit�e B�x� est li�ee lin�eairement �a la luminance L�x� � B�x� # � L�x��

L	�equation de rendu devient alors �

B�x� # E�x� & �d�x�

Z
y�S

B�y�
cos � cos ��

� r�
V �x� y� dy

o�u B�x� est la radiosit�e en x� E�x� est l	exitance propre en x� S est l	ensemble des surfaces
de la sc�ene� et V �x� y� est un terme de visibilit�e valant � lorsque les deux points x et y sont
mutuellement visibles et � sinon� Les angles � et �� indiquent les angles entre les normales
aux surfaces en x et en y ��gure 
����
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Fig� 
�� ! G�eom�etrie entre deux facettes

��	������ Les facteurs de forme Un facteur de forme est une grandeur purement g�eo

m�etrique qui quanti�e les �echanges �energ�etiques entre deux facettes� dans le cas qui nous
concerne ici des radiations purement di�uses� Le facteur de forme Fi�j est la proportion de
l	�energie �emise par la facette Pi� d	aire Ai� qui est re�cue par la facette Pj � Il s	exprime par �

Fi�j #
�

Ai

Z
x�Pi

Z
y�Pj

cos � cos ��

� r�
V �x� y� dx dy �
���

Les facteurs de forme v�eri�ent la loi de r�eciprocit�e � AiFi�j # AjFj�i�

Les facteurs de forme� associ�es �a la discr�etisation de la sc�ene� permettent d	�ecrire l	�equation
de radiosit�e� Bien que tr�es concise� elle d�ecrit les �echanges �energ�etiques globaux dans la sc�ene�
avec les hypoth�eses simpli�catrices de la radiosit�e �

Bi # Ei & �i

nX
j��

Fi�j Bj �
���

o�u Bi est la radiosit�e de la i�eme facette de la sc�ene �qui en compte n au total��

��	������ Syst�eme matriciel d��equations L	�equation de radiosit�e peut s	�ecrire sous
forme matricielle �	BBBB


�� ��F��� ���F��� � � � ���F��n
���F��� �� ��F��� � � � ���F��n

���
���

� � �
���

��nFn�� ��nFn�� � � � �� �nFn�n

�CCCCA
	BBBB


B�

B�
���
Bn

�CCCCA #

	BBBB

E�

E�
���
En

�CCCCA �
���

Soit encore � MB # E� La solution du syst�eme est donc simplement � B # M��E�

La matrice M est de taille n�� avec n tr�es grand �une sc�ene comporte souvent au moins
plusieurs dizaines de milliers de facettes�� Son stockage en m�emoire et son inversion ne sont
donc pas envisageables en pratique� Par contre� la matrice est �a diagonale strictement do

minante �SP���� c	est �a dire que Mi�i �

Pn
j���j ��i jMi�j j pour tout i� De ce fait� les m�ethodes

de r�esolution it�erative de Gauss
Seidel ou de Southwell sont utilisables� et elles convergent
relativement rapidement vers la solution� sans que la matrice n	ait besoin d	�etre stock�ee en

ti�erement en m�emoire�
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��	���� Calcul des facteurs de forme

Il n	existe en g�en�eral pas de formule analytique pour calculer le facteur de forme entre deux
facettes� mais plusieurs m�ethodes de calculs approch�es existent� C	est une t�ache fastidieuse�
car les facteurs de forme �a calculer sont tr�es nombreux�

Fig� 
�� ! Analogie de Nusselt

L�analogie de Nusselt ������ indique que le facteur de forme entre un �el�ement de
surface di��erentiel dS et un carreau de taille �ni a une d�e�nition g�eom�etrique simple� Sa
valeur est �egale �a l	aire de la projection sur le plan contenant dS de la projection� sur un
h�emisph�ere unitaire� de la facette ��gure 
���� Cette approximation reste utilisable� avec une
erreur mod�er�ee� entre des facettes de taille �nie� si elles sont assez petites et �eloign�ees l	une
de l	autre�

Fig� 
�
 ! M�ethode de l�h�emicube

La m�ethode de l�h�emicube �CG��� exploite l	analogie de Nusselt� Un demi
cube
discr�etis�e est centr�e en x� dont la contribution de chacune des mailles est connue par la
m�ethode de Nusselt� La facette est projet�ee sur les cinq faces du cube� a�n de d�eterminer
les mailles qu	elle recouvre� dont les contributions au facteur de forme sont ajout�ees� Cette
m�ethode est rapide� d	autant plus que la projection des facettes peut s	e�ectuer en d�etournant
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la carte d	a�chage de l	ordinateur et son tampon de profondeur cabl�e� ce qui d�etermine en
m�eme temps les masquages entre facettes� Elle n	est cependant pas tr�es pr�ecise� car le domaine
de validit�e de l	analogie de Nusselt n	est pas toujours respect�e� et la discr�etisation du cube
introduit un aliassage qui peut causer des artefacts visibles�

Des optimisations de cette m�ethode ont �et�e propos�ees� Par exemple� le plan de Sillion
�SP��� consiste �a remplacer l	h�emicube par un plan discr�etis�e parall�ele �a la surface� Les faces
manquantes introduisent une erreur minime� dont un majorant qui d�epend de la taille et de
la position du plan est estim�e� Une autre am�elioration consiste �a orienter la grande diagonale
de l	h�emicube vers la facette �BKP���� De cette fa�con� la facette se projette au plus sur trois
faces du cube au lieu de cinq� ce qui limite le nombre total d	op�erations�

La m�ethode de Monte Carlo utilise le lancer de rayons pour d�eterminer la proportion
de rayons qui touchent une facette� qui est proportionnelle �a la valeur du facteur de forme�
Cette m�ethode est plus pr�ecise et plus souple que l	h�emicube� mais sa mise en �uvre est plus
co�uteuse�

��	���� A�chage d�une image de radiosit�e

La m�ethode de la radiosit�e calcule une valeur pour chaque maille de la sc�ene discr�etis�ee�
La visualisation de la sc�ene consiste alors �a reconstituer la fonction de radiosit�e pour tous les
points visibles� L	a�chage brut des valeurs calcul�ees rend fortement visibles les facettes� ce
qui est particuli�erement g�enant pour les objets courbes� Il est pr�ef�erable d	e�ectuer un lissage
au moment de l	a�chage� par la m�ethode de Gouraud �Gou��� par exemple� Il att�enue les
d�efauts visuels� mais introduit une erreur non contr�ol�ee suppl�ementaire� Cette op�eration est
bien souvent r�ealis�ee tr�es rapidement par les cartes graphiques�

��	�� Am�eliorations de la m�ethode de la radiosit�e

��	���� Radiosit�e progressive

La radiosit�e progressive �CCWG��� est une modi�cation de la m�ethode it�erative de r�e

solution du syst�eme matriciel ��equation 
���� A chaque �etape� les facettes qui �emettent la
plus grande quantit�e d	�energie sont privil�egi�ees� notamment les sources� Le r�esultat �nal est
identique �a celui des autres m�ethodes� Cependant� comme les facettes les plus in�uentes distri

buent en priorit�e leur �energie� les images obtenues d�es les premi�eres �etapes sont visuellement
proches de l	image d�e�nitive�

��	���� Maillage de discontinuit�e

Un maillage r�egulier de la sc�ene n	est pas optimal� Il est soit trop �n dans les zones r�e

guli�eres� soit trop grossier dans les zones perturb�ees de l	image� Le maillage de discontinuit�e
�LTG��� consiste �a subdiviser plus �nement les r�egions de p�enombre� Leur position est d�eter

min�ee en pr�etraitement� par projection des facettes sources sur les autres� pour d�etecter les
zones �eclair�ees� partiellement �eclair�ees� et d	ombre� C	est une op�eration tr�es lourde pour les
sc�enes importantes� mais qui am�eliore consid�erablement les r�esultats�
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��	���� Radiosit�e hi�erarchique

La radiosit�e hi�erarchique �HSA��� repr�esente les objets par une arborescence de facettes�
Chaque facette est �eventuellement subdivis�ee en �el�ements plus petits� lorsque cela est utile� Le
principe est que le niveau de subdivision n�ecessaire d�epend de la distance depuis laquelle un
groupe d	objet est vu� Par exemple� un crayon pos�e sur une table n	a pas d	in�uence notable
quant �a la lumi�ere rayonn�ee de la table sur le plafond� Par contre� le crayon ne doit pas �etre
ignor�e pour d�etecter la zone de p�enombre qu	il cr�ee sur la table� Ce proc�ed�e donne lieu �a de
multiples travaux d	am�elioration� notamment pour tenir compte des visibilit�es et occlusions
�a l	int�erieur des groupements d	objets �Sil����

��	���� Radiosit�e �etendue

Un des principaux d�efauts de la m�ethode de la radiosit�e est sa limitation aux surfaces par

faitement di�uses� La prise en compte de BRDF plus compl�etes est une lourde t�ache� car elle
remet en cause la factorisation qui simpli�e l	�equation de rendu� Une solution tr�es complexe
r�eside dans la discr�etisation �a la fois des surfaces de la sc�ene et de l	espace des directions de
r�e�exion �AH�
�� La m�ethode zonale� avec l	introduction de facteurs de forme volumiques�
permet la prise en compte de ph�enom�enes plus complexes� tels que les milieux participants
�section ����� Elle peut �etre adapt�ee �a la prise en compte des mat�eriaux sp�eculaires �AMP����

��
 Calcul par une m�ethode de Monte�Carlo

����� Lancer de rayons

Le lancer de rayons a �et�e pr�esent�e pour la premi�ere fois par Appel �App���� en ����� Il
s	agissait �a l	�epoque d	une m�ethode d	�elimination des parties cach�ees� indiquant simplement
les objets visibles depuis la position de l	observateur� Cet algorithme a �et�e rendu c�el�ebre
par Whitted �Whi���� en ����� en tant que m�ethode de rendu� Pour la premi�ere fois des
images de synth�ese comprenaient des re�ets sp�eculaires et des ombres port�ees� De multiples
am�eliorations ont �et�e apport�ees depuis� aussi bien pour la qualit�e des r�esultats que pour la
vitesse d	ex�ecution �qui reste tout de m�eme tr�es lente��

Le lancer de rayons� m�eme dans sa version �el�ementaire� peut �etre consid�er�e comme une
r�esolution de l	�equation int�egrale de rendu par une m�ethode de Monte Carlo �section 
������

������� Principe g�en�eral

Le lancer de rayons reproduit les trajectoires des rayons lumineux� en respectant au mieux
les lois de l	optique g�eom�etrique ��gure 
���� Les ph�enom�enes de r�e�exion et de r�efraction
sont obtenus en suivant les rayons jusqu	aux sources de lumi�ere� en calculant les d�eviations
qu	ils subissent en rencontrant les surfaces des objets�

Les rayons sont orient�es de l	�il vers la sc�ene� en passant par les pixels de l	�ecran� Cette
direction inverse de celle de la lumi�ere permet de ne lancer que les rayons qui participent
e�ectivement �a l	image� Cette inversion est possible� car les lois de Descartes sont sym�etriques
�section ��
���
�� Le gain est consid�erable� car seule une tr�es faible fraction des rayons �emis
par les sources atteignent l	�il�
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Fig� 
�� ! Sch�ema de principe du lancer de rayons

L	algorithme g�en�erique du lancer de rayons est tr�es simple �

� Pour chaque pixel de l	�ecran Faire

� G�en�erer un rayon orient�e de l	�il vers la sc�ene passant par le pixel %

� Calculer l	intersection de ce rayon avec la sc�ene %

� Si un objet au moins est rencontr�e Alors

D�eterminer le point d	intersection le plus proche %

Calculer son �eclairement %

FinSi

Fait

L	�eclairement du point d	intersection� qui est calcul�e par la fonction de rendu� est la
somme de trois �energies distinctes �

� Energie directe � obtenue en lan�cant des rayons d�ombre � vers les sources de lumi�ere
�voir le chapitre ��� Si un rayon d	ombre ne rencontre aucun objet� alors la source est
visible depuis le point� et il faut ajouter sa contribution�

� Energie r�e
�echie � obtenue en g�en�erant la direction r�e��echie par les lois de l	optique
g�eom�etrique� puis en calculant l	�energie incidente selon cette direction� encore une fois
en lan�cant un rayon� Cette fonction est r�ecursive�

� Energie r�efract�ee �selon la mati�ere de l	objet� � comme pour l	�energie r�e��echie� mais
en g�en�erant cette fois la direction r�efract�ee vers l	int�erieur de l	objet�

�� Les rayons d�ombre permettent de savoir si un objet est dans l�ombre d�un autre pour une source donn�ee�
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Dans cette version classique du lancer de rayons� avec uniquement des sources ponctuelles�
pour chaque pixel� un rayon primaire est g�en�er�e� qui donne naissance �a des rayons d	ombre
�un par source�� et �eventuellement �a un rayon r�e��echi et un rayon r�efract�e� qui ont eux aussi le
m�eme comportement� Les rayons sont donc organis�e sous une forme arborescente � l	arbre des
rayons� Cette structure est mise a pro�t par des algorithmes qui am�eliorent progessivement
la qualit�e de l	image� en revenant en arri�ere dans l	arbre pour a�ner certaines r�egions�

������� Complexit�e du lancer de rayons classique

Soit une sc�ene compos�ee de N objets et de Ns sources� et dont la profondeur moyenne
des arbres des rayons est p� Le calcul d	un image de Np pixels n�ecessite la g�en�eration de Np

rayons primaires� dont il faut calculer l	intersection avec la sc�ene� en testant les N objets�
Cette op�eration est r�ep�et�ee pour leurs p �ls� la visibilit�e des sources devant �etre test�ee �a chaque
fois� Le nombre de calculs d	intersections rayon
objet est pNpNsN � La complexit�e th�eorique
du lancer de rayons classique en fonction de la taille de la sc�ene est donc optimale� en O�N��
sans m�eme tenir compte de l	optimisation tr�es e�cace des bo��tes englobantes �section 
������

Ce bon r�esultat th�eorique ne signi�e h�elas pas que la m�ethode est rapide� Les temps de
calcul sont en pratique tr�es longs� car le nombre d	op�erations est consid�erable� Par exemple�
pour une sc�ene de N # ���� objets �ce qui est peu aujourd	hui�� une image de taille moyenne
���x��� et p # �� le nombre total de calculs d	intersections est de l	ordre de �� 
 milliard�

Des �etudes plus approfondies d	un mod�ele th�eorique de lancer de rayons sont propos�ees
dans �Ris��� et dans �RKJ����

������� Terme ambiant

Le lancer de rayons� dans sa version initiale� ne permet pas la prise en compte des �eclai

rements indirects� Seuls les chemins lumineux de type LD�S�E sont calcul�es� Chaque rayon
incident sur une surface ne g�en�ere qu	un seul rayon r�e��echi �et"ou r�efract�e�� alors que dans
le cas de r�e�exion di�use chaque rayon incident g�en�ere une in�nit�e de rayons r�e��echis dans
toutes les directions�

�a� Terme ambiant nul� �b� Valeur moyenne� �c� Valeur trop �elev�ee

Fig� 
�� ! In�uence du terme ambiant

De ce fait� les zones qui ne sont pas �eclair�ees paraissent parfaitement noires� en contra
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diction avec toute attente� Pour compenser ce ph�enom�ene� un terme ambiant est ajout�e �a
l	�energie de tous les points� qui simule arti�ciellement une pseudo
p�enombre� L	am�elioration
visuelle est importante� mais ce proc�ed�e n	est pas justi�able physiquement� car le respect
du principe de conservation de l	�energie n	est pas assur�e� Le choix de la valeur du terme
ambiant est totalement empirique� bas�e sur une estimation de l	�eclairement indirect moyen
��gure 
���� De plus� sa valeur est constante pour toute la sc�ene� que l	on soit �a proximit�e
d	un objet clair fortement �eclair�e ou bien �a l	int�erieur d	une armoire ferm�ee�

Des solutions beaucoup plus �elabor�ees� respectant les lois fondamentales de la physique�
ont �et�e apport�ees depuis �a ce probl�eme �voir les sections 
���
 et ����
��

����� Lancer de rayons distribu�e

La m�ethode du lancer de rayons classique induit par nature un fort aliassage� �a tous les
niveaux de l	arbre des rayons� En e�et� les rayons �etant in�niment petits� ils r�ealisent un
�echantillonnage ponctuel de la r�epartition surfacique de l	�energie�

Le lancer de rayons distribu�e �CPC��� rem�edie �a ce probl�eme� par un sur
�echantillonnage
syst�ematique de l	espace des rayons� D	un point de vue m�ethode de Monte Carlo� l	estimateur
primaire ��equation A���� non biais�e mais fortement bruit�e� est remplac�e par un estimateur
secondaire ��equation A��� de plus faible variance� Chaque rayon devient un c�one de m�eme
direction� qui est �echantillonn�e par un nombre variable de rayons�

Suivant le type de rayons auquel il est appliqu�e� ce proc�ed�e g�en�ere des r�esultats di��erents �

� rayons primaires � diminution de l	aliassage de l	image %

� rayons d	ombre � e�ets de p�enombres douces %

� rayons r�e��echis � e�et de polissage des mat�eriaux� qui ne sont plus des mirroirs parfaits %

� rayons r�efract�es � simulation de mat�eriaux translucides�

De plus� en modi�ant la position de l	�il ou des objets� entre deux rayons cons�ecutifs�
il est possible de simuler des �ous de mouvements� comme sur les photographies d	objets
mobiles�

Malheureusement� le lancer de rayons distribu�e est une m�ethode tr�es co�uteuse� Le nombre
de rayons est fortement multipli�e� m�eme si des techniques d	�echantillonnage adaptatif att�e

nuent ce probl�eme�

����� M�ethode de Ward

Le logiciel de lancer de rayons RADIANCE �War���� d�evelopp�e principalement par Ward�
est c�el�ebre dans le monde de la synth�ese d	images� Il int�egre une m�ethode de calcul des
�eclairements indirects par une m�ethode de Monte Carlo� qui est �a l	origine de nos propres
d�eveloppements �section ����
��

������� Mod�ele de la sph�ere coup�ee

Le mod�ele de la sph�ere coup�ee �split sphere model�� pr�esent�e par Ward dans �WRC��� est
utilis�e pour d�eterminer une borne sup�erieure de la variation de l	�eclairement indirect sur une
surface� en se limitant �a la composante purement di�use�
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∂ξ
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N

Fig� 
�� ! Mod�ele de la sph�ere coup�ee

Ce mod�ele consiste en une sph�ere divis�ee en deux parties � l	une est compl�etement sombre�
alors que l	autre est compl�etement �eclair�ee� Cette construction repr�esente le plus grand
contraste que l	on puisse attendre pour une surface in�niment petite plac�ee au centre de
la sph�ere ��gure 
���� L	orientation est telle que des petites variations g�eom�etriques induisent
les plus fortes variations de l	�eclairement�

Un majorant approximatif de la variation � de l	�eclairement E au centre de la sph�ere�
pour un d�eplacement �el�ementaire de x� en x� et un changement d	orientation in�nit�esimal de
�� en �� est obtenu par un d�eveloppement de Taylor du premier ordre �

� �
�����E�x �x� x�� &

�E

��
�� � ���

����
La variation d	�eclairement� pour une surface in�niment petite� est proportionnelle �a la

variation de son aire projet�ee� La variation avec la position est
�R�x
�
��R

�
#

��x

�R
� et la variation

avec l	orientation est
�
��R

���
�
��R

�
# ��� Donc la variation de l	�eclairement �a l	int�erieur de la

sph�ere coup�ee est �

� � �E�

�R
jx� x�j&E� j� � ��j

Cette formulation est �etendue au cas g�en�eral� pour exprimer un majorant de la variation
de l	�eclairement� pour un d�eplacement du point P�� de normale

�
n� et d	�eclairement E�� vers

un point P � de normale
�
n �

��P � � E�

���� ��
���������P � P�

����
R�

&

r
�� �

��
n � �n�


����
Le terme R� est la distance moyenne harmonique �qui privil�egie les faibles valeurs� entre

P� et les autres objets de la sc�ene� et
p
�� � cos� � �� lorsque l	angle � est petit�

Le calcul de ce majorant comporte un grand nombre d	approximations� parfois di�ciles
�a justi�er� Plut�ot que de l	utiliser comme une valeur �able� Ward ne conserve que l	allure
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de la fonction� sans les coe�cients qui n	ont de sens que pour la sph�ere coup�ee th�eorique� Il
l	utilise comme une fonction de pond�eration inversement proportionnelle �a l	erreur probable�
pour l	interpolation des �eclairements indirects d�ecrite plus loin �

w�P � #
����������P � P�

����
R�

&

r
��

��
n � �n�


 �
���

������� Eclairement indirect di�us

��������� Principe de la m�ethode de Ward L	�eclairement indirect di�us en un point
P d	une surface� tel qu	il est calcul�e par Ward �WRC���� regroupe toute l	�energie incidente
qui a �et�e r�e��echie au moins une fois sur une surface di�use� par des chemins lumineux de
type LD�P � Le calcul de l	�eclairement indirect di�us en un point est une op�eration longue�
Ward propose des optimisations bas�ees sur l	hypoth�ese suivante�

�La composante di	use de l��eclairement varie lentement �a l�int�erieur d�une
sc�ene��

Cette hypoth�ese intuitive est couramment admise en synth�ese d	images� pour les sc�enes
courantes comportant des mat�eriaux majoritairement di�us� Le calcul complet de l	�eclai

rement di�us peut alors n	�etre e�ectu�e qu	en un nombre restreint de points� Sa valeur en
d	autres points �proches� est d�eduite par interpolation des valeurs connues� L	introduction
d	une notion de gradient permet d	a�ner la reconstruction�

Empiriquement� cette hypoth�ese peut se justi�er ainsi� L	�eclairement indirect est la somme
de r�e�exions sur des surfaces dont la taille est non nulle� Comme des sources surfaciques� elles
produisent un �eclairement dont les variations sont douces� avec des zones de p�enombre plus
ou moins �etendues� L	�eclairement indirect est alors une somme de fonctions continues� et il
est donc lui aussi repr�esent�e par une fonction continue�

L	�eclairement �section ����
� est calcul�e en cumulant les �energies incidentes� pond�er�ees par
l	angle solide projet�e� La grandeur �nale ne contient plus aucune information directionnelle� et
elle ne peut �etre utilis�ee qu	avec la composante purement di�use de la BRDF� pour d�eterminer
la luminance r�e��echie par la surface vers l	observateur� De ce fait� nous employons l	expression
�eclairement indirect di�us� qui pr�ecise la prise en compte seulement partielle de l	�eclairement
indirect�

��������� M�ethode de Monte Carlo L	�eclairement �section ����
� en un point P � not�e
E�P �� provient de toutes les directions visibles depuis P � Comme la formulation int�egrale n	a
pas de solution analytique g�en�erale� une m�ethode de Monte Carlo est utilis�ee pour calculer
l	�eclairement� Il s	agit ici uniquement de r�e�exions� donc l	ensemble des directions incidentes
est un h�emisph�ere centr�e en P �

Ward pr�econise une discr�etisation uniforme de l	h�emisph�ere� �a angle solide projet�e
constant �voir la �gure 
�� pour les notations�� Un rayon est lanc�e dans chaque cellule� �a
une position al�eatoire� Si M est le nombre de d�ecoupages z�enithaux� et N le nombre de
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Fig� 
�� ! Discr�etisation de l�h�emisph�ere

d�ecoupages z�enithaux� alors la direction du rayon tir�e dans la cellule �j� k� est donn�ee par ����������
�j # sin��

	
sj �Xj

M

�A
�k # �

k � Yk
N

o�u Xj et Yk sont des variables al�eatoires uniformes comprises entre � et ��
L	angle solide projet�e �el�ementaire est le terme cos �d
 de l	�equation de l	�eclairement ��equa


tion ����� L	angle solide projet�e de l	h�emisph�ere complet a pour valeur �� donc chaque cellule
sous
tend un angle solide projet�e de valeur �

MN � qui est consid�er�e comme �el�ementaire lorsque
le d�ecoupage est �n� L	�equation discr�etis�ee de l	�eclairement est alors �

E�P � #
�

MN

MX
j��

NX
k��

L�P� �j� �k�

Le calcul par la m�ethode de Monte Carlo consiste donc �a g�en�erer MN rayons� pour
calculer les luminances incidentes� Comme cette proc�edure est r�ecursive� un seuil arbitraire
limite la profondeur maximale� car le nombre de rayons augmente alors exponentiellement� Ce
calcul est une op�eration tr�es longue� le nombre de rayons devant �etre important pour limiter
le bruit �typiquement plusieurs centaines par h�emisph�ere�� La m�ethode de Ward permet de
l	e�ectuer beaucoup moins souvent que lors d	une �evaluation syst�ematique en chaque pixel�

Pour limiter la profondeur de r�ecursion� in�nie en th�eorie� le processus est stopp�e lorsqu	un
seuil pr�ed�e�ni est atteint� Cette m�ethode de Monte Carlo est biais�ee� car cette troncature ne
garantit pas la convergence vers la solution exacte� Cependant� l	absorption des mat�eriaux lors
de la r�e�exion fait que la contribution diminue avec la profondeur de r�ecursion� Ainsi� m�eme si
une surface fortement �eclair�ee est oubli�ee� seule une faible partie de son �energie manque dans
le r�esultat global� Des m�ethodes de Monte Carlo plus sophistiqu�ees et non biais�ees� comme
le suivi de chemins �section A���
�� permettraient de r�esoudre plus �el�egamment ce probl�eme�
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��������� Interpolation pond�er�ee Lorsque des valeurs de l	�eclairement indirect di�us
fE�P��� E�P��� 
 
 
 � E�Pn�g sont d�ej�a connues dans un voisinage du point P � plut�ot que d	uti

liser la co�uteuse m�ethode de Monte Carlo� l	�eclairement indirect di�us en P est estim�e par
une interpolation pond�er�ee� L	hypoth�ese de variation lente de l	�eclairement indirect autorise
cette op�eration�

Pour qu	une valeur calcul�ee en Pi soit accept�ee dans l	interpolation� le poids w�Pi� ��equa

tion 
��� doit �etre sup�erieur �a un seuil arbitraire� a�n de limiter l	erreur de reconstruction�
La fonction d	interpolation pond�er�ee des �el�ements accept�es est classique �

E�P � �

nX
i��

w�Pi�E�Pi�

nX
i��

w�Pi�

La luminance r�e��echie en P par l	�eclairement indirect di�us est alors calcul�ee avec �

L�P�
��

r� #

�d�P �

�
E�P �

o�u �d�P � est le coe�cient de r�e�exion purement di�use de la surface au point P �

������� Gradient d��eclairement di�us

Dans �WH���� Ward propose une am�elioration de sa m�ethode de calcul des �eclairements
indirects di�us� L	estimation d	un gradient permet d	�evaluer plus pr�ecis�ement les variations
de l	�eclairement� et donc d	a�ner le r�esultat de l	interpolation pond�er�ee� Le gradient est

d�ecompos�e en deux parties � un gradient de rotation
��rrE� pour des petites variations de

la normale� et un gradient de translation
��rtE� pour des petits d�eplacements du point de

calcul� Ils sont tous les deux calcul�es en consid�erant les variations de l	in�uence des cellule de
l	h�emisph�ere sur la valeur de l	�eclairement� pour ces petits mouvements� Nous ne d�etaillons
pas plus ces calculs tr�es lourds ici�

Le gradient est utilis�e lors de l	interpolation pond�er�ee� qui devient �

E�P � �

nX
i��

w�Pi�

�
E�Pi� & �

�
ni � �

n� � ��rrEi & �
�����
P � Pi� �

��rtEi

�
nX
i��

w�Pi�

L	am�elioration induite par le calcul du gradient permet de r�eduire le nombre total de
points de calcul complets� par la m�ethode de Monte Carlo� Le gain de temps compense
largement le surco�ut du calcul du gradient� qui est relativement mod�er�e car les informations
n�ecessaires sont disponibles lors du parcours de l	h�emisph�ere initial�

Toujours dans le m�eme article� la m�ethode est test�ee sur un exemple comprenant une
sph�ere� dont une face ne re�coit que l	�eclairement indirect� L	am�elioration est sensible� avec une
forte r�eduction du zonage caus�e par l	interpolation� Cependant Ward ne donne pratiquement
aucune indication sur le taux d	�echantillonnage des h�emisph�eres et sur le nombre de points
de calcul e�ectifs�
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����� Lancer de rayons inverse

������� Les caustiques

Les caustiques sont la cons�equence de concentrations de lumi�ere cr�e�ees par des objets
sp�eculaires ou r�efractants sur la composante di�use d	autres surfaces� C	est un ph�enom�ene
tr�es fr�equent� Par exemples� les taches lumineuses sous les objets en verre� une image projet�ee
sur un �ecran� les re�ets �uctuants des vagues sur le fond de sable� � � � � sont des caustiques�
Elles apparaissent rarement dans les images de synth�ese� car leur simulation est tr�es di�cile
et co�uteuse�

Les chemins lumineux comportent dans ce cas au moins une fois le terme S�D� Partant de
l	�il� le lancer de rayons classique n	est pas capable de simuler de tels chemins� En e�et� il n	est
pas possible de d�eterminer par avance l	ensemble des chemins aboutissant �a une source apr�es
avoir subi plusieurs d�eviations� La recherche de chemins de Fermat �MH��� est une solution
th�eorique� mais elle n	est utilisable en pratique que pour des con�gurations g�eom�etriques
extr�emement simples� La radiosit�e classique n	est pas capable elle non plus de simuler ces
ph�enom�enes� car elle ne manipule que les surfaces di�uses�

������� Prise en compte des caustiques

Une solution �a ce probl�eme est le lancer de rayons inverse �Arv���� pr�esent�e par Arvo en
����� �a la suite des travaux beaucoup plus anciens de Appel en ���� �App��� �les moyens
techniques de l	�epoque ne permettaient pas de pousser tr�es loin les d�eveloppements�� Cette
m�ethode est maintenant d�eclin�ee sous de multiples formes par de nombreux auteurs� car les
�evolutions de l	informatique permettent des simulations de plus en plus sophistiqu�ees�

Le lancer de rayons inverse consiste �a �emettre des rayons depuis les sources� recr�eant ainsi
le processus naturel de cheminement de la lumi�ere� Lors d	une premi�ere passe� l	�energie �emise
par les sources est stock�ee sur les surfaces di�uses� �a la suite de chemins de type LS�D� Cette
�energie est recueillie lors de la passe suivante� un lancer de rayons classique depuis l	�il�
correspondant �a des chemins de type DS�E� Le regroupement de ces deux passes donne donc
les chemins de type LS�DS�E�

Arvo propose de stocker les informations de la premi�ere passe dans une structure �xe�
l	Illumination Map� qui est un quadrillage r�egulier des surfaces di�uses plaqu�e comme une
texture� Cette structure tr�es lourde n�ecessite une param�etrisation des surfaces di�cilement
compatible avec la repr�esentation des sc�enes par Arbre CSG� De plus� les caract�eristiques
compl�etes de la BRDF ne sont pas prises en compte� et les caustiques n	apparaissent que sur
les surfaces parfaitement lambertiennes� La Photon Map� introduite par Jensen �Jen���� r�esoud
ces probl�emes en utilisant une structure adaptative de stockage �un kd
arbre� ind�ependante
de la g�eom�etrie de la sc�ene�

Nous proposons plus loin une m�ethode de prise en compte des caustiques �section �������
bas�ee sur une mod�elisation vectorielle de la lumi�ere� Notre m�ethode de reconstruction utilise
une estimation de densit�e avec noyau� du m�eme type que celle propos�ee par Collins �Col����
mais nous tenons compte de la BRDF compl�ete� tout comme Jensen �Jen���� De plus� notre
m�ethode est utilisable avec des sources �etendues�
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����	 Suivi de chemins

����	�� Principe

Le suivi de chemins est l	�evaluation de l	�equation int�egrale de rendu ��equation 
��� par une
m�ethode de Monte Carlo �section A�
�� si possible d	importance pour r�eduire la variance� et
si possible non biais�ee pour garantir la convergence vers une solution correcte� Kajiya �Kaj���
fut le premier �a utiliser cette approche� pour r�esoudre la premi�ere formulation globale des
�eclairements� qu	il venait lui
m�eme d	introduire dans le m�eme article� qui �t une grande
impression en informatique graphique et constitue toujours un r�ef�erence incontournable�

Fig� 
�� ! Suivi de chemins

Le principe est de tracer une marche al�eatoire �section A���
� depuis l	�il� en passant
par un pixel donn�e� pour r�esoudre l	�equation de rendu� Une suite de points x�� x�� x�� � � � de
la sc�ene est g�en�er�ee al�eatoirement ��gure 
���� A chaque �etape xi��� un point xi est choisi
selon une fonction de densit�e de probabilit�e pi� qui d�epend de la direction d	incidence et de
la BRDF du mat�eriau rencontr�e� Il s	agit de simuler le comportement le plus probable d	un
photon de lumi�ere� en suivant un chemin inverse �pour �etre s�ur d	atteindre un pixel��

Le chemin lumineux g�en�er�e ainsi est en th�eorie in�ni� Pour que les calculs se terminent�
il est donc n�ecessaire de limiter sa longueur� Une troncature arbitraire au
del�a d	un certain
seuil est un proc�ed�e simple� mais qui introduit un biais dans la solution� La m�ethode de la
roulette russe �section A����� est une r�eponse non biais�ee �a ce probl�eme

Lorsqu	une source lumineuse est atteinte� sa contribution est ajout�ee au �ux �energ�etique
suivant ce chemin jusqu	�a l	�il� Ce proc�ed�e suppose alors l	utilisation de sources �etendues�
car la probabilit�e d	atteindre ainsi une source ponctuelle est parfaitement nulle�

Chaque chemin g�en�er�e ainsi est un estimateur primaire de l	�equation de rendu pour un
pixel donn�e� Le r�esultat est fortement bruit�e� Pour r�eduire la variance� comme toujours avec
les m�ethodes de Monte Carlo� le proc�ed�e est r�eit�er�e plusieurs fois� et l	on a�ecte au pixel la
moyenne des r�esultats obtenus� qui est non biais�ee si les r�esultats individuels le sont�

Si le mat�eriau est plut�ot sp�eculaire� la probabilit�e de choisir une direction proche de la
direction de r�e�exion sp�eculaire est forte� alors que si le mat�eriau est plut�ot di�us aucune
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direction n	est vraiment privil�egi�ee� Tous les chemins lumineux L�DjS��E sont en th�eorie
accessibles� mais la convergence peut �etre tr�es lente� surtout si les sources sont petites et la
proportion de surfaces sp�eculaires importante�

����	�� Echantillonnage plus sophistiqu�e

La connaissance de sc�ene� et des caract�eristiques des sources� est mise �a pro�t par Maillot
�Mai��� pour acc�el�erer la convergence� sans introduire de biais� Ces informations sont prises
en compte lors du tirage des directions r�e��echies� a�n d	augmenter la probabilit�e d	atteindre
les sources� Les directions dans lesquelles sont situ�ees des sources deviennent des directions
privil�egi�ees par la fonction al�eatoire� au m�eme titre que la direction sp�eculaire l	est pour
les mat�eriaux brillants� Des conditions locales �la BRDF�� globales �les caract�eristiques des
sources�� et mixtes �l	�energie potentiellement apport�ees par les sources en un point� sont
prises en compte lors du choix d	une direction r�e��echie� a�n de d�eterminer s	il est p�ef�erable
de s�electionner l	�eclairement direct� et donc une source� ou bien l	�eclairement indirect� et donc
une direction un peu plus quelconque� mais tout de m�eme in�uenc�ee par la BRDF�

D	autre m�ethodes d	�echantillonnages d	importance optimis�ees ont �et�e propos�ees dans la
litt�erature pour r�eduire encore la variance� par exemple �Shi��a� LW��� VG��� VG���� Ce
domaine de recherche est toujours tr�es actif�

����	�� Suivi de photons

Fig� 
�� ! Suivi de photons

La m�ethode du suivi de photons est la r�esolution par une m�ethode de Monte Carlo du
probl�eme dual �section 
�
���� Cette fois� les chemins al�eatoires sont lanc�es depuis les sources
��gure 
���� Lorsqu	un pixel de l	image est atteint� la contribution �energ�etique du chemin lui
est ajout�e� Comme pour le suivi de chemins� diverses techniques de r�eduction de variance ont
�et�e d�evelopp�ees �DW��� DW��� Jen����
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����	�� Suivi de chemins bidirectionnel

Fig� 
��� ! Suivi de chemins bidirectionnel

Le suivi de chemins bidirectionnel �LW��� Vea��� JC��� est la combinaison des deux
m�ethodes pr�ec�edentes� Des chemins al�eatoires sont lanc�es �a la fois depuis les sources et depuis
l	observateur� avec l	objectif de les faire se croiser� Les rencontres peuvent �etre forc�ees en
lan�cant syst�ematiquement des chemins directs depuis les sources� vers les points de bifurcation
du chemin trac�e depuis l	�il ��gure 
�����

����� Analogies avec le lancer de rayons classique

Le lancer de rayons classique� tel qu	il est d�ecrit initialement par Whitted �Whi���� peut
s	interpr�eter selon la m�ethode de Monte Carlo du suivi de chemins bidirectionnel� bien qu	il
n	ait pas �et�e �ecrit dans cette optique� Il comporte cependant des simpli�cations drastiques
qui introduisent un biais important�

Les chemins qui rencontrent une surface di�use sont syst�ematiquement tronqu�es� et les
r�efexions sur les mat�eriaux brillants n	ont lieu que dans la direction sp�eculaire parfaite de
Descartes� Pour compenser les troncatures brutales et les directions de r�e�exion absentes�
un terme ambiant est ajout�e �a tous les calculs� Ce proc�ed�e est comparable �a la m�ethode de
r�eduction de variance du contr�ole de variations �section A�
���
�� mais la fonction de contr�ole
sens�ee approcher la fonction calcul�ee est constante� et sa valeur est compl�etement arbitraire�

De la m�eme fa�con� le lancer de rayons inverse pr�esent�e par Arvo �Arv��� peut �etre assimil�e
�a un cas particulier de la m�ethode de Monte Carlo du suivi de photons� l�a encore avec un
biais important�

��� Approches mixtes

Constatant la relative compl�ementarit�e des qualit�es et des lacunes des m�ethodes du lancer
de rayons et de la radiosit�e� dans leurs versions classiques� Wallace et al� ont propos�e une
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m�ethode mixte �WCG���� dite en deux passes� pour les r�econcilier� Cette approche a �et�e
souvent reprise et am�elior�ee� en particulier par Sillion et Puech �SP���� Shirley �Shi��b��
Chen et al� �CMRT���� et par Kok et Jansen �KJ���� Plus r�ecemment� cette technique a �et�e
reprise par Zimmerman et Shirley �ZS���� pour des sc�enes comprenant de nombreuses sources�

� La premi�ere passe� de type radiosit�e� calcule la r�epartition des �eclairements di�us dans
la sc�ene� avec les simpli�cations de la m�ethode�

� La deuxi�eme passe� de type lancer de rayons� ajoute les re�ets sp�eculaires� Les valeurs de
radiosit�e de la passe pr�ec�edente remplacent le terme ambiant� avec une erreur moindre�

Bien que certains calculs soient communs aux deux passes� la dur�ee d	ex�ecution globale
est tr�es longue� Il est cependant �a noter que� dans le cas o�u la position de l	observateur
est modi��ee� seule la deuxi�eme passe doit �etre reprise� C	est int�eressant pour la r�ealisation
d	animations� car cette passe de lancer de rayons est la moins lente�

��� Optimisations habituelles

����� Sc
enes comportant de nombreuses sources

Des optimisations sp�eci�ques ont �et�e d�evelopp�ees pour les sc�enes comportant de nom

breuses sources�

La m�ethode de Kok et Jansen �KJ��� permet de r�eduire le nombre de rayons d	ombre lan

c�es vers les sources de lumi�ere� Elle limite le nombre de sources �a consid�erer pour l	�eclairement
direct� l	�energie fournie par les sources les moins signi�catives �etant ajout�ee �a l	�eclairement
indirect� qui a �et�e calcul�e lors d	une premi�ere passe de radiosit�e� Pour chaque facette� les n
plus importantes sources �facettes� sont s�electionn�ees selon la radiosit�e qu	elles �emettent� La
composante directe est alors �evalu�ee en lan�cant des rayons vers des points dispos�es al�eatoi

rement sur la surface des sources� L	image est calcul�ee �a une basse r�esolution� puis les zones
perturb�ees sont ra�n�ees� selon des crit�eres d	homog�en�eit�e g�eom�etrique et de variance des
composantes directes et indirectes de l	�eclairement�

L	esprit de la m�ethode propos�ee par Ward �War��� est proche� Pour chaque point� les
sources sont tri�ees selon l	�energie qu	elles sont succeptibles de fournir� puis la visibilit�e des
sources les plus signi�catives est prises en compte en premier� Lorsque le taux de l	�energie
prise en compte atteint un seuil donn�e� l	�energie restante est simplement ajout�ee au calcul en
cours� en la pond�erant par une estimation statistique de visibilit�e�

����� Bo��tes englobantes

Le syst�eme des bo��tes englobantes est utilis�e pratiquement depuis les d�ebuts de l	essor de
l	informatique graphique �Whi���� L	id�ee est d	ins�erer tous les objets de la sc�ene dans des
bo��tes virtuelles de forme simple� en g�en�eral des sph�eres ou des parall�el�epip�edes rectangles�
orient�es ou non selon des axes privil�egi�es �Roe�
�� Lorsqu	une condition g�eom�etrique doit �etre
v�eri��ee sur un objet� le test est d	abord e�ectu�e sur la bo��te englobante de l	objet� S	il est
n�egatif� il est inutile de tester plus pr�ecis�ement l	objet lui m�eme�

Cette m�ethode est syst�ematiquement utilis�ee en lancer de rayons� o�u l	op�eration la plus
co�uteuse� et aussi la plus fr�equente� est le calcul de l	intersection d	un rayon avec la sc�ene�
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pour d�eterminer les objets visibles� Il est clair que lorsque le rayon ne rencontre pas la bo��te
englobante� il ne peut pas rencontrer l	objet qu	elle contient� De nombreuses op�erations sont
ainsi �evit�ees�

En radiosit�e� le regroupement d	objets �clustering� �Sil��� ob�eit �a la m�eme d�emarche�
Lorsqu	un groupe d	objets est assez loin� il est inutile de d�etailler la contribution de chacun
de ses composants�

Pour que la m�ethode soit e�cace� les bo��tes englobantes doivent �etre aussi proches que pos

sible des objets� tout en �etant de forme simple pour �etre test�ees rapidement� Une optimisation
compl�ementaire est apport�ee par une structure hi�erarchique des bo��tes englobantes� Certaines
bo��tes englobent alors d	autres bo��tes� regroupant des objets g�eom�etriquement proches� En
e�et� il est inutile de tester la visibilit�e d	un barreau de chaise� si la bo��te englobante de la
chaise compl�ete n	est pas visible�

����� Sous��echantillonnage

La technique du sous
�echantillonnage cherche �a diminuer le nombre de rayons� en utilisant
autant que possible les coh�erences de l	image� des objets� et de la lumi�ere� Lorsqu	un point
de la sc�ene appara��t d	une couleur donn�ee� la probabilit�e qu	un point �voisin� soit d	une
couleur identique �ou tr�es similaire� n	est pas n�egligeable� Par exemple� la m�ethode de Ward
�section 
���
� utilise la coh�erence de l	�eclairement indirect� qui varie lentement� pour ne pas
le calculer partout�

C	est aussi une m�ethode utilis�ee pour obtenir rapidement une pr�evisualisation des images
�JvW�
�� L	�ecran est divis�e en carreaux de taille pr�ed�e�nie� Un seul pixel est calcul�e pour
chaque carreau� et il donne sa couleur au carreau complet� L	image devient de plus en plus
pr�ecise� au fur et �a mesure que la taille des carreaux diminue�

Le lancer de rayons progressif �MCP��� exploite la constatation pr�ec�edente� dans l	espace
de l	image� Celle
ci est d�ecompos�ee en zones� �a l	int�erieur desquelles une proportion r�eduite
de pixels sont calcul�es� Si les pixels sont de couleurs proches� selon des crit�eres �elabor�es� la
zone est consid�er�ee comme uniforme� et les couleurs des pixels manquants sont calcul�ees par
interpolation� Sinon� la zone est h�et�erog�ene� et elle est subdivis�ee en zones plus petites pour
lesquelles le processus est r�eit�er�e r�ecursivement� La qualit�e de l	image s	am�eliore incr�ementa

lement� ce qui permet d	obtenir rapidement une premi�ere �ebauche acceptable�



Chapitre �

Les Vecteurs Lumineux

Ce chapitre pr�esente la notion de vecteur lumineux� qui est au c�ur de notre m�ethode
de calcul de l	�eclairement global� Cette notion homog�en�eise la repr�esentation des diverses
�energies pr�esentes en un point de la sc�ene� et permet d	optimiser le calcul des images� Elle est
tout d	abord introduite dans un cadre g�en�eral� puis des versions adapt�ees �a des cas particuliers
de chemins lumineux �section 
��� sont propos�ees�

��� Cas g�en�eral

����� Objectifs

Le calcul de l	�eclairement global est une op�eration complexe et tr�es co�uteuse� quelle que
soit la m�ethode de calcul d	image choisie� L	�equation de rendu ��equation 
���� plus ou moins
modi��ee� doit �etre �evalu�ee pour tous les points de la sc�ene� Cependant� il appara��t bien souvent
en pratique que l	�eclairement incident varie tr�es peu entre des points proches� en dehors
des fronti�eres entre objets et des zones de transition ombre
lumi�ere� Des calculs complexes
sont alors e�ectu�es �a de nombreuses reprises� pour �nalement obtenir des r�esultats presque
semblables�

L	observation pr�ec�edente est utilis�ee pour d�evelopper des m�ethodes de r�eduction des temps
de calcul� En e�et� la d�etection des zones o�u l	�eclairement est stable permet de r�eutiliser �a
moindre frais les valeurs d�ej�a calcul�ees� lorsque des conditions de validit�e sont r�eunies� Nous
proposons une mod�elisation de la lumi�ere incidente en un point� le vecteur lumineux� qui nous
permet d	appliquer des algorithmes rapides de reconstruction des �eclairements inconnus� par
interpolation ou estimation de densit�e �a partir de valeurs connues�

Ces travaux ont �et�e publi�es dans �ZP��� et �ZSP���� Ils sont repris avec plus de d�etails ici�

����� Le vecteur d��eclairement

Le vecteur d��eclairement
���
*�x� repr�esente la quantit�e et la direction de l	�energie lumineuse

totale pr�esente en un point quelconque x de l	espace� Il est obtenu en int�egrant� sur la sph�ere
unitaire S�� centr�ee en x� l	ensemble des directions incidentes� pond�er�ees par les luminances
incidentes� La mesure canonique sur la sph�ere unitaire correspond en pratique �a la valeur
de l	angle solide associ�e �a la direction incidente

�

i� Elle est not�ee ��

�

i�� Dans le cas o�u le

point x appartient �a la surface d	un mat�eriau opaque� le domaine d	int�egration est limit�e �a

��
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l	h�emisph�ere orient�e vers l	ext�erieur� Le vecteur d	�eclairement vaut �

���
*�x� #

Z
S�

Li�x�
�

i�

�

i d��

�

i� �����

Lorsqu	il est d�e�ni sur une surface� il permet de calculer l	�eclairement E�x� �section ����
�

de n	importe quel point x de la surface de normale
�
n �

E�x� # �
���
*�x�� �n

L	ensemble des vecteurs d	�eclairement forme un champ vectoriel auquel s	appliquent de
nombreuses propri�et�es math�ematiques� Arvo �Arv��� l	utilise pour mod�eliser l	�emission de
sources surfaciques planes uniformes partiellement obstru�ees� Dans ce cas� le jacobien du
champ vectoriel est calculable� Il permet une simpli�cation des calculs d	�eclairement� en
quanti�ant ses variations sur la surface� Dans �Arv���� Arvo �etend les applications de cette
m�ethode �a des sources directionnelles et des BRDF non lambertiennes� en exploitant la notion
de tenseur d	�eclairement�

����� Le vecteur lumineux

������� Description

La d�e�nition de vecteur lumineux est inspir�ee par celle de vecteur d	�eclairement �sec

tion ������� La principale di��erence est que nous tenons compte des caract�eristiques du ma

t�eriau au point consid�er�e� et de la direction d	observation� En e�et� il s	agit de repr�esenter
localement l	�energie incidente� mais en prenant en compte uniquement ses e�ets dans une
direction r�e��echie donn�ee� Notre ambition est de limiter ainsi les erreurs de reconstruction
dans la direction r�e��echie� et donc en particulier pour la lumi�ere per�cue par l	observateur�

Le vecteur lumineux calcul�e en un point x est not�e
�����
V L�x�� Dans sa version g�en�erique� il

comporte deux champs � une direction
�
D� et un terme �energ�etique P � Leur signi�cation sera

pr�ecis�ee par la suite�

�����
V L�x� #

� �
D
P

�
Ce vecteur est de dimension n & 
� o�u n d�epend du mode de repr�esentation des couleurs

�n # 
 en rvb� beaucoup plus avec un mod�ele spectral� cf� section ����
������ Intuitivement� il
se con�coit comme une source de lumi�ere virtuelle simulant seule les e�ets cumul�es des �energies
incidentes au point de calcul ��gure ����� Il contient les informations minimales n�ecessaires
au calcul de la luminance r�e��echie� et aussi aux interpolations �eventuelles�

A�n d	optimiser les proc�edures d	interpolation� nous distinguerons par la suite des cas
particuliers pour les diverses composantes de la lumi�ere �section ������� Des donn�ees sp�eci

�ques suppl�ementaires seront alors attach�ees �a ces variantes de vecteurs lumineux�

������� Composante directionnelle

��������� M�ethode de calcul La direction
�
D du vecteur lumineux est la direction d	in


cidence moyenne de la lumi�ere au point consid�er�e� Cette direction est identique �a celle du
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Fig� ��� ! Le vecteur lumineux simule une source ponctuelle virtuelle�

vecteur d	�eclairement ��equation ����� sauf pour l	ensemble des directions incidentes que nous
noterons 'i� En g�en�eral� 'i n	est pas la sph�ere compl�ete centr�ee en x % il est restreint �a
certaines directions d�ependant de la composante lumineuse trait�ee ��equation �����

�
D#

Z
	i
Li�x�

�

i�

�

i d��

�

i� �����

En g�en�eral� cette direction indique la r�egion de la sc�ene o�u se trouvent les sources les plus
signi�catives� ou bien les objets clairs fortement �eclair�es qui deviennent �a leur tour des sources
secondaires pr�edominantes� A�n de faciliter les comparaisons et les interpolations ult�erieures�

le vecteur
�
D est norm�e avant d	�etre m�emoris�e�

Comme le calcul est e�ectu�e sur la surface d	un objet� l	ensemble des directions incidentes
prises en compte appartient �a l	h�emisph�ere orient�e selon la normale ext�erieure� Dans le cas de
mat�eriaux translucides� un calcul �equivalent suppl�ementaire est e�ectu�e sur un h�emisph�ere
orient�e vers l	int�erieur de l	objet� On distingue donc deux cas particuliers� pour la face externe
et la face interne� qui engendrent des ensembles de vecteurs lumineux ind�ependants� En e�et�
il para��t improbable� en pratique� de relever une coh�erence exploitable entre des �eclairements
provenant de deux r�egions oppos�ees de la sc�ene� surtout apr�es que la lumi�ere ait �et�e modi��ee
pour une seule de ces r�egions par les propri�et�es de transmission de la mati�ere�

��������� Direction moyenne et espace de couleurs La pr�esentation pr�ec�edente du
calcul de la direction moyenne d	incidence occulte les probl�emes li�es au mod�ele de couleurs�
Pour obtenir une seule direction repr�esentative� le terme Li�x�

�

i� ��equation ���� indique

l	�energie totale incidente� int�egr�ee sur tout le spectre lumineux� Diverses interpr�etations
peuvent �etre donn�ees �a cette notion�

Dans notre impl�ementation� nous utilisons le mod�ele de couleurs rvb classique� Celui
ci
ne permet pas de simuler les ph�enom�enes de d�ecomposition spectrale lors des r�efractions�
Il est donc inutile d	associer des propri�et�es directionnelles di��erentes aux trois composantes�
Comme de plus nous nous limitons au domaine visible des ondes �electromagn�etiques� la valeur
de pond�eration Li�x�

�

i� est la luminance lumineuse� que nous calculons avec l	�equation �����

Dans le cas d	un mod�ele spectral complet� la perte d	informations induite par le calcul
d	une direction moyenne risque d	engendrer des erreurs cons�equentes� principalement lors de
la simulation des r�efractions� La prise en compte des petites variations des directions r�efract�ees
li�ees �a la longueur d	onde est primordiale� Il faudra probablement dans ce cas envisager de
calculer une direction d	incidence moyenne par composante spectrale� ou par intervalle pour
les m�ethodes adaptatives �RP���� � � � et pr�evoir une tr�es grande occupation de m�emoire�
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������� Composante �energ�etique

Le calcul de la luminance r�e��echie dans une direction donn�ee est une �evaluation de l	�equa

tion de r�e�ectance ��equation ����� Nous ne tenons pas compte ici de l	�emission propre� car
elle est trait�ee �a part�

Lr�x�
�

r� #

Z
	i

fr�x�
�

i��


r�Li�x�
�

i� cos �i d
i

On peut admettre� sous certaines conditions qui seront pr�ecis�ees plus loin� que la lu

minance incidente depuis une direction donn�ee est sensiblement la m�eme en un point x��
�proche� du point x� que celle calcul�ee en x� La connaissance de l	ensemble des luminances
incidentes en x permet donc d	�evaluer une valeur approch�ee de la luminance r�e��echie en x�

dans une direction
�

�r �

Lr�x
��
�

�r� �

Z
	i

fr�x
�� �
i�

�

�r�Li�x�

�

i� cos �i d
i

Cette observation conduit naturellement �a une m�ethode d	optimisation tr�es e�cace� en
rempla�cant les nombreux et couteux calculs de luminances par la r�eutilisation de valeurs d�ej�a
connues� Elle n	est malheureusement pas envisageable en pratique� En e�et� la quantit�e de
donn�ees �a stocker serait prohibitive� car l	ensemble 'i des directions incidentes est tr�es grand
�in�ni en th�eorie�� De plus� la formulation r�ecursive de l	�equation de r�e�ectance induit une
croissance exponentielle du nombre de directions trait�ees� En lancer de rayons� il faudrait
stocker l	arbre complet des rayons� qui est de taille d�emesur�ee� surtout si 'i est �echantillonn�e
pour une m�ethode de Monte Carlo�

Le vecteur lumineux limite autant que possible les informations conserv�ees� en assimilant

l	ensemble 'i �a la seule direction
�
D� Le terme P est alors d�etermin�e de fa�con �a introduire

une erreur parfaitement nulle� lorsque le vecteur lumineux est utilis�e l�a o�u il a �et�e calcul�e�
pour la direction de r�e�exion

�

r� La valeur de P est �

P #

Z
	i

fr�x�
�

i��


r�Li�x�
�

i� cos �i d
i

fr�x�
�
D��


r� cos�	n�
�
D�

���
�

Le terme �energ�etique P est exprim�e en �W
m���� a�n que la formulation soit homog�ene�
Il n	est cependant pas directement reli�e �a la notion physique d	�eclairement� bien qu	elle s	ex

prime dans la m�eme unit�e�

Le calcul num�erique de l	int�egrale� au num�erateur de l	expression� requiert en g�en�eral une
discr�etisation de l	ensemble 'i� puis le parcours dans une boucle des cellules ainsi cr�e�ees� C	est

la strat�egie classique de toutes les m�ethodes par �el�ements �nis� Le calcul de la direction
�
D�

indispensable pour d�eterminer la valeur de la BRDF� au d�enominateur� est e�ectu�e durant
le m�eme parcours de boucle� avec tr�es peu de calculs suppl�ementaires� puisque les valeurs de
luminances et d	angles solides n�ecessaires sont identiques�
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����� Utilisation des vecteurs lumineux

������� Calcul de luminance

Lorsque le vecteur lumineux est connu exactement� en un point x et pour une direction
de r�e�exion

�

r� la luminance r�e��echie se calcule simplement avec la formule �

Lr�x�
�

r� # P fr�x�

�
D��


r� cos�	n�
�
D� �����

Dans ce cas� par d�e�nition du vecteur lumineux� l	erreur est nulle�

Pour un point x� �proche� de x� de normale
�
n�� et pour une direction de r�e�exion

�

�r � une

approximation de la luminance r�e��echie est donn�ee par �

Lr�x
��
�

�r� � P fr�x

��
�
D�

�

�r� cos�	n��

�
D� �����

Fig� ��� ! Changement d�orientation de la surface�

Ce calcul peut introduire deux types d	erreurs �

� Une erreur due �a la position � le point x� doit �etre dans un voisinage su�samment
petit du point x� pour pouvoir admettre que les luminances incidentes ne varient pas
de fa�con signi�cative�

� Une erreur due �a l�orientation � lorsque la BRDF est d	un aspect tourment�e� et

que
�

�r est �eloign�ee de

�

r� la plus grande partie de l	�energie incidente doit provenir

d	une direction proche de
�
D� En e�et� puisque l	on ne conserve qu	une seule direction

d	incidence� certains pics de la BRDF risquent d	�etre ignor�es� Il faut donc �eviter qu	une
trop grande quantit�e d	�energie ne transite par ces zones� Ce risque d	erreur est nul pour
les mat�eriaux lambertiens� de BRDF constante� Il augmente avec la complexit�e de la
BRDF� lorsque des pics autres que le pic sp�eculaire apparaissent�

La �gure ��� donne un exemple de cette erreur� La lumi�ere incidente en un point x
provient uniquement de deux zones� qui peuvent �etre deux sources surfaciques� et la

BRDF pr�esente un pic sp�eculaire fortement marqu�e� Le vecteur lumineux
��
V L est calcul�e

dans le cas �a�� o�u aucune �energie ne transite par le pic de la BRDF� Il indique une
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direction
�
D� qui elle aussi �evite ce pic� En �b�� la surface a subi une l�eg�ere rotation

autour du point x� entra��nant avec elle la BRDF et son pic� qui devient align�e avec
�
D�

De ce fait� la luminance r�e��echie Lr�b� calcul�ee dans le cas �b� avec le vecteur lumineux�
devient beaucoup plus imporante que dans le cas �a�� alors que le pic n	est vu par
aucune des deux sources� De surcro��t� les incidences s	�eloignant dans l	ensemble de la
normale �a la surface� Lr�b devrait m�eme �etre inf�erieure �a Lr�a�

A�n d	exercer un contr�ole minimal sur ces erreurs� h�elas di�ciles �a quanti�er� nous d�ecom

poserons par la suite la lumi�ere en composantes ind�ependantes �section ������� Par exemple�
le cas d	erreur pr�esent�e sur la �gure ��� est �elimin�e en associant un vecteur lumineux ind�e

pendant �a chacune des deux zones fortement lumineuses� Nous utilisons syt�ematiquement ce
proc�ed�e avec les sources lumineuses� pour lesquelles ce risque d	erreur est particuli�erement
important� car elles concentrent une grande quantit�e d	�energie sur des zones relativement
petites en g�en�eral�

������� Interpolation

Fig� ��
 ! Calcul d�un vecteur lumineux par interpolation�

Lorsque le vecteur lumineux
�����
V L�x�� en un point x de la sc�ene� n	est pas connu� mais

que des valeurs ont d�ej�a �et�e calcul�ees dans la sc�ene� il est parfois possible d	obtenir une
valeur approch�ee� par une rapide interpolation vectorielle ��gure ��
�� Celle
ci est valide sous
certaines conditions� li�ees �a la continuit�e des param�etres intervenant dans le calcul du vecteur
lumineux� Ces di��erents crit�eres seront d�etaill�es plus loin�

En supposant que n vecteurs lumineux� calcul�es en des points fx�� x�� 
 
 
 � xng� satisfont
aux crit�eres de validit�e en x� le vecteur lumineux interpol�e en x s	obtient par la formule �

�����
V L�x� #

nX
i��

pi
�����
V L�xi�

nX
i��

pi

�����

Les coe�cients de pond�eration fp�� p�� 
 
 
 � png sont calcul�es de fa�con �a minimiser l	erreur
globale� en privil�egiant les vecteurs lumineux risquant d	introduire l	erreur estim�ee la plus
faible�

Les vecteurs lumineux obtenus par interpolation ne sont pas m�emoris�es pour une utilisa

tion ult�erieure dans d	autres interpolations� Ils risqueraient en e�et d	introduire des accumu

lations d	erreurs non contr�olables�
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������� Stockage en kd�arbre

Les vecteurs lumineux sont associ�es �a des points de la sc�ene� dans l	espace �a trois dimen

sions� L	un des crit�eres de validit�e primordiaux� lors de l	interpolation� est l	appartenance �a
un voisinage du point de calcul� Pour que notre m�ethode soit avantageuse� en dur�ee d	ex�ecu

tion� nous devons �etre capable de retrouver le plus rapidement possible� parmi les vecteurs
lumineux d�ej�a calcul�es� ceux qui sont �a l	int�erieur d	une zone donn�ee� Le choix de la structure
de stockage est donc capital pour obtenir de bonnes performances�

Dans notre impl�ementation du lancer de rayons �Roe�
�� la repr�esentation interne de la
sc�ene est un graphe CSG �section ����
�� sans discr�etisation des surfaces� Il ne nous est donc
pas possible de relier les points de calcul �a un quelconque maillage des objets� Le kd
arbre
�Ben��� Ben��� est une solution particuli�erement �el�egante au stockage spatial de donn�ees
dans ce cas� et les algorithmes de recherche sont e�caces� Puisque nous travaillons en trois
dimensions� nous utilisons des 
d
arbres�

Nous avons aussi test�e le stockage en octree� La structure est un peu plus simple� et
permet de retrouver tr�es rapidement un �el�ement isol�e� mais les recherches dans des voisinages
de tailles variables sont lents� En e�et� toute notion d	adjacence �a un niveau de l	arborescence
est perdue au niveau suivant� �a moins de tenir constamment �a jour un complexe et peu e�cace
syst�eme de pointeurs crois�es�

����	 D�ecomposition de l��equation de rendu

L	ensemble des directions incidentes 'i varie avec la composante de la lumi�ere prise en
compte� Il s	agit d	un h�emisph�ere complet dans le cas g�en�eral� avec une in�nit�e de directions
possibles� Lorsque seule l	�energie provenant d	une source particuli�ere est consid�er�ee� il se
limite �a l	angle solide qu	elle sous
tend� et il se r�eduit �a une direction isol�ee dans le cas extr�eme
d	une source ponctuelle� De plus� les interactions de la lumi�ere avec les mat�eriaux modi�ent
sa distribution spectrale� mais aussi son comportement spatial� Par exemple� la lumi�ere ayant
subi des r�e�exions di�uses varie en g�en�eral de fa�con douce� alors que les r�e�exions sp�eculaires
peuvent produire des discontinuit�es�

Ces consid�erations nous ont conduits �a d�ecomposer l	�equation de rendu ��equation 
����
�evalu�ee r�ecursivement en chaque point de la sc�ene� en �el�ements plus simples� Ils prenent cha

cun en compte une composante di��erente de la lumi�ere incidente au point de calcul� Cette
distinction permet d	a�ner les crit�eres de validit�e pour l	interpolation et le calcul des coe�

cients de pond�eration� L	ind�ependance des chemins lumineux propres �a chaque composante
�elimine le risque de comptabiliser plusieurs fois la m�eme �energie�

Lr�x�
�

r� # Le�x�

�

r� & Lspec�x�

�

r� & Ldir�x�

�

r� & Lcaust�x�

�

r� & Lind�x�

�

r� �����

� Le�x�
�

r� est la luminance propre� �emise intrins�equement par l	objet depuis le point x

dans la direction
�

r� s	il est lui m�eme une source�

� Lspec�x�
�

r� est la luminance r�e��echie due �a l	�energie incidente selon la direction sp�e


culaire� sym�etrique de
�

r par rapport �a la normale� Ce terme inclut aussi l	�energie

provenant de la direction r�efract�ee� pour les mat�eriaux transparents ob�eissant aux lois
de Descartes�
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� Ldir�x�
�

r� est la luminance r�e��echie due �a l	�energie directe� provenant des sources sans

avoir subi d	interaction avec les autres objets�

� Lcaust�x�
�

r� est la luminance r�e��echie due �a la lumi�ere n	ayant subi que des r�e�exions

ou r�efractions sp�eculaires entre les sources et le point x�

� Lind�x�
�

r� est la luminance r�e��echie due �a l	�energie indirecte� qui a subi des interactions

avec des objets non sp�eculaires de la sc�ene�

Le terme Le�x�
�

r�� lorsqu	il existe� est d�e�ni par les propri�et�es de l	objet� sans m�ethode

g�en�erique de calcul� Le terme Lspec�x�
�

r� est �evalu�e par la m�ethode classique en lancer de

rayons� en g�en�erant un rayon dans la direction sp�eculaire ou r�efract�ee� ou bien en �echantillon

nant un c�one englobant le lobe sp�eculaire s	il ne s	agit pas d	un pic de Dirac� Les vecteurs
lumineux ne sont pas adapt�es �a sa prise en compte� car ses variations peuvent �etre tr�es
importantes sans qu	il soit possible de le pr�evoir�

Fig� ��� ! Di	�erentes composantes de la lumi�ere en un point x de la sc�ene

Il reste donc trois composantes lumineuses� qui donnent naissance �a trois variantes des
vecteurs lumineux �

� la composante directe Ldir�x�
�

r�� chemin de type d sur la �gure ���� engendre les

vecteurs lumineux directs� not�es �
����
V LD� %

� la composante caustique Lcaust�x�
�

r�� chemins de type c sur la �gure ���� engendre les

vecteurs lumineux caustiques� not�es �
����
V LC� %

� la composante indirecte Lind�x�
�

r�� chemins de type i sur la �gure ���� engendre les

vecteurs lumineux indirects� not�es �
���
V LI��
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Les trois types de vecteurs lumineux sont stock�es au fur et �a mesure de leur calcul dans

des 
d
arbres distincts � un pour tous les �
����
V LC�� un pour tous les �

���
V LI�� et un pour les

�
����
V LD� de chaque source�

De plus� a�n de garantir une prise en compte unique des diverses �energies� nous suppose

rons que la BRDF peut �etre s�epar�ee en un terme sp�eculaire pur fr�s� et un terme di�us fr�d�
qui n	est pas uniforme en g�en�eral �

fr�x�
�

i��


r� # fr�s�x�
�

i��


r� & fr�d�x�
�

i��


r� �����

Cette d�ecomposition est g�en�eralement naturelle avec les mod�eles analytiques de mat�e

riaux� Avec les BRDF mesur�ees exp�erimentalement� il faut d�etecter et extraire les �eventuels
pics de r�e�exion� S	ils indiquent des directions autres que la direction sp�eculaire� leur prise
en compte se fera en g�en�erant des rayons explicites�

����� Calcul d�une image avec les vecteurs lumineux

������� Principe g�en�eral

Lors du calcul d	une image� l	int�egrale de rendu doit �etre �evalu�ee �a de tr�es nombreuses
reprises� Elle est d�ecompos�ee selon l	�equation ���� puis les di��erents termes sont trait�es s�epa

r�ement� La seule di��erence par rapport aux algorithmes de rendu habituels concerne les trois
composantes donnant lieu au calcul de vecteurs lumineux�

A chaque fois que la composante directe� caustique� ou indirecte est requise� au lieu
de lancer syst�ematiquement un calcul classique� des vecteurs lumineux d�ej�a calcul�es sont
recherch�es dans le 
d
arbre correspondant� au voisinage du point courant� S	ils sont trouv�es
en nombre su�sant� et si leurs param�etres correspondent �a des crit�eres de validit�e convenus�
alors un vecteur lumineux approximatif est �evalu�e par interpolation� et il est utilis�e avec
l	�equation ��� pour calculer une valeur approch�ee de la luminance r�e��echie� Dans le cas
contraire� un calcul complet est e�ectu�e� et il est �a son tour stock�e sous forme de vecteur
lumineux� pour un �eventuel usage futur�

Ce principe est identique pour les �
����
V LD�� �

����
V LC�� et �

���
V LI�� Seuls les crit�eres de validit�e et

les calculs de pond�eration sont di��erents� Ces trois m�ethodes sont pr�esent�ees �a la section ����

������� Cr�eation d�un germe

La progression classique� ligne par ligne� du calcul de l	image risque d	introduire un d�es

�equilibre entre les zones o�u les vecteurs lumineux sont calcul�es et celles o�u ils sont obtenus
par interpolation� En e�et� au d�ebut du calcul� les vecteurs lumineux sont tous calcul�es expli

citement� Puis� lorsque leur quantit�e est su�sante� les interpolations deviennent de plus en
plus fr�equentes� Mais le processus est fauss�e� car la plupart des vecteurs connus se trouvent
dans la m�eme r�egion de l	image� au dessus de la ligne courante� Tout le reste est ignor�e� et
des discontinuit�es risquent de ne pas �etre d�etect�ees�

Pour rem�edier �a ce probl�eme� un germe de vecteurs lumineux est initialis�e avant le calcul
de l	image� Des points r�epartis al�eatoirement dans la sc�ene sont g�en�er�es� en lan�cant des rayons
de directions al�eatoires depuis l	�il� Les vecteurs lumineux correspondants sont calcul�es et
m�emoris�es� sans tenter d	interpolation durant cette phase� Ils seront utilis�es lors du calcul
�nal de l	image�
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La r�epartition des points de calcul n	est pas compl�etement uniforme� car la zone de la sc�ene
visible sur l	image est privil�egi�ee lors du choix initial de directions� En e�et� les �eclairements
seront tr�es souvent calcul�es pour cette r�egion� au moins une fois par pixel� et il est logique
de favoriser ici les interpolations� Le reste de la sc�ene est sollicit�e par la g�en�eration des
rayons r�e��echis et r�efract�es� ce qui favorise les zones intervenant de fa�con signi�cative dans
l	�eclairement de la r�egion observ�ee� Ainsi� la densit�e de r�epartition des vecteurs lumineux
dans la sc�ene� �a l	issue de la cr�eation du germe� est sensiblement proportionnelle aux besoins
qui seront exprim�es lors du calcul d�e�nitif de l	image� Dans le cas o�u une m�ethode de Monte
Carlo est utilis�ee pour calculer l	�eclairement indirect� cette r�epartition tend naturellement �a
devenir uniforme� car toutes les zones de la sc�ene interviennent en chaque point�

��� Di��erents types de vecteurs lumineux

����� Vecteur lumineux direct

L	utilisation des vecteurs lumineux� dans le cas des �eclairements directs� s	apparente �a
celle de la photon map de Jensen �Jen���� adapt�ee �a notre mod�elisation vectorielle� Elle est
particuli�erement avantageuse lors de la simulation de sources complexes n�ecessitant un �echan

tillonnage co�uteux�

������� D�e�nition

La prise en compte d	une source� en lancer de rayons� se fait en g�en�erant un rayon d�ombre
du point courant vers un point de la source� Si celui
ci ne rencontre aucun objet sur son
parcours� la source est visible� et sa contribution �energ�etique peut �etre calcul�ee� Les sources
�etendues� surfaciques ou volumiques� sont succeptibles d	�etre partiellement visibles� ce qui
cr�ee les zones de p�enombre� La strat�egie dans ce cas consiste �a les subdiviser en �el�ements
de petite taille� vers lesquels sont lan�c�es des rayons d	ombre ind�ependants ��gure ����� Seule
l	�energie des �echantillons visibles est comptabilis�ee� Le chapitre � propose une m�ethode de
subdivision adaptative des sources planes�

Fig� ��� ! Vecteur lumineux direct avec une source partiellement obstru�ee

Le vecteur lumineux direct repr�esente� en un point quelconque de la sc�ene� l	�energie ap

port�ee par une source donn�ee� Il se compose de deux parties� comme les vecteurs lumineux
g�en�eriques �

� Une direction d	incidence moyenne 	D� obtenue en pond�erant les n directions d	�echan
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tillonnage � de la source 	
i par la luminance incidente Li et l	angle solide associ�e 'i �

	D� #
nX
i��

Li'i 	
i 	 	D # 	D��k 	D�k� Ce calcul est r�eduit �a sa plus simple expression

pour les sources ponctuelles�

� Une grandeur �energ�etique P v�eri�ant l	�equation ����

Lorsque la source est compl�etement occult�ee� le
����
V LD est quand m�eme m�emoris�e� a�n de

r�eduire le nombre de rayons ult�erieurs� Dans ce cas� par convention� 	D indique la direction
du centre de gravit�e de la source� et P est nul�

Lorsque la sc�ene comporte plusieurs sources� des vecteur lumineux directs sont calcul�es
pour chacune d	elles� et ils sont stock�es dans des 
d
arbres ind�ependants� En e�et� l	utilisation
d	un seul vecteur lumineux direct global� qui regrouperait les contributions de toutes les
sources� ne semble pas une solution correcte� Chaque source cr�ee des zones de p�enombres
di��erentes� avec des risques de variations brusques qui lui sont propres�

Par contre� dans le cas de sc�enes comportant de tr�es nombreuses sources� le regroupe

ment de celles qui ont des caract�eristiques spectrales similaires� et qui sont proches g�eogra

phiquement les unes des autres� est un compromis permettant de limiter l	encombrement
en m�emoire� L	�evolution de la synth�ese d	images vers la simulation de sc�enes toujours plus
complexes �War��� KJ��� SWZ���� avec tous les probl�emes li�es �a la gestion simultan�ee de
nombreux objets� ouvre des perspectives de recherche en ce sens�

������� Interpolation directe

��������� Recherche des candidats Un ensemble de
����
V LD candidats est s�electionn�e

avant de lancer l	interpolation� Il est constitu�e des nmax plus proches voisins du point courant�

en se limitant �a un voisinage de rayon rmax� Si le nombre de
����
V LD trouv�es est inf�erieur �a

un seuil nmin� cet ensemble est rejet�e et un calcul complet est lanc�e� Le choix de ces trois
param�etres d�epend principalement de la taille de la sc�ene� En pratique� pour des simulations
d	int�erieurs� les valeurs nmin # �� nmax # �� et rmax � �
� m donnent de bons r�esultats�

avec un germe initial de ����
����
V LD�

��������� Test de validit�e M�eme avec des sources �etendues� l	�eclairement direct est sus

ceptible de varier brusquement dans les zones de p�enombre� Il est indispensable de d�etecter
ces zones o�u l	interpolation risque d	introduire un lissage pr�ejudiciable �a la qualit�e de l	image�
Nous utilisons un crit�ere bas�e sur les variations de luminance lumineuse� estim�ee avec la for

mule ����� �a l	int�erieur de l	ensemble des candidats� Avec des espaces colorim�etriques plus
sophistiqu�es que le simpliste mod�ele rvb� ce test pourrait �etre contr�ol�e par une distance psy

chovisuelle entre couleurs�

La dispersion en luminance lumineuse ne doit pas d�epasser un seuil pr�ed�etermin�e Sdir�
Elle est �evalu�ee en calculant l	�ecart
type entre les �echantillons s�electionn�es� En pratique�
un seuil de ��+ �a ��+ est assez faible pour d�etecter correctement les variations rapides
de l	�eclairement direct� Cette valeur empirique d�epend cependant de la taille de la zone de
recherche �section �������

�� L��echantillonnage de la source peut �etre quelconque en pratique � ponctuel� surfacique� ou m�eme pas

d��echantillonnage du tout�
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��������� Fonction de pond�eration Le poids pi de l	�echantillon i� pour l	interpolation�
est une fonction d�ecroissante f�di� de la distance di entre le point courant� o�u doit �etre �evalu�e

un nouveau
����
V LD� et le point o�u a �et�e calcul�e le candidat i� C	est une fonction polynomiale

rapide �a calculer� d	allure gaussienne pour favoriser les �echantillons les plus proches �

f�di� #

�
��

di
rmax

�� � 
�
di

rmax
�� & �

��
�����

Finalement� l	interpolation pond�er�ee des n candidats valides donne les valeurs des com


posantes du nouveau
����
V LD �

	D #

nX
i��

f�di� 	Di

nX
i��

f�di�

et P #

nX
i��

f�di�Pi

nX
i��

f�di�

Puis� ce
����
V LD interpol�e est utilis�e avec l	�equation ��� pour calculer la luminance r�e��echie

due �a cette source� L	op�eration est r�eit�er�ee pour toutes les sources de la sc�ene� pour obtenir
la composante directe globale�

����� Vecteur lumineux caustique

Cette section pr�esente l	int�egration du calcul de caustiques �section 
������� dans notre
mod�elisation vectorielle� Ces travaux ont �et�e r�ealis�es conjointement avec Xavier Serpaggi� lors
de son stage de DEA Images �a Saint
Etienne� de mars �a ao�ut ����� Les d�eveloppements tr�es
complets de la th�ese de Collins �Col��� nous ont largement inspir�es�

������� D�e�nition vectorielle

Le Vecteur Lumineux Caustique
����
V LC est semblable �a la notion de photon de Jensen�

Nous conservons cependant notre appellation� car elle met en avant l	homog�en�eit�e de la
repr�esentation vectorielle des diverses composantes lumineuses�

� La direction 	D est celle d	incidence de la derni�ere portion du chemin ayant conduit de
la source au point courant�

� La grandeur �energ�etique P est �egale �a la puissance de la source divis�ee par le nombre
total de rayons lanc�es� Si le rayon subit des r�e�exions ou des r�efractions� P est att�enu�ee
par la composante sp�eculaire fr�s des mat�eriaux rencontr�es�

Les
����
V LC sont stock�es dans un 
d
arbre�

������� Distribution d��energie caustique

Lors de la premi�ere passe� l	�energie des sources est distribu�ee dans la sc�ene� pour �etre
stock�ee sur la composante di�use des mat�eriaux lorsqu	elle a subi des r�e�exions ou r�efrac

tions sp�eculaires� La repr�esentation des sc�enes par arbre CSG masquant toute connaissance
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globale des objets et de leurs caract�eristiques� la recherche des surfaces sp�eculaires est un
processus stochastique� Un grand nombre de rayons sont g�en�er�es depuis la source dans des
directions al�eatoires� Chacun d	eux transporte une fraction de l	�energie totale de la source�
Cette op�eration s	e�ectue en deux �etapes� avec un �echantillonnage adaptatif�

� Un premier passage parcourt toutes les directions visibles depuis la source avec un
�echantillonnage relativement grossier� dont le pas est guid�e par la taille des objets que
l	on accepte de ne pas toujours d�etecter� Tout en distribuant une partie de l	�energie� il
permet aussi de d�etecter les r�egions o�u se trouvent des objets sp�eculaires succeptibles
de cr�eer des caustiques�

� Ensuite� des rayons suppl�ementaires sont g�en�er�es vers les zones d�etect�ees pr�ec�edemment
et leurs voisinages imm�ediats� Ainsi� la densit�e de rayons est plus forte sur les objets
qui cr�eent des caustiques�

������� Occupation de m�emoire

Les caustiques sont un ph�enom�ene essentiellement de hautes fr�equences� L	�echantillonnage
des sources doit donc �etre tr�es �n� au moins plusieurs milliers de rayons� Il se pose alors un
s�erieux probl�eme d	occupation de m�emoire� surtout lorsque la sc�ene comporte des objets
transparents� En e�et chaque intersection g�en�ere alors un rayon r�e��echi et un rayon r�efract�e
�hormis lors des plus rares cas de r�e�exion totale�� qui donneront eux
m�eme naissance en
cascade �a d	autres rayons et d	autres intersections� Le processus �etant fortement r�ecursif� le
nombre total de rayons� et donc de vecteurs lumineux caustiques �a m�emoriser� peut devenir
consid�erable�

Il existe une solution envisageable �a ce probl�eme� mais elle semble complexe �a mettre

en �uvre� Il faudrait� �a chaque fois que le 
d
arbre de stockage des
����
V LC d�epasse une taille

raisonnable� le parcourir pour regrouper en un seul les vecteurs �proches� les uns des autres�
puis reconstruire un nouvel arbre �equilibr�e� Le crit�ere de proximit�e reste �a d�e�nir� pour ne
pas introduire un lissage excessif�

Une autre solution� un peu simpliste mais e�cace� consiste �a abuser sans mod�eration
de l	augmentation continuelle des performances des ordinateurs� Nous avons opt�e pour cette
m�ethode drastique�

������� Calcul de la composante caustique

La reconstitution de la composante caustique n	est pas une interpolation� mais une es

timation de densit�e� Il faut recueillir toute l	�energie incidente dans un voisinage du point
courant� Le choix de la taille de la zone de recherche d�etermine l	ampleur de l	e�et de lissage
qui �elimine le bruit d�u �a la discr�etisation� Si cette zone est trop petite le bruit persiste� mais
si elle est trop grande les hautes fr�equences de la caustique disparaissent� Sa taille doit �etre
au moins �egale �a celle de la projection d	un pixel sur la surface� Une valeur de l	ordre de
quelques millim�etres est utilis�ee pour des simulations d	int�erieurs courants�

Un noyau d�estimationK permet d	assurer la continuit�e de la reconstruction de la fonction
de densit�e� La composante caustique de la luminance r�e��echie s	exprime comme �

Lcaust�x�
�

r� #

nX
i��

K�x� xi� fr�x�
�

i��


r�P �xi� cos�
�
n�
����
D�xi��
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Le choix du noyau optimal est toujours une question ouverte� A l	instar de Collins� nous
utilisons un noyau d	allure gaussienne� mais sous la forme d	une approximation polynomiale
��equation �����

������	 Caustiques et sources surfaciques

Les sources �etendues cr�eent� elles
aussi� des caustiques� Leur prise en compte est plus
d�elicate� car elles ne sont pas seulement visibles ou masqu�ees comme les sources ponctuelles�
mais elles peuvent aussi �etre partiellement obstru�ees�

Fig� ��� ! Calcul de caustique avec une source surfacique

La m�ethode brutale de prise en compte consiste �a g�en�erer des rayons dans toutes les
directions� depuis tous les points de la surface� Ce n	est pas une solution envisageable en
pratique� Nous proposons une m�ethode plus e�cace� mais tout de m�eme assez co�uteuse�
mettant en �uvre les vecteurs lumineux directs et caustiques�

Comme pour les sources ponctuelles� la premi�ere phase est une �etape de distribution
d	�energie� Une sph�ere virtuelle englobant la source compl�ete est centr�ee en un point G de sa
surface ��gure ����� De fa�con arbitraire� nous choisissons le centre de gravit�e� La sph�ere est
�echantillonn�ee dans toutes les directions� et sert de guide pour g�en�erer des rayons uniform�e

ment distribu�es depuis G�

Toutes les intersections des rayons avec la sc�ene sont calcul�ees� et non pas la premi�ere
uniquement� m�eme lorsqu	un objet opaque est rencontr�e� En e�et� les objets situ�es derri�ere
lui sont peut
�etre partiellement �eclair�es� C	est le cas du point S� situ�e en arri�ere du point D

��gure ����� Pour tous les objets sp�eculaires de la liste d	intersections� le
����
V LD est calcul�e

pour d�eterminer la contribution de la source� Si celle
ci n	est pas nulle� un chemin sp�eculaire

est g�en�er�e jusqu	�a ce qu	un objet di�us soit rencontr�e� sur lequel est m�emoris�e un
����
V LC� ou

bien jusqu	�a ce que l	�energie soit totalement absorb�ee�

Bien que plus simple que la m�ethode brutale� ce processus est co�uteux� car de nombreuses
intersections doivent �etre test�ees� Cependant� il n	est e�ectu�e qu	une seule fois par calcul
d	image� Le principal probl�eme r�eside plut�ot dans l	occupation de m�emoire� car la densit�e de
rayons est importante�
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Remarques �

� Lorsque la source n	�emet que sur une seule de ses deux faces� la sph�ere est remplac�ee
par un h�emisph�ere�

� Le fait d	assimiler la partie visible de la source �a l	unique direction du
����
V LC introduit

une erreur� Tout se passe comme si plusieurs directions incidentes donnaient la m�eme
direction r�e��echie� Pour en limiter les cons�equences� il est possible de scinder la source
en �el�ements de plus petite taille� En pratique� cette erreur compense le fait que les
mat�eriaux ne sont jamais des r�e�ecteurs sp�eculaires parfaits� Le c�one d	incertitude si

mule la taille non nulle du pic sp�eculaire� Il ne semble malheureusement pas possible
de quanti�er exactement cette assertion�

� La m�eme m�ethode s	applique sans di�cult�e aux sources volumiques classiques mod�eli

s�ees par des amas de sources ponctuelles�

� Lorsqu	un objet di�us est rencontr�e� le
����
V LD est quand m�eme calcul�e et m�emoris�e� Il

servira �eventuellement lors des interpolations directes�

����� Vecteur lumineux indirect

������� Principe g�en�eral

La composante indirecte de la luminance r�e��echie est �evalu�ee par une m�ethode de Monte
Carlo� Celle
ci �echantillonne un h�emisph�ere centr�e sur le point courant et lance des rayons
vers les cellules cr�e�ees pour d�eterminer la luminance incidente� en ne tenant compte que de
la lumi�ere ayant �et�e r�e��echie au moins une fois sur une surface di�use� donc en excluant les
composantes directes et caustiques� Cette op�eration est extr�emement co�uteuse� �a cause du
tr�es grand nombre de rayons g�en�er�es et de la r�ecursivit�e de l	�equation de rendu ��equation 
����

Une hypoth�ese est couramment admise en synth�ese d	images �WRC��� � L��eclairement
indirect varie �lentement� �a l�int�erieur de la sc�ene� Elle permet de r�eduire tr�es sensiblement
la quantit�e de calculs� La connaissance de l	�eclairement indirect en un nombre r�eduit de points
est alors su�sante pour le reconstruire dans toute la sc�ene� Nous proposons ici une m�ethode
permettant de mener �a bien cette reconstruction en limitant les erreurs commises� aid�ee par
le calcul du gradient d	�eclairement indirect�

Notre approche est inspir�ee par celle Ward� qui est �a l	origine du c�el�ebre logiciel de lancer
de rayons Radiance �War���� La principale di��erence concerne la prise en compte plus com

pl�ete de la BRDF� Les informations directionnelles des vecteurs lumineux nous permettent
de ne pas nous limiter �a la seule composante parfaitement di�use des �eclairements indirects�

������� M�ethode de Monte Carlo

��������� Discr�etisation La composante indirecte n	a pas de direction d	incidence pri

vil�egi�ee� Il faut donc� pour l	�evaluer� analyser la lumi�ere provenant de toutes les directions
possibles� Le lancer de rayon proc�ede �a un �echantillonnage ponctuel de la sc�ene vue depuis le
point de calcul� Nous avons impl�ement�e une m�ethode de Monte Carlo strati��ee �annexe A�
pour reconstituer l	information globale� Elle consiste �a d�ecomposer l	ensemble des directions
incidentes en un grand nombre de cellules� su�samment petites pour consid�erer qu	elles sont
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de luminance constante� Cette derni�ere est alors �evalu�ee en g�en�erant un rayon dans chaque
cellule pour d�eterminer sa contribution�

Comme le processus est r�ecursif� cette op�eration est r�eit�er�ee depuis les points de la sc�ene
vus dans les directions des cellules� La croissance du nombre de rayons �a g�en�erer est expo

nentielle et devient vite prohibitive� Pour limiter le processus� aucun rayon suppl�ementaire
n	est g�en�er�e lorsqu	un niveau de r�ecursivit�e pr�ed�e�ni est atteint� Cette troncature arbitraire
est tr�es simple �a mettre en �uvre� et elle r�eduit e�cacement la dur�ee des calculs� mais elle
introduit un biais dans le calcul� tout comme celle utilis�ee par Ward �section 
���
������ En
e�et� �a un niveau de r�ecursivit�e donn�e� rien ne peut garantir par avance que la contribution
du niveau suivant ne soit pas pr�epond�erante dans le r�esultat global� La convergence vers une
solution exacte n	est pas toujours assur�ee� et aucune estimation d	erreur n	est possible�

Cependant� en pratique� nous avons remarqu�e que l	augmentation de la profondeur de
r�ecursivit�e n	apporte tr�es rapidement plus d	am�elioration visuelle� pour des sc�enes courantes
dont la plupart des objets ont un comportement plut�ot di�us� Le premier niveau de calcul est
bien s�ur capital� mais d�ej�a le deuxi�eme n	apporte en g�en�eral que peu de di��erences visibles�
Pousser plus avant les calculs ne semble n�ecessaire que pour les sc�enes complexes� o�u la
lumi�ere indirecte suit des chemins sinueux� et o�u l	�eclairement direct de la zone visible est
faible� Toutefois� notre mod�elisation vectorielle n	est pas tributaire de la m�ethode de Monte
Carlo choisie� Il est tout �a fait possible d	impl�ementer des m�ethodes non biais�ees �section A��
plus lourdes �a mettre en �uvre� le suivi de chemins �section A���
� par exemple�

θ

φ
x

y

z

Fig� ��� ! Maillage de l�h�emisph�ere

Pour la composante indirecte� nous nous int�eressons ici uniquement �a la r�e�exion� L	en

semble des directions incidentes se limite donc �a l	h�emisph�ere orient�e selon la normale ��

gure ����� Pour la discr�etisation� nous proposons un d�ecoupage �a angle solide constant� qui
nous permettra d	acc�eder directement aux informations directionnelles utiles au calcul du
gradient� Nous reprenons une notation similaire �a celle de Ward pour rep�erer les cellules de
l	h�emisph�ere �echantillonn�e� bien que le d�ecoupage ne soit pas le m�eme� puisque le sien est �a
angle solide projet�e constant�

L	angle z�enithal � � ��� ���� est mesur�e par rapport �a la normale� Il est indic�e par la lettre
j � ���M � �� pour les M d�ecoupages z�enithaux� L	angle azimutal � � ��� ��� est mesur�e
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par rapport �a un rep�ere du plan tangent� Il est indic�e par la lettre k � ��� N � �� pour les
N d�ecoupages azimutaux� L	h�emisph�ere est donc �echantillonn�e en MN cellules� rep�er�ees par
leurs indices �j� k�� Une direction est g�en�er�ee al�eatoirement �a l	int�erieur de chaque cellule�
rep�er�ee par ses coordonn�ees polaires ��j � �k��

L	h�emisph�ere complet sous
tend un angle solide de �� sr� Le d�ecoupage �etant �a angle
solide constant� chaque cellule sous
tend un angle solide 
j�k # ��

MN sr� La position explicite
des bordures d	une cellule �j� k� n	est pas calcul�ee� car seule la direction ��j � �k�� �a l	int�erieur
de la cellule� nous est utile� Si X and Y sont des variables al�eatoires uniformes dans ��� ���
nous avons �

�j # cos��
�
M � j �X

M

�
et �k #

��

N
�k & Y �

��������� Calcul de la composante indirecte Apr�es discr�etisation� l	�equation de r�e

�ectance ��equation ���� devient �

Lind�x�
�

r� � ��

MN

M��X
j��

N��X
k��

fr�d�x�
�

j�k��


r�Li�x� �j� �k� cos �j ������

Le terme fr�d�x�
�

j�k��


r� est la composante di�use� pas n�ecessairement uniforme� de la
BRDF ��equation ����� La composante sp�eculaire est trait�ee �a part� de fa�con classique en lancer
de rayons� en g�en�erant un ou plusieurs rayons r�e��echis sp�eculaires� Cette d�ecomposition de
la BRDF �elimine le risque de prendre en compte plusieurs fois la m�eme �energie� notamment
pour les cellules qui sont proches de la direction de r�e�exion sp�eculaire�

������� Direction d�incidence moyenne

Fig� ��� ! Vecteur lumineux indirect

La direction d	incidence moyenne 	D se calcule en discr�etisant sur l	h�emisph�ere la formu

lation g�en�erique ��equation ����� Elle est donn�ee par l	expression �

	D �
M��X
j��

N��X
k��

Li�x� �j� �k�
�

i ������

Comme la mesure de l	angle solide ��
�

i� est constante� elle n	intervient pas dans le calcul

de direction�
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La direction
�

i de la cellule �j� k�� dans un rep�ere li�e au plan tangent en x� est �

�

i #

	B
 sin �j cos�k
sin �j sin�k

cos �j

�CA
Les coordonn�ees du vecteur 	D se calculent durant le m�eme parcours de boucle que celui

d	�evaluation de la composante indirecte ��equation ������ Ce vecteur est norm�e avant d	�etre
m�emoris�e� Dans le cas o�u l	�energie indirecte est nulle� par convention� 	D indique la normale
�a la surface�

������� Gradient d��eclairement indirect

��������� Description Un calcul de gradient est e�ectu�e lors de l	�evaluation de la compo

sante indirecte ��equation ������ par d�erivation de l	�equation de l	�eclairement incident ��equa

tion ����� pour des d�eplacements in�nit�esimaux du centre de l	h�emisph�ere� Le d�etail des

calculs est donn�e �a l	annexe B� Le gradient d	�eclairement est le vecteur
�
$E �

�
$E #

��

MN

	BBBBBBBBBBB


�
M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � cos �j � cos�k � L��j � �k�

�
M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � cos �j � sin��k� �L��j � �k�
M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � sin �j � L��j � �k�

�CCCCCCCCCCCA
������

Le gradient indique les variations de l	�eclairement dans un voisinage in�niment petit du
point de calcul� A cause des erreurs de discr�etisation et des simpli�cations de calcul� il n	est
pas exploitable en tant que gradient math�ematique� Par contre� il fournit une bonne indication
du niveau de perturbation de la zone consid�er�ee� Nous l	utilisons pour d�eterminer la taille de
la zone de validit�e associ�ee au vecteur lumineux indirect �section ��������� et pour le calcul des
coe�cients de pond�eration� En pratique� nous calculons un gradient de luminance lumineuse
��equation ������

����� Fuites de lumi
ere

Le probl�eme des fuites de lumi�ere� soulev�e par Vedel dans �Ved�
�� est partiellement r�esolu
en radiosit�e par l	utilisation de maillages adaptatifs� au prix d	une grande complexit�e� Il se
traduit par des taches trop sombres ou trop lumineuses �a proximit�e de certains petits objets
opaques� comme si une faible quantit�e de lumi�ere ou d	ombre parvenait sournoisement �a se
glisser sous eux� Le syst�eme visuel humain est particuli�erement sensible �a ce type de d�efauts�
m�eme lorsqu	ils sont rares et peu marqu�es�

La zone de validit�e d	un
���
V LI peut dans certains cas d�eborder au del�a d	un objet proche�

s	il est trop petit pour intervenir de fa�con sensible dans le calcul de la moyenne des distances�

Ce
���
V LI sera alors pris en compte dans l	interpolation de l	autre c�ot�e du petit obstacle� dont

il va fausser le r�esultat� C	est par exemple le cas pour le point B ��gure ���� qui se situe
dans la zone de validit�e du point A� Cette situation est sans cons�equence avec un �eclairage
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BA

Fig� ��� ! Exemple de fuite de lumi�ere

perpendiculaire �a la surface� mais risque de produire des d�efauts visibles si l	�eclairage indirect
moyen est oblique ou rasant�

Il est di�cile de d�etecter ce risque de fuites de lumi�ere dans un environnement CSG�
car on n	a pas de connaissance globale de la sc�ene� Nous proposons ici deux m�ethodes pour
r�esoudre ce probl�eme� La premi�ere est pratiquement radicale� mais co�uteuse� alors que la
seconde est un compromis raisonnable�

� Il est possible de limiter arbitrairement la taille de la zone de validit�e �a la distance
minimale rencontr�ee lors du parcours de l	h�emisph�ere� On est ainsi certain que la zone
de validit�e ne d�epassera pas l	objet le plus proche� sauf dans le cas extr�eme et desesp�er�e
o�u il est trop petit et est oubli�e lors de l	�echantillonnage� Cette m�ethode va cependant

r�eduire les zones de validit�e de tous les
���
V LI� et obliger �a en calculer un plus grand

nombre� m�eme dans les r�egions o�u cela n	est pas indispensable�

� L	autre possibilit�e� moins co�uteuse mais l�eg�erement moins �able� est inspir�ee par le

principe des maillages adaptatifs� Il s	agit d	adapter le poids des
���
V LI au risque de

fuites de lumi�ere� La probabilit�e d	apparition de ce ph�enom�ene augmente lorsque la
distance minimale d�etect�ee est tr�es inf�erieure �a la moyenne des distances entre le point
de calcul et les autres objets� On peut donc minimiser ce risque en multipliant le poids

du
���
V LI par un coe�cient inversement proportionnel �a la di��erence entre la distance

moyenne et la distance minimale�

Les calculs pr�esent�es ici correspondent �a la deuxi�eme solution� Une fonction quadratique

�portion de parabole invers�ee� �evite que le poids du
���
V LI ne d�ecroisse trop rapidement� lorsque

la di��erence entre la distance moyenne dmoy et la distance minimale dmin augmente� Le
calcul du coe�cient de validit�e kvalid � ��� �� est �

kvalid # ��
�
�� dmin

dmoy

��
����
�

������� Description du vecteur lumineux indirect

Le Vecteur Lumineux Indirect
���
V LI m�emorise les informations n�ecessaires �a la reconstruc


tion de la composante indirecte de la luminance r�e��echie� Il poss�ede quelques champs de plus

que le
����
V LD car la proc�edure d	interpolation est un peu plus sophistiqu�ee �

� le gradient de luminance lumineuse %

� le rep�ere local dans lequel le gradient a �et�e calcul�e %
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� la distance arithm�etique moyenne entre le point de calcul et les autres objets de la
sc�ene %

� le coe�cient de validit�e kvalid ��equation ���
��

Ces donn�ees suppl�ementaires sont toutes calcul�ees lors de l	unique parcours des cellules
de l	h�emisph�ere� pour un co�ut tr�es faible� Elles permettent de mieux contr�oler les erreurs

de reconstruction� et il est ainsi possible de limiter le nombre total de
���
V LI calcul�es par la

m�ethode de Monte Carlo�

������� Zone de validit�e

Un
������
V LI�A�� calcul�e en un point A� doit r�epondre �a plusieurs crit�eres pour �etre admis

comme valide en un point B �

� Les points A et B doivent appartenir �a des surfaces de m�eme mat�eriau� a�n de limiter les
variations de BRDF� L	id�eal serait de se munir d	une hypoth�etique notion de distance
entre BRDF� pour d�e�nir des classes de mat�eriaux proches les uns des autres� et �etre

moins strict sur la validit�e des
���
V LI �

� La distance k
���
ABk doit �etre inf�erieure �a la distance moyenne entre A et le reste de la

sc�ene� Ce crit�ere rend plus di�ciles les interpolations �a proximit�es des autres objets�
l�a o�u les interactions indirectes sont pr�edominantes� Il limite� sans l	�eliminer compl�e

tement cependant� le risque de fuite de lumi�ere �section ������� en adaptant la taille
de la zone de validit�e �a l	encombrement local de la sc�ene� Le coe�cient de validit�e
kvalid ��equation ���
�� intervenant dans le calcul du poids du

���
V LI� vient renforcer cette

condition�

� La variation relative d	�eclairement due au gradient doit �etre inf�erieure �a un seuil �x�e

par l	utilisateur �
���
AB 


���
$E

EA
� SE � ce qui contr�ole l	e�et de lissage introduit par l	inter


polation� en r�eduisant la zone de validit�e lorsque l	�eclairement est perturb�e�

� La courbure de la surface doit �etre inf�erieure �a un seuil pr�ed�e�ni � cos�
�
NA�

�
NB� � Scourb��

NA et
�
NB �etant les normales en A et B� Ce seuil est n�ecessaire car seule la moiti�e de

la sc�ene situ�ee en avant de la surface intervient dans le calcul du
���
V LI� L	ignorance du

comportement de l	autre moiti�e de la sc�ene est une source d	erreur importante� car elle
peut contenir des objets tr�es lumineux�

������� Interpolation indirecte

Le nombre n de
���
V LI admis pour l	interpolation doit �etre compris entre deux bornes

pr�ed�e�nies� nmin et nmax� Le choix de ces bornes in�uence le niveau de �ltrage induit par
l	interpolation� En pratique� nmin # 
 et nmax # �� donnent de bons r�esultats� Ces faibles
valeurs permettent une interpolation rapide�

Tout comme lors de l	interpolation du terme direct �section ����������� la dispersion en
luminance lumineuse entre les n candidats ne doit pas d�epasser un seuil pr�ed�etermin�e� En
pratique� un seuil de ��+ �a ��+ sur l	�ecart
type donne de bons r�esultats dans ce cas indirect�
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Lorsque ce seuil est franchi� l	ensemble est rejet�e� et un nouveau
���
V LI est calcul�e explicitement�

puis m�emoris�e�
La fonction de pond�eration donne moins d	importance aux �echantillons risquant d	intro


duire la plus grande erreur� en fonction des crit�eres d�e�nis plus haut� Un poids pi est associ�e

�a chaque
���
V LI � de valeur � lorsqu	un crit�ere est parfaitement rempli� de valeur plus faible

sinon �

pi # kvalid�i �
	
�� k

���
ABk
dmoyi

�A�

� �

� &
���
AB


���
$E

EA

� cos�
�
NA�

�
NB�� Scourb

�� Scourb
������

L	interpolation pond�er�ee est une interpolation classique� utilisant les poids calcul�es avec
l	�equation ������ �

���
V LI�B� #

nX
i��

pi
���
V LI�Ai�

nX
i��

pi

L	�equation ��� permet alors de calculer tr�es simplement la composante indirecte de la
luminance r�e��echie dans la direction

�

r �

��� R�ecapitulatif

Dans ce chapitre� nous avons d�e�ni la notion de vecteur lumineux� qui repr�esente la lu

mi�ere incidente en un point d	une surface� Cette entit�e contient les informations minimales
n�ecessaires pour calculer la luminance r�e��echie dans une direction donn�ee� Par d�e�nition� il
n	introduit pas d	erreur lorsqu	il est utilis�e l�a o�u il a �et�e calcul�e� pour la m�eme direction de
r�e�exion� Dans un voisinage du point de calcul� et pour une direction r�e��echie di��erente� il
permet de d�eterminer une approximation de la luminance r�e��echie� Des conditions de validit�e�
bas�ees principalement sur les coh�erences de la lumi�ere et de la sc�ene� permettent de d�e�nir
un domaine de validit�e autour de chaque vecteur lumineux�

Lorsqu	un vecteur lumineux n	est pas connu en un point� une valeur approch�ee peut �etre
avantageusement estim�ee par une interpolation pond�er�ee de vecteurs lumineux d�ej�a calcul�es �a
proximit�e� Tous les candidats �a l	interpolation doivent satisfaire des crit�eres de validit�e pour le
voisinage du point de calcul courant� Ce proc�ed�e r�eduit les temps de calcul� car l	interpolation
est en g�en�eral beaucoup plus rapide que le calcul explicite de l	�energie incidente� Il introduit
cependant une erreur� contr�ol�ee par les calculs de validit�e�

La lumi�ere est divis�ee en trois composantes ind�ependantes� suivant le type de chemin
lumineux parcouru pour atteindre un point de la sc�ene � direct� indirect� et caustique� Trois

types distincts de vecteurs lumineux sont alors d�e�nis� les
����
V LD�

���
V LI et

����
V LC� Des crit�eres de

validit�e et des proc�edures d	interpolation � sp�eci�ques sont adapt�ees �a ces trois composantes
de la lumi�ere�

�� Dans le cas des caustiques� il s�agit d�une estimation de densit�e�
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Chapitre �

Les sources lumineuses en lancer de

rayons

	�� Objectifs

La simulation des sources lumineuses est un aspect primordial de la recherche d	un plus
grand r�ealisme des images de synth�ese� La simulation la plus pr�ecise possible de leurs pro

pri�et�es g�eom�etriques �forme� position� et �energ�etiques �distribution spectrale� est n�ecessaire�

Le lancer de rayons r�ealise un �echantillonnage ponctuel� car chaque rayon englobe un angle
solide in�niment petit� De ce fait� il n	est pas adapt�e naturellement �a la prise en compte de
sources �etendues� Ce probl�eme est r�esolu classiquement par une discr�etisation de la source�
en zones su�samment petites pour �etre consid�er�ees comme homog�enes�

Nous pr�esentons dans ce chapitre les principaux types de sources utilis�ees en synth�ese
d	images� ainsi qu	une m�ethode de discr�etisation des sources rectangulaires� Ce mod�ele est
ensuite �etendu �a des sources planes de forme quelconque� puis est modi��e pour simuler l	�eclai

rement du ciel dans son ensemble�

	�� Sources ponctuelles

Les sources ponctuelles sont les plus simples �a mod�eliser� ce qui leur a valu un grand
succ�es en synth�ese d	images� surtout en lancer de rayons� Elles sont aussi une des principales
causes de l	aspect arti�ciel des images� En e�et� elles ne cr�eent pas de zones de p�enombre�
Une source ponctuelle est soit visible� soit masqu�ee� Un seul rayon �etant n�ecessaire pour le
d�eterminer� leur prise en compte est tr�es rapide�

Les sources ponctuelles n	existent pas dans la nature� car tout objet lumineux occupe
n�ecessairement un volume non nul� Le soleil� par exemple� m�eme s	il est vu de tr�es loin� a un
rayon apparent non n�egligeable� et g�en�ere donc des zones de p�enombre� petites mais visibles�
Approximativement� son rayon mesure ��� ���m� et il se situe �a une distance de ��� ���m
en moyenne de la terre� De ce fait� il est vu sous un angle solide d	environ �� ���� sr� Le
seul cas o�u l	approximation par une source ponctuelle serait acceptable est celui des �etoiles
vues depuis la terre� mais il est peu probable qu	elles apportent une �energie signi�cative par
rapport aux autres sources de lumi�ere�

�
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Comme elle n	a pas de surface� il n	est pas possible de d�e�nir physiquement la lumi

nance d	une source ponctuelle� Par contre� une luminance �equivalente doit �etre �evalu�ee� pour
l	int�egrer dans l	�equation de rendu ��equation 
����

Fig� ��� ! Eclairement par une source ponctuelle

Par d�e�nition �section ������� la luminance �a pour valeur �

L�x� 	
� #
d���x� 	
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En terme de �ux �energ�etique� l	�equation de rendu s	exprime �
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Or� l	�energie provient uniquement de la direction
�

s� dans laquelle se situe la source S�

L	ensemble des directions incidentes �etant r�eduit �a f�
sg �
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Par d�e�nition� l	angle solide �el�ementaire a pour valeur � d
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s� La luminance r�e��echie dans la direction
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���� Sources sph�eriques ��

	�� Sources sph�eriques

Les sources sph�eriques sont une mod�elisation tr�es approximative des ampoules �electriques
ou du soleil� Comme elles ont un volume d�e�ni� elles cr�eent des zones de p�enombre� et am�e

liorent ainsi le r�ealisme des images�

Les sources sph�eriques uniformes� par convention� �emettent la m�eme luminance L dans
toutes les directions� pour tous les points de leur surface� Leur contribution en un point de
la sc�ene est simple �a d�eterminer� Il su�t de multiplier L par l	angle solide ' sous lequel elles
sont vues ��equation D���� et par un facteur d	att�enuation t� exprimant la fraction de surface
masqu�ee par d	�eventuels obstacles� En lancer de rayons� il est �evalu�e par un �echantillonnage
de la sph�ere�

Fig� ��� ! Echantillonnage ponctuel d�une source sph�erique

Dans notre impl�ementation� chaque source sph�erique est mod�elis�ee par une sph�ere lumi

neuse� renvoyant la luminance L lorsqu	elle est vue directement� et �a l	int�erieur de laquelle
sont g�en�er�es al�eatoirement N points ��gure ����� G�eom�etriquement� la source sph�erique peut
alors �etre vue comme un amas de N sources ponctuelles� mais� �energ�etiquement� il s	agit
bien d	une sph�ere d	�emission uniforme qui sous
tend un angle solide mesurable� Le calcul
de t consiste alors �a lancer N rayons vers ces N points� a�n de d�eterminer les Nv points
visibles� On a donc simplement t # Nv

N � L	angle solide associ�e �a chaque rayon� pour le calcul

de l	�equation de rendu� a pour valeur 	
N � Lorsqu	un

����
V LD est calcul�e� sa direction 	D est la

direction moyenne de ces Nv points visibles�

Cette m�ethode est �equivalente �a un �echantillonnage volumique de la sph�ere� D	autres
auteurs proposent un �echantillonnage de sa surface �SWZ���� ou bien de la surface du disque
apparent visible �Mai����

Le nombre total de rayons N peut �etre d�etermin�e en fonction de l	angle solide sous lequel
est vue la source� Il est inutile de beaucoup discr�etiser une source tr�es �eloign�ee� Ce crit�ere
est li�e �a la taille des petits objets que l	on accepte de ne pas d�etecter lors des calculs de
p�enombre�

L	�echantillonnage produit de l	aliassage �annexe C�� visible sous la forme d	un zonage
des p�enombres� Pour diminuer ses e�ets visuels� en le rempla�cant par du bruit� la position
al�eatoire des N points est modi��ee �a chaque calcul� Il su�t de trois tirages al�eatoires par
point � deux pour choisir une direction �a partir du centre de la sph�ere� et un pour la position
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dans cette direction� Cette op�eration ne p�enalise que faiblement la dur�ee des calculs� mais
l	am�elioration visuelle des r�esultats est tr�es sensible� Il est ainsi possible de r�eduire le taux
d	�echantillonnage sans alt�erer la qualit�e perceptuelle de l	image�

Les exemples de la �gure ��
� page ��� repr�esentent la m�eme sc�ene� comportant une chaise
�eclair�ee par une seule source sph�erique� pour divers taux d	�echantillonnage de la source� Dans
ce cas� on constate que 
� rayons par pixel �h� perturb�es produisent un r�esultat visuellement
indiscernable de l	image de r�ef�erence obtenue avec ��� rayons par pixel �b�� Sans la perturba

tion� le zonage est toujours visible pour le m�eme niveau de discr�etisation �g�� Avec �� rayons
perturb�es par pixels �f�� le bruit est trop important dans les zones de p�enombre larges� alors
qu	il est insigni�ant pour les zones de p�enombre �etroites� Quant �a la source ponctuelle �a�� il
est �evident qu	elle ne produit pas un contour r�ealiste de la zone d	ombre�

	�� Sources surfaciques planes uniformes

Les sources surfaciques sont rarement utilis�ees en lancer de rayons� car leur prise en
compte est tr�es co�uteuse� Les sources surfaciques peuvent �etre seulement partiellement
obstru�ees� ce qui a l	avantage de cr�eer des zones de p�enombre qui augmentent le r�ea

lisme des images� En contrepartie� elle demandent un �echantillonnage �n pour d�etecter les
obstructions �eventuelles� Plusieurs m�ethodes d	�echantillonnage adaptatif ont �et�e propos�ees
�CPC��� KJ��� War��� Col��� SWZ���� pour r�eduire le nombre total de subdivisions� Elles
se basent sur une d�ecomposition plus ou moins r�eguli�ere de la surface de la source� en g�en�e

ral en quadtree �section ����
���� et tentent de ne ra�ner que les zones de la surface cr�eant
des p�enombres� Nous proposons une m�ethode proche� mais dont les crit�eres de subdivision
concernent la pyramide engendr�ee par la source� et l	angle solide qu	elle sous
tend� Ce crit�ere
volumique ne tient pas uniquement compte de la surface de la source� mais aussi du point
depuis lequel elle est vue� Il permet de r�eduire encore le nombre global de rayons� pour une
pr�ecision �equivalente aux autres solutions�

	���� Principe

Dans le cas des sources planes polygonales uniformes� Arvo �Arv��� pr�esente une d�e�

nition analytique du vecteur d	�eclairement �section ������� Soit une source plane d	�emission
constante M �W
m���� dont la g�eom�etrie est un polygone de N sommets fp�� 
 
 
 � pNg ��

gure ����� Lorsqu	elle est compl�etement visible� elle cr�ee en un point x quelconque de l	espace

un vecteur d	�eclairement
���
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���
*�x� #

M

��

NX
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���� Sources surfaciques planes uniformes ��

�a� Source ponctuelle �b� Mod�ele ���� rayons�

�c� �ech� r�egulier �� rayons� �d� �ech� bruit�e �� rayons�

�e� �ech� r�egulier ��� rayons� �f� �ech� bruit�e ��� rayons�

�g� �ech� r�egulier �
� rayons� �h� �ech� bruit�e �
� rayons�

Fig� ��
 ! Divers taux d��echantillonnage d�une source sph�erique
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Fig� ��� ! Vecteur d��eclairement cr�e�e par une source polygonale

L	�emission de la source �etant uniforme et lambertienne� la luminance est constante pour
tous les points de la surface et pour toutes les directions� Les points �emettent tous selon un
h�emisph�ere orient�e vers l	ext�erieur de la surface� d	angle solide �� sr� La luminance a donc
pour valeur �

L #
M

��
�W
m��
sr���

L	angle solide 
S � sous
tendu par la source� se calcule avec la formule ��equation D��� �


s #
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i��
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�
�
�
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Les termes intervenant dans la d�e�nition de l	angle solide se retrouvent naturellement dans
celle du vecteur d	�eclairement� Le calcul de l	un d	eux est donc tr�es rapide� d�es lors que l	on
calcule l	autre�

Nous supposons maintenant que le point x appartienne �a une surface� de normale 	n

formant un angle �S avec le vecteur d	�eclairement
���
*�x�� Alors� le vecteur lumineux direct en

x engendr�e par cette source se d�eduit du calcul du vecteur d	�eclairement�

� La direction
�
D du vecteur lumineux direct est �egale �a la direction du vecteur d	�eclai


rement �

�
D #

���
*�x�

k
���
*�x�k

� Le terme �energ�etique P est obtenu en calculant la luminance r�e��echie avec l	�equation
de re�ectance ��equation ���� �

Lr�x�
�

r� # fr�x�

�
D��


r�L cos �S 
S

A�n de v�eri�er l	�equation ���� la valeur de P est �

P # L cos �S 
S ���
�
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	���� Subdivision adaptative

La formulation pr�ec�edente n	est valable que sous deux conditions �

� l	angle solide 
S est su�samment petit pour admettre que la BRDF soit constante sur
l	ensemble des directions engendr�ees %

� la source n	est pas partiellement occult�ee�

Lorsque ces deux crit�eres ne sont pas tous les deux satisfaits� la source est subdivis�ee
r�ecursivement en �el�ements plus petits� Leurs contributions sont ensuite cumul�ees pour calculer

un
����
V LD� selon la m�ethode d�ecrite �a la section ������ La subdivision a lieu en deux phases�

selon un crit�ere g�eom�etrique d	abord� puis ensuite selon un crit�ere de visibilit�e� Il s	agit d	une

m�ethode adaptative classique� adapt�ee aux calculs de
����
V LD�

� Phase g�eom�etrique� Tant que la source est vue sous un angle solide �trop grand��
elle est subdivis�ee en cellules jointives de plus petite taille� L	op�eration est r�eit�er�ee avec
chaque cellule�

Le seuil d	acceptabilit�e est �x�e arbitrairement dans notre impl�ementation� Il d�epend
d	une part de la pr�esence de pics signi�catifs dans la BRDF� et d	autre part de la taille
maximale des objets que l	on tol�ere de ne pas toujours d�etecter lors des calculs de
p�enombres�

� Phase de visibilit�e� En lancer de rayons� la visibilit�e d	une cellule est estim�ee en
g�en�erant plusieurs rayons d	ombre depuis le point x� a�n de d�etecter d	�eventuelles obs

tructions� On distingue alors quatre cas �

� Lorsque la cellule est enti�erement visible� son apport �energ�etique est calcul�e avec
l	�equation ��
�

� Lorsqu	elle est enti�erement masqu�ee� sa contribution est nulle�

� Lorsqu	elle est partiellement visible� et lorsque la profondeur maximale de r�ecursion
n	est pas atteinte� la cellule est divis�ee en �el�ements de plus petites tailles� auxquels
sont appliqu�es r�ecursivement la m�eme proc�edure�

� Lorsque la profondeur maximale de r�ecursion est atteinte� la contribution de la
cellule est estim�ee en calculant le taux de rayons d	ombre parvenant �a la cellule
par rapport �a leur nombre total�

Nous proposons ci
apr�es une m�ethode de subdivision optimis�ee des sources rectangulaires�
Nous verrons ensuite qu	elle peut s	adapter relativement facilement �a des sources planes de
forme quelconque�

	���� Sources rectangulaires uniformes

	������ Bintree et quadtree

La m�ethode propos�ee ici est bas�ee sur une subdivision hi�erarchique adaptative en �d
arbre
de la surface de la source �Ben��� Sam���� Cette structure de donn�ees est souvent appel�ee
bintree�
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Fig� ��� ! Subdivision en quadtree et en bintree d�un rectangle

Il s	agit de subdiviser r�ecursivement la surface de la source� en la d�ecoupant �a chaque
�etape en deux zones de m�eme importance� selon l	axe de plus forte variance �cette notion
d�epend des crit�eres que l	on d�esire ra�ner�� Avec cette m�ethode� le nombre total de pav�es
est plus faible qu	avec l	habituelle subdivision en quadtree� qui divise syst�ematiquement en
quatre parties� et l	on �evite de g�en�erer des zones trop allong�ees� m�eme lorsque le rectangle
initial est lui
m�eme tr�es allong�e�

L	avantage est manifeste sur la �gure ���� o�u un rectangle est subdivis�e de fa�con �a d�etacher
une petite zone dans le coin sup�erieur gauche� Le d�ecoupage en bintree� selon le plus grand
c�ot�e du rectangle� cr�ee des zones beaucoup plus �equilibr�ees �plus proches d	un carr�e dans ce
cas�� pour une m�eme surface �nale des cellules� Le nombre d	�etapes semble plus important�
mais le nombre de cellules interm�ediaires est plus faible �� au lieu de ���� et donc le nombre
total de points et segments calcul�es est r�eduit lui aussi�

Ces r�esultats sont �a mettre en parall�ele avec des travaux de g�eom�etrie algorithmique
�LM���� o�u une subdivision hi�erarchique binaire est utilis�ee pour am�eliorer des techniques de
recherche dans un plan�

	������ Subdivision en bintree des sources rectangulaires

Le crit�ere de subdivision d	une cellule� lors de la phase g�eom�etrique� est la valeur de l	angle
solide qu	elle sous
tend� vue depuis le point x�

Dans l	espace �a trois dimensions� lorsqu	un rectangle est vu depuis un point x quelconque�
il appara��t sous la forme d	un quadrilat�ere irr�egulier� �a cause des d�eformations de projection�
De ce fait� un d�ecoupage par le milieu des segments n	est pas optimal� Il cr�ee bien deux
zones de surfaces �egales sur le rectangle� mais elles n	engendrent pas le m�eme angle solide�
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Ce probl�eme est d	autant plus crucial que x s	�eloigne de la normale au rectangle passant par
son centre de gravit�e�

Fig� ��� ! Echantillonnage en bintree d�une source rectangulaire

Notre m�ethode consiste �a ne pas diviser le rectangle lui
m�eme� mais le c�one �a base po

lygonale de sommet x qu	il d�e�nit ��gure ����� Ce crit�ere est similaire �a la notion d	angle
solide� et il g�en�ere donc des zones mieux �equilibr�ees de ce point de vue� Par ce proc�ed�e� les
bases des pyramides engendr�ees par les cellules ont une allure se rapprochant de carr�es� apr�es
projection sur le plan perpendiculaire �a l	axe du c�one�

� La direction du d�ecoupage� �a chaque �etape� est celle pour laquelle la projection du
segment correspondant appara��t la plus grande� C	est aussi celle de la face de la pyra

mide dont l	angle d	ouverture est maximal� donc de cosinus minimal� Ainsi� le segment
�pi� pi��� sera divis�e si �
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�
u��

�
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Dans l	exemple de la �gure ���� c	est le segment �p�� p�� qui est divis�e� en calculant le
point de s�eparation p����

L	autre segment �a subdiviser est celui situ�e �en face�� c	est �a dire le segment �p�� p�� de
notre exemple�

� La subdivision du segment �pi� pi���� pour d�eterminer la position du point de subdivision
pi�i��� a lieu selon la bissectrice de l	angle �
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Il se forme ainsi deux zones de tailles comparables� dans l	espace de la pyramide�

� La position du point sur le segment est l�eg�erement perturb�ee� pour limiter les e�ets de
l	aliassage�
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Cette phase de la subdivision a lieu uniquement selon des crit�eres g�eom�etriques� Elle est
relativement rapide� car aucune intersection de rayon avec la sc�ene n	est calcul�ee�

	������ Calculs de visibilit�e

Dans cette �etape� toutes les cellules cr�e�ees par la subdivision g�eom�etrique sont visit�ees�
a�n de d�eterminer leur contribution �energ�etique� Pour tester la visibilit�e d	une cellule� cinq
rayons d	ombre sont g�en�er�es � un vers chacun des quatre sommets� et un vers un point al�eatoire
proche de l	axe de la pyramide sous
tendue par la cellule� En pratique� ce dernier point est
choisi �a proximit�e de la bissectrice de la diagonale semblant la plus grande� vue depuis le
point de calcul� Trois cas sont alors possibles �

� Les cinq points sont visibles � la cellule est consid�er�ee comme �etant compl�etement
visible� et sa contribution est calcul�ee avec l	�equation ��
�

� Les cinq points sont masqu�es � la contribution �energ�etique de la cellule est nulle�

� Les cinq points ne sont pas tous visibles � lorsque Ns sommets sont visibles�
avec � � Ns � �� alors �

� Si le niveau maximal de r�ecursivit�e est atteint� la contribution de la cellule est
calcul�ee avec l	�equation ��
� puis est pond�er�ee par le ratio Ns

� �

� Sinon la cellule est subdivis�ee en quatre pav�es adjacents� qui ont le point central
d�ej�a d�etermin�e comme sommet commun� Les autres sommets sont obtenus en
calculant les bissectrices des angles sous
tendus par les ar�etes de la cellule actuelle�
Le processus est r�eit�er�e r�ecursivement pour chacun de ces quatre pav�es�

Comme la premi�ere �etape est une division en bintree des cellules �section ����
����
on suppose pour cette deuxi�eme phase qu	elles sont su�samment �equilibr�ees pour
appliquer une subdivision en quadtree� Ceci permet de r�eduire le nombre total
de rayons d	ombre� gr�ace au plus grand nombre de sommets communs� A chaque
niveau� les informations de visibilit�e calcul�ees au niveau pr�ec�edent sont r�eutilis�ees
pour les sommets communs� Le point central �etant proche de l	axe de la pyramide�
les quatre zones ont une importance comparable� car elles d�e�nissent des angles
solides proches�

Comme lors de l	�etape de subdivision g�eom�etrique� une l�eg�ere pertubation de la
position des sommets sur les ar�etes att�enue les e�ets de l	aliassage�

Cette op�eration de calcul de visibilit�e est la plus co�uteuse� car il faut calculer les inter

sections des rayons d	ombre avec la sc�ene� La m�ethode propos�ee ici limite le nombre total de
rayons� en cherchant �a tout moment �a cr�eer des zones homog�enes� dans un rep�ere li�e au point
de vue� et non pas �a la source� La subdivision est remise �a jour pour chaque point de calcul�
puisque le point de vue varie� Dans l	ensemble� la subdivision est �ne seulement aux endroits
o�u cela est n�ecessaire�

	���� Exemples de subdivisions adaptatives

La �gure ��� repr�esente une chaise �eclair�ee par une source surfacique rectangulaire plac�ee
au dessus
d	elle� l�eg�erement en avant� qui g�en�ere des p�enombres complexes sous les barreaux�
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Fig� ��� ! Echantillonnage ponctuel ����
rayons par pixel� dur�ee � min�

Fig� ��� ! Echantillonnage adaptatif �du

r�ee � min�

A�n de servir de r�ef�erence� elle est calcul�ee avec un �echantillonnage constant de la source
���� rayons par pixel�� Pour une taille d	image de ���x��� pixels� avec un germe initial de

����
����
DLV �section ������� et sur une machine �equip�ee d	un processeur MIPS R����� �a ���

Mhz� le temps de calcul est d	environ � minutes�
La �gure ��� repr�esente la m�eme sc�ene� calcul�ee avec notre m�ethode d	�echantillonnage

adaptatif de la source� en environ � minutes� Pour la phase de subdivision g�eom�etrique� la
taille maximale d	angle solide est de � ���� sr� et pour les calculs de visibilit�e la profondeur de
r�ecursivit�e est limit�ee �a � niveaux� Visuellement� les images ��� et ��� sont indistinguables� La
distance moyenne pixel �a pixel est d	environ �� 
 dans l	espace de couleur Luv �section ������
��
pour lequel le seuil de perception est sup�erieur �a ��

�a� �b� �c� �d�

Fig� ��� ! Subdivision adaptative d�une source rectangulaire

Sur la �gure ���� la m�eme chaise est vue sous un angle di��erent� o�u les d�etails de la
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p�enombre se distinguent mieux� Les subdivisions de la source rectangulaire sont repr�esent�ees
sous une forme sch�ematique� pour quatre points a� b� c� et d de la sc�ene� sur les �gures
����a�� ����b�� ����c�� et ����d�� Les traits symbolisent les segments cr�e�es lors de la phase de
subdivision g�eom�etrique� et les points correspondent aux rayons e�ectivement lanc�es�

� Le point a est relativement �eloign�e de la source� et presque dans son plan tangent� La
source enti�ere est donc vue sous un angle solide petit� De plus il n	y a pas d	occlusion�
La subdivision grossi�ere en quatre pav�es est su�sante�

� Le point b est situ�e dans la p�enombre du montant vertical du dossier de la chaise�

� Le point c est proche du point b� mais hors de la p�enombre� Le d�ecoupage g�eom�etrique
est presque le m�eme� mais le nombre de rayons est tr�es di��erent� Dans le cas b la
subdivision est plus forte sur la partie gauche de la source� qui est partiellement masqu�ee
par le montant du dossier�

� Le point d est situ�e sous la chaise� et il est en partie masqu�e par plusieurs barreaux�
qui produisent une subdivision complexe�

Fig� ���� ! In�uence de l�orientation d�une source allong�ee

La �gure ���� montre l	in�uence de l	orientation d	une source allong�ee sur l	allure de la
p�enombre� La longueur de la source est dix fois plus grande que sa largeur� et la rotation a lieu
autour du centre de gravit�e� L	apparente di��erence de taille de la source entre les deux images
est due �a la distortion de la projection� Cet exemple simule approximativement l	�eclairement
d	un luminaire contenant un tube �uorescent�

	���	 Sources surfaciques uniformes non rectangulaires

	���	�� Principe

Les sources planes non rectangulaires sont prises en compte en les incluant dans une
source rectangulaire englobante� Les zones n	appartenant pas �a l	intersection des deux sont
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ignor�ees lors des calculs d	�eclairement� C	est le principe de la peinture au pochoir� avec un
masque reproduisant en n�egatif la forme de la source�

La phase de subdivision g�eom�etrique� dont le seul crit�ere est la valeur de l	angle solide�
n	est pas modi��ee� L	enveloppe rectangulaire sert de guide aux divisions� car les sources
surfaciques de forme quelconque n	induisent pas en g�en�eral un sch�ema de d�ecoupage naturel�

Par contre� un crit�ere suppl�ementaire est introduit lors des calculs de visibilit�e � le point
est
il �a l	int�erieur ou �a l	ext�erieur de la source- Tout point situ�e �a l	ext�erieur est consid�er�e
comme masqu�e� comme s	il subissait l	obstruction d	un objet de la sc�ene� ce qui in�uence la
d�ecision de subdiviser ou non la cellule� Ce crit�ere uniquement g�eom�etrique est test�e sans
g�en�erer de rayons suppl�ementaires�

	���	�� Exemple de simulation d�une source circulaire

�a� �b�

Fig� ���� ! Subdivision adaptative d�une source circulaire

Simuler avec cette m�ethode une source circulaire est tr�es simple� Le crit�ere d	appartenance
est la distance entre le point et le centre de la source� qui doit �etre inf�erieure au rayon de
cette derni�ere� Des exemples de subdivisions sont reproduits sur la �gure ����� selon le m�eme
principe que pour la �gure ���� Les rayons ne sont explicitement lanc�es que pour les points
situ�es �a l	int�erieur du disque� avec une densit�e plus forte dans les zones les plus in�uentes�
Le point a� relativement �eloign�e de la source et ne subissant aucune obstruction� produit une
d�ecomposition grossi�ere� Le point b� partiellement occult�e par les barreaux de la chaise� induit
une subdivision beaucoup plus complexe� avec un plus grand ra�nement des fronti�eres entre
les zones masqu�ees et visibles�

La �gure ���� repr�esente toujours la m�eme chaise que dans la section pr�ec�edente� mais
cette fois elle est �eclair�ee par un source circulaire� de m�eme puissance et de m�eme aire que la
source rectangulaire de la �gure ���
� Cette derni�ere �gure est identique �a la �gure ���� Elle
est reproduite ici pour faciliter la comparaison�

Des di��erences sont perceptibles dans l	allure de la p�enombre� mais elles sont tr�es faibles�
pratiquement insigni�antes� Elles deviennent signi�catives uniquement lorsque la source est
tr�es proche des objets �eclair�es� Ce ph�enom�ene est �etudi�e par Ashdown dans �Ash�
�� Il montre
que la g�eom�etrie d	une source n	a pas vraiment d	in�uence sur l	�eclairement qu	elle produit
au del�a d	une certaine distance� qui d�epend de la forme et des dimensions de la source� Il
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Fig� ���� ! Source circulaire Fig� ���
 ! Source rectangulaire

utilise ces r�esultats pour �xer les limites de validit�e de la simulation des sources de formes
complexes par des agencements de sources ponctuelles�

	�	 Sources surfaciques non uniformes

Dans cette section� nous pr�esentons bri�evement une extension de la m�ethode de prise
en compte des sources surfaciques planes uniformes �a des sources plus complexes� Il s	agit
de mod�eliser des sources non uniformes� pour s	approcher des caract�eristiques mesur�ees de
luminaires r�eels� ou non planes pour simuler les e�ets de la lumi�ere naturelle� Ces m�ethodes
sont actuellement en cours d	impl�ementation�

	�	�� Principe

La m�ethode de subdivision adaptative pr�esent�ee ci
dessus peut �etre �etendue aux sources
surfaciques non uniformes� Un crit�ere suppl�ementaire vient alors piloter la phase de subdivi

sion� bas�e sur l	homog�en�eit�e �energ�etique des zones cr�e�ees�

La luminance �emise par un point de la surface de la source peut varier avec sa position�
et aussi avec la direction �eclair�ee� Il se pose alors un s�erieux probl�eme de repr�esentation
des donn�ees� puisque l	on doit pouvoir d�eterminer en chaque point la luminance �emise dans
chaque direction� Une solution possible consiste �a utiliser� pour repr�esenter la r�epartition
�energ�etique� des m�ethodes de repr�esentation de BRDF mesur�ees� En e�et� il s	agit dans ces
deux cas de stocker des donn�ees qui d�ependent �a la fois d	une position et d	une direction� Des
repr�esentations simpli��ees par harmoniques sph�eriques �SAWG��� ou par un mod�ele �a lobes
�LFTG��� sont envisageables� mais elles supposent tout de m�eme la gestion d	un tr�es grand
nombre de param�etres�
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	�	�� Lumi
ere naturelle

	�	���� Eclairement naturel

Fig� ���� ! Photographie d�un ciel peu nuageux avec un objectif ��il de poisson�

Les sources traditionnelles ne permettent pas une simulation correcte de l	�eclairement na

turel� En e�et� la mod�elisation du soleil par une source sph�erique est d	une pr�ecision su�sante�
mais la lumi�ere parvenant au sol est fortement perturb�ee par sa travers�ee de l	atmosph�ere�
m�eme en l	absence de brumes ou de nuages� Ainsi� suite aux ph�enom�enes de di�usion� une
quantit�e importante de lumi�ere provient de directions autres que celle o�u est situ�e le soleil� De
plus� la distribution n	est pas uniforme� et varie fortement avec les conditions m�et�eorologiques�

Dans le cadre de l	architecture� et plus particuli�erement de l	�eclairagisme �Mit���� il est
important de mod�eliser correctement l	�eclairement provenant du ciel� Les simulations de
sc�enes ext�erieures� ou de sc�enes int�erieures �eclair�ees �a travers une fen�etre� n�ecessitent des
mod�eles de ciel� On distingue des mod�eles analytiques� empiriques� et des mod�eles obtenus
�a partir de mesures physiques� Ces derniers sont plus di�ciles �a mettre en �uvre� car ils
engendrent un tr�es grand nombre de donn�ees num�eriques�

	�	���� Mod�eles analytiques de ciel

La CIE � fournit quelques formules th�eoriques pour �evaluer la luminance �emise depuis
un point P de la vo�ute c�eleste vers un point x du sol ��gure ������ Ces mod�eles empiriques
ne sont pas aptes �a simuler l	enti�ere diversit�e des ph�enom�enes naturels� Ils reproduisent
approximativement la variation de la luminance en fonction de la position sur le ciel� assimil�e
�a un h�emisph�ere de rayon in�ni�

Nous donnons ces r�esultats dans deux cas extr�emes diurnes � un ciel uniform�ement couvert�
et un ciel clair o�u le soleil est visible�

Ciel couvert Le mod�ele analytique de ciel couvert� dit de Moon et Spencer� a �et�e
normalis�e par la CIE en ����� La luminance d�epend uniquement de l	angle z�enithal �� selon
la formule tr�es simple �

L��� # Lz
� & � cos�



o�u

Lz # ��& ��
� sin h� W
m��
sr��

�� Commission Internationale de l�Eclairage
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est la luminance du z�enith� h� �etant la distance angulaire du soleil�
Ce mod�ele d�ecrit assez �d�element un ciel diurne� avec une couverture nuageuse tr�es dense�

La luminosit�e est maximale au z�enith� et elle d�ecro��t progressivement en se rapprochant de
l	horizon�

Fig� ���� ! G�eom�etrie pour l��eclairement du ciel

Ciel clair Le mod�ele analytique de ciel clair est plus complexe que celui de ciel couvert�
car la position du soleil intervient directement� Il a �et�e normalis�e par la CIE en ���
� La
luminance incidente �emise depuis le point P varie avec l	angle z�enithal �� l	�ecart angulaire �
entre P et la position du soleil ��gure ������ et l	angle z�enithal du soleil z� �

L��� �� z�� # Lz
��
�� & ��e��� & �
�� cos� ����� e

�����
cos � �

�
��� ��
��& ��e��z� & �
�� cos� z��

Une valeur empirique de la luminance au z�enith est donn�ee par �

Lz # ��� & �
h� & h��h� � 
��e�
�����h���
� W
m��
sr��

o�u h� est la distance angulaire du soleil� exprim�ee en degr�es�

Energie solaire L	�eclairement direct produit par le soleil sur une surface horizontale
est empiriquement donn�e par �

Esoleil # ���� ��� e��
���h�� sin h� W
m��

o�u h� est la distance angulaire du soleil� exprim�ee en degr�es�

	�	���� Mod�eles mesur�es de ciel

Les mod�eles analytiques vus pr�ec�edemment sont trop simples pour simuler toutes les con�

gurations possibles de ciel� Par exemple� ils ne simulent pas les ciels partiellement nuageux ou
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brumeux laissant traverser directement une partie des rayons solaires ��gure ������ De plus�
ils ne tiennent pas compte des conditions m�et�eorologiques particuli�eres au lieu consid�er�e�
Pour obtenir une bonne ad�equation entre les simulations et les r�ealisations� il est n�ecessaire
de disposer de donn�ees r�eelles� en divers lieux g�eographiques� �a diverses heures de la journ�ee�
et sous di��erentes conditions climatiques repr�esentatives�

Le Laboratoire des Sciences de l	Habitat �LASH�� de l	Ecole Nationale des Travaux Publics
de l	Etat �ENTPE� de Vaulx
en
Velin� r�ealise depuis plusieurs ann�ees des mesures r�eguli�eres
de l	�eclairement naturel� en divers sites mondiaux� Il dispose ainsi d	une base de donn�ees
obtenues dans des conditions r�eelles �FLM���� d�ecrivant quantitativement et qualitativement
l	�energie provenant des di��erentes r�egions du ciel� Notre m�ethode de calcul d	images sera
prochainement adapt�ee �a la prise en compte de ces donn�ees physiques�

Fig� ���� ! Eclairement du ciel �a travers une fen�etre

	�	���� Subdivision adaptative de la vo�ute c�eleste

Une fen�etre �eclairant l	int�erieur d	une pi�ece peut �etre simul�ee par une source plane rectan

gulaire ��gure ������ La m�ethode de subdivision adaptative d�evelopp�ee ci
dessus permet de
la d�ecouper en �el�ements d	angles solides approximativement identiques� La luminance qu	ils
�emettent est obtenue en les projetant sur la vo�ute c�eleste� puis en faisant appel �a un mo

d�ele de ciel� analytique ou mesur�e� La variation de luminance sur leur surface est alors un
crit�ere de subdivision suppl�ementaire� jusqu	�a atteindre un seuil pr�ed�etermin�e d	uniformit�e�
Les �eventuelles obstructions par les autres objets sont d�etect�ees lors de la derni�ere phase� en
lan�cant des rayons d	ombre vers les �el�ements de surface�

Dans le cas d	une sc�ene ext�erieure� l	ensemble du ciel doit �etre pris en compte� En nous
inspirant de la technique de l	h�emicube �CG���� utilis�ee en radiosit�e pour d�eterminer les fac

teurs de forme� et de Tadamura �TNK��
�� nous proposons d	englober le point courant dans
une bo��te compos�ee de cinq fen�etres rectangulaires adjacentes ��gure ������ Elles n	inter

viennent pas directement dans le r�esultat global� mais elles servent de support initial lors de
la phase de subdivision adaptative� La vo�ute c�eleste est d�ecompos�ee en cinq zones ind�epen

dantes� qui sont subdivis�ees adaptativement comme les fen�etres simples� Leurs contributions
sont �nalement cumul�ees pour obtenir l	�eclairement total du ciel�
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Fig� ���� ! Subdivision initiale du ciel complet



Chapitre �

Impl�ementation et r�esultats


�� Impl�ementation

����� Lancer de rayons YART

Le logiciel de lancer de rayons YART �Yet Another Ray
Tracer� a �et�e d�evelopp�e par
Marc Roelens �Roe�
� �a l	Ecole des Mines de Saint
Etienne� Il est �ecrit en langage C� pour
l	e�cacit�e� mais sous forme de modules ind�ependants dont la philosophie est proche de celle
des langages orient�es objets� YART est utilis�e en base de d�eveloppement et de recherche pour
le laboratoire� aussi bien dans le domaine du rendu que de la g�eom�etrie� La modularit�e totale
permet d	impl�ementer et valider les nouvelles m�ethodes de fa�con compl�etement transparente
pour le reste du programme�

Le module de rendu� qui manipule les �energies� a servi de support �a nos d�eveloppements�
Il est compl�etement s�epar�e du module g�eom�etrique� qui contient la description de la sc�ene et
calcule les intersections avec les rayons� De m�eme� les repr�esentations des sources de lumi�ere�
des mat�eriaux et des textures sont� elles aussi� impl�ement�ees sous forme de modules ind�epen

dants� Le respect de conventions pr�ed�e�nies permet les communications et les �echanges de
r�esultats entre les modules�

����� Occupation de m�emoire

Les structures de donn�ees utilis�ees ont la taille suivante �

�

���
V LI # 

� octets %

�

����
V LD # �� octets %

�

����
V LC # �� octets�

Chaque vecteur �etant encapsul�e dans un n�ud de kd
arbre� il faut ajouter �� octets aux
valeurs pr�ec�edentes� De plus� ils comportent un pointeur vers une donn�ee de type �energie�
form�ee de 
 nombres r�eels ��� octets� avec un mod�ele de couleurs RVB�

Par exemple� l	occupation totale de m�emoire due aux vecteurs lumineux est de l	ordre de
��Mo pour l	image ���
�

���
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����� Repr�esentation des sc
enes par graphe CSG

Cette mod�elisation d�ecompose les sc�enes en un ensemble d	objets �el�ementaires simples�
d�eform�es et assembl�es selon les crit�eres d�esir�es� le tout m�emoris�e avec une structure d	arbre�
Un arbre CSG �Constructive Solid Geometry� est une arborescence classique ��gure ���� dont �

� La racine symbolise la sc�ene �a reproduire�

� Les feuilles repr�esentent des objets �el�ementaires� qui sont d�eform�es puis r�eunis pour
former la sc�ene compl�ete� Ces primitives sont souvent des corps g�eom�etriques simples
�cube� sph�ere� cylindre� tore� c�one� ��� �� mais elles peuvent aussi �etre plus complexes�
des surfaces de B�ezier ou des surfaces implicites par exemple�

� Les n�uds peuvent �etre unaires ou binaires �

� Un n�ud unaire repr�esente une transformations appliqu�ee �a toute sa descendance
�homoth�etie� a�nit�e� rotation� translation� ��� ��

� Un n�ud binaire repr�esente une op�eration de combinaison logique entre ses deux
�ls �union� intersection� soustraction d	un objet �a l	autre ��� ��

+

TT
T

Fig� ��� ! Mod�elisation par arbre CSG Fig� ��� ! Mod�elisation par graphe CSG

La mise en �uvre de cette mod�elisation est plus complexe que celle des ensembles de
facettes� mais la repr�esentation en m�emoire est compacte et les objets d�ecrits ne sou�rent
d	aucune ambigu �t�e g�eom�etrique� De plus� cette m�ethode poss�ede une meilleure tol�erance
envers les impr�ecisions num�eriques� Apr�es de multiples transformations� un objet risque d	�etre
tr�es l�eg�erement plus petit ou plus grand que ce qu	il devrait �etre� mais il sera toujours un
objet parfaitement d�e�ni� Il est en pratique fort improbable qu	un tel d�efaut caus�e par les
seules impr�ecisions num�eriques soit perceptible�

Des am�eliorations ont �et�e apport�ees par Marc Roelens �Roe�
� pour transformer cette
structure arborescente en graphe planaire sans circuits� La mise en place de chemins trans

versaux entre les n�uds permet d	�eviter l	inutile duplication de sous
objets identiques� Par
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exemple� la �gure ��� repr�esente sous forme d	un graphe le m�eme objet que la �gure ���� Les
deux cubes �el�ementaires sont alors r�eunis en un seul et m�eme objet� qui est partag�e par deux
sous
graphes distincts� De la m�eme fa�con� des objets plus �elabor�es peuvent �etre partag�es�
Ainsi� si plusieurs chaises identiques sont repr�esent�ees dans une sc�ene� une seule description
de chaise existe en m�emoire� avec des chemins d	acc�es di��erents qui indiquent les positions�
et �eventuellement des transformations� Le gain en occupation de m�emoire est tr�es important
pour les sc�enes compos�ees de nombreux objets�

����� Description des sc
enes

Le langage CASTOR� d�evelopp�e �a l	Ecole des Mines de Saint
Etienne �Bei��� Roe�
�� est
un langage de description de sc�enes adapt�e �a la repr�esentation par arbre CSG� Il permet la
d�e�nition g�eom�etrique d	objets quelconques� en leur associant des caract�eristiques physiques
�couleur� texture� indice de r�efraction� ��� �� ainsi que des propri�et�es plus g�en�erales de la sc�ene
�position du point de vue� param�etres de projection� ��� �� Ce langage g�ere les inclusions
multiples de �chiers� La r�eutilisation d	objets d�ej�a cr�e�es pour d	autres images est ais�ee�

Des param�etres suppl�ementaires peuvent �etre associ�es aux objets� Il est ainsi relativement
simple d	int�egrer de nouveaux modules de rendu n�ecessitant ces param�etres� Le module g�erant
les informations g�eom�etriques n	a pas �a �etre modi��e� car il sait ne prendre en compte que
les donn�ees le concernant� tout en laissant les autres donn�ees accessibles depuis les autres
modules�

Des modules de d�eveloppement �Biblioth�eques castorC� permettent de d�e�nir des ob

jets directement en langage C� Chacun d	eux est d�e�ni comme une fonction qui repr�esente
une partie de l	arbre CSG de la sc�ene compl�ete� Des modules sp�eci�ques g�erent les diverses
op�erations applicables aux objets� Il est possible de cr�eer des objets avec des param�etres
variables� ce qui est tout particuli�erement utile pour r�ealiser des animations� Il su�t de d�e

crire les trajectoires et les modi�cations des objets au cours du temps� La g�en�eration des
�chiers en langage CASTOR correspondant aux di��erentes images est ensuite compl�etement
automatique�


�� Quelques r�esultats

Nous pr�esentons dans cette section des images r�ealis�ees en utilisant les vecteurs lumineux�
ainsi que des comparaisons avec d	autres m�ethodes� Les temps de calcul sont donn�es �a titre
indicatif� Comme les images sont calcul�ees sur la m�eme machine� une station de travail Silicon
Graphics Indigo � �equip�ee d	un processeur MIPS R����� cadenc�e �a ��� Mhz� et avec la m�eme
impl�ementation logicielle� les dur�ees d	ex�ecution sont approximativement proportionnelles �a
la complexit�e des algorithmes� Elles ne sont pas des preuves irr�efutables de validit�e� surtout
sur des images de test qui ne sont que des cas particuliers� mais elles constituent n�eanmoins
un �el�ement d	appr�eciation fort utile�

����� Comparaison de m�ethodes

Une sc�ene a �et�e calcul�ee avec des algorithmes de rendu di��erents� pour l	estimation du
terme indirect ��gure ���� page ��
�� Elle se compose d	une table� de sph�eres en acier� en
or� et en mati�ere plastique� et d	une unique source ponctuelle� Les mat�eriaux sont simul�es
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avec le mod�ele de Schlick �section ������� Une s�erie de sph�eres est pos�ee sur la table� o�u elles
re�coivent directement la lumi�ere de la source� alors qu	une autre s�erie est plac�ee sous la table�
Ces derni�eres sph�eres sont �eclair�ees seulement par l	�eclairement indirect�

Une image de r�ef�erence de taille ���x��� a �et�e obtenue en environ 
 heures� avec une
m�ethode de Monte Carlo brutale ���� rayons par h�emisph�ere�� pour l	estimation de la com

posante indirecte�

Elle est compar�ee ��gure ���� page ��
� �a des images obtenues par trois autres m�ethodes de
calcul du terme indirect � un terme ambiant constant� notre m�ethode des vecteurs lumineux�
et une m�ethode ne calculant que la composante indirecte di�use pure� similaire �a la m�ethode
de Ward �section 
���
��

La colonne de droite contient les images de di��erence dans l	espace de couleurs Luv� Les
zones claires indiquent les plus grands �ecarts� Pour chaque cas� nous indiquons la di��erence
moyenne pixel �a pixel e et l	�ecart
type correspondant ��

Il appara��t clairement que la m�ethode du terme ambiant constant introduit des di��erences
notables� mais sa grande rapidit�e permet des pr�evisualisations lors de la conception des sc�enes�
La m�ethode des vecteurs lumineux est la plus proche de l	image de r�ef�erence� avec une erreur
moyenne assez mod�er�ee� et une vitesse assez rapide ��� fois plus rapide que le calcul complet��
Ne pas tenir compte des aspects directionnels du l	�eclairement indirect g�en�ere de plus grandes
erreurs� surtout pour les objets dont la composante sp�eculaire est importante�

����� In�uence des param
etres �cas direct�

Une s�erie d	images de la m�eme sc�ene� une chaise �eclair�ee par une source plane� a �et�e r�ea

lis�ee� avec des param�etres d	interpolation di��erents� uniquement pour la composante directe�
Les images ne sont pas antialiass�ees� a�n de ne pas fausser les comparaisons en ajoutant des

variations autres que celles dues �a l	interpolation des
����
V LD� Pour la m�eme raison� un terme

ambiant constant simule les �eclairements indirects�

La source est de taille relativement grande ��x��� m��� et elle est pla�c�ee �a une faible hau

teur ����m�� l�eg�erement en avant de la chaise a�n d	avoir une p�enombre complexe visible sous
les barreaux de la chaise� L	angle solide maximal est de �� ��� sr� ce qui g�en�ere en moyenne
�� rayons par calcul d	�eclairement direct� avec notre m�ethode de subdivision adaptative�

Une image de r�ef�erence a �et�e calcul�ee sans interpolation� en une dur�ee de ��	 
��� pour
une taille de ���x���#���
� pixels�

Le tableau ��
 r�ecapitule les r�esultats num�eriques de cette s�erie de tests� La colonne

�Germe� indique le nombre initial de
����
V LD calcul�es en des point al�eatoires de la sc�ene� avant

le parcours complet des pixels� R est le rayon de la zone de recherche des
����
V LD valides pour

l	interpolation� et V est le seuil de rejet sur la variance des candidats� La distance moyenne
par rapport �a l	image de r�ef�erence� dans l	espace perceptuel Luv� est indiqu�ee� ainsi que
l	�ecart
type correspondant� Ces donn�ees sont comment�ees plus loin�

L	image de r�ef�erence et les images caract�eristiques des lignes �a� �a �d� ��gure ���� page ����
permettent de visualiser l	in�uence du seuil sur la variance tol�er�ee� La colonne centrale
contient les images de di��erence dans l	espace de couleurs Luv� Les zones claires indiquent
les plus grands �ecarts� Les images de colonne de droite repr�esentent en noir les pixels pour

lesquels les
����
V LD ont e�ectivement �et�e calcul�es� Elles con�rment que le choix de ce seuil est

important pour la d�etection des zones de p�enombre�
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Fig� ��
 ! Tableau r�ecapitulatif de l�in�uence des param�etres �cas direct�

Les valeurs num�eriques des distances par rapport �a l	image de r�ef�erence sont tr�es faibles�
bien en de�c�a du seuil de sensibilit�e dans l	espace Luv� qui est de l	ordre de �� En fait� il s	agit
d	une distance moyenne� pixel �a pixel� Pour notre m�ethode� les zones d�elicates de l	image sont
les zones de p�enombre� dont l	aire est relativement petite� La distance moyenne est donc peu
a�ect�ee par les erreurs locales� Cette donn�ee n	est donc pas su�sante pour comparer deux
images� L	�ecart
type est un �el�ement suppl�ementaire de jugement �a ne pas n�egliger� Sur cet
exemple� des artefacts visibles apparaissent lorsque la valeur de l	�ecart
type devient du m�eme
ordre que celle de la distance moyenne�

Il nous manque une r�eelle notion de distance entre images� ce qui est toujours un sujet de
recherche ouvert �Rou����
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R�ef�

�a�

�b�

�c�

�d�

Fig� ��� ! In�uence des param�etres �cas direct�

Ces r�esultats ne sont pas d	une interpr�etation ais�ee� car le choix des param�etres optimaux
ob�eit en fait �a des contraintes contradictoires� Si la zone de recherche est trop petite� il ar


rivera souvent que l	on ne trouve pas assez de
����
V LD pour interpoler� Par contre� si elle est
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trop grande� la variance maximale des �echantillons sera souvent d�epass�ee� Les param�etres
sont li�es� et leur choix d�epend fortement de la sc�ene� Actuellement� ils sont �x�es empirique

ment et arbitrairement� L	id�eal serait qu	ils puissent varier adaptativement� en fonction de la
complexit�e de la sc�ene et de la pr�ecision d�esir�ee�

����� In�uence des param
etres �cas indirect�

La sc�ene de test ��gure ���� page ���� repr�esente une pi�ece compl�etement ferm�ee� Elle
contient une chaise en bois� et une sph�ere de verre l�eg�erement teint�e� soutenue �a quelques
centim�etres du sol par un support m�etallique� L	�energie est fournie uniquement par une
source plane orient�ee vers le plafond� maintenue par un bras articul�e �x�e au mur� Elle n	est
pas centr�ee dans la pi�ece� a�n d	�eviter une sym�etrie des p�enombres� Tous les mat�eriaux sont
di�us� �a l	exception de la sph�ere et de son support�

Seuls le plafond et une petite frange sup�erieure des murs sont �eclair�es directement� Les
autres objets ne re�coivent que l	�eclairement indirect� provenant principalement du plafond�
qui se comporte comme une source surfacique non uniforme de grande taille� Il appara��t alors
plusieurs ph�enom�enes relativement di�ciles �a reproduire correctement �

� Le support de la source cr�ee une zone sombre fortement marqu�ee vers le pied� s	�elargis

sant et s	att�enuant vers le bas�

� La chaise et ses barreaux g�en�erent une p�enombre de forme complexe�

� La sph�ere cr�ee une caustique indirecte� en concentrant la lumi�ere provenant de chemins
lumineux de type LDS�DjS��DE� Il s	agit d	une image invers�ee et d�eform�ee du plafond�
o�u l	on distingue une tache rectangulaire correspondant �a la face sombre de la source�
dans la partie inf�erieure droite de la zone claire�

� Les murs� et en partie le sol� sont de grandes surfaces planes� o�u l	�eclairement indirect
engendre un d�egrad�e tr�es r�egulier�

Il s	agit d	un cas particulier� qui n	a donc pas valeur de d�emonstration� Par contre� il
regroupe les principales di�cult�es auxquelles notre m�ethode est sensible� Comme les points
d�elicats sont tous dans la r�egion de la sc�ene ne recevant que l	�eclairement indirect� les d�efauts
dus �a l	interpolation sont tr�es visibles� Nous nous servirons des r�esultats pour faciliter un choix
raisonnable des param�etres de calcul� en fonction des r�esultats d�esir�es� tout en regrettant de
ne pas pouvoir fournir une m�ethode plus g�en�erale�

L	image de r�ef�erence a �et�e obtenue apr�es � h �� min de calculs� en �evaluant en chaque
point le terme indirect par la m�ethode de Monte Carlo compl�ete� sans interpolation� Chaque
h�emisph�ere est �echantillonn�e avec ��� rayons� ce qui engendre un faible niveau de bruit� A�n
de ne pas perturber les comparaisons� l	image n	est pas antialiass�ee�
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La colonne Aspect est une appr�eciation subjective de la qualit�e de l	image� Elle vient
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compl�eter les mesures d	�ecart
type et de variance� qui ne sont que des valeurs moyennes peu
repr�esentatives des aspects visuels� En e�et� un petit nombre de pixels erronn�es a�ecteront
peu ces valeurs� alors qu	ils peuvent avoir un impact psycho
visuel tr�es fort� Les images sont
arbitrairement regroup�ees en cinq classes �

Aspect Description

� Image mauvaise� peu ressemblante et"ou fortement bruit�ee

� Qualit�e m�ediocre� avec un zonage marqu�e et peu de d�etails dans les p�enombres

� Qualit�e acceptable� mais un l�eger zonage est perceptible� et certains d�etails
sont absents


 Bonne qualit�e� mais certains d�etails �ns sont absents

� Image visuellement tr�es proche du mod�ele

Remarques �

� La distance moyenne pixel �a pixel est un bien pi�etre �evaluateur de di��erences entre
images� Les zones posant des probl�emes �etant tr�es petites� elles n	in�uencent pas de
fa�con assez signi�cative la valeur moyenne�

� Le gradient n	est pas su�sant pour d�etecter toutes les zones di�ciles� il doit �etre com

pl�et�e par la condition sur la variance�

� Lorsque les contraintes sont trop rigoureuses� l	e�et obtenu est contraire aux attentes�
Le m�elange des r�egions interpol�ees avec les pixels calcul�es ajoute un bruit important�
La distance moyenne reste faible� mais l	�ecart
type augmente� et les images sont visuel

lement inacceptables� De plus� les temps de calculs augmentent de fa�con importante�

A partir d	un taux d	�echantillonnage su�sant ���� rayons par h�emisph�ere pour cette

image�� on remarque qu	il est pr�ef�erable d	augmenter le nombre de
���
V LI plut�ot que d	aug


menter le nombre de rayons par h�emisph�ere� La contrainte sur le gradient est peu s�elective�
alors que celle sur la variance permet de d�etecter les d�etails �ns� notamment sous la sph�ere� �a
l	int�erieur de la caustique indirecte� Elle augmente cependant les temps de calcul� puisqu	elle

provoque le calcul d	un plus grand nombre de
���
V LI�

Quelques images caract�eristiques ��gure ���� page ���� sont pr�esent�ees� a�n de visuali

ser divers niveaux de qualit�e� Elle sont rep�er�ees par une lettre dans la colonne Aspect du
tableau ����

� L	image �a� est la r�ef�erence� calcul�ee avec une m�ethode de Monte Carlo compl�ete�

� L	image �b� est calcul�ee avec un terme ambiant constant� Il est �evident ici que ce proc�ed�e
n	est pas du tout adapt�e �a ce type de sc�ene�

� L	image �c� est calcul�ee avec des param�etres beaucoup trop tol�erants� ce qui provoque

un bruit excessif� Les zones d	in�uence des trop rares
���
V LI apparaissent nettement�

� L	image �d� est assez grossi�ere� mais elle indique dans ses grandes lignes la r�epartition
de l	�eclairement indirect� Elle est obtenue en moins de 
 minutes�
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� L	image �e� semble satisfaisante d	un premier abord� mais certain d�etails de la p�enombre
sont absents� principalement sous la chaise et �a proximit�e de la �xation du luminaire�
l�a o�u l	hypoth�ese de variation lente de l	�eclairement indirect n	est plus v�eri��ee�

� L	image �f�� obtenue en moins de �� minutes� est presque indiscernable en pratique de
l	image de r�ef�erence� visuellement� Pour cet exemple� le gain de temps est sup�erieur �a
���

����� Images plus complexes

Nous pr�esentons dans cette section des images de sc�enes plus compl�etes� avec une prise
en compte vari�ee de ph�enom�enes�

La �gure ���� page ���� est une boite de Cornell� qui est un mod�ele c�el�ebre en synth�ese
d	image� Elle se compose d	une pi�ece ferm�ee� dont les murs sont de couleurs vives� contenant
un cube mat et un cube brillant� Le plafond est �eclair�e uniquement de fa�con indirecte� et de
ce fait sa couleur est modi��ee par celle des murs� La source surfacique cr�ee des p�enombres

douces� La dur�ee des calculs est de � minutes� avec environ ����
����
V LD et ����

���
V LI �

La �gure ���� page ���� est une autre boite de Cornell� contenant en plus une sph�ere de
verre� �ottant par magie �a quelques centim�etres du sol� Elle est �eclair�ee par une source sph�e

rique� Contrairement �a l	image pr�ec�edente� les caustiques sont calcul�ees� Elles se manifestent
par le re�et du sommet du cube brillant dans l	angle sup�erieur gauche� par une t�ache claire
sous la sph�ere� visible par r�e�exion sur le cube brillant� et par une autre t�ache en avant de la
sph�ere� due �a la lumi�ere r�e��echie par la face avant du cube et traversant la sph�ere� La dur�ee

des calculs est de �
 minutes� avec environ �����
����
V LD� ����

���
V LI et �����

����
V LC� On peut

alors remarquer que l	image pr�ec�edente ��gure ���� est incompl�ete� car les r�e�exions sur le
cube brillant ne sont pas n�egligeables�

La �gure ����� page ���� repr�esente un anneau cannel�e en verre� cr�eant un enchev�etrement

complexe de caustiques� La dur�ee des calculs est de �� minutes� avec environ 
����
����
V LC�

Cette dur�ee assez importante est due au tr�es grand nombre de r�e�exions compl�etes �a l	int�erieur
de l	anneau et aux r�efractions qui g�en�erent de nombreux rayons secondaires� Elle a �et�e r�ealis�ee
par Xavier Serpaggi� lors de son stage de DEA �a l	Ecole des Mines de Saint
Etienne� en �����

La �gure ����� page ���� est une sc�ene d	int�erieur� avec une grande source surfacique qui
simule l	�eclairement d	une fen�etre� Le paysage ext�erieur est une image plaqu�ee sur la fen�etre�
et il n	intervient pas dans les calculs d	�eclairement� Les pieds de la table et des chaises
provoquent une grande subdivision de la source� pour obtenir les nombreuses p�enombres� La

dur�ee des calculs est de ��� minutes� avec environ �����
����
V LD� et ����

���
V LI �

La �gure ����� page �
�� est elle
aussi une sc�ene d	int�erieur� avec un plus grand nombre
d	objets� des textures volumiques vari�ees �bois et marbre�� une texture plaqu�ees �image pla

qu�ee de la girafe�� et combinant des mat�eriaux di�us �murs� sol et plafond� et sp�eculaires

�miroir� bouteilles�� La dur�ee des calculs est de ��� minutes� avec environ �����
����
V LD� et

�����
���
V LI �

La �gure ���
� page �
�� est tr�es similaire �a la �gure pr�ec�edente� mais avec le calcul des
caustiques en plus� L	�energie est fournie par une source surfacique qui cr�ee des p�enombres
douces� La prise en compte des caustiques occasionne l	�eclairement de l	arri�ere de la statue
d	�epoque ind�e�nie pos�ee sur la commode� visible par re�et dans le miroir� Elle cr�ee aussi des
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zones plus lumineuses sous la table� dues elles
aussi �a la r�e�exion de la lumi�ere sur le miroir�
De fa�con moins visible� des petits re�ets suppl�ementaires apparaissent sur les objets en verre�

La dur�ee des calculs est de 
�� minutes� avec environ �����
����
V LD� �����

���
V LI et �����

����
V LC�

����	 Vers un plus grand photor�ealisme

Dans le cadre d	une collaboration avec le laboratoire LASH de l	Ecole Nationale des
Travaux Publics de l	Etat �ENTPE� de Vaulx
en
Velin� une salle de cours a �et�e mod�elis�ee�
pour comparer des images de synth�ese �a des photographies ��gure ����� page �

�� L	objectif
est d	int�egrer� dans un avenir proche� des mesures physiques de l	�eclairement naturel du
ciel� Les premiers r�esultats pr�esent�es ici sont encourageants� bien que de nombreux d�efauts
persistent�

Dans cette version pr�eliminaire� le ciel est simul�e par une source surfacique de grande taille�
ce qui fausse la r�epartitions des ombres� De plus� la mod�elisation g�eom�etrique et les BRDF
des mat�eriaux sont fortement simpli��es� La dur�ee des calculs de l	image est actuellement
sup�erieure �a � heures� mais la simulation par une source surfacique classique n	est pas e�cace�
car elle induit une subdivision excessive �plus de 
�� rayons d	ombres� en moyenne� par calcul
d	�eclairement direct�� La prochaine r�ealisation sera d	impl�ementer un mod�ele de ciel qui soit
�a la fois r�ealiste et optimis�e�
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���� Quelques r�esultats ��


Image de r�ef�erence
Monte Carlo
�
 heures�

Terme ambiant
�� minutes�
e # �� �
 � # �� �


Vecteurs lumineux
����

���
V LI

��� minutes�
e # �� 

 � # �� ��

Indirect di�us pur�
sans terme directionnel
����

�����
V LIdif

��� minutes�
e # �� �� � # �� ��

Fig� ��� ! Di	�erentes m�ethodes de calcul du terme indirect
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�a� �b�

�c� �d�

�e� �f�

Fig� ��� ! In�uence des param�etres �cas indirect�
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���� Quelques r�esultats ���

Fig� ��� ! �Bo��te de Cornell� ����� VLD� ���� VLI� ���

Fig� ��� ! �Bo��te de Cornell� ������ VLD� ���� VLI� ����� VLC� ����
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���� Quelques r�esultats ���

Fig� ���� ! Anneau cannel�e et caustiques ������ VLC� ����

Fig� ���� ! Sc�ene d�int�erieur �eclair�ee par une fen�etre ������ VLD� ���� VLI� �����
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���� Quelques r�esultats �
�

Fig� ���� ! Sc�ene d�int�erieur� sans caustiques ������ VLD� ����� VLI� �����

Fig� ���
 ! Sc�ene d�int�erieur� avec caustiques ������ VLD� ����� VLI� ����� VLC� �����
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���� Quelques r�esultats �



�a� Photographie

�b� Image de synth�ese

Fig� ���� ! Comparaison entre une photographie et une image de synth�ese
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Chapitre �

Conclusion et perspectives

��� Conclusion

Les images de synth�ese actuelles ne sont pas tr�es r�ealistes� visuellement comme physique

ment� car elles sou�rent de trop nombreuses simpli�cations� En particulier� les descriptions
des sc�enes ne d�ecrivent pas l	ensemble des d�etails caract�eristiques des objets� et les mod�eles de
calcul d	�eclairement ne simulent pas toutes les propri�et�es physiques des interactions lumi�ere

mati�ere� Durant cette th�ese� nous nous sommes attach�es �a am�eliorer ce deuxi�eme point� pour
prendre en compte l	�eclairement global en limitant le nombre de calculs�

Nous avons pr�esent�e un mod�ele vectoriel g�en�eral� repr�esentant la lumi�ere en un point d	une
surface � le vecteur lumineux� Il prend en compte �a la fois l	ensemble de l	�energie incidente� et
les propri�et�es physiques locales du mat�eriau� La sc�ene compl�ete est plong�ee dans un champ
vectoriel� Lorsque sa valeur en un point n	est pas connue� un vecteur lumineux approch�e peut
se d�eduire par interpolation de valeurs d�ej�a calcul�ees dans son voisinage� en exploitant des
propri�et�es de continuit�e� apr�es avoir �etabli des crit�eres de validit�e�

Pour faciliter les interpolations� la lumi�ere incidente est d�ecompos�ee en trois termes �
direct� indirect et caustique� Les variations de ces trois composantes sur une surface sont
di��erentes� Les crit�eres de validit�e sont alors optimis�es pour ces trois cas particulier� D	autres
d�ecompositions sont envisageables� pour d�etailler plus �nement les ph�enom�enes simul�es� Le
mod�ele du vecteur lumineux uni�e les repr�esentations des diverses composantes lumineuses�

Parall�element� nous avons d�evelopp�e une proc�edure de subdivision des sources surfaciques
planes rectangulaires� organis�ee selon une structure hi�erarchique binaire� qui r�eduit le nombre
total d	�echantillons� Nous avons montr�e que le proc�ed�e s	adapte facilement �a des sources
planes de forme quelconque� Il est ensuite �etendu �a des sources h�emisph�eriques� dans le but
de simuler des ciels naturels�

Actuellement� il appara��t que seules les m�ethodes de Monte Carlo soient capables de si

muler l	ensemble des ph�enom�enes physiques sans simpli�cations outranci�eres� au moins d	un
point de vue th�eorique� En e�et� elles sont capables de reproduire les comportements stochas

tiques des photons de lumi�ere lorsqu	ils rencontrent les mol�ecules de la mati�ere� Cependant� il
ne nous est pas possible de mod�eliser avec une telle �nesse� et de toute fa�con les capacit�es des
ordinateurs actuels seraient beaucoup trop limit�ees pour traiter de telles quantit�e de donn�ees�

Les m�ethode par �el�ements �nis sont beaucoup plus di�ciles �a �etendre au del�a de leur
cadre initial� Par contre� elle fournissent relativement rapidement une solution approch�ee

�
�
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satisfaisante au probl�eme de l	�eclairement indirect� Celles
ci peuvent �etre exploit�ees par des
m�ethodes de Monte Carlo� en tant que solution initiale� pour r�eduire la variance� et acc�el�erer
la convergence vers un r�esultat plus pr�ecis�

Le mod�ele des vecteurs lumineux a �et�e impl�ement�e au sein d	un logiciel de lancer de
rayons� La m�ethode a �et�e test�ee dans di��erentes conditions� par rapport �a des images de
r�ef�erence calcul�ees sans interpolation� La r�eduction des temps de calcul est importante� pour
des di��erences en g�en�eral faibles� souvent visuellement insigni�antes� Avec ces optimisations�
il est donc possible de prendre en compte un plus grand nombre de ph�enom�enes physiques�
sans p�enaliser exag�er�ement la dur�ee des calculs�

Nous esp�erons que cette contribution permette une avanc�ee vers un plus grand r�ealisme
des images de synth�ese�

��� Perspectives

De nombreux sujets n	ont �et�e qu	�a peine e.eur�es durant ces travaux� et quelques autres
n	ont m�eme pas �et�e abord�es� Il demeure de nombreuses questions ouvertes� qui m�eriteraient
d	�etre trait�ees en d�etail� Nous donnons ici une liste des principaux th�emes connexes �a cette
th�ese� que nous souhaiterions voir d�evelopp�es dans un proche avenir� Elle n	est malheureu

sement pas exhaustive� tellement le domaine de la synth�ese d	images r�ealiste est vaste� et
encore peu explor�e�

� La prise en compte de BRDF mesur�ees sur des mat�eriaux r�eels� avec leurs in�evitables
imperfections de surface� serait un atout certain pour am�eliorer le r�ealisme des images�
Il semble indispensable d	aborder cet aspect de la mod�elisation pour les simulations
d	�eclairagisme�

� Mod�eliser correctement la lumi�ere naturelle est indispensable pour une utilisation en
architecture de la synth�ese d	images� Les quelques mod�eles th�eoriques propos�es par
la CIE sont trop simplistes pour simuler la diversit�e des �eclairements naturels� qui
d�ependent �a la fois de param�etres g�eographiques et climatiques�

� La mod�elisation de sources non
lambertiennes permettrait de simuler des luminaires di

rectionnels� Il peut s	agir� par exemple� de phares d	automobiles� ou de fen�etres �equip�ees
de stores sophistiqu�es�

� La prise en compte de milieux participants augmenterait encore la gamme des ph�e

nom�enes simul�es� La tr�es grande complexit�e de leur mod�elisation r�ealiste constitue
cependant un frein �a leur mise en �uvre pratique� Des travaux r�esolvent partiellement
ce probl�eme� qui reste ouvert actuellement�

� Nous utilisons un mod�ele de couleurs classique �a trois composantes �rouge� vert� bleu��
Cette repr�esentation n	est pas capable de simuler correctement la r�e�exion de la lu

mi�ere� car elle ne travaille que sur des couleurs m�etam�eres dont le m�elange n	a pas de
signi�cation� L	utilisation d	un mod�ele de couleurs spectral� plus lourd �a manipuler� r�e

soud ce probl�eme� Le d�eveloppement r�ecent de repr�esentations adaptatives de spectres
semble une solution �el�egante�



���� Perspectives �
�

� Nous n	avons pas du tout abord�e le probl�eme des grandes sc�enes� avec de nombreux
objets et de nombreuses sources� ni celui des sc�enes ext�erieures qui cumulent ces deux
aspects� Notre m�ethode est en th�eorie applicable dans ce cas� avec des ressources impor

tantes� Il sera sans doute indispensable de d�evelopper des optimisations plus sp�eci�ques�

� Pour le calcul de la composante indirecte des �eclairements� nous avons impl�ement�e une
m�ethode de Monte Carlo simple� mais biais�ee� Il serait int�eressant de la remplacer par
une m�ethode plus �able� le suivi de chemins par exemple� avec laquelle un contr�ole
d	erreur serait envisageable� Il serait alors possible d	am�eliorer incr�ementalement les
r�esultats�

� Les interpolations de vecteurs lumineux utilisent des param�etres arbitraires et empi

riques comme seuils de validit�e� En connaissant mieux les erreurs introduites� des solu

tions adaptatives automatiques pourraient calculer ces param�etres durant l	ex�ecution
du programme� en fonction de la pr�ecision souhait�ee et des caract�eristiques de l	image�

� Une estimation globale de l	erreur� pour toutes les composantes lumineuses� en cours
de calcul� permettrait un contr�ole adaptatif de la pr�ecision des images produites�

� L	introduction de notions psycho
visuelles permettrait d	adapter la pr�ecision des calculs
�a la sensibilit�e du syst�eme visuel humain� Lorsqu	ils n	in�uencent pas d	autres r�esultats�
il est inutile de calculer des d�etails que l	observateur ne peut percevoir�
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Annexe A

M�ethodes de Monte�Carlo

Cette section d�ecrit les fondements math�ematiques des principales m�ethodes de Monte
Carlo� notamment celles utilis�ees en synth�ese d	images� Les ouvrages de Hammersley et Hand

scomb �HH��� et Rubinstein �Rub��� pr�esentent toutes les d�e�nitions et d�emonstrations indis

pensables� De plus� les travaux de th�ese de Dutr�e �Dut���� Lafortune �Laf���� Maillot �Mai���
et Veach �Vea��� ont �et�e largement exploit�es� pour extraire les notions minimales utiles en
synth�ese d	images�

A�� Pr�esentation

L	expression m�ethodes de Monte Carlo d�esigne une famille de proc�ed�es math�ematiques
utilis�es pour le calcul num�erique d	int�egrales� Leur principale caract�eristique commune est de
faire appel �a des variables al�eatoires pour am�eliorer statistiquement les vitesses de conver

gence� par rapport aux techniques d	int�egration num�eriques classiques� De plus leur com

plexit�e reste constante quelle que soit la dimension de l	espace consid�er�e� L	augmentation des
capacit�es de calcul des ordinateurs a d�eclench�e r�ecemment leur d�eveloppement pour r�esoudre
des probl�emes scienti�ques de tous horizons� Elles sont de plus particuli�erement bien adap

t�ees �a la simulation de ph�enom�enes physiques ou interviennent des lois probabilistes� tels que
l	�etude des mouvements de particules�

Le nom de Monte Carlo est emprunt�e �a une c�el�ebre petite cit�e baln�eaire� qui doit elle
aussi son succ�es �a la ma��trise des variables al�eatoires� dans le domaine des jeux de hasard�

A�� Quelques rappels de probabilit�es

A���� D�e�nitions

Une variable al�eatoire r�eelle X est une application de '� l	ensemble des �ev�enements r�ea

lisables� vers IR� Elle d�ecrit les r�esultats possibles d	une exp�erience�

La fonction de r�epartition FX indique la probabilit�e que la valeur de la variable al�eatoire
X soit inf�erieure ou �egale �a une valeur x donn�ee �


x� FX�x� # P �X � x�

�
�
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On lui associe une fonction de densit�e de probabilit�e f � qui v�eri�e les conditions suivantes�

�
 
x � IR� f�x� � �

�

Z ��

��
f�x� dx # �



 FX�x� # P �X � x� #
Z x

��
f�y� dy

La densit�e de probabilit�e est la d�eriv�ee de la fonction de r�epartition � f�x� # dFX�x�
dx � Pour

une valeur x donn�ee� f�x�dx repr�esente la probabilit�e que la valeur de la variable al�eatoire
soit �egale �a x� La probabilit�e que cette valeur soit comprise entre deux bornes a et b est �
P �a � x � b� #

R b
a f�x�dx # FX�b�� FX�a�� La fonction gaussienne� en forme de cloche� est

un exemple classique de densit�e de probabilit�e�

L	esp�erance d	une variable al�eatoire X est �egale �a la valeur moyenne obtenue en r�ealisant
une in�nit�e �ou tout du moins un tr�es grand nombre� d	exp�eriences� soit encore �

E�X� #

Z ��

��
xf�x� dx

La variance indique la fa�con dont sont r�eparties les valeurs de x autour de l	esp�erance �

V �X� #
Z ��

��
�x� E�X���f�x�dx

# E�X��� �E�X���

Deux relations usuelles se d�eduisent des d�e�nitions de l	esp�erance et de la variance �


a � IR E�aX� # aE�X� V �aX� # a�V �X�

L	�ecart
type� ou erreur standard� est �egal �a la racine carr�ee de la variance � ��X� #
q
V �X�

�

Plus g�en�eralement� si g est une fonction de la variable al�eatoire X � alors �

E�g�X�� #

Z ��

��
g�x� f�x� dx

et V �g�X�� #
Z ��

��
�g�x�� E�g�X����f�x�dx

# E�g�X���� �E�g�X����

A���� Tirage al�eatoire selon une distribution donn�ee

Les g�en�erateurs al�eatoires informatiques courants produisent des s�eries de nombres uni

form�ement distribu�es sur un intervalle donn�e� La bonne qualit�e de la distribution obtenue
est su�sante pour les applications usuelles en synth�ese d	images� Il est possible de les utiliser
pour g�en�erer des distributions respectant une fonction de r�epartition donn�ee� La m�ethode �a
utiliser d�epend alors des donn�ees disponibles�



A��� Calcul num�erique d�int�egrales ���

Fonction de r�epartition r�eciproque Le plus simple� lorsque la formulation analy

tique le permet� est d	utiliser la r�eciproque de la fonction de r�epartition� Si un nombre u est
choisi al�eatoirement de fa�con uniforme sur l	intervalle ��� ��� alors F��X �u� respecte la distri

bution de la variable al�eatoire X �

Lorsque les donn�ees ont �et�e obtenues exp�erimentalement� des tables num�eriques per

mettent d	obtenir rapidement une approximation de F��X �

Tirage avec rejet La m�ethode du tirage avec rejet peut �etre utilis�ee lorsque seule la
densit�e de probabilit�e f est connue� Elle consiste en tirage al�eatoire uniforme de deux valeurs
x et y� x appartient �a l	intervalle de d�e�nition de f � alors que y est choisi dans l	intervalle
���M �� o�u M est la valeur maximale prise par la fonction f � Si y � f�x�� la valeur de x ob�eit
�a la distribution souhait�ee et elle est conserv�ee� sinon la paire est rejet�ee et un nouveau tirage
est e�ectu�e�

A�� Calcul num�erique d
int�egrales

A���� M�ethodes de Monte Carlo na��ves

A������ M�ethode touch�e�manqu�e

La m�ethode touch�e
manqu�e de calcul num�erique d	int�egrales est la plus simple des m�e

thodes de Monte Carlo� L	id�ee intuitive est que la probabilit�e qu	un point g�en�er�e al�eatoirement
soit �a l	int�erieur d	une surface est proportionnelle �a l	aire de cette surface� relativement �a l	aire
totale de la bo��te englobante o�u sont g�en�er�es les points�

Fig� A�� ! Calcul d�une int�egrale par la m�ethode touch�e
manqu�e

Soit �a calculer l	int�egrale � I #

Z b

a
f�x�dx ��gure A���� On suppose pour simpli�er que

f�x� � ��� c� pour tout x � �a� b��

Soit ' le rectangle englobant de la fonction � ' # f�x� y�� a � x � b� � � y � cg� La
fonction de densit�e de probabilit�e d	un point �X� Y �� g�en�er�e de fa�con al�eatoire uniforme

sur '� est constante � fXY �x� y� #
�

c�b� a�
�

La probabilit�e p que le point soit en dessous de la courbe de f�x� �zone A de la �gure
A��� est �

p #
aire A

aire '
#

R b
a f�x�dx

c�b� a�
#

I

c�b� a�
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Une estimation �p de la valeur de p peut �etre obtenue en g�en�erant al�eatoirement N points
ind�ependants� et en comptant les NA points qui sont en dessous de la courbe de f �zone A

de la �gure A��� � �p #
NA

N
� On en d�eduit une estimation bI� de l	int�egrale I �

bI� # c�b� a�
NA

N

bI� est un estimateur sans biais de l	int�egrale I � c	est �a dire que la convergence vers la valeur
exacte est garantie lorsque N devient assez grand� On le v�eri�e en calculant l	esp�erance de bI��
apr�es avoir constat�e que le tirage des N points suit une loi de Bernoulli de probabilit�e p �

E� bI�� # c�b� a�
E�NA�

N
# c�b� a�

Np

N
# c�b� a�p # I

La variance de bI� pr�ecise la vitesse de convergence �

V � bI�� # �c�b� a���V ��p� # �c�b� a���
�

N
p��� p� #

�

N
I �c�b� a�� I �

L	�ecart
type de bI� vaut donc �

�� bI�� # �p
N

q
I �c�b� a�� I �

Pour une int�egrale donn�ee� l	�ecart
type est inversement proportionnel �a la racine carr�ee de
N � Il faut donc quadrupler le nombre de points g�en�er�es pour seulement doubler la pr�ecision
du r�esultat� Cette vitesse de convergence est relativement modeste� mais la mise en �uvre de
la m�ethode est tr�es simple� m�eme lorsque la dimension du probl�eme augmente�

La connaissance de la variance permet de borner l	erreur moyenne commise� en utilisant
l	in�egalit�e de Chebyshev �

P �j bI� � I j � �� � �� V � bI��
��

Cette formule permet de d�eterminer le nombre minimal de points �a g�en�erer pour obtenir
statistiquement une tol�erance donn�ee� Elle ne donne cependant aucune indication �a propos
de l	erreur commise sur un calcul particulier�

A������ Estimateur simple d�une int�egrale

La m�ethode pr�ec�edente s	adapte tout naturellement au calcul num�erique d	int�egrales� Soit
f une fonction de L���� �� �c	est �a dire que

R �
� f

��x�dx existe�� et soit I l	int�egrale �a calculer �

I #
Z �

�
f�x� dx

L	int�egrale I peut �etre estim�ee en choisissant un nombre al�eatoire uniforme � sur ��� ���
La valeur f��� est un estimateur primaire de l	int�egrale �

hIiprim # f��� �A���
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L	esp�erance de cet estimateur est �egale �a I � la valeur recherch�ee� En e�et �

E�hIiprim� #
Z �

�
f�x�u�x�dx

o�u u�x� est la densit�e de probabilit�e de la variable al�eatoire� Or la distribution est uniforme
sur ��� ��� soit encore 
x � ��� ��� u�x� # �� Donc �

E�hIiprim� #
Z �

�
f�x�dx # I

La variance de cet estimateur est �

V �hIiprim� #
Z �

�
�f�x�� I��dx

#

Z �

�
f��x�dx� I�

A������ M�ethode brutale d�int�egration d�une fonction

La variance de l	estimateur primaire est en g�en�eral tr�es importante� et cette m�ethode de
mise en �uvre tr�es simple n	est donc pas utilisable en pratique� A�n de r�eduire l	incertitude�
l	exp�erience est renouvel�ee N fois� pour calculer une valeur moyenne des r�esultats obtenus�
L	int�egrale de d�epart est alors transform�ee en une somme de N int�egrales �

I #
Z �

�
f�x�dx #

NX
i��

Z �

�

f�x�

N
dx #

NX
i��

Ii

L	estimateur secondaire est la somme des estimateurs primaires hIii �

hIisec #
NX
i��

hIii #
�

N

NX
i��

f��i� �A���

Cet estimateur secondaire est lui aussi non biais�e �

E�hIisec� #
Z �

�

�

N

NX
i��

f�x� dx #
�

N

Z �

�
Nf�x� dx # I

La variance de l	estimateur secondaire est

V �hIiprim� #
�

N

Z �

�
�f�x�� I��dx

#
V �hIiprim�

N

L	�ecart
type �etant la racine carr�ee de la variance� l	erreur standard diminue proportion

nellement �a �p

N
� Il faut donc g�en�erer quatre fois plus d	�echantillons pour diminuer par deux

l	erreur moyenne� ce qui est un r�esultat plut�ot m�ediocre�
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A���� Techniques de r�eduction de variance

La r�eduction de la variance des m�ethodes de Monte Carlo permet� pour une pr�ecision
donn�ee� de limiter le nombre total d	�echantillons� et donc de r�eduire la dur�ee des calculs� Les
principales m�ethodes sont pr�esent�ees ici� Elles peuvent dans certains cas �etre combin�ees entre
elles� pour am�eliorer encore les r�esultats�

A������ Echantillonnage strati��e

La strati�cation consiste �a d�ecouper le domaine d	int�egration en strates� dont les int�egrales
sont calcul�ees s�epar�ement par la m�ethode brutale� L	estimateur hIistrat de l	int�egrale est de
la forme �

hIistrat #
kX

j��

NjX
i��

�j � �j��
Nj

f��j�� & ��j � �j����ij�

o�u f��� ��� 
 
 
 � �kg sont les bornes des k strates� telles que �� # � � �� � 
 
 
 � �k # �� et
o�u Nj est le nombre d	�echantillons tir�es dans la strate ��j��� �j�� De plus� �ij est le tirage
al�eatoire uniforme sur ��� �� de l	�echantillon i de la strate j�

Cet estimateur n	est pas biais�e� et sa variance est �

V �hIistrat� #
kX

j��

�j � �j��
Nj

Z �j

�j��

f�x�� dx �
kX

j��

�

Nj

�Z �j

�j��

f�x� dx

��

On peut montrer que cette variance est meilleure que celle de la m�ethode brutale �HH����
lorsque les di��erences entre les valeurs moyennes de f dans les strates sont plus grandes que
les variations de f �a l	int�erieur des strates�

L	�echantillonnage strati��e est dit uniforme lorsque les strates ont toutes la m�eme taille� ce
qui n	est pas toujours judicieux au vu du r�esultat pr�ec�edent� En fait� les strates doivent �etre
plus �nes dans les r�egions du domaine de d�e�nition o�u la fonction varie le plus fortement� ce
qui r�eduit la variance �a l	int�erieur de chacune des strates�

A������ Echantillonnage d�importance

Il arrive parfois� notamment lors de la simulation de ph�enom�enes physiques� que l	allure
g�en�erale de la fonction �a int�egrer soit connue� au moins approximativement� Cette connais

sance est alors mise �a pro�t avec la m�ethode d	�echantillonnage d	importance� qui concentre
les �echantillons dans les zones les plus �importantes� du domaine d	int�egration�

Si g est une fonction �proche� de f � l	int�egrale peut s	�ecrire �

I #

Z �

�
f�x� dx #

Z �

�

f�x�

g�x�
g�x� dx #

Z �

�

f�x�

g�x�
dG�x�

o�u la fonction de distribution G satisfait �

G�x� #

Z x

�
g�y� dy et G��� # �

Alors�

hIiimp #
�

N

NX
i��

f��i�

g��i�



A��� Application �a l��equation de rendu ���

est un estimateur sans biais de l	int�egrale I � �a la condition que les N �echantillons �i soient
choisis de fa�con �a respecter la distribution de probabilit�es G� Si �i est tir�e uniform�ement sur
l	intervalle ��� ��� alors �i # G����i��

La variance de l	estimateur d	importance est �

V �hIiimp� #
Z �

�

�
f�x�

g�x�
� I

��
dG�x�

Cette variance est nulle lorsque la fonction g est proportionnelle �a f � et elle reste relati

vement faible lorsque g est seulement une approximation de f � m�eme grossi�ere�

A������ Contr�ole de variations

La m�ethode du contr�ole de variation s	utilise lorqu	une approximation � de la fonction f
est connue� et que � est su�samment simple pour �etre int�egr�ee analytiquement� L	int�egrale
est alors d�ecompos�ee en deux �el�ements �

I #
Z �

�
f�x�� ��x� & ��x� dx #

Z �

�
��x� dx &

Z �

�
�f�x�� ��x�� dx

La premi�ere partie est calcul�ee analytiquement� et la seconde est �evalu�ee par la m�ethode
de Monte Carlo brutale� L	estimateur sans biais est donc �

hIivar #
Z �

�
��x� dx &

�

N

NX
i��

�f��i�� ���i��

Intuitivement� si l	on commet une erreur� ce sera uniquement sur la di��erence entre les
valeurs des fonctions f et �� qui est sens�ee �etre petite par rapport �a f � si � est convenablement
choisie�

A�� Application �a l
�equation de rendu

L	�equation int�egrale de rendu ��equation 
���� qui d�ecrit l	illumination globale dans un en

vironnement� n	a pas de solution analytique en g�en�eral� La r�esolution par une m�ethode Monte
Carlo est une issue �a ce probl�eme crucial en synth�ese d	image� pratiquement incontournable
pour le lancer de rayons et les m�ethodes d�eriv�ees�

A���� R�esolution des �equations de Fredholm du second type

Les �equations de Fredholm du second type sont des expressions r�ecursives de la forme �

f�x� # g�x� &
Z �

�
K�x� y�f�y�dy

o�u f est la fonction inconnue� g est une fonction connue et K est le noyau de l	op�erateur
int�egral� La convergence de l	int�egrale est assur�ee lorsque la norme du noyau est inf�erieure
�a � �

kKk # sup
x

Z
jK�x� y�j dy � �



��� Annexe A� M�ethodes de Monte
Carlo

L	�equation de rendu est de ce type� et son noyau v�eri�e la condition de convergence� gr�ace
au principe de conservation de l	�energie� L	�etat des surfaces n	�etant jamais parfait� �a chaque
r�e�exion une partie de l	�energie est absorb�ee par les mat�eriaux� pour �etre transform�ee en
chaleur� La quantit�e d	�energie lumineuse transport�ee diminue donc �a chaque rebond�

La solution peut �etre calcul�ee par une d�ecomposition en �el�ements �nis� ce que fait la
m�ethode de la radiosit�e �section 
������ apr�es que le probl�eme ait �et�e simpli��e� Une autre ap

proche� qui nous int�eresse ici� est d	utiliser une m�ethode Monte Carlo adapt�ee �a ce probl�eme�

Le terme int�egral de l	�equation est �evalu�ee r�ecursivement par une m�ethode Monte Carlo
avec �echantillonnage d	importance� A chaque �etape� un �echantillon �i est choisi dans ��� ���
conform�ement �a une fonction de densit�e de probabilit�e pi �qui est �eventuellemnt la loi uni

forme si l	on ne dispose pas de su�samment d	information sur la fonction�� pour calculer un
estimateur primaire hf�x�iprim�rec de l	int�egrale r�ecursive �

hf�x�iprim�rec # g�x� &
K�x� ���

p�����
hf����iprim�rec

# g�x� &
K�x� ���

p�����

�
g���� &

K���� ���

p�����
hf����iprim�rec

�
# g�x� &

K�x� ���

p�����
g���� &

K�x� ���

p�����

K���� ���

p�����
g���� & � � �

#
�X
i��

	
 iY
j��

K��j��� �j�
pj��j�

g��i�

�A avec �� # x

La suite de points ��� ��� � � � est une marche al�eatoire� que nous appellerons en synth�ese
d	image chemin� puisqu	elle symbolise pour nous un chemin lumineux� On peut aussi noter
qu	il s	agit de plus d	une cha��ne de Markov� car chaque position �i d�epend uniquement de la
position �i�� et de la loi de probabilit�e pi� quel que soit le chemin emprunt�e pour parvenir
en �i�� depuis ��� Ceci lui conf�ere des propri�et�es math�ematiques particuli�eres�

hf�x�iprim�rec est un estimateur sans biais� puisqu	il est lui
m�eme la somme d	estimateurs
sans biais� On en d�eduit un estimateur de moindre variance� sans biais lui aussi� en r�eit�erant
N fois l	op�eration �

hf�x�irec #
�

N

NX
k��

�� �X
i��

	
 iY
j��

K��j��� �j�
pj��j�

g��i�

�A��

A���� Troncature par la roulette russe

La m�ethode pr�ec�edente de calcul d	int�egrales r�ecursive sou�re d	un inconv�enient majeur �
il s	agit d	une somme in�nie� Il n	est donc pas possible de l	exploiter directement sous cette
forme� Tronquer arbitrairement l	�evaluation �a un niveau donn�e introduit un biais incontr�ol�e�
car rien ne peut garantir que l	�etape suivante ne serait pas pr�edominante� C	est pourtant un
proc�ed�e tr�es fr�equent en synth�ese d	image� �a cause de sa simplicit�e�

La m�ethode de la roulette russe est une solution �a ce probl�eme� La troncature de la
cha��ne de Markov est alors d�ecid�ee de mani�ere probabiliste� apr�es avoir modi��e l	expression
de l	int�egrale pour n	introduire aucun biais�



A��� Application �a l��equation de rendu ���

Soit P ���� �� un nombre �x�e� et u une fonction nulle pour tout x sup�erieur �a P telle que �


x � IR�

�
u�x� # � si x � P

u�x� # � sinon

L	int�egrale �a �evaluer est modi��ee ainsi �

I #
Z �

�
f�x� dx

#
Z P

�

�

P
f�
x�

P
� dx�

#

Z �

�

�

P
f�
x�

P
� u�

x�

P
� dx�

Cette modi�cation s	interpr�ete comme une d�eformation de la fonction �a int�egrer� Le do

maine d	int�egration est r�eduit d	un facteur P � alors que dans le m�eme temps la valeur de
l	int�egrande augmente d	un facteur �

P � La valeur de l	int�egrale n	est donc pas modi��ee� En
appliquant la m�ethode de Monte Carlo �a l	int�egrale modi��ee� on obtient l	estimateur �

hIirusse #

�
�
P f� 
P � si � � P
� sinon

Cet estimateur est sans biais� car l	int�egrale modi��ee a la m�eme valeur que l	int�egrale
originale� En contrepartie� sa variance est plus �elev�ee que celle de l	estimateur primaire �

V �hIirusse� #

Z �

�

�
�

P
f�

�

P
� u�

�

P
�

��
d� � I�

#

Z P

�

�

P �
f��

�

P
� d� � I�

#
�

P

Z �

�
f���� d� � I� � V �hIiprim�

A���� Suivi al�eatoire de chemins non biais�e

La combinaison de la m�ethode de la roulette russe avec l	estimateur r�ecursif hf�x�iprim�rec�
fournit une m�ethode non biais�ee d	estimation d	un chemin� La marche al�eatoire devient �nie�
car il existe un point �t �a partir duquel le reste de l	int�egrale sera tenu pour nul� L	estimateur
devient donc �

hf�x�iprim�russe�rec #
tX

i��

	
 iY
j��

K��j��� �j�
Pj pj��j�

g��i�

�A
Pj est la probabilit�e que l	int�egrale soit �evalu�ee au niveau j� en poursuivant le chemin�

alors que �� Pj est la probabilit�e de tronquer l	�evaluation� avec la roulette russe�
Comme pour les autres estimateurs� la variance globale est r�eduite en r�eit�erant N fois

l	op�eration �

hf�x�irusse�rec #
�

N

NX
k��

�� tX
i��

	
 iY
j��

K��j��� �j�
Pj pj��j�

g��i�

�A��
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Annexe B

Calcul du gradient d��eclairement

indirect

B�� Variations de la direction d
incidence

B���� Analyse du probl
eme

Les valeurs recueillies lors de l	�echantillonnage d	un h�emisph�ere pour calculer un �eclaire

ment permettent le calcul d	une approximation du �gradient� d	�eclairement� Il est n�ecessaire
pour cela de conna��tre les variations de la direction d	incidence des �echantillons pour des
petits d�eplacements du centre de l	h�emisph�ere�

X

Z
Y

L’ L

x

θ

φO
z

O’

θ’

φ’

Fig� B�� ! D�eplacement de O en O� du centre de l�h�emisph�ere

On se place dans un rep�ere orthonorm�e �O�X� Y� Z� ��gure B��� centr�e sur l	h�emisph�ere�
La direction d	incidence de chaque �echantillon est rep�er�ee par deux coordonn�ees angulaires�
l	angle z�enithal � et l	angle azimutal ��

���



��� Annexe B� Calcul du gradient d��eclairement indirect

O # Centre de l	h�emisph�ere
�O�X� Y � # Plan tangent �a la surface
�O�Z� # Normale �a la surface
R # Rayon de l	h�emisph�ere

Il s	agit maintenant de d�eterminer de quelle mani�ere sont modi��es les angles � et � pour
des d�eplacements in�niment petits du centre de l	h�emisph�ere dans le demi
espace �z � ���
On va donc calculer les six d�eriv�ees partielles suivantes �

��

�x

��

�x

��

�y

��

�y

��

�z

��

�z

B���� D�eplacement selon l�axe 
O�X�

Il faut dans un premier temps exprimer �� et ��� les nouvelles coordonn�ees angulaires� en
fonction de � � � et x� pour ensuite calculer les d�eriv�ees selon x ��gure B����

X

Z
Y

L’
L

x

θ

φ

θ’

φ’

R cos θ = h cos θ ’
R h

R sin θ h sin
 θ ’

O

Fig� B�� ! D�eplacement selon l�axe �O�X�

Les 
 relations suivantes sont imm�ediates �

R cos � # h cos �� �B���

R sin � cos� # x& h sin �� cos�� �B���

R sin � sin � # h sin �� sin �� �B�
�

� Variation de l�angle �

B�� 	 h #
R cos �

cos ��
�B���

B���B�� 	 R sin � cos� # x&R cos � tan �� cos�� �B���

B�
�B�� 	 R sin � sin� # R cos � tan �� sin�� �B���



B��� Variations de la direction d�incidence ���

B�� 	 tan �� # tan �
sin�

sin ��
�B���

B���B�� 	 R sin � cos� # x& R cos � tan �
sin�

tan��

	 tan�� #
R sin � sin�

R sin � cos�� x

On obtient �nalement �

�� # arctan

�
R sin � sin�

R sin � cos�� x

�
�B���

Il faut maintenant d�eriver cette expression de �� en fonction de x �

���

�x
#

�
�x

�
R sin � sin�

R sin � cos��x



� &
�

R sin � sin�
R sin � cos��x


� #

R sin � sin�
�R sin � cos��x��

� &
�

R sin � sin�
R sin � cos��x


�
On consid�ere des d�eplacements in�niment petits� d	o�u �

lim
x��

�
��

�x

�
#

R sin � sin�
�R sin � cos���

� &
�
R sin � sin�
R sin � cos�


�
Qui se simpli�e en �

��

�x
#

sin�

R sin �
�B���

� Variation de l�angle �

B�� 	 �� # arctan

�
tan �

sin�

sin ��

�
�B����

Il faut maintenant d�eriver cette expression de �� en fonction de x �

���

�x
#

�
�x

�
tan � sin�

sin��



� &

�
tan � sin�

sin��


� #
tan � sin� �

�x

�
�

sin��



� &

�
tan � sin�

sin��


�
Il est plus simple de d�eriver directement �

�x

�
�

sin��



plut�ot que de reprendre l	expression

de �� obtenue en ��equation B��� �

�

�x

�
�

sin ��

�
#
� cos��

sin� ��
� ��

�

�x

En r�eutilisant l	expression de limx��

�
��
�x



obtenue en ��equation B��� �

lim
x��

�
�

�x

�
�

sin��

��
#
� cos� sin �

sin� �R sin �
#

��
R tan� sin�

En utilisant limx�� �
� # � �

lim
x��

�
��

�x

�
#

� tan � sin�

�� & tan� ���R tan� sin��

On obtient �nalement� en simpli�ant l	expression �

��

�x
#
� cos � cos�

R
�B����
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B���� D�eplacement selon l�axe 
O�Y �

Le principe est exactement le m�eme que pour un d�eplacement selon l	axe �O�X�� la seule
di��erence �etant que l	angle � devient � � �

� �
On obtient �

��

�y
#

� cos � sin �

R
�B����

��

�y
#

� cos�

R sin �
�B��
�

B���� D�eplacement selon l�axe 
O�Z�

X

Z
Y

L’

L

θ

φ

θ’ Rh

O

O’

z R sin θ = h sin θ ’

Fig� B�
 ! D�eplacement selon l�axe �O�Z�

� Variation de l�angle �
L	angle azimutal � n	est pas a�ect�e par un d�eplacement selon l	axe �O�Z�� On a donc

simplement �
��

�z
# � �B����

� Variation de l�angle �
Les deux relations suivantes sont imm�ediates �

R sin � # h sin �� et R cos � # z & h cos ��

On en d�eduit facilement �

h #
R sin �

sin ��
et R cos � # z &

R sin �

tan ��

d	o�u �

�� # arctan

�
R sin �

R cos � � z

�
�B����

Il ne reste plus qu	�a d�eriver cette expression en fonction de z �



B��� Gradient d��eclairement indirect ��


��

�z
#

�
�z

�
R sin �

R cos ��z



� &
�

R sin �
R cos ��z


� #

R sin �
�R cos ��z��

� &
�

R sin �
R cos ��z


�
On consid�ere des d�eplacements in�niment petits �

lim
z��

�
��

�z

�
#

tan �
R cos �

� & tan� �

Et l	on obtient �nalement �
��

�z
#

sin �

R
�B����

B���	 R�ecapitulation

On a obtenu les � relations suivantes ������������������������

��

�x
#

� cos � cos�

R

��

�y
#

� cos � sin�

R

��

�z
#

sin �

R

et

�����������������������

��

�x
#

sin�

R sin �

��

�y
#

� cos�

R sin �

��

�z
# �

�B����

B�� Gradient d
�eclairement indirect

Les �gradients� d	�eclairement sont obtenus par d�erivation de l	�equation de calcul de l	�eclai

rement discr�etis�ee �

E #
��

�MN

M��X
j��

N��X
k��

sin ��j � L��j � �k�

De plus� les d�eplacements du centre de l	h�emisph�ere doivent �etre assez petits pour consi


d�erer que la luminance incidente selon une direction a donn�ee reste constante �
�L

�a
# ��

� D�eplacement selon une direction x dans le plan tangent �a la surface �

�E

�x
#

��

�MN

M��X
j��

N��X
k��

� cos ��j � ��j
�x

� L��j � �k�

Les r�esultats obtenus en ��equation B���� nous permettent de d�eduire �

�E

�x
#
���
MN

M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � cos �j � cos�k � L��j � �k�

� D�eplacement selon une direction y perpendiculaire �a x� elle aussi dans le plan tangent
�a la surface �
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�E

�y
#
���
MN

M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � cos �j � cos��k � �

�
� � L��j � �k�

d	o�u
�E

�y
#
���
MN

M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � cos �j � sin��k� � L��j � �k�

� D�eplacement selon une direction z orient�ee selon la normale �a la surface �

��j
�z

#
sin �j
R

On en d�eduit �
�E

�z
#

��

MN

M��X
j��

N��X
k��

cos ��j � sin �j � L��j � �k�

� Le �gradient� global absolu� utilis�e comme indicateur de perturbation de l	�eclairement
indirect� est la somme des valeurs absolues des gradients selon les trois directions du rep�ere �

GradAbs #

�����E�x
����& �����E�y

����& �����E�z
���� �B����

Les expressions semblent complexes� mais la plupart des termes sont communs �a plusieurs
formules� et certains ont d�ej�a �et�e calcul�es pour d�eterminer l	�eclairement� Il su�t de les m�e

moriser� a�n de les r�eutiliser sans calculs suppl�ementaires� pour que le co�ut de calcul total ne
soit pas excessif� d	autant plus qu	un seul passage dans la boucle de parcours des cellules de
l	h�emisph�ere est su�sant�

B�� Sc�ene de test du calcul de gradient

Nous avons d�evelopp�e un programme de v�eri�cation de notre m�ethode de calcul de gra

dient� dans le cas d	une sc�ene tr�es simple ��gure B���� Elle est constitu�ee d	un plafond lu

mineux� d	une sph�ere opaque �ottante et d	un plancher� Nous analysons la r�epartition des
�eclairements indirects et du gradient au niveau du sol� avec un seul niveau de r�ecursivit�e� Le
plafond comporte plusieurs dalles de luminosit�es di��erentes� On simule ainsi une sc�ene o�u le
plancher ne serait �eclair�e que par la lumi�ere r�e��echie sur le plafond� La sph�ere �ottante et les
murs sont des obstacles compl�etement absorbants�

La �gure B�� repr�esente une image du champ de vecteurs lumineux indirects au niveau du
plancher de la sc�ene� Chaque vecteur est symbolis�e par un cylindre orient�e selon la direction
d	incidence moyenne 	D� et dont la longueur est proportionnelle au terme �energ�etique P � Ils
sont pour la plupart dirig�es vers un point interm�ediaire entre la dalle lumineuse la plus proche
et l	autre� sauf dans la p�enombre de la sph�ere� o�u les directions s	inversent� Seule la lumi�ere
parvenant par les c�ot�es cr�ee la p�enombre sous la sph�ere�

La �gure B�� est l	image de l	�eclairement calcul�e au niveau du sol� avec un �echantillon

nage de l	h�emisph�ere en ��� cellules� L	absence de terme ambiant ampli�e l	impression de



B��� Sc�ene de test du calcul de gradient ���

L=0.2
L=0.6

L=0.8

Fig� B�� ! Sc�ene de test

Fig� B�� ! Sc�ene de test � champ de vecteurs lumineux indirects

contraste entre les zones sombres et claires� La �gure B�� repr�esente le gradient absolu de
l	eclairement ��equation B����� calcul�e avec notre m�ethode dans le plan du sol� Les zones claires
indiquent les fortes variations� Elles correspondent bien aux r�egions o�u la p�enombre varie le
plus rapidement� dans l	alignement des sources et dans l	ombre de la sph�ere�
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Fig� B�� ! Eclairement du plancher Fig� B�� ! Gradient d��eclairement



Annexe C

Antialiassage

La m�ethode d	antialiassage d�ecrite ici a �et�e d�evelopp�ee par Marl�ene Bougard� Nathalie
Farenc et moi
m�eme� dans le cadre du DEA Images� lors de la r�ealisation d	un projet� �a Saint

Etienne en f�evrier ����� Ces travaux s	inspirent directement des travaux de Witted �Whi����
qui est l	un des pr�ecurseurs de la m�ethode du lancer de rayons�

C�� L
aliassage

C���� Description

L	aliassage est un probl�eme inh�erent �a toutes les discr�etisations de signaux continus�
lorsque le taux d	�echantillonnage est insu�sant pour reproduire correctement les hautes fr�e

quences� Il est caus�e par un repliement du spectre fr�equentiel du signal� Le th�eor�eme de
Shannon �Sha���� bien connu en traitement du signal� stipule que la fr�equence d	�echantillon

nage doit �etre au moins le double de la fr�equence maximale que l	on souhaite reproduire�

Une image� qu	elle soit de synth�ese ou non� est un signal continu �a deux dimensions�
L	a�chage sur un �ecran est un �echantillonnage� dont la �nesse est li�ee �a la r�esolution de
l	�ecran et �a la taille des pixels� Il introduit donc de l	aliassage ��gure C���� qui peut perturber
fortement l	aspect de l	image�

�a� ��� x ��� pixels� �b� ��� x ��� pixels� �c� ��� x ��� pixels�

Fig� C�� ! Images d�un damier calcul�ees �a di	�erents taux d��echantillonnage

���
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En synth�ese d	images� l	aliassage se manifeste essentiellement par un aspect cr�enel�e des
lignes droites obliques et par un e�et de moir�e lors de la reproduction de motifs r�eguliers�
De plus� les d�etails dont une des dimensions est comparable �a la taille d	un pixel peuvent
dispara��tre compl�etement parfois� ce qui est particuli�erement g�enant lors de la r�ealisation
d	animations ��gure C���� Ce ph�enom�ene est beaucoup plus sensible en synth�ese d	images
qu	en photographie� car la taille des pixels de l	�ecran est incomparablement plus grande que
celle des grains d	une �emulsion photographique�

Fig� C�� ! Exemples de disparition d�objets et de d�eformation des contours

C���� Principales m�ethodes d�antialiassage

C������ Sur��echantillonnage

Une solution pour limiter les e�ets de l	aliassage� inspir�ee par le th�eor�eme de Shannon� est
d	augmenter arti�ciellement le taux d	�echantillonnage� L	image est calcul�ee �a une r�esolution
plus grande que celle de l	�ecran� puis un lissage et une remise �a l	�echelle sont e�ectu�es avant
l	a�chage� Il se produit alors un tr�es l�eger e�et de �ou� beaucoup moins g�enant pour un
observateur humain que l	aliassage�

En lancer de rayons� le sur
�echantillonnage consiste �a lancer plusieurs rayons �a l	int�erieur
de chaque pixel� r�epartis de fa�con uniforme ou al�eatoire� La couleur d�e�nitive a�ect�ee au pixel
est alors la moyenne des couleurs obtenues pour chacun des rayons� On peut noter que cette
notion de couleur moyenne n	a aucun sens physique dans un espace colorim�etrique tel que le
classique rvb� Les r�esultats sont cependant tr�es bons� d	un point de vue perceptuel� car les
rayons ne renvoient des valeurs tr�es di��erentes que dans les zones fronti�eres� soit en g�en�eral
pour un petit nombre de pixels�

C	est une m�ethode co�uteuse� car elle augmente de fa�con tr�es importante le nombre de
rayons� Elle peut �etre fortement optimis�ee par un sur
�echantillonnage adaptatif� c	est �a dire
se limitant aux endroits o�u les e�ets de l	aliassage risquent d	�etre visibles� Ce proc�ed�e sera
d�etaill�e plus loin�

C������ Introduction de bruit

Il est aussi possible de perturber volontairement l	image en introduisant un l�eger bruit
al�eatoire� En lancer de rayons� c	est la m�ethode de jittering �CPC���� Elle consiste �a perturber
al�eatoirement la direction des rayons g�en�er�es� L	aliassage est toujours pr�esent� mais il est alors
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masqu�e par du bruit� auquel le syst�eme visuel humain est un peu moins sensible� La mise
au point est assez d�elicate� car le niveau de bruit donnant les meilleurs r�esultats� tout en ne
devenant pas lui
m�eme dissuasif� d�epend de l	image produite� Cette m�ethode est rapide� car
aucun rayon suppl�ementaire n	est g�en�er�e� mais la qualit�e des images produites n	est pas tr�es
satisfaisante� La pr�esence de seulement quelques pixels erron�es est su�sante pour perturber
l	observateur� notamment �a proximit�e des fronti�eres entre les objets de couleurs contrast�ees�

C������ Filtre passe�bas

Une autre possibilit�e est encore de lisser l	image compl�ete� en la convoluant avec un �ltre
passe
bas� sans sur
�echantillonnage� La valeur de chaque pixel est pond�er�ee par une fraction
de la valeur des pixels voisins� Il en r�esulte la disparition des transitions brusques� notamment
sur les contours des objets o�u l	aliassage est visible� mais aussi lorsque ces transitions sont
des informations utiles de l	image� Cette m�ethode simple et relativement rapide introduit de
plus un e�et de �ou fortement perceptible sur toute l	image� Il semble malheureusement qu	il
n	y ait pas de solution qui soit �a la fois satisfaisante et peu co�uteuse�

C�� Antialiassage en post�traitement

C���� Principe

Lors de la r�ealisation d	images �xes� l	aliassage n	est r�eellement g�enant que dans les zones
contrast�ees� d	un point de vue visuel� En e�et� si l	on n�eglige arbitrairement le ph�enom�ene de
disparition des petits objets� c	est l	apparition de �marches d	escaliers� qui perturbe le plus
l	observateur� principalement sur les fronti�eres entre objets de couleurs tr�es di��erentes� mais
aussi sur les surfaces fortement textur�ees� Il nous faut donc d�etecter les zones perturb�ees de
l	image� pour appliquer la co�uteuse proc�edure d	antialiassage par sur
�echantillonnage unique

ment lorsque l	aliassage risque d	�etre visible� Un calcul de gradient de luminosit�e permet de
cr�eer une carte des pixels �a traiter� apr�es qu	une premi�ere image ait �et�e calcul�ee classiquement�
avec un seul rayon primaire par pixel�

Le principal avantage de cette m�ethode en deux passes est de fournir relativement rapi

dement un image provisoire aliass�ee� La proc�edure d	antialiassage est ensuite lanc�ee� dont les
param�etres peuvent �etre �eventuellement modi��es sans remettre en cause la premi�ere phase�

C���� Analyse de l�image

La d�etection des zones contrast�ee n�ecessite tout d	abord la cr�eation d	une image de lumino

sit�e� o�u la valeur �R� V� B� de chaque pixel est remplac�ee par la luminosit�e Lp� correspondant
�a sa valeur sur une image en niveaux de gris� Il s	agit approximativement de la composante
Y de l	espace de couleur XY Z �

Lp # �
���R& �
���V & �
���B

Ensuite� un gradient Gi�j est calcul�e pour chaque pixel �i� j� de l	image� Il indique le
niveau de contraste relatif de chaque pixel par rapport �a ses voisins� dans un voisinage de
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Fig� C�
 ! Voisinage V� d�un pixel

type V � ��gure C�
� ��������������
Gi�j #

max
x�fi���i�i��g�y�fj���j�j��g

jLpi�j � Lpx�yj
i��X

x�i��

j��X
y�j��

Lpx�y��

si
i��X

x�i��

j��X
y�j��

Lpx�y �# �

Gi�j # � sinon

Lorsque le gradient Gi�j est sup�erieur �a un seuil pr�ed�etermin�e� le pixel est marqu�e comme
devant �etre trait�e par la proc�edure d	anti
aliassage� De plus� a�n de diminuer le risque de ne
pas d�etecter quelques d�eformations des contours� la zone �a traiter est �etendue au voisinage
V � dans son entier� Ce n	est pas trop p�enalisant en g�en�eral� car la plupart des pixels du
voisinage sont bien souvent d�ej�a marqu�es� la zone courante �etant perturb�ee�

Le choix du seuil� arbitraire� in�ue sur la qualit�e �nale de l	image� ainsi que sur le nombre
de pixels �a subdiviser� et donc sur le nombre total de rayons �a g�en�erer� En pratique� les valeurs
comprises entre ��� et ��� donnent de bons r�esultats�

C���� Sur��echantillonnage puis lissage

Les pixels marqu�es �a l	�etape pr�ec�edente sont subdivis�es en N sous
pixels� puis un rayon est
g�en�er�e en position al�eatoire �a l	int�erieur de chacun d	eux� selon un processus d	�echantillonnage
strati��e� La couleur d�e�nitive a�ect�ee au pixel est obtenue en calculant la moyenne entre ces
N couleurs� avec les restrictions d�ej�a vues en ce qui concerne cette notion de couleur moyenne�
Il s	agit donc d	un lissage� rudimentaire mais su�sant� La couleur initiale est ignor�ee� car sa
prise en compte privil�egierait sans justi�cation la zone centrale du pixel�

Par commodit�e N est une puissance de �� a�n que la subdivision soit g�eom�etriquement
tr�es simple� En pratique� N # � donne des r�esultats globalement corrects� alors que N # �
est pr�ef�erable lorsque les zones aliass�ees sont fortement contrast�ees� Il semble inutile d	aug

menter au del�a cette valeur� suite aux diverses exp�eriences que nous avons e�ectu�ees sur des
simulations d	int�erieurs� En e�et� les di��erences ne sont alors pratiquement plus perceptibles
visuellement�

C�� R�esultats

La �gure C�� pr�esente un exemple d	antialiassage sur une image� avec un seuil de ��� et une
subdivision en � �image �b�� et en � �image �c�� des pixels trait�es� Elles sont calcul�ees �a une
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�a� Image originale aliass�ee� �b� � rayons par pixel �seuil������

�c� � rayons par pixel �seuil������ �d� Image de di	�erence entre �b� et �c��

Fig� C�� ! Exemple d�antialiassage d�une image

faible r�esolution ����x����� a�n d	accentuer les e�ets de l	aliassage� L	image �d� est l	image
de di��erence entre les images �b� et �c�� la couleur blanche indiquant les pixels identiques�
La �gure C�� indique pour la m�eme image les zones contrast�ees d�etect�ees� avec di��erentes
valeurs du seuil�
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�a� Seuil���� 	 �� � �b� Seuil���� 	 �� � �c� Seuil���� 	 �� �

Fig� C�� ! Detection des zones contrast�ees �Seuil et taux de pixels d�etect�es�

C�� Commentaires

C���� Disparition des petits objets

Cette m�ethode ne r�esoud pas le probl�eme de la disparition des petits objets� car rien ne
peut garantir qu	un rayon in�niment petit rencontre un objet� si celui
ci ne recouvre pas
enti�erement le pixel� Il faudrait avoir une connaissance explicite de leur position dans la
sc�ene pour d�eterminer des r�egions �a sur
�echantillonner� et de leur taille relativement �a celle
des pixels pour estimer le niveau de subdivision optimal� La repr�esentation des sc�enes par
arbre CSG que nous utilisons ne nous permet pas d	acc�eder naturellement �a ces informations�

Seul le lancer de pyramides� dans ses versions adaptatives �Gha���� o�re une solution
�able �a ce probl�eme� Chaque rayon est remplac�e par une pyramide ayant l	�il pour sommet
et englobant initialement le pixel� Si son intersection avec la sc�ene est complexe� c	est �a dire en
pr�esence de plusieurs objets visibles ou d	une zone textur�ee� elle est subdivis�ee r�ecursivement�
La complexit�e des algorithmes d	intersection p�enalise sensiblement les temps de calcul� En
e�et� il faut d�etecter l	ensemble des objets partiellement visibles parmi tous ceux que contient
la pyramide� et non pas le seul premier objet vu par un rayon in�niment petit� De plus� la
r�e�exion des pyramides sur les surfaces non planes� ainsi que la r�efraction dans le cas g�en�eral�
ne sont pas des op�erations lin�eaires� L	image g�eom�etrique par r�e�exion d	une pyramide n	est
pas toujours une pyramide� dans le cas o�u les bordures n	ont pas de sommet commun� Il
faut donc pr�evoir des crit�eres de subdivision suppl�ementaires� pour que les volumes r�e��echis
puissent �etre assimil�es �a des pyramides simples�

C���� D�eveloppements possibles

Il est dommage de ne pas r�eutiliser la valeur du pixel initialement calcul�ee� Un d�ecoupage
judicieux des sous
pixels et"ou des coe�cients de pond�eration adapt�es devraient permettre
de l	inclure dans la phase de lissage�

Une am�elioration simple serait d	adapter automatiquement le taux de sur
�echantillonnage
au niveau de contraste d�etect�e� en modi�ant le nombre N de subdivisions� Le seul param�etre
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�a founir par l	utilisateur serait alors la valeur du seuil� Par exemple ������
� � Gi�j � Seuil 	 N # �

Seuil � Gi�j � � 
 Seuil 	 N # �
Gi�j � � 
 Seuil 	 N # �

Le choix du seuil est peut
�etre lui aussi automatisable� en se pla�cant dans un espace de
couleur perceptuel� o�u la notion de contraste serait bien d�e�nie� Nous n	avons pas pouss�e plus
avant cette �etude� car il faudrait introduire une approche psycho
visuelle complexe �Rou����
C	est toujours actuellement un domaine de recherche tr�es actif� o�u de nombreux param�etres
sont encore inconnus ou incompris�
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Annexe D

Calcul des angles solides

Les angles solides interviennent dans la plupart des �equations d�ecrivant la propagation
de la lumi�ere� Il est parfois n�ecessaire d	�evaluer explicitement leur valeur� ce qui n	est pas
toujours ais�e� Cette section propose une m�ethode g�en�erique� qui ne r�esoud h�elas pas tous
les cas� et une expression analytique exacte pour quelques con�gurations particuli�eres� Les
d�emonstrations s	appuient sur les livres de Berger �Ber��� et Pusterle �Pus����

D�� D�e�nitions et notations

Un angle solide est l	�equivalent volumique d	un angle plan� Pour un point O donn�e� il est
une mesure de l	ouverture du c�one englobant exactement une surface S ��gure D���� L	unit�e
de mesure est le st�eradian �sr�� Une sph�ere vue depuis son centre sous
tend un angle solide
de �� sr�

Fig� D�� ! G�eom�etrie d�un angle solide

L	angle solide ' se calcule en int�egrant sur la surface S la mesure d	un angle solide
�el�ementaire d
 # cos�

r� dS� Sa valeur est aussi l	aire de la surface S projet�ee sur une sph�ere
unitaire centr�ee en O�

' #

ZZ
S

cos�

r�
dS avec r # k	rk �D���

Dans le cas d	une int�egration sur un h�emisph�ere �echantillonn�e ��gure D���� que nous
rencontrons souvent en synth�ese d	images� l	angle solide �el�ementaire d
 sous
tendu par une
cellule s	exprime en fonction de l	angle z�enithal � et de l	angle azimutal � � d
 # sin � d� d��

���
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Fig� D�� ! Angle solide �el�ementaire sur un h�emisph�ere �echantillonn�e

D�� Expression analytique

D���� Transformation en int�egrale de contour

Th�eor�eme de Stokes Le �ux du rotationnel d�un vecteur �a travers une surface ouverte
est �egal �a la circulation de ce vecteur le long du contour qui d�elimite cette surface�ZZ

S
rot� 	P � � 	ndS #

I
C

	P � 	da

Ce th�eor�eme va nous permettre de transformer l	int�egrale de surface D�� en une int�egrale
de contour de degr�e inf�erieur� apr�es en avoir modi��e l	�ecriture �

' #

ZZ
S

	r� � 	n
r�

dS avec 	r� #
	r

k	rk �D���

L	expression D�� indique que l	angle solide ' est aussi le �ux du champ vectoriel de

valeur
	r�
r�

�a travers la surface S� Il existe alors un champ vectoriel 	P tel que la valeur de

l	angle solide soit �egale �a la valeur de la circulation de 	P autour du contour C de la surface S�
L	int�egrale de surface peut donc �etre transform�ee en une int�egrale de contour �

' #
I
C

	P � 	da

Dans ce cas� le rotationnel de 	P doit �etre �egal au vecteur
	r�
r�

�

rot� 	P � #
	r�
r�

�D�
�

D���� Solution particuli
ere

Une solution particuli�ere pour 	P de l	�equation di��erentielle D�
 peut �etre d�etermin�ee

dans le cas o�u la surface est une calotte sph�erique de rayon r� Le vecteur
	r�
r�

est normal �a
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Fig� D�
 ! Cas d�une calotte sph�erique

la surface S en tout point� L	aire de cette surface est A # ��r��� � cos ��� Le �ux de
	r�
r�

�a

travers S est donc �

* # ��r���� cos ��
�

r�
# ����� cos ��

	n est le vecteur norm�e tel que 	u � 	r� # sin � 	n � En choisissant 	P tangent au cercle C
suivant 	n et de norme constante P � la circulation est �

( # ��r sin � P

Le th�eor�eme de Stokes implique * # (� on en d�eduit donc �

	P #
�� cos �

r sin �
	n #

sin �

r�� & cos ��
	n #

�

r
tan

�

�
	n

Soit encore� sous forme vectorielle �

	P #
	u � 	r�
r & 	u � 	r �D���

o�u 	u est un vecteur unitaire quelconque servant uniquement de r�ef�erenciel pour la mesure des
angles�

D���� Cas g�en�eral

En utilisant le r�esultat D��� le calcul d	un angle solide devient le calcul de l	int�egrale de
contour �

' #
I
C

	u � 	r�
r& 	u � 	r �

	da �D���
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Fig� D�� ! Transformation en int�egrale de contour

D���� Expression cart�esienne

Le vecteur 	r d�ecrit la courbe C� et le vecteur 	u est un vecteur unitaire quelconque�

	r #

	
 x
y

z

�A 	u #

	
 u�
u�
u�

�A r #
q
x� & y� & z�

	r� #
	r

r
	u � 	r #

	
 u�z � u�y
u�x� u�z

u�y � u�x

�A 	da #

	
 dx
dy

dz

�A
' #

I
C

	u � 	r�
r& 	u � 	r �

	da #

I
C

	u � 	r
r� & r 	u � 	r �

	da

Une expression g�en�erique de l	angle solide est donc �

' #

I
C

�u�z � u�y�dx & �u�x� u�z�dy & �u�y � u�x�dz

x� & y� & z� & �u�x& u�y & u�z�
p
x� & y� & z�

�D���

Le choix du vecteur unitaire 	u peut dans certains cas conduire �a des simpli�cations de
cette expression� Il faut choisir la formulation la mieux adapt�ee �a l	�equation du contour de la
surface� a�n de r�eduire au mieux le d�enominateur� Exemples �

	u #

	
 �
�
�

�A 	 ' #

I
C

ydz � zdy

x� & y� & z� & x
p
x� & y� & z�

	u #

	
 �
�
�

�A 	 ' #

I
C

zdx � xdz

x� & y� & z� & y
p
x� & y� & z�

	u #

	
 �
�
�

�A 	 ' #
I
C

xdy � ydx

x� & y� & z� & z
p
x� & y� & z�

Le calcul analytique de cette int�egrale n	est cependant pas possible dans le cas g�en�eral�
Il est alors n�ecessaire d	utiliser une m�ethode de calcul num�erique� On peut noter que les
m�ethodes de Monte Carlo sont bien adapt�ees �a la r�esolution de ce probl�eme�



D��� Formulaire pour quelques cas particuliers ���

D�� Formulaire pour quelques cas particuliers

D���� Sph
ere

L	angle solide sous
tendu par une sph�ere de rayon R� dont le centre est situ�e �a une
distance d � R du point O est �

' # � �

��� �
s
��

�
R

d

�� �� �D���

Cette formule est obtenue en calculant l	aire de la calotte sph�erique d�elimit�ee par la
projection de la sph�ere sur la sph�ere unitaire centr�ee en O�

D���� Polygone

D������ Tri�edre

Fig� D�� ! Angle solide sous
tendu par un tri�edre

On consid�ere l	aire du triangle sph�erique obtenu en projetant le triangle �P�� P�� P�� sur
la sph�ere unitaire centr�ee en O �

' # �� & �� & �� � � �D���

avec �

�
u�#

���
OP�

k���OP�k
�
u�#

���
OP�

k���OP�k
�
u�#

���
OP�

k���OP�k

�� # cos��
�

�
�
u� � �

u�� � �
�
u� � �

u��

k �
u� � �

u� k k �
u� � �

u� k

�

�� # cos��
�

�
�
u� � �

u�� � �
�
u� � �

u��

k �
u� � �

u� k k �
u� � �

u� k

�

�� # cos��
�

�
�
u� � �

u�� � �
�
u� � �

u��

k �
u� � �

u� k k �
u� � �

u� k

�
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D������ Polygone quelconque

La formule �D��� se g�en�eralise facilement pour un polygone �a N c�ot�es� m�eme non plan �

' #

�
NX
i��

�i

�
� �N � �� � �D���

avec �

�i # cos��
�
�
�
ui ����ui��� � �

�
ui ����ui���

k �
ui ����ui��k k �

ui ����ui��k

�
Cette formule permet en pratique de r�esoudre la plupart des cas� �eventuellement apr�es

une discr�etisation du contour de la surface�

D���� Disque centr�e sur un axe

Fig� D�� ! Angle solide sous
tendu par un disque centr�e sur un axe

L	angle solide sous
tendu par un disque de rayon R� situ�e �a une distance d du point O�
et centr�e sur un axe passant par O est �

' # � �

�
� � dp

R� & d�

�
�D����

Cette formule est obtenue en consid�erant l	aire de la calotte sph�erique d�elimit�ee par la
projection du disque sur la sph�ere unitaire centr�ee en O�

Remarque Il n	existe pas de solution analytique exploitable lorsque le disque est vu
depuis un point quelconque situ�e en dehors de l	axe central� d�es lors que sa projection devient
une ellipse�
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