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Introdution
.ContexteUne surfae n'est jamais parfaitement lisse. Cette réalité est probablement onnuedepuis très longtemps, peut-être plusieurs milliers d'années. Mais l'observation diretedes surfaes est relativement réente grâe à des dispositifs modernes méanique, optiqueet numérique qui permettent de visualiser des surfaes à des éhelles millimétriques ànanométriques. On onstate que la surfae est omme des montagnes ave des pis etdes vallées ayant des faibles pentes, généralement de dix à vingt pourents. (�gure 1).

Figure 1 � Présentation graphique de la surfae rugueuse.Lorsque deux surfaes rugueuses sont mises en ontat, leurs pis plus élevés touhentles surfaes antagonistes. Deux onséquenes suivantes apparaissent omme résultats.Tout d'abord, le ontat est rare. La surfae de ontat réelle est généralement une trèspetite partie de la zone de ontat apparent. Deuxièmement, le ontat est multiple. Ilest omposé de nombreux spots répartis de façon aléatoire sur la surfae.L'objet prinipal de ette étude est le �bruit de rugosité�émis lors du glissementde deux telles surfaes rugueuses dans la ondition de faible ontat. Des exemples dee type du bruit se trouvent fréquemment dans la vie quotidienne omme se frotterles mains, polir une surfae à l'aide de papiers abrasifs, limer les petites bavures aprèsusinage. 11



12 TABLE DES MATIÈRESÀ titre d'exemple d'appliation industrielle, itons la tehnique d'émission aous-tique pour mesurer la rugosité ou la doueur des surfaes et la rédution du bruit detransport lié à l'état de surfae des omposants omme pneu/haussée ou roue/rail. Plusles surfaes sont rugueuses, plus le bruit est important.La motivation de ette étude est de développer une approhe globale onstituant lathéorie, l'expériene et l'outil numérique pour aroître la onnaissane et la ompré-hension de es bruits de rugosité qui relèvent d'un problème de dynamique des interfaesmultiontat.
ProblématiqueL'étude du bruit de rugosité fait intervenir trois domaines prinipaux : la tribologie,la dynamique et l'aoustique. De plus, 'est un problème à deux éhelles spatiales et deuxéhelles temporelles (�gure 2). Le ontat à l'éhelle mirosopique rée des vibrationsdans le orps solide à l'éhelle marosopique. D'autre part, le ontat est transitoireave une durée de l'ordre de 1e-4 s alors que le glissement des solides se maintient durantquelques seondes.
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Figure 2 � Présentation graphique de la hiérarhie méanique [30℄.Aujourd'hui, la simulation numérique est un outil puissant de la reherhe sienti-�que grâe au développement rapide de l'ordinateur et du alul haute performane.En 2011, [13℄ Ben Abdelounis a pour la première fois publié un modèle 2D de l'étudedu bruit de rugosité en utilisant la méthode des éléments �nis. Il a fallu 7 jours detemps CPU pour �nir une simulation. Don, une simulation 3D ave les mêmes donnéesgéométriques n'est pas enore réalisable même ave l'ordinateur le plus puissant atuel.



TABLE DES MATIÈRES 13ObjetifsÀ partir des motivations et des di�ultés mentionnées i-dessus, les objetifs de ettethèse sont les suivants :- Le premier objetif est de réaliser des expérienes pour déterminer les lois d'évolu-tion du bruit de rugosité en fontion de l'aire de ontat à l'aide d'un tribomètre onçuau laboratoire de Tribologie et Dynamique des Systèmes. A�n d'expliquer les phéno-mènes observés, une théorie de dissipation des vibrations dans les ontats rugueux estproposée.- Le deuxième objetif est de développer un outil numérique 2D approprié pourl'étude de ontat dynamique des pro�ls rugueux. Cet outil doit être rapide, e�ae etvalidé. Il servira à prédire l'évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse deglissement et de la rugosité de surfae. De plus, il sera apable de apturer les hostransitoires et de fournir les propriétés statistiques de es hos.- Le troisième objetif est d'e�etuer des simulations 3D du ontat dynamique entredeux surfaes rugueuses à l'aide des méso-entres de alul à Lyon.Organisation du mémoireCe mémoire de thèse se ompose de six hapitres,Un premier hapitre est onsaré à l'étude bibliographique. L'objet prinipal de etteétude qui est le bruit de rugosité est présenté. En�n, on terminera sur la méanique duontat et la modélisation du ontat entre deux surfaes.Le deuxième hapitre est onsaré aux expérienes qui sont réalisées pour étudierla relation entre le bruit de rugosité et l'aire de ontat. À travers es expérienes, ondéouvre l'existene de deux régimes. Dans le premier régime, le bruit roît propor-tionnellement ave l'aire de ontat tandis que dans le deuxième régime le bruit estonstant. Par la suite, on prouve que es deux régimes sont liés à deux proessus dedissipation : l'amortissement interne des matériaux et l'amortissement du ontat. Cehapitre se termine par la présentation d'une expériene sur l'évolution du niveau vibra-toire en fontion de la vitesse de glissement qui fournit des résultats de référene pourles simulations numériques.Le troisième hapitre est dédié à l'analyse numérique et les algorithmes utilisés pourtraiter le problème du ontat dynamique entre deux pro�ls rugueux (2D). L'approhenumérique se ompose de trois étapes. D'abord les pro�ls rugueux sont générés numéri-quement, ensuite on utilise les shémas d'intégration temporelle pour résoudre l'équationdu mouvement des solides, le ontat est géré par deux algorithmes répandus : l'algo-rithme des multipliateurs de Lagrange et l'algorithme de pénalités.L'approhe numérique est implémentée dans l'outil numérique nommé Ra2D qui estl'objet prinipal du hapitre quatre. Dans un premier temps, les strutures des �hiersde données et de résultats sont préisées. Ensuite, des tehniques d'optimisation sontappliquées pour réduire le temps CPU du programme Ra2D. Dans la dernière partie du



14 TABLE DES MATIÈREShapitre, on présente le entre du alul haute performane à Lyon ave lequel tous lesrésultats sont obtenus.Dans le inquième hapitre, on présente les as test pour valider le programme Ra2D.Ensuite, des études paramétriques sont réalisées pour hoisir les paramètres optimauxpour les simulations. Par la suite, les simulations ave des pro�ls de même dimensionque eux utilisés dans l'expériene sont réalisées. Les résultats obtenus sont la vitessevibratoire du pro�l, le niveau vibratoire, les statistiques de hos entre deux surfaesave des di�érents vitesses de glissement et rugosités de surfae.Le sixième hapitre est dédié à la réalisation des simulations 3D. L'approhe déritepour les pro�ls 2D est étendu pour les surfaes 3D, un nouveau outil numérique estdéveloppé et s'appelle Ra3D. En�n, les résultats obtenus par la simulation 2D, 3D etl'expériene sont omparés.Nous terminerons par une onlusion qui synthétisera les résultats obtenus et pré-sentera des perspetives de reherhe.



Chapitre 1État de l'art
1.1 Bruit de frottementLe bruit de frottement est le bruit rayonné dans l'environnement lors du mouvementrelatif de deux surfaes en ontat. Ce bruit se manifeste partout dans la vie quotidiennetels que le son harmonique du violon, le bruit naturel des igales, le bruit désagréable dufreinage automobile, le grinement d'une porte, le frottement des mains,... Ces bruits ontdes propriétés très di�érentes et des méanismes dynamiques omplexes qui dépendentde la manière dont le ontat s'établit. On peut lasser les bruits de frottement enfontion de l'intensité de la pression de ontat [6℄. Lorsque la pression est importante,ela orrespond à un bruit d'instabilité méanique. La réponse dynamique de deuxsystèmes sont ouplés, l'instabilité se développe. Au ontraire, si la pression est faible,on a le bruit de rugosité. À titre d'exemple de bruit d'instabilité méanique, eux desinstruments musiques omme le violon. Ils génèrent le son à l'aide du glissement del'arhet sur la orde. L'artiste doit ontr�ler la vitesse, la pression de ontat de l'arhet,le point de ontat sur la orde pour émettre le son harmonique souhaité. Le son duviolon résulte du transfert de vibration de la orde au orps de l'instrument qui joue ler�le de résonateur pour ampli�er le son, partiulièrement aux fréquenes spéi�ques.
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�	(a) Shéma de système l'arhet-orde du violon [81℄ (b) Frein à disque automobileFigure 1.1 � Exemples d'un bruit d'instabilité méaniqueUn autre exemple du bruit d'instabilité méanique est le bruit de freinage qui estune des soures prinipales de bruits produites par les transports. Un frein à disque estomposé d'un étrier et d'un disque inséré entre le moyeu et la roue. L'étrier supporte les15



16 Phénoménologie du bruit de rugositéplaquettes qui, sous l'ation de ylindres hydrauliques, pinent le disque et freinent sarotation (�gure 1.1). Le frottement produit la fore tangentielle lors du ontat entre laplaquette et le disque, puis la vibration dans le plan du disque et l'osillation normaledans la plaquette. Ces vibrations sont transmises à d'autres omposants du véhiule. Lesystème de freinage transforme la plupart de l'énergie inétique des véhiules en éner-gie thermique. Cependant une partie de l'énergie inétique est transformée en énergievibratoire et dissipée ensuite sous forme d'énergie aoustique. Il existe plusieurs typesde bruits de freinage dépendant des aratéristiques ou de leurs méanismes de généra-tion du bruit. Par exemple, le bruit de trépidations a des niveaux aoustiques faibles enomparaison ave d'autres types de bruits. Les bruits de ron�ement ont de fortes am-plitudes et un spetre de fréquene de 100 à 500 Hz. Les rissements ont des fréquenessupérieures à 1000 Hz.1.2 Phénoménologie du bruit de rugositéLe bruit de rugosité est généré lorsque la pression de ontat est faible. Les réponsesdu système ont don un faible ouplage dynamique. Autrement dit, les ondes et les os-illations se développent indépendamment dans deux orps solides. Le mot "rugosité"vient de la aratérisation de la surfae. En réalité, il n'existe pas de surfaes parfai-tement lisses. Grâe à une observation au mirosope, il est visible qu'une surfae este�etivement onstituée d'une suession d'aspérités et de vallées.1.2.1 Méanisme du bruit de rugositéLe méanisme du bruit de rugosité s'e�etue en trois étapes :- Multi-ontat des interfaes : le glissement entre deux surfaes rugueuses engendredes multiontats à l'interfae entre les aspérités des surfaes.- Vibration des solides : les aspérités en ontat sont élastiquement déformées. Lesdéformations des points de ontat se propagent dans le orps solide. Elles sont ensuiteré�éhies par les bords, et induisent des vibrations.- Rayonnement aoustique : la vibration provoque l'osillation dans l'air à travers lessurfaes des solides. Le bruit apparait quand ette osillation est propagée vers l'oreille.
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1.2.2 - Propriétés du bruit de rugosité 17non-linéaire. De plus, 'est un problème à multi-éhelles : de miro-éhelle pour les as-pérités des surfaes, à maro-éhelle pour le orps solide.1.2.2 Propriétés du bruit de rugositéDans la littérature, plusieurs expérienes ont été développées pour aratériser lebruit de rugosité. En 1982, Yokoi et Nakai ont observé sur le ontat pion-disque sanslubri�ation une orrélation entre le niveau de pression aoustique et la rugosité desurfae [92℄ :
∆Lp(dB) = 20 log10

(
Ra

Raref

)m (1.1)où Lp est la pression aoustique, Ra un paramètre statique de rugosité. L'exposant mdans ette formule varie de 1,6 à 2,4. Cette formule est on�rmée par d'autres auteurs,par exemple, les travaux d'Othman et Elkholy sur le ontat aiguille-plan ave une pente
m omprise entre 0.5 et 1.3 [67℄.La relation entre le bruit et la vitesse de glissement est aussi relevée dans les publi-ations de Yokoi et Nakai [91℄. Elle peut être prédite par la formule suivante,

∆Lp(dB) = 20 log10

(
V

Vref

)n (1.2)La valeur de n est omprise entre 0.6 et 1.1. Réemment, Houine et al ont on�rmées deux formules pour le ontat plan-plan et montré en outre qu'elles sont peut-êtreombinées dans une formule générale [13℄(Figs. 1.3 et 1.4) :
∆Lp(dB) = 20 log10

(
Ra

Raref

)m(
V

Vref

)n (1.3)ave 0.8 ≤ m ≤ 1.16 et 0.7 ≤ n ≤ 0.96.D'ailleurs, les e�ets de la rugosité sur le ontenu fréquentiel du bruit sont aussiinvestigués. Boyko a déteté que plus la surfae est rugueuse, plus les pis dans le spetreaoustique s'approhent des valeurs de fréquenes propres de �exion des solides [18℄.En 2011, Le Bot et al ont une première fois annoné la dépendane du bruit derugosité ave l'aire de ontat [55℄. En réalité, deux régimes peuvent apparaitre dans lemême système. Si l'aire de ontat S est petite, la pression aoustique est proportionnelleà S, et lorsque S devient importante, le régime onstant domine. Le bruit rayonné estévalué par une loi de puissane Lp ∝ Sλ/10 où λ représente la pente (en dB/déade).Dans l'expériene de Le Bot, la valeur minimale de λ observée est 1.7 et sa valeurmaximale est 6.7.La formule générale pour le bruit de rugosité est la suivante :
Lp ∝ RamV nSλ/10 (1.4)
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Figure 1.3 � Tribomètre aoustique

Figure 1.4 � Évolution du niveau de la pression aoustique en fontion de la vitesse deglissement et de la rugosité de la surfae [13℄1.2.3 Appliation industrielle du bruit de rugositéExemple du bruit ferroviaireLe bruit de roulement est la soure prinipale du bruit issu des transports ferroviairespour les vitesses omprises entre 50 et 300 km/h [85℄. Il est relié à l'état de la surfaedes strutures en ontat omme la roue, le rail et les traverses. L'interation entreles rugosités mirosopiques des surfaes exite la vibration dans les strutures. Des



1.2.3 - Appliation industrielle du bruit de rugosité 19ondes vibratoires y sont engendrées et rayonnent à leur tour dans l'environnement. Lapuissane aoustique rayonnée est la somme des ontributions de haque omposant. Lavibration de la roue entraine un rayonnement aoustique entre 2 000 et 4 000 Hz. Laontribution de la vibration du rail se situe autour de 1 000 Hz et les traverses vibrentprinipalement dans les basses fréquenes (environ 400 Hz). Un exemple du spetre duniveau de la pression aoustique générée par le passage d'un TGV-Duplex à trois vitesses(200 km/h, 250 km/h et 300 km/h) est présenté sur la �gure 1.5.
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�	�F��CD� ����(b) Niveau de pression aoustique généré parle passage d'un TGV-Duplex à trois vitesses(200 km/h, 250 km/h et 300 km/h)Figure 1.5 � Bruit de roulement [85℄La rugosité est le prinipal paramètre responsable du bruit de roulement. Plus lessurfaes sont lisses et plus le bruit est faible. Le bruit ferroviaire est faible ave desrails et roues neufs. Par ontre, il augmente onsidérablement en as de dégradationdes surfaes. D'autre part, le bruit de roulement s'aroit ave la vitesse du train. Undoublement de la vitesse orrespond à une hausse du niveau de bruit global de 8 à 10dB.Exemple du bruit pneumatiqueLes soures prinipales du bruit automobile sont elui du moteur, de l'éhappement,des transmissions méaniques et du ontat pneu-haussée. Ce dernier onstitue la soureprinipale des nuisanes sonores pour les vitesses supérieures à 50 km/h [79℄. Le bruitde ontat pneumatique est ausé par deux grands méanismes :- Le "phénomène d'air pumping" dans lequel l'air est omprimé entre les zones deontat pneu-haussée. À la sortie du ontat, l'air est détendu brusquement, entrainantla propagation des ondes aoustiques. Ce bruit produit est en général de moyennes ethautes fréquenes.- La "vibration des pneumatiques" oasionnée par l'interation entre les patins degomme ave les rugosités de la route, ontribue signi�ativement à la génération du bruitde ontat pneumatique/haussée. La vibration engendrée est de basse fréquene, dans
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Figure 1.6 � Les soures importantes du bruit automobile. Figure extraite de [20℄la bande 500-800 Hz pour le bord du pneumatique et au-dessus de 800 Hz pour la zone deontat. Les pneus lisses sont les plus silenieux, mais il est interdit de les utiliser sur lesroutes. Un pneu lisse ne sert que de référene, ar les autres performanes omme l'adhé-rene humide ou l'aquaplaning sont faibles. Le bruit est d'autant plus important quela route est irrégulière. Toutefois, seules les aspérités su�samment profondes et larges(largeur supérieure à 1,5 à 2 m) ausent des vibrations, tandis que elles inférieures à 1m n'en provoquent pratiquement pas. D'autre part, la vitesse de déplaement détientune in�uene importante sur le bruit de ontat pneumatique (�gure 1.7). Rimondi [77℄a évalué l'évolution du niveau du bruit en fontion de la vitesse par la formule suivante :
L = a+ clog10V (1.5)

��������	A�B ����������	���A�BCD�EE�Figure 1.7 � In�uene de la vitesse sur le bruit de ontat pneumatique [79℄



1.3.2 - Caratères statistiques 21Bio-TribomètreDans l'industrie, il est essentiel de déterminer les aratéristiques de la surfae,omme la doueur de la peau, la rugosité des papiers, et... La plupart des méthodeslassiques reposent sur la mesure du oe�ient de frottement pour évaluer es para-mètres. Réemment, de nouveaux dispositifs ont été développés pour aratériser lasurfae en utilisant les propriétés du bruit de rugosité sous la dénomination tehniqued'émission aoustique (AE). Un tribomètre-sonde a été mis au point par Zahouani etal. Cette mahine est équipée d'un doigt arti�iel et d'un mirophone [93℄. Lorsque l'onfait glisser le doigt arti�iel sur une surfae, le mirophone enregistre le niveau de lapression aoustique et évalue la doueur relative de la surfae. Cette méthode permetde déterminer les di�érentes zones de la peau et aussi l'e�et du vieillissement.1.3 Desription des surfaes rugueusesLa aratérisation des surfaes rugueuses est la première étape dans l'étude du bruitde rugosité. Le pro�l de surfae est en général aléatoire. L'altitude à un point quelonquesur la surfae noté h(x) est onsidérée omme une variable aléatoire, don la surfaerugueuse peut être onsidérée omme un proessus aléatoire.1.3.1 Mesure de l'état de surfaeLe premier pro�lomètre pour analyser la surfae est réé par Abott et Firestone en1933. La mesure onsiste à déplaer sur la surfae un palpeur muni d'un stylet maintenuau ontat par un e�ort normal onstant. Cette tehnique s'est beauoup améliorée etest très utilisée aujourd'hui.La tête du stylet est onstitué d'une pointe en diamant, ave un rayon de ourburevariant entre 2 µm et 10 µm. Un apteur indutif fournit une tension életrique propor-tionnelle au déplaement vertial de la pointe. Les variations dans les tensions générées,lors du déplaement de la pointe suivant la diretion X, sont repérées par le apteurpuis onverties en di�érents paramètres de rugosité par l'életronique de l'instrument.Il est possible d'obtenir un pro�l (2D) ou une surfae (3D). L'aquistion d'une mesure3D se fait par la réalisation d'une suession de pro�ls 2D.On appelle pro�l total le pro�l mesuré qui est déomposé ensuite en pro�l de rugositéet en pro�l d'ondulation. La longueur d'onde du �ltre est généralement de 0.8 mm1.3.2 Caratères statistiquesCaratères des hauteursDans un pro�l 1D d'une surfae rugueuse, h(x) désigne l'altitude au point x du pro�l.On hoisit le repère pour que la moyenne des altitudes < h(x) > soit nulle. La moyenne



22 Desription des surfaes rugueusesarithmétique de la valeur absolue des altitudes Ra est donnée par la formule suivante :
Ra =

1

L

∫ L

0

|h(x)|dx (1.6)Pourtant, deux surfaes totalement di�érentes peuvent avoir le même Ra (�gure 1.8).
(a)

(b)

(c)Figure 1.8 � Di�érentes surfaes ayant la même valeur RaLa valeur moyenne quadratique Rq est dé�nie par la formule suivante :
Rq =

√

1

L

∫ L

0

h(x)2dx (1.7)La fontion de distribution umulée P (h0) est dé�nie par la probabilité des points dontles hauteurs sont inférieures à h0 :
P (h0) = Prob(h ≤ h0) (1.8)Don P (−∞) = 0 et P (∞) = 1. En dérivant P (h), la fontion de densité de probabilitédes altitudes p(h) est obtenue :

p(h) =
dP (h)

dh
(1.9)La probabilité des altitudes omprises dans h1 ≤ h ≤ h2 est alulée à partir de laformule suivante :

P (h1 ≤ h ≤ h2) =

∫ h2

h1

p(h)dh (1.10)En pratique, de nombreuses surfaes montrent une distribution gaussienne (�gure 1.9)des altitudes dont la formule est donnée par :
p(h) =

1

σ
√
2π
exp[−(h−m)2

2σ2
] (1.11)où σ et m sont respetivement l'éart-type et la moyenne des altitudes. Alors, la proba-bilité des altitudes sont omme suit :

P (−σ ≤ h ≤ σ) = 0.682

P (−2 ∗ σ ≤ h ≤ 2 ∗ σ) = 0.954

P (−3 ∗ σ ≤ h ≤ 3 ∗ σ) = 0.999

P (−∞ < h <∞) = 1
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Figure 1.9 � Représentation graphique d'une loi Gaussienne de moyenne m=0
Pour mesurer la symétrie du pro�l par rapport à la ligne moyenne, on utilise leoe�ient de dissymétrie (skewness) Rsk. Il est dé�ni omme le quotient de la moyennedes ubes des valeurs des altitudes h(x) par le ube du paramètre Rq.

Rsk =
1

LRq3

∫ L

0

h3(x)dx (1.12)Si Rsk est négatif, la distribution est asymétrique à gauhe et il y a plus de reux quede pis. Si Rsk est positif, la distribution est asymétrique à droite et il y a plus de pisque de reux. Si Rsk est nul, le pro�l est symétrique. Pour une distribution gaussienne,e paramètre vaut 0 (�gure 1.10).
p(h)

h

Rsk<0Rsk>0

Rsk=0

p(h)

h

Rku<3

Rku=3

Rku>3

O OFigure 1.10 � Coe�ient Rsk pour la mesure de la symétrie du pro�l et oe�ient Rkupour la mesure de l'aplatissement de la distribution du pro�lLe kurtosis ou oe�ient d'aplatissement Rku, orrespond à une mesure de l'apla-tissement de la distribution. Il est dé�ni par,
Rku =

1

LRq4

∫ L

0

h4(x)dx (1.13)Pour une distribution gaussienne, e oe�ient vaut 3. Un oe�ient inférieur à 3 or-respond à une distribution aplatie. Un oe�ient supérieur à 3 orrespond à une distri-bution pointue qui présente un nombre relativement important de vallées profondes oude pis élevés (�gure 1.10).



24 Desription des surfaes rugueusesCaratère spatialDans la �gure 1.11 on présente deux surfaes sinusoïdales de même amplitude maisde périodes di�érentes, es deux surfaes possèdent la même valeur Rq et la mêmefontion densité de probabilité p(h). En 1984, MGillem and Cooper [60℄ ont introduitles fontions spatiales pour ompléter la desription des surfaes. Ce sont les fontionsd'auto-ovariane et d'auto-orrélation. La fontion d'auto-ovariane est dé�nie par laformule [16℄ :
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Figure 1.11 � Surfae sinusoïdale
R(χ) = lim

L→∞

1

L

∫ L

0

h(x)h(x+ χ)dx (1.14)Elle a pour but de mesurer le degré de orrélation entre deux points du pro�l distantsde χ. On a R(inf) = 0, 'est-à-dire que deux points à la distane in�nie n'ont pas deorrélation. R(0) = Rq et R(−χ) = R(χ).Une fois que la fontion d'auto-ovariane est normalisée, on obtient la fontiond'auto-orrélation (ACF) C(χ).
C(χ) =

R(χ)−m2

σ2
(1.15)Et 0 ≤ C(χ) ≤ 1.Dans la �gure 1.12, on présente les ACF de deux surfaes rugueuses. On observe queplus la surfae est rugueuse, plus son ACF tend vers 0 rapidement. Cette propriété estaratérisée par la longueur de orrélation lc qui est dé�nie omme la distane néessairepour que l'ACF se réduit à la valeur 1/e (37%).Les deux types d'ACF renontrés le plus souvent sont gaussien et exponentiel. Laforumule de la fontion d'auto-orrélation exponentielle est :

C(χ) = exp(−|χ/|/lc) (1.16)La fontion d'auto-orrélation Gaussienne est donnée par :
C(χ) = exp(−χ2/l2c ) (1.17)
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Figure 1.12 � Fontion d'auto orrélation pour dérire la aratéristique spatiale de lasurfae [16℄Le spetre des hauteurs de la surfae (la densité spetrale de puissane de la surfae)est la transformée de Fourrier spatiale de la fontion d'autoorrélation.
Sh(k) = TF [Ch(x)] =

∫ +∞

−∞
Ch(x)e

−kxdx (1.18)Le pro�l de la surfae est dé�ni si la distribution et le spetre des hauteurs (fontiond'autoorrélation) sont onnus.1.3.3 Génération des surfaes numériquesLa génération des surfaes numériques ayant des propriétés voulues joue un r�leimportant dans la modélisation du ontat des surfaes. Il existe plusieurs modèlesstatistiques permettant aomplir ette mission.Pour générer une surfae ave une fontion spetrale de densité donnée, Watsonet Spedding (1982) ont utilisé la méthode d'autorégressif et moyenne mobile, Newland(1984) a proposé la méthode de série temporelle et la transformation rapide de Fourrier.Hu et Tonder ont présenté un modèle utilisant la méthode de �ltre à réponse impulsion-nelle �nie.Parmi es méthodes, elle de FFT (ou la méthode spetral) se montre la plus rapide etla plus utilisée pour la génération des surfaes gaussiennes (Wu (2000)). Les formulationsde ette méthode et les algorithmes pour une surfae 2D gaussienne ave un spetregaussien sont préisés dans le livre de Tsang et Kong. Un modèle d'une surfae 3Dgaussienne est présenté dans l'artile de Reizer [76℄.D'ailleurs, le modèle numérique d'une surfae 3D non-gaussienne est aussi développé.Pour e fait, Gu et Huang ont utilisé la méthode d'autorégressif et moyenne mobile avele systeme de distribution fréquentielle de Johnson qui est pourtant gourmand en tempsde alul. Sherrington et Howarth ont introduit l'utilisation de la sparse matrie poura�ranhir la limitation de la stokage. Bakolas (2003) a ombiné la méthode du gradientonjugué et FFT pour aquérir l'aord entre les aratéristiques spetrales de la surfaegénérée ave les valeurs voulues.



26 Méanique de ontatLa génération des surfaes rugueuses sont aussi e�etuées en utilisant la desriptionfratale. Tsang et Kong ont préisé les étapes pour générer un pro�l fratal 2D enutilisant la fontion Weierstrass-Mandelbrot. Mingquing a proposé une tehnique deMonte Carlo se basant sur une loi non-linéaire de distribution du diamètre des aspéritéset de la propriété auto-a�ne de la surfae rugueuse.1.4 Méanique de ontat1.4.1 Condition de non pénétrationSoit deux solides Ω1 et Ω2 en ontat frottant, on onsidère le point P appartenantà Ω1, Q est sa projetion sur la surfae Γ2 (Fig 1.13). g et p désignent respetivementle jeu entre P ave Γ2 et la pression de ontat exerée au point P.
g

Su

Sf

Sc

Ω1

Ω2

P Q
Figure 1.13 � Problème de ontat des deux solides [64℄On divise la frontière de haque solide en trois omposantes omme sur la �gure1.13 :- S1 : où les déplaements sont imposés (ondition de Dirihlet).- S2 : où les e�orts sont imposés (ondition de Neumann).- Sc : la surfae potentielle de ontat (ondition de Signorini).Les onditions de ontat de Hertz-Signorini-Moreau sont introduites par la suite :- Condition géométrique : impénétrabilité de la matière (Signorini-Hertz).

g ≥ 0 ⇐⇒
{

g > 0 Pas de ontat
g = 0 Contat (1.19)- Condition méanique : La pression de ontat est ompressive pour empêher l'im-pénétrabilité (Signorini-Hertz),

p ≤ 0 ⇐⇒
{

p = 0 Pas de ontat
p < 0 Contat (1.20)



1.4.2 - Relation fore-déplaement 27- Condition de omplémentarité : (Moreau)
p.g = 0 (1.21)En pratique, es onditions s'érivent ensemble omme suit :

g ≥ 0; p ≤ 0; p.g = 0. (1.22)Elles sont représentées graphiquement sur la �gure 1.14. Ces onditions introduisent unp
g

Figure 1.14 � La ondition de non-pénétrationproblème non-univoque, semi-dé�ni positif et non-di�érentiable en f=g=0. Cette parti-ularité provoque une di�ulté au niveau de la résolution numérique. Ces onditions ontune forme identique aux onditions de Karesh-Kuhn-Tuker de la théorie d'optimisationmathématique.1.4.2 Relation fore-déplaementFormule intégraleConsidérons un demi-espae onstitué d'un matériau élastique linéaire isotrope, sou-mis à une pression normale p appliquée à sa surfae 1.15. La solution lassique de eproblème est proposée par Boussinesq [46℄ :
u(x) =

1− v2

2πE

∫

p(x′) ln

(
x− x′

xref − x′

)2

.dx′ (1.23)où E est le module d'Young, v le oe�ient de Poisson. xr la distane à partir du pointde référene où le déplaement est onsidéré omme nul xref .La formule pour le problème 3D est donnée par Timoshenko et Goodier (1970) [46℄ :
u(x, y) =

1− v2

πE

∫ ∫

Ω

p(x′, y′).dx′.dy′
√

(x− x′)2 + (y − y′)2
(1.24)Les formules intégrales nous apportent une relation expliite entre la fore et la défor-mation. Pourtant, les termes d'inertie ne sont pas pris en ompte, es formules sont donappliquées en général pour des ontats statiques.
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A AFigure 1.15 � Calul du déplaement d'un demi-espae élastique soumis à une pressionuniforme [46℄
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Figure 1.16 � Calul du déplaement d'un demi-espae élastique soumis à une pressionuniforme - 3D formulation [46℄Formule de HertzEn 1882, Hertz a résolu le problème de ontat normal entre deux surfaes sphériques.Nous allons présenter sa méthode et ses résultats à l'aide d'un exemple de ontat entredeux sphères.
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�Figure 1.17 � Contat de Hertz [70℄Sur la �gure 1.17 : R1, R2 sont les rayons des sphères. r est la distane à l'origine durepère d'un point dans la zone de ontat. N est la harge extérieure appliquée sur lessolides. δ est la distane d'approhe des deux solides. Les déplaements doivent satisfaire



1.4.2 - Relation fore-déplaement 29la ondition de non-pénétration :
uz1 + uz2 = δ − r2

2R
dans la zone de ontat, (1.25)

uz1 + uz2 < δ − r2

2R
hors de la zone de ontat. (1.26)On introduit le rayon e�etif R : 1/R = 1/R1 + 1/R2.Hertz a supposé que la distribution de la pression avait une forme parabolique :

p = p0

√

1− r2

a2
ave r ≤ a (1.27)où a est le rayon de la zone de ontat. Quand r = 0, la pression de ontat est maximaleen revanhe, au bord r = a, la pression est nulle. En utilisant la formules intégrale (1.23),le déplaement obtenu est :

uz =
1− v2

E
.
π.p0
a

(
2a2 − r2

) (1.28)Le module d'Young e�etif E∗ est dé�ni par :
1

E∗ =
1− v21
E1

+
1− v22
E2

(1.29)En introduisant uz dans la ondition de non-pénétration, on obtient :
π.p0
4a.E∗

(
2a2 − r2

)
= δ − r2

2R
(1.30)La harge extérieure appliquée sur le solide est alulée à partir de la pression deontat :

N =

∫ a

0

2π.p(r).r.dr =
2

3
p0.π.a

2 (1.31)Don, le rayon de la zone ontat, la distane d'approhe et la pression maximalesont :
a =

(
3N.R

4E∗

)1/3 (1.32)
δ =

(
9N2

16R.E∗2

)1/3 (1.33)
p0 =

(
6N.E∗2

π3.R2

)1/3 (1.34)Les formules d'Hertz sont utilisées prinipalement pour les ontats sphériques etstatiques.



30 Méanique de ontatFormule variationnelleLe prinipe d'Hamilton pour des matériaux élastiques s'érit :
δ

∫ t2

t1

K − (V + U)dt = 0 (1.35)où K est l'énergie inétique,
K =

∫

Ω

ρ

2

(
∂u

∂t

)2

δu.dΩ, (1.36)
V est l'énergie potentielle,

δV = −
∫

V

f.δu.dV −
∫

S2

t.δu.dS, (1.37)et U est l'énergie de déformation élastique,
σij =

∂U

∂ǫij
. (1.38)La somme de Π = U+V est l'énergie potentielle totale. L'ensemble des déplaementsinématiquement admissibles pour le problème de ontat dynamique ui doit satisfaireà la fois la prinipe d'Hamilton et la ondition de non-pénétration :min∑

i=1,2

∫ t2

t1

(K − Π).dt ave i=1, 2
gn ≥ 0, pn ≤ 0, gn.pn = 0 (1.39)Ensuite, des tehniques spéi�ques de la théorie d'optimisation sont utilisées pourrésoudre le problèm 1.39. Deux méthodes les plus répandues : la méthode de pénalité etla méthode des multipliateurs de Lagrange [71℄ sont présentées ii. Le prinipe généralest d'intégrer une nouvelle fontionnelle de l'énergie liée à des ontraintes à l'énergiepotentielle totale.

Π∗ = Π+Πcont (1.40)Si la ondition de non-pétrétration est stritement respetée, la nouvelle fontionnellede l'énergie est nulle : Πcont = 0.Le problème revient don à trouver les déplaements inématiquement admissiblespour que :
δ

∫ t2

t1

K − (Π + Πcont)dt = 0 (1.41)
gn ≥ 0, pn ≤ 0, gn.pn = 0



1.5.1 - Modèle analytique de ontat rugueux 31Méthode de pénalité Cette méthode autorise une pénétration entre deux surfaes.La fontionnelle de l'énergie Πcont de la méthode de pénalité est donnée par :
Πcont =

1

2
κ

t2∫

t1

∫

Γc

g2.[H(−g)]dt.dx (1.42)où κ est le oe�ient de pénalité, H(x) est la fontion de Heaviside
H(x) =

{

0 si x = 0

1 si x ≥ 0
(1.43)La fore de ontat est alulée par une relation expliite ave la pénétration [62℄,

f(x, t) = κ.g(x, t).H [−g(x, t)] (1.44)Cette méthode est faile à mettre en oeuvre, ar la fore de ontat est aluléeexpliitement ave le déplaement. Cependant le résultat obtenu est dépendant du hoixdu oe�ient de pénalité. Une valeur faible du oe�ient de pénalité onduit à despénétrations importantes qui ne sont pas aeptables, alors qu'une valeur trop grandeprovoque des osillations et des instabilités numériques.Méthode des multipliateurs de Lagrange Cette méthode respete parfaitementla ondition de pénétration, elle onsiste à introduire les notions de surfae maitre, sur-fae eslave et des variables supplémentaires appelées multipliateurs de Lagrange. Lasurfae eslave ontient des noeuds de pénétration, alors que la surfae maitresse om-porte des segments pénétrés par le noeud de ontat. Les multipliateurs de Lagrangesont les fores de ontat aux noeuds de pénétration. La fontionnelle de l'énergie po-tentielle liée au ontat devient don :
Πcont = λT .g (1.45)où λ est le veteur des multipliateurs de Lagrange, g le veteur de jeu entre deuxsurfaes.L'utilisation du prinipe de Hamilton mène à l'équation variationnelle suivante [71℄ :

δ(K − Π)− λT δg = 0 (1.46)
λ ≤ 0; g ≥ 0; λ.g = 0 (1.47)L'introdution des multipliateurs de Lagrange et de la notion de surfaemaitre/eslave rendent ette méthode di�ile à mettre en oeuvre et demandent plu-sieurs ressoures de aluls (la mémoire, le temps CPU).1.5 Modélisation de ontat1.5.1 Modèle analytique de ontat rugueuxLe premier modèle pour traiter le ontat rugueux est proposé par Greenwood etWilliamson en 1966 [38℄. Il se repose sur trois hypothèses prinipales. D'abord, la forme



32 Modélisation de ontatdes aspérités des surfaes est supposée sphérique et elles ont le même rayon de ourbure,la distributions des hauteurs est gaussienne. Ensuite, le ontat entre les deux surfaesest transformé en un ontat entre un plan rigide et une surfae e�etive onstruiteà l'appui des propriétés des surfaes d'origine. Troisièmement, les formules de ontatd'Hertz sont appliquées pour aluler la fore de ontat et la déformation des aspérités.On onsidère le ontat entre deux surfaes rugueuses ayant respetivement le moduled'Young E1, E2 et le rayon de ourbure des aspérités R1, R2. Le module d'Young, lerayon de ourbure de la surfae e�etive sont :
E∗ =

[
(1− v21)

E1
+

(1− v22)

E2

]−1 (1.48)
R =

[
1

R1

+
1

R2

]−1 (1.49)
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Figure 1.18 � Modèle GreenWood-Williamson pour ontat rugueux [73℄Dans la �gure 1.18, h0 est l'éart initial entre la ligne moyenne de la surfae e�etiveet le plan, z est la hauteur de l'aspérité. p(z) désigne la fontion densité de probabilitéde la hauteur z, et N est le nombre total d'aspérités. Don le nombre d'aspérités ayantune hauteur supérieure à une valeur de l'éart initial h0, est alulé par la formule :
n = N

∫ ∞

h0

p(z)dz (1.50)On onsidère une aspérité zi en ontat ave le plan rigide, la pénétration est :
δ = zi − h0. (1.51)En utilisant les formules de ontat de Hertz, la fore et l'aire de ontat d'une seuleaspérité sont données par [73℄ :

∆F =
4

3
E∗R1/2δ3/2∆A = πδR (1.52)La fore de ontat totale est obtenue par la somme des fores appliquées sur toutesles aspérités :
F =

∫ ∞

h0

4

3
E∗R1/2δ3/2N.p(z)dz (1.53)



1.5.2 - Méthode des éléments frontières 33et de même pour l'aire de ontat totale :
A =

∫ ∞

h0

πδ.R.N.p(z)dz (1.54)L'inonvénient de ette méthode réside dans le fait que l'on impose un rayon unique àtoutes les aspérités, alors que e n'est pas le as des surfaes réelles. Selon Ahard(1957),les aspérités des surfaes rugueuses doivent être dérites omme des �protubéranes surprotubéranes�. C'est-à-dire que haque aspérité est onstituée elle-même aspérités pluspetites.Le modèle de GreenWood-Williamson a été ensuite amélioré par Whitehouse et Ar-hard (1970) [44℄ en onsidérant que le rayon de ourbure des aspérités est aléatoire.Nayak (1971) [68℄ s'intéresse à analyser des surfaes rugueuses gaussiennes par la théoriedes proessus aléatoires : la distribution de hauteur des sommets, la densité des som-mets, le gradient moyen de la surfae sont reliées à une fontion de densité spetrale depuissane. En 1975, la théorie des proès aléatoires est aussi utilisée dans le modèle BGTde Bush et al. [89℄ dans lequel la ourbure des aspérités est dérite par un paraboloide.Kotwal et Bhusan ont développé un modèle statistique pour les surfaes non-gaussiennesprésentant le skewnesse et le kurtosis.Réemment, les modèles analytiques se basant sur la théorie de fratal ont intéressésplusieurs auteurs. La théorie fratale pour le ontat plastique des surfaes rugueusesest proposée par Bhusan et Majumdar (1991). Ciavarella et al. [27℄ ont résolu analy-tiquement le problème de ontat élastique pour les pro�ls fratals dé�nis par la sériedéterministe de Weierstrass. Dans le modèle de Persson (2001) [43℄, on n'utilise plusle onept des aspérités, la surfae est maintenant dérite via la fontion spetrale depuissane et les variables prinipales aratérisant le ontat sont le paramètre d'am-pli�ation, la probabilité de distribution de pression et la distribution de la séparationinterfae.1.5.2 Méthode des éléments frontièresLa méthode des éléments frontières onsiste à diviser la surfae en un ensemble depoints disrets omme le montre la �gure 1.19. Lorsque le pas spatial est su�sammentpetit, la pression sur haque élément est supposée onstante. Selon la formule (1.24), ledéplaement au point (i, j) est la somme des ontributions des pressions exéutées surla surfae. La forme disrète de ette formule est donnée par A.E.H.Love [73℄ :
uij =

N∑

i′=1

N∑

j′=1

Kiji′j′.pi′j′ (1.55)où N ×N est le nombre des noeuds, Kiji′j′ est le oe�ient d'in�uene. Physiquement,il joue le r�le du déplaement au point (i, j) lorsque l'on applique une fore unité aupoint (i′, j′).
Kiji′j′ =

∆

πE∗ [a ln(
c +

√
a2 + c2

d+
√
a2 + b2

) + b ln(
d+

√
b2 + d2

c+
√
b2 + c2

)

+ c ln(
a+

√
a2 + c2

b+
√
b2 + c2

) + d ln(
b+

√
b2 + d2

a+
√
a2 + d2

)] (1.56)
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Figure 1.19 � Maillage de disrétisation d'une surfae [86℄où
a = i− i′ + 0.5 b = i− i′ − 0.5

c = j − j′ + 0.5 d = j − j′ − 0.5L'équation (1.55) donne une relation expliite entre la fore de ontat et la déforma-tion, pourtant le nombre des points en ontat et leur loalisation sont a priori méonnus,il faut par onséquene e�etuer des algorithmes itératifs. À l'instant initial, on alulela distane de séparation entre deux surfaes en fontion des données géométriques etsuppose une zone de ontat �tive. Par la suite la fore de ontat et la déformation desaspérités sont résolues grâe à la formule (1.55) et la distane de séparation et la zonede ontat sont realulées. Ces proédures sont répétées jusqu'à e que la onvergenesoit atteinte.La méthode des éléments frontières est largement utilisée et développée dans le al-ul du ontat des surfaes rugueuses [8℄ ar la dimension du problème est réduite deun (3D à 2D, 2D à 1D), don la taille des données et des variables à résoudre sontonsidérablement réduites. De plus, la résolution de la disrétisation de la surfae estplus élevée, la préision des solutions à l'interfae est alors augmentée.Fihera (1964) [32℄, Duvaut et Lions (1972) [29℄ ont étudié les prinipes générauxonernant l'existene et l'uniité de la solution dans le problème de ontat. R. S. Sayles(1996) [80℄ a utilisé les équations (1.55) pour l'étude de la distribution des pressions deontat ainsi que la relation entre la fore appliquée et l'aire de ontat pour le ontatstatique des surfaes rugueuses. Le système d'équation de ontat peut être résolu dire-tement en utilisant la tehnique de la matrie inverse ou par des méthodes variationnellesminimisant une fontion d'énergie appropriée. Pour les ontats sans frottement, Kal-ker [48℄ a présenté une méthode visant à minimiser l'énergie de déformation élastique desinterfaes. Bjorklund et Andersson [17℄ ont proposé un modèle inluant le frottement.



1.5.3 - Méthode des éléments �nis 35Tian et Buhsan [86℄ s'intéressent aux modèles pour la déformation plastique.Ju et Farris [47℄ ont introduit une méthode se basant sur la transformation rapide deFourrier (FFT) pour aélérer la résolution du système d'équation de ontat. Stanley etKato [83℄ a ombiné la méthode FFT ave le prinipe variationnel pour la modélisation3D du ontat des surfaes rugueuses. Ren et Lee ont implémenté la méthode de grillemobile pour réduire la taille de stokage des matries d'in�uene dans la résolution desméthodes de BEM.1.5.3 Méthode des éléments �nisParmi les méthodes numériques permettant de résoudre le problème de ontat,elle des éléments �nis est la plus répandue, ar elle est apable de fournir des résultatsexhaustifs. Cette méthode onsiste à diviser le solide en un nombre �ni d'éléments géo-métriques simples interonnetés aux noeuds (maillage). Les hamps physiques du orpssolide sont interpolés en fontion de leur valeur aux noeuds. L'équation du mouvementde la méthode des éléments �nis s'érit en général omme suit :
M.ü+ C.u̇+K.u = F ext (1.57)Où u est le veteur des déplaements nodaux, M la matrie de masse, K la matrie deraideur, C la matrie d'amortissement et f le veteur de fore nodale extérieure. Dansle as du ontat, la ondition de non-pénétration est :

T Tu− δ ≥ 0 (1.58)où T est la matrie de ontrainte, δ le jeu entre les deux surfaes.La plupart des odes éléments �nis standards utilisent l'algorithme de pénalité oudes multipliateurs de Lagrange pour traiter le problème de ontat. Chaudhary etBathe [24℄ ont utilisé la méthode des multipliateurs de Lagrange et le shéma d'inté-gration temporelle impliite Newmark pour une modélisation 3D de ontat statique.Carpenter et al. [21℄ ont ombiné la méthode des multipliateurs de Lagrange avele shéma expliite aux di�érenes entrées pour analyser les dynamiques transitoiresdans l'impat et le glissement ave frottement. Cette méthode est aussi utilisée parMeziane [61℄ pour la simulation du bruit de freinage.La formulation pour la méthode de pénalité se trouve dans l'ouvrage élèbre de Kiku-hi et Oden [49℄. Chen et Hisada [26℄ ont modi�é l'algorithme de pénalité en remplaçantla fore onentrée de ontat par l'intégration de la pression nodale de ontat sur lasurfae. Dans le domaine robotique où se présente le problème d'intégration de hautefréquene, la méthode de pénalité reste la plus répandue (Moore et Wilhelm [63℄).Luenberger [59℄ a montré que la solution obtenue par l'algorithme des multipliateursest le même que elle de pénalité lorsque le oe�ient de pénalité tend vers l'in�ni positif.De plus, plusieurs algorithmes se basant sur des onepts de pénalité et multipli-ateurs de Lagrange sont développés omme la formulation perturbée de Lagrange deSimo et al. (1985) [82℄, la méthode de Lagrange augmentée et l'algorithme Uszawa déritdans Kikuhi et Oden [49℄, Alart et Curnier (1991) [7℄.



36 Modélisation de ontatLa théorie de fratal est aussi appliquée dans les modèles FEM, par exemple lestravaux de Panagiotopoulos et al. (1992) [69℄ pour la méanique de la rupture, Hu etal. (2000) pour les surfaes rugueuses.Depuis deux derniers déades, la programmation quadratique (QP) est bien investi-guée dans la simulation du problème de ontat. Givoli et Doukhovni [36℄ ont développéune approhe FEM-QP pour le problème de ontat de grande déformation. Haug etal. [39℄ ont résolu le problème de ontat sans frottement entre une roue et une fon-dation élastique par la programmation quadratique. Kontoleon et Baniotopoulos [51℄appliquent ette méthode pour résoudre le ontat entre un solide élastique/plastiqueet un obstale rigide.Malgré le fort développement de la FEM, il demande toujours une disrétisationentière du orps solide qui onduit à des systèmes matries de larges dimensions àrésoudre, et pour la méanique de ontat des surfaes, ette méthode reste ine�ae etgourmande en temps de alul dus aux aluls inutiles à l'intérieur du orps solide.De plus, dans la simulation du ontat entre surfaes rugueuses, il est néessaired'avoir un pas de disrétisation spatial plus petit que la taille des aspérités (de l'ordredu miromètre) et le pas du temps doit être inférieur à la durée instantanée du ho (del'ordre de la miroseonde)(�gure 1.20). Don, le temps CPU devient très oûteux. Àtitre d'exemple, pour une simulation 2D du ontat frottant entre deux surfaes de di-mensions 120x8 mm, de rugosité Ra=26 µm omme présentée à la �gure (1.20), 7 joursde alul sont néessaires. Le pas du temps utilisé est dt = 10e-8 s, le maillage est onsti-tué de 7764 éléments et 4654 noeuds, la durée de simulation est 1 s. Le miroproesseurutilisé est un Intel Core Duo (TM) 2 CPU 2,4 GHz.

Figure 1.20 � Modèle de méthode des éléments �nis de ontat rugueux [14℄
1.5.4 Méthode de fontion de GreenDans ette approhe, la réponse est alulée par un produit de onvolution entre lafontion de Green et la fore de ontat. Une telle démarhe a été utilisée par di�érentsauteurs : MIntyre et al. [9℄ ont appliqué ette approhe pour traiter le problème deontat (orde/arhet ontat) a�n d'étudier les grandes amplitudes d'osillations desinstruments musiaux. Nordborq a appliqué la même approhe pour le problème deontat roue/rail. Cette tehnique est aussi largement utilisée pour traiter les problèmesde ontat entre pneumatique et haussée. L'équation du mouvement d'un problème



1.5.4 - Méthode de fontion de Green 37dynamique général s'érit sous la forme :
Ku+ Cu̇+Mü = F (t) (1.59)où K, C, M sont respetivement la matrie de raideur, la matrie d'amortissement etla matrie de masse.La méthode de la fontion de Green onsiste à trouver la fontion de Green temporelle

g(t) qui est en général la solution du problème suivant :
Ku+ Cu̇+Mü = δ(t) (1.60)Puis le déplaement est obtenu par un produit de onvolution de ette fontion etde la fore appliquée F (t). Dans le as où les onditions initiales sont nulles, la solutionde l'équation (1.59) est :

u(t) = F (t) ∗ g(t) =
∫ t

0

F (τ)g(t− τ)dτ. (1.61)1.6 SynthèseL'étude du bruit de rugosité est un phénomène omplexe qui fait intervenir plusieursdomaines : la tribologie, l'aoustique et la dynamique. Du point de vue expérimental,les résultats de la littérature montrent prinipalement les lois de l'évolution du bruitde rugosité en fontion de la vitesse de glissement et la rugosité de surfae. Pourtant,il reste enore des questions sans réponses : quelle est la relation du bruit de rugositéet d'autres paramètres importants omme l'aire de ontat, ... ? Comment explique-t-onles lois du bruit de rugosité ? Pour répondre à es questions, un tribomètre spéial a étédéveloppé au LTDS pour étudier le problème du bruit de rugosité. Ensuite, une théoriesur la dissipation de vibrations dans le ontat rugueux est proposée pour expliquer lesphénomènes du bruit de rugosité.Du point de vue numérique, le bruit de rugosité reste un phénomène peu étudié. Lemodèle dans la littérature est réalisé par la méthode des éléments �nis. Cependant, letemps CPU est trop oûteux. De plus, il n'existe pas enore de modélisation 3D qui per-met d'approher des résultats expérimentaux et de prédire exatement le bruit générépar le ontat rugueux. Parmi les formules de la relation fore de ontat - déplaement,on s'oriente vers la méthode de pénalité et la méthode des multipliateurs de Lagrange,ar elles ne requièrent pas d'hypothèses sur la géométrie de la surfae (omme les for-mules de Hertz) et leurs domaines d'appliation ouvrent le ontat dynamique, alorsque les formules intégrales sont appropriées seulement au ontat statique.



Chapitre 2Étude expérimentale du bruit derugosité
Dans e hapitre, des ampagnes expérimentales sont réalisées pour établir les loisempiriques du bruit de rugosité. On étudie d'abord la relation entre le bruit émis etl'aire de ontat. L'existene de deux régimes est mise en évidene. Dans le premierrégime, le bruit roît ave l'aire de ontat tandis que dans le seond régime, le bruit estquasiment onstant. A�n d'expliquer e phénomène étrange, une théorie de la dissipationdes vibrations dans un ontat rugueux est proposée. On étudie ensuite l'évolution dubruit de rugosité en fontion de la vitesse de glissement. On observe naturellement quele bruit roît ave la vitesse de glissement selon une loi logarithmique dont la pente estmesurée préisément.Ces expérienes ont pour but de fournir des référenes expérimentales qui servirontpour la validation des simulations numériques des hapitres suivants.2.1 Observation de deux régimesLa question posée est la suivante. Comment évolue le bruit de frottement ave l'airede ontat ? En partiulier, on aimerait savoir si une surfae de frottement plus grandeprovoque plus de bruit. Pour observer e phénomène, on propose une expériene trèssimple basée sur le frottement de moreaux de sure sur diverses surfaes.Prinipe Dans ette expériene, on fait glisser à vitesse établie un ertain nombrede moreaux de sure sur diverses surfaes. Le niveau sonore émis est mesuré par unsonomètre situé au dessus du paquet de sure. L'expériene est reproduite sur la mêmesurfae en faisant varier le nombre de moreaux de sure de 1 à 100. On trae ensuitel'évolution du niveau sonore en fontion du nombre de moreaux de sure.Deux surfaes sont testées. La première est une simple table en bois aggloméré. Laseonde surfae est la membrane d'un tambour. Les deux surfaes, bien que de naturesdi�érentes, ont sensiblement la même aire. La table est une struture rigide très amortietandis que la membrane du tambour est une struture souple très réverbérante.38



CHAPITRE 2. ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DU BRUIT DE RUGOSITÉ 39Dispositif Le tambour et la table utilisés sont présentés �gure 2.1. Ils ont l'un etl'autre le même diamètre de 60 m. Le mirophone de mesure est un mirophone àondensateur Bruel & Kjaer type 4189-L-001 hamp libre de sensibilité 46,5 mV/Pa.L'ampli�ateur assoié est un Bruel & Kjaer type 2690-0S1. En�n l'aquisition dessignaux temporels est réalisée par un osillosope numérique Aute DS-1202 dont lafréquene d'éhantillonnage est �xée à 40 kHz.Les moreaux de sure sont des parallélépipèdes identiques de dimension 12 × 18 ×27 mm. Ils pèsent environ 7 g.Les moreaux de sure sont poussés à la main ave une palette en bois. La vitesseest maintenue sensiblement onstante à 10 m/s pour l'ensemble des mesures. Le mi-rophone est plaé une vingtaine de entimètres au dessus du paquet de moreaux desure.
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(b) Essai ave un tambourFigure 2.1 � Mesure du bruit rayonné par le frottement de moreaux de sure sur untambour (a), sur une table (b)Protoole Le protoole de mesure est le suivant :- Les surfaes sont nettoyées, dégraissées et séhées sous azote.- n moreaux de sure sont rangés sur le bord de la surfae, leur plus grande fae enontat ave la surfae (table ou membrane de tambour).- Les moreaux de sure sont poussés ensemble manuellement à vitesse onstante aveune palette en bois. Le signal temporel du bruit émis est enregistré. Puis, on alule leniveau sonore suivant la formule Lp = 20 log prms/2.10
−5 en dB où prms est la valeurRMS du signal temporel de la pression aoustique en Pa.- Chaque mesure est reproduite trois fois.Résultats Les résultats sont présentés �gures 2.2 et 2.3. On observe que sur la tableen bois le niveau sonore augmente sensiblement ave le nombre de moreaux de sure.La pente estimée entre 1 et 100 moreaux de sure est de 9,3 dB/déade. Cette évolution



40 Vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontatindique lairement que plus le nombre de glisseurs est élevé, plus le bruit est importante qui est onforme à l'intuition que l'on peut avoir du phénomène. On peut par ailleurspréiser que pour des soures sonores indépendantes, la puissane émise par elles-i estadditive. Ainsi une multipliation par 10 du nombre de soures induit une multipliationpar 10 de la puissane émise et don une augmentation de 10 dB du niveau sonore. Cetteinterprétation en termes de soures indépendantes nous indique que la pente théoriqueest de 10 dB/déade. La valeur observée de 9,3 dB/déade est don voisine de e résultat.Les moreaux de sure sur une table en bois se omportent don quasiment omme dessoures sonores indépendantes.Le résultat sur la membrane de tambour est plus surprenant. La pente mesurée estde 1,7 dB/déade seulement. On est don loin du résultat attendu de 10 dB/déadeet l'on peut même dire que le niveau sonore est faiblement dépendant du nombre desoures. Ce résultat est ontre-intuitif. Il montre que le raisonnement sur l'additivité dessoures tombe en défaut et met en évidene l'existene d'un régime de bruit onstant, àl'opposé du régime additif observé sur la table en bois.On retiendra que dans tous les as, le niveau sonore varie selon la formule :
∆Lp = λ.log10

n2

n1
(2.1)où λ est la pente exprimée en dB/déade et n1, n2 sont les nombres de moreaux desure.
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Figure 2.2 � Évolution du niveau sonore en fontion du nombre de moreaux de sure.Glissement sur une table en bois. V=10 m/s.2.2 Vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontatLes questions posées ii sont de savoir si on peut reproduire les deux régimes de bruitde frottement observés préédemment sur une même surfae et quelle est l'origine phy-



2.2.1 - Prinipe 41
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Figure 2.3 � Évolution du niveau sonore en fontion du nombre de moreaux de sure.Glissement sur une membrane de tambour. V=10m/s.sique de e phénomène ontre-intuitif. Pour répondre à es questions, nous poursuivonsl'étude expérimentale sur la relation entre bruit de rugosité et aire de ontat sur untribomètre spéialement onçu à et e�et ave lequel tous les paramètres expérimentauxsont ontr�lés d'une manière préise : rugosité de surfae, vitesse de glissement, airede ontat, distane de passage... De plus, pour éviter l'in�uene du bruit ambiant, lavitesse vibratoire de la struture est mesurée à la plae du niveau aoustique.2.2.1 PrinipeL'expériene onsiste à faire glisser un ertain nombre de solides identiques nommésglisseurs sur une plaque mine immobile appelée résonateur. Au our du glissement, onmesure la vibration du résonateur à l'aide d'un aéléromètre piézoéletrique ollé sursa surfae. Durant la phase stationnaire on mesure 1s du signal pour aluler sa valeurmoyenne quadratique vrms selon la formule suivante :
v2rms =

1

T2 − T1

T2∫

T1

v2(t)dt (2.2)où v(t) est la vitesse vibratoire mesurée, T1, T2 sont des instants de début et de �n dela phase stationnaire onsidérée.Cette expériene est reproduite sur la même surfae en faisant varier le nombrede glisseurs, puis on trae les ourbes d'évolution de vrms en fontion du nombre deglisseurs.L'épaisseur des glisseurs et l'amortissement de la plaque peuvent être modi�és pourobserver l'in�uene de la pression normale de ontat et le pouvoir de dissipation dumatériau sur la ourbe d'évolution.



42 Vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontat2.2.2 DispositifsTribomètre linéaire RALe dispositif utilisé pour l'expériene est présenté �gure 2.4. La plaque résonanteest �xée à ses quatre extrémités sur un bâti rigide par quatre bagues de hauteur de 20mm. Les glisseurs sont poussés droit par une palette �xée à une règle linéaire. Le mou-vement est généré par un moteur de type Danaher AKM22C. La vitesse de glissementest ontr�lée par un variateur életrique de type Servostar 300 qui permet d'appliquerdes vitesses de 1 m/s à 100 m/s ave un taux d'erreur inférieur à 1%. La vibrationde la plaque est mesurée dans la bande de fréquene [10 Hz - 10 kHz℄ en utilisantles aéléromètres piézoéletriques B&K de type 4393V de la sensibilité 0.3 pC/m.s−2.L'aéléromètre est ollé à la position d'un tiers de sa longueur, hors zone rugueuse.L'ampli�ateur de harge type B&K 2635 oupe le signal à 10 kHz. Il ontient un �ltreintégrateur analogique qui permet d'obtenir la vitesse vibratoire dans la gamme [10 Hz,10 kHz℄. Les signaux mesurés sont enregistrés par un osillosope numérique à mémoireAute type DS-1020 ave une fréquene d'éhantillonnage de 40 kHz. Pour la séurité,un bouton d'arrêt d'urgene à proximité du ban oupe l'alimentation du moteur en asde dysfontionnement. Le shéma de e tribomètre linéaire est donné �gure 2.4.
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Figure 2.4 � Tribomètre linéaire RACe tribomètre est piloté par un programme LabView dont l'interfae est présentée�gure 2.5. L'utilisateur doit spéi�er la vitesse de glissement exprimée en tr/m (15tours/min équivaut à 1 mm/s), si ette vitesse est positive, le déplaement se fait vers la



2.2.2 - Dispositifs 43gauhe, si elle est négative, il se fait vers la droite. Une barre bleue et une �èhe blanhesur l'interfae a�hent la longueur de passage et la position instantanée du glisseuren temps réel. À tout moment, une pression sur STOP permet d'arrêter le moteur etl'exéution du programme.

Figure 2.5 � Interfae du programme LabView pour piloter le tribomètre linéaire RaGlisseursLes glisseurs sont des parallélépipèdes en aier inox ave pour propriétés méaniques :module d'Young E=210e9 Pa, oe�ient de Poisson ν=0.3, masse volumique ρ=7800kg/m3. Leurs dimensions sont soit de 20×20×5 mm soit de 20×20×20 mm. Leurs massessont respetivement 15.5 g et 62 g. Ces deux types de glisseurs d'épaisseurs di�érentesnous permettent de faire varier la harge normale de ontat. La fréquene propre fon-damentale du glisseur de 5 mm d'épaisseur est 35 kHz alors que elle du glisseur de 20m d'épaisseur est 75 kHz. Elles sont plus élevées que la gamme de fréquenes mesurées(jusqu'à 10 kHz) et les glisseurs peuvent don être onsidérés omme in�niment rigidespar rapport à la plaque résonante à l'éhelle de l'expériene. Une fae du glisseur estrendue rugueuse par sablage. La rugosité des glisseurs est de 5± 0.3 µm. Le nombre deglisseurs utilisés dans ette expériene varie de 1 à 8, ei équivaut à une variation del'aire apparente de ontat d'un ordre de grandeur, de 4 à 32 m2.RésonateurLe bruit est généré prinipalement par la vibration du résonateur. Le hoix de sesdimensions et des aratéristiques du matériau in�uene don diretement les résultatsmesurés. On hoisit une plaque mine d'épaisseur 2 mm, de longueur 220 mm et delargeur 150 mm, 'est-à-dire que la longueur est 110 fois plus grande que l'épaisseur.Une telle plaque possède 200 modes de vibrations �exibles dans la bande de fréquene[10 Hz - 10 kHz℄. Ce grand nombre de modes nous assure que le hamp vibratoire durésonateur est di�us, autrement dit il est homogène et isotrope. Un hamp vibratoiredi�us est favorable à l'établissement du régime stationnaire puisque la vibration ne



44 Vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontatdépend pas de la position de la soure. De plus la position exate de l'aéléromètre apeu d'importane.La plaque est fabriquée ave le même aier inox que le glisseur. Son image est pré-sentée �gure 2.6. Une zone de dimension 50×220 mm au milieu de la surfae est rendue
����

(a) Glisseurs utilisés
�����������	�

AA�BC

D�BC

(b) Plaque résonante 150×220×2(mm)Figure 2.6 � Glisseur et plaque résonante utilisésrugueuse par sablage ave une rugosité voisine de 5 µm. C'est sur ette zone que lesglisseurs sont déplaés. Aux quatre oins de la plaque, on pere des trous destinés aux�xations au bâti du tribomètre.L'amortissement des matériaux onstitutifs est une propriété importante qui in-�uene le omportement vibratoire des strutures. Dans ette expériene, deux plaquesave des taux d'amortissement di�érents sont onsidérées : une plaque nue ave un amor-tissement faible et une plaque où l'on a ollé un visoélastique de fort amortissement. Lematériau visoélastique utilisé est VB5A 5kg/m2 auto-adhésif omposé de bitume aveadditifs hez DECIBEL FRANCE. Son e�aité est évaluée par la mesure du fateurd'amortissement η.Une méthode direte pour déterminer la valeur de η est la mesure de la réponseimpulsionnelle du système. On exite la plaque par un ho, puis on trae la ourbede déroissane de l'énergie par intégration rétrograde selon la méthode de Shroeder.L'énergie EDC(t) restant dans la réponse impulsionnelle h(t) à l'instant t est aluléepar la formule suivante :
EDC(t) =

∞∫

t

h2(τ)dτ (2.3)En introduisant le temps de réverbération T60 durant lequel la réponse impulsionnellediminue de 60 dB par rapport à sa valeur d'origine, l'amortissement des résonateurs estdéterminé par [56℄ :
ηω =

2π × 2.2

T60
, (2.4)où η est le fateur d'amortissement de la plaque, ω la pulsation moyenne de la bande defréquene onsidérée.La mesure de la réponse impulsionnelle s'e�etue ave l'aéléromètre dans les mêmesonditions que pour la mesure du bruit stationnaire (intégration analogique - bande



2.2.2 - Dispositifs 45passante 10 kHz - fréquene d'éhantillonnage 40 kHz). Dans la �gure 2.7 et le tableau 2.1sont illustrés les résultats de mesure de la réponse impulsionnelle. En haut, 'est le signal
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(d) Plaque nue, f = 1080 HzFigure 2.7 � Temps de réverbération des résonateurs utilisés.de vitesse vibratoire du résonateur. La vitesse vibratoire hange brusquement lors del'apparition du ho, puis son amplitude déroît jusqu'à disparaître progressivement.En bas de ette �gure, 'est la ourbe de déroissane de EDC(t) selon la formule (2.3)dont la partie linéaire est utilisée pour mesurer le temps de réverbération. En pratique,il n'est pas toujours possible d'obtenir une déroissane linéaire de 60 dB, on mesurealors la déroissane sur une plage de 30 dB ou 20 dB (de -5 dB à -35 ou -25 dB) puis ondéduit la valeur de T60 [78℄ par extrapolation. Ces temps de réverbération sont appelés
T30 et T20. Ii, on utilise T20 qui vaut 0.35 s pour la plaque nue et neuf fois plus (3.57 s)pour la plaque amortie.Ensuite, on va déterminer la valeur de fréquene moyenne du signal en utilisant safontion de densité spetrale de puissane 2.21() et (d).



46 Vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontatPour un signal donné v(t), son énergie est dé�nie par,
Ev =

∞∫

−∞

v(t)2dt (2.5)Selon la théorème de Parseval, l'énergie du signal v(t) est alulée en utilisant sa trans-formée de Fourier,
Ev =

∞∫

−∞

v(t)2dt =

∞∫

−∞

|v̂(f)|2df (2.6)où v̂(f) est la transformée de Fourier de v(t).
v̂(f) =

∞∫

−∞

v(t)e−2πitfdt (2.7)Et |v̂(f)|2 s'appelle la fontion de densité spetrale de l'énergie.
Evv(f) = |v̂(f)|2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞

v(t)e−i2πftdt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 (2.8)Considérons un signal v(t) sur un intervalle du temps [−T/2;T/2], la densité spe-trale de puissane du signal (PSD) est dé�nie omme le rapport entre Evv(f) et T ,
Svv(f) = lim

T→∞

1

T
Evv(f) = lim

T→∞

1

T

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

T/2∫

−T/2

v(t)e−i2πftdt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 (2.9)La fréquene moyenne du signal v(t) mesuré dans la bande de fréquene [f1 f2℄ estdé�nie par :
f =

f2∫

f1

f.Svv(f)df

f2∫

f1

Svv(f)df

(2.10)La densité spetrale de puissane des signaux mesurés est présentée sur la �-gure 2.7() et (d), la fréquene moyenne de la plaque amortie est 1200 Hz, et ellede la plaque nue est 1080 Hz.Les résultats mesurés sont présentés dans le tableau 2.1.Préparation des surfaes rugueusesLa surfae est rendue rugueuse par sablage. C'est un traitement de surfae par pro-jetion d'un abrasif à l'aide d'air omprimé au travers d'un pistolet. Ce proédé se fait



2.2.3 - Protoole 47Table 2.1 � Résultats expérimentaux du temps de réverbération T60Plaque T60 (s) ηω (rad.Hz) ω (rad.Hz) ηFort amortissement 0.35 39 2π .1200 0.005Faible amortissement 3.6 3.8 2π .1080 0.0006en abine à manhe (voir �gure 2.8). L'abrasif utilisé est du sable de type orindon brunF24, 600-800 µm qui résulte de la fusion de bauxite et d'alumine de haute pureté. Letaux d'oxyde de titane élevé (Ti02) lui onfère une grande résistane et lui permet unexellent reylage. L'image d'un grain de sable est présentée �gure 2.8(a).Lors du sablage, on doit déplaer régulièrement le pistolet sur la surfae pour obtenirune surfae homogène, isotrope. Après sablage, la surfae doit être nettoyée pour enleverles résidus abrasifs et les poussières. Puis, il est néessaire de réaliser une vingtaine deglissements pour le rodage a�n d'éliminer les angles pointus des aspérités de surfae.
0.5 mm

(a) Grain de Corindon brun F24 (Mi-rosope Olympus BX51M). (b) Cabine à manhe.Figure 2.8 � Matériel pour le sablage.La rugosité de surfae est la même pour le glisseur et le résonateur. La �gure 2.9illustre l'image réelle de la surfae rugueuse d'un glisseur. Sa valeur est de 5 µm mesuréeave un rugosimètre SOMICRONIC-SURFASCAN, équipé d'un palpeur à ontat àpointe onique d'angle au sommet 90°. La densité de probabilité des hauteurs de lasurfae est montrée �gure 2.10. On observe une distribution gaussienne d'une moyenne-0.57 µm et d'un éart-type de 6.22 µm. D'autres paramètres topographiques ommela moyenne arithmétique Ra, le Skewness Rsk, le Kurtosis Rku sont donnés dans letableau 2.2.2.2.3 ProtooleLe protoole à respeter dans tous les essais est le suivant [56℄ :- L'életronique de mesure est allumée au moins 1 h avant les essais.- Les essais sont réalisés en atmosphère ambiante, l'humidité relative est 75% et latempérature est 23°C.



48 Vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontat

�����Figure 2.9 � Image de la surfae rugueuses obtenue grâe à l'utilisation du mirosopeOlympus BX51 M (10 fois agrandi).
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Figure 2.10 � Topographie des surfaes de glisseurs- Le programme LabView est lané, l'utilisateur entre une vitesse de glissement de6 m/s soit de 900 tours/min.- Les surfaes doivent être nettoyées soigneusement. Les glisseurs sont trempés etagités : dans l'éthanol, le propanol puis séhés sous �ux d'azote. La plaque résonante estnettoyée d'abord au papier ave de l'heptane (pour éliminer les graisses) puis ave del'aétone et en�n les �nitions se font au propanol 2. Les pelures de papier sont éliminéessous un �ux d'azote.- Au ours de l'expériene, il faut toujours mettre des gants en latex pour éviter toutontat ave la peau.- Les glisseurs sont positionnés au milieu de la plaque, sur la zone rugueuse. Ils sontdéplaés tout droit grâe à une palette plastique et une règle linéaire.- Une série de expérienes doit se dérouler dans les mêmes onditions de températureet d'humidité (une seule journée).- Chaque mesure est répétée trois fois.- Quatre expérienes sont réalisées. Dans la première ampagne, on e�etue les me-



2.2.4 - Résultats 49Table 2.2 � Propriétés de rugosité de la surfae obtenuePropriété Valeur
Ra (µm) 5.0 ± 0.3
Rq (µm) 6.2 ± 0.3
RSk -0.3 ± 0.3
RKu 3.1 ± 0.2

RSm (µm) 245 ± 30sures ave la plaque nue et les glisseurs de 0.5 m d'épaisseur, dans la deuxième ampagnela plaque nue, et les glisseurs de 2 m sont utilisés, la troisième ampagne orrespondà la plaque amortie et les glisseurs de 0.5 m et la dernière ampagne se ompose de laplaque amortie et les glisseurs de 2 m.2.2.4 RésultatsL'évolution du niveau vibratoire en fontion de l'aire de ontat est présentée la�gure 2.11. Les résultats des quatre ampagnes sont notés par les symboles ◮, •, ⊲, ◦respetivement. Ensuite, les ourbes d'approximation sont traées.
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Figure 2.11 � Évolution de la vitesse vibratoire en fontion de l'aire de ontat. Vitesse deglissement V=6 m/s, Rugosité de surfae Ra=5 µm, quatre ombinaisons : glisseursmines/épais et résonateurs ave fort/faible amortissement.Dans le as des glisseurs mines/plaque amortie (N), une roissane nette de lavitesse vibratoire selon le nombre des glisseurs est observée. Le glissement d'un seulglisseur donne une valeur de la vitesse vibratoire de 0.5 mm/s, alors qu'ave 6 glisseurs,elle est de 0.9 mm/s (1.8 fois). Il est noté que les essais ave 6, 7 et 8 glisseurs donnentdes valeurs de la vitesse vibratoire peu di�érentes. D'ailleurs, l'inertitude sur les valeursde mesure (même nombre de glisseurs) est faible, moins 0.2 mm/s.Lorsque l'on fait glisser les ubes épais sur la plaque amortie (•), l'amplitude de



50 Dissipation de vibrationTable 2.3 � Paramètres des essais sur l'évolution de la vitesse vibratoire en fontion del'aire de ontatRésonateur Glisseur MatériauxDimension Ra η Dimension Ra V A E ρ
(m) (µm) (m) (µm) (cm/s) cm2 (N/m2) (kg/m3)0.002×0.15×0.22 5 0.005 0.005×0.02×0.02 5 6 4 à 32 210e9 78000.0006 0.02×0.02×0.02la vitesse vibratoire est augmentée onsidérablement, 1,1 mm/s pour 1 glisseur et 1.5mm/s pour 8 glisseurs. Les essais ave 5, 6, 7 et 8 glisseurs donnent des valeurs de vitessevibratoire prohes.Quand on utilise des glisseurs mines ave une plaque nue de faible amortissement(△), l'amplitude des valeurs de vitesse vibratoire est plus élevée que elles obtenues dansles deux ampagnes préédentes, et à partir de 4 glisseurs, on obtient des valeurs prèsde 1.7 mm/s.Pour la dernière ampagne d'essais, le glissement des ubes épais sur la plaque nue(◦), l'amplitude des résultats obtenus est la plus élevée. De plus, le régime onstantest bien observé. À part le premier essai ave un seul glisseur qui donne une valeur devitesse vibratoire de 2.1 mm/s, pour tous les autres essais, on obtient des valeurs autourde 2.25 mm/s. Cependant, l'inertitude sur les mesures (même nombre de glisseurs) estimportante. Par exemple ave 8 glisseurs, elle est de 0.4 mm/s.Pour toutes les ampagnes de mesures, la ourbe d'approximation des résultats seompose de trois parties : une partie de régime proportionnel au début, une partie derégime onstant à la �n et une partie de régime mixte au milieu. Mais ave le as d'unglisseur mine et la plaque amortie, on observe plus lairement le régime proportionneldu bruit de glissement ave l'aire de ontat, alors qu'ave le as des glisseurs épais etplaque nue, le régime onstant domine.Ces onstatations sont intéressantes ar ave une surfae de même nature (aierinox), tous les régimes du bruit de rugosité se manifestent. On se rappelle que dans lasetion préédente, nous n'étions apable que d'observer un seul régime pour haquetype de surfae, soit le régime proportionnel ave la table, soit le régime onstant avela membrane de tambour.On peut par ailleurs ontr�ler le régime ou l'amplitude de la vitesse vibratoire enhangeant l'amortissement des plaques résonantes ou la harge normale de ontat parl'épaisseur des glisseurs.2.3 Dissipation de vibrationDans ette setion, nous herhons l'origine physique de l'existene des di�érentsrégimes du bruit de frottement en fontion de l'aire de ontat. Comme les expérienesmentionnées i-dessus nous montrent que es deux régimes apparaissent sur un mêmesystème, le type de surfae (la table ou la membrane de tambour) est don peu impor-tant. L'expliation pour l'évolution du bruit de rugosité en fontion de l'aire de ontat



2.2.4 - Résultats 51s'oriente don vers l'interation des surfaes et l'amortissement de la plaque résonante.L'interation entre des aspérités des surfaes rugueuses transforme l'énergie inétiquedes glisseurs en énergie vibratoire du résonateur. Selon Chang [23℄, plus l'énergie iné-tique inidente est importante, plus le ho est puissant. Par exemple, plus l'épaisseurdu glisseur est augmentée, plus l'énergie vibratoire et don la vitesse vibratoire de laplaque roissent. D'autre part, en raison du aratère aléatoire de la surfae, haque hoindividuel n'est pas in�uené par l'autre ho. Don, l'énergie transférée est proportion-nelle à la fréquene du ho et à l'aire de surfae. On note Pinj la puissane vibratoireinjetée dans la plaque résonante, S l'aire totale des glisseurs, p la puissane transféréepar unité de surfae alors :
Pinj = p.S, (2.11)La puissane vibratoire injetée est don proportionnelle à l'aire de ontat (nombre deglisseurs).La dissipation des vibrations par amortissement interne du matériau se produit par-tout dans le solide. Si le hamp vibratoire est di�us, l'énergie est dissipée égalementsur toute la surfae. La puissane dissipée par amortissement interne est don pro-portionnelle à l'aire de la surfae du résonateur. Elle est alulée à l'aide du fateurd'amortissement ηi par :

Pint = ηiωmv
2A, (2.12)où Pint est la puissane dissipée par amortissement interne, mv2A est l'énergie totale durésonateur. m est la masse par unité de la surfae, v est la valeur quadratique moyennede la vitesse vibratoire. A est l'aire de la surfae résonante, ω est la pulsation moyennede la bande de fréquene onsidérée.En 1930, Thomas [84℄ a observé que le ontat lui-même dissipe onsidérablementl'énergie vibratoire. Cette portion dissipée dépend de l'aire de ontat et de la vitessevibratoire. En introduisant un fateur d'amortissement de ontat ηc et par analogieave la loi (2.12), on propose la loi de dissipation interfaiale suivante. La puissanevibratoire dissipée par frottement Pfric s'érit :

Pfric = ηcωmv
2S, (2.13)Cette loi est bien entendu une hypothèse qu'il onvient de justi�er par ses onséquenes.L'énergie vibratoire dissipée totale est don la somme de elle dissipée par amortis-sement interne et par ontat :

Pdiss = Pint + Pfric = ηiωmv
2A+ ηcωmv

2S. (2.14)D'autre part, le bilan de puissane appliquée au résonateur nous donne l'égalité entrela puissane injetée et la puissane dissipée :
Pdiss = Pinj (2.15)e qui induit

mv2 =
pS

ηiωA+ ηcωS
. (2.16)



52 Dissipation de vibrationL'existene de deux régimes est expliquée omme suit : lorsque l'amortissement in-terne domine elui du ontat, 'est-à-dire ηi ≫ ηc, l'équation (2.16) devient :
mv2 ≃ pS

ηiωA
. (2.17)Comme l'aire du résonateur A est onstante, la vitesse vibratoire du résonateur est donproportionnelle à l'aire de ontat (nombre de glisseurs) mv2 ∝ S.En revanhe, si l'amortissement par ontat domine l'amortissement interne, 'est leas où ηc ≫ ηi, on a :

mv2 ≃ p

ηcω
. (2.18)L'énergie vibratoire du résonateur devient onstante quelque soit l'aire de ontat. C'estle régime onstant.On introduit les variables sans dimension qui sont le ratio entre la puissane dissipéepar ontat et la puissane transférée,

X =
ηcωmv

2

p
(2.19)et le ratio entre la puissane dissipée par ontat et elle par amortissement interne,

Y =
ηcωS

ηiωA
. (2.20)L'équation d'équilibre des puissanes (2.16) devient,

Y =
X

X + 1
(2.21)Il est lair qu'ave X ≪ 1, on retrouve le régime proportionnel de bruit de rugosité

Y = X . Au ontraire, X ≫ 1 onduit au régime onstant (Y ≈ 1). La dernière remarqueest que Y est toujours inférieur à 1.2.3.1 Confrontation de la théorie de dissipation ave les expé-rienesCette setion a pour but de prouver la onformité de la théorie de dissipation devibration présentée i-dessus ave les résultats expérimentaux obtenus.Dans e but, on retrae les résultats des di�érentes ampagnes expérimentales aveles variables sans dimensionX et Y et on la ompare ave la ourbe théorique d'évolutiondu bruit de rugosité ave l'aire de ontat obtenue par l'équation (2.21).La présentation des résultats expérimentaux ave les variables sans dimension X et
Y est réalisée en utilisant les équations (2.20) et (2.19). Les valeurs de l'aire de ontat
S et les vitesses vibratoires v sont mesurées. Le point essentiel est don d'estimer lesvaleurs de ηcω et p qui sont a priori inonnues.



2.3.1 - Confrontation de la théorie de dissipation ave les expérienes 53Détermination de ηcω et pOn onsidère la partie proportionnelle des ourbes logarithmiques d'ajustement surla �gure 2.11 orrespondant au nombre de glisseurs de 1 à 5. La pente des ourbesexpérimentales exprimée en dB par déade est alulée selon la formule suivante :
λ = 20

∂logv

∂logS
(2.22)D'autre part, en dérivant l'équation (2.21), la pente théorique en dB par déade est :

λ = 10
∂logY

∂logX
=

10

X + 1
(2.23)Don, les valeurs moyennes de X et Y notées par X̄ et Ȳ déterminées à la valeurmoyenne de l'aire de la surfae de ontat, S̄=12 m2 sont alulées par :

X̄ =
10

λ
− 1 (2.24)

Ȳ =
X̄

X̄ + 1
(2.25)Les valeurs de ηcω et p sont alulées par la suite :

ηcω =
X̄ηiωA

S̄
(2.26)

p =
ηcωmv̄

2

Ȳ
(2.27)(2.28)Courbe sans dimensionLes résultats estimés de λ selon l'équation (2.22), X̄, Ȳ selon l'équation (2.25), et

ηcω, p selon les équations (2.27) et (2.28) sont présentés dans le tableau 2.4,Table 2.4 � Résultats expérimentaux de l'évolution de la vitesse vibratoire en fontion del'aire de ontatRésonateur Glisseur λ (dB/déade) mv̄2 (µJ/m2) X̄ Ȳ ηiω(s−1) ηcω(s−1) p (mW/m2)Forte amort. Mine 6.5 11 0.5 0.3 39 1,000 32Faible amort. Mine 1.6 41 5.2 0.8 3.8 550 27Forte amort. Épais 2.6 37 2.8 0.7 39 5,400 310Faible amort. Épais 0.4 78 24 1.0 3.8 2,500 210Sur la �gure 2.12 est illustrée la ourbe des variables sans dimension représentantl'évolution de la vitesse vibratoire ave l'aire de ontat. La ligne pointillée représentela relation théorique obtenue par l'équation (2.21). Les mesures de quatre ampagnesexpérimentales plaque amortie/glisseur mine, plaque amortie/glisseur épais, plaque



54 Niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glissement
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�D�F�A�BCD�EFigure 2.12 � Évolution des variables sans dimension représentant le niveau vibratoireave l'aire de ontat.nue/glisseur mine et plaque nue/glisseur épais sont marquées par les symboles N, •,△, ◦.On observe que les résultats expérimentaux suivent bien la ourbe théorique.Ave la plaque amortie/glisseur mine, on observe lairement une augmentation pro-portionnelle de Y quand la valeur de X est inférieure à 1. En revanhe, ave la plaquenue/glisseur épais, la valeur de X est très supérieure à 1 (de l'ordre de 10) don, lerégime onstant de Y est obtenu. Plus préisément, quand l'amortissement interne dela plaque augmente de 10.2 fois (plaque amortie versus plaque nue), la valeur de X estmultipliée par 10.4. Ce qui montre que le niveau vibratoire est e�etivement piloté paramortissement du matériau onstitutif de la plaque résonante.2.4 Niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glis-sement2.4.1 Objetif et prinipeDans la dernière partie de e hapitre, la relation entre le niveau vibratoire (Lv) etla vitesse de glissement (V ) est analysée. Les résultats obtenus serviront prinipalementde référenes pour la simulation numérique.Le prinipe de l'expériene onsiste à faire glisser un seul glisseur sur une plaquerésonante à vitesse onstante. L'essai est reproduit sur le même système glisseur, plaquemais ave des vitesses de glissement variant de 10 m/s à 100 m/s.La vitesse vibratoire de la plaque est mesurée par l'aéléromètre piézoéletrique.La valeur moyenne quadratique vrms est alulée selon l'équation (2.2) et le niveauvibratoire Lv selon la formule,
Lv = 20log10

vrms

vref
(2.29)



2.4.2 - Dispositif et protoole 55où vref=1e−9 (m/s) est la valeur référene.Une fois que les valeurs de Lv pour di�érentes vitesses de glissement V sont déter-minées, on trae la ourbe d'évolution de Lv en fontion de V et on herhe à déduirela formule et les paramètres de la loi d'évolution.Deux plaques ayant di�érents taux d'amortissement sont testées pour observer l'in-�uene de la dissipation interne du matériau sur le résultat.2.4.2 Dispositif et protooleDispositif Les mesures sont e�etuées grâe au tribomètre linéaire Ra et les aéléro-mètres dérits dans la setion 2.2.2. La vitesse de glissement varie de 10 à 100 m/s. Laplaque utilisée dans ette expériene est plus grande que elle de l'étude ave l'aire deontat. Elle est de dimension : 450 × 300 × 2 mm (�gure 2.13). Les solides sont en aierinox. Le fateur d'amortissement des plaques résonantes sont 0.0006 et 0.005. Le réso-nateur possède 460 modes propres dans la bande fréquentielle d'audio [20Hz− 20kHz].Sa première fréquene fondamentale est de 50 Hz. Les surfaes sont rendues rugueusespar proédé de sablage ave l'abrasif Corindon brun F24, la rugosité est Ra = 5µm pourles deux surfaes.Les paramètres de l'expériene sont réapitulés dans le tableau 2.5.
45 cm

30 cm

Figure 2.13 � Plaque résonante de dimension 300×450×2 (mm).Table 2.5 � Paramètres de l'expériene sur l'évolution du Lv en fontion de V .Résonateur Glisseur MatériauxDimensions Ra η Dimensions Ra V E ν ρ(m) (µm) (m) (µm) (m/s) (N/m2) (kg/m3)0.002×0.3×0.45 5 0.005 & 0.0006 0.005 ×0.02×0.02 5 10 à 100 210e9 0.3 7800Le protoole appliqué pour ette expériene est le même que pour la mesure del'évolution du bruit de frottement en fontion de l'aire de ontat (nettoyage, phasestationnaire du signal hoisi pour le alul de Lv) mais ii, la longueur de passage duglisseur sur le résonateur est 20 m.



56 Niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glissement2.4.3 RésultatsLes résultats mesurés sont présentés �gure 2.14, l'absisse présentée en éhelle loga-rithmique indique la vitesse de glissement en m/s, l'ordonnée est le niveau vibratoireexprimé en dB. Pour haque valeur de vitesse, on a trois points de mesure désignés parles symboles ”∗,△, ◦”. Plus la vitesse est élevée, plus le niveau vibratoire est important.Il varie de 110 à 125 dB pour la plaque nue et il est plus faible de 103 à 117 dB pour laplaque amortie.
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(b) Plaque nueFigure 2.14 � Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse ave Ra = 5 µm.Une ligne d'ajustement en noir est traée pour prédire la loi d'évolution. Le bruit derugosité est prédit par une fontion linéaire et roissante du logarithme de la vitesse deglissement :
Lv(dB) ∝ 20log10V

n (2.30)L'exposant n déterminé à partir de ligne d'ajustement est égal à 0.75, ette valeur estprohe de elles publiées dans la littérature [13℄ (0.51 ≤ n ≤ 0.78).Il est lair que la valeur de l'exposant n ne dépend pas du taux d'amortissementdu résonateur. En revanhe plus le taux d'amortissement est faible, plus l'amplitude devibration est importante. Ce qui est onforme ave la onlusion de la setion 2.2.2.5 ConlusionLa relation entre bruit de rugosité et aire de ontat n'est pas une simple loi li-néaire omme l'intuition pourrait le suggérer. Les travaux présentés dans e hapitre,des observations simples aux expérienes rigoureuses ave un tribomètre spéialementonçu, ont mis en évidene l'existene de deux régimes : d'une part le niveau sonore estproportionnel à l'aire de ontat, d'autre part le niveau sonore est onstant. De plus,es deux régimes peuvent apparaître sur un même système. Peu importe la nature dessurfaes.



2.4.3 - Résultats 57L'origine physique de e phénomène étonnant s'explique par un raisonnement detransfert énergétique. L'énergie vibratoire de la plaque résonante, transférée de l'éner-gie inétique des glisseurs mobiles par l'interation des surfaes, est dissipée par deuxméanismes : l'amortissement du matériau onstitutif aratérisé par le terme ηiωA etl'amortissement dans le ontat aratérisé par le terme ηcωS. C'est l'équilibre relatifentre es deux grandeurs ηiωA et ηcωS qui déide le régime dominant, onstant ouproportionnel.Cette théorie a été validée par une bonne ohérene entre des résultats expérimentauxet la ourbe théorique des variables sans dimension qui expriment les ratios entre lesgrandeurs énergétiques. Par ailleurs, ette théorie donne aès à une mesure indiretede ηiω et de p. Les valeurs de p, puissane injetée par unité de surfae, pourront êtrevéri�ées par la simulation numérique.La relation entre niveau vibratoire et vitesse de glissement a également été étudiée.Les résultats montrent une roissane logarithmique du niveau vibratoire en fontionde la vitesse de glissement aratérisée par l'équation (2.30). La valeur de l'exposant
n, estimée à 0.75, semble ne pas dépendre du taux d'amortissement de la plaque. Laenore, ette valeur pourra être véri�ée par la simulation numérique.Dans les hapitres suivants, on va dérire une approhe numérique pour le problèmedu ontat dynamique entre deux surfaes rugueuses pour avoir un aès diret auxhos loaux entre les aspérités et évaluer ses aratéristiques immensurables.



Chapitre 3Simulation numérique direte
Dans e hapitre on dérit l'approhe numérique appropriée au problème de ontatdynamique entre deux surfaes rugueuses. Grâe à ette approhe, on peut obtenirla déformation, la vitesse, l'aélération et la fore de ontat à haque noeud de lasurfae et à haque instant. En appliquant une déomposition modale, l'équation dif-férentielle aux dérivés partielles régissant le mouvement des solides est réduite à unsystème d'équations di�érentielles ordinaires (ou problème de Cauhy), qui est ensuiterésolu numériquement par di�érents shémas d'intégration temporelle. Les prinipalesdi�ultés résident dans la non-linéarité de la fore de ontat et la relation impliiteentre déformation et fore. La fore de ontat provoque une vibration du orps solide.À son tour, la vibration modi�e le ontat [25℄. Les déformations, la fore de ontat etla ondition de non-pénétration sont ouplées les unes aux autres. Plusieurs méthodesexistent dans la littérature pour résoudre le problème du ontat. On hoisit deux mé-thodes : la méthode de pénalité simple et pratique, et la méthode des multipliateursde Lagrange qui respete rigoureusement la ondition de non-pénétration.3.1 Modèle du ontat glissant entre deux surfaes ru-gueusesTout d'abord, on présente le modèle adopté pour le problème du ontat glissantde deux surfaes rugueuses. Il se ompose de deux pro�ls rugueux en ontat plan-plan(�gure 3.1). Le pro�l supérieur se déplae horizontalement à vitesse onstante V alorsque le pro�l inférieur est �xe et appuyé à ses extrémités. À l'instant initial, l'éart vertialentre les deux lignes de référene des pro�ls est noté δ. Lors du glissement, les aspéritésdu pro�l supérieur vont peruter elles du pro�l antagoniste. Comme les aspérités nepeuvent pas pénétrer le orps solide antagoniste, des fores ompressives vont apparaîtreaux points de ontat pour repousser les deux pro�ls. Ces fores transitoires vont ensuitefaire vibrer les orps solides. Ces vibrations rayonnent du bruit dans l'environnement.Cependant, ette dernière étape ne sera pas prise en ompte dans e modèle, où nousutiliserons les hypothèses suivantes :� La dé�exion du pro�l est alulée selon la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli(vibration �exible). 58



3.1.1 - Formulation mathématique 59
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Figure 3.1 � Modèle de ontat glissant entre pro�ls rugueux. Le pro�l supérieur sedéplae à vitesse onstante V . Le pro�l inférieur est appuyé aux deux extrémités. L'éarthorizontal entre les deux pro�ls est ∆ = V.t� Le pro�l est in�niment rigide dans le sens longitudinal, la position horizontale desnoeuds est don imposée (pas de vibration longitudinale).� Les pro�ls ne peuvent pas pénétrer l'un dans l'autre (ondition de Signorini).� Le ontat est maintenu par la fore de gravité.3.1.1 Formulation mathématiqueChaque pro�l est dérit en ondition statique par la fontion h(x) qui donne l'altitudedes noeuds relativement à la ligne de référene en fontion de l'abisse x. Lors duglissement, nous introduisons deux repères attahés à haque pro�l. Le repère (O1, x1, y1)est �xe, l'axe x1 est orienté vers la droite et l'axe y1 est orienté vers le haut. Le pro�linférieur est dérit par la fontion h1(x1) dans e repère. Le repère (O2, x2, y2) est déalévertialement de δ et se déplae vers la droite à la vitesse V . L'axe x2 est orienté vers ladroite et l'axe y2 vers le bas. Le pro�l supérieur est dérit par la fontion h2(x2) danse repère (voir �gure 3.1). Les relations entre les oordonnées sont,
{

x2 = x1 − V t

y2 = δ − y1.
(3.1)En ondition de déformation, la position vertiale des noeuds sur la surfae estobtenue par superposition de la dé�exion ui(xi, t) ave la position statique hi(xi). Lesoordonnées des noeuds sur le pro�l inférieur à l'instant t sont : x1 et y1 = h1(x1) +

u1(x1, t) dans le repère �xe. Alors que, les oordonnées des noeuds supérieurs sont : x2et y2 = h2(x2) + u2(x2, t) dans le repère mobile.L'équation de la vibration transversale des pro�ls est [87℄ :
Di∆

2ui(xi, t) + ci
∂ui
∂t

(xi, t) +mi
∂2ui
∂t2

(xi, t) = fi(xi, t)∓mig, (3.2)où i est l'indie des poutres (poutre inférieure i=1, poutre supérieure i=2), Di = EiIiest la rigidité de �exion, Ei est le module d'Young, Ii le moment d'inertie de la poutre,
ci le oe�ient d'amortissement et mi la masse linéïque. La fore de gravité est −m1gpour la poutre inférieure mais +m2g pour la poutre supérieure ar le repère mobile estorienté vers le bas.



60 Modèle du ontat glissant entre deux surfaes rugueusesDans le as de onditions aux limites de type libre-libre (la poutre supérieure), lemoment �éhissant et la fore de isaillement sont nuls aux extrémités :
∂2ui
∂x2i

(0, t) =
∂2ui
∂x2i

(Li, t) =
∂3ui
∂x3i

(0, t) =
∂3ui
∂x3i

(Li, t) = 0. (3.3)Si les onditions aux limites sont appuyées-appuyées aux extrémités, le déplaement etle moment �éhissant sont nuls à xi = 0 et xi = Li,
ui(0, t) =

∂2ui
∂x2i

(0, t) = ui(Li, t) =
∂2ui
∂x2i

(Li, t) = 0. (3.4)Les poutres sont au repos à l'instant t = 0, la déformation et la vitesse sont nulles. Lesonditions initiales sont don,
ui(xi, 0) =

∂ui
∂t

(xi, 0) = 0. (3.5)Le jeu vertial entre les deux pro�ls à la position x1 est alulé par :
g(x1, t) = δ − h1(x1)− u1(x1, t)− h2(x1 − V t)− u2(x1 − V t, t). (3.6)Ce jeu est dé�ni sur la zone de ontat uniquement.La ondition de non-pénétration entre deux pro�ls s'érit [71℄,

g(x1, t) ≥ 0 ; f(x1, t) ≤ 0 ; g(x1, t).f(x1, t) = 0 (3.7)La première ondition exprime l'impénétrabilité des solides. Elle se traduit par une valeurpositive du jeu vertial g(x1, t) ≥ 0. Dans la seonde ondition, la fore de ontat estnégative ar elle est répulsive. Elle disparaît s'il n'y a pas de ontat. La troisièmeondition exprime que dans tous les as le produit de la fore de ontat et du jeuvertial est nul.3.1.2 Déomposition modaleEn utilisant une déomposition modale, le déplaement vertial ui peut être déritpar la somme de ses ontributions modales :
u(xi, t) =

∞∑

k=0

ψi,k(xi)Ui,k(t) (3.8)et d'une manière similaire pour la fore de ontat :
f(x1, t) =

∞∑

k=0

ψ1,k(x1)F1,k(t) =

∞∑

l=0

ψ2,l(x1 − V t)F2,l(t) (3.9)et la fore de gravité :
mig =

∞∑

k=0

ψi,k(xi)Gi,k, (3.10)



3.1.2 - Déomposition modale 61où Ui,k(t) : (0, T ) → R est l'amplitude modale et ψi,k(xi) :(0, Li) → R est le mode proprede la vibration de �exion, Fi,k(t) : (0, T ) → R est la fore modale de ontat, Gi,k est lafore modale de gravité et T est la durée de simulation. Le mode propre de la vibration
ψi,k(xi) ne dépend que des propriétés struturales de la poutre, alors que l'amplitudemodale Ui,k(t) dépend aussi des fores externes. Le mode propre est déterminé par larésolution du problème spetral suivant [37℄ :

{

Di∆
2ψi,k = −miω

2
i,kψi,kConditions aux limites (3.3) ou (3.4). (3.11)où ωi,k est la pulsation propre du mode. Dans le as d'une poutre appuyée-appuyée, lapulsation propre et les modes propres sont :







ψ1,k(x1) =

√
2

L1
sin(k + 1)

πx1
L1

ω1,k =

√

D1

m1

(
(k + 1)π

L1

)2 (3.12)ave k = 0, 1, 2, ...Tandis que pour la poutre libre-libre, il faut d'abord prendre en ompte deux modesde orps rigide (problème plan sans mouvement horizontal) le mode de translation ver-tiale et le mode de rotation :






ψ2,0 =
1√
L2

ψ2,1 =

√
3

L2

2

L2

(x− L2

2
)

ω2,0 = ω2,1 = 0

(3.13)Les modes propres de vibration libre-libre sont :
{
ψ2,k(x2) =

1
L2

[sin(αkx2) + sinh(αkx2) + βk (cos(αkx2) + cosh(αkx2))]

ω2,k = α2
k

√
D2

m2

(3.14)où αk et βk sont les paramètres modaux [40℄
{

αk ≈ (2k+1)π
2

βk = cos(αkL2)−cosh(αkL2)
sin(αkL2)−sinh(αkL2)

(3.15)ave k = 2, 3, 4, ..Tous les modes propres présentés i-dessus satisfont la propriété d'orthonormalité :
∫ Li

0

ψi,k(xi)ψi,l(xi)dxi = δkl (3.16)Les omposantes modales Ai,k(t) sont obtenues par
Ai,k(t) =

∫ Li

0

a(xi, t)ψi,k(xi)dxi (3.17)



62 Modèle du ontat glissant entre deux surfaes rugueusesoù Ai,k représente respetivement Ui,k, Fi,k, Gi,k, et a respetivement u, f et mig.En introduisant l'équation (3.8) dans l'équation (3.2), on obtient :
∞∑

k=0

ψi,k(xi)
[

miω
2
i,kUi,k(t) + 2miζi,kωi,kU̇i,k(t) +miÜi,k(t)

]

=

=
∞∑

k=0

ψi,k(xi)(Fi,k(t)∓Gi,k) (3.18)où ζi,k = ci/(2miωi,k) est le oe�ient d'amortissement modal.En multipliant par un mode propre quelonque ψi,l(xi), en intégrant sur la longueur
Li et en appliquant la propriété d'orthonormalité des modes propres, on obtient unenouvelle équation modale du mouvement omme suit :

mi

[

Üi,k + 2ζi,kωi,kU̇i,k + ω2
i,kUi,k

]

= Fi,k(t)∓Gi,k, (3.19)Après avoir e�etué les transformations présentées i-dessus, nous nous retrouvonsfae à un nouveau problème à résoudre. Les inonnues en fontion du temps sont Ui,k(t),
Fi,k(t) ave k=0, 1, 2,... et i=1, 2 et les onditions initiales sont :

Ui,k(0) = U̇i,k(0) = Fi,k(0) = 0 (3.20)À haque instant, les hamps physiques omme le déplaement ui(xi, t) et la fore
fi(xi, t) sont obtenus par omposition modale ave les équations (3.8) et (3.9). Ils satis-font automatiquement les onditions aux limites (3.3), (3.4). Cependant la ondition deontat (3.7) doit enore être véri�ée et exige le alul des ui et g au travers de l'équa-tion (3.6). Théoriquement, il est possible d'obtenir des solutions exates du ontat,omme l'aire de ontat, la pression de ontat, la déformation des aspérités ... ave untrès grand nombre de modes de vibration. Cela onduit néanmoins à des pas de disré-tisation du temps très petits et don des temps CPU énormes. Don, nous e�etueronsune tronature du nombre de modes de vibration. Seuls les M premiers modes dans labande des fréquenes audibles seront pris en ompte dans le alul.3.1.3 Tehnique de rédution de l'ordreIntroduisons les variables auxiliaires :

{

Vi,k = U̇i,k

Ai,k = Üi,k

(3.21)l'équation du mouvement (3.19) est réérite sous la forme d'un système d'équationsdi�érentielles de premier ordre :






U̇i,k = Vi,k

V̇i,k = Ai,k

Ai,k =
Fi,k

mi
− 2ζi,kωi,kVi,k − (ωi,k)

2Ui,k

(3.22)



3.2.2 - Problème de valeur initiale 63en oubliant pas que Fi,k dépend impliitement des Ui,k à travers la ondition (3.19).En posant y =

[
U(t)
V (t)

] et ẏ = [ V (t)
A(t)

] on retrouve la forme générale d'un problèmede valeur initiale (IVP) :
{

ẏ = f(y)

y(0) = y0
(3.23)Dans la partie suivante, nous présentons di�érents shémas d'intégration temporellepour résoudre numériquement le problème de valeur initiale.3.2 Shémas d'intégration temporelle3.2.1 Disrétisation temporelleL'intervalle de temps est disrétisé en séquenes d'instants 0 < t1 < t2 < .. < tn <

.. < tN = T ave un pas de temps onstant τ = tn+1 − tn.Puis les variables disrétisées sont introduites. Ui,k,n est l'amplitude modale du mode
k de la poutre i à l'instant tn, U̇i,k,n est la vitesse modale à l'instant tn, Üi,k,n estl'aélération modale à l'instant tn et Fi,k,n est la fore modale à l'instant tn. L'équationdisrétisée du problème modal (3.19), (3.20) est :

mi

[

Üi,k,n + 2ζi,kωi,kU̇i,k,n + ω2
i,kUi,k,n

]

= Fi,k,n ∓Gi,k, (3.24)et les onditions initiales sont :
Ui,k,0 = U̇i,k,0 = Fi,k,0 = 0 (3.25)3.2.2 Problème de valeur initialeLe problème de valeur initiale (aussi appelé problème de Cauhy) onsiste en uneéquation di�érentielle ordinaire (ODE) et des onditions initiales. Soit une appliation

f : Ω ⊂ R
2 → R

2, l'objetif est de trouver y qui satisfait :
{

ẏ(t) = f(y),

y(0) = y0.
(3.26)où f(y) est une fontion réelle dé�nie sur ]−∞,+∞[. Comme f ne dépend pas expli-itement de t, l'ODE est dite autonome.



64 Shémas d'intégration temporelle3.2.3 NotationConsidérons deux instants suessifs tn et tn+1. L'équation di�érentielle (3.26) peutêtre mise sous la forme intégrale suivante :
y (tn+1) = y (tn) +

∫ tn+1

tn

f(y)dt (3.27)où y(tn) désigne la solution exate du problème autonome à l'instant tn.La fontion d'inrément Φ (y(tn), τ) est introduite pour approximer l'intégrale
∫ tn+1

tn
f(y)dt. Sa formule dépend du hoix du shéma numérique :

τ.Φ (y(tn), τ) ≈
∫ tn+1

tn

f(y)dt (3.28)Si yn désigne la solution approhée à l'instant tn obtenue par appliation du shémad'intégration temporelle à partir de la valeur onnue y0, alors :
yn+1 = yn + τΦ(yn, τ) (3.29)Notons ȳn+1 la solution à l'instant tn+1 obtenue en appliquant une seule fois le shémad'intégration temporelle à partir de la valeur exate à l'instant préédent tn. Alors :

ȳn+1 = y (tn) + τΦ (y(tn), τ) (3.30)
y∗n est la solution à l'instant tn obtenue en tenant ompte des erreurs d'arrondiommises par l'ordinateur :

y∗n+1 = y∗n + τΦ(y∗n, τ) + δn (3.31)où δn est l'erreur d'arrondi d'un pas ommise par l'ordinateur.L'erreur de disrétisation en est la di�érene entre la solution exate y(tn) et lasolution approhée yn obtenue théoriquement par appliation du shéma à partir de y0 :
en = y (tn)− yn (3.32)La di�érene entre la solution exate y(tn) et ȳn est nommée erreur de onsistane

cn :
cn =

y (tn)− ȳn
τ

. (3.33)C'est l'erreur ommise en un seul pas de alul (voir �gure 3.2).L'erreur totale En est la di�érene entre la solution exate y(tn) et la valeur obtenue
y∗n :

En = y∗n − y(tn) (3.34)C'est l'erreur observée par appliation du shéma en n pas sur un ordinateur en tenantompte des erreurs d'arrondi.



3.2.4 - Propriétés 65
y

ttntn−1

τcn y(t)

ȳn

y(tn−1)

y(tn)

Figure 3.2 � Représentation graphique de l'erreur de onsistane3.2.4 PropriétésAvant d'entrer dans le détail de haque shéma d'intégration temporelle, on présenteles ritères généraux pour évaluer un shéma.Expliite/ImpliiteUn shéma est expliite si l'on peut aluler une valeur à l'instant n + 1 à par-tir des valeurs obtenues aux instants préédents n, n − 1, .... La fontion d'inrément
Φ (yn, yn−1, ..., τ) est déduite diretement à partir des valeurs onnues de yn, yn−1, ... :

∫ tn+1

tn

f(y)dt ≈ τΦ (yn, yn−1, ..., τ) (3.35)En revanhe, s'il faut utiliser des valeurs à l'instant n + 1 (omme la vitesse, ledéplaement,...) pour aluler une grandeur à l'instant n+1 (une aélération), le shémaest dit impliite [75℄. Ave e type de shéma, il faut faire des aluls itératifs. C'est-à-direque des valeurs �tives sont d'abord attribuées pour les grandeur à l'instant n+ 1, puisune proédure de prédition-orretion est appliquée en utilisant un shéma impliitepour orriger les valeurs de yn+1 :
∫ tn+1

tn

f(y)dt ≈ τΦ (yn+1, yn, yn−1, ..., τ) (3.36)Pour le problème de ontat, il existe toujours un ouplage entre la fore de ontatet la déformation qui se manifeste dans la ondition de non pénétration. En pratique,ette relation de ouplage est très outeuse en temps de alul. Or, l'utilisation d'unshéma impliite nous oblige à résoudre au moins deux relations impliites à haque pasde temps, l'une entre les variables du shéma, l'autre est la ondition de non pénétration.Cela multiplie grandement la omplexité de l'algorithme ainsi que le temps d'exéution.C'est pourquoi l'utilisation d'un shéma d'intégration expliite est plus répandue, et enl'aompagnant d'un algorithme de gestion du ontat, on obtient une méthode ditesemi-expliite.



66 Shémas d'intégration temporelleUn pas/ pas multiplesUn shéma est appelé "un pas" lors que yn+1 est alulé seulement ave la valeur àl'instant préédent tn [74℄ :
∫ tn+1

tn

f(y)dt ≈ τΦ (yn, τ) (3.37)
yn+1 ≈ yn + τΦ (yn, τ) (3.38)Au ontraire, s'il est néessaire d'utiliser plusieurs instants préédents tn, tn−1, .. pouraluler yn+1, le shéma est dit "pas multiples" :

∫ tn+1

tn

f(y)dt ≈ τΦ (yn, yn−1, yn−2, ..., τ) (3.39)
yn+1 ≈ yn + τΦ (yn, yn−1, yn−2, ..., τ) (3.40)Il faut souligner qu'à l'instant t1, seule la variable au pas préédent est onnue (t0)don le shéma à pas multiples ne peut pas être appliqué. En général, les shémas à pasmultiples sont �amorés� par un shéma à un pas.ConsistaneUne méthode est dite onsistante si son erreur de onsistane dé�nie par l' équa-tion (3.33) tend vers zéro lorsque le pas de temps tend vers zéro. La ondition de onsis-tane s'érit :
lim
τ→0

max
0≤n≤N

|cn(τ)| = 0 (3.41)De plus, un shéma est onsistant d'ordre p si l'erreur de onsistane est O(τ p) :
lim
τ→0

max
0≤n≤N

|cn(τ)| = O(τ p) (3.42)Zéro-stabilitéConsidérons le problème IVP :
{

yn+1 = yn + τΦ(yn, τ)

y0 = y0
(3.43)et son problème perturbé :

{

y∗n+1 = y∗n + τΦ(y∗n, τ) + δn

y∗0 = y0 + δ0
(3.44)Le shéma d'intégration temporelle est dit zéro-stable si la di�érene entre la solutiondu problème origine et elle de son problème perturbé est ontr�lée [45℄ :

∃M > 0 pour max
0≤n≤N

|y∗n − yn| ≤M

N∑

i=0

|δi| (3.45)



3.2.4 - Propriétés 67Cette propriété est indispensable pour ontr�ler les erreurs d'arrondi ommises parl'ordinateur qui sont onsidérées omme des perturbations δn.ConvergeneUn shéma est dit onvergent si la solution numérique yn tend vers la solution exate
y(tn) quand τ tend vers zéro :

max
0≤n≤N

|y (tn)− yn| → 0 quand τ → 0. (3.46)Si max
0≤n≤N

|y (tn)− yn| = O(τ p) le shéma est dit onvergent d'ordre p.D'après Lax-Rihtmyer [42℄, une méthode onsistante et zéro-stable est onver-gente [28℄.En pratique, la présene de l'erreur d'arrondi ne nous permet pas d'obtenir dessolutions exates quand τ tend vers zéro. Si τ est grand, l'erreur de onsistane dominel'erreur d'arrondi. Au ontraire, si τ est très petit, il faut plus de aluls et l'erreurd'arrondi augmente. Théoriquement, il existe une valeur optimale τopt qui minimise lasomme de l'erreur de la méthode et l'erreur d'arrondi.Absolue-stabilitéLa propriété d'absolue-stabilité exige que la di�érene entre la valeur exate et lasolution numérique pour un pas de temps hoisi, ne s'ampli�e pas au ours du tempsquand le temps total T tends vers l'in�ni ou bien quand le nombre total des instants Ndevient très grand [74℄ :
max

0≤n≤N
|y (tn)− yn| bornée quand N → ∞ (3.47)En réalité, la stabilité absolue dépend à la fois des équations onrètes du problèmeIVP et du shéma numérique utilisé, don l'étude de l'absolue-stabilité est souvent di�-ile à mener. C'est pourquoi, en pratique, on onsidère le problème IVP linéaire obtenuen simpli�ant le problème origine :

{

ẏ = A.y

y(t0) = y0
(3.48)ave la matrie A ∈ Rn×n et y ∈ RnL'appliation d'un shéma d'intégration nous donne une relation de réurrene :

yn+1 =M(τ).yn (3.49)
M(τ) est la matrie d'ampli�ation qui dépend du shéma et du pas de temps.Une méthode est dite A-stable ave un pas de temps donné τ , si les valeurs propres
λ de M(τ) satisfont |λ| ≤ 1. L'ensemble des valeurs de τ qui assure la A-stabilité de laméthode est appelé région de stabilité.



68 Shémas d'intégration temporelleOn utilise ette propriété pour déterminer une valeur ritique de stabilité, le pas detemps τ hoisi doit être inférieur à ette valeur pour que la solution soit �able.Pour illustrer la notion de A-stabilité, prenons un exemple. Considérons le problèmetest suivant : {

ẏ(t) = λy(t) ave t > 0

y(0) = 1
(3.50)pour lequel la fontion f vaut f(y) = λy.La solution exate de e problème est y(t) = eλt. Lorsque λ < 0, y(t) tend vers 0quand t→ ∞.La solution numérique à l'instant tn = n.τ est notée yn. En utilisant le shémad'intégration d'Euler expliite, (Φ(yn, τ) = f(yn)) on a :

yn+1 = (1 + λτ)yn (3.51)don,
yn = (1 + λτ)n (3.52)Si |1 + λτ | > 1, yn → ∞ quand n → ∞, don la méthode est A-instable. La régionde stabilité de ette méthode est don |1 + λτ | ≤ 1 ⇒ 0 ≤ τ ≤ −2/λ.3.2.5 Shéma d'intégration temporelleDans ette setion, sept shémas d'intégration temporelle pour résoudre un problèmede valeur initiale sont présentés. L'intérêt d'implémenter plusieurs shémas est justi�épar :- Optimisation du temps CPU pour la simulation ave un pas de temps donné enhoisissant le meilleur shéma.- Assurane de la préision et de la bonne programmation en omparant les résultatsobtenus par di�érents shémas.La desription de haque shéma est onstituée de sa formule d'approximation, dualul de l'erreur de onsistane, du pas de temps maximal pour satisfaire l'A-stabilitéet la desription des di�érentes étapes de son algorithme.La méthode aux di�érenes entréesLe shéma aux di�érenes entrées exprime les vitesses et aélérations à l'instant nen fontion des déplaements aux instants n − 1, n, n + 1 [75℄. Les formules de etteméthode sont :







ẏn =
yn+1 − yn−1

2τ

ÿn =
yn+1 − 2yn + yn−1

τ 2

(3.53)



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 69C'est un shéma expliite à pas multiple.À partir de es formules, on peut érire :
yn+1 = yn + τ.ẏn +

τ 2

2
ÿn (3.54)L'erreur de onsistane par la méthode des di�érenes entrées vaut (y(tn+1) −

ȳn+1)/τ . En e�etuant un développement limité au deuxième ordre de y(t), il vient :
y (tn+1) = y (tn) + τ ẏ (tn) +

τ 2

2
ÿ (tn) +O

(
τ 3
) (3.55)Par ailleurs, l'appliation du shéma (3.54) en supposant onnues les valeurs exatesà l'instant tn donne :

ȳn+1 = y (tn) + τ.ẏ (tn) +
τ 2

2
ÿ (tn) (3.56)Par dé�nition :

τ.cn+1 = y (tn+1)− ȳn+1 (3.57)d'où par di�érene de (3.55) et (3.56) :
cn+1 = O

(
τ 2
) (3.58)Don la méthode des di�érenes entrées est onsistante d'ordre 2.On désigne Ui,k(tn) solution exate de l'équation du mouvement modale (3.19). Lasolution obtenue par appliation du shéma numérique est notée Ui,k,n. Similairement,la vitesse modale U̇i,k(tn), l'aélération modale Üi,k(tn) et la fore modale Fi,k(tn) sontapproximées par U̇i,k,n, Üi,k,n et Fi,k,n. En appliquant les formules de la méthode desdi�érenes �nies, on obtient :







U̇i,k,n =
Ui,k,n+1 − Ui,k,n−1

2τ
,

Üi,k,n =
Ui,k,n+1 − 2Ui,k,n + Ui,k,n−1

τ 2
.

(3.59)Introduisons es formules dans l'équation (3.24), on a la relation de réurrene :
Ui,k,n+1 −

2− (τωi,k)
2

1 + τζi,kωi,k
Ui,k,n −

τζi,kωi,k − 1

1 + τζi,kωi,k
Ui,k,n−1 =

τ 2

mi
(Fi,k,n ∓Gi,k) . (3.60)A�n d'examiner la propriété d'absolue-stabilité, on onsidère le as simplifé sansfore extérieure ni ontat ni amortissement. Le shéma se réduit à :

Ui,k,n+1 − (2− τ 2ω2
i,k)Ui,k,n + Ui,k,n−1 = 0 (3.61)Les raines de son équation aratéristique sont :

λ = 1− (τωi,k)
2

2
± ı

τωi,k

2

√

4− (τωi,k)2 (3.62)



70 Shémas d'intégration temporelleAlgorithm 1 Algorithme du shéma d'intégration temporelle des di�érenes entréesInitialiser Ui,k,0 = 0, Ui,k,1 = 0.for n = 1 to N doCaluler les fores de ontat fi,l,n.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales Fi,k,n par (3.17).Prédire les variables modales Ui,k,n+1 par (3.60) et U̇i,k,n par l'équation (3.59)end forend forPrédire et sauvegarder le déplaement et la fore ui,l,n+1, fi,l,n.end forPour que les solutions de l'équation (3.61) soient stables, il faut que les modules de sesvaleurs propres ne soient pas supérieurs à 1.Les modules des valeurs propres valent |λ| = 1 si 4 − (τωi,k)
2 ≥ 0 ou bien τ ≤ 2

ωi,k
.La méthode des di�érenes entrées est don une méthode onditionnellement stable.Le ritère de stabilité est τ ≤ 2

ωi,k
.L'algorithme des di�érenes entrées est présenté i-dessus. C'est une méthode àdeux pas, don à haque pas de temps il faut sauvegarder les variables modales auxdeux instants préédents.La méthode d'Euler expliiteLa méthode d'Euler expliite est la méthode la plus simple pour résoudre numé-riquement une équation di�érentielle ordinaire. Elle onsiste à approximer l'intégrale

∫ tn+1

tn
f(y)dt par :

∫ tn+1

tn

f(y)dt ≈ τ.f(yn) (3.63)La méthode d'Euler expliite est présentée �gure 3.3 [28℄ :
t

y
tn tn+1O

f(y)
Figure 3.3 � Approximation de l'intégrale ∫ tn+1

tn f(y)dt par la méthode d'Euler expliiteL'erreur de onsistane est alulée en utilisant la formule de Taylor-Lagrange.



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 71L'appliation de l'équation (3.63) en utilisant la valeur exate à l'instant tn donne :
ȳn+1 = y (tn) + τ.ẏ (tn) (3.64)D'ailleurs, en e�etuant un développement limité au deuxième ordre de y(t), on a :

y (tn+1) = y (tn) + τ.ẏ (tn) +O
(
τ 2
) (3.65)Par di�érene, l'erreur de onsistane est :

τ.cn+1 = y (tn+1)− ȳn+1 = O
(
τ 2
) (3.66)La méthode d'Euler est don onsistante d'ordre 1 ar cn+1 = O(τ).Pour véri�er l'A-stabilité de la méthode d'Euler expliite, nous onsidérons le pro-blème homogène linéaire sans fore de ontat ni amortissement déduit de l'équa-tion (3.24). En appliquant le shéma d'Euler expliite, il vient :

[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[
1 τ

−τ.ω2
i,k 1

]

︸ ︷︷ ︸

M(τ)

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

] (3.67)
L'équation aratéristique permettant de déterminer les valeurs propres de la matrie

M(τ) a la forme générale :
λ2 − 2bλ + c = 0 (3.68)où 2b = tr(M) et c = det(M). Les valeurs propres de la matrie M sont :
λ = 1± i.(τωi,k) (3.69)Pour que les solutions restent bornées, toutes les valeurs propres de la matrie d'am-pli�ation M(τ) doivent véri�er que |λ| ≤ 1. Or, |λ| =√1 + (τωi,k) 2 > 1 quel que soitle pas temporel τ . La méthode d'Euler expliite est don instable au sens de l'absoluestabilité.Dans le as général où la fore de ontat et l'amortissement modal apparaissent, laformule pour le shéma d'Euler expliite s'érit omme suit :

[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+ τ

[
0 1

−ω2
i,k −2ωi,kζi,k

] [
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+
τ

mi

[
0

Fi,k,n ∓Gi,k

](3.70)On ne peut bien entendu pas faire l'analyse de stabilité puisque Fi,k,n dépend implii-tement des Ui,k,n. Cependant le shéma d'Euler étant instable dans un as partiulier ilne peut pas être un bon shéma dans le as général.L'algorithme du shéma d'Euler expliite est présenté dans l'Algorithme 2.Le shéma d'Euler expliite est le plus simple et le plus rapide parmi tous les shémas,mais il est A-instable quelque soit le pas de temps. Don, il est peu utilisé à ause de safaible préision.



72 Shémas d'intégration temporelleAlgorithm 2 Algorithme du shéma d'intégration temporelle d'Euler expliiteInitialiser Ui,k,0 = 0, U̇i,k,0 = 0.Boule sur le temps.for n = 1 to Nt doCaluler les fores de ontat fi,l,n.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales Fi,k,n par (3.17).Caluler les variables modales Ui,k,n+1, U̇i,k,n+1 par (3.70).end forend forPrédire le déplaement ui,l,n+1 par (3.8).end forLa méthode de prédition-orretionAve ette méthode, l'intégration tn+1∫

tn

f(y)dt est approximée en utilisant la valeur deprédition de f(y) à l'instant tn+1 [74℄ :
y∗n+1 = y∗n + τfn (3.71)

∫ tn+1

tn

f(y)dt ≈ τ.f(y∗n+1) (3.72)La �gure 3.4 illustre la méthode.
t

y

tn tn+1O

f(y(t))f(y∗n+1)

Figure 3.4 � Approximation de l'intégrale tn+1∫

tn

f(y)dt par la méthode deprédition-orretionVoii, le alul de l'erreur de onsistane. On érit d'abord le développement deTaylor-Lagrange limité au troisième ordre de y (tn+1) :
y (tn+1) = y (tn) + τ ẏ (tn) +O

(
τ 2
) (3.73)Puis, la formule (3.72) est utilisée pour aluler la leur ȳn+1 :

ȳn+1 = y (tn) + τ.f (y (tn) + τ.ẏ (tn))



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 73L'appliation du développement de Taylor-Lagrange pour le deuxième terme de l'équa-tion i-dessus nous donne :
f (y (tn) + τ.ẏ (tn)) = ẏ (tn) +O(τ) (3.74)La di�érene entre la valeur exate y (tn+1) et la valeur approximée ȳn+1 est :
τ.cn+1 = y (tn+1)− ȳn+1 = O(τ 2) (3.75)Don la méthode de prédition-orretion est onsistante d'ordre 1 ar cn+1 = O(τ).En appliquant les formules de la méthode de prédition-orretion pour les variablesmodales de notre problème, on obtient :

[
U∗
i,k,n+1

U̇∗
i,k,n+1

]

=

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+ τ

[
0 1

−ω2
i,k −2ωi,kζi,k

] [
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+
τ

mi

[
0

Fi,k,n +Gi,k

] (3.76)
[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+ τ

[
0 1

−ω2
i,k −2ωi,kζi,k

] [
U∗
i,k,n+1

U̇∗
i,k,n+1

]

+
τ

mi

[
0

F ∗
i,k,n+1 +Gi,k

] (3.77)où F ∗
i,k,n+1 est la prédition de la fore modale à l'instant n + 1 issue des déplaements

U∗
i,k,n+1.Pour véri�er l'absolue stabilité de la méthode de prédition-orretion, on onsidèrele problème simpli�é sans fore extérieure ni ontat ni amortissement. En e�etuantles simpli�ations, on obtient :

[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[(
1− τ 2ω2

i,k

)
τ

−τ.ω2
i,k

(
1− τ 2ω2

i,k

)

]

︸ ︷︷ ︸
M

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

] (3.78)
L'équation aratéristique permettant de déterminer les valeurs propres de la matrie

M a la forme générale :
λ2 − 2bλ + c = 0 (3.79)où 2b = tr(M) et c = det(M). Les valeurs propres de la matrie M sont,

λ =
(
1− (τωi,k)

2
)2 ± i

√

(1− (τωi,k)2)2 + (τωi,k)2 − (1− (τωi,k)2)4 (3.80)En e�etuant les transformations mathématiques, on se ramène à (τ.ωi,k)
2 ≤ 1 soit

τ ≤ 1
ωi,k

.Le shéma prédition-orretion présenté ii est onsistant d'ordre 1, onditionnelle-ment stable et onvergent.L'algorithme du shéma de prédition-orretion est dérit dans l'algorithme 3. Cetalgorithme demande deux fois plus de temps CPU que elle d'Euler expliite, mais il estplus préis et A-stable.



74 Shémas d'intégration temporelleAlgorithm 3 Algorithme du shéma d'intégration temporelle prédition-orretionInitialiser Ui,k,0 = 0, U̇i,k,0 = 0.for n = 1 to Nt doCaluler les fores de ontat fi,l,n.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales Fi,k,n par (3.17)..Prédire les variables modales U∗
i,k,n+1, U̇∗

i,k,n+1 par (3.76).end forend forCaluler les fores de ontat f ∗
i,l,n+1.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales F ∗

i,k,n+1 par (3.17).Prédire les variables modales Ui,k,n+1, U̇i,k,n+1 par (3.77).end forend forSauvegarder le déplaement ui,l,n+1 par (3.8).end forLa méthode de Runge-Kutta 2La famille de la méthode de Runge-Kutta peut être onsidérée omme une générali-sation de la méthode d'Euler. Elle onserve la struture d'une méthode à un pas, mais onévalue plusieurs fois la fontion f a�n d'augmenter la préision. Cependant, l'évaluationde l'erreur de onsistane est plus di�ile. La formule de la méthode de Runge-Kutta 2(ou méthode de Heun) est la suivante [28℄ :
yn+1 = yn +

τ

2

[
f(yn) + f(y∗n+1)

] (3.81)où y∗n+1 est la valeur de prédition de y(t) à l'instant tn+1 obtenue en utilisant la méthodeyf(y∗n+1) f(y(t))
t

f(yn)
tn tn+1OFigure 3.5 � Interprétation de la méthode de Runge Kutta d'ordre 2d'Euler expliite :

y∗n+1 = yn + τ.f(yn) (3.82)Ensuite, l'erreur de onsistane est alulée en utilisant la formule de Taylor-Lagrange. Le développement limité au troisième ordre de y(t) donne :
y (tn+1) = y (tn) + τ ẏ (tn) +

τ 2

2
ÿ (tn) +O

(
τ 3
) (3.83)



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 75La valeur approximée ȳn+1 est obtenue grâe à l'appliation de la formule (3.81) enutilisant les valeurs exates à l'instant tn :
ȳn+1 = y(tn) +

τ

2
[f(y(tn)) + f(y(tn) + τ ẏ(tn))] (3.84)Par la règle de dérivation des fontions omposées :

ÿ(t) =
d

dt
[f(y(t))] = f ′(y(t))× ẏ(t) (3.85)Don en appliquant Taylor-Lagrange à la fontion τ 7→ f(y(tn) + τ ẏ(tn)) :

f(y(tn) + τ ẏ(tn)) = f(y(tn)) + τf ′(y(tn))× ẏ(tn) +O
(
τ 2
) (3.86)d'où

ȳn+1 = y (tn) +
τ

2
. (ẏ (tn) + ẏ (tn) + τ.ÿ (tn)) +O

(
τ 3
) (3.87)l'erreur de onsistane cn+1 est :

cn+1 =
y (tn+1)−

_
yn+1

τ
= O(τ 2) (3.88)Don la méthode de Runge-Kutta 2 est onsistante d'ordre 2.En appliquant les formules de la méthode de Runge-Kutta 2 pour aluler les va-riables modales (le déplaement et la vitesse), on obtient :

[
U∗
i,k,n+1

U̇∗
i,k,n+1

]

=

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+ τ

[
0 1

−ω2
i,k −2ωi,kζi,k

] [
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+
τ

mi

[
0

Fi,k,n +Gi,k

] (3.89)
[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

]

+
τ

2

[
0 1

−ω2
i,k −2ωi,kζi,k

] [
U∗
i,k,n+1 + Ui,k,n

U̇∗
i,k,n+1 + U̇i,k,n

]

+
τ

2mi

[
0

Fi,k,n + F ∗
i,k,n+1 + 2Gi,k

] (3.90)A�n d'analyser la stabilité du shéma Runge-Kutta 2, nous e�etuons le alul aveun système sans fore extérieure ni ontat ni amortissement :
[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[

1− (τωi,k)
2

2
τ

−τ(ωi,k)
2 +

τ3ω4
i,k

2
1− (τωi,k)

2

2

]

︸ ︷︷ ︸

M(τ)

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

] (3.91)
Les valeurs propres de la matrie d'ampli�ation M sont :

λ = 1− (τωi,k)
2

2
± ı

√

(τωi,k)2 −
(τωi,k)4

2
(3.92)Les modules des valeurs propres |λ| < 1 si (τωi,k)

2 − (τωi,k)
4

2
> 0 ou bien τ < √

2
ωi,k

. Don,'est un shéma onditionnellement stable.L'algorithme du shéma de Heun est illustré dans Algorithme 4.



76 Shémas d'intégration temporelleAlgorithm 4 Algorithme du shéma de HeunInitialiser Ui,k,0 = 0, U̇i,k,0 = 0.for n = 1 to Nt doCaluler les fores de ontat fi,l,n.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales Fi,k,n par (3.17)..Caluler les variables modales U∗
i,k,n+1, U̇∗

i,k,n+1 par (3.89).end forend forCaluler les fores de ontat f ∗
i,l,n+1.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales F ∗

i,k,n+1 par (3.17)..Prédire les variables modales Ui,k,n+1, U̇i,k,n+1 par la formule (3.90).end forend forCaluler et sauvegarder le déplaement ui,n+1 par (3.8).end forAve la famille des algorithmes de Runge Kutta, plusieurs aluls de la fontion fsont e�etués à haque pas de temps pour prédire les variables à l'instant tn+1. L'ordrede l'algorithme désigne le nombre de aluls de f à haque pas de temps. L'intérêtde l'algorithme est de pouvoir atteindre une préision loale d'ordre élevé. Pourtant,plus l'ordre de RK est élevé, plus il demande de temps CPU et plus les formules sontompliquées. De plus, les estimations de la stabilité et de la onsistane sont renduesplus di�iles.
La méthode de Runge Kutta d'ordre 4 - RK4Cette méthode provient de l'approximation de l'intégrale ∫ tn+1

tn
f(y)dt en alulant

f(y) quatre fois par pas de temps. Les formules de la méthode RK4 sont les sui-vantes [28℄ :






k1 = f(yn)

k2 = f(yn +
τ

2
k1)

k3 = f(yn +
τ

2
k2)

k4 = f(yn + τk3)

yn+1 = yn +
τ

6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]

(3.93)



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 77Or
ẏ(t) = f(y(t)) (3.94)
ÿ(t) = ẏ(t)× f ′(y(t)) (3.95)
y(3)(t) = ÿ(t)× f ′(y(t)) + ẏ2(t)× f ′′(y(t)) (3.96)
y(4)(t) = y(3)(t)× f ′(y(t)) + 3ẏ(t)ÿ(t)× f ′′(y(t)) + ẏ3(t)× f (3)(y(t)) (3.97)
y(4)(t) = y(3)(t)× f ′(y(t)) + 3ẏ(t)× f ′(y(t))f ′′(y(t)) + ẏ3(t)× f (3)(y(t)) (3.98)

L'erreur de onsistane est alulée en utilisant la formule de Taylor-Lagrange et l'ap-pliation de la méthode de RK4 sur la valeur exate y(tn) est omme suit :
k1 = ẏ (tn) (3.99)
k2 = ẏ (tn) +

τ

2
k1f

′ (y (tn)) +
τ 2

8
k21f

′′ (y (tn)) +
τ 3

48
k31f

(3) (y (tn)) +O
(
τ 4
) (3.100)

k3 = ẏ (tn) +
τ

2
k2f

′ (y (tn)) +
τ 2

8
k22f

′′ (y (tn)) +
τ 3

48
k32f

(3) (y (tn)) +O
(
τ 4
) (3.101)

k4 = ẏ (tn) + τk3f ′ (y (tn)) +
τ 2

2
k23f

′′ (y (tn)) +
τ 3

6
k33f

(3) (y (tn)) +O
(
τ 4
) (3.102)

Don
ȳn+1 = y(tn) +

τ

6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4] (3.103)

= y(tn) +
τ

6

[

6ẏ (tn) + τ (k1 + k2 + k3) f
′ (y (tn)) +

τ 2

4

(
k21 + k22 + 2k23

)
f ′′ (y (tn))

+
τ 3

24

(
k31 + k32 + 4k33

)
f (3) (y (tn))

]

+O
(
τ 5
) (3.104)



78 Shémas d'intégration temporelleDe plus,
k1 + k2 + k3 = 3ẏ (tn) +

τ

2
(k1 + k2) f

′ (y (tn)) +
τ 2

8

(
k21 + k22

)
f ′′ (y (tn)) +O

(
τ 3
)(3.105)

k1 + k2 = 2ẏ (tn) +
τ

2
ÿ (tn) +O

(
τ 2
)

(k1 + k2) f
′ (y (tn)) = 2ÿ (tn) +

τ

2
ÿ (tn) f

′ (y (tn)) +O
(
τ 2
) (3.106)

τ

2
(k1 + k2) f

′ (y (tn)) = ÿ (tn) +
τ 2

4
ÿ (tn) f

′ (y (tn)) +O
(
τ 3
) (3.107)

k21 + k22 = 2ẏ2 (tn) +O(τ) (3.108)
τ 2

8

(
k21 + k22

)
f ′′ (y (tn)) =

τ 2

4
ẏ2 (tn) f

′′ (y (tn)) +O
(
τ 3
) (3.109)

k1 + k2 + k3 = 3ẏ (tn) + τ ÿ (tn) +
τ 2

4

[
ÿ (tn) f

′ (y (tn)) + ẏ2 (tn) f
′′ (y (tn))

]

︸ ︷︷ ︸

y(3)(tn)

+O
(
τ 3
)(3.110)

k1 + k2 + k3 = 3ẏ (tn) + τ ÿ (tn) +
τ 2

4
y(3) (tn) +O

(
τ 3
) (3.111)

k21 = ẏ2 (tn) (3.112)
k22 = ẏ2 (tn) + 2ẏ2 (tn)

τ

2
f ′ (y (tn)) +O

(
τ 2
) (3.113)

k23 = ẏ2 (tn) + 2τ ẏ2 (tn) f
′ (y (tn)) +O

(
τ 2
) (3.114)

k21 + k22 + 2k23 = 4ẏ2 (tn) + 3τ ẏ2 (tn) f
′ (y (tn)) +O

(
τ 2
) (3.115)

k31 + k32 + 4k33 = 6ẏ3 (tn) +O(τ) (3.116)
ȳn+1 = y(tn) +

τ

6

[

6ẏ (tn) + τ

(

3ẏ (tn) + τ ÿ (tn) +
τ 2

4
y(3) (tn)

)

f ′ (y (tn)) (3.117)
+
τ 2

4

(
4ẏ2 (tn) + 3τ ẏ2 (tn) f

′ (y (tn))
)
f ′′ (y (tn)) +

τ 3

24

(
6ẏ3 (tn)

)
f (3) (y (tn))

]

+O
(
τ 5
)(3.118)

ȳn+1 = y(tn) + τ ẏ (tn) +
τ 2

2
[ẏ (tn) f

′ (y (tn))] +
τ 3

6

[
ÿ (tn) f

′ (y (tn)) + ẏ2 (tn) f
′′ (y (tn))

]

+
τ 4

24

[
y(3) (tn) f

′ (y (tn)) + ẏ2 (tn) f
′ (y (tn)) f

′′ (y (tn)) + ẏ3 (tn) f
(3) (y (tn))

]
+O

(
τ 5
)(3.119)d'où

ȳn+1 = y(tn) + τ ẏ (tn) +
τ 2

2
ÿ (tn) +

τ 3

6
y(3) (tn) +

τ 4

24
y(4) (tn) +O

(
τ 5
) (3.120)Par ailleurs, le développement de Taylor-Lagrange limité au quatrième ordre de

y(tn+1) nous donne :
y (tn+1) = y (tn) + τy′ (tn) +

τ 2

2
ÿ (tn) +

τ 3

6

∂3y

∂t3
(tn) +

τ 4

24

∂4y

∂t4
(tn) +O

(
τ 5
) (3.121)



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 79L'erreur de onsistane de la méthode de RK4 est déduite à partir de la di�érenede (3.120) et (3.121) :
cn =

y (tn+1)− ȳn+1

τ
= O

(
τ 4
) (3.122)Ainsi, la méthode de Runge-Kutta est onsistante d'ordre 4.On va présenter les formules du shéma de Runge-Kutta 4 dans le as général oùla fore de ontat et l'amortissement modal apparaissent. Les équations à résoudre duproblème général sont :







y = f(y)

y =

[
Ui,k

Vi,k

]

f(y) =

[
0 1

−ω2
i,k −2ζi,kωi,k

] [
Ui,k

Vi,k

]

+

[
0

Fi,k

mi

]
(3.123)

Selon les formules du shéma de Runge Kutta 4, il faut évaluer quatre fois la valeur
f(y) à l'instant tn à l'instant tn+1. La valeur de la première évaluation de f(y) est notée
k1 :

k1 = f (yn) (3.124)don,
[
K1,1

K1,2

]

=

[
0 1

−ω2
i,k −2ζi,kωi,k

] [
Ui,k,n

Vi,k,n

]

+

[
0

Fi,k,n

mi

] (3.125)où [ K1,1

K1,2

] sont les omposantes de k1.La valeur de la deuxième évaluation de f(y) est notée k2 :
k2 = f (yn +

τ

2
k1

) (3.126)En introduisant les valeurs intermédiaires, yinter
2 =

[
U inter
2

V inter
2

]

= yn + τ
2
k1, les formulespour aluler k2 = f

(
yinter
2

) sont :
[
U inter
2

V inter
2

]

=

[
Ui,k,n

Vi,k,n

]

+
τ

2

[
K1,1

K1,2

]

; (3.127)
[
K2,1

K2,2

]

=

[
0 1

−ω2
i,k −2ζi,kωi,k

] [
U inter
2

V inter
2

]

+

[
0

Fi,k(U inter
2 )

mi

] (3.128)où [ K2,1

K2,2

] sont les omposantes de k2.La valeur de la troisième évaluation de f(y) est notée k3 :
k3 = f (yn +

τ

2
k2

) (3.129)



80 Shémas d'intégration temporelleEn introduisant les valeurs intermédiaires, yinter
3 =

[
U inter
3

V inter
3

]

= yn + τ
2
k2, les formulespour aluler k3 = f

(
yinter
3

) sont :
[
U inter
3

V inter
3

]

=

[
Ui,k,n

Vi,k,n

]

+
τ

2

[
K2,1

K2,2

]

; (3.130)
[
K3,1

K3,2

]

=

[
0 1

−ω2
i,k −2ζi,kωi,k

] [
U inter
3

V inter
3

]

+

[
0

Fi,k(U inter
3 )

mi

] (3.131)où [ K3,1

K3,2

] sont les omposantes de k3.La valeur de la quatrième évaluation de f(y) est notée k4 :
k4 = f (yn + τk3) (3.132)En introduisant les valeurs intermédiaires, yinter

4 =

[
U inter
4

V inter
4

]

= yn + τk3, les formulespour aluler k4 = f
(
yinter
4

) sont :
[
U inter
4

V inter
4

]

=

[
Ui,k,n

Vi,k,n

]

+ τ

[
K3,1

K3,2

] (3.133)
[
K4,1

K4,2

]

=

[
0 1

−ω2
i,k −2ζi,kωi,k

] [
U inter
4

V inter
4

]

+

[
0

Fi,k(U inter
4 )

mi

] (3.134)
où [ K4,1

K4,2

] sont les omposantes de k4.Don, la valeur de yn+1 est :
yn+1 = yn +

τ

6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4] (3.135)

[
Ui,k,n+1

Vi,k,n+1

]

=

[
Ui,k,n

Vi,k,n

]

+
τ

6

[[
K1,1

K1,2

]

+ 2

[
K2,1

K2,2

]

+ 2

[
K3,1

K3,2

]

+

[
K4,1

K4,2

]] (3.136)
La méthode de Runge Kutta d'ordre 8 - RK8Il existe des méthodes de Runge Kutta d'ordre très élevé, mais l'ordre de onsistanen'augmente pas toujours proportionnellement au numéro de la méthode. Par exemple, laméthode de Runge-Kutta d'ordre 8 onsiste à évaluer 8 fois f(y) par pas de temps. Mais,



3.2.5 - Shéma d'intégration temporelle 81Algorithm 5 Algorithme du shéma de RK4Initialiser Ui,k,0 = 0, U̇i,k,0 = 0.for n = 1 to Nt dofor j = 1 to 4 doCaluler les valeurs intermédiaires U inter
i,k,n , V inter

i,k,n par (3.127), (3.130), (3.133).Caluler les fores de ontat f inter
i,l,n en fontion de U inter

i,k,n .for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales de ontat F inter
i,k,n .Caluler les valeurs de Kj,1, Kj,2 par (3.125), (3.128), (3.131) et (3.134).end forend forend forCaluler les valeurs Ui,k,n+1, Vi,k,n+1 par (3.136)Caluler et sauvegarder le déplaement ui,n+1 par (3.8).end forelle est onsistante d'ordre 6. Les formules de la méthode RK8 se présentent omme suit :

k1 = f(yn)

k2 = f
(

yn +
τ

3
k1

)

k3 = f
(

yn +
τ

24
(k1 + 3k2)

)

k4 = f
(

yn +
τ

6
(k1 − 3k2 + 4k3)

)

k5 = f
(

yn +
τ

8
(−5k1 + 27k2 − 24k3 + 6k4)

)

k6 = f
(

yn +
τ

9
(221k1 − 981k2 + 867k3 − 102k4 + k5)

)

k7 = f
(

yn +
τ

48
(−183k1 + 678k2 − 472k3 − 66k4 + 80k5 + 3k6)

)

k8 = f
(

yn +
τ

82
(716k1 − 2079k2 + 1002k3 + 834k4 − 454k5 − 9k6 + 72k7)

)Alors :
yn+1 = yn +

τ

840
[41((k1 + k8) + 216(k3 + k7) + 27(k4 + k6) + 272k5] (3.137)La méthode de NewmarkC'est une famille de méthodes impliites introduite par Newmark en 1959. Sa formegénérale se présente omme suit [1℄ :
yn+1 = yn + τ ẏn + τ 2

[

(
1

2
− β)ÿn + βÿn+1

] (3.138)
ẏn+1 = ẏn + τ [(1− γ)ÿn + γÿn+1] (3.139)



82 Shémas d'intégration temporelleLa détermination de la onsistane de la méthode Newmark est di�ile à ause del'apparition de l'aélération Üi,k,n+1. Il est onvenu qu'il s'agit d'une méthode d'ordre1 si γ 6= 0.5 et d'ordre 2 pour γ = 0.5 [28℄.Pour évaluer la stabilité de la méthode de Newmark, on e�etue le alul sur lesystème non amorti sans ontat ni fore extérieure :






Ui,k,n+1 = Un + τ.U̇i,k,n + τ 2
[

(
1

2
− β)Üi,k,n + β.Üi,k,n+1

]

U̇i,k,n+1 = U̇i,k,n + τ
[

(1− γ)Üi,k,n + γ.Üi,k,n+1

]

Üi,k,n+1 = −ω2
i,kUn+1

(3.140)Après simpli�ations, on obtient :
[(
1 + β.ω2

i,kτ
2
)

0
(
ω2
i,kτ.γ

)
1

] [
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=

[(
1−

(
1
2
− β

)
(ωi,kτ)

2
)

τ
−ω2

i,kτ(1− γ) 1

] [
Ui,k,n

U̇i,k,n

] (3.141)La relation de réurrene est omme suit :
[
Ui,k,n+1

U̇i,k,n+1

]

=
1

1 + β(τωi,k)2

[
1−

(
1
2
− β

)
(τωi,k)

2 τ
τωi,k

2
(
γ
(
1
2
− β

)
(τωi,k)

2 − 1
)

1 + (β − γ)(τωi,k)
2

]

︸ ︷︷ ︸

M

[
Ui,k,n

U̇i,k,n

](3.142)L'équation aratéristique permettant de déterminer les valeurs propres a la forme gé-nérale :
λ2 − 2bλ+ c = 0 (3.143)où 2b = tr(M) et c = det(M).Pour que les solutions soient bornées, les valeurs propres de la matrie d'ampli�ation

M doivent satisfaire la ondition |λ| < 1. Il faut don avoir :
c ≤ 1; 1− 2b+ c ≥ 0 et 1 + 2b+ c ≥ 0 (3.144)où

c = 1−
(

γ − 1

2

)
(τωi,k)

2

1 + β(τωi,k)2
2b = 2−

(

γ +
1

2

)
(τωi,k)

2

1 + β(τωi,k)2
(3.145)Ave γ < 1

2
la méthode est instable. La méthode est inonditionnellement stable ave

2β ≥ γ ≥ 1

2
. Et quand γ ≥ 1

2
et γ > 2β, la ondition de stabilité est τ ≤ 1

ωi,k

√

γ/2− β
.La méthode de Newmark est une méthode impliite. À haque instant onsidéré n+1,elle exige la valeur de l'aélération à l'instant n+ 1 pour aluler le déplaement et lavitesse Ui,k,n+1 et U̇i,k,n+1 selon la formule de l'équation (3.139). Don, il est néessairede réaliser le proessus de prédition-orretion. L'aélération est d'abord supposée êtreégale à elle à l'instant préédent Üi,k,n+1 = Üi,k,n, et puis le déplaement u∗n+1 est prédit.Ensuite, l'aélération Üi,k,n+1 est realulée et le déplaement un+1 est orrigé.L'algorithme du shéma de Newmark est illustré dans l'Algorithme 6



3.2.7 - Disrétisation spatiale 83Algorithm 6 Algorithme du shéma de NewmarkInitialiser Ui,k,0 = 0, U̇i,k,0 = 0, Üi,k,0 = 0.for n = 1 to Nt dofor i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les variables modales U∗
i,k,n+1 en supposant Üi,k,n+1 = Üi,k,nend forend forCaluler les fores de ontat fi,n+1.for i = 1 to 2 dofor k = 1 to Mi doCaluler les fores modales Fi,k,n+1.Realuler les variables modales Ui,k,n+1, U̇i,k,n+1, Üi,k,n+1 par la formule (3.139).end forend forCaluler et sauvegarder le déplaement et la vitesse ui,n+1, vi,n+1.end for3.2.6 Tableau des shémas d'intégration temporelleTous les shémas d'intégration temporelle utilisés dans ette thèse et leurs propriétéssont réapitulés dans le tableau 3.1.Table 3.1 � Réapitulation des propriétés des shémas d'intégration temporelleShéma un pas/ Exp/Imp Consistane Zéro Conver- Absoluemultiple -stabilité gene -stabilitéEuler un pas Expliite O(τ) Oui Oui InstableEuler 2 un pas Impliite O(τ) Oui Oui τ ≤ 1

ωk

iRK 2 un pas Expliite O(τ2) Oui Oui τ <
√

2

ωk

iRK 4 un pas Expliite O(τ4) Oui OuiRK 8 un pas Expliite Oui OuiNewmark un pas Impliite O(τ2) si α
β = 1

3
Oui Oui τ ≤ 1

ω
√

β/2−αsi β ≥ 0.5 & β > 2α
O(τ) si α

β 6= 0.5 ∀τ si α ≥ β ≥ 1

2di�érene multiple Expliite O(τ2) Oui Oui τ < 2

ωk

i-entréeTous es shémas sont intégrés dans le programme Ra2D, il su�t de préiser le nomdu shéma lors du lanement de la simulation.3.2.7 Disrétisation spatialeLa disrétisation spatiale des pro�ls ontinus est maintenant introduite. Le pro�l iest disrétisé en un ensemble de noeuds notés par xi,l = χ.l où l = 1, .., Ni dans le repère
i, χ est le pas spatial, Ni est le nombre total de noeuds disrets. La position vertialestatique (ou altitude) du point xi,l est hi,l alors que le déplaement vertial à l'instant



84 Shémas d'intégration temporelle
tn et au noeud xi,l est ui,l,n. Ce déplaement vertial ui,k,n est obtenu par ompositionmodale selon l'équation (3.146),

ui,l,n =

Mi∑

k=0

ψi,k(xi,l)Ui,k,n, (3.146)où Mi désigne le nombre de modes du pro�l i. La fore de ontat à l'instant tn et aunoeud xi,l est fi,l,n. La ondition de non-pénétration (3.7) est appliquée seulement surl'ensemble �ni des noeuds [46℄.3.2.8 Continuité des surfaes disrétiséesQuand on e�etue les aluls numériques, la surfae est disrétisée en un ensemblede points x0 = 0, x1 = χ, ..., xN = L. Seules les altitudes de es points disrets sontonnues hi,l = hi(xi,l). L'interpolation est le proédé d'estimation de l'altitude dans lesrégions où la surfae n'est pas disrétisée. Dans e but, on approhe la surfae h(x) pardes fontions mathématiques onvenablement hoisies,
hi(xi) =

Ni∑

l=1

Pl.hi,l (3.147)où Pl est la fontion d'interpolation. Les valeurs obtenues dépendent du nombre depoints disrets utilisés et de la fontion hoisie.La qualité du pro�l interpolé est évaluée par un ritère de ontinuité. Ce ritère estprésenté omme suit (�gure 3.6 [33℄),- Non-ontinuité : deux ourbes voisines ne se renontrent pas.- G0-ontinuité : deux ourbes voisines se renontrent à une extrémité.- G1-ontinuité : deux ourbes voisines se renontrent à une extrémité et ont la mêmetangente au point de renontre.- G2-ontinuité : les pro�ls numériques satisfont la G1-ontinuité et ont la mêmeourbure au point de renontre. Non ontinuité
G0 ontinuité
G1 ontinuitéFigure 3.6 � Continuité des ourbesPar la suite, deux méthodes d'interpolation sont présentées.



3.2.10 - Interpolation d'Hermite 853.2.9 Interpolation linéaireCette méthode onsiste à interpoler l'altitude à l'absisse x en fontion des deuxpoints disrétisés les plus prohes de x et en utilisant une fontion d'interpolation G0-ontinue selon la formule suivante (�gure 3.7) .
hi(x) = ξ.hi,l + (1− ξ)hi,l+1 (3.148)ave xi,l < x < xi,l+1 et ξ est dé�nie par :

ξ =
x− xi,l
χ

(3.149)Cette tehnique est simple, rapide à programmer et le pro�l obtenu est G0-ontinu.
O xxl xl+1

hl
hl+1

h(x)

xFigure 3.7 � Surfae interpolée linéairement
3.2.10 Interpolation d'HermiteLa deuxième méthode utilisée est l'interpolation d'Hermite assurant le ritère deontinuité G1. La surfae h(x) est interpolée en fontion des quatre noeuds les plusprohes de x et par les fontions d'interpolation ubique [54℄.

h(x) = N0.hl−1 +N1.hl +N2.hl+1 +N3.hl+2 (3.150)






N0(ξ) = −0.5ξ + ξ2 − 0.5ξ3,

N1(ξ) = 1− 2.5ξ2 + 1.5ξ3,

N2(ξ) = 0.5ξ + 2ξ2 − 1.5ξ3,

N3(ξ) = −0.5ξ2 + 0.5ξ3.

(3.151)ave xl ≤ x < xl+1 et 1 ≤ l ≤ N − 2 et ξ = (x− xl)/χ.Lorsque l = 0 ou l = N − 1, on utilise une interpolation linéaire.Cette méthode garantit la ontinuité G1 de la surfae interpolée. Ce ritère est es-sentiel pour éviter la disontinuité de l'altitude d'un segment à un autre. L'utilisationd'une interpolation d'Hermite est onseillée ar elle permet une bonne préision dansle alul sans augmenter le nombre de noeuds disrétisés ou diminuer le pas de tempsomme l'interpolation linéaire.



86 Algorithme pour le alul des fores de ontat
O xxl xl+1

hl hl+1

h(x)

x

hl−1 hl+2

xl−1 xl+2Figure 3.8 � Surfae interpolée d'Hermite3.3 Algorithme pour le alul des fores de ontat3.3.1 Détetion du ontatDans ette setion, le proédé de détetion des noeuds en ontat est présenté. L'algo-rithme est le "noeud-segment" hoisi pour sa rapidité et sa �exibilité [94℄. Deux surfaessont lassées surfae eslave et surfae maître. Les points de la surfae eslave peuventpénétrer dans la surfae maîtresse. Comme e lassement n'est pas une propriété phy-sique de la surfae, le r�le eslave-maître est éhangeable.Nous désignons i, i′ respetivement la surfae eslave et la surfae maître. Considé-rons le noeud xi,l de la surfae eslave, le segment de la surfae maître i′ potentiellementen ontat ave lui est l′, l′ + 1. Les oordonnées du noeud eslave situé entre les deuxextrémités du segment maître :
xi′,l′ ≤ xi,l ∓ V.tn < xi′,l′+1. (3.152)Le signe dépend du hoix du repère (moins pour i = 1 et plus pour i = 2).La oordonnée loale de la projetion vertiale du noeud eslave xi,l sur le segmentmaître xi′,l′, xi′,l′+1 est :
ξ =

xi,l ∓ V.tn − xi′,l′

χ
. (3.153)Puis, le jeu vertial entre le noeud eslave et le segment maître est alulé en utilisant
Segment maitreNoeud eslave

ξ 1− ξ

gi,l,nl' l'+1ll'-1 l'+2Figure 3.9 � Détetion du ontat par l'algorithme noeud-segmentla fontion d'interpolation. Dans le as de l'interpolation d'Hermite, il est donné par laformule suivante :
gi,l,n = δ − (hi,l + ui,l,n)−

3∑

r=0

Nr(ξ) (hi′,l′+r−1 + ui′,l′+r−1,n) , (3.154)où Nr(ξ) est la fontion d'interpolation dé�nie par l'équation (3.151). Comme l'interpo-lation d'Hermite requiert la onnaissane de l'altitude aux quatre noeuds l′ − 1, l′, l′ +



3.3.2 - Algorithme de pénalité 87
1, l′+2, pour les deux segments des extrémités de la surfae maître (l′ = 0 et l′ = Ni′−1),une interpolation linéaire est plut�t utilisée :

gi,l,n = δ − (hi,l + ui,l,n)− (1− ξ) (hi′,l′ + ui′,l′,n)− ξ (hi′,l′+1 + ui′,l′+1,n) . (3.155)Dans es formules, h est l'altitude des surfaes, u est le déplaement vertial des noeuds,
δ est l'éart entre les lignes de référene des surfaes. Si la valeur du jeu est négative
g(x) < 0, un ontat entre e noeud eslave et la surfae antagoniste se produit.C'est ette partie qui prend le plus de temps CPU dans la simulation, ar il fautréaliser deux boules d'itération : une boule de deux itérations pour assurer la symétriedu r�le maître/eslave, l'autre sur tous les noeuds de la surfae eslave. Plus la disré-tisation de la surfae est �ne, plus ela prend de temps CPU. Après avoir déteté lesnoeuds en ontat, deux algorithmes pour le alul de la fore de ontat sont présentésdans la setion suivante.3.3.2 Algorithme de pénalitéLe prinipe de l'algorithme de pénalité onsiste à autoriser une valeur négative nom-mée pénétration du jeu vertial déterminé par l'équation (3.154) entre un noeud eslaveet la surfae maître. Puis la fore de ontat est alulée par une relation expliite aveette pénétration. Ce proédé est omme si l'on introduisait un ressort �tif dans lasurfae. Plus le noeud eslave s'enfone dans la surfae, plus la fore est importante.L'équation aratéristique de et algorithme est [62℄ :

fi,l,n = κ.gi,l,n.H(−gi,l,n) (3.156)où fi,l,n est la fore de ontat appliquée au noeud eslave xi,l,n, gi,l,n est le jeu vertial,
κ est le oe�ient de pénalité et H est la fontion de Heaviside. La représentation gra-phique de la méthode de pénalité est illustrée �gure 3.10. Plus le oe�ient de pénalitéest grand, plus la pente de la ligne présentant la relation fore-pénétration est impor-tante (�gure 3.10). Dans ette étude, les surfaes sont homogènes et isotropes, la valeurde κ est la même pour tous les points des surfaes.

gi,l,n

fi,l,n

Figure 3.10 � Représentation graphique de la méthode de pénalitéUne fois que la fore de ontat appliquée sur le noeud eslave est déterminée, onalule les réations aux noeuds du segment de la surfae maître. Il faut que es réations



88 Algorithme pour le alul des fores de ontatsatisfassent à la ondition d'équilibre du segment maître onsidéré. Si l'interpolationd'Hermite est utilisée, les réations sont dé�nies par :
fi′,l′−1+r,n = Nr(ξ)fi,l,n ave r = 0, 1, 2, 3. (3.157)où Nr(ξ) est la fontion d'interpolation donnée par l'équation (3.151).L'algorithme pour la méthode de pénalité est présenté dans l'Algorithme 7.Algorithm 7 Algorithme de pénalitéInitialiser Ui,k,0 = 0, Ui,k,1 = ∓Gi,k

mi
. τ

2

2
.Boule du temps :for n = 1 to T doInitialiser fi,l,nBoule de la surfae maître/eslavefor i = 1 to 2 doCaluler le déplaement ui,l,n par l'équation (3.146)for l = 1 to Ni doDéterminer le segment maître l′ et la oordonnée loale ξ par les�équations (3.152) et (3.153).Caluler gi,l,n par l'équation (3.154)if gi,l,n < 0 then

fi,l,n = κ.gi,l,nCaluler les réations fi′,l′,n par l'équation (3.157)end ifend forend forCaluler Fi,k,nCaluler Ui,k,n+1, U̇i,k,n.end forAve ette méthode, le résultat dépend sensiblement du oe�ient de pénalité. Quand
κ est grand, la pénétration est faible. Toutefois, un oe�ient de pénalité trop impor-tant provoque des problèmes d'instabilités numériques alors qu'un paramètre trop faibleonduit à des pénétrations inaeptables. Une valeur de référene pour le hoix du oef-�ient de pénalité est donnée par Mohammadi [62℄ : 0.1E < κ < 10E où E est le moduled'Young. Cette méthode est faile à implémenter dans le programme de plus, elle esttrès rapide. Grâe à es avantages, on peut l'utiliser pour estimer dans un premier tempsles simulations ou e�etuer des aluls ave des données de tailles très importantes.3.3.3 Algorithme des multipliateurs de LagrangeLe deuxième algorithme que nous utilisons est l'algorithme des multipliateurs deLagrange qui respete la ondition de non-pénétration. Son prinipe onsiste à alulerles fores de ontat à l'instant tn pour garantir la ondition de Signorini à l'instantsuivant tn+1 [21℄.



3.3.3 - Algorithme des multipliateurs de Lagrange 89Tout d'abord, on évalue la variation du jeu vertial g à l'instant tn+1 des noeudseslaves lorsqu'une variation de fore unitaire ∆fi,l,n = −1 est appliquée au noeud xi,lde la surfae eslave i. La réation du segment maître orrespondant au ∆fi,l,n estalulée en utilisant les formules d'interpolation ubique (3.157) :
∆fi′,l′−1+r,n = Nr(ξ) ave r = 0, 1, 2, 3, (3.158)où ξ est la oordonnée loale du noeud xi,l sur le segment maître l′ du pro�l i′ 3.153.Par la suite, la variation de la fore modale est obtenue par une projetion mo-dale (3.17) :






∆Fi,k,n = χ.ψi,k(xi,l),

∆Fi′,k,n = χ.

3∑

r=0

Nr(ξ).ψi′,k(xi′,l′−1+r).
(3.159)La variation de l'amplitude modale du pro�l eslave à l'instant tn+1 est déduite àl'aide des relations de réurrene des shémas d'intégration temporelle, par exemple dansle as du shéma aux di�érenes entrées (3.60), on a :

∆Ui,k,n+1 =
τ 2

mi
∆Fi,k,n, (3.160)et de la même manière pour la variation de l'amplitude modale du pro�l maître

∆Ui′,k,n+1.En appliquant l'équation (3.146), la variation du déplaement vertial à un noeudquelonque xi,m du pro�l eslave est la somme des ontributions modales :
∆ui,m,n+1 =

Mi∑

k=0

ψi,k (xi,m)∆Ui,k,n+1. (3.161)et pareillement pour elle du pro�l maître, où Mi est le nombre de modes de vibrationpris en ompte dans le alul.La variation du jeu vertial à un noeud eslave quelonque xi,m du pro�l i dû à unefore unitaire appliquée à noeud eslave xi,l est alulée selon l'équation (3.154) :
∆gi,m,n+1 = −∆ui,m,n+1 −

3∑

r=0

Nr(ξ)∆ui′,m′−1+r,n+1 (3.162)où m′, m′+1 est le segment maître qui ontient la projetion vertiale du noeud eslave
m. La matrie d'in�uene [∆] est introduite. C'est une matrie de dimension Ni × Nidont le omposant ∆m,l est la variation du jeu vertial au noeud eslave xi,m du pro�l
i ausée par l'appliation d'une fore de ontat unitaire ∆fi,l,n = −1 au noeud eslave
xi,l :

∆m,l = ∆gi,m,n+1. (3.163)



90 Algorithme pour le alul des fores de ontatEn pratique, le nombre de pénétrations prédites noté Nc est beauoup plus petitque le nombre total de noeuds Nc << Ni [38℄. Pour optimiser la taille des variables,on introduit le veteur {q} qui ontient les indies des noeuds de pénétration en ordreroissant qα < qα+1. Le veteur {e} ontient les Nc valeurs de pénétration. Si qα = l, ona eα = g0i,l,n+1. La matrie d'in�uene e�etive [∆′] de dimension Nc × Nc est extraitede la matrie d'in�uene [∆] :
∆′

α,β = ∆qα,qβ . (3.164)Maintenant, nous préisons les étapes de la méthode des multipliateurs de Lagrange.Considérons l'instant tn, la fore de ontat est initialisée nulle fi,l,n = 0. Le jeu vertial
g0i,l,n+1 est prédit par les équations (3.60, 3.146 et 3.154) ave la seule fore de gravité
(Fi,k,n = 0). Ensuite, le veteur des multipliateurs de Lagrange {λ} est introduit.C'est la variation de la fore de ontat aux noeuds de pénétration λα = ∆fi,qα,n. A�nd'éliminer toutes les pénétrations, nous résolvons le système d'équation linéaire suivant :

{e} = [∆′].{λ}. (3.165)La valeur λ obtenue est ensuite utilisée pour orriger la fore de ontat :
fi,qα,n = f 0

i,qα,n + λα. (3.166)Cependant, il n'est pas assuré que toutes les fores de ontat obtenues soient répul-sives. De plus, de nouvelles pénétrations peuvent se produire ave l'apparition de fi,qα,n.Don des itérations doivent être e�etuées. Mais en pratique, le nombre de noeuds depénétration est relativement faible par rapport au nombre total de noeuds, et l'éartentre les aspérités en ontat est assez grand. Par onséquent, la version à une seuleitération de et algorithme peut être utilisée. Bien qu'il ne reste que quelques noeudsde pénétration, il est apable de fournir des résultats raisonnables. Toutes les étapesexpliquées i-dessus sont dérites dans l'algorithme 8.Ave ette méthode, la ondition de Signorini est respetée. Pourtant, des variablessupplémentaires et des systèmes d'équations linéaires sont introduits. Le alul est donplus ompliqué et demande plus de temps CPU. D'ailleurs le résultat est in�uené parle nombre de modes de �exion pris en ompte.3.3.4 Le système masse-ressortNous présentons un as analytique pour montrer le fontionnement des algorithmesde ontat. Soit un système de deux masses m1, m2 et deux ressorts k1, k2. δ est l'éartinitial entre les deux masses. Il faut trouver la position d'équilibre du système soumisaux fores de gravité P1 et P2.Le repère Ox est donné �gure 3.11, x01 et x02 désignent respetivement les positionsinitiales des masses m1 et m2 ; x1, x2 sont les positions d'équilibre à herher.Si les deux masses ne sont pas en ontat à la position d'équilibre, les déformationsdes ressorts sont déduites diretement à partir des fores de gravité et des rigidités desressorts. En revanhe, si le ontat se produit à la position d'équilibre, il faut alulerd'abord la fore de ontat, puis la déformation totale des ressorts résulte de la sommede la fore de ontat et de la fore de gravité.



3.3.4 - Le système masse-ressort 91Algorithm 8 Algorithme des multipliateurs de LagrangeInitialiser Ui,k,0 = 0, U̇i,k,0 = 0, Ui,k,1 = ∓Gi,k

mi
. τ

2

2
.Boule du tempsfor n = 1 à T doSupposer f 0

i,l,n = 0, prédire U0
i,k,n+1, u0i,l,n par les �équations (3.60) et 3.146Boule de surfae maître/eslavefor i = 1 to 2 doCalule la matrie d'in�uene [∆] par les �équations (3.159)-(3.162)Calul itératiffor j = 0, 1, 2, . . . , jusqu'à la onvergene dofor l = 1 to Ni doDéterminer le segment maître l′, la oordonnée loale ξ par les�équations (3.152), (3.153).Caluler le jeu vertial gji,l,n+1 par l'�équation (3.154)Initialiser le nombre des pénétrations Nc = 0 ;if gji,l,n+1 > 0 then

Nc = Nc + 1, eNc
= gji,l,n+1, qNc

= l, q′Nc
= l′end ifend forCaluler la matrie d'in�uene e�etive Eα,β = Gqα,qβRésoudre le système des équations linéaires [E].{λ} = {e}Corriger la pression de ontatfor α = 1 to Nc doif f j

qα + λα < 0 then
f j+1
qα = f j

qα + λαCaluler les réations aux noeuds de la surfae maître par l'�équation.end ifend forCorriger {gj+1
i,n+1} = [G].{f j+1

i,n }if Condition de non-pénétration {gj+1
i,n+1} est tolérable thenQuitter l'itérationelseRefaire les étapes itératives.end ifend forend forCorriger Ui,k,n+1, aluler U̇i,k,n, aller au pas de temps prohainend forMéthode des multipliateurs de LagrangeEn utilisant la méthode des multipliateurs de Lagrange, le système des équationsd'équilibre de les onditions de non-pénétration du système s'érivent omme suit :







k1 (x01 − x1)− P1 − λ = 0

k2 (x2 − x02) + P2 − λ = 0

λ 6 0

g = δ − (x1 + x2) > 0

λ.g = 0

(3.167)
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Figure 3.11 � Système masse-ressort de deux degrés de liberté.où λ est le multipliateur de Lagrange jouant le r�le de la fore de ontat.Si les deux masses ne sont pas en ontat à la position d'équilibre, le jeu vertial estpositif et la fore est nulle, don :
{

λ = 0

x1 + x2 − δ < 0
=⇒







x1 = x01 −
P1

k1

x2 = x02 −
P2

k2

x01 + x02 −
P1

k1
− P2

k2
− δ < 0

(3.168)
Si le ontat se produit à la position d'équilibre, le jeu vertial est nul, la fore deontat est ompressive :
{

λ < 0

x1 + x2 − δ = 0
=⇒







x1 =
k1x01 − k2x02 + k2δ

(k2 + k1)
− P1 + P2

(k2 + k1)

x2 =
k2x02 − k1x01 + k1δ

(k2 + k1)
+

P1 + P2

(k2 + k1)

λ = − k1k2
(k2 + k1)

(

x01 + x02 +
P1

k1
− P2

k2
− δ

)

x01 + x02 −
P1

k1
− P2

k2
− δ ≥ 0

(3.169)
Méthode de pénalitéAve la méthode de pénalité, la ondition de non-pénétration est approximée parune relation expliite entre la fore de ontat et la pénétration �tive :







g = δ − (x1 + x2)

−k1 (x1 − x01)− P1 − ǫ.g.H(−g) = 0

−k2 (x2 − x02) + P2 − ǫ.g.H(−g) = 0

(3.170)où g est la pénétration entre deux masses, H(x) est la fontion d'Heaviside.



3.3.4 - Le système masse-ressort 93S'il y a ontat, on a :
δ − (x1 + x2) < 0 (3.171)

−k1 (x1 − x01)− P1 − ǫ (x1 + x2 − δ) = 0 (3.172)
−k2 (x2 − x02) + P2 − ǫ (x1 + x2 − δ) = 0 (3.173)La di�érene de l'équation (3.172) et (3.173) nous donne :
k1 (x1 − x01)− k2 (x2 − x02) + P2 + P1 = 0 (3.174)Alors,

x1 =
k2
k1

(x2 − x02)−
P2 + P1

k1
+ x01 (3.175)

x2 =
k1
k2

(x1 − x01) +
P2 + P1

k2
+ x02 (3.176)Introduit l'équation (3.175) dans (3.173) et l'équation (3.176) dans (3.172), on obtient :

(
k1k2
ǫ

+ (k1 + k2)

)

x2 −
(
k1
ǫ

)

(P2 + k2x02)− k1δ − P1 − P2 + k1x01 − k2x02 = 0(3.177)
(
k1k2
ǫ

+ (k1 + k2)

)

x1 +

(
k2
ǫ

)

(P1 − k1x01)− k2δ + P1 + P2 + k2x02 − k1x01 = 0(3.178)La solution du système est don :






x1 =
k2δ + k1x01 − k2x02 − (P1 + P2)

k1k2
ǫ

+ (k1 + k2)
−
(
k2
ǫ

)(

P1 − k1x01
k1k2
ǫ

+ (k1 + k2)

)

x2 =
k1δ − k1x01 + k2x02 + (P2 + P1)

(
k1k2
ǫ

+ k1 + k2
) +

k1
ǫ

P2 + k2x02
(
k1k2
ǫ

+ k1 + k2
)

fcontact = − k1k2
k1k2
ǫ

+ (k1 + k2)

(
P2

k2
− P1

k1
+ x01 + x02 − δ

)

(3.179)
Quand ǫ → ∞ les solutions de la méthode de pénalité sont identiques à elles obte-nues par la méthode des multipliateurs de Lagrange.Pour une étude dynamique, au lieu de la position d'équilibre, il faut herher lespositions de ontat entre deux masses qui ne sont pas �xes. Ave l'apparition des foresd'inertie et de l'aélération, la solution devient très ompliquée.3.4 ConlusionDans e hapitre, une méthode numérique est développée pour l'étude de la vibrationinduite par le frottement des surfaes rugueuses. Sa haîne de alul est résumée dansle diagramme i-dessous :
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(a) haîne de alulFigure 3.12 � haîne de alulAve ette méthode, on ne doit pas reourir à des hypothèses sur la géométrie desaspérités omme la méthode de GreenWood-Williamson. De plus la surfae rugueuse seradérite préisément en utilisant une disrétisation spatiale à haute résolution. À partirde ette desription détaillée, on souhaite apturer les miro-événements situés au niveaudes interfaes au ours du glissement, puis aratériser le omportement vibratoire globaldes solides dans la bande de fréquene audio de [20 Hz à 20 kHz℄ pour étudier les loisdu bruit de rugosité.En outre, la onnaissane des évolutions temporelles des variables dynamiques nouspermet de mieux omprendre l'aspet dynamique du ontat des surfaes rugueuses ainsique le proessus de transfert d'énergie.



Chapitre 4Outils numériques
Ce hapitre a pour objetif de détailler les outils numériques qui ont servi à lasimulation du problème de ontat glissant de deux surfaes rugueuses. Les shémasd'intégration temporelle et les algorithmes de gestion du ontat mentionnés dans lehapitre 3 sont implémentés dans un programme en langage C nommé �Ra2D�. Sastruture et son fontionnement seront dérits dans la première partie de e hapitre.Puis les tehniques d'optimisation sont onsidérées pour minimiser les ressoures utilisées(mémoire, stokage, temps d'exéution) par e programme. Dans la dernière partie duhapitre, nous présenterons la struture du superalulateur destinée aux aluls hautesperformanes à Lyon ave laquelle nos simulations ont été réalisées.

4.1 Struture du programme Ra2D4.1.1 OrganigrammeRa2D est un ode de alul en C dédié à l'étude du omportement vibratoire dessolides induits par un ontat glissant de surfaes rugueuses, développé au laboratoireLTDS. Le nom �Ra� signi�e un paramètre aratérisant la rugosité de la surfae, lamoyenne arithmétique et �2D�indique que la simulation est réalisée dans le adre dedeux dimensions.Un alul mené ave Ra2D onsiste à enhaîner un ertain nombre d'étapes. D'aborddes pro�ls des surfaes rugueuses sont établis dans un �hier ∗.pro. Ce pro�l est obtenupar un générateur numérique. Ensuite, nous préparons un �hier texte de format ∗.txtqui ontient des paramètres néessaires à la simulation. Ce �hier est utilisé omme un�hier de données pour le solveur Ra2D. Un fois que l'exéution du programme Ra2Dest �nie, nous obtenons un �hier de résultat ∗.ra2. Ce �hier est traité visuellement enutilisant un programme en Matlab nommé MRa2D. Cette haîne de alul est montrée�gure 4.1, 95
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Figure 4.1 � Organigramme du programme Ra2D4.1.2 ConventionsRa2D utilise le format ASCII pour les �hiers de pro�ls, de données et de résultats.Règles syntaxiques de base pour les �hiers ASCIILa struture des �hiers ASCII utilisés par le ode Ra2D se ompose de trois élémentsprinipaux : balises, attributs et ommentaires.Les � balises � sont utilisées pour délarer les omposants raines de la simulation.Le nom de haque omposante raine est mis entre des hevrons <...>, la �n est indiquéepar une barre oblique de plus </...> [22℄. Les balises sont séparées entre elles par uneligne blanhe. Exemple :<CONTACT></CONTACT>Pour haque omposante raine, on a des sous-éléments préisant leur aratéris-tiques. Ces sous-éléments sont omposés d'un nom et d'une valeur liés par le signe �=�.Les sous-éléments onséutifs sont séparés par un espae. Exemple :DENSITY=7800 YOUNG=210e9Il est néessaire de ommenter les éléments apparus dans le programme a�n de fournirles informations essentielles pour l'utilisateur 'est-à-dire d'assurer la lisibilité du ode.Une ligne de ommentaires ommene par un dièse � # �. Exemple :
# Frequeny (Hz) of �rst beamIl est à noter que l'ordre des attributs n'a pas d'importane alors que elui des balisesest hiérarhique. D'ailleurs, il faut distinguer les aratères majusules et minusulespour la dé�nition des variables. Exemple, �x� et �X� sont deux variables di�érentes.Système d'unitéLe système d'unité utilisé dans le programme est donné dans le tableau 4.1. Il estnéessaire de onvertir toutes les variables en e système d'unité.



4.1.3 - Pro�l 97Table 4.1 � Vitesse de glissement de la masseMasse Longueur Temps Fore Pression Énergiekg m s N N/m2 J4.1.3 Pro�lGénération des pro�ls numériquesPour générer numériquement les surfaes rugueuses ave les statistiques gaussiennes,on utilise la méthode dérite dans la publiation de Garia et Stoll [34℄ et le programmede David Bergström.Tout d'abord on génère un ensemble de valeurs non-orrélées notées hu(x) qui suiventla loi normale ayant la valeur moyenne nulle et l'éart-type σ (σ est aussi la rugositéquadratique Rq). On érit hu(x) ∼ N (0, σ). La densité de probabilité de la distributiongaussienne est donnée par :
f(hu) =

1

σ
√
2π
e−

1
2
(hu−µ

σ
)2 (4.1)où σ est l'éart-type et µ est la valeur moyenne. En pratique, la génération des valeursaléatoires selon la loi gaussienne de distribution normale est e�etuée en utilisant l'algo-rithme de Marsaglia implémenté dans la ommande �normrnd� du programme Matlab.Ensuite, un produit de onvolution de l'ensemble des valeurs non orrélées hu(x) avela fontion de orrélation gaussienne C(x) est e�etué pour obtenir le pro�l gaussien-orrélé noté hc(x).La fontion de orrélation gaussienne est :

C(x) = e−x2/l2c (4.2)où lc est la longueur de orrélation dont la dé�nition est donnée dans le hapitre 1.Le produit de onvolution à aluler est :
hc(x) =

√
lc

(2π)1/4

∫ ∞

−∞
C(x− χ).hu(χ)dχ =

√
lc

(2π)1/4

∫ ∞

−∞
e−(x−χ)2/l2c .hu(χ)dχ (4.3)Ce produit de onvolution est alulé à l'aide de l'algorithme de la transformée deFourier. Les transformées de Fourier de hc(x) et C(χ) sont d'abord déterminées, puisnous les multiplions et e�etuons �nalement une transformation de Fourier inverse :

∫ ∞

−∞
C(x− χ)hu(χ)dχ = F−1 [F [C].F [hu]] (4.4)où la transformée de Fourier d'une fontion F [f ] est donnée par :

F [f ](ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx (4.5)et la transformée inverse de Fourier F−1 est :

f(x) = F−1[F ](x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (ξ)eiξxdx (4.6)



98 Struture du programme Ra2DFihier proLe pro�l rugueux utilisé pour la simulation est dé�ni dans un �hier ∗.pro. Ce �hierontient une seule olonne dont la deuxième ligne donne le type du pro�l (gaussien ousinus) la troisième ligne l'axe de la mesure, les inquième et sixième lignes préisentrespetivement le nombre de noeuds du pro�l ainsi que le pas spatial en µm. La valeur àla neuvième ligne orrespond à l'altitude du point x = 0. À partir de la neuvième lignejusqu'à la �n, e sont les valeurs d'altitude exprimées en µm des noeuds dans l'ordreroissant de l'absisse X . Le tableau 4.2 présente un exemple du �hier pro.Table 4.2 � Exemple d'un �hier proV2GAUSSIANX+0.00E+005 # Nombre de points8.00E+00 # Pas spatial (µm)0.00E+000.00E+0011.42 # Altitude i = 17.813.87 ...0.03-3.22 # Altitude i = 54.1.4 Fihier de donnéesDans la deuxième étape de la haîne de alul, on rée un �hier de données inluanttous les paramètres néessaires à une simulation. Ce �hier doit satisfaire les onventionsmentionnées i-dessous.À la tête de e �hier, e sont les ommentaires pour mentionner l'auteur et sa datede réation, ensuite nous avons quatre éléments raines présentés dans l'ordre suivant :<UPSOLID>, <DOWNSOLID>, <CONTACT> et <SIMULATION>.Les balises <UPSOLID> et <DOWNSOLID> sont de même nature, elles dériventles propriétés géométriques et matériaux des pro�ls supérieur et inférieur respetivement.Les sous-éléments de es deux éléments raines sont listés omme suit :� DENSITY est la masse volumique du matériau.� YOUNG est la valeur du module d'Young du matériau.� DAMPING est le oe�ient d'amortissement du matériau.� LENGTH est la longueur de la poutre.� THICKNESS est l'épaisseur de la poutre.� WIDTH est la largeur de la poutre.� PROFILE est le nom du �hier *.pro qui dérit le pro�l rugueux.� EDGES préise le type de onditions aux limites. SS désigne une poutre appuyée-appuyée, FF : une poutre libre-libre.



4.1.5 - Solveur Ra2D 99� MODE est le nombre de modes pris en ompte dans le alul.� GRAVITY préise si la fore de gravité est prise en ompte dans le alul (1 : oui,0 : non).L'élément raine <CONTACT> et ses sous-éléments détaillent les onditions quiengendrent l'interation entre les pro�ls,� SPEED est la valeur de la vitesse de glissement.� DELTAZ est la valeur de l'éart vertial initial entre les deux pro�ls.� DELTAX est la position initiale du pro�l supérieur par rapport au pro�l inférieurselon l'absisse X .L'élément raine <SIMULATION> préise les paramètres numériques hoisis parl'utilisateur pour une simulation. Le hoix de es paramètres doit satisfaire la onditionde stabilité des shémas algorithmiques en assurant un temps de alul raisonnable.� DURATION est la durée de simulation orrespondant au temps de glissement dupro�l supérieur.� TIMESTEP est le pas de temps.� SAMPLING est la fréquene d'éhantillonnage pour la sauvegarde des résultats.� PENALTY est la valeur du oe�ient de pénalité.Sur la �gure 4.2 est illustré un exemple du �hier des données.
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4.1.5 Solveur Ra2DLe solveur Ra2D est érit en langage C qui est un langage ompilé, don son exéu-tion se fait en trois étapes : ériture du ode soure ave un éditeur de texte, ompilationdu ode et exéution du programme. Les détails sur la programmation en C sont abon-damment dérits dans la littérature.Le ode soure du programme Ra2D débuté à partir du 13 mars 2007 omporteaujourd'hui 2500 lignes de ode.La ompilation est une suession d'étapes qui transforment le ode C en un �hierexéutable par la mahine. Nous ompilons le programme Ra2D sous Linux en utilisantle ompilateur g développé par GNU ou i fourni par INTEL lorsque nous travaillons



100 Struture du programme Ra2Dave le entre de alul Kepler. La ligne de ommande est don :g -o Ra2D Ra2D. -lm -llapakoui -o Ra2D Ra2D. -lm -llapakEnsuite, nous lançons le alul ave le programme exéutable Ra2D en préisant le�hier de données ainsi que les options préisant le hoix des algorithmes et le type derésultats souhaités. La ligne de ommande pour exéuter le programme est,./Ra2D [OPTION℄ [DATAFILE℄ [OUTPUTFILE℄Le programme Ra2D possède au total 7 options-h, �help a�he le guide d'utilisation.-v, �version a�he l'information de la version.-f, �fore sauvegarde toutes les fores de ontat.-m, �movie sauvegarde la vibration temporelle des pro�ls-s, �sound sauvegarde l'audiogramme de la vitesse vibratoire.- A, �ontat=A �xe l'algorithme de ontat, ave A=penalty (par défaut) ouA=lagrange.-a A, �algo=A �xe le shéma d'intégration temporelle où A=di�, euler, euler2, rk2,rk4, rk8 ou newmarkUn exemple de la ommande d'exéution du programme Ra2D est,./Ra2D -a di� - lagrange -m Elie_Ra5_v10.txt Elie_Ra5_v10.txt.ra24.1.6 Fihier de résultatsLe �hier de résultats se ompose de trois parties prinipales. La première partie du�hier préise les informations ironstanielles de la simulation présentées sous formede ommentaires tels que le nom et la version du programme utilisée (la première ligne),la date de réation à la deuxième ligne, le temps CPU et la mahine de alul à latroisième ligne, le nom et le répertoire raine du �hier de résultats (la quatrième etinquième ligne). La deuxième partie reprend les éléments donnés pour la simulationde sorte qu'on n'a pas besoin du �hier de données pour reproduire la simulation. Latroisième partie ontient les résultats de simulation. Les éléments raines de la troisièmepartie sont présentés omme suit.# Created by ra1D version 1.00# Date Wed Mar 27 00 :50 :25 2013# CPU time 1 s on NFV6# Data �le moving_mass.025.txt# Output �le moving_mass.025.txt.LA.ra1<UPSOLID>DENSITY=89.0 YOUNG=1.72e+10 DAMPING=0.00 THICKNESS=1.0 WIDTH=0.02 PROFILE=top.pro



4.1.6 - Fihier de résultats 101EDGES=FF MODE=2 GRAVITY=1</UPSOLID><DOWNSOLID>DENSITY=3105.0 YOUNG=1.72e8 DAMPING=0.00 THICKNESS=0.25 WIDTH=0.02 PROFILE=bottom.proEDGES=SS MODE=3 GRAVITY=0</DOWNSOLID><CONTACT>SPEED=1.15 DELTAX=6.32e-6 DELTAZ=1.00e-5</CONTACT><SIMULATION>DURATION=1.0 TIMESTEP=5e-6 STEP=2e5 SAMPLING=5 RECORD=5 CONTACT=lagrange ALGORITHM=di�</SIMULATION><UPPROFILE>NODE=3 SPACESTEP=1.10 PROFILE=0.0 1.00e-5 0.0</UPPROFILE><DOWNPROFILE>NODE=11 SPACESTEP=1.17 PROFILE=0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0</DOWNPROFILE># Frequeny (Hz) of �rst beam<UPFREQUENCY>0.0 0.0</UPFREQUENCY># Frequeny (Hz) of seond beam<DOWNFREQUENCY>1.96e-1 7.82e-1 1.76</DOWNFREQUENCY># Mode shape (m) of �rst beam<UPMODE>6.74e-1 6.74e-1 6.74e-1-1.17 0.0 1.17</UPMODE># Mode shape (m) of seond beam<DOWNMODE>0.0 1.28e-1 2.43e-1 3.35e-1 3.94e-1 4.14e-1 3.94e-1 3.35e-1 2.43e-1 1.28e-1 5.07e-170.0 2.43e-1 3.94e-1 3.94e-1 2.43e-1 5.07e-17 -2.43e-1 -3.94e-1 -3.94e-1 -2.43e-1 -1.01e-160.0 3.35e-1 3.94e-1 1.28e-1 -2.43e-1 -4.14e-1 -2.43e-1 1.28e-1 3.94e-1 3.35e-1 1.52e-16</DOWNMODE># Vibrational veloity of upper solid (m/s)<SOUND>0.0 -3.45e-7 -6.63e-2 -1.71e-1 -1.74e-1 -1.75e-1</SOUND># First vibration (m)<UPVIBRATION>0.0 0.0 0.00.0 0.0 0.01.91e-3 7.94e-3 1.40e-29.52e-3 2.45e-2 3.94e-22.19e-2 4.52e-2 6.86e-24.23e-2 7.22e-2 1.02e-1</UPVIBRATION>



102 Struture du programme Ra2D# Seond vibration (m)<DOWNVIBRATION>0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.00.0 -9.66e-3 -1.42e-2 -1.18e-2 -5.25e-3 7.31e-4 2.86e-3 1.32e-3 -1.04e-3 -1.55e-3 -7.76e-190.0 -2.42e-2 -3.91e-2 -4.02e-2 -2.97e-2 -1.46e-2 -1.67e-3 5.22e-3 6.29e-3 3.83e-3 1.56e-180.0 -3.71e-2 -6.39e-2 -7.38e-2 -6.61e-2 -4.59e-2 -2.16e-2 -1.82e-3 8.06e-3 7.37e-3 3.34e-180.0 -5.38e-2 -9.23e-2 -1.07e-1 -9.95e-2 -7.86e-2 -5.47e-2 -3.46e-2 -1.99e-2 -9.11e-3 -3.46e-18</DOWNVIBRATION># First fore (N/m)<UPFORCE>NUMBER=9-3.34e1 -3.42e1 -3.42e1 -3.46e1 -3.46e1 -3.41e1 -3.42e1 -3.54e1 -3.55e1</UPFORCE># First power (W/m)<UPPOWER>-7.71e-5 -8.67e-1 -4.10 -1.63 -4.49 -2.85 -5.66 -3.78 -5.60</UPPOWER><UPCOL_IND>1 0 2 0 2 0 2 0 2</UPCOL_IND><UPROW_PTR>0 1 2 4 6 8 10</UPROW_PTR># Seond fore (N/m)<DOWNFORCE>NUMBER=18-1.83 -2.96e1 -2.59e1 -6.33 -2.96e1 -2.57 -1.98e1 -1.28e1 -2.36e1-9.01 -1.32e1 -1.89e1 -1.70e1 -1.52e1 -7.16 -2.62e1 -1.11e1 -2.23e1</DOWNFORCE># Seond power (W/m)<DOWNPOWER>-0.0 6.84e-5 -0.0 5.11e-1 3.65 2.91e-1 -0.0 7.57e-1 2.75 1.44 -0.0 1.51 2.40 2.62 -0.0 1.80 1.34 3.44</DOWNPOWER><DOWNCOL_IND>0 1 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3</DOWNCOL_IND><DOWNROW_PTR>0 1 3 7 11 15 19</DOWNROW_PTR>Dans l'élément raine <SOUND> orrespondant à l'option -s du programme Ra2D,on sauvegarde l'évolution temporelle de la vitesse vibratoire en un point préisé. Si Ntest le nombre total des instants de sauvegarde, don dans et élément, il y a Nt valeurs.Si l'option -s est omise, le ontenu de et élément est vide.Dans les éléments raines <UPVIBRATION> et <DOWNVIBRATION> orres-pondant à l'option -m du programme Ra2D, e sont les évolutions temporelles de tousles noeuds des deux pro�ls. Nous désignons Nx1, Nx2 le nombre de noeuds des pro�lssupérieur et inférieur. Dans l'élément <UPVIBRATION>, il y a Nt lignes, haque ligne



4.1.7 - Traitement des résultats 103ontient Nx1 valeurs. Alors que dans l'élément <DOWNVIBRATION>, il y a aussi Ntlignes, haque ligne ontient Nx2 valeurs. Si l'option -m est omise, le ontenu de eséléments est vide.Ensuite, les éléments raines <UPFORCE>, <UPCOL_IND>, <UPROW_PTR>sont utilisés pour stoker les fores de ontat exerées sur le glisseur selon le formatYale Sparse Matrix mentionné dans la setion 4.2.5. L'élément <UPFORCE> ontientles valeurs non-nulles de fore. L'élément <UPCOL_IND> ontient Nt + 1 lignes. Saligne n ième préise le numéro dans l'élément raine <UPFORCE> de la première valeurnon-nulle à l'instant n ième. Et l'élément <UPROW_PTR> ontient Nt lignes, sa ligne
j donne les nodes où la fore de ontat est appliquée.De même manière, les fores de ontat exerçant sur le résonateur sont sto-kées dans trois éléments raines <DOWNFORCE>, <DOWNCOL_IND>, <DOWN-ROW_PTR>. Nous rappelons que es éléments raines de fore sont obtenus avel'utilisation de l'option -f du programme Ra2D.En �n, la puissane transférée, provoquée par la fore de ontat est enregistrée dansles éléments raines <UPPOWER> et <DOWNPOWER>.4.1.7 Traitement des résultatsLes �hiers de résultats sont ensuite traités d'une manière interative par le pro-gramme Matlab nommé MRa2D dont l'interfae est présentée �gure 4.3. Les quatrefontions prinipales de e programme sont la réation des animations, la aratérisa-tion des hos, l'analyse de la vitesse vibratoire et l'évolution du niveau vibratoire. Lesboutons dans la zone "vidéo" permettent de laner des fontions graphiques qui réentdes vidéos du mouvement des systèmes en se basant sur le ontenu de l'élément raine<VIBRATION> du �hier de résultats. Grâe à es vidéos, on peut visualiser les vi-brations des pro�ls induites par les hos entre aspérités au ours du glissement. Lesboutons de la fenêtre "SON" permettent de traer l'évolution de la vitesse vibratoireen fontion du temps, analysent la densité spetrale de puissane et alulent le niveauvibratoire grâe aux résultats enregistrés dans l'élément raine <SOUND> du �hierde résultats. Dans la fenêtre "FORCE", on trouve des fontions servant aux alulsstatistiques des fores de ontat tels que l'histogramme, la fontion umulative desprobabilités (df) et la fontion de densité de probabilité (pdf). De plus, e programmea la apaité de travailler ave de multiples �hiers de résultats e qui nous autorise àobserver l'évolution des variables dynamiques en fontion des paramètres des données :le nombre de modes, le pas de temps, le pas spatial, la rugosité de surfae, la vitesse deglissement, le taux d'amortissement.4.2 Optimisation du programme Ra2DAvant de réaliser des simulations ave le programme Ra2D, il est néessaire de l'opti-miser et le valider. Dans ette setion, nous allons présenter le proessus d'optimisationde e programme qui onsiste an les étapes suivantes :
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Figure 4.3 � Interfae du logiiel MRa2D- D'abord, une simulation de ontat entre glisseur et résonateur, ave des dimen-sions de taille réelle est réée. Mais ette simulation est de ourte durée (0.01s). Paronséquent, nous pouvons la refaire plusieurs fois pour observer l'e�et de l'optimisation.- Puis, un outil de pro�lage est utilisé pour analyser le temps CPU onsommé parhaque fontion et haque ligne du ode.- Seules les fontions et les lignes qui prennent le plus de temps CPU seront optimi-sées.- Ensuite, de multiples tehniques d'optimisation pour réduire le temps CPU et lataille de stokage sont abordées.Pour autant une optimisation trop poussée rendrait le ode très illisible, di�ile àmodi�er. Don hanger les algorithmes ou ajouter de nouvelles fontions devient om-pliqué. Il est préférable de suivre les indiations de Donald Knuth, "On devrait oublierles petites optimisations loales, disons, 97 % du temps : l'optimisation prématurée estla soure de tous les maux" [50℄.4.2.1 Outil de pro�lage PerfsuiteA�n de mesurer la performane des odes, l'outil Perfsuite est utilisé [52℄. Cet outilnous fournit des informations préises sur la onsommation de temps CPU du pro-gramme Ra2D : le temps CPU pour la simulation, le temps CPU onsommé par haquefontion dans le programme et surtout il est apable d'indiquer les lignes de ode quionsomment le plus de temps CPU. Grâe à es informations, nous pouvons nous onen-trer sur la partie essentielle pour e�etuer les optimisations. De plus, l'outil Perfsuitea�he aussi le nombre d'opérations à virgule �ottante par seonde (FLOPS) du pro-gramme. Plus le nombre de MFLOPS est important, mieux le programme exploite lapuissane du super alulateur. Un exemple d'utilisation de Pertfsuite est présenté �-gure 4.4. Il montre que le alul de ontat par la fontion de pénalité prend le plus de



4.2.2 - Optimisation par ompilateur 105temps CPU et plus préisément, e sont les lignes 1840 et 1832 du ode qui utilisent9.40% et 5.48% du temps CPU. La valeur MFLOPS mesurée du programme Ra2D (déjàoptimisé) est 1615, le temps CPU du test est 24.45 s. Les informations sur le proesseur,la mémoire utilisée, sont également a�hées. Après avoir identi�é les zones à optimiseren priorité, les tehniques prinipales d'optimisation seront abordées.
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4.2.2 Optimisation par ompilateurUn ompilateur est un programme informatique qui transforme un ode soure éritdans des �hiers texte en un langage mahine. Le ompilateur C sous UNIX s'appelle�  � : "g" du projet GNU et "i" fourni par Intel. Il est appelé par la ligne deommande en l'aompagnant d'options de on�guration. Les options d'ativation pourl'optimisation du ompilateur sont : -O1, -O2, -O3 [5℄. Les options orrespondent àdi�érent types d'optimisation : -O1 à faible optimisation, -O3 à l'optimisation maximale.Le niveau d'optimisation -O2 est ompilé par défaut. La ligne de ommande que l'onutilise est don :"g -O3 -o Ra2D Ra2D."où Ra2D est le nom du programme exéutable, Ra2D. est la soure ode en C, i



106 Optimisation du programme Ra2Dest le ompilateur C de Intel.4.2.3 LapakDans notre alul, il faut souvent résoudre des problèmes d'algèbre linéaire à titred'exemple : les produit de matrie-veteur dans l'équation (3.146) ou le système d'équa-tions linéaires dans l'équation (3.165).Il existe des bibliothèques standards pour gérer l'algèbre linéaire d'une manière e�-ae et optimisée. Pour notre étude, nous avons hoisi deux bibliothèques : BLAS pourla manipulation des veteurs, matries et LAPACK pour la réalisation des opérationsmatriielles [11, 41℄. Pour e�etuer l'opération en double préision,
y := alpha ∗ A ∗ x+ beta ∗ yla routine dgemv_ de BLAS ave l'interfae langage C est utilisée,

dgemv_(trans,m, n, alpha, A, lda, x, incx, beta, y, incy); (4.7)où A est une matrie de m lignes et n olonnes, x est un veteur de n éléments. y estun veteur de m éléments. alpha et beta sont les salaires. lda est un entier qui indiquele nombre e�etif de lignes de A lors de la délaration de la variable. incx, incy sontdes entiers qui désignent l'inrément entre éléments suessifs de x et y. trans est unaratère ('N' ou 'n' pour utiliser la matrie A ; 'T' ou 't' pour utiliser sa transposée).A�n de résoudre le système d'équations linéaires,
A ∗ x = B (4.8)la routine dgesv_ de LAPACK ave l'interfae langage C est utilisée [10℄,

dgesv_(n, nrhs, A, lda, ipvt, B, ldb, info); (4.9)où A est une matrie de dimensions lda×n, B est une matrie de dimension ldb×nrhs.Les fontions de Lapak sont érites en Fortran, alors que notre programme est enC. Il faut don e�etuer des passages de Fortran en C. Les di�ultés viennent essentiel-lement de deux di�érenes spéi�ques du C par rapport au Fortran. Premièrement, enC, le passage des arguments est e�etué par valeur, alors que le Fortran les passe paradresse. Deuxièmement, dans le stokage des tableaux à deux dimensions, les élémentssont rangés selon l'ordre "RowMajor" en C tandis que le stokage en Fortran est en"ColMajor".La ligne de ommande pour appeler la bibliothèque Lapak du GNC est don :"g -O3 -o Ra2D Ra2D. -llapak"4.2.4 Optimisation de l'algorithmeLa partie qui prend le plus de temps CPU est la détetion du ontat. À haquepas du temps, il faut e�etuer deux boules : l'une pour assurer la symétrie de surfae



4.2.5 - Matrie reuse 107eslave/maître et l'autre pour véri�er la pénétration de tous les noeuds de la surfaeeslave. Il faut don e�etuer au total Nτ ∗ (N1 +N2) fois l'algorithme de détetion depénétration, où Nτ est le nombre d'instants, N1 et N2 sont respetivement le nombrede noeuds du résonateur et du glisseur. Ave une durée de simulation de 1 s, un pas detemps 1e-7 s, un pas spatial 1e-5 m, la longueur du résonateur est 0.45 m, la longueurdu glisseur est 0.02 m, ette valeur est de l'ordre de 1e12.À partir de l'équation de la fontion distane vertiale l'équation. (3.6), on onstateque la zone potentielle de ontat est restreinte aux noeuds xl ayant
V.t ≤ xl < min(L2 + V t, L1) (4.10)Le nombre de es noeuds est autour de 2 ∗ min(N1, N2). Ce nombre est inférieur aunombre total de noeuds des deux surfaes surtout dans le as N1 > N2. Don, une fon-tion supplémentaire pour déterminer la zone de ontat potentielle par l'équation (4.10)est ajoutée au programme Ra2D.Grâe à l'ajout d'une fontion simple, on réduit onsidérablement le nombre deréalisations des fontions de l'algorithme de détetion de pénétration en onséquene,le temps CPU est plus ourt. Cette modi�ation se présente omme un exemple laird'optimisation de l'algorithme.4.2.5 Matrie reuseUn des aratères partiuliers du ontat entre surfaes rugueuses est que la surfaeréelle en ontat est très petite par rapport à la surfae apparente. La matrie de lafore de ontat ontient une fration signi�ative de zéros. Une telle matrie est appeléematrie reuse.Pour éonomiser la onsommation de mémoire, la matrie bidimensionnelle las-sique est remplaée par un autre type de présentation : le format Yale Sparse Matrix(YSM) [31℄. Une matrie M de taille m× n est stokée sous la forme de trois tableauxunidimensionnels A, IA, JA. Le tableau A ne ontient que les valeurs non-nulles de lamatrie M . Les valeurs sont prises de gauhe à droite et de haut en bas. Le tableau JAontient les hi�res préisant l'indie de la olonne des valeurs de A dans la matrie M .Le tableau IA a la taille de m+ 1 (le nombre de lignes plus un). L'élément i de IA estlié à la ligne i de la matrie M . Il indique la position de la première valeur non nulle àla ligne i de la matrie M dans le tableau A. Prenons un exemple pour mieux illustrer :

M =





0 3 5
1 2 0
0 0 4



 =⇒







A = [3 5 1 2 4]

IA = [1 3 5 6]

JA = [2 3 1 2 3]où M est une matrie de taille 3 × 3 ayant 5 valeurs non-nulles, don A est le tableaudes 5 valeurs non-nulles de matrie M . L'indie de la olonne de es valeurs est indiquédans le tableau JA de taille 5 , par exemple la valeur A(2) = 5 a l'indie de olonne 3dans la matrie M , don JA(2) = 3, A(4) = 2, a l'indie de olonne 2 don JA(4) = 2.Le tableau IA a 4 valeurs. Le premier terme non nul de la première ligne de la matrie
M est en première position dans le tableau A don IA(1) = 1, le premier terme non



108 Méso entrenul de la deuxième ligne de la matrie M est en troisième position dans le tableau A,don IA(2) = 3, le premier terme non nul de la troisième ligne de la matrie M est eninquième position dans le tableau A, don IA(3) = 5 et IA(4) = 6 est le nombre totaldes valeurs non nulles plus 1.En utilisant le format YSM, l'espae mémoire utilisé est optimisé, don le tempsCPU onsaré à la leture et à l'ériture de données est réduit.4.3 Méso entreLes résultats numériques présentés dans e mémoire sont obtenus à l'aide des entresde alul haute performane de Lyon : le entre de alul P2CHPD à l'Université Lyon1 et le entre PMCS2I (Kepler) à l'Eole Centrale de Lyon [4℄. Grâe à es entres, desmilliers de simulations 2D et presque ent simulations 3D du ontat dynamique dessurfaes rugueuses ont été réalisées, utilisant environ 6000 heures de temps CPU.Avant de dérire les aratéristiques de es entres de alul, nous rappelons d'abordles notions prinipales d'une mahine de alul.4.3.1 Matériel d'un ordinateur normalUn ordinateur quelonque se ompose de trois parties prinipales : le entre de alul,la mémorisation et la ommuniation.Le alul est traité par le proesseur (CPU) dont la puissane est aratérisée par lenombre d'opérations en virgule �ottante par seonde (FLOPS). Exemple un proesseuradené à 3 Ghz est apable de réaliser environ 3 milliards d'opérations par seonde.Cependant, une fréquene de fontionnement élevée entraîne une augmentation de ladissipation thermique. A�n d'augmenter la apaité de alul évitant une haute tem-pérature de CPU, les nouvelles tehnologies herhent à multiplier le nombre de oeurspar proesseur. Par exemple le proesseur Intel Xeon 7560 Core i7 (Nehalem-EX) a huitoeurs par proesseur.La mémoire est le omposante où les informations sont stokées. Elle est évaluée parsa apaité et son temps d'aès (leture/ériture). Il existe plusieurs types de mémoires :mémoire de stokage, mémoire dynamique, ahe, registre. La mémoire de stokage estun disque magnétique de grande apaité, de oût bas mais ayant un temps d'aèslent. La mémoire dynamique (DRAM) stoke temporairement les données utilisées parles programmes en ours d'exéution. Le ahe emmagasine les données auxquels leproesseur a réemment aédé. Elle est plus petite que la DRAM mais beauoup plusrapide et plus hère (de 100 à 10000 fois). La vitesse d'aès à le ahe est presquela même que elle des opérations de alul. Le registre est la mémoire interne d'unproesseur. Le temps d'aès au registre est le plus rapide mais sa apaité est la pluslimitée. La hiérarhie graphique de la mémoire est présentée �gure 4.6.La ommuniation entre les omposantes d'un ordinateur est e�etuée par le busaratérisé par un nombre de bits d'informations qu'il peut transmettre par l'unité
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Figure 4.5 � Proesseur Intel Nehalem, 8 oeurs 2.66 GHz par proesseur.

Mémoire de stokageMémoire dynamiqueCaheRegistre CapaitéTemps d'aèsplus rapide plus grande
Figure 4.6 � Hiérarhie de la mémoirede temps. Le bus interne ou bus de données relie tous les omposantes internes d'unordinateur, tels que le proesseur et la mémoire. Le bus externe, ou bus d'expansion,relie les di�érents dispositifs externes, tels que l'imprimante, lé usb, ... à l'ordinateur.4.3.2 Mahines parallèlesLe superalulateur est une mahine parallèle onstruite à partir de plusieurs ma-hines de alul séquentiel. Il est équipé de multiples proesseurs, de grandes mémoiresainsi que des tehniques spéiales de ommuniation pour rendre ohérentes les donnéesentre les mémoires et pour paralléliser des tâhes à di�érents proesseurs.Du point de vue de la struture de la mémoire, les mahines parallèles sont lasséesen deux types : mahines à mémoire partagée et mahine à mémoire distribuée. La ma-hine à mémoire distribuée est omposée d'un ensemble de noeuds onstituant d'un puet d'une mémoire loale. Cette mémoire est privée, seuls les proesseurs loaux peuventavoir un aès diret aux mémoires loales. Lorsque le proesseur veut prendre les don-nées stokées dans les mémoires de noeuds di�érents, la tehnique de ommuniationappelée �transmission des messages� est exéutée via le réseau d'interonnexions.



110 Méso entreCPURAM CPURAM CPURAM CPURAM CPURAM
RéseauFigure 4.7 � Mahine parallèle à mémoire partagéeLe deuxième type de mahine est elle à mémoire partagée. Elle se ompose d'unensemble de proesseurs et d'une mémoire globale. Tous les proesseurs peuvent aéderdiretement à ette mémoire. Grâe à la mémoire globale, la ommuniation, le partagedes variables entre les proesseurs sont failes. La réalisation d'une mahine à mémoirepartagée est peut-être aisée ave peu de proesseurs mais ave environ ent proesseurs,ette tâhe devient ompliquée.Il existe deux arhitetures pour réaliser une mahine à mémoire partagée [19℄. Lapremière arhiteture est appelée l'UMA (universal memory aess) où l'aès à la mé-moire est le même pour tous les proesseurs. Cependant, les arhitetures de type UMAne permettent qu'à un nombre relativement restreint de proesseurs (en général 2 à 8proesseurs) de partager une mémoire ommune (�gure 4.8).

CPU CPU CPU CPU
Réseau RAMContr�leurmémoireFigure 4.8 � Struture UMA de la mahine parallèle à mémoire partagée [19℄La deuxième arhiteture appelée le NUMA (No uniform memory aess) qui estl'extension de la struture UMA (�gure 4.9) permet d'utiliser un grand nombre deproesseurs simultanément. L'aès à la mémoire peut être di�érent en fontion desproesseurs et les zones de mémoires visées.

CPU CPU CPU CPU RAM
CPU CPU CPU CPU RAM

Réseau

RéseauFigure 4.9 � Struture NUMA de la mahine parallèle à mémoire partagée [19℄



4.3.3 - Programmation parallèle 1114.3.3 Programmation parallèleA�n de pro�ter de la puissane de la mahine parallèle, des interfaes de program-mation parallèle sont développées. Pour la mahine à mémoire distribuée, l'interfaeMPI (Message Passing Interfae) est la plus onnue, alors que l'interfae OpenMP estsouvent utilisée pour la mahine à mémoire partagée.MPIL'interfae MPI est basée sur une tehnique de ommuniation entre proessus appe-lée éhange de messages. Elle est implémentée dans les bibliothèques telles que OpenMPIou MPICH. Le prinipe est que le problème est déomposé en éléments qui peuvent êtretraités de façon parallèle par les proessus, puis la ommuniation entre eux est e�etuéepar des fontions primitives de ommuniation point-à-point (entre deux proessus) etd'opérations olletives (entre tous les proessus) [88℄. Le résultat de l'utilisation MPIdépend de la gestion des proessus du programmeur : envoi, réeption et synhronisationdes messages. Les inonvénients de l'interfae MPI sont don le oût du développementet l'illisibilité du programme.OpenMPL'OpenMP (Open Multi-Proessing) est une interfae de programmation parallèleadaptée à la mahine à mémoire partagée. Un programme ave OpenMP est divisé enrégions séquentielles et régions parallèles. Toutes les variables délarées avant la régionparallèle sont partagées et elles délarées à l'intérieur de la région parallèle sont, pardéfaut, privées. Ave ette interfae, la ommuniation des variables est réalisée auto-matiquement. De plus elle fait partie intégrante de tout ompilateur Fortran/C/C++réent don elle est faile à implémenter et à déboguer. Pourtant, la mémoire est par-tagée automatiquement mais non hiérarhique don la gestion des parallélisations destâhes n'est pas ertainement optimisée.Loi d'AmdahlAmdahl propose une formule pour estimer l'e�aité de la parallélisation d'un pro-gramme. Le ode se divise en deux parties : l'une est parallélisée et l'autre est séquentielle(non parallélisable). La formule d'Amdahl est [9℄ :
S = 1/(1 ∗ p+ (p/N)) (4.11)où S est le fateur d'aélération. N est le nombre de noeuds. p est le pourentage deparallélisation du programme. Soit T est le temps CPU pour l'exéution du programme.

Ta est le temps CPU amélioré. Don
S =

T

Ta
(4.12)Sur la �gure 4.10 est illustrée la valeur S en fontion du N ave di�érents pourentages
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Figure 4.10 � Loi d'Amdahl sur l'e�aité de la parallélisationde parallélisation. Pourtant, es résultats sont onsidérés dans le as où la tâhe de alulest distribuée d'une manière équivalente aux proesseurs ou aux threads. Ce as n'estpas toujours réalisable. L'e�aité dépend don autant de la struture de la mahineque de l'habileté de programmation de l'utilisateur.4.3.4 Centre de alul haute performane à LyonLes aluls sont e�etués à l'aide des entres de alul haute performane P2CHPDà l'Université de Lyon 1 et PMCS2I à l'Eole Centrale de Lyon.Le entre PMCS2I est équipé de 16 noeuds de alul 2P6C, 192 proesseurs Intel ne-halem EX, 2.66 GHz, l'interonnexion NUMA links 480 Gb/s, 1To de mémoire SDRAMet 20Tb de stokage. Le refroidissement est e�etué par eau. La haleur générée par leséléments est transférée, via un éhangeur thermique, dans le iruit hydraulique puisest évauée dans l'atmosphère via un dissipateur thermique. Cette tehnique permetde ontr�ler préisément le refroidissement des éléments et de entraliser la dissipationthermique dans un endroit approprié. Ce entre est apable d'e�etuer 2.1012 opéra-tions par seonde, (2 T�ops). Quant à la on�guration logiielle, le système d'exploi-tation utilisé est basé sur Linux : SUSE Linux Enterprise Server 11 (SLES). C'est lesystème reommandé par Mirosoft et SAP. Pour l'environnement de programmation,plusieurs outils permettant le développement et le déploiement d'appliations de al-ul intensif sont installés. Ce sont les ompilateurs C/C++/Fortran Intel et Gnu, lesbibliothèques spéiales omme la bibliothèque de programmation parallèle OpenMP etMPI, SGI, MPICH, MPT, les bibliothèques sienti�ques d'Intel MKL, les bibliothèquesmathématiques optimisées NAG, l'outil de pro�lage : perfsuite.Le entres de alul haute performane P2CHPD à l'Université Lyon 1 est équipéde 100 serveurs de alul( 900 oeurs), 2.4 To de mémoire, 2 serveurs GPGPU, 50Tbde stokage et le réseau Gigabit pour les données. Le système d'exploitation est Linux :CENTOS 5.7.La proédure pour travailler ave les méso-entres est présentée sur la �gure 4.12. Leode est préparé ave les ordinateurs normaux ensuite il est adapté au mésoentre enmodi�ant les paramètres par exemple l'augmentation de taille des matries, de la durée



4.3.4 - Centre de alul haute performane à Lyon 113de simulation, ou la rédution du pas du temps. Puis, le lanement du programme doitêtre impérativement ativé à distane sous mode bath. On ne peut pas travailler demanière interative ave le méso-entre. Une fois que la simulation et le traitement sont�nis, les résultats sont retransmis aux ordinateurs des utilisateurs ar le stokage dansle mésoentre est temporaire.

Figure 4.11 � Mesoentre de alul PMCS2I
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��#$%&����Figure 4.12 � Proédure pour travailler ave le méso-entre de alulDans e hapitre, nous avons dérit un logiiel permettant de modéliser la vibrationinduite par le ontat glissant des surfaes rugueuses. Ce programme est très portable,il peut fontionner ave seulement un ompilateur C et les �hiers en ASCII sans de-mander d'autres appliations supplémentaires. De plus, il est optimisé et onçu ave laprogrammation en parallèle. C'est pourquoi l'intégration de e logiiel permet de mul-tiplier rapidement des simulations de ontat en béné�iant des apports matériels duméso-entre de alul à Lyon.



Chapitre 5Résultats de simulation
Ce hapitre est dédié aux résultats obtenus par l'approhe numérique dérite dansla partie préédente. La première partie onerne la validation du programme Ra2D. Ladeuxième partie présente les études paramétriques qui déterminent le hoix des para-mètres optimaux pour les simulations. La dernière partie est onsarée à la présentationet aux ommentaires des résultats obtenus par une simulation réaliste.Les objetifs prinipaux de la modélisation sont l'analyse statistique des hos auniveau des aspérités entre les deux pro�ls rugueux l'étude de la réponse vibratoire dessolides ainsi que le transfert de l'énergie inétique à l'énergie vibratoire.5.1 Validation du programme Ra2DAvant d'e�etuer les simulations, il onvient de s'assurer que les résultats fournispar le programme Ra2D sont justes. Cette validation est e�etuée à l'aide de as testsreprésentatifs. Les as tests hoisis doivent permettre de surveiller les aspets suivants :la réponse vibratoire des solides aux exitations données, le alul de la fore de ontatet l'in�uene des paramètres sur le résultat obtenu.5.1.1 Poutre soumise à une masse mobilePour le premier as test, on ompare Ra2D ave une solution analytique sur leproblème de la vibration d'une poutre �exible soumise à l'ation d'une masse mobile(voir �gure 5.1). Ce problème est souvent utilisé dans le domaine de transport pourexaminer la vibration d'un pont lorsque les voitures passent dessus.

Déplaement du point au milieu
V=te
P=mgFigure 5.1 � Poutre soumise à une masse mobile.114



5.1.1 - Poutre soumise à une masse mobile 115Soit une poutre appuyée aux extrémités, de setion retangulaire possédant les pro-priétés suivantes : aire de setion A, module d'Young E, moment d'inertie I, massevolumique ρ, longueur L. La masse mobile m se déplae à vitesse onstante V . Lesdonnées numériques du problème sont a�hées dans le tableau 5.1. La question est deTable 5.1 � Données du problème de la masse mobile.Mass L E ρ A I(kg) (m) (N/m2) (kg/m3) (m2) (m4)0.36 11.6 1.7e8 3100 0.005 2.6e-5Table 5.2 � Vitesse de glissement de la masseV (m/s) 0.57 1.15 2.3 4.6
α 0.125 0.25 0.5 1.0onnaître la �exion de la poutre au ours du glissement de la masse.Formule analytiqueLa solution analytique du problème de masse mobile est proposée par M.Olsson en1991 [66℄. L'équation de mouvement de la poutre est

ρA
∂2u

∂t2
+ EI

∂4u

∂x4
= δ(x− V t).P (5.1)ave P = m.gLes onditions aux limites orrespondant aux extrémités appuyés sont







u(0, t) = u(L, t) = 0

∂2u

∂x2
(0, t) =

∂2u

∂x2
(L, t) = 0;

(5.2)À l'instant initial, le déplaement et la vitesse vibratoire sont nuls,
u(x, 0) = 0;

∂u

∂t
(x, 0) = 0 (5.3)En utilisant le prinipe de séparation des variables, le déplaement est érit sousforme de la somme des ontributions modales,

u(x, t) =

∞∑

n=1

Un(t) sin (nπx/L) (5.4)où Un(t) et sin (nπx/L) sont l'amplitude modale et la fontion propre de la poutre.



116 Validation du programme Ra2DIntroduisons ette expression dans l'équation du mouvement en intégrant les fon-tions sur la longueur de la poutre, on obtient :
Ün(t) + ω2

nUn(t) =
2P

ρAL

L∫

0

sin(nπx/L).δ(x − V t)dx (5.5)où ω2
n = (nπ)4EI/(ρAL4), n = 1, 2, ... et 0 ≤ t ≤ L/V .Ensuite, nous utilisons la propriété onernant l'intégrale de la fontion de Dirapour ramener la fore impulsionnelle mobile à une fontion sinusoïdale :

L∫

0

sin(nπx/L).δ(x− V t).dx = sin(ω̄nt) (5.6)où ω̄n = nπV/LAlors, l'équation modale du mouvement s'érit :
Ün(t) + ω2

nUn(t) =
2P

ρAL
sin(ω̄nt) (5.7)En utilisant les ondition initiale U(0) = U̇(0) = 0, la solution de l'équation (5.7)est :

Un(t) =







2P

ρALω2
n

.
1

1− β2
n

. (sin (ω̄nt− βn) sin (ωnt)) si βn 6= 1

2P

ρALω2
n

.
1

2
. (sin (ω̄nt)− ωnt. cos (ωnt)) si βn = 1

(5.8)où βn et le ratio de fréquenes dé�ni par βn = ω̄n/ωn.Ensuite, on introduit des paramètres supplémentaires pour alléger l'ériture de lasolution du problème. Le temps de passage de la masse sur la poutre est τ = L/V . Leoe�ient adimensionnel α est égal au rapport entre la première période de la poutreet deux fois le temps de passage, α = T1/(2τ), T1 = 2/π.L2
√

ρA/(EI) (table 5.2).Alors, le déplaement u(x, t) solution analytique du problème d'une poutre soumiseà une masse mobile est :
u(x, t) =

2PL3

π4EI

∞∑

n=1,n 6=α

[
1

n2 (n2 − α2)

(

sin

(
nπt

τ

)

− α

n
sin

(
n2πt

ατ

))

sin
(nπx

L

)]

+

+
2PL3

π4EI

[
1

2α4

(

sin

(
απt

τ

)

− απt

τ
cos

(
απt

τ

))

sin
(απx

L

)](5.9)Solution numériqueLa résolution numérique de e problème de masse mobile ave le programme Ra2Dest présentée dans ette sous-setion. Les paramètres pour la simulation sont les suivants.Une durée de simulation de 20 s assure un passage omplet de la masse mobile sur la



5.1.1 - Poutre soumise à une masse mobile 117poutre ave toutes les vitesses hoisies. Le nombre de modes de la poutre Nm pris enompte dans le alul est 20. La fréquene maximale est f20 = 77 Hz, la fréquenefondamentale est f1 = 0.2 Hz, la période fondamentale est T1=5.11 s. La disrétisationtemporelle est faite ave un pas de temps τ = 5e−6 s, la poutre est disrétisée en1160 noeuds ave un pas spatial χ = 1e−2 m. Ces paramètres sont réapitulés dans letableau 5.3.Table 5.3 � Paramètres de simulation du problème de la masse mobilePas spatial Pas de temps Durée Temps CPU f1 f20 Nm

(m) (s) (s) (s) (s) (s)1e-2 5e-6 20 9 0.2 77 20La surfae est dérite par un ensemble de noeuds disrets. Pourtant, le alul de lafore de ontat requiert un pro�l ontinu pour la détetion du ontat don un proessusd'interpolation doit être réalisé. On a deux méthodes d'interpolation présentées dans lehapitre 3 : méthode linéaire et méthode d'Hermite. Ave e as test de la masse mobile,nous pouvons étudier l'e�et des méthodes d'interpolation sur les résultats obtenus.En réalité, ave le déplaement d'une voiture sur un pont, il est naturel d'obtenirque le ontat entre la voiture et le pont soit ontinuellement maintenu et la fore deontat varie autour du poids propre de la voiture. La �gure 5.2 présente trois résultatsde fore de ontat dans le as V = 1.15 m/s en utilisant l'interpolation linéaire etl'algorithme de pénalité, l'interpolation d'Hermite et l'algorithme de pénalité et l'inter-polation d'Hermite et l'algorithme de Lagrange.
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Force de contact
Poids propre

()Figure 5.2 � Problème de la masse mobile. Fore de ontat obtenue par le programmeRa2D. (a) Utilisation de l'interpolation linéaire et l'algorithme de pénalité. (b) Utilisation del'interpolation d'Hermite et de l'algorithme de pénalité. () Utilisation de l'interpolationd'Hermite et de l'algorithme des multipliateurs de Lagrange.La ligne droite en rouge représente le poids propre de la masse, la ligne osillantereprésente la fore de ontat appliquée à la masse. Dans tous les as, la fore est toujourspositive 'est-à-dire que le ontat est maintenu.Beauoup de �utuations sont observées ave l'utilisation de l'interpolation linéaire.Alors que l'utilisation de l'interpolation d'Hermite fournit des résultats moins osillants.La ombinaison de l'interpolation d'Hermite et l'algorithme de Lagrange donnent les



118 Validation du programme Ra2Dvaleurs les plus stables. Don, l'utilisation de l'interpolation d'Hermite est onseilléepour le alul de la fore de ontat.
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Position relative de la masse sur la poutre

RA2D

Olsson

α=0.5

α=0.125
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Figure 5.3 � Comparaison de la dé�exion du point milieu de la poutre obtenue par Ra2Det la solution analytique de Olsson. Quatre vitesses de glissement sont utilisées (α=0.125,0.25, 0.5, 1.0(table 5.2)).Après d'avoir examiné la fore de ontat, nous omparons le déplaement du pointau milieu de la poutre obtenu par le programme Ra2D et la formule (5.8). Le résultat estillustré dans la �gure 5.3. L'absisse X est la position relative de la masse sur la poutre,l'ordonnée est la dé�exion. On a quatre ourbes orrespondant à 4 vitesses di�érentes.Ave α = 0.125 et 0.25, on observe respetivement quatre et deux yles de vibration.Alors qu'ave α = 0.5, le temps de passage est exatement égale à T1, un yle ompletde vibration se présente. Ave α = 1, un demi de yle de vibration est observé et ladé�exion du point au milieu de la poutre atteint sa valeur maximale à la �n du tempsde passage. Si α > 1, ette dé�exion maximale se produit après la passage de la massemobile. Les résultats sont en parfait aord.5.1.2 Comparaison ave un logiiel éléments �nisDans e deuxième as test, nous omparons le programme Ra2D ave le ode élé-ments �nis ABAQUS, onnu et répandu, en partiulier pour ses traitements du ontat.Le problème appelé �ontat à une seule aspérité�onsiste en deux surfaes : la sur-fae supérieure possède une seule aspérité alors que la surfae inférieure en ompte six.Les deux solides sont appuyés aux deux extrémités. La surfae supérieure se déplaehorizontalement à une vitesse onstante alors que elle inférieure est �xe.Les deux poutres ont les mêmes aratéristiques géométriques et matériaux. Chaquepoutre a pour longueur L =0.01 m, épaisseur 5e-4 m, module d'Young E=2000 N/m2,masse volumique ρ=2000 kg/m3, et l'éart initial entre les lignes de référene de deuxpoutres où l'altitude des noeuds est nulle est δ = 1.45e-6 m. Ces paramètres sont donnésdans le tableau 5.4.Le pro�l rugueux des surfaes est dérit par l'ensemble des noeuds disrets dont laoordonnée horizontale et l'altitude vertiale sont données dans un �hier texte. Ces
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Figure 5.4 � Modèle utilisé pour le problème du ontat à une seule aspéritéTable 5.4 � Paramètres du problème de ontat à une seule aspéritéLongueur Épaisseur E ρ V δ(m) (m) (N/m2) (kg/m3) (m/s) m0.01 5e-4 5e10 2000 10 1.45e-6valeurs sont présentées dans les deux tableaux 5.5 et 5.6.Table 5.5 � Pro�l rugueux de la poutre supérieurePoint 1 2 3 4 5Altitude (µm) 0.2 0.2 1.0 0.2 0.2Table 5.6 � Pro�l rugueux de la poutre inférieurePoint 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11Altitude (µm) 0.2 0.3 0.5 0.4 0.2 0.4 0.6 0.4 0.3 0.6 0.7Point 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21Altitude (µm) 0.5 0.2 0.5 0.3 0.4 0.3 0.2 0.5 0.3 0.2Calul ave le logiiel ABAQUS/EXPLICITELe alul ave un logiiel éléments �nis ommene par la réation des maillages. Lemaillage est réé en utilisant le logiiel libre et multi-platforme nommé Gmsh développépar Christophe Geuzaine et Jean-François Remale [35℄. Puis, il est exporté sous formed'un �hier de format �*.inp�lisible par ABAQUS.Le maillage est ra�né au niveau des aspérités de surfae et plus grossier vers l'arrière.Le pas spatial au niveau de l'interfae est 8e−5 m. Alors que le pas spatial sur la basede la poutre est 3.33e−4 m. Le type d'élément utilisé est triangulaire quadratique à 6noeuds (CPE6M). L'algorithme hoisi est la triangulation de Delaunay. Le nombre totalde noeuds est 547, le nombre d'éléments est 1130. Le maillage du modèle est présenté�gure 5.5.ABAQUS utilise la struture ASCII pour les �hiers de données. Les di�érentesfontions de alul sont dé�nies à travers des mots lés. Le syntaxe à utiliser pourdé�nir le matériau est :
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�����

���Figure 5.5 � Maillage pour le problème de ontat d'une seule aspérité*MATERIAL,NAME=STEEL*DENSITY2000.0*ELASTIC50.0E9, 0.3Les onditions aux limites sont dé�nies par le mot lé *BOUNDARY. Pour la poutresupérieure, le déplaement vertial (l'axe 2 dans ABAQUS) des noeuds aux extrémitésest imposé nul. Alors que pour la poutre inférieure, le déplaement des noeuds auxextrémités est nul dans les deux sens, vertial et horizontal (l'axe 1 et 2 dans ABAQUS) :*BOUNDARYLEFT_TOP,2,2,0.0RIGHT_TOP,2,2,0.0LEFT_BOT,1,2,0.0RIGHT_BOT,1,2,0.0Le déplaement horizontal de la poutre supérieure a une vitesse onstante V=10m/s. Il se traduit par une ondition aux limites appliquée à tous les noeuds de la poutresupérieure : *BOUNDARY, TYPE=VELOCITYNODE_ALL_TOP, 1, 10.Le ontat est géré par l'algorithme de pénalité. Le oe�ient de pénalité est κ =
1e12 N/m2. Le syntaxe pour la gestion du ontat dans ABAQUS est :*SURFACE BEHAVIOR, PRESSURE-OVERCLOSURE=LINEAR1e12*CONTACT PAIR, MECHANICAL CONSTRAINT=PENALTYSURFACE_TOP, SURFACE_BOTL'analyse du problème ommene par la syntaxe STEP. Le pas de temps hoisi est1e-8 s, la durée de simulation est 0.001 s. Ces paramètres sont dé�nis dans le mot léDYNAMIC, EXPLICIT : *STEP*DYNAMIC, EXPLICIT, DIRECT USER CONTROL1e-8, 0.001



5.1.2 - Comparaison ave un logiiel éléments �nis 121Le alul ave le logiiel ABAQUS est exéuté ave le alulateur Kepler, sous laplatforme UNIX. Dans la ligne de ommande, il su�t de préiser le nom du �hier dedonnées, par exemple :/appli/ABAQUS/Commands/ABAQUS job=sixChos_testontatCalul ave le logiiel Ra2DLes paramètres hoisis pour la simulation sont le pas spatial ξ=8e-5 µm, le nombrede modes pris en ompte dans le alul est 15, la fréquene maximale de la poutre est
f15=2.55e6 Hz, le pas du temps est τ = 1e-8 s. La durée de la simulation est 1e-3 s. Cesparamètres sont réapitulés dans le tableau 5.7.Table 5.7 � Paramètres de simulation du problème de ontat à une seule aspéritéPas spatial Pas de Durée δ f1 f15 Nombre de(m) temps (s) (s) (m) (Hz) (Hz) modes8e-5 1e-8 1e-3 1.45e-6 1.13e4 2.55e6 15Ensuite, nous allons étudier l'in�uene du nombre de modes, le hoix du oe�ientde pénalité et les algorithmes de ontat sur les résultats obtenus. Deux valeurs duoe�ient de pénalité sont utilisées, κ = 0.1 E et κ = 10 E, le nombre de modes devibration varie de 1 à 15.Les résultats de la omparaison sont présentés �gure 5.6. À gauhe, 'est le dépla-ement au sommet de l'aspérité unique de la surfae supérieure, alors que la fore deontat au même point est présentée à droite. Figure 5.6a présente les résultats obtenusave le logiiel ABAQUS qui sont utilisés omme référene. La �gure 5.6b représenteles résultats obtenus en utilisant l'algorithme de Lagrange ave 15 modes de vibration.Nous observons un bon aord ave les valeurs de référene. Les résultats sont égalementvalables ave l'utilisation de l'algorithme de pénalité ave un oe�ient κ = 10E et 15modes de vibration (�gure 5.6). Cependant, l'utilisation d'un oe�ient de pénalitétrop faible κ = 0.1E onduit à des résultats inexats �gure 5.6d. La fore de ontatest trop faible, alors que la durée d'un ho est très longue. La �gure 5.6e souligne lesdéfauts quand peu de modes sont pris en ompte (Nm = 1). La fore est surestimée etles informations onernant la vibration à haute fréquene sont �ltrées.Par ailleurs, l'erreur relative notée ρ du déplaement au sommet de l'aspérité surla surfae supérieure obtenue par ABAQUS et Ra2D est alulée. La valeur de l'erreurrelative est égale au rapport entre la valeur RMS (moyenne temporelle) de la di�éreneentre les résultats et la valeur RMS obtenue par ABAQUS. Le déplaement utilisé pourle alul de ρ est pris entre 0 à 0.4s. L'évolution de ρ en fontion du nombre de modes devibration est traée sur la �gure 5.7. L'augmentation du nombre de modes diminue etteerreur relative. L'erreur relative est onsidérable pour les nombres de modes inférieursà 10. Ave plus de 15 modes utilisés, l'erreur relative devient stable et autour de 6%.Cette erreur résiduelle est expliquée par la sensibilité du problème de ontat (non-linéaire) aux onditions initiales et les erreurs numériques (erreur d'arrondi et erreur deonsistane).
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Time (ms)(b) Résultats obtenus par Ra2D-Lagrange (Nm = 9)
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(e) Résultats obtenus par Ra2D ave 1 mode (Nm = 1 et κ = 10.E)Figure 5.6 � Comparaison du déplaement et de la fore de ontat au sommet del'aspérité unique de la surfae supérieure entre ABAQUS et Ra2D.Cependant, le programme Ra2D est presque dix fois plus rapide qu'ABAQUS. Letemps d'exéution ave ABAQUS est 280 s , alors qu'ave Ra2D, il faut seulement 30 s.5.2 Con�guration des simulations numériquesDans ette partie, les simulations sont e�etuées ave des données de taille réelle.Nous onsidérons le système omposé d'un glisseur et d'un résonateur omme dans
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Figure 5.7 � Evolution de l'erreur relative du déplaement au sommet de l'aspérité sur lasurfae supérieure entre ABAQUS et Ra2D en fontion du nombre de modes. Le déplaementde 0 à 0.4s est utilisé pour le alul de ette erreur relative. L'algorithme de Lagrange estutilisé.l'expériene présentée hapitre 2. Les données des éprouvettes sont a�hées dans letableau 5.8. ζ dénote l'amortissement modal, ν le oe�ient de Poisson, E le moduleTable 5.8 � Paramètres du problème de ontatGlisseur Résonateur MatériauxRa Dimensions Ra Dimensions Amortis- E ν ρ(µm) (m) (µm) (m) -sement (Pa) (kg/m3)1 à 30 0.02×0.02×0.005 1 à 30 0.45×0.30×0.002 0.0006 210e9 0.3 7800d'Young. L'épaisseur du résonateur est très faible par rapport aux autres dimensions. Larugosité des éprouvettes varie de 1 à 30 µm. Cependant dans haque essai, la rugositéest toujours la même pour le glisseur et le résonateur.En e qui onerne les paramètres néessaires à la simulation, il faut �xer la duréede simulation, le pas de temps, le pas spatial, le nombre de modes de vibration pris enompte, le oe�ient de pénalité. Ces paramètres sont a�hés dans le tableau 5.10.La distane de déplaement du glisseur est la même pour toutes les simulations, donla durée de haque simulation dépend de la vitesse de glissement. On prend un passpatial de 4 µm pour les surfaes numériques. Puisque l'on s'intéresse aux vibrationsdu résonateur dans la bande audible, le nombre de modes de vibration utilisé est de 30pour le résonateur (f30=20900 Hz).5.2.1 Choix des paramètresDans la simulation, plusieurs paramètres in�uenent le résultat omme eux quidérivent le pro�l, le pas spatial, le nombre de noeuds, les aratéristiques du matériauutilisé, ou eux qui servent au alul, le pas de temps, le oe�ient de pénalité. Du pointde vue pratique, on peut diviser es paramètres en deux groupes : eux �xés pour tous les



124 Configuration des simulations numériquesTable 5.9 � Données du problème glisseur-résonateurMatériau Résonateur GlisseurE ρ η H L H L Vitesse
(Pa) (kg/m) (m) (m) (m) (m) (m/s)

210e9 7800 0.0006 0.002 0.45 0.005 0.02 0.02 → 0.7Table 5.10 � Paramètres de simulation du modèle glisseur-résonateurPas spatial Pas de temps Durée Nombre de Temps CPU T1 f30
(µm) (µs) (s) modes (heures) s (kHz)4 0.1 1 30 3 0.044 20.9aluls et les variables à adapter. Les paramètres ommuns sont le nombre de modes devibration appliqué pour les solides, le pas de temps, la durée de simulation, le oe�ientde pénalité. Don a�n d'obtenir les bons paramètres, il est néessaire d'e�etuer dessuites de tests. Les tests sont e�etués ave un pro�l quelonque, on hoisit une rugositéet une vitesse moyenne ni trop grande ni trop petite par exemple Ra = 5 µm, v = 0.1m/s. Le shéma d'intégration temporelle utilisé est elui des di�érenes entrées qui estrapide et onditionnellement stable.

5.2.2 Surfae numériqueLes surfaes numériques sont générées en utilisant la méthode spetrale et le pro-gramme de Berstrom. Ses dimensions sont elles des résonateurs et glisseurs utilisés dansles expérienes présentées dans le hapitre 2. Le glisseur a une épaisseur de 0.5 m, unelongueur de 2 m. Le résonateur a une épaisseur de 0.2 m, une longueur de 45 m. Larugosité de surfae est hoisie entre 3 µm et 30 µm. Dans haque simulation, le glisseuret le résonateur présentent la même rugosité mais pas le même pro�l. Le paramètreimportant de la génération des surfaes est le pas spatial, il est �xé à 4 µm. Des extraitsde pro�ls simulés et leurs propriétés sont présentés dans la �gure 5.8 et la table 6.1.Table 5.11 � Surfae rugueuse numériqueSurfae Ra3 Ra5 Ra8 Ra10 Ra20 Ra30Ra (µm) 3.1 4.8 9.65 9.8 19.1 29.2Rsk (µm) -0.04 -0.12 -0.05 -0.08 +0.01 -0.11Rku (µm) 3.07 3.33 3.10 3.15 3.33 3.06
lc (µm) 500 500 500 500 500 500
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(a) Surfae simulée à Ra=3 µm. La distribution normale ayant µ= 0.004 µm, σ= 3.1 µm
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(b) Surfae simulée à Ra=5 µm. La distribution normale ayant µ= 0.006 µm, σ= 4.8 µm
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() Surfae simulée à Ra=10 µm. La distribution normale ayant µ= 0.23 µm, σ= 9.8 µm
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(d) Surfae simulée à Ra=20 µm. La distribution normale ayant µ= -0.06 µm, σ= 19.1 µm
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(e) Surfae simulée à Ra=30 µm. La distribution normale ayant µ= -0.5 µm, σ=29.2 µmFigure 5.8 � Pro�ls numériques, histogramme des hauteurs et ourbe d'approximation parune distribution normale.Nombre de modes de vibrationLe nombre de modes de vibration du résonateur pris en ompte dans la simulationest un paramètre important, ar il in�uene diretement les résultats. Par ailleurs le



126 Configuration des simulations numériquestemps CPU requis est proportionnel au nombre de modes. Celui-i doit don être hoisiau plus juste. Par exemple, en multipliant par deux le nombre de modes, nous doublonsau minimum le temps de alul. Cependant, plus le nombre de modes est important,plus les résultats sont exats. Pourtant on s'intéresse plut�t aux valeurs statistiques quedéterministes. Un nombre de modes su�samment grand peut assurer la �abilité desrésultats obtenus. Pour déterminer e nombre, une expériene numérique est réalisée.L'évolution du niveau vibratoire Lv et la valeur moyenne de la pression de ontat enfontion du nombre de modes sont étudiés. Le nombre de modes varie de 1 à 100.
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5.3.1 - Le niveau vibratoire 1275.3 Résultats numériquesPour haque simulation, on obtient les résultats suivants :� Evolution temporelle de la vitesse vibratoire d'un point �xé.� Analyse de la densité spetrale de puissane de la vitesse vibratoire.� Evolution de la fore de ontat exerée sur le solide en fontion du temps.� Analyse statistique des hos : la durée d'un ho entre un noeud et la surfaeantagoniste, la fore de ontat maximale pour haque ho, l'énergie transféréelors du ho, le tableau où les hos sont préisés : l'instant début, l'instant �n, laposition, la fore de ontat, l'énergie transférée.� Le niveau vibratoire (Lv).5.3.1 Le niveau vibratoireLes vitesses vibratoires obtenues numériquement pour di�érentes vitesses de glisse-ment et de rugosités de surfae sont présentées sur la �gure 5.10 pour les as Ra=5 µmet V=0.1, 0.2 et 1 m/s et 5.11 pour les as V=0.2 m/s et Ra=3, 10 et 30 µm. L'évo-lution temporelle de la vitesse est présentée à gauhe, alors que sa densité spetrale depuissane est à droite. Ces résultats nous permettent d'observer l'intensité de la vitesseainsi que les omposants de son spetre. On onstate que l'évolution temporelle de lavitesse a une allure de vibration périodique de moyenne nulle, 4.6 yles de vibration seproduisent pendant 0.2 s (�gure 5.10), 'est-à-dire que la période est 0.044 s et elle égaleelle de la première période de vibration du résonateur. D'autre part, l'amplitude de lavitesse est augmentée lorsque la vitesse ou la rugosité roissent : les valeurs maximalesde la vitesse sont 0.002, 0.004 et 0.014 m/s respetivement pour les as de V=0.2 m/set Ra=3, 10 et 30 µm et 0.002, 0.005 et 0.016 m/s respetivement pour les as de Ra=5
µm et V=0.1, 0.3 et 1 m/s.Quant au densité spetral de puissane, elles ont des pis situés prohes des valeursdes fréquenes propres du résonateur dont les valeurs sont données dans le tableau 5.12.Et omme l'évolution temporelle, l'augmentation des paramètres marosopiques (lavitesse et la rugosité) onduit à la roissane de l'amplitude de la DSP.Table 5.12 � Fréquenes propres du résonateurMode 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Fréquene (kHz) 0.02 0.09 0.21 0.37 0.58 0.84 1.14 1.49 1.88 2.32Mode 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20Fréquene (kHz) 2.81 3.35 3.93 4.55 5.23 5.95 6.72 7.53 8.39 9.30Mode 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30Fréquene (kHz) 10.25 11.25 12.29 13.39 14.52 15.71 16.94 18.22 19.54 20.91Dans la suite, on évalue le niveau vibratoire Lv en fontion de la vitesse de glissementet de la rugosité de surfae. La vitesse de glissement varie de 0.1 à 1 m/s et la rugositéde 3 à 30 µm.
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(a) Ra=5 µm, V=0.1 m/s
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(b) Ra=5 µm, V=0.3 m/s
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() Ra=5 µm, V=1 m/sFigure 5.10 � Vitesse vibratoire et sa densité spetrale de puissane pour les as de Ra=5
µm et V=0.1, 0.3 et 1 m/s.Le niveau vibratoire Lv du résonateur est alulé en fontion de la valeur quadratiquemoyenne de la vitesse vibratoire vrms. Elle est donnée par la formule suivante :

v2rms =
1

L

1

T

∫ T

0

∫ L

0

v2(x, t).dx.dt. (5.10)
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(a) Ra=3 µm, V=0.2 m/s
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(b) Ra=10 µm, V=0.2 m/s
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() Ra=30 µm, V=0.2 m/sFigure 5.11 � Vitesse vibratoire et sa densité spetrale de puissane pour les as de V=0.2m/s et Ra=3, 10 et 30 µm.La forme disrète de ette formule est,
v2rms =

1

Nτ

1

N1
Σi,jv

2
i,j, (5.11)



130 Résultats numériquesoù vi,j est la vitesse vibratoire du noeud xi à l'instant tj ∈ [0, T ] est une plage stationnairedu signal temporel. Nτ , N1 sont respetivement le nombre d'instants et le nombre den÷uds du résonateur. Le niveau vibratoire vaut,
Lv(dB) = 20 log10

vrms

v0
, (5.12)où v0 est la valeur de référene v0=10−9 m/s [65℄.Dans e paragraphe, on véri�e la répétabilité des résultats numériques. Plusieurssimulations possédant les mêmes vitesses de glissement et rugosité sont réalisées. Lesvaleurs des rugosités et des vitesses hoisies sont : Ra=5 µm, V= 0.2 m/s et V=1m/s. 100 pro�ls de surfaes numériques sont d'abord générés. Puis, 200 simulations (100pro�ls x 2 vitesses di�érentes) sont e�etuées à l'aide du programme Ra2D. Grâe auméso-entre de alul Kepler, il est possible de laner plusieurs simulations en mêmetemps. Le alul est réalisé sur une queue de alul de 60 proesseurs. Le temps CPUutilisé est de 3 heures pour haque simulation. Ensuite, la dispersion des résultats estévaluée en déterminant la valeur moyenne µ, l'éart-type σ et le oe�ient de variationou éart-type relatif cv qui est dé�ni omme le rapport entre l'éart-type et la moyenne.

cv =
µ

σ
(5.13)Ces variables et la distribution des niveaux vibratoires Lv sont présentés sur la �-gure 5.12 et le tableau 5.13. Le oe�ient de variation est inférieur à 1%. Par onséquent,ette expériene montre la �abilité des valeurs Lv obtenues numériquement.Table 5.13 � Répétabilité du niveau vibratoire

Test Moyenne Eart-type Coef. de(dB) (dB) variation (%)

Ra=5 µm, V=0.2 m/s 126 0.45 0.36
Ra=5 µm, V=1.0 m/s 138 0.47 0.34Niveau vibratoire en fontion du taux d'amortissement.Dans ette setion, on étudie l'in�uene du fateur d'amortissement sur le niveauvibratoire.Les simulations numériques sont réalisées ave la on�guration glisseur-résonateurayant une vitesse de glissement V = 10 m/s, une rugosité Ra=10 µm �xées et unedurée de simulation de 1 s. Seul le fateur d'amortissement varie de η =3e-4 à 9e-1.La valeur de η est la même pour les deux solides glisseur et résonateur. On rappelle lesrelations entre les di�érents paramètres d'amortissement. Le oe�ient d'amortissementmodal (visqueux équivalent) est ζ = c/(2mω) où ω est la pulsation propre du solide (ζdépend don du mode propre), m est la masse linéique de la poutre et c est la visanepar unité de longueur (unité N.s). Le fateur d'amortissement est η = 2ζ .Le niveau vibratoire Lv du résonateur est alulé par les équations (5.11) et (5.12).
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Figure 5.12 � Répétabilité du alul du niveau vibratoire LvLes résultats sont présentés sur la �gure 5.13 en éhelle logarithmique. On ob-serve l'évolution du niveau vibratoire moyen Lv du résonateur en fontion du fateurd'amortissement η.
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132 Résultats numériquesonstant. Si l'on érit le bilan d'énergie du système résonateur isolé en régime établi, onobtient,
P = ηω0E (5.14)où E est l'énergie vibratoire totale ontenue dans le résonateur, P la puissane vibratoireintroduite dans le résonateur par l'ensemble des hos et ω0 la fréquene entrale dela vibration (dé�nie par exemple omme le seond moment normalisé de la densitéspetrale de puissane de la vitesse vibratoire i.e. ω2

0 =
∫
ω2Svvdω/

∫
Svvdω). Or leniveau vibratoire est Lv = 10 log10 E/E0 = 10 log10 P/ηω0E0 où E0 est la valeur deréferene. Si on admet que la puissane ne dépend pas du niveau d'amortissement, onobtient une pente de 10 dB/déade e qui orrespond au régime inertiel observé �gure5.13.La partie gauhe de la ourbe orrespondant aux valeurs de fateur d'amortissementde 0.0003 à 0.01 est plus étonante. Une augmentation par 10 du fateur d'amortissementde 0.001 à 0.01 n'induit qu'une baisse de 3 dB du niveau vibratoire. Cette pente de 3dB/déade ne peut plus être expliquée par l'hypothèse que le terme soure est onstant.On est don onduit à admettre que la puissane P hange ave η. C'est un régime où leniveau vibratoire modi�e la dynamique des hos et par la même, la puissane vibratoiregérérée par eux-i. On peut même préiser de quelle façon évolue P (η). La puissanevibratoire roît en fontion de η ave une pente de 7 dB/déade. Il s'agit d'un régimedans lequel le niveau vibratoire modi�e les onditions tribologiques. La dynamique duontat et la tribologie sont ouplées.Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glissement et dela rugositéPour haque valeur de Ra, on génère 10 ouples de pro�ls (glisseur et résonateur).Par exemple, ave la vitesse de glissement V = 0.3 m/s, les valeurs de Lv obtenues avedi�érentes rugosités Ra et 10 ouples pro�ls sont présentés �gure 5.14,La relation entre Lv et la rugosité Ra est traée sur la �gure 5.15. Les barres d'er-reur sont utilisées pour présenter les résultats obtenus. Une loi linéaire et roissante dulogarithme est lairement observée :

∆Lv = 20log10

(
Ra2
Ra1

)m (5.15)oùm est ompris entre 0.69 et 0.84. Ces valeurs sont en aord ave elles des expérienes
(0.7 ≤ m ≤ 0.96).Sur la �gure 5.16 est présentée l'évolution de Lv en fontion de la vitesse de glisse-ment. Lv est une fontion linéaire et roissante du logarithmique de V .

∆Lv = 20log10

(
V2
V1

)n (5.16)où n est ompris entre 0.71 et 0.79. Ces valeurs sont légèrement plus faibles que ellesobtenues par l'expériene (0.8 ≤ n ≤ 1.1).
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Figure 5.15 � Évolution du niveau vibratoire en fontion de la rugosité de surfae. Lesbarres d'erreur sont estimées par 10 aluls ave di�érents pro�ls.Les deux équations (5.15) et (5.16) sont ombinées dans une formule générale de Lvomme suit :
Lv(dB) = 20log10(Ra

mV n) + cste (5.17)Le niveau vibratoire est prédit par une fontion logarithmique roissante en fontion de
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Figure 5.16 � Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glissement. Lesbarres d'erreur sont estimées par 10 aluls ave di�érents pro�ls.la rugosité de surfae Ra et la vitesse de glissement V .D'autre part, l'amplitude de Lv obtenue par la simulation est plus élevée que l'ex-périene. Par exemple, ave V=0.1 m/s, Ra=5 µm, on a Lvsimulation > Lvexprience (123> 110 (dB)). Cette di�érene est expliquée par :� Modèle d'une poutre au lieu d'une plaque� Di�érene des onditions aux limites. (En réalité, il s'agit de l'appui aux quatreoins du résonateur.)� Amortissement mal estimé.5.3.2 Étude statistique des hosLe �hier de résultats obtenus par le programme Ra2D, ontient la fore de ontatà tous les noeuds ave une fréquene d'éhantillonnage de 100 kHz. En se basant sures résultats, les spéi�ités statistiques du ontat sont déterminées. Un des objetifsprinipaux de ette étude est d'analyser les hos en réalisant un traitement statistique.Les grandeurs primaires qui permettent de onnaître les spéi�ités du ho sont lesfores de ontat et les vitesses au niveau des noeuds en ontat. On présente sur la�gure 5.17 un extrait de l'évolution de la fore de ontat en fontion du temps aunoeud x=0.012 m du pro�l inférieur dans le as Ra=5 µm et V=0.1 m/s. Lorsque lafore devient non nulle, le ho entre e noeud et le pro�l antagoniste ommene [53℄. Letemps néessaire pour que la fore revienne à zéro est la durée de ho. Sur la �gure 5.17,de l'instant 0.5915 s à 0.5925 s, trois hos se produisent. La durée des hos est autourde 1e-4 s, les valeurs maximales de la fore sont respetivement 2.5, 0.8 et 4.5 (N).
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Figure 5.17 � Évolution de la fore de ontat au noeud x=0.012 m sur le résonateur pourle as où Ra=5 µm et V=0.1 m/s. À partir de ette évolution, les valeurs maximales de lafore de ontat de ho et la durée de ho sont déterminées.Tableau des hosLe tableau 5.14 présente les aratéristiques des hos : l'instant de début, la durée,la position sur le résonateur, la fore maximale de ontat, la fore moyenne de ho etl'énergie transférée par ho. Les hos sont numérotés par ordre roissant des positions(les noeuds) où ils se produisent.Table 5.14 � Tableau des statistiques des hosN° ho Début Durée Position fmax fmoyenne Énergie(s) (s) (mm) (N) (N) transférée (J)1000 0.0360 2.0e-05 104.2 0.03 0.02 1.22e-052000 0.0775 7.0e-05 106.7 0.90 0.49 -2.52e-043000 0.1019 1.0e-05 107.8 0.42 0.42 -2.20e-044000 0.1179 4.0e-04 109.0 0.18 0.25 -5.36e-035000 0.0586 1.0e-05 109.9 0.01 0.01 -1.40e-056000 0.1385 1.0e-04 110.1 0.76 0.47 1.27e-057000 0.1614 1.0e-04 112.0 0.09 0.04 3.36e-048000 0.1714 6.0e-05 112.2 0.11 0.05 1.16e-049000 0.1911 1.0e-05 113.6 0.01 0.01 2.20e-0610000 0.2055 2.0e-05 114.3 0.41 0.21 -3.03e-03Durée de hoLa durée est une des trois quantités importantes pour aratériser les hos. Pourl'estimer, une formule se basant sur la théorie de Hertz est proposée dans la littéra-ture [12℄ :
τ(s) = 9, 36.10−5 m2/5

(V.β)1/5
(5.18)



136 Résultats numériquesoù V est la vitesse, m est la masse du solide (0.0156 g) et β est le rayon de ourburedes aspérités qui sont supposées sphériques. En pratique, pour une surfae donnée, onalule le rayon de ourbure pour haque aspérité puis on déduit sa valeur moyenne. Lerayon de ourbure β d'une surfae très rugueuse est faible. Ii, nous prenons pour valeurde β les mesures expérimentales de Houine [12℄. Les valeurs estimées de la durée deshos sont présentées dans le tableau 5.15.Table 5.15 � Durée des hos estimée en utilisant la formule 5.18V (m/s) 0.1 0.2 1.0Ra (µm) 5 10 20 5 10 20 5 10 20
β (µm) 57 52 30 57 52 30 57 52 30Durée (ms) 0.19 0.20 0.21 0.17 0.17 0.19 0.12 0.12 0.14Ensuite, les résultats numériques onernant la durée des hos sont analysés. La�gure 5.18 présente la fontion umulative des probabilités (CDF) et l'histogramme dela durée des hos. On se rappelle que le pas de temps est de 1e-7 s et la fréquened'éhantillonnage est 100 kHz. Ces paramètres nous assurent bien de apturer tous leshos dont la durée est supérieure à 1e-5 s.Par ailleurs, l'augmentation de la vitesse de glissement et la rugosité de surfae onttendane à diminuer la durée de ho. En onsidérant les sous �gures de la premièreolonne de la �gure 5.18, ave Ra= 5 µm , V = 0.1 m/s, 40 % des hos ont une duréesupérieure à 0.1 ms, ave Ra= 5 µm, V = 0.2 m/s, 'est 20 % et ave Ra = 5µm, V = 1m/s, il ne reste que 2 %. Puis, les sous-�gures de la deuxième olonne (Ra = cte), pour

V= 0.2 m/s et Ra= 3, 10 et 30 µm, le nombre de ho dont la durée est supérieure à0.1 ms, diminue respetivement 18%, 9 % et 4 %.Ensuite, on trouve que la durée de ho obtenue numériquement est en aord avela formule analytique 5.18 et le tableau 5.15. On obtient dans les deux as des hosayant une durée de l'ordre de 1e-4 s. De plus, la durée de ho est diminuée lorsquela vitesse de glissement augmente et elle est légèrement in�uenée par la rugosité desurfae.Fore de ontat du hoPuis, on s'intéresse à la fore maximale de ontat de ho. Sur la �gure 5.19 sontprésentés l'histogramme et la fontion umulative des probabilités de la fore maximalede ho pour des simulations ave trois vitesses de glissement V = 0.2, 0.5, 1.0 m/s ettrois rugosités Ra= 3, 10, 30 µm.Chaque sous-�gure est indexée par les lettres a,b,... et elle onsiste en deux parties :l'histogramme (en haut) et la fontion umulative distribution (CDF, en bas). Grâeà l'histogramme, on peut déterminer le nombre de hos ayant la valeur de fore deontat maximale égale à une valeur donnée. Alors que la CDF a servi à estimer larépartition de la variable onsidérée, les valeurs de CDF sont entre 0 et 1. Tous les axesdes sous-�gures sont hoisis identiques pour failiter l'observation de la relation entre lafore de ontat et les deux paramètres marosopiques V et Ra.
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(a) Ra=5 µm, V=0.1 m/s
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(b) Ra=3 µm, V=0.2 m/s
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() Ra=5 µm, V=0.2 m/s
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(d) Ra=10 µm, V=0.2 m/s
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(e) Ra=5 µm, V=1 m/s
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(f) Ra=20 µm, V=0.2 m/sFigure 5.18 � Histogramme et fontion umulative des probabilités de la durée de ho.



138 Résultats numériquesD'abord, on onstate que le nombre de hos diminue lorsque la valeur de fore deontat maximale augmente. Ensuite, la première olonne des sous-�gures est onsidérée.Ave Ra=5 µm, V=0.2 m/s, toutes les fores de ontat sont inférieures à 20 N, alorsqu'ave Ra = 5µm, V = 0.5m/s, les fores de ontat peuvent atteindre 100 N, ave
Ra=5 µm, V=1 m/s, il existe 18% des valeurs de fore de ontat supérieures à 100 N.Pour la deuxième olonne des sous-�gures, l'e�et de l'augmentation de la vitessede glissement est étudié. Ave Ra=3 µm, V=0.2 m/s, toutes les fores de ontat sontinférieures à 20 N, alors qu'ave Ra=10 µm, V=0.2 m/s, les fores de ontat peuventatteindre 80 N, ave Ra=30 µm, V=0.2 m/s, il existe 20% des valeurs de fore de ontatsupérieures à 100 N.Don les hos deviennent plus violents quand la vitesse ou la rugosité sont augmen-tées.Sur la �gure 5.20 est illustrée la fore totale de ontat appliquée à la surfae durésonateur à haque instant. Cette valeur est la somme des fores de ontat de tous lesnoeuds du pro�l à haque instant. Elle est donnée par la formule suivante :

fi,n,total =

Ni∑

l=1

fi,l,n.χi (5.19)où Ni est le nombre de noeuds, χi est le pas spatial du pro�l i et fi,l,n est la fore deontat par unité de longueur au noeud l du pro�l i à l'instant n.Et sa valeur moyenne quadratique est alulée par :
ftotal,rms =

√
√
√
√ 1

N

N∑

n=1

f 2
i,n,total (5.20)où N est le nombre total des instants.Dans la �gure 5.20, on trae la fore de ontat appliquée au résonateur au oursdu temps ave di�érentes vitesses de glissement et de rugosité de surfae et sa valeurmoyenne quadratique. Il y a 6 sous-�gures, l'ordre de présentation est le suivant : lavitesse roît dans la première olonne (Ra=5 µm, V=20, 50, 1 m/s) et la rugositéaugmente dans la deuxième olonne (Ra=3, 10, 30 µm, V=0.2 m/s). Les axes des sous�gures sont �xés identiques pour failiter l'observation de l'évaluation des variables.On onstate que la fore de ontat est disontinue et son amplitude n'est pas uni-forme. Lorsque la vitesse ou la rugosité augmente, la fore totale de ontat est plusimportante et plus disontinue. Par exemple, dans la sous �gure 5.20(f), il n'y a que 6pis lairement observés de 0.25 s à 0.3 s, la fore est très importante et peut atteindreune valeur prohe de 450 N.En e qui onerne la valeur moyenne quadratique de la fore totale de ontat frms,sa valeur est de 10 fois plus que le poids propre du glisseur (0.15 N). Par exemple, avele as V=0.2 m/s et Ra=3 µm, on a frms= 1.6 N. De plus, ette valeur augmente enfontion de la vitesse V et de la rugosité Ra, la valeur de frms pour le as V=1.0 m/s,

Ra=5 µm, est frms= 6.5 N et pour V=0.2 m/s, Ra=30 µm, frms= 8.1 N.
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(a) Ra=5 µm, V=0.2 m/s
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(b) Ra=3 µm, V=0.2 m/s
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() Ra=5 µm, V=0.5 m/s
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(d) Ra=10 µm, V=0.2 m/s
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(e) Ra=5 µm, V=1 m/s
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(f) Ra=30 µm, V=0.2 m/sFigure 5.19 � Histogramme et fontion umulative des probabilités de fore maximale deho.
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(b) Ra=3 µm, V=0.2 m/s
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(d) Ra=10 µm, V=0.2 m/s
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(f) Ra=30 µm, V=0.2 m/sFigure 5.20 � Évolution de la fore totale de ontat en fontion du temps et sa valeurmoyenne quadratique pour di�érentes vitesses de glissement et rugosités de surfae. Le poidspropre du glisseur est 0.15 N.Pourentage de temps de ontatEn fontion de la fore totale de ontat, le pourentage de temps de ontat est al-ulé [2℄. Ce sont des informations onernant l'ourrene des ontats. Le pourentage



5.3.2 - Étude statistique des hos 141est alulé par la formule :
%Tchoc =

Nchoc

Nτ

(5.21)où Nchoc est le nombre des instants où la fore totale est non nulle (F total
i,n 6= 0), Ntotalest le nombre total des instants de simulation. La �gure 5.21 présente la relation entrele pourentage de temps de ho et la vitesse V , la rugosité Ra. On observe que plus lavitesse ou la rugosité augmentent, plus le ontat est rare.
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(b) Ra=5 µmFigure 5.21 � Pourentage de temps de ho en fontion de la vitesse et de la rugosité.Énergie transféréeUne fois que les vitesses vibratoires et les fores de ontat sont onnues, l'énergietransférée par ho est déduite. Elle est égale à l'intégrale du produit de la fore deontat ave la vitesse vibratoire au point de ontat sur la durée de ho,
echoc =

∫ τ

0

fi(xi, t)u̇i(xi, t)χidt (5.22)où fi(xi, t), u̇i(xi, t) sont respetivement la fore de ontat et la vitesse vibratoire aupoint de ontat, τ est la durée de ho, χi est le pas spatial. Par onvention, ette énergieest omptée positivement lorsque le transfert s'e�etue du glisseur vers le résonateur. Lesystème thermodynamique onsidéré est don le résonateur. L'énergie totale injetée aurésonateur de l'instant initial à l'instant t est égale à la somme des énergies élémentairestransférées par tous les hos.La �gure 5.22 représente l'évolution de l'énergie totale transférée au résonateur pen-dant 0.3 s pour les as Ra = 5 µm, V=0.1, 0.5, 1.0 m/s et les as V=0.2 m/s et Ra=3,10 et 30 µm. On observe que l'énergie totale transférée ne dépasse pas 2e−4 J. Plus lavitesse de glissement ou la rugosité de surfae augmentent, plus l'énergie transférée pourle résonateur est importante. Cette quantité a tendane à augmenter de façon monotoneen fontion du temps. Cependant il existe des instants où elle peut déroître.L'expliation de e phénomène est que la majorité des hos injetent de l'énergievers le résonateur. Pourtant il existe ertains hos qui sont responsables d'un transfert
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(b) Ra=3 µm, V=0.2 m/s
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(d) Ra=10 µm, V=0.2 m/s

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
0

1

2

x 10
−4

Temps (s)

E
ne

rg
ie

 tr
an

sf
er

ee
 (

J)

(e) Ra=5 µm, V=1 m/s 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
0

1

2

x 10
−4

Temps (s)

E
ne

rg
ie

 tr
an

sf
er

ee
 (

J)

(f) Ra=30 µm, V=0.2 m/sFigure 5.22 � Énergie totale transférée au résonateur.d'énergie du résonateur vers le glisseur. Du point de vue du système thermodynamique�résonateur�, es hos �inverses� agissent omme une dissipation. Pour montrer etteidée, on trae l'histogramme et les fontions umulatives de probabilité (CDF) de l'éner-gie transférée par ho pour les as Ra=5 µm et V=0.2, 0.5, 1 m/s (olonne de gauhe)et V=0.2 m/s, Ra=3, 10, 30 µm (olonne de droite) �gure 5.23.L'histogramme de l'énergie transférée est asymétrique de skewness positif. Le pi



5.3.2 - Étude statistique des hos 143
−2 0 2 4
0

10

20

30

40

50

C
om

pt
e

−2 0 2 4
0

0.5

1

Energie transferee par choc (uJ)

C
D

F

−0,01 0 0,010,02
0

0.5

1

(a) Ra=5 µm, V=0.2 m/s
−2 0 2 4
0

10

20

30

40

50

C
om

pt
e

−2 0 2 4
0

0.5

1

Energie transferee par choc (uJ)

C
D

F

−0,01 0 0,010.02
0

0.5

1

(b) Ra=3 µm, V=0.2 m/s

−2 0 2 4
0

0.5

1

Energie transferee par choc (uJ)

C
D

F

−2 0 2 4
0

10

20

30

40

50

C
om

pt
e

() Ra=5 µm, V=0.5 m/s
−2 0 2 4
0

10

20

30

40

50
C

om
pt

e

−2 0 2 4
0

0.5

1

Energie transferee par choc (uJ)

C
D

F

(d) Ra=10 µm, V=0.2 m/s
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(f) Ra=30 µm, V=0.2 m/sFigure 5.23 � Histogramme et fontion umulative des probabilités de la fore maximalede ho.



144 Résultats numériquesle plus haut orrespond à la valeur zéro. La ourbe CDF onsiste en trois parties :une partie orrespondant aux valeurs négatives de la fore, une partie présentant desvaleurs positives et une transition rapide entre es deux parties. Mais les valeurs positivesdominent elles négatives.Puis, on étudie l'évolution de l'énergie moyenne transférée notée ǫ vers le résonateuren fontion de Ra et V . Pour obtenir ǫ, on alule l'énergie transférée totale et on divisepar le nombre de hos. La �gure 5.24 présente l'évolution de ǫ en fontion de Ra (àdroite) et de V (à gauhe). Ce sont des lois logarithmiques roissantes.
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(b)Figure 5.24 � Evolution de l'énergie moyenne transférée en fontion de la vitesse deglissement (en haut) et la rugosité de surfae (en bas).La relation entre l'énergie moyenne transférée et la vitesse de glissement est approxi-mée par la loi suivante,
ǫ ∼ V γ ave 2.9 ≤ γ ≤ 3.9 (5.23)Et la relation entre l'énergie moyenne transférée et la rugosité de surfae est approximéepar la loi suivante,
ǫ ∼ Raδ ave 2.0 ≤ δ ≤ 3.3 (5.24)Don on retiendra que l'énergie moyenne transférée par ho est

ǫ ∼ V γRaδ (5.25)



5.3.2 - Étude statistique des hos 145Nombre de hos par seondeEnsuite, le nombre de hos par seonde est alulé. Sur la �gure 5.25 sont illustréesles évolutions du nombre de hos par seonde en fontion de la vitesse V et de larugosité Ra en éhelle logarithmique. Le nombre de hos par seonde de l'ordre de 1e4montre le aratère abondant de et événement. De plus, le nombre de hos par seondediminue lairement lorsque la rugosité ou la vitesse de glissement augmentent.
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(b)Figure 5.25 � Evolution du nombre de hos par seonde en fontion de la vitesse deglissement (en haut) et de la rugosité de surfae (en bas).On note η le nombre de hos par seonde. La relation entre le nombre de hos parseonde et la vitesse de glissement est approximée par la loi suivante :
η ∼ 1

V α
ave 1.5 ≤ α ≤ 2.4 (5.26)



146 Résultats numériquesPar ailleurs, la relation entre le nombre de hos par seonde et la rugosité de surfaeest dérit par :
η ∼ 1

Raβ
ave 0.9 ≤ β ≤ 1.7 (5.27)On retiendra don la loi :
η ∼ 1

V αRaβ
(5.28)En résume, les équations aratéristiques du bruit de rugosité sont,

Lv ∼ RamV n ave 0.71 ≤ n ≤ 0.79 et 0.69 ≤ m ≤ 0.84 (5.29)
ǫ ∼ V γRaδ ave 2.9 ≤ γ ≤ 3.9 et 2.0 ≤ δ ≤ 3.3 (5.30)
η ∼ 1

V αRaβ
ave 1.5 ≤ α ≤ 2.4 et 0.9 ≤ β ≤ 1.7 (5.31)Les relations entre les valeurs exposants sont,

m ≈ δ − β

2
(5.32)

n ≈ γ − α

2
(5.33)5.3.3 Synthèse des résultats numériquesDans e hapitre, deux as tests représentatifs ont d'abord été utilisés pour validerle programme Ra2D. Ave la omparaison entre la formule théorique et le problèmede masse mobile, les réponses vibratoires du système sont validées. On montre aussil'e�et des tehniques d'interpolation de surfae sur les résultats obtenus. Le seond astest avait pour but de valider la partie onernant la gestion du ontat et de montrerl'in�uene des paramètres essentiels omme le nombre de modes pris en ompte dans lealul, le oe�ient de pénalité pour le alul de la fore de ontat.Ensuite, la répétabilité de l'évolution du niveau vibratoire pour haque ouple deparamètres (Ra, V ) est véri�ée. Cent pro�ls di�érents ave la même rugosité sont utiliséspour ette expériene. Une faible valeur de oe�ient de variation est obtenue. Ce quid'une part on�rme la répétabilité de la méthode numérique et d'autre part met enévidene le r�le déterminant de la rugosité des surfaes dans le phénomène du bruit derugosité.Après la validation de l'outil numérique, des expérienes paramétriques sont e�e-tuées pour déterminer les paramètres de simulation optimale a�n de fournir des résultatspertinents ave les temps CPU les plus ourts. En utilisant des modes de la vibrationdans la bande [20 Hz-20 kHz℄, on peut obtenir le niveau vibratoire et la valeur moyennede la fore de ontat en onvergene. Le pas de temps à 1e-7 assure la stabilité et laapaité de apture des hos ave un temps CPU rapide. Les surfaes numériques ontune rugosité de 1-30 µm et la distribution des hauteurs est gaussienne.Le premier résultat onerne le niveau vibratoire. C'est une fontion logarithmiqueroissant en fontion de la vitesse de glissement et de la rugosité de surfae, onformeave les lois empiriques. Il s'agit d'un résultat lassique de la théorie du bruit de rugosité



5.3.3 - Synthèse des résultats numériques 147qui peut servir de as test ave l'expériene. Pourtant, le niveau vibratoire obtenu parla simulation 2D a une amplitude plus élevée que les mesures. De plus, les exposantsobtenus numériquement sont légèrement plus faibles que eux issus des expérienes.La ontribution prinipale de et outil numérique est la apaité d'analyser préisé-ment les hos entre deux surfaes rugueuses. Le ho est dé�ni à partir de l'évolutionde la fore de ontat en fontion du temps. Lorsque la fore est positive, le ho dé-bute. Les spéi�ques sont la durée de ho, la valeur maximale de la fore de ontat,le nombre de hos par seonde. La durée est de l'ordre de 1e-4 s, la fore de ontatmaximale est éventuellement étant à 1000 fois le poids propre du glisseur et le nombrede hos par seonde est de 1e4. Don, les hos sont des exitations transitoires quipossèdent une durée brève mais intense et abondante.Une augmentation de la vitesse de glissement ou de la rugosité de surfae entrainentl'aroissement de l'intensité de la fore de ontat. Le ontat devient moins ontinu (lenombre de hos par seonde diminue), la durée de ho reste autour de 1e-4 s. L'analysedes hos permet aussi de déouvrir le proessus de transfert énergétique. Les hos sontonsidérés omme la soure prinipale de l'énergie vibratoire. Cependant, il existe aussides �hos inverses� qui ont le pouvoir dissiper l'énergie vibratoire.



Chapitre 6Simulation 3D
La simulation 3D du problème de ontat dynamique de deux surfaes rugueuses estprésentée dans e hapitre. La vibration des surfaes est modélisée en utilisant la théoriedes plaques mines de Love [57℄. L'équation du mouvement est résolue numériquementpar le shéma d'intégration temporelle aux di�érenes entrées, et le alul de ontat estréalisé par l'algorithme de pénalité. Cette approhe est implémentée dans le programmeRa3D en langage C et un programme MRa3D en Matlab pour le post traitement desrésultats.La réalisation d'une modélisation 3D présente plusieurs di�ultés. Du point de vuethéorique, la reherhe des modes propres de vibration est di�ile ar il n'existe pas desolution analytique pour les onditions aux limites spéi�ques. Dans notre as, il s'agitd'une plaque appuyée aux quatre poins. Sur le plan numérique, le problème majeurprovient du temps CPU et de la taille des �hiers de résultats. À titre d'exemple, pourune simulation 2D, le résonateur est présenté par un pro�l de 45 m de longueur, un passpatial de 40 µm, et de 12501 noeuds, alors que pour une simulation 3D, le résonateurest omposé d'une surfae de 45 × 30 m, d'un pas spatial de 40 µm, et 12501 × 7501noeuds. Don, le temps CPU utilisé pour la détetion de ontat est augmenté de 7501fois. D'autre part, la taille d'un �hier de résultats est onsidérable, souvent de l'ordre10 Go, et si l'on veut avoir des animations, elle peut monter à 100 Go.Grâe à la rapidité, l'optimisation et la pertinene de l'approhe numérique déritedans hapitre 3, une version pour la modélisation 3D est développée.

6.1 Formulation mathématiqueSur la �gure 6.1, sont illustrés le modèle pour la simulation 3D et ses deux proje-tions sur les plans vertial et horizontal. Deux repères attahés respetivement au pro�linférieur et supérieur sont introduits. Le repère (O1, x1, y1, z1) est �xe, l'axe z1 orientéen haut, l'axe x1 oïnide ave la longueur de la plaque inférieure. Alors que le repère
(O2, x2, y2, z2) se déplae à la vitesse V , l'axe z2 orienté vers le bas. L'éart vertialentre les deux surfaes est δ alors que les éarts horizontaux dans les diretions x, y sont148
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(a) Présentation 3D
∆x

V

δ

(b) Plan xz
V

∆y

∆x

L=0.45 m() Plan xyFigure 6.1 � Modèle de ontat glissant entre deux surfaes rugueuses. La surfaesupérieure se déplae à une vitesse onstante V dans la diretion x (la longueur de la surfaeinférieure). L'éart horizontal entre deux pro�ls est ∆x = V t dans la diretion x et ∆y = ctedans la diretion y.respetivement ∆x,∆y. Le hangement de repère est e�etué par les formules suivantes :
x2 = x1 − δx − V t; y2 = y1 − δy; z2 = δ − z1. (6.1)Les hypothèses i-dessous sont appliquées :- Les surfaes sont in�niment rigides dans le plan horizontal, la position horizontaledes noeuds est �xée.- Les surfaes ne peuvent pas pénétrer l'une dans l'autre.- La persistane du ontat entre les deux surfaes est assurée par la fore de gravité.L'équation de la vibration de �exion d'une plaque amortie forée est donnée par laformule suivante [37℄ :
Di∇4ui + ciu̇i +mi

∂2ui
∂t2

= fi(xi, yi, t)∓mig, (6.2)



150 Formulation mathématiqueoù Di est la rigidité de �exion et dé�ni par :
Di =

Eh3i
12(1− ν2)

, (6.3)
E est le module d'Young, hi l'épaisseur du solide, ν le oe�ient de Poisson, mi = ρ.hiest la masse surfaique, ρ la masse volumique, c le oe�ient d'amortissement visqueux,
fi(xi, yi, t) la fore de ontat par unité de surfae et ∇2 l'opérateur de Laplae :

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (6.4)La fore de gravité est négative −m1g pour la surfae inférieure et positive pour lasurfae supérieure m2g.La plaque inférieure (résonateur) est appuyée aux quatre oins. Pour les points situéssur les bords libres, il faut :

∂2u

∂x2
+ ν

∂2u

∂y2
= 0,

∂3u

∂x3
+ (2− ν)

∂3u

∂x∂y2
= 0 (6.5)pour x = 0 ou x = Li, et :

ν
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (2− ν)

∂3u

∂x2∂y
+
∂3u

∂y3
= 0 (6.6)pour y = 0 ou y = Bi.Pour les points appuyés, le déplaement est nul :

ui(0, 0) = ui (0, Bi) = ui (Li, 0) = ui (Li, Bi) = 0 (6.7)À l'instant initial, le système est en repos :
ui(xi, yi, 0) = u̇i(xi, yi, 0) = üi(xi, yi, 0) = 0 (6.8)La fontion de distane vertiale entre les deux surfaes est dé�nie par :

g(x1, y1, t) = δ − h1(x1, y1)− u1(x1, y1, t)− h2(x1 − V.t, y1)− u2(x1 − V.t, y1, t). (6.9)La ondition de non-pénétration s'érit :
g(x1, y1, t) ≥ 0; f(x1, y1, t) ≥ 0; g(x1, y1, t).f(x1, y1, t) = 0. (6.10)Les équations (6.2, 6.6, 6.8 et 6.10) onstituent la formulation mathématique duproblème de ontat dynamique que nous traitons dans e hapitre. Il faut trouverles solutions de l'équation du mouvement en satisfaisant les onditions aux limites, laondition initiale et la ondition de non-pénétration du ontat.



CHAPITRE 6. SIMULATION 3D 1516.2 Déomposition modaleEn utilisant la méthode de déomposition modale, le déplaement vertial de laplaque est exprimé sous la forme des ontributions des modes propres :
ui(x, y, t) =

∞∑

k=0

Ui,k(t)ψi,k(x, y), (6.11)et pareillement pour la fore :
fi(x, y, t) =

∞∑

k=0

Fi,k(t)ψi,k(x, y), (6.12)où ψi,k(x, y) est le mode propre de �exion de la poutre i, Ui,k(t), Fi,k(t) sont l'ampli-tude modale et la fore modale. k désigne le mode de vibration. Les modes sont lasséspar ordre roissant de fréquene propre.En introduisant l'équation (6.11) dans l'équation (6.2) en multipliant par ψi,k, enintégrant sur la surfae et en utilisant les propriétés d'orthogonalité des modes propresl'équation (6.15), on obtient l'équation modale du mouvement :
mi

[

ω2
i,kUi,k(t) + 2ζi,kU̇i,k(t) + Üi,k(t)

]

=

∫ Li

0

∫ Bi

0

(fi(xi, yi, t)∓mi.g) .dx.dy (6.13)où ζi,k = ci/(2miωi,k) est le oe�ient d'amortissement modal.6.3 Problème modalLes modes propres sont déterminés par la résolution du problème suivant :
Di∇4ψi,k(xi, yi) = ω2

i,kmiψi,k(xi, yi) (6.14)Les modes propres ψi,k(x, y) sont lassés par ordre roissant de fréquene et satisfontla ondition d'orthogonalité :
∫ Li

0

∫ Bi

0

ψi,k.ψi,l.dxi.dyi = δk,l. (6.15)Trois modes de orps rigide sont pris en ompte pour la surfae supérieure. Un modepour la translation vertiale selon l'axe z et deux modes de rotation autour des axes Oxet Oy.Pour aluler les modes propres d'une plaque 3D ave les onditions aux limitesorrespondantes, on a deux méthodes possibles : l'utilisation de formules analytiques oud'un ode éléments �nis. Le logiiel éléments �nis utilisé est Abaqus Standard [3℄. Cetteproédure omporte les étapes suivantes :� On rée un modèle de plaque en introduisant les paramètres physiques omme lematériau, la géométrie, les onditions aux limites.



152 Problème modal� Ensuite on disrétise la plaque ave un pas spatial su�samment petit, dans etteétape, une disrétisation à haute résolution n'est pas néessaire ar seuls les modesontenus dans la gamme audio seront utiles.� En utilisant le solveur d'Abaqus, on peut obtenir les valeurs des fréquenes propresde la plaque ainsi que la forme de haque mode propre.� Ensuite il est néessaire de réer un programme qui onvertit le �hier de résultatsd'Abaqus en un �hier de données utilisable par le programme Ra3D.� Pour obtenir l'amplitude modale en tout lieu de la plaque, on va utiliser les for-mules d'interpolation.Ave ette méthode, les résultats obtenus sont approximatifs en raison à la fois del'utilisation du logiiel Abaqus et des formules d'interpolation. Mais elle est apable defournir les résultats néessaires quelle que soient les onditions aux limites pour lesquellesil n'existe pas de formule analytique omme dans le as d'appui aux quatre oins.Dans la bande de fréquenes audibles, il y a au total 460 modes de vibration pourle résonateur, ils sont lassés dans l'ordre roissant de la fréquene propre f1=27 Hz,
f460= 20011 Hz. Des exemples de modes obtenus grâe au logiiel Abaqus/STANDARDsont présentés �gure 6.2, où la ouleur rouge exprime la déformation maximale, le bleuindique les zones non-déformées.6.3.1 Shéma d'intégration temporelleA�n de résoudre numériquement, l'équation (6.13), on utilise le shéma d'intégrationtemporelle aux di�érenes entrées. Ave elui-i, les valeurs de la vitesse modale et del'aélération modale sont approximées par :







U̇i,k,n =
Ui,k,n+1 − Ui,k,n−1

2τ
,

Üi,k,n =
Ui,k,n+1 − 2Ui,k,n + Ui,k,n−1

τ 2
.

(6.16)L'introdution de l'équation (6.16) dans l'équation (6.13) nous donne une relation deréurrene linéaire d'ordre 2 :
Ui,k,n+1 −

2− (τωi,k)
2

1 + τζi,kωi,k
Ui,k,n −

τζi,kωi,k − 1

1 + τζi,kωi,k
Ui,k,n−1 = τ 2

Fi,k,n ∓Gi,k

mi
. (6.17)6.3.2 Méthode de pénalitéInterpolation de la surfaeLa surfae biubique d'Hermite est formée à partir de deux familles de la ourbeubique d'Hermite. Seize points sont néessaires pour l'interpolation de la surfae [54℄.La formule pour la surfae biubique d'Hermite est :

hi(xi,l, yi,m) =

3∑

r=0

3∑

p=0

Rr(ξ)P(p)(θ)hi′,l′−1+r,m′−1+p(x(i
′, l′−1+r), y(i

′, m′−1+p)) (6.18)
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(a) Mode 1, f1= 27 Hz (b) Mode 5, f5= 152 Hz () Mode 25, f25= 910 Hz

(d) Mode 50, f50= 1851 Hz (e) Mode 100, f100= 4140 Hz (f) Mode 150, f150= 6360 Hz

(g) Mode 200, f200= 8626 Hz (h) Mode 300, f300= 13066 Hz (i) Mode 450, f450= 19560 HzFigure 6.2 � Mode de la vibration du résonateur appuyé aux quatre oins.
où ξ, θ sont les oordonnées loales du point eslave (xi,l, yi,m) sur la faette maître for-mée par quatre noeuds (xi′,l′, yi′,m′), (xi′,l′+1, yi′,m′), (xi′,l′+1, yi′,m′+1), (xi′,l′, yi′,m′+1),. Laprésentation graphique des noeuds m, l,m′, l′ est donnée dans la �gure 6.3. Rr(ξ) et



154 Problème modal
Pp(θ) sont les fontions d'interpolation [90℄ :







R0(ξ) = −0.5ξ + ξ2 − 0.5ξ3,

R1(ξ) = 1− 2.5ξ2 + 1.5ξ3,

R2(ξ) = 0.5ξ + 2ξ2 − 1.5ξ3,

R3(ξ) = −0.5ξ2 + 0.5ξ3.

(6.19)de même pour Pp(θ).
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Figure 6.3 � Path biubique d'Hermite et projetion vertiale du noeud eslaveEn appliquant la disrétisation spatiale et l'interpolation de surfae à la formule dujeu vertial 6.9, on obtient :
gi,m,l,n =δ − (hi,m,l + ui,m,l,n)−

3∑

r=0

3∑

p=0

Rr(ξ)Pp(θ) [hi′,l′−1+r,m′−1+p + ui′,l′−1+r,m′−1+p](6.20)Fore de ontatComme les ressoures utilisées pour la simulation 3D sont importantes on a hoisila méthode de pénalité pour aluler la fore de ontat. La proédure de alul estsimilaire à elle de la simulation 2D. D'abord on détete les pénétrations dont la valeurde la distane vertiale déterminée par l'équation (6.20) est négative (gi,m,l,n < 0).Ensuite la fore de ontat est alulée par une relation expliite ave la pénétration :
fi,m,l,n = κ.gi,m,l,n (6.21)Les réations des fores appliquées aux noeuds des faettes de la surfae maîtresont déterminées proportionnellement à la ontribution du noeud dans le alul de la



6.4.1 - Surfae numérique 155pénétration :
fi′,m′−1+r,l′−1+p,n = Rr(ξ)Pp(θ).fi,m,l,n (6.22)Une fois que les fores de ontat à l'instant n sont obtenues, on alule les foresmodales, puis le déplaement modal à l'instant tn+1 par l'équation (6.17).6.4 Résultats et disussion6.4.1 Surfae numériqueLes surfaes rugueuses sont générées à l'aide de la méthode spetrale et du pro-gramme de Berstrom [15℄. Les surfaes générées sont isotropiques et ont des propriétésprohes de elles des surfaes utilisées dans l'expériene Ra= 5 µm, skewness Rsk ≃ 0et kurtosis Rku ≃ 3. La surfae générée est présentée dans la �gure 6.4. La distributiondes hauteurs est gaussienne.

(a) Surfae numérique
−2 −1 0 1 2

x 10
−5

0

2000

4000

6000

8000

Hauteur (m)

F
ré

qu
en

ce

(b) Distribution des hauteurs 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

x 10
−3

−0.5

0

0.5

1

x (m)

F
on

ct
io

n 
au

to
 c

or
ré

la
tio

n 
(A

C
F

)

l
c() Longueur de orrélationFigure 6.4 � Surfae simulée Ra=5 µmTable 6.1 � Surfae numériqueRa Rkewness Kurtosis Moyenne Longueur de(µm) (µm) (µm) (µm) orrélation (µm)5.03 0.01 3.01 0.01 60



156 Résultats et disussion6.4.2 Paramètres des simulationsLes paramètres des simulations sont donnés dans le tableau 6.2. La plaque est unestruture mine de dimension 45x30x0.02 (m), il y a au total 459 modes dont lesfréquenes sont dans la bande de fréquenes audibles. f1= 26.8 Hz, f460=20011 Hz.C'est-à-dire 15 fois plus que pour la simulation 2D équivalente (30 modes).Le pas de temps est 1e-7 (s) e qui assure la stabilité du shéma d'intégration auxdi�érenes entrées et est inférieur à la durée des hos. Une simulation 3D prend untemps CPU très long (10000 fois plus qu'une simulation 2D). C'est pourquoi, la duréede simulation ne dépasse pas 0.1 s, le pas spatial est de 40 µm e qui est plus grandque pour la simulation 2D, la vitesse de glissement est hoisie de 0.1 à 0.9 m/s. Don lepassage de glissement est de 1 à 9 m. Pour une telle simulation, le temps CPU est 58heures. Table 6.2 � Données du problème glisseur-résonateur 3DMatériau Résonateur GlisseurE ρ η H L B H L B Vitesse
(Pa) (kg/m) (m) (m) (m) (m) (m) (m) (m/s)210e9 7800 0.0006 0.002 0.45 0.30 0.005 0.02 0.02 0.1 → 0.9Table 6.3 � Paramètres de simulation du modèle glisseur-résonateur 3DPas spatial Pas de temps Durée Nombre de Temps CPU f1 f460

(m) (s) (s) mode (h) (Hz) (Hz)40e-6 1e-7 0.1 460 58 26.8 20011Le �hier de résultats du programme de Ra3D ontient la fore de ontat en haquenoeud, la vitesse vibratoire en un noeud �xé et le déplaement de haque noeud. Cesvariables sont enregistrées au ours de la simulation ave une fréquene d'éhantillonnagede 100 kHz. Par la suite, un programme de traitement MRa3D en Matlab permet dedéterminer les hos et leurs spéi�ités à partir des fores de ontat. Sur le tableau 6.4sont présentées les informations quantitatives des hos. Ces derniers sont hoisis d'unemanière aléatoire. Grâe au programme Ra3D, pour haque ho, on peut onnaître sadurée, son instant du début, sa position, sa fore maximale, son énergie transférée.Le temps CPU est le fateur ruial pour la réalisation d'une simulation 3D et ades relations étroites ave les paramètres donnés tels que le nombre de modes, le passpatial, le pas de temps. A�n d'évaluer l'in�uene exate des es paramètres sur letemps CPU, une étude sur la salabilité [72℄ du programme Ra3D est présentée danse paragraphe. Tout d'abord on hoisit une simulation ave vitesse de glissement V etrugosité de surfae Ra �xées omme référene, V=10 m/s et Ra=5 µm. Les paramètresde la simulation de référene sont : pas spatial 40 µm, pas de temps τ=1e-7 (s), nombrede modes 100, fréquene d'éhantillonnage f=100 kHz, durée de simulation T=0.001s. Le temps CPU pour une telle simulation est 459 s. Trois types de salabilité sontinvestigués : salabilité temporelle pour le pas de temps, salabilité spatiale pour le pas



6.4.2 - Paramètres des simulations 157Table 6.4 � Tableau des hos obtenus par le shéma aux di�érenes entrées etl'algorithme de pénalitéN° ho Début Durée Position Fore maximale Énergie transférée(s) (s) (mm) (N) (J)10101 0.8062 4.9e-4 117.83 6.3500 0.8e-610202 0.6747 1.2e-4 117.93 0.0281 -4.0e-810303 0.6748 8.0e-5 117.96 0.0062 -4.8e-810404 0.2250 7.0e-5 118.48 0.0030 7.5e-510505 0.5518 9.8e-4 118.50 0.1580 -0.1e-610606 0.6991 4.4e-4 118.69 0.5450 0.8e-610707 0.5371 3.7e-4 118.71 1.2550 -4.1e-610808 0.1298 7.0e-5 118.73 0.0135 4.6-910909 0.3685 2.4e-4 119.13 0.1920 -0.8e-611010 0.1281 1.9e-4 119.14 0.5800 -4.0e-6spatial, salabilité modale pour le nombre de modes. Pour haque type de l'étude desalabilité, le paramètre onerné est hangé (5 fois pour haque étude) alors que lesautres sont gardés identiques omme dans la simulation de référene.- Le nombre de modes vaut respetivement 10, 50, 100, 200, 300.- Le pas spatial vaut respetivement 5, 10, 50, 100, 500 (µm).- Le pas de temps vaut respetivement 5e-9, 1e-8, 5e-8, 1e-7, 5e-7 (s).La �gure 6.5 représente le temps CPU en fontion du pas spatial hoisi (en haut,de 5 µm à 500 µm) et du nombre de noeuds (en bas, de 1600 noeuds à 1.6e7 noeudspour le glisseur). Ces deux relations ont la même nature de salabilité spatiale, ar endiminuant le pas spatial, on augmente le nombre de noeuds. Par exemple, ave un passpatial deux fois inférieur, le nombre de noeuds est quatre fois plus grand. La relationentre le temps CPU et le nombre de noeuds est t ∼ N0.74
x où Nx est le nombre de noeuds,par exemple ave 4e6 noeuds, le temps CPU est 7500 s, et ave 16e6 noeud, le tempsCPU est 30e4 s.La salabilité temporelle du programme Ra3D est présentée �gure 6.6, le pas detemps est pris de 5e-9 à 5e-7 s (deux ordres de grandeur). A�n de prédire la loi d'évolutiondu temps CPU, ette relation est retraée ave une éhelle du CPU en fontion de

τ dans le repère logarithmique dans laquelle une ligne droite est obtenue t ∼ τ−0.81où x est le pas de temps. On rappelle que l'algorithme de ontat onsiste en deuxétapes : détetion du ontat et alul des fores de ontat. Lorsqu'il n'y a pas deontat, le temps CPU est onsommé seulement par la détetion du ontat, et don ilest simplement inversement proportionnel au pas de temps. En revanhe, dans le as oùun ontat est déteté, il faut aluler la fore et la réation de ontat, puis la foremodale, et sauvegarder la fore de ontat sous forme d'une matrie reuse. C'est-à-direque le temps CPU pris pour un instant où le ontat a lieu est supérieur à elui d'uninstant sans ontat. D'ailleurs, un pas de temps a�né permet de déteter préisémentle ontat, 'est pourquoi la relation entre le temps CPU et le pas de temps hoisi n'estpas simplement linéaire.
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Figure 6.5 � Salabilité spatiale
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Figure 6.6 � Salabilité temporelleLa salabilité modale est illustrée dans la �gure 6.7. Le nombre de modes utilisésest de 10 à 300 modes, et tous les modes ont leur fréquene dans la bande audio de 20Hz à 20 kHz. De manière attendue, on observe une ligne droite qui présente la relationproportionnelle entre le temps CPU et le nombre de modes utilisés t ∼ Nm où Nm estle nombre de modes.Cette étude de salabilité nous permet d'e�etuer le hangement d'éhelle pour lessimulations 3D ave les paramètres réels équivalents à l'expériene. En fait, pour obtenirles ourbes de l'évolution du niveau vibratoire Lv en fontion de la rugosité et de la
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Figure 6.7 � Salabilité modalevitesse de glissement, il nous faut 50 simulations ayant un pas de temps de 1e-7 s,un pas spatial de 4 µm, une fréquene d'éhantillonnage f =100 kHz, une durée desimulation T=1 s et le nombre de modes Nm=460. Une simulation ave es paramètresdemande :
460 ∗ 4.6 ∗ 1000 ∗ 1000.74 = 5.54e7(s) = 736 jours (6.23)de temps CPU sur une mahine équipée un proesseur de 3.14 GHz et 8 Go RAM,et don 736*50 jours de temps CPU au total sans ompter que haque alul doitêtre réalisé plusieurs fois. Cela nous onduit à l'utilisation de méso-entres de alulave lesquels on peut e�etuer du alul parallèle. Plusieurs simulations peuvent êtreréalisées simultanément, par exemple, 60 aluls simultanés sur le alulateur Kepler.Ou le ode lui-même peut être parallélisé : plusieurs proesseurs sont utilisés pour uneseule simulation.Dans le adre de ette thèse, on se limite à des simulations dont le temps CPUne dépasse pas trois jours de aluls (un fateur de 250 par rapport au temps CPUestimé) ar en réalité il n'est pas ertain qu'un seul lanement de alul soit su�santpour fournir de bons résultats. Des di�ultés peuvent ne pas être détetées ave lasimulation 2D et les as test sont souvent apparus. Exemple l'utilisation de l'optionsupplémentaire �mmode=large� pour le ompilateur g lorsque la mémoire néessaireaux données exède les 2 Go (environ 5 Go dans notre as) et les erreurs humaines auours de la programmation. Don, ave trois jours de temps CPU, un pas spatial de 40

µm est hoisi ar le pas de temps doit être su�samment petit pour assurer la stabilitédu shéma d'intégration temporelle, et la diminution de nombre de modes ne baisse passu�samment le temps de alul.6.4.3 Fore de ontat des hosDans ette setion, on présente les résultats des simulations 3D. Le traitement de esrésultats est similaire à elui de la simulation 2D. Tout d'abord, le ho est déterminéà partir de l'évolution de la fore de ontat d'un noeud. Le ho est aratérisé par sadurée, la fore de ontat maximale et l'énergie transférée. Dans l'ensemble, on s'intéresse



160 Résultats et disussionà l'histogramme et à la fontion umulative des probabilités de es aratères et aunombre de hos par seonde.
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(f) V=80 m/sFigure 6.8 � Histogramme et fontion umulative des probabilités de la fore de ontatmaximale de ho pour Ra=5µm et di�érentes vitesses de glissement



6.4.5 - Énergie transférée par ho 161Dans la �gure 6.8 sont illustrés l'histogramme (en haut) et la fontion umulativedes probabilités (en bas) de la valeur maximale de la fore de ontat des hos dansle as où la rugosité de la surfae est de 5 µm et six vitesses de glissement de 0.1 à 0.8
m/s. La fore augmente ave la vitesse par exemple, ave une valeur de CDF égale àprès de 1, les valeurs de la fore maximale orrespondant aux vitesses V=0.2, 0.4, 0.8(m/s) sont respetivement 1.5, 2.0 et 2.5 (N).Ensuite, on alule la fore totale de ontat appliquée à la surfae du résonateur àl'instant n quelonque. Pour aluler ette grandeur, il faut d'abord herher tous lesnoeuds en ontat à l'instant n et puis sommer les fores de ontat appliquées à esnoeuds :

fi,n,total =

Ni∑

l=1

fi,m,l,n.χ
2
i (6.24)où Ni est le nombre de noeud, χi est le pas spatial du pro�l i et fi,m,l,n est la fore deontat par unité de surfae au noeud m, l de la surfae i à l'instant n. Sur la �gure 6.9est illustrée la fore totale de ontat appliquée à la surfae du résonateur.On observe que la fore totale de ontat augmente selon la vitesse de glissement.Et dans le as V=80 m/s, la fore totale de ontat peut atteindre une valeur de 24 Nsoit 160 fois plus que le poids propre du glisseur (0.15 N).6.4.4 Durée des hosPuis, on présente les résultats statistiques sur la durée des hos �gure (6.10). Laplupart des hos ont une durée entre 1e-5 et 1e-4 (s). Lorsque la vitesse est faible,quelques hos durent pourtant plus longtemps (0.2 (ms)) omme dans le as de V=0.1

m/s.La ourbe de CDF nous permet d'observer plus lairement l'évolution de la durée deho ave la vitesse de glissement. Lorsque le CDF atteint près de 1, les valeurs de duréede ho pour trois vitesses de glissement 0.2, 0.4 et 0.8 m/s sont respetivement 0.2,0.16 et 0.13 (ms). La durée de ho a tendane à diminuer lorsque la vitesse augmente.6.4.5 Énergie transférée par hoL'énergie transférée par ho est alulée en fontion de la fore de ontat et de lavitesse vibratoire au point de ontat :
echoc =

∫ τ

0

fi(xi, yi, t)u̇i(xi, yi, t).dx.dy.dt (6.25)où fi(xi, yi, t), u̇i(xi, yi, t) sont respetivement la fore de ontat et la vitesse vibratoireau point de ontat, τ est la durée de ho.L'énergie totale transférée vers le résonateur de l'instant initial à l'instant t est égaleà la somme des énergies élémentaires transférées par tous les hos. L'évolution de ettevariable en fontion du temps est présentée �gure 6.11. Par onvention, on onsidère
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(g) Figure agrandie V=10 m/sFigure 6.9 � Fore totale de ontat ave les surfaes de Ra=5 µm rugosité et di�érentesvitesses de glissementque ette énergie est omptée positive lorsque le transfert s'e�etue du glisseur vers lerésonateur.Dans la �gure 6.12 sont présentés l'histogramme (en haut) et la fontion umulativedes probabilités (en bas) de l'énergie transférée par ho. Cette énergie est aluléeà partir de l'équation (6.25). L'énergie vibratoire du résonateur peut être injetée oudissipée par les hos mais la somme de l'énergie transférée est toujours positive. Enoutre, l'amplitude de l'énergie transférée augmente ave la vitesse de glissement.D'ailleurs, nous nous intéressons à l'évolution de l'énergie transférée moyenne, notée
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(f) V=80 m/sFigure 6.10 � Histogramme et fontion umulative des probabilités de la durée de hopour Ra=5µm et di�érentes vitesses de glissement
ǫ en fontion de la vitesse de glissement. Cette valeur moyenne est obtenue en divisantla somme de l'énergie transférée de tous les hos par le nombre total de hos. Cetteévolution est présentée dans la �gure 6.13a. C'est une loi exponentielle approximée parla relation suivante ǫ ∼ V 1.67Contrairement à l'évolution de l'énergie transférée moyenne, le nombre de hos parseonde η (le nombre de hos par seonde) diminue ave la roissane de la vitesse.Cette onstatation est prouvée par la �gure 6.13b et la relation η ∼ V −0.33
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(f) V=80 m/sFigure 6.11 � Energie totale transférée vers le résonateur.6.4.6 Vitesse vibratoireDans la �gure (6.14) est présentée la vitesse vibratoire au noeud x=0.176 m, y=0.15m sur le résonateur. La vitesse vibratoire atteinte au maximum est de 5 mm/s ave
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(f) V=80 m/sFigure 6.12 � Histogramme et fontion umulative des probabilités de l'énergie transféréedu ho pour Ra=5µm et di�érentes vitesses de glissement
V=0.1 m/s et 35 mm/s ave V=0.9 m/s (Ra=5 µm). On observe bien la roissane del'amplitude de la vitesse vibratoire en fontion de la vitesse de glissement.
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(b)Figure 6.13 � Evolution de l'énergie moyenne (à gauhe) et du nombre de hos parseonde (droite) en fontion de la vitesse de glissement.
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81(b) V=0.9 m/sFigure 6.14 � Vitesse vibratoire au noeud x=0.176 m, y=0.15 m du résonateur ave lavitesse de glissement V=0.1, 0.4, 0.9 (m/s)Table 6.5 � Fréquenes propres du résonateur

f7 f18 f35 f56 f81Fréquene (Hz) 189.04 633.78 1340.8 2189.8 3289.9La densité spetrale de puissane (DSP) est aussi alulée pour l'analyser dans ledomaine fréquentiel [58℄. Sur la �gure, les traits rouges vertiaux représentent les fré-quenes propres du résonateur obtenues par la méthode éléments �nis 6.5. Les pis de



6.4.7 - Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse 167DSP sont très prohes de es traits. L'éart relatif entre les pis de DSP ave les traitsvertiaux (les fréquenes propres du résonateur) relève du ouplage dynamique entre lesdeux solides. Si l'on modélise l'interation entre les deux surfaes en ontat par une ri-gidité de ontat située au niveau des interfaes, ette rigidité agit en tant que ontrainteadditionnelle, e qui provoque une augmentation des fréquenes fondamentales. Si etterigidité est importante, la DSP de la vitesse vibratoire a des pis qui se déalent versdroite des traits vertiaux. Au ontraire, la oïnidene des positions des pis ave ellesdes traits vertiaux montre une faible rigidité de ontat et le déouplage dynamiqueentre les deux solides.6.4.7 Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesseEnsuite, à partir de la vitesse vibratoire de tous les points disrétisés du résonateur,la valeur moyenne quadratique vrms est alulée par :
v2rms =

1

T

1

L1

1

B1

∫ T

0

∫ L1

0

∫ B1

0

v21(x1, t).dx1.dy1.dt (6.26)et puis le niveau vibratoire selon la formule suivante :
Lv = 20 log10

(
vrms

vref

)

. (6.27)où vref est la valeur de référene de vitesse vibratoire vref = 1e− 9 m/s [65℄.
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Figure 6.15 � Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glissement et larugosité de la surfae obtenue par le programme Ra3DSur la �gure 6.16 est présentée l'évolution du niveau vibratoire en fontion de lavitesse de glissement obtenue par la simulation 3D, 2D et l'expériene. La vitesse s'ex-prime par l'éhelle logarithmique. On observe la roissane de Lv par rapport V ave lavaleur de l'exposant n déterminée à partir des ourbes approximatives. La valeur de nobtenus par trois approhes sont la même pourtant. On note une nette amélioration del'amplitude entre la simulation 3D et 2D. La simulation 3D nous permet d'obtenir desvaleurs plus prohes elles expérimentales.
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Figure 6.16 � Évolution du niveau vibratoire en fontion de la vitesse de glissementobtenue par la simulation 3D, 2D et l'expériene6.4.8 Puissane transféréeEn se basant sur les aluls statistiques des hos présentés supra, le proessus detransfert de l'énergie entre les solides est analysé. L'énergie inétique du glisseur esttransformée en énergie vibratoire du résonateur. Cette quantité énergétique est la sommede l'énergie transférée par tous les hos :
E =

Nc∑

i=1

echoc (6.28)où Nc est le nombre de hos. En divisant l'énergie totale transférée par la durée desimulation, la puissane transférée obtenue est :
P =

E

T
(6.29)D'ailleurs, la puissane transférée pour le résonateur est aussi égale au produit dunombre de hos ave l'énergie moyenne transférée par ho :

P = ne (6.30)La simulation direte nous permet de déterminer la loi d'évolution du nombre de hospar seond η ∝ V −0.3, et de l'énergie transférée moyenne e ∝ V 1.7 (�gure 6.13). Don,la loi d'évolution de P en fontion de V est P ∝ V 1.4, à partir de laquelle on déduit laloi d'évolution du niveau vibratoire est Lv ∝ V 0.7 (la valeur de l'exposant est diviséepar deux), ette valeur est en aord ave le résultat observé sur la �gure 6.16. Grâeà ette simulation direte, on peut omprendre plus exhaustivement le méanisme degénération du bruit de rugosité, puis expliquer ses lois d'évolution marosopique.La puissane transférée par unité de surfae est :
p =

P

S
(6.31)



6.4.9 - Commentaire 169où S est l'aire du glisseur. Sur le tableau 6.6 sont montrées les valeurs de p obtenues grâeTable 6.6 � Puissane injetée par unité de surfae obtenue par le programme Ra3DVitesse (m/s) 0.06 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8
p (mW/m2) 77.2 116 433 738 798 1162 1910au programme Ra3D, dans le as Ra = 5µm et ave di�érentes vitesses de glissement.Il est lair que ette variable énergétique augmente selon la vitesse.On se rappelle que dans le hapitre onsaré aux expérienes, la puissane transfé-rée par unité de surfae p est obtenue expérimentalement. Cette valeur est déduite enfontion de la pente des ourbes qui représentent la relation entre le niveau vibratoireet l'aire de ontat. Don, il est intéressant de omparer la valeur de p obtenue par lasimulation 2D, la simulation 3D et l'expériene. Cette omparaison est présentée dansle tableau 6.7. La valeur expérimentale est 27 mW/m2 alors que la valeur obtenue parTable 6.7 � Comparaison des variables énergétiques entre les simulations et l'expérieneAmorti. faible/Glisseur mine ηiω p(s−1) (mW/m2)Simulation 2D 49.68 140Simulation 3D 49.68 77.2Expériene 39 27la simulation 3D est 77.2 mW/m2 'est-à-dire 2,5 fois plus. La valeur obtenue par lasimulation 2D est de 140 mW/m2.6.4.9 CommentaireCe hapitre avait pour objetif d'e�etuer une simulation 3D du problème de la vi-bration induite par un ontat de surfaes rugueuses. Une approhe numérique étendueà partir de elle de la simulation 2D a été développée. La vibration de la plaque estanalysée par la théorie de Love-Kirhho�, ensuite une déomposition modale est utiliséepour réduire l'équation aux dérivées partielles du mouvement au système d'équationsdi�érentielles ordinaires dépendant seulement du temps. Le ontat est déteté en utili-sant l'algorithme noeud-faette, et puis la fore de ontat est alulée par la méthodede pénalité. Le système des équations ordinaires inlut les fores de ontat. Il est résolunumériquement grâe au shéma d'intégration temporelle aux di�érenes entrées.L'aent des résultats a été mis sur la prédition exate de la relation entre Lv et lavitesse de glissement par la simulation 3D, tant l'amplitude et la pente de la ourbe del'évolution sont ohérentes ave elles de la ourbe expérimentale.D'autre part, une étude de salabilité a été menée rigoureusement pour e�etuerle passage d'éhelle. Il nous a fallu utiliser un pas spatial assez grossier 40 µm avelequel l'évolution du niveau vibratoire en fontion de la rugosité obtenue est peu préis.



170 Résultats et disussionPare que, la desription exate de la surfae rugueuse requiert un pas spatial plus petit,environ 4 µm. Pourtant ave un pas spatial 40 µm, le temps CPU a déjà atteint 58 hpour haque simulation.À l'appui des résultats quantitatifs sur les statistiques des hos : durée de hos,fore de ontat, nombre de hos par seonde, on arrive à hi�rer l'énergie transféréeau ours du glissement. La puissane transférée par unité de surfae est ensuite aluléeet omparée entre la simulation 2D, 3D et l'expériene. Cette omparaison nous montrela onordane quantitative entre la miro-approhe (simulation) et la maro-approhe(expériene), il renfore don la théorie de dissipation de la vibration dans le ontatrugueux mentionnée dans le hapitre 2.



Conlusion et perspetives
.Conlusion généraleCette thèse s'insrit dans l'ensemble des travaux e�etués pour étudier le phénomènedu bruit de rugosité qui résulte de multiontat entre aspérités au niveau des interfaessous un faible hargement normal. La motivation du présent travail de thèse a émané dela onstatation du défaut de ompréhension des méanismes de génération des vibrationset de la dissipation de l'énergie à l'interfae. Les prinipaux objetifs étaient de prédirel'évolution du niveau vibratoire en fontion des paramètres marosopiques, d'obtenir lespropriétés statistiques des dynamiques loales (le ho) et de déouvrir le proessus dedissipation de la vibration dans le ontat rugueux. La démarhe utilisée a suivi plusieursétapes : une étude bibliographique, diverses expérienes sur le bruit de rugosité, uneproposition onernant la théorie de dissipation de la vibration, des simulations diretes2D du ontat dynamique et des simulations 3D du ontat entre surfaes rugueuses.L'état de l'art a montré que le bruit de rugosité est un phénomène pluridisiplinaire.Le proessus de génération du bruit de rugosité est onstitué de trois phases : le glis-sement provoque des hos entre les aspérités (tribologie), les vibrations générées auxpoints de ontat se propagent dans le orps solide (dynamique) et la vibration rayonnele bruit dans l'air (aoustique). Le ontenu fréquentiel de l'audible par l'homme est gé-néralement ompris entre 20 Hz et 20 kHz. Expérimentalement, le niveau du bruit derugosité Lp (dB) est une fontion roissante du logarithme de la rugosité des surfaes

Ra et de la vitesse de glissement V :
∆Lp(dB) = 20log10Ra

mV n (6.32)Numériquement, la modélisation du bruit de rugosité néessite la desription détailléedes surfaes rugueuses ar les interfaes présentent des spots de ontat très petitsse renouvelant très rapidement. Les di�ultés majeures résident dans la détetion deontat entre les aspérités et dans le alul de la fore de ontat.Dans le deuxième hapitre, des expérienes simples ave des moreaux de suresomme des expérienes plus pointues ave le tribomètre RA au laboratoire LTDS, ontrelevé un phénomène surprenant du bruit de rugosité. Deux régimes du bruit peuventexister en fontion de l'aire de ontat. Dans le régime linéaire, le bruit est proportionnelà l'aire de ontat. Tandis que dans le seond régime, le bruit ne dépend pas de lasurfae de frottement. Pour expliquer e phénomène, une théorie de la dissipation de171



172 Résultats et disussionl'énergie vibratoire dans l'interfae du vibration est proposée. L'interation entre lesaspérités des surfaes rugueuses transmet l'énergie inétique des glisseurs vers l'énergievibratoire du résonateur. Cette énergie est dissipée soit par l'amortissement interne,soit par l'amortissement dans le ontat. Lorsque l'amortissement interne domine, onobtient le régime proportionnel, en revanhe si l'amortissement interne est très petit parrapport à elui du ontat, le régime onstant se manifeste. La relation lassique entrele bruit de rugosité et la vitesse de glissement est aussi on�rmée sur notre systèmeglisseur-résonateur. Cela nous proure des référenes pour les résultats numériques.Le troisième hapitre est onsaré au développement d'un outil numérique spéi�quepour le problème de vibration induite par le ontat dynamique des surfaes rugueuses.Cet approhe se base sur la théorie des poutres d'Euler-Bernoulli. Seule la vibrationvertiale est onsidérée. Ensuite l'équation générale du mouvement est réduite à uneéquation di�érentielle d'ordre 2 d'une seule variable (le temps) grâe à la méthode dedéomposition modale. Pour résoudre numériquement ette équation di�érentielle, sixshémas d'intégration temporelle sont implémentés. Ces six shémas rendent notre ou-til plus �exible sur le hoix du pas de temps pour assurer les ritères de stabilité, deonsistane et de onvergene. Pour le alul de la fore de ontat, deux algorithmespopulaires sont utilisés : l'algorithme de Lagrange et l'algorithme de pénalité. Cetteapprohe est implémentée dans le programme appelé Ra2D en langage C. Après avoirdéveloppé l'outil numérique, on a réussi à diminuer le temps de alul grâe à l'opti-misation du ode séquentiel, la tehnique multitâhe et l'utilisation de méso-entres dealul.Les validations de l'approhe hoisie et les résultats numériques des simulations d'unsystème à deux dimensions sont présentés dans le hapitre 3. En omparant ave la for-mule théorique du problème d'une masse mobile sur une poutre, la partie dynamique del'approhe est validée. De plus, on a montré l'e�et de di�érentes tehniques d'interpola-tion des surfaes sur la fore de ontat obtenue. Plus l'ordre des fontions d'interpola-tion est élevé, moins la fore de ontat �utue. Le deuxième as test est la omparaisonave la méthode des éléments �nis (FEM), les avantages et les inonvénients de haquealgorithme de ontat sont établis. En hoisissant un oe�ient de pénalité onvenableet un nombre de modes su�samment grand, la méthode de pénalité peut fournir desrésultats prohes de eux obtenus par l'algorithme de Lagrange et par FEM. Surtout,le programme Ra2D est presque 10 fois plus rapide que la méthode des éléments �nis.Après avoir validé l'outil numérique, les simulations 2D ave les pro�ls de mêmes dimen-sions que dans l'expériene sont réalisées. De nombreux résultats sont obtenus, ils sontlassés dans deux groupes : la réponse vibratoire du résonateur et l'analyse statistiquedes hos entre deux surfaes.Le dernier intérêt de ette thèse est l'extension de l'approhe à la simulation 3D. Lathéorie de la vibration d'une plaque mine est utilisée. Contrairement à l'utilisation desformules analytiques dans la simulation 2D, les modes propres de vibration du résonateurappuyés aux extrémités sont déterminés en utilisant le logiiel des éléments �nis Abaqus.La partie demandant le plus de temps de alul est la détetion des ontats. Dans ettethèse, on a hoisi un pas spatial de 40 µm a�n de réaliser les simulations 3D ave un tempsCPU raisonnable. Les démarhes de traitement des résultats sont similaires à elles dessimulations 2D. Une omparaison entre l'évolution du niveau vibratoire en fontion dela vitesse obtenue par la simulation 2D, la simulation 3D et l'expériene est réalisée. Une



6.4.9 - Commentaire 173amélioration est observée ave la simulation 3D. Cette dernière est apable de fournirnon seulement la pente des ourbes du niveau vibratoire mais également une amplitudetrès prohe de elles obtenues par les expérienes. De plus, ave la simulation 3D, lealul quantitatif de la puissane transférée par unité de surfae donne des résultats demême ordre de grandeur qu'à l'expériene e qui n'est pas le as ave la simulation 2D.
Originalité des résultatsCe travail de thèse a permis d'étudier le ontat dynamique de surfaes rugueuses àdeux éhelles : éhelle marosopique (vibration du résonateur) et éhelle loale (statis-tique des hos).L'approhe numérique nous permet désormais de prédire préisément et rapidementle bruit de rugosité généré lors du ontat glissant entre deux surfaes rugueuses. Leniveau vibratoire Lv (dB) est une fontion linéaire et roissante du logarithme de larugosité de surfae et de la vitesse de glissement.L'aès à des dynamiques loales est aussi possible. Le ho est déterminé à partirde l'évolution de la fore de ontat en fontion du temps. Il est aratérisé par troispropriétés : durée du ho, fore maximale de ontat et énergie transférée. Sur l'en-semble des hos, les propriétés à onnaître sont le nombre de hos par seonde et lepourentage du temps de ontat.L'aroissement de la vitesse de glissement ou de la rugosité de surfae entraîne uneaugmentation de la fore de ontat, de l'énergie transférée par le ho, mais aussi unedéroissane de la durée des hos, du nombre de hos par seonde et du pourentagedu temps de ontat.
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Figure 6.17 � Transformation de l'énergie dans les bandes de fréquenesLe bilan d'énergie du problème du bruit de rugosité s'établit en deux étapes. Lerésonateur est onsidéré omme un réservoir d'énergie. D'une part, l'énergie est fourniepar miro-hos entre les aspérités ave la surfae antagoniste, ela est onsidéré ommeétant le transfert de l'énergie inétique du glisseur à basses fréquenes à l'énergie vibra-toire du résonateur dans la bande de fréquene de l'audible. D'autre part, l'énergie duréservoir est dissipée par l'amortissement interne des matériaux et l'amortissement deontat. Cette dissipation se produit dans la gamme de hautes fréquenes (GHz).



174 Résultats et disussionPerspetivesMême si les objetifs prinipaux ont été atteints, quelques problèmes demandent undéveloppement plus approfondi.Sur le plan numérique, il est néessaire de paralléliser le programme RA3D et detravailler ave des superalulateurs plus puissants a�n de réaliser les simulations aveun pas spatial plus �n (4 µm). Si un tel pas spatial est utilisé, la surfae est mieux dériteet l'évolution du niveau vibratoire en fontion de la rugosité de surfae est orretementsimulée.Le hamp d'appliation de notre approhe peut être élargi à d'autres types de géo-métrie : sphère/plan, sphère/sphère, ylindre/plan. Les modes propres des solides sontobtenus grâe au logiiel des éléments �nis Abaqus. La démarhe de alul est similaireà elle de RA3D : établir les équations du mouvement, utiliser la méthode de déompo-sition modale, déteter les points de pénétration et aluler la fore de ontat.Sur le plan expérimental, il est indispensable d'avoir des expérienes qui permettentde valider les résultats statistiques numériques. Bien que la onfrontation de haqueho soit impossible, les variables sur l'ensemble des hos omme le nombre de hospar seonde, la pourentage du temps de ontat, ou la fore totale de ontat sontpotentiellement mesurables.



Annexes
Abaqus*HEADINGsixChos***PREPRINT,MODEL=NO,HISTORY=NO,ECHO=NO*****INCLUDE, INPUT=MODEL_sixChos_L01.inp******************************************************************************* node set and element set de�nitions******************************************************************************************** NODE SET ******************** NODE TOP ********** NODE BOUNDARY ******NSET,NSET=LEFT_TOP1,22,23,44*NSET,NSET=RIGHT_TOP11,12,33,34*NSET,NSET=LEFT_BOT45,86,87,128*NSET,NSET=RIGHT_BOT65,66,107,108******* NODE OUT ******NSET,NSET=NODE_OUT3******************************************************************************************** SIMULATION ********************************************************************************************material de�nitions***MATERIAL,NAME=STEEL*DENSITY2000.0 175



176 Résultats et disussion*ELASTIC50.0E9, 0.3*DAMPING, ALPHA=0., BETA=0.00****setions***SOLID SECTION, ELSET=ELEM_ALL, MATERIAL=STEEL****boundary onditions***BOUNDARYLEFT_TOP,2,2LEFT_BOT,1,2RIGHT_TOP,2,2RIGHT_BOT,1,2****surfae interation***SURFACE INTERACTION, NAME=INTPROP-1***CONTACT DAMPING, DEFINITION=DAMPING COEFFICIENT**0.0***SURFACE BEHAVIOR**1e10*SURFACE BEHAVIOR, PRESSURE-OVERCLOSURE=LINEAR1e12***INITIAL CONDITIONS , TYPE=VELOCITYNODE_ALL_TOP, 1, 10.***************************************************************************** STEP DYNAMIC CONTACT GENERAL *******************************************************************************************STEP*DYNAMIC, EXPLICIT, DIRECT USER CONTROL2e-9, 0.001***CONTACT PAIR, CPSET=new, INTERACTION=INTPROP-1,MECHANICALCONSTRAINT=PENALTYSURFACE_TOP,SURFACE_BOT***OUTPUT,HISTORY,TIME INTERVAL=0.25e-8*NODE OUTPUT, NSET=NODE_OUTU,V,A*CONTACT OUTPUT, NSET=NODE_OUTBONDSTAT, BONDLOAD*OUTPUT,FIELD,NUMBER INTERVAL=4000*CONTACT OUTPUT, Variable=ALL*END STEP***************************************************************************



6.4.9 - Commentaire 177******************************************************************************DYNAMIC, EXPLICIT, DIRECT USER CONTROL**1e-8, 0.001***DYNAMIC, EXPLICIT**, 0.1***DLOAD**ELEM_TOP, GRAV, 7800., 0., -1.***INCREMENTATION OUTPUT**DT
Relation de rugosité sur le spetre de fréquene du bruitde rugositéDans ette setion, on s'intéresse à l'e�et de la rugosité sur le spetre du bruitsurvenant lorsque deux surfaes sèhes et rugueuses sont frottées les unes ontre lesautres ave une faible pression normale .ExpérieneLe prinipe de l'expériene est le suivant. Deux éprouvettes plates ayant les surfaesrugueuses sont frottées l'un ontre l'autre dans une diretion transversale omme illustrésur la �gure 18. Pendant le glissement, un bruit de rugosité est produit et enregistréave un mirophone. L'expériene est réalisée dans une hambre anéhoïque pour éviterl'in�uene des bruits extérieurs.Deux ampagnes d'essais ave deux éprouvettes de matériaux et dimensions di�é-rentes sont réalisées. Dans la première ampagne, on utilise des éprouvettes en aierparallélépipédique ayant la longueur de 100 mm, la largeur 18 mm et l'épaisseur de 4mm. Leurs aratéristiques sont le module d'Young 210 GPa, oe�ient de Poisson 0.3,densité 7800 kg/m3, la limite d'élastiité 235 MPa.Les éprouvettes utilisées dans la deuxième ampagne sont en aluminium ave lesdimensions de 120×20×8 mm. Leurs aratéristiques sont le module d'Young 69 GPa,oe�ient de Poisson 0.34, densité ρ 2700 kg/m3.Sample Ra (µm) Rsk Rku Rsm (µm)ED01 1.09 -0.06 2.8 122ED02 1.66 -0.3 3.4 197ED05 6.09 0.15 2.8 234ED10 13.24 0.52 2.6 357Table 8 � Roughness parameters of samples.
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Figure 18 � Expériene sur le spetre de fréquene du bruit de rugosité
Sample Ra (µm) Rsk Rku Rsm (µm)ED01 1.0 -0.5 3.4 116ED04 4.1 -0.04 2.7 205ED10 9.6 -0.02 2.6 350ED20 22.4 0.23 2.6 683Table 9 � Roughness parameters of samples.

Les surfaes des éprouvettes sont usinées par déharge életrique (EDM) ave desintensités di�érentes pour produire une rugosité variable.La pression aoustique est enregistrée ave un mirophone Bruel&Kjaer de type 4189dont la sensibilité est de 50 mV/ Pa et la bande passante de fréquene est 6 Hz - 20 kHz.Le signal est aquis par un osillosope numérique ave le gain de 1 V/Pa pour toutesles mesures. La fréquene d'éhantillonnage est de 40 kHz et le temps d'aquisition estd'environ 2 s pour haque test.Les tests ont été réalisées en atmosphère ambiante (humidité relative 70 % et tem-pérature de 25 °C). Les éhantillons sont soigneusement nettoyés et dégraissés avel'aétone et le �ux d'azote. Chaque essai de frottement est répété inq fois. La fore ap-pliquée orrespond approximativement au poids réel de l'éhantillon entraîné. La vitessede glissement est d'environ 10 m/s.Le spetre de fréquene d'un éhantillon isolé est déterminé à partir d'un test d'im-pat entre une bille ave un éhantillon (�gure 19). La bille en aier, ayant le rayon r=12 mm vient en impat ave l'éprouvette appuyée aux deux extrémités, le bruit généréest ensuite enregistré par un mirophone. La durée du bruit est très ourte. Et puis, one�etue une transformation de Fourrier (FFT) pour obtenir le spetre du bruit d'im-pat. Les pis dans le spetre sont prohes des fréquenes naturelles de vibration del'éprouvette.
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Figure 19 � Expériene de l'impat d'une bille ave un éhantillonRésultatLes résultats de mesure de la première ampagne (éprouvette en aier) sont présentéssur la �gure 20. Dans ette �gure, la ligne noire représente le spetre de fréquene del'éprouvette isolée obtenue par l'essai d'impat. Les positions des pis des fréquenespropres sont marquées par les lignes pointillées, la forme de es modes propres sontaussi montrées en bas de la �gure. Les lignes en ouleurs vert, violet, bleu et rougereprésentent respetivement le spetre du bruit généré par les surfaes de rugosité 1, 2,5 et 10 µm.Les résultats mesurés ave les éprouvettes en aluminium (Ra=1,4,10 et 20 µm) sontprésentés d'une manière similaire sur la �gure 21.Les résultats montrent que la densité spetrale de puissane du bruit est prinipale-ment ontr�lée par les fréquenes propres de l'éprouvette isolée. Mais un faible déalagedes pis vers droite est observé, et e déalage est plus important pour les modes élevés.D'autre part, plus la rugosité est faible, plus le déalage est important.Table 10 � Tableau des fréquenes propres de l'éhantillonMode 1 2 3 4 5 6Fréquene (Hz) 2070 5625 6367 8555 10900 12890Table 11 � Tableau des fréquenes propres de l'éhantillonMode 1 2 3 4 5Fréquene (Hz) 2578 7070 7344 13400 14770Pourtant les pis orrespondant aux modes de vibration non �exibles (dans le plande la surfae ) ne sont pas déalés.ExpliationPour omprendre le déalage des pis dans le spetre de fréquene, nous onsidéronsque l'interation dynamique peut être modélisée omme une raideur de ontat loaliséedans le entre des éhantillons omme le montre la �gure 22.Les fréquenes propres de l'éhantillon en ontat sont notées ω∗, tandis que la fré-quene propre de l'éhantillon libre est notée ω. La valeur de ω∗ devrait être légèrement
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Figure 20 � Spetre de fréquene du bruit de rugosité obtenu ave les éprouvettes en aiersupérieure à ω. Le prinipe de la méthode de Rayleigh-Ritz suppose que des énergiesélastiques et inétique sont égales. Pour la vibration libre ω, ette égalité s'érit par :
D

∫ L

0

ψ′′2(x)dx = mω2

∫ L

0

ψ2(x)dx. (33)où D = Eh3/12(1− ν2)E est la rigidité en �exion de la poutre, E le module de Young,
h l'épaisseur, ν le oe�ient de Poisson, m la masse linéique, L et la longueur de lapoutre. La fontion du mode propre est notée ψ(x)Pour trouver ω∗, il faut modi�er l'équation (33) en ajoutant un terme de l'éner-gie élastique du ressort. Dans la �gure 22, on présente le système modi�é des deuxéhantillons ave le ressort au entre. L'énergie élastique stokée dans le ressort est
1/2× kexp(ψ(L/2) + ψ(L/2))2 et l'équation ( 33). devient :

D

∫ L

0

ψ′′2(x)dx+ 2kexpψ
2(L/2) = mω′2

∫ L

0

ψ2(x)dx, (34)où kexp est la raideur de ontat. Dans l'équation (34), on a approximé que la forme demode ψ(x) n'est pas a�etée par le ontat.Don, la présene de ette raideur supplémentaire agit omme une ondition auxlimites qui entraîne une augmentation de la fréquene propre.En outre, pour les modes de vibration dans le plan de la surfae, au entre de lapièe de vibration, il n'y pas de déplaement dans la diretion normale. Ils ne sont don
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Figure 21 � Spetre de fréquene du bruit de rugosité obtenue ave les éprouvettes enaluminiumpas a�etés par l'appliation d'une rigidité supplémentaire (raideur de ontat) 'estpourquoi es fréquenes propres ne dépendent pas des onditions de ontat.Equation d'Euler-BernoulliPour dérire la vibration d'une poutre, le modèle d'Euler-Bernoulli est largementutilisé pour la ommodité de sa forme mathématique. Ave e modèle, on aepte leshypothèses suivantes :- Géométrie des poutres : l'élanement est grand L�h. (Longueur supérieure à 20 fois laplus grande dimension transversale)- Hypothèse de Barré de Saint-Venant : les résultats ne s'appliquent valablement qu'àune distane su�samment éloignée de la zone d'appliation des fores extérieures (deuxà trois fois la largeur de la setion normale).- Hypothèse de Bernoulli : les setions planes, normales aux �bres avant déformationdemeurent normales aux �bres après déformation.- Poutre de type d'Euler-Bernoulli : l'inertie en rotation et la déformation en isaillementsont négligées.- Les matériaux utilisés sont homogènes, isotropes et élastiques. La loi de Hooke estutilisée pour la relation ontrainte-déformation.- Hypothèse de Barré de Saint-Venant : les résultats ne s'appliquent valablement qu'àune distane su�samment éloignée de la zone d'appliation des fores extérieures (deux
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Figure 22 � Modèle de la raideur de ontatà trois fois la largeur de la setion normale).Considérons un élément in�nitésimal dx d'une poutre vibrante. On désigne u(x,t) ommeétant le déplaement au point d'absisse x à l'instant t, Q est l'e�ort tranhant, M est lemoment �éhissant, f(x, t) est la fore extérieure, ρ est la densité de la masse volumiquede matériau et m, la masse linéïque. D'après la théorie de résistane des matériaux, le

Figure 23 � Eléments de poutre en �exionmoment �éhissant et l'e�ort tranhant sont alulés par
M = EI∂2u

∂x2
(35)

Q =
dMdx = EI∂3u

∂x3
(36)Par le théorème général de la dynamique, on obtient :

(ρ.A.δx)
∂2u

∂t2
= f(x, t).δx+Q−

(

Q +
∂Q

∂x

) (37)Puis en introduisant l'équation (36) dans l'équation (37) et en e�etuant des simpli�a-tions, on obtient l'équation d'Euler-Bernoulli qui dérit la vibration de la poutre :
EI

∂4u

∂x4
+ ρA

∂2u

∂t2
= f(x, t) (38)

D.∆2u+mü = f(x, t) (39)



6.4.9 - Commentaire 183Bilan d'énergieL'énergie inétique de la poutre est :
K =

1

2

∫

L

m

(
∂u

∂t

)2 dV (40)L'énergie de déformation élastique de la poutre est :
U =

1

2

∫

L

σ : δǫdV =
1

2

∫

L

M(
∂2u

∂x2
)2dV =

1

2

∫

L

EI

(
∂2u

∂x2

)2

dV (41)L'énergie potentielle oassionnée par les fores extérieures est :
V =

1

2

∫

L

fδudx (42)En utilisant le prinipe d'Hamilton (aussi appelé prinipe de l'énergie potentielle om-plémentaire ou prinipe de stationnarité), on arrive à l'expression de la vibration de lapoutre d'Euler-Bernoulli omme suit :
δ

∫ t2

t1

[K − (U + V )]dt = 0 (43)Annexe 2L'énergie totale de la poutre Euler-Bernoulli est la somme de l'énergie potentielle etde l'énergie inétique. A partir de l'équation du mouvement des poutres en �exion, onmultiplie les deux membres par la vitesse vibratoire :
Di∆

2ui +mi
∂2ui
∂t2

= f(t, x) (44)
müu̇+Du(4)u̇ = fu̇ (45)

∂

∂t

(
1

2
mu̇2 +

1

2
D (u′′)

2

)

+
∂

∂x

(
Du(3)u̇−Du(2)u̇′

)
= fu̇ (46)Dans le as des poutres appuyées, les onditions aux limites satisfont toujours :

∂2u

∂x2
δ

(
∂u

∂x

)∣
∣
∣
∣

L

0

= 0 et ∂3u

∂x3
δu∣∣∣∣
∣

L

0

= 0 (47)
∫ L

0

∂

∂x

(Du(3)u̇− Du(2)u̇′
) dx = 0 (48)En posant w = 1

2
mu̇2 + 1

2
D (u′′)2 et pe sont respetivement l'intensité de l'énergie totalede la poutre et l'intensité de puissane de fore extérieure, on a :

∂w

∂t
= pc − pg (49)

∫ L

0

wdx =

∫ T

0

∫ L

0

(pc − pg0) dxdt (50)La variation de l'énergie totale du système est égale à la puissane injetée par le ontatet la gravité. La puissane dans la vibration transversale de la poutre est transférée parla fore de isaillement et le moment.
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RÉSUMÉLe bruit de frottement de deux surfaes rugueuses est dû à la vibration vertialeengendrée par les impats inter-aspérités de deux solides glissants. Il relève de la phy-sique des interfaes multiontat dont les propriétés sont enore largement méonnues.L'objet de ette thèse est de omprendre les méanismes de transfert d'énergie et degénération des vibrations à l'oeuvre à l'interfae entre deux surfaes rugueuses en glis-sement relatif. Ces interfaes présentent des spots de ontat qui se renouvellent trèsrapidement mais dont la physique statistique reste à déouvrir. Un outil numérique estspéialement développé pour étudier e�aement e phénomène aux éhelles miroso-pique et marosopique. Les simulations sont e�etuées à l'aide de entres de alulhaute performane à Lyon. Elles ont mené aux onlusions suivantes. Le niveau de lavibration Lv (dB) est une fontion roissante du logarithme de la rugosité de surfae Raet de la vitesse de glissement V , e qui est en aord ave les résultats expérimentauxissus de la littérature. De plus, grâe à et outil numérique, on a pu analyser préisémentles hos entre surfaes dé�nis à partir de l'évolution temporelle de la fore de ontat.Leur durée est de l'ordre de 0.1 ms, la fore maximale de ontat peut atteindre 100fois le poids propre du solide glissant, et le nombre de hos est de l'ordre de 10000par seonde pour une surfae de l'ordre de 4 m2. Les hos sont don des exitationstransitoires brèves mais nombreuses et intenses. Ces hos se omportent omme lessoures d'énergie vibratoire qui sont responsables d'un transfert d'énergie à l'interfae.C'est en e�et la transformation de l'énergie inétique du mouvement solide glissant enénergie vibratoire qui est responsable du bruit de frottement.Mot-lés : Rugosité, Méanique de ontat, Bruit de frottement, Analyse numé-rique.ABSTRACTThe frition noise between two rough surfaes is aused by the vertial vibrationgenerated by inter-asperity impats of sliding solids. This phenomenon involves thephysis of multiontat interfaes, a �eld whih is largely unknown. The purpose ofthis thesis is to understand the mehanisms of noise generation and the energy transferproess between two rough surfaes in sliding ontat. The ontat spots in the interfaeare rapidly renewed during the movement in a random fashion but their statistialproperties remain to be disovered. A numerial tool is developed in order to e�ientlystudy this phenomenon at both marosopi and mirosopi sales. The simulatiosnare arried out thanks to the high performane omputing entre in Lyon. This studyleads to the following onlusions. The vibration level Lv (dB) is an inreasing logarithmfuntion of surfae roughness Ra and sliding veloity V . This statement is onsistentwith experimental results available in the literature. Moreover, we an analyze preiselythe asperity shoks whih are de�ned from the time evolution of the ontat fore.The shok duration is of the order of 0.1 ms, the maximal ontat fore an reah to100 times the weight of sliding solid, and the shok rate is of the order of 10000 for asurfae of 4 m2. The asperity shoks are transient exitations, brief but abundant andintensive. These shoks behave like vibrational energy soures and are responsible of theenergy transfer in the interfae. This is the transformation proess of kineti energy tovibrational energy whih is responsible of frition noises.Keywords : Roughness, Contat mehanis, Frition noise, Numeri analysis.
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