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Introduction

Cette these se situe dans le domaine de la physique mathématique. L’histoire des
sciences lie irrémédiablement le développement de ces deux branches de la connais-
sance dans leurs efforts conjoints pour comprendre le monde qui nous entoure. Phy-
sique et mathématiques se sont en effet développées en interaction constante dans un
processus de fertilisation croisée extrémement fructueux. Un des exemples paradig-
matique est certainement celui de la modélisation du mouvement des corps célestes
meélant les premiers pas du calcul différentiel avec I’émergence des lois fondamentales
de la dynamique Newtonienne et ’élucidation des lois de Kepler [7]. Si le cas du
probléme & deux corps en interaction avec un potentiel central en 1/r admet une
résolution exacte, il n’en va pas de méme au dela, rendant la prévision de I’évolution
a long terme d’un systeme de N corps en interaction gravitationnelle un probleme
ardu. Il est ainsi devenu assez vite clair que la majorité des problemes dynamiques
ne se préetent pas a une solution explicite et exacte, et que ceux qui sont solubles
sont exception. Mais dans le méme temps, I'existence de tels systemes solubles (ou
intégrables) a permis d’éclairer le comportement de systémes plus généraux des lors
que ceux-ci peuvent étre considérés, tout au moins dans une certaine approximation,
comme des perturbations de systeémes intégrables.

Le besoin et la nécessité d’identifier et de construire de tels systemes intégrables et de
développer des méthodes pour leur résolution explicite a impulsé des développements
importants de cette branche de la physique et des mathématiques au 19eme siecle,
et a donné le jour a une théorie de grande portée : la mécanique analytique et ses
diverses formulations dans les travaux de Lagrange, Liouville, Jacobi et Hamilton
(129, 96, 139, 85]. La notion de résolution exacte et de systéme intégrable y a trouvé
une définition précise et fructueuse, liant une telle propriété a I'existence de symétries
et de quantités conservées associées, a la notion de variables action-angle et a celle
de séparation des variables de Hamilton-Jacobi [17]. Ainsi, un des premiers forma-
lismes permettant I’étude rigoureuse des systemes intégrables classiques a été posé
dans les travaux de Jacobi [96] et Liouville [139] en mécanique analytique. Dans ce
cadre, un systeme est dit intégrable des lors que 1'on peut construire a partir des va-
riables initiales un ensemble de variables dites action-angle, via une transformation
canonique. Ces variables sont définies de telle facon que leur équation d’évolution est
linéaire. Cela permet de déterminer simplement les valeurs prises par ces variables au
cours du temps, puis d’en déduire, a I’aide d’une transformation inverse, I’évolution
des variables initiales. Une telle résolution par quadrature définit I'intégrabilité d’un
systéme au sens de Liouville [17, 7]. En particulier, la moitié des variables action-
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angle (les variables action) correspondent & des quantités conservées, et sont donc
reliées aux symétries du systéeme via le théoreme de Noether [158].

La fin du 19eéme siecle a également vu la découverte de théories continues possédant
des propriétés proches de celles des systemes intégrables de mécanique. C’est par
exemple le cas des équations Korteweg-de Vries décrivant 1’évolution des ondes de
surface en eau peu profonde et qui admettent des solutions exactes de type ondes
solitaires (ou < solitons ») [124]. Celles-ci se propagent a vitesse constante et sans
changement de forme, et ce méme lorsque deux ondes de ce type entrent en colli-
sion. La présence cachée de quantités conservées, en quelque sorte garantissant la
persistance de la forme des solitons, ne faisait aucun doute, méme si leur construc-
tion générale resta longtemps hors de portée. En effet dans ce cas, 'existence de
quantités invariantes par la dynamique ne résulte pas de l'existence de symétries
géométriques simples (comme la symétrie par rotation dans le cas d’un potentiel
central) mais de symétries dynamiques, c’est a dire dues a la forme de l'interac-
tion, et dont un prototype célebre est le vecteur de Runge-Lenz dans le probleme
de Kepler [168, 134]. Il faudra attendre les idées originales de Lax [130], adaptées
au cas continu par Zakharov et Shabat [213, 214, 215], pour obtenir un schéma
algébrique simple permettant de décrire des systemes dynamiques admettant par
construction des quantités conservées, premier pas vers leur résolution exacte et leur
intégrabilité. L’idée générale est de définir une paire de matrices de taille N x N, L
et M, appelée paire de Lax [130], toutes deux fonctions des variables dynamiques
d’un certain systeme de telle maniere que les équations du mouvement de ce systeme
soient équivalentes a I’équation d’évolution iso-spectrale suivante pour la matrice L :

dL

T [M, L] (1)
Il en résulte immédiatement que les fonctions symétriques des invariants spectraux
de la matrice L, générés par les traces des puissances de la matrice L, sont des
quantités conservées par la dynamique. La généralisation de ce schéma aux théories
continues ou les variables dynamiques du systémes notées symboliquement o(x,1)
sont des fonctions de deux variables d’espace x et de temps ¢ est donnée par une
condition de courbure nulle pour la paire de Lax L(p) et M(p), qui généralise (1) :

[L-0,, M-8,]=0 2)

de telle sorte que cette condition soit équivalente aux équations (en général non-
linéaire) du mouvement pour le champs . Cette condition assure que le systeme
linéaire associé,

0,0 = L (3)
0,0 = MU (4)

admet une solution W(x,t) qui permet la construction de quantités conservées par la
dynamique. Avec la mise au point de la méthode de la diffusion inverse classique par
Gardner, Greene, Kruskal et Miura [73], évoquée plus loin, ce schéma de construc-
tion des modeles intégrables via les paires de Lax acquiert également une méthode
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de résolution systématique (en particulier pour les solutions de type solitons).

La question suivante, naturelle du point de vue de I'intégrabilité, concerne la construc-
tion des variables de type action-angle a partir de la donnée d’une paire de Lax dans
le cas d’un systeme possédant un nombre fini de degrés de liberté. Les invariants
spectraux de la matrice L, qui sont des quantités conservées par la dynamique des
lors que I'équation de Lax est équivalente aux équations du mouvement, peuvent
jouer le role de variables action. Une fois ces dernieres obtenues, les variables angles
peuvent alors étre construites a 1'aide de la résolution par quadrature [17], c’est-
a-dire a l'aide d’une fonction génératrice dont certaines dérivées partielles donnent
les variables angle. Toutefois, pour pouvoir étre pleinement qualifiées de variables
action-angle, ces objets doivent étre en nombre suffisant, et vérifier des relations de
commutation canoniques au sens de Poisson. La vérification de ce dernier point de-
mande de pouvoir calculer les crochets de Poisson des éléments de la matrice L. A
ce titre, il est possible, dans certains cas, d’écrire le crochet de Poisson de tous les
¢éléments de la matrice L sous une forme compacte, faisant intervenir une matrice r.
Cette matrice r peut étre écrite en général a 1’aide des variables du systeme (on parle
alors de matrice r dynamique). Lorsque cette matrice r est constante (ne dépend pas
des variables dynamiques), elle obéit, pour que le crochet de Poisson des matrices L
satisfasse la relation de Jacobi, a une équation bien particuliere nommeée équation de
Yang-Baxter [17, 69]. Pour finir, notons que ’étude de ces paires de Lax peut étre
réalisée de maniere systématique, elles peuvent en particulier étre obtenues par la
construction de Zakharov-Shabat qui se base sur I’étude des poles de ces matrices,
pour ensuite donner naissance a un systeme intégrable [214, 215]. Cette construction
permet une approche systématique du probleme, basée sur I'étude des algebres de
Lie sous-jacentes [42, 43].

Dans le méme temps, 1’étude des théories des champs classiques intégrables a connu
un progres considérable avec ’émergence de la méthode de la diffusion inverse clas-
sique, mise au point par Gardner, Greene, Kruskal et Miura [73]. Cette méthode a
d’abord été construite pour la résolution de 1'équation de Korteweg-de Vries [124].
Cette équation de théorie des champs a d’abord été obtenue en hydrodynamique,
décrivant 1’évolution d’ondes de surface en milieu peu profond, mais elle a ensuite
été reliée a d’autres domaines physiques, comme I’étude d’ondes acoustiques dans cer-
tains cristaux [210]. Pour cette équation, des simulations numériques avaient indiqué
I'existence de solutions de type soliton [211], existence prouvée un peu plus tard par
Lax (voir [73]). La méthode de la diffusion inverse classique est basée sur I’équivalence
entre I’équation d’évolution du champ et une condition de courbure nulle faisant in-
tervenir deux matrices, analogues aux matrices de Lax L et M évoquées plus haut,
dont les éléments sont des quantités dynamiques ainsi qu'un parametre complexe,
nommé parametre spectral. Cette équivalence donne lieu a un probleme différentiel
auxiliaire (1.21) dont les solutions, dites solutions de Jost, sont caractérisées a 'aide
de deux fonctions du parametre spectral. Ces deux fonctions (les données de diffu-
sion) satisfont une équation d’évolution tres simple, ce qui est & mettre en parallele
avec les relations d’évolution des variables action-angle dans le cas d’'un nombre fini



de degré de libertés. Il est alors possible de résoudre le probleme inverse, ¢’est-a-dire
de reconstruire les champs initiaux a partir de ces données de diffusion, a I’aide de
résultats obtenus par Gel'fand, Levitan et Marchenko [75, 145]. Cette méthode de
résolution a ensuite été généralisée a d’autres types de théories des champs, notam-
ment 1’équation de sine-Gordon classique [1] et I’équation de Schrédinger non-linéaire
213].

Dans le domaine des systemes intégrables, une autre catégorie de modeles ayant
joué un role important est celle des modeles statistiques classiques ou quantiques sur
réseau, motivé par I’étude de problemes de physique statistique tels que la transition
ferromagnétique-paramagnétique du fer. Ici, 'un des premiers problemes ayant été
résolus de maniere exacte, il y a plus de 80 ans, est le modele de Lenz-Ising [54]. Ce
modele est plus connu sous le nom de modele d’Ising, bien qu’il ait été proposé par
Lenz [133] avant d’étre résolu par Ising dans le cas unidimensionne [92]. L’absence
de transition de phase dans ce cas précis (une telle transition existe en effet pour
des dimensions supérieures, bien qu’lsing ait a I’époque conjecturé le contraire) a
poussé les physiciens a se tourner vers des modeles plus complexes. Le modele de
Lenz-Ising fut alors, étant donné la supposée absence de transition de phase pour
toute dimension, mis de coté. Dans ce cadre, un modele quantique fut alors proposé
par Heisenberg [87]. Il s’agit d’une chaine de spins interagissant entre plus proches
voisins de maniere isotrope. Ce modele est connu aujourd’hui sous le nom de chaine
de Heisenberg XXX. Le spectre de ce modele a été obtenu par Bethe en 1931 [50],
a I'aide d’une méthode qui porte son nom, I'ansatz de Bethe. Puis, dans les années
40, Onsager [161] et Kaufman [112] déterminent la fonction de partition du modele
d’Ising bidimensionnel, ainsi que des exposants critiques. Cette détermination fait
intervenir des algebres particulieres, respectivement les algebres d’Onsager et de Clif-
ford. Dans ce méme modele, la magnétisation a été calculée, toujours par Onsager et
Kaufman, a I'aide d’un résultat donnant le comportement d’'un déterminant d’une
matrice de Toeplitz quand la taille de cette derniere tend vers U'infini [114, 113]. La
formule de la magnétisation spontanée de ce modele a été obtenue par Yang en 1952
[206]. A la fin des années 50, Orbach [163] et Walker [203] montrent que 'ansatz
de Bethe coordonnée, utilisée pour la chaine de Heisenberg XXX, peut également
s’appliquer a d’autres modeles, dont une variante de cette chaine qui introduit une
anisotropie dans la direction Z entre les différentes composantes du spin, la chaine
de Heisenberg XXZ. Citons ensuite le calcul, par Yang et Yang [208|, de ’énergie
de 'état fondamental de cette chaine, reliée au modele 6-vertex [209, 192]. Ce calcul
utilise une généralisation de I’ansatz de Bethe utilisée pour la chaine XXX homogene,
I’application de cette ansatz n’étant possible que grace a ’existence d’une propriété
de conservation dite « conservation des fleches »[138, 74].

L’étude des modeles sur réseau a connu d’importants progres avec les travaux de
Baxter. En particulier, son étude des modeles 6-vertex et 8-vertex a donné lieu a une
nouvelle approche permettant de les étudier, approche faisant intervenir un opérateur
() et une équation dite « équation de Baxter »[35]. Cette équation se retrouve dans
d’autres modeles, ce qui a permis une étude plus globale des modeles sur réseau.
C’est le cas par exemple du modele 8-vertex, pour lequel I'ansatz de Bethe coor-



donnée n’est pas utilisable car la propriété de conservation des fleches n’est pas
vérifiée, ce qui a amené a I'obtention de résultats via I'utilisation de cette équation
de Baxter [19, 39, 20]. Ce modele comporte en fait les modeles d’Ising et 6-vertex
comme cas particuliers. Citons enfin le modele de Potts chiral [22, 25, 26, 28] Zy-
symétrique pour lequel la magnétisation n’a pu étre obtenue que trés récemment
[30]. Notons toutefois que ce modele admet comme cas particulier le modele de Potts
chiral superintégrable [23], pour lequel les parametres vérifient une propriété d’al-
ternance particuliere. Cette propriété permet la simplification des calculs et, pour
ce modele, des résultats tels que la fonction de partition et la magnétisation ont été
calculés [32, 31, 34, 36, 33, 11].

Parallelement, d’importants progres ont également été obtenus dans le cadre des
théories quantiques des champs. En particulier, I’étude des matrices de diffusion
(dites matrices-S) représente une étape importante dans ce domaine [217, 218, 219,
110, 109, 47, 152]. Les matrices-S sont des objets reliant les états asymptotiques des
particules du modele qui interagissent entre elles, et permettent ainsi de caractériser
leur interaction (et donc leur diffusion). Dans certaines théories des champs de di-
mension 1+ 1, ces matrices-S a N particules peuvent se factoriser en termes de
matrices-S a deux particules. Intuitivement, cela peut se comprendre comme étant
la décomposition de l'interaction de ces N particules en N(N —1)/2 interactions
successives de deux particules. Cette propriété de factorisation est reliée a 'exis-
tence de quantités conservées, et donc a l'intégrabilité. Elle a été obtenue pour la
premiere fois dans 1’étude de la diffusion en dimension 1+ 1 de particules interagis-
sant via un potentiel en §. Cette factorisation impose aux matrices-S des relations
de cohérence cubiques identiques aux équations de Yang-Baxter, en plus de celles
d’unitarité, de croisement et de factorisation. Les matrices-S des modeles intégrables
correspondent donc a certaines solutions de ces équations. En particulier, la solu-
tion générale O(2)-symétrique de ces équations correspond aux matrices-S de diffu-
sion entre deux solitons de 1’équation de sine-Gordon quantique [219]. De maniere
générale, les matrices-S de diffusion de solitons de modeles classiques solubles par la
méthode de la diffusion inverse classique satisfont cette propriété de factorisation.

Dans les années 1970, les travaux sur les théories des champs classiques intégrables
et les structures obtenues dans I’'étude des modeles intégrables sur réseau ont été
combinées. Cela a fait suite aux travaux de Lieb et Liniger [135, 136], qui ont uti-
lisé une méthode découlant de l'ansatz de Bethe pour obtenir les valeurs propres
du Hamiltonien d’une théorie quantique des champs, le modele de Schrodinger non-
linéaire quantique. Le fait que la version classique de ce probleme soit soluble par
la méthode de la diffusion inverse classique a mené a 1’élaboration d’une technique
basée sur 'ansatz de Bethe et similaire a la méthode de la diffusion inverse. Il s’agit
d’une version algébrisée de l'ansatz de Bethe, appelée méthode de la diffusion in-
verse quantique ou encore ansatz de Bethe algébrique. Elle a permis le traitement de
nombreux modeles, dont le modele de Thirring massif [49, 48], et 1’équation de sine-
Gordon quantique [67]. Le point central de cette méthode consiste & construire des
opérateurs auxiliaires qui peuvent étre regroupés en une matrice d’opérateurs, dite



matrice de monodromie. Ces éléments peuvent étre vus comme ’analogue quantique
des données de diffusion a()\) et b(\) de la méthode de la diffusion inverse classique.
Les éléments de la matrice de monodromie satisfont des relations de commutation
quadratiques dont les constantes de structure sont données par une matrice R, dont
la limite classique donne la matrice r classique, solution de 1’équation (cubique)
de Yang-Baxter déja citée dans le cadre des matrices-S de diffusion factorisables. Il
résulte de cette algebre que la trace de la matrice de monodromie géneére un ensemble
d’opérateurs qui commutent. Le Hamiltonien peut étre exprimé comme une fonction
de la trace de cette matrice, et donc des quantités conservées. Dans ce processus de
quantification, les variables action deviennent les quantités conservées de la théorie
quantique alors que les variables angle déterminent les opérateurs de création des
états propres. Ces relations de commutation permettent alors la construction de la
base propre du Hamiltonien et de ’ensemble des quantités conservées en involution.
Les états propres du Hamiltonien sont construits par 'action répétée d’une famille
d’opérateurs de création (définie a partir des éléments hors diagonaux de la matrice
de monodromie) sur un certain état de référence. L’existence de cet état de référence
est nécéssaire a I'utilisation de ’ansatz de Bethe algébrique. Cette méthode a permis
I'obtention de nombreux résultats. Par exemple, dans le cas de la chaine de Heisen-
berg inhomogene XXZ, le spectre a pu étre obtenu. Beaucoup plus récemment, il
a été possible dans le cadre de cette méthode d’exprimer les produits scalaires des
vecteurs propres du Hamiltonien sous forme compacte, a ’aide de déterminants. Ce
résultat a ensuite permis de calculer les fonctions de corrélation de ce modele, et de
comparer ces résultats théoriques a des expériences de diffusion de neutrons sur des
matériaux magnétiques modélisés par la chaine XXZ [142, 56, 57].

Bien que tres puissante, la méthode de I'ansatz de Bethe algébrique nécéssite I'exis-
tence d’un état de référence. Il se trouve qu'un tel état n’existe pas dans tous les
modeles intégrables D’autres méthodes permettent de passer outre cette absence.
C’est le cas de la méthode de la séparation des variables [182], ou ansatz de Bethe
fonctionnelle, qui se place dans le cadre algébrique de ’ansatz de Bethe algébrique,
mais qui caractérise le spectre du Hamiltonien a l’aide de N équations de Baxter
séparées. Cette méthode a été développée par Sklyanin, tout d’abord dans le cadre
de la chaine de Toda (modele en dimension 1+1 dans lequel les particules interagissent
via un potentiel exponentiel) [174]. Elle présente plusieurs avantages par rapport &
I’ansatz de Bethe algébrique, elle n’a en particulier pas besoin de l'existence d'un
état de référence pour pouvoir étre appliquée. De plus, la complétude du spectre,
c’est-a-dire le fait que la méthode génere tous les vecteurs propres du Hamiltonien,
vient naturellement. Elle a été par la suite appliquée a de nombreux modeles, tels que
le modele de Gaudin XXX [179, 127, 107, 18|, I’équation de Schrédinger non-linéaire
en volume infini [177], la chaine magnétique SL(3) [181, 183] ou plus récemment le
modele de sine-Gordon sur réseau [157].

L’étude des systemes intégrables a également eu un impact important dans le do-
maine des sciences mathématiques. En effet, durant les années 1980, Drinfel’d et
Jimbo ont étudié plus en détail la matrice R quantique intervenant dans les relations



de Yang-Baxter. Il est en fait possible de considérer cette matrice R, ainsi que d’autres
éléments tels que la matrice de monodromie, comme étant les représentations d’un
élément d’une certaine algebre enveloppante universelle déformée par un parametre
¢, la matrice R universelle. Cette idée a donné naissance au domaine des groupes
quantiques [64, 97]. Une des conséquences de ce concept est la recherche générale
des solutions de I’équation de Yang-Baxter via la théorie des groupes quantiques,
parallelement aux travaux effectués dans le cas classique et associés aux algebres de
Lie, permettant ainsi une classification des modeles intégrables quantiques [126].

Au-dela du calcul du spectre du Hamiltonien d’un modele intégrable via I'une des va-
riantes de ’ansatz de Bethe, les quantités importantes pour la prévision de résultats
expérimentaux obtenus sur un systeme physique associé est la donnée des fonctions
de corrélation. Dans le cadre de la limite de température nulle, il s’agit des quantités

(Y|010; ... Onlh) (5)

ou (¢] est I'état fondamental, et Oy, ..., O, des opérateurs locaux de la théorie. Ces
fonctions contiennent en effet toutes les données dynamiques du systeme et cer-
taines peuvent étre mesurées expérimentalement. Ainsi, les facteurs de structure dy-
namiques, qui sont donnés par la transformée de Fourier des fonctions de corrélation
dynamiques (dépendant du temps et de l'espace) donnent la réponse linéaire d'un
systéeme magnétique lorsqu’il est bombardé par des neutrons [125, 196, 197]. Ces
fonctions de corrélation sont en général plus difficiles a calculer analytiquement que
des quantités telles que le spectre ou la fonction de partition. Par exemple, dans le
cadre des théories quantiques de champs, ’ansatz de Bethe thermodynamique per-
met de déterminer la fonction de partition du systéeme de taille finie des lors que les
matrices S sont déterminées [140]. Le calcul des fonctions de corrélation a néanmoins
été obtenu pour plusieurs modeles, dont le modele d’'Ising [146] et, en dehors du cas
fermion libre, par ansatz de Bethe algébrique pour les chaines de Heisenberg XXX
et XXZ [115].

Dans le cadre des systemes intégrables quantiques, et plus particulierement dans
le cas fermion libre, une premiere approche du calcul des fonctions de corrélation
a été effectuée par Lieb, Schultz et Mattis [137]. En construisant deux modeles de
chaines antiferromagnétiques avec interactions entre plus proches voisins pour les-
quels certains résultats de base étaient obtenus, il a été possible de fournir des for-
mules générales concernant les fonctions de corrélations entre deux spins, tout en
comparant les résultats obtenus avec la chaine de Heisenberg, permettant d’effec-
tuer quelques conjectures sur le comportement des fonctions de corrélation de cette
derniere. Citons ensuite les résultats obtenus par Montroll, Potts et Ward [151], avec
lesquels certains résultats obtenus par Onsager concernant le modele d’Ising bidi-
mensionnel, comme la magnétisation spontanée, sont redérivés et mis sous la forme
d’un déterminant. Plus tard, Baruch, McCoy, Tracy et Wu ont repris ces résultats,
diminuant la taille du déterminant dans les cas défavorables, permettant ainsi le cal-
cul de ces fonctions dans la limite de scaling [149, 147, 148, 146], tout en démontrant
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que dans le cadre de cette limite, ces fonctions sont obtenues a partir d’'une équation
de Painlevé du troisieme type [205].

Ce lien avec les équations de Painlevé a été obtenu pour d’autres modeles intégrables,
toujours dans le cas fermion libre. C’est le cas par exemple du gaz de Bose impénétrable
(avec interactions de type d), qui est une théorie des champs en dimension 1 + 1
décrite par ’équation de Schrodinger non-linéaire avec constante de couplage ¢ infi-
nie [169, 131, 132, 194, 195|. Dans ce cadre, Jimbo, Miwa, Mori et Sato ont démontré
que les fonctions de corrélation a 2 points satisfont une équation différentielle de Pain-
levé [101], ce résultat découlant du lien entre opérateurs de champ dans une algebre
de Clifford et la théorie des déformations isomonodromiques. Ce lien a, par ailleurs,
été appliqué au modele d’Ising bidimensionnel [102]. Peu apres, Creamer, Thacker
et Wilkinson ont réussi a prolonger cette analyse dans le cas ¢ fini, en donnant la
correction de premier ordre en 1/c de la fonction de corrélation a deux points, en se
basant sur 'approche de la diffusion inverse quantique [58].

Citons également le calcul des facteurs de forme en volume infini obtenu par la
méthode « bootstrap », ¢’est-a-dire a ’aide de la construction de matrices S de diffu-
sion par factorisation. Dans ce cadre, les facteurs de forme sont construits a I'aide du
théoreme de Watson [204] : les symétries et d’autres propriétés du systeme imposent
aux facteur de forme d’obéir a certaines équations, qui permettent d’exprimer ces
facteurs de forme a l'aide de la matrice S de diffusion [108, 111].

Plus récemment, il a été possible d’obtenir des résultats concernant les fonctions de
corrélation hors du cas fermion libre. Citons tout d’abord les travaux d’Izergin et
Korepin [66, 94, 95], puis de Jimbo et Miwa [98, 99|, avec les opérateurs de g-vertex.
Enfin, d’importants progres ont été réalisés par le groupe de Lyon dans le cas de la
chaine de Heisenberg XXZ de spin 1/2 [122, 123, 119, 121, 120, 115, 117, 116]. En
se basant sur I'approche par ansatz de Bethe algébrique, il a été possible d’expri-
mer les opérateurs de spin locaux, représentés par les matrices de Pauli, en terme
des générateurs de 'algebre de Yang-Baxter A(\), B(\), C(\) et D()), c’est-a-dire
de résoudre le probleme inverse quantique [143]. Ces résultats ont pu étre combinés
avec ceux obtenus par Slavnov sur le produit scalaire dans le cadre de 'ansatz de
Bethe algébrique [184], par lesquels il est possible d’exprimer les produits scalaires
entre un état propre du Hamiltonien et un état quelconque sous forme d’un quotient
de déterminants de taille N, celui du dénominateur étant un simple déterminant de
Cauchy. Il a ainsi été possible, dans le cadre purement algébrique de la méthode
de la diffusion inverse quantique, d’obtenir la magnétisation spontanée et les fac-
teurs de forme des opérateurs locaux, puis de calculer directement des fonctions de
corrélation & m points [119]. Plus tard, une nouvelle représentation pour les fonc-
tions de corrélation a deux points a été développée, faisant intervenir une intégrale
multiple, I’équation maitre [121]. Cette approche par équation maitre a ensuite pu
étre généralisée a d’autres modeles, dont des modeles continus tels que le modele de
Schrédinger non-linéaire, pour lequel la fonction de corrélation densité-densité a pu
étre obtenue.

Dans le cadre du comportement asymptotique des fonctions de corrélation a deux
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points (la limite dans laquelle la distance entre les spins et la taille du systeme de-
viennent infinies), le comportement asymptotique dominant des fonctions de corrélation
a pu étre obtenu a partir de leur développement en série de facteurs de forme. Ce
comportement asymptotique résulte de la sommation sur un ensemble réduit (bien
qu’infini dans la limite thermodynamique) d’états, dits critiques (les autres états
ayant une contribution négligeable) [118]. Cette simplification a permis de calculer le
comportement du développement asymptotique des fonctions de corrélation a deux
spins dans le modele de la chaine de Heisenberg XXZ, en donnant a la fois I'ex-
posant et les amplitude des termes de ce développement. Ces résultats rejoignent
ceux obtenus par 1’étude de problemes de Riemann-Hilbert liés a des déterminants
de Fredholm. Cette approche par facteurs de forme peut se généraliser a d’autres
modeles, et corrobore les conjectures obtenues par d’autres approches, telles que le
concept de liquide de Luttinger [141, 82, 83, 84| ou "approche par théorie conforme
(60, 62, 59].

Enfin, citons les travaux récents de Boos, Jimbo, Miwa, Smirnov et Takeyama [52,
53, 103, 51, 104] qui, dans le cas de la chaine X X 7 infinie, ont exprimé les moyennes
dans le vide d’opérateurs locaux a 'aide d’une structure spécifique de ’espace des
opérateurs du modele. Cette structure est basée sur des familles d’opérateurs, b, c,
b*, c¢* qui satisfont des relations d’anticommutation fermioniques, les opérateurs b
et ¢ correspondant alors & des opérateurs d’annihilation alors que b* et ¢* corres-
pondent a des opérateurs de création. Les fonctions de corrélation dans le vide des
opérateurs peuvent alors étre exprimées comme des traces, déformées par un nombre
complexe ¢ et par b et ¢, de ces opérateurs. Il est également possible d’utiliser les
opérateurs de création pour générer une base (dans le cas inhomogene) des opérateurs
locaux et d’exprimer les fonctions de corrélation dans le vide associées comme des
déterminants.

Dans le cadre de la résolution exacte de modeles intégrables, le concept de séparation
des variables joue un role clé. En effet, dans sa version classique, il est 'une des seules
méthodes permettant 'obtention de résultats exacts. Ce concept, dont 1’émergence
remonte au XIXe siecle, peut étre résumé comme la séparation d'un probleme mul-
tidimensionnel complexe en une série de problemes unidimensionnels indépendants.
Notons toutefois que pendant longtemps, il n’y a pas eu de méthode générique per-
mettant de construire cette transformation, qui devait étre alors déduite a ’aide de
techniques propres au systeme considéré. Ce fut par exemple le cas du modele de
Neumann. L’apparition de méthodes telles que 'utilisation de fonctions de Baker-
Akhiezer, permet d’obtenir cette transformation de maniere plus générique. C’est
par exemple le cas pour le modele de la chaine magnétique XYZ [178] et le modele
de Calogero-Moser a trois particules [159, 160].

La transposition au cas quantique du concept de séparation des variables date des
années 80. Un des premiers résultats concerne le modele unidimensionnel de parti-
cules identiques avec interaction exponentielle entre proches voisins, appelé chaine de
Toda. Cette chaine a tout d’abord fait 'objet d’une étude fructueuse dans le cas clas-
sique, prouvant entre autres I'intégrabilité de la chaine [144, 71, 70] et fournissant les
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variables action-angle pour la chaine périodique [72, 106, 105|. En 1981, Gutzwiller
adapte les idées ayant présidé a I'obtention de ces variables action-angle dans le cas
quantique [81], ce qui lui permet de montrer que la détermination du spectre du Ha-
miltonien de la chaine périodique a N sites revient a résoudre un ensemble de N —1
systemes a une variable. Toutefois, sur le moment, seuls les cas N = 3 et NV = 4 ont été
traités. Quelques années plus tard, Sklyanin reprend cette idée et la transcrit dans le
cadre de la méthode de I’ansatz de Bethe algébrique, ce qui lui permet de redériver
et généraliser les résultats obtenus par Gutzwiller [174]. Le formalisme ainsi obtenu,
appelé initialement ansatz de Bethe fonctionnelle puis renommé séparation des va-
riables de Sklyanin, a pu s’appliquer a de nombreux modeles, tels que la chaine XXX
[180], I'équation de Schrédinger non-linéaire [177], le modele de sinh-Gordon [176], la
chaine SL(3) [181] et plus récemment le modele 7, [199] et le modele de sine-Gordon
sur réseau avec espace quantique en chaque site associé a une représentation cyclique
de U,(sly) [157]. Ici, les auteurs, en reprenant une discrétisation des modeles continus
en dimension 1+ 1 introduite par Izergin et Korepin [93], ont adapté au modele de
sine-Gordon la séparation des variables de Sklyanin, en exhibant 2/N opérateurs cor-
respondant aux variables séparées satisfaisant une relation de commutation de type
nT = qTn, puis en utilisant ces variables séparées pour donner une caractérisation
des valeurs et vecteurs propres du Hamiltonien, tout en prouvant la complétude de
ce dernier.

Plusieurs travaux ont été réalisés pour essayer d’appliquer cette méthode de la
séparation des variables dans le cas quantique au calcul des facteurs de forme et
des fonctions de corrélation des différents modeles intégrables. Citons par exemple
les travaux de Babelon, Bernard et Smirnov [15] qui, dans le cadre du modele de
sine-Gordon restreint avec un couplage aux points sans réflexion (points correspon-
dant a certaines racines de I'unité), ont fourni un ensemble de variables séparées dans
lesquelles le Hamiltonien a pu étre réexprimé en termes de fonction 7. Les facteurs
de forme des opérateurs locaux sont également interprétés comme les éléments de
matrice d’un systeme a n solitons, éléments de matrice réécrits comme des intégrales
définies a 'aide des variables séparées. Citons encore les résultats de Smirnov qui,
dans le cadre de la chaine de Toda, a utilisé la séparation des variables de Sklya-
nin pour calculer les éléments de matrice des opérateurs du modele et les expri-
mer en termes d’intégrales de solutions de 1’équation de Baxter, intégrales pouvant
étre considérées comme la déformation d’intégrales hyperelliptiques [190, 191]. 1l
faut aussi citer les résultats de von Gehlen, Iorgov, Pakuliak, Shadura et Tykhyy
(199, 201, 202] qui, dans le cadre du modele 75, également appelé modele de Baxter-
Bazhanov-Stroganov, ont appliqué la séparation des variables et dérivé par récurrence
I'expression des états propres de B(\), permettant I'obtention des variables séparées
et la caractérisation du spectre du modele via un ensemble d’équations de Baxter.
Dans le cas N = 2, correspondant au cas fermion libre d’un modele d’Ising généralisé,
ces équations ont été résolues explicitement. Ces résultats ont alors été utilisés pour
calculer les éléments de matrice d’un opérateur local dans la base des vecteurs propres
du probleme auxiliaire, ¢’est-a-dire les vecteurs propres de B(\). Cela a permis d’ob-
tenir les facteurs de forme des opérateurs de spin du modele d’Ising périodique sur
réseau fini [200].
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Cette these se place dans le prolongement de ces travaux. Elle a pour but de déterminer
les facteurs de forme de différents modeles intégrables, nommément le modele 7 et
le modele de sine-Gordon, dans la base des vecteurs propres du Hamiltonien, et ce
dans le cadre de la séparation des variables de Sklyanin. Pour cela, plusieurs étapes
sont nécéssaires :

-obtention des vecteurs propres du Hamiltonien dans la base des variables séparées
et démonstration de la complétude.

-calcul du produit scalaire entre les états propres du Hamiltonien.

-reconstruction des opérateurs locaux en termes des opérateurs correspondant aux
variables séparées, il s’agit de la résolution du probléme inverse quantique.

-calcul de I'action des opérateurs locaux ainsi reconstruits sur les états propres du
Hamiltonien et calcul des produits scalaires qui en résultent.

Le travail de thése concernant le modele de sine-Gordon se base sur l'article [157], en
utilisant les mémes notations et la méme discrétisation du modele de sine-Gordon,
pour lequel les états propres du Hamiltonien et les éléments de ’algebre de Yang-
Baxter ont déja été décrits en termes des variables séparées. Dans ce cadre, et en
suivant 1'idée de l'article [162], les opérateurs locaux ont pu étre réexprimées en
termes de combinaisons des générateurs de l'algebre de Yang-Baxter, pris en cer-
tains points qui correspondent aux zéros du déterminant quantique. Les puissances
de ces opérateurs locaux ont ensuite pu étre décomposées de maniere explicite dans
la base des variables séparées. Parallelement, le produit scalaire des états propres
du Hamiltonien a pu étre mis sous forme du déterminant d’une matrice de taille NV,
de maniere similaire au cas de la chaine de Heisenberg XXZ. Ce produit scalaire a
une forme qui ne dépend que de la paramétrisation des générateurs de ’algebre de
Yang-Baxter dans la base séparée : cette construction a depuis été appliquée a de
nombreux modeles, tels que la chaine X X X antipériodique [156], la chaine ouverte
X X7 de spin 1/2 [153] ou encore le modele 6-vertex antipériodique [155]. Dans le
cas ol les valeurs propres du Hamiltonien sont différentes, le déterminant de cette
matrice est nul (il est possible d’en construire un vecteur propre de valeur propre
nulle), ce qui prouve directement I'orthogonalité des états propres. Enfin, il a été
possible de calculer les facteurs de forme des opérateurs locaux et de les exprimer en
termes de déterminants de matrices de taille N ou supérieure, dont certains éléments
sont similaires a I’expression du produit scalaire sous forme de déterminant.

Ces résultats ont également été obtenus dans le cadre du modele 7, ce qui a permis,
étant donné le lien qui existe entre ce modele et celui de Potts chiral, de déterminer
les éléments propres du Hamiltonien de ce dernier, vecteurs et valeurs propres, ainsi
que certains facteurs de forme.
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Chapitre 1

Introduction aux systemes
intégrables

1.1 Systemes intégrables classiques

La définition heuristique la plus immédiate de la notion de systeme intégrable
est qu’il s’agit de modeles pour lesquels une résolution exacte est possible. Dans
le cas de systeme classiques, cette notion trouve son origine au XIXe siecle, dans
les travaux de Jacobi [96] et de Liouville [139]. L’exemple le plus élémentaire est
sans conteste celui de 'oscillateur harmonique ; un autre exemple simple et déja non
trivial de systeme intégrable, historiquement 'un des premiers qui ait été résolu, est
celui d’une particule ponctuelle évoluant dans un potentiel central. Dans le cas d'un
potentiel en 1/r (probléme de Kepler [7]), il est possible de résoudre le probleme de
plusieurs facons. Une premiere possibilité est la séparation des variables : des six
variables initiales (position et impulsion), il est possible de construire trois quantités
conservées (le Hamiltonien, le carré du moment cinétique et une composante du
moment cinétique) et les trois variables qui leur sont canoniquement associées via
le crochet de Poisson [17]. La connaissance de ces variables qui sont de type action-
angle permet alors de résoudre le probleme. Une autre technique de résolution est
de définir un vecteur particulier, le vecteur de Runge-Lenz [86, 134, 168, 76|, a
partir des variables position et vitesse du mobile. Le profil de I'interaction et le fait
qu’elle soit centrale font que ce vecteur de Runge-Lenz est constant, ce qui génere 3
constantes du mouvement, il est alors possible de déterminer la trajectoire a 1’aide
de considérations géométriques. De plus, les composantes de ce vecteur et celles
du vecteur moment cinétique (également des constantes du mouvement) génerent
une algebre non abélienne de charges conservées dont les constantes de structures
contiennent le Hamiltonien, qui est bien entendu une constante du mouvement. La
théorie des représentations de cette algebre a permis, dans le cas quantique, d’obtenir
les niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogene [164] de maniere purement algébrique.
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1.1.1 Les variables action-angle

Supposons que le systeme soit décrit par 2N variables ¢; et p;, i € [1, N] (par
exemple, les trois variables position et les trois variables impulsion pour une particule
ponctuelle évoluant dans un espace tridimensionnel). Il est alors possible de définir &
partir de ces variables une fonction bilinéaire et antisymétrique, le crochet de Poisson,
qui a deux fonctions de ces variables en associe une troisieme. Ce crochet est donné
par

NOF oG OF oG

F,G} = - 1.1

{ ! z; Opi 9q;  9q; Op; (L)

On a en particulier les relations de commutation (au sens du crochet de Poisson)
V(Z,]) € [[17N]]27 {plvp]}:ov {QUQJ}:O> {plaQJ}:(sl,] (12)

Supposons a présent qu’il existe une transformation qui associe aux variables < ori-
ginales >, p; et g;, de nouvelles variables w; et y; :

v = Xi({p;} {g;}) et wi=Vil{ps}Aa;}) (1.3)

Ces nouvelles variables étant fonction des p; et g;, il est possible de calculer leur
crochet de Poisson. Ces nouvelles variables sont dites canoniques si elles satisfont les
relations

V(i 5) € [LN]? {2} =0, {yi,y;} =0, {wi,y;} =03 (1.4)
Dans ce cas, la transformation permettant de passer des variables p; et ¢; aux va-
riables x; et y; est dite canonique.

Dans le cadre général des systemes intégrables classiques de mécanique analytique,
I'un des outils principaux est le concept de variables action-angle [17, 7]. Il s’agit
d’un ensemble de variables canoniques et ne dépendant pas explicitement du temps,
{pi,0;}, 1 € [1, NJ, telles que le crochet de Poisson du Hamiltonien H et de p; est nul
Vi avec H = H({p;}). On a alors les équations

pi=0 (1.5)
éi = W; (16)
avec w; = {H,0;} des quantités constantes. L’évolution au cours du temps de ces
quantités est donc linéaire, ce qui permet d’établir la dynamique du systeme. On

peut prendre 'exemple d’'un ensemble d’oscillateurs harmoniques non couplés [17],
de Hamiltonien

N
1
H=Z£§(p?+wiqi2) (1.7)

avec ¢; la position et p; 'impulsion de 'oscillateur ¢. La transformation permettant
de passer des coordonnées classiques (p;, ;) aux variables action-angle (p;,0;) est
donnée par (les 6; sont effectivement des angles) :

Di = pi COS(Qi) (18)
1

; = —p; sin(0; 1.9

qi Wi Pi Sln(ez) ( )
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Ces variables vérifient le crochet de Poisson {p;,0;} = 0; jw;/p;. Le Hamiltonien se
rééerit H =Y, p2/2, et est donc bien en involution avec toutes les variables p;. Les
équations d’évolution des variables action-angle sont alors p; = 0 et 0; = w;, ce qui per-
met d’établir ’évolution temporelle non seulement de ces variables, mais également
des coordonnées initiales.

Les variables action-angle sont au cceur de la caractérisation des systemes intégrables
au sens de Liouville. Un systeme évoluant dans un espace de dimension 2n et pour
lequel on puisse obtenir n quantités conservées, indépendantes et en involution au
sens du crochet de Poisson, est dit intégrable au sens de Liouville, et peut alors
étre résolu a l'aide du théoréme de Liouville-Arnold (voir en particulier la section
49, Integrable Systems, de [7]). En particulier, si I'espace des phases est compact et
connexe, il est difféfomorphe a un n-tore, les quantités conservées jouent alors le role
de variables action et il est possible de définir des variables angle. Enfin, le systeme
peut étre résolu par quadrature, c¢’est-a-dire que les valeurs des quantités conservées
sont fixées a un certain niveau et I’évolution temporelle des variables angle est donnée
par des intégrales faisant intervenir ces valeurs fixées!.

1.1.2 Les paires de Lax

L’intégrabilité, au sens de Liouville, est caractérisée par l'existence de suffi-
samment de quantités conservées. Un des problemes-clés de I'étude des systemes
intégrables est de pouvoir déterminer si un systeme donné satisfait cette condition,
et de pouvoir construire de maniere systématique des systemes admettant cette pro-
priété. Un progres majeur pour aborder ce probleme est le concept de paire de Lax.
Pour un systeme intégrable, une paire de Lax est un couple de matrices carrées
(L, M) de méme taille n et construites a partir des quantités dynamiques du systeme,
telles que la relation

L=[M,L] (1.10)
est vérifiée si et seulement si les équations du mouvement sont vérifiées. Un méme
systeme intégrable peut admettre plusieurs paires de Lax, qui peuvent avoir des
tailles différentes.

L’intéret de ces paires de Lax est donné par la remarque suivante : 1’équation
différentielle (1.10) admet la solution

L(t) = g(t)L(0)g(t)™ (1.11)
avec la fonction g caractérisée par I’égalité
dg
—qg = M(t 1.12
Y (1) (1.12)

En particulier, les matrices L(t) et L(0) sont des matrices semblables. Ainsi, leurs
invariants spectraux (tels que la trace ou le déterminant), fonctions des variables du

1. Le terme de quadrature vient du fait que pour certains modeles (voir par exemple la section
8, Investigation of motion in a central field, de [7], ou la section 2.7, The Kepler problem, de [17]),
I’évolution temporelle des variables angle est exprimée en termes de racines de différences d’énergie.
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systeme, sont des fonctions constantes du temps, ce qui permet de construire des
quantités conservées du systeme.

Dans I’exemple d’un oscillateur harmonique, cas particulier de I’exemple évoqué plus
haut, un exemple de paire de Lax est donné par

Lz(ﬁq ‘_”Z) ot Mz(w% _%/2) (1.13)

Les fonctions déterminant et trace étant invariantes par conjugaison, leur application
a la matrice I donne des quantités conservées. En effet, le déterminant donne un
multiple du Hamiltonien, alors que la trace donne 0.

La caractérisation du systeme comme étant intégrable au sens de Liouville requiert
non seulement la donnée de telles quantités conservées, mais également leur indé-
pendance et leur involution au sens du crochet de Poisson. La construction de ces
quantités a 'aide des matrices de Lax permet de caractériser leur involution sous cro-
chets de Poisson de maniere simple. En effet, I'involution des quantités conservées
générées a ’'aide des matrices de Lax est équivalente a 'existence d’une forme com-
pacte pour les crochets de Poisson des éléments de la matrice L.

Plus précisément, soit une paire de Lax constituée de matrices de taille n, définissons
les produits tensoriels L1 = L® 1 et L, = 1 ® L, avec 1 la matrice identité de taille
n x n. Il est possible de définir le crochet de Poisson de ces deux produits par

{Ll, LQ} = {Lij; Lkl}Eij ® Ekl (114)

n
1,5,k =1

avec (F;;);; la base canonique de 'espace vectoriel des matrices carrées de taille
n, et L;; les coefficients de L dans cette base, c’est-a-dire L = ¥, ; L; ;F; ;. On dit
que cette paire de Lax admet une matrice r 8’il existe une matrice 1o définie sur le
produit tensoriel des espaces telle que

{Ll,L2}= [T12,L1]—[T217L2] (1-15>

L’existence d’une telle matrice r est alors équivalente a l'involution des valeurs
propres de la matrice L [17]. Notons que cette notion de matrice r pour le cas
classique trouve son origine dans les travaux de Sklyanin, qui a adapté au cas clas-
sique un objet fondamental de la théorie des systemes intégrables quantiques [175].
Par exemple, dans le cas de I'oscillateur harmonique pris comme exemple plus haut,
il est possible de construire une matrice r de la fagon suivante :

w (0 1
7"12:2—p2(_1 O)®L (116)

Le crochet de Poisson défini en (1.14) doit satisfaire I'identité de Jacobi,
{L1,{L2, Ls}} + {L2,{Ls, L1}} + {Ls, {L1, L2}} = 0 (1.17)
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Dans le cas ou la paire de Lax est compatible avec I'existence d’une matrice r, cette
égalité peut se réécrire en fonction de celle-ci et des plongements des matrices de
Lax Ly, Ly et L3, et cela via la relation (1.15). On obtient ainsi une condition de
compatibilité que doit satisfaire la matrice r. Dans le cas ou cette derniere est une
constante (c’est a dire ne dépend pas des quantités dynamiques du systeme), cette
condition s’écrit [17] :

[Ll, [7”12,7"13] + [7'12,1”23] + [7’32, Tlg]] + perm. circ. =0 (118)
Cette condition est satisfaite si, par exemple, la matrice r satisfait la relation :

[7”1277”13] + [7”12,7”23] + [7”32,7"13] =0 (1-19)

Dans le cas ou r est antisymétrique, r12 = —r91, cette équation s’appelle ’équation de
Yang-Baxter classique.

Les relations ci-dessus pour L et r sont semblables a celles définissant une algebre
de Lie, la matrice r, lorsqu’elle est non dynamique, jouant le role de constante de
structure de cette algebre linéaire, la relation quadratique ci-dessus pour r garan-
tissant l'identité de Jacobi. De la méme maniere qu'une algebre de Lie admet en
général plusieurs représentations différentes, les paires de Lax de différents systemes
intégrables peuvent admettre la méme matrice r. Ces matrices L constituent alors
des représentations différentes de I’algebre de Yang-Baxter classique définie par cette
matrice 7. Il est ainsi possible de classer les systemes intégrables classiques admettant
une matrice r en fonction de cette derniere [42, 43, 63, 171, 172].

1.1.3 Méthode de la diffusion inverse classique
Présentation de la méthode

La méthode de la diffusion inverse classique [2, 69, 212] est une méthode d’ana-
lyse des théories des champs intégrables tres puissante. Elle a été congue dans les
années 60 par Gardner, Greene, Kruskal et Miura pour 'analyse de 1’équation de
Korteweg-de Vries [73]. Elle consiste en I’établissement de fonctions particulieres,
dont I’évolution temporelle est tres simple, et en la reconstruction des quantités dy-
namiques en fonction de ces fonctions, reconstruction connue sous le nom de probléme
inverse classique. De telles fonctions, appelées données de diffusion, fournissent en
fait 'analogue des variables action-angle en mécanique analytique, mais ici pour une
théorie continue possédant donc un nombre infini de degrés de liberté. Bien que cette
méthode ait initialement été concue pour la résolution de ’équation de Korteweg-de
Vries, il s’est rapidement avéré qu’elle fournissait un outil général pour la résolution
des théories des champs intégrables en dimension 1+1 associées a une paire de Lax.
Elle a servi a résoudre, entre autres, ’équation de Schrédinger non-linéaire [213, 69
et I'équation de sine-Gordon [17, 216]

Cette méthode va étre ici rapidement présentée dans le cas de I’équation de sine-
Gordon en suivant la méthode exposée dans [17]. Le modele de sine-Gordon est une

19



théorie des champs en dimension 1 + 1 régie par I’équation

D?p  ?p 8m? .
52 a2 3 sin20p =0 (1.20)

Cette équation est la condition de compatibilité du systeme linéaire suivant

(8, — AT =0 (1.21)
(at_At)\IIZO (122)
avec
9, —m(AeiB? — \~le7iB¢)
Ay =i 290 1.23
T l(—m()\ezﬁ@—)\lelmD) _gat@ ( )
59 —m(AeBe + \"lemiBe)
A= 2907 1.24
t=1 (_m()\e‘m" +)\—1€7ﬂg0) _g L ) ( )
c’est a dire que I’équation
[356—1456,3,5—14,5] :0 (125)

est équivalente a I’équation d’évolution du champ (1.20).
De plus, supposons que le champ ¢ ait le comportement aux asymptotes x — +oo
suivant :

lim p(z)=0 et limp(x)= % avec Q) € Z (1.26)

Le systeme se résout alors par la méthode de la diffusion inverse classique en trois
étapes :
— Construction des données de diffusion. Cette construction se fait en étudiant
les solutions de 1’équation (1.21).
— Détermination de I'évolution des données de diffusion. Cette détermination
découle de I’étude de 1’équation (1.22) dans les régions asymptotiques x — +oo.
— Résolution du probleme inverse. Cela passe, par exemple, par la résoution de
I’équation de Gelfand-Levitan-Marchenko en fonction des données de diffusion,
qui permet de reconstruire A,(t), et donc ¢(x,t).

Esquisse de la méthode de résolution

La premiere étape passe par la construction de deux solutions particulieres f; et fo
de Iéquation (1.21) a ¢t = 0 dénommées solutions de Jost. Ces solutions correspondent
a un comportement asymptotique particulier :

fi(z) ~ (ei}rQ) etk on 4 0o, fo(x)~ (_11) e RN)T on 5 o (1.27)

avec k() = m(A-A"1). L’étude des Wronskiens de ces solutions en +oo permet alors
d’établir un lien entre le comportement de f; en —oo et celui de fy en oo. En fait, il

20



existe deux fonctions du parametre A, notées a et b, qui satisfont |a(\)[> +[b(N)[? =1
et

Fu(x) ~ a()) (}) RO _p( ) (_11) RO on 1 s —oo (1.28)

. inQ )
fa(z) ~=b*(N) ! e*NT 4 g (N) ¢ e”*NT on 1 - oo 1.29
ein@ -1

Ces fonctions a et b sont les données de diffusion du systeme. Il est en fait possible
de définir de telles fonctions a t quelconque, en utilisant le méme raisonnement.

Ces fonctions ont une évolution temporelle simple :
a(\ 1) =0, b 1) = 2im(A+A")b(A,t) (1.30)

Ce résultat s’obtient en utilisant la seconde équation (1.22). En effet, en notant ¥
une de ses solutions, I’asymptote x — oo donne

oW +ie™m(A+ A7) ((1) (1])\1, =0 (1.31)

Il est possible de définir une fonction « telle que ¥ = «(t)f1, avec f; la premiere
solution de Jost au temps t. L’équation (1.31) conjuguée a la définition des fonctions
de Jost pemet alors de déterminer sa dépendance temporelle par I'équation & =
—im(X\ + A1)a. Le méme raisonnement effectué en x — —oo permet alors d’obtenir
la dépendance des fonctions a et b en t. Explicitement, ’évolution temporelle de ces
fonctions est

a(\t) =a(X,0) et b\ t) = e2mOAIp() 0) (1.32)

c’est-a-dire que la fonction a est indépendante du temps, alors que ’évolution de la
fonction b ne fait intervenir que des constantes et le parametre .

Enfin, la résolution du probleme inverse se fait par la résolution de I’équation de
Gel'fand-Levitan-Marchenko [75, 145, 17], qui permet de reconstruire certaines données
a partir des fonctions a et b. Ces données permettent alors de reconstruire la matrice
A, qui intervient dans 1’équation (1.21), et donc de déterminer le champ ¢.

Matrice de monodromie et crochets de Poisson

Soit une solution ¥ de ’équation (1.21) sur l'intervalle [-I,[]. Cette équation
étant linéaire, il existe une matrice 7;(\) indépendante de la solution choisie telle
que

U(l) =T, (AN)V(-1) (1.33)

Cette matrice est appelée matrice de monodromie ; elle est donnée par I’exponentielle
ordonnée de la matrice A, entre -/ et [. La matrice

1(ez‘7rQ€ik()\)l —etk(A) ) ( (eik()\)l eik()\)l)
l

5 e—ik(M)! eimQ e—ik(N)! —etk(N g=ik(M) (134)
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admet une limite finie T'(\) lorsque [ — oo, et cette limite est reliée aux données de

diffusion par la relation
T(A) = (_%(8) _Z(X)) (1.35)

Remarquons que c’est cette propriété qui a donné leur nom aux données de diffusion.

L’étude de la matrice de monodromie permet de déterminer les crochets de Pois-
son des données de diffusion [67]. Tout d’abord, remarquons qu’il existe une matrice
rio telle que

{AcaX ), Az (1, 9)} = [r2(As ), Ae(A ) @ T+ T @ Ay (p, ) 6(z —y)  (1.36)

avec la notation introduite pour le crochet de Poisson des matrices de Lax, (1.14).
La matrice T;(\) étant construite a partir de I'exponentielle ordonnée de A,, on peut
montrer que les crochets de Poisson des éléments de Tj(\) entre eux sont donnés par
la forme compacte

{7—271(>‘)7 7},2(“)} = [r12()‘7/~t)a ﬂ()‘) ® T‘l(u)] (137)

Finalement, les données de diffusion satisfont les relations suivantes :

{a(A),a(m)} =0, {6(A),b(1)} =0 et {a(A),b(u)} o< a(A)b(n) (1.38)

Ces crochets de Poisson, combinés aux évolutions temporelles des données de diffu-
sion, font que ces fonctions jouent un role similaire a celui d’un ensemble de variables
action-angle, mais ici pour une théorie des champs, possédant un nombre infini de
degrés de liberté.

1.2 Systemes intégrables quantiques et méthode
de la diffusion inverse quantique

Parallelement a cette étude des systemes intégrables classiques de mécanique ou
de théorie des champs, les systemes intégrables classiques et quantiques de mécanique
statistique ont fait I’objet de nombreux développements. Dans ce domaine, 'une des
méthodes les plus puissantes est celle de ’ansatz de Bethe, utlisé tout d’abord dans le
cadre de la chaine de Heisenberg homogene isotrope [50], puis généralisé par Orbach
[163], Walker [203], Yang et Yang [208], Sutherland [192] et surtout par Baxter.
Cette méthode a également été employée ultérieurement par Lieb et Liniger pour la
résolution du modele de Schrédinger non-linéaire quantique [136], théorie des champs
décrivant un systeme de bosons interagissant a travers un potentiel a deux corps en
0. Or il se trouve que la version classique du modele de Schrodinger non-linéaire
est soluble par la méthode de la diffusion inverse classique décrite dans la section
précédente [213]. La question d’une version quantique de la méthode de diffusion
inverse classique, reliée a ’ansatz de Bethe, était ainsi posée de maniere naturelle.
La résolution de ce probleme a été donnée a la fin des années 70 [193, 67] de maniere
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particulierement élégante et fructueuse sous la forme d’une version algébrique de I’an-
satz de Bethe dans laquelle la version quantifiée des objets standards de la méthode
de diffusion inverse classique (matrice de Lax [, matrice de monodromie et données
de diffusion) jouent un rdle central. Ainsi au lieu de rechercher les fonctions d’onde
propres du systeme quantique sous la forme d’un ansatz, la version quantique des
données de diffusion détermine un ensemble d’opérateurs et leur algebre qui per-
mettent de construire d’'une part I’équivalent quantique des quantités conservées
(dont le Hamiltonien) et d’autre part des opérateurs de création des états propres
communs a ces quantités conservées (et au Hamiltonien) par leur action sur un état
de référence donné.

1.2.1 Hamiltonien, matrice de monodromie et spectre

La méthode de la diffusion inverse quantique a donc été construite par une
procédure de quantification de la méthode de la diffusion inverse classique [67]. Cette
derniere passe par 'utilisation de données de diffusion (1.30) et de la matrice de mo-
nodromie (1.33), qui sont des objets créés a partir des variables dynamiques originales
via la matrice de Lax L et qui ont une évolution temporelle tres simple. De méme, la
méthode de la diffusion inverse quantique consiste en la construction d’un ensemble
d’opérateurs, qui sont les éléments de matrice de la version quantique de la matrice
de monodromie, et dont I'action sur un état de référence permet de créer les états
propres communs au Hamiltonien et a ’ensemble des quantités conservées quan-
tiques du systeme ; ces dernieres étant obtenues a partir de la trace de la matrice de
monodromie. Cette matrice est construite comme dans le cas classique a partir de la
version quantique de la matrice de Lax elle méme s’exprimant simplement en termes
des opérateurs définissant le systéme quantique.

Bien entendu le processus de quantification doit préserver I'intégrabilité et donc les
symétries sous-jacentes de la théorie considérée ; ces propriétés dans le cas classique
sont encodées dans la structure de ’algebre de Yang-Baxter classique (1.18) et 'exis-
tence d’une matrice r régissant les relations de crochets de Poisson des matrices de
Lax. Le processus de quantification se doit donc de décrire une structure algébrique
quantique généralisant ces structures classiques.

Pour décrire (au moins de maniere heuristique) ces structures, considérons une
théorie des champs intégrable au niveau classique qui est associée a une certaine
matrice de Lax L(x,\) (x les coordonnées d’espace-temps en 1+1 dimensions et
A le parametre spectral) et a une matrice r classique anti-symétrique et satisfai-
sant Iéquation de Yang-Baxter classique (1.19). Quantifier une telle théorie des
champs impose en premier lieu de la régulariser. Pour ce faire, on peut tenter de la
discrétiser, c’est a dire de la définir (déja au niveau classique) sur un réseau (spatial)
uni-dimensionnel, le temps restant lui une variable continue. Dans ce cas, 1’espace
devient un réseau avec des sites n, n=1... N, N étant le nombre total de sites de ce
réseau (il peut étre commode pour la suite de garder N fini dans un premier temps).
Les variables de champs et de moment conjugué deviennent discretes, fonctions de n
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et du temps. L’analogue discret de la matrice de Lax notée L, (\) est alors semblable
a une matrice de monodromie passant d’un site a un autre, c’est a dire a ’exponen-
tielle ordonnée de L(x,\) sur une distance égale au pas du réseau. Pour préserver les
propriétés d’intégrabilité, les crochets de Poisson de ces matrices L, (\) doivent étre
donc identiques a ceux des matrices de monodromie de la théorie continue (1.18),
c’est a dire

{Ll,n()‘)a L2,m(,u)} = 5n,m[T12(/\7 M)? Ll,n()‘) L2,n(:u)]- (1'39)
La matrice de monodromie classique sur le réseau est alors obtenue comme le pro-
duit ordonné de ces matrices locales tout le long du réseau (ce qui reproduit bien
’analogue de 'exponentielle ordonnée des L(x,\)),

T(\) = In(\) - L (A) - L), (1.40)

Il est alors aisé de démontrer la relation suivante pour les crochets de Poisson de ces
matrices de monodromie,

{Ti(N), Ta(p) } = [ria(\s ), T (A) Ta(p)]- (1.41)

Une quantification canonique de ces relations via la correspondance entre crochets
de Poisson et commutateurs a 'ordre le plus bas en h conduit alors a la relation
quantique suivante,

RO\ 1) (La(A) @ 1)(1® Ln(p1)) = (1 ® L (1)) (Ln(A) @ 1) R(A, 1), (1.42)

ou Rio(\, ) = 1+ihria(A, ) +o0(h?). Dans le cas classique ci-dessus les éléments de la
matrice L, () étaient des fonctions des champs de la théorie ; dans le cas quantique,
la matrice L, () est toujours une matrice carrée de méme dimension que dans le cas
classique mais dont les éléments de matrices sont a présent des opérateurs définis au
site n du réseau. Notons H,, 'espace (quantique) des états sur lequel ces opérateurs
agissent au site n. La relation (1.42) pour les matrices de Lax quantiques spécifie les
relations de commutation quadratiques pour de leurs éléments de matrices en tant
qu’opérateurs quantiques agissant dans H,,.

L’analogue quantique de la matrice de monodromie sur ’espace correspondant
aux N sites du réseau, est définie par le produit ordonné des matrices de Lax quan-
tiques locales,

T(A)=Ln(A) - Lya(A) - Li(N) (1.43)

Il s’agit d’une matrice carrée (de méme dimension que les matrices L,())) dont les
éléments sont des opérateurs agissant sur ’espace des états du modele sur réseau H
obtenu comme le produit tensoriel des espaces quantiques locaux , H = @Y, H,,. Elle
satisfait une algeébre quadratique (de Yang-Baxter) qui découle directement de celle
valide pour les matrices L,, (1.42) :

RO m)(T(A) @ 1)(1 e T(n) = (Lo T(u))(T(A) & 1)R(A, 1), (1.44)

Dans le cas particulier ou la matrice Ri2(\, 1) ne dépend que de la différence des
parametres spectraux A -y, la relation (1.42) est en fait valide pour toute matrice de
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la forme L,(\ - &) avec £ un parametre complexe arbitraire. Il est ainsi possible de
rajouter des inhomogénéités au modele en prenant pour la matrice de monodromie
le produit des matrices de Lax avec les inhomogénéités,

T(A) = Ly(A-€x) - Iyt (A= nct) -+ Li(A - &) (1.45)

Enfin, dans le cas ou les matrices de Lax sont de taille 2 x 2, il est d’usage de noter
les 4 éléments de la matrice de monodromie par

T(\) = (383 gg%) (1.46)

Les élements A, B, C' et D sont alors les analogues des données de diffusion (1.35)
a(\) (pour A et D) et b(\) (pour B et C).

La relation (1.44), couplée a 'associativité de I’algebre de Yang-Baxter, impose des
contraintes sur la matrice R. En effet, en notant 7T3(\) = T(\) ® 1 ® 1, cette relation
peut étre utilisée pour passer de Ty (\)Ta(u)T3(v) a T3(v)To(p)T1(N) de deux fagons
différentes. Ces manieres sont équivalentes, et la matrice R doit satisfaire la relation
suivante :

ng()\, M)Rw()\, V)Rgg(lu,, I/) = Rgg()\, ,U,)ng()\, V)ng(,u, V) (147)

Cette relation est appelée équation de Yang-Baxter [207, 21]. Comme pour le cas
classique, il est possible de classifier les systemes intégrables solubles par méthode
de la diffusion inverse en regroupant les modeles selon leur matrice R, solution de
cette équation. Notons que pour toute solution de cette équation, il est possible de
définir une matrice de Lax satisfaisant la relation (1.44) en considérant simplement
I’espace auxiliaire 3 comme étant 1’espace quantique associé a cette matrice, c’est le
cas en particulier pour la chaine de Heisenberg XXZ de spin 1/2. Cela est lié au fait
que les matrices T' et R peuvent étre considérées comme des représentations d’un
objet appelé matrice R universelle satisfaisant la relation de Yang-Baxter, ce point
sera développé dans la section suivante.

La matrice de transfert quantique 7(\) est la trace sur l'espace auxiliaire de cette
matrice de monodromie, c’est-a-dire, dans le cas de matrices de taille 2,

T(A) = A(N) + D()N) (1.48)

En particulier, si la matrice R est inversible, la trace sur les deux espaces auxiliaires
de la relation de Yang-Baxter pour les matrices de monodromie donne la relation de
commutation des matrices de transfert,

[r(A), 7(1)] =0 (1.49)

pour tous les couples de parametres spectraux A et p. Lorsque le Hamiltonien du
systeme peut étre obtenu a partir de cette matrice de transfert, il en résulte que la
matrice de transfert est la fonction génératrice d’'une série d’opérateurs quantiques
commutant avec le Hamiltonien, signe de I'intégralité du systéme considéré.
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Cette approche heuristique, adaptée a la description des théories des champs
quantiques intégrables sur le réseau, peut s’étendre au domaine des modeles quan-
tiques définis sur une chaine unidimensionnelle finie. De tels modeles incluent par
exemple les chaines de Heisenberg [87, 163, 203]. Dans ce cadre, en chaque site n de
cette chaine (n = 1,... N) on peut définir des opérateurs de spin élémentaires agissant
dans un certain espace de Hilbert local H,, qui est dans le cas de la représentation
1/2 de dimension 2. Les opérateurs de spin sont alors représentés par des matrices de
Pauli. L’opérateur Hamiltonien du modele peut alors s’exprimer en terme de somme
de produits de ces opérateurs locaux; il agit sur I’espace de Hilbert global H du
systeme, H = ®,H,, et est donné en termes de 3N opérateurs de spin S 5w ot
Sff), n=1...N, qui sont représentés en terme des matrices de Pauli. L’action des
opérateurs de spin locaux Sl.(“) (a étant x, y ou z) sur espace H; est triviale si i # j,
c’est-a-dire que 'opérateur SZ.(G) agit comme l'identité sur un espace H,; avec 7 # j.
Dans ce cas d’'un modele sur réseau, les matrices L,, sont associées a un site n, agissant
sur un espace vectoriel auxiliaire commun a tous les sites (que I'on peut prendre de
dimension 2 pour la chaine de Heisenberg ci-dessus), et dont les éléments de matrice
sont fonctions des opérateurs locaux au site n. La matrice de monodromie quantique
T (M) reste définie comme le produit ordonné sur I'espace auxiliaire de ces matrices de
Lax quantiques locales ; dans les cas les plus élémentaires, comme la chaine de spin
de Heisenberg, les matrices de Lax quantiques L,, et donc la matrice de monodromie
sont des matrices 2x 2. Notons que les éléments de cette matrice de monodromie sont
des opérateurs agissant sur H qui s’expriment de maniere extréemement compliquée
en fonction des opérateurs locaux agissant sur les H,, ; chaque élément de la matrice
de monodromie est en fait obtenu comme la somme de 2V termes, chacun étant le
produit de N opérateurs locaux tout le long de la chaine.

La relation de commutation (1.44) est la marque de I'intégrabilité du systeme. Elle se
retrouve par exemple dans d’autres méthodes de résolution de modeles intégrables,
en particulier sur réseau [35], que ce soit sous cette forme [150] ou sous la forme d’une
relation dite étoile-triangle [161]. De plus, cette relation implique la commutativité
de la famille des opérateurs de transfert, ce qui permet de simplifier le probleme
spectral pour le Hamiltonien en le probleme spectral pour 'opérateur de transfert.
Cette relation de commutation impose 16 relations quadratiques qui donnent les rela-
tions de commutation des opérateurs A, B, C et D, dont les constantes de structure
sont données par les éléments de la matrice R. Ces 16 relations définissent une algebre
de Yang-Baxter [207, 68, 21, 100], qui est ’algebre associative librement engendrée
par les 4 éléments de la matrice de monodromie divisée par les relations quadratiques
(1.44). Notons encore une fois ’analogie avec la méthode de la diffusion inverse clas-
sique : les relations de commutation (au sens du crochet de Poisson) des éléments de
la matrice de monodromie peuvent se dériver a partir des relations de commutation
locales des éléments de la matrice A, et se mettre sous une forme compacte faisant
intervenir une matrice 7.
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Une fois ce cadre posé, la résolution du probleme spectral pour la matrice de trans-
fert se fait de la facon suivante. Supposons qu’il existe un état particulier |0), dit état
de référence, qui soit état propre de A(X) et D(N) et tel que C'(A)[0) = 0. Les états
propres de la matrice de transfert sont alors construits a I’aide d’itérations succes-
sives de l'opérateur B(\) pris en des points particuliers sur cet état de référence. Les
relations de commutation (1.44) permettent alors de caractériser ces points particu-
liers ainsi que le spectre de I'opérateur de transfert. Les états propres a gauche de
I'opérateur de transfert sont quant a eux reconstruits a ’aide d’itérations successives
de 'opérateur C'(\) sur un état de référence a gauche ?. Nous donnerons ci-apres plus
de détails sur cette procédure pour le cas de la chaine XXX.

1.2.2 Facteurs de forme et fonctions de corrélation

Dans le domaine des systemes intégrables quantiques, la résolution d’'un modele
consiste entre autres en 'obtention des valeurs propres et états propres du Hamil-
tonien, ainsi que des fonctions de corrélation, qui sont les quantités de la forme (ici
B =(kT) avec T la température et k la constante de Boltzmann),

Tr(p1(x1) - - Pn(wn)ePH)
Tr(e PH)

(1.50)

ol les ¢; sont des opérateurs du stysteme localisé aux points x;. La connaisance de
ces fonctions de corrélation permet, en principe, de prédire n’importe quelle quantité
physique observable expérimentalement [196, 197, 125, 142]. Une approche possible
pour le calcul de ces fonctions de corrélation dans la limite de température nulle
est leur décomposition en termes de produits d’éléments de matrice d’opérateurs
dans la base propre du Hamiltonien. Dans la limite de température nulle et dans le
cas ou il existe un unique état propre du Hamiltonien de plus petite énergie, I’état
fondamental, les contributions des autres états au calcul de la trace sont négligeables
(en raison de 'exponentielle du Hamiltonien qui va sélectionner 1’état fondamental),
et la formule (1.50) devient

(wlo1(z1) ... Pn(n)|w) (1.51)

avec |w) I'état fondamental normalisé. Dans le cadre d’un spectre non dégénéré, il
est possible d’écrire une décomposition de l'identité a I'aide des états propres du

Hamiltonien :
)t

=3 i (1.52)

c’est-a-dire 'exprimer en termes de projecteurs normalisés, la somme sur ¢ désignant
la somme sur les états propres du Hamiltonien. Il est possible d’insérer cette égalité

2. En fait, les éléments diagonaux de la matrice de monodromie permettent de reconstruire le
Hamiltonien, alors que les éléments hors diagonaux servent & en reconstruire les états propres, ce
qui est une fois de plus analogue & ce que 1’on observe pour les données de diffusion dans le cas
classique : a(\) joue le rdle de variable action, quantité conservée, alors que b(\) joue le role de
variable angle, dont ’évolution temporelle est simple.
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dans les fonctions de corrélation, ce qui donne la décomposition

5 (Wor (1) [t1)(tr]P2(2)lt2) - - (tns|dn(2n)|w)

(@or(e) - dulenle= 3 (Blts oIt} 1l 1)

(1.53)
Les éléments de matrice (t|¢(x)[t') sont appelés génériquement les facteurs de forme
de 'opérateur ¢ dans la base propre du Hamiltonien.

Dans un certain nombre de modeles importants, la méthode de la diffusion inverse
quantique a permis d’obtenir la donnée du spectre et des états propres du Hamilto-
nien, ainsi que les facteurs de forme des opérateurs locaux dans la base propre de ce
dernier. Cette base propre, exprimée en termes d’états de référence et d’opérateurs B
et C', se préte bien au calcul lorsque les opérateurs sont des fonctions des générateurs
de l'algebre de Yang-Baxter. Ce n’est toutefois pas le cas, a priori, des opérateurs
locaux qui nous intéressent. C’est pourquoi il est nécéssaire, pour pouvoir obtenir
ces facteurs de forme, de pouvoir réexprimer les opérateurs locaux en termes de ces
opérateurs A, B, C' et D [143, 14]; ce probléme est appelé le probleme inverse quan-
tique. Il n’existe pas de méthode générale pour cette résolution, et il faut en général
procéder au cas par cas.

Une fois ce probleme résolu, il est a priori possible d’exprimer les facteurs de forme
des opérateurs locaux. Pour ces quantités, une expression en terme de déterminants
est avantageuse, cela permet en particulier d’espérer des simplifications pour les fac-
teurs de forme normalisés (il s’agit alors d’'un quotient de deux déterminants, que
'on peut espérer exprimer comme le déterminant de la matrice quotient) ou de leur
produit [119, 121, 120, 115].

1.3 Groupes quantiques

Dans le cadre de I’ansatz de Bethe algébrique, la relation de commutation (1.44)
est, comme évoqué plus haut, la marque de 'intégrabilité du systeme. De maniere
similaire au cas classique, cette relation caractéristique de l'intégrabilité implique
une condition de compatibilité sur la matrice R, qui s’écrit en général sous la forme
de I’équation de Yang-Baxter quantique (1.47). Toujours en parallele avec le cas
classique, il est possible de chercher de maniere systématique les solutions de cette
équation, ce qui permet de construire et de classer selon leur matrice R les théories
intégrables quantiques solubles par ansatz de Bethe algébrique.

Une facon d’aborder ce probleme de la recherche systématiques des solutions de
I’équation de Yang-Baxter est le concept de groupes quantiques. Ce concept a été
introduit simultanément par Drinfel’d [64] et Jimbo [97]. Un groupe quantique est lié
au concept d’algebre de Hopf, ¢’est-a-dire une algebre A munie d’opérateurs nommés
comultiplication, co-unité et antipode satisfaisant des regles de compatibilité bien
définies [64]. Plus précisément, ce lien se fait de la fagon suivante. Il est possible
de considérer l'algebre des fonctions sur un groupe comme une algebre de Hopf,
qui est alors une algebre de Hopf commutative (pour la multiplication d’algebre).
Une algebre de Hopf non commutative pourrait alors étre considérée comme une
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généralisation de cette algebre des fonctions sur un groupe, ce qui revient a considérer
un analogue quantique (c’est-a-dire entrainant une algeébre de Hopf des fonctions
non commutative) de la notion habituelle de groupe [198]. En pratique, les notions
d’algebre de Hopf et de groupe quantique sont confondues. L’intérét de ce concept
est qu’il est possible, pour certaines algebres de Hopf, de construire de maniére
systématique un élément appartenant au produit tensoriel de cette algebre avec elle-
méme et qui satisfasse la relation de Yang-Baxter quantique. Cet objet est appelé
matrice R universelle (bien qu’il n’ait a priori pas de forme matricielle). 11 est alors
possible, pour une représentation donnée de I’algebre de Hopf initiale, de construire
I'image par cette représentation de la matrice R universelle, il s’agit d’une solution
matricielle de I’équation de Yang-Baxter.

1.3.1 Algebres de Hopf

Rappelons plus précisément la définition d’une algebre de Hopf : il s’agit de la
réunion d’une algebre A et de trois fonctions : la comultiplication A : A - A® A,
de la co-unité ¢ : 4 — C et de 'antipode S : A - A. Alors que la comultiplication et
la co-unité sont des morphismes d’algebre, I’antipode est un anti-homomorphisme,
c’est-a-dire que S(ab) = S(b)S(a). Pour que (A, A, ¢, S) soit une algebre de Hopf,
les propriétés suivantes doivent étre vérifiées :

(A®1)oA=(1®A)c A (1.54)
(c®l)oA=(1®c)oA=1 (1.55)
mo(S®1)oA=mo(1®S)oA=¢cl (1.56)

Un exemple d’'une telle algebre est U,(sly). Elle a pour générateurs e, f, t et t=! qui
satisfont les relations

ttt=ttt=1 (1.57)

te = ¢%et (1.58)

tf=q2ft (1.59)
t—t1

e, 1= = (1.60)

avec ¢ un parametre complexe. La comultiplication, la co-unité et I'antipode sont
données par les images

Ale)zevl+t®e, A(f)=fott+1®f,
At)=tet, A(t)=t"et!
ele)=e(f)=0, e(t)=e(t!)=1,

S(e) =-tte, S(f)=-ft, S{t)=tt et S(t1)=t

Remarque 1.1. Cette algebre de Hopf peut étre considérée comme une déformation
par le parametre ¢ de I'algebre standard sl

[h,e]=2e, [h,f]==-2f, [e,f]=h (1.65)
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En effet, on retrouve, en posant ¢ = ¢", ces relations de commutation en faisant tendre
q vers 1.

Un autre exemple d’algebre de Hopf commutative est donnée par ’algebre com-
mutative des fonctions a valeurs complexes sur un groupe fini. Dans cette algebre,
la comultiplication A est donnée par la relation A(f)(z,y) = f(zy), la co-unité par
e(f) = f(1) et 'antipode par S(f)(z) = f(z7!), la loi produit étant le produit point
par point, i.e. (f.g)(x) = f(z).g(x).

1.3.2 Matrice R universelle

Le concept de groupe quantique permet d’expliquer la similarité entre les relations
(1.44) et (1.47) via la notion de double quantique et celle de matrice R universelle.
Soit deux algebres de Hopf A et B et une forme bilinéaire (.) : Ax B — C, satisfaisant
les propriétés

(Cl,blbg> = (AA(CL),bl ®b2> ( )
<CL1(12, b> = ((11 ® ag, AB(b)) ( )
(ﬂA,b> =€B(b) (1.68)
(a,1p) =c(a) (1.69)
(Sa(a),Ss(b)) = (a,b) (1.70)
ou a, ay et ay (respectivement b, by et by) sont des éléments de A (respectivement de
B). 1l existe alors une algebre de Hopf D qui admet pour sous-algebres A et B.
Une des propriétés importantes de cette structure est qu’elle permet de construire,
dans le cas ou les sous-algebres sont de dimension finie, un élément du produit
tensoriel D ® D que l'on appelle matrice R universelle. En effet, soit {a;} une base

de A et {b;} une base de B duale par rapport a la forme bilinéaire (.). La matrice R
universelle est alors construite par

Elle satisfait les propriétés suivantes :

RA(z) = A'(z)R (1.72)
(A ® ]l)R =R13Ro3 ( )
(]1 ®A)R=R13R12 (174)
(c@l)R=1=(1®e6)R ( )
(S®1)R=R=(1®S )R ( )
avec A’ =0 oA et o 'opérateur de permutation, et R;; le plongement de la matrice
R dans les espaces i et j du produit tensoriel D ® D ® D. De maniere générale, toute
algebre de Hopf dont le produit tensoriel avec elle-méme admet un tel élément R est

dite quasi-triangulaire.
En particulier, la matrice R universelle satisfait I’équation de Yang-Baxter

R12R13R23 = 7?'237?'137?'12 (177>
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Les équations (1.44) et (1.47) peuvent alors s’interpréter de la maniére suivante :
quand les espaces auxiliaires et quantiques sont des représentations de la méme
algebre de Hopf, la matrice R définie sur le produit tensoriel de 1’espace auxiliaire
avec lui-méme est la représentation de cette matrice R universelle, d’ou la relation
(1.47). De méme, la matrice de monodromie est I'image de la matrice R universelle
dans le produit tensoriel des espaces auxiliaire et quantique, ce qui donne la relation
(1.44).

Il est intéressant de remarquer que l'algebre U,(sly) peut étre vue comme le double
quantique de deux sous-algebres de Hopf. Elle est donc quasi-triangulaire, et ad-
met une matrice R universelle. Ainsi, dans chaque systeme intégrable ou l'espace
quantique est une représentation de I’algebre de Hopf U, (slz), il est possible de trou-
ver une matrice R satisfaisant les relations (1.44), en considérant ’espace auxiliaire
comme une représentation de U,(sly).

1.3.3 Représentations de U,(sls)

Pour finir, décrivons quelques représentations de U,(sly). Il s’agit en effet d'une
algebre de Hopf simple quoique non triviale et qui est reliée a plusieurs modeles
intégrables quantiques comme le modele de la chaine de Heisenberg XXZ ou encore
le modele de sine-Gordon. La connaissance de ces représentations permet donc de
construire pour ces modeles les matrices R et les matrices de monodromie.

Pour ¢ non racine de 1'unité, les représentations irréductibles de dimension N sont
les représentations 7 dont 1'espace est engendré par les vecteurs v;,i € [1, N] avec les
relations

m(e)vg < vpy  avec vy =0 (1.78)
m(e)vg o< gy avec vny1 =0 (1.79)
m(t) o< vy (1.80)

En particulier, la représentation de dimension 2 a pour expression matricielle

-0 o) 7n-(7 o) =o-(2 ) (181)

Pour ¢ racine de 'unité, un exemple de représentation est donné par

7 —12—1
m(e) = x%)( (1.82)
7 —a;\ 7
n(f)=at B2 D (1.83)
q-q
w(t) = L72 (1.84)
a2
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avec x, a; et as des nombres complexes non nuls et Z et X une représentation de
I’algebre de Weyl définie par ZX = ¢X Z,

1 1
7= 1. x-|! . (1.85)

Cette représentation est irréductible des lors que le couple (a?V,a2™) n’est pas le
couple (1,1).

1.4 Ansatz de Bethe algébrique : 'exemple de la
chaine de Heisenberg XXX

Le but de cette section est d’illustrer la méthode de la diffusion inverse quantique
en prenant 'exemple de la résolution par ansatz de Bethe algébrique [173, 193] la
chaine de Heisenberg X X X de spin 1/2 [87, 50, 89, 163, 203]. Il s’agit d’une chaine
de N sites, chaque site portant un espace quantique de dimension 2. Le modele est
décrit en termes des opérateurs 0%, oy et 0z, qui sont les matrices de Pauli agissant
sur ’espace quantique au site n. Le Hamiltonien du modele est donné par

N
H=Y (oot + oot + o702 - 1) (1.86)
n=1

1.4.1 Détermination du systeme auxiliaire et matrice de mo-
nodromie
La premiere étape dans la résolution par diffusion inverse quantique est de construire

une matrice de monodromie dont la trace génere le Hamiltonien. Cette matrice de

monodromie peut s’écrire sous la forme d’un produit de matrices de Lax définies par
(122, 123, 143]

_ (A0S nS,
L,(\) = ( nS: A—ﬁsﬁ) (1.87)
avec St et S? les opérateurs locaux définis par
1 1
SZ = 502 et Sf= 5(03“; +i0Y) (1.88)

Ici, dans la construction de la matrice de monodromie, des inhomogénéités sont
incluses de la fagon suivante : on définit la matrice de monodromie comme étant

T()\)ZLN(A—éN)Ll(A—él) (189)

avec les 0; des parametres d’inhomogénéité complexes.
Cette matrice de Lax et la trace de la matrice de monodromie

() = T T(A) = Tr (égg ggi%) (1.90)
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associée permettent bien de reconstruire le Hamiltonien a la limite homogene §; - 0 :
on a l'identité de trace

H=277%1n7()\))\=n—2N (1.91)

La matrice de Lax et la matrice de monodromie vérifient les relations (1.44) et (1.42)
avec la matrice R définie par

1 0 0 0
_|0 oA p) e(Ap) O
BAW=10 cup) o) 0 (1.92)
0 0 0 1
avec les fonctions
A-p n
b(A\ = t () = 1.93
(A, 1) Ny © c(\ 1) Py (1.93)

L’existence de la matrice R montre bien le caractere commutatif de la famille (7())).

Remarque 1.2. La forme de la matrice de Lax impose que les générateurs de
'algebre de Yang-Baxter sont des polynomes en A, de degré N pour A(M) et D(N),
et de degré N —1 pour B(\) et C'(\). En particulier, 'opérateur de transfert 7(\) est
un polynome de degré N dont les coefficients forment aussi une famille d’opérateurs
qui commute.

[’équation (1.44) peut se réécrire comme les 16 équations suivantes :

AN A(p) = A(p)A(X)
AN B(p) = b(A, ) B(p) A(A) + (A, 1) A(p) B(A)
BA)A(u) = c(A, ) B(p) A(A) +0(A, ) A() B(A)
B(A)B(p) = B(1)B(X)
b(A, (1) AN C (1) + (A, ) CA)A(p) = C () A(N)
b(A, ) AQ) D () + (X, ) C(N) B(1) = b(A, (1) D() AA) + (A, ) C (1) B(A)
b(A, 1) BA)C () + (X, 1) DA A(p) = ¢(A, ) D) A(X) + b(A, ) C (1) B(A)
b(A, ) B D () + c(A, ) D(A) B(p) = D(p) B(A)
(X, ) A C () +b(A, ) C (N A(p) = A(p)C(A)
(A, ) AN D (1) + b(A, 1) C(A) B(p) = b(A, ) B(p)C(A) + (A, ) A(n) D(X)
(A ) BQ)C (1) +b(A, 1) DN A() = (A, 1) B(r)C(A) + (A, 1) A(p) D(X)
(A, ) BA)D () + b(A, p) D(X) B(p) = B(p) D(X)
C(N)C(p) = C(p)C(N)
CN)D(p) = b(A, ) D()C(A) + (X, p)C () D(X)
DNC () = (X, ) D(p)C(A) + b(A, ) C () D(A)
D(A)D() = D(u)D(A)
Remarquons entre autres que les quatre familles A(\), B(\), C'(\) et D()\) sont des
familles commutatives.
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Enfin, définissons le déterminant quantique comme étant la fonction
det,T7(A\) = A(N)D(A-n) - B(A)C(A—-n) (1.94)

Les relations de Yang-Baxter font que cette fonction peut aussi s’écrire

det,T(\) = A(A=n)D(\)=C(A-n)B()\) (1.95)
det,T(A\) = DA -n)A\) - B -5)C(\) (1.96)
det,T(\) = DA\)A-1)-C(\)BA-1n) (1.97)

Cette fonction présente la propriété de factorisation

det,T'(\) = dety, Ly (A)det,Ly_1(\)...det L1 () (1.98)

1.4.2 Caractérisation des états et valeurs propres de ’opérateur
de transfert

[’ansatz de Bethe algébrique est basé sur l'existence d'un état |0), I'état de
référence, tel que

AN)|0) = a(N)[0), D(A)[0) = d(A)[0), (1.99)
BV)[0)#0 et C(V)0) =0 (1.100)

Dans le cas de la chaine de Heisenberg de spin 1/2, cet état est donné par

0) = é(é) (1.101)
En effet, on a
T(V)[0) - (é*83||8§ gg%hg;) L)) ... L)) (1.102)

La matrice L,|0) étant triangulaire supérieure, I'état |0) est bien un état de référence,
avec

a()\):ij()\—(Sj+g), d()\):(f[l/\—dj—g) (1.103)

A partir de cet état de référence, il est possible de créer d’autres états en utilisant
I'opérateur B de la facon suivante :

(M- M) = BOW) ... BOW|O) (1.104)

La famille B(\) étant une famille d’opérateurs qui commutent, l’ordre des \; n’im-
porte pas.
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La commutation des opérateurs A et D avec un produit de B est donné par

A(A)IjB(m) = H o A) [1BGu)AMN) (1.105)
- 222“1323 O 5,y L1200
D(A)I}B(u» - H m A7 L an)D(A) (1.106)
- B0 iy TTPODAG)
L’action des opérateurs A et D sur Iétat ¥, (A, ..., \) est donc donnée par

A(M)an()\la>)\n) ZA\I/n()\l,.. A )+ZA )\ ()\1,... i 1,)\”1,...,)\”,#)

D)Mo M) = AL (A, .. A) + ZA\I/()\l,... Nicts Aists -y Ans 1)

avec
A=a(p 1.107
(Il b(A,, ) o
A=alu 1.108
TG 10
c(ps Ai)
Ai = a(N) 1.109)
) L AJ, %) (
o C()\iv /"L)
A =d(N) 1.110)
Demander que ¥,,(A1, ..., \,) soit un vecteur propre de 7(\) revient donc & demander
que .
ce qui peut se réécrire comme une condition indépendante de \ :
a(Ai) b\, \i)
= Vie[l,n 1.112)
0w L0y Treel (

Ce systeme d’équations, appelées équations de Bethe, est un systeme qui se retrouve
dans d’autres modeles intégrables.

Ainsi, il est possible de construire des états propres a droite de 'opérateur de trans-
fert sous la forme B(A;)...B(\,)[0). Il faut noter que cette méthode ne permet
pas en général de prouver la complétude des états ainsi construits. Cette méthode
permet de construire des états propres a gauche de facon similaire, sous la forme
(0]C'(Ay)...C(\y) avec Iétat de référence a gauche

(0] = é(é) (1.113)

n=1
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Les états propres ainsi construits sont orthogonaux car associés a des valeurs propres
différentes de l'opérateur de transfert.

Ici, Pexistence de I'état de référence et I’équation (1.44) ont permis la caractérisation
du spectre et des états propres a la fois de 'opérateur de transfert et du Hamiltonien
du modele XXX a l'aide d’un systéeme d’équations, les équations de Bethe. Cette
méthode, appelée ansatz de Bethe algébrique, est un outil puissant qui peut s’appli-
quer a d’autres modeles.

1.4.3 Résolution du probléeme inverse

Le spectre et la base propre du Hamiltonien étant caractérisés en termes de
générateurs de l'algebre de Yang-Baxter, il est possible de calculer ’action de ces
générateurs dans la base propre du Hamiltonien, et donc de calculer leurs facteurs
de forme. L’étape suivante dans le calcul des fonctions de corrélation de la chaine de
Heisenberg est la résolution du probleme inverse, c¢’est-a-dire I’expression de tous les
opérateurs locaux en fonction des éléments de la matrice de monodromie [143]. Une
fois effectuée, les facteurs de forme des opérateurs locaux pourra a priori étre obtenue.

Le fait que l'espace auxiliaire puisse étre considéré comme une représentation d’une
algebre de Hopf est a l'origine de cette reconstruction. Ici, les espaces quantiques et
auxiliaire sont tous de dimension 2 et sont en fait issus de la méme représentation de
U,(sly), et la matrice de Lax L, (A—0d,) présente la propriété d’étre un multiple de la
matrice de permutation Ilg, (0 indique 'espace auxiliaire) au point A = &, = 0, + /2.
On a alors le résultat suivant :

tro (55 (61)To(61)) = ST7(&1) (1.114)

ol « € {z,+, —}. Cette formule permet la reconstruction de tous les opérateurs associés
au site 1.

Le fait que les matrices de Lax se confondent avec la matrice de permutation en un
point donné permet également de construire I'opérateur de translation du systeme,
c’est a dire un opérateur U, tel que

U, Lny(N) .. Li(MN) U = Lyt (A) o Ly(A) (M) - L (N) (1.115)
Cet opérateur peut se calculer a I'aide des matrices de transfert de la fagon suivante :

Uwﬁr(&) (1.116)
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L’obtention de ce propagateur permet d’étendre la reconstruction des opérateurs du
site 1 a tous les sites de la chaine. Au final, on a les 3N reconstructions :

s; = H (7(6)) B(&) H (r(€))”" (1117)
50 =ﬁ(f<@>)c<sn> [Ter(e)” (1.118)
5= [T (@) 54 DY TT (&) (1119)

Dans le cas de chaines de spins supérieurs, 1’espace auxiliaire a une dimension stricte-
ment inférieure aux espaces quantiques. Il est toutefois possible d’utiliser ce principe
de résolution pour le probleme inverse, en utilisant une procédure de fusion sur les
matrices I pour obtenir des opérateurs agissant sur des espaces auxiliaire et quan-
tiques de méme dimension [143].

1.4.4 Produits scalaires et facteurs de forme

Une fois le spectre du Hamiltonien caractérisé en termes des générateurs de
I’algebre de Yang-Baxter et le probleme inverse résolu, il est possible d’exprimer les
facteurs de forme des éléments locaux, c’est-a-dire les quantités de la forme (V|O,,| V")
avec (V| et |U’) vecteurs propres respectivement a gauche et a droite du Hamiltonien
et O, un opérateur local associé au site n, en termes d’éléments de la matrice de
monodromie uniquement. On se retrouve alors a calculer des quantités du type

OIC () - Clm) TTHEX W T @B Bno)  (1120)

avec (y;) et (v;) des solutions des équations de Bethe (1.112) et X une combinaison
linéaire des générateurs A, B, C' et D.

Remarquons tout d’abord que 'action des 7 sur les produits de B et de C' est diago-
nale, car ces produits correspondent a des états propres de la matrice de transfert.
Des égalités telles que (1.105) et (1.106) peuvent ensuite étre utilisées pour faire pas-
ser X a travers le produit de C'. Au final, il est possible de décomposer les facteurs de
forme (1.120) en somme de produits scalaires (O|[T; C'(u;) I1; B(v;)[0), ot la famille
(14;) ne satisfait pas a priori les équations de Bethe (1.112). Il est possible d’exprimer
ces produits scalaires sous une forme simple faisant intervenir un déterminant :

OO [T - o)

(1.121)

ou la matrice H({x},{r;}) est la matrice n x n constituée des éléments

HOG {0}y = — (a(mﬁ)H(Vm—/tzﬁw)—d(ﬂé)H(Vm—ué—n)) (1.122)

!
Vg = ,ub m%a m*a

Un point important de ce résultat est qu’il se met sous forme compacte, a l'aide
d’un déterminant. Sa manipulation pour de futurs calculs est ainsi plus aisée. De
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plus, il est possible de montrer 'annulation de cette quantité en exhibant un vecteur
propre de la matrice H de valeur propre nulle lorsque {y}} et {1;} sont des solutions
différentes des équations de Bethe. En particulier, on peut exhiber un tel vecteur dans
le cas du produit scalaire de deux états propres de la matrice de transfert associés a
deux valeurs propres différentes

Pour finir, remarquons que les résultats théoriques obtenus, combinés a certaines
techniques de sommation numérique, permettent d’obtenir des prévisions vérifiables
par des expériences de diffusion de neutrons sur des matériau magnétiques modélisés
par les chaines de Heisenberg (le résultat ci-dessus s’étendant au cas XXZ) [57, 56,
165, 166, 142).
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Chapitre 2

Séparation des variables

2.1 Séparation des variables classique

Dans le contexte de I’étude des systemes intégrables classiques, un des méthodes
les plus efficaces, mentionnée au début de cette these, est celle de la séparation
des variables. Cette méthode vise a I’obtention de variables séparées, permettant de
transformer le probleme original liant 2D variables en un ensemble de D problemes
indépendants ne faisant intervenir que deux variables.

La résolution d’un probleme par la méthode de la séparation des variables se fait
donc en trois étapes :

— Obtention des variables séparées. Il s’agit d’'un ensemble de 2D variables qui
sont, dans le formalisme du crochet de Poisson, des variables canoniques. Ces
variables sont telles qu'il existe D relations dites relations séparées ne faisant in-
tervenir chacune qu’une paire de variables séparées et des quantités conservées.

— Calcul de I'évolution temporelle des variables séparées, a ’aide de ces relations
séparées.

— Ecriture des variables initiales du systeme au temps t en fonction des variables
séparées au temps t.

En général, la premiere partie de ce schéma est I'une des plus difficile. Il n’existe pas
en effet de méthode universelle pour obtenir un jeu de variables séparées pour un
systeme intégrable quelconque.

2.1.1 Variables séparées

En suivant la méthode exposée en [182], je vais tout d’abord rappeler quelques
résultats de la séparation des variables dans le cadre de la mécanique classique.
Soit considere un systeme évoluant dans un espace des phases de dimension 2D,
ainsi que D quantités H;,i € [1, D] en involution et dont le crochet de Poisson avec
le Hamiltonien du sytéme est nul,

(H, H,}=0 Vi je[L,D] (2.1)
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alors un ensemble de variables {p;, ¢;} est dit séparé s’il est canonique, c’est-a-dire
qu’il vérifie les relations

{pispi} ={ai, ;1 =0 et {pi,q;} = 0y (2.2)

et 8'il existe D relations liant les éléments des couples (p;,¢;) et les quantités H; via
des fonctions f; telles que :

fl(puqzaHlaaHD):O VlE[[l,D]] (23)

Les quantités H; commutant au sens de Poisson avec le Hamiltonien, elles sont
constantes et il est alors possible de fixer leur valeur, ce qui donne au final D rela-
tions, chacune reliant les éléments d’un couple (p;, ¢;)-

Un exemple de variables séparées est donné par les variables action-angle d’un
systeme. En effet, ce sont des variables canoniques, et il est possible d’écrire D
équations reliant les dérivées temporelles des variables angle aux quantités conservées
du systeme.

2.1.2 Fonctions de Baker-Akhiezer

L’une des méthodes les plus puissantes permettant d’exhiber un ensemble de
variables séparées pour un modele donnée est celle basée sur les fonctions de Baker-
Akhiezer. Ces fonctions font intervenir le formalisme des matrices de Lax. Dans ce
cadre, soit une matrice de Lax L(u) de taille N x N du systéme considéré,

Ln(u) ng(u) LlN(u)

L21_(U) L22_(U) LZJ\{(U)

L(u) = (2.4)

Iaa(u) Lna(u) - Lan(u)

dépendant d’un parametre spectral u, telle que les quantités conservées H; peuvent
étre obtenues a l'aide des valeurs propres de cette matrice.
Soit une valeur propre z(u) de cette matrice de Lax. Le vecteur propre associé (u)

L(u)Q(u) = z(u)2(u) (2.5)

est alors appelé la fonction de Baker-Akhiezer associé a la valeur propre z(u). Pour
étre bien défini, ce vecteur propre doit étre normalisé, cela est fait en imposant un
N-uplet de fonctions (ay(u),...,an(u)) telles que la fonction de Baker-Akhiezer
vérifie la relation

;al(u)Ql(u) =1 (2.6)

ot les ©;(u) sont les composantes du vecteur propre 2(u).

L’intérét de cette fonction du point de vue des systemes intégrables classique est que
son étude permet en général d’obtenir un ensemble de variables canoniques séparées.
En effet, les poles x; de cette fonction sont, dans de nombreux cas, des variables
du systéeme qui commutent au sens de Poisson. Les variables conjuguées sont alors
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fournies par la valeur propre correspondante z; = z(x;) ou par une fonction de cette
valeur propre.

Le fait que les variables obtenues soient séparées peut se comprendre de la facon
suivante. z; étant la valeur propre associée au vecteur €2(z;), on a I'annulation

det(z — L(z;)) = 0 (2.7)

Remarquons ensuite que le déterminant det(z — L(u)) peut se décomposer sous la
forme

det(z - L(u)) = ;cn(u)z” (2.8)

ou les fonctions ¢, sont des variables du systeme. Ces variables sont des invariants
spectraux de la matrice L(u)! et peuvent donc s’exprimer a l'aide des quantités H;.
Ainsi, 'équation (2.7) ne fait intervenir que le couple de variables conjuguées (x;, z;)
et les quantités H;, et joue le role d’équation de séparation des variables (2.3).

La méthode exposée ici demande cependant plusieurs vérifications. Tout d’abord, il
faut bien vérifier que la fonction de Baker-Akhiezer admet bien D poles, que ces poles
sont en involution et qu’ils forment, avec les valeurs propres correspondantes, un en-
semble de variables canoniques, ce qui n’est pas a priori vrai pour toutes les normali-
sations (2.6). Il existe en effet certains modeles, comme la chaine XYZ [179], ou seules
certaines normalisations permettent d’obtenir des variables canoniques séparées.

La caractérisation des poles de la fonction de Baker-Akhiezer se fait en général en
utilisant les résidus de cette fonction. En effet, en notant Q9 le résidu de Q en u = ;,
on a les conditions

N .
L(z)Q® = 200 et Y a,(z)Q =0 (2.9)
n=1

Ces conditions se traduisent par le fait que la matrice N +1x N constituée du vecteur
ligne (a;(w;)) et de la matrice L(x;) est de rang N — 1, ce qui est équivalent, entre
autres, a I’annulation simultanée des deux déterminants

oq(cci) OtQ(LL’i) e OéN(JJi)
Lgl.(l'i) LQQ(xz) - Z . LQN.(l'i) (210)
LNI.(-Ti) LN2.(371‘) . LNN(Q.%') —Zi
et
aq(x;) ag(x;) ... ay(x;)
LH(fL’i) - Z; ng(xi) . LlN(LEi)
LNl'(mi) LNQ.(xi) . LNN(xz) -z

1. Dans le cas ot L(u) est diagonalisable, ce sont, & un signe pres, les polynémes symétriques
en les valeurs propres de L(u)
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Il est alors possible de combiner ces deux annulations pour obtenir une seule équation,
dont les solutions sont les poles de la fonction de Baker-Akhiezer. Par exemple, dans
le cas N =2, ces poles sont la solution de la fonction

B(u) = ay(u)?Lia(u) — ag(w)ao(u) (L1 (u) = Log (1)) — aga(u)? Loy (u) =0 (2.12)

2.1.3 Un exemple d’application des fonctions de Baker-Akhiezer :
GL(N)

Nous avons vu que I'existence d’une matrice de Lax et la commutativité au sens de
Poisson de ses valeurs propres est équivalente a ’existence d’une matrice r vérifiant
I'équation (1.15). Cette équivalence est également vraie dans le cas d’une matrice de
Lax dépendant d’un parametre spectral, la relation s’écrivant alors

{L1(u), La(v)} = [r12(u, v), Li(u)] = [ra1 (v, u), La(v)] (2.13)

Dans le cas d’'une matrice r antisymétrique, ce qui se traduit en présence d’'un pa-
rametre spectral par la relation

r12(u, v) = =191 (v, u) (2.14)

non dynamique et ne dépendant que de la différence des deux parametres u— v, cette
relation impose a la matrice r de satisfaire ’équation de Yang-Baxter classique,
similaire a (1.19)

[rlg(u),rlg(qu ’U)] + [T’lg(u),rgg(v)] + [Tlg(u + U),’l“gg(’l])] =0 (215)

Il est alors possible d’étudier de maniere générique les solutions de cette équation,
et de classifier les systéemes intégrables suivant les matrices r associées aux matrices
de Lax.

Une construction possible pour obtenir une solution de I’équation de Yang-Baxter
classique est donnée, pour une algebre de Lie semi-simple G, par la formule

rio(u) = g S8, (2.16)

avec I, une base de l'algebre de Lie, orthonormale selon la forme de Killing de
I’algebre.
Prenons le cas particulier de I’algebre de Lie g/(N'). Dans ce cas, la formule précédente
donne la matrice r

Tlg(u) = 5]1:)12 (217)

avec P15 la matrice de permutation entre les espaces 1 et 2. Il se trouve alors qu’une
normalisation (2.6) constante et non dynamique, c’est-a-dire que a(u) ne dépend
ni de u ni des variables dynamiques du systéme, permet de construire des variables
canoniques séparées. Pour simplifier, prenons

a;(u) = 0; (2.18)
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L’annulation des déterminants (2.10) et (2.11) permet alors de construire a l'aide
des éléments de la matrice de Lax un polynome B dont les racines sont les poles de
la fonction de Baker-Akhiezer, ainsi qu’un autre polynome A dont les valeurs en les
x; sont les z;. En particulier, pour N =2, ces deux polynomes sont donnés par

B(u) = Lgl(u) et A(U) = Lll(u) (219)

Les formules pour N quelconque sont données en [170].

2.2 Séparation des variables quantique

Le concept de séparation des variables peut se transposer au cas de modeles
quantiques [174, 180, 182, 183, 128, 15, 16]. Dans ce cas, le but de la méthode
est de trouver un ensemble de 2D opérateurs x; et p; satisfaisant les relations de
commutation

[wnfﬁj] = [pi,]?j] =0 et [xiapj] = ih%’ (2-20)

tels qu’il existe D relations de la forme
q)i(:ci,pi,Hl,...,HD):O (221)

dans lesquelles H; est une famille d’opérateurs qui commutent entre eux et avec le
Hamiltonien. Ces relations permettent alors de simplifier le probleme, en le trans-
formant en plusieurs problemes auxiliaire de moindre complexité. En effet, il est
possible de représenter les opérateurs x; et p; comme les opérateurs multiplication
et dérivation agissant sur des fonctions CP — C, ce qui permet de voir les relations
(2.21) comme des équations différentielles. Si ¥ est une solution de ces équations
différentielles, il est alors possible de la factoriser sous la forme

U(xy,...,xp) = H\IJZ(:L’@) (2.22)

ou les U; sont des fonctions a une variable satisfaisant I’équation différentielle (2.21).

En particulier, il est possible de généraliser la méthode de la fonction de Baker-
Akhiezer au cas quantique, et de caractériser les opérateurs x; comme étant les zéros
d’un certain opérateur polynomial B(\), et les opérateurs p; comme étant les valeurs
prises par un autre opérateur polynomial A(\), c’est-a-dire p; = A(x;).

Ces polynomes A(\) et B(\) peuvent en particulier étre obtenus dans le cadre de
la méthode de la diffusion inverse quantique. De tels résultats ont été obtenus tout
d’abord dans le cadre de la chaine de Toda par Sklyanin [174], puis en particulier
pour les modeles de la chaine X X X [180] , du modele de sinh-Gordon [176], et plus
récemment dans le cas du modele 7, [91] et du modele de sine-Gordon [157].

Dans la suite de la these, nous allons utiliser cette méthode dans le cas d’une dimen-
sion auxiliaire égale a deux, c’est-a-dire que les matrices de Lax et de monodromie
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seront des matrices de taille 2 x 2. Lorsque ces matrices vérifient une relation de
commutation régie par la matrice R a 6-vertex, c’est-a-dire une matrice de la forme

1
b(A) c(N)
c(\) b\ 1

R(\) = (2.23)

elles vérifient en particulier, en notant pour la matrice de monodromie

T(\) - (égig gg;i) (2.24)

la relation de commutation
[B(A), B(1)] =0 VA peC (2.25)

Dans le cas ou l'opérateur B est diagonalisable (ce n’est pas toujours le cas, un
contre-exemple étant donné par la chaine XXX avec conditions périodiques), ces
relations de commutation montrent qu’il existe une base commune pour cette famille
d’opérateurs, chacune de ses valeurs propres étant un polynome en A. Il est alors
possible de déterminer les opérateurs zéros de B(\), c’est-a-dire des opérateurs n;,
diagonaux dans la base propre de B(\) tels qu’on ait la relation

B(\) o< [T(A-n,) (2.26)

Ces zéros étant diagonaux dans une méme base, ils commutent entre eux. De plus, les
relations de commutation régies par la matrice R impliquent alors que 'opérateur
A(N), pris en les valeurs propres de ces zéros, correspond a l'opérateur impulsion
conjugué (c’est a dire que 'action de A pris aux points appropriés sur un vecteur
propre de B donnera un autre vecteur propre de B). La donnée de ces deux familles
d’opérateurs correspond alors a la construction des variables quantiques séparées du
modele.

De plus, il est possible de réécrire par interpolation 1’action des quatre opérateurs
constituant la matrice de monodromie dans la base propre de B(\). Cette réécriture
permet alors une caractérisation du spectre de 'opérateur de transfert, la trace de la
matrice de monodromie, par ces variables quantiques séparées. Cette caractérisation
est la donnée d’équations de Baxter locales. Une condition de compatibilité de ces
équations de Baxter locales permet alors une caractérisation du spectre de I’opérateur
de transfert, et donc du Hamiltonien du modele.

Dans la perspective de I'obtention des facteurs de forme des opérateurs locaux
du modele dans le cadre de la méthode de la diffusion inverse quantique, la ca-
ractérisation du spectre précede la caractérisation des états propres du Hamiltonien
et la résolution du probleme inverse. Le chapitre suivant est consacré a la résolution
de ces problemes dans le cadre du modele de sine-Gordon.
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Chapitre 3

Application au modele de
sine-Gordon

La section précédente a fourni un apercu de la facon dont la méthode de séparation
des variables de Sklyanin se base sur le cadre de la méthode de la diffusion inverse
quantique, permettant ainsi d’obtenir une caractérisation du spectre du modele. Dans
la représentation des variables séparées en question, B(\) s’écrit comme un opérateur
diagonal, alors que A(\) et D(\) sont des sommes d’opérateurs de translation. Les
équations permettant de caractériser le spectre de 'opérateur de transfert, c’est-a-
dire I'opérateur A(X) + D(\), peuvent, une fois écrites dans la représentation des
variables séparées, se factoriser en un ensemble d’équations elles mémes séparées
et donc solubles. Ces équations, chacune ne faisant intervenir qu’une seule variable
séparée, sont des équations de Baxter.

Dans la perspective de déterminer les facteurs de forme des champs locaux, la
détermination des éléments propres de 'opérateur de transfert ne suffit cependant
pas. Il faut également exprimer les vecteurs propres de cet opérateur en termes d’une
base associée aux variables séparées et calculer leur produit scalaire. De plus, initiale-
ment, seuls les éléments de I’algebre de Yang-Baxter A, B, C' et D peuvent s’exprimer
en termes des variables séparées. Pour calculer les facteurs de forme des opérateurs de
champs locaux, il est de plus nécessaire de pouvoir exprimer ceux-ci en termes de ces
générateurs de 'algebre de Yang-Baxter, et donc des variables séparées, procédure
qui par analogie avec le cas classique porte le nom de résolution du probléme inverse
quantique. Cette procédure va étre dans un premier temps appliqué au modele de
sine-Gordon, et plus particulierement a une version discrétisée de ce modele, tout
d’abord en rappelant les résultats issus de [157, 154] puis en présentant les résultats
de Particle [77].

3.1 Position du probleme

Le modele de sine-Gordon est 1'un des modeles les plus étudiés des systemes
intégrables. Le cas classique peut étre résolu par la méthode de la diffusion inverse
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classique. Il existe également plusieurs résultats aidant a comprendre le cas quan-
tique. En volume fini, I’approche utilisée par Destri et de Vega [61] implique une « fer-
mionisation »du modele de sine-Gordon vers le modele de Thirring massif. Une fois
cette opération effectuée, la résolution peut se faire par ansatz de Bethe algébrique.
Toutefois, il n’a pas encore été montré que cette approche, limitée au cas du volume
fini, caractérise tous les états du spectre de sine-Gordon. De plus, I'ansatz de Bethe
algébrique utilisée nécéssite une démonstration séparée de la complétude des solu-
tions. En volume infini, les matrices-S de diffusion ont été décrites [217, 218, 219], ce
qui permet de caractériser completement la dynamique des particules de ce modele.
De plus, la structure du probleme fournit un ensemble d’équations pour les facteurs
de forme [111, 46, 185, 186, 189], équations régies par les matrices-S. La donnée de
ces matrices-S permet donc d’obtenir les équations caractérisant ’ensemble des fac-
teurs de forme locaux [187, 188, 167, 55] ; le lien précis entre les facteurs de forme et
les opérateurs locaux n’est hélas pas accessible en toute généralité dans ce cadre, ce
qui a motivé notre approche.

3.1.1 Présentation du modele, matrice de Lax

Dans le cas classique, le modele est une théorie des champs en dimension 1 + 1
décrite par le Hamiltonien

R
Hy = ﬁ (8,6)? + 12 + 87 j1cos(266) (3.1)

avec le champ ¢ satisfaisant les conditions périodiques ¢(x + R,t) = ¢(x,t) et le
crochet de Poisson {II(z,t),¢(y,t)} = 2m0(x — y). L’approche du cas quantique se
fera ici en utilisant la paramétrisation présentée dans [67, 93]. Dans cette approche,
les champs ¢ et II sont discrétisés et quantifiés par la définition de 2N opérateurs ¢,
et IT,,, (n,m) € [1, N]?, satisfaisant

[¢n> Hm] = 27Ti5n,m (32)

et leurs exponentielles
v = €709 et u, = P12 (3.3)

Ces exponentielles satisfont les relations de commutation
Up Vi = V"V, avee g = e (3.4)

Notons que cette paramétrisation génere un ensemble de N algebres de Weyl W,,.
En ces termes, la matrice de Lax associée au modele de sine-Gordon s’écrit

Ln(/\) = K, (un(q_l/g"iﬁlvn +5q11/2"i'7_11'V7_11) ~ ()‘nV_’n - /\'r_zlv_*r_ll)/l ~ ) (35)
AVt = A tvn) /i W eV, + g VPR,V

avec \, = \/&, et K, et &, 2N constantes complexes, parametres du modele. En effet,
la matrice de transfert (c’est-a-dire la trace dans l'espace auxiliaire du produit de
N matrices de Lax) permet d’exprimer un certain opérateur Hy qui, dans la limite
N — oo et avec les bonnes valeurs pour les parametres k et &, permet de retrouver
le Hamiltonien du modele de sine-Gordon. C’est par ce biais qu’étudier cette version
discrétisée (qui a son intérét propre) aide a la compréhension de la théorie continue.
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3.1.2 Le spectre du modele de sine-Gordon dans le cadre de
la séparation des variables

Les résultats brievement rappelés ici sont issus de [157, 154]. Dans la section
suivante, ils seront adaptés, démontrés et commentés dans le cas tres similaire du
modele de Potts chiral.

Pour simplifier le propos, nous nous limiterons ici au cas d’une chaine de lon-
gueur impaire. Prendre cette longueur paire ne fait qu’imposer quelques termes
supplémentaires, sans changer fondamentalement la méthode. Ces termes apparais-
sant aussi dans le cadre de I’étude du modele 75, ils sont ici laissés de coté et seront
traités dans la section suivante.

Relation de Yang-Baxter et cyclicité Le schéma de résolution global étant
similaire a celui utilisé pour l'ansatz de Bethe algébrique, la matrice de Lax est
construite de facon a satisfaire la relation de Yang-Baxter

RO\, p)(Ln(A) ® 1) (T @ L (1) = (1® L (1)) (Ln(A) @ 1) R(A, 1) (3.6)

avec R(\, p) la matrice 6-vertex définie sur le produit tensoriel de deux espaces de
dimension deux par

g\t =TI A 0 0 0
_ 0 At =Xt g-qt 0
R(A\, p) = 0 q-q! At = A1y 0 (3.7)
0 0 0 gt =g Ay
La matrice de monodromie
_ _[A(N) B(\)

est une matrice 2 x 2 dont chaque élément est un opérateur défini sur le produit
tensoriel @ W,,. Ces opérateurs A(N), B()\), C(\) et D(\) définissent 1'algebre de
Yang-Baxter. Un résultat classique de la méthode de la diffusion inverse quantique
est que T'(\) satisfait également ’équation de Yang-Baxter

RO ) (T(A) @ 1) (1o T(p) = (Lo T(u))(T(A) @ L) R(A, 1) (3.9)

Les conséquences principales de cette équation sont que les opérateurs B(\) et B(j1)
commutent pour tous nombres complexes A et u, et que la famille d’opérateur a un
parametre {A(A) + D(A)} est une famille dont tous les éléments commutent entre
eux. L'opérateur T () = A(A\) + D()) est appelé l'opérateur de transfert. Enfin, il
est possible de définir le déterminant quantique de la matrice de monodromie, qui
est un élément central de I'algebre de Yang-Baxter. Cet élément est donné par

det, T(A) = AN)D(¢7A) = BAA)C(¢7'\) (3.10)
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Dans la suite du propos, nous allons supposer que le nombre 32 est rationnel, avec

/

B% = P avec p impair, p’ pairet pap’ =1 (3.11)
p

Ces conditions imposent la cyclicité ¢? = 1. En particulier, les puissances ul, et vh
sont centrales. Il est alors possible de définir une représentation cyclique a droite
et une représentation cyclique a gauche pour chaque algebre de Weyl, chacune de
dimension p. Plus précisément, soit une famille de 2N nombres complexes u,, et v,,
n e [1, N], tels que Vn, uj, = uh1 et v, = vh 1. La représentation a droite de 1’algebre
W, est définie par p états |k),, k € [0,p—1] et les actions

Valk)n vnqk|k)n (3.12)
Unlk)n = unlk-1), (3.13)

avec la condition de cyclicité |k + p), = |k)n, VE.

Pour définir la représentation a gauche de I'algebre W,,, dans le cas ou les opérateurs
u, et v, sont unitaires et ou les états a gauche sont les duaux des états a droite,
c’est-a-dire que ,(k|k'), = Ops, V(k, k") € [0,p — 1]2, on obtient alors les actions a
gauche

w{klVa
n (K,

vnqkn(k| (3.14)
(K + 1| (3.15)

Hermiticité et valeurs moyennes Les éléments de l'algebre de Yang-Baxter
satisfont, sous certaines contraitnes, des relations d’hermiticité. En fait, si les familles
de parameétres k, et &,, n € [1, N], sont tels que Vn,k2 € R et Vn,£2 € R et qu'il
existe un nombre ¢ € {1,-1} tel que

knén

R

Yn

= ¢ (3.16)

alors on a les relations d’hermiticité

(AT()\) BT(A))z(D()\*) C(EA*)) (3.17)
ci(n) DIV T\B(ex) A '

Ces relations se traduisent en particulier par le fait que 7(\) est autoadjoint si A est

un nombre réel.
Les valeurs moyennes d’un opérateur O sont définies par

O(\) =Iﬁ0(qk)\) (3.18)
k=0

Dans le cas des éléments de la matrice de monodromie, ces valeurs moyennes O(\)
sont des polynomes en \P. De plus, nous avons la proposition suivante :
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Proposition 3.1. Les valeurs moyennes des générateurs de l’algebre de Yang-Baxter
sont des éléments centraux de cette algébre, et satisfont les relations d’hermiticité

(AN)* = D) et (B(V))* = eC(A*) (3.19)
o PR~ 0P) RGP~ APERuT)
| PPun (K on -0 ki (APELPUR = APEhuy,
L,(\)= (Rg()\p&;p P A PED) qp/zu;p(ﬁn v = ob) ) (3.20)

la matrice constituée des valeurs moyennes des éléments de la matrice de Lax au site
n. On a alors

LN Laa(N) . La(A) - La(N) = (?8)) g((ig) (3.21)

En particulier, dans le cas ou Vn,u, =v, =1,
A(N) =D(N) et B(A) =C(N) (3.22)

Dans ce dernier cas, les puissances 2p des zéros de B(\) sont soit réelles, soit
conjuguées deux a deux.

Représentation par séparation des variables Il est possible de définir une
représentation par séparation des variables pour les éléments de la matrice de mono-
dromie. Dans cette représentation, B(\) est un élément diagonal, et il est possible
de montrer que son spectre est simple pour des valeurs génériques des parametres.
Il existe des nombres complexes Z,, a € [1, N], déterminés par la proposition précé-
dente, tels que

5 -] — 10417~ 2a/7) (3.23)

Pour tout a € [1, N], soit 7' une racine p-ieme fixée de Z,. Ces nombres sont fixés
pour que la farmlle 17( ) soit composée de nombre réels ou conjugués deux a deux.
Notons 77( ) = q"na ) Alors pour toute famille h, de N entiers, le nombre

) = 1122 [T (™) = 12) (3:24)

est une valeur propre de B(\), avec la notation h = (hy,...,hy) € ZV. Notons (h|
son vecteur propre a gauche et |h) son vecteur propre a droite. La commutativité des
éléments de la famille B(\) et la simplicité de son spectre indiquent que ces états ne
dépendent pas de .

Les actions a gauche des opérateurs A(\) et D(\) sont issues des équations de Yang-
Baxter,

)\/77(1% nékb)/)\

N
(k|A(/\) - ZH k) (kp) (kp) (ka)a(nt(lka))<k_5a| (3'25)
a=Lbzafa " [1y " =1y " [T
N /\/n(kb) (kb)/)\ (k)
k|D()\) = Na )k + 0q 3.26
WP = LT b ok al - 20
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avec la notation k+0, = (k1,..., ke 1,...,kn) et les coefficients a(\) et d(\) fixés?
par

a(N) = (=i)N ﬁ %(1 + iq’l/Q)\n/in)(l + iq’1/2/\n/£;1) et d(\) = ¢Va(-q\)  (3.27)

n=1

Les actions a droite de ces opérateurs sont tres similaires

N )\/n(kb) _ nékb)/)\ k)
AIk) = 2 k0] H 70 ) ) ey (") (3.28)
a=1 /77 ["a
)\/77(1%) (kb)/)\ (ko)
D(M\)k) = k-0,) d(ne 3.29
( )| ) Z:: | H néka)/,r](kb) (kb)/ngka) ( ) ( )

avec les coefficients a(\) et d(\) reliés par

a(g N AN = a(N)d(gN) = det, T(\) (3.30)

Caractérisation du spectre Soit |t) un vecteur propre a droite de 1'opérateur
de transfert, de vecteur propre t(\), et W,(k) = (k|t) son produit scalaire avec les
vecteurs propres a gauche de B(\). Réécrire I’équation aux valeurs propres T (M\)[t) =
t(M)|t) dans la représentation par séparation des variables & gauche montre qu’on a
le systeme de pseudo-relations de Baxter

t(nd" W (k) = a(nd" )V Wy(k - 6,) + A" ), (k + 8,) (3.31)

pour tout a € [1, N] et toute famille d’entiers (ki, ..., ky). Notons que ces équations
sont séparées, c’est-a-dire que chacune ne fait intervenir qu'une seule variable 7, :
c’est la raison pour laquelle on parle de représentation par séparation des variables.
En gardant a constant et en faisant varier k,, on obtient un systeme de p équations
linéaires portant sur p inconnues ayant une solution non nulle, ce qui aboutit a
I’annulation d’un déterminant. Il est possible de caractériser ainsi les éléments du
spectre de l'opérateur de transfert.

Proposition 3.2. Soit le déterminant

t(N\) -d(\) 0 - 0 —a(N)
—a(.q)\) t(g\) d(g)) 0 . O
b=l LT | e
0 . 0 —a(gr?X)  t(gP2N)  —=d(qP2)N)
-d(¢?t\) 0 . 0 —a(gPtN)  t(gPtN)

alors l'ensemble des valeurs propres de l'opérateur de transfert correspond a [’en-
semble des polynomes de Laurent P de degré (N —1)/2 en A2, c’est-a-dire de la
forme P(A) = ¢t AVN"1+ coAN=3 4 oo+ ey ANHL solution de ’équation fonctionnelle
Dp(X) =0.

1. Une fois a fixé, d est donné par la relation a(\)d(g *\) = det,T()).
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Décomposition de l’identité et états propres de 'opérateur de transfert
La donnée des actions dans les bases des variables séparées droite et gauche de
I'opérateur A(\) permet d’obtenir des formules de récurrence pour le produit scalaire
des états (k| et |k').

Proposition 3.3. On a

I, T8 a(ns™) fa(ns™)
e (757 /1)~ 202 )

(klk') = 0r O (3.33)

avec C'y une constante.

Ce résultat permet de faire la décomposition en projecteurs suivante :

_ |h)(h|
T he[[%;g}]N (h|h) (3.34)

> T2 = (m")?) N|h>(h|(ha)) (3.35)

he[[1,p]N b<a Hazl Wa\Ta

avec

cal?) = (1) T o)) (3.36)

i=1

En particulier, ce résultat permet d’exprimer les composantes des états propres de
I'opérateur de transfert dans la base propre des B(\)

Proposition 3.4. Dans la base des variables séparées, les états propres de l’opérateur
de transfert s’écrivent

M- % HQt(”(ha))H« FY2 = ()2 (o (3.37)

he[Lp]V a=1 W (7a
avec Q,(\) solution de ’équation de Baxter
t(AN)Q(N) = a(\) Q) + d(N)Qi(g7'N) (3.38)

et

DENDY HQt(nh))FI((n’”)2 ™)) k) (3.39)

he[Lp]N a-1 wa(na

avec Q1(\) solution de l’équation de Baxter
t(AN)Q:(A) = a(M)Qe(q7'A) + d(N)Q+(aN) (3.40)
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3.2 Probleme inverse

3.2.1 Factorisations de la matrice de Lax

La méthode utilisée ici est similaire a celle de [162] et utilise la factorisation de
la matrice de Lax en produit de projecteurs.

Proposition 3.5. Soit une matrice formée d’opérateurs sur un espace quelconque,

(AN B(N) o .
T(\) = (C()\) D) satisfaisant les relations de Yang-Baxter.

1. Sidet,T(\) =0 et B(\), B(qg7'\) sont inversibles, alors il existe quatre opé-
rateurs P, Py, Q1 et Qo non uniques tels que

)= (1)- @ @)-(ne hd) 3.)

Par exemple, on peut prendre Py = 1, Py = D(A\)B(MN)™, Q1 = A(\) et Qg =
B(\).

2. Réciproquement, s’il existe quatre opérateurs Py, Py, Q1 et Qo tels que

- (1) @ @) (3.42)

et B()\), B(q7*\) sont inversibles, alors det,T'(\) = 0.

Démonstration. 1. On définit P, = 1, P, = D(A)B(A)™Y, Q1 = A(N) et Qo =
B(\), ce qui mene trivialement & trois des relations 7; ; = P;@;. L’annulation
du déterminant quantique se traduit par D(A)A(¢7*A) = C(A)B(q')). Les
relations de Yang-Baxter menant a B(A\)A(q¢™*A) = A(A)B(¢7'\), on a P,Q4 =
D(A)B(A)TA(X) = D(A)A(g*A\)B(gtA)~t = C(N), ce qui prouve la quatrieme
relation T; ; = P;Q);.

2. B(\) étant inversible, P; et ()9 aussi, on a donc C(\) = PoQo(P1Q2) ' PiQy =
DA)BA)TAA) = D(MA(gA)B(¢7A) 7 dou D(A)A(g™A) = C(A)B(g7'A)
et det,T'(\) =0

UJ

Remarque 3.1. La proposition est également valide si X (\) et X (¢~'\) sont inver-
sibles, avec X € {A,C, D}.

Remarque 3.2. Les opérateurs P; et (); ne sont pas uniques, en effet, soit X un
opérateur inversible, si T; ; = P;Q);, alors T; ; = ]5in avec P, = P,X et Qj = X1Q;.
En fait, cette jauge permet de relier n’'importe quelle décomposition en produit de
projecteurs a celle évoquée dans la proposition.
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Cette proposition permet de factoriser la matrice de Lax aux points ou son
déterminant quantique s’annule. Nous avons les quatre décompositions

1/2 e
Lo(ig2h,6)) = & un/ (Kpvp + 651V ( " _1/2)
n\1q nsn n U;1/2(5_1Vn+l£nv_l) Un Un
Q12

. 1/2 _ Uy~ (K Vi + Kptvyt) 1/2 -1/2
Ln(_lq / ﬁnén) Kn B 1/2 (Iﬁl_an-l-/inV 1)) (un —Up )

1/2
La(ig ?K;1€,) lll_"l/g) ((Rpvi + v ul? (st + kv un?)

I
=
3

1/2
un/

1y 1/2 _ N —1/2
Kn u—l/Z) ) ((’fnvn + ’inlvnl) Un  — (Hnlvn + annl) Un )
—Un

La(=ig"?k,1¢,)

Cette décomposition permet de reconstruire certaines combinaisons d’opérateurs

locaux. Cette reconstruction est le premier pas vers la résolution du probleme in-
verse, ces combinaisons seront retravaillées par la suite pour obtenir les opérateurs
locaux au site 1, puis en tout site n du réseau.
Ces combinaisons découlent de ’observation suivante : si une des matrices de Lax
peut se factoriser, toute la matrice de monodromie peut I’étre. En effet, si la matrice
L, se décompose en un produit d’un vecteur colonne et d’un vecteur ligne, les ma-
trices des sites n+ 1 a N agiront a droite sur le vecteur colonne pour engendrer un
autre vecteur colonne, composé d’opérateurs agissant sur les sites n a N, et celles
des sites 1 a n — 1 agiront a gauche sur le vecteur ligne pour engendrer un autre
vecteur ligne, composé d’opérateurs agissant sur les sites 1 & n ; ces transformations
permettent donc de factoriser toute la matrice de monodromie. Plus explicitement,
si

L) = () @) @) (343)
T(A)=(§:§8§)~(Qm@) @na(N)) (3.44)
avec les relations
Poi()) Poa(N)
(%m) Lx (V) . L () (pwm) (3.45)
(@ni(N) Qua(N) = (Qui(A) Qna(N)) - Lu-t(N)... Li(N) (3.46)

Soit A un zéro du déterminant quantique de L,,. En général, les opérateurs P, i(N)
et Qn j(A) sont des opérateurs hautement non locaux, faisant intervenir des sommes
de produits d’opérateurs agissant sur les sites de 1 & n pour Q et de n & N pour P.
Cependant, dans le cas n = 1, on a 1'égalité Qw()\) = @Qn,;(N), et donc une partie
des facteurs intervenant dans la décomposition de T'(\), ceux intervenant dans le

2. Ici, les fonctions A = Py, ;(A), A= Qp i (A), A+ Poi()\) et A Q,,;(\) ne sont définies qu’en
quatre points, ceux pour lesquels le déterminant quantique de L,, s’annule
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vecteur ligne, est locale et agit sur le site 1. De méme, dans le cas n = N, le vecteur
colonne de la décomposition de T'(\) est constituée d’opérateurs locaux agissant sur
le site V.

Supposons ici que A soit un zéro du déterminant quantique de L;. Pour recons-
truire les combinaisons d’opérateurs locaux annoncées, il faut supposer qu’un des
générateurs de ’algebre de Yang-Baxter est inversible. Comme nous nous sommes
placés dans la représentation SAV dans laquelle B(\) est diagonal, nous allons sup-
poser qu’en les points ou cette factorisation a lieu, les valeurs propres de B(\) sont
non nulles, et donc B(\) est inversible.

Dans ce cas, nous avons B(A) = Pi1(A)Q12(\) qui est un opérateur inversible,
et donc Pr1(\) et Q12(N) aussi, avec B(A)™1 = Q1(A\) 1P 1(\)L. Le calcul de
B(M\)7tA(X) donne alors

BA)TAN) = Q1o(M) Q11 (N) (3.47)

Cet opérateur est un opérateur local, qui n’agit que sur le site 1; son expression en
termes de u; et v; dépendra du zéro de det,L; étudié.

Proposition 3.6. Si B(\) est inversible en )\Se), = ciq k5 &1, avec (e, ¢') € {+1,-1}2,
il est possible de reconstruire des fonctions de uy et vy de la facon suivante :

BOY, )1ANY £y (3.48)

+1,+1

-1,-1
121N+ K707 12

B()‘S),f1 _1/4(/\(;1),71 = £y T U (3.49)

Kitug + K1)

Remarque 3.3. Ce raisonnement peut également s’effectuer dans le cas ou A est

, , . . s N CN(N) 19 € .
un zéro du déterminant quantique de Ly, c’est-a-dire A = A/’ = eig PESEn, ce qui
mene aux relations

-1 -1
w2 KNyVN T RNVN _1/2

(N) (N)y-1 _
D()‘i,Jrl)B()‘i,Jrl) b= + KNVN + HJ_VIV]_Vl uN (35())
DOMNBAY) T = wuy (3.51)

Remarque 3.4. Nous avons supposé ici que B(\) est inversible, mais des résultats
similaires s’obtiennent également dans le cas ou A(\), C'(\) ou D(\) sont inversibles.

Dans la suite du propos, nous nous intéresserons au cas décrit dans la proposition

3.6, c’est-a-dire le cas ou le parametre spectral est un zéro du déterminant quantique
de L1, qui nous permet de reconstruire certaines fonctions des générateurs de I’algebre
de Weyl au site 1.
I1 est possible, a partir de ces fonctions, de réexprimer exactement les générateurs de
I’algebre de Weyl au site 1 et leurs puissances en fonction des générateurs de ’algebre
de Yang-Baxter. Ces relations, détaillées dans la section suivante, constituent une
partie importante de la résolution du probleme inverse.
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3.2.2 Reconstruction des opérateurs locaux

L’expression de uj, vi et de leurs puissances en fonction des générateurs de
I’algebre de Yang-Baxter est possible a partir des résultats de la proposition 3.6.
Tout d’abord, remarquons que les puissances de u; sont données trivialement par

- (BOM)1AD)) - HB(q"AE”) HA (ALY (3.52)

la deuxieme égalité étant donnée par la relation B(A\)A(qg7*A) = A(AN)B(q7t)), elle-
méme découlant des relations de Yang-Baxter. L’expression de uj! est donnée par le
cas particulier k =p -1, car uf = L.

Remarque 3.5. La représentation SAV impose l'inversibilité de tous les opérateurs
B(q*)\) avec i € Z pour peu que B(\) soit lui-méme inversible. En effet, dans le cas
ou N est impair, la valeur propre a gauche de B(\) sur I’état propre (ky, ..., ky| étant
TN, (N ki ©_ q’finfo) /\), Uinversibilité de B(\) se traduit donc par les inégalités
AP+ ( (© )) pour tout entier 1€ 1... N. Ces inégalités impliquent la non annulation,
quel que soit I'entier n, des [T, (¢"\/ qkinl.( gk Th / q™\), qui sont les valeurs propres
de B(gq"\) lorsque les k; parcourent les entiers de 0 & p — 1. Dans le cas ou N est
pair, le raisonnement est le méme, d’ou I'existence des opérateurs B (q*i)\g?l) )L

L’expression des v#, k entier, est plus compliquée & obtenir. Pour cela, observons
tout d’abord que 'opérateur

-1
1/2 /‘61V1 + Ky V1 u1/2

B(A LA = 3.53
() A ) = PR (359)
est inversible?, et définissons les opérateurs
k
= (BOM)TAGD)) AGD)TBOM) (BOD AN (354)

La relation constitutive de I'algebre de Weyl, c¢’est-a-dire la relation de commutation
uv = qvu, permet de simplifier ’expression de ces opérateurs :

k-1 k-1
-1/297K1"V1+q R1VyT 1)

=u u 3.55
e =1y GFrivy +q P v ! (3.55)

Légalité (X0, (-1)71(avy)™172) (wvy + a~tvit) = a™v? + 7"v{" valable pour tout
complexe x et tout entier positif impair n permet d’écrire

fp = u{l/Q Z( 1)iq2kiyy 2P 2i (@2 _ ﬁ%) " ( 2, K> p))uil/Q

RIVE + kPP (11 (356
)

3. En fait, (B(/\1,71)71A(/\1,71))p
(BOw) " AOw)

1, donc Ulinverse de B(A 1) 'A(M\1-1) est
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Cette décomposition présente un grand intérét : elle permet de passer d’une fonction
rationnelle en v & une fonction polynomiale, 'opérateur v{ étant 'opérateur identité.
Il est important de remarquer que cette décomposition dépend du fait que l'on ait
choisi une représentation cyclique. Il est alors possible d’extraire les composantes de
cette décomposition en faisant une transformée de Fourier discréte : soit un entier
me[l,p-1], on a

1&Z 1 L2 _ _ -1/2
BZQkafk = ol Pymv?met ™ (572 - 63) u) Y (3.57)
k=1

Remarque 3.6. 1l existe une p-ieme relation, celle correspondant a m = 0. Toutefois,
elle ne fait pas intervenir de puissance de vy et ne sert donc pas pour la reconstruction.
Toutefois, elle peut servir de vérification.

1 Ky " +R -
> =y (3.58)

L’exposant —2m associé a 'opérateur v; permet d’en calculer toutes les puis-
sances, une fois rappelées la cyclicité vi = 1 avec p impair.

Théoreme 3.1. Les puissances des générateurs de l'algébre de Weyl au site 1 sont
reconstruites de la maniére suivante :

pour n € 7,
n - Dy\"
u = (BOL) T A0D)) (3.59)
et, pour n € [1,p-1],
_ p+ -p
o= (-1)Fm o (3.60)

pEMRE 0 (52 - 2)

b =(n B k B p—k+1
> (q2~< E(BOMTAND)) AT BOE) (B TAGD) )
k=1

€e[l,p-1] sin est pair

S _ ~5¢€
avec la fonction =:ne[l,p-1] — { PR e [1p-1] sin est impair

Remarque 3.7. La reconstruction des puissances de vy appelle plusieurs commen-
taires.

— La restriction sur n vient du fait que le développement (3.56) fait intervenir des
puissances de v; allant de 1 & p—1. La présence d’une puissance de x1, nombre
a priori quelconque, dépendant de n empéche une extension par cyclicité.

— La fonction = est définie pour étre la fonction satisfaisant n = —2Z(n) (mod p)
et envoyant 'ensemble [1,p - 1] sur lui-méme.

— La présence au dénominateur de x? — k72 traduit le fait que, si 7 = k72, on a
k1 = £k71, et donc les racines du déterminant quantique de L; sont confondues
deux a deux. Les relations évoquées dans la proposition 3.6 ne produisent que
+1u; et la reconstruction de v; est impossible.
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— Chaque élément de la somme est un produit faisant intervenir exactement p
fois I'opérateur A.
— Il est aussi possible d’exprimer les puissances de v; comme une combinaison

k-1
linaire des (B(A)1AND)) BO,)- 1A(A<1>1)(B(M}f)—lA(A“)))
Bien que cela puisse sembler plus simple a exprimer dans la base SAV dans

laquelle B est diagonal, il est possible de simplifier I'expression avec A™1B, ce
qui sera développé plus loin.

La propriété de factorisation permet de réexprimer les générateurs de 'algebre
de Weyl au site 1 en fonction des éléments de la matrice de monodromie, et donc
de résoudre le probléeme inverse pour les opérateurs du site 1. Toutefois, les expres-
sions fournies par le théoreme 3.1 ne sont pas utilisables dans la base des variables
séparées, du fait de leur grande complexité. Il est néanmoins possible de simplifier
ces expressions.

3.2.3 Probleme combinatoire général

Nous allons supposer ici, pour simplifier les formules, que N est impair. Le cas
complémentaire est tout a fait similaire a la paramétrisation par SAV du modele de
Potts chiral, traité plus loin.

Remarquons tout d’abord que les formules précédentes ne font intervenir qu’un seul
opérateur de l'algebre de Yang-Baxter, B(A)"t*A(\), pris en \ = )\fi)l. L’action a
gauche de cet opérateur sur un état propre (kq,..., kx| de B()\) est donnée par

1
BTA(N) =
Zlbl:[ Nl = nb/na AN =M/
avec m, I'opérateur coordonnée au site a et T, 'opérateur de décalage au site a? :
k1, .. knlm = nalke, ... kn| = 5 ni (ky, ... ky] (3.62)
<k1,...,k‘a,...,k‘N|Ta_ = <k‘1,...,k’a—1,...,k1\7| (363)

a(n,)T, (3.61)

1Is satisfont donc la relation de commutation
n.Ty =" Tyn, (3.64)

Remarquons que 'expression de B(A)"'A(\) fait intervenir plusieurs fois des
expressions de la forme X — X!, avec X ne dépendant que des opérateurs n, et
de nombres complexes. Pour simplifier la notation, dans la suite du propos, nous
utiliserons la notation

(X)=X-X"1 (3.65)

lorsque X est un nombre ou s’écrit en termes de m,. Par exemple, cette notation

donne X
B = 2T e )T (366

a= 1b#a

4. Ces opérateurs ne sont définis ici que pour l'action & gauche dans la représentation par
séparation des variables.
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La suite du calcul se rapproche de la formule du multinome de Newton. En effet,
il s’agit de prendre des puissances de la somme (3.61). Toutefois, les termes de cette
somme ne commutent pas, d’ou un résultat plus compliqué. En utilisant le concept
de g-entier et celui de ¢g-multinome, il est possible néanmoins de se ramener a une
forme tres proche de celle du multinome classique.

Définition 3.1. Soit un nombre complexe g non nul. On définit les g-entiers comme
les images de l'application [ - ], :Z — C définie par

q’l’l — q—TL

[n], = PR (3.67)
La g¢-factorielle est la fonction ®
[-]' : N->C
0 1 (3.68)

nw[n]'=[1][2]...[n]

Enfin, le g-multindéme est une fonction similaire au mutinéme classique, qui associe
a un entier positif n et a un ensemble de k entiers positifs «; tels que Y, ; = n le

nombre complexe
n | _ln] 3.69
(3] ™ Tl (389

Remarque 3.8. Ces trois fonctions ont certaines propriétés intéressantes.
— Les entiers quantiques satisfont [-n] = —[n]. De plus, la définition peut étre
simplifiée en

n

[n]=> ¢"7* (3.70)

i=1

— Dans la limite ¢ — 1, la remarque précédente montre que la singularité dans
la définition des g¢-entiers est artificielle. En fait, dans cette limite, les trois
fonctions définies précédemment tendent vers leurs équivalents classiques. Cette
propriété peut étre reliée au fait que 'algebre de Weyl de générateurs a et b
définie par ab = gba est une algebre commutative dans le cas ¢ = 1, ce lien est
I'objet du point suivant.

— Soit une algebre de Weyl de générateurs a et b satisfaisant la relation de com-
mutation ab = gba. Soit x = (b—b')a, on peut démontrer par récurrence la
relation

n—-1 n
n_ iy _ —ip-1yn _ n 1Vi,(n=28)(n-1)/23n-2i ,n
x g(qb b )a ;)[i,n—i]( 1)q " 'a (3.71)
Cette décomposition peut s’interpréter comme la quantification de la formule
du binéme de Newton, et donc le g-bindome peut étre vu comme la quantification
du binome classique.

5. Pour alléger les notations, I’indice ¢ dans la notation des g-entiers ne sera plus mentionné.
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— Dans la limite ol ¢ est une racine p-ieme de I'unité, ¢» = 1, on a [p] = 0. Ceci
implique 'annulation de toutes les g-factorielles [n]! avec n > p. En ce qui

concerne le g-multinome, le résultat est plus compliqué. Par exemple, l { 5 }]

vaut 1 §’il existe un m tel que «,, = p (et donc a, =0 avec n # m) et 0 dans
tous les autres cas.
— Le multinome classique satisfait la relation de récurrence

({Z}) ) Zk; ({aT—_(sij}) (3.72)

ot {¢;} est un ensemble de k entiers et {a; —0;;} ={a1,..., ;- 1,..., a)}. De
maniere similaire, le g-multinome satisfait
" —iq@ m-l (3.73)
{a}] &7 {aj-dis} '
avec C; = X i G — X O
Lors du développement de la représentation SAV pour les puissances de uy, il est

possible, via les relations de commutation, de déplacer tous les opérateurs de décalage
T; a droite, puis de les regrouper. On obtient, si m est la puissance développée,

N+m-1 . , L .
( :nn ) termes dont les coefficients sont donnés par le théoreme suivant :

Théoréme 3.2. Soit un ensemble de N algebres de Weyl engendrées par m, et T,
a € [1,N], satisfaisant les relations de commutation n,T, = ¢®+T,n,; soit f un
polynome de Laurent a coefficients complezes.

On a alors

(a]zv; (g (na}m)f(n“)Ta)m (3.74)
= 2. [{Z}] (ﬁﬁ(n ;))f(q"“m))lﬁ(ﬂ‘)“i

{oi) £ ci=m} =1 k20 \ i (g% 7/, i

Démonstration. La démonstration se fait sans grande difficulté par récurrence, et
utilise 'identité

Zn:[oza]n Q220 — 20 [ % :[iaa] (3.75)

ea O Y 22 — @iz, [z | S

valable pour n entiers positifs ; et n nombres complexes z; tels que ¢~®iz; # £q~% 2,
pour i # j; cette identité est issue du théoreme des résidus appliqué a la fonction
holomorphe
1 2 - 22
2o - [[— (3.76)

—20; 2
25 Em Qi

]
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Remarque 3.9. Utilisé dans le cas ou m = p, ce théoreme permet de simplifier
I'expression de B(A)"1A()). En effet, les seuls coefficients multinomiaux non nuls
seront ceux pour lesquels il existe un entier i tel que «; = pd;;, ce qui mene a
une simple somme de N termes, tous diagonaux. La relation (ki,...,ky|(n,)" =

( (O)) (ki,...,ky| mene a la formule

" 1a(q 77a )

(B()\ 1A()\)) Z::I] (( 0)/77(0)) > <(/\/77(0)) )

(3.77)

Ainsi, (B(A)"1A(X))” est, quel que soit A pour lequel B(\) est inversible, un opérateur
proportionnel a 'identité.

3.2.4 Probleme combinatoire pour v,

Une expression similaire pour les puissances de vy est plus compliquée a obtenir.
Bien qu’il soit possible d’exprimer ces puissances en termes de B~'A, les puissances
a gauche et a droite rendent I’écriture en termes de puissances de I'opérateur trans-
lation assez complexe. Une autre approche, utilisant les relations de Yang-Baxter et
la reconstruction du théoreme 3.1, va étre utilisée ici.

Tout d’abord, les relations de Yang-Baxter (plus particulierement B(A)A(q')) =
A(N)B(g7tX)) et le caractere central de B(\) = [T,_, B(¢*\) permettent d’obtenir
les relations

(7 0A0)" = TT5an TTawn =500 T [Taen - @)

_ HA(q IA)HB(q ) =B\ HA(q W 11 B

i=n+1

Ces relations permettent de réécrire I'opérateur f; défini en 3.55 comme

o= (BOM)” HB(q"A(l) [T Al (3.79)

i=p—k+1

(}\(1)1) 1B( —1/\(1)1)

p .
HA( O TT Bleial))

i=p—k+1

Un des points intéressants de cette expression est que les produits de A et de
B a gauche et a droite se completent. Or, la forme des relations de Yang-Baxter
ne faisant intervenir que A et B permettent en général d’écrire un produit comme
la somme d’un terme proportionnel au produit <« commuté »et d’'un autre terme;
en utilisant les relations de commutation de Yang-Baxter, on peut s’attendre a des
simplifications. En particulier, un argument classique permet d’obtenir, pour \; des
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nombres distincts entre eux et distincts d’'un nombre g,

BOTTAN = T [TAG)BG) (3.80)
—;itﬁH“%MMMHMABM>

YE) VEL)

En particulier, nous avons

K2 — P
BTG = A T BOD) (381
n-1
- M4 ENONTENO)
———— A(A A(q7'N])B(¢" A
q"ﬁ%—q‘”/{ 1, 1 n 1,1) ( 1,1)

ou l'absence de somme sur 7 vient du fait que [T;b(¢ A, ¢7A)"! = 0 s'il existe un j
tel que 7 =1 — 1. L’utilisation de cette égalité meéne au résultat intermédiaire

/1 —2 p-k - 14 »
fi = B g s [TBENDACD) B0 TT B
= i=p—k+
k_
¥ qg—qA(A“))-lB(Ag}f) (3.82)
Pour finir, définissons pour k entier I'opérateur
B 1-k )\ )\(1) _ k—l/\(l) A E_ o~k
ey = TNy atoa BOM) AN BN

A = A /A (MLﬁﬁ—q4AﬁNA

(3.83)
Cet opérateur satisfait les mémes relations de commutation avec B que 'opérateur
A, c’est-a-dire pour tout k et A

A NB() = b m)B() Ax(A) + (X ) Ax(1) BV (3.84)
BMAg(p) = (A w)B(u)Ar(A) +b(A, 1) Ag(n) B(A)

La relation principale vérifiée par cet opérateur est

ﬁBwN%m»/mmanw” (3.85)

qui est issue des équations de Yang-Baxter. Cette relation implique également que
~ ~ ~ . . 1)\_ 1 p

[Ac(N), Ak(1)] = 0, que T2, Ax(giA) = T2, A(giA) et (B(A;f) 1A(/\§’1))) - 1. Pour

finir, le théoreme 3.1 permet d’exprimer les puissances de v; en une combinaison

linéaire des opérateurs ka()\gyll))‘lA()\gvll)) avec

Proposition 3.7. Les opérateurs intervenant dans la somme reconstruisant v; dans
le théoreme 3.1 peuvent s’écrire

. KT = Ky Ny .
ABOETAO) = s (PR T AGE)) T O A
+ kQQ_—q (3.86)

KT - ¢ kKJIQ
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Ensuite, remarquons que la définition de Ay fait intervenir la somme de deux A,
dont un multiplié par deux B. Dans la base SAV ou B est diagonal et A est une
somme d’opérateurs, cette définition permet tout a fait d’exprimer A, et donc nous

avons ( k) (1)/'%) 1 1
(0 m) 4 ) O

Cette expression est trés similaire a (3.61), qui donne B(A)'A(\) dans la base
séparée, et le théoreme 3.2 s’y applique également, ce qui permet de déterminer les
puissances de cet opérateur. Il reste a multiplier une fois a droite par B (Agll) )*1A()\§711) ).
Il est possible de regrouper les sommes, de maniere similaire au théoreme 3.2, pour
obtenir le résultat suivant :

B Ay (N) = Z

a(n,) Ty (3.87)

Proposition 3.8. Dans la base de la séparation des variables, on a le développement
sutvant :

~ p—-1
(BOXM) 1AS<A§?>) BO T ANY) (3.88)

1 ey
{az/zzlj —p}l'I[ozz (ﬂg}(gm)fs(q m))

X<qsﬁ%> < s=1)\ (1)/nl> ) N X
<Q> i (gaﬁﬁ—lAgf/ni> £1(71 )

avec
(a2 /A) a(y)

(AL (A2A)

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du théoreme 3.2, en utilisant
la relation

fs(A) = (3.89)

Z[ l] (CC/Z1> H <q_ajzi/zj) _ <q2iai_kx/y) + <qky/x> <qk_aiy/zi> (390)

(8% =
7 dylz) ga (El7) {q) {(¢) % (d"y/=)
elle-méme issue de I'étude des résidus et de I'intégrale de contour a l'infini de la
fonction méromorphe z + é(qﬁ/j/)y) I, (q<z;;/)z i, O

p
Remarque 3.10. L’expression est similaire a celle obtenue pour (B()\ ) ) 1A ()\(1))) :
avec quelques différences. En particulier, il existe un terme de < structure »

; 1
—(q ; ’171/17]) (3.91)

qui intervient dans toute puissance du type de celle développée dans le théoreme 3.2,
et qui est le seul terme qui ne soit pas séparable, c¢’est-a-dire qui puisse étre exprimé
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comme un produit de fonctions faisant intervenir chacune un seul opérateur 7. Le

coeflicient g-multinomial a disparu, il est remplacé par 1.[[7’ E;]]', qui en est tres proche :
[m-1]1 1 [ m ]

= 3.92

el ~ (] [f0s) (392

pour ¢™ # 1 et ¥, a; = m. Toutefois, il n’y a plus 'annulation des lors que {«;} n’est
pas de la forme «; = ¢; ;. Cela permet d’avoir un opérateur qui soit non diagonal dans
la base séparée, tout en ayant chaque terme constitué d’un produit de p opérateurs
de décalage T} .

Pour finir, 'utilisation du théoreme 3.1 et des propositions 3.7 et 3.8 permet
d’exprimer les puissances de v; sous la forme d’une somme

k _
e Y o T (3.93)
{a;] X; ai=p} 4

avec les coeflicients CEZ),} bien déterminés.

3.3 Etude des facteurs de forme

Une fois obtenue la reconstruction des opérateurs locaux en termes des éléments
de la matrice de monodromie, il faut déterminer les éléments de matrice de ces
opérateurs dans la base propre de la matrice de transfert, qui correspond a la base
propre du Hamiltonien. La connaissance de ces éléments de matrice permet d’ex-
primer des quantités telles que les facteurs de forme ou les fonctions de corrélation,
quantités qui porront étre reliées a des données physiques concretes telles que des
données de diffusion.

3.3.1 Etats propres a droite et a gauche

L’étude du spectre du modele de sine-Gordon effectuée plus haut a permis de
déterminer a la fois le spectre de la matrice de transfert, sa simplicité et I’expression
de ses vecteurs propres a gauche et a droite dans la base des variables séparées. Nous
avons ainsi p"V états a gauche (t| et pV états a droite |t) qui sont les états propres de
la trace de la matrice de monodromie avec les mémes valeurs propres, les t(\).
Sous les conditions 3.16, I'opérateur trace de la matrice de monodromie est hermi-
tien, et donc ses valeurs propres sont réelles, ce qui implique que si (t| est un vecteur
propre & gauche de la trace, de valeur propre t(\), I'état a droite ((15|)T est vecteur
propre de la trace, avec la valeur propre t(\), tout comme 1’état |t). La simplicité du
spectre de 'opérateur trace implique la proportionnalité entre ces deux vecteurs.
Ainsi, pour toute valeur propre t()\), il existe un complexe a; tel que (t[f = ay|t). A
priori, ce nombre dépend de la valeur propre £(\) et n’est pas réel, ce qui implique
que le nombre (t|t) = ot (¢]? n’est pas un réel positif, et donc ne peut étre la norme
de (t|. Cela aura des conséquences lors du calcul des éléments de matrice normalisés.
En effet, les vecteurs propres étant définis & une constante pres, il est nécéssaire de
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normaliser les éléments de matrice pour avoir un résultat cohérent. Ainsi, la quantité
<t<‘f|i|)t) ne dépend pas des constantes associées aux vecteurs (t| et |t). Toutefois, cette
forme ne peut pas se généraliser aux éléments de matrice entre deux états différents.
En effet, dans ce cas, le produit scalaire (t[t') sera nul, car les vecteurs propres a
gauche et a droite ont des valeurs propres différentes par l'opérateur trace qui est
hermitien, et il faut donc diviser par ||(¢||||t’)| pour pouvoir retirer la dépendance en
le module des constantes associées aux vecteurs (t| et [t’). Le résultat reste dépendant
des phases de ces constantes.

Dans le cas présent, on préferera diviser par (t[t)Y/2(t'|t')!/2, car 'expression de ces
produits scalaires peut se mettre simplement sous la forme d’'un déterminant. Tou-
tefois, 'existence de ce facteur de proportionnalité «; donne la relation

X)X 50
[N New /o (Ee) 2 (2 |e) 2 '
et ne permet pas de relier facilement I’élément de matrice normalisé Hglmgg\\ et la

{t|X]t")
(t|t)1/2(t’|t’)1/2 .
Toutefois, dans le cas ou les valeurs propres t(\) et t’(\) sont égales, la démarche
reste la méme, comme il suffit simplement de diviser par (t|t). Remarquons enfin que
dans le calcul des fonctions de corrélation, ces constantes oy s’éliminent car elles font

intervenir les modules au carré des facteurs de forme.

quantité

3.3.2 Produits scalaires et orthogonalité

Comme mentionné plus haut, les vecteurs propres a gauche et a droite (t| et |t’)
sont associés aux valeurs propres t(\) et ¢(\) ; si ces valeurs propres sont différentes,
le produit scalaire (t|t') sera nul.

Un des avantages de la représentation par séparation des variables est que cette
annulation peut se voir directement, en utilisant I'expression des vecteurs propres
données en 3.4. En effet, le produit scalaire obtenu en utilisant ces deux expressions
(ainsi que le produit scalaire des états propres a gauche et a droite de B(\)) peut
se simplifier, pour arriver au déterminant d’une matrice N x N. L’annulation de ce
déterminant est prouvée en exhibant un vecteur propre de cette matrice, de valeur
propre 0.

Le produit scalaire (t[t’) peut se mettre sous la forme

p 2 N N O (nh O, (ntha)
<t|t,) _ Z H ((n(gha)) _ (néhb)) )H Qt(nah )Qt (nah ) (3.95)

h
hi,.hn=1b<a a=1 wa(nfg “))

Remarque 3.11. Cette forme appelle plusieurs remarques :

— Les fonctions Q, et Q sont issues d’équations de Baxter, et sont donc définies

a une constante multiplicative pres. Cette indétermination se retrouve dans la
formule précédente via un facteur global.

— Cette formule comporte un terme <« de structure », le produit [],.,((n.

(néh”))Q), qui entrelace les quantités ni") associées au site a. Ce terme est

C(Lha))Q _
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indépendant des valeurs propre de la matrice de transfert choisie. Les autres
termes sont séparés et apportent les données « physiques », c’est-a-dire les
données dépendant de la valeur propre de I'opérateur de transfert.

Ce terme <« structurel »peut se mettre sous la forme d’un déterminant d’une ma-
trice de Vandermonde, c’est-a-dire une matrice de la forme V;; = v/ avec (i, ) €
[1,n]2, dont le déterminant est

1 vy e opt
1 eeo 1
detV=|, 2 72 =T (v -v) (3.96)
S id
1 v, - v

Une des caractéristiques intéressantes de ce déterminant est que les lignes sont
« séparées », c’est-a-dire que la ligne i ne fait intervenir que le nombre v;. Ainsi,
les termes séparés supplémentaires vont pouvoir s’insérer dans chacune des lignes,
grace a la multilinéarité du déterminant ; il en sera de méme pour les sommes, cha-
cune n’agissant que sur un site.

Le produit scalaire de deux états (t| et |t') peut donc s’écrire sous la forme

(t[t') = det &) (3.97)

avec

p A (R (h) -
q)((ltbt) ZQt(Ua )Qv (10 )( (h))Q(b Y (3.98)

= wa(nd) ’
Remarque 3.12. Seule la formule du déterminant de Vandermonde et la multi-
linéarité du déterminant ont été utilisées pour obtenir cette forme de déterminant
a partir des expressions des vecteurs propres (t| et |[t'). Ainsi, on peut mettre sous
cette forme de déterminant tout produit scalaire de deux états qui s’écrivent dans
les bases propres de B(\) comme

[y el ) ”}2311(( Y () ) ] (399

hy,.hy=1a=1 Wa(Na

P (ha
LI nﬁa(”(z))n(( N () ) (3100

h17 ,hN la= 10} (77

p

(o

Dans le cas t = t/, le déterminant obtenu n’est a priori pas un réel positif. Ceci

illustre bien le fait que (¢|t) n’est pas a priori la norme au carré du vecteur (t| ou que
(t| # (Jt))T en général.
La matrice ®; ;) a une action trés intéressante sur un vecteur a droite. En effet, la
seule dépendance en b de <I>( se fait a travers la puissance de 77( ), et donc une
somme de ces éléments de matrlce avec des coefficients va se traduire par I’écriture
d’un polynome pair pris aux points 77((1 ) De plus, si on se place dans la jauge imposant
a(q*A\) = a()), des simplifications supplémentaires sont possibles. Explicitement,
cela donne, si C' est le vecteur colonne C; = ¢; € C,

(D). ), = (b(tt) Z Qt(nfh))Qt'(nfh))f(ﬁfh)) (3.101)
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avec f le polynome de Laurent de degré N —1 défini par f(\) = Yr g creg AZE-N+L
pair dans le cas N impair.

Cette formule permet de trouver simplement un vecteur du noyau de ®*t). En effet,
on sait que t et t' sont des polynomes de Laurent de degré N —1 et pairs dans le cas
olt N est impair, il est donc possible de définir les nombres t; € C et t; € C, i € [1, N],
tels que

N-
t(\) = Z NN+ (3.102)
k=0
N-1
A) = D g A (3.103)
k=0
Il existe donc un vecteur X : X; =¢; -t tel que
b _
(@0 X)o = 3 Qu(n™)Qu () () - (1)) (3.104)
h=1

I1 est alors tres simple, en utilisant les équations de Baxter dans la jauge imposée, de
montrer que le terme a droite de I’équation précédente est nul. Ainsi, dans le cas ou
les valeurs propres () et t/()\) sont différentes, le noyau de la matrice ®*t) n’est
pas réduit au vecteur nul, le déterminant de cette matrice est nul; les états (t| et |t')
sont orthogonaux.

3.3.3 Exemple de facteurs de forme

Le calcul menant aux produits scalaires d’états propres de 'opérateur de transfert
sous forme de déterminants peut étre généralisé pour calculer les facteurs de forme
de certains opérateurs locaux. C’est le cas de l'opérateur uy, reconstruit par u; =
B‘l(/\g’ll) )A()\ﬁll) ) (voir Proposition 3.6). Il est possible d’exprimer sous la forme d'un
unique déterminant les facteurs de forme de cet opérateur ; en fait, il est possible de
faire ceci pour tous les opérateurs de la forme X (\) = B~1(\)A(N).

En effet, dans la base de la séparation des variables, I'action a droite de cet opérateur
est

N C_L(T}(ha)) 1
XM,y =3 A ROV RSO
= K(}\/n( a ( a)/)\) ( a)/n( b) b)/n( a
h ha h
x|t ”,.. s *1),...,77§VN))(3.105)

Cette action fait intervenir un dénominateur de la forme [Ty, (9a/m — M6/Na), qui va
modifier le déterminant de Vandermonde obtenu en prenant le facteur de forme de
cet opérateur entre les états (t| et |t'). En effet, on a la relation, pour ¢ € [1, N] fixé
et {x;,i € [1, N]}, N nombres distincts et arbitraires,

[Tyeo(Ta = 13) _ (_1)N+c H (g — ) (3.106)

Haic(xc _xa) b<a
a*c,b+c
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On voit ainsi que la matrice de Vandermonde obtenue en I’absence d’opérateur, c’est-
a-dire dans le cas d’un produit scalaire, est amputée d’une ligne. En revenant a la
formule du facteur de forme, on s’apercoit qu’elle ne fait plus intervenir que des
produits séparés :

N p (ha)y )., (1 (Pa) (e
t|X(/\)|t :Z Z HQt(n )Qt( )77

c=1hy,....,hy=1 a*c wa(n(gh ))
)\ (he)
Qe Dy (i) Al
(he) R ASAL (3.107)
we(ne ) K(A/me =/ =ne [\

avec V. le déterminant de Vandermonde [] p<a (n(h a) néhb)), qui est privé d'une
a*c,b+c

ligne et correspond donc a une matrice de taille N-1x N-1. A présent, notons que
le terme Y (—1)V*¢V, correspond au développement d’une matrice de taille N x N
suivant sa derniere colonne, ce qui permet de réorganiser cette somme comme le
déterminant d’une matrice de taille N. Cette matrice est séparée, tout comme dans
le cas du produit scalaire, ce qui permet, via la multilinéarité du déterminant, de
réécrire le facteur de forme

(X (MN)[t') = det LB () (3.108)

avec U®t)()\) la matrice carrée de taille N dont les éléments sont

p A (R (h) -
Uy <3 Qi(na"")Qu(1a") (nz(zh))% VGbe[LN-1]  (3.109)

h=1 wa(néh))

U =3 2.0 Qe (1) atd)
= wa(nah)) K()\/n(h+1) (h+1)/)\)

Cette formule en A\ = )\gll) donne le facteur de forme de l'opérateur u;. Notons que
les N — 1 premieres colonnes de ce déterminant sont indépendantes de A\ et sont tres
similaires & celles du produit scalaire de (| et |t’), en fait on a

U = ol avec be [1,N - 1] (3.110)

a,b+1/2

Cette similarité pourra étre utilisée pour calculer de maniere simple le facteur de
forme normalisé entre les états (t| et [t).

Pour finir, remarquons que cette méthode de recomposition d’un déterminant de Van-
dermonde ne peut pas étre directement appliquée aux puissances n (avec n € [2,p—1])
de uy, ni aux puissances de vy, et donc I'obtention du facteur de forme comme un seul
déterminant n’est pas encore possible. En effet, I’expression de ces opérateurs dans
la base des variables séparées fait intervenir des dénominateurs entrelacant différent
sites et qui ne sont pas annulés par le numérateur. Notons toutefois que les puissances
de u; peuvent étre obtenues en utlisant la décomposition de I'identité en somme de
projecteurs, ce qui meéne par exemple pour u? a

(g [£)(F]us [t')
gezs:—(ﬂﬂ (3.111)
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chacun des trois facteurs pouvant étre exprimés sous la forme d’un déterminant de
taille N.
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Chapitre 4

Application aux modeles ™ et
Potts chiral

4.1 Position du probleme

Les résultats obtenus pour le modele de sine-Gordon peuvent se généraliser a
d’autres modeles. C’est le cas pour le modele 75, élaboré a partir des solutions
générales de I’équation de Yang-Baxter Rio(\, 1) L1(A) Lo(pt) = Lo(p) L1 (N) Ria(A, 1)
pour la matrice R de type 6-vertex. Un des intéréts de ce modele est son lien avec le
modele de Potts chiral [41]. En effet, ce lien, en particulier le fait que la matrice de
transfert du modele de Potts chiral soit un opérateur () de Baxter pour le modele 7,
permet d’obtenir quelques résultats pour le modele de Potts chiral. Il est possible par
exemple de caractériser completement le spectre de 'opérateur de transfert, via la
construction d’un opérateur () de Baxter par la méthode de séparation des variables.
Il s’agit des résultats de I'article [79], qui vont étre présentés ici.

4.1.1 Présentation du modele 7

Le modele 75 a historiquement été obtenu a partir de I’équation de Yang-Baxter
faisant intervenir la matrice R 6-vertex [41]. Sa matrice de Lax correspond & la solu-
tion générale de cette équation. Le lien entre ce modele et le modele de Potts chiral a
été I'une des premieres propriétés obtenues, ce qui a permis, via la construction d’un
opérateur () de Baxter [21], de faire la premiere analyse du spectre de ce modele. Une
caractérisation plus précise du spectre du modele a été obtenue par la suite [38, 24],
faisant notamment intervenir des relations fonctionnelles supplémentaires entre les
matrices de transfert des modeles de Potts chiral et de 7. D’autres résultats ont été
obtenus dans le cadre du modele de Potts chiral superintégrable [23, 25, 27], notam-
ment une caractérisation du spectre par ansatz de Bethe [4, 3, 5] des deux modeéles.
Un autre résultat, le calcul de la magnétisation spontanée du modele, a fait 1’ob-
jet de nombreuses études. Tout d’abord prédit de maniere perturbative dans le cas
superintégrable [6], il n’a été obtenu que récemment, dans un premier temps par Bax-
ter [29, 30|, puis par lorgov et al. [91], en se basant sur les éléments de matrices du
modele de Potts chiral superintégrable obtenus par Au-Yang et Perk [8, 9, 10, 12, 13].
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Pour finir, notons que le modele 75 et sa matrice de transfert ont déja été analysés
dans le cadre de la séparation des variables [199, 90].

Soit ¢ = e~¥™'/P avec p un entier impair et p’ un entier pair, une racine de I'unité
satisfaisant ¢P = 1. Soit NV algebres de Weyl W, engendrées par les opérateurs u,, et
v,, vérifiant les relations de commutation

UpVim = OV, (4.1)

Définissons pour 'algebre produit une représentation de dimension p par les états
|z) =21, ..., 2n), 2 € C et les relations

unlzla”'uzN>EZn"Zlu"'?ZN) (42)

Va2, s 2N) S 121, Zny - 2N) (4.3)
Le fait que ul, commute avec tous les opérateurs impose que les nombres z; soient
des racines p-iemes de 'unité. Le modele 5 est défini par 'opérateur de Lax au site
n:

_ AV = A_lﬁnv;zl un(q_l/QanVn + ql/QIan;zl)
L= (uﬁl(ql/gdlnvn +q Y2d,v;t) A1V = A vt (44)

ou les quantités a,, b,, ¢,, d,, an,, Ba, V. et 0, désignent des constantes associées
au site n et qui satisfont les relations

UpYn = a,C, et B0, = b,d, (4.5)

Cette matrice de Lax vérifie ’équation de Yang-Baxter

RO\, 1) (La(A) @ 1) (1@ Ln(p)) = (L@ Lu(p1)) (Ln(A) ® 1) R(A, 1) (4.6)
avec R la matrice 6-vertex
g\t =T A 0 0 0
_ 0 At =Mt g-qt 0
R(A, p) = 0 q-q! At = A 0 (4.7)
0 0 0 gt =T A

Il est possible, pour ce modele de définir un opérateur

N
=[] (4.8)
n=1
Cet opérateur commute avec les éléments de I’algebre de Yang-Baxter A(\) et D()\),
et vérifie les relations
B(\)O =¢OB(\) et C(\)O =¢'OC(N\) VreC (4.9)

Cet opérateur commute donc avec la matrice de transfert m5(\) = A(\) + D()\) du
modele. Ses valeurs propres étant des racines p-iemes de 'unité, il est possible d’as-
socier, a chaque vecteur propre de 'opérateur de transfert, sa valeur propre par cet
opérateur. Cela permet une foliation du spectre de I'opérateur de transfert,

Y, =Ub_ EF (4.10)
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ot X% correspond aux spectre des vecteurs propres dont la valeur propre par © est
¢*. Notons par ailleurs que les asymptotes de la matrice de transfert s’expriment en
fonction de cet opérateur :

7(\) = Oa, + O71d, (A - ) (4.11)
7(\) = O7la_+Od_(\ - 0) (4.12)

avec a, et d, des constantes.
Pour finir, le déterminant quantique est donné par le polynéme

det, M(A) = g (“’3n1bnq3ndn)1/2 (Mt =t [A) (A fn= = fn,~[X) (4.13)

ses zéros étant donnés par

s Z 107 (@00 /D) ? et pin - = igY? (cpfn/dnan)? (4.14)

4.1.2 Présentation du modele Potts chiral, lien avec le modele
T2

Le modele de Potts chiral est un modele sur réseau issu de 1’étude de 1’équation
triangle-étoile, qui intervient dans différents modeles intégrables. De nombreuses so-
lutions de cette équation sont telles que les solutions dépendent de la différence des
rapidités des lignes traversant les vertex. Les solutions ayant mené au modele de
Potts chiral ne satisfont pas ces propriétés, ce qui montre sa spécificité.

Ce modele est associé a I’équation triangle-étoile

hzz_):lqu(q_ha)er(q_hc)qu(qhb_l) = frapWirq(c - a)er(a ~0)Wy(c—0)  (4.15)

ol les éléments p, ¢ et r sont des points de C4, a, b, ¢ et h des entiers et fp, une
constante indépendante des nombres a, b et ¢. La solution générale de cette équation
a été obtenue [40] via des fonctions dilogarithmes. Pour que ces solutions soient
valides, les points p, ¢ et r doivent appartenir & une courbe particuliere C;, de C4,
définie par

qeCr=ab+yb =k(1+abyl), kab=1-k'sP, kyb=1-Fk's? (4.16)

avec q = (ag, by, g, dy), Tq = ag/dy, Yy = by/cq, Sq=dyfcy et k2 +E? = 1.
Les poids de Boltzmann du modele sont les solutions de cette équation triangle-étoile,
et prennent alors la forme! :

Wep(q2") _ (Sq)nﬁ = ¢ 2, (4.17)
Wp(1) Sp) ki Ya— TRy

qu(qﬂn) . q’Q Qkx

—————= = (845p) —_ (4.18)
qu(l) o IH Yp — 4 2kl/q

1. Le qualificatif « chiral »dans le nom du modele vient du fait que les quantités W(n) et W (-n),
tout comme W (n) et W(-n), sont a priori différentes
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Il est alors possible de définir pour ce modele sur réseau une matrice de transfert,
dont les éléments sont des produits de ces solutions W et W.

Le lien entre le modele 7 et celui-ci intervient en associant a chaque site n de 75 deux
points sur la courbe Ci, ¢, et r,, et en prenant un point supplémentaire p, toujours
sur Ci, définis par huit égalités similaires a

Ay, = —tllj/qunbrn et ¢"Pafr=—-(x,/y,)"%c,, by, (4.19)

ol r est un parametre fixe et t, = x,y,. Alors, sous certaines conditions, la matrice
de transfert du modele de Potts chiral est un opérateur ) de Baxter pour le modele
To. De plus, il est possible de construire un entrelaceur entre les différentes matrices
de Lax, c’est-a-dire un opérateur .S, défini sur le produit des algebres de Weyl W,
et Wy tel que Lqi(A)La(AN)S12 = S1aLa(N)L1(N). Ces résultats liant les deux modeles
seront mis a contribution plus loin, permettant de décrire les états propres de la
matrice de transfert du modele de Potts chiral et de résoudre le probleme inverse
pour le modele 7.

4.2 Base des variables séparées

4.2.1 Reésultats généraux

Cette section a pour but d’établir la forme générale de la représentation par
séparation des variables, c’est-a-dire de la représentation pour laquelle B()\) est
diagonal pour tout A et son spectre est simple. Remarquons tout d’abord que la
matrice de Lax dépend du parametre A\ de la fagon suivante :

L(\) = DiA+ Ap + Do) (4.20)

avec Dy et Dy des matrices diagonales et A; une matrice antidiagonale, toutes trois
indépendantes de A. Cette remarque fixe les degrés des opérateurs polynomiaux en
A A(N), B(M\) et D(X), dont le caractére polynomial sert a établir ces résultats
généraux.

Forme générale des représentations par séparation des variables

Théoréme 4.1. Dans les représentations pour lesquelles ['opérateur B(\) est dia-

gonal pour tout X\, les états propres peuvent étre caractérisés par la famille d’entiers
k=(ki,....,kn)€[0,p—1]" de la facon suivante :

— On définit les nombres néh) = qhnéo), avec (77%0), e ,77](\?)) une famille de nombres

complezes fixés, la famille ny, est définie par (Nk)q = n,(lk“).

— Les états propres a gauche de B(\) sont notés (ngl|, on a

(el BOV) = 0§ by, (V) (13 (4.21)
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avec
N-1

b\ = [T (M) =5 /A) (4.22)

a=1
La simplicité du spectre de B(\) se traduit dans ce cas par les non-égalités
() <) ahern -
na’ ) #(n, sia#+bell, 1].
— L’action des opérateurs A(N\) et D(X\) est donnée par?

(AN = by(N) [Ani{a ™ nl + A (g™ )]
4 Al = np/ A (soV) B}
+ Al 7R g 4.23
a=1bza na/nb - 776/77a (77 )< 77| ( )
(MDA = by(N) [Arh (@ nl + A np g nl]

S Ay =1/ A
el U O LV 124
a=1 bza na/nb — 776/77a (77 )( 77| ( )

avec
- a(8OV) et d(SOV) des fonctions complexes telles que

a¥oV) (n,)d V) (¢"'n,) = det, T(n,)¥r e [1, N - 1] (4.25)
— les nombres
N-1 N-1
nh= ()N as [T it etnp = (21)V d, [ n2! (4.26)
n=1 n=1
— la notation
qiéanz (nl,...,qﬂna,...,m\;) (4.27)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la forme de la matrice de Lax et en
particulier sa dépendance en A\ impose le degré des éléments de I'algebre de Yang-
Baxter : A et D sont des polynomes de Laurent de degré N, alors que B et C' sont
des polynomes de Laurent de degré N — 1. De plus, les matrices de Lax satisfont la
propriété

1 0 1 0
ce qui mene simplement aux relations de parité des polynomes
A(=N) = (-1)MA(N), D(=A) = (-1)YD(N) (4.29)
et

B(-2) = (-1)¥B(A), C(-2) = (-1)¥IC(N) (4.30)

La commutativité de la famille B(\), c’est-a~dire [B(\), B(u)] = 0 et le caractere

2. Pour simplifier, les références & k sont omises quand elles ne sont pas nécéssaires pour la

) . o k
compréhension. On a ainsi, entre autres, n, = 771(1 2
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polynomial de B impliquent la commutativité de tous les coefficients polynomiaux
de B. Ceci implique que toutes les valeurs propres de B(\) seront des polynomes de
Laurent en A de degré N — 1. De plus, la relation de parité B(-\) = (-1)V-1B(\) se
retrouve a l'identique pour les valeurs propres de B(\).

Soit (n| un vecteur propre donné de B(\), nous avons

(nIB(A) = by(A\)(n] (4.31)

ol b,(\) est un polynome de Laurent de degré N —1 en A. La propriété de parité
évoquée plus haut implique que cette fonction s’écrit sous la forme

by(N) = en(n) l_f (ci?n) - Ci(j)) (4.32)

ol, comme (7| est fixé, ¢;(n) est simplement une notation pour une famille de nombres
complexes.

Il est possible, en utilisant les relations de Yang-Baxter, de faire le lien entre les
différentes valeurs propres de B(\) et ainsi de déterminer une caractérisation pour
les nombres ¢;(n). En effet, une des relation de Yang-Baxter s’écrit

BA)A(p) = b(A, p) A(n) B(A) + c(A, 1) B(n) A(X) (4.33)

Soit (n| un vecteur propre a gauche de B(\). On a alors, d’apres (4.32), (n|B(¢;(n)) =
0,Vie[1,N-1]. Ainsi, prendre p = ¢;(n),i € [1, N - 1] dans (4.33) et appliquer cette
égalité a (n| donne

()t =gt A e(n)
(nA(ci(n)) = ()= 3 te(n) by (M) [(nlA(ci(n)) | B(N) (4.34)

Le vecteur (n®| = (n|A(c;(n)) est donc lui aussi un vecteur propre de B(\), de valeur
propre

bnm()\):cN(n(i))]ﬁl( A cj(z(”)):CN(n)(qA Ci(n))H( A _Cj(xn))

=1\ () a(m)  ar ) 5i\e(n)
(4.35)
On peut alors réorganiser la famille ¢;(n(?) pour obtenir les égalités
cj(n®) =g ie;(n) Vjell, N (4.36)

En réitérant le procédé, on voit que, pour toute famille d’entiers h; € [0,p — 1], €
[1, N —1], 'on peut obtenir un état (n(»)]| tel que

(™) =qMei(n) Vie[l,N-1] (4.37)
La caractérisation du nombre cy(n) passe par la relation de commutation B(\)O =

qO©B()\). Cette relation implique que (n|© est un vecteur propre de B(\), de valeur
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propre ¢g~tb, (). De plus, étant vraie pour tout A, cette relation implique de n’utiliser
que le facteur commun cy (7). L’action de © sur un état sera alors définie par

(n'l=(n© (4.38)
ou (n'| est un état propre de B(\) caractérisé par
ci(n')=q*Nei(n) Vie[l,N] (4.39)

Renommer ¢;(n) en 7750) permet au final d’obtenir les équations (4.21) et (4.22).

L’obtention des expressions des opérateurs A(\) et D(\) dans la représentation par
séparation des variables se fait simplement par interpolation. En effet, on connait
'expression de ces polynomes sur un état (n| en N — 1 points A = ¢;(n), ainsi qu’en
les asymptotes A — oo et A = 0, ol ces opérateurs ont proportionnels & ©+*!. Cette

interpolation donne les formules (4.23) et (4.24). O

Remarque 4.1. Pour le modele de sine-Gordon étudié dans la section précédente,
dans le cas N pair, les éléments de la matrice de monodromie sont des polynomes
de Laurent de méme degré que pour le modele 7 étudié ici. La paramétrisation en
termes de variables séparées est donc la méme, ce qui revient a ajouter au cas impair
les variables séparées « asymptotiques »Tx et ny.

Valeurs moyennes des opérateurs

Soit O(\) un élément de la matrice de monodromie, sa valeur moyenne est définie
par

O() = ﬁO(in) (4.40)

Comme les relations de Yang-Baxter imposent la commutativité des familles A(\),
B(\), C(X\) et D(M), le produit dans la définition n’est pas ordonné. De plus, les
valeurs moyennes sont en fait des fonctions de A = )\, ¢’est pourquoi elles seront
parfois notées O(A) et considérées comme des polynomes en A. Dans ce cas, leur
degré est de N pour A et D, et N —1 pour B et C.

Dans le cas de la représentation par séparation des variables, nous avons les résultats
suivants :

Théoreme 4.2. — Les valeurs moyennes A(A), B(A), C(A) et D(A) sont cen-
trales.
— Soit L,(N) la matrice dont les éléments sont les valeurs moyennes des éléments
de la matrice de Lax au site n3, et

M(A) = (é‘((ﬁ)) g((//\\;) | (4.41)

. . [ Lnai(A) Lni2(N) X [(Lna1(A)  Ly12(A)
3. Explicitement, si L,(\) = (Ln,QI()\) Lon(n)) alors £,(A) = Loor(A) Lo 1n(A) avec
Lnij(A) =TT}y Ln.ij (¢"A).
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Nous avons alors la relation

Démonstration. La démonstration de ces propositions est tres similaire a celle de la
Proposition 3 de [157].
— La centralité de B(A) se montre en prenant directement son action sur n’im-
porte quel état, ce qui donne

B(A) = Zy ]ﬁl(A/Za - Z,/\) avec Z, = (n,gm)p (4.43)

a=1

Soit (n| un état propre de B(\), on a alors la relation

(nA(na) = a®V) () (g **nVa e [1,n - 1] (4.44)

En itérant, on a les relations
p D
A(Z,) = Ha(sov)(qknr) et D(Z,) = H d(SOV)(qkn,«) (4.45)
je=1 je=1

Ces relations, combinées au fait que les asymptotes de A(A) et D(A) sont
centrales en 0 et a l'infini, suffisent pour montrer par interpolation que les
valeurs moyennes des opérateurs A(\) et D()\) sont centrales.

— Séparons la chaine en deux sous-chalnes, notées 2 et 1, pour lesquelles les
matrices de monodromie et leur éléments seront notées avec un indice. On a
ainsi

A = As(A\) A1 (V) + Bo(\)C1 (M) (4.46)

et trois autres relations similaires portant sur B(\), C'(\) et D(\). Montrer
que ces relations sont également valides pour les valeurs moyennes permettra,
par récurrence sur le nombre total de sites, de montrer la relation (4.42).
Sans perte de généralité, considérons le cas de A. Prendre sa valeur moyenne
dans l'égalité (4.46) meéne a une somme de 2P termes. deux de ces termes
correspondront aux valeurs moyennes de As(A) A1 () et Bo(A)C1(N), alors que
les 2P -2 termes restants feront intervenir un nombre de facteurs As(\) compris
entre 1 et p—1. Ces terme ne produiront des valeurs propres modifiées de By()\),
et seront en contradiction avec le caractere central de A(A). La seule possibilité
pour préserver cette propriété est ’annulation des termes croisés, et donc on a
la relation

A(A) = As(A) AL (A) + Bo(A)Ci(A) (4.47)

De maniere similaire, on peut montrer les trois autres relations portant sur
B(A), C(\) et D(N), ce qui permet donc de prouver la relation (4.42).
]
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4.2.2 Construction par récurrence de la base des variables
séparées

Construction pour un site Construisons les états

P —k(h1+1/2) TTK r—1/2 -r+1/2],
hi, (0 _ N\~ 4 [ (¢ Pa+ g 1)
USUNEDY CRTALT (1, k] (4.48)
pour hy € [[1,p]. L’action de B sur ces états est*
0 0 0
(" n”1B = ¢ (" ") (4.49)

avec n§0) une des racines de (nio) )p = g?2(af +bP). Les actions de A(\) et D()) sont

(@A)
(@0 D(N)

A (@0 = A B g ) (4.50)
Ay (g0l = Ady (g ) (4.51)

Ce qui correspond bien a la forme recherchée pour un site.

Construction pour N sites La construction par récurrence pour une chaine de N
sites passe par la séparation de cette chaine en deux sous-chaines. Soit M € [1, N -1],
on définit

Ai(A) Bi(A\))
(Cl(A) Dl()\)) = LN_M()\) 'LN—M—l()\) ..... Ll()\) (452)
(?728% gzg\\;) = Ln(A)-Lya(A) -+ Ly ara(A) (4.53)

I'hypothese de récurrence montre que les opérateurs Bi(\) et By(\) sont diago-
naux. Soit respectivement (xi| et (x2| leurs états propres, les valeurs propres étant
caractérisées par les familles de nombres (x1.1,.--, X1.n-0) €6 (X21,--., X2.0r). Par
exemple, (x2|Ba(\) = xo.0r TTX, (A Xa — Xa/\). Nous allons chercher les états propres
de B()\) sous la forme

{nl = Z K (0, x2, x1){x2] ® {(x1] (4.54)

X1,X2

Notons tout d’abord que les états propres étant définis a une constante multiplicative
pres, le résultat ne donnera pas les valeurs des coefficients K (7, x2, Y1), mais unique-
ment les valeurs des rapports K (7, xa2, x1)/K (7', x4, x1)- Fixer un de ces coefficients
permettra de déterminer les autres.

4. Pour un site, seuls les opérateurs A(\) et D(\) dépendent de A.

7



Dépendance de K par rapport a xi4.a€[1,N—-M] et xa4,a€[1,M] Ona
la décomposition
B(A) = A2(A) B1(A) + B2 (M) Di(A) (4.55)

Utliser cette décomposition a droite de (4.54) en des valeurs de \ particulieres permet
d’obtenir des relations simples reliant les coeflicients en des points différents. Ainsi,
en A= X4, 0€[l,N—-M-1] un des zéros de B;(\), on obtient la relation

K(U:XQ;Q_‘S“M) _ 1IN Hlﬁil(Xl,a/nb _nb/Xl,a) (4 56)
K(mx2:x1)  dP" (¢ x1a) X oot (Xa/ X2 = X2.6/X1.0)
alors qu’en A = x24,a € [1, M - 1], on obtient
K(n,¢%x2,x1) _ N Mot (x2.a/1 = M/ X2.0) (4.57)
K(n, x2,x1) CLgSOV)(QXza)Xl,N—M T (X2na/X1,6 = X1.6/X2,0)
avec agsov) et dESOV) les fonctions apparaissant dans I'action de Ay(A) et Dy () une

fois 'hypothéese de récurrence utilisée.

Dépendance de K par rapport a xiy-u et xon Comme précisé dans a re-
marque précédente, cette dépendance est déterminée par les asymptotes de B()\).
Définissons pour cela les opérateurs B* dont 'action dans la base des variables
séparées est

N-1
(n|B* =nn [T n7(n| (4.58)
i=1

Ces opérateurs représentent tout simplement les asymptotes de B en A\ - oo pour
B* et A - 0 pour B~. La décomposition (4.55) permet d’écrire ces opérateurs en
fonction des éléments des deux sous-chaines :

N-M-1 M-1
B* = a2,i@§1X1,N—M H XE‘ + dl,i@iﬂXzM H Xili (4.59)
=1 1=1

L’action de cette décomposition sur les états peut étre simplifiée, en définissant les
états

h hi h h (h k h (h
() {0 = ) ) ”I‘ZQ’“’W my el (4.60)

qui sont les transformées de Fourier discretes des états propres par rapport a la
derniére variable. Par conséquent, ces états sont des états propres de 'opérateur © °
alors que B(\) est un opérateur de décalage pour ces états. Explicitement, on a

™ {0 e = g (), {nf“}| (4.61)
o3 ("B = (O)Hl(nn B0 Y (62)

5. Les asymptotes de A et D en A - 0 ou A\ — oo montrent que 'action de I'opérateur © dans la
base des variables séparées est (1|© = (g7Vn|.
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La relation de récurrence (4.54) peut alors se réécrire

h h (h > 7 7
() g = S R (0, x xa) (aars (2.0} | ® (v {x1a} | (4.63)

X1,X2

avec la transformée de Fourier discrete de K
- ho.a (h1s) 1
K(n, {Xéj )}7{X1,b1b }) o)

Finalement, I'action des opérateurs B* permet d’obtenir un systeme de deux équa-
tions :

p
Z q—k’hl,Nfl\,[+/€h2,AIK(n7 qk6MX27 qk'5N7MX1) (464)
k,k'=1

K, x2,x1) = K (0, x2, M x1) +y K (1,47 x2, X1) (4.65)
K, x2,x1) = - K(n,x2, 0¥ x1) +y-K (10,4 x2,X1) (4.66)
avec
(0) h +1 d (0) N-1 +1
v, = a’2,iX1N M ( %M Hz 1 771) et Yy = 1’iX27]\4 ( H’L 1 Tk ) (4 67)
+ = + = .
Y T X n' hu-a I X

ce qui mene simplement aux relations de récurrence

KO g%xexa) | w—we  Kxe, ) o ye—y-
K (1, x2:x1) LY+ — T4y~ K(n,x2,x1) T_Yp— Ty

(4.68)

La connaissance des ces relations de récurrence permet de déterminer completement
(a un facteur global pres) K (n, x2, x1) lorsque x2.as et x1n-a varient, ce qui revient
a connaitre completement les coefficients K (7, x2, x1) lorsque x2.ar €t x1,n-as varient.

Dépendance de K par rapport a n Cette dépendance est obtenue en étudiant
la décomposition de D(\) sur les sous-chaines ; en effet, on sait que (n|D(n;) = (¢°
ce qui permet de faire varier précisément 7. Cette décomposition est

D(X) = Da(A)D1(X) + Co(N) Bi(M) (4.69)
De plus, la relation (4.55) et les relations de Yang-Baxter 6 impliquent

(n|B1(m:) = =(n| D1 (n:) A3* (qni) B2 (qm:) (4.70)

Ces deux relations, conjuguées avec 1’écriture de C' via le déterminant quantique,
permettent d’obtenir finalement, pour tout i € [1, N - 1],

(n|D(n;) = = detyTo(qn; ) (n|B3" (qni) By (1) (4.71)

Il est alors simple de voir qu’on a, pour tout i € [1, N - 1],

K(g"nx2,x1)  detgTa(gm) xanv-n o™ ™ (/X 1.0 = X1.a/1)

K(n,x2.x1) d<50v)(m) X2,M Ha:l (Mi/ X2, = X2,0/M)
6. Via la relation B(gA\)A(\) = A(g\)B()), valide pour tout A.

(4.72)
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Pour finir, les asymptotes de (4.69) donnent la relation

K(¢n,xex1)  %.oXip et Xaa T1e5™™ X

K (1, ¢% X2, ¢ON-1 1) nh T2 1.

(4.73)

Les relations (4.56), (4.57), (4.68), (4.72) et (4.73) permettent donc de construire,
par récurrence sur le nombre de sites, les états propres de B(\).

Détermination des constantes (m(o))l’, A(n;) et D(n;) Les relations (4.56),

(4.57) et (4.68), ainsi que la cyclicité ¢P = 1, imposent des relations sur des quan-
tités comme X7, TT;_; D1(¢*x1,:) ou encore ;. Toutes ces relations peuvent, par
interpolation, étre mises sous la forme d’une seule égalité de polynomes :

N-1

Ay(N)Bi(A) + Boy(\D1(N) = Zy [T(N] Za - Zaf A7) (4.74)

ou, O(\) désigne la valeur moyenne d’un opérateur générique O en A, c’est-a-dire

D
o) = [10(¢*N) (4.75)
k=1
et avec la notation ,
Za=(n") ¥k e[1,p], Yae [1,N] (4.76)

Les constantes 7, a € [1,n] peuvent donc également étre déterminées par récurrence
via I’étude des zéros et des asymptotes du terme a gauche de 1’équation (4.74).

Il est également possible de déterminer par récurrence les valeurs moyennes des
opérateurs A et D

4.2.3 Simplicité du spectre de B

Dans le cas du modele 75, il est possible de montrer que la description par
séparation des variables permet d’obtenir toutes les valeurs propres de B(\), et que
ces valeurs propres sont toutes distinctes. Remarquons tout d’abord que la simplicité
de ce spectre, dans la repréentation par SdV, est équivalente a la condition

Zo# 2y Va#b abe[l,N—1] (4.77)

Si cette condition est réalisée, on remarque alors que les valeurs propres de B(\)
fournies par la méthode SAV générent un ensemble de p valeurs propres distinctes.
Cela signifie que cette méthode permet d’obtenir la totalité des valeurs propres et
états propres, et prouve sa complétude.

Pour montrer la simplicité du spectre de B(\) et la complétude de la méthode, il
suffit de prouver le théoreme suivant :

Théoréme 4.3. Les valeurs des paramétres Z,, a € [1, N — 1], sont distinctes pour
presque toutes les valeurs des 6N parametres a,, by, ¢,, d,, a, et 3,.
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Démonstration. La démonstration est basée sur I'observation que les N parametres
de la représentation SAV 7, dépendent des 6 N parametres du modele 5. En parti-
culier, il est possible d’écrire

ZE(Zl,...,ZN,l)=f(041,...,0zN,1) (478)

ou l'on se limite a exprimer les N — 1 parametres Z comme une fonction des N — 1
parametres (aq,...,an-1)7. f étant une fonction de CN-! dans lui-méme, il est
possible d’en exprimer le jacobien,

8Zr)
aas r,s=1...N—-1

J(a, B,a,b,c,d) :det( (4.79)

Si ce jacobien est non nul pour certaines valeurs des 6 N parametres, la fonction f
est inversible, et les parametres Z seront alors distincts pour toutes les valeurs de
a;, i€[l, N -1] excepté sur une sous-variété (a priori non finie).

Prenons un ensemble de 6 N parametres vérifiant les relations
Al +bl =0etcl +d2 =0 Vne[l,N-1] (4.80)
La matrice L, est alors diagonale pour n € [1, N — 1], et un calcul donne 1’égalité

N-1 ald? Aaﬁ/Q 52/2 N-1
o) [T (M- ) Honezm o

2 2
=1 ag/ ﬁg/ a=1

et on a, pour ces valeurs particulieres, J # 0. La dépendance® des parametres Z en
les parametres du modele 75 implique alors que le jacobien sera non nul pour presque
toutes les valeurs de ces 6 N parametres. ]

4.3 Probleme spectral pour

4.3.1 Equation de Baxter et valeurs propres de 7

La caractérisation des valeurs et états propres de 'opérateur 7 se fait via 1'utili-
sation d’équations de Baxter. Il s’agit d’équations de la forme

tNQM) =a(N)Q(g7A) +d(M)Q(aN) (4.82)

Le lien entre I’étude des éléments propres de 75 et ce type d’équation est donné par
la propriété suivante :

7. Les parametres Z pouvant étre déterminés par les équations (4.42) et (4.43), ils ne dépendent
que des puissances p des 6N parametres du modele 1

8. Cette dépendance se traduit par le fait que, en notant o,,(Z) le polynéme symétrique de degré
n en les variables Z, le quotient ¢,(Z)/on-1(Z) est un polyndéme de degré 1 en les puissances p
des 6N parametres.
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Proposition 4.1. Soit |t) un état propre a droite de T5(\), de valeur propre t(\).
Définissons la fonction

Wi(n) = (nlt) (4.83)

ot (n| est un vecteur propre a gauche de B(\). On a alors l’équation

t(na) () = a5V () Wy (g% n) + A5V (12) ¥y (> m) (4.84)

Démonstration. Cette relation se démontre simplement en développant 1'égalité
(2 (Mt} = {n|A(X) + D(A)[E) (4.85)
]

La fonction d’onde W,(n) permet de montrer la simplicité du spectre de 7o.
Etablissons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 4.1. Pour presque toutes les valeurs des 6N paramétres du modele, les
valeurs moyennes des opérateurs A(X) et D(\) satisfont les inégalités

A(Z,) +D(Z,) Vae[l,N-1] (4.86)
Démonstration. Définissons la fonction
Fla,B,a,b, e, d) = A(Z,) -D(Z,) (4.87)

Comme pour la démonstration de la simplicité du spectre de B(\), la dépendance
de F en les 6 N parametres implique qu’il suffit de montrer que cette fonction est
non nulle pour une valeur donnée des parametres pour montrer qu’elle est non nulle
pour presque tous les parametres.

prenons un ensemble de 6 N parametres vérifiant

04161 = Ibl(dl =aC; et (13117 + (dll) * azf + [bjl9 (488)
Ay = dp, by = ¢y, B = —an,by /o, Vne[2,N] (4.89)

Dans ce cas, on a F, proportionnel a By(7,), la valeur moyenne de I'opérateur B
obtenu en faisant le produit des matrices de Lax des sites N a 2. Il est possible de
montrer que ’annulation de ce facteur n’est possible que si Z, est un zéro d’ordre
au moins deux du déterminant quantique du produit Ly ... Ls. Comme les zéros de
ce déterminant quantique sont les nombres xal,/af, et b} /ol pour n € [2, N], le
déterminant quantique n’a en général pas de double zéro, et donc les fonctions F,
sont non nulles pour presque toutes les valeurs des 6 N parametres. ]

Ce résultat permet de montrer que le théoreme suivant :

Théoreme 4.4. Pour presque toutes les valeurs des 6N paramétres, le spectre de
T2(\) est simple.
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Démonstration. Cette simplicité se démontre en supposant qu’il existe deux vecteurs
propres ayant la méme valeur propre t(\). Notons W,(n) et W,(n) leurs fonctions
d’ondes respectives. On peut alors définr leur Wronskien de la facon suivante :

W (1) = U)ol n) = To(n)Te(qn) Vre[l,N-1] (4.90)

L'utilisation des équations de Baxter (4.84) satisfaites par les fonctions d’onde W, et
U, ainsi que la cyclicité de la représentation menent alors a 1’égalité

(A@D—D@UQjWmewfmpnmm (4.91)

Le lemme précédent implique alors I’annulation du produit des Wronskiens, qui en-
traine a son tour la proportionnalité entre les deux solutions. O

Soit ¢(\) un élément du spectre de 7, dans le sous-ensemble XX et Q(,) une
solution des équations de Baxter discretes (4.84). La simplicité du spectre impose
donc la relation de proportionnalité

Wy(n) o< ny' Hll Qe(1a) (4.92)

dans laquelle le facteur de proportionnalité peut faire intervenir les parametres 7,.

4.3.2 Caractérisation du spectre de 'opérateur de transfert
via un déterminant

Considérons a présent I’équation de Baxter discrete (4.84). Elle peut s’écrire pour
les p valeurs possibles du parametre 7,, c’est-a-dire pour 7, = qkn(go), ke [1,p]. On
obtient alors un ensemble de p équations, faisant intervenir les fonctions t, a(5°V)
et d(SOV) en les points qknéo), ainsi que les p quantités W;(¢g*%n). Le tout forme
un systeme de p équations linéaires ou ces quantités sont les inconnues. L’existence
d’une solution non-nulle correspond a I’annulation d’un déterminant, nommément

t(n(o)) —d(SOV)(n(O)) 0 _a(S'OV)(n(U))
_a(SOV)(qn(O)) 25((177(0)) —J(soV) (qn(O ) 0
0 —a(SOV)(qQH(O)) t(q 77(0)) 0 (493)
_d(SOV)(.qp—l,r](O)) 0 O t(qp—in(o))

Il est en fait possible de caractériser le spectre de 75 a I'aide de déterminants de ce
genre.
Pour cela, définissons les fonctions

Mﬂzﬁmmwwv%fwmu> (4.94)

a,b,c,d

e )M pn, - = pin,-aN) (4.95)

D(A) = H(
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qui vérifient la relation A(A)D(gtA) = det, M (), et a partir de ces fonctions définissons
a nouveau

A(N) =a(M)Aa(N) et D(A) = a(g)) 'p(N) (4.96)
avec « la fonction telle que

p

TTA(N) + [[B(dN) = A(A) + D(A) (4.97)

k=1 k=1

Cette condition revient & imposer que [T7_; A(¢*)) et [T;_, D(¢*\) soient les valeurs
propres de la matrice des valeurs moyennes M (A). Ces fonctions satisfont a leur tour
A(N)D(g7IA) =det, M(N).

Les fonctions a(59V) et d(SOV) résultent d’un certain choix de jauge, et sont donc
dépendantes de la représentation choisie. Il est nécéssaire d’avoir des fonctions bien
définies pour pouvoir caractériser le spectre de 75, d’ou ces définitions, indépendantes
de la représentation choisie.

Pour un polynome de Laurent de degré N donné, pair si N est pair et impair si N
est impair, définissons la fonction

1) -b(\) 0 e —A(N)
-A(gA)  t(gr)  -D(gA) 0O

D)) = 0 “A(@2A) H(@A) 0 (4.98)
—ﬁ(q;"lk) 0 - t(qu‘lk)

On peut montrer que cette fonction ne dépend de A que via sa puissance p, notée
A, que c’est un polynome de Laurent de degré maximum N, pair si N est pair et
impair si N est impair, et qu’elle peut s’exprimer uniquement en termes de ¢, de la
somme des valeurs moyennes de A(\) et D(A) et de la fonction A —» A(A\)D(g7'N).
Ceci, combiné aux définitions et propriétés de A(\) et D(A), fait que le déterminant
(4.93) peut s’écrire D(Z,).

Le polynome D(A) est donc un polynome de Laurent de degré N qui s’annule, dans
le cas ou t(\) est une valeur propre de 75(\), en N — 1 points. Dans ce cas, on a
en plus I'annulation des asymptotes de D(A) en 0 et a l'infini, ce qui permet, par
interpolation, de montrer que D(A) = 0, ou encore

Proposition 4.2. Toute valeur propre de l'opérateur () est solution de l’équation
fonctionnelle

D(A) =0 (4.99)

L’inclusion est également vraie dans 'autre sens, c’est-a-dire que toute solu-
tion t(\) de I’équation fonctionnelle D(\) = 0 est valeur propre de m(A). En ef-
fet, Pannulation du déterminant D(\) entraine 1'existence d’une solution non nulle
aux équations de Baxter discretes (4.84), et il est alors possible de déterminer
des fonctions d’onde qui décrivent un état propre de 7o(\). En fixant la jauge
a3V (X)) = A(N) et d(SOVI(N) = D(N), nous avons le résultat suivant :
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Théoréme 4.5. X, coincide avec I'ensemble des fonctions t(\) solutions de D(A) =
0. De plus, il est possible de construire un état propre de l’opérateur 7o correspondant
via les fonctions d’onde

N-1
Wi(n) =y [T Qi(a) (4.100)
a=1
ot la fonction Q; est l'unique® solution de l’équation de Baxter

tA)Qe(N) = A(N)Q:(g7"A) + D(A)Q:(g)) (4.101)

4.3.3 Lien avec ’équation de Bethe

Dans le cas ou l'opérateur de transfert 7(\) est autoadjoint et ou les 6N pa-
rametres du modele satisfont les relations

N oo b, fAn apy  bpb?
[[2=1 —= n - AnOnel nlwn e 1, N, (4.102)
n=1 On Ib;; an, ApQintl Ib:zlanrl

alors pour toute valeur propre de l'opérateur de transfert t(\) € Xk , il existe un
unique polynome de la forme

N(p-1)-at—bt
Qi(N) =A™ [T On-XavecO<a,<p-letO<a,+b<N(p-1) (4.103)

h=1

satisfaisant I’équation de Baxter (4.101). Ce polynéme permet de définir un opérateur
de Baxter QQ(\) par ses actions sur les états propres de 'opérateur de transfert :

QNI = QNI (4.104)
qui satisfait I’équation de Baxter et les relations de commutation

QN)72(A) = A(AN)Q(¢'A) + D(N)Q(gN) (4.105)

[Q(N),Q(1)]=0, [Q\),To(u)]=0 YA\, peC (4.106)

De plus, les zéros de ce polynome permettent de relier les valeurs propres de ’opé-
rateur de transfert a des équations de type ansatz de Bethe. En effet, réécrire
I’équation de Baxter aux points ou la fonction (); s’annule donne la relation

1) o " e M
d()‘c) h=1 q_l)\c - )\h

Vee[l, N(p-1) —a; - b (4.107)

Il existe en fait une bijection entre le spectre de 'opérateur de transfert et I’ensemble
des solutions de ce systéeme d’équations satisfaisant certaines conditions de conjugai-
son. Cela permet de reconstruire I’ensemble des valeurs états propres a partir d’un
systeme d’équations de Bethe.

9. L’unicité aux quasi-constantes pres, le terme de quasi-constantes désignant les parameétres
Zy.
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4.4 Probleme inverse

L’étape suivante vers la détermination des facteurs de forme des exponentielles
des champs locaux est la résolution du probleme inverse, c’est-a-dire leur expres-
sion en fonction des éléments de la matrice de monodromie. Cette résolution est en
effet nécéssaire pour pouvoir exprimer les opérateurs u, et v, dans le cadre de la
représentation des variables séparées.

Cette résolution se fait en deux temps. Tout d’abord, les puissances des opérateurs u;
et vy sont exprimées dans la base des variables séparées, ensuite, un « propagateur »,
opérateur permettant des permutations cycliques sur les sites, est construit a I’aide
des poids de Boltzmann du modele de Potts chiral.

Les résultats exposés ici sont similaires a ceux obtenus dans le cadre du modele de
sine-Gordon avec un nombre impair de sites, ¢’est pourquoi seuls les points addition-
nels seront détaillés. L’ensemble des résultats peut étre retrouvé dans 'article [78],
dont la suite du chapitre est un résumé.

4.4.1 Reconstructions des opérateurs locaux

La reconstruction des opérateurs locaux se fait via la remaque suivante : en les
points ou le déterminant quantique s’annule, la matrice de monodromie peut se
factoriser sous la forme d’un produit de deux vecteurs :

) = (S) Pl < (1)@ @) caaoy

Lorsque le zéro considéré est un zéro du déterminant quantique de la matrice de Lax
au site 1, les quantités Q) et Q' ne font intervenir que des opérateurs et des parametres
issus du site 1. De méme, lorsque le zéro considéré est un zéro du déterminant
quantique de la matrice de Lax au site N, les quantités P et P’ ne font intervenir
que des opérateurs et des parametres issus du site N. Dans le premier cas, il est
possible d’obtenir des fonctions des éléments de la matrice de monodromie ne faisant
intervenir que les quantités @ et Q’. On a ainsi par exemple

a1 12 -1
4.109
aIUOI) 0 (4.109)

B (1) A = (-

En jouant sur la cyclicité du modele, il est possible d’obtenir le résultat suivant :

Proposition 4.3. Les puissances des opérateurs uy et v, peuvent se reconstruire de
la fagcon suivante :

k
u* = (B (n) Apn,s)) (4110)
L(_di)* 1+ (¢1/dy)? Pl
W (__1) et g | (4111
"op U e/ (byer/agdy)V2 - (agdy /byey) 2 (;)q Bar | )

avec

)k+1

Bea = (B () AGn)) " A ) B ) (B () AQus)) " (4112)
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Bien que cette proposition donne une solution au probleme inverse, elle n’est pas
utilisable en 1’état pour exprimer les opérateurs locaux au site 1 dans la base des
variables séparées. En effet, cette reconstruction fait intervenir des produits et des
inverses de 'opérateur A()\), qui est, dans la représentation SAV, une somme de
termes.

Pour simplifier ces expressions, définissons, uniquement dans le cadre de la représen-
tation a gauche, les opérateurs coordonnés n et T'*, dont 'action dans la base propre
de B(\) est donnée par

(nna = na{n| (4.113)
(nTy = (g1 (4.114)

Ils satisfont la relation de commutation Tim, = ¢*%«¢n,T*. Avec ces notations,
l'opérateur B-1(A\)A(\) s’écrit

B’l(/\)A()\) =a+b+c (4.115)
avec les notations
N-1
o = MMy oo (4.116)
Ny
N-1 -1
b = —H’ﬂ—"’xla_m (4.117)
UhY
RS 1 a(%9v)(n,)

T: 4.118)
Ny & ,E[ Mo/ My = My/Na ANy — Mo/ A (

Cette expression est la somme de trois termes, dont les relations de commutation
sont tres simples. On a en effet

ba=q2ab cb=q¢*bc ca=q3ac (4.119)

I1 devient alors simple d’exprimer les puissances de 'opérateur B=1(\)A()\) en fonc-
tion des puissances de a, b et ¢, via une version non commutative du multinome de
Newton. Les puissances de a et b sont triviales, alors que celles de ¢ sont exprimées
via le Théoreme 3.2. Cela permet de développer toutes les puissances de u; dans la
base des variables séparées.

L’expression des puissances de v; se base davantage sur les relations de Yang-Baxter.
Elles permettent d’exprimer de maniére simple, comme pour le modele de sine-
Gordon avec les Propositions 3.7 et 3.8, ces puissances en fonction de puissances
d’opérateurs B~1A. Le développement de ces puissances dans la base des variables
séparées, évoqué plus haut, permet alors de développer toutes les puissances de v,
dans la base des variables séparées.

4.4.2 Propagateur pour le modele 7

La construction du propagateur se base sur un résultat issu de [41] : il existe un
opérateur défini sur le produit des espaces quantiques de dimension p qui entrelace
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les matrices de Lax de deux sites consécutifs, c¢’est-a-dire qu’il existe un opérateur
S1s tel que

Z LQJj()\)Lij()\)SlZ = ZSIQLl,ij()\)LQ,jk(A) VZ, k € {1, 2} (4120)
J J

Cet opérateur d’entrelacement est défini, dans le produit tensoriel des bases propres
des opérateurs locaux u; et vy, a ’aide du lien qu’il existe entre les modeles de Potts
chiral et 7. Les parametres de chaque site sont alors associés a deux points vivant sur
la courbe de C* caractérisant le modele de Potts chiral. Les éléments de matrice de
cet opérateur d’entrelacement sont alors les produits de quatre poids de Boltzmann
du modele de Potts chiral. Explicitement, on a

<Zlv ZQ|SIQ|Ziv Zé) = WQQ(H (Zl/Zé)WTqu (Zi/zé)W7"27'l (22/Z{)WQ27”1 (ZQ/Zl) (4121)

ol les parametres du site n sont associés aux points ¢, et r,.

L’existence de cet opérateur d’entrelacement permet alors de définir un propa-
gateur, c’est-a-dire un opérateur U, n’agissant que sur les espaces quantiques, de
dimension p, tel que

UnLx(N) L1 (A) o Ly U = Lyt (A) o Ly Ly(A) .. La (V) (4.122)

On peut montrer que cet opérateur est égal a un simple produit de matrices de
transfert du modele de Potts chiral associé. Il permet d’étendre les formules (4.110)
et (4.111) a tous les sites. Notons

An(A) Ba(N)

M,(\) = (an Dn(A)) = Lna(N) ... LI Ly(A) - .. (V) (4.123)

On peut alors exprimer les opérateurs locaux u, et v,, ainsi que leurs puissances,
de la méme fagon qu’en (4.110) et (4.111), a travers les opérateurs A, et B,. Ces
opérateurs étant reliés a A et B via les relations

A, =U AU et B,=U,BU;"! (4.124)

I'utilisation de U,, permet de résoudre le probleme inverse, et d’exprimer tous les
opérateurs locaux du modele 7, dans la représentation par séparation des variables.

4.5 Etude des facteurs de forme

Les opérateurs locaux du modele 75 ayant été exprimés dans la base des va-
riables séparées, il est nécéssaire, pour obtenir leurs facteurs de forme, de déterminer,
dans la représentation par séparation des variables, ’expression des états propres de
I'opérateur de transfert, et ce pour les états propres a gauche et a droite.

Les résultats présentés ici sont a nouveau tres similaires a ceux exposés plus haut
dans le cadre du modele de sine-Gordon, c’est pourquoi seuls les points n’apparais-
sant pas précédemment seront détaillés.
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4.5.1 Etats propres de B a gauche et a droite

L’analyse effectuée dans la section 4.2.1, effectuée sur les états propres a gauche,
s’applique également aux représentations a droite. On trouve alors que les actions
des générateurs de l'algebre de Yang-Baxter sont

BNy = nnby(N)n) (4.125)
AN = by (N [Anale®n) + A nala v n)]
+ a Sa A1 = /A 7(S0V)
a;m mgm/m—m/na () (4.126)
DNy = b,(A) [Anplan) + X pla®™n)]
N o ~5, Al = /A F(SOV)
a;|q n)l;ll na/nb—m/nad () (4.127)

avec Nt
by(A) = II (M1a = 1a/N) (4.128)

et les coefficients a(SOV) et d(SOV) gatisfaisant la condition
dEOVI(N)aSoV) (¢ IN) = det, M (N) (4.129)

Cette paramétrisation permet de déterminer le produit scalaire, a une constante pres,
des états propres a gauche et a droite de B.

Tout d’abord, le produit scalaire de deux états étant caractérisés par deux familles
Na, @ € [1,N], est nul, car ls deux états ont des valeurs propres différentes par
B()\). Ensuite, la quantité (n|A(n,)|¢g%n) peut étre déterminée de deux manieres
différentes, en faisant agir I'opérateur A a gauche ou a droite, ce qui permet de
déterminer la dépendance du produit scalaire par rapport a la famille 7,, a € [1, N-1].
La dépendance par rapport a ny est donnée par ’étude de (n|A(\)|¢g~%¥n), on trouve
alors que le produit scalaire est indépendant de 7. On a alors le résultat

Proposition 4.4. Le produit scalaire de deuz états propres de B(\) (n| et |n') est
donné par

Cn I—Lzlv; HZZI a(SOV)(qkn((zO))/C—L(SOV)(qk—lnc(LO))
Ti<acben—1(Ma/M6 = 16/Ma)

(nln') = 0ny (4.130)

ou hg, a€[[1,N] est la famille d’entiers caractérisant!® la famille 7.

Remarque 4.2. Le produit scalaire (n|n) n’est pas la norme au carré du vecteur (1|.
Ceci vient du fait que les vecteurs propres a droite n’ont pas été construits comme
étant adjoints aux vecteurs propres a gauche, et ne le sont pas a priori. Les vecteurs
propres a droite sont seulement proportionnels aux adjoints des vecteurs propres a
gauche, le facteur de proportionnalité dépendant de la représentation choisie.

10. cf. section 4.2.1
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4.5.2 Produit scalaire des états 7

Une fois la formule du produit scalaire de deux états propres de B obtenue, il est
possible d’exprimer les états propres de I'opérateur de transfert via la décomposition
de I'identité sous forme de projecteurs :

1= >—> (4.131)

En effet, les produits scalaires (n[t) ont été étudiés dans la section 4.3.1, ol nous
avons vu qu’ils se mettent sous la forme d’un produit de solutions de 1’équation
de Baxter. De méme, il est possible de montrer que les quantités (t|n) s’expriment
comme le produit de solutions d’équations de Baxter similaires. On trouve alors les
décompositions

hy- Y LN eeli) ey (1132

hi,..hn=1 P a1 Wa(7a) 1<a<b<N-1

P kp - N-1 )

q hN Qt (na)

(= > [ [T (n2=n)nl (4.133)
hi,...hn=1 P -1 Wa(a) 1<a<b<N-1

avec t;, une valeur propre du secteur X% . 7 la famille paramétrée par (hy,...,hy), w

la fonction
ha a(SOV)(qkn(O))

wa(1a) =175 ;Il ~5on g ) (4.134)

et les fonctions Qy; et Q;, solutions des équations de Baxter
B(N)Qy (3) = ANQs (7A) + DNy, (4)) (4.135)
tk()‘)th()‘) = E(q_lA)th(q_l)‘) + A(qA)th(q)‘) (4136)

Remarque 4.3. Définis de cette maniere, les états propres a gauche et a droite de
la matrice de monodromie ne sont pas a priori adjoints. En particulier, le produit
scalaire (t|ty) n’est pas en général la norme au carré de ’état propre, dans la mesure
ol ce produit scalaire n’est pas forcément un réel positif ou nul. Cette remarque est
similaire a celle effectuée dans le cadre du modele de sine-Gordon dans la section
3.3.1.

La décomposition des états propres dans la représentation SAV permet d’écrire
le produit scalaire entre deux états propres de 'opérateur de transfert comme un
déterminant. En effet, il y a dans ce produit scalaire un déterminant de Vandermonde,
sous la forme [T(n2 - 7n?). On a le résultat

Proposition 4.5. Le produit scalaire des états (tg| et |t},), avec ty € Bk et t}, € BF
s’écrit

(tk|t;€,> = 6k,k’ det (I)t’t/ (4.137)
avec !
tt _ 2 2(b-1) Qt’(na)Qt(na)
@qu = Z T} W (4138)
hqe=1 a\'la

11. Ici encore, la famille de parametres 1 est associée a la famille d’entiers h, avec 7, = g™ 77((10).
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Remarque 4.4. De maniere évidente, le produit scalaire de deux états associé a deux
valeurs propres différentes est nul. Remarquons qu’il est possible de montrer expli-
citement que le déterminant s’annule, en construisant un vecteur propre de valeur
propre nulle de la matrice associée. En imposant la jauge a(®?V)(\) = a(SOV) (¢~1\),
on a la relation

N71 ! p —
> O = Y f(12)Qu(12)Qu (na) (4.139)
b= ha=1
avec le polynome
N-1
fO) =) A (4.140)
b=1

Si les deux valeurs propres ¢ et ¢’ appartiennent au méme secteur X% . le polynome
t(\) —t'(\) peut se décomposer de la sorte, et les équations de Baxter permettent
de montrer que la somme Z{)\SI @thcb est nulle.

4.5.3 Exemple de facteurs de forme

Ces résultats permettent d’exprimer les facteurs de forme de certains opérateurs

locaux en termes de déterminants. C’est le cas par exemple des opérateurs u,,!, avec
a, b, \ 72 ff’“) i ,
{teluy Ity ) = (— ) o et det U (1, ) (4.141)
anﬁn gpgk/) > s

avec goff’“) et gog’“') les valeurs propres du propagateur U, et U(t*)()\) la matrice :

UG =l pour be[IN -2], (4.142)

(n(o))N_Q P g(N-2)h() ( (0) h)

(t,t) _\n 4q t'\Na "4

Z’{a,N—l()‘) = (0) Z ) n (4'143)
' bt wWa(1a q")

[ Qi(Maq"*) a(sov) (U(O)qh)

()\/nl(lﬁ)qml _ n(so)qh+1/)\)

_ O N(N-1) o ac -(N-1)
+Qu(ni” ") (aM (d")" " - (") )]

X

A

Tous les facteurs de forme ne peuvent pas a priori se mettre sous la forme d’un
seul déterminant. Il existe toutefois une base d’opérateurs dont les facteurs de forme
peuvent s’exprimer en termes d’un seul déterminant, voir l'article [78] pour plus de
détails.

Pour finir, il est a priori possible de calculer la magnétisation spontanée pour le
modele de Potts chiral a 'aide de cette approche. Pour le modele d’Ising, qui est
un cas particulier du modele de Potts, cette quantité, dont le carré est une fonction
de corrélation spin-spin pour une distance tendant vers l'infini, a été calculée par
Onsager et Kaufman dans les années 40 [37]. Dans le cas du modele Potts chiral,
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plus général, il existe une version généralisée de cette quantité (également appelée
parametre d’ordre) et associée a un entier r € [0,p]. Sa valeur a tout d’abord été
conjecturée par Albertini, McCoy, Perk et Tang [6] puis calculée par Baxter dans
le cas du modele superintégrable [33] en tant que valeur moyenne dans le vide d’'un
opérateur diagonal. Dans le cadre de ’étude exposée ici, cette valeur moyenne se
traduit a priori comme étant celle des puissances de 'opérateur uq, c’est-a-dire les
quantités

M, = L=sduilg-s) (4.144)

(g.s.lg.s.)

ou |g.s.) désigne I'état fondamental du Hamiltonien. Comme cela a été montré, de
telles quantités peuvent étre exprimées en termes de déterminants pour le modele de
Potts chiral général a I'aide de ’approche par séparation des variables. Par exemple,
la formule (4.141) est 'une de ces expressions.
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Conclusion

Dans le cadre des modeles intégrables quantiques, la résolution par séparation
des variables suit une stratégie bien définie. Il s’agit tout d’abord de construire
une matrice de monodromie, de facon similaire au cas de la résolution par ansatz
de Bethe algébrique, qui satisfasse les relations de Yang-Baxter (préservant donc
I'intégrabilité) et dont la trace génere le Hamiltonien. L’étape suivante est la pa-
ramétrisation des éléments de cette matrice en termes d’opérateurs séparés, a ’aide
des relations de Yang-Baxter, ce qui revient, dans les cas les plus simples, a exprimer
leur action dans la base propre d’un certain opérateur B. Cette paramétrisation per-
met alors de caractériser le spectre de I’opérateur trace, et donc celui du Hamiltonien,
ainsi que leurs états propres, en termes d’un opérateur () solution d’une équation de
Baxter. Elle permet également I’expression des produits scalaires des états propres de
B, et par conséquent ’expression précise des états propres de 1'opérateur de transfert
en termes de ceux de I'opérateur B.

Au dela du spectre, la caractérisation de la dynamique de la théorie commence
par la résolution du probleme inverse, c’est-a-dire I'expression des opérateurs locaux
de la théorie en termes des variables séparées. Cela permet de calculer leurs facteurs
de forme dans la base propre du Hamiltonien, et donc les fonctions de corrélation du
modele via la décomposition de I'identité en termes de projecteurs sur cette base.

Nous avons appliqué dans cette these cette stratégie au cas du modele de sine-
Gordon (une théorie des champs en dimension 1+ 1), dont le spectre avait déja été
caractérisé de cette facon par Niccoli et Teschner, et aux modeles 75 et Potts chiral,
qui avaient déja été traités par séparation des variables par lorgoff et al. Pour ce der-
nier modele, une caractérisation du spectre similaire a celle du modele sine-Gordon
a été obtenue. Pour les deux modeles, la structure de I’espace des états a été décrite
par séparation des variables, en particulier par la donnée du produit scalaire des états
propres du Hamiltonien. Nous avons pu montrer que dans ces deux cas, ce produit
scalaire est donné par une formule générique de type déterminant, qui semble tres
générale et simple, et dont la forme ne dépend que de la matrice R.

Des avancées en direction du calcul des fonctions de corrélation pour ces deux
modeles ont également été obtenues. Dans un premier temps, la donnée du produit
scalaire des états propres du Hamiltonien a permis d’exprimer la décomposition de
I'identité, nécessaire au calcul des fonctions de corrélation a ’aide des facteurs de
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forme. Ensuite, les opérateurs locaux des modeles ont été reconstruits en termes
des opérateurs séparés a 'aide de la factorisation des matrices de Lax aux points
ou le déterminant quantique s’annule et d’opérateurs de type < propagateur ». A
la différence des autres résultats, cette reconstruction dépend du modele et de la
représentation du groupe quantique sous-jacent, et non uniquement de la matrice R.
Cela a permis le calcul des facteurs de forme des éléments locaux de la théorie dans
la base propre du Hamiltonien pour les modeles considérés (sine-Gordon, 7, et Potts
chiral).

Bien que les résultats obtenus dans cette these constituent un pas en avant certain
pour le calcul des fonctions de corrélation de ces modeles intégrables par I’approche
séparation des variables et facteurs de forme, beaucoup reste a faire pour leur obten-
tion effective. Il faut en particulier étre capable de sommer les produits de facteurs
de forme, ce qui suppose une forme plus simple pour les facteurs de forme norma-
lisés. Cela permettrait a priori de prendre la limite thermodynamique, c¢’est-a-dire la
limite ou le nombre de sites devient infini ; dans le cadre du traitement des théories
des champs, cela permettrait de revenir a la théorie de départ et de comparer nos
résultats, obtenus a partir des premiers principes, avec ceux découlant des méthodes
bootstrap. Il serait aussi intéressant d’étudier le cas température non nulle ainsi
que le comportement asymptotique des fonction de corrélation dynamiques. Enfin,
une extension de cette méthode au modele de la chaine de Heisenberg XXZ7 anti-
périodique est en cours, ce qui constitue un premier pas vers 1'objectif de maitriser
la limite thermodynamique des formules en termes de déterminants, avec dans ce cas
I’avantage d’avoir une comparaison directe avec les résultats obtenus par ansatz de
Bethe algébrique. Par ailleurs, une autre direction de travail concerne les modeles
intégrables solubles par ansatz de Bethe emboité, comme la chaine X X7 de type
sl, ou le modele de Hubbard [80, 88, 65]. Dans ce cas, et malgré des progres récents
pour le cas sly [44, 45], il serait particulierement intéressant de pouvoir utiliser les
méthodes développées dans cette theése; on peut en effet espérer que les formules
de type déterminant pour les produits scalaires et les facteurs de forme soient plus
simples dans le cadre de la méthode par séparation des variables (de type Vander-
monde habillés) que ceux obtenus jusqu’a ce jour par ansatz de Bethe algébrique.
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Abstract

We develop a method for computing form factors of local operators in the framework
of Sklyanin’s separation of variables (SOV) approach to quantum integrable systems.
For that purpose, we consider the sine-Gordon model on a finite lattice and in finite
dimensional cyclic representations as our main example. We first build our two central
tools for computing matrix elements of local operators, namely, a generic determinant
formula for the scalar products of states in the SOV framework and the reconstruction
of local fields in terms of the separate variables. The general form factors are then
obtained as sums of determinants of finite dimensional matrices, their matrix elements
being given as weighted sums running over the separate variables and involving the
Baxter Q-operator eigenvalues.
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1 Introduction

The computation of general matrix elements and correlation functions of local operators is one of the fun-
damental problems of quantum field theory and statistical mechanics. These objects contain indeed the key
dynamical and measurable quantities of the corresponding physical systems, see e.g. [1-4]. In the integrable
(low dimensional) situation [5—11], thanks to the existence of powerful algebraic structures related to the
Yang-Baxter algebra (see e.g. [12-20] and references therein), significant progress towards their exact de-
termination has been obtained in the last thirty years. Such results concern in particular models solvable by
means of the algebraic Bethe ansatz like the X X Z Heisenberg spin chain [5-9]. They were first obtained at
the free fermion point, namely for the Ising model and the Heisenberg chain (for anisotropy A equal to zero)
[21-24]. Going beyond such a free fermion case involves a deep use of the Yang-Baxter algebra. After his-
torical attempts for the finite chain in the framework of the Bethe ansatz (see [18] and references therein) but
leading in fact to implicit representations in terms of dual fields, explicit representations for form factors and
correlation functions were first obtained directly in the infinite chain (in the massive regime) [20, 25]. The
underlying quantum algebra structure was instrumental there together with a few assumptions on the repre-
sentation of the Hamiltonian and of the local spin operators within the representation theory of this quantum
affine algebra. Similar results for the disordered regime were then derived using the assumption that cor-
relation functions should satisfy g-deformed KZ equations in close analogy with the massive regime [26].
The derivation of these results (both for massive and massless regimes and in the presence of a magnetic
field) was later obtained in the framework of the algebraic Bethe ansatz, starting from finite size systems,
thanks to the resolution of the quantum inverse scattering problem [27-29]. Further investigations led to
the extension of these results to the non-zero temperature case [30, 31] and also to the case of non-trivial
(integrable) boundary conditions [32, 33]. The computation of physical (two-point) correlation functions
required sophisticated summation techniques of the elementary blocks of correlation functions [34—37] that
ultimately led to the exact computation of their asymptotic behavior [38-41]. It is also worth mentioning
that controlled numerical summation techniques combined with these exact results on form factors led to the
determination of dynamical structure factors in very good agreement with actual neutron scattering experi-
ments on magnetic crystals, see e.g. [42—45]. Another important line of research revealed powerful hidden
Grassmann structures that could also be used in the analysis of the conformal limit of these models [46-51].
Finally, it was recently shown how to obtain the asymptotic behavior of the correlation functions for critical
systems through their expansion in terms of form factors in the finite volume [52-54].

For more sophisticated systems, like lattice integrable models related to higher rank algebras or for in-
tegrable relativistic quantum field theories, the present state of the art is slightly less satisfactory despite
considerable efforts.

On the one hand, the bootstrap approach has provided great insights into the structure of the exact scattering
matrices [55-61] and form factors of such integrable massive quantum field theories [62-66]. Perturbed
conformal field theory! (CFT) [72-83] has also been used in this context together with a new understand-
ing of the integrable structure of CFT [84-86]. Several important attempts have also been made to use
Sklyanin’s separation of variable method (SOV) [87-93] in these more complicated algebraic situations and
in particular in the case of infinite dimensional representations associated to the quantum fields [96—103].

See [67-71] and references therein for some literature on conformal field theories.



On the other hand, although these advances lead to invaluable informations on these theories, a direct com-
putation of the form factors and correlation functions starting from the description of their local fields and
using the given Hamiltonian dynamics is still missing. The main reason is that although these approaches
succeeded to describe more and more efficiently both the space of states of such models and the space of
their form factors, the connection between the set of operators used to reach this goal and the local operators
of the theory one is interested in has not been found yet. Consequently, the matrix elements and correlation
functions of these local fields can at best be identified through indirect arguments. In other words, contrary
to the above mentioned finite dimensional cases, the solution of the quantum inverse scattering problem is
in general not known in the field theory situation; moreover, it appears very often in these more compli-
cated models (either on the lattice or in the continuum) that the usual algebraic Bethe ansatz is no longer
applicable due to the lack of a proper reference state, and that the SOV framework [87—-89] has to be con-
sidered instead. Although this beautiful method is quite general and powerful to describe the spectrum of
these models, the problem of reconstructing the local operators of the corresponding theories in terms of the
separate variables is in general still open (see however [100]).

To explain in more detail the main issues of this problem, let us consider in particular the sine-Gordon model
which will be the main example analyzed in this article. As we just recall, integrable massive field theories
in infinite volume can be solved on-shell” through the determination of their exact S-matrices [55-61] which
completely characterize the particle dynamics. In this particle formulation of the theory a direct access to
the local fields is missing and any information about them needs to be extracted from the particle dynamics.
The monodromy properties and the singularity structure provide a set of functional equations [62—66] for the
form factors of the local fields on asymptotic particle states. These form factor equations are uniquely fixed
by the knowledge of the exact S-matrix and the space of their solutions is expected to coincide with that of
the local operators of the theory; many results are known on the form factors of local fields, see for example
[77-80], [104—114] and references therein for some literature related to sine-Gordon model. However, it is
worth pointing out that the form factor equations only contain information on symmetry data of the fields
(like charges and spin) and after fixing them to some values, we are still left with an infinite dimensional
space of form factor solutions which should correspond to the infinite dimensional space of local fields
sharing these data. There is a large literature dedicated to the longstanding problem of the identification
of the local fields in the scattering formulation of quantum field theories. Different methods have been
introduced to address it; one important line of research is related to the description of massive integrable
quantum field theories as (super-renormalizable) perturbations of conformal field theories by relevant local
fields [72—-83]. This characterization has led to the expectation that the perturbations do not change the
structure of the local fields in this way leading to the attempt to classify the local field content of massive
theories by that of the corresponding ultraviolet conformal field theories. The latter issue was first addressed
in [79] in the simplest massive free theory, namely the Ising model. There a conjecture was introduced
defining a correspondence between mild asymptotic behavior at high energy of form factors and chiral local
fields. Such a conjecture was justified showing the isomorphism of the space of chiral local fields in the
massive and conformal models. The extension of the chiral isomorphism to interacting massive integrable
theories was done in [115] for several massive deformations of minimal conformal models, in [116] for the

2See for a review [82] and references therein.



sine-Gordon model and in [117] for all its reductions to unitary minimal models®. The problem to extend
the classification also to non-chiral local fields was analyzed in a series of works [125—128]; in particular,
for the massive Lee-Yang model, the first proof that the operator space determined by the particle dynamics
coincides with that prescribed by conformal symmetry at criticality was given in [128]. While these are
indubitably important results on the global structure of the operator space in massive theories it is worth
pointing out that they do not lead to the full identification of particular local fields*. In [92] a criterion has
been introduced based on the quasi-classical characterization of the local fields; it has been fully described
in the special cases of the restricted sine-Gordon model at the reflectionless points for chiral fields and
verified on the basis of counting arguments [93]. One should also mention that the new fermionic structures
mentioned above in the case of the X X Z lattice model have been used recently to investigate the structure
of matrix elements of the sine-Gordon model in the infinite volume limit [94, 95]. Remarkably, in [95]
it has been shown that these fermionic operators coincide with those introduced in [93] by identifying the
corresponding one-point functions. This makes clear that, in the S-matrix formulation of massive quantum
integrable theories in infinite volume, the main open problem remains the absence of a direct reconstruction
of the local fields. One of our motivation for the present work is to define an exact setup to solve this problem
for one of the most paradigmatic integrable quantum field theory, namely the sine-Gordon model. As a first
step we will consider the discretized version of the sine-Gordon field theory on a finite lattice. Moreover we
will simplify its dynamics by considering the case for which the representation space of the exponents of
the field and conjugated momentum is an arbitrary finite dimensional cyclic representation of the quantum
algebra, namely the case where the parameter q = e’ is a root of unity. This case is interesting in its own
right [129-131] and we also believe that the treatment of the full continuum theory could then be reached
by taking the needed limits; at least, we expect to be able to identify the main ingredients and structures
necessary to reach this goal and learn enough to extend it to other models on the lattice or in the continuum.

It is worth to describe schematically the microscopic approach that we intend to follow to solve integrable
quantum field theories by the complete characterization of their spectrum and of their dynamics.

The first goal is the solution of the spectral problem, for the lattice and the continuum theories:

i) Solution of the spectral problem for the integrable lattice regularization by the construction of the eigen-
states and eigenvalues of the transfer matrix using the SOV method.

ii) Reformulation of the spectrum in terms of nonlinear integral equations (of thermodynamic Bethe ansatz
type) and definition of finite volume quantum field theories in the continuum limit.

iii) Derivation of the S matrix and particle description of the spectrum in the infinite volume (IR) limit.

iv) Derivation of the renormalization group fixed point conformal spectrum in the UV limit.

The second goal is the solution of the dynamics along the following steps:

i) Determinant formulae for the scalar product of states in particular involving transfer matrix eigenstates.
ii) Reconstruction of the local operators in terms of the quantum separate variables.

ii1) Computation of matrix elements of local operators in the eigenstates basis of the transfer matrix.

iv) Thermodynamic behavior of the above quantities and computation of the physical correlation functions.

3 An important role in these studies has been played by the fermionic representations of the characters, as derived for different
classes of rational conformal field theories in [118—-124].

4 Apart for some of them, like the components of the stress energy tensor, which can be characterized by physical prescription
[125] and [127].



In this paper, we develop partly this program for the lattice regularization of the sine-Gordon model while the
completion of it taking into account the required limits to the continuum theory in finite and infinite volume
case will be addressed in future publications. Hence, we would like to stress that the present paper represents
only the first steps towards the determination of the form factors of local fields for the full continuum sine-
Gordon model. Nevertheless, we hope that the framework we develop in this paper will indeed lead to this
goal and moreover will be useful also for other models.

The possibility to apply the SOV method for the discretized version of the sine-Gordon model in finite
dimensional cyclic representations was demonstrated recently in [129], hence opening the question of the
computations of matrix elements of local fields in a completely controlled (finite dimensional) setting. The
first result of the present paper is to show that the scalar products of states can be computed in this case as
finite dimensional determinants involving in particular, for eigenstates of the Hamiltonian, the corresponding
eigenvalues of the Baxter Q-operator; orthogonality of different eigenstates can be proven directly from
these expressions. Further, we will show that the lattice discretization of the local fields of the sine-Gordon
model can be reconstructed explicitly in terms of the separate variables. These two ingredients finally lead to
the determination of the matrix elements of the exponential of the local fields of the model between arbitrary
eigenstates of the Hamiltonian.

This article is organized as follows. In Section 2 we define the sine-Gordon model on a finite lattice in the
cyclic representations and recall the main ingredients of the SOV method in that context. In section 3, we
derive the decomposition of the identity in the SOV-basis and the characterization of the transfer matrix
eigenstates in this basis. In section 4, we show how to compute the scalar products in the class of separate
states in the SOV representations also providing the decomposition of the identity w.r.t. the transfer matrix
eigenbasis. The next section is devoted to the reconstruction of the local fields in terms of the separate
variables. In Section 6 we use these results to compute the form factors of the local fields in terms of
finite size determinants. In the last section we comment on these results and compare them to the existing
literature.

2 The sine-Gordon model

We use this section to recall the main results derived in [129, 130] on the spectrum description of the lattice
sine-Gordon model.

2.1 Definitions
2.1.1 Classical model
The classical sine-Gordon model can be characterized by the following Hamiltonian density:
Hsg = (0:0)? + 11 + 87p cos 26¢ (2.1)

where the field ¢(z, t) is defined for (z,t) € [0, R] x R with periodic boundary conditions ¢(z + R,t) =
¢(z,t). The dynamics of the model in the Hamiltonian formalism is defined in terms of variables ¢(z, t),



II(z, t) with the following Poisson brackets:

{H(z, 1), 6(y, 1)} = 2m6(x — y). (2.2)

The classical integrability of the sine-Gordon model is assured thanks to the representation of the equation
of motion by a zerocurvature condition:

where, by using the Pauli matrices, we have defined:

U = Kkj01 cos B¢ + koo sin B¢ — kgosll, 2.4)
V= —k20'1 COS ﬁ(b — k10'2 sin ﬂ¢ — k30381¢, (2.5)
ki =B ()2 (A=A, ke =iB(rw) 2 (A + A7), ks = zg (2.6)

2.1.2 Quantum lattice regularization

In order to regularize the ultraviolet divergences that arise in the quantization of the model a lattice dis-
cretization is introduced. The field variables are discretized according to the standard recipe:

on = o(nA), 11, = All(nA), (2.7)

where A = R/N is the lattice spacing. Then, the canonical quantization is defined by imposing that ¢,, and
II,, are self-adjoint operators satisfying the commutation relations:

The quantum lattice regularization of the sine-Gordon model® that we use here goes back to [13, 132, 133]
and is related to formulations which have more recently been studied in [134, 135]. Here, the basic operators
are the exponentials of the fields and of the conjugate momenta:

vy, = e_wd’", Uy, = eln/2, (2.9)
Then, the commutation relations (2.8) imply that the couples of unitary operators (u,,v,) generate N inde-

pendent Weyl algebras W,:
UpVm = q6nmvmun y 4= eiiﬂ-ﬁa (2.10)

for any n € {1,...,N}. In terms of these basic operators the quantum lattice sine-Gordon model can be
characterized by the following Lax matrix®:

Un (g~ Y 2vnkin + ¢ /v k1) AV — (Vadn) ™) /i
Ln(X) = kn non 2.11
(>\> R < (/\n/Vn . Vn/)\n)/z u;l(ql/Qvnﬁ;l 4 q_l/Qvglﬁn) ( )

>The integrability of the time evolution in the lattice sine-Gordon model is known [132, 136—138] and the most convenient
way to formulate it uses the Baxter Q-operators; these operators have been constructed for the closely related chiral Potts model in
[139], see [129] for a review and rederivation of these points in the lattice sine-Gordon model.

Here, we make our analysis for the lattice sine-Gordon model leaving the &, and &, as free parameters. However, the sine-
Gordon model in the continuum limit is reproduced taking suitable limits on these parameters by relating them to the mass y and
the radius R of the compactified space direction of the model.



where \,, = \/&, forany n € {1,...,N} with &, and &,, parameters of the model.

The monodromy matrix M(\) is defined by:

M()) = ( é&; BEA; ) = Ly - LV, (2.12)

and satisfies the quadratic commutation relations:
R(Mp) (M) © 1) (1@ M(w)) = (1© M) (M(X) ® DR(\/p), (2.13)

with the 6-vertex R-matrix:

q/\ _ q—l)\—l
ST
R(\) = 2_ 2_1 ¢-q . (2.14)
A —q A

The elements of M(\) are the generators of the so-called Yang-Baxter algebra and the commutation relations
(2.13) imply the mutual commutativity of the elements of the following one-parameter family of operators:

T(A) = tre2M(N), (2.15)

the so-called transfer matrix. In the case of a lattice with N even quantum sites, we can also introduce the
operator:

©

N
v, (2.16)
n=1

which plays the role of a grading operator in the Yang-Baxter algebra:

Proposition 6 of [129] For the even chain, the charge © commutes with the transfer matrix and satisfies the
Sfollowing commutation relations with the generators of the Yang-Baxter algebra:

OC(\) = ¢C(\)O, [A(N),0] =0, (2.17)
B(A)O = ¢OB()\), [D(\),0]=0. (2.18)

Moreover, the ©-charge allows to express the asymptotics of the leading generators A(X) and D(X):

. +N & Fala " F1 . +N A Fala " +1
logilinmx A(N\) = HT eF!, logl\lgl:':oo)\ D(\) = HT e (2.19)

a=1 a=1
and hence the asymptotic behavior of the transfer matrix:

N

K 5:!:1
lim  ANTO) = (H a.“) (e+67). (2.20)

log A—F o0 2
a=1



2.2 Cyclic representations

In the present article, we will consider representations where both v, and u, have discrete spectra; in
particular, we will restrict our attention to the case in which g is a root of unity:
2 P 0
/
ﬁ = b,p € Z> 9 (221)
p

with p odd and p’ even so that g° = 1. The condition (2.21) implies that the powers p of the generators u,
and v,, are central elements of each Weyl algebra WV,,. In this case, we can associate a p-dimensional linear
space R,, to any site n of the chain and we can define on it a cyclic representation of W, as follows:

Valkn) = vn@™ [kn), uplkn) = unlkn — 1), Vk, € {0,...,p — 1}, (2.22)
with the cyclicity condition,
|kn +p) = |kn). (2.23)

The vectors |k, ) define a v,,-eigenbasis of the local space R,, and the parameters v,, and w,, characterize the
central elements of the VW, -representation:

vh =P uP =l (2.24)

Here, we require the unitarity of the generators u, and v,, and the orthonormality of the elements of the
vp-eigenbasis w.r.t. the scalar product introduced in R,,.

Let L,, be the linear space dual of R,, and let (k| be the elements of the dual basis defined by:
(knlky) = (Jkn), 1kn)) = Okt Vhn, by € {0,...,p— 1} (2.25)

From the unitarity of the generators u,, and v,, the covectors (k| define a v,,-eigenbasis in the dual space
L,, and the following left representation of Weyl algebra W, :

(kplvn = va@™ (knl, (knlup = wn(kn + 1|, Vkn €{0,....,p—1}, (2.26)

with cyclicity condition:
(kn| = (kn + D). (2.27)

In the left and right linear spaces:
_ oN — oN
ﬁN — ®n=1Ln7 7?’N = ®n:1Rn7 (228)

the representations of the Weyl algebras W, induce cyclic left and right representations of dimension pN of
the monodromy matrix elements, i.e. cyclic representations of the Yang-Baxter algebra. Such representa-
tions are characterized by the 4N parameters K = (k1,...,6N), & = (&1,-.-,éNn)s u = (uq,...,uyN) and
v = (v1,...,vn). The unitarity of the Weyl algebra generators u,, and v,, implies that the parameters v
and u are pure phases and the following Hermitian conjugation properties of the generators of Yang-Baxter
algebra hold:

10



Lemma 1 of [130] If the parameters of the representation n% and 5,% are real foranyn = 1,...,N and
satisfy the constrains

e =—(kn&n)/ (K&, is uniform along the chain, (2.29)
then it holds:
i [ AT BI(A) )\ [ D) Cled¥)
MO)T = ( Cf(x) Df(\) |\ Bex) AQY) /7 (2:30)

which, in particular, implies the self-adjointness of the transfer matrix T(\) for real \.

Let us define the average value O of the elements of the monodromy matrix M(\) as
P
o) = [[o*n. A =x, 2.31)
k=1

where O can be A, B, C or D and we have to remark that the commutativity of each family of operators
A(N), B(X), C(A) and D()) implies that the corresponding average values are functions of A, so that B(A),
C(A) are Laurent polynomials of degree [N] while A(A), D(A) are Laurent polynomials of degree N in A,
where we are using the notations:

1 for N even,

0 for N odd. (2.32)

INN=N—-en, N=N+ey—1, eNE{
Proposition 2.1.

a) The average values A(A), B(A), C(A), D(A) of the monodromy matrix elements are central elements.
Furthermore, they satisfy the following relations:

(A(A)* =D(A"), (B(A))" =eC(A"), (2.33)
under complex conjugation in the case of self-adjoint representations.

b) Let

be the 2x2 matrix whose elements are the average values of the elements of the monodromy matrix
M(M), then we have,

M(A) = Ly(A) Ln—1(A) ... L1(A),
where

() = < PG, ok 4 v?)  RA(AE /SR — € /Adh) /i ) s

R (AL — BB /NP PP (B, v + o)

is the 2x 2 matrix whose elements are the average values of the elements of the Lax matrix L, ().

11



A similar statement was first proven in [140]. In the present paper, we will be mainly restricted to the case:
U, =1, v,=1 for n=1,...,N. (2.35)
In these representations it holds:

Lemma 2.1. The power 2p of the zeros of B(\) are real numbers with possible complex conjugate couples.

Proof. The previous proposition and the equality
C(A) = B(A), (2.36)
which holds for the sine-Gordon representations with uf, = vi, = 1, as proven in [129], imply that
(B(A))* = eB(A*), (2.37)

and so the statement of the lemma. O

2.3 SOV-representations of the Yang-Baxter algebra

According to Sklyanin’s method [87-89], a separation of variables (SOV) representation for the spectral
problem of the transfer matrix T(\) is defined as a representation where the commutative family of operators
B()\) is diagonal. In [129], the following theorem has been shown:

Theorem 1 of [129] For almost all the values of the parameters k and & of the representation, there exists a
SOV representation for the sine-Gordon model, i.e. B(\) is diagonalizable and with simple spectrum.

The proof of this has been given by a recursive construction of the left cyclic SOV-representations for the
sine-Gordon model. Let us recall here the left SOV-representations of the generators of the Yang-Baxter
algebra. The Proposition 2.1 fixes the average values of B(\):

7

N PN
B(A) = (H ",) 2 T[N Za — Za/A) (2.38)

n=1 a=1

in terms of the parameters of the representations. Note that the simplicity of the spectrum of B(\) is equiv-
alent to the requirement Z, # Z;, forany a # b € {1,...,N — ey }. Moreover, the reality condition of the
explicitly known polynomial B(A), proven in Lemma 2.1, implies that there exists a N-tupla {7750), ey n,(\lo)}

of p-roots of {Z1, ..., Zn } which satisfy the requirements:

(1730))2 € Ror (né0)>2 ¢R— Jbe{l,..,N}\a: (né0)>2 = ((néo))Q)*. (2.39)

We chose such a set as reference point. Then, let (nf"“), ey n,(\,k“‘)l € Ly be the generic element of a basis of

left eigenstates of B(\):

N (N]
<k|B()\) = bk()\)<k| with bk()\) = (H ’1") 77[(\|kN)eN H()‘/nz(zka) _ n((lka)/)\)7 (2.40)

n=1 a=1
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with the definitions

k| = (n*), V|, ple) = grap® va e {1,... N}, k= (k... kn) € ZY. (2.41)
Then the left action of the other Yang-Baxter generators reads:
A mﬁkb)
b ( ) _ 77k A o ) (ka) _
(KIAG) = o) (= (T - )+ H o NG AL AP R
S a=lbza ( W by
Na
(k )
bk()\) )\ T’k D [N] (éb) :
(kDY) = en—5 (o RIT = S (T +3 1] i dl ) ITE - @43)
UIN "he,D a= 1b7éa W W
where 7y A and 7k p are defined by:
N
Mer = Mp = —a=Lén (2.44)
Hn:l n
and the shift operators T are defined by:
kn)
() )V TE = (0D ), (2.45)
The operator family C(\) is uniquely’ defined by the quantum determinant relation:
detsM(\) = A(M)D(g 'A) — B(A)C(g7 ), (2.46)
where detqM()) is a central element® of the Yang-Baxter algebra (2.13) which reads:
N
detqM(N) = [T 52N tnt = i /NN pn,— = i~ /N), (2.47)

n=1

where p,+ = iktlq}/?¢,. In the representations which satisfy (2.35) the coefficients of the SOV-
representations can be fixed by introducing the following Laurent polynomials:

N
a(n) = (=) T $2 +ig Phamn) (L +ig A /m). AN = gMa(=Ag).  (248)
n=1""

Note that these coefficients are related to the quantum determinant by:
detqM(A) = a(N)d(A/q). (2.49)

Note that for the choice of the parameters {x,} € RN and {£,} € RN the numbers K= H,';'zl Kn /1 and
P
[, 4 are real.

"Note that the operator B()) is invertible except for A which coincides with one of its zeros, so in general C()) is defined by
(2.46) just inverting B(\). This is enough to fix in an unique way C(\), as it is a Laurent polynomial of degree [N] in A.

8The centrality of the quantum determinant in the Yang-Baxter algebra was first discovered in [141], see also [142] for an
historical note.
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2.4 SOV-characterization of the T-spectrum

Let us denote by Xt the set of the eigenvalue functions ¢(\) of the transfer matrix T (). From the definitions
(2.11) and (2.15), X1 is a subset of R[\?, A‘2]N/2 where R[x, 27|y denotes the linear space over the field
R of the real Laurent polynomials of degree M in the variable x:

(f(x)* = f(z*) Vo € C with f(z) € Rlz,z ]y. (2.50)
Note that in the case of N even, the ©-charge naturally induces the grading X1 = ;p: _01)/ * 5k where:
N g1
Sh=qtN)eSr: lim XNy =[] | (" +a7M ;- (2.51)
log A—Foo o1 7

This simply follows from the asymptotics of T(\) and from its commutativity with ©.

In the SOV-representations the spectral problem for T()\) is reduced to the following discrete system of
Baxter-like equations in the wave-function ¥, (k) = (k| ¢) of a T-eigenstate | ¢ ):

t ) Wa(k) = a(nf))Ue(T; (k) +d)Ue(THK))  Vr e {1, [N]}. (2.52)

T

Here, we have denoted by T (k) = (ky,...,k & 1,...,ky) and a(n,(«kr)) and d(n,(«kr)) the coefficients of
the SOV-representation as defined in (2.48). In the case of N even, from the asymptotics of T()) given in
(2.20), we have to add to the system (2.52) the following equations in the variable nNkN :

Uy (T (K) = ¢7F T i (K), (2.53)

for the wave function ¥, 14 (k) = (k| t1y), where | t1) is a simultaneous eigenstate of T(\) and © corre-
sponding to ¢(\) € X% and ©-eigenvalue ¢** with k € {0, ..., (p — 1)/2}.

In the paper [130], a complete characterization of the T-spectrum (eigenvalues and eigenstates) has been
given in terms of a certain class of polynomial solutions of a given functional equation. Let us recall here
these results; to this aim let us introduce the one-parameter family D(\) of p x p matrices:

t(\) —d(\) 0 o 0 —a(\)
—a(gA)  t(g\) —d(gN) 0 - 0
0 : .
D(\) = o (2.54)
: .. 0
0 .. 0 —a(@?2\) g2\ —d(¢"2\)
—d(g?~'\) 0 0 —a(g?~ ') t(¢P7)N)

where for now () is just a real even Laurent polynomial of degree N in A. Then the determinant of the
matrix D()) is an even Laurent polynomial of maximal degree N in A = AP and we have the following
complete characterization of the transfer matrix spectrum:
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Proposition 2.2. The set Y1 coincides with the set of all the t(\) € R[A%, A\72] /o solutions of the functional
equation:

det D(A) =0, VA € C. (2.55)
p

Moreover, for N odd the spectrum of T(X) is simple and the eigenstate |t) corresponding to t(\) € Xt is

characterized by:

N
k k
i) = (o™ 1) = ] Q™). (2.56)
r=1

while for N even the simultaneous spectrum of T(\) and © is simple and the eigenstate | t1) corresponding
10 t(\) € XX and ©-eigenvalue ¢=* with k € {0, ..., (p — 1)/2} is characterized by:

N—1
Uy (k) = (), o™ [t = (™) T Qe(n®). (2.57)

r=1

Here,
(p—1)N—(bt+at)
Qi) = X IIT Gu=», 0<a<p-1,0<b<(p-1N, (2.58)
h=1

ar =0, b;=0modp, forN odd (2.59)
a; = £k modp, by =4k modp, forN evenand t(\) € XE, (2.60)

is the unique (up to quasi-constants) real polynomial solution of the Baxter functional equation:

tNQ:N) = a(N)Qe(Ag ) +d(N)Q:(Ag) VA €C, (2.61)

corresponding to the given t(\), which has been constructed in terms of the cofactors of the matrix D(A),
in Theorems 2 and 3 of [130].

3 Decomposition of the identity in the SOV-basis

The main goal of this section is to obtain the decomposition of the identity in the SOV basis. This is an
important step towards the decomposition of any correlation function in terms of matrix elements of local
operators in this basis. In the previous sections we recalled how to define a left SOV basis together with the
left action of the Yang-Baxter operators on it. To achieve the identity decomposition we need to define a
corresponding right SOV basis.

Traditionally, the right states are constructed from the left ones by means of hermitian conjugation. In the
case of hermitian B operators, this procedure would lead to right states that are still eigenstates of B by
means of its right action. However, from (2.30), we know that the hermitian conjugate of the B operator
is the operator C not equal to B. Hence such a procedure (hermitian conjugation of the left SOV basis)
would lead to a right SOV basis with respect to the C operator, namely it would be an eigenstate basis for
C. Although such a route could eventually lead to an interesting decomposition of the identity, it would
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result in a very complicated structure of the scalar product of states (in particular, left and right states
would have no simple orthogonality properties); moreover, we would not be able to obtain, at least by
obvious means, the coefficients in such an identity decomposition in terms of simple determinants. As a
consequence, following this path, the structure of the matrix elements of the local operators would hardly
be given in terms of determinants as these are usually obtained as rather simple and localized deformations
of the corresponding scalar product formula.

Therefore, our strategy will be here quite different : we will construct the right SOV basis such that it will
be an eigenstate basis for the right action of the B operators. Hence it will not be obtained as the hermitian
conjugate of the left SOV basis; however, due to the simplicity of the B-spectrum, left states will admit
natural orthogonality properties with respect to right states. Hence, this procedure will lead to a decompo-
sition of the identity as a single sum over the SOV basis, with coefficients that are not necessarily positive
numbers but that are computable by means of rather simple and universal determinant formula. To show
this, we will have to compute the action of left B-eigenstates (covectors) on right B-eigenstates (vectors);
up to an overall constant these actions are completely fixed by the left and right SOV-representations of the
Yang-Baxter algebras when the gauges in the SOV-representations are chosen.

Let us first define the right SOV-representation with respect to the B operator by the following actions:
B(A) k) = [k)bi(}), 3.1)

(kp)
( (i\b) B 771,)\ ) .
e, G2)

A b (
A = en(Ti )= = Tk 258) 2 ) S T

(ka)

’ o=l bta (% (k)‘ (ka))
(kb)
o N 77k ( (2,9 o) o)
D(A)k) = en(Ty |k>77T - Tylk) ZT k) Wd(na “), (3.3)
’ a=1 b#a (T,,) (ka>)

on the generic right B-eigenstate |k) = |n£k1), n,(\lk'\')) € Rn. Here, the coefficients a(n,) and d(n,) of
the representation are fixed up to the gauge by the condition:

detqM(N) = d(N)a(\/g); (3.4)

while C(\) is uniquely defined by the quantum determinant relation (2.47).

3.1 Action of left B-eigenstates on right B-eigenstates

It is worth remarking that both for the right and left SOV-representations we are explicitly asking that
the coefficients of the representations of A(\) and D(\) depend only on the zeros of B(A) on which the
corresponding shift operator acts; i.e. they are separated w.r.t. the zeros of B(\). Naturally such requirement
is compatible with the Yang-Baxter algebra and the quantum determinant relation but it is not implied by

16



them. The main point that we are going to prove here is that this separation requirement completely fixes
the actions of the generic covector in the left SOV-basis on the generic vector in the right SOV-basis. It may
be helpful to explain this last statement in terms of the properties of the matrices which define the change of
basis to the SOV-basis. Let us define the following isomorphism:

N

s (e ) €41 pIN — G =2 () = h+ Y p TV (he — 1) €{1,... 0V}, (35)
a=2
then we can write:
pN pN
L
;] = U =3 U (x| and y;) = UPxg) =S Uy, (3.6)
=1 =1
where we have used the notations:
h h h .
<y_7| - < ( 1)7 777N | and |y]> ‘77:?_ 1)7"’77’]](\] N)>’f0r]:%(h17"’7hN)’ (37)
to represent, respectively, the states of the left and right SOV-basis and:
xjl = @N_(h,| and |x;) = ®N_;|hy), for j = s¢(h1, ..., hn), (3.8)

to represent, respectively, the states of the left and right original v, -orthonormal basis. Here, U (L) and U )
are the pN x pN matrices for which it holds:

UBBN) = AgWUWP), BO)UB = UBAg()), (3.9)

where Ag () is a diagonal pN x pN matrix. The diagonalizability and simplicity of the B-spectrum imply
the invertibility of the matrices U (%) and U") and the fact that all the diagonal entries of Ag(\) are Laurent
polynomials in A with different zeros. Then the following proposition holds:

Proposition 3.1. Right and left SOV-basis are right and left B-eigenbasis such that the pN x pN matrix:
M =UBy#) (3.10)
is diagonal and characterized by:

. k)N /= (ka—
OnTTINY, Ty a(n) /a(nt=")

= ly;) = o ™ ™) = S i G
Mi<teasp (8" /0 — 0y /o))
where we have denoted:
j:%(hl,...,hN) (3.12)

and Cy is a constant characteristic of the chosen representations.

Proof. The fact that the matrix M is diagonal is a trivial consequence of the orthogonality of left and right
eigenstates corresponding to different eigenvalue of B(A) and of the simplicity of the B-spectrum. Indeed,
defined i = »(ky, ..., kn) and j = »(hq, ..., hy), the following identities hold:

be(M)My; = (B M )y, (3.13)
k h1) h
ba(NMy; = (), B I )y, (3.14)
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where the identity (3.13) follows acting with B()\) on the left while the identity (3.14) follows acting with
B()\) on the right. Then in the case (k1, ..., kn) # (hi, ..., hy) the identities (3.13) and (3.14) imply that
M;; = 0foranyi # j € {1,...,pN}.

Now, let us compute the matrix element §, = (n(?, .. P 77,(\?)|A(77¢(L1))|77£0), IS n,(\|0)>, where
a € {1,...,[N]}. Then using the left action of the operator A(7,) we get:
0 0
0o = a1, ) (3.15)

while using the right action of the operator A(7,) and the orthogonality of right and left B-eigenstates
corresponding to different eigenvalues we get:

[N]

(=l ) 0 0
0, = H © IZO) IEO) 0 a(néo))<n1(0),...,77&1),...,77,(\')|771(0)./...,nél),...,n,(\l)> (3.16)
b#a,b=1 (7a /775 - /a )
and so:
OISR (ol 17 O N I () ~a(mi) o 0 — 0 1) (3.17)
Ol ) Al ey 8 Y =D iy '

Then by applying (3.17) h, times, we get:

ha ha 0 . N
O, ...nd),.. ,nN)!m/ T ),---,n.(\.)>_H a(ni)) ﬁ 0/ — s /i)

0 0 o a ha 0 ha 0)\ "’
WOl 2 ad 1))b7éa,b:1 (0 /o — ) o)
(3.18)

Now, let us consider explicitly the case of even N. In this case we still have to define the recurrence for

a = N. We compute the matrix element:

on ) = 00, O P IA MYl i, (3.19)

acting with A(\) on the right we get:

Aby (X) 0 1 0
) = O e el o), (3.20)
A
while acting on the left we get:
Abg (M) 0 1 0 1
On(N) = M(n?),.--,nf\.)l,nf\.)lnfo/ ST (3.21)
A
which simply implies:
0 0 1 0 0
<77(O)a anl(\j)lanN |77 ) 777|(\|21777|(\|)> - <77(0)7 >n|(\j 1>77N)|77(0) 577|(\|21377|(\|)> (322)
The previous formula implies, for both N even and odd:
(0) (0)
(nta), ) 777N |n(h )t 777&1 vy N h a(n) (% - ZZO))
© 0 ( ) (0) - H = (o (ka—1) (ka) (ky)
<77 yeey Ma "y - a77|\| |77 c5Ma "5 -5 TN > a=1ko=1 a( a )1<b<a<[N} (n?kb) n?ka)
n
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To prove it let us observe that (3.18) coincides with (3.23) for hy = ... = hy = 0. Now in the case
hs = ... = hy = 0 with by # 0 and hy # 0, we get (3.23) by the following factorization:

(), "™, . 777N In(h1 s ey 0 s ™ I g ™)

i, .. S It ,1750)7----77,(\.05 O 2 i ,17,(\.)>
h (h h h,
y <77£ )7775 2)’ - N)m(hl ( 2)7'“777& N)>
< (hl) (0) |n(h1 775) 77|(\|0)>
N
k")) N (n! )/mfo) 77150)/779)))

2 ha
71:[1_:[ k_l)Hz(m Dm0 — O iy
(772 /7711 _7711/772 ) N (772 /77(; _771) /7750))
(") ) — ) 2y s () i — 0@ )y
(3.24)

and so on for the generic case. Finally, from (3.23) the statement of the proposition follows being by

definition: (h2) (ha) )

Mji — 53< (hl)7772 ) 777N ‘771 ) ? 3 '-777N N >
=, 0 0

(Y [y ) R Sl T L)

(3.25)
O

Remark 2. The diagonal matrix M is mainly fixed by the requirement that the left and right representations
have a separate form in the zeros of B(\). Indeed, this fixes completely the denominator in all the entries of
M. Moreover, the constant Cl is a function of the representation only via the central elements (Z7, ..., Zy).
In the following, we will fix:

Cn = (ny P /%)™, (3.26)

this choice just amounts to an overall renormalization of the states. Finally, the products of a()\)/a(Ag~!) in
the numerator of each matrix element is fixed from the choice of the gauge done in the SOV-representations.
Note that we are always free to take the following gauge:

a(Ag™!) = a(N), (3.27)

for which the numerator in (3.11) is Cy.

3.2 SOV-decomposition of the identity
The previous results allow to write the following spectral decomposition of the identity I:
P
T=> ply)(yil, (3.28)

in terms of the left and right SOV-basis. Here,

<, (3.29)



is the required analogue of Sklyanin’s measure®, which is discrete for the cyclic representations of the sine-
Gordon model. Explicitly, the SOV-decomposition of the identity reads:

(h) (hn) (1) (hn)
_ (ha)\2 _ (. (hp)\2 In SN N
I= § I @) =)= U : (3.30)

h
hi,.shn=11<b<a<[N] Cn Hb 1 wb(1, b))

where the separate functions wb(néhb)) reproduce the numerator in (3.11):

wb(nghb))z( ) H a(n™) ja(n™ 1) (3.31)

kp=1
and they are gauge dependent parameters.

Remark 3. Sklyanin’s measure!? has been first introduced by Sklyanin in his article on quantum Toda chain
[87]. There, it has been derived as a consequence of the self-adjointness of the transfer matrix w.r.t. the scalar
product. In particular, the Hermitian properties of the operator zeros and their conjugate shift operators have
been fixed to assure the self-adjointness of the transfer matrix. In the similar but more involved sinh-Gordon
model [101], the problem related to the uniqueness of the definition of this measure has been analyzed.
There, it has been proven that the measure is in fact uniquely determined once the positive self-adjointness
of the generators A(\) and D(A) is required. In the compact case of the sine-Gordon model the method
used here insures that the analogue of Sklyanin’s measure is uniquely determined up to an overall constant
and the choice of gauge, as discussed in the previous remark. Let us mention that the Sklyanin’s measure
has already been derived in [144] for cyclic representations of the related T5-model'! [148-150]. There
the measure has been obtained by a different approach, i.e. by a recursive construction which needs to go
through the recursion in the construction of left and right SOV-basis. It is interesting to remark that in our
purely algebraic derivation we skip these model dependent features so that the approach we used is suitable
for general compact SOV-representations of the 6-vertex Yang-Baxter algebra.

3.3 SOV-representation of left and right T-eigenstates

Up to an overall normalization, the SOV-decomposition of the identity and the SOV-characterization of the
transfer matrix spectrum lead to the following representations of the right eigenstate of the transfer matrix
T(N):

N
p
lter) = Y wilyiltan)ly:)
i=1

p :FkhN en [N] (hl (hN)
= > < 1/2> HQt IT () — @)y )‘771(77|(\|h))> (3.32)

R, hn=1 1<b<a§[N] Hb 1w

°Note that here it cannot be called a measure as the B(\) operator is not self-adjoint, meaning that in general the y; are not
positive real numbers. However the above procedure indeed defines a proper decomposition of the identity operator with simple
and computable coefficients.

10gee also [98] for further discussions on the measure.

"'The SOV analysis for these representations has been first developed in [145].
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corresponding to the eigenvalue ¢(\) € Y%, where the index k£ € {0, ...,(p — 1)/2} appears only for N
even and indicates that |t1;) is also a O-eigenstate with eigenvalue ¢**. Here Q;()) is the solution of
the Baxter equation (3.34) defined in Proposition 2.2. In a similar way we can prove that, up to an overall
normalization, the left T-eigenstate has the following SOV-representation:

(tr] = Zuz tarlys) (yil

P +khy \ o N (h1) (hn)
q - h)s (e |
= 2 (1/2 ) [Tl TI @ —mn b))l—'“h), (3.33)
hyoohn=1 \ P —1 1<b<a< H w (
wenohiy a <b<a<|N] b—1

where Q;()\) is the unique (up to quasi-constants) polynomial solution of the Baxter functional equation:

HNQ(N) = d(N)Qe(Ag™h) + a(M)Qi(Ag). (3.34)

Remark 4. In the gauge fixed by (3.27), this Baxter equation reads:

tNQe(=A) = M a(N)Qu(—=Ag") + ¢ Nd(N)Qi(—Ag), (3.35)

and so, up to quasi-constants, we have:

Qi(\) = MQy(=2), xn =N modp, 0<xy <p—1. (3.36)

4 Decomposition of the identity in the T-eigenbasis

Here we use the results of the previous section to compute the action of covectors on vectors which in the
left and right SOV-basis have a separate form similar to that of the transfer matrix eigenstates.

4.1 Action of left separate states on right separate states

Let us start giving the following definition of a left (o | and a right | 5y ) separate states; they are respectively
a covector and a vector which have the following separate form in terms of the SOV-decomposition of the

identity:
P khN en [N] 9 2 { (h1) (hn)
LSRR
ol = 32 (Gw) How) I ()" = (i) L g
/ [N] (ho)
hi,....hn=1 1<b<a§[N] bt @b(1 )
p _k;hN eN [N] ) 2 hl) (hn)
_ ha ha (hp) ’77 y oo TIN >
= > () Tael) 1 () - () o ol
h1,..shn=1 1<b<a<|N] pws(my, )

where the index k appears only for N even. It is easy to see that such states generate the whole space of
states of the model (in particular the T-eigenbasis is just of this type). The interest toward these kind of
states is due to the following:
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Proposition 4.1. Let (ay| and |By) two separate states of the form (4.1) and (4.2), respectively, then it
holds:

e e , @ 2(b-1) z Qg TMa _
(el ) = 074 et MG winh MY = ()57 e Valta ) oo (43

Proof. From the SOV-decomposition, we have:

en
P (k—K)hy p 9 o [N] (ha) (ha)
- q (h1) (hny) aa(Ma ") Ba(Ma )
(i) = | 2. " > V(@) e (™)) 11 oy @Y
hny=1 1, hpy=1 a=1 a\Tla

where V(z1,...,2n) =[]« <a<[N] (x4 — xp) is the Vandermonde determinant. From this formula by using
the multilinearity of the determinant w.r.t. the rows we prove the proposition. O

In Section 2.2, we have associated to the linear space Ry the structure of an Hilbert space by introducing a
scalar product. Then it is clear that the above determinant formula represents also the formula for the scalar
product of the two vectors ((ay|)" and |8,) in Ry. It is worth pointing out that the vector (o |)! € Ry isa
separate state in the right C-eigenbasis, as it simply follows from the hermitian conjugation properties of the
Yang-Baxter generators reported in Section 2.2. Then these results can be considered as the SOV analogue
of the scalar product formulae [27, 143] computed in the framework of the algebraic Bethe ansatz. However,
we want to stress that the determinant formulae obtained here are not restricted to the case in which one of
the two states is an eigenstate of the transfer matrix, on the contrary to what happens for the scalar product
formulae in the framework of the algebraic Bethe ansatz. Finally, we can prove directly from these formula
the following:

Corollary 4.1. Transfer matrix eigenstates corresponding to different eigenvalues are orthogonal states.

Proof. Let us denote with [t;;) and [¢}) two eigenstates of T(\) with eigenvalues ¢(\) and ¢, (\) for N odd
and with © eigenvalues ¢* and ¢ for N even. To prove the corollary, we have to prove that:

, , 2(b—1) p , S,C) 9 C(LC)
det ][0 =0 with o) = (n§0)> 3 Qu (1, )%(17 ) 2o-1e 4.5)
[N] c=1 wa(ﬁa )

with h = k for N even. To prove (3.27), it is enough to show the existence of a non-zero vector V() such
that:

N]
S olOviE =0 vae {1,..[N]}. (4.6)
b=1

For simplicity, we construct this vector in the gauge (3.27) where it results:

N]—1
wa(m) = () (47
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Let us recall that the eigenvalues of the transfer matrix are even Laurent polynomials of degree N of the
form:

[N]
th(\) = en (H L5 > (@ +a "N+ AN 4y AN (4.8)
a=1 b=1
N (N]
/ Kaly! N |, y—N / \—[N]—1+2b
() = en(]] (@ +a AN+ AN+ e , (4.9)
a=1 ’ b=1
so if we define:
Ve = — ¢, Wbe {1,...,[N]}, (4.10)
it results:
[N] oy
SV, ZQy NGO ~ th()). (@.11)
b=1
We can use now the Baxter equations (2.61) and (3.34), with the chosen gauge (3.27), to rewrite:
Qv () Qi) (¥ (n*)) — t(n*))) = a(n))Qu (=) Qu(n")
+d(n)Q ( (et ) Qy(nil))
— d(n)Qu (n{"))Qs(n~ )
—a(nd*)Q ( NQu(nf V), (4.12)
and by substituting it in (4.11) we get (4.6). ]

4.2 Decomposition of the identity in the T-eigenbasis

Let us remark that the diagonalizability and simplicity of the transfer matrix spectrum implies the following
decomposition of the identity in the left and right T-eigenbasis:

eN(pfl)/2 ‘tk><tk’
I= 4.1
22 (telte) @13
k=0 tk(/\)ez.kr
where
p (\A (c)
<tk|tk> — det H(b((ltz,tk)H Wlth (pétllv)vtk) = (n((lo))Q(bfl) Qt(na )Qt(na )qQ(bfl)C’ (414)
N | = wl)

is the action of the covector (¢x| on the vector |¢;) as defined in Section 3.3. It is worth to note that in the
representations which defines a normal transfer matrix T(\), the generic covector (¢x]|= (|t;))', dual to the
right T-eigenstate |¢), is itself a left eigenstate of T (A) which taking into account the simplicity of the
T-spectrum has to satisfy the following identity (¢;|= o, (|, where (t| is the left T-eigenstate defined in
(3.33). Of course, in these representations the foﬁving identities hold:

[t Gt [te) (Tl
(Erlte) N1t

(4.15)
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where |||¢x)|| is the positive norm of the eigenvector |¢;) in the Hilbert space Ry. The above discussion
implies the relevance of computing explicitly the norm of the transfer matrix eigenstates (3.32) as it allows
to fix the relative normalization a, thanks to the identity o, = |||tx)]|* /(tx|t) and then it allows to take
these left and right states as the one being the exact dual of the other. This interesting issue is currently
under analysis.

5 SOV-representation of local operators

The determination of the scalar product formulae, presented in the previous section, is the first main step to
compute matrix elements of local operators. The second one is to get the reconstruction of local operators in
terms of the generators of the Yang-Baxter algebra, i.e. to invert the map which from the local operators in
the Lax matrices leads to the monodromy matrix elements. Indeed, the solution of such an inverse problem
allows to compute the action of local operators on the eigenstates of the transfer matrix. Together with the
scalar product formulae it leads to the determination of the matrix elements of local operators.

The first reconstruction of local operators has been achieved in [27], in the case of the XXZ spin 1/2 chain.
In [29], it has been extended to fundamental lattice models, i.e. those with isomorphic auxiliary and local
quantum space, for which the monodromy matrix becomes the permutation operator at a special value of
the spectral parameter. The reconstruction also applies to non-fundamental lattice models, as it was shown
in [29] for the higher spin XXX chains by using the fusion procedure [151]. In the case of the sine-Gordon
model this type of reconstruction is still missing and the only known results are those given by T. Oota
based on the use of quantum projectors [152]. However, it is worth recalling that Oota’s results only lead to
the reconstruction of some local operators of the lattice sine-Gordon model. In this section, we will show
how to obtain all the local operators of the sine-Gordon model for the cyclic representations which occur at
rational values of the coupling constant 32,

5.1 Oota’s reconstruction of a class of local operators

Here we recall some of the results of Oota [152] which lead to the reconstruction of a certain class of local
operators in the sine-Gordon model.

The Lax operator L, (\) has the following factorization in terms of quantum projectors:

1/2 —1,.-1
n =+ n n —
MMH—%@MEM<{WMM V”%)(ﬂ2wm), (5.1)

Up (vnngl +v;1nn

L2
'ﬂMJ—Ru%qEM<:h><@wnwﬁﬁwﬂz@Mﬁ+ﬁ%wwm),ﬁb

Un

when computed in the zeros i, + of the quantum determinant; such factorization properties are at the basis
of the following Oota’s reconstruction.

Proposition 5.1. The local operators u, and o, = ((¢7V2 + k2)/ (V22 + 1)) uyt admit the re-
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CONStructions:

Un = UnBil(Nn,-i-)A(/in,-F)U;l:UnDil(Nn,-f—)C(Nn,—k)U;l: (5.3)

aon = UnAil(Nn,—)B(lJn,—)Ugl = Uncil(ﬂn,—)D(ﬂn,—)Ugl-/ 5.4)
where the shift operator U,, brings the quantum sites from 1 ton — 1 to the right end of the chain:
UM NOOUZE =My N a1 (A) = Lot (V) -+ Li(A)Ln(A) -+ Lu(N). (5.5)

It is then clear that the formulae (5.3)-(5.4) allow to reconstruct all the powers uﬁ =
U, (B_l(,unnL)A(unHr))IC U1 of the local operators u, but they do not give a direct reconstruction of

the local operators v,,; indeed, only rational functions like (¢~'v2 + k2)/ (q_lv?,ﬁ% + 1) are obtained.

Let us make some comments on the shift operators U,,. The definition (5.5) characterizes the shift operator
U,, up to a constant and implies, by the cyclicity invariance of the trace, their commutativity with the transfer
matrix T(\). Moreover, in the case of even chain, the shift operators U, clearly commute also with the ©-
charge. Then, in the cyclic representations of the sine-Gordon model under consideration, the simplicity of
the transfer matrix spectrum implies:

Unlti) = o |te), (5.6)

where |t) is the generic eigenstate of T(A) for odd chain and of (T()),©) for the even chain. In particular,
this implies that the shift operators only produce a prefactor in the form factors of local operators which is
one if left and right eigenstates are dual of each other'2. It is worth remarking that in'3 [133], for the special
case of highest weight representations of the even lattice sine-Gordon model, it has been shown that:

n—1 n—1
Ualt) o [T el o T kel 5.7
a=1 a=1 t(ta)
where i, are zeros of the quantum determinant in these representations. This result is interesting as it shows
that the shift operators U,, for non-fundamental lattice models, like the sine-Gordon model, are characterized
by the same type of eigenvalues they have in fundamental lattice models, like the XXZ spin 1/2 chain.
However, the proof of (5.7) presented in [133] is representation dependent, as it is based on the algebraic
Bethe ansatz representation of the transfer matrix eigenstates. Then, an independent proof is required for
cyclic representations of the sine-Gordon model and it will be given directly in a future publication [153] in
the more general cyclic representations of the 6-vertex Yang-Baxter algebra associated to the 72-model.

5.2 Inverse problem solution for all local operators

Here, we show how to complete the reconstruction of local operators by solving the inverse problem for the
local operators v,, and their powers. The main ingredient used will be the cyclicity of the representations of
the sine-Gordon model here analyzed.

Translational invariance for the limit of the homogeneous chain.
3This result is there attributed to V. Korepin, private communications.
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Let us define the local operators:

2k12
1-k 4 ‘|‘//n‘

TS 5 5.8
TR T oy

6k n = ukaO nUp

then the following proposition holds:

Proposition 5.2. In the cyclic representations of the sine-Gordon model, the local operators v k admit the
following reconstruction:

(_1)k 2p 2p -1

vk — P ;) M2a=b)g o forke{l,..,p—1}, (5.9)
where:
B = Un | (B™ (i )AGin ) A~ (- )Blotn, ) (B int) A )) U (5.10)

Proof. In our cyclic representations the local operators u,, and v,, satisfy the property that u}, and v}, are
central, i.e. u}, and v}, are just numbers u}, and v}, which characterize our representations. Then the following
identity holds:

p—1
[ Vik +1) = 1+ 02PR2P, (5.11)
7=0
and so:
2p 2p

Z a a2k 1) Qania. (512)

g1 2 52 n 1
The previous formula allows to rewrite the rational function (3, ,, as a finite sum in powers of v2:

V2P 2(p-1)

B, — Un Kn + K2 4 (k2 — K, 2) Y P L(—1)aqak-1)\2a,2a
nm

)
v%p H%p +1

(5.13)

then by taking the discrete Fourier transformation, we get the reconstructions (5.9), plus the sum rules:

pzlﬁ - pv%pfi%(p 2 + n,% (5.14)
a,n — 2 2 . .
a=0 p P + 1

Finally, the representation (5.10) for the 3, ., are trivially derived by (5.3)-(5.4). ]

Note that thanks to the identities v,’i = v,%h Jvh for k = 2h — p odd integer smaller than p, the formulae (5.9)
indeed lead to the reconstruction of all the powers vﬁ for k € {1,...,p — 1}. Then the previous proposition
together with Oota’s reconstructions leads to the announced complete reconstruction of local operators for
cyclic representations of the sine-Gordon model.
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5.3 SOV-representations of all local operators

In order to compute the action of the local operators vfb and uﬁ on eigenstates of the transfer matrix and
eventually obtain their form factors, it is necessary to first derive their SOV-representations'*. Here, we
show how these SOV-representations can be obtained from the previously given solutions of the inverse
problem. In order to simplify the presentation, we introduce here explicitly the operators Ny -5 IN, Na and
np defined by the following actions on the generic element (k| = <n£k1), ,nN | of the left B-eigenbasis:

(k|na = ntk)(k|, Ya € {1,..,N}, (k|na = ma(k| and (k|np = mep (K, (5.15)
where the corresponding eigenvalues nc(zk“), Mk A and my p are the complex numbers defined in Section 2.3.
The following lemma is important as it solves the combinatorial problem related to the computations of the

SOV-representations of monomials in the Yang-Baxter generators:
Lemma 5.1. The operator (Bfl()\)A()\)) ¥ has the following left SOV-representation:

aj—l

_1 A k| a(njq")
EAN) = D [a]f_[ 1L Gy =

N
q" H (5.16)
i#j,i=1 h=a; —a;+1 (nja"/mi — 771/77Jq i

acting on the state (n1, ..., NN |, where:

[ k ] _ HNW R =Rk -1 g = ST (5.17)

« j=1 [O‘J' J! 7—4q
Proof. Here we use the commutation relations:

TEn, = ¢, TE, (5.18)

and the following left SOV-representation:

N

1
BL(M)A(N) = k! a(1a) T-! (5.19)
AN =% 2 50— o) L G =)
then the lemma holds for £ = 1 and we prove it by induction for £ > 1. Let us take N integers o;:
N
Z a; = k, (5.20)
a=1

'“To simply the notations we chose to present the results in this subsection only for the case N odd and for the representations
with vl = uf = 1.

5To simplify the exposition, we have decided to keep as simple as possible the notations for these operators, we hope that
nevertheless the difference with the corresponding eigenvalues is clear.
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from which we define the set of integers I = {i € {1,..,N} : a; # 0} and Cék) as the coeffi-
cient of [[T;* in the expansion of the k-th power of B~1(A)A(\). By writing (B~1(A\)A(N))F =
(B=H(AM)A(X)*"I1B~L(A)A()) and by using the induction hypothesis for the power k — 1 of B™1(A)A(N),
we have:

k—1
cg“—rkz[_ ! ]
acl Q- 6a

N N

H v R | :

e Aq"/m ng/kq) i Q00w Ty s — /g0 T

a(nag ") 1
, — (5.21)
Yy /Aq%‘l) 11 qa= T [Ny — Na /gy

i€l\{a}

with 8, = (81,4, - - -, ON,a)- The first term in the r.h.s. is the coefficient of ] T_aﬁé“ in (B=1(A)A(N))F1

and the second is the coefficient of T, ! in B™1(A\)A()\) once the commutations between [] T, ~o 01 and
the n; have been performed. This can be rewritten as:

(k) T 1 a(g~"n;)

Ca’ = — ——) ’
“ ]Hl }HO w;[ L 45 i = i/ gy (MG g — i/ Aqh)
4" 0i/Na = a4 N
x> (oo 1] == — ), (5.22)
T el M M = /g

which leads to our result when we use the relation:

Z[aa]H : g0411.771:/7711 _na/qaa?i — = [Z aa] ‘ (5.23)

o e 4T M = Maf g |

The above formula holds for any n, for any set of numbers 7; and for any non-negative integers «;, all
of them being in generic position. This is shown by studying the contour integral and the residues of the
function:

1 —n?
90) =1l —=am T (5.24)

—200; 2
z - i
=1 F T4 T

O]

Remark 5. Let us point out that the power p of B~!(\)A(\) is a central element of the Yang-Baxter algebra
and it reads:

(BTLNAN)P = B(A)LA(A), (5.25)

as it simply follows from the commutations relations:
B~1(gA\)A(g)) = ANBTL(N). (5.26)
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Then, it is important to verify that the same result follows from the previous lemma for £ = p. In order to
prove it, it is enough to use the following properties of the quantum binomials:

13 _ ) 1if3i E.{l,...,N} toy = Ppdg; Va € {1,...,N}, (5.27)
1o 0 otherwise,

from which the formula (5.16) for k£ = p reads:

- —p 2 H a q 77a) 1
(BT (MAM)” =k azl A/kZl T H | Zz =z (5.28)

and to observe that the r.h.s. of (5.28) indeed coincides with B(A) "L A(A).

Note that the above lemma gives directly the SOV-representations of the local operators u® and o T'f’; with
k € {1,...,p — 1} when we fix the parameter A to u, . with e = + and ¢ = —, respectively. Moreover, it
allows to derive also the SOV-representations of the local operators v¥ as it follows:

Corollary 5.1. The local operators v> k with k € {1,...,p — 1} have the following left SOV-representation:

a;—1

—1.2ky) _ (2k) & p—1 |71 a(nig")
U2, = v 5 % - {11

h/m. — m. h
a=1 a={ay,....an }ENY: =1 \inzo (Hn=@®/1 =i/ kn.~q")
22:1 ap=p—1
N o

< I I1 A i ' (% HT(%”” (5.29)

h
i#j,i=1 h=0;—(0j+3,0)+1 (nj¢" /i = mi/njg")

where:

) _ CDF (R + 1) G g (g —q)

v - - (5.30)
R A o B U B
N G Vi Zp: g D (k2 = k) alag™)
m(:8) prZk (K2 — K 2) <qr,{% - qirﬁ?;Q) (B, +92"" Mo — Naf pn,+q* ")
-1 , 4
T (ne a0y — 0/ i, 0% )
% H - —. (5.31)
Siaco (Entd®/ng = nj/pn+d")
Proof. This is a consequence of the previous lemma and of the identities:
2 -2 kE_ .~k
-~ K, — K q —q
u-t Uu,=—>">-—2"— +———— forke{l,...,p—1}, 5.32
n ﬁk,n n q’%% _ q_kﬁr_LQ'Yk,n q’%% _ q_kN;Q { b } ( )
where
p—1 . k—1 ‘
Yem =B (b ) T Btn+ @A™ (tn,—)B(tim,—)B ™ (a4 ") A (i 1. 6*) [ Blan,s @), (5.33)
j=k j=0
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Now by using the relations:

A" (ptn,-)B(tin,—) = (B~ (i) A(pn )" " (5.34)

we get the following representations:

N a;j—1 _
B []H | —l
- =~ h M. h
S amonegents L & 155 om0/ = 5/ bin-0")
E%:l ap=p—1

N o

1 a(ngq~ e
<10 11 e ™)

i b (o, )41 (4= 1/ 0") | (pin @2 N = M pin g%
=y 7 a

N 7'71 a]+ . (}57+h N
% H M'n +q h/n] n]/l’tny'f'q HT (O‘]+6] a) (535)
o (asd"/np = nj/pn4d")
from which our result follows. O

6 Form factors of local operators

In the following we will compute matrix elements (form factors) of the form'®
(t[Onlt') 6.1)

which by definition are the action of a covector (¢| € Ly, a left T-eigenstate defined in (3.33), on the vector
obtained by the action of the local operator O,, on the right T-eigenstate |[t') € Ry defined in (3.32). Of
course, these form factors depend on the normalization of the states (¢| and |¢’) and then it is worth pointing
out that nevertheless we can use them to expand m-point functions like:

<t|On1 o 'Onm|t>
(tlt) '

Indeed, by definition these m-point functions are normalization independent and by using m-1 times the

(6.2)

decomposition of the identity (4.13), we get the expansions:

(1) (¢m-D (a-1)
(t10n, -+ Onglt) 5 (110 1)t D[Ony ) TT33 (1D 00 )

(@) o B e (1) [T (H}el@)

where in the r.h.s there are exactly the form factors (6.1) that we are going to compute in this paper.

!To simplify the notations in this introduction to Section 6 we are omitting the index k& € {0, ..., (p — 1)/2} in the transfer
matrix eigenstates which are required in the case of even chain.
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6.1 Form factors of u,,

In this section we use the SOV-representations of local operators to give some examples of completely
resummed form factors.

Proposition 6.1. Ler (t;| and |t),) be two eigenstates of the transfer matrix T(X), then it holds:

(tk)
©n e N4
(telunltiy) = s (1) ™ et (an ) 1D, (6.4)

n

where c,o,(f’“) and gpg’“') are the eigenvalues of the shift operator U,, and ||Z/{C5tl’f,)()\)|| is the [N] x [N] matrix:

ZRIPVE ‘I’S}Ql/z Jor be{1,..[N] -1}, (6.5)
(0) [N]—1 B

ity = U2 g™ ) [ Q™) )

a,[N - a
N Knl(\lo)eN P wa(nc(zh)) ()\/n((lh+1) _ 77((1h+1)/)\)
_ A N IBSE N
+ eNth(”))( M)+ = () g , (6.6)
’ H?‘ﬁj(a) A <a)

where K= HTlel Kn /1.

Proof. The right SOV-representation of the operator B=1(A\)A(\) reads:

(N]

-1 _eN (Ao A + a(1a) 1
A = o (T ) 0+ 2 T e N nag — e AL G — o)

(6.7)
Let us denote with [B~*(A)A())] the second term on the r.h.s. of (6.7). Then, we observe that from the
SOV-decomposition of the T-eigenstates, we have:

<t |[Bil()\)A()\)]|t/ >_ ﬁNZl q(kflfk/)hN eN% Zp: V(( (h1)>2 ( (h[N]))Q)
: W= O ) (

N a=1 hl,...,h[N]:l

) )
M Qu (™) Qum™)
h ha h
bt (™) ()2 — ()2

(ha)Y N7 ()
Qu(nd" ™ Qu (") (na ) a(na ")

wa(nd Nk et =gl 3y

X

(6.8)
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and so:

en [N]
<tk\[B—1<A>A<A>Ht;/>—<5’;’§;)“) DS Tl (n™) o ()
N

a=1hy,...hy=1

~———— (We have removed the row a.)
h, is missing.

N
ﬁ 1™ Qu (0" Qu(ni™)

h
b#a,b=1 b(né b))

_ [N]—1
P Qg™ )Qt/(né’m) (n™))™ aml™)

[N]+a Z

g k(T — et )

, o (6.9)

bringing the sum over (h1, ..., hg, ..., hyny) inside the Vandermonde determinant V.., we have that the above
expression is just the expansion of the determinant:

(BB DAl = (Bkera) ™ det(ll {257 0] 1D, (6.10)
where [Z/Igl;t,)()\)} coincides with & bJr)l/Q for b e {1,...,[N] — 1}, while:
M=, (h+1)
() ] _ (77“ ) gIN=DhQ (0 ) t(Ma ) _ . (n)
Z/{a (A) = —e (na ) (611)
[ IN] } K7 hz;wa 77a ( /s (h+ (h+1 /A)

Now let us compute the matrix elements:

<t | . :':T:t|t, >: p 1q(k 1- k’)h eN Zp: V(( (h1))2 ( (h[N])>2)
EIMN TIa TN TG (0) fil Uit EREEY) 77“\”

pTIN Hj:]_ J hl,...,h[N]:l

ny\ £1 _
N (™) Qun ) Qur™)

<11 ; (6.12)
b=1 wb(ﬁz(,hb))
and so:
en
" Ok k41
(telny U$Ti|tk/> = (W) ! (||(I)a bi1/2||) (6.13)
N j=1

By using the fact that [N] — 1 columns are common in the matrix of formula (6.10) and in those of (6.13),
we get our result. Let us remark that the above result holds for any value of . O

Remark 6. It is worth pointing out that the form factors of u, are written in terms of a determinant of a
matrix whose elements coincide with those of the scalar product, except for the last line which is modified
by the presence of the local operator. It is then interesting to recall that a similar statement holds for the
form factors of the local operators in the XXZ spin 1/2 chain.
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6.2 Suitable operator basis for form factor computations

In this section we introduce an operator basis which can be conveniently used to describe all local opera-
tors. The interest toward this basis is due to the fact that the form factors of its elements are simple being
represented by a determinant formula.

6.2.1 Basis of elementary operators

Let us introduce the following operators:

k— k— k k
BBy BT A
D p-1) H;ggaybﬂ(za 17y — Zp)Z4)

Our = ) with k € {0,...,p — 1}, (6.14)

where the n((lk) are fixed in Section 2.3.

Lemma 6.1. The operators O, satisfy the following properties:

Ok Oq n is non-zero if and only if h = k — 1, (6.15)
and A(Z)
Oa,koa,kfl te Oa,k+1fp0a,kfp = IN] - Oa,kz- (616)
[bzap—1(Za/Zb = Zb/Za)
Moreover the following commutation relations hold:
MM Oak = @O0a A, [N Oak] = [©,041] =0, (6.17)
and (k—h+1) , (0) 0) , (k—h+1)
Na My " — My " /Ma
OukOpp = ( /m el OpnOuk (6.18)

T T )
fora#be{l,.. [N]}

Proof. The first property follows from B(Z,) = 0, where B(A) is the average value of B(\). By the
definition of O, it is clear that:

(k)
a(na")On,k (k1) (k—1) (kn)
<n§kl)7--.7’r/¢(1h);--.anl(\lkN)|Oa,k - : <771 7""17a 7"'777N |’ (619)
| I!};a,bzl(nfzk)/ ) — k) Ry

so that the second property simply follows. To prove the last property we have to use the Yang-Baxter
commutation relation:

(/1= /NANB(k) = (A au — pg/N)B()AR) + (¢ — ¢~ )BAA(R) (6.20)
we have before to move the A(nt(lk)) to the right through all the B(néj )), remarking that only the first term of
the r.h.s of (6.20) survives, and after to move the A(n((lh)) to the left. O
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Let us introduce now the following monomials which we will call elementary operators:

8(011,..-,Otr) — . —enk 9 enko O(al) O(ar) 6.21
(k.ko)*N (a1 k1),....(arkr) = "IN A at,kr T ar ke (6.21)

where Y, ap <p, k. ki €{0,...p—1}, ai <a; € {1,...,[N]} fori <je{1,.. [N]}and:
0% = 01 Oup1+ Oasi-a, With a € {1, ..., p}. (6.22)
Then the following lemma holds:

Lemma 6.2. Foranyn € {1,...,N}, the set of the elementary operators dressed by the shift operator U,,:

(a1 yeeeyur) 1
Un& oo on (s o) (tr i) Ut (6.23)

is a basis in the space of the local operators at the quantum site n.

Proof. The space of the local operators in site 7 is generated by u® and v¥ for k € {1, ...,p—1}. Proceeding
as done in Proposition 5.2 we have in particular the possibility to show that an alternative local basis is
defined by the operators:

_ ko _
”fz =Un (B I(Mn,+)A(Nn,+)) Ut (6.24)
> _ koo _ 11—k, _
B = Un (B 1(Nn,+)A(Nn,+)) B 1(,an7,)A(,u,n’,) (B 1(#n,+)A(,Ufn,+)>p Unl (6.25)
for k € {1,...,p — 1}. Then to prove the lemma we just have to show that the above operators are linear

combinations of those defined in (6.21). Note that for A’ # Z, with a € {1, ..., [N]}, the operator B~1(})
is invertible and by the centrality of the average values we can write:

B¢ 1)B(A"%) ---BAQAN)

B (VA = B

(6.26)

Now the operator B(AgP~1)B(Ag”~2) - - - B(Ag)A()) is an even Laurent polynomial of degree:

pN —1 for N odd

—1)[N N-—-1 =
(p—1)IN] + ten {p(N—1)+1f0rNeven

in A. So for N odd to completely characterize it we have to fix its value in pN distinguished points and
we are free to chose these points coinciding with the zeros of the operator B(\). For N even, we have to
add to the B-zeros the values at the infinity, so that by using the corresponding interpolation formula for

B(Ag?"1H)B(Ag?~2) - - - B(Aq)A()), we derive:
N] p—1
Z Z (6.27)
=1 k=

-1 XS] 77A
BTNAN = 77N< ) )\/na —77 /)\)

From the previous formula and the representation (6.24)-(6.25), we have that the local operators u and

enho
ﬁk n are linear combinations of the monomials U7y en’ (n%) Oar by - Oag Uy Lfors < p,a; €
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{1,...,[N]} and h,h; € {0,...,p — 1}. For any monomial O, , - -+ O, p, We can use the commutation
rules (6.18) to rewrite it in a way that operators with the same index a are adjacent, we can order them in a
way that a; < a; fori < j € {1, ..., [N]} and we can apply the rule (6.15) to say if the monomial is zero or
not. Finally, by using the property (6.16), we have:

A(Z,
OFF = — (Ze) o\, (6.28)
oap=1(Za/Zy — Zp/ Za)
and so it is clear that all the non-zero monomials O, 5, - - - Og, p, can be written in the form (6.21). O

6.2.2 Form factors of elementary operators

As anticipated the interest in the above definition of elementary operators is the simplicity of their form
factors:

Lemma 6.3. Let (ti| and |t},) be two eigenstates of the transfer matrix T(X), then it holds:

) 5ZN]€/+hquh0k/ (oo } { })

t 8 eO‘T t,, = 2 fe a a det O eNnno, ), a0 ’

(RIE G yon (s ) ) |7 Ohen TN gonio (enho,{a},{a}) [NHW?Q(H b I
(6.29)
where HQ((;?gho,{a},{a})H is the (IN] +rp — g) x ([N] + rp — g) matrix of elements:

O o = (”(hm+jm))4(a_l) Jor jm €10, p— ), me{Lur),  (6.30)

a’zhm;ll(p_ah‘f'l)"‘jm o\ fam m )t mJs e Ty .

(enhofadfa})  _ g(tt) .

oleptodeliel =8 o raye  Jori€ (L NI=r}, g= Z o, 6.31)

Jor any a € {1,...,[N] + rp — g}. Here, we have defined {b1, ...,bn—r} = {1,...,[N]}\{a1, ..., ar } with
elements ordered by b; < b; for i < j and

(hi—a) (hs) (n(hi))eN}L0+ai([N]7r) . (hemh)
—Q i i i i

HZ 1 Qt/('ﬂaz )Q (Ma;"") (1 (i )) 2:0 a(7a; )

flenho {a} {a}) = = o TR

i—1 i—1 /7. Na ; Na; .
H;:l 2220 H}:l( = (hj) (hifarh))H;:i—H( (ha;+h) - a](hi) )
MNa MNa; Na MNa;

(_1)2{,1(%—1‘) 1, q—([N]—r)ai(ai—l)/QV(( (hl))Q’ - (n(hr))z)

QAr

T T (22 - Z&)V«né’z”), PO ) (gl )2))
(6.32)

where V (21, ...,oN) = [[1<pcqen(Ta — 2) is the Vandermonde determinant.

35



enho
Proof. The operator 1y Jenh (m) "™ act in the following way on the state (¢|:

@ eNho
t 7eNh (> B
(tklny -

ho(k—h) eN p (k—h)hn en [N]
= g a (ka)yhoen A (on(ka)
a <( 02 TN 5};0) > 1< e ) [ [0y oonQu(nil)

nN )2 Hj:l J ki,....,kn= a=1
(k1) (kn)
k <77 yeees T |
< JT (@) = o)) S (6.33)
(kv)
1<b<a<|N] Hb Lwo(my ")
From the formula (6.19), it follows:
041_1 (hi—h) (k1) (hi—ay) (kn)
k k «; (77&1 )5 ,hi<77 yeeey g eeey Nay 5 eeey T, ‘
<n§ 1),...,7...,775{), 777|(\|N |(’)a2}2 = L ) O h)N (6.34)

a;—1 hi_
Hb#alb 1 IRo (0 c(l /nbb — )/naz )

So we can compute also the action of Oé‘fl}zl . (’)(ar) just taking into account the order of the operators in

the monomial which leads by the scalar product formula to:

(tlE i

ho(k—h) eN P [(k—h)—k'Tkn \ N [N]
Iy q q ko) \hoe
()N (arshn) () [ER7) = <( ) ) > <p ) [T (nie)yhoen
ki,

77N )h H]NZI gho kNil a=1
. it atft ’)%
e 1 H[N T al—l( ]’L ]’L)/ _ ] / h h))

T Q;—

h) (h) —1
« H H ] z+1(77az /77 77aj /77az )

h;—« « i—h
zlhon o /né/ 1) plhames) pphi=hy
(kb _

N Qulny m Q) 2yt
" H b; H Uwal(na)z ))(77 )

Jj=1 ij (nbj

h
< V(MR s a2). (6.35)

Let us remark that the sum S 2 reduces to 63N, , times the sum S %
Zkl,.. =1 k) k'+h Zkb1> ’

kg, =1 for the presence

of the ];_, 5;6%,;”. Now we multiply each term of the sum by:

r [N]—

CTIITI IT (G p -

e=*1li=1 j=1 h=—p+q;

h h o ]’Lr h’r — Qi €
X(V((néf)), TR (g (1, ’>2>>> (6.36)
V(2 . (nd))2)

here the power +1 leads to the construction of the Vandermonde determinant:

«a o k ) (kb 77,)
V() (02 02 e 2 2, (g MR, (637)

p—aq+1 columns p—ay+1 columns

-~

[N]—7 columns
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_ becomes sum over columns and after some algebra we get our formula. [

]—r

and the sum S
Zkbl 7"'7kb[N

It is interesting to point out that the last [N] — r columns of the matrix ||Oge'gh°’{a}’{“}) || are just those of

the scalar product.

Remark 7. For the similarity of the model and representations considered, it is natural to cite the series
of works [144-147]. There, in the framework of cyclic SOV-representations, first results on the matrix
elements of local operators appear. However, it is worth saying that these quantities are there computed only
for the restriction!” of the 75-model to the generalized Ising model. In particular, the matrix elements of u;
are computed and the results are not presented in a determinant form.

7 Conclusion and outlook

7.1 Results

In this article we have considered the lattice sine-Gordon model in cyclic representations and we have solved
in this case two fundamental problems for the computation of matrix elements of local operators:

e Scalar products: determinant of N x N matrices whose matrix elements are sums over the spectrum
of each quantum separate variable of the product of the coefficients of states, this being for all the
left/right separate states in the SOV-basis.

e Inverse problem solution: reconstruction of all local operators in terms of standard Sklyanin’s quantum
separate variables.

Further, we have shown how these results lead to the computation of matrix elements of all local operators.
At first, standard'® Sklyanin’s quantum separate variables are suitable for solving the transfer matrix spectral
problem. Indeed, the transfer matrix spectrum (eigenvalues & eigenstates) admits a simple and complete
characterization in terms of Baxter-equation solutions in this SOV-basis. Then the inverse problem solution
allows to write the action of any local operator on transfer matrix eigenstates as finite sums of separate states
in the SOV-basis. Hence, the matrix elements of any local operator are written as finite sums of determinants
of the resulting scalar product formulae.

We have explicitly developed this program characterizing the matrix elements of the local operators u,, and
o, by one determinant formulae in terms of matrices obtained by modifying a single row in the scalar
product matrices. Moreover, we have constructed an operator basis whose matrix elements are in turn
written by one determinant formulae. The matrices involved have rows which coincide with those of the
scalar product matrix or with those of the Vandermonde matrix computed in the spectrum of the separate
variables.

"It can be compared to the restriction to the case > = 1 for the even sine-Gordon chain.
18Coinciding with the operator-zeros of one of the Yang-Baxter algebra generators, like B(\) or C'()\).

37



7.2 Comparison with previous SOV-results

In the literature of quantum integrable models there exist several results on matrix elements of local operators
which can be traced back to applications of separation of variable methods. In this section, we try to recall
the most relevant ones as they allow for an explicit comparison with our results. It leads to a universal
picture emerging in the characterization of matrix elements by SOV-methods.

7.2.1 On the reconstruction of local operators

One important motivation for our work was to introduce a well defined setup which allows to solve the
longstanding problem of the identification of local operators in the continuum sine-Gordon model thanks to
the reconstructions achieved on the lattice. Then, it should also allow for the identification of form factor
solutions of the continuous theory by implementing well defined limits from our lattice formulae.

Even if methodologically different, it is worth recalling the semi-classical reconstruction presented by Ba-
belon, Bernard and Smirnov in [92] for chiral local operators of the restricted sine-Gordon model (in the
infinite volume) at the reflectionless points, 32 = 1/(1+v) with v € Z=°. The classical sine-Gordon model
admits a SOV description: each n-soliton solution ¢(z,t) of the equation of motion can be represented in
terms of n-separate variables A, which in the BBS choice [92] lead to the representations:

e =] ﬁ, (7.1)

where the B; are integrals of motion. The formula (7.1) represents classically a SOV reconstruction of the
local fields when restricted to the n-soliton sector. In [92], this reconstruction has been extended to the

quantum model in each n-solitons sector by quantizing the separate variables!” A; and the conjugate mo-
2

menta as operators which generate n independent Weyl algebras with parameter § = ' 1-5° = e's. This
extension and the consequent identifications of primary fields and their chiral descendants in the perturbed
minimal models M1 14, are justified by the following indirect but strong arguments: a) The n-multiple
integrals of the form (36) in [92] which represent the n-solitons to n-solitons form factors?® of chiral left
operators at the reflectionless points are reproduced from the semi-classical limit. b) The counting of these
form factor solutions allows the reconstruction of the chiral characters of My 14, [93]. Further support to
(7.1) was given by Smirnov’s work on semi-classical form factors?! of the continuous KdV model in finite
volume [98]; there the form factors of [92] were reproduced by taking the infinite volume limit of the KdV
semi-classical ones.

Let us remark that in our lattice regularization of the sine-Gordon model, choosing as quantum separate

A fundamental point is the introduction of appropriate Hermitian conjugation properties and the characterization of the spec-
trum of the Weyl algebra generators.

2Note that these are solutions of the form factor equations and so they surely represent local fields in the S-matrix formulation
of the restricted sine-Gordon model.

210n the basis of this last Smirnov’s work, Lukyanov has introduced his conjecture for the finite temperature expectations values
of exponential fields in finite volume for the shG-model [99].
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variables standard??

Sklyanin’s ones, the reconstruction of the exponential fields is not of the simple form
given in (7.1). Then, the following question is relevant: is it possible to find a SOV representation of
the quantum lattice sine-Gordon model where the exponential fields are simply written as a product of

generators of the SOV representations?

A natural idea can be to implement a change of basis in the quantum separate variables from Sklyanin’s
ones to a new set; an interesting example of this approach was used by Babelon in [100] which has provided
a simple reconstruction of the lattice quantum Toda local operators in terms of a set of quantum separate
variables defined by a change of variables from the Sklyanin’s ones. However, it is worth pointing out that,
for a new SOV representation to be really useful for the computation of matrix elements, it should not only
give a simple reconstruction of the local operators but also keep the solution of the transfer matrix spectral
problem and the scalar product formulae as simple as for original Sklyanin’s variables. Let us comment that
a reconstruction like (7.1) can be formally derived at the quantum level implementing the special limit

Kn/i — +00 (7.2)

on the following reconstruction formula of the lattice sine-Gordon model:

(q~"Va + )

_ -1 -1 —1
ey = UnA (i Bl )BT i DA )V (13)
The result for an even chain reads
v,;%:N—% Hnghunl, he{l,..p—1} (7.4)
Ha#n a=1 E

in terms of Sklyanin’s separate variables. It is possible to argue that the previous limit can be consistently
interpreted as a chiral deformation of the lattice sine-Gordon model to chiral KdV models [135, 154]. In
a future publication, we will analyze the cyclic representations®® of these chiral KdV models showing our
statement on the reconstruction formulae and computing the matrix elements. It is worth pointing out that
the form factors of the r.h.s. of (7.4) are trivial to compute in our SOV framework and are written by one
determinant formulae which differ w.r.t. the scalar product only for A € {1,..,p — 1} rows.

7.2.2 On the matrix elements of local operators

In the case of the quantum integrable Toda chain [87], Smirnov [98] has derived in the framework of
Sklyanin’s SOV determinant formulae for the matrix elements of a conjectured basis of local operators
which look very similar to our formulae. The main difference is due to the different nature of the spectrum
of the quantum separate variables in the two models. In fact, in the case of the lattice Toda model, Sklyanin’s
measure is continuous (continuous SOV-spectrum) while it is discrete in the case of the cyclic lattice sine-
Gordon model. The elements of the matrices whose determinants give the form factor formulae are then

*The same is true if we take the products of the operator zeros of C()) but also of A(\) and D()), i.e. for all possibilities to
construct the SOV representations by the simplest Sklyanin’s method.

“Here, we are referring to compact representations of chiral KdV models where the generators of the local Weyl algebras are
unitary operators. The spectrum of the non-compact versions was instead analyzed by SOV and Q-operator method in [103].
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expressed as “convolutions”, over the spectrum of the separate variables, of Baxter equations solutions plus
contributions coming from the local operators. In the case of Smirnov’s formulae they are true integrals, the
SOV-spectrum being continuous, while in our formulae they are “discrete convolutions” , the SOV-spectrum
being discrete. Let us comment that the need to conjecture®* the form of a basis of local operators in [98] is
due to the lack of a direct reconstruction of local operators in terms of Sklyanin’s separate variables.

In the case of the infinite volume quantum sine-Gordon field theory, the form factors of local operators [66]
have also a form similar to the one predicted by SOV. This similarity can be made explicit considering the
n-soliton form factors for the restricted sine-Gordon theory at the reflectionless points in formula (31) of
[92]. Then, for the local fields interpreted as primary operators in [92], the corresponding form factors can
be easily rewritten as determinants of n X n matrices whose elements are integral convolutions of n-soliton
wave functions (the ¢-functions (32)) plus contributions coming from the local operators.

The rough picture that seems to emerge is that by performing the IR limit on our lattice form factors the
lattice wave functions factorized in terms of Q-operator eigenvalues have to converge to the infinite volume
n-soliton wave functions. To which extent this picture can be confirmed and clarified by a detailed analysis
of the thermodynamic limit starting from our lattice sine-Gordon model results is of course an interesting
question to which we would like to answer in the future.

7.3 Outlook

It is worth mentioning that we didn’t succeed yet to express the matrix elements of discretized exponential
of the sine-Gordon field in terms of one simple determinant formula. Hence our next natural project is
the simplification of the present representation; this is also important in view of the attempt to extend
our results from the lattice to the continuous finite and infinite volume limits. The main goal here is to
derive the known form factors of the IR limit, starting from our lattice form factors, in this way solving
the longstanding problem of the identifications of local fields in the S-matrix characterization of the infinite
volume sine-Gordon model.

Beyond the sine-Gordon model we want to point out the potential generality of the method we have in-
troduced here to compute matrix elements of local operators for quantum integrable models. The main
ingredients used to develop it are the reconstruction of local operators in Sklyanin’s SOV representations
and the scalar product formulae for the transfer matrix eigenstates (and general separate states). The emerg-
ing picture is the possibility to apply this method to a whole class of integrable quantum model which were
not tractable with other methods. This is in particular the case for lattice integrable quantum models to
which the algebraic Bethe ansatz does not apply. The first remarkable case is given by the 7o-model in
general representations which are of special interest for their connection to the chiral Potts model. This will
be the next model that we will analyze by our technique due to the similarity of its cyclic representations
with those of the sine-Gordon model.

There are also many other examples which are interesting and for which, on the one hand, the reconstruction
of the local operators can be deduced from [29] and, on the other hand, the description of the spectrum can

2*The consistency of this conjecture is there verified by a counting argument based on the existence of an appropriate set of null
conditions for the “integral convolutions”.
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be given by Sklyanin’s quantum separation of variables. For all these models the possibility to apply our
method for the computation of matrix elements is very concrete and moreover the results are expected to
have a completely similar form to the ones shown in the present article.
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B.5 Connection between generalized Baxter Q-operator and SOV construction

C Properties of the cofactors C; ;()\)



1 Introduction

The quantum integrable 75-model has been first introduced in [3] where its Lax operator was constructed as a general solu-
tion to the Yang-Baxter equations w.r.t. the standard trigonometric 6-vertex R-matrix. There the analysis of the spectrum
(eigenvalues) was made by the standard construction [4] of the Baxter Q-operator for the subvariety of the cyclic represen-
tations parameterized by points on the algebraic curves! associated to the integrable chiral Potts (chP) model®. This last
operator was shown to coincide with the transfer matrix of the chP-model, in this way a first remarkable connection between
these two apparently very different models® was established. The eigenvalues analysis was further developed in [12, 13]
where additional functional equations for the transfer matrices of these two models, like those corresponding to the fusion
hierarchy* of commuting transfer matrices’, were shown. In the special case of the superintegrable chP-model, the role of
Bethe ansatz type equations for the spectral analysis was first pointed out in [16, 17, 18]. In [19] the algebraic Bethe ansatz
(ABA) description of the superintegrable chP-spectrum was rigorously introduced on the basis of the connection between
the 7o-model and the chP-model. In particular, the Bethe ansatz construction was applied to the To-transfer matrix, which
led to the reproduction of the Baxter results [20, 21, 22] on the subset of the spin-translation-invariant eigenvectors of the
superintegrable chP-model. Subsequently, the eigenvector analysis in the superintegrable representations has been further
developed by different authors [23]-[26]. It is worth mentioning that in all these analysis the underlying Onsager algebra
[27] and a realization of the sls loop algebra [28], which are coexisting symmetries for these superintegrable representations
[6, 11, 29]-[32], have played fundamental roles.

Beyond the spectrum characterization for the chP model, one important issue which has attracted much of the attention in
the existing literature has been the computation of the spontaneous magnetization of the model. The formula for this order
parameter was first conjectured in [33] from perturbative calculations based on the finite size analysis of this model in the
special class of superintegrable representations. On the basis of some natural analyticity assumptions, a first derivation of
this formula was given only recently by Baxter in [34, 35] by using a technique introduced by Jimbo et al. [36]. The main
reason which has prevented the use of more standard techniques, like the corner transfer matrix [4], is in the very nature of
the chiral Potts model for which the rapidity variables live on higher genus curves and so the standard difference property is
not satisfied [37]. Only the recent introduction by Baxter [38, 39] of a more general version of the Onsager algebra for the
special class of superintegrable representations of chP model has provided the required algebraic framework to prove the
spontaneous magnetization formula [33] starting from direct computations on the finite lattice of matrix elements of the spin
operators. These matrix elements in the superintegrable chP model have been analyzed in a series of papers by Au-Yang
and Perk [23, 25], [40]- [42] and their factorized form first conjectured by Baxter [43] has been proven® by Torgov et al [46]
and used to derive the spontaneous magnetization formula conjectured in [33]. It is moreover worth recalling that, always
in the algebraic framework of this more general Onsager algebra, Baxter has also first conjectured [47] and successively
proven [48] a determinant formula for the spontaneous magnetization of the superintegrable chiral Potts model, this result

is also used for a further derivation of the known formula of the order parameter in the thermodynamical limit.

Finally, let us recall that more recently [49] Baxter has extended the eigenvalues analysis of the mo-model to completely
general cyclic representations. The main tool used there was the construction of a generalized Q-operator which satisfies the
Baxter equation with the 7o-transfer matrix’ and the consequent extension to these representations of the functional relations

!These curves are parametrized by the equations required for the periodicity of dilogarithm functions, i.e. (3.5) of [3].

It has been first characterized as a p-state one-dimensional quantum model [5, 6] and then as a two-dimensional classical lattice
model in statistical mechanics [7]-[11].

3The differences between them are simply expressed in the 2-dimensional statistical mechanics formulation. Both are characterized by
Boltzmann weights which satisfy the star-triangle (Yang-Baxter) equations but while those of the 72-model satisfy the ordinary difference
property in the rapidities those of the chP-model do not. In fact, one of the interesting properties of the chP-model is that its weights
are uniformized by curves of genus g > 1, hence they cannot satisfy the difference property. Let us recall that the first solutions of
the star-triangle equations with this non-difference property were obtained in [7, 8, 9], while in [10, 11] the general solutions for the
chP-model were derived.

*The approach of fusion hierarchy of commuting transfer matrices was first introduced in [14, 15].

SThe T-transfer matrix is the second element in this hierarchy, this explains the name given to the model.

®Note that factorized formulas for the spin matrix elements exist also for the 2D Ising model [44] and for the quantum XY-chain [45].

"There, it was considered as a kind of generalized chiral Potts model transfer matrix, however, the fact that even the commutativity of



for the fused transfer matrices.

Let us comment that, in the above literature, the spectral analysis suffers in general from at least one of the following prob-
lems: i) Analysis reduced to the eigenvalues only: no eigenstates construction for the functional methods based only on the
Baxter Q-operator and the fusion matrices. ii) Reduced applicability: the ABA applies only to very special representations
of the 7o-model and of the chP-model. iii) Lack of completeness proof, i.e. the completeness of the spectrum description is
not assured for these methods. In particular, this last problem affects almost all the Bethe ansatz methods®, which leads to
the characterization of the spectrum by solutions of an associated system of Bethe ansatz type equations.

A rigorous proof of the completeness of these spectrum characterizations is then a fundamental goal which was achieved
in the literature only for a few examples of integrable quantum models, including for example the XXX Heisenberg model
[63] and the cyclic representations of the lattice sine-Gordon model [64]. In [65] a set of rules to count solutions of Bethe’s
ansatz equations has been introduced for the case of the 3-state superintegrable chP-model. These rules have been obtained
by combining a finite size study of eigenvalues with a generalization of the string hypothesis approach and their ability to
count the complete set of states has been there proven. A similar analysis has been also addressed in [66] for the reduction of
the 3-state Potts model to the trivial algebraic curve case, i.e. the Fateev-Zamolodchikov model [67], see also [68] and [69]
for further applications of this method. However, in the general p-state chP-model and 75-model the proof of completeness
for the existing spectrum characterizations are so far missing.

One of our main motivation to the present paper is to define a spectrum characterization which applies for completely general
inhomogeneous representations’ of these models for which we can prove exactly the completeness. We succeed to do it in
the framework of Sklyanin’s SOV method [70]-[72], which for the T5-model was first developed'’ in [76]. The eigenvector
analysis developed by lorgov in [77] was there used and expanded to define the SOV-representations for the transfer matrix
of the m5-model. The construction of these SOV-representations is obtained by a recursion procedure on the chain size
inspired by the papers [78, 79] on the SOV spectrum of quantum Toda chain and the paper [80] for the gq-deformed quantum
Toda chain. In the case of cyclic representations [81] of integrable quantum models the SOV spectrum characterization is
given in terms of solutions of an associated finite system of Baxter-like equations. Then, it is worth recalling that in [76], the
functional relations of fusion and truncation of transfer matrices were proven to be equivalent to the SOV characterization,
leading to the derivation of a functional equation reformulation for the m-spectrum.

In this paper, we prove that for completely general cyclic representations the 7o-transfer matrix (completed with the ©-

charge for some subvariety of representations) has simple spectrum!!

. This new and central result allows us to prove
that the characterizations of the 7o eigenvalues and eigenstates are complete. Similar statements are also proven for the
inhomogeneous chP-transfer matrix. Then, we classify the self-adjoint representations of these models as they allow us to
prove further powerful properties of the spectrum. In the 7»-self-adjoint representations, the SOV characterization leads to
the reconstruction of the o-eigenbasis which, for the reduction to representations on the chP algebraic curves, are proven
to be a simultaneous eigenbasis of the inhomogeneous chP-transfer matrix. Furthermore, we show that there exists a
quite general subvariety of 7o-self-adjoint representations, for which we can reconstruct the eigenvalues and the full basis
of eigenstates in terms of solutions of an associated system of Bethe ansatz type equations. Finally, we prove the same
statement of completeness for the chP-spectrum, which corresponds to the restriction of these 7o-self-adjoint representations

on the chP algebraic curves.

the elements of such operator family is not given leaves the definition of generalized chP-model only formal.

8 As the coordinate Bethe ansatz [50, 4, 51], the algebraic Bethe ansatz [52]-[60], the analytic Bethe ansatz [61, 62].

?As the very specific superintegrable chiral Potts representation has attracted a large interest, it is worth to clarify that our analysis
does not apply directly to the superintegrable case; for more details see Remark 7.

19See also the series of works [73, 74, 75] where first results concerning the computation of the form factors of local operators by SOV
were achieved for the special (2-state) case of the generalized Ising model. In [73], as first step in these calculations, the problem of
deriving the normalization of the B-eigenstates from their recursive constructions was addressed.

"This simplicity implies that the fused transfer matrices do not really add further information to the spectrum characterization.



1.1 Organization of the paper

The paper is organized as follows. In section 2 we introduce the 75-model for general cyclic representations, pointing
out its main properties and characterizing the representations for which its transfer matrix is self-adjoint. In section 3 we
characterize the spectrum (eigenvalues and eigenstates) for the most general representations by using the quantum separation
of variables only. In particular, we prove the simplicity of the To-spectrum and that the reformulation of the SOV spectrum
in terms of solutions of a given functional equation is indeed complete. In section 4 we consider the restriction of the
T5-model to self-adjoint representations for which we show that a proper!? Baxter Q-operator is naturally induced from our
SOV-characterization of the mo-spectrum. Moreover, we characterize the most general To-representations for which such a
Baxter Q-operator is polynomial in the spectral variable, leading to the proof of the completeness of the associate Bethe
ansatz equations. In section 5 we introduce an inhomogeneous version of the chiral Potts model and we characterize all its
eigenstates by those constructed for the 7o-transfer matrix. Moreover, we prove the normality of the chiral Potts transfer
matrix for the self-adjoint m»-representations on the chP algebraic curves, which completely characterizes the chiral Potts
spectrum (eigenvalues and eigenstates) in terms of the one of the 7o-model. Finally, we prove that there exist representations
for which the simultaneous spectrum of chiral Potts model and 75-model is completely characterized by polynomial solutions
to an associated Baxter equation in this way proving a completeness statements for the solutions to Bethe ansatz equations.
In appendix A, we give, in some details, the construction of the SOV representation for the 7o-model. In appendix B,
we reproduce, adapting to our notation, the Baxter construction of the generalized Baxter Q-operator for the m5-model, to
point out the connections with our SOV construction of the mo-spectrum. Finally, appendix C describes in the most general
framework of cyclic representation some useful technical results.

2 The »-model

In this section we recall the definition and first properties of the 72-model in the framework of the quantum inverse scattering
method (QISM) [52]-[60]. On the contrary of the general tendency in the literature of the 7o-model (see for example [76]),
we choose to use in this paper the Lax operator which satisfies the Yang-Baxter equation w.r.t. the (untwisted) 6-vertex
R-matrix, as originally introduced in [3]. We make this choice as it allows us to relate more naturally the general SOV
spectrum characterization of the 75-model with that obtained in the papers [64, 1, 2] for the lattice sine-Gordon [55, 108]
model which is associated to some special class of cyclic representations [81] of the 6-vertex Yang-Baxter algebra. This
also explain the use of different notations in the Lax operator w.r.t. those used in [3]. Our motivation to this symmetrical
description is due to our interest to generalize to the To-model the results presented in [107] for the lattice sine-Gordon
model on the exact computation of the matrix elements of local operators in the SOV framework. Indeed, one of our main
motivations to the present paper is to define the complete SOV spectrum setup of the 75-model required to implement this
generalization.

2.1 Definitions and first properties

The Lax operator which describes the To-model can be parametrized as follows!'3:

Ln(A) = 1 )\10(;\/" - ﬁn)\_ll\;;l 1 o (q_l/QanVn " ql/guin\l;l) ) 2.1
u, (q 12evn +q Y d,v;, ) YV [N = dpAv,,
where the a,,, by, €, d,, oy, Br, 7, and §,, are constants associated to the site n that satisfy the relations:
OnYn = anCn, ﬂnén = bndn7 (22)

2Here we are pointing out that this Q-operator define a one-parameter family of commuting operators which commute with the 7o-
transfer matrix.

3Let us comment that our motivation to introduce the symbols @,, by, €, d, for the parameters of the Lax operator is to better
distinguish them from the coordinates of the points on the chP curves which in the literature on chiral Potts model are generally denoted

by (U’Pa bpa Cp, dP)



and we have denoted with u,, and v,, the generators of the local Weyl algebras:

UV = ¢ Vpu, Yn,m € {1,...,N}. (2.3)

We will study the case where ¢ = e~ isa p-root of unity:
/
B2 ==, p=2A+1,p =2 and I €Z7° — P =1, (2.4)
with p and p’ coprime integers'®. In this case we can define a finite-dimensional representation of dimension p for each

Weyl algebra W,, by introducing the states:

|z) =|21,...,2n) with 2, €S, ={¢*";n=0,...,2l} andi € {1,...,N}, (2.5)
for which we have:
Vi [ 215+ -32N) = |Z1y-+,QZn, -+, 2N) »
| 21 N) = |21 N) 26)
Un | 215y 2N) = 2Zn| 215+ -5 2N) -

From the Lax operators, we can define the monodromy matrix by:

A B\
M()\)_(C(/\) D(}\)>=|—N()\) Li(N), 2.7

which satisfies the quadratic relation known as the Yang-Baxter relation:
RA/p) (M) @ 1) (1T@M(u) = (1@M(u) (M) @ R /u), (2.8)

w.r.t. the six-vertex (standard untwisted) R-matrix:

gA—gq ATt
-1 1
R(\) = A=AT a—g . 2.9)

q)\ _ q—1>\—1

The elements of M(\) then generate a representation Ry of dimension p" of the so-called Yang-Baxter algebra. In particular,
the commutation relations (2.8) lead to the relation [B(A), B(u)] = 0 for all A and u, and also to the mutual commutativity
of the elements of the one-parameter family of operators:

Ta(A) = tre2M(A) = A(N) +D(N), (2.10)

known as transfer matrix. Let us introduce the operator!?:

(S)

N
H Vi, (2.11)
n=1

which plays the role of a grading operator in the Yang-Baxter algebra'®:

Lemma 1. © commutes with the transfer matrix. Moreover, it satisfies the following commutation relations with the ele-

ments of the monodromy matrix:

OC(\) = ¢C(NO, [A(N),0]=0, (2.12)
B(\)® = ¢OB()\), [D(\),0]=0. (2.13)

Qur choice for the root of unit g is done to simplify the presentation avoiding the introduction of reducible representations which
appear under the other possible choices: p odd or even and p” odd coprime integers. Of course, the analysis can be also developed for this
last choices of roots of unit; then, it is relevant to recall that the spectrum analysis done in [12] for the representations which correspond
to the chP curves applies to all these types of roots of unit. Note that in the chP literature the p is generally indicated with V.

'3This operator is generally named spin shift operator and denoted with the symbol X in the previous literature on chP-model. Much
of its properties presented in this subsection has already been analyzed, for example in [?, 23].

1The proof of the lemma is given following the same steps of that of Proposition 6 of [64].



Besides, the ©-charge allows to express the asymptotics of the transfer matrix in A — 0 and in A\ — oo; in particular, from

the known form of the Lax operator, we derive the following expansions:

(AN@H% NA—No- 1H6a>—|—ZA)\N 2
N

D(A) ( N@HV +(-D)NANe- 1H6>+ZD)\N =
with A; and D; being operators, and so'’

log }\iin$oo /\iNTQ(/\) - (®¥1a$ + @i1d$) ’

where:
N N

N N
ay = H e, a_ = (=N H Ba, dy = (=) H 5u, d_= H“Yw
o=t a=1 a=1

a=1

Let us denote by X, the set of the eigenvalues ¢(\) of the transfer matrix 72 (), then:

s, C Copen[M AN for Neven, X, C Coga[A, Ay for N odd,

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

where C [z, 271y is the linear space of the Laurent polynomials over the field C of degree M in the variable x that are

even or odd, as stated in the index €. The ©-charge allows to introduce the grading ,, = J;—, £F , where:

T2

k= {t(A) €%, : lim AN\ = (¢FFax + qikde)} :

log A—F oo

where to any ¢(\) € £¥ corresponds simultancous eigenstates of 75(\) and © with ©-cigenvalue ¢".

2.1.1 Quantum determinant

The quantum determinant:
detqM(X) = A(X)D(g™'A) = B(A)C(g™ '),

is a central element'® of the Yang-Baxter algebra (2.8) which has the factorized form:

N
detgM(A) = [ ] detqLn ()
n=1

where:
detqLn(A) = (Lu(N))11 (Lu(A /@) — (Ln)1o (Ln)oy

are the local quantum determinants, which explicitly read:

N A I A I
det,M(\) = Ky, -t —
aM(A) nl;[l (#n,+ \ )(Mn,f \ )
N
T Brdncn 1y bpan 1 jdaan

where:

igl/2 b 1/2 h—
kn = (ananndn)l/Q s Unh = Zq (a‘nﬁn/an n)1/2 -+,
» qu/Q (Cnﬂn/andn) h _

""Here, we have used the short notation limjog A—+00, Where — stands for the limy_,o and + stands for the limy_, } .
18See [82] and also [83] for an historical note on the centrality of the quantum determinant in the Yang-Baxter algebra.

(2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



2.2 Self-adjoint representations

Here, we introduce the representations of the m5-model which correspond to a self-adjoint transfer matrix which will be
analyzed in the section 4.

Lemma 2. Ler e € {—1,+1}, if the parameters of the representation satisfy the constrains:
¢, = —€b), d, =—ea;, B, =c¢(a.b,)/a}, (2.25)

then the generators of the Yang-Baxter algebra obey the following Hermitian conjugation relations:

_ [ AT) BIY ) [ DOV) —eC(h)
M(A)T_<CT()\) DT(/\)><—eB()\*) AN ) (220

which, in particular, imply that the transfer matrix 1o(X) is self-adjoint for real \. Besides, the quantum determinant has

the expression'®:

-1 |O‘n|2

1 2
M (5 + €q A). (2.27)

N
2?1
et =" [ g g5+ s 3 b,
n=1 n n

|2, ]2

Proof. 1t is simple to observe that the Lax operator of the 7o-model satisfies the equation (2.26), which can be also written
as:
(La) = 0110, (M) o145, — MO = 0145, M(A) 0114, ., (2.28)

that is (2.26) holds by definition of M()). O

3 SOV characterization of 7»-spectrum: most general representations

In this section we recall and adapt to our notations the SOV representations of the 7o-model and the SOV description of its
transfer matrix spectrum which were first introduced in [76]. Moreover, we use the subsections 3.5 and 3.7 to give our main
results on the spectrum for the most general representations of the 7o-model. In subsection 3.5, we prove the simplicity of
the mo-spectrum and we use it to prove the completeness of the wave function factorization ansatz in SOV. In subsection 3.7,
we prove that the SOV characterization of the T-spectrum admit a complete reformulation in terms of solutions to given
functional equations.

3.1 SOV representations

According to Sklyanin’s method [70, 71, 72], a separation of variables (SOV) representation for the spectral problem of

75()\) is given by a representation where the commutative family of operators B(\) is diagonal and it has simple spectrum?.

Theorem 1. For almost all the values of the parameters of the representation, there exists a SOV representation for the

To-model, i.e. B()) is diagonalizable and has simple spectrum.
Proof. See appendix A for a constructive proof of this statement. O

Let (7, | be the generic element of a basis of eigenvectors of B(A):

N—1
(e BO) = 0™ by, ) (i b, ) = T (Wl = ) /) (3.1)
a=1

""Remark that it only depends on the modulus of the parameters of Lax operators.
This is the requirement that the quantum separate variables (the operator zeros of B()\)) have indeed separate spectrum, statement
that we explicitly prove in appendix A.3.



and
nkEZB = {(77( )_qklng())a"'vnl(\jk’\‘)—q 77(0)) E(kh'"akN)EZg}7 (32)

() are constants that are defined in appendix A. Here, the simplicity of the spectrum of B(\) is equivalent to the

where 7,
p p

requirement (néo)) + (%o)) forany a # b € {1,...,N — 1}. The actions of the generators A(\) and D()) of the

Yang-Baxter algebra on arbitrary states?! (7| are interpolation formulae obtained by using their known asymptotics and

their action computed in the zeros of B()\) which are completely fixed by the Yang-Baxter commutations relations>?:

N—-1

AQA) = by(A) (Mg +A7 Mo = /X (s0v) () (gt 3.3
(AR = byN) Ak (a0 m [+ A" 0 (g™ ] + Sl 5w 63
(11DO) = by(X) [V g™ m |4 X7 (oo + Nzll_[ Mib = /A ys0vy ) (ghen|, (34

e e/ = /e

where we have defined:

N—1 N—1
n = ED e [0 nSY = )N lae [ o (3.5)
n=1 n=1

and the states ( g% n | are defined by:

(¢ n|=(m, . q e,y (3.6)

(s0V)( a(s0v)(

and a 7,) and 7,) are coefficients which have to satisfy the quantum determinant condition:
detsM(n,) = a(%0Vv) (nr)d(sov)(q_lnr) , Vr=1,....,N—1. (3.7)
Let us remark that the at©")(n,.) and d(5°V) (n,.) are fixed up to the following gauge transformations:

(SOV)(nr)f%qr)l)’ 3oV () = d(som(nr)J;((?Z;TQ)) ’

which leave unchanged the quantum determinant condition and just produce the following renormalization in the states of

5(50V)(

) = a (3.8)

the B-eigenbasis:
N—1
(ml = T+ 0)(nl. (3.9)
r=1

Finally, C()\) is uniquely?® defined by the quantum determinant relation.

3.2 Average values of Yang Baxter generators as central elements
We define the average value O of the elements of the monodromy matrix M(X) by:
P
= [Jo(d*N, A=\, (3.10)
k=1
where O can be A, B, C or D and the commutativity of the families A(\), B(\), C(A\) and D(\) implies that A(A), D(A)

are Laurent polynomials of degree N while B(A), C(A) are Laurent polynomials of degree N — 1 in A. Then the following
proposition holds:

2'From here on to simplify the notation, we will omit the subscript k in 1y as well as the superscript (k,) in the n( *) and we will
reintroduce them only when it will be strictly required.

22See for example section page 21 of [71].

ZNote that the operator B()) is invertible except for A which coincides with a zero of B, so in general C()) is defined by (4.5) just
inverting B(). This is enough to fix in an unique way the operator C as it is a Laurent polynomial of degree N — 1 in A.
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Proposition 1.

a) The average values A(A), B(A), C(A), D(A) of the monodromy matrix elements are central. Besides, they satisfy the

relation:
(A(A)* =D(A7),  (B(A)* = —eC(AY), (3.1D)
in the case of self-adjoint representations.
b) Ler**
A(A) B(A)

M(A) = 3.12
be the 2x2 matrix whose elements are the average values of the elements of the monodromy matrix M(\), it holds
then:

M(A) = Ly(A) Ly_1(A) ... Ly(A), (3.13)
where:
AaP — BP /A P/2(aP 4+ HP
cony= [ Aon—O/A (a4 bh) (3.14)
¢ (ch +db)  Ah/A - A,
is the 2x2 matrix whose elements are the average values of the elements of the Lax matrix L, ()).
Proof of a). B(A) is central as it follows by taking directly the average of (3.1) in the SOV representations:
N—1 »
BA) = Zn [[(A/Za — Zu/N).  Zo=n = (ngm) . (3.15)
a=1

From ¢” = 1, we have that A(Z,) and D(Z,) are central and related to the coefficients a(5°V) (n{¥)) and d5OV) (5" by

p p
AZ) = [0, Dz = [[a¥V0P),  vre{l,... ,N-1} (3.16)
k=1 k=1
A(A)AN and D(A)AN are polynomials in A2 of degree N. The relations (3.16) and the simplicity of the B-spectrum give N
points in which these polynomials are central elements, and the centrality of the asymptotics of A(X) and D(A), as trivially
follows from (2.14)-(2.15), yields the centrality of A(A) and D(A). O

Proof of b). By using that B(\) is diagonalizable and with simple spectrum in the entire chain as well as in each subchain,
the point b) follows inductively by the simple extension to our representations of the recursion relations on the averages of
the Yang-Baxter generators of Proposition 3 of [64].

O

Remark 1. It is simple to argue that the averages A(A), B(A), C(A) and D(A) of the Yang-Baxter generators completely
characterize the gauge-invariant parameters of the SOV representation as once they are fixed then the SOV representation
of the Yang-Baxter generators is uniquely defined up to gauge transformations. This remark also implies that the maximal
number of independent gauge-invariant complex parameters entering in our cyclic representations of the 6-vertex Yang-
Baxter algebra is 4N+2 on a N-site lattice. These parameters maybe chosen to be the central average values Z,, ZAi,
7%, A(Z,), D(Z,) plus the N coefficients fixing the Laurent polynomial C(A) in the A power expansion. Moreover,
relation (3.11) tells us that for the self-adjoint representations the maximal number of independent gauge-invariant complex
parameters reduces to 2N+1. Let us comment that in our parametrization of the Lax operator we use 6 complex parameters
o, B al bP, P, dP, for any quantum site. For N = 1, they represent just an equivalent choice for the independent
gauge-invariant complex parameters while it is clear that for N > 1 they lead to an over counting® and so there will

24 A similar statement was first proven in [81].

»Let us mention that in the literature of 72-model the corresponding Lax operator is in general described by 5 parameters, see for
example [76]; this just amounts to normalize our Lax operator. Within this choice the independent gauge-invariant parameters reduce to
4N+1 and it is clear that for N > 1 also this parametrization lead to an over counting.

11



be different choices of our 6N complex parameters which will produce the same independent gauge-invariant parameters.
Proposition 1 defines uniquely the mapping between these two set of parameters and allows to establish that A(A), B(A),
C(A) and D(A) are polynomials of maximal degree 1 in each of our 6N complex parameters.

3.3 Choice of the gauge in the SOV representations of the 7,-model

Let us define the following functions of one complex variable A:

lw]]

AN = a(M)Aa(N), (A) = a1 (g\)D(N), (3.17)

where A(\) and D()\) are the Laurent polynomials in A defined by:

A = [LBaan) (2 — By oy = T (2natadhnyjz 00 _ pinc (3.18)
1 Mo+ A7 et anBn Mo, — qA
and the function a()\) is defined by the requirement:
b b
H A(A") + [] B(Ag™) = A(A) + D(A). (3.19)
n=1 n=1
Note that this last condition is a second order equation in the average [[, _; a(¢™X) and then we have only two possible

choices for the averages of the functions A(\) and D(\). Here, we make the following choice:
P P
H A(A\g™) H D(A\g") = Q_ (A), (3.20)

where 21 are the two eigenvalues of the 2 x 2 matrix M(A) composed by the averages of the Yang-Baxter generators
characterized by the conditions:

O (Z,)=AZ,), Q_(Z)=D(Z) V¥re{l,...N—1}. (3.21)
Then, it is simple to verify that the functions A(\) and D(\) satisfy the conditions:

detyM(A) = A(A\)D(\/q), VA €C, (3.22)

)
p p
[[2(0P) = H (Z.), Yre{l,...,N—1}, (3.23)

and we can use them to fix properly a gauge in the SOV representations by setting:
a®M (M) = A(nM), d®Vn*) =p(mM), vre{l,.. N=1}, ke{0,....p=1}, (324

indeed, with this choice the SOV coefficients satisfy both the required conditions (3.7) and (3.16).

3.4 SOV representation of 7,-spectrum

The spectral problem for 75(\) in the SOV representations is equivalent to the following discrete system of Baxter-like
equations for the wave-function ¥4(n) = (n |t) of a 7o-cigenstate | ¢ ):

tne)We(n) = a®V)(n,)We(g~" ) + a5V (1) Wi (g’rm) vredl,..N—1}, (3.25)

plus the equation in the variable ny:
Ti(g™n) = ¢~ Te(n), (3.26)
for t(A) € X% with k € {0, ..., 2{} where (7, ...,nn) € Zg and

=, e ). (3.27)

12



Indeed, the equations (3.25) trivially follows computing the matrix elements (1 |72(n,)| t ). In particular, the 1.h.s. of (3.25)
is obtained by acting with 75(1,-) on the eigenstate | ¢ ) while the r.h.s. is obtained by acting with 72(n,.) (= A(n,-) + D(n,.))
on the state (7 | and using the SOV representation of the actions (3.3) and (3.4). Finally, the equations (3.26) are derived
computing the asymptotics on A of the matrix elements (77 |72(\)|¢) and using once again (3.3) and (3.4) plus the known
asymptotics (2.19) of the »-eigenvalues.

The main point in the system of equations (3.25)-(3.26) is that it is separate w.r.t. each set of zeros 7,. Then it is natural
search for wave function solutions according to the following factorized form:

N—1
Ty(n) ocng® [] Qi) for ¢(N) € 25, (3.28)
r=1

where the Q:(7,) is a solution of the discrete system of Baxter-like equations (3.25) for the fixed » € {1,...,N — 1}. The
fact that the above factorize ansatz describes the complete set of 7o-wave functions however has to be proven and we will
address this fundamental point in the next section.

3.5 Simplicity of 7»-spectrum and completeness of the wave function factorization ansatz in SOV

In this section we show that the spectrum of the transfer matrix 79() is non-degenerate (or simple). This important re-
sult allows us to prove in particular that the factorized form (3.28) for the coefficients of the To-eigenstate in the SOV
representations is complete, i.e. all the To-eigenstates admit this separate representation. Let us first prove that:

Lemma 3. For almost all the values of the parameters (oF,, BF, aP bP cP dP) the average values of the monodromy
matrix elements A(\) and D()\) satisfy the inequalities:

A(Z,) # D(Za), Va € {1,...N—1}, (3.29)
where Z, are the zeros of the average value of B(\).

Proof. Let us define the functions®:

Folak, B al bl ol dP) = AN(Z,) — Dn(Z,), Vae{l,..,N—1}. (3.30)

Let us remark that the F, are at least continuous functions w.r.t. the 7o-parameters. Indeed, the coefficients of the averages
of the Yang-Baxter generators in the A power expansions are order 1 polynomials in these parameters for the Proposition 1
and the zeros Z,, ..., Zy_, (up to permutations) are bi-continuous functions?’ of the coefficients of the average of B(\).
Then, it is sufficient to show that the functions ¥, are nonzero for some special value of the of, 8%, aP, bP, ¢, dP in
order to prove that they are nonzero for almost all the values of these parameters, which will prove the lemma. Note that the
following identities hold:

Fal( arpy=bray = eyay with (P 4 db) £ (@ + by — qp/Q((‘B]f +df) — (a] +bY)B. n-1(Za), (3.31)
dp = an,cp = by, Bn = —bpan/an, n € {2,...,N},

Here, we have used the decomposition of the chain in a first subchain 1, formed by the site 1, and a second subchain 2,
formed by the remaining sites. We also have used the identities:

(Cr1=Bi1) = qp/Q((@Ilj +df) — (af + b)), Ai1(A) = Dy, 1 (D), (3.32)
Bz,N—l(A) = Cz, N—l(A)’ Dz, N—l(A) - ~A7., N—l(A)v (3.33)

which follows by using Proposition 1 for the special choice of the parameters done in (3.31). Then, we have only to show
that we can always take B, n_1(Z,) # 0 forany a € {1,...,N — 1}.

%From here, we will use the index N when it will be needed to point out that we are referring to the chain with N sites and we will
omit it otherwise.
7See for example the proof given in [84].
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Note that from the identities:

dete Mo n-1(A) = (As,n-1(A)? = (Ban-1(A))?, (3.34)
BN(A) - A171(A)627N71(A)“"Bl,lALNfl(A)a (3~35)

we have that B, y_1(Z,) = 0 if and only if Z, is a double zero of detq M, n_1(A). However, this is not the case in
general: by averaging the quantum determinant (2.23), we get the formula:

N
detgM, no1(A) = [] abbh [] (A/Mun— Mun/A), M, =abjob, M, _ =Wbb/ab, (3.36)

n=2 h==%1
so the function detq M, n—1(A) has not double zeros for general values of the parameters a,,, by, . O

Theorem 2. For almost all the values of the parameters of the To-representations, the spectrum of To(\) is simple and the

To-wave functions have all the factorized form (3.28).

Proof. Lett()\) € ¥,, and let us denote with ¥;(n) and ¥;(n) two solution of the system (3.25) and (3.26). Then, let us
define the g-Wronskian:

Wir(m) = U(n) Te(g O m) — Te(n) Ue(qg O m), Vre{l,..N—1}, (3.37)
which by the system of Baxter-like equations (3.25) satisfies the equations:
a5V () Wer(n) = a5V () Wi (@™ m), Vr € {1, N = 1. (3.38)

Thanks to the cyclicity the averages of the above equations read:

(A(Zr) = D(Z)) Wier(n) =0 with - Wi .(n) = ﬁ Wir(m, oo @0, om), (3.39)
k=0
which by Lemma 3 and (3.25) implies:
Wir(n) =0, VneZg and Vr€{1,...N—1}. (3.40)
By using the same steps we can also prove that the ratios:

Ti(q°m) JT(n), Vre{l,..,N—-1}, (3.41)

do not depend from the values of the 7, for any a € {1,...,N — 1}\r and then we can always write:

5
V(g ;7) _ Qulan) o {1,..,N—1}, (3.42)

T(m)  Qulny)

where (Qt(nﬁo)), ey Qt(nﬁp 71))) is the unique (up to the normalization Qt(nﬁo))) solution to the system of second order
difference equations (3.25) for the givenr € {1,...,N — 1}. O

Let us comment that that we have chosen to provide the proof of the 75-spectrum simplicity going through Lemma 3 however
it is interesting to remark that this proof can be also given by generalizing to the present representations the proof presented
in Proposition 5 of [64] by using as probe representations the same representations that we use in this paper in appendix A.3
to prove the B-spectrum simplicity.
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3.6 Characterization of 7,-eigenvalues as solutions of a functional equation

Let us introduce the one-parameter family D(\) of p X p matrix:

t(A)  —p(\) 0 0 —A(\)
—A(g\)  tg\) —D(gN) 0 0
0
D(\) = o , (3.43)
: : 0
0 e 0 —A(IN) t(® TN —D(g® N
—D(g*\) 0 . 0 —A(¢*N)  t(g®)N)

where for now ¢()) is only a Laurent polynomial of degree N in A, even for N even and odd for N odd.

Lemma 4. The determinant of the matrix D(X) is a Laurent polynomial of maximal degree N in A = NP, even for N even
and odd for N odd.

Proof. Let us start observing that D()\q) is obtained from D(\) by exchanging the first and p-th column and then the first
and p-th row, so that
det D(A\q) = det D(\) VYA €C, (3.44)
p p

then det,, D()) is a function of A. Let us observe now that det,, D(A) admits the following expansion:

dgtD(A) = —(A(A) +D(A)) —Aa(N)D(N/g) 20119'51 D1 2141),(1,2141)(A)
—A(Ag)D(A) QC}Stl D(1.2),1.2)(A) +t(A) dzfit D11(N), (3.45)

where D(j, ), (h,k) (A) denotes the (20 — 1) x (2[ — 1) sub-matrix of D(\) obtained removing the rows and columns % and .
The tridiagonality of the matrices D11, D(1,2),(1,2), D(1,2141),(1,21+1) implies that their determinants coincide with those
of the matrices obtained substituting the functions A(\), D(\) with the Laurent polynomials A(\), D(A). Then, the lemma
follows as all the terms in the expansions (3.45) are Laurent polynomials with the same properties stated in the lemma. [

The interest toward the function det, D(A) comes from the following result:
Lemma 5. Any t(\) € 3, is a solution of the functional equation:

det D(A) = 0. (3.46)
2

Proof. First note that the determinant det,, D(A) depends from the coefficients A(y) and D(p/¢) only through their products
(3.22) computed in p = ¢°\ with a = 1,...,p (i.e. by the quantum determinant) and the sum of their averages (3.19)
computed in A (i.e. by the sum of the averages of the operators A and D). Indeed, this statement trivially follows from the
expansion (3.45) and from the tridiagonality of the matrices D11, D(1,2),(1,2), D(1,2141),(1,21+1)-

From the previous lemma, we only have to show that the determinant is zero in N — 1 points, and that the asymptotics in
400 are also zero. Let us observe that the SOV characterization of the m-spectrum implies that the system of equations
(3.25) admits a non-zero solution, i.e. t¢(A\) € X, only if:

det D(n2) =0 Vae{l,..,N—1} and (n,...,mn) € Zg. (3.47)
p

Indeed, the SOV coefficients lead to the same values of the quantum determinant and the averages of A and D in the zeros
of B. Besides, we have:
lim  A*Ndet D(A) =0, (3.48)
p

log A—Foo
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which simply follows by observing that:

. lim AEN det D(A) = —det |laxd; j—1 + d=6ij41 — (¢ ax + ¢ Fds))di 5] =0, (3.49)
og A—Foo P
fort(\) € $% and k € {0, ..., 21}. O

Remark 2. The same type of functional equation det D(A) = 0 also appears for different quantum integrable models
in [85, 86, 87]. There, it stands for the functional relations which result from the truncated fusions of transfer matrix
eigenvalues. In the case of the 7-model this type of fusion leads to the same type of equation, as it has been derived in
[12, 13,49, 76]. It is for example interesting to remark that for the reduction of the o-representation to those parametrized
by points on the chiral Potts curves the characterization (3.43) appears in (5.5) of [12]. There the case p = 3 and N = 3 is
explicitly investigated and (3.43) can be solved by determining the coefficients of the power expansion of ¢(\) in (). In the
next section, we will show that any ¢(\), Laurent polynomial of degree N in A even for N even and odd for N odd, solution
of the equation (3.43) define a T-eigenvalue for the general inhomogeneous representations that here we are analyzing.
This in particular means that for these inhomogeneous representations problems like the appearance of spurious solutions
of the equation (3.43) do not not occur.

3.7 Complete reformulation of SOV characterization of 7,-spectrum by functional equations

Thanks to the previous results we can give a complete characterization of the 7,-spectrum (eigenvalues and eigenstates) by
functional equations:

Theorem 3. 3., coincides with the set of solutions to:

det D(A) =0, VA €C, (3.50)
p

in the class of functions (2.18). Then, we can associate a To-eigenstate:

-1
V() = (o [8) =g T Qeny), (3.51)

to any t(\) € Bk

3,» where Q¢(X) is the unique solution (up to quasi-constants) corresponding to t(\) of the Baxter equation:

HA)Qe(A) = AN)Q(A/q) + D(A)Q:(gN). (3.52)

Proof. Lemma 5 implies that any element of X, is a solution of (3.50). The reverse inclusion is given by the fact that the
condition (3.50) is just the requirement of the existence of a non-zero solution @Q¢(\) of the equation (3.52). Then, ¢t(\)
and the ¥;(n) defined in (3.51) are solutions of the discrete system of Baxter-like equations (3.25) and (3.26) and so they
define a To-eigenvalue and the corresponding To-eigenstate. Let us show that Q;(\) is unique; denoting with Q;(\) any
other solution, we can define the g-Wronskian:

Wi(A) = QN)Q:(g™'A) — Q:(N)Qi(g '), (3.53)
which by the Baxter equation satisfies the equation:
A(A) Wi(A) = D(A) Wi(gA). (3.54)

Thanks to the cyclicity the average of the above equation reads:

ﬁ A( )\q ﬁ (A) =0 with Wy(A) = ﬁ (3.55)

which implies W(\) = 0, indeed it holds:

p p
[[20d") # [[p(A") v e C\Zp, (3.56)
k=1 k=1
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where Zp is the set of the zeros of the following polynomial of degree 2N in A?:
P(A) = 4AN(Q, (A) — Q_(A)? = AN{(A(A) — D(A))? — 4B(A)C(A)}. (3.57)

It is then easy to see that this implies that Q;(\) = Q;(\) up to quasi-constant normalization. O

Remark 3. It is worth making a remark on the Baxter equation (3.52) comparing it to those already appearing in the litera-
ture of the 79-model this also allow us to justify the different notations introduced in this paper for the coefficients of these
equations. The equation (3.52) has been here derived by the only use of SOV, following [1], for the most general represen-
tations of the 75-model. In the same general framework of 7o-representations and on the basis of his Q-operator method,
Baxter has before derived in [49] a Baxter equation which we reproduce in (B.37) with coefficients ag () and dg () defined
in (B.38)-(B.39). The equations (3.52) and the eigenvalue version of (B.37) may be a priori different equations; however,
in appendix B.5 we prove that these equations are indeed gauge equivalent, i.e. the couples of their coefficients are gauge
equivalent:

f(A\q) f(A\g)
fo) 7 fN)

Let us moreover point out that for the reduction of the 7o-representations to those for which the chiral Potts model does

3£V s as(\) = A(\) dp()\) = B(\) VYAeC. (3.58)

exist the Baxter equation (B.37) reduces to that which links together the To-trasfer matrix and the chiral Potts transfer matrix
which was first derived in [3, 12]. We reproduced it in (5.7) and we use the pedex BS for their coefficients. Let us remark

that the previous discussion also implies that the couples of coefficients (A(A),D())) and (aps(A),dps())) are gauge
equivalent for the reduction to the chiral Potts case.

4 Characterization of 7»-spectrum: self-adjoint representations

In this section we present one of our main result of the paper i.e. the completeness of the m»-spectrum (eigenvalues and
eigenstates) description in terms of solutions of an associated system of Bethe equations. We first show that for general
self-adjoint representations one can naturally define a Q-operator and then we restrict our attention to special self-adjoint
representations of the 7-model for which we prove that the Baxter equation (3.52) is gauge equivalent to one with Laurent
polynomial coefficients a(\) and d()), see (4.5). Then, similarly to the case of the sine-Gordon model described in [64, 1, 2],
we show that for these self-adjoint representations the transfer matrix spectrum (eigenvalues and eigenstates) is completely
characterized in terms of polynomial solutions of the associated functional Baxter equation. Moreover, we prove the
completeness of the set of the transfer matrix eigenstates constructed by using SOV from the solutions of the associated
Bethe ansatz equations.

4.1 SOV reconstruction of a Baxter Q-operator

One interesting feature of the self-adjoint representations of the 7o-model is due to the use of the spectral theorem. The 75 (\)
transfer matrix is then proven to be diagonalizable and the Theorem 3 leads to the construction of the 72-eigenbasis; this in
particular means that the self-adjointness of 7o()) forces the Baxter equation (3.52) to have a complete set of independent
solutions. Moreover, it is interesting to note that in the self-adjoint representations, from the results of our SOV analysis, a
Baxter Q-operator for the 75-model is automatically reconstructed. In particular, we can define the operator:

QNIt) = QM) 4.1

where Q;()\) satisfies the Baxter equation (3.52) with ¢(\) € 3, and |¢) is the corresponding 7o-eigenstate. Then, the set of
the To-eigenstates being complete and the function Q¢ (\) being uniquely defined (up to quasi constants), the operator Q(\)
is well defined, up to a quasi-constant scalar quantity, and clearly satisfies the properties:

QM)72(A) = ANQ(N/g) +DA)Q(Ag), [Q(A),Q(k)] =0, [12(A),Qu)] =0 VA, ueC. (4.2)
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4.2 Construction of polynomial Baxter equation solutions from 7,-eigenvalues

Let us consider the subvariety in the self-adjoint 7o -representations characterized by the constrains:

* an n Oé:; O{;kL Ib;; Ibn
[T =1, 2n_ 2n 10 _ On1On Vn e {1,..N}. (4.3)
oy Qth by, aj Ont10n bbbl

Lemma 6. The Laurent polynomials:

N
a\) =[]
n=1

where € = =+, satisfy the equations:

S e B e e S LU V)

SIS

det,M(X) =a(N)d(N/q), YA eC, (4.5)
and
p p
AN +DA) = [ arg™) + [] a(rg™), vreC. (4.6)
n=1 n=1

Proof. The condition (4.5) is trivially verified. The condition (4.6) is instead a consequence of Proposition 6 and, in
particular, of the average properties (B.63)-(B.64) once we prove that the coefficients a(A) and ap()), defined in (B.38),

have the same average values. This last statement trivially follows by direct verification once we make the identifications:

b 1001 1/2 aka 1/2
Ty = <—e:_f:_> = (—e"n) vn e {1,...,N}, 4.7
UO'n,fl Q1 ana;
which are consistent with the requirement of cyclicity (B.22) under the constrains (4.3). O

Remark 4. Let us remark that the lemma can also be proven under the condition:
A(A) = D(A), (4.8)

and that the self-adjoint 7o-representations for which (4.8) holds also in any quantum site, i.e. those for which
(a1, .oy N, A1 .oy AN, D1, -0, by) € RN but this is a proper subvariety of the one defined in (4.3).

It is worth remarking that, in the class of self-adjoint representations defined by the constrain (4.3), it results:
ar =dy and a_ =d_. 4.9)

Then, in these representations, the transfer matrix spectrum presents a double degeneracy for |k| # 0, since the asymptotic
behaviour of a ¢(\) € XX and a t’(\) € X_F coincide. Such a degeneracy in the T2-spectrum is resolved by the ©-charge,
i.e. the couple (12(\), ©) has simple spectrum. The proof of this last statement can be given by adapting the proofs of
Proposition 5 and Lemma 2 of [64] to these self-adjoint representations of the 7o-model.

Theorem 4. Let us take a t(\) € Z’ﬁf then there exists, up to multiplicative quasi-constants, a unique polynomial of the

SJorm:
2IN—(bs4ar)
QN =2 ] w-X. 0<a <2, 0<b+a <2N, (4.10)
h=1
which satisfy the Baxter equation:
tNQN) = a(N)Qe(Ag ') +d(N)Q:(A\g) YAEC, (4.11)
where:
a; = +k modp, b, = £k modp. (4.12)
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Proof. The uniqueness up to multiplicative quasi-constants is a consequence of Theorem 3. So we only have to prove the
existence of such a polynomial Q;()\) and the fact that it has the form defined in (4.10) and (4.12). First, let us define the
matrix D()) by replacing A and D by a and d in D()). From the Lemma 6 and since the determinant of D()) only depends
of A and D via their average values and the quantum determinant, D()\) and D()) have the same determinant. It is worth
noticing that the condition ¢(A) € ¥ implies that the p x p matrix D()) has rank 2{ for any A € C\{0}. Then denoting
with

Ci;j(\) = (=1)"7 det D;;(\) (4.13)

the (i, ) cofactor of the matrix D(\), the matrix of elements these cofactors has rank 1 and so the vectors:
Vi(A) = (Ci,1(A), Ci2(A), o, Cizig1 ()T € CP Vi€ {1,...,2 + 1} (4.14)

satisfy the proportionality conditions:

Vi(A)/Cii(A) =V,;(N)/Cji(A) Vi,je{l,...20+1}, VAeC. (4.15)
These conditions implies:
C2,2(N)/C2,1(A) = C1,2(N)/C11(N), (4.16)
and for (C.1) we can rewrite it as:
C1,1(Aq)/C12141(Aq) = C12(N)/C1,1(N). (4.17)
Moreover, from the relation:
Crai+1(AN) = ¢"Cr2(=A/9), (4.18)

which follows from (C.1) and (C.2), (4.16) is also equivalent to:

C11(AQ)C11(N) = g"C12(A\)Cra(=A) = ¢ NCrap1(N)Cr g1 (=), (4.19)
and from the condition det,, D(A) = 0, we have:

t(A)C1,1(A) = a(A)Cr 2141 (A) +d(N)Cy2(N). (4.20)

Let us note that all the cofactors are Laurent polynomial of maximal degree®® 2IN in \:
4lN—(ai7j+bi,j)
Ciy(\) = cipa™Mras T (W7 -0, 4.21)
h=1
as it follows from the form of a(\), d(\) and ¢(\) € ¥,. Thanks to formula (C.2), the cofactor C1 1(A\) € C[\, A7 ]oy is

even in A: )
2IN—(@1,1+b1,1)

C11(N) = €y A7 ENF2000 [T af =00t ), (4.22)
i=1
then the cofactor equation (4.19) implies:

a1 =2a11 =2a, bio =201 =2b, 3, =c? g 2N (4.23)
and: ) ) )
(1’1) _ (172) — 12 (1’2) RAY 2
(W) = () =22 (W) = (i/a), (4.24)
with \; # 0 forany i € {1,...,2IN — (@ + b)} with @ and b € Z=°. Then, we can write:
2IN—(a+b)
Cia(N) = cp A2 JT M+ =), (4.25)
i=1
2IN—(a+b)
CLQ(/\) = C1,2q6+b+N/\_2lN+Qa H (S\l + /\)(Glj\l - /\(])7 (4.26)
i=1

The a;,; and b; ; are non-negative integers and )\gf’j) #0forany h € {1,...,4IN — (a;; + b; ;)}.
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where the €; = £1. The property (C.12), the relations (4.18) and (4.17) imply that V%, ¢, = 1. Let us now introduce the poly-
nomials Cy 1(A), C1 2,41(A) and Cy 2(A) defined by simplifying the common factors in Cy 1(A)/C1.1, C1.2141(X)/C1 2141
and Cq 2()\)/C1 2, respectively. Then, Cq 1(\) has the form:

Ni1
Cii(N) =[] —2A), with Ny < 2IN — (@ +D). (4.27)
h=1

Here and in the following, we will write Z () to denote the set of the zeros of the function f(\), then it holds:

Ze, oy C{M s dan—@in s 0€Ze s Sene € Zc, ) (4.28)

for any s, 5, = (Ao, ¢Ao, -+ ¢ Xo), a p-string of center Ao € C. Now, since by definition Zg, |,y NZz, ) = Zg, ;0 N
7z, ., = 9. equation (4.17) implies:

Crop1(N) = ¢" ' Cra(Ag), Cia(\) =g M 1Cpi(Ag). (4.29)

Then, equation (4.20) can be written as a Baxter equation for the polynomial Cy 1 (\):

t(A)Cr11(A) =a(M)Cri(Ag ) +d(N)Cra(Ag), (4.30)
with coefficients a(A\) = ¢V11pa()\) and d(N) = ¢ N11p~1d(\) and p =C1,1/C12 =C1.2111/C1.1. Note that the consis-
tence? of the above equation implies that ¢ is a p-root of the unit and then, by (4.23), we have ¢ = ¢(*+N).

Let us define now the polynomial

2IN—(a;+b)

QN =A"Cra) =2 J[  w-=N), (4.31)
h=1
where:
Nyj =2IN — (a; +b;), a; €{0,...,21}, by = b+ mp, m € Z=°; (4.32)

then g~ = ¢N11¢, Q;()) is the desired solution of the Baxter equation (4.11) which belongs to C[\]o;n. The character-
izations (4.12) are then trivial consequences of the asymptotics of ¢(\) € Z’jg plus those of the coefficients of the Baxter
equation (4.11) satisfied by Q:()). O

Lemma 7. The polynomial solution Q¢(\) of the Baxter equation (4.11) associated 1o t(\) € ¥, is a e-real polynomial,

i.e. it satisfies the following complex-conjugation condition:
(Q:(N)" = Qi) VA eC, (4.33)

where € = £1 is the discrete parameter defined in (2.25). Then, the Baxter Q-operator defined in (4.1), is e-self-adjoint and

it is a polynomial of maximal degree 2IN in the spectral parameter .

Proof. Let us remark that the self-adjointness of the transfer matrix 75() and its parity properties imply:
(t(\) =t(\*) and t(—-\) = (-1)N¢(\) YAeC, (4.34)
while the coefficients of the Baxter equations satisfy the complex-conjugation conditions:
(a(\)" = Nd(ed*) VA eC. (4.35)
Then, under complex conjugation, the Baxter equation reads:
H(eA) (Qe(N)" = () QMg ™))" +a(eX’) (Q:(Ag))" VAEC, (4.36)

and so the injectivity of the map ¢(\) € X, — Q;()\) € C[A]yn implies the condition (4.33). O

PThe proof of this statement coincides step by step with the proof given in Theorem 2 of [1].
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Remark 5. For any ¢()\) € X, the Theorem 4 defines a link between the corresponding polynomial solution of the Baxter
equation and a determinant of a (p — 1) x (p — 1) tridiagonal matrix. Let us note then in literature there exist also other
determinant characterizations of solutions of the Baxter equation. In the quantum periodic Toda chain, linear combinations
of determinants of semi-infinite tridiagonal matrices allow to express these solutions [88, 89, 78]. A careful analysis of the
T-model in the limit 32 — (32 with 3 irrational (i.e. p’, p — +00) is of clear interest as the dimension of the representation
of the Weyl algebra W,, and the size of the tridiagonal matrix, related to the Baxter equation solution, diverge. Subsequently,
one could ponder whether the characterization which holds in the case of the quantum periodic Toda chain also applies to the
T5-model for irrational 32. This could lead to a reformulation® of the T5-spectrum in terms of solutions of nonlinear integral
equations (NLIE) related to the results in [92]. Interestingly, another DDV-type?! NLIE reformulation can be introduced
and it describe the complete To-spectrum thanks to the completeness of the Bethe ansatz.

4.3 Completeness of Bethe ansatz type equations

The previous analysis leads to the complete characterization of the transfer matrix spectrum (eigenvalue and eigenstate) in
terms of real (in the case € = 1) or imaginary (¢ = —1) polynomial solutions of the Baxter equation (4.11).

Proposition 2. To any to-self-adjoint representation which further satisfies the conditions (4.3) is associated a system of
Bethe ansatz type equations and there exists a one to one map between the set of all the p-strings free and e-self-adjoint

solutions of it and the set ¥..,.

Proof. Let us construct the isomorphism. Theorem 4 and the previous lemma imply that to any ¢(\) € E’é it is associated

one and only one p-strings free and e-self-adjoint>? solution ST )\QZN_(%HH)) of the system of Bethe ansatz equations:
2IN—(as+by)
a()‘c) 2 (q)\c - )\h)
=—q"" ~e T Yee{l,...,2IN — (a; + b))}, (4.37)
a0\) I wrEw t (@ + b))

with a; = £k mod p, b; = £k mod p.

Conversely, given a p-strings free and e-self-adjoint solution of (4.37) with a = +bmod p, then it defines uniquely a e-real
polynomial Q()) by the equation (4.10). Now, by using Q(\) we can construct the function:

tAN) = (aN)Q(g™'A) +d(N)Q(gN)/Q(N) (4.38)

which thanks to the Bethe equations (4.37) is nonsingular for A = A\, Ve € {1,...,2IN — (a + b)} and is a e-real Laurent
polynomial of degree N in A. Moreover, we can also construct two states | ¢+, ) by inserting Q()) in equation (3.51). So,
t(A) and U(n) = (n1,...,nn | t) satisfy the system (3.25) and (3.26), for k¥ = +a. Then the fixed solution of the Bethe
equation allows us to reconstruct uniquely the To-eigenvalue ¢(A) and the simultaneous eigenstates | ¢4, ) of 72(A\) and ©,
with ©-eigenvalue ¢=°. O

Note that the previous results can be rephrased as completeness of the Bethe ansatz type equations generated by SOV, as
from this type of Bethe solutions we can reconstruct the complete set of To-eigenstates.

3ONLIE has been used first to reformulate the spectrum of integrable quantum models in [90, 91]. Similar NLIE were presented in [92]
and also in [93, 94, 95, 96].

3 This type of NLIE was introduced and analyzed in [97]-[103] for the fermionic lattice regularizations of the sine-Gordon model, see
also [104] for a related model.

321t means that the tuple (A1s- -+, A2N—(ar+by)) satisfies the following property under complex conjugation:

(AT: sy /\ZLN—(at-‘-b,,)) = (6)\7r(1)7 cees E)\ﬂ'(2lN7(ut+b1)))

where 7 is a permutation of the indexes {1, ..., 2IN — (a¢ + b:)}.
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5 Spectrum characterization of the inhomogeneous chiral Potts model

In [3] Bazhanov and Stroganov have proven the following remarkable connections between the integrable chiral Potts model
and the 75-model:

i) The fundamental R-matrix intertwining the 75-Lax operator in the quantum space is given by the product of four chiral
Potts Boltzmann weights.

ii) The transfer matrix of the chiral Potts model is a Baxter Q-operator for the 75-model.

Both these statements are true when the 75-model is restricted to parametrization by points on the algebraic curves®® Cy.
In this section, we first recall known properties [3, 12] of the chiral Potts model and then in subsection 5.2 we prove the
spectrum simplicity of the most general inhomogeneous chiral Potts transfer matrix and use the property ii) to characterize
the eigenstates by the SOV construction. In subsection 5.3, we prove that the chiral Potts transfer matrix is normal for the
representations for which the 7o-transfer matrix is self-adjoint and we use it to provide the SOV characterization of their
simultaneous eigenbasis. Finally, in subsection 5.4, we prove the existence of chiral Potts representations for which the
complete spectrum is characterized by a system of Bethe ansatz equations.

5.1 Transfer matrix of chiral Potts model as Baxter operator of 7,-model on the chP curves
Let us consider the following tuple p= (ap, by, ¢p, dp) € C* and let us introduce the following notations:
Ty = ap/dp, Yp = bp/Cpy Sp = dp/cp, ty = Tpyp, K2+ (K)? =1, (5.1)
then the algebraic curve C, of modulus k is by definition the locus of the points p which satisfy the equations:
xh +yb = k(1 +2byp), kab =1- k:/sp_p, kyh =1— k,sg. (5.2)

Similarly to [3], we can introduce the parametrization:

—1/2

)\an = _tp / bqnbrn’ ua77//70q1/2 = (xp/yp)l/Qa/qndrn /q27
Bn/A = _té/qu dr,, q"Pan /1 = —(2p/yp)"cq, br, s

_ o1/2) 1/2 _ 12, (5.3)
I = q~ %t Qq,, G, qPdyr = —(yp/p) dqn,arm
Vo)A = tl/gcq"crn, g c,r = (yp/xp)l/gbqncrn,

of the 79-Lax operator in terms of the points p, q,, and r,, of the curve (5.2) of modulus k. Note that we can identify:
r = (yp/zp)"?, (5.4)

so that the off-diagonal elements of the 9-Lax operator do not depend on the point p on the curve and the parameter ¢, 1/2

is then proportional to our spectral parameter:

1% = Aco. (5.5)
Then, we can introduce the operator T$", characterized by the kernel**:
N
T (2,2) = @TS) = ] Wan(zn/20) Wep(20/ 2 11), (5.6)
n=1

33See the next subsection for precise definitions.
3*For a direct comparison see formula (4.12) of [105] with the following identifications:

zj = q2”3', 2 =¢" Vje{l,..,N}

Note that TS is well defined, the W -functions (B.1) being cyclic functions of their arguments.
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in the left and right u,,-eigenbasis (2.5), where the functions W and W are defined in (B.1). Tf\hp coincides with the transfer
matrix of the inhomogeneous chiral Potts model [3]. As anticipated, T&hp is a Baxter Q-operator w.r.t. the To-transfer matrix:

To ()\)Tf\hp = ags (/\)Tg\h/Pq + dgs ()\)T;&P, 5.7)
where the coefficients read:
N 7'/ Xb,
1 andn 1+ Bnr
aps(A) = (=D ][ Bufoaurn(5 +a7 ) = (5.8)
nl;[l Pantn Uy Bntn "1+ pea-
N 1 a,b - A?"T
nPn 1723,
des(\) = (-DV]] Bn oo, (5 taga /\)1 qf/zrfan, (5.9)
n=1 nemn B —

and:

WD) Wip(=(D)
Foaure = 7, ((0)) Wy ((0)° (5:10

Note that to write these coefficients we have inverted the formulae (5.3):

Tan 322 Er _ajpAder

) q (5.11)
Yp Bnr Bn
ria Ao «
Ya, 172 " Yoo _ _q1/2 " Sq. S, = _7’”‘&”, (5.12)
Zp Qi Yp rCp Cpan

It is worth pointing out that while the Baxter equation (5.7) holds in the general inhomogeneous representations, the com-
mutativity properties:

[r2(A), TEF =0, [TY7. TSI =0 VAueC (5.13)
only hold under the further restrictions:
q, =1, Vne{l, .. N} (5.14)
Moreover, we also have:
[0, TS™] =0, (5.15)

as it simply follows by computing the matrix elements on the left and right u,,-eigenbasis:

N
GOTI) = (21/ o o falTEN) = T] Waro(on/ 0 Wenp(on /a7
n=1
= (Z|T{P|g2), .0 qzp) = (2 TSPOIZ). (5.16)

5.2 General representations: spectrum simplicity and eigenstates characterization

Let us denote with R the subvariety of the 7»-representations obtained imposing (5.14) which is parametrized by:

an = —b?ln/co7 b, =—-d,/q = —aqndqn/qB/Q, 5.17)
Bo = —cody, ©p=—8nq=0bg cq,q"? (5.18)

and:
el q,€C, keC (5.19)

Now, for the representations RS, we can prove:

Proposition 3. All right and left eigenstates of the transfer matrix T‘)'\hp are eigenstates of To(\) with corresponding eigen-
values related by the functional Baxter equation:
B CLBS(A)Qf\h/}; + dps(N)agy

t(\) = _
() qL)\hP

(5.20)

where q&hP denotes the TC){’P -eigenvalue. Moreover, for almost all the representations in RS, CfAhP is non-degenerate and

the simultaneous eigenstate of (TS, 72())) is the one associated to the eigenvalue t(\) as constructed in Theorem 3.
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Proof. The first statement concerning right eigenstates is a simple and well known consequence of the Baxter equation
(5.7) from which we also have that the corresponding 7o-eigenvalue ¢(\) is given by (5.20). To prove the statement for
left eigenstates we also have to use the first commutation relation in (5.13). Now, the fact that the mo-spectrum is simple
for almost all the representations in R$™ implies the remaining statements of the proposition, once we recall that the To-
spectrum characterization of Theorem 3 holds for completely general representations and so in particular for R§F. O

Remark 6. There exists a proper subvariety of R§' for which 72(\) has double degeneracy eigenvalues. In these repre-
sentations we have shown that the degeneracy is resolved by the charge © then, thanks to the commutativity (5.15), it is the
simultaneous spectrum of © and TS that is simple here.

5.3 Self-adjoint representations: complete spectrum characterization

The Proposition 3 characterizes completely the T$"P-eigenspace showing that it is contained in the To-eigenspace. The
reverse inclusion of eigenspaces however is not proven for general R§™. To clarify this point it is worth to remark that while
TSP and 75(\) are both one-parameter families of commuting operators, their mutual commutativity is proven only when
the spectral parameters coincide, see (5.13). This means that we cannot argue, by using this commutativity only, that the
To-eigenstates are eigenstates of TS'F; in fact, there may be some residue degeneracy in the To-spectrum for fixed value of the
spectral parameter. Note that the simplicity property of mo-spectrum only says that, taken any two different m»-eigenstates,
the corresponding two To-eigenvalue functions are not identical. This is a less strong statement that: for any 7o-eigenstate
| ) there exists at least one value \; of the spectral parameter such that the 7o-eigenvalue in \; is non-degenerate. If this
last statement can be shown, the commutativity (5.13) implies the coincidence of the 72 and T§"P-eigenspaces.

Of course, the diagonalizability of TS defines a sufficient criterion to overcome deeper analysis of the 7»-spectrum degen-
eracy. Indeed, in this case the Proposition 3 directly implies that the T -eigenbasis is simultaneously a To-eigenbasis. Then
it is relevant to know the precise characterization of the representations of R{¥ for which the chiral Potts transfer matrix
Tf\hp is proven to be diagonalizable. Here, we prove that this holds in particular for the representations on the non-trivial
curves for which the 7o-transfer matrix is self-adjoint. Let us denote with R4 = R&P 0 RS such subset of REMP,
then the following characterization holds:

Lemma 8. The subvariety Rﬁhp’s'adj is characterized by (5.17)-(5.19) and the following points q,, on the chP curves:

qn = (a4, ,€q€0 00, ,€0nd, ,d, ) €Ck, €n==%l, k" =c¢k, (5.21)

where we have fixed co = 1, just to simplify the parametrization.

Proof. This subvariety is parametrized by:

%\ 2
Brn =— (a",? , dy,=—eay, ¢, =-a,q, by,=ea)/q, (5.22)
qos,
with:
an = —(qa; )®,  a,=—eq'a d; (5.23)

where the point q,, is characterized by (5.21). Indeed, it is a trivial check to verify that the above parametrization satisfies
both the condition (2.25) and those defining R§¥. The e-reality condition on the modulus k of the chP curves is then derived
from the equation of the curve’®:

©r, tepr?
P+1/|zg, [P

, (5.24)

B €lzq,

where we have denoted zq, = @z, |Zq, | with ¢, the phase of zg . O

3Note that the reverse statement is proven thanks to the Baxter equation (5.7).
31t is worth noticing that for ¢ = 1 the equation (5.24) implies the following restriction on the modulus of the curve k €] — 1, 1[.
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Lemma 9. Let g be a point on the algebraic curve characterized by the condition (5.21), then the W-functions (B.1) satisfy

the following property under complex conjugation:

(Wq,,(z(O))>  W,(2(0)) vz € 5p, (5.25)

where we have the following restriction on the point p€ Cy, with k* = ¢k:
T, = eq  x,, Yy = €QYp, S, = Sp. (5.26)

Proof. It is important to point out that the restrictions on the point p are compatible with the condition p€ Ci. Now, by the
definition (B.1) and the condition (5.21) satisfied by the point q and (5.26), we have:

<qu(3(0)) N (spsq) kI;[o q*%q _ q2kxp (5.27)

where we have used that s = s L and sp = Sp. Once we use the cyclicity condition satisfied by the qu(z), the r.h.s. of

the above equation coincides with the r.h.s. of (5.25). ]

chP,s-adj
RN

Proposition 4. For any representation in , the inhomogeneous chiral Potts transfer matrix Tﬁ\hp is a one-parameter

Jamily of normal operators w.r.t. the points p defined in (5.26). In particular, it satisfies the following Hermitian conjugation

property:

N ,
T o Wr (z(0)W* (2(0
(Tf\hp‘( )) = 9(p.4,) T v pa,) = H qnp( ) *q"p( o) ’ (5:28)
P .a,) o W, p(2(0))Wy, »(2(0))
where 'T';'\hp is the second chiral Potts transfer matrix defined by:
N
], @) = G = TT Waupcnra /20 Wy, (on/ ) (5.29)
Prdy, i
Proof. The proof of (5.28) is a simple consequence of the previous lemma, then the known commutativity [3]:
chP T-chP _ /
(T8 - T ‘(pl7qn>] —0 Vp,p €C, (5.30)
implies the statement of normality thanks to (5.26). O
Let us denote with ZTC)E]P the set of all the eigenvalue functions of TghP , then:
Theorem 5. For any representation in Rﬁ,hmﬂdj the formula (5.20) defines a one-to-one map between the eigenvalue sets

Ergr and Xr,. Moreover, Theorem 3 allows to construct the full ( TSP 13(N), ©)-eigenbasis associating to any t(\) € .,

the corresponding eigenstate.

Proof. The diagonalizability of Tf\hP implies, thanks to Proposition 3, that Tf\hP shares with 79(\) and © a complete set of
eigenstates from which the statement about the eigenvalue functions follows. Then, the map (5.20) being an isomorphism,
we can label all the eigenstates of T$™ in terms of the eigenvalues of 72(\) and © and, by using Theorem 3, we can construct
the entire simultaneous eigenbasis. O

Remark 7. It is worth to clarify that the relevant case of the superintegrable chiral Potts model does not fit directly in the
general class of representations RC,\,hRS'adJ here analyzed. Indeed, superintegrable chiral Potts model corresponds to a very
special homogeneous representation characterized by:

- 1+ K _ 1+ K
xh =y = k, af =yf = p vn e {1,..,N}, (5.31)

for which B(\) and C(\) are nilpotent as it is simple to verify that (5.31) implies:

b? +af =0, ¢? +d? =0 Vne {1,...,N}, (5.32)
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and so SOV method does not apply. It is however interesting to point out that taking the following homogeneous limit on

the parameters of a R5™"*Y representation on a lattice with N + 1 sites:

af /(af )" —ed? /(df )" Yne{l,..N}, (5.33)

while keeping a(’]’m / (ag’w)* #+ edgm1 / (dgw)*, we generate a representation which is of superintegrable type on the
sub-lattice with N sites while it keeps non-nilpotent B(\) and C(\) operators on the entire lattice?’. Then, it is natural to
expect that in the large N limit both our spectrum description and the computations of the matrix elements of local operators

presented in [106] should reproduce under the homogeneous limit (5.33) also the known results of the superintegrable case.

5.4 Completeness of Bethe ansatz type equations

Let us denote with ﬁf\,hp’s'adj the subset of Rf\,hp’s'adj for which the constrains (4.3) are satisfied. Then the following charac-

terization holds:

> chP,s-adj
7zN

Lemma 10. In the case of N even, the subvariety is characterized by (5.17)-(5.19) and the points q.,, on the curves

(5.21) with moreover:

12 _—1/2 (28i,0—1)

Z1/2 1-24; 26, — I
aq2n+i - :t€2n+igo<(lql ’O)q " |a‘12n+i |’ d‘/2n+i - :tel,?n-‘rie?n-‘ri ((‘0%1 /q) |d‘/2n+i |’ i=0,1, (5.34)
where @, is the phase of a,, and
n—1
€n = H € €10 =El, €, ==El, (5.35)
h=1
where we have to exclude the case €1, = —¢ forall n € {1,...,N}.
In the case of N odd, 7_3‘,;:1})’”‘1]‘ is obtained by the further requirements:
gpiql =+¢* ean=¢ Yne{l,..,N} (5.36)

Proof. Let us impose the second and third conditions of (4.3), these together with (5.22) imply:

® 0\ 2 *
o
<an> _p, Snm_ On (537)
RAn Qi1 O

from which the first condition in (4.3) is automatically satisfied for N even while it imposes a,, € R for N odd. The
conditions (5.37) imply for the points q,, the constrains:

*

d a; Q Q
q 29 2 Unt1 q
= €1,nq = ) q o= €2.n - (538)

*
q,, An aqn+ 1 n

with €; , = 1. Then, the parametrization for the points qs, is given by (5.21) plus (5.34) and the equations of the curves
for these points q,, read:

2p e 2P
—0,0) )1/2 Pag, + €1,2n+i€Pay,

k= (120116 %) Gy (€1,0m14 (5.39)
6|xq2n+i P+ 1/|xq2n+i b

In the case N even we do not have to add further constraints, and it is then clear that the subvariety ﬁc,\,hp’s’adj can be for

example parameterized by (k, |dy, |, |aqg, |, |ag, | .-, |ag,|). It is simple to verify that the equations (5.22) and (5.34) imply:
al =e p(al)*, df =eencl, bE =ee nal, (5.40)

which explain the need to exclude the configuration €; , = —e for all n € {1,...,N}. Indeed, it leads to nilpotent B(\)

and C(\). In the case N odd we have still to impose a,, € R, which reads:

g&iql = +4¢%. (5.41)

37This last statement is shown for more general representations in appendix A.3.
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In this case, only the choices:

€1, =€ Vne{l,..,N}, (5.42)
lead to non-trivial curves, k # 0:
+9¢ 1/2
k— €n€ , (5.43)
5|an|p + 1/|xq,,,|p
and so it is clear that the subvariety RS can be for example parameterized by (k, lag, |, ..., |ag, |)- O

The interest toward these representations is due to the complete characterization of the chP-eigenvalues by the e-self-adjoint
solutions of the associated Bethe equations (4.37).

Theorem 6. For any representation in ﬁﬁlhp’wd" , there is a one to one map between Srqr and the set of all the e-self-adjoint

solutions of the system of Bethe ansatz type equations (4.37).

Proof. The isomorphism stated in the above theorem is just the composition of two isomorphisms. First, since by definition
RGP« REPS | the isomorphism defined in Theorem 5 holds and (5.20) associates to any eigenvalue g5 e Srar one
and only one ¢(\) € ¥,, and vice versa. Then, we can use the Theorem 4 to uniquely associate the e-real polynomial Q(X)
defined by (4.10) whose zeros define a e-self-adjoint solution of the Bethe system of equations (4.37). The uniqueness of
the polynomial Q()) is proven as in Theorem 3, indeed for any representation in ﬁcth’S'adj, the coefficients of the Baxter

equation (4.11) have different average values:

P a(Ag” N (1= P0F9/2) 5, 2A)2
sin=l - 2 ( n) = (=N H e AL (5.44)

ne1 d(Ag") o (L ap |z, [7A)
O

6 Outlook

In the paper [107] an approach has been developed in the framework of the quantum inverse scattering method (QISM) [52]-
[60] to achieve the complete solution of lattice integrable quantum models by the exact characterization of their spectrum
and the computation of the matrix elements of local operators. In particular, in [107] the approach has been developed for the
relevant case of the lattice quantum sine-Gordon model [55, 108] associated by QISM to some special cyclic representations
[81] of the 6-vertex Yang-Baxter algebra, and it can be considered as the generalization to this SOV framework of the Lyon
group method®. One of our motivations to the present work is to define the required SOV setup to generalize the approach
used in [107] to the 7o-model associated to the most general cyclic representations of the 6-vertex Yang-Baxter algebra,
such a generalization will be presented in [106]. There, the obtained reconstruction of local operators in terms of quantum
separate variables and the derived determinant formula for the scalar products of states are used to compute the form
factors of local operators on the transfer matrix eigenstates and to express them as sums of determinants given by simple
modifications of the scalar product ones.

Finally, it is worth mentioning that this approach is not restricted to cyclic representations of 6-vertex Yang-Baxter algebras,
as it is addressed to the large class of integrable quantum models whose spectrum (eigenvalues & eigenstates) can be
determined by implementing Sklyanin’s quantum separation of variables. Such a statement has already been verified for
some key quantum integrable models associated to highest weight representations of the Yang-Baxter algebras and their

generalization.
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A Constructive proof of the existence of cyclic SOV representations

In the following subsections we will show by recursive construction the Theorem 1. The appendix A.1 and A.2 reproduce
in our notations results first obtained in [76, 77], where the construction of B-eigenstate has been implemented adapting to
the general 7o-representations the recursive approach first introduced in [78, 79, 80]. Finally, in appendix A.3, we prove
that for general values of the parameters of the m-representations the recursive B-spectrum construction is complete and
the B-spectrum is simple. These last results are just central to complete the proof of Theorem 1 and do not appear in the
previous literature on the m»-model.

A.1 Recursive construction of B-eigenstates

We will construct the eigenstates (7 | of B(A) = By () recursively by induction on N. In particular, assuming we have the
B -eigenbasis for any M < N, the eigenstates ( 77| of Bx(\) can be written in the following form

(nl=> > Kmlx.x.) (x.1® (x|, (A.])

X1 X2

the By,-eigenstates and the By _, -eigenstates with eigenvalues defined as in (3.1)

in terms of (x, | and (X, |

by the tuples x, = (Xza)a=1,...,
construction of the states (7 |.

wad X, = (Xya)a=1... - Computing the kernel K (n | x,|x, ) will give the recursive

SOV-representation for N = 1: let us construct first the SOV representation for N = 1. We introduce the states:

—k(h1+1/2) TTF r—1/2 —(r=1/2)},
0 hi N4 [I—:(q a1 +q Dkl vh 11 Ao
q |_Z (all’+bif)k/p < ) |7 1 { 7"'7p}7 ( . )

where (1, k| are the states of the v;-eigenbasis. (ngo)qh1| for hy € {1,...,p} then defines a B;-eigenbasis:
. p
(" By = (g with (") = (at +BE). (A3)
Subsequently, A;(\) and D1 () have the following representation in the B;-eigenbasis:

(" q" AL ) = Aan ()" g =BT (Vg (g D1V = AT " g T =AYV g L (A4
A.l.a Reconstruction of the kernel K (| X,|X1) W.EL X2 a=1,...m—1 And X1 q=1,... N—n—1-

The decomposition
BN()\) - Az M(>\)81 NfM()\) + Bz M()\)Dl Nﬂ\d(}\) (A.5)

implies that the matrix elements of the kernel Ky (m|x,; X, ) satisfy the equations

(A s(N)By x (A 4 B WDy v (V) K (1] X05 X0 )

N-1 (A.6)
= [] /10 = na/X) Eu(nlx25%0) s
a=1
where Ot stays for the transpose of an operator O. Taking
g7 ha g 7. d i h A7
X100 & ZactgM, nen(V)s X269 2 & Lactgm, () a0d X1aq"" # X242, (A7)
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where h; € {1,...,p},a € {1,...,N — M} and b € {1, ..., M}, the previous equations can be written as recursion relations
for the kernel w.r.t. Xx,4 and X, by simply fixing A = X, q=1,... n—m—1 and A = X, p=1,... m—1. Indeed, for A = x,, the
(A.6) leads to

M-1
_ SOV _
Eo(nlxalax,) (@ ) xen ] Gua/Xab — Xab/X1a)
Ny (A.8)
= Ko(mlxx:0) s [ 0aa/m = m/X0a) »
b=1

while for A = x,, it holds

N—M-—1
KN( n | qsaXz|X1 ) agSOV)(q+1Xza) X1N—m H (Xza/le - le/Xza)
=l (A.9)
= KN(T’ | X25 X1 ) U H(Xza/nb - nb/xza) .
b=1
Here a{sev) (X,q) and al®v) (X,,) are the known coefficients of the SOV representations in the subchains 1 and 2 while

 is defined in (3.27).
A.1.b  Reconstruction of the kernel Ky(m|X,|X, ) W.EL X2 m and X1 n—wu-

In the 79-model the form of the asymptotics of the Yang-Baxter generators w.r.t. A leads to some complication in the
computation of the recursions satisfied by the kernel w.r.t. the variables x, ,, and x, y_,,- Here, we show that just doing a

discrete Fourier transform w.r.t. these variables we get a simpler characterization. Let us introduce the state:

(g g = Z g (O g g Vg (A.10)

then it is an eigenstates of the ©-charge:

(" g, {ni}1Ox = ¢ (g, {n:}| (A1)
and moreover it holds:
(g, {ni} By (3) = 0l H( ) () g+, i} (A.12)
Note that by using the recursion formula (A.1) and the representation (A.10) we get:
g AnH =323 Km0 e e, all @ 0, sose £ ol (A13)
X, Xa

with

= 0 0
EamxVud™ ™, {xa, X ™ 3 X, o)) =

1 p
= Z q —(ky, NoMha, NoMAko, Mbo, M)K (77|X2 quz, Mv{XL a}|X§0)N qul, N—M’{XL a}). (A.14)

ko, Mk, NoMm=1

To obtain the dependence of Ky wrt. X2, m and X, n—w- let us introduce the asymptotic operators Bl(f) whose action
reads:

B = (#F1)MD  lim AN By(\) = A.15

(n|By" = (F)®Y | lim (1 [Bx(A) =y Hn (A.15)

while the decomposition (A.5) implies:

N—M-1 M-1
BI(\I:F) = O«I,z@fXL N—M H Xl i +d¥, 9 Xz, M H X3, (A.16)
=1
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Acting on the generic state <n§0), {n;}| with B{ we get a system of two equations:

M) = x Ky (n Gl M xG ) Hy Kl ™xGlx, ), e==£1 (A.17)

Here the coefficients read:

. 0 N-M—1 _ —¢ . 0)
_ Qe2q ha, MX(l )N M lli=1 Xi1,i _ de1q™ fra, - MX( Ml_[z 1 XZ i
Xe = ) 2 y y6 = ) (AIS)
N Hz 1 nz Hz 1 771

Then solving this system we get our result:

KN£n|q76MXZ|X1) — X _X+ KN(Z"'X2|Q76N7MX1) — y+_y— (A 19)
KN(T”leX.L) x,y+—x+y7’ KN("|X2|X1) XYy — X4y
A.l.c Reconstruction of the kernel Kx(n|X,;X, ) W.rt. n.
The formula
DN(/\) - Dz M()\)Dl me()\) + Cz M(/\)Bl NfM(/\) (AZO)
implies the identity
<"7|DN(77i) = _dethz NI(Q”’i)("lBZiA(qni)Bl NfM(T]i>7 (A.21)
writing C, () by the quantum determinant det4M, ,,(\) in the subchain 2 and using
(n[By n—m(n:) = —(n|D, N—M(m)AZb(qm)Bz e (ni)- (A.22)
Then, the following recursion relations is obtained for kernel Ky (1| X,;X, ) WLt D=1, N—1:
Fy N—M-1
Ko (¢n|x.ix:) _ detgM, w(g7) Xan—n Ha:l (i/X1a = X1a/Mi)
K : = - — . (A.23)
(Mxix:) N(ni) X2m Hazl (ani/Xz2a = X2a/am:)
Finally, (A.20) leads to the following recursion relation which fix the dependence of the kernel w.r.t. ny:
+) . (+ N— M 1
KN(qéNT”Xz;Xl) _ X(zD)X_<1D) b 1 Xzb]._.[ (A24)
Ko(nla™x,: ¢ "x,) ISR R

A.2 Gauge-invariant SOV dates: 7,, 7 f\i), Zl()i), A(Z,.), D(Z,)

The recursion relations (A.8)-(A.9) and (A.19) and the requirement of cyclicity give a system of N algebraic equations in
the N unknowns Z, = n%:

M-1 N—1
Dl N—M(Xfa) XgM H (X;fa/xfb - Xlz)b/Xfa) - 77N H (Xla/nb - nf/xzia) ) (A.25)
b=1 b=1
N—M N—1
A (08a) Xinon [T OBalxy = X0u/XE) = nk [T Oa/m = 1 /xEa) (A.26)
b=1 b=1
and
— N—M-1 —
7n H ZE = (£1)V 'k L7 H ZEL () L7, H ZFL (A27)

where we have used (3.5) in the subchains 1 and 2 to express ZZ LTI 22 and Zl ) TINZM! ZEL | The above system
of equations completely determines the Z, in terms of x%4, xYa, as we can rewrite it in terms of the following Laurent

polynomial equation:
(N]

Am(A)Bn-m(A) + Bu(A)Dn-m(A) = Zn H(A/Za — Za /M), (A.28)

a=1
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as a consequence of the simplicity of the spectrum of B()) in both the subchains 1 and 2. Note that the L.h.s. of the above
equation is formed out of the known average values of the monodromy matrix elements in the subchains 1 and 2. So the Z,
fora € {1,...,N — 1} are fixed determining the zeros of the known Laurent polynomial at the Lh.s. of (A.28). The cyclicity
allows to fix the remaining gauge-invariant SOV dates:

Bn-wm(Zi) Ay(Z;) = —dethN—M(Zi)izi

Dy(Z;) = —detq My (Z;) —N=2M21) A29
n(%) MulZ) Bu(Z;) Bn-wi(Z:) (A-29)
forany ¢ € {1,...,N — 1} where:
detqaMx (A Hdet Mx(g®A), X =M,N—M,N. (A.30)
a=1
where it holds:
detqeM x (A) = Ax(A)Dx(A) — Bx(A)Cx(A), X =M,N— M. (A.31)

A.3 B-spectrum completeness and simplicity

Let us prove that the previously constructed set of B-eigenstates (7 | is complete by showing that there are pN distinct
B-eigenvalues.

Proposition 5. The SOV dates Z, with r € {1,...,N — 1} are all distinct for almost all the values of the parameters

o, B al bl ¢l dP of the To-model.

Proof. From the functional dependence®® of Z, ..., Zy_, w.r.t. these parameters we just have to prove that the Jacobian:
0Z,
J(a®, pP, aP, bP P, dP) = det > #0 (A.32)
aas r,s=1 N—1

=1,...,

does not vanish for some special values to derive .J ## 0 for almost all the values of the parameters. In fact, for J # 0, the
map Z = Z(af,...,ay_,) is invertible from which the claim of the proposition follows.

To show that (A.32), let us consider the representations which satisfy the following constrains:
bP +aPl =0, ¢ +d? =0 Vne{l,..,N—1}, (A.33)

while we leave the representation in the site N unrestricted. Then the averages (3.14) simplify to:
AaP — BP /A 0
Lo(A) = 7% B/ Yne{l,.,N—1}. (A.34)
0 B /A — ASE

Then by (3.13) we can compute the l.h.s. of (A.28) and we obtain:

N—-1

(@ + bl [

n=1

aPd?  Aab/? ﬂf/Q A
( = 2N H 7.~

Ly
o2 pr/2" grl? _Aaf/Q X (A.35)

p p
and then J # O trivially follows. We can then define 77< ) as a p-root of Z,. They satisfy (nflo)) #+ (7720)) for any
a#be{l,...,N—-1} O

Finally, keeping in any subchain the representation of the B-spectrum simple, the Theorem 1 follows by induction.

¥See Remark 1 and the proof of Lemma 3.
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B Baxter Q-operator construction for general 7,-model

In [49], Baxter has extended the construction of the Q-operator by gauge transformations of [3] to the 7o-model for general
cyclic representations not restricted to those parameterized by points on chP algebraic curves. The main tool there was
a generalization of the discrete dilogarithm functions. In particular, he has remarked that asking the cyclicity only for
the products of couples of these functions does not prevent the Q-operator from being well defined for general cyclic
representations of the model. Here, we reproduce and adapt Baxter construction in our notations and we point out some

interesting connection with the SOV construction.

B.1 Dilogarithm functions on the algebraic curves Cy

B.1.1 Dilogarithm functions

The dilogarithm functions have been previously introduced and analyzed in [111, 95]. Here we use the notation:

Wep(2(n)) _ (Zayn ﬁ vp—q rg  Weplz(n) _ (5p50)" ﬁ I T (B.1)

Wep(2(0)) Pl Yo q%kzy’ Wep(2(0)) i1 YT q %kyy

where z(n) = ¢~2",Vn € {0, ..., 2}. They are solutions of the following recursion relations:

1 - _ _ Yq,—1
qu(ZQ) _ gz lyp 1 y:q .

— Y44
Wep(zq) _Zﬁﬁ -1 1 S

W (2 1) z 5 —— . (B.2)
Wep(2¢71) Sq¢% - ?Zq_lz Wep(zg™t) Spsq Tp 1 — ?:q_lz—l

If the points p and q belong to the curves Cy, they are well defined functions of z € S, which satisfy the cyclicity condition:

We(z() _ | Walx(p))

W(0) 7 We((0) -3

B.1.2 Recursion relations

It is worth defining the following three discrete automorphisms of the Cy-curve:

i) E:p = (ap: by, cp,dp) € Ci, — E(p) = (qap, gbp, ¢y, dp) € Cp, (B.4)
) A p = (ap, by, cp,dp) € C — A(p) = (gbp. ap, qdyp, ¢p) € Ci, (B.5)
ii) Y :p=(ap, by, cp,dy) € Ck — Y(p) = (—¢*dp, ¢p, by, —ap) € Cp. (B.6)

If the points p and q belong to the curves Ci, the W -functions satisfy the following recursion w.r.t. the action of = on the

point p:
— Zggs-1 _ Y1
Wap(g2) _ 12 Waop(2(1) 1~ 5,9 Wap(g2) 12 Wap(2(D) 1~ 2,97 (B.7)
Wz (2) Wep(2(0)) 1 — %(flz/ Wez-1()(2) Wep(2(0)) 1- %iq ’
and v 1
T T _ Ya,—- 3 T _ Tq
Yqu(qz) _ -1/2 qu(z(l)) 1=y 2 _qu(qz) _ -1/2 qu(z(l)) =54 ' (B.8)
Wz (2) Wep(2(0)) 1 - z*:qfl 7 Wez-1(p)(2) ap(2(0)) 1 — ?2qu1
B.2 Parametrization of 7,-model by points in C3
Let us implement the following gauge transformation on the 72-Lax operator:
~ 1 0 1 0
L.(\) = L.(\) , (B.9)
1rpsizp 1 —1/rpz, 1
where r,, € C and
2 €S, ={¢" h=1,.,p} (B.10)
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We associate to the tuple (ay, by, ¢y, dy) € C* the following point:
V= (2y = ay/dv,yy = by/cy, sy = dy/cy) € C?, (B.11)

and we define:
ty = Tyly. (B.12)

Now, let us consider the point p = (x5, y5, 55) € C* and from it the points:
D, = (T5/0n, Y50n, s500) € C*, 0, €C, Yne{l,..,N}, (B.13)

then it holds:
ts = tp. (B.14)

We can introduce the following parametrization:

Aoy, = —tﬁ_l/qunbrn, by /rng'/? = (mﬁn/yn)l/Qaqndrn/qQ,

Bn/X = —t%/qundrn, q2an/rn = — (x5, /y5,)cq, b, B.15)
O\ = q*Qtﬁ_lﬂaqnarn, ¢Pdyrpg = —(yl—)nﬂ/mﬁnﬂ)l/gdqnar", '
'771/)‘ = %/chn,crnv qil/anrn+1 = (%71,+1/x5n+1)1/2bqncrn7

of the gauge transformed Lax parameters in terms of the points p,, and the set of 2N points q,, and r,,. Note that we can
identify:
rn = (p, /25,)"? = on(yp/2p)"/?, (B.16)

so that the off-diagonal elements of the 75-Lax operator are independent from the points p,, and the parameter ¢; is related
to our spectral parameter by:
ty oc A2 (B.17)

It is a simple exercise to derive from the above parametrization (B.15) the relations:

T Ab Ad
W P20 T 1/ A0 (B.18)
:lf" Bnrn xﬁnJrl ﬂn
A A
Ya,, _ —1/2"n Oén’ Yr, _ _ql/Q&’ Sq,, 51, = —anﬁn, (B.19)
Ty an Yo, 11 Tn+1Cn Cnan

B.3 Generalized dilogarithm functions
Let us fix 2N 4 1 points (P,q1, -.-,qnsT1, --In) € (C3)N+1) | then we can define the following N functions:

YE\n) (zn|ziz’ z':z+1) = Nqnﬁn (Z;z) Nrnﬁnﬂ (Z;L+I)anﬁn (Zn/Z;l)Wrnﬁ'lrFl (Zn/Z;L+1)a (B.20)

of the three variables (z,,, 2}, 2, 1) € S, where:

ki, /p hi1/p

P p p ya D D +1

Ng 5 (1) sp(ohye, —25) \ " N () Int1Y%5 ~ Yrn ! B21)

P S\@ 9.0 7 b 1) = .
AP sq, (onys — a,) LR syst, (074128, — T5)

and 2/, = ¢*"» €S, while the points (§,, ..., py) € (C*) are defined by (B.13) where the (01, ...,on) € CV are fixed by

the conditions:
P p _ P _p, P __ D
sP P JnJrlen mﬁ O-nyﬁ SUq"
d,, °tn P p_,P P, P _ P
non o'n+1y5 Yr, OnlYq, xﬁ

=1 Yn e {1,...,N}. (B.22)
Note that the YE\")(zn|z§l, z),41) are well defined functions of the three variables (zy, 2}, 2, 1) € Si. Indeed, they satisfy
the cyclicity conditions w.r.t. z;, and z;, ,; thanks to the normalization functions defined in (B.21) while the cyclicity w.r.t.

zn, 1s given by the conditions (B.22).
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B.3.1 Recursion relations

The generalized dilogarithm functions satisfy the recursions:

Zl
(n) —1| 1 — Zan o—12n (1 L | n+1)
Y,\ (an |Zn7 Zn+l) — s s O—nZ;L Yoy, q z, Thrt1 q #n (B.23)
94, "Tn / ’ ) ‘
Y (o alar o Ont12p1 (1 — Yon %0 ] — Yu_ g—1_zn
A ( nQ| " n+1) Iﬁnqzn %n+1q Zpt1

as it simply follows from the recursions (B.2). Moreover, we can use the recursions (B.7)-(B.8) to derive:

(n) ! / / 1/2 1_ Tap —1 1_ Yy —1_2zn
Y)\ (ZTLQ|Zn7 Zn+1) - Zn+1 f— ~ U, q Ybni1 Z;H—l (B 24)
YU (znl2l, 2l )\ 2 PPrtitntn | Tay o 1zy ] Ym g1 :
Ma n “ntl " Yon z, Yont1
and
!’
(n) I / 1/2 1 — Yan gZn ] - Fm
Ya (zndlzn Znen) _ (Zpaa £ o oy, Zn T L (B.25)
- Iy .
YZL)\(anzv/’L/ z;z+1) Z;L PrPrt1dn 1 — Yon q 11— _%m Zny1
xp, Tp,, 4 g Zn
where:

W 5
fﬁnﬁnﬂqn tn — _ . (B26)

B.4 Baxter operator construction by gauge transformation

Here, we present explicitly the construction of the Baxter Q-operator which can be seen as a ”generalized chiral Potts”
transfer matrix and the computation of the coefficients of the corresponding Baxter equation.

B.4.1 Q-operator

Let us define the kernel of the Q-operator by the ansatz:

N
Qa(z,7) = (z]Q\|Z') = H Yg\n)(zn|z;,z;+1), (B.27)

n=1

where (z| and |z) are the generic elements of the left and right u,-eigenbasis and the Y&")(zn|z;, 2y, 1) are defined in
(B.23). So the recursion (B.23), by using the parameter identifications (B.18)-(B.19), reads:

n a**Xby z, _ AdaTagt Znga
YE\ )(znq_1|z;,zg+1) Tz anbh (1 T Brn z;L) (1 a8, zn ) (B.28)
(n) ! B n ! Cpadp 21, Aan Zp Aoy Zn ’ '
Yy (2nql2)s 2 41) Tn+1%p41 (1 _4a Lo Z) (1 + piYE Z$L+1)
and then:
N (B.28)
F h = n .
@ LN Ql7) = T Y8 Galzhs 2 )En )oY (a2t 70g0) = 0, (B.29)
h#n,h=1
i.e. the defining condition of the Q-operator.
B.4.2 Baxter equation
Let us derive the Baxter equation, from the condition (B.29), we have that:
N N
(Zlm(Qlz) = [ LnN)11Y (znl2h, 2 1) + 11 L (N)22Y (zn]20, 2 11), (B.30)
n=1 n=1
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where:

An Zn

Lo Y3 Gnlzts 24n) = (A = 5 v B+ L

1 (1 ez

b, 2,

nn

Wi Y (2l 2t 1)

(B.28) L opnd BrnTn 2;) _
- _Bn(q ! /Bn@n)\+ X) a > anYg\n)(anz;fL7quz+1)a
nCn (1 + 2 rn Z;wrl)
and:
UQIb
. An2 q Zn. _
L (V228 (2l Zs1) = (/A + g = (8ad = 205y 0y (0 |21, 20)
g "Tn+12,41 rn+1zn+1
, 1— Ad,r Z;LH)
(B28) T2y, a,b, 1 ( q1/28, zn —1v(n) ro
- 7"n+1z':z+1ﬂn(qﬁnan )\ + X) (1 — ql/zr)\an i) Vn Y)\ (ZTL'Zn’ Zn+1)'
an Zn

Now the recursions (B.24)-(B.25), by (B.18)-(B.19), read:

1/2 '/ Ab,, oy oz
Y (zndlzh 2hir) (z;m) / i L T werns=i
= PrPry19ntn /2 Ao )
MSVACHCRENEY & T s U amie
and s ol
1/2 q Ao, Z:L — nTn41
Yg\n)(znq|z;“z,'1+1) B <z;l+1) / . 1-— ™ = 1 25,
= PpPry1dntn :
Yox(znlzn: 241) 2, o g lrdan g At Zae
So using (B.33) we get:
’ 1/2 1 q
- Zh _and 1 + 5
LMY (znl2h 2hi1) = —( nt ) Bnlq 1#“})7@;
Zn nCn ]. -+ q1/2T7L+1Cn
Xf§n5n+1q7LrnY§\L/q(zn|Z;N 27/14»1)7
and analogously using (B.34) we get:
1/2 1— AdnTni1
- r 2 a,b, 1 1723
L. (\ Y<n)ZZ/7Z/ _ __'n n )\+* q n
n( )22 A ( n| n n+1) Frg1 Z’:L-‘,—l 5n( ﬁn an )\)1 _ q1/2;’n/\an
Xf5n§n+1q,,,ran>\(Zn |qu17 Z;1+1)-
Finally, we have the Baxter equation:
72 (AN)Qx = ap(A\)Qx/q + dB(N)Qqn,
with coefficients which read:
N ql/ Aby,
1 o d 1+
N -1 n
ap) = O] B a5+ 0 G NS
= nen q1/27'n+1@n
N Adp g1
1 a,b 1- 1/2
_ N n>n 9?8
dB (A) o (_1) H /anﬁnﬁn+1qur” (X + q ﬂnan A) 1 _ ql/ZTn)\OML ’
n=1 an

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

Remark 8. It is worth pointing out that these proofs hold also for the case of the 79-model on the chP curves just imposing

that the r,, in (B.16) are all equal to the r in (5.4) plus the requirement that q,, and r,, are on the curve.

B.5 Connection between generalized Baxter Q-operator and SOV construction

In the next two subsections we point out the connection among the averages of the coefficients of the Baxter equation (B.37)

and the averages values of the Yang-Baxter operators in this way establishing the connection with the coefficients of the

SOV-representations.
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B.5.1 Averages of Baxter equation coefficients as eigenvalues of M(A)

In this subsection we show that the averages of the coefficients of the Baxter equation and the cyclicity parameters
{o7,...,o8} are completely characterized in terms of the matrix M(A) composed by the averages of the Yang-Baxter
generators. In particular, the averages of the Baxter equation coefficients (B.38) and (B.39) coincide with the eigenvalues
of M(A) while the eigenstates of M(A) fix the {07, ..., oK }.

B.5.1.a Matrix characterization of cyclicity conditions

Let us recall that in appendix B.3, we have introduced the cyclicity conditions (B.22) to assure that the generalized Y-
functions are well defined. These cyclicity conditions plus the closure condition oy, ; = o7 fix the parameters {07, ..., oy }.
In particular, the following matrix characterization holds:

Lemma 11. Let us define the 2 x 2 complex matrices:

A, = A, - Ay Ay, (B.40)
with
P gP P — P P PyP _ gP gP PP
An — (sqn STH zpyp anyTH 'prTn SQn S"'n xp'rQ'rL) (B 41)
P P PxP — PyP PyP — gP gP P P |’ ’
SQH Srn, yp $Tn yprn xpyp SQn Srn, xQn x'rn
then

Tn1 = fa,(07) (B.42)
and o7 is a solution of the quadratic fix-point equation:
ol = fay(o?). (B.43)
Here, we have defined:

_ax+b
fA(x):cx—l—d

b
for any 2 x 2 complex matrix A= (Z d) . (B.44)

Proof. Let us point out that the cyclicity conditions (B.22) can be seen as recursion relations on the o parameters. In
particular, the cyclicity conditions for the couple (0%, o7, | ;) is clearly equivalent to:

ob 1 = fa,(ah). (B.45)
It is worth to recall now that (B.44) defines a group morphism between G L(2, C) and the group of Mobius transformation:
fAB = fA o fB VA, B € GL(Q,C) (B46)

Then, from this property we derive (B.42), which for n =N and by the closure condition oy, ; = o7 gives (B.43). O

B.5.1.b Solution of cyclicity conditions and averages of Baxter equation coefficients

) —Q_(A) <Zf> , (B.47)

Proposition 6. Ler us denote:

M(A) (¢> — 0, () <1> M) (ef
n e, €_

then we have one of the following cases:

p p
of = —(ap/up)"Pel /ey, [[as(Mg™) = (A), [[ds(A")=92_(A), (B.48)
n=1 n=1
p p
of = —(xp/yp)" et fem, [[as(Ag) =0 (A), [[ds(Ag") = Q. (A). (B.49)
n=1 n=1
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Proof. Let z and y be two complex numbers and define:

(x:> =A- <x> (B.50)
) Y

fa <x) = x—/. (B.51)

Let (h1, k1) a couple of complex numbers such that 0% = hy /k;, then we can define the following sequence:

hn hi
= _ B. 2

which satisfies the property o2 = h,, /ky, thanks to (B.42), (B.50) and (B.52). So the closure relation (B.43) is equivalent to
the solution of the spectral problem for the 2 x 2 complex matrix Ay:

Mg, fn — Ay P} _ () (B.53)
/{71 ]‘31 kN+1

From the definition (B.52), it is simple to show that the sequence (h,,, k,,) enjoys the interesting property:

it holds:

kn+1 nyp - xp hn UZ-Flyp B xg“)
— (gPyP — 2P P . - —gP P ) P " Tn B.54
kn ( Pyp rnyrn) Un+1xT7L _ x; hn+1 det An ( Pyp qnan) Uﬁyg _ $Zq)n ) ( )
from which we derive:
p N —p p N -p
kN 1 t, A h1 t, A
[Tas0d") === 11 ( ’ ”) o [l dsOd®) =desan = [T (25 (B.5S)
he1 1 ne1 anCn he1 N-+1 ne1 anCp
being:
p N Pyb — PP _ D
33 yT ) onYq i
a )\ h — n n s B56
}g B( q ) 13 (t )\an) UZ+1x’Zr‘)n _xg ( )
AnpCn
D N Py D _ P
h _ a: qn yqn ) Ont1Yp — Tr,
H dp(Ag") = H tpAom Jnyg — xgn ’ (B.57)
h=1 n=1 anpCn

To write the above averages formulae for the coefficients a () and dg()), we have used the formulae (B.38) and (B.39),

the correspondence (B.15) and the fact that from the definition (B.26) of fg B 1t WE have:
-1 21
h —a ( 2 ) — (Sp sP UZ+1x?n - ’Tg O-flyg B an) - 1. (B 58)
boir S W ot b — b ohh —ab ) (Ba22)
Now remarking that:
k hy \ 7
NFL ! =Au, and detAy = Ay A}, (B.59)
k1 hnt1 N
with AKN the second eigenvalue of Ay, we obtain:
p N —p p N —p
th to A\
hy __ 14 n hY _ A/ P n
[[as(A") = A, | (an@n> o [ dsad™ =05, ] (an@n) : (B.60)
h=1 n=1 h=1 n=1
Finally, to derive our results we have just to remark that the following identities hold:
tpha, \* [ — P/2 - —p/2
An _ P « (xp/yp) En(A) (‘rp/yp) , (B.61)
anCr 0 1 0 1
where L, (A) is the average matrix (3.14) and so by Proposition 1:
N p
tpAar —(zp/yp)?/* 0 —(p/yp)P* 0
Ay — p7n prIp M(A prop . B.62
() (o e (0 e
O
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B.5.2 Relations to the averages of the SOV coefficients

The following identities:

P

H (Ag"™) + H ds(A¢") = A(A) + D(A), (B.63)
i -

H " dg(Ag") = det M(A Hdet Mn (Ag), (B.64)
n=1 =1

are simply consequences of Proposition 6. They are important as they explicitly imply that the sum and the product of
the averages of the Baxter equation coefficients are Laurent polynomials in A. Let us define the following set of complex
numbers:

zg = UNS UL L ()} (B.65)

where the nék“) were defined in (3.2), then we can prove:

Lemma 12. [t is possible to fix:

7] \epy # 0 (B.66)
then, under this choice, the following identities holds:
» P
A) =[] as(Ag"). D@) =[] ds(Ag"), YA€z, (B.67)
n=1 n=1

Proof. Let us remark that from Proposition 6 it holds:

A(A) = D(A) + ey/(A(A) — D(A))? — 4B(A)C(A)

of o = —(p/yp)"? 5 : (B.68)
with € = =, then in the zeros of B(\), we have:
of . = —(@p/yp)""* (A(A) = D(A)) or of _ =0. (B.69)
Then it is clear that with the choice € = + it holds:
p
H as(\q") = A(A), YA€z, (B.70)
e=+
and so our statement (B.67) follows once we use the quantum determinant relation (B.64) at the zeros of B(\):
A(A)D(A) = detgyMn(A), VA€ zg. (B.71)
O

The Lemma 12 and the characterization of the coefficients of the Baxter equation (3.52) implies that we can always chose:

P P P
H A" = [[as(Aa™), I =[] dsra™. (B.72)
n=1 n=1 n=1 n=1
The above average identities imply that there exist two functions g (\) and f (\) such that
9N f) -
ag(\) = A(\),  dg(\\) = D)), (B.73)
TV I R TPV
here we show that in fact these relations are stronger being:
g(\) o< f(N). (B.74)
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The above statement follows by remarking that:

ap(N)dp(\/q)
BB D) Ny, (B.75)
OV
where:

N 1 q'/? b, _ AduTng1
o > /Bnan + Bntn qS/ZBn B 76
- H fpnpnﬂqrnrnfE(I_’n)E(f’n+1)ann _a C 1+ Aan _ Tnlap ’ (B.76)

n=1 nen @ 1c, aPan

and from the following:

Lemma 13. The function Ng()\) is the identity for all the representations of the To-model.

Proof. Let us rewrite the functions fﬁnﬁn+lq7lr" by using their definition (B.26) and the parametrization (B.18)-(B.19); then

they reads:
fﬁ ) B _Un+1 T‘% anﬂn l ﬁ 1 +q72k 3/22 T)\ 1— q 73/2(177, 7 el (B 77)
Pt On 7"721+1 anCn 1+ g 2ql/? gn T+ 1= Q%q_l/2 g Arn .
and we can write:
p
N p 14 gP/? (E ’\) 1—gr/? (‘d—")\rnﬂ)
n Tn Bn
= H < > > . (B.78)
Thanks to the cyclicity conditions (B.22) the r. h. s. of the last equation is 1 as announced. 0

Remark 9. Let us point out that for general representations the generalized Baxter Q-operator is not proven to define
a commuting family w.r.t. the spectral parameter A\ as well as it is not proven to commute with 72(A). In this general
setting the eigenstates of 79() are not necessarily eigenstates of the generalized Baxter Q-operator. Vice versa, the Baxter
equation (B.37) implies that any eigenstate of the generalized Baxter Q-operator is also eigenstate of 7o(A) which so will
be still constructed as explained in Theorem 3. Finally, let us remark that the previous results on the coefficients implies
that the Baxter equations characterizing the generalized Baxter Q-operator and the Baxter Q-operator constructed by SOV
coincide up to a gauge transformation.

C Properties of the cofactors C; ;(\)

Lemma 14. Let t(\) be a real Laurent polynomial of degree N in )\, then the cofactors of the matrix D()) satisfy the

following identities:

Chrinri(N) =Crir(Ng") Vi, h ke {l,..,20+1}, (C.1)
Cl,l()\) = C171(—)\), C271(>\) = qNCLg(—/\). (CZ)

and:
(C1i(N)" =Cri(eX), (C12(N)" = Crag1(eX’). (C.3)

Proof. The proof of properties (C.1) and (C.2) coincides step by step with that given in Lemma 4 of [1]. Let us prove the
property (C.3) for the cofactor Cy 1(\) = deto; D1 ,1(X), where:

Dya(A) = ||t(/\qh)5hvk —a(Aq")dp s — d(Aqh)(Sh»k—lH1<h<2u<k<21 ) €4

then by the properties under complex conjugation of ¢(\) and being a(\)* = eNd(e\*) it holds:

(D1,1( = He t(eN ") onk — A(eN P ) 0h k1 — a( NP " (C.5)

)5h,k71) H1<h<2l 1<k<2l’
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Let DS ; be the 20 x 21 matrix of columns:

C
oot =P vae {1, 20), (C.6)

p—a>
where CX denotes the column @ of the matrix X, and let DflR be the 2! x 2! matrix of rows:

C, R
Dll

DC
R,“ =R, Vae{l,.. 2}, (C.7)

p—a’
where RX denotes for the row a of the matrix X, then the following identity holds:
dot D (ex') = (det D11(A)" = (Cra(A)" = Cya(e”). (C.8)
Analogously, it holds:
(Sg‘ﬂl D1,2),1,2(N)" =€ Qc}gtl D(1,2),(1,2)(eX"/q), (C9)
and by using the expansions:

21

Ciog1(A) = H a(Ag") +d(\/q) lelgtl D(1,9),1,2) (M), (C.10)
h=1
21
Cia(V) = JJa0d") +a(rg) det D(1.2),(1,2)(V)- (C.11)
h=1
the second identity in (C.3) is just a consequence of (C.9). ]

Lemma 15. For any t(\) € X, the following identities are verified:
ZCI,lO\) n ZC1,2(/\) = ZC1,1()\) N ZC1,21+1(>\)’ (C.12)

and
ISprne CZci, () = Spao NZey o0 #0, (C.13)

Jor Spxo = (Mos @A, -, @21 o) any p-string.

Proof. The proof of identity (C.12) follows step by step the proof given in Lemma 5 of the paper [1]. Let us assume that
(C.13) is not satisfied, then (4.17) implies that S, », C Zc, ,,,,(») from which (4.20) holds only if S, x, C Z4(»), which is
not verified by the definition of d(\). O
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We consider general cyclic representations of the 6-vertex Yang-Baxter algebra and
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1 Introduction

In the paper [1] we developed an approach in the framework of the quantum inverse scattering method
(QISM) [2]-[14] to achieve the complete solution of lattice integrable quantum models by the exact char-
acterization of their spectrum and the computation of the matrix elements of local operators in the eigen-
states basis. This approach is addressed to the large class of integrable quantum models whose spectrum
(eigenvalues and eigenstates) can be determined by implementing Sklyanin’s quantum separation of vari-
ables (SOV) method [15]-[17]. It can be considered as the generalization to this SOV framework of the
Lyon group method' for the computation of matrix elements of local operators in the algebraic Bethe
ansatz settings. In [1] the approach has been developed for the lattice quantum sine-Gordon model [5, 14]
associated by QISM to cyclic representations [53] of the 6-vertex Yang-Baxter algebra. More in detail,
in [54]-[56] the complete SOV spectrum characterization has been constructed for the lattice quantum
sine-Gordon model while in [1] the scalar product of separate states and the matrix elements of local
operators have been computed. In the present article we implement this approach for the quantum models
associated by QISM to the most general cyclic representations of the 6-vertex Yang-Baxter algebra, i.e.
the inhomogeneous 7o-model and subsequently the chiral Potts (chP) model [57]-[72], by exploiting the
well known links between these two models [57]. We first build our two central tools for computing
matrix elements of local operators, i.e. the expression of the scalar products of separate states in terms
of a determinant formula and the local fields reconstruction in terms of quantum separated variables (by
solving the so called quantum inverse scattering problem). Then, we use these results to compute the form
factors of local operators on the transfer matrix eigenstates and to express them as sums of determinants
given by simple deformations of the ones giving the scalar product of states.

1.1 Literature summary

Let us first summarize some known results concerning these quantum integrable models and that are
relevant for our present work. In [57] the 79-model was introduced from its Lax operator built as a gen-
eral solution to the Yang-Baxter equation associated to the 6-vertex R-matrix. For a specific subset of
cyclic representations, in which the parameters lie on the algebraic curves associated to the chP-model,
the construction of the Baxter Q-operator allowed for the analysis of the spectrum (eigenvalues). This
Q-operator was shown to coincide with the transfer matrix of the integrable Z,, chP-model [60]-[68]; in
this way a first remarkable connection between these two apparently very different models> was estab-

lished. Additional functional equations of fusion hierarchy type® for commuting transfer matrices* were

'This method has been introduced in [18] in the framework of the algebraic Bethe ansatz (ABA) [2]-[5] for the spin-1/2
XXZ quantum chain [19]-[27] with periodic boundary conditions and then further developed in [28]-[40]. The extension of this
method to the higher spin XXX quantum chains and to the open spin-1/2 XXZ quantum chains [46]-[52] with diagonal boundary
conditions has been respectively implemented in [41]-[42] and [43]-[45].

*Note that in a 2-dimensional statistical mechanics formulation both models have Boltzmann weights which satisfy the star-
triangle equations. However, while the weights of the m2-model satisfy the difference property in the rapidities those of the
chP-model do not. It is worth recalling that the first solutions of the star-triangle equations with this non-difference property
were obtained in [69, 70, 71] while in [64] the general solutions for the chP-model were derived.

3The approach of fusion hierarchy of commuting transfer matrices was first introduced in [73, 74].

*The To-transfer matrix is the second element in this hierarchy, this explains the name given by Baxter to the model.



then exhibited in [58]. Bethe ansatz type equations play an important role in the special sub-variety of the
super-integrable chP-model as it was first shown in [60, 61, 62]. The connection between the mo-model
and the chP-model allowed to introduce rigorously [72] the description of the super-integrable chP spec-
trum using algebraic Bethe ansatz. The Bethe ansatz construction was applied to the 7»-transfer matrix,
thus obtaining in a different way the Baxter results [67] on the subset of the translation-invariant eigen-
vectors of the super-integrable chP-model®. More recently, the extension of the eigenvalue analysis of the
T9-model to completely general cyclic representations was done by Baxter [59]. The main tool used there
was the construction of a generalized Q-operator which satisfies the Baxter equation with the 7»-transfer
matrix and the extension to these representations of the functional relations of the fused transfer matrices.

Another important feature of the chP-model which has been the subject of recent attention is the spon-
taneous magnetization. This order parameter was first described in [77] on the basis of perturbative cal-
culations developed for the special class of super-integrable representations®. The first non perturbative
derivation of this order parameter was achieved only recently by Baxter under some natural analyticity
assumptions and the use of a technique introduced by Jimbo et al. [80]. More classical techniques, like
the corner transfer matrix [81], could not be used, mainly because of the very nature of the chP-model
[82]. The proof of the spontaneous magnetization formula [77] starting from direct computations on the
finite lattice of matrix elements of the spin operators could only be achieved after the recent introduction
by Baxter [83, 84] of a generalized version of the Onsager algebra for the special class of super-integrable
representations of chP-model. The matrix elements used for this proof have been first analyzed by Au-
Yand and Perk in a series of papers [75, 76], [85]-[87] for the case of the super-integrable chP-model.
Their factorized form, first conjectured by Baxter [88], has been proven’ by Iorgov et al [89] and used to
derive the spontaneous magnetization formula conjectured in [77]. Finally, it is worth recalling that, in
the algebraic framework of generalized Onsager algebra, Baxter has also first conjectured [92] and suc-
cessively proven in [93] a determinant formula for the spontaneous magnetization of the super-integrable
chP-model; this result is also used for a further derivation of the known formula of the order parameter in
the thermodynamical limit.

1.2 Motivations for the use of SOV

Let us comment that in the literature we just recalled, the spectral analysis has usually one or more
of the following problems: there is no eigenstates construction for the functional methods based only
on the Baxter Q-operator and the fusion of transfer matrices. The ABA applies only to very special
representations of the mo-model as well as the algebraic framework of the generalized Onsager algebra
is proven to exist only in the class of super-integrable representations of chiral Potts model. The proof
of the completeness is not ensured by these methods and it was so far missing in the general p-state
chP-model and m5-model. Existing results about this issue are mainly restricted to the case of the 3-state
super-integrable chP-model [94] and to the reduction of the 3-state Potts model to the trivial algebraic

SFor further analysis of the eigenstates of super-integrable chP-model see also [75, 76].

®This case both obeys Yang-Baxter integrability [64] and has an underlying Onsager algebra [63].

"Note that factorized formulas for the spin matrix elements exist also for the 2D Ising model [90] and for the quantum
XY-chain [91].



curve case [95], i.e. the Fateev-Zamolodchikov model [96], see also [97] and [98] for further applications
of this method.

The circumstance interesting for us is that, in the case of the cyclic representations of the 75-model for
which the algebraic Bethe ansatz does not apply, Sklyanin’s quantum SOV can be developed to analyze
the system. This means that, for most® of the representations of this model, we have the opportunity to
use the SOV method, which appears quite promising as it leads to both the eigenvalues and the eigenstates
of the To-transfer matrix with a complete spectrum construction if some simple conditions are satisfied.
The SOV analysis of these representations was first introduced’ in [99] and further developed in [104].
Here we will use these SOV results as setup for the computation of the form factors of local operators.
Let us recall that in [104], the functional equation characterization of the transfer matrix spectrum has
been derived purely on the basis of the SOV spectrum characterization'? together with a first proof of
the completeness of the system of equations of Bethe ansatz type'! for some classes of representations
of m-model and chP-model and the simplicity of these transfer matrix spectra in the inhomogeneous
models.

Beyond these motivations on the spectrum analysis, the summary presented in the previous subsection
makes clear that the computations of matrix elements of local operators are so far mainly confined to
the special class of super-integrable representations of chP-model as they were derived in the algebraic
framework of the generalized Onsager algebra. This stresses the relevance of our approach in quantum
separation of variables which leads to form factors of local operators and applies to generic representa-
tions of 73-model and chiral Potts model to which the methods based on generalized Onsager algebra do
not apply up to now.

2 The 7»-model

We use this section to give our notations and to briefly recall the main results derived in [104] on the
spectrum description by SOV of the 75-model and chiral Potts model that are useful for our purposes.

8The values of the parameters of the representations for which ABA applies define a proper sub-variety in the full space of
the parameters of the representations of the m2-model.

There the eigenvector analysis developed in [100] was used to obtain the SOV representations of the 7o-model. See also the
series of works [101, 102, 103] where the form factors of local spin operators were computed by SOV for the special case (p=2)
of the generalized Ising model.

19 Note that for cyclic representations the SOV does not lead directly to the spectrum characterization by functional equations
and so, in particular, it does not lead to Bethe equations.

"For Bethe ansatz methods, as the coordinate Bethe ansatz [20, 81, 105], the algebraic Bethe ansatz [3, 4, 5] and the analytic
Bethe ansatz [106, 107], a proof of the completeness was achieved only for few integrable quantum models, see as concrete
examples [108] for the X X X Heisenberg model, [109] for the infinite X X Z spin chain with domain wall boundary conditions
and [110] for the nonlinear quantum Schroedinger model.



2.1 The 7,-model: definitions and first properties

We define in the N sites of the chain N local Weyl algebras W,, and denote by u,, and v,, their generators:
UnVim = @™ty Y, m € {1,...,N}. 2.1
The Lax operator of the T5-model reads'?:

_ -1, —1 —-1/2 1/2 -1
Ly = (o S = BBt (g g PhanT) ) g )
uyt (¢ 2evy + ¢V 2d,vp ) YV /A — O\ /Vp

where oy, Bns Yns On» @n, by, €, and d,, are constants associated to the site n of the chain subject to the
relations :

ApYn = anCn, Bn(sn = Ibndn (23)
The monodromy matrix of the model is defined in terms of the Lax operators by:
AN B(A)
M(\) = =LnA) - Li(A). 24

It satisfies the quadratic Yang-Baxter relation :
RA /) (M(A) @ 1) (1 @M(p) = (1@ M(u)) (MA) @ 1)R(A/ 1), (2.5)
driven by the six-vertex (standard) R-matrix:

A —q AT

/\_)\—1 _ 1
R()) = Loy

S (2.6)

Q)\ . q—l)\—l

Then the elements of M(\) generate a representation Ry of the so-called Yang-Baxter algebra. In par-
ticular, (2.5) yields the relation [B(\), B(u)] = 0, for all A and p, and the mutual commutativity of the
elements of the one parameter family of transfer matrix operators:

To(A) = trezM(A) = A(A\) + D(N). (2.7)
Let us introduce the operator:

N
6 = [[vn (2.8)
n=1

which plays the role of a grading operator in the Yang-Baxter algebra'3:

Lemma 2.1. (Lemma 1 of [104]) © commutes with the transfer matrix and satisfies the following com-
mutation relations with the entries of the monodromy matrix:

OC(\) = ¢C(NO, [A(N),8] =0, (2.9)
B(\)® = ¢OB()\), [D()\),0]=0. (2.10)

12Up to different notations, this Lax operator coincides with the one introduced in [57].
3The proof of the lemma is given following the same steps of that of Proposition 6 of [54].



Besides, the ©-charge allows to express the following asymptotics in both A — 0 and A — oo of the
leading operators of the Yang-Baxter algebras:

N N N—1
A(\) = (AN@ [[on+ DM N0 ] 5a> +> AN (2.11)
a=1 a=1 =1
N N N—1 A
D(\) = ()\N@ [[re+ DM 5a> +> DN (2.12)
a=1 a=1 =1
with A; and D; being operators, and so
lim  MNp(\) = (0Flaz +0%ds) (2.13)
log A—F o0

where limjog \—— oo means limy g, limjog A— 400 Means limy_., and:

N N

N N
ay = H g, a_ = (—1)N H Ba, dy = (=N H 0g, d— = H Ya- (2.14)
a=1 a=1 a=1

a=1

We only consider here representations for which the Weyl algebra generators u,, and v,, are unitary op-
erators; then the following Hermitian conjugation properties of the generators of Yang-Baxter algebra
hold:

Lemma 2.2. (Lemma 2 of [104]) Let € € {+1, —1}, then under the following constrains on the parame-
ters:

c, = —€by, d, =—ea,, B, =c¢c(ab,)/a,, , (2.15)

the generators of the Yang-Baxter algebra satisfy the following transformations under Hermitian conju-

_ (AT BI(Y) ) [ DY) —eC(A)
MWT:(CT(A) DT(A)>_<—EB(A*) A(NY) ) (216)

gation:

which, in particular, imply the self-adjointness of the transfer matrix 1o (\) for real .

2.2 Cyclic representations

Here, we will consider representations where both v,, and u,, have discrete spectra; in particular, we will
restrict our attention to the case in which g is a root of unity:

/

g=e™ g =L pper (2.17)
p

with p odd and p’ even being two co-prime numbers so that g? = 1. The condition (2.17) implies that the
powers p of the generators u,, and v,, are central elements of each Weyl algebra W,. In this case, we fix
them to the identity:

vb =1, ub =1. (2.18)

n



We associate a p-dimensional linear space R,, to any site n of the chain and we can define on it the
following cyclic representation of W,,:

Valkn) = ¢ [kn), uplkn) = ko — 1), Vk, €{0,....,p—1}, (2.19)

with the following cyclicity condition:
|kn +p) = [kn). (2.20)

The vectors |k,) define a v,,-eigenbasis of the local space R,,. Let L,, be the linear space dual of R,, and
let (k,| be the elements of the dual basis defined by:

(knlkn) = (|kn), |kn)) = Ok Vhn, Ky, €{0,...,p— 1} (2.21)

From the unitarity of the generators u,, and v,,, the covectors (k, | define a v,,-eigenbasis in the dual space
L,, and the following left representation of Weyl algebra W,, results induced:

(knlvn = ¢ (knl, (knlup = (kn +1], Yk, € {0,....,p— 1}, (2.22)
with cyclicity condition:
(kn| = (kn +p|- (2.23)
In the left and right linear spaces:
Ly=eN L, Ry=N_ Ry, (2.24)

the representations of the Weyl algebras W, induce cyclic left and right representations of dimension p"
of the monodromy matrix elements, i.e. of the Yang-Baxter algebra. In the following, we will denote
with Rz'adj the sub-variety of the space of representations Ry defined by the condition (2.15).

2.2.1 Centrality of operator averages

Let us define the average value O of any operator matrix element O of the monodromy matrix M(\) as
p
o) = [Jow», A=, (2.25)
k=1
then the commutativity of each family of operators A(\), B(A), C(\) and D(\) implies that the corre-
sponding average values are functions of A.
Proposition 2.1. (Proposition 1 of [104])
a) The average values A(A), B(A), C(A), D(A) of the monodromy matrix elements are central ele-
ments. Furthermore, they satisfy the following relations:
(A(A)"=D(A7),  (B(A)" = —eC(AY), (2.26)

under complex conjugation in the case of self-adjoint representations RN“d] .



b) Let
M(A) = ( A(A) - B(A) ) 2.27)

be the 2x2 matrix made of the average values of the elements of the monodromy matrix M(X), then
it holds:

M(A) = Ln(A) Ln-1(A) .. La(A), (2.28)
where:
Aap = Br/A - @2 (ah + by)
L,(A) = , 2.29
W <qp/2(c£i+dz> VLA~ A% 29
is the 2x2 matrix made of the average values of the elements of the Lax matrix L, ().
2.2.2 Quantum determinant
The following linear combination of products of the Yang-Baxter generators:
detqM(X) = A(AN)D(A/q) — B(A)C(N/q), (2.30)

114

is called quantum determinant and it is central " in this algebra. It admits the following factorized form:

detgM() = [ ] detqLn(2), (2.31)

in terms of the local quantum determinants:

detqLn(A) = (Ln(A)11 (Ln(A/@))ag — (L)1 (Ln)gy - (2.32)

In the 79-model it reads:

A Mn,+ A Mn,—
det;M()\) = kn - — - —
4 ) };[1 (/‘n,-ﬁ- A )(Nn,— A )
N
N BranCy, , 1 _1bpan 1 _1dpan
= (- — (= A~ A 2.33
where: ;
iq"/? (an B/ anby)' b=+
kn = (anbnendn) Y2, pny =4 1 \@nn/Gnbn ’ 2.34
(anbpcpdy,) Hn,h iq? (Gnﬂn/andn)1/2 W _ (2.34)
Moreover, for the representations that satisfy (2.15) the quantum determinant reads'>:
b, \2 1 lan? 1 e ?
detgM() — g TT 122l onl® T NG e ). (2.35)
q q H | n|2 q ’an‘Q )(/\ q “bn|2 )

“The centrality of the quantum determinant in the Yang-Baxter algebra was first discovered in [111], see also [112].
'SRemark that it depends on the parameters in Lax operators only through their modules.
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Let us define the following functions that will be crucial in the rest of the paper:

A(N) = a(N)Aa(N), D(\) = at(gA\)D(N) (2.36)
where
N N
A(N) = g(ﬁnan) =) p= H( P e A et S B CELY

They always satisfy the condition:
detqM(X) = A(A\)D(N\/q), (2.38)

while the function a/(\) is defined by the requirement:
P P
H AN H D(A¢") = A(A) +D(A). (2.39)

Note that this last condition is a second order equation in the average [[?_; a(¢"\) and then we have
only two possible choices for the averages of the functions A(\) and D(\):

p p
H A(AgY) H D(A") = Q. (A), (2.40)

where € = F and 4 are the two eigenvalues of the 2 x 2 matrix M(A) composed by the averages of the
Yang-Baxter generators.

2.3 SOV-representations of the Yang-Baxter algebra

According to Sklyanin’s method [15, 16, 17], a separation of variables (SOV) representation for the
spectral problem of the transfer matrix () is defined as a representation where the commutative family
of operators B(\) is diagonal. In [104], the following theorem has been proven:

Theorem 2.1. (Theorem 1 of [104]) For almost all the values of the parameters of the representation,
there exists a SOV representation for the To-model; in this case B(\) is diagonalizable and has simple
spectrum.

Let us recall here the left SOV-representations of the generators of the Yang-Baxter algebra for the 7-
model. Let (7 | be the generic element of a basis of eigenvectors of B(\):

N—1
(e [BO) = bn, (V) (micl, by () = TT (Al =l /a) (2.41)
a=1

and

Ny €Zg = {( W) = ghpl® g = k“nﬁ.o));kf(kl,--.,kw)EZ,'F'}, (2.42)

11



where 7720) are fixed constants'® of the representations. For simplicity, when possible we will omit the

subscript k in (n, |. The action of the remaining generators of the Yang-Baxter algebra on arbitrary
states( n| reads:

N—-1

+) A —m/A_(sov) 5
nIAN) = bp(N) | A + A7t g %],
(MIAG) = by M (g~ |+ a7 (] + ;gm/m a0 0n) (a0 |

(2.43)

(+) 1 (-) =TT A= /A
nIDO) = by(\) (A5 (g |+ A a¥o") (ny) (g% m |,
(DO = by(N) M5 (@ m |+ 275 (q ™ || + ;g%/m w5V (|

(2.44)
where:
ny) = @ED e [Tt s = E)N e [ nt (2.45)
and the states ( g% | are defined by:
(g nl=(m, @ M- |- (2.46)

Finally, C()\) is uniquely defined by the quantum determinant relation. The expressions (2.43) and (2.44)

SOV)(

contain complex-valued coefficients a(*?")(7,) and d! 7, ) which completely characterize the SOV

representation. These coefficients have to be solution of the quantum determinant conditions:
detqM(n,) = "oV (p)aSM) (¢, Vr=1,...,N—1, (2.47)

and of the average conditions:

p p
H B ), D(Z,) H OV n),  vre{l,.. N-1},

(2.48)
In a SOV representation, some freedom is left in the choice of a(?V)(n,) and d®°V)(n,). It can be
parametrized by the gauge transformation:

:a(

5(50V)(n,) SOV)( T)M dsoM ) = d(SOV)(nT)f(an) : (2.49)

flw) f(e)

which just amounts to the following change of normalization for the states of the B-eigenbasis:

N—1
(ml = J] £ ){ml. (2.50)
r=1

"®Here, the simplicity of the spectrum of B()) is equivalent to the requirement (n((zo))p #* (n£0)>p for any a # b €
{1,...,N—1}.
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Similarly, we can construct a right SOV-representation of the Yang-Baxter generators by the following

actions:
B(A)[m) = [m)nnbn(N), (2.51)
e )
AN () —dn ba (A —m/A) _ 5(50V)
AN m) = [ld™")ma~ A+ g ) +Zlq n) H(na/nb in (), (2.52)
ue )
DI} = lla~mym A + g%y >~ +Z|q-6a ) [ A2 = /2) gs0v) ).

bie T/ = /1)

(2.53)

where |n) € Ry is the right B-eigenstate corresponding to the generic n € Zg. The coefficients
a3V (n,) and A3°V)(n,) are solutions of the same average (2.48) and quantum determinant:

detyM(n,) = a5V (,)a®V) (g7 1n,), Vr=1,...,N—1 (2.54)

conditions while C(A) is uniquely defined by the quantum determinant relation (2.30).

2.3.1 SOV-decomposition of the identity

The diagonalizability of the Yang-Baxter generator B(A) and the simplicity of its spectrum imply the
following spectral decomposition of the identity I in terms of the B-eigenbasis:

T= " puelme)(mel, (2.55)
keZl
where:
_ -1 N
e = (Melme) ™ Yk € Zy, (2.56)

is the equivalent of the so-called Sklyanin’s measure'’. The non-Hermitian character of the operator

family B(\) clearly implies that, for generic k € Z'Z\,', (Jme))' and (m,| are not proportional covectors in
Ln; then, py is not a standard positive definite measure in our cyclic representations. Nevertheless, we

will show that the above formula defines a proper orthogonal decomposition of the identity operator.

Now we compute'® this “measure” i and we show that up to an overall constant (i.e. a constant w.r.t.
N o, . . . .

k € Z,) itis completely fixed by the given left and right SOV-representations of the Yang-Baxter algebras

when the gauges are fixed.

17Sklyanin’s measure has been first introduced by Sklyanin in his article [15] on quantum Toda chain, [114]-[116]; see also
[117] and [118] for further discussions on the measure in the quantum Toda chain and in the sinh-Gordon model, respectively.

8L et us recall that this measure has been first derived in [101] for cyclic representations of 72-model [57, 58, 59] through the
recursion in the construction of left and right SOV-basis.
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Proposition 2.2. The following identities hold:

N
(mclmn) = (mulnw) [ Okoner Vi D€ ZY, (2.57)
j=1
(ha)y2 _ (1 (hb)\2
wy = isecons (e )(h )(nb ) Vhez, (2.58)
On 10 wa(ma'™)
where:
h
N—1 ;2
wa(nil)) = (n)) " T aOV il /a5 (il =) (2.59)
log=1

are gauge dependent parameters and Cy in the formula for uy is a constant w.r.t. h € ZB'. Then, the
SOV-decomposition of the identity explicitly reads:

(hN)>< (h1)

P (h1) hn
|771 ) nN 771 I 777N
1= > I @)= o) 4 ,
hi,....hin=11<a<b<N—1 Cn Hb 1 wb(né b))

)

(2.60)

Note that the constant Cy can be put equal to one by a trivial (constant) gauge transformation that does

(SOV) sov).

not affect the functions a and &(

Proof. Computing (n,|B(\)|ny,), we get:

(b (A) = b (V) () = 0 VA € C, Yk, h € Zy) (2.61)
and then the simplicity of the spectrum of B()\) 1mphes (2.57). To compute up, we compute the following
matrix elements 6, = <17§h1), . n((lh“ b ,nN |A( (ha— 1))|77(hl), ,nC(L ) n,(\th)>, by using first the

left action of A(n((lh“_l)), then the right action of A(né 1)) together with (2.57) and finally equating the
two results we get:

h ha ), (h ha h ha
<77£ 1)7"'7776(1 )7777|(\| N)|77§ 1)7"‘777((1 )7 777|(\| N)> :5 N+(1_5 N) (SOV>(T]C(l ))
h ha—1 ) (h ha—1 h a, a, ha—1
<17§ 1))""77((14 )7"‘7 ( N)|/r,§ 1)7"'777((1 )7"’717,(\| N)> a(SOV)(n(g‘ ))
N-1 ha—1) ; (h h ha—1
N e
ha) ;. (h ho) g
biapr (0 — ( Y i)
(2.62)
from which (2.58) simply follows. O
2.4 SOV-characterization of 7»-spectrum
Let us denote with X, the set of the eigenvalue functions ¢() of the transfer matrix m2(\), then:
Y7y C Cepen[M AN for Neven, X, C Cogg[A, A7y for N odd, (2.63)
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where C.[x, 27!y denotes the linear space in the field C of the Laurent polynomials of degree M in the
variable & which are even or odd as stated in the index ¢. The ©-charge naturally induces the grading

Y, = ZI:O E’Tiz, where:

k= {t()\) €X,: lim ANy = ((ﬁ’“a:F + qikd:F)} : (2.64)

log A—>F o0

This simply follows from the asymptotics of 75(\) and from its commutativity with ©. In particular,
any tr(\) € Z’% is a Tp-eigenvalue corresponding to simultaneous eigenstates of 72(\) and © with ©-
eigenvalue ¢".

2.4.1 Eigenvalues and wave-funtions

In the SOV representations the spectral problem for 75 (\) is reduced to the following discrete system of
Baxter-like equations in the wave-function ¥4(n) = (n|t) of a »-cigenstate | ¢):

t(n)We(n) = a5V (n,)Te(q7n) + a5V (n,) T4 ) vre{l,..,N—1},  (2.65)

plus the following equation in the variable ny:

‘I’t(qéNTl) = q_k‘I’t<77)> where qiérn = (771, SR qilnrv R 777N)7 (266)

for t(\) € ¥ with k € {0, ..., 2l}. Let us introduce the one parameter family D()) of p x p matrix:

t\)  -b(\) 0 - 0 —A(\)
—A(g\)  tlgh) —D(gN) 0 e 0
0 . .
D(\) = o (2.67)
t: 0
0 . 0 —APIN) t(g®N) —b(¢* N
—D(g?\) 0 e 0 —A(g?)\) t(g®\)

then when we make the following choice of gauge for the left SOV-representation:
a%oVI(\) = A(N), a¥ovi(x) = b(N), (2.68)
it holds:

Theorem 2.2. (Theorems 2, 3 and 4 of [104]) For almost all the values of the parameters of a To-

representation, the spectrum of To(\) is simple. Moreover:

I) ¥, coincides with the set of functions in (2.63) which are solutions of the functional equation:

det D(A) =0, VA €C. (2.69)
p
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Then, up to an overall normalization, we can fix the To-eigenstate corresponding to ti(\) € Eﬁz by:

N—-1

Uy () = (e [ 1) = 1" T Qe (), (2.70)
r=1

where Qy, (\) is the only solution (up to quasi-constants) corresponding to ti(\) of the Baxter
equation:

te(N) Q1. (A) = A(N)Qy, (A/q) + D(N)Qy, (gN). (2.71)

Il) In the self-adjoint representations of the To-model under the further constrains:

The functions A(\) and D(\) are gauge equivalent to the Laurent polynomials:

n apia,  biiby
L, = = ) Vne{l,...,N}. (2.72)
bx  aX Ont+10n  bppibk { }

Q ‘;_*
=
&
3

N
ﬁ (14e)/2 —1/2|04n| (14e)/2 —1/2‘an| N
— € 1— € d(\) = ¢ a(—\g),
=ML REl o) A =d'a

(2.73)

respectively, and for any ty(\) € X we can construct uniquely up to quasi-constants a e-real

T2’
polynomial'®-*:

QIN*(btk+atk)
Qi (\) = X% II Gu=X, 0<ay <2, 0<by +ap < 2N, (2.74)
h=1

which is a solution of the Baxter functional equation (2.71) in the gauge (2.73) and:

t, = £k modp, by = £k modp. (2.75)

2.4.2 Eigenvectors and eigencovectors

The SOV-decomposition of the identity (2.60) and the results of the previous subsections imply that the
state:

P (h1) (hn)
B ICN LR )

[th) = Z 1/2 H Qe (1 | | ((nd))? — (771(, h))Q)lNl—'\(lhb), (2.76)
h ey =1 P 1<a<b§N—1 b—1 @b(m, ")

is, up to an overall normalization, the only right 7>-eigenstate associated to ¢(\) € X%. Here, Q, (1)) is
the only solution (up to quasi-constants) of the Baxter equation:

t(N)Qy (N) = AN)Q, (Ag™") + D(A)Qy, (Ag), (2.77)

i.e. it satisfies the following complex-conjugation conditions: (Q;(\))* = Q:(eA*) VA € C.
®Note that Q;(\) has been constructed in terms of the cofactors of the matrix D(A) in Theorem 3 of [104].
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as defined in Theorem 2.2. Similarly, we can prove that the state:

(h1) (hn) |

z g g h ha)\2 (o (T s e Iy
= > i [[eutl) I ()=o) 7"y 278)
a=1

N—1
hi,...,hn=1 1<a<b<N—1 Hb:l wb(’?b )

is, up to an overall normalization, the only left T»-eigenstate associated to t; () € Z’%. Here, Q1, ()) is
the only solution (up to quasi-constants) of the Baxter equation:

when we make the following choice of gauge for the right SOV-representation:

al5OV)(X\) = A(\g), SO\ =D(M\/q). (2.80)

3 The inhomogeneous chiral Potts model

3.1 Definitions and first properties

The connections between the integrable chiral Potts model and the 75-model restricted to parametrization
by points on the algebraic curves Cj, were first remarked in [57]. We can summarize them as follows:

) the fundamental R-matrix intertwining the 75-Lax operator in the quantum space is given by the product
of four chiral Potts Boltzmann weights;

Il) the transfer matrix of the chiral Potts model is a Baxter Q-operator for the 75-model.

Let us recall here how the spectrum of the inhomogeneous chiral Potts transfer matrix is characterized
by SOV construction thanks to the property (I1). The algebraic curve C, of modulus & is by definition the
locus of the points p = (ap, bp, ¢p, dp) € C* which satisfy the equations:

zp +yb = k(1 + 2Byp), kxg:l—k,s;p, kyh = —k:/sg, (3.1

where:
Tp = ap/dp, Yp =bp/cp, Sp=dp/cp, tp = TpYp, k4 (k)? =1. (3.2)

Let us introduce the following cyclic dilogarithm functions®'; here we use the notation:

qu(z(n)) _ (ﬁ)n f[ Yp — q—Qkxq qu(z(n)) _ (S S )n ﬁ _qu — q_2kxp (33)
Wep(2(0))  “sp” - v — g *Fwp Wep(2(0)) o o1 O 7 yq
where z(n) = ¢~2", n € {0, ..., 2{}. They are solutions of the following recursion relations:
Ya ., —1 = _ Y1
WQP(Zq) _ @@ —1 1- ?(liqz _qu(Z(]) — _qZ ! @ 1 ygq c (3 4)
Wep(zg™1) sqtp 1—Jlate’ Wepl(zq ) spsq mp 1 — Tlg~ta7!

21They are the Boltzmann weights of the chiral Potts model [64], see also [118, 119]-[128] for the study of the properties of
dilogarithm functions.
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If the points p and q belong to the curves Cy, they are well defined functions of z € S, = {¢*"; n =
., 21} which satisfy the cyclicity condition:

Wap(2(p)) Wap(=(p))
Wop(2(0)) Wop(2(0))

Then, in the left and right u,-eigenbasis, the transfer matrix T of the inhomogeneous chiral Potts
model?? [57] is characterized by the following kernel:

=1, =1. (3.5

N
T2, 7) = @ATNZ) = [ [ Wanp(2n/20) Wep(20/ 241, (3.6)
n=1
where:
A= tp_l/Qco, p. 1, q, € Cr,co € C. 3.7

Let us denote with RCNhP the sub-variety of the 7o-representations defined by the following parametrization
of the m9-Lax operator in terms of points of the curve:

n=—0 [co, bn=—dn/q=—aqdy [¢*” (3.8)
Bn=—cody , €= —ang = bg, cq,q", (3.9)

and q,, € Cy, k € C. TSP is then a Baxter Q-operator®® w.r.t. the To-transfer matrix in R$:
(N TE = aps(\) TS + des (M) TN (3.10)

[TQ(A)v Tf\hp] =0, [Ga Tg\hP] =0, [Tg\hP./ T,th] =0 VA peC, (3.11)
with ags and dgs defined in (5.8) and (5.9) of [104].

3.2 SOV-spectrum characterization

Theorem 3.1. (Proposition 3, Theorem 5 and Lemma 13 of [104]) For almost all the representations in
’R,thp the spectrum of the chiral Potts transfer matrix Tf\hP is simple. Moreover:

1) All right and left eigenstates of the chiral Potts transfer matrix TS'" are eigenstates of 72(\) and they
admit the SOV construction presented in point 1) of Theorem 2.2. The solution Q(\) of the functional
Baxter equation (2.71) is gauge equivalent to the corresponding Tf\hP -eigenvalue qﬁ\hp being the coeffi-
cients ags(\) and dgs(\) of (3.10) gauge equivalent to the SOV-ones:

— —1 _
ags(A) = hps(NA(N)  dps(A) = hzd (Ag)D(N). (3.12)
2For a direct comparison see formula (4.12) of [83] with the following identifications:
zj = q2‘7;7 2 =¢* Vje{l,..,N}L

Note that TS is well defined since the W-functions (3.3) are cyclic functions of their arguments.
31t is worth pointing out that while the Baxter equation (3.10) holds in the general inhomogeneous representations the

commutativity properties are proven only under the further restrictions q» =r, Vn{l,...,N} under which is characterized
Ry
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Here hgs(\) is a function whose average value is 1 for any A € C.

) In the sub-variety RChPS adj- — Rf\,hP N RSN'ad/ , characterized by (3.8)-(3.9) under the following con-
strains:
dy = (aq, . €q€0,nay ,€0ndy 1 dg, ) € Cp, €0 =£1, k" = ek, (3.13)

the operator T;’\}'P is normal and To(\) is self-adjoint. Then, point |) of Theorem 2.2 allows to construct the
Sull simultaneous ( Tg\hP , T2(\), ©)-eigenbasis associating to any t(\) € X, the corresponding eigenstate.

4 Decomposition of the identity in 7»-eigenbasis

4.1 Action of left separate states on right separate states

Here we compute the action of covectors on vectors which in the left and right SOV-basis have a separate
Jorm similar to that of the transfer matrix eigenstates. To be more precise, let us start giving the following
definition of a left (ay| and a right | By ) separate states characterized by the given arbitrary set of functions
g and Gy:

P (h1) (hn)
_ (ko)) ) \2 ()2 ey
(ol = 3 1/2 H %a(n IT (ol ) ( b) ) 4D
hi,...hn= 1P 1<a<b<N-—1 Hb 1 Wb(ﬁb )
p —k:hN ) 9 ’ (h1) (hN)>
- E (ha (ha)\” _ (. (he) 771 » 5 1IN
|IBI€> - 1/2 H ﬁa H ((% ) (771) > ) (hb) . (42)
hi,...hn=1 1<a<b<N—1 Hb 1 W( My )

Proposition 4.1. Let (ay| and |By,) two separate states of the form (4.1) and (4.2), respectively, then it
holds:

20 & i)
(aklﬁh>—5khdet!|/\/l ,6’)|| with /\/l( B _ (77&0)> Za(ﬁ )Ba(n )qQ(b—l)h‘ 43)

Proof. From the SOV-decomposition, we have:

p (k_h)hN p N-1 (ha (ha)
q h h Qg Na Ba Na
() = Y VA () T Qo000 T) g
hn=1 hi,...hn_1=1 a=1 Wa(na )

where V (21, ...,2N) = [[;<4<p<n_1(Za — Tp) is the Vandermonde determinant. Then from the identity:

q(k_h)hN

Okh = when ¢ is a p-root of unit and h, k € Z), 4.5)

hny=1

and by using the multilinearity of the determinant w.r.t. the rows we prove the proposition. O

It is worth remarking that the previous determinant formulae define also scalar products for vectors in
‘Rn which have a separate form in the right B-eigenbasis and in the dual of the left B-eigenbasis. Indeed,
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({oax]) € Ry is a separate vector in the basis of Ry formed out of the ({my|)" dual states of the left
B-eigenbasis. Then these results can be considered as the SOV analogue of the scalar product formulae
[113, 18] computed for Bethe states in the framework of the algebraic Bethe ansatz. Note that this formula
is not restricted to the case in which one of the two states is an eigenstate of the transfer matrix. It is also
interesting to remark that the previous scalar product formulae allow to prove directly that the action of a
transfer matrix eigencovector on an eigenvector corresponding to different eigenvalue is zero.

Corollary 4.1. Let t;,(\) and t),(\) € £ and (t;,| and |t},) the To-eigenstates defined in Section 2.4.2,

then for tp(X) # t),(\) the N x N matrix Mc(lfg’th) has rank equal or smaller than N — 1. Indeed, the

non-zero N x 1 vector y(tnith) defined by:
Vgth’th) =c,—c¢ Vbe{l,.. N}, (4.6)

where:

N—1

th(\) = (thae + qiéhde) AN Z cpA TN 4.7)
+ b=1
N—1

6y = (a%ac+ g~ d ) XN 4+ 3 AN, (4.8)
+ b=1

—_

€

—_

€

(th:t1)

is an eigenvector of || M, """ || corresponding to the eigenvalue zero.

Proof. Note that under the choice (2.68) for the left gauge and (2.80) for the right gauge, it holds:
wa(ni") = ()N 2, 49)

and then by the definitions (4.6), (4.7) and (4.8) it holds:

284

N
(th, t ,
ZM ;v ZQt' M) Qs () (M) — ta(niM)). (4.10)
b=1
The desired result:
N
Z‘I’th’ th W0 vae{l,..N}, @.11)
=1

then follows as the Baxter equations (2.77) and (2.79) allow to write:

Qy, (1) Qu, (i) (X, (1) = tw(n)) = B Qy (V) + A ))ch(nék_”))é?t(né’“))
— (A0)Qu, (V) + D)@, (V) Qs (),

which substituted in (4.10) implies (4.11). ]
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4.2 Decomposition of the identity in 7,-eigenbasis

In the representations for which the 7o() is diagonalizable then the simplicity of its spectrum plus the
explicit characterizations of its left and right eigenstates implies that the following decomposition of the

identity:
p—1
i) (e
I= 4.13
Z Z (tultr) (4.13)
k=0¢(\)exk,
where

p (c) (c)
(tlte) = det MU | with M) = (o) 3~ Quule ()%;)(”“ Jpove 41
B c=1 WaTa

is the action of the covector ({| on the vector |¢) as defined in Section 2.4.2. Note that in the represen-
tations which define a normal 72(\) the simplicity of the spectrum implies the following identity:

t I[&)11°
(Ite)" = oy, (tx| where oy, = U lte)

(4.15)

for any eigenvector |¢x) of 7o(\). For these special representations, it is then clear the interest in com-
puting the norm |||¢x)]| as it allows to write left and right 7o-eigenstates as one the exact dual of the
other.

5 Propagator for the »-model

In this section we construct the propagator operator along the chain of the 7o-model for the representations
parametrized by points on the chP curves.
5.1 Fundamental R-matrix of the 7-model

In the next proposition we report adapting to our notations a fundamental result of the paper [57].

Proposition 5.1 ([57]). Let S(
dimensional spaces by:

qrorilaq.ra) b€ the operator defined on the tensor product of two p-

<zla ZZ’S(ql,rﬂqQ,rz) ’217 Zé) = qufh (Zl/zé)Wr‘z% (Zi/zé)wmrl (ZQ/Zi)qurl (22/21)7 (5.1

Then, S(q17,1|q27,2) is the fundamental R-matrix intertwining the To-Lax operator in the quantum space,

e it holds:
Lo2(Algas 72)Lo1(Alq1, 71)S (g, r1lansra) = S(ayarilgg,r2) L1 (Algrs 1) Lo2(Alga; 72)- (5.2)
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Proof. Let us just point out that the proof can be obtained by proving it for any matrix element (41, 42)€
{1,2} x {1,2}. Indeed, taking the matrix elements on the quantum states (z1, z2| and |z, 25), the
proposition simply follows from the identities:

Z (L02)Z2z ()“q2>r2) (LOl)le ()“ql r1)<21722‘5 (q7,r1]92,2) ’21722>

zh,25€Sp,j=1,2

Z <21722|S (qq.r1199:r2) |Z17z2> (LOl) "2 ()\|Q17r1) (L02) 12l ()‘|q27r2)

zh,25€Sp,j=1,2
(5.3)
once the elements of Lg; are rewritten in terms of the points of Cy, and we use the definition of the functions
W and W. O

5.2 Propagator for the 7,-model

The first transfer matrix of the chP-model has been defined in (3.6) while the second chP-transfer matrix
reads:

2

T():\};P,)(p|{qn,rn})( 7) = <Z|T():\};1?p\{qn,rn} H top (Znt1/20)Wa, p(2n/20,)- (5.4)

Let us recall that the propagator operator U,, along the 79-chain is defined by:

ne1 (V) = Lyt (A) - - LiA)Ly(A) -~ L (A), (5.5)

-----------

then we can prove:

Proposition 5.2. The propagator operator U,, has the following representation in terms of the chP-
transfer matrices:

1 chP chP >chP ( 5 6)

U;l = T)\rlv(rll{qnvrn}) )‘111 (qll{‘hmrn}) T)‘rm—l7(rM—1|{qn7r’ﬂ})T)“lm—17(‘]7”*1‘{q'ﬂ’rn})'

Proof. The previous proposition implies that the operator S satisfies the following equation

q1:11d2,r2)
-1
(S(ql,rl\qQ,r2)> L02()‘|q2ar2)|-01()‘|q1’rl)s(ql,rl\qg,rg) = LOl()‘|q1’rl)L02()‘|q2’r2)v (57)

then it is simple to verify that:

-1
(Stay.r1lapi2)Staprilasrs) *** Stayrlagry))  LoN(Aldn, ) - - Lo2(Alda, 12)Lor (Algy, 1)
x (S(qlarlquvrQ)S(thl|Q3:r3) : ”S(‘h:rllCIerN)) = Lo1(Algy, r1)Lon(Algn, tn) - - - Lo2(A]gg, 12) (5.8)

Let us compute the matrix elements:

chP ~chP "o chP / /19-chP "
TS e d To (@lanm ) = D E T a2 E TS (@ lamp 2 59

Z/
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Using the relations W, (2/2") = 4, . and Wy, (2)Wyp(2) = 1, we get:

chP T-chP "o / / "
T g D@l a2 = D 0202 [T (20 2nlS 0, mlg,uom [ngn 20) - (5.10)
2! n>2
" "
= (e oSy nlagn) 7 Saunlay 1210 2D 51D
ian . — TchP T-chP ; ; .
Let us use the notation S; T/\r“(ri| ( qmrn}>T SWRCHICAE O then (5.8) can be rewritten as it follows:

S1_1L0N()\|C1N7TN) -+ Loa(Aldgs r2)Lor (May, 11)S1 = Lor (Mg, r1)Lon (Alans tn) - - - Lo2(Algp, 12)
(5.12)
and acting similarly with the others S,, with n > 1 it holds:

Sy Lon—1(Aldp_1:Tn—1) - - - Lot (Alay. r1)Lon (Aldns In) -+ * Lontt (Al dp 1 Tnr1)Lon (Al Qe 12) S
= Lon(Aldy, ) -+ - Lor (Alqy, 1) Lon (Algn, ) - < - Lont2(Aldp 2, Tnt2) Lont1 (Al g1, Tnt1),  (5:13)

from which defining:

Ul = S4Sy...5,1 (5.14)
chP T-chP
)“u?

chP >chP
= T e D) g @ Hamm D) Wiy 11 H{amorm D) Ny 1@ g} O-19)

U,, surely satisfies the equation (5.5) which defines the propagator. O
It is worth noticing that the eigenvalues of the two chP transfer matrices on the eigenstates of the 7,-

transfer matrix are characterized according to the discussion made in Section 3.2, then the eigenvalues of
U,,, are also known. Moreover, let us point out that:

1/2 1/2
)\qn—i<qanﬂn> ,Arn—i(q®”6"> 7 (5.16)

apby apdy,

i.e. we are computing the Q-operators, Tf\}r‘P'fg\};P , in the zeros of the quantum determinant of the 7o-
model. In the case of self-adjoint representations on trivial curves (like for sine-Gordon model) we have
up to an overall constant:

U, = Qu, Qg Qi Qp (5.17)

dm—1
The case of Bethe anzatz representations correspond to the case q,, =r,, i.e. the two zeros of the quantum
determinant coincide up to p-roots of units. In this case and in the homogeneous case we reproduce the
known result of [129] for the propagator.

6 SOV-representation of local operators

The determination of the scalar product formulae is the first main step to compute matrix elements of
local operators. The second one is to get the reconstruction of local operators in terms of the generators
of the Yang-Baxter algebra, i.e. to invert the map from the local operators in the Lax matrices to the
monodromy matrix elements. Indeed, the solution of such an inverse problem allows to compute the
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action of local operators on the eigenstates of the transfer matrix which together with the scalar product
formulae leads to the determination of the matrix elements of local operators.

The first reconstruction of local operators has been achieved in [18], in the case of the XXZ spin 1/2 chain.
In [28], then the solution has been extended to fundamental lattice models, i.e. those with isomorphic
auxiliary and local quantum space, for which the monodromy matrix becomes the permutation operator
at a special value of the spectral parameter. The reconstruction also applies to non-fundamental lattice
models, as it was shown in [28] for the higher spin XXX chains by using the fusion procedure [73]. In
the case of the 7o-model this type of reconstruction is still missing and the only known results are those
given by T. Oota based on the use of quantum projectors [130]. However, it is worth recalling that Oota’s
results only lead to the reconstruction of some local operators of the lattice 7o-model. In this section, we
will show how to obtain all the local operators of the o-model for the cyclic representations which occur
for g a p-root of unit.

6.1 Oota’s reconstruction of a class of local operators

Here we recall some of the results of Oota’s paper [130] which lead to the reconstruction of a class of local
operators in the 7o-model. The Lax operator L, (\) has the following factorization in terms of quantum

projectors:
(Ln)io un 2 ~1/2 1/2
Lo(ptnt) = - -1, 6.1
(tn,+) ( (Ln)ay u711/2fn_1 ( un " fn ud Sy ) (6.1)
g L2
Ln(ﬂnﬁ) = ( g_Tllur—Ll/Q ) ( gnU}z/Q (Ln)21 g;1u1§1/2 (Ln)12 ) ) (6.2)

where (Lj), ; stays for the matrix element ¢, 7 of the Lax operator and:

1/4 1/4
fn = (_anﬁn> ) n = <_ anﬁn) . (63)

anbp Cndy

when computed in the zeros ., + of the quantum determinant; such a factorization properties are at the
basis of the following Oota’s reconstructions:

Proposition 6.1. The local operators u,, and

—¢, b2 1/2 1 ~1(a,, /by )v2
Qo = [ —2n T (/b (6.4)
' anﬂndn 1+ q 1(@n/dn)v721

admit the reconstructions:

—1 anbp 12 -1 -1 anbp 12 -1 -1
Y =\ B UnB™ (ki )A(pin )V, = "ol UnD™ (ttn,+)Clpn, 1)Uy, -, (6.5)

a0,n = UnA™ (1~ )B(ptn,— )Up b = U C 4 (1, —)D (U (6.6)
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Oota’s formulae (6.5)-(6.6) clearly allow to reconstruct all the powers u, k =
Uy, (B*I(,unﬂL)A(,unnL))]€ U of the local operators u,, but they do not give a direct reconstruction of
the local operators v,,; indeed, only rational functions like (1 + ¢! (a,/bn)v2) / (1 + ¢ ' (cn/dy)v2)

are obtained.

6.2 Inverse problem solution for all local operators

Here, we show how to complete the reconstruction of local operators by solving the inverse problem for
the local operators v,, and their powers. The main ingredient used will be the cyclicity of the representa-
tions of the 7o-model here analyzed. Let us define the local operators:

B = (UnA_l(Mn,—l—)B(Nn Uy Qo,n (UnA_l(Mn,+)B(Mn,+)U;1)k (6.7)

then the following proposition holds:

)kzl

Proposition 6.2. In the cyclic representations of the To-model, the local operators v? k admit the following
reconstruction:

1/ do\F 1+ (ep/dy)P
2k n n 2a+1
o\ - 6.8
Y p( <Bn> (bpen/an,d n)1/2 (A dy, /bycy) 1/2 Zq (6.3)

Proof. In our cyclic representations the local operators u,, and v,, satisfy the property that u}, and v}, are
central, i.e. uf, and v}, are just numbers that we have fixed to 1 in our representations. Then the following
identity holds:

1+ (en/dy)P 7p_1 k-1 2\?
T o 1 e/ ©9)

The previous formula and the reconstruction (6.5)-(6.6) allow to rewrite the rational function 3y ,, as a
finite sum in powers of v2:

(Ibnq:n/an<|:1n)1/2 + (andn/ﬂ)n@n)l/Q(a:n/dn)p
1+ (e /dy)P

IanBn andn 1/2 andn Ibn(]:n 1/2 ! _ Cnp, “
( / i )_i_ ((E /(d )p / ) (_1)aq a(2k+1) <d> Viaa (610)
n/Un n

/Bk,n =

a=1

then by taking the discrete Fourier transformation, we get the reconstructions (6.8), plus the sum rules

p—1
. (Uonq:n/andn)l/Q + (andn/bn@n)l/Q(@n/dn)p
;)ﬁa,n =p T . ©.11)

O]

Note that thanks to the identities vF = v2" v}, for k = 2h — p odd integer smaller than p, the formulae
(6.8) indeed lead to the reconstruction of all the powers vF for & € {1,...,p — 1}. Then the previous
proposition together with Oota’s reconstructions leads to the announced complete reconstruction of local
operators for cyclic representations of the m9-model.
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6.3 SOV-representations of all local operators

In order to compute the action of the local operators vfi and qu on eigenstates of the transfer matrix and
eventually obtain their form factors it is necessary to derive before their SOV-representations. Here, we
show how these SOV-representations can be obtained from the previously given solutions of the inverse
problem. To this aim the two lemmas that we will present in the following are important, as they solve
the combinatorial problem related to the computation of the SOV-representations of the local operators
(6.5)-(6.6).

Let us introduce, the coordinate operators 7); for i € {1,...,N}, f)&i) and ﬁ(Di) such that:
; L (& + L (+ +
(i, = milnl. (mlay? =087 @l mins? = 95" (), (6.12)

and the operator Tzi are defined on the left anf right SOV-representations by>*:
(T = (@™nl,  TE) = 1a7"n) (6.13)

and clearly the commutation relations hold:

Toi); = ¢=in T (6.14)
Lemma 6.1. We have the expansion
CEVD SR BN TN § TR : T
Q) = . fa" ) e )™
d={a1...an_1} =1 \ a0 Gz 47 771'/77]'—(1 " nj/"i i=1
Sai=k
(6.15)
for the operator
A N—1 1
Qf) = ()T, (6.16)
) ;gna/nb—m/na ()T
with
| a __ ,—a
H = b = k- 11 o] = L (6.17)
o [T= oy 9—4

Proof. The lemma holds for £ = 1 and we prove it by induction for k£ > 1. Let us take N — 1 integers «;:

N—-1

> o=k, (6.18)

i=1

from which we define the set of integers I = {i € {1,...,N —1} : a; # 0} and C%® as the operator

a

coefficient of [T T, ®* (put to the left) in the expansion of the k-th power of Q(f). By writing (Q(f))* =

21t is worth remarking that from the definition of the SOV-representations of the generators of the Yang-Baxter algebra, given
in Section 2.3, and the definitions in (6.13), it follows that the SOV-representation of the charge © coincides with the operator
Ty -
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(2(f))*1Q(f) and by using the induction hypothesis for the power k — 1 of (f), we have:

o k1 N—1aj—0q,;—1 N—1 1
cl = os fla"q;) x —
o 1
x (R ] o : (6.19)

13 . /5y — & ag—o;—1ay.
P e} Mi/Ma = Ma/q i

with 6, = (614, - - -, 0n.q). The first term in r.h.s. is the coefficient of [] Tiaﬁ&“ in (Q(f))*! and the

a7.+6a 2

second is the coefficient of T, ! in €2(f) once the commutations between [ T, and the 7); have

been performed. This can be rewritten as:

—1lo;— N—1
¢ 1
;' = H H I1 )f(a ")
@ i_hA. n. — N gxi—he. J
j=1 h=0 i#j,i= 1 T’]/n’b nl/q 77]
< S (oa) [[ o Lofil e = e/ T8 (6.20)

acl 16[\{a} qaaialnl/na - T’a/qaaiain’l’

which leads to our result when we use the relation:

n

Z[aa]H (zaa‘m:/na:na/QOza?i — = [Zaa] . 6.21)

a=1 i#a g 771/77(1 na/qaa in; =1

The above formula holds for any n, for any set of numbers 7; and for any non-negative integers o;. This
is shown by studying the contour integral and the residues of the function

1 —n?
TOEES | ot (6.22)

B Y e
O

Lemma 6.2. The SOV-representation of the powers of B~Y(\)A(\) are given by

(BNAN)" = Y nN ()\H ) A [sz] FFTIT (6.23)

i+j+k=m
with
a®oV(@,) __

Z 11 T,, (6.24)

= oie Ma/ o — nb/m ATg = Mo/
where the powers of a () are given by the previous lemma.
Proof. Let a, b and ¢ be three operators satisfying the relations

ba = q 24 b eb = q2bc ¢a = ¢ %ac (6.25)
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It is easy to prove by induction that
~ m . .. PPN
(a ) N c) = Y U [ mn ] abiek (6.26)
] 0,7,k
i+j+k=m

The SOV-representation of B~1(\)A() is the sum of three main terms,

N—1 »
a = ALz, o 6.27)
TN
N—1 ~—1
R S TR P (6.28)
"7N
a(50V)
¢ = ZH (7a) - (6.29)

- 1b¢am/nb—nb/nak/m Ma/A °

Since they satisfy the commutation relations (6.25), the power of B~1(\)A(\) can be computed using
the formula (6.26), which ends the proof. ]

Remark 1. The quantum multinomials have the property

H _ { 1 ifFe{l,..N—1}:a; =pd.;Yae{l,.N—1}, 630)
(6%

o] 0 otherwise,

This property yields that the power p of B~1(\)A()) is a central element of the Yang-Baxter algebra and
it reads:

(BTL(MAN))P = B(A)LA(A), (6.31)

result which is consistent with the commutations relations:
B~ (gA\)A(g\) = ANBTE(N). (6.32)

The two previous lemmas allow to expand the SOV-representation of the operators u . However, they do
not apply directly to the expansion of v,,. The aim of the following lemma is to transform the operators
Bk,n» Whose linear combination gives the powers of v,,.

Lemma 6.3. The operator ﬁ k,n has the following expansion:

B = Blu,-) Pt/ Hin,— = fin,— [ Hn +
o Ay, By, 1) @i+ /bin,— — ¢ F pin,— /b +
p—k
X B (1) Alpin ) [ [ Bl@ tmt) (B~ (1, ~) Alim, ) H B(q  pin,1)
i=1 i=p—k+1
qk _ qfk:

(6.33)

@ tn+ /o, — — G F ptn,— /i, +
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Proof. A simple induction on the Yang-Baxter relation B(\)A(g~\) = A(N\)B(g~'\) shows that

k k k—1 k—1
(A(N)BW)* = [IB@M][A @D =]]A" N ]] BN (6.34)
=1 i=1 =0 =0

From the definition of the average values of operators, we get

(AT WBW)" — AW [[A@ N [ B (639
i=1 i=p—k+1
p—k P
(A7 BN) " = BT BN T A (6.36)
i=1 i=p—k+1
It also yields
(AT(NB)” = A HA)B(A) (6.37)
and
ATYNBO) = AT (A)BA) (B71(N)AWN) (6.38)

Standard arguments give the relation

p—k k —k p k—1

y ¢"—q b
B . A 7 i . _ n— A q n q fin,
(e >i1;[ (@ pin.1) Q" tn 4/ pon,— — ¢ Fpn,— [+ Al E )P )
Pt/ B, = o~ b+ HA ¢ tns) B(in—) (6.39)

@ tnt/ fin,— — @ F i~ [ pn 4 2L

Eventually, the use of these relations proves the lemma. O

7 Form factors of local operators

7.1 Form factors of u,,’ and o,

In this section we use the SOV-representations of local operators to give some first example of completely
resummed form factors.

Proposition 7.1. Let (t| and |t},) be two eigenstates of the transfer matrix To(X), then it holds:

anbn /2 o) (tot))
) = (220 ) By ey ) .0
n~Mn (pn

where wg’“) and @S’“’) are the eigenvalues of the shift operator Uy, and ||U, , (te.55) (N)|] is the (N — 1) x
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(N — 1) matrix:

(t ?t//) t IA NS
Uy " (N) = a';+’i/2 for be {1 -2}, (7.2)
(h) A (h+1)
(t ,t’,) 1 I\ Qt’ (") Oy, (n
U N =5 ( > ( D a5V (M)

Y I
_ N—1 , _ (N 1) ,
+ Qi (M) (aM (néh)) ¢ — ay (néh)) q* )} : (7.3)

Proof. The SOV-representation of the operator B~1(\)A()\) reads:

2oV (i) 1

NN/ Tad = 164/ A) 0 (Ta/To = /M)
(7.4)

Let us denote with [B~(A\)A(\)] the second term on the r.h.s. of (7.4). Then, we observe that from the

SOV-decomposition of the To-eigenstates, we have:

7l
1
B~L(A)A(N) = . (Aﬁfj T+ T+> + § T

k+1—k')hy N—1
AT ST S ST ) R A
k k) = ) m e (N
pnN =1 h1,...,hn_1=1

a=1h
i nzghb)Qt;,(néhb)) o ()
h ha 7
b#a,b=1 wb(nlg b))((n((l ))2 _ (7715 b))Q)
9 (N-2)
Qt (Wéthl))Qt;C,(n,(;h“)) <n§h“)) E(SOV)(néha))
wall™) O nOqrert — gD ghari/n)

X

(7.5)

FX W) e ()

/—’% (We have removed the row a.)
hg is missing.

g, 03" )Ru ™)

b#a,b=1 wb(ﬂé ))

(N-2)
P Qu(n h“+1)th/(n(h“))(n«(zha)) 55OV (™))

N1+a§:

o’ wa(mg Y/t — et )

)

(7.6)

bringing the sum over (hq, ..., hg, ..., hn—1) inside the Vandermonde determinant V., we have that the
above expression is just the expansion of the determinant:

(t4][B T OVAIth) = G det (1] el ™ 0] 1), 7
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where [Z/lsg’t’“')()\)} coincides with M ’;Jr’f/)z or be{l,...,N— 2}, while:

N—2 _
<tk,t;,><x>}=<”5o)) v gNhQy, () Qu (i)

|:ua,N—1 () Z

h a 1 ha+1
ny = wa(n )A/na et )

Now let us compute the matrix elements:

a5V (). (7.8)

FaLgt S U1Ky P 9 9
+) hy=1 h Ay
(teling s TR ) = "5 > vi(n™) e ()
pTIN hi,...hn_1=1
Net () (G, (o)
(™) Qu, (™) Qe (™)
X ) , (7.9)
b=1 “%(U% )
and so: o
Farq™" Op -1 (tkty)
(el A TR ) = T et (1M, 55, (7.10)
N
By using the fact that N — 2 columns are common in the matrix of formula (7.7) and in those of (7.10),
we get our result. Let us remark that the above result holds for any value of A. O
Remark 2.

) It is worth pointing out that the form factors of u ;! are written in terms of a determinant of a matrix
whose elements coincide with those of the scalar product except for the last line which is modified by the
presence of the local operator. It is then interesting to recall that a similar statement holds for the form
factors of the local operators in the XXZ spin 1/2 chain [18].

Il) The matrix elements (¢x|cy , L1, of the local operators a

n, are given by:

(tr)
t» !
(trlaghlte) = Fhrsoner— det (4,5 (I (7.11)

n

II) In the case of general representations Ry the matrix elements (¢|u,|t},) can be computed by using
the reconstruction:

anBn 1/2 1 1
Up = <_a b > UnC_ (Un,+)D(Nn,+)U7_L s (7-12)

in the SOV C-representation. Here, we do not make this explicitly as the result will have the same type
of form presented for (¢|u;![¢},); the difference will be that all the quantities will be written in the
SOV C-representation.

7.2 Suitable operator basis for form factor computations

In this section we introduce an operator basis which can be conveniently used to describe all local opera-
tors. The interest toward this basis is due to the fact that the form factors of its elements are represented
by a determinant formula.
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7.2.1 Basis of elementary operators

Let us introduce the following operators:
(p+k—1) (p+k—2) (k+1) (k)
B(7a B - B(ng A(na )
O = (7 — 1) (7a ) B(na )A(na") withk € {0,...p— 1},  (7.13)
by Hb;éa b=1(Za/Zb — Zv/Z4)

Lemma 7.1. The operators O, satisfy the followings properties:

Ok Oq p is non-zero if and only if h = k — 1, (7.14)

and

A(Za)
Hb;ﬁab 1(Za/Zb — Zb/ Z4)

OCL,]CO(J,,]C—]. T Oa7k+1_poa7k_p Oa,k' (7'15)

Moreover the following commutation relations hold:
NE= ~ (£ N _
18 Oae = 67 00sit, [iin: Cal = [Ty, Our] =0, (7.16)

and (k—h+1) , (0) (0) (k—h+1)
( a /T/b /

OakOpp = ——
(n((lk h 1)/?7150) (o)/n(k he 1))

Op Ok (7.17)

fora#be{l,..,N—1}

Proof. The first property follows from B(Z,) = 0, where B(A) is the average value of B(\). By the
definition of O, 4 it is clear that:

a(n (k))5hk
Hb;ﬁab 05 /oy — e )

(h )7 <77 1, anc(zk 1)7"'777N‘7 (718)

<7717"'777 aT/N’
so that the second property simply follows. To prove the last property we have to use the Yang-Baxter

commutation relation:

(/1= /NANB(1) = (N au — pg/N)B()A) + (¢ — ¢~ )BAA(W) (7.19)
we have before to move the A(n((lk)) to the right through all the B(nlsj )), for j # h, remarking that only
the first term of the r.h.s of (7.19) survives, and after to move the A(néh)) to the left. O

Let us introduce now the following monomials which we will call elementary operators:

(1,0-r) (17" () (ar)
Ek oo k) arke) = TN ("A TN) Oy s Oap ks (7.20)

where >, ap <p, k,k;€{0,...p—1}, a; <aje{l,...N—1} fori <je{l,..,N—1}and:
0 = 04k Oupi-1+ Oaki1-a, With a € {1, ..., p}. (7.21)

Then the following lemma holds:
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Lemma 7.2. For any n € {1,...,N}, the set of the elementary operators dressed by the shift operator
U,:

(Ctl, ,Cb,-) -1
U gk ko, (a1,k1),.. 7(ar,lcr)Un ) (7.22)

is a basis in the space of the local operators at the quantum site n.

Proof. The space of the local operators in site n is generated by u® and v for k € {1,....p — 1}.
Proceeding as done in Proposition 6.2 we have in particular the possibility to show that an alternative
local basis is defined by the operators:

<B_1(Mn,+)A(Mn,+))k

u,", (7.23)
B = Un (Bt )A(ttn 1)) B (1t )A(ttn,—) (Bt 4 )A (ptn+))

PRyt (704

n

_k:U

3

for k € {1,...,p — 1}. To prove the lemma, we only have to show that the above operators are linear
combinations of those defined in (7.20). Note that for \? # Z, with a € {1,...,N — 1}, the operator
B~1()\) is invertible and from the centrality of the average values we can write:

B )B(A" ) ---BOAN)

B\ (7.25)

BTI(WMAN) =

Now the operator B(Ag?~1)B(Ag?~2) - - - B(Ag)A(\) is an even Laurent polynomial of degree p(N—1)+1
in \. So that by using the interpolation formula for B(Ag?~1)B(AgP~2) - - - B(Ag)A()\), we derive:

. (= ) N—-1p—1
1 n
BL(MA() = - ()\ (15 + = ) Z 3 . (1.26)
"IN a=1k=0 >\/77a - /)\)
From the previous formula and the representation (7.23)-(7.24), we have that the local operators u;* and
Bk n are linear combinations of the monomials:
(o ()"0 -1
Unily <77A TN) Oayhy =+ OaghUn (7.27)

fors <p,a; € {1,...,N—=1}and h, h; € {0,...,p — 1}. For any monomial O, p, - - Oq, p, We can use
the commutation rules (7.17) to rewrite it in a way that operators with the same index a are adjacent, we
can order them in a way that a; < a; fori < j € {1,...,N — 1} and we can apply the rule (7.14) to say if
the monomial is zero or not. Finally, by using the property (7.15), we have:

O(P,ja) B A(Z,)

=

— N Oaa
bzape1(Za/Zy = Zp/ Za)

and so it is clear that all the non-zero monomials O, 4, - - - Oq, 4, can be written in the form (7.20). [

(7.28)

k‘

7.2.2 Form factors of elementary operators

As anticipated the interest in the above definition of elementary operators is the simplicity of their form
factors:
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Lemma 7.3. Let (t;| and |t}.,) be two eigenstates of the transfer matrix To(\), then it holds:
k

hok’
etr) Ok k +h04' (ho.{a}.{a})
(tkl€ }?1}“) gl h1),e(ar, hr)|t;€'> - (77(0)) (ho {a},{a}) N—fiffp—g(noa’l? o 1), (7.29)
N

where HO((lhl;”{a}’{a})H isthe (N—1+7rp—g) x (N—1+4rp— g) matrix of elements:

og’gﬁ;{(g]}ahﬂwm = (2, @)™ for o € {0, .sp — A}, me {1, .1}, (7.30)
(ho {a},{a}) (t.) - _\
O i1y ei = ok (hotg)2 forie{l, . ,N—1-r}, g=> an, (131

foranya € {1,...,N—1+1rp—g}. Here, we have defined {by, ....bn—1—} ={1,...N=1}\{a1,...,a,}
with elements ordered by b; < b; for i < j and

—a\A h i(N—1—
: [T Qe 01,0 ) Qe(may) (7™ ™77 Je, (0,)) TTS" almia ™)
(ho{a}{a}) = —1 T1i— - —
e T I T2 (s /1y — oy 4% 0) TT i1 (M / €y — 1y @ /1)
§ (~D)E @[T N D2y (2 )
[T TS (22, = 2)V O, 72, @2 oo R, P00, 1 P, e R, G20
(7.32)

where V(z1,...,2N) = [[i<qcp<n(Ta — 2p) is the Vandermonde determinant and we have used the

notation:
Mo = 1. (7.33)

Proof. The operator ﬁﬁh(ﬁg\ﬂTN)ho acts in the following way on the state (¢|:

ho . ho(k—h) p k—h)hy N—1

gl

a q —
(| (77& Ty N = Th Tz (n{" ) Qi (n))
(77N ) hi,...,hn=1 a=1

hay2 (o (ho)2 <77§ Doy )l
< I @8 = ")) (7.34)

1<a<b<N-1 b 1 Wb( My )

From the formula (7.18), it follows:
R N |O(a1}2 _ s " a(na,q” _)ff,hi<771,...,77aiq*ai,...,nNI’ (735)
' b Hb#alb TThE Masa™ /e — 6 /Maia™")

where 7),, 1s defined in (7.33). So we can compute also the action of (9((11 ,31 e (’)L(l’f’”,zr just taking into
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account the order of the operators in the monomial which leads by the scalar product formula to:

ho ho(k—h) p gl(k=h) =K'y N-1
(a1,...,a) oy 94 g (ha
<tk|£ th» a17h1)7 a(a’r‘yhd‘)|tk > o (0) h Z H n )
(UN ) ki,..., kN:1
a 0
y H I alnag™") kaz,h(kb
N— 1 1—1 -
i=1 H - Py (nal h/% - nb ! /77111 )
y ﬁaﬁl = H—l (Na;q™ /77aJ naj/naz ) !
i=1 h=0 (77&1 g _h/naj - na]/nal & h)
(ko)
N—1—r Qt/(ﬁb )Qt(nb Qu(Na;q” Qt(naz)v 9
X H e, (7as) (7717 > N=1)-
Jj=1 wbj (nbj ) it
(7.36)
Let us remark that the sum Zil,.--,kwl reduces to 0y /45, times the sum Ziblwwkb,\,,(rﬂ):l for the
presence of the [[;_; 0, n;, Where:
{al, . CLT} U {bl, . bN—(r—l—l)} = {1, ey N — 1} (7.37)

Now we multiply each term of the sum by:

r N—1—r —1

=TT I T R - oy

e=*1i=1 j=1 h=—p+q;

_ _ €
B AU A S N R Y A SO ) (7.38)
V(3. -mz,)
here the power +1 leads to the construction of the Vandermonde determinant:
2 2 2(p—a) 2 2 2p—ay) (,,kb1)\2 (kbb(mefr) 2
V(na17"'7na1q 7"'7na,T7"'7na,Tq 9 (771,1 ) 7”"(77bb(N—1)—7> ) )a (739)
p—a1-+1 columns p—a,+1 columns g

(N—1)—r columns

_1 becomes sum over columns and after some algebra we get our formula.
O]

and the sum 37
1

It is interesting to point out that the last N — 1 — 7 columns of the matrix HOL(lel’)“ Po-{e349D) || are just those
of the scalar product while the others are those of the Vandermonde determinant computed in particular
zeros of B(\).

7.3 The chiral Potts model order parameters

The results presented in the previous subsections are as well results for the matrix elements of local
operators in the inhomogeneous chiral Potts model. In particular, let |¢;) and |¢].,) be two eigenstates of

35



the chiral Potts transfer matrix, then the matrix elements:

— —]_ Ity T
(telun'[th),  (telagplti) and <tk|5((i20,(:1,)hl),...,(ar,m)|752/>

are given respectively by the formulae (7.1), (7.11) and (7.29). Furthermore, in the representations
RYPS the formulae (7.1), (7.11) and (7.29) are always matrix elements of the corresponding local
operators on chiral Potts eigenstates. As clarified bellow, some of these matrix elements generate the
chiral Potts order parameters under the homogeneous and the thermodynamic limits.

7.3.1 Local Hamiltonians and order parameters

It is worth recalling that the following local quantum Hamiltonians:

N p—1 N p—1
H=Hy+kH, Hy=)_ [Z fT(e)u;un_;l] , Hi=) [Z fT(é)v;;] : (7.40)

n=1 Lr=1 n=1 Lr=1
i(2r—p)0
£ (0) = w7 cosf — COSG’ ei(20-7)/p — 24, _ xﬁ, (7.41)
sinr/p k Ya, Y

first constructed by von Gehlen and Rittenberg [65], commute with the homogeneous Z,, chP transfer
matrices. Indeed, they are generated by derivative of these transfer matrices w.r.t. the spectral parameter,
see for example [60] for a derivation. Then the order parameters associated to the homogeneous Z,, chP

models:
(g.5.|u7lg.5.)

(g.s-lg.s.)

admit a natural interpretation as spontaneous magnetizations in terms of the spin chain formulation as-

M, = , Vredl,..p—1} (7.42)

sociated to these local Hamiltonians. They have been mainly analyzed in the special representations
associated to the super-integrable Z,, chP model, characterized by the following constrains:

) ) ) p 1+ ]{3/
Tq, = Yo, = rp T Yrn

,Yne{l,.,N} — 0=0=m/2. (7.43)

In these special representations the Z, chP model also has an underlying Onsager algebra [63] generated
by the two components Hg and H; of the local quantum Hamiltonians. The following thermodynamic
limits:

r(p—r)
2p2

M, = (1— k%) vre{l,...p—1} (7.44)

have been first argued by perturbative computations in [77] and then proven with techniques> which
apply only starting from finite lattice computations in the super-integrable case. Nevertheless, as argued
in [86], the formulae (7.44) should hold true for the general homogeneous Z,, chP models. It is then
relevant pointing out that our approach should give us the possibility to prove this statement for general
representations without the need to be restricted to the super-integrable case and our SOV results already
provide simple determinant formulae for the matrix elements associated to M,_; in the finite size and
inhomogeneous regime.

B See Section 1.1 for an historical recall.
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8 Conclusion and outlook

8.1 Conclusions

In this article we have considered general cyclic representations of the 6-vertex Yang-Baxter algebra on
N-sites finite lattices and analyzed the associated 7o-model and consequently the chiral Potts model. We
have derived a reconstruction for all local operators in terms of standard Sklyanin’s quantum separate
variables and characterized by one determinant formulae of NxN matrices the scalar products of separate
states. These findings imply that the action of any local operator on transfer matrix eigenstates reduces
to a finite sum of separate states which allows to characterize matrix elements of any local operator as
finite sum of determinants of the scalar product type. Moreover, we have obtained: form factors of the
local operators u,, and o , expressed by one determinant formulae obtained by modifying a single row
in the scalar product matrices; form factors of a basis of operators expressed by one determinant formulae
obtained by modifying the scalar product matrices by introducing rows which coincide with those of
Vandermonde’s matrix computed in the spectrum of the separate variables.

Let us comment that it would be desirable to get also for the generators v,, of the local Weyl algebras
simple one determinant formulae as for the generators u,, this interesting issue is currently under in-
vestigation. One important motivation to derive form factors of local operators by simple determinant
formulae is for their use as efficient tools for the computations of correlation functions. The decomposi-
tion of the identity (4.13) allows to write correlation functions in spectral series of form factors and so it
allows to analyzed numerically them mainly by the same tools developed in [131] in the ABA framework
and used in the series of works2® [131]-[137]. Indeed, in our SOV framework we have determinant rep-
resentations of the form factors and eventually complete characterization of the transfer matrix spectrum
in terms of the solutions of a system of Bethe equations type. Let us mention that in a recent series of
papers [145]-[155] the problem to compute the asymptotic behavior of correlation functions has been suc-
cessfully addressed?” with a method which is in principle susceptible to be extended to any (integrable)
quantum model possessing determinant representations for the form factors of local operators [154] and
so also to the models analyzed by our approach in the SOV framework.

Finally, let us remark that the originality and interest of our current results are also due to the fact that
matrix elements of local operators were so far mainly confined to the special class of super-integrable
representations of Z,, chiral Potts model. As these representations can be obtained by taking well defined
limits on the parameters of a generic (non-super-integrable) representation to which SOV applies, it is
then an interesting issue to investigate how from our form factor results one can reproduce also those
known in the super-integrable case. About this point it is worth mentioning that in the special case (p=2)
of the generalized Ising model, it was already remarked in [89] that the matrix elements of the local spin
operators obtained in the SOV framework in [102] admit factorized forms similar to those conjectured in
[84] and proven in [89] for the super-integrable Z,, cases for general p > 2.

2By this numerical approach, relevant physical observables (like the so called dynamical structure factors) were evaluated
and successfully compared with the measurements accessible by neutron scattering experiments [138]-[144].

Y These results have been also successfully compared with those obtained previously with a method relying mainly on the
Riemann-Hilbert analysis of related Fredholm determinants [156]-[158].
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In a future paper, we will analyze the homogeneous and thermodynamic limits focusing the attention on
the derivation of the order parameter formulae for the general homogeneous Z,, chiral Potts models. These
formulae were proven with techniques working only in the super-integrable case but they are expected to
be true [86] for the general homogeneous Z,, chiral Potts models. Our approach should give access to a
proof of this statement from the finite lattice in general representations and we find encouraging the fact
that the matrix element describing the order parameter:

<g.s.|u1_1\g.s.>

Mp-1= (g.s.]g.s.)

(8.1)

admits simple determinant formula in our approach.

8.2 Outlook

It is worth recalling that in the literature of quantum integrable models there exist some results on form
factors derived by different applications of separation of variable methods. For a more detailed analysis
of the most relevant preexisting results and an explicit comparison with those obtained by our method
in separation of variables we address the reader to [1]. Here, we want just recall the Smirnov’s results
[117], in the case of the integrable quantum Toda chain [15], [114]-[116] and those of Babelon, Bernard
and Smirnov [159, 160], in the case of the restricted sine-Gordon at the reflectionless points. In both
these cases form factors of local operators were argued®® to have a determinant form. A strong simi-
larity in the form of the results appears: the elements of the matrices whose determinants give the form
factors are expressed as “convolutions”, over the spectrum of each separate variable, of the product of
the corresponding separate components of the wave functions times contributions associated to the action
of local operators. It is then remarkable that also our results fall in this general form. This observation
and the potential generality of the SOV method leads to the expectation of an universality in the SOV
characterization of form factors.

A natural project is then to develop explicitly our method for a set of fundamental integrable quantum
models providing determinant representations for form factors. This SOV method is not restricted to the
case of cyclic representation and applies to a large class of integrable quantum models which were not
tractable with other methods and in particular by algebraic Bethe ansatz. There exist already several key
integrable quantum models associated by QISM to highest weight representations of the Yang-Baxter
algebras and generalization of it for which this program has been developed. In [163, 164, 165] and [166]
our approach has been respectively implemented for the spin-1/2 XXZ and the spin-s XXX inhomoge-
neous quantum chains with antiperiodic boundary conditions, for the spin-1/2 XXZ open quantum chains
with quite general non-diagonal boundary conditions [46]-[52] and finally for the spin-1/2 representations

The absence of a direct reconstruction of the local operators in terms of the Sklyanin’s quantum separate variables was
the motivation in [117, 160] to use some well educate guess relying on counting arguments for the characterization of local
operators basis and to use semi-classical arguments relying on the classical SOV-reconstruction for the identification of primary
fields [159, 162]. Note that a reconstructions of local operators in the lattice Toda model have been achieved in [161] in terms
of a set of quantum separate variables defined by a change of variables in terms of the original Sklyanin’s quantum separate
variables.
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of highest weight type of the dynamical 6-vertex Yang-Baxter algebra. In all these models the universality
we just discussed in the structure of the matrix elements of local operator has been verified.
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