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Résumé

La progréssion de l'aviation commerciale induit une détérioration de la qualité de 'environ-
nement autour des aéroports a cause du bruit et des émissions de polluants. L’ACARE (Ad-
visory Council For Aeronautics Research in Europe) et le Grenelle de I’Environnement recom-
mandent d’atteindre, a I’horizon 2020, des objectifs quantitatifs permettant d’améliorer ’envi-

ronnement aux environs des plateformes aéroportuaires.

Cette these s’inscrit dans ce cadre et a pour objectif le développement d'un modele math-
ématique d’optimisation acoustique des trajectoires de vol de deux avions commerciaux en
approche sous contrainte énergétique, aérodynamique et opérationnelle. Il s’agit d'un modele
analytique de contréle optimal non-linéaire et non-convexe régi par un systeme d’équations dif-
férentielles ordinaires issues de la dynamique de vol et des contraintes associées. Dans ce travail,
notre contribution porte sur la modélisation mathématique des équations, 'optimisation et la
programmation algorithmique et enfin la mise en pratique. Plus explicitement, nous mettons
tout en oeuvre pour obtenir des solutions d’un modele d’optimisation acoustique de deux avions

en approche simultanée.

Les points abordés sont les suivants :

1. Développement mathématique du modele 3D « exact » de la dynamique de vol de deux

avions en approche.
2. Modélisation mathématique de la commande optimale de ce systeme.

3. Introduction de la consommation du carburant par les avions comme une équation dif-
férentielle avec une fonction consommation spécifique variable en fonction de 1’évolution

de la dynamique des avions.

4. Modélisation mathématique instantanée de la fonction objectif représentant le bruit global

des deux avions en approche.

5. Au niveau de la résolution du probleme de controle optimal obtenu, nous avons utilisé
le langage de modélisation AMPL et le solveur de programmation non linéaire KNITRO

pour calculer des solutions locales.

6. D’'une part, ces solutions sont trouvées de maniere globale par la méthode de program-
mation séquentielle quadratique avec régions de confiance. Cette méthode directe résout
le probléme discrétisé, en transformant un probleme de commande optimale a contraintes

instantanées en un probleme de programmation non linéaire en dimension finie. Cette
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10.

transformation permet d’appliquer la technique de programmation séquentielle quadra-

tique en considérant les conditions d’optimalités de Karush-Kuhn-Tucker.

D’une autre part, nous avons aussi utilisé une méthode indirecte en appliquant le principe
de maximun de Pontryaguine suivie d'une discrétisation de type Runge Kutta partitionnée

symplectique d’ordre 4.

Démonstration de la commutation entre I'approche directe et I’approche indirecte en util-
isant l'algorithme de Runge Kutta partitionnée symplectique et le principe de maximum
de Pontryaguine pour la résolution du probleme de controle optimal dans le cas de deux
avions en approche en minimisant le bruit. Les résultats obtenus sont en accord avec les
résultats obtenus en utilisant des coefficients de Runge Kutta classique comme cela est

indiqué dans la commutation.

. La comparaison entre les résultats obtenus avec les deux approches montrent que la

solution optimale reste la méme quelque soit la démarche adoptée.

Au niveau physique, des trajectoires optimales en descente continue, réduisant le bruit au

sol ainsi que la consommation de carburant sont obtenues.

Les résultats obtenus permettent de construire des trajectoires réduisant les niveaux de bruit

percus au sol et la consommation de kérosene pendant la phase d’approche simultanée des deux

avions. Les gains en bruit se situent entre 5% et 8% pour les valeurs maximales en fonction des

positions d’observation lorsque 'optimisation est considérée ou non. Une analyse de leur sépa-

ration a été menée. Cette recherche pourrait étre étendue ultérieurement a la gestion du trafic

aérien en considérant la résolution des conflits pour plusieurs types d’avions soit en approche

ou en décollage.

Mots clés : Systeme dynamique de deux avions, contrdle optimal, bruit global, méthodes
directes et méthodes indirectes, SQP,SPRK4, AMPL, KNITRO.
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Abstract

Abstract

Progression of the commercial aviation induced a deterioration of the environmental qual-
ity around the airports (noise, pollutant emissions and greenhouse gases). ACARE "Advisory
Council For Aeronautics Research in Europe" and "Grenelle of the Environment" recommend
obtaining, by 2020, quantitative objectives making possible to improve the environment around
airports.

This thesis lies within this scope and aims to develop an mathematical non linear opti-
mization model of flight paths of two aircraft in approach minimizing the perceived noise on
the ground while energetic constraint is considered. It is an analytical model of non-linear and
non-convex optimal control governed by a system of ordinary differential equations resulting
from the dynamics of flight and with their associated constraints.

In this work, our contribution focuses on the mathematical modeling equations, optimization
and algorithmic programming and finally the practice. Explicitly, we make every effort to obtain
solutions of an acoustic optimization model of two aircraft during a simultaneous approach
phasis.

The addressed issues are :
1. Mathematical development of the 3D flight dynamics model of two approaching aircraft.
2. Mathematical modeling of the optimal control of this system.

3. Introduction of fuel consumption by the aircraft as a differential equation with a specific

consumption function which varies according to the aircraft dynamics.

4. Mathematical modeling of the instantaneous objective function representing the overall

noise of the two approaching aircraft.

5. For solving the obtained optimal control problem, we used the modeling and programming
language AMPL and the nonlinear programming solver KNITRO to calculate optimal

local solutions.

6. On the one hand, these solutions are found by the sequential quadratic programming
method with trust regions. This direct method solves the discrete problem by transforming
an optimal control problem with instantaneous constraints in a nonlinear programming
problem in finite dimensions. This transformation allows to apply the sequential quadratic

programming technique by considering the Karush-Kuhn-Tucke optimality conditions.

7. On the other hand, we also used an indirect method by applying the Pontryagin max-
imum principle followed by a symplectic partitioned fourth order Runge Kutta scheme

discretization.
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8. Demonstration of commutation between direct approach and indirect approach using the
Runge Kutta symplectic partitioned and the maximum principle of Pontryagin for solving
the optimal control problem in the case of two approaching aircraft by minimizing the
noise. The obtained results are in agreement with results obtained using classical Runge

Kutta coefficients as indicated in the commutation.

9. The comparison between the results obtained with both approaches show that the optimal

solution remains the same whatever the approach.

10. At the physical level, optimal continuous descent trajectories, reducing ground noise and

fuel consumption are obtained.

The expected results will provide optimal trajectories reducing noise levels on the ground and
the fuel consumption during the approach phase of the two aircraft. Noise gains are between
5% and 8% for maximum values according on observation positions when optimization is con-
sidered or not. An analysis of the two-aircraft separation was conducted. This research could be
extended later to the air traffic management by considering conflict resolution for many types

of aircraft on approach or takeoff.

Keywords : Two-aircraft dynamic system, optimal control, Noise levels, direct and indirect
method, SQP, SPRK}, AMPL, KNITRO.
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Introduction générale

Cette these, financée par 1’Agence Universitaire de la Francophonie, 'IFSTTAR, la région
Rhone Alpes et le gouvernement du Burundi, s’inscrit dans le cadre d’'un partenariat entre 1’U-
niversité Claude Bernard de Lyon I, I'Institut Francais des Sciences et Technologies des Trans-
ports, d’Aménagement et des Réseaux- Laboratoire Transports et Environnement (IFSTTAR-
LTE), la région Rhone Alpes et I'Université du Burundi.

Le théme principal concerne le développement d’un modele mathématique d’optimisation
non-linéaire du bruit de plusieurs avions en approche sous contraintes physiques, opérationnelles
et énergétique. Ce modele sera développé principalement en considérant la dynamique, le bruit
global et les contraintes instantanées sur létat et la commande de deux avions en approche.
Le bruit de jet est considéré comme la grande source des nuisances sonores et des émissions

polluantes des avions.

Problématique

Sélon Redonnet et Manoha [1], la réduction du bruit et des émissions polluantes des avions

s’avere étre un des problemes plus difficiles a controler.

En effet, les diverses nuisances sonores et émissions polluantes que produit un avion au
décollage, en croisiere ou en approche font intervenir de nombreux mécanismes physiques et
énergétiques complexes. C’est ce qui fait de ce probleme un défi a la fois scientifique et tech-
nique; la prédiction et la réduction des émissions acoustiques et polluantes pré-supposant une

compréhension fine de tous les phénomenes impliqués.



C’est dans ce contexte actuel d'une problématique environnementale et sanitaire de lutte
contre les bruits et les émissions polluantes par les avions commerciaux au voisinage des aéro-
ports civils qu'un modele d’optimisation acoustique des trajectoires et des procédures de vol

réduisant le bruit au sol sera développé a travers cette these.

Impact environnemental des avions

Le transport aérien est en croissance continue [2, 3]. Des considérations économiques et envi-
ronnementales liées a 'augmentation du cotit du pétrole et a la nécessité de préserver 'envi-
ronnement imposent des contraintes de plus en plus séveres aux gestionnaires du trafic aérien
et aux constructeurs des avions. En particulier, les objectifs environnementaux établis par le
conseil consultatif ACARE (Advisory Council For Aeronautics Research in Europe) dans sa
vision stratégique 2020 représentent un réel défi technique pour les aérodynamiciens (émissions

de C'O; et production acoustique réduites de moitié [4, 5]).

Les avions circulant a basse altitude sont a l'origine de plus de la moitié des émissions
polluantes. La maitrise de 'impact environnemental d’un aéronef concerne I’émission des gaz
a effet de serre contribuant au réchauffement climatique, la production de bruit génante pour
le voisinage des aéroports, voire pour une part plus large de la population si le transport
supersonique se développe; et enfin la présence de sillages tourbillonnaires qui constitue un
risque pour les avions suiveurs surtout dans la phase de décollage. Ainsi, la diminution de la
consommation de carburant contribue a la réduction de I’émission des polluants tandis que les
dispositifs de réduction du bruit peuvent étre défavorables aux performances aérodynamiques

de l'avion.

Positionnement scientifique

Dans le contexte actuel de la modélisation mathématique et du calcul scientifique, de nombreux
travaux en rapport avec l'optimisation des systemes dynamiques du transport aérien traitent
la minimisation du bruit et la consommation du carburant par les avions commerciaux. Les
équations 3D de la dynamique de vol des avions civils sont alors utilisées pour modéliser les tra-
jecetoires de ces derniers en approche sous différentes contraintes physiques et opérationnelles

[6]. Par ailleurs, plusieurs modeles peuvent étre considérés pour simuler 1’évolution dynamique
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d’un avion commercial en approche. De plus, ces modeles dynamiques qui tiennent compte des
niveaux de bruit générés par l'avion et de la consommation du carburant permettent d’estimer
les parametres de vol dans 'objectif de maitriser I'impact sur I’environnement et que ceci soit

pour un avion ou un ensemble d’avions.

Différents codes de calcul [7-11] ont été dévéloppés afin de simuler de tels phénomenes d’ap-
proche en domaine bidimensionnel. Certains d’entre eux utilisent des méthodes classiques pour
la résolution des systémes algébriques issus des équations différentielles, d’autres utilisent des

techniques sophistiquées de méthodes indirectes et de programmation dynamique.

Dans ce travail, il s’agit de mettre en oeuvre un modele d’optimisation permettant de générer
des trajectoires optimales dans le sens ou le critere & minimiser est le bruit émis en approche
tout en tenant compte des contraintes imposées et en particulier la contrainte énergétique.
C’est un modele de type commande optimale non linéaire et non convexe régi par un systéme

d’équations différentielles ordinaires (ODE).

Ce modele tient compte des équations exactes de la dynamique des avions et de leur varia-
tion de masse due a la consommation du carburant. Ce modele sera réalisé dans le cas de deux
avions de méme type attérissant sur une méme piste. La dynamique de vol, la configuration des
avions a l'attérissage [12], la sécurité des appareils, les contraintes physiques, les contraintes
opérationnelles, la consommation énergétique forment un modele qui peut étre traité en util-
isant les méthodes numériques applicables en optimisation non-linéaire [13] et en commande
optimale. Les codes élaborés a ce propos portent sur les modeles 3D en considérant deux avions

en approche sans conflit et attérissant de maniere successive sur une seule piste.

Les méthodes exploitées dans cette these sont de deux types. La premiere partie se base sur
une méthode directe « The Trust region séquential quadratic programming », du type point
intérieur largement robuste et présente dans la littérature. Cette méthode est utilisée par le
solveur KNITRO largement présent dans la résolution de ce genre de probleme fortement non
linéaire et non convexe. Dans la plupart des cas, une discrétisation de type Runge-Kutta d’odre
4 a été adoptée étant donné son ordre de convergence élevé. La deuxieme catégorie des méthodes
dite indirecte basée sur le principe de minimum de Pontryaguine a été utilisée en considérant
le caractere de discrétisation partitionné symplectique de la méthode de Runge-Kutta d’odre 4
ainsi que la discrétisation directe de ce dernier afin de prouver la commutation de I’approche

directe et indirecte. Les coefficients obtenus dans cette approche indirecte sont utilisés dans la
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méthode directe afin d’améliorer la précision des résultats et de démonter la commutation entre

les deux méthodes.

Positionnement international de la thématique

En France, la sécurité étant la premiere priorité des services de la navigation aérienne, I’environ-
nement en est la deuxieme. A travers le monde, les deux objectifs clairs impliquant 1’ensemble

des intervenants du secteur aéronautique jusqu’a ’horizon 2020 sont
1. La réduction du bruit percu de 10 dB par opération,

2. La contenance des nuisances sonores dans le périmetre aéroportuaire.

Une Initiative de Recherche pour I’'Optimisation acoustiQUe Aéronautique (IROQUA) a été
lancée en France en 2005-2006 en vue d’atteindre les deux objectifs. IROQUA en collaboration
avec le CNRS et les constructeurs d’avions Airbus, Dassault Aviation, Eurocopter et Snecma
se proposent de mener des recherches afin de réduire le bruit des aéronefs. Une cordination
des programmes communs dans la recherche et 'industrie aéronautique se fait en France, dans
un souci de cohérence et de complémentarité. IROQUA est donc au service des besoins indus-
triels frangais pour mener a bien la réduction du bruit des aéronefs et atteindre les objectifs
2020 ACARE (Advisory Council For Aeronautics Research in Europe) pour lesquels le finance-
ment est supporté d’une part par la Fondation Nationale de Recherche pour I’Aéronautique et
I’Espace « FNRAE ».

De maniere technique, IROQUA est un projet visant un renforcement des capacités de
recherche en soutien de futures applications industrielles par une action basée sur la Modéli-
sation physique et outils numériques, les structures absorbantes, les technologies actives, les
benchmarks expérimentaux et numériques et enfin sur l'intégration des techniques de réduction
de bruit. IROQUA s’appuie sur des thématiques rassemblant pour chacun des domaines les
meilleurs experts nationaux. Il s’en suit une veille scientifique et technologique, une synthese de
I’état de I'art, une identification des poles d’excellence et une traduction des besoins industriels

en objectifs scientifiques.

Au niveau européen, les objectifs des projets a I’horizon 2020 de 'ACARE « Advisory

Council for Aeronautics Research in Europe » sont :

1. Qualité et service pour la réduction des charges pour les passagers, 'augmentation des

choix des passagers, 'amélioration des conditions de transport du fret, la réduction du
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temps de transport du fret de 50%.

2. Environnement pour la réduction du CO2 de 50 %, la réduction du NO, de 80 %, la

réduction du bruit extérieur percu de 50 %.

3. Efficacité du systeme de transport aérien pour 'augmentation de la capacité, la réduction
du temps d’attente dans l'aéroport de moins de 15 minutes pour les vols nationaux, 99

% des vols a I'heure.

4. Sureté et Sécurité pour la réduction des accidents de 80 %, la réduction de I’erreur humaine

et ses conséquences.

Aux USA, il s’agit de la Vision NASA « NASA’s Aircraft Noise Reduction Research ». Le
NACA « National Advisory Committee on Aeronautics » annonce une augmentation du trans-
port aérien de passagers et de fret et la faible introduction de technologies de réduction du bruit
dans les flottes ce qui rend la qualité de I’environnement sonore toujours médiocre. L’impact du
bruit d’avions dans le monde restera constant jusqu’a 2030 pour augmenter par la suite. L’ob-
jectif des programmes de la NASA est la réduction de 10 dB. L’accent est particulierement mis
sur les traitements acoustiques passifs des sources et 'amélioration des trajectoires d’approches
minimisant les bruits. La NASA, la FAA « Federal Aviation Administration », les industries
aéronautiques et les universités continuent de planifier de nouvelles initiatives Recherches et

Développement pour la réduction du bruit.

Contributions de la these

Dans ce travail, notre contribution porte en grande partie sur 'optimisation et la modélisation
mathématique des équations, la programmation algorithmique et enfin la mise en pratique. Plus
explicitement, nous mettons tout en oeuvre pour obtenir des solutions d'un modele d’optimi-
sation acoustique multi-avions en approche simultanée sous contrainte énergétique. Les points

abordés les plus importants sont les suivants :

1. Ecriture mathématique 3D du modele exact de la dynamique de vol de deux avions en

approche.
2. Modélisation mathématique de la commande optimale de ce systeme.

3. Modélisation mathématique de la fonction objectif du bruit global de deux avions.
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4. Au niveau de la résolution du systeme posé, nous avons utilisé la méthode de programma-
tion non-linéaire sous AMPL avec un couplage KNITRO pour I'éxtraction des solutions
optimales locales. Ces solutions sont obtenues en utilisant la méthode de programma-
tion séquentielle quadratique avec régions de confiance ou la méthode SPRK4 a base du
principe de maximun de Pontryaguine. On choisit alors la solution optimale parmi les

solutions admissibles obtenues.

5. Démonstration de la commutation entre I'approche directe et I’approche indirecte en util-
sant 'algorithme de Runge Kutta partitionnée symplectique et le principe de maximum
de Pontryaguine pour la résolution du systeme dynamique de deux avions en approche

en minimisant le bruit.

6. Introduction de la consommation du carburant par les avions comme une équation dif-
férentielle avec une fonction consommation spécifique variable en fonction de 1’évolution

de la dynamique des avions.

7. Au niveau physique, des trajectoires optimales en descente continue, réduisant le bruit au

sol ainsi que la consommation de carburant sont obtenues.

8. Au niveau pratique, validation des résultats et contribution a I’élaboration d’un code
succeptible d’évoluer afin de servir comme un outil de prise de décision dans la gestion

des attérissages, cas des petis aéropports a piste unique.

Les persepectives d’avenir concernent l'introduction dans le code des modeles de décolages

et de gestion du trafic aérien.

Organisation de la these

Dans la continuité des recherches déja menées a 'IFSTTAR-LTE au niveau de la thématique
[14], cette theése s’inscrit dans un cadre des recherches sur 'optimisation acoustique des tra-
jectoires de vol de deux avions commerciaux en intégrant davantage de contraintes physiques,
opérationnelles et energétique dans une procédure d’approche. Une contrainte liée a la con-
sommation de kérosene sera nouvellement introduite pour satisfaire les demandes des acteurs
du transport aérien relatives aux aspects économiques et des environnementalistes en ce qui

concerne la réduction des polluants.

Le chapitre 1 introduit la modélisation mathématique d'un probleme de commande opti-
male a 'aide d’'une méthode directe de programmation séquentielle quadratique globalisée par

la méthode des régions de confiance. Dans ce méme chapitre, nous éxposons aussi la méthode
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numérique indirecte en se basant sur la commande optimale et le principe de maximum de

Pontryaguine.

Dans le chapitre 2, nous présentons la modélisation mathématique de la commande optimale
d’un systeme dynamique de I'avion civil A300. Il s’agit d’ introduire un modele dynamique tridi-

mensionnel exact d'un avion civil, le bruit de jet pour la fonction objectif et enfin les contraintes.

La modélisation mathématique de la commande optimale d'un systéme dynamique de deux
avions civils A300 est nécéssaire. Cela est abordé dans le chapitre 3. Il s’agit toujours d’une
modelisation dynamique 3D de ce systeme de deux avions, la fonction objectif et les contraintes
mixtes liées a I'état la commande des avions. Ces deux problemes tel que posés décrits ci-haut
sont résolus en utilisant une méthode de programmation séquentielle quadratique globalisée
par les régions de confiance. Le critere a minimiser est le bruit émis par les deux avions en ap-
proche. Les résulats numériques trouvés sous la programmation AMPL [15, 16] et 'extraction

des solutions optimales par KNITRO [17-20] sont présentés par la suite.

Le quatrieme chapitre vise la résolution du probleme de deux avions par une méthode d’op-
timisation directe de type Runge-Kutta d’odre 4 comme schéma numérique [21]. Cette méthode
nous permettra plus tard d’etablir un lien entre la solution optimale par la méthode directe et
la méthode indirecte comme le montre le chapitre 5. Les processus numériques montrent qu’il
y a deux trajectoires optimales conduisant a une réduction des niveaux de bruit pergus au sol

et fournissent des caractéristiques de vol optimales pour une grande partie du vol.

Le cinquiéme chapitre met 'accent sur la résolution numérique du probleme de deux avions
en utilisant ’approche d’optimisation indirecte ou le principe de maximum de Pontryaguine est
sollicité. Un schéma de discrétisation de type Runge-Kutta partitionné symplectique d’ordre
4 est utilisée pour la résolution des équations différentielles résultantes. Afin de valider nos
méthodes numériques, nous avons utilisé les coefficients obtenus par I'approche indirecte sous
un schéma numérique SPRK4 dans la méthode directe. Les résultats obtenus sont en tres bon
accord avec les résultats obtenus en utilisant des coefficients de Runge Kutta classique comme

cela est indiqué dans la commutation.

Le dernier chapitre montre plusieurs cas-tests en variant la durée d’approche du deuxieéme
avion, la discrétisation plus fine ainsi que le point d’observation considéré mobile sous trace.

Une conclusion sera donnée & la fin.
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De part la complexité du modele multi-avions et apres validation des résultats, ce travail
réalisé dans le cadre d’un systeme dynamique de deux avions mérite une extension au cas de
n avions. Cela complique davantage la modélisation mathématique du probleme d’autant plus
que d’autres enjeux apparaissent. Nous citerons la gestion du trafic, la résolution des conflits,
la capacité aéroportuaire, la variation du type avion . Ce travail constitue donc une base dans
la réalisation de tels modeles succeptibles de combiner la variation du type avion, le couplage

attérissage/décolage, attérissage/attérissage, décolage/décolage, etc.



I°T€ Partie

Cette partie contient deux chapitres centrés essentiellement sur un état de I'art des méth-

odes numériques et de la commande optimale d’un systeme dynamique principalement un avion.

Au premier chapitre, nous revenons sur la modélisation mathématique d’un probléeme de
commande optimale a 'aide d’une méthode directe de programmation séquentielle quadratique
globalisée par la méthode des régions de confiance. Nous éxposons aussi la méthode numérique
dite indirecte en se basant sur la commande optimale et le principe de maximum de Pon-

tryaguine.

Au deuxieme chapitre, nous présentons la modélisation mathématique de la commande op-
timale d'un systeme dynamique, I'avion civil A300. II s’agit de revenir sur le modele dynamique
tridimensionnelle d’un avion civil, ces performances opérationnelles et qualités de vol. La mod-
élisation des efforts aérodynamiques, propulsifs et massiques d’'un avion commercial constitue

la base de la dynamique de vol de celui-ci.






Chapitre 1

Méthodes numeériques en commande optimale

dun systeme dynamique

1 Introduction

La plupart des problemes rencontrés en ingéniérie et en calcul scientifique se présentent sous la
forme des équations et des systémes d’équations non-linéaires, convexes et non convexes [22-24].
Ces problemes sont difficiles a résoudre sur le plan scientifique et technique. Dans ce chapitre,
nous exploitons certaines méthodes directes et indirectes en commande optimale [7].

Le but principal de ce chapitre est d’avoir un aperc¢u général des méthodes numériques
directes de programmation séquentielle quadratique globalisées par les régions de confiance
en fonction des types de problemes [24-27] et des méthodes indirectes basées sur le principe
du maximum de Pontryaguine. Les techniques de résolution des problemes mathématiques
d’optimisation dépendent éventuellement de la nature de la fonction objectif et de I’ensemble
des contraintes. Les méthodes dévéloppées sont donc les plus courantes et surtout les plus
utilisées en commande optimale [28].

La modélisation générale d’un probléme de commande optimale est la suivante [24, 27] :

y(t) = f(u(t),y(t)) (L1)
9(y(t),u(t)) <

ou J, f, g, h sont typiquement non-linéaires. L’ensemble R™ x R™ est ’ensemble admissible du
probléme et un point de celui ci est admissible. L’ensemble U est I'ensemble des commandes.
Dans le cas ou l'ensemble {(y,u)|(y,u) € R" x R™} n’est pas vide, on a un probléme réal-

isable. La fonction J s’appelle critere, fonction-cout ou fonction-objectif du probleme, y est

11
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la dynamique du systeme alors que g et h sont respectivement les contraintes d’inégalité et
d’égalité.

De prime a bord, il existe aussi un probleme avec contraintes d’inégalité, un probleme avec
contraintes d’égalité et enfin tout simplement un probleme sans contraintes. Certains problémes
industriels n’ayant pas la forme proposée doivent étre transformés en forme standard comme le

montre la formulation ci-dessous :

max J(y(.), u()) = J(y(),u(.)) = =J(y(), u(.)) = min J(y(.), u(.)) (L.2)

uelU uelU

Cette formulation sera utilisée dans le corps de ce travail, étant donné que le but principal
de ce travail concerne la minimisation du bruit des avions commerciaux en approche, tenant
compte des contraintes aérodynamiques, physiques et énergétiques. L’étude de cette catégorie
de probleme est tres difficile a faire compte tenu du caractere non convexe des équations, la
démonstration de l'existence et 'unicité de la solution n’étant pas garantie, ce qui nous amene
a choisir certaines méthodes dans 'etablissement et la résolution des conditions d’optimalité
en fonction de la structure du probléme.

Le probleme d’optimisation (I.1) étant défini, la suite consiste a étudier les conditions d’éx-
istence de la solution, et si elle existe, est-elle locale ou globale? Toute solution globale est
locale. Dans le cas qui nous concerne, on se contentera d’une solution locale a cause du car-
actere typiquement non-linéaire et non convexe du probléeme comme le montre le chapitre 2.

Cette solution sera obtenue en utilisant les méthodes d’optimisation directe et indirecte.

2 Méthodes directes

Les méthodes directes considerent une discrétisation en dimension finie du probleme de com-
mande optimale et s’attachent a résoudre le probléeme d’optimisation non linéaire obtenu apres
cette discrétisation. Le paragraphe suivant présente la méthode directe de programmation

séquentielle quadratique.

2.1 Méthode de Programmation Séquentielle Quadratique

La méthode de Programmation Séquentille Quadratique « Sequential Quadratic Programming »en
anglais est 'une des méthodes les plus efficaces de résolution de problemes de programma-
tion non-linéaire [29]. Elle est de ce fait tres utilisée dans plusieurs travaux de commande
optimale[30, 31].

12
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Le principe SQP repose sur une reformulation itérative du probléeme de programmation non-
linéaire en un probleme de programmation quadratique a l'aide d’une approximation quadra-
tique du lagrangien de la fonction objectif et d’une linéarisation des contraintes. La résolution
du probléme de programmation quadratique se fait alors pour chaque itération. La force de la
méthode SQP provient de son caractére « chemin non-réalisable » ou la convergence vers la
solution optimale est effectuée en partant des points intermédiaires réalisables et non réalis-
ables dans un voisinage du domaine des contraintes. La méthode SQP n’impose le respect des
contraintes que pour la solution finale.

Associée a la technique Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno d’estimation de l'inverse de la
matrice hessienne, la méthode SQP devient une méthode extrémement rapide avec une conver-
gence quadratique.

Pour la suite, considérons le probleme de contrdle optimal suivant [32-34] :

wmin J(y(),u() = [ g0yt
$(t) = F(u(), y(), y(0) = yo, u(0) = ug (13)

ou J est la fonction objectif, y la dynamique du systeme, ki, ko les contraintes et enfin u le
controle du systeme. La théorie générale de résolution de ce systeme se base sur une méthode

directe telle que décrite ci-dessous.

2.1.1 Conditions d’optimalité du probleme de contrdle optimal

Le systeme (1.3) montre un probleme de contréle optimal avec des contraintes mixtes [35]. En

posant x = (y,u), le probléme peut étre transformé au systéme suivant :

(L4)

Les expréssions =, [' sont respectivement les ensembles des indices d’égalité et d’inégalité. Le
Lagrangien du systeme (1.4) est défini par la fonction L(x, \) = J(x) + AT [b(y, x) + n(x)] ot le
vecteur A symbolise les multiplicateurs de Lagrange et b(y,x) =y — f(x) = 0.

1. Une contrainte d’inégalité n; est active au point y = (y*,u*,t*) si n,;(y*,u*,t*) = 0.

13
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[(y*,u*, t*) = I'* est 'ensemble des indices j correspondant aux contraintes actives dans
I’ensemble y,
Iy ={j eT.(\p); > 0}

o (L5)
Io={i eT(Ar); = 0}

olt I'ensemble des indices '] sont hautement actives et celles de 'Y faiblement actives.

2. Un élement y € I'* vérifie la condition de qualification pour les contraintes n si les
gradients des contraintes actives Vnz(y), Vnr(y) sont linéairement indépendants. Cela

signifie que la matrice jacobienne des contraintes est pleine dans y.

3. Un élement y € I'* satisfait la condition de qualification de Mangasarian-Fromowitz pour

les contraintes n € y si il existe une direction d telle que

Vnz(¥)"'d =0

) | ~ (1.6)
Vn,(§)'d < 0¥j € T(¥)

lorsque le gradient {Vnz(y)} est linéairement indépendant.

Pour les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker, on considere que J et n sont fonctions
de classe C! et y une solution du probleme (1.6) satisfaisant une condition de qualification des

contraintes. Ainsi, il existe A\* tel que :

(L7)

Les équations (I.7) sont appelées des conditions de Karush-Kuhn-Tucker(KKT). La premiere
équation reflete la condition d’optimalité, la seconde et la troisieme les conditions de réalisabil-
ité. Les deux autres refletent les conditions additionnelles et les multiplicateurs de Lagrange
correspondant aux contraintes inactives n;(y) sont nulles. Le couple (¥, \*) tel que les condi-
tions (KKT) sont satisfaites est appelé la solution primale-duale de (I.4). Ainsi, ¥ est appelé

un point stationaire.

Pour les conditions d’optimalité nécéssaires du second ordre [36] : considérons y une solution

locale de (1.6) et satisfaisant une condition de qualification, alors il existe des multiplicateurs

14
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(A*) tel que les conditions KKT sont vérifiées . Ainsi, nous avons
d"V2, L(5,\*)d > 0,Vd € C,
ou C, est le cone critique défini par :

C.={deYxU:Vni(§).d=0,Yj € ZUT], Vn,(§).d < 0Vj € T?}

Pour les conditions suffisantes d’optimalité du second ordre[36], on suppose qu'il en existe

(A\*) satisfaisant les conditions KKT tel que
d'V: _L(y,\*)d > 0Vd € C,\{0}

Ainsi, y est un minimum local de (1.6).

2.1.2 Méthode de programmation Séquentielle Quadratique

Partant du probleme (I1.4), une méthode de Programmation séquentielle quadratique « PQS »en

sigle résoud une succession de problemes quadratiques suivants :

1
VIb(yr, xx)di + b(Fk, X) = 0 (L8)

Vnz (X, ti)di + nz(xp, tr) <0
nr(Xp, ty)dy + nr(Xg, t) > 0

En résolvant le probleme ci-dessus, on choisit un sous ensemble d’indices 5, € I',Z; € Z.

De ce fait, le systeme devient un systeme avec les contraintes d’égalité uniquement :

min V.J(x, t,)dg + %dfﬂkdk

VI0(yk, xi)di + b(¥k, %) = 0 (1.9)
Vg, (Xk, tr)dy + nz, (Xk, t;) =0

Vg, (Xp, tp)di + ng, (Xg, tg) =0

ou le vecteur dy est un déplacement primal-dual et Hj la matrice Hessienne du Lagrangien

dans cette méthode qui est d’approche Newtonienne [24].

15
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2.1.3 Algorithme PQS

Réputé pour sa convergence quadratique, 1'algorithme PQS se présente comme suit :

. Choisir des conditions initiales éligibles pour la solution optimale du probleme

. Approximation du probléeme par un probleme de programmation quadratique avec des

contraintes linéaires au temps t;

. Résoudre le probleme pour une direction de déscente éligible au temps t;,

. Vérifier les conditions d’arrét, si (d} = 0), écrire la solution. Dans le cas contraire, pro-

ceder a I'évaluation de la matrice hessienne, les variables primales et duales, faire une

recherche linéaire pour trouver la solution

. Incrémenter le vecteur solution au temps t;; et retourner a ’étape 2

La figure suivante illustre le principe de ’algorithme PQS

16
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N: Nombre de variables Optimiseur PQS
a optimiser

M: Nombre de contraintes

MAXIT: Nombre maximal d'itérations

g: Tolérance a la convergence

PQSsS

y
Entréeé

Borne des variables a |optimiser

INITIALISATION

Entrée de la solution initiale Ni*Mm
v ITERATION=0 Appels

- FONCTION

OPTIMISEUR | ITERATION++ |Calcul fonction a
optimiser et

contraintes d'égalite
Convergence
9 GRADIENTS
Fonction et contraintes
A A
Solution optimale Parameéetres de convergence

Figure I.1 — Le principe de 'optimisation PQS

Cet algorithme doit étre transformé si le probleme a résoudre s’avere non-convexe.

2.2 Algorithme PQS globalisé par Régions de Confiance

2.2.1 Modélisation mathématique du probléme d’optimisation par la méthode des

régions de confiance

Pour augmenter la robustesse et la convergence globale de I'algorithme PQS, il faut la combiner

avec un rayon de confiance de cette forme :

DA, < A, p € [1, 0] (1.10)

17
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ou D est uniformément borné et d, = Axy. Les relations (1.9) and (1.10) forment un programme
quadratique lorsque p = oco. Ains, la contrainte des rayons de confiance se restreint en

—Ae < Dz < Ae,e=(1,1,1, ..., l)T. Si p = 2, on a une contrainte quadratique :
Ax] DT DAx; < A?

Dans la suite, on développe la théorie de convergence pour tout choix de p afin de montrer
'équivalence entre le normes |[.||, et ||.||2. En combinant (I1.8) et (1.10), toutes les composantes

de chaque étape sont controlées par le rayon de confiance. Le probléeme prend la forme :

1
%11H[Q(Xk:)] = VTJ(Xk)AXk + Q(AX;C)THkAXk
Xk
Vb(yi, xi) A%y, + b(yi, x1) = 0
VTTLE(Xk)AXk + ng(xk) S 0 (111)
VTTLF<Xk)AXk + np(xk) >0
|| DAxg||, < A, p € [1, 0]

Dans d’autres situations, toutes les composantes de cette étape sont controlées par le rayon
de confiance sous quelques hypotheses sur D. Il en existe une autre alternative permettant de
mettre en pratique l'algorithme PQS en utilisant une fonction de mérite ou une fonction de
pénalité dans le choix de x.

Le probleme ci-dessus peut étre résolu par les solveurs KNITRO, SNOPT et autres méthodes
[37]. On utilise un algorithme a réalisibilité PQS perturbé auquel toutes les iterées x; sont
réalisables et la fonction de mérite est la fonction cotit. Considérant la perturbation Axj de

Axy, tel que :
1. la relation
X+ Ax, €F (1.12)
lorsque ' est ’ensemble des points réalisables

2. La relation asymptotique
1A% — Axlfs < (]| Axl|2)||Ax |5 (L13)

est satisfaite lorsque ¢ : RT — RT avec ¢(0) = 0.

Les deux conditions sont utilisées pour promouvoir la convergence de ’algorithme et 1’éfficacité
de la méthode. Les avantages de cette méthode sont :

— La restriction du rayon de confiance (I.10) s’ajoute au probleme PQS (1.9).

18
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— La fonction objective J est seulement utilisée comme une fonction de mérite statuant sur
le choix du pas.

— Pour la condition d’arrét de l'algorithme, on utilise la derniere itération x; comme un
point sous optimal, ce qui est préférable dans la plus part des applications par rapport a

I” optimum non réalisable.

2.2.2 Algorithme TRSQP et analyse de la convergence

Soit un pas PQS donné Axy, et soit sa perturbation Axy, le ratio de déscente est

J(x1) — J(xx + Axy)
—Q(Ax;)

L’algorithme TRSQP du probléeme de controle optimal s’écrit :

1. Soient xo(k = 0) un point initial donné, A > 1 la borne supérieure du rayon de confiance,

A € (0, A) un rayon initial, € € [eg, €f) et p € [1, 00]

2. Calculer Ax;, en résolvant le systeme :

1
IillH[Q(Xk)] = VTJ(Xk)AXk + §(Axk)THkAxk
Vbeb(yk, Xk)AXk + b(yk, Xk) =0
VTHE(Xk)AXk + ng(xk) <0
VTnF(Xk)AXk; + np(xk) Z 0
IDAX|, < Ap € [1,00]

Chercher aussi Ax;, en utilisant le systéme

X—i—A;(k el
1A% — Axl]s < (]| Axl|2)[| A% |5

Cet algorithme consiste a trouver le zéro de la dérivée de la fonction-cotit en utilisant une
méthode de quasiNewton (Le hessien étant approximé par BFGS) comme une direction
de Newton diminuant le colit et cherchant une direction par la méthode des régions de
confiance dans le cas contraire. La fonction cofit est un modele local quadratique dans

une région de confiance.
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I. Méthode numériques en commande optimale d’un systéme dynamique

3. Si la perturbation Ax; n’est pas trouvée, les affectations suivantes sont considérées :

1
AXpy1 (§)||DkAXk||p

Xpt1 < Xg; Dk+1 < Dk;

J(Xk) — J(Xk —+ A;(k) )
—Q(Axy) ’
Tant que 1, < €5, Apy1 (§)||DkAXk||p§

4. Sinon, calculer r, =

et sirp > ag X € et HDkAXka = A
AkJrl — mm(2Ak, A) ;
alors Agiq + Ag;

5. Si T > € Xpa1 < X + AXy ; Choisir une nouvelle matrice Dy 1 ;

alors Xpt1 < Xi; Dk+1 — Dk,
6. fin

A chaque itération majeure, une approximation du Hessien du Lagrangien H défini positif
par quasiNewton est calculée en utilisant la méthode BFGS, ou \;,7 = 1, ..., m, est un estimateur
des multiplicateurs de Lagrange.

awqr  Hl's{siHj

Hy1 = Hy + -
* qz;Sk SngSk

ou
S = Xp4+1 — Xk
@ = (VJI(Xpr1 + 2Ty A Vn(Xetr) + b(Xet1))

—(VJ(xk + DN Vn(x) + b(xx))

Jj=1
Un hessien défini positif est maintenu positif et fournit q’'s; a chaque mis a jour. La matrice
hessienne H est initialisée avec une matrice définie positive.

En analysant la convergence de ’algorithme, définissons I’ensemble Fy comme suit :

Fo = {x|V'b(y,x)Ax + b(y,x) = 0, VInz(x)Ax + nz(x) = 0
Vinr(x)Ax +nr(x) > 0,J(x) < J(x0)} €F

Le rayon de confiance borné ||DAxy||, < A, p € [1, 00] spécifie la proposition suivante :

1. Il existe une constante S telle que pour tous les points x € Fy et toutes les matrices D
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1.2 Méthodes directes

utilisés dans l'algorithme, nous avons pour tout Ax satisfaisant les équations suivantes :
VIb(y,x)Ax + b(y,x) = 0, Vinz(x)Ax 4+ nz(x) = 0, VI np(x)Ax + np(x) > 0

que :
B7H|Ax] |2 < [[DAX]], < B||Ax]]; (L15)

2. L’ensemble FF( est borné et les fonctions J, b, n sont deux fois contintiment différentiables

dans un voisinage ouvert M(Fy) de cet ensemble.

Sous certaines propositions comme stipulées par Stephan [38], cette algorithme est bien défini.
On montre aussi que 'algorithme a une convergence vers un point stationaire. En considérant
que toutes les propositions sont satisfaites pour chaque point réalisable & du probleme, les
conditions Mangasarian-Fromowitz sont satisfaites pour les contraintes. Apres tout, les condi-
tions d’optimalité KKT sont spécifiées et montrent qu’il en existe a la longue une convergence
locale. Stephan montre aussi d’autres conditions qui aboutissent a la convergence globale de

I’algorithme.

2.3 Solveur SQPlab

SQPlab « Sequential Quadratic Programming laboratory »est un solveur matlab pour la réso-
lution des problémes d’optimisation non-linéaires et des problemes de contrdle optimal [39]. Il
est centré sur la programmation séquentielle quadratique pour la résolution d’un probleme de
la forme
min f(z)
a<(x,cr(x)) <b
cp(r) =0
cs(x) =0

(I.16)

avec f: R" — R,¢; : R" — R™ ¢cp : R" — R™# sont des fonctions lisses non-linéaires
et non-convexes. L’algorithme PQS décompose le probleme (I.16) dans une séquence de sous-
problémes quadratiques. Un tel sous-probléme est appelé un des problemes osculateurs quadra-
tiques (PQO et PQ). Le lagrangien du probléme étant défini par L = f(z) + M c(x) on \ est

multiplicateur de Lagrange, on écrit les conditions d’optimalité KKT :

V.L(x,\) =0
a < (z,ci(z)) <bcp(r) =0,cs(x
Vi€ BUI : \; (L; — ci(x)) = N\ (ci(w

(L17)

SN~—
|
)
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I. Méthode numériques en commande optimale d’un systéme dynamique

Pour une itétation (z,\) € R"x € R™ on a le probléme quadratique :

1
oy Lo
min g d+ 2d ]~\4d
a<(d,Ard) <b (1.18)
cpus + Apusd =0

cs(x) =0

ott g = Vf(x), M =V2,Lx,\), A := j(x), Apus = g, @ = a—cpus(z),b = b—cpug(z). 11
est d'usage d’imposer la sémi-définie positivité de M, méme si L ne possede pas cette propriété,
afin d’éviter un PQO qui, autrement, serait NP-difficile. L’osculateur PQO est donc convexe.
Les méthodes Newtoniennes et quasi-Newtoniennes sont utilisées dans l'approximmation du
hessien. Pour assurer la convergence des points initiaux, SQPlab combine une fonction de
mérite et une recherche linéaire. La globalisation peut étre désactivée en utilisant la commande

options.algo-globalization = "unit stepsize’.

3 Méthode indirecte

Le but principal de ce chapitre concerne une formulation générale de la méthode numérique
dite indirecte en se basant sur le principe de maximum de Pontryaguine [40]. Eventuellement,
il faut statuer sur son éfficacité lorsqu’elle est appliquée a la résolution d’un probleme de
commande optimale [41].

En commande optimale, nous considérons une formulation générale avec des contraintes
mixtes [7, 24, 42]. La théorie de probléme de controle optimal est vaste [43]. Les techniques de
résolution des problemes mathématiques d’optimisation dépendent éventuellement de la nature
de la fonction objectif et de I’ensemble des contraintes. La méthode dévéloppée est donc la plus

courante et surtout la plus utilisée en commande optimale [28].

3.1 Probleme de commande optimale

Considérons le probleme de commande optimale sans contraintes [7, 13, 28, 44, 45] :

min ¢ (y(t))
y(t) = f(u(t)

,y(t),t €0, 7] (1.19)
y(0) = yo(CT)
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1.3 Méthode indirecte

Définissons H(u,y,p) = pf(u,y) le pseudo-Hamiltonien du probleme original (I.19). Les ap-
plications f : R™ x R” — R", ¢ : R® — R" sont supposées C*°, ce qui donne la condition
d’optimalité :

p(t) = —Hy(u(t), y(t), p(t)) (1.20)
0= Hy,(u(t),y(t), p(t))
P(T) = ¢'(y(T)),y(0) = yo

La méthode indirecte vise a résoudre ces conditions d’optimalité. Le vecteur (1,7, p) satisfaisant

(1.20) est extrémal pour @ continue. Si
u— Hyy(u,y,p) (I.21)

inversible le long d’une trajectoire, par le théoreme des fonctions implicites dans un petit
voisinage L™ de cette trajectoire : H,(u(t),y(t),p(t)) =0 ssi u = p(y(t),p(t)),p € C*. Soit

H(y,p) = H(e(y,p), y,p)
Considérant I’équation H,(¢(y(t),p(t)),y(t),p(t)) =0 on a :

Hy(y,p) = Hy(#(y,p), Y, p)
K

(1.22)
p(y,p) = Hy(0(y,p), Y, p)

~—

De (I.21), le systeme (1.20) est localement équivalent au hamiltonien du systeme réduit :

y(t) = H(y(t), p(t)), —p(t) = IHy(y(t), p(t))

(1.23)
p(T) = @' (y(T)),y(0) = yo, t € [0, 1]

Dans une approche directe, la discrétisation Runge-Kutta du probleme (1.19) donne :

min p(yn)

Yer1 = Yr + P 251 Of (Ui, Yrs)

Yri = Yr + T 22721 i [ (Ung, Yiy)
y(0)=yo,k=0,.... N = L;i=1,...... , S, h >0

(1.24)
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I. Méthode numériques en commande optimale d’un systéme dynamique

ol (a,b) sont les coefficients de Runge Kutta. En choisissant wy; associé a yy;, on a :

min (yy)

0 = he 2oy bf (Uki, Yri) + Yk — Yrt1 (1.25)

0= f(uki, i) + >0 aij Kyj) — K

0=yo—y(0),k=0,..... N = 1;i=1,.... .S

En contractant gy + hy ijl a;; Ky en yy;, le systeme (1.25) est équivalent au systeme :
N-1 s
min o(yn) + p°(y(0) — yo) + > {prr1-(hu Y bEKpi + Yk — Yrs1) (1.26)

k=0 i=1 )

+ 370 Xk (f (i Yri) — Kii) }

Pri1, Xki, P sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes de (I1.25). pj, est la

formulation continue de la discrétisation du co-état. Les conditions d’optimalité :

py = ¢ (yn),p1 = p"
e — Prrt = ooy Sy Wiy Yri) T X

) . (1.27)
0 = Apbiprsr + P 2251 @i fy(Ung, Ukg)™ Xug — Xais
0 = fu(uri, yrj) " Xpirk = 0...N — 1,0 = 1..... s
Sib#0,pr; = xki/(hib), k =0....N — 1,7 = 1...s, '’élimination des y;s implique :
Yer1 = Yr + P 2551 bif (Uni, Yni)
Yrei = Y + i 22521 aij f (Ung, Yrj)
— —h $— BzH 79 79 )
Dk+1 = Dk ke >iq biHy (ki Yki, Pri) (1.28)

Pri = i — Py 20520 dig Hy (Ungs Yrjs Prj)
0 = Hy(wkis Yris Pri), Yo = y°, o = ' (yn)

bi = bi,aij = bj - b—iaji,i = ].....,S,j = 1, oy S

La relation 0 = H, (ugi, Yri, pri) est localement équivalente & ug; = @(yri, Pri) ce qui implique
que les conditions d’optimalités discretes (1.28) sont équivalentes au schéma de la partition de
Runge-Kutta de (1.23). Le schéma PRK est symplectique si le flux correspondant est symplec-
tique [46].

24



1.3 Méthode indirecte

Discreétisation RK (P.D) (C.O)

En dimension finie

Probleme (P) (C.0O.D)

EnNn dimension finie

Discrétisation
(C.0O) P.M. de Pontryaguine s SPRK

Figure 1.2 — Le diagramme de commutation de 'approche directe et indirecte de (P)

Ce diagramme de commutation s’avere correcte lorsque les mémes coefficients sont considérés

dans les deux approches.

3.2 Cadre fini d’un probléme de contrdle optimal

Considérons les ensembles U,[0,7] = {u : R — R"} tel que w est intégrable sur [0, 77,
U, = UrsoU,[0,7T]; C'est 'ensemble des contrdles.
Vt > 0, I'ensemble cible T € R™ est fermé. De fagon générale, T = {0}.
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I. Méthode numériques en commande optimale d’un systéme dynamique

L’etat du systeme z : [0, co|— R™ est tel que :

b0 dz_iﬂ = F(t,2(t), u(t)) sur 0, +oo| (1.29)
:Ij'(to) = Ty

Ou f vérifie le théoreme de Cauchy-Lipschitz [existence et unicité d’une solution optimale
xlu, rol(.)] sous la régularité minimale, c’est a dire la continuité de la fonction et son caractere
localement lipschitzien par rapport & la deuxiéme variable [47].

Ce probleme de contrdle optimal se caractérise donc par une classe de controle admissible
Uqq € Uy, une équation différentielle ordinaire (état du systeme) et une famille des ensembles
cibles.

Considérons o € R"™. Si on peut trouver u € Uyg et &1 > 0 tel que z[u, zo)(t1) € T(t1),
on dit que u envoie zg a la cible; xy est dit controlable [45]. Cela donne une caractérisation
d’un probleme de contrélabilité, d'un contréle feedback et tout simplement d’un probleme de

controle optimal.

3.3 Probleme de commande optimale et principe du maximum de

Pontryaguine

Tout probleme de controle optimal se formulant sur une variété M, le développement sur ce

point sera centré sur un point de vue local ou nous considérons un ouvert V. .C R™. Soit le

systeme : ()
dz(t
o= f(t, z(t),u(t)) (1.30)
I(to) = Zo

ol f est une application C1 de Ix Vx U — R* T C R,V C R", (ty,29) € I x V. Les controles
u(.) € U C LS(IL,RY).

Prenons alors qu’avec toutes ces hypotheses, Vu(t), il existe une et une seule solution max-
imale z,(t),Vt € J C I du probleme de Cauchy ci-haut.

Notation : Vu € L la trajectoire associée z,(.) définie sur [0, t.(u)], t.(u) € Rt +{+o0}.
Si te(u) < 400, cela implique que la trajectoire explose en t.(u). Pour tout 7> 0,7 € I, on
note Ur 'ensemble des controles admissibles sur [0,77], c’est a dire la trajectoire associée est
bien définie sur [0,7] <= T < t.(u).
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1.3 Méthode indirecte

3.3.1 Coit de la trajectoire associée

Prenons f° de classe C* sur I x V x U et ¢ une fonction continue sur V. Pour tout u € Uz, la

fonction coiit de la trajectoire associée x,, sur [0, 7] :

T
C(T,u) = / Ot 2y (), u(t)dt + g(T, 2,(T)) (1.31)
0
Soient My C V,M; C V, résoudre le probleme suivant :

min C(T, u)

2 (t) = [t 2u(t), u(t)) (1.32)
z,(0) € My, x,(T) € M,

Si le temps final T est libre, le probleme de controle optimal est a temps final non fixé, sinon

il est fixé.

3.3.2 Application entrée-sortie, controélabilité

Soit le systeme (1.30) et soit z; € R™. 1l faut trouver 7" et un contrdle u sur [0,7] tel que la
trajectoire x, associée a u soit solution de (1.30) tel que x,(0) = zo, z,(T") = z1. Soit T > 0,

I'application entrée-sortie en T de (1.30) initialisée & xq est :

Er:U—R"

u — (T, (1.33)

ou U est I'ensemble des contrdles admissibles, ce qui veut dire que la trajectoire associée est
bien définie sur [O, T.

Proposition 1 Soit le systéme (1.30) ot f est C*?,p > 1 et soit U C L*>°([0,T],R™) le domaine
de définition de Ep c-a-d l’ensemble des controles dont la trajectoire associée est bien définie
sur [0,T]. Alors, U est un ouvert de L>([0,T],R™), et Er est CP au sens L>. De plus, la
différentielle au sens de Frechet de Er en un point u € U est donnée par le systéme linéarisé

en u de la maniére suivante. Posons

A() = 9L (1, 2u(6), u(t)
(1.34)
B(t) = g—i(t,xu(t),u(t)),w € [0, 7]
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Le systéme de controle linéaire

{ 9o(t) = A()yo(t) + B(t)v(?) (1.35)

y(0) =0

est appelé systéme linéarisé, le long de la trajectoire x,(.). La différentielle de Frechet de Er en
u est dEyp tel que v € L2([0,T),R™), dEr(u).v = y,(T) = M(T) [T M~'(s)B(s)v(s)ds, M =
AM, M(0) = Id ou M est la résolvante du syséme linéairisé [43].

Nous considérons ’ensemble accessible Acc(zg,T) en temps T" pour (1.30) I'image de I'appli-
cation entrée-sortie en temps 7. En prenant Acc(xg,T) compact et continue en ¢ sur [0,7], le
systeme (1.30) est dit controlable depuis zg si R” = UpsoAce(xo, T). 11 est dit controlable en T
si R" = Ace(xg, T).

0
Proposition 2 Soit le systéeme (1.30) ou f(xo,up) = 0. Notons A = a—f(xo,uo) et
x
af

B = ——(x0,up). Prenant rg(B|AB|.....| A" 'B|) = n, alors le systéme est localement contréolable

ou

en xy.

Si la différentielle de Frechet dEr(u) de 'application entrée-sortie en u n’est pas surjective, le
controle u (ou la trajectoire z,,) est dit singulier sur [0, 7. Sinon, il est régulier. En fixant z( et
T pour un contrdle régulier, alors Er est ouverte dans un voisinage de u. Cela implique que si u
est un controle régulier sur [0,T], le systéme est localement contrdlable le long de la trajectoire.
Soit

T = f(t,x(t),u(t)) (1.36)

Le Hamiltonien de ce systéme est

H:RxR"x (R"\{0}) x R®" — R

1.37
(t,z,p,u) — H(t,z,p,u) =<p, f(t,x,u) > (137)

ou <, > est le produit scalaire usuel de R". Cela implique que p est un vecteur ligne ce qui fait

que H(t,z,p,u) = pf(t,x,u). L’expression p s’appelle etat-adjoint.

Proposition 3 Soit u singulier sur [o,T] pour le systeme (1.36), et soit x(.) la trajectroire

singuliére associée. Alors, il existe une application absolument continue p : |o,T] — R,
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1.3 Méthode indirecte

appelé vecteur adjoint tel que ¥t € [0,T]

OH

(1) = 5, (2 (), p(t), u(t))

. oH

pt) = =7 (t,2(t), p(t), u(t)) (1.38)
%—Z(t, (1), p(t), u(t)) = 0

ou H est le Hamiltonien du systeme. La derniére équation de ce systeme ci-haut est [’équation

des contraintes.

Démonstration 1 Par définition, le couple (z,u) est singulier sur [0,T] car dErp(u) n’est pas
surjective. Donc, il existe 1p € R™\ {0} tel que Yu € L*>°, on ait :

V.dEp(u)v = 1 [§ M(T)M~"(s)B(s)v(s)ds = 0 Par conséquent, yM(T)M~'(s)B(s) = 0 p.p
sur [0, T]. Posons p(t) = M (T)M~1(t)Vt € [0,T], c’est un vecteur ligne de R™\ {0}, p(T') = 1.
On a :

() = ~plt) 2 (6, (6), p(2), (1)
D)oL (1, 2(0) u(t)) = ~ 56, 2(0), (0, (1) (139)
POBO=0.B0)= 0 (t.at)u(t).

3.3.3 Existence de trajectoires optimales

Considérant le systeme (1.30), parmi toutes les solutions possibles, il faut trouver une trajectoire
qui minimise le cotit C(t,u). Une telle trajectoire si elle existe, elle est dite optimale. Son

existence dépend de la régularité du systeme.

Théoréme 1 Considérons le systéme de controle & = f(t,z(t),u(t)), f € C' de R ™ dans
R™, les controles u sont a valeurs dans un compact @ C R™, et ot on a :

Ci(X)>0,.....,C(x) > 0,C4, ..., C,. continues sur R™. Soient My C R", My C R™ et compact,
M accessible depuis My. Soit U l’ensemble des controles a valeurs dans €2 joignant My a M;.

Soit O une fonction C sur R et g une fonction continue sur R™. Considérons le coit :

Clw = [ 10000, w0t + g(10), (b)) b(0) > 0,2(0()) €My (140)

On suppose que :

1. 1l existe b réel positif tel que toute trajectoire associée a un controle u € U est uniforme-
ment bornée par b sur [0,t(u)], c-a-d Vb > 0|Vu € U,Vt € [0,t(u)], ||z.(t)]| < b.
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2. Pour tout (t,z) € R 'ensemble des vecteurs vitesses augmentés :

V(t,z) = {(fOlt, z,u), f(t,z,u))|u e Q} (L.41)

est conveze. Alors il existe un controle optimal w sur [0,t(u)] tel que la trajectoire associée

joint My a My en temps t(u) et en coit minimal [/3].

3.3.4 Principe du maximum de Pontryagine

Le principe du maximum de Pontryagine est le résultat central de la théorie du controle
optimal. Dans un demi-siecle depuis son apparition, le sous-jacent théoreéme a été généralisé,
renforcé, étendu, rédémontré et interprété de plusieurs manieres. Nous passons en revue dans
ce paragraphe I'une des principales approches de 'obtention du principe du maximum dans
un contexte puissant et unifié, en se concentrant sur les résultats récents que représentent
I’aboutissement de plusieurs années de progres en utilisant la méthodologie de 'analyse et la

commande optimale.

Théoreme 2 [/3] : Considérons le systéme de controle dans R

(t) = f(t, z(t),u(t)) (1.42)

avec f : RxR® x R™ — R" est de classe C*. Les contréles sont des applications mesurables et
bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de R et d valeurs dans Q C R™. Soient My, My deux
sous ensembles de R™ et U l’ensemble des controles admissibles u dont les trajectoires associées
relient un point initial de My a un point final de My en temps t(u) < t.(u). Définissons aussi

le cotit d’un contréle u sur [0,t] :

Clt u) = /0 " (s, 2(s), u(s))ds + g(t, 2(t)) (1.43)

avec fO R xR" x R™ — R,g : R x R® — R sont C*, et z(.) la trajectoire solution de
(1.42) associée au controle u. Le probléme de contréle optimal est le suivant : déterminer une

trajectoire reliant Mg a My tout en minimisant la fonction cout. Le temps peut étre fizé ou non.

Si le controle uw € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T], alors il existe une

application p(.) : [0,T] — R™ absolument continue appelé vecteur adjoint , et un réel p° < 0
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1.3 Méthode indirecte

tel que le couple (p(.),p°) est non trivial, et tels que pour presque tout t € [0,T] :

OH

i(t) = a—p(t,x(t),p(t),po,u(t))
p(t) = —%—Z(t, x(t), p(t), p°, u(t)) (I.44)

H(t,x,p,p’,u) =< p, f(t,z,u) > +p" fO(t, 2, u)

ou H est le hamiltonien du systéme, et on a la condition de maximisation presque partout sur
0,77 :
H(t,x(t), p(t),p’, v) = max H(t,x(t), p(t), ", v) (L.45)
ve

Si de plus le temps final pour joindre la cible My n’est pas fizé, on a au temps T final :

0
max H(T,2(T). p(T).p",v) = "5 (T,(T)) (1.46)
ve
Si de plus, My et My sont des variétés de R" ayant des éspaces tangents en x(0) € My et
z(T) € My, alors le vecteur adjoint peut étre construit de maniére a vérifier les conditions de

transversalités aux deux extrémités :

(1.47)
099
p(t) =p°5 (T, (1)) L Too) My
Si u est continue en T, (1.45) devient :
0 009
Si M; = {z; € R"|Fi(z) = F3(z) = .... = Fy(x) = 0}; F € C'(R"), la deuxiéme équation de
(1.47) devient :
P 0
I, Ay € RIp(T) = S AVE(2(T)) +poa—i(T,x(T)) (1.49)
i=1
Dans lec conditions du théoreme, V¢ € [0,7] on a une condition supplémentaire :
d OH

Le quadruplet (z(.), p(.), p% u(.)) est une extrémale solution de (1.44) et (1.45). On dit que l'ex-

trémale est dite anormale si p = 0, sinon on dit qu’il est normale.
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Les conditions (1.47) sont appelées "conditions de transversalité sur le vecteur adjoint et la
condition (I.46) la condition de transveralité sur le hamiltonien. Le probleme du temps minimal
important correspond & fY = 1,9 = 0 sinon f° = 0 et g = t. Signalons que dans ce cas , les

conditions de transversalité restent les mémes.

Conditions de transversalité

1. Sur le vecteur adjoint : En considérant le cas du probleme de Lagrange ou la fonction cout
C(t,u) = [y fOs, z(s)u(s))ds,g = 0, les conditions de transveralité (I1.47) sur le vecteur
adjoint s’écrivent :

P(0) LT3 0)Mo, p(T') LTy M,y (I.51)

Dans le cas du probléeme de Mayer, le cott s’écrit C(t,u) = g(t,x(t)), c-a-d f0 = 0, les

conditions de transversalités (1.47) ne se simplifient pas.

2. Sur le Hamiltonien : Dans le cas de (1.46), lorsque la fonction g ne depend pas du temps

(Probleme de Lagrange) :
ma{ch(T,x(T),p(T),po,v) =0 (152)
ve

et si u est continue en temps, le hamiltonien ne s’annule qu’au temps final T

H(T,x(T),p(T),p",u(T)) =0

3.3.5 Commande optimale et équations d’Hamilton-Jacobi

Pour tout t €]0,T],T > 0 fixé et € R", U C R™ un ensemble compact non nul. Le probleme

de commande optimal :
Ty (8) = f(u(s),u(s)),u(s) € U zu(t) = x (1.53)

minimise le cofit :
Clt,u) = [ £2wa(s), uls))ds + gl (0)) (L54)

avec x(0) libre et t final fixé. Pour x € R", définissons la fonction valeur S sur
[0, 7] xR™: S(t,x) = inf{C(t,u)|z,(.)} avec z, solution de (1.53). En prenant tout ¢ €]0, 7] et

32
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tout € R™, il existe une trajectoire optimale x,(.) solution du (I.53) et (I.54). On a :

S(t,z) = S(t, 2u(t)) = C(t, ) / FO(2u(s), u(s))ds + g(xa(0)) (1.55)

De I'équation ci-haut, nous avons :

% 1 mal) + g—fu, ra) alt), (1)) — F(a(t) u(t)) = 0 (156)

En Considérant H(x(t),p(t),p° u(t)) =< p, f(z,u) > +p°fO(z,u), le controle u est tel que
H(x(t), p(t), p°, u(t)) = maxH( (1), p(t),p", v) soit :

0s 408 o

ou I'équation (1.57) est dite équation générale d’Hamilton-Jacobi en commande optimale.

4 Solveur KNITRO et méthode des points intérieurs

4.1 Algorithmes de KNITRO

Le solveur KNITRO « Nonlinear Interior point Trust Region Optimization »a été créé prin-
cipalement par Nocedal et al [19, 20]. KNITRO est principalement congu pour trouver des
solutions locales a grande échelle des problemes non linéaires continues. Il est surtout efficace
dans la résolution des classes de problemes d’optimisation sous forme de systemes d’équations
non linéaires et des problemes de programmation quadratique (QP) convexes et non convexes.
KNITRO offre les fonctionnalités d’une solution efficace et robuste des problémes petits ou
grands a travers les méthodes de points intérieurs a la fois barriere et ensemble actif [48]. Il

présente alors trois algorithmes :

1. Algorithme direct de type point intérieur : Les méthodes de points intérieurs connues sous
le nom des méthodes de barriere transforment le probleme de programmation non linéaire
en une série de sous-problémes barriere controlée par un paramétre-barriere. Les régions
de confiance et la fonction de mérite sont utilisées pour promouvoir la convergence. Les
méthodes des points intérieurs effectuent une ou plusieurs étapes de minimisation sur
chaque sous-probléme barriere, diminuent le parametre-barriere et répetent le processus
jusqu’a la résolution du probleme original avec une précision qu’on souhaite. Cette méth-

ode calcule les nouvelles itérées en résolvant les matrices de KKT primales-duales. Elle
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présente aussi une possibilité de passer temporairement a l’algorithme Intérieur/CG si

elle rencontre des difficultés notoires.

. Algorithme GC/Intérieur : Cette méthode est similaire a I’algorithme précédent sauf que

le systeme primal-dual KKT est résolu en utilisant une itération gradient conjugué projeté
dégradé. Cette approche differe de la plupart de méthodes de points intérieurs proposées
dans la littérature. Une matrice projetée est factorisée et le gradient conjugué appliqué
minimise un modele quadratique du probleme de barriere. L'utilisation de gradient con-
jugué sur plusieurs problemes permet a KNITRO d’utiliser des dérivées secondes exactes

sans former la matrice hessienne.

. Algorithme des ensembles actifs : Cette méthode résoud une séquence de sous-problemes

quadratiques a base du modele du probleme initial. En contraste avec les méthodes de
points intérieurs, l'algorithme cherche les inégalités actives et suit une trajectoire plus
extérieure a la solution.

KNITRO implémente un algorithme de programmation séquentielle linéaire-quadratique
« PSLQ », de nature similaire a une méthode de programmation séquentielle quadratique
mais en utilisant la programmation linéaire de sous-problemes pour estimer l’ensemble
actif.

Cette méthode s’avere préférable que les algorithmes de points intérieurs quand une bonne
initialisation est fournie. KNITRO a une possibilité de combinaison une méthode de points
intérieurs et une méthode des ensembles actifs en guise d’une trés grande précision et

sensibilité.

4.2 Une application académique de KNITRO

On montre que KNITRO résout des problemes du type [19, 20] :

min ()
cl<ec(x) <V (L.58)

bl < x <V

ol z est une variable continue, f et ¢ sont des fonctions lisses. Cela admet alors plusieurs

formes de contraintes. En vue d’identifier une solution optimale locale de ce probleme, on pose
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les conditions du premier ordre :

Vol(2,A) = V(@) + Xy AVe(x) + X0, A =0

X min[(¢;(z) — cF), (V' —ei(x))] = 0,i =1...m

Abmin[(z; — 0F), 05 — ;)] = 0,7 =1..n

bf <a; <0Y,j=1.n (1.59)
X >0,i€d,ck=—o0,c fini

X <0,i€T, ¢V =o0,ckfini

X >0,5¢ B,bf = —oo,bg»]fim'

b SO,jEB,bgj:oo,bffmi

ou L est le lagrangien, les ensembles d’indices J et B representent respectivement les contraintes
d’inégalité et les contraintes aux bords des variables non fixes. Les A{ sont les multiplicateurs
de Lagrange correspondant aux contraintes ¢;(z, alors que les multiplicateurs de Lagrange A
correspondent aux bornes sur ;. On définit I'erreur de faisabilité au point x par

FeasE = max (0, (cF — ci(z"), (c;(2*) = &Y), (bF — :Ef), ($§ - b)), (1.60)

i=1..m,j=1..n v J

alors que 'erreur d’optimalité est

(VoL (2", A |oo, Af min[(ei(a) —cf), (¢] —ci(2))], Ay min[(2;=bF), (b —a;)])

(1.61)
Afin de prendre en compte la scalarisation du probleme, on définit les facteurs de scalarisation :

1l..n

OptE =  max
i=1...m,j=

Ty = max(L, (¥ — ¢;(2)), (e,(a0) — &), (bF — a2), (a9, 0%)))

’ 1.62
Ty = max(L [|[Vf(2")]|x). o
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avec 2% un point initial. Pour les problémes sans contraintes, To n’est pas effective lorsque

||V f(2%)]|se — 0 en tant que solution approchée. Dans ce cas , on utilise
Ty = max(1, min(|f (2], [|V £(2) |.0)). (1.63)

KNITRO s’arréte et déclare qu’une solution optimale locale est trouvée lorsque les conditions

d’arrét suivantes sont satisfaites :

FeasE < max(7; % feastol, feastolabs)

(1.64)
OptE < max(Ty * opttol, opttolabs)

avec feastol, feastolabs, opttol et opttolabs des options définies par le programmeur.

Avant de finir ce chapitre, on signale le couplage de KNITRO avec le langage AMPL,
un langage de modélisation mathématique pour I'optimisation permettant aux utilisateurs de
représenter leurs problemes d’optimisation dans un style convivial, lisible et au format intuitif.

Cela rend plus simple la formulation et la modélisation d’un probleme.

5 Conclusion

Danc ce chapitre, on a montré que les techniques de résolution des problemes mathématiques
d’optimimisation dépendent de la nature de la fonction objectif et de I’ensemble des contraintes.

Nous nous sommes plus focalisé sur la technique de la programmation non linéaire, la pro-
grammation séquentielle quadratique a travers une méthode basée sur des régions de confiance.
Les fonctions deux fois dérivables des problemes sans contraintes sont résolues en trouvant un
cas ou le gradient de la fonction est nulle et en utilisant la matrice hessienne pour classer le
type de point. Si le hessien est défini positif, le point est un minimum local sinon, il est défini
négatif ce qui donne un maximum local. En considérant les fonctions convexes sur 1’ensemble
des solutions admissibles, tout minimum local est aussi un minimum global. La théorie du La-
grangien transforme un probleme avec contraintes en un probléme sans contraintes. KNITRO
et SQPlab permettent la globalisation de la solution par diverses options comme « multistart ».
Dans ce chapitre, on montre aussi un cadre d’application du principe de maximum de Pon-
tryaguine en commande optimale des systémes dynamiques. Cette méthode de la catégorie des
méthodes indirectes montre comment résoudre les conditions d’optimalités de pontryaguine
dans un cadre précis de résolution d’un probleme de commande optimale.

Le chapitre suivant montre la commande optimale d’un avion.
p p
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Chapitre 11

Modele de commande optimale d’'un avion

minimisant le bruit percu au sol

1 Introduction

La conception d'un avion est un modele d’optimisation non-linéaire par excellence. De la con-
ception jusqu’au pilotage, plusieurs disciplines y sont présentes. Nous citons I'aérodynamique,
la propulsion, la mécanique des structures, calcul des performances, I’énergétique, ’acoustique,
et bien d’autres. Un avion en mouvement est donc un systeme dynamique complexe, difficile
a étudier dans toute sa généralité. Le grand nombre de discipline intervenant aussi bien dans
la conception que le fonctionnement de l’avion en fait un processus complexe. Les différents
parametres intervenant dans ce processus sont soit gérés par une seule discipline, soit partagés.
Ainsi, plusieurs interactions entre ces disciplines traduisent un couplage dont les résultats de
I'une peuvent servir aux parametres des autres. Malheureusement, les objectifs de chacune
des disciplines sont souvent contradictoires. Il faut alors développer des techniques d’optimisa-
tion permettant d’intégrer efficacement les méthodes développées par chacune des disciplines
impliquées afin de rechercher un optimun global. Dans cette section, nous revenons sur la com-

mande optimale d’un avion commercial tout en gardant les performances aérodynamiques.

2 DModele aérodynamique d’un avion

La dynamique de vol d'un avion commercial est un sujet trés compliqué lorsqu’il est com-
biné & lanalyse et l'optimisation du comportement de I'avion [49]. Dans ce paragraphe, il
s’agit de revenir sur le modele dynamique tridimensionnelle d’un avion civil, I’analyse de ces
performances opérationnelles et qualités de vol. La modélisation des efforts aérodynamiques,

propulsifs et massiques d’un avion commercial constituent la base de la dynamique de vol de
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celui-ci. L’analyse de ces processus se focalise essentiellement sur les sciences de contrdle mé-
canique et automatique. La figure suivante illustre ’organisation fonctionnelle de la dynamique
de vol [50, 51] :

Efforts Mouvement
Définition
de l'avion Atmosphére } ) Observation
) o Aérodynami Mécanique Misssion
Géomeétrie que réalisée par
Moteurs Propulsion I'avion
Structure Poids
- Performances
Qualités Le pilote
de vol
Terre
Dynamique
A &

Sciences de contréle automatique

Controéle

Conception

Optimisation

Figure II.1 — Organisation fonctionnelle de la dynamique de vol

L’avion est un solide massif de centre de gravité fixe, modélisé avec une masse variable
lorsqu’il est en mouvement avec une matrice d’inertie symétrique. Le mouvement 3D d’un
avion civil A300 est analysé avec 3 reperes de travail a savoir le repere terrestre (G, Xy, Yo, Zo),
le repére avion (G, X3, Yy, Zp) et le repére aérodynamique (G, X, Yz, Z,)[52]. La transition entre
ces trois reperes se fait facilement a I’aide de trois rotations successives [50, 53] comme le montre

la figure suivante :
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Du repére terrestre R_ au Repére avion R
Y

Z

b

G

Figure I1.2 — Définition des reperes de travail Ro, Ry, Ry

La premiere partie de cette figure montre le passage du repere terrestre au repeére avion
alors que la deuxiéme montre le passage du repere avion au repere aérodynamique. Toutes ces

transfomations se résument par la figure suivante :
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Repere Terrestre R_: (G, X, Y, Z))

Rotation d'angle d'azimuth ¢ autour de Z_
|:)A

P -1
- =S W =TT A
(G, Xb', Yb', Z)
Rotation d'angle ¢ | autour de Y
-1
C)A 90 =0 = | 90 QA
h 4
(G, X, Yb', Z"b)
Rotation d'angle de gite ¢ autour de X_
R R,
A A
=TT P =TT
\ 4
Repére Avion Rb: (G, Xb, Yb, Zb)
Rotation d'angle d'incidence « autour de Y
SA SA_1
(G, Xa', Y., Za')
Totation d'angle de dérapage 3 autour de
T
T, A

Repere Aérodynamique R_: (G, X_, Y _, Z)

Figure I1.3 — La structure relationnelle entre les reperes Ro, Ry, Ry

Les matrices Pa,Qa, Ra, Sa,Ts sont des matrices de passage données par les relations suiv-
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antes. Le passage du repere terrestre au repere avion est donné par :

costpcosf sincos) —sinf
Pl'QA'Ry = | Ry R cos fsin ¢ (I1.1)
Ry Ry cos 6 cos

ou R; = —sin cos ¢+ cos 1 sin fsin p, Ry = sin ¢ sin ¢+ cos ¢ sin 6 cos ¢, Ry = — cos 1 cos ¢ +
sinsin fsin p, Ry = —cosvysin p + sinysinf cosp, alors que le passage du repere aéody-

namique au repere avion est donné par :

cosacos 3 —cosasinf —sina
TaSa = | sinf cos [ 0 (IL.2)

sinacos S —sinasinff cosa

Signalons que la matrice [T4Sa]™! = [T4S4]" et que la matrice [Py Q3 R1NT = RaQAPx.
Le passage direct du repére terrestre au repere aérodynamique se fait de la méme maniere a

I’aide de trois rotations successives d’angle x, v, 4, ce qui donne la formulation suivante :

Xa Xy
Yo |=|R]| Y (11.3)
Za Zo
X, cos Y cos7y sinycos?y —sinvy Xo
Yo | = | R R cosysin Yo (11.4)
Zq R R COS 7y COS U Zy

ot R} = —sin x cos p + cos x sin ysin i, R} = sin x sin o + cos x siny cos p, Ry = — cos x cos p +

sin  sin 7y sin g, R, = — cos x sin y + sin x siny cos p et la matrice [R']~! = [R]T.

Les équations du mouvement 3D d’avion sont résumées dans deux relations fondamentales
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de la mécanique :
mdV,

dt

d
E Fea:t - d—ﬂ;Va =
(IL5)

a2

Z Mea:tc; — J(G, A)E

Dans le systeme ci-dessus, F.,; représente les forces extérieures agissant sur l'avion, m(t) la
masse de 'avion, V, la vitesse aérodynamique de l'avion, M., le moment des forces ex-

térieures agissant a l'avion, J(G, A) la matrice d’inertie et enfin €2 la rotation angulaire. Les

rho 2
forces externes agissant sur un avion en vol sont : La poussée F = Pyo,——(1 — M + 7),
£o

1 1
le poids W = mgZ,, la portance F, = —épSCZVfZa, la trainée F, = —§pSCxVaQXa et les

1
forces latérales F; = =pS VnyYa. Dans ces expressions décrites ci-dessus, S est la surface de
référence, C, le coefficient de trainée, C, le coefficient de force latérale, C, le coefficient de

portance et p la densité de 'air.

La dérivation par rapport au temps se fait en considérant un observateur attaché au repere
Ro et les équations sont écrites dans le repere R,. L’accélération est obtenue avec deux dériva-
tions par rapport au temps de la position. La relation entre les dérivées dans les deux reperes

est I’équation bien connue a savoir la relation fondamentale de la cinématique :

dX dX
E’Ro = E|Ra + g, /ro X X (11.6)
ol E| Ry €st la dérivée par rapport au temps du vecteur X dans le repere Ro, E| g, est la

dérivée par rapport au temps du vecteur X dans le repere aérodynamique R,, {2 est la vitesse

angulaire de I'avion et €, /g, est la vitesse angulaire R; par rapport a Ry [54].

Apres des transformations et des simplifications adéquates, nous avons alors un systéme

dynamique de 13 équations différentielles.
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Plus explicitement, on a le systeme suivant :

MQ
o = —OSRPodwpﬁ(l ~M+ )
0
. 1 1
VvV, = %[—mgsm’ya — §pSVfCD + (co84c08 3, + sinf, + sinc,cosB, ) Fy
M? ,
+C’SRP05mp£(1 = M+ = )u—mAA]
0
. 1 1
B, = — [mgcosy,sinp, + EpSVny + [—cosasinf, + cosf, — sino,sinf,|Fy,
a p M2
+CSRPU(SIP_<1 - M + 7)1}1 - mAAv]
0
1
[mgcosy,cosp, — épSVfCL + [—sinag, + cosa, ) F|
®a = mV,cosf,
M2
[CSRP[)ém‘p_pO(l - M + T)UJ — mAAw]
* mVacosﬁa1
Clrq(B —C) — Epq + 5pszvfcl + MF?]
P (IL.7)
AC — {5’2
E[pg(A — B) — Erq + épSlVan + MF?)
* 1 AC — E? 1
i =5lop(A=C) = B —r%) + SpSIViCn + MEJ}
. E 1
r = m{TQ(B—C)+qu+§)OSZ‘/Q2OZ+MF£}
A 1
—_tpg(A— B) — Erq+ ~pSIV2C, + MF®
15— g ) = Erq + 5pSIViCo + ME}

X = V00574005 a + Uy
YG = V,c087,8tNXa + Uy
Zg = —Vysiny, +wy
O = p+ gsinptanb + rcosptant
= qCcosp — rsing
sing cosyp

<.

cosf q cost

ou les expressions A = I,,, B =1,,,C = I,,, E = I, sont les moments d’inertie de I'avion, p est
la densité de 'air, S la surface de référence de I'avion, 1 la longueur de référence de I’avion, g la
gravité, Cp = Cpo+kC? est le coefficient de trainée, C, = Cy56+0yp%l+Cyr%l+Cy5151+C’y5n5n
est le coefficient de forces latérales, Cp = Cra(aq — ago) + CrLs,, 0m + CoyM + C’Lq%zl est
le coefficient de portance, C; = Cig8 + Clp%l + C’M’Vl + Ci5,01 + Ci5,0,, est le coefficient de

moment de roulis, C,, = Cpo+ Cra(a — ag) + Chs,, O est le coefficient de moment de tangage,
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C, = Cngﬁ—i-C’npf,l —i—Cm«TVl +Ch5,01+Chs, 0y, est le coeflicient de moment de lacet, (x?w, xlz’w, xl]’w)
est la position du moteur dans le repere avion, Py est la poussée, pg est la densité atmospherique
au sol, F' = (F,, F,, F,) est la force propulsive, V, = (u,v,w) est la vitesse aérodynamique,
(AA,, AA,, AA,) est laccélération complémentaire, (i, vy, w,) est la vitesse de vent. Le

moment de propulsion M F? est donné par les expressions suivantes :

2
MF;’ = Z F; [y?\/[jCOSﬁijinC“mj - ZngSinﬁmj]
=1
! 2
MFE) =" Fj[23;;C08Bjc0500m; — 25008 B sin00,;]
=1

2
MF: = Z F; [ml]’szmﬁmj — y?\/[jcosﬁmjcosozmj]
j=1
ou 3, est le réglage lacet du moteur et «,,; est le réglage tangage du moteur. La variation de
masse se reflete dans la consommation de carburant de I'avion tels que décrite par Torenbeek

[55, 56] o Csg est la consommation spécifique.

Les expréssions a,(t), B4(t), 0(t), ¥ (t), (t), Va(t), Xa(t), Ya(t), Za(t), p(t), q(t), r(t), m(t) sont
respectivement 'angle d’attaque, 'angle de dérapage aérodynamique, 1'angle d’inclinaison, le
cup, 'angle de roulis, la vitesse, le vecteur position, la vitesse de roulis de ’avion par rapport a
la terre, la vitesse longitudinale de ’avion par rapport a la terre , la vitesse de lacet de ’avion
par rapport a la terre et la masse de ’avion.

Les angles v,, (t), Xa, (t), fta, (t) correspondant respectivement a ’angle de pente aérodynamique,
I'azimut aérodynamique et I'angle de gite aérodynamique ne sont pas sous forme d’état dans

ce modele.

Le systeme (I1.7) peut étre écrit en forme simplifiée :

LI ORT0)

V() = (Qalt), Ba(t), Ou(t), a(t), 0(1), Valt), X (1), Ya(t), Za(t), p(t), q(t), r(t),m(t))  (1-8)
u(t) = (G1(t), Sy, dult), 0.(1))

Dorénavant, y est appelée fonction d’état et les expréssions 0;(t), Op(t), 0n (%), 02 (t) sont respec-
tivement la commande de roulis, la commande de tangage, la commande de de lacet et la

commande de poussée de 'avion. La dynamique de vol de I’avion prend la forme suivante :

Y<t) = f(Y? u, t)v vt € [07 T]7 y<0) = Yio
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3 Modélisation de la fonction-coiit par ’avion

Une forte croissance se remarque actuellement au niveau du transport aérien [2, 3]. Le cotlt du
kérosene augmente éxponentiellement et la nécessité de préserver I’environnement impose des
contraintes de plus en plus séveres pour la conception des prochaines générations d’avions. Ces
contraintes sont établies en fonction des objectifs de TACARE qui suggere une réduction de
50% du bruit percu a 'horizon 2020 [4]. Atteindre cet objectif représente un réel défi technique
et scientifique tant du coté aérodynamique que du cété de I'optimisation acoustique et de
la modélisation mathématique. Le paragraphe montre la modélisation mathématique de la
fonction-objectif soit sous forme de bruit, soit sous forme de consommation du fuel par I'avion.
Dans la littérature, il en existe un modele de minimisation du bruit d’un avion commercial
sous contraintes physiques et aérodynamiques [7, 57]. D’autres traitent de I'optimisation des
procédures opérationnelles réduisant le bruit, la détection stochastique des conflits pour le
traffic aérien et la représentation et I'optimisation de la circulation des avions sur une plate
forme aéroportuaire [10, 12, 52, 57].

Dans ce travail, nous construisons la fonction objectif en considérant le « Sound Exposure
Level »( SEL ) [58] :

1
SEL = 10log [— / ! 100'1LA1’dt(t)dt} b€ [tio, try] (I1.9)
tio

o

ou t est la durée de I’événement et t, = 1 s un temps de référence. L'expression L4 (t) est le

bruit du jet de 'avion donné par la formule [7, 59] :

p1\" AN 25 T
Lai(t) = 141 4+ 10log ; + 10log (c) + 10logs; + 3log Td% +0.5] + 510g7—2 +

SoU2
vy \ e ( + 32113) /e \¢
101log <1 — 2) + 1.2—113 —20log R+AV+101og [('0) () ,ou v est la

U1 (1 L2 PISA CIsA
S1

vitesse de jet a 'entrée de la tuyere, vy la vitesse de jet a la sortie de la tuyere, 7y la température

a I'entrée de la tuyere, 75 la température a la sortie de la tuyere, p la masse volumique de 'air,
p1 la masse volumique atmosphérique a 'entrée de la tuyere, prsa la masse volumique atmo-
sphérique au sol, s; la surface d’entrée de la tuyere hydraulique du moteur, s la surface de sortie
de la tuyere hydraulique du moteur, d; le diametre d’entrée de la tuyere hydraulique du moteur,

Vo = v1[1— (V/v1) cos(a,)]?/? la vitesse effective, o, est Pangle entre 'axe du moteur et axe de
3(‘/@/0)3.5
0.6 + (V./c)3>

c est la vitesse du son (m/s), me est la variable exposante, dépendant du type d’avion, me =

I’avion, R est la distance source-observateur, w = — 1 est la variable exposant,
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11,2, 2 <297 me =6.0; 2 >207, AV = —15l0g(Cp(M,,0)) — 10log(1 — Mcosd)
S1

S1 S1
est la convection Doppler ot C'p (M., 8) = [(1 + M.cos6)* + 0.04M?], M le nombre de Mac de

l'avion, M. = 0.62(v; — Vcos(a,)),/c le nombre de Mac de convection, 6 est 'angle d’émission.

Cela étant, cette fonction-colit n’est pas la seule modélisation possible. Certains auteurs
préferent utiliser d’autres indices acoustiques ou la fonction de consommation. Il en existe
méme une technique de couplage de deux en fonction des objectifs poursuivis. Cette derniere

donne de 'optimisation multi-objectif ce qui n’est pas le cas dans cette étude.

4 Modélisation des contraintes d’un avion en approche

La liste des contraintes concerne les contraintes sur la sécurité de 'avion et des passagers, la
vitesse, l'altitude, I'angle d’attaque, 'angle de roulis, I'angle de lacet, la position des quatres

commandes, la contrainte énergétique. Ces dernieres se traduisent par les conditions aux limites.

1. La position verticale de 'avion est donnée par Zy > Zg > Z; ou Zy, Z; sont respective-

ment laltitude maximale et 'altitude minimale.

2. La position horizontale de I’avion est donnée par X, < X¢ < X ou Xy, X sont respec-

tivement la position horizontale initiale et la position horizontale finale [60-62].

3. La position longitudinale de I'avion est donnée par Yy < Yo < Y} ou Yj, Y} sont respec-

tivement la position longitudinale initiale et la position longitudinale finale [60-62].

4. La vitesse de 'avion V, doit ¢tre bornée comme suit 1.3V, < V, < V.5 where V; est
la vitesse de décrochage, Vs la vitesse maximale et Vo = 1.3V} la vitesse minimale de
I'avion [55, 63].

5. Les contraintes sur la vitesse de roulis de 'avion relative a la terre p € [po, py], la vitesse
de tangage de 'avion relative a la terre ¢ € [qo, ¢f] et la vitesse de lacet de I'avion relative
a la terre r € [rg, 7] sont également considérées.

6. A 'approche, les normes de 'OACI et les avionneurs recommandent 1’évolution de I’angle
de vol comme suit : angle d’attaque a, € [, |, I'angle d’inclinaison 6 € [6p, 6] et
I'angle de roulis ¢ € [po, ¢y

7. Le controle de 'avion u(t) = (0;(t), Omr), 0n(t), 02(t)) doit rester entre les positions dy et
0i5 pour le controle de roulis, d,,0 et 0.,y pour le controle de tangage, 0,0 et 0, pour le

controle de lacet et enfin 0,9 and d,; pour la manette des gaz.

8. La masse m de l'avion est variable : my < m < my. Cette contrainte résulte dans la

consommation du fuel par 'avion [51, 64].
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ou

k1 . R12 X R4 — R167 kl(y(t)a U(t))

0
11.10
ky: R x R* — R ky(y(t),u(t)) >0 | )

IV IA

(a<t) af, ( ) - 9f7w<t) - wf790<t) —Pf Va(t) - V;Lfan‘(t) - Xg‘fa

Y&t YGfaZG() Z&p,0(t) —ppyq(t) — qp,r(t) — 7y, 0i(t) — by,
O (t) = Omp, 0n(t) — Ong, 0u(t) — 0up, m(t) —my)
(a(t) — o, 0(t) — 0o, ¥(t) — o, p(t) — @o, Valt) — Vao, X&(t) — X,

t YGO? ZG( ) ZGO? (t) _pOaQ(t) - qur(t) - TOa(Sl(t> - 5107

Ye(t) —
5 ) — (5m0, ) — 57107 5m(t) — mo,m(t) — mo)

el
m(t

(IL.11)

5 Probléeme de commande optimale d’un avion

La combinaison des équations (I1.8), (I1.9), (I1.10), (II.11) donne un probleme de commande

optimale d'un avion sous la formulation mathématique suivante :

y(t) = f(u(®),y(t)),y(0) = yo, u(0) = ug (11.12)
ki (y(t), u(t)) <0
ko(y(t),u(t)) > 0,Vt € [to, try]

Ce modele posé dans un cadre mono-avion ne sera pas résolu ici. Une transformation s’impose

afin de modéliser mathématiquement la commande optimale d'un systeme dynamique de deux

avions en approche. Des modifications profondes seront formulées au niveau de la dynamique

du systeme, de la fonction objectif et des contraintes comme le montre le chapitre suivant.
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T1°Me Partie

Cette partie contient la modélisation mathématique du probleme de contrdle optimal de

deux avions en approche, sa résolution numérique ainsi que les résultats obtenus.

Au troisieme chapitre, nous présentons la modélisation mathématique de la commande op-
timale d'un systeme dynamique de deux avions civils A300. Il s’agit de revenir sur le modele
dynamique tridimensionnelle de ce systeme, ’analyse de ces performances opérationnelles et
qualités de vol. La modélisation des efforts aérodynamiques, propulsifs et massiques d’un avion
commercial constitue la base de la dynamique de vol de celui-ci. Ce probleme sera résolu en
utilisant une méthode de programmation séquentielle quadratique globalisée par régions de
confiance. Le critére a minimiser est le bruit global émis par les deux avions en approche. Les
résultats numériques trouvés sous la programmation AMPL et I'extraction des solutions par

KNITRO présentent des caracteristiques optimales.

Le chapitre 4 vise la réduction des niveaux de bruit émis par deux avions attérisant succes-
sivement sur une piste. Les Contraintes liées a la sécurité, a la stabilité et aux performances
de vol sont prises en compte. Ce probleme type controle optimal non convexe est régi par des
équations différentielles ordinaires non linéaires [65, 66]. Une méthode directe sous un schéma
de discrétisation de Runge-Kutta d’odre 4 est utilisée dans la résolution de ce probleme. Les
processus numériques montrent qu’il y a deux trajectoires optimales conduisant a une réduction
des niveaux de bruit percus au sol et fournissent des caractéristiques de vol optimales pour une

grande partie du vol.

Le chapitre 5 concerne la résolution numérique du probleme de deux avions en utilisant
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I’approche indirecte ou on applique le principe de maximum de Pontryaguine sous un schéma
de discrétisation de type Runge-Kutta partitionné symplectique d’ordre 4. Cela démontre une
bonne résolution du probléeme d’autant plus que les résultats obtenus confirment la commuta-

tion avec I'approche directe lorsque les mémes coefficients sont appliqués.

Au dernier chapitre, on montre les résultats pour plusieurs cas-tests. Ici nous varions la durée
d’approche du deuxiéme avion pour une séparation temporelle des avions, la discrétisation plus
fine ainsi que la position d’observation mobile sous trace. Les résultats obtenus prouvent une

pertinente convergence de I'algorithme dans la recherche d’une solution optimale locale.
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Chapitre 111

Optimisation acoustique de deux avions en

approche

Ce chapitre est subdvisé en trois parties principales et vise a développer un modele mathé-
matique d’optimisation acoustique des trajectoires de vol de deux avions en approche et sans
conflit, en minimisant le bruit pergu au sol. La contrainte énergétique est nouvellement intro-
duite.

La premiéere partie traite la modélisation mathématique du probleme de contréle optimal de
deux avions et montre le concept général exact des équations 3D de la dynamique de vol de ces
deux avions. Ces équations de type différentielles non-linéaires et non-convexes sont associées
avec une fonction-objectif de bruit émis par les deux avions et pergu au sol. L’'indice acoustique
choisi est le SEL et se base uniquement sur le bruit de jet de deux avions de méme type (A300).
Etant donné que la dynamique de vol des avions doivent étre considérées dans des conditions
et des domaines de vol réalisables, des contraintes de vol instantanées sont considérées. La dy-
namique de vol associée au cotlit génere un probléeme de contréle optimal régi par des équations

différentielles ordinaires non-linéaires.

La deuxieme partie traite la méthode PQS et les conditions d’optimalités de Karush Khun
Tucker. Ici, des transformations se font au niveau du probléeme de commande optimale afin
d’appliquer un schema de discrétisation directe. Pour résoudre ce probleme, la théorie des con-
ditions nécessaires d’optimalité pour des problemes de commande optimale avec contraintes
instantanées est bien développée. Ceci se caractérise par une solution optimale locale lorsque
I’approche newtonienne est utilisée en tenant compte des conditions d’optimalité de Karush-

Kuhn-Tucker et la programmation quadratique séquentielle globalisée par région de confiance.
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La troisieme partie traite les expérimentations numériques et les résultats obtenus lorsqu’un
solveur KNITRO est appelé sous une programmation AMPL. Ces résultats prouvent plusieurs
solutions admissibles parmi lesquelles il est retenu une trajectoire optimale menant a une ré-

duction du niveau de bruit au sol.

Ces résutats font objet d’une validation dans un cadre de collaboration scientifique Nord/Sud
via le journal ARIMA « Revue Africaine de la Recherche en Informatique et Mathématiques
Appliquées » édité par 'INRIA France et labelisé par MathSciNet ISSN 1638-5713 comme le

montre la partie suivante du chapitre.
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RESUME. Cette contribution vise a développer un modele mathématique d’optimisation
acoustique des trajectoires de vol de deux avions en approche et sans conflit, en minimisant le
bruit per¢u au sol. Toutes les contraintes de vol des deux avions sont considérées. La dynamique
de vol associée au cotit génere un probleme de controle optimal régis par des équations différen-
tielles ordinaires non-linéaires. Pour résoudre ce probleme, la théorie des conditions nécessaires
d’optimalité pour des problemes de commande optimale avec contraintes instanées est bien
développée. Ceci se caractérise par une solution optimale locale lorsque 'approche newtoni-
enne est utilisée en tenant compte des conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker et la
programmation quadratique séquentielle globalisée par région de confiance. Les méthodes SQP
sont proposées comme option par KNITRO sous le langage de programmation AMPL. Parmi
plusieurs solutions admissibles, il est retenu une trajectoire optimale menant a une réduction

du niveau de bruit au sol.

ABSTRACT. This contribution aims to develop an acoustic optimization model of flight paths
minimizing two-aircraft perceived noise on the ground. It is about minimizing the noise taking
into account all the constraints of flight without conflict. The flight dynamics associated with
a cost function generate a non-linear optimal control problem governed by ordinary non-linear
differential equations. To solve this problem, the theory of necessary conditions for optimal
control problems with instantaneous constraints is well used. This characterizes the optimal
solution as a local one when the newtonian approach has been used alongside the optimal-
ity conditions of Karush-Kuhn-Tucker and the trust region sequential quadratic programming.
The SQP methods are suggested as an option by commercial KNITRO solver under AMPL

programming language. Among several possible solution, it was shown that there is an optimal
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trajectory (for each aircraft) leading to a reduction of noise levels on the ground.

MOTS-CLES : Commande Optimale, Bruit, avions commerciaux, trajectoire, Algorithmes
SQP et TRSQP, Programmation non-linéaire

KEYWORDS : Optimal control problem, Commercial aircraft, noise levels, SQP and TRSQP

algorithms, Non-linear programming

1 Introduction

Considering the current trend in the field of air transport, economic and environmental con-
siderations related to the rising cost of oil and the need to preserve the environment, impose
more severe constraints on the next generation of aircraft [1]. One wants to reach one of the
2020 ACARE objectives [2]. In order to reduce the environmental pollution and noise impact,
ACARE requires a 50% reduction of perceived noise for 2020. This goal represents a difficult
scientific and engineering challenge as this requires aerodynamic models and mathematical op-
timization [3, 4]. Some work addressing this problem has been carried out. The majority of this
work addresses the problem of minimization of aircraft noise around the airport by considering
a single plane [5, 6]. The other work concerns the stochastic conflict detection for airtraffic
management [7], the dynamics of flight [8] and the comprehensive analysis of transport aircraft
flight performance [1].

Our aim in this work is the development of a theoretical model of noise optimization while
maintening a reliable evolution of the flight procedures of two commercial aircraft on approach.
These aircraft are supposed to land successively on the same runway. It is all about the evolution
of flight dynamics and minimization of noise for two similar commercial aircraft to the landing
taking into account the energy constraint. This model is a non-linear and non-convex optimal
control. It is governed by a system of ordinary non-linear differential equations.

For solving this problem, the theory of necessary conditions for optimal control problems
with instantaneous constraints on the control and the state is well developped. That charac-
terises the optimal solution as a local solution when the newtonian approach and the sequential
quadratic programming are used. The direct optimization methods have proved to be powerful
tools for solving optimal control [9, 10]. The basic idea of direct optimization methods is dis-
cretizing the control problem and applying non-linear programming techniques to the resulting

finite-dimensional optimization problem. The adopted methods use only control and state vari-
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ables as optimization variables. The numerical algorithms are usually developped on the basis
of first-order necessary optimality conditions. Meanwhile, the second-order sufficient conditions
must be checked to ensure the optimality of solutions. Numerically, the second-order sufficient
conditions for continuous control problems are very difficult to verify. The alternative solution is
to do this for the discretized control problem when using a well-known algebra technique for the
optimization problem. It is also important to know the role of the second-order sufficient condi-
tions for sensitivity analysis of the optimal control problem. The control problems are usually
subject to disturbances in the data system. Mathematically, the perturbations are described by
some parameters in the dynamics, the boundary conditions or in the mixed constraints. The
behavior of the optimal solution with the respected perturbations parameters must be analyzed
for the stability of the solution.

The new main contribution of this work is the considering of two-arcraft flight dynamics
when others autors focuse on one aircraft flight dynamic [5, 6]. One trajectory of a group of
two-aircraft is proposed with flight optimal characteristics. Details of the two-aircraft flight
dynamic, the noise levels, the constraints, the mathematical model of the two-aircraft acoustic
optimal control problem, the sequential quadratic and the trust region sequential quadratic pro-
gramming method processing are presented in section 2 and 3 while the numerical experiments

are presented in the last section.

2 Modelization of the two-aircraft optimal control prob-

lem

2.1 General Formulation

The minimization of the noise generated by the two planes is an optimal control problem. Let

the mathematical general formulation be the following [11, 12] :

min J(u(), ()
$(t) = £(u(t), y(1)). ¥(0) = yo.u(0) = u,, -
KL(u(t), y () < 0.

k2(u(t), y(t)) > 0,t € [0, 7]

where J(u(.),y(.)) = /(]Tg(u(t)7 y(t))dt + o(y(T)) is the cost function,
y(t) = (y1(t),y2(t))T is the state of the system, u(t) = (u; (), us(t))” the control and J(u(.), y(.)
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the cost function (noise of the aircraft). k1(u(t),y(¢)) < 0,k2(u(t),y(t)) > 0 show the mixed
constraints. This formulation is general. In the following, we will establish the explicit and

realistic form of all the equations cited above.

2.2 The aircraft dynamic

By the way, the two aircraft motion equations have been established and here are some
considered assumptions [13]. The plane is a solid steel block center of fixed gravity, modeled
with a variable mass and its inertia matrix is symmetric. This model presupposes that there
is no possible conflict between the two A300 aircraft (The threshold is 5N M on the horizontal
position and 2e+3fts on the vertical one. The landing separation time varies from 45s to 9e+1s).
The landing law is First Come First Served (FCFS) [14]. The motion of each plane A;,7:= 1,2
is three dimensional analyzed with 3 frames : the landmark (O, X1,Y), Z;), the plane frame
(G, Xui, Yoi, Z1;) and the aerodynamic one (G, Xui, Yai, Zai) [7]. The transition between these
three frames is shown easily with three successive rotations [8, 15]. In general, the equations of
motion of each aircraft are summarized in two basic relations of mechanics and the fundamental

relationship of kinematics :

dmi mlde-
d(glt (I11.2)

Z Fexti -
Z Mextc - Gza A; )

The index i = 1,2 reflects the first and second plane. In the system above, F.,;, represent
the external forces acting on the aircraft, m;(t) the mass of the aircraft, V,; the airspeed
of aircraft, M., the outside moments of each aircraft, J(G;, A;) the inertia matrix and €;

the angular rotation. The external forces acting on an airplane in flight are : The thrust F; =
2

M:; 1
Pyoyi £ —(1=M;+-—* 5 ), the weight W; = m;gZ,, the lift F,; = —§piSiC’Z,-Va2iZai, the drag Fy; =
‘o

1 1
—§piSiCmVaiXai and the lateral forces F;; = §piS,CyiVa2iYai. In these expressions described
above, S; is the reference area, C,; the coefficient of drag, V,; the speed, Cy; the coefficient
of lateral force, C,; the coefficient of lift and p; the density of air. The time derivation is for
an observator attached to frame Rp and the equations are written in R,. The acceleration is

obtained with two time derivations of the position. The relations between the derivatives in the

two frames are connected by the well known equation

X dX

%’Ro = E|Ra + Qr,/ro X X
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dX
where o |r,, is the derivative with respect to time of the vector X in the vehicle-carried normal

Earth frame R, %| R, is the derivative with respect to time of the vector X in the frame
R4, €; is the angular velocity of the aircraft and €2g, /g, is the angular velocity of the frame
Ry relative to the frame Ry. After transformations and simplifications, the system takes the

following explicit form :

. 1 1

Vo, = —[—migsiny,, — épS’in_ Cp + (cosay, + sinay, ) Fy, — mu;),
m; ‘
1 1
Q, = m[migcos%icosuai — §,OSZ~VGQZ_CLZ. + [cosay,, — sinag, ] F,
1

sl P = —— Ira(B — — En.a: + =pS: V20,

mzwz]> Di AC — 2 {T’qu( Ci Di4i + QPSZZVZMCIZ}

————{pig;(A — B) — Erig; + =pSilV,2 Cyi},
o e i ) = Erigi + 5pSilVy Cni}

1 1
g = E{_ripi<A - C) - E(sz - 7"12) + §pSilVa2iCmi}’

T (I1L3)
{rigi(B — C) + Epiq; + épSilVaiCli +

A
" Ac—p a¢ — pp A= B)
—Erq; + §pSilVa2i Chi}, X& = V4, €057,,C05Xq, YGOZ = V€084, 81N X4, ,
Zg; = =V, sinv,,, $i = pi + qising;tant; + r;cosp;tanb;,
S1NY; cosp;

t; = qicosp; — rising;, V¥; = i
cosb; cosb;

(P —p—1)VO

/571 (1 + nth)\/G +0.2M7 N — (1= A)M,

where the expressions A = I,,, B = I,,,,C = I..,, E = I, are the inertia moments of the

m; = —2.01 x 107°

Fi7

aircraft, 1 is the aircraft reference length, g is the acceleration due to gravity, Cp = Cpo+kC3, is

[ l
the drag coefficient, Cy; = CypB+ Cyppv +Cy, % +Cys,01i+Cys, 0ni is the lateral forces coefficient,
b

I I
Cri = Cro(0ia — 0vag) + Cr,, i + Car M + ch% is the lift coefficient, Cy; = Cj5f + Clp% +

m

C’ZT%Z + Cl5,00: + Cis, 0ni is the rolling moment coefficient, Cy; = Cro 4+ Crna (@ — ) + Cins,, Omi
is the pitching moment coefficient, C,; = C,p0 + C’npi)/l, + Cm’;j + Chs,01 + Chs, 0ni is the
yawing moment coefficient, Fj is the full thrust, py is the atmospheric density at the ground,
F; = (Fy, Fy, F;) is the propulsive force, V,; = (u;, v;, w;) is the aerodynamic speed, (X;, Y, Z;)
are coordinates of the center of gravity of the aircraft i, ay; is the attack angle , 6; is the
inclination angle , v; is the cup, ; is the roll angle, (p;, i, ;) are the aircraft velocity relative

to the earth and m, the mass. The angles 7,,, Xa,, ita;, cOrrespond respectively to the aerodynamic
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climb angle, the aerodynamic azimuth and the aerodynamic bank angle. The mass change is
reflected in the aircraft fuel consumption as described by E. Torenbeek [16] where the specific

consumption is

(P—p— VO
/51 (1 + 77tf)\)\/G +0.2M7 A — (1= A)M;

with the generator function G :

Csrp=2.01x10"°

K 1.01 )
v—1 ’

m (KA p) (1= )

o).
L1 NNt

K =uplee V' —1),p=1+%5M}

The Nomenclature of engine performance variables are given by G the gas generator power
function, GO the gas generator power function (static, sea level), K the temperature function
of compression process, M; the flight Mach number, T4 the turbine Entry total Temperature,

TO the ambient temperature at sea level, T the flight temperature, while the nomenclature of

0.05>2(Oj>2£ the
er’ "M;" D’

isentropic fan intake duct efficiency, L the duct length, D the inlet diameter, Re the Reynolds

engines yields is 1, = 0.85 the isentropic compressor efficiency, ny = 1 —1.3(

number at the entrance of the nozzle, ny = 0.86 — 3.13 x 1072M; the isentropic fan efficiency,

14+mnq P%lMl? . . . . .
= Tre the gas Generator intake stagnation pressure ratio, n,, = 0.97 the isentropic
=1 M;

efficiency of expansion process in nozzle, n, = 0.88 the isentropic turbine efficiency n,; = 17y,

i

€. the overall pressure ratio (compressor), v the ratio of specific heats v = 1.4, X the bypass

ratio, u the ratio of stagnation to static temperature of ambient air, ® the nondimensional

turbine entry temperature ¢ = % and O the relative ambient temperature © = Tlo

let us return to the second equation of (1). Considering the aircraft dynamic, one transforms

dy;it) = fi(yi(t),ui(t)),i = 1,2 when

For now,

the system described above according to state :

yi: [to, ty] — R'2,
Yi (t) = (Oém; (t)v ei(t)v Vi (t)a (pi(t)v Vai (t>7 XGi (t)v YGi (t)v ZGi (t)v (1114)
pilt), ai(t), ri(t), mq(t))

is the state vector where the expressions ag;(t), 0;(t), ¥;(t), wi(t), Va, (1), Xa, (1), Yo, (1),
Za, (), pi(t), qi(t), (), m;(t) are respectively the attack angle, the inclination angle, the cup,
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the roll angle, the airspeed, the position vectors, the roll velocity of the aircraft relative to the
earth, the pitch velocity of the aircraft relative to the earth, the yaw velocity of the aircraft

relative to the earth and the aircraft mass. The control vector is

w, : [to, t;] — RY,
ui(t) - (5l1 (t)’ 6mi(t)’ 57% (t)’ 5961 (t))

where the expressions 0y, (t), dm, ), On, (t), 05, (t) are respectively the roll control, the pitch

(111.5)

control, the yaw control and the thrust one. The second equation in (III.1) is then written by :

o (@) ((f(ui(t), y1(2)) - )
o= (Yz(t)) - (fQ(uz(t),yz(t))) Wt €0, 7], ¥1(0) = ¥10,¥2(0) = y20 (111.6)

As the explicit dynamics equation is known, it must be associated with the two aircraft
noise as a cost function for the optimal control problem. In the following, the explicit formula

of the objective function is shown.

2.3 The objective function

1 fte

The calculation of SEL is described by : SEL = 10log — 10%1Ea.a:(® gt where t, is the time
o/t

reference taken equal to 1s and [t1, 5] the noise event interval. If [t1g, 1] and [ta, taf] are the

respective intervals in which the noise of the first and second plane arises, we have :

1 t
[tlo, tgo] . SELl == ].OlOg |:— / ? IOO'ILAl’dt(t)dt]

o Jtio

[too,tiy] : SELyy = SELy + SELy
= 10log [1 /tlf 100 ata® gy 4+ 1o 100-1Laz.ar () g4

10 o Jt20
t
[ty tay] - SELy = 10log [— I 100'1LA2»dt(t)dt}
o Jt20
(tgo — th) SELl D (tlf — t20) SEL12 D (tgf — tlf) SEL2 (III7>

[tlo,tgf] : SELG =

tay — tio
1 120 01D (8)
— 10log{——[(tao — t10) / 1001 Ear(0) gy
tay - 1o t1o t
1f 1f
+(tis — t20) / 100 4Ot 4 (ty; — ta0) /t 1014200 gy
20 20

t
(tay — t1f)/t2f 100.1LA2(t)dt]}
1f
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where SE L is the two-aircraft noise and @ means the sound adding. In fact, L4 (t) is the
A; Aircraft jet noise given by the formula [5] :

01 w V. 7.5 o
Lai(t) =141+ 10log ; + 10log (?) + 10log s; + 3log 5 +0.5
1

me 2
+5log L + 101og (1 - @) +12 2| 90log R+ AV (IT1.8)
Ta U1 52
S1

+10log [<L> (—) ] ;
PISA CISA

Where one has : v; is the jet speed at the entrance of the nozzle, vy the speed jet at the nozzle
exit, 71 the inlet temperature of the nozzle, 75 the temperature at the nozzle exit, p the density
of air, p; the atmospheric density at the entrance of the nozzle, p;s4 the atmospheric density at
ground, s; the fully expanded primary (inner) jet area, so the fully expanded secondary (outer)
area jet, d; the inlet diameter of the nozzle hydraulic engine, V, = v;[1 — (V/v1) cos(a,)]?/? the

effective speed ( v, is the angle between the axis of the motor and the axis of the aircraft),R
3(‘/e / 6)3'5

0.6+ (V,/c)3>
¢ the sound velocity (m / s), m the exhibiting variable depending on the type of aircraft :

the source observer distance, w the exponent variable defined by : w =

me = 1.1,/2; 22 <207, me = 6.0, 2 > 29.7, the term AV = —15log(Cp(M.,0)) —
S1 S1 S1

10log(1 — Mcosf), means the Doppler convection when Cp(M,, 0) = [(1+ M.cosf)*+ 0.04M?],
M the Mac Number aircraft M, the convection Mac Number : M, = 0.62(v; — Vcos(ay,))/c, 0

is the Beam angle.

The expression L 45(t) is the noise of the aircraft A, and it is written as above. By injecting
the equation (I11.8) into (II1.7), we have the objective function
Jo12(y(.),u(.)) = SELg = [, g(y(t),u(t),t)dt. SELg means the two-aircraft noise. The first

relation of equation (II1.1) is then written :

uclU

min Jorz(y().u()) = [ g(y(®),u(®))dt + p(y(1)),

when the functional g = SELq. If p(y(T)) = 0, the cost function becomes
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t1

Jer2(y (), u(.)) :/tof g1(y1(t),uy (t), t)dt
+ /t ;f g1a(y1(£), wr (£), y2(t), us(t), t)dt

+ /tQZf Go(y2(t),us(t), t)dt.

The function g;2(t) above reflects the coupling between the two-planes noise levels. Return-

ing to the third equation of system (II1.1), one has the constraints. In the following section, the

exact formulation of this equation will be shown.

24

Constraints

The considered constraints concern aircraft flight speeds and altitudes, flight angles and control

positions, energy constraint, aircraft separation, flight velocities of aircraft relative to the earth

and the aircraft mass. Some constraints are shared for the two aircraft, others are not.

1.

Vol.

The vertical separation given by Z¢g = = Zg, — Z¢, where Z¢, , Z¢, are respectively the

altitude of the first and the second aircraft and Zg , the altitude separation.

. The horizontal separation X¢ = X¢& — Xg [17, 18, 19] where X , X  are horizontal

positions of the first and the second aircraft and their separation distance.

. The aircraft speed V,, must be bounded as follows 1.3V, < V,, < V;y where V; is the

stall speed,V;; is the maximum speed and V;, = 1.3V, the minimum speed of the aircraft
A; [16, 20]. The roll velocity of the aircraft relative to the earth p; € [pjo, pif], the pitch
velocity of the aircraft relative to the earth ¢; € [gi0,¢if] and the yaw velocity of the

aircraft relative to the earth r; € [r;o, rif] are also considered .

On the approach, the ICAO standards and aircraft manufacturers require flight angle
evolution as follows : attack angle a,, € [, aif], the inclination angle 6; € [0;0, 6;s] and

the roll angle ¢; € [pio, @if]-

. The aircraft control u(t) = (8;,(), O, (1), On, (1), 6, (t)) keeps still between the position dyg

and 0;;¢ for the roll control, d,,;0 and d,,;5 for the pitch control, d,;o and d,,¢ for the yaw
control and 0,0 and ;¢ for the thrust.

. The mass m,; of the aircraft A; is variable : m;y < m; < m;s. This constraint results in

energy consumption of the aircraft [13, 21].
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On the whole, the constraints come together under the relationship :

ky; R x R — R Ky (y(2), wi(2))

0,
e oo (111.9)
ko : R12 5 R — RS oy (s (1), wi(£)) > 0

IV IA

where

kai(yi(t), wi(?)) = (ci(t) — cug, 0:(t) — Oip, ¥i(t) — ig, 0ilt) — @ig, Va, (t) — Vaig,
X8, (t) = X&ip, YE.(8) = YEip, Z8,(t) — Z24i5,0i(t) — iy, qi(t) — Gy,

ri(t) — rig, 01, (t) — o, ¢, O, () — Omif, O, (1) — Onif, Oz, () — Ogif m;(t) — mz’f)
koi(yi(t), us(t)) = (cu(t) — vio, 05(t) — i, Yi(t) — Yo, 0i(t) — @io, Va, (t) — Vaio,
X&,(t) = X0, Y&, (1) = Yo, 28, (t) — Ziio: pi(t) — Pio, ¢i(t) — Gio,

() — 7405 01, (1) = 01,0, O, (1) — Opmios O (£) — Onios O, (£) — Oio, mi(t) — mip).

(I11.10)

The digital applications considered for the two-aircraft [5, 8, 13, 16] are confined in Table 1

in appendix.

2.5 The explicit formula of the two-aircraft optimal control problem

In this section, by combining relations (III.3), (IIL.6), (III.7) and (III.10), the problem (IIL.1)

takes the following form

HllIl JGlg ( ), 11( ) /10 gldt + ‘/t:;f glgdt + /t:)f Qth,

Y(t) = f(u(t),y(#)),y(0) = yo, u(0) = o, (ITL.11)
ki (yi(t), wi(t)) <0,

kgi(yi(t), uz(t)) > O,Vt € [tlo, tgf],

where
gi(y1(t),us(t)) = (tay —ti0) " (tao — t10)100 Ear(®)
gia(y(t),u(t)) = (tay — tio) ' (tay — t90)100-1Ear()+Laz ()
go(ya(t), uz(t)) = (tay — tro) " (tay — try)10% im0,

For the two-aircraft optimal control problem as posited in relation (III.11), several possibilities
exist for its resolution. In the literature, we find firstly a theory based on direct methods and
non-linear programming, secondly a theory based on indirect methods. In this paper, one tests
the first theory based on the newton method approach and SQP methods. The main advantage

of Newton’s method is its quadratic convergence and as for all other recurring methods, just
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one starting point is needed to initialize the whole iterative process [22].

3 SQP methods and KKT-optimality conditions

3.1 The optimality conditions for the optimal control problem

In System (III.11), one has a problem of optimal control with mixed constraints. By putting

x = (y,u), the problem can be transformed in the following system :

min Jg12(x(.))

y=J (I11.12)
nj(x) <0,j € =

nj(x) >0,j el

The expressions =, " are the sets of equality and inequality indices. The Lagrangian of the
system (II1.12) is defined by the function L(x,\) = Japia(x) + AT [b(y,x) + n(x)] where the
vector A is the Lagrange multiplier and b(y,x) =y — f(x) = 0.

— An inequality constraint n; is active at pointy = (y*,u*, t*) ifn;(y*,u*,t*) = 0. I'(y*,u*, t*) =

[ is the set of indices j corresponding to active constraints in 'y,

[T ={j € Ii[(A\p); > 0}

, (I11.13)
7= {j e I.|(Ap); = 0}

where the constraints of index T'S are highly active and those of T weakly active.

— An elementy € I'* verify the condition of qualifying for the constraints n if the gradients of
active constraint Vnz(y), Vnr(y) are linearly independent. This means that the Jacobian
matriz of active constraints in 'y is full.

— An element y € T'* satisfies the qualification condition of Mangasarian-Fromowitz for

constraints n in 'y if there exists a direction d such that

Vnz(y)'d =0

et S (I11.14)
Vn;(y)"d < 0Vj € I'(y)

where the gradient {Vn=z(y)} are linearly independent.
The Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions : Consider that Jgi9,n functions of

C' class and y a solution of the problem (II1.14) which satisfies a constraints qualification
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condition. So,there exists A\* such that :

(I11.15)

The (II1.15) equations are called the conditions of Karush-Kuhn-Tucker(KKT). The first equa-
tion reflects the optimality, the second and third the feasability conditions . The other two
reflect the additional conditions and Lagrange multipliers corresponding to inactive constraints
nj(y) are zero. The couple (¥, A*) such that the KKT conditions are satisfied is called primal-
dual solution of (II1.12). So, y is called a stationary point.

The necessary optimality conditions of second order [23]: Taking ¥ a local solution of
(IT1.13) and satisfying a qualification condition, then there exist multipliers (A*) such that the
KKT conditions are verified . So we have V2, L(g, \*)d.d > 0Vh € C, where C, is a critical
cone.

The sufficient optimality conditions of second order [23]: Suppose that there exits (\*)
which satisfy the KKT conditions and such that V2 L(y, \*)d.d > OVh € C,\{0}. So y is a

local minimum of (III.13).

3.2 SQP Method

The system (II1.11) results in the following equations :

min Jgia(x(.))

¥ = f(x)
nj(x) <0,j €=
nj(x) >0,jel

(I11.16)
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The expressions =, [" are the sets of indices of equality and inequality. An SQP method solves

a succession of quadratic problems :

1
min V.J(x, t,)dg + §d£dek
VIb(yk, xi)dy, + b(Yk, xi) = 0 (II1.17)
Vng (X, tr)di + n=(Xk, tr) <0,
nr(Xg, ti)dy + nr (X, t) > 0.

To solve this problem listed above, choose some subsets of indices 5, € I',Z; € Z. So, the

system becomes only system with equality constraints :

min V.J(xy, ty)dx + %d{dek

VT b(yr, xp)dy + b(¥r, %) = 0 (TT1.18)
Vng, (X, tr)dg + nz, (Xk, ti) = 0,

Vg, (Xg, ti)dg + ng, (X, tx) = 0.

The vector dy is a primal-dual displacement and Hj the Hessian matrix of the Lagrangian. We

used a method of Newtonian approach [24].

3.3 SQP algorithm and added transfomations

1. Choose the eligible initial conditions for the optimal solution of the problem

2. Problem approximation with a quadratic programming problem with linear constraints

at time tg.
3. Solve the problem for an eligible descent direction at time ¢

4. Verify the arrest conditions, if (d} = 0), write the solution. Otherwise, proceed to the
evaluation of the Hessian matrix, the primal and dual variables, do a linear search to find
it.

5. Increment the solution vector at time #;,; and return to Step 2.

This algorithm above must be transformed because the two-Aircraft problem is non-convex.
For improving the robustness and global convergence behavior of this SQP algorithm, it must
be added with the trust radius of this form :

DA, < A, p € [1, 0] (I11.19)
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where D is uniformly bounded and dy = Ax; . The relations (II1.18) and (II1.19) form a
quadratic program when p = co.

So, the trust-region constraint is restated as —Ae < Dx < Ae,e = (1,1,1,...,1)T.

If p = 2, one has the quadratic constraint Ax? DT DAx;, < A?. In the following, we develop the
convergence theory for any choice of p just to show the equivalence between the ||.||, and [|.||2.
By the combination of some relation of (I11.17) and the relation (II1.19), all the components of

the step are controlled by the trust region. The two-aircraft problem takes the following form

) 1
gl}l(fkl[QGn(Xk)] = VTJGlQ(Xk)AXk + §(AXk)THkAXk

V'b(ye, Xi) Ay, + b(y, xx) = 0

Vinz(xp)Axy, + n=(xz) <0 (111.20)
Vinp(x,) Axy + np(xg) >0

IDAX], < Ap € [1,00]

In some situations, all of the components of the step are not controlled by the trust region
because of some hypotheses on D. There is an other alternative which allows the practical SQP
methods by using the merit function or the penalty function to measure the worth of each point

X.

Several approaches like Byrd-Omojokun and Vardi approaches exist to solve the system
(II1.12) [25]. It can also be solved with the KNITRO, the SNOPT and other methods [26]. In
the latter case, we have an ordinary differential system of non-linear and non-convex equations.
The uniqueness of the solution of the quadratic sub-problem is not guaranteed. It therefore
combines the algorithm with a merit function for judging the quality of the displacement. The
merit function can therefore offer a way to measure all progress of iterations to the optimum
while weighing the importance of constraints on the objective function. It is chosen in ls norm
particularly the increased Lagrangian L; because of its smooth character. So, in the equation
above, one replaces L by L;. Thus, this transforms the SQP algorithm in sequential quadratic
programming with trust region globalization "TRSQP’. Its principle is that each new iteration
must decrease the merit function of the problem for an eligible trust radius. Otherwise, we
reduce the trust radius Axyg for computing the new displacement. A descent direction is ac-
ceptable if its reduction is emotionally positive. The advantages of the method are that the
merit function will circumvent the non-convexity of the problem. This approach shows that

only one point is sufficient to start the whole iterative process [24, 27, 28].
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Meanwhile, we use an algorithm called feasibility perturbed SQP in which all iterates x
are feasible and the merit function is the cost function. Let us consider the perturbation Axy
of the step Ax;, such that

1. The relation
X+ Ax, € F (I11.21)

where F is the set of feasible points for (I11.12),

2. The asymptotic exactness relation
1A% = Axi] |2 < @(I|Axx][2)[[ x| |2 (I1.22)
is satisfied where ¢ : Rt — R* with ¢(0) = 0.

These two conditions are used to prove the convergence of the algorithm and the effectiveness

of this method. The advantages gained by maintaining feasible iterates for this method are :

— The trust region restriction (I11.19) is added to the SQP problem (III1.18) without concern
that it will yield an infeasible subproblem.

— The objective function Jg1o is itself used as a merit function in deciding whether to take
a step.

— If the algorithm is terminated early, we will be able to use the latest iterate x; as a
feasible suboptimal point, which in many applications is far preferable to an infeasible

suboptimum.

3.4 The TRSQP algorithm and convergence analysis

Assume that for a given SQP step Axj, and its perturbation Axy, the ratio to predict

decrease is ~
—_— Jer2(xk) — Jez(xk + Axy)

—Qc2(Axy)

The two-aircraft acoustic optimal control TRSQP algorithm is written as :

(111.23)

1. Let xo(k = 0) a given starting point, A > 1 the trust region upper bound, Ay € (0, A)

an initial radius, € € [y, €f) and p € [1, 00]
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2. Calculate Ax;, by solving the system

1
Iilin[QGu(Xk)] = VTJGlQ(Xk)AXk + E(Axk)THkAXk
X

Vo fo(yi, x1) Ax + b(¥, x) = 0
Vinz(xp)Axy, + n=(x;) <0
VTnp(xk)Axk + nr(xg) >0
DA, < Ap € [1,0x]

Seek also Axy, by using the system

X—|—A;(k clF
|Ax — Axy ]2 < (|| A%k |]2) || Axy]]2

This algorithm consists to find the zero of the derivative of a cost function using Newton’s
method (the hessian is approximated by BFGS) as the direction of Newton brought down
the cost and seek a direction by the trust region method otherwise. The cost function is

a local quadratic model in a trust region.

3. If no such for the perturbed counterpart Ax; is found, the following affectations are
considered. .
AxXpy1 (§)||DkAXk||p

Xpy1 ¢ Xp; D1 < Dy

Jar2(xk) — Jarz(xy, + Axg)
~Qenz(Axy,) ’

if i, <ep, Apgr (%)HDkAXka;

else if r, > ag X €9 and ||DpAxgl|], = Ay

Agy1 < min(2A,, A);

else Apiq < Ayg;

4. Otherwise, calculate r, =

5. W rg > e Xpy1 ¢ X + A;(k ; Choose the new matrix Dy ;

else X1 < Xp; Dy <= Dy;

6. end.

At each major iteration a positive definite quasi-Newton approximation of the Hessian of the

Lagrangian function, H, is calculated using the BFGS method, where \;;i = 1,...,m, is an
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estimate of the Lagrange multipliers.

T T
(o] e} Hy sj.siHy,
Hy = Hy + -
’ qi'sy st Hysy,

where
S = Xp4+1 — Xk,
A = (VJgra(Xep1 + 25 Aj.Vn(Xeg1) + b(Xp11))

—(VJGlz(Xk + Z Aj.Vn(xk) + b(Xk))

j=1
A positive definite Hessian is maintained providing q} s;, is positive at each update and that H

is initialized with a positive definite matrix. This algorithm is implemented by AMPL language
programming and the KNITRO solver [29, 30].

3.5 Analysis of the algorithm and its convergence

Let us define the set [y as follows :

Fo = {x|V'b(y,x)Ax + b(y,x) = 0, VInz(x)Ax + nz(x) = 0,
an[‘(X)AX —+ np(x) Z 0, JGlQ(X) S JGlQ(Xo)} cF

The trust-region bound ||DAx||, < A, p € [1, 00] specifies the following assumption.

1. There exists a constant 3 such that for all points x € Fy and all matrix D used in the

algorithm, we have for any Az satisfying the following equations
VIb(y,x)Ax + b(y,x) = 0, Vinz(x)Ax 4+ nz(x) = 0, VI np(x)Ax + np(x) > 0

that
B7H|Ax|] < [[DAX]], < Bl AX|] (111.24)

2. The level set Fy is bounded and the functions Jgi9, b, 1 are twice continuously differen-

tiable in an open neighborhood M(F) of this set.

Under certain assumptions as shown in [31], this algorithm is well defined.

In this paragraph, one wants to prove that the algorithm has a convergence to stationary
point of (I11.13). If we consider that all assumptions hold for each feasible point Z for (I11.12), the
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Mangasarian-Fromowitz are satisfied for constraints. After all, the KKT optimality conditions
are specified and that shows that there is at least a local convergence. With other added

conditions as shown in [38], the global convergence is held.

4 Numerical experiments and results

The following result are obtained with AMPL (A Mathematical Programming Modeling Lan-

guage) and KNITRO as a solver. Matlab is requested as the graphic visualization programming

language.
The first—Aircraft noise levels (dB(A)) around the airport.
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Figure III.1 — Al aircraft noise levels
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The second—Aircraft noise levels (dB(A)) around the airport.
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Figures II1.1, 1.2 and III.3 are plotted without considering optimization. These show
noise levels around the airport inside to explain why our model is very important and which
gain is carried when compared with the actual situation. One considers the following zone :
x = —2500 : 250 : 2500,y = —2500 : 250 : 2500, h = 0. As the meshing step is 250m, we have
For each meshing point, a vector of N values on noise level as the discretization shows. For
each observation point, one has a vector of N noise level values as the discretization shows. It is
better to take the maximum value among the N values of noise level matched with the shortest
distance between the observer and each plane. On the runway, the touch down position (m) is
(0,0,0). The difference between these noise leves on floor for the first aircraft and the second
is that when the first plane hit the ground, the second is still at six hundred meters of altitude

as shown by the sepation constraints.

The optimal solution is found with the following KNITRO output optimality conditions :

Multistart stopping, found local optimal solution.
MULTISTART : Best locally optimal point is returned.
EXIT : Locally optimal solution found.

Final objective value = 5.07801676962590e+01

Final feasibility error (abs / rel) = 1.95e-07 / 5.11e-09
Final optimality error (abs / rel) = 6.52e-07 / 6.52e-07
Number of iterations = 56

Number of CG iterations = 114

Number of function evaluations = 61

Numberof gradient evaluations = 57

Number of Hessian evaluations = 56

Total program time (secs) = 150.33360 ( 150.289 CPU time)

Time spent in evaluations (secs) = 125.97791

Figure I11.4 shows the noise levels when the optimization is applied and the solutions ob-
tained. The observation positions are (—20000 m, —20000 m,0 m) for ON L,
(—19800 m, —19800 m, 0 m) for ON Ly, ..., (=200 m, —200 m,0 m) for ON Lyo. In this figure,
the legend ON L means optimal noise level. As specified, noise level increases and is maximum
when the observation point lies below the aircraft. Noise levels decrease gradually as the air-

craft moves away from the observation point. This is confirmed by Khardi analysis [32]. By
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Figure I11.4 — Aircraft optimal noise levels

comparison, this result is also close to standard values of jet noise on approach as shown by
Harvey [6, 33]. To conclude, numerical calculations carried out in this paper are efficient and

fitted with experimental and theoretical researches related to acoustical developments.

Figure I11.5 shows the trajectories which reflect a path in one level flight followed by a con-
tinuous descent till the aircraft touch point. The aircrafts’ landing procedures are sufficiently
separated. It is obvious that each aircraft follows its optimal trajectory when considering the
separation distance. Constraints on speeds described in the previous table are considered, al-
lowing a subsequent landing on the same track. Thus, as recommended by ICAQO, the security
conditions are met and flight procedures are good as shown by the presented results. The max-
imum altitudes considered are 3500 m and 4100 m for the first and the second aircraft. The
duration approach is 600 s for the first aircraft and 690 s for the second. This figure shows that
after some time, we have obtained the same optimal trajectory for the two-aircraft even the
procedures are different. This shows the aircraft trajectory resulting from the two trajectories
combination. This figure also shows aircraft speed evolution during landing. For the first, the
aircraft speed decreases from 200 m/s to 140 m/s and keeps a constant position till the end of

the aircraft landing. This evolution remains the same for the speed of the second aircraft.

Figure I11.6 shows the aircraft flight angles as recommended by ICAO during aircraft land-
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Figure II1.5 — Aircraft optimal flight paths and speeds

ing. As specified by this figure, the aircraft roll angles oscillate around zero, the flight-path
angles are negative and keep the recommended position for aircraft landing procedures. This is
the same for the attack angles. Angular variations confirmed the aircraft aerodynamic stability
and the flight safety.

Processing calculation provided that the aircraft throttle position is kept constant (0.6)

during the landing procedures. The two-aircraft roll velocity py, po, pitch velocity ¢i, ¢ and
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Figure II1.6 — Aircraft flight angles

yaw velocity rq, ro, both related to earth frame, are obtained and they have a constant behavior.
The behavior of the finesse also confirms the stability of the aircraft flight and reflects the flight

procedures characteristic as shown by figures 5 and 6.

5 Conclusion

We have developed a numerical computation of two aircraft optimal control issue. An algorithm
for solving the optimal control model has been developed. The algorithm minimizes a sequence
of merit function using a sub-problem of the quadratic problem at each step for all active
constraints to generate a search trust direction for all primal and dual variables. An optimal
solution to the discretized problem is found through a local convergence. This solution show a
noise reduction during the approach by considering the configuration of several observers. The
results obtained present more interesting and acoustically efficient trajectory characteristics
and performances.

Further research is needed to generalize the model by combining the perceived noise levels

and the fuel consumption by aircraft as objective function using the goal programming tech-
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nique. This work can also be extended to the case when the second aircraft is delayed 90 s while

the two-aircraft flight paths arise the same.
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Appendix A : Explicit aircraft dynamic équations

In this appendix, we present the technical elements, but useful for understanding the paper. We
report here the complete equations to describe the two-aircraft dynamics. All the coefficients

in these equations are already defined in this paper.

The first aircraft dynamics equations are :

: 1 , 1 . .
Vo, = 771—1[—mlg3mﬂya1 — §pSiVa21 Cp + (cosay, + sinag, ) Fy, — myu)]
: 1 1 :
o, = m[meOS%lCOSItal — §p51Vazl Cr, + [cosa,, — sinag, | F,
. . 1
—rhyw], pr = m{ﬁQﬂB —C)— Epiq1 + 5,051“/@21011}

—i—ﬁ{plql(zﬁl — B) — Eriqy + %pSllVflCnl}
i = (A= 0) = B — 1) + 5pSilV2 Con)
hi= P = ﬁ{rlql(B —C)+ Epign + %pSllVale’ll + ﬁ{plql(fl — B)
—FErq; + ;pSllVfl Chl, Xél = V,,€08%4,€05Xa; Yc‘;’l = V,,€05%4, 51N Xq,

Zgl = —V,, 81N, 1 = p1 + qsinpitanbty + ricospitant,
51Mp1 oS

0 = qicospy — risingy, P = 1 1
cosly cosb,

(®—p—)VO
/51 (1 + Uth)\/G +0.2M7 LN — (1= A) M,

my = —2.01 x 107° F,

(I11.25)
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The second aircraft dynamics equations are

. 1 1

Va2 = —[_m295in7a2 - §pSZVQ2QCD + (COSOéa2 =+ SinQGQ)Fzz - mQuQ]
mao
1 1
0, = —m2va26085a2 [M2gC08Y4a,COS L, — §pSZ-VaQ2 Cr, + [cosa,, — sina,,|F.,
. . 1
—Maws], P = m{TQQQ(B —C) — Epaqa + §PS2WQQQCIQ}
1

_ A—B)—F —0pS,lV2C,

+AC—E2{pQQQ( ) T2q2 + 5 P22V ay 2}

) 1 1
Go = E{—Tﬂ?z(A —C)—E(ps—13)+ 5,052”/5207112}

fo = 1
{r2q2(B — C) + Epago + 5/)52”/&22012 +

T2

A
~ A0 ac — g e =b)
1 . . ,
—Erogs + §pSQZVa220n2}, X¢, = Vay0874,€08Xay, Y, = VayC05Y4,81NX 0,
Z(Oiz = — Vo, $INYa,, P2 = P2 + @asingstants + rocospstants

: , . S1NP2 COSpo
O = qacospy — rasingsy, Py = oS

(P—p— VO
/51 (1 + Utf)\)\/G +02M5 2N — (1= A) My

My = —2.01 x 107°

Fy

(I11.26)

Vol. 14-pp. 101-123 ARIMA 79



ARIMA - Volume 14 - 2011

The limit numerical values for the two-aircraft flight dynamics are confined in the following

table :

Maximum value

Minimum value

‘/;11f = Vagf = 200 m/s
Z81; =35 x 10 m
Zy; = 41 x 10 m

5l1f = (552]0 =0.0174
5331]0 - (Smgf - 06

Qg1 = Qg2f = 12°

Oasrf = Oay = 7°

Yalf = Ya2f = 0°

Half = fa2f = 3°

Xalf = Xa2f = 9°

Palf = Pa2f = 1°

¢a1f = 1/}a2f =3°

tip = 600 s,top = 645 s
mio ~ 1.1 x 10° kg,
Moy =~ 1.10071 x 10° kg
A =5.555 x 10% kg m?
C' = 14.51 x 10% kg m?
pif = pay = 1°57"

Qi = qoy = 3675~

T =Tof = 120571
Zhgp 2 2% 10° ft ~6 x10* m
X, =5 NM ~ 9 x 10° m

ValO = ‘/(120 = T73.45 m/s
Zg1o =0 m

Lo = 0m

5m10 - 5m20 =0

On1o = Op2o = —0.035
5110 - 5:):20 =0.2

10 = Qg0 = 2°

Oa10 = Og20 = —7°

Ya10 = Ya20 = —5°

Hato = fa20 = —2°

Xal0o = Xa20 = —9°

©a10 = Pa20 = —1°

Ya10 = Yaz0 = —3°
thZOS, t20:45$
my s ~ 1.09055 x 10° kg,
mas ~ 1.09126 x 10° kg
B =9.72 x 10° kg m?
E = —-3.3 x10* kg m?

P10 = pao = —1°s7!
qi0 = qao = 3°s7*
10 = o9 = —12°571,

2120:2><103ft:6><102m
X =5 NM ~9 x 10° m

Tablel. Limit digital values for the two-aircraft flight dynamic
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Chapitre IV

Une méthode directe appliquée a un probleme

de controle optimal des avions en approche

Ce chapitre concerne la réduction des niveaux de bruit de deux avions en approche soumis

a un atterrissage successif sur une seule piste. Ce chapitre comprend trois parties principales.

La premiere partie traite bienstir la modélisation mathématique des équations du probleme
de controle optimal de deux avions. Ici, quelque chose de nouveau apparait car d’une part, on
considere un cas général de la dynamique des avions et d’une autre part un cas ou le deuxieme
avion doit attérir avec retard par rapport au premier avion lorsque les conditions de départ
restent les mémes. Ce cas se modélise par une fonction- objectif différente de la premiere. Les
contraintes liées a la sécurité et la stabilité des avions, aux performances des avions et aux
contraintes énegétiques liées a consommation du fuel sont prises en compte. Ce probleme type

contrdle optimal non convexe est régi par des équations différentielles ordinaires non-linéaires.

La deuxieme partie traite les processus numériques appliqués ou une méthode directe et un
schéma de discrétisation de Runge-Kutta d’odre 4 sont utilisées. La programmation AMPL est

maintenu et la solution sera extraite a base du solveur KNITRO.

La troisieme partie fournit les résultats des traitements numériques et montre qu’il y a deux
trajectoires optimales conduisant a une réduction des niveaux de bruit des avions a ’approche et
qui donnent des caractéristiques de vol optimales pour une grande partie du vol. Ces trajectoires
coincident pour la derniere partie d’attérissage étant donné qu'une seule piste reste privillégiée.

Ces résultats font objet d’'une soumission en cours au journal « Control and Cybernet-
ics » edité depuis 1972 par I'Institut des Systemes de Recherche de I’Académie Polonaise des

Sciences, comme le montre la partie suivante du chapitre.
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1 A direct method applied to aircraft optimal control
problem on approach. RK4 scheme and KNITRO solver

F. Nahayo"™ M. Haddou® M. HamadicheT S. KhardiT

T University Claude Bernard of Lyon 1, France

T IFSTTAR-LTE, Lyon - France

7 University of Orléans. CNRS-MAPMO, France

T University Claude Bernard of Lyon 1, LMFA, France

Abstract : This paper aims to reduce noise levels on the ground of two-aircraft landing suc-
cesstvely on approach. Constraints related to stability, performance and flight safety are taken
into account. This problem is a non-convex optimal control that is governed by ordinary non-
linear differential equations. To solve this problem, a direct method and a Runge-Kutta 'RK}’
discretization scheme are used. The Nonlinear Interior point Trust Region Optimization solver
'KNITRO’ is applied. Numerical processing showed that there were two optimal trajectories
leading to a reduction of noise levels on approach and which provided optimal flight character-

istics for a large section of the flight.

Keywords : Runge-Kutta algorithm, optimal control problem, aircraft noise levels, AMPL
programming, KNITRO

1.1 Introduction

Aircraft noise levels have been studied in several papers [1, 2]. In this work, a theoretical
model of noise optimization is developped while maintaining a reliable evolution of the flight
procedures of two commercial aircraft on approach. In particular, this work is focused on
aircraft coupling noise levels and energetic consumption. These two-aircraft are supposed to
land successively on one runway without conflict [3]. It is all about the evolution of flight
dynamics and minimization of noise for two similar commercial landing aircraft taking into

account the flight constraints. The model considered here is non-convex and non-linear optimal
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control problem leading to a system of non-linear ordinary differential equations [4]. In this
model, the displacement of the two planes is described by a three dimensional set of non-linear
ordinary differential equations subjected to state and control constraints. The functional to be
minimized is an integral which describes the overall levels of noise collected on the ground,
emitted by the two mentioned aircraft. The formulation of the problem takes into account

several kinds of constraints such as aircraft stability, performance and flight safety:.

A fourth Runge-Kutta method is used to transform the obtained set of non-linear ordinary
differential equations to a set of non-linear algebric ones [5]. A commercial code namely The
Nonlinear Interior point Trust Region Optimization solver 'KNITRO’ [6] is used to solve the
obtained algebric non-linear system of equation implemented by A Modeling Language for
Mathematical Programming '"AMPL’[7, 8].

The two-aircraft flight dynamic, the noise levels, the constraints, the mathematical basic
equations of the two-aircraft acoustic optimal control problem and the fourth order Runge-
Kutta discretization scheme are presented in sections 2 and 3 while the numerical experiments

are presented in the last section.

1.2 Mathematical description of the basic equations

The three dimensional motion of each aircraft A;,i € {1,2} where i stands for the first and
second aircraft respectively , is described in three frames, namely landmark Ry (O, ?1, 71, 71),
aircraft frame Ry(Gj, ?Gm 7@-, 701) and aerodynamic frame Ra(GZ’,X}m’, ?m-,?ai) [9]. The
transfer matrices connecting these frames are given in [10]. The equations of motion of each

aircraft read :

m; =7 mg 7(1-
> zt — V. =™ - (IV.1)
Z Meact(;i - %[IGz Ql]

The index i = 1, 2 stands for the first and second aircraft. In the above system, ?mi represents
the external forces acting on the aircraft, m;(¢) the mass of the aircraft, V,; the airspeed of
aircraft, ,7\_4> eatg, the external moments of each aircraft, I(G;, A;) the inertia matrix. The time
derivation is for an observator attached to frame Rp and the equations are written in R,. The
acceleration is obtained with two time derivations of the position. The relations between the

derivatives in the two frames are connected by the well known equation

d? _Q —

Tl = T, + Lo x X
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where 4+ \ Ro, 18 the derivative with respect to time of the vector X in the vehicle-carried normal
Earth frarne Ro, 5 |g, is the derivative with respect to time of the vector 7 in the frame R,

, €; is the angular velocity of the aircraft and Q R./Ro 18 the angular velocity of the frame
R1 relative to the frame Ry. After transformations and simplifications, the system takes the

following explicit form :

. _ (®—pi—2i)/6O - M2
m; = —2.01x107° — \/G.HJW;M?E)\U)\)M' Po(smz—;(l — M; + =)
\/ n tf; 2 . 7

V, = mL[— mM;gsiny,, — %pZSV2 Chp, + (cosay,c088,, + $inBy, + Sinc,, co8fy,) Fy.
, Z Iy

+CSR1P05MI§ (1 - M + 9 ) mZAAL]

5% = ﬁ[ iJCOSYq, SINfLg, + 2pzSV2C' + [—cosay, SinB,, + cosfa; — Sinag, sinfy, | Fy,
l ) M? 4
+CSR1'P05M£_(1 — M; + TZ)U’L —m;AA]
0
Qui = ot cosh M19C08Ya,COSHa, — 3piSV Cr, + [=sinag, + cosag,|F,
i i i M2 .
+CSR’L'P06CC’L'%(1 — M, + 71)10Z — m;AA)
1
Clrigi(B — C) — Epig; + EpiSlVa%Oli + MFf]
Pi = AC — 11?2
Elpigi(A— B) — Eriq; + §piSlV;12iCni + Msz]

* ] AC — E? .

6 = plrip(A=C) = B = 1)) + 5 piSIVyCmi + ME}
1

T = AC — E2 {rz%(B C) + Epz% + PleV Olz + MFb}

+m{plql(14 — B) Erlql + plSlVQOnl + MFb}
Xg, = Vi,€08%4,C08Xa, + Uy
YGZ. = V,,€058%4, 51N X a; + Vu
ZGi = — V@, 5in,, + Wy
O = pi + qisingitan; 4+ ricosptanb;
0, = qicosp; — rising;
Ui =t S

(IV.2)
where j € {1,2} stands for the first and second engine of each aircraft ¢, the expressions
A=1,,,B=1,,C=1..,FE = I, are the inertia moments of the aircraft, p; is the air density,

S is the aircraft reference area, | is the aircraft reference length, g is the acceleration due to
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gravity,
Cp, = Cpo + kC%,

is the drag coefficient,

rl
+ CY(SZ 5[@ + CY(S 5TLZ

pl
+ cyTV

C yﬁﬁ"‘ ypv

is the lateral forces coefficient,

bl
CLi - CLa( Qg aaO) + CL5 6777,@ + C1LM]\4 + C1Lq Vv

is the lift coefficient,

[ rl
b + Clr + Cl5l 5l2 + Cl5n 6712

Cii = Cigf + Clpv %

is the rolling moment coefficient,
Cmi - C'm() + Cmoz(a - O[()) + Om(sm(smi

is the pitching moment coefficient,

[ rl
Cni = nﬁﬁ + Cnp]‘?/ + Cm"v + Onéléli + C”‘Snam

is the yawing moment coefficient, (2% Mij xl]’m], xl]’m]) is the position of the engine in the body

frame, Py is the full thrust, py is the atmospheric density at the ground, F' = (Fy;, Fy i, Fui)
is the propulsive force, Vo; = (u;,v;, w;) is the aerodynamic speed, (AA’, AA AA') is the
complementary acceleration, (ty,, vy, w,) is the wind velocity, The propulsion moment M F? is

given e by the following expressions :

2
b b ' b si
MF, = E F[yn1;€08Bmj 8N — 231810 805]

7=1
2
b b b )
MFy = Z F; [ZMjcosﬂijOSamj — xMjCOSijsmamj]

MF’ = > F; [I’l])ijianj — y?ijOSﬁijOSO‘mj]
j=1
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where f3,,,;; is the yaw setting of the engine and ay,; is the pitch setting of the engine. The mass
change is reflected in the aircraft fuel consumption as described by E. Torenbeek [11] where the

specific consumption is
(P — i — %)\/@

o (1 + ntfiA)\/Gl- +02MZ 2\ — (1 - \)M;

Csgr, = 2.01 x 107°

with the generating function Gj :

G = (@ )1

v—1
e m, 7 (Kitp)(1- gais)

Pnent

v—1
Ki = pi(ee” —1)
pio =14+ M

The nomenclature of engine performance variables are given by (; the gas generator power
function, GO the gas generator power function (static, sea level), K the temperature function
of compression process, M; the flight Mach number, T4 the turbine Entry total Temperature,
TO the ambient temperature at sea level, T the flight temperature, while the nomenclature of

engines yields is 1. = 0.85 the isentropic compressor efficiency,

005,05,
Res’ "M;” D

Na;, = 1-— 13(

, the isentropic fan intake duct efficiency, L the duct length, D the inlet diameter, Re the

Reynolds number at the entrance of the nozzle,
Ny, = 0.86 — 3.13 x 1072M,

the isentropic fan efficiency,

i = W
the gas generator intake stagnation pressure ratio, 1, = 0.97 the isentropic efficiency of ex-
pansion process in nozzle, 7, = 0.88 the isentropic turbine efficiency ni, = n7y,, €. the over-
all pressure ratio (compressor), v the ratio of specific heats v = 1.4, A the bypass ratio, p;

the ratio of stagnation to static temperature of ambient air, ® the nondimensional turbine

Ty
T

Qai (t>’ Bai (t)v 0; (t)’ ¢i(t)’ i (t)7 V;li (t)’ XG'@' (t)’ YG’@ (t)a ZGi (t)a Di (t)’ 4q; (t)a ri(t)a mz(t) are respectively

entry temperature ¢ = and © the relative ambient temperature © = Tlo The expressions
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the attack angle, the aerodynamic sideslip angle, the inclination angle, the cup, the roll angle,
the airspeed, the position vectors, the roll velocity of the aircraft relative to the earth, the pitch
velocity of the aircraft relative to the earth, the yaw velocity of the aircraft relative to the earth

and the aircraft mass.

The system (IV.2) could be written in a simplified form

dt

= fi(yi(t), wi(t)) (IV.3)
henceforth y; is called a state function :

yi: [to,tf] — RI?’
yi (t) = (aai (t)a Bai (t)> eai (t)a ¢ai(t)> 901'(75)? Vai (t)? XGi (t)> YGi (t)’ ZGi (t)> pi(t)> Qi(t)> T (t)’ mE (t)) )
IV.A4

The control vector is

u; - [to,tf] — R4

(IV.5)
t— u; (t) = (511 (t)7 5mi(t)7 5711 (t)7 6rz (t))

where the expressions 0y, (t), dm, 1), On, (t), 0z, (t) are respectively the roll control, the pitch control,

the yaw control and the thrust control. The dynamics relationship can be written as :
yi(t) = fi(yi, wi, 1), vt € [0,T],4:(0) = yio (IV.6)

The angles v,, (t), Xa; (t), fta, (t) corresponding respectively to the aerodynamic climb angle (air-
path inclination angle), the aerodynamic azimuth (air-path track angle) and the air-path bank

angle (aerodynamic bank angle) are not taken as state in this model.

To simplify the model, the atmosphere standards conditions are considered. The engine an-
gles, the complementary acceleration and the aerodynamic sideslip angle are neglected because
the wind is constant and there is no engine failure. With some complex mathematical transfor-

mations, the dynamic system (IV.2) becomes :
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(q’—ui—%)\/@

. _ X M?
m; = —2.01x 10 5\/m\/ai+o.wf%x—(l—xm Podgi B (1 — M; + =)
V., = m%[—migsz'n%i — 30iSV2Cp, + (cosag, + sinag, ) Fy,

FCsmiPub 21— My + 2y
Po 2
O, = W[migcos%icosuai — 3piSVECL, + [cosa, — sinag,|FL,
Pi M?
+Csp, Pooy—(1 — M; + —=)w;]
Po 2
Di = ﬁ{ri%(B —C) — Epiq; + %piSlVZCli}
+actm {pii(A — B) — Erig + 5pSIVCy (IV.7)
i = %{—ﬁpi(A - C) - E(pzZ - 7”12) + %piS”/aQiCmi}
Fi = aeem {riai(B — C) + Epig; + spiSIVEC,
+ = {riti(A — B) — Erig; + 3p:SIV2Ci}
Xa, = Va,C0874,008Xa,
YGZ' = %iCOSVaiSinXai
Za, = —Va,sinva,
O = pi + q;sinptant; + ricosp;tant;
0; = @;CO8p; — T;SINY;
v = %%C]i + Coei T

By the combination of this system with the aircraft control, one has the two-aircraft dynamic

flight model as shown in (IV.6). So, the state vector becomes :

yi: [to,tf] — RlQ

(IV.8)
Yi = (ai(t), 0ai(t), Vai (1), Pai(t), Va, (1), Xa, (1), Yo, (1), Za, (8), pi(t), 4i(t), mi(t), mi(1))

The previous state function together with the cost function and the set of constraints form the

basic equations of the optimal control problem which shall be shown in the following paragraphs.

The objective function model.

In this work, two different cost functions are considered. In order to build the first cost
function, let us define the quantity named The Sound Exposure Level 'SEL’[12, 13, 14] :

SEL = 10log [ 1001 Eanae® gy (IV.9)
t/
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where t' is the noise event interval. [tio,t17] and [to, tof] are the respective approach intervals

for the first and second aircraft, the objective function is calculated as :

SELy = 10log [ [ 10%1Eara dt} t € [tio, ta0]
SEL;; =SELy ® SELy = 10log[L [ 100 bara® g L (2101001 baza®dt] ¢ € [ty t1y]

t20 t20

SELy = 10log £ {2 1071 bazat dt} € [tif, Loy)

and finally, the first cost function reads

(t20 —tlo)SELl@(tlf —t20)SEL12®<t2f _tlf)SELQ

SELg = DYEm
= 10log{ ;455 [(fa0 — tao) J{20 100500t + (b1 — tap) fpif 1001 E0 Ot (IV.10)
+(t1f — t20) ftlf 100142t 4 (ty; — toy) ft 210020 dt 1}t € [t tay]

where SFE Lg is the cumulated two-aircraft noise and the operator & means the acoustic adding.
Expressions L;(t), Laa(t) are equivalent and reflect the aircraft jet noise given by the formula
12, 15] :

,01 ‘/e 7.5 2 7_1
Lai(t) =141 + 101og +1010g(c> + 101log s1 + 3log —d+05 4—5logT—2

14520
Vo me 81,0% 0; 2 c 4
+10log [ (1 —— +12~——%| —=20logR+ AV + 10log | [ —— —
S2 PISA CISA

where v is the jet speed at the entrance of the nozzle, vy the jet speed at the nozzle exit,
71 the inlet temperature of the nozzle, 7 the temperature at the nozzle exit, p; the density
of air, p; the atmospheric density at the entrance of the nozzle, p;s4 the atmospheric density
at ground, s; the entrance area of the nozzle hydraulic engine, sy the emitting surface of the

nozzle hydraulic engine, d; the inlet diameter of the nozzle hydraulic engine,
Ve =il = (V/v1) cos(ay)]?

the effective speed (q, is the angle between the axis of the motor and the axis of the aircraft),

R the source observer distance, w the exponent variable defined by :

3(‘/6/0)3'5

A
0.6 + (V,/c)35
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¢ the sound velocity (m/s), me the exhibiting variable depending on the type of aircraft :

me=11,/2, 2 <297 me=60, 2>207
S1

S1 S1

the term
AV = —15log(Cp(M,,0)) — 10log(1 — Mcosb)

means the Doppler convection when
Cp(M,,0) = [(1 + M.cosf)* + 0.04M?]
M the aircraft Mach Number, M, the convection Mach Number :
M. =0.62(v; — Veos(ay,)),/ ¢

0 is the Beam angle.

The objective formula above could be written in the following simplified form

Jona(y().u() = [ g(y(t),ut)dt

In the second case where the second plane is delayed d; from the first one, the flight proce-

dures remain the same for the two-aircraft and the cost function is :

J(y(),u()) = [Rror100Ea®dt, ¢ € [t, to + 6]
J(y(),u() = ;f+5t[100~1LA1<t> + 100 Ea2(t=0)]dt t € [to + 6y, t4] (IV.11)
Jy()oul)) = [0 1004000t t € [ty 1) + 6]

where Lao(t) = Lai(t).

Constraints. The considered constraints concern aircraft flight speeds and altitudes, flight
angles and control positions, energy constraint, aircraft separation, flight velocities of aircraft
relative to the earth and the aircraft mass :

1. The vertical separaticette on given by Z¢,, = Z¢, — Zg, where Zg,, Z¢, are respectively

the altitude of the first and second aircraft and Zs;,, the altitude separation.

2. The horizontal separation X¢,, = X¢, — X¢, [16, 17, 18] where X¢,, X¢, are horizontal

positions of the first and second aircraft and their separation distance.

3. The aircraft speed V,, must be bounded as follows 1.3V, < V,, < Vi; where V; is the
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stall speed,V;; is the maximum speed and V;, = 1.3V, the minimum speed of the aircraft
A; [11, 19], the roll velocity of the aircraft relative to the earth p; € [pio, pis], the pitch
velocity of the aircraft relative to the earth ¢; € [gi0,¢if] and the yaw velocity of the

aircraft relative to the earth r; € [rio, rif] .

4. On the approach, the ICAO standards and aircraft manufacturers require flight angle
evolution as follows : attack angle a,, € [, aif], the inclination angle 6; € [0;0, 6;s] and

the roll angle ¢; € [@io, if].

5. The aircraft control d(t) = (61, (t), dm, (), On, (), 0z,(t)) is maintained between the position
01i0 and d;;¢ for the roll control, d,,;0 and d,,;¢ for the pitch control, d,,y and 4, for the

yaw control and 0,9 and d,;¢ for the thrust.

6. The mass m; of the aircraft A; is variable : m;y < m; < mys,7 = 1,2. This constraint

results in energy consumption of the aircraft [20, 21].

On the whole, the constraints come together under the relationship :

k1i(yi,u;) <0 (IV.12)
koi(yi,u;) > 0

where

k(t) : R x R* — R (y;,w;) — ki(ys, w;)
k1i(yi, w;) = (i (t) — aup, 0:(t) — Oip, i(t) — Yip, 0i(t) — if, Va, () — Vair, X, (1) — Xaig,
Yo, (t) — Yair, Za,(t) — Zaig, pi(t) — pig, ai(t) — qig, ri(t) — 7rig, 01,(t) — Ou,,
O (t) = Omify On; (1) = Onigs O, (1) — Ouiy, mi(t) — msp)
kai(yi, w;) = ( i(t) — o, 05(t) — B0, ¥i(t) — Vi, @i(t) — wio, Va, (t) — Vaio, Xa, (t) — Xaio,
Ye, (t) = Yaio, Za,(t) — Zaio, pi(t) — pio, ¢i(t) — Gio, 7i(t) — 730, 01, (t) — dns0,
s (1) = G0 Ony (1) = Onio, O, (1) — O, M () — i)

The following values reflect the digital applications considered for the two-aircraft [10, 11, 12,
20].
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Table : Limit values for the two-aircraft in approach

Constraint denomination

maximum value

minimum value

Aircraft speed

A1l Aircraft altitude

A2 Aircraft altitude
Aircraft roll control
Pitch control

Yaw control

Thrust control

Attack angle

Inclination angle
Air-path inclination angle
Aerodynamic bank angle
Air-path azimuth angle
Roll angle

Cup

Limits of time

Mass of the A1 Aircraft
Mass of the A2 Aircraft

Vaif = Vagr =200 m/s
Zenp =35 x 102 m
Zgay =41 x 102 m
Sinp = Oy = 0.0174
Smis = Omay = 0.087
Snis = Onay = 0.314
Sor = buay = 0.6

Qg1 = Qaop = 20°

Oarf = bazp = 7°

Yaif = Yazf = 0°

Palf = Pazf = 3°

Xalf = Xa2f = 9°

Palf = Pazy = 1°

Ya1f = Yazp = 3°

tip = 300 s,tor = 390 s
mip ~ 1.1 x 10° kg,
mag ~ 1.10071 x 10° kg

Varo = Voo = 73.45 m/s
Zagio=0m

Zaao =0m

G110 = 00 = —0.0174
Om10 = Oma20 = 0

On10 = On2o = —0.035
0210 = Og20 = 0.2

Q10 = Qg0 = 2°

Oa10 = Oa20 = —7°

Ya10 = Ya20 = —5°

Halo = fla20 = —2°

Xa10 = Xa20 = —5°

Pa10 = Pa20 = —1°

Ya10 = Yaz0 = —3°

tio =0 s, ty0 =90 s
myy ~ 1.09055 x 10° kg,
may ~ 1.09126 x 10° kg

The A300 inertia moments [20]

A =5.555 x 10% kg m?
C' = 14.51 x 10% kg m?

B =9.72 x 10° kg m?
E = —3.3 x 10* kg m?

Aircraft vertical separation

Aircraft longitudinal separation

Zip =2x10° ft ~6 x 10> m
Xag, =0 NM ~9x 103 m

Aircraft roll velocity relative to earth
Aircraft pitch velocity relative to earth

Aircraft yaw velocity relative to earth

pip = poy =171
qif = Qof = 3.6°s1
Tif = Tof = 120571

P10 = pao = —1°s71
Q10 = q20 = 3°s7*

0 = T = —12°571

The two-aircraft acoustic optimal control problem. The combination of the aircraft

dynamic equation (IV.3) and (IV.7), the aircraft objective function from equations (IV.10) and

the aircraft flight constraints (IV.12), the two-aircraft acoustic optimal control problem is given

92
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as follows :

mm Jo2(y(.),u(.))

+ft22({ 92(}’2( ) 2(t), t)dt
y(t) =f(u(?), y(t)), u(t
vVt € [tlg,thLth =0,y
kii(yi,u;) <0
koi(yi, wi) >0

( ( ))
(w1 (), uz(1)), y (1) = (y1(2), ya(t))
(0) = 4o, u(0) = o

[ a0 w00+ [ gl (0 a0 72(0), ().t
t)dt +
)=

(IV.13)
where g1o shows the aircraft coupling noise function and Jgi9 is the SEL of the two A300-

aircraft.

1.3 The numerical processing

The problem as defined in the relation (IV.13) is an optimal control problem [22, 23, 24]

with instantaneous constraints.

():u()) = hf 9(v(0),u(t))ds
) u(®)) (IV.14)

minyey Ji2(y

y(t) =f(y(t

kl (ya 11, t) S 0
k2 <y7 u, t) > 0
where

kl (y; u, t) - (71 — Ymaz> X1 — Ximazx> ‘/1 - ‘/Imaxa L1 — Timaz> Y1 — Yimaz hl - hlmax> a1 — Qmaz,
5x1 - 5x1maxa /1’1 - Nlmaxa my — mlmax)
k2(ya 11775) = (71 — Ymins X1 — Ximins V1 = Vimin, T1 = Timin, Y1 — Yimin, P1 — Pimin, @1 — Qumin,

52:1 - 62:1min7 H1 — Himin, 1 — mlmm)

(IV.15)
The fourth order Runge-Kutta method is used to solve the differential system [5]. This method
is chosen because of its higher order while avoiding the disavantages of Taylor methods requiring

the evaluation of partial derivatives of f.

Algorithm 1 :

1. Let us subdivide the time interval [t,tf] as h = t,,41 —t,, = b ];to, where N is the number

of samples in numerical schema.
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2. For0<n <N,

ming ey J12(Yn, Un)

I1=hf(tn, Yn, un)

lb="hf(tn+ % yn+ 4%, up)

ls="nhf(tn+ % yn+ 2,u,)

ly=hf(t,+hyn+13,u), th1 =tn +h

Yni1 = Yn + 5l + 212+ 213+ 1y)

paki(y(tn), u(tn), tn) = 0, poka(y(tn), u(tn), tn) =0, p <0, pg >0
Write tpi1 = t, + D, Ynaa-

(IV.16)

3. Stop.

Explicit form of equations (IV.16) are given in appendix B. This algorithm is implemented by
A Modeling Language for Mathematical Programing "AMPL". The Nonlinear Interior point
Trust Optimization solver "KNITRO" is called on to extract the optimal dynamic solution of
the two-aircraft optimal control problem. The numerical results and the optimality convergence

characteristics are presented in the following section.

1.4 Numerics results
1.4.1 Numerics results relative to the first cost function

The KNITRO output optimality characteristics are such that final optimality absolute and
relative errors are 1.25e — 14 and 1.25e — 14. The final absolute and relative feasibility errors
are 1.53e — 7 and 4.73e — 07. It is worthy to note that the CPU time is 2629.756 (2645.24414
s).

The observation points are taken on the ground under the flight path and are independent
from each other. The observation positions are :

(—20000 m, —20000 m, 0 m), (—19800 m, —19800 m, 0 m), ..., (0 m,0 m,0 m), for a space step
of 200 m for x and y. The touch point on the ground is (0 m,0 m,0 m) while the temporal
separation of aircraft is 90 s. At each point, it is a vector of N noise levels as shown in the
discretization process. It is very important to consider the maximum value among the N values,
which value corresponds to the shortest distance between the noise source and the observation

point.
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Noise levels versus time
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Figure IV.1 — Aircraft noise at the indicated reception point

Figure V.1 shows the noise levels when the optimization is applied and the solutions ob-
tained. The observation positions are (—20000m, —20000m, 0m) for AON Ly, (—19800m, —19800m, Om)
for AON Ly, ..., (—=3200 m, —3200 m,0 m) for AON Lg. In this figure, AONL means Aircraft
Optimal Noise Level. As specified, noise levels increase (till 300 sec) and is maximum when
the observation point lies below the aircraft. Noise levels decrease gradually as the aircraft
moves away from the observation point. This is in good agreement with [2,25]. By comparison,
this result is also close to standard values of jet noise on approach as shown by Harvey [26,

27]. To conclude, numerical calculations carried out in this paper are efficient and fitted with

experimental and theoretical research related to acoustical developments.
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Evolution of Aircraft Altitudes
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Figure IV.2 — Aircraft optimal flight paths and speeds

Figure IV.2 shows the trajectories characterized by a part of constant flight level followed
by a continuous descent till the aircraft touch point. The aircraft’s landing procedures are suffi-
ciently separated. It is obvious that each aircraft follows its optimal trajectory when considering
the separation distance. Constraints on speeds described in the previous table are considered,
allowing a subsequent landing on the same runway. Thus, as recommended by ICAO, the secu-
rity conditions are met and flight procedures are good as shown by the presented results. The
maximum altitudes considered are 3500 m and 4100 m for the first and second aircraft. The
approach duration is 600 s for the first aircraft and 690 s for the second. This figure shows
that after some time, the same optimal trajectory have been obtained for the two-aircraft even

though the procedures are different. This shows the aircraft trajectory resulting from the two
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trajectories combination. This figure also shows aircraft speed evolution during landing. For the

first, the aircraft speed decreases from 200 m/s to 69 m/s. This evolution remains the same

for the speed of the second aircraft.
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Figure IV.3 — Aircraft flight-path angles

Figure IV.3 shows the first aircraft angles versus time as recommended by ICAO during

aircraft landing. As specified in this figure, the aircraft roll angle oscillates around zero. The

flight-path angle is negative and bang-bang . It keeps the recommended position for aircraft

landing procedures. The attack angle stands between 2° and 20°. Since the trajectory of the
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aircraft is aligned with the runway, the yaw angle is small as shown in Figure 3. These angular

variations show the aircraft aecrodynamic stability and the flight safety.
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Figure IV.4 — Aircraft flight-path angles

Figure IV.4 shows the second aircraft angles versus time as recommended by ICAO during
aircraft landing. As specified in this figure, the aircraft roll angle oscillates around zero. The
flight-path angle is negative and bang-bang. It keeps also the recommended position for aircraft
landing procedures. The attack angle stands between 2° and 20°. Since the trajectory of the

aircraft is aligned with the runway, the yaw angle is small as shown in figure 4. These angular
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variations confirms the aircraft aerodynamic stability and the flight safety.

First Aircraft Throttle versus time
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Figure IV.5 — Aircraft throttles

Figure 1V.5 shows the aircraft throttle positions during all the approach. They oscillate
between 0.2 and 0.6 during the landing procedures.

The two-aircraft roll velocity relative to the earth p;, ps, the two-aircraft pitch velocity
relative to the earth ¢, ¢, the two-aircraft yaw velocity relative to the earth ry, ry, the
aircraft mass, the roll control, pitch and yaw control reflect the limiters conditions as shown in
table 1.
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1.4.2 Numerics results relative to the second cost function

The numerical results shown in this paragraph concern an academic experiment when the
second aircraft is supposed to land on the same runway with a delay of 90s. The numerical
optimal output characteristics are such that final optimality absolute and relative error are
4.98¢ —07/4.98e — 07 and absolute and relative feasibility error are 1.20e —07/2.19¢ — 09. It is
worthy to note that total program time (secs) is 663.61902 (663.049 CPU time).
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Figure IV.6 — Aircraft noise levels with delay

2 Figure I'V.6 shows the optimized noise levels. The observation positions are (—20000 m, —20000 m, 0 m
for AONL; , (—19800 m, —19800 m, 0 m) for AON Ly,..., (—3200 m, —3200 m, 0 m) for AON Ls.

In this figure, AON L means Aircraft Optimal Noise Level. As specified, noise level increases and
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is maximum when the observation point lies below the aircraft. Noise levels decrease gradually
as the aircraft moves away from the observation point. By comparison with the results shown
in figure 1, the results shown in figure 6 indicate an important noise level because the aircraft
altitude is relatively small. 2500m is considered as the maximum altitude for both aircraft. This
numerical experiment is an academic one because usually the aircraft are not allowed to fly at
the same altitude, nevertheless, the results show what happened when the second aircraft is
delayed of 90s.
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Figure IV.7 — Aircraft flight paths and speeds with delay
Figure IV.7 shows the aircraft flight paths and speeds when a delay of 90s is considered for

the second aircraft while the planes are at the same altitude. The two-aircraft trajectories are

characterized by a constant flight altitude followed by straight continuous descent trajectory. It
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is obvious that each aircraft follows its optimal trajectory. Constraints on speeds described in the

previous table are considered the same, allowing a subsequent landing on the same runway. The

maximum altitudes considered are 2500 m for the first and the second aircraft. The duration
approach is 600 s for the first aircraft and 690 s for the second. This figure shows that the

touch-down point is the same for both aircraft. This figure also shows aircraft speed evolution

during landing. For the first, the aircraft speed decreases from 200 m/s to 113.809 m/s and

keeps a constant position. For the last 90s before aircraft touch down, the speed decreases from

113.809 m/s to 69 m/s. This evolution remains the same for the speed of the second aircraft.
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Figure IV.8 — First Aircraft angles with delay

Figure IV.8 shows the first aircraft angles versus time as recommended by ICAO during

aircraft landing. As specified by this figure, the aircraft roll angle oscillates around zero, the
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flight-path angle is negative and in the range of the recommended interval for aircraft landing

procedures. This is the same for the attack and the yaw angles. Angular variations confirmed

the aircraft aerodynamic stability and the flight safety for the obtained optimal solution.
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Figure IV.9 — Second Aircraft angles with delay

Figure IV.9 shows the second aircraft angles versus time as recommended by ICAO during

aircraft landing. As specified by this figure, the aircraft roll angle oscillates around zero, the

flight-path angle is negative and keeps the recommended position for aircraft landing proce-

dures. This is the same for the attack and the yaw angles. Angular variations confirmed the

aircraft aerodynamic stability and the flight safety.
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Figure 1V.10 shows the throttle for the two aircraft. The aircraft throttle remains between
the position 0.2 and 0.6 as recommanded by ICAO for aircraft landing procedures. This confirms
the landing procedures as shown by figures 6, 7, 8 and 9. The behavior of the throttle confirms
the stability of the aircraft flight.

The two-aircraft roll velocity relative to the earth p;, ps, the two-aircraft pitch velocity
relative to the earth ¢, ¢, the two-aircraft yaw velocity relative to the earth ry, ry, the

aircraft mass, the roll control, pitch and yaw control reflect the limiters conditions as shown in

table 1.
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Figure IV.10 — Aircraft throttles with delay
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1.5 Conclusion

In this paper, a mathematical model have been developped for noise reduction in the case
of two approaching aircraft landing in succession on the same runway. An algorithm for solving
the optimal control problem has been developed. Theoretical considerations and practices of a
direct method and the Runge-Kutta discretization scheme are used. This discretization schema
is chosen because it is of sufficiently high order and it does not require computation of the
partial derivatives of f. KNITRO is applied to perform a number of numerical experiments. An
optimal local solution to the discretized problem is found through a global convergence. The
results show a reduction of noise at reception points during the approach of the two-aircraft.
The obtained trajectories exhibit optimal characteristics and are effective where noise reduction
is concerned. The aircraft optimal trajectories which are found coincide for a large portion of

the flight when the first cost function is used.
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1.6 Appendix B : Explicit equations for the optimal dynamic system

Algorithm 1 :

_ tr—to
- N

1. Let subdivide the time interval [to, t¢] as h = t,41 — 1, , where N is the maximum

number of iteration.

2. For0<n <N,
minyev J12(Yn, tn)
11 = hf(Yn, tn,tn)
lp="hf(ty+ % yn+ 4%, up)
ls="nhf(tn+ 2y + 2, u,)
ly=hf(tn+ hyyn+13,up),tns1 =tn +h (IV.17)
Yni1 = Yn + 5l 4 205 + 215 + 1)
ki (y(tn), u(tn) tn) = 0,1 <0
proka(y(tn), u(tn) tn) = 0,2 > 0
Write t,o1 =1, + h, Ypt1.

3. Stop.

The equation [1 = hf in (IV.17) shows the following system :

_5 (®—pi—Si)V/O A M2
m; i = —2.01 x 10~°h Lc o Poéxl&(l — Mz + 21 )
, /51 (L7, A) \/Gi+0.2Mi2 A= (=N po

Vaon = m%[—migsm%i — 2piSV2Cp, + (cosaq, + sinag,) Fy, — my i)
Qo = m[migcos%icosuai — 3piSVECL, + [cosa, — sinag,|F., — mypw]
pin = hlgeZm={riai(B — C) — Epigi + 5p:SIVCLY

+a 2 {Piti(A — B) — Erigi + 5p:S1V,2Cyi
Gin = p{—ripi(A—C) = E(p} —r}) + 530SIV, Crai},
rin = hlgatg{riai(B — C) + Epig; + 3p:SIVEC,

+ﬁ{ﬁi%(z4 — B) — Eriq; + %PiSlVfiCm}]
X1 = hV,cos7,,c05Xq,
Yo,n = hVq,co87q,8inXa,
Za,n = —hV,,siny,,
winn = h[p; + g;isinp;tand; + ricosp;tan;]
0,1 = hlgicosp; — rising;]
Yin = h[%%qi + %ﬁ—fri]

(IV.18)
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The equation Iy = hf(t, + %y, + %, u,) in (IV.17) shows also the following iterative system :

m; 2

Vai,l2

Qg .12

Pii2

qi12

T2

= —2.01 x 10~°h

(Ki+5K

i11)
(@—(pit+ipin)— = BESNG]

(nd.+%nd-,11)

/50 (14 (e, + 2 mep,01)N) \/(Gi+%Gi,ll)+0'2(Mi+%Mi,l1)2 A—(1=X)(Mi+5M; 11)

1
Cng gt gmep;,1)

+30i L lar)2
Py O (1 (M 4 1) + Qb3 M)

= m[—(mz + 51401) 95100, — 5(pi + 5061)S (Va, + 5Var1)*(Cp, + 5Cp,n)
+(cos(aa, + 50a,n) + sin(aa, + 50a,0))(Fr, + 5 Fe,n) — miou)

- (mi+%mi,ll)(valz+%Vai,u)cosﬁai [(m; + %mi,ll)gcos%icosuai

_%(Pz‘ + %pi,ll)S(Vai + %Vai,ll)Q(OLi + %CLi,ll)

+[cos(aa; + 50a,1) — sin(0; + 500, 1) (Fz + 5F20) — miawi]

= h[ﬁ{(ﬁ + %Ti,ll)(%' + %%’,ll)(B - C)—E(p + %pz‘,u)(%‘ + %%‘,11)
+3(pi + 50i1)S1(Va, + 3Vao1)*(Cl, + 3C1,0) }

+ﬁ{(pi + %pi,ll)<qi + %Qi,ll)(A — D)

—E(r; + %7"1',11)(%' + %C]i,ll) + %(pz + %pi,ll)Sl(V;zi + %Véi,zl)Q(Cm + %Cni,ll)]
= %{_<Ti + %Ti,n)(pi + %pi,n)(z‘l —C)— E((p;i + %pi,ll)z —(ri + %Ti,u)Z)
+%(Pi + %Pi,u)Sl(Vai + %‘/ai,ll)2(cmi + %Cmi,ll)}a

= h[ﬁ{(ri + %ﬁ,u)(q@' + %C]i,ll)(B —C) + E(p; + %pi,ll)(%‘ + %qz’,u)
+3(0i + 50i01)SU(Va, + 2Var1)2(Cl, + 2C1 )

+ac i + Spin) (6 + Sain) (A — B)

—E(r; + %7"1',11)(%' + %Qi,ll) + %(Pl + %pi,ll)Sl(Vai + %VM,M)Q(CM + %Cm‘,ll)}]
=h(V,, + %Vai,ll)cosq/aicosxai

= h(Va, + 5Va,11)€08Ya, 510 Xa,

= —h(Vy, + Van1)sinva,

= hl(p: + %pi,ll) + (g + %%,11)8m(<,0¢ + %%,zl)mn(@i + %91,11)
+(r; + %n,ll)cos(goi + %(pi,ll)tan(ﬁi + %91,11)]

= h[(q; + %Qi,ll)COS(SOi + %‘Pi,ll) —(ri + %T’i,ll)sm(% + %%‘,ll)]
= [%(% + 3¢in1) + Zﬁéiﬁ%(ﬁ + 37i0)]

(IV.19)
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The equation I3 = hf(t, + %y, + 2, u,) in (IV.17) shows the explicit following system :

m; 3 = —2.01 x 10~°h

(Ki+5K

i12)
(@—(pit+ipi2)— = 122)/6

(nd.+%nd-,12)
1
(e g+ 3meg;12)

+30i o lar )2
Py O (1 (M 4 10 ) + Qb3 M)

Va3 = %[—(mz + 5Mi12)951Ya; — 5(pi + 50i12)S Vay + 5Vai12)*(Cp, + 5Cp, 12)
+(cos(Qta; + 30a;2) + Sin(aa, + 30a,02)) (Foy + 5 F5,12) — ™33]
Qaits = (mi+%mi,lg)(va];+%vai,m)cosﬁai [(mi + 5m4.12) g€08Ya,CO81a,
—5(pi + 3012)S(Vay + 3Var2)*(Cri + 3CLis2)
+[cos(a; + 50a,12) = S0, + 50a,12)] (Fz + 5 F%,02) — migswi]
Di3 = h[ﬁ{(ﬁ + %Ti,m)(%' + %%’,12)(3 - C)—E(p + %pz‘,m)(%‘ + %%‘,12)
+35(pi + 50i32)SU(Va, + 3Var2)*(Cl, + 5C02)}
+ﬁ{(pi + 5Pi2) (¢ + 34i12) (A — B)
—E(r; + %7"1',12)(%’ + %C]i,n) + %(pz + %pi,lQ)Sl(V;zi + %‘/@,12)2(6%1' + %Cm‘,lZ)]

/50 (14 (g, + 21 p,02) M) \/(G¢+%Gi,l2)+0~2(Mi+%Mz’,z2)2 A—(1=X)(Mi+5 M, 12)

i3 = %{_<Ti + %Ti,zz)(pi + %pi,zz)(z‘l —C)— E((p;i + %pi,zz)z —(ri + %Ti,m)Z)
+3(0i + 5012)S1(Va, + 2Var12)2(Cri + 5Cmi2) },
713 = h[ﬁ{(ri + %7”1',12)(%' + %%,lQ)(B —C) + E(p; + %pi,l2)(%‘ + %qz’,w)

+3(0i + 50i12)SUVa, + 2Var12)2(Cly + 2C,00)

+ i A + Spii) (6 + Sai2) (A — B)

—E(r; + %7"1',12)(%' + %C]i,m) + %(Pl + %pi,lz)Sl(Vai + %%i,12)2(0m + %Oni,l2)}]
Xguzs =h(V,, + %Vai,lg)cosq/aicosxai
Yo,3 =h(V,, + %Vai,lg)cosq/aisinxai

ZGi7l3 - _h’(‘/;li + %‘/Ili,lQ)Sin'Vai

@iis = h[(pi + 5pise) + (@ + 502)sin(@i + 50i02)tan(b; + 30i1)
+(T’i + %Tug)COS(gOi + %(Pi,lz)taTl(ei + %092"12)]

013 = h[(q + %qz',m)COS(sOi + %901',12) —(ri+ %T’i,m)sm(% + %%,lz)]
_ prsin(eit3einn) 1 cos(pit3pi2) 1

Vi = Mo (G 20602) T oo,y i 7o)

(IV.20)
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The equation Iy = hf(t, + h,yn + l3,u,) in (IV.17) shows the following explicit system :

™y 14 =—2.01 x 107°h

(K;+K; 13)
(‘I’*(uz‘+m,l3)*lTB)\@

(nq,+n4;,13)
(g g, e g, ,03)

(pitpius) (Mi+M; 3)*
Pofsm%(l — (M + M 3) + ~—525=)

/B30 (14(me; +7Itfi,l3)>‘)\/(Gi+Gi,13)+0-2(Mi+Mi,13)2 A—=(1=A)(M;+M;,13)

Vasa = mi+};,w3 [—(my; + my3)gsiny,, — %(ﬂz + pi13)S(Va, + %1,13)2(CDZ~ + Cp,3)
+(cos(ava, + 0ta,3) + sin(0ta, + Qay3)) (Fay + Foyi3) — My jats]
Qala = (mi+mi,l3)(Va};"rvai,l?,)cosﬂai [(mi 4 mi3)gcosya, cospia,

—%(/)i + piz)S(Va, + Vai,IS)Q(CLi + ClLiss)
+[cos(aa, + aa,13) — s, + g, 13)](Fzy + FLpis) — miaw;]
Dil4 = h[ﬁ{(ﬁ +733)(¢i + Gias) (B — C) — E(ps + pigs) (¢ + Gias)
+%(Pi + pi13)SUVia, + Vi, 13)2(Cr, + Crii3) } + ﬁ{(ﬁi + pia3) (¢ + qig3) (A — B)
—E(ri + ri03) (@ + qia3) + 5(0i + ig3)SUVa, + Vay13)?(Cri + Criis)]

Qi14 = %{—(Ti + 7i03) (Pi + Pigs) (A — C) — E((pi + pigs)® — (15 + 7i43)%)
+1(Pi + pigs)SUVa, + Vai,13)2<cmi + Chiiz)},
T4 [AC =11 + 7i33) (@ + ¢i3) (B — C) + E(pi + pigs) (@ + ¢ig3)

+§(Pz + pia3) SU Vi, + Vaii3)*(Cly + Cuiz) + 52 {(0i + piss) (@i + giys) (A — B)
—E(r; +7i3) (¢ + Gigz) + %(l)z + 0i13)SUVia, + Vi, 13)*(Cri + Crriiz) ]

Xaia = h(Va, 4 Vi, 3)c0874,€08Xa,

Yo,u = h(Va, + Vi, 13)c087Ya, SinXa,

Zaa = —h(Va, + Vi, 13)sinv,,

Yiza = h{(pi + piss) + (@ + @iz)sin(e; + pigz)tan(; + 0;3)
+(1; 4+ 1i43)cos(pi + pigz)tan(0; + 6;3)]

0; 14 = h[(q; + qi3)cos(pi + wiiz) — (15 + 1i3)sin(@i + @iz)]

Yigg = h[%m(% + qig3) + %(ﬁ + 743)]

(Iv.21)
By combining (IV.18), (IV.19), (IV.20), (IV.21), one has : 4,11 = yn + (1 + 2l + 2l5 + 1) as

Submitted article 111



shows by the following explicit system :

112

Mg n41
V;,n+1
O-/ai,n—l—l
Pin+1
Qin+1
Tin+1
XGi,n+1
YGi,nJrl
ZGi,n+1
Pin+1

9i,n+1

wi,n+1

=My, + é(mi,ll + 2my g9 + 2my 3 + My 1)
=Vin+ é(Vi,ll + 2V + 2V i3+ Vi)

= g, m + %(aai,ll + 2004, 12 + 2000, 13 + Qg 14)
= pin + #(Dia1 + 2Dii2 + 2Digs + Piga)

= Gin Qi1+ 2qi2 + 253 + Giga)

+ &(
=Pin+ é(ﬁ',n + 2700+ 273 + 70 44)

= Xein + ¢(Xaon + 22X, + 2Xe, 3 + Xa,a)

=Yain + s (Yon +2Ya00 + 2Ya,03 + Yo, 1)

(IV.22)

= Za,m + ¢(Zan + 226,00+ 226,03 + Za, )

= Qin + £ (i + 2012 + 20113 + iga)
=0;n+ é(ei,ll + 260,12 + 260,15 + 6;.14)
= Yin + é<wi,l1 + 2110 + 240513 + Vi ga)
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Abstract. The aim of this paper is to present and solve a mathematical model of a two-aircraft
optimal control problem reducing the noise on the ground during the approach. The mathe-
matical modelization of this problem is a non-convex optimal control governed by ordinary
non-linear differential equations. To solve this problem, A direct method and a Runge-Kutta
"RK4’ discretization schema are used. This discretization schema is chosed because it is a suffi-
ciently high order and it does-not require computation of the partial derivatives of the aircraft
dynamic. The Nonlinear Interior point Trust Region Optimization solver "/KNITRO’ is applied.
A large set of numerical experiments is presented. The obtained results give feasible trajectories

with a significant noise reduction.

2.1 Introduction

In this work, a theoretical model of noise optimization is developped while maintaining a reliable
evolution of the flight procedures of two commercial aircraft on approach. In particular, this
work is focused on aircraft coupling noise levels and energetic consumption. These two-aircraft
are supposed to land successively on one runway without conflict [20]. The model considered
here is non-convex and non-linear optimal control problem leading to a system of non-linear
ordinary differential equations [6]. The aircraft dynamic is described by a three dimensional
set of non-linear ordinary differential equations subjected to state and control constraints. The
functional to be minimized describes the overall levels of noise collected on the ground, emitted
by the two mentioned aircraft. The formulation of the problem takes into account several
kinds of constraints such as aircraft stability, performance and flight safety. The Nonlinear

Interior point Trust Region Optimization solver "KNITRO’ [21] is used to solve the obtained

© EDP Sciences, SMAT 2012 113
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algebric non-linear system of equation implemented by A Modeling Language for Mathematical
Programming "AMPL’ [9, 17]. The two-aircraft flight dynamic, the noise levels, the constraints,
the mathematical basic equations of the two-aircraft acoustic optimal control problem and the
discretization scheme are presented in sections 2 and 3 while the numerical experiments are

presented in the last section.

2.2 Mathematical description of the basic equations
2.2.1 Aircraft dynamic equations
The equations of 3D-motion of each aircraft A;,i € {1,2} read [3, 4] :

(@—pi—51)vO

. B : M?
m; = —2.01x107° —_— \/GMZM?%A?O*A)M Podyi (1 — M; + =),
V.al. = m%[—migsm%i — %piSVa%_ Cp, + (cosa,cosfB,, + sinf,, + sinog,cosfy, ) Fy,
+Cspr, Podzi 2 (1 — M; + MT2)UZ — m;AAL
Ba, = #Vai[migcos%ism,uai + %piSV[Z_ Cy, + [—cosag, sinfa, 4+ cosfa, — sinag, sinfy, ] Fy,,
+CSRiP06xi%(1 - M, + MTE)Uz - miAAf,L
Oy, = m[migcos%icosuai — %piSV(Z CL, + [—sina,, + cosag,|F.,
‘|‘CSRZ-P05M%(1 — M, + MTf)wz - miAAfu]a
Di = ﬁ{rifh(lg —C) — Epig; + %piSl‘/:ZOli
+ 371 Fj[y8,€08 B, Sinn; — 25 5810851}

JrAC-Ez {pigi(A — B) — Eriq; + %piSl%’iCm

+ 3051 Fi[2,58i0 B, — Uiy, €0 B, cos0m, 51},

G = p{—ripi(A—=C) = E(p} —17) + 3pSIV. Crs
+ Z Fy[234,€08Bm, €08, j — T4, €08 B, 551N, },
7"’1» = m{?’}(b(B — C) + Epth %IOISZV;L%CIZ

+AC’AE_2 {pig;(A = B) — Er;q; + %piSlX/aQiCm

+ Z [xMjsmﬁm y yg/h_jcosﬁmijcosozmij]},

XGZ. = Vaicos%icosxai + Uy, YGL. = V,,c08%4, 51N X a; + Vw, ZGi = =V, 5in7,, + Wy,
¢ = pi + qsinpitant; + ricospitant;, 0; = qicosp; — rising;, ;= S+ g,

(IV.23)
where j € {1,2} stands for the first and second engine of each aircraft 7, the expressions
A=1,, B=1,,C=1,,, E=I,, are the inertia moments of the aircraft, p; is the air density,

S is the aircraft reference area, | is the aircraft reference length, g is the acceleration due to
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gravity, Cp, = Cpo+kC?%, is the drag coefficient, Cyi = Cypf3 +Cyp"’/l +Cyr v rl —i—Cygléh + Cys, Oni
is the lateral forces coefficient, Cr; = CLa(aa — o) + Crs,,0mi + Coyr M; + Cqu“ is the lift
coefficient, C; = Cigp + Clpv + Clr + Ci5,01 + Cls,0; is the rolling moment coefficient,
Crni = Co + Crna (e — ag) + Cis,,, O 1 the pitching moment coefficient, C,,; = C,,56 + C’npf/l

CWTVI + Chs,01i + Chs,0p; is the yawing moment coefficient, (xMZ],xM],x%U) is the position
of the engine in the body frame, F, is the full thrust, py is the atmospheric density at the
ground, F' = (Fy;, Fy;, F;) is the propulsive force, V,; = (u;,v;, w;) is the aerodynamic speed,
(AAL, AAL AAL) is the complementary acceleration, (wy, vy, w,,) is the wind velocity, S, is
the yaw setting of the engine and ay,;; is the pitch setting of the engine. The mass change

is reflected in the aircraft fuel consumption as described by E. Torenbeek [19] where the spe-

K;
cific consumption is Csp, = 2.01 x 107° @ l“__‘)\@ with the generating
Ny \/G +0.2M )\—(1—>\)Mi
1
function G; = (¢ — 5—)(1 e — ), K; = ,uz(ec — 1), = 1+ “2M2. The
n; U (Kitp) (1= g50)

nomenclature of engine performance variables are given by G; the gas generator power func-
tion, GO the gas generator power function (static, sea level), K the temperature function of
compression process, M; the flight Mach number, T4 the turbine Entry total Temperature,
TO the ambient temperature at sea level, T the flight temperature, while the nomenclature of
engines yields is 7. = 0.85 the isentropic compressor efficiency, ng, = 1 — 1.3( 005) (245)2 L the
isentropic fan intake duct efficiency, L the duct length, D the inlet diameter, Re the Reynolds
number at the entrance of the nozzle, 1y, = 0.86 — 3.13 x 1072M; the isentropic fan efficiency,

y—=1ar2
a5 M he gas generator intake stagnation pressure ratio, 7, = 0.97 the isentropic

T T =172
efﬁcienclz; (;f ]g}i(pansion process in nozzle, 1, = 0.88 the isentropic turbine efficiency n:y, = n:y,,
€. the overall pressure ratio (compressor), v the ratio of specific heats v = 1.4, A the bypass
ratio, u; the ratio of stagnation to static temperature of ambient air, ® the nondimensional tur-
bine entry temperature ¢ = % and O the relative ambient temperature © = Tlo The expressions
i (1), Bai(t), 05(1), ¥i(1), i (t), Va, (1), Xa, (1), Yai (1), Za, (t), pi(t), 4i(t), r4(t), mi(t) are respectively
the attack angle, the aerodynamic sideslip angle, the inclination angle, the cup, the roll angle,
the airspeed, the position vectors, the roll velocity of the aircraft relative to the earth, the pitch
velocity of the aircraft relative to the earth, the yaw velocity of the aircraft relative to the earth

and the aircraft mass. The system (IV.23) could be written in a simplified form

D = £ (yi(t), wi(1)),

Qi (1), Bai(t), 0ai(t), Vai(t), 0i(t), Va, (t), Xa, (1), Ya, (), Za, (1), pi(t), qi(t), mi(t), my(t))

<
<.
—~
~
S~— —
—~

(IV.24)

© EDP Sciences, SMAT 2012 115



European Series in Applied and Industrial Mathematics : Proceedings, March
2012, Vol. 35, p. 269-274 Fédération Denis Poisson (Orléans-Tours) et E. Trélat
(UPMC), Editors

henceforth y; is called a state function and the expressions d;,(t), 0y, (1), On, (1), 62, (1) are respec-
tively the roll control, the pitch control, the yaw control and the thrust control. The dynamics

relationship can be written as : y;(t) = fi(y;, w;, t), Ve € [0, T], :(0) = yso.

2.2.2 The objective function model

Let us define the quantity named the Sound Exposure Level 'SEL’ [1, 10, 18] : SEL =
10log {ft/ 100'1LA1»dt(t)dt} where ¢’ is the noise event interval. [tig,t1¢] and [te, tof| are the re-
spective approach intervals for the first and second aircraft, the objective function is calculated

as

SELg = 101og{ ;15 [(t20 — tao) {2 1001500t 4 (b1 — tao) [y 100120t

0 0

+(t1f — t20) ff;f 1001542t + (top — t14) ft?ff 1005420t 1} ¢ € [t bay]

0

(IV.25)

where the cost function SFE L is the cumulated two-aircraft noise. Expressions Ly (t), L a2 (t)
are equivalent and reflect the aircraft jet noise given by the formula [1, 13] @ L4y (t) = 141 +
w 7.5
10log (%) + 10log (V?) + 10log s1 4+ 3log (%12 +0.5) +5log 7t — 20log R + AV +
i 1

v\ (H_%)
10log | (1— %) +1.2(1+7121)3

entrance of the nozzle, vy the jet speed at the nozzle exit, 7 the inlet temperature of the nozzle,

+ 10log {(—L)Z ( < )4] where v; is the jet speed at the

PISA CISA

Ty the temperature at the nozzle exit, p; the density of air, p; the atmospheric density at the
entrance of the nozzle, p;sa the atmospheric density at ground, s; the entrance area of the
nozzle hydraulic engine, s, the emitting surface of the nozzle hydraulic engine, d; the inlet

2/3

diameter of the nozzle hydraulic engine, V. = v;[1 — (V/v;) cos(a,)]*/? the effective speed (ay,

is the angle between the axis of the motor and the axis of the aircraft), R the source observer
3(Ve/c)*?
0.6 + (V./c)3?

(m/s), me the exhibiting variable depending on the type of aircraft : me = 1.1, /ﬁ,
S1

distance, w the exponent variable defined by w = — 1, ¢ the sound velocity

52
51
29.7;me = 6.0, ? > 29.7, the term AV = —15log(Cp(M.,0)) — 10log(1 — Mcosh), means
the Doppler convecltion when Cp(M,,0) = [(1 + M.cos0)* + 0.04M?], M the aircraft Mach
Number, M, the convection Mach Number : M. = 0.62(v; — Vcos(ay,))/c, 0 is the Beam angle.

The objective formula above could be written in the following simplified form Jg12(y(.),u(.)) =
Je 9(y(t), u(t))dt.
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2.2.3 Constraints

The considered constraints concern aircraft flight speeds and altitudes, flight angles and control
positions, energy constraint, aircraft separation, flight velocities of aircraft relative to the earth
and the aircraft mass [4, 12]. On the whole, the constraints come together under the relationship
ky;(yi, w;) < 0,ko;(yi,u;) > 0 where

Kus (i, W) = (a(t) — i, 04(8) — Big, 6ilt) — g 91(8) — Pig, Vo (8) — Vasg, X (8) — Xeag, Yoo (8) —
Yair, Za,(t) = Zaig, pi(t) = pig, Gi(t) = dig ri(t) = 7ig, 0,(8) = 0,5 O, (£) = Oy, O, (8) = Omig, O, () —

Ozify Mi(t) — mig),
koi (yi, w;) = (@i(t) — i, 0i(t) — Oio, Vi(t) — Yio, i(t) — @io; Va, (t) — Vaio, Xa, () — Xaio, Y, (t) —
Yaio, Za,(t) = Zaio, 0i(t) — pios @:(t) — qio, 7i(t) — 740, 61, (t) — 01,0, O, (£) = o, O, () — Onios Oa, (E) —
) —

:1:107 mz(t m; )

2.2.4 The two-aircraft acoustic optimal control problem

The combination of the aircraft dynamic equation, the aircraft objective function and the

aircraft flight constraints, the two-aircraft acoustic optimal control problem is given as follows :

min Jora(y () () = [ or(ya(e) w0, 0t + [ gra(ya(t) (1), ya(0) ws(0) )t
tfof 92(y2(t), ua(t), )t + o(y(ty))
)

(
() f(u(t), y(t)), u(t) = (wi(t), uz(t)), y(t) = (y1(t), y2(t)),
kli(yi,uz) S O kQI(yz,uz) > 0 Vt c [tlg,th] th =0 Y(O) Yo, u (0) = Uy

(IV.26)
where g2 shows the aircraft coupling noise function and Jgio is the SEL of the two A300-

aircraft.

2.3 The numerical processing

The problem as defined in the relation (IV.26) is an optimal control problem [5, 7] with in-
stantaneous constraints. The fourth order Runge-Kutta method is used to solve the differential
system [8]. This method is chosen because of its higher order while avoiding the disavantages
of Taylor methods requiring the evaluation of partial derivatives of f.

Algorithm 1 :

1. Let us subdivide the time interval [t,tf] as h = t,,41 —t,, = b ];to, where N is the number

of samples in numerical schema.
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2.

mln J12(¥n, up)

h 1 h 1
11 - hf( ﬂ7yﬂ7uﬂ)7 12 = hf<tn + §7yn + 517 un)713 - hf<tn + gayn + 527 un)7
1
hf(t + ha Yo+ 137 Lln), Yor1 = ¥Yn + 6(11 + 21, + 2]3 + 14), thi1 =1tn + h (IV27)

Mlkl(Y(tn)7u(tn)7tn) - 07 :quQ(Y(tn)’ u(tn)atn) - 07 H1 S 07 H2 Z 0

Write t,o1 =t +h, Y1, 0 <n < N.
3. Stop.

This algorithm is implemented by AMPL. The Nonlinear Interior point Trust Optimization
solver "KNITRO" is called on to extract the optimal dynamic solution of the two-aircraft
optimal control problem. The numerical results and the optimality convergence characteristics

are presented in the following section.

2.4 Numerics results

Figure IV.11 shows the aircraft trajectories and speeds characterized by a part of constant
flight level followed by a continuous descent till the aircraft touch point. Constraints on speeds
are considered, allowing a subsequent landing on the same runway. The maximum altitudes
considered are 3500 m and 4100 m for the first and second aircraft. The approach duration
is 600 s for the first aircraft and 690 s for the second. The aircraft speeds decrease from
200 m/s to 69 m/s. This shows the aircraft trajectory resulting from the two trajectories
combination. Figure 1 shows also the two-aircraft flight-angles and throttles evolution versus
time as recommended by ICAO during aircraft landing. As specified in this figure, the aircraft
roll angles oscillate around zero. The flight-path angles are negative and bang-bang . They keep
the recommended position for aircraft landing procedures. The attack angles stand between 2°
and 20°. Since the trajectory of the aircraft is aligned with the runway, the yaw angle are small
as shown in Figure 1.

Figure V.12 shows the noise levels when the optimization is applied and the solutions obtained.
The observation positions are (—20000 m, —20000 m, 0 m) for AON Ly, (—19800 m, —19800 m, 0 m)
for AON L,,...,(—200 m, —200 m, 0 m) for AON Ly,. In this figure, AON L means Aircraft Op-
timal Noise Level. As specified, noise levels increase and are maximum when the observation
point lies below the aircraft. Noise levels decrease gradually as the aircraft moves away from
the observation point. This is in good agreement with [15, 16]. By comparison, this result is

also close to standard values of jet noise on approach as shown by Harvey [2, 11, 14].

118 © EDP Sciences, SMAT 2012



European Series in Applied and Industrial Mathematics : Proceedings, March
2012, Vol. 35, p. 269-274 Fédération Denis Poisson (Orléans-Tours) et E. Trélat
(UPMC), Editors

4000 |

N ——— A1 altitude | 2007 \ ——— A1 speed |
\— — — A2 altitude 2 \ ~ — — A2 speed
— 3000 N 1 =
e n \
= B 150+ \
k] [<5)
| 2000 | =3 \
= ® N LN
1000 S 100}
<<
(0]
-10 -5 (0] -10 -5 [0}
Lateral distance (m) x 10% Lateral distance (m) x 10%
First Aircraft Throttle versus time Second Aircraft Throttle versus time
0.6 0.6
f —_— e — 6 [ o e
1 2
2 o5} x 2 o5} *
wn w
=4 <4
@ 0.4} © 0.4}
g fffffffffffff A g ffffffffffffff
£ 0.3} 1 £ 03 ‘
= | g ‘
S 0.2¢ - 5 0.2 —
< <<
0.1 0.1
[0} 200 400 600 (e} 200 400 600
Time (s) Time (s)
A1 attack and flight— path angle A1 Roll and yaw angle versus time
20 0.2
Attack angle Roll angle
Flight—path angl 0.1 Yaw angle |
w w
3 3
> 5 (¢}
D D
(= ok | a
\ —-0.1
-10 -0.2
[0} 200 400 600 (o} 200 400
Time (s) Time (s)
A2 attack and flight— path angle versus time A2 Roll and yaw angle versus time
20 0.2
Attack angle Roll angle
Flight— path angle 0.1 Yaw angle |
w w
3 3
> 5, o
D D
(= (=
—-0.1
-10 -0.2
[0} 200 400 600 (o} 200 400 600
Time (s) Time (s)
Figure IV.11 — Aircraft altitudes, speeds, throttles and flight-path angles
© EDP Sciences, SMAI 2012

Evolution of Aircraft Altitudes

Evolution of Aircraft speeds

600

119



European Series in Applied and Industrial Mathematics : Proceedings, March
2012, Vol. 35, p. 269-274 Fédération Denis Poisson (Orléans-Tours) et E. Trélat
(UPMC), Editors

Aircraft noise levels versus time Aircraft noise levels versus time
<100 <100}
0 0
T T
g 4 _ 3 &)
> =N >
0 3 0
5§ )
0 0
C C
7 40 - =Nt A = = AONL3
-g — AONL2 -E — AONL4

n—— B
0100 200 30 40 G0 60 00 100 200 30 40 50 600 70

Time (3) Time (3)

Aircraft noise levels versus time Aircraft noise levels versus time
100 <100}
i i
f N
o 80 1o 80}
> >
0 0
9 & 8 ol
0 0
C C
2 40 - =5 | A = = AONLT |
< —— AONL6 -2 —— AONLS

N)\——— N——
0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
Time (3) Time (3)

Figure IV.12 — news/index.phpAircraft optimal noise levels

120 © EDP Sciences, SMAT 2012



European Series in Applied and Industrial Mathematics : Proceedings, March
2012, Vol. 35, p. 269-274 Fédération Denis Poisson (Orléans-Tours) et E. Trélat
(UPMC), Editors

2.5 Conclusion

In this paper, a mathematical model have been developped for noise reduction in the case of
two approaching aircraft landing in succession on the same runway. An algorithm for solving
the optimal control problem has been developed. Theoretical considerations and practices of a
direct method and the Runge-Kutta discretization scheme are used. This discretization schema
is chosen because it is of sufficiently high order and it does not require computation of the
partial derivatives of f. KNITRO is applied to perform a number of numerical experiments. An
optimal local solution to the discretized problem is found through a global convergence. The
obtained trajectories exhibit optimal characteristics and are effective where the noise reduction

is concerned.
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Chapitre V

Principe du Minimum de Pontryagine Appliqué
au Controle Optimal Acoustique de deux Avions

en Approche

1 Introduction

L’objectif de ce travail est I'application de I'approche indirecte dans la résolution du modele
de deux avions tel que dévéloppé précédement. Rapelons que la dynamique de vol, associée
au critere a minimiser génere un probleme de commande optimale régi par des équations dif-
férentielles ordiniaires non-linéaires. La partie modélisation mathématique du probleme ne sera
pas reprise ici car n’ayant pas changé. Le principe de minimum de Pontryaguine est fortement
sollicité dans la théorie de I'optimisation mathématique et du contrdle optimal des systémes
dynamiques et permet de trouver la commande optimale permettant d’amener un systéme dy-
namique d’'un état a un autre [67, 68]. Les contraintes mixtes et instantanées sont présentes
et portent sur ’état ou les commandes d’entrée. Ce principe, formulé par le mathématicien
soviétique Lev Semenovich Pontryagine et ses étudiants, permet de se rattacher a la formu-
lation générale Euler-Lagrangienne des équations dans le calcul des variations. Il éxamine la

minimisation d’un Hamiltonien sur un espace des commandes admissibles.
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V. Principe du Minimum de Pontryagine, Controle Optimal Acoustique de deux

Avions

2 Schéma de résolution du probléme de deux avions par

le principe de minimun de pontryagine

Afin de pouvoir appliquer la formulation de pontryagine, on réécrit le probleme de deux avions

comme suit :

ha N2

),u
y(t) =F(y(t),
ki(y,u,t) <0

>0

k2 (Y7 u t)

u(®) V)

ou on note Jiy la fonction de bruit (cotit du modele), y est la dynamique des avions en approche

alors que ky;(y;, u;) et ko;(y;, u;) sont les contraintes sur I’état et la commande données par :

ki(yi,w) = (o if, 0i(t) — Oip, Vilt) — ig, 0it) — vig, Vo, (t) = Vaig, Xa, (t) — Xaiy,
Ye, Ysz> Za,(t) = Zaig, pi(t) — pig, i(t) — i, 7i(t) — rig, 61, () — du,p,
mzfa t) _5m'f76:ci<t) _5$if7mi(t) _mif)
ko (yi, u;) = — 0, 0;(t) — i0, Vi(t) — io, 0i(t) — io, Va, (t) = Vaio, Xa, (1) — Xeio,
Ya, (t) — Yaio, Z () — Zcio, pi(t) — pio, ¢i(t) — qio, 1i(t) — a0, 61, () — 0,
Omi0s On; (1) — Onio, Oz, (1) — duio, mi(t) — myp)
(V.2)
Considérons le pseudo-hamiltonien du systeme (V.1) donné par :
H(}C u, 157 1307 t) = f)TF(ya u, t) - ﬁog(Y7 u, t) _ ,ulkl (Ya u, t) - ,U2k2 (Ya u, t) (V?))

ou le vecteur p = (Py, Py), P; = (D D2i» D3is Pais Psi Dei» Dri Dsis Poi> Proi> D1ti, D12i, P1si) | est
I'etat adjoint. Avec cette nouvelle formulation de Pontryagine, les conditions nécéssaires d’op-

timalité sont données par :

HU(Y7 u7f)7f)0at) = 0
y = Hp(y,u, P, Py, t) = F(y(t),u(t))

o (V.4)
_Hy<y7 u, P, Po; t)

ki(y,u,t) <0,ko(y,u,t) >0,t € [to, ts], 2 >0

ou H est le pseudo-hamiltonien.
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V.2 Schéma de résolution du probléme de deux avions par le principe de
minimun de pontryagine

Les équations du coétat sont les suivantes :

;_0H;_8H;_6H;_8H;_6H
P1i - aaai y D2i = aﬁai y P3i = 891 y Pai = a¢z s Psi = 84,0@
;_8H;_8H;_8HL_8H;_8H (V.5)
DPei - aVai s Pri = aXGz y P8 = aYGZ y Poi = aZGz s P10i = apz .
. B oH . B oH . B oOH
P11 = 3% s P12i = 87’1‘ y P13i = amia
De I'équation Hy(y,u, p, Py, t) = 0, on a sous certaines hypotheéses de régularité :
u(t) =(y(t),p(t)). (V.6)
Le hamiltonien est donc :
j{<y7 u71-)71-)07t) - HW(Y» ﬁ)>y> 13) (V7)

Le systeme de Hamilton devient :

y - j{ﬁ<y7 uvﬁaﬁﬁa t)v y<t0) =Y
p= =3y, u,p, o, 1), p(ty) = ' (y(ty)) (V.8)
kl(yv uvt) < 07 k2(y7 u, t) > Oat S [t07tf]

Le systeme ci-haut est un systeme hamiltonien[69, 70]. La conservation du hamiltonien n’est
pas garantie le long des solutions numériques tout comme le flot numérique n’est symplectique.

Par Lagrange, une courbe y,,, p,,, Uy, q,, est une solution optimale du probleme :

min J3(y,, U, )
M
Yoi1 =Yn + 0D kF(y,,  u,),y(to) = yo
k=1

Yo, = Yn + hzak’jF(Ynj)unj)’k - 1a s S
=1

k2 (ym unk)

<0
>0
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lorsque les conditions suivantes sont vérifiées :

Lyn = Vyn(Ln + Ln+1) =0

Lynk = VynkLnH =0,k=1,..,s

L = VunkLnH =10,k=1,..,s (V.10)
Ly =Vp L,=0,n=0,...,N

La, =Va, Loy =0k=1,.,s

Un,

Le lagrangien L est donné par la formule suivante :

L :g(Yn7unk)+L0+NZ:Ln+l

Ly =p) (Y(to) - YO) !

Loyt =Phi [ Yo = Yo +5 Zl b;F(uy,;, ynj)) + kZl d, (yn — Y, +h Zl ar F(u,, ynj))
n=0,.,N—-1 : : a

(V.11)
Selon les travaux de J. Laurent-Varin et Hager, des transformations mathématiques montrent
I'équivalence entre les systemes (V.9, V.10, V.11) et les conditions d’optimalité [46, 71]. L’ap-
plication d’une méthode de Runge-Kutta partitionnée symplectique de type M = (4,b), M =

(A,b) conduit & un systéme de la forme :

Yn+1 =Y + h Z bkg—(f)<unk7 Ynk)a Y(tO) =Yo
k=1

Yo, = ¥Yn + hzakjj{f)<unj7ynj), k= 1,...s

j=1
f)n—l-l - f)n —h Z Bkj{y<l~)nk7 Ynk>7 f)N - ()0/<tf)
k=1

f)nk = f)n —h Z dkjj_(:)’(ﬁnj? Ynj)
j=1 (V.12)

R

Zlkj = b] bk, ajk, bj = Z;j

kl(ym unk) < 0

k2(yna unk) Z 0
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V.2 Schéma de résolution du probléme de deux avions par le principe de
minimun de pontryagine

Considérons le flot numérique

£h :R*™ — R?

. ~ (V.13)
(pn7 yn) — (anrl? yn+1)

Si le flot choisi est de maniere que la relation :

o6 \' <[ 0 \
(8(137y)> ! (3(15,3’)) = (V-14)

soit vérifiée, la méthode de Runge-Kutta est dite symplectique pour tout hamiltonien H reg-

uliere et tout pas d’intégration h [72, 73]. La caractérisation de la méthode de Runge-Kutta
symplectique se fait aussi a l'aide de la matrice R = BA + A"B — bbT de R? losque B =
diag(by, ...,by) et B = diag(by, ..., ).

2.1 Algorithme de Runge-kutta partitionné symplectique

1. On subdivise l'intervalle de temps [t,ts] en N pas h = t,41 — t, = tf;,to, N étant le

nombre maximal d’itération.

2. Pour 0 <n <N,

Hy(Wpi, i, Pri) = 0

S

Yotr1=Yn +h Z bkj—cf)(unka ynk)a y(to) =Y
k=1

Yo, =¥n T+ hzakjj{f)(unj,ynj), k=1,..,s

j=1
IN)TH'I - 15” —h Z Bkg{y(f)nka ynk)a ISN - Qpl(tf)
k=1
f)"k =D, — hz akjj{y(f)nj, ynj) (V15)
7=1

'l
by,
kl(ym unk) < 0
k2(ym unk) >0

Ecrire t,11,Y 401, Ppit

Ebkj = bj — Ak, bj = bj

3. Arrét
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La premiere équation de (V.15) prend la forme explicite suivante :

H5m‘ (ukia Yk f)kz) = 07 H5li(ukia Yk f)kz) =0

B h (V.16)
Hs,,, (Wi Yiir Pri) = 0, Hs,,, (Qki, Yri» Brg) = 0
La deuxiéme équation de (V.15) prend la forme explicite suivante :
Ming1 = Mg+ 35 I, (W, ¥, ) milto) = mao
Vaims1 = Vain + 035021 0eF 50, (Wny ¥, ) Vai(to) = Vaio
Qagntl = Qagn T h 00 0 H s (W, ¥, ), Qai(to) = Qi
Bajmt1 = Bagn +h35—1 b Hp 21(1171,“ Y, )s Bai(to) = Baio
Dint1 = Din + 035 b H e, (W, ¥y, ), Pito) = Pio
Gint1 = Qip +h 25— s, (W, ¥, ), Gi(to) = qio
Tin+1 = Pign +h 2 i kI, (W, Y, ), i(t) = 740 (V.17)
Xaintr = Xagn +h 25 bHp, (w,,y,,, ), Xai(to) = Xaio
Yoine1 = Yo+ 020 e Hp, (Wn,, ¥,,), Yai(to) = Yaio
Zainyr = Za,m +h X5 b Hp,, (W, ¥, )s Zai(to) = Zaio
Pin+1 = Pin +h3i_ bkj{fu&(unk» ynk)a vi(to) = pio
O nt1 = O + " 52y 0 Hp,, (W, ¥y, ), 0i(to) = bio
Vi1 = Vip + 035 06, (W, ¥, ), Yilto) = io
La troisieme équation de (V.15) prend la forme explicite suivante :
My —mm—i—hzj 1ak]f}fp131(un],ynj),k:: 1,..,s
Vine = Vain + 03752 arjHp,, (un],ynj),k: 1,..,s
Qaiy, = Qain + W35 aiHp, (Wn), Yy, ) k=1, .8
Buime = Bain + By i Hy (W, ¥, )k = 1,8
Ding = Pin +h X5 ar; pwl(unj,ynj),kzl,..,s
Giny = Gin +h 25, pm(unj,ynj),kzﬁl, .8
Ting —pzn+hZ] 1 Qkj p121(unJ’ynJ) k=1,.,s (V.18)
Xeine = Xain T hzjzl akjﬂ{p”(unj,ynj), k=1,.,s
Yo, =Yant+hdi akjf]{f,si(unj,ynj), k=1, .,s
ZGim, = ZcinThXio akﬂ{ﬁgl(unj,yn ) k=1,..s
im, = Pin+th3i 1ak]5{pu(unj,yn ) k=1,..s
O, = Oin + h 305y anyHp, (Wny, v, ) k=1,

wi,nk - wi,n + thzl akj:}(pM (unjuyn ) k= 17 - S
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V.2 Schéma de résolution du probléme de deux avions par le principe de
minimun de pontryagine

La quatrieme équation de (V.15) prend la forme explicite suivante :

Diin+1
ﬁQi,n—I—l
ﬁSi,n—I—l
Diti 1
ﬁBi,n—I—l
ﬁﬁi,n—f—l
D7in+1
D8in+1
ﬁgi,n—i-l
ﬁ10i7n+1
ﬁl 1i,n+1
ﬁl%,n-‘rl

ﬁ13i,n+1

= Pi1in
= P2in
= P3i;n —

= P4in —

= Psi;n —

= P6i;n —

= ﬁ?i,n

= P8i;n —

= P9in

= P10i,;n —
= P1lin
= P12i,n

= P13i,n

— h Y5y biHa,, (P, s Yo unk)7251@N = Dui(ty)
— h Y5y 03, (P s Yo Un ), Poiy = Pailty)
WSy beHo, (P Yoy » W) Dai, v —p3z(tf)
h3— 1bkj—cwz( v Yoy Uny ), Da :p4i(tf>
h3 iy b oi: (P> Y, Uny)s Dsin = Psi(ty)
h3— bkg{Vai(pnk’ Yo unk)yﬁ 6i,N = Dei(tr)
—h3ho Bkj{Xci (Prys Yoy Wn ) Prin = Prilty)
hS ey b Hyg, (Poy> Y, Uny ), Dein = Dailty)
—h3h Bkj—cZGz(ﬁnk7yTzk7 L) Poi N = Doi(ty)
h> i b Hp,(Pry> Yy » Uny, ) Dros,y = Proi(ty)
—hXia by He,(Prys Yy Uny)s Priin = Drilty)
— h Y b3 Ho,(Pry> Yoy Uny)s Pr2in = Pri(ty)

—h ZZ:l 6k:j_cmz (f)nw ynk7 unk) P13i,N = pl?n (tf)

La cinquieme équation de (V.15) prend la forme explicite suivante :

Le diagramme suivant montre la commutation de 'approche directe et indirecte.

ﬁli,nk
ﬁ2i,nk
ﬁ3i,nk
ﬁ4i,nk
ﬁ5i,nk
ﬁﬁi,nk
ﬁ7i,nk
ﬁSi,nk
ﬁQi,nk
ﬁlOi,nk
ﬁlli,nk
ﬁlQi,nk

ﬁlSi,nk

- ﬁli,n
- ﬁ2i,n
= ﬁSi,n
= ﬁ4i,n
- ]55i,n

= ]5672,71

= Prijn —
= h X5y i Hyg, (B, Y, s Uny)
— h 35k Hzg,(Brys Y,y Un,)
— h 325 kg Hp (Pr)s Y, Uny)
— h 351 i Ho (P ¥, Uny)
— h 32501 Gk 3, (Prys Vi, s Uny)

= ﬁSi,n
= ﬁgi,n
= ]510i,n
= ﬁllz’,n

= P12i,n

= P13in —

hZ] 1 Qk,j am( 7YHj7unj)
h325 21k, 3, (Prys Y, s Uny)
hE] 1akﬂ{9( 2 Yn; ung)
h3¥5—y i Hy, (By 7ynj7unj)
hZ] 1 Qk,j %( 7y’l’Lj7unj>
h 351 ki H,, (P, 7Yn]-?unj)
h25-1 ki Hxg, (Pnja Yn;» u,;)

h Zj‘:l dk,jj{mi (f)nja ynj7 unj)

(V.19)

(V.20)
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Discréetisation (P.D) (C.O)
RK4

En dimension

finie
Probléme (C.0O.D)
P)
A
En dimension
finie
Coefficients
SPRK4
v
Discrétisation
(C.0O) = P.M. De SPRK4
Pontryaguin

Figure V.1 — La commutation approche directe et indirecte

Les méthodes directes permettent de diminuer directement le cotit en essayant de satisfaire
les contraintes alors que les méthodes indirectes permettent de résoudre les conditions d’op-
timalité du probleme et donnent des résultats avec une grande précision mais nécéssitent un

temps de calcul et une capacité de stockage numérique importants.

2.2 Calcul des conditions d’ordre de I’algorithme SPRK

Le calcul des conditions d’ordre de la méthode de Runge-Kutta symplectique se base sur la
théorie des Graphes G; tel que demontré par J. Laurent-Varin dans [46] et Hager dans [71].
Nous considerons d’abord des conditions d’ordre s=4. Le lecteur est référé dans le document [46]

pour le tableau des conditions d’ordre pour s > 5. En posant d; = 3=, bjasj, ¢; = 3 ayj, BZ = b;,
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V.3 Résultats

les conditions d’ordre prenent alors la forme suivante :

Tableau V.1 — Les équations des conditions d’ordre de SPRK, calcul des coefficients

Tableau des 8 conditions d’ordre lorsque s=4
Graphes | Condition d’ordre Graphes | Condition d’ordre
11 1 - 1
G1 Z _alkdkdl = = G2 Z a»kd»ck = —
I=1,k=1 bk 8 j=1,k=1 e 24
4 b’L 5 4
Gg Z —aikcl-dk = — G4 Z biaUC]
i=1,k=1 bk 24 i=1,j=1
2 1 : g 1
G d; = — G bic; = —
’ jZch T 12 ‘ ; “ 1
11 1 11 1
G —cpdy = — G —d} =~
7 kz::l b T 12 i ; 7T

3 Résultats

En considérant les conditions d’ordre 4 pour la mise en pratique de l'algorithme SPRK, les

coefficients utilisés et calculés numériquement sous la programmation Matlab sont les suivants :

1.3751

e —0.0871 —0.4950 0.0221 —-0.0303 ’ l: _
0.5710  0.3226  0.1438 0.2943 J
1.0398  —0.0127 0.1040 —0.0516

—1.1621 —0.2595

i 0.2480  1.0266  0.0669
—1.5306 —1.9258 —0.0740
—0.9805 0.5678  0.0307

0.3171

0.5825

—0.0241

0.2131 0.5315 0.0698
0.4996 0.4161
0.1065 0.3105 0.0830

—0.1210 0.2066

0.1962
—0.5973
0.2372

0.1856

—0.1896 1.0000

0.0000
(V.21)

(V.22)

Les résultats présentés dans la suite viennent d'une part de 'approche indirecte par le

principe de minimum de Pontryaguine et d'une autre part par ’approche directe en y injectant

les coefficients b de I'approche indirecte.
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V. Principe du Minimum de Pontryagine, Controle Optimal Acoustique de deux
Avions

3.1 Résultats numériques de I’Algorithme SPRK4

Les résultas suivants sont obtenus via la programmation AMPL(A Mathematical Programming
Modeling Language) et le solveur KNITRO. La marge de I'érreur finale de réalisabilité et
d’optimisation est : « Locally optimal solution found with final feasibility error (abs / rel) =
1.20e-07 / 2.19e-09 and final optimality error (abs / rel) = 1.69e-14 / 1.69e-14 ».

Evolution des altitudes des avions

4000~ ~ _ Altitude A1
-~ - — — — Altitude A2
E 3000 -
3
2 20001 .
<
1000 - i
0 1
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Distance (m) x 10
Evolution des vitesses des avions
200 Vitesse A1 |
R — — — Vitesse A2
@2
E 150} i
(0]
?
2
= 100} ~<_
h \
1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
Temps (s)

Figure V.2 — Evolution des trajectoires et des vitesses des deux avions

La figure V.2 montre I’évolution de la trajectoire des avions en descente continue. Lorsque le
premier avion touche le sol, le deuxieme se trouve a six cents metres a une distance longitudinale
de 3300 m. Cela résulte des contraintes de séparation étant donné que les avions attérissent de

maniere successive sur une seule piste. En fin d’approche, les deux trajectoires coincident et
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V.3 Résultats

respectent ’évolution standard de la trajectoire donné par les contructeurs de 'avion A300.

La figure V.2 montre aussi I’évolution des deux vitesses aérodynamiques des avions et prou-

vent un atterissage étant donné que les vitesses diminuent de 200m/s jusqu’a 69 m/s tel que

certifié par 'OACI et les constructeurs des aeronefs. Signalons que la vitesse de toucher au sol

est 69 m/s. Ces trajectoires obtenues sont proches des valeurs standard en approche comme le

montre Suzuki dans [9].

4000 T T T T T 200
sOORS, T \f.{“mde A”f 1180
3000} N3 Hesse AT 1160
E 2500} S~ 1140 £
S 2000} TS~ - - __ 1120 o
2 . - ?
§1500- \\'\ \\\ -100%
1000} S ~ 80
500 | T~ 460
0 1 1 1 1 1 =~ - 40
0 100 200 300 400 500 600
Temps (s)
4000 f<" T T T T T T 5200
N Altitude A2
AN — — — Vitesse A2
£ el T~ 1150 £
[0) T~ - :'\,\ =
S 2000 i~ 1 8
= '~ T T === - o
< ~e ~. 1100 £
- -
~_ \
0 ! ! ! ! ! M 50
0 100 200 300 400 500 600 700
Temps (s)

Figure V.3 — Comparaison evolutive de la trajectoire et la vitesse de chaque avion

La figure V.3 montre une corrélation en fonction du temps de I’évolution de la trajectoire

et la vitesse de chaque avion. La durée maximale de ’approche est de 600 secondes pour le

premier avion et 690 secondes pour le deuxieme, ce qui donne une séparation temporelle de 90

secondes.
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< 100} < 100}
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Figure V.4 — Le bruit émis par les deux avions

La figure V.4 montre les niveaux du bruit autour de 1'aéroport lorsque 'optimisation est
appliquée. Cela explique I'importance de l'optimisation acoustique des avions en approche
ainsi que les gains qu’apporte ce modele lorsque comparé a ce qui se fait quotidiennement.
La position d’observation est prise au sol en dessous de la trajectoire de la maniere suivante :
(—20000 m, —20000 m,0 m) pour AONL; , (—19800 m,—19800 m,0 m) pour AON Lo, ...,
(—3200 m, —3200 m,0 m) pour AON Lg. Le point de toucher au sol est (0 m,0 m,0 m) alors
que la séparation temporelle des avions est de 90 s. En chaque point d’observation, il y a un
vecteur de N niveaux de bruit comme le montre la discrétisation. Il est tres important de con-
sidérer la valeur maximale parmi les N valeurs, laquelle valeur correspond a la distance la plus
courte entre la source de bruit et le point d’observation. Ce résultat montre que le niveau de
bruit maximal est variable en fonction des points d’observation et qu’il diminue lorsque I’avion
s’en éloigne. Par comparaison, ce résultat est proche des valeurs standard de bruit de jet en
approche comme le montre Harvey [74]. Ce résultat est déja démontré par d’autres chercheurs,

y compris moi méme [8, 75-78].
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%10 Evolution de la pousse et la vitesse du premier avion
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.
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Figure V.5 — Comparaison evolutive de la poussée et la vitesse de chaque avion

La figure V.5 montre une évolution simultanée de la poussée et de la vitesse pour chaque
avion. On constate que la vitesse diminue de 200 m/s & 69 m/s. De méme, l'allure générale de
la poussée est descendante étant donné qu’il s’agit d’un attérissage. Les deux courbes montrent

une corrélation entre la poussée et la vitesse des deux avions.
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Figure V.6 — Evolution de la commande de poussée et de roulis de chaque avion

La figure V.6 montre une évolution de la manette des gazs (commande de poussée) et de la
commande de roulis en fonction du temps. La commande principale de ’avion varie de 0.6 a
0.2. La commande de roulis reste nulle, ce qui prouve une stabilité de I'avion et un confort des

passagers.
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V.3 Résultats

La commande de tangage et de la commande de lacet sont faibles. La commande de tangage
en approche tourne autour de 0.05 alors que la commande de lacet reste nulle, ce qui prouve

un bon alignement de la trajectoire de 'avion sur la piste d’attérissage et un vol stable.

2':' T T T T T 5 T T T T T
e = T T Angle d'attangue Al = T T Angle de chemin de wval Al
|
0} A
i —— 7 : i
“o | o = - “o J
g e | ! -
] ] ! 1
0r T !
B J f‘-l‘-___-—'-—-_,_..-} I
_1 I:I 1 1 1 1 1 _5 1 1 1 1 1
0 1000 200 300 400  R00 OO 0 100 200 300 400 500 &00
Ternps (2] Termps i3]
0.5 y y y y y 0.4
= 7 7 Anile de roulis Al = T T Angle de lacet Al
i o |
§ |:| E - . — O e gy \ﬁ |:| p—_— o - 4
E E (e—— Lo -
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Figure V.7 — Evolution des angles aérodynamiques du premier avion

La figure V.7 montre I’évolution des principaux angles aérodynamiques du premier avion.
On voit bien que le roulis est nul alors que ’angle de vol est négative tout au long de 'attérissage
comme le stipule les procédures d’approche imposées par 'OACI. L’angle d’attaque varie entre

2 et 12 degrés et le lacet est faible étant donné que 'avion est bien orienté a la piste.
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Figure V.8 — Evolution des angles aérodynamiques du deuxi¢me avion

La figure V.8 montre I’évolution des principaux angles aérodynamiques du deuxiéme avion
en approche. On remarque aussi que 'angle de roulis nul, ce qui prouve la stabilité du vol. L’an-
gle de vol est négative tout au long de 'attérissage comme le stipule les procédures d’approche
imposées par 'OACI alors que I'angle d’attaque oscille entre 2 et 12 degrés. Le lacet est faible

étant donné que l'avion est bien orienté a la piste.
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Figure V.9 — Evolution de la consommation du kéroséne de chaque avion

La figure V.9 montre 1’évolution de la consommation du kéroséne par les avions en fonction
du temps. Elle varie de 1.5 kg/s a 1 kg/s au point de toucher du sol. Ce résultat est déja prouvé
par Roux [55] et s’approche des standars des constructeurs de 'avion A300. Signalons que le
modele de base exploité au niveau de la consommation est celui de Torenbeek qui a déja prouvé

son éfficacité par rapport aux autres modeles.
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Figure V.10 — Evolution de la masse optimale et non optimale de chaque avion

La figure V.10 montre I’évolution de la masse optimale et non optimale des avions en fonction
du temps. On remarque clairement que la masse dimunue tout au long de toute la procédure
d’approche ce qui s’eplique par le consommation du kérosene par les avions. En comparant la
masse optimale et la masse lorsque I'optimisation n’est pas considéré, on remarque la masse est

petite lorsque 'optimisation n’est pas considéré car ’avion consomme plus de kérosene.
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Figure V.11 — Evolution du certaines composantes du coétat

La figure V.11 montre certaines composantes du vecteur adjoint. Le vecteur adjoint est une
variable supplémentaire sans dimension et n’ayant pas d’interprétation physique. Mathéma-
tiquement, on remarque une stabilité de I'algorithme sauf aux conditions limites finales. Ceci

est due a la contrainte finale.
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3.2 Résultats numériques de I’Algorithme RK4 aux coefficients de

SPRK4
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Figure V.12 — Evolution des trajectoires des deux avions.

La figure V.12 montre I’évolution de la trajectoire des avions en descente continue. Lorsque le
premier avion touche le sol, le deuxieme se trouve a six cents metres a une distance longitudinale
de 3300 m. Cela résulte des contraintes de séparation étant donné que les avions attérissent de

maniere successive sur une seule piste. En fin d’approche, les deux trajectoires coincident et
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respectent ’évolution standard de la trajectoire donnée par les contructeurs de I'avion A300.

La figureV.12 montre I’évolution des deux vitesses aérodynamiques des avions et prouvent

un attérissage étant donné que la vitesse diminue de 200m/s jusqu’a 69 m/s tel que certifié par

I'OACI et les constructeurs des aeronefs. signalons que la vitesse de toucher au sol est 69 m/s.
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Figure V.13 — Comparaison evolutive de Ialtitude et la vitesse de chaque avion
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La figure V.13 montre une corrélation en fonction du temps de I’évolution de la trajectoire

et la vitesse de chaque avion. La durée maximale de I’approche est de 600 secondes pour le

premier avion et 690 secondes pour le deuxieme, ce qui donne une séparation temporelle de 90
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secondes. On constate que la vitesse varie de 200 m/s en début d’approche pour toucher le sol
avec une vitesse de 69 m/s comme recommandé par les contructeurs d’avions et I'OACI. Cette
figure montre aussi que la trajectoire est rectiligne durant la plus grande partie d’approche.
Cependant, au voisinage du point de toucher au sol, elle se modifie pour devenir tangent a la

piste.
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Figure V.14 — Le bruit émis par les deux avions

La figure V.14 montre 1’évolution des niveaux du bruit des avions lorsque 'optimisation

est appliquée. Cela explique I'importance de I'optimisation acoustique des avions en approche
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ainsi que les gains qu’apporte ce modele lorsque comparé a ce qui se fait quotidiennement.
La position d’observation est prise au sol en dessous de la trajectoire de la maniere suivante :
(—20000 m, —20000 m,0 m) pour AONL; , (—19800 m,—19800 m,0 m) pour AON Ly, ...,
(—3200 m, —3200 m,0 m) pour AON Lg. Le point de toucher au sol est (0 m,0 m,0 m) alors
que la séparation temporelle des avions est de 90 s. En chaque point d’observation, il y a un
vecteur de N niveaux de bruit égale au nombre de points pris en compte dans la discrétisation. Il
est tres important de considérer la valeur maximale parmi les N niveaux de bruit qui correspond
a la distance la plus courte entre la source de bruit et le point d’observation. Cela étant di au fait
que les termes sources pris en compte dans ce modele ne génerent que des ondes sphériques. La
prise en compte des ondes directionnelles releve d’une meilleure compréhension de mécanisme
de génération des ondes acoustiques par les composantes de 'avion [79]. Ce résultat montre que
le niveau de bruit maximal est variable en fonction des points d’observation et qu’il diminue
lorsque l'avion s’en éloigne. Par comparaison, ce résultat est proche des valeurs standard de
bruit de jet en approche comme le montre Harvey [74]. Ce résultat est en parfait accord avec

d’autres travaux déja disponibles [76-78].
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La figure V.15 montre une évolution simultanée de la poussée et de la vitesse pour chaque

avion.
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Figure V.16 — Evolution de la commande de poussée et de roulis de chaque avion

La figure V.16 montre une évolution de la manette des gazs (commande de poussée) et de
la commande de roulis en fonction du temps. La commande principale de I'avion varie de 0.6 a
0.2. La commande de roulis reste nulle, ce qui prouve une stabilité de I’avion et un confort des

passagers.
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Figure V.17 — Evolution de la commande de tangage et de lacet de chaque avion

La figure V.17 montre une évolution de la commande de tangage et de la commande de
lacet en fonction du temps. La commande de tangage est faible en approche et tourne autour
de 0.05. La commande de lacet reste nulle, ce qui prouve un bon alignement de la trajectoire

de l'avion sur la piste d’attérissage et un vol stable.
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Figure V.18 — Evolution des angles aérodynamiques du premier avion

La figure V.18 montre I’évolution des principaux angles aérodynamiques de ’avion en ap-
proche. L’angle de roulis est nul et montre la stabilité du vol, 'angle de vol est négative tout au
long de 'attérissage comme le stipule les procédures d’approche imposées par 'OACI. L’angle

d’attaque varie entre 2 et 12 degrés et le lacet est faible étant donné que I'avion est bien orienté
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Figure V.19 — Evolution des angles aérodynamiques du deuxiéme avion

La figure V.19 montre la méme évolution des angles du deuxiéme avion que celle du premier

étant donné que les mémes conditions sont privillegiées dans cette approche.
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Figure V.20 — Evolution de la consommation du kéroséne par chaque avion

La figure V.20 montre 1’évolution de la consommation du kérosene par les avions en fonction
du temps. Elle varie de 1.5 kg/s a 1 kg/s au point de toucher du sol. Ce résultat est en accord
avec Elodie [55, 80, 81] et s’approche des standards des constructeurs de ’avion A300. Signalons
que le modele de base exploité au niveau de la consommation est celui de Torenbeek qui a déja

prouvé son éfficacité par rapport aux autres modeles.
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Figure V.21 — Evolution de la consommation non optimale du kéroséne par chaque avion

La figure V.21 montre I'évolution de la consommation non optimale du kéroséne par les
avions en fonction du temps. Pour le premier avion, elle varie de 1.77738 kg/s a 1.07099 kg/s
au point de toucher du sol. Pour le deuxiéme avion, elle varie de 1.66343 kg/s a 1.07099 kg/s au
point de toucher du sol. On remarque que les avions touchent le sol avec la méme consommation

du kérosene, ce qui s’explique par les mémes conditions finales appliquées.
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Figure V.22 — Evolution de la masse optimale et la masse non optimale de chaque avion

La figure V.22 montre ’évolution de la masse optimale et non optimale des avions en fonction

du temps. Pour le premier avion, la masse optimale varie de 108000 kg a 107723.79176 kg au

point de toucher du sol alors que la masse non optimale varie de 108000 kg a 107714.15755

kg. Pour le deuxieme avion, la masse optimale varie de 110000 kg a 109734.50191 kg au point

de toucher du sol alors que la masse non optimale varie de 110000 kg a 109723.53824 kg. On

remarque donc un gain de masse se situant entre 9 kg et 11 kg.
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Figure V.23 — Evolution du bruit optimal et non optimal

La figure V.23 montre la comparaison de 1’évolution du bruit lorsque l'optimisation est
considérée et lorsque I'optimisation n’est pas appliquée. La légende AON L signifie « Aircraft
Optimal Noise Levels »alors que ANON L signifie « Aircraft Non Optimal Noise Lev-
els ». On voit bien qu’en fin d’approche, le gain en réduction de bruit est trés net, ce qui confirme
I'importance de l'optimisation. En comparant les valeurs maximales des niveaux de bruit avec
optimisation et sans optimisation, les gains en niveaux de bruit se situent entre 5% et 8% en
fonction des positions d’observation. Les points d’observation considérés sont fixes et ont les cor-
données suivantes. AON L8 = (—3200 m, —3200 m, 0 m), AONL9 = (—2200 m, —2200 m, 0 m).
Ces cordonnées restent les mémes pour ANONLS et ANONL9.
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3.3 Validation la commutation des résultats approches directe et

indirecte

Dans ce chapitre, il a été développé de deux manieres une résolution numérique du probleme
de contrdle optimal dans le cas de deux avions en approche. Des considérations théoriques et
pratiques de l'algorithme SPRK4 et RK4 sont utilisées pour la mise en place d’'un programme

non-linéaire, implémentant le probleme considéré.
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Figure V.24 — Comparaison altitude et vitesse Al par les deux approches

La figure V.24 illustre la comparaison de l'altitude et la vitesse du premier avion lorsque
les deux approches directe avec coefficients SPRK4 et indirecte SPRK4 sont considérées. On
voit bien que 'altitude coincide presque partout, mais que la vitesse garde la méme allure. Les
résultats trouvés confirment une convergence sur une seule solution presque semblable. Cette

solution optimale du probléme discrétisé est trouvée moyennant une convergence locale.
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Figure V.25 — Comparaison des procédures optimales et standards

La figure V.25 illustre la comparaison des procédures optimales et standards des avions. Il
s’agit proncipalement de ’altitude et la vitesse des deux avions en approche. On voit bien que la
procédure en descente continue caracterise bien la solution optimale et que celle ci confirme une
différence entre la procédure d’attérissage standard et la procédure d’attérissage optimale. Cette
solution optimale du probleme discrétisé trouvée moyennant une convergence locale confirme
les exigences des constructeurs et de 'OACI. La vitesse de toucher au sol reste la méme quelque

soit la procédure considérée et la pente de la trajectoire ne change pas.
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Chapitre VI

Cas-tests

1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre les résultats obtenus pour plusieurs cas-tests. Nous varions la durée
d’approche du deuxieéme avion, la discrétisation plus fine ainsi que le point d’observation fixe

ou mobile sous trace.

La durée d’approche du premier avion restera 600 s alors que celui du deuxieme avion variera
de 690 s, 660 s, 645 s, 630 s et 615 s. Les deux dernieres durées sont faites a titre théorique car
la séparation minimale autorisée en pratique pour que le deuxiéme avion attérisse sur la méme
piste que le premier étant de 45 s. Le nombre maximal de discrétisation variera de N=200, 300,

etc. L’observation mobile prendra la méme position 2D que 'avion.

Nous présentons les résultats obtenus, confirmant 1’éfficacité de la méthode et la convergence

de l'algorithme.
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2 Reésultats, N=200, Cas du point d’observation mobile

Evolution des niveaus de bruit de A1 et A2
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Figure VI.1 — Evolution du bruit global : Observation fixe et Observation mobile sous trace

La figure VI.1 montre une comparaison des niveaux de bruit émis par deux avions dans
le cas d’'un point d’observation mobile sous trace et des observations fixes au sol. La po-
sition d’observation est prise au sol en dessous de la trajectoire de la maniere suivante :
(—20000 m, —20000 m,0 m) pour AONL; , (—19800 m,—19800 m,0 m) pour AON Ly, ...,
(—=3200 m,—3200 m,0 m) pour AONLg. AON Ly signifie « Aircraft optimal noise levels
when moving observation is considered ». On voit bien que les niveaux de bruit augmentent
énormement avec l'observation mobile surtout vers le point de toucher au sol car les niveaux

de bruit pris en compte concernent toute la projection orthogonale de 'altitude de 'avion au
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sol. Ce résultat montre que le niveau de bruit est maximal au point se trouvant directement
sous l'avion et est variable en fonction des points d’observation. Par comparaison, ce résultat
est proche des valeurs standards de bruit de jet en approche comme le montre Harvey [74]. Ce

résultat est en parfait accord avec d’autres travaux déja disponibles.
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Figure V1.2 — Evolution de ’Altitude, Vitesse, Poussée et Consommation du carburant des deux avions

La figure VI.2 montre une évolution de I'altitude, la vitesse, la poussée et la consommation
du carburant par les deux avions dans les mémes conditions d’observation mobile sous trace.

De maniere générale, on constate que 'algorithme converge et que les mémes résutats trouvés
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précédement se confirment.
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La figure VI.3 montre I’évolution de la masse des deux avions tout au long de I'approche.

On voit bien que la masse diminue, ce qui se traduit par la perte en keroséne consommée par

les deux avions.
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Figure V1.4 — Evolution de la Portance, Trainée, Nombre de Mac et Manette des gazs des deux avions

La figure VI.4 montre une évolution de la portance, la trainée, le nombre de Mac et la
manette des gazs par les deux avions dans les mémes conditions d’observation mobile sous

trace.
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La figure VI.5 montre une évolution des principaux angles aérodynamiques des deux avions
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Figure VI.5 — Evolution des principaux angles de vol des deux avions

dans les mémes conditions d’observation mobile sous trace.
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VI.2 Résultats, N=200, Cas du point d’observation mobile
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Figure V1.6 — Evolution du bruit global : Observation mobile sous trace, ts=60, ts=45, ts=30, ts=15

La figure VI.6 montre I’évolution du bruit global en fonction de la durée d’approche du
deuxieme avion. Les légendes AON L0, AON Lysas, AON Lyzg et AON L5 signifient re-
spectivement que le point d’observation est mobile avec un intervalle d’attérissage de 60 s, 45 s,
30 s et 15 s entre le premier et le deuxieme avion. Les deux dernieres séparations de 30 s et 15 s
sont irréalisables pratiquement car la durée minimale de séparation de deux attérissages succes-
sifs sur une seule piste est de 45 s. En calculant la valeur moyenne lorsque les durées des avions
en approche sont 600s-660s, 600s-645s, 600s-630s, 600s-615s. On remarque que la moyenne du
bruit global des deux avions varie respectivement de 76.5513 dB(A), 77.5586 dB(A),78.9554
dB(A) et 79.7146 dB(A). Cette légere augmentation du bruit global confirme le rapprochement

des avions en fonction de la durée d’approche. On rappelle que les avions restent alignés et
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attérissent successivement sur une seule piste.

Ewolution de 'altitude des deux avions, ts=60 s

Evolution de l'altitude des deus avions ts=45 5

4000 | Altituce A1 4000 | Altitude A1
Altituce A2 Altitude A2
o~ S00ar 1 — S0aar §
E E
1] 1k}
= =
_E 2000 | 1 E 2000 | 1
i e
1000 | 1 1000 | 1
S .
|:| 1 1 1 1 " |:| 1 1 1 1 ey
-10 -a -6 -4 -2 0 -10 - -G -4 -2 0
Distance latérale {m) + Distance latérale (m) +
=10 w10
Ewolution de 'altitude des deux avions, t3=30 5 Evolution de l'altitude des deux avions, ts=15 s
4000 | Altituce A1 4000 | Altitude A1
Altituce A2 Altitude A2
-~ 3000 h -~ 3000 §
E E
& &
E 2000 | 1 E 2000 | 1
i i
1000 | 1 1000 | 1
",
|:| 1 1 1 1 - |:| 1 1 1 1 e
-10 -a -6 -4 -2 0 -10 - -G -4 -2 0
Distance latérale {m) Diztance latérale (m) +
=10 w10

Figure VI.7 — Evolution de la trajectoire : Sépartaion durée approche (ts=60, ts=45, ts=30, ts=15)

La figure VI.7 montre I’évolution des trajectoires des avions lorsque les durées d’approche
des deux avions sont respectivement de 600s-660s, 600s-645s, 600s-630s, 600s-615s. On voit
bien que l'allure générale de la trajectoire reste la méme, mais qu’il ya un racourcissement de
la trajectoire du deuxieme avion en fonction de la durée d’approche. Evidement que les deux

cas de 600s-630s et 600s-615s sont des cas théoriques, non réalisables pratiquement.
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Evolution des vitesses des deux avions, ts=60 s Evolution des vitesses des deux avions, ts=45 s
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Figure VI.8 — Evolution de la vitesse : Sépartaion durée approche (ts=60, ts=45, ts=30, ts=15)

La figure VI.8 montre I’évolution des vitesses des avions lorsque les durées d’approche des
deux avions sont respectivement de 600s-660s, 600s-645s, 600s-630s, 600s-615s. On voit bien
que 'allure générale de la vitesse reste la méme, mais qu’il ya un racourcissement de la vitesse
du deuxieme avion en fonction de la durée d’approche. Evidement que les deux cas de 600s-630s

et 600s-615s sont des cas théoriques, non réalisables pratiquement.
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3 Résultats, N=300, Point d’observation mobile
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Figure VI.9 — Evolution de ’Altitude, Vitesse, Poussée et Consommation du carburant des deux avions

Witesse (mfs)

La figure V1.9 montre I’évolution de l'altitude, la vitesse , la poussée et la consommation

de carburant par les avions dans un cas ou le nombre maximal de discrétisation est N= 300.
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Figure VI.10 — Evolution de la Portance, Trainée, Nombre de Mac et Manette des gazs des deux avions.

La figure VI.10 montre 1’évolution de la portance, la trainée , le nombre de mac et la manette

des gazs des deux avions dans un cas ou le nombre maximal de discrétisation est N= 300.
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Figure VI.11 — Evolution des principaux angles de vol des deux avions

La figure VI.11 montre I’évolution des principaux angles aérodynamiques des avions lorsque
le nombre maximal de discrétisation est N= 300.
Au niveau de I’évolution du bruit global, en calculant la valeur moyenne lorsque les durées

des avions en approche sont 600s-690s, 600s-660s et 600s-645s, on remarque que la moyenne du
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V1.4 Discussion des résultats des cas-tests

bruit global des deux avions varie respectivement de 74.9018 dB(A), 76.8085 dB(A) et 77.8231
dB(A). Cette légere augmentation du bruit global confirme le rapprochement des avions en
fonction de la durée d’approche. Signalons que les avions restent alignés et attérissent succes-

sivement sur une seule piste.

4 Discussion des résultats des cas-tests

Apres avoir comparé les différents résultats obtenus pour tous ces cas-tests, on remarque
que les résustats restent presque les mémes durant tout le processus d’optimisation, ce qui
confirme la stabilité de 'algorithme adopté. Seulement, plus la discrétisation est fine (N plus
grand), plus le programme est couteux en temps de calcul et en mémoire de stockage, ce qui
est normale car le nombre de paramémetres augmente avec N. Signalons tout de méme que
d’autres simulations numériques restent envisageables en fonction des criteres privillegiés ou de

la répartition des points d’observations.
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Conclusion générale et perspectives

Les recherches que nous avons menées au cours de cette these permettent de développer la
modélisation mathématique et la résolution d'un probleme de commande optimale d’un sys-
teme dynamique de deux avions commerciaux en approche, minimisant le bruit percu au sol

sous contrainte énergétique.

Deux techniques sont proposées pour la résolution de ce probleme. Il s’agit principalement de
la technique d’optimisation non-linéaire par une méthode directe et la technique d’optimisation

non-linéaire par une méthode indirecte centrée sur le principe de maximum de Pontryaguine.

Nous avons développé la modélisation mathématique des équations de la commande opti-
male d’un systeme dynamique de deux avions civils A300. Il s’agissait de revenir sur le modele
dynamique tridimensionnel exact de ce systeme, ’analyse de ces performances opérationnelles
et qualités de vol. La modélisation des efforts aérodynamiques, propulsifs et massiques d’un
avion commercial, constituent la base de la dynamique de vol de celui-ci. Ce probléme a été ré-
solu en utilisant une méthode de programmation séquentielle quadratique globalisée par régions
de confiance. Le critére a minimiser était le bruit global émis par les deux avions en approche.
Les résulats numériques trouvés sous la programmation AMPL et I'extraction des solutions par

KNITRO présentent des caracteristiques optimales.

Sous la méme démarche directe, le chapitre 4 vise la réduction des niveaux de bruit au sol
émis par deux avions attérisant successivement sur une piste. Les contraintes liées a la sécurité,
a la stabilité et aux performances de vol sont prises en compte. Une nouvelle contrainte énergé-
tique a été nouvellement introduite. Ce probleme type contrdle optimal non convexe est régi
par des équations différentielles ordinaires non linéaires. Une méthode directe sous un schéma

de discrétisation de Runge-Kutta d’odre 4 est utilisée dans la résolution de ce probleme. Les
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VI. Annexe 1 : Méthode indirecte et équations de I'algorithme SPRK4

processus numériques montrent qu’il y a deux trajectoires optimales conduisant a une réduction

des niveaux de bruit percus au sol et qui fournissent des caractéristiques de vol optimales.

Au chapitre 5, nous avons montré la résolution numérique du probleme de deux avions en
utilisant I'approche indirecte ou le principe de minimum de Pontryaguine est sollicité sous un
schéma de discrétisation de type Runge-Kutta partitionné symplectique d’ordre 4. Cela démon-
tre la bonne résolution du probleme d’autant plus que les résultats obtenus dans cette approche

confirment la commutation entre celle-ci et I'approche directe.

Au dernier chapitre, on montre plusieurs cas-tests. Ici nous varions la séparation temporelle
des avions, la discrétisation plus fine ainsi que 'observation mobile sous trace. Les résultats
obtenus prouvent une convergence de l’algorithme dans la recheche d’une solution optimale

locale.

Le modele dévéloppé dans cette these a été comparé aux autres modeles issus de la littérature
ainsi qu’aux expérimentations numériques déja effectuées dans le Laboratoire des Transports
et Environnement de PIFSTTAR. Les résultats montrent que les tendances entre notre modele
et la réalité se confirment. En toute évidence, l'intérét de notre modélisation par rapport aux
autres modeles issus de la littérature se fait remarquer par son caractére tridimensionnel exact

avec une variation de la masse des avions et un couplage acoustique tout au long du vol.

Les perceptives d’avenir de ce modele concernent la poursuite de la modélisation multi-
avions en incluant davantage le gestion du traffic aérien et la variation des avions sur une
plateforme aéroportuaire. Ce modele typiquement non-linéaire et non convexe conduirait a

I'utilisation d’autres méthodes comme les méthodes génétiques.
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'algorithme SPRK4

La mise en pratique de I'algorithme de Runge-Kutta partitionné symplectique pour le prob-

leme considéré donne les équations suivantes pour la dynamique de vol :

H:

PriCai + P2ilBai + Psibi + Pasthi + Psipi + peiVas + PriXa, + psiYe

+poiZa, + Proibi + Pr1idi + Praits + prsiti — pog — panioy — a;f)

_H12i(9i - 9if) - Hl?n’(wi - %‘f) - M14i(90¢ - %’f) - UlSi(Vai - V;u‘f)
—pi6i(Xa;, — Xaif) — tiri(Ya, — Yair) — si(Za, — Zaig) — toi(pi — pig)
—p10i(@ — i) — pA110(r; — 755) — pa12i (6, — 01 p) — p1130(0m; — Omiy)
_[1'1141'(6711- - 5m‘f) - M115i(5xi - 5m‘f) - M116i(mi - mif) + M21¢(Oéi - aif)
+pi92i (0 — Oip) + progi(i — Vip) + proai(wi — @ir) + po5i(Va, — Vaiy)

+pi06i (X, — Xaif) + pori (Yo, — Yair) + posi(Za, — Zaif) + paoi(pi — pif)
+p010i(@i — ip) + p211i(ri — 7if) + po12i(01, — O1,5) + 2138(8m; — Oimiy)
+11214i (0n; — Onif) + p215i(0z; — Ozif) + porei(my — myy)

(VL1)

Les équations du coétat sont les suivantes :

pri =

—[P1iai,an: + P2iBuisaes T P3iie: + Paithians + PsiPiae: + P6i Vaiaa: + P1iXGirran
+p8iYG’i,am + pgiZGi,aai + P10iPiag; T P11iGian; T P12iT4500; T P13M%00; — P09ag;
=120 00 — H13iVia0; — M14iPiiaa; — H15iVagoa — H16iX G0 — 17 Y G o

— 18I 2 Gy 00 — H19iPiae; — M110i%i0n; — HA1195 0, — 116,00, + Ho21i
H1192i0; 00y + 1023 WVi 005 T 1248 Piscns T 1251 Vas,aws T 126X Graas T 127 Y Gy s

1098 26y 0 F 1029 Pi00; F 10210iTi,00; + 1211075 0, + H216i1M0 0,
(VI.2)
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D2 =

—[P1iCtai o + P2ilBaifu; + P3i0ipa; + Paithi pus + P5iPi5as + P6iVaiifas + P1iX G s
+D8: Y bur F D9iZGy s + P10iDi s + P11iGi s + P126T5 s + P13 g0 — P0G
—112i% 8 — 113805 Ba; — M14iP5,B0; — H15i Vi fai — H16iX Gy, Ba; — 171 Y Gy Bas
—H18i 4G, fa; — H19iDi oy — H110i0i,8,; — PALLITs 5,0 — p116iMi g, + 21iCai o,
+hi22i0;i g,; + 12305 .y T 124800 uy T H25iVai Bas T H26iX Gy Bas T 1276 Y Gy Bas
1128 2 G, oy T+ H29iDi,Ba; + 210100, + H211075 5, + f2160M 5,

(VL3)

P3i = —[P1iCaig, + p2i6ai,0i + p3iéi,0i + p4z’¢i,9i + P5i0ie; + Pﬁi%i,ei + p?iXGi,Hi

Dai =

Dsi =

174

+p8iYGi,0i + p9iZGi,0i + Proilio; + P11idi0; + P12i74,6, + P13:M%.0, — PoYs;
—M12191,9i - ,u13i1/}i,0i — M14iPi0; — ,u15z'Vai,0i - MlGiXGi,Bi - Ml?iYGi,Hi - NlSiZGi,Gi
—[19iPi0;, — M110iGi,0, — 111050, — H116iM00, + H21i0i0; + Ho2i + [23ii 0,
Fp24ipi.0, + 1251 Va0, + h26i Xy 0, + Mot Y0, T HosiZa, 0, + H20iDi 0,

+1210i¢i,0, + p211ir; o, + /~L216imi,0i]
(VI.4)

—[priCrain, + p2i6ai,wi + pSiéi,wi + p4i¢i,1/}¢ + P5iPip, + pGiVai,wi + p?iXGi,wi
+D8: Y0 + P9iZG 0 + P10 + Priidigs + Proiti e + D13it g — Do
_M12i9i,wi - N13i¢i,wi — H14iPiap; — /L157;Vai,¢i - MlGiXGi,wi - M17¢YGZ-,¢Z-

— 8 LG py — M19iPiwy; — H110ii; — HA119r; 0 — p116iM 0, + H21iQai
19205+ H23i + 24 Pip; + 125i Vg, T H26i X Gy T+ H27i Yy 1 H28i 26y b
+20iDip; + 1210, + P21107;5 4, + Ho16iM 1)

(VL5)

—[P1i6ai e, + inBaLgai + pSiéi,w + p4i¢i,<pi + D5iPip; T pGiVaz’,gpi + p?iXGi,%-
+p8iYG,‘,<pi + inZGi,wi + P10iDiyp; + P11iliyp; + P12iT%0; + P13iMi,0; — PoYe;
—12i0i 00 — 113iVip; — H14iPi; — M15iVaie: — H16iXGiyp; — H17iY Gy
_,UlsiZG’i,gai = H19iPip; — H110i%i,p; — Mllliﬁ',% — 116, T H21iai,p;
1122105 0 F 12310505 F [24i + [125i Vay o + 1026i X Grps T 1271 Y Grps T 14281 2 Gy
+20iDips + 1210iipy + 211075 o, + fo16iM g, ]

(VL6)



Dei =

pri =

Psi =

Poi =

—[p1icaiy,, + p2i6ai,Vai + pSiéi,Vai + p4i¢i,vai + psibiv,; + pGi"/;w‘,Vai + p?z‘XGi,Vai
108 Ya, Vs + P0i 26, a: + D10iDivis + Pr1idivi; + Praitivi, + P1zitiv,, — Pogvi,
—p2ibi v, — 1130 v, — H14iPi Ve — M5 Vai Ve — 161 X6V — H17iY Gy Vs

— I8 LGy Vg — H19iPi Vi — 11065V, — HL1119r; v, — pieimi v, + H21iQai v,
F122i0; v, 123000 v, T 24800V T Hasi T H26i X G Ve, T oY G v, T+ H2siZa Vs

+129iPi v, + H210iGi v, + p211ir; v+ po1eimiv,,]
(VL7)

—[p1ieai x g + inBai,XGi + p3i9i,XGi + p4i¢i,xci + DP5iPi xe + p6i%i,XGi + p?iXGi,XGi
+08iYan X + P9iZG, xe + Pr0iDiXe; + P11idi Xe: + Praiti Xe; + P13ifii xe; — PogXe
_,u12i0i,XGi - leﬂﬂi,Xci — H14iPi, X — ,U15i‘/;1i,XGi - ,UlﬁiXGi,XGi - Ml?z’YGi,Xci

— I8 LGy X — M19iPi, X e — M110i%5, X — P11 x 0 — Ha16iMi X + H21iQai, X o
F22i0i x 0 + H23iWi X T H24iPi Xy T+ H25iVay X o T Moei + MYy Xer T HosiZay, X

+1029iDi, X T 121005, X + 121105 x 0y F o160 X ;)
(VL8)

—[P1iCuaiyy; + inBai,YGi + pBiéi,YGi + p4i¢i,YGi + P5iiye; T pGiVai,YGi + p?iXGi,YGi
108 Ya vo: + PoiZas e, + Proibive: + Priidive; + Praitive; + P13 ve; — Dogve:
—t12i% vg, — 13i0ive, — H14iPiYer — M5iVas Yo, — H16iXGiYe: — M7 Y6y Ve

— I8 LG Y — M9iDiYe: — H110iGi,ve;, — M7 v, — Ha16imi vg, + H21i0ai e,
F22i0i v, + 1as3iti ve, + 1245 Pive; T 125 Vai Yer T H26iXGa e T Mot + 128i 26y Yo

+120iDi v + H210iGi v + #211415 v, + fo16iM v, ]
(VL.9)

—[Pr1iCuai,ze; + p2i5ai,ZGi + p3iéi,ZGi =+ pu%,zai + P5ii,zg; + pﬁz‘vm,zm + p?iXGi,ZGi
+p8iYG’i,ZGi + inZGi,ZGi + P10iPi, Ze; T P11ili,Ze; + P12iT6, 26, T P13, 76 — P09Ze
—12i0i z6; — 1130 26 — M14iPi,Ze — M15iVai, Zgs — M16iXGi,Zai — H17iY Gy 2
—M8iZ Gy, Zar — M9iliZg; — M110ii,2c; — PA11ir; 700 — piieimi, zg, + Ho1iCai, zg,
F122i0i 20 + 123:0i 2 124803z T 1251 Vay Zan T 126 X Ga Zes T H27i Y Gi Zes T H2gi

F129iDi Zei F 1210iGi, 2 + 121105 7. + Ho16iM 2]
(VL10)
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VI. Annexe 1 : Méthode indirecte et équations de I'algorithme SPRK4

plOi

P11i

p12i

plSi =
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—[P1iGuaip; + p?i/gai,pi + pSiéi,pi + p4i@/}i,pi + D5iPip; + pGiVaz‘,pi + p7iXGi,pi
+psiYG,p; + D9iZGyp + Pr0iPips + P11idips + Pr2itip + P13ifitip, — Doy,
—p2ibip; — 13i%ip; — M14iPip; — H15iVaspi — H16iXGips — H17iY Gy s
—M18i 2 Gy pi — M19iPip; — M110iGip; — HI11075 5, — p116iM0 p; + h21iQlai p,
+p22i0; p; + 123:%i p; T MoaiPip; + HosiVayp, T Ho6i XGip: T H21Y Gy p; T Hosi L6, p;
+hi29i + H210iGip; + P21LiT5p, + P16 p,)
(VI.11)

—[PriCtaig + P2iBuig + P3ibig + Paithig; + DsiPig + PeiVaias + PriXcna
+D8: Y0 + PoiZcig + Proibig; + Piiidig + Pr2itig + Pi3ititig, — Poda,
_,u12i0i,qi - H13i¢i,qi — M14iPi,q; — ,Ulf)i‘/;zi,qi - ,U16iXGi,qi - Ml?iYGi,qi
_NISiZGi,qi — H19iPi,q; — M110i9,q; — ,U/llliri,qi — M116iMi,q; T H21iQai g
F192i0; g, + 1123105 g, + 124iPi.q; + 10251 Vay g0 T 126i X Gy g T 127 Y Girgr T+ 28i £ Gy g
+h29iDig, + fo10i + 1211475 6, 4 fo16iM ;)
(VL.12)

—[P1iCqir; + p?iﬁai,ri + pSiéi,ri + p4¢¢i,ri + P5iPig; + PﬁiVai,n + p?iXGi,ri
+p8iYGi,ri + inZGi,ri + P10iPiyr; + P11iGi; + P12iTi; + P13iMr, — DoGr
—12i0; r; — H13iWVir; — 148 — H15i Vagr — H16iXG5 s — P17 Y Gy
_#18iZG’i,ri — M19iPir; — M110iir; — HA110r5 00 — p116iMG ey + H21i Qi rg
22§80 vy + H23i0i r, + H24iPir + H25i Vag o + H26iX G T HoniYa,
1128 Z Gy ey + H20iPir, + H210iG0r, + H211E 4 fi2160m 0,

(VL.13)

—[P1ieaim, + P2i5ai,mi + p3i9i,mi + p4i¢i,mi + P5iPim; + pGiVai,m + p?iXGi,mi
+p8i Y, mi + P9iZcym; + P10iDim; + P11idim; + P12iTim; + P13iMim; — PoGm,

_,u12i9i,ml- - M13i¢i,mi — H14iPim; — ﬂ15i%i7mi - HlGiXG’i,mi - Nl?z’YGi,mi

—18i 2 G m; — M19iPim; — H110iGim; — L1175 s — H116iM0% m; + 215 Cai,m,

(VL.14)

+122i0im; + 12305 m; + H24iPim; + 25i Vagmi + Ho6i Xayme T Heri Y m;
198 L6y mi + 129iDiim; + 1210iGim; + 1211075 1, + f12161]



Hs,, = —[p1ituis,, + inBai,sz- +p3i6)i,6m +p4i¢i,5m‘ + Ps5iis,. + pGi%iﬁm
+07i XG5, T P8iYGy 60 T+ D9iZGy 5, + P10iPisy; + P11iGis,: T P12iTi,6,;
+p13itivis,; — PoYs,.) =0

H;,. = —[p1icais, + Pmﬂm,éli =+ pSiéi,éli + P4i¢¢,5“ + D5iPis; + pme’,a”
+p7iXGi,6li + pSiYGi,éli + inZGi,éli + P10iDis,; + P11iGis,; + P12iTie,
+p13itiis, — Pogs,] = 0
(VL15)
H; , = —[pucais,, + p2i6ai,5mi + pSiéi,émi + p4z’¢i,émi + D5iPiomi T p6z'Vai,6m
D7 X G 5 D31 Y 16 + D9 2G5 + P10iDisbs + P11iisbs + D120 1,50
+P13i1M,6, — P0G6,:) = 0

Hs, = —[pidais,, + p2i6ai,6ni + pi’n'éi,ém- + p4i¢i,5m~ + D5i0i s, T p6’iVai,6m

+p7i XG50+ P8iYG16, + PoiZa, s, + Pr0iPis,, + Pr1idis,,
+p12iTis,; + D13iMis,, — Pods,;] =0
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