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Introduction

Les pages qui suivent présentent les travaux que j’ai effectués depuis le début de mes recherches en 1995.
Ils ont été menés d’abord au laboratoire d’Analyse Non Linéaire Appliquée de I’Université de Toulon
et du Var pendant ma these de 1995 a 1997, puis au département de Mathématiques de I’Université
de Perpignan de 1997 a 2011, et enfin au Laboratoire de Mécanique et de Génie Civil de I'Université
Montpellier 2.

Le cadre de ma recherche est I’analyse asymptotique d’équations différentielles a coefficients fortement
oscillants (1””homogénéisation”). J’ai d’abord étudié des équations scalaires [1], [4], [6], ensuite, je me suis
intéressé aux équations de 1’élasticité linéaire [3], [5], ce qui m’a permis de mettre en évidence des effets
de torsion dans les composites élastiques de fibres a fort contraste [7], et m’a amené & introduire une
nouvelle notion de capacité adaptée a I’élasticité [§]. Plus récemment, j’ai étendu cette notion & un cadre
non linéaire [15], [T9] et me suis intéressé aux cas non périodique [9] et aléatoire [I8].

Ce mémoire comporte 3 chapitres. La présentation de chaque chapitre suit ’ordre chronologique inverse
en commencant par les résultats obtenus en élasticité. Le cas scalaire s’en déduit aisément.

Les deux premiers chapitres s’intéressent au cas ou certains des coefficients des équations considérées
prennent de tres grandes valeurs sur des inclusions de mesure de Lebesgue tres petite. On parle alors de
”problemes capacitaires” car les équations limites dépendent de la densité de ces inclusions relativement a
une certaine capacité. Le premier chapitre traite le cas de structures granulaires et le second de structures
fibrées. Sur ce sujet, les publications sont dans l'ordre chronologique [10], [, [12], [13], [4], [5], [6], [14],
[8] (auxquelles s’ajoutent les preprints [9], [15], [19], [18]).

Le troisieme chapitre porte sur le cas ou certains coefficients prennent des valeurs tres petites sur des
parties de mesure de Lebesgue d’ordre 1. Les publications associées & ce chapitre sont [11], [3], [4], [1].
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Chapitre 1

Problemes capacitaires pour des
composites comportant des
inclusions granulaires.

L’étude des composites comportant a des traces de matériaux aux propriétés extrémes a attiré 'at-
tention de plusieurs auteurs au cours des dernieres années [I], [5], [36], [40], [41], [42], [58], [66]. Le point
commun de ces divers travaux réside dans ’apparition d’une concentration d’énergie dans une petite zone
entourant les matériaux forts. Un phénomene similaire se produit lorsque I'on considere des probléemes de
Dirichlet dans des ouverts variables [25], [28], [44], [47],[49], [51], [52], [53]. Cette contribution addition-
nelle est caractérisée par une densité locale des perturbations géométriques en fonction d’une capacité
appropriée dépendant du type des équations.

Ce chapitre présente essentiellement les résultats de [8] annoncés dans [I4]. La section traite
des résultats établis dans [6]. Nous introduisons une notion de capacité liée & 1'élasticité qui s’aveére
étre utile pour 'analyse des concentrations d’énergie élastique causées par les déplacements rigides de
certaines parties infinitésimales d’un composite élastique en dimension 2 ou 3. En guise d’application, nous
étudions le comportement d’un probleme aux limites décrivant les vibrations d’un composite élastique.
Plus précisément, nous analysons un milieu bi-phasique dans lequel un ensemble de particules tres lourdes
et tres rigides est plongé dans une matrice moins rigide. Ce travail se situe dans le contexte de 1’élasticité
linéaire.

1.1 Une notion de capacité liée a I’élasticité.

Dans Vesprit de Villaggio [99], nous introduisons dans [§] une notion de capacité qui caractérise
I’énergie élastique associée au déplacement d’un corps rigide T plongé dans un espace élastique V. Plus
précisément, nous considérons la famille (c3((v,w); T;V))(ww)e(r3)> définie par

cs3((v,w); T; V)= inf{/vaoe(zp) ce()dr, € Hy(V;R?),
(1.1.1)

PY=v+

di;jnTw A (x —zr) dans T},
ol a représente le tenseur d’élasticité du milieu et zr est le barycentre de T. Nous notons Cap,(T; V)
la matrice 6 x 6 symétrique semi-définie positive associée a la forme quadratique (v,w) — c3((v,w); T;V)
dans la base canonique. En dimension 2 on définit de fagon analogue une matrice 3 x 3 symétrique
semi-définie positive Cap,(T; V).

La nouveauté de cette notion, comparée a ce que 'on peut trouver sur le sujet dans la littérature,
(voir[28], [53], [B9], [7€]), est que la restriction & T des minimiseurs de ([1.1.1]) est un torseur et non une
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constante. Ce choix est suggéré par les petites valeurs vraisemblablement prises par le gradient symétrisé
du déplacement dans les parties du corps dans lesquelles les coefficients d’élasticité sont élevés. L’objectif
sous-jacent de cet outil est de décrire, dans le contexte de ’homogénéisation, les concentrations d’énergies
élastiques provoquées par les déplacements rigides de certains constituants microscopiques du composite.
La présence du parametre ﬁ dans permet d’assurer que, étant donnés w # 0 et une suite
(T},) de domaines de diametre tendant vers 0, la norme sur 07,, des minimiseurs de (|1.1.1]) soit bornée et
ne converge pas uniformément vers 0. Comme l'illustre ’application développée ci-dessous, cette mise a
I’échelle s’avere appropriée pour I’étude de composites élastiques comprenant de petites particules dures
homothétiques & un domaine fixe de RY donné (voir la remarque (iv)).

Dans ce qui suit, ag représente un tenseur d’ordre 4 sur RN vérifiant

(@0)ijien = (@0)jikh = (@0)kni;  V(i,j,k,h) € {1,..., N},
aoM : M > c|[M|*> YM cSY, (c>0).
Etant donné un ouvert V de RV et un sous-ensemble ouvert connexe borné 7' de V tel que T C V,le

symbole Cap, (T; V) représente, si N = 3, la matrice 6 x 6 symétrique semi-définie positive associée a
la forme quadratique définie par

€= (‘;) ER*xR®  — infP3(T;V;€)  (=&.Capy(T;V)E),
(1.1.2)

diame A (z —z7) dans T} ,

Por:vie): it av(p#), i) =a+t

YeH} (V;R3)

ol &7 :=xdx et ay est la forme bilinéaire sur Hj(V;R?) donnée par

av(b9)i= [ ane(®):elg)da.

v
Si N = 2, Cap,(T;V) représente la matrice 3 x 3 symétrique semi-définie positive associée & la forme
quadratique

£ = (Z) ER*XR — infPy(T;V;€) (= €.Cap,(T; V)E),
(1.1.3)

diafnT bes A (¢ — zr) dans T}.
Lorsque 'on étudie ’équation de la chaleur, la méme approche conduit & la forme quadratique a € R —
capy (T;V)a?, ou capy est la capacité harmonique.

Les lemmes suivants permettent ’analyse du comportement de ’application Cap,; vis a vis de certaines
petites parties de RY. Dans la suite, 7 désigne un ouvert connexe borné lipschitzien de R et V un
ouvert de RY contenant T.

Lemme 1.1.1. Les problémes et admettent des suites minimisantes dans D(V; RY).

Le lemme suivant marque la différence fondamentale entre Cap, et Capy : le probleme de minimisation
Po(T;V;€) nest pas atteint en général lorsque V' n’est pas borné (voir la remarque (ii)), alors que
1.1.2)

T vi): it fav@.9), wix)=a+t

1/)€H(%(V;R2)

P3(T; V;€)lest toujours, & partir du moment olt I'on remplace Hg(V;R3) dans par ’espace de
Banach Ko(V;R3) défini par

1 1

=~ el 6 2
Ro(Vi®®) s= DIV ™, Wl o= ([ wiae) " + ([ 1vwpPas)

v v
ou D(V; R?’)l'IKO est la fermeture de D(V; R?) par rapport & la norme |.|f,. L’espace Ko(V;RR?) coincide
avec H} (V;R3) si V est borné, et peut le contenir strictement dans le cas contraire. Cette différence de
comportement entre Cap, et Cap; vient en particulier du fait que I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev

N N
[rar<c [ [9ipde vie W ®S) = o p< ),
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n’est pas vérifiée lorsque p = N = 2.

Lemme 1.1.2. (i) Supposons N = 3, et soit £ := (Z) € R3 x R3. Alors le probléme

thKloI%V;W) diamT

Pr,(T;V;€) : inf {av(zp,zp), Y(x)=a+bA (@ —zr)x € T} (1.1.4)

admet une unique solution, la matrice Caps(T; V') est définie positive, et
§.Cap;(T; V)€ = inf P3(T5V;€) = min P, (T3 V;§).

a) € R? x R. Alors le

(ii) Supposons que N = 2, et que V soit borné dans une direction. Soit € := <b

probleme admet une unique solution.

Le lemme suivant établit que, pour la relation d’ordre sur SM définie par

A<B, si &£A£<EBE VEcRM,

Papplication (T, V) — Capy(T;V) est décroissante par rapport & V et la matrice N X N supérieure
gauche de Cap  (T;V) est croissante par rapport a T'. Cependant 'application Capy (7T; V') n’est vrai-
semblablement pas croissante par rapport & (voir la remarque m (1)).

Lemme 1.1.3. (i) Soient Vi et Va be deux ouverts de RN tels que T C Vy C V. Alors
Cap y(T; V1) > Capy (T; Va).

(i) Soient Ty et Ty deux ouverts connexes bornés de RY tels que T; C Ty C V. Alors

(g) -Capy (T1;V) (g) < (g) Capy (12;V) (g) Va € RY. (1.1.5)

Dans le lemme suivant, nous étudions la continuité de Cap (T, V') par rapport a V.

Lemme 1.1.4. Soit (V;,) une suite croissante d’ouverts de RN telle que T C V; et UZE’} V,=V.
(i) On a

L Capy(T;Vy) = Capy (T V).
(i) Supposons que N = 3 et soit ¥, la solution de Pg,(T;Vp;€) (voir ) prolongée a V' en posant
,, = 0 dans V\V,,. Alors (,,) converge fortement dans Ko(V; R3) vers l'unique solution de Pk, (T;V;€).
(iii) Supposons que N = 2 et que V soit borné dans une direction, et soit 1, la solution de Pa(T;Vy;E)
(voir )) prolongée a V de la méme fagon. Alors (,,) converge fortement dans Hg(V;R?)vers
lunique solution de Po(T;V;€).

Les propriétés énoncées ci-dessous se déduisent facilement du lemme [T:.1.4]et de la formule de changement
de variables.

Lemme 1.1.5. On a, pour tout A > 0
1
Capy(\T;V) = AN "2Capy (T; XV) si AT CV,

1
lim Cap y <T; XV) = Capy(T;RY)  si 0ecV.

Dans les deux lemmes suivants, nous étudions le comportement asymptotique de Capy(r.T; R.B),
lorsque (1) et (R.) sont deux suites bornées de réels positifs telles que 7. << R.. Le cas N = 3 est
le plus direct :
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Lemme 1.1.6. Supposons que N = 3, soit T un ouvert connexe borné lipschitzien de R? tel que B C T,
et soient (o) et (R.) deux suites de réels positifs telles que r. << R. < C' < +o0. Alors

lim 7Caps(TaT R.B) = Cap;(T;R?). (1.1.6)
E—
De plus, si

aoM = \gtr(M)Ix +2puoM  YM € SV, g >0, 3\g + 20 > 0, (1.1.7)
alors 12 0 o)

+2uo) (Is 0 0 0
B;R%) = —=H0LA0 ( 3 ) ( ) 1.1.
Cap;(B;R”) (20 + 50) 0 0 —+ 8m o 0 I (1.1.8)

Remarque 1.1.1. Sous ’hypothése , les solution 0?) et ng ?) des problemes de Dirichlet pour la
sphére €lastique isotrope homogéne creuse P3(r.B; R. B; (ep,0)) et P3(r.B; R.B; (0,e,))) furent déterminées
par Thomson dans [98] en utilisant la méthode développée par [67)]. Elles sont données par (voir [72,
8.5.30, 8.5.33]) :

67 (2) = ac(|z|)e, + B: |22y + we (l2|)2,

2 3 (1.1.9)
) __ T RZ _
) (z) = "3 (|z|3 1) ep \ T,
ou
e rgR a rd — R3 2R2 4 rZ-RZ 5\ 1
o) = () e (R - )
reR.a ( rd — R82 5 T?—Rg 5)( 3)
5 : R R
= gy i r e ) s
reR. 10\r2—R2(r2-R2r.R. 12-R:
we(r)i=———|—— — +re],
30:(re — Re) 3/ r2—R3\r.—R. r re — R,
les constantes 0., a, b étant définies par
10 TERE( ? RQ) 2 )\0 + 4[140 2 2)\0 + 5/10
0 :=ab— — =, a=o————, bi=_—— .
9 (re — R.)(r2 — R2) 3 Ao+ o 3 Ao+ o

En calculant Caps(r-B; R.B) a partir de et en passant a la limite quand € — 0, compte tenu

de on retrouve . On vérifie en passant que @, € {0(’7),179)} satisfait des inégalités du type
Iwg(w)l <08, V()] < Cr

||’
Le cas N = 2 est nettement plus compliqué :

Lemme 1.1.7. Sous [’hypothese , pour tout ouvert borné lipschitzien T de R? tel que B C T et
tout couple ((re), (Re)) de suites de réels positifs telles que 1. << R, < C < 400, on a

glgy log re|(Capy(reT; ReB))ap= (M2)ap Vo€ {1,2},
_ , , (1.1.10)
iu% Cap,(r.T; R. B) = Cap,(T;R?) = (Cap,(T;R?))33€e3 ® es,

(Capy(T;R?))33 >0, |(Capy(r-T; R.B))as| < Vae {1,2}.

C
V |log re|

Cap,(B;R?) = 4mppes @ es.

De plus,

Combinant les deux lemmes précédants avec le lemme on déduit
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Lemme 1.1.8. Soit Q un ouvert borné de RN tel que 0 € Q. Supposons si N = 2. Alors les
inégalités obtenues en substituant Q ¢ R.B dans (1.1.6) et (1.1.10) sont satisfaites. En particulier, posant
Cne(T) := xCapy(r-T;9Q), on a, si 0 < 7N < oo (voir 41.2.%)}

lim Cs. (T) = *?) Capy (T R),
E—

hm(CQE(T))Otﬁ = 7(272) (M2)0657 aaﬁ € {172}7

e—0

C
lim(C:(T))33 = (Capy(T;R?))33> 0, (Coe(T))as < ———e,
lim(C2c (T'))33 = (Capa( )33 (C2:(T))as < Toar

ot My est donné par (1.1.10).

Remarque 1.1.2. (i) L’application (T,V) — Capy(T;V) n’est pas croissante par rapport a T,
comme Uillustre I'exemple suivant : supposons que N = 3 et posons T, := BUC:, ot C, := (¢Bgz) x (-2, 2)
(voir fig.1). Alors, du fait de la présence du paramétre ﬁ dans , il est facile de prouver que

lim, g (eog) .Cap;(T.;R3) (eo?) — %<eo3) .Cap;(B;R?) (603), bien que B C T.. Ainsi, étant donné

Fic. 1.1 -

N(N+1)

£ e Rm =, Uapplication T — £.Capy (T; V)€ n'est pas la restriction d’une capacité de Choquet aux

) . . . a
parties ouvertes connexes relativement compactes de V', a moins que & = (

0

(voir ), et Uapplication T — Capy(T;V), définie sur les parties ouvertes connezes relativement
compactes de V, ne peut vraisembleblement pas étre prolongée a 2V .

(ii) Sia € R?\ {0}, alors le probléme de minimisation Ps (T; RZ; <g>) (see (1.1.5)) n'est pas atteint. En

effet, sip € HE(R?;R?) est un minimum, alors d’apres Uinégalité de Korn dans H} (R?;R?) et la seconde
ligne de ,on a |V1/)\2LQ(R2;R2) < Cagz2(,%) = €.Cap,(T;R?)E = 0, donc ¥ = 0, ce qui contredit
le fait que ¥ = a dans T'. Cette absence de solution est similaire au paradoze de Stokes en mécanique des
fluides [95].

) pour un certain a € RV

1.2 Applications a I’homogénéisation

Soient et T' deux domaines bornés lipschitziens de RY. étant donnée une suite (r.) telle que r. << ¢,
on pose (voir fig. 2)

T, = UT,?E; T =ci+r.T; I := {iEZN, Y CQ};
et LN (1.2.1)
Vi vy ve= (-1 0)
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Fic. 1.2 —

On considere le probleme d’élasto-dynamique

Pue 4 0
Pe— — divee = p-f dans x (0,7T),
1
0. =ace(u:), e(u)= §(Vue +V7Tu,),

u. € C([0,t1]; HE(Q,RN)) nC([0,41]; L2 (Q,RY)), (1.2.2)

ou,
i ) =eo

(bo,co) € (C(BRY) N Hy (B RY)) x C(BRY),  f € C(x(0,T);RY).

Ue (0) = b(),

Le tenseur d’élasticité a. et la masse volumique p.(z) sont supposés prendre éventuellement de grandes
valeurs dans T et des valeurs constantes dans la matrice Q \ T;_. Plus précisément, on suppose que

N
pg(:v):p<y€(x)> ; sizel,,
re /el (1.2.3)
pe(x) =po >0 sixz e Q\T,,, -
peC(T), ply)>c>0 VyeT,
ol
ye(z) = > lys(x) (@ —=i),
i€ZN
et que
(aa)ijkh == (ae)jikh == (ae)khij V(Za.]ak7h) S {1a "'aN}47
a.(x)M : M > d_(x)[M]* VM €SV, vz e Q, de(x) >d>0Vr e, (1.2.4)
a.(z) =ag dans Q\7T,_, lir% e =400 si N =3, Ce 1= ir%f d.(x).
E— fASH A

On suppose aussi que le matériau constituant la matrice est isotrope, c’est & dire que aq satisfait (1.1.7)
(voir la remarque m (v)). Le scalaire p, les vecteurs yr, yg et la matrice N x N symétrique J* définie
par

ﬁ:=][ pdy, yr ::][ydy, Y ::][ pydy,
T T T

g = —][ p(y —yr)ily —yr);dy si i#j, Jf ::Z][pl(y —yr);|*dy,
T —.JT
J#i
caractérisent respectivement la masse volumique effective moyenne, le barycentre, le centre de gravité et
la matrice d’inertie de la particule remise a 1’échelle. On suppose que

(1.2.5)

T de classe C® si N = 3, / ace(by) : e(by)dr < C' < +o0, (1.2.6)
Q
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et, sans restreindre la généralité, que

BcCT.
Notant u. la solution du probleme (1.2.2)), on introduit les suites auxiliaires (w.) et (U.) définies par

we(z,t) ::Z (c(N)dia;nT][aBi (yE—(S) /\ue(s,t)> dHN_l(s)> Lly:(x),

el h (1.2.7)
{)a(mvt) = Z <][aBi ua(sat)dHN_l<S>> 1Y5i (l‘) —(;)a(l‘,t) NYT,

i€l

ou ¢(2) =1, ¢(3) = 2 et B’ est obtenu en substituant B par T dans (1.2.1)). Le champ 9. + ——2=@. A
2 Te diamT

(ysr—(:) — yT> coincide dans chaque cellule Y avec la meilleure approximation de u. dans 'espace des

1
déplacements rigides relativement a la semi-norme ( /. 5B .\2 dHN _1) *. Nous montrons que le probleme

limite dépend du parametre (%) défini par

22 ._ 1 (23) . Te

2N = lim 42N e [0 — — 1.2.8
Y 61_1%’75 [ 7+OO]7 Ve €2| IOg’I‘E‘ ) Ve 3 ( )

Si 0 < v(3N) < 400, nous prouvons que (ue,?.,w.) converge, dans le sens précisé ci-dessous, vers la
solution (u,v,w) du probléeme donné, si N = 3, par

0%u .
v div(ape(u)) =
_ v 2 w  _
p0f+p<f_8t2_dianﬂ“8t2/\p(yc_yip)> dans Q2% (0,7,
> ﬁvjﬁumﬁ(yc —yr)
082 \ (qamr)” I+ g PWe —yr) Av (1.2.9)
_ of _(2.3) .3 (U - U) o
= <ﬁ(yc Zur) A f) %% Cap,(T; R?) w dans Qx (0,7,
(w0, w) € (L0, t1; HY (% R?) x L(0,t1; LA(2 R?))?)
N (CH([0, 1] L2 (% RY)))”,
ou v ow
w(©) =0(0) by, 20) = P0) =, w(0) = Zi0) =0,
et, si N =2, par
w=0 dans Qx(0,7),
d%u . _ 0w
o — div(age(u)) = pof +7(f - ) dans 9% (0,T),
p@ =5f —v2P My (v — u) dans Qx(0,7)
ot? Y (1.2.10)

(w,0) € (L™(0, 115 H (@ R?) x L™(0, 115 L* (% R?)))
N (CH([0,1]; L3 (Q: R?))),

ou ov (0) = o,

V=

u(0) = v(0) = by,

ou M, est défini par (1.1.10)).

Théoréme 1.2.1. [§] Supposons (1.1.7), (1.2.9)-(1.2.6), et 0 < v*>N) < 4o00. Soient u. la solution
de et e, w. définis par (1.2.7). Alors (u) converge étoile-faiblement dans L>(0,¢1; Hj (€ RY)) et
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fortement dans L>=(0,t1; L>(Q; RN)) versu et (v.,@.) converge étoile-faiblement dans (L>(0,t1; L*(; RY)))?
vers (v,w). Si N = 3, (u,v,w) est l'unique solution de . Si N =2, alorsw =0 et (u,v) est l'unique
solution de (1.2.10)).

Remarque 1.2.1. (i) Les conclusions du théoréme peuvent s’étendre aux cas yn € {0,400} :
- S8iy3EN) = 400 et si

r?P<<e® si N=3 et r.<<e?® s N=2

alors u. converge étoile-faiblement dans L>(0,ty; H3 (;RYN)) et fortement dans L°°(0,t1; L2(Q;RY))
vers la solution de

2
(po +ﬁ)a—: —div(age(u)) = (po +0)f dans  Qx(0,T),
5 (1.2.11)
u € L°(0,t1; Hi (Q;RY)) n CH([0, t1]; L2 (4 RY)), u(0) = b, a—’t‘(o) =¢p.

Dans ce cas, les suites (V.) et (@.) convergent fortement dans (L>(0,t1; L2(€;RN)))? respectivement
versu et 0.

-Si vN) =0, alors u. converge étoile-faiblement dans L>(0,t1; Hi(Q;RY)) et fortement dans
L>(0,t1; L2(;RY)) wers la solution de

0%u

PogE div(ape(u)) = pof dans  Qx(0,T),
u € L0, t1; Hy (;RY)) 0 CH([0, t4]; L2 (% RY)), u(0) = bo, %(o) = co.

(ii) (Effets de mémoire). Supposons pour simplifier que N =3, T = B, 0 < 4?3 < 400, et que p soit

constante (i.e. p = p). Alors d’aprés on ayg = yr = 0. On déduit de et de la seconde
équation de que

o2 o
Jpa—t‘; + 8oy *Pw =0, dans Qx(0,T), w(0) = 8—(;)(0) =0,
donc w =0 et v satisfait
0% v
Pom +1* X —u) =pf dans Qx(0,T), v(0) =bo, —-(0)=c, (1.2.12)
\ 127‘(’,&0()\0 + 2/10) 7(273)
ou (cf. (1.1.8 = . Posant § := , on trouve
(cf ) x (2A0 + 5p0) X
“sing(t — in 5t
'v(x,t):/ w (f(z,7)+0%u(z, 7)) dr + co() SH:; + bo () cos dt. (1.2.13)
0
En soustrayant a la premiére équation de (1.2.9), on obtient
Pu 23y ) =
PO 5 div(age(u)) — v x(v —u) = pof. (1.2.14)

Apres substitution de dans , on déduit que u satisfait I’équation
0u ¢
POGz div(ape(u)) + po? (u - 6/ sin(6(t — T))U(T)d’]’)
0
t
=pof + 55/ sin(8(t — 7)) f(7)dr + pdeo(x) sin(6t) + p0%bo(z) cos(6t),
0

ot le terme de mémoire "—po> f(f sin(6(t — 7))u(r)dr” apparait.

16



(iii) L’énergie mécanique totale emmagasinée dans le composite d l'instant T est donnée par

ou |

1
o) =5 [ m|5| ()
1 v 2 dw 2
7| ot =5 Ny - dady + @ .
" 7] Jour” |0t t ST o W —yr)| (n)dudy + 2(u,v,w)

ou, st N =3,
1
D v.0) 1= | / ase(u) : efu)(7)dz
Q

* %7(2’3) /Q <v N u) .Caps (T R%) (v N u) (7)da, 1:249)

w

et, si N = 2,

1 1
D(u,v,w):= §/ane(u) ce(u)dr + 57(2’2)/9(1) —u).My(w—u)dr si w=0,

b (u,v,w):= +00 sinon.

(1.2.16)

Le second terme de ® représente la concentration d’énergie élastique autour des particules générée par la
différence entre les déplacements effectifs dans les particules et dans la matrice.

(iv) Le choizx du paramétre ﬁ dans peut se révéler inapproprié si les particules ont une forme
plus compliquée. Par exemple, dans le cas d’un ensemble T. constitué de particules allongées en forme
d’aiguilles paralléles a l'un des axes de coordonnées, il convient de considérer plutot la variante de Caps

déduite de en remplacant la condition de Dirichlet sur T par

2
P=a+ i:zl;z diam P (T) bie; \ (x —xr),

ou P; représente la projection orthogonale sur l'axe Re;. Si r. représente la longueur des "aiguilles”,
disons r. = diamP3(T?) et si a.re, Bore caractérisent la dimension de leurs sections (aer. = diamP;(T?),
Bere = diamPy(T7Y)), alors pour chaque choiz de (re) (tel que ce® < r. < §5), il existe vraisemblablement
plusieurs tailles critiques des paramétres a., Be pour lesquelles certains déplacements rigides spécifiques
des "aiguilles” sont susceptibles d’induire une concentration d’énergie élastique dans leur voisinage.

(v) Les résultats énoncés dans le théoréme restent probablement vrai dans le cas anisotropique. Mais
ils peuvent tomber en défaut si l’on ne fait pas Uhypothése "lim._oc. = +oo si N = 3”7 énoncée dans
11.2.4). Dans ce cas, on s’attend a voir apparaitre une concentration d’énergie élastique emmagasinée a
Uintérieur des particules.

1.3 Variantes des résultats d’homogénéisation

Dans cette section, nous commentons le probleme elliptique associé a (|1.2.2)), le probleme de Dirichlet
sur des ouverts variables, le cas scalaire, et le cas de particules distribuées sur une surface.

1.3.1 Cas stationaire

Sous les hypotheses (]1.2.1D, (]1.2.3D, (]1.2.4D, 72N) > 0, on considere la suite de problemes elliptiques

—div(a.e(u.)) = p.f dans Q, u. € HY(Q;RY), (f € C(Q;RY)). (1.3.1)

Alors la suite (u.) des solutions de (1.3.1)) converge faiblement dans H}(€2;RY) vers I'unique solution u
de

—div(ace(w)) = (po +p)f dans Q, wue HJ(RY). (1.3.2)

17



L’apparente simplicité de (| cache le comportement complexe du déplacement dans les partlcules En

fait, la suite (v.,w,) deﬁnle par l) converge faiblement vers (v,w) dans (L2(;R™))2, ot (u,v,w) est
'unique solution dans H}(Q;RY) x (L2(Q;RY))? du probléeme déduit formellement de , ,
(1.2.11)), en substituant 0 aux dérivées par rapport au temps t. Par exemple, si N = 3 et 0 < 73 < 400,
on obtient le systeme d’équations

—div(aoe(u)) = (po +p)f dans €,

: . v—u) of
~23) Cap,(T; R?) ( w )7 (ﬁ(yc “ur) /\f) dans €, (1.3.3)
(u,v,w) € Hy (4 R?) x (L*(Q;R?))?,

associé au probleme de minimisation

min b (u,v,w) — L(u,v,w),
(u,v w)eHL(QR3) x (L2(Q,R3))2

ou ® est défini par (1.2.15) et L(u,v,w) := pof u+pfv+ ( (yg yr1) A f)wdz. Comme la matrice
Cap,(T; R?) est inversible (voir le lemme , on déduit de que

(5) = (3) + é 37 (Caps (T %)™ (ﬁ<yc - iT) Af) '

Si N = 2, alors w = 0 et le probleme effectif prend la forme

@(u,v,O)f/pof.quﬁf.vdx,
Q

min
(u,w)eH} (;R?) X L2 (Q,R?)

oll ® est donné par ([1.2.16)), ce qui donne v = u + ﬁ(Mg)_l(ﬁf). Le comportement complexe du
composite a 1’échelle microscopique est uniquement révélé, dans ([1.3.2)), par la présence du terme pf.

1.3.2 Problémes de Dirichlet dans les ouverts variables

On considere la suite de problemes de Dirichlet dans le domaine perforé Q\ T,._,

{ —div(ace(u.)) = p.f dans Q\T,,, (1.3.4)

u. € Hy(Q;RY), u. =0 dans T,_.

Corollaire 1.3.1. Sous les hypothéses (1.1.7), (1.2.1)-(1.2.6), la suite (u.) des solutions de
converge faiblement dans Hg (;RY) vers l'unique solution dans H}(Q;RY) de

—div(ace()) + @I M3(T;R*u = pof dans Q,si N =3, 0<y?% < 400,

— div(age(u)) + 7> Mou = pof dans Q, si N =2, 0<7®? <400, (1.35)

- d1v(aoe(u)) = pof dans Q, si v&N) =0, .
=0 dans €, si 7(2’N) = +o0,

ot M3(T;R3) est la sous-matrice 3 x 3 supérieure gauche de Cap(T;R3) et My est défini par (1.1.10).

Les termes 733 M 3(T; R*)u et (22 M yu qui apparaissent dans (1 sont analogues au ”terme étrange”
obtenu par D. Cioranescu et F. Murat [47] dans le contexte des equatlons de diffusion Brinkman obtenu
par G. Allaire dans 'homogénéisation des équations de Stokes et de Navier-Stokes dans un domaine
comprenant de minuscules obstacles solides [25].
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1.3.3 Cas scalaire

On s’intéresse a ’étude asymptotique lorsque ¢ — 0 du probléeme d’évolution

Pe aat:s — div(agVug) - pef dans X (O,T‘)7 Ue € Dn; (136)
ou
n € {1,2}, f € L2(Qx(0,T)), Uy € C&(Q), Vo € C(Q), 0 < T < +o0,
et

Dy = fu € I2(0,T; HY(©)) N C(0, T, L)), u(0) = Uy dams 9,
ou

E(O) =V, dans Q} .

Dy = {u € C([0,T]; Hy () nC*([0,T7; L*()), u(0) = Uy,

Nous supposons que a.(z) = 1 dans Q\ T,_, a-(z) > ¢. > ¢ > 0 dans T,_, ol lim._,gc. = +oo if

N = 3. Les résultats obtenus dans [6] pour des particules tri-dimensionnelles sphériques s’étendent &

des particules de forme homothétiques & un domaine borné lipschitzien arbitraire. Le probleme limite

s’exprime en fonction de la limite u de la suite (u.) des solutions de (1.3.6)) et de la limite v de la suite
(ve) définie par

N
= ——u.l 1.3.7
Ve réV|T|u€ T, X(0,T)> ( )

qui décrit le comportement moyen de la restriction de u. a T}, . Les équations effectives dépendent de p
défini par 1D et du parametre cy (7T') := lim._,o EiNcapN(rsT, Q), ot cap (T'; Q) représente la capacité
harmonique de T par rapport & Q. Nous trouvons c3(T') = 73 cap;(T;R?) et co(T) = 72227, ot 42N
est défini par . Si 0 < 42N < 400, nous obtenons le systeme effectif d’équations

pogt:fAu:pof+ﬁ(ff%) dans Qx(0,7),
o si 0<vy<4o0.
ﬁaT: =pf —en(T)(v—u) dans  Qx(0,7), (1.3.8)
v = (po—&—ﬁ)—u—Au:(po—l—ﬁ)f dans Qx(0,7), si v =+o0.

otn

analogue & (1.2.9)). Les conditions aux limites effectives sont données par (u,v) € D, on

D = {(u,0) € (12(0,T; HY(9) x 12(0,T; 1(2)) 1 (Calpo) x Ca(7))}. (13.9)

avec

Ca(0) := L*(0, T3 L*(2)),

g(0)=Up sin=1,
Cu(r) =< g e C™ ([0, T); LA(Q)), 9 sir>0.
g(0) = Uy et 8—?(0):%sin:2
On remarque que la fonction w satisfait toujours la condition initiale alors que v ne la satisfait que si
P> 0.

Théoréme 1.3.1. ([6]) Sous les hypothéses décrites ci-dessus, si YN > 0, alors la suite (u.) des solutions
de converge faiblement dans L*(0,T;HL(Q)) (resp. étoile-faiblement dans L>(0,T; Hi(2)) si
n = 2) vers u et la suite ve définie par converge étoile-faiblement dans M(Q2x(0,T)) (resp.
étoile-faiblement dans L>(0,T; M(Q)) sin = 2) vers une fonction v, ot (u,v) est l'unique solution dans
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D du probleme . Si 2N =0, la suite (ue) des solutions de converge faiblement dans
L2(0,T; HY(Q)) (resp. étoile-faiblement dans L°°(0,T; H}(Q)) sin = 2) vers la solution de

o"u

pOW—Au:f dans  Qx(0,T), u € Cpn(po).

Remarque 1.3.1. i) La valeur effective moyenne prise par le coefficient a.(x) sur l’ensemble B, n'a
pas d’influence sur le probléme limite.

i) S ¥ 2N) =0 et p> 0 la suite (v.) converge étoile-faiblement dans M(Qx (0,T)) vers la solution v de
la seconde ligne de satisfaisant la condition initiale donnée par , soitv=Uy sin=1cet

v =Uy+ Vot si n =2. Dans ce cas, les variables u et v sont indépendantes.

iii) Des inclusions de grande densité massique ayant un rayon de méme ordre de grandeur que la période
€ ont été considérées dans [89).

1.3.4 Particules tri-dimensionnelles réparties sur une surface

Fic. 1.3 -

Nous supposons que ’ensemble T,._ est constitué de particules tri-dimensionnelles de taille 7., dis-
tribuées périodiquement avec une période € sur une portion d’hyperplan ¥ := QN {z; = 0} (see fig. 3).
Plus précisément, posant

T,.=\J T\, Ti. =e(0,i) +r.T, J. ={i € 2%, P! C %},
i€Je

2
Pi={0} xe (i—|— (-%, %) ) , Q" =0n{z; <0}, QF=Qn{x; >0}, (1.3.10)

Yo () ) g2

X
re /) 13T 7. (%),

pe(x) = polont,, +p (

nous considérons le probléme (|1.2.2)) sous les hypotheses (1.1.7]), (1.2.4), (1.2.6), (1.3.10). Le cas critique
correspond alors & des particules de diametre d’ordre £2. On montre que si 0 < «y := lim._,q % < +oo,
alors la solution u. de ([1.2.2)) converge étoile-faiblement dans L°(0,t1; Hi(Q;R3)) et fortement dans
L%(0,t1; L? (Q;R3)) vers u et la suite (v.,w.) déduite de en substituant 1p:(x) a ly:(x) (voir
(1.3.10))), converge étoile-faiblement dans (L>°(0,t1; L2(X;R?)))? vers (v,w), ol (u,v,w) est I'unique
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solution du systeme d’équations

> (( P+ grozw A P(Ye — Yr) >

o2 dia3nT>2 Jrw+ 7:222p(ye —yr) Av
— pf ) —~C T. Rg <'U — u) > 0.t
(ﬁ(yc —yr)ANf) T ap3 (T R°) w sur 3 x (0,11),

0%u ) o
pOﬁ —divey = pof dans (27 UQ™) x (0),*/1)7 oo = ape(u),
(0 —ofWw=0pf —p > (v + 2 w A ( )) ¥ x (0,t1)

_ —5f 52 _ ur
0 0 PE=Pon diamT' ye—yr st 41

associé aux conditions aux limites

(v, w) EL(0, ty; HY (4 R) x (L(0, 115 L2(3: R?)))
NCH([0, t1]; LA R?) x (CH([0,11]); L2(Z; R?)))®,
Ou v Ow

E(O) = a(o) =c¢o, w(0)= E(O) =0,

ot o (resp. o) représente la restriction de oo = age(u) i
extérieure a 2~ (donc v = e; sur X). Le champ vectoriel (o
surface exercées par les particules sur la matrice.

u(0) = v(0) = bo,

Q~ (resp. Q7), et v la normale unitaire
o — od)v décrit la densité des forces de
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Chapitre 2

Problemes capacitaires pour des
composites de fibres

Cette section présente les résultats de [1I], [, 5, [10], [12], [13], [@], [18], [I5], [19]. Nous étudions
une variante de la notion de capacité liée a 1’élasticité introduite dans la section adaptée a ’étude
de structures fibrées. En guise d’application, nous étudions un probleme d’homogénéisation pour un
composite de fibres dans le contexte d’un modele simplifié d’élasticité non linéaire en petites déformations.

2.1 Une variante de la notion de capacité de la section (1.1
Cette variante décrit I’énergie élastique associée au déplacement tri-dimensionnel d’un corps rigide

bi-dimensionnel S plongé dans un espace élastique bi-dimensionnel V. Etant donnés un réel p € (0,+00),
et une fonction strictement convexe f :S* — R vérifiant la condition de croissance

cMP < f(M)<CM[P VM €S (c,C>0), (2.1.1)

on considere la famille (cap” (.S, V;a,a))(qa)cms)? définie par

¥ e WyP (Vi R®),

cap’ (S, V;a,a):= inf /Vf(E('(/J))dx , (2.1.2)

aA(x—zg) dans S

) 2
Y=a+ diamS

ot1 'opérateur € est donné pour toute application faiblement différentiable u : R¥ — R? (k € {2,3}), par

duy 1 (% + M) 1 0ug
oxq 2 \ Oxa oxq 2 0xq
> — 1 (0us Ous Ousg 1 Ous
e(u) ! 2 <612 + 611) (91’2 2 81’2 (2.1.3)
1 us 1 Ous 0
2 Oxq 2 Oxo

et g représente le barycentre de S. L’objectif sous-jacent de cet outil est de décrire, dans le contexte de
I’homogénéisation, la concentration d’énergie élastique produite par les déplacements rigides de portions
microscopiques de fibres dans un composite de fibres. Comme l'illustre ’application développée dans la
section suivante, le choix du parametre de remise a 1’échelle ﬁ est approprié pour I’étude de composites
comprenant des fibres tres rigides des sections tres petites homothétiques & un certain domaine fixé de
R2.

L’objectif principal des lemmes qui suivent est I’analyse du comportement de cap’ vis & vis de certaines
petites parties de R2. Dans la suite, la lettre S désigne un ouvert lipschitzien connexe borné de R? et V
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un ouvert de R? tel que S C V. Pour tout (a,a) € R?, on consideére le probléme

PH(S,V;a,a); inf / e(p))dz (= cap’(S,V;a,a)),
(s.Viaay  inf | @i (= cap(5.Viaa) -

A@,a) (S, V) == {1/) EWyP(ViR%), ¢ =a+ aA(z —zs) dans S} .

2
diamS

Lemme 2.1.1. Le probléme admet une suite minimisante dans D(V; R3).

Si p < 2, nous notons
EP(V;R%) := {¢ € L¥' (V;R%), Vo € LP(V;R)}, p*i= =

Equipé de la norme

o= ([ w0 ae) s ([ 19wpas)”

I'espace KP(V;R3) est un espace de Banach réflexif qui coincide avec WP (V;R3) si V est borné et peut
le contenir strictement sinon. La fermeture de D(V;R?) dans K?(V;RR?), notée KJ(V;R3), est aussi un
Banach réflexif. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (voir par exemple [39] Theorem 9.9])

/ WP de < C / VylPds W e KE(ViR®) (p<2),
1% A%

est vérifiée quel que soit le choix de V', pour une constante C' dépendant seulement de p (on peut prendre
C= 2%13 mais ce choix n’est pas optimal.

Le lemme suivant marque I'influence du choix de p sur le comportement de cap’. Si p > 2, le probleme de
minimisation ([2.1.4)) n’est pas atteint en général si V_est non borné, tandis qu’il est toujours si 1 < p < 2

a condition que l’on substitue a Wg’p(V; R3) dans |D , 'espace de Banach réflexif KJ(V;R3).

Lemme 2.1.2. (i) Si 1l < p <2, le probléme

Pk, (S,Via,0): inf /sz/) dz,
o Ve M isw ), TEP) (2.1.5)

aA(x—zxg) dans S},

: 2
= KJ(V;R? =
Kaa) (S V) {w € Kg(ViR%), Y=a+ g

admet une unique solution et

cap’ (8, V;a,a) = inf P/(S,V;a,a) = min Plf{o (S,Via,a).

(i) Si 2 < p < 400 et si V est borné dans une direction, alors le probléme admet une unique
solution.

Dans le lemme suivant, nous étudions les propriétés de continuité de 'application cap’(S,V;a,a) par
rapport & (@, a).

Lemme 2.1.3. L’application (a,a) € R3 x R3 — cap/(S,V;a,a) € R est convexe, donc continue.

Le lemme suivant établit la décroissance de I'application V — cap’(S,V;a,a) et la croissance de S —
capf (S, V;a, (diamS)a). A cause de la présence du paramétre ﬁ dans 1D I’application S —
capf (S, V;a,a) n'est vraisemblablement pas croissante si a # 0.
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Lemme 2.1.4. (i) Soient V; et Vo deur ouverts de R? tels que S C Vi C Va. Alors

cap’ (S, Vi;a,a) > cap’ (S, Vasa,@) V(a,a) € (R?)?.
(i) Soient Sy et So deuz ouverts connexes bornés de R? tels que S1 C Sy C V. Alors

diamS;

cap’ (S, V;a,a) > cap’ <Sl, Via a) V(a,a) € (R3)2.

" diamSs

(iii) Soient fi et fo deuz fonctions convexes sur S? telles que f1(M) < fo(M) VM € S%. Alors, pour tout
(a,a,}) € (R%)? x (0,+00),

capfl(S, Via,a) < capf2(S,V;a,a); cap’\f1 (S, Via,a) = )\capfl(S,V;a,a).
(iv) On a

cap’(8,V;a,a) = cap/ (w + S,w + V;a,a) VY(a,a) € (R*)?, Vw e R
Dans le lemme suivant, nous étudions la continuité de cap’ (S, V;a,a) par rapport & V et S.

Lemme 2.1.5. Les propriétés suivantes sont satisfaites pour tous (a,a) € (R3)2.
(i) Si (V,,) est une suite croissante d’ouverts de f R? telle que S C Vy et |J123 V,, =V, alors

lim capf (S, V,;a,a) = cap’/ (S, V;a, ).

n—-+oo

En particulier, si 0 € S, alors

lim cap’ (S;%V;a,,a) = cap’ (S;R%a,a).

A—0t

(i1) Supposons que V' soit borné et soit (Sy,) une suite croissante (resp. décroissante) d’ouverts connezes
bornés de R? telle que | J125 T Sn = S (resp. /27 | Sn = S). Alors

diam.S,,
diamS

(iii) Supposons que 1 < p < 2 et soit ¥, la solution du probléme associé a cap’ (S, Vy;a,c) par (2.1.5),
prolongée a 'V en posantp,, = 0 dans V\V,,. Alors (¥,,) converge faiblement dans Ko(V;R3) vers l'unique
solution du probléme associé a cap’ (S,V;a,a).

(iv) Sip > 2 et si V est borné dans une direction, lassertion (iii) reste vrai si l’on remplace K§(V;R?)
par Wy'P (Vi R?) for KE(V;R?).

lim cap’ <Sn,V;a7 a) = cap’ (S, V;a, ).

n—-+oo

Le lemme ci-dessous se déduit de la formule de changement de variables.

Lemme 2.1.6. Supposons que f soit positivement homogéne de degré p. Alors, pour tout A > 0 tel que
AS CV,

cap’ (\S,V;a,a) = A2 Pcap’ (S, %V;a,a) .

Dans le lemme suivant, nous examinons le comportement asymptotique de la suite (cap’ (r.S, R-D;a,))
dans le cas 1 < p < 2, lorsque (r¢) et (R.) sont deux suites bornées de réels positifs telles que r. < R..
Notant D la boule unité de R?, nous faisons I’hypothése suivante

36 € (0,p), |f(M)— foP(M) <C(+|MP°) VM €S (2.1.6)

ou f°P désigne la fonction de p-récession de f, c’est a dire la fonction convexe, positivement homogene
de degré p, définie par

FOP(€) := limsup vE e SB.

t——+oo

f(t)
tp
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Nous introduisons également la fonction qép )() et le parametre v(P) définis par

r.” P . 9
¥®) = lim AP (r.) € [0, +00], P (r2) :={ i NPE, (2.1.7)
e—0 sip=2.

1
Tlog <]

Lemme 2.1.7. Supposons que 1 < p < 2 et que [’estimation soit satisfaite. Soient (r.) et (Re)
deuz suites de réels positifs telles que r. << Re < r27P. Alors

1 oo,
lim pa cap’ (.S, R.D; a,a) = cap’ p(S, R%*a,a).

e—0 Te

Par conséquent, on a
1 oo,
lin%) Gcapf(raS, R.D;a,a) = 7P capf p(S, R?%* a, ),
e—0 &

ot vP) est défini par .

Dans le cas p = 2, qui est nettement plus compliqué, nous nous limitons pour simplifier au cas de
I’élasticité linéaire isotrope. Nous supposons que f prend la forme .

Les scalaires cap/ (r.D, R.D;a, ce3) sont calculés explicitement dans [8, Lemma 7] et [5, Lemma 4.5 and
Formula (5.8)] en utilisant les arguments d’analyse complexe développés dans [82]. On déduit :

Lemme 2.1.8. Sous Uhypothése (2.2.14), pour tout couple ((re), (Re)) de suites de réels positifs telles
que 7. << R. < C < 400 et pour tout (a,a) € R3 xR, on a

Ao+ 2p0
Ao + 310
lirré cap’ (r.S, R.D;a, aes) = cap’ (S,R?; a, aes) = cap’ (S, R?;0,e3)|al?,
E—

timy g lcap (7.5, 7 D,0) = 207y (232 (0, 4 ) 405
cap’ (S,R?;0,e3) >0, cap’(S,R%a,0) =0, cap’(S,R%0,es) = 4mpuo,

ot v ?) est défini par .

2.2 Application a ’homogénéisation

Soit © := w x (0, L) un ouvert cylindrique de R?® olt w est un ouvert connexe lipschitzien borné de R2.
On considere le probleme

min  F.(u.) — / fuddz, fe P (%R, <* T 1> ,
u WP (4R3) Q

WP (R = {9 € WP R?), =0 surw x {0}},

(2.2.1)
Fo(u.) = /Q . f(e(us))dw+||7{3|| /T o(kee(us))dz,

1
e(u:) = §(VuE + V7Tu,).

Le symbole T;._ représente une distribution non supposée périodique de fibres paralleles, de sections tres
fines de taille r., ou

0<r: <<e. (2.2.2)

Les fonctions f,g : S* — R sont supposées strictement convexes et satisfaire la condition de croissance
(2.1.1) pour un certain p € (1,+00). La suite de réels positifs (k) est supposée vérifier

lim k. = k €]0,400], limr.k. =k € [0, +00]. (2.2.3)
e—0 e—0
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Le probleme correspond a un modele simplifié d’élasticité non linéaire anisotrope en petites
déformations décrivant par exemple les petites déformations d’un composite de fibres constitué de matériaux
de Ogden [86]. Il correspond aussi, lorsque 1 < p < 2, au modele de Norton-Hoff [60] décrivant par exemple
le fluage a haute température d’'un composite métallique de fibres : dans ce cas, u. représente le champ
des vitesses. L’ensemble 7, est construit & partir d'un domaine borné S C R? de frontiere lipschitzienne
et d’une famille finie de points de w notée

A ={wl eR? je .} Cw (4. <+), (2.2.4)
en posant
T, = |JTL, T, :=8] x(0,L), S :=wl+rS). (2.2.5)
jeja

On suppose que les fibres sont séparées les unes des autres et du bord latéral de Q par une distance
suffisamment grande. Plus précisément, on fait ’hypothese suivante :

i LWl > R, dist(Ag, dw) > ce, ¢ >0,
i lwz —wll > Re ist(Ae, dw) > ce, ¢ (2.2.6)

pour une certaine suite de réels positifs (R.) vérifiant
re < R. <e, 1<yP(R.), (2.2.7)
ou la fonction yéf’ )() est définie par 1] La densité locale de la distribution des fibres dans  est

caractérisée par la fonction n. définie par

ne(z) =Y (4J2) ly:(z1,22), JZ:={jeJ., wl €Y7},
zel. (2.2.8)

Y7 i=ez+e[-1/2,1/2)%
L’entier n.(z) est une approximation du nombre de fibres constituant 7;._ incluses dans le parallélépipede
YZ x (0, L) contenant x. L’hypothese
0<n.(z)<C dans Q, n.>n étoile-faiblement dans L°°(Q), (2.2.9)

permet d’exclure I’apparition de concentrations de fibres sur des parties de §2 de dimension de Hausdorff
strictement inférieure & 3 (voir Remarque [2.2.1)).

€:

e:
€

F12.172)°

Q = wx(0,L)

Fic. 2.1 -

Le probléme limite dépend de 4(P), k, k et n définis respectivement par (]2.1.7[), (]2.2.3[), (|2.2.9|). Il s’exprime
en fonction de la limite u de la suite (u.) des solutions de ([2.2.1), et de quatre variables auxiliaires v, 6, w, §
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définies nL3-presque partout. Le couple (nv,nf) est la limite étoile faible au sens des mesures de la suite
de mesures (v.(u.),0.(u.)), ou les opérateurs v., 6. sont donnés par

) ‘P(sa :L’g)de(S)) 1577;5 (:Cla 12),

2
.(9)(a) = e (][ J

€ jede Te
0.(p) () := = 3 diams][ (—yﬁ + et )(sx)dH2(5)1 . (z1,72) (2.2.10)
= Sa1s] 2 agluPi ] oy P72 (e ()
Ye(z1,22) = Z((xl,xz) —&((i1,42) + 25)lys (21, 22)

icl.

Le couple (nw, nd) est la limite étoile faible au sens des mesures de la suite de mesures (%nsg(us), Lo, (us)>

Le champ v décrit le déplacement effectif moyen dans les fibres. La fonction iQ repésente une approxi-
mation locale de ’angle de torsion des fibres par rapport a leur axe principal. Nous posons

ptuple . (’U,G,’LU,(S) si 0 <k < +oo, (2.2.11)
(v,0) sinon.
Le probléme limite associé a ([2.2.1)) est donné par
(phom)y . min D (u, vPle) — / faudz. (2.2.12)
(upturle)e WP (Q)x D Q
ou D est défini par ([2.2.16|). L’énergie effective est une somme de trois termes :
P (u,v'Pl) = / fle(u))dr + / e (v —u, 0)ndx + D pipers (V1PC). (2.2.13)
Q Q

Le premier terme de ® décrit ’énergie élastique effective stockée dans la matrice. Le second terme de ®
décrit la concentration d’énergie élastique autour des fibres causée par la différence entre les déplacements
effectifs dans les fibres et dans la matrice. Etant donné (a, ) € R? x R, le réel étendu ¢ (a, o) est donné
par la formule

1
¢/ (a,a) = lim —2caupf(r,gS,cu;a7 aes).
e—0 ¢

La fonction ¢ (a,a)n représente la densité effective locale des sections des fibres dans la section de 2
relativement & la capacité cap (., .;a, aes) définie par (2.1.2)). Le calcul de ¢/ (a, @), effectué dans la section

(lemmes , révele des différences frappantes suivant la position de p par rapport a 2. Si
p # 2, obtient

cf(a,a) = yPecap’™ " (S, R?;a, ) si 1<p<2
0 ia=0-¢et a=0

cf(a,a):{ éla = si 2<p.
+00  sinon.

Si p = 2, si la matrice est constituée d’'un matériau élastique linéaire homogene isotrope, c’est a dire si

A
f(M) = ?O(trM)Q +uoM:M VM eS® 1o>0, X >0, (2.2.14)
on obtient
) (2) 2k0+2ﬂ0 2 2 2 : =0,
(a,a) = {:LOWY ( AoF3ho (a1 +az) + a3> S? « si p=2 et f donnée par (2.2.14]).
00 sinon,

On remarque que si p = 2, ¢/ (@, a) ne dépend pas de la forme de la section des fibres (c’est & dire de S).
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Le troisieme terme de ® décrit ’énergie élastique effective stockée a I'intérieur des fibres. Sa forme dépend
de lordre de grandeur des parametres k, x définis par (2.2.3)). On obtient

3’03 o0 .
k hom <7 7) d k
/le 9zs’ Dzs ndx si0 <k < 400,

(I)fibers(vtuple) = /ghom <82U1 @ aiw ﬁ
o) 2 5‘z§ ’ 3!17% 76583’ 3x3

0 sinon,

(2.2.15)

)ndm si0 < Kk <400,

ot gho™ : R? — R est défini par

s = it | f g0 df

qeC>= (5;R?)
5 0 0 —uo 000
I(q,a,B) :=e(q)+diamsﬁ 0 0 w1 |+afl0 0 0],
-y2 1 O 0 0 1

et gho™ : R* — R est donné par

b w0, 0) = int {03 01, wn,0.) o

qeC>(S;R?)

2 0 0 O
y(‘bwlaw%avﬁ) = l(qaa7ﬁ) - (Z waya> 0 0 O
0 0 1

a=1

L’ensemble D, qui caractérise les conditions aux limites et de régularité satisfaites par (v*“?!¢), est donné
en fonction de k,x par

D= {(v, 0) € L' o (U RS) x LP(Q), (vs,0) € (L? 1o (w; WEP(0, L)))?,

v3:9:Osurwx{0}} si0 < k < o0,
D = {(v,0) € LP(Q;R®) x LP(Q), vz = 0 =0} si (k, k) = (+00,0), ( )
2.2.16
D = {(v.0,1,6) € L2 1o (w; W70, LiR?)) x LY 1o W(0, L)%, v3 =0 = 0,
Ovg, .
W=0=v, =—=—=0sur w x {0} (a€{1,2})} si 0< Kk <+00,
6.%‘3
D = {0} si k =k = 4o00.

Théoreme 2.2.1. [19] Supposons (2.1.6), (2.2.9)-(2.2.0), soitu. la solution de et soitv. et 0. les
opérateurs définis par (2.2.10)). Alors (u.) converge faiblement dans WP (Q; R3)) vers u, (0. (uc), 0 (u.))
converge étoile-faiblement dans M(£; R3)x M(Q) vers (nv,nf) et, si0 < k < 400, (— (- (u.))s, i@(ug)))

1
Te

converge étoile-faiblement dans (M(Q))? vers (nw,nd), ou (u,v,0) (resp. (w,v,0,w,d) si 0 < k < +00)

est unique solution de .

Remarque 2.2.1. Dans le cas ou (n.) n'est pas bornée dans L°°(2) mais seulement dans L'(Q) et
converge étoile-faiblement dans M(S) vers une mesure ju, on s’attend a ce que l’énergie dans les fibres se
déduise de en remplacant ndx par du et a ce que la concentration d’énergie autour des fibres soit
de la forme [ ¢/ (v—u,0)dug ot po est une mesure absolument continue par rapport a p ne chargeant pas
les ensembles de f-capacité nulle, c’est a dire satisfaisant puo(E x (0,L)) = 0 pour tout ensemble E C w
tel que capf (E,w; 1) = 0. De telles classes de mesures apparaissent dans U'étude de problémes de Dirichlet
sur des domaines variables [50], [51)], [52]. Calculer cette mesure ug, si possible en fonction de w, est un
challenge mathématique intéressant.
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2.3 Cas de I’élasticité linéaire isotrope
Cette section présente les résultats de [0l [I3]. Nous nous intéressons au probléme élastique :

—div(o.(u.)) = p.f dans Q, wu.€ HY}(LR?), fecCQ,R?,

1 (2.3.1)
o-(u:) = M\ tr(e(u))I + 2uce(u.), e(u.)= §(VuE +' Vu,),
et au probleme de vibrations associé
Pu. . -
Pe g div(o.(u:)) = p.f dans Qx(0,7T), +conditions aux limites.
Les coefficients d’élasticité A, . et la densité massique p. sont définis par
HE(I) = Hie, /\5(1') = Mg, Ps(fﬂ) = P1e si x € T’r‘57 (2-3.2)

pe(x) = o >0, A(x) =X, pe(x)=po>0 si x€Q\T,,

ou la distribution de fibre T, est donnée par (2.2.4), (2.2.5). On suppose pour simplifier que cette
distribution est e-périodique, i.e.

A. = {gj € eZ’ Nw, dist(gf,0w) > ce} (¢ >0). (2.3.3)

Dans ce cas on a n = 1 (voir (2.2.8), (2.:2.9)). On s’intéresse au cas de fibres trés fines (la mesure de
Lebesgue de T;._ tend vers 0), tres rigides, ayant éventuellement une densité massique treés élevée, plongées
dans une matrice dont les coefficients d’élasticité et la densité massique sont d’ordre 1. Plus précisément,
on suppose

{ Q
= ||T ||k§a Me = lept1e,  p1e = ||T |p1€, 0<re <<€, e, pe >c>0dans Q,
Te re

ke = ke€[0,400], rck. — K €[0,400], 7. — P €[0,+00f, lc—1€][0,400[

e (2.3.4)

Si p. =1, l. =1, le probleme ([2.3.1) correspond au choix suivant de données dans (2.2.1)) : f donnée par
@2.2.14) et

o(M) = %(trM)Q +M:M YMeS

2.3.1 Equations d’équilibre

Le probleme limite associé a (2.3.1)) est fonction de k, &, p;, { définis par (2.3.4]) et du parametre capacitaire
~2) défini par l’ Pour simplifier I’énoncé, nous supposons que

0<y? < +o0. (2.3.5)
Le cas 7® = 0 est commenté dans la remarque On pose

Ao+ 3o
Ao+’
Sous ces hypotheses, la suite (u.,v.), ot u. est la solution de ([2.3.1]) et v. est associée a u. par

oo(u) := Mo tr(e(w))I + 2upe(u), VYuc HY(Q,R?). (2.3.6)

Q
ve(x) = |f|T ||

u:(z) si x €T, v (x):=0 sinon, (2.3.7)

converge vers ['unique couple (u,v) solution de

min 6(u,v)—/pof.udx—/ﬁlf.vdx, (2.3.8)
R3))? Q Q

(u,w)e(L?(Q2
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olt ® représente I’enveloppe semi-continue inférieurement dans la topologie forte de (L?(€2,R3))? de la
fonctionnelle & définie par

xtl g
1 1 X
O (u,v) = 7/ oo(u) : e(u)dr + f/ 200y ? v —u)| 0 L 0] .(v—u)dx
2 Ja 2 Ja X
0 0 1
+13l—|—2k2/3v32 +13l+2/12/ Pl Pl
si (u,v) € D,
O (u,v) := +0o0, sinon,
D = H} (Q,R?) x {v € L2(w, H2(0, L;R%), 2% = 9% _ o g0 x {O,L}} .
8x3 8x3

Les conditions aux limites satisfaites par (u,v) sont caractérisées par le domaine de ®. Elles s’énoncent :

u € Hj(Q,R?),

v3 € L (w, HY (0, L; R?)), sik>0, k=0,
vs =0, wy, vy € L*(w, H3(0, L;R%)), (2.3.9)
0 0 si k> 0.
a2 sur w x {0, L},
6I3 6I3
Le systeme d’Euler-Lagrange associé & (2.3.8)) est I’équation ol le systéme couplé d’équations dans 2
complémenté par |) obtenu en fonction des parametres k, x, py, ) en substituant 0 aux dérivées

par rapport au temps dans le tableau (2.3.18]).

Théoréme 2.3.1. [5] Sous les hypothéses (2.1.7), (2.53.9), (2.3.3), (2.3.4)), (2.3.9)), (2.3.0), la suite (u.)
des solutions de (m converge faiblement dans Hg(Q,R3) vers u et la suite (v.) définie par
converge étoile-faiblement dans L'(Q,R3) vers v, ou (u,v) est l'unique solution de ,

Remarque 2.3.1. L’enveloppe semi-continue inférieure ® dans (L?(Q,R?))? de la fonctionnelle ® définie
par peut étre facilement évaluée en fonction des paramétres 42, k, k. Par exemple, si k> 0 on
a®P=, et sik=0 etk >0, on obtient :

oo 0
_ 1 X (31 + 2)k%| Ovs|?
— . ) (y — u)t x+1 — ol
D(u,v):= 2/9 oo(u):e(w)+2uomy'? (v —u)| 0 — 0 fv u)+ 20 +1) |93 dz,
0 0 1
si (u,v) € Hy(Q,R?) x L2(Q,R?), et vy € L*(w, H3(0,L)),
®(u,v) := +oo, sinon,
tandis que si 0 < k < 400, on trouve
) ) X0 o0
D(u,v) = = /ao(u) re(u)dr + f/ 2u0my? v —u)| 0 XL 0 |.(v—u)dx
2 Jo 2 Ja X
0 0 1
1 31+2 K2 v |° |9%vs|?
S S 4152 )a : D
T30+ 4 /QO 022 ’ a2 | 4o st eD,
®(u,v) := +oo, sinon,
0 0
D= HY(Q,R?) x {v € L2(w, H2(0, L;R3)),v3 = 0, o2 =22 0 opw x {O,L}} .
8x3 8x3

31



On peut montrer (voir [9]) que la suite (F.) de fonctionnelles sur L*(Q,R3) définies par F.(u) =
3 Joo:(u) : e(uw)dr — [, pe(x)f udz, si w € HF(LR?), F.(u) := +oo sinon, I'-converge (voir [49])
fortement dans L?(Q,R3) vers la fonctionnelle

F(u) := UELIZ])%{RS)E(u?v) - /onf.udx - /Qﬁlf.'vda:. (2.3.10)

C’lassiquement, la solution u. de , qui minimise F, converge vers la solution du probléme min,, F'(u)
équz’valent c‘z . La solution v de (2.3.10}) est solution d’une équation linéaire monodimensz’onnelle

(voir (2.3.18), (2.5.9 5’ 9)), et peut donc étre calculée en fonction de u, et ensuite substituée dans
donmmt ainsi une expression explicite de F'.
Par exemple si p; =0, 0 < k < +o0 et 72 < 400, on obtient

1 L
F(u) = 5/900(u) ce(u)dr + uowfy(Q)/Q (1 —/O G(x3, 33)d33) u3(z)dx
+/L07r’y(2)// G(x3, s3)(uz(x', 23) fU3(x’,53))2dx'dx3d53 - / pof udzx,
w J(0,L)2 Q

5 2(L+ 1)2pmy @

G(z3, s3) ZZCOmSiHh(Co(L—((Eg, V s3)))sinh(co(zs A s3)), ¢ = T PR
donc l’équation homogénéisée s’écrit
0
—div(oo(u)) + 2mpey? 0 =f, dans Q.
us — fo (w3, s3)us(x’, s3)dss
Pourp;, =0,0 < Kk < +00 et v2) < 400, on trouve
1
F(u) = 5 /ao(u) re(w)dz + Fi(ur) + Folug) + mpoy® / uide — / pof udx,
Q Q Q

1 L
Folug) = %,U,OTF’)/(Q)/S; <1 7/0 G(IEg,Sg)ng) u? (z)dx

1
+ %uoﬂ'y@) / / G(w3, 53) (U (', 23) — ua (2, 53))2da’ dxzdss,
0,L)2

ot le noyau G est donné par (2.3.11)). L’équation limite satisfaite par w s’écrit

% fo 1’3, 83 (xlv 53)d53)
—div(oo(u)) + QWMO’Y(Q) i fo (z3,83)us(2’, s3)ds3) | =f dans Q.
u3

Dans ces deux exemples, la fonctionnelle F' est la somme d’une énergie élastique classique %fQ oo(u) :
e(u)dx correspondant a un milieu sans fibre, du terme fo pof udzx, et d’un terme supplémentaire du
type 22:1 Fp(up) qui décrit la somme de l’énergie des fibres et d’une énergie d’interaction entre les fibres
et la matrice. Dans le premier exemple, compte tenu de la propriété 0 < G < 1, le terme additionnel
F3(u3) est une forme de Dirichlet sur L?(Q2) (voir [35]). Dans ce cas, les fibres se comportent, a l’échelle
microscopique, comme des fils extensibles. En fait, il est bien connu (voir [21]) que l’énergie linéaire
d’extension d’un fil est une forme de Dirichlet , donc le terme énergétique de couplage entre les fibres
et la matrice est aussi une telle forme. Néanmoins, [’énergie totale n’est pas une forme de Dirichlet
puisque le terme [, oo(u) : e(w)dr n'est pas de type markovien (voir [61]). Dans le second exemple, les

fonctionnelles F, (o = 1,2) ne sont pas des formes de Dirichlet car les fonctions 1 — fOL G(x3,s3)dss3
et G ne sont pas positives. En fait, les fibres se comportent asymptotiquement comme des poutres en
flexion : l’énergie de flexion d’une poutre dépend des dérivées secondes du déplacement, et n’est donc pas
une forme de Dirichlet.
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Expression du noyau G : on trouve

G(z3,s3) = E(xs — s3) + w(zxs, s3), (2.3.11)

oty E(x3) représente la solution fondamentale de v\ + cgv = b, soit

oo /5 ) (),

0:=2 Ty K2 31—|—2

et w(., s3) est, pour tout ss, la solution de w® 4+ 2w =0 telle que

oG oG

G(0,s3) =G(L,s3) = 87353(0’83) D2

Z=(L,s3) =0, (2.3.12)

c’est a dire

w(zs, s3) = exp (\/750:133) (a1(53) cos (\/%%3) + as(s3) sin <\/§x3))
+ exp (—\/%333) <b1(33) cos (@xg) + ba(s3) sin (\/%963)) )

ot les fonctions ay, ag, by, by sont calculées en utilisant . Posant

— 1 — ., /G .: _ —
o= \/5(200)%a /6 . \/;7 p: 6(2L S3)a q: ﬁs?n

on obtient

a (sin psinh g — cos p cosh ¢ — sin g sinh p — cos g cosh p + 2 cos g cosh q)

b 2(sinh?(BL) — sin(4L)) ’
by =~ cos(BL) sinh(GL) + sin(6L) exp(BL) b
sin(SL) sinh(5L)
_ a(cos(B(L — s3))sinh(B(L — s3)) —sin(B(L — s3)) cosh(B(L — s3)))
sin(BL) sinh(8L) ’

ay = —b; — a(cos(Bs3) + sin(fBs3)) exp(—Fss),
ag = 2by — by + a(cos(Bs3) — sin(Bs3)) exp(—3s3).

Remarque 2.3.2.  S8i~y® =0, la faible relative compacité dans H (Q,R3) de la suite (u.) des solutions
de est obtenue sous ’hypothése additionnelle

pe < C.
Le probléme limite s’écrit alors
—divog(u) = pof dans Q, we HJ(Q,R?).
On peut Uobtenir en remplacant v par 0 dans in . La relative compacité peut tomber en défaut

pour certaines composantes du champ v., sauf si & > 0. Elle est vérifiée pour (ve3) si k > 0.Dans le
probléme limite, les variables u et v sont dans tous les cas indépendantes (voir les cing lignes précédant

[, (5.61))).
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2.3.2 Probléeme de vibrations

Dans cette section, nous étudions le comportement asymptotique lorsque € — 0 du probleme de vibrations

2
pe () 38;5 —div(o.(u.)) = pe(z)f dans  Qx(0,T),
u. € C°([0, T]; Hy(QL,R?))nCH ([0, T]; L*(Q,R?)),
ou,
ot
FeC@Qx(0,T),R%, (Uy Vo) € (HHQNCHN)) x C(Q),
ol A, lle, pe et 0. (u,) sont définis par ([2.3.1]), (2.3.2)). Nous supposons (2.3.4)), (2.3.5)) comme précédemment

et en outre que le déplacement initial U vérifie

(2.3.13)

u(z, 0) = Uy(z), (z,0) =Vy(z) dans Q,

Uy=0, si k=-+oo. (2.3.14)

Sous ces hypotheses, nous montrons que le couple (u.,v.), ou u. est la solution de (2.3.13)) et v est défini
par

Q
ve(x,t) = ||T|u5(x,t) si x €T, wv.(x,t):=0 sinon, (2.3.15)

grandeur des parametres k, s, py, ~®2) par le tableau (2.3.18)). Ces systémes sont associés aux conditions

converge vers l'unique solution (u,v) du systéme d’éiuations dans Qx(0,T) donné suivant 'ordre de
aux limites caractérisées par (2.3.16)), (2.3.17]).

u e L*(0,T; Hy(2,R?)) N C* ([0, 7], L*(2, R?)),
ou

u(0) = Uy, E(O) =V, si. 7 < oo, (2.3.16)
U =0, si v = 400,
k>0
v3 € Lz(w X (O?T)vHé(OaL1R3>)
vy, vg € L*(w x (0,T), H3(0,L))
k>0 ovy vy
——=-—-=0s L T
025 04 0 surw x {0,L} x (0,T)
k<
Sy e OO, T LA RY),0(0) = Us, 22(0) = Vi
p1>0 ot
(2.3.17)
k=400 ve € CH([0,T), L*(Q2)),
K < +00 v,
p1 >0 va(0) = Upay —5(0) = Voa, o € {1,2}
UOé € LQ(OaTa LQ(w’ H02(07 L)))a
O<k<+
TETL 2w wx 0.} (0.T),, o€ {1,2)
T3
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2 X
0"u x+1

Pog div(oo(u)) + 2mpey"? S (uz —v2) | = pof
0<k<+ U3z — U3
@ +1
Yy < 400 xtl _ 0
5 PV @ X%Eul i SUH2 a0 ) 25 f
AL Il BT YA P Bt
uz — U3 22
0
0<k< 400 0%u 3142
I Py )= —di — 2 0 = 5 -
7(2) = fo0 (po + p1)8t2 iv(oo(u)) 20+ 1) 9us (pot+p1)fsv=u
31:%
92u LH(M - U1)
PO@ —div(og(u)) + 27mg'y(2) XT—H(UQ —wv3) | =pof
K=
k =400 1 Y3
7? < 400 ) @ E(ul —v1) B fi
Prga ~ 2THoY X(uz—w2) | =Py | f2 ], v3=0
0 0
k=0 92w [ —(div(go(u))) fi
k=00 | (oot p0) S+ —(divloo@)): | =(oo +20)( fo |.u=2us =0
7® = +o00 0 0
9%u XTH(Ul - U1)
POGa div(og(u)) + 2 gy XTH(UQ — ) | =pof
0 <k< 400 u3
(2) 8%v
< 400 _ 1
B 62,0 27T (2)X+ 1 Uy U1 +K/2 31 + 2 aafg B .l;l O
[ | uo — v —_— O v2 = =
platz oY X 2 . 2 120+ 1) 6? P1 02 , U3
9t
0< k<400 (o7 )62u div/( K2 3142 884131 ~ 1
—_ S U =
@) = 4o potpi)gs —div oo(u))+ S (po+751) J(L’)Q
0
v=1u, us =0
Lﬂul
o e 'y _ g @ (
+® < 4o pogE — div(oo(u)) + 2muoy'® | Fuz | =pof, v=0
us
K = +00
0 2) — +0o0 u=v=0
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Théoreme 2.3.2. [5] Sous les hypothéses (2.5.9), (2.5.4), (2-1.7), (2.3.5), (2.3.14), la suite (u.) des
solutions de converge étoile-faiblement dans L>(0,T; H} (Q,R?)) vers u et la suite (v.) définie
par converge étoile-faiblement dans L>(0,T; My(Q,R3)) vers v ot (u,v) est l'unique solution
du systéme d’équations dans Qx(0,T) donné par associé aux conditions auz limites ,

B30,

Remarque 2.3.3. Un aspect intéressant du probleme de wvibrations réside dans la possible apparition
d’effets de mémoire (ce qui ne se produit pas pour les équations d’équilibre) : supposons pour simplifier
que les coefficients de Lamé soient constants (Ae = o, pte = po dans Q) et que 0 < ) 5, < +o0. Alors,

d’apres on a k=0 et le probléme limite est le systéme d’équations couplées données par .
La variable auxiliaire v peut étre calculée en fonction deu et f

t o .
i(t — it
vi(z,t) = / M(fi(fﬁ) + W?Ui(x,T))dT + VOi(fﬂ)Slnw + Upi(x) cosw;t,
0 Wi Wi
1 7~(2) (2)
w2 = 2u0&7rz st a=1, 2, wi = ZMOFZ , 1€{1,2,3},
X P1 P1

donnant, apres substitution

0%u

pOaT;_diV(UO(U))i +pyw? (uz - wi/o sin(w; (t — T))’u,i(T)dT>

t
= pofi + prwi / sin(w; (t — 7)) fi(7)dT + prw; Voi () sin(w;t) + ﬁlwizUOi (z) cos(w;t),
0

ce qui met en évidence la présence de termes de mémoire dans le probléme limite, bien que les coefficients
de Lamé soient uniformément bornés.

2.4 Probleme scalaire

Cette section présente la variante scalaire du théoréme Nous nous intéressons a 'homogénéisation
du probleme

min  F.(u)— [ fudx— | hudH?,
u6u0+wrl('f(§z) Q Iy
WeP(Q) = {p e WHP(Q) :p=0sur Iy}, TocCoQ, H*Io) >0, I'y=02\To,
1 1 ) (2.4.1)

(f,h) € ¥ (Q) x LP (1), ug € C*(Q), (5+1;=1

Fu(u) = /Q e / o(Vu) d,

T

ou f, g sont strictement convexes et satisfont la condition de croissance (2.1.1)) d’ordre p € (1, 400), T;.
est la distribution de fibres non supposée périodique définie par (2.2.5)) et

r2|S|

e—0

On suppose (2.2.6), (2.2.7), [2.2.9). Le probleme limite dépend de k, n et v®) définis par (2.1.7), (2.2.9),
. 1l s’exprime en fonction de la limite u de la suite (u.) des solutions de (2.4.1)) et d’une fonction
auxiliaire v € L? .,(Q) (n donné par ) décrivant le comportement effectif de u. dans les fibres. La
fonction nv est la limite faible-étoile dans M(Q) de la suite de mesures (ucp.), olt

k € (0, +00). (2.4.2)

62

— 3
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Le probléeme limite associé a (2.4.1]) s’écrit

(phomy . min D(u,v) — / fudz — / hudH? (2.4.4)
(u,v)EWll’op(Q)xD Q r
ol
. P 9] v P 0O -
D:=qve Ll ..(Q), a—xgELnLg( ), vn =wugn sur I'oNw x {0,L}.

L’énergie effective est une somme de trois termes :

O(u,v) = /Qf(Vu) dz + Peap(v — 1) + D fipers (V).

Le troisieme terme de ® représente 1’énergie effective stockée dans les fibres. Il est donnée par

ov
¢ ibers = hom <7) ;
Fibers(V) k;/ﬂg s ndx

ol "™ : R — R est défini par

g""(a) :=min{g(q) : ¢ € R?, ¢35 =a}.

Le second terme de ® est un terme de couplage entre u et v proportionnel au parameétre capacitaire ().
Il prend la forme

Degp(v —u) = / ¢ (S;v — u)ndz.
Q

La densité ¢/ est donnée par la formule

1
(S, a) = 1in(1) —2capf(rES,w; a) VaeR,
e—0 g

ott cap’ est la capacité définie, pour tout couple (U, V) d’ouverts de R? tels que U C V et pour tout
a € R, posant

Ve = (91, 820,0),

par

cap’ (U, V; a) = inf {/ f (/V\cp> dzidzy - o € WoP(V); ¢ = o dans U} . (2.4.5)

v
En répétant le raisonnement de la section on étabit sous ’hypothese (2.1.6)), notant
sgn(a):=1 si >0, sgn(a):=-1 si a<0,
que
7 Peap! ™" (S, R sgn(a))afP  si p <2,

of (S50) = { 1Dl (sgn(a) o, Sip=2, (2.4.6)
400 si p>2 et a#0.

Si p = 2, les réels strictement positifs

oo, 1 f°°’2 M
(1) = L iy P (reSiw)

@) dm = si0<~® < +oo, cfw’z(il) =1 sinon,
’y £—

sont indépendants de S. On peut les calculer dans des cas particuliers. Par exemple, C%HQ(:I:l) =T.
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La coercivité de ® dans I espace W1P(Q) x D est obtenue si :

k>0 et {v >0 ou wx{0}CcTy ou wx{L} CTe}. (2.4.7)

Théoréme 2.4.1. [9] Sous les hypothéses (2.1.7), (2.1.1), (2.4.9), (2.2.9), (2.2.4), (2.1.6), (2.4.7), la
suite (ue) des solutions de converge faiblement dans W1P(Q) vers u, et la suite de mesures (uspic),
49

ou e est définie par , converge étoile-faiblement dans M(Q) vers nvﬁfﬂ, oun est défini par

et (u,v) est lunique solution de (2.4.4)).

En général (u.) ne converge pas fortement vers u dans W1P(£2). Pour démontrer le théoréme, on établit
sous les mémes hypotheses le résultat suivant

Proposition 2.4.1. i) Soit (u.) telle que sup F.(u.) < 4oo. Alors (u.) est fortement relativement
compacte dans LP(Q) et (ucpe) donnée par est étoile faiblement relativement compacte dans
M(Q) et toute valeur d’ adhérence est de la forme nv avec v € D.

i) Pour toute suite (u.) telle que ue — u dans LP(Q) et ucpe = nv dans M(Q), on a :

liminf, o Fe(ue) > ®(u,v).

ii) Quel que soit (u,v) € W'P(Q) x D, il existe (u.) tel que ue — u dans LP(), ucpe = nv dans M(Q)
et limsup,_,q Fe(u:) < @(u,v) .

On peut éliminer formellement la variable v en posant :

F(u) = inf {®(u,v) ; wveD}, (2.4.8)

et interpréter les assertions ii) et iii) comme étant la T-convergence (voir par exemple [49] pour tout détail
relatif & cette notion de convergence) de la suite (F;) vers F' dans LP(Q2). En général F(u) est non locale.
On peut 'expliciter dans les cas suivants :

1) Si 4P) =0, les variables u et v sont indépendantes. On obtient :

Fhom(y) = / f(Vu) de +C, C:= inf I?:/ g™ (93v)dx (P = 0).
Q vEV) Q

2) Si 7(P) = 400 (ou p > 2), ce qui correspond & une capacité effective infinie des sections des fibres dans
w, on obtient v = u et F'(u) est une énergie de diffusion classique (plus importante dans la direction des
fibres).

3)Si k = +o0, on retrouve, dans le cas d’une condition de Dirichlet homogene sur I'une des bases w x {0}
ou w x {L}, lintégrale suivant x3 de 1’énergie homogénéisée correspondant & un probléme de Dirichlet
sur un domaine perforé bidimensionnel (terme étrange de Cioranescu&Murat [47]).

2.4.1 Exemple : équations quasilinéaires elliptiques

Choisissons
1
f(&) =g(&) = ];|§\p VE € R®. (2.4.9)
Le probleme ([2.4.1]) est alors équivalent a
—div(o.) = f dans Q
= a|Vu |[P?V
(P {0 T eelVul" Ve (2.4.10)
Ue = Ug sur 'y
o.mn=nh sur I'y,
ol
a(x)=1 si zeT,, as(x) =X st z€Q\T,_, (2.4.11)



Le probleme limite s’écrit

inf {‘I)(u,v)—/ﬂfudx—/rl hudHN =1 (u,v) € (L?"(Q))z}, (2.4.12)

ou

ndx + cv)! (s, 1)/ |v—u|pndx}
Q

1[/ \vu|Pdg:+k/ ‘8”
pl/o o |0x3

O(u,v) = si (u,0) € WHP(Q) x D, (2.4.13)
u = ug sur Iy, nv = nug sur Ty Nw x {0, L}

+ 00 sinon.

Le réel étendu C%HP, donné par |D peut étre calculé explicitement dans le cas p = 2,

c2l(8,1) = 2my®@,

dans le cas p < 2 et S = D (disque unité de R?

p—1
Ly _ ( p—1 ) )
ce D,1)=2r v
(.1) 12 —pl

et dans le cas p > 2 : vl (S 1) = 400. Le systeme d’Euler-Lagrange associé a (2.4.12) s’écrit

fdiv(\VuV’*QVu) + vl (s Du—vP2(u—v)n=f dans Q
ov ) el (8,1 _

P2 — " lu—vP?(u—v)n=0  dans

s <| 81:3‘ B3 + 5 lu —vP~%(u —v)n ans
(Phom) : { &= U0 sur T (2.4.14)
|VulP~2Vu.v = h (v = normale unité extérieure a Q) sur I'y
nv = nug sur I'pNw x {0, L}
0

na—;—o sur I'1 Nw x {0, L}

Le théoreme a été démontré dans [I] dans le cas ou T, est e-périodique et f et g sont données
par (2.4.9), généralisant les résultats de Caillerie et Dinari [42] obtenus dans le cas linéaire et de maniére
heuristique par un développement asymptotique é double échelle, en supposant une condition de Dirichlet
homogene sur 9. Si p =2, F(u) définie par 8) peut étre écrite comme une forme de Dirichlet ( cf.
[61L [78, [79]). Par exemple, si n =1 on obtient

1
F(u) = 5 {/Q [[Vul]? + pye g (@3)ul?]dz + // . L[Q(u(xl,x2,s)—u(xl,x2,t))2K7(2>’k(s,t)dsdt .
wx]0,

Dans le cas particulier d’une condition de Dirichlet sur Q x {L} Uw x {0}, on trouve :

@),/ QTW(Q’ 97y (2) 97y (2)
TV VTR - (2) ) sinh ( ﬂ-Z (L —sVt))sinh ( WIZ (sAt)),
7T’Y

(2.4.15)
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2.4.2 Variante aléatoire.

Cette section étend les résultats énoncés dans le théoréme 2.4.1] au cas d’une distribution aléatoire
de fibres paralleles, modélisée & partir du systeme dynamique discret ($, P, (7,),czz2) défini ci-dessous.
Fixons d > 0 et notons & I’ensemble des parties dénombrables de R? dont chaque élément est séparé des
autres par une distance au moins égale a d, soit

©:={s={s), keN}CR? V(kI) N’ s, #5 = |5 —5|>d}. (2.4.16)
Sous I'hypothese (2.4.16)), la distance de Hausdorff confere a $ une structure d’espace métrique. Nous
notons ¥ la tribu borélienne sur § associée a cette topologie et (7.).czz le groupe d’opérateurs sur
défini par
T.6=6—2z={sp—2, keN}L

On considere une probabilité P sur ($,) vérifiant

P#r,=P VY 2e7?

olt P47, représente la mesure image de P par 7, (définie sur ¥ par P#7,(A) = P(17(A))).
On considere la distribution aléatoire de fibres (7., (s)), g déduite de (2.2.5) en remplacant dans ([2.2.4)
I’ensemble A, par

Ac(s) :={esg, k€ J.(s)}, Jo(s):={keN, es, €w et dist(esg, Ow) > ce}.

On définit le probleme (P.(s)), pour chaque s € & , en remplacant T, par T;._(s) dans (2.4.1). La fonction
ne(s)(.) définie par (2.2.8) en remplagant A, par A.(s) s’écrit

ne(s)(x) = Z no(7(s))1y=(z1,22), no(s) == # {k eN: g, € {f%, %{ } Vs € .

z€l,

Pour chaque z € Z2, le réel ng(7.(s)) est une approximation du nombre de fibres incluses dans 'ensemble
(e(z +[0,1[?)) x (0, L). L’hypothese (2.4.16) entraine l'existence d'une constante positive C telle que

no(ﬁ) <C Vseb.

Sous ces hypotheses, on a
Théoreme 2.4.2. [18] Il existe N € X tel que P() = 0 et une suite de réels positifs (ex)ren convergeant
vers 0 tels que pour tout s € &\ ,

1, (5) () = B no(s),

ou F est la sous-tribu de 3 des ensembles T-invariants, c’est a dire

F={Ae%, A=A VzeZ%},

et E7ng : ® — R désigne lespérance conditionnelle de ng suivant F, c’est & dire l'unique fonction
F-mesurable telle que

/ E%no(s) dP(s) — / no(s) dP(s) V E ¢ F.

En particulier, il résulte du théoréme[2.4.1) que pour tout s € $\£, la suite (uc, (5)), o u:(s) est la solution
du probléme (P.(s)), converge faiblement dans W1P(Q) vers u(s) et la suite de mesures (uc, (§)pe, (5)),
ot

82 3
pe(s) == wﬂﬂs (s)‘CLQ>

converge étoile-faiblement dans M(Q) , vers EZ ng(s)v(s,.), ot (u(s,.),v(s,.) est l'unique solution du
probléeme (P"°™(s)) déduit de en remplagant n par la constante E” ng(s).
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La démonstration du théoréme [2.4.2] utilise le théoréme multidimensionel ergodique de Birkoff [84]. En
dépit de I'unicité de la solution de (P"°™(s)), a cause du caractére non dénombrable de ’ensemble £\ £, il
n’est pas possible de déduire du théoreme[2.4.2]la convergence de la suite entiere (u(s))e>0 vers u(s). On
peut obtenir des informations supplémentaires concernant la suite entiere lorsque le systeme dynamique
discret (9, P, (7,).cz2) est ergodique, c’est a dire lorsque la tribu F est réduite aux éléments de ¥ de
probabilité 0 ot 1. Dans ce cas, E¥ng = Eng = [ nodP et (P"™(s)) = (P"™) est indépendant de s.
En utilisant des arguments topologiques fins de la théorie de la I'-convergence [49], on prouve le résultat
suivant :

Proposition 2.4.2. [18] Sous les mémes hypothéses, si en outre que le systéeme dynamique (%, P, (7,).cz2)

est ergodique, alors la suite (us(s))e>o des solutions de (P.(s)) converge en P-mesure dans LP(SY) fort
vers l'unique solution u du probleme (P"°™). Autrement dit,

11rr(1)P({5€§>,|minP€(5)—minPh°m| >n})=0  V¥n>0,
gi_r%P({sGS,HUE(H)—UHLP(Q) >n})=0  Vp>0.

2.4.3 Equations d’évolution linéaires

Nous nous intéressons a ’homogénéisation de problemes du type

8;;? ~div(a.(2)Vus) = f dams Qx(0,T), wu €Dy, ne{1,2),

Dy i= {u € L*(0,T; Ho(2)) N C([0,T), L*(Q)), u(0) = o sur O},

Dy = {u e C([0, T]; H3(2)) N C([0, T]; L*(R)), u(0) = go, %(0) =vy on Q} : (2.4.17)
f e L*(Qx(0,T)), o€ L*(Q), sin =1,

feL*Q), woc HY)Q), vy L*Q) sin =2,

lorsque a. est donné par (2.4.11)), et n € {1,2}. On suppose pour simplifier que la distribution de fibres
est e-périodique, i.e. que A, est donné par (2.3.3). Le probleéme limite est fonction de k défini par (2.4.2))
et du parametre capacitaire v(2) donné pa. La constante k est supposée finie si n = 2. Lorsque
72 et k sont des réels positifs, il s’exprime sous forme d’un systéme couplé d’une équation d’évolution et
d’une équation elliptique dépendant de la limite u de la suite (u.) des solutions de (2.4.17) et de la limite
faible v au sens des mesures de la suite (ucue) ot la mesure p. est définie par conditions aux
limites effectives sont caractérisées par (u,v) € DE/F ol

DIt = {(u,v) c (LQ(O,T; HL(Q) OC([O,T];L2(Q))> x L2(Qx (0, 7)),
u(0) = o, aa—” € L*(Qx(0,T)), v=0 sur wx {0,L} x (o,T)},
z3
D5 = {(w,v) € (C((0,7), HY () 0 C([0, 7], L2(R)) ) x LA(@x(0,T),
ou v

u(0) = o, E(O) = vy, a—xge L*(Qx(0,T)), v=0 sur wx {0,L} x (O,T)}.

Théoréme 2.4.3. []] Supposons (2.4.11)), (et k < 400 sin =2), alors la suite (u:) des solutions
de converge faiblement dans L*(0,T; H3(Q)) (faiblement dans H*(Q2x (0,T)) sin = 2) vers u et
la suite (uepe) définie par converge étoile-faiblement au sens des mesures vers v. Le couple (u,v)
est l'unique solution de
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(i) Si k < 400, (u,v) € DY et

n 2
8u—Au—k671;=f dans  Qx(0,7T),
o o : 2)
92 st 0 <y < +oo,
_k%+27r7(2)(11—u):0 dans  Qx(0,T),
Oxs
an
v =0; 8t: —Au=f dans Qx(0,T), si v =0,
o"u 821,4
= U - A —Rhg 5 = Q T ) ) = .
v =1u; 5 kaxg f dans x (0,7T), siy +o0

(ii) Sik =+oc0 et n=1,

0
(u,v) efof; v=0; —u—Au+27r7(2)u:f

5 dans  2x(0,7), si 7 < 400,

u=7v=0, St 7(2):—&—00.

Remarque 2.4.1.  Dans le cas 0 < v?) |k < 400, on peut exprimer la fonction v en fonction de u en
résolvant la seconde équation. Reportant cette expression dans la premiére équation on obtient

o"u L
Frolie Au A+ poe) p(r3)u — /0 K. 2 p(73,y3)u(z1, 72, Y3, t)dys = f,

ol Py2) €t K2 p sont donnés par .
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Chapitre 3

Problemes non capacitaires
d’homogénéisation a fort contraste

3.1 Introduction

Ce chapitre expose les résultats obtenus dans [3], [, [7], [11], [16]. Etant donné un ouvert connexe
borné régulier  de R3, on considére le probléme de vibrations

2
pg% —div(o.(u:)) = pf dans Qx(0,T), (f € L0, T; L3 (9, R?))),

_ 1 T
o-(u:) = A tr(e(u:))I +2uce(u), e(u.) = 2(Vua +V'iu,), (3.1.1)
w. € C(0, T; HY(Q,B®) 0 CH(0, T; I2(9,RY),

w.(0) = a0, M(0) = by, (ao,bo) € HY(Q ) x (0,5

Nous supposons que les coefficients de Lamé \., u. prennent des valeurs d’ordre 1 sur un sous-ensemble e-
périodique B. de 2 formé d’un ensemble de cylindres paralleles disjoint de mesure de Lebesgue d’ordre 1,
et prennent des valeurs d’ordre £? dans la matrice qui entoure ces cylindres. Heuristiquement, on s’attend
a ce que la norme du gradient de la solution u. de 1D prenne de grandes valeurs, d’ordre %7 dans les
parties du matériau ou les coefficients de Lamé sont faibles. Ainsi, un écart entre les déplacements moyens
des différents constituants du composite peut apparaitre, conduisant a un probléme limite de type non
local (voir la remarque (i)). Une méthode courante consiste & exprimer le probleme limite sous la
forme d’un systéme d’équations impliquant, outre la limite ug de la suite (u.), la limite v d’une suite
auxiliaire (v.) (voir (3.2.14)) destinée & caractériser le déplacement effectif moyen dans les inclusions.
Il s’avere (voir le théoreme que des effets de torsion se produisent a 1’échelle microscopique dans
les fibres constituant le matériau composite. Ils sont décrits & ’aide d’une fonction 6 obtenue comme
limite de la suite (6.) définie par . Cette fonction 6 caractérise 'angle de torsion effectif des
fibres (cf. remarque (ii)). Les fonctions v et 6 sont définies dans Q% (0,T") et prennent leurs valeurs
respectivement dans R? et R. La fonction ug : 2x(0,T) x (—3,4)3 — R? est la limite double-échelle de
(ue) (voir [24], [83]). Le déplacement effectif dans les cylindres est régi par le systéme couplé d’équations
dans Qx(0,7T)

%0 %0 0*v
S s — kIS =Dy ((yg —yB) A (f v )) .e3 +m(ug).es,
ot 0z} ot
(3.1.2)
_ 0% k\B\M%e —5.f + g(uo) ,@e A )
platQ l+1 axg) 3 =p1 AU P1 6t2 3 Ya YB),

associé aux conditions aux limites données dans (3.2.17), les constantes k, J°, J, yg, Y5, p; étant définies
par (3.2.2), (3.2.7), (3.2.10). La premiere équation dans (3.1.2)), concernant 6, décrit des vibrations tor-
sionnelles. La troisieme composante de la seconde équation met en évidence des vibrations extensionnelles
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par rapport au déplacement longitudinal vs (voir [71], p. 428-429). Le couplage avec la matrice se fait
& travers les champs g(ug) et m(ugp). Ils représentent respectivement la somme des forces de surfaces
appliquées sur chaque fibre par la matrice et leur moment total par rapport au barycentre des fibres. Ces
champs sont définis par , en fonction de la restriction & Qx (0,7)x (Y \ B) de uop, qui ca-
ractérise le déplacement effectif dans la matrice. Les lettres Y et B symbolisent respectivement la cellule
unité et la fibre remise a ’échelle 1. Le déplacement effectif dans la matrice est régi par I’équation

82’!1,0 .
P o ~ divy(ooy(uo)) = pf dans Qx(0,T)x (Y \ B), (3.1.3)
couplée aux variables v, 6 par la relation ug = v + fes A (y — yp) dans B, ou p représente la limite
double-échelle forte de la densité massique (p.) et o, est défini par (3.2.3). La limite faible dans L?
de (u.) vérifie I'équation non explicite u(z,t) = [, uo(z,t,y)dy. Nous obtenons des résultats correcteurs

(voir (3.2.23)) et la remarque (ii)).

Lorsque l'ordre de grandeur des coeflicients d’élasticité dans les fibres est plus grand (plus précisément
lorsque k := lim._.g u1. = 4+00), les fonctions € et vs sont égales a zéro et le déplacement effectif dans les
fibres est régi par le systeme d’équations de v;, v données, en fonction du parametre & := lim._ €21,
par (3.2.18]), (3.2.19) ou (3.2.20). Dans le cas tres intéressant ol 0 < k < 400, ce systeme fait intervenir
les dérivées d’ordre 4 de v1, vy par rapport & x3, ce qui met en évidence des effets de flexion (see [71], p.
430 ) similaires & ceux étudiés dans [5], [90]. Sinon, les fibres exhibent le comportement d’une famille de
fils inextensibles résistant a la torsion si k = 0 et k = 400 et celui de corps rigides immobiles si kK = co.

Lorsque B, se compose de particules disjointes, les particules se comportent asymptotiquement comme
des corps rigides quel que soit ordre de grandeur (> 1) de leurs coefficients d’élasticité. Le déplacement
effectif est régi par le systéeme d’équations , ou le champ r, obtenu comme limite de la suite (r.)
définie par , décrit leur vecteur rotation effectif (dans le cas fibré, r = fes). Le déplacement dans la
matrice est régi par I’équation couplée avec v, r par I’équation ug =v+r A(y—yp) dans Qx (0,T) x B.
Des inclusions granulaires ont aussi été considérées par G. P. Panasenko [89] et G. V. Sandrakov [91] en
utilisant ’approche asymptotique.

Nous pouvons étendre nos résultats au cas d’un milieu multiphasique comprenant une famille finie
BL,.., B™ de distributions e-périodiques disjointes d’inclusions granulaires ou de fibres de forme et de
rigidité variées, chaque famille de fibres étant pour simplifier supposée parallele a 'un des axes de coor-
données. Le déplacement effectif dans BE est décrit en fonction d'un couple (v?,r?) et régi par un systeme
d’équations P"°™ 7 similaire, & une rotation pres des axes de coordonnées, a I'un des systéemes ,
(3.2.18)), (3.2.19)), (3.2.20)), (3.3.4)) suivant la forme et l'ordre de grandeur des coefficients d’élasticité des
inclusions considérées (voir la section Le déplacement dans la matrice est régi par I’équation ,
ot B = B'U...UB™. Le couplage entre P"°™ ? et la matrice est marqué par I’équation ug=v"+r’ A(y—yz:)
dans B par la présence des champs g'(ug) et m(ug) dans P"*™ i, Des modeles homogénéisés multipha-
siques ont été aussi considérés dans [88], [89], [91], [92], [93].

Les modeles de composites biphasiques obtenus de maniere théorique par notre processus d’ho-
mogénéisation s’averent étre insuffisamment renforcés, en général, pour résister a certains types de forces
volumiques. Plus précisément, dans le cas elliptique, la bornitude des solutions dans L?(£2; R?) peut tom-
ber en défaut suivant le choix de f et, dans le cas hyperbolique correspondant, les équations effectives
peuvent décrire un mouvement d’effondrement. D’un point de vue physique, il est essentiel de déterminer
des conditions garantissant ’obtention d’un composite élastique suffisamment renforcé pour résister aux
forces volumiques. Nous montrons (proposition que la bornitude mentionnée ci-dessus est assurée
quel que soit le choix du champ des forces volumiques f € L?(Q;R3), si et seulement si le composite
multiphasique considéré comprend soit une famille de fibres paralleles de coefficients d’élasticité d’ordre
E%, soit trois familles de fibres paralleles de coefficients d’élasticité d’ordre 1 distribuées suivant trois
directions indépendantes. Donc, bien que les milieux biphasiques offre le cadre adéquat pour 1’étude
mathématique, seuls les milieux multiphasiques sont susceptibles de fournir un modele physiquement
satisfaisant de composite élastique exhibant des effets de torsion.
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3.2 Cas fibré

Dans la suite, {e1, ez, e3} représente la base canonique de R®. Les vecteurs et les fonctions & valeurs
vectorielles sont rpeprésentés par des symboles commengant par des lettres minuscules en caracteres gras
(exemples : u, f, g, div(a),...). Pour tout vecteur u € R3, nous notons u; ou (u); ses composants (c’est
dire u = 37, uje; = 35 (u)se;). Nous n’utilisons pas la convention de sommation des indices répétés.
Nous notons (g;;) le tenseur d’orientation et u Av = Z?,j,kzl €ijkU;jVke; le produit extérieur dans R3.
Les matrices et les fonctions & valeurs matricielles sont représentées par des symboles commengant par
des lettres majuscules en caractére gras, avec les exceptions suivantes : Vu (gradient du déplacement),
e(u) (tenseur des déformations linéarisé), o(u) (tenseur des contraintes linéarisé). Nous notons A: B =
Z:;,j:l AijB;; le produit scalaire de deux matrices. La lettre C représente différentes constantes dont la
valeur précise peut varier d’une ligne a 'autre.

Fixant un ouvert connexe borné lipschitzien non vide D C R%, nous posons

_ 1 1)\2 ( 1 1) ( 1 1)3 3
Dc(-==) . B=Dx(-=,-),v.=(-=2 = €, 21
p C( 272) 9 >< 272 b 272 ’y Zz:;ye (3 )

1
|B|:= [ dy, yB::f/ydy, J::/IesA(y*yB)IQdy,
|B| /g B
(3.2.2)

Jagii (y*yB)(y(yfyB)ﬁdy

S~

Notant S3 I’ensemble de toutes les matrices symétriques d’ordre 3, nous considérons les opérateurs €y, 00y:
HYY;R3)—L2(Y;S?), g:H—R3 m:H—R3 définis par

(ey(w))is = 5 (f;;” +50) . o0,() = Aate, (W) +2u0e, ),

gw) = /8  owwnndi) (3.2.3)

mw) = [ (y-ys) A (o0, w)ne) dHC(0),
oOBNY
ou np désigne la normale extérieure & OB, Ay, pp sont des réels strictement positifs, et

H:={we H'(Y\ B;R?), div(so,(w)) € (H' (Y \ B;R%)'}, (3.2.4)
notant £’ le dual topologique de 'espace de Banach E. Nous notons C3°(Y') (resp. Cy(Y')) I'ensemble des
fonctions Y-périodiques de C*° (R?) (resp. C(R?)), C°(Y \ B) I'ensemble des restrictions des éléments
de Cf°(Y) a Y \ B, Hﬁ1 (Y) (resp. Hﬁ1 (Y'\ B)) le complété de CP°(Y) (1"esp.1 Cp(Y'\ B)) par rapport a

1 1
la norme w — ( [y (|w* 4+ [Vw|?)dy) 2 (resp. w — (fy\B(\wP + |Vw|2)dy> 2). Nos résultats sont basés

sur la méthode de convergence double-échelle de G. Allaire [24] et G. Nguetseng [83]. Une suite (f.) dans
L?(0,T; L?(Q)) est dite converger double-échelle vers fo € L%(0,T; L?(2 x Y))) par rapport a = (notation :
fe = fo) si pour tout g € D(2x(0,T),C(Y)), on a

lim fo (2, )0 (mf) drdt = / fopodzdtdy.
=0 Jax(o,T) € Qx(0,T)xY
Une suite (¢.) C L2(0,T; L*(£2)) est dite converger fortement double-échelle vers ¢q € L?(0,T; L?(Q x Y))
(notation p. — ©p) si
Pe = @o et glﬂ% l[oellz2(0,1:22()) = ll@ollL2(0,7:L2xv))-

Les symboles — et — désignent aussi bien les convergences double-échelle et double-échelle forte de
suites (f.) dans L?(f2) indépendantes de t ou des fonctions x, ces convergences étant définies de la méme
maniere en considérant formellement ces fonctions comme constantes en ¢.
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Nous considérons le probléme de vibrations (3.1.1)), ot 2 := w X 0, L, w est un domaine borné régulier de
R? et B. est I'ensemble e-périodique constitué de cylindres paralleles défini par (voir fig. 1)

B.:=qQne | ({i} + B). (3.2.5)

c11ey’

€ = wx(0,L)

Nous supposons que les coeflicients de Lamé vérifient

pe(2) = pielp, (2) + e molayp. (2),  Ae(z) = Aielp, (2) + €% Xola s, (2),

3.2.6
:Ale, liml. =1 €0, +oc. (3.2.6)
Hie e—0

p1e = ¢ >0, le

On pose
k:= lim p., k= lim &2y, (3.2.7)
e—0 e—0

Sous ’hypothese (3.2.6)), la relative compacité de la suite (u.) des solutions de (3.1.1)) pour la topologie
étoile-faible de L°°(0,T; L?(2;R3)) est assurée si

ap=0 sipu>>1, 0<p(x)<C<+o0 si {byg#0}ou {f +#0},

inf p.(2) > ¢ > 0 inf p.(z) >c>0,  si k=0, (3.2.8)
1§5p(:r) ¢ ou Ql{lBap(:E) c si K

Nous supposons que

Pe —> P, (3.2.9)

pour un certain p € L?(Q x Y). La masse effective, les positions des axes principaux d’inertie, les positions
des axes géométriques principaux et les moments d’inertie par rapport a ces derniers axes sont caractérisés
respectivement par les constantes p;, Y¢, yp, J° définies par (3.2.2) et

51:=/ pdy, ﬁlyczz/ pydy, (Yye=ys si p;=0),
B B (3.2.10)

i [ ples nty - sy
B
Nous supposons que

D= {(yl,yg) ER?, \/y? +42 < R} s liminf e, < +oo, (3.2.11)

pour un certain RE]O7 % [ Pour simplifier, nos résultats sont énoncés sous I’hypothese additionnelle (voir

la remarque (iii))

pe(x) > >0, (3.2.12)

pe(2) < C < 4o0. (3.2.13)
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Notant Int(s) la partie entiere d’un réel s, nous posons
1
vo(z,t):= ﬁue(x,t)lgs (x),
1 T
b (w,t):= Ju.(a,1) (e3 A (H —y3>) 1. (2), (3.2.14)
T T T; T; z; 1
T1.=S % e, Til._%i_ It(; ,))
[5} Z[e}e [5} € (n 5+2

Sous ces hypotheses, nous montrons que (u.,v.,0.) converge, dans le sens défini ci-dessous, vers la solution
(up,v,0) (une interprétation géométrique de fest donnée dans la remarque (ii)) de

rphom ),
{< f:;”‘””) (3.2.15)
(,Pfibers(kvfi))a
ol, posant r := fes et notant n la normale extérieure & JY,
(92’11,0 .
P o —divy(ooy(uo)) = pf dans Qx(0,7)x (Y \ B),
U =v+rAY—ysp) dans Qx(0,T)x B,
(Phem ) { a0y (uo) n(y) = —00y(uo)m(—y) sur Qx(0,T) x 9Y, (3.2.16)
ug € C([0,T]; L* (2, Hy (Y;R*))) N C*([0,T); L*(Q x Y3 R?)),
ou
uo(0)1y\B = @aoly\ B, 87;(0)11/\3 =boly\ B,
(P}Lﬁﬁm( k)) est donné, suivant 'ordre de grandeur des parametres k, k, par
%0 0%0
J° —kJ—
o x3
_ 0%
=n\We —yp) ANF — 55 ) ) €s - m(uo)es
dans 2x(0,T),
om R 3l+2 0%v
(Phi ers(k’o)) ) p,— —k|B >Tev s
- Prge MBI T e (3.2.17)
(0 <k < +00) 220
=S +9(uo) — Prgzes/\ (yo —yp) dans @x(0,7),
v3,0 € C([0,T]; L?(w; Hg (0, L)) N C*([0, T); L* (),
v e CH([0,T); LA (S RY)),
00 ov
0(0) =0, 5,(0) =0, v(0) =ao, 5,(0) =bo,
_ 0%ve
Prgm = Pifa+(g(uo))e ac{1,2} dans Qx(0,7),
(P o(+00,0)) : ¢ v € CH([0,T], L* (% R?)), (3.2.18)
v (0) = 0, ag;( 0) = (bp)a, @ € {1,2}, v3=10=0,
0%, 22: 31+ 2 ot vg
T T 17 et
hom
(Pfibers (00, 7)) : = D1 fa + ga(uo), o € {1,2} dans Q x (0,7'), (3.2.19)
(O<m<too) | pec(o, 71 L2(w, H3(0, LiR)NCH (0, T); 2% RY),
v (0) = 0, %j’(o) = (bo)a, a € {1,2}, v3=10=0,
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(Piiers(+00,+00)) : =0,  0=0. (3.2.20)
Nous obtenons le résultat correcteur (3.2.23) sous ’hypothese (voir remarque (ii))

ao=0, 1w (a? t, f) — . (3.2.21)
€

Théoréme 3.2.1. [7] Supposons (5.2.1), (3.2.9), (3-2-6), (3-2-4), (3.2.9), (5.2.11), (3-2.19), (3-2-13),
soit (ug)la suite des solutions de (3.1.1) et soient (v.), (0;) définis par (3.2.14). Alors (u.) converge
double-échelle versug par rapport a x et (u.,v.,0.) converge étoile-faiblement dans (L°°(0, T; L?(Q,R3)))%x
L>(0,T; L?(2)) vers (u,v,0), ou

u::/yu()(.,y)d% v:][B o(-y)dy, J/“O ).(e3 A (y —y5))dy. (3.2.22)

Le triplet (ug,v, 0) est 'unique solution de ( . De plus, (u-(7))converge double-échelle vers ug(T) par
rapport a x, pour tout T € [0,T]. Sous U’hypothése additionnelle (3.2.21), la suite (u:) converge fortement
double-échelle vers ug et
x
U: — U (x,t, f)‘
€

lim
e—0

—0. (3.2.23)
L2(x(0,T);R3)

Remarque 3.2.1. (i) Si 0 < k < +o0, la variable 0 satisfait l’equatzon de la corde vibrante 2% —

8t2
220 — b, 6(0) = 22(0) =0, (a,0,) =0(', L, t) = 0, ot c := /5L | = p(pl((yg—yg)/\f).eg—i—
m(uo).eg - ﬁl((yg yg) A atg) .63), donc 0 est donné par
o0 t
L cnm 2 nm
O(x,t) = Z — (/ sin | — (¢t —7) ’}/n(l’l,l‘g,T)dT> \/jsin —x3 ),
— cnm \ Jo ( L ) L ( L ) (3.2.24)

2
Yn(T1, 22,1 / h(z1, 22, 3,1)\/ Lblﬂ (%373) dzxs.

La substitution de (3.2.2)) dans . (3-2.17) fait apparaitre des termes de mémoire. Des effets de
mémoires induits par [’homogénéisation sont aussi étudiés dans [20], [26], [T)], [96]. On peut s’attendre

plus généralement a l'apparition d’effets non locauz lorsque I’on considére des composites a fort contrastes
131, Hl. [24), [30],]54)], [38], {3, [46], [6G], [88], [91], [92], [93], [94)]. Dans le cas d’équations scalaires
linéaires elliptiques, ces effets peuvent s’interpréter dans le contexte de la théorie des formes de Diri-
chlet [78]. Cette approche échoue dans le cas de Uélasticité linéaire, car toute forme quadratique positive
semi-continue inférieurement sur L2(Q;R®) peut s’écrire comme la limite d’une suite de fonctionnelles
énergie élastique linéaire sur H*(Q;R3) [43]. Lorsque l’on passe des équations d’équilibre auz équations
d’évolution, des effets de mémoires peuvent s’ajouter aux effets mon locaux éventuels spécifiques au cas
elliptique, méme si I’homogénéisation des équations d’équilibre correspondantes conduisent a un probleme
classique local (voir [5], Remark 3.2; [6], Remark 2.2 (v)).
(i) L’hypothése est vérifiée par exemple si ugest continue en au moins l'une des variables (x,t)
ou y (voir [24)], Section 5 ), ce qui a liew si by, f, p sont suﬁ%’samment réguliers, Sous hypothese
m le résultat correcteur , combiné a la seconde ligne de , indique que le champ
v(z,t)+6(z, t)es A ([2] —yB) est une approzimation du déplacement dans les fibres. Donc la fonction ¢
est une approximation locale de ’angle de rotation des fibres. On peut aussi déduire de m que les
suites (U.) et (0.) obtenues en moyennant v. et 0. sur chaque cellule de périodicité, c’est a dire

Ga(at) =Y ( ][ i'vg(s,t)ds> ly: (2),

i€l €
?s(xat) ::Z (][ ios(sat)ds) ]-Y; (:L')a
i€l €

Yi=e(i+Y), L:={ieZ® Y cCQ},
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convergent respectivement fortement vers v dans L*(0,T; L?(S;R?)) et fortement vers 6 dans L*(0,T;
L*(Q)).

(iii) Si Uhypothése n’est pas satisfaite, le déplacement effectif est stationaire dans les parties du

corps ou pe >> 1. Si Uhypothese n’est pas satisfaite, il peut étre nécessaire d’effectuer certaines
modifications associées a la variable temps dans .

3.3 Cas d’inclusions granulaires

Dans cette section, nous supposons que £ et B sont des domaines réguliers de R3, et que

— 1 1\*

La relative compacité de la suite des solutions de (3.1.1]) pour la topologie faible-étoile de L>°(0, T'; L*(Q; R?))
est assurée par les hypotheses (3.2.6)), (3.2.8]) et

i]IglEf pe(x) >c>0 ou Qi{%g pe(x) >c>0. (3.3.2)

Nous introduisons les matrices d’inertie J?, J et la suite (r.) données par

Jij = */ p(y —yp)i(y —yn);dy, si i#j,
B

Jij ::_/(y_yB)i(y_yB)jdy, si i g,
B

JZIZZ/BPK?J—yB)dey, Jn'i:Z/B!(y—yB)ﬂzd%

j#i J#i
e ([ e i

Théoreme 3.3.1. [7] Supposons (3.2.6), (3.2.8), (3-2.9), (5.2.12), (3-2.15), (3.3.1), (3-53.9), soit (uc)

la suite des solutions de (3.1.1) et soit (ve), (r.) définis par (3.2.14)), (3.3.5). Alors la suite (u.)
converge double-échelle vers wg par rapport a xet la suite (ue,ve,7:) converge étoile-faiblement dans

(L>=°(0,T; L?(Q,R3)))3 vers le triplet (w,v,r) donné par et

(3.3.3)

r:Jl(/B(y —y5) Ao, y)dy) :

Le triplet (ug,v,r) est l'unique solution du systéme

{ (Pgﬁzyg"iw)a
( iiilocylr;sions%
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oty (Plom . ) est donné par et
_ (620+82r/\( ))
pl 8t2 atz yG yB
=p.f + g(uo) dans Qx(0,T),

O%r 0%v

(Pho iona) 4 I o TP WG — ) N (3.3.4)
=p(ye —ys) Nf +m(ug) dans Qx(0,7),
v,r € CY0,T; L*(;R?)),
ov _or 0

v(0) =ay, a(o) =bo, r(0) = a( ) =

De plus, (ue(7)) converge double-échelle vers ug(7) pour tout T € [0,T]. Supposons de plus que (3.2.21]),
alors (ug) converge fortement double-échelle vers ug et le résultat correcteur est vérifié.

Remarque 3.3.1. (i) Les inclusions granulaires sont aussi concernées par la remarque|3.2.1|
(i) Dans le cas fibré, la suite (re) définie par converge vers fes.

3.4 Milieux Stratifiés

Cette section présente les résultats de [I6], [I7]. Nous nous intéressons au cas ou B, est un ensemble
de couches paralleles d’épaisseur r. périodiquement distribuées avec une période €. Le cas stratifié a été
intensivement étudié par plusieurs auteurs dans le cadre de problémes scalaires (voir par exemple [37],
[64]). Soit  := wx]0, L[ un domaine cylindrique, w désignant un domaine borné de R? de frontiere
réguliere. Etant donnée une suite de réels strictement positifs (r.), 'ensemble B est construit & partir

Te Te

de Vintervalle ouvert S° := (—4z, 5=), en considérant d’abord I'ensemble périodique Sf := J;e z{i} + 5%,

puis en posant (cf. fig. 1) B. :=w x ((0,L) NeSy).

e

FiG. 3.1 -

On suppose que les coefficients p. (), Ac(x), pe(x) vérifient

Pa(ﬂﬁ) = Ple; Me(x) = H1e, )\5(37) = A1 dans B,
pe(x) = po, pe(x) = poe, Ac(x) = Aoe dans Q\ B,
_ ‘BE| _ |BE| )\a(x)

dans €,

D1 = ke = le =
Ple |Q‘ Ple, € |Q| Hie, € ﬂg(z)
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ou (p1.), (t1e), (oe), (Ic), (ko) sont des suites de réels strictement positifs telles que

pe >¢>0, C>ppe>ce? (C,e>0), pr. — by €[0,+00,

le = 1€[0,+00], k.—kecl[0,+00], rik.— rc]0,+0q], (3.4.1)
A
Hoe — Ko S [0,4’00[, )\05 — )\0 = lﬂo, % — My G]O,+OO], % — lo = lm().

On fait les hypotheses suivantes

lm = =eef0,1, “S=e¢ si e>0, e=0 si po>0,
e—0 € (>
ap = si k= +oo, k>0 si [mg<4oo et 71.<<gl.
Posant
1 1\?° < 1 1)2 e e
Yo=(-2,> Bi=(->> [—f f} 5y = (1— L3B 4.2
( 2’2)’ 52) X720zl Poi= (= LAB))eo, (34.2)

et notant S3 I'ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre 3 et np la normale unitaire intérieure a
(0(Y \ B)) N B, on introduit les opérateurs e,, o0, : H*(Y,R?) — L*(Y,S%), g : 'H—R3, définis par

- 1 <6wl Owj

estw))y =5 (G + Gi2) - () = lm e, () + 2moe, w),

gw) = [ oo w)nadiC(y).
(0(Y\B))NB
H:={we H' (Y \ B,R?), div(soy(w)) € (H' (Y \ B,R%))'},

FNTeW RIURLL

(E' := dual topologique de F). Notant D({; R3) le complété de D(Q; R3) pour la norme ||.||x, posant

a5l 2 o)
1._ T3 — we
W= D(:R )H - il = llwllz2(oms) + 2 5o || S22 .
2. SR3)!2 — 2 2w
WE=DEE), Jlwll = lfwll@mn + San ||o255] g,
on introduit les opérateurs ¢ : W — S g : H(; R3) — S? définis par
28’(1)1 + 2l (8’(1)1 + 8w2) Owq + Ows 0
memb oz al+2 gzl Oxo o 3123? Bax1 o
o (w) = g 2GmaAz(BRadn) o)
0 0 0
oo(w) := Mg tr(e(w))I + 2upe(w).
Soit u, la solution de (3.1.1) et (v.) la suite donnée par
v (21,22, 23, 1) = D icA, “e(xlvx2vi5>t)1fé (w3), ) (3.4.3)
Ii=(-3%,%), Il:'=c(i+1), A.:={i€Z, I{C(0,L)}. o

Le probléme limite est fonction des parametres k, k, mo, po, I, py, po définis par (3.4.1)), (3.4.2).
Si mg < +o00, la suite (u.) converge double-échelle vers uy par rapport & = et (v.) converge étoile-

faiblement dans L>(0,T; W?') vers v, le couple (ug,v) étant I'unique solution de

((,P[})wm)v ( ﬁ??,@))v (3.4.4)
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ou, désignant par n la normale extérieure a 9Y,

0%uy
P0——5- o2 —divy(ooy(uo))=pof dans Qx(0,T)x (Y \ B),
Uy =V dans Qx(0,T)x B,
(Pho™) : ¢ ooyluo) n(z,t,y) =—00, o) n(z, t,—y) sur 2x(0,7) x9Y,
uo €C([0,T); L?(Q,Hﬂ (¥ EYCA (0,71 L0 x VB,
ou
uo(0)1y\B = @aoly\B, 67;(0)13/\3 =boly\ B,

et (PPo™(k, k)) est donné, suivant I'ordre de grandeur des paramétres k, r, par

82
) ﬁla—t;)—kdivamemb(v):ﬁl £ +g(uo) dans Q% (0,7),
(Priroy)
0K poo) T ¥ ECUOTEWHNC ((0,T]: L2(% RY)
ov
’U(O) = Qaop, a(O) = bo,
_ 0%y _
i | PR T+ ) dans 0 (0,7),
1,(00,0) .
v e CU(0T], L0 R), v5(0) =0, D2(0) = (o), vy = vz =0,
_ 0%v3 kKl+1 0%
Mo T3 Z ~ 922043
hom
E?ﬁ“?i | = ,olfg + (g(un))s dans Q% (0,T),
K (0.¢]
v e O([0, T W?) nCH([0, T]; L* (4 R?)),
)
v3(0) = 0, (,;‘;3 (0) = (bo)3, v1 = vs = 0,

(P{I?Too +OO)) v=0.

En outre, (u.) converge étoile-faiblement dans L>(0,T; L?(Q; R3)) vers

u(x,t) := / ug(z, t,y)dy. (3.4.5)
1%
Le correcteur (3.4.8]) est vérifié sous I'hypothese

ag = 0, Ug <(E,t7 g) — U, (346)

ou le symbole — représente la convergence double-échelle forte par rapport a = (cf. [24]).

Si mg = 400, alors ug = u = v et la suite (u.) converge étoile-faiblement dans L>(0,T; L%(£; R?)) vers

I'unique solution # du probléeme

(PGS); (3.4.7)

donné en fonction de 'ordre de grandeur de k, k, par

82’0.1: . memb
(Po +71)— 52 —divey(u) — kdive (u)
(fp(h]fgl) . = (ﬁo + ﬁl)f dans 2 x (0, T),
(0<k<+00) " JueC(,T);W")nCy[o,T); L*(Q;R?)),

we C(0.T) HAR) st po > 0, u(0) = ap, 2o (0) = by
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0% 0%u
(Po + pl)i@t; ~ (o + pi0) 5o

0z3
(Phom ) . - :U'OAUS = (pO +ﬁl)f?) dans €2 x (OvT),
D7) ug € (0, 7] HY(9) 0 ([0, T); L2(),
0
Uy = U = 0, 7.L3(0) = 0, %(0) = bog,

_ _ 82U3 82u3
(Po + pl)ﬁ — (Ao + MO)TIE% — poAus
hom o I *us L
(PESm) 3752 20,2 — (PotP1)fs dans x(0,T),
(0<Kr<+400) ap=1 """ 0
u e C([0,T; W?) nC([0,T]; L* (% R?)),
ou
up = ug =0, uz(0) =0, 3—;(0) = bos,
(P(h_3$7+oo)) . u = 0

Théoreme 3.4.1. Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, la suite (uz) des solutions de converge
double-échelle par rapport a x vers ug et converge étoile-faiblement dans L>(0,T; L2(£; R?)) vers u donné
par . La suite (v.) définie par converge étoile-faiblement dans L>(0,T; W*) vers v.

(i) Si mg < 400, le couple (ug,v) est l'unique solution de . Sous I’hypothese , la suite (uc)

converge fortement double-échelle vers ug et

. X
Tim | — ug (x t, g) |22 (eo.ryR) = 0. (3.4.8)

(ii) Simg = +o0, alors ug =u = v et u est l'unique solution de [(5.4.7). Si po > 0, la suite (u.) converge
étoile-faiblement vers u dans L°°(0,T; H}(Q;R?)).

3.5 Milieux multiphasiques

Nos résultats s’étendent facilement au cas d’un milieu multiphasique dans lequel m familles e-périodiques
Bl, ..., B™ de fibres (supposées paralleles, pour simplifier, & I'un des axes de coordonnées) ou d’inclusions
granulaires sont supposées plongées dans une matrice molle. Les ensembles B!, ..., B™ sont définis en
fonction de m sous-ensembles B!,..,B™ de Y, connexes dans R? et de fermetures deux & deux disjointes,
en posant B, := (Ji2) Bl, BL:=¢(Ujezsj+B)NQ, B:= % B’ (voir fig. 3). Dans le cas fibré
B’ est un cylindre dont I’axe est perpendiculaire & 'une des faces du cube Y.
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Nous supposons que les coefficients d’élasticité prennent les valeurs u¢_ et A\i. dans chaque ensemble B!
(i € {1,...,m}) et les valeurs £ et €2)\¢ dans la matrice Q \ B.. Sous ces hypotheses, la suite (u.) des
solutions de (3.1.1)) converge double-échelle vers 'unique solution ug du probléeme variationnel suivant

T
/O (a(uo(t), wo)n(t) + (wo(t), wo)un" (t))dt + (a0, wo)un'(0)
T
— (bo,’lﬂo)Hn(O) :/0 (f,’wo)H’I](t)dt, Y wy € V, A4 ne D(—OO,T), (35]_)

v,r € C(0,T; L* (O R?)),
uo € L2(0,T;V), uy€ L*(0,T; H).

L’espace de Hilbert H est ’'ensemble de toutes les fonctions wo € L?(Q; L?(Y; R?)) telles que pour tout

i € {l,,...,m}, il existe un couple (w[i],r[i]) € (L2(Q;R?))? tel que wy = Pl 4 o[l A(y—ypma) dans

Q x Bl De plus, si B[i] est un ensemble de fibres paralleles & eg] il

, alors rll = gome pour un certain
ol € L?(Q) et si en outre ,u[] — +oo0, alors ('k,b[z] .eg]) = ¢l = 0. L’espace H est équipé du produit
scalaire (wo, Wo)m := [q,y pwo-Wodzdy. L'espace de Hilbert V' est la fermeture de D(Q; C3°(Y)) N H par

rapport & la norme |[|.||y définie par

[wol} = fwol3, + > all (", rl), (!, rll)) + / IV wo|?dzdy. (3.5.2)
i1 QxXY\B

L’ensemble V est inclus dans H avec injection continue. La forme bilinéaire @l? est identique, & une
rotation des axes de coordonnées pres, & 'une des formes @, @®, a®, @* définies, suivant lordre de

K3 .
grandeur des modules d’élasticité et la forme des inclusions concernées, par (si % — +00, alors al!l = 0).

a((v,0), (@, ¢)) = kB2t 2 %%dazﬂd/ 0 00,4, .y

l +1 8333 6$3 8$3 8333
2
_ B1+2 0%y 0% _
(3) o &) 4) ._
a*((v, gﬂ 1/{l+1 o 02 82d a” :=0.

La forme bilinéaire symétrique a sur V est définie par

a’(w07w0) = /Q v ey(wO) : aOy(wO)dIdy + Za[z]((¢[1]7r[z])7 (1/)[1]77‘[1]))

i=1
Le systeme d’Euler-Lagrange associé a (3.5.1)) est un systéme du type

(,Phom, multi)
b)

matrix

(fphom 1),
(3.5.3)

(Phom m)’

dépendant des variables v, 7l ug. Les champs vl! et r[! caractérisent respectivement le déplacement
effectif moyen et le vecteur rotation effectif remis & I’ échelle dans les inclusions B[l] Ils sont obtenus comme
limite faible dans L>(0, T’; L?(£; R?)) des suites ’UL] et re [ définies en substituant B! & B dans ,
(3.3.3). Le déplacement effectif dans la matrice est régi par (P27 ™) Le systeme (PO ™ ul“) dlffere
de (3.2.16]) uniquement par sa seconde ligne, c’est a dire

ug = vl + 70 A (y —ypw) dans Qx(0,T) x B, i e {1,...,m}.

Le systeme (Pom [i}) gouverne le comportement du déplacement effectif dans By]. Dans le cas d’inclusions
granulaires, (P [1) est donné par (3.3.4)), étant entendu que toutes les quantités définies en fonction

54



de B (c’est a dire v, r, g, m, ya, ¥, etc..) le sont maintenant en fonction de Bl et labellisées par [i]. Si
B est constitué de fibres paralleles a egl], alors rll = 9["]6@ et (Phom 1) est un systeme d’équation de
(e[f},e[;],e;[;]) par un systeme du type d3.2.17[), (]3.2.18[), d3.2.19|) ou d3.2.20|), suivant 'ordre de grandeur
de ,u[f}:

3.6 Cas des équations d’équilibre

Dans cette section, nous complétons et corrigeons les résultats obtenus dans [3] . La correction concerne
le cas ou les fibres ont des coefficients d’élasticité d’ordre 1.Soit u. la solution de

—~div(o.(u.)) = p-f dans Q, w.€ HY}QR?), feL?Q,R?). (3.6.1)

Soient V' et H les espaces de Hilbert et a la forme bilinéaire positive symétrique définis dans la section
4. On a

Corollaire 3.6.1. Supposons que (u.) converge double-échelle vers ug € L?(Q x Y;R3). Alors

up €V et alug,wo) = (f,wo)y, VYwoeV. (3.6.2)

Lorsque des composites bi-phasiques sont considérés, le probleme effectif est en général mal posé.
Plus précisément, a moins que 'on considere des fibres tres rigides dont les coefficients d’élasticité sont
d’ordre de grandeur supérieur ou égal a E% la forme bilinéaire a n’est pas coercive sur V. Dans ce cas,
le probleme n’a pas de solution si le champ f n’est pas paralleles aux fibres presque partout, et
admet une infinité de solutions dans le cas contraire. Dans le premier cas, il résulte de corollaire [3.6.1
que lime o [uc|r2(qrsy = +oo. Heuristiquement, cela veut dire que le composite effectif ne "résiste”
pas aux forces volumiques transverses. Il est vraisemblable que dans le cas hyperbolique on ait alors
lim7 . 4 oo [u(T)|p2(;r3) = 400 pour le méme choix de f, ce qui traduit un ”effondrement” du composite.
Donc les deux modeles, elliptiques et hyperboliques, semblent insatisfaisants d’un point de vue physique
lorsque la forme bilinéaire a n’est pas coercive sur V et que les forces volumiques ne sont pas presque
partout paralléles aux fibres. Dans la proposition suivante, nous énongons plusieurs conditions nécessaires
et suffisantes garantissant la coercivité de a sur V.

Proposition 3.6.1. a) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La forme a est coercive sur V.

(ii) Le probléeme admet une unique solution pour tout f € L?(Q;R3).
(#ii) Les estimations swivantes sont satisfaites :

/ lw|*de < CF.(w), VYw e Hj(QR3);  F.(w) := 5/ e(w) : o (w)dz. (3.6.3)
Q Q
(iv) Pour tout f € L*(;R3), la suite (u.) admet une sous-suite bornée dans L*(Q; R?).
(v) L’une des conditions suivantes, (a) ou (b), est vérifiée :

(a) Uensemble d’inclusions comporte une distribution e-périodique de fibres paralléles dont les coeffi-
cients d’élasticité ont un module d’ordre de grandeur au moins égal a E%,

(b) Uensemble d’inclusions contient trois familles disjointes de distributions e-périodiques de fibres de
coefficients d’élasticité d’ordre au moins égal a 1, distribuées suivant trois directions indépendantes.
(vi) Pour tout f € L*(;R3), la suite (u.) converge double-échelle vers l'unique solution de .
b) Si a n'est pas coercive et si f n'appartient pas presque partout & l'espace vectoriel engendré par les
directions des fibres, alors n’a pas de solution.

Exemple. (Correction de [3, Exemple II]). Considérons une réunion de trois familles disjointes de fibres

paralleles B, = Bsm U BE] U BE'], les fibres constituant Bg] étant supposées paralleles a e; et ayant
un coefficient d’élasticité u[g} d’ordre 1 (c’est a dire que uz[f] — Kkl €]0, +00[). Noter que I’assertion
(v) de la proposition est satisfaite, donc d’apres (vi), la suite (u.) converge double-échelle vers

l'unique solution uy du probleme(3.6.2)). L’espace de Hilbert H, équipé du produit scalaire (wo,Wq) g :=
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fQXyp'wO.ﬁJoda:dy est égal au sous-ensemble de LQ(Q;Lg(Y;R?’)) des champs wqg tels que pour tout
i € {1,2,3} il existe un couple (!, olil) € L2(Q:R3) x L2() tel que wo = ¥ + plle; A (y — yz11) dans
Q x Bl L’ensemble V est la fermeture de D(£2; cpe(Y; R3)) N H par rapport a la norme |.|, définie par
- L’énergie effective est définie sur V x V par

3
1 1 1 .
- N . N gl
2a(wo,wo). 5 /Qxyey(wo) 00y (wo)dzdy + 5 E_ a (wo,wop),
, (3.6.4)
i 32 aw[l] Lo |9t

Le second terme du membre de droite de I’équation de la deuxieme ligne de (3.6.4) caractérise I’énergie
torsionnelle stockée dans les fibres. La formule (3.6.4) corrige dans le cas linéaire le formule [3 (2.25)],
ou les termes de torsion étaient manquants.

Remarque 3.6.1. (i) Sous les hypothéses du corollaire et les notations de la section la suite
(vgi]7r[gi}) converge faiblement dans (L?(Q;R3))? vers (vl rl) pour chaque i € {1,....m}. Le champ
ug et les champs v, rlll sont solution du systéme déduit formellement de ( en remplacant les
symboles du type fo(O,T dmdt, LP(0,T;X), Q x (0,T), w(r), w(0), %—“f, ag, by... par [, ..dm, X,
Q, w,0,0,0,0... Si([5.6.9) alieu et si la suite (uo (z, f)) converge fortement double-échelle vers la
solution ug du probléme effectif elliptique (voir remarque 2.2 (ii)), alors on a le résultat correcteur suivant
lim, o [[ue —uo (2, %)HL2(Q;R3) =0.

(i) Dans le cas elliptique, la variable uy peut étre éliminée dans le probléme effectif : d’aprés le systéme
d’équations déduit de (P ™) comme décrit dans (i) et d’aprés la formule u = Jy (. y)dy, on a,

matrixc

dans la base (e1,ez,€3),

3
1 1 1 ,
§a(w0,’wo) = 5/9 Yey(wo) 100y (wo)dzdy + 3 ZEM (wo, wo),
X =
! (3.6.5)
/’Yody+zz 2 EJ[Z]derTM/ j[i]dy,
i=1j5=1
ol fé ,né[l]fyo(x, .) sont les uniques solutions de
— div, (00, (€)")=0 dans Y\ B, €l'=¢; dans B, £"! =0 dans B\ Bl
- divy(aoy(ng[i])) =0 dans Y \ B,
m'=e; A (y—ypu) dans B, gl =0 dans B\ BY, (366)

—divy(ooy(7g)) = pf dans Q@ xY\ B, v,=0 dans Q x B,
0y(Co)-n(y) =—00y (Co)-n(—y) dans 9Y, ¢, € Hy (YV;R?),
CO € {6{)[1 ang)[l]a'YO( )}

Dans le cas d’un composite bi-phasique (c’est a dire m = 1, B = Bm), d’apres , et le
théoréeme de Gauss-Green, on a

& =ej, 9(&) =m(&) = g(my) =m(n) =0,

9(uo) = g(vo) = (A\B pdy) T,

m(ug) =m(y,) = </Y\B Py —yB)dy> N
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Un calcul similaire peut étre fait dans le cas des équations hyperboliques, lorsque la masse volumique
effective s’annule dans la matrice, c’est a dire lorsque ply\p = 0. Dans ce cas les champs uy et u
se déduisent des champs vl et vl (i € {1,..,m}) simplement en substituant 0 & 7, dans .
Sous la méme hypothése, des problémes similaires sont abordés dans [88] (cas fibré) et [8Y] (inclusions
granulaires), en utilisant des méthodes de développement asymptotiques.

(iii) Le cas ot a n'est pas coercive sur V et ot f appartient presque partout a lespace engendré par les
directions des fibres peut présenter un intérét d’un point de vue physique. Cependant, il semble difficile
de déterminer si dans ce cas la suite des solutions de est bornée dans L*(S;R3) ou pas.

(iv) Sia est coercive sur'V et si f est indépendant de t, alors la suite (w(T))r=o est bornée dans L?(Q; R?).
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