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Introduction

Les pages qui suivent présentent les travaux que j’ai effectués depuis le début de mes recherches en 1995.
Ils ont été menés d’abord au laboratoire d’Analyse Non Linéaire Appliquée de l’Université de Toulon
et du Var pendant ma thèse de 1995 à 1997, puis au département de Mathématiques de l’Université
de Perpignan de 1997 à 2011, et enfin au Laboratoire de Mécanique et de Génie Civil de l’Université
Montpellier 2.
Le cadre de ma recherche est l’analyse asymptotique d’équations différentielles à coefficients fortement
oscillants (l’”homogénéisation”). J’ai d’abord étudié des équations scalaires [1], [4], [6], ensuite, je me suis
intéressé aux équations de l’élasticité linéaire [3], [5], ce qui m’a permis de mettre en évidence des effets
de torsion dans les composites élastiques de fibres à fort contraste [7], et m’a amené à introduire une
nouvelle notion de capacité adaptée à l’élasticité [8]. Plus récemment, j’ai étendu cette notion à un cadre
non linéaire [15], [19] et me suis intéressé aux cas non périodique [9] et aléatoire [18].
Ce mémoire comporte 3 chapitres. La présentation de chaque chapitre suit l’ordre chronologique inverse
en commençant par les résultats obtenus en élasticité. Le cas scalaire s’en déduit aisément.
Les deux premiers chapitres s’intéressent au cas où certains des coefficients des équations considérées
prennent de très grandes valeurs sur des inclusions de mesure de Lebesgue très petite. On parle alors de
”problèmes capacitaires” car les équations limites dépendent de la densité de ces inclusions relativement à
une certaine capacité. Le premier chapitre traite le cas de structures granulaires et le second de structures
fibrées. Sur ce sujet, les publications sont dans l’ordre chronologique [10], [1], [12], [13], [4], [5], [6], [14],
[8] (auxquelles s’ajoutent les preprints [9], [15], [19], [18]).
Le troisième chapitre porte sur le cas où certains coefficients prennent des valeurs très petites sur des
parties de mesure de Lebesgue d’ordre 1. Les publications associées à ce chapitre sont [11], [3], [4], [7].
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Chapitre 1

Problèmes capacitaires pour des

composites comportant des

inclusions granulaires.

L’étude des composites comportant à des traces de matériaux aux propriétés extrêmes a attiré l’at-
tention de plusieurs auteurs au cours des dernières années [1], [5], [36], [40], [41], [42], [58], [66]. Le point
commun de ces divers travaux réside dans l’apparition d’une concentration d’énergie dans une petite zone
entourant les matériaux forts. Un phénomène similaire se produit lorsque l’on considère des problèmes de
Dirichlet dans des ouverts variables [25], [28], [44], [47],[49], [51], [52], [53]. Cette contribution addition-
nelle est caractérisée par une densité locale des perturbations géométriques en fonction d’une capacité
appropriée dépendant du type des équations.

Ce chapitre présente essentiellement les résultats de [8] annoncés dans [14]. La section 1.3.3 traite
des résultats établis dans [6]. Nous introduisons une notion de capacité liée à l’élasticité qui s’avère
être utile pour l’analyse des concentrations d’énergie élastique causées par les déplacements rigides de
certaines parties infinitésimales d’un composite élastique en dimension 2 ou 3. En guise d’application, nous
étudions le comportement d’un problème aux limites décrivant les vibrations d’un composite élastique.
Plus précisément, nous analysons un milieu bi-phasique dans lequel un ensemble de particules très lourdes
et très rigides est plongé dans une matrice moins rigide. Ce travail se situe dans le contexte de l’élasticité
linéaire.

1.1 Une notion de capacité liée à l’élasticité.

Dans l’esprit de Villaggio [99], nous introduisons dans [8] une notion de capacité qui caractérise
l’énergie élastique associée au déplacement d’un corps rigide T plongé dans un espace élastique V . Plus
précisément, nous considérons la famille (c3((vvv,ωωω);T ;V ))(vvv,ωωω)∈(R3)2 définie par

c3((vvv,ωωω);T ;V ) := inf

{
ˆ

V

aaa0eee(ψψψ) : eee(ψψψ)dx, ψψψ ∈ H1
0 (V ; R3),

ψψψ = vvv +
2

diamT
ωωω ∧ (xxx− xxxT ) dans T

}
,

(1.1.1)

où aaa0 représente le tenseur d’élasticité du milieu et xxxT est le barycentre de T . Nous notons Cap3(T ;V )
la matrice 6× 6 symétrique semi-définie positive associée à la forme quadratique (vvv,ωωω) → c3((vvv,ωωω);T ;V )
dans la base canonique. En dimension 2 on définit de façon analogue une matrice 3 × 3 symétrique
semi-définie positive Cap2(T ;V ).

La nouveauté de cette notion, comparée à ce que l’on peut trouver sur le sujet dans la littérature,
(voir[28], [53], [59], [76]), est que la restriction à T des minimiseurs de (1.1.1) est un torseur et non une
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constante. Ce choix est suggéré par les petites valeurs vraisemblablement prises par le gradient symétrisé
du déplacement dans les parties du corps dans lesquelles les coefficients d’élasticité sont élevés. L’objectif
sous-jacent de cet outil est de décrire, dans le contexte de l’homogénéisation, les concentrations d’énergies
élastiques provoquées par les déplacements rigides de certains constituants microscopiques du composite.
La présence du paramètre 2

diamT dans (1.1.1) permet d’assurer que, étant donnés ωωω 6= 0 et une suite
(Tn) de domaines de diamètre tendant vers 0, la norme sur ∂Tn des minimiseurs de (1.1.1) soit bornée et
ne converge pas uniformément vers 0. Comme l’illustre l’application développée ci-dessous, cette mise à
l’échelle s’avère appropriée pour l’étude de composites élastiques comprenant de petites particules dures
homothétiques à un domaine fixe de R

N donné (voir la remarque 1.2.1 (iv)).
Dans ce qui suit, aaa0 représente un tenseur d’ordre 4 sur R

N vérifiant

(aaa0)ijkh = (aaa0)jikh = (aaa0)khij ∀(i, j, k, h) ∈ {1, ..., N}4,

aaa0MMM :MMM ≥ c|MMM |2 ∀MMM ∈ S
N , (c > 0).

Étant donné un ouvert V de R
N et un sous-ensemble ouvert connexe borné T de V tel que T ⊂ V , le

symbole CapN (T ;V ) représente, si N = 3, la matrice 6 × 6 symétrique semi-définie positive associée à
la forme quadratique définie par

ξξξ :=

Å
aaa
bbb

ã
∈ R

3 × R
3 → inf P3(T ;V ;ξξξ) (= ξξξ.Cap3(T ;V )ξξξ),

P3(T ;V ;ξξξ) : inf
ψψψ∈H1

0 (V ;R3)

ß
aV (ψψψ,ψψψ), ψψψ(x) = aaa+

2

diamT
bbb ∧ (xxx− xxxT ) dans T

™
,

(1.1.2)

où xxxT :=
´

−
T
xxxdx et aV est la forme bilinéaire sur H1

0 (V ; R3) donnée par

aV (ψψψ,ϕϕϕ) :=

ˆ

V

aaa0eee(ψψψ) : eee(ϕϕϕ)dx.

Si N = 2, Cap2(T ;V ) représente la matrice 3 × 3 symétrique semi-définie positive associée à la forme
quadratique

ξξξ :=

Å
aaa
b

ã
∈ R

2 × R → inf P2(T ;V ;ξξξ) (= ξξξ.Cap2(T ;V )ξξξ),

P2(T ;V ;ξξξ) : inf
ψψψ∈H1

0 (V ;R2)

ß
aV (ψψψ,ψψψ), ψψψ(x) = aaa+

2

diamT
beee3 ∧ (xxx− xxxT ) dans T

™
.

(1.1.3)

Lorsque l’on étudie l’équation de la chaleur, la même approche conduit à la forme quadratique a ∈ R →
capN (T ;V )a2, où capN est la capacité harmonique.
Les lemmes suivants permettent l’analyse du comportement de l’application CapN vis à vis de certaines
petites parties de R

N . Dans la suite, T désigne un ouvert connexe borné lipschitzien de R
N et V un

ouvert de R
N contenant T .

Lemme 1.1.1. Les problèmes (1.1.2) et (1.1.3) admettent des suites minimisantes dans D(V ; R
N ).

Le lemme suivant marque la différence fondamentale entre Cap2 et Cap3 : le problème de minimisation
P2(T ;V ;ξξξ) n’est pas atteint en général lorsque V n’est pas borné (voir la remarque 1.1.2 (ii)), alors que
P3(T ;V ;ξξξ)l’est toujours, à partir du moment où l’on remplace H1

0 (V ; R3) dans (1.1.2) par l’espace de
Banach K0(V ; R3) défini par

K0(V ; R3) := D(V ; R3)
|.|K0 , |ψψψ|K0

:=

Åˆ

V

|ψψψ|6dx
ã 1

6

+

Åˆ

V

|∇∇∇ψψψ|2dx
ã 1

2

,

où D(V ; R3)
|.|K0 est la fermeture de D(V ; R3) par rapport à la norme |.|K0

. L’espace K0(V ; R3) cöıncide
avec H1

0 (V ; R3) si V est borné, et peut le contenir strictement dans le cas contraire. Cette différence de
comportement entre Cap2 et Cap3 vient en particulier du fait que l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev

ˆ

RN

|f |p∗dx ≤ C

ˆ

RN

|∇f |pdx ∀f ∈W 1,p(RN ) (p∗ :=
Np

N − p
, p < N),
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n’est pas vérifiée lorsque p = N = 2.

Lemme 1.1.2. (i) Supposons N = 3, et soit ξξξ :=

Å
aaa
bbb

ã
∈ R

3 × R
3. Alors le problème

PK0
(T ;V ;ξξξ) : inf

ψψψ∈K0(V ;R3)

{
aV (ψψψ,ψψψ), ψψψ(x) = aaa+ bbb ∧ 2

diamT
(xxx− xxxT )x ∈ T

}
(1.1.4)

admet une unique solution, la matrice Cap3(T ;V ) est définie positive, et

ξξξ.Cap3(T ;V )ξξξ = inf P3(T ;V ;ξξξ) = minPK0
(T ;V ;ξξξ).

(ii) Supposons que N = 2, et que V soit borné dans une direction. Soit ξξξ :=

Å
aaa
b

ã
∈ R

2 × R. Alors le

problème (1.1.3) admet une unique solution.

Le lemme suivant établit que, pour la relation d’ordre sur S
M définie par

AAA ≤ BBB, si ξξξ.AAAξξξ ≤ ξξξ.BBBξξξ ∀ξξξ ∈ R
M ,

l’application (T, V ) → CapN (T ;V ) est décroissante par rapport à V et la matrice N × N supérieure
gauche de CapN (T ;V ) est croissante par rapport à T . Cependant l’application CapN (T ;V ) n’est vrai-
semblablement pas croissante par rapport à (voir la remarque 1.1.2 (i)).

Lemme 1.1.3. (i) Soient V1 et V2 be deux ouverts de R
N tels que T ⊂ V1 ⊂ V2. Alors

CapN (T ;V1) ≥ CapN (T ;V2).

(ii) Soient T1 et T2 deux ouverts connexes bornés de R
N tels que T 1 ⊂ T 2 ⊂ V . Alors

Å
aaa
0

ã
.CapN (T1;V )

Å
aaa
0

ã
≤
Å
aaa
0

ã
.CapN (T2;V )

Å
aaa
0

ã
∀aaa ∈ R

N . (1.1.5)

Dans le lemme suivant, nous étudions la continuité de CapN (T, V ) par rapport à V .

Lemme 1.1.4. Soit (Vn) une suite croissante d’ouverts de R
N telle que T ⊂ V1 et

⋃+∞
n=1 Vn = V .

(i) On a
lim

n→+∞
CapN (T ;Vn) = CapN (T ;V ).

(ii) Supposons que N = 3 et soit ψψψn la solution de PK0
(T ;Vn;ξξξ) (voir (1.1.4)) prolongée à V en posant

ψψψn = 0 dans V \Vn. Alors (ψψψn) converge fortement dans K0(V ; R3) vers l’unique solution de PK0(T ;V ;ξξξ).
(iii) Supposons que N = 2 et que V soit borné dans une direction, et soit ψψψn la solution de P2(T ;Vn;ξξξ)
(voir (1.1.3))) prolongée à V de la même façon. Alors (ψψψn) converge fortement dans H1

0 (V ; R2)vers
l’unique solution de P2(T ;V ;ξξξ).

Les propriétés énoncées ci-dessous se déduisent facilement du lemme 1.1.4 et de la formule de changement
de variables.

Lemme 1.1.5. On a, pour tout λ > 0

CapN (λT ;V ) = λN−2CapN

Å
T ;

1

λ
V

ã
si λT ⊂ V,

lim
λ→0

CapN

Å
T ;

1

λ
V

ã
= CapN (T ; RN ) si 0 ∈ V.

Dans les deux lemmes suivants, nous étudions le comportement asymptotique de CapN (rεT ;RεB),
lorsque (rε) et (Rε) sont deux suites bornées de réels positifs telles que rε << Rε. Le cas N = 3 est
le plus direct :
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Lemme 1.1.6. Supposons que N = 3, soit T un ouvert connexe borné lipschitzien de R
3 tel que B ⊂ T ,

et soient (rε) et (Rε) deux suites de réels positifs telles que rε << Rε ≤ C < +∞. Alors

lim
ε→0

1

rε
Cap3(rεT ;RεB) = Cap3(T ; R3). (1.1.6)

De plus, si

aaa0MMM := λ0 tr(MMM)IIIN + 2µ0MMM ∀MMM ∈ S
N , µ0 > 0, 3λ0 + 2µ0 > 0, (1.1.7)

alors

Cap3(B; R3) =
12πµ0(λ0 + 2µ0)

(2λ0 + 5µ0)

Å
III3 0
0 0

ã
+ 8πµ0

Å
0 0
0 III3

ã
. (1.1.8)

Remarque 1.1.1. Sous l’hypothèse (1.1.7), les solution θθθ(p)ε et ηηη
(p)
ε des problèmes de Dirichlet pour la

sphère élastique isotrope homogène creuse P3(rεB;RεB; (eeep, 0)) et P3(rεB;RεB; (0, eeep))) furent déterminées
par Thomson dans [98] en utilisant la méthode développée par [67]. Elles sont données par (voir [72,
8.5.30, 8.5.33]) :

θθθ(p)ε (x) = αε(|xxx|)eeep + βε(|xxx|)xpxxx+̟ε(|xxx|)xxx,

ηηη(p)
ε (x) =

r2ε
R3
ε − r3ε

Å
R3
ε

|xxx|3 − 1

ã
eeep ∧ xxx,

(1.1.9)

où

αε(r) :=
rε

rε −Rε

Å
−Rε
r

+1

ã
rεRεa

3δε(rε −Rε)

Å
−r

3
ε −R3

ε

r5ε −R5
ε

r2εR
2
ε + r2 − r2ε −R2

ε

r5ε −R5
ε

r5
ã

1

r3
,

βε(r) :=
rεRεa

3δε(rε −Rε)

Å
−r

3
ε −R3

ε

r5ε −R5
ε

r2εR
2
ε + r2 − r2ε −R2

ε

r5ε −R5
ε

r5
ãÅ

− 3

r5

ã
,

̟ε(r) :=
rεRε

3δε(rε −Rε)

Å
−10

3

ã
r2ε −R2

ε

r5ε −R5
ε

(
r2ε −R2

ε

rε −Rε

rεRε
r

− r3ε −R3
ε

rε −Rε
+ r2

)
,

les constantes δε, a, b étant définies par

δε := ab− 10

9

rεRε(r
2
ε −R2

ε)
2

(rε −Rε)(r5ε −R5
ε)
, a :=

2

3

λ0 + 4µ0

λ0 + µ0
, b :=

2

3

2λ0 + 5µ0

λ0 + µ0
.

En calculant Cap3(rεB;RεB) à partir de (1.1.9) et en passant à la limite quand ε → 0, compte tenu

de (1.1.6) on retrouve (1.1.8). On vérifie en passant que ϕϕϕε ∈ {θθθ(p)ε , ηηη
(p)
ε } satisfait des inégalités du type

|ϕϕϕε(x)| ≤ C rε

|xxx| , |∇∇∇ϕϕϕε(x)| ≤ C rε

|xxx|2 .

Le cas N = 2 est nettement plus compliqué :

Lemme 1.1.7. Sous l’hypothèse (1.1.7), pour tout ouvert borné lipschitzien T de R
2 tel que B ⊂ T et

tout couple ((rε), (Rε)) de suites de réels positifs telles que rε << Rε ≤ C < +∞, on a

lim
ε→0

| log rε|(Cap2(rεT ;RεB))αβ= (MMM2)αβ ∀α∈ {1, 2},

MMM2 := 4πµ0
λ0 + 2µ0

λ0 + 3µ0
III2,

lim
ε→0

Cap2(rεT ;RεB) = Cap2(T ; R2) = (Cap2(T ; R2))33eee3 ⊗ eee3,

(Cap2(T ; R2))33 > 0, |(Cap2(rεT ;RεB))α3| ≤
C√

| log rε|
∀α∈ {1, 2}.

(1.1.10)

De plus,
Cap2(B; R2) = 4πµ0eee3 ⊗ eee3.

Combinant les deux lemmes précédants avec le lemme 1.1.7, on déduit
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Lemme 1.1.8. Soit Ω un ouvert borné de R
N tel que 0 ∈ Ω. Supposons (1.1.7) si N = 2. Alors les

inégalités obtenues en substituant Ω à RεB dans (1.1.6) et (1.1.10) sont satisfaites. En particulier, posant
CCCNε(T ) := 1

εN CapN (rεT ; Ω), on a, si 0 < γ(2,N) < +∞ (voir (1.2.8))

lim
ε→0

CCC3ε(T ) = γ(2,3)Cap3(T ; R3),

lim
ε→0

(CCC2ε(T ))αβ = γ(2,2)(MMM2)αβ , α, β ∈ {1, 2},

lim
ε→0

(CCC2ε(T ))33 =(Cap2(T ; R3))33> 0, (CCC2ε(T ))α3≤
C√

| log rε|
,

où MMM2 est donné par (1.1.10).

Remarque 1.1.2. (i) L’application (T, V ) → CapN (T ;V ) n’est pas croissante par rapport à T ,
comme l’illustre l’exemple suivant : supposons que N = 3 et posons Tε := B∪Cε, où Cε := (εBR2)×(−2, 2)
(voir fig.1). Alors, du fait de la présence du paramètre 2

diamT dans (1.1.1), il est facile de prouver que

limε→0

Å
0
eee3

ã
.Cap3(Tε; R

3)

Å
0
eee3

ã
= 1

2

Å
0
eee3

ã
.Cap3(B; R3)

Å
0
eee3

ã
, bien que B ⊂ Tε. Ainsi, étant donné

Fig. 1.1 –

ξξξ ∈ R
N(N+1)

2 , l’application T → ξξξ.CapN (T ;V )ξξξ n’est pas la restriction d’une capacité de Choquet aux

parties ouvertes connexes relativement compactes de V , à moins que ξξξ =

Å
aaa
0

ã
pour un certain aaa ∈ R

N

(voir (1.1.5)), et l’application T → CapN (T ;V ), définie sur les parties ouvertes connexes relativement
compactes de V , ne peut vraisembleblement pas être prolongée à 2V .

(ii) Si aaa ∈ R
2 \{0}, alors le problème de minimisation P2

Å
T ; R2;

Å
aaa
0

ãã
(see (1.1.3)) n’est pas atteint. En

effet, si ψψψ ∈ H1
0 (R2; R2) est un minimum, alors d’après l’inégalité de Korn dans H1

0 (R2; R2) et la seconde
ligne de (1.1.10), on a |∇∇∇ψψψ|2L2(R2;R2) ≤ CaR2(ψψψ,ψψψ) = ξξξ.Cap2(T ; R2)ξξξ = 0, donc ψψψ = 0, ce qui contredit

le fait que ψψψ = aaa dans T . Cette absence de solution est similaire au paradoxe de Stokes en mécanique des
fluides [95].

1.2 Applications à l’homogénéisation

Soient Ω et T deux domaines bornés lipschitziens de R
N . étant donnée une suite (rε) telle que rε << ε,

on pose (voir fig. 2)

Trε
:=
⋃

i∈Iε

T irε
; T irε

:= εiii+ rεT ; Iε :=
{
i ∈ Z

N , Y iε ⊂ Ω
}

;

Y iε := ε({iii} + Y ); Y :=

Å
−1

2
,

1

2

ãN
.

(1.2.1)
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Fig. 1.2 –

On considère le problème d’élasto-dynamique






ρε
∂2uuuε
∂t2

− divσσσε = ρεfff dans Ω×(0, T ),

σσσε = aaaεeee(uuuε), eee(uuuε) =
1

2
(∇∇∇uuuε +∇∇∇Tuuuε),

uuuε ∈ C([0, t1]; H
1
0 (Ω,RN )) ∩ C1([0, t1]; L

2(Ω,RN )),

uuuε(0) = bbb0,
∂uuuε
∂t

(0) = ccc0,

(bbb0, ccc0) ∈ (C(Ω; RN ) ∩H1
0 (Ω; RN )) × C(Ω; RN ), fff ∈ C(Ω×(0, T ); RN ).

(1.2.2)

Le tenseur d’élasticité aaaε et la masse volumique ρε(x) sont supposés prendre éventuellement de grandes
valeurs dans Trε

et des valeurs constantes dans la matrice Ω \ Trε
. Plus précisément, on suppose que






ρε(x) = ρ

Å
yε(x)

rε

ã
εN

rNε |T | si x ∈ Trε
,

ρε(x) = ρ0 > 0 si x ∈ Ω \ Trε
,

ρ ∈ C(T ), ρ(y) > c > 0 ∀y ∈ T ,

(1.2.3)

où
yyyε(x) :=

∑

i∈ZN

1Y i
ε
(x) (xxx− εiii) ,

et que

(aaaε)ijkh = (aaaε)jikh = (aaaε)khij ∀(i, j, k, h) ∈ {1, ..., N}4,

aaaε(x)MMM :MMM ≥ dε(x)|MMM |2 ∀MMM ∈ S
N , ∀x ∈ Ω, dε(x) > d > 0 ∀x ∈ Ω,

aaaε(x) = aaa0 dans Ω \ Trε
, lim

ε→0
cε = +∞ si N = 3, cε := inf

x∈Trε

dε(x).

(1.2.4)

On suppose aussi que le matériau constituant la matrice est isotrope, c’est à dire que aaa0 satisfait (1.1.7)
(voir la remarque 1.2.1 (v)). Le scalaire ρ, les vecteurs yyyT , yyyG et la matrice N ×N symétrique JJJρ définie
par

ρ :=

ˆ

−
T

ρdy, yyyT :=

ˆ

−
T

yyydy, ρyyyG :=

ˆ

−
T

ρyyydy,

Jρij := −
ˆ

−
T

ρ(yyy − yyyT )i(yyy − yyyT )jdy si i 6= j, Jρii :=
∑

j 6=i

ˆ

−
T

ρ|(yyy − yyyT )j |2dy,
(1.2.5)

caractérisent respectivement la masse volumique effective moyenne, le barycentre, le centre de gravité et
la matrice d’inertie de la particule remise à l’échelle. On suppose que

T de classe C3 si N = 3,

ˆ

Ω

aaaεeee(bbb0) : eee(bbb0)dx < C < +∞, (1.2.6)
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et, sans restreindre la généralité, que

B ⊂ T.

Notant uuuε la solution du problème (1.2.2), on introduit les suites auxiliaires (ω̃ωωε) et (ṽvvε) définies par

ω̃ωωε(x, t) :=
∑

i∈Iε

Ç
c(N)

diamT

2

ˆ

−
∂Bi

rε

Å
yyyε(s)

rε
∧ uuuε(s, t)

ã
dHN−1(s)

å
1Y i

ε
(x),

ṽvvε(x, t) :=
∑

i∈Iε

Ç
ˆ

−
∂Bi

rε

uuuε(s, t)dHN−1(s)

å
1Y i

ε
(x) − ω̃ωωε(x, t) ∧ yyyT ,

(1.2.7)

où c(2) = 1, c(3) = 3
2 et Birε

est obtenu en substituant B par T dans (1.2.1). Le champ ṽvvε + 2
diamT ω̃ωωε ∧Ä

yyyε(x)
rε

− yyyT
ä

cöıncide dans chaque cellule Y iε avec la meilleure approximation de uuuε dans l’espace des

déplacements rigides relativement à la semi-norme
(
´

∂Bi
rε

|.|2 dHN−1
) 1

2

. Nous montrons que le problème

limite dépend du paramètre γ(2,N) défini par

γ(2,N) := lim
ε→0

γ(2,N)
ε ∈ [0,+∞], γ(2,2)

ε :=
1

ε2| log rε|
, γ(2,3)

ε :=
rε
ε3
. (1.2.8)

Si 0 < γ(2,N) < +∞, nous prouvons que (uuuε, ṽvvε, ω̃ωωε) converge, dans le sens précisé ci-dessous, vers la
solution (uuu,vvv,ωωω) du problème donné, si N = 3, par






ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(aaa0eee(uuu)) =

ρ0fff + ρ

(
fff − ∂2vvv

∂t2
− 2

diamT

∂2ωωω

∂t2
∧ ρ(yyyG − yyyT )

)
dans Ω×(0, T ),

∂2

∂t2

Ç
ρvvv+ 2

diamTωωω ∧ ρ(yyyG − yyyT )(
2

diamT

)2
JJJρωωω+ 2

diamT ρ(yyyG − yyyT ) ∧ vvv

å

=

Å
ρfff

ρ(yyyG − yyyT ) ∧ fff

ã
− γ(2,3)Cap3(T ; R3)

Å
vvv − uuu
ωωω

ã
dans Ω×(0, T ),

(uuu,vvv,www)∈
(
L∞(0, t1;H

1
0 (Ω; R3)) × L∞(0, t1;L

2(Ω; R3))2
)

∩
(
C1([0, t1];L

2(Ω; R3))
)3
,

uuu(0) = vvv(0) = bbb0,
∂uuu

∂t
(0) =

∂vvv

∂t
(0) = ccc0, ωωω(0) =

∂ωωω

∂t
(0) = 0,

(1.2.9)

et, si N = 2, par






ωωω = 0 dans Ω×(0, T ),

ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(aaa0eee(uuu)) = ρ0fff + ρ

Å
fff − ∂2vvv

∂t2

ã
dans Ω×(0, T ),

ρ
∂2vvv

∂t2
= ρfff − γ(2,2)MMM2(vvv − uuu) dans Ω×(0, T ),

(uuu,vvv) ∈
(
L∞(0, t1;H

1
0 (Ω; R2)) × L∞(0, t1;L

2(Ω; R2))
)

∩
(
C1([0, t1];L

2(Ω; R2))
)2
,

uuu(0) = vvv(0) = bbb0,
∂uuu

∂t
(0) =

∂vvv

∂t
(0) = ccc0.

(1.2.10)

où MMM2 est défini par (1.1.10).

Théorème 1.2.1. [8] Supposons (1.1.7), (1.2.3)-(1.2.6), et 0 < γ(2,N) < +∞. Soient uuuε la solution
de (1.2.2) et ṽvvε, ω̃ωωε définis par (1.2.7). Alors (uuuε) converge étoile-faiblement dans L∞(0, t1;H

1
0 (Ω; R

N )) et
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fortement dans L∞(0, t1;L
2(Ω; RN )) vers uuu et (ṽvvε, ω̃ωωε) converge étoile-faiblement dans (L∞(0, t1;L

2(Ω; RN )))2

vers (vvv,ωωω). Si N = 3, (uuu,vvv,ωωω) est l’unique solution de (1.2.9). Si N = 2, alors ωωω = 0 et (uuu,vvv) est l’unique
solution de (1.2.10).

Remarque 1.2.1. (i) Les conclusions du théorème 1.2.1 peuvent s’étendre aux cas γN ∈ {0,+∞} :
- Si γ(2,N) = +∞ et si

r2ε << ε3 si N = 3 et rε << ε2 si N = 2,

alors uuuε converge étoile-faiblement dans L∞(0, t1;H
1
0 (Ω; RN )) et fortement dans L∞(0, t1; L

2(Ω; RN ))
vers la solution de






(ρ0 + ρ)
∂2uuu

∂t2
− div(aaa0eee(uuu)) = (ρ0 + ρ)fff dans Ω×(0, T ),

uuu ∈ L∞(0, t1;H
1
0 (Ω; RN )) ∩ C1([0, t1];L

2(Ω; RN )), uuu(0) = bbb0,
∂uuu

∂t
(0) = ccc0.

(1.2.11)

Dans ce cas, les suites (ṽvvε) et (ω̃ωωε) convergent fortement dans (L∞(0, t1;L
2(Ω; RN )))2 respectivement

vers uuu et 0.
-Si γ(2,N) = 0, alors uuuε converge étoile-faiblement dans L∞(0, t1;H

1
0 (Ω; RN )) et fortement dans

L∞(0, t1;L
2(Ω; RN )) vers la solution de






ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(aaa0eee(uuu)) = ρ0fff dans Ω×(0, T ),

uuu ∈ L∞(0, t1;H
1
0 (Ω; RN )) ∩ C1([0, t1];L

2(Ω; RN )), uuu(0) = bbb0,
∂uuu

∂t
(0) = ccc0.

(ii) (Effets de mémoire). Supposons pour simplifier que N = 3, T = B, 0 < γ(2,3) < +∞, et que ρ soit
constante (i.e. ρ = ρ). Alors d’après (1.2.5) on a yyyG = yyyT = 0. On déduit de (1.1.8) et de la seconde
équation de (1.2.9) que

JJJρ
∂2ωωω

∂t2
+ 8πµ0γ

(2,3)ωωω = 0, dans Ω×(0, T ), ωωω(0) =
∂ωωω

∂t
(0) = 0,

donc ωωω = 0 et vvv satisfait

ρ
∂2vvv

∂t2
+ γ(2,3)χ(vvv − uuu) = ρfff dans Ω×(0, T ), vvv(0) = bbb0,

∂vvv

∂t
(0) = ccc0, (1.2.12)

où (cf. (1.1.8)) χ :=
12πµ0(λ0 + 2µ0)

(2λ0 + 5µ0)
. Posant δ :=

�
χ
γ(2,3)

ρ
, on trouve

vvv(x, t)=

ˆ t

0

sin δ(t− τ)

δ

(
fff(x, τ)+δ2uuu(x, τ)

)
dτ + ccc0(x)

sin δt

δ
+ bbb0(x) cos δt. (1.2.13)

En soustrayant (1.2.12) à la première équation de (1.2.9), on obtient

ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(aaa0eee(uuu)) − γ(2,3)χ(vvv − uuu) = ρ0fff. (1.2.14)

Après substitution de (1.2.13) dans (1.2.14), on déduit que uuu satisfait l’équation

ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(aaa0eee(uuu)) + ρδ2

Ç
uuu− δ

ˆ t

0

sin(δ(t− τ))uuu(τ)dτ

å

= ρ0fff + ρδ

ˆ t

0

sin(δ(t− τ))fff(τ)dτ + ρδccc0(x) sin(δt) + ρδ2bbb0(x) cos(δt),

où le terme de mémoire ”−ρδ3
´ t

0
sin(δ(t− τ))uuu(τ)dτ” apparâıt.
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(iii) L’énergie mécanique totale emmagasinée dans le composite à l’instant τ est donnée par

e(τ) =
1

2

ˆ

Ω

ρ0

∣∣∣∣
∂uuu

∂t

∣∣∣∣
2

(τ)dx

+
1

|T |

ˆ

Ω×T

ρ

∣∣∣∣
∂vvv

∂t
+

2

diamT

∂ωωω

∂t
∧ (yyy − yyyT )

∣∣∣∣
2

(τ)dxdy + Φ(uuu,vvv,ωωω).

où, si N = 3,

Φ(uuu,vvv,ωωω) :=
1

2

ˆ

Ω

aaa0eee(uuu) : eee(uuu)(τ)dx

+
1

2
γ(2,3)

ˆ

Ω

Å
vvv − uuu
ωωω

ã
.Cap3(T ; R3)

Å
vvv − uuu
ωωω

ã
(τ)dx,

(1.2.15)

et, si N = 2,

Φ(uuu,vvv,ωωω) :=
1

2

ˆ

Ω

aaa0eee(uuu) : eee(uuu)dx+
1

2
γ(2,2)

ˆ

Ω

(vvv − uuu).MMM2(vvv − uuu)dx si ωωω = 0,

Φ(uuu,vvv,ωωω) := +∞ sinon.

(1.2.16)

Le second terme de Φ représente la concentration d’énergie élastique autour des particules générée par la
différence entre les déplacements effectifs dans les particules et dans la matrice.
(iv) Le choix du paramètre 2

diamT dans (1.1.1) peut se révéler inapproprié si les particules ont une forme
plus compliquée. Par exemple, dans le cas d’un ensemble Tε constitué de particules allongées en forme
d’aiguilles parallèles à l’un des axes de coordonnées, il convient de considérer plutôt la variante de Cap3

déduite de (1.1.1) en remplaçant la condition de Dirichlet sur T par

ψψψ = aaa+
∑

i=1,2

2

diamPi(T )
bieeei ∧ (xxx− xxxT ),

où Pi représente la projection orthogonale sur l’axe Reeei. Si rε représente la longueur des ”aiguilles”,
disons rε = diamP3(T

i
ε) et si αεrε, βεrε caractérisent la dimension de leurs sections (αεrε = diamP1(T

i
ε),

βεrε = diamP2(T
i
ε)), alors pour chaque choix de (rε) (tel que cε3 ≤ rε <

ε
2), il existe vraisemblablement

plusieurs tailles critiques des paramètres αε, βε pour lesquelles certains déplacements rigides spécifiques
des ”aiguilles” sont susceptibles d’induire une concentration d’énergie élastique dans leur voisinage.
(v) Les résultats énoncés dans le théorème 1.2.1 restent probablement vrai dans le cas anisotropique. Mais
ils peuvent tomber en défaut si l’on ne fait pas l’hypothèse ”limε→0 cε = +∞ si N = 3” énoncée dans
(1.2.4). Dans ce cas, on s’attend à voir apparâıtre une concentration d’énergie élastique emmagasinée à
l’intérieur des particules.

1.3 Variantes des résultats d’homogénéisation

Dans cette section, nous commentons le problème elliptique associé à (1.2.2), le problème de Dirichlet
sur des ouverts variables, le cas scalaire, et le cas de particules distribuées sur une surface.

1.3.1 Cas stationaire

Sous les hypothèses (1.2.1), (1.2.3), (1.2.4), γ(2,N) > 0, on considère la suite de problèmes elliptiques

−div(aaaεeee(uuuε)) = ρεfff dans Ω, uuuε ∈ H1
0 (Ω; RN ), (fff ∈ C(Ω; RN )). (1.3.1)

Alors la suite (uuuε) des solutions de (1.3.1) converge faiblement dans H1
0 (Ω; RN ) vers l’unique solution uuu

de

−div(aaa0eee(uuu)) = (ρ0 + ρ)fff dans Ω, uuu ∈ H1
0 (Ω; RN ). (1.3.2)
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L’apparente simplicité de (1.3.2) cache le comportement complexe du déplacement dans les particules. En
fait, la suite (ṽvvε, ω̃ωωε) définie par (1.2.7) converge faiblement vers (vvv,ωωω) dans (L2(Ω; RN ))2, où (uuu,vvv,ωωω) est
l’unique solution dans H1

0 (Ω; RN ) × (L2(Ω; RN ))2 du problème déduit formellement de (1.2.9), (1.2.10),
(1.2.11), en substituant 0 aux dérivées par rapport au temps t. Par exemple, si N = 3 et 0 < γ(2,3) < +∞,
on obtient le système d’équations






− div(aaa0eee(uuu)) = (ρ0 + ρ)fff dans Ω,

γ(2,3)Cap3(T ; R3)

Å
vvv − uuu
ωωω

ã
=

Å
ρfff

ρ(yyyG − yyyT ) ∧ fff

ã
dans Ω,

(uuu,vvv,www) ∈ H1
0 (Ω; R3) × (L2(Ω; R3))2,

(1.3.3)

associé au problème de minimisation

min
(uuu,vvv,ωωω)∈H1

0 (Ω;R3)×(L2(Ω,R3))2
Φ(uuu,vvv,ωωω) − L(uuu,vvv,ωωω),

où Φ est défini par (1.2.15) et L(uuu,vvv,ωωω) := −
´

Ω
ρ0fff.uuu+ ρfff.vvv+ (ρ(yyyG−yyyT )∧fff).ωωωdx. Comme la matrice

Cap3(T ; R3) est inversible (voir le lemme 1.1.2), on déduit de (1.3.3) que

Å
vvv
ωωω

ã
=

Å
uuu
0

ã
+

1

γ(2,3)
(Cap3(T ; R3))−1

Å
ρfff

ρ(yyyG − yyyT ) ∧ fff

ã
.

Si N = 2, alors ωωω = 0 et le problème effectif prend la forme

min
(uuu,vvv)∈H1

0 (Ω;R2)×L2(Ω,R2)
Φ(uuu,vvv, 0) −

ˆ

Ω

ρ0fff.uuu+ ρfff.vvvdx,

où Φ est donné par (1.2.16), ce qui donne vvv = uuu + 1
γ(2,2) (MMM2)

−1(ρfff). Le comportement complexe du

composite à l’échelle microscopique est uniquement révélé, dans (1.3.2), par la présence du terme ρfff .

1.3.2 Problèmes de Dirichlet dans les ouverts variables

On considère la suite de problèmes de Dirichlet dans le domaine perforé Ω \ Trε
,

® − div(aaaεeee(uuuε)) = ρεfff dans Ω \ Trε
,

uuuε ∈ H1
0 (Ω; RN ), uuuε = 0 dans Trε

.
(1.3.4)

Corollaire 1.3.1. Sous les hypothèses (1.1.7), (1.2.1)-(1.2.6), la suite (uuuε) des solutions de (1.3.4)
converge faiblement dans H1

0 (Ω; RN ) vers l’unique solution dans H1
0 (Ω; RN ) de

− div(aaa0eee(uuu)) + γ(2,3)MMM3(T ; R3)uuu = ρ0fff dans Ω, si N = 3, 0<γ(2,3)<+∞,

− div(aaa0eee(uuu)) + γ(2,2)MMM2uuu = ρ0fff dans Ω, si N = 2, 0<γ(2,2)<+∞,

− div(aaa0eee(uuu)) = ρ0fff dans Ω, si γ(2,N) = 0,

uuu = 0 dans Ω, si γ(2,N) = +∞,

(1.3.5)

où MMM3(T ; R3) est la sous-matrice 3× 3 supérieure gauche de Cap3(T ; R3) et MMM2 est défini par (1.1.10).

Les termes γ(2,3)MMM3(T ; R3)uuu et γ(2,2)MMM2uuu qui apparaissent dans (1.3.5) sont analogues au ”terme étrange”
obtenu par D. Cioranescu et F. Murat [47] dans le contexte des équations de diffusion Brinkman obtenu
par G. Allaire dans l’homogénéisation des équations de Stokes et de Navier-Stokes dans un domaine
comprenant de minuscules obstacles solides [25].
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1.3.3 Cas scalaire

On s’intéresse à l’étude asymptotique lorsque ε→ 0 du problème d’évolution

ρε
∂nuε
∂tn

− div(aε∇uε) = ρεf dans Ω×(0, T ), uε ∈ Dn, (1.3.6)

où

n ∈ {1, 2}, f ∈ L2(Ω×(0, T )), U0 ∈ C1
0 (Ω), V0 ∈ C(Ω), 0 < T < +∞,

et

D1 := {u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)), u(0) = U0 dans Ω},

D2 :=

ß
u ∈ C([0, T ];H1

0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)), u(0) = U0,
∂u

∂t
(0) = V0 dans Ω

™
.

Nous supposons que aε(x) = 1 dans Ω \ Trε
, aε(x) > cε > c > 0 dans Trε

, où limε→0 cε = +∞ if
N = 3. Les résultats obtenus dans [6] pour des particules tri-dimensionnelles sphériques s’étendent à
des particules de forme homothétiques à un domaine borné lipschitzien arbitraire. Le problème limite
s’exprime en fonction de la limite u de la suite (uε) des solutions de (1.3.6) et de la limite v de la suite
(vε) définie par

vε :=
εN

rNε |T |uε1Trε×(0,T ), (1.3.7)

qui décrit le comportement moyen de la restriction de uε à Trε
. Les équations effectives dépendent de ρ̄

défini par (1.2.5) et du paramètre cN (T ) := limε→0
1
εN capN (rεT,Ω), où capN (T ; Ω) représente la capacité

harmonique de T par rapport à Ω. Nous trouvons c3(T ) = γ(2,3)cap3(T ; R3) et c2(T ) = γ(2,2)2π, où γ(2,N)

est défini par (1.2.8). Si 0 < γ(2,N) ≤ +∞, nous obtenons le système effectif d’équations






ρ0
∂nu

∂tn
− ∆u = ρ0f + ρ

Å
f − ∂nv

∂tn

ã
dans Ω×(0, T ),

ρ
∂nv

∂tn
= ρf − cN (T )(v − u) dans Ω×(0, T ),

si 0 < γ < +∞.

v = u; (ρ0 + ρ)
∂nu

∂tn
− ∆u = (ρ0 + ρ)f dans Ω×(0, T ), si γ = +∞.

(1.3.8)

analogue à (1.2.9). Les conditions aux limites effectives sont données par (u, v) ∈ Deff
n , où

Deff
n :=

{
(u, v) ∈ (L2(0, T ;H1

0 (Ω)) × L2(0, T ;L2(Ω))) ∩ (Cn(ρ0) × Cn(ρ))
}
, (1.3.9)

avec

Cn(0) := L2(0, T ;L2(Ω)),

Cn(r) :=




g ∈ Cn−1([0, T ];L2(Ω)),
g(0) = U0 si n = 1,

g(0) = U0 et
∂g

∂t
(0) = V0 si n = 2




 si r > 0.

On remarque que la fonction u satisfait toujours la condition initiale alors que v ne la satisfait que si
ρ > 0.

Théorème 1.3.1. ([6]) Sous les hypothèses décrites ci-dessus, si γN > 0, alors la suite (uε) des solutions
de (1.3.6) converge faiblement dans L2(0, T ;H1

0 (Ω)) (resp. étoile-faiblement dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) si

n = 2) vers u et la suite vε définie par (1.3.7) converge étoile-faiblement dans M(Ω×(0, T )) (resp.
étoile-faiblement dans L∞(0, T ;M(Ω)) si n = 2) vers une fonction v, où (u, v) est l’unique solution dans
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Deff
n du problème (1.3.8). Si γ(2,N) = 0, la suite (uε) des solutions de (1.3.6) converge faiblement dans

L2(0, T ;H1
0 (Ω)) (resp. étoile-faiblement dans L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) si n = 2) vers la solution de

ρ0
∂nu

∂tn
− ∆u = f dans Ω×(0, T ), u ∈ Cn(ρ0).

Remarque 1.3.1. i) La valeur effective moyenne prise par le coefficient aε(x) sur l’ensemble Brε
n’a

pas d’influence sur le problème limite.

ii) S γ(2,N) = 0 et ρ > 0 la suite (vε) converge étoile-faiblement dans M(Ω×(0, T )) vers la solution v de
la seconde ligne de (1.3.8) satisfaisant la condition initiale donnée par (1.3.9), soit v = U0 si n = 1 et
v = U0 + V0t si n = 2. Dans ce cas, les variables u et v sont indépendantes.

iii) Des inclusions de grande densité massique ayant un rayon de même ordre de grandeur que la période
ε ont été considérées dans [89].

1.3.4 Particules tri-dimensionnelles réparties sur une surface

Fig. 1.3 –

Nous supposons que l’ensemble Trε
est constitué de particules tri-dimensionnelles de taille rε, dis-

tribuées périodiquement avec une période ε sur une portion d’hyperplan Σ := Ω ∩ {x1 = 0} (see fig. 3).
Plus précisément, posant

Trε
=
⋃

i∈Jε

T irε
, T irε

= ε(0, iii) + rεT, Jε = {i ∈ Z
2, P iε ⊂ Σ},

P iε = {0} × ε

Ç
iii+

Å
−1

2
,

1

2

ã2
å
, Ω− = Ω ∩ {x1 < 0}, Ω+ = Ω ∩ {x1 > 0},

ρε(x) = ρ01Ω\Trε
+ ρ

Å
yε(x)

rε

ã
ε2

r3ε |T |
1Trε

(x),

(1.3.10)

nous considérons le problème (1.2.2) sous les hypothèses (1.1.7), (1.2.4), (1.2.6), (1.3.10). Le cas critique
correspond alors à des particules de diamètre d’ordre ε2. On montre que si 0 < γ := limε→0

rε

ε2
≤ +∞,

alors la solution uuuε de (1.2.2) converge étoile-faiblement dans L∞(0, t1;H
1
0 (Ω; R3)) et fortement dans

L∞(0, t1;L
2 (Ω; R3)) vers uuu et la suite (ṽvvε, ω̃ωωε) déduite de (1.2.7) en substituant 1P i

ε
(x) à 1Y i

ε
(x) (voir

(1.3.10)), converge étoile-faiblement dans (L∞(0, t1;L
2(Σ; R3)))2 vers (vvv,ωωω), où (uuu,vvv,ωωω) est l’unique
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solution du système d’équations






∂2

∂t2

Ç
ρvvv+ 2

diamTωωω ∧ ρ(yyyG − yyyT )(
2

diamT

)2
JJJρωωω+ 2

diamT ρ(yyyG − yyyT ) ∧ vvv

å

=

Å
ρfff

ρ(yyyG − yyyT ) ∧ fff

ã
− γCap3(T ; R3)

Å
vvv − uuu
ωωω

ã
sur Σ × (0, t1),

ρ0
∂2uuu

∂t2
− divσσσ0 = ρ0fff dans (Ω− ∪ Ω+) × (0, t1), σσσ0 = aaa0eee(uuu),

(σσσ−
0 − σσσ+

0 )ννν = ρfff − ρ
∂2

∂t2

Å
vvv +

2

diamT
ωωω ∧ (yyyG − yyyT )

ã
sur Σ × (0, t1),

associé aux conditions aux limites






(uuu,vvv,www)∈L∞(0, t1;H
1
0 (Ω; R3)) ×

(
L∞(0, t1;L

2(Σ; R3))
)2

∩ C1([0, t1];L
2(Ω; R3) ×

(
C1([0, t1];L

2(Σ; R3))
)3
,

uuu(0) = vvv(0) = bbb0,
∂uuu

∂t
(0) =

∂vvv

∂t
(0) = ccc0, ωωω(0) =

∂ωωω

∂t
(0) = 0,

où σσσ−
0 (resp. σσσ+

0 ) représente la restriction de σσσ0 = aaa0eee(uuu) à Ω− (resp. Ω+), et ννν la normale unitaire
extérieure à Ω− (donc ννν = eee1 sur Σ). Le champ vectoriel (σσσ−

0 − σσσ+
0 )ννν décrit la densité des forces de

surface exercées par les particules sur la matrice.
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Chapitre 2

Problèmes capacitaires pour des

composites de fibres

Cette section présente les résultats de [1], [4], [5], [10], [12], [13], [9], [18], [15], [19]. Nous étudions
une variante de la notion de capacité liée à l’élasticité introduite dans la section 1.1 adaptée à l’étude
de structures fibrées. En guise d’application, nous étudions un problème d’homogénéisation pour un
composite de fibres dans le contexte d’un modèle simplifié d’élasticité non linéaire en petites déformations.

2.1 Une variante de la notion de capacité de la section 1.1.

Cette variante décrit l’énergie élastique associée au déplacement tri-dimensionnel d’un corps rigide
bi-dimensionnel S plongé dans un espace élastique bi-dimensionnel V . Étant donnés un réel p ∈ (0,+∞),
et une fonction strictement convexe f : S

3 → R vérifiant la condition de croissance

c|MMM |p ≤ f(MMM) ≤ C|MMM |p ∀MMM ∈ S
3, (c, C > 0), (2.1.1)

on considère la famille (capf (S, V ;aaa,ααα))(aaa,ααα)∈(R3)2 définie par

capf (S, V ;aaa,ααα) := inf






ˆ

V

f(êee(ψψψ))dx,
ψψψ ∈W 1,p

0 (V ; R3),

ψψψ = aaa+
2

diamS
ααα ∧ (xxx− xxxS) dans S




 , (2.1.2)

où l’opérateur êee est donné pour toute application faiblement différentiable uuu : R
k → R

3 (k ∈ {2, 3}), par

êee(uuu) :=

Ö
∂u1

∂x1

1
2

Ä
∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1

ä
1
2
∂u3

∂x1

1
2

Ä
∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1

ä
∂u2

∂x2

1
2
∂u3

∂x2
1
2
∂u3

∂x1

1
2
∂u3

∂x2
0

è

. (2.1.3)

et xxxS représente le barycentre de S. L’objectif sous-jacent de cet outil est de décrire, dans le contexte de
l’homogénéisation, la concentration d’énergie élastique produite par les déplacements rigides de portions
microscopiques de fibres dans un composite de fibres. Comme l’illustre l’application développée dans la
section suivante, le choix du paramètre de remise à l’échelle 2

diamS est approprié pour l’étude de composites
comprenant des fibres très rigides des sections très petites homothétiques à un certain domaine fixé de
R

2.

L’objectif principal des lemmes qui suivent est l’analyse du comportement de capf vis à vis de certaines
petites parties de R

2. Dans la suite, la lettre S désigne un ouvert lipschitzien connexe borné de R
2 et V
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un ouvert de R
2 tel que S ⊂ V . Pour tout (aaa,ααα) ∈ R

3, on considère le problème

Pf (S, V ;aaa,ααα); inf
ψψψ∈A(aaa,ααα)(S,V )

ˆ

V

f(êee(ψψψ))dx (= capf (S, V ;aaa,ααα)),

A(aaa,ααα)(S, V ) :=

ß
ψψψ ∈W 1,p

0 (V ; R3), ψψψ = aaa+
2

diamS
ααα ∧ (xxx− xxxS) dans S

™
.

(2.1.4)

Lemme 2.1.1. Le problème (2.1.4) admet une suite minimisante dans D(V ; R
3).

Si p < 2, nous notons

Kp(V ; R3) :=
¶
ψψψ ∈ Lp

∗

(V ; R3), ∇∇∇ψψψ ∈ Lp(V ; R6)
©
, p∗ :=

2p

2 − p
.

Équipé de la norme

|ψ|Kp(V ) :=

Åˆ

V

|ψψψ|p∗dx
ã 1

p∗

+

Åˆ

V

|∇∇∇ψψψ|pdx
ã 1

p

,

l’espace Kp(V ; R3) est un espace de Banach réflexif qui cöıncide avec W 1,p(V ; R3) si V est borné et peut
le contenir strictement sinon. La fermeture de D(V ; R3) dans Kp(V ; R3), notée Kp

0 (V ; R3), est aussi un
Banach réflexif. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev (voir par exemple [39, Theorem 9.9])

ˆ

V

|ψψψ|p∗dx ≤ C

ˆ

V

|∇∇∇ψψψ|pdx ∀ψ ∈ Kp
0 (V ; R3) (p < 2),

est vérifiée quel que soit le choix de V , pour une constante C dépendant seulement de p (on peut prendre
C = p

2−p mais ce choix n’est pas optimal.

Le lemme suivant marque l’influence du choix de p sur le comportement de capf . Si p ≥ 2, le problème de
minimisation (2.1.4) n’est pas atteint en général si V est non borné, tandis qu’il l’est toujours si 1 < p < 2
à condition que l’on substitue à W 1,p

0 (V ; R3) dans (2.1.4) , l’espace de Banach réflexif Kp
0 (V ; R3).

Lemme 2.1.2. (i) Si 1 < p < 2, le problème

PfK0
(S, V ;aaa,ααα) : inf

ψψψ∈K(aaa,ααα)(S,V )

ˆ

V

f(êee(ψψψ))dx,

K(aaa,ααα)(S, V ) :=

ß
ψψψ ∈ Kp

0 (V ; R3), ψψψ = aaa+
2

diamS
ααα ∧ (xxx− xxxS) dans S

™
,

(2.1.5)

admet une unique solution et

capf (S, V ;aaa,ααα) = inf Pf (S, V ;aaa,ααα) = minPfK0
(S, V ;aaa,ααα).

(ii) Si 2 ≤ p < +∞ et si V est borné dans une direction, alors le problème (2.1.4) admet une unique
solution.

Dans le lemme suivant, nous étudions les propriétés de continuité de l’application capf (S, V ;aaa,ααα) par
rapport à (aaa,ααα).

Lemme 2.1.3. L’application (aaa,ααα) ∈ R
3 × R

3 → capf (S, V ;aaa,ααα) ∈ R est convexe, donc continue.

Le lemme suivant établit la décroissance de l’application V → capf (S, V ;aaa,ααα) et la croissance de S →
capf (S, V ;aaa, (diamS)ααα). À cause de la présence du paramètre 2

diamS dans (2.1.2), l’application S →
capf (S, V ;aaa,ααα) n’est vraisemblablement pas croissante si ααα 6= 0.
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Lemme 2.1.4. (i) Soient V1 et V2 deux ouverts de R
2 tels que S ⊂ V1 ⊂ V2. Alors

capf (S, V1;aaa,ααα) ≥ capf (S, V2;aaa,ααα) ∀(aaa,ααα) ∈ (R3)2.

(ii) Soient S1 et S2 deux ouverts connexes bornés de R
2 tels que S1 ⊂ S2 ⊂ V . Alors

capf (S2, V ;aaa,ααα) ≥ capf
Å
S1, V ;aaa,

diamS1

diamS2
ααα

ã
∀(aaa,ααα) ∈ (R3)2.

(iii) Soient f1 et f2 deux fonctions convexes sur S
2 telles que f1(MMM) ≤ f2(MMM) ∀MMM ∈ S

2. Alors, pour tout
(aaa,ααα, λ) ∈ (R3)2 × (0,+∞),

capf1(S, V ;aaa,ααα) ≤ capf2(S, V ;aaa,ααα); capλf1(S, V ;aaa,ααα) = λcapf1(S, V ;aaa,ααα).

(iv) On a

capf (S, V ;aaa,ααα) = capf (ωωω + S,ωωω + V ;aaa,ααα) ∀(aaa,ααα) ∈ (R3)2, ∀ωωω ∈ R
2.

Dans le lemme suivant, nous étudions la continuité de capf (S, V ;aaa,ααα) par rapport à V et S.

Lemme 2.1.5. Les propriétés suivantes sont satisfaites pour tous (aaa,ααα) ∈ (R3)2.
(i) Si (Vn) est une suite croissante d’ouverts de f R

2 telle que S ⊂ V1 et
⋃+∞
n=1 Vn = V , alors

lim
n→+∞

capf (S, Vn;aaa,ααα) = capf (S, V ;aaa,ααα).

En particulier, si 0 ∈ S, alors

lim
λ→0+

capf
Å
S;

1

λ
V ;aaa,ααα

ã
= capf

(
S; R2;aaa,ααα

)
.

(ii) Supposons que V soit borné et soit (Sn) une suite croissante (resp. décroissante) d’ouverts connexes
bornés de R

2 telle que
⋃+∞
n=1 ↑ Sn = S (resp.

⋂+∞
n=1 ↓ Sn = S). Alors

lim
n→+∞

capf
Å
Sn, V ;aaa,

diamSn
diamS

ααα

ã
= capf (S, V ;aaa,ααα).

(iii) Supposons que 1 < p < 2 et soit ψψψn la solution du problème associé à capf (S, Vn;aaa,ααα) par (2.1.5),
prolongée à V en posant ψψψn = 0 dans V \Vn. Alors (ψψψn) converge faiblement dans K0(V ; R3) vers l’unique
solution du problème associé à capf (S, V ;aaa,ααα).
(iv) Si p ≥ 2 et si V est borné dans une direction, l’assertion (iii) reste vrai si l’on remplace Kp

0 (V ; R2)
par W 1,p

0 (V ; R2) for Kp
0 (V ; R2).

Le lemme ci-dessous se déduit de la formule de changement de variables.

Lemme 2.1.6. Supposons que f soit positivement homogène de degré p. Alors, pour tout λ > 0 tel que
λS ⊂ V ,

capf (λS, V ;aaa,ααα) = λ2−pcapf
Å
S,

1

λ
V ;aaa,ααα

ã
.

Dans le lemme suivant, nous examinons le comportement asymptotique de la suite (capf (rεS, RεD;aaa,ααα))
dans le cas 1 < p < 2, lorsque (rε) et (Rε) sont deux suites bornées de réels positifs telles que rε ≪ Rε.
Notant D la boule unité de R

2, nous faisons l’hypothèse suivante

∃δ ∈ (0, p), |f(MMM) − f∞,p(MMM)| ≤ C(1 + |MMM |p−δ) ∀MMM ∈ S
3, (2.1.6)

où f∞,p désigne la fonction de p-récession de f , c’est à dire la fonction convexe, positivement homogène
de degré p, définie par

f∞,p(ξ) := lim sup
t→+∞

f(tξ)

tp
∀ξ ∈ S

3.
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Nous introduisons également la fonction γ
(p)
ε (.) et le paramètre γ(p) définis par

γ(p) := lim
ε→0

γ(p)
ε (rε) ∈ [0,+∞], γ(p)

ε (rε) :=

{
r2−p

ε

ε2
si p 6= 2,

1
ε2| log rε|

si p = 2.
(2.1.7)

Lemme 2.1.7. Supposons que 1 < p < 2 et que l’estimation (2.1.6) soit satisfaite. Soient (rε) et (Rε)
deux suites de réels positifs telles que rε << Rε ≪ r2−pε . Alors

lim
ε→0

1

r2−pε

capf (rεS,RεD;aaa,ααα) = capf
∞,p

(S,R2;aaa,ααα).

Par conséquent, on a

lim
ε→0

1

ε2
capf (rεS,RεD;aaa,ααα) = γ(p)capf

∞,p

(S,R2;aaa,ααα),

où γ(p) est défini par (2.1.7).

Dans le cas p = 2, qui est nettement plus compliqué, nous nous limitons pour simplifier au cas de
l’élasticité linéaire isotrope. Nous supposons que f prend la forme (2.2.14).
Les scalaires capf (rεD,RεD;aaa, αeee3) sont calculés explicitement dans [8, Lemma 7] et [5, Lemma 4.5 and
Formula (5.8)] en utilisant les arguments d’analyse complexe développés dans [82]. On déduit :

Lemme 2.1.8. Sous l’hypothèse (2.2.14), pour tout couple ((rε), (Rε)) de suites de réels positifs telles
que rε << Rε ≤ C < +∞ et pour tout (aaa, α) ∈ R

3 × R, on a

lim
ε→0

| log rε|capf (rεS,RεD;aaa, 0) = 2µ0πγ
(2)

Å
2
λ0 + 2µ0

λ0 + 3µ0
(a1 + a2) + a3

ã
,

lim
ε→0

capf (rεS,RεD;aaa, αeee3) = capf (S,R2;aaa, αeee3) = capf (S,R2; 0, eee3)|α|2,

capf (S,R2; 0, eee3) > 0, capf (S,R2;aaa, 0) = 0, capf (S,R2; 0, eee3) = 4πµ0,

où γ(2) est défini par (2.1.7).

2.2 Application à l’homogénéisation

Soit Ω := ω × (0, L) un ouvert cylindrique de R
3 où ω est un ouvert connexe lipschitzien borné de R

2.
On considère le problème






min
uuuε∈W

1,p

b
(Ω;R3)

Fε(uuuε) −
ˆ

Ω

fff.uuuεdx, fff ∈ Lp
′

(Ω; R3),

Å
1

p
+

1

p′
= 1

ã
,

W 1,p
b (Ω; R3) =

{
ψψψ ∈W 1,p(Ω; R3), ψψψ = 0 sur ω × {0}

}
,

Fε(uuuε) :=

ˆ

Ω\Trε

f(eee(uuuε))dx+
|Ω|
|Trε

|

ˆ

Trε

g(kεeee(uuuε))dx,

eee(uuuε) =
1

2
(∇∇∇uuuε +∇∇∇Tuuuε).

(2.2.1)

Le symbole Trε
représente une distribution non supposée périodique de fibres parallèles, de sections très

fines de taille rε, où

0 < rε << ε. (2.2.2)

Les fonctions f, g : S
3 → R sont supposées strictement convexes et satisfaire la condition de croissance

(2.1.1) pour un certain p ∈ (1,+∞). La suite de réels positifs (kε) est supposée vérifier

lim
ε→0

kε = k ∈]0,+∞], lim
ε→0

rεkε = κ ∈ [0,+∞]. (2.2.3)
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Le problème (2.2.1) correspond à un modèle simplifié d’élasticité non linéaire anisotrope en petites
déformations décrivant par exemple les petites déformations d’un composite de fibres constitué de matériaux
de Ogden [86]. Il correspond aussi, lorsque 1 < p < 2, au modèle de Norton-Hoff [60] décrivant par exemple
le fluage à haute température d’un composite métallique de fibres : dans ce cas, uuuε représente le champ
des vitesses. L’ensemble Trε

est construit à partir d’un domaine borné S ⊂ R
2 de frontière lipschitzienne

et d’une famille finie de points de ω notée

Aε =
{
ωjε ∈ R

2, j ∈ Jε
}
⊂ ω (♯Aε < +∞), (2.2.4)

en posant

Trε
:=

⋃

j∈Jε

T jrε
, T jrε

:= Sjrε
× (0, L), Sjrε

:= (ωjε + rεS). (2.2.5)

On suppose que les fibres sont séparées les unes des autres et du bord latéral de Ω par une distance
suffisamment grande. Plus précisément, on fait l’hypothèse suivante :

min
j,j′∈Jε,j 6=j′

|ωiε − ωjε| > Rε, dist(Aε, ∂ω) > cε, c > 0, (2.2.6)

pour une certaine suite de réels positifs (Rε) vérifiant

rε ≪ Rε ≪ ε, 1 ≪ γ(p)
ε (Rε), (2.2.7)

où la fonction γ
(p)
ε (.) est définie par (2.1.7). La densité locale de la distribution des fibres dans Ω est

caractérisée par la fonction nε définie par

nε(x) :=
∑

z∈Iε

(♯Jzε ) 1Y z
ε
(x1, x2), Jzε :=

{
j ∈ Jε, ω

j
ε ∈ Y zε

}
,

Y zε := εz + ε[−1/2, 1/2)2.

(2.2.8)

L’entier nε(x) est une approximation du nombre de fibres constituant Trε
incluses dans le parallélépipède

Y zε × (0, L) contenant x. L’hypothèse

0 ≤ nε(x) ≤ C dans Ω, nε
⋆
⇀ n étoile-faiblement dans L∞(Ω), (2.2.9)

permet d’exclure l’apparition de concentrations de fibres sur des parties de Ω de dimension de Hausdorff
strictement inférieure à 3 (voir Remarque 2.2.1).

Fig. 2.1 –

Le problème limite dépend de γ(p), k, κ et n définis respectivement par (2.1.7), (2.2.3), (2.2.9). Il s’exprime
en fonction de la limite uuu de la suite (uuuε) des solutions de (2.2.1), et de quatre variables auxiliaires vvv, θ, w, δ
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définies nL3-presque partout. Le couple (nvvv, nθ) est la limite étoile faible au sens des mesures de la suite
de mesures (vvvε(uuuε), θε(uuuε)), où les opérateurs vvvε, θε sont donnés par

vvvε(ϕϕϕ)(x) :=
ε2

r2ε |S|
∑

j∈Jε

Ç
ˆ

−
S

j
rε

ϕϕϕ(s, x3)dH2(s)

å
1
S

j
rε

(x1, x2),

θε(ϕϕϕ)(x) :=
ε2

r2ε |S|
∑

j∈Jε

diamS

2
´

−
S
|yyy|2dy

ˆ

−
S

j
rε

Å
−yε2
rε
ϕ1 +

yε1
rε
ϕ2

ã
(s, x3)dH2(s)1

S
j
rε

(x1, x2),

yyyε(x1, x2) :=
∑

i∈Iε

((x1, x2) − ε((i1, i2) + xxxS)1Y i
ε
(x1, x2)

(2.2.10)

Le couple (nw, nδ) est la limite étoile faible au sens des mesures de la suite de mesures
Ä

1
rε

vε3(uuuε),
1
rε
θε(uuuε)

ä
.

Le champ vvv décrit le déplacement effectif moyen dans les fibres. La fonction 1
rε
θ repésente une approxi-

mation locale de l’angle de torsion des fibres par rapport à leur axe principal. Nous posons

vvvtuple :=

®
(vvv, θ, w, δ) si 0 < κ < +∞,

(vvv, θ) sinon.
(2.2.11)

Le problème limite associé à (2.2.1) est donné par

(Phom) : min
(uuu,vvvtuple)∈W 1,p

b
(Ω)×D

Φ(uuu,vvvtuple) −
ˆ

Ω

fff.uuudx. (2.2.12)

où D est défini par (2.2.16). L’énergie effective est une somme de trois termes :

Φ(uuu,vvvtuple) =

ˆ

Ω

f(eee(uuu))dx+

ˆ

Ω

cf (vvv − uuu, θ)ndx+ Φfibers(vvv
tuple). (2.2.13)

Le premier terme de Φ décrit l’énergie élastique effective stockée dans la matrice. Le second terme de Φ
décrit la concentration d’énergie élastique autour des fibres causée par la différence entre les déplacements
effectifs dans les fibres et dans la matrice. Étant donné (aaa, α) ∈ R

3 ×R, le réel étendu cf (aaa, α) est donné
par la formule

cf (aaa, α) = lim
ε→0

1

ε2
capf (rεS, ω;aaa, αeee3).

La fonction cf (aaa, α)n représente la densité effective locale des sections des fibres dans la section de Ω
relativement à la capacité capf (., .;aaa, αeee3) définie par (2.1.2). Le calcul de cf (aaa, α), effectué dans la section
2.1 (lemmes 2.1.7, 2.1.8), révèle des différences frappantes suivant la position de p par rapport à 2. Si
p 6= 2, obtient

cf (aaa, α) = γ(p)capf
∞,p

(S,R2;aaa, α) si 1 < p < 2

cf (aaa, α) =

®
0 si aaa = 0 et α = 0,

+∞ sinon.
si 2 < p.

Si p = 2, si la matrice est constituée d’un matériau élastique linéaire homogène isotrope, c’est à dire si

f(MMM) =
λ0

2
(trMMM)2 + µ0MMM :MMM ∀MMM ∈ S

3, µ0 > 0, λ0 ≥ 0, (2.2.14)

on obtient

cf (aaa, α) =

®
2µ0πγ

(2)
Ä
2λ0+2µ0

λ0+3µ0
(a2

1 + a2
2) + a2

3

ä
si α = 0,

+∞ sinon,
si p = 2 et f donnée par (2.2.14).

On remarque que si p = 2, cf (aaa, α) ne dépend pas de la forme de la section des fibres (c’est à dire de S).
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Le troisième terme de Φ décrit l’énergie élastique effective stockée à l’intérieur des fibres. Sa forme dépend
de l’ordre de grandeur des paramètres k, κ définis par (2.2.3). On obtient

Φfibers(vvv
tuple) =






k

ˆ

Ω

ghom1

Å
∂v3
∂x3

,
∂θ

∂x3

ã
ndx si 0 < k < +∞,

ˆ

Ω

ghom2

Å
∂2v1
∂x2

3

,
∂2v2
∂x2

3

,
∂w

∂x3
,
∂δ

∂x3

ã
ndx si 0 < κ < +∞,

0 sinon,

(2.2.15)

où ghom1 : R
2 → R est défini par

ghom1 (a, β) := inf
qqq∈C∞(S;R3)

ßˆ
−
S

g (kL(qqq, a, β)) dy

™
,

L(q, a, β) := eee(qqq) +
2

diamS
β

Ñ
0 0 −y2
0 0 y1

−y2 y1 0

é

+ a

Ñ
0 0 0
0 0 0
0 0 1

é

,

et ghom2 : R
4 → R est donné par

ghom2 (w1, w2, a, β) := inf
qqq∈C∞(S;R3)

ßˆ
−
S

g (κJ(qqq, w1, w2, a, β)) dy

™
,

J(qqq, w1, w2, a, β) := L(qqq, a, β) −
(

2∑

α=1

wαyα

)Ñ0 0 0
0 0 0
0 0 1

é

.

L’ensemble D, qui caractérise les conditions aux limites et de régularité satisfaites par (vvvtuple), est donné
en fonction de k,κ par

D =
{

(vvv, θ) ∈ Lp
nL3(Ω; R3) × Lp(Ω), (v3, θ) ∈ (Lp

nL2(ω;W 1,p(0, L)))2,

v3 = θ = 0 sur ω × {0}
}

si 0 < k < +∞,

D =
{
(vvv, θ) ∈ Lp(Ω; R3) × Lp(Ω), v3 = θ = 0

}
si (k, κ) = (+∞, 0),

D =
{

(vvv, θ, w, δ) ∈ Lp
nL2(ω;W 2,p(0, L; R3)) × Lp

nL2(ω;W 1,p(0, L))3, v3 =θ= 0,

w=δ=vα =
∂vα
∂x3

= 0 sur ω × {0} (α ∈ {1, 2})
}

si 0<κ<+∞,

D = {0} si k = κ = +∞.

(2.2.16)

Théorème 2.2.1. [19] Supposons (2.1.6), (2.2.2)-(2.2.6), soit uuuε la solution de (2.2.1) et soit vvvε et θε les
opérateurs définis par (2.2.10). Alors (uuuε) converge faiblement dans W 1,p(Ω; R

3)) vers uuu, (vvvε(uuuε), θε(uuuε))
converge étoile-faiblement dans M(Ω; R3)×M(Ω) vers (nvvv, nθ) et, si 0 < κ < +∞, ( 1

rε
(vvvε(uuuε))3,

1
rε
θ(uuuε)))

converge étoile-faiblement dans (M(Ω))2 vers (nw, nδ), où (uuu,vvv, θ) (resp. (uuu,vvv, θ, w, δ) si 0 < κ < +∞)
est l’unique solution de (2.2.12).

Remarque 2.2.1. Dans le cas où (nε) n’est pas bornée dans L∞(Ω) mais seulement dans L1(Ω) et
converge étoile-faiblement dans M(Ω) vers une mesure µ, on s’attend à ce que l’énergie dans les fibres se
déduise de (2.2.15) en remplaçant ndx par dµ et à ce que la concentration d’énergie autour des fibres soit
de la forme

´

cf (vvv−uuu, θ)dµ0 où µ0 est une mesure absolument continue par rapport à µ ne chargeant pas
les ensembles de f-capacité nulle, c’est à dire satisfaisant µ0(E × (0, L)) = 0 pour tout ensemble E ⊂ ω
tel que capf (E,ω; 1) = 0. De telles classes de mesures apparaissent dans l’étude de problèmes de Dirichlet
sur des domaines variables [50], [51], [52]. Calculer cette mesure µ0, si possible en fonction de µ, est un
challenge mathématique intéressant.
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2.3 Cas de l’élasticité linéaire isotrope

Cette section présente les résultats de [5, 13]. Nous nous intéressons au problème élastique :






− div(σσσε(uuuε)) = ρεfff dans Ω, uuuε ∈ H1
0 (Ω,R3), fff ∈ C(Ω,R3),

σσσε(uuuε) = λε tr(eee(uuuε))III + 2µεeee(uuuε), eee(uuuε) =
1

2
(∇∇∇uuuε +t∇∇∇uuuε),

(2.3.1)

et au problème de vibrations associé

ρε
∂2uuuε
∂t2

− div(σσσε(uuuε)) = ρεfff dans Ω×(0, T ), +conditions aux limites.

Les coefficients d’élasticité λε, µε et la densité massique ρε sont définis par

µε(x) = µ1ε, λε(x) = λ1ε, ρε(x) = ρ1ε si x ∈ Trε
,

µε(x) = µ0 > 0, λε(x) = λ0, ρε(x) = ρ0 > 0 si x ∈ Ω \ Trε
,

(2.3.2)

où la distribution de fibre Trε
est donnée par (2.2.4), (2.2.5). On suppose pour simplifier que cette

distribution est ε-périodique, i.e.

Aε =
{
εjjj ∈ εZ2 ∩ ω, dist(εjjj, ∂ω) > cε

}
(c > 0). (2.3.3)

Dans ce cas on a n = 1 (voir (2.2.8), (2.2.9)). On s’intéresse au cas de fibres très fines (la mesure de
Lebesgue de Trε

tend vers 0), très rigides, ayant éventuellement une densité massique très élevée, plongées
dans une matrice dont les coefficients d’élasticité et la densité massique sont d’ordre 1. Plus précisément,
on suppose

µ1ε =
|Ω|
|Trε

|k
2
ε , λ1ε = lεµ1ε, ρ1ε =

|Ω|
|Trε

|ρ1ε, 0 < rε << ε, µε, ρε > c > 0 dans Ω,

kε → k ∈ [0,+∞], rεkε → κ ∈ [0,+∞], ρ1ε → ρ1 ∈ [0,+∞[, lε → l ∈ [0,+∞[.

(2.3.4)

Si ρε = 1, lε = l, le problème (2.3.1) correspond au choix suivant de données dans (2.2.1) : f donnée par
(2.2.14) et

g(MMM) =
l

2
(trMMM)2 +MMM :MMM ∀MMM ∈ S

3.

2.3.1 Équations d’équilibre

Le problème limite associé à (2.3.1) est fonction de k, κ, ρ1, l définis par (2.3.4) et du paramètre capacitaire
γ(2) défini par (2.1.7). Pour simplifier l’énoncé, nous supposons que

0 < γ(2) ≤ +∞. (2.3.5)

Le cas γ(2) = 0 est commenté dans la remarque 2.3.2. On pose

χ :=
λ0 + 3µ0

λ0 + µ0
, σσσ0(u) := λ0 tr(eee(uuu))III + 2µ0eee(uuu), ∀u ∈ H1(Ω,R3). (2.3.6)

Sous ces hypothèses, la suite (uuuε, vvvε), où uuuε est la solution de (2.3.1) et vvvε est associée à uuuε par

vvvε(x) :=
|Ω|
|Trε

|uuuε(x) si x ∈ Trε
, vvvε(x) := 0 sinon, (2.3.7)

converge vers l’unique couple (uuu,vvv) solution de

min
(uuu,vvv)∈(L2(Ω,RRR3))2

Φ(uuu,vvv) −
ˆ

Ω

ρ0fff.uuudx−
ˆ

Ω

ρ1fff.vvvdx, (2.3.8)
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où Φ représente l’enveloppe semi-continue inférieurement dans la topologie forte de (L2(Ω,R3))2 de la
fonctionnelle Φ définie par

Φ(uuu,vvv) :=
1

2

ˆ

Ω

σσσ0(uuu) : eee(uuu)dx+
1

2

ˆ

Ω

2µ0πγ
(2) t(vvv − uuu)

Ñχ+1
χ

0 0

0 χ+1
χ

0

0 0 1

é

.(vvv − uuu)dx

+
1

2

3l + 2

2(l + 1)
k2

ˆ

Ω

∣∣∣∣
∂v3
∂x3

∣∣∣∣
2

dx+
1

2

3l + 2

2(l + 1)

κ2

4

ˆ

Ω

Ç∣∣∣∣
∂2v1
∂x2

3

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂2v2
∂x2

3

∣∣∣∣
2å

dx,

si (uuu,vvv) ∈ D,
Φ(uuu,vvv) := +∞, sinon,

D := H1
0 (Ω,R3) ×

ß
vvv ∈ L2(ω,H2

0 (0, L; R3)),
∂v1
∂x3

=
∂v2
∂x3

= 0 sur ω × {0, L}
™
.

Les conditions aux limites satisfaites par (uuu,vvv) sont caractérisées par le domaine de Φ. Elles s’énoncent :






uuu ∈ H1
0 (Ω,R3),

v3 ∈ L2(ω,H1
0 (0, L; R3)), si k > 0, κ = 0,

v3 = 0, v1, v2 ∈ L2(ω,H2
0 (0, L; R3)),

∂v1
∂x3

=
∂v2
∂x3

= 0 sur ω × {0, L},




 si κ > 0.

(2.3.9)

Le système d’Euler-Lagrange associé à (2.3.8) est l’équation où le système couplé d’équations dans Ω
complémenté par (2.3.9), obtenu en fonction des paramètres k, κ, ρ1, γ

(2) en substituant 0 aux dérivées
par rapport au temps dans le tableau (2.3.18).

Théorème 2.3.1. [5] Sous les hypothèses (2.1.7), (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.3.5), (2.3.6), la suite (uuuε)
des solutions de (2.3.1) converge faiblement dans H1

0 (Ω,R3) vers uuu et la suite (vvvε) définie par (2.3.7)
converge étoile-faiblement dans L1(Ω,R3) vers vvv, où (uuu,vvv) est l’unique solution de (2.3.8).

Remarque 2.3.1. L’enveloppe semi-continue inférieure Φ dans (L2(Ω,R2))2 de la fonctionnelle Φ définie
par (2.3.8) peut être facilement évaluée en fonction des paramètres γ(2), k, κ. Par exemple, si κ > 0 on
a Φ = Φ, et si κ = 0 et k > 0, on obtient :

Φ(uuu,vvv) :=
1

2

ˆ

Ω

Ñ

σσσ0(uuu) :eee(uuu)+2µ0πγ
(2)(vvv − uuu)t

Ñχ+1
χ

0 0

0 χ+1
χ

0

0 0 1

é

(vvv − uuu)+
(3l + 2)k2

2(l + 1)

∣∣∣∣
∂v3
∂x3

∣∣∣∣
2
é

dx,

si (uuu,vvv) ∈ H1
0 (Ω,R3) × L2(Ω,R3), et v3 ∈ L2(ω,H1

0 (0, L)),

Φ(uuu,vvv) := +∞, sinon,

tandis que si 0 < κ ≤ +∞, on trouve

Φ(uuu,vvv) :=
1

2

ˆ

Ω

σσσ0(uuu) : eee(uuu)dx+
1

2

ˆ

Ω

2µ0πγ
(2) t(vvv − uuu)

Ñχ+1
χ

0 0

0 χ+1
χ

0

0 0 1

é

.(vvv − uuu)dx

+
1

2

3l + 2

2(l + 1)

κ2

4

ˆ

Ω

Ç∣∣∣∣
∂2v1
∂x2

3

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂2v2
∂x2

3

∣∣∣∣
2å

dx, si (uuu,vvv) ∈ D,

Φ(uuu,vvv) := +∞, sinon,

D := H1
0 (Ω,R3) ×

ß
vvv ∈ L2(ω,H2

0 (0, L; R3)), v3 = 0,
∂v1
∂x3

=
∂v2
∂x3

= 0 on ω × {0, L}
™
.
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On peut montrer (voir [9]) que la suite (Fε) de fonctionnelles sur L2(Ω,R3) définies par Fε(uuu) :=
1
2

´

Ω
σσσε(uuu) : eee(uuu)dx −

´

Ω
ρε(x)fff.uuudx, si u ∈ H1

0 (Ω,R3), Fε(uuu) := +∞ sinon, Γ-converge (voir [49])
fortement dans L2(Ω,R3) vers la fonctionnelle

F (uuu) := min
vvv∈L2(Ω,R3)

Φ(uuu,vvv) −
ˆ

Ω

ρ0fff.uuudx−
ˆ

Ω

ρ1fff.vvvdx. (2.3.10)

Classiquement, la solution uuuε de (2.3.1), qui minimise Fε, converge vers la solution du problème minuuu F (uuu)
équivalent à (2.3.8). La solution vvv de (2.3.10) est solution d’une équation linéaire monodimensionnelle
(voir (2.3.18), (2.3.9)), et peut donc être calculée en fonction de uuu, et ensuite substituée dans (2.3.10),
donnant ainsi une expression explicite de F .
Par exemple si ρ1 = 0, 0 < k < +∞ et γ(2) < +∞, on obtient

F (uuu) =
1

2

ˆ

Ω

σσσ0(uuu) : eee(uuu)dx+ µ0πγ
(2)

ˆ

Ω

Ç
1 −
ˆ L

0

G(x3, s3)ds3

å
u2

3(x)dx

+ µ0πγ
(2)

ˆ

ω

ˆ

(0,L)2
G(x3, s3)(u3(x

′, x3) − u3(x
′, s3))

2dx′dx3ds3 −
ˆ

Ω

ρ0fff.uuudx,

G(x3, s3) :=c0
1

sinh (c0L)
sinh(c0(L−(x3 ∨ s3)))sinh(c0(x3 ∧ s3)), c20 :=

2(l + 1)

3l + 2

2µ0πγ
(2)

k2
,

donc l’équation homogénéisée s’écrit

−div(σσσ0(uuu)) + 2πµ0γ
(2)

Ñ
0
0

u3 −
´ L

0
G(x3, s3)u3(x

′, s3)ds3

é

= fff, dans Ω.

Pour ρ1 = 0, 0 < κ < +∞ et γ(2) < +∞, on trouve

F (uuu) =
1

2

ˆ

Ω

σσσ0(uuu) :eee(uuu)dx+ F1(u1) + F2(u2) + πµ0γ
(2)

ˆ

Ω

u2
3dx−

ˆ

Ω

ρ0fff.uuudx,

Fα(uα) =
χ+ 1

χ
µ0πγ

(2)

ˆ

Ω

Ç
1 −
ˆ L

0

G(x3, s3)ds3

å
u2
α(x)dx

+
χ+ 1

χ
µ0πγ

(2)

ˆ

ω

ˆ

(0,L)2
G(x3, s3)(uα(x′, x3) − uα(x′, s3))

2dx′dx3ds3,

où le noyau G est donné par (2.3.11). L’équation limite satisfaite par uuu s’écrit

−div(σσσ0(u)) + 2πµ0γ
(2)

Ö
χ+1
χ

(u1 −
´ L

0
G(x3, s3)u1(x

′, s3)ds3)
χ+1
χ

(u2 −
´ L

0
G(x3, s3)u2(x

′, s3)ds3)

u3

è

= f dans Ω.

Dans ces deux exemples, la fonctionnelle F est la somme d’une énergie élastique classique 1
2

´

Ω
σσσ0(uuu) :

eee(uuu)dx correspondant à un milieu sans fibre, du terme −
´

Ω
ρ0fff.uuudx, et d’un terme supplémentaire du

type
∑3
p=1 Fp(up) qui décrit la somme de l’énergie des fibres et d’une énergie d’interaction entre les fibres

et la matrice. Dans le premier exemple, compte tenu de la propriété 0 ≤ G ≤ 1, le terme additionnel
F3(u3) est une forme de Dirichlet sur L2(Ω) (voir [35]). Dans ce cas, les fibres se comportent, à l’échelle
microscopique, comme des fils extensibles. En fait, il est bien connu (voir [21]) que l’énergie linéaire
d’extension d’un fil est une forme de Dirichlet , donc le terme énergétique de couplage entre les fibres
et la matrice est aussi une telle forme. Néanmoins, l’énergie totale n’est pas une forme de Dirichlet
puisque le terme

´

Ω
σσσ0(uuu) : eee(uuu)dx n’est pas de type markovien (voir [61]). Dans le second exemple, les

fonctionnelles Fα (α = 1, 2) ne sont pas des formes de Dirichlet car les fonctions 1 −
´ L

0
G(x3, s3)ds3

et G ne sont pas positives. En fait, les fibres se comportent asymptotiquement comme des poutres en
flexion : l’énergie de flexion d’une poutre dépend des dérivées secondes du déplacement, et n’est donc pas
une forme de Dirichlet.
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Expression du noyau G : on trouve

G(x3, s3) = E(x3 − s3) + w(x3, s3), (2.3.11)

où E(x3) représente la solution fondamentale de v(4) + c20v = δ0, soit

E(x3) =
1√

2(2c0)
3
2

exp

Å
−
…
c0
2
|x3|
ãÅ

cos

Å…
c0
2
|x3|
ã

+ sin

Å…
c0
2
|x3|
ãã

,

c20 := 2µ0πγ
(2)χ+ 1

χ

4

κ2

2(l + 1)

3l + 2
,

et w(., s3) est, pour tout s3, la solution de w(4) + c20w = 0 telle que

G(0, s3) = G(L, s3) =
∂G

∂x3
(0, s3) =

∂G

∂x3
(L, s3) = 0, (2.3.12)

c’est à dire

w(x3, s3) = exp

Å…
c0
2
x3

ãÅ
a1(s3) cos

Å…
c0
2
x3

ã
+ a2(s3) sin

Å…
c0
2
x3

ãã

+ exp

Å
−
…
c0
2
x3

ãÅ
b1(s3) cos

Å…
c0
2
x3

ã
+ b2(s3) sin

Å…
c0
2
x3

ãã
,

où les fonctions a1, a2, b1, b2 sont calculées en utilisant (2.3.12). Posant

α :=
1√

2(2c0)
3
2

, β :=

…
c0
2
, p := β(2L− s3), q := βs3,

on obtient

b1 =
α (sin p sinh q − cos p cosh q − sin q sinh p− cos q cosh p+ 2 cos q cosh q)

2(sinh2(βL) − sin2(βL))
,

b2 =
− cos(βL) sinh(βL) + sin(βL) exp(βL)

sin(βL) sinh(βL)
b1

− α (cos(β(L− s3)) sinh(β(L− s3)) − sin(β(L− s3)) cosh(β(L− s3)))

sin(βL) sinh(βL)
,

a1 = −b1 − α(cos(βs3) + sin(βs3)) exp(−βs3),
a2 = 2b1 − b2 + α(cos(βs3) − sin(βs3)) exp(−βs3).

Remarque 2.3.2. Si γ(2) = 0, la faible relative compacité dans H1
0 (Ω,R3) de la suite (uuuε) des solutions

de (2.3.1) est obtenue sous l’hypothèse additionnelle

ρε < C.

Le problème limite s’écrit alors

−divσσσ0(uuu) = ρ0fff dans Ω, uuu ∈ H1
0 (Ω,R3).

On peut l’obtenir en remplaçant γ(2) par 0 dans in (2.3.8). La relative compacité peut tomber en défaut
pour certaines composantes du champ vvvε, sauf si κ > 0. Elle est vérifiée pour (vε3) si k > 0.Dans le
problème limite, les variables uuu et vvv sont dans tous les cas indépendantes (voir les cinq lignes précédant
[5, (5.61)]).
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2.3.2 Problème de vibrations

Dans cette section, nous étudions le comportement asymptotique lorsque ε→ 0 du problème de vibrations

ρε(x)
∂2uuuε
∂t2

− div(σσσε(uuuε)) = ρε(x)fff dans Ω×(0, T ),

uuuε ∈ C0([0, T ]; H1
0 (Ω,R3)) ∩ C1([0, T ]; L2(Ω,R3)),

uuuε(x, 0) = UUU0(x),
∂uuuε
∂t

(x, 0) = VVV 0(x) dans Ω,

fff ∈ C(Ω × (0, T ),R3), (UUU0,VVV 0) ∈ (H1
0 (Ω) ∩ C1(Ω)) × C(Ω),

(2.3.13)

où λε, µε, ρε et σσσε(uuuε) sont définis par (2.3.1), (2.3.2). Nous supposons (2.3.4), (2.3.5) comme précédemment
et en outre que le déplacement initial UUU0 vérifie

UUU0 = 0, si k = +∞. (2.3.14)

Sous ces hypothèses, nous montrons que le couple (uuuε, vvvε), ou uuuε est la solution de (2.3.13) et vvvε est défini
par

vvvε(x, t) :=
|Ω|
|Trε

|uuuε(x, t) si x ∈ Trε
, vvvε(x, t) := 0 sinon, (2.3.15)

converge vers l’unique solution (uuu,vvv) du système d’équations dans Ω×(0, T ) donné suivant l’ordre de
grandeur des paramètres k, κ, ρ1, γ

(2) par le tableau (2.3.18). Ces systèmes sont associés aux conditions
aux limites caractérisées par (2.3.16), (2.3.17).






uuu ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω,R3)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω,R3)),

uuu(0) = UUU0,
∂uuu

∂t
(0) = VVV 0, si γ(2) < +∞,

uuu = vvv, si γ(2) = +∞,

(2.3.16)

k > 0
v3 ∈ L2(ω × (0, T ), H1

0 (0, L; R3))

κ > 0

v1, v2 ∈ L2(ω × (0, T ), H2
0 (0, L))

∂v1
∂x3

=
∂v2
∂x3

= 0 sur ω × {0, L} × (0, T )

k < +∞
ρ1 > 0 vvv ∈ C1([0, T ], L2(Ω,R3)), vvv(0) = UUU0,

∂vvv

∂t
(0) = VVV 0

k = +∞
κ < +∞
ρ1 > 0

vα ∈ C1([0, T ], L2(Ω)),

vα(0) = U0α,
∂vα
∂t

(0) = V0α, α ∈ {1, 2}

0 < κ < +∞
vα∈ L2(0, T, L2(ω,H2

0 (0, L))),

∂vα
∂x3

=0 sur ω×{0, L}×(0, T ), , α ∈ {1, 2}

(2.3.17)
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0 ≤ k < +∞
γ(2) < +∞

ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(σσσ0(uuu)) + 2πµ0γ

(2)

Ñχ+1
χ

(u1 − v1)
χ+1
χ

(u2 − v2)

u3 − v3

é

= ρ0fff

ρ1

∂2vvv

∂t2
− 2πµ0γ

(2)

Ñχ+1
χ

(u1 − v1)
χ+1
χ

(u2 − v2)

u3 − v3

é

− 3l + 2

2(l + 1)
k2

Ö
0
0

∂2v3
∂x2

3

è

= ρ1fff

0 ≤ k < +∞
γ(2) = +∞ (ρ0 + ρ1)

∂2uuu

∂t2
−div(σσσ0(uuu)) −

3l + 2

2(l + 1)
k2

Ö
0
0

∂2u3

∂x2
3

è

= (ρ0+ ρ1)fff, vvv = uuu

κ = 0
k = +∞
γ(2) < +∞

ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(σσσ0(uuu)) + 2πµ0γ

(2)

Ñχ+1
χ

(u1 − v1)
χ+1
χ

(u2 − v2)

u3

é

= ρ0fff

ρ1

∂2vvv

∂t2
− 2πµ0γ

(2)

Ñχ+1
χ

(u1 − v1)
χ+1
χ

(u2 − v2)

0

é

= ρ1

Ñ
f1
f2
0

é

, v3 = 0

κ = 0
k = +∞
γ(2) = +∞

(ρ0 + ρ1)
∂2uuu

∂t2
+

Ñ
−(div(σσσ0(uuu)))1
−(div(σσσ0(uuu)))2

0

é

=(ρ0 + ρ1)

Ñ
f1
f2
0

é

,uuu = vvv, u3 = 0

0 <κ< +∞
γ(2) < +∞

ρ0
∂2uuu

∂t2
− div(σσσ0(uuu)) + 2πµ0γ

(2)

Ñχ+1
χ

(u1 − v1)
χ+1
χ

(u2 − v2)

u3

é

= ρ0fff

ρ1

∂2vvv

∂t2
−2πµ0γ

(2)χ+ 1

χ

Ñ
u1 − v1
u2 − v2

0

é

+
κ2

4

3l + 2

2(l + 1)

Ö
∂4v1
∂x4

3
∂4v2
∂x4

3

0

è

=ρ1

Ñ
f1
f2
0

é

, v3 =0

0 < κ < +∞
γ(2) = +∞ (ρ0+ρ1)

∂2uuu

∂t2
−div(σσσ0(uuu))+

κ2

4

3l + 2

2(l + 1)

Ö
∂4u1

∂x4
3

∂4u2

∂x4
3

0

è

=(ρ0+ρ1)

Ñ
f1
f2
0

é

vvv = uuu, u3 = 0

κ = +∞
γ(2) < +∞ ρ0

∂2uuu
∂t2

− div(σσσ0(uuu)) + 2πµ0γ
(2)

Ñχ+1
χ
u1

χ+1
χ
u2

u3

é

= ρ0fff, vvv = 0

κ = +∞
γ(2) = +∞ uuu = vvv = 0

(2.3.18)
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Théorème 2.3.2. [5] Sous les hypothèses (2.3.2), (2.3.4), (2.1.7), (2.3.5), (2.3.14), la suite (uuuε) des
solutions de (2.3.13) converge étoile-faiblement dans L∞(0, T ;H1

0 (Ω,R3)) vers uuu et la suite (vvvε) définie
par (2.3.15) converge étoile-faiblement dans L∞(0, T ;Mb(Ω,R

3)) vers vvv où (uuu,vvv) est l’unique solution
du système d’équations dans Ω×(0, T ) donné par (2.3.18) associé aux conditions aux limites (2.3.16),
(2.3.17).

Remarque 2.3.3. Un aspect intéressant du problème de vibrations réside dans la possible apparition
d’effets de mémoire (ce qui ne se produit pas pour les équations d’équilibre) : supposons pour simplifier
que les coefficients de Lamé soient constants (λε = λ0, µε = µ0 dans Ω) et que 0 < γ(2), ρ1 < +∞. Alors,
d’après (2.3.4) on a k = 0 et le problème limite est le système d’équations couplées données par (2.3.18).
La variable auxiliaire vvv peut être calculée en fonction de uuu et fff

vi(x, t) =

ˆ t

0

sinωi(t− τ)

ωi
(fi(x, τ) + ω2

i ui(x, τ))dτ + V0i(x)
sinωit

ωi
+ U0i(x) cosωit,

ω2
α = 2µ0

χ+ 1

χ

πγ(2)

ρ1

si α = 1, 2, ω2
3 = 2µ0

πγ(2)

ρ1

, i ∈ {1, 2, 3},

donnant, après substitution

ρ0
∂2ui
∂t2

−div(σσσ0(uuu))i + ρ1ω
2
i

Ç
ui − ωi

ˆ t

0

sin(ωi(t− τ))ui(τ)dτ

å

= ρ0fi + ρ1ωi

ˆ t

0

sin(ωi(t− τ))fi(τ)dτ + ρ1ωiV0i(x) sin(ωit) + ρ1ω
2
iU0i(x) cos(ωit),

ce qui met en évidence la présence de termes de mémoire dans le problème limite, bien que les coefficients
de Lamé soient uniformément bornés.

2.4 Problème scalaire

Cette section présente la variante scalaire du théorème 2.2.1. Nous nous intéressons à l’homogénéisation
du problème

(Pε)






min
u∈u0+W

1,p

Γ0
(Ω)

Fε(u) −
ˆ

Ω

fu dx−
ˆ

Γ1

hu dH2,

W 1,p
Γ0

(Ω) =
{
ϕ ∈W 1,p(Ω) : ϕ = 0 sur Γ0

}
, Γ0 ⊂ ∂Ω, H2(Γ0) > 0, Γ1 = ∂Ω \ Γ0,

(f, h) ∈ Lp
′

(Ω) × Lp
′

(Γ1), u0 ∈ C1(Ω),

Å
1

p
+

1

p′
= 1

ã
,

Fε(u) =

ˆ

Ω\Trε

f(∇u) dx+ λε

ˆ

Trε

g(∇u) dx,

(2.4.1)

où f , g sont strictement convexes et satisfont la condition de croissance (2.1.1) d’ordre p ∈ (1,+∞), Trε

est la distribution de fibres non supposée périodique définie par (2.2.5) et

lim
ε→0

λε
r2ε |S|
ε2

= k ∈ (0,+∞]. (2.4.2)

On suppose (2.2.6), (2.2.7), (2.2.9). Le problème limite dépend de k, n et γ(p) définis par (2.1.7), (2.2.9),
(2.4.2). Il s’exprime en fonction de la limite u de la suite (uε) des solutions de (2.4.1) et d’une fonction
auxiliaire v ∈ Lp

nL3(Ω) (n donné par (2.2.9)) décrivant le comportement effectif de uε dans les fibres. La

fonction nv est la limite faible-étoile dans M(Ω) de la suite de mesures (uεµε), où

µε :=
ε2

r2ε |S|
1Trε

(x)L3
⌊Ω. (2.4.3)
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Le problème limite associé à (2.4.1) s’écrit

(Phom) : min
(u,v)∈W 1,p

Γ0
(Ω)×D

Φ(u, v) −
ˆ

Ω

fudx−
ˆ

Γ1

hudH2
(2.4.4)

où

D :=

ß
v ∈ Lp

nL3(Ω),
∂v

∂x3
∈ Lp

nL3(Ω), vn = u0n sur Γ0 ∩ ω × {0, L}
™
.

L’énergie effective est une somme de trois termes :

Φ(u, v) =

ˆ

Ω

f(∇u) dx+ Φcap(v − u) + Φfibers(v).

Le troisième terme de Φ représente l’énergie effective stockée dans les fibres. Il est donnée par

Φfibers(v) = k

ˆ

Ω

ghom
Å
∂v

∂x3

ã
ndx,

où ghom : R → R est défini par

ghom(a) := min
{
g(q) : q ∈ R

3, q3 = a
}
.

Le second terme de Φ est un terme de couplage entre u et v proportionnel au paramètre capacitaire γ(p).
Il prend la forme

Φcap(v − u) =

ˆ

Ω

cf (S; v − u)ndx.

La densité cf est donnée par la formule

cf (S, α) := lim
ε→0

1

ε2
capf (rεS, ω;α) ∀α ∈ R,

où capf est la capacité définie, pour tout couple (U, V ) d’ouverts de R
2 tels que U ⊂ V et pour tout

α ∈ R, posant

“∇ϕ := (∂1ϕ, ∂2ϕ, 0),

par

capf (U, V ;α) = inf

ßˆ

V

f
Ä“∇ϕ

ä
dx1dx2 : ϕ ∈W 1,p

0 (V ); ϕ = α dans U

™
. (2.4.5)

En répétant le raisonnement de la section 2.1, on étabit sous l’hypothèse (2.1.6), notant

sgn(α) := 1 si α ≥ 0, sgn(α) := −1 si α < 0,

que

cf (S;α) =






γ(p)capf
∞,p

(S,R2; sgn(α))|α|p si p < 2,

γ(2)cf
∞,2

(sgn(α))|α|2, si p = 2,

+∞ si p > 2 et α 6= 0.

(2.4.6)

Si p = 2, les réels strictement positifs

cf
∞,2

(±1) =
1

γ(2)
lim
ε→0

capf
∞,2

(rεS;ω)

ε2
si 0 < γ(2) < +∞, cf

∞,2

(±1) = 1 sinon,

sont indépendants de S. On peut les calculer dans des cas particuliers. Par exemple, c
1
2 |.|

2

(±1) = π.
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La coercivité de Φ dans l’ espace W 1,p(Ω) ×D est obtenue si :

k > 0 et {γ(p) > 0 ou ω × {0} ⊂ Γ0 ou ω × {L} ⊂ Γ0} . (2.4.7)

Théorème 2.4.1. [9] Sous les hypothèses (2.1.7), (2.1.1), (2.4.2), (2.2.9), (2.2.4), (2.1.6), (2.4.7), la
suite (uε) des solutions de (2.4.1) converge faiblement dans W 1,p(Ω) vers u, et la suite de mesures (uεµε),
où µε est définie par (2.4.3), converge étoile-faiblement dans M(Ω) vers nvL3

⌊Ω, où n est défini par (2.2.9)

et (u, v) est l’unique solution de (2.4.4).

En général (uε) ne converge pas fortement vers u dans W 1,p(Ω). Pour démontrer le théorème, on établit
sous les mêmes hypothèses le résultat suivant

Proposition 2.4.1. i) Soit (uε) telle que sup Fε(uε) < +∞. Alors (uε) est fortement relativement
compacte dans Lp(Ω) et (uεµε) donnée par (2.4.3) est étoile faiblement relativement compacte dans
M(Ω) et toute valeur d’ adhérence est de la forme nv avec v ∈ D.

ii) Pour toute suite (uε) telle que uε → u dans Lp(Ω) et uεµε
⋆
⇀ nv dans M(Ω), on a :

lim infε→0 Fε(uε) ≥ Φ(u, v).

iii) Quel que soit (u, v) ∈W 1,p(Ω)×D, il existe (uε) tel que uε → u dans Lp(Ω), uεµε
⋆
⇀ nv dans M(Ω)

et lim supε→0 Fε(uε) ≤ Φ(u, v) .

On peut éliminer formellement la variable v en posant :

F (u) = inf {Φ(u, v) ; v ∈ D} , (2.4.8)

et interpréter les assertions ii) et iii) comme étant la Γ-convergence (voir par exemple [49] pour tout détail
relatif à cette notion de convergence) de la suite (Fε) vers F dans Lp(Ω). En général F (u) est non locale.
On peut l’expliciter dans les cas suivants :
1) Si γ(p) = 0, les variables u et v sont indépendantes. On obtient :

Fhom(u) =

ˆ

Ω

f(∇u) dx+ C, C := inf
v∈Vp

k̄

ˆ

Ω

ghom(∂3v)dx (γ(p) = 0).

2) Si γ(p) = +∞ (ou p > 2), ce qui correspond à une capacité effective infinie des sections des fibres dans
ω, on obtient v = u et F (u) est une énergie de diffusion classique (plus importante dans la direction des
fibres).
3)Si k = +∞, on retrouve, dans le cas d’une condition de Dirichlet homogène sur l’une des bases ω×{0}
ou ω × {L}, l’intégrale suivant x3 de l’énergie homogénéisée correspondant à un problème de Dirichlet
sur un domaine perforé bidimensionnel (terme étrange de Cioranescu&Murat [47]).

2.4.1 Exemple : équations quasilinéaires elliptiques

Choisissons

f(ξ) = g(ξ) =
1

p
|ξ|p ∀ξ ∈ R

3. (2.4.9)

Le problème (2.4.1) est alors équivalent à

(Pε) :






− div(σε) = f dans Ω

σε = aε|∇uε|p−2∇uε
uε = u0 sur Γ0

σε.n = h sur Γ1,

(2.4.10)

où

aε(x) = 1 si x ∈ Trε
, aε(x) = λε si x ∈ Ω \ Trε

, (2.4.11)
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Le problème limite s’écrit

inf

ß
Φ(u, v) −

ˆ

Ω

fudx−
ˆ

Γ1

hudHN−1 ; (u, v) ∈ (Lp(Ω))2
™
, (2.4.12)

où

Φ(u, v) =






1

p

[ ˆ

Ω

|∇u|pdx+ k

ˆ

Ω

∣∣∣∣
∂v

∂x3

∣∣∣∣
p

ndx+ c
1
p
|.|p(S, 1)

ˆ

Ω

|v − u|pndx
]

si (u, v) ∈W 1,p(Ω) ×D,
u = u0 sur Γ0, nv = nu0 sur Γ0 ∩ ω × {0, L}

+ ∞ sinon.

(2.4.13)

Le réel étendu c
1
p
|.|p , donné par (2.4.6), peut être calculé explicitement dans le cas p = 2,

c
1
2 |.|

2

(S, 1) = 2πγ(2),

dans le cas p < 2 et S = D (disque unité de R
2

c
1
p
|.|p(D, 1) = 2π

Å
p− 1

|2 − p|

ãp−1

γ(p),

et dans le cas p > 2 : c
1
p
|.|p(S, 1) = +∞. Le système d’Euler-Lagrange associé à (2.4.12) s’écrit

(Phom) :






− div(|∇u|p−2∇u) + c
1
p
|.|p(S, 1)|u− v|p−2(u− v)n = f dans Ω

∂

∂x3

Å
| ∂v
∂x3

|p−2 ∂v

∂x3

ã
+
c

1
p
|.|p(S, 1)

k
|u− v|p−2(u− v)n = 0 dans Ω

u = u0 sur Γ0

|∇u|p−2∇u.ν = h (ν = normale unité extérieure à Ω) sur Γ1

nv = nu0 sur Γ0 ∩ ω × {0, L}

n
∂v

∂x3
= 0 sur Γ1 ∩ ω × {0, L}

(2.4.14)

Le théorème 2.4.1 à été démontré dans [1] dans le cas où Trε
est ε-périodique et f et g sont données

par (2.4.9), généralisant les résultats de Caillerie et Dinari [42] obtenus dans le cas linéaire et de manière
heuristique par un développement asymptotique à double échelle, en supposant une condition de Dirichlet
homogène sur ∂Ω. Si p = 2, F (u) définie par (2.4.8) peut être écrite comme une forme de Dirichlet ( cf.
[61, 78, 79]). Par exemple, si n = 1 on obtient

F (u) =
1

2

ñ
ˆ

Ω

[
|∇u|2 + pγ(2),k(x3)|u|2

]
dx+

ˆˆ

ω×]0,L[2

(
u(x1, x2, s)−u(x1, x2, t)

)2
Kγ(2),k(s, t)dsdt

ô
.

Dans le cas particulier d’une condition de Dirichlet sur Ω × {L} ∪ ω × {0}, on trouve :

Kγ(2),k(s, t) =
πγ(2)

»
2πγ(2)

k

sinh
(»

2πγ(2)

k
L
) sinh

(
�

2πγ(2)

k
(L− s ∨ t)

)
sinh

(
�

2πγ(2)

k
(s ∧ t)

)
,

pγ(2),k(s) = 2πγ(2)
cosh

(»
2πγ(2)

k
(s− L

2 )
)

cosh
(»

2πγ(2)

k
L
2

) .

(2.4.15)

39



2.4.2 Variante aléatoire.

Cette section étend les résultats énoncés dans le théorème 2.4.1 au cas d’une distribution aléatoire
de fibres parallèles, modélisée à partir du système dynamique discret (S,PPP , (τz)z∈Z2) défini ci-dessous.
Fixons d > 0 et notons S l’ensemble des parties dénombrables de R

2 dont chaque élément est séparé des
autres par une distance au moins égale à d, soit

S :=
{
s = {sk, k ∈ N} ⊂ R

2, ∀(k, l) ∈ N
2, sk 6= sl ⇒ |sk − sl| ≥ d

}
. (2.4.16)

Sous l’hypothèse (2.4.16), la distance de Hausdorff confère à S une structure d’espace métrique. Nous
notons Σ la tribu borélienne sur S associée à cette topologie et (τz)z∈Z2 le groupe d’opérateurs sur S
défini par

τzs = s − z = {sk − z, k ∈ N}.
On considère une probabilité PPP sur (S,Σ) vérifiant

PPP#τz = PPP ∀ z ∈ Z
2,

où PPP#τz représente la mesure image de PPP par τz (définie sur Σ par PPP#τz(A) = PPP (τ−1
z (A))).

On considère la distribution aléatoire de fibres (Trε
(s))

s∈S déduite de (2.2.5) en remplaçant dans (2.2.4)
l’ensemble Aε par

Aε(s) := {εsk, k ∈ Jε(s)}, Jε(s) := {k ∈ N, εsk ∈ ω et dist(εsk, ∂ω) > cε}.
On définit le problème (Pε(s)), pour chaque s ∈ S , en remplaçant Trε

par Trε
(s) dans (2.4.1). La fonction

nε(s)(.) définie par (2.2.8) en remplaçant Aε par Aε(s) s’écrit

nε(s)(x) =
∑

z∈Iε

n0(τz(s))1Y z
ε
(x1, x2), n0(s) := #

®
k ∈ N : sk ∈

ï
−1

2
,
1

2

ï2´
∀s ∈ S.

Pour chaque z ∈ Z
2, le réel n0(τz(s)) est une approximation du nombre de fibres incluses dans l’ensemble

(ε(z + [0, 1[2)) × (0, L). L’hypothèse (2.4.16) entraine l’existence d’une constante positive C telle que

n0(s) ≤ C ∀s ∈ S.
Sous ces hypothèses, on a

Théorème 2.4.2. [18] Il existe N ∈ Σ tel que PPP (N) = 0 et une suite de réels positifs (εk)k∈N convergeant
vers 0 tels que pour tout s ∈ S \ N,

nεk
(s)(.)

⋆
⇀EEEFn0(s),

où F est la sous-tribu de Σ des ensembles τ -invariants, c’est à dire

F :=
{
A ∈ Σ, τzA = A ∀z ∈ Z

2
}
,

et EEEFn0 : S → R désigne l’espérance conditionnelle de n0 suivant F , c’est à dire l’unique fonction
F-mesurable telle que

ˆ

E

EEEFn0(s) dPPP (s) =

ˆ

E

n0(s) dPPP (s) ∀ E ∈ F .

En particulier, il résulte du théorème 2.4.1 que pour tout s ∈ S\N, la suite (uεk
(s)), où uε(s) est la solution

du problème (Pε(s)), converge faiblement dans W 1,p(Ω) vers u(s) et la suite de mesures (uεk
(s)µεk

(s)),
où

µε(s) :=
ε2

r2ε |S|
1Trε (s)L3

⌊Ω,

converge étoile-faiblement dans M(Ω) , vers EEEFn0(s)v(s, .), où (u(s, .), v(s, .) est l’unique solution du
problème (Phom(s)) déduit de (2.4.4) en remplaçant n par la constante EEEFn0(s).
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La démonstration du théorème 2.4.2 utilise le théorème multidimensionel ergodique de Birkoff [84]. En
dépit de l’unicité de la solution de (Phom(s)), à cause du caractère non dénombrable de l’ensemble S\N, il
n’est pas possible de déduire du théorème 2.4.2 la convergence de la suite entière (uε(s))ε>0 vers u(s). On
peut obtenir des informations supplémentaires concernant la suite entière lorsque le système dynamique
discret (S,PPP , (τz)z∈Z2) est ergodique, c’est à dire lorsque la tribu F est réduite aux éléments de Σ de
probabilité 0 où 1. Dans ce cas, EEEFn0 = EEEn0 =

´

n0dPPP et (Phom(s)) = (Phom) est indépendant de s.
En utilisant des arguments topologiques fins de la théorie de la Γ-convergence [49], on prouve le résultat
suivant :

Proposition 2.4.2. [18] Sous les mêmes hypothèses, si en outre que le système dynamique (S,PPP , (τz)z∈Z2)
est ergodique, alors la suite (uε(s))ε>0 des solutions de (Pε(s)) converge en P-mesure dans Lp(Ω) fort
vers l’unique solution u du problème (Phom). Autrement dit,

lim
ε→0

PPP
({

s ∈ S, |minPε(s) − minPhom| > η
})

= 0 ∀η > 0,

lim
ε→0

PPP
({

s ∈ S, ||uε(s) − u||Lp(Ω) > η
})

= 0 ∀η > 0.

2.4.3 Équations d’évolution linéaires

Nous nous intéressons à l’homogénéisation de problèmes du type

∂nuε
∂tn

− div(aε(x)∇uε) = f dans Ω×(0, T ), uε ∈ Dn, n ∈ {1, 2},

D1 := {u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω)), u(0) = ϕ0 sur Ω},

D2 :=

ß
u ∈ C([0, T ];H1

0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)), u(0) = ϕ0,
∂u

∂t
(0) = v0 on Ω

™
,

f ∈ L2(Ω×(0, T )), ϕ0 ∈ L2(Ω), si n = 1,

f ∈ L2(Ω), ϕ0 ∈ H1
0 (Ω), v0 ∈ L2(Ω) si n = 2,

(2.4.17)

lorsque aε est donné par (2.4.11), et n ∈ {1, 2}. On suppose pour simplifier que la distribution de fibres
est ε-périodique, i.e. que Aε est donné par (2.3.3). Le problème limite est fonction de k défini par (2.4.2)
et du paramètre capacitaire γ(2) donné par (2.1.7). La constante k est supposée finie si n = 2. Lorsque
γ(2) et k sont des réels positifs, il s’exprime sous forme d’un système couplé d’une équation d’évolution et
d’une équation elliptique dépendant de la limite u de la suite (uε) des solutions de (2.4.17) et de la limite
faible v au sens des mesures de la suite (uεµε) où la mesure µε est définie par (2.4.3). Les conditions aux
limites effectives sont caractérisées par (u, v) ∈ Deff

n où

Deff
1 :=

{
(u, v) ∈

(
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω))
)
× L2(Ω×(0, T )),

u(0) = ϕ0,
∂v

∂x3
∈ L2(Ω×(0, T )), v = 0 sur ω × {0, L} × (0, T )

}
,

Deff
2 :=

{
(u, v)∈

(
C((0, T ), H1

0 (Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω))
)
× L2(Ω×(0, T )),

u(0) = ϕ0,
∂u

∂t
(0) = v0,

∂v

∂x3
∈ L2(Ω×(0, T )), v = 0 sur ω × {0, L} × (0, T )

}
.

Théorème 2.4.3. [4] Supposons (2.4.11), (2.4.2) (et k < +∞ si n = 2), alors la suite (uε) des solutions
de (2.4.17) converge faiblement dans L2(0, T ;H1

0(Ω)) (faiblement dans H1(Ω×(0, T )) si n = 2) vers u et
la suite (uεµε) définie par (2.4.3) converge étoile-faiblement au sens des mesures vers v. Le couple (u, v)
est l’unique solution de
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(i) Si k < +∞, (u, v) ∈ Deff
n et











∂nu

∂tn
− ∆u− k

∂2v

∂x2
3

= f dans Ω×(0, T ),

− k
∂2v

∂x2
3

+ 2πγ(2)(v − u) = 0 dans Ω×(0, T ),

si 0 < γ(2) < +∞,

v = 0;
∂nu

∂tn
− ∆u = f dans Ω×(0, T ), si γ(2) = 0,

v = u;
∂nu

∂tn
− ∆u− k

∂2u

∂x2
3

= f dans Ω×(0, T ), si γ(2) = +∞.

(ii) Si k = +∞ et n = 1,





(u, v) ∈ Deff

1 ; v = 0;
∂u

∂t
− ∆u+ 2πγ(2)u = f dans Ω×(0, T ), si γ(2) < +∞,

u = v = 0, si γ(2) = +∞.

Remarque 2.4.1. Dans le cas 0 < γ(2), k < +∞, on peut exprimer la fonction v en fonction de u en
résolvant la seconde équation. Reportant cette expression dans la première équation on obtient

∂nu

∂tn
− ∆u+ pγ(2),k(x3)u−

ˆ L

0

Kγ(2),k(x3, y3)u(x1, x2, y3, t)dy3 = f,

où pγ(2),k et Kγ(2),k sont donnés par (2.4.15).
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Chapitre 3

Problèmes non capacitaires

d’homogénéisation à fort contraste

3.1 Introduction

Ce chapitre expose les résultats obtenus dans [3], [4], [7], [11], [16]. Étant donné un ouvert connexe
borné régulier Ω de R

3, on considère le problème de vibrations






ρε
∂2uuuε
∂t2

− div(σσσε(uuuε)) = ρεfff dans Ω×(0, T ), (fff ∈ L2(0, T ;L2(Ω,R3))),

σσσε(uuuε) = λε tr(eee(uuuε))III + 2µεeee(uuuε), eee(uuuε) =
1

2
(∇∇∇uuuε +∇∇∇Tuuuε),

uuuε ∈ C(0, T ; H1
0 (Ω,R3)) ∩ C1(0, T ; L2(Ω,R3)),

uuuε(0) = aaa0,
∂uuuε
∂t

(0) = bbb0, (aaa0, bbb0) ∈ H1
0 (Ω,R3) × L2(Ω,R3).

(3.1.1)

Nous supposons que les coefficients de Lamé λε, µε prennent des valeurs d’ordre 1 sur un sous-ensemble ε-
périodique Bε de Ω formé d’un ensemble de cylindres parallèles disjoint de mesure de Lebesgue d’ordre 1,
et prennent des valeurs d’ordre ε2 dans la matrice qui entoure ces cylindres. Heuristiquement, on s’attend
à ce que la norme du gradient de la solution uuuε de (3.1.1) prenne de grandes valeurs, d’ordre 1

ε
, dans les

parties du matériau où les coefficients de Lamé sont faibles. Ainsi, un écart entre les déplacements moyens
des différents constituants du composite peut apparâıtre, conduisant à un problème limite de type non
local (voir la remarque 3.2.1 (i)). Une méthode courante consiste à exprimer le problème limite sous la
forme d’un système d’équations impliquant, outre la limite uuu0 de la suite (uuuε), la limite vvv d’une suite
auxiliaire (vvvε) (voir (3.2.14)) destinée à caractériser le déplacement effectif moyen dans les inclusions.
Il s’avère (voir le théorème 1.2.1) que des effets de torsion se produisent à l’échelle microscopique dans
les fibres constituant le matériau composite. Ils sont décrits à l’aide d’une fonction θ obtenue comme
limite de la suite (θε) définie par (3.2.14). Cette fonction θ caractérise l’angle de torsion effectif des
fibres (cf. remarque 3.2.1 (ii)). Les fonctions vvv et θ sont définies dans Ω×(0, T ) et prennent leurs valeurs
respectivement dans R

3 et R. La fonction uuu0 : Ω×(0, T ) × (− 1
2 ,

1
2 )3 → R

3 est la limite double-échelle de
(uuuε) (voir [24], [83]). Le déplacement effectif dans les cylindres est régi par le système couplé d’équations
dans Ω×(0, T )






Jρ
∂2θ

∂t2
− kJ

∂2θ

∂x2
3

= ρ1

Å
(yyyG − yyyB) ∧

Å
fff − ∂2vvv

∂t2

ãã
.eee3 +mmm(uuu0).eee3,

ρ1

∂2vvv

∂t2
−k|B|3l + 2

l + 1

∂2v3
∂x2

3

eee3 =ρ1fff + ggg(uuu0) − ρ1

∂2θ

∂t2
eee3 ∧ (yyyG − yyyB),

(3.1.2)

associé aux conditions aux limites données dans (3.2.17), les constantes k, Jρ, J, yyyG, yyyB , ρ1 étant définies
par (3.2.2), (3.2.7), (3.2.10). La première équation dans (3.1.2), concernant θ, décrit des vibrations tor-
sionnelles. La troisième composante de la seconde équation met en évidence des vibrations extensionnelles
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par rapport au déplacement longitudinal v3 (voir [71], p. 428-429). Le couplage avec la matrice se fait
à travers les champs ggg(uuu0) et mmm(uuu0). Ils représentent respectivement la somme des forces de surfaces
appliquées sur chaque fibre par la matrice et leur moment total par rapport au barycentre des fibres. Ces
champs sont définis par (3.2.3), (3.2.4) en fonction de la restriction à Ω×(0, T )×(Y \B) de uuu0, qui ca-
ractérise le déplacement effectif dans la matrice. Les lettres Y et B symbolisent respectivement la cellule
unité et la fibre remise à l’échelle 1. Le déplacement effectif dans la matrice est régi par l’équation

ρ
∂2uuu0

∂t2
− divy(σσσ0y(uuu0)) = ρfff dans Ω×(0, T )×(Y \B), (3.1.3)

couplée aux variables vvv, θ par la relation uuu0 = vvv + θeee3 ∧ (yyy − yyyB) dans B, où ρ représente la limite
double-échelle forte de la densité massique (ρε) et σσσ0y est défini par (3.2.3). La limite faible dans L2

de (uuuε) vérifie l’équation non explicite uuu(x, t) =
´

Y
uuu0(x, t, y)dy. Nous obtenons des résultats correcteurs

(voir (3.2.23) et la remarque 3.2.1 (ii)).

Lorsque l’ordre de grandeur des coefficients d’élasticité dans les fibres est plus grand (plus précisément
lorsque k := limε→0 µ1ε = +∞), les fonctions θ et v3 sont égales à zéro et le déplacement effectif dans les
fibres est régi par le système d’équations de v1, v2 données, en fonction du paramètre κ := limε→0 ε

2µ1ε,
par (3.2.18), (3.2.19) ou (3.2.20). Dans le cas très intéressant où 0<κ<+∞, ce système fait intervenir
les dérivées d’ordre 4 de v1, v2 par rapport à x3, ce qui met en évidence des effets de flexion (see [71], p.
430 ) similaires à ceux étudiés dans [5], [90]. Sinon, les fibres exhibent le comportement d’une famille de
fils inextensibles résistant à la torsion si κ = 0 et k = +∞ et celui de corps rigides immobiles si κ = ∞.

Lorsque Bε se compose de particules disjointes, les particules se comportent asymptotiquement comme
des corps rigides quel que soit l’ordre de grandeur (≥ 1) de leurs coefficients d’élasticité. Le déplacement
effectif est régi par le système d’équations (3.3.4), où le champ rrr, obtenu comme limite de la suite (rrrε)
définie par (3.3.3), décrit leur vecteur rotation effectif (dans le cas fibré, rrr = θeee3). Le déplacement dans la
matrice est régi par l’équation (3.1.3) couplée avec vvv, rrr par l’équation uuu0 =vvv+rrr∧(yyy−yyyB) dans Ω×(0, T )×B.
Des inclusions granulaires ont aussi été considérées par G. P. Panasenko [89] et G. V. Sandrakov [91] en
utilisant l’approche asymptotique.

Nous pouvons étendre nos résultats au cas d’un milieu multiphasique comprenant une famille finie
B1
ε ,.., B

m
ε de distributions ε-périodiques disjointes d’inclusions granulaires ou de fibres de forme et de

rigidité variées, chaque famille de fibres étant pour simplifier supposée parallèle à l’un des axes de coor-
données. Le déplacement effectif dans Biε est décrit en fonction d’un couple (vvvi, rrri) et régi par un système
d’équations Phom i similaire, à une rotation près des axes de coordonnées, à l’un des systèmes (3.1.2),
(3.2.18), (3.2.19), (3.2.20), (3.3.4) suivant la forme et l’ordre de grandeur des coefficients d’élasticité des
inclusions considérées (voir la section 3.5. Le déplacement dans la matrice est régi par l’équation (3.1.3),
où B = B1∪...∪Bm. Le couplage entre Phom i et la matrice est marqué par l’équation uuu0 =vvvi+rrri∧(yyy−yyyBi)
dans Bi par la présence des champs gggi(uuu0) et mmmi(uuu0) dans Phom i. Des modèles homogénéisés multipha-
siques ont été aussi considérés dans [88], [89], [91], [92], [93].

Les modèles de composites biphasiques obtenus de manière théorique par notre processus d’ho-
mogénéisation s’avèrent être insuffisamment renforcés, en général, pour résister à certains types de forces
volumiques. Plus précisément, dans le cas elliptique, la bornitude des solutions dans L2(Ω; R3) peut tom-
ber en défaut suivant le choix de fff et, dans le cas hyperbolique correspondant, les équations effectives
peuvent décrire un mouvement d’effondrement. D’un point de vue physique, il est essentiel de déterminer
des conditions garantissant l’obtention d’un composite élastique suffisamment renforcé pour résister aux
forces volumiques. Nous montrons (proposition 3.6.1) que la bornitude mentionnée ci-dessus est assurée
quel que soit le choix du champ des forces volumiques fff ∈ L2(Ω; R3), si et seulement si le composite
multiphasique considéré comprend soit une famille de fibres parallèles de coefficients d’élasticité d’ordre
1
ε2

, soit trois familles de fibres parallèles de coefficients d’élasticité d’ordre 1 distribuées suivant trois
directions indépendantes. Donc, bien que les milieux biphasiques offre le cadre adéquat pour l’étude
mathématique, seuls les milieux multiphasiques sont susceptibles de fournir un modèle physiquement
satisfaisant de composite élastique exhibant des effets de torsion.
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3.2 Cas fibré

Dans la suite, {eee1, eee2, eee3} représente la base canonique de R
3. Les vecteurs et les fonctions à valeurs

vectorielles sont rpeprésentés par des symboles commençant par des lettres minuscules en caractères gras
(exemples : uuu, fff , ggg, div(σσσ),...). Pour tout vecteur uuu ∈ R

3, nous notons ui ou (uuu)i ses composants (c’est à
dire uuu =

∑3
i=1 uieeei =

∑3
i=1(uuu)ieeei). Nous n’utilisons pas la convention de sommation des indices répétés.

Nous notons (εijk) le tenseur d’orientation et uuu ∧ vvv =
∑3
i,j,k=1 εijkujvkeeei le produit extérieur dans R

3.
Les matrices et les fonctions à valeurs matricielles sont représentées par des symboles commençant par
des lettres majuscules en caractère gras, avec les exceptions suivantes : ∇∇∇uuu (gradient du déplacement),
eee(uuu) (tenseur des déformations linéarisé), σσσ(uuu) (tenseur des contraintes linéarisé). Nous notons AAA :BBB =∑3

i,j=1AijBij le produit scalaire de deux matrices. La lettre C représente différentes constantes dont la
valeur précise peut varier d’une ligne à l’autre.
Fixant un ouvert connexe borné lipschitzien non vide D⊂R

2, nous posons

ρD ⊂
Å
−1

2
,
1

2

ã2

, B := D ×
Å
−1

2
,
1

2

ã
, Y :=

Å
−1

2
,
1

2

ã3

, yyy :=
3∑

i=1

yieeei, (3.2.1)

|B| :=
ˆ

B

dy, yyyB :=
1

|B|

ˆ

B

yyydy, J :=

ˆ

B

|eee3∧(yyy−yyyB)|2dy,

Jαβ :=

ˆ

B

(yyy − yyyB)α(yyy − yyyB)βdy.

(3.2.2)

Notant S
3 l’ensemble de toutes les matrices symétriques d’ordre 3, nous considérons les opérateurs eeey,σσσ0y :

H1(Y ; R3)→L2(Y ; S3), ggg :H→R
3, mmm :H→R

3 définis par

(eeey(www))ij =
1

2

Å
∂wi
∂yj

+
∂wj
∂yi

ã
, σσσ0y(www) := λ0 tr(eeey(www))III + 2µ0eeey(www),

ggg(www) :=

ˆ

∂B∩Y

σσσ0y(www).nnnBdH2(y),

mmm(www) :=

ˆ

∂B∩Y

(yyy−yyyB) ∧ (σσσ0y(www).nnnB) dH2(y),

(3.2.3)

où nnnB désigne la normale extérieure à ∂B, λ0, µ0 sont des réels strictement positifs, et

H :=
{
www ∈ H1(Y \B; R3), div(σσσ0y(www)) ∈ (H1(Y \B; R3))′

}
, (3.2.4)

notant E′ le dual topologique de l’espace de Banach E. Nous notons C∞
♯ (Y ) (resp. C♯(Y )) l’ensemble des

fonctions Y -périodiques de C∞
(
R

3
)

(resp. C(R3)), C∞
♯ (Y \ B) l’ensemble des restrictions des éléments

de C∞
♯ (Y ) à Y \ B, H1

♯ (Y ) (resp. H1
♯ (Y \ B)) le complété de C∞

♯ (Y ) (resp. C∞
♯ (Y \ B)) par rapport à

la norme w →
(´
Y

(|w|2 + |∇∇∇w|2)dy
) 1

2

Å
resp. w →

Ä
´

Y \B
(|w|2 + |∇∇∇w|2)dy

ä 1
2

ã
. Nos résultats sont basés

sur la méthode de convergence double-échelle de G. Allaire [24] et G. Nguetseng [83]. Une suite (fε) dans
L2(0, T ;L2(Ω)) est dite converger double-échelle vers f0 ∈ L2(0, T ;L2(Ω × Y )) par rapport à x (notation :
fε ⇀⇀ f0) si pour tout ϕ0 ∈ D(Ω×(0, T ), C∞

♯ (Y )), on a

lim
ε→0

ˆ

Ω×(0,T )

fε(x, t)ϕ0

(
x, t,

x

ε

)
dxdt =

ˆ

Ω×(0,T )×Y

f0ϕ0dxdtdy.

Une suite (ϕε) ⊂ L2(0, T ;L2(Ω)) est dite converger fortement double-échelle vers ϕ0 ∈ L2(0, T ;L2(Ω × Y ))
(notation ϕε −→−→ ϕ0) si

ϕε ⇀⇀ ϕ0 et lim
ε→0

||ϕε||L2(0,T ;L2(Ω)) = ||ϕ0||L2(0,T ;L2(Ω×Y )).

Les symboles ⇀⇀ et −→−→ désignent aussi bien les convergences double-échelle et double-échelle forte de
suites (fε) dans L2(Ω) indépendantes de t ou des fonctions x, ces convergences étant définies de la même
manière en considérant formellement ces fonctions comme constantes en t.
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Nous considérons le problème de vibrations (3.1.1), où Ω := ω× 0, L, ω est un domaine borné régulier de
R

2 et Bε est l’ensemble ε-périodique constitué de cylindres parallèles défini par (voir fig. 1)

Bε := Ω ∩ ε
⋃

i∈Z3

({i} +B). (3.2.5)

Nous supposons que les coefficients de Lamé vérifient

µε(x) = µ1ε1Bε
(x) + ε2µ01Ω\Bε

(x), λε(x) = λ1ε1Bε
(x) + ε2λ01Ω\Bε

(x),

µ1ε ≥ c > 0, lε :=
λ1ε

µ1ε
, lim

ε→0
lε = l ∈ 0,+∞.

(3.2.6)

On pose
k := lim

ε→0
µ1ε, κ := lim

ε→0
ε2µ1ε. (3.2.7)

Sous l’hypothèse (3.2.6), la relative compacité de la suite (uuuε) des solutions de (3.1.1) pour la topologie
étoile-faible de L∞(0, T ;L2(Ω; R3)) est assurée si

aaa0 = 0 si µ1ε >> 1, 0 ≤ ρε(x) ≤ C < +∞ si {bbb0 6= 0} ou {fff 6= 0},
inf
Bε

ρε(x) > c > 0 ou inf
Ω\Bε

ρε(x) > c > 0, si κ = 0. (3.2.8)

Nous supposons que

ρε −→−→ ρ, (3.2.9)

pour un certain ρ ∈ L2(Ω × Y ). La masse effective, les positions des axes principaux d’inertie, les positions
des axes géométriques principaux et les moments d’inertie par rapport à ces derniers axes sont caractérisés
respectivement par les constantes ρ1, yyyG, yyyB , Jρ définies par (3.2.2) et

ρ1 :=

ˆ

B

ρdy, ρ1yyyG :=

ˆ

B

ρyyydy, (yyyG=yyyB si ρ1 =0),

(3.2.10)

Jρ :=

ˆ

B

ρ|eee3 ∧ (yyy − yyyB)|2dy.

Nous supposons que

D =
{

(y1, y2) ∈ R
2,
»
y2
1 + y2

2 < R
}

si lim inf
ε→0

εµ1ε < +∞, (3.2.11)

pour un certain R∈
]
0, 1

2

[
. Pour simplifier, nos résultats sont énoncés sous l’hypothèse additionnelle (voir

la remarque 3.2.1 (iii))

ρε(x) ≥ c > 0, (3.2.12)

ρε(x) ≤ C < +∞. (3.2.13)
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Notant Int(s) la partie entière d’un réel s, nous posons

vvvε(x, t) :=
1

|B|uuuε(x, t)1Bε
(x),

θε(x, t) :=
1

J
uuuε(x, t).

(
eee3 ∧

([xxx
ε

]
− yyyB

))
1Bε

(x), (3.2.14)

[xxx
ε

]
:=

3∑

i=1

[xi
ε

]
eeei,

[xi
ε

]
:=
xi
ε
−
Å

Int

Å
xi
ε

+
1

2

ãã
.

Sous ces hypothèses, nous montrons que (uuuε,vvvε,θε) converge, dans le sens défini ci-dessous, vers la solution
(uuu0, vvv, θ) (une interprétation géométrique de θest donnée dans la remarque 3.2.1 (ii)) de

®
(Phommatrix),

(Phomfibers(k, κ)),
(3.2.15)

où, posant rrr := θeee3 et notant nnn la normale extérieure à ∂Y ,

(Phommatrix) :






ρ
∂2uuu0

∂t2
− divy(σσσ0y(uuu0)) = ρfff dans Ω×(0, T )×(Y \B),

uuu0 = vvv + rrr ∧ (yyy − yyyB) dans Ω×(0, T )×B,
σσσ0y(uuu0).nnn(y) = −σσσ0y(uuu0).nnn(−y) sur Ω×(0, T ) × ∂Y,

uuu0 ∈ C([0, T ];L2(Ω, H1
♯ (Y ; R3))) ∩ C1([0, T ];L2(Ω × Y ; R3)),

uuu0(0)1Y \B = aaa01Y \B ,
∂uuu0

∂t
(0)1Y \B = bbb01Y \B ,

(3.2.16)

et (Phomfibers(k, κ)) est donné, suivant l’ordre de grandeur des paramètres k, κ, par

(Phomfibers(k, 0)) :

(0 < k < +∞)






Jρ
∂2θ

∂t2
− kJ

∂2θ

∂x2
3

= ρ1

Å
(yyyG − yyyB) ∧

Å
fff − ∂2vvv

∂t2

ãã
.eee3 +mmm(uuu0).eee3

dans Ω×(0, T ),

ρ1

∂2vvv

∂t2
− k|B|3l + 2

l + 1

∂2v3
∂x2

3

eee3

= ρ1fff + ggg(uuu0) − ρ1

∂2θ

∂t2
eee3 ∧ (yyyG − yyyB) dans Ω×(0, T ),

v3, θ ∈ C([0, T ];L2(ω;H1
0 (0, L))) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)),

vvv ∈ C1([0, T ];L2(Ω; R3)),

θ(0) = 0,
∂θ

∂t
(0) = 0, vvv(0) = aaa0,

∂vvv

∂t
(0) = bbb0,

(3.2.17)

(Phomfibers(+∞, 0)) :






ρ1

∂2vα
∂t2

= ρ1fα + (ggg(uuu0))α α ∈ {1, 2} dans Ω×(0, T ),

vvv ∈ C1([0, T ], L2(Ω; R3)),

vα(0) = 0,
∂vα
∂t

(0) = (bbb0)α, α ∈ {1, 2}, v3 = θ = 0,

(3.2.18)

(Phomfibers(+∞, κ)) :

(0 < κ < +∞)






ρ1

∂2vα
∂t2

+
2∑

β=1

κ
3l + 2

l + 1
Jαβ

∂4vβ
∂x4

3

= ρ1fα + gα(uuu0), α ∈ {1, 2} dans Ω × (0, T ),

vvv∈C([0, T ];L2(ω,H2
0 (0, L; R3)))∩C1([0, T ];L2(Ω; R3)),

vα(0) = 0,
∂vα
∂t

(0) = (bbb0)α, α ∈ {1, 2}, v3 = θ = 0,

(3.2.19)
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(Phomfibers(+∞,+∞)) : vvv = 0, θ = 0. (3.2.20)

Nous obtenons le résultat correcteur (3.2.23) sous l’hypothèse (voir remarque 3.2.1 (ii))

aaa0 = 0, uuu0

(
x, t,

x

ε

)
−→−→ uuu0. (3.2.21)

Théorème 3.2.1. [7] Supposons (3.2.1), (3.2.5), (3.2.6), (3.2.8), (3.2.9), (3.2.11), (3.2.12), (3.2.13),
soit (uuuε)la suite des solutions de (3.1.1) et soient (vvvε), (θε) définis par (3.2.14). Alors (uuuε) converge
double-échelle vers uuu0 par rapport à x et (uuuε, vvvε, θε) converge étoile-faiblement dans (L∞(0, T ;L2(Ω,R3)))2×
L∞(0, T ;L2(Ω)) vers (uuu,vvv, θ), où

uuu :=

ˆ

Y

uuu0(., y)dy, vvv =

ˆ

−
B

uuu0(., y)dy, θ =
1

J

ˆ

B

uuu0(., y).(eee3 ∧ (yyy − yyyB))dy. (3.2.22)

Le triplet (uuu0, vvv, θ) est l’unique solution de (3.2.15). De plus, (uuuε(τ))converge double-échelle vers uuu0(τ) par
rapport à x, pour tout τ ∈ [0, T ]. Sous l’hypothèse additionnelle (3.2.21), la suite (uuuε) converge fortement
double-échelle vers uuu0 et

lim
ε→0

∣∣∣
∣∣∣uuuε − uuu0

(
x, t,

x

ε

)∣∣∣
∣∣∣
L2(Ω×(0,T );R3)

= 0. (3.2.23)

Remarque 3.2.1. (i) Si 0 < k < +∞, la variable θ satisfait l’équation de la corde vibrante ∂2θ
∂t2

−
c2 ∂

2θ
∂x2

3
= h, θ(0) = ∂θ

∂t
(0) = 0, θ(x′, 0, t) = θ(x′, L, t) = 0, où c :=

»
kJ
Jρ , h := 1

Jρ

(
ρ1 ((yyyG − yyyB) ∧ fff) .eee3+

mmm(uuu0).eee3 − ρ1

Ä
(yyyG − yyyB) ∧ ∂2vvv

∂t2

ä
.eee3

)
, donc θ est donné par

θ(x, t) =
+∞∑

n=1

L

cnπ

Ç
ˆ t

0

sin
(cnπ
L

(t− τ)
)
γn(x1, x2, τ)dτ

å…
2

L
sin
(nπ
L
x3

)
,

γn(x1, x2, t) =

ˆ L

0

h(x1, x2, x3, t)

…
2

L
sin
(nπ
L
x3

)
dx3.

(3.2.24)

La substitution de (3.2.24) dans (3.2.16), (3.2.17) fait apparâıtre des termes de mémoire. Des effets de
mémoires induits par l’homogénéisation sont aussi étudiés dans [20], [26], [74], [96]. On peut s’attendre
plus généralement à l’apparition d’effets non locaux lorsque l’on considère des composites à fort contrastes
[3], [4], [24], [30],[34], [38], [45], [46], [66], [88], [91], [92], [93], [94]. Dans le cas d’équations scalaires
linéaires elliptiques, ces effets peuvent s’interpréter dans le contexte de la théorie des formes de Diri-
chlet [78]. Cette approche échoue dans le cas de l’élasticité linéaire, car toute forme quadratique positive
semi-continue inférieurement sur L2(Ω; R3) peut s’écrire comme la limite d’une suite de fonctionnelles
énergie élastique linéaire sur H1(Ω; R3) [43]. Lorsque l’on passe des équations d’équilibre aux équations
d’évolution, des effets de mémoires peuvent s’ajouter aux effets non locaux éventuels spécifiques au cas
elliptique, même si l’homogénéisation des équations d’équilibre correspondantes conduisent à un problème
classique local (voir [5], Remark 3.2 ; [6], Remark 2.2 (v)).
(ii) L’hypothèse (3.2.21) est vérifiée par exemple si uuu0est continue en au moins l’une des variables (x, t)
ou y (voir [24], Section 5 ), ce qui a lieu si bbb0, fff, ρ sont suffisamment réguliers. Sous l’hypothèse
(3.2.21), le résultat correcteur (3.2.23), combiné à la seconde ligne de (3.2.16), indique que le champ
vvv(x, t) + θ(x, t)eee3 ∧

([
xxx
ε

]
− yyyB

)
est une approximation du déplacement dans les fibres. Donc la fonction θ

ε

est une approximation locale de l’angle de rotation des fibres. On peut aussi déduire de (3.2.23) que les
suites (vvvε) et (θε) obtenues en moyennant vvvε et θε sur chaque cellule de périodicité, c’est à dire

vvvε(x, t) :=
∑

i∈Iε

Ç
ˆ

−
Y i

ε

vvvε(s, t)ds

å
1Y i

ε
(x),

θε(x, t) :=
∑

i∈Iε

Ç
ˆ

−
Y i

ε

θε(s, t)ds

å
1Y i

ε
(x),

Y iε := ε(i+ Y ), Iε := {i ∈ Z3, Y iε ⊂ Ω},
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convergent respectivement fortement vers vvv dans L2(0, T ;L2(Ω; R3)) et fortement vers θ dans L2(0, T ;
L2(Ω)).

(iii) Si l’hypothèse (3.2.13) n’est pas satisfaite, le déplacement effectif est stationaire dans les parties du
corps où ρε >> 1. Si l’hypothèse (3.2.12)n’est pas satisfaite, il peut être nécessaire d’effectuer certaines
modifications associées à la variable temps dans (3.2.15).

3.3 Cas d’inclusions granulaires

Dans cette section, nous supposons que Ω et B sont des domaines réguliers de R
3, et que

B ⊂ Y :=

Å
−1

2
,
1

2

ã3

. (3.3.1)

La relative compacité de la suite des solutions de (3.1.1) pour la topologie faible-étoile de L∞(0, T ;L2(Ω; R3))
est assurée par les hypothèses (3.2.6), (3.2.8) et

inf
Bε

ρε(x) > c > 0 ou inf
Ω\Bε

ρε(x) > c > 0. (3.3.2)

Nous introduisons les matrices d’inertie JJJρ, JJJ et la suite (rrrε) données par

Jρij := −
ˆ

B

ρ(yyy − yyyB)i(yyy − yyyB)jdy, si i 6= j,

Jij := −
ˆ

B

(yyy − yyyB)i(yyy− yyyB)jdy, si i 6= j,

Jρii :=
∑

j 6=i

ˆ

B

ρ|(yyy−yyyB)j |2dy, Jii :=
∑

j 6=i

ˆ

B

|(yyy−yyyB)j|2dy,

rrrε :=JJJ
−1
(([xxx

ε

]
−yyyB

)
∧uuuε

)
1Bε

.

(3.3.3)

Théorème 3.3.1. [7] Supposons (3.2.6), (3.2.8), (3.2.9), (3.2.12), (3.2.13), (3.3.1), (3.3.2), soit (uuuε)
la suite des solutions de (3.1.1) et soit (vvvε), (rrrε) définis par (3.2.14), (3.3.3). Alors la suite (uuuε)
converge double-échelle vers uuu0 par rapport à xet la suite (uuuε, vvvε, rrrε) converge étoile-faiblement dans
(L∞(0, T ;L2(Ω,R3)))3 vers le triplet (uuu,vvv,rrr) donné par (3.2.22) et

rrr=JJJ−1

Åˆ

B

(yyy − yyyB) ∧ uuu0(., y)dy

ã
.

Le triplet (uuu0, vvv,rrr) est l’unique solution du système

®
(Phommatrix),

(Phominclusions),
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où (Phommatrix) est donné par (3.2.16) et

(Phominclusions) :






ρ1

Å
∂2vvv

∂t2
+
∂2rrr

∂t2
∧ (yyyG − yyyB)

ã

= ρ1fff + ggg(uuu0) dans Ω×(0, T ),

JJJρ.
∂2rrr

∂t2
+ ρ1(yyyG − yyyB) ∧ ∂2vvv

∂t2

= ρ1(yyyG − yyyB) ∧ fff +mmm(uuu0) dans Ω×(0, T ),

vvv,rrr ∈ C1(0, T ;L2(Ω; R3)),

vvv(0) =aaa0,
∂vvv

∂t
(0) =bbb0, rrr(0) =

∂rrr

∂t
(0) = 0.

(3.3.4)

De plus, (uuuε(τ)) converge double-échelle vers uuu0(τ) pour tout τ ∈ [0, T ]. Supposons de plus que (3.2.21),
alors (uuuε) converge fortement double-échelle vers uuu0 et le résultat correcteur (3.2.23) est vérifié.

Remarque 3.3.1. (i) Les inclusions granulaires sont aussi concernées par la remarque 3.2.1.
(ii) Dans le cas fibré, la suite (rrrε) définie par (3.3.3) converge vers θeee3.

3.4 Milieux Stratifiés

Cette section présente les résultats de [16], [17]. Nous nous intéressons au cas où Bε est un ensemble
de couches parallèles d’épaisseur rε périodiquement distribuées avec une période ε. Le cas stratifié a été
intensivement étudié par plusieurs auteurs dans le cadre de problèmes scalaires (voir par exemple [37],
[64]). Soit Ω := ω×]0, L[ un domaine cylindrique, ω désignant un domaine borné de R

2 de frontière
régulière. Etant donnée une suite de réels strictement positifs (rε), l’ensemble Bε est construit à partir
de l’intervalle ouvert Sε :=

(
− rε

2ε ,
rε

2ε

)
, en considérant d’abord l’ensemble périodique Sε♯ :=

⋃
i∈Z{i}+Sε,

puis en posant (cf. fig. 1) Bε := ω × ((0, L) ∩ εSε♯ ).

!

B"

"

r" e1

e3

e2

 B 

1

 Y 

e

Fig. 3.1 –

On suppose que les coefficients ρε(x), λε(x), µε(x) vérifient

ρε(x) = ρ1ε, µε(x) = µ1ε, λε(x) = λ1ε dans Bε,

ρε(x) = ρ0, µε(x) = µ0ε, λε(x) = λ0ε dans Ω \Bε,

ρ1ε =
|Bε|
|Ω| ρ1ε, kε =

|Bε|
|Ω| µ1ε, lε =

λε(x)

µε(x)
dans Ω,
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où (ρ1ε), (µ1ε), (µ0ε), (lε), (kε) sont des suites de réels strictement positifs telles que

µ1ε > c > 0, C ≥ µ0ε ≥ cε2 (C, c > 0), ρ1ε → ρ1 ∈ [0,+∞[,

lε → l ∈ [0,+∞[, kε → k ∈ [0,+∞], r2εkε → κ ∈ [0,+∞],

µ0ε → µ0 ∈ [0,+∞[, λ0ε → λ0 = lµ0,
µ0ε

ε2
→ m0 ∈]0,+∞],

λ0ε

ε2
→ l0 = lm0.

(3.4.1)

On fait les hypothèses suivantes

lim
ε→0

rε
ε

= e ∈ [0, 1[,
rε
ε

= e si e > 0, e = 0 si µ0 > 0,

aaa0 = 0 si k = +∞, κ > 0 si [m0 < +∞ et rε << ε] .

Posant

Y :=

Å
−1

2
,
1

2

ã3

, B :=

Å
−1

2
,
1

2

ã2

×
[
−e

2
,
e

2

]
, ρ0 := (1 − L3(B))ρ0, (3.4.2)

et notant S
3 l’ensemble des matrices symétriques réelles d’ordre 3 et nnnB la normale unitaire intérieure à

(∂(Y \B)) ∩B, on introduit les opérateurs eeey,σσσ0y : H1(Y,R3) → L2(Y,S3), ggg : H→R
3, définis par

(eeey(www))ij =
1

2

Å
∂wi
∂yj

+
∂wj
∂yi

ã
, σσσ0y(www) := lm0 tr(eeey(www))III + 2m0eeey(www),

ggg(www) :=

ˆ

(∂(Y \B))∩B

σσσ0y(www).nnnBdH2(y),

H :=
{
www ∈ H1(Y \B,R3), div(σσσ0y(www)) ∈ (H1(Y \B,R3))′

}
,

(E′ := dual topologique de E). Notant D(Ω; R3)
||.||k

le complété de D(Ω; R3) pour la norme ||.||k, posant

W1 := D(Ω; R3)
||.||1

, ||www||1 := ||www||L2(Ω;R3) +
∑2
α,β=1

∣∣∣
∣∣∣∂wα

∂xβ

∣∣∣
∣∣∣
L2(Ω)

,

W2 := D(Ω; R3)
||.||2

, ||www||2 := ||www||L2(Ω;R3)+
∑2
α=1

∣∣∣
∣∣∣ ∂2w3

∂xα∂xβ

∣∣∣
∣∣∣
L2(Ω)

,

on introduit les opérateurs σσσmemb : W1 → S
3, σσσ0 : H1(Ω; R3) → S

3 définis par

σσσmemb(www) :=

Ö
2∂w1

∂x1
+ 2l

l+2

Ä
∂w1

∂x1
+ ∂w2

∂x2

ä
∂w1

∂x2
+ ∂w2

∂x1
0

∂w1

∂x2
+ ∂w2

∂x1
2∂w2

∂x2
+ 2l

l+2

Ä
∂w1

∂x1
+ ∂w2

∂x2

ä
0

0 0 0

è

,

σσσ0(www) := λ0 tr(eee(www))III + 2µ0eee(www).

Soit uuuε la solution de (3.1.1) et (vvvε) la suite donnée par

vvvε(x1, x2, x3, t) :=
∑
i∈Aε

uuuε(x1, x2, iε, t)1Ii
ε
(x3),

I :=
(
− 1

2 ,
1
2

)
, Iiε := ε(i+ I), Aε := {i ∈ Z, Iiε ⊂ (0, L)}. (3.4.3)

Le problème limite est fonction des paramètres k, κ, m0, µ0, l, ρ1, ρ0 définis par (3.4.1), (3.4.2).

Si m0 < +∞, la suite (uuuε) converge double-échelle vers uuu0 par rapport à x et (vvvε) converge étoile-
faiblement dans L∞(0, T ;W1) vers vvv, le couple (uuu0, vvv) étant l’unique solution de

((Phom0 ), (Phom1,(k,κ))), (3.4.4)

51



où, désignant par nnn la normale extérieure à ∂Y ,

(Phom0 ) :






ρ0
∂2uuu0

∂t2
−divy(σσσ0y(uuu0))=ρ0fff dans Ω×(0, T )×(Y \B),

uuu0 = vvv dans Ω×(0, T )×B,
σσσ0y(uuu0).nnn(x, t, y)=−σσσ0y(uuu0).nnn(x, t,−y) sur Ω×(0, T )×∂Y,
uuu0∈C([0,T ];L2(Ω,H1

♯ (Y ; R3)))∩C1([0,T ];L2(Ω × Y ; R3)),

uuu0(0)1Y \B = aaa01Y \B ,
∂uuu0

∂t
(0)1Y \B = bbb01Y \B ,

et (Phom1 (k, κ)) est donné, suivant l’ordre de grandeur des paramètres k, κ, par

(Phom1,(k,0))

(0<k<+∞)
:






ρ1

∂2vvv

∂t2
−kdivσσσmemb(vvv)=ρ1fff +ggg(uuu0) dans Ω×(0, T ),

vvv ∈ C([0, T ];W1) ∩ C1
(
[0, T ];L2(Ω; R3)

)
,

vvv(0) = aaa0,
∂vvv

∂t
(0) = bbb0,

(Phom1,(∞,0)) :






ρ1

∂2v3
∂t2

= ρ1f3 + (ggg(uuu0))3 dans Ω×(0, T ),

vvv ∈ C1([0, T ], L2(Ω; R3)), v3(0) = 0,
∂v3
∂t

(0) = (bbb0)3, v1 = v2 = 0,

(Phom1(+∞,κ))

(0 < κ < +∞)
:






ρ1

∂2v3
∂t2

+
κ

3

l+1

l+2

2∑

α,β=1

∂4v3
∂x2

α∂x
2
β

= ρ1f3 + (ggg(uuu0))3 dans Ω×(0, T ),

vvv ∈ C([0, T ];W2) ∩ C1([0, T ];L2(Ω; R3)),

v3(0) = 0,
∂v3
∂t

(0) = (bbb0)3, v1 = v2 = 0,

(Phom1,(+∞,+∞)) : vvv = 0.

En outre, (uuuε) converge étoile-faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω; R3)) vers

uuu(x, t) :=

ˆ

Y

uuu0(x, t, y)dy. (3.4.5)

Le correcteur (3.4.8) est vérifié sous l’hypothèse

aaa0 = 0, uuu0

(
x, t,

x

ε

)
−→−→ uuu0, (3.4.6)

où le symbole −→−→ représente la convergence double-échelle forte par rapport à x (cf. [24]).
Si m0 = +∞, alors uuu0 = uuu = vvv et la suite (uuuε) converge étoile-faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω; R3)) vers
l’unique solution uuu du problème

(Phom(k,κ)), (3.4.7)

donné en fonction de l’ordre de grandeur de k, κ, par

(Phom(k,0))

(0 < k < +∞)
:






(ρ0 + ρ1)
∂2uuu

∂t2
− divσσσ0(uuu) − kdivσσσmemb(uuu)

= (ρ0 + ρ1)fff dans Ω×(0, T ),

uuu ∈ C([0, T ];W1) ∩ C1([0, T ];L2(Ω; R3)),

uuu ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω; R3)) si µ0 > 0, uuu(0) = aaa0,

∂uuu

∂t
(0) = bbb0,
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(Phom(+∞,0)) :






(ρ0 + ρ1)
∂2u3

∂t2
−(λ0 + µ0)

∂2u3

∂x2
3

− µ0∆u3 = (ρ0 + ρ1)f3 dans Ω×(0, T ),

u3 ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)),

u1 = u2 = 0, u3(0) = 0,
∂u3

∂t
(0) = b03,

(Phom(+∞,κ))

(0<κ<+∞)
:






(ρ0 + ρ1)
∂2u3

∂t2
− (λ0 + µ0)

∂2u3

∂x2
3

− µ0∆u3

+
κ

3

l + 1

l + 2

2∑

α,β=1

∂4u3

∂x2
α∂x

2
β

=(ρ0+ρ1)f3 dans Ω×(0, T ),

uuu ∈ C([0, T ];W2) ∩ C1([0, T ];L2(Ω; R3)),

u1 = u2 = 0, u3(0) = 0,
∂u3

∂t
(0) = b03,

(Phom(+∞,+∞)) : uuu = 0.

Théorème 3.4.1. Sous les hypothèses énoncées ci-dessus, la suite (uuuε) des solutions de (3.1.1) converge
double-échelle par rapport à x vers uuu0 et converge étoile-faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω; R3)) vers uuu donné
par (3.4.5). La suite (vvvε) définie par (3.4.3) converge étoile-faiblement dans L∞(0, T ;W1) vers vvv.
(i) Si m0 < +∞, le couple (uuu0, vvv) est l’unique solution de (3.4.4). Sous l’hypothèse (3.4.6), la suite (uuuε)
converge fortement double-échelle vers uuu0 et

lim
ε→0

||uuuε − uuu0

(
x, t,

x

ε

)
||L2(Ω×(0,T );R3) = 0. (3.4.8)

(ii) Si m0 = +∞, alors uuu0 = uuu = vvv et uuu est l’unique solution de (3.4.7). Si µ0 > 0, la suite (uuuε) converge
étoile-faiblement vers uuu dans L∞(0, T ;H1

0 (Ω; R3)).

3.5 Milieux multiphasiques

Nos résultats s’étendent facilement au cas d’un milieu multiphasique dans lequelm familles ε-périodiques
B1
ε , ..., Bmε de fibres (supposées parallèles, pour simplifier, à l’un des axes de coordonnées) ou d’inclusions

granulaires sont supposées plongées dans une matrice molle. Les ensembles B1
ε , ..., Bmε sont définis en

fonction de m sous-ensembles B1,..,Bm de Y , connexes dans R
3 et de fermetures deux à deux disjointes,

en posant Bε :=
⋃m
i=1B

i
ε, Biε := ε

(⋃
j∈Z3 j +Bi

)
∩ Ω, B :=

⋃m
i=1B

i (voir fig. 3). Dans le cas fibré

Bi est un cylindre dont l’axe est perpendiculaire à l’une des faces du cube Y .
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Nous supposons que les coefficients d’élasticité prennent les valeurs µi1ε et λi1ε dans chaque ensemble Biε
(i ∈ {1, ...,m}) et les valeurs ε2µ0 et ε2λ0 dans la matrice Ω \Bε. Sous ces hypothèses, la suite (uuuε) des
solutions de (3.1.1) converge double-échelle vers l’unique solution uuu0 du problème variationnel suivant

ˆ T

0

(a(uuu0(t),www0)η(t) + (uuu0(t),www0)Hη
′′(t))dt+ (aaa0,www0)Hη

′(0)

− (bbb0,www0)Hη(0) =

ˆ T

0

(fff,www0)Hη(t)dt, ∀ www0 ∈ V, ∀ η ∈ D(−∞, T ),

vvv,rrr ∈ C1(0, T ;L2(Ω; R3)),

uuu0∈L2(0, T ;V ), uuu′0∈L2(0, T ;H).

(3.5.1)

L’espace de Hilbert H est l’ensemble de toutes les fonctions www0 ∈ L2(Ω;L2
♯ (Y ; R3)) telles que pour tout

i ∈ {1, , ...,m}, il existe un couple (ψψψ[i], rrr[i]) ∈ (L2(Ω; R3))2 tel que www0 = ψψψ[i] + rrr[i]∧ (yyy−yyyB[i]) dans

Ω × B[i]. De plus, si B
[i]
ε est un ensemble de fibres parallèles à eee

[i]
3 , alors rrr[i] = ϕ[i]eee

[i]
3 pour un certain

ϕ[i] ∈ L2(Ω) et si en outre µ
[i]
1ε → +∞, alors (ψψψ[i].eee

[i]
3 ) = ϕ[i] = 0. L’espace H est équipé du produit

scalaire (www0, w̃ww0)H :=
´

Ω×Y
ρwww0.w̃ww0dxdy. L’espace de Hilbert V est la fermeture de D(Ω;C∞

♯ (Y ))∩H par
rapport à la norme ||.||V définie par

|www0|2V := |www0|2H +
m∑

i=1

a[i]((ψψψ[i], rrr[i]), (ψψψ[i], rrr[i])) +

ˆ

Ω×Y \B

|∇∇∇ywww0|2dxdy. (3.5.2)

L’ensemble V est inclus dans H avec injection continue. La forme bilinéaire a[i] est identique, à une
rotation des axes de coordonnées près, à l’une des formes a, a(2), a(3), a(4) définies, suivant l’ordre de

grandeur des modules d’élasticité et la forme des inclusions concernées, par (si
µi

1ε

ε2
→ +∞, alors a[i] = 0).

a((vvv, θ), (ψψψ,ϕ)) := k|B|3l + 2

l + 1

ˆ

Ω

∂v3
∂x3

∂ψ3

∂x3
dx+ kJ

ˆ

Ω

∂θ

∂x3

∂ϕ

∂x3
dx, a(2) := 0,

a(3)((vvv, θ), (ψψψ,ϕ)) :=
2∑

α,β=1

κ
3l + 2

l + 1
Jαβ

ˆ

Ω

∂2ψα
∂x2

3

∂2vβ
∂x2

3

dx, a(4) := 0.

La forme bilinéaire symétrique a sur V est définie par

a(www0,www0) :=

ˆ

Ω×Y

eeey(www0) : σσσ0y(www0)dxdy +
m∑

i=1

a[i]((ψψψ[i], rrr[i]), (ψψψ[i], rrr[i])).

Le système d’Euler-Lagrange associé à (3.5.1) est un système du type






(Phom, multimatrix ),

(Phom 1),

...

(Phom m),

(3.5.3)

dépendant des variables vvv[i], rrr[i], uuu0. Les champs vvv[i] et rrr[i] caractérisent respectivement le déplacement

effectif moyen et le vecteur rotation effectif remis à l’échelle dans les inclusions B
[i]
ε . Ils sont obtenus comme

limite faible dans L∞(0, T ;L2(Ω; R3)) des suites vvv
[i]
ε et rrr

[i]
ε définies en substituant B[i] à B dans (3.2.14),

(3.3.3). Le déplacement effectif dans la matrice est régi par (Phom, multimatrix ). Le système (Phom, multimatrix ) diffère
de (3.2.16) uniquement par sa seconde ligne, c’est à dire

uuu0 = vvv[i] + rrr[i] ∧ (yyy − yyyB[i]) dans Ω×(0, T ) ×B[i], i ∈ {1, ...,m}.

Le système (Phom [i]) gouverne le comportement du déplacement effectif dans B
[i]
ε . Dans le cas d’inclusions

granulaires, (Phom [i]) est donné par (3.3.4), étant entendu que toutes les quantités définies en fonction
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de B (c’est à dire vvv, rrr, ggg, mmm, yyyG, yyyB , etc..) le sont maintenant en fonction de B[i] et labellisées par [i]. Si

B
[i]
ε est constitué de fibres parallèles à eee

[i]
3 , alors rrr[i] = θ[i]eee

[i]
3 et (Phom [i]) est un système d’équation de

(eee
[i]
1 , eee

[i]
2 , eee

[i]
3 ) par un système du type (3.2.17), (3.2.18), (3.2.19) ou (3.2.20), suivant l’ordre de grandeur

de µ
[i]
1ε.

3.6 Cas des équations d’équilibre

Dans cette section, nous complétons et corrigeons les résultats obtenus dans [3] . La correction concerne
le cas où les fibres ont des coefficients d’élasticité d’ordre 1.Soit uuuε la solution de

−div(σσσε(uuuε)) = ρεfff dans Ω, uuuε ∈ H1
0 (Ω,R3), fff ∈ L2(Ω,R3). (3.6.1)

Soient V et H les espaces de Hilbert et a la forme bilinéaire positive symétrique définis dans la section
4. On a

Corollaire 3.6.1. Supposons que (uuuε) converge double-échelle vers uuu0 ∈ L2(Ω × Y ; R3). Alors

uuu0 ∈ V et a(uuu0,www0) = (fff,www0)H , ∀www0 ∈ V. (3.6.2)

Lorsque des composites bi-phasiques sont considérés, le problème effectif (3.6.2) est en général mal posé.
Plus précisément, à moins que l’on considère des fibres très rigides dont les coefficients d’élasticité sont
d’ordre de grandeur supérieur ou égal à 1

ε2
la forme bilinéaire a n’est pas coercive sur V . Dans ce cas,

le problème (3.6.2) n’a pas de solution si le champ fff n’est pas parallèles aux fibres presque partout, et
admet une infinité de solutions dans le cas contraire. Dans le premier cas, il résulte de corollaire 3.6.1
que limε→0 |uuuε|L2(Ω;R3) = +∞. Heuristiquement, cela veut dire que le composite effectif ne ”résiste”
pas aux forces volumiques transverses. Il est vraisemblable que dans le cas hyperbolique on ait alors
limT→+∞ |uuu(T )|L2(Ω;R3) = +∞ pour le même choix de fff , ce qui traduit un ”effondrement” du composite.
Donc les deux modèles, elliptiques et hyperboliques, semblent insatisfaisants d’un point de vue physique
lorsque la forme bilinéaire a n’est pas coercive sur V et que les forces volumiques ne sont pas presque
partout parallèles aux fibres. Dans la proposition suivante, nous énonçons plusieurs conditions nécessaires
et suffisantes garantissant la coercivité de a sur V .

Proposition 3.6.1. a) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) La forme a est coercive sur V .
(ii) Le problème (3.6.2) admet une unique solution pour tout fff ∈ L2(Ω; R3).
(iii) Les estimations suivantes sont satisfaites :

ˆ

Ω

|www|2dx ≤ CFε(www), ∀www ∈ H1
0 (Ω; R3); Fε(www) :=

1

2

ˆ

Ω

eee(www) : σσσε(www)dx. (3.6.3)

(iv) Pour tout fff ∈ L2(Ω; R3), la suite (uuuε) admet une sous-suite bornée dans L2(Ω; R
3).

(v) L’une des conditions suivantes, (a) ou (b), est vérifiée :
(a) l’ensemble d’inclusions comporte une distribution ε-périodique de fibres parallèles dont les coeffi-

cients d’élasticité ont un module d’ordre de grandeur au moins égal à 1
ε2

,
(b) l’ensemble d’inclusions contient trois familles disjointes de distributions ε-périodiques de fibres de

coefficients d’élasticité d’ordre au moins égal à 1, distribuées suivant trois directions indépendantes.
(vi) Pour tout fff ∈ L2(Ω; R3), la suite (uuuε) converge double-échelle vers l’unique solution de (3.6.2).
b) Si a n’est pas coercive et si fff n’appartient pas presque partout à l’espace vectoriel engendré par les
directions des fibres, alors (3.6.2) n’a pas de solution.

Exemple. (Correction de [3, Exemple II]). Considérons une réunion de trois familles disjointes de fibres

parallèles Bε = B
[1]
ε ∪ B

[2]
ε ∪ B

[3]
ε , les fibres constituant B

[i]
ε étant supposées parallèles à eeei et ayant

un coefficient d’élasticité µ
[i]
ε d’ordre 1 (c’est à dire que µ

[i]
ε → k[i] ∈]0,+∞[). Noter que l’assertion

(v) de la proposition 3.6.1 est satisfaite, donc d’après (vi), la suite (uuuε) converge double-échelle vers
l’unique solution uuu0 du problème(3.6.2). L’espace de Hilbert H, équipé du produit scalaire (www0, w̃ww0)H :=
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´

Ω×Y
ρwww0.w̃ww0dxdy est égal au sous-ensemble de L2(Ω;L2

♯ (Y ; R3)) des champs www0 tels que pour tout

i ∈ {1, 2, 3} il existe un couple (ψψψ[i], ϕ[i]) ∈ L2(Ω; R3)×L2(Ω) tel que www0 = ψψψ[i] +ϕ[i]eeei ∧ (yyy−yyyB[i]) dans
Ω×B[i]. L’ensemble V est la fermeture de D(Ω;C∞

♯ (Y ; R3))∩H par rapport à la norme |.|V définie par
(3.5.2). L’énergie effective est définie sur V × V par

1

2
a(www0,www0) :=

1

2

ˆ

Ω×Y

eeey(www0) : σσσ0y(www0)dxdy +
1

2

3∑

i=1

a[i](www0,www0),

a[i](www0,www0) := k[i]

ˆ

Ω

|B[i]|3l + 2

l + 1

∣∣∣∣∣
∂ψ

[i]
i

∂xi

∣∣∣∣∣

2

dx+
3∑

i=1

k[i]

ˆ

Ω

J [i]

∣∣∣∣∣
∂ϕ[i]

∂xi

∣∣∣∣∣

2

dx.

(3.6.4)

Le second terme du membre de droite de l’équation de la deuxième ligne de (3.6.4) caractérise l’énergie
torsionnelle stockée dans les fibres. La formule (3.6.4) corrige dans le cas linéaire le formule [3, (2.25)],
où les termes de torsion étaient manquants.

Remarque 3.6.1. (i) Sous les hypothèses du corollaire 3.6.1 et les notations de la section 3.5, la suite

(vvv
[i]
ε , rrr

[i]
ε ) converge faiblement dans (L2(Ω; R3))2 vers (vvv[i], rrr[i]) pour chaque i ∈ {1, ...,m}. Le champ

uuu0 et les champs vvv[i], rrr[i] sont solution du système déduit formellement de ( 3.5.3) en remplaçant les
symboles du type

´

A×(0,T )
..dmdt, Lp(0, T ;X), Ω × (0, T ), www(τ), www(0), ∂www

∂t
, aaa0, bbb0... par

´

A
..dm, X,

Ω, www, 0, 0, 0, 0.... Si ( 3.6.3) a lieu et si la suite (uuu0

(
x, x

ε

)
) converge fortement double-échelle vers la

solution uuu0 du problème effectif elliptique (voir remarque 2.2 (ii)), alors on a le résultat correcteur suivant
lim

ε→0

∣∣∣∣uuuε − uuu0

(
x, x

ε

)∣∣∣∣
L2(Ω;R3)

= 0.

(ii) Dans le cas elliptique, la variable uuu0 peut être éliminée dans le problème effectif : d’après le système

d’équations déduit de (Phom, multimatrix ) comme décrit dans (i) et d’après la formule uuu =
´

Y
uuu0(., y)dy, on a,

dans la base (eee1, eee2, eee3),

1

2
a(www0,www0) :=

1

2

ˆ

Ω×Y

eeey(www0) : σσσ0y(www0)dxdy +
1

2

3∑

i=1

a[i](www0,www0),

(3.6.5)

uuu=

ˆ

Y

γγγ0dy+
m∑

i=1

3∑

j=1

v
[i]
j

ˆ

Y

ξξξ
j[i]
0 dy+r

[i]
j

ˆ

Y

ηηη
j[i]
0 dy,

où ξξξ
j[i]
0 , ηηη

j[i]
0 , γγγ0(x, .) sont les uniques solutions de

− divy(σσσ0y(ξξξ
j[i]
0 ))=0 dans Y \B, ξξξj[i]0 = eeej dans B[i], ξξξ

j[i]
0 = 0 dans B \B[i],

− divy(σσσ0y(ηηη
j[i]
0 ))=0 dans Y \B,

ηηη
j[i]
0 = eeej ∧ (yyy−yyyB[i]) dans B[i], ηηη

j[i]
0 = 0 dans B \B[i],

− divy(σσσ0y(γγγ0)) = ρfff dans Ω × Y \B, γγγ0 = 0 dans Ω ×B,

σσσ0y(ζζζ0).nnn(y)=−σσσ0y(ζζζ0).nnn(−y) dans ∂Y, ζζζ0 ∈ H1
♯ (Y ; R3),

ζζζ0 ∈
¶
ξξξ
j[i]
0 , ηηη

j[i]
0 , γγγ0(x, .)

©
.

(3.6.6)

Dans le cas d’un composite bi-phasique (c’est à dire m = 1, B = B[1]), d’après (3.2.3), (3.6.6) et le
théorème de Gauss-Green, on a

ξξξj0 = eeej , ggg(ξξξj0) =mmm(ξξξj0) = ggg(ηηηj0) =mmm(ηηηj0) = 0,

ggg(uuu0) = ggg(γγγ0) =

Ç
ˆ

Y \B

ρdy

å
fff,

mmm(uuu0) =mmm(γγγ0) =

Ç
ˆ

Y \B

ρ(yyy − yyyB)dy

å
∧ fff.
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Un calcul similaire peut être fait dans le cas des équations hyperboliques, lorsque la masse volumique
effective s’annule dans la matrice, c’est à dire lorsque ρ1Y \B = 0. Dans ce cas les champs uuu0 et uuu

se déduisent des champs vvv[i] et rrr[i] (i ∈ {1, ...,m}) simplement en substituant 0 à γγγ0 dans (3.6.5).
Sous la même hypothèse, des problèmes similaires sont abordés dans [88] (cas fibré) et [89] (inclusions
granulaires), en utilisant des méthodes de développement asymptotiques.
(iii) Le cas où a n’est pas coercive sur V et où fff appartient presque partout à l’espace engendré par les
directions des fibres peut présenter un intérêt d’un point de vue physique. Cependant, il semble difficile
de déterminer si dans ce cas la suite des solutions de (3.6.1) est bornée dans L2(Ω; R3) ou pas.
(iv) Si a est coercive sur V et si fff est indépendant de t, alors la suite (uuu(T ))T>0 est bornée dans L2(Ω; R2).
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