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INTRODUCTION GENERALE

LE but de cette these est d’étudier quelques aspects de struc-
tures algébriques liées au probleme de quantification par deé-
formation. On considere d’une part la formalité dans le cas des
algebres libres et de l’algebre de Lie s0(3), et on s’intéresse d’autre
part a la quantification par déformation pour des structures Hom-
algébriques. Ce qui suit relate I’historique de ces sujets, une expo-
sition plus détaillée des résultats est donnée au début de chaque
partie.

La théorie de déformation des structures est un moyen de for-
maliser la physique quantique. Si l'on dispose d’une description
quantique d’un systeme physique, on obtient une description clas-
sique a 1’échelle macroscopique en faisant « tendre la constante
de Planck h vers zéro ». Le probléme inverse, qui consiste a éta-
blir une description quantique a partir d’un cadre classique, est
appelé quantification. La structure considérée pour la mécanique
classique est l’algebre associative commutative des fonctions lisses
sur une variété symplectique, ou plus généralement de Poisson.
La quantification par déformation consiste a construire une mul-
tiplication associative non commutative (plus précisément un *-
produit) sur les séries formelles en h a coefficients dans cette al-
gebre, qui encode le crochet de Poisson au premier ordre. La struc-
ture de Poisson est alors appelée limite quasi-classique et la défor-
mation est le #-produit. Ce point de vue initié dans [BFF*78|] en
1978 essaye de considérer la mécanique quantique comme une dé-
formation de la mécanique classique, le groupe de Poincaré comme
une déformation du groupe de Galilée. Cet article fondateur sou-
leve la question de l'existence et de I'unicité d’'une déformation
d’un crochet de Poisson sur une variété quelconque.

Les premiers résultats ont porté sur les variétés symplectiques.
Le cas général des variétés de Poisson a été résolu par Kontse-
vich en 1997 dans [Kon03]. I ’a déduit en démontrant un résul-
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tat beaucoup plus général, qu’il a appelé « conjecture de forma-
lité ». Le complexe de Hochschild de l’algebre des fonctions lisses
d’une variété de Poisson, muni du crochet de Gerstenhaber, admet
une structure d’algebre de Lie graduée par décalage, qui controdle
les déformations du crochet de Poisson. Kontsevich montre que
ce complexe est relié a sa cohomologie — qui controle ainsi les
mémes déformations — par un quasi-isomorphisme L, dit appli-
cation de formalité. Ceci ramene le probleme de la déformation au
cas déja résolu.

Konstevich a montré en particulier que le critére de formalité
est valide pour les algeébres symétriques sur un espace vectoriel
de dimension finie. Bordemann et Makhlouf ont considéré dans
[BMO8]] une légere généralisation aux algebres enveloppantes d’al-
gebres de Lie. Ils ont explicité le fait — transparaissant chez Kont-
sevich — que la formalité pour une algebre de Lie est équivalente
a celle pour son algebre enveloppante. Ils ont aussi montré qu’il y
a formalité pour les algebres enveloppantes des algebres de Lie af-
fines. Ces méthodes utilisées dans [BMP05]| permettent aussi d’ob-
tenir des informations sur la rigidité des algebres enveloppantes.

On se propose dans la premiere partie de cette these d’étu-
dier la question de la formalité pour quelques classes d’algebres
enveloppantes d’algebres de Lie. On considere les algebres libres,
qui sont un cas particulier d’algebres enveloppantes, et on montre
qu’il n'y a pas formalité en général, sauf dans les cas triviaux.
L’étude de l'algebre de Lie so(3) montre que dans ce cas aussi, il
n’y a pas formalité.

Les techniques utilisées sont de type homologiques. On rap-
pelle que la cohomologie est concentrée en degrés 0 et 1 pour les
algebres libres, et en degrés 0 et 3 pour l'algebre de Lie s0(3). On
procede ensuite a la construction du quasi-isomorphisme L, entre
'algebre de Lie différentielle graduée des cochaines de Hochschild
munie du crochet de Gerstenhaber et la cohomologie munie du
crochet de Schouten.

Pour réaliser cette derniére, on utilise une version du Lemme
de perturbation adapté aux algebres de Lie différentielles graduées,
qui, étant données une contraction entre deux complexes différen-
tiels gradués et une perturbation de 'une des différentielles, per-
met d’obtenir une nouvelle contraction entre les deux complexes
munis des différentielles perturbées.

L’étude des quasi-déformations des algebres de Lie de champs
de vecteurs, en particulier les g-déformations des algebres de Witt
et de Virasoro, a mené a l'introduction de nouvelles structures



non-associatives. Les algéebres Hom-Lie ont été introduites par Hart-
wig, Larsson et Silvestrov pour décrire ces g-déformations a l’aide
de o-dérivations (voir [HLS06]). Ils obtiennent une description des
g-déformations de l'algebre de Witt par une famille a un para-
metre g d’algebres Hom-Lie, de sorte que l’algebre de Witt initiale
est obtenue pour g = 1. Le type d’objet associatif correspondant
aux algebres Hom-Lie, appelé algebre Hom-associative, a été in-
troduit par Makhlouf et Silvestrov dans [MS10b]. Les algebres en-
veloppantes des algebres Hom-Lie ont été étudiées par D. Yau dans
[Yau08]). Les notions duales de Hom-cogebres, ainsi que les notions
de Hom-bigebres, algebres Hom-Hopf et Hom-Lie cogebres ont été
d’abord étudiées dans [SPAS09, MS10al] et ont été approfondies
dans [Yaull) YaulOal.

La théorie de déformation formelle est étendue dans [MS10b]
aux algebres Hom-associatives et Hom-Lie. La théorie pour les bi-
gebres et les algebres de Hopf a été introduite dans [GS92], elle
a été étendue aux Hom-cogebres, Hom-bigéebres et algebres Hom-
Hopf dans [DM]. Des complexes de cohomologie adéquats ont été
construits pour ces différentes structures algébriques et les liens
entre la cohomologie et les déformations formelles ont été établis.

Le probleme de quantification par déformation dans le cadre
des Hom-algebres peut s’énoncer de la maniere suivante : pour
une algebre Hom-(co)Poisson donnée, il s’agit de trouver une dé-
formation d’une (co)algebre commutative Hom-(co)associative telle
que le premier terme de la déformation corresponde a l'algebre
Hom-(co)Poisson de départ.

La seconde partie de ce travail a été prépubliée en grande par-
tie dans l'article [BEM12]. On y rappelle quelques propriétés de
structures Hom-algébriques, on introduit la notion d’algebre Hom-
coPoisson et on étudie la dualité. On utilise un principe de dé-
formation par twist pour construire de nouvelles structures de
meéme type, ou encore pour déformer une structure classique en
une Hom-structure correspondante a I’aide d’un morphisme d’al-
gebres. En particulier, on applique ce procédé aux structures de
Poisson et aux *-produits de Moyal-Weyl.

Par ailleurs, on établit une correspondance entre les algebres
enveloppantes d’algebres Hom-Lie possédant une structure Hom-
coPoisson et les bigebres Hom-Lie.
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Contenu de la partie 3

INTRODUCTION DE LA PREMIERE PARTIE

ANS cette premiére partie, apres présentation de structures gra-
duées en[Section I.1I]et rappels sur les notions de cohomologie
en [Section 1.2, on définit les notions d’algebres L, et de formalité
(Définition 2.1.2| et [Définition 2.1.3). Une algebre L, est une gé-
néralisation d’une algebre de Lie graduée. C’est une certaine co-
gebre symétrique cocommutative graduée différentielle, dont la
différentielle encode un crochet de Lie et des applications d’ari-
tés supérieures. Le fait que la différentielle soit de carré nul par
composition englobe 1'identité de Jacobi a I'ordre deux et d’autres
identités a tout ordre faisant intervenir ces applications.

Un morphisme L, (Définition 2.1.2)) est une application entre
deux algebres L., qui entrelace les différentielles. En considérant
les composantes du morphisme, ceci produit aussi des équations a
tout ordre.

Pour une algebre associative, on considere son complexe de
Hochschild et sa cohomologie qui, munis du crochet de Gerstenha-
ber et du crochet de Schouten qu’il induit, sont des algebres de Lie
graduées par décalage. Elles peuvent étre considérées comme des
algebres L, les différentielles étant induites par les crochets. I1 n’y
a pas en général de morphisme d’algebre de Lie graduées injectant
la cohomologie vers les cocycles, mais il se peut qu’il existe un
morphisme d’algebres L., entrelacant les différentielles induites
par les crochets.

Une application de formalité est un tel morphisme, s’il induit
un isomorphisme sur la cohomologie (un quasi-isomorphisme).
Par contre, s’il n’existe pas d’application de formalité, il est tou-
jours possible de modifier ordre par ordre la structure L, de la co-
homologie : la différentielle perturbée n’est alors plus induite par
le crochet de Schouten seulement, mais contient des composantes
d’arités supérieures. Cette construction se base sur une version du
Lemme de perturbation (Lemme 2.5.4) adapté pour les algebres de
Lie différentielles graduées.

On étudie ensuite les équations de formalité pour les algebres
libres, et on montre dans la qu’elles ne sont pas véri-
fiées. Le calcul de la structure L, perturbée ne donne qu’'un seul
terme d’arité 3. On effectue le méme travail pour l'algebre de Lie
s0(3). La encore, il n'y a pas formalité (Theoreme 4.4.1)), et la struc-
ture L, perturbée est également composée d’un seul terme d’arité
3.
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OUR commencer, on présente le cadre de travail, qui est celui
des espaces vectoriels gradués. La notion de décalage des com-
posantes joue un role important et permet d’enrichir les structures
considérées. On détaille ensuite quelques structures existantes sur
des espaces tensoriels. Ce chapitre se termine par le rappel des
notions de cohomologie de Hochschild et de Chevalley-Eilenberg,
ainsi que certaines de leurs propriétés.



1.1

1.1.1

6 Chapitre 1. Préliminaires

STRUCTURES GRADUEES

Une graduation sur un espace permet d’exposer de maniere
concise des propriétés valides en chaque degré. Les calculs sont

aussi facilités en travaillant avec des éléments homogenes sur chaque

composante. Dans ce qui suit, K est un corps de charactéristique 0,
sauf mention du contraire. Le livre [LV12] est une bonne référence
exposant d’autres détails sur les structures présentés ci-apres.

Espaces et algebres gradueés

On considere la catégorie des espaces vectoriels Z-gradués : les
objets sont les K-espaces vectoriels Z-gradués V = @;c; V', somme
directe de sous-espaces V. Un élément x de V appartenant a I'un
des V' est dit homogéne, et 'on dénotera par i =: |x| € Z son degré.
Dans la suite, les éléments seront toujours considérés comme ho-
mogenes si rien d’autre n’est précisé. Pour deux espaces vectoriels
gradués V et W, une application linéaire ¢ : V. — W est dite homo-
geéne de degré j si pour tout entier i, on a (V') C Wi*i. Dans le cas
gradué, on écrira Hom(V, W)/ pour I'espace vectoriel de toute les
applications linéaires homogenes de degré j, et Hom(V, W) pour
la somme directe de tous les Hom(V, W)j. Ainsi, Hom(V, W) est
un espace vectoriel gradué.

De la méme maniére, le produit tensoriel V ® W est gradué en
posant (VOW)! = @z, VE@W*, voir [ML63]. Le produit tensoriel
de deux morphismes ¢ : V— W et ¢ : V' — W’ est défini a l'aide
de la régle des signes de Koszul : pour tous éléments homogenes
xeVetyeV’

(pop)x®y) = (-1 ep(y),
avec 1 de degré |ip|. On définit encore la transposition graduée

T: VW ->WRV
T(Xx®Y) = (—1)"‘”3’|y®x.

Ces deux regles déterminent tous les signes apparaissant dans les
calculs.

Une algébre (associative) graduée (A, u) est un espace vectoriel
gradué A muni d’'un morphisme d’espaces gradués y: A®@ A — A
de degré 0, i.e. vérifiant

Al A A,

(1.1.1)

(1.1.2)



Définition 1.1.1

1.1. Structures graduées 7

On écrira souvent aa’ a la place de y(a®a’). Pour une autre algebre
graduée (B, v) le produit tensoriel gradué de A et B est AQB muni de
I’application produit définie comme la composée (y®v)o (id®T®
id). Pour des éléments homogenes a,a’ € A et b,b’ € B ce produit
est donné par

(a®@b)(a' ®@b’) = (-1)"1"laq’ @ b1,

Une algebre graduée (A, y) est dite commutative siona pot = p,
anticommutative si p ot = —p, ce qui s’écrit pour a,b € A

ab=(=1)lpg et ab=—(=1)llblpg,

Une cogébre graduée (C,A) se définit de maniere similaire : la co-
multiplication doit vérifier

ACTc Y crec.
k+1=j

Elle est dite cocommutative si T o A = A et anticocommutative si T o
A = —A. On définit une structure de cogebre graduée sur le produit
tensoriel de deux cogebres graduées en appliquant la méme regle
sur les signes que dans le cas des algebres.

Une dérivation de degré i dans une algebre graduée (A, y) est un
morphisme linéaire d : A — A de degré i tel que

d(ab) = da.b+ (-1)a.dv
ce qui s’écrit encore
dop=po(dQids+id,®4d).

Une codérivation de degré i dans une cogebre graduée (C,A) est
un morphisme linéaire d : C — C de degré i tel que si on note
Aa = Z(a) a; ® ap, on ait

Ada=> day®ay+(-1)"la; @ da,
(a)

ou encore
Aod=(d®ide+ide®d)oA.

Une algébre de Lie graduée est un espace vectoriel Z-gradué V muni
d’un crochet de Lie gradué, i.e. une application bilinéaire [ , ] :
VeV — V telle que
graduation [V, Vi]c Vit

et pour x,y,z€ V
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antisymétrie graduée
[p.x] = ~(=1)"M[x,p]

identité de Jacobi graduée

~ME ) 2]+ ()P, 2] 2]+ (1) [z, ], 9] = 0

ou encore

O (-1)*H[[x,y],z] = 0,
X9,z

ou Oy,y . indique une sommation sur les permutations cy-
cliques de x,v, z.

Espaces décalés

Pour un entier j, on dénote par V|[j] l'espace vectoriel gradué dé-
calé défini par V[j] := Vit L’apphcatlon identique V — V induit
pour chaque n € Z une application s : V[j] - V[j —n], de degre n
car s"(V[j]F) = vitk = V[] n]**", vue comme la puissance n-iéme
de la suspension s := s' : V[j] — V[j —1] de degré un.

En particulier, s : V[1] —» V =: V[0] et si un élément x € V[1]
est de degré |x| (dans V[1]), alors x = sx est de degré |sx| = |x| + 1
dans V.

La suspension sera « visible » pour des applications multilinéaires
décalées : soit ¢ : V& — W& une application multﬂméaire de de-
gré |¢|. L'application décalée ¢[j]: V[j 18k — W[j]® est définie en
posant ¢[j] = (s®)7 o ¢ o (s®*)/. Le degré de I'application déca-

Iée ¢[j] est donné par |¢[j]| = j(k = 1) +|¢| et Ton a (P[j])[j] =

¢[j +j']- On remarque que (s®k) = (—1)% e (s/)®k. Pour cal-

culer la décalée d’une application, on commence par écrire, pour
Ei=x,®--Qx; € V¥, la Valeur de ¢(&) avec la notation de Sweed-
ler comme étant ) ¢)(E) ® -+ ® P(1), avec Py € W. Par la regle
des signes de Koszul ( - la Valeur de lapphcatlon décaléee
G[j] sur 7 == v, ® ---® v € V[j]® est calculée comme suit, avec

=5 ()@@ (vy) :

Plilp1®-@yi) =
(—1) T GG ((k=1)1p1 (k=2 -+ (k= (k= 1))

Z(_l)j (=Dl ) DI+ I-2)lp 24+ (T~(1=1)Ibiay (D))
P11 ® - ®V)® - ®P(1)(¥1 @ V).

Bigebre tensorielle

Pour un espace vectoriel Z-gradué V, on dénote par 7V = @y V

I’algebre tensorielle engendrée par V. C’est une algebre graduée

(1.1.3)

(1.1.4)
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K-associative avec unité 1, la Z-graduation provient de la Z-gra-
duation de V, voir [ML63]]. Pour éviter les confusions, le symbole
® n'est pas écrit dans la multiplication libre y = p7y de 7V, don-
née par juxtaposition.

De plus, 7V est une bigébre graduée : soit TV* = @ VE
I'idéal d’augmentation. La counité ¢ = e7y : TV — K est défi-
nie par la condition Kere = 7V* et ¢(1) = 1g. La comultiplica-
tion shuffle graduée Ay est le morphisme d’algebres associatives
7V — TV®TV induit (par propriété universelle[Théoreme 1.1.2)
par sa valeur Ay, (x) = x®1+1®x sur les générateurs x € V.

Comme la multiplication ul?l sur TV ®7 V est donnée par (4®
p)o(id®T®id) avec la transposition graduée, il y a des signes dans
les formules contenant Ay, par exemple Ay (xy) =xyQ1+x®y +
(-1)MPly@x+1®xy, avec x € VM et y € VI, Cette comultiplication
est cocommutative graduée (i.e. T o Ay, = Agy,) de degré 0.

Dualisant cette structure de bigebre, on obtient sur 'espace
TV une autre structure de bigebre, ou la comultiplication (non
cocommutative graduée) de déconcaténation, A = Ay, dualise la
multiplication libre et est donnée par A(x;---xx) = 1®xy--- X +

21:22 X1 X1 ®X, X+ X1 X, ®1; et la multiplication shuffle g,
commutative graduée, parfois notée o, dualise la comultiplication
shuffle. Pour une formule explicite de pgj,, voir I’équation ((1.1.9).
Les deux opérations A et pg, sont de degré 0, 'unité est encore 1
et la counité €. On note pry la projection canonique sur 7 V1.

Pour deux applications linéaires 1,1, allant d’une cogebre
coassociative graduée (C,A() vers une algebre associative gradué
(A, pa),la convolution %), de 1Py et P, par rapporta uy et Ac est
donnée par 1y * P, := py o (P ® ;) o Ac. Cest une multiplication
associative dans Hom(C, A).

L'algebre tensorielle (7V,u = pry,1) est libre dans le sens
qu’elle est caractérisée a isomorphisme pres par la propriété uni-
verselle suivante.

Soit (A, py) une algébre associative graduée. Tout morphisme ¢ : V. — A

d’espaces vectoriels gradués, de degré zéro, s’étend de maniére unique
en un morphisme ¢ : TV — A d’algébres graduées.

(A, pa) ¢ vérifie pour chaque n € N
\ % Plxr-x,) = P(x1) -+ P(xy)

v epou =i Voge g

Preuve. On donne dans cette preuve une construction un peu plus
explicite que l'utilisation usuelle de la propriété universelle du

1. et ainsi souvent appelée algebre libre

(1.1.5)
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produit tensoriel. Soit ¢*" = ;/tf:_l) 0 p®" o A1) avec ¢p*0 = 1467y
et p*!1 = ¢, et soit p = >,y d*". En étendant ¢ par 0 sur &, V",
on a B TAM(x;.--x,) = 0 pour k > n, donc ¢ est bien définie.
Ainsi, dans la somme donnant ¢(x; ---x,), le seul terme non nul
est exactement ¢(x;)---¢(x,). Finalement ¢ est uniquement déter-
minée par ¢. O

Le morphisme d’algebre ¢ induit par ¢ : V — A est obtenu par
¢ =, nd*", la série géométrique utilisant la convolution par
rapport a la multiplication p4 et la comultiplication de déconcaté-
nation A.

Soit d : V. — A une application linéaire de degré j € Z. Il existe une
unique dérivation graduée de degré j le long de ¢, notée d : TV — A,
ie.dops=pso(d®P+P®d), telle que d|y = d.

Preuve. Posons d( ) = d(x) pour x € V, puis on étend par la for-
mule d(xp) = d(x)p(v) + ¢(x)d(v). Comme elle respecte 1’associati-
vité de la multiplication libre de 7V

vz)) = d(x)p(y2) + P(x)d(yz ):d(?é)(i)(y)qb(Z)+¢(X)d(y)¢(2)+¢(X)<P(V)d(2)
xy)z) = d(x )4)( +Plxy)d +

pour tous x,v,z € V, la proposition s’ensuit. O

Cette dérivation induite par d se calcule par ¢+ d* ¢. Pour des
éléments x;---x; € TV, elle s’écrit

k

d(xyx) =D plx1)- 1) d (X ) P(xpir) - Plxi).

r=1

Une cogebre graduée (C,Ac,ec, 1¢) est dite augmentée si on a
une décomposition C = K1 @ Kerec. Le sous-espace C* := Kerec
est isomorphe a la cogebre graduée quotient C/K1. sans counité
(K1 est une sous-cogebre, donc un coidéal de C). Une cogebre
graduée sans counité est dite nilpotente si pour chaque élément
x € C, il existe un entier N tel que la N-ieme itération de la co-
multiplication s’annule sur x. Les cogebres graduées augmentées
(C,Ac,ec,1¢)dont C* (vu comme quotient) est nilpotente forment
une sous-catégorie C4y de la catégorie des cogebres graduées. La
catégorie C4y est fermée pour le produit tensoriel et contient 7 V.
La cogebre (TV,A = Ary,¢) est colibre dans la catégorie C4y dans
le sens qu’elle satisfait la propriété universelle suivante.

Pour toute cogebre (C,Ac,ec) € Can et tout application linéaire ¢ :
C — V de degré 0 s'annulant sur 1¢, il existe un unique morphisme
de cogébres graduées ¢ : C — TV tel que pry o = ¢.
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(C,Ac¢) 5 vérifie ANop=¢p®PoAc

\ / Z N®P(x)2 =) (x1)®P(xa)

(¢(x) (%)

) -1
Preuve. Soit ¢*" = "1 o ¢ o A(Cn ) avec ¢*0 = 1ec et p*1 = ¢,
et soit ¢ =), y¢*", bien défini par nilpotence. Pour x € K1, les
équations s’annulent. Pour x € Ker¢¢, on a, en notation de Sweed-
ler :

Ao p(x) =1®¢(x) + Pp(x)®1
+1®¢P(x1)P(x2) + P(x1) ® P(x2) + P(x1)P(x2) ®1
+A(P(x1)p(x2)Pp(x3)) + -+

(p®P)oAc(x) =Tec(x)®P(x2) + Px) ®Lec(xy)
+1ec(P(x1)) ® P(x2)P(x3)
+¢(x1) ® P(x3)
+P(x1)P(x2) ®Lec(P(xz)) + -

expressions égales a cause des propriétés de la counité . Pour un

calcul plus rigoureux, on peut montrer par réccurence que pour
nelN,

n n—1
Ao M(n) — (l’l(l) ®]/l(n_l)) o (id®i QA® id®n—i) _ ZM(I) ®[/l(n_1_i)
i=0 i=0

(avec u'% = id), puis calculer

AO$ZAOZ({)*” :ZAoy(n_l)oqb@”oA(Cn_l)

neN neN

n—1
— Z (Z(I’l(l) ®’/l(n—l—i)) ° (id®i ®A®id®n—l—i)

neN \i=0
n-2
_ZM(I)(@ n—2— 1> (P(X)n -1)

etcommeImp CV,Aodp=0Q01+1®¢p

n-1
= Z (Z(/’l(i) ®ﬂ(n—1—i)) o ((P@i ®(¢®1+1®¢)®¢®n—1—i

neN \i=0

n-2
_Zﬂ(i) ®M(n—2—i) o (P®n> o A(Cn—l)

i=0

(1.1.6)
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n—1
:Z<Zﬂ(i)°¢®i+1°A(ci) (n—2—-1) ¢®n11 <n2z)oAC
neN \i=0

+Zﬂ(i—1)oq)®ioAg—1) (n-1—-1) ¢®n i n 1- ’)oAC

_Zﬂ ¢®1+1OA) (n—2-1) ¢®n11 (”21)OAC>

_Z<Zl’lll ¢®1OA11 nlz (P@nl ”11)>OAC

neN
— (Zz(l)ﬂ ®¢*n—i> oAC — <Z¢*T®Z¢*S) oA
neN i=0 reN seN
= ($®$) ° ACI

ainsi ¢ = Y nen @*" convient. Pour prouver 'unicité, dénotons par
¢=>,en P, avecIm¢p, C V. On a

(p@P)oAc=Aop=puo(p@P)oAc=poAog.

Comme (p o A)(xq---xx) = (k+1)x; -+~ xy, cette derniere équation se
lit comme p* P =3, n(n+1)¢,. Ainsi, pour chaque entier n €N,
comme ¢, =1éc,

Par récurence, supposons que ¢, = $** pour 0 < k < n, ng,., =
21 Pk Py = Zz 1 ¢*"™ = n¢*™*!, donc on a aussi ¢,

*n+l ot ainsi * pour tout n € N. Ainsi *1 est
¢ n P neN
uniquement determiné par ¢.

Le morphisme de cogébres ¢ est dit étre co-induit par ¢ : C* —
V et calculé comme ¢ = Y, ¢, la série géométrique en utili-
sant la convolution par rapport a la multiplication libre p et la
comultiplication Ac.
Deux morphismes de cogebres ®,W : TV « C sont égaux si, et
seulement si leurs projections pry o® et pry oW sont égales. Par
exemple, pyy, est co-induit par pry ®c+e®pry,, voir I’équation ((1.1.10).

Proposition 1.1.5  Soit d : C* — V une application linéaire de degré j € Z. 1l existe une
unique codérivation graduée de degré j le long de (j) notéed :C - TV,
ie. Aod=(d®¢p+Pp®d)oAg, telle que pry od = d.
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Preuve. En utilisant des arguments similaires, d = ¢xdx*¢ convient.
En effet, pour x € C*, en notation de Sweedler, les expressions sui-
vantes sont égales.

Aod(x) = A (d(x) + ) lx2) + Pl )d ()

+d(x1)P(x2)P(x3) + Px1)d (x2)P(x3) + P(x1)P(x2)d (x3) + - )
=d(x)®1+1&d(x) + A(d(x1)P(x2)) + Alp(x1)d(x2)) + -+

(d®P+P®d)oAc(x)=d(x))®Lec(xy) + Lec(xy) @d(x,)
+1@d(x1)P(x2) +d(x1) © P(x2) +d(x1)P(x7) @1
+1@¢P(x1)d(x2) + P(x1) ®d(x2) + P(x1)d (x2) @1+

Comme auparavant, la composition avec y

Aod=Ad@Pp+P®d)oAc = uoAod=d*p+Ppxd
donne ’unicité de d. O

Réciproquement, toute codérivation graduée D : C — TV est
déterminée par ses composantes d := pryoD. De plus, d est dé-
terminée par ses restrictions dy := d|c : CX — V pour tout entier
positif k.

En prenant comme cogebre C = (7 V,A) et considérant les co-
dérivations le long de ¢ = id7y, pour dy,d, : TV — V, on pose

dyogdy=djody=dyjo(idry*dykidry)=dio) id® ®d,®id® : TV->V  (1.17)
i,j=0
la multiplication de Gerstenhaber graduée. Ainsi, le commutateur
gradué [d;,d,] =d; od, - (=1)ldilld2l g, o d| est une codérivation le
long de idyy, et elle est co-induite par pry[d;,d,] = d; og dy —
(-1)ldilld2l g, o dy = [dy,d,]G, le crochet de Gerstenhaber gradué de d;
et d,. On a donc égalité entre

dogpryld,dy]=dold,dy] = (dogdy)ogds—(~1)"2l(d o dy) oG d;
et
dog[dy,ds]g=dog(dy ogdy) — (1) 2ld o5 (dy 06 dy),

connue sous le nom d’identité de Gerstenhaber

(dogdy)ogdy — (-1)Ml(d o dy)og dy = d og [dy, ds]g. (1.1.8)
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La composition og vérifie donc une identité de pré-Lie graduée, ce
qui fait de (Hom(7 'V, V),[, ]g) une algebre de Lie graduée.

Les structures og et [, ] ont été définies en premier par Gers-
tenhaber dans [Ger63] pour la situation V[1] ou l'espace gradué
était V = V0.

Soit p: V@V — V une multiplication graduée associative (de degré
0). Alors U'application décalée d = u[1]: V[1]® V[1] — V(1] est de
degré 1, et l'associativité de y est équivalente d d og d = 0.

Preuve. En effet, on a
d:V[1]®* - V[1]
d(a®b)=s"" o po(s®s)a®b) = (~1)s™ u(s(a) ®s(b)) = (-1)"lab,

et pour a,b,ce V[1],

(dogd)(a®@b®c)=(u[1]op[1])(a®bec)
= u[1)(u[1])®@id +id @ u[1])(a®bc)
= p[1](u[1](@a@b)@c)+(~1)u[1])(a® p[1](b®C))
= (-1)Mp[1](ab@ c) + (-1)“y[1](a @ be)
= (=1)labl(gp)c + (= 1) 2 Plg (b
comme |ab| = |s~Y(sasb)| = |a| + |b] + 1
= (=1)2 " (a(be) - (ab)c)

= (—1)|b|_1asy[1](a, b,c)

Bigebre symétrique

La bigébre symétrique graduée sur V, SV = @,nS" V est définie

comme le quotient de 1’algebre libre 7V par I'idéal engendré par
tous les éléments xy — (—1)MPlyx de 7V avec x e VM, y e VP La
multiplication associative qui en résulte, la multiplication shuﬁ‘leﬂ
e est graduée commutative, i.e. pour deux éléments homogenes
abeSVonaaeb= (—1)|“”b|b e g, et a pour unité 1. Ainsi, le quo-
tient S V est une algebre graduée commutative et associative.
De plus, la premiere comultiplication Ay, passe au quotient et dé-
finit sur S V une comultiplication cocommutative graduée, encore
notée Ay,. L'espace SV est ainsi une bigebre graduée commuta-
tive et cocommutative. C’est 1’algebre graduée commutative libre
engendrée par V.

2. ou multiplication de battage
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Pour un entier naturel n, une permutation ¢ du groupe symé-
trique S,, et & = x;-+-x, € V®", on note &7 = Xg(1)" " X (n) l'action a
droite usuelle de S, sur 7 V. Définissant la signature graduée de o
par rapport a & par

. o(i)+ (_1)|xo(i)”xo(j)|o~(]')
e(xy - xy, 0) = H i+ (_1)|xi||x]-| i
1<i<j<n J

- H (_]_)Ixrr(i)”x(r(j)|,

i<j and o(i)>0(j)

il y a une action a droite graduée &7 = e(&,0)&7 de S, sur V", car
e(&,0m) =e(&,0)e(E7, 7).

Avec cette action, on peut donner une formule explicite pour la
multiplication shuffle. Notons Sh(k, n—k) 'ensemble des permuta-
tions shuffle, i.e. permutations o € S, telles que o(1) <--- < o(k) et
olk+1)<---<a(n). Alors

(X xp) @ (W X) = D (XX, )Xo () Ko
o~1eSh(k,n-k)
Par exemple, on a Sh(1,1) = S, = {id,(1 2)}, et e(x1x,,id) =1,
e(x1x,,(1 2)) = (=12l d’ou

X1 ® %y = X1 + (=)l ;.

Sh(2,1)={id, (133),(}33)} ={id,(23)"",(132)7"}
e(x1x2x3,(23)) = (_1)|x3||x2|' e(x1x,x3,(132)) = (_1)IX3I(IX1|+|Xz|)

X1X) ® X3 = X XpX3 + (_1)|x3||xz|x1x3X2 + (_1)|x3|(|x1|+|x2|)x3x1x2

Sh(1,2)={id, (133),(133)} =tid, (120", (123)7)
e(x1xp%3,(12)) = (1)L e(xy x5, (123)) = (1) ek
On peut calculer la multiplication shuffle de maniere récursive.

Pour Ae Ketx;---x,€7V,onalex; ---x, =Ax;--X, =X1:-X,0A
et

X1t Xk @ Xpyp Xy = X (X2 Xg @ Xppq - Xy)

+ (et (o e dp ).

Montrons que la multiplication shuffle est co-induite par 1’ap-
plication pry ®¢ + e Qpry, .

(1.1.9)
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Joh = Pry®E +£@pry = » _(pry®e +e@pry)*”
neN
S pry opsy =pry @ +eQpry
En effet, en notant & = x; ---x; et 11 = x;,; ---x,, on obtient par
récurrence

S o (pry e+ € @y 0 AP, x5
neN

= Z:u(n_l) o (prV KE+eER prV)®n(§1 XM ® ‘Ereste ® Ureste)
neN

= Prv(51 )5(771 )(éreste o 77reste) + (_1)|m”5|5(£l ) prV(”]l)(EreSte b nreste)
= pry(&1)(Ereste # 1) + (= 1) pry (111)(E @ tpreste)

=X1 (x2---xk ® Xji1 - Xy)

+ (=)elbabebiba (oo o ).

On peut alors facilement vérifier ’associativité de g, : pour
montrer que pgp, o (Usp @ id) = pgp, o (id @ pgy), il suffit de vérifier
I’égalité sur les projections sur V.

pry opsy o (Hsp ®1id) = (pry ®¢ +e®pry) o (ug, ®id)
=(pry®c+¢e®pry)@e+eReRpry
=pryQ@eR@e+eQpryRe+eQeRQpry
=pry®@e®e+e@(pry®e+eQpry)
pry opigp o (id @ psy) = (pry ®¢ + € @ pry) o (id @ pisp)

De la méme maniere que pour la cogebre tensorielle, la co-
gebre cocommutative graduée SV est colibre dans la catégorie
CS 4N des cogebres graduées cocommutatives augmentés avec C*
nilpotent, et la co-induction des morphismes et codérivations s’ob-
tient comme dans le diagramme (1.1.6)), o 'on remplace 7V par
S V. On peut utiliser la multiplication shuffle y,, de SV au lieu
de la multiplication p de 7V pour obtenir une autre convolu-
tion *. Les morphismes et codérivations co-induits s’écrivent alors
¢ = ¢*? au lieu de la série géométrique, et d = d*e*? au lieu de
rd* .

En prenant comme cogebre C = (SV,Ay,) et considérant les
codérivations le long de ¢ = idgy, pour d;,d, : SV — V, on pose

dl ONRdZ = dl Od_zzdl O(dZ;ZdSV) : SV—) 14

la multiplication de Nijenhuis-Richardson graduée. Explicitement,
pour d; € Hom(S"V,V) et d, € Hom(S' V, V),

(1.1.10)

(1.1.11)
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(dyoNrda)(x1 @ 0X 4 1) =
t .
Y0 (_1)|x,»,,|(|x1|+-~+|x,-1 et i,y -ty 1) (1.1.12)

1<ip <<y <r+t-1p=1

di(dy(xj, @---ex;)ex;@---0X; @---0X; ®---0X,,; |)
pour xi,...,X,.;_1 € V,ou ~ désigne l'omission de I’'argument.
Comme précédemment, cette composition vérifie 1’identité
avec og remplacé par oyp, ce qui fait de (Hom(SV,V),[, |yg) une
algebre de Lie graduée, ou [dy,d,|Nyg == dj onrdy — (—1)ldilld2l g o
dy est le crochet de Nijenhuis-Richardson gradué.

Les structures oy et [, |ygr étaient définies dans [NR66] pour
la situation V[1] ot 'espace gradué était V = V0.

Lemme 1.1.7 Soit [, |: V®V — V un crochet de Lie gradué (de degré 0). Alors
Vapplication décalée d = [, |[1]: V[1] e V[1] — V[1] est symétrique
de degré 1, et I'identité de Jacobi graduée est équivalente d dongd = 0.

Preuve. En effet, on a
d:V[1]®? - V[1]
da®b)=s"o[, Jo(s@s)(@®b) = (-1)s™"[s(a), 5(b)] = (~1)"[a,b],
L’application d = [, ][1] est symétrique de degré 1, car
d(bea)=(=1)"[b,a] = —(=1)bHle Db, )
= (-)M(-1)"[a, b) = (-1)"Pd(a e b),
et pour a,b,ce V[1],

(doyrd)(aebec)
—d(d(aeb)ec)+(-1)Pld(d(aec)eb)+(-1)MIHDg(d(bec)ea)
= (-1)d([a, b] e c) + (=1)Plclal g ([4,c] o )

+ (= 1)llPHleD+blg(1h, ] @ a)

— (_1)2|a|+|b|+1 [[(Z, b], C] n (_1)|b||c|+2|a|+|c|+l [[a, C], b]
+ (=1)lal(bllel+2blel 1y, o1 g1

— (_1)|b|+1[[a, b],C] + (_1)|b||c|+|cl+2+(|a|+1)(|c|+1)[[C,a], b]
4 (_1)Iﬂ|(IbI+IC|)+IC|+1 [[b,c],a]

= (=1)/bHT(—1)lal+1)llel+1)
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<(_1)<|a|+1><|c|+1>[[a’ b, c] + (=1)1UFD D ], a]

(= 1) DAHD g1, b]>
=0.

puisque [, | vérifie I'identité de Jacobi graduée sur V. (Le degré de
x €V est|x|+1 ou |x| est le degré de x € V[1]). ]

Algebres enveloppantes

Soit K un anneau commutatif et g une algebre de Lie sur K.
Une g-représentation de g (a gauche) est un K-module M muni
d’un morphisme g® M — M, x®a — xa tel que x(ya) — y(xa) =
[x,v]a. On associe a chaque algebre de Lie g, une K-algebre (g)
telle que les g-représentation (a gauche) et les U/(g)-représentation
(a gauche) soient équivalentes. Lalgebre {/(g) est construite de la
facon suivante.

Soit 7 g l’algebre tensorielle sur le K-module g,

Tg:@?’”g ou 7'g=g®gR®---®g (n fois).
neN

En particulier T'9g=Klet7T'g=g. La multiplication de 7 g est
le produit tensoriel. Chaque application K-linéaire g@ M — M
s’étend de maniere unique en une application de 7 g-module de
TgM — M. Si g® M — M est un g-module, alors 'espace vecto-
riel g dans 7 g n'est en général pas une sous-algebre de Lie repré-
sentée sur M. On peut remédier a cela si, et seulement si les élé-
ments de 7 g de la forme x®y-y®x—[x,v] ol x,y € g, sont envoyés
sur 0. Par conséquent, on est amené a introduire ’idéal bilatere I
engendré par les éléments x®y—-y®x—[x,y] ou x,y € g. L'algebre en-
veloppante U/(g) de g est ainsi définie comme étant 7 g/I. Il s’ensuit
que les g-représentations s’identifient aux U/(g)-modules. Chaque
U(g)-bimodule M est un g-module avec (x, m) — xm—mx, noté M,.

Supposons que g est un K-module libre. Choisissons {x;} une
base de g et notons y; 'image de x; par l'application g - 7g —
U(g). On pose y; = p;, - i, ou I est une suite finie d’indices iy, ..., 1,
et yy = 1 siI = 0. Le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt affirme
que l'algebre enveloppante U/ (g) est engendrée par les éléments y;
correspondants aux suites croissantes de I.

On note SV lalgebre symétrique sur un K-module V. Si Q C
K, il existe une bijection canonique entre Sg et U(g) qui est un
isomorphisme de g-module entre S g et U(g,) (voir [Dix74, pp.78-
79] ou [LV12, Section 3.6.13]).
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1.2 CoOHOMOLOGIE ET DEFORMATIONS

On rappelle brievement les notions de cohomologie de Hoch-
schild et de Chevalley-Eilenberg. Les déformations formelles d’an-
neaux et d’algebres ont été introduites par M. Gerstenhaber en
1964 ([Ger66]). Il a donné un outil pour déformer les structures
algébriques, basé sur les séries formelles. L'intérét pour les dé-
formations s’est accru avec le développement des groupes quan-
tiques reliés a la mécanique quantique ([BFF*78]]). Des exemples
de groupes quantiques peuvent étre obtenus par déformation de
’algebre enveloppante d’une algebre de Lie.

1.2.1 Cohomologie de Hochschild

Soit (A, p) une algebre associative sur le corps K et M un A-
bimodule. Pour n € N*, on définit ’espace des cochaines de Hoch-
schild de degré n a valeurs dans M, Cy;"*(A, M) := Hom(A%®", M),
et C%(A, M) := M. On définit Cy(A, M) = &2,Cy"(A M) qui
est ainsi un espace vectoriel Z-gradué en posant Cy" (A, M) = {0}
pour les entiers n négatifs.

Pour f € Cy"(A, M), on définit le n-ieme opérateur de cobord de
Hochschild par

(Opf)ay,...,an1) = a1 f(az,...,an1)

(_1)if(al)-'-:ai—llaiai+1fai+2)-'-lan+l) (1-2-1)
i=1

+ (_1)n+1f(al;--wan)an+1-

Pour n € N*, on note Hy"(A, M) le n-iéme groupe de cohomo-
logie de Hochschild a valeurs dans M,

+

" Ker (o} : Cy"(A M) — Cy" 1 (A, M) ZCy"(A M)

HH (A,M) = ] = 7
Im(én_l : CHn (.A, M) i CHH(.A, M)) BCH (-A; M)

ou l'on pose a nouveau Hy"(A, M) := {0} pour n entier négatif. On

note aussi Hy(A, M) := @, ., Hu" (A, M) := ZCy(A, M)/BCy (A, M).

(1.2.2)

1.2.2 Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Soit g une algebre de Lie munie d’une représentation p : g —
Hom(V, V). L'espace des cochaines de Chevalley-Eilenberg de de-
gré n est donné par Ccg'(g, V) = Hom(/\k g, V) pour tout n € N*,
Cce(g, V) == get Ccp'(g, V) := {0} pour les entiers n négatifs.
Pour f € Ccg'(g, V), on définit le n-iéme opérateur de cobord de
Chevalley-Eilenberg par
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n

(OCES) X0 Xn) = > (=1) p(xi)f (Xos s Ky %)
i=0
+ (—1)i+jf([x1-,xj],x0,...,in,...,x“j,...,xn)

0<i<j<n

Pour n € N*, on note Hcg"(g, V) le n-iéme groupe de cohomo-
logie de Chevalley-Eilenberg a valeurs dans V

_ Ker (67 : Cce"(g, V) — Cce" (g, V) _ ZCcg'(g, V)
Im (6% : Ceg™ Mg, V) — Ceg™(g, V)~ BCcr™(g, V)

ou l'on pose a nouveau Hcg"(g, V) := {0} pour n entier négatif. On

HCEn(gl V) :

note aussi Heg(g, V) :== @,z Hee" (9, V)" := ZC¢p(9, V)/BClE(g, V).

Propriétes

Pour calculer les cohomologies de Hochschild et de Chevalley-
Eilenberg de U/(g) et g respectivement, on utilisera les deux théo-
rémes suivants.

Le théoréme classique da a H.Cartan et S.Eilenberg, ([CE56),
p.277]) donne un lien entre la cohomologie de Hochschild d’une
algebre enveloppante a valeurs dans un U(g)-bimodule M (en par-
ticulier M = U(g)) et la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de
I'algebre de Lie a valeurs dans le méme module.

Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur K. Alors
Hy"(U(g), M) ~ Heg" (g, M,) ¥neN
En particulier, si Q C K
Hy"(U(g), U(g)) ~ Hee"(9,U(8a)) ~ Heg"(9,.59) VneN

Le théoréme de Hochschild-Serre [HS53]] donne la factorisation
suivante des groupes de cohomologie de Chevalley-Eilenberg dans
le cas d’une algebre de Lie résoluble.

Soit g = n®t une algébre de Lie résoluble de dimension finie sur K, ot n
est le plus grand idéal nilpotent de g et t la sous-algebre supplémentaire
de n, réductive dans g, telle que le t-module induit sur U(g), est semi-
simple. Alors pour tout entier naturel non nul p, on a

Herf (9,U(g0)) = > Hep' (6 K) @ Heg! (n, U(g,))"
i+j=p

ot Hepl (n, U (g,))t est le sous-espace des éléments t-invariants.

(1.2.3)

(1.2.4)
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1.2.4 Lien avec les déformations

Soit K[[t]] 'anneau des séries formelles a coefficients dans K.
Pour un K-espace vectoriel E, on note E[[t]] le K[[¢]]-module des
séries formelles a coefficients dans E. Soit (A, yg) une K-algebre
associative (resp. de Lie), alors (A[[t]], ug) est une K[[t]]-algebre
associative (resp. de Lie).

Une déformation formelle d’une K-algebre associative (resp. de
Lie) A est une K[[t]]-algebre associative (resp. de Lie) (A[[t]], u)
telle que

p=po+tp P ey

ou y, € Hom(A® A, A) (resp. u,, € Hom(A A A, A)). De plus, deux
déformations (A[[t]], u) et (A[[t]], ) sont dites équivalentes s’il existe
un isomorphisme formel

(p:(P0+(P1t+"'+(Pntn+"'1

avec @ = id 4 (Identité sur A) et ¢, € Hom(A, A) tel que

#(a,b) =@ (u@(a), p(b)) Yabe A

Une déformation de A est appelée triviale si elle est équivalente
a (A[[t]], o). Une algebre associative (resp. de Lie) A est dite rigide
si toute déformation de A est triviale.

Il y a un lien entre déformation formelle et cohomologie de
Hochschild dans le cas d’une algebre associative, cohomologie de
Chevalley-Eilenberg dans le cas d’une algebre de Lie. On note
Hy" (A, M) le n-ieme groupe de cohomologie de Hochschild d’une
algebre associative A a valeurs dans le bimodule M et Hcg" (g, M)
le n-ieme groupe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg d"une al-
gebre de Lie A a valeurs dans le g-module M. Le deuxieme groupe
de cohomologie de Hochschild d’une algebre associative (resp. grou-
pe de cohomologie de Chevalley-Eilenberg d’une algebre de Lie) a
valeurs dans l'algébre peut étre interprété comme le groupe des
déformations infinitésimales. Le théoreme de rigidité de Gersten-
haber [Ger66]] (resp. de Nijenhuis-Richardson [NR66]) affirme que
sile 2-iéme groupe de cohomologie de Hochschild Hy%(A, A) (resp.
de Chevalley-Eilenberg Hcg?(g, g)) d’une algébre associative A (resp.
d’une algebre de Lie g) s’annule, alors l’algebre (resp. l’algebre de
Lie) est rigide. Ainsi, les algebres semi-simples associatives (resp.
de Lie) sont rigides car leur deuxieme groupe de cohomologie est
trivial ([GS86])).

Le troisieme groupe de cohomologie correspond aux obstruc-
tions pour étendre une déformation d’ordre n en une déformation
d’ordre n+ 1 ([Ger66], [Ger63] and [NR66])).
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La rigidité des algebres de Lie complexes de dimension # a
été étudiée par R. Carles, Y. Diakité, M. Goze et J].M. Ancochea-
Bermudez. Carles et Diakité ont établi la classification pour n <7
([CD84],[Car84l])), et Ancochea avec Goze ont effectué la classifica-
tion pour les algebres de Lie résolubles pour n = 8 et certaines
classes ([GABOI]). La classification des algebres associatives ri-
gides est connue jusqu’a n < 6 (see [GM96])).
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PARTANT d’une algebre associative ou de Lie, on peut munir son
complexe de cochaines correspondant d’une structure d’algebre
de Lie graduée par décalage. Il en est de méme pour sa cohomo-
logie en passant au quotient. La question qui se pose est de savoir
si la cohomologie s’injecte dans le complexe de cochaines en tant
que sous-algebre de Lie graduée. Ce n’est pas le cas en général, une
demande plus souple est d’avoir un morphisme a homotopie pres.

C’est précisément ce qui ameéne a la notion de formalité. L'ap-
plication la plus célebre de la formalité est d’obtenir une déforma-
tion formelle associative d’une algebre associative au départ. Tou-
tefois, méme s’il n’y a pas formalité pour les crochets de Lie consi-
dérés, une version du Lemme de perturbation pour les algebres de

23
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Lie différentielles graduées permet de perturber la différentielle
liée a la cohomologie en ajoutant des termes d’arités supérieures
au crochet de Lie, et ainsi de modifier sa structure L., pour obte-
nir une morphisme d’algebres L. Par ailleurs, grace aux proprié-
tés homologiques des algebres enveloppantes, on démontre que la
formalité qu’on associe a une algebre de Lie est équivalente a celle
de son algebre (associative) enveloppante.
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DEFINITIONS

Soit V = EBjesz un espace vectoriel Z-gradué.

On appelle algébre de Lie différentielle graduée un triplet (V,[, ],0)
ou[, |:V®V — V est un crochet de Lie et ou 6 : V — V, la diffe-
rentielle, est une dérivation de degré 1 et de carré nul, i.e. vérifiant

Sol, 1=, lo(6®idy +idy®5)  808=0.
On considere ’espace vectoriel gradué décalé V[1] de V.

Une structure L, sur V est une codérivation graduée D de S(V[1])
de degré 1 telle que D? = 0 et la restriction prV[1]D|5°(V[1]) =0,
c’est donc une différentielle de S(V[1]). Le couple (V, D) est appelé
algébre L.

Soit (V,D) une algébre L, et d := pry, D donc D = d au sens
de (1.1.11). Pour tout entier naturel k, on note d; la restriction

En particulier, une algebre de Lie graduée (V,[, ]) est consi-
dérée comme étant une algebre L, puisque la codérivation D = d

induite pard = [, ][1] est une structure L., d’apres le[Lemme 1.1.7

en projetant sur V[1].

Un morphisme L., d’une algebre L., (V,D) vers une algebre L,
(V’,D’) est un morphisme de cogebres graduées différentielles @ :
S(V[1]) = S(V’[1]), i.e. @ est un morphisme de cogebres graduées
respectant les différentielles,

(CD®(D)OA$(V[1]) :AS(V’[l])OCD et (DOD:D/OCD.

On dit de plus que @ est un quasi-isomorphisme L, si sa pre-
miere composante @; := Qyy(y] induit un isomorphisme en coho-
mologie.

En particulier, un morphisme d’algebres de Lie graduées ¢ :
(V,[, ]) = (V' [, ]') définit un morphisme d’algebres L., par
® = ¢ tel que l'application @ soit égale a sa premiére composante
®@; = Djy1] qui n'est autre que P[1].

Soit (V,[, ],0) une algebre de Lie différentielle graduée. On
considere d’une part la différentielle D sur S(V[1]) induite par
o0+[, ][1] et d’autre part son homologie H pour la différentielle
0. Si celle-ci est encore une algebre de Lie graduée par passage au

(2.1.1)

(2.1.2)
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quotient pour le crochet induit [, |, on dispose de D’, la différen-
tielle de S(H[1]) induite par [, ]'[1].

Définition 2.1.3 On dit que l'algebre L, (V,D) est formelle s’il existe un quasi-
isomorphisme L, noté ® entre (H,D’) et (V, D) tel @y} soit une
injection dans les cocycles.

Dans la suite, on spécialise la notion de formalité pour le com-
plexe de Hochschild d’une algebre associative, ainsi que pour le
complexe de Chevalley-Eilenberg d’une algebre de Lie.

2.2 (CAS DES ALGEBRES ASSOCIATIVES

2.2.1 Algebres de Lie graduées différentielles

Soit (A, u) une algebre associative sur le corps K. On note A :=
®,czA" le complexe des cochaines de Hochschild a valeurs dans A,

comme défini dans la [Section 1.2.1 On a donc " := Cx"(A, A) =

Hom(A®", A) pour n € N*, A0 := A et A" := {0} pour les entiers n
négatifs. De méme, on note a” le n-ieme groupe de cohomologie
de Hochschild et a = ®,,cza".

On peut obtenir certaines propriétés de la cohomologie de Hoch-
schild en utilisant la multiplication de Gerstenhaber (1.1.7))

oc : C (A, A) x Cil (A, A) - C1( A, A)

donnée sur des éléments par

(foggai, .., ak41-1) =

k

. (2.2.1)
Z(_l)(l i l)f(alf"-!ai—llg(ail"-1ai+l—1)fai+ll"-1ak+l—l)
i=1

et le crochet de Gerstenhaber, donné par
[f.8lg = focg— (- Vgog f.
Proposition 2.2.1  Lespace décalé (U[1],[, |g) est une algébre de Lie graduée.
On la notera par (G, [, ]g)
Preuve. En effet, on a

2A[1] = (B Hom(A[1]®", A[1]) ~ Hom (@A[1]®”,A[11) — Hom(TV, V)
neN neN

ou V est I'espace sous-jacent de A[1], et grace a I'identité de Gers-
tenhaber (1.1.8), on sait que (Hom(7 V,V),[, ]g) est une algebre
de Lie graduée. O
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La multiplication p est un élément de 2%, vu comme m = p[1] €

Gl, avec |m| = 1. D’apres le|Lemme 1.1.6} elle est associative si, et

seulement si [m, m]; = 0.

Définissons b : G — G par b = [m, ]g. Pour f € %K, b(f) =

[m')f]c = p[1]og f = (-D)If og u[1]. Pour ay,..., a1 € A[1] (Ja;| =
~1),

(u[1]og f)ay,..., ax41)
= u[1)(f ®id +id®f)(ay,..., ax:1)
= u[1)(f(ar,...,ax) @ agsy) + (1) WV u[1)(a, ® f(ay,..., ag11)
= (-1)*a 1 f(ay,...,ax1) — f(ar,..., ap)ags

et

(f og ul1)(ay,...,aks1) = (f o u[1])(ay, ..., axs1)
k

= (_1)Zf(a1!”"ai—l’aiai+liai+2!”"ak+l)l
i=1

donc (85 f) (@11 ak1) = (1*p(L]og f + f oG ul11) (@1, a11) et

duf = foeulll-(=1)"ulllocf = [f, ul1llc = (~DV[u[1], f1= (-1)Ib(f),

l'opérateur de cobord de Hochschild 6y et b sont égaux au signe
global (=1)// prés, on peut donc travailler avec b plutdt que 5.

L'opérateur b est une dérivation graduée de G. En effet, pour
f,g € G, l'identité de Jacobi graduée donne

<DM”WW[Hfghh+ DEWVIg, [u[1], flgle + (-1 £, (g u[1]]6]6 = 0
o (-1)Eb((f, gle) + (1)W1 [g,b( )] + (-1, [g pl1]lclc = 0

e (-1)4([f,¢lc) 1) &R (), g1 — (1) £, b(g)] g = 0
@<1W([fmc—wu gle—DM1f,b(g)s) =0

< b((f,8le) = [b(f). gl + (VV[f,b(@)]c.

Pour montrer que le carré de 'opérateur b est nul, on prenant
f =m dans I’équation précédente, on obtient

b*(g) = [m,[m, glclg = [[m, mlg, gl — [m,[m, &glls

et comme p est associative, le premier terme du second membre
s’annule, ainsi b%(g) = [m,[m, ¢]clc = —[m, [m, g]c]lc = 0. L'espace
(G,[, ]G, b) est donc muni d’une structure d’algebre de Lie graduée
différentielle.

(2.2.2)
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L’identité de Jacobi graduée implique que le crochet de Gers-
tenhaber passe au quotient en un crochet de Lie gradué [, |, ap-
pelé crochet de Schouten, sur la cohomologie décalée a[1], qui sera
notée g. Ainsi, (g,[, ];) est une algebre de Lie graduée.

Sections

On appellera section une injection linéaire graduée ¢ de degré
0 de la cohomologie de Hochschild g dans le sous-espace des co-
cycles de G, i.e.

¢p:g—>Gavecbop=0
telle que

po¢ =id,
ou p est la projection canonique de I'espace des cocycles sur g.

L'ensemble de toutes les sections est en bijection avec 'ensemble de tous
les espaces vectoriels gradués supplémentaires H de BG dans ZG.

Preuve. Soit ¢ une section. On définit H := Im ¢. Comme b¢ = 0,
ona H CZG.Soit f € ZG. Alors

p(f —¢pf)=pf -poprf Pf—pf =0,

ainsi f —¢pf € BG et ZG = H + BG. Soit g € H N BG. Alors il existe
x€e€gavec g=¢xetpg=0,donc0=pg=pdx=x,et g=0.Ainsi
HNBG={0}, et ZG = H® BG.

Réciproquement, soit H un supplémentaire gradué de BG dans
ZG, donc ZG = H & BG. Alors la restriction de p a H est une bi-
jection linéaire de degré 0 vers g. Définissons ¢ : g — H par ¢ =
(p|7.()_1 et ¢ : g — G par la composition ¢ := iy 0P, ot iy : H > G
est I'injection canonique. On a b¢$ = 0 puisque I'image de ¢ est
dans H C ZG. De plus, pdp = poiy o = plyd = idy. Soit p : g > G
une autre section ayant pour image H, i.e. { = iy o 9. Alorsjdg =
pY = ply, et pour tout h = P(x) € H, Pplyh = Pplyh(x) = P(x) =
h, donc ¢ = (p|H)_1 = ¢, ce qui implique ¢ = ¢. [

Formalité

En général, une section ¢ : g — G n’est pas un morphisme d’al-
gebres de Lie graduées (g,[, |s) — (G,[, ]g) : par construction, pour
deux classes &, € g on a seulement

G1E 7] = [P(E) )]+ b(Pa(E, 1)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)
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donc ¢ est un morphisme d’algebres de Lie graduées a un co-
bord b(¢,(&,7)) prés. On peut espérer continuer cette construc-
tion pour les termes d’ordres supérieurs. C’est précisément ce qui
amene a la notion de morphisme L, : une suite d’applications li-
néaires ¢; = ¢, P, P3,...,Pk,... compatibles avec les crochets a
homotopies d’ordres supérieures pres. Ces applications peuvent
étre vues comme les composantes d’une codérivation graduée d’une
algébre symétrique graduée, ce qui établit le lien avec la

On considere les espaces décalés g[1] et G[1]. On note D =
[, lgll] etd =1, ]s[1] les crochets décalés sur G et sur g. Grace
au décalage, il s’ensuit que les deux applications [, |g[1] et [, ]s[1]
sont symétriques graduées (Lemme 1.1.7)), i.e. [, ]g[1] est une ap-
plication de degré 1 de S*(G[1]) — G[1] et [, ]s[1] une application
de degré 1 de S*(g[1]) — g[1]. Soit d : S(g[1]) — S(g[1]) 'unique
codérivation de S(g[1]) induite par [, |s[1], et soit b+ D 'unique
codérivation de S(G[1]) induite par b+, |g[1].

Proposition 2.2.3  Les applications d et b+ D sont des différentielles, munissant respecti-
vement (g,d) et (G,b+ D) de structure d’algébres Ly,

Preuve. En projetant sur g[1], on a

dod:O(:)prg[l]god:()(:)dog:O(:)doNRd:O,

ainsi, que d soit une différentielle est équivalent au fait que le carré
de d pour la multiplication de Nijenhuis-Richardson s’annule, ce
qui est équivalent par le a I'identité de Jacobi gra-
duée pour le crochet [, |;.

De méme, projetant sur G[1], on a

b+Dob+D=0s(b+D)onyr(b+D)=0.

Comme pour d, I'identité de Jacobi graduée pour [, | implique
que D oyg D =0, et puisque b ne prend qu’un seul argument, on a
bongrb = bogb = bob = 0 car on sait déja que b est une différentielle.
Il reste a prouver que b ONR D +Dopng b 0. Pour f,geg[l],ona
d’une part (boygrD)(feg) =b(D(f eg)) = 1) 1p( ([f,glc), et d’autre
part,

+(=1)7BID(b(g) » f)

(Dongrb)(feg)=D (b(f) (
)

g)
= (-1)P[b(£), g6 + <1WWWWM ﬂ

= (- 1)|f|+1[b(f g]G )|f||g|+|b I+(Ib()I+1)(If1+1) [f b(g e
Z(UW”ngk+Ub G-
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Ainsi,

(boxr D+ Doy b)(f 2) = (=D (b((f,g]e) - [b(£).gle = (1)1, big)]c )

=0,
car b est une dérivation graduée de G d’apres (2.2.2). O

Le complexe de Hochschild G associé a 1’algebre associative (A, y)
est dit formel s’il existe un quasi-isomorphisme L., (morphisme de
cogebres différentielles graduées de degré 0) @ : S(g[1]) — S(G[1]),
ie.

(@®D)oAgy=Asgnjo® et b+Dod=Dod,

tel que la restriction ®@; de @ a g[1] soit une section. On appelle
alors @ une application de formalité.

Les restrictions @y := prg) Oq)lskg[l] pour tout entier positif k
sont appelés les coefficients de Taylor de @ et déterminent ®@. Ils
remédient ordre par ordre au fait mentionné auparavant que la
section @; n’est pas un morphisme d’algebres de Lie graduées.

En particulier, un morphisme d’algebres de Lie graduées ¢ :
g — G définit une application de formalité @ = ¢[1].

Originellement dans [Kon03]], les applications de formalité étaient
définies depuis l’espace g sans décalage par une famille d’applica-
tions multilinéaires. Cette définition est plus utile pour les calculs.
Avant de la donner, on aura besoin de définir les signes suivants.

PourkeN, Vxq,...,xp;1 €9, V1 <i<j<k+1,

k(k-1)
eij(xll"-lxk+l) =(-1)"2
.(_]_)(|xi|+|xj|)(|x1|+"'+|xi—1|)+|xj|(|xi+1|+"‘+|xj—1|)(_1)i+j,

etV1<a<kVIi<ig<---<i<k+1,

a —_— —_—
Wa(X1y e Xpy1) = H(_1)|xir|(|x1|+"‘+|xi1 [ty [+t xi, -1 1)
r=1
(k+1-a)(k—a)

(-1 )(k_a)(lxil |+"'+|xia|)(_1 )i1+"'+ia (-1) 2

On considére une suite dapplications linéaires {py}rens, avec ¢y :
g® — G, satisfaisant les propriétés

(i) ¢ est une section
(ii) ¢y est de degré 1 —k

(2.2.6)
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(iii) ¢y est antisymétrique graduée, i.e. pour tous 1 <1 <k,

D10 Xity X1, Xy X2 %) = —(— )Pl (), (2.2.7)

et telles que pour tout k € N, Vxq,..., X1 €9

Z €ij'¢k([xi;xj]s’xli"'"’/C\i"“";c\]"...’xk‘H)
1<i<j<k+1

k(k+1)
= (—1) 2

bprr1 (X1 Xpy1) (2.2.8)

k
1 —_~ —_~
+5 > > g [PalXipse s i) Prr1a(X1e o Xy, Xy X)) G

a=11<i;<<i,<k+1

oul €jj 1= €;j(X1,..., Xpi1) € W4 = Wa(X1,. .., Xpy1)-
Alors @ = e*? est une application de formalité, ot ¢ = fo)k[l]-
k>1
Remarque 2.2.7

Ordre k =0 On a 0 = b¢p, qui est I’équation (2.2.3) pour les sec-
tions.

Ordre k =1 L’équation s’écrit
—1([x1,x2]5) = = ba(x1,x2)
+5 (<110 a2l + (1PN (1), (1) )
qui est (2.2.5).

Ordre k =2 On obtient la formule
P2([x1, %215, x3)
+ (=lbaRel g, (o3, x5, 00)
+ (=1)bebhsDRlgy ) ([xy, x5 ], x7)
= —b3(x1,x2,x3)
+ (=DM (1), a(x2,x3)]6
+ ()RRl RIERsD[g, (x;), o (x5, 1)
+ (DRl ) RIS, (), s (x1, %)

qui peut aussi s’écrire plus simplement

O Pal[x1,x2]5 x3) = = bep3(x1, %, x3)

T2 (2.2.9)
+ O (=DM (x1), dalx2,x3)]G

X1,X2,X3
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en convenant que dans la notation Oy, , , sont ajoutés les
signes provenant des permutations entre les x;.

Esquisse de preuve. Le lien avec la premieére définition apparait en
prenant la projection prgp;): S(g[1]) — G[1] de la seconde équation
de (2.2.6). Avecd =d, :=[, |s[1] et D =D, :=[, ]g[1], on obtient

@ o (dykidsg1)) = (b+Dy) 0 €*?.

Comme b =boprg et Dy =D;o0 Prs2(gp1y) ceci s’écrit

. 1 ~
@po (dZ*ZdS(g[l])) =bo P+ EDZ o k.
Appliquant cecia y, e--- ey, € S¥*1(g[1]), on obtient

Z (_1)(|3/i|+|3/j|)(|171|+"'+|3/i—1|)+|3/j|(|}’i+1|+"'+|Vj—1|)
1<i<j<k+1
“pr(dr(yieyj)eyie--eyie---0pie--- 0y )

=b<Pk+1(y1 °...0.1)
k a

+§Z 3 H(—l)"’”'('”“ SN e s |

a=1 1<i;j<<i,<k+1r=1

'DZ((Pu(Vil ‘---‘Viu)‘(PkH—a(yl .....?i\l.....?;.....yk_'_l).

Avec @y = ¢r[1] =571 o Py 0 s®K, v; := s 1x; et un scrupuleux calcul
des signes, on obtient I’équation (2.2.8). H

2.2.4 Application a la déformation

La théorie de déformation formelle de I’algebre associative (A, )
est tres simple si l'algebre de Lie différentielle graduée G est for-
melle, comme I’a montré Kontsevich dans [Kon03]. (On reprend
ici la présentation de [BMO08| pp. 321-322].) Soit

n € Hy (A, A)[h]] = a[[h]] = o[1]'[[A]] tel que ([, 7], =0.

Alors il est toujours possible de construire une déformation asso-
ciative formelle p = po+ p. ou p, == > 21 h"p, telle que la classe de
cohomologie [y ] de p est égale a m.

Considerons S(g[1])[[]] et S(G[1])[[h]] comme bigebres topo-
logiques (par rapport a la topologie h-adique) avec les extensions
canoniques de toutes les applications de structure. Il est a no-
ter que le produit tensoriel n’est plus algébrique, mais donné par
(S(a[1])®S(g[1]))[[H]]. Soit e la multiplication shuffle dans une al-
gebre symétrique graduée. Pour un espace vectoriel V quelconque,
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on peut voir que les éléments de type groupe de S V[[h]] ne sont
plus seulement 1, mais des fonctions exponentielles de n'importe
quel élément primitif de degré zéro, i.e. de la forme e*"” avec v €
VO[[h]]. Limage ®(e*"™) de ’élément de type groupe e*™ dans
S(g[1])[[h]] par 'application de formalité @ est un élément de type
groupe dans S(G[1])[[h]], donc de la forme e** avec u, € h2A[[h]].
Comme [, 7], = 0 on a d(e*™) = 0, et donc (b + D)(e*"*) = 0. Pro-
jetant cette derniére équation sur G[1]°[[h]] = A?[[}]], on obtient
I’équation de Maurer-Cartan

1 1
0=bu,+ E[P‘u#*]c = E[luo + Uy, o + Hel G

montrant l'associativité de y = pg + p.. Ainsi y := po + p. est une
déformation associative formelle de 'algebre (A, yg).

CAS DES ALGEBRES DE LIE

Champs de polyvecteurs et fonctions polynomiales

On consideére les champs de polyvecteurs comme des fonctions
polyndmiales, on reprend ici ’explication de [BMOS), pp. 324-325]
de cette correspondance.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non gradué (Z-
gradué de degré 0) et A := SE son algebre symétrique. D’apres le
[Théoreme 1.2.1|de Cartan-Eilenberg, pour tout n € N, on a

Hy'(A,A) = \"E'@SE=T),
ou le dernier espace est I’espace des champs de polyvecteurs algé-
briques de rang 1. On pose Tp,1, = D, 7;’;[}}.

Pour les calculs, on utilisera l'identification canonique de SE
avec les fonctions polynomiales sur I'espace dual E*. Soit {e;}}",
une base de E et {e"}?:1 sa base duale, on peut considérer f € SE
comme un polynome en les coordonnées x;, en écrivant tout x € E*
comme x = > i, x;e'. Les champs de polyvecteurs sont & présent
des fonctions polynomiales a valeurs dans /A E*. En utilisant des
dérivées partielles d; := d/dx; dans SE et des produits intérieurs
1o, par rapport a la base duale dans /\ E*, on peut écrire le crochet
de Gerstenhaber résultant [, |; sous sa forme classique comme un

crochet de Schouten

[&n)s = (=D " e A D= (=) "1 A 93,
i=1

i=1

(2.3.1)
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ou |£]| et |y| sont les rangs des champs de polyvecteurs & et 1 dans

7
poly:
Comme le crochet de Gerstenhaber, le crochet de Schouten dé-
finit une algebre de Lie graduée sur I'espace décalé 7,,,,[1]. On
retrouve donc les identités de la |[Deéfinition 1.1.1|: avec &,7,C €

7;101;1[1] on a

[1,€]s = =(=1)"MEl[E, ],
(=DFILE, s 2l + (DML g €]+ (-1, €10 = 0,
les degrés étant ceux de 7,1, [1].
De plus, la multiplication extérieure A munit 7,,, = S(E* @
E*[-1]) d’une structure d’algébre commutative graduée. Le crochet

de Schouten et la multiplication extérieure sont liés par la relation
de Leibniz graduée

(&, ACls = [& 7] AT+ (=)D A g, ],

(si 17 est de degreé || dans 7p,,;y[1] alors il est de degré ||+ 1 dans
Toolv)-
poly

Dans les calculs, on utilisera le fait que 7,,;, est un S E-module
i.e. pour & € Ty, f €SE, f A& = fE On donne aussi quelques
exemples de crochets de Schouten qui seront utilisés par la suite.

L'espace 7;1013) est 'espace des champs de vecteurs, i.e. les dériva-

tions de SE = 7;7%1?. Pour f,ge€SE, X,Y € 7;10[3/
[f’g]s =0,

(X, fls=X(f) =) _Xidif,
i=1

[X,Y],=[X,Y]= ixiaiy - i Y;0. X,
i=1 i=1

avec en particulier

[f0i,89;]1=f(dig)d; —g(d;f)d;.

Structure de Poisson linéaire

Prenons E = (g,[ , ]) une algebre de Lie de dimension finie n
et g* son dual algébrique. La structure de g permet de définir un
crochet de Poisson linéaire sur g* : pour f,geSgetxeg”

{f,8)(x) = x([df (x),dg(x)]),

(2.3.2)

(2.3.3)
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ce qui s’écrit aussi

(.80 = PAf.dg)x) =5 S Chmaif ndjg

1<i,j,k<n

avec Pe S'ge \*g* = 7;201}} le bivecteur défini par

1 g . g "
P= 5 Z PYd; A, ou PY(x) = Z Cf‘jxk
k=1

1<i,j<n
et Cf‘j les constantes de structure de g.

Avec les notations précédentes, (S g,-,{, }) est une algebre de Poisson.

Preuve. Le crochet défini par P vérifie 'identité de Leibniz a cause
de la regle de Leibniz pour les dérivations. L'identité de Jacobi
pour P s’'obtient par récurrence, en utilisant le fait que {e;, ej} =
[e;,e;] et que le crochet [, | vérifie 'identité de Jacobi par défini-
tion. O

Formalité

Le fait que P soit une structure de Poisson est équivalent a ce
que [P, P]; = 0. Ainsi, l'opérateur défini par op = [P, | est une dif-
férentielle sur le complexe 7,,;,, dont la cohomologie est appelée
cohomologie de Poisson.

Par calcul, on voit que le complexe (7, 0p) s'identifie au com-
plexe de Chevalley-Eilenberg (Ccg(g,Sg),0cg). On note A[1] :=
Tho1y|1] cette algebre de Lie différentielle graduée et 'on note a[1] :
Hcg(g, S g)[1] sa cohomologie a valeurs dans S g, qui est encore une
algebre de Lie graduée par passage au quotient, avec le crochet de

Schouten induit [, ;.

Comme dans le cas (Section 2.2.3) ou l'algebre de départ est as-
sociative, on considere d 1'unique codérivation de S(a[2]) induite
par [, J:[1] et ocg + D, 'unique codérivation de S(2[2]) induite par
oce+ [, |s[1]. Ce sont également des différentielles, ce qui peut se
reformuler comme suit.

Les applications E_et Ocg + D sont des différentielles, munissant res-
pectivement (a[1],d) et (A[1], 0cg + D) de structure d’algebres L.

Le complexe de Chevalley-Eilenberg 2([1] associé a l’algebre de
Lie (g,[, ]) est dit formel s’il existe un quasi-isomorphisme L., @ :
S(a[2]) = S(A[2)), i.e.

(2.3.4)
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(P®D)oAgep =Asapjo® et Scp+Do®=Dod, (2.3.5)

tel que la restriction ®@; de @ a a[2] soit une section. On appelle
alors @ une application de formalité.

Comme on le verra par la suite, méme s’il n’y a pas formalité
entre S(a[2]) et S(A[2]), on peut toujours modifier la structure L,
induite par d =d, = [, [{[l1]end =}, - ,d, et construire par ré-
currence les composantes de la différentielle d et du morphisme
Lo, @ = . Ils vérifient ’équation

Dod=0cg+Dod, (2.3.6)

qui s’écrit, apres projection sur A[2] et en utilisant le fait que D =
Dy =, L[1],

- 1 -
Qo (d*ldS(a[Z])) = 6CE o+ EDZ o (P*(p (237)

Commed =), - ,d,, en évaluant sur y, e---ey;,; € S(a[2]), on
obtient

k+1

Y Ve Bk)

a=2 1<y <<i,<k+1
“Prs2-a(dag(yi, @...07; ) oy o...og/};o...o?;o...oykﬁ)
= OCEPk+1(V1®... @ Vjs1) (2.3.8)

k
_,.%Z Z Va(})ll---;ykﬂ)

a=1 1<y <<i,<k+1

‘Do(@a(vi,@...07; ) ® Qri1-a(V1 o...og/)i\lo...of;o...oykﬂ).

Par rapport a la définition originelle (Proposition 2.2.6)), les ap-
plications @y = ¢x[1] sont de degré 0 (|p[1]| = 1(k—1)+ |px| = 0),
et les signes

a —_— —
VoV, Ves1) = (—1)Birl(lpabelysy ety bty

r=1

pour 1 <a < k+1 correspondent seulement a la permutation qui
place les éléments d’indices iy,...,1, en premier.

En revanche, il faut prendre garde aux signes en travaillant
avec les applications décalées, par exemple D,(x,) = (-1)*[x,p]..
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2.4 ALGEBRES ENVELOPPANTES

Soient (g,[, ]) une algebre de Lie de dimension finie et S g l’al-
gebre de Poisson qui lui est associée. Conservant les notations pré-
cédentes, on considere les complexes ci-dessous et leurs crochets
décalés associés.

a:=Hy(SgSe)  a:=Hce(gSg) | d:=[, [1]  d":=[, [[1]
A:=Cy(SgSg) A =CuyUglg) | D:=[,]c[1] D:=[, |gll]
Les espaces (a[1],[, ]s) et (a’[1],[, ];) sont des algebres de Lie
graduées et (A[1],[, g, b) et (A'[1],[, ]g,b) sont des algebres de
Lie graduées différentielles. Le crochet [, |g et la différentielle b :=
[m, |g sont en gras pour rappeler qu’ils proviennent de 1’algebre
associative (4 g,m), dont la multiplication est différente de celle
de (Sg,-).
Dans son célebre article [Kon03], Kontsevich donne une for-
mule explicite pour une application de formalité

D : (S(a[2]),d) = (S(A[2]),b + D).

En considérant ¢/ g comme une déformation convergente de
S g, Bordemann et Makhlouf ([BM08][Théoréeme 6.1]) twistent par
conjugaison cette application et obtiennent un morphisme L,

D (S(a[2]),0cp + d) — (SA[2]), b + D).

On utilise ici 'identification entre les complexes (a = 7, op) et

(Cce(9,S g),0ck)-

Ceci leur permet de montrer que la formalité associée a une
algebre de Lie g est équivalente a celle pour son algebre envelop-
pante U g.

Théoréeme 2.4.1 ([BMO8]) La formalité du complexe Ccg(g,S g) est équivalente a la for-
malité du complexe Cy(U g, U g).

Preuve. Supposons que le complexe Ccg(g, S g) soit formel, il existe
donc un quasi-isomorphisme L., noté

" (S(a'[2]),d") = (S(a[2]), 6ck +d)

tel que @7 soit une section. En composant avec @’, on obtient une
application de formalité

@ : (S(a’[2]),d’) — (S(A[2]),b + D).

Comme o = Hcg(g,Sg) = Hy(U g,U g) d’apres le [Théoreme 1.2.1|
de Cartan-Eilenberg, @ = @’ o ®@” est bien une application de for-
malité entre les cogebres symétriques construites sur la cohomo-
logie et le complexe de Hochschild de ¢ g.
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Réciproquement, si le complexe Cyy(U g, U g) est formel, on dis-
pose de l'application précédente @ et on obtient 'application de
formalité ®” par composition avec le morphisme L, inverse ®'~!.

O

LEMME DE PERTURBATION

Soient (G, D) et (g,d) deux algébres L. Il n’y a pas nécessaire-
ment de morphisme L, de (g,d) vers (G, D). Néanmoins, on peut
perturber 1’application d en d’ et construire une application ¢ :
S(g[1]) — G[1] telle que @ = ¢ : S(g[1]) — S(G[1]) soit un mor-
phisme L, entre (g,d’) et (G, D).

Le Lemme de perturbation est un résultat provenant de la théorie
de perturbation homologique permettant, a partir d'une contrac-
tion entre deux complexes différentiels et d’'une perturbation d’une
des différentielles, de construire une nouvelle contraction entre
les complexes munis de différentielles perturbées. Huebschmann
traite dans [Huell, Huel0] le cas des algebres graduées différen-
tielles et des algebres L, ; il montre comment construire une nou-
velle contraction naturelle en les structures données. Ceci per-
met de construire par récurrence une application de formalité.
Cette construction a aussi été effectuée par Bordemann et al. dans
[BGH™ 05, Bor] pour les structures L., et d’autres opérades.

Plus précisément, on a les résultats suivants. On définit pre-
mierement les termes contraction et perturbation, puis on énonce
le Lemme de perturbation. On effectue ensuite la construction d’un
morphisme L, dans le cas ou la cohomologie est concentrée en de-
grés 0 et 1, en reprenant [BGH 05} A.4, Prop. A.3]. On donne enfin
le résultat sans faire d’hypothese particuliére sur la cohomologie.

Une contraction est la donnée de deux complexes différentiels (U, d(;)

et (V,dy) avec des morphismesi: U - V,p: V - U, i.e.

dyoi=1iody, dyop=pody
et une application h: V — V de degré —1 telle que
poi=idy
idy —iop=dyh+hdy
h*=0 hoi=0 poh=0,

alors p est une surjection appelée projection, i est une injection ap-
pelée inclusion et h est une homotopie entre idy et i o p. On résume

les équations (2.5.1) par le diagramme

(2.5.1a)

(2.5.1b)
(2.5.1¢)

(2.5.1d)
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(U, dy) ? (V,dy) . (2.5.2)

Remarque 2.5.2

(i) La condition (2.5.1c) implique que les cohomologies de U et
V sont isomorphes. En notant [f,g] == f o g— (-1)/l8lgo f
le commutateur gradué de deux applications, cette équation
(2.5.1c) peut aussi s’écrire idy —iop = [dy,h].

(ii) Les équations sont appelées conditions de bord. Elles
sont équivalentes a 1’équation hdyh = h (h est dite adaptée)

et peuvent toujours étre satisfaites en remplagant si besoin h
par hdyh.

Définition 2.5.3  Une perturbation de la différentielle dy est un morphismeo: V — V
de degré +1 tel que (dy +0)> =0 6% +[5,dy] =0

Lemme 2.5.4 (Lemme de perturbation) Etant donné une contraction filtrée

Udy) T2 (V) i

et une perturbation o de dy, soient

i=(idy +ho)i =) (~ho)"i h

(idy +hd) 'h="> (~ho)"

neN neN
p=plidy+5h)™ = p(-oh)"  5=p(idy+5h)"'6i=> p(-6h)"5i.
neN neN

Si les filtrations sur U et V sont compleétes, alors ces séries convergent,
0 est une perturbation de dy; et il existe une contraction filtrée

(U,dy+8) T (V,dy+90) i
"

Ce résultat a été publié premierement dans [Bro65].

Preuve. On montre que les nouvelles applications 7, p, h, dy+0,dy+
o vérifient les équations (2.5.1)). Notant id := idy, on remarque tout

d’abord que
S(id +ho)™ =) " 5(=ho)" =) (~0h)"s = (id + 5h) 'S
neN neN
(id+ho) ' h=" (~hd)"h =Y h(-5h)" = h(id + 5h)™";
neN neN

dy (id + ho) + (id — [dy, h))6 = dy + 6 — hdyd = (id + hd)(dy + 5),
(id + oh)dy + 8(id — [dy, h]) = dy + & — ddyh = (dy + 5)(id + 5h),
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en utilisant 6% = —8dy —dy 6 dans les deux derniéres équations. On
obtient alors

To(dy+90)=(id +hé)™
(id + ho)™
(id + ho)™

iody+iopod(id+hd)ti)
dV ol+ (ld - [dv, h])éf)
dy(id + hé) + (id - [dy, h])é) P

(
(

= (id + ho)! ((id +h)(dy + 5)) 7
= (dV + b)f

et de méme
(dy+6)op=(dyop+pl(id+6h)~ 650iop)(id+oh)"
= (pody +po(id —[dy, h]))(id + 6h)~"

p ((id + 5h)dy +6(id — [dy, h])) (id + oh)™!

p <(dv o) (id + 6h)> (id + 6h)™!
p(dy +0).

De plus
id—top=id—(id+hd)iop(id+ 5h)™
= (id + ho)™! ((id +ho)(id + 6h) — (id — [dv,h])) (id + 5h)™!
— (id + ho)™! ([h, dy + 5]+ hézh) (id + 6h) ™!

et

[(dy +8), ] = (id + ho)  h(dy + 6) + (dy + 8)h(id + 5h) ™)
= (id + ho) 1(h dy +6)(id + 6h) + (zd+h5)(dv+6)h>(id+6h)‘1

= (id + hé)~ ([h, dy + 8] - h[5, dV]h) (id + 6h) ™!
donc on a bien
id—1op=[(dy+0),h)]
Finalement,
poi=p» (=6h)"> (-hd)"i=p Y (=0h)"(-hd)"i =idy
neN meN n+m=p

en raison des conditions de bord (2.5.1d). Ces conditions sur k,i,p
impliquent les mémes conditions sur h,7, p.
h? = (id + ho) ‘hoh(id + 6h)™ =
hoi=(id+hé)  ho(id+hd)i=(id+hd)  ohoi=0

poh=p(id+6h)toh(id+6h) ' =poho(id+oh)™" =
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Cohomologie a deux degreés

Soit (A, u) une algebre associative, A = @, A" 'espace des
cochaines de Hochschild associé et a sa cohomologie.
On suppose pour commencer que la cohomologie est concentrée
seulement sur deux degrés a = a’®a'. Du point de vue décalé pour
travailler avec des algebres de Lie graduées, G := A[1] et g := a[1],
et la cohomologie se ré-écrit g = g~! @ g. On reprend les notations
detb+D dela ISection 2.2|pour les différentielles induites par les
crochets décalés, et on construit ordre par ordre la structure L,
perturbée d’ sur g pour obtenir un morphisme L, entre (g,d’) et
(G, b+ D).

Tout d’abord, le lemme suivant limite la « longueur » de ¢.

Sur g = g ' @g°, une application ¢y : g — G de degré 1 — k est nulle
pour k > 3.

Preuve. En commengant avec g = g~ @ g°, comme ¢; est une ap-
plication de degré O on a

Pr(g) G =A" et (") c gl =2
De la méme fagon, ¢, est une application de degré —1 d’ou
$a(g g7 G =A7 = {0)
p2(g7',0°) cG P =A"" = {0)
$2(a”,0°) c G =2,
Pour tout k € N, ¢¢ est une application de degré 1 —k d’ou

(Pk(gill . gik) - gi1+-~-+ik+l—k

et comme —1 <iy,..., 5 <0,onai;+--+i+1-k <1-k < -2 pour
k > 3 donc ¢y = 0 pour k > 3. O

Ainsi, l'application ¢ est de la forme ¢ = ¢ + ¢».

1l existe une structure Lo, de la forme d’ = d, + ds qui munit (g,d’)
d’une structure d’algébre L, et un morphisme L, entre les algébres
(g,d’) et (G,b+D) noté ¢ : S(g[1]) — S(G[1)), i.e. qui satisfait a
b+D ¢ = ¢ d’. De plus, la restriction de d3 : S3(g[1]) — g[1] 4
S3(g[1]7!) est un 3-cocycle de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
de g° a valeurs dans g~!.

Preuve. OnnoteE:=b+D ¢—¢p d'etF = 4”°. Comme |b+D|=1et
|p| =0,0na|d’| =1 et puisque ¢ = ¢, +¢,, onad’ =d,+ds;. Comme
b+ D et d’ sont des codérivations graduées et ¢ est un morphisme
de cogebres graduées, E est une codérivation le long de ¢, donc

E = ¢p*E. De plus, b+ D’=0 implique que
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b+DE+Ed +¢ F=0.
On veut construire ¢ et d’ tels que E et F s’annulent. Par pro-
jection, on a

E=0oE:=prg)E=0, F=0& F:=pry;F=0.

De plus, les différents morphismes sont déterminés par leurs res-
trictions, par exemple E est déterminé par les applications Ej :
S*(gl1]) - G[1].

On sait déja que puisque d”: SZ?g[1] — G[1], F prend au moins
trois arguments donc F; := Flgi41] =0 et F; := Flg2411] = 0.

On projette I’équation sur G[1] ce qui donne

(b+D)ONRE+EONRd/+(PONRF:O

et on I’évalue sur n arguments.

n=1 Comme D =D, :S?(G[1]) = G[1]etd =d, : S%(g[1]) — g[1]
prennent deux arguments, le seul terme restant est bE; = 0.
D’apres la définition de E, E; s’écrit E; = b;.
Comme on doit avoir ¢, (g~!) € ZA% et ¢ (g") C ZA! = Der(A),
avec AY = A, on choisit une injection linéaire ¢; : g — ZG
telle que p¢py = idy, ainsi E; = b¢p; = 0.

n=2 On a bE2+DE2+Ed2+(P1y: 0. Comme El = 0, EZ = E2
et puisque D = D, prend deux arguments et E, n’en donne
qu’un, et puisque d, donne un argument a E et E; = 0, il ne
reste que bE, = 0. Le terme E, s’écrit E, = bqbﬁ%—i—Dalz—
¢1d,. Par définition de D,, d, et la projection p : ZG — g,
p(D(i)1|2 - (Pldz) = pD(P1|2 - dz = 0 donc D(l)1|2 - (Pldz est un
cobord. On peut alors choisir ¢, telle que E, = 0. L'applica-
tion ¢, : S?(g’) — G7! = A est définie a cobord prés, si une
autre application ¢ est choisie, on a Kerb 3 x, = ¢5 — ¢ :
S2(g%) — Z(A).

n=3 On a bE3 + DE; + Eyds + ¢F3 = 0. A nouveau, E; = E; = 0
et F; = F, = 0 implique que E3 = E3 et F3 = F3. Comme on
a une somme directe ZG = Im¢, @Imb, bE; + P F3 =0 &
bE; = ¢1F3 = 0. Lapplication ¢, est injective, donc F3 = 0.
En utilisant le le terme Ej5 s’écrit E3 = bez +
Dy — prd3 = P2d,. L
On définit a : S3(g°) — g71, |a| = 1, par @ = Dy — P, d,.
Comme 0 = bE; = ba — b d; = ba, a prend ses valeurs dans
Z(A) = ¢1(g[1]7") c A°. Ainsi la relation Dy — ¢pod, = ¢1d3
définit 'application dj telle que E5 = 0.

n >4 L'application E est de degré |E| = 1. Un raisonnement sur

le degré dans g[1] = g7>®g~! comme dans le [Lemme 2.5.5

permet d’obtenir E,, = 0 et aussi F,, = 0, pour n > 4.

(2.5.3)

(2.5.4)
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En particulier,ona 0 = d’d’,, donc

0 = (dy +d3)(dy + d3) = dydy|y +dydslg + d3dsly + d3ds)y,
=0 -0
d'ott  dyds|y+dsdy)y =0,

Ainsi,ona 0 = d233 + d332 = d2 ONR d3 + d3 ONR dz = [dz, d3]NR'

Calculant sur des arguments y; € g[1]7!, on a

dyd3 (o e y1 @9, @ y3) =dy(ds*id)(yp @ v @9, @ 3)
=dypsp(d3 ®id)(prz @ pr)Agu(vo e y1 @ v @ V3)
=dy(d3(yo ey @) @ y3) —dy(d3(vo @ V1 @ y3) @ 13)

+dy(d3(vo ey, y3) @) —dy(ds3(v) @) @ V3) @ 1)),
et

d3d;(yo @ 91 @ v; @ y3) =d3(dy%id)(yy e vy @ V5 ©3)
=d3psp(dr ®id)(pro @ pr)Asn(yo ® y1 @ Y2 0 3)
=d3(dy(yo @ y1) @ Y2 @ y3) —d3(da(yo @ v2) @ Y1 ©13)
+d3(da(yo @ y3) @ Y1 @ 92) +dd3(dar(y1 @ y2) @Y @ ¥3)
—d3(da(y1 @y3) e Vg @ 9y) +dd3(dar (2 @ y3) @ Yg @ ).
Notant o := gOA3 — g° tel que d3 = o[1] et en considérant la
représentation adjointe p(x) = ad, =[x, |;, on a
3
S5ep0(x0,x1,%2,%3) = ¥ _ p(x;)(0(Xp,..., Xy, X3))

i=0
+ Z (—1)i+ja([xi,x]-]s,x0,...,551-,...,J?j,...,xg)
0<i<j<3

= —[dy, d3]NRr(x0,X1,%2,%3) = 0

Ceci montre que d;[—1] = o est un 3-cocycle de g° a valeurs dans
Z(A) =g L O

Résultat général

La construction d’une différentielle perturbée pour obtenir une
nouvelle contraction entre les algebres L, est faite par récurrence
dans [Huelll], Bordemann propose dans [Bor] une formulation fer-
mée.

Soient (V,b) un complexe différentiel et H sa cohomologie. Supposons
qu’il existe une contraction

H_(V,b) DL

ust
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et que D soit une perturbation de b, autrement dit que (V,b + D) soit
une algebre L. Alors il existe une contraction entre cogebres symé-
triques cocommutatives graduées

_ [ .
(S(H[)d) " (S(V[1),b+D) DL

<

avec I'homotopie 1 vérifiant 1o b+ D on = 1. De plus, en notant ¢; =
¢1[1] et i = 1y[1], les applications d, @ et i sont des morphismes de
cogébres graduées et sont entiérement déterminées par les formules

d=1;o(idsypy+Don) ' oDodpy, (2.5.5)
¢ = (idS(V[1])+1105)_1 o @, (2.5.6)
=1 o(idswpy+Don). (2.5.7)

Ceci comprend en particulier le fait que ¢ est un morphisme
L, vérifiant
b+Dop=g¢od.

L'application # est définie de la fagon suivante. On pose W :=
Imb@®Imh, alors V= H& W donc S(V[1]) = S(H[1])® S(W[1]).
Soient y; e--- ey € S(H[1]) et wy @---0ew; € S(W[1]). Alors

n:SH[1)) @ S(W[1]) = S(V[1])
E(ylo---oyko%wl o---owj) sil=0,

2.5.8
0 sil=0, ( )

q(ylo---oykowlo---owl):{

ol1 h est la codérivation induite par h.

Corollaire 2.5.8  Sous les hypothéses du théoréme précédent, supposons qu’il existe une
autre contraction de complexes différentiels

1
) —— ,
H —Z(V,b) DS
3!

Alors les deux structures Lo, sur (H,d) et (H’,d’) sont dans la méme
classe de conjugaison, i.e. il existe un isomorphisme de cogébres S :
S(H'[1]) » S(H[1]) tel que

- =1

d’=S odoS. (2.5.9)
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Preuve. Par restrictions, comme ¢’; = ¢} = ®j[1] induit un iso-
morphisme H’[1] — H'[1] et que @, = ¢; induit un isomorphisme

H[1] — H[1], il vient que (¢’ o @)|; = ] ¢, est un isomorphisme,
ce qui entraine que 1)’ o @ est inversible d’apres le
ci-dessous.

D’autre part, on a

Wopod=19 ob+Dop=d o) op
donc
T=Fopodo(@op)’
et S := 1’ o ¢ convient. [
Il reste a montrer le lemme pour l'inversibilité.

Soit @ : S(U) — S(V) un morphisme de cogebres graduées tel que
@1 : U — V est un isomorphisme. Alors @ est inversible.

Preuve. Posons ¢ = @ +¢@  avec ¢’ = Z(pk ot ¢ : SK(U) - V.On
k=2
peut alors écrire

_ d i ’
(P — e*qo — e*((Pl"'QD )
— e*gol;e*(p

=Pk (e*(p - 18V€5U> +¢1,

-

loc. nil.

avec le premier terme localement nilpotent. On obtient
P=p10 (idsu +or! (W’; <e*(p —15V€8U>>>
puisque
Pru @i o @1 = @1 Pry 1= @1 @1pry = pry
PrvP1o@i = @P1Pry @l = 17 pry = pry,
et donc
@Z@O (idSU +Z.d5U;' (6;@1_1@/ — 18U58U>> .

Ainsi, 'application suivante est bien définie,

o, ~1
7= (idSU"‘idSU; (6*%1(’) —13U€$U>> o ¢y

(-1 (idsu® (95" ~15pe50))

|
A

NE

=~
I

0

c’est I'inverse de ¢. [
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ON étudie la formalité pour une algebre libre sur un espace vec-
toriel. On rappelle quelle est sa cohomologie, puis on montre
qu’il y a formalité pour des espaces de dimension 0 et 1. En di-
mension plus grande, on expose les équations de formalité, et on
prouve finalement qu’elles ne peuvent étre vérifiées. Au passage,
on présente (en dimension finie) la cohomologie comme le noyau
d’une application de forme trace. Le calcul d’une structure L, per-
turbée donne une composante supplémentaire d’arité 3 a la diffé-
rentielle induite par le crochet de Schouten (d’arité 2) et induit un
morphisme L., dont seule les deux premieres composantes sont
non nulles.
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DESCRIPTION DES ESPACES

Soit K un corps et V un K-espace vectoriel. On considere 1’al-
gebre de Lie libre £(V) engendrée par V. Son algebre envelop-
pante est isomorphe a l’algebre libre sur V (voir [Jac62]), soit

ULV =TV.

Dans la suite de ce chapitre, on travaillera directement avec 1’al-
gebre libre 7V.

Définitions
On considere l'algebre libre A := 7V engendrée par V, définie
par

TV = @v®’< EBTV"

k=0

ou V¥ =K, and V¥ =V ®---® V (k fois).

La cohomologie de Hochschild de 7V a valeurs dans un bimo-
dule M peut étre calculée en utilisant une résolution libre de 7V,
déja connue dans [[CE56, Chap. IX p. 181], pour un calcul détaillé,
voir par exemple [Hof07, Chap. 5, Prop. 5.3.2].

Pour k € N, le k-ieme groupe de cohomologie de Hochschild TV est
donné par

MV =lmeMNaeTV,am=ma) sik=0,
TV, M) = Hy (T V, M) sik=1,
{0} sik>2

Prenons M = 7V comme bimodule. Alors 7 V7V est le centre
de 7TV,

TVTV = TV sidimV=0oudimV =1,
K1=7V? sidimV > 2.

On remarque que pour dimV =0, 7V = K et pour dimV =1,
V=Kxet7V =K][x].

Pour la cohomologie de Hochschild de TV, les 1-cocycles et les 1-
cobords sont de la forme suivante.

ZANTV,TV)=Der(TV,TV)
={p e Hom(7V,TV),p(ab) = p(a)b+aqp(b)}

(3.1.1)

(3.1.2)

(3.1.3)
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et

BANTV,TV)=Inder(TV,TV)

:={peHom(7V,TV)dce€TV,YaeTV, ¢(a)=ca—ac}.

On remarque que pour dimV < 1, BAYTV,TV) = {0}.

Exemples en dimension 0 et 1
Soit A =T{0} =K.

Le complexe de Hochschild associé a I'algebre A est formel avec ¢y =
idg : K — A% =K et ¢y = 0 pour k > 2.

Preuve. On a 2* = Hom(K®,K) =K pour tout k et [, ] =0,

b:fz[k—)lelﬂ—l: ldK S%k:21’+1,TEN,
0 sik=2r, reN

et donc

k K SikZO,
a =
0 sik>1.

Soit A = T(Kx) = K[x] 'anneau des polynomes en une variable.
Le complexe de Hochschild associé a I'algébre A = K[x] est formel.
Preuve. On a
a=A
et
a! = Der(A, A)/Inder(A, A) = Der(A, A)

=Hom(K, A)
={fdufeA
est 'algebre de Lie des champs de vecteurs.
Soit ¢yl = id4 et ¢1|y : a' — Hom(A,A) la fonction qui a
fd, associe sa dérivation, injectant la cohomologie comme sous-
algebre du complexe. Alors

d1([x9]5) = [P1(x), p1(¥)]G

et avec ¢ = 0 pour k > 2, le complexe de Hochschild associé a
’algebre A = K[x] est formel. ]

(3.1.4)
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Résultats en dimension plus grande que 2

On suppose que dim V' > 2.
On a déja calculé

HYTV, TV)=TVTV =¢° =K1.
On va considérer une autre description de
Hy (TV,TV)=Der(TV,TV)/Inder(TV,TV).

Les cocycles sont des dérivations de 7 V, qui peuvent aussi étre
vues comme des applications de V dans 7V,

Der(7V,7V)=Hom(V,TV).

En effet, toute dérivation de 7V est uniquement déterminée par
ses valeurs sur le sous-espace générateur 7 V! = V. Réciproque-
ment, chaque i € Hom(V,7 V) détermine de maniere unique une
dérivation 1 de 7V par

P(1):=0

k

P(vy--vg) = ZW Ve (V) Vg - Ve

r=1

Restreinte a 7V, la différentielle b n’est autre que 'opérateur
adjoint,

b:TV ->Hom(7V,TV)

X+ ad, = [x,-]

oli [-,-] est le commutateur usuel. On considére 'application b :
7V — Hom(V,7V), ou l'adjoint ne prend ses valeurs que dans
V. Ceci permet de voir les cobords B! = Inder(7V,TV)=bT V*
comme un sous-espace de Hom(V,7 V) : on prend les dérivations
adjointes provenant des éléments de 7 V*, mais vues comme des

applications de Hom(V,7 V). On peut noter que b = b.
On a obtenu le résultat suivant.

Pour dimV > 2, la cohomologie de Hochschild de TV est
a=a’@al
=TVTV @oDer(TV,TV)/Inder(TV,TV)
=K1eHom(V,TV)/bTV™.

(3.1.5)

(3.1.6)
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La cohomologie de 7V se concentre en deux degrés, donc d’apres

le [Théoreme 2.5.6| il existe une structure L., sur g = a[l] de la
forme d,+d3, avec d3 un 3-cocycle de la cohomologie de Chevalley-
Eilenberg de g. Dans la suite, on va montrer que le complexe de
Hochschild associé a 7V n’est pas formel pour la structure L, na-
turelle, et expliciter le terme ds.

On va travailler avec I'espace Hom(V,7 V) plutot que Der(7 V,7 V),

c’est une sous-algebre de Lie de Hom(7 V,7 V) munie du crochet

[, ]p : pour ¥, x € Hom(V,T V), [¢, x]p = ¥x — X, ol i et ¥ sont
des dérivations de 7V comme en (3.1.6).
Il y a une autre Z-graduation de Hom(V,7 V) selon le degré

Hom(V,TV)¥ = Hom(V, V&),

cette graduation est auxiliaire, sans signes. Comme on considere
la cohomologie décalée

a[1]=a[1]  @a[1]°
=Kl®Hom(V,TV)/bTV™,

les éléments de Hom(V,TV)/bT V* sont tous de degré 0 pour la
premiére graduation ; on peut ainsi noter sans ambiguité | | la gra-
duation auxiliaire de Hom(V,7 V).

L'espace BGY = TV* est aussi gradué par le degré de 7V™,

Bgok = V® pourk>1.0na

Hom(V,TV)_1 =Hom(V,K) = V*,

BG*™' =0,
Hom(V,7V)? =Hom(V, V),
BG®° = (o).

Voici quelques exemples de crochets de Lie de Hom(V,7 V) qui
seront utilisés plus tard.

Soient a, f € Hom(V,7 V)™l = V*, A,B€ Hom(V,7 V)’ = Hom(V, V),

et » € Hom(V,7V), alors on a

[a,B]lp =0 puisque de degré —2 (car [, |p est de degré 0),
[, ]p =i,

[A,9]p = AP — A,
[A,Blp = AB—BA = [A, B].

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)
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De plus, comme b = ad, pour v,x,y € TV,
bv = ad,,
[bel ﬂdv]D = ad@(v) = Ei(v);
lady,ady]p = ad|y ) = bx,v].
On pose
H—l — V*
H® =Hom(V, V),

et pour k > 1, on choisit dans chaque Hom(V, V®+1) un supplé-

mentaire des dérivations intérieures, i.e. Hom(V, V®k+1) = Hr o
BG*. On dénote par H =D, ; H" le supplémentaire gradué de
BGY =bT V™. Soit

P, : Hom(V, V&1 — 3k

la projection canonique, et pour k > 1, soit

Qy : Hom(V, v®+1) _ ok

I'application canonique telle que id — P, = bQy. On pose Q_; =
Qo =0.Soient P=3 ;- | P, Q=3 ;- Q. On remarque que pour
x1,%, € H, P([x1,x3]p) =t [x1,x2]s, s’identifie au crochet de Schou-
ten.

En fait, munie du crochet [, |p, ™Jreq =7V ®@Hom(V,7V) est
une sous-algebre de Lie graduée du complexe de Hochschild 2 :=
Cu(7V,TV) et on a une contraction

5 C i
(Q[redf b) «—P (Q(; b) D Q,

car id — P = bQ. On poursuit ici le raisonnement sans utiliser le
Theoreme 2.5.7

Soit ¢, : g — G la section correspondant a la décomposition
précédente. Comme ¢;(g~' = K1) c G ! et bp;(1) = 0, il s’ensuit
que pour toutae 7TV, a¢;(1)—¢1(1)a=0donc ¢(1)=1carp(l)=
1.

Pour étudier la formalité du complexe de Hochschild associé
a 7V, on doit vérifier ’équation :2.2.8) pour 0 < k < 2. A l'ordre
k = 0, on voit que I’équation (2.2.4) est vérifiée par construction. A
l'ordre k = 1, on a I’équation (2.2.5)

V&, & eall], di([E1,&2]5) = bpa(&Er, &) +[P1(&1), P1(E2)]

qui s’annule des deux cotés si ’'un des &; est dans g~! = K1. Pour

alléger les calculs, on travaille dans H plutét que Hom(V, 7 V)/bT V™.

Pour x;,x, € H, I’équation vue dans Hom(V,7 V) devient

(3.1.10)

(3.1.11)

(3.1.12)
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P([x1,%2]p) = b(pa(x1,x2)) + [x1,%2]p (3.1.13)
d’ou

Pa(x1,x2) = =Q([x1,x2]p) +q(x1,x2) 1 (3.1.14)
ol q: H AH — K est arbitraire, puisque b(g(x1,x,)1) = 0.
Regardons a l'ordre k = 2. Soient xq,x,,x3 € H. Si le complexe
de Hochschild associé a 7V était formel, comme ¢3 = 0 1’équation
serait

O [Pa(P[x1,%2]p, x3) = X1 (P (x2,x3))] = 0
X1,X2,X3
En revanche, en utilisant I’équation (3.1.14), on obtient

xl,g,xs [2(P[x1, %2 ]p, X3) = X1 (P2 (%2, X3))]

e g)@ — Q([P[x1,x2]p,x3]p) + q(P[x1,%2]p, x3) + X1(Q[x2, x3]p)] (3.1.15)
=: T(Xl,X2,X3) eTV

Montrons que cet élément est un scalaire, pour cela, on va cal-
culer que b(T(xq,x,,x3)) =0.0On a

b(T(x1,x7,x3)) lelg&E(Q(P[xl:xz]D:xa) — Q([P[x1,x2]p,x3]p)) + b(*1(Q[x2, x3]p))

=xllgx3 (P —id)([P[x1,x2]p,X3]p) + b(x1(Q[x2,x3]p))]

car Img c Kerb et bQ = id — P. De plus, comme pour v € V, w €
TV, on a bxy(w)(v) = [x7(w),v] = ¥1([w, v]) — [w, X7(v)], on obtient
b(x1(Q[x2,x3]p))(v) = X1 (B(Q[x2, x3]p)(v)) — b(Q[x2, X3]p)(x1 (v)).

Ainsi,

b(x1(Q[x2, x3]p)) = %1 0 bQ[x2,x3]p — bQ[x2, x3]p 0 X1
= [x1,bQ[x2,x3]p]p

= [x1,[x2,x3]p]p — [¥1, P[x2, x3]p |-
On a donc

bT(x1,%),%3) =x19x3 <P([P[x1:x2]D:x3]D)_[P[beZ]D:x?»]D

+[x1, [x2, x3]p]p + [P[x2, x3]D;x1]D>

O

[[x1, %25, x3]s + [x1, [x2, x3]D]D)
X1,X2,X3
=0
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en utilisant 'identité de Jacobi pour les crochets de Lie [, |, et
[ , ]D, les autres termes se compensant par sommation circulaire.
Ainsi, puisque TV =7 V" @Kere ou ¢ est la counité de 7V, et

que K> T(xy,xp,x3) = €(T(x1,x,,x3)), '’équation (3.1.15) devient

O [¢p2(Plx1,%2]p, x3) = X1 (P2 (%2, x3))]

X1,X2,X3

= O [q([x1,x2]5x3) + e(F1(Q[x2,x3]p))]-

X1,X2,X3

Dans I’équation (3.1.16)), le premier terme du membre droit est
un 3-cobord scalaire de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de
g, a un signe pres.

Comme Q est une application linéaire homogene de degré 0
(pour la seconde graduation Hom(V,7V) = @,@_1 Hom(V, Y ®k+l ),

puisque InQCTV* =@, V®,ona
e (%7(Q[x2,x3]p)) = 0si |x1] = 0 ou si |[xp, x3]p| = 1.

Ainsi, E(E(Q[xz,xﬂD)) est a priori non nul si, et seulement si

Cas1

lx1]=-1 et [|x]=0 et |x3/=1
ou |x;|=-1 et |xy]=1 et |x3]=0
Cas 2
lx1]=-1 et |x]=-1 et |x3]= 2
ou |x;|=-1 et |xp]= 2 et |x31=-1
On définit

o:gAgAhg—K

(x1,x,x3) > O e(pr_y(x1)(Qlx2 x3]p)),

X1,X2,X3
ot pr_; : Hom(V,7V) — Hom(V,7TV)~! = V* est la projection ca-
nonique.
En général, dans I’équation (3.1.16), le cobord (-dcgq) ne s’an-

nule pas avec le terme o. En revanche, on a la propriété suivante
pour o.

o est un 3-cocycle scalaire de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg g.

(3.1.16)

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)
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Preuve. 1l faut vérifier que

= (0¢cE0)(x0, X1, %2, X3)
= —0([x0,x1]5, X2, x3) + 0 ([x0, X215, X1, X3) — 0 ([X0, X3]5, X1, X2)
—o([x1,%2]5, %0, X3) + 0 ([x1, X3]5, X0, X2) — 0 ([x2, X3]5, X0, X1)

Comme o et [, ]; sont de degré 0, il en est de méme pour
(0cpo), donc on doit avoir |xg| + |x1]| + |x,| + [x3] = 0; sans perte de
généralité, on peut supposer que |xg| < |x1| < |xy| < |x3]. Il y a cing
cas a considérer :

Cas 1 |x;| > 0 pour 0 <i<3,dou |x;/ =0 pour 0 <i<3.
On a (60)(xo,x1,xz,x3) = 0 puisque G(yl,yz,ya) = 0si |y =
0, 1<i<3.
Cas 2 |xo| = -1, |x;| > 0 pour 1 <i < 3, donc |x;| = 0 =x,], |x3] = 1.
Cas 3 |xg| =-1=|xq], |x2] =0, |x3| = 2.
Cas 4 |xo| = -1 =|x1], [xo| =1 = |x3].
Cas 5 |xo| = |x1| = |x2] = -1, |x3] =3

On va montrer que (0cg0)(xg, X1, X, x3) s'annule dans le troi-
sieme cas, les autres étant similaires (sauf le premier, qui est di-
rect).

Onnote xg=a, x; =, xp, =Aet x3=¢.

(0ceo)(a, B, A, @) =-o0o([a, Blp, A, @)+ o([a, Alp, B, @) — o ([a, @], B, A)
([ﬁ,A]D,a,@ o([B plsa,A)-o([A ¢l @, B)

En utilisant les équations (3.1.9), (3.1.10), (3.1.17) puis la décom-
position [x,v]s = P[x,v]p = [x,v]p — bQ[x,y]p, on obtient

(6cpo)(a, B, A, @) = e(aA(Q[B, ¢lp)) + & (B(Qlp, aAlp)) — e (B(Q[A, [, ¢s]p))
—¢(BAQla, @]p)) — e (a(Qle, BAlD)) + e(a(Q[A [B, ¢l:]p))
—&(a(Q[B,[A ¢lslp)) —e(B(QIA, ¢ls alp)
= e(aAQ[B ¢lp)) + £ (B(Q(@, [a, Alplp +[A, [@,alplp + [, [A, @1p]D)))
(a(Q(le,[B,Alplp + A [, Blplp + B, [A, (P]D]D)))
+&(B(Q[A, bQ[a, ¢]plp)) — £ (B(Qla, bQ[A, ¢]pp))
—&(a(Q[A,bQ[B, ¢lplp)) + €(a(Q[B, bQ[A, ¢]plp)) — € (BA(Q[a, ¢]p)).

=&

Le deuxieme et le troisieme terme s’annulent par l'identité de Ja-
cobi. De plus, pour x,y € Hom(V,TV), b[x,Q(v)]p = [x, Q)] =
[x,(id = P)(y)]p ce qui implique que [x, Q(y)]p = Qlx, (id - P)(y)]p +
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e([x, Q(¥)]p). Combiné avec le fait que a(1) =0 = ﬁ( ), on trouve

(6CEG)(0('/3:AI(P):5(0‘A(Q Ip)) — €(BA(Q[a, @]p))
+e(B([AQ CWP]D]D ) —e(B( a,Q[A ®Iplp))

—e(a([A, QIS ¢lplp)) +e(a([B, QLA ¢]plp))
=0.

En effet, la projection par Q donne un élément de V, donc l'ac-
tion du crochet sur les éléments de degré 0 est I’évaluation, par
exemple [A, Q[a, ¢]plp = AQ[a, ¢]p, et comme [, f] = 0 les autres
termes s’annulent par identité de Jacobi. O

Proposition 3.1.8  Si l'on choisit un autre supplémentaire gradué H’ de BG® et donc une
autre section ¢, le 3-cocycle o est modifié par un cobord.

Preuve. Soit ¢] : g — G une autre section associée au supplémen-
taire gradué H’. En prenant la projection canonique p de ’espace
des cocycles sur g, on obtient p(¢] — ¢;) = 0, donc ¢} — ¢p; € Imb
et il existe x : g — BG® =T V* tel que ¢| = ¢, + bx. Notons P’ la
projection de ZG% sur H' et Q" I’ application telle que bQ' =id-P.
OnaP =¢jop= ((j)1+b)()op P+ byxp donc bQ’ = id - P’ =
id—P—bxp=bQ-Dbxp. Alors b(Q' - (Q-xp)) =0et Q" =Q-xp
puisque b est bijective sur 7V*.

Soient X1, x5, X3 € g les classes de cohomologie de x1, x5, x3, alors
¢1(X1), P1(x2), P1(¥3) € H. Comme précédemment, pr_; est la pro-
jection sur V* = H~! = H’~!, donc le cocycle o s’exprime comme
suit :

o(x1,x2,%3) = O e(pr_y(x1)(Q[P1(x2), P1(x3)]p)).-

X1,X2X3

On calcule le cocycle ¢’ associé au supplémentaire gradué H’.

o'(x1,%2,%3) = O e(pr(x1)(Q'[P1(xX2), d1(x3)]p))

X1,X2X3

= O e(proy()(Q=xp)l(d1 +bx)(x2), (1 +bx)(x3)]p))

= xlgxs e(proy(x1)((Q = xp)([P1(X2), P1(X3)]p + [P1(x2), bx(¥3)]p
+[bx(x2), ¢1(x3)]p + [bx (%), bx(x3)]p)))

Par définition, on a p[¢,(1t),$1(v)]p = [1,V]s; po b = 0 implique
que xpb = 0 et avec les équations (3.1.9) et (3.1.10), on a

0',(?51'952;353):5(Pr—1(xl)(Q[<P1( 2), ¢1(x3)]p)) — e (Proy (x1)(x[x2, %3]5))
+e(proq(x7) QE((Pl xz )(x(x3))))) = € (pr_y (x1)(Qb(¢1 (x3)(x(x2)))))
(%1)(Qb

(
+e(pr_y(x1)(Qb[x(x2), x(x3)]p)) + permutation cyclique des x;
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et comme Qb = idQ|TV+' et|[7V*H,TV*]| > 2,

0’ (X1, %2, X3) = 0 (%1, %), X3)
—e(pr_y (x1)(x[x2,%3)5)) + € (pr_i (x1)(P1(x2)(x(x3))))
—e(pr_l(xl)(¢1(x3)()((3c'2)))) + permutation cyclique des x;
Soit  : gAg — K défini par w(%,) = ¢ (pr_ (£)(x ()~ (pr_ 9) (x (1)).
Puisque pr_y ([, 7]5) = pr_; (X)¢1(y) —pr_1 (¥)¢1(x), on a

0’ (X1, %3, X3) = 0(X1, X3, X3) = (Ocp@)(X1, X2, X3).

Cas d’un espace de dimension finie
On suppose que V est de dimension finie N > 2. On va décrire

H, le supplémentaire gradué de b7 V* comme un noyau.

Soit {ej};<j<n une base de V et {ei}lgigN sa base duale de V*.
Pour 1 € N on écrit les applications ¢ € Hom(V, V®"*!) comme

Q= Z ®; "ej, ®---®e; ®el.
JRI

Pour tout n € N, on consideére 'application

S, : Hom(V, v®ly 5 yen
Sulp) = S e @ e, (3.1.21)

JRTES
Soit S : Hom(V,7V) - TV lasomme S := ) -,S,, homogene de
degre 0.
Soit n e N.
(i) KerS,NbV®" ={0}.
(ii) Pour n > 1, Hom(V, V®*1) =KerS,®bV®", donc H" = Ker S,,.
Preuve. ) (i) Soit w € V®", on calcule, pour utilisation ultérieure,
S,(bw) =S,(ad,). Pour toutve V,ona
ad,,(v) = wv —vw

= g <w”"‘1"v’°ei1 ®---®e ®ej —vow' e ®---® ein>

Il
VS
/~

g
S
=
i
-

N

—~
=
|
N
S~
o
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N
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~.
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N
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-
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donc S,(ady) = >, ;i winitin-1 — Nyi-in, ce que 'on peut
écrire comme S, (ad,, ) C( )—Nw,ouC((e,...e; ) =€, ®®
e; ®e;, est une permutation cyclique étendue en une appli-
cation linéaire. Comme C" = idyen, il s’ensuit que C est dia-
gonalisable, avec valeurs propres 1,u,...,u""! ol u est une
racine primitive de I'unité. Comme |u|=1et N > 2, (- Nid
est inversible d’inverse

Ainsi KerS,, N\ bV®" = {0} et S, est surjective.
On a dimHom(V, V®*1) = N2, dimbV®" = N" pour n > 1
et dimKer S, = N"*2 - N" car S,, est surjective. Donc
dim(Ker S, + bV®") = dim(Ker S,, ® bV®")
— Nﬂ+2 _Nn +N7’l — Nn+2
= dim Hom(V, V&),
et Hom(V, V®"*1) = Ker S, @ bV®" = H" @ bV®", donc H" =

Ker§,,.
O

Ceci montre que H =P, _; Ker S, est un supplémentaire gra-

dué de b7 V* et procure ainsi une section.

Lemme 3.1.10 Soit ne N.

(i)

(ii)

Pour tous A € Hom(V,V), ¢ € Hom(V,V®"*1) S ([A ¢]) =
A(S,(@)). En particulier, [A,Ker S,]] Cc Ker S,, pour tout n € N.

Pour tous o € V*_gt pe Hom(V, V®n+1)’ S, 1([a, @]) = a(S,(¢@))+
S iviain @i P} e, @ @

Preuve. (i) On a

k ki
[A(Plo ln:Z(A;(O .. 1n+ZA 10 dpoykipg . ln_(Plio IHA;F)’

k r=1

d’ou
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n
S([A’(P])il...iﬂ :W—FZ ZAZ(P.}Zl'"Zr—lerH~--M_W:
k r=1

3.2

Théoréeme 3.2.1

Corollaire 3.2.2

3.2.1

Lemme 3.2.3

(ii) On a [a,qo];o.,.ln_l — Zk <ak(P;(lo..,ln_1 + 211:1:1 ak(p;omlr_lklﬁ—lmln_l>
d’ou

k.j
=3 (a1 )+ a(Su())
kj

FORMALITE PERTURBEE

On considere a nouveau I'équation (3.1.16). Pour que le com-
plexe de Hochschild associé a 7V soit formel, il faudrait trouver
une application g telle que le 3-cocycle o soit annulé par le 3-
cobord 6cgq et qu’ainsi I’équation de formalité soit aussi
vérifié a 'ordre k = 2. Ce n’est cependant pas possible, c’est-a-dire
qu’on a le résultat suivant.

Le cocycle o définit une classe de cohomologie non nulle dans g.

Soit V un espace vectoriel, dimV > 2. Le complexe de Hochschild de
A =TV nest pas formel.

L’équation de formalité reste perturbée par le 3-cocycle o, on a
seulement un morphsime L, entre (g,d’ =d, + o) et (G, b+ D).

Le reste de cette section constitue la preuve de ces résultats.
Pour y parvenir, on traite d’abord le cas de la dimension finie a
grand renfort de calculs; on utilisera un argument de découpage
de l’espace pour obtenir le résultat en dimension quelconque (plus
grande que 2).

On suppose que V est de dimension finie N > 2. Avec I’équa-
tion (3.1.17), il n’y a que deux cas a considérer : (3.1.18) et (3.1.19).
On obtient des conditions plus précises sur o et ¢ dans chaque cas.

Calculs pour la partie cocycle dans le cas (3.1.18|)

Soit x1,%5,x3 € H. Dans le cas (3.1.18), o(xq,x,,x3) s‘annule.

(A(S(D)"™"

n
1 kjiy..in- jkipedn- JiteedpKipg iy
Sn_l([a,qo])ll -1 — Z (ak(P] 1--In-1 +ak(P] 1--In—-1 +Zak§0]1 r=18br41--Ip—1
' r=2
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Preuve. Soit xy =a € H! = V*, x,=A e H® =Hom(V, V) et x5 =
(NS H!. On veut montrer que

0=0(a,A @) =e(pri(a)(QA, ¢lp)) +&(pr1(A)Qlp,alp)) +&(pr_1(¢)(Qla, Alp)).

Comme [, a]p = —ao@ estde degré 0 et que Qp = 0,ona Q[p,a|p =
0 et le deuxieme terme de la somme s’annule. De méme, puisque
[a,A]lp = @ o A est de degré —1 et que Q_; =0, Q[a,A]p =0 et le
troisieme terme s’annule également. Le crochet [A, ¢]p est de de-
gré 1, mais d’apres le |Lemme 3.1.10[, [A, p]p eKerS; = H!, donc le
premier terme s’annule. ]

3.2.2 Calculs pour la partie cocycle dans le cas (3.1.19)

On s’intéresse maintenant au terme o(x1, x5, x3) dans le cas (3.1.19).
On pose x; = a, x, = B et x3 = @, avec |a| = -1 = |B| et p € H> C
Hom(V, V®3). Comme [a, 8]p = 0, on a dans ce cas

o(a,B,¢)=e(a(Q[B,¢lp) +&(B(Qly,alp)) (3.2.1)
Proposition 3.2.4  On peut écrire o(a, B, @) sous la forme
ol )=y S prac- el = = S apde) o) (322
k,jl le

Preuve. Calculons Qla, ¢lp
ona [a,¢]p" = ¥ (ak(p] °”+ak90} +apph) et

Si(la, Z o (3.2.3)
car @ € H? donc S,(¢) = 0. On obtient
(bS1 ([ @lo))" = ad(Sa(la@lp)" = 3 (el ™5~ pr™ ),
kr
d’ou
$1(6S1 ([, @lp)) = D arpr"™ ~Nagpr™ = (1-N)S, ([a, ¢]p)"
k,r

Il s’ensuit que

[, ]p + bS1([a, @lp) = Pla, ¢lp = [a, @]

N-1
est dans Ker S; = H!, et donc

@l = [l + 1B (laplo)+ B (7 Sillanglo) ).
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Ainsi

1 1 kji
_N_lsl([af(P]D) = —mzak% 161'1,

k,j,i

Qla, ¢lp =

et le terme (3.2.1) devient

ola ) = e S (pra—arpel = o S apie) — o)

k)l kjl

]

3.2.3 Calculs pour la partie cobord dans le cas (3.1.18|

Dans le cas (3.1.18), la partie en ¢ s’annule en utilisant le
Pour que le complexe de Hochschild associé a 7V soit

formel, il faut que la partie en g s’annule aussi, donc l"application
q : HA'H — K doit vérifier, pour x1,x,,x3 € H comme dans le cas
(3.1.18),

—(0ceq)(x1,x2,x3) = q([x1, X215, x3) + q([x2, x3]5, x1) + q([x3, X1 |5, x2). (3.2.4)

OnaH" =Hom(V, V) = gly (K). On pose qoo = g1y (K)rgiy (k) Comme
o(x1,%2,%x3) = 0 pour x; € H? = gly(K), il faut déja avoir (dcgggg) =
01i.e. ggp € ZéE(g[N(K), K) est un 2-cocycle scalaire de la cohomo-
logie de Chevalley-Eilenberg de gly (K).

Proposition 3.2.5 Le deuxiéme groupe de la cohomologie scalaire de Chevalley-Eilenberg
de gly (K) est trivial, i.e. Hop?(gly (K), K) = 0.

Preuve. Soit {E;;};<; j<n une base de gly(K), on a

N
oly(K) =sly (K)o wK, ouw=) Ej.
k=1

D’apres le[Théoreme 1.2.2|de Hochschild-Serre, on obtient

Heg?(gly (K @HCE (sty (K), K) @ Hep* ™ (wK, K) = Heg* (wiK, K)* ) = o,
car
K sik=0
Hegf(sly (K),K) =40 sik=1
0 sik=2

en utilisant le théoréme de Whitehead. O]
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Ainsi, le 2-cocycle g est un 2-cobord, i.e. il existe p : gl (K) —
K tel que Y A, B € gly(K), q90(A, B) = —p([A, B]). Il existe P € gly(K)
tel que pour A € gly(K), p(A) = Ziy]- Pi]Aj- = tr(PA).

On pose q_1,1 = qp-1,x1, on peut Iécrire sous la forme

11 : Hom(V, V&) A V* - K
Zyb,l{]e,- "€ e | A (Z alel> — Z qf]lgbk a
k,i,j I ijkl

Sous la condition (3.2.4), on peut écrire qu].’ comme

1
Jij = P[0j + Bf6; - L-0{ P + v8;6; - Nvofo,
ouP=Q+pl1, tr(Q)=0etvek

Preuve. Pour « e H™1, Ae HP, (XS H! ona
(A gl =Y (Alwd +alp) - A
r
[110) a]D;( = _[al ED]D;( = _Z ( r’ubk + ar’ubll;r) p)

r

ainsi I’équation (3 se lit, avec a, A, ¥
0=3q-11( @ Alp) = 4-11([A ¢]p, )+tr (p(([$,alp,A]))
- Z (qzj llbk ar Ar lef’ll)l:]al - lA] ltbk ap+ qz lAkll)T )

i,7,k1r

) (B"Z(—ar#}?f\i a, i A + Al g +A§ar¢i’))

i,7,k,1r

ij k =rl l —kr r= r=
Z lpk aj (Arqu rqz] —A; qr] — A qzr
i,,k,Lr

~ SLAKPr — ol AR + SLATPF + 81 A] Pk)
ij ki
> o oM

i,7,k1r

ot M = [A,q_11]py; + [P, Alp} 8} + [P, Alpf k.
On définitp_; ; € Hom(V®2, V®2) par

pll—zp el @eg-e
i,j,k,1

= Z (pkél )ei-ej®ek-el,

i,j,k,1
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on obtient Mlkjl = ([A/q-1,1 - p-1,1)Ip)
On peut décomposer

ki
ij*

Ebiij = B};vj avecv €V, B e gly(K) et tr(B) = 0,

car p € H! =KerS;, donc 0 = Sl(l/))j => 1/),’? .OnaalorsV a €
V¥, YveV,V Begly(K)avec tr(B) =0
0=Bw/ayM}] = B;M}{ =0 V Bavec tr(B)=0

rl

En particulier, pour B = E,-j, on obtient Mlkjl = %65‘ >, MT]-, donc

1
0= [A: (9-1,1—P-1,1)— ﬁtr(Q—l,l -p-1,1)
D

On rappelle le théoreme des tenseurs invariants [KMS93|, Theo-
rem 24.4 page 214].

Soit t € V&k g V*®!

- el , . Ji... ol
I = Z th_'_]l e e Qe e

1 yeerlfs 1o ]I

tel que ¥V A € GL(V), [A,t]p = 0. Alors

ot a, € Ket

— _iq..df o jl... jl
0= Gj1...jl €iy "Gy ®e ¢

—5i sk e @ell...
—6]-0(1) 5]-G(k)e,1 e, Qe ell.

Ce théoreme nous donne

Kl
1
(((’I—l,l —P-11) ~ (g1 _p—l,l)) = ASf 8} + poy o),
ij

donc

1 1 1
=kl ksl ksl E =rl ksl kpl ksl k<l
r

La contraction k <~ i donne p = -N A et comme précédement,

puisque V p € H! =KerS;, YV a € V* on a donil q'x-l,b:]al =0, on
- —rl _

obtient .4, =0.
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Finalement, en remplagant P par Q+p1, avec p € K, Q € gly(K),
tr(Q)=0,0ona

q_f]l Qkél + Qk5l - —5le + véfé} —Nvé;céf- avecv=A— %

O

Calculs pour la partie cobord dans le cas ((3.1.19)
Soit x1,x5,x3 € H. Dans le cas (3.1.19), (0cgq)(x1, %, x3) s‘annule.

Preuve. On pose x1 = a, x, = B et x3 = @, avec |a| = -1 = |B] et
¢ € H?> ¢ Hom(V, V®3). Comme [a, ]p = 0, et en considérant les
degrés, la partie en g restante est

q-1,1(P[B,®lp,a)—q-1,1([a,¢]p, B)
Dans la[Section 3.2.2} on a calculé que

bSi ([, @lp),

1
P s = ’
[, lp =la,@lp + 5
donc on peut écrire

q-1,1(P[B,¢lp, @) —g-1,1(Pla, ¢]p, B)

= Z akﬁl [67:]]{ (gor + gO:’l] + (p;]l Nl_ : g (51’(P£Sl (P£S])>

kLijr

— permutation k < l}

Avec la|Proposition 3.2.6, en remplacant ql par Qrék Qrék
76! Qj-‘ + 1/6{65-‘ - Nvé}éf-‘ et en développant, on obtient

q-1,1(P[B, ¢lp, @) = q-1,1(Pla, @]p, B) = 0.
]

Ainsi, dans le cas (3.1.19), (6cgq) s’annule mais pas o, donc 7V
n’est pas formelle pour V de dimension N > 2.

Supposons maintenant que V est un espace vectoriel de dimen-
sion quelconque (plus grande que 2). On choisit un sous-espace
vectoriel U C V de dimension finie N € N. Si le complexe de Hoch-
schild associé a I'algebre 7'V était formel, on aurait un morphisme
L., entre (g,d) et (G,b+ D), et donc d3 = 0;1a classe de cohomologie
du 3-cocycle o serait nulle. Avec un bon choix de l'application g,
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on aurait o(vy,v,,v3) = 0 pour tous v; € gy = K1®Hom(V,7V)/T V™,
i =1,2,3. En particulier, en se restreignant au sous-espace U, pour
tous uy, uy,uz € gy = K1®@Hom(U,7U)/7T U™ C gy, on aurait alors
Olg, (11, U2, u3) = 0 ce qui n’est pas possible puisque le complexe de
Hochschild de 7 U n’est pas formel. Ainsi, pour tout espace vecto-
riel V, le complexe de Hochschild associé a I’algebre 7V n’est pas
formel.
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ETUDE DE LA FORMALITE POUR L’AL-
GEBRE DE LIE 50(3)

SOMMAIRE
4.1 DESCRIPTION DE L’ALGEBRE DE LIES50(3)| . . . . . .. .. 68
4,2 SOUS-ALGEBRE DU COMPLEXE DE CHEVALLEY-EILENBERG| 69
4 ETRACTE PAR DEFORMATI D MPLEXE[ . . ... .. 72
4.4 CALCUL DE LA STRUCTURE L | . .. ... ... ... ... 73

ON étudie la formalité pour l'algebre de Lie so(3). On rappelle
quelle est sa cohomologie, et on montre qu'on peut rétracter
le complexe de Chevalley-Eilenberg sur une algebre plus petite,
ayant méme cohomologie. On expose alors a nouveau les équa-
tions de formalité, puis on prouve qu’elles ne peuvent étre vé-
rifiées. Le calcul d’une structure L., perturbée donne une seule
composante d’arité 3 et on obtient comme dans le cas des algebres
libres un morphisme L., dont les composantes d’arité supérieures
a 3 sont nulles.
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4.1 DESCRIPTION DE L’ALGEBRE DE LIE s0(3)

On considere 'algebre de Lie so(3). Elle admet comme repré-
sentation matricielle I’ensemble des matrices antisymétriques de
dimension 3,

s0(3) = (M e M5(K), 'M=-M) (4.1.1)
on peut aussi la considérer de maniere abstraite engendrée par
trois éléments avec les relations suivantes
50(3) =<eq,e,e3 | [e;,ei1]=eisn i=1,2,3 (mod 3)>, (4.1.2)

les autres crochets non mentionnés se déduisant par antisymétrie
ou étant nuls.

Dans ce cas, les générateurs correspondent aux matrices anti-
symétriques suivantes

00 O 0 01 0 -1 0
e1=(0 0 -1 ep=10 00 es=|(1 0 O
01 O -1 00 0 0 O

et le crochet au commutateur matriciel : [x,y] = xy — yx.
On identifie so(3) a son dual via le produit scalaire g, avec

1
—9;

q(ei ej) = 5

j
sur la base et (portant le méme nom par abus)

1 1
q(x) = SXX = E(xf + X35+ x3)
la forme quadratique associée.

La structure de Poisson associée a l’algebre de Lie g = s0(3) est

1 .
P=— >, PIo;no
1<i,j<3

1
:—(P1291/\92+P1331/\83+P2182/\81+P2382/\83+P3183/\81+P3283/\92)

— N

= E(X3(91 /\aZ—XZal /\83—X382/\81 +x182/\83+x283/\81 —x193/\82)

= Xlaz A 83 +X283 A 81 +x391 A 82,
donc (S(s0(3)),-,{, }) est une algebre de Poisson, avec

PZ:{, }:=x182/\33+x283/\(91+x391/\82 (413)
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Proposition 4.2.1
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COHOMOLOGIE ET SOUS-ALGEBRE DU COMPLEXE
DE CHEVALLEY-EILENBERG

On considere 1’algebre de Lie g := so(3) et son complexe de
Chevalley-Eilenberg 2 := Ccg(g, S g) = @,y Hom(A" g, S g).

Comme s0(3) est simple, en utilisant le théoréeme de White-
head, on connait sa cohomologie a a valeurs dans S g, donnée par

K[g]1 sik=0,
a* := Heg (g, S g) = < {0) sik=1ouk=2, (4.2.1)
K[glw sik=3,

oﬁwzal/\az/\83.

De plus, le crochet de Schouten [, | de ’algebre de Lie graduée
2([1] étant de degré 0, il induit sur la cohomologie a[1] un crochet
nul [, ]:=0; a[1] est donc une algebre de Lie abélienne.

a[ll]= Klg]1 & {0} ®© {0} & K[q]w
Degré -1 0 1 2

En effet, si f,g € K[gq], alors [f,g]; = 0 (car de degré —2), [f w, gw]; =
0 (car de degré 4) et [f,gw], = 0 car a[1]' ={0}.

On calcule plus généralement les crochets de Schouten entre
ces quatre composantes au niveau du complexe 2[1].

Les éléments
unité 1€ Sg, unité pour la multiplication A commutative graduée,
champ d’Euler E := x;d; + x,0, + X305 dérivation « trace »,
structure de Poisson P := x;d, A d3+Xyd3 Adj +x301 A d>,
trivecteur de base w :=d; A d, Ads
engendrent (sur K[q]) une sous-algébre U .q[1] =<1,E,P,w > de l'al-
gebre de Lie graduée (A[1],[, ).
Soit f = a(q) € K[g]. On a les identités suivantes.

(i) d;f = dialq) = x;a'(q) (iv) [P,E];=P,

pour 1 <i<3,

(i) [E, a(q)1]s = 2qa’(q),

(iii) [P,a(gq)1])s = Ocp(a(q)1) = 0, (vi) PAE =2qw.

(v) [w,E]s = 3w,

Preuve.

(i)

_dadg 8(1

d;f =d;a(q) = Pq 9% a (q)ax‘ E(xf +x3 +x§)) =x;a’(q).
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3
E(a(q) =Y xdi(a(g) =Y xix;a'(q) = 2qa’(q).
j i=1
(iii) On a
(%1092 A 93, a(q) 1], = ~(=1)Va(q)1,x,9; A 93]
=[a(q)1,x195]s A 93+ (-1) 0% 95 A [a(q) 1, 93]
= —x105(a(q)) A d3—x19; A d3(a(q))
= —x10/(61)(x233 ~X30,)
de méme

[x205 A Dy, a(q)]s = —x20a'(q)(x301 —x103),
[x301 A da, a(q)]s = —x30'(q)(x1 05 — x201),

ainsi

[P,a(q)1]s = —a’(q)(x1x203—X1 X302+X,X301 —X3X d3+X3X1 d—X3X201) = 0.

(iv)
[PlE]s = _[EfP]s
= —[X181 + x282 +x383,x1 82 A 83 + x283 A 81 + X3(91 A 82]5.
Pour 1 <i <3,
[x;0;, %105 A 93]; = [x;9;,x1 925 A 93 + (1) x1 95 A [x;9;, 93]
= (x;0i107 = X107;0;) A d3 = X195 A 93,0,

de méme

[x;0i, X203 A 91 ]5 = (x;0i203 — x203;0;) A 1 —x,03 A 01,9,

[x;0i, X301 A da]s = (0,301 —x301;0;) A dy —x301 A 0y;0;.
Ainsi,

[E,P]S = x182 A 83 —x283 A 81 —X381 A 82
—xlaz/\83+x283/\(91 —x391 /\82
—xlaz/\83—x283/\81 +x391 /\82

= -2P+P=-P,
et donc [P,E]; = P.
(v)
[w,E]S = —[Xl (91 +XZ82 +x3(93, 91 AN 82 A 33]5
=-[E,d1]s Ada Ad3—dy A[E,dr]s Ad3— 31 Ada A[E, 3]s

=3w.
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(vi)

PAE = (x182 A 83 +X283 AN 81 +x381 AN 82) A (Xlal +X282 +x383)

:xf82/\(93/\81+x%83/\81 /\82+X?2)81 /\82/\83
= 2qw.

]

Preuve de la Proposition. Il s’agit de montrer la stabilité de 1’algebre
réduite par le crochet de Schouten [, |;. Soient a, 8 € K[g], en uti-
lisant les identités du lemme précédent, on obtient

[@¢1,81];=0,

(aE,B1]; =aE(B)1 =2qapB'1,

[aP, 1], = a[P,p1]s = adcp(p1) =0,
[aw, B1]s = a[dy A dyr A D3, B1];

(
(ﬁ'xl 82 AN 83 - ﬁ’XZal A 83 + ﬁ’x391 AN 82)
p'P,
[aE, BE], = aE(B)E - BE(@)E = 2q(af’~a’B)E,
[aP, BE]; = plaP, E]; = —B[E, aP]
= —BE(a)P - Ba[E, P];
= p(a—29a’)P,

o
o
o
o

[aw, BE]s = a|w, BE]s+[a 1, BE]s A w

a([w, 1] AE + Blw, E]) - 2gBa’w
a(B'PAE+3fw)-2g9a’fw
a(29p'w+3pw) —2qa’Bw

(2q(ap’-a’B)+3aB)w,

et
[aP,BP]; =0, [aw,BP]s=0 [aw, Bw]s =0,

les deux dernieres égalités pour des raisons de degrés. Ainsi, les
différents crochets donnent bien des multiples (dans K[g]) des élé-
ments 1,E, P, w. ]

Cette algebre réduite peut aussi se noter

Ared[1] =K[q]18K[g]E0K[g|POK[qlw =H® W,

ou H := K[gq]1®K[g]w = a[1] est la cohomologie et W = K[q]E @
K[g]w est son supplémentaire dans 2, .q[1].

[81,ﬁ1]/\82/\83—81/\[82,/31]/\83+81/\82A[83,ﬁ1])

(4.2.2)
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RETRACTE PAR DEFORMATION DU COMPLEXE

Calculons la cohomologie du sous-complexe (2;e4,9cEg), on va
montrer qu’on obtient la méme cohomologie que pour le complexe
de Chevalley-Eilenberg 2( = Ccg(g, S g) entier.

La cohomologie du sous-complexe (,eq, Ocp) est donnée par

K[g]1 sik=0,
ak 4 =< {0} sik=1ouk=2,
K[glw sik=3.

Preuve. Soit a € K, on utilise le Lemme 4.2.2| pour obtenir les ré-
sultats suivants.
Scep(a1) =0, donc Z%% .4 = A2, = K[q] et donc o’ = K[q] puis-
qu’il n’y a pas de cobords en degré 0.
oce(aE) =[P,aE]; = aP donc aE est un cocycle si et seulement si
a =0, donc Z'A,.q = {0} et par suite arled = {0}.
dce(aP) =0, donc Z?Useq = erzed. De plus aP est un cobord, car
aP = dcp(aE), donc B?U,eq = Z?U,eq et ainsi urzed = {0}.
dce(aw) = [P,aw]s = 0, donc Z3A,oq = Qlfed et B3,.q = {0} car
8(yP) = 0 pour tout y € K[g], ainsi a>,4 = K[q]w.

]

Ainsi, le complexe de Chevalley-Eilenberg 2 se rétracte par dé-
formation sur le complexe réduit 2.4, ayant la méme cohomolo-
gie. Notons i : Aoq — A et pry_, : A — Aeq 'inclusion et la pro-
jection canonique.

Le complexe de cochaines (,eq, Ocg) est un rétracte par déformation
de (U, 6cg) i.e. il existe une homotopie h de degré —1 entre idy et pryy_,,

o
(RAreds OcElt,.q) PR (2, 0cE) D Iy
2Ared

application vérifiant dScph+ hocg = idg — pry

red”

Preuve. Notant hy : A% — AK~1 Tapplication h définie par

I’lOZO
hi=0

h= !
hy,(aP) = aE
h3:0

convient, elle vérifie de plus hocgh = h. O

(4.3.1)

(4.3.2)
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CALCUL DE LA STRUCTURE L,

On va étudier les équations de formalité (2.3.8)), en travaillant
sur A[2]. Pour l'algebre de Lie g = s0(3),ona D =D,, [, ]. =0
donc d, = 0, et une section remontant de la cohomologie vers
les cocycles est donnée par ¢; = inc l'inclusion canonique des
composantes de la cohomologie dans le complexe de Chevalley-
Eilenberg, on 'omettra dans calculs. Pour yy,..., 9%, € a[2], on ob-
tient aux premiers ordres les équations suivantes.

Ordre k=0 0 = dcfging,
Ordre k =1

0=0ce®2(¥1,%2) + D(y1,%2),
Ordre k =2

a3(v1,92,93) = 0ceP3(v1,92,¥3) + D(v1, 92(v2,73))
+(=1)%2831D(p,, 2 (91, 93))

n (_1)|}’3|(|3)1|+|y2|)D(y3’ ©2(v1,v2))

Soient a, B € K[q]. Comme ¢, est de degré 0, il suffit de consi-
dérer a 'ordre k = 1 des éléments y; = a1 et y, = fw. En écrivant

¢2(al,Bw) = yE, avec y € K[g], on a ocpga(al, fw) = [P, yE]s =
yP donc

dce@a(al,pw)+D(al,fw)=0= yP =a’BP.

On peut ainsi choisir de définir I'application symétrique graduée
@, : a[2] —> A[2] par

21, p1)=0
p2(al, pw) = a’BE
P2(aw, fw) =0
Plus généralement, ¢, : a[2]®" — A[2] étant de degré 0, pour
i1, 0, €{=2,1}, @ (a[2]1,...,a[2]") C A[2]"1"*' ainsi, en choisis-
sant p éléments de degré —2 et n—p éléments de degré 1, 'image de
@, est dans la composante de degré 1(n—p)—2p = n—3p. En se re-
streignant a la sous-algebre ™A .q[2],ona-2<n-3p<leon-1<
3p < n+2. A lordre k = 2, 'application ¢3 prend en argument
p=1(2<3p<5)élément de degré —2, noté y; = a1 et les autres
éléments de degré 1, v, = frw,y3 = f3w, avec a, B, B3 € K[q].
Le membre droit de ’équation (4.4.2) s’écrit alors, en utilisant
les identités du[Lemme 4.2.2

oce(@s(al, prw, f3w))

(4.4.1)

(4.4.2)

+ (=D =1 [Brw, @a(a 1, B3w)]s + (1) (-1) 2 [ B30, @ (a 1, Brw)]s

= 0ce(ps(al, frw, f3w)) — [Brw, &’ B3E]s + [B3w, &’ B E];
= 0ce(@s(al, prw, fsw)) +4qa’ (B3B3 — B23) @
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et le multiple de w n’est pas un cobord. Ceci montre la non forma-
lité dans ce cas.

Le complexe de Chevalley-Eilenberg de 'algébre de Lie so(3) n’est pas
formel.

Preuve. Dans le membre droit de ’équation (4.4.2), le multiple
(non nul) de w ne peut s’écrire sous la forme ocg(aP) car [P,aP]; =
0. Ainsi, on ne peut choisir une application @3 qui annulerait le
terme en w. Si on choisit dans (4.4.1) une autre application ¢} =
@2 + X2, alors dcg(x2) = 0. Comme x, € Z!(g,Sg) = {0}, c’est un
cobord x, = dcg(f), avec f € Cce®(g,S g) = S g. Mais alors

D(yi, 29 9i)) = (1) [y, [P, f (9 9 s ]s
= =[P, [, f (3}, 9)]s]s
= (=1)""oceD(, £ (9),91))
puisque [P,y;]; = 0, et dans ’équation (4.4.2), ceci ne modifie que

le terme @3 ; ce qui ne permet toujours pas d’annuler d;. [

Pour obtenir un morphisme L, il faut donc que la différen-
tielle de la cohomologie contienne des composantes d’arité supé-
rieures. Considérer 'ordre 3 est suffisant.

1l existe une structure Ly, sur (a[1],d) induite par d = ds et un mor-
phisme Ly, induit par ¢ = @1 + @, noté @ : S(a[2]) — S(A[2]) tels que
6CE+DO¢:¢OCZ.

Preuve. En utilisant le [Théoreme 2.5.7|sur la contraction

af1] «l— (A[1], 0cE) Dh,

on a

E:EOD_ZoZ(—ﬂ oD))'opi=110Dy0p
neN

P=) (-noDy)" oy
neN

avec P =p[l] et @ =i[1].
Soit T3 := a1efrw @ fzw € S(V[1]). Comme @ = idg(p[1)), on a

@3 =Ppry[11o@l3 = pryy OZ(—W o D,)"
neN

et

(p3(T3) = prV[l](a 1 Oﬂza) L] ﬁ3 + a,ﬁzE o ﬁ3(x) - a'ﬁ;;E ° ﬁza)) =0,
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car Dy(a1,fjw) = —a’B;P et h(yP) = yE, les puissances (=1 0 Dy)"
sont nulles pour n > 2 car D, donne des multiples de Eew et 1 (dé-
fini avec E) est non nul seulement sur des mots en P ; finalement
la projection sur V[1] = S}(V[1]) est nulle puisque les éléments
considérés sont des mots de longueur strictement plus grande que
1.

En utilisant que D,(aE, Bw) = [Bw, aE];, le calcul du terme d;
redonne la méme expression que celle trouvée précédemment.

d3(T3) = 1y 0 Dy o Pl5(T5)
=11(—a’B,P e fsw + a’B3P @ Brw + Dy(a’BrE, f3w) — Dy(a’ B3E, frw))
=4qa’ (B33~ P2p3)w

Plus généralement, les compositions successives (-1 o D,)" sur
Iélément T = a;1e---ea;lepfiwe-- e fjw € S(H[1]) ® S(W][1])
avec k > 2 finissent par s’annuler a cause des valeurs que prend
D, et de la définition de ’'homotopie h intervenant dans 7. Ainsi,
@p(T)=0pourp >3etd,(T)=1, oD_zo@p(T) =0 pour p > 4 avec
k> 2. O
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INTRODUCTION DE LA SECONDE PARTIE

DANS cette seconde partie, on présente diverses structures Hom-

algébriques et des moyens pour les déformer. La principale
caractéristique des structures de Hom-algebre et de Hom-cogebre
est le fait que les identités classiques sont déformées par un endo-
morphisme. La majeure partie de cette seconde partie a été prépu-
bliée dans l'article [BEM12]].

On rappelle dans un premier temps (Chapitre 5| les définitions

des algebres Hom-associatives et Hom-Lie, ainsi que des struc-
tures duales correspondantes ; quelques exemples sont donnés.

La dualité et la déformation par twist sont deux principes per-
mettant d’obtenir, a partir de Hom-structures initiales, d’autres de
meéme type. On explicite sous quelles conditions cela est possible,
et on calcule de tels morphismes de twist sur des exemples.

Les algebres Hom-Poisson ont été introduites dans [MS10b], ou
elles apparaissaient de facon naturelle dans I’étude des déforma-
tions formelles a un parametre d’algebres Hom-associatives com-
mutatives. Ensuite, cette structure a été étudiée dans [YaulObl. Il
y est montré que la catégorie des algebres de Hom-Poisson est fer-
mée sous déformation par twist, et fermée pour le produit tenso-
riel. De plus, les algebres Hom-Poisson (dé)polarisées sont équiva-
lentes aux algebres Hom-Poisson admissibles, qui n‘ont chacune
qu’une seule opération binaire.

Le principe de twist est aussi valable, on 'utilise pour défor-
mer ’algebre de Sklyanin dans IlExemple 6.1.5| La [Section 6.1.4|
montre comment construire des algebres Hom-Poisson a partir
d’algebres Hom-Lie en dimension finie, et présente de telles construc-
tions sur des exemples en dimension 3. La présente
la notion de Hom-algebre flexible, plus générale que celle d’al-
gebre Hom-associative, et montre ses liens avec les algebres Hom-
Poisson (a une opération). Les structures Hopf Hom-coPoisson sont
également définies |Section 6.3| Le [Theoreme 6.3.5|établit une cor-
respondance entre les algebres enveloppantes d’algebres Hom-Lie
possédant une structure Hom-coPoisson et les bigebres Hom-Lie.
La dualité entre algebres coPoisson Hopf et algebre Poisson-Hopf
est étendue au cadre Hom dans le [Théoréeme 6.3.8]

Dans le on donne les définitions de déformations
formelles qui ont été étendues pour les algebres Hom-associatives,
les Hom-cogebres et Hom-bigebres. On étudie enfin le cas du *-
produit de Moyal-Weyl correspondant a la quantification du cro-
chet de Poisson de l’espace des phases. La|Proposition 7.2.6|montre
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que les morphismes de twist qui déforment le crochet de Poisson
de l'espace des phases (de dimension 2) ont un jacobien égal a 1.
Pour obtenir des morphismes de twist déformant le #-produit, on
quantifie les automorphismes de Poisson en modifiant une équa-
tion différentielle qu’ils vérifient.
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DANS ce qui suit, on présente brievement les définitions et pro-
priétés des Hom-structures usuelles; on présentera quelques
exemples et on rappellera le principe de déformation par twist
qui permet de déformer une structure classique en Hom-structure
a I'aide d’'un morphisme d’algebres. La dualité entre algebres et
cogebres est également valable pour les Hom-structures.
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ALGEBRES HoM-AssOCIATIVES ET HoMm-LiE

Par la suite, K dénotera un corps de caractéristique 0 et A un K-
espace vectoriel. On notera o l’application linéaire o : A®3 — A®3,
définie par o(x; ® x, ® x3) = X, ® x3 ® x| et par 7;; les applications
linéaires 7 : A®" — A®" ou Tij(x ® QX ® - ®X;® - ®X) =
(X1 @ ®x;® ®X; ®+ ®Xy).

Une Hom-algebre désigne un triplet (A, p, a) dans lequel p :
A®? — A est une application bilinéaire et « : A — A un endo-
morphisme appelé twist. L'application bilinéaire p% : A®? — A
désigne l'application opposée, i.e. u’? = po t1,. Une Hom-cogebre
est un triplet (A, A, &) dans lequel A : A — A®? est une application
linéaire et @ : A — A un endomorphisme appelé twist. L'appli-
cation linéaire A°? : A — A®? désigne l'application opposée, i.e.
A°? = 115, o A. Pour un endomorphisme a : A — A, on note a"
la composition de 1 copies de @, avec a® = id. Une Hom-algebre
(A, u, ) (resp. une Hom-cogebre (A, A, a) ) est dite multiplicative si
aop=poa®? (resp. a®> oA = Aoa) . La Hom-algebre est dite
commutative si p = u°P et la Hom-cogebre est dite cocommutative si
A= AP,

Les algebres ou cogebres classiques sont considérées comme
des Hom-algebres ou Hom-cogebres munies de I'endomorphisme
de twist identité. Pour une Hom-algebre (A, p, @), on utilisera sou-
vent l'abréviation p(x,y) = xy pour x,y € A. De méme, pour une
Hom-cogebre, (A, A, ), on utilisera la notation de Sweedler A(x) =
>_(x)*1 ® X, mais on omettra souvent le symbole de sommation.
Quand la Hom-algebre (resp. la Hom-cogebre) est multiplicative,
on dira aussi que «a est multiplicative pour y (resp. pour A).

Définitions
On rappelle les définitions des algebres Hom-associatives et
Hom-Lie.

Soit (A, y,a) une Hom-algebre.

(1) Le Hom-associateur as,, o : A%> — A est défini par

as, o = po (@ a —a® p).
(2) La Hom-algebre A est une algébre Hom-associative si elle satis-
fait 'identité de Hom-associativité

as, , = 0.

poax

(5.1.1)

(5.1.2)
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(3) Une algebre Hom-associative A est dite unitaire s’il existe une
application linéaire 1 : K — A telle que

po(ida®n)=po(n®idy) =a
L’élément unité est 14 = #(1).
(4) Le Hom-Jacobien ], o : A®> — A est défini par

]#]a:yo(a®y)o(id+a+02).

(5) La Hom-algebre A est une algébre Hom-Lie si elle satisfait p +
u°? = 0 et 'identité de Hom-Jacobi

Jpa = 0.

On retrouve les définitions usuelles de ’associateur, d’une al-
gebre associative, du Jacobien et d’une algebre de Lie quand le
morphisme de twist a est 'application identité. En termes d’élé-
ments x,y,z € A, le Hom-associateur et le Hom-Jacobien sont don-
nés par

as, (%, 9,2) = (xy)a(z) - a(x)(yz),
hﬂuwm%:é%hﬂﬂi%ﬂL

ou le crochet représente la multiplication et ou O, , , indique une
somme cyclique sur x,, z.

Soient A = (A, u,a) et A’ = (A’, ', a’) deux Hom-algebres. Une
application linéaire f : A — A’ est un morphisme de Hom-algébres

si
Wo(fef)=fou et foa=a'of.
On dit que c’est un morphisme faible si seule la premieére condi-
tion est vérifiée.
[MS08, Proposition 1.6] A chaque algébre Hom-associative (A, p, ),
on peut associer une algebre Hom-Lie dont le crochet est défini pour
tous x,y,z € A par [x,y] = u(x, ) — u(y, x).

Preuve. Ce crochet est bien str antisymétrique et un calcul direct
donne

[a(x), [y, z]] + [a(®), [z, x]] + [a(2), [x, 9]

= pla(x), p(y,2)) - ula(x), u(z,9)) — p(1(y, 2), a(x)) + p(p(z,v), a(x))
+ pa(y), p(z,x)) — pla(y), plx, 2)) — p(p(z, x), a(y) + p(p(x, 2), a(y))
+pla(z), p(x,v)) — pla(z), u(y, x)) - p(p(x,v), a(z)) + p(p(y, x), a(z))
0

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)
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5.1.2 Exemples

Exemple 5.1.3  Soit {x1, x,, x3} une base d’un espace vectoriel A de dimension trois
sur K. La multiplication suivante y et le morphisme a sur A = K3
définissent une algebre Hom-associative sur K.

p(xy,x1) = axy, p(x2,x2) = ax,,
p(x1,x7) = p(xp,x1) = ax,, p(xp,x3) = bxs,
p(x1,x3) = p(x3,x1) = bxs, p(x3,x2) = p(x3,x3) = 0,

a(xp) =axy, alxp)=axy;, a(x3)=Dbxs

ou a,b sont des parametres dans K. Cette algebre n’est pas associa-
tive quand a = b et b # 0, puisque

pp(x1,x1),x3)) = p(xy, p(x1, x3)) = (@ = b)bxs.

Exemple 5.1.4 (Jackson sl(2)) L’algebre sl(2) de Jackson est une g-déformation de
I’algebre de Lie classique sl(2). Elle est munie d’une structure d’al-
gebre Hom-Lie (qui n’est pas une structure d’algebre de Lie) en
utilisant des dérivations de Jackson. Elle est définie par rapport a
une base {e, f, h} par les crochets et une application linéaire & (non
multiplicative) vérifiants

[h,e] = 2e, a(e) = ge,
=24, alf) =,
le,f1=5h, a(h) = qh

ou g est un parametre dans K. Si g = 1 on retrouve la structure
s[(2) classique.

5.1.3 Principe de twist

La proposition suivante donne un moyen aisé permettant de
déformer des structures usuelles en Hom-structures.

Théoréeme 5.1.5 ([Yau09b|, Theorem 2.4])

(1) Soit A = (A, u) une algébre associative et a : A — A une applica-
tion linéaire qui est multiplicative par rapport a p, i.e. x oy = pio
a®2. Alors A, = (A, py = aop, @) est une algébre Hom-associative.

(2) Soit A= (A,[, ]) une algebre de Lie et o : A — A une application
linéaire qui est multiplicative par rapport a [, |, i.e. ao[, | =
[, Joa®. Alors A, = (A,[, |la =ao|, ], a) est une algébre Hom-
Lie.
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Preuve. (1) On a

as,,,a =pao(pa®a—a®pu,)
:aoyoa®zo(y®id—id®pl)

= (X2 o Clﬁ%id =0,

comme (A, p) est associative, ainsi A, est une algebre Hom-
associative.

(2) OnaVx,yeA, [y, x]=—[x,p] et

][,]a,a:[f lao(a®[, ]a)O(id+O'+O‘2)
=ao[, ]Joa®?o(id®][, |)o(id+0+0?)

:azo][,],,-d:O,

comme [, | est un crochet de Lie, ainsi A, est une algebre
Hom-Lie.
N

En particulier, si @ : A — A est un morphisme de 1’algebre (as-
sociative ou de Lie) (A, ), alors c’est également un morphisme de
la Hom-algebre A,,.

Plus généralement, les catégories d’algebres Hom-associatives et
Hom-Lie sont fermées sous déformation par des endomorphismes
faibles. Si A = (A, y, a) est une algebre Hom-associative (resp. Hom-
Lie) et B un morphisme faible, alors Ag = (A, pg = fop, poa) est
encore Hom-associative (resp. Hom-Lie), voir [YaulOb].

Pour une algebre associative (resp. de Lie) (A, p), sia: A — A
est un morphisme, c’est une application linéaire multiplicative
pour la structure p. Le principe de twist permet donc de construire
une algebre Hom-associative (resp. Hom-Lie) (A, u, = a o p,a).
Si ’endomorphisme « est un automorphisme, la notion de Hom-
algebre est équivalente a la donnée d’une algebre et d’un auto-
morphisme de cette algebre. On obtient par contre des structures
différentes si a n’est pas inversible.

Cependant, les Hom-algebres ne proviennent pas forcément
de twists des structures classiques. L'application linéaire de 1{Ex

emple 5.1.4/ de l'algebre Hom-Lie Jackson sl(2) n’est pas un mor-

phisme pour le crochet défini.

Construction d’algebres Hom-Lie

On présente différentes manieres de construire des algebres
Hom-Lie. On utilise ’algebre de Lie usuelle s[(2) comme point de
départ dans les différents cas, mais on peut effectuer les mémes



86 Chapitre 5. Déformation des Hom-(co)algébres

constructions de fagon plus générale. L'algebre de Lie s[(2) est de
dimension 3, engendrée par les éléments ¢, f, h et les relations

[hel=2e, [hf]=-2f, lefl=h.

Par principe de twist

Pour utiliser le principe de twist précédent, il faut déterminer
les morphismes de 1’algebre de Lie de départ. Pour sl(2) qui est
simple, un endomorphisme « : 5[(2) — sl(2) a un noyau qui est un
idéal réduit a {0} ou bien qui est tout s[(2). Dans le premier cas «
est un automorphisme, dans le second a = 0.

Jacobson détermine dans [Jac62, Theorem 5,p. 283] le groupe
des automorphismes de s[(2,KK) : c’est 'ensemble des applications

s[(2) — s1(2)
X—A1XA

L’énoncé est donné pour un corps K de caractéristique nulle algé-
briquement clos, mais le résultat est encore vrai pour K = R.

avec A€ SL(2,K).

Exemple 5.1.7 En considérant la représentation matricielle de s[(2) avec

(o) =05 (5

et une matrice A = (CCZ Z) € SL(2), on obtient des versions Hom-
Lie sl(2), de s[(2), avec &« donné par

cd d?

— 21 -
ale)=A .e.A_(_CZ —ed

):dZe—c2f+cdh

eS| . —ab —b2
ath=atra=(8
bc+ad  2bd
—2ac  —bc—ad
En spécifiant les parametres, on trouve des exemples plus simples
de versions Hom-Lie de s((2). En prenantc=b=0,onad = %, et

posant A = dz,

):—b2e+a2f—abh

a(h)=A" hA= ( ) = 2bde - 2acf + (bc + ad)h.

[h,e], =2Ae, a(e) = Ae,
[ fla==21""F, al(f)=A7'f,
le.fla=h a(h) =h;

en prenanta=d =0,onac= —%, et posant A = —c?

[h,e]q, = 2Af, a(e)=Af,
[hfla=-2A"e, a(f)=A"le,
le, fla =—h, a(h) = -h.
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Avec des o-dérivations

La méthode originelle utilisée dans [HLS06] pour déformer les
algebres de Witt et Virasoro, et qui a conduit a la définition d’al-
gebres Hom-Lie, utilise des opérateurs de o-dérivation. Cette mé-
thode donne également des déformations de l’algebre de Lie s((2)
en algebres Hom-Lie. On s’inspire du résumé exposé dans [MS10al.

Soit A une K-algebre commutative associative unitaire. On note
o un endomorphisme de A. Une o-dérivation sur A est une ap-
plication K-linéaire d, : A — A vérifiant une identité de Leibniz
twistée par o :

d,(ab) = ds(a)b+ o(a)d,(b). (5.1.6)

On note Der,(A) le A-module des o-dérivations de A. Pour un
homomorphisme ¢ : A — A, une o-dérivation d, € Der,(A) et un
élément 0 € A fixés, on suppose que les deux conditions suivantes
sont satisfaites.

o(Ann(d,)) € Ann(d,),
ds(0(a)) = 60(d,(a)), YacA,

ou Ann(d,)={a€A,a-d, =0}.Soit A-d, ={a-d,,a € A} le sous-A-
module cyclique de Der,(A) engendré par d,, et étendons o a A-d,,
paro(a-d,)=0o(a)-d,.

Le théoreme suivant, provenant de [HLS06]], munit A-d, d’une
structure de K-algebre, en faisant une algebre quasi-Hom-Lie.

Théoréme 5.1.8 ([HLS06, Theorem 3 p. 11])  Si 0(Ann(d,)) € Ann(d,,), alors 'applica-
tion bilinéaire [, |, définie pour a,b € A par
[a ) amb ) aa]a = (O‘((l) ) 80) o (b ) aa) - (U(b) ) aa) °© (a ’ aa) (5'1'9)

est bien définie sur le K-espace vectoriel A-d,. Elle vérifie les identités
suivantes pour a,b,c € A,

[61- aafb : aa]a = (O(Q)ag(b) _U(b)aa(a)) : aat (5-1-10)
[a-0d,,b-0y], =—[b-0y,a-9s]s, (5.1.11)

et de plus, si (5.1.8) est vérifiée, on a 'identité de Jacobi a six termes
suivante

O ([a(a)-ag,[b.aa,c-aa]a]a +5-[a-80,[b-80,c-80_]0]0) - 0. (5.1.12)

a,b,c
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On applique ceci a la représentation de sl(2) en termes d’opéra-
teurs différentiels agissant sur un espace vectoriel A de fonctions
en t.

e 0, h— -2td, fe —+%0.

On fixe q € K*. Soient A = K[t] et 0 : A — A I'unique endomor-
phisme défini par o(t) := gt, i.e. o(f(t)) = f(qt) pour f € A, et
dy : A — Ala o-dérivation définie par d,(t) = t, i.e. d(t") = {n},t",
avec les g-analogues {n}, =1+q+---+ g™ L.

Notons S le sous-espace vectoriel de A - d, engendré par les
éléments E = d,, H := —2td,, F := —t2d,. Pour 6 = g, I’équation
est satisfaite, donc avec le précédent crochet [, |, et I'appli-
cation K-linéaire @ = 0 +qid, (S,[, ],, @) est une algebre Hom-Lie,
on a

[g'f:]aizi’zr a(E) = (1 +9)E,
[, ]G—;jl’ a(F) = q(1+q)F,

[E,Fl, = —H a(H)=2qH.
Pour g =1, les crochets sont ceux de sl(2) mais a = 2id.

En modifiant 1égerement les relations précédentes, on obtient une
famille de g-déformations de l’algebre de Witt. On considere cette
fois A = C[t, t_l], et, avec les notations précédentes, D = td, =

ld_G.Alors
q-1

D, =Der,(A)=PC-d, ou d,=-t"-D.

nez

Avec le crochet [, | : D, — D, défini sur les générateurs par [d,,, d,,] :
({n}q — {m}q) dyym et Iapplication linéaire o = o +id, avec a(d,) =
(9" +1)d,, (Dy,[, ], a) est une algebre Hom-Lie.

Pour g = 1, on retrouve l'algebre de Witt classique.

Structure Hom-Lie associée a un crochet

Une autre fagon de construire des algebres Hom-Lie est de cal-
culer les différentes applications linéaires possibles & (non néces-
sairement multiplicatives) pour un crochet donné. On applique
cette idée a 'exemple précédent.

1
En considérant les crochets [h,e] = 2¢, [h, f] =-2qf, [e,f] = % ,

on cherche les applications a sous forme matricielle a = (a;;), vé-
rifiant I’identité de Hom-Jacobi. En calculant sur la base, on ré-
sout les équations O, .[a(x),[y,z]] = 0 en les coefficients a;;. On
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obtient des algebres Hom-Lie avec les crochets précédents et 1’ap-
plication «a vérifiant
a(e)=ae+bf +ch,

a(f):de+aqf+k#h,

4q
+qf+lh,

a(h):ke+c1

avec des parametres a,b,c,d, k,I € K. Le détail des calculs est donné

dans I'annexe [Section A.2|
En prenantb=c=d =k=0,a=1+g4, | = 2q, on obtient 1{Ex]
emple 5.1.9jet pour b=c=d =k =0,a=1=¢q, onretrouve llExem-

Ces applications ne sont jamais multiplicatives pour les
crochets de l’algebre de Lie sl(2) usuelle, donc les algebres Hom-

Lie ainsi obtenues ne proviennent pas de l’algebre sl(2) classique
par le principe de twist [Theoreme 5.1.5| Par ailleurs, ces applica-
tions ne sont pas non plus multiplicatives pour le crochet consi-
déré.

En particulier, pour g = 1, les algebres Hom-Lie ayant les mémes
crochets que sl(2) sont obtenues avec les applications linéaires a
suivantes (mentionnées dans [MS10b]),

ale)=ae+bf +ch,
a(f):de+af+%kh,
a(h)=ke+2cf +1h.

Hom-coGeBRES, HOM-BIGEBRES ET ALGEBRES HoM-
Horr

Dans cette section, on présente les propriétés basiques des Hom-
cogebres, Hom-bigebres et algebres Hom-Hopf qui généralisent
les structures usuelles de cogebres, bigebres et algebres de Hopf.

Hom-cogebres et dualite

Une Hom-cogeébre est un triplet (A, A, a) ou A est un K-espace vec-
torielet A:A—> A®A, a: A— A des applications linéaires, A est
la comultiplication ou coproduit.

Une cogeébre Hom-coassociative est une Hom-cogebre vérifiant

(@®A)oA=(A®a)oA.

(5.2.1)
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Une cogebre Hom-coassociative est dite counitaire s’il existe une
application linéaire ¢ : A — K vérifiant

(id®e)oA=a et (e®id)oA = a.

Soient (A, A, a) et (A’,A’, a’) deux Hom-cogebres (resp. cogebres
Hom-coassociatives). Une application linéaire f : A — A’ est un
morphisme de Hom-cogébres (resp. morphisme de cogébres Hom-coas-
sociatives) si

(fef)oA=Aof et foa=a'of,

(morphisme faible si seule la premiére égalité est vérifiée). Si de
plus les cogebres Hom-coassociatives ont des counités € et ¢/, on a
aussie=¢"of.

Le théoréme suivant montre comment construire une nouvelle
cogebre Hom-coassociative a partir d'une cogebre Hom-coassociative
et d’'un morphisme de Hom-cogebres. On utilise seulement la co-
associativité du coproduit de la cogebre.

Soit (A, A, a,¢) une Hom-cogébre counitaire et p: A — A un mor-
phisme faible de Hom-cogébres. Alors (A, Aﬂ,a o fB,¢), ol Alg =Aop,
est aussi une cogebre Hom-coassociative counitaire.

Preuve. On montre que (A, Ag, & o p) vérifie 'axiome (5.2.3).
En effet, en utilisant (® f)oA=Aof,ona
(aop®Ag)oAg=(aof®AoB)oAop
(a®A)oA)op?
(A®a)oA)o p?
= (Ag®aoB) oAy

De plus, I'axiome (5.2.2)) est aussi vérifié, puisqu’on a
(id®e)oAp=(id®@c)oAof=aof=(e®id)oAof =(e®id)oAg.
[]

Le théoréme précédent montre que la catégorie des cogebres Hom-
coassociatives est fermée sous déformation par des morphismes
faibles de Hom-cogebres. Ceci conduit aux exemples suivants.

1. Soient (A, A) une cogebre coassociative et f: A — A un mor-
phisme de cogebres. Alors (A,Ag, B) est une cogebre Hom-
coassociative.

2. Soient (A,A,a) une Hom-cogebre coassociative multiplica-
tive. Pour tout entier n € N, (A, Ayn, a""!) est une cogebre
Hom-coassociative.

(5.2.2)
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Dans la suite, on montre qu’il y a une dualité entre les struc-
tures Hom-associatives et Hom-coassociatives (voir aussi [SPAS09),
MS10al]).

Théoréme 5.2.4  Soit (A, A, ) une cogebre Hom-coassociative. Alors le dual (A*, A", a™)
est une algebre Hom-associative. De plus A* est unitaire si A est cou-
nitaire.

Preuve. La multiplication p = A" est définie de A*® A" vers A" par

(f8)(x) = A*(f,8)(x) = (A(x), f®g) = (f®Z)(A(X)) = Y f(x1)8(xz), VxeA

ou (-,-) est le crochet de dualité entre ’espace vectoriel AQA et son
dual. Pour f,g,he A"etxeA,ona

(fg)a ={((A®a)oA(x), f®g®h)
et

a’(f)(gh(x) = (a®A) o Alx), f ® g ® )

ainsi, la Hom-associativité po (y® a* —a*® p) = 0 provient de la
Hom-coassociativité (A a —a®A)o A =0.

De plus, si A a une counité ¢ vérifiant (id®¢)oA=a =(e®id)o A
alors pour f e A"etxe€Aona

(eN)x) =Y et)f(x) = 3 flelx)x) = flalx) = a'(f)(x)
(x) (x)
et

X)= Y flr)elxr) =Y flxie(x)) = fla(x) = a*(f)(x)
(x) (x)

ce qui montre que ¢ est I'unité dans A”. ]

Le dual d’'une Hom-algebre (A, p, a) n’est pas toujours une Hom-
cogebre, parce que le coproduit n’a pas le bon espace pour but,
WA > (ARA) D A"®A". Clest le cas si la Hom-algebre est de
dimension finie, puisqu’alors (A® A)* = A" ® A”.

Dans le cas général, pour une algebre A, on définit son dual fini

A°={f € A%, f(I) = 0 pour un certain idéal cofini I de A},

ou un idéal cofini I est un idéal I C A tel que A/I est de dimension
finie.

L'espace A° est un sous-espace de A* qui est fermé sous la mul-
tiplication par des scalaires, et la somme de deux éléments de A°
est encore dans A° puisque l'intersection de deux idéaux cofinis en
est encore un. Si A est de dimension finie, on a bien sur A° = A*.
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Lemme 5.2.5 Soient (A, pa, ) et (B, up, ag) deux algébres Hom-associatives et f :
A — B un morphisme de Hom-algebres. Alors l'application duale f~ :
B* — A* vérifie f*(B°) C A°.

Preuve. Soit ] un idéal cofini de B et p : B — B/J la projection ca-
nonique. On pose f: pof:A—B/].

Remarquons que f~1(]) est un idéal de A. En effet, pour x € A
ona f(xf~())) = ff(f1(J) = f(x)] € J. Ainsixf~'(J) € f~!
De plus a4(f~'(J) = f~(agp() € f1())

La suite N

0o NS A ER B/] — 0

est exacte. Définissons une application f, : A/f~}(J) — B/] par
fo(x+f71(J)) = f(x). Elle induit un isomorphisme A/f ! (J) — Imf.
Ainsi A/f71(]J) est de dimension finie.

De méme, on a f (B°) C A°. En effet, soit b* € B* tel que Ker(b*) D
J. Alors Ker(f*(b*)) > f~1(J), car

O fHIN =L F(THD) = (b)) = 0.
[]

En utilisant ce lemme, on peut montrer de maniére similaire a
[Swe69, Lemme 6.0.1] que A°®A° = (A®A)° et quele dual p*: A* —
(A®A)* de la multiplication p: AQ A — A vérifie y*(A°) C A°Q A°.
En effet, pour f € A", x,y € A, on a (y*(f), x®y) = (f,xy). Ainsi, si
I est un idéal cofini tel que f(I) =0, alors [® A+ A®]I est un idéal
cofini de A® A sur lequel s’annule y*(f).

Pour une application f : A — B on note f° := f*|g. : B° — A°.
On pose A = u° = p*|40 et € : A° — K définie par e(f) = f(1).

Théoréeme 5.2.6  Soit (A, y, ) une algébre Hom-associative multiplicative. Alors (A°, A, a®)
est une cogebre Hom-coassociative. De plus, elle est counitaire si A est
unitaire.

Preuve. Le coproduit A est défini de A° vers A°® A° par

Af)(x®Y) = plao(f)(x®Y) =(u(x®Y), f) = f(xy), x,y€A.
Pour f,g,he A°etx,y€ A,ona
(Aoa®)oA(f)(x®y®z)=(po(u®a)(x®y®2z), f)

et
(@®oA)oA(f)(x®@y®2z) = (po(@ua)x®y®2),f)

ainsi, la Hom-coassociativité (A® a®° —a°® A) o A = 0 provient de
la Hom-associativité po(py@a —a @ u) =
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De plus, si A a une unité 7 vérifiant po (id®n) =a = po (y®id)
alors pour f e A°etxe€Aona

(e®id) o A(f)(x) = f(1.x) = f(a(x)) = a°(f)(x)

et

([d®e) o A(f)(x) = f(x.1) = f(a(x)) = a®(f)(x)
ce qui montre que € : A° > K, f  f(1) est la counité de A°. ]

Si l'algebre Hom-associative est de dimension finie, son dual
est une cogebre Hom-coassociative.

5.2.2 Hom-bigebre et algebre Hom-Hopf

Définition 5.2.7 Une Hom-bigébre est la donnée de (A, p, a,11, A, B, €) ou
1. (A, p,a, 1) est une algebre Hom-associative avec unité 7.
2. (A A, B, €) est une cogebre Hom-coassociative avec counité e.

3. Les applications linéaires A et ¢ sont compatibles avec la
multiplication y et I'unité #, c’est-a-dire

Ale)=e®e oue=r1(1),

Au(x®y)) = A(x) o Ay) = > p(x; ®91) @ p(x287,),
(x)(®)
ele)=1,
e(px®y)) =e(x)e(y),
eoa(x)=e(x),
ou le point e représente la multiplication tensorielle.
Si a = p la Hom-bigebre est notée (A, p, 11, A, &, ).

En combinant les observations précédentes, avec seulement un
morphisme de twist, on obtient les résultats suivants.

Proposition 5.2.8  Soit (A, u, A, ) une Hom-bigébre multiplicative. Alors le dual fini (A°, u°, A°, a°)
est également une Hom-bigeébre.

Remarque 5.2.9

1. Pour une Hom-bigebre (A, u, @, 1, A, B, €), il est montré dans
[SPAS09, MS10al] que l'espace vectoriel Hom (A, A) avec la
multiplication donnée par le produit de convolution possede
une structure d’algebre Hom-associative.

2. Un endomorphisme S de A est une antipode si c’est I'inverse
de I'identité sur A pour l’algebre Hom-associative Hom (A, A)



Proposition 5.2.10

Exemple 5.2.11 (Hom-algebre enveloppante universelle)
A = (A, y,a) donnée, on peut associer une algebre Hom-Lie HLie(A) =

5.3
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avec la multiplication donnée par le produit de convolution
défini par
frg=po(f®g) oA,
I'unité étant o €.
3. Une Hom-Hopf algebre est une Hom-bigebre munie d’une an-
tipode.

En réunissant le [Théoreme 5.1.5| et le [Théoreme 5.2.2, on ob-
tient la proposition qui suit.

Soit (A, u, A, a) une Hom-bigébre et p : A — A un morphisme de
Hom-bigebre commutant avec a. Alors (A, pg, Ag, p o @) est une Hom-
bigébre.

On peut noter que la catégorie des Hom-bigebres n’est en re-
vanche pas fermée sous déformation par des morphismes faibles
de Hom-bigebres.

(A,[, ], a) ayant le méme espace sous-jacent (A,«) et le crochet
[, ] = u— pu°P. Cette construction donne un foncteur HLie des
algebres Hom-associatives vers les algebres Hom-Lie. Dans 1’ar-
ticle [YauO8], Yau a construit le foncteur adjoint a gauche Uyy;,
de HLie. Quelques modifications sont faites dans [YaulOal] pour
prendre en compte le cas unitaire.

Le foncteur Uy, est défini comme

Unpie(A) = Fynas(A)/I®  avec Fyyal(A)=ED € A%

neN reTw!

pour une algébre Hom-Lie (A,[, ], a). Ici, T*" est 'ensemble des
n-arbres pondérés qui encode la multiplication des éléments (par
des arbres) et les twists par a (par des poids), A®" est une copie de
A®" et [ est un certain sous-espace de relations construit de telle
facon que le quotient soit Hom-associatif.

De plus, la comultiplication A : Ugp;.(A) = Ugrie(A) ® Ugrie(A)
définie sur A par A(x) = a(x) ® 1+1Q®a(x) munit l'algebre Hom-
associative Upyyj.(A) d’une structure de Hom-bigebre.

COGEBRES ET BIGEBRES HoM-LIE
Comme c’est le cas pour les algebres Hom-associatives, les al-

gebres Hom-Lie ont aussi une version duale, les cogebres Hom-
Lie. Elles partagent le méme genre de propriétés. On présente ici

A une algebre Hom-associative

(5.2.3)
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les résultats principaux, des résultats analogues peuvent étre trou-
vés dans [Yau09al].

Une cogébre Hom-Lie (A, A, ) est une Hom-cogebre vérifiant A +
A°P =0 et I'identité de Hom-coJacobi

(id+o+0%)o(a®A)oA=0. (5.3.1)

On dit que A est un cocrochet.

On retrouve une cogebre de Lie pour a = id. Comme c’est le cas
pour les (co)algebres (co)associatives, on a la propriété de dualité
suivante.

1. Soit (A, A, ) une cogébre Hom-Lie. Alors (A*, A*, a*) est une al-
gébre Hom-Lie.

2. Soit (A,[, |, &) une algebre Hom-Lie multiplicative. Alors (A°,[, ]°, a°)
est une cogebre Hom-Lie.

Le principe de déformation par twist fonctionne également, ce
qui montre que la catégorie des cogebres Hom-Lie est fermée sous
déformation par des morphismes faibles de Hom-cogebres.

Soit (A, A, a) une cogébre Hom-Lie et § : A — A un morphisme faible
de Hom-cogébres. Alors (A, Ag = Ao B, a o) est une cogébre Hom-Lie.

Preuve. Ona Ag+Ay = (A+A%)op =0, et

(id+0+02)o(aoﬁ®Aﬁ)oAﬁ:(id+a+02)o(aoﬁ®Aoﬁ)voﬁ
=(id+o+0%)o(a®A)oAop?
0.

]

Le théoréme précédent peut étre utilisé pour construire des co-
gebres Hom-Lie.

1. Soit (A,A) une cogébre de Lie et p: A — A un morphisme de
cogeébres de Lie. Alors (A, Aﬁ, B) est une cogébre Hom-Lie.

2. Soit (A, A, @) une cogébre Hom-Lie multiplicative. Pour tout en-
tierne N, (A,Aan,a””) est une cogébre Hom-Lie.

La structure de bigebre Hom-Lie a été introduite pour la pre-
miere fois par Yau dans [Yau09a|]. La définition présentée ci-dessous
est légerement plus générale. Elle englobe la classe définie par Yau
et permet de considérer la condition de compatibilité pour diffé-
rentes cohomologies d’algebres Hom-Lie a valeurs dans A.
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Remarque 5.3.6

Proposition 5.3.7
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Une bigebre Hom-Lie est un uplet (A,[, |, @, A, B) ou
1. (A, [, ], @) est une algebre Hom-Lie.
2. (A, A, B) est une cogebre Hom-Lie.

3. La condition de compatibilité suivante est vérifiée pour x,y €
A:

A([X, }J]) = ada(x)(A(y)) - ada(y)(A(x))l
ou l'application adjointe ad,, : A®" — A®" (n > 2) est donnée
par

n

ady (11 ®---®yy) = Zﬁ(yl)@)"'@ﬂ(yi—l)@[x’yi]®/5(yi+l)®"'®ﬁ(yn)-

i=1

Un morphisme f : A — A’ de bigebres Hom-Lie est une applica-
tion linéaire qui commute avec « et f telle que f o[, | =[, o f®?
etAof =f®20A.

Si a = B = id on retrouve des bigebres de Lie et si @ = §, on
obtient la classe définie dans [[Yau09a], ces bigébres Hom-Lie sont
notées (A,[, |, A, a).

En terme d’éléments, la condition de compatibilité (5.3.2) s’écrit

A([x'y]) :ada(x)(A(y)) - ada(y)(A(x))
=[la(x),y1]1® B(v2) + B(y1) ®[a(x), 2]
—[a(y),x1]® B(x2) = f(x1) & [a(), x2].

Si @ = B, la condition de compatibilité est équivalente a ce
que A soit un 1-cocycle par rapport a la cohomologie a®-adjointe
de l'algebre Hom-Lie, et pour § = id, cela correspond a la cohomo-
logie a~!-adjointe, (voir [Shelll] et [AEMII]).

La Proposition suivante généralise 1égérement [Yau09a, Théoreme
3.5].

Soit (A,[, |, A, a) une bigébre Hom-Lie et f: A — A un morphisme de
bigébres Hom-Lie commutant avec a. Alors (A,[, | =Bo[, |, Ag =
Ao B,a o B) est une bigébre Hom-Lie.

Preuve. On sait déja que (A,[, ]ﬁ,/} o a) est une algebre Hom-Lie
et que (4, Alg, a o ) est une cogebre Hom-Lie. Il reste a prouver la
condition de compatibilité pour Ag et [, ], avec I'applica-
tion de twist ¢ o f = fo . D’un c6té, on a

Ap([x9]) = Ao B o [x,9] = (B%2) 0 Al[x,y)),

(5.3.2)

(5.3.3)

(5.3.4)
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puisque Ao f = %20 A. En utilisant de plus o[, | =[, Jo f®% et
le fait que a et f commutent, on a

ad gop(x)(Ap(¥)) = adaop(x)(B(¥1) ® B(¥2))
=[a o B(x), (1)l ®a o p(y2) + a0 p(y1)®[a o B(x), f(¥2)]5

= (8%2)° ([a(x), ;1 ] @ () + (1) ® [ (), 92))

Il s’ensuit que Ag([x,9]) = adyop(x)(Ap(¥)) — adgop(y)(Ap(x)) comme
voulu. ]

Comme pour les Hom-bigebres, la catégorie des bigebres Hom-
Lie n’est pas fermée par déformation sous morphismes faibles de
bigebres Hom-Lie.

Les bigebres Hom-Lie peuvent étre dualisées. On obtient la
proposition suivante, généralisant le résultat de [YauO9al] pour le
dual fini en utilisant le crochet de dualité.

Proposition 5.3.8  Soit (A,[, |,a, A, B) une bigébre Hom-Lie multiplicative. Alors le dual
fini (A°,[, 1°,a° A°, B°) est aussi une bigebre Hom-Lie.



98

Chapitre 5. Déformation des Hom-(co)algébres




StrUCTURES HoM-(co)PoissonN

SOMMAIRE
6.1 ArGeEsre Hom-Porsson| . . .. ...... ... ... ... 100
[6.1.1  Definitions et exemples| . . . . ... ... ... .. 100
[6.1.2  Principedetwist|. . . . . ... ... ... ... .. 101
[6.1.3  Application a I'algebre de Sklyanin| . . . . . . .. 101
[6.1.4  Construction d’algebres Hom-Poisson a partir d’al- |
| gebres Hom-Lie| . . ... ... ... ........ 102
(6.2 STRUCTURES A UNE SEULE OPERATION BINAIRE| . . . . . . 104
[6.2.1 Hom-algebres flexibles| . . . ... ... ... ... 104
[6.2.2  Lien avec les algebres Hom-Poisson| . . . . . . .. 105
6.3 ArGeBres Hom-coPoissoN ET DUALITE|. . . . . . .. .. 107
[6.3.1  Lien avec les bigebres Hom-Lie| . ... ... ... 107
632 Dualitel . ... ... ... 110

LES algebres Hom-Poisson vérifient aussi le principe de twist, un
tel morphisme est construit pour l'algebre de Sklyanin. On
montre les liens existants entre algebres Hom-Poisson et struc-
tures a une opération, puis on étudie leurs duales, qui sont en
relation avec les bigebres Hom-Lie.

99



6.1

6.1.1

Définition 6.1.1

Définition 6.1.2

100 Chapitre 6. Structures Hom-(co)Poisson

ALGEBRE HoM-PoissoN

On donne ici la définition des algebres Hom-Poisson, on montre
que le principe de twist reste valable dans ce cas et on expose
en dimension finie une méthode permettant de construire des al-
gebres Hom-Poisson a partir d’algebre Hom-Lie.

Définitions et exemples

Une algebre Hom-Poisson est un uplet (A, p,{, }, @) comprenant
(1) une algebre commutative Hom-associative (A, y, ) et
(2) une algebre Hom-Lie (A,{, },a)

telles que I'identité de Hom-Leibniz

{L}o(pea)=po(ad{, }+({, }®a)o1y3)
soit vérifiée.
Dans une algebre Hom-Poisson (A,{, }, 4, a), l'opération {, }
est appelée crochet Hom-Poisson. En termes d’éléments x,y,z € A,
I’'identité Hom-Leibniz s’écrit

{xy, a(2)} = a(x){y, 2} + {x, z}a(y)

ou pu(x,y) est abrégé comme usuellement en xy. Par antisymétrie
du crochet Hom-Poisson {, }, I'identité Hom-Leibniz est équiva-
lente a

{a(x), vz} = {x, pla(z) + a(p){x, z}.

On retrouve les algebres de Poisson quand le morphisme de twist
est 'identité.

Une bigébre Hom-Poisson (A, u, 1, A, €,a,{, }) est une algebre Hom-
Poisson (A, u,{, }, &) qui est aussi une Hom-bigebre (A, p, 1, A, &, @),
les deux structures étant compatible dans le sens que {, } est une
codérivation le long de p,

Aol }=(1, Jeu+ps{, })oAld
En terme d’éléments, cette condition de compatibilité s’écrit
A({a, b}) = {A(a), A(b)}
ou le crochet Hom-Poisson sur A® A est défini par
{a1®a,,b; @by} :={ay, b1} ®ayby +a1b; ®{ay, by}

On a la méme définition pour les algebres Hom-Poisson Hopf.

(6.1.1)



6.1. Algebre Hom-Poisson 101

Exemple 6.1.3  Soit {x1, X, X3} une base d’un espace vectoriel A de dimension 3 sur
K. La multiplication p, le crochet antisymétrique {, } et 'applica-

tion linéaire a suivantes définissent sur A une structure d’algebre
Hom-Poisson :

p(xy,x1) = x1, {x1, %5} = ax, + bxs,
p(x1,x9) = pu(x2,x1) = X3, {x1,x3} = cxy +dx3,

a(xy) =A1xp+ Aoxs,  al(x) = Azxp + Agx3,  a(x3) = Asxp + Agxs

oua,b,c,d, A, ), A3, Ay, A5, A6 sont des parametres dans K.

6.1.2 Principe de twist

Théoréme 6.1.4 ([YaulOb, Theorem 3.2]) Soit A = (A, u,{, }) une algébre de Poisson,
et a : A — A une application linéaire qui est multiplicative pour y et

pour {, }. Alors Ay = (A, pg=aop, {,}a=aol,}, «a)estune
algébre Hom-Poisson.

Preuve. En utilisant le [Théoreme 5.1.5} on sait déja que (A, yg, @)
est une algebre commutative Hom-associative et que (A,{, },, a)
est une algebre Hom-Lie. Il reste a vérifier I'identité Hom-Leibniz

{ Jao(pa®a)=aol, }oa® o (u®id)
=a’of, Jo(u®id),

car A est une algebre de Poisson

:azoyo(id@){, }+({, }®id)0’f23)
=aopoa®o(idef, }+({, }®id)o 1)
:l,{ao(a®{, }a+({l }a®0()OT23),

ainsi A, est une algebre Hom-Poisson. [

6.1.3 Application a I’algebre de Sklyanin

Exemple 6.1.5 L’algebre de Poisson de Sklyanin g4(€) (voir [ORTP10] pour une dé-
finition et des propriétés plus détaillées) est définie sur C[x, X1, x5, X3]
par un parametre k € C avec la multiplication polynomiale usuelle,
et le crochet {, }, donné sur les fonctions coordonnées par

(i, Xie1) = K2Xixi1 = XigoXies,
{x. X: } — k( 2 _ 2 1= 1121 314 (mod 4).
irXi+2) = K{Xj, 3 xi+1),

On cherche a nouveau un morphisme a : g4(€) — q4(£) sous
forme matricielle & = («;;) par rapport a la base (xg, x1,x2,x3), en
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résolvant les coefficients a;; dans les équations a([x;, x;]) = [a(x;), a(x;)]
prises sur la base. Pour simplifier, on suppose a diagonale, a;; =0
sii#].
On obtient q4(£),, des versions Hom-Poisson de q4(£), avec @ donné
par

1. a(xg) = —-Axg, a(xy) =ilxy, a(xy) = Axy, a(x3) = —ilxs,

2. al(xg) = —Axg, a(xy) =—idxy, a(xy) = Axy, a(x3) =ilx3,

3. alxg) = Axg, a(xy) =—-Axy, a(xy) = Ax,, a(x3) =—-Axz,

4. a = Mid,

avec A e K.
Par exemple, q4(€) est munie d’une structure d’algebre Hom-
Poisson, pour tout A € C, avec le crochet suivant

{xi xit1} 2 ( Jt z+; i+2%i13) i=0,1,2,3 (mod 4),
{xi,xi+2} =A k(xi+3 _xi+1)’

et le morphisme a défini par

a(xg) = Axg, a(xy) = —Axy, a(xz) = Axy, a(x3) = —Axs.

Construction d’algebres Hom-Poisson a partir d’algebres
Hom-Lie

Supposons que (A,[, ], a) est une algebre Hom-Lie de dimen-
sion finie et soit {e;}; <j<, une base de A. Notons ij les constantes

de structure du crochet par rapport a la base, soit [e;, ej] = > f_; Clkjek
et af les coefficients du morphisme a, soit a(e;) =Y ._; aje;.
L’antisymétrie du crochet et I'identité de Hom-Jacobi peuvent s’écrire
avec les constantes de structure sous la forme

C]’Fi = _Cf‘j antisymétrie,

Z (af C]‘?k + af CZi + af C?j)C;;q =0 identité de Hom-Jacobi.
1<p,g<n

Pour construire une algebre Hom-Poisson a partir d’une al-
gebre Hom-Lie, il faut définir une multiplication commutative -
qui est Hom-associative et un crochet {, } vérifiant I’identité Hom-
Leibniz. On peut définir le crochet {, } comme étant égal au cro-
chet [, | sur la base, et I’étendre a tout I'espace par identité Hom-
Leibniz.

Notons Mlkj les constantes de structure de la multiplication, soit
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ej-ej =y 1 ijek. Par commutativité, M]]fi = Mlkj L’identité Hom-
Leibniz s’écrit

0={e;-ej,alen)—ale) {ej ext —{ei ex} - ale))

P _4,s P4 p 4 s
&0 M;;a,Cpy = (a; Cji + Cirar] )M,) e

s=1"- ~~ -

Sijks

0= Sijkw

ce qui donne un systeme linéaire en les Mf]- de n* équations a n3

inconnues
La condition de Hom-associativité s’écrit

0= RiijJ

ce qui donne un systeme non linéaire en les ij de n* équations a

3 inconnues.

En résolvant premieérement les équations de l'identité Hom-
Leibniz, puis en vérifiant si les solutions obtenues satisfont les
équations de la Hom-associativité, on obtient des exemples d’al-
gebres Hom-Poisson.

n

On considere 1’algebre Hom-Lie de dimension 3 avec la base {e}, e,, e3},
les crochets donnés par

_ 2 3
[e1,e2] = Ciyer + Ches

2 3
[e1,e3] = Cisex + Cije3

[e2,e3] =0,
. 000 1
et le morphisme a = (8 8 2) dans la base {ey, e, e3}. Les multipli-

cations donnant une algebre Hom-Poisson sont de la forme

_ 2 3
e1-e = M11€2 +M11€3
. 2 3 6‘2'63:0
€1'€2—M12€2+M12€3 _ .

ej-e;=0 pouri=23.
_ 2 3
e|-e3= M13€2 +M13€3

n?(n+1)

1. en fait seulement inconnues en utilisant la commutativité
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Exemple 6.1.7 D’autres exemples d’algebres Hom-Poisson de dimension 3 de base
{e1, ez, e3} sont donnés par twist de l'algebre de Poisson suivante :

e1-e1 =6 {61,63}:a€2+b€3,

avec toutes les autres multiplications et crochets nuls.
Le morphisme a est calculé pour étre multiplicatif pour la mul-
tiplication et le crochet. On obtient les morphismes suivants.
Aveca=0,b=0 Aveca=0,b=0

ale;) = azie;
ale;)=0
a(es) = ajse; + anse; + aszes

ale;) =ajje; +azep +asjes | ale)) =ajje; +aze, +ase;

2 2
a(ey) = ajjer a(ey) = ajjer )
a » o11033 — a1
ales) = _Eallez ales) = —a31 €] t ap3ey + a33e3

aler) :‘X%lel taj e
aley) = aj e
a(e3) = ajze; +azzey +agpe3

6.2 STRUCTURES A UNE SEULE OPERATION BINAIRE

On rappelle ici quelques résultats sur les structures flexible dé-
crites dans [MSO08]] et on présente leur lien avec les algebres Hom-
Poisson. Les algebres a une opération ont été introduites par Loday
et étudiées par Markl et Remm dans [MRO06]. La version twistée a
été étudiée dans [YaulObl] ou elles sont appelées algebres de Hom-
Poisson admissibles.

6.2.1 Hom-algebres flexibles

Définition 6.2.1 Une Hom-algebre A = (A, y, a) est dite flexible si pour tous x,p € A

pp(x, ), alx) = pla(x), p(y, x))).

Remarque 6.2.2 En utilisant le Hom-associateur as, ,, la condition (6.2.1) peut

s’écrire comme
aslw(x, y,x) = 0.

Lemme 6.2.3  Soit A = (A, p, ) une Hom-algébre. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(1) A est flexible.
(2) Pour tous x,y €A, as, 4(x,9,x)=0.

(6.2.1)
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(3) Pour tous x,y,z € A, aslw(x, V,2) = —asy,a(z,y,x).

Preuve. L'équivalence des deux premiers points provient de la dé-
finition. L'égalité as, ,(x —z,9,x —z) = 0 est vérifiée par définition
et est équivalent a as, 4(x,y,2) +as, 4(2z,y,x) = 0 par linéarité. [

Toute algébre Hom-associative est flexible.

Soit A = (A, u, ) une Hom-algebre, ou p est la multiplication et
a une application de twist. On définit deux nouvelles multiplica-
tions en utilisant p :

VxyeA xey=puxy)+puyx), {xy}=pxy)-py x).
On note A" =(A,e,a)et A~ =(A,{, },a).

Une Hom-algébre A = (A, u, ) est flexible si, et seulement si

la(x),yezl={x,y}ea(z)+a(y)e{x,z}.

Preuve. Soit A une Hom-algebre flexible. Par le Lemme (6.2.3)),
c’est équivalent a as,w(x, y,z)+a5%a(z, y,x) = 0 pour tous x,y,z € A.
Ceci implique que

as, (X, 9,2) + 05, (2,9, %) + a5, 4(x,2,9) +
as,,4(9,2,X) — as, o (y,x,2) —as,, 4(2,x,9) =0
En développant, la relation précédente est équivalente a {a(x),y e
z} = {x,y} e a(z) + a(p) e {x, z}. Réciproquement, supposons que la

condition (6.2.2)) est vérifiée. En prenant x = z dans (6.2.3)), on ob-
tient as, ,(x,9,x) = 0. Ainsi, A est flexible. O

Lien avec les algebres Hom-Poisson
Une algébre Hom-Poisson d une opération est une Hom-algebre (4, -, )
vérifiant pour tous x,y,z € A,

3as.,q(x,9,2) = (x-2)- a(y) +(y-2) - a(x) = (- x) - a(2) = (z- x) - a(p).

Si a est 'application identité, A est une algebre de Poisson a
une opération.

On considere une Hom-algebre (4, -, a). On définit les deux opé-
rations e: AQA —>Aet{, }:A®A — A par

Yx,v€EA, Xey=Xx-9+7-X, xyl=xy-y-x

(A,e,{, },a) est une algebre Hom-Poisson si, et seulement si (A,-, a)
est une algébre Hom-Poisson a une opération.

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)
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Preuve. Supposons que (A, e,{, }, a) soit une algebre Hom-Poisson.
Puisque

Vx,y€eA, x-y:%({x,y}+x°y),

on a, en développant,

08.4(5,9,7) = (v-9)- a2) - alx) - (9-2) = 7lap) {20,

et, d'un autre co6té, en utilisant que la multiplication e est Hom-
associative et commutative, et que {, } est un crochet Hom-Lie,

3

(x-2)-a(y)+(y-2)-alx) - (y-x) alz) - (z-x) ay) = Haly) iz x}}

On a donc lI’équation (6.2.4).

Supposons maintenant que 1’équation est vérifiée. On
doit montrer que e est Hom-associative et que {, } est un crochet
Hom-Lie.

En utilisant la relation (6.2.4), on obtient les identités

Vx,v,ze€A as ,(x,1,2)+a5 ,(1,2,x)+0as ,(z,x,7) =
Vx,v,z€A as ,(x,9,2)+as ,(z7v,x)=0

Cette derniere identité (6.2.7) montre que (A, a) est une al-
gebre Hom-flexible en utilisant le[Lemme 6.2.3

On obtient donc
U544 (X,9,2) = (xep) @ a(z)—a(x) e (y ez)

=as. ,(v,z,x)+as. ,(x,2z,v) = (as. (2,9, X) + as. ,(x, 7, 2))
6.3.70

Ainsi, le produit e est Hom-associatif et commutatif par définition.
De plus,

I, v (%9, 2) ={a(x){y, 2}} +{a(y). {2 x}} + {a(2), {x, }}
=—(as.o(x,v,2)+as. ,(v,z,x)+as. ,(z,x))+
as. o (x,z,v)+as. ,(v,x,2)+as. ,(2,,%)

(6.2.6)
=0,

donc {, } est un crochet Hom-Lie. Puisque A est flexible, la
sition 6.2.5|assure la compatibilité entre e et {, },

(a(x),y 02} = {x,p) e al2) + a(y) o (x,2).

Finalement, (A, e,{, }, ) est une algebre Hom-Poisson. Il

o

g9 o
N
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Proposition 6.2.8 Soit (A,-) une algébre de Poisson a une opération, et a : A — A une
application linéaire multiplicative pour la multiplication -, i.e. ¢ o - =
a®?, alors Ay =(A,-n, =ao-a)est une algebre Hom-Poisson a une

opération.

Preuve. On a

3Cl§.wa(X, Y z)=(xq 3/) 0 @(2) —a(x) 4 (}/ ‘a Z)
= a(a(x-p)- a(z) - a(a(x)-a(y-2) = a’((x-y) - z-x-(y-2)),

et puisque - vérifie ’équation a une opération,

3as. 4(x,9,2) = a?((x-2)- y+@-2)-x—(y-x)-z—(2-x)- )
- a(a(x-2)-a(y) + a(a(y-2)- a(x)

6.3 ALGEBRES HoM-cOPOISSON ET DUALITE

Dans cette section, on étend le lien entre les bigebres de Lie
et les algebres coPoisson-Hopf présenté dans [CP94] au cas Hom.
On étend de méme le résultat établi dans [OP11]], affirmant que
le dual fini d’une algebre coPoisson Hopf est une algere Poisson-
Hopf.

6.3.1 Lien avec les bigebres Hom-Lie

Définition 6.3.1 Une algébre Hom-coPoisson est composée d’une cogebre cocommu-
tative Hom-coassociative (A, A, ¢, ) munie d’une application li-
néaire antisymétrique 0 : A - A® A, le cocrochet Hom-coPoisson,
vérifiant les conditions suivantes.

(i) (identité Hom-coJacobi)
(id+o+0%)o(a®d)od =0, (6.3.1)
(ii) (identité Hom-coLeibniz)

(A®a)od=(a®5)oA+Tr0(6@a)oA. (6.3.2)

Cette algebre Hom-coPoisson est notée par un uplet (4,A, ¢, a,9).
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Proposition 6.3.2  Soit (A,A,&,,0) un algébre Hom-coPoisson et p: A — A un mor-
phisme d’algébre Hom-coPoisson. Alors (A, Aﬁ =AopB,gao ﬁ,éﬁ =
0o p) est une algébre Hom-coPoisson.

Preuve. Le[Théoreme 5.2.2| assure que (A, Ag, ¢, a o f) est une co-
gebre Hom-coassociative et le |Théoréme 5.3.3|que (4, 5ﬁ, aof)est
une cogebre Hom-Lie. Il reste a montrer la condition de compati-

bilité (6.3.2). Le membre gauche s’écrit

(Ag@aocp)ods=(Aop®aocp)odof=(A®a)op?,
et le membre droit se met sous la forme

(@of®0g)oApg+T30(0g@aof)ol
=(@of®S0f)oAof+T30(00f®aopf)oAop
:[(a®5)oA+T23o(5®a)oA]oﬁ2,

ce qui termine la preuve. []

On obtient les deux Corollaires suivants. D’une algebre de co-
Poisson, on peut construire une algebre Hom-coPoisson avec des
morphismes d’algebres de coPoisson. D’un autre c6té, une algebre
Hom-coPoisson permet d’en construire une infinitié d’autres.

Corollaire 6.3.3

1. Soit (A, A, €,06) une algebre coPoisson et : A — A un morphisme
d’aléeebre coPoisson. Alors (A, Aﬁ =Ao BB, 6ﬁ = 0o f) est une
algebre Hom-coPoisson.

2. Soit (A, A, ¢,a,0) une algebre Hom-coPoisson. Alors pour tout
entier n € N*, (A,A o a”, e,a™l §o a”) est une algébre Hom-
coPoisson.

Définition 6.3.4 Une bigebre Hom-coPoisson (A, u,1, A, €,a,0) est une algebre Hom-
coPoisson (A, A, &, @, ) qui est aussi une Hom-bigebre (A, p, 11, A, €, @),
les deux structures étant compatible dans le sens que 6 est une dé-
rivation le long de A,

Sou=u?lo(50A+A®0).

Une algébre Hom-coPoisson Hopf (A, u,1,A, €,S,a,0) est une bigebre
Hom-coPoisson (A, u,1,A,¢,a,0) avec une antipode S, telle que
l'uplet (A, pu,1,A, €, S, @) est une algebre Hom-Hopf.

Théoréme 6.3.5 Soit (g,[, |, &) une algebre Hom-Lie. Si son algebre enveloppante uni-
verselle Uy .(g) posséde une structure Hom-coPoisson o telle que o o
a=a®%0,en faisant une bigébre Hom-coPoisson, alors 5(g) C g® g,
et 6|g munit (g, |, ],a,6|g, id) d’une structure de bigeébre Hom-Lie. Ré-
ciproquement, pour une bigebre Hom-Lie (g,[ , |,0,a), le cocrochet
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0: g — gQg s’étend de maniere unique en un cocrochet Hom-coPoisson
sur Uyprie(g), ce qui équipe Uyy;.(g) d’'une structure de bigebre Hom-
coPoisson.

Preuve. Soit 0 : Uyrie(9) = Unrie(8) ® Ugri.(g) un cocrochet Hom-
coPoisson sur Uyy;.(g). Pour montrer que o(g) C g® g, soit x € g,
écrivons o(x) = Z(x)x(l) ®x? ou xM,x?) € Uyyi.(g). On peut sup-

poser que les x(?) sont linéairement indépendants. Par la condition

Hom-coLeibniz (6.3.2), on a
D> A @a(x?)) =a(1)®@8(a(x)) + ala(x) ®5(1)
&) + T30 (0(1)@a(a(x))+ o(a(x)) ® a(1))

car x € g et A(x) = 1®a(x) + a(x)®1. De plus, @(1) =1 et 0 est une
dérivation le long de A donc 6(1) = 0, ainsi

Y A @a(x?) = 1@5(a(x)) + Tr3 0 (S(a(x) @ 1)
(x)
= Z (1 Qa(xM)+ a(x(l))®1> ®a(x?)
(x)

en utilisant la multiplicativité doa = a®204. Il s’ensuit que x!!) sont

des éléments Hom-primitifs (A(x) = 1®a(x)+a(x)®1) de Ugri.(9),
donc 6(g) C g® Uyyie(g). Puisque 6 est antisymétrique,

0(9) C(9® Unrie(9)) N (UnLic(9)®9) = g®g.

Pour montrer la condition de compatibilité (5.3.4) pour 0|, et les
applications de twist a et id, soient x,y € g et calculons

Réciproquement, 6 : g — g®g s’étend uniquement en 6: UpyLic(g) —
UnLie(9) ® Unric(g) tel que 6|; = 9, avec la formule

5(xy) = 8(x)A(y) + A(x)5(y).

Ceci munit Uyy;.(g) d'une structure de bigebre Hom-coPoisson.
O
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Dualité

Une algebre A sur K est une extension presque normalisante sur
K si A est une K-algebre finiment engendrée par des générateurs
X1,...,X, vérifiant la condition

n
XiXj—XjX; € Zle +K
=1

pour tous 1, .

Soit A une extension presque normalisante de K avec des générateurs
X1,..., X, Alors A est engendrée par les monomes usuels

r,n n
X1 Xy X' rieN
avec 'unité 1.

Preuve. Ceci découle d’un raisonnement par récurrence sur le de-
gré des monomes. O

On rappelle que le dual fini A° d’'une Hom-bigebre A est
A°={f € A%, f(I) = 0 pour un idéal cofini I of A},
ou A” est ’espace vectoriel dual de A.

Soit A une bigébre Hom-coPoisson avec un cocrochet de Poisson o
et une application de twist a multiplicative. Si A est une extension
presque normalisante sur KK, alors le dual fini A° est une bigébre Hom-
Poisson avec pour application de twist a° et crochet

{f,g}(x)=(o(x), f®g),  x€A

pour tous f,g € A°, oui (-,-) est le crochet de dualité entre I’espace vec-
toriel A® A et son dual.

Preuve. La preuve est presque identique a celle de [OP11]]. On ne
reprend pas ici la premiére étape montrant que le crochet
est bien défini, cela utilise le fait que A est une extension presque
normalisante sur K.

L’antisymétrie provient de 7y, 06 = -9, on a

& f1(x) =(0(x),g® f) =(T1200,f ®E)
—<6 ), f®g)=-{f g}(x)

pour tout x € A.
L’équation (6.3.4) vérifie I'identité Hom-Leibniz : comme

{fg,a® =((A®a)od(x),f®g®h)

(6.3.3)

(6.3.4)
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et
(@®(f)ig b} +1{f, hla®(g))(x)
—<a®6)oA f®g®h>+<’c23o(6®aoA ), f®g®h)
pour x € Aet f,g,h e A° il est suffisant de montrer que
(AQa)od=(a®0)oA+T1y30(0®@a)oA,

mais c’est justement I'identité Hom-coLeibniz pour 6.

L’équation (6.3.4) vérifie 'identité Hom-Jacobi : on a

{@®(f) (g h}(x) ={(@®d) 0 d(x), f ®g® ),
a®(g){h fH(x) =(oo(a®d)od(x), f@g&N),

(h), {f,g}}(x) = (0 o (a®d) 0 d(x), f ®g®h),

pourx € Aet f,g,h € A°. Ainsi (6.3.4) vérifie 'identité Hom-Jacobi
si, et seulement si 6 vérifie

(id+0+0%)o(a®6)0d=0,

qui est I'identité Hom- co]acobi de 9.

Le crochet défini par 4)) vérifie la condition de compatibi-
lité avec la comult1p11cat1on de la Hom-bigebre, c’est une u-codé-
rivation : puisque o est une A-dérivation, on a pour f,g € A°

A({f,gh(x®y) ={f, g} x}’ ) =(o(xp), f®g>
= (0(x)A(y), f ® &)+ (A(x)o(y), f ®E)
=(0(x f1®gl><A f2®g2>
+(A(x f1®g2><5 V), 2®82)
={f1,81}(x)(f282)(®) + (f181)(x){ /2, £2}(»)
= {A(f),A(g)}(x@y).

Finalement, le crochet défini par (6.3.4) munit A° d’une struc-
ture de bigebre Hom-Poisson, I'application de twist étant a°. [

Soit (g,[, |, 0, a) une bigébre Hom-Lie, Uy ;.(g) la Hom-bigebre
enveloppante universelle de g avec comultiplication A. Le cocro-
chet 6 : g — g®g s’étend de maniére unique en une A-dérivation ¢ :
UnLie(8) = Unrie(8)®UnLic(9) telle que 6|y = 6 et 6(xp) = 6(x)A(y)+
A(x)5(y). Alors Ugypi.(g) est une bigebre Hom-coPoisson avec co-
crochet 9.

Soit (g,[ , ], 0, ) une bigebre Hom-Lie de dimension finie. Alors le
dual Uyp.(g)° de la Hom-bigébre universelle enveloppante Uyp;.(g)
est une bigebre Hom-Poisson avec comme crochet de Poisson

{f,8)(x)=(5(x), f®g),  x€Upnpiln)
pour f,g € Uprie(9)°.
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Preuve. Soit {x1,...,x,} une base de g. Alors Uy;.(g) est une exten-
sion presque normalisante sur K avec pour générateurs xy,...,X,,.
Ainsi, le résultat provient du|Théoreme 6.3.8] [
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HoM-DEFORMATION FORMELLE

Soit A un K-espace vectoriel. Soit K[[¢]] 'anneau des séries
formelles en une variable t a coefficients dans K et A[[¢]] 'en-
semble des séries formelles dont les coefficients sont des éléments
de A, (A[[t]] est obtenu par extension des scalaires de A de K a
K][[t]])- Alors A[[¢]] est un K[[¢]]-module. Si A est de dimension fi-
nie, on a A[[t]] = AQK][¢]]. Il est a noter que A est un sous-module
de A[[t]]. On définit les déformations formelles pour les algebres
Hom-associatives, cogebres Hom-coassociatives et Hom-bigebres.

Déformation formelle d’algebres Hom-associatives

Soit A = (A, po, ap) une algebre Hom-associative. Une déforma-
tion formelle Hom-associative de A est donnée par une applica-
tion K[[t]]-bilinéaire y; : A[[t]]® A[[t]] — A[[]] et une application
K[[#]]-linéaire a; : A[[t]] — A[[¢]] de la forme

pe=Y _mtt et ap=) at!

i=0 i=0
ou chaque y; est une application K-bilinéaire y; : A® A — A (éten-
due pour étre K[[t]]-bilinéaire) et chaque «; est une application K-
linéaire (étendue pour étre K[[¢]]-linéaire) telles qu’on ait la condi-
tion de Hom-associativité formelle suivante :

sy, q, = pro (@ ar—a;®p;) = 0.

Si a; = id, on retrouve la définition de déformation formelle
d’une algebre associative déja présentée en |Section 1.2.4

On peut regarder l'algebre Hom-Lie s[(2) de Jackson de 1JExem
ple 5.1.4/comme une déformation formelle de s[(2). En posant g =
1+, les crochets et I'application de twist sont donnés par

[:,e]ti2ez, ) a(e) =e+et,
[:f]t——fh— ft a(f)=f+2ft+ [
[e.fle=h+t, ay(h) = h+ht,

Les coefficients des puissances de t sont les suivants.
[helo=2e, [hflo==2f, [eflo=h
agle)=e ao(f)=f agh)=h
h
[heli=0, [hflhi=-2f lefh=53

aje)=e ay(f)=2f ay(h)=h
a(f)=f

(7.1.1)

(7.1.2)
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On retrouve le crochet de s((2) classique a l'ordre 0 et o = id.
Il existe d’autre morphismes de twist possibles (donnés dans 1{Ex

emple 5.1.11) pour le méme crochet [, |;, par exemple

X (1)
alel=e, alf)= 5ol =f+ > S0l a =g
k=0

L’équation (7.1.2) peut s’écrire

SOSUS (la(x) 1 2) — iy 9, (@) £ = 0.

ieN jeN keN

En introduisant les a-associateurs

(x,9,2) > pi 0q (%, 9,2) = pila(x), pj(,2)) = pi(pj(x, 9, a(2)),
I’équation de déformation peut s’écrire comme suit

s sk

YOS (pioauptt =0 ou NS o ey =0.

ieN jeN keN seN k=0 i=0
Ceci est équivalent au systeme infini

s s—k
Z Zﬂi Oy Ms—k—i = 0, seN.
k=0 i=0
La cohomologie de type Hochschild a valeurs dans A d’algebres
Hom-associatives initiée dans [MS10b] et étendue dans [AEM11]]
convient et conduit aux interprétations cohomologiques suivantes :

1. 11 y a une bijection naturelle entre H?(A,A) et les classes
d’équivalences des déformations (mod t?) de A.

2. Si H*(A,A) =0, alors toute déformation de A est triviale.

Le fait que I'antisymétrisation du premier élément de la défor-
mation d’une algebre associative définit un crochet de Poisson est
encore vrai dans le cadre Hom. Plus précisement, on a le théoreme
suivant.

Théoréme 7.1.3 ([MS10b| Theorem 4.9])  Soit A = (A, ug, ag) une algébre Hom-associative
commutative et A; = (A, py, a;) une déformation de A. On considere le
crochet défini pour x,y € A par {x,v} = p1(x,v) — p1(y,x) ot py est
le premier élément de la déformation p,. Alors (A, po,{, }, ag) est une
algébre Hom-Poisson.

La preuve est principalement calculatoire, elles repose sur les
propriétés des a-associateurs, et s’obtient en ré-écrivant les équa-
tions de déformation (7.1.4) en terme d’opérateurs de bords.

(7.1.3)

(7.1.4)
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Définition 7.1.4

Définition 7.1.5

Théoréeme 7.1.6

7.2
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Déformations de Hom-cogebres et Hom-bigebres

Soit (A, A, ap) une Hom-cogebre coassociative. Une déformation
formelle Hom-coassociative de A est donnée par des applications
linéaires A; : A[[t]] — A[[t]] ® A[[t]] et a; : A[[t]] — A[[t]] telles
que A; = ZAiti et a; = Zaiti ou les A;, a; sont des applications
i=0 i20

linéaires A; : A > A® A et a; : A — A (étendues pour étre K[[¢]]-
linéaires) telle qu'on ait la condition de Hom-coassociativité for-
melle suivante :

(At®at—at®At)OAt:O.

Soit (A, pg, Ag, ) une Hom-bigebre. Une déformation formelle de
Hom-bigebre de A est donnée par des applications linéaires y; :
Alltl] @ Al[t]] = Al[t]], A, - Al[t]] = Al[t]] @ A[[t]] et a; = A[[t]] —
A[[t]] telles que

1. (A[[t]], ps, @) est une algebre Hom-associative,
2. (A[[t]], A, ) est une cogebre Hom-coassociative,

3. lamultiplication et la comultiplication sont compatibles, c’est-
a-dire que

Apopy = (@ p) o Tr30 (A ®Ay).

Dans [DM], il est montré que les déformations sont contro-
lées par une cohomologie de type Hochschild et que chaque dé-
formation d’une algebre Hom-associative unitaire (resp. cogebre
Hom-coassociative counitaire) est équivalente a une algebre Hom-
associative unitaire (resp. cogebre Hom-coassociative counitaire).
De plus, tout déformation d’une algebre Hom-Hopf en tant que
Hom-bigebre est automatiquement une algebre Hom-Hopf.

De maniere similaire que pour les algebres Hom-associatives,
on a le résultat suivant.

Soit A = (A, Ay, ag) une cogébre cocommutative Hom-coassociative et
Ay = (A Ay, ay) déformation de A. On consideére le cocrochet défini pour
x € A par o(x) = Ay(x) - Aip(x) ot Ay est le premier élément de la
déformation A,. Alors (A, Ay, 9, a) est une algebre Hom-coPoisson.

QUANTIFICATION ET TWISTS DE *-PRODUITS

On pose le probléeme de quantification par déformation pour
les algebres Hom-associatives.

Soit (A, {, }, @) une algebre commutative Hom-associative mu-
nie d’un crochet Hom-Poisson {, }.

(7.1.5)
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Définition 7.2.1 Un *-produit sur A est une déformation formelle a un parametre
défini sur A par

frig=> t'm(fg)
r=0

tel que
1. le #-produit de A[[t]] est Hom-associatif, c’est-a-dire

VreN, Y (uilpei(f,8) alh) = (wi(a(f), ur-i(g, 1) = 0,

i=0

2. uo(f.8)=1"g
3. pi(f,8)—mi(g f)
4w (f, 1) =p(L,f)=0 Vr>0.

I
=
X

Remarque 7.2.2

1
?(f*tg — g% f)estune

déformation de la structure Hom-Lie {, }.
— La condition u(f,g) — p1(g f) =1{f, g} exprime la correspon-
dance entre la déformation et la structure Hom-Poisson

Iugzsnly - ifq)

- La condition montre que [f,g] =

De maniere similaire, on pose la version duale du probleme de
quantification comme suit.

Soit A une bigebre (resp. algebre de Hopf) cocommutative Hom-
coPoisson et soit 6 son cocrochet de Poisson. Une quantification de
A est une déformation A; de A en tant que Hom-bigebre (resp.
algebre Hom-Hopf) telle que

Ay(a) - A (a)

o(x) = ; (mod t),

ou x € A et a est un élément de A[[¢t]] vérifiant x =a (mod t).

Théoréeme 7.2.3  Soit (A, *) une deformatzon associative d’une algébre associative (A, pg),

avec * = Z’“’l Soit a : A — A un morphisme tel que pour tout
ieN

i€N, aop; = pjoa®? Alors (A, = a o*,a) est une déformation

Hom-associative de (A, pg o, ).

Preuve. Comme pour tout i € N, aop; = yjoa®?, on a aussi a o =
* o a®?. Ainsi, @ est un morphisme d’algébre de (A,*), qui munit
donc (A,*,, ) d'une structure Hom-associative d’apres le principe
de twist [[Theoreme 5.1.5| Le premier terme de cette déformation
Hom-associative est bien p , qui est aussi Hom-associative. 0
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Proposition 7.2.4
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Twists du *x-produit de Moyal-Weyl

Dans ce qui suit, on effectue un twist du produit de Moyal-
Weyl. C’est le +-produit associatif correspondant a la déformation
du crochet de Poisson de I'espace des phases, I’'un des premiers
exemples de la déformation formelle de Kontsevich [Kon03].

On considere 1’algebre de Poisson des polynomes de deux va-
riables R = (R[x,y],-,{, }) ou le crochet de Poisson de deux poly-

df dg Jdf d
nomes est donné par {f, g} = a—ia—i - 8_£8_i

L'algebre associative associée est (R[x,p][[A]],*pw), ou le *-
produit est donné par la formule de Moyal-Weyl

oW = o © ¢2(0:®9y=0,®0;)
ce qui, en développant les exponentielles, s’écrit pour f,g € R[x, y]
sous la forme

Frams=3 1 (5) T (}) e ner s,
n=0 """ k=0

en notant A le parametre formel.
Ce *-produit est équivalent au *-produit qui s’écrit sous la

forme plus simple * = p o e?®% sur des éléments on obtient

fre=2 G gy = 2 il gA"
neN neN
. _10'fd"g
ou I’ln(f’g) - ; dx" ayn
L’isomorphisme entre les algebres associatives (R[x, p][[A]], *pw)
et (R[x,y][[A]], %) est donné par

S=¢2%%  Sox=skyyo(S®S).
Tout morphisme a : R[x,y][[A]] = R[x, v][[A]] vérifiant a o p; = p; o
a®? pour tout i € N est de la forme

1
a(x):ax+beta(y):;y+c o ab,ceR, a=0.

Il munit (R[x,p][[A]], *4 = @ o*x,a) d’une structure d’algébre Hom-
associative.

Preuve. Soit a : R[x,p][[A]] = R[x,»][[A]] un morphisme tel que
pour touti €N, aopu; =p;o a®?. En particulier, pour i =0,

a(fg)=a(f)a(g)

ce qui montre que «a est multiplicatif, donc il est suffisant de le
définir sur x et y. Pouri =1,0on a

(7.2.1)

(7.2.2)

(7.2.3)
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df dg\\ _ da(f)da(g)
“(ax 8y>_ ox  ay (7.2.4)

ce qui implique que a({f,g}) ={a(f), a(g)}.
On pose P(x,p) = a(x) et P5(x,v) := a(y). Pour f(x,y) = x et

g(x,v) =y, I’équation donne

B _ dP, dP,
t=al=00 3y
donc il faut que Py (x,y) = ax+Q;(y) et P(x,v) = %y+Q2(x) aveca e
R\ {0} et Q1,Q, € R[x,y]. Pour f(x,v) =y et g(x,v) = x, '’équation

(7.2.4) donne
0= a(0) = oP, dP, Q.0
=a ax ay 2,x%<1,y*

On peut donc supposer que Qi (v ) = b est constant. En reportant
dans I’équation (7.2.4), avec f(x,v) = g(x,9) = v, on trouve
oP, dP,
0_0((0) ax ay Q2x ’

ainsi Q,(x) = ¢ est constant. Il reste a vérifier que pour i > 1, ay; =
, d'fdlgl\ _da(f)d'a(g)!l
A ®2 ZJ 787
pia®ie pour f,g e R[x,y], a (8xi ayi i!> =i 8y T . Par
multiplicavité de a, le seul cas non trivial est f(x,y) = x" et g(x,v) =
™. Ona

o (g;%ﬁ%) —a (i!(?)x”‘%!(’?)ym_‘%) - zv(':)z'@) (ax+b)" (%y+c> %
o (Lyse)
:i'(n)i' m)(ax+b)”l 1(1y+c)m_i (l)ilzai(a”b)n <nyrc) 1
\i/) "\ a a) il ox’ ! i!

Palf) dalg) |
oxt  dyt il

La Hom-algebre (R[x, y][[A]], *,, &) est Hom-associative mais non
associative si a = id. En effet, pour f(x,y) =1, g(x,y) =y et h(x,y) =
X, on a

(f *a &) *a h = ala(f)* a(g))* a(h)
=a (1*%y+c)*(ax+b):a (%y+c)*(ax+b),



120 Chapitre 7. Déformation et quantification de Hom-algébres

et

f*a (g%a h) = ala(f))* a(a(g)* a(h))

=1l*xa ((%y+c)*(ax+b)) =a (%y+c)*a(ax+b)

qui sont en général différents.
Plus généralement, on peut considérer I’algebre de Poisson (R[x1,...,x,],-{, })
des polyndmes de n variables, n > 3, ou le crochet de Poisson
Jf dg
’]8 8

de deux polynomes est donné par {f,g} = Z , avec

1<i,j<n
T = (7;j) une matrice n x n réelle antisymétrique.

L'algebre associative associée est (R[xp...,x,][[1]],*) ou le *-
produit est donné par

_ J"f ad"g A"
f*g_z Z 0-11]1...Gln]naxil'“axin ale.“ax. E: (725)

NEN 1<y, 1 yovnriy, jy <n In

ouo = (Gi]') est la matrice dont l'antisymétrisée est 7. Pour n > 3,

1 a"f d"g
notons p, = -y Do OO, S - e - W
: L1, 1 yeemrip jp <1 11 Iy J1 In

Proposition 7.2.5 Tout morphisme a : R[xy,...,x,] = R[xy,...,x,] vérifiant a o y; =
i o a®? pour tout i € N donnant a (R[xy,...,x,][[A]], *o = a*,a) une
structure d’algebre Hom-associative est de la forme

Vi<i<n a(x)=x;+b; ou V1<i<n, a(x;)=-x;+b;,
avec b; € R.

Preuve. La preuve est similaire au cas de deux variables, on obtient
a(x;) = a;x; + b;, sauf que cette fois, a;a; = 1 pour tous i # j, ce qui
donne les deux cas de la proposition. ]

Pour obtenir une algebre Hom-associative a partir de (R[x, p][[A]], %),
la condition Vi € N, a o ; = p; 0 a®? est tres restrictive. On verra
comment construire d’autres morphismes permettant d’obtenir une
algebre Hom-associative par twist, en quantifiant les morphismes
de l'algebre de Poisson R associée.

7.2.2 Twists du crochet de Poisson

On considére toujours l’algebre de Poisson R = (R[x,y],-{, }).
Pour construire une algebre Hom-Poisson (R[x,y], -4 =ao:, {,}s=
ao{,}, a)en utilisant le principe de twist [Théoreme 6.1.4} il
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faut disposer d’'un morphisme d’algebre de Poisson a : R[x,y] —
R[x,p].

Un tel morphisme préserve en particulier la multiplication point
par point et est donc entierement déterminé par ses images sur x
et y. En notant a(x) = ¢1(x,v), a(y) = ¢,(x,v) ou ¢; € R[x,p],
appliquer le morphisme de Poisson a correspond a précompo-
ser par une application polynomiale ¢ = (¢, P,) : R? — R?, ie.

a(f)=¢*(f)=fod.
Lapplication ¢* : R[x,y] — R[x, v] est un morphisme d’algébre de Pois-
son si, et seulement si

ax(i)l ayd)l
dxp2 Iy

oul ] est le déterminant jacobien de ¢.

Jo = = 0xp10yPr— P20y =1

Preuve. L'application ¢* est déterminée par ¢ = (¢, p,) : R? — R2,
Soient f, g € R[x,y]. Par définition, on a

(f-8lop=fod-gop ¢ (f-8)=¢"(f)-d7(g)-

Dans la suite, on peut supposer par linéarité que f(x,v) = ax*y’
et g(x,v) = bxPy9,aveca,beR, k,I,p,q € N. On a d'une part

{f op,g o} =0x(adlph)d, (b P2) — 9, (adp} ph) I (b pT)
= ab(kq—1p)py 7™ 5T (Oxp19y s — Dxp2dyp1)
et d’autre part
{f, g} o ¢ = (x(ax*y")0, (bxPy?) — 9, (ax* "), (bxPy?)) o P
= ab(kq - Ip)p\ P 5 .

Par identification, ¢* est un morphisme de Poisson si, et seulement
si on a l’équation Jg = 1. N

Les automorphismes polynomiaux de R? sont connus, ceux ayant

un jacobien constant égal a un sont les éléments engendrés par les
transformations triangulaires

Théoréme 7.2.7 (Théoréme des automorphismes) Soit K un corps. Le groupe des au-

tomorphismes polynomiaux Aut[K?] est engendré par les transforma-
tions affines (x,y) — (a1x + b1y + cy,a,x + by + ¢,) ot a;, b;,c; € K
avec ayby —ayby = 0, et par les transformations triangulaires (x,y) —
(x,9+p(x)) 0t p € K[x]

1. car leur matrice jacobienne est triangulaire

(7.2.6)
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En revanche, si on ne suppose pas a priori que 'application
¢ : R? — R? est bijective, le fait que Jo = 1 ne permet pas en-
core de conclure que ¢ est inversible. Sur K = C, c’est l'objet de la
conjecture jacobienne, qui reste un probléme ouvert méme pour
n=2.

Conjecture Jacobienne
Une application polynomiale de C" de jacobien constant non nul
est un automorphisme de C".

Le théoréme des automorphismes a été découvert par Jung en
1942 pour les corps de caractéristique 0 et étendu par Van der
Kulk aux corps de caractéristique quelconque. Différentes preuves
ont été proposées, une preuve simple sur C et des références sont
données dans l'article [VC03], qui comporte également des réfé-
rences aux travaux sur la conjecture jacobienne.

Corollaire 7.2.8  Le groupe des automorphismes de Poisson de R = (R[x,p],-,{, }) est en-
gendré par les transformations triangulaires inférieures (x,v) — (x,y + p(x))
et supérieures (x,v) — (x+q(),v), ou p € K[x], g e K[p].

Preuve. En effet, notons sous forme matricielle

(€ a): () (&38)

les transformations linéaires, et

(o "57) )= (%)t G 1)+ ()= (o)

les transformations triangulaires supérieures et inférieures. Les
automorphismes de Poisson étant de déterminant jacobien unité,
pour un automorphisme produit de transformations linéaires et
triangulaires, les transformations linéaires doivent étre de jaco-
bien unité également, les triangulaires 1’étant déja. Ainsi

(i Z) €SL(2R)= {M = (‘Z Z) € My(R),detM = ad - be = 1}.

Or SL(2,R) est engendré par les transvections, qui sont précisé-
ment les matrices des morphismes triangulaires avec un polynome
p ou g linéaire, d’ou le résultat. ]

7.2.3 Quantification des automorphismes de Poisson

Dans cette section, on expose la facon de quantifier les auto-
morphismes de I’algebre de Poisson R «a la Fedosov », (voir [Fed96]),
pour obtenir des morphismes de l’algebre associative de Moyal-
Weyl.
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Morphismes et flots

Considérons un morphisme triangulaire ¢(x,y) = (x,y + p(x)),
avec p € R[x]. Quitte a ajouter un parameétre ¢, on peut supposer
que ¢;(x,v) = (x,v + tp(x)) est le flot de I’équation hamiltonienne

. JdH

x:a—y(x,y):o - x(t) = xq

. OH B y(t) =0 +tp(x)
V=" (x,9) =p(x)

avec H(x,y) = — [ p(x)dx une primitive de —p. Ainsi ¢(xg,vo) =
(x0,v) est 'identité de R? et ¢, (xq, 1) = (x(£), v(t)) = (x0, vo+tp(x0)
est la solution au temps t.

En dérivant par rapport a t, on a

0 91(5,9) = (0,p(0) = Xex(t) (1) = Xss 0 f1(5,9)

JH JH
ou Xy = (8_3) _ﬁ) est la dérivée de Lie de H.

En tant que fonction du temps ¢, : R — R?, le flot vérifie donc
I’équation différentielle

d
E‘Pt =Xy o ¢y '
¢0 = idRZ

On obtient la méme équation pour le flot d’'un morphisme trian-
gulaire (x,y) — (x+tq(y),v) avec q € R[y].

Une équation différentielle formelle de ce type permet d’écrire
de maniere concise la récurrence cachée liant les coefficients de la
série formelle solution cherchée. Une telle équation différentielle
formelle admet une unique solution (voir [Che61), Theorem 1.1])
donnée par intégrations itérées

t

¢ = (Z Qku)) b0 avec Qui(f)= / Xua(5)Qx(s)ds et Qp=id
keN 0

De plus, si Xg(t) = Xy est constant par rapport au temps comme

c’est le cas ici, on obtient

_ X
¢r = e .

Comme on travaille dans le domaine polynomial, avec des com-
positions successives d’opérateurs différentiels, les séries considé-
rées sont des sommes finies lorsqu’elles sont évaluées sur des po-
lynomes.

(7.2.7)

(7.2.8)

(7.2.9)

(7.2.10)
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En considérant le morphisme d’algebre de Poisson associé au

flot: ¢;(f) = f o b1, on a
d °
o= rop=(Logr Lo )(_ t>={f,H}o¢t,

(@]

donc le morphisme de Poisson ¢; est déterminé par

bt = b P
arPr=0e P b =, f). (7.2.11)
¢o = idg
De mamere plus generale, pour un automorphisme de Poisson

= ¢} o---0p! ottles ¢! sont des morphismes triangulaires, on
obtlent

* d * *
kl k k+1 *
dtl’bt Z(Pt ﬁ o oy

— *o---o k-1% o P o k+1 ceio ™
} t Hy t
k=1

n
* k+1* AL k+1* *
=—gio ) (¢ 0 p!) 0Py 0 gk 0l
~— ——

k=1 e

ou Py (f) = {Hy, f} avec les différents hamiltoniens Hy correspon-
dants aux morphismes triangulaires ¢;. Comme

((07) om0 ) 0= (#) " ({ro0: 1))
{(6) s |
PHf(f)r

en posant Py, = ZPHtk, on obtient que le morphisme de Poisson

k=1
Y; est déterminé par

aVi=vio b (7.2.12)

o = idg
cette fois, l'opérateur Py, dépend du temps f.
On peut retrouver le fait que 1; est un morphisme de R par
différentiation. Soit

Ai(feg)=vi({f, gh) —{¥:(f) Pi(g)}
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Alors
%At = %(w;*({f,g})—{ (8)})
= —¢;({Hu {f, g} ll)t({Ht’f})r#} (8)}
+H{:(f), Y ({Hp )
= —i({Hp f 1,81 + (i ({He f1), 95 (8))
—i({f {Heu g1 + {1 (), ¥ ({Hp g1}
= -A({Hy, f®g) - A(f ®{Hy g})

donc A; vérifie I’équation différentielle

d
dt
avec la condition initiale Ay = 0. L'unique solution est donc A; =

Ay =0, donc on retrouve le fait que 1j préserve le crochet de Pois-
son.

—A;=-Ayo (Py,®id+id®Py,)

Quantification

Pour quantifier les automorphismes de Poisson et obtenir des
morphismes de l’algebre associativeﬂ (R[x, p][[A]],*), on remplace

1
dans I’équation (7.2.12) Py, = {H,, } par Qy, : f X(Ht*f—f*Ht).
Comme dans (7.2.9), les solutions de

d
4= e, (7.2.13)
ag = id

s’écrivent comme des séries formelles

b t ty th-1
at = ld+2(—1)n/o (/(; ( 0 Qthdtn) o Qth_ldtn—l (o] "')OQHtldtl.
n=1

Pour montrer que ce sont des morphismes de (R[x, p|[[A]], %) i.e.
préservant le produit %, posons

Bi(f ®g) = as(f * g) — ar(f) * as(g).
Alors

%Bt = %(at(f*g) —ay(f)x ar(g))

= —a;0Qp,(f*g)+ (OctoQHt(f))*at(g)+at(f)* (at ° QHt(g))
—By(Qpu,(f)®g) — Bi(f ® Qp,(g))

2. ou * désigne ici indifféremment le *-produit de Moyal-Weyl ou sa forme
équivalente simplifiée
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donc B; vérifie I’équation différentielle

d o
EBt = _Bt (¢] (QHt ® ld + ld ® QHt)
avec la condition initiale By = 0. L'unique solution est donc B; =

By =0, ce qui montre que a; est un morphisme de (R[x, p][[A]],%).

En particulier, si on prend un seul morphisme triangulaire ¢(x,y) =
(x,v + tp(x)) avec p € R[x] de degré d et H(x,y) = — [ p(x)dx le ha-
miltonien correspondant, Qp, = Qy ne dépend pas de .

Comme H est une fonction de x seulement, pour le x-produit

de Moyal-Weyl (7.2.2), on a
4]

1 1 A\ (2k) oy 92k+1
Qur(F) = S (Eorpaw f— o H) = - (3) p2man,

et pour le x-produit
1 a+2 An
Qu(f)=J(HA [~ fxH)==) ~op" D (x)y(f)
n=1

L'opérateur Qg ne dépendant pas de ¢, I’équation différentielle

(7.2.13)) s’integre en
a; = e~1QH

qui est une somme finie lorsqu’elle est évaluée sur un polynome f,
car les compositions Qf; ne font intervenir que des dérivées par-
tielles successives par rapport a y de f.

Ainsi, on obtient des exemples de morphismes «; de (R[x, p][[A]], %)
autres que ceux de la [Proposition 7.2.4] permettant d’obtenir une
algebre Hom-associative (R[x, ][[A]], *,,, @) par principe de twist.
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CALCUL DES MORPHISMES DE 5l(2)

On considere 'algebre de Lie s1(2) engendrée par {e, f,h} avec
le crochet donné par [h,e] = 2¢,[h, f] = -2f,[e, f] = h.

On cherche les morphismes a : s1(2) — sl(2) vérifiant a([x,y]) =
[a(x),a(y)]. On écrit a = (a,-]-) dans la base {e, f, h}. Cette méthode
a été utilisée dans [Yaulll].

On définit le crochet de Lie pour qu'’il vérifie les propriétés de
bilinéarité.
Croch[f_+g_,h_] :=Croch[f, h] + Croch[g, h]
Croch[f_,g_+h_]:=Croch[f, g]+ Croch[f, h]
Croch[t_Real f_,g ] :=tCroch(f, g]
Croch[t_Rational f_,g ] :=tCroch[f,g]
Croch[t_Integer f_,g ] :=tCroch(f, g]
Croch[f_,t_Real g_] :=tCroch|f, g]
Croch[f_,t_Rational g_] :=tCroch[f, g]
Croch[f_,t_Integer g_] :=tCroch[f, g]

{Croch[ali_,j_]f_,g_] :=a[i, j|Croch|f, g],Croch([f_,a[i_,j_]g_] :=a[i, j]Croch|f, g]}

{Null, Null)

On donne les valeurs du crochet sur la base.
{Croch[e,e] = 0,Croch[e, f] = h,Crochl[e, h] = —2e,
Croch[f,e] = —h,Croch[f, f] = 0,Croch|[f, h] = 2f,
Croch[h, e] = 2e,Croch[h, f] = -2f,Croch[h, h] = 0}
{0,h,—2¢,—h,0,2f,2e,—-2f,0)

On définit les propriétés de linéarité et multiplicativité du mor-
phisme a.
alpha[0] :=0;alpha[1] :=1;
alpha[x_+y_] :=alpha[x] + alpha[y]
alpha[x_y_] :=alpha[x]alpha[y]
alpha[x_"n_Integer] :=alpha[x]"n
alpha[t_Real x_] :=talpha[x]
alpha[t_Rational x_] :=talpha|x]
alpha[t_Integer x_] :=talpha[x]

On définit le morphisme a de fagon matricielle.
A = Array|a, {3, 3}]
{{al1,1],a[1,2],a[1,3]},{a[2,1],a[2,2],4[2,3]},{a[3,1],a[3,2],4[3,3]}}
MatrixForm[A]

a[1,1] a[l1,2] a[l,3]

a[2,1] a[2,2] a[2,3]

a[3,1] a[3,2] a[3,3]

On calcule les images de a sur la base.
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X ={ef,h}
le, f,h)
For[i =1,i < 4,i++,alpha[X][[i]]] = (Transpose[A].X)[[i]]]
i=.
{alpha[e],alpha[f],alpha|h]}
{ea[1,1]+fa[2,1]+ha[3,1],ea[1,2]+fa[2,2]+ha[3,2],ea[l,3]+fa[2,3]+
ha(3,3]}
MatrixForm[%]

ea[1,1]+ fa[2,1]+ ha[3,1]

ea[1,2]+ fa[2,2]+ ha[3, 2]

eal[l,3]+ fa[2,3]+ ha[3, 3]

On écrit les polynomes en e, f, h obtenus par calcul de a([x, y])—
[a(x),a(y)] sur la base. Seulement trois de ces polynomes sont né-
cessaires, ce sont a([e, f])—[a(e), a(f)], a([e h])-[a(e), a(h)], a([f, h])-

[a(f), a(h)].

poly = SparseArray[{{i_,j_} — If[i>=j,0,
Collect[Expand[Croch[alpha[X[[i]]],alpha[X[[j]]]] — alpha[Croch[X[[i]], X[[j]]1]]]),
(e, £, 111 (3,3)]

SparseArray[< 3 >, {3, 3}]

Normal[poly]

{{0,e(—a[1,3]+2a[1,2]a[3,1]-2a[1,1]a[3,2])+f (—-a[2,3]-2a[2,2]a[3, 1]+
2a[2,1]a[3,2])+h(-a[1,2]a[2,1]+a[1,1]a[2,2]-a[3,3]), h(-a[l,3]a[2, 1]+
a[1,1]a[2,3] + 2a[3,1]) + e(2a[1,1] + 2a[1,3]a[3,1] - 2a[1,1]a[3,3]) +
f(2a[2,1]-2a[2,3]a[3,1]+24a[2,1]a[3,3])},{0,0, h(—a[1, 3]a[2, 2]+a[1, 2]a[2,3]-
2a[3,2]) +e(—2a[1,2] + 2a[1,3]a[3,2] - 24[1, 2]a[3, 3]) + f(—24a[2,2] -
2a(2,3]a[3,2] + 2a[2,2]a[3,3])},{0,0,0}}

Pour annuler ces polyndémes, on extrait leurs coefficients en

e, f,h et on résoud les équations obtenues, les inconnues étant les
coefficients a;; du morphisme a.
For[i=1,i <4,i++,

For[j=1,j<4,j++,

If[i < j, coefs[i, j] = CoefficientList[poly][[i, j]], {e, f, h}], 0]

]

]

vars = Normal[Flatten[A]]

{a[1,1],a[1,2],a[1,3],a[2,1],a[2,2],a[2,3],4[3,1],4[3, 2],4[3, 3]}

eqs = DeleteCases[Flatten[{coefs[1, 2], coefs[1, 3], coefs[2, 3]}], 0]
{-a[1,2]a[2,1]+a[1,1]a[2,2]-4a[3,3],—a[2,3]-2a[2,2]a[3,1]+24a[2,1]a[3,2],—a[1, 3]+
2a[1,2]a[3,1]-2a[1,1]a[3,2],-a[1,3]a[2,1]+a[1,1]a[2,3]+2a[3,1],2a[2,1]-
2a[2,3]a[3,1]+24a[2,1]a[3, 3], 2a[1,1]+24a[1,3]a[3,1]-2a[1,1]a[3,3],—a[1, 3]a[2, 2]+
a[1,2]a[2,3]-2a[3,2],-2a[2,2]-24[2,3]a[3,2]+2a[2,2]a[3, 3], -24[1, 2]+
2a[1,3]a[3,2] - 2al[1,2]a[3, 3]}

zeros = Table[0, {i, Length[egs]}]

{0,0,0,0,0,0,0,0,0)
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sols = Solve[eqs == zeros, vars]
Solve::svars:Equations may not give solutions for all "solve" variables.))
3,1)? 2a[3,1]
{{a[l,l] — 43 a[1,3] — 230 4[1,2]
a[3,3] —» -1,4[2,2] — 0,4[3,2] — 0},
2
{a[l, 1] = orbyp.al1,3] > 0,a[1,2] - 0,a[2,1] - - 4220

2a[2,7] "
al3,1] - — 123 a[3,3] - 1,4[3, 2]—>0}

i a23]1-0,

{al1,1] > L2RIBIE (1, 3] — 2SR gy 9] 2L
al2,2](1-2a[3,3]+a[3,3 —a[3, al3,
2, 1) = AR 1) af ai2,5) 2ol

{a[1,1] = 0,a[1,3] — 0,a[1,2] — 0,a[2,1] — 0,a[3,1] — 0,
a[2,3] — 0,a[3,3] — 0,a[2,2] — 0,a[3,2] — 0}

Les morphismes a qui conviennent sont de la forme suivante.

MatrixForm[A]/.sols
( 3,1]% 1 24[3,1 A
_aa[[Z,ll] a21] aa[[2,1]] Z[[zz’é]]z
al2,1] 0 0 % W) 0[2 2] 0[2 3]
a3,11 0 -1 - 2”;[[22'321]
1+2a[3,3]+a[3,3]? _a[3,2]*>  -—a[3,2]-4[3,2]a[3,3]
[2 2](14;[?32;] (3,3]%) “22] [22 00 O
al2, —2a|3,3|+al3, a[2,2](-1+a[3,3])
- 443,27 a[2,2] [3;] 8 8 8
) a3,2] a3

Ces morphismes sont bien inversibles, puisqu’ils sont tous de
déterminant non nul, de plus, ce déterminant est 1 (sauf pour le
morphisme nul).

Simplify[Det[A]/.sols]
{1,1,1,0)

On renomme les parametres.
Part[MatrixForm[A]/.sols, 1]/.{{1/a[2,1] — A,a[2,1] - 1/A,4(3,1] — p}}

“Au? A 2Apu
T 0 0
u 0 -1

Part[MatrixForm[A]/.sols, 2]/.{{1/a[2,2] — A,a[2,2] — 1/A,4[2,3] — u}}
(/A 00
I

Ap
- 0 1

P;urt[MatrixForm[A]/.sols, 3]/.{{1/a[2,2] - A,a[2,2] — 1/A,4[3,3] — p,a[3,2] — v}}
([ A1 +2u+u?) -Av? A(—v—puv)

1-2p+u? 1 —1+pu
T 4Ay? P v
l—yz
\ 4y v l’l
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Ces matrices correspondent aux automorphismes s[(2) — sl(2),
X+ A1 X.A avec

B 0 b R N
A= (—1/17 d) avec A=—c, y=2bd pour la premiere,

_[a b 2 _ N
A= (O 1/a) avec A=d*, y=—-ab pour la deuxieme,

b
A= (a 1+_bc> avec A=1/a%, u=1+2bc, v=—-2ac pour la troisiéme.

a

STRUCTURES HOM-LIE ASSOCIEES AU CROCHET DE
Jackson sl(2)

On obtient 'algebre de Lie Jackson sl(2) par déformation. Elle
est engendrée par {e, f, h} avec le crochet donné par [h,e] = 2¢,[h, f] =
—2(1+0)f,[e,f1=(1+%)h.

On définit ce nouveau crochet comme auparavant pour qu’il
vérifie les propriétés de bilinéarité.

Croch[f_+g_,h_] :=Croch[f, h] + Croch[g, k]
Croch[f_,g_+h_] :=Croch|[f, g]+ Croch|[f,h]
Croch[t_Real f_,g ]:=tCroch|f,g]
Croch[t_Rational f_,g ] :=tCroch(f, g]
Croch[t_Integer f_,g ] :=tCroch[f, g]
Croch[f_,t_Real g_] :=tCroch(f, g]
Croch[f_,t_Rational g ] :=tCroch(f, g]
Croch[f_,t_Integer g_| :=tCroch[f, g]
{Croch|a[i_,j_]f_,g_] :=a[i, j]Croch|f, g],Croch([f_,a[i_,j_]g_] :=a[i, j]Croch[f, g]}
{Null, Null}

Croch[tf_,g_] :=tCroch(f, g]

Croch[f_, tg_] :=tCroch[f, g]

On donne les valeurs du crochet sur la base.
{Croch[e,e] = 0,Crochle, f] = (1 + t/2)h,Croch[e, h] = —2e,
Croch|[f,e] = —(1+t/2)h,Croch|f, f] = 0,Croch[f,h] = 2(1 + t)f,
Croch[h,e] = 2e,Croch[h, f] = -2(1 +t)f,Croch[h, h] = 0}
{0,h(1+%),-2e,h(-1-%),0,2f(1+1),2e,-2f (1 +1),0}

On cherche les différentes application linéaires a qui vérifie
I'identité de Hom-Jacobi pour ce crochet. On définit les propriétés
de linéarité de a.
alpha([0] :=0;alpha[1] :=1;
alpha[x_+y_] :=alpha[x] + alphal[y]
alpha[t_Real x_] :=talpha[x]
alpha[t_Rational x_] :=talpha[x]
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alpha(t_Integer x_] :=talpha[x]
alpha(tf_] :=talpha[f]
On définit 'application « de facon matricielle.
A = Array|a, {3, 3}]
{{a[1,1],4[1,2],a[1,3]},{a[2,1],a[2,2],4[2,3]},{a[3,1],4[3,2],a[3,3]}}
MatrixForm[A]
a[1,1] a[1,2] a[l,3]
a[2,1] a[2,2] a[2,3]
( a[3,1] a[3,2] a[3,3] )
X ={e, f,h}
{e, f, 1}
For[i = 1,i < 4,i++,alpha[X[[i]]] = (Transpose[A].X)[[i]]]
i=.
{alpha[e], alpha[f],alpha[h]}
{ea[1,1]+fa[2,1]+ha[3,1],ea[l,2]+fa[2,2]+ha[3,2],ea[l,3]+fa[2,3]+
ha[3, 3]}
MatrixForm|[%]
ea[1,1]+ fa[2,1]+ ha[3,1]
ea[l,2]+ fa[2,2]+ ha[3, 2]
( ea[1,3]+ fa[2,3]+ ha[3, 3] )

Il s’agit de caractériser les coefficients de a pour que l'identité

de Hom-Jacobi soit vérifiée.
Jac = Croch[alphale], Croch|[f, h]]

+Croch[alphalf],Croch[h,e]]

+Croch[alphal[h],Crochle, f]]
2h (-1-%)a[2,2]+4ea[3,2]+a[1,3]Croch [e,h (1 + ) ]+2a[1,1]Crochle, f (1+
t)]+a[2,3]Croch [f,h (1 + §)]+2a[2,1]Croch[f, f (1+t)]+a[3,3]Croch [h,h (1 + §)]+
2a[3,1]Croch[h, f (1 +1)]

On extrait les coefficients de ce polyndome en e, f, h et on résoud
le systéeme correspondant pour les annuler, les inconnues étant les
coefficients a;; de I'application a.

Collect[ExpandAll[Jac],{e, f,h}]

h(2a[1,1]+ 3ta[1,1]+ t?a[1,1] - 2a[2, 2] - ta[2,2])

+f (2a[2,3]+ 3ta[2, 3]+ t?a[2, 3] — 4a[3,1] - 8ta[3, 1] — 4ta[3,1])
+e(—2a[1,3] - ta[1,3] + 4a[3,2])

eqs = CoefficientList[Collect[ExpandAll[Jac],{e, f, h}),{e, f, h}]
{{{0,2a[1,1]+3ta[1,1]+ t?a[1,1] - 2a[2,2] - ta[2,2]} ,
{2a[2,3] +3ta[2,3] + t?a[2,3] - 4a[3,1] - 8ta[3,1] — 4t?a[3,1],0} },
{{-2a[1,3] - ta[1,3] + 44a[3,2],0},{0, 0}}}

equas = DeleteCases[Flatten[eqs], 0]

{2a[1,1] + 3ta[1,1]+ t?a[1,1] - 2a[2,2] - ta[2, 2],

2a[2,3] + 3ta[2,3] + t%a[2,3] - 4a[3,1] — 8ta[3,1] - 4t%a[3,1],
—2a[1,3] —ta[1, 3] + 44[3, 2]}
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vars = Flatten[A]

{a[1,1],a[1,2],4[1,3],a[2,1],a[2,2],a[2,3],a[3,1],4[3,2],a[3,3]}

sols = Solve[equas == {0, 0, 0}, vars]

Solve::svars:Equations may not give solutions for all
"solve" variables.))

{{“[3’2] — —3(=2-1)a[1,3],a[2,2] — —(-1 - t)a[1,1],4[2,3] - —4““)“[341}}

2+t
On renomme les parametres.
MatrixForm[A]/.sols/.{a[1,1] — a,a[2,1] - b,a[3,1] —> ¢,
a[1,2] > d,a[1,3] > k,a[3,3] = I,t - q—1}//Simplify

a d k
4
b aq %

c ik(1+q) l

En spécifiant les coefficients, on retrouve les twists correspon-
dants aux déformations déja connues.
MatrixForm[A]/.sols/.{a[1,1] = 1 +t,4[2,1] > 0,4[3,1] = 0,
a[1,2] - 0,4[1,3] — 0,4[3,3] — 1 + t}//Simplify

1+t 0 0
0 (1+t)> 0
0 0 1+t

MatrixForm[A]/.sols/.{a[1,1] — (2 + t)/(2(1 + t)),a[2,1] = 0,4[3,1] = 0,
a[1,2] — 0,4[1,3] — 0,4[3,3] — 1}//Simplify

2

5o 00
0 1+1 0
0 0 1

[SIEN
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