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Introduction générale

Dans les dernieres décennies, le domaine de 'informatique s’est fortement développé in-
fluencant ainsi toutes les branches des sciences modernes. Les automaticiens se sont donc
intéressés a développer des méthodes donnant la possibilité de profiter des moyens puis-
sants fournis par I'informatique. En conséquence, la commande numérique s’est répandue
ces dernieres années avec le développement des méthodes d’analyse et de synthese pour
les systemes non linéaires a temps discret.

Ces méthodes posent souvent des problemes aussi bien au niveau de la détermination d’un
modele que du choix des méthodes d’étude.

Pour les systemes de grande dimension, la modélisation passe souvent par une phase de
décomposition en sous-systemes, qui, si elle est adoptée, peut ramener 1’étude du proces-
sus complexe a I'étude plus simple de ces sous-systeémes. Il s’avere donc intéressant de
chercher & mettre la matrice caractéristique du systeme étudié sous une forme adéquate
aux méthodes d’études retenues. Le cas de la mise sous forme en fleche de ces matrices a,
dans ce sens, déja conduit a des résultats intéressants et importants.

C’est dans ce contexte que nous avons mené les travaux présentés qui concernent es-
sentiellement 1’étude de la stabilité et de la stabilisation des systemes dynamiques non
linéaires échantillonnés, qui, par la suite, sont adaptées a la résolution du probleme de
la synchronisation d’une classe de systémes non linéaires au comportement tres complexe
qui sont les systemes chaotiques a temps discret. Parmi les applications de la technique
de synchronisation, nous trouvons les systemes de transmission sécurisée de I'information
exploitant les propriétés fondamentales des systemes chaotiques.

La nouvelle approche est donc la détermination de lois de commande stabilisantes pour
des fins de synchronisation, par réaction d’état ou de sortie, conférant au processus étudié
la structure hiérarchisée a deux niveaux, et ce dans le cas discret.

Le présent mémoire est structuré en trois chapitres.

Apres une introduction générale, mettant en relief 'objectif du présent travail, le pre-

mier chapitre de ce mémoire est consacré a la présentation de bases théoriques sur les
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différentes classes de systemes dynamiques échantillonnés non linéaires et plus précisément
les systemes chaotiques. Nous y présentons les propriétés importantes des systéemes chao-
tiques ainsi que 1’étude et la synthese de leur comportement. Ceci nécessite une étude a
I’aide des outils de la dynamique non linéaire. Nous avons introduit aussi quelques pro-
priétés importantes des matrices de formes en fleche ainsi que les notions utilisées et les
principales méthodes d’étude de la stabilité des systemes échantillonnés de grande dimen-
sion.

Dans le deuxieme chapitre, I’élaboration de nouvelles conditions suffisantes de stabilisa-
bilité de systemes non linéaires discrets est envisagée sur la base de la description des
systemes par des matrices caractéristiques de forme en fleche et de 'utilisation d’une
méthode d’étude de stabilité bien appropriée. Les criteres élaborés, soit pour I’analyse de
la stabilité soit pour la synthese d’une loi de commande stabilisante par retour d’état ou
de sortie, sont ensuite exploités, avec succes, pour la formulation de nouvelles conditions
suffisantes de vérification des propriétés de synchronisation, d’anti-synchronisation ou de
synchronisation hybride de systemes chaotiques discrets. Ces propriétés sont d’'un grand
intérét pour garantir une transmission sécurisée.

Les travaux effectués dans le troisieme chapitre consistent, dans un premier temps, a
étudier des systemes de communication dont le cryptage des données repose sur les pro-
priétés du chaos. Pour ces systemes de cryptographie, il a été démontré que la synchroni-
sation du point de vue de la théorie du controle est un probleme de conception d’observa-
teurs. Ainsi, un observateur, qui repose sur la description des systemes par des matrices
caractéristiques de forme en fleche, est élaboré en vue d’obtenir des conditions de synchro-
nisation. Ces conditions ont montré leur efficacité dans les systemes de communication
choisis pour la phase de décryptage et la récupération de I'information. Dans un second
temps, les travaux effectués consistent a tester la robustesse de I’observateur proposé a

I’effet du bruit dans le canal de transmission.
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Chapitre 1

Généralités sur ’analyse de systemes

discrets non linéaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons par introduire des notions relatives a la description
des systemes non linéaires échantillonnés et aux différentes représentations matricielles de
tels systemes. Ensuite, nous présentons un cas particulier de systémes non linéaires : les
systemes chaotiques ainsi que certains outils d’analyse de tels systemes. Des notions sur
la stabilité et des méthodes générales d’étude de cette propriété sont ensuite considérées.
Nous donnons, aussi, un bref apercu sur la synchronisation a base d’observateurs et de
retour d’état et sa liaison avec les méthodes générales d’étude de la stabilité. Nous finissons
ce chapitre en posant le probleme de la relation entre la synchronisation et les principes

de la cryptographie par chaos.

1.2 Description des systemes dynamiques étudiés

1.2.1 Notion de modele

Un processus est un systeme dynamique susceptible d’évoluer en fonction d’une va-
riable indépendante appelée temps [Borne et al., 1992, Belghith, 1997]. Un processus est
caractérisé par :

— des entrées de commande, qui sont des grandeurs physiques externes sur lesquelles il

est possible d’agir et dont la variation contribue a I’évolution du comportement du

systeme ;
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20 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

— des entrées de perturbation sur lesquelles il n’est pas possible d’agir par 1'utilisateur
et qui agissent également sur le processus ;

— une ou plusieurs grandeurs de sortie, mesurables et plus ou moins détectables, qui
constituent le résultat du processus des sorties ;

— des variables d’état, variables internes du systeme, dont ’action sur ’environnement
n’est pas nécessairement directement perceptible, mais dont 1’évolution régit celle du

processus étudié.

1.2.2 Les systemes dynamiques

Les systemes dynamiques se différencient par la nature des signaux intervenant dans
leur description. Ces types de systemes sont classés en deux catégories : les systemes
dynamiques a temps discret et les systemes dynamiques a temps continu.

Dans la suite, nous nommerons x € R" le vecteur état et u € R™ le vecteur de commande.

1.2.2.1 Les systemes a temps continu

Un systeme continu est celui dans lequel les signaux sont définis par rapport a une
variable temps ¢ continue. Ce systéme est décrit par un systeme d’équations différentielles
de la forme :

T(t)=G(x(t),u(t),t) (1.1)

G : R"x R™ x RT — R™ caractérise la dynamique du systéme continu. t représente le
temps € RT. A chaque couple choisi (x(tg); to) et pour une commande u (t) donnée, on
peut associer une solution unique du systeme définie par I’équation (1.1) . L’evolution de

I’état du systeme, en fonction du temps t, s’appelle la trajectoire.

1.2.2.2 Les systemes a temps discret

Un systeme discret est celui dans lequel les signaux sont définis & des intervalles de temps
discrets, pouvant étre périodiques ou non. Ce type de systeme d’ordre n est représenté,

dans le cas périodique, par I’équation d’état suivante :
v(k+1)=f(x(k),u(k),k) (1.2)

ol f: R"x R™x N — R" est une fonction qui définit la dynamique du systéme discret et
Iinstant kT représente I'instant d’échantillonnage, T" étant la période d’échantillonnage.

Les systemes que nous nous proposons d’étudier, dans la suite du mémoire, sont les
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1.3. Représentation des systémes non linéaires & temps discret 21

systemes discrets. Un processus échantillonné est essentiellement caractérisé par un trans-
fert de l'information & des instants discrets du temps. Si #; désigne linstant du k®™e
échantillonnage, I'état du systeme a ¢t = ¢, peut étre représenté par un vecteur x, =

x(ty) = x(kT), avec x € R™ et de composantes x; (k) i =1,2,...,n.

1.3 Représentation des systémes non linéaires a temps

discret

I est souvent nécessaire d’établir un modele des processus étudiés. Modéliser le proces-
sus consiste, généralement, a établir un modele mathématique qui correspond en fait a
une approximation de la réalité du processus [EL-Moudni, 1985].

Le modele mathématique doit satisfaire un compromis entre la complexité et la simpli-
cité. Le modele doit étre suffisamment précis pour traduire fidelement le comportement
du processus. Il doit étre, de plus, suffisamment simple pour qu’il puisse étre mis en
oeuvre avec les outils mathématiques disponibles d’analyse et de synthese. Les modéles
mathématiques, correspondant aux systemes étudiés, sont en général des modeles d’état,
des équations récurrentes, ou des fonctions de transfert, lorsqu’en particulier le proces-
sus est linéaire. Nous nous intéressons, dans ce mémoire, a deux catégories de modeles

mathématiques récurrents, les équations scalaires et les représentations d’état.

1.3.1 Représentation scalaire

L’application des lois de la physique régissant I’évolution d’'un processus non perturbé

conduit, généralement dans le cas discret, a une équation récurrente de la forme :
hy k), y(k+1),..,y(k+n),u(k),u(k+1),. ., ulk+m)k)=0 (1.3)
Cette équation exprime directement la relation entre 'entrée wu (k) et la sortie y (k), h

étant une fonction non linéaire, et m < n.

1.3.2 Représentations vectorielles

Les systemes étudiés, décrivant les modeles de systemes physiques, sont supposés étre

régis par un ensemble d’équations récurrentes du premier ordre de la forme :
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22 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

— d’une équation d’état :

wi(k+ 1) = fiwr (k) , 2o (k) ooy o (k) sy (k) 2 (k) ot (k) K) Vi =1,...,m

— d’une équation de sortie :
yi (k) = gi(xy (k) 20 (k) ooy 2 (k) ur (k) ug (k) oty (K) k) Vi=1,...,1 (1.5)

expressions dans lesquelles f; (1 = 1,2,....n) et ¢g; (i = 1,2,...,1) désignent des fonctions
non linéaires des variables z; (k) (7 = 1,2,...,n) et w (k) (I=1,2,....,m), x; (k) € Ret
w; (k) € R. En notation vectorielle, ce modéle mathématique d’un systéme physique peut
s’écrire comme suit :

— équation d’état :

v(k+1) = fz(k),ulk),k) (1.6)

— équation de sortie :
y (k) = g(x (k) u(k), k) (1.7)
ou x (k), y (k) et u (k) représentent respectivement le vecteur d’état,
z (k) = [x1 (k) xo (k) .. an (K)]" , (k) € R,
y (k) le vecteur de sortie y (k) = [y1 (k) yo (k) .. yi (K)]", y (k) € R!
et u (k) le vecteur de commande u (k) = [uy (k) ug (k) ... um (K)]", u (k) € R™.
Pour une large classe de processus, il est possible, en particulier pour les systémes non

linéaires, de représenter les systemes comme suit :

xi(k—i-l):Zaij(x(k),k):cj(k)+Zbij(x(k),k)uj(k), i=1,2...,n (18

et :

n

vi (k) =Y ey (@ (k) k) ay (k) + > dyy (z (k) k)uy (k), i=1,2,....1 (L9

j=1 j=1

ou encore sous la forme matricielle :

w(k+1)=A(x k), k)x k) + B k), k) ulk)

y(k)=C(x (k) k)x (k) + D (x(k), k)u(k) .
avec :
— A(.) : matrice carrée de dimension n x n et d’éléments a;j, Vi,j =1,2,...,n,
— B(.) : matrice de dimension n x m et d’éléments b;;, Vi = 1,2,...,n,Vj =1,2,...,m,
— C(.) : matrice de dimension | x n et d’éléments ¢;;, Vi =1,2,...,1,Vj=1,2,...,n,
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1.3. Représentation des systémes non linéaires & temps discret 23

— D(.) : matrice de dimension [ x m et d’éléments d;;, Vi = 1,2,...,[,Vj =1,2,...,m,

R
Les éléments de ces matrices peuvent étre linéaires ou non linéaires. Une représentation

graphique de tels systemes est donnée dans la figure.1.1

utk) B(x(k),k)l, Mkt retard

A(x(k).k)

Cx(k),k) @y_ﬂfz

;

D(x(k),k)

L

FIGURE 1.1 — Représentation d’état d’un systeme dynamique non linéaire.

1.3.2.1 Formes canoniques des matrices

Le choix des composantes du vecteur état peut étre dicté par des considérations phy-
siques ou mathématiques de facon a obtenir une matrice permettant une analyse perfor-
mante des propriétés des systemes (stabilité, commandabilité et observabilité). Un cer-
tain nombre de représentations, appelées formes canoniques, peut étre rencontré dans la
littérature ; on peut citer, les formes Compagnon et Frobénius, lorsque le polynome ca-
ractéristique est connu, diagonale ou de Jordan, lorsque les modes peuvent étre déterminés
aisément [Rosenbroch et Storey, 1970] et en fleche [Benrejeb, 1980] lorsque les formes dia-

gonales ou de Jordan ne sont pas réalisables sur le corps des réels.

— Matrice de forme Compagnon

0 1 0 0
0 0 1
L —ap —aq o —Ap—2 —ap-1 |
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24 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

— Matrice de forme Frobénius

0o --- 0 —ao
1 0 0 —a1
A= 0 . - Lo (1.12)
. 0 —Qn—2
0 e 0 1 —Qp—1
— Matrice de forme diagonale
A, 0 0]
0o . -
A= (1.13)
0 ... 0 X\,

— Matrice de forme de Jordan avec v valeurs propres simples ou multiples distinctes

A 1 0 .0 i
0 X\ :
M 100 0
0 ... 0 XN 1
0 X\
A= PV | (1.14)
Ao 0 0
A
0 A 10
0 A\, 1
I 0 Ay |

1.3.2.2 Formes en fleche de Benrejeb

a. Différents types de formes en fleche
La mise sous forme en fleche des matrices caractéristiques des systemes correspond
a une structure hiérarchisée a deux niveaux dépendant d’un certain nombre de pa-

rametres pouvant étre choisis arbitrairement et constitue, ainsi, un outil mathématique
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pouvant faciliter le conditionnement de la représentation par rapport a la méthode

d’étude choisie pour le systeme [Benrejeb, 1980].

Formes en Fleche Mince (FFM) :
La matrice caractéristique A est dite de forme en fleche mince notée Appy, si
les éléments pouvant étre non nuls sont répartis sur la diagonale principale, la
derniere ligne et la derniere colonne de A.

— Forme en fleche mince de type I

a1 QA1n
AFF]VI = (115)
Ap—1n—1 Qp—1n
Qn1 s App—1 Qnn

— Forme en fleche mince de type II

Celle-ci peut étre obtenue aisément a partir de la forme en fleche de type I :

11 Q12 - Al
Q21 Q22

AFF]\/[ = . ) (116)
an1 Ann

Forme en Fleche Mince Généralisée (FFMG) :
Les matrices sont dites de forme en fleche mince généralisée, notées Arpnyq,
d’ordre r, lorsque les éléments, pouvant étre non nuls, sont isolés sur la diago-
nale principale, sur les (n—r+1) derniéres lignes et sur les (n—r+1) dernieéres

colonnes de telles matrices :

Q1,1 (T a1n
Ar—1,r-1 Ar—1,r e Ar—1.n
Aprpma = e ’ ’ (1.17)
ar,l e ar,r—l ar,r T ar,n
anl DY an,rfl an7T DR an’n

Forme en Fléche Epaisse d’ordre r (FFE) :

La généralisation de la FFM peut étre considérée lorsque les éléments pouvant
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26 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

étre non nuls sont isolés dans les blocs diagonaux, les dernieres lignes et les

derniéres colonnes de la matrice considérée comme suit :

All Alr
A22 A2r

p— o (1.18)
Arl Ar2 e AT"I‘

b. Les systemes dynamiques hiérarchisés - Interprétation structurelle
La caractérisation d’un systeme dynamique, en régime libre, par une matrice en
fleche mince telle que, par exemple, la forme (1.15) permet la détermination d’une
structure hiérarchisée a deux niveaux comme le montre la figure 1.2, associée a cette
description [Benrejeb, 1980].
Le premier niveau étant composé de sous-systemes S; Vi = 1,2, ....,n—1, du premier
ordre et dont les modes sont définis par les a;; ; et le deuxieme niveau est le sous-

systeme S,, appelé dans ce cas coordonnateur, de mode instantané a,,,.

Sn(ann)

A

Deuxieme niveau

// Premier niveau
S]v(au)l Sg(azz) cee Si(aﬁ) coe

FIGURE 1.2 — Structure hiérarchisée a deux niveaux associée a une matrice caractéristique

instantanée en fleche mince.

c. Opérations sur les matrices de forme en fleche

Calcul du déterminant d’une matrice en fleche mince : Le déterminant de
la matrice Appys en fleche mince [Benrejeb, 1980], définie par (1.19), est égal
a:
n—1 n—1

det(AFFM) = (ann — Z (lm‘am) H (077 (119)

a..
i=1 w i=1

Calcul de I'inverse d’'une matrice en fleche mince : Si g;; est I'élément de la

ieme ligne et de la jeme colonne de la matrice Appy, [Benrejeb, 1980], définie
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1.3. Représentation des systémes non linéaires & temps discret 27

Ry . -1 R A .y
par (1.19), les éléments de la matrice Az, notés aj;, peuvent étre exprimés

par :

n—1 -1
a/;km - (ann - Z aniainai_il> (120)
i=1

al; = a5 i, anga;)t Vi, j=1,...,n—1, i #j (1.21)
ay; = —anania;; Vi=1,...,n—1 (1.22)

al, = —a; amak, Vi=1,--- n—1 (1.23)

al; = a; (14 aimal, anay; ) Vi=1,...,n — 1 (1.24)

Remarque 1.1. L’inverse explicite d’une matrice en forme en fleche mince
(1.19) peut étre exploité pour déterminer, d’une maniére également explicite,
les matrices caractéristiques de la représentation d’état discréte (respective-
ment continue) a partir de la représentation d’état continue (respectivement

discréte), et ceci en utilisant, par exemple, la transformation homographique
[Soudani, 1997].

d. Passage aux matrices de forme en fleche mince de Benrejeb
— Cas d’une matrice initiale de forme Compagnon
Considérons le systéme non linéaire (S) dont 1’évolution est régie, en régime libre,

par la représentation d’état suivante :
x(k+1)=A(x(k),k)z (k) (1.25)

la matrice A (x(k),k) étant de forme Compagnon (1.26) et a;(z(k),k),Vi =

1,...,n — 1 des éléments pouvant étre non linéaires :
I 0 1 0 0 ]
Az (k), k) = ; 1 0 (1.26)
0 0 1
—Aao () —aq () —Anp—2 () —Up—1 () |

Considérons le changement de variables de matrice de passage P définie par (1.27),
[Benrejeb, 1980] :
x (k)= Pz (k) (1.27)
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28 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

telle que :
[ 1 1 1 |
a1 (6%) . Ap—1
P = ()2 (a)? o (ap_1)? : (1.28)
. . . 0
I (al)n—l (Oég)n_l . (an—l)n_l |
et :
&17&0,(117&063' VZ#L] (129)

Il conduit a la nouvelle matrice caractéristique de forme en fleche mince de Ben-
rejeb Appy comme suit :

a1 B
Arpru (v (k) k) =
Ap—1 ﬁn—l
n @R @) R) k) k)
(1.30)
avec :
n—1
Bi=]li—a) " Vi=1,... ,n—1 (1.31)
=1
i
’yz(,CYZ)Z—PA(,Oé,) Vz:l,Q,,n—l (132)
n—1 n—1
Tnls 3000 =) = —ana () = e (1.33)
i=1 1=1
dans laquelle les parametres «a;;, Vi = 1,...,n— 1, peuvent étre choisis arbitraire-

ment non nuls, satisfaisant toutefois les conditions (1.29) et le polynéme Py (., \)

est défini par :
n—1
Pa(,A) = A" 4> ai( )N (1.34)
i=0

— Cas d’une matrice initiale de forme quelconque : Considérons les systemes discrets

linéaires monovariables représentés dans ’espace d’état par :

xv(k+1)= Az (k) + Bu(k) (1.35)
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ou A et B sont deux matrices a parametres constants de formes quelconques
constituant une paire commandable.

Soit P4 (\) le polynéme caractéristique de la matrice A, comme suit :
n—1
Pa(A) = A"+ a;N' (1.36)
i=0

Le passage de la représentation d’état d’une forme quelconque de la matrice ca-
ractéristique a la forme en fleche mince de Benrejeb, peut étre formulé par le
théoreme suivant [Gasmi, 2001].

Théoréme 1.1. Le changement de base H, tel que x (k) = Hz (k), et

H=[m w . 1’ (1.37)
avec :
n—1
Hi= [ A1+ ukiAk1>BW—1,...,n—1
( k:Z::l (1.38)
H"=B
et :
n—k—1 '
pri = ag + o F Y arged, Vik=1,...,n—1 (1.39)
j=1
ot les parametres ay;, Vi = 1,...,n—1, sont des parameétres choisis arbitrairement

distincts et non nuls, permettant ainsi de décrire le processus (1.35) par l’équation
d’état :

z(k+1)=Asz (k) + Gu (k) (1.40)
ou Ag(.) est une matrice caractéristique de forme en fléche mince de Benrejeb
avec les notations (1.30) , (1.31), (1.32), (1.33) et G est un vecteur colonne,
décrit comme suit :

T
G=10 ...0 1 (1.41)

1.3.3 Cas d’inaccessibilité de variables d’état - Observateurs
d’état

Etant donné que les variables mesurées directement ne peuvent généralement couvrir la
totalité des grandeurs susceptibles de décrire le comportement du procédé, a savoir les
états, il est souvent recommandé de reconstituer I'information non mesurée directement
a partir de celle disponible ; ¢c’est dans ce cadre que nous avons eu recours a la conception

d’observateurs.
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1.3.3.1 Observabilité des systémes non linéaires a temps discret

Un observateur est un systeme dynamique qui permet de reconstruire les variables d’état

non mesurées dans le cas d’une insuflisance de capteurs physiques capables de les mesurer

(figure 1.3).
R v WL
x(k)
x(k
“| Observateur ®

FIGURE 1.3 — Principe d’un observateur

A

A partir d’'une commande, notée u (k), Pobservateur permet de faire correspondre les
sorties mesurées du systeme, y (k), et les prédictions du modele ¢ (k). L observateur fournit
% (k) 'estimation de I'état réel x (k) du systeme.

Le probleme de syntheése d’observateurs peut étre présenté comme suit.

Soit le systeme non linéaire représenté dans ’espace d’état par :

{x%+D—f@%%MM)
y (k) =g (x(k),uk)

v (k) € R" étant le vecteur d’état, u (k) € R™ le vecteur d’entrée, y (k) € R le vecteur

(1.42)

de sortie, et 2(0) = ¢ le vecteur conditions initiales.

Définition 1.1. (Observateur).
Afin de construire l’estimation des états du vecteur x (k), on est amené a effectuer un

choiz judicieur des fonctions ® et W, telles que le systéme dynamique, représenté par :

{Z%+U:¢V%%(@W%»
& (k) (k) = W (2 (k) ,u(k),

avec z (k) € RY, g < n, z2(0) = z les conditions initiales, u (k) et y (k) les entrées de

U
(1.43)

u

ce systéme, & (k) € R" la sortie qui est ’état estimé, vérifie les deux hypothéses suivantes

[Besangon, 2007] :
— 51 Z(ko) = w(ko), alors on a : & (k) =x(k), k > ko
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— sinon lerreur d’estimation e (k), e (k) = & (k) — x (k), tend asymptotiquement vers

2€ro,

alors le systeme (1.43) est un observateur du systeme (1.42), d’ordre plein si ¢ = n et
d’ordre réduit si ¢ < n

Pour étudier la convergence de I’observateur d’un systeme, des outils concernant la stabi-
lité des systemes dynamiques discrets sont utilisés. Ces outils sont détaillés ultérieurement
dans ce mémoire.

Il existe des techniques d’estimation non linéaires qui ont été mises en oeuvre dans la
littérature [Besancon, 2007, Primbs, 1996]. On envisage de détailler I’observateur de Luen-

berger qu’on utilisera ultérieurement dans le prochain chapitre.

1.3.3.2 Différents types d’observateurs

Observateur de Luenberger [Luenberger, 1971] La théorie de I'observation de Luen-
berger repose essentiellement sur des techniques de placement de poles.

Soit le systeme linéaire représenté dans ’espace d’état par :

x(k+1) = Az (k) + Bu (k) + Dw (k)
y (k) = Ca (k) +v (k)

(1.44)

avec x (k) € R", u(k) € R™, y(k) € RP. w(k) € R" et v(k) € RP sont deux bruits
blancs gaussiens d’espérances nulles, de covariances respectives () et R. Ces bruits
sont supposés non corrélés. Les matrices du systeme sont de dimensions appropriées
et les conditions initiales définies par x(0) = .

Dans le cas déterministe (les bruits w (k) et v (k) sont nuls), Luenberger propose

I'observateur suivant pour le systeme (1.44) :
t(k+1)= Az (k)+ Bu(k)+ L(y (k) — Cz(k)) (1.45)

La dynamique de Perreur d’estimation e (k), e (k) = & (k) — x (k), est représentée
par :
e(k+1)=(A—-LC)e(k) (1.46)

Un choix convenable du gain L de 'observateur, basé sur des techniques de stabi-
lisation que nous détaillerons ultérieurement, permet d’assurer, la convergence de
& (k) vers 'état x (k), si les valeurs propres de la matrice (A — LC') sont a I'intérieur

du cercle unité.
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Pour la conception d’observateurs des systemes non linéaires, il faut noter qu’il
n’existe pas une technique de conception commune pour tous les types de systemes.
Ainsi, il existe plusieurs approches pour la conception des observateurs des systémes
non linéaires. Certaines d’entre elles ont essayé d’appliquer directement la théorie
des observateurs linéaires. De ce fait, la plupart des techniques élaborées dans
la littérature s’inspirent des approches de synthese d’observateurs linéaires en les
généralisant au cas non linéaire. En effet, dans de nombreuses références, la struc-
ture des observateurs non linéaires proposés est basée sur celle de I'observateur de
Luenberger, auquel on associe des hypotheses supplémentaires telles que la condition

de Lipschitz et cela pour faire face aux termes non linéaires [Primbs, 1996].

1.4 Cas des systemes chaotiques

1.4.1 Espaces de phases de systémes chaotiques et hyperchao-

tiques

L’espace des phases décrit I’évolution de 1’état des variables dynamiques indépendantes
du systeme, en faisant abstraction du temps. Les variables utilisées pour le tracé du
diagramme des phases doivent représenter chacune un degré de liberté du systeme. La
figure obtenue en tracant la trajectoire dynamique dans cet espace, apres suppression des
transitoires, représente 'attracteur du systeme. L’attracteur associé a un régime de point
fixe stable est un point. Lorsque le systeme évolue vers un régime périodique, la forme de
Iattracteur change et devient une courbe fermée. A un régime chaotique correspond un

attracteur avec une forme caractéristique dans ’espace des phases.

Cas de Pattracteur chaotique de Ikeda : L’attracteur bidimensionnel chaotique Ikeda
[Ikeda, 1979], considéré en optique par le médecin Ikeda, est donné par la représentation

d’état suivante :

21 (k+1) =1+ u(xy (k) cos (0 (k) — wy (k) sin (0 (k)))
g (k + ) = u (21 (k) sin (0 (k)) + 2 (k) cos (0 (k))) (1.47)

6
( ) T 1+22 (k)+x3 (k)

La figure 1.4 présente un comportement chaotique de cet attracteur pour u = 0.9
et pour I’état initial (0.1,0.1).
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FIGURE 1.4 — Attracteur de Ikeda de dimension 2

Cas de l’attracteur chaotique de Hénon : L’attracteur de Hénon est un systeme dy-

namique & temps discret de dimension 2 [Hénon, 1976] dont la représentation d’état
est la suivante :

v (k+1)=a— 23 (k) + bxy (k)

(1.48)

Pour les valeurs a = 1.4 et b = 0.3, cet attracteur présente un comportement
chaotique.

La figure 1.5 présente un comportement chaotique de cet attracteur pour 1’état
initial (1,0.1).

x1(k) 0

FIGURE 1.5 — Attracteur de Hénon de dimension 2

Cas de lattracteur chaotique de Lozi : L’attracteur de Lozi [Peitgen et al., 2004],

de dimension 2, admet la représentation d’état suivante :

vy (k+1)=—alry (k) |+ 29 (k) +1

(1.49)
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34 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

avec : a = 1.7 et b = 0.5. La figure. 1.6 présente son comportement chaotique pour
I'état initial (1,0.1).

0.6

—0.61

—0.8 I

I
-1.5 -1 —0.5 x1(k) 0 0.5 1 L5

FIGURE 1.6 — Attracteur de Lozi de dimension 2

Cas de lattracteur hyperchaotique généralisé de Hénon (Baier-Klein) : Il est

représenté par [Grassi et Miller, 2002, Baier et Klein, 1990] :

v (k+1)=0b—a35(k) —ax3 (k)
2o (k+1) =z (k) (1.50)

avec : a=0.1et b=1.76.

La figure 1.50 montre un attracteur hyperchaotique dans un espace tridimensionnel,

pour 10 000 itérations avec les valeurs initiales z(0) = (1,0.1,0).

05 O
27" - x1(k)

FIGURE 1.7 — Attracteur hyperchaotique de Hénon (Baier-Klein)
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Cas de lattracteur hyperchaotique de Hénon (Hitzl-Zele) : cet attracteur découvert
par Hitzl et Zele [Y.J. Xue, 2003, Hitzl et Zele, 1985] est décrit comme :

T (]{7 + 1) == —bll’g (/{7)
xo (k+1) =1+ a3 (k) — a3 (k) (1.51)

avec : a; = 1.07 et by = 0.3.

FIGURE 1.8 — Attracteur hyperchaotique de Hénon (Hitzl-Zele)

La figure 1.8 montre un attracteur hyperchaotique dans un espace tridimensionnel,

pour 10 000 itérations avec les valeurs initiales z(0) = (0.2,0.7,0.06).

Cas de l’attracteur hyperchaotique de Rossler : 1l est représenté par :

o1 (k -+ 1) = awy (k) (- 2 (k) = B (2 (k) +7) (1 - 22 (k)
22 (k + 1) = 8 (k) (1 — @ (k)) + Gaa (k) (1.52)
2 (k -+ 1) = n (e (k) + ) (1= 225 (k) = 1) (1 — by ()

avec a = 3.8, =10.05,7v=10.35,0 =3.78,( =02,np=0.1et 0 = 1.9.
L’attracteur Rossler présente une dynamique hyperchaotique. La figure 1.9 montre

un attracteur hyperchaotique dans un espace tridimensionnel, pour 10000 itérations
et pour x(0) = (0.1,0.2,—0.1).

LARA/ENIT LAGIS/EC-Lille



36 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

0.
3 04 05 X
0275 2 03 x1(k)

FIGURE 1.9 — Attracteur de Rossler

1.4.2 Définitions du chaos

Une dynamique non linéaire stationnaire correspondant a un systeme peut étre représentée

sous la forme suivante :

v(k+1) = f(x (k) (1.53)

x(0) étant U'instant initial, 2 (k) € R™ le vecteur d’état et n correspondant a la dimension
du systeme. Celui-ci est dit stationnaire quand l'instant discret k n’apparait pas explici-
tement dans I’équation (1.53).
A partir de la condition initiale x(0), la solution de (1.53) est une séquence de points
appelée espaces de phase, ou orbite. L’évolution temporelle de 1’état est completement
déterminée a partir de I’état initial x(0) et de la dynamique du systeme. La séquence,
ainsi itérée peut atteindre des états stationnaires qui peuvent coexister ; les plus répandus
sont :
e |’état stationnaire : appelé aussi point d’équilibre ou point fixe tel que :
r(k+1)=a(k)=2a*
e l'orbite périodique : correspondant a des cycles d’ordre fini K et obéissant A :
v(k+ K% =x(k)etax(k+K°) #ax(k),Vk pour K°< K°
e l'orbite chaotique : pouvant étre considérée comme une trajectoire de période infinie
obéissant donc a :
v (k+ K° # x (k) VK° et o (k) borné.
Cette relation n’est pas suffisante pour définir formellement le chaos. Dans ce qui suit,
une définition stricte du chaos est donnée.
Soit (I € R,l) désignant un espace métrique compact (I est une distance) et soit f la

fonction continue non linéaire définissant 'attracteur :

FlosT a(ktl)=f(x(k), z(0)el (1.54)

LARA/ENIT LAGIS/EC-Lille



1.4. Cas des systémes chaotiques 37

Avant de donner la définition du chaos, due a R.L. Devaney [Devaney, 1989], quelques

définitions de base sont nécessaires.

Définition 1.2. f est dite avoir la propriété de semsibilité aux conditions initiales s’il
existe & > 0 tel que, pour tout x (0) € I et tout € > 0, il existe un point y(0) € I et un

entier j > 0 satisfaisant :
[((0),y(0) > e = d(fY(x(0), /9 (y(0)) > ¢ (1.55)
ou | représente la distance et 9 la j éme itération de f.

Définition 1.3. f est dite topologiquement transitive, si U et V étant deux ensembles non
vides ouverts dans I, il existe x(0) € U et un indice j € Z7T, tel que pour f9(x(0)) € V
ou, de facon équivalente, il existe un indice j € Z*, telle que f9 (U) NV # ().

On est maintenant en position d’énoncer la définition d’'un systeme chaotique, au sens

de Devaney.

Définition 1.4. Une fonction continue f : I — I est dite constituée une dynamique
chaotique si :

e f est sensible aux conditions initiales ;

e f est topologiquement transitive ;

e [’'ensemble des points périodiques de f est dense dans I.

Pour déterminer la sensibilité aux conditions initiales d’un systéeme dynamique, on peut

avoir recours a la notion d’exposants de Lyapunov, introduite dans les parties qui suivent.

1.4.3 Caractérisation du chaos

La théorie du chaos traite des systemes dynamiques déterministes qui présentent un
phénomene fondamental d’instabilité appelé <sensibilité aux conditions initialess ; cela
les rend non prédictibles en pratique sur le <long> terme. Le chaos est défini généralement
comme un comportement semblant aléatoire (ou imprévisible) d’un systéeme dynamique
défini par des équations déterministes. Un systeme dynamique est défini a partir d’un
ensemble de variables qui forment le vecteur d’état « (k) € R", x (k) = {x; (k) € R}, i =
1,...,n, n étant la dimension de ce vecteur. On appelle vecteur état d’un systéme 1’en-
semble des variables qui, étant connues a I'instant initial, permettent de décrire I’évolution
de ce systeme dans le temps. Le processus évolue de maniere déterministe si ses états fu-

turs sont caractérisés par la connaissance de ses états présents et passés. La loi d’évolution
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38 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

dans le temps de ce systeme dynamique est généralement désignée par "dynamique”. La
notion de déterminisme provient aussi du fait que le systéeme est caractérisé par son état

initial et sa dynamique.

1.4.3.1 Spectre et autocorrélation

Le comportement des systemes dynamiques non linéaires étudiés évolue en fonction de
parametres de bifurcation. Pour caractériser le comportement chaotique, il est nécessaire
de chercher le spectre et la fonction d’autocorrélation.

En ce qui concerne le calcul du spectre du signal, il s’agit de ’extraction des composantes

fréquentielles d’un signal, par utilisation de la transformée de Fourier de ce signal.
N-1
S (k) = Z s(n)e ™ N pour 0 < k< N (1.56)
n=0

En ce qui concerne la fonction d’autocorrélation, elle est définie par :

R(j) =Y (x(n) —m)(x(n—j)—m) (1.57)

n

m étant la valeur moyenne de z(n).

Cette fonction mesure la ressemblance de la variable z, noté z (n) a un instant donné nT,
avec sa valeur a un instant antérieur (n—j)T'. En faisant varier progressivement I'intervalle
j, on construit la fonction R (j) qui traduit le taux de similitude du signal avec lui-méme
quand le temps s’écoule. Si x(n) est constante, périodique ou quasi-periodique, R (j) ne
tendra pas vers zéro quand j tendra vers I'infini ; car, dans ce cas, le spectre de Fourier est
formé de raies distinctes. Les signaux périodiques (ou quasi-périodiques) gardent donc leur
similitude interne quand le temps s’écoule. Le comportement du systeme est prédictible
puisque sa connaissance, pendant un laps de temps suffisant, permet de savoir, par simple
comparaison, ce qu’il sera a tout instant ultérieur. Par contre, dans un régime chaotique,
R (j) tend vers zéro quand j augmente.

La figure 1.10 présente les trois fonctions d’autocorrélation des trois variables d’état du
systeme (1.10) pour 10000 itérations. L’état initial choisi pour chaque simulation est
x(0) = (1,0.1,0). D’apres cette figure, nous pouvons conclure que les signaux chaotiques
présentent une ressemblance a du bruit. En effet, la fonction d’autocorrélation d’un bruit
blanc est un pic de Dirac, ce que nous avons retrouvé sur la figure 1.10 o1 nous apercevons
I’allure de ce type de pic. Cependant, nous ne pouvons certainement pas conclure qu’un

signal chaotique est un bruit blanc.
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FIGURE 1.10 — Fonctions d’autocorrélation des trois états du systeme de Hénon généralisé

(Baier-Klein)

1.4.3.2 Diagrammes de bifurcation

La transition vers le chaos peut étre expliquée a I'aide d’'un diagramme appelée ”dia-

gramme de bifurcation”.

Prenons 'exemple de la récurrence de Hénon 2D, dont la représentation d’état est donnée

par (1.48) et dont le diagramme de bifurcation est présenté dans la figure 1.11, le pa-

rametre a étant variable.

xm?2 (k)

FIGURE 1.11 — Diagramme de bifurcation de I'attracteur de Hénon de dimension 2

— Pour : 0 < a < 0.36, le systeme possede un point fixe stable ;

— Pour:0.36 < a < 0.91, le point fixe se déstabilise et un cycle d’ordre 2 stable apparait ;
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— Pour : 0.91 < a < 1.15, le cycle d’ordre 2 se déstabilise et un cycle d’ordre 4 stable
apparait.

On peut noter sur la figure (1.12) relative a (1.50) que le comportement est plus complexe

que le comportement chaotique de la figure (1.11). En effet, le systeme de Hénon (Baier-

Klein) de dimension 3 présente un comportement hyperchaotique favorisant la complexité

observée dans les deux figures.

Xm3 (k)

-2

b

FIGURE 1.12 — Diagramme de bifurcation de I'attracteur de Hénon (Baier-Klein) de di-

mension 3

1.4.3.3 Exposants de Lyapunov

Les exposants de Lyapunov sont des coefficients qui permettent de mesurer la sensibilité
aux conditions initiales d’'une série temporelle. C’est le taux de divergence entre deux
trajectoires distinctes qui ont commencé a partir de deux conditions initiales trés proches.
Cette propriété de sensibilité aux états initiaux garantit la propriété de diffusion, tres
importante dans les systéemes de sécurité de I'information.

Le calcul des exposants de Lyapunov utilise un systeme efficace basé sur la méthode
QR [Bremena et al., 1997].

Soit le systeme non linéaire dynamique a temps discret suivant :
x(k+1)=f(x(k)) (1.58)

avec : x (k) € R". Nous supposons que la trajectoire émanant d’un état initial z(0) atteint

un attracteur. x (k) est ainsi bornée a I'intérieur de Pattracteur.
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Considérons le cas d’un systeme de dimension 1.

Nous choisissons deux conditions initiales trés proches, notées x(0) et 2’(0), et nous re-
gardons comment se comportent les trajectoires qui en sont issues. En supposant que les
deux trajectoires x (k) et o’ (k) s’écartent, en moyenne, a un rythme exponentiel, apres k
itérations, il vient :

[ (k) — @ (k)] = |2/ (0) — 2 (0)] " (1.59)

A indique le taux de divergence par itération des deux trajectoires dont ’expression est

la suivante :

1, |2 (k) —x(k)
A= 0 =2 0)

Pour z(0) et 2/(0) proches, si le module de la différence ¢ = |2’ (0) — 2 (0)| a tendance a

(1.60)

converger vers zéro, on obtient :

! (k) —x (k)
AL*]}HEO?—%_ln m‘ (1.61)
Cela donne :
1 (k) —x (k) Z(k=-1)—xzk—-1) 2(1)—=x(1)
(A ey e gy g § e sy e :U’(O)—a;(())’ (1.62)

et :
k-1
AL — hm — lim In

k—o00 e—0
=0

(i+1)—x(i+1)
' (i) — x (1)

k—1
R

Finalement, on a :

AL = lim —lim
k—oo k e—0 —
1=

¥ In '%‘ (1.64)

A, appelé exposant de Lyapunov, mesure le taux moyen de divergence de deux trajectoires
distinctes, a partir de deux conditions initiales tres proches.

Pour le cas d’un systeme de dimension n > 1, le systéeme possede n exposants de Lyapunov
)\( 7 (7 =1,...,n). Chacun d’entre eux mesure le taux de divergence, suivant un des axes
de 'espace de phase.

Pour le calcul de I'exposant de Lyapunov, nous partons d’un point initial z (0) € R", pour

caractériser le comportement infinitésimal autour du point x (k) par la premiére matrice
dérivée Df (x (i)) :

of1x(i) . Of1z(i)
Ox1(1) Bz (i)

Df (x (i) = : : : (1.65)
Ox1 (1) Oz (1)
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Notons J, = Df (x (k—1))--- Df (2 (0)), avec : Jo = D f (x(0)).

L’exposant de Lyapunov est calculé par ’expression suivante :

1

En analysant ’exposant de Lyapunov d’un systeme non linéaire, nous pouvons conclure
sur le type du comportement dynamique d’un systeme, c¢’est-a-dire nous pouvons indiquer
s’il s’agit d’un comportement hyperchaotique, chaotique ou d’un régime périodique [Parker
et Chua, 1989] :

e danslecasouona: A\, <...< )\ <0 :il existe des points d’équilibre asymptoti-
quement stables,

e dans le casouon a: Ay = 0, )\, < ... < Ay < 0, I'attracteur est un cycle limite
asymptotiquement stable,

e danslecasouona: A = ...\ =0\, <...< )\ <0, lattracteur est un tore de
dimension 2, c’est-a-dire quasi-périodique (2 fréquences),

e danslecasouona: A\; =...\; =0,\, <... < A\y1 <0, attracteur est un tore de
dimension k, c’est-a-dire quasi-périodique (k fréquences),

e danslecasoliona: A >0,> .\ <0, lattracteur est chaotique,

e danslecasoliona: A\ >...\ >0, .\ <0, I'attracteur est hyperchaotique.

Lorsque l'exposant de Lyapunov est positif, les trajectoires sont divergentes et de ce
fait le systéme est chaotique. Sur les figures (1.13) et (1.15), nous pouvons observer les
variations des exposants de Lyapunov des systemes de Hénon d’ordre 2 et d’ordre 3, selon
les parametres a variable et b fixe (dans les figures (1.13) et (1.15) (7)) et selon b variable et
a fixe (dans les figures (1.13) et (1.15) (i7)). Ces figures, nous permettent de savoir s’il s’agit
d’un comportement hyperchaotique, chaotique ou d’un régime périodique. Les figures
(1.14) et (1.16) présentent les évolutions temporelles des exposants de Lyapunov. Ainsi,
dans la figure (1.14), nous notons une valeur négative et une positive qui caractérisent
un comportement chaotique. Par contre, dans la figure (1.16), on trouve deux valeurs

positives de I'exposant de Lyapunov qui caractérisent le comportement hyperchaotique.
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FIGURE 1.13 — Evolutions des exposants de Lyapunov pour I'exemple de I'attracteur de

Hénon d’ordre 2
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FIGURE 1.14 — Evolutions des exposants de Lyapunov pour I'exemple de I'attracteur de
Hénon d’ordre 2 (A; = 0.4238 et Ay = —1.6277)
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FIGURE 1.15 — Evolutions des exposants de Lyapunov pour I'exemple de I'attracteur de
Hénon (Baier-Klein) d’ordre 3
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FIGURE 1.16 — Evolutions des exposants de Lyapunov pour I'exemple de I'attracteur de
Hénon d’ordre 3 (Baier-Klein) (A; = 0.2223, Ay = 0.1918 et \3 = —2.7166)

La figure 1.16 montre le signe des exposants de Lyapunov correspondants a b = 1.76 et

a = 0.1; de ces exposants, nous pouvons conclure qu’il existe une région tres étroite qui
exhibe un comportement hyperchaotique du modele de Hénon généralisé (Baier-Klein)
d’ordre 3.
Afin d’améliorer la sécurité, la synchronisation des systémes de grande dimension ayant
plusieurs exposants de Lyapunov positifs (systémes hyperchaotiques) est préférable a 'uti-
lisation de certaines applications utilisant des systemes chaotiques. En effet, les systemes
hyperchaotiques sont largement utilisés pour la cryptographie et la sécurité de l'infor-
mation, en raison de la présence de plus d’un exposant de Lyapunov; ce qui améliore
nettement la sécurité des systemes de communication, en générant des dynamiques plus
complexes. Il est a noter que la sensibilité aux états initiaux garantit la propriété de
diffusion [Belkhouche et Gokcen, 2009].

1.5 Synchronisation et stabilité des systemes chao-

tiques

1.5.1 Introduction

La synchronisation constitue une phase primordiale dans les schémas de communica-
tion. Nous allons présenter dans cette section, tout d’abord, des techniques de stabilité
et de stabilisation qui sont utilisées ultérieurement pour résoudre le probléeme de synchro-
nisation. Puis, dans un deuxieme temps, nous appliquons ces techniques au probleme de

synchronisation du type maitre-esclave.
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1.5.2 Stabilité des systemes dynamiques non linéaires a temps

discret
1.5.2.1 Introduction

La stabilité constitue une notion fondamentale dans ’analyse du comportement dy-
namique d’un systeme non linéaire échantillonné. Elle consiste a étudier, en particu-
lier, I'influence de certaines perturbations sur la trajectoire d’un processus. Dans le cas
d’un systeme non linéaire, les méthodes usuelles utilisées pour les systemes linéaires par
applications de la linéarisation, se sont révélées généralement insuffisantes. En effet, la
linéarisation est une méthode d’approximation qui n’est valide que localement autour du
point de fonctionnement concerné. Elle ne peut pas étre utilisée pour étudier un com-
portement global ou fortement non linéaire. Dans la suite, diverses définitions et divers

concepts relatifs a la stabilité des systeémes non linéaires échantillonnés sont présentés.

1.5.2.2 Stabilité - Définitions

Il existe diverses définitions de la stabilité [Matrozov, 1962, Gentina et al., 1972, Grujic
et al., 1978, Borne, 1976, Amri et al., 2010, Braiek et al., 1995], dont seulement les plus
utilisées sont présentées dans cette section.

Soit le systeme dynamique non linéaire (1.6) dont la réponse est telle que :
x (k) = x(k, ko, x(ko)) (1.67)
pour des conditions initiales définies par :
x(ko) = x(0) (1.68)
Soit x, une position d’équilibre; on a :
fwe) = e (1.69)

Définition 1.5. Stabilité au sens de Lyapunov
Le systéme décrit par (1.6) est dit stable au sens de Lyapunov par rapport a l’équilibre .,
si, pour des conditions initiales x (ko) suffisamment proches de ’équilibre x., la trajectoire

reste dans la boule de centre x. et de rayon < arbitraire, soit :

30 si ||x(ko) — xe|| < 0 alors ||x(k, ko, x(ko)) — xe|| <&, Yk = ko (1.70)
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Définition 1.6. Attractivité
L’équilibre x. est attractif lorsqu’il y a convergence de l’état x vers l’état x. au bout d’un
temps infini, les conditions initiales x(ko) étant bornées, soit :
Vko € N; 309(ko), tel que :
st ||x(ko) — xel| < do(ko) alors lim x(k, ko, x(ko)) = x. (1.71)

k—o0

Lorsque 0o(ko) = +00, on dit que ’équilibre x. est globalement attractif.

Définition 1.7. Stabilité asymptotique

L’équilibre x. est dit asymptotiquement (respectivement globalement asymptotiquement)
stable lorsqu’il est a la fois stable au sens de Lyapunov et attractif (respectivement globa-
lement attractif ). Les trajectoires x(k, ko, x(ko)) restent alors arbitrairement bornées pour

des conditions initiales suffisamment faibles.

1.5.2.3 Méthodes d’étude de la stabilité des systemes discrets non linéaires

a. Méthodes de Lyapunov
Les définitions proposées par Lyapunov concernant la stabilité ont été formulées
pour des systemes a temps discret. On distingue deux méthodes de Lyapunov [Borne
et al., 1993, Byrnes et Ghosh, 1993, Abderrahman et Mohammed, 1996].

Premiere méthode de Lyapunov : On considere le cas ol le systeme non linéaire
décrit par (1.6) admet, au voisinage de x. = 0, un développement limité de la
forme :

z(k+1)= Az (k) +r(||=]) (1.72)

dans lequel la matrice A est constante et :

lim ITUZDI (1.73)

=0 |z

Le systeme linéaire décrit par la relation :
z(k+1) = Az (k) (1.74)

peut étre considéré comme la linéarisation de (1.10) autour x. = 0. Il permet
de statuer, localement, sur la stabilité du systéme non linéaire au point x, = 0 :
— ¢i toutes les valeurs propres de A sont de modules strictement inférieurs a

I'unité, alors I'état d’équilibre x. = 0 du systéme non linéaire est asympto-

tiquement stable ;
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— ¢i la matrice A admet au moins une valeur propre de module strictement
supérieur a I'unité, alors I’état d’équilibre x. = 0 est instable ;

— §i certaines valeurs propres de la matrice A sont sur le cercle de rayon unité
et les autres a l'intérieur, on ne peut pas conclure quant a la stabilité locale

de I’état d’équilibre x, = 0 du systeme non linéaire considéré.

Deuxiéme méthode de Lyapunov : La deuxieme méthode de Lyapunov permet
I’analyse de la stabilité directement a partir des équations décrivant les pro-
cessus et ne nécessite pas la détermination explicite de leurs solutions [Borne
et al., 1993].

Nous introduisons une fonction continue v(z (k)), dite de Lyapunov, R" — R
et vérifiant :

e v(x (k)) définie positive, c’est-a-dire v(x (k)) > 0,V (x (k)) # 0,v(0) = 0;
e les courbes v(x (k)) = constante, appelées équipotentielles de Lyapunov,

définissent des domaines connexes emboités :

D;={x(k) e R", v(x(k)) < ¢},

(1.75)
c1 < ¢y alors Di C Dy

Il est a noter que v (x (k)) est non bornée en rayon, siona: lim v (x(k)) =
N lz (k)| —=+o0
00

Le principe de la deuxieme méthode consiste a remplacer 1’étude de conver-
gence de x(k, ko, (ko)) vers z. = 0 par celle de v (z (k)) = v (x(k, ko, z(ko))).
En effet, si Av (k) est définie négative pour tout k et pour tout x (k) au voisi-

nage de z. = 0 tels que :

Ve (k) #0A k)) =

2() # 0 v (e (k) -
nous pouvons alors conclure a la stabilité de cet état d’équilibre.

Etude de la stabilité par utilisation de la fonction de Lyapunov

quadratique Une fonction de Lyapunov quadratique est de la forme générale sui-

vante :

v(x (k) = x (k)" P (k) (1.77)

P est une matrice symétrique définie positive et peut, souvent, conduire a une

condition suflisante de stabilité.

LARA/ENIT LAGIS/EC-Lille



48

Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

Théoreme 1.2. Le systeme défini par [’équation d’état :
x(k+1)= Ak, z(k))x (k) (1.78)
est asymptotiquement stable si AP > 0, telle que :

AT (x (k) , k) PA(x (k) , k) — P < OVk, Vx (k) (1.79)

Démonstration. Soit le systeme défini par (1.78); on a :

Av(k)=v(z(k+1) —v(@ k) =z(k+1)" Pr(k+1)—x (k)" Pz (k)

On obtient :

Av (k) =z (k)" AT (x (k) , k) PA(z (k) , k) (k) — x (k)" Px (k)

Av (k) = x (k)" (AT (x (k) , k) PA (x (k) k) — P) 2 (k)

Une condition suffisante de stabilité est donc que la condition (1.79) soit

vérifiée. O]

b. Utilisation des techniques d’agrégation pour I’étude de la stabilité

Dans cette section, nous allons considérer les méthodes d’agrégation qui consistent
a substituer au modele initial un modele de taille égale ou inférieure a 1’ordre du
systeme permettant de conclure a la stabilité du systeme initial.

L’objectif est que ce modele soit un modele de comparaison, pouvant étre du premier
ordre, et que 'étude de sa stabilité implique celle du systeme initial. Bellman [Bell-
man, 1962], Matrozov [Matrozov, 1962| et Borne [Grujic et al., 1979, Richard et al.,
1988, Borne et al., 1972, Borne, 1976] ont proposé une extension qui consiste a choi-
sir, pour le systeme global, une fonction de Lyapunov vectorielle, afin de déterminer

un systeme de comparaison, d’ordre supérieur, décrit dans l'espace d’état.

. Notion de norme vectorielle [Borne et al., 1972, Borne et al., 1972, Borne, 1976,

Gentina et al., 1976,Borne, 1987, Gruyitch et al., 2004,Borne et Benrejeb, 2008, Borne
et Benrejeb, 2012]

Considérons I’espace vectoriel R™ et les sous-espaces R™, Vi = 1,2,...,r , tels que :
n=ni+ns+...+n, (1.80)

T
e(b) = [T (k) af () .. aT(k) | (1.81)

avec : x (k) € R" et x; (k) € R™.

On définit la norme vectorielle p(.) sur R™ par :

peB) = [ mlen () poleaB) oo pole (R (182)
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telle que p;(.) soit une norme scalaire définie sur R™ et p(x (k)) satisfaisant les

conditions suivantes :

a) plz (k) >0, Vo (k) £0 € R

(
(b) p(x (k) =0 2 (k) =0
x (k) +y (k) <plz(k)) +ply k), Vo (k),y (k) € R

Az (k) = [Mp(x(k)), YA € R, Va (k) € R®

)
b)
(c)
(d)
d. Systeme majorant [Borne et al., 1972] : Soit un systéme dynamique échantillonné
non linéaire décrit par I’équation d’état (1.78). La matrice M (x(k)) du systeme
discret (1.83), de dimension r x r, définit un systéme majorant relatif & la norme

vectorielle p(x (k)) € R, si et seulement si I'inégalité :
plx(k+1)) < M(k,z(k)p(x (k) Vk,z (k) € Z x R" (1.83)

est vérifiée le long des trajectoires de (1.78) pour chaque composante de p(x (k + 1))

e. Lemmes de comparaison [Borne et al., 1972, Borne et al., 2003, Gruyitch et al.,
2004, Gruyitch et al., 2004, Borne et Benrejeb, 2008, Borne et Benrejeb, 2012] : Pour
le systeme (1.78), Borne et Gentina ont démontré un lemme de comparaison corres-
pondant a une généralisation du lemme de comparaison de Wazewski.

Lemme de comparaison

Soit p(z (k)) une norme vectorielle de taille r . Si la matrice M (k,x (k)), de dimen-
sion r x r, associée au systeme discret (1.78) est a éléments non négatifs, et telle

que l'inégalité (1.83) soit vérifiée, le systeme :
2(k+1)= M(k,x(k))z(k),Vk € Zq et Vo) € (1.84)

avec

2(ko) = p(x(ko)) (1.85)

est un systeme de comparaison de (1.78) et I'inégalité suivante :
2 (k) = px (k) Vk > ko (1.86)

est vérifiée.
Si le systeme en z (1.84) est asymptotiquement stable, il en est, donc, de méme du

systéme en x (1.78).

LARA/ENIT LAGIS/EC-Lille



50 Chapitre 1. Généralités sur ’analyse de systémes discrets non linéaires

f. Cas d’un systeme majorant linéaire
Considérons le systéeme de vecteur d’état x(k) € R™ dont I’évolution est régie par la
relation suivante :

z(k+1)=f(x(k)) (1.87)

Pour certains systémes, il est possible de formuler f (z (k)) comme suit :

S (k) = F* (x (k) z (k) (1.88)

F*(x(k)) étant une matrice n x n dont les éléments sont bornés en module ou

encore :
F*(z (k) € [F, F,] € R (1.89)

I et Fy étant deux matrices a éléments constants.

Lemme 1.1. Enoncé de la conjecture du linéaire d’Aizerman [Grujic et al.,

1978] Soit le processus dont l’évolution est décrite par ’équation d’état :
x(k+1) = Az (k) (1.90)

x (k) € R"™ étant le vecteur d’état et A une matrice n X n a éléments constants. Si
A est stable quelque soit la valeur de A € [Fy, F,|, alors il est possible de conclure
a la stabilité asymptotique de ’état d’équilibre x(0) pour le systéme dont la relation

est représentée par (1.87).

— Lemme de Kotelyanski : Si le systeme dont 1’évolution est régie par 1’équation
définie par (1.90), A = {a;;} étant une matrice n x n a éléments constants
et indépendants du temps. L’application des conditions de Hurwitz sur les pa-

rametres du polynome caractéristique de la matrice caractéristique A, défini par :
det (A — A) =0 (1.91)

implique que les valeurs propres de la matrice A sont de modules inférieurs a
I'unité.

Il est a noter que les travaux de Kotelyanski ont mis en évidence un lemme
particulier dans le cadre de I’étude de la stabilité des systemes lorsque la matrice
A est a éléments positifs.

Lemme 1.2. Enoncé du lemme de Kotelyanski Les valeurs propres de la
matrice A, d’éléments positifs, sont de modules inférieurs a un nombre réel u, si
et seulement st tous les mineurs principaux de la matrice M = pl,y, — A sont

positifs, I« étant la matrice identité.
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g. Critere pratique de stabilité de Borne et Gentina, [Borne, 1976, Gentina et al., 1972].
Soit le systeme échantillonné non linéaire défini dans ’espace d’état par (1.78). Soit
le systeme de comparaison de matrice caractéristique My(A (x (k),k)) relatif a la
norme vectorielle p(z (k) = [|z1 (k)| ... |20 ()|, 2 (k) = [z1 (k) ... za (K)]" , telle
que :

M (A(x = {aj()) = lay()| Vi,j=1,...n} (1.92)

Si les termes non constants sont isolés dans une seule ligne ou une seule colonne de
la matrice My (A (z (k) ,k)), la stabilité asymptotique est assurée si tous les mineurs
principaux successifs de la matrice (I — My(A (x (k) ,k))) sont positifs. ou encore si

les conditions suivantes sont vérifiées :

1—al; —a]
1—at, >0, P S U
—ay 1—aj
l—af, —aif, ... —af
—as — Q3 ... —05
2! 2 >0V (ka(k))eZxR

1.5.2.4