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Nomenclature

Notations diverses

a : les quantités scalaires sont désignées par une écriture normale,

u : les quantités vectorielles sont désignées par une écriture en gras,

M : les quantités matricielles sont désignées par une écriture en math blackboard,
I : matrice identité,

u-v : produit scalaire de v et u,

uxv : produit vectoriel de v et u,

u®v : produit tensoriel de v et u,

n : vecteur normal sortant,

v — v @ convergence forte,
vi — v : convergence faible,

* .
Vi — Vv : convergence faible-x,

g(z) : limite faible de g(z) dans L?,
-y )x,x+ © crochet de dualité,
— : inclusion continue,
1o : indicatrice de ’ensemble 2.
Notations différentielles
O f : dérivation de f par rapport a la variable x,
Vf : gradient de la fonction f,
V.f(t,x) : gradient par rapport au variables spatiales d’une fonction f dépendant du temps et de
I’espace,
divv : divergence d’un vecteur v,
div, v(t,x) : divergence par rapport au variables spatiales d’un vecteur v dépendant du temps et de
I’espace,
rotv : rotationnel d’un vecteur v.
Ensembles et espaces
N : ensemble des entiers naturels,
7 : ensemble des entiers relatifs,
R : ensemble des nombres réels,
B(x,r) : boule centrée en x de rayon r,
o0 : frontiére de ’ensemble (2,
9] : mesure de l’ensemble (2,
X* : dual topologique de 'espace X,
x> : fermeture de I'espace X dans ’espace ),
C(Q) : espace des fonctions continues de 2 dans R,
C(Q;RY) . espace des fonctions continues de € dans R,

vii



Nomenclature

Cs(Q)
Ck

COO

Ce
Ck
Cweak([07 T]7 X)

D(Q;RY)
D' (S RY)
LP(Q;RY)
Liyo (% RY)
(LP + LY)(Q,RN) :
[LP N LI)(Q,RN) -

: espace des fonctions continues bornées sur €2,

: espace des fonctions continues dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k sont conti-

nues,

: espace des fonctions continues dont les dérivées sont continues a n’importe quel

ordre,

: espace des fonctions continues a support compact,
: espace des fonction k fois continument dérivables a support compact,

: espace des fonctions & valeurs dans un espace de Banach X' continues sur [0, T'] pour

la topologie faibles de X,

: espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact,
: espace des distributions,
: espace de Lebesgue,

: espace des fonctions localement intégrables,

somme des espaces de Lebesgue,

intersection des espaces de Lebesgue,

L?(Q, RY) : espace des fonctions pondérées par f p-intégrables,

Wkhp(Q; RY) : espace de Sobolev,

W=kP(Q;RN)  : espace de Sobolev dual,

WEP(Q; RN) : espace de Sobolev des fonctions & trace normale nulle.
Notations en mathématiques des fluides

o : densité,

¥ : température,

u : vitesse,

p : pression,

s : entropie spécifique,

: énergie totale,
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: énergie interne spécifique,

: taux de production d’entropie,

: tenseur des contraintes visqueuses,
: flux de chaleur,

: conductivité de la chaleur,

: viscosité de cisaillement,

: viscosité volumique.



1 Introduction

Dans cette étude, on travaille sur deux problemes a la fois liés mais distincts. C’est donc tout na-
turellement que l'exposé est divisé en deux parties traitant chacune de I'un de ces problémes : les
écoulements stationnaires pour 'une et les écoulements instationnaires pour l'autre.

On se concentre tout d’abord sur les écoulements stationnaires. On commence en traitant ’existence
d’écoulements visqueux décrits par le systeme de Navier-Stokes isentrope, puis on généralise nos résul-
tats au systeme complet de Navier-Stokes-Fourier qui comporte également 1’équation de conservation
d’énergie. Cette étude est faite sur des domaines bornés, pouvant étre axisymétriques pour des condi-
tions de glissement partiel au bord ou ne comportant pas de symétrie axiale pour un glissement parfait
a la frontiere. Bien que cette partie permette de mettre en place plusieurs résultats nouveaux, elle peut
aussi étre considérée comme une premiere étape technique avant de traiter ’existence des écoulements
non stationnaires beaucoup plus délicate en terme de compacité.

Dans la seconde partie de cette these, on se consacre a 1’étude des écoulements non stationnaires
décrits par le systéeme de Navier-Stokes-Fourier avec évolution temporelle. On choisit de travailler sur
la formulation faible des équations, avec la conservation d’énergie exprimée en terme de bilan entropique.
L’existence de solutions faibles pour ce type de probleme a déja été montrée dans le livre de Feireisl et
Novotny [24] pour des domaines bornés. Notre but est donc d’étendre ces résultats & une large classe
de domaines non bornés, ou le fluide est soumis a un potentiel pouvant étre non borné. Pour traiter
ce probleme, la notion de solution faible n’est plus adaptée, et il convient d’introduire la notion de
solution tres faible.

Depuis les travaux [25], on sait que dans un domaine borné toute solution faible vérifie aussi une
inégalité dite d’entropie relative. On met en place ici ce type de résultat pour des domaines non bornés
en montrant qu’il est possible de construire des solutions tres faibles satisfaisant a cette inégalité
d’entropie relative. Ces solutions tres faibles particulieres sont appelées solutions dissipatives.

Enfin, ce méme article [25] montre aussi le principe d’unicité forte-faible que l'on porte ici aux
domaines non bornés pour les solutions dissipatives. Ceci nécessite néanmoins que les forces potentielles
décroissent vers zéro a l'infini.

Dans cette partie, on considére dans un premier temps des conditions de bord d’adhérence pour la
vitesse, puis on retrouve les mémes résultats pour des conditions de glissement. Dans chacun des cas,
on suppose qu’il n’y a pas de transfert de chaleur avec l'extérieur.

1.1 Présentation de la premiére partie - Ecoulements stationnaires

1.1.1 Le systeme de Navier-Stokes-Fourier stationnaire

Le systeme de Navier-Stokes-Fourier stationnaire est un systéme d’équations aux dérivées partielles
non linéaire dont les inconnues sont la densité (de masse) du fluide ¢ = p(z), la température absolue
du fluide ¥ = ¥(x) et le champ de vitesse du fluide u = u(z). Ici, = la variable d’espace appartenant
au domaine physique € occupé par le fluide étudié. Remarquons qu’il s’agit en fait de la réduction du
probléme de Navier-Stkoes-Fourier complet avec évolution temporelle (voir section 1.2.1) ot 'on consi-
deére que nos grandeurs ne dépendent pas du temps. Les équations de Navier-Stokes-Fourier décrivent
les lois de conservation thermodynamique qui régissent le comportement de g, 9 et u :

e la conservation de la masse :

div(pu) = 0, (1.1)

e la conservation de la quantité de mouvement :

div(ou @ u) — divS + Vp = of, (1.2)
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e la conservation de 1’énergie totale :
div(9FEu) = of - u — div(pu) + div(Su) — divq, (1.3)

ol E(p,9,u) = e(0,9) + ou? avec e(p,) I'énergie interne spécifique du fluide
Cette derniere peut aussi étre considérée au sens entropique

div(psu) + div (q(ﬂ, Vq?)) _ S(¥, Vu) : Vu B q(9,V9) - VI

J v V2

grace a la formule de Gibbs qui définie ’entropie spécifique s(g, )
ds = de — % do.
0

Dans le systéme, p(p, ) représente la pression au sein du fluide, f est une force extérieure. Le tenseur
S(¥, V,u) symbolise les contraintes visqueuses et on fait ’hypothése qu’il dépend linéairement du
gradient symétrisé de la vitesse (on dit que le fluide est newtonien). Enfin, le flux de chaleur q(¢, V%)
obéit a la loi de Fourier et il est donc proportionnel au gradient de la température. Dans toute cette
partie, on travaille sur des domaines bornés mais les conditions de bord que I’on impose influent sur la
structure des domaines admissibles (on ne pourra prendre un domaine axisymétrique que dans le cas
ou les glissements ne sont pas parfaits).
On commence notre étude avec le cas d’un fluide barotrope, ce qui réduit notre systeme aux équations
suivantes
div(pu) = 0. (1.5)

div(pu ® u) — divS(Vu) + Vp(p) = of, (1.6)

avec un tenseur des contraintes visqueuses ne dépendant plus que du gradient de la vitesse. Dans ce
cas, on impose des conditions de glissement au bord pour la vitesse.

On généralise ensuite notre étude au systéeme complet de Navier-Stokes-Fourier décrit au début de
cette section. On choisit pour ce travail des conditions de bord de glissement partiel pour la vitesse, et
un transfert de chaleur dépendant de la température extérieure.

1.1.2 Contexte et présentation des résultats obtenus

L’existence de solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes dans le cas barotrope est un
probléme récent. Les premiéres démonstrations remontent en effet au livre [52] de P.L. Lions. Il y est
prouvé 'existence d’un type particulier de solutions faibles dans le cas ou le coefficient adiabatique ~y
est strictement supérieur & 5/3. Cette condition est liée & la nécessité d’employer le concept de solution
renormalisée de I’équation de conservation de la masse qui lui méme demande dans ce contexte que la
densité soit de carré sommable. Ce coefficient adiabatique est le coefficient qui lie le comportement de la
pression a celui de la densité, et la physique statistique nous enseigne via le théoréme d’équirépartition
que pour traiter les gaz polyatomiques il faut considérer des coefficients adiabatiques proches de 1.
Néanmoins, les travaux de Lions se révélerent fondateurs puisque le concept de flux effectif visqueux
qu’il a introduit a cette occasion ainsi que l’adaptation de la notion de solutions renormalisées a
I’équation de conservation de masse sont devenus des outils standard dans 1’étude du systéeme de
Navier-Stokes-Fourier complet.

Une autre avancée conceptuelle fut faite par Feireisl et al. dans son livre [21] et dans [26] avec la
création d’une mesure de défaut dans le cas instationnaire. L’utilisation de cette dernieére a permis a
Novo et Novotny dans [60] de montrer Pexistence de solutions faibles dans le cas stationnaire pour
certaines situations ou la densité n’est pas de carré intégrable. Cette mesure de défaut est elle aussi
devenue un argument standard dans 1’étude du systeme complet de Navier-Stokes-Fourier pour montrer
la convergence forte de la densité. Les travaux [60] et [62] montrent la compacité des solutions faibles
sous hypothese que la densité est simplement bornée dans L? avec ¢ > 1, et le probleme d’existence
s’en trouve ainsi réduit a I’obtention de ces estimations.

Brfezina et Novotny, dans leur article [6], ont obtenu les premiers résultats d’existence de solutions
faibles pour 7 strictement inférieur & 5/3. Cependant une restriction sur le coefficient adiabatique est
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encore présente (v > HT\/E), et des conditions de bord périodiques ont été considérées afin d’éviter
d’éventuels probléemes a la frontiere.

Par la suite, Frehse et al. [28], [29] ont eu une autre approche, basée sur des estimations de type
potentiel de la pression permettant d’améliorer les estimations de la densité. Deux des clés de ce
travail sont le choix d’un parametre de bootstrapping et un test judicieux de ’équation de quantité de
mouvement. Les auteurs arrivent grice a cette méthode & une preuve d’existence pour v > 4/3 en trois
dimensions et v > 1 en deux dimensions, cela pour des conditions de bord de Dirichlet. Ces résultats
sont néanmoins transposables aux conditions de Navier a la frontiere.

Enfin, un nouveau parameétre de bootstrapping a été employé par Jiang et Zhou dans [48] qui permet
d’assurer l’existence de solutions faibles pour un coefficient adiabatique strictement supérieur a 1.
Malheureusement, ce résultat n’est obtenu que dans le cas des conditions de bord périodiques.

Nous reprenons dans notre étude du systeme de Navier-Stokes barotrope ce parametre de bootstrap-
ping, mais nous arrivons a établir des estimations de type potentiel jusqu’au bord du domaine. Il nous
faut donc mettre en place une fonction test pour ’équation de quantité de mouvement qui prend en
compte les conditions de glissement partiel imposées. Ces fonctions sont mises en place dans la section
2.5 du chapitre 2. Le reste de la preuve d’existence des solutions faibles repose sur des techniques stan-
dard telles que l'utilisation de 'opérateur d’inversion de la divergence de Bogovskii, une inégalité de
type Korn spécifique, 'identité du flux effectif visqueux, une mesure de défaut ou encore les solutions
renormalisées de I’équation de conservation de la masse. On arrive de cette fagon & montrer ’existence
de solutions faibles au systéme de Navier-Stokes barotrope pour des coefficients adiabatiques proches
de 1.

On généralise ensuite ce travail au systeme de Navier-Stokes-Fourier stationnaire complet ou 1’on
définit deux types de solutions faibles : les solutions faibles qui vérifient I’équation de bilan d’énergie
totale au sens faible et les solutions entropiques variationnelles satisfaisant le bilan d’entropie au sens
faible sous forme d’inégalité.

Dans un souci de clarté, nous ne reportons pas dans 'introduction les détails des définitions des
solutions faibles que nous utilisons, ni des résultats obtenus. Les définitions considérées se trouvent
dans les sections 2.1.4 et 3.2.1. Les résultats d’existence sont rassemblés dans trois théoremes : 2.1, 3.1
et 3.2.

1.2 Présentation de la seconde partie - Ecoulements non
stationnaires

1.2.1 Le systeme de Navier-Stokes-Fourier avec évolution temporelle

Le systeme de Navier-Stokes-Fourier non stationnaire décrit I’évolution des trois variables caractéri-
sant ’écoulement d’un fluide dans le temps. On étudie donc le comportement de la densité du fluide
0 = o(t, x), la température absolue du fluide ¥ = ¥(t, z) et le champ de vitesse du fluide u = u(t, z) sur
un domaine physique occupé par le fluide. Les lois de conservation thermodynamique incluent donc les
variations temporelles de nos grandeurs physiques.

e la conservation de la masse

Oro + div(ou) = 0, (1.7)

e la conservation de la quantité de mouvement
Ot(ou) + div,(pu @ u) + V,p(e,¥) = div, S(¥, V,u) + oV F, (1.8)
e la conservation de I’énergie
¢ (0e(o,9)) + divy(0e(o, )u) + div, (9, V. ¥) + p(o, ) div, u = S(¢, Vzu) : V,u, (1.9)

dans son écriture pour I’énergie interne spécifique e(p, ¥).

Notons que cette derniére équation bilan peut étre exprimée en terme d’énergie totale E = e(p, )+ %uQ

9i(0E(0,9)) + diva(eE (e, 9)u + p(o, ¥)u) + div, q(¥, Vo 1) = dive(S(9, Veu)u) (1.10)
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ou encore en terme d’entropie spécifique s(p, 9)

O(0s(0,7)) + divy(es(p, 9)u) + div, <(1(19,19V19)) =o. (1.11)

Dans cette derniére forme, on rappelle que 'entropie spécifique s(p,9) est définie par la relation de

Gibbs
p

ds = de— —do
o

et o est le taux de production d’entropie qui vaut (quand I’équation est satisfaite au sens fort)

o= 1 <S(19,qu) :Veu—

q(9, Vo) - Vﬂ?)
3 _ .

U

La fonction p(g,¥) représente la pression du fluide, la fonction V,F = V,F(z) représente une force
potentielle et S(¢, V,u) et q(J, V1) représentent quant a elles le tenseur des contraintes visqueuses
et le flux de chaleur.

On fait plusieurs suppositions concernant ces fonctions constitutives. On considére en particulier
que le fluide est newtonien et qu’il vérifie 'hypotheése de Stokes, ce qui signifie que le tenseur des
contraintes visqueuses dépend linéairement du gradient symétrisé de la vitesse qui doit lui-méme étre a
trace nulle. On prend aussi pour hypothese que le flux de chaleur suit la loi de Fourier, qui stipule qu’il
est proportionnel au gradient de température. Les lois de conservations sont détaillées dans le chapitre
4.

Enfin, on travaille avec des conditions de bord d’adhérence pour la vitesse et une absence de transfert
de chaleur au travers de la frontiere. On généralise ensuite nos résultats aux conditions de glissement
de Navier.

1.2.2 Contexte et présentation des résultats obtenus

Les équations de Navier-Stokes-Fourier décrites dans le paragraphe précédent forment un systéme
d’équation aux dérivées partielles fortement non linéaire, c’est pourquoi il a été tres largement étudié
pour des cas ou les données initiales sont des petites perturbations d’états déja connus, principalement
des états d’équilibre. Ces études ameénent a des solutions réguliéres proches de ces états connus. Parmi
les travaux fondamentaux de ce domaine, on se référe aux articles [55] et [56] de Matsumura et Nishida,
de Valli, Zajaczkowski [82] ou plus récemment aux résultats d’Alazard [1] ou de Danchin [12]. Enfin,
des perturbations moins régulieres ou méme discontinues ont été traitées par Hoff dans [39]. Pour une
bibliographie plus compléte, voir le livre de Bahouri et al. [2].

Les résultats récents sur les criteres d’explosion pour le systéeme de Navier-Stokes-Fourier complet
nous apprennent que la disparition des solutions fortes ou ’apparition de singularité peuvent étre
causées par de fortes densité ou température, ainsi que par la création de zones de vide dans le domaine,
comme montré dans l'article [77] de Sun et al. ou encore dans Feireisl et al. [27]. L’équation de bilan
de masse étant une équation de transport, il semble tout a fait naturel que des discontinuités présentes
dans les données initiales se propagent a tout temps positif, comme 'ont mis en évidence Hoff et Serre
dans [43] puis Hoff [40] et [42] avec Santos. L’absence de résultats sur I'existence de solutions fortes
globales en temps nous incite naturellement a étudier le systeme de Navier-Stokes-Fourier complet dans
sa formulation faible, dans l’esprit des travaux de Leray pour les fluides incompressibles dans [50]. Ses
travaux ont pu étre généralisés aux équations de Navier-Stokes compressibles pour les écoulements
barotropes par Lions [51]

Oro + div(pu) =0,

Ot(ou) + div(pu ® u) + V,p(o) = divS(V,u).

En effet, Lions y a identifié le flux effectif visqueux, une quantité fondamentale dans la description des
oscillations de la densité (voir aussi les résultats indépendants de Hoff [41] et Serre [74]) qui, associée a
la notion de solution renormalisée de ’équation de conservation de masse introduite dans ses travaux
avec DiPerna [14], lui a permis de démontrer 1’existence de solutions faibles pour ce probléme. Ces
derniers résultats ont pu étre étendus dans Feireisl et al. [21] et [26].

Une autre direction a été prise par Vaigant et Kazhikhov [81] qui ont considéré une viscosité dé-
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pendant de maniere particuliere de la densité. Les travaux dans cette voie ont en quelque sorte été
poursuivis par Mellet, Vasseur [57] et Bresch et Desjardins [4], [5]. En prenant une viscosité dépendant
de la densité de maniére spécifique, ces derniers ont réussi a démontrer une inégalité d’entropie qui
implique une compacité dans la suite de densité pour le systéme de Navier-Stokes-Fourier complet dans
lequel ils ont considéré la formulation faible de la conservation d’énergie totale. Feireisl choisit quant
a lui dans [21] de traiter le systéme de Navier-Stokes-Fourier complet avec une conservation d’énergie
interne sous forme d’inégalité. Il prouve l'existence de solutions faibles pour une pression affine par
rapport a la température. Il utilise cependant ’égalité globale de conservation d’énergie déduite grace
aux conditions a la frontiere

d 1
a/ﬂ§gu + oe(p,¥)dx = 0.

Inspirés par Feireisl et Novotny [24, Chapitre 3], nous définissons dans cette these les solutions faibles
avec une conservation d’énergie reposant sur le bilan d’entropie (1.11). Le taux de production d’entropie
y est considéré comme une mesure positive supérieure au taux physique de production d’entropie, ce
qui se traduit par I'inégalité

o> % <S(19,un) L Vau— W) )

Y

Dans leurs travaux, Feireisl et Novotny utilisent 1’égalité globale de conservation d’énergie pour com-
penser le manque d’informations apporté par I’écriture d’une inégalité en lieu et place de 1’égalité de
conservation d’énergie. Cette derniere n’est en effet pas adaptée aux études dans les domaines non bor-
nés car l'intégrale en question diverge en général. Ne pouvant pas écrire cette égalité pour un domaine
non borné, on fait 'hypothese que I'inégalité de dissipation suivante est satisfaite :

d

1 o ~ -
G [ (Gl + 3le.0) = 0,115 D)e - ) - 57, D) ) o

+/é S(g7vxu);vzu_w dz < 0.
00 9

Ces constatations nous ont conduits & la définition des solutions tres faibles détaillée en section 4.2,
définition 4.1 qui s’avere trop longue pour figurer dans cette introduction. Dans le chapitre 5, on montre
dans le théoreme 5.3 I'existence de ces solutions tres faibles au systeme de Navier-Stokes-Fourier pour
une large variété de domaines non bornés et ceci en présence de forces potentielles pouvant étre non
bornées. Notons au passage que dans les domaines bornés, toute solution faible est une solution tres
faible. On commence par étudier le probleme avec des conditions de bord d’adhérence pour la vitesse,
mais il est aussi possible de traiter des conditions de glissement, moyennant quelques changements
dans la définition des solutions faibles ainsi que dans la démonstration de leur existence. Ce résultat
est effectué dans le chapitre 8, théoreme 8.3. La preuve de ce théoréme repose sur 'emploi d’une suite
de domaines bornés croissante au sens de 'inclusion qui tend & "remplir' le domaine non borné étudié,
ainsi que sur de nombreuses techniques introduites dans [24, Chapitre 3]. On compte parmi celles-ci des
inégalités de type Korn et de Poincaré particulieres, la convergence forte de la température via le lemme
div-rot et des mesures de Young paramétrées, la convergence forte de la densité grace a l'identité du
flux effectif visqueux (s’appuyant lui-méme sur des lemmes de commutateurs de type Coifman, Meyer
[9]), une mesure de défaut pour la densité & la maniére de Feireisl [21] ou encore le concept de solutions
renormalisées a ’équation de conservation de masse.

Dans le chapitre 6, on remarque le role crucial de la quantité

He(0,7) = oe(0,9) — 00s(0,9)

qui est une sorte d’énergie libre de Helmholtz, ou les densité et température sont celles d’une solution
tres faible et © est une température de référence. Comme on fait ’hypothese de stabilité thermodyna-
mique de notre fluide (i.e. la compressibilité et la capacité thermique & volume constant sont positives),
on sait que o — Hg(p,©) est une fonction strictement convexe et que ¥ — Hg(p,O) atteint son
minimum en ¥ = 6. Cela nous amene a étudier la quantité

5(9719|T7 @) = H@(Q7 19) - aQH@(Q7 19)(9 - T) - H@(T7 @)
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qui est appelée entropie relative et qui permet de mesurer la "distance' entre (g, %) et un autre état
quelconque (r,0). Dans [25], Feireisl et Novotny ont prouvé que toute solution faible du type [24,
Chapitre 3| satisfait une inégalité dite d’entropie relative basée sur la quantité £ :

T

/ —olu— U|2 + &(0,9|r,©) dx
0

L L )

//( ﬂv’?) vzﬂ—qw’wvx@) dz dt
0 /(9
< / R(0.0,ulr, ©,u) dt

0

ol la définition du terme R est donnée dans le chapitre 4, définition 4.3. Cette inégalité est mise en place
pour les domaines bornés et en nous inspirant de [25], nous proposons dans le chapitre 6 de construire
des solutions tres faibles qui la vérifient pour une large classe de domaines non bornés. Nous appelons
ces solutions tres faibles particulieres solutions dissipatives et ces résultats font I’'objet du théoreme 6.1.
Une fois encore, cette démarche est faite dans le cadre de conditions d’adhérence au bord, mais il est
possible de la mettre en place pour les conditions de Navier, ce que nous montrons dans le chapitre 8,
théoréme 8.4.

Notons que dans le cas barotrope plus réduit, ’entropie relative a été construite dans les domaines
bornés et non bornés dans les travaux de Feireisl, Jin et Novotny [23] (voir aussi Germain [34] ou
encore Feireisl, Novotny et Sun [27]). Notons aussi que le concept d’entropie relative a été introduit
dans le contexte de lois de conservations hyperboliques par Dafermos [10], dans le cas de I’équation de
Boltzman par Saint-Raymond [72] ou encore pour les équations d’Euler incompressibles par Lions [52]
puis employé ad hoc pour d’autres types d’équation, voir par exemple Carillo et al.[8], Masmoudi [54]

t [53], Ukai [80], Wang et Jiang [83].
La construction de cette inégalité d’entropie relative fait apparaitre que la quantité

1
/ §Q|u — U|2 + (0,9, ©) dx
Q

est un outil tout & fait adapté a la mesure d’une sorte de "distance" entre une solution faible du
systéme de Navier-Stokes-Fourier et 1’état décrit par le triplet (r,®,U). Ceci nous incite a utiliser
I'inégalité d’entropie relative afin de montrer qu'une solution faible dissipative et une solution forte
issue des mémes données initiales coincident. Ce type de résultat, appelé principe d’unicité forte-faible,
est connu depuis longtemps pour les fluides de Navier-Stokes incompressibles (voir Prodi [70] et Serrin
[75]). 11 a aussi été invoqué plus récemment dans les travaux de Eskauriaza et al. [17]. Feireisl et al. ont
pu prouver que ce principe est vrai pour les écoulements barotropes incompressibles dans [23] apres des
résultats partiels de Germain [34] et de Desjardins [13]. Dans le cas du systéme de Navier-Stokes-Fourier
complet en domaine borné, I'unicité forte-faible a été montrée tres récemment dans [25].

Nous proposons dans le chapitre 7 de vérifier ce principe d’unicité-forte faible a une classe de domaines
non bornés tres large via le théoreme 7.1. Dans notre cas néanmoins, on prouve uniquement que les
solutions dissipatives suivent ce principe, mais pas que chacune des solutions tres faibles le respecte.
Pour prouver ce résultat, on utilise I'inégalité d’entropie relative pour déterminer la "distance" entre
une solution dissipative et une solution forte issues des mémes données initiales. Cela fait apparaitre
une forme essentiellement quadratique qui permet ’emploi du lemme de Gronwall montrant que les
deux solutions coincident. Le méme résultat est mis en place pour les conditions de Navier, moyennant
quelques modifications mineures dans la preuve du principe d’unicité forte-faible, dans le théoréme 8.5.
Toutefois quelques restrictions supplémentaires sur les domaines compatibles sont & constater, a cause
de la nécessité d’une inégalité de type Korn spécifique. Ce travail est détaillé dans le chapitre 8 .



Premiere partie
Ecoulements stationnaires

Dans cette premiere partie, on expose deux résultats d’exis-
tence de solutions faibles pour le systeme de Navier-Stokes
dans le cas stationnaire.

On s’intéresse tout d’abord au systéme de Navier-Stokes pour
le cas barotrope avec des conditions de glissement de Navier
au bord du domaine. On montre I’existence de solutions faibles
renormalisées & énergie bornée pour ce probléme avec une loi
de pression comportant un coefficient adiabatique aussi proche
de 1 qu’on le souhaite. Cette étude est faite sur des domaines
ne présentant pas de symétrie axiale, la raison en étant une
inégalité particuliere de type Korn.

On s’affranchit ensuite de cette condition lors de I’étude du
systeme complet de Navier-Stokes-Fourier prenant en compte
les variations de température, avec des conditions de glisse-
ment partiel au bord. On montre cette fois-ci ’existence de so-
lutions entropiques variationnelles et de solutions faibles avec
des contraintes sur le coefficient adiabatique et le coefficient
de conductivité de la chaleur.
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pour les équations de Navier-Stokes dans le
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2.1 Introduction et description du probléme

2.1.1 Introduction

On étudie ici l'existence de solutions faibles renormalisées au systeme de Navier-Stokes stationnaire
dans le cas ou la pression ne dépend que de la densité, avec des conditions de glissement parfait au
bord. On montre que 'existence est assurée pour un coefficient adiabatique aussi proche de 1 qu’on le
désire.

Dans cette optique, on écrit un systéeme approchant dont I’existence de solutions est bien connue et
qui nous donne des estimations d’énergie et de type Bogovskii sur plusieurs quantités. Ces estimations
se font toutes en fonction d’un parametre de bootstrapping particulier bien choisi.

On met ensuite en place des fonctions test permettant de faire des estimations de type potentiel
jusqu’au bord du domaine. Ces dernieres nous octroient la possibilité d’estimer notre parameétre de
bootstrapping et de le majorer par une constante. Ainsi, toutes les quantités de notre systéme appro-
chant sont estimées de maniere uniforme.

On peut finalement passer a la limite dans notre systéme approchant en employant plusieurs tech-
niques récentes devenues standard : I'identité du flux effectif visqueux, une mesure de défaut et ’équa-
tion de bilan de masse renormalisée, voir Lions [52], Feireisl [21], Feireis] et al. [26] et Novotny, Stras-
kraba [62].

Ce chapitre est directement inspiré par les travail de Jiang et Zhou [48] qui traite du méme probléme
sur un tore. Ce dernier article utilise de maniére essentielle les estimations de type potentiel introduites
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dans ce domaine par Frehse et al. dans [28] [29] ainsi que par Plotnikov et Sokolowski dans [68], [67] et

[66] sur lesquels nous nous reposons également. La principale contribution effectuée ici est I'introduction

de fonctions test spécifiques qui permettent d’obtenir ces estimations en tenant compte de la frontiere.
Les résultats obtenus dans ce chapitre ont été 'objet de article [45].

2.1.2 Le systeme de Navier-Stokes

Dans ce premier chapitre, on étudie le systéme de Navier-Stokes compressible décrivant un fluide
newtonien compressible en régime barotrope stationnaire dans un domaine tridimensionnel borné et
avec des conditions de glissement au bord. On montre I’existence de deux variables d’état, la densité
du fluide o(x) et le champ de vitesse du fluide u(x), satisfaisant au systéme d’équations aux dérivées
partielles suivant, sur un domaine Q C R3 :

div(pu) = 0. (2.1)

div(pu ® u) — divS + Vp = of, (2.2)

Le fluide étant supposé newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses est supposé de la forme
2
S=S(w) = u|Vu+ (Vu)” — S div u]I} + ¢divul, (2.3)

ol u > 0 est la viscosité dynamique et & > 0 la viscosité volumique.

2.1.3 Cadre de travail

Le systéme (2.2) - (2.1) est complété par des conditions de glissement de Navier sur le bord 92
u-n=0, (S(u) -n) xn=0, (2.4)

ou n représente le vecteur normal sortant & la frontieére 0€).
Une inégalité d’énergie peut étre obtenue (du moins formellement) en multipliant ’équation (2.2)
par u puis en l'intégrant sur le domaine {2 :

/QS(u) :Vudz < / of -udz. (2.5)

Q

La pression dépend uniquement de la densité, avec la loi de comportement suivante

/

p € Cl0,00) NCL0,00), p(0) =0, p'(0) >0, lim 2 (0) _ Poo > 0, (2.6)

o—oc0 g1 o

avec v > 1 la constante adiabatique.
Pour finir, on considére que la quantité totale de fluide dans le volume € est fixée, ce qui se traduit
par la relation qui suit

/diarzM>O. (2.7)

2.1.4 Définition des solutions recherchées et résultat obtenu

On précise maintenant le type de solutions recherché pour le systéeme de Navier-Stokes défini aupa-
ravant. On met en place la définition de solution faible renormalisée a énergie bornée suivante

Définition 2.1 (Solutions faibles renormalisées a4 énergie bornée)

s

Un couple (p,u) est appelé solution faible renormalisée d énergie bornée du systéme (2.2) - (2.7), si

1. les conditions de régularité suivantes sont respectées

e o > 0 presque partout dans €,
e 0 L7(Q),
° fQ ode =M,

10
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e ue Wa?((:R3)

2. Uéquation de bilan de masse est satisfaite au sens faible
/qu -Vodr =0, Vp € C®(Q), (2.8)
3. Uéquation de bilan de masse renormalisée est vérifiée
/Q(Qb'(g) —b(0)) divupdz — /Qb(g)u -Vedz =0, Vo € C(Q), (2.9)

pour tout b € C([0,00)) N C*(0,00) vérifiant

2b'(2) € L™=(0,1),
b(z)/2°7/% € L=(1, 00),

Zb/(Z)’y/_Qb(z) c LOO(I,OO),

4. Uéquation de bilan de quantité de mouvement est satisfaite au sens faible
/ (g(u ®u): Ve —p(p)dive + S(u) : ch) dz = / of - pduz, (2.10)
Q Q

pour tout p € C*(4R3), ¢ -n|oq = 0,

5. linégalité d’énergie est vérifiée
/ S(u) : Vude < / of -udz. (2.11)
Q Q

Le symbole W&’Q(Q; R3) désigne l’espace de Sobolev des champs de vecteurs appartenant a W12 (Q; R3)
a trace normale nulle sur la frontiére OS).

Le théoréme d’équirépartition (aussi appelé théoréme du viriel) en physique statistique nous indique
que les valeurs pertinentes pour le coefficient adiabatique v se situent & 5/3 dans le cas d'un gaz
monoatomique, entre 11/9 et 7/5 pour les gaz diatomiques et enfin entre [3(s — 1) +1]/[3(s —1)] et 4/3
pour les gaz & s-atomes. La valeur v = 4/3, issue de la mécanique statistique des lois de constitution,
est quant a elle utilisée pour les gaz dits relativistes. On se réfere & [16] pour plus de détails. On se
propose dans ce chapitre d’établir le résultat d’existence suivant

Théoréme 2.1 (Existence de solutions faibles renormalisées & énergie bornée)

Soit Q € C? un domaine borné de R® ne possédant pas de symétrie axiale, f € L (;R3) et v > 1.
Alors il existe un couple (0, 1) solution faible renormalisée d énergie bornée du systéme d’équations aux
dérivées partielles (2.2) - (2.7).

2.1.5 Remarques bibliographiques

Les premiers résultats sur les solutions faibles des équations de Navier-Stokes dans le cas barotrope
sont relativement récents : en introduisant la notion de flux effectif visqueux et en appliquant le concept
de solutions renormalisées & ’équation de bilan de masse, P.L. Lions a prouvé dans son livre [52]
Iexistence de solutions faibles renormalisées aux équations de Navier-Stokes isentropes pour v > %
Néanmoins, comme cela a été précisé précédemment, les valeurs du coefficient adiabatique physiquement
pertinentes se situent dans I'intervalle [1, 3].

Par la suite, 'emploi du concept de mesure de défaut introduite par Feireisl et al. dans [21], [26] a
rendu possible la preuve de la convergence forte de la densité dans des cas ou elle n’était qu’uniformé-
ment bornée dans des espaces LP avec p < 2, voir [62]. Ainsi, plus que ces arguments de compacité qui
sont maintenant devenus usuels, le principal obstacle a la résolution du systéme (2.2) - (2.7) se révele
étre I'obtention d’estimations permettant d’employer ces arguments de compacité pour des valeurs de

~ proches de 1.
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De nouveaux progres apportant des estimations de densité plus fines ont été réalisés indépendamment
par Plotnikov, Sokolowski [68], [67], [66] et Frehse, Goj, Steinhauer [30]. L’article [66] contient aussi un
résultat d’existence, toutefois la forme intégrale du bilan de masse n’y est pas respectée.

Une premiére démonstration d’existence de solutions faibles pour v < % a été faite par Brezina
et Novotny dans [6]. Dans cet article, le coefficient adiabatique était néanmoins supposé strictement
supérieur a HT‘/E et des conditions de bord périodiques en espace avaient été considérées dans le but

de pallier le manque d’estimations prés du bord du domaine.

Une nouvelle méthode ouvrant la voie & une preuve d’existence pour v > % en trois dimensions
spatiales (et 7 > 1 en deux dimensions) avec des conditions de Dirichlet fut ensuite imaginée par
Frehse, Steinhauer et Weigant dans [28] et [29]. Elle repose sur des estimations de type potentiel pour
la pression et améliore les estimations de densité, ceci jusqu’au bord du domaine. Cette avancée a été
rendue possible par un test astucieux de ’équation de la quantité de mouvement et un parametre de
bootstrap différent de celui employé dans [6]. Ce travail se transpose aux cas des conditions de bord de

Navier avec les mémes résultats.

L’hypothése de périodicité vue dans [6] a été reprise dans les travaux de Jiang et Zhou [48] qui
employerent un parametre de bootstrap original. Ils obtinrent ainsi ’existence de solutions faibles pour
~v > 1. Néanmoins, si le bootstrapping effectué s’avere judicieux, il n’en reste pas moins que comme
dans larticle [6], le résultat est restreint au cas purement théorique du tore.

On s’intéresse ici au systéme de Navier-Stokes avec glissement au bord décrivant le comportement
d’un fluide barotrope dans un domaine borné aux bords réguliers (au moins C?). On construit une
fonction test particuliere pour ’équation bilan de la quantité de mouvement qui amene des estimations
de type potentiel pour la pression, & la maniére de ce qui avait été fait dans [28], mais avec moins de
restrictions sur les valeurs possibles pour le coefficient adiabatique. On combine ces estimations a la
méthode de bootstrapping utilisée dans [48] que ’on remanie sur certains aspects techniques. Cela nous
permet de montrer 1’existence de solutions faibles pour des valeurs de ~y strictement plus grandes que
1 dans le cas de conditions de glissement au bord. Ceci améliore donc le résultat [28] dans le cas des
conditions de Navier, mais malheureusement pas dans le cas des conditions de Dirichlet.

2.2 Systeme approchant

On introduit dans cette section un systéme approchant comportant un parametre §, pour lequel
I’existence de solutions faibles est connue.

La pression p(g) de I’équation (2.2) est remplacée par

ps(0) = p(o) + 60" (2.12)

pour obtenir I’équation du bilan de la quantité de mouvement approchante
div(pu ® u) — divS + Vps = of. (2.13)

On note ainsi (g5, us) une solution faible renormalisée & énergie bornée du systéme approchant constitué
de (2.1), (2.3) - (2.7) et (2.13). L’existence de telles solutions faibles possédant en outre la propriété de
régularité suivante

05 € L3(Q) (2.14)
a été démontrée par P.L. Lions [52].

11 nous faut maintenant établir des estimations indépendantes de § pour les suites (gs, us). Ceci se
fait via un bootstrapping inspiré de [48] qui se fonde sur I'utilisation de la quantité

A :/ (@ug +Qﬁu§*3+2)dx7 (2.15)
Q

ou € (0,1).
On se limite cependant aux cas ol 7 est inférieur ou égal & 4/3, 'existence de solutions faibles renor-
malisées pour + strictement supérieur a 4/3 étant déja montrée dans [28].
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2 Existence de solutions faibles renormalisées pour les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire barotrope

2.3 Estimations d’énergie

On commence par donner des estimations des quantités gsus et gsu? par notre parametre A qui se
déduisent aisément de (2.7) grace a I'inégalité de Holder.

Lemme 1
Pour tout 8 € (0,1), il existe une constante ¢ positive et indépendante de d telle que

_5
HQ5U5I|L1(Q;R3) < CAZ(“/;*“V*QB) (2.16)

DEMONSTRATION:
Il suffit d’effectuer la décomposition suivante

Y 2\ TR ( 4Py 282 TRy, TOF 20
||Q5u5||L1(Q;]R3) = ; (Qdué) 2(vBF+~—28) (96 uj )Z(Wﬁ+w—2ﬁ) 0s dx
=8
S cA2GBF=28) (2.17)
ot 'on a utilisé I'inégalité de Holder et la propriété (2.7). O

Lemme 2
Soit s € (1,2 — %) Alors il existe une constante c positive et indépendante de 0 telle que

Y—B/s
Le() < CATIETS, (2.18)

2
llosus]
avec 5
0<(s—1)—— <p<1. (2.19)
v—-1
DEMONSTRATION:
De la méme maniere que précédemment et avec les mémes arguments, on arrive a I'inégalité voulue

yBty—B—sy

losu2 50y = / (@gu?)f;ﬁ‘gﬁ(qugmz)izii‘i; o) ) dz
Q

< cATm (2.20)
O

On rappelle maintenant un lemme de type Korn, dont la preuve peut étre trouvée dans [24, Appendix].

Lemme 3
Soit 1 < p < oo et Q CR3 un domaine lipschitzien borné. Alors il existe une constante positive c telle
que

2 .
||V||W1,p(Q;R3) S C (”VV + VTV — g le VHHLp(Q;Rsx3) + ||V||LP(Q;R3)> (221)
pour tout v.€ WhHP(Q; R3).
Ceci nous amene au prochain résultat, qui est une conséquence du lemme précédent.

Lemme 4
Soit Q un domaine lipschitzien borné ne présentant pas de symétrie axiale et 1 < p < oo. Alors il existe
une constante positive c telle que pour tout champ vectoriel v de Wé’p(ﬂ;ﬂ@), on a

2 .
HVHWl,p(Q;RS) < CHVV + VTV - g div VH||Lp(S2;R3X3). (222)

DEMONSTRATION:
On procéde par I'absurde en supposant qu’il existe une suite v, de Wa'* (Q;R3) telle que pour tout

13



2 Existence de solutions faibles renormalisées pour les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire barotrope

entier naturel £ on a

IVillwirmrs) = 1,

- 2 (2.23)
||vk||W1,p(sz;R3) > k||Vvk +Vivg — g leVk;HHLp(Q;R3><3).
L’hypothese (2.23) et le lemme 3 nous affirment que
vi, — v dans WP (Q; R3), (2.24)
avec 5
||V||W1,p(Q;]R3) =1let ||VV + VTV - g diVVI[HLp(Q;]RSXS) =0. (2.25)
Ainsi,

v € vect{a,b x z,Bx,c- (z @ x — |z|*T)},

ot a,b,c € R3, 3 € R, cf. Dain [11]. Finalement, puisque € ne comporte pas de symétrie axiale et que
v est dans Wa (£2;R?), on peut déduire que v = 0. Ce qui est bien en contradiction avec les conditions
(2.25). O

On peut maintenant utiliser les lemmes 1 et 4 pour tester 'équation (2.13) par la fonction test us
afin d’obtenir une estimation du champ de vitesse décrite dans le lemme suivant

Lemme 5
— 1) _1
Pour tout 5 € ((s 1)7_1,1), s € (1,2 7),
||u5||W112(Q;R3) < CA4('YB’:’_’Y[12ﬁ)’ (226)

ot ¢ est une constante positive indépendante de .

DEMONSTRATION:
Pour arriver au résultat énoncé, il faut majorer le membre de droite de l'inégalité (2.11) de la maniére

suivante
‘ / osf -usdx
Q

ou l'on a employé le lemme 2. Ensuite, grace au lemme 4 on minore le membre de gauche par
||U5H%/V1,2(Q,R3) ce qui nous ameéne & la majoration désirée
;

=8
< fllzoe (msy || 050s || L1 (pr3y < cAZGFF=2E)

=8
||u6||%/vl,2(Q;R3) < cAGER IR (2.27)

2.4 Estimations de type Bogovskii

L’objectif de cette partie est d’estimer la pression dans un espace LP(2) avec p > 1, ce qui induit que
la densité est elle aussi estimée dans un espace meilleur que L7(Q2). Pour cela, on teste I’équation de
bilan de la quantité de mouvement approchée (2.13) par une fonction congue a partir de Vopérateur de
Bogovskii d’inversion de la divergence. Les estimations obtenues grace a cette méthode sont regroupées
dans le lemme suivant
Lemme 6
Soity>1etse(1,2— %) On a alors les estimations suivantes

Ss— ys—8
Olosll i g < ¢ (14 A7), (2.28)
losllzecey < e (1447575 ), (2.29)
plos)llzey < c(1+ ATF ) | 2.30
()
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2 Existence de solutions faibles renormalisées pour les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire barotrope

—B/s
Ipstos)l 0, ) < e (1+ A7) 28

it

ot B vérifie les hypothéses (2.19) et ¢ > 0 est une constante indépendante de d.

DEMONSTRATION:
La fonction test utilisée dans 1’équation (2.13) est une solution du probléme suivant

S— 1 S—
div® = gg Dy _ |Q| ( D7z dans Q,
®=0 sur 012, (2.32)
1|10 052 < clos] fptjlrh(m, pour 1 < p < co.

Un tel champ de vecteur @ peut étre construit explicitement (voir Bogovskii [3] ou Galdi [31]). On a
donc la relation suivante

/p ,Q(S 1)7dx— |Q\/ 5dx/g(s 1)’Ydm /Q5U5®U5:V<I’dx
Q

+/ S(ug) : V@ da —/ osf - @ dx (2.33)
Q Q
=L+ 1L+ 13+ 14 (2.34)

Comme on ne se concentre que sur le cas 1 < v < % on a, grace aux conditions de régularité des solution
faibles a énergie bornée,

h<e [ pode < c@loslsm +lesl ) (2.35)

On traite le terme I au moyen de 'inégalité de Holder et de 'estimation (2.18)

I < |losufll o @IV, - Ty S AT | g5 | st(g R)" (2.36)
Le terme I3 se majore tout d’abord de la fagon suivante
I3 < C||VU_5||L2(Q R%xs)HV‘I>||L2(Q R3x3) < CA‘*(”’[““/ 28 || 0s ||L2(5 D (QR) (2.37)

puis, grace a une interpolation d’espaces de Lebesgue du fait que s se trouve dans U'intervalle (1,2 — %),
on arrive a

=B 25y—2y—1
Iy < AT =) | g5 Pt (2.38)
Enfin, le dernier terme est estimé a l’aide au lemme 1
Y-8
Iy < cAZFF=2R) (2.39)

On a donc montré U'inégalité (2.28) qui, en association avec les propriétés de la pression décrites en
(2.6), nous fournit les estimations (2.29), (2.30) et (2.31). Le lemme 6 est ainsi démontré. O

2.5 Estimations de type potentiel au bord du domaine

Pour pouvoir travailler au bord du domaine, il faut construire des fonctions test spécifiques a notre
probleme. On décrit tout d’abord la frontiere de Q a 'aide de coordonnées locales bien choisies, puis
on construit nos fonctions test grace a ces coordonnées locales. Apres avoir vérifié leur admissibilité,
on les emploie dans ’équation de conservation du moment approchée (2.13).
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2 Existence de solutions faibles renormalisées pour les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire barotrope

2.5.1 Coordonnées locales au bord du domaine

Ayant supposé que notre domaine Q est de classe C2, nous sommes assurés (voir par exemple Gilbarg,
Trudinger [35]) de Pexistence de deux constantes w et Ry toutes deux strictement positives telles que
pour tout point y de la frontiere 02 on a :

(i) Il existe une fonction a,
ay € C?(Agy), Agy, = (—2w,2w)?, a,(0) =0, V,a,(0) =0, (2.40)

avec ¢’ = (1, 22).

(i) I existe une matrice orthogonale O,
0, € R*3, 0] 0, =1, (2.41)
telle que pour tout 0 < R < Ry, les ensembles
W;zw,zR ={z = (2/,23) |2' € Aoy, ay(z') < z3 < ay(z') + 2R},
W, awor = {7 = (2",23) |2" € Agy,, ay(2') — 2R < 3 < ay(z')}, (2.42)
Iy sow2r ={x=(2',23) 2" € Aoy, 3 = ay(2') — s}, ou s € [0,2R)
vérifient
u2+w,2R(y) =y+0, (W;2w,23) CQ,
Uz, 20 ) =5+ Oy (Wyauor) RO, (2.43)
Gow2r(y) =y + 0, (Fy,O,Qw,QR> C 09.

On définit maintenant dans €2 une bande d’épaisseur R
Qf = {z € Q|dist(z,00) < R} (2.44)
et pour tout y lui appartenant, on appelle P(y) sa projection sur la frontiére 9Q2. On note ainsi
P(y) € 0, |P(y) — y| = dist(y, 99), (2.45)
en constatant que si R est choisi suffisamment petit, alors P(y) est défini de maniére unique.

On possede désormais les éléments nécessaires pour réaliser un recouvrement de notre domaine de la
fagon suivante

cy +L{;/27R/2(P(y)) siy € QF,
V(y) = (2.46)
B(y; R/2) siy € 2\ QF,

et ’on a bien

Q= J V). (2.47)

yeN
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2 Existence de solutions faibles renormalisées pour les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire barotrope

2.5.2 Fonctions test définies dans les coordonnées locales

Pour la suite, on note
V:R ={z = (2/,23) |2’ € Ay, a(z’) < z3 < a(z’) + R},

Vog=1{r= (2" 23) 2" € Ay, a(a’) — R < x3 < a(z)},

(2.48)
Iy ={x=(2/,23) |2’ € Ay, x3 = a(z’) — s}, avec s € [0, R),
Vor =V pUToUV,
ou a satisfait aux conditions (2.40). Sur cet ensemble V,, g, on construit les champs vectoriels
i 1 i 3 L 1 2 _ .3
t' = 7(e + 0y,ae )7 n= 7<8mlae + 0z,0e” — e >7 (2.49)
V14 |04,al? V14 |Vyal?

ot la famille {e!,e?, e3} constitue une base (canonique) orthonormée de R3. Les champs {t!,t% n}

forment eux aussi une famille orthonormée dans V,, g dont les vecteurs t*(z’, a(z’) — s) sont tangents
a la surface T'; alors que n(z’,a(z’) — s) en est la normale extérieure.

On en arrive a la construction des fonctions test dans les coordonnées locales. On introduit maintenant
pour tout a € (0,1) deux champs de vecteurs. Le premier a son support dans V,, g avec pour définition

(- thHt! + (2 - t2)t% + ((0,0,xg —a(x')) - n)n six e V;R UTo,
(z - tt! + (z-t2)82 si €V, g, (2.50)

sinon,

v(z) = n(z) X

el

ou

oo 1 siV,/
neC R , nlx)= { /2R Vn(z)| <

C
0 siR3\Vygr' R

Le second, quant & lui, a pour support la boule B(0; R) et est défini comme suit

9577(25) si z € B(0; R),
v(z)= { 1 (2.51)
0 sinon,
avec
1 si B(0;R/2) c
c C>® R?) — ’ ’ R \V4 < —.
neCE®) () {OQRNB@R% Va(@) < 5

Enfin, on finit en énumérant les propriétés de ces deux fonctions vectorielles dans deux lemmes, dont
la preuve est purement calculatoire.

Lemme 7
Soit v un champ vectoriel défini d’aprés la relation (2.50), alors
o il existe
gij € LOO(RB) ) gij(x) =0siz ¢ Vw,R , L,JE {1’2’3}2

tel que pour tout i € {1,2,3}

1 T;T; .
Oy, 0j(x) = W (6” —« |:1c|2j> n(x) + gij(z), avecj e {1,2}

1 (2.52)
T | 0is — Ty | (@) +gis(x) siz € Vg,
Orvs(x) = uw(B m2>“> 9is () I
i3 () stnon,
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o de plus
3 —
FE n(x)+g(x) size V:R,
. _)o_
divv(z) = |x|aa77(x) +o(e) sizeVip (2.53)
g(x) sinon,
avec
g€ LXR?), g(x) =0 sia ¢ Vir;
e enfin,
v e W'P(V,, r;R?), pour tout p € [1,3) (2.54)
et
v -n|p, = 0 pour tout s € [0, R). (2.55)
Lemme 8

Soit v un champ vectoriel défini suivant (2.51). Alors
o il existe g;j € L>°(R3), g;;(z) =0 six ¢ B(0; R) tel que

1 TiT;
Oy, 0j = W (&j —« |;|;> n(x) + gi;(z); (2.56)
e en outre
. —a
divv(z) = Wﬁ(ﬂf) +9(x), (2.57)
avec

g€ L®(R?) , g(x)=0siz¢ B(0;R);
e en particulier,
v € Wy (B(0; R); R?), pour tout p € [, 3). (2.58)
2.5.3 Estimations de type potentiel

Pour tout y € QE, on pose 0 < R < min{w, Ry} et on construit

w(z) = Op(y) [V ((DITD(y)(:c - y))] ) (2.59)
ou v correspond a la définition (2.50), avec
Vio,.r = Wp(y)w,Rrs
cf. (2.42), (2.45). Pour le cas ot y se situe dans Q \ Qf, on prend le champ vectoriel suivant
w(z) = viz - y), (2.60)

ot l'on a utilisé le vecteur v de la formule (2.51). Les lemmes 7 et 8 impliquent les propriétés suivantes
pour les champs w.

Lemme 9
Soit o € (0,1) et y € Q. Alors,

()
w € WHI(Q;R?), pour tout q € [1,3) (2.61)

et

{w ‘nlpo =0 sil’on emploie le champ vectoriel w de la définition (2.59), (2.62)

Wlon =0 si lon emploie le champ vectoriel w de la définition (2.60).
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(i) Il existe une constante c strictement positive et indépendante de y € Q) telle que pour tout p €
L2(Q),

/V(y)p(o:) divwdz 2/ dec/gp(m) dz. (2.63)

Vi) [T —yl*
(iii) Il existe une constante c strictement positive et indépendante de y € Q telle que pour tout
z € LA R3),
z*(x) 2
zi(x)zj(2)0p,wjdz > (1 — @) ————dz —c | z°(z)dx, (2.64)
v v Q

() w7 —yl*

ot ensemble V(y) est défini en (2.46).

En constatant que les deux fonctions w mises en place dans (2.59) et (2.60) peuvent étre utilisées
comme fonctions test dans I’équation du moment approchée (2.13), on déduit 1’égalité suivante

/ (pg(gg)divw + osus @ ug : VW) dr = / (S(U§) : Vw — g5f - u5> dz. (2.65)
Q

Q

On remarque maintenant que si z ¢ V(y), alors |z — y| > %. De plus, comme w € C(f), on arrive &
I'inégalité

(2—a) _po(@) dz < /V(y) ps(x) divwda + (;)0‘ /ng(x) dz. (2.66)

o lr—yl*

De la méme maniere,

o o 2 2 _ . 2
[ (5ot ) ar=-a) [ 2 arsa [0 G e
o |z || o lr—yle Q |z —yl*

oun = ﬁ Finalement, du fait de la positivité de la deuxiéme intégrale du membre de droite, on déduit

2 yy e
(104)/@“@3/%%(5”@%) e
o lr—yl® o |z —yl 2|

oU; U 2\ 9
< ——— 0z, wjdx + ¢ () /Qu dz. (2.68
/v(y) |z —yl|* ’ R Q )

On peut désormais injecter (2.66) - (2.68) dans I’équation (2.65). Ce faisant, on arrive a la majoration
suivante au moyen de l'inégalité de Holder

ps(05) + (1 — @)ou?)dz
( )

<c (||P6(06)HL1(Q) + ||Qu2||L1(Q) + IVl g2 uraxsy + ||Q§u6||L1(Q;]R3)) , (2.69)

ol la constante ¢ > 0 est a la fois indépendante de a et de y € Q.
On peut faire tendre « vers 1 dans (2.69) au moyen du lemme de Fatou :

Psl0s
x(y)dx < c(llps(os)lr (@) + llosuillzio) + IVus| p2ursxsy + [|osus| L1 ars))
o7 —

aB—1
puis choisir « € (0, ) de fagon & ce que U'intégrale / |z| 7=7 dx soit finie et écrire
B(0;1)

QﬁUQﬁ Q’B u2ﬁ 1

lz—y| |z —ylof |z —y[l-ob

afin d’obtenir, & partir de (2.69),

.28
osu 8
/Ias(S 5y| dz < ¢ (|Ips(06) |21 (@) + losuiliLr) + Vsl z2rexsy + losusl|rozre)) (2.70)
=
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2 Existence de solutions faibles renormalisées pour les équations de Navier-Stokes dans le cas stationnaire barotrope

pour « € (max{0, (38 —2)/6},1).

Ces constatations nous permettent d’écrire le lemme suivant.

Lemme 10
Soit s € (1,2 — ) B € (max{2, (s — 1)7 71, 1). Alors il existe une constante ¢ > 0, indépendante des
choiz de § et de y € Q, telle que

/ ps(0s) + 0f
Q

u
|x — y| 6 dzr <c (1 + ||p6(95)HL1(Q + ”Q(SuéHLl(Q + Hvu(S”LQ(Q ;R3%3) + ||96u6||L1(Q ]R3))
(2.71)

ps(0s) + 05

. A N . u
Ce résultat nous permet, grace aux lemmes 1 & 5, de majorer / ‘5 dz par notre para-

Q lz -yl
metre A.

Lemme 11

Soit s € (1,2 —1/v), B € (max{2, (s — 1) 51, 1). Alors, il existe ¢ > 0, indépendante de & et y € Q

telle que
Y 28
/ g+ opuy” ) <c (1 + Aw5+~r/25) (2.72)
o lz—yl

2.6 Estimation du parametre de bootstrapping

Dans cette partie, nous estimons le parametre A et du méme coup nous obtenons des bornes pour
toutes les quantités estimées via cet argument. On passe par un probleme de Neumann intermédiaire :

1

2

—Ah:g5+g5 ’B—ﬁ (Q5+95 )dx sur 2,
Onhloa =0 sur 5.

(2.73)

Ce dernier admet une unique solution forte de la forme

2
) = / Gz, y)(0] + 05 u3”)(y) dy,
Q
ol G est le noyau de Green du probléme (2.73). Ce noyau posséde la propriété suivante
|G(z,y)| < Tl ¢ | pour tout (x,y) € Q2,
r—y

voir [35]. On reconnait ainsi la quantité majorée dans le lemme 11, ce qui nous améne finalement &
estimer h dans l’espace L™ ()

—B/s
7| (@) < c (1 + Aivgﬂ—zﬂ) . (2.74)
On estime maintenant A. Pour cela, on commence par une intégration par partie
—/ Ahu§ de = / Vh - Vus - us dx < ||VU5||L2(Q;R3><3)BU2,
Q Q
ou la quantité B est définie comme suit
B= / |Vh ® us|? dz.
Q
En outre, les estimations formulées dans le lemme 5 nous affirment que

A < cATEFE = B2, (2.75)
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Il ne nous reste plus qu’a évaluer le parametre B lui-méme, a nouveau a ’aide d’une intégration par
parties

B:—/hAhu%dx—/h(Vh@u[;):Vugdxg ||h||Lm(Q)(A+31/2||vu5|\L2(Q;Rgx3)).
Q Q

A Daide de (2.74), du lemme 5 et de I'inégalité de Young, on déduit immédiatement

2v+vB—B/s—28 5v—48/s—8
B < c(l + A7 28 4 A2<w+w—2a)),

On conclut en remarquant 'existence de parametres 1 < so < 2 — % et (so — 1)% < Po < 1 tels que

2’Y+‘YB*B/5*25) (276)

B < c(l + A7 B+v—28

pour tout s € (1, s9), 5 € (Bo, 1).
11 suffit de rassembler les observations (2.75) et (2.76), pour obtenir une borne pour notre parameétre
de bootstrap A
A <cpour s € (1,s9) et B € (5o, 1). (2.77)
Cette estimation est la clé pour déduire des lemmes 1, 2, 5, 6 toute une série d’estimations uniformes
indépendantes de § qui se trouvent rassemblées dans le lemme qui suit.

Lemme 12
Siy > 1, alors il existe s € (1,2 — %) tel que pour tout s € (1,80) on a

sup [[us||w.2() < 0,

6>0

sup || os || L+ () < 0,

6>0

sup [|[p(2s)l L+ () < o0,

6>0

sup [|osus || s (o;r3) < 0,

5>0 2.78)
sup ||g5u§||Ls(Q) < 0, (2.
6>0

sup ||0gu§||Ll(Q) < 00,

6>0

sup (6/ Q;H(S*lh dx) < 00,

§>0 Q

P [IPs(0s)ll v gy ) <00

2.7 Passage a la limite 6 — 07

2.7.1 Limites dues aux bornes uniformes

Les estimations établies dans la section précédente nous permettent de déduire ’existence de sous-
suites de g5 et us (que l'on indice encore par d) possédant les propriétés suivantes

u; — u dans WhH2(Q; R?),

u; = u dans LY(Q;R?) pour 1 < ¢ < 6,

05 =0 dans L*7(Q),

5ot —0 dans LIT(=Dv/4(Q), (2.79)

plos) = p(e) dans L*(9),
(o

ps(o0s) — p(o) dans L1+(S*1)7/4(Q).

Pour s’assurer de la convergence des produits gsus et gsus ® ug, on écrit un lemme intermédiaire
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Lemme 13
Soit fs — f dans L' (), g5 — g dans L*(Q) et fsgs — z dans L*(Q). Alors = = fg presque partout
sur Q.

DEMONSTRATION:

On observe tout d’abord que g5 tend vers g presque partout sur 2. Le théoréme d’Egoroff (voir théoréme
B.2)nous indique ainsi que gs — ¢ uniformément dans 2\ E., avec |E.| < € ol le réel € > 0 peut étre
choisi arbitrairement petit. On définit

Z. = E.U {lg(x)l > i}

On remarque ensuite que le produit fg est une fonction définie presque partout sur €2 et que la restriction
de g a 'ensemble Q \ Z. appartient a L*>°(2\ Z;). Ainsi, la restriction de fg a Q\ Z. appartient a
LY (Q2\ Z.) et on a, pour tout ¢ € L*°(Q),

/ (fsg5 — fg)pdr = / (95 — 9) o da + / (Js — Dapdz,
\Z. Q

\Z. o\ Z.

ou toutes les intégrales sont bien définies et convergentes. En outre, les deux intégrales du membre de
droite tendent vers 0 quand § — 0. On en déduit donc que z = fg presque partout sur Q\ Z.. Comme
la mesure de Lebesgue de ’ensemble Z. tend vers 0 quand € — 0, notre lemme est démontré.

On utilise maintenant ce résultat et, en accord avec les convergences énoncées en (2.79), on obtient
les limites
osus; — ou dans L°(Q, R?)
et
0sus ® us — pu ® u dans L*(Q,R?).

Il est dorénavant aisé de faire tendre § vers 0 dans la formulation faible de notre probleme approchant
(2.13), (2.1) - (2.7), (voir la définition 2.1 en remplacant p par ps). Ainsi, pour v > 1, on obtient le
probléeme limite

/ ou-Veodr =0, Vp € C°(Q), (2.80)
Q

—/ b(o)u - Ve dz +/ (0b'(0) — b(0)) divupdz = 0 Ve € C(Q), (2.81)
Q Q

pour tout b € C([0,00)) NC(0,00) avec 2 (z) € L>(0,00), b(2)/27/? € L>(1,0).

/s (— o(u®u) : Vi —p(o)dive + S(u) : Vgo) dz
2
(2.82)
= / of -pdz, Yo €C®(R?Y), ¢ -nlsg =0,
Q

ot la notation g(p,u, Vu) désigne la limite faible de g(os, us, Vus) dans L'(Q).

11 ne nous reste maintenant plus qu’a montrer la convergence forte de g5 vers o dans L' (Q) pour finir
la démonstration du théoréme 2.1. Pour cela, nous employons une preuve trés semblable & [62, chapitre
4], basée sur 1’établissement de I'identité du flux effectif visqueux et la mise en place d’une mesure de
défaut qui rendent possible 'utilisation de ’équation de continuité renormalisée.

2.7.2 Flux effectif visqueux
On définit la fonction de troncature

zpour 0 <z <1,
Tk(2) = kT(g), T(z) = { concave sur (0,0),
2 pour z > 3,
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que l'on se propose d'utiliser pour créer une fonction test pour I'équation (2.13) : (VA™Y (10T (05)),
k € N avec Ty, € C*°([0,00)), ¢ € C=(Q2). On utilise la fonction (VA~1 (10T} (0)) dans I'équation limite
(2.82) (voir chapitre 5 section 5.2.4 pour les détails de cette utilisation dans un cas plus général). On
arrive finalement a 1’égalité

6—0 3

lim . ¢ <p5(95) T (0s) — <4/~L + f) divu, Tk(@s)) da
:iécQMﬁﬂm@—<§u+deuQ@0dx (2.83)

+/Q§u« (QU'RDQT(Q)]) do — }i_I}})/QCuw (95U5 ~R[19Tk(ga)]) da.

€12
représente la transformée de Fourier. On se rapporte & I'annexe (définition B.2 et propriétés afférentes)
pour plus de détails sur les propriétés de cet opérateur.

On peut voir R[v] comme trois champs de vecteurs dont les composantes sont R;;(v), i = 1,2,3 et
on remarque ainsi que pour j fixé, ce champ de vecteurs est un gradient. Le lemme div-rot de Tartar
et Murat (voir [79], [59] ou encore [24, Appendix] pour ce cas précis), nous ameéne immédiatement a la
constatation suivante

Ici, la notation R désigne 'opérateur de Riesz (R[v]);; = (V@ VAT, 0 = F~1 [g’fj .7:(0)(5)] ou F

Lemme 14
Soit Us — U dans LP(R3;R3), divUs = 0, vs — v dans LI(R3;R), ou

11 1
St =-<1
P q r

Alors on a la convergence
Us - R[U(;] —~U- R[U]

dans L"(R3;R3).

On applique le lemme 14 aux suites
vs = Tp(05) — Tr(0) dans LY(R3;R), pour ¢ < oo arbitraire ,
Us = gsus — pu dans LP(R?;R?), pour un certain p > 1,

ce qui nous donne

255 - R[1aTk(0s5)] = ou- R[1oT(0)]
dans LP(Q;R3) pour tout p € [1,s). Par ailleurs,

osus @ us : R[LaTk(0s5)] = us - (95115 'R[lng(Qa)])
est uniformément borné dans LP(2) pour p € [1,s). Le lemme 13 implique donc
| cus- (esus - RiaTi(es)) o = [ cu- (on- RO0Ti)) do.
L’identité (2.83) peut donc étre transformée en identité du flux effectif visqueux détaillée dans le

lemme suivant

Lemme 15
Soit v > 1. Alors

4

PO - () T iva =@ T - () Til@ava. (280
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2.7.3 Majoration de la mesure de défaut

On définit la mesure de défaut

oscalos - 0(Q) = sup (nm sup /Q Th(es) - Tu(o)]? dx) , (2.85)

k>1 §—0+

et on montre dans cette section que la suite g5 est telle que la quantité oscqlos — 0](Q2) (pour un
certain ¢ > 2) est uniformément bornée en d.
Tout d’abord, on constate que I'hypothese (2.6) nous indique l'existence d'un réel d > 0 tel que

3pm(9)

> 0. 2.
5, 20 (2.86)

p(0) = do” + pm(0),

Puis, sachant que T}, est lipschitzienne et grace a 'inégalité (a — b)Y < a¥ — b7, a > b > 0, on effectue
la majoration

dlimsup/ T (05) — Tk(g)|7+1 dz < dlim sup/ (07 — o)) (Ti(0) — Ti(05)) dz
Q Q

6—0t §—0*t

=d/Q (07Tw(0) —WTk(Q))derd/Q(Q” —07)(Tr(0) — Ti(0)) da.

On emploie maintenant la convexité de la fonction ¢ — ¢7, la concavité de T}, la relation (2.86), le
lemme 15, et le lemme de convexité et monotonie B.5, pour obtenir une derniére série d’inégalités

dtimsup [ [Tules) = Tu(o) do < [ (ETi0) - 7(0) Tila)) da

§—0+

< /Q[g/,t +¢ (Tk(g) divu — T (o) div u)dx

< csup || divus||z2(q) limsup | Tk (05) — Tr(0) |22 (o)
6>0 §—0

(2.87)

< climsup [|Tx(05) — Tr(0) ||l z2(0)-
6—0

Il s’ensuit que la mesure de défaut est bornée, moyennant 1'utilisation de I'inégalité de Young dans le
membre de droite de la derniere inégalité. On peut donc écrire le lemme suivant

Lemme 16
Siy > 1, alors la mesure de défaut oscyy1[os — 0](Q) est bornée.

2.7.4 Equation du bilan de masse renormalisée

La quantité oscqlos — 0](2) permet l'utilisation des solutions renormalisées de ’équation de bilan
de masse pour les cas ol les travaux de Di-Perna, Lions en théorie de transport (voir [14]) ne sont pas
exploitables. Ceci est résumé dans le lemme suivant (voir [24, Lemma 3.8]), que l'on redémontre dans
le cinquiéme chapitre 5.

Lemme 17
Soit Q un ouvert de R3. On suppose que

05 — 0 dans L'(;R),
u; —u dans L"(;R?),
Vus — Vu dans L"(Q;R**3), > 1.

et
oscqlos — 0](Q) < o (2.88)

avec % <1- %, ot (95, us) est solution de l’équation de bilan de masse (2.9). Alors les fonctions limites

o0,u sont solutions elles aussi de (2.9).

On applique ce résultat a la suite gs, et on en déduit le lemme
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Lemme 18
Soit v > 1. Le couple (p,u) de limites faibles vérifie [’équation de bilan de masse renormalisée (2.9).

2.7.5 Convergence forte de la densité
On sait que les couples (s, us) et (g, u) sont solutions de I’équation du bilan de masse renormalisée

T,
(2.9). On y utilise la fonction b(p) = Q/ kz(;)
1

dz pour déduire

/ Tx(0)divudz = 0,
Q

/ Ti(0s) divus dz = 0, id est / Tk (o) divadz = 0.
) Q

Puis, en revenant a I'identité du flux effectif visqueux (2.84), il vient

p(0)Tk(0) — o) Ti(0) , _ T divude
/Q Tite dl‘—/g(Tk(Q) Ti(0)) divuda. (2.89)

Comme limg o0 [|[ Tk (0) — )l 21 (k) = liMp o0 | T%(0) — 0l L1 (2;r) = 0, le lemme 16 et I'équation (2.89)
en association avec une interpolation nous donnent

lim | (p(0)Ti(0) -~ p(0) Telo)) dw = 0.

k—o0 O

En reprenant maintenant (2.87) on arrive a

lim limsup [ |Tx(0s) — Tk(0)|" T dz =0,
Q

k—oo 50+

puis en constatant ’'inégalité

los — ellrair) < llos — Tk(os)ll 1 :r) + [1Tk(0s) — Tk(0) 1) + 1Tk (0) — el (o:r),

on déduit finalement que
05 = 0 dans L' (4 R).

Ceci implique
0s — o dans LP(Q;R)  pour tout p dans [1, sv),

ce qui met un point final & la preuve du théoréeme 2.1.
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3.1 Introduction et description du probléeme

3.1.1 Introduction

On étudie maintenant le probleme de Navier-Stokes-Fourier complet dans le cas stationnaire. La
pression dépend ainsi de la densité mais aussi de la température, tout comme 1’énergie et ’entropie du
systeme. On considére des conditions de bord de glissement partiel. Cette condition nous permet d’ob-
tenir les résultats d’existence pour des domaines pouvant comporter des symétries axiales. On introduit
deux classes de solutions : les solutions faibles standard et les solutions entropiques variationnelles ba-
sées sur le bilan d’entropie. On arrive a des résultats d’existence de solutions faibles pour des domaines
comportant des symétries axiales ou non, et avec un coefficient adiabatique aussi proche de 1 qu’on le
souhaite.

On commence en écrivant un systéme approchant pour lequel I'existence de solutions est vérifiée. On
continue en établissant des estimations a priori pour la vitesse et la température au moyen de I’équation
d’énergie totale et de l'inégalité entropique. Enfin, en introduisant un parameétre de bootstrapping
similaire & celui du chapitre précédent, on parvient & majorer diverses quantités, de la méme maniere
que dans le chapitre précédent.
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On met ensuite en place le type de fonctions test créées auparavant et I’on arrive au méme genre
d’estimations de type potentiel. Celles-ci permettent a leur tour de borner le parametre de bootstrapping
et d’estimer de maniere uniforme les quantités majorées par notre parametre.

Ceci nous autorise a énoncer de nombreuses convergences nécessaires au passage du systéme appro-
chant au systeme de départ. Il ne reste plus alors qu’a démontrer la convergence de la densité. Ceci est
fait en appliquant les techniques énoncées dans le chapitre précédent au systéme complet de Navier-
Stokes-Fourier. On généralise ainsi les travaux de Novotny et Pokorny [61] et [63] en permettant de
traiter des lois constitutives plus générales.

Les résultats énoncés et démontrés dans ce chapitre, ont été I'objet de Darticle [46] accepté pour
publication.

3.1.2 Le systeme de Navier-Stokes-Fourier stationnaire avec conduction de la
chaleur

Dans ce chapitre, on montre 'existence de solutions faibles pour le systéeme de Navier-Stokes-Fourier
stationnaire avec conduction de la chaleur dans un domaine borné Q C R3. Ce systéme d’équations
aux dérivées partielles décrit I’écoulement d’un fluide compressible conducteur de la chaleur et s’écrit
comme suit

div(pu) =0, (3.1)
div(pu ® u) — divS + Vp = of, (3.2)
div(pFu) = of - u — div(pu) + div(Su) — divq. (3.3)

Comme auparavant, la premieére équation exprime le bilan de masse du fluide, alors que la deuxiéme
représente le bilan de quantité de mouvement. La derniére équation dresse quant a elle le bilan d’énergie
totale du systeme. La premiere inconnue du systéme est la densité du fluide, g, qui est toujours positive
ou nulle alors que la température du fluide ¥ doit rester strictement positive. Cette derniere n’apparait
qu’implicitement dans la formulation que 'on a donné du probléme. Enfin, u représente le vecteur
vitesse du fluide. Le fluide étant a nouveau supposé newtonien, on considére un tenseur des contraintes
visqueuses de la forme

2
S =S¥, Vu) := u(¥) |[Vu + Vi - 3 divul| + £(¢) div ull, (3.4)

et le flux de chaleur q est supposé satisfaire la loi de Fourier

q = —k(9)VY. (3.5)

3.1.3 Cadre de travail

On considere pour conditions de bord sur 0f2 :

u-n=0, (S Vun)xn+Auxn=0, (3.6)

—q(d, V) -0+ L) (I — Q) =0, (3.7)

ol n représente le vecteur normal unitaire sortant au bord du domaine 2. La fonction L(:) est une
fonction de la température vérifiant les propriétés

L()€C(0,00), c1(14+9)' <L) <e(1+9), leR, ¥eRT. (3.8)

Ces conditions signifient qu’il y a un glissement partiel au bord (parfait si A est nul) et un transfert de
chaleur a travers la frontiere qui est proportionnel a la différence de température entre le systeme et
Iextérieur.
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La masse totale du fluide est définie par

/de:M>0.
Q

Les viscosités quant a elles sont supposées avoir les comportements suivants

>0, £>0, (3.9a)
w et & sont continues sur (0, 00), (3.9b)
1 est lipschitzienne sur (0, c0), (3.9¢)
a(l+9) < p(d), (3.9d)
(), £(9) < ca(1+ ). (3.9¢)

Pour la conductivité de la chaleur (%) on fait I’hypothese

c3(14+9™) < k(¥) < eq(14+9™) sur (0, 00), (3.10)
pour un certain m strictement positif. On montre par la suite que ce coefficient se révele nécessairement
strictement supérieur a 2/3.

Précisons maintenant les quantités thermodynamiques. L’énergie totale E qui apparalt dans ’équa-
tion (3.3) est la somme de ’énergie interne spécifique du systéme et de I’énergie cinétique :

E(o,9,u) =e(p,9) + %uz. (3.11)

La pression considérée est une généralisation de la loi de pression pour les gaz monoatomiques
Enfin, entropie spécifique s = s(p, ) est définie a travers la relation de Gibbs
1
9Ds(0.0) = Delo,9) + vl 0)D (3. (313)

ou D représente le gradient par rapport aux variables o et 9.
On constate que entropie spécifique ainsi définie est solution de

5 - . (3.14)

div(osu) + div (q(ﬁ,Vﬁ)) _ S(z?,V:;) :Vu q(ﬁ,Vﬂi) -V

Par ailleurs, si p est de classe C1((0,00)?) et que e € C?((0,00)?), alors la relation de Gibbs est
équivalente a la relation dite de Maxwell

dp(e,V)

86(@, 19) N iz (p(g, 19) -9 99 ) ) (3.15)

do 0

La pression est donc finalement de la forme

- 0

ou P est une fonction positive possédant la propriétés suivantes

P € C'([0,00)) N C*((0, 00)), (3.17a)
P(0)=0et P'(0) =po >0, (3.17b)
P'(Z) > 0 pour Z > 0, (3.17¢)
. P(2Z)
1 P(Z)—-ZP'(Z
0<7_1'y ()Z ()§05<oo,pourZ>0. (3.17e)
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Remarque 1
Pour faciliter la compréhension, on peut se restreindre au modéle plus simple ot

p(o,9) = 0" + 0¥ et e(p,¥) = 0"t + ¢, ¥ avec ¢, > 0. (3.18)

v—1
Dans ce cas, en vertu de (3.13), on sailt que l'entropie spécifique est de la forme
s(0,9) =—Inp+ ¢, In?. (3.19)

Lutilisation d’un tel modéle permet d’exhiber toutes les difficultés des preuves, tout en évitant [’émer-
gence de certains problemes techniques.

3.2 Définitions des solutions recherchées et résultats obtenus

3.2.1 Définitions des solutions
On définit ici deux types de solutions a notre probleme.

Définition 3.1 (Solution faible)
On appelle solution faible du systéme (3.1) - (3.19) un triplet (o,9,u) qui vérifie les conditions sui-
vantes :

1. Les propriétés de régularité :
e 0 > 0 presque partout sur 2,
0 € LY/5(Q),
Joodz =M,
¥ > 0 presque partout sur €,
9 e Whr(Q)n L3™(Q) N LHY(09Q), pour un certain r>1,
ImVY € L (Q;R3),
u e Wy (R,
olul? € L9/5(q),
S, Vu)u € L (Q;R3),
oud € L (4 R3),

2. L’équation de bilan de masse au sens faible :

/ ou-Viy =0, Y€ C™®(Q), (3.20)
Q
3. L’équation de bilan de quantité de mouvement au sens faible :

/Q(—g(u®u):ch—p(g,ﬂ)divgo—i—S(ﬁ,Vu):V(p)dx—ﬁ—)\/a(uxn).(wxn)da:/ﬂgf'gadx

Q
B (3.21)
pour tout p € C°(Q;R3),

4. L’équation de bilan d’énergie totale au sens faible :
1
[~ (5o + octo.0) ) u- Fvdo = [ o -wwt plev)u- Voo
Q Q

B /Q ((S(ﬁ, Vu)u) - Vop + k(9) V9 - Vz/}) dz — /

[5}9]

L(9) (9 — ©g)pdo — )\/ (u x n)*) do,

o0
_ (3.22)
pour tout P € C(Q).

Ici, le symbole C°(Q;R?) représente lensemble {v € C®(Q);v-n =0 sur 0Q}.

Définition 3.2 (Solution entropique variationnelle)
Un triplet (o,9,u) sera appelé solution variationnelle entropique au systéme (3.1) - (3.19) sl vérifie
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1. Les propriétés de régularité :

e 0 > 0 presque partout sur €2,
o€ LY(Q),
Joodx =M,
¥ > 0 presque partout sur €,
9 € L3(Q),
9t e L1(09),
(1+9) € L(09),

2

. 197”';,71’;‘ elLl(Q),
o Y € LY(Q),
u e W2 (R,
o € LY(9),
olul* € L5/(Q),
9IS, Vu)u € L1 (Q;R3),

2. Les équations de bilan de masse et de quantité de mouvement au sens faible (3.20), (3.21),

3. L’inégalité d’entropie :

A(S(ﬂ’vu):vu+n(ﬂ)W|2)1/)dx+/a LW) g do

2
v 19%9 vy o ¥ (3.23)
< / LWy do +/ Kk(9) ———— — 0s(0,%)u - Vo dx
oQ Q v
pour tout v positif appartenant a C>(12),
4. Le bilan d’énergie global
)\/ (ux n)?do +/ L(Y)(¥ — Bg)do = / of -udz. (3.24)
o0 a0 Q
Définition 3.3 (Solution renormalisée)
Soit p € L?O/CS (R3) et u € WL2(R3R3) qui sont solutions de
div(ou) =0
au sens des distributions.
Alors, le couple (0,u) est appelé solution renormalisée de I’équation de bilan de masse si
div(b(o)u) + (b’ (0) — b(0)) divu = 0 dans D'(R?) (3.25)

pour tout b € C([0,00)) NCY(0, 00) vérifiant

2b'(2) € L™(0,1),
b(z)/2°7% € L=(1, 00),

M) ¢ ey o).

3.2.2 Résultats obtenus

Inspirés par la méthode exposée dans le premier chapitre de cette partie, le but de notre étude est
d’abaisser la valeur de ~y aussi pres de 1 que possible. Nous formulons les résultats obtenus dans les deux
théoremes ci-dessous. Le premier théoréme est valable dans le cas d’un domaine non axisymétrique, le
deuxiéme montre les résultats obtenus dans le cas ol le domaine contient une symétrie de révolution.

Théoréme 3.1 (Existence de solutions - Cas d’un domaine non axisymétrique)
Soit Q C R® un domaine C? borné. On suppose que f est un champ vectoriel de L>(£;R?), que

©g > Ko > 0 presque partout sur la frontiére 9S), que ©g € L (0) et enfin que L est constante.

e Siy>1etm > max{%, ﬁ}, alors il existe une solution entropique variationnelle (voir

définition 3.2) au probléme (3.1) - (3.19). Le couple (p,u) s’avére en outre étre une solution
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renormalisée de I’équation de bilan de masse.
o Siy> g et m > 1, alors la solution est aussi solution faible (au sens de la définition 3.1).

Théoréme 3.2 (Existence de solutions - Cas d’un domaine axisymétrique)
Soit @ C R® un domaine C? borné. On suppose que f est un champ vectoriel de L>(£;R?), que
©g > Ko > 0 presque partout sur la frontiére 09, que ©g € L' (0Q) et enfin que L est constante. On
fait Uhypothése supplémentaire que A > 0.
e Siy>1etm > max{%, ﬁ}, alors il existe une solution entropique variationnelle (voir
définition 3.2) au probléme (3.1) - (3.19).
o Siy € (%, %] et m > % ou sty € (%, %) et m > 1987__67“’, alors la solution est aussi solution
faible (au sens de la définition 3.1).

3.2.3 Remarques bibliographiques

Les premiers résultats d’existence de solutions faibles pour le systeme de Navier-Stokes dans le cas
compressible remontent au livre [52] de P.L. Lions, ot la preuve a été faite pour un fluide isentrope avec
un coefficient adiabatique strictement supérieur a % Le point crucial de ce travail, la convergence forte
de la densité, reposait sur 'utilisation de 'identité du flux effectif visqueux et la notion d’équation de
bilan de masse renormalisée. Cette derniere nécessitant des estimations a priori pour la densité dans
L2(€2). Dans Particle [60], Novo et Novotny se sont inspirés des travaux de Feireisl et al. [21], [26] sur la
mesure de défaut pour obtenir 'existence de solutions pour tout -, sous réserve que la densité obéisse
a certaines estimations a priori.

De nouvelles idées pour améliorer les estimations de densité furent apportées de maniere indépen-
dante par Plotnikov et Sokolowski dans [68], [67] et [66] et par Frehse, Goj et Steinhauer dans [30]. La

premiére preuve d’existence de solutions faibles pour v < % a été faite par Brezina et Novotny [6], ou les

auteurs ont pris v > HT‘/ﬁ et ont évité les problémes a la frontiére en prenant des conditions de bord
spatialement périodiques. Une nouvelle méthode valable pour des valeurs du coefficient adiabatique
strictement supérieures a % en trois dimensions (ou strictement supérieures & 1 dans le cas bidimen-
sionnel) avec des conditions de Dirichlet a été émise dans les articles de Frehse, Steinhauer et Weigant
(28] et [29]. Enfin, pour v > 1, Jiang et Zhou on montré dans [48] et [47] P’existence de solutions faibles
pour des conditions de Dirichlet périodiques en espace et dans le cas isentrope.

Pour les fluides conducteurs de la chaleur dans le cas stationnaire, on trouve un premier résultat
dans le livre [52], mais avec des contraintes sur 'intégrabilité L? de la densité pour des g larges. Ainsi,
le premier résultat similaire au probleme exposé dans ce chapitre s’avere étre de Mucha et Pokorny
[58], ot les coeﬂicigznts1 de viscosité sont indépendants de la température, v est strictement supérieur

ye

a3, m=I0l+1= 3,—7 et avec des conditions de glissement au bord du domaine pour la vitesse. En

contrepartie des ces contraintes, la densité était bornée et la vitesse était dans W14(Q2) pour tout g.

Dans les articles [61] et [63], les auteurs ont pu abaisser la valeur limite de v jusqu’a @ pour
des conditions de Dirichlet et des viscosités dépendantes de la température, permettant une utilisation
efficace de I'inégalité d’entropie.

3.3 Quelques résultats préliminaires

Dans cette section, on rappelle quelques résultats classiques qui seront utilisés par la suite.

3.3.1 Estimations des quantités thermodynamiques

On commence avec des propriétés concernant les quantités thermodynamiques p(o,9), e(o,9) et
s(0,7). Celles-ci se déduisent de la loi de pression (3.12), de '’équation de Maxwell (3.15) et des pro-
priétés de la pression (3.16) - (3.17). On se réfere a [24, Section 3.2] pour plus de détails.

On a, pour Ky une constante fixée

cs09 < plo,¥) < ool si o < Ko/ 0=,
96D g g < Koot/ O, (3.26)

c19 < ,9) <c
10 < p(o,¥) <en {g”, si o> Koo/,
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On a aussi 'hypothése thermodynamique suivante

dp(o,V)
do

> 0 sur (0,00)%,

> 0 sur (0,00).

m (0,7
p=do" + pm(0,9) pour un certain d > 0 avec %

Concernant ’énergie interne spécifique e, on sait que

1
mpooQ’y —1<e(o,9) <crp(@’ ' +9)  sur (0,00)?,
Oe(o,V _

6(899 )9 < (@’ + ) sur (0, 00).

Enfin, pour 'entropie spécifique on dispose des résultats suivants :

9s(0,9) _ 1 (86(0, v) p(g,ﬁ)) __ 1 9p(e,9)
0

do do o 0> 09
et
9s(0,0) _ 10e(o,9) 1 9MO~D ( ( 0 )_ 0 ,( 0 )) =0
a9 9 a0 -1 o T \Gue-n) T yrve-nt \yreG-n :
Mais aussi
5(09)] < exa(L+ o] + o)) sur (0, 00)%
15(0,9)] < e1a(1+ [ o) sur (0,00) x (1,00),
s(0,9) > c15 >0 sur (0,1) x (1, 00),
s(0,9) > c16(1 + In ) sur (0,1) x (0,1).

3.3.2 Inégalités de type Korn

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

On rappelle maintenant différentes inégalités de type Korn auxquelles on ajoute une version corres-

pondant & nos conditions de bord.

Lemme 19
Soit u € W2 (5 R3), 9 > 0 et S(9, Vu) comme défini précédemment. Alors

/ S(¥, Vu) : Vu dz > C||u||?/V1
Q 0

) 2 (Q;R3)

/gZS(ﬁ,Vu) :Vude > c||u||€V3,2(Q;R3).

La preuve de ce lemme peut étre trouvée dans [24].

Lemme 20
Soit u € WH2(Q;R3), ¥ > 0 et Q lipschitzien. Alors

9 2
/‘Vu+VTu—§divu]I’ dx—l—/ |u|220|\u||%,1,2(Q;R3).
Q Q

La preuve de ce résultat se trouve, par exemple, dans [24, Theorem 10.15].

(3.33)

(3.34)
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Lemme 21
Soit u € W2 (S R3), 9 > 0, Q lipschitzien et S(9, Vu) vérifiant (3.4) et (3.9). Alors

/ S(¥,Vu) : Vu dz +/ lu x n*do > c||u||?,V1,2
Q 00 "

9 (R3)?

(3.35)
/SZS(ﬁ,Vu) :Vudz + /aQ lu x n|*do > c||u||?/V;,2(Q;R3).

Si de plus Q n’est pas axisymétrique, alors les inégalités (3.33) sont vraies elles aussi.

DEMONSTRATION:
On utilise un raisonnement par ’absurde en supposant qu’il existe une suite de champs vectoriels vy,
de Wa? (€2;R?3) telle que pour tout entier naturel k on a

”VKHW;’Q(Q;]RS) =1,
S(v¢ :
Vil 2 oupe) > K (/ SO0, Vvi) : Vi g, +/ Vi x n2do> :
o Q v o0

Le lemme 20 nous indique que cette suite va converger vers un certain v appartenant a VVO1 2 (Q; R3)

S(¢, Vu . - . .
avec / % dz = 0. Le lemme 19 nous assure ainsi que notre limite v est nulle, ce qui contredit
Q

notre premiere hypothese. On obtient donc la premiere inégalité. La deuxieme se démontrant de la
méme fagon, on peut passer au cas ou €2 ne comporte pas de symétrie axiale. On reprend alors le méme
argumentaire que dans le chapitre précédent, section 2.3. La derniere inégalité s’obtient de maniere
similaire. O

3.3.3 Systéme approchant

On utilise le systéme approchant suivant, basé sur le travail fait dans [61]. Il nous faut néanmoins
refaire le passage a la limite 6 — 0 qui se trouve modifié. On affirme ainsi que pour tout ¢ > 0 il existe,
pour S et B suffisamment grands, un triplet (gs,3s,us) tel que

05 2 0,

05 € LSB/S(Q),

¥5 > 0 presque partout sur €2,
95 € WH2(Q) N L3B(Q),

us € Wa? (% R3),

vérifiant les équations suivantes

e ’équation de bilan de masse au sens faible
8
/ osus - Vipdzr = 0, pour tout ¢ € W 2seeTs (Q), (3.36)
Q
e ’équation de la quantité de mouvement au sens faible

/ (—Q(s(ug ®uys) : Vi + S5, Vus) : Vo — (p(0s,9s) + 59? + 6@?) div go) dz
Q
(3.37)

+A (ugxn)-(cpxn)da:/ggf-cpdx,
l9) Q

pour tout ¢ € VV,%’F)/Q(Q;]R?)7
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e ’équation de I’énergie totale au sens faible

1
/Q ((—2g5|U5|2 — os¢(gs, 195)) us - Vo + (k(0s) + 51953 + (5195_1)V195 : Vl/)) dz

+/m (L+09587h) (ﬂgf@o)wdoJr/\/a (u(;xn)Qi/Jd(r:/Qgéf-ug?/)dx

@ (3.38)

+/Q ((—S(ﬂa,Vu(s)us + (p(os,9s) +5Q§ + 5g§)u5) 'VZZJ-HW(;W) e

1
+5/ (619§+g§> us - Vip da,
D\ 5o

pour tout ¥ € C1(€Q),
e l'inégalité d’entropie sous la forme

9+
/ (19518(195,Vua) :Vus + 619(;2 + (k(V5) + 69F + 519(;1) ng26| > bde
: 5

< / ((K(ﬁé) + 005 + 5195_1)M — 055(0s,Y5)us - Viﬂ) dz (3.39)
Q s

L+ 6981
+ / S (95— @) do,
oN )

pour tout 9 positif appartenant a C'(Q).

3.4 Estimations a priori

3.4.1 Vitesse et température

En prenant ¢ = 1 dans (3.38) et (3.39) on obtient le lemme suivant
Lemme 22
Si Q ne comporte pas de symétrie axiale, alors il existe une constante c indépendante de § telle que

[usllwz@re) < c (3.40)

/ osug - fdr
Q

s sy + (95 zm ey < (1 ; \ [ osus -t
Q

et
||195||L3m(9) <c (1 +

) . (3.41)

St au contraire le domaine Q est axisymétrique, alors

). (3.42)

DEMONSTRATION:

La preuve dans le cas présent étant tres similaire a celle du cas des conditions de Dirichlet pour la
vitesse, on se référe & [61] pour les détails de la preuve et on se restreint aux idées essentielles de la
démonstration.

e On commence en testant les équations (3.38) et (3.39) avec ¢ = 1, comme annoncé auparavant.
Cela donne

/ LYs + 698 + Aus x n)? do :/ osf - ug dx+/ (L + 6927100 d0+5/ 95 dr  (3.43)
oN Q o Q

Q
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et
2
/(H(m) + 098 + 6951 |W;| dz +/ SWs, Vi) . Vus + 695 2 dw
Q 195 Q 19«5
L4 69571 (3.44)
+/ ——3% 0Qqds < / L+695 ! do.
oo Us o0

e Ces tests nous permettent de déduire que
m 2
Alus x 03200z + 95l 2o (@) < Allts X 03 o0z + (||ﬂ5||L1<aQ> +IVOE 1 )

2(B—1)
< (14 Nl ) + 5T lasl Fr, + 67T fasl e ).

L8 (@) 5(Q)
(3.45)
. S(¥s, Vus) : V
§, VUgs) 1 VUs 5 —

[ 2R e 907 [ + IV Il + 195 s om

+5 (1995 12200 + V9.7 Bz + 19515y + 1052y (3.46)
2(B 1)
149
<c(1+omlalf L)

e En se servant du lemme d’inversion de la divergence de Bogovskii (voir théoréme B.9 de l'annexe),
on emploie une solution du probleme

div® = g5 — Wllfﬂgdx sur £,
=0 sur 012,

dans I’équation de la quantité de mouvement et on obtient

_3
Sllosllir: < e, (3.47)

pour m > 3 2 et > gzﬁ'g

e On peut malntenant faire appel au lemme 21, tout d’abord dans le cas d’un domaine non axisy-
métrique pour avoir

sl ey + V05 1720y + IV In 05120y + 195 121 o)

+8 (V95 1220y + 19957 [Ba(ame) + W05l Py + 19521y <€

/ osuys - fdx ) . (349)
Q

Pour finir, dans le cas ot 2 comporte une symétrie axiale (et ot A est strictement positif), on

(3.48)

et
||19§||L3m(9) S & (1 +

obtient .
IVOZ 172 (qms) + ||V1n195||%2(9 ®e) + 195 |1 00 (3.50)
+8 (1995 122(0m) + 19957 1320 + 19515 gy + 1952 lucey) < e
et
||115||%/V1 2(R3) T H195||L3m(9 <c (1 + / osug - fdz ) . (3.51)
Q
Ce qui acheve la démonstration du lemme. O

3.4.2 Densité - Estimations globales

Comme dans le chapitre précédent, on utilise un parametre de bootstrapping

A= / g usl? + o5lus | da,
Q

36



3 Existence de solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes-Fourier dans le cas stationnaire avec des
conditions de glissement au bord

ol a appartient & [1,7] et b appartient & (0,1). De maniére similaire & précédemment, on peut écrire
les résultats suivants

Lemme 23
Pour les a et b choisis comme décrit dans la définition du paramétre A, il existe une constante c
indépendante de § telle que

a—b
||Q5u6||L1(Q;R3) < cAZ(abFa=28), (3.52)
DEMONSTRATION:
On utilise 'inégalité de Holder en se remémorant que / odx = M et on déduit directement que
Q

2ab+a—3b

e a—b
Josuslovesss) = | ((eghus ) (ghus 42 et o550 ) 4y < cametitom (a3
Q

qui est l'inégalité souhaitée. 0

Lemme 24
Pour les a et b choisis comme décrit dans la définition du paramétre A et pour 1 < s < ﬁ (dans le
cas o a <2)et0< (s—1)-% <b<1, il existe une constante c indépendante de 0 telle que

Ls(S;R3) < CA";’LJ:;{;!’ . (354)

loslus]?|

DEMONSTRATION:
De facon identique a la démonstration précédente

s ap. 2y 25=1=b g op o sadlo2s Sbrecbopa _a=b/s
@) = | (05 [us|?)=rFa=2v (og|us|™ ") abte=20 g5 dz < cA=Te=2.  (3.55)
O

los|us |

Lemme 25
Soit1<a<~v 0<b<1l,1<s<z— (sia<2),0<(s—1)-~2 3m+2,m>§.Alors,
que ) soit azisymétrique (avec A > O) ou non, il existe une constante c zndependante de 6 telle que

s s— S— _sa—b
/ (gﬂﬂ)g D505, 95) + (0sus]?)* + 55 T~ ) dz < c(l +Aab+a—b). (3.56)
Q

DEMONSTRATION:
On invoque une fois encore le résultat de Bogovskii d’inversion de la divergence. En effet, on va utiliser
dans 'équation de mouvement (3.37) la fonction test solution du probleme
div® = ggs vy 1 / Q((;s_l)'y dr sur Q,
12l Ja
=0 sur o).

(3.57)

On arrive a 1’égalité
s— s— 1 o
/Q((; "p(os,75) dx+5/ (=17 (Q5ﬁ+9§)dx:|Q|/p(957196)d$/9((5 Y7 da
Q Q
+—/ Q§+Q§dx/ Q;_l)vdm—/ gg(Ug@Ug):V@dm—i—/S(ﬂg,Vu(;):V@dx (3.58)
1 Jqo Q Q Q
—/ggf~¢’dl‘=[1+[2+[3+f4—|—f5.
Q

On majore maintenant les différents termes du membre de droite. Pour cela on utilise les propriétés de

notre fonction ® concernant sa norme. Si (s — 1)y < 1, on sait que / gg‘s_l)'y dz < ¢(M) et il vient
Q
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ainsi ’estimation de I7 :

L] < e(M) /Q plgs,05) dx

1
s (s—1)y
<o(farae) v f oo (@700l o
Q {95<K019;_1}

<c (/ o5 dx> + / 1 Q;HS_D%% dx / 1 Usdz
Q {os<Kov] "} {os<Kov] '}

< e/ oS p(05,95) da + c(e) | Vs da.
Q Q

(3.59)
Grace au lemme 23 en association avec le lemme 22, on arrive a

/ 95 dz < ||[9s]|sm < ¢ (1 + Aiﬂab:bf%)) <c (1 + Aiabﬁz_fzb) , (3.60)
Q

puisque s > 1. Si au contraire (s — 1)y > 1 on procéde comme dans [64] et on obtient

|| < 5/ 0 p(0s, V) da + () (/ s d:r) . (3.61)
Q 0

sans restriction additionnelle.
Le terme I pouvant quant a lui étre aisément traité via une interpolation, on passe au troisieme
terme de la fagon suivante

13| < (/(95|u5|2)3dx> (/ V®|=T dx) ‘
Q Q

Ss/ o5’ dx+0(€)/(ya\ual2)sd:c (3.62)
Q Q

<e /Q o™ p(05, 95) da + c(e) /Q (05]s[?)* d.

En utilisant le lemme 24, on obtient finalement
[I3] < 6/ 08 plos, 95) dz + ¢ (1 + A“bs'*a"gh) :
Q

C’est la quatrieme intégrale qui apporte des restrictions entre s et m puisque

L] <e /Qu +0)|Vus| VB dr < | VB, y o V85 p2moeay (14 951l zom )
pour s < 35{12 (ce qui signifie que pour avoir s > 1 il faut que m > %) L’inégalité de Young nous
fournit

| <e /Q 0 (05, 95) da + ()| Vs 3 aznsy (14 195 Fom e ) -

Donc, en regard du lemme 23, on peut obtenir la majoration suivante
_ sa—b
L] < 5/091(58 D (05, 95) da + c(e)[Vus|[72(qraxs) (1 + A7Hb+a72b) . (3.63)

Pour finir, on estime la derniere intégrale

5] < c[| @]

L) < €los| SLL(Q) + c(e),

L7 () 1961

ce qui clot la preuve du lemme. O
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3.4.3 Fonctions test locales

On utilise ici les méthodes exposées dans le chapitre 2. On emploie donc les mémes résultats concer-
nant les coordonnées locales pour les domaines C? qui aménent & la définition des mémes fonctions test,
que ce soit "loin" ou "a proximité" du bord 9. Il s’avere donc que les propriétés exprimées en section
2.5 du chapitre précédent pour ces fonctions test restent inchangées. Bien entendu, nous utilisons ici
les mémes notations que celles établies au cours du précédent chapitre.

On peut tester 'équation de mouvement approchante (3.37) avec nos fonctions w
Pon est proche du bord (dist(y, 92) < R)) ou non (dist(y, 92) > R))

L et w? selon que

/ (—95(u5 ®uz) : Vw' + S5, Vus) : VW' — (p(0s,95) + (5@? + 603) divwi) dz
Q (3.64)
+A (uaxn)-(wixn)daz/g(sﬂwidx.
a9 Q
On se réfere ensuite aux lemmes 7 et 8 du chapitre précédent énumérant les propriétés des fonctions v
pour déduire l'existence d’une constante ¢ indépendante de ¢ (mais néanmoins dépendante de \) telle
que

9 5 B 2 2
/ p(gﬁv 5)+ (95 +Q5) d$+ (1 —Oé) Q§|U5|
Q

R o lz—yl (3.65)
< (M) (1 +dllosl|7 5 + IP(0s, 95) | £ 0y + (1 + (195 pom () [ullwr2oms) + |\Qa|u5\2||L1(sz))

pour o < 32“752. On résume cela dans le lemme suivant

Lemme 26

Soit 0 < a < max {1, 3’;7;2} etm > % Il existe une constante c indépendante de § telle que (3.65) est

vérifiée pour tout & strictement positif.

3.4.4 Densité - Estimations finales

Il convient maintenant de distinguer deux cas soulevés par le lemme précédent.
Sim>2,ona % > 1 et donc la restriction sur « se trouve étre o < 1. On trouve alors en faisant
tendre « vers 1~ au moyen du lemme de Fatou

p(os,Vs5)
/sz -yl dz < e(A) (1 +0llosl1 s gy + IP(es, 95) | r () + (1+ 195 Lom (@) lullwi 2 (oms) + HQ6|U5|2HL1(Q)) :
On remarque par ailleurs que pour 0 < b < 1

b
o5lus® _ <Q5u5|2 ) 1
lz—yl — \Jz—yl*) |zx—y[t-te’

ce qui entraine de facto

by |20 2 b 1=t
u u 1
/LI 1 dx§< eslusl” 6|adx> /71_M dz | .
o |z =yl ol =yl Qlr—y| 5
On observe que la deuxiéme intégrale est finie pour tout b < 1 et 'on peut donc arriver au résultat
suivant

Lemme 27

Soit b € ((s — 1)%, 1),1<s< %, m>2ets< 321712. Sous ces conditions, il exriste une constante

c indépendante de 6 telle que pour tout y dans Q

2\b
/p(957ﬁ6)+(95|116\ ) d
Q |9U—ZU|

< ¢ (14 808l sy + 1905, 95)l| 2y + (1 5]l o) s 2 i) + lloslusllacey ) - (3.66)
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Pour le cas ou m < 2, on suit les méthodes décrites dans [64]. Pour 1 < a < - on remarque

a Y 5 1
/ 9 dxz/( 25 a)” | dz
Q|x_y| Q |:L‘—y| |x—y|f
a - (3.67)
o 2 g
= (/Q‘Sadx> /%dm
alr—yl Q |z —y| 7

PP N 3a—2y
< 3 (ce qui équivaut a o > =¢==1) alors

y—ax
y—a

En conséquence, si

20

Qa
/ bodr<c (1 + 6||Q5||§B(Q) + llp(es; 95)llLr @) + (1 + (195 Lam @) lus w2 (ims) + |\Qé|ué\2||L1(Q))
Q

|z -yl
(3.68)
De la méme facon que pour le lemme qui précede, on a

blyl2b b
o5
/Q I;|—|y| dr<e (1 + 5”@6”?5(9) + llpCes; 95)llLr ) + (1 + (195 Lom @) [us w2 (irs) + \|96\u6|2HL1(Q)> ;
(3.69)

mais cette fois, pour satisfaire & la condition

1:}’1? < 3, il faut que

3b—2

o > b

Tout ceci est résumé dans le lemme qui suit

Lemme 28
Soit b € ((s — 1)%,1), 1<s< %, a > max{@, %T’Q}, m € (%,2). 1l existe une constante c

indépendante de 6 telle que pour tout y € €,
a 2\b
/%+@wn)m
Q |z =yl

< o (1+8llos oo + Ip(es 90)llzscy + (1 -+ sl zom @) usllwrzams) + loslus ey )
b

tec (1 + 6”@5“/21%(9) + lIp(es, I5)ll (o) + (1 + 195l Lom o)) lusllw2ore) + ||Q5\U5|2HL1(Q))
(3.70)

On procede maintenant comme dans la section 2.6 du chapitre précédent en considérant le probleme

de Neumann )
—Ah = @§+Q§|u5\2b— ﬁ (Qg-‘rgghl(;‘%) dr sur €,
Q

Onhlon =0 sur 99.

(3.71)

On conserve ici les mémes notations que dans le chapitre précédent. Quelques restrictions apparaissent,
que 'on détaille ici.
e Pour m > 2,

y—b/s
[l ) < c (1 + Awmiilzb) 7

sous les conditions

6m
l<s<—— 0<(s—1)——=<b<l1, s<
’ o (s ) - s 3m — 2
e Pour % <m <2,
a—b/s _a a—b/s
[AllLo ) < c (1 T ATTETS 4 Aab+:—2bb> 7
avec les restrictions

1 Y 6m
l<s<—, 0<(s—1)—/<b<1, < ,
) 2-v ¢ )’7_1 *=3m—2
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3a — 2y 3b—2 3m — 2
a>—""" a>—", a< )
a b 2m
On procede ensuite au bootstrapping, qui ameéne lui aussi de nouvelles conditions a la fois selon que
le domaine 2 est axisymétrique ou non, mais aussi suivant les valeurs de m.

e Pour un domaine ne comportant pas de symétrie axiale

A<ec (1 + Aiﬁ%”iib) , sim>2, (3.72)

a=b/s a a=b/s L2
A<e (1 + Asvfa=zy 4 Aabta—2p ) , sig<m< 2. (3.73)
e Pour un domaine axisymétrique et avec A > 0

3v—2b/s—b
A<ec (1 + A72<bw+wf2b>) : sim > 2, (3.74)

A< CA2(ab(3:abjzb) (1 + Aas;fiszb% + Aag-;:ig%b) , si % <m < 2. (375)

On peut donc conclure sur les conditions pour que notre parametre de bootstrapping soit borné par
une constante.

e Pour () ne comportant pas de symétrie axiale et m > 2 :

1 ~y 6m v—10b/s
l<s<——, 0<(s—1)—/=<b<1, < , <1
"So (6= "=3m—-2" by+t~y-2
e Pour ) ne comportant pas de symétrie axiale et % <m<2:
1 a 6m 3a — 2y
1 — 0 0 —-1)——<bx1 < _
<s< g, < (s )a71< <1, $< g a>—,

3b—2 a<3m—2 a—"b/s a ) a—>b/s

— b<1
b’ 2m ’ ab+a—2by ’ <

ab+a—2b '

e Pour 2 axisymétrique, A > 0et m > 2:

6m 3y —2b/s—b

1 8l
I<s<——, 0<(s—1)—/—<b< 1, < , < 1. 3.76
TSy (=17 =3m—2 2by+ - 2b) (3.76)
e Pour () axisymétrique, A > 0 et % <m<2:

1 a 6m 3a — 2y

1 -1 1 < _—

<s<27a, 0< (s )a71<b<, s_3m72, o> —

3b—2 3m—2 a—b+2a—b/s) a—b+2(a—0b/s)b

> < , <1, b<1. 3.77
“ b 0 “ 2m 2(ab+ a — 2b) 2(ab+a — 2b) (3.77)

Cela se traduit par le résultat suivant

Lemme 29
On suppose que le triplet (0s,7s,us) est solution du probléme approchant (3.36)-(3.39). Si un des deux
cas suivants est vérifié

1. Q n’est pas axisymétrique, v > 1, m > ﬁ etm > %,

6—2v
3y—1

2. Q est axisymétrique, A >0, v > 1, m > etm > %,
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alors il existe s > 1 tel que

sup|losl s () < 00,
5>0
sup||osus|| L () < 00,
5>0
supl|os|us|®|| s () < 00,
5>0
sup||us|[w.2(o;rs) < o9,
5>0
sup||Js|| £am () < 00,
5>0
m/2
Sup||195 w2 < 00,
sup||95“ Mg <.

De plus, on peut prendre s > g si on se trouve dans une des situations suivantes

2v+10 }

1. Q n’est pas axisymétrique, v > % et m > max {1, 17715

2. Q est axisymétriqgue, A > 0, v > 54, m > 1 et m > 1537116 (pourv € (%,%]) ou m >
(pour v € (3.3))-

DEMONSTRATION:
e Si () n’est pas axisymétrique :

(3.78)

18—6~y
9y—7

Pour m > 2, on peut choisir b aussi proche de 1 qu’on le souhaite. Il s’ensuit que la condition
(s— 1) 7 < 1devient s <2 — ; ce qui implique que ~y doit étre strictement supérieur a 4 si 'on

veut s > 5. Les autres conditions ne conduisent pas a des restrictions supplémentaires. Avec ces

valeurs, la quantité A est bornée et il en découle toutes les estimations du lemme.

Pour m < 2, ona a < 312112 et b < 52 - A1ns1 pu1sque s > 1, 'inégalité (s —1)-%5 < b amene a
m > i. Pour avoir s > 2, la condition s < 3 +2 conduit & m > 1 et la condition (s —1)-%5 < b

1mphque m > +10

celles décrites dans ce paragraphe.

e Si () est axisymétrique avec A > 0 :
La derniére condition de (3.76) donne m >
restriction). La condition (3.77)

6
5>z

__6y
157 1
18 6’y

Ceci conclut la démonstration.

42

6sis>g(pou1rs>1 il n’y a pas d’

. Les autres conditions pouvant étre rencontrées sont moins restrictives que

autre

pour



3 Existence de solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes-Fourier dans le cas stationnaire avec des
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3.5 Passage a la limite en )

3.5.1 Limites dues aux bornes uniformes

On se référe aux résultats du lemme précédent pour déduire qu’il existe des sous-suites de gg, Us et
u; (toujours notées de la méme maniére) vérifiant

05 — 0 dans L*7(92),

dos — 0 dans LY(Q), pour g < 1+(571)%,

P =0 dans WP (Q), pour p = min {2, n”?—i—ml} ,
Y5 — 0 dans L(Q), pour g < 3m,

5 — 0 dans L"(09), pour 7 < 2m,

u; —~u dans Wh2(Q; R?), (8.79)
us — u dans L(Q;R?), pour g < 6,

u; = u dans L"(0Q;R3), pour r < 4,

p(0s,9s) — p(os,Vs) dans L"(Q), pour un certain r > 1,
e(0s,9s) — e(ps,95) dans L"(Q), pour un certain r > 1,
s(0s,9s) = s(0s5,95) dans L"(Q), pour un certain r > 1.

Au moyen de ces observations et du lemme 13 du chapitre précédent, on peut passer a la limite dans
les équations bilan de la masse, de la quantité de mouvement, de I’énergie globale et dans 'inégalité
d’entropie :

/ ou-Viydzr =0 (3.80)
Q

pour tout ¥ € CH(Q),

/Q ((—Qu®u+8(19,Vu)) : Vgo—Mdivgo) d$+)\/

(uxn)-godaz/,gf-godx (3.81)
09 Q

pour tout ¢ € C1(Q;R3) avec ¢ - n = 0 sur 99,

/Q (ﬁlg(ﬂ,Vu):Vu+ k(0 )'W|2>¢d

V9 -V ——nw—t
< /Q W) os{o Ou - Ty +

. 19(19 Oo)pdo  (3.82)

pour tout 1 positif appartenant a C1(€2),

/ L(¥ — Op) + A(u x n)2do = / of -udz. (3.83)
o0 Q

Le passage a la limite dans I’équation de ’énergie totale est un peu plus délicat. Il nécessite en effet
une convergence faible de gs|us|? vers olu|? dans un espace L%(§)) pour un q > g, mais aussi une
convergence forte de ¥5 vers 9 dans un espace L"(§2) pour un r > 3. C’est possible dans le cas ol s > 7

et m > 1. Dans ce cas, on a aussi 6|[0s]|°ss  — 0 (voir [61]).
L5 (Q)

En supposant donc que v > 2 , m > max {17 12%“105} si 2 n’est pas axisymétrique ou que vy > g
18 67 45

m>1,m> 157 16 (pour v € (4, 3]) et m > (pour v € (g, g)) si 2 est axisymétrique et A > 0,
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on obtient en plus le bilan d’énergie totale

/Q (<—;Q|u2 _96(0,19)> u+ n(ﬁ)Vﬂ) -V + /BQ(L(ﬁ —0y) + Aux n)?)pdo
:/ng-u¢dx—|—/ﬂ(—8(19,Vu)u+p(Tq9)u) Virde  (3.84)

pour tout ¢ € CH(Q).

11 nous reste maintenant & montrer la convergence forte de la suite g5 dans un espace L" () pour un
r > 1 pour achever la démonstration de notre théoréme. Pour ce faire, on va suivre les étapes effectuées
dans le chapitre précédent dont les détails sont fournis dans le cinquieéme chapitre (dans le cas plus
compliqué de I’évolution temporelle).

3.5.2 Convergence forte de la densité

On va suivre les étapes suivantes pour arriver a la convergence souhaitée
e On définit une fonction de troncature

z, pour 0 <z <1,
Ti(z) = kT (%) , T(z) = { concave, sur (0,0c0), (3.85)
2, pour z > 3.

e On établit I'identité du flux effectif visqueux

Pe @ — 30+ €60)) Tt dva = pa ) @) - (3u0) +0) ) T@ div

On montre que la mesure de défaut

osc,y[os — 0](Q) = sup (limsup/ | T (05) — Tk(g)|qu)
k>1 \ 6—=0 Ja

est bornée pour un certain g > 2.
On utilise le lemme des solutions renormalisées de 1’équation de bilan de masse [24, Lemma 3.8].
On constate grace a ce lemme et a I'identité du flux effectif visqueux que

1
lim B
'Hoo/g () +&(9)

(ple.0)Tile) - (e D) Tile) ) dar = 0.

e On conclut au moyen de calculs détaillés dans le chapitre précédent que

05 — 0

dans L'(Q) et ainsi dans LP(Q2) pour tout p € [1, s7).
On termine en ajoutant que pour le cas ou {2 ne comporte pas de symétrie axiale, la condition m > 37%1
se révele la plus restrictive alors que dans le cas ou €2 est axisymétrique avec A > 0, les conditions du

lemme 29 sont les plus contraignantes pour le cas s > g nécessaire a 'existence de solutions faibles.

44



Conclusion et perspectives

Dans cette partie, nous avons étudié le systéme de Navier-Stokes puis le systéme complet de Navier-
Stokes-Fourier comprenant aussi la conduction de la chaleur dans le cas stationnaire. Nous avons pu
établir des résultats d’existence de solutions faibles dans chacun des cas traités.

Pour le systeme de Navier-Stokes, nous avons considéré des conditions de bord de glissement dans un
domaine ne comportant pas de symétrie axiale et avons réussi a établir 'existence de solutions faibles
pour un coefficient adiabatique proche de 1.

Dans le cas du systeme complet de Navier-Stokes-Fourier, nous avons considéré des conditions de
glissement (pouvant étre partielles) sur un domaine non axisymétrique puis des conditions de glissement
partiel sur un domaine comportant des symétries axiales. Dans chacun de ces cas, nous avons montré
I'existence de solutions entropiques variationnelles, c’est-a-dire vérifiant 1'inégalité d’entropie au sens
faible et le bilan d’énergie global. Ceci est fait pour des coefficients adiabatiques aussi proches de 1
que souhaité. Pour des coefficients adiabatiques strictement supérieurs & 5/4, nous avons montré que
ces solutions étaient aussi des solutions faibles (i.e. respectant I’équation de bilan de 1’énergie totale au
sens faible).

Au cours de cette premiere partie, nous avons pu mettre en place des outils et techniques standard qui
sont utilisés abondamment dans la seconde partie portant sur les écoulements non stationnaires. En ce
sens, ces premiers travaux pourraient étre considérés comme une introduction aux problématiques liées
aux équations de Navier-Stokes-Fourier avec évolution temporelle. Nous avons néanmoins pu établir
plusieurs résultats nouveaux et identifier plusieurs problémes qui nous paraissent non triviaux pour une
étude dans le cas stationnaire. Parmi eux :

1. Le probléme de Dirichlet avec u|gg = 0 dans le cas isentrope et avec conduction de la chaleur
(systéeme de Navier-Stokes-Fourier complet). Il s’agit ici d’établir des fonctions test permettant
d’établir des estimations de type potentiel semblables & celles de la sous-section 2.5.3.

2. Le probleme de Navier-Stokes-Fourier incluant des conditions de Dirichlet non homogenes avec
entrée et sortie, par exemple

ulpa = a(x), 0lree =7 OU Lentrée = {2 € 0N |u-n < 0}.

3. Le probléme de Navier-Stokes-Fourier dans certains domaines €2 non bornés (comme des domaines
extérieurs) avec des conditions & I'infini du type

o(z) ——2>0, u(r) ——acR>
Dans le cas isentrope, I'existence de solutions est connue, mais seulement pour des coefficients
adiabatiques strictement supérieurs a 3. Le probléme pour des valeurs du coefficient adiabatique
comprises dans I'intervalle (1, 3] reste un probléme ouvert. Il s’agit ici de trouver des estimations
de la quantité o — o dans I'espace [L7 + L?](£2).
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Deuxieme partie

Ecoulements non-stationnaires

Dans cette deuxieéme partie, on s’intéresse au systeme de Navier-Stokes-
Fourier dans le cas instationnaire. On rappelle tout d’abord la définition des
solutions faibles dans un domaine borné et on s’apercoit qu’elle n’est pas
convenable pour les domaines non bornés. Ceci nous pousse a introduire la
définition de solutions tres faibles puis la notion de solutions dissipatives ba-
sée sur une inégalité dite d’entropie relative. La pertinence de ces concepts
est justifiée par la vérification du principe d’unicité forte-faible par ce type
de solutions.

On prouve ensuite I'existence de solutions tres faibles au sens des définitions
données dans le premier chapitre. Pour ce faire, on utilise un résultat d’exis-
tence en domaine borné déja connu, que I'on exploite sur une suite croissante
de domaines au sens de l'inclusion. On arrive de cette maniére a atteindre un
domaine non borné, pour peu que ’on parvienne a démontrer les convergences
nécessaires de nos quantités.

L’étude des solutions faibles fait apparaitre une fonction spécifique de type
Helmholtz qui joue un réle central dans cette partie. Grace aux conditions
de stabilité thermodynamique, cette fonction peut-étre modifiée afin d’obte-
nir une fonctionnelle mesurant une "distance' entre une solution faible et un
autre état quelconque. Cette fonctionnelle est appelée entropie relative. Pour
la mettre en place, on retravaille I’équation du bilan de masse, I’équation du
bilan de quantité de mouvement, I’inégalité d’entropie et 1’égalité de conserva-
tion d’énergie avec des fonctions test bien choisies afin d’obtenir une inégalité
d’entropie relative sur un domaine borné. Les résultats de convergence obte-
nus lors du chapitre précédent permettent alors de passer a la limite vers des
domaines non bornés.

On utilise ce dernier résultat pour démontrer le principe d’unicité forte-faible
en testant notre inégalité d’entropie relative avec une solution forte du pro-
bléme de Navier-Stokes-Fourier. On remanie cette expression pour pouvoir
employer le lemme de Gronwall, ce qui nous assure que les solutions forte et
faible issues des mémes données initiales coincident sur leur temps maximal
d’existence.

Pour finir, on revient sur les changements & opérer pour traiter le cas des
conditions de bord de glissement, ou tous les résultats peuvent étre retrouvés
pour certaines classes de domaines.
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4 Présentation du systeme de Navier-Stokes
dans le cas non stationnaire
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4.1 Description du probleme

4.1.1 Le systéeme de Navier-Stokes-Fourier dans le cas instationnaire

On s’intéresse dans cette partie a ’évolution temporelle des trois variables d’état d’un fluide com-
pressible dans un domaine  C R®. On a donc une densité o = o(t, ), une température ¥ = (¢, x)
et un champ de vitesse u = u(t,x), ou t est la variable temporelle et z € € est la variable spatiale
exprimée dans le systeme de coordonnées eulériennes.

Les équations aux dérivées partielles décrivant I’évolution temporelle du fluide expriment respective-
ment le bilan de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie exprimée sous la forme de bilan
entropique :

Oro + divy(pu) =0, (4.1)
d:(ou) + divy(ou ® u) + Vp(,9) = div,(S(9, V,u)) + oV, F, (4.2)
O¢(0s(0,1)) + divy(0s(o, ¥)u) + div, (W) = o, (4.3)

ou p = p(p, V) représente la pression du fluide, s = s(p, ) représente son entropie spécifique, V,F =
V. F(z) est une force potentielle et o est le taux de production d’entropie. Dans le cas ou les équations
sont prises au sens classique, on a

o= 1 (S(ﬁ,vmu) :Vyu —

S ) . (4.4)

U

On suppose a nouveau que le fluide est newtonien, ainsi le tenseur des contraintes visqueuses sera de
la forme

2
S(9, Vu) = pu(9)T(Veu) + £(9) divul, avec T(V,u) = Vou+ Via — 3 divpul, (4.5)
le flux de chaleur q satisfaisant quant a lui la loi de Fourier
q=—r()Vy0. (4.6)

Le systéme d’équations aux dérivées partielles (4.1) - (4.3) complété par les relations de comportement
(4.5) et (4.6) est appelé systeme de Navier-Stokes-Fourier pour un fluide newtonien.
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4.1.2 Cadre de travail

Pour affaiblir la notion de solution pour le systéme (4.1) - (4.9), on considére une définition de
solution faible introduite dans [24] respectant le second principe de la thermodynamique et stipulant
que le taux de production d’entropie o est une mesure positive, avec

o> % (S(&Vmu) :Vyu— W) . (4.7)
On ferme le systeme de Navier-Stokes-Fourier grace aux conditions d’adhérence au bord
uloo =0, (4.8)
ainsi que par une absence de transfert de chaleur & travers la frontiére
q-njpn =0. (4.9)
On complete le systeme de Navier-Stokes-Fourier par les conditions initiales suivantes
0(0,)=00 >0, &0,:)=19 >0, ou0,-)=o0ug, 0s(0,3)(0,-)=00s(00,%) (4.10)

ol og est positif et ¥ est strictement positif.

Dans le cas d’un domaine non borné, on suppose que les variables d’état du fluide ont le comportement
suivant a l'infini : B
0—7—=0, 9 =9, u—=0 quand |z| = oo, (4.11)

ott #(z) > r > 0 et ¥ > 0 décrivent un état d’équilibre vérifiant

Vup(7,09) = 7V, F. (4.12)

On précise maintenant les relations constitutives de notre fluide, en commencant par ’équation de
Gibbs liant la pression p, I'énergie interne spécifique e = e(p, ) et entropie spécifique s

9Ds(p,9) = De(o,9) + p(o,9)D <Z> , (4.13)

ou D représente le gradient par rapport aux variables ¢ et . On s’appuie aussi sur 'hypothese de
stabilité thermodynamique énongant que la capacité thermique a volume constant et la compressibilité
du fluide sont strictement positives :

de(o,1)
oV

dp(o,V)
_ 4.14
> 0, 90 >0, (4.14)

pour tous g et 1 strictement positifs.
Pour finir, on suppose que p(g,9), e(o,9) et s(o,) ont les formes suivantes :

p(o,9) = 97/0-Vp ( n %94, (4.15)

)
91/ (v—=1)

1 /-1 0 94
o) = =7 (576 + o (4.16)
B 0 da 93
s(0,9) 75(7191/(7_1)) 5 (4.17)
aveca>0,7>%et

P eC'0,00), P(0)=0, P'(0)>0. (4.18)

Les propriétés de stabilité thermodynamique nous apprennent que

P(Z)—-ZP'(Z

P'(Z) >0 pour tout Z >0, 0< 1P(Z) (2) < ¢ pour tout Z > 0, (4.19)

Z
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ce qui implique que la fonction Z — P(Z)/Z7 est décroissante. On prend pour hypothése que

lim @

Jim 2 = P > 0. (4.20)

Enfin, en accord avec le troisieme principe de la thermodynamique :

L P2 = 2P(Z) i s(2) =0 (4.21)

/ g
S(Z)i ’)/—1 Z2 Z—00

Les viscosités dynamique g, cinématique v et le coefficient de transport de la chaleur x sont supposés
avoir les propriétés suivantes

1, & € C'[0,00) sont globalement lipschitziennes avec pig(1+9) < pu(9), 0 < £(9), uo >0,  (4.22)

k€ CH0,00), ko(1+9%) < k(W) <ri(1+9%), 0< Ky <Ky, (4.23)
d’apres [24, Chapitre 3].
On finit en introduisant la fonction Hy = ge(o, ) — Jps(0,9) et en remarquant que

OH- 9 — 9 de 0?H- — 19p, -
—2(p,9) = po————(0,9) et v =-——(p,9 4.24
5 (@00)=o0——75(09) ¢ 92 (0,9) Qag(g, )s (4.24)
les propriétés de stabilité thermodynamique (4.14) induisent que
0 — Hy(0,79) est une fonction strictement convexe (4.25)
et que B
¥ = Hz(p,¥) atteint son minimum global pour ¥ = 9. (4.26)
Cette fonction Hy nous permet d’établir une inégalité de dissipation d’énergie complétant (4.7)
d 1 9 = - _ 5
A olul® + Hy(o, 9) — 0, Hy(7, 9) (0 — 7) — Hy(r, ) ) dx (4.27)
5] 9, V1) - V.0
+/ —= <S(19,V$u) :Veu— W) dz <0.
Q? s
Si le domaine est borné, on peut étudier le bilan d’énergie totale
d 1 9
— [ —olul® + ce(0,¥) — oF dz = 0. (4.28)
dt Jo 2

4.2 Solutions recherchées

Pour définir le type de solutions recherchées, on suppose par la suite que Q C R? est un domaine
lipschitzien pouvant étre non borné et on utilise les hypothéses suivantes sur le potentiel F' et les
données initiales :

FecH(Q), (4.29)
0<r<7eliQ), (4.30)

0<r<op€ L] (D), oouoe L/ @R, (4.31)
0<¥ <o, 005(00,90) € Lip.(Q), (4.32)

51
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/ (;gouoﬁ + H(00, Do) — 0, Hy (7, D) (0 — ) — Hﬁ(ﬁﬁ>> dv < . (4:33)

Notation (Fonctions p-intégrables pondérées)
Rappelons que pour 1 < p < oo et f >0, on note L?(Q,RN) l’ensemble

{V | fIvIP € LI(Q,RN)}.

Définition 4.1 (Solution trés faible)
On dit qu’un triplet (o,9,u) est une solution trés faible du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) -
(4.11) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Conditions de régularité :
o o(t,x) >0, ¥(t,x) > 0 presque partout sur (0,T) x §,
e £—1e€L>(0,T;[LL + L] (),
e pucL® (o,T; [L?v/ (+1) 4 12 /4 (Q;R3)),
o ou € L™ (0,T; L'(R)),
o -0 e L®(0,T;[L* + L2(Q)) N L2 (0,T; Wh2(Q)),
e V,logd € L? (0, T; L*(< IR{3)),
o ucl? (o,T; Wl 2(Q;RS)).
2. Conditions sur l’équation du bilan de masse :

e o doit appartenir a Uespace Cyear ([0, T); LY(K)) pour tout compact K inclus dans €,
o [’équation du bilan de masse (4.1) est vérifiée au sens suivant

/de =
Q2 0

3. Conditions sur l’équation du bilan de quantité de mouvement :

/ / 001+ ou-Vypdrdt, pour tout T € [0,T] et p € CL ([0,T] x Q). (4.34)
0o Ja

e ou doit appartenir a l'espace Cyeqk (0, T; LQW(”’H)(K; R3)) pour tout compact K inclus dans Q
e [’équation du bilan de quantité de mouvement (4.2) est vérifiée au sens suivant

I
Q 0

pour tout 7 € [0,T] et p € CL ([0, T] x 4 R3) .

4. L’équation du bilan d’entropie est satisfaite au sens suivant

—/QS(Q,’[?)(pdCL‘ +/ /f S(ﬁ,ku):ku—w dx dt
Q 0 0o Ja ¥ %)

T 9, Vz0) - V0
—/ / <gs(g, 9)0rp + 0s(0,9)u - Vi + q((p)) dzdt, (4.36)
o Ja

pour presque tout T € (0,T) et pour tout p € C} ([0,T] x Q).

- / /(gu~6tap+gu®u - Voo tp(0,9) divep—S(¥, Vyu) : vchmva«p) Az dt
0 Q
(4.35)

5. L’inégalité de dissipation est vérifiée

/< olu® + Hy(0,9) — 9, H5(7,9) (0 — z9> (4.37)

// (ﬁvxu):vxu_ (19V19 )

S/ (290|u02 + Hz(00,Y0) — 0 Hy(T, 9) (00 — 7) Hﬂ(r,ﬁ)) dz,
Q

pour presque tout T € [0,T].
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4 Présentation du systéme de Navier-Stokes dans le cas non stationnaire

Définition 4.2 (Solution trés faible renormalisée)
On dit qu’un triplet (o,9,u) est une solution trés faible renormalisée du systéme de Navier-Stokes-
Fourier (4.1) - (4.11) s’ est une solution trés faible et si de plus

o le couple (p,u) vérifie I’équation de bilan de la masse renormalisée

/Qb(@)w da ; =

pour tout T € [0,T], ¢ € C ([0,T) x Q) et b € C([0,00)) NC(0,00) vérifiant

// b(0) (Brp + u- V) dmdt—i—/T/ (b (0) — b(0)) diveu pdzdi, (4.38)
0 Q 0 Q

2b'(z) € L™(0,1),

b(z)/=71% € (1, 00), (4.39)
O

o b(0) appartient a Uespace Cyeqk ([0, T, Ll(K)) pour tout compact K inclus dans Q.
Définition 4.3 (Solution dissipative)

On dit qu’un triplet (p,9,u) est une solution dissipative du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) -
(4.11) s7il est une solution trés faible et s’il satisfait l'inégalité d’entropie relative

[ (Geha - 0P +£2010)) (r. ) o
/ / ﬁv“‘ . V,u—S(9,V,u) : V,Udzdt

/ /@qﬁv =0) vm—w.vm@dxdt

< [ (Geohao — U0 + £Cau: dolr(0.9,000.) )

+/OT/QQ(atU+u~VIU) (U~-u) dde/oT/QQ(U_u)' (vain(a) - VIPE*F’ﬁ)) dod!

+/0 /Q(p(r,(a)—p(g,i‘}))dideﬂcdtJr/o /Qg(s(r,@)—s(g,ﬂ)) (00 +u-V,0) dzdt

[ [ (1=8) @otr0)+ U -Vt asar

(4.40)
pour presque tout 7 € (0,T) et pour tout
(r—70—9,U)eC ([0,T] x LR®) avecr >0, © >0, Ulspg =0, (4.41)
ot
E(0,9|r,0) = He(o,9) — 9,He(r,0)(0 — 1) — He(r,0) (4.42)
et
He(0,9) = ce(e,¥) — ©os(0,). (4.43)

Dans le cas ou le domaine 2 est borné, on modifie la définition de solution faible comme suit

Définition 4.4 (Solution faible dans un domaine borné)

On dit qu’un triplet (o,9,u) est une solution faible du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.11)
s’il satisfait aux conditions 1 d 4 de la définition 4.1 et si de plus il respecte la conservation d’énergie
totale dans () :

1 1
[ (5ot + gete0) = oF ) () a0 = [ Sonhuol + soclan,d0) — Ptz (444
Q Q

pour presque tout T € [0,T].
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4 Présentation du systéme de Navier-Stokes dans le cas non stationnaire

Enfin, dans le dernier chapitre établissant 1'unicité forte-faible des solutions tres faibles dissipatives
du systéme de Navier-Stokes-Fourier, on utilise la notion de solution forte explicitée ci-dessous

Définition 4.5 (Solution forte)
On dit qu’un triplet (3,9,) est une solution forte du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.11)
sur (0,T) x Q si
e §, U, 0 vérifient les équations (4.1) - (4.11),
0 €CH[0,T] x Q),
9, 00, V240 € C([0,T] x Q),
a, 9,4, V2a € C([0,T] x ),
o(t,x) > 0> 0 pour tout (t,x),

I(t,z) > 19 > 0 pour tout (t,z).

°
3

4.2.1 Quelques remarques bibliographiques

La notion de solution faible en mécanique des fluides remonte a Jean Leray en 1934 [50], pour des
fluides incompressibles newtoniens. C’est P.L. Lions qui a ensuite utilisé ce concept dans le cas de fluides
compressibles en régime barotrope dans ses travaux [52], suivi par Feireisl et al. [26]. Enfin, I'existence
de solutions faibles pour le systéme de Navier-Stokes-Fourier a été montrée dans [24]. Une notion
différente de la solution faible, basée sur le bilan d’énergie interne plutot que sur ’équation d’entropie
a été étudiée dans [21]. Une approche différente motivée parle travail de Vaigant et Kazhikhov [81]
considérant une dépendance spécifique de la viscosité vis a vis de la densité a été étudiée par Bresch et
Desjardin dans [4] et [5] ou encore par Mellet, Vasseur [57].

Les solutions faibles ne sont malheureusement pas forcément uniques et peuvent aussi faire montre
de propriétés génantes, comme 'ont montré Hoff et Serre dans [43]. La plus grande avancée dans le
domaine de 'unicité des solutions reste le principe d’unicité forte-faible stipulant qu’une solution faible
coincide avec la solution forte issue des méme données initiales, pourvue que cette derniere existe. Le
principe d’unicité forte-faible a déja été employé pour des écoulements de Navier-Stokes incompressibles
par Prodi [70] en 1959, Serrin [75] en 1962. Une approche plus moderne avec des résultats plus pointus
pour les équations de Navier-Stokes incompressibles peuvent étre trouvés dans [17]. Puis Feireisl, Jin
et Novotny ont pu démontrer que ce principe est aussi vérifié pour les fluides compressibles en régime
barotrope dans [23] aprés des résultats partiels de Desjardins [13] et Germain [34]. Enfin, 'unicité
forte-faible a été prouvée pour les solutions faibles du systéme de Navier-Stokes-Fourier dans [25], avec
une formulation de 'entropie issue de [24].

Les résultats d’unicité forte-faible reposent sur I’emploi de la notion d’entropie relative. L’entropie
relative est une fonctionnelle servant a estimer ’écart entre une solution faible et une fonction réguliere
ayant les propriétés des solutions aux problémes étudiés. Elle doit satisfaire une inégalité différentielle,
dite inégalité d’entropie relative, qui permet de suivre I’évolution temporelle de ’entropie relative. La
limite de cette méthode réside dans la difficulté & trouver une fonctionnelle adaptée a chaque probleme
que 'on souhaite étudier. Néanmoins, elle a été utilisée, souvent de maniére ad hoc, dans plusieurs
travaux portant sur les équations d’Euler, sur le systéeme de Navier-Stokes barotrope ou encore les
équations de Boltzman par de nombreux auteurs comme Dafermos [10], Lions [52], Saint-Raymond
[72], Grenier [36], Masmoudi [53], Ukai [80], Wang et Jiang [83] entre autres. On appuie la preuve du
principe d’unicité forte-faible de cette partie sur cette méthode de 'entropie relative.

Le systeme complet de Navier-Stokes-Fourier a été étudié jusqu’ici uniquement dans des domaines
bornés, voir [24], [25]. Le but de cette partie est d’étendre & la fois les résultats d’existence de solutions
faibles (théoréeme 5.3), mais aussi les résultats d’unicité forte-faible (théoréme 7.1) & une large classe
de domaines non bornés. Pour cela, on établit une inégalité d’entropie relative elle aussi valable dans
ces domaines non bornés (voir théoréme 6.1).
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5.1 Introduction et résultats obtenus

5.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on démontre 'existence de solutions tres faibles au systéme de Navier-Stokes-
Fourier instationnaire, dont la définition est mise en place dans le chapitre introductif de cette partie.
Des conditions de bord d’adhérence sont considérées pour la vitesse, et une absence de transfert de
chaleur & la frontiere est imposée. Enfin, notre fluide est soumis & une force extérieure potentielle.

Parmi plusieurs variantes possibles nous adoptons, comme dans [24], la définition de solution faible
contenant la loi de conservation d’énergie exprimée sous forme de bilan entropique. Dans cette formula-
tion, le taux de production d’entropie doit étre interprété comme une mesure de Radon positive. Dans
ce chapitre et jusqu’a la fin de ces travaux, nous nous concentrons uniquement sur cette variante et
laissons de coté d’autres options possibles comme celle introduite par Feireisl dans [21] ou encore celle
de Bresch et Desjardins utilisée dans [4] et [5].

L’existence de solutions faibles définies de la sorte dans les domaines bornés a été montrée dans [25].
Nous nous inspirons des techniques de cette démonstration, tout en nous concentrant exclusivement
sur les domaines non bornés. Nous adaptons ainsi la définition des solutions faibles a cette situation.
Pour les conditions a l'infini, on suppose que la vitesse y est nulle, la température absolue constante
positive et la densité a I'état d’équilibre.

Pour prouver 'existence d’un tel type de solutions, on travaille dans une suite de domaine bornés
croissants au sens de l'inclusion dont la limite est le domaine non borné visé. L’inégalité de dissipation
sur ces domaines nous fournit les estimations indispensables a la mise en place de limites faibles pour la
densité, la température et la vitesse. Notons que les conditions de stabilité thermodynamiques jouent
un role crucial dans ’établissement de ces estimations.

Les équations étant non linéaires, il nous faut démontrer la convergence forte de la température puis
celle de la densité. Il est connu que la compacité nécessaire ne découle pas de théoremes classiques
de compacité, mais doit étre recherchée dans la structure méme des équations. Ainsi, la convergence
forte de la température est obtenue a 'aide d’'une variante du lemme div-rot et du théoréme sur la
représentation des limites faibles par les mesures de Young.

La convergence presque partout de la densité est ensuite établie au moyen du méme type d’outils que
dans le cas stationnaire, incluant notamment la mise en place de 'inégalité du flux effectif visqueux,
I'utilisation d’une mesure de défaut et I’emploi de I’équation du bilan de masse renormalisée, comme
dans [52] puis [21] et [26].

On finit en établissant I’équation de dissipation dans notre domaine non borné.

Les travaux exposés dans ce chapitre ont été ’objet de article [44] accepté pour publication.
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5 Existence de solutions faibles

5.1.2 Présentation des résultats
Cas d’'un domaine borné

On construit les solutions tres faibles en s’appuyant sur des solutions faibles dans des domaines
bornés dont ’existence est connue puis en travaillant sur des domaines croissants au sens de 'inclusion.
Rappelons le théoréme d’existence de solutions faibles pour les domaines bornés dont la preuve peut
étre trouvée dans [24, Chapitre 3] pour un domaine de régularité C>¥, v € (0,1), les modifications a
prendre en compte pour I’étude sur des domaines lipschitziens étant détaillées dans [69)].

Théoréme 5.1
Soit Q C R3 un domaine borné lipschitzien. On suppose que
e p, e et s vérifient les hypothéses (4.15) - (4.21),
o 1, & et K respectent les relations (4.22) et (4.23),
e la force potentielle F est de classe C1 (1),
o ['état d’équilibre (7,9) qui est associé a F satisfait a (4.30),
e les données initiales définies en (4.10) ont les propriétés décrites en (4.31) - (4.33).
Alors
Le systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.11) posséde au moins un triplet (0,9, u) solution faible
renormalisée au sens des définitions 4.1 et 4.2.

Théoréme 5.2
Sous les mémes hypothéses que pour le théoréme 5.1,
e Toute solution faible est une solution trés faible. Em particulier, toute solution faible vérifie l’in-
égalité de dissipation (4.37).
e Toute solution faible est une solution dissipative. En particulier, toute solution faible satisfait
linégalité d’entropie relative (4.40) avec les fonctions test de type (4.41).

Ce théoreme assure 'existence de solutions dissipatives au probleme de Navier-Stokes-Fourier dans les
domaines bornés. Les preuves respectives de ces deux résultats ont été faites dans [24, chapitre 3] et
[25]. Nous rappelons la provenance des inégalité de dissipation et d’entropie relative pour les domaines
bornés dans les sections 5.2.1 et 6.2.1.

Cas d’un domaine non borné

On travaille maintenant sur des domaines qui seront soit lipschitziens bornés, soit non bornés et
uniformément lipschitziens. Dans ce dernier cas, on supposera que notre domaine sera de la forme
suivante

o={]a., (5.1)

ol les ensembles Q sont des domaines lipschitziens bornés satisfaisant Qy C Qs11. Notons que ce
type de domaine est aussi utilisé dans les deux prochains chapitres, pour les résultats de solutions tres
faibles dissipatives et d’unicité forte-faible. Remarquons aussi que la condition (5.1) n’est que trés peu
restrictive.

Théoréme 5.3 (Existence de solutions tres faibles)
On suppose que S est de type (5.1)

p, e et s vérifient les hypothéses (4.15) - (4.21),
w, & et k respectent les relations (4.22) et (4.23),

la force potentielle F est de classe C*(€2),

Vétat d’équilibre (7,9) qui est associé a F satisfait a (4.30),

les données initiales définies en (4.10) ont les propriétés décrites en (4.31) - (4.33).

Alors le systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.11) posséde au moins une solution trés faible
renormalisée (p,9,u) au sens des définitions 4.2 et 4.4.

Pour un domaine borné, ce théoréme a déja été démontré par Feireisl et Novotny dans [24, Chapitre 3.
Ce résultat peut donc étre considéré comme une généralisation a des domaines non bornés avec présence
de forces potentielles a croissance arbitraire a I'infini. La preuve en est détaillée dans la section 5.2 de
ce chapitre.
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Remarque 2
Sous les hypothéses du théoréme 5.3, toute solution trés faible posséde aussi les propriétés suivantes
o Il existe a > 0 tel que p(p,9)0“ € L*((0,T)x K), o € L' *((0,T)x K), p(0,9) € L***((0,T) x K)
pour tout compact K C Q.
¢ On a2 =1 € Coa (0.T]: [LE + L2 ] () et ou € Coar (10,7 [0V 412 ] (). si
(0,9,u) est aussi une solution trés faible renormalisée, alors o € C ([07 T Ll(K)) pour tout K C Q.
Pour tout a € [1,3/2], on a 9 — 9" € L*(0,T; W2(Q)).
On a S(¥,Vyu) € L?(0,T; [L? + L*3)(Q; R**3)) et q(v, V,0) /0 € L? (0, T [L? + L¥7) (4 R3)).
Si 7 et F satisfont a (4.29) - (4.30) et (7.1) - (7.2), alors p(o,9) —p(,9) € L>°(0,T; [L* + L?](Q))
et o(s(0,0) — s(r,9)) € L=(0,T; [LY* + L?)(2)).
o On suppose que  est un domaine pour lequel l’inégalité de Poincaré suivante est vraie : pour tout
12 >« > 0, il existe c(a) tel que

W CQ V] <a, Yo e WHAQ), oll3) < ca) (nvxvnia(m - /Q\V v dx) .

Alors nd — Ind € L*(0,T; WH2(Q)).
Les énoncés de cette remarque prennent sens au cours de la démonstration du théoréme 5.5.

5.2 Démonstration du théoréme

5.2.1 Inégalité de dissipation sur €,

Soit (gs, s, us) une solution (au sens des définitions 4.3 et 4.4) du systéme (4.1) - (4.10) sur (0, T) x5,
ol les conditions initiales sont les restrictions des données initiales a 2 et satisfont de surcroit (4.33).
L’existence d’une telle solution est assurée par le théoreme 5.1.

En utilisant I’égalité (4.12) associée a la propriété thermodynamique (4.24), on déduit

F +c=0,Hg(7,0), ceR.

Ainsi, en partant de I’équation d’énergie (4.28) et en lui ajoutant ’équation d’entropie (4.36) multipliée
par ¢, on arrive & I'inégalité de dissipation (4.37) pour (s, ¥s, us) sur €.

5.2.2 Estimations et limites faibles
On commence en remarquant que
Hy(0,9) — 8,Hz(7,9)(0 — 7) — Hy(F,0) = (5.2)

[Hg(0,9) — Hy(0,9)] + [Hg(o,0) — 8,Hy(7,0)(0 — 7) — Hy(F, )],

ou l'on peut évaluer les deux termes du membre de droite :

9 9 9
H(0,7) — Hg(@,@) = /5 OpH(0,2)dz = /5 g(z —9)0ye(o,2)dz > 4(1/5 22(2 —9)dz (5.3)

z

et
Hy(0,9) — 0,H5(7,9)(0 — 7) — Hy / / 32 H(w, ) dwdz—/ / —0pp(w, V) dwdz

B S S 17

b(z) signifie qu’il existe deux constantes positives ¢ et ¢ indépendantes de z telles
(z). Pour obtenir ces résultats, on a utilisé une fois encore les propriétés (4.24)
a I’équivalence

ol la notation a(z) ~
que ca(z) < b(z) < E
associées a (4.16) et

P(Z)~1+2""' Z>o. (5.5)
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Cette derniére s’obtient grace a (4.19) et (4.20). En effet, on a d’aprés (4.19)

P(2)
-z

Pz)

P'(Z) <~ et 7y <c+P(Z).

Ainsi, il existe un certain Z telle que pour tout Z < Z, on a

Pl(Z) > P'(Z) et P'(Z) <2 Jim P'(Z).

1

— lim
27—
Comme v > 1, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout Z < Z

P(Z)>c(1+2Z"7 et P(Z)<c(1+2"71).

De méme, d’apres (4.20), il existe Z tel que pour tout Z > Z

7 <c+ Py = — <(c+P)Z27 71,
ainsi,
P(Z
P(Z) < % <(c+Px)(142771).

Enfin, la limite P(Z)/(Z) PR amene les implications suivantes
—00
P(Z)

- P(2) <P(Z2)=1+2"'<P(2).

1
2 Z
On prolonge ensuite les fonctions o, et 95 sur Q tout entier en posant g; = 7 et ¥ = 9 sur Q \ Q.

La vitesse est quant a elle étendue sur R3 en prenant u, = 0 sur R3 \ Q,. On introduit les notions de
partie essentielle et de partie résiduelle par rapport aux variables g5 et g :

[h]ess,gs [h]lég /7<2) [h]res,gs = [h] - [h]ess,gsv
[h]essyﬂ [h]lé 9<9,<20° [h]reS,gs = [h] - [h]essn?s» (5~6)
[h]ess = [h]lé 5/ 7<2 ol D<9,<297 [h]res = [h] - [h]ess-

On utilise 'inégalité de dissipation (4.37) pour faire les premieéres estimations, entre autre graces aux
observations faites en (5.3) et (5.4), pour obtenir

sup ess/ osuldr <ec (5.7)
t€(0,7T)
sup ess/ Y (057 — 1) [Mess.o, dz < ¢, (5.8a)
t(0,7) JQ
sup ess/ 7 (0s/7 — 1) [1]res,0, dz < ¢, (5.8b)
te(0,7) Ja
sup ebb/ 07 [L]es, o, dz < ¢, (5.8¢)
t€(0,7) Jo
sup ess/ 147+ 7)[1res,o. dz < ¢, (5.8d)
t(0,7) JQ
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sup ess/(ﬁs — ) [1]ess.0. dz < ¢, (5.9a)
te(0,T) JQ
sup ess / (95 — ) U ges0. dz < c, (5.9b)
te(0,T) JQ
supess | U3[1es9, dz < c, (5.9¢)
te(0,T) JQ
sup ess/ [1)res,w, dz < c. (5.9d)
te(0,T) JQ

Ces deux derniers groupes d’inégalités impliquent que

sup ess / [Lres + [os)7e + [95]4, dar < o (5.10)
te(0,T) JQ
On remarque que
27 o\ ~ 1 1 2 2
([0s]res, 0. 1s) 77T < c(0s]us]?) >+ ([QSJres,Qs)wl et ;([QS]ess,gsu) < cos|uy|

ce qui nous permet de savoir, grice a (5.8), que la quantité de mouvement possede la propriété suivante :

|osus ||L°°(0,T;L2v/w+1+L§/F(Q;R3)) <ec (5.11)

On revient a I’équation (4.37), mais en s’intéressant au tenseur des contraintes visqueuses de la
seconde intégrale du membre de gauche et on arrive a

IT(Vaus)| p2(0,7;02(rer3%3)) < €

T
! (5.12)
/ / —|T(Vau,)* dzdt < c.
0 Q 195
Pour finir, on estime le terme comportant la chaleur, avec pour conclusions :
VneNets>n, [Voi5lrz0m2@.)) <6 a€ll,3/2] 5.13)

Vn e Net s> n, HVL lnﬁS”LZ(O,T;L?'(Q")) <egc,

ou la constante ¢ est indépendante de n et de s.

Pour la suite, ’égalité de type Poincaré suivante est nécessaire

Lemme 30
Pour tout M > 0, il existe une constante c(M) telle que pour tout w € W12(R3;R3) et pour tout
VCR|VI<Mona

s gy < (1) (nvmwniwm L dx) . (514)

DEMONSTRATION:
On définit les ensembles Q) et @, de la fagon suivante

Q= (—M1/3,M1/3)3, Q,:=2MY3z2+Q, z € Z°.
11 est clair que les ensembles @, sont disjoints et que la réunion de leur fermeture couvre R3 tout entier.

En outre, on sait que |@,\ V| > M. Ceci nous permet d’utiliser une inégalité de Poincaré plus classique,
décrite dans [24, Theorem 10.14] dont on reprend simplement 1’énoncé :
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Lemme 31
Pour tout domaine borné G et toute constante 0 < M < |G|, il existe une constante ¢(M, Q) telle que

On utilise ce résultat sur tous nos domaines @, :

wl|72(q,) < (M, Q) <||wa||2L2(QZ;R3) +/Q v w’ dﬂ?) :

En remarquant que la constante ¢ ne dépend pas de z, on peut faire la sommation sur z € Z* de cette
derniére inégalité et on arrive au résultat voulu. O

Au moyen de I'inégalité de Korn
Vw € WH2(R3; R3%3), IVowl|p2(rsrsxsy < cl|T(Vaw)l|L2(rs;rsxs), (5.16)
de la derniére estimation de (5.8) et du lemme 30, on déduit que
sl 20,0 wr2rey) < ¢ (5.17)

On se propose maintenant d’utiliser une fois encore les deux inégalités de Poincaré décrites précé-
demment, mais cette fois pour la température. En effet, grace a (5.9), on sait que pour tout M > 0, il
existe ng € N tel que

Vs >n>ng, |Ans|>M, ot A, = {0/2<9,}NQ, (5.18)
On applique donc le lemme 31 a In ¥, sur Q,, avec A = A,, 5, puis 'inégalité de Poincaré classique a 9§
sur €),. Cela nous donne

(0%

VneN, et s >n, [9¢ -9

= 1,3/2 5.19
L2(0,T;W12(Q,)) c(n), o< [ , / ]7 ( a)

Vn €N, et s>n, |[Ind, — lnﬁnLQ < ¢(n) (5.19b)

0,T;Wh2(Q4))

grace aux observation faites en (5.9a) et (5.13). Enfin, au moyen au théoréme de Rellich-Kondrachov
et a une interpolation, on arrive aux estimations suivantes pour la température

Vn €N, et s > n, HﬁSHLS((O,T);L%Zn) < C(?’L), (5.20&)
VneN, et s >n, [[Us|lp1r/s0,m)x0,) < c(n). (5.20b)

Gréce aux estimations (5.9), (5.13) et (5.17), en étudiant les hypotheses de structure du tenseur des
contraintes visqueuses et de conduction de la chaleur (voir (4.5),(4.6),(4.22) et (4.23)) on arrive a

Vn € N, et s > n, HS(ﬂs, vxus)”L2(07T;[L4/3+L2}(Q,L;R3><3)) <c (5.21)
“ Vg, Vg
Yn eN, et s >n, ‘(1(5715) <ec. (5.22)
U llezmmsrerzo.me)
Par ailleurs, les estimations (5.8) et (5.9) nous assurent que
Vn €N, si s >mn, alors [|os| 0, 1:07(0.)) < ¢(n) (5.23)
et
Vn €N, si s >n, alors ||, Lo (0,7:04(0,)) < €(n). (5.24)

Pour traiter les termes comprenant entropie on utilise les observations (4.17) et (4.21) et on a ainsi

los(o,9)| SC(Q+Q| 1ng|+gln19+193) ) (5.25)
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Ceci, en association avec (5.8) et (5.9), nous assure que

l[ess(es; Vs)ll Lo (o,1;9(02,)) < e(n),

(5.26)
||QsS(Q57ﬁs)usHLq((o,T)xQn,RS) < c(n),

VnENetszn,{

pour un certain q¢ > 1.
Les hypothéses constitutives (4.15), (4.16), (4.18) - (4.20) nous indiquent que la pression respecte la
majoration suivante
Ip(0,9)] < (o + " + 9%, (5.27)

ce qui revient a dire que [|p(0s,Ys)| L= (0,501 (0,)) < c¢(n). Pour obtenir une meilleure estimation de la
pression on se sert, comme dans les chapitres précédents, de I'opérateur de Bogovskii (voir théoréme
B.9 de l'annexe). On utilise ce résultat pour définir une fonction test ¢ := Bgq, (0%) appartenant

L*>=(0,T; W&’WV(Q”)), v > v > 0 pour tester I'’équation bilan de la quantité de mouvement (4.35)
récrite avec les variables (ps,¥s, us) sur le domaine ,,. On arrive ainsi & déduire en procédant de la
méme fagon que dans le lemme 25 qu’il existe v > 0 tel que pour tout s > n,

T
//p(Qs»ﬁs)Qdedtgc(n)7
0o JQ,

T (5.28)
/ / P (0s,05) dz dt < c(n).
0 Qp

On applique maintenant un procédé de diagonalisation aux suites o5, ¥ et us a partir des résultats
énoncés en (5.8) - (5.9), (5.17) et (5.19) - (5.28). On en tire existence d’un triplet (g, 9, u) tel que

0s/7 = 04/F dans L*(0,T; [LL, + L2,] (%)), (5.29a
9y = 9 dans L>=(0,T; L? + L*(Q)), (5.29b
u, — u dans L*(0, T; W?(Q; R?)), (5.29¢
95 — 9 dans L*(0,T; WH?(Q,.)), Vn € N, avec 9 — 9 € L*(0, T; WH3(Q)),
In¥, — Ind dans L*(0,T; W'2(Q,,)), ¥n € N, avec V,(In9 — Ind) € L*((0,T) x Q),
p(0s,0s) — p(o, ) dans LI((0,T) x ,,) pour un certain ¢ > 1,¥n € N,
S(¥s, Vou,) — S, V,u) dans L((0,T) x Q,; R?) pour un certain ¢ > 1,
pour tout 7 de N, et avec S(9, V,u) € L2((0,T); [L? + L¥3)(Q; R?)),
0s5(0s,9s) — 0s(p, ) dans LY((0,T) x §,) pour un certain ¢ > 1,Vn € N, (5.29h)
q(Vs, Vo) /95 — q(9, V0) /9 dans LI((0,T) x Q,;R?) pour un certain ¢ > 1,
Vn € N, et avec q(9), V,0/9 € L*(0,T;[L? + L¥7)(Q; R?)).

(5.29¢
(

(5.29¢)

(5.291)

La notation g(o,9,u) désigne ici et pour la suite, comme dans les précédents chapitres, la limite faible
de la suite g(ps, s, us) dans L'.

A la lumiére des estimations (5.8), on revient aux équations de bilan de masse (4.34) et de bilan
de masse renormalisée (4.38) et en associant 'équation de bilan de la quantité de mouvement (4.35) &
(5.11), on peut déduire les convergences suivantes

0s — 0 dans Cyeax ([0, T]; L7 (Q2,)) et L?(0, T; W 12(9,,)) pour tout n de N, (5.30a)
h(os) — h(0) dans Cyear ([0, T]; LY(Q,)), ¢ € [1,00) et L?(0, T; W~52(Q,)),Vn € N,

pour h de classe (4.39),
0sus — ou dans Cyear ([0, T]; L2/ O+ (Q,,: R?)) et L2(0,T; W~ 12(Q,,; R%)), Vn € N, (5.30¢)
05U @ ug, — pu® u dans L2(0,T; LS/ (47+3)(Q, . R3*3)). (5.30d)

(5.30D)

Celles-ci reposent sur 'utilisation du théoréme d’Arzela-Ascoli (voir B.3 en annexe) dans I’équation de
continuité (pour la densité) et ’équation du mouvement (en ce qui concerne la quantité de mouvement),
d’un procédé de diagonalisation et d’un argument de densité. Les convergences fortes dans les espaces
L?W =12 sont quant a elles obtenues au moyen de I'inclusion compacte de L4(G) dans W~12(G) pour
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¢ > 6/5 et G un domaine borné.

De surcroit, (5.8) implique

R

— 1 € Cweax ([0, T7; [LY, + L2, ] () (5.31)

[ )own [ (1)

dans Despace C([0,T]) pour tout ¢ € C°(Q). 1l suffit d’utiliser (5.29a) et la densité de C2°()) dans

I’espace [L?l//(;);/l()w,l) N L%l/ﬁ)“f:| (Q) qui est le dual de [L}, 4+ L2,] (€2). (5.11) nous donne

car

ou € Cuvear ([o, T); [LQV/(VH) + L2 /4 (; R3)> . (5.32)

On peut maintenant passer a la limite s — oo dans les équations (4.34), (4.35) et (4.38) écrite en
(05,35, us) sur 4. On obtient ainsi respectivement

T
- / 009(0, ) dx = / / 00rp + ou - Vypdrdt (5.33)
Q 0o Ja

pour tout ¢ € CL([0,T) x Q);

T

—/ ooug - (0,) dx :/ / (gu cOp+ou®u:Vep+plo,9) divcp) da dt
@ 09 (5.34)

—/ /(S(ﬁ,ku):vxcp+QV$F-go) de dt
0 Jo

pour tout ¢ € CL([0,T) x 4 R?), plaq =0;

T T
/0 /Qng(Q) (Orp+u-Vyp) dedt = /0 /QTk(g) divupdx dt — /Q 00Li(0)p(0,-) dz (5.35)

et
T T
/O /QQTk-(Q) (Orp+u- V) dxdt:/o /Q (QTIQ(Q)—Tk(Q))divuwdxdt—/QTk(@)sO(Ow)dx

_ (5.36)
olt p € CL([0,T) x Q). Ici, on a considéré les fonctions de troncature
z * T (w)
Ti(z) := kT (%> et Lp(z) := /1 w2 dw
avec T(z) une fonction de C'[0, 00) de la forme
2z, si z € 0,1],
concave, sur [0, c0),
T(z)=<T'(2) >0, pour z > 0,
2T"(z) € L*(0, 00),
lim, 0 T(2) = 2.
z, si z € ]0,1],

Par exemple, on pourra utiliser T'(z) =
pie, on b (=) {Q—exp(l—z), si z € (0,00).
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5.2.3 Convergence de la température

On définit la quantité
@u) == [ ons(en, )e(0,) ds (5.37)
Qs
T
- / / (QSS(QS» ﬁs)atSD + QSS(st 195)115 . vz@) dx dt.
0o Ja,

o, peut étre interprétée comme une forme linéaire continue sur I'espace métrique CL([0,T) x Q).
Soit ¢ € C([0,T] x Qs), p+.n € CL[0,T) x Q) et xx € CL([0,T)) trois suites telles que

0+n — @ dans C([0,T] x Qy), (5.38)
0<xr <1, xg =1sur [0, —1/k], x}, <0, xx est croissante et tend vers 1. '
Comme oy est positive, on peut écrire que
s 6300 < (s il M Blleqorrcan, (5.39)

pour tout ¢ appartenant & I'espace C}([0,T] x Q). On revient maintenant & (4.21) et (4.37) qui nous
amenent 1’égalité

(05, xk1g,) = —/ 005(00,7%0) dz = c(s)
Qs

On en déduit que o peut étre prolongée en une forme linéaire continue sur C([0, 7] x §,) en posant

<0-5790> = <03750+> - <O—Sa§07>
ou
<US7§0:‘:> = sup ( lim <O'Sa<p:t,nXk>) = lim lim <0'3790:|:,nx1€>'

xk€E(5.38) n— oo k—o00 n—o00

On se sert maintenant du théoréme de représentation de Riesz pour affirmer ’existence d’une mesure
de Radon positive us sur [0,7] x Qs qui vérifie

<057<p>:/ _ pdusg
[0,T)x 2

En prenant n < s, on définit o, la restriction de g & C([0,7] x Q,,) :
<0's|na§0> :/ _ (Pd,us-
(0,7,

On a ainsi la norme de 05|,

||Us|nH[C([O,T]><§n)]* = sup (0slns ) = (Osln, l[OﬁT]Xﬁn>
©>0, H‘PHC([O,T]xﬁn):l

< (Gl o 1) = Jim (0], o3} < () (5.40)

oll ¢ est une fonction positive de espace C1(€,41) telle que ¢ = 1 sur €2,,. La derniére majoration est
une conséquence de I'inégalité (5.37) couplée aux estimations (5.22) et (5.26).

Sachant que l'inclusion [C(G)]* — W~14(G) est compacte pour tout domaine lipschitzien borné
G C R*si g € (1,4/3), on sait que o4 est compacte dans W=59((0,T) x £2,,).

Nous nous proposons donc d’appliquer le lemme div-rot aux vecteurs a quatre composantes
V, = (QSS<Q57 195)7 QSS(QS7 195)115 + q(ﬁsvz'&s)/ﬁs) et W, = (Tk(ﬁs)v 0,0, 0),

en remarquant que div(, ,) Vg = oy et que rot ) Wy € WH4((0,T) x ), ¢ € (1,4/3). On arrive
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donc a I’égalité suivante

Ty (9)es(0,9) = T(V) 0s(0, V), (5.41)
qui, d’apres (4.17), peut-étre récrite sous la forme
4 4 —
Ti(9)esm(e,9) + 5aTiu(9)9° = Ti(V) esn (e, 9) + 5aTi(9) 9°, (5.42)

ot sar(0,9) = S (g/ﬁﬁ).

Pour prouver la convergence forte de la température, il nous faut maintenant montrer que

Ty.(9) s (0,7) > Ty (V) 050 (0, 7). (5.43)

Ceci se fait en passant par une égalité intermédiaire :

0511(05:9,) (T(9) = T(@)) = eosar (00 T (Te(@)) ) (Th(os) = T(9))

o [sa1 (00 T (T0(9.))) = sar (075 (Th(9)) )| (7002) = Ta@))

Pour prouver 'inégalité (5.43), il faut démontrer la convergence suivante

0s5M (QS,T,;l (W)) (Tk(ﬁs) - Tk(ﬁ)) 0 dans L}((0,T) x Q) (5.44)
ou la quantité
0sSM (Qs,Tlgl (Tk(ﬁ (Lx)))) =(t,z, 05) (5.45)

peut étre interprétée comme une fonction de Carathéodory de (¢, z) et de ps. On peut donc utiliser le
lemme B.4 d’existence des mesures de Young pour déduire la véracité de la relation (5.44).

On utilise tout d’abord les résultats précédents (5.29) et (5.30) qui nous assurent les convergences
h(os) — h(0) dans L*(0,T; W~1%(Q,)),
G(9s) — G(¥) dans L(0,T; W2(2,.)),

pour toute fonction h satisfaisant (4.39) et G se trouvant dans I'espace W1>°((0,00)). On en déduit
I’égalité sur le produit des limites

h(0)G (V) = h(e) G(V), (5.46)

En effet, en dénotant par uft’i), “ft,z) et “?t,m) les mesures de Young associées aux suites (gs,Us), 05 et
¥ via le résultat B.4. L’égalité sur le produit des limites peut donc se lire

/R2 h(N)G(v) duft’i)(A’ V) = /

Rh()\) dpd, 4y X /R G(v) duf, (). (5.47)

Finalement, on arrive a la relation qui entraine (5.44) et du méme coup (5.43) :

0t 9C0)(tx) = / O N A ) = [ 0l NGE) dify ) O3 i) ()

=9(, 0t x) x GO)(E, 2). (5.48)

En utilisant le théoréme sur la convergence faible et monotonie B.5 avec les fonctions Ty (¥s) et 93, on
déduit que

Ty (9)93 > T (9) 93
d’out 'on obtient grace aux relations (5.43) et (5.42)

Ty (9)03 = Ty (09) 93. (5.49)

Enfin, on passe a la limite k¥ — oo dans cette derniere équation au moyen du théoréme de Beppo Levi
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pour avoir

94 = 993, (5.50)

ce qui nous assure la convergence point par point

¥s — ¥ presque partout sur(0,7T) x Q, (5.51)

Pour finir, on fait une derniére observation. L’inégalité de dissipation (4.37) nous assure que les
quantités
p(s)
Us

£(0s) divug et

2
(Vmus + VguS —3 div us) , 9. 9.

sont toutes bornées dans L2((0,T) x §2,,) et ce pour tout n appartenant a N. Ainsi, par semi-continuité
inférieure faible et en accord avec (5.29) et (5.51)

T
/ / @ (S(,ﬂ,vgcu) Vou_ W) dedt
o Ja, v 0

T
< 1iminf/ / 19£ <S(19S,qus) S VU — q(ds, Vz0s) vr{;7-9$> dx dt
0 Q, Ys

S—300 s

pour tout ¢ positif de Pespace C.([0,7] x Q) et tout n € N.

En revenant au bilan d’entropie (4.36) récrit en g4, U5 et ug sur Q, on obtient en faisant tendre s
vers l'infini

r 9, V,09) - V.0
/ 008(00,%0)p(0, ) dx +/ / b <S(19,V1u) :Veu — W) dx dt
Q o JaV v

(5.52)
’ a(?, V.0)
< 7/ / <9$(9, D)0p + os(0,9)u- Vaip + ——g== VW) dz dt
0o Jo
pour tout ¢ positif appartenant a C1([0,T) x Q).
5.2.4 Convergence de la densité
Identité du flux effectif visqueux
Cette section est consacrée a ’établissement de I'identité du flux effectif visqueux
1
Ti(0) divy u — Ty (o) dive u = 5————— (p(0,9)Tk(0) — p(0,¥) Tk(0) ) - (5.53)
T & )

On utilise la fonction test suivante dans I’équation du moment sur €2,
p(t, ) = ((t, ) Aj[a(x)Ti(0s)], ¢ € CZ((0,T) x 4 R?), a € C(Q)

ot A est un opérateur de LP(f2) dans v € L3 (Q), Vv € LP(§2) défini par

—?;]-'[f]] avec les composantes A;[f] = —F {—f;f[f]} » 7=1,23

ou F désigne la transformée de Fourier. Afin de préserver la clarté de ce paragraphe, on se réfere a
Pannexe (théoréemes B.6 et B.7) ou les propriétés de 'opérateur A sont détaillées.

Alfj =7

Montrons que notre fonction ¢ ainsi définie est une fonction test admissible. En particulier, il faut
controler la régularité de la dérivée temporelle de . Pour ce faire, on passe par ’équation de continuité
renormalisée, que l'on peut tester par ¢(t,z) = a(z)A[Y] on ¢ € C((0,T) x Qy,), a € C*(2y,). En
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prenant b(gs) = a(x)Tk(ps), on a alors 'égalité suivante
T T
/ / AlaTy(0)]0y d dt = — / / RlaTy(0s)usts dz dt (5.54)
0 Ja, 0o Ja,
T
[ [ @edVaa-wdl] + a0.Tilen) - Tulon) divu,Afg]) dode
0o Ja,

qui nous indique que la dérivée temporelle de A[((t,x)Tk(0)] est dans L%(Q) Ici, R représente
lopérateur de Riesz
R : LP(R?) —>LP(R3)
5.55

voir la définition B.2 et les théorémes B.6 et B.7 en annexe.

Etant maintenant assurés que notre fonction test est admissible, on en fait usage dans I’équation du
moment sur €2,. On arrive alors a ’égalité suivante

T T
/ Costtsdy (AlaTy(0s)]) da dt + / Cosuy @ 1, : RlaTh(0s)] da dt (5.56)
0 Qn 0 Qn

T T

w [ atenvatieddzdes [ [ (0. Van): RlaTi(e)] ot
0 Qn 0 Qn
T T

+/ / 0sus - AlaTy(05)]0:¢ dz dt —|—/ / 0sUs @ U : V¢ @ AlaTy(0s)] da dt
0 JQ, 0 JQ,
T T

+/ / (08, 9,)VoCAlaTh(0,)] dxdt—i—/ Sy, Vo) : Val ® AlaTi(0)] dr it
0o Ja, 0o Ja,
T

+ / / 05V F - AlaTy(0s)] dx dt = 0.
o Ja,

En injectant I’équation (5.54), on arrive a
/ / CosusR[aTi(0,)u,] dudt + / / Cosu, © u, < RlaTy(o5)) du dt (5.57)

//Cp (05, 9s)aTi(os dxdt+/ / (S(9s, Vaou,) : RlaTy(0s)] de dt
+‘C(QS?Tk’(gs)vﬁsausap(gsaﬁs))a

L(0s, Tk (0s), Vs, s, p(0s,7s) // (ATk VWVea - u] + Ala (0T} (o) — Tr(o ))dwu})dxdt (5.58)
/ / (Qslls' [aT}(0s)]0iC + osus @ s VmC®Aj[aTk(gs)]) dadt

-/ / (plo 22)VoCAIaTi(00)] + S(0s. Vo) : V¢ © AlaTi(0,)])

//( VL F - AaTk(gg)Ddxdt

On teste aussi I’équation du moment limite avec la fonction suivante, toujours sur €2,

p(t, ) = C(t, 2)AlaTk(0)], ¢ € C2((0,T) x 4 R?),
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et on obtient

/OT /QHCQu&g (A[W]) dzdt + /OT /Qn Cou®u: RlaTy(o)] da dt (5.59)

T - -
+ /0 /Q Cp(o,V)aTy(o)dxdt + /0 /Q (S(¥, V) : R[aTy(o)] dx dt
+ L(0, Te(0), 8, u, p(0, 9)) = 0.

On passe a la limite s — oo dans (5.57), puis en utilisant des arguments classiques de compacité , on
observe que
L(0, Tk (0),9,u,p(0,9)) = lim L(os, Ti(0s), Vs, us, p(0s,75))-

On arrive alors a

Jim / / (00,0 aTk(QS)—S(ﬂS,VmuS):R[aTk(QS)])dxdt (5.60)

S5— 00

/ / 9) aTx(0) — S(ﬁ,vxu):R[aTk(g)D dedt
[ aﬂ(g)u-n[c@u]—cg(u@u):R[amg)}) do de
0 Q
T
+im [ (e, RiCom] = ot © ) s RiaTh(e.)]) da

moyennant l'utilisation des propriétés de 'opérateur A; explicitées en B.6. On observe que

lim /T/Q (aTk(gS)us -R[Cosus] — Cosus @ u: R[M]) dx dt

Ehde el 0

T
- A /g (m“ - R[Ceu] = Co(u®u): R[m]) dzdt

= lim /T/ u, - aTk(QS)R[CQSUS] — (osus R[m]) dx dt

§— 00

/ / aTi(0)u- R[Cou] — Co(u®u) : R[aTk(g)]) dx dt, (5.61)

ou ’on note
(R[ D=0 17%["]]
(u-R[f]); == wRilf].

Sachant que Tx(0s) — Tr(0) dans Cyeax ([0, T]; LP(Qy)) pour tout p € [1,00) et que gsus — ou
dans Cyeak ([0, T]; L>/ 1) (Q,,; R?)), on peut utiliser le lemme des commutateurs (voir lemme 38 en
annexe) pour déduire la convergence

vt € 0.7, (aTk(e)RICeu] — CouRlaTi(e))) () = (aTi(@)RICou] — CouRlaTi(o)]) (1) (5.62)

dans L"(9,;R3) avec r > 6/5. Comme linjection de L"(Q,) dans W~12(Q,,) est compacte, on est
assuré que

/ / e (T RICo. ] ~Com Rl (2.)]) dedt — [ / (AT (@R Con] ~ CouRaTi(0))) dadi

grace au théoréme de Lebesgue. Ainsi, ’équation (5.61) se simplifie en

/OT /Qnag(p(é’,ﬁ)Tk(Q)_p(Qaﬂ) ) dedr = / / - RIT(0)] ~ (0, Vo) : RIaTi(0))) dedr.
(5.63)
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On traite maintenant le terme S(9, V,u) : R[Tk(0)] en remarquant que
R :[Cp(ds) (Vzus + VmusT)] = 2Cu(¥) divug + w(ds, uy),

avec
w(Ws, us) =R : [(u(Vs) (Vaous + Veul )] — (u(¥)R : [Vaus + Vi

Le méme raisonnement est appliqué a la quantité S(¢, V,u) : R[Tk(0)]. Cette écriture nous permet
d’employer naturellement le second lemme des commutateurs (voir lemme 39 en annexe) a w(¥s, uy).
On déduit ainsi que cette suite est bornée dans L' (0, T; W™ (R3;R3)), pour a € (0,1) et r > 1.

En définissant les vecteurs a quatre composantes suivants

U, = (Tk(gs)ka(Qs)uS)v V= (w(ﬁs,us),0,0,0),

on peut leur appliquer le lemme div-rot puisque div(; ;) Us et rot; ;) Vs sont tous deux compacts dans
W=Lr((0,T) x Q,;R3). On en infere ainsi que

w(ds, us) Tk (0s) = w(i, u) Ti(o),

et connaissant la convergence presque partout de 5 vers ¢ sur (0,7) x €, on conclut que

w(¥,u) = w(Y,u).

Cela nous permet, en revenant & (5.63), d’arriver & I'identité du flux effectif visqueux (5.53) que nous
recherchions.

Mesure de défaut

On commence tout d’abord par introduire la notion de mesure de défaut associée a la suite g, sur le
domaine (0,7 x €,,. Pour ¢ appartenant [1, cc)

T
oscylos — 0]((0,T) x Q,,) := sup limsup/ / |Tk(0s) — Ti(0)|? da dt. (5.64)
0 Qn

k>0 s—o0

On cherche ici & montrer que cette quantité est bornée par une constante. On commence par remarquer,
d’apres les propriétés thermodynamiques décrites dans le cadre de travail du chapitre 4, que

p(0,9) = do” + pm(0,?), pour un certain d > 0 et avec 0,pm (0,9) > 0. (5.65)

En effet, on pose
pm(0,9) = p(o,9) — de”, (5.66)

ol d est une constante. On déduit de (5.5) que
_ / 0 _ y—1
Oepm = VP (191/(7—1)) vde

0|7 (=) v (=) |

>0

?

en choisissant la constante d suffisamment petite. Grace a la propriété algébriquea > b > 0 = (a—b)7 <
a” — b7, et a Vinégalité b — a > Ty (b) — T (a) on a pour toute fonction ¢ € C°((0,T) x €,)

T
dli T (0s ) dedt < dli // & (Tu(e) - T 1 —0") ) dadt.
mow [ (F5ie) 1) st < s [ [ (2 (@0 - i) (62 - ) o

On continue en utilisant la convexité de la fonction g — o7 et la concavité de g — Ty (), pour majorer
le membre de droite comme suit

atmsup [ : | (119 (Ti(os) - T(e)) (] — w) leq
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5 Existence de solutions faibles

T
dimsp [ [ (Tule)ed = T0E + 10 ~ Tule)d” ~Tu(o)(@ — o)) o <

55— 00

// T30 Q’YTk()_Q'VTk dxdt+d// (1+19 Ti(o) — Tk(@))(m—gv))dxdt’

ou 'on remarque que le second terme du membre de droite est négatif. Donc

dliirisip/T/ (1&19 (Th(0s) — Ti(0)) (0 —9”)) da dt
<d / /
<[

—df g /Q 7 lj 5 (Ple V7@ ~ P 0) Tu(2)) v
Sd/OT /Q H% (p(Qﬁ)Tk(Q) — (e, V) Tk(@)) da dt

pm(0,9)Tk(0) — pm(0,9) T (0) > 0 (5.67)

Q’YTk(Q) - QTTIC(Q)) dz dt

A

(p(o.D)Til0) ~ ple. ) Trlo)) dwat

car

On se propose de montrer I'inégalité (5.67). Remarquons tout d’abord que

aﬁpm(w):%ﬁl/w—nw 0 )_ 1 QP,( 0 )+§a193

91/ (=1 v-1 Y1/ (=1
1 4
= —1191/@*1) (yP(Z) — ZP'(Z)) + gaﬂg
N —
1 AP(Z)-ZP(Z) 4 3
=5z 19 7 + 3a19 ,
ol Z = 191/(9 . Ainsi, en revenant & (4.19), on déduit que

4
[05pm (0, 9)| < co+ zai. (5.68)

Comme 'on a les convergences (5.20b) et (5.51), on sait que
¥s — ¢ dans LP((0,T) x Qy,), Vp € [1,17/3). (5.69)

Prouver (5.67) revient ainsi & démontrer I'inégalité

pm(ga ﬂ(t’ x))Tk(Q) - pm(@a ﬁ(ta (ﬂ)) Tk(g) > 0. (570)

Pour cela, on observe que (5.69) implique aussi que pour tout € strictement positif, il existe une fonction
© € CH(0,T) x Q,) telle que
1© = 173 0,1y x02,) <& (5.71)

On emploie maintenant le théoréme des accroissements finis a la quantité p,, (0s,9) — pm(0s, ©), ce qui
nous assure l'existence d’un ¢ compris entre min(J, ©) et max(¢, ©) tel que
‘pm(QSa 19) - pm(@sa @)| = aﬁpm(Qsa C)(ﬁ - 6)

< c(os + )~ 6]
< clos + 07 + %)) — O]

69



5 Existence de solutions faibles

Il vient de la les inégalités suivantes

1pm (0, 9) Tk (05) = P (05 O) Tk (05) | L1 ((0,1)x2) < ([T = Ol Lr7/3((0,7) x2,)

et
lpm (0, 9)Tk(0) — pm(0s: ©)Tk () L1 ((0.7)x0,) < ()P = Ol L17/3(0,1yx )

Finalement, on constate que U'inégalité (5.70) est vraie si

pm(0,0)Tk(0) — pm(0,©) Ti(0) = 0 (5.72)
Dans cette optique, on remarque qu’avec le méme € qu’employé en (5.71), il existe un ¢ tel que si B
est une boule de volume strictement inférieur & § alors
1
) dx‘
|IBN(0,T) x Q| JBno,1)x0.

o~

LYT/3((0,T)x2m)
Ce qui résume notre étude de signe a la quantité

Pm(0,[0]8)Tk(0) — pm(0, [O]5) Tk(e)

ou [B]; = \T(})I I} 5 ©dz, qui est non négative d’apres le théoreme de convergence faible et monotonie
(voir annexe B.5). Par déductions successives, il vient que (5.67) est vraie.

On arrive ainsi a la majoration

// 119 Q "Tr(0) — 07 Tr(o dxdt<// 1+19 p(0,9)Tk(0) — (g,ﬁ)Tk(g)) dx dt.
(5.73)

On fait ensuite le calcul suivant, grace a 'inégalité de Holder

/ / [Tk (0s) — Ti(0)|!dxdt = / / ( B|Tk(gs) Tk(g)q(lJﬂg)ﬁ) de dt
< () (/0 /Q ﬁﬁk(&) — Ti(o) ' da dt) Ve 7

avec ¢ > 2, B(y+1)=gqet B(v+1)/(y+1—¢q) <17/3 pour conserver I'intégrabilité de ¢ d’apres
(5.69). En tenant compte de l'estimation de la vitesse (5.17), on va maintenant majorer le terme

/oT/g 14%9 (p(gvﬁ)Tk(Q) —p(0,9) Tk(@)) dz dt

a Paide de l'identité du flux effectif visqueux (5.53).

On arrive, en utilisant la semi-continuité inférieure de la norme L2, & la majoration suivante pour la
mesure de défaut

T
(05¢y0s = 0)((0,T) x Q) +1/ g/ / To(o) divu — Tr (o) divude dt (5.74)
0
T
< 1im/ / (Tk(0s) — Tk (0)) divug dz dt
S5—> 00
+ lim/ / (Ti(0) — T (0)) divu, dz dt
S5—>00
< |ldivus|lzz(0,7:22(9,r2)) hm SUPHTk(Qs) — Ti(0)llL2((0,7)x02,)

Ti(o )H(q 2/(211 2)
LY((0.T)x2)

IN

Ty (0s) — Tk(o )”q/ 2?) T2))><Q")

< c(oscylos — 0]((0,T) x )/ 172 (5.75)

clim sup|[ Ty (es) —

S§—00
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5 Existence de solutions faibles

pour un certain ¢ vérifiant S(y+1) =qet f(v+1)/(y+1—¢q) <17/3.
Comme l'exposant q/2q — 2 est plus petit que (v + 1)/¢ sous les conditions considérées, on peut
conclure grace a I'inégalité de Young que

oscylos — 0]((0,T) x Q) < cc. (5.76)

Equation de continuité renormalisée

Ayant montré que la mesure de défaut associée a la suite o5, on peut utiliser le lemme suivant, nous
affirmant que les fonctions limites ¢ et u vérifient ’équation de continuité renormalisée (4.38). On se
réfere a [24, lemme 3.8] pour plus de détails sur ce résultat.

Lemme 32
Soit Q un ouvert borné de R? et

0s =0 dans L*((0,T) x Q),

u; —~u dans L"((0,T) x Q;R?),

Veus — Vu  dans L"((0,T) x Q;R3*3), r > 1.
On suppose de plus que

1 1
oscylos — 0]((0,T) x Q) < oo, pour p <1l- - (5.77)

ot (0s,us) satisfait ’équation de continuité renormalisée (4.38) sur Q.
Alors, les limites ¢ et u sont aussi solutions de (4.38) sur Q.

DEMONSTRATION:
Comme p; est une solution & (4.38), on a

Ti(0s) = Ti(0) dans Cyear ((0,T); LP(Q)) pour tout 3 € [1, 00).
Connaissant les convergence de u, et V,ug, on déduit que
Ti(0s)us — Ti(o)u faiblement dans L"((0,T) x Q;R?),

ce qui nous amene a

OTk(0) + div, (Tr(o)u) + (oT{(0) — T(2)) div, w = 0 dans D'((0,T) x Q)

On emploie maintenant le théoréme des solutions renormalisées pour I’équation de bilan de masse (voir
théoreme B.8 de I'annexe) qui nous permet d’obtenir

ouh (m) + div (h (T(g)) u) n (h’ (Tk(g)) Telo) — Tk(g)) divu

(5.78)
=1 (Til0)) (Ti(e) — oT{ (o)) divu dans D((0,7) x Q)

ol h est une fonction continument dérivable telle que h'(z) = 0 pour tout z supérieur & une certaine
constante M.

Il nous reste donc & montrer que

% (Tk(g)> (Tk(0) — oT7(0)) divu ——> 0 dans L'((0,T) x Q). (5.79)

k—o0

Pour ce faire, on introduit la notation

Qrem = {(t,2) € (0,T) x Q,|Ti(0)| < M}.
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5 Existence de solutions faibles

On a l'estimation suivante de notre quantité

‘ L1((0,T7)xQ)

< B divu,|, . lim inf||T; (0s) — 05T (0s)| . = .
= (0<SE<F’M| (Z)|) (i‘;%” ivugll, ((o,T)xQ)) min 7% (0s) — o k(Q()”L,.,I(Qk,M)

n (Tk(a)) (Ti(0) — 0T} (0)) divu’

(5.80)

Par interpolation on peut majorer cette derniére différence
ITi(es) — 0Tk (0l g,y < WTk(0) = 0TL(@0) a0 ey I1Ti(00) — 0TE (055l 1y
avec 8 € (0,1). Par équi-intégrabilité de g, on sait que
21;1()){|\Tk(93) — 05Ty (0s)llL1((0,7)x ) } PR 0.
Enfin, comme |07} (0s)| < Ti(0s), on peut effectuer les estimations suivantes

||Tk(Qs) - QSTIQ(‘QS)”LQ(Qk,M)
<2 (HTk(Qs) = Te(0)llza0,r)x@) + 1Tk (0s) = Ti(@)l Lago.myx @) + ”T’f(@)HL“(kaM)) (5.81)

<2 (ITi(e) = Tu(@)ll ooy« + 0seylos = el((0.7) x Q) +1(0.7) x Q¥

Pour finir, on constate que

. 1
lim sup|[ Ty (0s) = 05T5.(0s) | La(Qu.ar) < 405¢q[os = 0)((0,T) x @) +2M|(0,T) x Q|1 (5.82)
S§—00
ce qui implique que la convergence (5.79) est vérifiée. Il s’ensuit la démonstration du théoréeme. 0

On déduit de ce résultat que p et u sont solution de I’équation suivante

T T
/ / oLk (0) (Orp+u- V) dedt = / / Tk (o) divup da dt — / 0oLk (00)p(0,-)dx, (5.83)
0o Ja, 0 JQ, Q

e Tk(S)
52

ds.

pour tout ¢ € CL([0,T) x Q) vérifiant supp ¢ C [0,T) x €2, et avec Li(0) = /
1

Bien entendu, ’équation limite

T T
/ / 0L (0) (o + u- Vo) dedi = / / To(o) divup dz dt — / 00Li(00)0(0, ) de  (5.84)
0 Q 0 Qp

Qn

est elle aussi vérifiée pour tout ¢ € C} ([0,7) x Q). En soustrayant (5.83) a (5.84) on arrive &

/OT/m (QT(Q) - QLk(Q)) (Opp+u-Vyp) dedt = /OT/Qn (m — Tx(p) div u) pdxdt. (5.85)

Le terme intégré du membre de droite peut étre écrit comme suit

Tk (o) divu — Ty (o) divu = Tx(9) divu — Ti (o) divu + T (o) divu — Tx () divu

_ 2@ 9)T(0) = p(0.9) Ti(0) | 73 div — Ty (o) divu

(D) +£(9)
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5 Existence de solutions faibles

avec

T
/ / Tk(g) divu—Tk(Q) divu S CHdiVu”L?(O,T;L?(Qn))||Tk(9) _Tk(Q)HLQ((O,T)XQ”)
Q

2)/(2¢q—2 2q—2
< | Ti(e) - Telo) 15 ot ) IT(e) = T 7 vy

2)/(2q—2 — _
< c|[Tu(0) = Th(0) |55 o e 0sCqlos — e ((0,T) x Q,)(a=2)/2a=2)

NTk(0) = Tk(o)ll 1 0,7y x ) - (5.86)

< ¢(

3

On souhaite maintenant passer a la limite £ — oo. Pour cela, on fait plusieurs observations. On remarque
tout d’abord que

1Tk (0) — Tr(o)llLr 0.1y x2m) < [ITk(0) = ollr((0,1yx020) + @ = Th(@) L1 ((0,7)x2)
< lim inf[| T (05) = 5]l (0.1 x2) + lle = Til@) |1 0.1y x20)

< c(n)ki,y. (5.87)

En effet,

oz kNl < [ Larser ([ ) o k) N Q7.

{ezk}ne, K
loLi(e) — o1n oll 1 0.1y xe0) = / (/ )ma
(0,T)x
/ / ( z—glng) dz dt
{0<k}NQ,
T
—|—/ Q/ < ()dz—glng)dxdt
{0>k}NQ,, 1 22

::Il+_lév

¢71
11:/ Q/ (dz—glng) dedt =0
{e<k}nQ, J1 \%

T eT
/ / k(Qz)dz—i—/ ’“( T2 4, g dedt
{o>k}NQ, z k
T
/ g(lng—lnk—l—/ k(;)dz) dx dt
{o>k}NQ2, k<

3/ olnodxdt
{o>k}NQy

c(n)llellLa@,) o =k} N,

pour tout 1 < g < . Ceci nous permet de déduire que

En revenant a la définition de Lj, on sait que

avec

et

IA

Ji [loLi(e) — elnellLio,r)x0,) =0
mais aussi que
lim [loLk(0) — olnollL1((0,1)x0,) < lim limsupl|losLk(0s) — 0s In 0s|| L1 ((0,1)x02,) = 0
k—o0 k—oo s00

On utilise ensuite ’observation faite auparavant

p(0,9)Tk(0) — (0, V) Tr(0) > 0
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5 Existence de solutions faibles

mais aussi 'identité du flux effectif visqueux (5.53) pour déduire de (5.85) I'inégalité

/Q (QLT(Q) — QLk(Q)> sodw

- hm / / oLi(0) — oLk (o )) (Orp+u-Vyp) dedt <0, (5.88)

pour tout ¢ de C2°([0,T] x Q) positive. On définit maintenant, pour R > 1, une nouvelle fonction test
Dp(x) = ®(x/R) avec
1, siz| <1,

PeCP(R?),0<D<1, &= .
0, silz|>2,

que 'on utilise dans notre derniére inégalité pour obtenir

[ (@ie-ome) ert) ar< [ [ ((@liz-rin)u: V,on(o)) e
_/T/ ((ang—flnf)u~vw<PR(x)) dz dt. (5.89)
0o Jo

On remarque que

/Q[(ang—flnf)u-qu)R(x)}ess dz gc/Q (flo =7 (14 ) ful| Vo @ (@), ) do

‘\/?(1 + 7)) [g - 1}

<c||Ve®r|| Lo r3)

[[v7]

essllL2(Q) ess LQ(Q;R3)’

mais aussi

/[(gln o—rInf)u-V,Pr(z)] dz
Q

< C||VI@RHL°O(R3) (Hf’lanLGw(Q) + ||gln QHL6/5(Q)) Hu”LG(Q;RS).

En regard des estimations (5.7) et (5.8), on déduit de ces majorations que le membre de droite de
linégalité (5.89) tend vers 0 quand R — oo et que donc

/(m_gln@) () dz < 0.
Q

Comme la fonction z +— z1In z est strictement convexe sur (0, 00), on en conclut que
oln g — oln g = 0 presque partout sur (0,7) x Q.
Pour finir, cette derniére convergence implique

0s — o presque partout sur (0,7") x €. (5.90)

5.3 Inégalité de dissipation sur (2

On consideére une fonction test ¢ pour I'inégalité de dissipation (4.37) ayant les propriétés suivantes :
e (€ Cg [0, T),
e (>0,
o (' <0.
On obtient alors

T 1 1 _
/ C'(t)/ < oo|uo)® + £(00, Yo|7 > dxdtf '(t)/ (2Qs|us|2+5(gs,ﬂsf,19)> dzdt
0 Q Qn
E (95, V) - Vit
Vg

—i—/o C(t)/Q (S(ﬁs,vxus) : Vaus — 4 9. z S) dzdt <0
(5.91)
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pour tout entier naturel n. En utilisant la semi-continuité inférieure faible de la norme L?, on a immé-

diatement . .
—/ C’(t)/ ou?dzdt < —liminf/ C’(t)/ osu?dz dt.
0 Q 570 Jo Q,

n

Par ailleurs, &(os,9s|7,9) > 0 et les convergences presque partout de os (5.90) et ¥4 (5.51) nous
indiquent que B B
E(0s,Ys|7,9) = E(0,Y|F,¥) presque partout sur (0,7) x €,

ce qui, via le lemme de Fatou, nous permet d’obtenir I'inégalité

T T
—/ ('(t)/ E(o,9|F,9)dz dt < —liminf/ C'(t)/ E(o0s,9s|7,0) dz dt.
0 Q, 0 Qp

§—00

On peut donc passer a la limite s — oo dans (5.91), et obtenir

T T
[ e [ (Gonta + sl oafr.) avar - [ c0 [ (Gau+ el ) asa

n

- _
+/ / Cﬁ (S(ﬂ,vmu) :Veu — (WW) drdt <0,
o Ja, ¥ )

ce qui nous fournit I'inégalité de dissipation sur §2 pour (o, d,u).
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6.1 Introduction et résultat obtenu

6.1.1 Introduction

Nous avons déja observé, notamment grace aux conditions de stabilité thermodynamique, que la
quantité %Q|u — U2+ &(0,9|r,©) ot E(p,9|r,0) = He(0,9) — 0,He(r,0)(0 — 1) — Ho(r,©) vue dans
I'inégalité (4.37) est bien adaptée pour mesurer la "distance" entre une solution faible du systéme de
Navier-Stokes-Fourier et un état quelconque décrit par le triplet (r,®,U). L’inégalité de dissipation
utilisée abondamment dans le chapitre précédent fait intervenir cette quantité dans le cas particulier ou
©=19>0,r=7>0et U= 0. Dans ce chapitre, on se propose de montrer ce que devient I’inégalité de
dissipation si on y introduit le terme %g|u—U\2 +&(o,9|r,O) ou (r,0,U) sont des fonctions arbitraires.
Cette nouvelle inégalité est appelée inégalité d’entropie relative. Dans cette étude, nous nous inspirons
des travaux [27], [23] et surtout [25] ou il a été démontré que toute solution faible dans un domaine
borné satisfait I'inégalité d’entropie relative. Ici, nous montrons que pour une large classe de domaines
non bornés, il est possible de construire des solutions tres faibles qui satisfont 1’inégalité d’entropie
relative. Contrairement & article [25], nous ne sommes pas en mesure de montrer que toute solution
tres faible vérifie 'inégalité d’entropie relative. Dans le cadre des domaines non bornés, il s’agit d’un
probleme ouvert.

Les travaux exposés dans ce chapitre ont été ’objet de article [44] accepté pour publication.

7



6 Inégalité d'entropie relative

6.1.2 Présentation du résultat

Avant I’énoncé du résultat obtenu, rappelons rapidement 'inégalité d’entropie relative

/( |u—U|2+£(g,19|r@)>( ) dx

/ /< ﬁvxu :VIUS(ﬂ,qu):VmU) dz dt
//< ﬁV§ W—‘va@) dz dt
S/Q <290“0— U(0, )2 + E(00, Do(0,-), ©(0, - )) de
+/OT/QQ(atU+u.sz).( —u) dde/ / ( zpir,@) - Vmpffﬂgl)) o
—1—/07/9(19(7“,@)—p(g,ﬂ))didexdt+/O /Q‘Q(S(T’@)_S(Qvﬂ)) Ot 0 9,0) dods
* /O/Q (1 - f) (‘%W’ ©) +U - Vp(r, @)) da dt,

(6.1)
pour presque tout 7 € (0,7") et pour tout
(r—70—19,U) el ([0,T] x KZR?) avec r >0, © >0, Ulpg =0, (6.2)
ol
E(0,9|r,©) = He(o, V) — 9,He(r,0)(0 —r) — He(r,0) (6.3)
et
He(0,9) = e(e, V) — ©os(0,). (6.4)

Théoréme 6.1

On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 5.8 sont vérifiées. Alors le systéme de Navier-Stokes-
Fourier (4.1) - (4.11) admet au moins une solution trés faible (0,9, u) satisfaisant l'inégalité d’entropie
relative (6.1). Il s’agit donc d’une solution dissipative au sens de la définition 4.5.

On trouve dans [25] une preuve de ce résultat dans le cas des domaines bornés. Comme pour le
théoreéme précédent, nous faisons ici une généralisation & des domaines non bornés avec présence de
forces potentielles a croissance arbitraire a l'infini. La démonstration constitue la section 6.2 de ce
chapitre.

Remarque 3

(Régularité suffisante des fonctions test pour le théoréme 6.1)

1l est possible d’élargir l’ensemble des fonctions test r,©, U employables dans l’inégalité d’entropie
relative (4.40). Dans le cas ot 7 et F' satisfont a (4.29) - (4.30) et vérifient les propriétés suivantes (qui
feront sens dans le prochain chapitre)

V.F e L*NL°(R?) (6.5)

et
7€ O5(Q), E(F,9|7,0) € LY(Q), (6.6)

alors les classes de fonctions test suivantes sont suffisantes pour que (4.40) soit vraie :
e Pour que le membre de gauche de [’équation d’entropie relative soit bien défini il suffit que

E(r,0|F,9) € L=(0,T; L' (), 0<o<r<g<oo, 0<9<0O<Y< oo, (6.7)

U e L>(0,T; L? N L% (Q; R?)). (6.8)
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o Pour que le membre de droite soit bien défini, il est suffisant que

/U € L*>(0,T; L? N L5 (Q;R?)), V.U € L*>(0,T; L> N L= (4 R3*3)),  (6.9)
20 € L*(0,T; L*> N L*(Q; R)), V.0 € L>(0,T; L* N L™= (4 R?)), (6.10)
opr € L>=(0,T; L* N L* (4 R)), V.r € L®(0,T; L* N LS (S R?)). (6.11)
e FEnfin
Ulpq = 0. (6.12)

Pour justifier ces remarques, on utilise les observations suivantes : a partir de la définition 4.1 et sous
les hypotheses (4.30), (7.2) et (6.7), on arrive & constater que

a) la quantité & (o, 9|7, ) appartient & L>(0,T; L' (£2)) si et seulement si £( o, ¥|r, ©) est dans L= (0, T; L' (1)),
b) si Oyr, 0.1, 0O et 9,0 sont de L1(0,T; LP(QY)), alors Oyp(r,O) et d,p(r,®) sont eux-mémes dans

L0, T; LP(Q)),
c) la quantité p(r, ©) —p(o, ) peut se récrire p(r, ©) — p(7,9) + (p(7,9) —p(0,9)) et permet 'utilisation

de la remarque précédente. On peut bien entendu procéder de la méme facon avec la quantité
S(T‘, @) - S(Qv 19)7

d) Vensemble résiduel Q \ {% < o < 27, % <9< 25} est de mesure finie.

6.2 Démonstration du théoréme

On rappelle que l'on travaille sur des domaines qui sont soit lipschitziens bornés, soit non bornés
et uniformément lipschitziens. Dans ce dernier cas, il est supposé que notre domaine est de la forme
suivante

(oo}
o={]Q, (6.13)
s=1

oll les ensembles €, sont des domaines lipschitziens bornés satisfaisant Q, C Qsy1.

On utilise les mémes notations qu’auparavant concernant les solutions sur les domaines bornés g,
c’est-a-dire que (g5, Js, us) est une solution du systéme (4.1) - (4.10) sur (0,7T) x 25 avec des conditions
initiales satisfaisant de surcroit (4.33).

6.2.1 Inégalité d’entropie relative sur les domaines (2

On rappelle que les fonctions U, © — 4, r — 7 considérées sont toutes dans C2°([0,T] x ) et que
7 et © sont strictement positifs. Pour la suite, on choisit un indice s suffisamment élevé pour que la
fonction U soit aussi dans C2°([0, T x £25).

La fonction ¢ = lz‘ peut donc étre utilisée comme fonction test dans I’équation de bilan de masse

(4.34)
U?
0s——dx
/QS 2

On teste I’équation de mouvement (4.35) avec ¢ = U et I'inégalité d’entropie (4.40) avec ¢ = O, ce qui
donne

= / / 0sU - (O, U +u, - V,U) dx dt. (6.14)
o Ja,

/gsuS-Udm ://(gsus-(atU—kus-VIU)—kp(gs,195)divU—S(ﬁs,Vmus):VU+QSU~VIF) da dt
Qs 0 0 JQs
(6.15)

et

7/ st 510 ds] // ( v, us):vzusqws,vmgs).vms> .
Qg s

// (Qs 5(0s,704) (9,0 + uy - V,0) + (%vm Vz@) . (6.16)
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Pour finir, on revient & 1’équation (4.34) que l'on teste cette fois par ¢ = F' et on obtient

/ osF dx

On rassemble maintenant ces quatre résultats avec ’égalité de conservation d’énergie (4.44) pour par-

venir a l'inégalité suivante
+/ / © <S(195,Vzus) AVR | g 05, VaVs) - Vzﬁs) dz dt
0 0 Qg 7-98 798

<h+L+L+ 1+ 15,

// 0sus - Vg F dxdt. (6.17)

| (5o~ UP + Ho(e.0)) da

(6.18)
avec
1997 xzVs) "
= / ( (9, Vaus,) : V, U — W) da dt,
0 Qs 795
:/ / (0,U +usV,U) - (U —uy) dedt,
o Ja,
I3 = —/ / 0s8(0s,95)(0:0 + us - V,0) dz dt,
0o Ja,
I, = —/ / p(0s,7s) div U dz dt,
o Ja,
Is = / / 0sViF - (us — U)dadt.
o Ja,
On rappelle que
H@(Q7 19) = Qe(gv 19) - @QS(Q7 19)7
ainsi la relation de Gibbs (4.13) nous permet de déduire
a0y,Hy(a,b) — Hy(a,b) = p(a,b).
En conséquence
/ 10, Ho(r, ©) — He (r,0)dz| — / / up(r, ©) dar dt, (6.19)
Qs 0 JQg

pour presque tout 7 dans I'intervalle (0,7T). De la méme maniére qu’auparavant, on remarque que
1
0y0,Hp(a,b) = p (e, b) — s(a, b)0yb.

Cette derniere égalité nous permet, en testant ’équation de bilan de masse (4.34) par —0,He(r, ©), de
trouver ’égalité suivante

/ 0s0,Ho(r,©) dx

s

= / / 0s (@8@[{@(7’, ©) 4+ u, - V;z0,He(r, @)) dz dt
0 JQg

= /OT/Q % (81510(7’7 ©) — s(r,0)9,0 + u, - (Vyp(r,0) — s(r, Q)VIG))) dedt
(6.20)

Gréce aux résultats obtenus en (6.19) et (6.20), on peut ajouter le terme

B / (e:00Ho (r,©) ~ 10, Ho(r,0) + Ho(r,©)) dx

s
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dans le membre de gauche de (6.18). On a alors

/Q (% u, — U + Ho(ps, 0s) — 0,Hol(r, @)(gsfr)fH@(r,@)) dz
s 0

+/ / 9 (S(ﬁs,vxus) : Vau, — A%, Vas) - Vmﬁs> dzdt
0 Qg 193 195

Sh+L+Ii+ I+ 15+ Ig+ I

(6.21)

ol les termes du membre de droite sont les suivants

I :/ / (S(ﬁs,kus):va—W) da dt,

:// (0, U 4+ us;V,U) - (U — u,) dz dt,

/ / 0s(s — 5(05,95))(0:0 + u, - V,0) dz dt,

s

=)
o}

| |
c\

/ (1 - = atp(r ©)dz dt,
Qs

_/ / p(0s, V) divUdz dt,

0 Qs

_ / / ot - (vmp(r, o) va(f,qs«)> G,
0o Ja, T 7

_/ / 05U -V, Fdxdt.
0o Ja,

L’hypothése (4.12) a été utilisée dans la réécriture des intégrales I et I7. On se propose maintenant de

traiter le terme Ig, afin de récrire notre inégalité (6.21) et ainsi faire apparaitre I'inégalité d’entropie
relative. On proceéde comme suit :

/ oo, - (pr(n@) Ve (:719)) e
o r P

i L e
_ /Q 0w - U). (vxpir,e) - Vwi:ﬁ)) et /Q . <Vzp£r,®) VZF) N,

<

U.
:/Q (Qs(us _v). (pr(“@) _ Vap ”9)> ~(1-2)U-Vup(r.0) + U V.p(r,0) — 0,U - ¥ F) dz

(
_ /Q (Qs(us ). (pr _Va 7(;,19)) - (1-2) U V.p(r,0) - p(r,0) div U - 0,U - v,;F) dz.

Il ne nous reste plus qu’a remplacer cette quantité dans (6.21)

=
)
<
8
s

<

T

/ (Q; u, — U|2 + Ho(ps,0s) — 0pHo(r,©)(gs — 1) — H@(?@@)) dz
Qs 0

—I—/ / o (S(ﬁs,vxus) : Vel — 405, Vals) .VI198> dz dt
0 Qs 193 193

<L+ I+ I3+ 14+ 15 + I,

(6.22)
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6 Inégalité d'entropie relative

avec

Q(ﬂs, Vac'lgé) -0

S(¥s, Vzug) : V,U — 9

dz dt,

o

(0:U +u,V,U) - (U — u,) dedt,

Qs(s("nv@) (Q‘}a 9))(8t@+ug Ve @)dxdt

el
Il

(1 - 7) (Oep(r, ©) + U - Vop(r, ©)) dz dt,

o

(p(r,©) — p(os,95)) div U dz dt,

&
Il
S

16: QS(U_US)' (
0 Qs

Vap(r,©) wa:ﬁ)) dedt,

r

et & constater qu'il s’agit de 'inégalité d’entropie relative (4.40) exprimée pour (gs, s, us) sur le
domaine €.

6.2.2 Inégalité d’entropie relative sur )

On désire maintenant passer a la limite s — oo dans P’équation (6.22). On observe tout d’abord
que les termes intégrés dans le membre de droite sont a support compact du fait de ’appartenance de
(r,®,U) a la classe (4.41). On choisit donc un indice n suffisamment élevé pour que le support de ces
intégrandes soit inclus dans €2,,. Comme les intégrandes du membre de gauche sont positifs, on obtient
de (6.22)

(6.23)

/ (%‘us - U|2 + H@(IQS7195) - 69H@(r, @)(QS — T) — H@(’f" @)) dx
Qp

0

+/ / 9 (S(ﬂavmus) :Veus — 0%, Vi) Vﬂ%) dx dt
0 Qn 195 193

<L+ I+ I3+ 14+ Is + I,

avec
I = / / SW.,Vou,): v,U = W Vals) 0 4y
0 Qn 795
I, = / / (.U 4+ u;V,U) - (U — u,) dz dt,
0 Qn
B= [ [ 0(s(r.0) = s(0..0.))(0:0 + . V,0) dodt,
0 Qn

I = /O/Q (1 - 7) (Dp(r,0) + U - Vyup(r, ©)) dz dt,
I :/O/Q (p(r, ©) — plos, 9.)) divU dz dt,

16_// 0u(U — ) <pr§7’,®)_vxp§ ))d dt.

En utilisant les estimations (5.29) et (5.30) ainsi que les convergences (5.51) et (5.90), il est aisé de
passer a la limite pour le membre de droite. Le membre de gauche est quant a lui traité grace aux
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6 Inégalité d’entropie relative

mémes observations que dans la section 5.3. Finalement, on a pour tout n suffisamment grand

T

/ (Sl —UP + Holo.9) — 0,Ho (1, ©)(o ~ 1) ~ Ho(r,0)) dz
Qy 0

+/ / o (S(ﬁ,vxu) :Veu — (v, V.9) - V¥ Vﬂ?) dx dt
o Ja, v %,

<h+IL+ I3+ 14+ Is + Ig,

avec
I = / / S(¥, Vyu) : V,U — ¥, V.9) -6 dt,
o Ja, v
I, = / / (U +uV,U) - (U —u)dzdt,
o Ja,
fs= / / o(s(r,©) = 5(0,9))(8:0 + u- V. 0)dzdt,
0 Q"L
[4 = / / (1 - g) (3tp(1", @) +U. vch(ra 6)) dz dt’
o Ja, r
I. :/ / (p(r, ©) — p(o,9)) div U da dt,
o Ja,
I :/ / o(U —u)- (pr(r, o _ pr(j’,ﬂ)) dz dt.
0 Ja, r "

(6.24)

L’inégalité d’entropie relative est donc vérifiée pour tout n suffisamment grand, ce qui acheve la

démonstration du théoreme 6.1.
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7.1 Introduction et résultat obtenu

7.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de montrer 'unicité forte-faible pour les équations de Navier-Stokes-
Fourier décrites dans le chapitre introductif de cette partie. Le principe d’unicité forte-faible stipule
que g’il existe une solution faible et une solution forte issues des mémes données initiales, alors elles
coincident. Plus précisément, on démontre que toute solution dissipative coincide avec la solution forte
issue des mémes données initiales tant que cette derniere existe.

Pour montrer que les solutions dissipative dont ’existence a été montrée au cours des chapitres 5
et 6 respectent le principe d’unicité forte-faible, on utilise I'inégalité d’entropie relative mise en place
dans le chapitre précédent. Pour ce faire, nous devons supposer que la densité a I’état d’équilibre est
constante. Le résultat est obtenu en employant les solutions fortes issues des mémes données initiales
comme fonction test dans I'inégalité d’entropie relative.

Ce chapitre généralise a une large classe de domaines non bornés le résultat d’unicité forte-faible
démontré dans [25] pour un domaine borné.

Les travaux exposés dans ce chapitre ont été 'objet de 'article [44] accepté pour publication.

7.1.2 Présentation du résultat

Avant d’énoncer le théoréeme d’unicité forte-faible, rappelons le concept de solution forte qui est
essentiel pour ce prochain résultat.

Définition 7.1 (Solution forte)
On dit qu’un triplet (§,9, 1) est une solution forte du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.11)
sur (0,T) x Q si
e 5, U, U vérifient les équations (4.1) - (4.11),
o€ CY([0,T] xQ),
9, 90, V20 € C([0,T] x Q),
1, 0, VZa e C([0,T] x Q),
o(t,z) > o > 0 pour tout (t,x),
o O(t,x) > > 0 pour tout (t, ).
Théoréme 7.1 (Unicité forte-faible)
On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 5.3 sont vérifiées, que la fonction P décrite en (4.18)

est deuz fois continument dérivable sur (0,00) et que de plus

V.F € LN LS(; R3) (7.1)
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et
7€ O5(Q), E(F,9|7,9) € LY(Q) (7.2)
pour un certain T > 0. .
Soit (0,9,u) une solution dissipative du sytéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.11). Si (g,9,q)

est une solution classique du systéme (4.1) - (4.11) sur (0,T) x Q qui satisfait l’inégalité de dissipation
(4.37) vérifiant

<¥<P<h<oo, 0<p<p<p<oo, weL>0,T;L%NLQRY),

- - 7.3
0:0, 010,041, V.0, V9, V™ € L=(0,T; L* N L= (1 R?)), m =1,2 (7:3)

et qui émane des mémes données initiales, alors
(97 197 u) = (é? 157 ﬁ) sur [07 T] X ﬁ (74)

7.2 Inégalité d’entropie relative testée avec une solution forte

On se propose maintenant de montrer I'unicité fort-faible en écrivant I'inégalité d’entropie relative
(4.40) pour r = 9, © = ¥ et U = 1@, ou (9,9, 1) est une solution forte du systéme de Navier-Stokes-
Fourier aux données initiales

@(0, ) = 00, ﬁ(O, ) = Ug, 19(07 ) = 190

qui satisfont en outre I'inégalité de dissipation d’énergie (4.27) et possédent les propriétés (7.3). Il s’en-
suit que le terme comportant les conditions initiales dans le membre de droite de (4.27) va disparaitre.

On cherche ensuite a appliquer le lemme de Gronwall a une forme remaniée de 'inégalité d’entropie
relative pour arriver & montrer que

0=0, V=10 et a.

On commence donc par récrire cette équation (4.40) afin de pouvoir y employer le lemme de Gronwall.

Lemme 33
On suppose que toutes les hypothéses du théoréme d’unicité forte-faible 7.1 sont vérifiées. Alors on a

[ (Geha—aP + £(0.012.0)) (7. s

//( (9, V) : Vou — S, Veu) : Vet 4 S, Vi) : V(i — u) + = S(9, V) : V ﬁ)dxdt

_//(ﬁW.vwﬁ_q(ﬁ’ﬁw_W+W.(vig_,g)ﬂ—ﬂw.vmg)dxdt

/0 / (¢ = 0)ra + (ou - ou) - V1) - (@ —u) drdt

[e-o@- u)( @ )—vzpfj’ﬁ)>dxdt
LS (0

avec
S(0,9) = os(0,7).
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La preuve de ce lemme est constituée de trois étapes. ~
Etape 1. L’inégalité d’entropie relative (4.40) écrite pour (g,4) se lit

[ (Getn - + e, 010.9)) ()0
/ /(ﬁgﬁv“‘ : Vau—S(9, Vyu) : vxﬁ> dz dt
//< 19V19 V9 — qﬁV19 Vlg) dzx dt
// (i +u-V,0) - (4 —u)dedt + // ( ”p(f ﬂ)—v’cpff’ﬁ)> de dt
+/ /(p(@,r&)f 0,9)) div i da i + // S(2.9) — s(2.)) (90 + - V.7) ) dede
/ / 9) — (. 9)(u — ) - V.0 dxdt—i—/o /Q<1—§) (0p(2.9) + 0 Vaple. 9)) drat,

(7.6)

On définit la quantité

dont l'intégrale sur ) se révele étre nulle & la vue de I’équation de bilan du moment couplée aux
propriétés de la définition des solutions fortes et & (7.3). On peut donc soustraire le terme fOT fQ Adxdt
dans le membre de droite de notre inégalité (7.6) et en arranger les termes pour obtenir

/( olu —al? + (o, 9|2, ))( ,-) da
/ / <195 (9, V,u) : Veu—S(9,Veu) : Vi + S0, Vi) : Va(u— ﬁ)) de dt

//(0‘“9V19 Vﬂ—w-vﬁ)dxdt
0 Jo Y

g//ﬂ 0 D)0t + (ou — 5) - V1) - (@ — ) dudt

+/T/ (0—0)( .(pr(@ 9) pr(f 19)) dadt
/ / p(6,9 9,19) dlvuda:dt+/ / —s(g, )) (at1§+ﬁ.vw,§))dxdt
/ / s(0,9)(u—1)-V 19) dxdtJr/ /(1) (@p(g, ?) +1a- Vp(o, )) dz dt.
(7.7)

Etape 2. On injecte maintenant la quantité

S(9, V1) : Vi N q(9,V,9) - vﬁ) +q(1§, Vo0) - V(9 —0)

= (9-9) (@(@s(@, ) + 1 V,s(8,9)) — 3 = =

dans le membre de gauche de I'inégalité précédente. On remarque grace a I’équation (4.3) et aux mémes
propriétés que dans le cas de la quantité A que

/ /dedt:(),
0 Q
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ce qui nous permet, en réarrangeant les termes, d’avoir

[ (Getn a4 £00la.0) ()00

/ / (198 (9, Vo) :Veu—S(0,V,u) : Vi +S@, Vi) : Vo(u— 1) + ¥8(0 V,a) : V;JJ.) da dt

//<6q19V19 vy A0V o s a0 Ved) V(= 0) 0 - 3 q(d, V1) - v&)dwdt

: x7-9 = —
3 V¥ + 3 3 5

S/O/Q (0 —0)0u+ (ou—pa) -V a) - (& —u)drdt
+/T (o~ a1 .<Vzp(~§,1§) pr(]ﬂ)) dzds

/ / p(0,9)) dlvudzdt+/ / — s(0,9)) (aﬂﬂﬁ.vﬂ;))dzdt
+/ /g ) = s(0,9)(u ﬁ).vwzﬁ) dxdt—i—/o /9(1—5) (atp(@,gHﬁ.vxp(@g)) A dt

0

+/0 /Q @(79—19)(8p9<§71§)—|—ﬁ.vws(@71§))) da dt.

o
N

+
{O

(7.8)
Etape 3. On récrit tout d’abord les deux derniers termes de notre derniére inégalité de la facon suivante

(1—~) (03, 9) + - Vop(2.9)) + 509 — D)(Bus(2.0) + 1 - V,5(3, D))
( ) (0, )+Q(19 19859, >8tg+u 20)

+((1- ) ounio) + 20 - Dus(a.D)) @9+ - 9.7).

On reformule ensuite les termes du membre de droite comme suit, grace a I’équation de bilan de masse
(4.1) et la relation de Gibbs (4.13) & travers son équivalent

1
E&ap(g, U) = —00,5(0,9).
Cela nous permet d’avoir
((1-2) 2unta0) + 000~ D0,5(2.) @12+ 3 9.0) = (0 = DO 9) + (9~ Doop(z. D) v

et

(( g) Dyp(8,9) + 8(0 — 0)Dys(a,0) (3tﬁ+ﬁ'vﬂ“§)

0 ((0— 0)0,5(0, 9) + (0 — 0)dys(g, 9 ) (09 -V 19)
= (2-0) ((e = 2)9,5(2,9) + (9 = 9)9ys(2, ﬁ)) (at19+u V.9)
+Q((Q 9)85(~71§)+( 3198 ~,1§)( 19—|—u Vﬁ)
= (85(8,9) — 05(8,9) + (0 — 8)9,S(5,9) + (9 — 9)39S(8,9)) (99 + 1 - V,I),

en remarquant que

698(5519) = ( )+ Qa S(Q7 ) et 6198(Qa ) - @6195(53 1§)

Pour finir, on utilise ces résultats dans l'inégalité (7.8), on arrive & I'inégalité voulue, (7.5), ce qui
clot la preuve du lemme 33.
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7.3 Inégalité d’entropie relative remaniée

7.3.1 Termes de viscosité

On commence par étudier le cas ou ¢ appartient a (0,15). Pour cela, on remarque d’abord que la
forme quadratique Z — S(,Z) : Z est convexe ce qui nous donne

SW,Z+H): (Z+H) —S®,Z): Z > 259, Z) : H.

On peut donc procéder au calcul suivant

Lio<t} (ﬁSw Vou) : Vou — S(9, Vo) : Vot + 8(7, Vo) : V(i — ) ﬂgﬁsw,v;) vxa)
~1yen) ( 0D (0,¥,0) Vo + (500, Vi) — 50, V) : V- )+ 2 L(3, ¥, ) Vﬁl)
> ey (80,90 =80, 7.0) Vi~ )+ 75 (500, Vo) - Vo 500, V)£ V)
gy (60,920 - 80, 9.0) : V(w1 + U= (500, 9.0 - 507, v.a)
> 1y MSTTaa = W) + 1) 2280, Vo) Valu— )

+ 1iyed) ((S(ﬁ Vi) - S, V1)) : Vy(u—1a) + 19%9 (S(¥, Vi) — S(9, V,a)) Vwﬁ)
[

On passe au cas ou ¥ > 9

J _ 9—9 -
Ligsd) (ﬁsw, Vau) : Vou — S(9, Vau) : Vi + S0, Vo) : V(i — u) + S(J, Vi) : Vo i

~ )
Y
= 102y (60, Vo) - 80, Vo) s Va7 (ST EOTDY g )

9
S, V,i)  S(¥,Vyu) _
= (S(9,V,a) S0, V,a) 5 = (S(9,V.a) S, V,u) 5
> —legsgy |V ( 3 - 3 :Ve(u—1)+ (¥ —9) 5 - 3 1 Ve
0 pu(09) N
Py 2 P (9, - ),
(7.9)
On revient a (5.2) afin d’établir I'identité
E(0,017,8) 2 ¢ ([Wpes + [o]fes + [Pfes + llo — al 2us + 110 — D) (7.10)
ol les notations indicielles sont définies comme suit
[Mless == hl1cy/s<a % Licyicor [Mres :=1 — [h]ess-
On remarque aussi, grace a (4.36) et (7.2), que
€(0.08,9) € L=(0,T; L1()) (7.11)
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7 Unicité forte-faible

En utilisant (4.5), les propriétés des viscosités (4.22), (7.10), (7.11) et les inégalités de Young et Holder,
on peut déduire les inégalités

)

[1{0<0<5} ((S(ﬂ, Vi) — S(9, Vi) : V. (u—a) + v (S, Va) — S(9, V) : Vxﬁ)ﬂ

L1((0,7)x Q)

J—9 ~ i
|:1{0<19<1§}1§S<197 v:cu) : vw(u — u):|
eSS I L1((0,7)xQ)

:|685 L1((0,7)xQ)
< V(= @) (0.0 iy + € (69,7, ||vmﬁ||Lx((07T)XQ;R3Xg))/ /Qe(g,m@,@) dz dt
0

et

(S(¥, Vi) — S(9, V,u)) : V,jl)

L1((0,7)xQ)

res

{1 {Md}; ~8(0, V1) : Vi (u - ﬁ)}

ZeS IL1((0,7)x )

- {1{0»} <1§ (S(ﬁ7§xﬁ) - S(&ﬁvxﬁ)) Velu
+(9 =) (Sw’;xﬁ) - Sw’ﬁku» VmN)]m L0, %)

<OVl = @)1 Z2 (0,1 xarmoxs) + € (6,9,0, [ Vatl| oo ((0,r) x2m3x3) ) / /95(9719|§7 J) dz dt
0

pour tout § > 0.

En prolongeant u et @1 par 0 en dehors de et en leur appliquant le lemme de Poincaré 30 et
I'inégalité de Korn (5.16) il vient

IT(Va(u = )| 720maxa) > ¢[Ve(u = @) |22 maxay > ¢ (|u —l[fy1.2(qps) — /Q o(u—u)? de) .
(7.12)
On arrive donc a la conclusion

e ~ V-0, ~
/ /(Zg(ﬁ, Vou) : Vou = 500, Vou) : V.t + 50, Vo) Vol — ) + *=8(7, V) : Vxﬁ> dz dt
0JQ

> allu = a2 w2 @ms)) — C/ / o(u—1)® +E(o,9]3,9) drdt  (7.13)
o Ja

ou « et ¢ sont deux constantes positives.
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7 Unicité forte-faible

7.3.2 Termes liés a la conduction de la chaleur

On remarque tout d’abord que

B — 9 FE G A
—3q(9, Vo Ind) - Vo In ¥ + 9q(d, V, Ind) - V, Ind — dq(d, Ve In ) - V, Ind
+9q(9, Vo Ind) - V,In9 — (9 — 9)q(d, V. Ind) - V, Ind

=~ (q(¥, Vo In9) — q(0, V, In9)) - V,(In9 — Ind) + Jq (v, V, Ind) - V,(Ind — In 1)

q(0,VoInd) - VoInd 4 dq(d, Vo Ind) - Vo In 9 + (9 — 9)q(d, Vo Ind) - V. Ind

-9
— (W —9)q(0,VyInd) -V, Ind
Dk (9
+ (9=

1; q('ﬁ, erﬁ) ! vzﬁ + q(ﬁv vmﬂ) ! Vmé q(&v Vatﬁ) 3 v

)| Ve(Ind —Ind) > +9 (q(¥, VInd) — q(9,V, Ind)) - V(In 9 — Ind)
9)q(9, V, Inv) - V(Ing — Inv).

On revient aux hypothéses (4.6) et (4.23), aux propriétés (7.10) et (7.11) et on emploie les inégalités
de Young et de Hoélder pour déduire les estimations

[ﬁ (a(¥,V,Ind) — q(¥, V, Ind))-V,(In9—1In9)+(—9)q(¥, V, In9)-V, (Ind-In @)]
L1((0,T) %)

€ess

< (5” AV n(ﬁ)VI(ln ¥—In §)||%2((07T)XQ;R3X3)+C ((57 Q7 57 ||VI 1n1§||Lm((07T)XQ;R3x3)) / / 5(97 19|§7 19) dxdt
0o JQ

|H a(¥,V,Ind) — q(9, Vo In9))/k(9)V,(In9—Ind)+ (19&)q(ﬁ,vmlnﬁ)-vz(lnﬂlnﬁ)]

§ (()‘H\/ H(ﬁ)vx(ln 19_11’1§)||%2((0,T)XQ;R3X3)+C (67Q757 ||V$ 1n'l§||Loc((077—)><Q;]R3><3)) / / 6(9719|§7 19) dx dt
0 Q

pour ¢ > 0 quelconque.
On peut donc écrire I'inégalité principale de cette section

) v )
> ol V() Ve (nd —n0)||72(0.7) xamsxs) — c/ £(0,9|,9)dxdt, (7.14)
0 Q

T 9 q(9, V,0) q(9, V1) ~ a(d,V,9) ~ 9 — 9 q(0, Vy0) ~
—//(-v ﬁ—i-vm(ﬁ—ﬁ)—kT-V?ﬁ(ﬁ—ﬁ)—k = ﬁ-vm)

ou « et ¢ sont des constantes positives.

7.3.3 Nouvelle inégalité d’entropie

Les deux inégalités (7.13) et (7.14) permettent, en partant de (7.5) d’arriver au résultat suivant

Lemme 34
Si toutes les hypotheses du théoreme 7.1 sont satisfaites, alors

1 -
[ (el -+ @uo1a.0)) (o (7.15)
Q
<H" (Volnd =V, lnﬂ)‘m((of)xm
<c/ /( olu —a|* + £(o, 9|0, )) dxdt+R(g,19,u|§,1§,ﬁ)

+ [lu - ﬁ||2L2(07T;W1v2(Q;]R3))>
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7 Unicité forte-faible

pour presque tout T € (0,T) avec « et ¢ des constantes positives (dépendantes néanmoins de g, J et a)
et R le terme résiduel défini par

Rio.0.ulg.0.%) = [ ' (o= @)2a+ (u—g0) - V,0) - (2~ w)) dec

+/OT Q(g— o)(a—u)- (V”p(é’ﬁ) - V””pff’ﬁ)) dz dt

_ /OT/Q (S(Q, V) — (0 — 0)0,S(8, 15) — (¥ - 5)&98(9, J) — S(a, @)) (@@ +i- ng) da dt
- p(0,9) = (0 — 8)9,p(8,7) — (9 — 0)dgp(8,9) — p(8,7) ) divadz dt
I

7.4 Estimation du terme résiduel

Dans cette derniére partie, on établit une majoration de notre terme résiduel R permettant l’ap-
plication du lemme de Gronwall & I'inégalité du lemme 34. On traite chaque terme de R de maniére
individuelle, ce qui constitue chacune des différentes étapes de cette section.

Etape 1. Concernant le premier terme, on remarque tout d’abord

/Q(Qu—g)ﬁ)-Vzﬁ-(u—ﬁ)dx:/gg(u—ﬁ)-foy(u—ﬁ)dx+/@(g—§)ﬁ-vwﬁ~(u—ﬁ)dx.

Ainsi, il vient pour la partie essentielle

/Q (o — )it + (ou — 5) - Vo) - (u — W), da

< ||vmﬁ||L°C((07T)><Q;]R3><3)AQ‘u_ﬁ|2dx

L2(Q) H [u u]@

+ e (8l Lo 0,7 o (@r)), 1068 e (0,7 x ) 18] L= (0,7 x ) H[Q — 0less .

<c (5, ||ﬁ||L°°(O,T;W1>°°(Q;R3))7 HatﬁHLOO((o,T)xQ;W)a Hé”L“((O,T)XQ)) X

1 ~
< [ (eha—aP + (012, ) o+ 6 lu -l
[ s

et pour la partie résiduelle

/Q (0~ )i+ (ou — 5) - Vi) - (u — )], da

< ||v$ﬁ||LOO((O7T)><Q;]R3><3)Ag‘u - ﬁ|2d:E

+ ¢ (10l oo (0,75w 100 (2:82)), 1068 Loe ((0,7) x :82)» 18] oo ((0,7) x2) ) ¥

x (H[le i T (/Q 1,0 dx)g> H[u—ﬁ]ﬁ

< e (6, 10| poo (0,710 (r3)), 10| oo (0,1 x 23) 18] Lo (0,1 x2) ) X

« [/ Lo = aPds+ </ S(g,ﬁ|@,1§)dx)3
Q2 Q

1 - .= -
< c/ (29|u —1)* + &(0,9]8, 19)) dz + 6 [|[u - u]”?/[/va(Q;R?’) :
Q

L6 (R3)

.
+0|/[u— u]”wl,?(Q;JRS)
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7 Unicité forte-faible

Etape 2. Pour le second terme, on procéde comme suit

[ [o-ata-w (S80S0 |,

< ¢ (el o= oy [Fw <o) |10 = Bess]| . g [0~ B 2 g
2
< ¢ (6, 0, 1l 0.y, [Fllwee ) /Q (0,9l 9 d + 6| fu—al [,

et

/Q [(9_ 5@ — ). <vxp(@ 0) vxp(f,mﬂ de

0
ot ([ [1]mdx)g> [

2

7
c (Q, ||§||L°°(0,T;W1=OO(Q))a ||7:||W11°°(Q)) (H[Q]m L6(Q:RS)

TES

E(0,012,9) dw + 6 |[u~ @

¢ (8, 0, 118l 1= to. o=y, 1 Fll e s /

Q WL2(QRS)

Etape 3. L'estimation du troisitme terme nécessite un développement de Taylor pour la partie
essentielle

j / (0,9) — (0 — 8)0,S(8,0) — (9 — 9)99S(8,9) — S(8,9)) (99 + & Vy9)]_ da

€ss

< ¢ (0,2,9,9; |0l oo ((0,1) x %) |‘8t1§|‘L°°((O,T)><Q;R3)v V0| Lo (0,7 x 2:77)) X

< (e~ 2. 0

<c [ £lo.tla.0)ds
Q
Concernant la partie résiduelle, on commence par remarquer

+ H ESS
L3(Q)

res

<c (27§7ﬁ757 ||ﬁHL°°((O,T)><Q;R3)a Hat’gHLm((O,T)XQ;R:;)a Hvx1§||L°°((O,T)><Q;R3)) <||[QS(Q7 ﬂ)]@HLl(Q) + /S;[l]?“esdx) .

Il vient, au regard de (5.25) et des propriétés de E(p, Y|, 19) (7.10) et (7.11)

/Q [(S(e,9) — (0 — 9)9,5(8.9) — (0 — D)2s8(8,9) — S(2,)) (90 + 1 V,9)], da

<0/ &(0,9)2,9)

Etape 4. Comme dans Pétape précédente, on a pour le quatriéme terme

/Q [(p(e.9) — (0~ D)9p(2.2) — (9 — D)up(2.0) — p(2.9)) diva] , do

LZ(Q)) (7.17)
< C/Qz:(g,mg, J) da (7.18)

(7.16)

=12

€SS

“Jlo-

< c(e.207 fulliqornan) x ([le- 2],
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7 Unicité forte-faible

et
/Q [(p(0,9) — (0= 8)9,p(8, 8) — (9 = D)Dop(8, 0) — p(d,9)) diva]  de (7.19)
< (o209, [allim(omyxams) X (Hu»(g, D1 g+ M dx) (7.20)
< c/ E(0,9]5,9) d. (7.21)
Q

Au moyen de (5.27) et de (7.10), on arrive finalement & la majoration

< [ Eevlod)a
Q

/Q [(p(0,9) — (0~ 8)8,p(8,8) — (9 — 0)dop(5,0) — p(6,9)) diva]  de

Etape 5. Grace 4 la formule de Taylor, on déduit

/Q [0 (s(2,3) — s(0.9)) (u— ) - V, 9], do

2

€ess

i) 1=

S c (Qv?agvgv ||v$1§||L°C((O,T)><Q;R3)) X (H[Q - @]iﬁ L2(Q) + H [’19 - 1§:|

<c (55 Q7§7Q757 ||vwll§||L°°((0,T)><Q;]R3)) /Q S(Qa 19|§) ’5) dz+9 ||ll - ﬁ||L2(Q;R3) :

Pour la partie résiduelle, en procédant comme dans la premiere étape, on conclut

/Q [0 (s(8,9) — s(0,9)) (u—1)- Vz{g]@ dz (7.22)

6

. (/ (e dx>°
L35 (Q) Q

< [ Elo.d12.9)ds+ 6 u— s o) (7.24)

< C<g7§7ﬁ7§7 Hvx7§||LOO(Q;R3)) <H[QS(Q719)]T&9 > ||u_ﬁ||L6(Q;]R3) (723)

Etape 6. On choisit un paramétre § suffisamment petit dans les étapes précédentes pour déduire de
(7.15)

1 ~ T .
/ <9|u — 1> + £(0,9]8, 19)) (r,-)dz < c/ / (@u —a> + &(0,9]8, 19)) dz dt
Q 2 0 Q 2

pour presque tout 7 appartenant a 'intervalle (0,7). R
On peut maintenant conclure, grace au lemme de Gronwall, que ¢ = 9, ¥ = ¥ et u = 1. Ceci termine

la preuve du théoreme 7.1.
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8.1 Introduction et cadre de travail

8.1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux modifications a apporter aux définitions, théorémes et preuves dans le
cas oul I’on considere des conditions de glissement au bord du domaine.

On modifie tout d’abord les définitions des solutions faibles pour accueillir ces conditions aux limites,
puis on décrit les résultats obtenus et les changements a effectuer pour accorder les démonstrations des
précédents chapitres avec les nouvelles conditions de bord.

Les travaux exposés dans ce chapitre ont été acceptés pour publication dans [44].

8.1.2 Travail sur un domaine borné

On souhaite traiter le systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.6), (4.10) - (4.11) avec les conditions
suivantes au bord
u-nlgo =0, S, Vzunxn|pg =0, q-njag=0. (8.1)

De la méme maniere que dans le chapitre 5, on travaille sur une suite de domaines bornés croissants
remplissant notre domaine 2. Pour un domaine G de cette suite, les conditions de bord appropriées
pour la vitesse sont du type ulapgna = 0, u-n|pe\aq = 0. On considere donc pour le cas général les
conditions de bord mixtes

u-nr=0, SWV,unxnlr=0, ulpor=0, q-nfsq =0, (8.2)

ou I est un partie réguliere de la frontiere 0€). Il est a noter que si I' s’avere étre égal a la frontiere 0€,
alors on retrouve les conditions de Navier évoquées en (8.1).
On introduit pour la suite I’espace de Sobolev suivant

wh2(Q)

Wap(Q) == {ueC2*(@Q\T) | u-nlp =0, ulpor =0}

ou v appartient & lintervalle (0,1), voir Solonnikov et Schadilov [76]. Dans un souci de clarté, on
notera W&Q(Q) pour désigner 'espace Wi?)@ (©). A la lumiére de ces changements, il est évident que
les solutions recherchées ne sont plus les mémes que celle définies au chapitre 4.

8.1.3 Retour sur les solutions recherchées

Les définitions de solutions tres faibles données au début de cette partie doivent donc étre modifiées
de la fagon suivante :
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Définition 8.1

(Solution trés faible avec conditions de Navier)

On dit qu’un triplet (o,0,u) est une solution trés faible du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) -
(4.7), (4.10) - (4.11), (8.2) si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Conditions de régularité :
o o(t,x) >0, (t,x) > 0 presque partout sur (0,T) x Q,
e £-1€L>(0,T; L} + L3] (),
ou € L (o T [LQV/W“) +12, } (; R3))
ou® € L= (0,T; L' (Q)),
¥ —9 € L>(0,T; [L* + L?)(Q2)) N L? (0, T; WH2(Q)),
V. logd € L2 (0, T; L*(Q; R?)),
ue L? (O,T; Wij(Q;RS)).

2. Conditions sur l’équation du bilan de masse :
e o doit appartenir a Uespace Cyear ([0, T); LY(K)) pour tout compact K inclus dans (,
o [’équation du bilan de masse (4.1) est vérifiée au sens suivant :

/ op dz
Q 0

3. Conditions sur l’équation du bilan de quantité de mouvement :
e ou doit appartenir a l’espace Cypeqk (O,T; LQV/(VH)(K;RS)) pour tout compact K inclus dans
Q,
o [’équation du bilan de quantité de mouvement (4.2) est vérifiée au sens suivant :

[
Q 0

pour tout T € [0,T] et p € CL ([0,T] x (QUT);R?), @ n|p = 0.

4. L’équation du bilan d’entropie est satisfaite au sens suivant

- / 0s(0, %)@ dx —l—/ /f (S(ﬁ,vzu):vzu—W> dx dt
Q o Jo Ja? v

T ¥, V,9) -V,
—/ / (gs(g, 90; + 0s(0,9)u - Vo) + W) dzdt, (8.5)
o Ja

= / / 001p + ou - Vypdzdt, pour tout T € [0,T] et € C} ([0,T] x Q). (8.3)
0o Ja

= / /(gu-@tcp—i—gu@u : Vaep+p(o,9)diveee—S(¥, V,u) - Vzgo—i—ngF-(p)dx dt,
0Ja
(8.4)

pour presque tout T € (0,T) et pour tout p € C} ([0,T] x Q).

5. L’inégalité de dissipation est vérifiée
[ (Gel + Hy(o0) = 0,50 D)e - ) = Hy(r7) ) () o (5.6)

[ (s T ST T

< [ (Gelval + gt o) = 0,5 ) 0~ ) ~ 5 ) o
Q

pour presque tout T € [0,T].

Définition 8.2
(Solution trés faible renormalisée avec conditions de Navier)

On dit qu’un triplet (o,9,u) est une solution trés faible renormalisée du systéme de Navier-Stokes-
Fourier (4.1) - (4.7), (4.10) - (4.11), (8.2) s’ est une solution trés faible et si de plus
o le couple (p,u) vérifie l’équation de bilan de la masse renormalisée

<pda:

/ b(o) (D + - vw)dde/ / (0b'(0) — bo)) diveupdzdi,  (8.7)
Q Q
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pour tout T € [0,T], ¢ € CL ([0,T) x Q) et b € C([0,00)) N C*(0,00) vérifiant

zb'(z) € L*>(0,1),
b(z)/2%7/6 € L>=(1, 00), (8.8)
2b'(2)—b(2) c LOC(

27/2 1’00)

Définition 8.3

(Solution dissipative avec conditions de Navier)

On dit qu’un triplet (o,9,u) est une solution dissipative du systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) -
(4.7), (4.10) - (4.11), (8.2) s’il est une solution trés faible et s’il satisfait l'inégalité d’entropie

/( g|u—U|2+5(g719|r @))( ) dx

S/Q<290“0‘ U(0, ) + E(eo, Jolr (0, ), ©(0, -))) do

+/OT/QQ(8tU+u.VIU)-( —u) dde/ / ( zpir,@) - vngﬂg)) o
+/OT/Q(I?(T,®)—p(g,ﬂ))didexdt+/o /Q,Q(S(T,@)—s(g,ﬂ)) 0, +u-V.,0) drdt

e [ [ (1=2) (@0t )+ 0- 06000

(8.9)
pour presque tout 7 € (0,T) et avec les fonctions test de classe
(r—70—19,U)eC([0,T] x {R%) avecr >0, © >0, U-n|r =0, Ulpo\r =0, (8.10)
ot
E(0,9|r,©) = He(o, V) — 9,He(r,0)(0 —r) — He(r,0) (8.11)
et
He(0,9) = e(e,¥) — ©os(0,). (8.12)

De fagon similaire au chapitre 4, dans le cas ou le domaine 2 est borné, on modifie la définition de
solution faible avec conditions de Navier de la fagon suivante :

Définition 8.4

(Solution faible dans un domaine borné) On dit qu’un triplet (0,9, 1) est une solution faible du systéme
de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.7), (4.10) - (4.11), (8.2) s’il satisfait auz conditions 1 d 4 de la
définition 8.1 et si de plus il respecte la conservation d’énergie totale dans  :

1 1
/ (2Qu|2 + oe(o, ) — gF) (r,)dz = / (2,90|u0|2 + ooe(0o,%0) — QQF) (8.13)
Q Q
pour presque tout T € [0,T].

8.2 Résultats pour les domaines bornés avec des conditions de
bord mixtes

On reprend ici les théorémes d’existence dans le cas d’'un domaine borné, mais adaptés aux conditions
de bord mixtes énoncées en (8.2). On se réfere aux mémes travaux que dans le cas des conditions
d’adhésion décrites au chapitre 5, avec toutefois quelques changements mineurs.

97



8 Cas des conditions de bord de Navier

Théoréme 8.1

On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 5.1 sont vérifiées. Si le domaine ) est de classe C*"
avec v € (0,1), alors le systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.7), (4.10), (8.2) posséde au moins
une solution faible renormalisée (o,9,u) au sens des définitions 8.2 et 8.4.

On se rapporte encore une fois a [24, Chapitre 3] pour la preuve de ce théoréme dans le cas ou I' = 99,
en y apportant néanmoins de légeres modifications.

Théoréme 8.2
St les hypothéses du théoréme 8.1 sont satisfaites, on a
e Toute solution faible est une solution trés faible. En particulier, toute solution faible vérifie l’in-
égalité de dissipation (4.37).
e Toute solution faible est une solution dissipative. En particulier, toute solution faible satisfait
Uinégalité d’entropie relative (4.40) avec les fonctions test de type (8.10), ot T' = 0.

8.3 Résultats pour les domaines non bornés avec des conditions de
Navier

8.3.1 Type de domaine non borné étudié

On s’intéresse de maniere plus précise au type de domaines non bornés pour lesquels on propose des
résultats sous les conditions de glissement de Navier. On suppose que les domaines étudiés vérifient les
propriétés suivantes :

e () est uniformément lipschitzien de la forme

Q= J 2, 0.C Q1 Q€ C> avec v € (0,1). (8.14)
s=1

e Pour tout u € WhH2(Qg; R?),

u-nlpo o0 =0, ulaa,ne = 0 et le prolongement de u par 0 a Q \ €, appartient a Wh2(Q;R?).

(8.15)

e Pour tout a > 0, il existe ¢ = c(a) > 0 tel que pour tout u € WH2(Q;R3) et tout V C Q avec
Vi<a,

”u”%/vl’?(Q;RS‘) <c <||T(vmu)||i2(Q;R3><3) + /Q\V u? df) : (8.16)

Ce type de domaine inclut entre autre les domaines extérieurs, les demis-espaces, R? tout entier ou
encore des cylindres infinis de base quelconque.

Les trois théorémes énoncés dans la section qui suit sont tous écrits pour des domaines caractérisés
par ces propriétés.

8.3.2 Résultats obtenus

Théoréme 8.3
Soit Q C R3 un domaine soit borné de classe C*V avec v € (0,1), soit non borné qui posséde les
propriétés (8.14) - (8.16).0n suppose que

e p, e et s vérifient les hypothéses (4.15) - (4.21),

o 1, & et K respectent les relations (4.22) et (4.23),

e la force potentielle F est de classe C1 (),

o ['état d’équilibre (7,9) qui est associé a F satisfait a (4.30),

e les données initiales définies en (4.10) ont les propriétés décrites en (4.31) - (4.33).
Alors le systéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.6), (4.11) avec les conditions initiales (4.10) et les
conditions de bord de Navier (8.1) posséde au moins une solution trés faible renormalisée (0,9,u) au
sens des définitions 8.1 et 8.2.
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Théoréme 8.4

On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 8.3 sont vérifiées, alors le systéme de Navier-Stokes-
Fourier (4.1) - (4.6), (4.11) avec les conditions initiales (4.10) et les conditions de bord de Navier (8.1)
admet au moins une solution dissipative au sens des définitions 8.1 et 8.3. Elle satisfait en particulier
linégalité d’entropie relative (4.40) testée avec le triplet (r,0,U) de classe (8.10) avec T' = 99 .

Théoréme 8.5
On suppose que toutes les hypothéses du théoréme 8.3 sont vérifiées, que la fonction P décrite en (4.18)
est deuz fois continument dérivable sur (0,00) et que de plus

V.F e L* N LS (S R?) (8.17)

et
7€ Ch(Q), E(F,I|F,0) € L*(Q) (8.18)

pour un certain T > 0.
Soit (0,9, u) une solution dissipative du sytéme de Navier-Stokes-Fourier (4.1) - (4.6), (4.11) avec

les conditions initiales (4.10) et les conditions de bord de Navier (8.1). Si (9,9,0) est une solution
classique du systéme (4.1) - (4.11) sur (0,T) x Q qui satisfait l'inégalité de dissipation (4.37) vérifiant

0<¥<dI<VI<oo, 0<p<p<p<oo, ueL>0,T;L>NL>%LRY),

- - 9 3 (8.19)
00,00, 040, V0, VI, VIla € L0, T; L* N L= (4 R%)), m=1,2
et qui émane des mémes données initiales, alors
(0,9,u) = (§,9,0) sur [0, 7] x €. (8.20)

8.4 Moadification des preuves pour passer aux conditions de Navier

1. Pour le théoréme 8.3 : On note (g5, U5, u;) une solution trés faible du probléme (4.1) - (4.6), (4.11),
(8.2) avec I' = 99, \ Q avec (4.10) pour conditions initiales. L’existence d’une telle solution
est assurée par le théoréme 8.1. On prolonge (p4,9s) par (7,0) sur Q \ Q4 et u, par 0 sur ce
méme ensemble en conservant les mémes notations pour ces nouvelles fonctions. Connaissant les
propriétés de prolongement de us décrites en (8.15), on en déduit que u; est dans W&’Q(Q;R?’).
On utilise ensuite 'inégalité (8.16) avec 'ensemble V = {x € Q | |os — 7| > 7/2}. Les estimations
(5.8) nous permettent de déduire que |V| est bornée indépendamment de s. Ainsi, l'utilisation de
(8.16) en association avec (5.12) implique la majoration

lallz20, 73w 2(0,r3)) < c (8.21)
Cette derniére remplace P’estimation (5.17) de la preuve dans le cas des conditions d’adhérence
du chapitre 5. Le reste de la preuve demeure inchangé.
2. Pour le théoréme 8.4 : Il suffit de suivre la preuve décrite dans le chapitre 6.

3. Pour le théoreme 8.5 : La seule différence notable avec la démonstration détaillée pour le théoréme
7.1 réside dans les prolongements de u et t par 0 en dehors de ;. Ces derniers ne sont plus
continus ce qui empéche 'utilisation de I'inégalité de Korn pour obtenir (7.13). Pour pallier cela,
on réitere l'utilisation de la propriété (8.16) avec V = {z € Q| |os — 7| > 7/2}. La minoration
(7.10) nous indiquant que V est borné, on arrive a I'inégalité

IT(V o (0 = )]sy > (nu ~ s - [ ou- )2 da:) . (8.22)
)]

Ceci permet de finir la démonstration sans autre changement.
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Conclusion et perspectives

Dans cette partie dédiée a I’étude des écoulements instationnaires, nous avons travaillé sur le systeme
de Navier-Stokes-Fourier complet en domaine non borné. Nous avons prouvé des résultats d’existence
de solutions faibles, une inégalité d’entropie relative et démontré que le principe d’unicité forte-faible
est respecté pour les solutions faibles qui vérifient I'inégalité d’entropie relative.

Les résultats ont d’abord été obtenus sur une large classe de domaines bornés pour des conditions de
bord d’adhérence, puis nous avons pu les porter au cas des conditions de Navier a la frontiere réduisant
quelque peu la classe des domaines non bornés pouvant étre considérées. Concernant les conditions a
I'infini, nous imposons une vitesse nulle, une température constante et une densité a 1’équilibre dans
chacun des cas.

La démonstration de I'existence des solutions tres faibles a nécessité I’emploi de plusieurs outils déja
décrits dans la premiére partie, comme l'identité du flux effectif visqueux, 'utilisation d’une mesure
de défaut, le concept de solutions renormalisées pour I’équation de conservation de la masse et divers
arguments techniques se rapportant a chacun de ces outils. Nous pouvons ajouter a cela une variante
du lemme div-rot et 'utilisation de mesures de Young paramétrées indispensables & la preuve de la
convergence de la température.

On établit I'inégalité d’entropie relative en incorporant dans 'inégalité de dissipation la quantité
1olu—U? + &£(p,9|r,0) ou (r,0,U) sont des fonctions arbitraires. On démontre qu’il est possible
de construire des solutions tres faibles vérifiant cette inégalité, mais nous n’arrivons toutefois pas a
montrer que toute solution tres faible satisfait 'inégalité d’entropie relative.

Ceci permet d’estimer "’éloignement” entre une solution tres faible vérifiant notre inégalité et ces
fonctions arbitraires. Il s’agit d’un point crucial dans la démonstration du principe d’unicité forte-faible,
ou 'on teste notre inégalité d’entropie relative avec une solution dissipative et une solution forte issue
des mémes données initiales. En effet, aprés avoir exhibé une forme quadratique dans notre inégalité,
nous avons appliqué le lemme de Gronwall et montré que les deux solutions coincident.

On constate que 'inégalité d’entropie relative joue un role de premier plan dans ’étude du systeme
de Navier-Stokes-Fourier. Ceci nous ouvre des perspectives avec, par exemple :

1. Son application dans la réduction de modeles thermodynamiques & une analyse asymptotique des
équations de Navier-Stokes-Fourier (limites a faibles nombres de Mach ou de Froude ou encore a
grands nombres de Reynolds ou de Péclet). Dans ce cas, on pourrait envisager d’utiliser I'inégalité
d’entropie relative pour mesurer la distance entre la solution faible du systeme de Navier-Stokes-
Fourier et une solution forte du systeme cible. Par exemple, si Ma — 0 et Fr — 0, le systeme visé
peut étre approximation d’Oberbeck-Boussinesq, si Ma — 0, F'r — 0 et Re — 0, on s’attend a
tendre vers un systeme d’Euler avec une force de "buoyancy". Notons que le systéme cible dépend
de divers ratios entre les nombres caractéristiques qui entrent en jeu.

2. Son emploi dans la mise en place et I’étude de schémas numériques respectant la théorie d’existence
des solutions. En effet, I'inégalité d’entropie relative serait un bon outil dans I’étude de la stabilité
des schémas numériques par rapport aux solutions fortes. Les premiers schémas numériques avec
cette propriété pour le systeme de Navier-Stokes compressible barotrope ou le systeme de Stokes
compressible barotrope ont été construits par Gallouét, Gastaldo, Herbin et Latché [33], Gallouét
et al. [32], Eymard, Gallouét, Herbin et Latché [20], [19] suivis par Karper [49].

Il est aussi envisageable d’étudier les équations de Navier-Stokes-Fourier couplées avec 1’équation de
Maxwell dans Pesprit de Feireisl et Ducomet [15] ou encore avec des termes supplémentaires de capil-
larité dans lesprit de Haspot [38], [37], ou encore le probléme de Cauchy pour un solide immergé dans
un fluide compressible avec des conditions de glissement (partiel ou total) au bord comme lont fait
Planas et Sueur dans leur travail [65], mais pour des fluides incompressibles. Notons que dans le cas des
conditions de Dirichlet, nous disposons des études de problémes similaires par Serre [73] et Takahashi,
Tucsnak [78] pour les fluides incompressibles et de Feireisl [22] pour les fluides incompressibles.
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Annexe A

Définitions usuelles

On rappelle ici plusieurs définitions et notations souvent usuelles afin de donner un sens clair aux
différentes notations employées au cours des nos travaux. Notons que dans ce chapitre €2 un désigne un
domaine de R3.

Opérateurs différentiels

Notation (Dérivée partielle)
On utilise le symbole

0..f@) = 5L

pour représenter la dérivée partielle de la fonction f par rapport d la variable x;, calculée en un point
x. On emploie la méme notation pour parler des dérivées au sens des distributions.

Définition A.1 (Opérateur gradient)
Le gradient d’une fonction scalaire f est le vecteur défini et noté de la maniére suivante

V(@) := [0, f(2), s Oy [ ()] -
Le gradient d’un vecteur v est la matrice

Vv(z) = {04, vi(z)}

,j=1

Dans chacun des cas, on note VT f ou Vv le vecteur transposé ou la matrice transposée du gradient
du scalaire f ou du vecteur v.

Notation (Gradient spatial)
Le gradient par rapport aux coordonnées spatiales d’ume fonction scalaire f(t,z) ou d’une fonction
vectorielle v(t,x) est noté V. Il est défini par

Vaef(t,x) :=[0s f(t,2), ..., 0un f(t,2)] et Vyv(t,x) = {8zjvi(t,x)}f\fj:1.

Définition A.2 (Opérateur divergence)
La divergence d’une fonction vectorielle v est une fonction scalaire définie par

3
divv(z) := Z 0. vi(x).
i=1

La divergence d’une fonction matricielle A(z) est une fonction vectorielle définie par
diV A(l’) = [8@7A1’j (QC), 8I].A27j (SU), axjAS,j (.’E)]

ou l'on utilise la convention d’Finstein de sommation sur les indices répétés.

Notation (Divergence spatiale)
Comme pour le gradient, la divergence par rapport aux coordonnées spatiales d’une fonction vectorielle
v(t,z) ou d’une fonction matricielle A(t,x) est noté div,. Elle est définie par

3
dive v(t, ) :=Y_ Opvi(t,z) et divy At ) = [0n, A1 ;(t,2), 0, Az j(t,7), 0n, Ag (£, ).
i=1
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Définition A.3 (Opérateur laplacien)
On définit Uopérateur laplacien comme la composée du gradient par la divergence

A() = div V().

Définition A.4 (Rotationnel)
En dimension 2 on définit le rotationnel d’un vecteur v comme le scalaire

(’)wlvz — (9I2V1.
Le rotationnel d’un vecteur v(x) de dimension 3 est l'opérateur
V x v(x),

ou le symbole V représente le vecteur (g, (+), Oz, (+); Ouy ().
En dimension n > 3, on appelle rotationnel d’un vecteur v, noté rotv, l'opérateur

rotv = (Vv — V7v). (A1)

1l s’agit donc d’un tenseur antisymétrique d’ordre 2.

Espaces des fonctions continues

Définition A.5 (Fonctions de classe C¥) -
Pour k € N, C¥(Q) est ’ensemble des fonctions k fois continument dérivables sur Q et C*(Q) I’ensemble

des restrictions a Q des fonctions de C*(RYN).

Notation (Fonctions continues & support compact)
On note C¥(Q) l’ensemble des fonctions de classe C¥(Q) a support compact dans ).

Notation (Fonctions continues bornées) -
On note CE(Q) l'espace de Banach des fonctions de C*(Q) dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k
muni de la norme
fll-x & := max sup |0°f(z
[Fley e += s sup 0°F(c),
ot o est un multiindice.

Définition A.6 (Fonctions Holderiennes)
Une fonction f de Q@ C RY dans RN est dite p-Hélderienne avec pu € (0,1] s’il existe une constante L
telle que pour tout xz,y € Q,

|f(z) = f(y)| < Llz —y|".

On note I’ensemble des fonction p-Holderiennes CO*(Q) et C*+(Q) I'ensemble des fonction p-Hélderiennes
dont toutes les dérivées sont elles-mémes u-Hélderiennes jusqu’a lordre k. L’espace CK*(Q)) muni de

fo-norme 10°/(x) — 0/ (3)]
N £ () — 9% Yy
Hf”ck,u(ﬁ) = max sup |0 f(z)| + max sup o
o<k ze0 <K (3,4)€02 0ty |z -y

est un espace de Banach. Sip=1 et k =0, les fonctions sont dites lipschitziennes.

Notation (Dual de I’espace des fonctions continues bornées)

On note [Cp (ﬁ)]* le dual topologique de C(Q). Il s’agit d’un espace de Banach quand on le munit de
la norme

- Phen@)fes@]”

[ fllie, @ == sup
=@ e el

Définition A.7 (Distributions)
Soit Q C RN un ensemble ouvert. On désigne par D(Q;RM) lespace C°(;RM) muni de la topologie
induite par la convergence

@, — @ dans D(Q;RM) si p, — ¢ dans C*(K;RM)
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pour tout entier naturel k, avec K un compact de S incluant le support de . Le dual topologique de
D(Q) est noté D'(Q). 1l s’agit de lespace des distributions sur  a valeurs dans RM

Définition A.8 (Espaces Cyeak(€2; X))
On note Cupeai(2; X) Uespace des fonctions sur Q d valeurs dans un espace de Banach X qui sont
continues pour la topologie faible de X. On dit que f, converge vers f dans Cyear(92; X) si

(s @) a2« = (f;0)x 2+ dans C(Q) pour tout ¢ € X™.

Espaces de Lebesgue

Définition A.9 (Espaces de Lebesgue)
On définit lespace de Lebesgue LP(QY) par

LP(Q) = {f mesurable, /Q|f(x)|p dz < oo},
ot 1 < p<oo. Cest un espace de Banach pour la norme | fl1.q) = /o |fm%
De maniére similaire, on note L>°()) l’espace
L>°(Q) := {f mesurable, Ic > 0,|f(x)| < ¢ presque partout} .
11 est lui aussi un espace de Banach pour la norme
[fll o () = inf{c 20, f(z) < c presque partout}.

Les espaces LP(Q) sont séparables si 1 < p < oo et réflexifs pour 1 < p < oo.

Notation (Duaux des espaces de Lebesgue)
Pour 1 < p < 00, on désigne le dual de l'espace de Lebesgue LP(Q)) par

L@ = L7(@)
et on a % + ﬁ = 1. Le dual de L'(Q) est L>(S2), mais on sait seulement que L'(Q) C [L>°(2)]*.

Notation (Fonctions localement intégrables)
Pour p € [1,00), on désigne par LY (Q) Uensemble des fonctions appartenant ¢ LP(K) pour tout K
compact de 2.

Notation (Espaces des fonctions p-intégrables pondérées)
Pour 1 <p< oo et f >0 mesurable, on note LI;(Q,RN) I’ensemble

{v| flvlP e LY (QRM)}.

Espaces de Sobolev

Définition A.10 (Espaces de Sobolev)
Soit 1 < p < oo, on définit I’espace de Sobolev WP ()

wir@) = { € .30 € @) wtte que [ foo= [ aip, voecx@).
Q Q
On généralise cette définition auzr dérivées d’ordres supérieurs avec, par exemple, la définition suivante
WEP(Q) := {u € LP(Q), O,u € LP(R) pour tout multiindice a vérifiant || < k} .

Enfin, on note
WP ()

)

Wy P (9) = C2(Q)
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la fermeture de C2°(2) dans l'espace W1P(Q). On utilise la norme

P

||f||W1>P(Q) = <||f||IL)p(Q) + Z ||aif|z£p(9)>
i=1

pour laquelle WP (Q) est un espace de Banach si 1 < p < oo. WHP(Q) est de plus séparable pour
1 < p < oo et réflexif pour 1 < p < oo. Enfin, on munit W*P(Q) de la norme

1

k
o = | 3 / 10a f17 dz

|a|=0

qui en fait un espace de Banach.

Définition A.11 (Duaux des espaces de Sobolev)
Soit 1 < p < oo. On note

Wk ) = W @)

qui représente le dual topologique de Wol’pl(Q), avec % + ﬁ =1.

Définition A.12 (Espaces de Sobolev-Slobodetskii)
Sik €N, ee(0,1) et p€[l,00), alors on définit Uespace de Sobolev-Slobodetskii WET€P(Q) comme
l'espace des fonctions de W*P(Q) vérifiant

|0%u(z) — 9%u(y)?
dxdy < oo
/Q /Q |z — y|NFpe Y

pour tout multiindice o tel que |a| = k. Muni de la norme

_ Aa P 1/p
u(e) = u)l dy) |

. |0«
lallwster) = <||11Ww(9) +intq /Q o — g[NTPe

Wk+eP(Q) est un espace de Banach.

Notation
On note WEP(Q) I'ensemble des éléments de WHP(Q) d trace normale nulle au bord.

Notation
Dans le dernier chapitre, traitant de conditions mixtes au bord d’un domaine, on met en place la
notation suivante

_ Wwh2(Q)
Wat(Q) i={uec>(Q\T) | u-n|r =0, ulpa\r =0} :

Dans le cas ou I' = 09, on revient d la notation introduite précédemment.

Espaces de Bochner

Définition A.13 (Espaces de Bochner)

On définit les espaces de Bochner LP(0,T;X) pour 1 < p < oo, L>®(0,T;X) et C(I;X), ou T >0, X
est un espace de Banach et I est un intervalle de R |, ainsi que la norme dont on les munit de la fagcon
suivante

T
f:(0,7) = X appartient ¢ LP(0,T; X) = ||f|\ip(0_’T;X) = / If()5 dt < oo,
0
f:(0,T) = X appartient a L>=(0,T; X) = Ilfll o< 0,7;2) == supess || f(t)||x < oo,
f:(0,T) = X appartient a C([0,T]; X) < flleqora = sup [f ()]l < 0.
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Ce sont des espaces de Banach pour les normes || f||e(o,1;x) et || flleqo,r),x) respectivement.
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Annexe B

Théoremes usuels

On rappelle dans cette partie quelques résultats connus auxquels on fait référence au cours de nos
travaux. Les références indiquées ne sont pas toujours originales, mais on peut consulter les ouvrages
cités pour plus de références.

Lemme 35 (Inégalité de Poincaré)
Soit 1 < p < oo et Q un domaine lipschitzien de RN . Alors :

1. Pour tout ensemble A C 99 de surface non nulle, il existe une constante positive ¢ = ¢(p, N, A, Q)
telle que

Vo € WP(Q), vl ey < © (|W|LP(Q;RN> + v|ds) . (B.1)

2. Il existe une constante positive ¢ dépendant uniquement de p et du domaine telle que

1
v—ﬁ/ﬂvdx

Pour ce résultat, on se rapporte a [24] et aux travaux auxquels il fait référence.

Théoréme B.1 (Théoréme de Rellich-Kondrachov)
Soit Q un domaine lipschitzien borné de RV .

1. Sikp < N, lespace de Sobolev W*P(Q) est inclus continument dans L1(S2) si

Yo € WhP(Q), < clVull e, - (B.2)

L (Q)

Np
1<qg< ———. B.3
S (B.3)
Np
N—kp-*

L’inclusion se révéle compacte si k>0 et ¢ <

2. Si kp = N, lespace de Sobolev W*P(Q) est inclus de facon compacte dans LI(Q) pour tout q
dans [1,00).
3. Sikp > N, Uespace de Sobolev W*P(Q) est inclus continument dans C*~IN/PIHLY(Q) qvec

N N N
L [Sl+1—, si 5 ¢ 2,
un nombre quelconque de (0,1), si % € Z.

(B.4)

De plus, l'inclusion est compacte st 0 < v < [%] +1- %.

On se référe pour ce théoréeme au livre [62] et & toutes les références qu’il contient.

Lemme 36 (Lemme de Gronwall - Forme intégrale)
Soit h une fonction continue sur un intervalle [a,b] et r une fonction intégrable sur lintervalle ouvert
(a,b). On suppose en outre que h et r sont positives ou nulles presque partout sur (a,b).
Si y est une fonction continue sur [a,b] satisfaisant 'inégalité suivante
b
y0) <)+ [ r(s)y(s)ds (B5)

a

pour tout t dans (a,b), alors on a

y(t) < h(t) + / ’ h(s)r(s) exp ( / ) dT) (B.6)
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pour tout t dans (a,b).

Citons par exemple le livre [18] qui contient une preuve de ce lemme.

Théoréme B.2 (Théoréme d’Egoroff)

Soit f, une suite de fonctions convergeant presque partout vers une fonction f sur un ensemble M
mesurable et borné de R™, avec f finie presque partout. Alors, pour tout € > 0, il existe un sous-
ensemble A de M tel que |M \ A| < e ot f converge uniformément vers f.

On se référe a [62] pour cette formulation du théoréme ainsi qu’aux citations qu’il donne.

Lemme 37 (Inégalité d’interpolation)
Soit Q C RN et v € [LP N LI](Q) avec 1 < p,q < oo, alors l'inégalité suivante est vérifiée

[0l zr () < ellvll 2oy 0l La g0y (B.7)
o1

1 1-—

r p q
Voir [7].

Théoréme B.3 (Théoréme d’Arzela-Ascoli)
Toute suite {v,, }5°; d’éléments de Cg([0,T]; RYN) bornée et uniformément équi-continue est précompacte
dans Cp([0, T]; RY).

Une fois encore, on invoque [7] et toutes les références qu’il donne.

Définition B.1 (Fonctions de Carathéodory)
Soit Q un domaine de RN . On appelle fonction de Carathéodory de Q@ x RM vers Q x RM toute fonction
U vérifiant

o pour presque tout x de Q, la fonction \ + (z,\) est continue sur RM

o pour tout A de RM | la fonction x v 1(z,\) est mesurable sur Q.
On dit que {piz}zeq est une famille de mesures paramétrées si p, est une mesure de probabilité pour
presque tout x de Q et si la fonction x — [pr G(N) dpe(N) == (i, @) est mesurable sur Q pour tout
¢ € (C(RM) N L>(RM)).

Théoréme B.4 (Théoréme fondamental des mesures de Young paramétrées)

Soit {vn}2 ., v : Q — RM une suite de fonctions bornées dans L'(Q;RM) oi Q est un domaine
borné de RY.

Alors, il existe une sous-suite de {v,}>2, (toujours indicée par n) et une famille {py}yeq de mesures
de probabilité sur RM qui vérifient la propriété suivante :

pour toute fonction de Carathéodory ® = ®(y,2), (y,2) € Q x RM telle que ®(-,v,) — ® dans L*(Q),
on a

D(y) = / U(y, z) dp, pour presque tout y € Q. (B.8)
RM

Ce résultat est issu de [24], auquel on se rapporte pour trouver la référence originale.

Théoréme B.5 (Convergence faible et monotonie)

Soit I un intervalle de R, Q un domaine de R et (P,G) un couple de fonctions continues croissantes
sur 1.

Supposons que o, est une suite de L*(Q;I) telle que l’on ait les convergences faibles suivantes dans

LYQ) -

P(0) G(o) < P(0)G(0) (B.9)
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2. Si en outre
o G € C(R) est strictement croissante avec G(R) = R,
e P c C(R) est croissante,
 P(0)G(o) = P(e0) G(o),
alors

Plo)=PoG™! (@) (B.10)

La preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [24], ainsi que références & des travaux similaires plus
anciens.

Définition B.2 (Opérateur de Riesz et inverse de la divergence)
On définit les opérateurs suivant :
o L’opérateur de Riesz :

Rful = 7 | 1]

e L’opérateur de Riesz double :

Rl = 7 | S 71

e L’opérateur d’inversion de la divergence :

A= =7 | &)

ou F représente la transformée de Fourier.

Théoréme B.6 (Propriétés des opérateurs de Riesz et d’inversion de la divergence)
On rappelle des propriétés issues de calculs directs, valables pour des éléments f et g des espaces LP(R?)
et L' (R?), 1<p<oo:

* Rjilf] = 0;Alf] = —R; [Rilf]];

o R [Rilfll = R [Ri 1]

o SRR = £
k=1

Théoréme B.7 (Continuité des opérateurs de Riesz et d’inversion de la divergence)
Les opérateurs Ry, et Ry ; sont linéaires et continus de LP(R3) vers LP(R?) pour tout p de (1,00) et on
a l’inégalité suivante

IR o gs) < eP) V]| Loges) » pour tout v € LP(R?),

ot R représente Ry, ou Ry ;.
L’opérateur Ay, est linéaire continu de L'(R®) N L2(R3) dans L?(R3) + L (R3) et de LP(R3) dans

LS‘%(R?’) pour tout p de (0,00). De plus, les deux inégalités suivantes sont respectées :
ARVl L2 (Ro )1 oo (ry < CllvllLr@s)nre(rs), pour tout v € LY(R?) N L*(R?),

et

|| Ag[v] < c||v||pr(rsy, pour tout v € LP(R?), 1 < p < ococ.

[T
L3-7 (R3)
Enfin, si v et O;v appartiennent a LP(I x R3) ou I est un intervalle, alors

Ot A [V](t, ©) = Ag [0cf] (t, ) pour presque tout couple (t,z) de I x R.
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Lemme 38 (Premier lemme des commutateurs)
Soit U, convergeant faiblement vers U dans LP(R?;R?) et vy convergeant faiblement vers v dans L9(R3)

avec
1 1 1
- +-=-<1
p q r
Alors, on a la convergence
vsR[Ug] — R[vs]Ug — vR[U] — R[v]U

dans L"(R3;R?).

Lemme 39 (Second lemme des commutateurs)
Soit w un élément de W (R3;R) et z appartenant a L*(R3;R3) avec

1 1 1
l<r<3, —+=-<-<1.
r 6 s

On a alors
||R[1UZ] - 'UJR[Z]HW@,S(]RS;RS) < CHwHWl,r(Ra)||Z||L2(R3;]R3),

Ces définitions et résultats sont issus du livre [24] qui cite les résultats originaux. On peut toutefois
citer [9] parmi les initiateurs de ce genre d’argument.

Théoréme B.8 (Solutions renormalisées de 1’équation du bilan de masse)
Soit § € [1,00), q € [1,00] avec 1/q+ 1/8 € (0,1]. On suppose que les fonctions g et u appartiennent
(0, T Wl’q(]R3; R?)) avec o > 0 presque partout sur

loc

respectivement aux espaces L?OC((O, T)xR3) et LY
(0,T) x R? et vérifient
Oro + divy(ou) = f dans D'((0,T) x R?), (B.11)

ot f € L ((0,T) x R?).

loc
Alors on a

dib(e) + div (b(o)u) + (eb'(0) — b(e)) dive u = fb(¢) dans D'((0,T) x R?) (B.12)
pour tout b € C*([0,00)) N W12°(0, 00).
Le résultat est tiré de [24]. Citons aussi [14].
On consideére le probleme

{dww u = f dans 2 (B.13)

ulpo =0

Théoréme B.9 (Inverse de 'opérateur divergence - Formule de Bogovskii)
Soit Q C R3 un domaine lipschitzien borné.

1. Il existe une application linéaire B telle que
s {nrecz@. [ ra-of -+ cx@r
Q

telle que div,(B[f]) = f. Par conségquent, u = B[f] est solution de (B.13).

2. On a
IBLflwr+rrmrs) < cll fllwer@)

pour tout p € (0,00) et k € N. En particulier, B peut étre prolongé de maniére unique en un
opérateur linéaire borné

B: {ff e L”(Q),/Qfdm - 0} = WP (O R).
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8. Si f appartient a LP(Q) avec [, fdx = 0 avec en plus f = div, g ot g € E§*(Q), 1 < ¢ < oo,
alors
I1BLf1ll La(asrs) < cllgllpasrs)-

4. On peut étendre B de maniéere unique en un opérateur linéaire borné
B [Wl’p’(sz)} - {f e WL (Q)|(f;1) = o} — LP(;RY)
de maniére a ce que

- /Q B[f] - Vvdr = <f§v>[W1,p']*(Q);W1,p/(Q)

et
IBL N zr@msy < ell Fllfwsa o)

Ici, on identifie f € C°(2) a une forme linéaire de [Wl’p'(Q)} via la formule de Riesz
(50w - @wiv (@) = / fvda pour tout v e WP (Q).
Q

Ici, ensemble EZP(;R?) représente I'ensemble des fonctions g-intégrables a divergence dans LP ()
qui sont a trace nulle. Plus précisément, on a

EP(Q) == {u € LUQ)|divu € LP(Q)}

EOP(Q)

que 'on munit de la norme [[ul[;,qgs) + [divull;,q). La fermeture C°(€;R?) sera désignée

par ESP(Q;R3). Le résultat énoncé est celui de [24] qui repose sur les travaux [3] et [31] entre autres.

Lemme 40 (Lemme div-rot)
Soit Q un ouvert de R®. On suppose que

U, — U dans LP(Q;R?), (B.14)
V,, — U dans L9(Q; R?), (B.15)
avec
1 1 1
S4-=Z<1
P q r
Si de plus on a
divU,, est précompact dans W=5(Q), (B.16)
rot V,, := VV — VIV, est précompact dans W~1%(Q; R3*3) (B.17)

pour un certain s > 1, alors

U, -V, =U-V dans L"(Q).

Ce lemme est issu de [24], mais on peut aussi se référer aux travaux [59] et [79].

Théoréme B.10 (Décomposition de Helmholtz)
Soit Q un domaine borné de classe Ct1. Alors ’espace de Lebesque LP(Q;R3) peut étre décomposé
comme sutt
LP(;R?) = LE(R?) @ LA(O;R?), 1< p < o0,
ot
LP(R?) := {v € LP(R?)|div, v =0, v-nly, =0}
et

loc

LP(QR?) = {v € LP(R3)|v = V, 0, U e W“’(Q)}.
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Plus précisément, on a pour tout v € LP(;R3) :
v =H[v]+ H[v|

avec HL[v] = V, U o0 U € WP(Q) est l'unique solution faible du probléme de Neumann

loc

/VI\IJ-erdx:/V-VIcpdx pour tout p € C™°(Q), /\Ildx:O.
Q Q Q

Citons [24] d’ou provient le résultat et qui en fournit une preuve.

Théoréme B.11 (Semi-continuité inférieure faible des fonctions convexes)
Soit Q un ensemble mesurable de RN et {v}, oy une suite de fonctions de L'(Q; RM) telle que

vi — v dans L' (Q;RM),

Soit ® : RM — (—o0, 00] une fonction conveze semi-continue inférieurement telle que ®(vy) € L*(Q)
pour tout k de N et
®(vy,) — ®(v) dans L' (Q).

Alors, on a l'inégalité suivante :

O(v) < O(v) presque partout sur .

De surcroit, si ® est strictement convexe sur un ouvert U C RM avec

®(v) = ®(v) presque partout sur Q,

alors
vi(y) = v(y) pour presque touty € {y € Q| v(y) € U}

quitte a extraire une sous-suite le cas échéant.
On se référe a [24] pour plus de détails sur la preuve et les références originales.

Théoréme B.12 (Théoréme de représentation de Riesz)
Soit G un borélien de RYN. On considére l'ensemble B(G) des boréliens de G pour la topologie induite.
Soit ¢ une forme linéaire positive sur C.(G).

Il existe une unique mesure de Radon p positive sur B(G) telle que

Vf € C.(G), /Gfdu = o(f).

De surcroit, cette mesure est réguliéere.

Remarque 4
Si G est fermé est si @ est positive et appartient a [Cp(G)|", alors

lellies @y = u(G).

On se réfere & [71] pour une démonstration compléte de ces résultats.
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Quelques résultats mathématiques en thermodynamique des fluides
compressibles

Dans cette these, nous étudions les écoulements de fluides compressibles décrits par les équations de
Navier-Stokes-Fourier dans les cas stationnaire et instationnaire et avec des conditions de bord assurant
I'isolation thermique et mécanique du fluide. On commence par le cas stationnaire barotrope et des
conditions de Navier & la frontiére du domaine. La pression est donc de la forme p(g) = 07 ou v est
appelé coefficient adiabatique et nous arrivons a montrer I’existence de solutions faibles pour v > 1.
On généralise ensuite ce résultat aux équations de Navier-Stokes-Fourier avec conduction de la chaleur
et glissement (partiel ou total) au bord, toujours dans le cas stationnaire. On montre cette fois-ci
I’existence de solutions faibles particulieres appelées solutions entropiques variationnelles respectant
Iinégalité d’entropie pour v > 1 et 'existence de solutions faibles respectant le bilan de ’énergie totale
au sens faible pour v > 5/4. On travaille ensuite sur les écoulements instationnaires décrits par les
équations de Navier-Stokes-Fourier sur une large variété de domaines non bornés, tout d’abord pour
des conditions de bord d’adhérence puis pour des conditions de Navier a la frontiére (ce qui restreint
quelque peu la diversité des domaines non bornés admissibles). On arrive & montrer Pexistence de
solutions faibles particuliéres respectant I'inégalité d’entropie et une inégalité de dissipation remplacant
I’égalité de conservation d’énergie totale dans le volume €2 qui n’a plus de sens dans les domaines non
bornés. Par aprés, on met en place une inégalité dite d’entropie relative dont on montre qu’elle est
respectée par certaines des solutions faibles exhibées auparavant. Ces solutions sont appelées solutions
dissipatives. On parvient a prouver que pour chaque donnée initiale, il existe au moins une solution
dissipative. Cette inégalité d’entropie relative nous permet de démontrer le principe d’unicité forte-faible
pour nos solutions dissipatives. Précisément, cela signifie qu’une solution dissipative et une solution forte
issues des mémes données initiales coincident sur le temps maximal d’existence de la solution forte. La
propriété d’unicité forte-faible donne un fondement a la notion de solution dissipative pour les domaines
non bornés.

Mots clefs : Systeme de Navier-Stokes-Fourier, Fluides compressibles, Entropie relative

Some mathematical results in thermodynamic of compressible fluids

In this thesis, we study the Navier-Stokes-Fourier system describing the flow of compressible fluids both
in the steady and unsteady case and we suppose that the fluid is thermally and mechanically isolated.
We start with the case of a steady barotropic fluid and Navier boundary conditions. In this situation,
the pressure law considered is of the form p(p) = o7, where ~ is called the adiabatic constant. We show
the existence of weak solutions for v > 1. We then extend this result to the complete Navier-Stokes-
Fourier system with heat conductivity and slip or partially slip boundary conditions, once again in the
steady case. In this setup, we prove the existence of a specific type of weak solutions, called variationnal
entropy solutions, which satisfy the entropy inequality for v > 1 and the existence of weak solutions
satisfying the conservation of total energy in its weak formulation for v > 5/4. We then treat the
unsteady flows described by the complete Navier-Stokes-Fourier system on a large class of unbouded
domains, first with no-slip boundary conditions and then with the Navier boundary conditions which
reduce the class of the admissible unbounded domains. We manage to prove the existence of a specific
type of weak solutions verifying the entropy inequality and a dissipation inequality instead of the
global conservation of total energy which is no more relevant in the unbounded domains. Afterwards,
we establish a new inequality called relative entropy inequality and we show that it is satisfied by some
of the weak solutions presented previously. These are called dissipative solutions. Next we show that
for any given initial data there exists at least one dissipative solution. This observation allows us to
perform the proof of the weak-strong uniqueness principle in the class of dissipative solutions. Precisely,
it means that a dissipative solution and a classical one emanating from the same initial data coincide
as long as the latter exists. The weak-strong uniqueness property justifies the concept of dissipative
solutions in the situation of unbounded domains.

Keywords: Navier-Stokes-Fourier system, Compressible fluids, Relative entropy
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