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Résumeé Cette thése apporte différentes contributions & la résolution de problémes de grande dimension dans le
domaine du calcul scientifique, en particulier pour la quantification d’incertitudes. On considére ici des problémes
variationnels formulés dans des espaces produit tensoriel.

On propose tout d’abord une stratégie de préconditionnement efficace pour la résolution de systémes linéaires
par des méthodes itératives utilisant des approximations de tenseurs de faible rang. Le préconditionneur est recherché
comme une approximation de faible rang de l'inverse. Un algorithme glouton permet le calcul de cette approximation
en imposant éventuellement des propriétés de symétrie ou un caractére creux. Ce préconditionneur est validé sur des
problémes linéaires symétriques ou non symeétriques.

Des contributions sont également apportées dans le cadre des méthodes d’approximation directes de tenseurs qui
consistent & rechercher la meilleure approximation de la solution d’une équation dans un ensemble de tenseurs de
faibles rangs. Ces méthodes, parfois appelées « Proper Generalized Decomposition » (PGD), définissent I’optimalité
au sens de normes adaptées permettant le calcul a priori de cette approximation. On propose en particulier une
extension des algorithmes gloutons classiquement utilisés pour la construction d’approximations dans les ensembles de
tenseurs de Tucker ou hiérarchiques de Tucker. Ceci passe par la construction de corrections successives de rang un et de
stratégies de mise a jour dans ces ensembles de tenseurs. L’algorithme proposé peut étre interprété comme une méthode
de construction d’une suite croissante d’espaces réduits dans lesquels on recherche une projection, éventuellement
approchée, de la solution. L’application & des problémes symétriques et non symétriques montre l'efficacité de cet
algorithme. Le préconditionneur proposé est appliqué également dans ce contexte et permet de définir une meilleure
norme pour ’approximation de la solution.

On propose finalement une application de ces méthodes dans le cadre de ’homogénéisation numérique de matériaux
hétérogeénes dont la géométrie est extraite d’images. On présente tout d’abord des traitements particuliers de la
géomeétrie ainsi que des conditions aux limites pour mettre le probléme sous une forme adaptée a l'utilisation des
méthodes d’approximation de tenseurs. Une démarche d’approximation adaptative basée sur un estimateur d’erreur a
posteriori est utilisée afin de garantir une précision donnée sur les quantités d’intérét que sont les propriétés effectives.
La méthodologie est en premier lieu développée pour l'estimation de propriétés thermiques du matériau, puis est
étendue a ’élasticité linéaire.

Mots-Clefs : Approximation de tenseurs — Solveurs itératifs — Proper Generalized Decomposition (PGD) —
Réduction de modéle — Préconditionnement — Algorithmes gloutons — Homogénéisation

Abstract This thesis makes several contributions to the resolution of high dimensional problems in scientific
computing, particularly for uncertainty quantification. We consider here variational problems formulated on tensor
product spaces.

We first propose an efficient preconditioning strategy for linear systems solved by iterative solvers using low-rank
tensor approximations. The preconditioner is found as a low rank approximation of the inverse of the operator. A
greedy algorithm allows to compute this approximation, possibly imposing symmetry or sparsity properties. This
preconditioner is validated on symmetric and non-symmetric linear problems.

We also make contributions to direct tensor approximation methods which consist in computing the best ap-
proximation of the solution of an equation in a set of low-rank tensors. These techniques, sometimes coined « Proper
Generalized Decomposition » (PGD), define optimality with respect to suitable norms allowing an a priori approxima-
tion of the solution. In particular, we extend the classically used greedy algorithms to the sets of Tucker tensors and
hierarchical Tucker tensors. To do so, we construct successive rank one corrections and update the approximation in
the previous sets. The proposed algorithm can be interpreted as a construction of an increasing sequence of reduced
spaces in which we compute a possibly approximate projection of the solution. The application of these methods to
symmetric and non-symmetric problems shows the efficiency of this algorithm. The proposed preconditioner is also
applied and allows to define a better norm for the approximation of the solution.

We finally apply these methods to the numerical homogenization of heterogeneous materials whose geometry is
extracted from images. We first present particular treatment of the geometry and the boundary conditions to use
them in the tensor approximation framework. An adaptive approximation procedure based on an a posteriori error
estimator is proposed to ensure a given accuracy on the quantities of interest which are the effective properties. The
method is first developed to estimate effective thermal properties, and is extended to linear elasticity.

Keywords : Tensor approximation — Iterative solvers — Proper Generalized Decomposition (PGD) — Model re-
duction — Preconditioning — Greedy algorithms — Homogenization

Discipline : Science de 'ingénieur
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Introduction

Contexte

Dans cette thése, on s’intéresse aux problémes variationnels formulés sur des espaces de grande
dimension. La résolution de ce type de probléme est un enjeu industriel fort, notamment dans le
cadre de la quantification d’incertitudes pour des modéles régis par des équations aux dérivées par-
tielles stochastiques. La solution de telles équations permet a 'ingénieur de prédire la réponse globale
d’un systéme aux paramétres d’entrée aléatoires pour mener des analyses de sensibilité, de fiabilité

ou méme encore des optimisations robustes sous incertitudes.

Dans le cadre des méthodes de représentation fonctionnelle des incertitudes [33, 55, 62], 'aléa
est tout d’abord modélisé par un nombre fini de d variables aléatoires indépendantes & = (¢4, ..., &%)
a valeurs dans un espace paramétrique =. Une approximation de la solution u d’'une équation aux
dérivées partielles stochastique est alors recherchée sous la forme u(§) =~ vazl uii(§) ot (Vi) <icn
est un ensemble de fonctions judicieusement choisi, et ot u(€) et u; sont des éléments d’un espace
fonctionnel W. On peut typiquement utiliser une méthode de Galerkin pour calculer cette approx-
imation |5, 31, 33, 58]. On peut aussi utiliser une méthode d’interpolation (ou collocation) |4, 83|.
L’approximation est alors cherchée dans 'espace Wy = span {u(&;); 1 <i < N} ot (&);c;cn € EV
sont des points de ’ensemble des paramétres. Ces approches nécessitent généralement des ;é;olutions
pour un grand nombre de points. Cette approximation peut étre également estimée par une méthode
de régression linéaire a partir de solutions (u(&;));<;<¢ calculées pour un ensemble de S réalisations
des paramétres aléatoires [10, 17, 73|, S devant é_tr_e bien supérieur & la dimension N de 'espace
d’approximation.

Pour des problémes de grande dimension d, les choix a priori des fonctions (;); ;< conduisent
généralement a un nombre d’éléments N trés important pour avoir une bonne ap_pljoximation, et
le calcul des (u;);<;<n devient alors prohibitif. De nombreuses approches ont été proposées pour
diminuer la complgx_ité du calcul. Elles s’appuient toutes sur le choix ou la construction d’un en-

semble de fonctions de faible dimension n dans lequel on recherche une approximation de la solution.

Une premiére classe de méthodes de réduction de dimension s’appuie sur la résolution du prob-
leme en certains points (&;);<;<,,, € 2" pour construire un espace d’approximation réduit W, dans
W. La décomposition orthog_ogale aux valeurs propres (Proper Orthogonal Decomposition, POD),
aussi appelée décomposition en valeurs singuliéres ou décomposition de Karhunen-Loéve empirique
suivant le contexte |25, 41, 44, 56, 57, 66] est largement utilisée. Elle consiste a définir W,, comme
'espace propre dominant de dimension n I'opérateur de corrélation des solutions (u(&;));<;<,,-

On peut aussi citer la méthode dite des bases réduites (Reduced Basis) [1, 35, 59, 67, 79]7 ol cette
fois les points sont sélectionnés automatiquement et de maniére optimale. L’approche se décompose

en deux étapes. Dans la premiére, on choisit les points (&;),,,, de maniére incrémentale (gloutonne)

1



Introduction

en se basant sur un estimateur d’erreur. L’approximation sur le domaine Z est le résultat d’une pro-
jection de Galerkin sur 'espace W,, = span {u(&;); 1 <i < n}. La méthode suppose que l’ensemble

(u(§)) ¢ez beut étre approché précisément par des éléments d’un espace vectoriel de faible dimension.

Une autre fagon d’aborder le probléme consiste & trouver une représentation parcimonieuse (ou
creuse) de la solution. On parle d’approximation creuse lorsque seuls quelques éléments d’une base,
ou d’un « dictionnaire » de fonctions, suffisent & la bonne approximation de la solution. Pour une
précision donnée, le probléme de meilleure approximation creuse s’écrit comme une minimisation de
la pseudo-norme Y correspondant au nombre de termes non nuls de la représentation de ’approxi-
mation. Ce probléme d’optimisation est de complexité combinatoire et devient rapidement prohibitif
en termes de cofiit de calcul. En pratique, le probléme est régularisé en utilisant des normes induisant
la parcimonie telle que la norme ¢* [15, 75]. On aboutit alors & un probléme d’optimisation convexe
pour lequel des algorithmes efficaces peuvent étre employés [6]. Si le calcul est trop cotiteux, des
algorithmes gloutons peuvent étre employés. Ils consistent a sélectionner un par un des éléments du
dictionnaire |24, 65]. Ces approches supposent que la solution admet une représentation suffisam-
ment creuse dans un dictionnaire préalablement choisi. Une analyse de convergence de ces méthodes
pour une classe d’équations paramétriques stochastiques et des dictionnaires de polynémes a été
effectuée dans [18, 19].

On va s’intéresser dans ce mémoire a la résolution de problémes définis sur un espace produit
tensoriel u € V = V! @ ... ® V? par des méthodes exploitant cette structure afin de réduire la
complexité. De nombreux problémes de grande dimension, tels que les problémes stochastiques, ap-

partiennent & cette classe de problémes.

Une approche de résolution pour les problémes définis sur un espace de tenseurs consiste &
utiliser des grilles creuses (Sparse Grids) [13]. Il s’agit d’introduire une séquence d’espaces imbriqués
Vibc ... cVE Cc V1 < p < det de définir un espace d’approximation tensorisé de la forme
Wi = > iczend Vill ®R...0 V;‘i ot I’ensemble d’indices 7 est judicieusement choisi ou construit de
maniére adaptative. Ces techniques de tensorisation sont également employées pour la construction
de quadratures creuses en grande dimension, qui peuvent étre utilisées dans le cadre des méthodes
de projection pour les équations paramétriques stochastiques [20, 58]. Ces méthodes présentent
classiquement une complexité non linéaire en d, ce qui les limite & des dimensions raisonnables.

Pour atteindre une complexité linéaire en d et ainsi aborder des problémes de trés grande di-
mension, des méthodes d’approximation de tenseurs de faible rang ont été proposées. Il s’agit de

chercher une approximation u, de la solution u sous la forme

-
Up = v}@...@vf, (1)

i=1
avec r suffisamment petit pour que le calcul de u, reste abordable. L’ensemble d’approximation
n’étant pas un espace vectoriel, le probléme & résoudre est maintenant un probléme d’approximation

non linéaire. Plusieurs méthodes ont été proposées pour la construction a priori de telles approxima-



tions. Certaines s’appuient sur les solveurs itératifs classiques de 1’algébre linéaire |7, 49, 50] couplés
& des méthodes d’approximation de tenseurs. D’autres construisent directement une approximation
de la solution par la formulation d'un probléme d’optimisation sur un sous-ensemble de tenseurs [2,
3, 11, 16, 27, 52, 60, 61], ce probléme d’optimisation étant défini pour permettre le calcul a priori
de cette approximation. Ces approches sont parfois appelées « Proper Generalized Decomposition »
(PGD), cette dénomination étant prinpalement utilisée dans le cas d’approximations de la forme
(1) appelée approximations canoniques de rang r. Ce format canonique est bien connu pour avoir
de mauvaises propriétés mathématiques en dimension d > 2 et pour » > 1. Les algorithmes utilisés
s’appuient donc généralement sur des constructions gloutonnes permettant d’obtenir une succession
de problémes bien posés et de complexité réduite. Cependant ces constructions gloutonnes s’avérent

parfois trés sous-optimales.

Un autre volet de la résolution d’équations concerne le préconditionnement. Ce dernier sert deux
objectifs : diminuer la sensibilité de la solution aux approximations et accélérer la convergence de
certains algorithmes. Le préconditionnement d’un opérateur sous format de tenseur ne peut pas étre
réalisé par les méthodes usuelles. En effet, on ne peut pas aisément généraliser les approches se
basant sur de la décomposition ou de la factorisation de matrices (Jacobi, les factorisations LU ou
de Cholesky incomplétes, ...) dans le cadre tensoriel.

Des préconditionneurs de rang un ont été proposés qui reposent sur 'approximation de l'inverse
d’un opérateur sous forme de tenseur de rang un. Un premier type de préconditionneur a été proposé
dans le cadre des équations stochastiques paramétriques, ot I’espace de tenseurs est de la forme W®
S, avec W (resp. S) l'espace d’approximation associé aux variables déterministes (resp. aléatoires).
Le préconditionneur est alors construit a partir de 'inverse de 1’espérance de 'opérateur aléatoire
[32].

Un autre préconditionneur de rang un bien plus général a été proposé dans le cadre des réseaux
d’automates stochastiques pour les grandes dimensions [54]. L’opérateur est tout d’abord approché
par un tenseur de rang un, puis le préconditionneur est défini par 'inverse de cette approximation.
On note qu’il a aussi été exploité dans le cadre des équations stochastiques paramétriques dans [78].

On peut citer aussi le préconditionneur de rang un proposé dans [84]. Le préconditionneur est
basé sur 'approximation de l'inverse de rang un par une minimisation en norme canonique.

Pour construire un préconditionneur de rang plus élevé, il existe deux fagons d’aborder le prob-
léme dans la littérature. La premiére repose sur un développement en série tronqué de l'inverse [46].
La seconde approche consiste & supposer une structure particuliére de ’approximation de 'inverse.
Dans [76], le préconditionneur est recherché sous la forme P = P! @ I® ... [+ [@ P?°QI®...®
I+.. +I®...091x P

Contributions

Dans le mémoire, un effort a été réalisé afin de présenter dans un cadre unifié les méthodes
d’approximations de tenseurs. Celles ci deviennent alors directement applicables pour approcher un

opérateur, une inverse ou encore la solution d’un systéme linéaire.
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Un nouveau préconditionneur pouvant étre de rang quelconque est présenté. Il approche de
maniére arbitraire 'inverse de l'opérateur, sans faire aucune hypothése sur la forme de cette derniére.
1l est entiérement adaptatif et est appliqué dans ce travail & des opérateurs aussi bien symétriques
que non symétriques. En outre, des propriétés peuvent étre imposées & ce préconditionneur telles
que la symétrie ou un caractére creux. Sa construction est basée sur une approximation gloutonne
de l'inverse au sens d’une norme appropriée. Ce préconditionneur est appliqué avec succés aux
solveurs itératifs, et une stratégie de préconditionnement des approches de type PGD est aussi
proposée. Ceci passe par le choix d’une norme appropriée qui correspond & une minimisation du
résidu préconditionné.

De nouveaux solveurs sont proposés, a la croisée des chemins entre les solveurs itératifs et 'ap-
proximation directes dans des ensembles de tenseurs. Les approximations directes pour trouver une
approximation de haut rang sont cotiteuses et difficiles & calculer par des algorithmes génériques.
Pour contourner cette difficulté, on utilise généralement une approximation gloutonne. Celle-ci est
est peu coiiteuse par itération, mais la construction est sous-optimale. On introduit ici plusieurs
variantes permettant d’améliorer ces constructions gloutonnes. L’une d’entre elles consiste & utiliser
la construction gloutonne comme initialisation pour un probléme de minimisation dans un certain
ensemble de tenseurs de haut rang. La construction gloutonne peut également étre utilisée comme
une méthode de construction progressive d’espaces d’approximation réduits dans lesquels une pro-
jection éventuellement approchée de la solution est calculée. On présente en particulier des stratégies
basées sur la construction d’une suite croissante d’espaces réduits tensorisés obtenus a partir de cor-
rections de rang un. Le calcul de la projection dans ces espaces souffre encore de la malédiction de
la dimensionnalité. On propose alors le calcul d’une approximation de cette projection utilisant des
formats de tenseurs hiérarchiques de Tucker dont la complexité est linéaire avec la dimension. Sur
les exemples testés, les solveurs proposés sont plus précis que les solveurs itératifs mais aussi plus
colteux par itération que les solveurs basés sur une construction gloutonne de la solution. Ce surcoit
est contrebalancé par la trés bonne convergence des algorithmes. On observe en particulier que ces
stratégies de construction d’espaces réduits fournissent des approximations de qualité équivalente &
celles obtenues par approximation directe dans ces mémes ensembles de tenseurs.

Ces algorithmes sont enfin appliqués a des problémes d’homogénéisation numérique de matériaux
hétérogénes dont les géométries proviennent d’images. Un traitement particulier de la géométrie et
des conditions aux limites permet de mettre ces problémes sous une forme adaptée & 'utilisation
des méthodes d’approximation de tenseurs. Une méthode d’approximation adaptative basée sur un
estimateur d’erreur a posteriori en quantité d’intérét est proposée dans le but d’estimer le tenseur
de conductivité homogénéisé avec une précision donnée. L’estimation d’erreur nécessite la résolution
approchée d’un probléme dual. Une relation remarquable entre les problémes primal et dual permet

d’optimiser 'efficacité de la procédure adaptative.

Organisation du mémoire

Dans le chapitre I, la méthodologie pour exprimer un probléme aux limites paramétriques dans

un cadre tensoriel est présentée. Le produit tensoriel ainsi que les espaces produit tensoriel sont
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définis, et un exemple de formulation d’un probléme discret a partir d’'un probléme stochastique
paramétrique est présenté.

Au chapitre II, la notion de format de tenseurs est approfondie. Les tenseurs canoniques, de
Tucker et hiérarchiques de Tucker sont présentés, ainsi que différentes méthodes pour approcher
un tenseur dans un format donné. La présentation est trés générale afin de pouvoir appliquer ces
méthodes & différents objets mathématiques, tels qu'un vecteur ou un opérateur.

Au chapitre ITI, on aborde les solveurs itératifs couplés aux méthodes d’approximation de tenseurs.
Différents solveurs issus de la littérature sont présentés, destinés aux opérateurs symétriques ou non.
Le nouveau préconditionneur est alors introduit et appliqué & ce type de solveurs.

Au chapitre 1V, les méthodes d’approximation directes dans un sous-ensemble de tenseurs sont
développées. Ces approches sont directement issues des algorithmes d’approximation de faible rang de
tenseurs pour des métriques définies & partir de 'opérateur. On y présente comment préconditionner
ce type d’approche, ainsi que de nouveaux solveurs possédant de bonnes propriétés de convergences.

Dans le chapitre V, on présente ’application de ces méthodes & I’homogénéisation numérique de

matériaux hétérogenes.






CHAPITRE [

FORMULATION D’UN PROBLEME
VARIATIONNEL SUR UN ESPACE PRODUIT
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Ce chapitre va permettre de fixer les bases et les notations utiles pour les chapitres suivants. On
abordera dans un premier temps les bases minimales d’algébre tensoriel. Ceci nous permettra par la
suite de formuler un probléme aux limites sur un espace produit tensoriel. On illustrera le tout sur
un probléme aux limites stochastiques paramétriques pour conclure sur les apports des méthodes

d’approximation de tenseurs sur la réduction de dimensionnalité des problémes discrétisés.

I.1 Espace produit tensoriel

1.1.1 En dimension quelconque

On note D = {1,...,d}, d € N*. Soient d espaces de Banach (V) cp. La norme sur V' est
notée [||| ,. D’aprés Hackbusch [38], une construction possible du produit tensoriel et de I'espace

produit tensoriel algébrique est donnée par

Définition I.1.1 (Produit tensoriel et espace produit tensoriel algébrique). Soit T un espace vec-
toriel. Soit une application @ : V! x ... x V& = T telle que

- T =span{®(v},... ,od); vt € VR, Ve D}

- ® est multilinéaire

- S <vf>
#)1<iy<r,
est une famaille libre.

1 d

, rw €N, 1y <ny, € D, sont des familles libres alors (®(vi1, - ,vid))lq <t peD
STy



Chapitre [. Formulation d'un probléme variationnel sur un espace produit tensoriel

Alors, ® est un produit tensoriel et T est un espace produit tensoriel algébrigue.

On note T = a®ﬁ:1 Vi =,Q, V" et ..., v =vl®...vl= ®z:1 ot =), v Par
. d
convention on notera ®“:i =®,4r

On munit 7 d’une norme ||-||. On définit alors 1'espace de Banach de tenseurs V comme la
complétion de T par rapport a |||, c’est-a-dire V = 77'”'H. Ainsi tout élément v € V peut s’écrire
o0
sz@vf, ot e VK (L.1)
=1 W
ot la convergence de la série est au sens de la norme ||-||. Un élément v € V est appelé tenseur. On

définit un tenseur élémentaire comme un tenseur v € V tel que v = ®u v#. On note V = ®u VH ou
la norme est omise s’il n’y a pas d’ambiguité.
L’espace L(V*) des opérateurs linéaires sur V¥, muni de la norme d’opérateur ||-||.) définie
par
[A"o],

[A | oy = sup  ————t, VA" € L(VM), (L2)
vevinfoy lIvll,

est un espace de Banach. On munit alors le produit tensoriel algébrique d’espaces 4 @) L L(VH) de la

norme d’opérateur
[ Av]]
1Al = sup 1200, (13)
£0) vEV\0 vl

On définit alors I'espace de Banach de tenseurs £(V) = Q, L(VH) = . Q), L’(V“)”‘HLW). Un élément
A € £(V) s’écrit donc
A=A, Alecoym). (14)

=1 u

: ot s d _ 1
Si la norme sur V est une cross norm, c’est-a-dire H®u=1 v“” = [I,=1 lv*]l, pour les tenseurs

élémentaires, alors on a aussi

d
< { TL14%1, ) ol (1.5)

p=1

H@Aw@w
p p

Si de plus on suppose que la norme sur V est une cross norm uniforme, alors cette propriété s’étend

& tous les tenseurs de , @), V"

d
H <®A“> of < { TT 14z | Il (1.6)
14 pn=1
et donc H®“ A“H = szl [ A#][ £yuy- On en déduit que si |[-[| est une cross norm uniforme,

LV
| Al ¢y est finie pour tout A € £(V) et donc linclusion £(V) C L(V). En dimension finie, en

raisonnant sur les dimensions on a 1’égalitée £(V) = L(V) (voir [38, Section 4.3.7]).

Si maintenant les (V*) uep sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire (-, ) L de norme
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1.2. Formulation d’un probléme variationnel

induite ||| ,» on remarque que V est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (+,-) deéfini sur les

tenseurs élémentaires par
d d d
<® U“,®w“> H (v*, wh), (1.7)
p=1 pn=1 n=1

et étendu par linéarité. La norme induite ||-|| posséde la particularité d’étre une cross norm uniforme.

1.1.2 En dimension finie

Dans le cas ot les V¥ sont de dimension dim(V*) = n, € N*, Iespace produit tensoriel algébrique

est alors complet et on a donc I'égalité V = 7. On déduit directement de la définition que dim(V) =

HMGD n
Avec (el'), ., une base de V¥, une base de V est construite par tensorisation des bases. Ainsi,
1SNy

un tenseur v € V peut s’écrire
Z Zvu Zd@el, Vi .ig € R, (1.8)
i1=1 ig=1

ou encore d’apreés (I.1)
Tv

v:Zai®vf, a; €R, vl e V¥, (1.9)
o

i=1

avec 1, < dim()). Un élément A € £(V) s’écrit
rA
A=>"8Q AL BieR, Al e L(V"). (1.10)
=1 n

On peut appliquer 'opérateur A & v de la maniére suivante

Av = Ziﬁz% ® (Afvf) : (I.11)

=1 j=1

Exemple 1.1.2. Une matrice de R™*™ est un tenseur de R™ @ R™ awvec le produit tensoriel défini

par u @ v =uv’ pour u € R™ et v € R".

I.2 Formulation d’un probléme variationnel

On considére un probléme variationnel générique :

Trouver u € V tel que

(1.12)
a(du,u) = L(du), You €V,

ol a est une forme bilinéaire, ¢ est une forme linéaire et V est un espace de Hilbert de tenseurs.

L’espace V étant de dimension infinie, une méthode de Galerkin est utilisée. On introduit les espaces



Chapitre [. Formulation d'un probléme variationnel sur un espace produit tensoriel

de dimensions finis Oj#”)u cp tels que dim(V},) = ny. Le probléme de dimension finie est alors :

Trouver u € V, tel que

(L.13)
a(ou,u) = £(6u), You €V,

avec V, = @, Vn, et n = [[,cpny. Avec (gof)lgignH une base de V},, d’apreés la section 1.1, une

base (¢;);c7 de Vy, est donnée par

vi=Qel, i€T={( - Ja); 1 <ju<mnu, peD} (1.14)
I

La solution du probléme discrétisé peut s’exprimer sous la forme

u= Zui%, (I.15)

1€L

ou (u;)iez est solution du probléme linéaire défini par

Zaijuj =/{;, YieT, (1.16)
JeET

avec a;; = a(pi, ¢;), li = {(pi), ayant pour forme développée

ni

nd
Z Z iy igir..jaii.. ja :g’h...idv V(il,...,id) cT. (1.17)
Jj1=1 Ja=1

On peut aussi exprimer la solution comme un minimiseur d’une certaine fonctionnelle. Pour cela,
on introduit un produit scalaire (-, -),, sur V et la norme associée |||, tels que la norme soit différente

de [|]| sur V. D’apreés le théoréme de représentation de Riesz, il existe A € L(V) et b € V tels que
a(u,v) = (Au,v), et L(v) = (b,v),,. (I.18)
Le probléme de départ peut alors s’écrire :

Trouver u € V tel que

(Ou, Au—b),, =0, Véuel. (119)
Si A est défini, (1.19) est équivalent a
Trouver u € V tel que (1.20)
(0v, Au —b),, =0, Vv e AV.
Cette formulation revient & dire que u vérifie
| Aw — bl = min | 4w — b]3 (L21)
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[.3. Probléme stochastique paramétrique

Remarque 1.2.1. Si A est un opérateur symétrique et coercif, u est l'uniqgue minimiseur de la
fonctionnelle
1
v g (Av,v)y, — (b, v)y, . (1.22)

I.3 Probléme stochastique paramétrique

I.3.1 Cadre continu

Soit (O, B, P) un espace probabilisé ot © est I’ensemble des événements élémentaires, B une

o—algébre sur © et P une mesure de probabilité sur B. On considére le probléme suivant :

Trouver u(f) € W tel que

(1.23)
be (du,u(0);0) = go(du;0), YéueW, V0 € O,

ol W est un espace de Hilbert. En interprétant u comme une fonction de © dans W, la formulation
(1.23) est forte par rapport a la variable #. On suppose que u est une variable aléatoire du second
ordre. Soit L?(6,dP; W) I'ensemble des variables aléatoires de second ordre & valeurs dans W défini

par

ﬁ@dﬂMﬁz%m@%%&MM%):AMMW%dH@<+w}, (1.24)

ot E désigne I'espérance mathématique. On notera Sg = L?(0,dP) = L?(0,dP;R) I'ensemble des
variables aléatoires a valeurs réelles de second ordre. Sg est un espace de Hilbert, équipé du produit
scalaire (-,-)g, = E(- ) et de la norme induite [|-[|s,- On suppose ici que W ne dépend pas de

I’événement élémentaire 6.

Proposition 1.3.1. D’aprés Defant et Floret [23, Chapitre 1, section 7.2/, si P est une mesure finie
(e.g. une mesure de probabilité), on a la relation

L*(©,dP;W) =W ® Se. (1.25)

Le probléme (I1.23) admet la formulation faible suivante :

Trouver u € W ® Sg tel que

(1.26)
ag(0u,u) = lg(du), Yéue W ® Se,

%wmzé%m@mwmw@ aewmzéwm@@wmy (1.27)

Remarque 1.3.2. Dans le cas ou W n’est pas déterministe, L>(©,dP; W) perd la propriété d’étre

un espace produit tensoriel.
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Chapitre [. Formulation d'un probléme variationnel sur un espace produit tensoriel

1.3.2 Modélisation des incertitudes

En pratique, on discrétise les incertitudes avec un nombre fini de variables aléatoires £ : 0 € © —

£(0) € RY. 11 convient alors de définir un espace probabilisé (=, Bz, dF%) tel que
E=¢O)CcRY Pr=Pog (1.28)

Bz est la tribu des boréliens sur = et ¢! une application donnant I'image réciproque d'un ensemble
de E par &. La solution u étant mesurable par rapport a &, d’apres le lemme de Doob-Dynkin [85]

elle peut g’écrire comme une fonction de £ et le probléme devient :

Trouver u € W ® S tel que

(1.29)
a(ou,u) = £(6u), YoueW®S,
oul S désigne lespace L2(Z, dP) et
a(ouw) = [ Woulw).ulwhin) dPy) et €0u) = [ gouluiy) dPy). (130)

Remarque 1.3.3. Pour une analyse paramétrique sur un domaine = borné, on choisira typiquement

une mesure Pe uniforme.

I1.3.3 Discrétisation

Comme dans la section 1.2, on introduit les espaces de dimension finie W,, et S, tels que W,,, C W
soit un espace de dimension m € N* avec comme base (¢;)1<i<m, €t Sp C S soit un espace de

dimension finie p € N* avec comme base (1);)1<i<p. On arrive au probléme approximé suivant :

Trouver u € Wy, ® Sp, tel que

(1.31)
a(du,u) = L(6u), Véu e W, ®S,.
La solution v € W,,, ® S, s’écrit
m P
uw=> Y uijp; ®Y;, (1.32)
i=1 j=1

ou les coefficients (u;j)1<i<m,1<j<p sont solutions du systéme linéaire

Zzai]’klukl =lij, V(i,5) € {1,...,m} x{1,...,p}, (1.33)

=1 =1
aijii = a(pi @ Vj, ox @ Yy) = /:b(%%(y)a ori(y); y)dPe(y), (1.34)
lij = U(pi @ j) = /:g(wwj(y);y)dPg(y). (1.35)
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[.3. Probléme stochastique paramétrique

1.3.4 Choix des espaces d’approximation des variables aléatoires

Comme S est un Hilbert, on peut définir une base hilbertienne (¢a) ey« de S = L*(Z, dFP%). Une

variable aléatoire v € S peut alors s’écrire

v = Z Vata, avec vq = E(vi),), Yo € N*. (1.36)
aeN*

Si par exemple les (§;); ;< sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes, alors les polynomes
multidimensionnels d’}fe;mite normalisés forment une base hilbertienne de L?(Z, dPy). Cette représen-
tation est alors connue sous le nom de décomposition sur le chaos polynomial |14, 82|. Dans le cas
d’autres types de variables aléatoires, d’autres choix de bases conduisent & une décomposition sur
le chaos généralisé |26, T1]. S, peut alors étre construit en sélectionnant judicieusement certains

éléments de la base. L’espace d’approximation s’écrit alors

Sp = span {(wa)aez; I CN*, #T = p} . (1.37)

1.3.5 Hypothése d’indépendance des variables aléatoires

Avec &€ = (fi)lgigda dans le cas ou les (fi)gigd sont des variables aléatoires indépendantes, on

peut écrire
L*(E,dP;) = ®L “dP,). (1.38)

Remarque 1.3.4. Dans le cas ot les variables aléatoires ne sont plus indépendantes, LQ(E,dpg)
perd la propriété d’étre un espace produit tensoriel. Cependant d’aprés [71], on peut définir une base

hilbertienne (Vo) ez de L*(Z,dPe) de la maniére suivante

Pe. (Yu)
H‘” pely) (139

ot pe est la fonclion de densité de probabilité de &, pe, la fonction de densité de probabilité de
§u et (@z}g#)%eﬂ une base hilbertienne de L*(ZH dPe,). En introduisant un sous-ensemble I, =
I;l X oo X Igd C I, on définit un espace d’approzimation S, = span{¢,; o € L,} qui n'a pas de

structure produit mais qui est cependant isomorphe o RP! ® ... ® RP4,

Avec
Sk C L*(Ey,dPy,), dim(Sh) =p, Vpe{l,...,d}, (1.40)
et (d)éf#)Ka <p, e base de S}, V€ {1,...,d}, on peut alors utiliser comme espace d’approxi-
SO s
mation
Sy =Sk, (141)
m

Une base de S, est alors construite par tensorisation de bases. Un élément v € W, ® S, se développe
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Chapitre [. Formulation d'un probléme variationnel sur un espace produit tensoriel

donc sous la forme

u= > . Z Uiay...aqPi ® ((X) wg;> : (1.42)
m

=1 a1=1 ag=1

1.3.6 Equation de la chaleur

On g’intéresse au probléme de I’équation de la chaleur en régime stationnaire sur un domaine 2

ayant pour formulation forte :

V(=kVu)=f sur Q xE,

(1.43)
u=0 sur dQd x =,
ol k est un champ aléatoire défini sur 2 x Z.
Ce probléme admet comme formulation faible :
Trouver u € W® S tel que
(1.44)
a(ou,u) = L(6u), YoueW®sS,
ot W= H}(Q) et
a(ou,u) // Vou(z,y) - k(x,y) - Vu(z,y) dv dPe(y),
(1.45)
L(0u) = //(5u z,y) f(x,y) de dPe(y).
On suppose qu'il existe (Kinf, Fsup) € R? tel que
0 < Rinf < K(2,§) < Ksup < +00, V(2,§) € 2 xE. (1.46)

Cette hypothése garantit la continuité et la coercitivité de la forme bilinéaire a. On supposera aussi
que f € H () ® S afin d’assurer la continuité de la forme linéaire. Il en découle que le probléme
(1.44) satisfait les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram et que le probléme posséde une unique

solution.

1.3.6.1 Représentation des champs aléatoires

On g’intéresse au champ aléatoire k : 0 X Z — R et & son écriture sous format séparé. Il existe

plusieurs techniques afin d’exprimer k sous la forme
o0
K= Z K ® mf. (1.47)
i=1
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[.3. Probléme stochastique paramétrique

Une premiére méthode consiste & décomposer x sur la base du chaos polynomial généralisé comme

A la section 1.3.4. Il vient alors les relations

ol les (¢;);cy- forment une base orthonormée de L?*(Z) que l'on a ordonné. Une autre maniere
d’arriver & une telle écriture est d’utiliser la décomposition de Karhunen-Loéve [44]. Si k € L?() ®

L3(Z, dP¢), alors le champ stochastique peut s’écrire

w2, €) = (@) + ) vomi()Gi(§), (1.50)
=1

avec fi; l'espérance de K, (0;);cn- une famille de réels positifs, (1;);cy- une base hilbertienne de
L?(9), fonctions propres de l'opérateur de corrélation de &, et (;);cn- une famille de L*(Z, dP)

telle que les ((;);cn+ soient toutes de moyenne nulle, orthogonales et décorrélées deux a deux.

1.3.6.2 Discrétisation du probléme

En cherchant une approximation de Galerkin w sous la forme
m P
= Z Z Usj 801 o2y 1/}] € Wn® Spa (1'51)
i=1 j=1
et en suivant la méthode décrite en section 1.3.3, on arrive directement au systéme linéaire

> ) E(vigtats)ujs = EQitha),  V(i,a) € {1,...,m} x {1,...p}, (1.52)

j=1p=1

ou
Vij = / Vi -k-Vejdr et N\ = / wif dx. (1.53)
Q Q

En notant k et f sous la forme

o0

k=Y k@K, et f=Y fERf, (1.54)
k=1 k=1

et en supposant que l'on peut permuter les signes » .-, et fE fQ, on a alors

E(yijtbaths) = < / Vi k- Vo, dw) < / o - K 0 dy) (155)

B =Y < | it dw) ( Lvatt dy)- (1.56)

k=1
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Chapitre [. Formulation d'un probléme variationnel sur un espace produit tensoriel

On peut définir Popérateur A € R™*™ @ RP*P et le tenseur b € R™ ® RP par

A=) "Ap e AL, (1.57)

k=1
b=> b @b, (1.58)

k=1

avec

(AR)ij = /QV% Ky - Vo da, (1.59)
(%MZA%WQW@, (1.60)
(0k)i = /Qcpz-fxf dz, (1.61)
(b)a = [ vali dy. (1.62)

u= (Uij)lgigm est finalement solution du systéme linéaire
1<<p

Au=b. (1.63)

I.4 Vers l'utilisation de méthodes d’approximation de tenseurs

Avec T’équation (I.17), on observe que le nombre d’inconnues croit exponentiellement avec le
nombre de dimensions (ordre des tenseurs). Typiquement, avec n, = n, u € D, I'équation (I1.17)

d

est un systéme d’équations a n® inconnues. Pour briser cette malédiction de la dimensionnalité, on

propose d’explorer dans cette thése des méthodes d’approximation de tenseurs.

Au lieu de chercher u sous la forme
n n
u= Z o Z Wiy . iy ® gofu, (1.64)
i1=1 1g=1 H

on cherche une approximation de faible rang de la solution par exemple sous la forme

Up = Z@vf, vl e VH, (1.65)

ou

n
off = vl (1.66)
j=1

u a n? degrés de liberté alors que u, en a au plus rdn. On espére alors qu’avec r négligeable devant
n/(nd) il soit possible d’obtenir une bonne approximation de la solution au sens dune certaine
norme, c’est-a-dire ||u — u,|| < e pour un € > 0 donné.

Plus généralement, le principe des méthodes d’approximation de tenseurs consiste & introduire
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1.4. Vers 'utilisation de méthodes d’approximation de tenseurs

un ensemble d’approximation M C V), typiquement

M—{U—i@ﬁ; vaV“} (1.67)

=1 p

comme c’est le cas ci-dessus. Une approximation de la solution pourra alors étre recherchée en

résolvant un probléme d’optimisation : trouver w tel que
lu—w| < (1+¢) inf |lu—2v|, &>0. (1.68)
veEM

On verra dans les chapitres suivants de quelle maniére définir de bons sous-ensembles M pour garan-
tir une bonne qualité d’approximation et de bonnes propriétés du probléme d’approximation. On
verra aussi comment procéder pour approcher le champ solution u d’un probléme sans connaitre u a
priori : soit en introduisant des méthodes itératives, soit en modifiant la définition de 'approxima-
tion pour la rendre calculable a priori. Typiquement, on pourra introduire un probléme de la forme :
trouver w tel que

|Aw —b]|y, < (1+¢) vlen./f/l |Av —bl|,,, >0, (1.69)

comme en (I.21) ot on cherche & minimiser une certaine norme du résidu.
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Cette partie a pour objectif approfondir les notions liées aux tenseurs en omettant leurs relations
avec les problémes variationnels. Elle va permettre de détailler les différents formats de tenseurs et
les méthodes d’approximation existants. Les ouvrages de référence ayant servis & la rédaction de ce
chapitre sont principalement le livre de W. Hackbusch [38] ainsi que la revue de T.G. Kolda et B.W.
Bader 47|, la plupart des sujets y sont traités.

Toutes ces méthodes seront par la suite introduites pour la résolution des systémes d’équations
linéaires aux chapitres III et IV.

Tous les espaces considérés dans ce chapitre seront de dimension finie.

II.1 Rang, t-rang et rang de Tucker

Soit ¥V = ®M€D VH un espace de tenseur avec D € {1,...,d}. Pour tout p € D, V* est un
espace de Hilbert de dimension finie n, muni du produit scalaire (-,-) , et de la norme associée ||-|| .
V est alors un espace de Hilbert muni du produit scalaire canonique (-,-) défini sur les tenseurs

élémentaires par

<®v“,®w“> = H (v#, wh), (IL.1)

pneD

et étendu par linéarité. On note ||-|| la norme associée.

D’aprés la définition donnée en section 1.1, il existe une écriture de v € V sous la forme

Tv
U:Z%@Uf, a; €R, vt € VM. (I1.2)
=1 1%
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Chapitre II. Formats de tenseurs et approximations

Le plus petit r, € N* permettant d’écrire v sous cette forme définit le rang de v.

Soit t C D. On note t¢ le complémentaire de t dans D, ¢’est-a-dire t = D\t. Soient V! = ®uet 1%a
et VI = & ,.cc V¥ On peut alors définir une application M) 1V — V@ V¥ par

My (v) = v®  tel que  o® = Zai <® vf) ® <® Ui‘) , (I1.3)
i=1

pet pete

v est appelé la t-matricisation de v. Le t-rang de v est finalement défini par le rang de o) [34,
37]. On définit le rang de Tucker de v comme le d-uplet r = (rq,...,rq) ol 7, est le rang de o)
peD 37

I1.2 Sous-ensembles particuliers

11.2.1 Tenseurs canoniques

[’ensemble des tenseurs canoniques de rang r, introduit par Hitchcock [40], est défini par

Cr(V) = {UZZCM@I#; a; € R, UZHEVM}. (I1.4)
=1 1%

C1(V) est Pensemble des tenseurs élémentaires et on a la relation V = span{C;(V)}. Pour r = 1 ou
d =2, C.(V) est fermé, caractére important pour la formulation des problémes d’optimisation sur
cet ensemble. Sinon, si 7 > 1 et d > 2,C,.(V) n’est pas fermé, les problémes d’optimisation posés
sur C,(V) ne sont pas garantis d’avoir une solution. Un autre désavantage du format concerne le

phénomeéne d’« annulation ». Pour I'illustrer on remarque que la fonction

R—V

v .

< (I1.5)
a~ (a)e?e... vl - @) ere... ol

avec v = @), v*, est nulle. Le phénomeéne d’annulation intervient quand o — co. On se retrouve
o

avec une somme finie de 2 tenseurs élémentaires de norme tendant vers l'infinie. Les algorithmes

d’optimisation posés sur C,()) peuvent alors présenter un mauvais comportement lors du passage

au numérique. Les problémes liés & ce format sont traités plus en détails par De Silva et Lim [70].

11.2.2 Tenseurs de Tucker

Une extension naturelle aux tenseurs canoniques a été introduite par Tucker [77]. L’ensemble des

tenseurs de Tucker est défini par

T.(V)={veV; {u} —rang(v) <r,, pe{l,....d}}. (I1.6)
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11.2. Sous-ensembles particuliers

Un élément v € 7,(V) peut s’écrire sous la forme

71 T4
v=> > e, Qul, @i, €R, (IL.7)

i1=1 idil 17

ou les (w!') sont une famille de r, vecteurs de V¥. On remarque qu’on peut trouver une

1<i<ry,
représentation avec des familles libres. Contrairement aux ensembles de tenseurs canoniques, 7,(V)
est fermé quelque soit d et r = (r1,...,74) (Falco et Hackbusch |28]) ce qui le rend approprié pour
des problémes d’optimisation. Malheureusement, ce type de format souffre aussi de la malédiction de

la dimensionnalité puisqu’il requiert la manipulation du tenseur coeur (o, ,) € RMX--XTa,

1<, <ry

11.2.3 Tenseurs hiérarchiques de Tucker

Hackbusch et Kiihn [37] ont introduit le format hiérarchique de Tucker afin de pallier aux prob-
lémes des deux précédents, & savoir les mauvaises propriétés des tenseurs canoniques, et le probléme

de dimensionnalité des tenseurs de Tucker.

I11.2.3.1 L’arbre des dimensions

Soit D = {1,...,d} et T un arbre binaire entier sur D. On note L(T') les feuilles de T et
I(T) =T\ L(T). Les enfants S(t) = {t1,t2} d’un noeud ¢ € I(T) sont définis tels que t = t; Uts et
t1 Nte = (). Un élément ¢t € L(T) est défini tel que #t = 1. Un exemple d’arbre des dimensions est
illustré en figure II.1.

{1,2,3,4,5}
{1,2,3} {4,5}
L2y (33 4] (15
{13 ][ {2}

FiGgure II.1 — Un arbre des dimensions pour d = 5

Remarque I1.2.1. On considére uniquement des arbres binaires imbriqués. Il est possible de généraliser

a d’autres types d’arbres, comme les « tensor chains » [}5], mais cela sort du cadre de cette thése.

I1.2.3.2 Les tenseurs hiérarchiques de Tucker

Pour un arbre donné T', et un ensemble de rangs r = (r¢),c (un rang donné & chaque noeud),

I’ensemble des tenseurs hiérarchiques de Tucker de rang r est donné par
HI(V) ={veV; t —rang(v) <714, VEET}. (I1.8)

21



Chapitre II. Formats de tenseurs et approximations

Derriére cette représentation abstraite, on peut écrire plus concrétement un élément v € HE (V) sous

la forme
TD TD
v=>"Yabu" @ u{") D=DiuDy, DiNDy=0, o R, (1L.9)
i=1 j=1
Tt Tt
vh =) alplt @, t=t Uty 1Nty =0, aly €R, Vte I(T)\ D. (I1.10)
i=1 j=1

Un tenseur v € HI (V) est donc entiérement déterminé par la donnée des tenseurs de transferts
avec L(T) = {{u}; n € D}. Sans perte de généralité,
|<i<r, st orthonormale. De plus #I(T)=d—-1

et #L(T) = d et on retrouve alors une dépendance linéaire avec la dimension de la représentation

t t
(o )te](T) et des vecteurs (vi)teL(T), i€{l e}

on peut supposer que pour ¢t € L(T'), la famille (vf)

du tenseur comme pour les tenseurs canoniques. Aussi, d’aprés Hackbusch [38], ensemble 7—[?(1})

est fermé.

Remarque I1.2.2. Dans le cas d = 2, on a Uégalité C,(V) = T,y (V) = H(TMT)(V), Vr € N*. De
plus, on peut généraliser 'approche a des arbres non binaires pourvu qu’on ait L(T) = {{u}; p € D}.

Dans ce cas, si I(T) = {D}, v € HI (V) est un tenseur de Tucker.

I1.2.4 Paramétrage des formats de tenseurs

On peut interpréter les formats de tenseurs classiques comme des applications multilinéaires
Fag o Frg X oo X FRo =V telles que M = Im(F)y) ot les (.7-"}\/1)1<Z.<m
normés. Ainsi pour v € M, il existe (f1,..., f™) € Fr, x ... x Fi tel que

sont des espaces vectoriels

v=Fpm(fY . ™). (IL.11)

Exemple I1.2.3 (Paramétrage de C,(V)). Pour v =737[_, @, v, v; € V! =R" on peut associer

177
a f* une matrice de ]-"}f/l = (VH)" =R™*" 04 la i-eéme colonne de f* correspond & vi'. On précisera

les paramétrages pour les tenseurs de Tucker et hiérarchiques de Tucker en section I1.5.2.
On peut définir 'espace tangent & M en v & partir de Fg :

Définition I1.2.4 (Espace tangent). Soit M C V une variété différentielle. On suppose qu’il existe
un paramétrage de M par une application multilinéaire et continue Faq : .7-"/1\/[ X . .. X Fo — V.
L’espace tangent T,(M) ¢ M en v est alors défini par

Ty(M) = {DsFp(h); h € Fpqgx ... x Fiyb, (I1.12)
oty DyFyq est la différentielle de Faq en f = (f1,..., f™).
Remarque I1.2.5. Fy( multilinéaire et continue implique que Faq est Fréchet différentiable.

A Taide de la définition 11.2.4, on peut montrer le résultat suivant qui sera utile plus tard en
section I11.4.2.
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I1.3. Approximation de tenseurs

Lemme I1.2.6. Soit U un sous espace vectoriel de V de dimension finie dim(U) = p et M est une
variété différentielle telle que M C U C V. On suppose que M est paramétré par une application

multilinéaire continue. Alors on a l'inclusion
T,(M)CcU, Yve M. (I1.13)

Démonstration. Soit (e;);<;<, une base de . Comme Im(Fyq) C U on peut décomposer Faq sur

cette base comme

p
FM(fla"'vfm>:zF/Z\/l(flv"'afm)eh (1114)
i=1
ot les (F}M) 1<i<p sont des fonctions & valeurs réelles de RFAM*+*F%) Comme F 'm est différentiable,
les (Fj\/l)KKp le sont aussi et on a ’égalité
p .
DFpm(h) =Y DyFiq(h)e; €U, Yh e Fiyx...x Fy (I1.15)
i=1
ce qui termine la démonstration. O

11.3 Approximation de tenseurs

Les méthodes d’approximation de tenseurs sont utiles pour deux objectifs, a savoir 'interpré-
tation de données (« analyse en composantes principales » [66]) et leur compression. L’idée est de
trouver Papproximation d’un tenseur u € V dans un sous-ensemble M (qui peut-étre C.(V), T.(V),

HI(V)). Pour cela on formule le probléme de minimisation que I'on doit résoudre :

Trouver w € M tel que

) (I1.16)
Ju— ] = min flu— v .
veEM
Si 'ensemble M n’est pas fermé on écrira le probléme comme
Trouver w € M tel que
(11.17)

lu—wl| < inf |ju—ov| +e,
vEM

avec € > 0. On notera ILy((u) I'ensemble des solutions de (I1.16) et II5(u) celui de (I1.17). e sera
omis g'il n’y a pas d’ambiguité. I1y((u) désignera la plupart du temps un ensemble d’approximations
acceptables de u sans nécessairement étre des minima globaux. En effet les algorithmes utilisés en

sections I1.3.2 et 11.3.3 convergent vers des points stationnaires et non vers des minima globaux.

11.3.1 Deécompositions en valeurs singuliéres

Les différentes décompositions en valeurs singulieres (Singular Value Decomposition, SVD, [25])
permettent d’éviter de passer par des algorithmes d’optimisation pour fournir une approximation

d’un tenseur. On verra tout d’abord le cas ou d = 2, puis d > 2.
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Chapitre II. Formats de tenseurs et approximations

I1.3.1.1 Décomposition en valeurs singuliéres (d = 2)

On suppose que d = 2, ainsi ¥V = V! @ V2 et C,(V) = T,y (V) = ’H%FTM)(V), vV € N*. On note

n = min(n, ny) avec dim(V*) = n,.

Théoréme I1.3.1. Soit u € V, alors il ewiste (0i)<;<,, € (RT)", (v})1<i<n e (VhHm et (Ui2)1<i<n €
(V)" tels que
n
u=>Y o @} (I1.18)
i=1

et que (Uil)lgign e (WhHn et (Ug)lgign € (V)" soient des familles orthonormales.

Les (05)1<;<p, € (RT)™ sont appelées les valeurs singuliéres de u, (v}) V™ les vecteurs

1<i<n = (

singuliers & gauche de u et (vf) V2)" les vecteurs singuliers a droite. On suppose que les

1<i<n € (
valeurs singuliéres sont rangées par ordre décroissant, c’est-a-dire

o1 >09>...>0,>0. (I1.19)
Soit u =73, u} ® u?. Les valeurs et vecteurs singuliers sont liés par les relations
Tu
1 1,1\ 2 2
<’U;, U]>1 - Z <ul,’l)]>1ul - Uj’l)]
i=1

Tu

<’LL, U]2'>2 = Z <Uz2,’l)J2>2’LLzl = O’jv}.
1

1=

(11.20)

Avec ces notations, le théoréme d’Eckart-Young s’écrit de la maniére suivante :

Théoréme 11.3.2. V étant muni de la norme canonique, un tenseur v € V satisfaisant v € ¢, () (u)

est défint par

,
v= Zawil ® v2. (11.21)
i=1

Le probléme (I1.16) est alors immédiatement résolu dans le cas d = 2.

Remarque I1.3.3. Il ne faut pas confondre le produit scalaire (-,-)  sur V¥ et Uapplication décrite

I
en (I120) (), : V x VA — &0 VI Clest une particularisation du produit A-mode - X - utilisé

dans [21, 47] dans le cas ou V¥ =R™ Vyu € D.

En introduisant les opérateurs linéaires M* : V¥ — V* définis par

Ml(vjl-) = <u, <u,vjl»>1>2 = JJZ-UJI»,

) ) ) (11.22)
M (Uj) = <u, <u,vj>2>1 =05,

on se rend compte que les vecteurs singuliers et le carré des valeurs singuliéres de u sont solutions des
problémes aux valeurs propres sur les opérateurs M' et M?2. Un algorithme classique de recherche
de valeurs propres et vecteurs propres est la méthode de la puissance itérée avec une méthode de

déflation. Elle est décrite dans I'algorithme 1.
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I1.3. Approximation de tenseurs

Algorithme 1: Puissance itérée avec déflation appliquée & 'opérateur M*
Données : u € V! @ V?, r € N*
Résultat : (07), <, (vf)lgigr
Définir op = 0, v}y = 0;
pour i =1,...,r faire
i—1 2 .
M) = MP() = YiTh o <v§ﬂ .>H’
Initialiser aléatoirement vf ;
tant que o; et v!' n'ont pas convergé faire

v = M{'(v)') ;
TR
vi =/l s

fin
fin

Exemple I1.3.4. Avec V! ® V? = R™ @ R™ ~ R™X"2_ est identifié G une matrice et vf est un

vecteur de R™. Les équations (11.20) se traduisent alors par

N _ . T.1_ .2
(1:3), =) = 5 .
<U,'Uj>2 == UUj = O’j’Uj,

et les opérateurs sont égauz & My = vu® et My = u'u.

11.3.1.2 Décompositions pour d > 2

Dans ce cas le théoréme d’Eckart-Young n’est plus directement généralisable et d’autres ap-
proches doivent étre employées. Dans la section 11.3.2 on verra d’autres facons de construire une
approximations dans C,(V). En revanche, la SVD est généralisable pour les tenseurs de Tucker et

hiérarchiques de Tucker d’ordre supérieur a 2.

La SVD de plus haut ordre (Higher Order SVD, HOSVD) Cette méthode trouve une
approximation d’un tenseur v € V dans le sous-ensemble 7,.(V). Elle a été proposée originellement

par Tucker |77] puis revisitée par De Lathauwer et al. [22] qui lui donnérent ce nom. La HOSVD

5\)1gigm

définie en section II.1. Ces vecteurs sont orthonormés par définition. De plus, en cherchant une

consiste & prendre pour (v les 7\ vecteurs singuliers a gauche de la matricisation u({})

approximation

T1 Td
v=> i, QL (11.24)

i1=1  ig=1 L

on peut montrer que le probléme de minimisation (I1.16) avec

UEM:Span{<®UZL); 1<, <ry,, V,uED} (11.25)
m
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Chapitre II. Formats de tenseurs et approximations

définit le tenseur coeur par

Qi .ig = <U,®vﬁ> (T1.26)

I

Ceci ameéne directement a l’algorithme 2.

Algorithme 2: HOSVD
Données : u € V, un multi-rang r = (r,)
Résultat : v € T,.(V)
pour pu=1,...,d faire

neD

Calculer (UZ“ )199# comme les 7, vecteurs singuliers & gauche de u{“};
fin

Calculer « tel que oy, i, = <u, ., UZ‘>;

Contrairement a la SVD, la HOSVD ne résout pas le probléme (I1.16). Par contre, d’aprés

Grasedyck [34] si v est une approximation de u donnée via la HOSVD, alors
lu =] < Vdllu—wl|, (I1.27)

ot w € Iz, (y)(u). En ce sens, la HOSVD fournit une approximation v € H%(V) (u) quasi-optimale,

avec

e=Wd—-1)|lu—w|. (11.28)

La SVD hiérarchique (Hierarchical SVD, HSVD) La HSVD a été introduite par Grasedyck
[34] pour les tenseurs hiérarchiques de Tucker. La méthode peut étre vue comme une généralisation

de la HOSVD a Iensemble #I (V). En considérant la t-matricisation u(¥) d’un tenseur u € V, avec

t

les notations proposées en (11.9), une approximation v de u est construite en prenant pour (vi)l <i<r

les r; vecteurs singuliers a gauche de u(®).

Il existe plusieurs algorithmes pour réaliser la HSVD, plus ou moins efficaces selon le sens de
parcours de I’arbre T'. Le plus simple, et le plus long, est présenté dans 1’algorithme 3. Si le tenseur de
départ u est déja dans un format hiérarchique, la HSVD peut étre appliquée avec un faible nombre

d’opérations [34] .

Encore une fois la HSVD n’est pas optimale. Toujours d’aprés Grasedyck [34], si v est donnée

via la HSVD, alors on a

|lu —v] < V2d—3|u—w], (I1.29)

ot w € Iy (u). v e H;TT,(V) (u) est une approximation quasi-optimale, avec

e=(WV2d—-3-1)|lu—w|. (I1.30)
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I1.3. Approximation de tenseurs

Algorithme 3: IISVD de la racine aux feuilles

Données : u € V, un arbre des dimensions 7', des t-rangs © = (7¢),cp

Résultat : v € HI (V)

pour t € L(T) faire

‘ Calculer (v!)1<i<r, comme les r, vecteurs singuliers & gauche de u®);

fin

pour t € I(T)\ {D} tel que #t croit faire
Calculer (Uf)lgigrt comme les r; vecteurs singuliers & gauche de u(t);
Avec t = t; Utg, t; Nty = 0, calculer of tel que aﬁjk = <vi, Ufl ® v§2>;

fin

Avec D =t Uty, t; Nty = 0, calculer o tel que ozg = <u,vfl ® v;2>;

I1.3.2 Algorithmes de minimisations alternées pour résoudre le probléme d’ap-
proximation de tenseurs

I1.3.2.1 Cadre abstrait

Avec les paramétrages introduit en section 11.2.4, le probléme de minimisation initiale se raméne

a
Trouver (f,..., f™) € Fig X ... x Fry tel que
lu = Faal s ™)) = min o= Fumig's.ogm). 3D
(gt g™)E(F R X X FY)

L’Algorithme de Minimisations Alternées (AMA) consiste a4 minimiser sur chaque variable f' €
jw successivement, ce qui donne l’algorithme 4. L’algorithme peut étre initialisé par une bonne
approximation de départ fournie par la HOSVD ou la HSVD pour d > 2. Si d = 2 la SVD résout

directement le probléme de minimisation.

Algorithme 4: Minimisations alternées dans .7-"}\/[ XX Fi

Données : u € V

Reésultat : v € M

Initialiser (f1,..., f™) aléatoirement;
U:FM(f17"'7fm) )

tant que v n’a pas convergé faire

pour A =1,...,m faire
Calculer f* = arg miny, .z Hu — Fp(fY .o A h, f/\+1,...,fm)H :
U:FM(fl,...,fm);
fin
fin

retourner v;

I1.3.2.2 Minimisations alternées dans C, (V)

Pour I’ensemble des tenseurs canoniques, la premiére question a se poser est de savoir s’il existe un

minimiseur. Malheureusement ce n’est pas garanti si d > 3 et r > 2, car alors C,(V) n’est pas fermé
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[70]. Malgré ce probléme théorique, cet algorithme a fait ses preuves dans de nombreux exemples,
en régularisant ou non le probléme de minimisation [47].
On a l'égalité m = d et Fiy, = (V*)". Ainsi fF € F), est défini par

= (vl ol vk, (I1.32)
et v=Fm(ft....fH=>", ®uv . C’est le parameétrage utilisé dans ’exemple 11.2.3.

I1.3.2.3 Minimisations alternées dans 7,.(V)

Pour l'ensemble des tenseurs de Tucker 7.(V), r = (r1,...,74), on va utiliser un paramétrage

avec m =d + 1 tel que
Fhy= W™ pour pedl,... d},

]:jelrl — RT1X-XTd (11.33)
fH e Fl, est défini par
f”—(v,vﬂj...,vf pour pe€{l,...,d},
o ) (I1.34)

d+1
[ =a,

et

v=Fu(fL .. P = Z Za“ Zd®vm (11.35)

11=1 1q=1

Exemple 11.3.5. Avec V¥ = R™, f¥ est associé & une matrice de .7-"/’\‘/1 = R™*"™ pour u € D.

Y = a est un tenseur d’ordre d (dans le sens d’un tableau de réels a d dimensions, (o € ®u R™)).

Pour les méthodes de minimisations alternées sur .7-'}\4 .Fd+1, il faut prendre soin d’orthog-
onaliser les (vf,...,v",), p € D. Ainsi le tenseur coeur o = fdJrl est toujours unique.

On peut également minimiser simultanément sur le couple .7-"}\‘/[ x F&L ce qui aboutit & 1'al-
gorithme AMA modifié, aussi appelé « Itérations Orthogonales de Haut Ordre » (Higher Order
Orthogonal Tterations, HOOT). En effet, en remarquant que

|lu—wv| = U—Zai®vi (11.36)
i€z Iz
_ (A, A
= o ® v (11.37)
1=1 jELy LFEN
Loy A\ M
= ||u Z vy, ® ®Uju , (11.38)
JELx 2
oit Iy = {(i1,.- - ix—1,%n41,---,0a); 1 < iy < 7}, la minimisation sur Fly, x ]-'/d\jl revient a
minimiser sur les (07} . En assimilant les (’27’-\ aun élement de VA@R#7A | la minimisation
ix) ix)
INELN INEL
sur les (5]).;) ; se raméne 3 une décomposition optimale de rang ry, c’est-a-dire & une SVD
IN€ELN
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tronquée de rang ry. En pratique il est nécessaire de définir les opérateurs [, -] : V x C1(V) —
VA, VA € D, tels que

d Ty
[u,v]\ = H <uf,v“>ﬂ ul,  avec u = Z ®uf, v = ®v“. (I1.39)
] i=1 p

o
Ceci permet de construire une collection de (szl 7,)/7x vecteurs de V* notée w? définie comme

A

wil...ik_li/\_,_l...id -

u,®vi] . dpe{l,...,r.}, YueD, (11.40)
M A

?)ie% € (V)‘)#IA ~ V) @ R#*Dr, La méthode proposée par De Lathauwer et al. [22]

consiste a utiliser une SVD (voir section 11.3.1) de w* dans V* ® R#x pour résoudre le probléme de

et wt = (w

minimisation & partir de I’équation (I1.38) tout en conservant I'orthogonalité des vecteurs (vz)‘) L<i<ry”

Algorithme 5: Itérations orthogonales de haut ordre 7,())

Données : u eV
Résultat : v € T,.(V)
Initialiser (vf)KKT“ , Vi € D avec la HOSVD (algorithme 2);
tant que v n’a pas convergé faire
pour A =1,...,d faire

Construire w* tel que défini en (I1.40);

A

Construire (vi comme les 7y vecteurs singuliers & gauche de w;

) 1<i<ry
Construire « tel que défini en (I11.26);
fin

fin

I1.3.2.4 Minimisations alternées dans (V)
On pose m = #I(T) + #L(T). On définit F}, par

fj\/l = R1 X" Xt o ¢ I(T) avec t=1t1Utg, t1 Nty =0, (11.41)
Fiy=vt si t={u}e LT (I1.42)

avec rp = 1. Dans ce cas on va noter XteT]:/t\/{ = .7-"}\4 X ... X Fiy pour des raisons de clarté.
L’approche pour approximer un tenseur sous le format hiérarchique de Tucker consiste & min-
imiser alternativement sur les parameétres associés aux différents noeuds du tenseur. On arrive pour

chaque noeud pour la résolution d’'un systéme linéaire de la forme
Al =b', Yt € I(T) ou A" =¥, Vte L(T). (11.43)

La construction des opérateurs (At) e €t (bt) e €st tres technique, le lecteur pourra se référer a

l'article de Kressner et Tobler [51] pour des éclaircissements. De plus il peut arriver que l'opérateur
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t

A? soit non défini, on cherche alors of comme une solution de

min [[A'a —b'||. (11.44)
acFh,
Pour éviter ce probléme de minimisation, Kressner et Tobler [51] ont proposé une méthode de
troncature adaptative afin de ne jamais avoir de problémes singuliers.

Il est aussi possible de minimiser plusieurs noeuds & la fois en contractant des noeuds adjacents
de Parbre. Cette méthode est alors appelé algorithme des moindres carrés modifié par Kressner et
Tobler [51], ou Groupe de Renormalisation de la Matrice Densité (Density Matrix Renormalization
Group, DMRG) pour un certain type d’arbre 7" [63].

11.3.3 Approche gloutonne

Le probléme des algorithmes présentés en section I1.3.2 est qu’ils présupposent le rang de I'ap-
proximation & trouver. Cette hypothése sur le rang peut résulter en une mauvaise approximation si
r est trop faible, ou a des problémes de complexité ou de convergence si r est trop grand. L’idée
est alors de partir d’un rang r suffisamment petit, et de calculer des corrections successives. On

construit alors une suite (m,),,cyn définie comme

ug = 0
W € Tp(u — Upp—1), Vm € N* (11.45)

U = Um—1 + Wy, Vm e N*

ol M est un sous-ensemble de tenseurs. L’intérét est de pouvoir considérer des ensembles M de

petites dimensions pour diminuer la complexité de la résolution tout en espérant que la série

m
Um = > _ W (I1.46)
=1

converge rapidement. On verra des applications d’algorithmes gloutons aux chapitres IIT et TV. Le

lecteur pourra se référer & Temlyakov |74] pour une analyse détaillée de ces algorithmes.

30



CHAPITRE II1

SOLVEURS ITERATIFS ET APPROXIMATION
DE TENSEURS

Sommaire
II1.1 Méthodes de descente . . . . . . . . v v o i i i i i i it e e et s e e e e e e e e e oo 32
IIL1.1 Principe . . . . . o o o o e e e e e 32
II1.1.2 Cas symétrique défini positif . . . . . . . . . . . ... . o 32
IT1.1.3 Cas non Symeétrique . . . . . . . o o L vt ittt e e e e e 34
II1.2 Méthodes de projection . . . . .« . v v v v v i i it i i it et e et e e et e e e e n 36
ITL.2.1 Principe . . . . . o o o e e e e e e 36
II1.2.2 Généralisation de la méthode de minimisation du résidu (GMRES) . . .. ... .. .. 36
I11.3 Approximation d’Opérateurs .+ « « « « v v v o ot ¢ o s o s o s s o s o o s o s s o s oo 38
II1.3.1 Meilleure approximation sur un sous-ensemble de tenseurs . . . . . .. .. ... .. .. 38
II1.3.2 Approximation des éléments d’un sous-espace vectoriel . . . . . . . ... . ... .... 39
IT1.3.3 Analyse de l’algorithme alterné pour 'approximation de rang un . . . . . .. ... .. 40
I11.3.4 Préservation des patterns . . . . . . . . . . . . o e 41
IT1.3.5 Préservation des symétries . . . . . . . . . . . o ottt 42
I11.4 Approximation de 'inverse de 'opérateur . . .. ... ... ... .......... 43
II1.4.1 Meilleure approximation par rapport & une norme appropriée . . . . . . .. .. .. .. 44
I11.4.2 Approximation dans un SOUS-€SPACE . « « = o+« v v v vt i et e e 45
ITL.5 THustrations . . . .« v @ v v v v i i e e e e e e e e e e e e o e e e e o oo e e e e e e e e 48
II1.5.1 Estimation de 'erreur . . . . . . . . . . . . . . 48
II1.5.2 Probléme de Poisson . . . . . . . . . . . . e 48
II1.5.3 Probléme symétrique . . . . . . . . . . . o o e e e e e 53
I11.5.4 Probléme non symétrique . . . . . . . . . . o v vttt i e e e e 60
TIIT.6 RESUME . . v v v v v v v i i it e e o e o e o o o oo o v o o oo o oo o oo oo oo a o 70

On considére le probléme générique présenté au chapitre I sous la forme (I.19) que l'on note
encore

Au=b, (111.1)

avec A € L(V) et b € V. On retrouve un systéme linéaire que 'on peut résoudre avec des solveurs
itératifs classiques [8, 69, 81]. Kressner et Tobler [50] ainsi que Ballani et Grasedyck |7] ont proposé
de les coupler aux méthodes d’approximations de tenseurs présentées dans le chapitre II. Dans ce
chapitre, on commencera par présenter ces approches. Ensuite on proposera une méthode pour ré-
duire le rang de 'opérateur A. Ceci pourra étre utile pour accélérer les algorithmes de résolutions.
On s’appuiera notamment sur des résultats théoriques présentés en section I11.3 afin de réduire le
colt des méthodes d’approximation. Finalement on proposera un nouveau type de préconditionneur
qui s’appuie sur une approximation gloutonne de A~!'. On prendra soin d’imposer des conditions

sur la symétrie et le caractére creux du préconditionneur pour pouvoir les utiliser avec les nou-
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Chapitre III. Solveurs itératifs et approximation de tenseurs

veaux solveurs. Finalement on illustrera l'efficacité de notre préconditionneur sur des exemples ot

I'opérateur est symétrique ou non.

I11.1 Méthodes de descente

IIT.1.1 Principe

Le principe de base des méthodes itératives est de construire une suite (uy),cy € VN telle que

up, — u. Les « méthodes de descente » sont définies par la relation de récurrence suivante :
up, = ugp—1 + arg min ||A(ug—1 +v) — bl (IIL.2)
vED,

ot Dy, est une direction de recherche et ||-|| ,, une norme dépendante de I’algorithme utilisé.
Lorsque l'on g’intéresse aux méthodes itératives couplées aux méthodes d’approximation de

tenseurs, la formule de récurrence (I111.2) implique que le rang de uy va croitre avec k. Afin d’éviter

cet inconvénient, (IT1.2) est modifié en introduisant une approximation du tenseur ug. La formule

de récurrence devient alors
uy € Iy <uk_1 + arg H€1%)n lA(ug—1 + v) — b”N) (I11.3)
veDy,

ou IIy4 désigne I'ensemble des meilleures approximations sur un sous-ensemble M C V. Ainsi la
suite (uy),ey st dans un ensemble de tenseurs & rang maximum donné et on évite les problemes
liés & augmentation du rang. En réalité, comme illustré en section I11.1.2, 'opérateur de troncature

IIxq est utilisé plusieurs fois dans 'algorithme de résolution.

I11.1.2 Cas symétrique défini positif

Si A est symétrique défini positif, ’algorithme de référence est le gradient conjugué (Conjugate
Gradient, CG) proposé par Hestenes et Stiefel [39]. Il a été adapté par Kressner et Tobler [50] aux
tenseurs hiérarchiques de Tucker. L’utilisation de ce format est due & la possibilité d’atteindre des
problémes de hautes dimensions et & D'efficacité de la HSVD pour 'approximation quasi-optimale
sur ’ensemble des tenseurs hiérarchiques de Tucker.

Comme A est symétrique défini positif, (-,-) , = (A-,-) est un produit scalaire de norme associée

|-l 4- On considére la fonctionnelle quadratique J : V — R définie par
1 s 1 )
J() =5 lv—ula =5 [Av = b4 (I1L.4)

J est strictement convexe et posséde donc un unique minimum sur V. On part d’un point initial ug
qui peut étre nul si aucune approximation de u n’est connue. Une méthode de descente sur J est

définie par la relation de récurrence

Ukl = Uk + axpr  avec o € R, pp € V. (T11.5)
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III.1. Méthodes de descente

Si uy et pg sont fixés, une minimisation de J(ug + axpx) par rapport a ay donne

<Tk7pk>
aj = Pk I11.6
ou 1, = —VJ(ug) = b — Auy est le résidu a la k-iéme itération. Si U'on prend py = —ry on tombe

classiquement sur une méthode de descente de gradient. Toute ’astuce du CG consiste & prendre
les (pi)o<i<p A-conjugués, c’est-a-dire (pi,pj), = 0y ||p¢||124, et tels que les résidus (r;)y<;<; soient

orthogonaux. Aussi la formule (III.5) implique la formule de récurrence suivante sur les résidus :

Th41 = Tk — APk, (ITL.7)
et 'orthogonalité des résidus donne
(rk, 7k
— ) IIL.8
(s A S

En construisant les directions de recherche avec la formule

Pk+1 = Tk+1 + BrPk (I11.9)
la condition de A-orthogonalité donne
(re+1, Apk) (Tt 15 Tkt 1)
B = — = — , I11.10
(pr> Apr) (Ths k) ( )

la deuxiéme égalité venant de I’ A-orthogonalité des (p;)y<,;<, de I'orthogonalité des (7)<« et des
équations (IT1.7) et (IT1.9). o o

Dans le cas de tenseurs, étant données les relations (IIL.5) et (IIL.9), le rang de uy va croitre
fortement avec k. Afin de régler cet inconvénient, Kressner et Tobler [50] ont analysé 'introduction
de 'opérateur de troncature dans ’algorithme classique du CG. Ils ont abouti alors & I'algorithme 6
dans le cas du gradient conjugué préconditionné par un préconditionneur P~!. L’algorithme est en
pratique initialisé avec la valeur ug = 0 si aucune approximation de la solution n’est disponible.

On remarquera que le résidu est calculé explicitement et non pas & partir de la formule de
récurrence (IT1.7). Cette formulation permet d’éviter une stagnation trop rapide du résidu (voir
Kressner et Tobler [50]).
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Chapitre III. Solveurs itératifs et approximation de tenseurs

Algorithme 6: Gradient Conjugué Préconditionné (Preconditioned Conjugate Gradient,
PCGQG) avec troncature

Données : up € M, A € L(V) symétrique défini positif, b € V, P € L(V) symétrique défini

positif
Résultat : up, € M
rg = b— Aug;
20 = P?“o;
Po = Zo;
k=0;

tant que ug n'a pas convergé faire
ok = Tk, pi) [ (Prs Apr);

ugy1 € o (ug + agpr);

i1 € (b — Augr);

Zkt1 = Priya;

Br = — (zk+1, Apk) / (Pk, APr);
Prt1 € Hm (21 + Brpr);
k=k+1;

fin
retourner wuyg;

111.1.3 Cas non symétrique

De nombreuses méthodes g’inspirent du CG pour résoudre les systémes linéaires ot A n’est
plus symétrique. Une approche consiste a utiliser la méthode du gradient biconjugué (BiConjugate

Gradient, BiCG) de Lanczos [53]. Le BiCG consiste en fait a résoudre le systéme suivant

Au  =0b,
. (TI1.11)
A*a =b.

En introduisant I'opérateur A : VxV — VxV tel que A(u, @) = (A*a, Au), avec @ = (u, @), b= (b, b),
résoudre (I11.11) revient en fait & résoudre le systéme linéaire A = b avec A symétrique!. Le
probléme est alors que A n’est pas forcément défini positif ce qui peut causer des arréts du BiCG.

On peut prouver que le BiCG revient & chercher des résidus sous la forme
r =@r(A)ro et Tk = ¢r(A)ro, (T11.12)

ou @i et ¥y sont des polynomes. Pour accélérer la méthode, Sonneveld [72] a proposé le gradient
conjugué au carré (Conjugate Gradient Squared, CGS) ou on va chercher directement le résidu
comme

i = i (A)ro. (IT1.13)

A cause de l'utilisation du carré du polynéme ¢y, le CGS peut souffrir d’erreurs d’arrondis. Ceci a
conduit au gradient biconjugué stabilisé (BiConjugate Gradient Stabilized, BICGSTAB) de Van Der

1. A est symétrique au sens du produit scalaire défini sur V x V par ((u,a), (v, D)) yyy = (u,v) + (@, )
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III.1. Méthodes de descente

Vorst [80] ou cette fois le résidu est cherché sous la forme

e = Xk(A)er(A)ro ot xk(r) = (1 — wpz) Xxpk—1(2) (111.14)

ol wy est choisi de fagon & minimiser le résidu 7. Cet algorithme a alors été adapté avec succés
par Kressner et Tobler [50] aux tenseurs en introduisant encore l'opérateur de troncature Iy Le
BiCGSTAB préconditionné avec un préconditionneur P! est présenté dans l’algorithme 7 ot la

formule explicite du résidu a été utilisée encore une fois.

Algorithme 7: Gradient BiConjugué Stabilisé Préconditionné avec Troncature
Données : uyp e M, A€ L(V),Pe L(V),beV, 7€V (eg. 7 =0)
Reésultat : u, € M
ro = b — Aup;

po = (7, 70);
Po = To;

Po = Ppo;
vo = Apo ;
k=0,

tant que ug n’a pas convergé faire

wi = (F,75) / (7, vk);

s € Iaq(rk — wivg);

8k € TIam(Psg);

tr € Il (A§k);

si [|sk|| < tol alors
Uyl = Uk + WePk;
retourner ug41;

fin

ek = (ks sk) / (ths th);

U1 € aq(ug + wiPr + €x51);

i1 € (b — Augr);

si ||rgs1]] < tol alors

‘ retourner ug41;
fin

Pr+1 = (7, Th11);

Br = Pr+1/Prwr/€x;

Pr+1 € g (rer + Bie(pr — €xv));
Prt1 € T (Pprs);

Vg1 € T (APrs1);

k=k+1;

fin
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I11.2 Meéthodes de projection

II1.2.1 Principe

Les méthodes de projection sont une alternative aux méthodes de descente présentées dans la
section précédente. Elles consistent & définir un espace d’approximation U C V tel que dim(U) est
trés inférieur & dim()) = n et un espace de projection W C V avec dim(U) = dim(W). On vient
chercher alors la projection de u dans U de maniére & ce que le résidu soit orthogonal & W.

En principe on construit deux suites d’espaces (Ug)>; et (Wi)y tels que Uy C Uy et Wy C
Wi+1 et dim(Uy) = dim(Wj). Il vient la suite (ux),>; d’approximations de u définie par

up € Uy, tel que  (dw,b— Aug) =0, Yow € W. (TI1.15)

On reconnait 1a une approximation de ’équation (I1.19). Toute la difficulté réside alors dans le choix
des espaces (Uy);~q et Wi)i>1 afin que uy, soit une bonne approximation de v tout en ayant dim (i)

négligeable devant n.

IT11.2.2 Généralisation de la méthode de minimisation du résidu (GMRES)

Un choix populaire pour U}, est le k-iéme sous espace de Krylov K (A, b) = span {b, Ab, ... Ak1 }
On peut montrer que si Ki(A,b) = Ki11(A, b) alors IO (A,0) = Kiyq(A,b), Vg € N, et u € Ki(A,b)
d’aprés [69, Proposition 6.6]. Aussi, la dimension maximale de K(A,b) est n.

En ce qui concerne Wy, de nombreux choix ont été étudiés dans la littérature. On peut citer la
Méthode d’Orthogonalisation Totale (Full Orthogonalization Method, FOM) qui consiste a prendre
Wi, = Uy, = Ki(A,b) en utilisant une procédure d’orthogonalisation d’Arnoldi pour construire une
base de Uy. On peut aussi citer le choix U, = K (A, b) et Wi = Ki(A*,b) qui conduit a une méthode
similaire & celle du gradient biconjugué. On va s’intéresser ici a ’algorithme proposé par Saad et
Schultz [68], la Généralisation de la Méthode de Minimisation du Résidu (Generalized Minimal
Residual, GMRES). En partant d’une initialisation ug € V, l'idée est de prendre pour Uy le k-ieme
sous espace de Krylov KCi(A, 1) et Wi = AUy, = AKk(A,r). On montre qu’avec cette méthode le

résidu est minimisé sur ’espace affine ug + Uy, :

up = arg min ||b— Avl|?. 111.16

o= arg min b~ Ao (I1L.16)
En effet, on a up = ug + Ugyg ol yi € RF et Uy : R¥ — Uy, est un isomorphisme quelconque. La
minimisation de ||b — A(ug + Uky)H2 par rapport a y définit y, comme

(b— A(ug + Upyr), AURSY) =0, Yoy € R¥, (I11.17)

Comme Im(AU) = W, on retrouve I’équation (II1.15) avec les sous-espaces U, et W), en remplacant
b par b — Auy.

En pratique, pour éviter d’atteindre des valeurs de dim(Uy) trop élevées, on réinitialise 1’al-
gorithme toutes les m itérations. On appelle habituellement cet algorithme GMRES(m). En intro-

duisant 'opérateur de troncature, Ballani et Grasedyck [7] 'ont adapté aux espaces produit tensoriel
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II1.2. Méthodes de projection

et sont arrivés a l'algorithme 8 ot on note (e;);,,, la base canonique de R™. On a ici changé la
derniére étape de l'algorithme. Dans [7], Ballani et Grasedyck propose une troncature adaptative
de zry1 empéchant une stagnation du résidu. Dans ce cas M n’est plus fixé mais évolue avec les

itérations de 'algorithme. On parlera plutot de M.

Algorithme 8 GMRES(m) avec troncature
Données : up e M, A€ L(V), Pe L(V),beV
Reésultat : u, € M
pour k =0,..., ky. faire
r, = b — Aug;
si |lugll / ||b]| < tol alors
‘ retourner wug;
fin
v = HM (T’k);
v = v/ [Jorf;
pour j =1,...,m faire
w; = Avj;
Résoudre g:l (Ul,yi) a; = (v, wy), Vle{l,...,j};
vir1 € T (wy — 3771 ovvy);
Vi1 = Vit1/ [[vj;
fin
Définir W,,, : R™ — W, tel que Wi, (e;) = w;, 1 < i <m;
Définir Uy, : R™ — Uy, tel que Up(e;) = v;, 1 < < m;
Résoudre (r, + AUy, Wy, dy) =0, Yoy € R™;
21 = Uk + Uny;
upy1 € aq(2p41)s
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I111.3 Approximation d’opérateurs

Dans cette partie on va proposer une méthode pour approximer un opérateur A avec une com-
plexité réduite. Pour cela on va s’intéresser au cas A € ®u UF oa UM C L(V#) est un espace vectoriel,
par exemple les sous-espaces des opérateurs symétriques ou creux, et montrer qu’on peut chercher la
meilleur approximation de A directement dans &) LUt C’est en fait une généralisation du résultat
d’Espig et Hackbusch [27] pour I'ensemble C,(V) & une classe plus générale d’ensemble de tenseurs.
Le probléme de meilleure approximation (IT.16) sera dérivé une nouvelle fois pour les opérateurs. On
suppose que les (V*) ., sont de dimension finie (n#)ueD' Les L(VH) = R™*™ gont alors des espaces
de Hilbert pour la norme de Frobenius [-[|, et le produit scalaire associ¢ (4, B),, = trace(A*B).

Un argument sur les dimensions implique l'égalite £(V) = ), L(V') = L(V) (voir section L1.1).
Cet espace est aussi un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-, -) induit par les produits scalaires

((-, ) u) précédents et la norme associée ||-||. Cette derniére est une cross norm définie sur les
neD

Dans cette section les notations W = L(V) et WH = L(V#), p € D, seront utilisées.

tenseurs élémentaires par

XA
I

=141, A*e o), vueD. (I11.18)
17

I11.3.1 Meilleure approximation sur un sous-ensemble de tenseurs

On considére un sous-ensemble de tenseurs M vérifiant les propriétés suivantes :
— M est fermé
-0eM
- MM = M pour tout A € R*
On suppose que M est de la forme

M= {Za @u AL (i)icr € Bm CR¥E, AL € W“} (I11.19)
1€

ou Z € N? est un ensemble d’indices et By un ensemble de #Z coefficients. On pourra notam-
ment considérer pour M Pensemble C; (W), T.(W) ou encore HI(W). On définit une meilleure
approximation dans M de A € W par le probléme

[ (A) = arg min A~ BJ%. (I11.20)

L’existence d’une solution est garantie car M est fermé. D’apreés la structure de M, on peut écrire

min [|A — B||*> = min min ||A|? — 2a (4, B) + o® = || A||* — 0(A)? (II1.21)
BeM BeM a€eR
IB=1
avec <A B>
A) = A, B) = Ruka et 111.22
o(A) %%1< , B) = max 5] ( )
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o(A) peut étre interprété comme la valeur singuliére dominante de A (en un sens généralisé). On

introduit 'application 84 : W — R* définie par

(4, B)*
Ba(B) = . (I11.23)
1B
On a

M (A) = in |A - B|* = B T11.24
Mm(A) = arg min | I” = arg max f4(B) (IT1.24)

I'ensemble des éléments associés a la valeur singuliére dominante o(A), tels que
Ba(B) = 0(A)? VB € Mp(A). (T11.25)

I11.3.2 Approximation des éléments d’un sous-espace vectoriel

On suppose a présent que

Acu=QRQu" cw=QQW" (111.26)

2 Iz

ol les U* C WH sont des sous-espaces vectoriels des WH, avec éventuellement U* = WH. On peut

donc écrire

A=Al avec AL ecu' W (111.27)
i=1 p

Pour tout u € {1,...,d}, on introduit le projecteur orthogonal de W* sur U* défini par

Pu:WH UM CWH, PL=P,, Pp=P. (I11.28)

On introduit ainsi le projecteur orthogonal de W sur U défini par

P:W—-UCW, P*=P, P*'=P, (I11.29)

et caractérisé par

P =P, (I11.30)
o
On montre aisément la propriété suivante.

Lemme II1.3.1. Soit P : W — U le projecteur orthogonal de W sur U, avec P = ®u Pu. Pour
tout ensemble M de la forme (111.19), on a

P(M) C M. (111.31)

Lemme II1.3.2. Soit AcU CW et soit P: W — U le projecteur orthogonal de W sur U. Pour
tout Be W, ona
Ba(B) < Ba(P(B)) (T11.32)
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et
Ba(B) = a(P(B)) <= B=P(B). (111.33)

Démonstration. Pour tout élément B € W, on a

(A,B) = (P(A),B) = (A, P*(B)) = (A, P(B)) (IT1.34)

et
IBI? = IP(B)I* + 1B = P(B)* > [P(B)|?, (IT1.35)

et par conséquent

(4,87 _APBY _ (A PB)
B) = = = P(B)). 111.36
S N T TR T .
De plus, on a
5a(B) = BAP(B) Bl = [P(B)] + |8~ P(B)| =0. oy
O

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme I11.3.3. Soit P : W — U le projecteur orthogonal de W sur un sous-espace vectoriel
UCW. SiAel el siP(M)C M, alors

(A) CU. (111.38)

Démonstration. Soit C' € IIp(A) = argmaxpen Sa(B). Par hypothése sur M, on a P(C) € M.
Supposons que P(C) # C. Alors, par le lemme I11.3.2, on a

Ba(C) < Ba(P(C)) (I11.39)

ce qui contredit I'optimalité de C. On a donc C' = P(C) € U et donc IIy(A) C U. O
Du théoréme I11.3.3 et du lemme II1.3.1, on déduit la propriété suivante.

Théoreme IIL3.4. Si A €U = ®,U",
HC1(W)(A) cC (Z/{) (111.40)

Un élément B € I, ) (A) s’écrit donc B = ), B avec B* € U".

Remarque I11.3.5. Les théoréemes I11.5.3 et I11.3.4 ne sont pas propres aux opérateurs, mais & tous
les tenseurs.

111.3.3 Analyse de I’algorithme alterné pour ’approximation de rang un

On considére le cas de l'approximation dans M = C1(W) d'un tenseur 4 = 71", @, Al e

U = ®u U*. On considére 'application d’un algorithme alterné pour la recherche d’un élément
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B € Il¢, (w)(A). On commence par une initialisation aléatoire B(g) = @), Bég) puis on construit une

séquence {B () n>1 C C1(W) définie pour n > 1 par
B(n) = Gd ©...0 Gl (B(n—l))a (IH41)
ou pour B =), B, G, : C1(W) — C1(W) est définie par

1A= GuB)IP = min_ 14—, (I1L.42)

avec CJ'(B) lespace vectoriel défini par

ci(B)=SCre [ QB ;crewr s, (111.43)
AFEp

ol on a utilisé pour simplifier une permutation des dimensions.

Proposition I11.3.6. Quelle que soit "initialisation By € W, on a

By €U = Qu* (I11.44)
w

pour tout n > 1.

Démonstration. On a G\(B) = C* ® (®u7ﬁ/\ B”) avec C* solution de

<0A® QB |.6C* e | X) B >:<A,5CA® X B* > VoCr e WA (I11.45)

BFEN HFEA BFEN
On en déduit m
Cr=>"a}A} (T11.46)
i=1
avec ;) = | | BH|| 2 | (Af,B“)#. Puisque pour tout i € {1,...,m} on a A €UY*, on a
Cr e U, (I11.47)

Pour Be W) ®...® W, on en déduit donc G1(B) €Uy @Wa ® ... Wy, GooG1(B) € Uy Uz ®
Wi ® ...R0 Wy, et par récurrence, Ggo...0oG1(B) €Uy @ ... U . d

111.3.4 Préservation des patterns

On s’intéresse ici & la préservation des patterns des vecteurs ou matrices. On considere WH = R

/ e
ou WH = R™*". QOn considére un tenseur

A= Zm: X AL (I11.48)

=1 u
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On note

I = {y; (A, #£0} et TM=[ ]I (111.49)
1=1

It définit le pattern de A% (vecteur ou matrice) et I représente I'union de tous les patterns des
(A¥)d_,. On a
Acu=QRu" (I11.50)
o

avec U* Vespace vectoriel défini par
Ut = {A" e WH, (A"), =0, Vy ¢ 1"} . (II1.51)

Le projecteur orthogonal de W sur U est P = ®u P, ot P, est le projecteur orthogonal de W# sur
U* défini pour B* € WH par

(Pur)), = | P el (1152)
0 siy & IH

On déduit du théoréme I11.3.4 la propriété suivante.

Proposition IIL3.7. Un élément B € ¢, (w)(A) s'écrit B = @, B* ot B* a un pattern inclus
dans IH.

Lors de 'approximation d’un tenseur creux, on pourra donc se ramener & I'approximation d’un
tenseur de dimension inférieure en limitant la recherche de la meilleure approximation dans 'espace

U. On pourra pour cela associer I’élément A & un élément

Ae Q@R™ avec my = #(I,). (I1L.53)
w

Notons également que d’aprés la proposition I11.3.6, on sait que lorsqu’on utilise un algorithme
alterné pour la recherche d’une meilleure approximation B € C;(W) de A, B posséde les patterns

de A aprés la premiére itération, quelle que soit l'initialisation de ’algorithme.

111.3.5 Préservation des symeétries

On s’intéresse ici & la préservation des propriétés de symétrie des opérateurs. On considére
WH = M, (R) = R™>*™_ On note My'™(R) = {B € M,(R); B = B”} I'ensemble des matrices
symétriques de M, (R), et M*¥(R) = {B € M, (R); B = —BT} I’ensemble des matrices anti-

symétriques de M,,(R). On considére un tenseur

m
A=>") AL (I11.54)
=1 u
On suppose que pour tout i € {1,...,m},

A e MGPM(R)  pour  p € Koy C D (I11.55)
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et
A e MFU(R) pour  p € Kygew C D. (I11.56)
On a donc
Aeu =QRQu", (I1L.57)
w

avec U* un espace vectoriel défini par

MIT(R)  siop € Koym
Ut = M;sllzew (R) si IS Kskew : (11158)
M, (R)  sinon

Le projecteur orthogonal de W sur U s’écrit P = ®u P, avec P, est le projecteur orthogonal de
WH sur U défini pour B € M, (R) par

%(B_'_BT) SiMEKsym
Pu(B) = L(B—BT) sipue€ Keew - (111.59)
B sinon

On déduit du théoréme I11.3.4 la propriété suivante.

Proposition I11.3.8. Un élément B € ¢, ) (A) s’écrit B = Q),, B ot pout tout pi, B* posséde

les mémes propriétés de symétrie que les {AY} .

Lors de I'approximation d’'un tenseur A € W, on pourra donc imposer a priori les propriétés de

symétrie (ou anti-symétrie) sur 'approximation recherchée. On pourra pour cela identifier A & un

élément
nu(ng +1) sip€ Koy
Ae ®Rm“ avec my = %n#(n# —1) sip€ Kgpew -
H 2 :
n, sinon

Notons également que d’apreés la proposition II1.3.6, on sait que lorsqu’on utilise un algorithme
alterné pour la recherche d’une meilleure approximation B € C1(W) de A, B posséde les propriétés

de symétrie de A aprés la premiére itération, quelle que soit I'initialisation de I’algorithme.

I111.4 Approximation de I'inverse de 'opérateur

Apres approximation de 'opérateur, I'approximation de l'inverse est présentée dans cette sec-
tion. On va proposer une méthode qui permet de trouver une approximation dans C, (W) et non plus
C1(W) comme c’est le cas dans la littérature [32, 54, 78|. Des approximations de rang-r ont déja été
proposées pour U'inverse si celle-ci admet un développement sous forme de série [46] ou en supposant
une forme particuliére [76]. La nouveauté ici réside dans le fait que la méthode est applicable a

n’'importe quel opérateur. On proposera aussi une maniére d’imposer des propriétés telles que la
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symétrie ou un caractére creux a ’approximation de I'inverse. De cette maniére celle-ci pourra étre
utilisable avec le PCG par exemple.

Dans le cadre de la construction d’'une approximation symétrique, on verra en section I11.4.2.1
que l'on retrouve un cas particulier de ’équation de Sylvester. On proposera alors une maniére de

la résoudre avec l'utilisation des tenseurs.

111.4.1 Meilleure approximation par rapport & une norme appropriée

On introduit ici une méthode d’approximation gloutonne de A~!. Soit Py = 0. Connaissant une

approximation P._; de A~!, on cherche une approximation P, = P,_; + W avec

Well Al _p )= in [At—pP_, — x| 111.60
am) ) =erg min | 1= X[ (I11.60)

ot ||-||1y, est une certaine norme sur W. Pour étre capable de calculer W, l'astuce consiste a choisir
pour [-||,y la norme ||-|| 44- associée au produit scalaire (- AA*,-), ot A* est opérateur adjoint de

A. On a alors ’égalité
A7 = Py = X0 = I = (P + X) A2, (IT1.61)

ot ||-|| est la norme canonique induite par les normes de Frobenius. P, = P,_; + W définit alors une

approximation de l'inverse & gauche de A.

Remarque II1.4.1. On peut aussi construire une approzimation & droite en considérant la norme

associée au produit scalaire (A*A - ).

En utilisant Popérateur [-, -], défini en (I1.39), une minimisation alternée sur les dimensions donne

pour la dimension \ le probléme suivant sur W € R™*7 .

[A* — P._jAA* W], = [WAA*,W],, VYA€ D, (I11.62)
soit
Z) | =wWQ, (I11.63)
avec
Z) | =[A* — P AA* W]\ € LOVY), (111.64)
ro d
A Iz Iz A
Q*=> [ wrct,wr) it e v, (111.65)
i=1 pu=1
HFEX
rC
C=A44"=> QcCl (I11.66)
=1 p

Remarque II1.4.2. La dimension ny doit étre suffisamment petite pour que cette méthode ne soit

pas trop codteuse.
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111.4.2 Approximation dans un sous-espace

Dans la section I11.3, on pouvait tirer profit des propriétés de I'opérateur A quand il était dans un
sous-espace de dimension inférieure U = @) L U*. Cette fois on ne connait pas a priori les propriétés
de A™!. Toutefois, on va encore chercher son approximation dans des sous-espaces particuliers.

On note P : W — U le projecteur orthogonal de W sur U. Si W = ®“ WH € U est un minimiseur

de (I11.61), la condition de stationnarité donne
(I— (P +W)A,0WA) =0, YW € Tw(Ci(U)), (I11.67)
avec Ty (C1(U)) V'espace tangent & C1(U) en W. Cette équation est équivalente &
(A" — (Pro1 + W)AA™ W) =0, YOW € Tw (C1(U)). (IT1.68)

Sachant que C;(U) est une variété différentielle incluse dans U, il en découle que Ty (C1(U)) C U
d’aprés le lemme I1.2.6. Ainsi on a les égalités Ty (C1(U)) = P(Tw (C1(U))) et SW = P(6W), pour
tout W € Tyw (C1(U)) ,et (II1.68) est équivalente a

(A* — (Pr_y + W)AA*, P(6W)) = 0, VoW € Ty (C1 (1)) (I11.69)
& (P(A* = (Pr_y + W)AA*), W) =0, VoW € Ty (C1 (1)), (I11.70)
(P(WAA*),§W) = (P(A* — P,_1AA*), W), YW € Ty (Ci(U)). (ITL.71)

En introduisant une minimisation alternée sur les dimensions, on peut écrire a partir de (I11.71) que

la minimisation sur W*, X € D, conduit a
[P(WAA*), W], = [P(A* — P,_,C), W], , (111.72)
ot [, ]x est 'application définie en (I1.39).

Remarque I11.4.3. P._1AA* est un tenseur de rang mazimal (r — 1)7“31. Si r4 est trop grand,
la résolution de (II1.71) peut étre codteuse. Pour éviter ce probléme, on peut travailler sur une
approximation de A de plus petit rang en utilisant les propriétés proposées en section I11.3 comme

les symétries et le caractére creux des opérateurs.

111.4.2.1 TImposition de symétries

Formulation du systéme a résoudre. On sait que si A est symétrique, A~! I'est aussi. Néan-

moins, avec

TP
A=Y P, (II1.73)
i=1 p
rien n'impose que les <®u PZ“) e soient symétriques. Il est donc nécessaire d’imposer la symétrie
<i<rp

dans la définition de 'approximation. Pour cela on introduit le sous-espace U C W des opérateurs
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symétriques et le projecteur P : W — U défini par
P(X) = %(X + X%, (I11.74)
L’équation (IT1.71) devient alors
(WC, W) + (CW,6W) = 2P(A* — P,_1C), W), YoW € Tw(C1(U)), (I11.75)

avec C' = AA* = 37°C, &, Cl' = C*, W = W* et P._y = P’ ,. Pour appliquer un algorithme
de minimisations alternées, on va supposer que 'on connait (W“)MGD\/\ pour W € ®u WH. La

minimisation sur W conduit a I'équation de stationnarité

(WC,6W) + (CW,6W) = (2P(A* — P,_1C),6W), VoW =W e [ QW* |,  (IIL76)
HFEN
ol
rC
<WC,6W>:< I weerws, W’\C},5WA> :
=1 \peD\X A

<CW,5W>=< I1 clwewe | crw?, sw?
=1 \ peD\A Az

Ms
\/

TE
<2P<A*—PT_1C>,6W>:<Z IT &nw, E3,5WA> ,
i=1

neED\X A

avec E = 2P(A* — P,_1C) = 3715, @, E}’. On en déduit 'équation suivante qui définit WA

WAQN + WA = H) | (111.77)
qui est ’équation de Sylvester avec
rc
A I3 A
QA => | II wrciwm, |c,
=1 \peD\A
o
A A
A => | [] wcrwrwn, |,
=1 \peD\X
TE
A % A
g =>"{ ] (Bl W), | B
=1 \ peD\\

On remarque alors que si i = @ u U* ou les UM est 'espace des opérateurs symétriques de WH, on

A
(WHCE, W), = (CF, (W) WH) | = (CFWH(IWH)) | = (CLWr W), (IL78)
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et donc Q* = G*. L’équation a résoudre est donc finalement
wWrAQ* + QWA = H) . (I11.79)

Cette derniére équation est appelée I’équation de Lyapunov continue qui est un cas particulier de
I’équation de Sylvester. Elle peut étre résolue grace a l'algorithme de Bartels and Stewart [9]. Lorsque

n, est grand, on préférera la méthode proposée dans le paragraphe suivant.

Résolution de 1’équation de Sylvester par une méthode d’approximations de tenseurs.

I’équation de Sylvester s’écrit :

Trouver X € R™™" tel que

, (IT1.80)
AX +XB=C, (A B,C)e (R,

En se replacant dans un cadre tensoriel o on fait identification R™*™ = R™ @ R", I’équation précé-
dente est équivalente &
(A® I, + I, B)X =C, (I11.81)

ol I,, est 'opérateur identité de R™*™ et X et C sont considérés comme des éléments de R” @ R™. 11
reste & exprimer C' sous format tenseur grace & une SVD et & utiliser un des solveurs des chapitres

111 et IV pour trouver une approximation de X sous la forme Y %X, X! ® X? o X!' € R".

111.4.2.2 TImposition d’un caractére creux

On considére ici que WH = R™ X" Avec les projecteurs introduits en section 111.3.4, en dévelop-

pant le membre de gauche de 'équation (I11.72) on obtient

rC
Pve),wl,=>_ | I Provrct),wH, | PPweh) "
i=1 \peD\A (111.82)
=P WAK?),
avec
e
A Y A
E*=>"| I Prwret),we), | G (I11.83)
i=1 \pueD\X
Cette fois I’équation est
PNWAK?) = [P(A* — P,_10), W], (I11.84)

et ne peut étre résolue directement. On peut toutefois s’inspirer de la méthode de I’Approximation
Creuse de 'Inverse (SParse Approximate Inverse, SPAI) de Grote et Huckle [36] en minimisant la

fonctionnelle J* définie par :

PO = [P RN - (A - Bsc), W]AHi, VA€ D. (I11.85)
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I11.5 TIllustrations

I11.5.1 Estimation de l’erreur

On rappelle que lon est en dimension finie. On munit alors £()) de la norme subordonneée a ||-|

que l'on notera aussi ||-||. On a ainsi les inégalités :
ol < 1Al lull et flull < A7 6]l (II1.86)
De méme, on a les inégalités :
[Av = bll < Al lu =] et fu—ol < [[A7H[ 16— Aul. (II1.87)

De (IT1.86) et (I11.87), il découle que

L o= Avf| _ flu—v 16 — Ao
< < cond(4)———, (I11.88)
cond(A4) bl [ 2]
avec cond(A) = [|A|| ||A7"|| le conditionnement de A associé & la norme ||-||. Ainsi si le condition-

nement de l'opérateur A est trés bon, le résidu relatif est un bon estimateur d’erreur du résidu

relatif.

Remarque IT1.5.1. Pour deux approzimations u, et u, de u, les deuzr inégalités suivantes peuvvent

étre vérifiées simultanément :
16— Au,ll < b= ATl et flu—ull > llu— . (IT1.89)

Le contréle de Uerreur en norme de résidu peut donc poser des problémes. Ceci sera illustré sur des
exemples en sections [11.5.5.5 et IV.3.2.

Remarque II1.5.2. En pratique, il est plus utile de passer par une estimation de l’erreur sur une

quantité d’intérét comme illustré en section V.1.

I11.5.2 Probléme de Poisson

II1.5.2.1 Formulation du probléme

d

On va s’intéresser au probléme formulé sur le domaine Q@ = w® avec w = (0,1) ayant pour

formulation forte :

—Au=f sur
u=0 sur 0%, (I11.90)
f=1 surQ.

La formulation faible du probléme précédent est :

Trouver u € HJ(Q) tel que

I11.91
a(u,v) = L(v), Vv e HI(Q), ( )
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ol

a(u,v) = / Vu- Vv dz,
Q

t(v) = /Q vf dz, (111.92)
Hy (92) = Q) Hy (w).
I

On cherche alors une approximation de u dans I’espace V = Q) i V# ou les V* sont les espaces d’ap-
proximation éléments finis P1 inclus dans H}(w). On introduit un maillage régulier de 60 éléments
de w. On suppose ici que d = 4.

Avec ces notations, la discrétisation du probléme améne au systéme linéaire

d d
Au=b, Ac @R be@QR" (111.93)
p=1 pn=1

Comme D'opérateur est symétrique défini positif, on va étudier le comportement de 1’algorithme du
gradient conjugué (PCG). On va se placer dans le cas ot les approximations u, € Hiy(V), out T est

un arbre équilibré.

I11.5.2.2 Comportement du solveur et des préconditionneurs

Le but de cet section est d’analyser I'efficacité du préconditionneur proposé sur le simple modéle
de Poisson. En figure I11.1, le résidu relatif est tracé en fonction du nombre d’itérations du PCG
pour différents préconditionneurs. Dans le cas I, 'algorithme est simplement le gradient conjugué. Le
préconditionneur ]31 est tel que ﬁl_ e e, ( L(v))(A), c’est-a-dire ﬁl_ ! est la meilleure approximation
de rang 1 de 'opérateur A au sens de la norme canonique. Enfin, (P;); ., <, désignent les précondi-
tionneurs de rang r construits de maniére gloutonne dans ’espace des ;)p_érateurs symétriques (voir
la section T11.4.2.1).

10' — 1L
1 | —— Pl
0 _

10 1| P
w107 999500 ER s
5 02| | n
. g = Py
103} el i
N F 1 |—— DB
104 g e p

1075 | —— ﬁg
E 1 | —<—

106 L ! ! ! \ +P9
0 10 20 30 40 50 10

Itérations du PCG

Fiqure III.1 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG pour différents types de
préconditionneurs pour le probléme de Poisson.
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On observe que ]31 et P; n’améliorent pas du tout la convergence du solveur, et la dégradent
méme. Nonobstant, & partir de » = 2, P, augmente tres fortement le taux de convergence du résidu,
I’augmentation étant encore plus flagrante & partir de r = 8.

Afin de voir 8’il y a un lien entre la convergence de (P;), oy vers A~1 et Tefficacité du précon-

ditionneur, on a tracé en figure I11.2 Perreur relative

11— P Al

(111.94)
1]

en fonction de r. Malheureusement il n’y a pas de liens visibles entre 'erreur relative et le taux de

10°

Résidu relatif
—_
i
T T T T
Ll

-2 L L L !
10 2 4 6 8 10
Rang de 'approximation de l'inverse
FIGURE IIL.2 — Erreur relative % en fonction du rang r de approximation de 'inverse pour

le probléme de Poisson.

convergence du solveur. En effet on observe une décroissance stricte de U'erreur alors qu’il semble
que le conditionnement s’ameéliore par paliers d’apres la figure II1.1. Il serait nécessaire d’avoir un
accés au conditionnement de I'opérateur préconditionné P, A. Pour cela il faudrait estimer les normes
|PA| et ||(PA)T = ||A- P

, la difficulté résidant dans le calcul de cette derniére.

II1.5.2.3 Temps de calcul

Probléme de départ. Les temps de calcul pour la construction des différents préconditionneurs, la
résolution et le temps total sont donnés dans le tableau I11.1. La solution est cherché dans ’ensemble
HI,(V). La limite de précision en résidu relatif est fixée & 5 1076 car le résidu relatif n’arrive pas a
atteindre 1079, peu importe le préconditionneur utilisé.

On conclut alors que le choix du préconditionneur est une affaire de compromis. Ici le précon-
ditionneur le plus efficace en temps est P». Il allie la rapidité de la construction et la rapidité de
la convergence du résidu. Néanmoins si le préconditionneur est déja disponible, il est alors plus

intéressant de choisir le préconditionneur Ps.

Augmentation du rang de la solution. La solution est cette fois autorisée & avoir un rang

maximal de 20. Il en découle que tous les préconditionneurs aboutissent a un résidu relatif final
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inférieur a 1078, comme indiqué dans le tableau I11.2.

Cette fois P» est le meilleur préconditionneur, aussi bien pour le temps de construction du
préconditionneur que la résolution du systéme. On observe une augmentation du temps de calcul
avec I'augmentation du rang. Le temps de calcul est au moins triplé, méme pour un résidu relatif

grossier de 1071,

Probléme avec 120 éléments par dimension. On revient ici & I'ensemble H7y(V), mais on
divisé par deux ici la taille du maillage pour appréhender efficacité de la méthode. Les résultats
sont indiqués au tableau I11.3. On a encore fixé ici la limite en précision a 5.1075 pour des raisons
de stagnation du résidu relatif, comme dans le probléme de départ. Lorsque le résidu relatif n’est
pas atteint, le temps est noté oo.

P; est une nouvelle fois le meilleur compromis pour allier rapidité et précision. Si Py est disponible,
ce dernier offre la résolution la plus rapide du probléme. On remarque que le temps de calcul souffre
du raffinement du maillage du domaine w. Néanmoins pour un nombre de degrés de liberté doublé, le
temps de calcul est & peine multiplié par 4. I’augmentation du temps de calcul provient donc presque
uniquement de la résolution des systémes linéaires, car on retrouve une dépendance concordante avec
la complexité des solveurs directs de 1’algébre linéaire. Typiquement, pour un systéme linéaire de n

inconnues, ils ont une complexité entre n? et n? suivant le caractére creux de 'opérateur.

I P | || P3| Py | P | B | Pr| Bs | P | Pro

Constr. du préc. 0 0.1 03 |1.7]122]| 3.8 | 4.6 7.2 1102 | 12.7 | 15.0 | 23.9
Résidu relatif Temps de résolution

101 2.8 3.1 33 |13 14| 1.7 | 2.1 2.5 3.0 1.8 2.1 2.7

1072 75162 | 75 |1.8|20] 24 | 30| 34|42 | 22| 27| 33

1073 76 | 11.2 113.0] 23|25 ]| 3.0 3.9 | 44 | 5.3 27 | 3.3 | 4.0

10~4 115115018533 (33| 40 | 49 | 6.8 | 82 | 3.0 | 3.6 | 4.2

107° 1351 19.6 | 23.8 | 48 |49 | 5.9 7.2 9.2 1108 | 39 | 4.7 | 5.8

51076 1391207245 |51 (51| 65 | 7.7 | 96 | 11.2 | 44 | 52 | 6.5

Temps total 1391208 | 24.8 168 | 73|10.3|12.3|16.8|21.4 | 17.1]20.2 | 30.4

TABLE III.1 — Temps de calcul (s) pour la résolution du probléme de Poisson en fonction du résidu
relatif pour différents préconditionneurs, une approximation de rang 10 et n = 59.

o1



Chapitre III. Solveurs itératifs et approximation de tenseurs

I | A | P | B | P | P | B | P | Pr | BB | Py | Py
Constr. du préc. | 0 01 | 03 | 1.7 | 22 | 38 | 46 | 7.2 |10.2|12.7| 15.0 | 23.9
Résidu relatif Temps de résolution
107! 72 | 7.7 | 81 | 3.7 | 45 | 55 | 6.8 | 85 | 11.0| 6.2 | 7.7 | 9.6
1072 98 | 115|121 | 54 | 6.0 7.2 90 | 11.9 | 154 | 83 | 10.2 | 12.8
1073 119 | 144 | 187 | 6.6 | 79 | 9.5 | 11.7 | 146 | 189 | 10.4 | 12.8 | 15.9
1074 146 | 224|304 | 7.6 9.0 | 10.8 | 134 | 16.7 | 21.5 | 11.5 | 14.0 | 174
107° 22.0 | 334|443 | 85 | 10.1 | 12.1 | 15.0 | 187 | 24.2 | 125 | 154 | 19.0
1076 28.0 | 479 | 58.7 | 9.8 | 11.6 | 13.9 | 16.6 | 21.4 | 27.7 | 15.7 | 19.3 | 23.8
1077 35.9 | 59.1 | 72.8 | 11.7 | 13.9 | 16.6 | 20.5 | 25.6 | 32.0 | 16.8 | 20.6 | 25.3
108 46.1 | 71.5 | 879 | 16.5 | 19.1 | 21.9 | 25.4 | 304 | 38.2 | 18.9 | 23.2 | 28.5
Temps total 60 | 71.6|88.2|18.2|21.3|257| 30 |376|48.4|31.6| 382|524

TABLE II1.2 — Temps de calcul (s) pour la résolution du probléme de Poisson en fonction du résidu
relatif pour différents préconditionneurs, une approximation de rang 20 et n = 59.

I P P | P | P3| Py | P | B | Pr| R | Py | Py

Constr. du préc. 0 0.1 1.7 | 49 | 6.2 | 83 | 11.7|16.2 | 19.7 | 32.6 | 40.0 | 46.4
Résidu relatif Temps de résolution

107! 6.6 | 99 [11.1] 30 | 33 | 41 | 46 | 6.0 | 82 | 46 | 5.8 | 7.7

1072 1541203 1259| 56 | 6.6 | 81 | 86 |11.5|16.6 | 6.3 | 80 | 10.5

1073 243 1288 380 9.0 | 108|124 | 15.1 | 185 | 25.3 | 84 | 10.6 | 13.9

10~ 303 | oo oo | 13.5|14.8 | 17.6 | 21.0 | 26.9 | 35.9 | 11.1 | 14.1 | 19.0

5107° 33.8 | oo oo | 145|164 | 19.3 | 23.4 | 29.7 | 374 | 12.8 | 16.2 | 22.3

Temps total 33.8 | oo oo | 194|226 | 276 | 35.1|459 | 571|454 | 56.2 | 68.7

TABLE II1.3 — Temps de calcul (s) pour la résolution du probléme de Poisson en fonction du résidu
relatif pour différents préconditionneurs, une approximation de rang 10 et n = 119.
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111.5.3 Probléme symétrique
I11.5.3.1 Description du probléme

On considére le probléme aux limites stochastique posé sur le domaine représenté en figure I11.3.

Les sous-domaines possédent des conductivités aléatoires indépendantes. En ce qui concerne les

FiGuRreg 1I1.3 — Domaine, sous-domaines et maillage du probléme stochastique.

inclusions, leurs conductivités suivent une loi aléatoire log-uniforme comprise entre 10 et 100. Quant
a la conductivité de la matrice, elle suit une loi uniforme comprise entre 1 et 2. La conductivité x
est donc fonction de 5 variables aléatoires £ = (1, ..., &5) supposées indépendantes, chacune d’entre

elles représentant la conductivité sur un sous-domaine. Le probléme aux limites s’écrit :

V(=kVu)=1 sur Q x E,

(II1.95)
u=0 sur0df) x =.

La conductivité x étant uniformément bornée (inférieurement et supérieurement), le probléme (I11.95)
est bien posé (voir la section 1.3.6). On utilise des éléments finis linéaires pour la discrétisation spa-

tiale. Le probléme semi-discret s’écrit

AEU(€) = B(E), avec A(€) € R™™, B(¢) € R, (111.96)

et on utilise le chaos généralisé de degré 10 pour les dimensions stochastiques?. On arrive alors & un

probléme défini sur un espace de tenseur d’ordre 6 noté :
Au=1b (TI1.97)

ol A est un opérateur symétrique défini positif de rang 5 et b est de rang 1. On va utiliser le PCG
décrit en section II1.1.2 avec des approximations dans ’ensemble hiérarchique de Tucker, avec un

arbre équilibré et différents préconditionneurs.

2. Les variables log-uniformes sont exprimées en fonction de variables aléatoires uniformes. On utilise alors des
bases de Legendre orthonormées pour la mesure uniforme.
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Chapitre III. Solveurs itératifs et approximation de tenseurs

I11.5.3.2 Influence du préconditionneur

On applique les préconditionneurs suivants :

— Pg, linverse de I'opérateur moyen. Ce dernier est I'opérateur A correspondant au probléme
(I11.95) discrétisé avec une conductivité déterministe F(x). Avec I# Popérateur identité de
RPu*Pu on définit donc Pg = A'el'e.. 0.

- ﬁl, I'inverse de ’approximation de rang 1 de 'opérateur.

— P, 'approximation de rang r de l'inverse dans sa version symétrique comme présenté en
section III.4.

Les résultats sont illustrés en figures I11.4, TI1.5 et TI1.6 pour une approximation de la solution avec
un rang maximal de 10. Tous les préconditionneurs améliorent la convergence du PCG. Ils semblent
tous étre globalement aussi efficaces. Si on souhaite une plus grande précision finale, Pr semble étre
le meilleur. Si on souhaite un meilleur taux de convergence au départ de I'algorithme, on devra se
tourner vers Ps. Au vu de la complexité de la résolution de 'équation (I11.79), le meilleur choix
semble étre Pp. Cette tendance se vérifie si 'on regarde le résidu relatif préconditionné par Ps, en
figure I11.5, qui doit étre proche de 'erreur vraie si PsA =~ I. Ceci se vérifie sur lerreur relative
par rapport a un élément de HH1T5(V) (u) en figure I11.6. Ce tenseur de HH1T5(V) (u) est calculé par un
algorithme de minimisations alternées sur toutes les variables du paramétrage FHITE (v) de HI(V) de
la section 11.3.2.4.

10t ]
-
w10} El i
E 1 +ﬁ1

= - i
= 1l | —— Py
5 10 g 1 |—P
& 5 1 P3
= 1072 TR ||
F g +P5

-3 | | | L
10 0 10 20 30 40 50

Itérations du PCG

FiGure III.4 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG pour différents types de
préconditionneurs pour le probléme de I’équation de la chaleur.
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Résidu préconditionné relatif
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Figure III.5 — Résidu préconditionné relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG pour
différents types de préconditionneurs pour le probléme de ’équation de la chaleur.
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F1GURE I11.6 — Erreur relative par rapport a HHlTs(V) (u) en fonction du nombre d’itérations du PCG
pour différents types de préconditionneurs pour le probléme de I'équation de la chaleur.
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Chapitre III. Solveurs itératifs et approximation de tenseurs

I11.5.3.3 Temps de calcul

Ici le temps de calcul est principalement di & la construction du préconditionneur, les conver-
gences étant quasiment identiques d’aprés les figures 111.4, II1.5, et II1.6. Le temps de calcul des

préconditionneurs est donné dans la table 111.4.

Préconditionneur | Temps (s)

Pr 0.1

Py 0.3

P 46.4
P 143.2
Py 9240.2
Py 362.0
P 535.4

TABLE II1.4 — Temps de calcul (s) pour la construction des préconditionneurs pour le probléme
d’équation de la chaleur.

On voit que la construction de P, = > 7, ®u P! devient trés rapidement prohibitive. Ceci
provient de I'équation de Lyapunov (IT1.79) que on doit résoudre pour imposer la symétrie de
P,. L’approche utilisée pour la résoudre est la méthode de quasi-minimisation du résidu [30] (Quasi-
Minimal Residual, QMR) car 'opérateur du systéme linéaire (I111.81) n’est pas positif. Ce résultat sur
les temps de calculs nous fera préférer les solveurs ne nécessitant aucune symétrie, tel que GMRES,

ou encore 'utilisation d’une approximation creuse (voir diagonale) pour (Pll) non implémenté

1<izr (
ici).

111.5.3.4 Influence du rang de ’approximation

On montre ici un résultat déja illustré par Kressner et Tobler [50]. Sur la figure I11.7, on a tracé le
résidu relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG pour le préconditionneur Pg pour différents
rangs 7; des tenseurs hiérarchiques de Tucker : r, = 5, r, = 10 et r; = 15.

Dans tous les cas, on observe une stagnation du résidu. La valeur limite du résidu dépend du

rang de l'approximation. Plus il est élevé, plus le résidu est faible.

I11.5.3.5 Influence de la variabilité

On va supposer ici que chaque conductivité des inclusions suit une loi aléatoire log-uniforme
comprise entre 10 et 1000, tandis que celle de la. matrice suit une loi uniforme comprise entre 1 et
100. Le but est de voir si Pg, ﬁl et P5 sont sensibles & la variabilité des parameétres aléatoires. Les
solutions sont & nouveau cherchées dans 'ensemble H7 (V).

On observe en figure 111.8 que tous les préconditionneurs sont moins efficaces que dans la section
I11.5.3.1. Ceci s’explique par I'extension du domaine des paramétres, la solution posséde donc un
contenu spectral plus étendu. De plus Pg semble toujours étre le meilleur préconditionneur pour le
probléme proposé. On observe tout de méme que P; améliore la convergence du résidu au départ de

I’algorithme. La norme étant mesuré en résidu, ceci ne traduit pas nécessairement l'erreur vraie.
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Fiqure III.7 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG pour différents rangs
(r¢);er de la solution avec le préconditionneur Pr pour le probléme de I’équation de la chaleur

Comme Pg est un bon point de départ pour un préconditionneur, on ’a amélioré avec I'algo-
rithme d’approximation de rang-r de I'inverse. Pour cela on a enrichi le préconditionneur Pg avec
I’algorithme glouton proposé en section I11.4, avec un enrichissement construit dans le sous-espace
des opérateurs symétriques. On note ﬁr I’enrichissement de rang-r du préconditionneur Pg.

Les courbes de convergence en figure I11.9 nous indiquent & premiére vue que P, détériore la
qualité du préconditionneur Pg. Cependant on a mesuré l'erreur relative de la solution par rapport
a un élément de HH1T5(V). Ces résultats sont tracés en figure I11.10.

On observe en fait une convergence trés rapide du PCG pour le préconditionneur proposé Pg +ﬁ5,
bien meilleure que pour les autres préconditionneurs. La stagnation de l'erreur observée pour les
préconditionneurs Pr et Pr + ﬁ5 est due & la différence de rang entre la référence et la solution
calculée.

On remarque alors que le résidu relatif préconditionné défini par

H(PE—i—ﬁg))(AuT —b)”

fier 7]

, (I11.98)

est un meilleur indicateur de 'erreur relative. En effet, les convergences de la figure I11.11 sont trés
similaires & celles de 'erreur relative en figure I11.10, aussi bien en convergence qu’en valeurs absolues.
Cela peut s’expliquer par le fait que I et (Pg + ﬁg,)A semblent avoir des propriétés spectrales trés
proches dans le haut du spectre, partie active du spectre lors de 'algorithme. On rappelle en effet
que les approximations dans ITxq, (u) sont liées a une décomposition spectrale, ce qui peut expliquer

que seule la partie haute du spectre soit active, bien que numériquement on vérifie que

HI —(Pp+ 155)AH
1]

~ 47%. (111.99)

Ceci implique qu’il est nécessaire de mesurer de maniére robuste le conditionnement de notre pré-
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Fiqure II1.8 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG pour différents types de
préconditionneurs pour un probléme avec une grande variabilité pour le probléme de I’équation de
la chaleur.
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Figure II1.9 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG avec différents enrichisse-
ments du préconditionneur Pg pour un probléme de la chaleur avec une grande variabilité.

conditionneur.
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FiGuRE II1.10 — Erreur relative en fonction du nombre d’itérations du PCG avec différents précon-
ditionneurs pour un probléme de la chaleur avec une grande variabilité.
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Figure III.11 — Reésidu préconditionné relatif en fonction du nombre d’itérations du PCG avec
différents préconditionneurs pour un probléme de la chaleur avec une grande variabilité.
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Chapitre III. Solveurs itératifs et approximation de tenseurs

111.5.4 Probléme non symétrique

II1.5.4.1 Description du probléme

Cet exemple est un cas non symétrique tiré de [64]. Il s’agit d’une équation de diffusion convection

réaction en régime transitoire sur le domaine représenté en figure I11.12. Le probléme aux limites

s’écrit :
ou
E—V(/ﬁVu)—i—c(D Vu)+ou=0 surQxQ avec = Q3 UQy,
u=1 sur 'y x Q,
u=0 sur 'y x Q, (I11.100)
u(t=0)=0 sur Q\ I},
u(t=0)=1 surTy,
—kVu =0 sur (Q\ (L UTy)) x Q,
avec t € ;.
1—‘2
92

I

Figureg II1.12 — Géométrie du filtre & particules.

On va mener une étude paramétrique sur les variables

k=& €=l =(0.01,1),
= ¢ € 52
=(=33) (TTL.101)
o=¢&¢€Z=(05,1.5) sur Q,
o=¢& €="=(9.5,10.5) sur .

D est un champ de vecteurs représentant le gradient de la solution v du probléme de Poisson sur §2
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suivant, :
Av =0 sur Q= Q; UQ,
Vvo-n=1 surly,
(LIL102)
Vv-n=-1 sur Iy,
Vo-n=0 surdQ\ (I'1 UTy).
Pour simplifier les notations, on note (x,t,k,c,01,02) = (z!,...,2%) et Q* le domaine de la vari-

\V

(a) Maillage (b) vet D
Figure II1.13 — Maillage et v et champ de vecteurs D de convection.

able z#. Une formulation de type Galerkin Discontinue (Discontinuous Galerkin, DG) en temps est

utilisée. Une partition (QZZ)KKK de Q2 est introduite de la forme Qf = (titiy1) avec0 =11 < ... <
tky1=T.

On introduit enfin I’espace des polynémes de degré k continus par morceaux
V2 = {v € LX(Q2); vy € Py [R]} (II1.103)

servant d’espace d’approximation pour les fonctions de la variable temporelle. Pour les fonctions de
la variable z#, u € D\ {2}, on va utiliser des espaces d’approximation éléments finis notés V*.
On utilise une formulation variationnelle du probléme discrétisé adaptée au cadre DG sous la

forme :

Trouver u € V = ® VH tel que
i (I11.104)

a(u,v) =L(v), Yve.

Remarque 111.5.3. Dans un cadre continu, il faut chercher la solution originellement dans

H(A) = {v € L*(A); ;;A € L*(A),\ € {1,2}} (I11.105)

qui est, d’aprés Hackbusch [38, Section 4.3.2], un espace produit tensoriel tel que
H(A) = HY(QY @ HY(O?) @ L2(Q%) ® ... ® L*(0°%). (T11.106)
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Pour DG, on doit travailler dans l'espace plus grand défini par

H(A) = {v € L*(A); v, € H(Ai)} (I11.107)

avec A; = Q1 ®Q?®Qg®. ..®05. On montre en annexe A que c’est aussi un espace produit tensoriel
tel que
H(A) = HY(QY® H'(QY) @ LX) © ... L*(QY) (I11.108)

ot ﬁll(QZ) est un espace de Sobolev cassé. Tout ceci justifie rigoureusement l'utilisation de méthodes

de type DG avec une approche utilisant les méthodes d’approzimation de tenseurs.

Les domaines (Q“)u€{17374’576} sont discrétisés avec des maillages contenant respectivement 5297,
33, 60, 50 et 50 éléments linéaires. Pour 92, on utilise 99 éléments de degré 0 et les maillages de
(2")9<,<¢ sont uniformes.

On arrive alors & un probléme posé sur un espace de tenseurs d’ordre 6 de la forme
Au = b, (I11.109)

ol A est un tenseur non symétrique de rang 5, et b est un tenseur de rang 5. Etant donné les propriétés
de A, on va cette fois utiliser les solveurs BICGSTAB (algorithme 7) et GMRES(5) (algorithme 8)

avec troncatures dans des sous-ensembles de tenseurs.

II1.5.4.2 Convergence des algorithmes

Avec les mémes notations que pour la section II1.5.3, les courbes de convergences pour le
BiCGSTAB et GMRES(5) avec troncatures dans H1y(V) avec différents préconditionneurs sont il-
lustrées plus loin, ot on a utilisé les mémes notations que pour 'application II1.5.3. Cette fois P,

n’est bien sir pas cherché dans le sous espace des opérateurs symétriques.

Comportement du solveur BIiCGSTAB. Le résidu relatif en fonction du nombre d’itérations
du BiCGSTAB est tracé en figure 111.14 pour différents préconditionneurs. On observe tout d’abord
que la convergence du BICGSTAB avec troncature est trés « chaotique » quand il est préconditionné.
Néanmoins, & I’exception de Py, les préconditionneurs fournissent un résidu relatif faible dés le départ
de l'algorithme. La divergence du solveur au bout de quelques itérations implique qu’il est nécessaire
de controler le résidu lors de ’algorithme, comme ’avait soulevé Kressner et Tobler [50].

Quant au choix du préconditionneur, on remarque qu’a partir de r = 2, P, fonctionne mieux
que ]31. De plus, on observe que le préconditionneur Ps est le plus efficace de tous. Si 'on regarde
maintenant 'erreur relative par rapport un élément de HH"{Q(V) sur la figure 111.15, on observe que
P5 donne rapidement une bonne approximation de la solution. De plus, sur la figure I11.16, on a

mesuré le résidu préconditionné relatif donné par

175 (Au, — D)

(111.110)
[retdl

On observe alors que cette valeur fournit encore une fois une assez bonne estimation de ’erreur
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relative (comparer avec la figure I11.15), en tout cas bien meilleur que le résidu relatif.
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FiGUuRre I11.14 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations pour le solveur BiICGSTAB pour

différents préconditionneurs.
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FIGURE II1.15 — Erreur relative par rapport a un élément de H7, (V) en fonction du nombre d’itéra-

tions pour le solveur BiICGSTAB pour différents préconditionneurs.
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FIGURE II1.16 — Résidu préconditionné relatif (avec Ps) en fonction du nombre d’itérations pour le
solveur BICGSTARB pour différents préconditionneurs.
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Comportement du solveur GMRES(5). Dans la figure I11.17, on a tracé le résidu relatif en
fonction du nombres d'itérations de GMRES(5) pour différents préconditionneurs. Cette fois on ob-
serve que P, met GMRES(5) en défaut. L’algorithme GMRES classique ayant un résidu forcément
décroissant, ceci est nécessairement di aux opérations de troncatures de I'algorithme 8. On a no-
tamment imposé ici que M = HI,(V). Il en découle que la troncature ugi1 € Irq(25+1) ne garantit
plus la décroissance du résidu. Ballani et Grasedyck [7] ont proposé une démarche adaptative pour
garantir la décroissance du résidu. Hormis Ps, tous les préconditionneurs P, r # 2 sont plus perfor-
mants que ]31. On observe en particulier que 'algorithme atteint la meilleure approximation possible
au bout de 2 itérations avec Pj.

On a encore mesuré l'erreur relative par rapport & un élément de I11,(V) dans la figure I11.18
ainsi que le résidu préconditionné relatif W dans la figure IT1.19. On observe que Ps est le
meilleur préconditionneur au départ de ’algorithme alors que P, donne une meilleure précision a
convergence, méme si la différence avec Ps est tres faible. De plus, le résidu relatif préconditionné

fournit une bonne estimation de ’erreur relative sur la solution.

100 = / E
g A 1
| /y’/' ]
/ —1
1071 E ~
'L% F 11—+ P
E L 1 |—— Py
E 102 8 El &
z B 1 |——P3
s 10-3 i ) Py
g 1= Db
—4 | | | |
10 0 5 10 15 20 25

Itérations du GMRES(5)

FIGURE II1.17 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations pour le solveur GMRES(5) pour
différents préconditionneurs.
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Fiaureg II1.18 — Reésidu relatif en fonction du nombre d’itérations pour le solveur GMRES(5) pour
différents préconditionneurs.
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Fiaureg II1.19 — Résidu préconditionné relatif (avec Ps) en fonction du nombre d’itérations pour le
solveur GMRES(5) pour différents préconditionneurs.
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II1.5. Illustrations

Influence des différents paramétres de GMRES A la vue des courbes de convergences de la
figure I11.17, on a mené I’étude, avec le préconditionneur P3, de l'influence du rang et de la dimension

maximale de I’espace de Krylov. Les nouvelles courbes de convergence sont données en figure I11.20.

1071 1
e | | [—GaMRES(2), = 10
= f 1 |+ GMRES(2), r, = 15
g 02| | |-~ GMRES(5), r; = 10
2 g 1 |+ GMRES(5), ry = 15
ki ; | [ GMRES(10), r¢ = 10

I P — GMRES(10), r, = 15
_3 | | | \
1077 2 4 6 8 10

Itérations de GMRES

Figure II1.20 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations pour le solveur GMRES précon-
ditionné par Ps, pour différents m et différents rangs de I’approximation.

On observe deux paquets de courbes correspondant aux rangs maximaux de la solution. Il y a
peu de différences (de I'ordre de 1073) entre une solution pour un rang 10 et une solution pour un
rang 15. De plus, la dimension maximale des espaces de Krylov (2, 5 ou 10) n’influe pas sur le résidu
final de I'algorithme. Il en découle qu’un rang maximal de 10 pour 'approximation et ’algorithme
GMRES(2) suffisent & avoir une bonne approximation de la solution en norme de résidu.

Il est nécessaire d’augmenter le rang de la solution pour avoir une meilleure approximation de
u. Dans la figure 111.21, on a tracé le résidu relatif en fonction du nombre d’itérations, pour un
rang de 20 et le solveur GMRES(2). Cette fois le préconditionneur influe sur la convergence finale de
I’algorithme et on commence a voir I'influence d’un bon préconditionneur sur GMRES. On ne captait
pas ce phénoméne auparavant car les différentes troncatures étaient trop restrictives et éliminaient
les parties actives des préconditionneurs. On note que P, fait encore diverger ’algorithme, c’est pour

cela qu’il n’est pas inclus dans 1’étude pour un rang supérieur.

Influence de la dimension. On a cette fois utilisé un maillage plus fin du domaine spatial. La
dimension de 'espace d’approximation pour la variable spatiale est passée de 2475 & 4618. Comme
on a vu précédemment qu’utiliser GMRES(2) ou GMRES(5) n’influait pas sur le résultat final, on
s’est limité ici & GMRES(2) pour des questions de temps de calcul. Le rang maximal de la solution
est imposé a 15. Les courbes de convergences sont disponibles en figure 111.22.

P, fait toujours diverger 'algorithme. Contrairement au probléme de Poisson, ici raffiner le
maillage n’augmente pas le résidu relatif que I'on obtient & convergence. La norme du résidu reste

méme quasiment inchangée par rapport au maillage grossier.
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FIGURE TI1.21 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations pour le solveur GMRES(2) pour
différents préconditionneurs et un rang maximal de 20.
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FIGURE TI1.22 — Résidu relatif en fonction du nombre d’itérations pour le solveur GMRES(2) pour
un maillage raffiné et différents préconditionneurs.

I11.5.4.3 Temps de calcul

Temps par itération en fonction du préconditionneur. On va tout d’abord s’intéresser aux
temps de construction du préconditionneur. Les résultats sont donnés dans le tableau II1.5.

On observe que le temps de construction du préconditionneur peut vite devenir prohibitif si I’'on
veut atteindre un rang élevé. Ceci provient de la structure de 'approximation de 'inverse. Chaque
matrice P! du tenseur P, = Y1 | & u P! possédant en effet une structure pleine. Ceci augmente
fortement la complexité du calcul de l'opérateur [WAA*, W1, dans (II11.62), ot W = P, — P._1 =
X 4 P¥. Le calcul de ]31 est quant a lui trés rapide, puisqu’il nécessite des opérations moins cotiteuses
et une simple inversion de matrices. Cependant, il peut donner de mauvais résultats, comme pour

le probléme de Poisson en section T11.5.2.
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Préconditionneur | Temps (s)
P 3
P 68
i) 161
P 279
Py 467
P 632

TaBLE II1.5 — Temps de construction des différents préconditionneurs.

Influence des différents paramétres. Dans la table I11.6, on trouve le nombre d’itérations et
le temps de calcul nécessaire jusqu’a convergence de GMRES(m) en fonction de m et du rang r; de

la solution. GMRES(m) a été ici préconditionné par Ps.

m 2 ) 10
T 10 15 10 15 10 15
Nombre d’itér. jusqu’a stagnation | 6 7 2 2 1 1
Temps (s) jusqu’a stagnation 30.6 | 116.6 | 29.2 | 101.2 | 44.9 | 162.0

TABLE I11.6 — Temps de calcul en fonction du rang r; et de m pour GMRES(m) préconditionné par
Ps.

Comme toutes ces méthodes terminent avec une précision équivalente, le meilleur compromis est
d’utiliser GMRES(2) ou GMRES(5) avec r; = 10. On voit que plus m est petit, plus il est nécessaire
d’ajouter des itérations jusqu’a convergence de l'algorithme.

Le temps de calcul explose avec le rang de la solution alors que la dépendance est assez faible
avec la valeur de m. En effet, si maintenant on regarde le rang r, = 20, avec GMRES(2), on obtient
un temps de calcul de 363.5s pour 7 itérations jusqu’a stagnation. Le temps est en fait multiplié par
10 pour un rang multiplié par 2. Ceci limite a de faibles rangs 1'utilisation de ces solveurs.

Enfin avec le maillage raffiné de la géométrie, pour GMRES(2) et un rang 15, 'algorithme arrive

a stagnation en 7 itérations en 127s, soit & peine plus que pour le maillage de départ d’apres 111.6.
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I11.6 Résumé

Dans cette partie on a tout d’abord présenté les différentes méthodes de la littérature pour
construire des approximations de solutions via les solveurs itératifs classiques. Ces derniers ont été
appliqués avec succes pour des problémes aussi bien symétriques que non symétriques.

Ensuite, une approche pour approximer un opérateur a été proposée. On a notamment montré
que si un opérateur appartient & un sous-espace vectoriel Y C L(V), alors on peut chercher sa
meilleure approximation sous format tensoriel directement dans ce sous-espace U. Ceci correspond
a une extension du résultat d’Espig et Hackbusch [27] aux formats de tenseurs non canoniques. Ce
résultat a été appliqué au cas des sous-espaces d’opérateurs possédant des propriétés de symétries
ou des structures creuses.

Finalement on a construit un nouveau préconditionneur basé sur I’approximation de 'inverse au
sens d’une norme appropriée. Le préconditionneur peut étre recherché sous format symétrique ou
creux. Il a été utilisé avec succés avec les différents solveurs, comme préconditionneur en tant que
tel, ou pour améliorer un préconditionneur déja disponible.

Le controéle de la convergence des algorithmes itératifs est un point délicat. La mesure du résidu
en norme canonique s’avére étre une trés mauvaise estimation de 'erreur vraie pour des problémes
mal conditionnés. On a alors montré que ’estimation de la norme du résidu préconditionné par
les préconditionneurs proposés peut-étre un bon estimateur de ’erreur, & condition de choisir un
préconditionneur de rang suffisamment élevé. Ceci permet un controle plus fin des solveurs itératifs.
Idéalement, on estimera ’erreur en quantité d’intérét, comme introduit en section V.1.

La premiére limite des solveurs itératifs couplés aux méthodes d’approximations de tenseurs est le
manque de connaissance a priori du rang de la solution. Celui-ci est fixé dés le départ et peut ne pas
étre adapté a la représentation de la solution. Ballani et Grasedyck [7] ont proposé une troncature
adaptative pour s’assurer de la minimisation du résidu, en faisant une simple boucle sur les rangs.
Cette solution est cotiteuse en temps de calcul, et n’est pour le moment appliquée que pour GMRES.
L’autre probléme provient des résultats de convergence théoriques de ces solveurs qui sont perdus a
cause des différentes troncatures. Une bonne illustration concerne 'utilisation du préconditionneur
P, avec GMRES(m) pour le probléme I11.5.4, ot on observe une divergence de la solution. Ceci ne
peut pas arriver sans utilisation de troncatures.

En ce qui concerne le préconditionneur proposé, il ne peut pas étre calculé si une dimension
dim(V*) = n,, est trés grande pour un certain p. En effet, on ne peut alors plus inverser de matrices
de R™>*™_ De plus, inverse d’une matrice creuse est généralement pleine. Il conviendrait alors
d’appliquer la solution proposée en section I11.4.2.2 pour rechercher des approximations creuses de
Iinverse. Une piste d’ameélioration serait de proposer un algorithme d’approximation adaptatif de
l'inverse tel que le SPAI [36] pour le simple cadre matriciel. Il est aussi nécessaire d’étudier plus en

détail D’effet du préconditionnement & droite qui a été proposé mais pas implémenté dans ce travail.
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CHAPITRE IV

APPROXIMATIONS DIRECTES DE
SOLUTIONS D’EQUATIONS LINEAIRES
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On va présenter ici comment résoudre le systéme d’équations linéaires Au = b avec une applica-
tion directe des méthodes introduites au chapitre II. Pour cela on va chercher une approximation w

de u, solution (éventuellement approchée) du probléme de minimisation
ell = i — v.
w € () = arg min u — o] (1v.1)

ol M est un sous-ensemble de tenseurs. On doit tout d’abord définir une norme appropriée pour
calculer 'approximation sans connaitre la solution, comme on ’a fait en section I11.4.1 pour ’approxi-

mation de I'inverse de 'opérateur. On verra ensuite différentes stratégies pour minimiser ||u — v||y,, v €

M.

L’originalité de ce travail réside tout d’abord dans la méthode de préconditionnement proposée
pour ce type d’approche. De plus, on proposera une maniére efficace d’approcher la solution de (IV.1)
dans le cas ot M = T,.(V) (ensemble des tenseurs de Tucker de rang r) ou M = HI (V) (ensemble
des tenseurs hiérarchiques de Tucker de rang r) via l'introduction de mises & jour des constructions

gloutonnes.
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Chapitre IV. Approximations directes de solutions d’équations linéaires

IV.1 Choix d’une norme appropriée

Soit Fag : ]:/1\/1 X ... x Fiy =V un paramétrage de M, c’est-a-dire M = Im(Fyy) (voir section

I1.2.4). Le probléme de minimisation IV.1 est alors équivalent au probléme

. 1 mn |12
min u—Fp(f .o, , V.2
N T . (e I 2
avec v = Fapq(fY, ..., f™). Pour trouver une solution & ce probléme de minimisation, on utilise un

algorithme des minimisations alternées, présenté en section 11.3.2.1. On s’intéresse ici & une étape de
I’algorithme, celle de la minimisation sur un espace de parameétres ]-'/)\‘4, ot ’'on doit trouver f* € .7:/)\‘4

tel que

2
f* = arg min Hu—FM(fl,...,f)‘_l,h,f)‘+1,...7fm)" . (IV.3)
hEFR, %

Pour trouver f )‘, la premiére étape consiste & proposer une norme ”Hv appropriée qui va dépendre

des propriétés de I'opérateur A du systéme d’équations.

IV.1.1 Cas symétrique défini positif

Si A € L(V) est un opérateur symeétrique défini positif, alors (A-, -) définit un produit scalaire. On
note ||-|| , sanorme associée. L'idée est alors de prendre |||, = ||-|| ;- Onmote 6 f = (f1,..., AL 02, AL o fm
et f=(f',...,f™). Alors, la solution f* de (IV.3) satisfait

(Fp(8f),b— AFM(f)) =0, Yof* € Fiy. (IV 4)

IV.1.2 Cas non symétrique

Si (A-,-) ne définit plus un produit scalaire, on va considérer (A*A-,-) avec la norme associée

||| g 4~ Avec les notations définies en TV.1.1, la solution f* de (TV.3) vérifie
(Fa(0f), A*b — A*AFu(f)) =0, Vof* € Fiy, (1v.5)
ou de fagon équivalente

(AFM0F),b— AFEM(f)) =0, Vofr e Fay. (IV.6)

Remarque IV.1.1. La « Proper Generalized Decomposition » (PGD) progressive classique est le
cas particulier ot M = C1(V) et ot on adopte une construction gloutonne de lapprozimation (voir
section 11.3.3). Le cas ||-|| = ||-|| 4 est appelée PGD de Galerkin, ||-|| = ||-|| 4+ 4 est appelée PGD en
minimum de résidu [2, 3, 16, 60, 61].
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IV.2. Construction gloutonne et stratégies de mise a jour

IV.1.3 Préconditionnement pour ’approximation directe

Les approches précédentes ne tiennent pas compte du conditionnement de 'opérateur A définit

par cond(A) = ||A]| HA‘lH ou ||| est la norme d’opérateur associée a la norme vectorielle |||
Av
4= sup 1201 v 7
vew{op V]l

L’introduction d’une perturbation db de b conduit a la résolution du systéme A(u + du) = b+ b

ol du est une perturbation de u. On a alors la borne

[ 150]]
——— < cond(A4) . (IV.8)
] 1]

De méme si on introduit une perturbation §A de A, la solution de ’équation (A + JA)(u + du) =b

vérifie
[0l

[6Al
|lu+ oul| —

ond(A) T4

(IV.9)

Ainsi plus cond(A) est faible, plus la borne est restrictive et les algorithmes sont moins sensibles
aux erreurs d’approximation numérique. On a mingep(y) cond(A) = 1, le minimum étant atteint
avec 'opérateur identité I sur V. Les préconditionneurs P et @, relativement & gauche et & droite,
sont idéaux s'ils vérifient PA = I ou AQ = I, donc si P = Q = A~!. Calculer A~! étant tout
aussi difficile que le probléme initial, & savoir de résoudre Au = b, en pratique on va construire P
et/ou @ tels que PAQ =~ I. La méthode utilisée alors pour construire des préconditionneurs de A
est présentée dans la section II1.4. En pratique PAQ devient un opérateur non symétrique méme

si A était symétrique. On utilise alors 'approche de la section 1V.1.2 pour approcher Q 'u = @ au

sens de la norme |||l 5« 4« p+ pag associée au produit scalaire (-, ) g« 4« prpag = (R*A*P*PAQ-, )

in ||u — & mi - 1V.10
1{25{}[ [u U”Q A*P*PAQ Ufenélj}/t [u—=vll4spspa ( )

Une minimisation sur la dimension \ définit la solution f* par

(Fm(8f), (Q*A*P*P)(AQu — AQFM(f))) =0, Vof* € Fiy, v.11)
& (Fm(f), (Q A*P*P)(b— AQFum(f))) =0, V61 € Fly. '

IV.2 Construction gloutonne et stratégies de mise a jour

IV.2.1 Cadre abstrait

On considére une construction gloutonne d’une séquence d’approximations (u de u définie
T/)reN
par :
ug = 0,

vp € Mm(u —up—1), Vre N (IV.12)

Up = Up_1 +vp, VreN-
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Chapitre IV. Approximations directes de solutions d’équations linéaires

On introduit un paramétrage F, : ]:/1\/1 X ... xFy = Vtel que M = Im(Fpy). Alétape r € N*,
on introduit un nouvel ensemble M, et un paramétrage associé Gy, tel que M, = Im(G 4, ). Les

paramétrages sont définis tels que

v, = Fp(fL, ..., f™), Vre N,

! (IV.13)
ur =Gm, (g7y.-,9""), VreN~.

On peut typiquement prendre pour Fiaq et Gag, les applications présentées en sections I1.2.4 et
I1.3.2. La construction gloutonne avec mises a jour consiste a ajouter une étape dans (IV.12). La

séquence (ur),cy est définie par

UOZO)

v € Mpqg(uw —up_1), Vre N,
7 smlu = tr-) 1 (IV.14)
ur:u7:_1+1]7~:GMT(QT,.--,Q;HT), VTGN*,

U € Tpm, (U —up—1), VreN¥,

avec my,. (v) pouvant étre

— la projection my, (v) = P, (v) de v sur M, (au sens du produit scalaire (-,-),,) si M, est un
espace vectoriel (cas m, = 1).

— une solution d’un probléme de meilleur approximation dans une variété M, : mpq,. (v) € Ipy, (v)
(si M, est fermé)

— un élément de M, obtenu aprés une succession de minimisations.

Dans tous les cas M, est paramétré par G, et u, est construit a partir d’'une minimisation alternée

sur

(gla s 7gmr> - HU - GMr(gla s 7gmr>

), - (IV.15)

Ainsi on est certain d’avoir l'inégalité
ot = urlly < = el (1V.16)

M, (et donc u,) est en fait construit a partir des informations accumulées lors de la construction
des familles (v;)y<;<,, (Wi)j<jcp_q €t (Ui)j<;<,_;- La mise & jour sera d’autant plus profitable que
I’approximation sera améliorée pour un faible cott de mise & jour. Finalement, l'algorithme de
construction est proposé dans l'algorithme 9 et sa convergence est garantie selon Falco et Nouy [29]

seulement si 'algorithme alterné fournit un minimum dans M.

Exemple IV.2.1 (M = C1(V) et M, = span{v;; 1 <i <r}). Le paramélrage associé a vy = Q),, oy
est donné par

v = (v}, ..., 0f) = Q) ok, (IV.17)
nw

avec donc m = d et Fi, = V¥, 1 < p < d. On suppose que dim(M,) = r (i.e. (vi)1<;c, est
une famille libre). Cette hypothése est justifiée par la proposition IV.2.J énoncée plus loin. On pose
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IV.2. Construction gloutonne et stratégies de mise a jour

Algorithme 9: Construction gloutonne avec mises & jour
Données : A€ L(V), beV
Reésultat : u, € V
Uy = 0;
pour v =1,..., 7y, faire
Initialiser (f1,..., f™) aléatoirement;
UT‘:FM(flv"'afm) )
tant que v, n’a pas convergé faire
pour A =1,...,m faire
Calculer f* = arg miny, .z lu—=Fam(fr o A7 R A ™)

UT:FM(fla"'afm);

Vv

fin
fin
Up = Up—1 + Ur;
Identifier (¢',..., ™) tel que u, = Gy, (g%, ...,9™) ;
pour k=1,... k., faire
pour A =1,...,m, faire
Calculer g* = argminhegﬁw |u—Gum, (g% g™ g ™)

ur =G, (g% 9™ );

VI

fin
fin

fin

retourner u,;

m, =1 et G} = R". Le second paramétrage est alors

Ur = Z ;v = G, ((%%)1<i<,)- (IV.18)
i=1

M, étant un espace vectoriel, T, (u) = P, (u) est une projection. La famille (o;),<;<, telle que

Ur = G, ((04)1<;<,) = Tm, (1) est finalement solution du systéme linéaire

r

Z (vi,v5)y, @i = (u,v5),,, Vje{l,...,r} (IV.19)
i=1

Exemple IV.2.2 (M = C;(V) et M, = C,(V)). Comme dans l'ezemple IV.2.1 on a Fk, = V", Yy €
D, et
'UT:FM(U%,...,’Ug):®Uﬁ. (IV.20)
n

On note

U, = Za = Z &, (IV.21)
=1

=1 p

~ 1~ N ..
avec Uy = vy et up_1 = Y i_; U;. Les ensembles de paramétres choisis sont alors G = (V*)", avec
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Chapitre IV. Approximations directes de solutions d’équations linéaires

m, =d, et
U = G, (3., 3% avec g =@,..., o) € (VM) Vu e D. (IV.22)

Cette fois M, n’est pas un ensemble fermé. Le probléme de meilleure approrimation peut ne pas
avoir de solution. On définit alors ma, (u) par une succession de minimisations sur les espaces

de parameétres (Q#) Cela revient o effectuer des itérations d’un algorithme des minimisations

pneD-
alternées sur M, = C.(V) en partant d’une initialisation w,.

Exemple IV.2.3 (Mise & jour dans un autre format). La construction gloutonne peut servir de
bonne initialisation & une approximation par minimisations alternées dans un autre format. L’idée est
d’utiliser la mise & jour avec waq, (u) € Ilag, (w) ot M, est un sous ensemble de tenseurs contenant
MA+MA+ ...+ M, M sommé r fois, tel que w, € M,. On peut utiliser par exemple M = C1(V)
et M. = HE(V) ou M, = T,.(V). On utilise alors le paramétrage de M, donné par Gy, = Fu,,
explicité dans les sections I1.2.} et I11.5.2.

IV.2.2 Mise a jour sur un sous-espace vectoriel

On s’intéresse au cas particulier ot M, est un espace vectoriel. Ainsi m, = 1 et mrq, = Py,
est une projection. L’algorithme glouton avec mises & jour correspond alors & la construction pro-
gressive d’un espace réduit M, pour la projection de la solution u. C’est alors une alternative aux
constructions par espaces de Krylov. Ici les M, seront contenus dans des ensembles de tenseurs de
faible rang.

Pour étre consistant avec les méthodes de projection présentées en section II1.2, on va noter
U, = M, le sous espace de projection et W, 'espace orthogonal au résidu. On remarque alors
qu’en choisissant [|-||,, = ||-|[4 on a W, = U, comme pour 'algorithme FOM. Si la norme vérifie
Il = I/l 4= 4> o0 @ W, = AU,., comme pour GMRES.

On va tout d’abord établir un résultat sur la stagnation des espaces (U;.), ¢

Proposition 1V.2.4. Avec les notations de la section IV.2.1, on suppose que M vérifie

- span {M} =V,
- AM =M, YX e R,
-0eM.

On suppose de plus que v, € Uy, Vr € N*. Sl existe s € N* tel que Us = Us41 alors u = ug.

Démonstration. Si Us = Us41 alors on a par construction
Us = argirelélz lu =, = argvgluisril lu =y = wsr1. (IV.23)
Par définition de vsy1 et comme 0 € M, on a
lu — us — vop1|ly = min ||lu — us — v|ly, < [Ju — usl]y, - (IV.24)
veEM
Par hypotheése, on a vs41 € Us1 = Us et donc
lu —us — verr|ly > min [|u — vy, = ||u — ugly, - (IV.25)
vEU;
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Les deux inégalités (IV.24) et (IV.25) impliquent 1’égalité
Ju = uslly = llu = us — vs4ally - (IV.26)
De plus, U, étant un espace vectoriel, il existe un unique élément ugs € U, tel que
[u = uslly = llu — us — vsyally, = felgi lu—wvl],. (Iv.27)

On en déduit que ug = us + v541 et donc vsy1 = 0. On a donc

lu — sl :greli/\r/llHu—us —vly- (IV.28)
Par conséquent, on a 'inégalité
[ —us — [y, > [lu—us||3, YAER, Yve M, (IV.29)
qui s’écrit sous forme développée
A2 (0[5 = 2X\ (u — ug,v), =0, VAER, Yo € M. (IV.30)
On en déduit que
(u — us,v)y, =0, Yv € M. (IV.31)

Par linéarité du produit scalaire par rapport & la seconde variable on a
(u —us,v)y, =0, Yo € V = span {M}, (IV.32)

et donc u = us. ]

Remarque IV.2.5. D’aprés Saad [69], on a un résultat similaire & la proposition IV.2.4 sur la
stagnation des espaces de Krylov. En effet si Ks(A,0) = Ks11(A,b), sans autre hypothese, alors
us = u € KC4(A,b).

Remarque IV.2.6. Le résultat IV.2. est valable dans un cadre général d’approximation de tenseurs,

pas seulement pour la résolution d’équations linéaires.

IV.2.3 Projection sur un sous-espace définissant un espace produit tensoriel

Avec M = C1(V), & partir de (vi);<;<, € (M)", il est possible de construire un espace bien plus
riche que span {(Ui)1<z‘<r} utilisé dans 'exemple IV.2.1. Avec v; = ®“ of', vl € V#, on peut définir

I’espace U, C V par

Ur = ®L{ﬂ avec UM = span {(Uu)lgigr} C VK (IV.33)

i
m
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Chapitre IV. Approximations directes de solutions d’équations linéaires

On note r, = dim(U}) < r et (wf)l<i<m une base de U}'. On note I'ensemble de multi-indices
Z={(i1,-..,4q); 1 < iy <ry, Vu € D}. Une base (w;),c7 telle que w; = @), wé‘u de U, est obtenue
par tensorisation de bases. On choisit alors M, = U, et w4, est donc une projection Ppy, : V — M,

définie par :

Py, (u) =arg min

u—26i®w§‘“

BeRTlX“‘XT‘d lez— /JJ (IV‘34)
- Y@
i€z I
oll « est solution du systéme linéaire
D (wjwi) i = (w,wy), Vi eT, (IV.35)

1€
Remarque IV.2.7. On pourrait considérer un ensemble d’indices 7 cT

Cette stratégie revient en fait & la construction gloutonne d’espaces réduits U} pour la projection
de la solution. Ceci revient a la construction progressive d’un modéle réduit. En pratique la résolution
du systéme (IV.35) est lourde & effectuer car a est un tenseur d’ordre d. Une maniére d’alléger cette
projection est de ne plus chercher la projection exacte mais une approximation de celle-ci dans un

format hiérarchique de Tucker.

IV.2.4 Adaptation au format hiérarchique de Tucker

. .. . . L 1 n
Avec M = C1(V), on va conserver ici la construction progressive des espaces réduits (Ur'), ey« ,ep

tels que
Ut =span{vf'; 1 <i<r}, VreN', VpeD (IV.36)

etUy = QR u UF'. Au lieu de projeter « brutalement » la solution sur U, (M, = U,.), on va chercher une
approximation u, dans HI (U,). Sachant que cet ensemble est fermé, le probléme de minimisation

up € Hyr g,y (u) = argmingeqyr oy, [lu — vl possede au moins une solution. Avec (w}’) une

1<i<ry
base de U{', on utilise cette base pour le paramétrage des éléments de u, € HL (U,) associés a la
feuille t = {u} € L(T). Ainsi tout tenseur de H! () est uniquement défini par un paramétrage des
tenseurs de transferts (at)

que gt =at, t € I(T), et

ter(T)" Pour ainsi dire, on va utiliser GH,T(MT) : xteI(T)g;?(uT) — U, tel

G’H;‘F(ur)((at)te[(T)) = F’H,T(V)((at)tE](T) ) (wf)lgigrt, tZ{M}EL(T)) (IV37)

ot Fyr(yy, définie en section 11.3.2.4, est le paramétrage de H,T(V). u, est finalement trouvé par la

minimisation alternée de la fonctionnelle

(Bt)tEI(T) - Hu - GHI(u'r')((ﬂt)teI(T))Hv : (IV.38)

Remarque IV.2.8. Si dim(V*) = ny est suffisamment petit, on peut rajouter la feuille t = {\}
dans le paramétrage Gaq,.. On ne travaille alors plus dans M, = Hf(@u Uty mais M, = HE O @
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(®,Ut')).

IV.3 Illustrations

IV.3.1 Liste des algorithmes

Pour les constructions gloutonnes avec mises & jour, on va s’intéresser uniquement au cas oil
M = C1(V). Ceci permet de diminuer les cotits de calculs pour la résolution des problémes physiques,
ol la dimension spatiale a souvent un grand nombre de degrés de liberté.

On introduit la liste des algorithmes étudiés ici. On note :

— ¢ : la construction gloutonne pure,

— €9 : M, =span{v;; 1 <i<r}, la construction gloutonne avec projection sur M,.,

- €3 : M, = C.(V), la construction gloutonne avec mise a jour dans C,.(V), une seule itération

de minimisations alternées sur M, (kpyqr = 1 dans l'algorithme 9),
- €4 : M, = C.(V), la construction gloutonne avec mise a jour dans C,(V), 10 itérations de
minimisations alternées (kpq, = 10 dans Palgorithme 9),

— €5 : lalgorithme de minimisations alternées dans C,(V) avec initialisation aléatoire avec l’al-

gorithme présenté en section 11.3.2.2,

- % : M, = U,, Valgorithme de projection sur ’espace produit tensoriel U, = ®u Ul avec

U = span {vf; 1 <4 <r} dela section 1V.2.3,
— 91 : M, = HI(U,) : la construction gloutonne des espaces associés aux feuilles avec la mise a
jour des tenseurs de transferts (algorithme présenté en section 1V.2.4, avec kyjqp = 3).

~ $2 : un algorithme des minimisations alternées dans H! (V).

1V.3.2 Préconditionnement des méthodes d’approximation directes

Ici on va étudier I'influence du préconditionnement sur les méthodes d’approximations directes.
Pour cela, on va introduire un exemple simple en 2D artificiellement mal conditionné. On peut
ainsi comparer les approximations sous format tenseurs et une référence obtenue avec une méthode
éléments finis.

Le probléme considéré est une équation de la chaleur sur un domaine carré 2 = w X w avec
w = [0,1] tel que

-V (kVu) =1 sur Q,

(IV.39)
u=0 sur Of.

La conductivité x est alors choisie telle que

k(z1,z2) =1 0<x1 <05, 0<ay<1,

(IV.40)
k(z1,29) =107 05 <21 <1, 0< 29 < 1.

On discrétise w avec 100 éléments linéaires. Ainsi I'opérateur issu de la méthode des éléments finis
du probléme complet a un conditionnement de 1.52 107.

La solution est approximée en utilisant une séparation des variables d’espaces. Ainsi on cherche
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Chapitre IV. Approximations directes de solutions d’équations linéaires

une approximation de la forme

'
up =y v @07, (IV.41)
=1

La norme utilisée ici pour le solveur est celle de la minimisation de résidu préconditionné, et donc
-l = Il g4« p+ p4- Pour des raisons d’uniformité, on considérera une norme ||-|| 4. 4 lors de 'appli-

cation de la méthode sans préconditionnement.

IV.3.2.1 Algorithme ¢

On considére ici le solveur purement glouton avec M = C(V).

Dans la figure IV.1, on a tracé le résidu relatif en fonction du rang de I'approximation. On
observe que la meilleure convergence du résidu est obtenu sans aucun préconditionneur. Ceci est en
fait normal puisque le choix de la norme |[|-|| 4. , conduit & la minimisation du résidu. Ce choix est
donc optimal pour I'indicateur d’erreur en résidu.

Si maintenant on regarde lerreur relative par rapport & la solution éléments finis du probléme
complet en figure IV.2, on observe que l'utilisation de Pjg donne une excellente approximation de
la solution pour un rang trés faible. En particulier pour un rang r = 10, on a une excellente erreur
relative de 3.04 1075 pour un trés mauvais résidu relatif de 54.5.

Le résidu préconditionneé relatif (avec Pjg) est encore une fois un bon estimateur de Perreur
relative d’apreés la figure IV.3. On observe une stagnation une fois que l'indicateur atteint 1078, Ce
phénomeéne provient du format canonique qui ne peut pas atteindre une précision inférieure a 1078
(voir Beylkin et Mohlenkamp [11]). On arrive & avoir une erreur de référence inférieure & 1078 car
I'approximation u, est reconstruite sur le méme maillage que la celui utilisé pour calculer la solution
sur le domaine Q, c’est-a-dire u, est considéré comme un élément de R?9%99.

En revanche, la convergence des algorithmes n’est pas affectée par le préconditionnement, con-

trairement aux solveurs itératifs présentés dans le chapitre I11.3.

102

Reésidu relatif
—_

o o

| o

(&) o

—_
9
S

—_
2
=3}

10 20 30 40 50
Rang de 'approximation

)

Fiqure IV.1 — Résidu relatif en fonction du rang pour un opérateur mal conditionné et différents
préconditionneurs.
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Erreur relative
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FiqurEe 1V.2 — Erreur relative en fonction du rang pour un opérateur mal conditionné et différents
préconditionneurs.

Résidu préconditionné relatif

Rang de 'approximation

Fiqure IV.3 — Résidu préconditionné avec Pjg relatif en fonction du rang pour un opérateur mal
conditionné et différents préconditionneurs.
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IV.3.2.2 Algorithme T

On peut faire ici les mémes conclusions que précédemment, & savoir que le préconditionneur
améliore 'erreur mais ne change pas la convergence des algorithmes, comme on peut le voir sur les
figures [V.4, IV.5 et IV.6.

La stagnation observée sur la courbe IV.4, pour un rang de ’approximation supérieur & 20 et la
méthode sans préconditionneur, est due a un mauvais conditionnement de 'opérateur Py A* APy,

ot Py, représente la projection sur 'espace réduit U,.. Avec

Ty T2

Up = Z Z Qjwy ® wjz, (IV.42)

i=1 j=1

et (wf )1<i <y, une famille orthonormale, lors de la phase de projection, « est solution d’un systéme
linéaire

Ma = S. (IV.43)

On vérifie alors que pour un rang (22,22), on a cond(M) = 5.89 10'3. La stagnation provient ainsi
du mauvais conditionnement de 'opérateur de départ A.

On voit en figure I'V.3 un avantage & l'utilisation des tenseurs de Tucker. La valeur de 10~°
n’est plus une limite en précision du format et d’ailleurs on voit que le résidu relatif préconditionné
peut atteindre la précision machine. Ceci vient de ’orthogonalisation des vecteurs des sous-espaces

associés. En effet, si on a
T1 T2

ue =Y ajw @w?, (IV .44)

i=1 j=1

w . < 132 -,
avec (w;'), <i<r, Une famille orthonormale, alors on a aussi I’égalité

HUT’H = HO‘HFrobenius . (IV-45)

Ce résultat s’étend aussi au format hiérarchique de Tucker. Si u, € HL (V) tel que

TDy TDg
ur =Y vt ®v?, D=DiUDy DiNDy =0 (IV.46)
i=1 j=1

. ( D
ol (v} "

; ) est une famille orthonormale, alors on a
1§i§TD/L

(IV.47)

HU’T’” = HQDHFrobenius :
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Fiqure IV.4 — Résidu relatif en fonction du rang pour un opérateur mal conditionné et différents

préconditionneurs.
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FiquRrE 1V.5 — Erreur relative en fonction du rang pour un opérateur mal conditionné et différents

préconditionneurs.
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Fiqure 1V.6 — Résidu préconditionné relatif par Pjg en fonction du rang pour un opérateur mal
conditionné et différents préconditionneurs.
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IV.3.3 Probléme de Poisson

On traite ici le probléme de la section I11.5.2.

IV.3.3.1 Tenseurs canoniques, M, C C.(V)

On suppose ici que d = 8. On étudie les algorithmes (€¢)1§i§5. Les résidus relatifs en fonction

du rang de 'approximation pour les algorithmes (&;), ;.- sont illustrés en figure I'V.7.

10%
107 ¢
5}% B 4| —
o) 1072 E g +Qt2
= B i ——C3
j=} [ i
2030 4|
7 1077 £ 4
~ g 1| —¢5
10—4 ;, N\k**’** *‘***N* © ;
E ***4«**,** E
105 L \ \ \ \ M
0 10 20 30 40 50

Rang de I’approximation

FIGURE IV.7 — Résidu relatif en fonction du rang de 'approximation pour les algorithmes (&;); ;5
pour la résolution du probléme de Poisson.

On remarque que 'on peut catégoriser les algorithmes en 3 classes :

— € et &y,

— €3 et €4,

- 5.

Les algorithmes €; et €5 ont un coit faible par itérations pour construire une approximation de
rang faible de la solution. Elles possédent un taux de convergence similaire ce qui donne un avantage
a la construction gloutonne pure €;. La contrepartie du faible cofit par itération est le trés faible
taux de convergence des algorithmes. En effet on remarque qu'un tenseur de rang de 5 construit
avec €4 est meilleur qu’un tenseur de rang 50 calculé avec l'algorithme €.

€3 et €4 possédent aussi un taux de convergence similaire. Il est bien meilleur que celui de €; et
¢y pour un coit bien plus élevé. On observe qu’une seule itération de minimisations alternées sur
les dimensions améliore fortement la construction gloutonne pure €;. Dans notre implémentation,
la construction de usg avec €3 est réalisée environ 4 fois plus rapidement qu’avec €4 (et 17 fois plus
lentement qu’avec €1), pour un gain d’un ordre de grandeur sur le résidu relatif.

L’initialisation aléatoire de €5 le rend trés instable. En revanche, I'initialisation gloutonne semble
« stabiliser » la convergence de ’algorithme de minimisations alternées dans C,(V) (algorithme €4).

De tous ces résultats, il semble que les algorithmes €3 et €4 sont a favoriser pour avoir une

solution précise du systéme linéaire pour un rang faible et un temps de calcul raisonnable.
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IV.3.3.2 Tenseurs de Tucker, M, C 7,(V)

On étudie ici le cas de algorithme . Comme cet algorithme souffre de la malédiction de la

dimensionnalité liée au format de Tucker, on se limite au cas d = 3.
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FiGURE IV.8 — Résidu relatif en fonction du rang de I’approximation pour les algorithmes €, €4 et
T pour la résolution du probléme de Poisson.

Dans la figure 1V.8, on voit ’apport de la méthode de projection et du format de Tucker par
rapport au tenseur canonique. L’algorithme ¥ surpasse ’algorithme €4 en précision du résidu, ainsi

qu’en temps de calcul.

IV.3.3.3 Tenseurs hiérarchiques de Tucker, M, C H! (V)

Les algorithmes testés ici sont 1 et 2. Le résidu relatif en fonction du rang de ’approximation

est tracé en figure IV.9. Tout d’abord, les algorithmes $); et $o ont des convergences trés similaires.
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Figure IV.9 — Résidu relatif en fonction du rang de I'approximation pour les algorithmes €, €4 et
($i)1<;<5 pour la résolution du probléme de Poisson.

En ce sens, 7 fournit une décomposition quasi-optimale de la solution, pour une complexité trés
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différente. En effet pour $1 il n’y a pas d’optimisations sur les éléments associés aux feuilles de
I’arbre T', mais une construction gloutonne des sous-espaces associés aux feuilles.
De plus on retrouve le méme type de convergence que pour l’algorithme T en dimension d = 3,

ce qui montre que £ est une généralisation convaincante de ¥ aux grandes dimensions.

I1vV.3.3.4 Temps de calcul

Probléme de départ. Les résidus relatifs en fonction du temps de calcul sont donnés en figure
IV.10. On est allé jusqu’a un rang maximal de 150 pour €1, 50 pour &4 et 15 pour 9.
L’implémentation a été entiérement réalisée avec MATLAB®, a partir de la la bibliotheque
Hierarchical Tucker Toolbox [48|. Cette implémentation souffre de plusieurs problémes, dont le
principal est la mauvaise gestion de la contraction de tenseurs. En particulier, pour deux tenseurs
r € RPXIXT ot y € RI*" la contraction du deuxiéme indice de x avec le premier indice de y
passe par une matricisation de x et une multiplication matricielle. Ceci a pour but d’utiliser de
maniére efficace la multiplication native de MATLAB®. Ainsi on considére 212} € RP™4, pour avoir
A2t = {2} y € RP™X™ et revenir & z € RP*™*". Un profilage de code nous indique que ces opérations
de matricisation/dématricisation représente 30% du temps de calcul total pour la construction du
tenseur hiérarchique de Tucker de rang 15 & cause de multiples copies inutiles. Comme ces opérations
ne sont pas nécessaires dans une implémentation en C ou en FORTRAN, on a aussi tracé le résidu
relatif en fonction du temps sans ces copies, sous le sigle 51. On note que ceci est essentiellement di

& la mise a jour des tenseurs de transferts.
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FiGURE IV.10 — Résidu relatif en fonction du temps de calcul pour le probléme de Poisson et les
différents algorithmes.

D’aprés la figure IV.10, €; fournit une approximation grossiére de la solution en 100s. Pour le
méme temps de calcul, on gagne 2 ordres de grandeur sur 'erreur en résidu en utilisant €4 ou $;.
En 300s, $; fournit une meilleure approximation en résidu que €4 de 2 ordres de grandeur, alors

qu’on peut en espérer 4 en regardant 51.
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Maillage raffiné. Cette fois on considére un maillage de 120 éléments de w. Le résidu relatif en

fonction du temps est disponible en figure [V.11.
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FiGURE IV.11 — Résidu relatif en fonction du temps pour un probléme de Poisson avec un maillage
raffiné.

La premiére remarque concerne le résidu. La diminution de la taille du maillage augmente le
résidu relatif.

On remarque que cette fois, le temps est augmenté de 78% pour calculer un tenseur de rang
150 avec €. Le temps pour calculer un tenseur de rang 50 avec €4 est augmenté de 29%, alors que
le calcul d’un tenseur de rang 15 avec $); est quant a lui augmenté de 21%. Comme on pouvait
s’y attendre $; est ’algorithme le moins sensible & la taille du maillage. Il devrait étre encore plus
efficace pour les maillages les plus fins utilisés dans des problémes non académiques.

Si maintenant on compare avec le PCG de la section [11.5.3, le temps de calcul de ce dernier
était quasiment triplé pour une augmentation de la taille du maillage. Ceci nous porte & croire
que lalgorithme $); proposé dans cette thése sera d’autant plus efficace par rapport aux autres

algorithmes que le maillage sera fin.

Dimension d = 4. Enfin, pour comparer avec le PCG utilisé dans la section 111.5.3, on s’est placé
en dimension 4. Le résidu relatif en fonction du temps est tracé en figure IV.12.

Cette fois 150 itérations de €; offrent une convergence bien plus rapide en temps que les autres
algorithmes, le faible nombre de dimensions étant favorable aux tenseurs canoniques. En revanche
on arrive toujours & une meilleure précision avec l'utilisation de €4 et $)1 pour des rangs respectifs
de 50 et de 15. Par contre, si 'on compare maintenant avec la section IT1.5.3, 'utilisation des
algorithmes directs est beaucoup plus lente. On préférera alors le PCG. Cependant, les méthodes
d’approximations directes utilisées ici ne nécessitent aucun préconditionneur, ni connaissance a priori

du rang de la solution.
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Ficure IV.12 — Résidu relatif en fonction du temps pour un probléme de Poisson en dimension 4.
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I1V.3.4 Probléme symétrique

On considére le probléme d’équation de la chaleur présenté en section I11.5.3. L’opérateur A

associé étant symétrique, on considére ici la norme |||, = [|-| 4.

IV.3.4.1 Convergence des algorithmes

Le probléme étant de dimension d = 6, on se limite aux algorithmes €;, €4, 91 et $H. Le résidu

relatif en fonction du rang de ’approximation est tracé en figure IV.13 pour les différents algorithmes.
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Rang

F1GURE IV.13 — Résidu relatif en fonction du rang de I'approximation pour le probléme d’équation
de la chaleur et les algorithmes €1, €4, $H1 et Ho.

On observe cette fois encore que l'algorithme €; a un taux de convergence trés faible avec le
rang, ce qui n’est pas le cas pour les autres algorithmes.

Les algorithmes €4, $1 et £ convergent trés rapidement pour les faibles rangs. £; fournit encore
une décomposition quasi-optimale de la solution. On atteint néanmoins la meilleure minimisation
du résidu avec l'algorithme €4, ainsi que o,

Si maintenant on compare a 'algorithme PCG et aux résultats de la section I11.5.3, algorithme
$1, pour un rang r; = 10 fournit un résidu relatif de 5.5 1073, £ de 4.8 1073 et quant au PCG
préconditionné avec Pg, il donne un résidu relatif de 7.5 1073. Les 3 algorithmes donnent donc un

résidu relatif trés proche, néanmoins ; et $Ho ne nécessitent pas de préconditionneurs.

I1V.3.4.2 Influence de la variabilité

On a appliqué les mémes algorithmes au probléme de grande variabilité présenté en section
IT1.5.3.5. Le résidu relatif en fonction du rang est affiché en figure 1V.14.

Les conclusions sont identiques & celles de la section 1V.3.4.1. Cependant on remarque que le
résidu relatif est ici supérieur d’au moins un ordre de grandeur, tout comme c’était le cas pour le
PCG en section T11.5.3.5.
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Fiqure 1V.14 — Résidu relatif en fonction du rang de 'approximation pour le probléme d’équation
de la chaleur avec une grande variabilité et les algorithmes €1, €4, 1 et $oa.
I1V.3.4.3 Influence du maillage

Cette fois le maillage a de la premiére dimension a été raffiné. Elle passe de 386 degrés de liberté

a 1641. Le résidu relatif en fonction du rang est donné en figure TV.15.
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Fiqure IV.15 — Résidu relatif en fonction du rang de 'approximation pour le probléme d’équation
de la chaleur avec un maillage raffiné et les algorithmes €, €4, 1 et Ho.

La figure est quasiment identique a celle de la figure I'V.13 pour le maillage initial, les conclusions
sont donc aussi les mémes : (1) €; converge trés lentement au contraire de €4, 97 et H2, (2) H1 fournit
une décomposition quasi-optimale si on compare a $2 et (3) €4 donne le résidu relatif le plus petit

de tous.

IV.3.4.4 Temps de calcul

Probléme initial. En figure IV.16, on a tracé le résidu relatif en fonction du temps pour le

probléme d’équation de la chaleur.

90



IV.3. Illustrations
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F1GURE IV.16 — Résidu relatif en fonction du temps pour le probléme de 1’équation de la chaleur et
les algorithmes €1, €4, H1 et Ho.

Cette fois les algorithmes €; et €4 sont les plus performants. Cela provient des dimensions des
espaces d’approximation éléments finis. On a vu dans la section IV.3.3 que les algorithmes €; et
¢4 sont assez sensibles a la taille des maillages. Ces maillages possédant peu de noeuds ici, les
algorithmes €; et €4 sont les plus performants. Si on compare maintenant avec I'utilisation du PCG,

les temps de résolution ici sont équivalents au seul temps de construction du préconditionneur.

Probléme avec une grande variabilité. Le résidu relatif en fonction du temps a été tracé cette

fois pour le probléme avec une plus grande variabilité en figure IV.17.
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FiGURE IV.17 — Résidu relatif en fonction du temps pour le probléme de I’équation de la chaleur
avec une grande variabilité et les algorithmes €1, €4, 91 et Ho.

Les conclusions sont identiques a celles du paragraphe précédent, a savoir que €; et €4 sont plus
efficaces que 1 et H2 & cause des maillages avec peu de degrés de liberté utilisés ici. Cependant si

on compare les temps de calculs, les temps de résolution sont un peu plus long ici que dans le cas ot
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la variabilité est plus faible. Les algorithmes de minimisations alternées nécessitent plus d’itérations

pour converger.

Probléme avec un maillage raffiné. Le résidu relatif en fonction du temps pour le maillage

raffiné est indiqué en figure IV.18.
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FIGURE IV.18 — Résidu relatif en fonction du temps pour le probléme de I’équation de la chaleur
avec un maillage raffiné et les algorithmes €1, €4, 1 et Ho.

Comme on pouvait s’y attendre, ; devient cette fois plus rapide que €, en étant équivalent a
€4. Ceci est da au faible rang dans la représentation de $1. Si on compare avec la figure V.16, on
observe pour les mémes raisons que $)1 est peu sensible au raffinement du maillage, au contraire de
<.
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IV.3. Illustrations

IV.3.5 Probléme non symétrique

Le probléme traité est celui de I’équation de diffusion-convection-réaction en régime transitoire

présenté en section I11.5.4. L'opérateur n’étant pas symétrique, on considére la norme ||-||, = [|*|| 4« 4-

IV.3.5.1 Convergence des algorithmes

Probléme initial. Le résidu relatif en fonction du rang de ’approximation est tracé en figure
1V.19 pour les algorithmes €1, €4 et 1.
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Fiqure IV.19 — Résidu relatif en fonction du rang pour le probléme non symétrique et les algorithmes
Qtla 647 et ﬁl'

Les méthodes d’approximations directs dans les sous-ensembles de tenseur sont encore bien plus
précises que les solveurs itératifs de la section III. En effet, pour un méme rang, le résidu relatif est
plus petit d’un ordre de grandeur par rapport a celui de GMRES (voir section I11.5.4), encore une

fois sans utiliser de préconditionneur.

Influence du maillage. On considére ici le méme probléme avec un maillage de la dimension
associée a la variable spatiale passant & 4618 degrés de liberté. On étudie les algorithmes €;, €4
et H1. Il est nécessaire de distinguer ici deux versions de 'algorithme $);. La premiére est 1’algo-
rithme classique qui garde la notation $1, la seconde est celle ou 'opérateur A* A est orthogonalisé
avant ’application de 'algorithme $1, que 'on note Y)f. Le résidu relatif en fonction du rang de
I’approximation est disponible en figure IV.20.

Encore une fois la convergence de $; est meilleure que celle des autres algorithmes. Par ailleurs
le comportement de 7 est intéressant. Il indique que I'opérateur A*A est trés mal conditionné,
puisque l'erreur numeérique induite par 'orthogonalisation empéche 1’algorithme de converger. La
conséquence est que l'on est obligé de manipuler un opérateur avec un rang élevé pour résoudre le
probléme. Il est en fait nécessaire ici de bien préconditionner I’'opérateur pour que ’orthogonalisation
n’entraine plus cette divergence. On note que pour le probléme avec un maillage grossier de la section

1V.3.5.1, Popérateur A*A était orthogonalisé. On utilisait 1’algorithme Y)f qui était alors noté ;.
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Fiqure IV.20 — Résidu relatif en fonction du rang pour le probléme non symétrique, un maillage
plus fin et les algorithmes €1, €4, $; et .6%.

1V.3.5.2 Temps de calcul

Probléme initial Le résidu relatif en fonction du temps est donné en figure IV.21 pour le probléme

initial et les algorithmes €;, €4 et $;.
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FiGurE IV.21 — Résidu relatif en fonction du temps pour le probléme non symétrique et les algo-
rithmes €, €4 et $.

Dans notre implémentation $; est aussi efficace que €; dans un premier temps, puis $; devient
bien plus lent. Ceci s’explique par 'augmentation du rang de la solution qui rend la manipulation
des tenseurs de transferts plus cotiteuses que la minimisation dans C; (V). Dans ce cas-ci €4 n’est pas
compétitif avec les autres algorithmes. Si on compare maintenant avec GMRES en section I11.5.4,
le temps de résolution correspond au temps nécessaire pour construire le préconditionneur proposé.
On a de plus un résidu relatif de deux ordres de grandeur plus petit ici que pour GMRES (6.27 1075
pour un rang de 15 pour §; contre 1.63 1073 pour GMRES(10) et un rang de 15).
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IV.3. Illustrations

Influence du maillage Pour le cas ot le maillage est raffiné, on a tracé le résidu relatif en fonction

du temps pour les algorithmes €, €4, 1 et Jﬁf en figure [V.22.
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FiGUuRrE 1V.22 — Résidu relatif en fonction du temps pour le probléme non symétrique et les algo-
rithmes €1, &4, H7 et ﬁf.

Au départ des algorithmes, $); est le plus rapide de tous. Au bout d’un certain temps (ici environ
1000s), €; devient le plus rapide des algorithmes. On peut raisonnablement espérer un croisement
entre ces deux courbes plus tard avec une bonne implémentation des tenseurs hiérarchiques de
Tucker. En effet, si opérateur A*A n’est pas orthogonalisé, ses différents tenseurs de transfert sont
super diagonaux, et on pourrait les considérer comme creux pour les manipuler plus efficacement.
Une autre fagon d’améliorer le temps de calcul est de préconditionner efficacement 'opérateur A*A
pour pouvoir employer ’algorithme Y)f‘ sans perturber la convergence. Comme on 1’a montré en
section TV.3.2, le résidu serait moins bon mais ’erreur bien meilleure. Dans ce cas, le temps de

construction d’un tenseur de rang 15 devrait s’approcher du temps de celui de f_)f icl.
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IV.4 Résumé

On a appliqué ici les méthodes d’approximation de tenseurs du chapitre Il pour la résolution de
systémes linéaires.

La premiére partie de ce chapitre a été dédiée au choix de la norme pour l'application des
méthodes d’approximation de tenseurs du chapitre II. Une norme a été proposée pour préconditionner
ces approches. Cette derniére revient & une formulation du probléme comme une minimisation du
résidu préconditionné. La principale conclusion concernant le préconditionnement est qu’il diminue
lerreur relative en norme canonique mais n’améliore pas la vitesse de convergence en fonction du
rang de I'approximation.

Ensuite, différentes constructions pour ’approximation de la solution ont été proposées. Des
méthodes ont été développées pour l'utilisation de formats de tenseurs non canoniques pour ap-
proximer une solution. On a tout d’abord défini un nouvel algorithme de projection, dans lequel on
effectue une construction gloutonne de sous-espaces a partir de problémes de meilleure approxima-
tion de rang 1. Cette méthode fournit de bons résultats pour des problémes de faible dimension.
Cependant 1'utilisation de tenseurs de Tucker implique que cet algorithme souffre de la malédiction
de la dimensionnalité. Elle a donc été étendue naturellement aux formats hiérarchiques de Tucker
en remplagant la phase de projection par un algorithme de minimisations alternées sur les tenseurs
de transfert. Tous ces algorithmes ont été appliqués avec succeés & des problémes symétriques et non
symétriques.

En ce qui concerne le cofit de calcul, tous les temps indiqués sont & relativiser. Tout d’abord
I'implémentation des tenseurs hiérarchiques de Tucker utilisée n’est pas du tout adaptée aux prob-
lémes traités. Une fois qu’une implémentation efficace sera réalisée, il restera & analyser les critéres
d’arrét des différents algorithmes. Ceux utilisés ici sont trop restrictifs ce qui augmente les différents

temps de calculs. On espére diminuer ces temps en les assouplissant.
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CHAPITRE V

APPLICATION A L’HOMOGENEISATION
NUMERIQUE
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La premiére partie de ce chapitre concerne un article soumis a « Computer Methods Applied
to Mechanics and Engineering ». Il s’agit d’appliquer les méthodes d’approximations de tenseurs a
la résolution des problémes d’homogénéisation thermique. L’article est introduit tel quel en section
V.1 avec des notations adaptées au reste de cette thése. Le lecteur retrouvera dans les sections 2 et
3 de T'article des sujets déja traités aux chapitres II et TV. On proposera ensuite en section V.2 des

extensions a Darticle.

V.1 Tensors-based methods for numerical homogenization from high-

resolution images

V.1.1 Résumé

On présente une stratégie numérique basée sur les méthodes d’approximation de tenseurs pour
les résolutions des problémes d’homogénéisation numérique, oil les géométries sont issues d’images
de haute résolution. On introduit tout d’abord des processus numériques spécifiques pour exprimer
les problémes d’homogénéisation basés sur les images dans un cadre de tenseurs. Ceci inclut 'ap-
proximation de tenseurs dans un format adéquat des champs de propriétés matériaux, ainsi que
des indicatrice de phases reconstruites a partir d’images segmentées. On introduit ensuite des vari-
antes de la PGD pour la construction d’une décomposition dans différents formats de tenseurs de
la solution d’un probléme aux limites. Une nouvelle définition de la PGD est présentée, celle-ci
permet une construction progressive d’'une décomposition de la solution sous un format de tenseur
de Tucker. Ce format est adapté a cette application et améliore les propriétés de convergence des
décompositions de tenseur. Finalement, on introduit une stratégie d’estimation de ’erreur basée sur
un probléme dual pour estimer les quantités d’intérét, c’est-a-dire les propriétés homogénéisées du
matériau. On présente aussi une stratégie adaptative compléte basée sur 'estimation de I’erreur pour

la construction progressive de décompositions de tenseur (des solutions des problémes primaux et
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duaux) fournissant la prédiction des quantités homogénéisées avec une précision donnée.
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Tensor-based methods for numerical homogenization from
high-resolution images™

L. Giraldi, A. Nouy*, G. Legrain, P. Cartraud

LUNAM Université, GeM, UMR CNRS 6183, Ecole Centrale de Nantes, Université de Nantes, France

Abstract

We present a complete numerical strategy based on tensor approximation techniques
for the solution of numerical homogenization problems with geometrical data coming
from high resolution images. We first introduce specific numerical treatments for the
translation of image-based homogenization problems into a tensor framework. It includes
the tensor approximations in suitable tensor formats of fields of material properties or
indicator functions of multiple material phases recovered from segmented images. We
then introduce some variants of Proper Generalized Decomposition (PGD) methods for
the construction of tensor decompositions in different tensor formats of the solution of
boundary value problems. A new definition of PGD is introduced which allows the pro-
gressive construction of a Tucker decomposition of the solution. This tensor format is
well adapted to the present application and improves convergence properties of tensor de-
compositions. Finally, we introduce a dual-based error estimation strategy for assessing
the error on quantities of interest, namely the homogenized properties of the material.
We also provide a complete goal-oriented adaptive strategy for the progressive construc-
tion of tensor decompositions (of primal and dual solutions) yielding to predictions of
homogenized quantities with a prescribed accuracy.

Keywords: Image-based computing, Numerical Homogenization, Tensor methods,
Proper Generalized Decomposition (PGD), Model Reduction, Goal-oriented error
estimation

Introduction

With the development of affordable high resolution imaging techniques, such as X-ray
microtomography, high resolution geometrical characterization of material microstruc-
tures is increasingly used in industry. However, the amount of informations that are
available is still difficult to handle in numerical models. This is why dedicated approaches
have been proposed in order to incorporate these informations for simulation purposes
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[56]. The most used approach in this context is the voxel-based finite element method
introduced in [21, 25], where each voxel of the model is transformed into a finite element.
The approach is straightforward and automatic for the generation of the computational
model (see [42] for a review). However, it leads to huge numerical models, as the number
of elements corresponds to the number of voxels in the image (in the order of 8 billion
of elements for a full resolution 2000 x 2000 x 2000 voxels CT scan). In addition, the
representation of the interfaces is not smooth, which induces local oscillations in the
mechanical fields [9, 39, 52]. The size of the model can be decreased with the use of
an octree coarsening away from the interfaces [39] or by decreasing the resolution of the
image [3, 37, 41]. However, this can severely decrease the geometrical accuracy (more
jagged interfaces) and increase the oscillations. In order to get rid of these oscillations,
mesh smoothing techniques can be considered, e.g. [6]. Ultimately, full resolution images
can still be considered, using Fast Fourier Transforms (FFT) algorithms [43] in the case
of periodic problems.

A second class of approaches consists in extracting the material interfaces from the
image and then in constructing an unstructured conforming mesh from these informa-
tions, e.g. [40, 55, 56]. This allows to generate smooth interfaces and adapt the mesh
in order to master the size of the model. However, meshing complex geometries is still
difficult and usually requires human guidance.

Finally, non-conforming approaches can be considered (see [13, 53] among others):
these approaches allows to avoid meshing issues. In particular, the eXtended Finite
Element Method (X-FEM) has been used by the authors for the treatment of 2D and
3D image-based analysis [34, 35, 39]. An integrated approach was proposed in order to
incorporate the geometrical informations into the numerical model. It is based on the use
of Level-set functions [50], for both segmentation and mechanical analysis. Thanks to the
use of tailored enrichment functions, it is possible to represent the interfaces on a non-
conforming mesh. The size of the numerical model is decreased thanks to the use of an
octree database that enables to keep maximum geometrical accuracy near the interfaces.
This allows to obtain a good compromise between easy mesh generation and accuracy
(both geometrical and mechanical). More recently, an improvement was proposed by
the use of a high-order two mesh strategy that enables high geometrical and mechanical
accuracy on coarse meshes [36].

Despite of the improvements in the numerical efficiency of the methods discussed
above, image-based computations are still computationaly demanding, leading to time
consuming studies especially for large resolution images. There is still a need for new
approaches that would allow the efficient resolution of such large scale problems.

This is why an alternative path is proposed in this paper. It relies on the use of tensor
approximation methods for the solution of image-based homogenization problems. The
basic idea is to interpret 2 or 3-dimensional fields as 2 or 3-order tensors, and to use ten-
sor approximation methods for the approximate solution of boundary value problems.
The use of suitable tensor formats allows to drastically reduce the computational costs
(time and memory storage) and therefore allows the computation on very high resolu-
tion images. This paper provides a complete tensor-based numerical methodology, going
from the translation of homogenization problems into a tensor framework, to the devel-
opment of a goal-oriented adaptive construction of tensor decompositions based on error
estimation methods, and dedicated to the present application.

2
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We first translate image-based homogenization problems to a tensor framework by in-
troducing suitable tensor approximations of geometrical data. Tensor approximation
methods are applied to indicator functions of material phases, which are previously
smoothed in order to improve the convergence properties of their decompositions. Suit-
able weak formulations of boundary value problems preserving tensor format are intro-
duced in order to handle the different types of boundary conditions that are used in
classical numerical homogenization methods. Regarding the construction of tensor ap-
proximations of the solution of PDEs, we use Proper Generalized Decomposition methods
(PGD), which is a family of methods for the construction of tensor decompositions with-
out a priori information on the solution of the PDE [10, 28, 44, 45] (see [12] for a short
review on PGD methods). Theoretical convergence properties have been recently ob-
tained for a class of PGD algorithms [7, 15, 16]. Note that a basic PGD algorithm has
been used in [11] for the numerical solution of PDEs with heterogeneous materials whose
geometry is easily represented in a tensor format. The method has also been used for
deriving efficient non-concurrent non-linear homogenization strategies [31].

Here, we introduce variants of these methods for the construction of tensor decompo-
sitions in different tensor formats. In particular, we introduce a new definition of PGD
which allows the progressive construction of a Tucker decomposition of the solution.
This tensor format is well adapted to the present application and yields to improved
convergence properties of tensor decompositions. We finally devise a goal-oriented
error estimation strategy in order the assess the error on quantities of interest which
are the homogenized properties. Error estimation methods have been first introduced
in the context of PGD in [2, 29]. Here, we use a classical dual-based error estimator
(see [1]), which has been used in [2] in the context of PGD methods. The originality
of the present contribution consists in providing a complete adaptive strategy for the
progressive construction of tensor decompositions yielding to predictions of homogenized
quantities with a prescribed accuracy. Note that the proposed adaptive strategy could
also be used in other context for goal-oriented approximation of PDEs in tensor formats.

The outline is as follows: Section 1 presents the homogenization problems and their
variational formulations. Section 2 introduces the tensor framework and notations used
for separated representations. Then section 3 presents how the solution of PDEs can be
approximated under separated representations with the PGD. In particular, we detail a
new algorithm for the progressive construction of a Tucker decomposition. Next, image
geometry and boundary conditions are expressed in a tensor format in section 4. First
numerical examples are introduced in section 5. Then, in section 6, we introduce a goal-
oriented adaptive algorithm using error estimators on homogenized properties. Finally,
the article presents an application on a cast iron image extracted from a tomography,
where we use the complete goal-oriented adaptive solution method.

1. Homogenization problems and variational formulations

In this section, we introduce classical homogenization methods for a linear heat diffu-
sion problem. Homogenization problems are boundary value problems formulated on a
domain 2 which constitutes a representative volume of an heterogeneous material. The
solution of these problems allows to extract effective or apparent macroscopic properties
of the material depending on whether (2 is larger than the representative volume element

3
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(RVE). Note however that the prediction of the size of the representative volume is out
of the scope of this paper. The reader can refer to [23, 24, 38, 47] for methodologies to
estimate the size of the representative volume. In the following, we will identify both
apparent and homogenized properties.

1.1. Scale transition and localization problems

We denote by u and ¢ the temperature and flux fields respectively. The macroscopic
gradient of the field Vu™ and the macroscopic flux ¢™ are defined through a spatial
averaging of the corresponding microscopic quantities Vu and g over the representative
volume 2: ;

VuM =< Vu >= 1 / Yu dQ (1)
€2 Jo

1
qM=<q>=f/qu (2)
- 192 Jo =

The inverse process yielding the microscopic fields from the macroscopic ones is called
localization. Given Yu™ or QM , microscopic fields Yu and ¢ are obtained by solving
localization problems which are boundary value problems defined on 2:

V-q(z) =0 on Q

q(z) = —K(z) - Vu(z) on Q (3)

+ boundary conditions depending on Vu™ or QM

where K is the conductivity field. If the data is the macroscopic gradient VuM or the
macroscopic flux QM , we obtain the microscopic fields respectively by

Vu(z) = A(z) - VuM (4)

q(z) = B(z) - ¢™ (5)

where A and B are called localization tensors. Once we have obtained the microscopic
fields through equations (4) (resp. (5)) for a given VuM (resp. ¢™), we can deduce the
other macroscopic field ¢™ (resp. Yu™) by using the constitutive relation and a spatial
averaging. We finally define the effective (homogenized) conductivity tensor K, such
that

M =-K,  Vu (6)

1.2. Boundary conditions

The homogenized conductivity tensor depends on the localization process which is
governed by the choice of the boundary conditions. These boundary conditions are
expressed as a function of a macroscopic field which is the input data of the microscopic
problem. Classically, three sets of boundary conditions are considered [22-24, 48]. They
are described below.

4
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1.2.1. Natural Boundary Conditions (NBC)

Boundary value problem (3) is considered with the following Neumann boundary con-
ditions:
g(z) - n=¢"-n ondQ (7)

with QM given and n the outer pointing normal of 2. The solution u is a priori defined
up to a constant. A well-posed problem can be obtained by introducing the following
solution space

H}(Q) = {v € HI(Q);/

Q

v dQ = 0} (8)
The weak formulation of the problem is then:
Find u € H} (Q) such that

Véu € H:

m

(Q), /yau-g-yudgz— ou g™ - n dl (9)
Q - o -

Using equation (5), we obtain

Vu =< Vu>=<-K ' g>=—<K "

ls

> gMi=—(K)7 -4 (10)

Then, the solutions obtained from 3 different values of QM (e.g. (1,0,0)T, (0,1,0)T and
(0,0,1)T) yield the complete characterization of ézbc.

1.2.2. Periodic Boundary Conditions (PBC)
In this case, problem (3) is considered with the following periodic boundary conditions:

u(z) — vuM .z is Q-periodic

(11)

and g(z) - n is Q-antiperiodic

with Yu™ given. We denote by (z) = u(z) — VuM - 2. The solution 7 is a priori defined
up to a constant. A well-posed problem can be obtained by introducing the following
solution space

Hp o (Q) = {u €H,,.(Q); /Q v d) = o} (12)

where H,.,.(Q) is the subspace of periodic functions in H' (). The weak formulation of

the problem is then:

Find @ € H,,,,,() such that
Vou € Hy,,,, (), / Véu- K- Vi dQ = f/ Voéu- K - Vu™ dQ (13)
, o a8 o a8

Thanks to the linearity of the problem, % can be written as 4 = x - VuM which yields
Yu=YVuM+(¥ x)" VuM = (L+ (¥ x)7) - Vu™. Thus, the localization tensor defined
in equation (4) is found to be A =1+ (¥ x)”. We thus obtain

M =<g>=<-K-Vu>=—-<K-(I+Y¥ (0)7) > Vu" := -K" . vuM (14)
)
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3 different problems have to be solved for obtaining ézbc (e.g. with Yu™ = (1,0,0)7,

(0,1,0)T and (0,0,1)T). Tt can be noticed that for a material with a periodic microstruc-
ture, the localization problem defined by (3) and boundary conditions (11) can be rig-
orously justified by the asymptotic expansion method [5, 33, 49]. However, note that
periodic boundary conditions can be used even if the microstructure is not periodic (see
e.g. [23, 24]).

1.2.3. Essential Boundary Conditions (EBC)
In this case, problem (3) is considered with the following Dirichlet boundary conditions:

u(z) = VuM .z on 90 (15)
with Vu™ given. Note that the solution u can be expressed under the form

u(z) = Vu -z + a(z) (16)
where @ is the solution of the following weak formulation:

Find @ € H} () such that

You € Hy(9), /

yau-gyadng/y&u-gyuf”da (17)
o aS £

Q

By linearity of the problem, 3 different choices for Vu™ (e.g. (1,0,0)7, (0,1,0)” and
(0,0,1)T) are required to completely characterize the localization tensor A defined in
equation (4). The homogenized tensor & Zbc is then obtained by

M =<g>=<-K-Vu>=-<K-A> Vi = K" vu (18)

1.8. Unified formulation

Weak formulations (9), (13) and (17) can be unified with an abuse of notation for EBC
and PBC, for which @ is replaced by u:

Find v € V such that

You €V, a(du,u) = 1(du) (19)
with
a(du,u) = / Vou- K -Vu dQ)
o EA
and
I(ou) = — su g™ -ndl for NBC
o0 (20)

1(0u) = — / Vou- K -Vu™ dQ for PBC and EBC
o &

Function space V is defined by:

V=H(Q) for NBC
V=~H!, Q) for PBC (21)

per,m

V= Hg(Q) for EBC
6
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The generic weak formulation (19) will be used in order to simplify the presentation of
the proposed solution strategy. We will then come back to the underlying problems for
detailing some technical issues and for discussing some specificities of the localization
problems.

2. Tensor spaces and separated representations

In this section, we consider a scalar field of interest w : 2 — R which can be the gray
intensity level of the image representing the heterogeneous material, a component of the
conductivity field K or the solution of localization problem (19). The domain 2 C R?
being an image, it has a product structure. We have Q = Q% x QY x Q* for d = 3 (resp.
Q= 0% x QY for d = 2), with Q* = (0,1#). In this section, and without loss of generality,
we only consider the 3-dimensional case but the different notions extend naturally to
arbitrary dimension d. Under some regularity assumptions, a function w defined on such
a cartesian domain can be identified with an element of a suitable tensor space. In this
section, we introduce some general notions about tensors (as elements of tensor product
spaces) and their approximation using separated representations of the form:

m

w(z,y,2) & wn(z,y,2) = Z vi (2)v (y)v7 (2) (22)

2.1. Tensor spaces

For a general introduction to tensor spaces and tensor approximations, the reader can
refer to Hackbusch [18]. We suppose that w € V where V is a Hilbert tensor space defined
in the set of functions R®. The inner product of V is denoted (-,-) and its associated
norm ||-||. With V* (resp. V¥, V?) a Hilbert space of functions of R®" (resp. R®", R,
the tensor product ® between functions is defined in a usual way, such that

(v* ®@vY @ v*)(x,y, 2) = v (x)v?Y (y)v*(2) (23)
for all v* € V¥, u € {z,y,2}. We define the set of rank-1 (or elementary) tensors
Cir={v=v"@v@v*v" eV, ne{z,yz}}, (24)
The algebraic tensor product ®, of spaces V*, V¥ and V? is then defined by
VE @4 VY ®4 V? = span(C) (25)
Finally, the Hilbert tensor space is defined by

YV=V'QWRV=V"®, VW Q, V? (26)

where (7-)”~” denotes the completion with respect to the norm || - ||.

In the case of a cartesian domain Q = Q% x Q¥ x Q% tensor spaces V that are involved
in the formulation of localization problems (19), and given in (21), have the following
tensor product structure:

V=V, Ve, y: e (27)
7
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with
V=H(Q), Vi = H} (") for NBC

V=H, (), V=H, () for PBC (28)
V= H}(Q), VI = Hy (M) for EBC

This justifies the existence of a separated representation of type (22) for the solution of
homogenization problems (19).

2.2. Tensor decompositions

We introduce here two classical tensor decomposition formats.

Rank-m (canonical) decomposition. For a given m € N, the set of rank-m tensors C,, is

defined by
Cm = {wm:Zvi;vi ECl} (29)
i=1

Definition (26) implies that for all w € V), there exists a sequence of tensors, (W, )men,
such that w,, € C,, and w,, converges to w. Therefore, for any w € V), this condition
justifies the existence of the approximation of type (22) with an arbitrary accuracy.

Tucker tensors. For a given multi-index r = (7%,7¥,r*) € N3, we define the Tucker
tensors set 7, as follows:

r® r¥y r*
Te=Swe=> > Xiji v} @v! @vi; Aiji € R,vk € VI (0l vk}, = 8pg p (30)
i=1 j=1k=1

with (-,-),, the inner product on Hilbert space V*. An approximation w, € 7T of an
element w € V is called a rank-r Tucker approximation of w. We have the property
that C, C T(yrr). Therefore, for all w € V, there also exists a sequence (W )men, with
Wy, € Ty, and such that w,, converges to w. The reader can refer to [27] for a review
of definitions and constructions of tensor representations in finite dimensional algebraic
tensor spaces V = RN @ RMv @ RM=.

3. Proper Generalized Decomposition

The homogenization problem we want to solve has been recasted as follows (see section
1.3):
Find v € V such that

Vou € V, a(du,u) = 1(0u) (31)

where V is a tensor Hilbert space with tensor structure given in (28). Proper Generalized
Decomposition (PGD) methods constitute a family of algorithms for the construction of
a tensor approximation of the solution w of (31), without a priori information on the
solution. It can be achieved by formulating best approximation problems on tensors
subsets using operator-based norms instead of natural norms in tensor space V. In this
section, we first recall the principle of PGD methods. We then introduce a now classical
algorithm for the construction of rank-m approximations and we recall some properties
8
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of this approximation. Then, we will introduce a new algorithm for the progressive
construction of a Tucker representation of the solution. This algorithm provides better
convergence properties than classical PGD definitions based on canonical decompositions.

Remark 1. In this section, we consider that the problems are formulated on a d-
dimensional domain Q C R?, with Q@ = QF x Q¥ x Q% ford = 3 or Q = Q¥ x QY
Jor d =2. The notation ®,, will stand for @ ¢z -} for d =3 and @iz} for d = 2.

3.1. A priori definition of an approximation on a tensor subset

Let us consider a tensor subset M (e.g. rank-1 tensors set, Tucker tensors set...).
Given a norm || - || in V, a best approximation u* € M of u € V can be naturally defined
as

—u*|| = mi - 32
lu = w*|| = min [lu — o] (32)

The idea is to find an approximation u* of w without a priori information on u. Therefore,
the norm must be chosen in such a way that problem (32) can be solved without knowing
u. In the present application, where u is solution of (31) with a a symmetric coercive
and continuous bilinear form, the norm || - || and associated inner product (-,-) can be
chosen as follows:

I?

[lv]]* = a(v,v), {(u,v) = a(u,v)

where the norm || - || is equivalent to the initial norm on V. We then have
||U - UHQ = CL(’LL,U,) + CL(’U,U) - QQ(U,, U) = a(uvu) + Cl(’U, U) - 2[(1}),

and minimization problem (32) is then equivalent to

T) = min J(v), J(v) = %a(v,v) (o) (33)

We note that problem (33) that defines the tensor approximation in M does not involve
the solution w. It makes the approximation u* computable without a priori information
on u. Of course, tensor subsets M must be such that minimization problems on M
are well-posed. Moreover, tensor subsets M (such as rank-1 tensors, rank-r Tucker
tensors) are manifolds which are not necessarily linear spaces, so that even if problem
(31) is a linear approximation problem, minimization problem (33) is no more a linear
approximation problem and specific algorithms have to be devised.

Remark 2. Note that a necessary condition for optimality of u* writes
a(u®,6v) = 1(0v) Vv € Tys (M) (34)
where Ty« (M) is the tangent linear space to M at u*.

3.2. Construction of a rank-m (canonical) decomposition

The aim is to find an optimal rank-m approximation u.,, € C,, of u of the form

Um = Z’Uz‘ (35)
i=1
9
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with v; € C;. A direct definition of an optimal approximation in C,, would be defined by
the optimization problem (32). However, it is well known that for m > 2 and d > 3, C,,
is not a weakly closed set so that the minimization problem (32) is ill-posed for M = C,,
[15]. A modified direct definition of an approximation with arbitrary precision £ > 0
could be formulated as follows:

Find u,, such that
_ < _
o=l < inf [fu— o] += (36)

The solution of this problem yields the whole set of rank-1 elements {v;}, at once. In
order to avoid the introduction of the tolerance ¢ (i.e. € = 0), it could be possible to
consider a weakly closed subset of C,, (e.g. by adding some orthogonality constraints
between rank-one elements). However, these direct constructions are computationnally
expensive since when increasing m, optimization problems are defined on sets with in-
creasing dimensionality and computational complexity drastically increases.

In order to circumvent the above difficulties, a progressive definition of PGD is clas-
sically introduced [10, 15], which consists in building the sequence (v;)1<i<m term by
term (in a greedy fashion). Even if the progressive definition is sub-optimal compared to
the direct PGD approach, C; is weakly closed [15] so that successive best approximation
problems on C; are well-posed. Moreover, optimization problems on C; have almost the
same complexity, so that the complexity of computing a rank-m approximation scales
(approximately) linearly with the rank m. The algorithm used is defined in Algorithm 1.
Step 5 of Algorithm 1 corresponds to a classical projection onto the subspace spanned by

Algorithm 1 Progressive construction of a rank-m approximation

1: Set ug =0
2: for i =1 tom do
3. Compute w; = ®,w! € argmin|ju — u;—1 — wl||

) wely
4: Set U; = span{wy }}_,
5. Compute u; = arg min ||u — v|
veEU;
6: end for

all rank-one elements previously generated. At step m, the solution u,, = arg mg{n |lu—wv]|
veEUm
can be written under the form
m
Uy, = Z Aiw;  with w; = @ w!’
i=1

where the (X\;)1*; € R™ are coefficients that are solutions of the following system of m
equations:

ZA”)\J =b;, Vie {1,,m} (37)
j=1
with
A” = a(wi, ’LUJ) = a(®uvf, ®M’U;-L), bi = l(wl) = l(®uvf)
10
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Different algorithms have been proposed for computing w,,, € argmin,ee, ||u—tm—1—
v|| (step 3). One possibility is an alternating minimization algorithm presented in Al-
gorithm 2. The integer k., represents the maximum number of iterations and the
tolerance ¢, is associated to a stagnation criterium. In practice, we will take k0., = 10
and £, = 5.1072.

Algorithm 2 Alternating minimization algorithm for computing w,, € arg Iniél lu —
wely

Um—1 — w”

1: Initialize randomly v* € V* for all u
2: Set wg =0
3: for k =1 to kg do

for py==,... do

Compute v* € arg min |[u — uy,—1 — @507 ||
vHEVH
end for

4

5

6:

7. Set wy = ®,0"
8 if |Jwg — wi—1||/||lwk—1|| < €5 then
9 break

10:  end if

11: end for

12: Set w,, = wy

Remark 3. In the case where ||- || is the classical canonical norm on a finite dimensional
space, Algorithm 2 corresponds to the Alternating Least Squares (ALS) algorithm on Cy
[8, 20, 27].

Remark 4. If the domain Q is 2-dimensional, the method can be considered as a gen-
eralization of the SVD with respect to general norms on Hilbert spaces [15].

Minimization problem of step 5 of Algorithm 2, corresponding to the computation of

vt is equivalent to

1
runeig“ 5a(®5vﬁ, ®@507) + a(tm_1,2p07) — 1(®50°) (38)

It reduces to the solution of the following linear problem:
Find v* € V¥ such that
Vop € V¥, a¥(dp,v") = 17, (0¢) (39)

with

at(dp,p) = a(dp ® (®ﬁ¢u“6)» Y (®ﬁ¢#“6))v
114,(50) =169 ® (Dp2u0")) — a(6p ® (Rp2u0"), Um—1)

Problem (39) is a one-dimensional problem defined on V* C H'(Q*). The proposed
algorithm then only involves the solution of uncoupled one-dimensional problems, which
is the reason for the efficiency of the PGD method.

11
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Remark 5. Assuming that V¥ = R"™, VYu, and that the complexity of a linear solver on a
problem of size n is n3, then the construction of all the vectors of a rank-r decomposition
with algorithm 2 requires at most r kyae dn® operations. The update of the \’s requires
1+22+.. . 413 = irQ (r + 1)? operations. Finally the complexity of the algorithm 1 is
172+ 1)2 4+ 1 kg dnd.

3.3. Construction of a rank-r Tucker decomposition

An approximation of the solution using a Tucker format could be searched by solving
an optimization problem:
— = min ||u — 40
e = min fu o] (40)

This problem is well-posed [14]. However, this direct construction of a Tucker approx-
imation u, € 7T, is computationally expensive and when the objective is to find an
approximation with a desired accuracy, we will rather prefer an adaptive construction.

We now propose a sub-optimal but progressive construction of a sequence of Tucker
approximations {u,, }men of the solution, where w,, is the best approximation of the
solution in a linear subspace Uy, of Ty, ... .m), With U, of the form:

U = @,U" (41)

that means U, = U2 @ UY, ® U7, for dimension d = 3 or U ® UY, for dimension d = 2.
Linear subspaces U¥ C V* are defined progressively, by completing the previous spaces
U',_, by fonctions w#, extracted from a rank-one corrections w,, = ®,w of Up_1.
The sequences of linear spaces {UX }ieny (and {Up, }men) are increasing with m (with

respect to inclusion). Let us detail this procedure.

Let U = 0 and Uy = 0. At iteration m, knowing w;,—1 € Up,—1 = ®, UL, we start
by computing an optimal correction w,, € C; of u,,_1, defined by
Wy, = Quwh, € argmin|ju — ty,—1 — w|| (42)
weCy
The new linear subspace U is then defined by
ur, =ut _ + span{wh,}
which has a dimension dim(U*) := r# < m. The linear space Uy, is then defined by

(41) and has a dimension dim(U,) := 1y = [, rf,. The next approximation u,, € Un,
is then defined by the following linear approximation problem:

— || = min [Ju— 4
lu = | = min flu— v (43)

This procedure requires the solution of a succession of best approximation problems

(42) on the manifold C;, which are nonlinear approximation problems with moderate

complexity, and a succession of best approximation problems on linear subspaces U,

which are approximation problems with increasing complexity r,,. However, these latter

problems remain classical linear approximation problems. The algorithm is summed up

in Algorithm 3. Step 6 (best approximation in C;) can be accomplished thanks to the
12
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Algorithm 3 Progressive construction of the Tucker decomposition
Set ug =0
for py==x,...do

Set UM =0
end for
for i =1 to m do

Compute w; = ®,w! € arg min [ju — u;—1 — w||

weCy

for y==,...do
Set U!" =U!" | + span(w!’)
end for
Compute u; = arg min |ju — v||
veEU;

—_
=

: end for

[y
—_

alternating minimization algorithm (Algorithm 2). In practice, an orthonormal basis
{0 }1<j<pm of U, is built using the Gram-Schmidt procedure applied to the generating
set {w} }1<j<m- The approximation u,,, solution of (43), can be written under the form

— _ M
Uy = E Aivi,  v; = @05,
i€Tom

with Z,,, = {i € N%;1 <, <r/}. The set of coefficients (\;);ez,, is solution of a linear
system of equations

> A =bi, i€y, (44)
JE€Lm

with
Aij = a(vi, ’Uj) = a(®#vgt,®uv§‘ﬂ), b; = l(v,) = l(®u’u§:)

Remark 6. The orthonormalization of basis functions allows to detect if at step m, a new
function w¥, is contained in the previous linear space UL _,, in which case UX = Ul _,
and v, = rh . This allows to ensure the uniqueness of the best approzimation u., in

U, (regularity of system (44)). Also, it allows to automatically detect and take part of the
independence (or quasi-independence) of the solution with respect to a certain variable.

Remark 7. Again, assuming that V¥ = R", Y, and that the complezity of a linear solver
on a problem of size n is n®, then the construction of all the vectors of a rank-(r1,...,74)
decomposition requires at most r kyq. dn® operations, forry = ... =rq =r. The update
of the core tensor p requires at most 1 +23% 4 .. 4+ 3¢ < ¢34+l operations. Finally, the
complexity of the algorithm 3 is bounded by 3! + r k0. dn®. This indicates that we
should use this method in 2D or when the geometry presents particular symmetries such
that one or two r,, are small compared to the others, like in section 5.2 for instance.

4. Tensor format for image-based homogenization problems

In order to apply the PGD method to the solution of numerical homogenization prob-
lems, specific reformulations and approximations have to be introduced in order to re-
cast the problem in a suitable format adapted to tensor-based methods. These specific

13
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treatments concern the separated representation of the conductivity field K, yielding
an approximation of operator under a tensor format, and the introduction of suitable
reformulations for imposing the different types of boundary conditions.

In [30, 31], the authors already introduced a similar computational method for ho-
mogenization in the EBC case and for simple geometries. In the present contribution,
these works are extended to the different boundary conditions that are classically used in
computational homogenization, which necessitates the introduction of suitable reformu-
lations of the variational problem. Moreover, we introduce specific numerical treatments
for dealing with real geometries extracted from images.

4.1. Separated representation of the conductivity field
Let us consider a composite material with two phases numbered 1 and 2 in which the
conductivity is constant and is denoted K and K, respectively. If I : Q@ — {0,1} is the
characteristic function of phase 1, the local conductivity K is rewritten
K@) = @)K, + (- I@) K, = K, + @) (K, - K,)
Therefore, a separated representation of the scalar field I € L*(Q) = ®,,L*(Q*) yields a
separated representation of K. Suppose that the image contains P* x P¥ x P* voxels
for d = 3, or P* x PY pixels for d = 2. For d = 3, the discrete characteristic function can

be written
pT py p=

o,y,2) = 3055 Lot ()6 ()67 (2) (45)
i=1 j=1k=1
where I;;;, is the value of I in the voxel (i, j, k) and where the {¢!'}1<;<pu are piecewise
constant interpolation functions. For d = 2, we can write
p* pY
I(x,y) =YY Lot (1)6](y) (46)
i=1 j=1
where I;; is the value of I in the pixel (7, j). We then identify function I with I = (I;;x) €
R @ RPY @ RP” for d = 3 (resp. I = (I;;) € RY" @ R for d = 2).

In this section, we propose to slightly smooth the geometry in order to obtain a lower
rank tensor decomposition. This can be seen as a particular approximation of the geom-
etry. Note that voxel-based, remeshing or level-set techniques also introduce approxima-
tions which result in different representations of the actual geometry.

4.1.1. Singular value decompositions
We now equip ®MRP " with the canonical inner product, which is defined for X,Y €
®HRP " by
p* pY
<X7Y):ZZXU-YM for d =2
i=1j=1
pP* pY p?

(X, Y) =3 Xiji - Yin ford=3

i=1j=1k=1

14
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The associate norm is denoted | - ||. For d = 2, it is well known that the best rank-m
approximation of I with respect to the norm ||-|| is the classical Singular Value Decompo-
sition (SVD) truncated at rank m. For d = 3, several alternatives have been proposed for
extending the concept of SVD. One could apply the progressive PGD approach presented
in section 3, with the canonical norm ||-||, to obtain a separated representation of I. How-
ever, much more efficient constructions have been proposed for tensor decomposition in
RP" @ RF" @ RP”, the tensor to be decomposed being known a priori [27]. For example,
the ALS algorithm computes an approximation of I on C,, by approximating the best
approximation problem on C,,. We can also mention the Higher-Order Singular Value
Decomposition (HOSVD) that defines an approximation of I in the Tucker set 7. An
implementation of these methods can be found in the MATLAB"" Tensor Toolbox [4].
Note that the above definitions can be considered as particular cases of PGD methods for
particular choices of norm. In fact, for the above particular norm (which is a crossnorm),
these methods can be considered as multidimensional versions of the SVD.

Finally, we obtain a separated approximation I,, of I in C,, (or eventually in 7, for
the Tucker format). The error e = ||I —I,,||/||I|| can be controlled in order to provide
a desired accuracy on the description of the geometry. Note that the approximation I,
can be identified with an approximation I, of I in the tensor space L?(f2).

4.1.2. Regularized indicator functions

When computing a separated decomposition I,,, of I using classical tensor decompo-
sitions, we observe that the number of terms needed to have a good representation of I
is highly dependent on the regularity properties of function I. The indicator function,
which presents strong discontinuities at the material interfaces, is a typical example of
an irregular function which yields a bad convergence of separated representations. In
order to circumvent this convergence issue, the image is slightly smoothed before using
tensor approximations. In practice, the iso zero of a level-set ¢ defined from the image
is used to represent the interfaces. A smoothed indicator function I, is obtained by the

fCIIC lllg OF eIELthn

where ¢ represents a characteristic length. This formula is applied on the whole level-set,
no matter the distance to the interfaces. The effect of smoothing is illustrated on figure 1.

4.1.8. Illustration

We here illustrate the impact of the regularization of the indicator function on a 2D
example. We consider the 2D image I with 512 x 512 pixels represented in figure 2. A
very small smoothing is applied (§ = 2 pixels). In this 2-dimensional case, the rank-m
tensor approximation corresponds to a rank-m truncated SVD. On figure 3, we illustrate
the convergence of SVD applied to the original image I or to the smoothed image I.
This figure shows that even for a small smoothing, we obtain a faster convergence of
the decomposition. Indeed, for a fixed error € of 1072, about 100 additional modes are
necessary for the decomposition of the original image. The smoothing then yields to lower
rank representations and therefore to more efficient tensor-based algorithms. However,
the smoothing introduces an approximation of the geometry that has to be controlled.
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Figure 2: 2D image taken from [17]

Note that another advantage of the smoothing of the characteristic function is that it
removes the oscillations at the boundaries and prevents the approximation I,, to be
negative, which would lead to a negative conductivity in some regions of the domain and
therefore to an ill-posed boundary value problem.

4.2. Tensor format of boundary conditions

4.2.1. Natural Boundary conditions (NBC)
Problem (9) is reformulated as follows:

Find v € H*(Q) such that Yéu € H*(Q)

/yau-g-yud9+7/5ud9/ud9:— su g™ -n dr (48)
Q 7 Q Q oN -
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Figure 3: Convergence in L? norm of the separated representations of the initial and smoothed images
with respect to their rank.

with v > 0. For any =, the solution of (48) verifies fQ u d) = 0 and therefore, u € H} ()
is the solution of the initial problem. We solve d problems associated with Vu™ = €
where {e, } is the canonical basis of R%. The right-hand side can be expressed as a sum
over the boundary of the cartesian domain. The normal flux ¢™ - n being constant on
each face, each term in the right-hand side is a rank-one tensor, so that the resulting
right-hand side can be represented by rank-2¢ tensor, where 2¢ is the number of boundary
faces in dimension d.

4.2.2. Periodic Boundary Conditions (PBC)
Problem (13) is first reformulated as follows:

Find @ € H},,.(Q) such that Véu € H}

per per

/Zéu~ﬁ~2ﬂd9+7/5udQ/udQ:7/25u~K-ZuMdQ (49)
Q - Q Q Q -

()

with o > 0. For any +, the solution of (49) verifies [, u dQ = 0 and therefore, u €
H}., () is the solution of the initial problem. The term Yu® is uniform over . The
tensor format of the right-hand side then follows directly from the tensor format of the
conductivity field. We solve d problems associated with Vu™ = €, where {e,} is the
canonical basis of R.

The Q-periodicity of tensor approximations of type u,, = 2211 ®, vl is naturally
obtained by imposing Q*-periodicity for all 1-dimensional functions v
4.2.3. Essential Boundary conditions (EBC)

The weak formulation of the boundary value problem associated with EBC is (17).
VuM being uniform on Q, the tensor format of the right-hand side follows directly from
the tensor format of the conductivity field. We solve d problems associated with Vu™ =
e,., where {e,} is the canonical basis of R¢.
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Finally, we impose homogeneous boundary conditions for all 1-dimensional functions
o' € H}(Q*) in tensor approximations of type u,, = Y -, ®,v!', thus imposing homo-
geneous boundary conditions for u,, € H} ().

5. First applications

5.1. PGD using canonical tensor format

The aim is to illustrate the behavior of the progressive PGD method and estimate the
impact of PGD approximations on the quality of the quantities of interest which are the
homogenized tensors.

We consider the 2D image represented in figure 4. The picture contains 128 x 128 pixels
and is associated with a domain € = (0,1)2. The domain contains random inclusions in
a matrix. The materials phases are isotropic with conductivities k; = 10W.m~'. K~ for
the inclusions and k,,, = 1W.m~1. K~ for the matrix. We use a characteristic length of
6 = 1 pixel for the smoothing of the indicator function.

Figure 4: Random inclusions into a matrix

Problem (19) has been solved for NBC, PBC and EBC using a classical Finite Element
Method (FEM). These FEM solutions and the corresponding homogenized tensors are
taken as reference solutions.

In order to quantify only the error coming from the PGD approximation, we use an
exact representation of the original image. This avoids any degradation of the geometry
due to truncation of its decomposition. We here apply a progressive PGD algorithm to
construct rank-m separated representations of the solutions. On figure 5 is plotted the
convergence of the PGD approximations with respect to the rank of the approximation.
We observe similar convergence properties for different problems associated with the 3
types of boundary conditions. In fact, tensor decompositions being related to singular
value decompositions (spectral decompositions), the observed convergence reflects the
spectral content of the solutions. The observed plateaux can be explained by clusters of
singular values. Figure 6 shows the convergence of the corresponding estimations of the
homogenized tensors.

We can see that in the 3 cases, we have a good convergence of the homogenized tensor
with the rank of the approximation. Besides, a slower convergence is observed for the
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Figure 5: Convergence of the progressive rank-m PGD approximation with respect to rank m. Relative
error in L? norm.

NBC case. This can be explained by the fact that for the NBC case, high frequency
modes in the separated approximations have non negligible spatial means, as opposed to
the cases of PBC and EBC.

If we increase the contrast, by taking k; = 1000W.m 1. K !, we observe on figure 7 a
slower convergence. In figure 8, we also observe a slower convergence for the homogenized
tensors. The large increase of the contrast deteriorates the conditioning of the operator.
In order to improve the present results, preconditioning techniques should be introduced.
Note that some preconditioning techniques have already been introduced for operators
in tensor format, see e.g. [26, 32, 54]. Preconditioning techniques that are adapted to
the present framework are under investigation and will be introduced in a subsequent

paper.

5.2. PGD using Tucker format

In this section we compare the convergence between the progressive PGD with canoni-
cal tensor format (algorithm 1) with the progressive PGD with Tucker format (algorithm
19
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Figure 6: Relative error in canonical norm on the homogenized tensor as a function of the rank of the
approximation

We consider the 3D image with 1282 voxels represented in figure 9. This image is asso-
ciated with a domain Q = (0,1)? which contains fibers in a matrix. Phases are isotropic
with thermal conductivities ky = 10W.m~ 1. K~ for the fibers and k,, = 1W.m 1. K1
for the matrix. The image has been separated using the Tucker ALS method from the
MATLAB™ Tensor Toolbox [4] with a rank-(119,119,18) Tucker decomposition, auto-
matically taking into account the anisotropy of the original microstructure. The relative
error in L? norm between the separated representation and the real characteristic func-
tion is lower than 1%.

The two alternatives proposed in algorithms 1 and 3 have been tested with PBC,
for the load case Yu™ = (1,0,0)7. Here, the residual serves as an error indicator. It is
plotted figure 10. This figure shows that the algorithm 3 converges faster than 1. Indeed,
while 40 iterations are needed to reach a residual of 0.0532 for algorithm 3, algorithm 1
needs 90 iterations to reach the same value. However, algorithm 3 has a much higher
computational cost than algorithm 1 due to the projection on the subspaces (U, )men+-
This limitation restricts the use of algorithm 3 to low dimensional cases (2 or 3).

Even if the residual has a poor convergence rate in both cases, we can see on figure 11
that the homogenized value K ’;x converges rapidly. The fast convergence of homogenized
value in contrast with residual justifies the definition of new error indicators. They will
be defined in the next section via goal oriented error estimation and the construction of
adaptive algorithms for the solution of problem (19).

6. Goal-oriented error estimation

We consider the variational problem:

Find u € V such that
Vou €V, a(du,u) = 1(du) (50)
20
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Figure 7: Convergence of the progressive rank-m PGD approximation with respect to rank m. Relative
error in L? norm, k; = 1000W.m~1. K~1.

We denote by u,, € V an approximation of u obtained with a PGD algorithm. The aim
is here to provide a methodology for an adaptive approximation of the solution relying
on the classical dual-primal error estimator [1, 2]. After presenting this adaptive method
in a general context of linear quantities of interest, we provide a specific methodology for
the present context of computational homogenization, where different linear quantities
of interest (the coefficients of the homogenized tensor) have to be computed.

6.1. Quantity of interest and adjoint problem

We define a quantity of interest Q(u) with @ : V — R a linear functional on V. We
introduce the adjoint problem

Find ¢ € V such that
You €V, a(du,¢) = Q(0u) (51)
21
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Figure 9: Random fibers into a matrix

The quantity of interest can then be expressed Q(u) = a(u, ). The error in the quantity
of interest can be expressed:

Qu) = Qum) = alu — um, ¢) = 1($) — altm, ) = (¢, R(um))
where R(uy,) is the residual associated with the approximation t,,.

6.2. Approximation of the adjoint problem

Suppose that we have an approximation ¢, of ¢. We then have

Q(u) - Q(um) = a(u — U, @ — ¢n) + a(u — Um, ¢n)

If the primal and adjoint problems are solved with a sufficient accuracy, the first term in
22

the right hand side can be neglected and we have the following estimation of the error
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Tucker representation (algorithm 3).

in the quantity of interest:

Qu) = Qum) ~ a(u — um, ¢n)

In practice, in order to guaranty a good estimation of the error, we can construct a

sequence of approximations ¢,, of ¢ until the estimation a(u — w,, @) has converged
with a desired tolerance.
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6.3. Improvement of the estimation
Note that the estimation Q(u,,) converges with a convergence rate at least of the same
order as u,,. Indeed,

Q(u) = Qum)| = la(u = um, §)| < Cllu —un|¢]

where C is the continuity constant of a. After solving the adjoint problem and with no
additional cost, we can introduce an improved estimation of the quantity of interest:

@(umv bn) = Qum) + alu — um, ¢) (52)
We have

Q) = Qum $n)| = la(u =ty ¢ = $n)| < Cllu = um |6 — ¢n]

Note that if the adjoint problem were solved exactly, Q(u,,#) would be equal to the
exact quantity of interest Q(u), even if u,, is only an approximation of u. So in practice,
the error analysis is also a way of improving the estimation of quantities of interest.

6.4. Adaptive approximation using error estimation

Suppose that we have a rank-m, approximation wu,,, of u. In order to estimate the
error on the quantity of interest, one should look at the convergence of the sequence

(EMi)pen+ defined by E™ = a(u — upm,, ¢n) = Q\(umw(bn) — Q(um,), where ¢, is a
sequence of approximations of ¢. B
In practice, one has to find an estimation F; of the true error F; defined by
E; =a(u —Upm,,¢) = lim E" (53)

n—oo
This estimator El is defined by Ei = E;’}, with N; such that
[EN i — BNyl
max T
J€{0,....dmaz } |EN1+j|

< Estag (54)

with €409 = 102 a stagnation criterion. Note that this condition is chosen in order
take into account possible oscillations of the sequence {E"*i},. In practice, we choose
Jmaz = 9.

If |E;| is lower than a prescribed tolerance €0, Q(um,) is considered as a good es-
timation of Q(u). Otherwise, we compute a rank-m;;; approximation t,,,, , of u with
Mip1 = Mi + Mgep, We compute Ei+1 and we compare it again to the prescribed tol-
erance. In this case, up,,, is computed starting from u,,, in a greedy fashion. The
adaptive algorithm is summed up in algorithm 4.

6.5. Expression of the quantities of interest
In the context of homogenization, the quantities of interest are the components of the
homogenized tensor. They can be extracted using the following linear functionals:

1
NBC: Q,(u) = 9] /QZu rey dS

1
PBC, EBC: Q,(u) = @/yu-geu a0
; en
4
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Algorithm 4 Adaptive approximation algorithm using error estimation

: Set Uy, =0
Set i =0
while |E;| > &40 and m; < mypq, do
Seti=1i+1

Mstep

Compute U, = tm, , + ;1 ®#vg”71+j using algorithms 1 or 3

Compute E; = a(u — tm,, dn,) = (R(tm,), dn,)
end while_
Compute Q(tm,, dn;)
return @(Um”¢m) and E;

where {e, },, is the canonical basis of RY, if the following values of QM or VuM are used

LM
NBC: gu =e,
PBC, EBC: (Vu), =¢

14

Indeed, for a given type of boundary conditions (NBC, PBC or EBC), if we denote by
{u, }, the solutions of the d boundary value problems associated with each load case p,

we have i
NBC: (K")5, = Qu(up)
PBC, EBC: K = Qu(up)
We introduce the corresponding weak formulations
a(du,u,) =1,(0u) VYéueV (55)

At the end, we have 6 problems to solve for a 3D problem, the 3 primal problems and
the 3 adjoint problems.

6.6. Adaptive approximation in 2D

We consider homogenization with EBC on the microstructure represented in figure 2.
The phases have homogeneous conductivities with conductivities k,, = 1W.m~1. K~ for
the matrix and k; = 10W.m~'. K~ for the inclusions. The image I contains 512 x 512
pixels and is associated with a domain Q = (0,1)2. The image I has been smoothed with
a characteristic length of 6 = 2 pixels. A SVD has been applied to obtain the separated
representation I, of I such that the relative error in L? norm is lower than 1%. As a
consequence, I is a rank-309 approximation of I.

6.6.1. Estimation of K",

First, we are interested in K Zz = Q. (uz). We apply the algorithm 4 to find a good
approximation of this homogenized value. The parameters are mgtep = 20 and Mz =
400. The tolerance is fixed to €4 :~10*2.

In the end, the estimated error is B3 = ESY = 0.87 1072 and the estimated quantity of
interest are Q(uz60) = 1.79W.m~ 1. K1 and @I(Uz’607U¢,45) =1.80W.m L. K. The
convergence of (|E™|),en+ is shown in figure 12.
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Figure 12: Error estimation as a function of the rank n of the approximation of the adjoint solution ¢,
when computing gzz = Qz(ug) with estag = 102

Note that we are interested in the right part of the curves, when the error estimator
converges. The behavior of the curve m; = 20 around n = 13 can be explained by a
change of sign in the estimated error.

6.6.2. Estimation of Kf;y

We now look at K Zy = Qy(uy). We apply again the algorithm 4 with mge, = 20 and
Mumae = 400. However, given that the homogenized material is expected to be isotropic,
we take €1, = 1072, Finally we get Fo = 6.56 10~* which results in Qy(us40) =
0.99 10 2W.m~ L. K~ and @y(uon, bya5) = 1.06 1072W.m~1. K1, Different error
estimations for different iterations of the adaptive algorithm are plotted in figure 13.
Figure 13 shows that the stagnation criterium proposed in (54) is too restrictive. This is
due to the isotropy of the material and the particularly small value of K };y Indeed, if we

relax the stagnation criterium by setting cg4q9 = 10~!, we can see that for m; = 40 the
rank N; of the adjoint approximation goes from 226 to 40 with a good approximation of
the absolute error |EY’|. The latter goes from 7.70 107* to 3.99 10~ so we still have a
good estimation of the absolute error. The loss of precision is counterbalanced by much
faster computations of the different estimates.

6.7. Specificities in the context of homogenization

For NBC, noting that gﬁ[ = e, and using the Green formula we obtain

m

1
Qul) = —1gplu(®)
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Figure 13: Error estimation as a function of the rank n of the approximation of the adjoint solution ¢,
when computing gzy = Qy(ug) with different estaqg

This equality also holds for PBC and EBC if Zufy = ¢,. Therefore, the following
important property holds for every type of boundary conditions:

1

bu = BRG (57)
for all . That means that for d-dimensional problems, we only need to solve d problems
instead of 2 x d problems.

With these properties, a special adaptive algorithm can be derived for homogenization.

First, the diagonal terms of the homogenized tensor K Zu are determined using the rela-

tion (57). On one hand, supposing that we already have an approximation wu,, = > ., v;

of u, this relation implies that V,,, = span{v;}/, is a good space for the approximation of
¢ through Galerkin projection. On the other hand, with ¢, = Y .-, v; an approximation
of ¢, Vp, = span{v;}1, is also a good approximation space for the Galerkin projection
of ¢. The algorithm for the estimation of the diagonal components of the homogenized
tensor is written in algorithm 5.

One can choose to solve only primal or adjoint problems for these steps. Then,
given that we have already approximations (uy,,), Vi and consequently (¢, m), Vi,
we can have a first error estimation of non diagonal terms of the homogenized tensor

£Zﬂ’ Y(u, 8), p # B. If the error is too high, we can apply algorithm 4 to find an esti-
mation of K h 5 We denote Eﬂﬁ the error estimation on K Z 5 The adaptive algorithm is

summed up in algorithm 6.

6.8. Remark on the approzimation of the adjoint problem

Note that the adjoint problem must be solved with a precision higher than the primal
problem, in the following sense. Suppose that wu,, is the Galerkin projection of w in a
27
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Algorithm 5 Adaptive approximation algorithm for diagonal terms

1: Set U, =0

2: Seti=0

3: Set Ey > €401

4: Compute Uy, = Y70 @,0F

5. while |E;| > 40 and m; < my,q, do
6: Seti=14+1

7. Set ¢, = —ﬁumi

8 Compute El =a(u — um,, dn,), with N; > m,.
9 Set Up,,, = —|Q| X on,
10: end whileA
11: Compute Q(Um,.,,Pn;)
12: return @(umi+17¢Ni) and E;

Algorithm 6 Adaptive approximation algorithm using error estimation for homogeniza-
tion

1. for p e {z,...} do

2:  Compute E/m with algorithm 5

3: end for

4: for p € {x,...} do

5. for B € {x,...}\{u} do

6: Compute E/gﬂ using previously computed uy m, and ug m,

7 if |EW\ > 40 then

8: Compute Eﬁu with algorithm 4, enriching u ,,, and ug m,
9: end if

10:  end for

11: end for

linear subspace V,, C V, that means
Vou € Vi,  a(0u, up,) = 1(du)

If ¢, is defined as the Galerkin approximation of ¢ in V,,, i.e. ¢, = ¢}, with
You € Vi, a(du, ¢r,) = Q(ou)

then,
CL(U — Um, ¢n) =0

yielding Q(u) — Q(um) =~ 0, which is of course a bad estimation of the error. For
example, when constructing a rank-m approximation u,, = Z:’;l A\;v; with an update of
coefficients \;, we have that u,, is the Galerkin approximation of v in V,,, = span{v; }1 .
We then obtain a bad estimation of the error if we compute an approximation ¢, in V,,.

A possible remedy consists in defining ¢,, = ¢}, + 0@, », With ¢y, », an approximation
of d¢p,, = ¢ — ¢}, which is the solution of

a(0u, d¢m) = Q(0u) — a(du, ¢;,) You eV
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Note that if ¢, = > pv; and ¢ pn = >, 1 His, We can improve the approxi-
mation ¢, by defining it as the Galerkin projection of ¢ in V,, = span{v;}?_; D Vp,.

As mentioned above, whatever the approximation strategy for the adjoint problem, if
we are able to construct a sequence of approximations ¢,,, the convergence of the quantity
a(t — U, ¢p) should be checked and compared to Q(up,).

7. Thermal homogenization of ductile cast iron

The last application concerns a segmented image that represents a sample of a ductile
cast iron. The image has been obtained by Computed Tomography (CT) and it contains
1283 voxels of size 2.2833 pm. The material is composed of iron and graphite. The
indicator function of the graphite’s phase is plotted in figure 14. The conductivities are
ki = 76.2 W.om~1. K~ for the iron phase and k, = 24.0 W.m 1. K~! for the carbon
phase. It turns out that the characteristic function I of the graphite phase is hardly

Figure 14: Ductile cast iron, characteristic function of the graphite phase

separable. As a consequence, we describe the exact geometry with the specific Tucker
representation introduced in (45) with a minimal linear smoothing on one element. The
algorithm 6 is employed. The homogenization with the PBC is applied. The tolerance
on the components of the conductivity tensor is set to 0.1 W.m™'.K~!. We choose a
stagnation criterium e”,  for the computation of the error indicator defined by

stag

—2 . o

T R (58)
107" otherwise

as we expect that the material is isotropic. wu, is increased by rank-50 tensor at each
step of the adaptive algorithm.
From a numerical point of view, only rank-100 approximations of the solutions of the
different loadings were necessary to get the diagonal components K ZM,u e {x,...,z}
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with the tolerance of 0.1 W.m~'.K~!. However, rank-350 (resp. rank-300, rank-250)
approximations of the adjoint solutions was needed to obtain the error estimate of K Zy

(resp. K ZZ, K Zz) with the desired accuracy.
In the end, the estimated homogenized conductivity is

73.35 1.8107% —4.5107°
K" = 73.36 —5.6 1074 (59)
sym 73.36

with estimated componentwise absolute error

B 751072 4.710=* 3.9107%
|E| = 871072 5.2107* (60)
sym 9.3 1072

As expected, the material appears to be isotropic. Note that the obtained precision is
better than the one prescribed in the adaptive algorithm. This is due to the fact that
the error associated with an approximation u,, is not estimated at each iteration m but
only every 50 iterations. A reference finite element computation provides the following
homogenized tensor

73.16 3.6 107% —4.51073
K= 7319 571074 (61)
sym 73.20

The true componentwise absolute error is

_ 191071 141073 7.7107°
| Etrue| = 17107 1.11073 (62)
sym 1.6 1071

As we can see, the estimated error underestimates the true error (except for the zz
component) but provides a very good estimation of this true error.

Remark 8. Negative values for the homogenized tensors are meaningless. They are in
fact almost null values so we can set them to 0.

Remark 9. For very large images, the methodology can be directly applied but practical
issues have to be addressed in order to overcome memory limitations due to the repre-
sentation of the geometry. In practice, the image should be decomposed into sub-images
and tensor approximation methods applied on these different sub-images. This way, the
operator in Tucker tensor format is decomposed in smaller operators associated to each
sub-tmage.

8. Conclusion

A complete numerical strategy based on tensor approximations has been proposed for
image-based numerical homogenization. We have first introduced some specific treat-
ments of the geometry, including a smoothing of indicator functions in order to obtain
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accurate low-rank representations of the geometrical data. This yields a formulation
of boundary value problems in a suitable tensor format. Suitable weak formulations of
boundary value problems that preserve tensor format have been introduced in order to
handle the different types of boundary conditions that are used in classical numerical
homogenization methods. Then, some variants of Proper Generalized Decomposition
(PGD) methods have been introduced for the a priori construction of tensor decompo-
sitions of the solution of boundary value problems. In particular, a new definition of
PGD has been proposed for the progressive construction of a decomposition of the so-
lution in Tucker format. This tensor format appears to be well adapted to the present
application and the proposed algorithms yields a rapid convergence of tensor decompo-
sitions. Finally, a dual-based error estimation method has been introduced in order to
assess the quality of the prediction of homogenized properties. A goal oriented adaptive
strategy has been proposed for the construction of tensor approximations that satisfy a
prescribed accuracy on predicted homogenized properties. The complete methodology
has been successfully applied to images of real 2 or 3-dimensional microstructures.
Considering the computational time, figure 15 is of interest. A 3D problem has been
solved for several resolutions using FEM and PGD approaches. The FEM solution is
used as a reference for the computation of the L? relative error €. The time reference is
the computational time of the FEM solution on the image with the largest number of
voxels. The operator used for the PGD is treated as in section 7, meaning that the whole
picture has been taken into account, without truncation. We can see on figure 15 that for
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Figure 15: Normalized computational time as a function of the number of voxels and the relative error
€ in L? norm

a precision better than 10~* FEM is more interesting than PGD approaches. However
looking for such a precision is meaningless since errors done in the model should be larger
than 102 because of the image processing technique. An other advantage of the separate
representation in term of computation is the low memory requirement. Indeed since only
small 1D domains are considered, we do not have to manage very large stiffness matrices.

In order to go further in this work, additional parameters will be added to the solu-
tion such as the conductivity of each phase of the heterogeneous material. However to
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solve these high dimensional PDEs other tensor formats can be employed, in particular
hierarchical Tucker tensor format and its derivations [19, 46]. Indeed the canonical de-
composition has several drawbacks as discussed by de Silva and Lim in [51] especially in
terms of existence, quality of the approximation and the so called “cancellation” effect.
The orthogonality of the vectors in the Tucker tensors avoids these problems but this
decomposition is still suffering from the curse of dimensionality since the size of the core
tensor is growing with 7¢ with r = r® = r¥ = .. .. The hierarchical Tucker tensor format
writes the core tensor as a hierarchy of smaller orders such that the linearity dependance
with the dimension is recovered while keeping the orthogonality features of the Tucker
decomposition.
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V.2 Extension & la mécanique

On va étendre briévement la méthode d’homogénéisation thermique présentée en section V.1 &
I’élasticité linéaire.
V.2.1 Homogénéisation en mécanique

On note le champ de déplacement u, € celui de déformation et o le champ de contraintes. On

M

définit la contrainte macroscopique o™ et la déformation macroscopique € sur un domaine

comme la moyenne de ces champs sur le domaine, c’est-a-dire par
M 1
eV =<e>=— [ €dQ, (V.1)
€2 Jo

1
oM =< o >= / o dd. (V.2)
9] Ja

Si a l'inverse on cherche les champs microscopiques & partir des valeurs macroscopiques, on doit

résoudre les problémes de localisations

V-oc=0 sur €,

oc=C:e sur (V.3)

+ des conditions aux limites dépendantes de o™ ou M,

ol C est le tenseur d’élasticité. On obtient alors les champs microscopiques via les tenseurs de

localisation A et B par

e = AeM, (V.4)
ou o= BoM. (V.5)

Une fois que toutes les valeurs macroscopiques sont & disposition, on définit le tenseur d’élasticité
effectif C}, par

UM = ChEM. (VG)
V.2.2 Les conditions aux limites

Le tenseur C, va dépendre des conditions aux limites utilisées dans le probléme V.3. On considére

ici celles utilisées classiquement dans la littérature [42, 43].

V.2.2.1 Conditions aux limites en contraintes uniformes (Stress Uniform Boundary
Conditions, SUBC).

Les conditions aux limites SUBC sont définies par
on=c"n sur 0Q. (V.7)
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u est alors défini & un déplacement de solide rigide prés. Il convient de bloquer les translations et les

rotations en cherchant u dans ’espace

Vm:{ve(Hl(Q))d; /deQ:O; /Qv/\md:ﬁ:O}, (V.8)

Le probléme a résoudre est alors
Trouver u € V,,, tel que
/Qs(éu) :Ce(u) dQ = /Qéu coMn dU,  You € V.
On sait aussi que
M =—<e>=<Clo>=<C'B>M = (C}VBY) 1M, (V.10)

Ainsi d? valeurs de o™ (typiquement (e; ® €j)1<ij<a OU (€i)1<i<q €st une base de R?) donnent le

tenseur homogénéisé C;fUBC. Pour des raisons de symétries, d(d; ) valeurs de oM

(e.g. (i ®€j)cicica)-

sont suffisantes

V.2.2.2 Conditions aux limites périodiques (PBC).

Cette fois on considére les conditions aux limites suivantes :

M P
u— e x est Q-périodique
’ (V.11)
on est Q-antipériodique.

On pose u = u — eMx. Cette variable est définie & un mouvement de translation prés. On va donc

définir ’ensemble

Vm,per = {U € (H;8T<Q))d; / v df) = 0} . (V12)
Q
Ainsi le probléme

Trouver u € Vi per tel que

(V.13)
/ e(du) : C : e(w) dY = —/ e(0u) : C: M dQ, You € Vi per
Q Q

est bien posé. Par linéarité du probléme, il existe un opérateur y tel que £(u) = xe™. Il en vient
e(u) = (I+x)eM, A=T+yet
oM =< 0 >=< Ce(u) >=< O(I + x) > M = CFBCM, (V.14)

. d(d+1 i
Encore une fois, % valeurs de e™ donnent le tenseur homogénéisé C’f BC,
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V.2.2.3 Conditions aux limites essentielles (Kinematic Uniform Boundary Conditions,

KUBC)

Les conditions aux limites sont définies par

u=eMg sur 9.

On proceéde & un relévement et on va chercher u sous la forme

w=e"r+7q,

avec
u=0 sur Of.

Le probléme devient alors

Trouver u € (H&(Q))d tel que

/dmycm@nmz—/dwycmﬂdm Vou € (H ()"
Q

Q

Enfin on a la relation
oM =< 5 >=< Ce(u) >=< CAM >=< CA > M = CFUBOM

d(d+1 Ny
et % valeurs de eM donnent le tenseur homogénéisé Cff UBC,

V.2.2.4 Formulation variationnelle générique

On pose
a(du,u) = /Qz—:(éu) :C i e(u) dQ.

Les déplacements de solides rigides sont bloqués en modifiant la forme bilinéaire par

5(5u,u):a(5u,u)+a/5udQ'/udQ+ﬁ(/5u/\de)-(/u/\mdQ),
Q Q Q Q

(V.15)

(V.16)

(V.17)

(V.18)

(V.19)

(V.20)

(V.21)

ol les coefficients o« > 0 et 8 > 0 sont choisis de maniére & ne pas modifier le conditionnement du

probléme.

V.2.3 Expression spécifique du champ de déplacement

Dans cette section on illustre la méthode dans un cas 2D, la généralisation & la 3D étant di-

recte. Une méthode va étre proposée pour exprimer le champ de déplacement de fagon a ce que les

expressions des champs de déformations et de contraintes soient relativement simples & écrire.
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On pourrait approximer le déplacement comme Bognet et al. [12] par exemple, qui ont utilisé

urlay) =Y (vz(x)w:EyD Su =y <zz z ZZ) . (V.22)

i=1 i

On pourrait aussi imaginer découpler les rangs des composantes et ainsi avoir une approximation de

Uryry = (Zi 1o ®w'> . (V.23)

la forme

Z;ylv @ w

L’utilisation de ces approximations conduisent & des expressions complexes des champs de contraintes

et de déformations dans un format de tenseurs. Pour simplifier ceci, 'approximation proposée ici est

r 1
=va(af)v§’(y)< ;) & up = Zv ® v! ® w;, (V.24)
=1 z

ol les v* sont des champs scalaires et les w; sont des éléments de R2. Pour exprimer simplement les

de la forme

tenseurs des déformations et des contraintes dans la notation de Voigt, on introduit les opérateurs
L, et Ly tels que

10 00
Le=]0 o| e L,=]0 1]. (V.25)
01 10

Le tenseur des déformations s’écrit alors avec les notations de Voigt

Our z
o
e(uy) = D (V.26)
6urr + (9u7 y
r wl 0
=> e | o |+ue@)e | w (V.27)
i=1 w2 w1
T
=> () @v! @ (Law;) + v ® (v¥)' @ (Lyw;). (V.28)

i=1

On sait que le champ de tenseur des contraintes en élasticité linéaire est donné par ¢ = C'e. On va
exprimer C' pour un matériau hétérogene & 2 phases numérotées de tenseurs d’élasticité respectifs

C4 et Cy. On note I I'indicatrice de la phase 1. Le tenseur d’élasticité sur le domaine est alors défini

par
C=5LC+ (1 — 11)02. (V29)
Aprés une SVD de I1, on peut écrire
e}
C=> Ifel!®D, (V.30)
i=1
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ou D; = Cq ou (5. Le champ de tenseur des contraintes est finalement donné par

oc=Ce= i zr:(ff(vf)') ® (Ilyvé”) ® (DiLywy) + (Ifv7) @ (I} (vY)") @ (DiLywy). (V.31)

i \j
i=1 j=1

Remarque V.2.1. On peut avoir une écriture encore plus réduite en écrivant
C=0y+ 11(01 — 02) (V.32)

V.2.4 Exemple

La méthode précédente est appliquée & I'image de 50 x 50 pixels représentée sur la figure V.1.
L’inclusion a un module d’Young de 10 alors que la matrice & un module d’Young de 1. Les coefficients
de Poisson sont imposés & 0.3. La méthode d’homogénéisation va étre appliquée avec des conditions
aux limites KU BC'. L’indicatrice non lissée est approximée par en un tenseur de rang 8 avec une

SVD pour une erreur relative en norme de Frobénius de 1.12 10716, Etant donné la dimensionnalité

FiGURE V.1 — Image de départ

du probléme, on va comparer 'algorithme glouton dans C;(V), c’est-a-dire l'algorithme €; comme
noté en section IV.3.1, et la méthode de projection de la section TV.2.3, notée . On note X (resp.

Y, XY), le probléme ayant pour conditions aux limites ™

= e1 ® ey (resp. e ® €9, €1 ® eg). Les
courbes de convergence sont données en figure V.2.

Encore une fois la méthode de projection converge plus rapidement que la construction gloutonne.
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—¢ -X
+¢1—Y
—— ¢ - XY
——%-X
——T-Y
T-XY

Reésidu relatif

| | | | |

0 10 20 30 40 50
Rang de ’'approximation

FIGURE V.2 — Reésidu relatif en fonction du rang de ’approximation
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Lors de 'analyse d’un probléme physique, 'augmentation du nombre de parameétres d’étude en-
traine la malédiction de la dimensionnalité rendant difficile la résolution de problémes aux limites de
grandes dimensions. La formulation de tels problémes est présentée au début de ce mémoire, ou elle

est illustrée en détail sur un probléme de diffusion de la chaleur avec des paramétres stochastiques.

Afin de réduire la complexité de la résolution des problémes en grande dimension, on s’est in-
téressé ici & l'utilisation des méthodes d’approximation de tenseurs pour approcher la solution.
Celles-ci ont déja fait leurs preuves par des constructions directes ou gloutonnes dans le format
canonique, notamment avec les algorithmes PGD. Malheureusement ce type d’approximation souffre
de problémes mathématiques qui empéchent le développement d’algorithmes efficaces pour 'approx-
imation de tenseurs en grande dimension. Pour contourner ces problémes théoriques et pratiques,
il est nécessaire d’introduire d’autres formats, comme les tenseurs de Tucker et les tenseurs hiérar-
chiques de Tucker. Ces formats alternatifs ainsi que les méthodes d’approximation afférentes ont été
présentés dans le second chapitre de ce mémoire. Un effort d’abstraction a été effectué pour que la
présentation des méthodes soit indépendante de la nature des espaces et des métriques utilisées, le
but étant de pouvoir les utiliser pour approcher un tenseur quelconque, un opérateur, son inverse

mais aussi la solution d’un systéme linéaire.

Ces méthodes ont été utilisées ensuite pour préconditionner des solveurs itératifs. Ces solveurs
font appel aux algorithmes classiques, tel que le gradient conjugué, couplés aux méthodes d’ap-
proximation de tenseurs, notamment les généralisations de la décomposition en valeurs singuliéres.
Malheureusement, les propriétés théoriques des solveurs originaux sont perdues et la convergence
n’est plus forcément garantie. De plus ils nécessitent généralement un bon préconditionneur. C’est
pourquoi un nouveau préconditionneur a été proposé ici. Son calcul repose sur une construction
gloutonne d’une approximation de l'inverse de 'opérateur & partir d’'une norme appropriée. Il a
été appliqué avec succes a différents problémes symétriques et non symeétriques. Il permet aussi
une bonne estimation de 'erreur relative pourvu que ’approximation de l'inverse soit suffisamment
précise.

Le préconditionneur proposé est cotiteux & calculer car il est basé sur une inversion de matrices.
Une piste d’amélioration consisterait & développer une méthode d’approximation creuse de l'inverse
adapté aux tenseurs, tel que l'algorithme SPAI. On pourrait aussi améliorer lefficacité du précondi-
tionneur en approchant I'inverse dans un format autre que le canonique. Dans tous les cas, il serait
nécessaire de se reposer sur une estimation robuste du conditionnement de 'opérateur, ce qui est un

enjeu pour savoir quand arréter ’algorithme de construction.

Une autre approche a été présentée pour résoudre directement un systéme linéaire & partir des
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méthodes d’approximation de tenseurs. Ceci passe par le choix de normes appropriées permettant
la construction a priori d'une approximation de la solution (PGD). On a proposé ici une maniére de
préconditionner ce type de méthode par 'utilisation de normes adaptées. D’apreés les tests effectués,
le préconditionnement de ces méthodes améliore 'erreur par rapport a la solution mais ne change
pas la vitesse de convergence des algorithmes.

On a aussi proposé d’autres algorithmes pour trouver des approximations de la solution dans des
formats non canoniques. On passe notamment par la définition d’espaces produit tensoriel réduits
construits de maniére gloutonne. Deux maniéres d’approximer la solution consistent alors & : (1)
calculer la projection sur ces espaces réduits en utilisant les tenseurs de Tucker, (2) approximer la
projection avec les tenseurs hiérarchiques de Tucker. Ceci passe par un algorithme de minimisations
alternées sur les tenseurs de transfert. La premiére méthode souffre encore de la malédiction de la
dimensionnalité, alors que la seconde a été appliquée avec succés sur des problémes allant jusqu’a
8 dimensions, sur des exemples symétriques ou non. Le premier avantage de ces algorithmes par
rapport aux solveurs itératifs classiques est que ces méthodes n’ont pas nécessairement besoin d’étre
préconditionnées dans les cas simples. De plus leur convergence est rigoureusement garantie et elles
sont naturellement adaptatives, on n’a pas besoin de fixer le rang de approximation & I'avance.

Les problémes restant & traiter concernent tout d’abord le choix de I'arbre pour les tenseurs
hiérarchiques de Tucker. En effet, I’arbre peut avoir une incidence sur le rang nécessaire pour avoir
une approximation d’un tenseur avec une précision donnée, le but étant d’avoir un rang minimal.
De plus un rang élevé peut difficilement étre atteint pour des raisons de complexité des algorithmes.
Neéanmoins cette complexité pourrait étre réduite en se reposant sur les propriétés de variété dif-

ferentielle de 'ensemble des tenseurs (hiérarchiques) de Tucker.

Ces méthodes ont finalement été appliquées & des problémes d’homogénéisation de matériaux
hétérogénes basées sur des images. On a proposé une méthode d’approximation adaptative basée sur
les propriétés homgénéisées pour les déterminer avec une précision donnée. La méthode présentée
pour le calcul des propriétés thermiques a été étendue au cadre de la mécanique ot une certaine
formulation du champ de déplacement permet d’arriver a une représentation réduite des champs de

tenseurs de déformation et de contrainte.

A court terme, il serait nécessaire de revoir 'implémentation des tenseurs hiérarchiques de Tucker
pour rendre les algorithmes plus efficaces. En effet, le code actuel est utile uniquement pour du proto-
typage. Une bonne implémentation permettra de mieux mesurer 'efficacité des méthodes présentées.
Une perspective & long terme serait d’étendre les méthodes d’approximation de tenseurs au traite-
ment des non-linéarités. Les méthodes de préconditionnement automatique proposées dans cette

thése pourraient étre appliquées & une succession de problémes linéarisés.
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ANNEXE A

PROPRIETE D’ESPACE PRODUIT TENSORIEL
DE I’ESPACE DE SOBOLEV ANISOTROPE
CASSE

Les notations utilisées sont celles de la section I11.5.4. L’espace H(A) défini tel que

I

H(A) = {v c L*(M); I

€ L*(A),\ € {1,2}} (A1)

est muni de la norme

2| ow ||? V2
ollzray = | 00720y + 2 || 5% : (A.2)
H(A) L2(A) ,\231 02 || 2,
D’apres Hackbusch [38], on sait que
H(A) = HY(QY @ HY(O?) @ L2(Q%) @ ... @ L*(2°). (A.3)
Comme en section I11.5.4 on introduit la partition (Q?)KKK de 92. On pose A; = Q! x Q2 x Q3 x
... x Q5. On introduit I'espace
H(A) = {v € I2(A); v, € H(A,—)} S H(A). (A.4)
On munit cet espace de la norme ||'H}~I(A) telle que
K
V|| Fay = v . A5
LENEDY N . (A5)
Soit I'espace de Sobolev cassé H(€2) défini tel que
HY Q%) = {v e L(9); v, € H'(O)}. (A.6)
On a bien str l'inclusion
H' QY HY(QY) @ L* (%) @ ... @ L*(Q5) c H(A). (A7)

Il y a en fait 1'égalité entre ces deux espaces. En effet d’aprés Hackbusch [38], HY(QY), @ HY(Q2), ®
L2(03),®. .. a @ L2(0) est dense dans H(A;). Il en découle immeédiatement que H(Q'), @ H(02),®
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L2093 @ ...q ® L2(Q°) est dense dans H(A). Ainsi on a la relation

HA) =H' (Yo H(Q?) @ LX) @ ... ® L*(Q°).
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