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/�D� �������� � F�FBD��������D� D�� DBF�� C����B���D� C�FD� ��D� �FF��D� 89� ��� �BF�� �	B�(��� C��

FB�����D�D� ���������D����� ��D�B����F�� ����B������F�'��FC�FB�����C	���������BFD� �FC�D�������D��

#�FD�������FD���D!��F�����F��C�D�F�FBD��������D�C��C���FD�BFD�C���	B�C���C������BF'�����C	BFC��

C����D����!�C�D������D��B�B��D�DBF��B���F�D����D��B�����D�C���D�D����������D�DBF������BFD�"��F���

C	�F�� �F�������BF� �B���� �� �F���� ��� �������� ��D����� ��� ��D� D��������D� C�� ��� D�������� /��

D����������BF��� � �BF'����D�C	BFC��C����D����� :"�	BF�����������D����������BF�D������BF�"��;���

�BFD�������F�����������C�����B�����D�����B�F�FB�����FB�B'��D��/�D���B��C�D������D�D�����������F��

���D� "��� ��� '������� ��D��� B�� ��� ����B'������� ���� ���D����� C	������BFD� B�� C	�BFD!� DBF�� DB���F��

�B���� � �F� �F���D��������� ��� ��������F�� C����������F�� C�� ��BC����� C�D� F�FBD��������D� D��� C��
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C�D�D��������D����D���D��F������FC�F���������D��F������D�C��D������D��������D����������������BF�C��

D������� ����� )���� C��� �� C�D� ��������BFD� ����FB�B'�"��D� ��� �� C�D� �BF����F��D� C�� �B<�D�
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������ ���D�� ���D�F��� ��B�D� �F����D� �BDD����D!� ����������F�� ��� ���FB��F�� ��%D�"���

C	�F�������BF� ���������������� F�FBD���������!� D�� �B������FD�BF� ��� D�� �BC���D���BF�

C�� ������F�� ��� ��������!� DBF� ����B����BF� ��� D�� ���������D���BF� �B���B�B'�"��!� ��� �F��F!�

��B�D������F�� ��� C����B�����F�� �FD�����F���� ��������F�� ��� ���������D���BF� B���"��� C�� ��FC��

��D����C��������������C����0�FD���F�������������B'�����"������D�F��F���������DD����B�D��F����D��D��

��B�BD��� C�FD� ��� ��������� =�� *���������F�!� ��D� ��D�D� C�� ��� ���B���� ������B��'F���"��� C�� ���
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���D�F����BF�C�D�����BC�D�C��D�������BF�F�����"���D��BF����DD�����D�F���D�� �#�� ������F�!�

�F�� ���D�F����BF� C�� ��B��C�� C�� ���������BF� ���� �B��� ������B�����"��� C���� �FBC�D���BF�

C	�����F����"����������C����BC�����C�D�D��������D�D������BF�"��D�C��D������������B����F��C�D�

�����D� �B�B��D�� AF��F� ��B�D������F�� �F� ����� C�� �	���� C�D� C������F�D� �"������F�D� C��
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���������D���BF� B���"��� C�� �	�D����� C�� D������D� ��F���� �F� ������������ D��� ��D� �FD�����F�D� C��

���������D���BF���C������BFF�����D������B�BD���

/�����������>��D��C�C��������������C��C����B�����F���FD�����F����"�	��F���DD�������������D���

AF��������F��FD�����F��C�����������D���BF�B���"�����C������BFF��������D�F��F��C�D�D����������BFD�

������������D��B����	�F��%D��C��D������D�'BF�B�������F��D��B�B���D�������C����B������������D��C�FD�

�����C���C�����������D������������������D�F������C����B�����F���B������C��D�����B�'BF�B������

?���E�F�D��#�FD�������������D����BF!��F��������C�D�����'�D�C��D%D������������D��BF���D�B�(�����D�

C�� ���������D���BF� �D�� ���D�F���� #�FD� ��� D��BFC�� D����BF!� ��� �BF�����BF� ��� ��� �����D���BF� C��

D%D����� D��� ��� ���F�����F�"��� ��� B���"��� ����� ��D� C������F�D� F����� � C�� ��'��'�D� F���DD����D�

DBF�� � �BD��D��#�� ���D!� �������BC�� C����D���� C�� ��� �BF���BF� C�� C�D�������BF� C�� ��������F���

��C������BFF������������D�� �������BFD�D������'�D��BF��F�B�����"���C	�F�����D%D������D��C��������AF�

�����!� �F�� ������ ��D���� '�F���� �F� '��FC� FB����� C�� CBFF��D� "�	��� ����� D��B��� � ��B�����

��������F���������������F���

/�� ���� C�� ��������� @� �D�� C�� ���D�F���� �	���C�� C�D� �����D� �B�B��D� �������DD�F�� �B�D� C��

�	B�D������BF� C�� ������F�D� D������D� C	�����F���� �FBC�D��� AB�D� ��BFD� ���C��D� C�� � D����D� C��

�������� �D��������D����F���������� D������BF�"���������D�F��F��C�D������D��B�B��D��7B�D�C�� �

BF�� ���� �����"��D� ���� �FBC�D���BF� C	�����F����� /B�D� C�� ������ ������BF� ������B�����"��!� �F��

�B����� C	�����F�� �B���D�� D�� �B���� D��� �F� ����F����BF� �F� �����F����� ������ �B����� �B���D��

�BDD�C�� ���������D��"��D� �B���B�B'�"��D� ������������D� ���D�F��F�� �F�� D����������BF� ���B�

B�CBFF��� �� �B����� C�D��F���� AF� �BF���BF� C�D� �BFC���BFD� � ������F����D!� ��� C�D��F���

���������D��"��� C�� ���� ����F'���F�� ����� )���� �BF��B���� C�� DB���� "��� C�D� �����D� �B�B��D� DB��F��

B�D����D�� AFD����!� �F� C�DDB���F�� ��� �B����� C	�����F�!� �F�� D������� C	�����F���� �� ������

���D�F��F�� ����� ��DD�� �F� B�C��� �� �B����� C�D��F��� ����� )���� ���������$F�� �B�D� �F�B��!� �F� ��B� �

�C�"���� C�� C�D��F��� ���������D��"��� ������� C	B���F��� C�D� �����D� �B�B��D�� /�D� ���FB��F�D�

C	�F�������BF� ���������������� ���F�F�� ������ �� ��� D������� ��� �� �	�F�������� C�� ��D� C�� � D����D�

C	����F����BFD�DBF������C���C�D������� �C�����D�����D�F��D��AF�������������������������@���'�B����

��D� CBFF��D� � ������F����D� C�� ���������D���BF� B���"��� C�D� ����F����BFD� ���C��D�� ��� � �BD��

�'�����F���F���B������FD�BF�C�D����FB��F�D���D��F�(����B�D�C���	��������BF�C	�����D��B�B��D�

D��� ��D� D������D� C	�����F���� �FBC�D�� �F� FB�D� ��D�F�� D��� ��D� ���������D���BFD� B���"��� ���

����BD����������� C�D� ����F����BFD� �DDB����D� �� �F�� �BC���D���BF� C�� �	�F�������BF� �F����

��%BFF���F�������������D�����������#�FD�������������D����BF�C�������������!�FB�D����D�F���BFD�

��� ���������BF� C�D� ����F����BFD�� /�� C�� ����� D����BF� �D�� �BFD������ �� �	���C�� C�D� ��B������D�

D����������D� ��� B���"��D�C�D� ����F����BFD�C	�����F���� �� ����D��0��F�C	� �BD��� ��������F���F��

�B������FD�BF�C�D����FB��F�D�B���"��D���D��F�(��!�FB�D�FB�D���B�BDBFD�C���B��������F��

CB���������B����C��D�������BF��*���������F�!��F������BC��D��������D��������������F�������F�

C�� � C���FD�BFD� ���������� C	����D����� "������������F�� ��� ���FB��F��� � AF� �B������F�!� �F��

D�������BF���������BC���BC������'B����D���F�C�� �C���FD�BFD���� ��B�D�C���FD�BFD�����������
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��B�D�����D����BF��D���BFD���������	���C��C�D���B������D�D����������D����B���"��D�C�D�����F����BFD�

C	�����F���� �FBC�D�� ���D�F��F�� �F�� �B����� C	�����F�� �B���D��� 0���D� �F�� �F��%D�� ��F�� C�D�

���������D��"��D� D����������D� ��� �F� ������������ C�� ��� C�D��F��� ���������D��"��� C�� �	B�C��� �� �B�����

C�D��F���C�D�����F����BFD��AF��B������F�!�C�D���D���D�C��3D#&�D��BF�����D�F���D������D��F�

��'��C� C�� ��D�����D� C�� D�������BFD� ��������BC���BC����� �$F� ����F�� D������D� D��� �	������� C��

E�C�DB�C���F�C�� ��� D��������!��	�D����C���� ��D������D�C����DD�'��C	�F��D�������������BC�"������F��

D��������� ���D�F��F�� �F� B�C��� �� �B����� C�D��F���� AF� �����������!� FB�D� C��BF����BFD� "��� ��D�

�����D� �B�B��D� DBF�� � ������D� C�FD� ��D� D��������D� B�CBFF��D� �� �B����� C�D��F���� AF��F!� FB�D�

��F���BFD�C����B�BD����F��"��F��������BF������F�F���C�� ���FB��BF�C�� E�C�DB�C���F� �F� ���F������

�	B�����C��D�������BF�C����F���������B�BD����F��C��������C��D�������BF���������F��C	�F�������

C	� ��B����F�����"����F����D������D��B�B��D�����DD����D����C	�����������C���������D����������D��"��D�

����BD����������D����CBF����D��BFC���BFD�� ������F����D�����D������D��B�B��D��
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��������������������C����B��������D�C������F��D�FB��BFD��DD�F������D������D������� ��F�������D�

DB�D�����B����C	�F������C���	����C�FD����CB���F��C���	�F�������BF�C������������������C�D��������� �

��������F��C�D������D��B�B��D��0�FD�!�C�FD�������������D����BF!�FB�D�� �BD��BFD���D���D�D�C�����

���B����������B��'F���"���C����� ���������/�D�FB��BFD�C���	B���"���BFC����B����D��BF����B"���D�

C�FD����D����BF�=�=��/�����������B�%���B����"��!������%D�"���C������B���������������DD�������BF�C��

����B������D��BF���������D�C�FD����D����BF�D����F���=�>�������	����B����C������B�B����������AB�D�

C��������BFD� �FD����� C�FD� ��� D����BF� =�@� ��D� ���FB��F�D� C�� �	B���"��� BFC����B���� "��� �����F��

CBFF��� ����� �� � �B�����D� C���D� D����������D�� /�� D����BF� =�G� ���D�F����� �F�� C�D� ����BC�D� C��

D�������BF� C�� ��D� ���FB��F�D� �B�D� C�� �	�F�������BF� C�� ��� �������� ����� C�D� D��������D�

D������BF�"��D��/������BC��C�����������BF�C�������D�D��������D�D����� �BD���C�FD����D����BF�=�H��

AB�D���DD��BFD��FD������� �����BC�D�C�����������D���BF�B���"���C���	�D�����C��D������D����

���D�F���BFD����D��F�C�����D��	�����C���	����D���C�D��FD�����F�D�C�����������D���BF���C������BFF������
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���� F��A�	����B��C	���C��D�F��	���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
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������ "���	E����FB#E	B�FB	��AE�B��������������������������������������������������������������������������������������������������������������B�$�

������ %	���E�&B#����F�'�A�B(B��F�	ED��E���FB�A�B#��F���FA�B��D�	��B� �	���FAB#�)��'�AB�������������������B�*�

���� �D��FA��CADE�����B	DB	A�C���DBCA�����������C�	A����E�ED�C	��C�	���B�	���C�D����D��F�����������������������

���� �C	��C�	�CADE�����A�	DEA�������F��F��AEA���B�	��ED�A��CADE�������������������������������������������������������������� �
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��*��� ,	�#	�����B�#��'�A�B�A�B��	����	A�B� ED���FAB#�	A��AB�����������������������������������������������������������������B���

��!� ��	��C�	A��CADE�DBCA�����A�A	��CADEE�FF������������������������������������������������������������������������������������������������!�

��-��� .D��AF��B�ABDEB	E������	�A�����������������������������������������������������������������������������������������������������������B�-�

��-��� "ABDEB	E������	�AB/BDEB#�������	�AB����������������������������������������������������������������������������������������������B���

��-��� %E	E���	��E���FB�#��'�ABBC���	A����FFADDAB�������������������������������������������������������������������������������������B�!�
��!����� A"#$%&'("$#�)(�*+%+*$,%�#+$�-"�.�)�%(*$�-""(//(������������������������������������������������������������������������������������0�
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?F��BFF�I����B�D�C�D������BFD�C�������������J��

o /�� C�D������BF� '�B�����"��� :��������F�� C�D� D%D����D� C�� �%��� ����BD�B��!� ����D�B��!�

��F�����D���;�"���� ���"��������B��'���BF�C�FD���D������� ��DB��B��D!��

o /��C�D������BF�BFC����B����� ���"��F����D����FB��F�D��F�������F����D!��

o /�� C�D������BF� �B���D�������� :B���"��� "��F��"��;� "��� � ���"��� �F� ������������ ��D�

���FB��F�D���B�B�������"��D��

���������	A�BAC�DEF��

/	����B����'�B�����"���D	�������D���C�D����F����D��BFC���F��� �"����BF�������������FB��BF�

C����%BF�����F�� ��$F���%BF�����F�� ��D���F�B�(������B��"���J����F+����D�C+� �D��F�����%D�"����

���D����C���BC����C����D�����+B���"���'�B�����"���BK��B������D�����C�����������D�������D�F�������

�F��FD������C����%BFD�����F�� ���

� /+B���"���'�B�����"������BD��D�����B�D����F����D��BFC���F��� �J�

o /�� ��B��'���BF� �������'F�� C�� ��� ��������� #�FD� �F� ������� ���FD����F�!� �B�B'�F�� ���

�DB��B��!������������D����B��'���F���'F��C�B����J���D�D���B��D�C�D���%BFD�DBF��C�D�C�B���D��

o /	�FC���FC�F���C�D���%BFD�����F�� �J��F�����������FD����F���B�B'�F����������FD�B�����

D������F���F��C�D���%BFD�����F�� ��DD�D�D	�F���)���DB����!�B��C�����D����D�DB����D!�

CBF����D���B��'���BFD�DBF���FC���FC�F��D��

o *��F����� C�� ���B��� �F���D�� C�� ��� ��������J� D�� ��� �������� D���� �F� ���(��� "����BF"��� C+�F�

�B�F��0����F��B�F��3�:%��B����D�C�FD��F�D%D�����B���"��;!���B�D�����������������D������

� ������F��������(����F���D��C��3����D�0��0������F��C��!�������(���D���������������������D��

�FC���FC�F��C��D�FD�C����B��'���BF��

/���B��B�����F��C����������������+�F��������C��C�� ������� ��D��C������������D��B�D�C���F����

#�D�����D������F���%BF�D����B��'��C�FD��F���������B�B'�F������DB��B���C+�FC����C����������BF�

F=�����B����D����F��D�������C	�F��������� C+�FC����C����������BF�F=!����F������C���+�F��������J�

=; /����%BF������������������%BF����������DBF���BF��F�D�C�FD�������F�C	�F��C�F�����

>; /	�F'���C������� �BF��D���'������B��BD�����	�F'���C	�F��C�F����

@; /+�F'���C����������BF��D���������+�F'���C+�F��C�F�����������B������J�

� 1 1 2 2sin sinn nθ θ= ��  7�7#A

BK���� �D�� �+�F'���C+�F��C�F��������� �D�� �+�F'���C�� ��������BF� :&�'����=�=;��/�� ��%BF� �F��C�F����� ���

��%BF����������DBF���B�(B��D�C����������C	������C�����FB��������

/	�����D���BF�� ���D����C���	B���"���'�B�����"����B��F���C�D���D�����D�D����D�F�D�C�FD��F����D�

'��FC�FB�����C����B�����D!��F��������������F����"����BF���F������B�����BF�C�D����'�D�C�FD���D�

D%D����D�B���"��D��*����BF���!��	���C���B�������C�������B��'���BF�C�������������F�������D��������

"�	�F���F�F���B�����C��DBF�����������BFC����B�����
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"�32��A7�7�A��54�CAF�AECAE1�AF�A���EE;!�	�C���	A9A�4:E�<�1�A��A�4:�C���1�AF&2�A�C=1��A

�����D�CD���EF��CDEF��

/�� C�D������BF� "��F��"��� C�� ��� �������� ������� C	�F���������� � ������F�� ��D� ���FB��F�D�

C	���DD�BF� ��� C	��DB����BF� ��� "��� F	�D�� ��D� �BDD����� ����� ��� ���B���� ������B��'F���"��� F��

�	B���"���'�B�����"����/�D�����F'�D�C	�F��'����F�����������������%BFF���F��F��D���BF��"�������

E�"��F���F��FC���D����D!����"���"��F�������F�������BC����C��������"��F���L����D��B����DB���������

����BFD��F���C��*��F�2��MN�N>GO=9�@G��OD�J�

�
h c

U h ν
λ
⋅= ⋅ = ��  7�>#A

BK����D���������DD��C����������������P��D������BF'�����C+BFC��C���+BFC��������B��'F���"�����

/�D�C�� ��D����D�"��F��"������BFC����B����F��DBF����D��BF���C���B���D�����B� �D��F��C�FD����

��C���C��������B����"��F��"����

�

.��FC� ��� �������� ��F�BF���� C�D� B�(��D� CBF�� ��D� C���FD�BFD� DBF�� ��B���D� C�� D�� �BF'�����

C	BFC�!� D�� ��B��'���BF� F�� ����� ���D� )���� � ���"���� ���� �	����B �����BF� C�� �	B���"���

'�B�����"���� ��� �BF���F�� C	�����D��� �F�� ����B �����BF� ���D� ��F�!� ��� �BC���� BFC����B�����

/	�F�������BF� C�� ��� �������� ����� C�� ���D� B�D�����D���B�B"��� C�D� ���FB��F�D� �����������D!� "���

D��BF�����D�F��D� ��� �B��D�C�� �����F�D������#�FD� ��� D�����FB�D� ���BFD�CBF�� ���D�F�������D� �F�

C������ ��D� ��D�D� C�� ��� ���B���� C�� ��� �������� BFC����B���� �F� �BFD�C���F�� ��� ��������

�BFB���B����"���:���������D��������F��D������BF'�����C	BFC��P����CBF�����"��F���L;���

/�� �������� �D�� �F� ���FB��F�� ������B����� A���� D�� ��B��'�� �� ������� C	�F�� DB����� �F�
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#�FD� ����)���C��������C�� D��FC��C�D���BF!� �����A� �� �F������D� ��� C���F���BF�C	������F�F�D�

FB�����D�D��/�D�������F�F�D�C��0���#����&��B���D�BFC�F����C�D�C������F��D�DB����D�����F��D�D�

� �D��F��D�� /�� � �A��� %&��%��A"%F�&��� '� �D�� �F�� DB����� ����BF� �������� �F����DD�F��� �%�F�� �F��

���������BF� D��������� �BFD��F��� C�FD� �B��� ��� D������� ��D�����J� ������ DB����� �������� �D��

���������D���F���������D�����������F���BFF�������D�BF�Q@R!�Q8R���

0��	��C��C�D��BF���BFD��B�B�������"��D!������A���C����B�����F�D%D������B�B�������"���^_`�

��������F��C�������D�F������D��B�����D����������C	�F�D�������C�FD��F�C��'���������F��F���F�F��

�B�����C�D��������������D�C�������D�BF������F���0�FD������������C�D��B��BD�F��D�������B����"��D!�

�������D���DD���B�������F�D����D���������D!�^!�_����`�D	�������������C�D��B�����D�D����F��D�J�

�
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BK� � ( )S λ ��D�� ���C�D�������BF� D��������� ���������C�� �	������F�F�!� ( )R λ ��D�� ��� D�������C�� ����� �BF�

C���	����F����BF!�(��D�� ����B�������F��C��FB�����D���BF���� ���CB���F��C	�F��'����BF��D�� �����D������

#�FD� ��� ��D� C�� �B������ �F� ���FD��DD�BF!� ( )R λ ��D�� ��������� ���� ( )T λ !� ��� D������� C��

���FD��DD�BF�C���	����F����BF���

����������BC��C����DD�'��C��D�����������F�� ��� ��B�������F�D����D���������D�^!�_����`!��D��

����D�����D������&�'����=�G��
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$F��BC��C�������D�F����BF��B���F���F�������D���D�����C��'������C�����B�������������D	�'���

C�� ��� �����D�F����BF� C�D� �BB�CBFF��D� :^!_;� FB�����D��D� FB���D� : !%;�� /�D� �BB�CBFF��D�

������B����"��D� ����%� DBF�� ������D��� ��B��BD�F��D� ������B����"��D�^!�_����`�C	�F���B������

"����BF"�������C�D�������BFD�D����F��D�J�

�
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X
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/	�FD������C�D��B�����D�"����	C��������������B����������B�D�)�������D�F���D������!��"A�����!��

��A ��F���F%� )*�� /�D� �B�����D� �B���D�BFC�F�� �� C�D� ��%BFF���F�D� �BFB���B����"��D!� �B���F��

�	�F���B���� �������C�D� �B�����D�����D� :�$��FA���� ���+!� ���������� ��� C�B����C�D��B�����D� :&�'����

=�H�;��7B���D���D��B�����D�������D������	B����D����B���F�����	�F��������C�����D���������FD���������!��F�

���������������D������D����F���"���F��'���"���C���BB�CBFF��D�:=a@!=a@;�

0��������C�����D%D�����C���BB�CBFF��D!��F��������B�����C���BB�CBFF��D�C��D%D�������A!�

DB���F�� �������D� ��D� �BB�CBFF��D� C��-����B��Y� :PC!!��;� ����� )���� C���F��� BK� PC� � ��� �BF'�����

C	BFC��CB��F�F�������������������QVR���

�

*B���C������F������ �BF'�����C	BFC��CB��F�F���C	�F���B�����!�BF��BFD�C�������C����C�B����

�����F��C���B�F�������D�F��F������B������C���	������F�F�������DD�F�����������B�F�������D�F��F�����

�B������C�� ��� D�������B�D����������������C����C�B���� �F��������� � ��� D���������B��D!� ��� �BF'�����

C	BFC���B���D�BFC�F�����������F���D����BF��D��PC�:&�'����=�H�;�����������C����C�B�����F������������

C�B����C�D��B�����D!�BF�C���F�������BF'�����C	BFC��CB��F�F����B������F������:&�'����=�H�;��/��

����������C	�F���B������D��� ��� �C��'������C�����B����������D�� ��� ����B����F���� ���C�D��F���C��

�B�F��C���	������F�F������B�F��C���������B������:0;������C�D��F����F�����	������F�F��������D��������

�B��D�:0b3;�J�

�
BA

A
pc +

= ��  7�7A#A

�

AB�D���BFD����D�F���C�FD�������D����BF!���D�FB��BFD������D��"����BFD���D����D����B���F��D�C��

���C�D������BF�BFC����B����C�� ��� ���������&�F�����F�!� ��� �B������C	�F�� D����������5������� �	C���

�����F���B���F��C������BC�������BF�C��D�������C��������������F��C�F�������D������ �BF�D���������

D��������/��D����BF�D����F������B�������C�����D�F������D�B��'�F�D��BDD����D�C���������BC�������BF�

C��D�������C������������������������
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�

����� �	���FA�B�ABDEB���DA�	B

/���BC�������BF�C��D�������C����������������������������F��D��������������B���C�� ����D�D�J�

o /����������C��������F�D�������D�C����D����������)������DB��������������������!����"����D�����

��D�C�D��B�����D�C��D��� ���'��F�D�����B�B��F�D��

o /�����������F����'����������D������B'�F����D�D�������D�C���	B�(����

�	�D�� D��BF� ��� ���F����� "��� ��D� �B�����D� DBF�� DB���F�� ���DD��D� �F� C�� � ����'B���D�J� ��D�

�B�����D�������DB����BF������D��B�����D�D����������D��/�D��B�����D�������DB����BF���D����F��C�����

F������ �����"��� C�� ��������� ��� C�� ��� ����� DBF�� DB���F�� �������D� �����"��D�� /�D� �B�����D�

D����������D���D����F��C�D����FB��F�D���%D�"��D�C���	�F�������BF�C���������������������D���������

���DBF���'�����F��FB����D���%D�"��D���

?F�������C���B�����D������"��D��B�D"������F�����������"���C	�F�B�(���(B����F��B���C�FD����

�B���������5����/�D��B�B��F�D�B����D���'��F�D����D�F�D�C�FD���������������DB���F�������������C��

������F�D� �BF'����D� C	BFC�� "��� C���FC�F�� ���B�����F�� C�� ��� �B��BD���BF� �����"����

/	��DB����BF� C�� ��� �������� �� ������F�D� �BF'����D� C	BFC�� �FC���� C�D� ���FD���BFD� �F���� F����� �

C	�F��'��D�C�D���B��D�B��C�D��B������D�QNR��*��D��BF�������F�!���D�C��F���D������F����DB�����

�F���B�BF�D��DBF��F��'���:AM�L;��B���D�BFC������D���F���� ���C������F���C	�F��'����F����C�� �

F����� �C	�F��'��D�C����D��D����D�����������FB��F��D����BC����C�FD����D���������D����!������������

����������B�����FD��D���D���������C��������F�D�C��D�D��B��BD�F��D�������D��D��F���������I��C�����
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�B������ �B���D�BFC�F�� ��� D������� �BC������ ��� �B���D� ��C����BFD� DBF�� ��DB����D� �	B�(��� ����I��

FB���� ��!� ��� �BF������!� ����F�� C�D� ��C����BFD� F	�D�� ��DB����� ��� �	B�(��� ��D� ��F�B��� �B���D!� D��

�B�������D���C�F��"�����������C��������������F��C�F�����

*���C���F���BF!� ��D� �B�����D���%D�"��D�F�� DBF����D� ����D� �� ���F������ �����"���C������������

A���D� DBF�� C��D� �� �	�F�������BF� C�D� ��C����BFD� ����F��D�D� ����� ��� D���������� /�D� ���FB��F�D�

��%D�"��D������"��D�C�FD��	��������BF�C����D��B�����D�C������F��D��BF�����������������D���������C��

����������

��� ������ ������� �D�� D���������� �� � �BF'����D� C	BFC�� C�� ��D����!� C�D� �����D� �B�B��D� D��� �F�

��������� ���FD����F�� �����F�� ��D������ C�D� ���FB��F�D� C�� C�D���D�BF� B�� C�� C����D�BF� C�� ���

��������� /B�D"��� ��� �������� ���F���� ������D�� �F� ���D��� C�� �����!� ����� D�� C��B��BD�� D��BF� ���

�BF'�����C	BFC���F����D�F��������I������D��B�����D�C���	�����F�������������FB��F���D������������

!��$�A�� ��J� ��� C������BF� C�D� ��%BFD� ����F�� � �B��BD�F�� ��� �������� ���F���� :���FB��F�� C��

��������BF;�C���FC�C���	�FC����C����������BF����������C	�F���BF'�����C	BFC�����	�������/B�D"�	�F�

���D����� ����F�� � D�� ��B��'�� C�FD� �F� ������� ���FD����F�� �BF��F�F�� C�� ��F�D� ���������D!� �F��

��������D��C������C�FD��B���D���D�C������BFD���	�D��������FB��F��C��C����D�BF�C�������������������D�

���������D�DBF�����D�������D�"������C� �����C������BF'�����C	BFC�!��	�����������C��������FB��F��

�D��C	����F�����D�'��FC��"�������BF'�����C	BFC��P��D���������J��	�F��FD����C�������������C����D����D��

�F���D���F�� ��B�B���BFF����� �� �,�� ��� ���FB��F�� �B���� ��� FB�� C�� !�--��� �� !�� .�*���"��� ?F�

� ���"��� ��FD�� ��� ����� C�� ����� B�D����� �F� C��B�D� C�� ��� C������BF� C�� DB�����J� ��D� �B������D� C��

�	���BD������C����D�F�����D��B�����F����D��B����D��BF'����D�C	BFC��C����%BFF���F��DB�������*���

�BF���� "��FC� ��� �B����� �D�� ��D� D��� �	�B��YBF!� D�� �������� ������D�� �F�� ����� ���D� ���B���F��� C��

�	���BD�����!� ��� "��� ����F��� �B�����F�� ��� ��%BFF���F�� ������ ����� � ���"��� ��B�D� ��� �B������

�B�'��B��F'��C���B������C��DB������/B�D"�������������C�D����������D��D��D�������������C� �����C��

����BF'�����C	BFC�!�������B����C��D�%���'��F��D	�����"������D!�����	�D��������B����C��E���"������FC�

��������D��/��!�--��� ��!��/���C���FC����D�����C������BF'�����C	BFC��J������������C����D������D�F���

CBF���F���B�������C�F��"�����������C��������������F��C�F����/���B������C�D�F��'�D����F�D����C��

���F��C	C����������F�F��'��DBF��C�D�� �����D��B���F�D�C�����C����D�BF�C��E����

AF� ����F���!� D�� �	B�(��� ���D�F��� �F�� D��������� �� �	�������� C�� ��� �BF'����� C	BFC�!� ��D�

���FB��F�D�C	�F�������F��D����C��C��������BF�DBF����D�BFD����D�C�D��B�����D�B�D�����D�Q\R����D�

���FB��F�D�FB�D��F����DD�F�����D���������������F��C�FD������C���C�����������D�����D��BF��CBF��

���D�F��D����D��F�C������C�FD����D����BF�D����F����

7�? �12E�2�	A	��2��2�CE�	A�����:4������EE�	A

/�D����FB��F�D��F�������F����D��F������FF�F��C�D�"�	���%�C�D������F�D�D��������� �C���	B�C���

C�� '��FC���� C�� ��� �BF'����� C	BFC�� C�� ��� �������� ��D������ /�D� �B�����D� �F�������F������D�



�

� �
�
�

D	� ���"��F������C�D����FB��F�D�C	�F�������F������C��C��������BF�"���DBF������BFD�"��F���C�����

F������BFC����B����C��������������

/B�D"�	�F����D���������F�� ���F�BF�����F�C������'���C���������C���FD�BF�:�B��������������

�BF'�����C	BFC�;!�������������BF�C�����������������D����C������'���F	�D����D�������"�	BF��B�������

C�C����� C�� ��� FB��BF� C�� ��B��'���BF� �������'F��J� BF� B�D����� �F�� ������ ��F������ �F�B�����

C	�FF��� � �����B��� �B�FD� �F��FD�D�� ��� ���FB��F�� �B���� ��� FB�� C�� !�--A��F� ��� .��FC� BF�

�������� C�� � B�� ���D����D� C������'��D� D�����D� ���� �F�� ������� C�D��F��!� ��D� BFC�D� ����F��D�D�

���FD��D�D������F��D��D�����BD����F�CBFF�F���F��FB�������BFC��CBF�� �	�������C��C���FC�C��

C����D�'�� �F���� ��D� BFC�D�J� ����D� �����F�� D�� ��F�B����� D�� ����D� ��DD�F�� D������F���F�� ���� �F�

�� �����:�F�������F��D��BFD��������D;!�B������BF������� D	�FF������� �B�D"��� �	�F����DD�������F�

�� ����� �� �	�FD��F�� BK� �	������ ��DD�� ���� �F� ��F����� :�F�������F��D� C�D��������D;�� �	�D�� ���

���FB��F��C	��F�A-%A������

/��C�D��F���BF�C�D��F�������F��D����C�����C��������BF��D���F�"����F����D�B��"�������D	�'����F������

C���)������FB��F�!� �� D��B��� ��� ���������BF�C	�F��FD���� ��D����F��C�� ��� D�����BD���BF�C	BFC�D�

���D�D��������D����D�DB����D�����F��D�D��

/�D�������D�=�@�=����=�@�>�"���D����F��D��DBF�������B����FD�����D�C��������C��3����F�Q=9R����D�

������D� DBF�� C�C���D� �� �	�F����������BF� C�� C�� � ���FB��F�D� E����DD�"��D�F� C�� ��� ��������

BFC����B����J���D��F�������F��D������F���B�������F���������C��������BF������F���D�����?F�FB�����

"���C�FD������D�C	BFC�D�CBF����D�C������BFD�C����B��'���BF�DBF���B�D�F�D!������������������B�����

C���������������"���F	�D����D�F���DD����������D����B�D��BDD�����C	%��DDB������F��'��FC����D���������

?F� �F��BC���� ��B�D� ��� FB��BF� C�� �������BF� ����F��D�� D� "��� BD������ C�� ��5BF� D�F�DBTC���� �� ���

���D���BF�U��F��F��B�F��CBFF��J�

� i i ts Aeϕ ω−= ��
 7�7B#A

�

BK� 0� �D�� �	�������C�� C�� ��� �������BF� ��� ;� �D�� D�� ���D��� /	�F��FD���� ����F��D�� ���5��� 1� �D��

��B�B���BFF��������������C���	�������C��C������������BF�D����������B��'���:1�D�02;��
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��B�BF�"��� :3�*;!� ���� �F��B'��� ����� C�D� ���D��� � D�����BFC������D� :���D��� � ������BF�"��D;!�

C�FD���D"���D�����B��F������D������BC�"�����

/�D� ���������BFD� C�D� ���D��� � ��B�BF�"��D� DBF�� FB�����D�D�� AF� ����F�� �B������F�� C�D�

C�����D� ���� ��D"���D� ��� �������� �D�� D�D��������� C�� D�� ��B��'��!� ��� �D�� �BDD����� C�� ��� '��C��� C��

��5BF����D�������������C���	B���F����D���C�D�C�D��F��D�� ��)����F���B����D��#�FD������C���C��������

���D�!� ��D��D����D�C��'��C�'��C	BFC��F��DBF����D������F����C��FBD��BFD�C�����BFD!� �FB�D�FB�D�

�F����DD��BFD�����B���������D�����������D����������BFC��D�F����C�D������D��B�B��D���

�����DCD�����F���������D�C���DC�����C��DEF��

0��F� C	� ���"���� �	B��'�F�� C�� ��� 3�*!� FB�D� ���BFD� C��BF����� �	��������BF� C�D� �F��'��D�

�F���C���D�D����	� ������������D�D������C	�F����D������B�BF�"���=#�J��F���������F��C���B����D�

C��C�� ��������� ���

/�� "����������BF� C�� CB���F�� D�������� C�D� BFC�D� "��� �����F�� D�� ��B��'��� B�� ��D� ������I��

��������F��D�����D�������BFD�C��C�D���D�BF�C�<� k
�
+������F��������D���BF�C	BFC��C������������C	BFC��

B�� ?����BFD� �F� �FD��F�� ��� �������� C�� ���D���� ��B�BF�"��� =#� ��� �BFD�C��BFD� �F� ���������

�B�B'�F�!�C���������������C��������"�����!���"����BF�����������F������BC��������������D����F���F��

C������BF��AB�D� D���BD��BFD� "��� ��� ����BC�� �������� ����� ��� /�� ��D���� ������B"��� E��������F� �D��

��DD�� �� �F�� C���FD�BF� ����� �B������������ �����F������ �F� ��������C���BC����?�D��@���� /��

��������� ���F�� �B�B'�F�!� ��� ������BF� C�� C�D���D�BF� ( )kω ��D�� D�������F�� ��F������J�

hckω ε= ± :&�'���� =�=>�;!���� CB����� D�'F�� �B���D�BFC�F�� �� � C�� � D�FD� C�� ��B��'���BF�

�BDD����D��/�� �����"��� ��� D%D�����DB���F��F�B�FD�����BC�"����F���IF��"��� ����)���������BF�C��

C�D���D�BF�CB��� )���� ����������B��� :B�N� �?;� BK����D�� �F� �F����� "����BF"��� :&�'���� =�=>�;��AF�

�B�C� C�� YBF�� k aπ= BF� B����F�� �F�� C�'�F���D��F��� C	����D�J� ��D� C�B���DJ hckω ε= ���

( )2 hc k aω π ε= − − D�� ��B�D�F�� �F� ��� �B�F��� 7B���D� ��D� BFC�D� D�� ��B��'�F�� C�FD� �F� ����

���������

D���FBFD� ��� ���������� ���D���� ��B�BF�"��� =#�J� �F� ������� D��������� �B��BD�� C�� C�� �

�������� ��%�F��C�D�������������D�C������F��D��#�FD��������������C�D���D�BF�F	�D�����D���F���������

�BF��F���� ?F� B����F�� C�� � DB����BFD� C������F��D� U=� ��� U>� �B��� B� Dea�� :&�'���� =�=>�;��

0������F��C��!���D��B����D�C��C�D���D�BF�D��D�����F���F��B���F���F����FC���F���C�����*B�����D�

������D�U��B����D�D��F����U=����U>!� �������DD��C����B��'���BF�D	�FF������� �	BFC��F��D����B��'��

��D�C�FD����������!�������D���B������F��������������
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"�32��A7�7>�A��EC��1�	AF�AF�	6��	�1��A C#A!C�	A2�A��E��2A51�13���AF�A6�������J��4A���A C#A!C�	A2�A��E��2A51�13���A
CJ��A2��A64��1F����4A:����J��A �#!C�	A2�A��E��2A	��C��:�4�A

7�@ �1F4E�	C��1�AF�	A6�16��4�4	A16��L2�	AF�	A�C�4��C2<A

�C�1	��2��2�4	A6C�A�4�51F�A�1FCE�AA

/�D����������D��"��D�B���"��D�C�D������� �����BC�"��D!�C�FD������D�BK�����BF'�����C	BFC���D��

C���)���B�C���"��������D�C�����D��������!������F��)����B���F��D��F���DB���F����D��"����BFD�C��

��B��'���BF��B��� E
�
���H

�
����D�C��F����D������F��)������B����D�������F�������BF�C�D��"����BFD�

C��E� 6����:=�G�:=�N;�J�

�
( ) ( )( ) ( )2

2 2

,1 1
,

E r t
E r t

r c tε
∂

∇ × ∇× = −
∂

�� �
�� �� �� �

� ��

( ) ( ) ( )2

2 2

,1 1
,

H r t
H r t

r c tε
� � ∂

∇× ∇× = −� �� � ∂� �

��� �
�� �� ��� �

� �

 7�?C#A

/���������������"����DDB�������F��BFC��������B��'F���"���D����B��'��F��C�FD��F����������

CB���CBF��)�����F��DB����BF�C���������"����BF�C������F�������C��D��BFC�B�C����

/�D� ����BC�D� F�����"��D� C�� �BC���D���BF� C�D� ��B������D� B���"��D� C�D� D��������D� F�FB�

����B������"��� DBF��FB�����D�D�������F��C	����D� ��C�D� ���F��'�D����C�D� �F�BF��F��F�D!� ��FD��

�B��� �F� ��B������ CBFF�!� ������F�D� D��BF�� ���D� �C�����D� "��� C	�����D��#�FD� FB���� ��D!� FB�D�

���BFD� FB�D� �����C��� �F�"����F�� D��� ��� ����BC�� �BC���!� ��DD�� FB����� ����BC�� D����������

A���D� BF�� ���� �����"���D� ����� D����D� �� � ��B�����D� C�� ��D��� � Q==RfQ=HR� ��� C�D� ���D��� �

��B�BF�"��D�Q=NRfQ>9R��/���������C��������������B��'F���"����D���������������C�D�D��������D�C��

�B����"����BF"������BFC���BF�"������D���������DB����B������F����F���D��F�����F��D�D��BF��F�� ���

$F���B�D� ���C��B���'������!�BF�����B ������D��BF�B��D�C���	B�(���C�FD����"������F��������C�D�

�����F'��D�� ������ ����B���� �D�� F���DD����� �B��� �DD����� ��� �BFC���BF� C	�F�����F��� C�� ���

�������������C�FD����"������F�����������������C�� ������ �	�F��'����BF�C�D��"����BFD�C��E� 6����

C�FD� �F�� D����� C������BF� C�� �	�D������ /�� ����� "��� �B��� ��� �%��� C�� ��B���!� ��� ������������� F��

C���FC�����D�C�����C������BF�����������C�FD������'�BF�C����D��������F�������B���������F�D%D�����

C	�"����BFD��� �������D���B���D��/�D�����BC�D��BC���D!�C�������C���	�F��'����BF��F��%��"���C�D�

�"����BFD� C�� E� 6���� C�FD� �F�� C������BF� C�� �	�D����!� �BDD�C�F�� �F�� D�'F�������BF� ��%D�"���
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�B�����A���D� ���BD�F�� D��� ��� �������C�D� ����F'�D�C	�F��'��� �� � �F�������D��F���� �B�D� ��D��BC�D!�

��B��'����D� ��� ���F�D��F�D� C�� ��� D���������� #�FD� C�� FB�����D�D� D������BFD!� ���� C�� �BC�D�

:DB���F�� ��D� "���"��D� �������D� �BC�D� ��B��'����D� B�� ��������F�� ���F�D��F�D;� ���������F��

��������F��������FD�B���C���	�F��'����AF��C�F�����F����D��BC�D!�����������F�����"�����������F��

�B������FD�BF� ��F�� C�� ���FB��F�D� ��%D�"��D� B�D����D� � ������F������F�� B�� ���C��D�

F�����"����F���

��� %� �� C�� FB�����D�D� �����F��D� C�� ����BC�D� �BC���D�� /�� ����BC�� ��� ���D� �����D��� �B���

��DB�C��� ��� ��B������ C�D� ��D��� � �D�� ��� E���BC�� EBC���� C�� &B������� �	�D�� �F�� ����BC��

��'B����D��C���������������B��'F���"���"����������F��BC������B����������������B�D�����WFB���F�

=\V8� Q>=R� �B��� ��� �BC���D���BF� C�� ��D��� � ���FD� C��������"��D� B�� �������"��D� �BC���D�

D�F�DBTC�����F���A�����������B������D������'�F�����D����FD���������EB�B����Q>>R�DB�D����FB��C��

D�'B�B�D��B����C�1����0F��%D�D� :D�10;!�BF� �������B������(B��C	����C�FD���� ������������C�FD�

C�� FB�����D�D� ������F��D� Q>@RfQ>HR�� /	�C��� C�� ��D�� �D�� C�� C��B��BD��� �F� D����� C�� &B������

�B���D� ��D� �B��BD�F��D� C�D� �����D!� ��FD�� "��� ��D� ��B������D� C�� ��������!� ��� C�� ��DB�C��� ���

D%D����� �� � ������D� ��B���D� �DD��D� C�D� �"����BFD� C��E� 6���!� ��� "��� ������� C�� ��������� ��D�

�����D��������"��������'F���"�����

����������BC�������D������B��������BF�"���C�D��"����BFD�C��E� 6����J�

�
( ) ( )0, ,E r i H rω ωµ ω∇× =

�� �� ���� �
��

( ) ( ), ,H r i E rω ωε ω∇ × = −
�� ��� ��� �

�
 7�?D#A

/����DB����BF�C����D��"����BFD�C�FD������D�D������C	�F���D����C��C��������BF�������������B���

�F��BFC�����F���F��C�F����B����D���7A��D�����D�F�����F�0FF� ��0�Q>NR��

/	���F��'��C�� �������BC��D�10����� ����B��� ��C	�����D�����BC�D�C���BC���D���BF��D�� D��

����C���� C�� ������� ���D� DBF� ��'B������� ��"������ "��� �	B�(��� DB��� C�� �B���� ����BC�"���� /�D�

��B�����D�C�� ����D�C�� ������� ��� C���BF���'�F����B��� ����BC���D���BF�C�� ����B����D���BF�7E�

�BFF�D����C�����C��C����B�����F��C�D�����BC�D��BC���D�BF��������DB��D�Q>VR!�Q>8R��

/������BC�� C��&B������ F	�� ��D� C�� ��D������BF� D��� ��� ��B�BFC���� C�D� D��������D� ��� �D�� ���D�

����������B��� ��D� ��D��� �C��������"��D��A�������������FC�F�����D�F����C�D�C����'�F��D�B��C�D�

�BF���'�F��D���F��D�C�FD������D�C�D���D��� ��������"��D�����D����D���F�C�����������B�D"�	���D	�'���

C����D��� ������C�D��B���D����D��B����D�D���aB��C�D��B��D��BF���D��D�C	�FC���D��

#�FD������C���C�����������D�!�FB�D���BFD������D���F��BC���B�����������BDD�C�4����F'�Q>\R�����

�D����D��D����������BC���BC����C��&B����������D��C����B��������A�2B����/%FC�F�C���	�FD������C��

*�%D�"���4�F������C��EBD�B�������BC�����������	�F�������BF�C���	BFC�����F��������B��'F���"���

����� �F�� D���������������B����� ��� �B��F��� ��D� ����������D� C�� ����� �BF� ��� C�� ���FD��DD�BF� C�D�

BFC�D�C���������D���FD��"������C�D�������BF�C�������D��B���� �D��



�

� �
�
�

7�A ���2��2�C��1�A	2D����1��L2�AF�AE&CE2����2�A6C�A

C�1F�	C��1�AA

/�D�D��������D�D������BF�"��D�B����F��FBF�D������F������BDD��������C����F������������������

���D������F�� ��DD����BC�����C�D��B�����D� D����������D��AB�D�FB�D� �F����DD��BFD�C�FD� ��� DB�D�

D����BF�D����F����� �����F�"��D�"���DBF�������D��D��B������D����������BF�C�D��������� ����	��������

C�D� �BF'����D�C	BFC��C����D�����������D���������������F���� ��� D����������BF�C�� �	�����F��������

�FBC�D���BF��

/�� D����������BF� �� � �BF'����D� C	BFC�� C�� ��D����� :"�	BF� ��� �������� D����������BF�

D������BF�"��;� �� �BFD������ �F� ���������� C���� �B��� ��D� ����B�F�FB�����FB�B'��D�� #�FD� ������

DB�D�D����BF�FB�D����D�F���BFD� ��D����F������D� DB����BFD� ����FB�B'�"��D�"��� � �D��F�� �� ��� (B���

�B��� ��� ���������BF� �� ��D� �������D� C�� D��������D� �F��!� ���� ��� ���C���FD�BFF����D�� AF� ��� "���

�BF���F�� ��� ���������BF� C�� D��������D� D������BF�"��D� D��� �F�� D������� :��D��� � ���� ����� �BF;!�

C�� � �%��D� C�� DBF�� ����������F�� C�D�BF����D� J� ��� ����BC�� C�� '������� ��� ��� ����BC��

�B�B'�����"��Q@9R��/��"A���A��D����������	��C��C	�F�C����F����	�D���F���B��DD�D��B���� �!���F�����

�B<��� ��*����BF���!����B���������BDD��������C	B���F���C�D���D��� ����Y�D��/������BC��� � "A�$��&���

�����D����D��F�������F��D���BC����D�����������B���F��DBF�C��C�� ����D���� ���B��F�F��C	�F��)���

��D���� $F�� D����� C�� ���F'�D� ����F��D�D� ��BC���� �F� �B���� ����BC�"��� D��� �F�� �B�����

��B�BD�FD������ ?F� B����F�� �F�� D����� C�� ���D� ��� C�� ������D!� "��� DBF�� �FD����� ���B�����D� C	�F��

�B�����C	�����F�����$F���D�����F������B�����"���:�B�B'�����"��;�D��FC��C����D�F���C�D������D�

C���B����D�F�DBTC������#�D�"�	BF��������DD���C��D��C�����F��������D�C�D�D��������D��B����"��D!�

BF� �� ���B���� �� � ��B��C�D� C+����B����BF� C�� ��� F�FB������BF�"���� /�� ����B'������� ���� ���D�����

C	������BF���� ��� ��F� "A�$������C�� ���B�BFD� Q@=R���������F��C��������C�D� D��������D� ���D�������D�

������F����DB����BF�� ��)����F����������/������B'��������B����������B������D�������D����B������

���������BF� C�� D��������D� @#� Q@>R�� AF� ����F���!� ��D� ����F�"��D!� ��D�D� �F� C����� DB�D�

���BD������ �BF��B���� C�FD� �F� �F���BFF���F�� C�� D����� ���F���!� DBF�� �B����"���D� ��� ���D�

�B����D�D������ �D�����(B��C	�����F����������C������F�"��D�C��'�������C�D�D�����BFC������D!� ���

�������� C	�F���� ����D� �%�F�� ���� C����B����D� �B��� ��� ���������BF� C�� �B��BD�F�D� ��� �������D�

������BF�"��D�� /	�F�� C�D� ���D� ����FC��D� �D�� ��� "A���A�� � ��&��� A%��F���� :�F� �F'���D� ����������BF�

�����F'!� D�A;� Q@@R�� ������ ����F�"��� D	�����"��� ����������F�� �� ��� '������� C�D� �B��D� C�FD� ��D�

'��C�D�������F����D��AF�����F���!�D�D�����B���F��D�DBF���%��"����F����������D������'�������C��
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C�FD� �F�� DB����BF� C	���C�� ��BD��B��"��� :�D������F�� �F���� ��D� �B��D� C�� GN9�F�;�� AB�D�

D���BDBFD� "��� ��D� D������D� BF�� ���� B���F�D� �F� ��D���F�� ��� D������� C�� ���FD��DD�BF� C�D�

����F����BFD�� *��D!� D���BD�F�� "�	����F�� ����� �BF� F	�� ����!� E�2��D2�D� ��� ���� ��B�BD�F�� ��D�
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F���DD�������F��C���BFF�I�������D�������C������� �BF����F�C���B��B����BF������D�����D����FB��F�D�
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�B���������E�2D%�B��QNHR������BFD�C�����F��C�DB���F����BF�C��CB���F�D�B�CBFF�D���D��FD�����

����B��� �� � �����D�� �B���� ���C�C����F�!� ��� ���FD��DD�BF� �D�� ��������� C�FD� ��� ���F�

�����FC����������� ��B��D��/��D�������C�����FD��DD�BF�����������B����F��������D����������BF����

�F�� ���FD��DD�BF� ������� �B��� ��� �)��� '����� C�� �BF'����D� C	BFC�� "��� C�FD� ��� ��D� C	�F��

D�������������������������D��)��D����������D�C�����������

?F�������BF������C�����������C�������B'�����"���"��!�����������F�!� ������������D���BF�C�D�

��B������D� B���"��D� C�� �	�����F�� �B���D�� F	�D�� ��D� ���D� C����B����� C�FD� ��� �����������X�
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�����D��B�B��D��AF��������������	�������C�����FBF�����BC������D�����D������D�D����� ��B����*B��������

�F�����������D���BF�B���"���C�� �����������F���C�D�����F����BFD�D������D���F�C��������C�D�B����D�

F�����"��D�C���BC���D���BF�B���"���D��BF�������D�D��

7�B �C�C��4��	C��1�A16��L2�AD�F������1���EE�A

AB�D���BFD������������B��D�C����������������D����FB��F�D�B���"��D�"��������F����B��F���C��

�	�F�������BF�C��������������B�%���B����"�����������D�������C	�F������������F����DDBFD�FB�D������

����B�B'����F�B���"�����������F��"��F���������D������D��B�B��D���

��*�� +D��AF��B�ABDEB	E������	�AB

/����C�B������� ������� �	�FD������C�D� ��C����BFD�:�������B�����D!���D����D!� �F�����B�'�D!�����;����

C���F���"������'��FC���D���B���D��� ���C����BFD�J���� !����������F�!� �F��FD������� ����F�F���QNNR!�

QNVR����D�'��FC���D�D	�����"��F�����������������������F��)������D����D�����C�D��FD�����F�D�C�D�

���B���B���D��

�����F �A���	ACDEF��

#��-��)�%��A"%F�&���C��D��������DD�F������D�!����FD��D��B����5��������F��D�������DB�D��B����C��

��%BFF���F����������)�������������B�����	�F��'���C���D��������������D������D��� �������F�6���D��

��D�C���DCA�A���	ACDEF��

#A��F����F%�%��A"%F�&���1�C	�F��DB������BF��������?��D�� ��� ��� ������F����C	�F'���DB��C��"����D��

���D!� ���FD�B���� B�� ��5�� ���� �F� �B�F�� C�FD� �F�� C������BF� CBFF��� ( ),θ ϕ �:� ������� �F�

6���DaD����C��F;�J�

� ( ) ( ),
,

dF
I

d

θ ϕ
θ ϕ =

Ω
�  7�?E#A

BK�CȐ��	�F'���DB��C�!�C��DB�����?!����B���C�����C������BF��BFD�C������

!���D��B��C�A���	ACDEF��

������'��FC�����BF���F���������������� �BD����������������#A%����A����F�%��A"%F�&���'��D�������� �

�F��'���"�����5�������F���F����C��D�������B�����������D�F��J�

� ( ) ( ),
,

dF
E

dS

θ ϕ
θ ϕ = �  7�@F#A

/	���������F���F��'���"���D	� �������F�6���Da�>��
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�FBD������A���	ACDEF��

/��FB��BF�C������F�F����F��'���"���D	�����"�����B�D���DD�����F����F��DB�����:��C�D��F����� ��

B�����	�F��F�;�B�����F������������F��F��B�F��D���������(���C�����D������#������������%��A"%F�&���#��D��

��� ��� ��F��'���"���"�����F�!� �����'F�F��B�� ������D�F���F������F��C�� D��������F��F��B�F�� ��� D��

��B��'��F�� C�FD� C�D� C������BFD� C���F��D� ���� �F� �BF�� �����F������ :�BF��F�F�� ��� C������BF�

CBFF��;����������BC����C���	�F'���DB��C��CD�C���BF�����C���	�����C�������B(����BF�B���B'BF����C��

�	�����F��C��D�������D����F����F������FC��������������C������BF�CBFF���!E$�: cospdS dS θ= ;�J��

� ( ) ( ) ( )2 2, ,
,

cosp

d F d F
L

d dS d dS

θ ϕ θ ϕ
θ ϕ

θ
= =

Ω⋅ Ω⋅ �  7�@7#A

/������F�F����F��'���"���D	� �������F�6��������D����C��F����������������������

A
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��*��  ABDEB	E������	�AB,BDEB!�������	�ABB

/�D� '��FC���D� �F��'���"��D� ���������D�F�� ��%D�"����F�� �F� ��%BFF���F�� ����F�� � ���D�

F+���B��������F���FC�����BF�D��������5BF�CBF������������D�����5�������	C����AF������!����D�FD��������

C���	C���C���FC�C������BF'�����C+BFC���7B������F���FD�FD������� ��F����B�'�D������ ��������B���D!�

�	C��������D�FD���������� �������B����F���BF'�����C+BFC���B�D�F��C��HHH�F���F���D�BF�C���F��:B��

��B�B��"��;�� /+����������� ����F��D�� ��������� D��������� C�� �+C����%��� :&�'���� =�>9;!� F< ˨ +!�

�����D�F������hD�FD�������h�C���	C��������F��B%�F��F��BF���BF�C������BF'�����C+BFC������������

C�� ������� ��D� '��FC���D� �F��'���"��D� :��C�B������;� �� � "A��!��A�� ����������� �������D� ���� ���

��B�B��������/����B�B�������D	�F����DD��FBF���D���������������F�������)������D������D�FD���BF�

"�������������������BC����D����������F��C	�F�B�D����������
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/����� �����F�� ��B���D�BFC������� ��F��'���"����BFC������������B�����C��D�FD��������i:P;X����

�D�� '�F�������F�� FB��� CF�� /+�F���� C�� ��� � ����F�� � �D�� ��� ����F� :��;�� $F�� DB�����

�BFB���B����"���������F��������BF'�����C+BFC��C��HHH�F���F���� ��F��'���"���C��=1��B��F���

�F� ��� � ����F�� � C�� N8@� ��� ���� C���F���BF�� /�� "��F�����(�DGHI� ���J� �D�� �F�� �BFD��F��� C��

�BF���D�BF��0�FD�!������� �����F�� ��D��J�

� ( ) ( ) ( )V mdF K V F dλ λ λ λ= ⋅ ⋅ �  7�@>#A

/����� �����F�� ��B����D+B����F���F��F��'��F�����"��F��������C�DD�D�D����+�FD������C��D�������

��D�����J��

� ( ) ( )780

380V mF K V F dλ λ λ= ⋅ ⋅� �  7�@?#A

/�D� �����D� '��FC���D� ��B�B�����"��D� �����F�� )���� ��B����D� �� ������� C�� ��� � ����F�� �

:�"����BFD�:=�G>�:=�G@;��/���D��F���D�DBF�����D�F���D�C�FD����7��������=�=��
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$F� D%D����� C����D���� C�D� ��B������D� B���"��D� �F� ����� �BF� B�� �F� ���FD��DD�BF� �BF���F��

�B�(B��D� �F�� DB����� ����F��D�� :�������'�� C����D� B�� C������BFF��;� ��� �F� C��������� B���"����$F�

'��FC�FB�����C��'�B������D�D��FC��CD�������C���F���A���D�DBF��'�F�������F�����������D��D��������

�BC�� C	���������F�� ��� C	B�D������BF�� ?F� ����� �F� ������ ���D����D�J� 9]aC����D!� C����Da8]�

:D�����������F���D�B��� ���D;!�GH]a9]!�GH]aGH]!������QNR!�QNVR��A��F�B�FD!�������������D���BF�C�FD�

�F�� '�B������� CBFF��� F	�D�� ��D� �����F�F��� ���D"�	��� �D�� ���C�F�� "��� �B�D� ��D� �������� � :��

�	� �����BF� C�� ��������� ������� f� C����D���� �������;� DBF�� ���������D�D� ���� �F�� C���FC�F���

C������BFF�����C��������BFD����������������F��C�F����/	�FD����D�F���C��������������D���BF�C�FD�C�D�

'�B������D�D��FC��C��D��D���B��������"������"��FC����D	�'���C�D��������� �'BF�B�������F�D�:�B���

>�=;�� /�� C�D������BF� ���D� �B������� C�� ��� �������� ���������� :���FD��D�;� ���� �F�� D������� C�FD�

C������F��D� C������BFD� C�� �	����D������ �D�� CBFF��� ���� &BF���BF� C�� #�D�������BF� C��
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��*���� �F��	��AF��B�AB�E	E���	��E���FBC���	A����FFADDAB

*����� ��D� �FD�����F�D� C�� ���������D���BF� ��C������BFF����� � �D��F�!� ��� D�F� ��� ���� QN8R� ��

��B�BD���F������B�����F����DD�F�����BF�D%D������BF���F���F��DB�������D����B����!��F����D���

D���������� C�� ���D����!� �F�� ��#� ��F������ ��� ���B��� D���������B��"���� ��� C��F���� ������� C��

��D����� ���3D#&�C	�F��D�������C�FD��F�����D�������B������ �FD��F��F���F���/��C�D�������BF�

�F'������� C�� ��� ��������F��� C�� ��� D������� C�FD� �	�D����� ���C���FD�BFF��� :"����� C�� D�����;� �D��

���FD�B������F����'����C���FD�BFF������F��'�D���������������������#��/������C����C����D����

C�� ���3D#&����� ��� D%D����� �BFD������ DBF����F������ ���F��'���AF� ����F���!� �	�����D���BF�C	�F��

DB������BFB���B����"������ ��������"�	�F��B�F���F�"���C���	����F����BF��D�����������D�!� ������F��

�	���������BF�C�������FD�����F���
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$F����������5BF�C��D��������������F�"����F�����D%D������D��C�����������D����F�"����F�����

����� �BF� C�FD� ��� ���F� C	�F��C�F��� ��� ����� C	�F��%D��� C�FD� �	����D������ �B������� AF� �����!� ���

���F��BF���F�������B���C	�F�B�����BF��BF���F�F������B��B�����F��C�����D��������F������ �BF!�

D���B��� "��FC� ��� D	�'��� C�D� D������D� D���������D�� ��� �%��� C�� �BF��'�����BF� '�B�����"��� �� ����

��B�D�� ���� �	�FD������ A���BF��� C�D� ���FC��CD� ��� C�D� 7���FB�B'��D� C�D� $�0� :A��7;� �B��� �����

�FD�����F���70DD�QN\R���BF����D�C	�������'�!� ������D�C��C������BF���� ������F������FC�����������

�	����F����BF� D�� ��B���F�� C�FD� ��� ���F� �B��YBF����� 0�FD�!� ��� 'BF�B������ ������� ��� ��D����

��C������BFF����� ���D� �F�"����F�� C�FD� �F� ���F�� *B��� C�������� ��� �������� C�FD� �	����D������

�F������B���D�BFC�F������������ �BF!�����BF��'�����BF�'�B�����"���������D��F���������BFD�D����F��F�

����F����BF��� ������F��F��DB���������F�C���������"����DD���F��C�� �C�'��D�C���������������F��F�

�B��F�F�� ���B���C�� �	����F����BF�������� �BF��'�����BF��� ���� ��B�D����B����F�'BF�B���B�B������

�FC�D������DA&/A7�C���7�/����D�F���D������&�'����=�>@�QV9R�������FD�����F���D���B���������D�

�BD��C�D���B�����D�C�������D�BF�C������BFF������/�������D�BF�C���BD���BFF���F���D��D������F��

C�� 9�H]�� AF� ��� "��� �BF���F�� �	�������F��� �F'������� C�� C��������� "��� �F��BC���� �F�� �������
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C������BFF����!� ����� C���FC�C�� ��� ������� C�� ��� YBF���F��%D����#�����D!� ���F��CBFF��"����	�D�� �F�

�"������F�� �FC�D�����!� ��� �D�� ���D� ���� �BC������� :���� � ������ �F� ������ C�� ����%�'��

C������BFF��;���

0��F�C	��B����B�FD�C��C�'��D�C����������D������DB�����������C�������������D���BDD�����C����FC���

�	����F����BF� �B������ 7����� �BF��'�����BF� �D�� �����D��� �B��� ��� 'BF�B��������B������ �B�B��D�� C��

-jF���B���QV=R��/��C�� ������FD�����F��C��A��7�:H�� �D�'BF�B�����;�QV>R!�QV@R��D����D��D������

�)������F�����:&�'����=�>G;������D��D���������F���BF5���B��� ��D���D���D���C������BFF����D�C�D�

D������D�����B���������DD�F������C�D��������� �'BF�B�������F�D��/���B��������C�������FD�����F��

�D��D����������B��������FC����F�������������D�BF�C������BFF�����J� ��� �BF'�����C�D����D�C	�������'��

���C��C������BF���B�D���C���DD��=������
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AB�D� �B��BFD� ������ C�D� �BF���D�BFD� D����F��D� C�� ������ ���C�� �����B'�����"��� C�D�

�FD�����F�D�C�����������D���BF���C������BFF������ �D��F��J�

o ���"����"������F�����F��C����B�����B���C�D����������BFD������������D���C�D����F��'�D�

���C�D���������BFD��������F�D�C�D����������D��"��D�DBF���������'���D�C���F����D������D�������

����� )���� ��� ����D� C	��"��D���BF� �B������!� ��� ��DB����BF� D��������!� ��� �����D�BF�

C������BFF����!��	�F�B������F����F����!��F�B�����BF�D���������B��FBF��

o ��� �D�� DB���F�� F���DD����� C�� ��B����� �F� �B���B��D� �F���� ��� C�D��F��� C���������

����F����BF�:���DB���������F����BF;������������D�BF�C������BFF������

7�C �1��E2	�1�AF2A�5C6����A

/	�����C���	�������D�F���C�FD����������������BF����"�����D�D��������D�D������BF�"��D�B����F��

FBF� D������F�� ����BDD��������C����F������� ��� �������!����D�C�FD�������FD� ��D� ��DD�� �	������F���

�B�B�����AB�D���BFD�C�D�����C�D����FB��F�D�C���	B���"���BFC����B������D��F�(����AB�D���BFD�

�'�����F�� ���D�F��� �F�� ����BC�� C�� F�FBD����������BF� C�� D������� ���� �FBC�D���BF� C��

�	�����F���� C�� �%��� �B��� � "��� �D�� C�� ���D� �F� ���D� ���C����� /�D� �����D� �B�B��D� BF�� C�(�� ����

B���F����������������BC��C��D����������BF����D�DBF��DB���F��� ���"��D����� ��D����FB��F�D�C��

���D��� � ��B�BF�"��D�J� ��� FBF���B��'���BF� ��B��'���BF� C�� ��� �������� C�� ������F�D� �BF'����D�

C	BFC��C�FD�����������B�CBFF�������FC�F�!��������BC������C��D��������D�B���F��D������FBC�D���BF�

F	�D����D�����������0�FB�����BFF��DD�F��!��	�������C��C�DB�C���D���C�������D��B�B��D�B�D����D�F	��

��D��������C����

*B��� �	�F��%D�� �B������� C�D� D������D� D���������D!� ��� �D�� ���������� C	���C����

� ������F������F�� ��D� ��B������D� B���"��D�� AB�D� ��BFD� C�D����� �	���F��'�� C�D� B����D� C��

���������D���BF� B���"��� ��C������BFF����� �B������ �� ��� � �����D�F�� �F�� '�B������� �� ��� AB�D�

��BFD� ���D�F��� C�FD� ��� ��������� ��D� �"������F�D� � �D��F�D� ��� ��B"��� ����D� ��������BFD�� ������

���C�� �����B'�����"��� ���BF���� ��� F���DD���� C�� C����B����� �F� FB����� B����� C�� ���������D���BF�

B���"������D�F��F���F�����������������D�BF�C������BFF�������
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���������������D�F��������D���F��B�F���B�������C	�F�D�����B�'BF�B���������D��F�C���	A�B���

C�D� E�F�D� C�� ���F��A���FF�� C�FD� ��� ���� C�� ��D����� C�D� �����D� C�� �������� D���������� C��

�B��BD�F�D�� #�FD� ��� ��������� D����BF!� FB�D� CBFFBFD� �F� ������� C�D� ����'�D� C�� D%D�����

DB�������C�FD������C���C��FBD�B�(�����D��#�FD����D��BFC��D����BF!�FB�D�� ���"�BFD�����BF�����BF�

��� ��� �����D���BF� C�� D%D����� D��� ��� ���F�����F�"��� ��� B���"��� ����� ��D� C������F�D� F����� � C��

��'��'��F���DD������#�����D!�FB�D�C�����BFD��������BC��C����D����C������BF���BF�C��C�D�������BF�

C����������F�����C������BFF������������D�� �������BFD�D������'�D��BF��F�B�����"���C	�F�����D%D������

AF� �����!� �F�� ������ ��D���� '�F���� �F� '��FC� FB����� C�� CBFF��D� "�	��� ����� D��B��� ��������F��

� ��B������AF��F� C�FD� ��� ��B�D����� D����BF!� FB�D� ����CBFD� FB���� D%D����� D��� �F����D���� C	�F�

���������������F�����BFD��"��D�����������FF������F��D����������� ������D��B�B��D������������D��
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�BA� ���������	���������������	F	������	C��	�������	����	D���	���������������	BBBBBBBBBBBBB	���

������ ���AEACADE�������C�	A����1DEAD2�BB�	�EC������������������������������������������������������������������������������������������������

������ �D���EC���	��C�	A��	�F�����C�	A����1DEAD2�BB�	�EC��O������������������������������������������������������������������������!�

�B�� ����������	��	���D�������	C�	����������	���������	BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB	�$�

������ ��DA�����F���D�	���������C��C��	��C��P�C����DBCA�����������������������������������������������������������������������������������

�������� %�F�A#���FB��BC	E�B� ��DE�	E�AB������������������������������������������������������������������������������������������������B���

�������� 4	E�B�AB���A����FB���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������B*��

�������� 8�##�	��B���EF�'�A�B�A�B�#��'�A�B������������������������������������������������������������������������������������������B**�

�������� 6�����	�AB�ABD ���EF��DD�FBA�B��F�A#���FB��B#�	�A0���EF��DD�FB�����������������������������������������������B*-�

������ 	�1F�1���DBCA������C�����EA���������P�C�����������������������������������������������������������������������������������������������

�������� :D��FA�AF�B�A�B�#��'�A�B�A�BC	E�B� ��DE�	E�ABA�B�AB���A����FB������������������������������������������������B*7�

�������� :��	A�B	��DE�A�B��	BDEB���	�ABA�BDAB���A��A�	B���������������������������������������������������������������������������B*!�

�������� ,������FFA�AF�B�ABD ���EF��DD�FB�����������������������������������������������������������������������������������������������B-$�

������ ����	�����F���	���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������!��

�������� �F�A	�����AB�AB�A��	AB��������������������������������������������������������������������������������������������������������������B-*�

�������� ")FE��'�AB�ABD �F��	��AF�BA�B���D��E���FB�AB��D�	A�B�AB�AF����BFA��	AB�������������������������������������B-7�

������ 	�B	���EC�CADE����F���	���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������! �

������ �DC��	���C�F��	����BF�����EC����������������������������������������������������������������������������������������������������������������

����*��� +��A�	�B#E�B/B#E�B��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������B���

����*��� :F�DAB�AB#E�B�A�B���A�	�BA�B<A�B���EF�'�AB����������������������������������������������������������������������������B���

����*��� %�EF�A�AF�B�AB	A#�	A�B���EF��DD�FB=>�2B>	2B;	?B@B�F��	��AF�B=A2BB2BC2BD?B���������������������������������B���

����*��� "���F����FB�AB��'�AF�A�B�ABCEDE)E�AB�AB>	2B;	�B������������������������������������������������������������������������B���

����*�*� �#�����E���FB�A�B��#DE�A�AF��B�����������������������������������������������������������������������������������������������B�!�

����!� 1��CADE�AE�D	��CA�����C�AEC�	�����DBCA�AE��������������������������������������������������������������������������������������������

����-��� %���&B�ABD AF��	�FFA�AF�B�EC��9E�B����������������������������������������������������������������������������������������B7��

����-��� �F�A	�E�AB��F�	EDAB��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������B7��

����-��� :�'�������FB�A�B��FF�A�B�����������������������������������������������������������������������������������������������������������B7��

����-��� 8���FE�AB�A�B	���D�E��B�������������������������������������������������������������������������������������������������������������B7*�

�B�� ��D�C�����	C�	DE����������	BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB	#$�

������ ��C�	A����A�����EC����	���	�E����B��C	�FDE�������������������������������������������������������������������������������������������

������ ���A���AC��BD�	�F����	��C�	A��CADE�������C�	A����1DEAD2�BB�	�EC���������������������������������������������������������� �

�B�� ����D�����	C�	��������BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB	 ��
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>�7 �C�4��C2<A31��1;C66C����	A9A�C5���AF�	A�5C�3�	A612�A

E�2�A�C�C��4��	C��1�A

�B����FB�D���BFD���������C����F�!����C�D������BF�D��FC��C�C���	������F�����D������C	�F��

D������� �BFD�D��� �F� �����D����J� DB��� C�� ��� ����� �BF� D���������!� DB��� C�� ��� ����� �BF� C����D�� B��

�F�B���C��D���B������C�FD��F��C������BF������D���AB�D����BFD��B����B��"�B����D��F�B�����BFD�F��

DBF����D�D����D�F��D�"��FC����D	�'���C�����'BF�B�������F����

�����  ���F����FB�A�B�E��	�E�#B��F��-E!!E	AF��B

#�D��������� �DBF��C��D�'BF�B�������F�D��B�D"�	��D����D�F��F��C�D��������BFD�D�'F���������D�C��

�	������F��� ��D������ ����� ��� C������BF� C	�������'�� B�� C	B�D������BF� QVHR�� ��D� �������BFD� C��

�	������F��� DBF�� C��D� �� � ���F'���F�D� C�D� ��B������D� B���"��D� C�� ��� D������!� �� D��B��� ���

C�D�������BF�D���������C�� ��� ������������������B�� �	�F��FD���� :&�'����>�=;��*B��� ����D�������D�C�� �

�%��D� C�� 'BF�B�������F��!� �B���� C�� � � �����D�� �BF���F�F�� ��� C�D�������BF� D��������!� �F� C�D�

� �����D� ���DD�"��D� �D�� ������ C�D� �������� � :���F����D!� ���)����F�D;� �� ��D�� C�� ��'��F�D�

���C�D��F�D�B�� �F�������F����D��$F�������� �����������)����������C	�F��D��������������"����B�����

#�FD������D!��	�D�� �	�F��FD����C����� ������������������"������F'�����D��B�����F��������D"����F��

�F������D�C������BFD�D��������������B�D�D�����������

/�D��������� �'BF�B�������F�D�B����F��C�D������D���D���D�B��'�F�� ����DBF��C�������C�����D��F�

���D� �����D�D� �B��� C�D� ���������BFD� ���D� ������D�J� ���F����� �B��� �	���B�B����!� �������� � C��

�BFD������BF�C	�F�����������C	� �������!��������'�D!��� ����k��

�

"�32��A>�7�A!4:�����1�A��A�<��6E�	AF�A	2�:C��	A31��1;C66C�����	A9A�5C�3�����AF������1���EAF�AEG�����	��4A C#A��AF�A
ECA�12E�2�A D#�A
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����� "���AF�B�E	E���	��A	BDA�B�E��	�E�#B��F��-E!!E	AF��B.B

/���BF�����BF!� �����BC����BF!� �	�����D���BF���� ����BF��B���C����� �%���C��D������D�F���DD���F��

�F��C�D������BF��B�������C�D���B������D�B���"��D��F������ �BF��/���B���� ����C�D������D���D���D�

C�D� �������� � 'BF�B�������F�D� � �'�� C�D� B����D� C�� ���������D���BF� D������"��D!� C������F�D� C�D�

�FD�����F�D��F�C������BFF��D�����������D��B����	�F��%D��C�D��������� ����C���BFF��D�QVNR!�QVVR���

0�FD�!��F�C�D��������D�B�(�����D�C�����������D���D��C���BF���B������C�������D����F��FD�����F��

C�����������D���BF�B���"���f�'BF�B�D�����B���B�B������f��C������� ��������������D�C�D�D������D�

'BF�B�������F��D�� /�� D�����B���B�B�'BF�B������ �C���� CB��� �������� ���D����D� �������D�CBF�� �F�

�������� �����J� ������ ��DB����BF� D��������!� �F��������� D�������� ���FC�� D��� ��� CB���F�� C�� ��D����!�

���B������F��C	�F�����D������C��C������BF��B�������/�D��������� � 'BF�B�������F�D�BF������

C���F���BF!�FB�D��	��BFD�C��!�C�D������D���D���D�C������BFF��D��?F��B����FC���B�D���D���F��"������

�����D�BF�C������BFF�����C����D�����D���DD�F��������?�!�BF��BFD�����"��������DB����BF�����F�"���

:�	�D����C�����	�F�����F����BF�D�������;��D��DB���F�������D���C����5BF�����B�����B������������D������

�����D�BF� C������BFF������ AF� �������!� ������ C��F����� �D�� �BF��B���� �� ��� �B�D� ���� ��� �����D�BF�

����F�"������B���"�����

/�� �����D�BF� C������BFF����� ����F�"��� �D�� ����������F�� ������� �� B���F��� '�l��� �� ��� ������

�����D�BF�C�D�C��������F�D�C�D��B����D��B����BFF��D���D�����D�������D��AF�����F���!��F��������

�����D�BF�B���"����D�������B������D�C����������������FC����AF������!�BF���F�BF�����F��C����������C��

�B���C���	���DD�BF�����F��������C���B���C�����C������BF���BF���F�F���	���DD�BF!��B����F��DB�����

�B�%���B����"��� �F�B����F��!� ��� ���D����� ����F�� �F	�D�� (����D�����������F������������J�BF��D��

��B�D� �B�(B��D� �BF��BF��� �� �	� �D��F��� C	�F� �BF�� C	���DD�BF� :�F'��� DB��C�� C�� ��� DB����;�� ?F�

�B����FC� ��B�D� "��� �B��� ��'��F���� ��� �����D�BF� B���"��!� ��� ����� ��F���D��� �	�F'��� DB��C��

C	���DD�BF� C�� ��� DB������ �BF���F�F�� ��� C������BF!� ��� �������� �� ���� ��DD�� �F� �F'��� DB��C��

C	���������BF�� #BF�� ��� C��������� ��5B��� C�D� �F�B�����BFD� ��B��F�F�� FBF� D������F�� C	�F��

C������BF�CBFF��!����D�C���BF�����B���C������������/�����BFD����F�����D����B�D��F���B%�FF���AF�

��F���D�F�����������������BF��F'������!�BF��D����B�D����D����)���C��C�D���F�����D��F�B�����BFD�

C�FD�C�D�C������BFD���'�����F��C������F��D��

0��F� C	�����B���� � ��� �����D�BF� B���"��!� ��� DB����BF� DB���F�� �����D��� �D�� C	��'��F���� ��D�

C�D��F��D� DB���������F����BF� ��� C�������������F����BF�� ������ DB����BF� �D�� D���D���D�F��!� ���D�

�	�FD�����F�����FC���B�D�C�D�C���FD�BFD� ���B���F��D� QVGR!� QV8R����CBF���F��B�CD� ���B���F�����

"��������)�����BF����'F�F���?F��B����FC���B�D�"�	���� �D����F��B���B��D��F��������B��������C��

�	������������D�������D�BF��

0�� �B��D� C�� ������ ���D�!� FB�D� ��BFD� C����B���� �F� �FD�����F�� �� ��� �B�D� �B������ :D�������

B��������F�����������������������;����������F���BFF�������D�BF�C������BFF��������D����������*B���

����!�FB�D���BFD�����������D�������BF�����BF�C	�F�D%D�����B���"����������������B����	�������'��������

C������BF��
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>�> �1���6��1�A��A�4CE�	C��1�AF2A31��1�����A�6������	A

#�FD� ������ D����BF!� FB�D� C��������BFD� �B�D� ��D� ��B� � "��� FB�D� ��BFD� ����D� �B�D� C�� ���

�BF�����BF� C�� 'BF�B�D�����B���B�B������ ?���E�F�D� �BF���F�F�� �	B���"��!� ��� ����F�"��� ���

�	�F�B�����"���C��D%D������

����� "���#B�ABDEB���	�A/B��B���A��A�	BA�B�&����AB�!��$�AB

������� "�F�A!���FB��BC	E�B����DE�	E�AB

&�F�����FBD��F���

#�FD� ��� CB���F�� C�� ��� ��B�B������!� ��D� "������D� C���FC��D� �� �F�� DB����� ����F��D��

�B����F�����F��������F�����	�D��������B����"���C�D�DB����D!��������D���������:�F��FD�������D������;�

����������C�����C�������

AF����"����BF���F���	�D��������B����"��!��	������F�F���C����C���������BC������F�����������BF�

D����������F��B����D��� �B��� ���CB���F��C����D������E��������D���F�!��F�� ������ DB�����F	� �D���

��D��*B���B���F���C�� ��� �����������5����B����E����F����F!� ��� �����C�D�BD��������F�����C	�F�

���������"�������������F��� ������BF��"���������C�D���B�D��������D�C���BF�D����D�F��D�C�FD��	C���

�����F��������D��'�F�������F��B���F��DB��������F���%BFF���F���BF��F��C�FD� �����D����!��F����

@89����V89�F��:�	�D�������D�C���B�����B��C	�F��B��D��F��FC�D��F�;!�DB��������F�����F'��C������!�

C����������C���B�'��:/A#D������D��D;!�DB����F�B��������F�����F'��C����������C��(��F��:������F�D�

/A#D������D��D��'�����F�;���

/�D�DB����D�C�� �����������F���������F��)���� ��'�B����D��F�C�� �����'B���D� J� ��D� �����D���

�F��FC�D��F��� ��� ��D� �����D� �� C�����'��� ��D� C�� � ����FB�B'��D� �BF�� �BFC����� �� C�D�

C�D�������BFD�D��������D�C������F��D��/���������������'B������'�B������D������D����F��FC�D��F���

���C���BFF����D���� ��D� �����D��� �F��FC�D��F����� ����B'�F�D��#�FD� ��D�C�� ���D!� ��� ���������D��

���D�� ���� �F� ������F�� C�� ��F'D��F�� �B���� �� �F�� ������������ C�� >V99�W� �� @999�W��$F�� ������

������ ����� �F� ��%BFF���F�� ��B���� C�� ������ C	�F� �B��D� FB���� /	�(B��� C	�F� '�Y� ���B'�F�� ��

�	�F��������C���	���B�����������C	��'��F�������C�����C������C��������F�����C��C��������	�FD������

C��D����������D������D������*B������D��BFC������'B���!��F��C�����'���������"����D�����FD�B������F�

����������D����������	�F�����C������C�D��B��BD�F�D�C�����������:'�Y�B���B�C��;��AF��BF���BF�C��

���F������C��'�Y����C��������D�F���C���B�C������B��D��F��!����D�������C����������������D�����)����

FB�������F��C������F���?F������ ��FD�� B���F��� �F� D������� �� ����D�B���F� D�����������B�� �BF��F��

:&�'����>�>;���

AF�'�F����!���D�DB����D����B'�F�D�DBF�����������D��D������F�D�������C	���DD�BF��BF��F��C�FD�

�����D��������D�FD��������BFD��B���D�:D�FD�����D;�����F��� �����F���D����������/����C���������F�������D��

�F�� ������� ���DD�BF� C�FD� C�D� �BF'����D� C	BFC�D� �B����D� �B������ �� ������ �B��� C�D� �BF'����D�

C	BFC�D��BF'��D�QV\R����
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AF����"����BF���F����D�DB����D���C�����'����� �FBF!�����D�DBF�����������D��D������F���B����

� ����F������D"��� �	���� �������"����� ��� �B����C	�F����F�D����� D������ �DD��������� ���F�� DB�����

�BF��������� A���D� DBF�� CBF�� ���D� ������D� �� �B��������� ��� �� �B����D��� �FD������ /�D� DB����D� ��

C�����'�� B����F�� �F� D������� "��D���F�� ����� C�FD� ��� CB���F�� C�� ��D����!� F��F�B�FD� ����� ���

���D�F���C��"���"��D����D�:&�'����>�>;��/���D������D��F�BF��F��F�D�DBF���	�FD�����������������B���

�� �DB����D����B'�F�D����������B<��������QV\R��

�

�

"�32��A>�>�A�6�����	AFG4��		�1�AF�	A	12���	ADEC��5�	AE�	A6E2	A�12�C���	A9APA���C�F�	�����A �CE13���#A��APA
F4�5C�3�A �4�1�#AHDFIA

/�D� B�(�����D� "��� FB�D� FB�D� DB���D� CBFF�D� �B��� ��� �BF�����BF� C�� �	�������'�� C�� FB����

�FD�����F��DBF��J��

o #	��B����F�����DD�BF�C�FD�����B�������C��CB���F��C����D�������

o #	B���F����	���������F���� ��������������D��B�B'�F���BDD��������F������C���	����F����BF��

AF� �����!� ���D� �	���������F�� �D�� ������!� ���D� ��� ��� � ��������� �� C�������� D���� ������� ��� �F�

C�DDB�D�C	�F��������F������������F��D�������D�D����D�F���B���)������D�����AF�����F���!�D��

������ ��D����B��'��FC!�����B�����)������D�����F��	����F��F��:�����>�>�@�>;��

o #����F���D������C����'�F���C��������������AF��B�����F����D�����B���F��D�C��C������F�D�

��������D��B�������� ����C�����B���B���D!�FB�D���BFD�����������������9�=]��

o #	��B��������� ����D�D����������B�������F���

AB�D� ��BFD� ��B�D�� ��FD�� �F�� DB����� ���B'�F�� D������D��� C�� /?7�.��F����#�D�'F� :/?7�

?����;�� A���� �D�� �B��������� ����� C�D� ���B���D� C�� =9� �� =H9�1�� A���� �D�� ��F��� C	�F� D%D�����

��������F��C���B����D��������������C�FD��F��������B���"����/	�����D���BF�C������������D��F���DD�����
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/����B��C����C���BD���BFF���F��C���	����F����BF�F	�D����D�����������/���B��������F����BFD��D��

������C�FD�D���BD���BF�C��������F��������D��� ��)����F�����B���F��"������D�������C���	����F����BF�

��DD�� ���� ��� ��F���� C�� D%D����� ��� CBF�� ���� �	� �� ���B��� C�"���� ��D� ���D� C	�������'�� ��� C��

C������BF� �B��F�F��� ��� �D�� �'�����F�� ���B���F�� "��� ��� D�������C�� �	����F����BF� DB��� ���������� ���

���������� �� � ���D� C	�������'�� ��� C�� C������BF� "��FC� ��D� DBF�� ���'F�D�� iB%BFD� �B���F�� FB�D�

��BFD���B��C���B��������'��'���

�

���DCD�������A�A������

*B�����B���������BD���BF�C���	����F����BF�"�������������D���B�D��������D�FB��D������C����F��:Q�

�BD���BF�C��������F��;!�FB�D���BFD���DB�F�C	�F����B����������"����� �������������C���	����F����BF��

/�� 'BF�B������ �D�� �F� �BF��'�����BF� C�� ��D���� :��'��'�D� C�D� B���"��D� ���������D� ��� ������

�����������F���;��

o *B��� ��������� "��� ��� D������� C�����B��� ����������F�� ���������!� FB�D� �	������BFD� DB�D� �F�

�F'���"����BF"����0���D������ �BF�D���������B��!�������D��������������CB���D����B����������

�)�����������"������C����������AB�D��B��BFD�CBF����D�D�����BD��������B����BF�C�����D�

C��C������BF�:&�'����>�=G;��

o AB�D� C��BFD� �BD���BFF��� ���F��F�F�� ��� D������� C�� ���B��� �����D���F�� C�FD� ��� ���F�

^?_�� *B��� ����!� FB�D� ������BFD� ��� ���B��� �� v=� ��� �� BFD� ��� C��������� �� c=M�v=�� AF�

��������F�� C�� ������D� C��������F�D� C�� �B��������F����BFD� ��� �BF'� C�� �	� �� `!� FB�D�

�B��BFD� ��B����� ��� �BD���BF� C�� ��� D������� C�����B��� �B��� ��"������ ��� ������� D�� ��B����

��F���� ���B��� C�� �	�F�����C�� ��� ������ C�� C������BF������FC�F�!� ������ �BD���BF� F	�D�� ��D�

�F�"����AB�D��B��BFD��B���D��� ���&�'����>�=H�"�	�F��������F��C�FD� ���C������BF�v=�FB�D�

�B��BFD� ��B����� ���D����D� �BD���BFD� C�� ���B��� �B��� ��D"�����D� ��� ���D����� �B������

�����D���F��D������C����������/���BD���BF��B��������D���������B�����"���������D���������DD��

���������F����?���*B���B���F�������BD���BF��B������!�BF���������	�����������C�F����B����F�

�F'��� v>� C������F��C�� v=�� ��� ����� ��B�D� "��� ��� �������C�����B��� D�� ��B���� D��� ��� C���������

:c>M�v>;��#����B�����F���B���!�����BD���BF�D��������F����
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0���D���D� ��'��'�D!� ����D��F���DD�����C�� ���������������BD���BF�C��������F������F�C���B��B���

�������F	���B����"��������F����BF�� ������F��C�FD�����)����BD���BF��AF��BF���BF�C�����F������

C�����D����������F��%D������C��D�����'�����!�����D���BDD�����C����������	����F����BF�D��BF��F������BC��

B���"���D�FD��BF����!�B��D��BF��F������BC������F�"���������BF��������

���DCD����B��C���CDEF��

/�� ������'��B���"���C�� ��� D������� D�� ����� �� �	��C��C	�F�� DB����� ��D��� �"������C	�F�� �)���C��

��B(����BF��F������ �FD����������C�DD�D� �C��DB����"��� ������B���C��������F������)����F���������C��

���D��������"���������������D��F���C�����C��F�����B���������D���F�������F����C��D%D�����:&�'����

>�=N�;�� *B��� ��� �BD���BFF���F�� C�� �	����F����BF!� FB�D� �����D��BFD� ����)��� ��D���� /	����F����BF�

D���� ������ C�� ������ DB���� "��� ��� ��B(����BF� C�� ��D��� �B���� ����)��� �FC�B��� D��� ��� ������� C��

��F����C��D%D������AB�D��B��BFD��B���D������&�'����>�=N��"�����������B(����BF�������'�����F��

)����B���F���C�FD������D�BK��	����F����BF�F	�D����D�����������*B���D	�DD�����C��D�������������!�FB�D�
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�B��BFD������D����F�C����D����"����BF"���:�F����������C�������������� �����;���D�C��������F��

���C�DDB�D�C���	����F����BF��B�����D����D��������B(����BF�C����D�����	���F	%�������F��D������F�������

D�������C���	����F����BF�����������!��	����F����BF��D������������

����������BC��C���BD���BFF���F��C���	����F����BF�F���DD�����	�����D���BF�C�����D����D�DB����D�

��D��������D�����:����;���F�"��������F��)�����DD�Y��B<���D�D�:�F���BF�H99w�����DB����;��/��DB����BF�

����F�"���"���F��C���FC����D�C��C���FD�D�D�������F�����D�CBFF���F���D������D���D���D�F�����D�

���BD���F��BF�������������D�������C���	����F����BF��
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���DCD����B��C�BA���DEF��

/�� DB����BF�����F�"��� �BFD�D��� �� �����D��� C�D� ����D��������"��D� �����"���D� ���� �D�F�'�� C��

�����D�BF��B�����������C������BD���BF�C��������F����*B��������FB�D���BFD������"���������������

�%�F���F��F'���C��\9]� :&�'����>�=V;�"��� D��������BD���BFF��� �	����F����BF��� ��������������.��FC�

������ ����� �D�� ���"���� �� ��� D������� C�����B��� C�FD� ��� �BD���BF� C�� ������F��!� FB�D� �(�D�BFD� D��

C�D��F��� ����� ��D� ���D� C	�������'�� ��� C�� C������BF� '�l��� �� � ��D� "��� ������D�F�� ��� ������ AB�D�

�����DBFD��FD�����������������B�D�C���	�FD�������BF�C���	����F����BF��F�������"��F������������i���
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0����FB����'BF�B�����!�FB�D������DBFD�����)���D%D�����C��C������BF��B��������D����C�����

�������� ���������� ���� �	����F����BF� "��� �B��� ��� �������� �F��C�F���� *B��� ����!� ��� D���B���

C	����F����BF� �D����D� C�FD� ��� �BD���BF� E���������F� :&�'���� >�==�;� ���F� "��� ������D� C	�������'�� D��

��B�����F������C�����D�C��C������BF��

#�FD� ��� �BF��'�����BF� �CB����� �B��� ��� 'BF�B�����!� ��D� ���������D��"��D� C�� ��� ��������

�F��C�F��� DBF�� ��D����D� ���F�� C	���������� ��D� ��D���D� �F� ����� �BF� D��� �	����F����BF�� ������

�BF��'�����BF�D������������D%D���������F��F���DD������D��	�FD�������BF�C	�F�C�� �����C������������

C	�F�������D������������DD�F����F�DB�����C����� �������AF�����F�������D���������C����� ������CB���

)�����BF��B���!��BFF�������B���'���D��F���DD�����C����F�������������� �	�F��BC����BF�C	������D�C��

��D�����#�FD�FB������D!�����)���D%D�����C��C������BF��D�������D���B��������D����C�������������

���������� ���� �	����F����BF� ��� �B��� ��� �������� �F��C�F���� 0�FD�!� ��� �B��������F����BFD� ����� )����

������C�FD�C�� ��BD���BFD�C�D��F���D��$F���BD���BF�E����F��F�C�C�����������D�����F������ �BF����

�F���BD���BF�E���������F� � :&�'����>�=9�;�"����������C��������� ������D�C	�������'��C��������F���F�

�����C�����D�C��C������BF��

��� �D�� ���B���F��C��FB���� "��� �	�F'��� DB��C��C��C���������xC� :VO=9
�N�D�;� �D�� ���D� ������� "���

������C���	�������'��xD�:���=>O=9
�N�D�;�������D�'F�����"������DB�������������D�C����������"������"���

�������C��������F��D������C����������B�D"�����D�C�� ����D�DBF�����'F�D��/	���DD�BF�C�������������

�D��D���BD����F��B�������	�F��������C��DBF��BF���0�FD�!������� ��F��C�F��C!�A��F�J�
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BK�C!�A��F��D�������� ���D����"��FC���D����D�C	�������'�����C��C������BF�DBF�����'F�D��

/�� ��D���� C�� ��� 3D#&� C�� �	����D������ �B������ ����� ���FC��� ���D����D� �����D�� �	�D��

�B��"�B�� ��D� D��������D� ����B�����D� C�� �	�F��FD���� C�� ��� �������� �F��C�F��� ��� C�� ��� ���BFD�� C��

C��������� DBF�� �� ���FC��� �F� �BFD�C�����BF�� /	�FD��������� ���F������� C�� C��������� �D�� C���

���F��������F���� ��������BFD�C���B���F��C	B�D�������C������������#������B���F��C+B�D�������

�D����BC��������C�D�����'�D�������"��D�'�F����D�D�BF��F���F�!��)����B�D"��������������F+�D��

��D�����������*B����F��� ���CBFF�!����D�'F����CC������D����B�B���BFF����������D�C	� �BD���BF�����

�B�������F��C����B�B���BFF������F��C���FC�"���C����������������!������C�D���D�BF�D����D��"������D��

*B��� �F� C�D�BD����� FBF�����B�C�!� ��� "��� �D�� FB���� ��D!� ��� ������������ C�� C��������� ��'��F���

��FC�F�� �F� ������F� ����D� ����D� D�� ��D�� �F� ��FD�BF� ���F�� C�� D�� D������D���� #�FD� ��� ���� C��

C������F����������D�F���DD����������D������D���BF�C���B���F��C	B�D������!�FB�D���BFD����������C��

FB�����D�D���"��D���BFD�C��D�'F����F��	��D�F���C��DB����D�C������������FC�F�����D�C��=9����/��

D����������D�������F�������B���C��H����0�FD�!��F���B������BF�C��D�'F�����D���������)���������"����

�F�DB�D���%�F�����D�'F���C	B�D����������D�����)�������D�C	� �BD���BF��

AF� ���"��� �BF���F�� ��� �������� �F��C�F��!� �	��B����BF�C�� DBF� ��� � �� ���� ���C���� ��������� C��

�B��F��C��D����D���F��B�������C���F���F������BC��C��>����AB�D���BFD������D���B��������FB����

D%D����� C�� C������BF� ����D� ��B��� �����F�� ��� D��������� C�� D�� ���BFD��� AB�D� B�D���BFD� �F�

�B��B�����F�� ��F������ ��� �B��� C�� @9���F���D� ����D� ��� ��D�� �F� �B���� C�� ��� DB������ /��

C���F���BF�C����� �����D�����������BC���D��C	�F���BF�=�g���������������D�����D��F��B������B�D�C��

�BD����������F���

/��D�'F���'�F����C�FD��������������#��D����B�B���BFF������FB�����C����B�BFD����CBF����

�	�F��'��� C�� ��� �������� "�	��� ��5B���� 0�FD�!� �� ������� C�� ��� D�'F��� :�F� FB����� C�� �B��D;� ���

�BFF��DD�F���������D�C	� �BD���BF��� �!�FB�D��B��BFD�C��������F��B���F��������� �&�J�

�
exp

 Energie reçue
F

t
= �

 >�>#A

/	���������F�� C�� �	����F����BF� C�FD� ��� C������BF� :d�!� y�;� ����� )���� C������F�� �� ������� C�� ���

��D����C����� �&C������J�

�
i i

i i i
0 0

( , , ) ( )
( , , ) cos( )i direct s

i
d

F F
E

S S

θ ϕ λ λθ ϕ λ θ⋅Ω= = ⋅
⋅Ω

�
 >�?#A

*B��������D����C���������F�F���C���	����F����BF!����C��F�����D���FD�����������F����C��D%D�����
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?�������D����������D��"��D�C��D���������C�FD��������D�C������������#����C�D�DB����D��������D�

�����C����F�!� C�D� ���������BFD� C�� ��� �������� �F��C�F��� ��� C�� D�'F��� C	B�D������� �����F��

�BFD��������F��C�D�DB����D�C	�������C����D����C�����3D#&��*B�������������C�����3D#&!��B����

C�����������C�DD�D!�FB�D��������BFD�C�D�����BFD����������"��D���������D����D�'��FC���D���D����D��
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"��C����"���C������D��F�������C�D���������D��

AB�D��B��BFD�����������	�F�������C����������� ( )relative Rε �F������D�F����D��B�D�J�
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�	�F�������C������������B���C�D��B����D��BF'����D�C	BFC���������FB��F�!��B����"���C�FD������D�
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D�����B����������F������������DD�BF�C�����DB��������B'�F���B���C�D��B����D��BF'����D�C	BFC���
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DBF��C�D�������D�C������F��D������	���C��C�D��F�������C�D�

��������  &FE��$�AB�ABD��F��	��AF�BA�B���D��E���FB�AB��D�	A�B�AB�AF����BFA��	AB

/��C%F���"���C	�F��FD�����F���D���F����B����������D����B���F���"������������D����D�D�'F�� �

�� ����������F�����"��������F��)������D���D��0��F�C��C���F������C%F���"���C	?���E�F�D�FB�D�

FB�D� �F����DD��BFD�C	��B�C���������C��FB����D%D�����C��C������BF�E�%�>999*�B�����FD������� ���

�BDD��������C���	����'����

/��C%F���"���C	�F���������:����������#�C�FD�FB������D;��D��C���F����B������������B���C��

D�'F����� �����"���F��D��������D����������������������������������C��D�'F���C	B�D��������A�����D��C��

=9G��B���FB�������������/���BDD��������C����������������D�C	�F��'����BF�C��N���=9999��D���'��F���

������C%F���"����&�F�����F�!����C����������BDD�C���F��C%F���"���C��=9V��
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����F�� ����D������D���
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��D����������D��"��D�C�����FD��DD�BF�D���������C��������������D���AB�D������DBFD��F��������?#>�9�C��

E����D� 4��B�� Q\>R� "��� �BDD�C�� �F�� C�FD���� B���"��� >�9� :���FD��DD�BF� C	�F���BF� 9�9=;�� #�D�

��D���D� C�� D������� C�� ���FD��DD�BF� C�� �������?#>�9� ��������� D���?���E�F�D� �B��� C������F�D�
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�B������FD�����C����D���D�����D���
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��������D�C�����C������BF�C��C������BF�J�d�!�y��J�
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�F'���������������CBF��C���D����F���B����BF��B�������:@N9];��F����D����D������D�C���B����BF�:��D�

��D;�� /�� �B����� ��D�����D� �D�� ����������F�� ��� ���F������ �����F�� �F�����C������ �F���� ��D�

C�D�BD����D� C�� ��������F�� C+�F�B�����BFD� ��� ��� �BFC�� ������B����F�"��� � �������� ���� �	�D�� �F�

C�D�BD�������������C���BF�������C�D��F�B�����BFD�C������������C�D�����Q8!�\R��

/	�F� C�D� ���F��'�D� ��D� ���D� D�'F��������D� C�� �B����� ��D�����D� �D�� D�� ��������� �� )����

�B���FC��C����5BF����D������D��C�FD��F�D%D������F��B�����B��������0�����F���B���FC���F�

�B�����B������!�����F���F�B�����BF�C�����B���D�������BD���BF�C���+������F+�D��F���DD����������%���

C���B���FC�!���������F���F�D������D�����C�D������D�BFD�C����D��F��F����!������F�����F���DD����

C�����B�������C�D�C�D�BD����D�C�����B���BF���� ��/���B�������D�����D��D���F��BF���B� ��B�����D�
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���������BFD� F���DD���F�� �F� �BF��B��� C�D� �B�����F�D�� ��D� DBF�� ���B���FC�D� C�FD� ��D��

���������BFD��B�����D"�����D��F��BF��B���C���	�F'���C���B����BF!�C���������DD�!�C������BD���BF����C��

���D%F���BF�D���BF��D��F���DD�������

����'�� 0F�DAB�AB!E�B�A�B���A�	�BA�B9A�B���EF�$�AB

0��F� C�� C������F��� ��� C��������F�� �F'������� ���� ��D� C�� �B����BF!� FB�D� ��BFD� �B����� ���

FB����� C�� ��D� ��������F�� �F�� �B����BF� C�� @N9]� :�B���� ���D����D� �B��D� �B��� ��'��F���� ���

�����D�BF;�����������������D��"���:]a��D;�D���������D����B�D�C���������C��FB�����C����D�F���DD�����

�B����F�C��������F���F'�������CBFF��:�F�C�'��D;��

/B�D� C�� �	�F���D�BF� C�� D�FD� C�� �B����BF� C�� �B����D� ��D�����D!� ��� ����� %� ��B��� �F� ������

C��������F�� C�� �B����� D�FD� �F����F���F�� C�� �	�����F�� C�� DB����� :�������� DB����!� ��������

C���������B������F����BF;�����(����F'��������D��C<����(���C��D%D�����C	�F'��F�'�����D��������D�

����������BFD� C	�F'��F���F�� C�� ���"��� �B��� ��� �� �	�D����� �F���� ��D� C�F�D�� /�� (��� C	�F� ����F�

C	�F'��F�'���D������B����BF�"�������������������	������C	�F�����D�FD��������B��F����	������C��DB������

��� �D�� DB����� C�� C�D�BF��F����� ��� C	�F�������C�D� C���������F����	�D�� �B��� ������ ���DBF� "�	��� �D��

���B���F��C	�����������(������F�C���B��B���������FC����F��B������B�D�C���	�F���D�BF�C��D�FD�C��

�B����BF� C�D��B����D��A��F�B�FD� �B��� �F� ���B��� �F� �������� C	�F��B����!� ��� �D�� ���D� ���C�F��

C	�����������F��CB������F���D�BF�C��D�FD�C����F����������"�����D�(�� �D	�FF���F���*���� �����!�

�B��� �F� C��������F�� F�'����� C�� �F� ��D!� BF� �B���FC�� C	��B�C� f:FbA;� ��D� :A� ���F��

�BFD�C��������F��D���������������������C��(��;!�����FD�����A���D�"���CBFF�����C��������F�����F���

C��fF�AbAM�F���

o 1�������� �� !A%����F��� �� P�� $F� �B��� �B������ @N9]� �D�� ��������� �F� G8�999� ��D�� 0�FD�!� ���

��DB����BF��F'�����������F�"���C��{��D��C��@N9]�a�G8�999�M�9�99VH]���������DD���D��C��

=9�999���DaD�DB���VH]aD��D�������F�������B���C��=9�D� :�	����������BF��D��C��=�999���DaD;��

/��(���F	�D����D��F�B�����������

o . F�F� �� !�� ��� � �A��� Q�� $F� �B��� �B������ @N9]� �D�� ��������� �F� =�@8>� GH9� ��D�� 0�FD�!�

��DB����BF� �F'������� ����F�"��� C�� v� �D�� C�� 9�999>N]�� ��� ����DD�� �D�� ���D� �������J�

=�N99��B��DaD� DB��� 9�G>]aD�� �BF� ����������BF� �D�� D������F�� C�� =99� ��DaD�� /�� (���

����F�"��������������������B������������=o������D��C��=9���D��

o . F�F� ��!��!%F��F��A�3��$F��B����B������@N9]��B���D�BFC����NG9�999���D��0�FD�!���DB����BF�

�F'������� ����F�"��� C�� v� �D�� C�� 9�999HN]�� ��� ����DD�� �D�� C�� =N�999��B��DaD� �����

�	����������BF�C��8�999���DaD��/��(�������F�"��������������������B������������=o������D��

C��=V9���D��

o /������DD��C���B�����R�<A F�F� ��!���A%����F��� �+��D��C��H�999��B��DaD��AF����"����BF���F��

�	�F'���������D!�����B������D��������������������"���DBF��B���C��@N9]�F���B���D�BFC���D���

�F�FB������F�����C����D�������������B����"�	��������������D�C��@9V=�����B�FD�C��@9V>���D�

�B���"�	�������������F��B����B�������AF������!�=H@H\���D��B���D�BFC�F����H��B��D���



�
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�
�

������ �������������� �D�� �)��� ���F��'��D�� ���D"�	����� FB�D� ���������� C	��'��F���� ���

��DB����BF� �F'������� ����F�"��� C�� r�� 0���D� ��� C��������F�� C�� @9V>� ��D!� ��� C��������F��

����������D��C��@N9!9>@]�B��C��9!9>@]�:&�'����>�>H;�����D�������C��������F����F����������D�����

�F�C�'�����FC�D�"������C��������F��C	�F���D�CBFF��9!==V]���

�

"�32��A>�>A�A��54�CA�<6E��C��:AF&C�3E�AF�A6C	A612�AE�A�1��2�A+�A

0�FD�!� �B��� �F� C��������F�� "����BF"��!� BF� ����� ��� ��DB����BF� C�� 9!9>@]� �F� ��������F�� H�

�B��D��� ������������D���BF��F������B�������B��������D"�	���������B��F����	����F����BF����B���

C�������)�����������CBF��������C�D��B��D��B�����D��BF��������F������B����D�{!�v!�c���������DD��

�D���DD�Y���������#�����D!��F�����B��F�F���B�(B��D�C�FD�����)���D�FD�FB�D�F����F�BF��BFD���D�

C����B������C��(�������F�"���C<����	�F���D�BF�C��D�FD�C���B����BF��

*B���r��BD����!������DD�'��C��C�'��D��F���D������)���������D��BF�������� ���DD�BF�J�

� ( )
3071.8 3071.8

360 360
3071.8 3072

360 0.2
pas

floor
floor roundα

α α
αα α+

� ° ° �� �⋅ − ⋅� �� �°� � � �� �° = ⋅ + ⋅� �
� �� �
� �
� �

 >�7@#A

BK� ��� �BF���BF� -�  A<)+� ��FC� ��� ���D� ��B���� FB����� �F����� �F�������� B�� �'���� �� )� ��� �B�FC: ;�

���BFC��� �������D���B����FB������F������

����'�� "�EF�A�AF�B�AB	A!�	A�B���EF��DD�FB:;�/B;	/B<	=B>B�F��	��AF�B:?/B@/BA/BB=B

�B����FB�D���BFD���������C����F�!�C�FD�?���E�F�D!� ��� DB�������� ���C����������B���F��

�����F� �F� � �� C�� �B����BF� ��� �	����F����BF� �DD���� C�� � � �D� C�� �B����BF�� 0��F� C�� ��������� ���

�BD���BF�C�D��B����D�:r!�{!�v!�c;��B���"����	����F����BF�DB�����������C�FD����C������BF�:d�!�y�M9;����

B�D�����C�FD����C������BF�:d�!�y�;!�FB�D��������BFD�������F'���F��C��������D��F����C�� �D%D����D�

C���BB�CBFF��D�J��

o ������ ������ �	�FD�����F��^_`�X� ��D����D�C	�������'�����C��C������BF� DBF���B����D�C�FD� ���

���F�^`����B���C���	� ��`�����BF����D��F'��D�v����c���D���������F��������	� ��`!�

o ������ ����������F�C���	����F����BF�^+_+`+�X� ���FB������C���	����F����BF��BTF��C��������	� ��

`+��

��D�C�� �D%D����D��BDD�C�F���F���F�����B���F���
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Z�FB����"��� ����������C�����F'���F��D���������C��������D���C�(����������������B���C	�����D�

�FD�����F�D� C�� ���B���B���� QV=R!� Q\NR!� Q\VR�� AB�D� ���D�F�BFD� C�FD� ��� ����'������ ��D�

���FD�B�����BFD� C�D� �BB�CBFF��D� �F� ��F�F�� �B����� C�� �������������D� C�� FB���� �BF��'�����BF�

'�B�����"��� :�B������� C�� �	����F����BF!� ��D� FB����BFD� �CB����D� �B��� C�D� �BB�CBFF��D�

�F'������D;��

�

"�32��A>�>B�A�=	����	AF�A�11�F1��4�	A�/0A��A�G/G0G�A

�BFD�C��BFD��F��D������E$��C����%BF��F�����������������F����?�"���D����B���������F����C�D�

D%D����D�C�D��BB�CBFF��D������D��FF�D�^_`����^+_+`+�:&�'����>�>N;��/��D�������C���	����F����BF�

������B��F������B���C���	� ��^�:^+;��F��B���F���	�F'���{��F����D��FB������:�	� ��`+;�����	� ��`�����

������'�����F���B��F������B���C��D��FB�������/�D��F���D����BFD�C�D�C������BFD�C���	�������'�����

C�� C������BF� �����E$�� DBF�� �� ���#� ��D���������F���0�FD�!� ����D� �BB�CBFF��D� C�FD� ��� D%D�����

^_`�DBF�� (sin ,0,cos )XYZS γ γ ���� ( sin ,0,cos )XYZD δ δ− �����D��F'��D� γ=ZOS ��� δ=ZOD ���

/�D���D���D�C�FD�������F�C	�F��C�F���D���BF��"��FC��	����F����BF�D����B����C�FD�D���BD���BF�

�F�������{M9��#�FD������D!���D�C�� �D%D����D�^_`����^+_+`+��BTF��C�F���*B����B������D�����B�D�

���F�C	�F��C�F��� �	����F����BF� �D�� �B��F�� ���B���C��^+� :{s9;�0��F�C�� ��B����� ��D� �BB�CBFF��D�

�����D��FF�D�C�������#�C�FD� ��� D%D�����^+_+`+� ���������C�� ����D� �BB�CBFF��D�C�FD� ��� D%D�����

^_`!�FB�D������DBFD������������C���B����BF� xR ( )β J�



�

���
�
�

�
x

X' X

Y' =R ( ) Y

Z' Z

β
� � � �
� � � �⋅� � � �
� � � �
� � � �

�� x

1 0 0

R ( )= 0 cos sin

0 sin cos

β β β
β β

� �
� �
� �
� �−� �

  >�7A#A

AB�D� B���FBFD� ��FD�� J )coscos,cossin,(sin''' γβγβγ ⋅⋅ZYXS ��

)coscos,cossin,(sin''' δβδβδ ⋅⋅ZYXD �� 0� ������� C�� ��D� �BB�CBFF��D� �����D��FF�D!� FB�D�

�B��BFD����F��F�F���������������D��BB�CBFF�D�D�����"��D���������B������	����F����BF�A�:��%BF;!�

��:�F'���Y�F�����;��FC�L�:�F'����Y���������������B������C����� ���BD�����^+�J�

� ( )r

sin cos
arctan , 0

sinS 1,arccos cos cos ,

, 0

if

if

θϕ

β γ γ
γβ γ

π γ

� �A B� �⋅ ≠� �C C� �⋅ � �D E� �
C C� �=F �� �

�
 >�7B#A

� ( )r

sin cos
arctan , 0

sin

sin cos
D 1,arccos cos cos , arctan , 0

sin

, 0

if

if

if

θϕ

β δ δ
δ
β δβ δ π δ

δ
π δ

� �A ⋅ B� �
� �� �C C

� �� �C C
� �C C⋅� �⋅ +� �D E� �

� �� �C C
� �C C=
� �C C� �

F �� �

�

�

�

 >�7C#A

A

.��FC��	����F����BF��D���F���F��:{s9;!��	�F'����Y�������L��C�����DB�����F	�D�����D��'�����Y��B�

�B�����B�����D���D���D�C�FD�������F�C	�F��C�F�����{M9������D��C������F���B������"���{��*B���

"���L����D����C�F��"����B����B���D���D���D���D�D����F�����F����BF!����D������C������B��F������B���C��

D��FB���������	�F'���rML���/	�F'����Y�������C�����C������BFL�������)������B����D��BF��	� ���DD�BF�

D����F���J�

� r D Sϕ ϕ ϕ= − �
 >�7D#A

&�F�����F�!����D%D�����C	�"����BF!�D����F��������D��F'��D�d�!�d�!�y�������D��F'��D�r!�{!v!�c�J�
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�!�
�
�

�

A
C
C
C
C
C
C
C
C
C
D
C
C
C
C
C
C
C
C
CF

( )
( )

arccos cos cos

arccos cos cos

sin cos
arctan , 0

sin

, 02

sin cos
arctan , 0

sin

sin cos
arctan , 0

sin

, 02

i S

r D

S

D

r D S

if

if

if

if

if

θ θ β γ
θ θ β δ

β γ γ
γϕ α

π γ

β δ δ
δ
β δϕ π δ

δ
π δ

ϕ ϕ ϕ

= = ⋅

= = ⋅

A B� �⋅ ≠C C� �
� �= =D E

C C=F �

A ⋅ B� �
� �C C
� �C C

C C⋅� �= +D E� �
� �C C

C C=
C C
F �

= −

�

�

 

 >�7E#A

*B�����DB�C������D%D�����C��H��"����BFD!�FB�D���D����FD�B��BFD�C����5BF������"�	���%�����H�

�F�BFF��D�DB�D��B����C���BD�F�D�:�BD�r!��BD�{!��BD�v!��BD�c!��BD�L#;J��

�

( ) ( ) ( )

2
2 2

2 2

2
2

2 2

22 2

cos cos cos cos

cos cos cos cos

1 cos
cos cos

1 cos cos

1 cos
cos

1 cos cos

1 cos 1 cos cos cos cos

i S

r D

S

D

D r D

θ θ β γ

θ θ β δ
γϕ α

γ β
δϕ

δ β

α ϕ ϕ α ϕ

= = ⋅A
C
C
C = = ⋅
C

−CC = =D − ⋅
C
C −=C − ⋅C
C − ⋅ − = − ⋅CF

�  >�>F#A

�

( ) ( ) ( )

2
2

2 2

2
2

2 2

22 2

cos

cos

1

1

1

1

1 1 cos

i

r

r

b c

b a

c
d

c b

a
e

a b

d e d e

θ
θ

ϕ

A
C = ⋅C
C = ⋅
C

−C =D − ⋅C
C −=C − ⋅C
C − ⋅ − = − ⋅F ��

acos( )

acos( )

acos( )

acos( )

acos( )D

d

b

c

a

e

α
β
γ
δ
ϕ

=
=
=
=
=

�  >�>7#A

/	���F��'��C�������� ���FD�B�����BF��D��"��� �	BF�B����F��C�D��"����BFD�FBF���F�����D����FBF�

���'BFB�����"��D�� #�� ���D!� ��� ������� �F���C���� 9� C�D� C�FB��F�����D� :� 2 21 cos cosγ β− ⋅ ;� ��� :

2 21 cos cosδ β− ⋅ ;�F	�D�� (����D������F������D"���{!�v!�c���������FF�F���� �	�F��������� :�\9]!�\9];��

$F�����D%D�����C	�"����BFD������)������DB������	��C��C��E��/���:�BF���BF�E�DB����F;��/��DB����BF�
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CBFF�������E��/����BF���F��8�DB����BFD��B������"��� �F�BFF����/��D�����DB����BF�����B������

�D����B�����'�l�����C�D��������D�D����F�D�J�

o v����c�CB���F��)�����F�������D���\9]����

o ����������BF� C�� �	�"����BF� r D Sϕ ϕ ϕ= − ��� ������ �� ��� ���FD�B�����BF� C�D� �"����BFD� :k;�

�B���D� ��D� 8� DB����BFD� B���F��D� �������F�� �	�"����BF�

( ) ( ) ( )22 21 cos 1 cos cos cos cosD r Dα ϕ ϕ α ϕ− ⋅ − = − ⋅ ��� FBF� ��D� �B�����F�� �	�"����BF�

r D Sϕ ϕ ϕ= − �� /�� ����������BF� C�� ��� �������� '���F���� "��� y#�t�y��� ������ �BFC���BF� �D��

���BD�����������BD���BFF���F�����BDD�����C�����D�C	�������'���F����������C��C������BF����

���C����� ���BD�����^��

/���BC��E��/������D�F����F�0FF� �>3��������C�������������D��BD���BFD�C�D��B����D�r!�{!�v!�

c��B���F	���B����"�����D�������D�C��d�!�d�!�y���������F�F���� ��F��������D��Q9]�X�\9]Q!��Q9]�X�\9]Q����

Q9]X� @N9]Q� ��D���������F��� /+�F'��� �Y������� C+�������'�� y�� ��D��� �'��� �� Y��B� �B��� �B���D� ��D�

C������BFD� C	�������'�� ��� C�� C������BF�� #�FD� ��� �BC�!� ��D� ��D� C�� ��� ��D���� C�FD� ��� ���F�

C	�F��C�F���:y��M�9]��B����+�������'��������C������BF�C���)����B���C�����FB������C���+����F����BF�

���y��M�=89]��+�������'��������C������BF�C���)����B���C�����FB������C���+����F����BF;��D�����������

������ /�� ��D� C�� �	�F��C�F��� FB������ d��M�9� �D�� ��DD�� ������������� *B��� ���������� �����D���� �� y��

C������F�� C�� 9� ��� C�� =89]!� ��� D������ C�� �B��F��� �+����F����BF� �� =89]���y���AF� ��� "��� �BF���F�� ���

C������BF� �� ��� C������BF�FB������ d��M�9!� �B��� �B�D� ��D� y�� ��� DB����BF� �D�� �F�"����*B��� �B�D� ��D�

�����D� ������D� d�!� d�!� y�� ��� D%D����� C	�"����BFD� :>�>9;� �D�� ��DB��� ��� C�� � �������D� C�����D� DBF��

�������D��

����'��  ���F����FB�AB��$�AF�A�B�ABCEDE&E�AB�AB;	/B<	�B

/�D��B����BFD��BDD����D�C�D������F�D�C��'BF�B������?���E�F�D�:r!�{!�v!�c;�DBF���DD����D�����

"������ �B����D� C�� �%��� ��D�����D� "�	BF� ��� �������� 0����!� 3���!� 4����� ��� #�����

��D���������F���/�D���D���D������F��D��������C�FD��F�����D�������B������B��C�FD��F�����'��

C	�F'��D� CBFF�D�� *B��� �F�� �F��C�F��� "����BF"��� :d�!� y�;� ��� %� �� C�� FB�����D�D� C������BFD�

C	B�D������BF� :d�!� y�;�� 0� ���"��� C������BF� C�� C������BF� :d�!� y�;� �B���D�BFC�F�� ��D� �BD���BFD�

�����D�D�C�D�"�������B����D�r!�{!�v!�c��*B��������D�����B�������C�FD��F�����'��C	�F'��D�d�!�y�����

�D��F���DD�����C���B��F������D%D������F����D���C���B���D���D��BD���BFD�C�D��B����D��*B�����DD���

C	�F�� �F�� C������BF� C�� C������BF� �� �	�����!� (�D"�	�� "�������B����D� CB���F�� D�� C��������� ��� �D��

���B���F��C	B�����D�������D�C��������F�D��F���F�F���B�����C����������D�BF�����F�"������C�����

����DD��C���B����BF�C��C������F�D��B����D��

/�D������D�C��������BF�C�� ��� ��D��� �B�������C�D�C��������F�D�C�D��B����D��B��� �����D����

C�FD��F�����'��C�D� �F'��D� d�!� y�� �B����F�� �F��C�F���CBFF��� d�� DBF�� �����D�F��D� D��� ���&�'����

>�>VJ�
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"�32��A>�>C�A��6�4	���C��1�A	�54�C��L2�	AF�	A4�C6�	AF�A��4C��1�AF�AECADC	�AF�AF1��4�	AF�	AF46EC������	AF�	A
�1��2�	�A

/������D��B�����������D���BF�C	�F��%����C���������C�D�������D�r!�{!�v!�c��B���d�!�d�!�y��CBFF�D�

�D���F�����������F��D��BFC�����"������������I�������D��B�����A��F�B�FD!����F�C������������B�����D�

�B����D������D��C�D�C��������F�D�C	�F����F�������BF��B������!�����������BF��D��������������F��

C�� �B�D� "�	��� %� �� C�� C������BFD� :d�!� y�;� �� �F��%D���� *��� � �����!� ��� ����%�'�� C�� d�!� y�� �����

�	�F�����F����BF�C��=]������D�F������D�C�����D�C	�F��������C�����������

*B��� ��DB�C��� �����B�����!� ��� DB����BF� ������D� D������ �D�� C�� �����D����B���C�D� �BFC���BFD�

C	�F��%D�����C���F��D�C�D���D�D�C��CBFF��D�C���B���D���D��BD���BFD�r!�{!�v!�c�"���DBF�������D����D��

��D���D�D�D��BF����������D��F��D������B�D�����B���BF��)���������D��D��B��������D������ ��)��D�

�BFC���BFD��*�������D��BFC���BFD�C	�F��%D��"����F����F����D�d�!�y������������DBF��J�

o /	�F'���C	�F��C�F���d���AB�D���BFD���B�D����B�D��F'��D����C���F�D�J�9!�@9!�GH����N9]��

o /�� ����DD�� C�� ����%�'�� C�D� C������BFD� C�� C������BF� "��� C���FC��� C�� �B��B�����F��

'�F�����C���	����F����BF���

/�����������BF�C������BFF�����C�FD��	�D�����C����������������������������F��D�������C����D���D��

����������F�� �B�B'�F���0�FD�!� ��� ����%�'�� C�D� C������BFD� C�� ��� C������BF� �B��� �F� ����F����BF�

C����D�D�����B�B'�F����B����� ��F��C�D����F'���F�D� ������D�C�D���B������D������ ���C������BF!�

�	�F�����F��C��H]��D��D����D�F���B�������%���C��D��������AF�����F���!���������������������������F��

D�������D�����������D�����D��B����D������B���C�����C������BF�C���������� �BF�D�����������#���������!�

���D�BF�D�������B����C��������C������BF����D��������%�'��C������BFF���D������F��0�FD�!����D���������

�F��%D���C�����)�������DD�������D��F��B�D������BF���D������C�FD��F��C�D�����'B���D�J� D���������!�

C����D�B���F�����C�������

/�D� ���D� C	�������'�� ��� C�� ��� C������BF� �����F�� D�� �����B����� (�D"�	�� ��� ������� C�� �	�F'���

�B���C��D%D�����"����D��C��=9]��B���?���E�F�D��*����BFD�"��F�!���D��BD���BFD�FBF�����DD����D�

����F�"����F�� CB���F�� )���� �F�����D� C�� ��� ��D�� C�D� r!� {!� v!� c��#�� ���D!� FB�D� ��BFD� ��� "���
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�	�F'����F���� �	����F����BF��D�� ������D�C��C������BF��D�� ����������� ��� �������C�����D�����C	�������'��

:�F����������8H]�C�FD�FB�����BF��'�����BF;��/�D��BD���BFD�C���B����D�FBF��BDD����D������F��)����

��D����D�������D��BFC���BFD�D����F��D�J�

o Sv�cS|=9�]�

o S{S���aB��ScSt�8H]�

AB�D�B���FBFD� ��FD�� =>� ��D�D�C��CBFF��D� �BFD������D�C�� �B���D� ��D�C������BFD� d�!� y�� �B���

��D"�����D��	��"��D���BF��D�������D�����DB���=>������D�C�D��F'��D�r!�{!�v!�c��/��FB�����C��C������BFD��

�B��� �����F��C�D� =>�B���BFD�C�� �BFC���BFD�C	�F��%D�� �D�� CBFF��C�FD� ���7�������>�>��/	������

D����F��� �D�� C�� ��D� ���FD�B����� �F� C��������F�D� �F� FB����� C�� ��D� "��� ��� �B����� C�����

������������

B 2CB �2CB �'CB *2CB

 �����B ***B ����B ����B ����B

5!���DE�	AB -B ��D�B ��D�B ��D�B

�F�A	����E�	AB DD�B �DE�B �DE�B �DE�B

BCDE�C2A>�>�A�1�D��AF�A61	���1�	AF�A��	2��A612�AF�::4�����	A�1�F���1�	AF&C�CE=	��A

*B����F�����F����BF�CBF������B��B�����F��F	�D����D�C�����������F�C�D���D����C���F�D!�����D��

�BDD�����C	�����D����F��D�"��F���C�D�d�!�y��C������F���C����D�=>���D����C���F�D��/������D�C���������

C�D��BD���BFD�r!�{!�v!�c�����	B�����D���BF�C�D�C��������F�D�:�B���>�>�H�H;�D������������B����

����'�' �!�����E���FB�A�B��!DE�A�AF��B

*B������"���FB�������C������BF�:d�!�y�;� �B�D� ��D�"�������B����D�CB���F��D���������C�FD��F��

FB������� �BD���BF�� �B���� FB�D� ��BFD� ��� ��� ����F�"��� C�� D%D����� ���BD�� ������F�D�

�BF����F��D��B�������(���������F'���F��C��D�FD!��������DD��C���B����BF!������DB����BF��F'��������

0��F�C����F���D�����D��F�������C�D�C���������F�������B����D�����������D�C����F�������BF!�����D��

F���DD�����C	B�����D�����D�C��������F�D�C�D��B����D��F��BF���BF�C������D����������D��"��D���

*B�������!� ��������������������D�� ��� (�������F�"����AF������!��)���D�� ����������C�� (��������

)���� C������F��� � ������F������F�� ��� ���D�� �F� �B����!� ��� �D�� ����������� C�� ��F���D��� ��D�

���F'���F�D�C��D�FD�C���B����BF���FC�F���������%�'��C�D��BD���BFD�C����D����������D��B����D�

C��'BF�B�������/��C�� ������������������FC����F��B������D���������DD��C���B����BF���������B�D���!�

�	�D�� ���C�����C�� �����F�������BF�"���FB�D�B�����DBFD��/�������D��C	B�CBFF���D�D��BD���BFD�C��

��F���������F���D������FB�����C��C�����B��D��B�������B�����������D���F����

*B�����D����!��	B�(�������D��"�������B�����������D��BF����'F�F��:���(���������D����B���F��B�����

����DD�� ������D�������;�F��D��C�������"���C	�F�C�����B�����FC�F�� �����F�������BF����F�����F'��

CBF�� (����D� C�� D�FD� C�� �B����BF��AF� ����F���!� ����B����� ����B�FD� �BF����'F�F�� ����������� ���

���F'���F��C��D�FD�C���B����BF�����F��C���B�D�"����	�D��F���DD������
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/����DB����BF�C���B�����0������D������B�FD��������:9�99VH];��A��F�B�FD!����F�������������D�

C	�������D�������F����������D�C��FB����� �C��������F�D����D"���D�� �B����BF�D�� ����� �B�(B��D�

C�FD� ����)��� D�FD�� *B��� ����B����!� �	B�C��� C�D� �BD���BFD� �� ���� C	���B���F��� ���� ��� F�� �����

(����D�C�����B������

*����� ��D� ��B�D� �B����D� "��� ��D��F�!� ��� �B����� 3���� ����������� C�D� �����D����B��D� �B���F��

�F��BC������F�� �������D�BF�C���BD���BFF���F�� ���B���F�����BF� (���������F'���F��C��D�FD�C��

�B����BF��D��������D��������#�����D!��F���������BF��)������D��������C���	�F'���{�������F���IF���C��

�B���D� �������BFD� C�� y�� :�B��� ������ v;� :&�'���� >�>8;�� 0�FD�!� �F� �������� ����!� ��D� �BD���BFD� C�D�

�B����D�D��BF��B�CBFF��D�D��BF���D��F'��D�{���B�DD�F�D��

A

"�32��A>�>D�ANC��C��1�	AF�A)�ACJ��A,A612�AF�::4����	A-�A

*B����F���F��C�F���CBFF���d�����{��� �!�����������C��v��D��CBFF���������D��"����BFD�C���������

C�FD��������'������:�B���>�>�H�>;���*B��������D�������������{M9!�C�� �������D�C��v�DBF���BDD����D��

0�FD�!�FB�D��B��BFD�C�D�E���B�D�F����	�F��������C�D"���D��BF��D����B�����C�D��BD���BFD�r!�{!�v!�c�

�����C�D� ������D�{!� v� �C�F��"��D��AB�D�B�����DBFD� �FD����� ��D�C��������F�D�C���B�����#�����

�B��� ���"��� E���B��F� �F� B�CBFF�F�� ��D� ������D� c� �F� B�C��� ��B�DD�F���4�l��� �� ����!� ����B�����

#����� F	��������� "�	�F� ���B��� ���� E���B��F�� AF��F!� FB�D� B���FBFD� ��� ��D��� C�D� C��������F�D�

B�����D�D�:7�������>�@;��

�
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BCDE�C2A>�?�A�<��C��AF�AECAE�	��AF�	A6C	AF�A�1��2�	A1�F1��4	A9ADE1�AF�A,OBFU�A

����* 6A����FB�F��	�E��$�ABA�B�F�A	�E�AB�!��(�FA�B

#�FD�������DB�D�D����BF!�FB�D����BFD����D�F�������C����B�����F���F�B�����"��������D���B���

��� �B���FC�� C�D� �B����D!� �	��"��D���BF� C�� CBFF��D!� ����� D�B�2�'�� ��� ��� �����D�F����BF� C�D�

��D���D�� ��� C����B�����F�� �� ���� ��������� �F� �B����B����BF� ����� �F�� *EA� C	�C���BFD� C��

�B'�����D��

����*�� "���#B�ABD�AF��	�FFA�AF�B�EC��FG�B

/��i�A1� �D�� �F� �F���BFF���F�� C�� C����B�����F�� C�D��F�� ���F��������F�� �� ��� ��D�����

/	�F���)�����F������C�� �	�����D���BF�C��/��i�A1���D�C��C�FD� ��� �����"�	�F�B�C�F������C���������

C����F���F��FD�����F��C����D�������������/	���F��'���D�����C�F��J��F�D����B�C�F������C���������

D�� ���FD�B���� �� �B�BF��� �F� �F� �B%�F� C�� ��D���� �BF�B���� �� � DB�����D� ��� ���D� ��B���� C��

��DB�F�C���	�����D��������F����0��������C�������D�C	��"��D���BF�B��C	��������D��BFF����D����F�*�!�BF�

����������D���F	���B����"���� �FD�����F��C����D���D������������C����B'�����������C���F��C�D�

�BF���BFD��B���� �D��B������B������D������F�D��������"��D!�C�D��B����D!�C���������	��"��D���BF�C��

D�'F�� ��F��B'�"��D�B��C	�F��'�D�����C�D�������D�F�����"��D���

/����D��C�������B'�������BF�/��i�A1��D���F�������!����F	%������D�C����'F�D�C���BC�����D�C�D�

�BF���BFD�C����D�D�D%��B��D��D�����C�D���BF�D��/����B'�������BF�C	�F��FD�����F����������:i�;�

D����D����������BFD������BF�C+�F�C��'������D�FD�����F���BF����F���D%F�� �"��!��F��B���F�F��

C�D���B�D��BF���BFF��D�BK���D�CBFF��D�D����F����������F���F��C�D����D������DD�F��C	�F���BF���BF�
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tan tan
2 2 2écl
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a
z x h

x z R R

π πβ βA � � � �= − − ⋅ + − − ⋅� � � �C
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����� B5�DA����FB�����EF��DD�F�B

�B���� FB�D� ��BFD� ��� �F� DB�D�D����BF� @�=�=!� DB�D� ������F�D� �BFC���BFD� � ������F����D!�
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��D���D�C�FD����7��������@�=��

��������	�AB�CDEF��AA�F� ������ ����� �����

����EFC	�	F��	�A	�����	���F�� ,XY� IN,� II,�

�E��F��	�����	���F�� �I�� GG� ����

������������FC��EA	� �V�NI� �V�I,� �VI�X�

BCDE�C2AA?�7�A%C�C�����	A	��2��2�C2<AF�	A61��	AF�	A�12�5�	AFGCE2�����A



�

����
�
�

����2����������C�F�CF��������D���������C�������BA�������F�D����

*B��� C������F��� ��D� ���������D� C���FD�BFF��D� C	�F�� D��������� ����BC�"��!� �F� �F��%D�� ����

7��FD�B�����C��&B������D���C��:7&D;�C�D����'�D�Q=9HR!�Q=9NR��D��DB���F�������D����QG=R!�QGNR!�Q=9VR!�

Q=98R��/��7&D��������C���������F���F��%D�����"��F�������C���B����D��������*���� �����!�C�FD������D�

C	�F��C�D�������BF��� �'BF������������!����7&D�D�����D�F����B����D� ��B�F�D��B���F���F��� �'BF���

���"����B�����C���B�F�D�D����F��C�B������DD�F������ �����F���� �FC�"���������D�F���C���������BC������

D��������C�FD����C������BF������FC�����������������C�B����:&�'����@�@V�����&�'����@�@V�;��/��C�D��F���

C����F������ ��B�F�D�C���B�����F��FD�����D����������������BC��C�����D���������D����	���'���F�������:&�'����

@�@V�;��0�FD�!� ���7&D��������FBF�D������F��C���������� �������BC������C�� ���D������������D���DD��C��

"��F��������������BC���

�

"�32��A?�?C�A�<��6E�AFG2��A	��2��2��A1�F1��4�APA�CEE�A5�<C31�CE�A C#(A	CAB"�A D#A��A�EE2	��C��1�AF�AECA��EC��1�A�����A
ECAF�	�C���A�����AE�	A61���	A	2�AECAB"�ACJ��AECA64��1F�AF�AECA	��2��2��A �#�A

#�FD� FB���� ��D!� ��D� D��������D� F�� DBF�� ��D� ����BC�"��D�� ����FC�F�!� ��� C�D�������BF� C��
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���������D��"��� � �D��� �'�����F�� ����� C�D� �B�D�FD� C	B�C��� C�� !� ��B�D� ��� "������ �B��� HG�=9� ���

CBF���F�B�C��������D��BF'���C�D��F����
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� ( ) TFR
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TFR

P
d px
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= �  ?�7>#A

BK�[ZC.��D������������C���	���'��7&D��F��� ��Dz��

0��F�C��C������F��������%BF�C���������D����	���'��7&D�CBF���	�F��FD�����D���� �����!�FB�D�

�F��%DBFD� ��� ��B���� C�� �	�F��FD���� D����F�� ��� C�D��F��� C�� ��F���� C�� �	���'��� /�� ���'������ �D�C����
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�BF��F���"��D� �F� �BF���BF�C�� ����� ��%BF��/�D���B���D� ��FD�� B���F�D��B���C�D� ���'�D�7D&�C�D�
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0�FD�!���D���D���D�B���"��D��F������ �BF�C�D�����F����BFD�C	�����F�����FBC�D����������F��

C���BF������"���

o ��D��BF'��D��BF'����D�C	BFC��DBF�����F��������F�����������D�C�FD����C������BF�D����������

���"����D�����	B��'�F��C������B������B�D������C�FD����C������BF�D����������:&�'����@�@>�;��

o ��D� �BF'����D�C	BFC���B����D�DBF���DD�F��������F��C����D��D� :����� �BF��B�D� D���������;!�

���"����D�����	B��'�F��C���	�D��������Cl����C�D�����F����BFD�:&�'����@�@>�;��

o /�D� ���FB��F�D� C	��DB����BF� F�� DBF�� ��D� �� �	B��'�F�� C�� ��� �BC�������BF� C�� D�������

����F�� ����������:��������B������D�����������F�� ��F��C�F�;��

0��F� C�� ��F�B����� ��D� �BF���D�BFD!� FB�D� �B��BFD� B�D������ ��� �B����� C	�����F�� �B���D��

CBF�� ��� D��D����� �� ���� C�DDB���� /	��D�F��� C�� D��D����� ������� D�� ���������D���BF� �� ��� �B�D� �F�
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���F����D��������B�B'��������?�D������F������ �BF!���������F����BF�F�����D�F�����D�C������� �BF�

D����������F�� C�� �B�B����BF� �B�����AB�D��B��BFD�F��F�B�FD� �����"�����F�� ���F��� ��'�����F��
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DBF���B����F��D��������D��BF���D�BFD������C�F��D��0�FD�!�����B�����C	�����F���B���D�����FD����

���F��������F��C�D� �BF'����D�C	BFC�� �BF'��D�J��F����D�F���C��D��D����!�����D�%�DBF�� ���������D�

C�FD� ��� C������BF� D���������� ���D"��!� �B���� BF� �� ��� �����C����F�!� ��� D��D����� ���'��� D��

�� ����� D�� �B��B���� �B���� �F� ���B��� �F� ����� �BF� C�������� .��F�� �� � �BF'����D� C	BFC��

�B����D!�����D�DBF���DD�F��������F��C����D��D��
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"�����D������D��B�B��D�B�D����D�F��DBF����D�C�D���C�D����FB��F�D�C	��DB����BF�C�FD�����B�����

�B���D�� ���D� ���� ��� ���F� C�D� ���FB��F�D� C	�F�������BF� ��%D�"��D� �F���� ��� ��%BFF���F��

����F�� � ��� ��� D��������� D������BF�"��� C�� ��� �B����� �B���D�� C	�����F��� /	�F����F��� C�D�

���������D� D��������� � D��� ��D� �����D� �B�B��D� DBF�� ���C��D� C�FD� ��� D����� �� �	��C�� C�� D�������BF�
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#�FD� ������ DB�D�D����BF!� FB�D� ���BFD� ���D�F���� ��D� ��D�����D� C�� D�������BF� ���� �������BC��

�BC���� :�BC����BDD�C�4����F'� Q=99R;� C�D� ��B������D� B���"��D� �F� ����� �BF�B�D�����D� D��� FBD�

D��������D��B���D�D�D������D��D�����C	�����F�����/�D����������D��"��D�D��������������B���"���C�����

C��F���� BF�� ���� ���C���D� �F� C������ C�FD� ��� D����BF� @�>�� ������ ���C�� ���BF���� "��� ��� ����� �BF�

C�������D����������D��D������� ������D���BFD�C��������F�����D��B����"����������B������ �BF��0�FD��

�B�����D�D�������BFD����D�F���D��������D!����D��D�����C	�����F������ �����D�����BFD�C�����B����

�F��D����������F��:�C����;��F������F�����/�D�D�������BFD���B�BD��D�C�FD����D�����D��BF����D�D�

�F���'��C�C�����B���D����D�D�C�FD����������������:C��������D�C�FD����������������B'�����"��!�D����BF�

=�H�@;� �BF���F�F�� ��D� ���FB��F�D� ��D� �F� (��� C�FD� ��D� �����D� �B�B��D� C�� �	�����F�� �B���D��
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�B���� FB�D� ��BFD� ��� �F� DB�D�D����BF� =�H�@!� ��� �B�B����BF� C�� �	�����F���� �FBC�D�� �D��

����B�D�� ���"��������D���������FB��F��C	�F�������F��D�C�FD�����B�����C	�����F���B���D��"���

�'��� ��B�D� �B���� �F� ��������� �B�B'�F�� ���FD����F��� 0��F� C	�������� ������ ���B���!� �F��

�B������DBF��F�������D�������C������� �BF�D������������3D#&���D������B���FBD�����F����BFD��D��

���D�F�����������D��

#	����D� ��� ���B���� C�� E� 6����4��F���� Q==9RfQ==>R!� ��� ��������� �B��BD���� �B����

C	�F���D�BFD�C�D�����D�C�FD��F���������B��!������)������C�����������������B�B'�F��������	�FC����

���������"���C���FC�C�D��FC���D�C����������BF�C�D�C�� ����D�D�:&�'����@�H9;��/���B��C������F'��C��
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/�D� �FC���D� ��������D� C�� FBD� ����F����BFD� HG�=9!� GN�@� ��� @H�N� :F���!HG!� F���!GN� ��� F���!@H�
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���������D�� ���� C�D� BD�������BFD� ���D� B�� �B�FD� �����B����D� �F� �BF���BF� C�� �	����DD���� ��� C��
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/�D���D�����D�C��D�������BFD�:�B%�FF���B�����D��B����D���BFD�7A����7E;��DBF�����D�F��D�D�����D�

&�'����@�H>�&�'����@�HG�����B�����D������D���D�� ������F����D�C�����3D#&��B��������F�C�D�

����F����BFD�� /�� ������� C�� �	����DD���� :��� CBF�� �	�D������F�� C�D� BD�������BFD;� �D�� ��B�D��� C��

��F�������)�����B����F���������	B�C���C��'��FC����C�D�����DD���D���D����D�� ������F������F��

:�������� G�@;� ���D� �D�� �(�D���� C�� ��F����� �� B���F��� C�D� BD�������BFD� �F� �C�"����BF� ����� ��D�
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#�FD��������BC���D���BF������B����D��B�B'�F�D���FD��"����B�����D���D���D!���D�BD�������BFD�

C��D�������C������� �BF�DBF��C��D����	�F�������F���C�FD�����B�����C��������������FD����F��J�����D�

�BD���BFD� D��BF� ��� �BF'����� C	BFC�� �����F�� )���� C������D� ���� ��� �BFC���BF� C	�F�������F��D�

:�"����BF�@�=G;��AF�����F���!��F��DD�����F����D��B����D��B���D�D���C�D��������� ��B�B'�F�D!�

FB�D� F�� ����B��BFD� ��D� ��� ���DD�� C�� ����� �BF� �B��� ��D� �B����D� �BF'����D� C	BFC�!� B�D������
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�	�F�������F���C�FD�����B������/��D������������D�D����������D��"��D�C���FD�BFF����D�BF���CBF���F��

�F����F����
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�B����D�C	�����F���B���D���D������B�D�� ���"���������F�������C���%���E����D��� ���B�BF�"��D�F��

������ ���B���� D�� ���C���� ���� ��� ���D�F��� C	�F�� ��FC�� �F���C���� ��B�BF�"��� ��� CBF�� ��� FBF�

��B��'���BF�C�FD� ��� �B������B���D��C�� ������F�D� '����D�C�� �BF'����D�C	BFC���*B��� ��������

������ ���B���!� FB�D� ��BFD� �BC���D�� FBD� �B����D� C	�����F�� ���� �F�� D��������� �BF��F�F�� C�D�
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���� ��D� &�'���� @�HV� ��� &�'���� @�H8!� ��D� D������D� D�����D� ���D�F��F�� �F�B��� "���"��D�

BD�������BFD� :�� � '��FC�D� �BF'����D� C	BFC�;�� �BF��������F�� �� � D������D� B���F�D� ����

�BC���D���BF� ���� �B�B'�F��D���BF� C�� ��� �B����� :�F���B���� �B��YBF����;!� ��D� D������D� D�����D�

���D�F��F���F��C���F���BF�C�� ����� �BF��B��� ��D� �B����D� �BF'����D�C	BFC��� �������C���F���BF�

D	������D����F��F���������C���BF'����D�C	BFC�����D�'��FC�C�FD������D�C���	����F����BF�HG�=9!�"����D��

���D�B�CBFF��"������@H�N��3��F�"������D������F�F���"�������BC���D���BF������B�B'�F��D���BF!����

����� �BF�D��������F��BFD�C���F�����D�������������BC�"���F	�D����D��F��BF����B�C�����������D������

B���F�� � ������F������F��� ������ D�������BF� �F��BC���� �F�� ��FC�F��� �F� ���B�C� ����� ��D�

B�D������BFD� � ������F����D�� AF� ����� �F�� ����� �BF� ���D� ������� �� � �B����D� �BF'����D� C	BFC��

:����;� �D�� B�D�����!� ��B�D� "�	�F�� ����� �BF� ��������D�� B�D������ �� � �BF'����D� C	BFC�� �BF'��D�

:�B�'�;�� ����FC�F�!� ��� D������� ��D���� ���D�F��� �F� �F��������� C�� �BF'����D� C	BFC�� �B���

��D"�����D��������� �BF��D�������"����F��F������#�FD������D�C��D�������D�����!���D�C���F���BFD�C��

����� �BF� ��D��F�� ��'���D�� /	�%�B���D�� "��� FB�D� ���F5BFD� �D�� "��� ��� C�DB�C��� :�	������ C�� ���

����BC�����;����D�F��C�FD� ��� D����������B���D�� ������� �D�� D�D���������C	� �������� ������ ��FC�F���

����D������������D�������������BC�"����0�FD��C�FD����D����!�FB�D���F���BFD�C	�F��BC�����C��C�DB�C���

C�FD����D����������BC���!��B����F�'��C�F��C�D�����D�C��������D�����������D�C����F�������D�������

������� � ����B��B�����F��������AB�D���������BFD��F�"���"���DB������C������F��� ���C�'���C��

C�DB�C�����F��������F��BC������B���B���F���C�D������D�D�����D�����������D��

������� (���D��E���FB!E	B�FAB��	����	AB!�	A��AB����	��FF�AB

AB�D���FBFD�C���B���"�������B��B�����F��C��FBD�D��������D�������D�F	�D����D����F�C����������

C�D� D��������D� ����������F�� B�CBFF��D�� D�����BFD�FB�D� "��� ��� ����BC�� C�� D�������BF� ����

EE&�F��D	�����"���"�	��C�D�D��������D�����BC�"��D������FC�F���B����F�'��C�F������������B���!�

FB�D� ���BFD� �F��BC������F� ��������C��C�DB�C��� �F� �BFD�C���F�� �F�� '��FC��������� �BF��F�F���F�

���D� '��FC� FB����� C�� �B��D� "�	�F��������� �� �'BF����� ������ '��FC��������� D���� � ������� C�D�

���'�D� EA3� C�� ��� D������� �B���D��� *B��� ����D����� ������ ����B���!� FB�D� �BFD�C����BFD�

�	����F����BF�@H�N�"������D�F����F��D����������B���D�����D�C�DB�CBFF������C�D������D��B�B��D����F�

���"��D��

AB�D���BFD������������D����D�YBF�D�C��������D�C������F��D�:C��V���@=��B��D;�D����	���'��C�����

D������� C�� �	����F����BF� ����� :&�'���� @�H\;��0�������� C�� ��D� YBF�D!� C�D� '��FC�D�������D� BF�� ����

�BFD�������C����F����� �� ��D������� ��D� �BFC���BFD��� � ������D�����BC�"��D��AB�D� ������BFD�"���

C�FD��������BC���BC����EE&��������������C�����D�������������	�F��F��C�FD�C�� �C������BFD��
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/���B�����C	�����F���B���D��C�� �	����F����BF�@H�N��D�����������D��������B�BD����D��BFC�����

C��9�>�:�B�����������@�@;���������B�BD����D��BFC������������������������B�B'�F��D���BF��0�FD�!��F�

�FC�������������:�B��� �	�"����BF�@�>9;��B����������������B��BD���������F���B�BD����D��BFC�������

���������D�������������C���	�FC����C���	�����F���

AB�D� �B��BFD� �B��� D��� ��� &�'���� @�N9� ��� ��D������ C�� �BC���D���BF� C�� ��� ����� �BF� C�D� N�

'��FC�D�������D�:�B%�FF��C�D��B����D���BFD�7A����7E����C���	�FD������C�D�������D�C��*;��*B���

�B���D� ��D� '��FC�D� ������D!� ��� ���DD�� C�� ��� ����� �BF� �B��� C�D� �BF'����D� C	BFC�� �B����D� �D��

�����B������D� ���B���F���"��� ������DD��B�D�������B��� ���D�������D�������F���������� �'BF����

:@�@�G�=����@�@�G�>;��*����������D!�BF�B�D������F������F�����BF�C��������DD��������	��'��F����BF�C��

��� ������� C�� ��� '��FC�� �������� ������ B�D������BF� �BF�B���� �	�%�B���D�� "��� �	��'��F����BF� C��

C�DB�C�������F���������������
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&�F�����F�!����&�'����@�N=��BF������������ �BF�D�������B���F����B�����D�'��FC�D�������D�H����

N� �B������� �� ��� 3D#&� ��D����� � ������F������F�� D��� �	����F����BF� @H�N�� AB�D� �B��BFD�

�BFD������ "��� ��� ��D������ C�� D�������BF����� ���EE&��D�� �F� ���D��BF� ���B�C� ����� �	� �����F����

0�FD���F��'��FC����������BF��F�F�����D�C��=H��B��D�����D�F��F���F�B�C������B�����C�D��F���D�FD�

)���� ����BC�"��� D������ )���� �����D�F������� C�� �	����F����BF� ������ *��� �������D!� �	����B���� ����

�B�B'�F��D���BF��B�������B�BD����D��BFC�����D������)�����C�������
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/	�%�B���D��"���FB�D����F5BFD��D��"������C�DB�C���:�	������C���������BC�����;����D�F��C�FD����

D��������� �B���D�� ������� �D�� D�D��������� C	� �������� ������ ��FC�F��� ����D����� ���� ��� D���������

����BC�"���� 0�FD�� C�FD� ��� D����!� FB�D� ��F���BFD� C	�F��BC����� C�� C�DB�C��� C�FD� ��� D���������

�BC���!� �B��� �F� '��C�F�� C�D� ����D� C�� ������D� ����������D� C����F����� �� D������� ������� � ���

�B��B�����F�� ������ AB�D� ��������BFD� �F� "���"��� DB���� �� C������F��� ��� C�'��� C�� C�DB�C���

��F��������F��BC������B���B���F���C�D������D�D�����D�����������D��

*B�����D�������D�C������'�����������C�F��FB�D���BFD��BFD�C�������C�DB�C���C�����D���������

������� �F����C��F�� ��D�C������F��D�YBF�D�C��FB��������F����BF��i�� ��� ��DD�����F���C�D� ��D�����D�

B���F�D��B�����D�C�D�������BFD����D�C������F��D�C�D��B��D�C�FD��	�����F��:YBF��=���N;!�FB�D���BFD�

���������F����5BF����D�D���������F��BC��������C�DB�C����AB�D�FB�D�DB���D�CBF���F����DD�D������

�BDD�������� C�� �BC���D��� ��� D��������� ������� ���� �F�� D��������� �� �'BF���� E�C��B�����F�� *B���

'�F����� �F�� ������ D��������� FB�D� �B��BFD� C������� ��D� ��F���D� C�D� �B��D� C�� ��� D���������

�� �'BF�������F��C�D��F��������B�����/�D��BB�CBFF��D�C�D���F���D� : ��!� %��;�C�D��B��D�C�FD��F��

������D��������������B����DBF��C������F��D����������C�D��BB�CBFF��D�C�D���F���D�C�D��B��D�C�FD�

�F��D����������� �'BF������������� ��!�%���:&�'����@�N>�;�J��
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�$� ������ �D�� A�� ��E%��� �C&������� ������ �� ��� ���� F���D&� B��� ���'� T� �D�� C�� F���&� F��

C�DB�C���BK�C��C��B�����BF�C����D������ �'BF����0��F�"������C�DB�C���DB��������"�����!�FB�D�
�����"�BFD� ������ C��B�����BF� �� ��� D��������� C�� \� ������D� �����F�����D� C	�F� ��D���� �� �'BF���
:&�'����@�N>�;��AB�D�B���FBFD���FD���F��D���������C��=8��B��D!����"����D���B��������D������YBF��
H�C���	����F����BF�@H�N��������D�=N��B��D��
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AB�D���BFD����������������EE&��������� �BF�C	�F���D������ �'BF���C��B����������F�C�'���

C�� C��B�����BF� C�� 9�@� :������� ����������;�� /�� ���������� C�� ��� ������� C�� ��D���� �F������ �D�� C��

@@G�F�!� ��� "��� �B���D�BFC� �� ��� C�D��F��� �B%�FF�� �F���� ��D� �B��D� C�� �	����F����BF� @H�N�� /��

&�'����@�N@��BF���������D������C���������BC���D���BF��B���������������� �BF��BC���D���C�����YBF��

H� :@�@�G�@;������ ��� ����� �BF���D������ ������F������F���/�D� ��B�D��B����D�DBF�� ���D�D��������D��

AB�D� �B��BFD� CBF�� �BF������ "��� ��� D��������� ������� C�DB�CBFF��� ����� )���� �DD������� �� �F��

D��������� �� �'BF���� C��B����� ����� �F� ������F� C�'��� C�� C��B�����BF� �BF��B������ '�l��� ���

�B�������F���������������B���������F��������������D�F�������C��B������D�������B������D����������

��F�������"����	����B�����BFD�C���F��C�D�YBF�D������D�F������D�C���	����F����BF������B���F��D���

������� C	���'�D� EA3�� ?F� FB��� "��� �B��� ��� D��������� C	�����F�!� ��� YBF�� �����D�F�������

�B���D�BFC!�C�FD���D�C�� �����B���D!����F��YBF���BF��F�F���F��"��FY������F'���B��D��0�FD�!��F�

�BFD�C���F�� ��� ������� �����D�F������� C��B����� ���D�F���� ���!� ��� �D�� �BDD����� C�� D������� ���

�B��B�����F�� �F� ����� �BF� C	�F�� D������� C	�����F�� F�FBD���������� ���F� C�� C������F��� ��D�

���BFD�D� D��������D����CBF�� ��D�E��B�����D�F�"�	����D���BDD�����C	B���F������� ������ ����F�"����F�

�BF���BF� C�D� C���FD�BFD� ���������D��"��D� C�� ��� ������� ��� C�� C�'��� C�� C�DB�C���� ���� B����� C��

D�������BF� �B����� )���� ��B�D�� ����� ��D� CBFF��D� C�� ��� ������������ ���D�F��F�� ��D� �BFC���BFD�
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����' "�F�D����FB��	BD�A��A�B�ABDEB��	����	AB�ABDEB�����AB!�	A��AB

AB�D��B��BFD���D�����������DB�D�D����BF��BFD������������BC���D���BF�C�D������D��B�B��D��F�

����� �BF� C�D� �B����D� C	�����F�� �B���D�� D��� �F� D��D����� C	�����F���� ���� C�D� �BF���D�BFD�

D����F��D�J�

o /�D� �����D� �B�B��D� B�D����D� F�� D	� ���"��F�� ��D� D�������F�� ���� �	�F�������F��� C�FD� ���

�B�����J� ��� �B����� C	�����F�� �B���D�� F�� D�� �B��B���F�� ���� �B���� �F� ���������

�B�B'�F�!�����B�FD�C�FD������D�C�D��B��D�C��������D�C��@99�H99�F��"����D���B���������

�������D��BF'����D�C	BFC��C���������������D������0�FD�!����D��������������F�a������F�����D���

��D���B������D�B���"��D��

o /�D� D��������D� ������D!� "��� DBF�� ���������D��D� ���� �F�� C�D��F��� ���������D��"��� �F���� ��D�

�B��D� ���D� F�� ���D�F��F�� ��D� C	B�C��� �����������!� F�� �����F�� )���� �BC���D�D� �F� ��D�

�DD�����F����C�D�D��������D�����������F��B�CBFF��D���

o /����D������C���BC���D���BF�C�D�D��������D�C�DB�CBFF��D������D�F������D�C�����D���������

C���	����F����BF�������D���F����D��BF����B�C�������	� �����F����0�FD�!����C�DB�C���C�FD����
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C�D�������BF�C�D��B��D�C�FD��	�����F��(B����F��B������B���F��C�FD�����B��B�����F��C�����

�B������F������ �BF��

D�����BFD�FB�D�"�	���F�C��D���������� ����BC���D���BF�C�D�D��������D��B���� �D�FB�D���BFD�

�BFD�C�������D��D����!�D�����"����D����B��������B������B���D�!��B�����F��D�����������������F��

������� AB�D� ��BFD� ��!� F��F�B�FD!� "��� ��� D��D����� C	�����F���� �D�� �F� �������� F�FB�����B�

D��������� �D�� D�D� ��B������D� �F� ����� �BF� DBF�� �B���� �D�� *B��� ����F��� ��� �BC���D���BF� C�D�

��B������D�B���"��D�C���	�����F�����FBC�D�!�������C�������F����B�����C���������� �BF�C��D��D�����

F�FB�����B�D����������

?�@ �1��E2	�1�AF2A�5C6����A

#�FD� ��� ��������!� FB�D� ��BFD��BF���� ����BDD��������C�� �����"�������� �B��� ������B�����"���

C�� ��%��D�C���������� �F�FB�����B�D��������D��������D��B�B��D���

/	�����F���� F�FB�����B�D��������!� B���F�� ����D� ��� C�DDB����BF� C�� ��� �B����� C	�����F��

�B���D�!��D�����������D����������B�B����BF��F�����B������ �BF����������F'���F��C������B�����������

���C������BF�C	B�D������BF����D���B������D�B���"��D�������������D�BF�������F��%D��D�����BC���D��D��

/���B�B����BF�B�D������D	� ���"�������������FB��F��C��C��������BF�"����������"��FC���� ��������

��F�BF����D������D�������C�D�B�(��D�CBF�������������D���B�����������D���BF'�����C	BFC����

/	�����F�����FBC�D��:�FBC�D���BF�C���%����B��� ;�B�����C�D������D��B�B��D�"��FC�����������C�D�

�B��D�C	�����C�FD��	�����F���D���B�����������C�D��BF'����D�C	BFC��C����D������/�D���B������D�C��

��B�D� ����F����BFD� C	�����F���� �FBC�D�� BF�� ���� �F��%D��D� � ������F������F��� /���BC���D���BF�

�����������BC���BC����C��&B������FB�D��������D�C��C��BF�����"��!�����������F�!���D��B����D�

�B���D�D� F�� D�� �B��B���F�� ��D� �B���� �F� ��������� �B�B'�F�!� ��� C�� ������F�!� "��� ���

C�DB�C��� C�FD� ��� C�D�������BF� C�� �B��D� C�FD� �	�����F�� �F����� D��� D�D� ��B������D� B���"��D��

&�F�����F�!� ��� ���FB��F�� �� �	B��'�F�� C�� ��� �B�B����BF� B�D������ �D�� ��� D����F��J� ��� �B�����

�B���D�����FD�������D��B�����F��C�D��BF'����D�C	BFC���BF'��D!�"���DBF���FD��������������D�����

��� D��D������������"��� �D�� �������DD�F�� C�FD� ��� C������BF� C�� ��� ����� �BF� D����������� AF� ��� "���

�BF���F��C�D��BF'����D�C	BFC���B����D!�����D�DBF�����F��������F��C����D��D���

/	�FBC�D���BF�C	�����F�����B����	B���F��BF�C�D������D��B�B��D��D�����'���F�����C����C����D�

���D����D��FF��D�����C��FB����� ����������D��*����BF���!����D����������BF�C	�����F����'�l�����

����)�������F�"��!���FB�����BFF��DD�F���F	���F�B���(����D����������D����A���������)������B�BD���

�B�����������BC���BF��������C��F�FB�����B�D����������BF�C�����D��������������"���"���B�����

C�D������D�'BF�B�������F�D���
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������B���� � �BD�� �F�� ����B���� B��'�F���� C�� �	���C�� C�� D������D� F�FB�D���������D� �%�F��

C�D� �����D� C�� ��FC�� ��D���� �� �	��C�� C�� �����D���� C�� ��� �BF���BF� C�� C�D�������BF� C�� ��������F���

��C������BFF�����:3D#&;��/�D�D������D����C���D���B���FF�F��C	�F������FB�B'���C	�FBC�D���BF�C��

�	�����F����� �	�D�� �F�� ����F�"��� C�� D����������BF� C�� D������� �� �	�������� D������BF�"��!� �����

�������C��D����������C��'��FC�D�D������D�����D����������FC�D���������F���#�FD������C���C��������

���D�� ��� ����F�"��� C	�FBC�D���BF� �D�� B�����D��� �� ��� "��D��BF� C	B���F��BF� C�D� �B�����D�

D����������D������BF�B���F���� �� �'�F��D�C�������C�B����������C������B�B��������!�FB������������D��

D������'�����F���� ����BF���'�F���C��C�� �'��FCD�CB���F�D�"��� DBF�� �	������B��'F���D������ ���

��FC�� ��D����� /�� ���� C�� ��� �������� �� ���� C�� ��B�BD��� �F�� ����B���� �����F������ C�D� ���C�D�

����������D�D������"��D��BF�C	�����D�B���"��D�D�F'�����D��

7B��� C	��B�C!� FB�D� ��BFD� �������� �	����� C�� �	���� D��� ��D� "��D��BFD� C����B����D� C�FD� FB����

��������� /�� �������� ��������� �D�� CBF�� �F�� E��BI��� �� B����D�F� ��������F�� C�� D������ �	�F���)�� C�D�

C������F�D��B%�FD�����B%�D�C�FD�������B����J�B���"���D�����������������B��'F���D��!�����B����

��C�B�����"��� ��� �B�B�������"��!� ����BC�� C�� ��D���� ��� ��F�����F�� F�FB�D����������BF� ����

�	�FBC�D���BF��AF������������!�FB�D���BFD������"���"��� �	�F����F���C�� ���D���������C�D�D������D�

�FBC�D��D�D���D�D���B������D�B���"��D�F	����D��������C������

AF�������������!������B(������BF���F�������D���F�������C	�F�B������F�C���C�����������D���BF�C��

��� 3D#&�� /	�FD�����F�� C�� ��D���� �� ���� �BF5�� ��F�� D��� ��� ���F� ����F�"��!� B���"��� ���

�F�B�����"��� ���F� C	�����FC��� C�D� D����������BFD� �B��� ��� ���������D���BF� C�D� D������D� 'BF�B�

������F��D��#	�F������!�FB�D���BFD������D���F��������'���B�%���B����"�����D���D����F�B�(������

������F���"��������������F��C	������F����F��'��FC��D��������F�'��C�F���F���������C����'�F���C��

������������F��C�F����#	����������!����D%D�����C���������BF��������C	��"�����������������C���B���

��� D������� C�� ��D����� D������F���F�!� B����� �F�� ���D� �BFF�� C%F���"��!� �F�� �BFF�� ��DB����BF�

D��������� ��� �F'������� �B��� �F� �����F�� �F� �F'����B��� ���B���F�� C����D����� *��� �������D!� FB�D�

��BFD��C���������������������BF�"��!�����F�"�������B'�������������"��D��BF�C�D���D���D�C��3D#&�

�B�����B�BD����F�� �����D�F����BF��BF�B����C�D�CBFF��D!� �B���� ��� ������������ �����F��BFF���

#�����D!� ���"�������C��FB���� �FD�����F�� �� ���� ���C���� D��� ������F�C�D�������D�C����D���D��#�D�

��D���D� ����� �F� �B��BD�F������BF!� ��� D�������BF!� �BF�����F�� ��D� ����B���F��D� C�� FB����

�FD�����F��� #	�����D� ��D���D� D��� �F�� D������� 'BF�B�������F��� �FC�D������D��� BF�� �BF����

�	���B���F���C��FBD���B� ��B�D�C������BF�����BF�C���	�FD�����F��:����� �����!���������DB����BF�

�F'������;!��B������������D���C�D����F'���F�D����D"��D�C�D���B������D�B���"��D���

#�FD� �F�� ��B�D����� ������!� FB�D� ���DBFD� �F�� ���C�� D%D������"��� D��� C�D� D������D� F�FB�

D���������D� ����� C�� � ��D� ���D� C������F�D�� /�� �������� ��D� �D�� �F�� D������� C	�����F����
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E��� ������F�����D��FBC�D���BF����C�DDB����BF������B��������"���C�� �����������C��������"���J������

�B���D�BFC����F��D�����C��F�FB�D�����D�C�D�'F��D��������FB��C��������D�C�FD�������B�����/��

D��������BDD�C���F�����'��"��D�������B����C����D�������D!����D��F���B������ �'BF����D	B�D�����

�� �B����� C�D��F���� /�D� �����D� B���"��D� �B�B��D� �F� �������� ���F���� D	B�D����F�� ���� �F� ����B�

����� �BF��0���D��F�����������D���BF���������F�"���C	0&E!�FB�D���BFD���B�BD�������D����D��F��

����B���� B���"��� D�������� ���D� D���������� �B��� � ���"���� ��� �B��B�����F�� B���"��� C	�F�� ������

D��������� �������AFD����!����	��C��C	�F������BC��������B��'F���"�����'B����D�!��F������D�F���F��

����BC���BC���!�FB�D���BFD��BF����������B��B�����F���

AF��F!� FB�D� ��BFD� ���C��� C�� ��F����� ���D� �B������� ��� ��D� C	�F�� D������� C	�����F����

�B���D�!� �BFD������� C�� C�� ��������D�J� ��D� �B��D� �%��FC��"��D� C	���� C�FD� ����������� C	�����F���

$F�� ���������D���BF� D%D������"��� ����� �������BD�B���� ������BF�"��� ���BF���� �F�� D������� �� �

��B������D� D�������D� ���F� �����D�D�� ���� ��� ���F� D����D��"��!� ��� �� ���� �BDD����� C	B�D������ C�D�

C�D�������BFD�"��D��'��DD��FF�D�C�D���%BFD�C�D��B��D����C�D�C�D��F��D��F�����B��D��#���)��!����

���FD�B�����C��&B������C�D����'�D�������BD�B����������BF�"�������������F��C��BF�����F�B�C���

�� �B����� C�D��F��!� D����F�� ��� ���������BF� C�� �	����F����BF�� ��D� CBFF��D� ����������D� BF�� �����D�

C	�����F�����F��D�������BF�������B��'F���"�����'B����D��"�����CBFF���F�� �����F�����B�C������

��D���D���D� B���"��D���F�F�� �B����� C�D� ������D� C����D���D�� ��� ��DD�'�� C�� �	� �����F��� �� ���

D�������BF� D	�D�� ����� ����� �F�� ����BC�� ���D� B��'�F���� �����D�F�� �F�� �B%�FF�� C�� �B���D� ��D�

B���F����BFD��BDD����D� ��� C�� YBF�D�C������F��D� D��� ��� D��������?F�C��BF������������F��"��� ��D�

�����D� �B�B��D� B�D����D� �F� ����� �BF� D���������� F�� D	� ���"��F�� ��D� D�������F�� ���� C�D� �����D�

C	�F�������F��� �F� �B����� ��F��D!� ���D� ��D����F�� C�� �	�F�������BF� ���D� �B���� �� ����� ��D�

F�FBD��������D�D�FD�B�C������������

����������������CBFF�������������D����D����D�������D��AF��������!����F�������FD�����F���!�C�D�

DB����BFD� C�� �����D�F����BF!� C�� ���DD�������BF!� C�� ��������BF� ��� C	�F��'�D�����F�� C�D� CBFF��D�

DBF�� �� ����B�BFC���� AF� �����!� ��� "��F����� C�� CBFF��D� C�D�BF����D� �D�� ������� ��� ��B�������F��

��CBFC�F���C�FD�������F�D�D������BFD��#���)��!��B����	�FD��F�!��	����F����BF�CB����BF���BFF����F�

����� �BF�J� �����D�C��������FD��DD�BF��������DD��D����B������������B���C����D����������BFD�C�FD����

��D������ AF��F!� �	����D� �� �	���C�� C�� ��� �B����D���BF� C�D� D������D� F�FB�� B������B�D���������D� �F�

���������B�%���B����"���CBFF���� ���D���B�������F��C�D� �F�B�����BFD� D�������F�����D� D��� ���

�B��B�����F��B���"��D�C����D�D������D���

0��F������C�����D�������BF�������B��'F���"��!�����D�����C�F��"������C����������B�BD���D������

�������B���C��FB����� ���D�C	�����D��B�B��D�C�D�D��������D�D������BF�"���������	B�C������B�����

C�D��F���� ��� ���C����� CBF�� E������F����F� FB���� ����BC�� ���� C	�����D� F�FBD��������D�

� �����BFF����D����F�C	��B����F������B'������D����'��C	�����D��/�D��B������DBFD��F����D�������BF�

���� �����F���F	BF�����������D�����"���C�FD�C�D���D������D�BK��������������BF�������D�����!����D���D�

��D����D��B���� ��C	���������F�������C�D�DB����D��� ���B������D�D������"��D�:���BFD��D���������

C�FD� �	�F����B�'�!� �B����D���BF!� ���k;� D������ �� ����B�BFC���� �#�� ���D!� ��� ������� �B������ C�� ���
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C�D�������BF� C�� ��������F��� �����D�F��� �F� �B��F����� FBF� F�'��'������ C�FD� ��� CB���F�� C�� ���

F�FB����FB�B'����AF������!����� �D����F�B���C��FB����� ���D��FDB��5BFF�D�C��F�FBD��������D���

���C���� �B���� C�FD� ����������� ����F����?F� ����� �'�����F�� ���'�F��� ��� ��D� �F���D��J� �� �������

C	�F� �����B'��� C	�����D� �B�B��D!� ��B�BD��� C�D� F�FBD��������D� �B��� ��D� ��D����� ����� FB����

�FD�����F���
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�B� ������A��	��AB������A����B�������B����A����������A ��B��!�A��!���A!�A
"������#	BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB	A!��

$�� ������A$�A�B�!�A!��A���B�����A%���A��A$���A!&���������A!&�%B������	BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB	A!#�

�B� ������A��A��!�A��B��$A%���A��A���������BA!�A��%����A�����B�����A '�(A'�(A)�#A*A
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function  [alphad,betad,gammad,deltad] = AnglesGonio(thetaid ,thetard,phird)  
 
%8/08/12  
thetaid=input( ' Entrer la valeur Theta_i, °: ' );  
thetard=input( ' Entrer la valeur Theta_r, °: ' );  
phirdv=input( ' Entrer la valeur Phi_r, °: ' );  
  
if  phirdv==90 | phirdv==270  
    phird=phirdv-0.00001;  
else   
    phird=phirdv;  
end  
  
thetai=thetaid*pi/180;  
thetar=thetard*pi/180;  
phir=phird*pi/180;  
cospr=cos(phir);  
costr=abs(cos(thetar));  
costi=cos(thetai);  
  
if  thetaid>=90 |thetaid<0  
    disp( 'Theta_i doit appartenir à l"intervalle [0° ; 90°[ !!!' )  
elseif  thetard>=90 |thetard<0  
    disp( 'Theta_r doit appartenir à l"intervalle [0° ; 90°[ !!!' )  
elseif  phird>=360 |phird<0  
    disp( 'Phi_r doit appartenir à l"intervalle [0° ; 360°[ ! !!' )  
%Cas particulier de Phir=0. Mesure dans un plan ave c l'éclairage et la  
%détection du même coté de la normale de l'échantil lon.  
elseif  phir==0  
    beta=0;  
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    if  thetai>thetar  
        alpha=0;  
        gamma=thetai;  
        delta=thetar;  
    else  
        alpha=pi;  
        gamma=-thetai;  
        delta=-thetar;  
    end  
%Cas particulier de Phir=180°. Mesure dans un plan avec l'éclairage et la  
%détection des cotés oposés par rapport à la normal e de l'échantillon.     
elseif  phir==pi  
    beta=0;  
    alpha=0;  
    gamma=thetai;  
    delta=-thetar;  
%Cas particulier de l'éclairage normal. Pour effect uer la mesure à Phi  
%différent de 0 et de 180° il suffit de tourner l'é chantillon à 180-Phir.  
elseif  thetai==0  
    alpha=pi-phir;  
    beta=0;  
    gamma=0;  
    delta=-thetar;  
else      
%Résolution du système de 5 équations non-linéaires  à 5 inconnues  
%a=cos(delta)  
%b=cos(beta)  
%c=cos(gamma)  
%d=cos(alpha)  
%e=cos(phiD)  
solsyst=solve( 'a*b-costr' , 'b*c-costi' , 'd^2-(1-c^2)/(1-c^2*b^2)' , 'e^2-(1-
a^2)/(1-a^2*b^2)' , '(1-d^2)*(1-e^2)-(cospr-d*e)^2' , 'a' , 'b' , 'c' , 'd' , 'e' );  
%A l'aide de cette fonction on obtient 8 solution p ar inconnue. Pour les  
%afficher taper : solsyst.a, solsyst.b, etc.  
 
a1=eval(solsyst.a(1));  
a2=eval(solsyst.a(2));  
a3=eval(solsyst.a(3));  
a4=eval(solsyst.a(4));  
a5=eval(solsyst.a(5));  
a6=eval(solsyst.a(6));  
a7=eval(solsyst.a(7));  
a8=eval(solsyst.a(8));  
b1=eval(solsyst.b(1));  
b2=eval(solsyst.b(2));  
b3=eval(solsyst.b(3));  
b4=eval(solsyst.b(4));  
b5=eval(solsyst.b(5));  
b6=eval(solsyst.b(6));  
b7=eval(solsyst.b(7));  
b8=eval(solsyst.b(8));  
c1=eval(solsyst.c(1));  
c2=eval(solsyst.c(2));  
c3=eval(solsyst.c(3));  
c4=eval(solsyst.c(4));  
c5=eval(solsyst.c(5));  
c6=eval(solsyst.c(6));  
c7=eval(solsyst.c(7));  
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c8=eval(solsyst.c(8));  
d1=eval(solsyst.d(1));  
d2=eval(solsyst.d(2));  
d3=eval(solsyst.d(3));  
d4=eval(solsyst.d(4));  
d5=eval(solsyst.d(5));  
d6=eval(solsyst.d(6));  
d7=eval(solsyst.d(7));  
d8=eval(solsyst.d(8));  
e1=eval(solsyst.e(1));  
e2=eval(solsyst.e(2));  
e3=eval(solsyst.e(3));  
e4=eval(solsyst.e(4));  
e5=eval(solsyst.e(5));  
e6=eval(solsyst.e(6));  
e7=eval(solsyst.e(7));  
e8=eval(solsyst.e(8));  
  
b1=costi/c1;  
b2=costi/c2;  
b3=costi/c3;  
b4=costi/c4;  
b5=costi/c5;  
b6=costi/c6;  
b7=costi/c7;  
b8=costi/c8;  
  
alpha1=acos(d1);  
alpha2=acos(d2);  
alpha3=acos(d3);  
alpha4=acos(d4);  
alpha5=acos(d5);  
alpha6=acos(d6);  
alpha7=acos(d7);  
alpha8=acos(d8);  
  
beta1=acos(b1);  
beta2=acos(b2);  
beta3=acos(b3);  
beta4=acos(b4);  
beta5=acos(b5);  
beta6=acos(b6);  
beta7=acos(b7);  
beta8=acos(b8);  
  
gamma1=acos(c1);  
gamma2=acos(c2);  
gamma3=acos(c3);  
gamma4=acos(c4);  
gamma5=acos(c5);  
gamma6=acos(c6);  
gamma7=acos(c7);  
gamma8=acos(c8);  
  
delta1=acos(a1);  
delta2=acos(a2);  
delta3=acos(a3);  



�""(G(#�
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL�

�

��0�
�
�

delta4=acos(a4);  
delta5=acos(a5);  
delta6=acos(a6);  
delta7=acos(a7);  
delta8=acos(a8);  
  
phiD1=acos(e1);  
phiD2=acos(e2);  
phiD3=acos(e3);  
phiD4=acos(e4);  
phiD5=acos(e5);  
phiD6=acos(e6);  
phiD7=acos(e7);  
phiD8=acos(e8);  
  
%Si besoin on peut afficher toutes les solutions po ur chaque inconnue  
ALPHA=[alpha1*180/pi alpha2*180/pi alpha3*180/pi al pha4*180/pi 
alpha5*180/pi alpha6*180/pi alpha7*180/pi alpha8*18 0/pi];  
DELTA=[delta1*180/pi delta2*180/pi delta3*180/pi de lta4*180/pi 
delta5*180/pi delta6*180/pi delta7*180/pi delta8*18 0/pi];  
GAMMA=[gamma1*180/pi gamma2*180/pi gamma3*180/pi ga mma4*180/pi 
gamma5*180/pi gamma6*180/pi gamma7*180/pi gamma8*18 0/pi];  
BETA=[beta1*180/pi beta2*180/pi beta3*180/pi beta4* 180/pi beta5*180/pi 
beta6*180/pi beta7*180/pi beta8*180/pi];  
PHID=[phiD1*180/pi phiD2*180/pi phiD3*180/pi phiD4* 180/pi phiD5*180/pi 
phiD6*180/pi phiD7*180/pi phiD8*180/pi];  
  
%Etape de séléction de la solution unique. Le cas d e mesure dans un plan  
%correspond à Phir=0, 180° et est traité à part.  
%Vérification de la condition PhiD-Phis=Phir (valeu rs arrondies à 5 
chiffres.     
if  round(10000*(phiD1-alpha1))/10000==round(10000*(ab s(phir)))/10000  
    if  phir<pi  
        beta=beta1;  
        alpha=alpha1;  
    else  
        beta=-beta1;  
        alpha=2*pi-alpha1;  
    end  
    if  abs(alpha1)<=pi/2  
        gamma=gamma1;  
    else  
        gamma=-gamma1;  
    end  
    if  phiD1<=pi/2  
        delta=delta1;  
    else  
        delta=-delta1;  
    end  
    disp( 'Solution 1' )  
elseif  round(10000*(phiD2-alpha2))/10000==round(10000*(ab s(phir)))/10000  
    if  phir<pi  
        beta=beta2;  
        alpha=alpha2;  
    else  
        beta=-beta2;  
        alpha=2*pi-alpha2;  
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    end  
    if  abs(alpha2)<=pi/2  
        gamma=gamma2;  
    else  
        gamma=-gamma2;  
    end  
    if  phiD2<=pi/2  
        delta=delta2;  
    else  
        delta=-delta2;  
    end  
    disp( 'Solution 2' )  
elseif  round(10000*(phiD3-alpha3))/10000==round(10000*(ab s(phir)))/10000  
    if  phir<pi  
        beta=beta3;  
        alpha=alpha3;  
    else  
        beta=-beta3;  
        alpha=2*pi-alpha3;  
    end  
    if  abs(alpha3)<=pi/2  
        gamma=gamma3;  
    else  
        gamma=-gamma3;  
    end  
    if  phiD3<=pi/2  
        delta=delta3;  
    else  
        delta=-delta3;  
    end  
    disp( 'Solution 3' )     
else   
    if  phir<pi  
        beta=beta4;  
        alpha=alpha4;  
    else  
        beta=-beta4;  
        alpha=2*pi-alpha4;  
    end  
    if  abs(alpha4)<=pi/2  
        gamma=gamma4;  
    else  
        gamma=-gamma4;  
    end  
    if  phiD4<=pi/2  
        delta=delta4;  
    else  
        delta=-delta4;  
    end  
    disp( 'Solution 4' )  
end  
end  
  
alphad=round(10000*alpha*180/pi)/10000  
betad=round(10000*beta*180/pi)/10000  
gammad=round(10000*gamma*180/pi)/10000  
deltad=round(10000*delta*180/pi)/10000  
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/	�����D���BF� ��������� C�� ��� ����BD�B���� �� �B���� ��B��"��� :0&E�J� E���B���� �B����

����BD�B�%�F;��������	�F��%D���B�B'�����"������C���FD�BFF���� C�D�D������D!�������F�����D�������

��DB����BF� �B���F�� ������ (�D"�	�� ��� ��DB����BF� ��B��"���� ������ ����F�"��� �D�� ��DD�� �������� C��

CBFF��� C�D� �F�B�����BFD� D��� ��D� ��B������D� C�� D������� J� ��B������D� ��D�B���D��"��D!� ���C�D�

����B�B'�"��D!���D����C�� �B���D�C	�C��D�BF!��BDD��������C	���'��� ��D� �B��BD�F��D���'F���"��D�

B���������"��D��

/�D� ���C�D� �����F�� )���� �����D��D� D��� �B�D� �%��D� C	����F����BFD J� ����� !� �B�%����D!�

�B������D��CDB����D��������F����BFD�DB�D��B����C�������D!�C������D!�C�������D!�C���B�C��D!�"������

DB������	���!��F����BD�������BF��B����B���F����������"��C���

$F� D������ �%��"��� C�� ����BD�B��� �� �B���� ��B��"��� �D�� ���D�F��� D��� ��� &�'���� A�=�� /��

���F����� C�� �+0&E� �D�� C�� ��D����� ��D� C������F��D� �B���D� C	�F�������BF� :��������BFa�����D�BF;�

�F�����F���B�F��� �C������F����B��"����� ����� �	� ��������C	�F����D�C�� ������� :��F�������;���� ��D�

��B��D�C�����D�������C	�F����������:�B���D�C�������D�BF��BF�"��!��B���D�C����F�C���1���D!��B���D�

������BD����"��D!��B���D�C��������BF!��B���D���'F���"��D���;��/��C���� �BF�C����F���������D��D������

�F��BD���BFF�F���F����D�������D���D�����������D����������C����F�������!�������D������D�����������D���

�F� ���B��� ���D� �B���� D��� C�D� ��B�BC��������D� "��� �F��'�D���F�� ��� D�'F��� ����F�� �� /�D�

C��������F�D�  !� %!� Y� D�� �BF�� '�l��� �� �F�� ������"������YB��������"����/������%�'�� �F� !%������

������C��"���"��D�F�FB�����D������F���F�D�C������BFD��/��D�FD���������F�Y����F��C�����������BF�C��

F�FB������������C��������F���F�Y������������(�D"�+�����D����D�����BFD���

/��C�������BF�B������B�D�BF�C����DDB���DB�D��	������C������B����C	�F�������BF��D����D������������

C������BF� C	�F� ���D����� ��D��� ��������� ���� �	� �������� C�� ���F�����A� ��� �B������� D��� �F�� C�BC��

��B�B�������"���D�'��F����:C�� �B��"��������C��FD;��

/�D� C������F�D� �%��D� C�� �B���D���D����D� C���FC�F�� C�� ��� �������BF� C�� ��� C�D��F��� �F���� ���

�B�F��� ��� ��� D������� �F��%D���� �+�D�� ��� ���DBF� �B��� ��"�����!� �F� �BF���BF� C�� ��D� ��B�D� �BC�D�

C��B���F��C������F�D��%��D�C����D���D������FD��C������F��D����������BFD��

o /���BC��� �F��F��BFD�D����������D�����D��B���D������D���D�J�����B�F����������D������D������!�

������D��CBF�����B�DD���C�������C�����F�����C��*����!���������������D��C������/������B����BF�

D+���������D��������D����C�����C������BF�C�����C������BF������������FD�����F����BFD!��	�D����

�����D�C��B�����BFD��F'�FC���D���������B�F�����������F�����"�������C�D����'�D������BC��

�D������FC�F����������������D��!�����C���������D��DB���F���B�������C�D���D���D�D������F��D�

C����B�����F�!�C	�C����F���B��C�����C����C���BF������

o /���BC�� F�$$��"!� B�� �BF����� �F��������F�!� �D�� C�� �B�F� ��� ���D� �����D��� ��� �BFD�D��� �� ������

������� ��� ������� �� D�� ���"��F��� ��B���� C�� ��DBF�F��� :�%��"����F�� C�� �+B�C��� C�� ���

��F���F��C��2-Y;!�������F��������F���������C���#�FD�����BC������BD���BF��B%�FF��C�����
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�B�F������D���B����C�����D��������/B�D"�������B�F����F����'�����������D������!��+�������C��

C���BI�� :������ "��� ��� ���"��F��� C�� ��DBF�F��� ���F'�;�� /�� ����B����BF� D�� ����� ��B�D� D���

�+�������C��C+BD�������BF�C��������������BC���D�����D������D���B����BFF�I��������B�B'�������

C�D�����F����BFD��/�D��B���D������"���D�D����	����F����BF������F��)�������D���C����D���� ���

����D� C�� �BF����� ���D� �B���� F	�FC���� �����"����F�� ��D� C�� �B���D� C�� ��B�����F�� D���

�	����F����BF��?F���������FD����D�C��B�����BFD�C��������FD�����F����BFD�����	�D�����B�(B��D�

�BDD����� �F��BC�� �BF������#�� ���D!� �� ���D�� C�� ��� ��������� C�� �BF����� :�F��������� �� ���

����BD��BFC�;!��	�C��D�BF�F	����D��������D�C��D��C����B������/�D�C���FD�BFD�C���BF�����

DBF�� ��C����D� �)��� D��� C�D� ����F����BFD� ���D� C��B������D!� �BF����F�� �� ��� �BC�� �F��

�BFF����DB����BF�����������

o /���BC�� A%� ����F� �BFD�D��� �� ������ BD������� ��� ��F�������� �� D�� ���"��F��� C�� ��DBF�F��!�

����������F�� �B�F� C�� ��� D������� ��� ����� �F�� ������� �������C��� /�� '��C��F�� C�� �B����

C	�F�������BF!��BF���BF�C������B����D���BF�D������D������!�C������������"��F���C����DBF�F���

C����F����������F���D���F�!������"��F���C	� ������BF�CBFF��!��	�������C��C�D�BD�������BFD�

�D�� �BC������ ��� ��FD��'F�� D��� ��� '��C��F�� C�� �B���� �B����� $F� D%D����� C�� C������BF�

D%F���BF�������B���'�F�������F�����"�������C�D��F��'�D�����F�D���

��

"�32��A��7�A%�����6�AF�A����1	�16�APA:1���AC�1��L2��A A
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�� ����<�A"�B�1F�A�C��CDA612�AE�A�CE�2EAF�AECA
F�::�C���1�A6C�A2�A�4	�C2AF�A�262E�	�

A

BC DEF��FA��AFEA��������A���������������A�E�A��A����E�A���A����F��A

/�D�������D��F������D�DBF��J�
% Rayon de courbure de la cupule (nm)  
R=210;  
% Largeur de la cupule ou la distance entre les cup ules (nm)  
a=390;  
% Angle d’incidence (radian)  
inc=pi/4;  
% Intervalle de longueurs d'onde (nm)  
lambda=380:0.1:780;  
% Angles d'observation (radian)  
obs=80*pi/180; 
% Nombre de cipules dans le réseau  
N=50;  
 

�������C��C����D�'��:�"����BF�G�=;�J�
% Le déphasage entre des rayons réfléchis par deux cupules voisines 
phase=2*pi*a./lambda*(sin(inc)+sin(obs));  
 

/	�F��FD����C��������������=�������D�:G�>;�J 
sI=(sin(phase.*N/2)./sin(phase./2)).^2;  

�

AB�D��B��BFD�����������D�������C	�F��FD����C���������J�
plot(lambda,sI)  
 

�C DEF��F�A��AFEA��������A��A�����E�����A���A���A����F�A

�������C�������������C�������������F��BF���BF�C�����C�D��F����F������D�������D�����������%BF�C��

�B�������J�
h=R-(R^2-(a/2)^2)^0.5;  
 

�������C��C�����C�����YBF�����������)%������������C��D%D�����C	�"����BFD�:G�@;�J���
solve( '(-tan(pi/2-inc))*x+h-tan(pi/2-inc)*a/2-R+(R^2-x^2) ^0.5' , 'x' )  
 

0�FD�!�)%����D��������������C�D�DB����BFD�B���F��D�J�
xecl=((4.0*R^2 - 4.0*R*a*tan(inc) + 8.0*R*h*tan(inc )^2 - 1.0*a^2 + 

4.0*a*h*tan(inc) - 4.0*h^2*tan(inc)^2)^(1/2) - 

2.0*R*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) + 

2.0*h*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) - 

1.0*a*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
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1.0*inc)^2*tan(inc))/(2.0*tan(inc)*tan(1.5707963267 948966192313216916398 - 

1.0*inc)^2 + 2.0*tan(inc)); �

 
zecl=R-(R^2-xecl^2)^0.5;  
lambda=450;  
  
h=R-(R^2-(a/2)^2)^0.5;  
 

�������C���	�F��'�����:G�H;��B���C������F�D��F'��D�C	B�D������BF�J 
for  obs=-1.16:0.05:1.5  
obsd=obs*180/pi;  
 

/�D� ������D� C�� �	�F��'����� )�� ��� )-� � ���FF�F�� C�D� ������D� C������F��D� �F� �BF���BF� �	�F'���

C	�F��C�F������C	B�D������BF���
% Pour � négatif, c’est-à-dire pour une direction d’observa tion qui se 
trouve de l’autre côté de la normale par rapport à la direction 
d’incidence : 
if  obs<0  
x0=((4.0*R^2 - 4.0*R*a*tan(inc) + 8.0*R*h*tan(inc)^ 2 - 1.0*a^2 + 
4.0*a*h*tan(inc) - 4.0*h^2*tan(inc)^2)^(1/2) - 
2.0*R*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) + 
2.0*h*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) - 
1.0*a*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2*tan(inc))/(2.0*tan(inc)*tan(1.5707963267 948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2 + 2.0*tan(inc));  
obsn=-obs;  
xf=(-(1.0.*((4.0*R^2 - 4.0*R*a.*tan(obsn) + 8.0*R*h .*tan(obsn).^2 - 
1.0*a^2 + 4.0*a*h.*tan(obsn) - 4.0*h^2.*tan(obsn).^ 2).^(1/2) - 
2.0*R.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0. *obsn).*tan(obsn) + 
2.0*h.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0. *obsn).*tan(obsn) - 
1.0*a.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
1.0.*obsn).^2.*tan(obsn)))./(2.0.*tan(obsn).*tan(1. 57079632679489661923132
16916398 - 1.0.*obsn).^2 + 2.0.*tan(obsn)));     
 
% Pour �>� : 
elseif  obs>inc  
x0=((4.0*R^2 - 4.0*R*a.*tan(obs) + 8.0*R*h.*tan(obs ).^2 - a^2 + 
4.0*a*h.*tan(obs) - 4.0*h^2.*tan(obs).^2).^(1/2) - 
2.0*R.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - obs) .*tan(obs) + 
2.0*h.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - obs) .*tan(obs) - 
1.0*a.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
obs).^2.*tan(obs))./(2.0.*tan(obs).*tan(1.570796326 7948966192313216916398 
- obs).^2 + 2.0.*tan(obs));  
xf=a/2;  
 
% Pour 0< �<� : 
else  
x0=((4.0*R^2 - 4.0*R*a*tan(inc) + 8.0*R*h*tan(inc)^ 2 - 1.0*a^2 + 
4.0*a*h*tan(inc) - 4.0*h^2*tan(inc)^2)^(1/2) - 
2.0*R*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) + 
2.0*h*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) - 
1.0*a*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2*tan(inc))/(2.0*tan(inc)*tan(1.5707963267 948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2 + 2.0*tan(inc));  
xf=a/2;  
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end  
s=0;  
for  x=x0:1.5:xf  
   alpha=atan(x./(R^2-x.^2).^0.5);  
   ksi=atan((R-(R^2-x.^2).^0.5)./x);  
   gamma=atan(((R^2-x.^2).^0.5)./x);  
   s=s+(exp(2i*pi*abs(x)./lambda.*(sin(inc-ksi)+sin (obs-
ksi))./cos(ksi)))./cos(alpha)*1.5;  
end  
Int=(s.*conj(s))  
end  
 

�C ��A����E�A�A� �E��E��A!A

/��C�D�������BF�FB������C�D�C�D��F��D�������F����������B%�FF��C��@\9�F������F��������%���

C��>9�F��J�
% La valeur de la distance moyenne entre les cupule s  
a=390;  
% L’écart-type des ditances  
ec=20;  
% Le nombre de répetitions de génération des nombre s aléatoires  
K=3000;  
% Pour un angle d’observation donné :  
obs=20*pi/180;  
 
 
% Calcul de la fonction de diffraction  
s=0;  
if  obs<0  
x0=((4.0*R^2 - 4.0*R*a*tan(inc) + 8.0*R*h*tan(inc)^ 2 - 1.0*a^2 + 
4.0*a*h*tan(inc) - 4.0*h^2*tan(inc)^2)^(1/2) - 
2.0*R*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) + 
2.0*h*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) - 
1.0*a*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2*tan(inc))/(2.0*tan(inc)*tan(1.5707963267 948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2 + 2.0*tan(inc));  
obsn=-obs;  
xf=(-(1.0.*((4.0*R^2 - 4.0*R*a.*tan(obsn) + 8.0*R*h .*tan(obsn).^2 - 
1.0*a^2 + 4.0*a*h.*tan(obsn) - 4.0*h^2.*tan(obsn).^ 2).^(1/2) - 
2.0*R.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0. *obsn).*tan(obsn) + 
2.0*h.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0. *obsn).*tan(obsn) - 
1.0*a.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
1.0.*obsn).^2.*tan(obsn)))./(2.0.*tan(obsn).*tan(1. 57079632679489661923132
16916398 - 1.0.*obsn).^2 + 2.0.*tan(obsn)));     
elseif  obs>inc  
x0=((4.0*R^2 - 4.0*R*a.*tan(obs) + 8.0*R*h.*tan(obs ).^2 - a^2 + 
4.0*a*h.*tan(obs) - 4.0*h^2.*tan(obs).^2).^(1/2) - 
2.0*R.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - obs) .*tan(obs) + 
2.0*h.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - obs) .*tan(obs) - 
1.0*a.*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
obs).^2.*tan(obs))./(2.0.*tan(obs).*tan(1.570796326 7948966192313216916398 
- obs).^2 + 2.0.*tan(obs));  
xf=a/2;  
else  
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x0=((4.0*R^2 - 4.0*R*a*tan(inc) + 8.0*R*h*tan(inc)^ 2 - 1.0*a^2 + 
4.0*a*h*tan(inc) - 4.0*h^2*tan(inc)^2)^(1/2) - 
2.0*R*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) + 
2.0*h*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 1.0*i nc)*tan(inc) - 
1.0*a*tan(1.5707963267948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2*tan(inc))/(2.0*tan(inc)*tan(1.5707963267 948966192313216916398 - 
1.0*inc)^2 + 2.0*tan(inc));  
xf=a/2;  
end  
   for  x=x0:1.5:xf  
   ksi=atan((R-(R^2-x.^2).^0.5)./x);  
   gamma=atan(((R^2-x.^2).^0.5)./x);  
   s=s+(exp(2i*pi*abs(x)./lambda.*(sin(inc-ksi)+sin (obs-
ksi))./cos(ksi)))*1.5;  
   end  
IntD=(s.*conj(s));  
 
% Calcul de la fonction d’interférences pour un rés eau non-parfait  
Int=0;  
for  k=1:K  
s=1;  
for  j=1:N-1  
   a=random( 'Normal' ,390,ec);  
   s=s+exp(j*i*2*pi*a./lambda*(sin(inc)+sin(obs)));  
end  
Int=Int+s.*conj(s);  
end  
IntAl=Int/K;  
IntFin=IntD.*IntAl;  
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Abstract : 
 
Nano-structured surfaces allow obtaining of colored gonio-apparent effects when the nano-
structures dimensions are of the order of the visible spectrum wavelengths. These colors that 
are the consequence of a complex interaction between the visible light and surface structures 
are usually modeled by means of interactions types so-called « interferences type » ou « 
photonic crystals type» between the luminous radiation and a periodic bi- or three-
dimensions structure.  
In this thesis, anodization of aluminum substrates is used to produce surface structures at the 
submicron scale. This technique is industrially mature and allows to structure large surfaces. 
Through thus technique, perfectly ordered structures cannot be fabricated and a certain level 
of disorder always exists in the material structure. But nevertheless, color effects were 
observed. The aim of this thesis is the understanding of the optical phenomena involved in 
the production of such effects. In particular, the influence of periodicity, aperiodicity and 
disorder on such effects is investigated by means of numerical simulations using Fourier 
Modal Method. In order to draw a parallel between experimental characterization and 
numeric simulations, one part of this thesis covers the development of a tool for 
bidirectional optical characterization (gonio-spectrophotometer) presenting high directional 
precision, so that to optimize the angular spectral analyze. So, this thesis is divided into two 
parts, both based on the existing literature analysis. The first part presents the instrumental 
development of the optical characterization instrument. The second one is dedicated to the 
study of color effect that are observed on some anodized aluminum surfaces. This part 
proposes an understanding of the interaction phenomena between the light and the anodized 
aluminum structure, based on the optical characterization and the samples microstructure, 
associated to a modeling of the interaction between light and structured matter. This study 
shows that such structures without being perfectly periodic present a short-distance order. 
The color effects are simulated numerically by Fourier modal method by the means of 
model-structures that present a certain disorder degree representing aperiodicity. 
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Résumé : 
 

Les surfaces nanostructurées permettent d’obtenir des effets colorés gonio-apparents 
lorsque les nanostructures présentent des dimensions de l’ordre des longueurs d’onde du 
spectre visible. Ces couleurs, conséquence d’une interaction complexe entre lumière visible 
et structures de surface, sont habituellement modélisées par le biais d’interactions de types « 
interférences » ou « cristaux photoniques » entre le rayonnement lumineux et une structure 
périodique modèle bi- ou tridimensionnelle.  

Dans cette thèse, l’anodisation d’aluminium est utilisée comme méthode de structuration 
à l’échelle submicronique. Cette technique présente l’avantage d’être mature 
industriellement et de permettre de structurer de grandes surfaces. Cependant, elle ne permet 
pas d’obtenir des structures parfaitement ordonnées. Des effets colorés sont néanmoins 
observés. Le but de cette thèse est de comprendre les phénomènes optiques mis en jeu dans 
l’obtention de ces effets. En particulier, l’influence de la non-périodicité sur ces effets est 
explorée par le biais de simulations numériques par la méthode modale de Fourier. Afin 
d’établir un parallèle entre caractérisation expérimentale et simulation numérique, une partie 
de cette thèse est dédiée au développement d’un outil de caractérisation optique 
bidirectionnel (gonio-spectrophotomètre) présentant une précision directionnelle élevée, de 
manière à optimiser les analyses spectrales angulaires. Cette thèse se divise donc en deux 
parties principales, toutes deux basées sur une étude de la littérature existante. Une première 
partie présente les développements instrumentaux de l’outil de caractérisation optique. La 
seconde partie est dédiée à l’étude des effets colorés apparaissant lors de l’observation de 
certaines surfaces d’aluminium anodisé. Cette partie propose une compréhension des 
phénomènes d’interaction de la lumière avec la structure d’aluminium anodisé se basant sur 
les caractérisations optiques et microstructurales des échantillons, associées à une 
modélisation de l’interaction entre rayonnement et matière structurée. Cette étude montre 
que les structures réelles, sans être parfaitement périodiques, présentent un ordre à courte 
distance. Les effets colorés sont simulés numériquement par la méthode modale de Fourier 
par le biais de structures modèles présentant un certain niveau de désordre traduisant cette 
non-périodicité.�


