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Introduction

Dans ce travail, on étudie les feuilletages transversalement affines des surfaces
compactes, avec ou sans bord.
Un feuilletage transversalement affine est un feuilletage, muni sur chaque arc trans-
verse d’une mesure équivalente à la mesure de Lebesgue qui est définie à une
constante multiplicative près, et telle que les applications d’holonomie locales pré-
servent ces mesures à constante près.

On étudie les différentes manières de construire un feuilletage transversalement
affine : application de premier retour sur un intervalle qui coupe toutes les feuilles de
feuilletage ; mesure brisée sur un réseau ferroviaire ; échanges d’intervalles affines ;
feuilletages mesurés sur le revêtement universel avec automorphismes du revêtement
agissant de manière affine.

On étudie les espaces de paramètres pour l’espace des classes d’équivalence de
feuilletages transversalement affines.

On étudie ensuite la combinaison de deux feuilletage, des feuilletages mesurés et
des feuilletages transversalement affines

Cette thèse contient trois chapitres.
Dans le premier chapitre on rappelle les définitions et les notations des feuilletages
des surfaces. Dans [5] [6] [1] les auteurs ont étudié la géométrie des feuilletage. On
généralise la définition de réseau ferroviaire dans une surface à bord en utilisant la
surface double Sd. Chaque feuilletage dont les singularités sont des centres, épines

Figure 1 – La surface double Sd.

ou selles est porté par un réseau ferroviaire.

Dans le deuxième chapitre, on rappelle la théorie des feuilletages mesurés sur
une surface compacte orientée Sg,b de genre g et de b composantes de bord. Les
feuilletages mesurés ont été étudiés de manière très intense : classification des feuilles
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d’un feuilletage mesuré et classification de feuilletages mesurés du pantalon et d’une
surface compacte en général. L’espace de feuilletages mesurés correspond de manière
naturelle à un espace de laminations géodésiques mesurées, il compactifie l’espace
de Teichmüller [3] [20] [21] [16] [19] [15] [7].

On généralise la définition d’un échange d’intervalles afin qu’on puisse définir un
feuilletage mesuré non-orientable à partir d’un échange d’intervalles. On associe à
un échange d’intervalles f les paramètres :
- (l1, l2, ...., ln) où li est le longueur de sous-intervalle [ai−1, ai[.
- (τ(1), τ(2), ...., τ(n)).
- ε = (±1,±1, ....,±1) est un vecteur de signes, où +1 signifie que f envoie
[ai−1, ai[ vers [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ dans le même sens c’est-à-dire que f est croissante
dans [ai−1, ai[, et −1 signifie que f envoie [ai−1, ai[ vers [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ en sens
opposé c’est-à-dire que f est décroissante dans [ai−1, ai[.

On montre que pour chaque feuilletage mesuré F , il existe un intervalle γ (ou
une courbe) qui coupe toute les feuilles de F . On divise la surface en paquets. Un
paquet de feuilles est une sous-surface (rectangle) de S feuilletée par des segments
de feuilles régulières de F et bordée par deux feuilles singulières et deux arcs dis-
joints de γ. Voir Figure 2. On montre ensuite que chaque feuilletage mesuré sur une

Figure 2 – Un paquet.

surface fermée est construit par un échange d’intervalles.
On améliore la construction de la surface fermée associé à un échange d’intervalle
sur un cercle S1.
On construit une surface à bord de la manière suivante :
Soit S0 = S1 × [0, 1] un anneau. On recolle les deux composantes du bord S1 × {0}
et S1 × {1} de S0 par les bandes Bi = [ai−1, ai[×[0, 1] dont les côtés verticaux sont
sont [ai−1, ai] et [f(ai−1), f(ai)]. Voir Figure 3. On aura une surface à bord, on fait
disparaître les composantes du bord de S0 :
Si une composante de bord a une singularité, on ajoute une 2-anse avec une épine.
Voir Figure 4.
Si une composante de bord a deux singularités, on ajoute une 2-anse avec deux
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Figure 3 – Surface à bord portée par un échange d’intervalles.

Figure 4 – Ajouter une 2-anse avec une épine.

épines. Voir Figure 5.
Si la composante de bord contient k ≥ 3 séparatrices, on la fait disparaître comme

Figure 5 – Ajouter une 2-anse avec deux épines.

dans la Figure 6. On aura une selle à k séparatrices.
Avec cette surface, on a le résultat suivant :

Théorème A : Soit f un échange de n intervalles linéaire de permutation fixe
τ , soit S la surface construite par f , et soient li = ai − ai−1 les longueurs des
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Figure 6 – Faire disparaître les composantes de bord à ≥ 3 séparatrices.

sous-intervalles Ii =
i=1,...,n

[ai−1, ai[. Alors l’application (l1, l2, ...., ln) −→ MF(S) est

injective.

Le troisième chapitre est l’objet principal de ce travail. On étude les feuilletages
transversalement affines.
Très peu d’auteurs ont déjà étudié l’espace des feuilletages transversalement affines.
Oertel et Papadopoulos ont fait la relation avec structures géométrique sur les sur-
faces [13] [14] [4] [10] [11].

On rappelle que l’espace des feuilletages transversalement affines AF(S) sur S
est le quotient de l’espace de tous les feuilletages transversalement affines par la
relation d’équivalence suivante :
- Isotopie.
- Opérations de Whitehead.

On suppose que le feuilletage F ne contient ni composante de Reeb ni composante
de ∂-Reeb. Dans ce cas, l’espace AF(S) est muni de topologie qui est en fait un
espace de dimension finie.

On étudie les espaces de paramètres pour l’espace des classes d’équivalence de
feuilletages transversalement affines en utilisant les diverses manières de construc-
tion de feuilletages transversalement affines.
On donne des paramètres d’un sous-espace de AF qui est porté par un réseau ferro-
viaire muni d’une mesure brisée ou par un échange d’intervalles affine de permutation
fixe.

On étudie les feuilletages transversalement affines sur l’anneau, le pantalon et
le tore. On utilise l’application de premier retour, la mesure brisée, l’échange d’in-
tervalles et la construction d’un feuilletage transversalement affine à partir d’un
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feuilletage mesuré sur une surface à deux composantes du bord.
Dans ([4] p. 91) A. Hatcher et U. Oretel ont démontré la proposition :

Proposition : Soit F est un feuilletage du pantalon. Si F ne contient aucune
composante de Reeb ou ∂-Reeb, alors toutes les feuilles de F sont des intervalles
compacts. À l’aide de cette proposition on classifie les feuilletages transversalement
affines du pantalon.

On généralise l’admissibilité d’un réseau ferroviaire sur une mesure brisée.
Dans ([17] p. 278) A. Papadopoulos a montré le théorème : Soit (τ, σ) une mesure
brisée admissible, et soient α1, α2, ...., αn les poids des arêtes de τ et b1, b2, ...., bk les
poids σ, alors l’application (α1, α2, ...., αn, b1, b2, ...., bk) 6= (0, 0, ...., 0) −→ AF est
injective.

On démontre ici le théorème suivant :
Théorème B : Soit f un échange de n intervalles affine de permutation fixe τ , et
soient li les longueurs des sous-intervalles Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[, et fi = αix+βi la restric-

tion de f sur chaque sous intervalle Ii. Alors l’application (l1, l2, ...., ln, α1, α2, ...., αn) −→
AF est injective.

On étudie ensuite la combinaison de deux feuilletages, de feuilletages mesurés et
de feuilletages transversalement affines. On verra que la combinaison d’un feuille-
tage mesuré avec un feuilletage transversalement affine n’est pas nécessairement un
feuilletage transversalement affine, et la combinaison de deux feuilletages transver-
salement affines n’est pas nécessairement un feuilletage transversalement affine.

ix



x



Table des matières

1 Feuilletages des surfaces 1
1.1 Réseaux ferroviaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2 Feuilletages mesurés 11
2.1 Rappels sur les Feuilletages mesurés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1 Topologie deMF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Classification des feuilletages mesurés . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2.1 Classification des feuilletages mesurés du pantalon . . . . . . . 14
2.2.2 Classification des feuilletages mesurés d’une surface Sg . . . . 16

2.3 Mesure invariante sur un réseau ferroviaire . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4 Le sous-espace des feuilletages mesurésMF(τ) . . . . . . . . . . . . 21
2.5 Échanges d’intervalles linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5.1 Construction d’une surface à bord à partir d’un échange d’in-
tervalle sur [0, 1[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.5.2 Construction d’une surface sans bord à partir d’un échange
d’intervalle sur un cercle S1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.5.3 Construction d’un réseau ferroviaire à partir d’un échange
d’intervalles sur un cercle S1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.5.4 Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.5.5 Associer un échange d’intervalles linéaire orienté à un feuille-

tage mesuré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.6 Échange d’intervalles généralisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.7 Construire un feuilletage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.7.1 Construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.7.2 MF(f) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 Feuilletages transversalement affines 41
3.1 Rappels sur les Feuilletages transversalement affines . . . . . . . . . . 41
3.2 Mesure brisée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 Construction d’une classe de AF à partir d’une mesure brisée 43
3.3 Échanges d’intervalles affines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.4 Feuilletages transversalement affines sur l’anneau . . . . . . . . . . . 51

3.4.1 Classification des feuilletages transversalement affines de l’an-
neau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.5 Feuilletages transversalement affines sur le pantalon . . . . . . . . . . 55

xi



Table des matières

3.5.1 Classification des feuilletages transversalement affines du pan-
talon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.6 Feuilletages transversalement affines sur le tore troué et sur le tore . . 60
3.7 Topologie de AF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.8 Combinaison de deux feuilletages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.8.1 Combinaison de deux feuilletages mesurés . . . . . . . . . . . 66
3.8.2 Combinaison de deux feuilletages transversalement affines . . . 68
3.8.3 Combinaison d’un feuilletage mesuré avec un feuilletage trans-

versalement affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Bibliographie 73

xii



Chapitre 1

Feuilletages des surfaces

Dans ce travail, S est une surface compacte orientée (pouvant avoir un bord)
dont la caractéristique d’Euler est X (S) ≤ 0.

Dans ce chapitre, on rappelle les définitions et les notations des feuilletages des
surfaces.

Un feuilletage sur une surface est une décomposition de la surface en sous-
ensembles de dimension 1. Plus précisément, on a :

Définition 1.0.1. Soit S est une surface. Un feuilletage de S est un atlas F avec
les propriétés suivantes :
- Si (U,ϕ) ∈ F , alors ϕ(U) = V est un rectangle ouvert dans R2.
- Si (Ui, ϕi) et (Uj, ϕj) sont dans F et Ui∩Uj 6= φ, alors l’application de changement
de cartes ϕi ◦ ϕ−1j : ϕi(Ui ∩ Uj) −→ ϕj(Ui ∩ Uj) préserve les droites horizontales, et
on suppose pour des raisons de commodité qu’il est de classe C1.

Singularités d’un feuilletage : Pour avoir un feuilletage transversalement
orienté régulier 1, il faut et il suffit d’avoir un champ de vecteurs sans singularité.
Les feuilletages des surfaces autres que le tore T 2 ou le cylindre S1 × I dans le cas
orientable et dans le cas non orientable, le ruban de Möbius et la bouteille de Klein,
sont nécessairement singuliers.
La Figure 1.1 représente certaines des singularités que nous rencontrerons le plus
fréquemment : selles, épines, centres, soleils, et dipôles.

Remarquons qu’un feuilletage orientable ne possède ni épine, ni selle à p sépara-
trices avec p impair.

On peut associer à chaque singularité un indice j (Voir Figure 1.1), de façon que
soit satisfaite la formule d’Euler-Poincaré ([3] p. 75) :
La somme des indices des singularités d’un feuilletage est égale à la caractéristique
d’Euler-Poincaré de la surface X (S) =

∑
r jr = 2 − 2g − b où S est une surface de

genre g et de b composante du bord.
On rappelle aussi l’opération suivante entre deux feuilletages :

Une liaison est une feuille singulière qui joint des singularités.

1. On utilise le mot "régulier" pour un feuilletage qui n’admet aucune singularité. Dans ce cas
la caractéristique d’Euler de la surface doit être nulle.

1



Figure 1.1 – Singularités de feuilletage.

Opérations de Whitehead :
Soit F un feuilletage. L’opération de Whitehead est la contraction d’une liaison à
une singularité ou bien l’opération inverse. Voir Figure 1.2.

Figure 1.2 – Opération de Whitehead.

Pour chaque surface, on met une relation équivalence sur l’ensemble des feuille-
tages.
Deux feuilletages sont dits équivalents si :

- Si les feuilles de l’un sont isotopes à celles de l’autre en respectant la mesure
transverse.

- Il existe des opération de Whitehead qui envoie un feuilletage vers l’autre en
respectant la mesure transverse.

On note EF(S) l’ensemble des feuilletages sur S modulo cette relation d’équi-
valence.
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1.1. Réseaux ferroviaires

Définition 1.0.2. Si S est à bord, la surface double Sd est une surface sans bord
obtenue à partir de S en recollant par l’application identité les composantes du bord
de S avec les composantes du bord de la surface symétrique de S. Voir Figure 1.3.

Figure 1.3 – La surface double Sd.

1.1 Réseaux ferroviaires
On rappelle ici des résultats connus sur les réseaux ferroviaires.

Définition 1.1.1. On suppose que S est fermée (sans bord). Un réseau ferroviaire
τ sur une surface S est un graphe sans bord dont les arêtes sont des segments dif-
férentiables de S tangents entre eux aux sommets, qui sont appelés aiguillages. Voir
Figure 2.9.

Figure 1.4 – Aiguillage de réseau ferroviaire.

Si S est une surface à bord, on suppose que τ est sans bord dans S − ∂S. τ est
un réseau ferroviaire dans S si τ d est un réseau ferroviaire dans la surface double
Sd, où τ d est le graphe construit en recollant τ avec son symétrique.

Remarque : Les composante du bord d’une surface à bord S peuvent être des
arêtes où des réunion des arêtes d’un réseau ferroviaire τ dans S, et un arc d’une
composante du bord de S peut être contenu dans une arête de τ . Voir Figure 1.5.

Remarque : Pour la définition 1.1.1, on a supposé que S est munie d’une struc-
ture différentiable. Cette structure différentiable ne joue aucun rôle en dehors de
cette définition.
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1.1. Réseaux ferroviaires

Figure 1.5 – Arête au voisinage du bord.

Soit S1 une sous surface de S bordée par des courbes fermées dans S. Un feuille-
tage F sur S1 est dit un feuilletage partiel de la surface S. Par exemple dans la
figure 1.6, on a un feuilletage partiel sur une surface de genre 2.

Figure 1.6 – Feuilletage partiel sur une surface de genre 2.

Définition 1.1.2. Un voisinage adapté V d’un réseau ferroviaire τ est un voisi-
nage tubulaire fermé lisse de τ dont l’espace tangent au bord a éventuellement des
discontinuités correspondant aux aiguillages de τ . Voir figure 1.7

On munit le voisinage adapté de τ par un feuilletage par des segments transverses

4



1.1. Réseaux ferroviaires

Figure 1.7 – Voisinage adapté d’un réseau ferroviaire.

à τ et au bord de V . Ce feuilletage est appelé feuilletage par les traverses.Voir Figure
1.8.

Figure 1.8 – Feuilletage par les traverses sur un voisinage adapté d’un réseau
ferroviaire.

Le voisinage adapté V est obtenu en épaississant le réseau ferroviaire τ , et le
réseau ferroviaire τ est obtenu par le voisinage adapté V qui est feuilleté par les
traverses en écrasant chaque feuille en un point. Voir Figure 1.9. Autrement dit, le
voisinage adapté de τ définit bien un réseau ferroviaire à isotopie près. Inversement
deux réseaux ferroviaires isotopes définissent le même voisinage adapté à isotopie
près. Il y a une équivalence entre la définition de réseau ferroviaire et de voisinage
adapté.

Figure 1.9 – Équivalence entre réseau ferroviaire et son voisinage adapté feuilleté
par les traverses.

5



1.1. Réseaux ferroviaires

Construire un feuilletage à partir d’un réseau ferroviaire
Soient τ un réseau ferroviaire sur S, et V le voisinage adapté de τ dans S. Soit F1

le feuilletage par les traverses. On définit un feuilletage F2 qui est transverse à F1.
Voir Figure 1.11.
Le feuilletage F2 est appelé un feuilletage partiel porté par le réseau ferroviaire τ .
Soit F2 un feuilletage partiel porté par un réseau ferroviaire τ . En écrasant alors
chaque composante du complémentaire de F2 sur un squelette de cette composante,
on obtient un feuilletage total de S. Les singularités de ce feuilletage peuvent être
des selles, des centres, ou des épines).

Figure 1.10 – Écraser les composants de complémentaire d’un feuilletage partiel.

Figure 1.11 – Feuilletage sur un voisinage adapté d’un réseau ferroviaire.

6



1.1. Réseaux ferroviaires

Proposition 1.1.1. Tout feuilletage sur S est porté par un réseau ferroviaire.([18]
p. 4).

Démonstration. Soit F un feuilletage sur S. On peut faire les opérations suivantes
sur F pour avoir un feuilletage partiel sur S.
1- Ouvrir une feuille. Voir Figure 1.12.
2- Éclatement d’une singularité ou d’une liaison joignant deux singularités et ouvrir
une feuille. Voir Figure 1.13.

Figure 1.12 – Ouvrir une feuille.

Figure 1.13 – Éclatement d’une singularité ou d’une liaison.

Soit F1 le feuilletage partiel sur S obtenu à partir des opérations précédentes.
On munit le support de F1 par des rectangles feuilletés par des feuilles horizontales.
Voir Figure 1.14.

7



1.1. Réseaux ferroviaires

Figure 1.14 – Rectangle feuilleté.

On ouvre chaque côte horizontal du rectangle feuilleté, On aura des bigones (un
bigone est un disque à deux singularités Voit Figure 1.15). Voir Figure 1.16.

Figure 1.15 – Un bigone.

Figure 1.16 – Ouvrir les côtes horizontales de rectangle feuilleté.

Soit F2 le feuilletage partiel résultant. Le support de F2 admet un feuilletage G
dont les feuilles sont transverses aux feuilles de F2 et les extrémités des feuilles de
G sont sur le bord du support de F2. On obtient alors un feuilletage vertical sur les
rectangles représenté dans la figure 1.17.

En écrasant chaque feuille de G en un point, on aura un réseau ferroviaire τ . Le
support de G qui est équipé par un feuilletage vertical constitue un voisinage adapté
de τ , et ce voisinage adapté porte le feuilletage F .

Si on note E(S) l’ensemble de tous les réseaux ferroviaires à homotopie près dans
la surfaces S, on peut définir une application f : E(S) −→ EF(S). Cette application
est surjective d’après la proposition précédente 1.1.1, mais elle n’est pas injective.
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1.1. Réseaux ferroviaires

Figure 1.17 – Feuilletage vertical sur le rectangle feuilleté.

Par exemple les deux réseaux ferroviaires dans la figure 1.18 portent le feuilletage
représenté dans la figure 1.19.

Figure 1.18 – Deux réseaux ferroviaires portent le même feuilletage.

Figure 1.19 – Feuilletage sur le pantalon.
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1.1. Réseaux ferroviaires
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Chapitre 2

Feuilletages mesurés

Dans ce chapitre, après un rappel sur les feuilletages mesurés et leurs principales
propriétés, on généralise la notion d’échange d’intervalles affine de définir un feuille-
tage mesuré non-orientable à partir d’un échange d’intervalles.
On montre que chaque feuilletage mesuré sur une surface fermée est construit par
un échange d’intervalles.
On améliore la construction de la surface associé à un échange d’intervalle, et on
démontre le théorème :
Théorème : Soit f un échange de n intervalles linéaire de permutation fixe τ , soit S
la surface construite par f , et soient li = ai − ai−1 les longueurs des sous-intervalles
Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[. Alors l’application (l1, l2, ...., ln) −→MF(S) est injective.

On commence par des définitions, des notations et des rappels.
Dans ce chapitre, F est un feuilletage sur une surface compacte orientée S qui admet
comme singularités des selles généralisées (à 3, 4, 5.... séparatrices). Voir Figure 2.1.

Figure 2.1 – Singularités admises dans S − ∂S.

Si S est à bord, les singularités admises sur le bord sont expliquées dans la figure
2.2. Ces singularités seront des selles généralisées dans la surface double Sd. Voir
Figure 2.3.

On note Sing(F) l’ensemble de singularités de F .
Une feuille qui passe par une singularité est dite une feuille singulière, sinon elle est
dite une feuille régulière.

Si S est à bord, et γ est une composante du bord de S, alors :
- Ou bien γ est une feuille régulière.
- Ou bien γ est une feuille singulière, et les points singuliers admis sur le bord sont

11



Figure 2.2 – Singularités admises sur ∂S.

Figure 2.3 – Singularités admises sur ∂S qui seront des selles généralisées dans Sd.

représentés dans les Figures 2.2 et 2.3.
- Ou bien le feuilletage est transverse à γ en chaque point.

Figure 2.4 – Points sur le bord.

Un cycle de feuilles de F est une réunion finie de feuilles joignant des points
singuliers qui est homéomorphisme à un cercle. Voir Figure 2.5.

Soit L une feuille de F et x un point de L. Une demi-feuille d’origine x est une
composante connexe de L − {x} (muni de la topologie de la feuille) n’aboutissant
pas à une singularité.

Nous commençons par des rappels sur les feuilletages mesurés. Dans le chapitres
suivant, certaines notions exposées ici seront généralisées aux feuilletages transver-
salement affines.

12



2.1. Rappels sur les Feuilletages mesurés

Figure 2.5 – Cycle de feuilles.

2.1 Rappels sur les Feuilletages mesurés

Définition 2.1.1. Un feuilletage mesuré F est un feuilletage muni sur chaque arc
compact transverse à F d’une mesure qui est équivalente à la mesure de Lebesgue
sur un intervalle compact de R, cette mesure étant invariante par les applications
d’holonomie locales, c’est-à-dire les applications obtenues en déplaçant l’arc de telle
sorte que chaque point reste sur la même feuille. Voir Figure 2.6.

Figure 2.6 – Feuilletage Mesuré.

En d’autre termes, si α, β sont deux arcs homotopes par une homotopie ht qui
garde les points sur les mêmes feuilles, alors h∗tµα = µβ.

On rappelle le théorème suivant, qui est utile pour la classification des feuilles et
des feuilletages mesurés :
La récurrence de Poincaré : Soient (S,F) un feuilletage mesuré de S, L une
feuille non fermée dans S−{sing F}, et α un arc transversal à F coupant L. Alors
L coupe α un nombre infini de fois ([3] p. 74).

En utilisant cette propriété de récurrence, on peut classer les feuilles d’un feuille-
tage mesuré :

- La feuille est compacte.
- La feuille est localement dense, et son adhérence est une sous-surface.
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2.2. Classification des feuilletages mesurés

On rappelle aussi la relation suivante entre deux feuilletages mesurés :
Relation d’équivalence sur l’ensemble des feuilletages mesurés :
- Isotopie qui préserve la mesure transverse.
- Opérations de Whitehead qui préservent aussi la mesure transverse.
On note MF(S) l’ensemble de classe d’équivalence de feuilletages mesurés sur

S.

2.1.1 Topologie de MF
Soit S l’ensemble des classes d’homotopie (d’isotopie) de courbes simples fermées

de S non nulles en homotopie (ne bordant pas de disque).
Soient (S,F) un feuilletage mesuré et γ une courbe simple fermée. On définit la
mesure de γ et la note µ(γ) =

∑n
i=1 µ(αi) ; où les α1, α2, ...., αn sont des arcs de γ

disjoints et transversaux à F .
Soit α un élément de S, on pose i((F , S), α) = inf

γ∈α
µ(γ). Cette valeur est invariante

par l’isotopie et par opération de Whitehead.
On munitMF d’une topologie. Pour γ ∈ S, au feuilletage mesuré (F , µ) ∈MF

est attaché un nombre d’intersection i((F , µ), γ).
Par définition, une suite (Fn, µn) converge vers (F , µ) dansMF si et seulement si
la suite i(Fn, µn, γ) converge vers i((F , µ), γ) pour tout γ ∈ S. Autrement dit, pour
tout γ ∈ S, la fonction i( . , γ) :MF −→ R+ est continue.

Si S est une surface à bord :
Soient S1 l’ensemble des classes d’isotopie de courbes simples fermées de S non nulles
en homotopie, et S2 la classe d’homotopie des arc simples dont les deux extrémités
sont sur le bord. On pose S = S1 ∪ S2. pour γ ∈ S, on définit i(µ, γ) comme avant,
et on munitMF(S) d’une topologie comme avant.

2.2 Classification des feuilletages mesurés

2.2.1 Classification des feuilletages mesurés du pantalon

On pose P 2 un pantalon, c’est-à-dire un disque compact à deux trous. Voir Figure
2.7.

Définition 2.2.1. Soit F un feuilletage mesuré sur P 2. On dit que F est un bon
feuilletage de P 2 si aucune composante de ∂P 2 n’est une feuille lisse (c’est-à-dire
sans singularités) de F .

Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 2.2.1. Toute feuille d’un bon feuilletage de P 2 va :
-Soit du bord au bord.
-Soit du bord à une singularité.
-Soit d’une singularité à une singularité.([3] p. 98)
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2.2. Classification des feuilletages mesurés

Figure 2.7 – Pantalon= Disque à deux trous.

Figure 2.8 – Feuilletages Mesurés sur pantalon.

Proposition 2.2.2. On classe les feuilletages mesurés du pantalon qui sont trans-
verses au bord par le triplet :(µ(α), µ(β), µ(γ)).([3] p. 98).

Ce triplet classifie les feuilletages mesurés transversaux au bord à homotopie près
qui préserve la mesure du bord.
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2.2. Classification des feuilletages mesurés

2.2.2 Classification des feuilletages mesurés d’une surface Sg
On pose de nouveau Sg une surface compacte fermée orienté de genre g ≥ 2.

Définition 2.2.2. Soit F un feuilletage sur Sg. Une décomposition en pantalons de
S est une famille de courbes Ki disjointes transverses au feuilletage F et découpant
la surface S en pantalons.

Théorème 2.2.1. Soit F un feuilletage mesuré sur Sg. Alors il existe un feuilletage
F1 équivalent à F (obtenu à partir de F par isotopie et opérations de Whitehead) et
une décomposition en pantalons de S tels que i((F1, µ), Ki) 6= 0. ([3] §V p. 109-115).

Le nombre de courbes de la décomposition est 3g − 3 courbes, et le nombre de
pantalons est 2g − 2 pantalons. Voir Figure 2.9

Figure 2.9 – Décomposition en pantalons.

Soit F un feuilletage mesuré sur S.

Définition 2.2.3. : Un twist de magnitude t est le fait de couper une surface le long
d’une courbe simple fermée γ, puis de recoller les deux côtés de la surface coupée
après avoir effectué une rotation de l’un par rapport à l’autre d’un angle associé à |t| ,
mesuré par rapport à la mesure transverse. La valeur du twist est positive ou négative
suivant que la rotation se fait à gauche ou à droite par rapport à l’orientation de la
surface.

Soient S une surface fermée, et l1, l2, ...., l3g−3 les mesures des bords de compo-
santes (pantalons). Comme on a 3g− 3 courbes simples fermées qui décomposent S
en pantalons alors, on a aussi 3g − 3 twists (angles).
Ceci est une indication du fait que MF(S) est localement homéomorphe à R6g−6,
pourvu qu’on puisse trouver une décomposition en pantalons qui marche pour chaque
F .

Définition 2.2.4. On dit qu’une courbe γ est quasi-transversale à F si chaque
composante connexe de γ− sing F est ou bien une feuille ou bien transversale à F .
De plus, on demande qu’au voisinage d’une singularité, un arc transversal n’est pas
dans un secteur adjacent à un arc contenu dans une feuille et deux arcs transversaux
sont dans deux secteurs distincts. Voir Figure 2.11.
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2.2. Classification des feuilletages mesurés

Figure 2.10 – Twist.

Figure 2.11 – Courbe quasi-transversale.

Proposition 2.2.3. Si γ est une courbe quasi-transversale à F , alors µ(γ) =
i(F , µ;σ) ; où σ est la classe d’homotopie de γ.([3] p. 79).

Soit F un feuilletage mesuré sur une surface S, et soit γ une courbe transverse
à F . Si on fait le twist le long de γ, on aura un autre feuilletage, on le note Ft.

Proposition 2.2.4. L’application t 7−→ [Ft] ∈ MF est injective, où t est le twist
le long d’une courbe transverse à F .

La démonstration de cette proposition sera dans la section 2.3
Soit (α1, α2, ...., α3g−3) les coordonnées des twists de recollement des bords.

(l1, l2, ...., l3g−3, α1, α2, ...., α3g−3) ∈ (R∗+)3g−3 × (R)3g−3 classifie les classes d’équiva-
lence de feuilletages mesurés sur S qui admettent des représentants transverses aux
courbes de la décomposition en pantalons

On a en faitMF(S) ≈ R6g−6. ([3]).
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2.3. Mesure invariante sur un réseau ferroviaire

Remarque : Si on permet au feuilletage F d’admettre de singularités qui ne
sont pas des selles, alors la dimension deMF(S) est infinie.
Par exemple, F est un feuilletage mesuré sur pantalon et admet un centre comme
singularité. Voir Figure 2.12.

Figure 2.12 – Feuilletage mesuré avec un centre comme singularité.

2.3 Mesure invariante sur un réseau ferroviaire

Une mesure µ sur un réseau ferroviaire est la donnée pour chaque arête α de τ
d’un nombre réel positif µ(α). On dit que µ(α) est le poids de α. La collection de ces
nombres doit vérifier la condition de compatibilité suivante : en chaque aiguillage la
somme des poids des arêtes qui aboutissent d’un même côté est la même que celle des
arêtes qui aboutissent de l’autre. Dans la figure 2.13 il faut avoir µ(a) = µ(b)+µ(c).

(τ, µ) désigne un réseau ferroviaire τ muni de la mesure µ.
Un réseau ferroviaire pondéré (τ, µ) permet de définir un feuilletage mesuré de

la manière suivant :
On remplace chaque arête α de poids non nul par un rectangle feuilleté "horizon-
talement". Voir Figure 2.13. La longueur des côtés verticaux du rectangle associé à
l’arête α étant la mesure de α ; µ(α). Ces rectangles se recollent bien le long de leurs
côtés verticaux par des homéomorphismes qui préservent la mesure pour fournir un
feuilletage partiel de S grâce à la condition de compatibilité ; µ(a) = µ(b) + µ(c).

Le couple (τ, µ) définit une classe de Whitehead.

Si τ est un réseau ferroviaire sur S. Chaque composante connexe de S−τ possède
un bord dans S dont l’espace tangent a un nombre fini de discontinuités. Voir Figure
2.14.
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2.3. Mesure invariante sur un réseau ferroviaire

Figure 2.13 – Feuilletage partiel défini par un réseau ferroviaire.

Figure 2.14 – Composante connexe de S − τ .

Si une de ces composantes est homéomorphe à un disque, on pourra dire que
c’est un n-gone ; où n est le nombre de points d’aiguillages sur le bord du disque
c’est-à-dire de points de discontinuité de l’espace tangent. ([15] p. 7).

Définition 2.3.1. On dit qu’un réseau ferroviaire τ dans S est admissible si et
seulement s’il vérifie les deux conditions suivantes :
- Les composantes de S − τ ne sont ni disques lisses ni monogones ni bigones ni
anneaux lisses.
- On peut définir une mesure sur τ dont chaque arête de τ est de mesure non nulle.

Si S est à bord b, et τ est un réseau ferroviaire dans S, on dit que τ est admissible
s’il vérifie les conditions suivantes :
- Les composantes de S − τ ne sont ni disques lisses ni monogones ni bigone ni
anneau lisse.
- Le réseau ferroviaire τ ne borde avec b ni tente ni dôme ni rectangle. Voir Figure
2.15.
- On peut définir une mesure sur τ dont chaque arête de τ est de mesure non nulle.

19



2.3. Mesure invariante sur un réseau ferroviaire

Autrement dit, un réseau ferroviaire est admissible dans une surface à bord s’il le
réseau ferroviaire double τ d est admissible dans la surface double Sd.

Figure 2.15 – Composante connexe de S − τ .

Des composante de S− τ qui sont des tentes, des dômes et des rectangles seront
dans Sd des bigones, des disques lisses et des anneaux lisses. Voir Figure2.16. C’est
pour cela qu’on les interdit.

Figure 2.16 – Composante connexe de Sd − τ d.

Porter un feuilletage mesuré total sur S.
Soit F1 le feuilletage partiel porté par un réseau ferroviaire τ . En écrasant alors

chaque composante du complémentaire de F1 sur un squelette de cette composante,
on obtient un feuilletage mesuré totale de S avec singularités permises (selles à ≥ 3
séparatrices) dont la classe d’équivalence est bien définie à partir de (τ, µ). Voir
Figure 2.17. Si une composante de S− τ est de genre quelconque, on modifie l’arête

qui borde cette composante autour de genre. Voir Figure 2.18
L’absence de monogone et de disque et de dôme lisse implique qu’on peut sup-

poser que les singularités du feuilletage porté par (τ, µ) sont de type permis (des
selles). Si on avait un disque lisse, on aurait un centre comme singularité. ([15] p.
9).
L’absence de bigone d’anneau lisse de rectangle et de tente implique que si deux
feuilletages mesurés portés par τ sont équivalents, les mesures correspondantes sont
les mêmes.
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2.4. Le sous-espace des feuilletages mesurésMF(τ)

Figure 2.17 – Écraser les composants de complémentaire de S − τ .

Figure 2.18 – Écraser les composantes de S − τ de genre.

Proposition 2.3.1. Chaque feuilletage mesuré du pantalon est porté par un des
réseaux ferroviaires présentés dans la figure 2.19.

Les feuilletage A,C,D dans la figure 2.8 sont portés par le réseau ferroviaire
a dans la figure 2.19, et le feuilletage B dans la figure 2.8 est porté par le réseau
ferroviaire b dans la figure 2.19.
Par exemple, dans b dans la figure 2.19, si les poids b1, b2, b4 sont strictement posi-
tives on aura le feuilletage B dans la figure 2.8.

Figure 2.19 – Réseaux ferroviaires sur pantalon.

2.4 Le sous-espace des feuilletages mesurésMF(τ )
Soit τ un réseau ferroviaire admissible dans S. Dans cette section on va donner

des paramètres pour un sous-espaceMF(τ) de l’espaceMF(S).
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Soient a1, a2, ...., aN les arêtes de τ , et RN
+ le cône des vecteurs à coordonnées positives

dans l’espace vectoriel réel à N dimensions. On pose MF(τ) le sous-cône de RN
+

défini par les équations de compatibilité sur les aiguillages de τ .
Chaque N-uple deMF(τ) associe une classe de feuilletage mesuré, et on aMF(τ) ⊂
MF(S).

Pour un τ donné, l’ensemble des mesures µ sur τ est un espace de paramètres
locaux pour des feuilletages mesurés. C’est un cône dans un espace vectoriel qui
paramètre un sous-ensemble deMF .

Définition 2.4.1. Soit τ un réseau ferroviaire dans S. On dit que τ est maximal si
l’espaceMF(τ) est d’intérieur non vide dansMF(S).

Si S est une surface à bord, un réseau ferroviaire τ est maximal si le réseau
ferroviaire double τ d est maximal dans la surface double Sd.

Si τ est réseau ferroviaire maximal et admissible dans une surface fermée, alors
dimMF(τ) = 6g−6 et chaque chaque composante connexe de S−τ est un triangle.
([15] p. 21).

Théorème 2.4.1. Soit (τ, µ) un réseau ferroviaire admissible, et soient α1, α2, ...., αn
les poids des arêtes de τ , alors l’application (α1, α2, ...., αn) −→MF est injective.([15]
p. 14).

On démontre maintenant la proposition 2.2.4.

Démonstration. Soient (F , µ) un feuilletage mesuré sur S, et D une décomposition
de S en pantalons P1, P2, ...., P2g−2 par le courbes γ1, γ2, ...., γ3g−3 où i((F , µ), γ) 6= 0.
Alors F est transverse au bord de chaque pantalon. Chaque feuilletage F|Pi de pan-
talon Pi ; i = 1, 2, ...., 2g − 2 est porté par un des réseaux ferroviaires admissibles
et coupant chaque composantes. La Figure 2.20 représente des exemples de réseaux
ferroviaires admissibles sur pantalon. (Ces réseaux ferroviaires sont les seuls réseaux
ferroviaires admissibles et maximaux sur les pantalon ([16] p. 137-138) ).

Soit Ft le feuilletage obtenu après avoir fait un twist t le long d’une γi. Donc γi
sera contenue dans le réseau ferroviaire admissible qui porte Ft. Voir Figure 2.21.

Les poids des arêtes aboutissant sur γi resteront les même i((F , µ), γi). (Il existe
deux arêtes et deux aiguillages sur γi et les poids de ces arêtes ne dépendent que le
twist t. Donc d’après le théorème 2.4.1 l’application t −→ [Ft] ∈MF est injective.

2.5 Échanges d’intervalles linéaires
Définition 2.5.1. Un échange de n intervalles linéaire 1 est une bijection f : [0, 1[−→
[0, 1[ telle qu’il existe deux subdivisions {0 = a0, a1, ....an = 1} , {0 = b0, b1, ....bn = 1}

1. Dans certains articles, on utilise le mot linéaire, et on l’utilise ici aussi même si ce mot n’est
pas correct, car on a une structure de translation x+ a et non pas une structure linéaire x 7→ ax.
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Figure 2.20 – Réseaux ferroviaires admissibles sur pantalon.

Figure 2.21 – Réseau ferroviaire admissible après avoir fait un twist.

de [0, 1[ et τ une permutation de {0, 1, ....n− 1} dite associée à f , telle que la restric-
tion de f sur chaque sous-intervalle Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[ est une translation x 7−→ x+δi

et a pour image [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[.

On a |ai − ai−1| = |bτ(i−1)+1 − bτ(i−1)|.
Le vecteur (δ1, δ2, ...., δn) est appelé le vecteur de translation.

Exemple 2.5.1. L’application fa,b : [0, 1[−→ [0, 1[ ; 0 < a < b < 1

fa,b =


x+ 1− a ; 0 ≤ x < a

x− a− b+ 1 ; a ≤ x < b

x− b ; b ≤ x < 1
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

est un échange de 3 intervalles linéaire associée à τ
(

1 2 3
3 2 1

)
. Voir Figue 2.22.

Figure 2.22 – Échange de 3 intervalles linéaire.

2.5.1 Construction d’une surface à bord à partir d’un échange
d’intervalle sur [0, 1[

Soit f : [0, 1[−→ [0, 1[ un échange d’intervalles linéaire, et soit S0 = [0, 1[×[0, 1]
un rectangle ouvert. On recolle les deux composantes du bord [0, 1[×{0} et [0, 1[×{1}
de S0 par les bandes Bi = [ai−1, ai[×[0, 1] dont les côtés verticaux sont sont [ai−1, ai[
et [f(ai−1), f(ai)[. Voir Figure 2.23.

On obtient une surface orientable non-compacte. En ajoutant des courbes à cette
surface (en prenant des bandes [ai−1, ai] × [0, 1] au lieu de [ai−1, ai[×[0, 1]) on aura
une surface orientée compacte à bord S1 (le nombre de composants de bord est
fini). Soit α un squelette de la surface S1 c’est un graphe dont les arêtes sont tan-
gentes entre elles (Dans la Figure 2.23 α est le graphe gras). On peut considérer α
comme un réseau ferroviaire sur S1, on dit que le réseaux ferroviaire α correspond
à l’échange d’intervalles f . On définit une mesure sur ce réseau ferroviaire dont les
poids correspondent aux longueurs des sous intervalles [ai−1, ai[. Alors on aura un
feuilletage mesuré sur S1, et les singularités (si elles existent) sont des selles à trois
séparatrices sur le bord.

Exemple 2.5.2. Soit f : [0, 1[−→ [0, 1[ un échange de 1 intervalle linéaire ; la
surface correspondent à cet échange d’intervalles est un anneau, et cet échange d’in-
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Figure 2.23 – Surface à bord correspondent à un échange d’intervalles.

tervalles définit un feuilletage mesuré sur l’anneau dont chaque feuille est une courbe
simple fermée parallèle au bord. Voir Figure 2.24.

Figure 2.24 – Feuilletage sur l’anneau correspondent à un échange d’intervalles.

Exemple 2.5.3. Soit f : [0, 1[−→ [0, 1[ un échange de 2 intervalles linéaire (la
permutation associée à f est l’identité). La surface construite par cet échange d’in-
tervalles est un pantalon et le feuilletage correspondent à f est un feuilletage mesuré
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

dont les singularités sont des selles à 3 séparatrices et ces singularités sont sur une
composante de bord. Voir figure 2.25. Ce feuilletage est un feuilletage mesuré.

Figure 2.25 – Feuilletage mesuré sur le pantalon correspondent à un échange d’in-
tervalles linéaire.

Soient π : [0, 1[−→ S1 une bijection continue et f un échange d’intervalles sur I.
À l’aide de l’application π on peut définir f comme un échange d’intervalles sur S1

tel que π(0) est un point de discontinuité.
Remarque : On peut aussi définir les échanges d’intervalles sur S1 ; on peut

associer une permutation τ mais non unique (il n’y a pas d’origine fixe).

2.5.2 Construction d’une surface sans bord à partir d’un échange
d’intervalle sur un cercle S1

Soit S0 = S1×[0, 1] un anneau. On recolle les deux composantes du bord S1×{0}
et S1 × {1} de S0 par les bandes Bi = [ai−1, ai[×[0, 1] dont les côtés verticaux sont
sont [ai−1, ai] et [f(ai−1), f(ai)]. Voir Figure 2.26.

On feuillette les bandes Bi par des courbes horizontales joignant chaque point de
[ai−1, ai] avec son image par f dans [f(ai−1), f(ai)]. On définit une mesure invariante
transverse sur les bandes Bi en prenant la mesure de Lebesgue sur les côtés verticaux
de Bi. Ensuite on feuillette S0 par des segments horizontaux transverses aux deux
composantes du bord de S1. Voir Figure 2.28.
Les bandes Bi sont recollées sur S0 par des applications qui préservent la mesure. On
obtient donc une surface orientable compacte à bord S1 feuilletée par un feuilletage
F1. Ce feuilletage est orienté avec des singularités, ces singularités sont en (ai, 1) et
(f(ai), 0) et ce sont des selles à 3 séparatrices sur le bord (Voir les Figures 2.27 et
2.28 ). Chaque composante du bord est composée d’arcs simples et chaque arc joint
une singularité de S1 × 1 avec une singularité de S1 × 0, donc chaque composante
du bord contient un nombre pair de singularités.
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Figure 2.26 – Surface à bord correspondent à un échange d’intervalles.

Figure 2.27 – Bord de S1.

Figure 2.28 – Feuilletage de S1.
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Une composante connexe du bord de S1 est composée d’un nombre fini de seg-
ments sur les bords des bandes, elle est de la forme suivante (Voir Figure 2.29 dans
cette figure, on a arrondi les points singuliers).

Figure 2.29 – Arrondir un point singulier.

Figure 2.30 – Bord de S1.

On construit une surface Sg sans bord en faisant disparaître le bord de S1 de la
manière suivante :
Si la composante du bord ne contient que deux points singuliers, on la fait disparaître
comme dans la Figure 2.31.

Figure 2.31 – Faire disparaître le bord à deux points singuliers.

Si la composante contient plus de deux points singuliers, voir Figure 2.32, on
identifie un voisinage de deux séparatrices sortantes (ou rentrantes) consécutives, en
créant une selle à 4 séparatrices, on diminue de 2 le nombre de points singuliers sur
le bord et on continue comme avant.

Si une composante du bord contient k points singuliers, en faisant disparaître
cette composante, on aura k−2

2
selles à 4 séparatrices.
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Figure 2.32 – Faire disparaître le bord à plusieurs points singuliers.

Théorème 2.5.1. Le genre de la surface Sg est donné par la relation

g =
n∑
k=1

ki − 2

4
+ 1

où ki est le nombre de points singuliers de la composante du bord γi.

Démonstration. La caractéristique d’Euler de la surface Sg est 2− 2g. Par ailleurs,
soient k1, k2, ..., kn les nombres de points singuliers des composantes du bord γ1, γ2, ..., γn.
Pour chaque composante γi, on aura ki−2

2
selles à 4 séparatrices (chacune est d’indice

-1). Comme la caractéristique d’Euler d’une surface est égale à la somme des indices
de tous points singuliers, on a 2− 2g = −

∑i=n
i=1

ki−2
2

donc g =
∑n

k=1
ki−2
4

+ 1.

Proposition 2.5.1. Soit f un échange de n intervalles de permutation associée τ , et
soit C le cycle (permutation circulaire) 2 i→ i+ 1 (mod n). Posons σ = Cτ−1C−1τ
et soit k est le nombre de cycles disjoints qui composent σ. Alors le genre de la
surface construite par la construction 3.4.2 est g = n−k

2
+ 1. ([2] p. 15).

Démonstration. Soit Bi la bande qui passe par les points ai−1, ai. On désigne le point
ai−1 par i. On commence par la séparatrice sortante qui passe par i et on suit le
bord de Bi. On arrive au point singulier à une séparatrice rentrante f(ai−1) qui est
désignée par τ(i). La bande adjacente est Bτ−1(τ(i)−1). En suivant le bord on arrive
au point aτ−1(τ(i)−1) = aσ(i)−1. Voir Figure 2.33. Une composante de bord correspond
donc à un cycle composante de σ. Si un cycle composante est de longueur ni, alors
la composante de bord correspondant a 2ni singularités à 3 séparatrices, donc il
produit ni− 1 selles à 4 séparatrices. Si on a k cycle de longueur ni, alors le nombre
de selles est

∑k
i=1(ni − 1) =

∑k
i=1(ni) − k = n − k. Si g le genre de la surface

construite alors cette surface a 2g − 2 selles, donc g = n−k
2

+ 1.

2. Un cycle de longueur n est une permutation σ sur a1, a2, ...., an tels que σ envoie a1 sur a2
puis a2 sur a3 etc, enfin an sur a1.
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Figure 2.33 – Cycle de composante de σ.

La surface S qui est construite à partir d’un échange d’intervalles f ne dépend
que de la permutation associée τ . Mais le feuilletage F dépend des longueurs des
sous-intervalles Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[.

Un échange de n intervalles f sur S1 peut se réaliser comme application de
premier retour sur une courbe fermée. ([2] p. 11).

2.5.3 Construction d’un réseau ferroviaire à partir d’un échange
d’intervalles sur un cercle S1

Soit f : S1 −→ S1 un échange d’intervalles, et soit S la surface construite par
f par la construction 2.5.2. On va construire un réseau ferroviaire α dans S. On
commence par construire un voisinage adapté V de α. Soit A un rectangle dans
S0 = S1 × [0, 1] dont les cotés verticaux sont des segments du bord de S0, et soient
Bi les bandes qui recollent les deux bords de S0. On feuillette A et Bi par des feuilles
verticales. Voir Figure 2.34.

Soit α l’image du voisinage V (α) par la projection naturelle V (α) −→ α. Ce
réseau est unique à isotopie prés.

Remarque : Chaque composante du bord de S1 contient au moins deux singu-
larités (aucune composante de bord n’est une feuille lisse) donc aucune composante
de S − α est un disque lisse.
Soient f un échange de n intervalles, α le réseau ferroviaire correspondent à f , S1 la
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

Figure 2.34 – Voisinage adapté d’un réseau ferroviaire construit sur S1.

surface avec bord correspondent à f , et S la surface sans bord qui est correspondent
à f . Alors, si S1 admet comme composante de bord à deux singularités, alors une
composante de S − α est un bigone donc le réseau ferroviaire n’est pas admissible.
Voire Figure 2.35 Le réseau ferroviaire α dans la surface S qui est construit après

Figure 2.35 – Un bigone comme composante du bord.

écrasement de chaque composante de bord de S1 est admissible dans S si la surface
à bord S1 ne contient pas une composante de bord à 2 singularités. Autrement dit,
si aucune cycle de composante de σ n’est de longueur 1 (Voir proposition 2.5.1).
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

D’après le théorème 2.5.1, le nombre de singularités du feuilletage correspondent
à un échange de n intervalles est 2n, et le nombre de singularités sur chaque com-
posante du bord est 2, 6, 10, ..., 4k + 2 ; k ∈ N.

Définition 2.5.2. : On dit qu’un échange d’intervalles f est admissible si pour la
surface S1 construite chaque composante de bord contient, au mois 6 singularités.
Autrement dit, s’il n’existe aucune composante du bord à 2 singularités.

Analysons quelques cas d’échange d’intervalles.
Pour n = 2

On a deux permutation τ1

(
1 2
1 2

)
, τ2

(
1 2
2 1

)
, et pour les deux échanges de 2

intervalles, la surface S correspondent à f est un tore et l’échange de 2 intervalles
est non admissible.

Pour n = 3
On a 6 singularités sur le bord de S1, alors
- Soit on a une composante de bord à 6 singularités, dans ce cas l’échange de 3
intervalles est admissible et la surface fermée S correspondent àf est de genre 2.
- Ou bien, on a trois composantes du bord, et chacune est à 2 singularités, dans ce
cas l’échange d’intervalles n’est pas admissible et S est un tore.

Pour n = 4
L’échange de 4 intervalles n’est pas admissible, la surface S1 a 8 singularités sur le
bord , alors
- Soit une composante de bord à 6 singularités, et une composante de bord à 2
singularités, S est une surface de genre 2.
- Ou bien, on a quatre composantes de bord, et chacune est à 2 singularités, S est
un tore.

Théorème 2.5.2. Soit f : S1 −→ S1 un échange de n intervalles linéaire admissible
de permutation fixe τ , et soient li = ai − ai−1 les longueurs des sous-intervalles
Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[, alors l’application (l1, l2, ...., ln) −→MF est injective.

Démonstration. On a déjà vu dans le paragraphe 2.5.3 qu’un échange d’intervalles
linéaire admissible définit un réseau ferroviaire admissible, et ce réseau ferroviaire
ne dépend que la permutation associée de f .
On définit une mesure sur ce réseau ferroviaire en donnant un poids li sur l’arête γi
qui correspond à Bi, où les li ne sont pas nuls.
On a alors une injection f 7−→ (τ, µ) ; c’est l’application qui à un échange d’in-
tervalles admissible donnée f définit un réseau ferroviaire pondéré admissible de
manière unique.
Pour un réseau ferroviaire admissible fixe, on a une injection (l1, l2, ...., ln) −→MF
où les αi sont les poids des arêtes de réseau ferroviaire τ , théorème 2.4.1
Donc l’application (l1, l2, ...., ln) −→ MF est injective ; où l1, l2, ...., ln sont les lon-
gueurs des sous-intervalles [ai, ai−1[.

Dans le paragraphe suivant, on va construire une surface S à partir d’un échange
d’intervalles f : S1 −→ S1 dont le réseau ferroviaire est toujours admissible.
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2.5. Échanges d’intervalles linéaires

2.5.4 Construction

Dans ce paragraphe, on améliore la construction de la surface associé à un
échange d’intervalles qu’on décrit au paragraphe 2.5.2 pour inclure le cas des échanges
d’intervalles non admissibles.
Soit f un échange de n intervalles. On construit une surface feuilletée par un feuille-
tage avec singularités admises de la manière suivante :

Si une composante de bord a deux singularités, on ajoute une 2-anse avec deux
épines. Voir Figure 2.43.

Figure 2.36 – Ajouter une 2-anse avec deux épines.

Si une composante de bord a plus de 2 singularités, on écrase cette composante
comme avant.
La surface construite de la manière précédente est de genre g = 1+

∑n
i=1,ki>2

ki−2
4

+α
où ki est le nombre de singularités d’une composante de bord, α est le nombre de
composantes de bord de S1 qui contiennent deux singularités. La caractéristique
d’Euler de cette surface est donnée par la relation X (S) =

∑n
i=1,ki>2

2−ki
2
− 2α.

Théorème 2.5.3. Soit f un échange de n intervalles linéaire de permutation fixe τ ,
soit S la surface construite par la construction 2.5.4, et soient li = ai− ai−1 les lon-
gueurs des sous-intervalles Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[. Alors l’application (l1, l2, ...., ln) −→

MF(S) est injective.

Démonstration. La démonstration est la même que celle du théorème 2.5.2.

2.5.5 Associer un échange d’intervalles linéaire orienté à un
feuilletage mesuré

Dans ce paragraphe on va associer un échange d’intervalles linéaire orienté 3 à
un feuilletage mesuré sur une surface fermée.
Soient S une surface compacte orienté fermée, F un feuilletage mesuré sur S et soit
γ une courbe simple fermée (ou bien un intervalle) qui coupe toute les feuilles de F .

3. On utilise le mot orienté parce que les applications qui échangent les intervalles sont crois-
santes. Le feuilletage associé est alors orienté. Dans le paragraphe suivant on va voir que un échange
d’intervalles peut être associé à un feuilletage non-orientable.
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2.6. Échange d’intervalles généralisé

Un paquet de feuilles est une sous-surface (rectangle) de S feuilletée par des seg-
ments de feuilles régulières de F et bordée par deux feuilles singulières et deux arcs
disjoints de γ. Voir Figure 2.37.

Figure 2.37 – Un paquet.

On peut diviser le cercle γ en des sous-intervalles disjoints. On fixe un point
fixe 0 entre deux paquets, on aura une subdivision a0 = 0, a1, a2, ...., an telle que le
sous-intervalle [ai−1, ai[ borde un paquet. On munit γ d’une orientation transversale.
Comme on a un nombre fini de singularités de F , on a un nombre fini de paquets.
Comme F est un feuilletage mesuré les deux côtes verticaux d’un paquet sont de
même mesure.

On associe chaque paquet deux paramètres :
- li = ai − ai−1
- Une permutation τ telle que les deux sous-intervalles [ai−1, ai[, [aτ(i−1), aτ(i−1)+1[
bordent le même paquet.

Remarque : Si on prend l’orientation inverse sur γ on aura un autre échange
d’intervalles f1. Cet échange d’intervalles f1 est l’inverse de l’échange d’intervalles
f .

2.6 Échange d’intervalles généralisé
Soit f un échange de n intervalles linéaire de permutation τ . On associe à f les

paramètres :
- (l1, l2, ...., ln) où li est le longueur de sous-intervalle [ai−1, ai[.
- (τ(1), τ(2), ...., τ(n)).
- ε = (±1,±1, ....,±1) est un vecteur de signes, où +1 signifie que f envoie [ai−1, ai[
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2.7. Construire un feuilletage

vers [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ dans le même sens c’est-à-dire que f est croissante dans [ai−1, ai[,
et −1 signifie que f envoie [ai−1, ai[ vers [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ en sens opposé c’est-à-dire
que f est décroissante dans [ai−1, ai[.

Exemple 2.6.1. L’application f : [0, 1[−→ [0, 1[

f =


x+

1

2
; 0 ≤ x <

1

4

−x+
5

4
;

1

4
≤ x <

1

2

x− 1

2
;

1

2
≤ x < 1

est un échange de 3 intervalles linéaire associée à τ
(

1 2 3
2 3 1

)
, et de vecteur de

signes (+1,−1,+1). Voir Figure 2.38.

Figure 2.38 – Échange de 3 intervalles linéaire de vecteur de signe (+1,−1,+1).

2.7 Construction un feuilletage non-orientable à par-
tir d’un échange d’intervalles

Soit f : S1 −→ S1 un échange de n intervalles de permutation τ et de vecteur de
signe ε. Soit S0 = S1× [0, 1] un anneau. On fait disparaître les composantes de bord
de S0 en recollant chaque intervalle [ai−1, ai[ avec son image par f par une bande Bi.
On feuillette les bandes Bi par des courbe joignant chaque point avec son image par
f , et S0 par des segments horizontaux transverses aux deux composantes de bord
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2.7. Construire un feuilletage

Figure 2.39 – Surface à bord correspondent à un échange d’intervalles avec vecteur
de signe.

de S1 (par l’identité). Voir Figure 2.39.

On obtient alors une surface à bord S1 feuilletée par un feuilletage mesuré non-
orientable F1 dont les singularités sont des selles à trois séparatrices sur le bord.
Chaque composante du bord est un cycle de feuilles et peut avoir un nombre pair
ou impair de singularités.

On construit une surface S sans bord en faisant disparaître le bord de S1 :
Si la composante de bord ne contient qu’un point singulier, on la fait disparaître
comme dans la Figure 2.40. on aura une épine comme singularité de F dans S.

Figure 2.40 – Faire disparaître une composantes de bord à une singularité.

Si la composante de bord contient k points singuliers, on la fait disparaître comme
dans la Figure 2.41. On aura une selle à k séparatrices comme singularité de F dans
S.

On aura une surface sans bord feuilletée par un feuilletage mesuré non-orientable
(le feuilletage sera orientable si le vecteur de signes n’admet que des signes positifs
+1) et les singularités sont des épines et selles à 3 séparatrices ou plus.
Si la surface S1 a n composantes de bord γi (i = 1, 2, ....n). Le genre de la surface S
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2.7. Construire un feuilletage

Figure 2.41 – Faire disparaître les composantes de bord à ≥ 3 séparatrices.

est donné par la relation g = 1 +
∑n

i=1
ki−2
4

où ki est le nombre de points singuliers
de la composante du bord γi.
La caractéristique d’Euler de S est donnée par la relation X (S) = 2 − 2(1 +∑n

i=1
ki−2
4

) =
∑n

i=1
2−ki
2

.
Pour éviter d’avoir une épine comme singularité (qui n’est pas une singularité

admise), on utilise la construction suivante :

2.7.1 Construction

Si une composante de bord a une singularité, on ajoute une 2-anse avec une
épine. Voir Figure 2.42.

Figure 2.42 – Ajouter une 2-anse avec une épine.

Si une composante de bord a deux singularités, on ajoute une 2-anse avec deux
épines. Voir Figure 2.43.
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2.7. Construire un feuilletage

Figure 2.43 – Ajouter une 2-anse avec deux épines.

Si une composante de bord a trois singularités ou plus, on écrase cette compo-
sante comme dans la Figure 2.41.

2.7.2 MF(f)

Soit f un échange de n intervalles linéaire de permutation fixe τ , soit S la surface
construite par la construction 2.5.4. On définit un sous-espace MF(f) de l’espace
de classe d’équivalence des feuilletages mesurés sur S. Cette sous surface est l’espace
des feuilletages mesurés portés par le réseaux ferroviaire τ f qu’on construit à partir
de cet échange d’intervalle f .
Le réseau ferroviaire τ f a n+1 arêtes et une aiguillage, doncMF(f) =MF(τ f ) = n.

Proposition 2.7.1. Soit F un feuilletage mesuré sur une surface compacte orientée
fermée S. Alors il existe une courbe simple fermée γ qui coupe toutes les feuilles de
F .

Démonstration. Soit T est la réunion des liaisons de feuilletage F , alors S − T est
un nombre fini de composante et chaque composante est :
- Soit un anneau feuilleté par un feuilletage mesuré dont chaque feuille est une courbe
simple fermée. Voir Figure 2.44.
- Ou bien, une sous-surface feuilletée par un feuilletage mesuré dont chaque feuille
est dense dans cette sous-surface Voir Figure 2.45.

Pour chaque anneau A qui est une composante de S − T il existe un arc γ qui
coupe toutes les feuilles de F|A.
Pour chaque sous-espace S1 qui est une composante de S−T , chaque arc transversal
σ à F|S1 coupe toutes les feuilles de F|S1 (parce que chaque feuille est dense dans S1).

En reliant de tels segments entre eux, on construit facilement une courbe simple
vérifiant les conditions demandées.

Grâce au paragraphe 2.5.5 et au théorème 2.7.1 on a :
Chaque feuilletage mesuré sur une surface fermée correspond à un échange d’inter-
valles.
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Figure 2.44 – Anneau ouvert feuilleté par un feuilletage dont chaque feuille est une
courbe simple fermée.

Figure 2.45 – Sous espace ouverte feuilletée par un feuilletage dont chaque feuille
est dense.
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Chapitre 3

Feuilletages transversalement affines

Les feuilletages transversalement affines des surfaces sont une généralisation des
feuilletages mesurés des surfaces. Un feuilletage transversalement affine est un feuille-
tage muni d’une structure affine transverse. Nous commençons ce chapitre en rap-
pelant quelques notations sur les feuilletages transversalement affines. Ensuite nous
définissons les feuilletages transversalement affines de manières différentes, et nous
classifions les feuilletages transversalement affines du pantalon.

3.1 Rappels sur les Feuilletages transversalement
affines

Dans ce chapitre, F est un feuilletage sur S dont les singularités sont des selles
généralisées.

Définition 3.1.1. Un feuilletage transversalement affine est un feuilletage, muni
sur chaque arc transverse d’une mesure équivalente à la mesure de Lebesgue qui est
définie à une constante multiplicative près, et telle que les applications d’holonomie
locales (les applications obtenues en déplaçant l’arc de telle sorte que chaque point
reste sur la même feuille) préservent ces mesures à constante près.

En d’autre termes, si α, β sont deux arcs transversaux au feuilletage et homotopes
par une homotopie ht qui préserve les points sur les feuilles alors :

h∗t {µα} = {µβ}

où :
µα est une mesure de Lebesgue sur α.
{µβ} est l’ensemble des mesures de la forme λµβ, avec λ > 0.

Soit F un feuilletage transversalement affine avec singularités admises, et soit α
un arc transversal à F et coupant une séparatrice. Voir Figure 3.1).

Comme F est transversalement affine, on a une classe de mesures sur α, où deux
mesures dans cette classe sont multiples l’une de l’autre par une constante. Et sur
α1, α2 on a aussi des classes de mesures définies modulo multiplication. Les classes
de mesures sur α1 et α2 sont induites par la classe de mesure de α.
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3.2. Mesure brisée

Figure 3.1 – Feuilletage transversalement affine avec singularités admises.

Définition 3.1.2. Relation d’équivalence sur l’ensemble des feuilletages transversa-
lement affines :
- Isotopie qui préserve la classe de mesure.
- Opération de Whitehead qui préservent aussi la classe de mesure.

On note AF(S) l’espace des classes d’équivalence des feuilletages transversale-
ment affines sur la surface S.

On va voir qu’on peut définir un feuilletage transversalement affine de plusieurs
manières :
1- Par une application de premier retour affine sur un segment dans la surface.
2- Par un réseau ferroviaire (mesure brisée).
3- Par un échange d’intervalles affine.
4- Par un feuilletage mesuré sur le revêtement universel S et un homomorphisme
γ : Γ→ R∗+, où Γ est le groupe des automorphismes du revêtement.

3.2 Mesure brisée
Définition 3.2.1. Un réseau ferroviaire est dit orienté (orienté transversalement)
s’il est équipé par une orientation (orientation transversale) sur chaque arête telle
que les orientations sont cohérentes aux aiguillages. Voir Figure 3.2.

Figure 3.2 – Réseau ferroviaire orienté ou orienté transversalement.

On va définir un feuilletage transversalement affine en utilisant une paire de
réseaux ferroviaires pondérés (l’un des deux doit être orienté).

Définition 3.2.2. Soient σ un réseau ferroviaire transversalement orienté équipé
par une mesure invariante, et τ un réseau ferroviaire qui est transversal à σ. On
suppose qu’aucun point d’intersection de τ avec σ n’est un aiguillage de τ ou de σ.

42



3.2. Mesure brisée

On appelle une composante connexe de τ − ({aiguillages de τ} ∪ σ) une arête de
(τ, σ). Une mesure brisée sur (τ, σ) est la donnée d’une collection de nombres positifs
appelés poids associés aux arêtes de (τ, σ) qui satisfont les conditions :

- Les poids ne sont pas tous nuls.
-À chaque aiguillage de τ la condition de compatibilité (définition de réseau fer-

roviaire) est satisfaite.
-À chaque point d’intersection de τ avec une arête de σ de poids w, le poids

d’une arête de (τ, σ) qui est après le point d’intersection (par rapport à l’orientation
transverse de σ) est égale à exp(w)×le poids d’une arête qui est avant du point
d’intersection. Voir Figure 3.3.

Figure 3.3 – Mesure brisée.

3.2.1 Construction d’une classe de AF à partir d’une mesure
brisée

Soit (τ, σ) une mesure brisée dans une surface fermée S. On définit un feuilletage
sur S de la façon suivante : Soit V (τ) un voisinage adapté de τ et G le feuilletage par
les traverses sur V (τ). On remplace chaque arête α de (τ, σ) par un rectangle dont le
support est contenu dans V (τ) et les côtés horizontaux sont transversaux aux feuilles
de G, et l’image de ce rectangle par la projection naturelle V (τ) −→ τ est l’arête α.
On feuillette chaque rectangle par des segments transverses au feuilletage G, et on
équipe ce feuilletage par une mesure invariante transverse dont la mesure d’un côté
vertical est égale au poids de l’arête α. On recolle les côtés verticaux des rectangles
qui se trouvent près du même aiguillage de τ par une application qui préserve la
mesure, et les côtés qui contiennent les points de τ ∩ σ par une application affine.
Voir Figure 3.4.
Soit F1 le feuilletage partiel résultant sur S. Le feuilletage F1 sur V (τ) − σ est
un feuilletage mesuré (Les composantes de F1 − σ sont équipées par une mesure
invariante). Soient R1, R2 deux composantes de F1 − σ et p1, p2 deux points dans
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3.2. Mesure brisée

Figure 3.4 – Feuilletage transversalement affine partiel sur S.

l’intérieur de R1, R2 respectivement, et soit s1,2 un chemin orienté de p1 vers p2 dans
V (τ). (On suppose que l’orientation de s1,2 est compatible avec l’orientation de σ).
Soient a1, a2, ...., an les points d’intersection de s1,2 avec σ et w1, w2, ...., wn les poids
des arêtes de σ correspondants aux points a1, a2, ...., an. Voir Figure 3.5.
On multiple alors la mesure transversale de F1 |R1 par

∏n
i=1 exp

wi pour avoir la

Figure 3.5 – Rectangles dans V (τ).

mesure de F1 |R2 .
En générale ce feuilletage n’est pas mesuré (si pour chaque arête c de τ , soient
a1, a2, ...., ar les points d’intersection de c avec σ. Pour chaque i = 1, 2, ...., r soit wi
les poids des arêtes contenant a1, a2, ...., ar de σ. Alors le feuilletage F1 est mesuré
si pour chaque arête de c de τ on a

∏r
i=1wi = 1). Pour chaque arc transversal à F1

on a une classe de mesures. Ce feuilletage est un feuilletage transversalement affine
partiel sur S.
Pour avoir un feuilletage transversalement affine, on écrase chaque composante du
complémentaire de F1 sur un squelette de cette composante, on obtient un feuilletage
transversalement affine totale F sur S.

Remarque : Si (τ, σ) est une mesure brisée dans une surface à bord S, le feuille-
tage total sur S n’est pas nécessairement transversalement affine par exemple, Dans
la Figue 3.6 le feuilletage total porté par la mesure brisée (τ, σ) n’est pas transver-
salement affine :
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3.2. Mesure brisée

Figure 3.6 – Mesure brisée dans une surface à bord.

Si les poids de a1, a2, b1, b2 ne sont pas nuls, alors le feuilletage total sur S n’est
pas transversalement affine :
Soit α un arc transversal au feuilletage total qui est porté par (τ, σ). Voir Figure
3.7. Un sous arc de α sera multiplié par ea2 et un autre sous arc sera multiplié par
ea1+a2 . Donc le feuilletage total n’est pas transversalement affine.

Figure 3.7 – Feuilletage non transversalement affine sur une surface à bord porté
par une mesure brisée.

Soit (τ, σ) une mesure brisée, on note B(τ, σ) l’ensemble de poids de (τ, σ). On
va étudier l’injectivité de l’application B(τ, σ) −→ AF(S), où S est surface fermée,
qui est définie comme dans 3.2.1
Dans le cas où σ est une courbe simple fermée et τ est un réseau ferroviaire admis-
sible, cette application est injective ([18] p. 10).

Définition 3.2.3. On dit que deux courbe simples fermées orientées α, β sont ho-
mologues dans S, si elles bordent une sous-surface de S.

Par exemple dans la figure 3.8 les courbes α, β sont homologues, mais α, γ ne le
sont pas.

45



3.3. Échanges d’intervalles affines

Figure 3.8 – Courbes homologues.

Définition 3.2.4. On dit qu’une mesure brisée est admissible si elle vérifie les
conditions suivantes :
- τ est un réseau admissible.
- Les composantes de S − σ ne sont des bigones.
- Chaque arête de σ coupe une arête de τ .
- Deux arêtes disjointes de σ ne forment pas deux courbes homologues.

A. Papadopoulos a démontré dans ([17] p. 278) le théorème suivant :

Théorème 3.2.1. Soit (τ, σ) une mesure brisée admissible, et soient α1, α2, ...., αn
les poids de (τ, σ) et v1, v2, ...., vk les poids du réseau ferroviaire σ, alors l’application
(α1, α2, ...., αn, v1, v2, ...., vk) −→ AF est injective.

Proposition 3.2.1. Soient F un feuilletage transversalement affine sur S, C une
courbe simple fermée coupant F . Si on fait un twist t le long de C, alors l’application
t 7−→ Ft est injective.

Démonstration. La courbe C coupe S pour avoir deux composantes de bord C1, C2.
On fait un twist le long de C et on recolle les composantes C1, C2, on aura un autre
feuilletage transversalement affine Ft.
On choisit un réseau ferroviaire admissible (τ, σ) muni d’une mesure brisée où C est
contenu dans τ qui porte Ft . Les poids des arêtes qui sont sur C ne dépendent que la
valeur de twist fait. D’après le théorème 3.2.1 l’application t 7−→ Ft est injective.

3.3 Échanges d’intervalles affines

Définition 3.3.1. Un échange de n intervalles affine est une bijection f : [0, 1[−→
[0, 1[ telle qu’il existe deux subdivisions {0 = a0, a1, ....an = 1} , {0 = b0, b1, ....bn = 1}
de [0, 1[ et la restriction de f sur chaque sous intervalle Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[ est une

application affine x 7−→ αix+ βi : αi > 0, et Ii a pour image [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ où τ
une permutation de {0, 1, ....n− 1} dite aussi associée à f .

Le vecteur (α1, ...., αn) est appelé le vecteur de pentes de f .
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3.3. Échanges d’intervalles affines

Exemple 3.3.1. L’application f : [0, 1[−→ [0, 1[ ;

f =


2x+

1

2
; 0 ≤ x <

1

4
2

3
x− 1

6
;

1

4
≤ x < 1

Figure 3.9 – Échange de 2 intervalles affine.

Cette application est un échanges de 2 intervalles affine associée à la permutation

τ

(
1 2
2 1

)
. Voir Figure 3.9.

Remarque : Soit f : [0, 1[−→ [0, 1[ un échange de n intervalles affine, et soient
li =

i=1,...,n
|ai−1 − ai| les longueurs de sous-intervalles [ai−1, ai[ et x 7−→ αix + βi les

applications affines sur Ii alors,
∑n

i=1 αili = 1.
Plus généralement, si f : S1 −→ S1 est un échange de n intervalles affine, on a
alors

∑n
i=1 αili =

∑n
i=1 li = 1. Comme pour les échanges d’intervalles linéaires, on

associera à un échange d’intervalles affine une surface compacte orientable.

Définition 3.3.2. On dit qu’un échange d’intervalles affine f est topologiquement
conjugué à un échange d’intervalles linéaire g, s’il existe un homéomorphisme h de
[0, 1[ tels que f = h ◦ g ◦ h−1.
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Proposition 3.3.1. L’application f qui est définie dans l’exemple 3.3.1 est conju-
guée à l’échange d’intervalles linéaire par l’homéomorphisme h = 3x−1

3−1 , où

g =


x+ lnx ; 0 ≤ x < e− 2

x+ ln
2

3
; e− 2 ≤ x < 1

Plus généralement, chaque échange de 2 intervalles affine de permutation associée

τ =

(
1 2
2 1

)
est conjugué à un échange de 2 intervalles linéaire. ([12] p. 542).

Théorème 3.3.1. Soit f un échange de 2 intervalles affine, de permutation associée

τ =

(
1 2
2 1

)
, dont les discontinuités sont 0, λ, 1, et de vecteur de pentes (α1, α2),

alors f est conjugué à un échange de 2 intervalles linéaire par l’application h(x) =
ekx−1
ek−1 où k = ln(α1(1−λ)

1−α1λ
).

Démonstration. On a τ =

(
1 2
2 1

)
, f(λ) = 1, f(0) = f(1), et

f =


f1 : α1(x− λ) + 1 ; 0 ≤ x < λ

f2 : (
1− α1λ

1− λ
)(x− λ) ; λ ≤ x < 1

L’application h : [0, 1] −→ [0, 1] ; x 7−→ ekx−1
ex−1 admet comme inverse

h−1(x) = 1
k

ln((ek − 1)x+ 1).
Soit gi(x) = x+δi on a fi(x) = h◦gi◦h−1 = 1

ex−1 [exp(k( 1
k

ln((ex−1)x+1)+δi)−1]

= 1
ex−1 [ekδi((ex − 1)x+ 1)− 1]

= ekδix+ ekδi−1
ex−1 .

⇒αi = ekδi ⇒δi = lnαi
k

. Alors l’échange d’intervalles g a pour vecteur de trans-
lation ( lnα1

k
, lnα2

k
).

Si f est un échange de 2 intervalles affine de permutation associée τ =

(
1 2
1 2

)
.

Alors f est l’identité, donc f est un échange de 2 intervalles linéaire. Autrement dit,
si f un échange de 2 intervalles affine, alors f est conjugué à un échange d’intervalles
linéaire.

Remarque : Le feuilletage mesuré sur le tore T 2 dont chaque feuille est dense
dans T 2 correspond à un échange de 2 intervalles affine (non-linéaire) f sur S1

de permutation
(

1 2
2 1

)
et de vecteur de pentes (α1, α2) 6= (1, 1), cet échange

d’intervalles f est conjugué à un échange de 2 intervalles linéaire.
Soient f un échange d’intervalles affine, et g un échange d’intervalles linéaire tels

que f est conjugué à g. On suppose aussi que f, g sont deux échanges d’intervalles
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3.3. Échanges d’intervalles affines

de même permutation associée τ . La surface correspondent à f et celle par g sont
la même S. Soient (S,F1), (S,F2) les feuilletages correspondent à f , g, alors F1,F2

sont homéomorphes par un homéomorphisme qui préserve la mesure. Donc (S,F1)
est mesuré.

Remarque : Soit f : [0, 1[−→ [0, 1[ un échange d’intervalles (linéaire ou affine),
et soient S la surface à bord qui correspond à f et F le feuilletage construit sur S.
Alors les composantes de bord sont :
Soit un feuille de ce feuilletage.
Ou bien un cycle de feuille. Autrement dit, le feuilletage F rencontre chaque com-
posante de bord en nombre fini de points (singularités). Voir Figure3.10.

Figure 3.10 – .

Construire un feuilletage transversalement affine sur une surface à
bord à partir d’un échange d’intervalles affine sur S1.

Soient f un échange de n intervalles affine défini sur S1 de vecteur de pentes
(α1, α2, ...., αn) et li les longueurs de sous intervalles [ai−1, ai[, et soit S1 la surface
compacte à bord qui est construite par f comme dans le paragraphe 2.5.2

On construit un réseau ferroviaire (τ, σ) muni d’une mesure brisée sur S1 :
τ un réseau ferroviaire de n + 1 arêtes qui est construit comme dans le paragraphe
2.5.2.
σ est un réseau ferroviaire de n arêtes dont les arêtes sont des arcs disjoints sur les
bandes Bi. (Chaque arête ci joint les deux composantes du bord de Bi). Voir Figure
3.11.
On munit σ d’une orientation transversale telle que l’orientation sera de [ai−1, ai[
vers [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ si li ≥ 1 et de [bτ(i−1), bτ(i−1)+1[ vers [ai−1, ai[ si li < 1.

On définit une mesure brisée sur (τ, σ) de la manière suivante :
On définit une mesure invariante sur σ en donnant à chaque arête ci de σ associé à
Bi un poids lnαi si αi ≥ 1 et ln( 1

αi
) si αi < 1.

On définit une mesure brisée sur (τ, σ) : on donne à l’arête ti aboutissant sur S1×{1}
un poids li, et on donne aux arêtes aboutissant sur S1 × {0} des poids αili. Voir
Figure 3.11.

On aura alors un réseau ferroviaire (τ, σ) muni d’une mesure brisée. Ce réseau
est bien défini à isotopie près. Pour chaque sortie de S1×1 on multiplie la mesure de
l’arête ti de τ par αi associé. On aura un feuilletage sur la surface S ; ce feuilletage
est porté par une mesure brisée, donc c’est un feuilletage transversalement affine.
Ce feuilletage ne dépend que les longueurs l1, l2, ...., ln et des valeurs α1, α2, ...., αn.
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Figure 3.11 – Mesure brisée sur une surface construite par un échange d’intervalles
affine.

Théorème 3.3.2. Soient f un échange de n intervalles affine de permutation fixe,
S la surface à bord construite par f , et soient li les longueurs des sous-intervalles
Ii =

i=1,...,n
[ai−1, ai[, et fi = αix+ βi la restriction de f sur chaque sous-intervalle Ii.

Alors l’application (l1, l2, ...., ln, α1, α2, ...., αn) −→ AF(S) est injective.

Démonstration. D’après l’unicité du réseau ferroviaire (τ, σ) construite par f et
d’après le théorème 3.2.1, on a l’injectivité de l’application :
(l1, l2, ...., ln, α1, α2, ...., αn) −→ AF(S).

Remarque Si on fait disparaître les composantes de bord de la surface à bord
qui est construite de la manière précédente, on aura un feuilletage F2 sur une surface
sans bord et ce feuilletage n’est pas transversalement affine :
Par exemple, soit C une composante de bord de deux singularités, et soit γ un arc
transversal au feuilletage après fait disparaître cette composante. Voir Figure.3.12.
Alors, un sous-arc de γ sera multiplié par µ(ci) et un autre sous-arc sera multiplié

Figure 3.12 – Faire disparaître d’une composante de bord.
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par µ(ck). Donc le feuilletage F2 n’est pas transversalement affine.
Remarque On peut généraliser la définition de l’échange d’intervalles affine

comme on l’a fait pour l’échange d’intervalles linéaire (paragraphe 2.7). Alors on
peut avoir un feuilletage transversalement affine non-orientable correspond à un
échange d’intervalles donc par une application de premier retour.

3.4 Feuilletages transversalement affines sur l’an-
neau

Dans cette section on va donner des exemples de feuilletages transversalement
affines sur l’anneau. Ces feuilletages sont construits de manières différentes.

Exemple 3.4.1. Soit I = [0, 1] muni de sa mesure de Lebesgue. On définit une
application affine ϕ : I → I

x 7−→ x

2

Figure 3.13 – Feuilletage transversalement affine d’anneau.

On construit un feuilletage F de l’anneau ayant ϕ comme application de premier
retour. Ce feuilletage n’est pas conjugué à un feuilletage mesuré. En effet, si F était
mesuré alors chaque arc transversal au feuilletage serait de mesure nulle. (α, α1 sont
deux arcs transversaux à F et homotopes, si F était mesuré, alors α− α1 serait de
mesure nulle. Voir Figure 3.13).
Si on projette un arc transversal au feuilletage sur I pour le munir d’une mesure,
on a plusieurs manières de faire, on a alors sur chaque arc transverse une classe de
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mesures sur chaque arc transverse et elles sont multiplies l’une de l’autre par une
constante. Les feuilletage est donc transversalement affine.

Exemple 3.4.2. La composante de Reeb qui est représentée dans la figure 3.14 est
un feuilletage transversalement affine.
On définit une mesure de Lebesgue sur les segments γ1 et γ2. Pour chaque arc α1 (α2)
transverse au feuilletage qui a une extrémité sur le bord C1 (ou C2), on a plusieurs
manières de projeter cet arc sur le segment γ1 (γ2).
Pour un arc α transverse au feuilletage, on peut projeter cet arc sur le segment γ1 ou
bien sur γ2 de plusieurs manières et il n’y a pas de mesure de Lebesgue naturelle sur
cet arc. On peut cependant définir une classe de mesures sur chaque arc transverse
au feuilletage qui sont multiples l’une de l’autre par une constante. On vérifie que
que cette classe de mesures est invariante par holonomie. Donc ce feuilletage est un
feuilletage transversalement affine.

Figure 3.14 – Composante de Reeb.

Exemple 3.4.3. Le feuilletage transversalement affine sur l’anneau dans l’exemple
3.4.1 est porté par une mesure brisée.
Soient τ un réseau ferroviaire transversalement orienté, (un segment joignant les
deux bords d’anneau) et σ un autre réseau ferroviaire qui a deux arêtes, une arête
qui a une extrémité sur le premier bord et qui est transverse en ce point à ce bord
et tangente au deuxième bord et l’autre arête qui est le deuxième bord. σ coupe τ en
deux points. Voir Figure 3.15.
On définit une mesure sur (τ, σ) en posant : a2 = a1×e−t, a3 = a4×e−t, a4 = a3+a2.
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Figure 3.15 – Mesure brisée sur l’anneau.

Cela définit une mesure brisée sur le réseau ferroviaire, et cette mesure brisée porte
un feuilletage transversalement affine sur l’anneau. Par exemple si on donne l’arête
a1 de poids 1 et t de poids ln2, on aura le même feuilletage dans l’exemple 3.4.1.

Remarque : Le feuilletage dans l’exemple 2.5.3 dans le chapitre précédent est
le seul feuilletage transversalement affine sur l’anneau correspondant à un échange
d’intervalles. Si on prend un autre échange d’intervalles sur [0, 1[, on aura un feuille-
tage admettant des singularités sur une surface a plus de 3 composantes de bord.
Donc les feuilletages dans les exemples 3.4.1, 3.4.2 ne correspondent pas à un échange
d’intervalles.

3.4.1 Classification des feuilletages transversalement affines
de l’anneau

Théorème 3.4.1. Soient A un anneau et F un feuilletage sans singularités sur A.
On suppose que F ne contient aucune composante de ∂-Reeb. Alors chaque feuille de
F est une feuille compacte. En particulier, ce feuilletage est un feuilletage mesuré.

Démonstration. On suppose, sans perdre la généralité, que F n’a pas un cercle
comme feuille dans A−∂A. (Si F admet un cercle comme feuille alors chaque feuille
est un cercle.)
Si F admet une feuille non-compacte L, alors L coupe ∂A au plus en un point.
Soit K 6= φ l’ensemble limite de L. K est différent d’un point parce que F est sans
singularité, et K est différent de ∂A parce que si K est une composante de ∂A. Donc
L spirale vers cette composante et on peut trouver un cercle qui borde avec cette
composante de bord une composante de ∂−Reeb.
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On peut classifier les composantes de ∂-Reeb en utilisant le réseau ferroviaire
muni d’une mesure brisée :
Soit (τ, σ) un réseau ferroviaire qui porte une composante de ∂-Reeb. Voir Figure
3.15. Les poids des arêtes a1, a2, a3, a4, t quotientés par les relations {a2 = a1 × e−t,
a3 = a4 × e−t, a4 = a3 + a2} classifient les composantes de ∂-Reeb.

La composante de Reeb sur l’anneau est portée par le réseau ferroviaire muni
d’une mesure brisée (τ, σ) représenté dans la Figure 3.16.
À l’aide de ce réseau ferroviaire on peut classifier les composantes de Reeb sur

Figure 3.16 – Réseau ferroviaire portant la composante de Reeb.

l’anneau. Les poids des arêtes a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, t quotientés par les relations
{a2 = a1×e−t, a3 = a1×e−t, a4 = a5×e−t, a6 = a7×e−t, a5 = a2 +a4, a7 = a3 +a6}
classifient les composantes de Reeb.

Un feuilletage transversalement affine sur l’anneau peut avoir une infinité de com-
posantes de ∂-Reeb ou de composantes de Reeb, dans ce cas on ne peut pas classifier
les feuilletages transversalement affines. Pour classifier les feuilletages transversale-
ment affines de l’anneau on suppose que les feuilletages n’admettent ni composantes
de ∂-Reeb ni composante de Reeb, donc les feuilletages seront mesurés (parce que
chaque feuille est compacte, théorème 3.4.1). La classification des feuilletages mesu-
rés de l’anneau est connue. ([3] p. 95).
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3.5 Feuilletages transversalement affines sur le pan-
talon

Exemple 3.5.1. On construit un feuilletage transversalement affine sur le pantalon
qui est transverse au bord.
Soit f : [−1, 1]→ [−1, 1] l’application affine x 7−→ x

2
. On va considère que f est une

application de premier retour sur le segment [−1, 1] représenté sur le Figure 3.17.

Figure 3.17 – Feuilletage transversalement affine sur le pantalon.

L’application f a un point fixe x = 0. Le feuilletage a une seule feuille compacte.
Soient C1, C2 et C3 les trois composantes de bord de pantalon, et α la feuille fermée.
Le feuilletage F est transversal à C1, C2, et C3, et spirale autour de α.
Ce feuilletage n’est pas mesuré (pour les mêmes raisons que pour l’exemple 3.4.1).
On prend la mesure de Lebesgue ordinaire sur [−1, 1] et on déduit une classe de
mesures sur chaque arc transversal au feuilletage en projetant cet arc sur l’intervalle
[−1, 1]. On a une classe de mesures transverses sur chaque arc transverse, et elles
sont multipliées l’une de l’autre par une constante.

Exemple 3.5.2. Feuilletage de Reeb sur le pantalon.

Dans cet exemple, on a une feuille fermée régulière, c’est le bord C3. On aussi
trois feuilles fermées singulières (séparatrices) ce sont les bords C1, C2 et la liaison
γ. Chaque feuille non fermée a deux limites, une limite est la feuille fermée régulière
et l’autre limite est l’union des trois feuilles fermées singulières. Voit Figure 3.18.
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Figure 3.18 – Feuilletage de Reeb sur le pantalon.

Ce feuilletage n’est pas conjugué à un feuilletage mesuré pour la même raison que
dans l’exemple 3.4.1.
Ce feuilletage est transversalement affine ; l’arc α est transporté par l’application
d’holonomie en deux arcs α1, α2, chaque arc ayant une extrémité sur le bord (ou
sur la séparatrice). Pour chaque arc transversal à F l’application de premier retour
envoie cet arc vers un autre arc, autrement dit, pour chaque arc on a plusieurs
manières de mesurer cet arc, et ces mesures sont multiples l’une de l’autre par une
constante positive, alors on a une classe de mesure.

Exemple 3.5.3. Feuilletage de ∂ −Reeb sur le pantalon
Ce feuilletage est aussi non-mesuré.
Chaque feuille régulière et non fermée va d’une composante de bord C1, C2 et spirale
vers une autre composante de bord, et on a deux feuilles singulières non fermées qui
spiralent autour de la même composante de bord C3 Voir Figure 3.19, et pour chaque
arc transversal au feuilletage on a plusieurs manières de faire une mesure, et ces
mesures sont multiples l’une de l’autre par une constante positive. Alors on a une
classe de mesures pour chaque arc transversal. cette classe de mesures est invariante
par l’holonomie, donc ce feuilletage est transversalement affine.

Exemple 3.5.4. Le feuilletage transversalement affine sur le pantalon dans l’exemple
3.5.3 est porté par une mesure brisée.
Soient τ un réseau ferroviaire transversalement orienté qui est segment joignant
deux composantes de bords C2 et C3, et σ un autre réseau ferroviaire qui a 4 arêtes,
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Figure 3.19 – Feuilletage de ∂ −Reeb sur le pantalon.

comme dans la Figure 3.20.
On donne des poids des arêtes de (τ, σ) qui vérifient : a3 = a1 + a2, a4 = a3 × e−t,

Figure 3.20 – Mesure brisée sur le pantalon.

a6 = a5 +a4, a5 = a6× e−t. Alors on définit une mesure brisée sur le pantalon, cette
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mesure brisée porte le feuilletage transversalement affine de l’exemple 3.5.3 .

Exemple 3.5.5. Feuilletage de spirale sur le pantalon
Le feuilletage présenté dans la Figure 3.21 n’est pas transversalement affine. En

Figure 3.21 – Feuilletage en spirales sur le pantalon.

effet, soit α un arc transversal à F qui joint la composante C1 avec C3. Cet arc
coupe toutes les feuilles régulières de F . On définit l’application de premier retour
f sur α.
Cette application f envoie l’arc transversal α vers lui même s’il y avait une classe
de mesures transverses définies à multiplication près par une constante, je choisis
une telle mesure et je peux bouger α par holonomie jusqu’à ce qu’il revienne sur
lui même. Donc la classe de mesure de α est multipliée par λ = 1. Mais pour un
sous-arc α1 de α ayant une extrémité sur le bord, f envoie α1 vers un sous-arc de α1

différent de α1 (soit plus petit ou bien plus grand de α1). Donc la classe de mesure
de α1 est multipliée par λ 6= 1. Donc il y a une contradiction. Donc F n’est pas
transversalement affine.

Exemple 3.5.6. Dans cet exemple, on construit un feuilletage sur le pantalon cor-
respondent à un échange d’intervalles affine (non linéaire).
Soit f : [0, 1[−→ [0, 1[ un échange de 2 intervalle affine et non-linéaire (la per-
mutation associée à f est l’identité). On a déjà vu que la surface construite par cet
échange d’intervalles est un pantalon. Le feuilletage correspondent à f est un feuille-
tage dont les singularités sont des selles à 3 séparatrices et ces singularités sont sur
une composantes de bord. Voir figure 3.22. Ce feuilletage n’est pas transversalement
affine pour la même raison de feuilletage de spirale sur le pantalon.
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Figure 3.22 – Feuilletage non transversalement affine sur le pantalon correspondent
à un échange d’intervalles affine.

Remarque : Le feuilletage qui correspond à un échange d’intervalles affine n’est
pas nécessairement un feuilletage transversalement affine.

3.5.1 Classification des feuilletages transversalement affines
du pantalon

Dans ce paragraphe on classifie les feuilletages transversalement affines du pan-
talon qui sont transverses au bord.

Proposition 3.5.1. Soit F est un feuilletage du pantalon, si F ne contient aucune
composante de ∂-Reeb, alors toutes les feuilles de F sont des intervalles compacts.
([4] p. 91).

Á l’aide de cette proposition on classifie les feuilletages transversalement affines
du pantalon. Si F ne contient aucune composante de Reeb ou ∂-Reeb alors on peut
définir une mesure invariante sur F ; donc F est mesuré.
On va classifier les feuilletages transversalement affines du pantalon qui contiennent
une seul composante de ∂-Reeb en utilisant un réseau ferroviaire muni d’une me-
sure brisée. Soit (τ, σ) un réseau ferroviaire muni d’une mesure brisée représenté
dans la figure 3.20. Les poids des arêtes a1, a2, a3, a4, a5, a6, t quotientés par les rela-
tions {a1 + a2 = a3, a3 = et × a4, a4 + a5 = a6, a6 = et × a5} classifient les feuille-
tages transversalement affines du pantalon qui sont transverses au deux composantes
de bord et spiralent vers la troisième composante de bord.

La composante de Reeb sur le pantalon 3.5.2 est portée par le réseau ferroviaire
muni d’une mesure brisée (τ, σ) représenté dans la Figure 3.23.
À l’aide de ce réseau ferroviaire on peut classifier les composantes de Reeb sur le pan-
talon. Les poids des arêtes a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11, a12, a13, a14, t quo-
tientés par les relations {a3 = e−t×a1, a2 = e−t×a1, a11 = e−t×a14, a6 = e−t×a7,
a3 +a6 = a7, a4 +a5 = a6, a4 +a2 = a5, a4 +a5 = a6, a12 +a13 = a8, a9 +a10 = a8}
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Figure 3.23 – Réseau ferroviaire portant la composante de Reeb.

classifient les composantes de Reeb du pantalon.

Un feuilletage transversalement affine sur le pantalon peut contenir une infinité
de composantes de ∂-Reeb ou composantes de Reeb. Alors si F admet des compo-
santes de ∂-Reeb, la dimension de AF(P 2) serait l’infinie.

Pour qu’on puisse classifier les feuilletages transversalement affines du pantalon
P , on suppose que les feuilletages n’admettent des composantes de Reeb ou ∂-
Reeb. Alors les feuilletages seront mesurés. On a vu dans le paragraphe 2.2.1 la
classifications des feuilletages mesuré du pantalon.
Soit F un feuilletage transversalement affine. On suppose que F transverse au bord.
Alors il existe une famille de courbes simples fermées qui décompose P en anneaux
feuilletés par des composantes de Reeb ou ∂-Reeb et un pantalon feuilletée par un
feuilletage mesuré. Le nombre de ces courbes dépends du nombre de composante de
Reeb ou ∂-Reeb qui sont contenus dans F .

3.6 Feuilletages transversalement affines sur le tore
troué et sur le tore

Exemple 3.6.1. On présente une autre manière de construire un feuilletage trans-
versalement affine à partir d’un feuilletage mesuré d’une surface à deux composantes
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de bord F transverse au bord. ([10] p. 7).
Le feuilletage construit par ce recollement dépend du twist et des mesures de deux
bords (holonomie).
Si les mesures de deux composantes de bord sont égales (holonomie linéaire), ce
recollement préserve la mesure transverse. Alors le feuilletage porté reste mesuré.

Si les mesures de deux composantes de bord sont différentes (holonomie affine),
ce recollement modifie l’holonomie du feuilletage. En particulier soit V un voisinage
tubulaire dans la surface recollée de la courbe simple fermée qui est les deux courbes
recollées, et soit δ un arc transverse au feuilletage. Pour chaque fois que son homo-
topie traverse V dans le sens choisi, sa mesure est multipliée par le rapport des deux
mesures, et divisée par ce rapport chaque fois que son homotopie traverse V dans le
sens inverse.
Soit F un feuilletage mesuré sur le pantalon, Voir Figure 3.24. En utilisant les no-
tations de cette figure : µ(α) = µ(β), et µ(α) = 1

2
µ(γ)

Figure 3.24 – Feuilletage mesuré de pantalon : µ(α) = 1
2
µ(γ).

On identifie α et γ par une homothétie de rapport 2 ; c’est une application affine.
On obtient un tore troué de bord β, Voir Figure 3.25, muni d’un feuilletage qui admet
comme singularité une selle à 4 séparatrices.

On fixe une orientation du feuilletage. On peut alors définir une application f
de premier retour sur γ (x 7−→ x

2
). Soit δ un arc transverse au feuilletage. Chaque

fois qu’un arc homotope à δ traverse γ la mesure de cet arc homotope est divisée
par 2. Ainsi pour chaque arc transverse, on définit une classe de mesures. Alors ce
feuilletage est un feuilletage transversalement affine et chaque feuille qui sort du
bord reste dans la surface.

Exemple 3.6.2. En utilisant les réseaux ferroviaires on peut définir un feuilletage
transversalement affine sur le tore. Par exemple :
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3.6. Feuilletages transversalement affines sur le tore troué et sur le tore

Figure 3.25 – Feuilletage transversalement affine de tore troué.

Soit M un anneau et (τ, µ) un réseau ferroviaire sur M , tel que µ(a3) > µ(a1).
Voir Figure 3.26. On recolle les deux bords de manière à ce que les deux extrémités
de ce réseau ferroviaire soient identifiées par une application affine x 7−→ x

a3
. On

obtient un tore feuilleté par un feuilletage transversalement affine ([8] p. 272).

Figure 3.26 – Feuilletage transversalement affine de tore.

Exemple 3.6.3. Construire un feuilletage transversalement affine sur le tore.
Le revêtement universel du tore T 2 = S1 × S1 est R2, et le groupe fondamental de
T 2 est Z×Z. On construit un feuilletage mesuré F sur R2 vérifiant les propriétés :
Chaque automorphisme de revêtement envoie chaque feuille de F vers une feuille.
L’automorphisme de revêtement vertical préserve la mesure d’un arc transverse au
feuilletage.
L’image d’un arc transverse au feuilletage par l’automorphisme de revêtement est
égal à la mesure de cet arc × gn où n signifie le nombre d’étape de cet automor-
phisme et g est une constante positive. Autrement dit, il existe homomorphisme
φ : Γ −→ R∗+ tel que µ(γα) = φ(γ)× µ(α), où Γ est le groupe d’automorphismes de
revêtement et α est un arc transversal à F . Voir Figure 3.27.
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Figure 3.27 – Feuilletage mesuré sur le revêtement universel de tore.

L’image de ce feuilletage mesuré par p : R2 −→ T 2 est un feuilletage transver-
salement affine sur le tore T 2 qui admet une feuille compacte (une courbe simple
fermée) et les autre feuilles sont non-fermées et spiralent vers la feuille compacte de
part et d’autre. Voir Figure 3.28.

Figure 3.28 – Feuilletage transversalement affine sur le tore.

Exemple 3.6.4. Construction d’un feuilletage transversalement affine sur
le tore.

Soit A =

(
a b
c d

)
une matrice qui admet pour valeurs propres une seule valeur

propre double λ > 1 et v(λ) le vecteur propre associé.
Soit S1 le cercle unité et E, l’image de ce cercle par l’application :(
x
y

)
7−→ A

(
x
y

)
, E est un ellipse.
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3.7. Topologie de AF

Soit S le cylindre bordé par le cercle S1 et l’ellipse E et feuilleté par les droites
passant par l’origine O. Voir Figure 3.29.

On recolle les deux bords de S de manière à ce que chaque point p de S1 est
associé à son image Ap de E.

On aura un tore feuilleté par F qui admet deux feuilles compactes et les autres
feuilles spiralent vers les deux feuilles compactes.

Figure 3.29 – Cylindre.

Soit S1 un cercle transversal à F , on donne une paramétrisation de S1 de la
manière suivante : S1 = R ∪ {∞}, et 0,∞ sont l’intersection entre S1 et les deux
feuilles compactes. On définit une application de premier retour x 7−→ λx ou x 7−→
1
λ
x ça dépend de l’orientation donnée de F . Cette application est une application

affine.

3.7 Topologie de AF
A. Hatcher et U. Oertel définissent la topologie de AF en remarquant que le

révélé d’un feuilletage transversalement affine sur S au revêtement universel abélien
S̄ de S est un feuilletage mesuré. On peut alors utiliser la topologie des feuilletages
mesurés sur la surface non compacte S̄. Une manière est d’utiliser une décompo-
sition en pantalons de S̄ qui est transverse au feuilletage, et ensuite d’utiliser les
coordonnées de longueurs et de twists associées à cette décomposition. Les poids
sur réseaux ferroviaires munis d’une mesure brisées donneront une autre manière de
comprendre la topologie de AF .

Hatcher et Oertel ont démontré le théorème suivant :

Théorème 3.7.1. Soit S une surface sans bord. Alors AF(S) est homéomorphe à
R8g−6 ([4]).

On suppose que le feuilletage F ne contient ni de composante de Reeb ou ∂-Reeb.
Voir Figure 3.30.

Si le feuilletage F admet de composant de Reeb ou de composant de ∂-Reeb
alors la dimension de AF(S) est infinie. (Le feuilletage transversalement affine peut
contenir une infinité de composante de ∂-Reeb ou de composante de Reeb).
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Figure 3.30 – Composante de Reeb et ∂-Reeb.

Le théorème 3.7.1 s’applique aux feuilletages qui n’admettent pas de composante de
Reeb ou ∂-Reeb.

3.8 Combinaison de deux feuilletages
Dans ce paragraphe on étudie la combinaison de deux feuilletages mesurés ou

transversalement affines. En combinant des feuilletages mesurés ou transversalement
affines sur l’anneau et sur le pantalon, on peut construire des feuilletages transver-
salement affines sur des surfaces plus compliquées.

Proposition 3.8.1. Soient S une surface compacte orientée à bord, et F un feuille-
tage mesuré sur S. Si F n’admet aucune singularité sur une composante du bord γ,
alors les feuilles dans un voisinage de γ sont :
- Soit des feuilles compactes parallèles au bord.
- Ou bien les feuilles sont transversales à γ. Voir Figure 3.32.

Démonstration. Chaque point régulier sur le bord γ admet un domaine de carte
feuilletée isomorphisme à l’un des modèles de la figure 3.31 ([3] p. 72)

Figure 3.31 – Points réguliers sur le bord.
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3.8. Combinaison de deux feuilletages

Figure 3.32 – Voisinage de bord (Feuilletage mesuré).

Proposition 3.8.2. Soient S une surface compacte orientée à bord, F un feuilletage
transversalement affine. Si la composante du bord γ est une feuille régulière, alors
les feuilles dans un voisinage du bord sont :
- Soit des feuilles compactes parallèles à γ.
- Ou bien elles spiralent vers γ. Voir Figure 3.33.

Démonstration. Soit α un segment transversal à F dans un voisinage de γ dont une
des extrémités se trouve sur γ. Une application de premier retour sur α est :
Soit l’identité x 7−→ x (les feuilles sont compactes).
Soit une application affine x 7−→ λx ; λ 6= 1. Dans ce dernier cas les feuilles
convergent vers γ (λ < 1) ou divergent de γ (λ > 1).

Figure 3.33 – Voisinage de bord (Feuilletage transversalement affine).

Soient S1, S2 deux surfaces compactes orientées à bord et feuilletées par des
feuilletages F1, F2. On recolle une composante du bord de S1 avec une composante
du bord de S2 ; on aura une surface S, qui est munie d’un feuilletage F .

3.8.1 Combinaison de deux feuilletages mesurés

Soit F1 , F2 deux feuilletages mesurés.
On a trois cas :
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Figure 3.34 – Deux feuilletages mesurés transversaux aux bords.

Premier cas :
Si F1 , F2 sont transverses aux bords ∂S1, ∂S2, et il n’y a aucune singularité sur
∂S1, ∂S2. Voir Figure 3.34.
• Si µ(γ1) = µ(γ2), alors F est mesuré.
• Si µ(γ1) 6= µ(γ2), alors F est transversalement affine conjugué à un feuilletage

mesuré. En multipliant la mesure transverse de F1 par une constante, on peut définir
une mesure transverse pour F , donc F est mesuré.

Deuxième cas :
Si F1 , F2 sont tangents aux deux bords ∂S1, ∂S2. Voir Figure 3.35.

Figure 3.35 – Deux feuilletages mesurés tangents aux bords.

On peut définir une mesure transverse pour F ayant la propriété que µ(α) =
µ(α1) + µ(α2) ; où α1 = α ∩ S1, α2 = α ∩ S2, alors F est aussi mesuré.

Troisième cas :
Si, au moins, un des ∂S1, ∂S2 a une singularité, on revient au deuxième cas. Voir
Figure 3.36.

Figure 3.36 – Deux feuilletages mesurés avec singularités sur bord.
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Remarque : Soient S1, S2 deux surfaces à bord ayant au moins deux compo-
santes du bord, et F1,F2 deux feuilletages transversaux au bord sur S1, S2 respecti-
vement. Si on recolle les deux composantes de S1 avec deux composantes du bord de
S2 on aura un feuilletage sur une surface S munie d’un feuilletage F , ce feuilletage
n’est pas nécessairement mesuré.
Par exemple, dans la figure 3.37. Si µ1(a1)

µ2(b1)
6= µ1(a2)

µ2(b2)
le feuilletage F n’est pas mesuré :

Si on multiple la mesure µ2 par µ1(a1)
µ2(b1)

, alors le recollement a1 avec b1 sera avec une
application qui préserve la mesure, mais le recollement a2 avec b2 sera avec une
application affine donc le feuilletage F n’est pas un feuilletage mesuré et il est un
feuilletage transversalement affine.
Si F1,F2 sont tangents aux deux composantes du bord alors le feuilletage F est un

Figure 3.37 – Recoller deux composantes du bord de S1 avec deux composantes
du bord de S2.

feuilletage mesuré.

3.8.2 Combinaison de deux feuilletages transversalement af-
fines

Soit F1 , F2 deux feuilletages transversalement affines et pas mesurés.

Premier cas :
Si F1, F2 sont transversales aux bords ∂S1, ∂S2.
F est transversalement affine si et seulement si l’application de premier retour sur
un segment transversal à F qui a une extrémité dans S1 et l’autre extrémité dans
S2 préserve la classe de mesure pour chaque arc transversal au feuilletage F .

Exemple 3.8.1. Le feuilletage dans la figure 3.38, le feuilletage de Reeb est une
combinaison de deux feuilletages transversalement affines sur l’anneau dont chaque
feuille transverse au premier bord et spirale vers le deuxième bord, On recolle γ1 avec
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γ2 de manière que chaque arc coupant le bord recollant est tangent au feuilletage total.
Ce feuilletage est transversalement affine ; pour chaque arc transversal au feuilletage
on peut définir une classe de mesure qui est multipliée par un constant λ.

Figure 3.38 – Feuilletage de Reeb ; c’est une combinaison de deux feuilletages
transversalement affines.

Le feuilletage dans la figure 3.39 est la recollé des deux feuilletages précédents
de manière que chaque arc coupant le bord commun est transversal au feuilletage
total.

Figure 3.39 – Feuilletage de spirale.
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3.8. Combinaison de deux feuilletages

Proposition 3.8.3. Le feuilletage dans la figure 3.39 n’est pas transversalement
affine.

Démonstration. Si on prend l’arc transversal α au feuilletage F qui a une extrémité
sur le premier bord et l’autre extrémité sur le deuxième bord. Une application de
premier retour f envoie l’arc transversal α vers lui même. Donc la classe de mesure
de α est multipliée par λ = 1. Mais pour un sous-arc α1 de α ayant une extrémité
sur le bord de l’anneau, f envoie λ1 vers un sous-arc de α différent de α1 (soit plus
petit ou bien plus grand de α1). Donc la classe de mesure de α1 est multipliée par
λ 6= 1. Donc il y a une contradiction. Donc F n’est pas transversalement affine.

Deuxième cas :
Si F1 , F2 sont tangents aux deux bords ∂S1, ∂S2.

Soit f1 (f2) une application de premier retour sur un segment transversal à F1 ,
(F2) qui a une extrémité sur ∂S1 (∂S2).

F sera transversalement affine si et seulement si l’application de premier retour
f sur S ; (f |S1 = f1, f |S2 = f2) préserve la classe de mesure pour chaque arc
transversal au feuilletage F .

Troisième cas :

Si, au moins, un des ∂S1, ∂S2 a une singularité, on revient au deuxième cas.

3.8.3 Combinaison d’un feuilletage mesuré avec un feuille-
tage transversalement affine

Si F1 est mesuré et F2 est transversalement affine (non mesuré).

Premier cas :
F1, F2 sont transversales aux bords ∂S1, ∂S2. Voir Figure 3.40.
F est transversalement affine si la mesure de α1 appartient à la classe de la mesure
de α2.

Figure 3.40 – .

Deuxième cas :
F1 , F2 sont tangents aux deux bords ∂S1, ∂S2. Voir figure 3.41
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Une application de premier retour sur un arc quelconque α qui a une extrémité dans
S1 et l’autre extrémité dans S2 envoie α vers un sous-arc de α mais elle envois α1

vers lui même. Donc cette application ne préserve pas la classe de mesure. Donc F
n’est pas transversalement affine.

Figure 3.41 – Feuilletage non transversalement affine.

Soit F un feuilletage transversalement affine orienté sur une surface fermée S
de genre ≥ 2. Si les singularités de F sont des selles de Morse (singularité à 4
séparatrices) et F ne possède pas de liaison entre selles. Alors il existe une famille
de courbes simples fermées k transverse à F et découpant S en pantalons ([9] p. 9).
Pour chaque pantalon Pi le feuilletage F|Pi est un feuilletage transversalement affine.
D’après le paragraphe 3.5.1 il existe une autre famille de courbes k̀ qui décomposent
S en pantalons feuilletés par des feuilletages mesurés et en anneaux feuilletés par
composantes de ∂-Reeb.
On en déduit que F est décomposable à :
- un feuilletage mesuré F0 sur une sous-surface S0 de S tel que F0 soit transverse à
∂S0 ;
- composant de Reeb sur l’anneau ;
- composante de ∂-Reeb sur l’anneau.
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