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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

La commande des processus nonlinéaires complexes s’aveére généralement difficile, en
particulier dans le cas de modeles mal définis ou imprécis et si ces processus sont soumis a
des bruits ou des perturbations non identifiés sur lesquels la seule information disponible est

I’amplitude des incertitudes qui en résultent sur le modele.

Le travail présenté dans ce mémoire a pour but de proposer une méthode permettant d’estimer
I’écart par rapport a 1’objectif recherché dans la commande d’un processus et si possible de le

minimiser.

Un processus a temps continu, ayant son évolution décrite par un ensemble d’équations
différentielles, la modélisation la plus couramment utilisée est la représentation dans 1’espace
d’état. Toutefois, partant d’un ensemble d’équations différentielles donné, plusieurs
représentations peuvent étre utilisées dont le choix conditionne la précision des résultats

escomptés.

En présence d’incertitudes dans la modélisation qui accroissent la complexité de 1’étude de
stabilité, il n’est pas toujours possible d’obtenir une loi de commande assurant la stabilité du
processus par rapport a 1’objectif choisi. Il convient alors d’estimer 1’écart maximum par
rapport a cet objectif, opération qui peut étre réalisée en déterminant un attracteur

correspondant au voisinage de 1’objectif pour lequel la stabilité locale ne peut étre garantie.
Ce mémoire comporte trois chapitres.

Le premier chapitre présente les résultats relatifs a la stabilité des systémes continus
nonlinéaires qui sont utilisés dans la suite, en particulier les travaux de Borne et Gentina
relatifs a la détermination de systémes majorants et de systémes de comparaison d’un

processus donné.

La présentation d’une procédure, permettant de déterminer un attracteur d’un processus
localement instable en définissant des représentations adaptées des systemes nonlinéaires

étudiés, fait I’objet du deuxieme chapitre. L utilisation des techniques d’agrégation a partir

14



INTRODUCTION GENERALE

des normes vectorielles permet de déterminer une suite d’attracteurs emboités affinant ainsi le

résultat obtenu en ajustant si nécessaire, a chaque étape, le choix de la modélisation.

Une approche intéressante, lorsque le linéarisé du processus est diagonalisable sur le corps
des réels, est de travailler sur le modele tel que son linéarisé soit diagonal. Lorsque cela n’est
pas possible, il convient d’adapter la représentation de telle facon que le linéarisé ait la forme
en fleche de Benrejeb ; ce qui permet 1’obtention de résultats particulierement intéressants

pour la détermination de I’attracteur.

Le troisieme chapitre présente la détermination de commandes permettant de réduire la taille
de I’attracteur autour de 1’objectif, donc d’accroitre la précision de la commande, pour les
processus complexes avec incertitudes. Deux approches sont présentées, la premiere concerne
la commande d’un processus avec une linéarisation par découplage de la partie du modele
sans incertitudes, et la seconde est la commande par placement de pdles au niveau du

linéarisé.

L’étude de la minimisation et de I’estimation de I’erreur dans le suivi de trajectoire est

développée, a la fin de ce chapitre, dans le cas de processus du type Lur’e Postnikov.

Divers exemples sont présentés, tout au long du mémoire, pour illustrer la mise en ceuvre et

I’efficacité des méthodes proposées.
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Chapitre I: Généralités sur la stabilité des systemes continus nonlinéaires

INTRODUCTION

L’étude des systémes non lindaires, en présence d’incertitudes et/ou de perturbations, s’avere
en général complexe en particulier en ce qui concerne la stabilité. Lorsque la stabilité de 1’état
au voisinage d’un point d’équilibre ne peut étre garantie localement, il convient de vérifier s’il

est possible de déterminer un attracteur associ€ a ce point d’équilibre.

Dans notre étude, nous allons considérer de facon générale des processus continus : c'est-a-
dire des systemes évoluant avec le temps dont les variables caractéristiques prennent des
valeurs parfaitement définies et évoluent de facon continue.

Pour comprendre et analyser ces systemes évoluant avec le temps (ou systemes dynamiques),

I’étude s’effectuera sur la représentation d’état.

I.1. Description des systémes dynamiques étudiés

I.1.1. Représentations d’un processus

La notion de systetme intervient dans pratiquement tous les domaines scientifiques : un
processus est un systéme dynamique, évoluant dans le temps et échangeant matieres, énergies
et informations avec son environnement. Les influences de 1I’environnement sur le systéme
sont souvent per¢ues comme des perturbations qui sont, en général, non contrdlables par

I’utilisateur et qui agissent sur le processus, perturbant ainsi le fonctionnement souhaité.

L’étude et la commande d’un processus s’effectuent, généralement, a partir d’un modele de ce
processus. Il existe plusieurs types de modeles : principalement, les modeles de connaissances
d’une part et les modeles de représentation et de conduite, d’autre part. Il est important de
noter que, dans tous les cas, le systeme existe indépendamment de tous les modeles que I’on
peut lui attribuer et que la modele n’est, le plus souvent, qu'une simplification et une

caricaturisation de la réalité [BOR 92].
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Chapitre I: Généralités sur la stabilité des systemes continus nonlinéaires

I.1.2 Représentations d’état

Un systeme physique, biologique, économique, etc., peut le plus souvent étre décrit, dans

I’espace d’état, par un modele mathématique de la forme (1.1):

{)'c(t) = f(t,x,u) @)
y(t) = h(t,x,u)
avec :

® X : vecteur état de composantes x,(.) ,i=1,2,...,n,x € R", caractérisant 1’évolution

du processus étudié,

L temps, teR,,

e Xx(z) :dérivée par rapport au temps du vecteur état x,

°* U : vecteur de commande, de composantes u j(.) ,j=12,....,muecR", agissant

sur I’état, donc sur I’évolution du processus,

* Yy :vecteur de sortie, de composantes Vii=1,2,...,1,y€ R ,
e f() :fonction vectorielle, de composantes f.(.),i =1,2,..., n,
® () :fonction vectorielle, de composantes &, (.) ,k=1,2,..., L

Les équations (I.1) permettent de décrire I’évolution de 1’état du systéme dans le temps.

Un point x,est un point d’équilibre de 1’équation différentielle (I.1) si on a
f(t,x,u(x,,1)) =0

En pratique, le point d’équilibre x, est souvent ramené a 1’origine ;soitx, =0.

Dans le cas ou le systtme analysé présente de petites variations autour du point de
fonctionnement, une linéarisation autour de ce point des non linéarités f (.) et A(.) devient

envisageable et intéressante.

Forme standard

Il est souvent possible de trouver un modele mathématique de (I.1) de la forme suivante :

{)'c(t) = AQ)x(®) + BQu(t)

(12)
y(8) = C()x(2) + D(u(r)
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avec :
® A(x(?),t) : matrice d’état de dimension n x n,
® B(x(f),t) : matrice de commande de dimension n X m,
® C(x(?),t) : matrice d’observation de dimension /% n,
® D(x(1),?) : matrice de dimension /x m.
Dans beaucoup de problémes, ona: /=metD=0
Le passage de la représentation de la forme (I.1)a la forme (1.2) peut s’effectuer de multiples
fagons ; ce qui donne une certaine liberté dans la description du processus considéré.

La figure 1.1 fournit une représentation schématique de tels systemes.

u(t)

Lo D] XD v o YO
J L]

+ § + &

=]

] =

Figure I.1. Représentation d’état d’un systeme dynamique non linéaire

Si les matrices 4, B, C et D

- dépendent de 1’état x et du temps ¢, le systéme est dit non linéaire non stationnaire,
- ne dépendent que de 1’état x, le systeme est dit non linéaire stationnaire,

- ne dépendent que du temps, le systeme est dit linéaire non stationnaire,

- sont constantes, le systeme est dit linéaire stationnaire.

Il y a une infinité¢ de représentations d’état des systemes non linéaires, obtenues par
changement de base de la forme x = Pz, P étant une matrice réguli¢re. La description la plus

couramment utilisée est de la forme :
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2(t)= P AQ)Pz(t)+ P~ B()u(?) (1.3)
y(t) = C()Pz(t) + D()u(?) (14)

I.2. Caractérisation des systémes étudiés

1.2.1. Introduction
Un systéme non linéaire au sens physique est un systeme dont I’évolution ne peut étre décrite
par des équations différentielles linéaires d’ou la complexité etla diversité de ces systemes.

1.2.2. Différentes formes de matrices caractéristiques des systémes dynamiques

Divers auteurs ont proposé un certain nombre de représentations particulieres, dont nous
citons les plus utilisées, a matrice caractéristique de forme Compagnon, Frobénius, diagonale

ou en fleche ...
1.2.2.1. Matrice de forme Compagnon / Frobénius
Cette description correspond a la forme (L.5) des matrices dans laquelle les coefficients a; sont

les coefficients du polyndme caractéristique de la matrice 4. La forme de Frobénius

correspond a la transposition de la forme Compagnon.

0 1 0 0
0 (1L5)
0 0 1
__ao —a, —a,, _an—l_

1.2.2.2. Matrice diagonale

Lorsque les valeurs propres d’une matrice, notées A4, i=1,...,n, sont distinctes, il existe un

changement de base régulier qui transforme la matrice caractéristique du systeme en régime

libre, par similitude, en une matrice diagonale :
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(1.6)

1.2.2.3. Matrices de forme en fléche de Benrejeb

On distingue trois formes : la forme en fleche mince, la forme en fleche mince généralisée et
la forme en fleche épaisse. Dans cette étude, nous ne considérons que la forme en fleche
mince [BEN 76].

1.2.2.3.1. Matrice de forme en fléeche mince

La matrice 4, est dite matrice de forme en fléche mince, si seuls les €léments de la diagonale

principale, de la derniére ligne et de la derniere colonne peuvent étre non nuls :

o S
A, = . (L7)

Sm
Jurvee S

La matrice A4, est dite matrice de forme en fléche mince généralisée d’ordre £, si seuls les

¢léments de la diagonale principale, les (n-k+1) dernieres colonnes et les (n-k+1) dernieres

lignes de la matrice caractéristique 4 admettent des éléments pouvant étre non nuls :

Tu o e
4 = f(k-l)(k-n f(k-l)k f(k—l)n (18)
e fkl fk(k—l) fkk fkn '
St Jagen Jo o S
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1.2.2.3.2. Passage d’une matrice de forme Compagnon a une matrice

de forme en fleche mince

La forme en fleche des matrices caractéristiques des systeémes, déterminée a partir de la forme
Compagnon, s’est avéré intéressante pour I’analyse et la synthése des systémes complexes
[BEN 80, BEN 10]

1.2.2.3.2.1.Matrice initiale de forme Compagnon

La description sous forme canonique de la matrice caractéristique d’un systtme permet de
mieux appréhender ses spécificités dynamiques et structurelles. Dans ce sens, la
représentation en fleche a abouti a des résultats intéressants,[ BEN 80], BEN 10],ABD 95],
[BEN 76], [BEN 84A], [BEN 84B], [DAUPH 83], [ELMOU 79],[GAS 89],[GAS 01], [OZG
79], [RICH 84],[ROT 83], [SOU 97], [YAR 98].

Soit la représentation d’état suivante d’un systéme non linéaire (S) :

x(6)=A(.) x(¢) (1.9)
avee :
[0 1 0 0 |
A() = 0 (I.10)
0 0
__a0(~) -a() - —a,,() _a,171(~)_

ou les a,(.) sont les coefficients du polyndme caractéristique instantané]P’(.,l) de 1la

matrice A(.):
n—1
P(,A)=4"+> a,()A (I.11)
i=0
Notons x,(¢) le vecteur état du systeme (1.9), tel que [BEN 80] :

x() =P x,(t) (I1.12)
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P étant la matrice de passage de la forme canonique Compagnon a la forme enfleche mince :

1 1 1 0]
fll fzz te f(n—l)(n—l) 0
P={(£) (fu) o (foros) (L13)
: : : 0
)™ () (fae) ™ 1

avec :
Ja# [ ViEjet f, #0 (1.14)

Ce changement de base conduit a une matrice caractéristique en fleche mince de la forme :

fo Jin
F()= S f(n.Dn (1.15)
VXTONRE AR O R MO
avec :
ﬁnzﬁ(ﬁi—ﬂ/)‘l Vi=1,2,..n-1 (L16)
fo=—P(.f) Vi=12,...n-1 (L17)
S ==a,,0) —Z‘,f,«,« (1.18)

On peut choisir les valeurs f; arbitrairement, pourvu qu’elles soient toutes distinctes.

1.2.2.3.2.2.Matrice initiale de forme quelconque

Soit le systtme monovariable a coefficients constants dont 1’évolution est décrite par la
relation :

x(t)=A x(t)*+B u(t) (I.19)
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A et B étant une paire commandable,x e R", ueR, 4 R"™, BeR"et IP)(.,/I) le polynome

caractéristique de A4 :

n—1
P(A)=A"+> al (1.20)
i=0

Théoreme [GAS 01]

Un changement de base défini par la matrice P, :

P =PP=[P P’ ... P'] (L.21)
telle que :
x=Py, (1.22)
avece .
=
fi= {Anl +,(Z_;a"”‘Ak1}B i=1...n-1 (1.23)
P" =PB
n—k—1 .
ak’[:ak+(fi’i)n7k+ Zak+,~(ﬁ,i)j k=1...,n-1 i=1....n-1 (1.24)

fi»Vi=1,...,n—1, étant des parametres non nuls arbitraires distincts, permet de décrire
(I.19) par I’équation d’état (1.25) :
»=Fy+Gu (1.25)

F ¢étant une matrice de forme en fléche mince, (I.15) avec les notations de (1.16), (1.17) et
(I.18).
En se basant sur ce théoreme, on peut passer de la représentation d’état (1.19) a celle relative a

la forme en fléche mince.

1.3. Méthode proposée pour I’étude de la stabilité des systémes continus non linéaires

1.3.1.Introduction

Le probléme de la stabilité consiste a étudier le comportement d’un systéme donné apres qu’il

ait subi une perturbation venant 1’écarter de sa position d’équilibre.
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L’étude de stabilit¢é d’un systéme constitue une phase importante dans 1’analyse des
comportements des systeémes asservis ainsi que dans la syntheése des lois de commande. Dans
le cas des systemes complexes, les méthodes usuelles d’étude des systemes linéaires se
révelent souvent insuffisantes. Pour 1’étude locale, on peut utiliser la linéarisation autour d’un
point de fonctionnement qui correspond a la premi¢re méthode de Lyapunov. Dans le cas plus
général, 1’utilisation de la deuxieme méthode de Lyapunov ou des techniques d’agrégation
nécessitant 1’élaboration d’un systéme de comparaison en utilisant les normes vectorielles,

sont des approches intéressantes et efficaces.

1.3.2. Présentation des techniques d’agrégation

1.3.2.1.Introduction

Lorsque la linéarisation des systémes non linéaires n’est pas possible ou lorsque le modele
linéaris€¢ ne peut pas représenter suffisamment bien le comportement réel du systeme, il
s’avere intéressant d’utiliser la deuxieéme méthode de Lyapunov ou les techniques

d’agrégation a partir des normes vectorielles [BEN 80].

1.3.2.2.Normes Vectorielles (NV)

Le concept de norme vectorielle a été introduit par Robert, en 1964[ROB 64], [ROB 73], afin
de résoudre des probléemes d'analyse numérique liés a des récurrences linéaires. Le traitement

a été étendu a I’analyse de la stabilité des processus dynamiques non linéaires continus ou

discrets par Borne et Gentina (1974) , [BOR 79], [GEN 76], [RIC 90]et[BEN 10].

Définition des normes vectorielles

SoitR" un espace vectoriel et soitR" un sous espace de R",Vi=1,2,...k, tels que :
xeR", x, eR",Vi=12,...,k,alorsona:

x=[x x - x] (1.26)

Soit p.(.) une norme scalaire surR" , alors p(.) est une norme vectorielle sur R" définie par

le vecteur suivant :

p(x)=[p(x) py(x) - pk(xk)]T (L27)
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La norme vectorielle p(x) vérifie les conditions suivantes :

x.)ZO,in eR" Vi=1,2,....k

pi( i

pi(x,-)=0<—>x,-=O,‘v’i=1,2,...,k (1.28)
P (% + )< pi(x%)+pi (1), VX, € RY Vi=1,2,.. .k

p,-()ux,-)z‘}. pi(x),Vx, e R" Vi=1,2,....k

1.3.2.3.Systémes majorants [BOR 79], [GEN 76b], [RICH 84]

Borne et Gentina ont été a I’origine de 1’utilisation des normes vectorielles et des techniques
d’agrégation et de majoration pour I’étude des systemes complexes de grande dimension, en
se basant sur la notion de systetme de comparaison, pour 1’étude de la stabilité des systemes
dynamiques.

Le but des méthodes de majoration est de simplifier les €léments qui auraient rendu 1’étude de
stabilité difficile. Ainsi, 1l est devenu préférable d’effectuer une majoration permettant
d’obtenir un systetme majorant assez simple, pour permettre de conclure aisément sur la

propriété étudiée.

Soit le systéme dont I’évolution est décrite par la relation :

X=f(x0) (1.29)

avec :
f(x,t)=A(x,t)x+ B(x,1),Vte R, Vx e R" (1.30)

ou A4 représente une matrice n x n, Bun vecteur de R” caractéristique des incertitudes ou, et

des perturbations et fune fonction vectorielle de dimension 7.

Définition 1 : Dérivées de Dini
Certaines fonctions peuvent présenter des discontinuités de leurs dérivées, par exemple

f()= |t| en zéro. Aussi, pour généraliser la définition usuelle de la dérivée, est introduite la

dérivée de Dini [BOR 72] défini par:

D )= tim LD =S
i ; (131)
D, /0= lim OO
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Pour f(¢)=|t

,onendéduit D' f(¢r)=1etD; f(t)=-1
Notations

Soit, pour tout i, j de{l,2,...,k}, les notations suivantes :

B.(x,t)=P B(x,t), Vi=12,....,k (1.32)
A,(t,x)= P A(x,0)P], Yi,j=12,. .k (1.33)
[l)ﬁza(Jc)]T-AU(tPX)y,
m(t,x,y) ==— ' (1.34)
()

ou :
P’ est ’opérateur de projection de R”dansR",vi=1,2,...,k,
D est I’opérateur de différentiation a droite,

D; p,(y,) est le gradient a droite de p,();) ,par rapport a la variable y,.
Définition 2

La matrice M(t,x)= { u; (2, x)} » M :R—>Rest une matrice pseudo-majorante de A4

relativement a la norme p, si et seulement si :

M) ={n,(t2)], , €R (135)
u,;(t,x)=supm,(t,x,y), Vi=L2,... ,k (1.36)
yeR"
(8, x) = max{O, sup m, (, x, y)}, Vizj=1,2,...,k (1.37)
yeR”

Définition 3

Une matrice pseudo-majorante qui ne dépend que de t, telle que:

M) = { ; (t)} , M, (1) € R, est une matrice pseudo-majorante de 4 si et seulement si on a :

(1) =supm,(t,y,y), Vi=L2,....k (1.38)

yeR”
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#; (¢) = max {O, sup ml.j(t,y,y)}, Vi j=12,....k (1.39)

yeR”

Définition 4

11 est parfois possible de déterminer une matrice pseudo-majorante constante :

t; =supm,(t,y,y), Vi=12,...k (1.40)
IR
p; =max< 0, supm, (¢,x)p, Vizj=L12,.. k (L41)
ey
Il vient :
M ~M((t)=M(tx) (1.42)

1.3.2.4. Systémes de comparaison

Notre objectif est de déterminer une propriété qualitative d’un systeme initial complexe a
partir de 1’étude de cette propriété pour un autre systeme plus simple éventuellement d’ordre
moins élevé ; toutefois, il faut noter que le choix d’un systéme de comparaison d’ordre moins
¢levé, s’il simplifie les calculs, est, par contre et en général, beaucoup plus conservatif.

Les systemes de comparaison sont, en mathématique, originaires des travaux de T.Wazewski
[WAZ 50].Le principal objectif est de majorer (ou de minorer) le comportement d’un systéme

défini par une inégalité différentielle par le comportement d’un systéme différentiel.
1.3.2.4.1.Systémes pseudo-Majorants Homogénes (SMH)[GEN 79]

Soit le systéme continu non linéaire, défini par 1I’équation d’état suivante :

X(t) = A(x(0)x(1) Y t € 7, =[t,,+0] (1.43)

La matrice M(tx) :7,xS— R“*, caractérise un systéme pseudo-majorant homogéne

(SMH)de (1.43)relatif a une norme vectorielle p , si les inégalités suivantes sont vérifiées :

30



Chapitre I: Généralités sur la stabilité des systemes continus nonlinéaires

D*p(x)<M(t,x)p(x),Y(t,x)et,xS (1.44)

ou D" p(x)est ’opérateur de dérivation a droite.

Lemme 1 : Si les éléments hors diagonaux de M(¢,x) sont tous strictement positifs, alors il

existe un systeme de comparaison de (1.43) sur R"de la forme :

z=Mz (1.45)

avec si: p(x,) < z,

ona:

p(x() < z(2) (1.46)

Cette derniére relation est vérifiée V ¢ € 7, =[1,,+o0] :

1.3.2.4.2.Systémes pseudo-Majorants Non Homogénes (SMNH)

oit le systéme continu non linéaire défini par 1’équation d’état suivante :
Soit le syst t | défi r tion d’état t

2(t) = A(x(£))x(t) + B(x) (1.47)

La paire(M, N),M :7yxS — R™ N:1 xS — R" définit un systéme pseudo-majorant non
homogene (SMNH)de (1.47) relatif a une norme vectorielle p(x), si les inégalités suivantes

sont vérifiées :

Dp(x)<M(t,x)p(x)+N(t,x) V(t,x)etyxS (1.48)

Lemme 2 : Si les ¢léments hors diagonaux de M(¢,x) sont tous strictement positifs, alors il

existe un systeme de comparaison de (1.47) sur R"de la forme :
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Z=Mz+ N (1.49)
avec si : p(x,) < z,
ona:

p(x(2)) < z(2) (1.50)

Vier,= [t0,+oo] :
Si M et N sont constantes et si la matrice M est I’opposée d’une M-matrice [GEN 76a], [GEN
72], [REI 82], alors on a :

limp(x)<z, =-M"'N (1.51)
t—00

1.4. Stabilité des systémes continus non linéaires

1.4.1. Notion de point d’équilibre stable

La notion de stabilité s'attache a formaliser l'intuition suivante : un point d'équilibre et dit
stable si une perturbation n'entraine que de petits écarts, pour tout temps postérieur; en bref,
de petites causes n'ont que de petites conséquences.

Dans I’hypothese non linéaire, un processus peut admettre plusieurs points d’équilibre stables
ou instables et le domaine d’influence d’un point d’équilibre donné peut étre limité dans

I’espace d’état.
1.4.2. Attractivité

1.4.2.1. Attractivité d’une solution et domaine associé [GRU 75]

Définition 5 :La solution @(Z;7,,x,) du systéme (I-1) est attractive si :
V &> 0,3u > 0tel que Vx vérifiant ||x—x0|| < u,3T(x,&) > 0tel que :
|p(t: 15, X) = B(t31,, x,)|| < & pourt = 1, +T(x, &) (1.52)

Remarque

1) La définition précédente peut €tre formulée, en terme de limite, comme suit :
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La solution ¢(;¢,,x,) est attractive si :

Ju > 0 tel que Vx vérifiant ||x—x0|| <u,ona:

lim [lg(e:1,) = 9(t31,,3,)| = 0. (L53)

Elle peut étre formulée de facon plus générale en utilisant la notion de voisinage.

La solution@(t;t,,x,) est attractive si, pour tout voisinage 4 de la solution ¢@(t;¢,,x,), il
existe un voisinage v de x, tel que, pour toute condition initiale x de v, il existe un temps

T(x,4)au bout duquel les solutions ¢(¢;7,,x) évoluent dans le premier voisinage il sans en
sortir, figure 1.2.

2) 1l est utile, d’'un point de vue pratique, de connaitre le plus grand de ces

voisinages 4. Ce qui nous amene a définir la notion de domaine d’attraction de la

solution @(#;¢,,x,).

t, ty+ T (x,¢) o0 t
Figure 1.2. Attractivité d’une solution ¢(z;¢,,x,)

Définitions 6

D (4(t;t,,x,))est domaine d’attraction de la solution ¢@(#7,,x,) siles deux conditions

suivantes sont vérifiées :

i) D, (#(%;¢,,x,)) est un voisinage de x,,,

33



Chapitre I: Généralités sur la stabilité des systemes continus nonlinéaires

i) Ve=0,3T(x,¢)>0tel que sixeD, (4(¢;¢,,x,)),ona:

|25, x) = $(t51,, x,)|| < € pourt =1, + T (x, ). (1.54)

1.4.2.2. Attractivité d’un ensemble et domaines associés

Dans les définitions qui suivent et pour le reste de ce chapitre, I’attracteur .4 peut étre 1'un
des éléments suivants : un équilibre x, ,une orbite fermée ¥ ou un ensemble non vide fermé
A. Ces définitions sont des extensions de celles figurant dans [GRU 86], [GRU 93], [HAN
63].
Définitions 7
1) A est attractif par rapport a 7;si :
Vi, €T,V ¢>0,3u(t,) > 0tel que :
V x, vérifiant p(x,; A)< u(t,),3T(t,,,, &) > 0 tel que I’on ait :
P(P(t;t),%,); A) < e pour t > t,+T(t,,%,,€).(1.55)
ou p(x,;.A) désigne une distance de x,a Iattracteur.A ,
2) A est attractif s’il est attractif par rapport a7, =R.,
3) A est uniformément attractif par rapport a7,,s’il vérifie la version modifiée de 1) dans
laquelle u(t,)ne dépend plus de ¢, (u(t,) = uetT(t,,x,,&)ne dépend plus que de u et
de ¢ (donc indépendant de 7, et de x,)),

4) A est uniformément attractif, s’il est uniformément attractif par rapport a 7, =R.

Définitions 8 : (Figure 1.3)

1) D,(¢,,A) est le domaine d’attraction de A par rapport at,,si les conditions suivantes

sont vérifiées :

i) D, (¢,,.A) est un voisinage deA ,

i) Ve=0,3T(t,x,,€) =0 tel quesi: xe D,(¢,,A),ona:
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p(P(t:t),x,)); A) < e pour t =1, +T1(2,,x,,8).
2) D, (7;.A) est le domaine d’attraction par rapport a TdeA, si :
i) Vt, e T, D,(¢,,A) existe,
i) D, (%«4):1}62{1 D, (1, A).
3) D, (A) est le domaine d’attraction uniforme de A par rapport a T; si :

Dau ( A)z Dau (q: = R ’A)'

4) D,, (1., A) est le domaine d’attraction uniforme de A par rapport a T;, si :

i) D, (T; A) est un voisinage de A,

i) Vt,eT,Ve>0,3T(e) > 0, tel que six, € D, (T;A), ona:
P(P(t;t,%,); A) < ¢ pour t =1, +T(&).
5) D,

(A) est le domaine d’attraction uniforme de A, si :

u

D, (A=D, (T,=R,A).

l
I t,+T(,,x,,&) t

v

Figure L1.3. Attractivité d’un ensemble d’attraction D, ( A)
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Chapitre I: Généralités sur la stabilité des systemes continus nonlinéaires

1.4.3. Stabilité au sens de Lyapunov

Si une fonction est uniformément K-Lipschitizienne, les solutionsx(;7,,x,) de
I’équation différentielle sont continues par rapport a ¢, f, et x, .

Si on prend deux solutions x,(%;%,,%,,) et x,(#¢,,%,,), avecXx,, et X, proches, la continuité
implique donc que ces deux solutions peuvent rester proches que sur un petit intervalle de
temps (¢, , t). Pour obtenir une proximité de ces deux solutions sur un intervalle de temps plus

grand, est introduite la notion de stabilité au sens de Lyapunov.

1.4.3.1. Stabilité d’une solution et domaine associé (au sens de

Lyapunov) [GRU 75]
Définition 9 (Figurel.4)

La solution x(¢;7,,x,) du systeme S décrit par (I.1) est stable au sens de Lyapunov, si :

vV e>0,3u(t,,€) > Otel que, pour tout x vérifiant :||x - x0|| < u(t,,e),ona:
Hx(t iy, X,)—x(2; ¢, xO)H <&,V 1 €[ty,+0] (1.61)

Dans le cas contraire, x(Z;¢,,X,) est instable.

@

1y

Figurel.4.Stabilité de la solution x(%;7,,x,)
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Définition 10

Dy (x(t 5, x,)) est le domaine de stabilité au sens de Lyapunov de la solution x(¢;7,, x,), si :

a) D;(x(t;1,,x,)) estun voisinage de x,,

Ve~0,0na :Hx(t st %) — X(t 5 2y, xO)H <g Vte [t0,+oo] ,s1 et seulement si :

x €Dy (x(t;1,, X)) (1.62)

1.4.3.2.Stabilité d’un ensemble et domaine associé (au sens de Lyapunov)

Définition 11(Figure 1.5)

a) A est stable au sens de Lyapunov par rapport a 7; (un intervalle d’instants initiaux?, )
si:
Vt, e T, ,Ve>0, Ju(t,,€) > 0tel que :

V x, vérifiant p(x,; A) < u(ty,€) on a p(x(t 5 4,, x,) ; A)< &, ¥ 1 €[ 1, +o0] (1.63)

b) A est stable au sens de Lyapunov, s’il est stable au sens de Lyapunov par rapport a
=R,

c) A est uniformément stable au sens de Lyapunov par rapport a 7;, s’il vérifie la version
modifiée de a) dans laquelle u(,,€) ne dépend plus que dee, c'est-a-dire u(e) ,

d) A est uniformément stable au sens de Lyapunov, s’il est uniformément stable au sens
de Lyapunov par rapport a 7= R ,

¢) Dans le cas contraire, A est instable.
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x(t;ty, X

Iy

Figure 1.5.Stabilité d’un ensemble A, de domaine de stabilité Dy(.A)

Définition 12

a) Ds(ty, A)est le domaine de stabilité de.4, au sens de Lyapunov par rapport af, si :

i) Ve=o0,Ds(Z),€, A) estun voisinage de A,

i) p(x(t 5y, X,) 3 A )< €,V 1 € [£,,+00] si et seulement six, € D, (f),€, A),

iii) Dy(to. A)=D,(¢,,€, A),V & (1.64)
b) Dy(T, A)est le domaine de stabilité de A au sens de Lyapunov par rapport a T, si:

i) Vi, eT Dyt,, A)existe,

i) Dy(T, A)=IOLEJE D (t,, A), (1.65)
c) Dy(A)est le domaine de stabilité¢ de .A au sens de Lyapunov, si :

Dy(A)y=Dy(T=R, A). (1.66)

d) Dy, (T;,A) est le domaine de stabilité uniforme de.A, au sens de Lyapunov par rapport a

T s :
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i) Dy (T, A) est un voisinage de A,

i) Vit,eT,Ve0,p(x(t;t,X);A)< ¢, V1 e[t,,+oo]si et seulement si :
xy € Dau( T, A) (1.67)

e) Ds(A) est le domaine de stabilité uniforme de .A au sens de Lyapunov, si :

Dy(A) =Ds(Ti=R, A) (L.68)

1.4.4. Stabilité asymptotique

Le pointx, =0 est dit asymptotiquement stable lorsqu’il est stable et en méme temps attractif.

On peut donc définir Dy,( X, ) comme le domaine de stabilité¢ asymptotique, tel que :
Dya(x,)=Ds(Xx,) N Dy(X,) (1.69)
1.4.5. Stabilité exponentielle

La stabilité asymptotique au sens de Lyapunov assure la convergence vers X,, mais elle ne

donne aucune indication sur la rapidité de cette convergence. Ainsi, du point de vue pratique,
il est nécessaire d’estimer cette rapidité. C’est dans ce sens que la notion de stabilité
exponentielle a été introduite [HAN 63], [HAN 67],[LAS 61].

La stabilité exponentielle implique que le comportement du systeéme perturbé soit majoré par
celui d’un systeme linéaire ; elle s’exprime sous la forme suivante :

Le point x =0 est dit exponentiellement stable si 3o >1 et > 0tels que :

x(t:t,, x| < a|x, e P, Ve -t (1.70)
0 0 0 0

1.4.6. Stabilité pratique

Un processus posseéde la propriété de stabilité pratique, si 1’écart par rapport au point

d’équilibre passe en dessous d’une valeur prédéfinie, en un temps donné fini.
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En pratique, les processus étudiés ont une durée de fonctionnement finie. Aussi, il apparait
nécessaire de préciser le comportement d’un systeme sur un intervalle de temps fini. C’est le

role de la stabilité pratique [LAS 61] ,[MICH 77],[BOR 92].

1.4.7. Condition de stabilité des systemes décrits dans I’espace d’état [BOR 93]

Les résultats qui suivent sont des applications directes de la seconde méthode de Lyapunov a

des processus décrits sous la forme :
i=f(01,0)= Ao, AQ=1{a,0)f, (L71)
ou o est un vecteur de perturbations et f(0,z,0)=0.

Les méthodes d’étude de la stabilité, proposées dans la suite, peuvent s’appliquer
indifféremment sur les matrices A(.) ou sur toute matrice A (.)=P ' A()P déduite de A par

changement de base P.

1.4.7.1. Norme du max

Soit : v(x) = max|x,.| une fonction candidate a Lyapunov.

Il vient :
v(x)= rnax|x ,-| =x, signe(x, ), (L.72)
v(x) = signe(x, )Y a, X, (1.73)
J
Smax{aﬁ +Z‘aimj‘}max|xi , (1.74)
1 j 1

La condition de stabilité est dans ce cas qu’il existe ¢ > 0 telque :

max {aﬁ O+ a,.,,(.)\} <-¢, (1.75)
! e
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Elle exprime que le maximum de la somme des termes de chaque ligne de la matrice
A, obtenue en remplacant les éléments hors diagonaux de la matrice 4 par leurs valeurs

absolues est négatif.

Lorsqu’il n’y a pas stabilité illimitée, il vient qu’il existe & > 0 tel que
D, = {x, max {a,.,.(.) +> \a,.,(.)\} < (—g)}, (1.76)
! =

et le domaine de stabilité correspond a la plus grande équipotentielle v(x) = cte comprise
dans D, .
Un simple changement de base P = diag {dl. } peut conduire a la conditionv < 0, définie par la

relation :

4
7%‘(')

i

max {aii ()+ Z

i#]

} <-¢ 1.77)

1.4.7.2. Norme dual du max

Le choix v(x) = Z|x l.| conduit a la conditionv < 0, définie par la relation :

1

max {ajj(.) +Y e, (.)\} <-¢ (178)

J#I

La sommation des termes de la matrice 4", précédemment définie, s effectue alors en colonne.

Lorsqu’il n’y a pas stabilité illimitée, il vient qu’il existe & > 0 tel que

D, = {x, max{ajj(.) - Z\aﬁ(.)\} < (—g)}, (1.79)

J#Ei

et le domaine de stabilité correspond a la plus grande équipotentielle v(x) = cte comprise

dans Dy
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L.5. Détermination des attracteurs - Position du probléme

L.5.1. Objectif

En cas de modele complexe et/ou incertain ou perturbé, il n’est pas toujours possible de
conclure directement relativement a ’existence d’un point d’équilibre d’un processus. Il
convient alors, compte tenu des informations dont nous disposons, de choisir la description la
mieux adaptée a notre étude pour conclure a la stabilité ou, si le processus est localement
instable, de déterminer un attracteur majorant de ’erreur par rapport a I’objectif de facon la

plus précise possible.

1.5.2. Mise en ceuvre de la méthode

Pour illustrer I'approche proposée pour la détermination d’attracteurs, considérons le systéme

(S) décrit par les équations suivantes :

X, = X, + X, cos x, — bsatx,
: (1.80)
X, =2x,cosx, +(2e " —4)x,

ou matriciellement, dans ’espace d’état, par :

X =A(x,t)x+ B(x,t)

avec :
1 COS X,
A(x)= . (1.81)
2cosx, —4+2e"
6satx
B(x):[ » '} (1.82)
0
tel que :

x, € R/satx, = x;,s1 |xi| <1,
(1.83)

sat x, = signe x;, sinon.

Cette représentation conduit, pour x= 0, a la matrice :
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11 0
A(o){2 _2} B(O)zM (1.84)

Ce qui conduit a ’instabilité de I’origine.

Alors, on va chercher une autre représentation de la forme :

X =A(x)x
avec :
6satx,
1- COS X,
A(x)= X (1.85)
2cosx, —4+42¢7
Il vient, a ’origine, la matrice :
=5 1
A(0)= 1.86
o, a0
qui montre que le systéme est localement stable
e pour x|<1, 2y (1.87)
1
e pour 1< |xl| <a, saty, >—l (1.88)
X, a

11 vient, dans ce cas, en prenant la norme vectorielle :

p(x)=|x|
avec la notation :
A T
NE
. " el satx, . .
-pour la premicre condition du stabilité |x1| <1, =1, la matrice majorante est de la
X
forme :
m=| ! (1.89)
12 -2 '
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-5<0
le systeme (1.80) est stable si : (1.90)
dettM)>0=5x2-2x1>0=8>0

- pour la deuxieme condition du stabilité 1<|x1|< a, 4 > —, la majorante est de la
X, a
forme :
6
1-— 1
M = a (L91)
2 -2
11 vient quele systéme de comparaison est décrit par :
z=Mz (1.92)

Le systeme (I1.80)est stable si le systéme de comparaison est stable, soit :

1—£<O:>a<6
@ ; (1.93)
dettM)>0=-2(1-—)-2>0=a >3
a

Soit la fonction v(x) = max|xl. , 11 vient pour le domaine de stabilité vis a vis des conditions

initiales de la figure 1.6.

Figure 1.6.Zone d’attraction du systeme
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CONCLUSION

Il apparait, ainsi qu’il a été montré sur ’exemple traité, que le choix de la représentation
s’avere particuliecrement important pour 1’étude de la stabilité et ceci indépendamment des
changements de base qu’il est possible d’effectuer apres avoir choisi la représentation initiale.
Au niveau de la norme vectorielle utilisée pour définir le systéme de comparaison, il est
préférable de la choisir la plus simple possible et de reporter la possibilité d’adaptation sur le

choix de la représentation d’état initiale.
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Chapitre II: Détermination des attracteurs pour les systemes continus non linéaires

INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de définir une procédure permettant de déterminer les
attracteurs de processus, éventuellement localement instables, en définissant des

représentations adéquates des systémes non linéaires étudiés.

La premicre partie de ce chapitre traite 1’étude de la stabilité, en utilisant les techniques
d’agrégation a partir de 1’utilisation des normes vectorielles pour déterminer une suite
d’attracteurs emboités pour les systemes continus non linéaires. Un exemple d’un systéme
continu complexe du second ordre est considéré pour illustrer l'efficacité de l'approche
proposée.

La deuxieéme partie de ce chapitre présente une approche permettant 1’étude de stabilité des
systemes non linéaires et la détermination de domaines d’attraction par diagonalisation des
matrices caractéristiques autour de points de fonctionnement. Celle-ci est menée par
majoration en exploitant les techniques d’agrégation et le choix de représentations adéquates
des systemes. La mise en ceuvre a un systeme complexe non linéaire du troisieme ordre est
proposée pour montrer I’efficacité de cette approche.

La derniére partie de ce chapitre exploite les différentes propriétés des matrices de forme en
fleche mince et les techniques d’agrégation pour la détermination de la stabilité d’un systeme
continu non linéaire. Cette approche, illustrée par I’étude d’un systeéme du troisiéme ordre et
de son domaine d’attraction, s’avere particuliecrement intéressante lorsque le processus n’est

pas diagonalisable localement.

I1.1. Représentations et méthodes d’étude de la stabilité des systémes continus
nonlinéaires

II.1.1. Introduction

Pour les systémes complexes d’ordre €levé, généralement décrits dans 1'espace d'état, les
conditions de stabilité sont obtenues, pour l'ensemble du systéme ou pour les sous-systemes
interconnectés [GEN 79], [GEN 72], [GRU 73], [SIL 72]. L'influence du choix de la

description d'état et de la matrice caractéristique, sur la détermination du domaine de stabilité
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apparait fondamentaldans la mise en ceuvre des criteéres de stabilité basés sur les travaux de
Borne et Gentina [BOR 90], [GEN 79], [GEN 72], [GRU 78], [GRU 76], avec l'utilisation des
normes vectorielles et la définition de systemes de comparaison pour les processus complexes

[BEN 80], [BOR 96], [BOR 90].
I1.1.2. Critére pratique de Borne et Gentina [GEN 79], [GRU 76], [GRU 72]
Considérons le systéme continu non linéaire défini dans 1’espace d’état par :
x=A(x)x (IL.1)

A étant une matrice de dimension n X n, a éléments non constants, A = {ai j} , et x le vecteur
r T
d’état, x=[x,x,,...,x,| ,xeR".

Si la matrice caractéristique M (A4) , définie par :

M (A ={m, ()}

(1L.2)

a ses ¢éléments non constants isolés dans une seule ligne ou une seule colonne, ’application du
lemme de Kotelyanski a cette matrice, permet de conclure a la stabilité du systeme(II.1).
Ce critere, utilisant les techniques d’agrégation adaptées a 1’étude des systemes de grande

dimension, est basé sur le choix d’une norme vectorielle p(x)telle que:

T . i y oepe s e .y <y .
] .En pratique, ce critere est vérifié si les n inégalités suivantes sont

p(x)z“x1 %)X,
satisfaites :
a, |a1,2| |al,n
4, |a1 2| |a | a |a
5 > 2,1 2,2 2,n
a;, <0, >=0,...,(-1)" =0 (11.3)
a2,1| a5
an,l an,2 an,n
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I1.2. Attracteurs et zones d’attraction

Depuis plus de quarante ans, les attracteurs jouent un rdle trés important pour les systemes
dynamiques. L’utilisation des normes vectorielles et des techniques d’agrégation et de
majoration conduit a la généralisation des énoncés concernant la stabilité globale ou locale

des ensembles d’attracteurs, [BHA 67a],[BHA 67b], [BHA 70].

I1.2.1. Stabilité asymptotique globale d’un point d’équilibre : Systéme Majorant
Homogeéne (SMH) linéaire [BOR 72],

Soit le systéme dont 1’évolution est décrite par la relation :

i= ft,x,0) (IL.4)
fi6,xR" > R", & =[t,,+]

avec o vecteur des parameétres de perturbation sur I’état ou le modéle.

Théorémel : S’il est possible de définir un systeme majorant homogene linéaire de (I1.4)

surR", relatif a une norme vectorielle p réguliere :

D*p(x)<Mp(x),V(t,x)e 5 xR" (IL5)

avec M une matrice constante opposée d’une M-matrice, (ou encore vérifiant les conditions de

Kotelyansky) [GRU 76], le point d’équilibre x =0 est globalement asymptotiquement stable.

> Si en plus (M+glk) est stable Ve&~0, alors x=0 est globalement

exponentiellement stable (en e ).
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I1.2.2. Stabilité asymptotique globale d’un point d’équilibre : Systéme Majorant

Homogene (SMH) non linéaire

Théoréme2 [GRU 76]: S’il est possible de définir un systéeme majorant homogene non

linéaire et/ou non-stationnaire de (I.4) sur R” relatif a une norme vectorielle p régulicre :
D*p(x)<M (t,x)p(x),V(t,x)es,xR" (I1.6)

avec M (¢,x) vérifiant les propriétés suivantes :
1. M(t,x) estirréductible, V(t,x) e, xR" ;
2. Je>0tel que (M(t,x)+e&l, ) est 'opposée d’une M-matrice ;
3. les ¢éléments non constants de M (z,x) sont regroupés dans une seule et méme rangée

(ligne ou colonne) ;

alors x =0 est globalement exponentiellement stable pour (IL.4) (en e ).

I1.2.3. Stabilité asymptotique globale d’un attracteur : Systéme
Majorant Non Homogéne (SMNH) linéaire

Théoréme 3 [BOR 90]: S’il est possible de définir un systétme majorant non homogene

linéaire stationnaire de (I1.4) surR", relatif a une norme vectorielle p réguliere, de la forme :
D*p(x)<Mp(x)+N,V(t,x)exR" (IL.7)

ou la matrice constante M est I’opposée d’une M-matrice, et N un vecteur constant positif,

alors il existe un attracteur L, asymptotiquement stable défini par :

Lz{xeiR”;p(x)S—M’lN} (I11.8)
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I1.2.4. Stabilité asymptotique locale d’un attracteur : Systéme Majorant Non

Homogene (SMNH) linéaire local

Théoréme4 : Supposons qu’il soit possible de définir un systéme majorant non homogene

stationnaire de (I1.4) sur un voisinage S cR" de l'originex =0, relatif a une norme

vectorielle p réguliere :
D*p(x)<Mp(x)+N,V(t,x)es,xS (I1.9)
ou la matrice constante M est I’opposé€e d’une M-matrice, et N un vecteur constant positif.

avec : L={xeR";p(x)<-M'N}cS (11.10)

Soit ¥, (S) le vecteur propre principal de M ,associé a sa valeur propre principale 4, ().

On pose :

D={xeR"; V] (S)p(x)<a},DcS, (IL.11)

o étantune constante positive telle que L est inclus dans D.

Alors, il existe un attracteur asymptotiquement stable L, c L de (I1.4). De plus, D est une
estimation de la région d’attraction de L, c'est-a-dire que toute trajectoire, issue de D a f=¢,,,
aboutit dans L.

Si §=R", la propriété est globale.
I1.3. Nouvelle approche de stabilisation de systémes continus non linéaires.

Détermination des attracteurs

Dans plusieurs domaines comme en industrie, la stabilité des systémes non linéaires et la

connaissance de leurs domaines de stabilité sont des propriétés trés importantes a déterminer.
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De nombreux travaux ont €té effectués sur la recherche des domaines de stabilité; parmi les
premiers résultats trouvés, on peut citer ceux de LaSalle et Lefschetz [LAS 61] concernant
l'estimation des domaines de stabilité en utilisant une fonction de Lyapunov ainsi que ceux de

Zubov qui donnent une approximation des domaines d'attraction [ZUB 64], [KAS 04]. .

I1.3. 1. Détermination des attracteurs emboités [GHA 13a]

I1.3.1.1.Position du probléme

Cette étude traite de la détermination des attracteurs et des domaines d'attraction des systemes
non linéaires continus, par majoration a partir des techniques d’agrégation pour 1'étude de la
stabilité¢ et par le choix de représentations adéquates des systeémes étudiés. La technique
d’agrégation par l'utilisation des normes vectorielles permet de déterminer les systeémes de
comparaison d'un modele complexe non linéaire et / ou non stationnaire ainsi que linéaire
d'un processus donné.

L'é¢tude de la stabilité de ce systétme de comparaison permet de conclure facilement a la
stabilité¢ du processus initial et de définir des domaines d'attraction. Lorsque le systeme est
localement instable, la mise en ceuvre de systemes de comparaison permet de déterminer un
attracteur du systeme étudi¢ dans un domaine d'attraction donné. Le travail présenté ci-
dessous constitue une approche qui permet de vérifier la qualité de la loi de commande d'un
processus dont I'évolution est décrite par 1'équation de 1'état a partir des informations

accessibles sur le processus et son €volution souhaitée.

Méthode proposée

On considere le processus (S) dont I’évolution est régie par le systeme d’équations

différentielles suivant :
S:x(¢) = f(x,1) (I1.12)

Pour le processus dont I’évolution est décrite par la relation de la forme (II.12), il convient de

déterminer, dans le domaine d’évolution envisagé (D;), une description de la forme :
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(1) = A(x(t), £)x(t) + B(x(2), ) (IL.13)

x(f) étant un vecteur du domaine D; avec D, < ‘R", A(x(?),f) une matrice nxn et B(x(¢),f) un

vecteur d’ordre n a éléments pouvant étre non constants.

A partir de la représentation (II.13) du systéme (II.12), nous allons étudier sa stabilité et

déterminer une estimation de I’attracteur en utilisant les techniques d'agrégation.

Il s’agit d’abord d’élaborer un systéme de comparaison tel que sa matrice caractéristique

instantanée, soit I’opposée d’une M-matrice.

Pour une norme vectorielle p(x) = le , x2|..., X, ]T , 1l vient le systtme de comparaison
suivant :
zeR"/ z(t)=M()z(t)+ N (I1.14)
avec :
p(x)< 2

Si M et N sont constants et si M est I’opposée d’une M-matrice et N un vecteur positif, alors

il existe un attracteur L asymptotiquement stable tel que :

L={xeR"; p(x)<-M'N} (11.15)
En effet, siz(t,)2 p(x,) , il vient :
2(1) > p(x(1)) (IL.16)
Vier,= [t0;+oo] ;
et: lim p(x)< lim z = -M"'N (11.17)

Si le domaine D, défini par (II.17) est inclus dans D;, D, est un attracteur du systéme.

Il convient, dans ce cas, de trouver une nouvelle description de systéme (II.12), pouvant étre

différente, et de recommencer 1’étude de majoration pourx € D, .
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Cette approche peut étre réalisée plusieurs fois jusqu’a obtenir une estimation de 1’attracteur

la plus petite possible du vecteur état x, qui peut se réduire a 0 si le systeme est stable.

11.3.1.2. Mise en ceuvre de la méthode

Pour illustrer l'approche proposée pour la détermination des attracteurs, considérons le

systéme (S) défini par (I1.13) tel que:

-3-x 0.3 +satx
A(x(e))=| = ™ ’ (IL18)
sinx,x, —1+0.1cosx,
—satx
B(x(1))= : .19
( ( )) [O.l+0.2sinxl} ( )
avec la notation :
satx, = x,, i |xi| <1, et satx, =signe x,,sinon.
Au départ, on pose que le domaine d’attraction D, est tel que : D, =R"
Etapel: Détermination de ’attracteur D, a partir de D,
La convergence des trajectoires vers un attracteur est ¢tudiée avec la norme vectorielle :
T
p(x)= [|x1 ’ sz
11 vient le systéeme majorant défini par :
-3-x] 0.3 +satx
MA(x())=|, . | d (11.20)
|sm x1x2| —1+0.1cos x,
et:
|—satx, |
N(B(x(1))) = (IL.21)
(+(:) LO.H 0.2sin xIJ

et le nouveau systéme majorant décrit par :

. {—3 1.3} {1}
z= z+ (I1.22)
1 -0.9 0.3
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Avec la vérification des conditions de stabilité :

—(-3)>0
(=1)*detM =0

11 vient de (IL16) et (IL17) :

{0.9214} , leq
z, = > lim
1.3571 | o] |,

Par conséquent, 1’attracteur, correspondant a D, < D,, est défini par :

D, = {x,

x| <0.9214

x,|<1.3571} (11.23)

Etape 2: Détermination de I’attracteur D,

Une nouvelle description du systeéme (S) peut étre définie, dans D, , par une description de la
forme (11.24).En effet, sachant que

|x,|<0.921 = satx, =x,

la description devient :

A(x(t))— —4-x] 0.3 +satx, (11.24)
sinx,x, —1+0.1cosx, '

et

0
B(x(1))= {o.u 0.2sin xJ (1.25)

alors le nouveau systéme majorant est caractéris¢ par :

(11.26)

(a0

—~4-x;  |0.3+satx,| }

|sinx1x2| —1+0.1cosx,
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0
N(B(x(1)) = LO.I +0.2sinx, J 27

avece .
09214
|x|s[ }
1.3571

Dans ce cas, on peut facilement obtenir le systétme de comparaison linéaire de la

forme(Il.14) de telle sorte que 1’ont ait :

. -4 13 0
7= Z+ (I1.28)
095 -09 0.260

Il vient de (I11.16) et (11.17) :

[0.1429} , leq
zZ, = > lim
0.4397 | 5| |x,|

Par conséquent, I’attracteur, correspondant a D, — D, , est défini par :

D,= {x,

x| <0.1429,

x,| < 0.4397} (11.29)

Dans ce domaine D, , nous répétons l'approche de comparaison pour déterminer un nouvel

attracteur en tenant compte des conditions imposées :
0.1429
x| <
0.4397
Etape3 : Détermination de ’attracteur D,

Le domaine D, est défini par :
0.1429
|x| <
0.4397
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dans lequel on a :
sat x, = X, puisque |x,| < 0.4397

Le systéme de comparaison correspondant peut s’écrire selon (I1.14):

|4 0.738 0
z= z+ (I1.30)
0.063 -0.9 0.130

Comme M est I’opposée d’une M-matrice, il vient :
0.027]_ . ||«
z, = > lim
0.146 |~ >+| |x, |

x,| < 0.146} (I1.31)

et I’attracteur D, est défini par :

D4:{x,

x| <0.027,

Les divers attracteurs et 1’évolution des variables d’état du systeme sont présentés dans la

figure 11.1.

X2 05— ~---—---~—

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

$

=)
T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
rr-——~——>>""""F—">">—4——=———
|
|
|
|
|
|
T
|
| E§=444
| AN

o5k - -------

obf-—-4F-—--

Fig. 1.1 : Attracteurs emboités D,, D,, D, et D, et évolution des variables d’état du systéme
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I1.3.1.3. Conclusion

Pour les systémes stables, ’attracteur peut étre réduit a ’origine. L’exemple étudié a
montré l'efficacité de la procédure proposée. Cette méthode permet de tester la précision d'un
systéme contrdlé en fournissant un systéme de comparaison pour majorer l'erreur par rapport

a la consigne.

I1.3.2.Etude de stabilité des systémes non linéaires par diagonalisation des matrices

caractéristiques autour d’un point de fonctionnement [CHA 13b]

I1.3.2.1.Linéarisation d’un systéme non linéaire

Soit le processus dont I’évolution est régie par les relations :

x=f(x,u)

b e (1L.32)

avec f'et i des fonctions non linéaires de x et u :

S, x,,u)
Sxu)= : (I1.33)
S (Xp,ex,,u)

Soit le modele mathématique de (I1.32) de la forme :

X = Ax+ Bu
(I11.34)
y=Cx+Du
A étant une matrice de dimension nxn, B de dimension nx1, Cde dimension 1xn, et D un

scalaire.

Bien que pratiquement tout systéeme physique comporte des non-linéarités, il s’avére
que souvent son comportement dans une certaine plage de fonctionnement au voisinage d'un
point donné peut étre raisonnablement approché par un modele linéaire. Une des raisons pour
approximer le systéme non linéaire (I1.32) par un modele linéaire de la forme (I1.34) est qu’il

est possible d’appliquer d’une maniére simple et systématique des techniques de conception

60



Chapitre II: Détermination des attracteurs pour les systemes continus non linéaires

de contrdle linéaire. 1l faut, toutefois, garder a 'esprit qu'un modele linéarisé n'est valable que

lorsque le systéme fonctionne dans une plage suffisamment petite autour d'un point donné.

Des outils plus sophistiqués sont nécessaires afin de tenir compte de la présence de non-

linéarités.
I1.3.2.2. Linéarisation autour d’un point de fonctionnement

- r \ s g . . , eqe T
Etant donné un systéme non linéaire (I1.32) et un point d'équilibre x, =[x, ...x,| obtenu
lorsque u =u,, nous définissons un changement de coordonnées comme suit.

Notons Ax=x-x,:

Au=u—uetAy=y—h(x,u;), les nouvelles variablesAx,Au, etAyreprésentant les
variations de x, u, et y autour de leurs valeurs d'équilibre. La linéarisation (I1.32)

pour X, conduit aux relations :

Ax = AAx+ BAu
(1L36)
Ay = CAx+ DAu
avec .

_a 5 _
i(xll""’xln’ul) i(x[]a"'sx[nau[)
axl axn

SER
X
R 6 a
fn(lea---axznauz) i(x[p---,x;,,auz)
e Ox, i
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I
a—ﬁ(x“,...,x,n,ul)
B:{i} _
ou - o
_G_J(XZI’""XI"’MI)_
oh " oh oh
C:{—} = a—(x“,...,xln,u,), —(x“,...,x,n,u,)}
X7, L xl axn

I1.3.2.3. Stabilité des systéemes non linéaires par diagonalisation de le matrice

caractéristique instantanée

11.3.2.3.1. Introduction

La stabilité, le domaine de stabilité et 1’attracteur en cas d’instabilité locale des systémes sont
des propriétés importantes a déterminer. Dans la pratique, il n'est souvent pas suffisant pour
prouver la stabilité asymptotique locale d'un point d'équilibre ou d’un attracteur, et il est

¢galement nécessaire de connaitre 1’étendu du domaine de stabilité ou d’attraction.

Dans cette partie, est présentée une stratégie destinée a étudier la stabilité des systemes
dynamiques continus non linéaires selon le choix de la représentation matricielle et par

diagonalisation des matrices caractéristiques autour de points de fonctionnement.

En fait, la diagonalisation locale est une méthode classique qui a été utilisée pour simplifier

I’étude dans de nombreux domaines des mathématiques.

Les matrices les plus faciles a manipuler sont les matrices diagonales. En effet, les
déterminants sont simples a calculer, les valeurs propres sont les éléments diagonaux et les
vecteurs propres sont des éléments de la base standard. Bien que la plupart des matrices ne
soient pas diagonales, beaucoup sont diagonalisables, c'est a dire semblables a une matrice

diagonale.
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11.3.2.3.2. Méthode proposée

Dans cette section, nous présentons une approche permettant 1’étude de stabilité des systemes
non lindaires et la détermination des attracteurs par diagonalisation des matrices
caractéristiques autour de points de fonctionnement, suivie d’une majoration exploitant les

techniques d’agrégation et par le choix de représentations adéquates des systemes étudiés.

Considérons le processus (S) dont I’évolution est régie par le systeme d’équations

différentielles (11.13).

Nous allons étudier la stabilité de ce dernier et déterminer le domaine d'attraction en utilisant

directement les techniques d'agrégation.

Il s’agit d’abord d’élaborer un systtme de comparaison tel que sa matrice caractéristique

instantanée, soit I’opposée d’une M-matrice.

X

n

o \ -
] , 1l vient le systtme de comparaison

Pour une norme vectorielle p(x) =[|x1 B

(IL.14), les éléments m;; de la matrice M étant tels que :

m,; =maxa;, Vi=l2,...n

m; ; :max‘ai’j‘ Vi# |

les éléments de la matrice A(.) étant notés a;(.) et le vecteur N défini a partir de B par :
N=max |B(x(1))| (I11.37)

Si Met N sont constantes, M étant 1’opposée d’une M-matrice, alors il existe un attracteur L

asymptotiquement stable tel que :
L={xe®R";p(x)<-M"'N| (11.38)

avee !

2(t) = p(x(1)) (11.39)
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Vit ety =[ty;+0] ;

pour t = +o0; si z(t,) = p(x(¢,))

ona: limz(t)=-M"'N = lim p(x)<-M"'N (11.40)

)

Apres avoir déterminé une estimation de I’attracteur en appliquant directement, sur la
représentation initiale, les techniques d’agrégation, il est intéressant maintenant d’en
déterminer une nouvelle estimation a partir d’une représentation telle que la matrice
caractéristique instantanée définie autour d’un point de fonctionnement soit diagonale. Le
résultat obtenu est a comparer avec le précédent pour mettre en exergue l’intérét de

I’approche par diagonalisation par rapport a I’approche directe.

> Choix de la représentation du systéme

Pour déterminer le domaine d’attraction pour ce systéme non linéaire, nous proposons de

passer par la méthode de diagonalisation.
Pour cette étude, il faut tout d’abord trouver le systeme linéarisé (S’) de (S) défini autour du
point de fonctionnement x,=0 :

(S?): x, = A(x,)x, + B(x,) (IL41)

Si A est diagonalisable alors il existe une matrice de passage P inversible, relative au point

de fonctionnement x,, telle que :

D=P"A(x,)P (11.42)
D étant une matrice diagonale.
Posons :

x=Pyouy=P'x (11.43)

y étant le vecteur état de processus dans la nouvelle base.
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Il vient :
¥ = P A(x(¢t))Py + P"'B(x()) = D(x(¢))y + P~' B(x(t)) (11.44)

Les éléments de la matrice D(x(¢)) qui n’est plus diagonale sont notés d(.).

> Détermination de DPattracteur par la méthode de diagonalisation des

matrices caractéristiques

A partir de la représentation (I1.34) du systéme (I1.32), nous allons étudier sa stabilité et

déterminer son attracteur en utilisant les techniques d'agrégation.

Il s’agit d’élaborer un systeme de comparaison tel que sa matrice caractéristique instantanée,

soit I’opposée d’une M-matrice.

o . .
] , 1l vient le systtme de comparaison

Pour une norme vectorielle p(y)=[| Y y2|...,

Yn

b

suivant :
zeR"/z=M,z+N, (IL.45)
les éléments m; ; de 1a matrice M, étant tels que :

{mw =maxd,, Vi=12,..n

m; = max‘di’j‘ Vi#j
et le vecteur N est défini a partir de B par :

N,=max [P~ B(x(t))| (I1.46)

Si M, et N, sont constantes et si M, est I’opposée d’'une M-matrice, alors il existe un attracteur

L asymptotiquement stable tel que:
L={xeR";p(x)<-M,'N,} (IL.47)
En effet, si z(¢,) 2 p(x,), il vient :

z(1) 2 p(y) (11.48)
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Vier, =[t,;+o]et:

lim p(y)<limz=-M'N, (1L.49)

t—>+0 t—

11.3.2.3.3. Exemple d’application

On considere le processus dont I’évolution est décrite par I’équation :

(S): x(¢t)= A(x,t)x(t)+ B(x,t)x(t) (I1.50)
avec .
4y G, 4
Ax(t)=|a, ay ay, (IL51)
a3 4y Ay
et:

a,, = 4satx, cost—2cosx, —8.5

a,, =0.08cos x;, —0.16sin x; + 0.04satx, cost —0.08
a,; =0.08 cos x, —0.16sin x; +0.24satx, cost —0.08
XX,

2 2
X Xy

a, =0.1cosx, —0.15 sinx, —0.1

a,, =02 —0.18¢7 +1.2sinx, —0.8sinx, cost +1.2cosx,e™ —4.62

ay, =1.2e —1.08¢™ +1.2sinx, —4.8sinx, cost +1.2cosx,e ™ +2.28

)

2 2
X Xy

a,, =—0.1cos x; —0.025 sinx, +0.1

ay, =—0.2¢ ™ +0.03¢™ —0.2sin x, +0.8sin x, cost —0.2cos x,e ™ —0.23

ay, =—1.2¢7 +0.18¢ ™% —0.2sin x, +4.8sin x, cost —0.2cos x,e ™ —6.38

0.5+sin x,
B(x(?)) = 0.4+cosx, (11.52)
0.5satx, +0.3

sachant que :

satx, = x,,Si |x,.| <1, sinon sat x, =signe x,

avec: D, =R"
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> Détermination directe de l'attracteur a partir de la représentation

initiale

(N . .
x3|} , il vient le systtme de comparaison

Prenons la norme vectorielle p(x) :le b AN
suivant :
zeR"/ z(t)=M()z(t)+ N
avec :
a;, |a12| |a13|
M(AG () =|[ay] ay  ay] (IL53)
|a31| |a32| s
et:
|0.5 sint|
N@B(x(0)=| [0.4cost| (11.54)
|0.5satx, +0.3|
ou encore :

-2.5 0.2 0.56 0.5
z=|0275 -1.22 10.68 |z+|0.4 (IL.55)
0.2125 1.63 -1 0.8

11 vient les conditions de stabilité suivantes :

-25<0
2.5%x1.22-0.2x0.275>=0

(1) det(M) > 0
Or,ona:(-1)’ det(M)<0

M n’est donc pas I’opposée d’une M-matrice, et 1’attracteur, s’il existe, ne peut étre déterminé

par cette approche.

On va chercher maintenant a déterminer une estimation de [’attracteur a partir d’une

représentation de la matrice caractéristique instantanée qui soit diagonale a 1’origine.
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> Détermination de ’attracteur a partir d’une représentation

diagonalisant la matrice caractéristique

Soit le systéme linéarisé (S’) de (S) défini autour du point de fonctionnement x=0:

(S”) : %, = A(0)x, + B(0)

avec :
-10.5 0 0
A0)=| 0 34 3.6 (I1.56)
0 -06 -7.6
0.5sint
et : B(0)=| 0.4cost (11.57)
0.3

Soit P la matrice de passage permettant la diagonalisation de 4 au point de fonctionnement.

choisi.

e Détermination de P

Le polynéme det(A1] — A(0)) = A* +21.54% +143.51+294 =0, admet les racines

A=-105 A =-4 etl=-7 (I1.58)
alors :
2 0 0 05 0 0
P=|0 -3 1|wetP'={ 0 -04 —04 (11.59)
0 05 1 0 02 12
avece ©
-105 0 0
D=P'A(x)P=| 0 -4 0 (11.60)
0 0 -7
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et:

avece !

d,, =—2cosx, +4satx, cost—8.5
d,, =0.2sinx; —0.1(cos x, —1)

d,, =0.1sat x, cost

= 0.1
AT
XX,

d,, sin x,

22
5 =03 —1)

dy, ==5+¢ cos X, +sin x;
d
dy, =0.2(1-cosx;)
d
d

32:0

2
,; =—0+4satx cost—e ™

et:

PB(x(1)) =

5

3 2 9
—satx, + —cost+—
L5 25

dll d12 d13
dy dy d23 (IL.61)
d31 d32 d33
—sint
4
—lsat‘rx1 _4 cost— 3 (I1.62)
25 25

25

> Etude de la stabilité et détermination de I’attracteur en utilisant les

techniques d'agrégation

Soit la norme vectorielle p(y)z“y1

caractérisé par le couple (M, N, )suivant :

9

Y2

T, \ .
y3|] il vient le systtme de comparaison

b
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d11 |d12| |d13|
M,(x,)=MD(x(t)) =||dy| dy, |dy] (I1.63)
|d31| |d32| d33
et:
_ . i}
—sint
4
" 1 4 3
N, (x,t)= N(P"'B(x(t))) = |—gsatxl—gcost—g (11.64)
3 2 9‘
—saty, ——cost+—
5 25 25| |

dont I’évolution peut étre décrite par le systeme d’équations :

25 04 01] [025
£=1005 -3 03]|z+|0.48 (IL.65)
04 0 ~2 1.04

M, et N, étant les majorantes de M, (x,¢)et N,(x,t), avec les conditions :
-2.5<0
(-2.5)x(-3) - (0.05x0.4)>0
(=1)’det(M ) =0

M , est I’opposée d’une M-matrice

sit=t,, si z(t,)=p(y(,)) alors z(t)=p(y(t) Vit

Il existe donc un attracteur L asymptotiquement stable tel que :
L= {x eR"; p(x) < —M;lNd}

et: lim p(y)< limz=-M,'N,
t—+0 t—+0

0.1569 ]
z, = 02178 |> lim | [y, (IL.66)
0.5514 1]
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Or:
y=P" x(t) (11.67)
05 0 0 [ x
=[0 -04 -04]| x, (1L.68)
0 02 12«
lim p(y)<-M'N, (11.69)
t—0
0.5x,
y=|-0.4x, —0.4x, (11.70)
0.2x, +1.2x,
Il vient :
0.1569
lim p(P™" x(£)) <| 0.2178 (IL.71)
t—+0
0.5514

x| <0.3138
et le domaine D, est: |—x2 —x3| <0.5445

|x, +6x, < 2.7570

D, est alors le domaine d’attraction avec : D, < D,

Dzz{x,

x|<0.3138,

—x, — x;| £0.5445,

x, +6x, < 2.757 (IL.72)

On effectue, ensuite, un ensemble de majorations pour déterminer une meilleure estimation

de Pattracteur. Pour cela, on recommence 1’étude en tenant compte des résultats précédents.

Soit satx, =x, <0.3124

Il vient :
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—2cosx, +1.2496cost —8.5 0.2sinx; —0.0048 0.0312cost
D(x(t)) =10.1 x;xzz sinx, — 03124 —5+¢ cosx, +sinx, 0.3(¢™ 1)
XX
O.2(1—cosx3)+% 0 6.907+1.2496 cost
) (IL73)
et:
1
—sint
4
P7'B(x(t)) = 2 cost— (11.74)
25 25 '
2 9
—COSt+—
| 25 25 |

Apres majoration, on trouve le systeme de comparaison suivant :

~5.2504 02048  0.0312 0.25
z=| 01125 -3 03 |z +[028 (11.75)
1 0 ~5.6574 0.44

M, étant I’opposée d’une M-matrice, alors :

2(t,) 2 p(v,) = lim p(y) <z, =-M;'N,

0.0523 7|
z, = 0.1064 > lim 7] (11.76)
0.0870 i)
Or:
y=P"x(t) (1L.77)

05 0  01x
=0 -04 -04||x, (IL78)
0 02 12 x
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lim p(y) < -M,'N, (1L.79)

0.5x,
y=|-0.4x,-0.4x,

(11.80)
0.2x, +1.2x,

Il vient :
0.0523
lim p(P~" x()) <| 0.1064 (I1.81)
Hw 0.0870

|x,|<0.1046
et le domaine D, est: |—x2 —x3| <0.266

|x, +6x,/ <0.435
D, est ainsi ’attracteur tel que D; < D, < D,

D, = {x,

x| <0.1046 ,

—x, —X;| £0.266,

X, +6x; < 0.435} (11.82)

Les diverses estimations de 1’attracteur obtenues sont présentées sur la figure 11.2 qui montre,

de plus, I’évolution des variables d’état du systéme dans I’espace R’.

(1]

Y. B

Figure I1.2.Attracteur D, < D, c D, et évolution du systéme (S) dans 1’espace
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L’étude du cas d’un systeme du troisiéme ordre a montré que I’approche par diagonalisation
locale est plus performante pour I’estimation de I’attracteur que celle de la détermination

directe a partir de la représentation initiale.

I1.4. Etude de stabilité des systémes non linéaires caractérisé par une matrice de forme

en fléeche de Benrejeb [ BEN 80]

I1.4.1. Détermination d’attracteurs pour les matrices de forme en fléche

La forme en fleche des matrices caractéristiques des systemes, définie a partir de la
forme Compagnon, s’étant avérée intéressante pour 1’analyse et la synthése des systémes,
nous envisageons, dans ce travail, de déterminer I’attracteur en passant par cette
représentation en particulier lorsque la matrice linéarisée locale n’est pas diagonalisable ou

admet des valeurs propres complexes au point de fonctionnement considéré.

Idée de base

Nous nous proposons de déterminer un attracteur en se basant sur l’'utilisation de la
matrice linéarisée de forme en fléche au point de fonctionnement choisi, suivie d’une

majoration exploitant les techniques d’agrégation.

Méthode proposée

On considere le processus (S) dont I’évolution est régie par le systeme d’équations

différentielles suivant :

x=A()x+B(.)
x(f) étant un vecteur du domaine D; avec D, =R", A(x(f)) une matrice nxn et B(x()) un
vecteur d’ordre n, a éléments pouvant étre non linéaires.

> Choix de la représentation du systéme

Pour déterminer 1’attracteur pour ce systéme non linéaire, nous proposons de passer,
tout d’abord par la représentation du systeme au point de fonctionnement par la forme

Compagnon, et, ensuite, par une matrice caractéristique de forme en fleche.
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Au point de fonctionnement xodu systeme linéarisé (S’) de (S), il s’agit de déterminer le
changement de variables permettant d’obtenir une représentation du systeme décrit par
I’équation (S’) sous forme commandable. Un tel changement de base existe si le couple
(4(0),B(0)) satisfait les conditions de commandabilité.

Apres la mise en forme en fleche de la matrice caractéristique correspondante, nous allons
¢tudier sa stabilité et déterminer 1’attracteur en utilisant les techniques d’agrégation, tout en
¢laborant un systeme de comparaison tel que sa matrice caractéristique instantanée soit

I’opposée d’une M-matrice.

> Détermination de Pattracteur

Nous allons étudier la stabilité du processus (S) dont I’évolution est régie par le systeéme
d’équations différentielles (II.13), et déterminer le domaine d'attraction en utilisant

directement les techniques d'agrégation.

11 s’agit, d’abord, d’élaborer un systéme de comparaison tel que sa matrice caractéristique

instantanée, soit I’opposée d’une M-matrice.

X

n

T . . \ :
} , 1l vient le systéme de comparaison

Pour la norme vectorielle p(x) =[|x1 B

(IL.14), les éléments m;; de la matrice M(.)étant tels que :

m.=a., Vi=1l2,...n

i,i ii

m ;= ‘ai’j‘

Vi#j

les éléments de la matrice A(.) étant notés a;(.)et le vecteur N(.)défini a partir de B par :

N()=|B(x(1))| (11.83)

Si Met N sont constants et si M est I’opposée d’une M-matrice, on peut alors appliquer les

conditions (II.15), (I1.16),(IL.17).

Si la détermination de I’attracteur utilisant directement les techniques d’agrégation n’est pas

possible, il est intéressant de le déterminer en utilisant une modélisation du type forme en
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fleche. Le résultat obtenu est & comparer avec le précédent pour mettre en exergue 1’intérét de

I’approche par la forme en fleche par rapport a I’approche directe.

Soit le systeme linéarisé (S’) défini autour du point de fonctionnement x, par :

(S?) 1 x, = A(x,)x, + B(x,) (11.84)

Le changement de base de matrice de passage P, telle que :

x=Px (11.85)

c c

permet d’obtenir une représentation du systeme décrit par 1’équation (I1.84) sous forme

commandable, x, représentant le vecteur état du processus dans la nouvelle base. Il vient :

i =Ax +B, (IL.86)
A =P'4P, B =P'B, (11.87)

Notons P,(4) le polyndme caractéristique de la matrice 4. :
P,(A)=a,+aA++a, A" +21", (11.88)

Si le couple (A(x,),B(x,))est commandable, la recherche d’une description du systéme sous

forme commandable permet de caractériser le systeéme par le couple (4., B, ) défini par:

0 1 O 0 0
0 0 1 0 0
A= : ,B. =
0O 0 O 0 0
0O 0 O 0
| =4y — 4, — 4, —d, _1 i
1l vient :
PA =AP, PB. =B, (11.89)
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Soit P, la i-éme colonne de F, telle que :

P=[P P ..P | (11.90)
0 1 0 |
0 0 0
E AR I =A|P, P, ..P,]|
0 0 O 1
7% — 4 —a,, (IL.91)
0
P |=B
rer ]
1
11 en résulte, en identifiant colonne a colonne les égalités suivantes :
~a,P, = 4P,
R - alﬁn = APcz >
(11.92)

P ~a P =4P_.

Pcnfl N anfl En - Afzn ?

F =B.

Il vient, en reprenant ces relations dans 1’ordre inverse :
P =B,
P, =(A+a, B,

P =(A4"+a, A+a,,I)B,

P =(4""+a, A" +---+a]l)B,

Apres avoir déterminé la forme commandable, on peut, a partir du couple(4,,B,), mettre la

matrice caractéristique sous la forme en fléche par le changement de base régulier £, tel que

les parametres arbitraires ¢ soient distincts :
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-1
A, =F, AF,

Il vient , dans ce cas : B, =P/'B,

P, : matrice de passage de la forme Compagnon a la forme en fleche, telle que :

(1 1 -« 1 0] o b
a, a, a, 0 a, ﬁg
£y ()= : P Ay = : .
n-2 n-2 . n-2 O . . a ﬂ
Q a, a, : : -l -1
-1 -1 -1
_aln azn 05571 1_ Vi Vi o Yinr Via |

avee !

_ n;—1 n
P(aj)—ao tao+-+a 0 +a

Appliquons maintenant les changements de base trouvés au systéme non linéaire :

x=Fx,
Il vient : A, = P A(x)P,
et: B,=P;'B
avec :

P, =PP,ctP =(PcPcf)_1

(11.93)

(11.94)

(11.95)

(11.96)

(1L.97)

(11.98)

(11.99)

L’étape suivante consiste en 1’estimation d’attracteurs des systemes non linéaires continus et

en I'é¢tude de la stabilité de ces systémes, basée sur les techniques d'agrégation.

L’évolution du systéme initial étant décrite apres le changement de base(I1.99) sous la forme :
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%, =4,()x,+B,() (IL.100)
une majoration convenable conduit & un systeme de comparaison linéaire de la forme :

zeR"/2,()=M,z,()+ N, (IL.101)

ouM et N , sont des matrices a éléments constants.

Si M, est I’'opposée d’une M-matrice, alors il existe un attracteur L asymptotiquement stable

tel que :
L={xeR";p(x,)<-M,'N | (11.102)
avec :
z, ()2 p(x,(2)) (I.103)
V t e, =[ty;+0] sicette propriété est vérifiée pourt =¢,.

il vient : limz, (1) = -M;'N, = lim p(x,) < -M;'N, (11.104)

11.4.2. Exemple d’application

On considere le processus (S) dont I’évolution est régie par le systetme d’équations
différentielles (I1.50), x(t) étant un vecteur du domaine D,, avec D, =R", A(x(¢)) une matrice

nxn et B(x(¢)) un vecteur d’ordre » a éléments non linéaires.
Notations :

a; 4, 4

Ax(@)=|a, a, ay
ay 4y Ay
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avec :
1395 84
a,, =| ———C0SX, ——COSX, — costsinx, —4
514 2 51
346 .
a, =| ———cosx, — costsin x,
257 2
[ 9 .
a,; =| =257 cosx, ————=costsinx,
L 257
[ 1 . 48203 . 1395 ., 43 . 111233 79 59985 .
—e P ————e " ———cosx; ——e " + COSX, ———COS X, ————sin x,
o =24 1542 2056 6 3084 12 2056
. 847 . 66913 26287
———sinx, — costsinx, +
L 1542 3084 3084
[ 6149 . 173 , 13667 7439 . 20 . 790 . 855
ay, =|————e " ———cosx, +———cosx, ————sinx, + ——sinx, + —cos#sinx, ———
L 771 514 771 514 257 257
(860 . 129 X 5547 . 3. 237 . 129
ay =| ——e " +——cosx, —6.6089cosx, + ——sinx, ———=sinx, ———costsinx, ———
| 257 1028 1028 257 514 514
(5 . 193933 _. 2325 , 173 - 1043095 733 80445 .
—e - e ————cosx) ———e€ * +—————CO0SX, ———COS X, ————Sin x,
a =18 2313 514 9 9252 36 1028
| 8470 620851 : 65386
———sinx, — costsinx, +————
2313 9252 2313
[ 49478 _. 1730 , 126809 29929 . 400 . 0 . 3460
a, =|— e - COS X, cos X, — sinx, + ——sinx, + costsinx, +——
| 2313 771 2313 771 771 771 771
(6920 . 215 , 31519 7439 . 20 . 733 . 1458
ay =|———e " +——=cosx; — cosx, + sinx, ———sinx, ———cos#sinx, ———
L 771 257 1542 514 257 514 257

——sinzsinx,
100

3 2 129 . 711 . . 9
et : B(x(?)) = Ee 3+Esmxl+%smtsmx2+%

4 o 173 .
—e 7 +——sinx, +
S 10

o 6
smtsmx2+g

> Détermination directe de I’attracreur par les techniques d’agrégation

2 5

Prenons la norme vectorielle p(x) :le

X5

suivant :

zeR"/ ()= M()z(t)+ N
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Chapitre II:Détermination des attracteurs pour les systemes continus non linéaires

avece .
a, |a12| |a13|
M(A(x(1)) = |a21| a, |a23| (I1.107)
|a31| |a32| Qs
et:
i 27 . ]
——sInfsin x,
100
3 . 129 711 9
N(B(x(t))=||—e™ +——sinx, + —sinzsin x, + — 11.108
(Bx(®) 25 20 ' 200 : 50| ( )
4 . 173 . 199 . . 6
—e 7 +——sinx, +———sInsinx, +—
|5 10
d’ou:
8.8619 15798  0.537 0.27
7=1124.6543 -46.9896 15.6984 |z+|10.305 (11.109)

361.4455 122.8163 -42.9267 30.295

Les conditions pour que M soit I’opposée d’une M-matrice s’écrivent :

-8.8619<0
(—8.8619x —46.9896)-(1.5798x 124.6543) =0

(—1)* det(M) = 0

or: (=1)’det(M)=<0

M n’est donc pas 1’opposée d’une M-matrice, alors on ne peut pas déterminer I’attracteur (s’il

existe) directement par les techniques d’agrégation a partir de cette représentation.

> Détermination de Pattracteur D, utilisant une représentation en fléche a ’origine

Elle passe par sept étapes.

Etapel :Linéarisation au point de fonctionnement x, =0
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avec :
-1.7860 -1.3463 -0.5019 0
A0)=|-1.0554 -6.0875 —3.3881 |etB(0)=|0.3
13.3379 35.6770 -16.3016 2

Etape2:Représentation du systeme sous forme commandable

& e

det (A —4)= =" +124° +482+63=(4 +3)(4 +4.5 +i73)(/11 +4.5—i7)

0 0.4 1
P=B,=|03|; P,=(4 +a,)B,=|-1 |; P=4P +aP=|-02
2 0 0
1 04 0 1 04 0
P =[R,P,B]=|-02 -1 03| P'=|-02 -1 03
0 0 2. 0 0 2
0o 1 0
4=P'4P =0 0 1
—63 —48 —12

Etape3: Représentation du systeéme sous forme en fleche

A partir du couple (4., B.), on peut mettre le systéme sous la forme en fléche, avec :

A, = PL}IAc () Fy

a, 1 0
1 1 0 a2 al a2 al
_ o 1
P,=lay a OB =|-— 0
’ 2 2 a, — o a, —a
a o 1
a,q, —(a, "‘0‘1) 1
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avee !

P(e,)=63+48c, +14c; + o,

P(a,)=63+48a, +12a; +a; : (IL.116)
-1 _ - —
i —(PCPL].) etP, =PI
3, +9 3o, 49 0
5 5
>2 > 2
p=|de 27e 3 3o, 2T 3 3 (IL117)
10 20 10 10 20 10 10
20 2ley | 28 202 2ley 28 )
i 10 5 10 5 i
On peut prendre pour ¢ et @, les valeurs propre de A(0) les plus négatives, soit :
a, =-3
(IL.118)
a, =-4.5
Il vient :
1 1 0 3 0.6667 0
P,=|-3 —45 0B = -2 -0.6667 0 (IL119)
9 2025 1 13.5 7.5 1
0 09 0 -1.831 0.2594 -0.0389
P . =1645 1185 0.3|; Pf’1 =| L.1111 0 0 (I1.120)
17.3 36.65 2 -4.5233 -2.2438 0.8366

Etape4: Conditionnement de la représentation du systéme initial
Le systéme initial auquel nous allons appliquer les changements de base rendant la matrice

caractéristique du systéme linéaire sous forme en fléche, a ainsi pour matrice caractéristique

Instantanée:

A, = Pf.’lA(x)Pf
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—44e |—¢™ sinx, +0.6667¢
A, (x) =] sin x, cos? —4-0.5cos x, —0.6667 cos x, (IL121)
sin x, COS X, +0.125¢7 ~5+0.5cos x;
et: B,(x) =P 'B(x)
sin x,
B, (x(¢))=| 0.3sin x, sin¢ (1.122)
0.6+0.4¢"

Etape5 : Ftude de la stabilité du systéme en appliquant les techniques d'agrégation et

détermination de I’attracteur D,, avec D, < R"

T
xfﬂ , on peut définir un systeme de

X r2)>

Pour la norme vectorielle p(xf)zﬂxf1

comparaison de la forme : zeR"/ 2(t)=M ,z(t)+ N,, M, étant la matrice obtenue par

majoration de Af.) :
-3 1 E
3
2
M, =max(M(4,))=| 1 -3.5 3 (I1.123)
1 1.125 45

Conditions pour que M ,soit I’opposée d’une M-matrice :

-3=<0
(-3)x(-3.5) ~1>0
(-1°)det(M,) >0
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et:
|sin X, |
N, = max(N(Bf (x(t)))) = max |O.3 sin x, sint| (I1.124)
0.6+0.4e7
D’ou :
N,=103 (I1.125)
Pour le systeme de comparaison défini par:
zeR"/z=M,z+N,
il vient :
0.7288
lim [Py <—M'N, =| 03855 (IL.126)
0.4805

L’attracteur D, est déterminé par les inégalités suivantes :

|-1.831x, +0.2594x,-0.0389x;| < 0.7288
(D2): <|x|<0.347 (IL.127)
|-4.5233x,-2.2438x,+0.8366x,| < 0.4805

Etape 6 : Détermination d’un nouvel attracteur D,

Une nouvelle représentation du systeme (S) peut étre définie, dans D, , par une description de

la forme (I1.100).
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En effet, pour :|xl| < 0.3471a description du systéme étudi¢ devient :

~3.1134 - 0.9312
A, =10.3401cos? —4-0.5cosx, -0.627 (11.128)
sin x, cosx, +0.125¢™  —5+0.5cosx>
et :
0.3401
B, (x(#))=| 0.3sin x, sint (I1.129)
0.9546

Le nouvel attracteur est alors caractérisé par le doublet (M,,N,) suivant, & ¢léments

constants:

-3.1134 1 0.9312

M,=|03401 -35 0.627 (11.130)
1 1.0654 —4.5
0.3401

N, =N(B(x(t))=| 03 (IL.131)
0.9546

et décrit sous la forme (I1.14) par :

-3.1134 1 0.9312 0.3401
z=10.3401 -35 0.627 |z+| 03 (11.132)
1 1.0654 —-4.5 0.9546

11 vient par application de (II.17) et (IL.18) :
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02545] | [l
z, =(0.1656 || |x,|
0307 ||,

et le domaine Dsdélimité par les inégalités suivantes :

|-1.831x, +0.2594x,-0.0389x,| < 0.2545
(Ds) : |x,| <0.1490 (I1.133)
|—4.5233x,-2.2438x,+0.83661x,| < 0.3079

Etape 7 : Résultats de simulation

La figure I1.3 présente 1’évolution du systéme initial dans I’espace d’état et, le positionnement

de cette évolution par rapport aux domaines d’attraction emboités D, et Ds.

Figure .I1.3. AttracteursD,, Ds et évolution du systeéme initial

L’étude dans le cas du systeme du troisieme degré considéré, envisagé par les deux
approches, montre que l’approche exploitant la forme en fleche des matrices est la plus

performante sur le plan estimation de 1’attracteur.
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CONCLUSION

Le concept de norme vectorielle, associé a la définition de systémes de comparaison
définis par l'approche de la stabilité Borne et Gentina,a été utilisé dans ce travail, avec

succes, pour déterminer différents attracteurs imbriqués.

Dans ce travail, nous avons proposé une approche permettant un estimation de
I’attracteur. Elle consiste d’abord a diagonaliser la matrice caractéristique instantanée autour
de l’origine ; une autre approche, lorsque la diagonalisation n’est pas possible, consiste a
déterminer la forme en fleche de la matrice caractéristique du systéme étudié linéarisé en
passant par I’intermédiaire de la forme canonique Compagnon et a déterminer un systéme
majorant pouvant conduire a une estimation de l’attracteur, plus intéressante que celle

obtenue par utilisation directe des techniques d’agrégation.
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Chapitre I11:Etude de la stabilisation et détermination des attracteurs des systemes continus
nonlinéaire incertains

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, sont étudiés diverses approches de stabilisation et de commande
pour des systemes continus nonlinéaires dont I'évolution est initialement décrite sous la

forme :

x=f(x,u,t)+9(.) (ITL.1)
avec :
e x : vecteur état, x e R"

e u : vecteur de commande,u € R"

¢ 5(.) : vecteur regroupant les influences des défauts de modélisation et des incertitudes
tel que :
15()| <6,

Pour le calcul d’une commande performante, nous envisageons, dans ce chapitre, la
mise en ceuvre des techniques de détermination des attracteurs, présentées au chapitre II,

nécessaire lorsqu’il est difficile de démontrer la stabilité du systeme étudié décrit par (I11.1)

ou par : % =A()x+B(u+0o().

Dans ce sens, les trois méthodes développées, pour la détermination de I'attracteur
délimitant 1'erreur par rapport a la consigne, sont basées soit sur la linéarisation par
découplage, soit sur la stabilisation par placement de poles, ou la minimisation et 1’estimation
de Dl’erreur dans le suivi de trajectoire, cette derniere étant considérée pour le cas des

processus du type Lur’e Postnikov.

I11.1. Présentation unifiée du probléme de stabilisation ou de commande

L’approche consiste a choisir pour le processus nominal des modélisations tenant compte du
domaine d’évolution du vecteur état en mettant, dans le cas d’une étude de la stabilité, le

modele du processus en régime autonome sous la forme:
x=A(x,t)x+ B(x,?) (II1.2)

et dans le cas d’un systéme commandé¢ sous la forme :

91



Chapitre I11:Etude de la stabilisation et détermination des attracteurs des systemes continus
nonlinéaire incertains

X =A(x,t)x+ B(x,t)u (IIL.3)

Pour I’étude de la stabilité¢ au voisinage de l’origine x=0, il convient de réaliser une
majoration comme décrite au chapitre II, permettant de déterminer un attracteur de ce
voisinage dans lequel la modélisation peut étre modifiée par étapes de méme que la
majoration, permettant ainsi d’affiner progressivement I’estimation de 1’attracteur.

Pour les problemes de commande et de stabilisation, I’objectif est de déterminer une
commande u(x) permettant une mise du systeme bouclé sous la forme :

X=A (x,t)x (111.4)
et dans le cas des systemes avec incertitudes et/ou perturbations sous la forme :
x=A (x,t)x+0(.) (I11.5)
avec :|§ (.)| <9,,; cette inégalité étant vérifiée composante a composante.

Différentes approches, envisageables pour la détermination de la commande u(x), sont

proposées dans la suite, telles que :
u(x)=K(x)x =—-L(x)x (I11.6)

ou dans le but de suivre une trajectoire donnéee(z) :

u(x) = L(x)(e—C"x) (I11.7)
La commande choisie doit alors permettre de déterminer 1’écart limite entre la consigne et
I’évolution réelle de 1’état ou de la sortie.

I11.2. Etude de la stabilité des systémes continus non linéaires incertains

Un systéme est dit incertain s'il présente des imprécisions dans ses parametres ou a des
dynamiques non modélisées, et est soumis a des perturbations externes entachant son

fonctionnement.

Soit le systéme (S) suivant :
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(S): x(¢) = A(x(2),t)x(¢) + B(x(¢))u(x(2)) (IIL.8)
u(x(t)) = k(x(@)x(t) (11L.9)
avec :
A(x(t)) :{—4+cost+2sinx2 02— (1+sinxi)] (11L.10)
24+ —(10+sinx, +e ")
et :

1+sinx, -1 7 X,
B(x(t))Z{ 5 } u(x(t))zL_i_exzz} L} (IIL.11)

Ce systeme est complexe et présente une forte non linéarité.

Pour simplifier le calcul, la description du systeme bouclé peut se mettre sous la forme :

i(0) = A (x(0) x(£) (111.12)
avece ©

A (x(9)) = A(x(2)) + B(x(1))k(x(2)) (IIL.13)

et :

-5+ cost 14+ 3sinx,
AGD) =

. , (I11.14)
e —4—(sinx, —e )

Etude de la stabilité

Le choix de la norme vectorielle p(x)=[|x, |,| x, || conduit & un syst¢éme majorant de la
forme z(¢t) = M (.)z(t) , M étant I’opposée d’une M-matrice ; il vient p(x) < zsi cette inégalité
est vérifice a I’instant initial.

Pour caractériser un systéme majorant, on remplace d’abord les éléments hors diagonaux de la

matrice par leurs valeurs absolues telles que :
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—5+cost |l+3sinx2|
M(AXD) =|| _. _ - (11L.15)
‘e ! —4—(sinx, —e )
Ce qui, apres majoration, donne :
| (I11.16)
z= z .
1 -2

Il vient les conditions de stabilité :
—-4<0
det(M) >0

qui montrent que le systeme nominal est stable.

Systéme (S) avec incertitudes

Maintenant, on va étudier le systeme (S) en présence d’incertitudes dont I’effet est regroupé

dans le vecteur 5(x). Le systéme (S) est, dans ce cas, supposé décrit sous la forme (S”) :
(S): (1) = A(x(1),0)x(t) + B(x(t))u(x(1)) + 5(x) (IIL.17)

ou encore :
i(t) = A (1) x(t) + 5(x) (IIL.18)

o(x) étant supposé borné tel que :

{—o.z} {0.1}
o, = <8()< 6, = (I11.19)

Etapel:Etude de stabilité

Le choix de la norme vectorielle p(x) =[] x, |,| x, || conduit & un systéme majorant de la
forme: z(t)=M()z(¢t)+ N(.).St M est opposée d’une M-matrice et N un vecteur a

coefficients positifs, alors p(x) < z, si cette inégalité est vérifiée a I’instant initial.
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11 vient par majoration:
z(t)=Mz(t)+ N

avece !

0.2
N(3(x)) {0 5}

D’ou :
Sachant que :

ona:

-0.5 -1] |02
<- X
2% o
0.6
<
o5

Il vient I’attracteur délimité par le domaine D, :

D, :{x,

x| < 0.6,

x,| < 0.55)

Etape 2 : Détermination du domaine D, a partir de D,

Le systéme majorant de (S) est caractérisé par (I111.15).

Il vient aprés majoration :
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) -4 2.5681 © 0.2 (I11.28)
z = z + .
1 —2.4354 0.5
Les conditions suivantes :
—4<0
det(M) >0
étant vérifiées, le systéme nominal est alors stable.
D’apres (I11.23) et (I11.24), il vient les conditions:
lim p(z) < 0.2469 (I11.29)
im p(z) < .
PV =1 03067
qui conduisent a I’attracteur affiné D, suivant :
D, ={x,)x|<0.2469, |x,| < 0.3067} (I1L.30)

Etape 3 : L’étude du systeme (S) est envisagée, dans cette partie, dans le domaine D,

délimité par :

|x,| < 0.2469,

X,| < 0.3067

Apres majoration, il vient :

[ 19057 - T02 -
0= 5755670 05 (LL31)

Les conditions suivantes :
—4<0
det(M) >0

étant vérifiées, le systéme nominal estdonc stable.
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Sachant que :

(p(x) < Mp(x)+ N
et:
lim p(z) <z, =-M'N
ou encore :

fm p(2) < 0.1650
m S
e PVE) = 00413

il vient I’attracteur D;, plus précis que le précédent :

D, ={x,

x,|<0.1650,

x,| < 02413}

Etape 4 :1.’étude du systéme (S) dans le domaine D, délimité par :

|x,| < 0.1650,

x,[<0.2413

donne, apreés majoration :
. -4 19057 0.2
z(t) = z(t)+
1 -2.7610 0.5

Les conditions de stabilité :

—4<0
det(M) >0
étant vérifides, le systtme nominal est donc stable.

Donc, d’apres (I11.32) et (I11.33) , il vient les conditions :
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lim p(z) <| "0 (I1137)
1m Z)s .
AP\ 2102303
et le nouvel attracteur D, suivant:

D, ={x.|x|<0.136, |x,[ < 0.2303} (II1.38)

Résultat de simulation

Les différents domaines emboités D;, D,,D; et D4 correspondant aux estimations successives

de I’attracteur relatif au systéme (S) sont présentés dans figure III.1.

Figure III.1. Evolution des estimations successives de 1’attracteur du systeme (S)

Dans I’approche proposée, on voit que la prise en compte, a chaque étape, des valeurs limites
du vecteur état, déterminées a 1’étape précédente, permet une meilleure détermination de

’attracteur.
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II1.3. Estimation de ’erreur due aux incertitudes dans le cas d’une commande d’un

processus avec linéarisation par découplage

Ayant un processus a entrées et sorties multiples, le découplage consiste a faire une
précompensation de fagon a ce que chaque sortie soit commandée par une seule des nouvelles
variables d’entrée. Cette approche valable pour les processus continus permet é¢galement de

réaliser une linéarisation par retour d’état. [VIS 04],[H.K 02].

I11.3.1. Linéarisation entrée-sortie par retour d’état
La linéarisation entrée-sortie par retour d’état est une approche qui a attiré ces dernicres

années beaucoup de recherches [JAK 80] ,[HED 05], [LEV 04],[MAR 93] .

Soit le processus supposé commandable dont I’évolution est décrite par un modele affine en

la commande de la forme:

x=f(x)+G(x)u

11.39
y=h(x) (9

avec:x=[x, x, - x,1,vy=[» », - »1 etu:[u1 u, ... um]T

La méthode consiste a dériver chaque composante ). du vecteur de sortie jusqu’a faire
apparaitre le vecteur de commande.

En notant :

h(x) =[h(x), (), o b1

h(x) = B (x)
R (x)=h/" () f(x) (II1.40)
ot Ox

G/ (x)=H " (0)G(x)

99



Chapitre I11:Etude de la stabilisation et détermination des attracteurs des systemes continus

nonlinéaire incertains

avec .
Vji<d,, G/(x)=0et G""'(x)#0

il vient :
y1(d1+l) hld1+1 (x) Gldl-H (x)

Vo= e L= W) | G =] 6w [et v = ST+ G

yi B () G ()
Si G” est inversible dans le domaine d’évolution du vecteur d’état, en posant :

u=G" (x)(v—h'(x))

il vient, figure. I11.2 :
YO =y Vi=1,2, -, m.

A

v ol w0 oyl x=f(x)+G(x)u al h(x) |———>

(11L41)

(111.42)

(111.43)

(11L.44)

Figure II1.2. Schéma synoptique relatif a la linéarisation entrée-sortie par retour d’état

Cette représentation n’est valable que si le retour d’état n’a pas rendu non observable

des éléments instables du processus.

Ce retour d’état transforme ainsi chaque sous-systetme découplé en une chaine

d’intégrateurs, figure I11.3.

Vi = i(dﬁl) yf(di) Vi
J N I S o —

A 4

Figure II1.3. Sous-systeme découplé en une chaine d’intégrateurs
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Il est alors nécessaire de concevoir un retour d’état supplémentaire assurant au systéme

ainsi corrigé un comportement satisfaisant.

I11.3.2. Réalisation de la commande

La linéarisation par découplage a permis d’obtenir pour chaque sortie une commande de la

forme :

@+ _ (111.45)

1 1

En pratique, en appelant y¢ la consigne pour la i® sortie, il est nécessaire d’obtenir pour le

systeme bouclé des transmittances de la forme :

a;
YZ(S) _ ai,O +a[’ls+---+ai’ajs

) : I11.46
YiC(S) ai,O +ai’ls+'“+ai,disdi +Sdi+l ( )

Pour cela, il suffit de prendre :

— g (1 b} (o) (;) (di+1) (d;)
Vi_ai,O(y;_yi)+ai,l(y;()_yi( )+"'+ai,a,(y;a _yia )_ai,ai,lyi : Qi (I11.47)

avec : y\P) = nPi(x), B <d, (11L.48)

I11.3.3. Influence des perturbations et/ou des incertitudes

Le systeme (I11.39) est soumis aux erreurs o f et 0Gtelles que:
|6G|<AG et|5 f]<Af

1l vient :

K= f(xX)+3f +(G(x)+5G)u

= f(x)+G(xX)u+6f+0Gu (111.49)
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En remplagant u et v par leurs valeurs, il vient, pour y° =0 ,une description de la forme :

% = A(x,0)x + B(x,1) (I11.50)

Pour étudier la stabilité du systéme, on va déterminer I’attracteur du systéme, pouvant
éventuellement se réduire a l’origine x= 0, en utilisant les techniques d’agrégation, et en
¢laborant un systétme de comparaison tel que sa matrice caractéristique instantanée soit

I’opposée d’une M-matrice.

X

n

T . . . . \
] , 1l vient par majoration le systéme de

Pour la norme vectorielle p(x) :le x2|...,

5

comparaison suivant :

zeR"/ z(t)=Mz(t)+ N (ITL.51)
M et N étant des matrices a coefficients constants.

I11.3.4. Exemples d’application

» Exemple d’ordre 2

Soit le systéme d’ordre 2 suivant :

(§): PR (II1.52)
X, =2xx, +u, +u,

11 peut étre décrit sous la forme :

x=f(x)+G(x)u (ITL.53)
avec :
—X X _ X22 -1
f(x)= { 2xlxj, G(x)= L J (I1L.54)

Pour les grandeurs de sorties :
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{y 1T (I11.55)
Yy =%
h(x) est défini par :
X
h(x) = (I11.56)
X,

Pour vérifier si le systéme admet une linéarisation entrée-sortie, il faut déterminer le degré

relatif, en dérivant y :

{yl =X =-x+ x22”1 —U, (11.57)

Yy =X, =2xx, +u, +u,

Puisque I’entrée apparait dés la premiére dérivée de y, det(h! G) # 0, on va arréter le calcul,

Il vient :
. —X
h(x)= f(x):[ : } (IIL.58)
2x,x,
Sachant que :
A . |
G =" ; (I11.59
ona:
. 1 1
= 2 (IIL60)
X+l -1 x;

Puisque G~ est inversible, on peut poser I’entrée u égale a :

u=G '(-=h +v) (IIL.61)
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Or:
y=h+Gu=v= (I111.62)

1l vient :

T2 3 2
uy | xy +1|—x —v = 2xx +x0v,

X, +v, =2x,x,+v
[”1}_ 1 {1 1 142 TV } (II1.63)

et le comportement entrée-sortie du systeme est ainsi linéarisé.

La commande du processus conduit a choisir

v =—(-») (IIL64)
Soit, puisque y, = x; et pour y; =0:

X, =—X, (I11.65)

En tenant compte des perturbations et/ou des incertitudes sur f, il vient :

i =v40f =—LiSf

g (I11.66)
i =v,+0f,=—22+6f,

T

2
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Loy 5/
i=| x+] O (I11.67)
1 St
0o ——
TZ
avece
5f|<6fy (I11.68)

o . . .
xzu ,1l vient le systéme de comparaison suivant :

Pour la norme vectorielle p(x) = le

b

zeR"/ :=Mz+N (111.69)

Dans cet exemple M = A, et le vecteur N est a coefficients positifs avec :

N=0f, (IT1.70)
Alorson a:
7,0 f.
limfx|<-M"'N=| " (LIL71)
t—w T2§fN2
Pour les données suivantes :
n,=1,=lIs,et 5f, =5f, =0.01 (ITL.72)
il vient :
) ., 0.01
lim|x| <-M"'N = (I1L.73)
1= 0.01

La convergence des variables d’état du systeme étudi€ vers 1’attracteur calculé est illustrée

dans la figure 111.4.
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s L 1 i 1 1
:E-ﬁl:ﬁ i 0¥ o1 {16 oz

Figure I11.4. Evolutions des variables du systeme vers 1’attracteur

Exemple d’ordre 3

Considérons maintenant le systéme d’ordre3 dont 1’évolution est décrite ci-dessous :

X, ==2x,C08 X, + x; + (14+¢€ " u, +u,
(S): <x,=-3x, +sinx; + 3y, (II1.74)

X, = x, —x;x, —0.4x, — 0.1satx,

Adoptons les notations suivantes :

—2Xx,CoSX, + X, I+ 1
f(x)= —3x, +sin x; ; G(x)=| 3 0 (IIL.75)
X, —X3x; —0.4x, —0.satx, 0 0
xl
h(x) = (II1.76)
X
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les grandeurs de sorties étant :

{y 1= 4 (IIL.77)
YV, =X

Pour vérifier si le systétme admet une linéarisation entrée-sortie, il faut déterminer le degré

relatif, en dérivant y :

{5’1 =X =-2x,cosx, +x, +(1+e " u, +u, (I11.78)

¥, =X, ==3x, +sinx, +3u,
Puisque I’entrée apparait dés la premiére dérivée de y, det(h'G)#0, on arréte le calcul.

1l vient :

h*(X)=f(X)={

—2X, COS X, + X, }

—3x, +sin x, (I11.79)
- ; 0o -1
et:gr=|1te g2l 2 (111.80)
3 0 3[-3 l+e

Puisque G est inversible, alors on peut imposer I’entrée u définie par :
u=G '(=h +v)

ou, explicitement, par :
110 -1 2x,COSX, —X; +V,
Uu=-—-—— 2 .
31 =3 14e ||3x,—sinx,+v,

3x, —sinx; +v,

u {”‘} 3 (I1L.81)

1 _ .
2X,Co8 X, —Xx; +V, —S(l+e "12)(3x2 —sinx; +v,)
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V=X =—2X,COSX, +X, +(1+e”¢7 )(?%L;%w)—i-(bq COSX, —X; +V; —é (1+e*x'2 )(3x, —sinx; +v;))

. 3
V, =X, ==3x, +sinx, +3(—2

Ona:

il vient :

Or,ona:

X, —SInx, +v2)
3

|
vw=—0-n)
T

1

1 .
v, =—(; =)

7

Pour y; =cste, Vj=12,il vient, d’apres (I11.64) :

On prend maintenant en compte la présence d’incertitudes sur f'et G, il vient :

X 1
i = e Vi
7 7 3
) X, 1
v, =— —Z =y,
7 2 7

X, =v,+0f, +Gu +0G,u,
X, =v,+0f, +G,u, +0Gu,

%, =0 f, +x, —x;x, —0.4x, —0.1satx,
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Soit :
0.01 0.01 0.01
|6G|<[0.03 0.01| et |5/]<|0.02 (111.88)
0 0 0.02

% = —%Jr Sf,+6G,u, +5G u,
1

i, = —%+ S f,+ 3G, u, + G, (I11.89)
2

%, =0 f, +x, —x;x; —0.4x; —0.Isatx,

7-x2’

. T
Pour la norme vectorielle p(x) = le x3|] , il vient :

M < _M+Max|5f1| +MCIX|5G11”1|+Max|§G12u2|

dt T,
% < _|=| + Max|S f,]+ Max|5G,u, |+ Max|5Gy,u, | (111.90)
2

] < M| o - e 0.4 0. st

ou encore :
—M+Max|5fl|+Max 0.01 3%, ZSinY, v,
d x| 7, 3
<
dt 1 2 .
+Max|0.01] 2x, cosx, —x; +v, —§(1+e )(Bx, —sinx; +v,)
—M+Max|§f2|+Max 0.03 3% S, +,
d|x | 7, 3
y 2l o (111.91)
t 2
+Max 0.01(2x1 COS X, — X; +V, —%(1+€xl )(3x, —sinx; +v,)
d|x,|

7y SMax|5f3|+|xl|—x§ |x3|—0.4|x3|—0.1|satx3|
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Soitpour : 7, =letz,=0.5: (111.92)

—M+Max|5fl| + Max|0.01 227515 = 2%

d|x,| 7, 3

—<

dt 1 2 .
+Max|0.01| 2x, cosx, —x; — X, —§(1+e ")(3x, —sinx; —2x,)

—sinx. —2

—M+Max|5f2|+Max 0.03(3’62 5 x2j

d|x2| 7, 3

7 < (111.93)
+Max 0.01(2x1 COSX, — X; — X, —%(1+e‘"12 )(3x, —sinx, —2x2)j

d

_(|1x3| SMax|5f3|+|xl|—x22 |x3|—0.4|x3|—0.1 satx; |x3|

t 3
ou encore :

—|x1|+Max|5f1|+Max 0.01) 27514

d|x1| 3

—l<

dt 1 2 .

+Max|0.01| x,(2cosx, —1)—x, —5(1+e )(x, —sinx;,)

J —2|x2|+Max|§f2|+Max 0.03(@}

% < (111.94)

t 2

+Max 0.0I(xl (2cosx, —=1)—x, —%(1+e_"1 )(x, —sin )@))‘

d|x3| satx,

73Max|§f3|+|x1|—X§|x3|—0-4|x3|_0-1

|x3|
3
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Soit en tenant compte de (II1.88) :

x| (- 1+001|2c0sx2—1|)+|x2|(_+ (+e7))+001+ |M

x|

dt
+0.01

—O.Ol|x3|+'T‘(l+e_x‘2 )(sinx, )

|x2|(—2+0.01+%(1+e”}2 ) +0.02+
< (111.95)
+o.01|x3|+%‘(1+e-*f )(sinx,)| +|x,[ (0.02cos x, —0.01) +0.02

|o.o3 sin x,

x|

d
5] < 0,024 = 2, 0.4] x|~ 0,155
dt X
Il vient :
d’;(tx) < M (x)p(x)+ N(x) (11.96)
avec .
~1+0.01(2cosx, —1) ‘—+ (+e™) -0.01]
M(x)=| [0.02cosx,—0.01] —2+0.01—'Tl(1+ex5 ) -0.01] (I11.97)
1 0 04— 22— 0.1/
et apres majoration :
—0.97 0.67  0.01 -1.0794 -0.3647 -0.0361
M =003 —1983 001 | et M '=[-0.0299 -0.5144 -0.0136 (111.98)
1 0 -04 -2.6986 -0.9118 -2.5903
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Les conditions suivantes :

-0.97<0
(=0.97x-1.983)—(0.03x0.67) > 0

(—1)’ det(M) < 0= (~1) x(-0.7348) = 0

¢tant vérifiées M, est I’opposée d’une M-matrice.

Par ailleurs, la majoration de N(x) :

0.01+

N(x)=|0.02—

donne:

Il en résulte :

—0.01sinx;| 0.01

: ‘(1 +e ) (sinx, )

30
0.03sin ;| 0.01 ‘(1+e-x5 Jsinx,)
3| 3
0.02
0.02
N =|0.0367
0.02

lim p(z) <-M"'N

t—>+w

0.0357

lim p(z)<[0.0197

t—>+0

La figure II1.5 montre les évolutions de 1’état du systeme vers 1’attracteur calculé.

0.1392
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[E-ER

0E-.

Figure IIL.5. Evolutions des variables d’état du systéme vers la zone d’attraction D,

I11.4. Etude de la stabilisation par placement de poles des systémes non linéaires

La commande des processus par placement de poles est une des formes les plus utilisées
de la commande par retour d’état [BOR 90]. Elle permet, non seulement de stabiliser un
processus, mais ¢galement de controler sa dynamique. De plus, les commandes optimales a

critéres quadratiques des systémes linéaires conduisent en fait a des placements de poles.

111.4.1 Idée de base

Dans ce travail, nous présentons une approche permettant I’étude de la stabilisation
des systemes non linéaires et la détermination des attracteurs par diagonalisation des matrices
caractéristiques définies autour de points de fonctionnement, en passant par le placement de

poles par retour d’état et en utilisant les techniques d’agrégation.

I11.4.2. Méthode proposée

Soit le processus dont 1’évolution est décrite par 1’équation :

2(t) = AQ)x(t)+ BQu+B'() (111.104)
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dans laquelle B’(.) caractérise 1’influence des incertitudes.

II convient tout d’abord de linéariser le systeme (II1.104), sans les incertitudes. Autour du

point de fonctionnement (x, =0) choisi, on obtient :
y(t)=A0)y+ BO)u (I11.105)
II est possible de définir une loi de commande par retour d’état de la forme :

u=-Lx (IT1.106)

dans laquelle, dans le cas monovariable, L désigne un vecteur ligne de dimension # :

L=l L ... 1] (111.107)

-Calcul du gain de retour d’état L

Soit le systéme (I11.104) défini par le doublet (4, B) et 1’état x(¢) ; on suppose que le systéme

est commandable, c’est a dire qu’il vérifie la condition de commandabilité suivante :

rangC,, ,, =navec C,, , =| B, AB, A'B,..., A" B, (I11.108)

qui s’exprime également sous la forme :

det[ B, AB, A°B,..., A"'B | =, (111.109)

Notons P la matrice de passage permettant de décrire le systeme linéarisé (II1.105) sous la

forme canonique commandable:

x=Px, (II.110)
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1l vient :

X =Ax +Bu (LIL111)

x_ étant le vecteur état du processus dans la nouvelle base :

x=Px, =>x=Px, (I11.112)
X(t) = Ax(t)+ Bu (I.113)
Or: u=-Lx (I11.114)
il vient : %(t) = Ax(t) — BLx(t) (IIL115)
et
P % (t)= APx (t)— BLPx (?) (1IL.116)
ou €ncore :
X (t)=P'APx (t)- P'BLPx (t) (II1.117)
On pose :
P'AP = 4 (I11.118)
P'B=B, (IIL.119)
LP. =1L, (I11.120)
il vient :
x.(0)=A4 x(t) (IIL.121)
avec : A.=A4-BL, (1I1.122)
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La loi de commande par retour d’état s’écrit sous la forme :

u=-Lx(t)=-LPx,() =-Lx,()=|L, L ... L %@ (111.123)

ou L. est le gain du retour d’état dans la base commandable.

Dans cette base, les matrices 4., et B, s’écrivent comme suit :

0 1 0--0 0
0 . :

A = ; B.o= (1II.124)
0 0 1 0
a,—a,---—a, 1

Les coefficients de a;, i € {O,n —1} , étant les coefficients du polynéme caractéristique associé
a la matrice 4, P,(1)=det(A/ —A)=A"+a, , A" +---+a, ; comme celui-ci est invariant par

changement de base, ona: P, (4)=P,(4)

D’apres (I11.121), (II1.122) et (I11.124), il vient :

1 0 0
0 o
A=A -BIL = : 0 0 (II1.125)
0 0 0
—(ay+1,) —(a+L) - ~(a,, +1, )

La matrice 4, — B L_, étant sous la forme canonique Compagnon, on peut aisément calculer le

c e

polyndme caractéristique du systéme en boucle fermée :

P, (A)=det(Al —(4, ~BL))=2"+(a, +] YA +-+(a+1,)  (IL126)
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On peut imposer a la matrice A4—BLun polyndme caractéristique P, , (4), dont les

coefficients ¢, sont choisis convenablement, tel que :
P, s, (D=P (D =ay+ai+a, A’ ++a, A" + 1 (IIL.127)

Ce qui permet d’imposer les poles du systeme, poles que nous choisissons réels et distincts.

Nous en déduisons la valeur du gain L, :

I, =—a,+a,

[ =—a,+a

o Tt (111.128)
lcn =-a,+a,

Une fois L. déterminé, un simple calcul de L =L P ' permet de déterminer le retour d’état

dans la base initiale ; il vient :
A(x)=(A(x)— B(x)L) (111.129)
Soit P le changement de base qui diagonalise A(0)

En appliquant ce changement de base a la représentation initiale :

A(x) = (A(x) = B(x)L)
il vient :

A,(x)=P ' A(x) P (111.130)
A, (0) étant une matrice diagonale.

Si B’(.) caractérise les incertitudes dans la base initiale, en notant :
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B',=P'B (II1.131)

il vient :

X, =A,(x)x, +B',(.) (I11.132)

Apres le changement de base permettant la mise du systéme linéaris€ compensé sous forme
diagonale, nous allons étudier la stabilité et déterminer 1’attracteur du systeme initial soumis
au méme retour en utilisant les techniques d’agrégation, et en élaborant un systeme de

comparaison tel que sa matrice caractéristique instantanée, soit I’opposée d’une M-matrice.
an

b

oL . :
] , 1l vient le systtme de comparaison

Pour la norme vectorielle p(x),) =[|xD] xDz|...,

suivant :
% p(xp) SM()p(x,)+N() (I1.133)

En majorant M(.) par M et N(.) par N, il vient le systéme de comparaison :

z=Mz+ N avecz(t) 2 p(x,(¢)) si z(t,) = p(x,(¢,)) (111.134)
ou M et N sont les majorantes de M(.) et N(.)
Si M est I’opposée d’une M-matrice, on a :

lim z(t)=-M"'N (111.135)

t—+0

et:

lim p(x,(t))<-M"'N (I111.136)

Soit I’attracteur défini par :
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p(x, () <-M"'N (I11.137)
et:
p(P'x(t))<-M"'N (I11.138)

M(.) étant obtenue en remplacant des €léments hors diagonaux de A4,(x)=1{d,(x)} par leurs

valeurs absolues telles que :

m,,=d,, Vi=L2,...n
’ ’ (II1.139)
{mi’j:‘du‘ Vi#j
il vient :
dyy dy| |d|
M(A,(x)) = |d21| dy, |d23| (I11.140)
|d31| |d32| d33
et:
N =|[PB () =]B"0) - (IIL.141)

Notons N le vecteur a coefficients positifs majorant le vecteur caractérisant 1’effet des
incertitudes et M la majorante constante de la matrice M(x) caractérisant le systéme sans

incertitudes.

Nous obtenons le systeme de comparaison, () = Mz(¢)+ N alors z(¢) > p(x(¢)); Vt>t,, si

cette propriété est vérifiée a I’instant initial.

Si M est ’opposée d’une M-matrice, alors il existe un attracteur W asymptotiquement stable

tel que :

W={x, eR":p(x,)<-M"'N}; avec x,=P'x; P=PP, (llL142)
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I11.4.3. Mise en ceuvre de la méthode dans le cas d’un systéeme du troisiéme ordre

Nous considérons le processus (S) dont 1’évolution est décrite par I’équation :

(S): x(t) = A(x,)x(t) + B(x,t)u(t) + B'(.) (II1.143)
avee :
~10-0.5cosx, 0 0.04(cosx, —e )
A(x(1)=| -0.01—2_sinx, —3.52+0.12¢™  3.28+0.32¢ (I11.144)
.Xl +x2
| 0.0lsinx, ~0.6¢7 ~7.38-0.22cos x, |
et:
0.5+0.01sinx,
B(x(t)) = 0.4 (IIL.145)
0.02satx, +0.3
B|<B, (I11.146)
avece :
0.2
B =|0.15 (IIL.147)
0.1

En linéarisant le systéme sans incertitudes autour du point de fonctionnement (x,= 0), on

obtient :
y()=A0)y+ BO)u (I11.148)
avec :
-105 O 0
A0)=| O -34 36 (I11.149)
0 0.6 -7.6
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0.5
et : B(0)=| 0.4 (111.150)
0.3

Puis, en mettant le systéme linéarisé sous forme canonique commandable, il vient :
X =Ax +Bu (IIL151)

Le polyndme caractéristique du systéme ainsi linéarisé s’écrit :

A+105 0 0
det(1I — A(0)) =det| 0O A+34 3.6 |=27+21.517+143.51+29%
0 0.6 A+7.6
soit :
P,(A)=A"+21.54° +143.54+294 (111.152)

A ce polynéme, correspond la forme canonique commandable suivante :

0 1 0 0
A= 0 0 1 |; B.=|0 (IIL.153)
-294 -143.5 =215 1

Pour la détermination du gain de retour d’état L, considérons le systeme bouclé décrit dans

I’espace d’état par :

'X.:C = (AC _BCLC)xC
0 1 0 0
S 0 rool[L, L] (111.154)
294 -1435 -21.5| |1

Choisissons les poles correspondant au polyndme caractéristique P, ,, (4) de la forme :
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P, 5, (D)= (A+8)(A+9(A+10)=2* +274* +2422+ 720 (I11.155)

a laquelle correspond la matrice caractéristique 4. suivante :

0 10
0 0 1 (IIL156)
~720 242 -27

telle que :

xc = (AC _BCLC )XC = ﬂCxC

0 1 0 0 0 10
=1l 0 0 T K A A B 0 1 |x (IIL157)
—294 —1435 -21.5] |1 ~720 242 -27

Le gain du retour d’état doit vérifier les conditions suivantes :

~(294+1,)=-720 —1 =426
~(143.5+1,)=-242 —1 _=98.5
~(21.5+1)=-27 —1_ =55

soit :
u=-[426 985 55|x,=-[L I I |x (1IL.158)
Sachant que :
LC=L1)C
14 55 05 0.0879  0.03  —0.1865
P=[4326 832 04|ctP'=[-09231 001 15251 (111.159)
8.19 393 03 9.6923 —0.9491 -11.551
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ona:
L=LP"
D’ou:
L= [—0.1648 8.5315 7.2328] (II1.160)
On pose :

A(x) = (A(x) = B(x)L)

-Linéarisation du systeme en boucle fermée autour du point de fonctionnement xy =0

Soit 4(0) la matrice du régime libre du systeme linéarisé bouclé :

A(0) = A(0) - B(O)L

-105 O 0 0.5 -10.4176 —4.2657 -3.6164
= 0 34 36 |-04 [—0.1648 8.5315 7.2328]: 0.0659 -6.8126 0.7069
0 -06 -7.6| (03 0.0495 -3.1594 -9.7698

-Calcul du changement de base diagonalisant 7(0)
- Soit P ce changement de base, il vient :

14 55 051 1 1 2 5 9
P=PP,=|4326 832 04| -8 -9 -10|=] 23 078 0.06 (IIL.161)
819 393 03]/ 64 81 100 —4.05 -2.88 -1.11

D’ou:

0.033 0969  0.3197
P'=-0.1099 -1.6284 -0.9790 (I11.162)
0.1648  0.6893  0.4729
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Ona:
A,(x)=P"'A(x)P ; B,=P'B (111.163)
il vient :
Xp = Ap(X)xp + By,
etona:
A(x) = (A(x) - B(x)L)
avec :
a, a, a;
Ax()=|a, a,, ay (I11.164)
a;, ay, ay,
et:

a,, =0.0016sinx, —0.5cosx, —9.9176
a,, =—0.0853sin x, —4.2657

a,, = 0.04(cos x, —e ) —0.0723sin x, —3.6164

a,, = 001" sin x, +0.0659
X Xy
a,, =0.12cosx; —6.9326 (II1.165)

ay, =0.32¢ ™ +0.3869
a,, = 0.0033satx, +0.01sin x, +0.0495

ay, =—0.1706satx, —0.6¢ " —2.5594
a,, =—0.1447satx, —0.22 cos x, —9.5498

11 vient :

Ay(x)= P A(x) P
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avec
A1 Y
Ap(x(@)=| Gy yyy Ayos (II.166)
A1 g3 gz
avec

a,,, =0.0639satx, —1.697¢™ +0.0053¢ ™ +0.514cos x, +0.0033sin x, +0.0064 sin x,

)

2 2
X +X,

—-0.0194

sinx, —6.8223

a,,, =0.0959satx, —1.0427¢™ +0.0038¢ ™ +0.207 cos x, +0.0049sin x, +0.016sin x,

XX,

2 2
X+ X,

—-0.0485 sinx, +0.8318

a,,; =0.0575satx, —0.35571e™ +0.0015¢ ™ —0.0648 cos x, +0.003 sin x, +0.0288sin x,

XXy

2 2
X +Xx,

—-0.0872 sinx, +0.419

a,, =—0.1958saty, +3.4614¢ ™ —0.0178¢ ™ —1.194cosx, —0.011sinx, —0.0196sin x,

XXy

2 2
X, +X,

+0.0326 sin x, —2.2496

a,,, =—0.2937satx, +1.9589¢ ™" —0.0127¢ ™ —0.4853 cos x, —0.0165sin x, —0.049sin x,

XX,

2 2
X +x2

+0.0814 sinx, —10.4609

a,,, =—0.1762satx, +0.6136¢ ™ —0.0049¢ ™ +0.2486 cos x, —0.0099sin x, —0.088 1sin x,

XX,

2 2
X +X,

+0.1466 sinx—0.8573
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a,;, =0.0946satx, —1.5459¢ ™ +0.0267¢ " +0.42 cos x, +0.0165sin x, +0.095sin x,

~0.0138—12 -sinx; +1.0992
X+ X

a,,, = 0.1419satx, —0.8566¢ " +0.019¢™ +0.067 cos x, +0.0247 sin x, +0.0236 sin x,

—0.0275satx, cost —0.0345—"—~ ke >-sin x; +0.9045
X+ X

a,,, = 0.085Isaty, —0.2619¢ ™ +0.0073¢ ™ —0.6286cos x, +0.0148sin x,

. (IIL.167)
+0.0426sin x, —0.062

sinx, —9.1168

2
xl +x2

En majorant M(.) par M et N(.) par N, il vient le systéme de comparaison :
z=Mz+N
N =|PBO|=]B,0)
maX‘P"lB'(.)‘ < maX|Bm|
0.033 0969 0.3197]0.2 0.1839

N:max\P*lB'(.)\'s 0.1099 1.6284 0.9790 || 0.15|=| 0.3641 (I11.168)
0.1648 0.6893 0.4729 0.1 0.1836

~6.2197 1.1837 0.6182 0.1839
Hf)=| 3.7041 -7.6168 1.4583 |z(t)+| 0.3641 (111.169)
1.7589  1.1973 -8.3074 0.1836

Les conditions suivantes :
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—6.2197<0
(—6.2197x-7.6168)—(3.7041x1.1837) > 0

(~1) det(M) < 0= (~1) x(-332.2047) = 0
¢tant vérifiées, M est I’opposée d’'une M-matrice et on a :

limz(t)=—M"'N

t—+00

lim p(x, () <-M"'N

11 vient I’attracteur défini par :
p(xp () <-M"'N

0.1852 -0.0318 -0.01941[0.1839
p(x, (1) <—|-0.1003 -0.1523 -0.0342 || 0.3641
-0.0537 -0.0287 -0.1294(|0.1836

0.0492
p(P'x(1)) <| 0.0802
0.0441

Sachant que :

lim p(P'x(t)) <-M~'N
t—

10.033x; +0.969x, +0.3197x, < 0.0492
le domaine D, est :4|-0.1099x, —1.6284x, —0.9790x,| < 0.0802
0.1648x, +0.6893x, +0.4729x;| < 0.0441

La figure (II1.6) montre les évolutions de 1’état du systéme vers ’attracteur calculé.
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(=,

03—

Figure.Ill.6. Evolution du systéme vers la zone d’attraction

IIL5. Etude de la stabilité d’un systéme de type Lur’e Postnikov et détermination de

I’attracteur en présence d’incertitudes

Les modeles a non linéarité séparable du type Lur’e Postnikov sont trés utilisés dans la

commande des processus, ce qui justifie notre intérét pour cette classe de processus.
IILS. 1. Description des systemes étudiés

Considérons le systéme de type Lur’e Postnikov de la figure I1L.7.

— | @ i x

A

CT

Figure I1L7. Processus de type Lur’e Postnikov
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La partie linéaire est caractérisée par le triplet de matrices (4, B, C) et la non linéarité est

définie dans un secteur délimité par les droites f(€)=f,, € et f(6)=F, &, figure IIL8.

&4 fu

v

Figure I11.8. Non linéarité du systeme étudié

f(&)

est définie, alorsZ==  notée f (&), est supposée telle que £, < £ ()< f,, -
=0 2

i 116)
&

Le systéme monovariable de la figure III.7 peut étre décrit dans 1’espace d’état par :

{x = A ff ©) (I1L177)
c=e—Cx
ou €ncore par :

x=(A-BC" f ()x+Bf (e (II1.178)

En régime autonome (e=0), le systéme est supposé soumis a la perturbation &(.)et a son

évolution décrite par la relation :

i=p(x)x+38() (I11.179)
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avec :
w()=A-BC" () (111.180)
II1.5.2. Cas du systéme incertain en régime non autonome (e non nulle)

Considérons les systemes (I11.181) et (I11.182) suivants :

X, = Ax, + Bf (¢)) (II1.181)
gl =e— CTxl |

%, = Ax, + Bf (&,)+6() (I11.182)
82 =e— CT)C2 |

ou (III.181) correspond au systeme non perturbé et (I11.182) au systeme perturbé, avec :

e X trajectoire désirée, c'est-a-dire celle du systeme non perturbé,
e X, trajectoire perturbée,

e ¢ entrée du processus définie sur ‘R,

e A4 matrice carrée constante nxn,

e B vecteur constant d’ordre n d’éléments b, , Vi =1,...,n,

e ( vecteur constant d’ordre n,

e O(.)perturbation.

L’évolution de I’écart des réponses de ces systeémes peut étre décrite par la relation suivante :

X — X, =A(le—xz)+B(f(€1)—f(82))—5(-) (111183)
§—6=-C(x-x,)
L’application du théoréeme des accroissements finis donne :
f(gl)—f(gz)zf*(g)(gl—gz) (I11.184)
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/() prenant ses valeurs parmi celles de la dérivée de f* par rapport & ¢ de la caractéristique

de la non linéarité f(¢).
En posant x, —x, =¢, il vient :

E=p(x)E-5() (I11.185)

avec .

o()=A-BCT () (111.186)

-Détermination du domaine d’attraction ou de D’écart limite par rapport a la

trajectoire nominale par les techniques d’agrégation

Pour la norme vectorielle p(&)= Ufl , §2| colE, ]T , 11 vient le systétme de comparaison
suivant :
zeR"/ z(t)=M()z(t)+ N (111.187)
avec :
p(&)<z (I11.188)

Si M et N sont des matrices constantes et si M est ’opposée d’'une M-matrice, comme N est

un vecteur positif, alors il existe pour ’écart& un attracteur D asymptotiquement stable tel

que :

D={&eR"; p(&)<-M N} (111.189)
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M étant la matrice obtenue en prenant la valeur maximale des €éléments diagonaux, les valeurs

les plus défavorables des modules des ¢éléments hors diagonaux de ¢(x) et les éléments de N

¢gaux aux maxima des modules des éléments de o soit :
N =max|5| (111.190)
Il vient, si M est ’opposée d’une M-matrice :

lim p(&)< limz=-M"'N (I11.191)

II1.5.3. Simplification de I’approche tenant compte des propriétés des systémes de Lur’e

Postnikov
L’étude de stabilité, envisagée, ici est limitée aux systémes monovariables.

Soit le processus étudié précédemment :

{x = Ax+ Bf (¢) (I11.192)

e=—C"x

’ 10,7 . . . . * * E

L’étude de la stabilité fait intervenir la matrice w(x)=A—BC" f (x)avec: /" = S(&)
&£

représentant, lorsque cette expression est définie, le gain équivalent de la non linéarité.

Dans la mise en équation initiale avec : y =C x, il est intéressant de prendrex, =y comme

derniere composante du vecteur x. Dans ce cas, il vient :

c=|: (1I.193)
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La matrice W (x)=A—BC" f"(x)prend alors la forme :

a,, _blf* )

A : —b, (.
v G b0 (II1.194)

*
n,l an,2 an,n _bnf ()

les éléments de la matrice A(.) étant notés a;(.) ,V i,j =1,2,...n.

Dans cette représentation, les éléments du bloc 4, sont constants, les a,, constants, et

seuls les éléments de la derniére colonne non constants.

Pour I’étude de w(x), deux cas sont envisageables.
Premier cas

e Si 4,, qui est constante, est diagonalisable par la matrice A telle que D 4 = PI’IAWPI,

alors le choix de la matrice de changement de base P pour la matrice y/(.) donnée par :

(I11.195)

conduit pour le systeme global a la matrice D, (x) = P 'y(x)P de forme en fléche mince,

telle que :

D, (x)= Y , (I111.196)
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dans laquelle les €éléments du bloc D, sont constants, les éléments notés e sont constants et

seuls les éléments X de la derni¢re colonne peuvent étre non constants.

> Etude de la stabilité et détermination de I’attracteur en utilisant les techniques

d'agrégation.

Soit X, le nouveau vecteur d’état avec x,, = P'x.

T
X, H , permet une majoration de la

Le choix de la norme vectorielle p(x,) = UxDl , xDZ‘...,

matrice D, (x)de la forme :

- pour la derni¢re colonne, la majoration consiste a prendre le cas le plus défavorable

pourmax|><i ,Vi=1,...,n—-1,

- pour la derniére ligne, la majoration égale au|o,. ,Vi=1,...,n—1,

- pour X, , la majoration consiste a la remplacer par sa plu grande valeur qui est

normalement négative.

Il vient :
X, =D, ()x,+P75() (I11.197)

Soit si M (D, (x)) est I’opposée d’une M-matrice :

lim p(x,)< limz=-M"N (I111.198)
t—>+o0 t—>+00
avece :
N =max|P"5() (11.199)
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Deuxiéme cas

*Si A,,qui est constante, n’est pas diagonalisable sur le corps des réels, alors on
applique a y(x)un changement de base P, de méme forme que P,défini dans le paragraphe

précédent, mais dans lequel Fest telle que 4, = P[IAVP1 est une matrice de forme en fleche

mince.

Ce qui conduit pour le systeme global a la matrice £, (x) = P 'w(x)P de forme en fleche

mince généralisée d’ordre avec :

0 . X,
0 - : X,
F,(x)= : (111.200)
n-1,1 ce .n—l,n—l
.n,l te .n,n—l ><n

dans laquelle seuls les éléments X. de la derni¢re colonne peuvent étre non constants.

> Etude de la stabilité et détermination de ’attracteur en utilisant les techniques

d'agrégation

Soit x,. le nouveau vecteur d’état avec x, = P, 'x.

T
La norme vectorielle p(xF):UxF] X H , permet une majoration M de la matrice

F,(x)de la forme :

- pour les éléments hors diagonaux, la majoration consiste a remplacer chacun d’eux

par la valeur la plus défavorable de son module,
- pour les éléments de la diagonale, y compris 1’élémentx,, la majoration consiste a

remplacer chacun par sa plus grande valeur, qui est normalement négative.
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Si M est I’opposée d’une M-matrice, il vient :

lim p(x,)< limz=-M"N (111.201)
t—>+0 t—>+o0
avee
N = max|P;'5() (111.202)

111.5.4. Exemple d’application

Considérons le systeme de type Lur’e Postnikov d’ordre trois de vecteur état x, et le

systeme avec incertitudes de vecteur état x,, , tels que :

X, =A4x,+B,f(g)+9,(.
12 4 1; lf( 2) 1() (111203)
&=e-C x,
avece !
225 -10.75 -1.375 23.25
4,=( 35 10 -075|; B,=|135|; C/=[I -2 03] (I11.204)
-39.5 725 525 -23.5

Il faut faire, tout d’abord, un changement de base P pour que C,x,soit la derniére

composante du vecteur état x ; il vient pour le vecteur caractérisant la sortie :
X, =Px,. (1I1.205)
C'=C/F=[0 0 1] (111.206)

11 existe une infinité de changements de base qui correspondent a ce résultat.
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Pour P, définie par :

-2 05 0
P=-1 0 0
0 -2
il vient :
X, = Ax, + Bf (&,) + ()
avece !
A=P'4,P; B=P"'B; 6()=P"'5,()
et:
-3 -1 -15 -13.5
A=[05 -45 -05|; B=| -75|; C'=[0 0 1]
-3 5 5 8

ou encore en régime libre :

avece !

en posant :

%, =(A-Bf Cx, +5(.)

x, =y (x,)x, +6()

w()=A-Bf"()C"

fley=T1&)

*

&=1¢
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Pour le changement de base £ qui diagonalise le mineur principal d’ordre 2 de 4 :

21
E:L J (111.214)

il vient, pour la matrice y/(x), le changement de base P donné par (I11.215) tel que x, = Px,

(111.215)

~

Il
S = N
O =
- o O

qui conduit a la caractérisation du systeme global par la matrice caractéristique

D,(x,)= P'w(x,)P, de forme en fléche mince :
%,, =P '4Px,,— P"'BC" f Px,, + P'5(.) (111.216)

avee !

%y =D, (%)%, +6, () (1I1.217)

35 0 -l1+6f
et : D,(x)=| 0 —4 05+15f (111.218)
-1 2  5-8f

>  Etude de la stabilité et détermination de I’attracteur en utilisant les techniques

d'agrégation

T R
La norme vectorielle p(x,,)= sz o |% Dz“"’ Xyp, H permet une majoration M(f (.)) de la

matrice D, (x,)
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d .
jjlxwl <M (") p(x,0)) +]6, ) (I11.219)
avece .

=35 0 |-1+6f

M(f)=| 0 -4 [0.5+15f
1 2 5-8f°

(111.220)

Il vient le systéme de comparaison correspondant aux conditions les plus défavorables :

z=Mz+ N

avec, pour f > §:

=35 0 —1+6f
M= 0 -4 05+1.5f (111.221)
1 2  5-8f

Les éléments non linéaires étant isolés dans la derniere colonne de M, les conditions pour que

M soit I’opposée d’une M-matrice sont :

-3.5<0
(-3.5)(-4) >0 (111.222)
det(M)=<0

Elles se réduisent a la seule condition suivante a satisfaire :

A=-35(-4x(5-8f")-2x[0.5+1.5/"

)+1(4><\—1+6f*

)<0 (IT1.223)
soit :

A=14x(5-8/")+7x|0.5+1.5/"

+4x|-1+617|<0 (111.224)
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Comme (5—8f*)< 0:
5
Ve 9 0.625 (I11.225)
Le cas le plus défavorable correspond a: f~ = f, ,

« 5 . T Vot A A
Comme [ > 3’ la limite est pour 1’égalité a 0, c'est-a-dire :

14(5-81")+7(0.5+1.5/")+4(6/" ~1)=0 (111.226)
Il vient :
. 695
=222 = 0.8968 111.227
S =375 ( )

Pour avoir la stabilit¢ du systéme sans erreur de modélisation ni incertitude, il faut

que: /> 0.8968.
Considérons le cas ou ;

2< < Sy, (I111.228)

Pour le cas le plus défavorable, correspondant a: f = f, =2, il vient :

-35 0 11
M=l 0 -4 35 (111.229)
1 2 —11
Les conditions suivantes :
-3.5<0
(-3.5)(-4) -0 (111.230)

det(M)=-51<0

¢tant vérifiées, le systeéme sans perturbations ni incertitudes est stable.
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Comme : 5,(.)=P 'P'5,(.),alorsona:
N = max|5D (.)| = max‘P’lP,_I@ (.)‘

Soit: &, <9, <,

avee :
S =[-01 005 -0.15]'; &, =[0.05 0.1 0.1] (1I1.231)
Il vient :
P'P's _<5,<P P, (111.232)
avece .
-2 3 0
P'P'=4 -7 0 (111.233)
1 -2 -05
ou encore :
[005 —0.05 0.075] <5,<[02 -05 -02] (I11.234)
et:
N=max|5,(.)|=[02 05 02] (I11.235)

SiM(D,(x,)) estl’opposée d’une M-matrice, il vient :
lim p(x,,)< limz=-M"'N (I11.236)
t—>+0 t—>+00

soit, dans la représentation initiale :

lim [P x| <-M"'N (I1.237)

t—>+0
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c'est-a-dire :

0.3181
lim p(P'P 'x,,) <] 0.1977 (111.238)
t—0

0.0830

»>  Envisageons maintenant le cas ou ’entrée e est non nulle

Soit le processus du systeme sans incertitudes dont la modélisation initiale correspond au

vecteur état X, :

{)'C“ =A4,x,+B,f(¢) (I11.239)

T
g=e-C,x,

L’évolution de I’écart des réponses du systeme nominal de vecteur état x; et du systeme

incertain de vecteur état x,, soumis a la méme entrée est décrite par la relation suivante :

{5611 — X = A, (xp —x)+ B (f ()= f(£,))-6() (111.240)
& —&,=—C](x,,—x,,)
Sif(.) est dérivable, I’application du théoréme des accroissements finis donne :
fe)=f(&)=1(0)(s-s,) (I1.241)
avec & <0<¢g,
Il vient :
X=X, =A,(x,—x,,) =B, f (&)C] (x;,—x,;,)=5() (111.242)
Posons :
X=X, =6 (111.243)
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Nous envisageons d’appliquer, tout d’abord un changement de base

P pour que

C] &, corresponde a la derniére composante du vecteur état &, : &, = B&. Dans ce cas, on a :

ou encore

expression de la forme :

avee !

& =F'4RE~F'B, [ ()C RS ~F'5,()

E=(4-Bf"()CT,)E-5()

E=p()&—5()

o()=A4-BC"f()

(111.244)

(111.245)

(111.246)

(111.247)

On applique, maintenant, un changement de base P qui diagonalise le mineur principal

d’ordre 2 de 4 et qui conduit a la matrice caractéristique de forme en fleche, avec :

1l vient :

ou €ncore :

soit :

~

Il
S = N
O =
- o O

E=P'APE—P'Bf"()PC"E-P'5()

E=(4y=B,f ()Cp) &, =3,()

35 0 -1+6f

E,=| 0 -4 05+1.5( &, -5,()
-1 2  5-8f

(I11.248)

(111.249)

(111.250)
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La majorante de la matrice (AD -B, 1 ()C;, ) est définie, comme précédemment, par :

=35 0 |-1+6f
M(f)=| 0 -4 |05+15f7) (II1.251)
12 (5-8/7)

Considérons une non linéarité f(.) telle que :

< <fy (111.252)

Siona, parexemple f =1.5, il vient, compte tenu des résultats précédents relatifs au cas le

plus défavorable, la majorante :

35 0 -l+6f,
M= 0 -4 05+1.5f (111.253)
1 2  5-8f

qui s’exprime numériquement par :

-35 0 8
M= 0 -4 275 (111.252)
1 2 -7
Les conditions suivantes:
-3.5<0
(-3.5)(-4)>0 (I11.253)

det(M)=-51<0

¢tant satisfaites, la matrice M est ’opposée d’une M-matrice, et le systtme nominal est

stable.
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D’apres la relation (I11.199), N est définie par :

N=max|5,()|=[02 05 02] (I11.254)

M étant est I’opposée d’une M-matrice, alors on a :

lim p(é,))< limz=-M"'N (I11.255)
[—>+0 t—>+00
soit dans la représentation initiale :
lim |P'B&,| <-M'N
t—>+0
et:
0.4043
lim p(P'P7'E,) <] 0.2294 (111.256)
t—00
0.1519

La figure (II1.9) montre I’évolution de I’état du systéme initial en régime autonome vers

I’attracteur calculé précédemment.

Figure.IIL9. Evolution de I’état du systéme initial incertain en régime autonome

vers son attracteur
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La technique de détermination de 1’écart, entre la trajectoire désirée et la trajectoire réelle du
processus, s’exprime de facon simple a mettre en ceuvre dans le cas des processus de type

Lur’e Postnikov ainsi qu’il apparait sur I’exemple traité.

CONCLUSION

L’approche proposée, dans ce chapitre, montre que la prise en compte a chaque étape

des valeurs limites du vecteur état permet une meilleure estimation de 1’attracteur.

La réalisation de commandes du type linéarisation par difféomorphisme n’est pas
altérée par la présence d’incertitudes dans la définition du modele utilisé, simplement
I’imprécision du modele se répercute au niveau de la précision dans 1’atteinte de 1I’objectif,

précision qui peut étre estimée par la détermination de ’attracteur.

L’étude de la commande par placement de pdles, qui est parmi les plus utilisées, a
montré D’efficacité et I’'importance de ’approche utilisée pour estimer la qualité de la
commande mise en ceuvre. Dans ce cas également, 1’étude de 1’impact d’incertitudes bornées

sur la précision des résultats a été étudié.

Concernant les processus du type Lur’e Postnikov, la technique de détermination de
I’écart entre la trajectoire désirée et la trajectoire réelle du processus s’estime de fagon simple

a mettre en ceuvre par la technique de majoration proposée.
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CONCLUSION GENERALE

Le concept de norme vectorielle, associé a la définition des systémes de comparaison
par l'approche de la stabilité de Borne et Gentina, est utilisé dans ce travail, avec succes, pour
¢tudier la stabilité des processus complexes de modeles éventuellement incertains afin de
déterminer une estimation la moins conservative possible de 1’attracteur en cas de systémes
dont la stabilité locale ne peut étre garantie. Pour les systémes stables, I’attracteur peut étre
réduit a l’origine. Cette méthode permet de tester la précision d'un systeéme controlé en
fournissant un systeme de comparaison pour majorer l'erreur de la sortie par rapport a la

consigne.

Le choix de la représentation matricielle s’avere particulierement important pour 1’étude
de la stabilité et ceci indépendamment des changements de base qu’il est possible d’effectuer
apres avoir choisi la représentation initiale. Au niveau de la norme vectorielle, utilisée pour
définir le systéme de comparaison, il est préférable de la choisir de fagon a obtenir une
estimation de Iattracteur la plus précise possible ; ce qui conduit a prendre celle-ci de méme
ordre que le vecteur état et de reporter la possibilité d’adaptation sur le choix de la

représentation d’état initiale et des modeles et des systeémes de comparaison utilisés.

Dans ce travail, nous avons proposé une approche permettant une estimation de
I’attracteur par €tapes successives en définissant une succession d’attracteurs imbriqués.
L’étude du cas d’un systeéme du troisiéme ordre a montré que I’approche par utilisation de
modeles tels que le linéarisé au niveau de 1’objectif soit sous forme diagonale ou en fleche,
donne des résultats plus performants pour l’estimation de D’attracteur que celle de sa
détermination directe a partir d’une représentation initiale quelconque ainsi qu’il apparait sur

les exemples proposés.
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La prise en compte du domaine d’évolution du vecteur état dans la modélisation du

processus permet de relacher les contraintes lors d’une étude de stabilité en régime autonome.

Nous avons montré, dans ce mémoire, 1’efficacité et I’importance des différentes
approches utilisées pour estimer la qualité de la commande mise en ceuvre en développant
deux cas de commande importants : la linéarisation par difféomorphisme et le placement de

poles.

Dans ces deux cas, 1’étude de I'impact d’incertitudes bornées sur la précision des

résultats a été étudié.

Le cas des systemes de type Lur’e Postnikov a été plus particulierement développé,

notamment concernant la majoration de I’erreur dans le probléme du suivi de trajectoires.

Comme perspectives, il serait intéressant de traiter le cas de processus dont I’évolution
est décrite par des inégalités différentielles ou des multimodeles, d’étendre I’approche
proposée aux processus a temps discret, et de réaliser une mise en ceuvre pratique sur un

benchmark correspondant a un probleme réel.
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Amira GHARBI LAGIS (EC-Lille) - LARA (ENIT)

Sur la stabilité et ’estimation des attracteurs de systemes complexes
fortement nonlinéaires
Résumé :

Les travaux effectués dans le cadre de cette theése présentent une nouvelle approche
permettant d’estimer et si possible minimiser 1’écart maximum de la sortie par rapport a
I’objectif dans le cas des processus non linéaires pour lesquels il n’est pas toujours possible de
déterminer une commande permettant d’atteindre exactement un objectif donné.

Le concept de norme vectorielle, associé¢ a la définition des systémes de comparaison par
l'approche de la stabilité Borne et Gentina, et le choix de la représentation matricielle qui
s’avere particulierement importante pour 1’étude de la stabilité, est utilisé dans ce travail, avec
succes, pour ¢ctudier la stabilité des processus complexes de modeles éventuellement
incertains

Nous avons défini une technique d’estimation des attracteurs caractérisant le maximum de
I’erreur par rapport a I’objectif et, par la prise en compte des résultats ainsi obtenus, de les
affiner par des itérations successives de la procédure présentée.

Dans la recherche de commandes, I’approche a été réalisée en définissant celle-ci par retours
d’état calculés soit directement, soit a partir d’une linéarisation du modele du processus dans
le voisinage de I’objectif. Une attention toute particuliere a ét€¢ accordée aux processus du
type Lur’e Postnikov.

Mots-clefs :

Systemes complexes, Systeémes continus nonlinéaires, Systémes incertains, Systémes
majorants, Commande, Stabilité, Normes vectorielles, Technique d’agrégation.

Stability and estimation attractors of nonlinear complex systems
Abstract :

A new approach of the estimation of the error between the desired output of a nonlinear
complex system and the real one’s is studied by the use of Borne-Gentina vector norm
approach and the Benrejeb arrow form description.

A new technique of definition of the attractors characterizing the precision of control laws is
defined, implementing successive improved determinations.

The research of control laws by various types of state or output feedback in presence of
uncertainties is proposed, based on a local linearization and control of the system.

A special attention has been devoted to the control of nonlinear Lur’e Postnikov type systems

keywords:

Complex systems, Nonlinear continuous systems; Uncertain systems, Overvaluing systems,
Control, Stability, Vector norms, Aggregation technics. Arrow form matrices, Stability,
Stabilization.
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