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Chapitre 2

Préambule

L’objet de cette introduction est de présenter les themes de recherche,
leurs problématiques et les résultats obtenus depuis mon recrutement en tant
que maitre de conférences a l'université de Saint-Etienne en 1996.

Les themes de recherche abordés peuvent paraitre assez éloignés, tant du
point de vue des techniques mathématiques utilisées que du point de vue
des communautés scientifiques qui les font avancer. Mes travaux peuvent se
diviser en deux themes :

e [’algebre linéaire numérique.
e La théorie des opérateurs intégraux.

Le lien entre ces deux domaines se situe dans le domaine de 'approxi-
mation : si I'on ne connait pas de solution exacte explicite d'une équation
d’opérateur, on recherche une approximation de cette solution. Cette re-
cherche aboutit a la résolution d’un systeme linéaire dont la dimension peut
étre tres grande. On a le méme phénomene pour ce qui concerne la re-
cherche d’éléments spectraux d’un opérateur. Si on ne peut pas accéder a
ces éléments par la théorie, on fait de ’approximation pour obtenir a la fin
un probleme spectral en dimension finie dont la résolution est un probleme
d’algebre linéaire (conditionnement, stabilité numérique, erreur directe et in-
verse, algorithmes de résolution).

L’algebre linéaire numérique fut le cadre de ma these de doctorat,
dédiée aux propriétés spectrales des opérateurs de Sylvester, endomorphismes
d’espaces matriciels. J’ai tout naturellement utilisé mes connaissances, mes
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compétences et mon savoir faire développés pendant ces années de forma-
tion par la recherche pour attaquer un nouveau probleme lié a une notion
apparue dans les années 1990 et qui a connu un grand succes dans la commu-
nauté de ’algebre linéaire numérique. Cette notion est celle de pseudospectre
qui généralise celle de spectre. A cette notion est liée celle de rayon de
stabilité. Les pseudospectres peuvent étre considérés comme des outils de
localisation des valeurs propres. On constate que, pour certaines matrices
pathologiques, la détermination du pseudospectre est cotiteuse et entachée
d’erreurs importantes. Aussi est-il légitime de chercher a construire des en-
sembles qui localisent le spectre et dont la détermination est aisée (sture et
peu cotiteuse). Les ensembles définis comme des e-voisinages des racines du
polynome caractéristique sont des candidats a cet emploi. A partir de ceux-
ci on peut définir d’autres candidatures liées au polynome caractéristique.
Sur les themes abordés ci-dessus , j’ai co-dirigée avec Mario Ahues la these
de Doctorat de Muzafar HAMA soutenue en avril 2009 sous le titre Valeurs
propres de matrices : localisation par ensembles et triangularisation par des
méthodes du type Newton.
Je me suis ensuite tout naturellement tournée vers un nouveau probléme,
celui du calcul de valeurs propres de polynome de matrices. Ce sujet s’est
développé tres récemment. Les résultats obtenus pour les pseudospectres de
matrices ne sont pas généralisables de maniere évidente aux cas de pseudos-
pectres de polynomes de matrices. Il y a aussi des questions spécifiques a ces
problemes qui n’ont été posées qu’a partir des années 2000 et qui n’ont trouveé
de premieres réponses que cing ans plus tard. Le domaine des problemes poly-
nomiaux de valeurs propres est en pleine expansion et beaucoup de problemes
restent a résoudre. Je développe une collaboration sur ce sujet avec une équipe
de I'université de Manchester dont Nicholas Higham et Francoise Tisseur. J’ai
été <external examiner>> d’une these de doctorat de I'université de Man-
chester dirigée par Frangoise Tisseur et soutenue le 22-08-2005 par Michael
Berhanu sous le titre The polynomial eigenvalue problem.

Parallelement et en lien plus direct avec les équations matricielles, je me
suis intéressée a la notion de stabilité de Lyapunov, tres utile dans la com-
munauté de la théorie du controle.

Mon autre domaine de recherche fait partie de la théorie de I’approxi-
mation des opérateurs intégraux. Si on ne peut pas trouver la ou les
solutions exactes d’une équation d’opérateur dans un espace fonctionnel par-
ticulier, on cherche une approximation de 'opérateur pour laquelle I’équation
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associée a une solution calculable. Cette résolution approchée aboutit alors a
un systeme non linéaire ou linéaire. Si on ne connait pas les valeurs propres
et vecteurs propres d'un opérateur, on cherche une approximation de ceux-
ci en utilisant une approximation de l'opérateur initial. On aboutit alors
a la recherche d’éléments propres d'une matrice, d’un faisceau de matrices
ou d'un polynéome de matrices. Si la matrice intervenant dans ces deux
types de probleme, est mal conditionnée, on peut améliorer le calcul par des
techniques diverses d’algebre linéaire mais c’est souvent cotuteux. On peut
alors agir en amont et choisir une autre facon d’approcher 'opérateur ini-
tial pour améliorer les résultats. Par exemple, les méthodes de discrétisation
conduisant a des matrices diagonales sont particulierement appréciées. Ces
considérations m’ont conduite a étudier ’approximation d’'une équation d’opérateur
intégral par une méthode d’ondelette vaguelette. La difficulté de la mise
en oeuvre numérique m’a dirigée vers 1’étude d’autres méthodes. Si l'on
s'intéresse a des espaces d’approximation plus classiques tels que les espaces
de fonctions polynomiales par morceaux, il existe des méthodes de type pro-
jection tres performantes. On leur attribue le qualificatif de <superconvergentes>>.
Dans le cadre d’un projet d’Action en Région de Coopération Universi-
taire Scientifique (ARCUS) avec 1'Inde, j’'ai collaboré avec une équipe de
I'Indian Institute of Technology (I.I.-T) de Bombay, dans le but de mettre
en place de nouvelles méthodes de projection superconvergentes pour trai-
ter les équations intégrales linéaires et non linéaires. Nous avons exploité les
performances de ces méthodes pour proposer

une méthode a deux grilles pour calculer ’approximation de Nystrom de la
solution d'une équation intégrale linéaire a moindre cout. Dans ces travaux,
nous obtenons des bornes d’erreur sur 'erreur absolue ou relative entre la
solution approchée et la solution exacte. Dans 'idée d’accélérer la conver-
gence par une méthode d’extrapolation, il est intéressant de déterminer un
développement asymptotique de la solution approchée. Cela a été réalisé
pour cette nouvelle méthode dans le cas d’intégrales régulieres. J’ai pour-
suivi cette collaboration franco-indienne avec un projet CEFIPRA qui nous
a permis d’engager un doctorant Hamza Guebbai, sur le sujet des équations
de Fredholm de seconde espece linéaires faiblement singulieres et singulieres.
La derniere partie de ce mémoire contient une section dont le contenu a déja
été présenté dans différentes manifestations scientifiques mais n’a pas encore
été publié. Elle est le résultat d’'une question tres simple. Supposons que I'on
ait a approcher la solution exacte d’une équation fonctionnelle non linéaire
dans un espace d’approximation dont la dimension ne peut pas dépasser n
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pour des raisons de capacité de calcul numérique. Nous avons deux problemes
a traiter : le passage a la dimension finie par la discrétisation de 1’équation
et la nonlinéarité du probleme. On peut choisir de commencer par discrétiser
I’équation fonctionnelle non linéaire. On aboutit alors a une équation non
linéaire en dimension finie que ’on résout par une méthode de type Newton ou
quasi Newton. C’est ce que nous avions fait lors de mon premier travail dans
le domaine des équations non linéaires, suivant en cela les modeles proposés
par les spécialistes du domaine. Il est naturel de se demander ce qu’il se passe
si I’on commence par linéariser 1’équation fonctionnelle puis si ’on discrétise
I’équation linéaire obtenue. Cette interrogation nous a amené a de tres beaux
résultats. La réponse a la question dépend du type de discrétisation que 1’on
envisage. Dans le cas de la méthode de Nystrom, le fait de commencer par la
linéarisation apporte une amélioration. Si la discrétisation est réalisée par la
méthode de Kantorovitch, ’avantage de linéariser en premier est encore plus
flagrant.



Chapitre 3

Algebre linéaire numérique

3.1 Stabilité de Lyapunov

Article[32]

A note on the Lyapunov stability of periodic discrete-time systems
Journal of Computational and Applied Mathematics, volume 176,
n2, pp 463-466 (2005)

Dans ce court article, on caractérise la stabilité des équations de Lyapu-
nov périodiques. Cette caractérisation peut étre vue comme l’analogue du
théoreme classique de stabilité qui traite le cas de coefficients constants. Les
quantités qui interviennent dans notre résultat ont 'avantage d’étre facile-
ment calculables avec une bonne précision.

3.2 Le pseudospectre

Le pseudospectre ou e-spectre est une notion qui, avant d’étre popularisée
dans les années 90, apparait de nombreuses fois sous différentes formes : la no-
tion semble avoir été inventée indépendamment au moins cinq fois : Landau
(1977), Varah (1979), Godunov at al. (1990, 1991, 1993), Trefethen (1990)
Hinrichsen et Kelb (1993) et Hinrichsen et Pritchard (1992). Ce concept
est motivé par le calcul numérique de valeurs propres : Les algorithmes ef-
ficaces de calcul de valeurs propres débutent souvent par une transforma-
tion préalable de la matrice pour la mettre sous une certaine forme. Cette
opération se traduit par une série de calculs qui, comme ils sont fait avec une
arithmétique a précision finie, sont entachés d’erreur. La matrice sur laquelle

13
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on applique 'algorithme de calcul de valeurs propres est donc une matrice
proche de la matrice initiale mais différente. Que représentent alors les valeurs
propres de cette matrice ? La question prend toute son importance quand on
traite des matrices ayant des défauts de normalité importants. L’analyse de
Ierreur inverse des algorithmes de calcul de valeurs propre a montré que
les valeurs propres approchées sont en fait les valeurs propres exactes d'une
matrice perturbée [40].

C’est la qu’intervient la notion de pseudo valeur propre (terminologie de
Landau) ou e- valeur propre. Le pseudospectre de la matrice A est I’ensemble
des pseudo valeurs propres qui sont les valeurs propres de toutes les matrices
déduites de A en ajoutant une perturbation AA dont la norme est inférieure
ou égale a €. Cela donne en écriture mathématique :

A(A):={z€C : IAA € C™" tels que ||AA|| < cet 2z € A(A+AA)L

Une premiere constatation peut étre faite : cet ensemble dépend de la norme
dont on munit I’espace matriciel considéré. On est dans un espace de di-
mension finie, donc toutes les normes sont équivalentes. Pourtant le choix
de la norme n’est pas anodin. Il donne un ensemble du plan complexe plus
ou moins étendu. Pour que cette notion de pseudospectre soit exploitable, il
faut pouvoir déterminer cet ensemble du plan et le dessiner. Les techniques de
calculs sont de difficultés différentes selon la norme que I'on choisit. L’aticle
qui suit traite de cette question de norme.

Article[4]
Note on the Norm involved in the Definition of the s-spectrum,
Applied mathematics letters 14 (2001) 393-397

A désigne une matrice de C™", A(A) désigne son spectre, re(A) son
ensemble résolvant et p(A) son rayon spectral. Il existe plusieurs types de
généralisation de la notion de valeur propre : Pour une valeur propre A,
A — Al n’est pas inversible. Une valeur propre ”généralisée” A peut étre
définie comme l’ensemble des nombres complexes tels que la norme de la

résolvante de A en A est grande (supérieure & —) ou infinie :
5

U(A) = {z€re(A) : |(A—zD)7 > %} UA(A).
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ou I représente la matrice identité.
Pour une valeur propre il existe un vecteur non nul pour lequel le résidu
est nul. On peut penser a élargir la définition en définissant une valeur
propre ”généralisée” comme I'ensemble des nombres complexes pour lesquels
le résidu reste petit (inférieur a ).

Se(A) :={2z€C : FpeC"s.t. ||[Ap — zp| < e}.

Dans [33], 'auteur s’intéresse a la qualité de 'approximation d’une méthode
de projection comme la méthode d’Arnoldi ou de Lanczos. Elle montre qu’au
lieu d’analyser les variations de la norme de la résolvante, on peut étudier
les variations du rayon spectral de (A — 2I)"'E olt E est une matrice de
perturbation. D’ou I'idée dans [4] de définir I'ensemble

0.(A) = {z €re(A) : IE € TV ||E|| = 1, p((A— 2I)"'E) > é} U A(A).

On constate que tous ces ensembles dépendent d’'une norme de I’espace vec-
toriel des matrices. Dans I’article, nous avons montré que pour toute norme
matricielle de C™*" induite par une norme de I’espace vectoriel C", les quatre
définitions sont équivalentes. Pour la norme de Frobénius qui n’est pas une
norme subordonnée a une norme de C", il n’y a pas forcément égalité entre
ces différents ensembles.

La norme la plus utilisée pour déterminer le pseudo spectre est la norme
spectrale : ||Alls = +/p(A*A), A* étant la transposée conjuguée de A (voir
[37] pour T'histoire). Elle a l'avantage de donner le définition suivante du
pseudospectre :

(3.1) A(A) :={z€re(A) : omm(A—2I) <c}UAA),

ol o, désigne la plus petite valeur singuliere. On comprend bien l'intéréet
numeérique de cette définition. Dans la littérature dédiée au calcul du pseudos-
pectre, on ne trouve qu'un article [18] qui n’utilise pas cette norme spectrale
pour dessiner le pseudospectre.

Dans notre travail [4], nous montrons pourquoi, outre sa facilité de calcul,
on se focalise sur cette norme. Comme 'explique tres clairement Trefethen,
pour les matrices normales (A*A = AA*), les valeurs propres et les vec-
teurs propres permettent de prédire le comportement asymptotique de || ||
quand t — 400 ou de ||A"|| quand n — +oo. Par contre ils deviennent
un outil imparfait quand on condidere des matrices ayant un fort défaut de
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normalité, surtout dans les situations ou le comportement transitoire differe
substantiellement du comportement asymptotique. Dans ces applications, le
pseudospectre est un indicateur plus intéressant. Ces propos nous amenent a
de nouvelles considérations sur la norme qui intervient dans la définition du
pseudospectre. Il est important que le pseudospectre d’une matrice normale
soit proche du spectre. Il est assez raisonnable de proposer que le pseu-
dospecre d’une matrice normale A soit la réunion des boules centrées en les
valeurs propres de A et de rayon €. On montre que cette propriété est vérifiée
pour les normes qui sont unitairement invariantes.

La norme spectrale est a la fois subordonnée a une norme de ’espace C" et
unitairement invariante. C’est pourquoi, la plupart des applications du pseu-
dospectre se font en choisissant cette norme.

Apres ces considérations relatives aux différentes définitions du pseudos-
pectre et de leur significations respectives, on s’intéresse a la détermination
de ce sous-ensemble de C. On choisit bien str la norme spectrale, de sorte
que l'on puisse utiliser la définition (3.1). Cette définition fournit un excellent
moyen de calcul quand la matrice est de petite taille. On utilise I’algorithme
standard de décomposition en valeurs singulieres aux points d'un maillage
du plan complexe. Quand la matrice est de grande taille, cet algorithme
est trop couteux. On utilise des méthodes de projection sur des espaces de
dimensions plus petites (voir [37]). C’est la problématique de I'article suivant.

Article[9]

On-spectra and stability radii Journal of Computational and Ap-
plied Mathematics, Volume 147, Issue 2 15 October 2002 Pages
453-469

Pour de grandes matrices A € C™*", on utilise des méthodes de type sous
espace de Krylov pour approcher le pseudospectre. Le fabuleux outil qu’est
EIGTOOL développé par Trefethen et Wright utilise ce type de méthode.
Les méthodes du type sous-espace de Krylov déterminent les matrices A;; €
Cm™m m < n, et Vi € C"™ telles que AV; = V1A + Ry

. e o : . A A .
Si on utilise la partition suivante de la matrice A : A := 212 on
Ag Ag
A11 < Cmxm et A22 € Cn—mxn—m’
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on peut écrire

A= (VW VQ)(AO11 i;z)(vl Vo )"+ R=A+R

La décomposition par blocs précédente conduit naturellement a approcher
le pseudospectre de A par ceux des blocs Aq; et Ass comme on le fait pour
le calcul approché des valeurs propres. L’objectif de 'article est d’étudier la
qualité de cette approximation. On démontre le résultat suivant :

Théoreme 1
AE(A) C AT(E) (All) U AT(E)AQQa

o

| Ao | '
€ + || Aai ]|

e = (e + I\Azl\l)\/l +

Nous présentons des résultats numériques avec des matrices ”pathologiques”
de la bibliotheque test matrix toolbox for matlab [19]. Ils nous confirment la
finesse de I'approximation.

Ces méthodes du type sous-espace de Krylov sont aussi utilisées pour
déterminer le rayon de stabilité de matrices de grande taille. Une matrice est
dite stable si et seulement si toutes ses valeurs propres ont une partie réelle
négative. Cette notion est importante pour étudier le comportement asymp-
totique ou les propriétés d’équilibre de systemes d’équations différentielles.
Elle est particulierement étudiée dans le domaine de la théorie du controle.
Le rayon de stabilité d’une matrice A, notée rs(A), mesure la distance entre
une matrice stable et ’ensemble des matrices instables. Sa définition mathématique
est la suivante :

1
A) = ' min A—zl)= ’
TS( ) rergl)r:lO ’ ( : ) maXye(2)=0 H (A - ZI)il ”2

ou ||.||2 est la norme spectrale et re désigne la partie réelle d'un nombre com-
plexe. Le défi est ici de minorer le rayon de stabilité d’'une matrice A a l'aide
du rayon de stabilité de sous matrices et de quantités aisément calculables.
On pourra également proposer des conditions suffisantes de stabilité d’une
matrice mettant en jeu des quantités dont le calcul n’est pas trop cotteux.

Nous obtenons le résultat suivant : Si u désigne la plus petite valeur propre

Agy + A5y

de la matrice — , 51 le rayon de stabilité de la matrice Aiq, s =
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A A %
max(sy, i) arp = ||A1all2, az1 = |Asillaet Ag = (Vi V2 ) ( 011 A;z ) (Vi Vo)

avec ( Vi VW ) unitaire, on a

Théoréeme 2 Si Ay est instable, alors Ay est instable et
rs(A) < agn

Agy + A5,

St Aqy est stable et est définie négative, alors

rs(Ag) > min(sy, p)

s
a%z a2 2
52 + > + 7\/4524—@12

, alors A est stable et

s
Si de plus az; < min(sy, p) -
a a
\/82+£ 71 452 + a3,

rs(A) > min(sy, @)

— 21

2
+
2

s
ajy | an 2
52 + > + 7\/432 + af,
On a testé cette borne sur la discrétisation du I'opérateur de Orr-Sommerfeld

et on a constaté une meilleure estimation du rayon de stabilité que dans I’ar-
ticle [29].

Comme l'exprime R. Erra dans I'introduction de sa these de doctorat [§],
au cours du 19-eme siecle la quasi totalité des techniques de calcul et de loca-
lisation des valeurs propres passait par le polynome caractéristique. Ce n’est
que bien apres les travaux de Sylvester (1814-1897) et Cayley (1821-1895) que
I’on calcule les valeurs propres d'une matrice sans passer par le polynome ca-
ractéristique. Dans la communauté de 1’algebre linéaire numérique actuelle,
on a un point de vue tout a fait opposé : on considere que I'équivalence entre
valeurs propres d'une matrice et zéros d’'un polynome n’a plus d’importance
pour le calcul des valeurs propres. La raison en est que le calcul du polynome
caractéristique est considéré comme instable. Il n’en reste pas moins que
certains algorithmes de calcul de valeurs propres peuvent s’exprimer comme
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une méthode de calcul des zéros de son polynome caractéristique. Dans sa
these, Robert Erra [8] donne 'exemple de la méthode QR -la méthode la plus
populaire de calcul de valeurs propres- qui se trouve étre une interprétation
matricielle de la méthode QD, méthode de calcul des zéros d'un polynome.
Cette vision double d’'un méme objet peut s’étendre a ’analyse de la sensibi-
lité de cet objet. Le pseudospectre est un outil mis en place pour donner des
informations sur la sensibilité des valeurs propres d’une matrice alors que la
notion d’ensemble de pseudo zéros d'un polynome permet d’avoir une idée
sur la sensibilité des zéros d’un polynome. C’est la raison pour laquelle, on a
jugé intéressant de comparer les deux ensembles.

Dans [31], Mosier définit la notion de "root neighborhoods” dun po-
lynéme p, que 'on peut traduire par voisinages de racines. Ce sont les com-
posantes connexes de I’ensemble des zéros de tous les polynomes obtenus par
une perturbation des coefficients de p d’une taille inférieure a ¢,

Z(p,e)={2€C: g€ P, q(z) =0et ||p—q| <e},

ou ||.|| est une norme sur P, qui mesure les perturbations des coefficients de
p, P, étant I'’ensemble des polynomes moniques de degré inférieur ou égal
a n. Cet ensemble est utilisé pour donner des informations sur la sensibi-
lité des racines de p. Dans [36], les auteurs Toh et Trefethen, appellent cet
ensemble Z(p,e) 'ensemble des e-pseudozéros de p. Dans leur article [36],
Toh et Trefethen suggerent que 'ensemble des pseudozéros Z(p,e) d’'un po-
lynome et le pseudospectre A.(A) de la matrice compagnon associée a ce
polynome sont proches en général, assez proches pour que 'on puisse cal-
culer les zéros de ce polynome de maniere stable via le calcul des valeurs
propres de la matrice compagnon associée préalablement équilibrée. Autre-
ment dit, les auteurs comparent la sensibilité des racines d’un polynome avec
celle des valeurs propres de la matrice compagnon associée. On peut aborder
les choses d'un point de vue inverse et se demander quel est le lien entre le
pseudospectre d'une matrice et I’ensemble des pseudozéros de son polynome
caractéristique. C’est I'objet de 'article suivant qui est un proceeding a co-
mité de lecture d'une conférence de la SIAM et de fait ne pouvait pas étre
publié ailleurs.

Article[10]
Characteristic polynomials and pseudospectra
Linear algebra proceeding http ://www.siam.org/meetings/ 1a03 /proceedings
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Dans [36], Toh et Trefethen donnent une caractérisation algébrique de
'ensemble de e-pseudozéros de p : Si on choisit la norme ||p|| = (321, |ai|)%

o p(x) =Y "  a;z' Vo € R, alors

Z(p,e)={z€C : p(2)] <
VIt [22+ 222+ ]z 12

e}

Ainsi il est intéressant de définir ’ensemble L(p,e) = {z € C, |p(z)| < €} en
raison de la facilité de sa détermination numérique.
L’objectif de I'article est de comparer le pseudospectre d’une matrice quel-
conque A, A.(A) avec L(p,¢).
Dans la suite, on utilise les notations suivantes :
— ||.|l> désigne la norme spectrale, ||Alls = p(A*A)z, p étant le rayon
spectral.
— A désigne le spectre.
— AA) ={ )\, ..., A} avece |A1] < [Ao] < .o < | Akl
— P; désigne la projection spectrale associée a A;.
— m; désigne la multiplicité algébrique de A; et [; son indice.
— Pour toute matrice inversible A, son nombre de conditionnement pour
la norme spectrale est ko(A) = || A7 ]2]| Al
Dans cet article, on fixe la norme pour définir le pseudospectre : on a
choisi la norme spectrale comme le suggere notre travail [4]. On suppose que
A est une matrice de Hessenberg supérieure irréductible. On obtient tres
facilement l'inclusion suivante :

Théoreme 3
L(p> 5) - Z<p7 5) - AkQ(C)E(A)

ot C = [eq, Aey, ..., A" teq] et ky(C) = ||C||2]|C 2.

Nous proposons ensuite un résultat d’inclusion entre A.(A) et L,(e) quand
p est le polynome caractéristique. On présente deux inclusions différentes
basées sur des techniques mathématiques différentes. La premiere inclusion
utilise un résultat concernant le conditionnement des valeurs propres et le
deuxieme un résultat de perturbation de Elderman et Murakami [7].

Théoréme 4 Avec
M =max{m; i=1,... k},



3.2. LE PSEUDOSPECTRE 21

m=min{m; i=1,...,k},
r=min{% i=1,....k} (r>1),1; étant Uindice de la valeur propre \;,
J

V(A) = maz{[Xi — N;li # j},

Vi la base de Jordan associée a Aj,
( ) C L(p, ),
ou e = (Kmaz(y(A)", )5 +0(e") avec
K = maz{(ljk>(V] )IIPII )5 G =1 k).

‘K}

Théoréme 5

A<(A) € L(p,e’),

avec €' = (\/n + 1n*2ky(C) Z ||p||k> €
k=1

Avant de présenter des résultats numériques en vue d’illustrer ces in-
clusions, il est nécessaire d’expliquer comment on calcule le polynome ca-
ractéristique d’une matrice. On utilise la méthode de Krylov : Si A est une

matrice de C"*" et u € C" est tel que C = [u, ..., A" lu] est inversible, Si
a = (ag,...,a,-1)" est la solution du systeme linéaire
Ca=—-A"u
i=n—1
alors le polynome caractéristique est p(z) = Z a;x" + x".
i=0

Pour avoir une idée des facteurs néfastes a la précision de la détermination
de p, nous avons étudié les effets de 'arithmétique a précision finie sur la
méthode. C’est ce qu’on appelle la Backward error ou erreur inverse. Le
résultat que nous obtenons n’est pas tres intéressant en lui-méme. Il montre
simplement que la norme de la matrice de départ A est un facteur essentiel.
Si ||A]] >> 1 alors l'erreur sur le calcul du polynéome p est énorme. Il est
donc nécessaire d’appliquer en amont a la matrice un processus de mise a
I’échelle.

L’inclusion du théoreme 4 n’est pas optimale. Son intérét est limité. Elle
montre que si les valeurs propres de A sont mal conditionnées alors I’écart
entre les ensembles A.(A) et L,(¢) est grand. Le théoreme 4 montre que
I’écart entre les ensembles dépend du conditionnement de la matrice C' ce
qui suggere d’étudier plus en détails le conditionnement de cette matrice de
Krylov.
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3.3 Le calcul du polynéme caractéristique et
ses applications

Article[32]

Krylov method revisited with an application to the localization
of eigenvalues, Numerical Functional Analysis and Optimization,
27(5-6) :1-36 (2006)

Lors du travail précédent, pour illustrer nos bornes, nous avons étudié
et mis en pratique le calcul du polynome caractéristique d’'une matrice par
la méthode de Krylov. En étudiant le conditionnement de cette méthode
ainsi que sa backward erreur, nous avons pu mettre en évidence les cas pour
lesquels il n’était pas envisageable d’appliquer la méthode telle quelle.

On supposera que A est une matrice de Hessenberg supérieure irréductible.
On pose

C = [61, ce ,A"_lel],

e1 étant le premier vecteur de la base canonique. Nous avons facilement le
résultat suivant :

Proposition 1

o) <l
" L AG R =)

Cette proposition montre que si les coefficients |A(k, k—1)| sont assez grands
comparés avec la norme de la matrice de Krylov C, alors ky(C') reste modérée.
Par contre si un des coefficients |A(k,k — 1)| est proche de zéro, la ma-
trice est proche d’une matrice dérogatoire, et la matrice de Krylov peut-étre
mal conditionnée. Pour palier ce probleme, nous proposons de modifier la
méthode de Krylov en ajoutant une étape de déflation quand la matrice
s’approche dangereusement d’une matrice dérogatoire. Nous proposons un
exemple pour illustrer notre variante de la méthode de Krylov pour calcu-
ler les coefficients du polynome caractéristique dans la base des monomes
canoniques.

The Godunov matrix of order 7
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1 2048 256 128 64 32 16
0 —2 1024 512 256 128 32
0 0 4 512 1024 256 64
T:=|0 0 0 0 512 512 128 |,
0 0 0 0 —4 1024 256
0 0 0 0 0 2 2048
[0 0 0 0 0 0 -1 |
1 00000 0]
01 000O0O
1 010000
B=l0001000
0010100
1 0000T10
(0110101 ]
et
A= B7'TB.

A est appelée matrice de Godunov. Dans le tableau suivant, on compare les
coefficients exacts du polynome caractéristique avec les coefficients calculés
par la routine poly(A) de MATLAB :

Exact Computed with poly(A)
1| 1.000000000000000e + 00

0] —1.865174681370263¢ — 14

—21| —2.100000000001373e 4 01

0] 2.540445080967402¢ — 06

84 | 8.400130670814428¢ + 01

0] 2.399676211825863e — 01
—64 | 1.206006977243418e 4+ 03

0] 2.315434554167661e + 05

Pour cette matrice la fonction poly de MATLAB donne de mauvais résultats.

Si on transforme la matrice A en une matrice de Hessenberg supérieure
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avec la routine Hess de MATLAB, on tombe sur

)
I
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289+02 —9.02+4+02 —1.26+02 4.70e+02 1.204 03 —5.80 + 02 1.2+ 03
—2.74+03 3.71+02 172403 331+02 -3.87+02 5.034+02 —1.49+03
—1.02+03 213402 133403 223+03 —9.35+4+02 —2.49+ 03
392+02 5.03+02 1.27¢+03 —3.75+02 7.48+ 02
—-1.744+03 -1.19+03 7.73+02 —7.64 4 02
—1.45+00 —1.82402 —1.39+ 03
—4.69 — 11 —1+00

Il est a priori risqué d’appliquer la méthode de Krylov sur cette matrice du
fait de la petitesse du coefficient |H(7,6)|. Si on calcul les coefficients du
polynome caractéristique par la méthode de Krylov, on trouve :

On a ky(C) > 4.2e + 16, cela explique les mauvais résultats.

Computed Exact
1.000000000000000e + 00 1
1.737545768532496e — 13 0

—2.099999999937725¢ + 01 | —21
5.196976992854343e — 06 0
8.400308001070536e + 01 84
3.115525551493273¢e + 00 0
3.325551493898983¢ + 03 | —64
5.398400000000000e + 05 0

Notre borne d’erreur suggere que si ’on fait une déflation avant d’appli-
quer la méthode de Krylov a une sous matrice, on pourra obtenir des résultats

corrects.

(1) Premiere déflation de of H Hy = H(1:6,1:6).
(2) Isolation de la valeur propre nulle [Q, R| = qr(H,) Hy = R x Q.

H,

7.50e +02 4.00e +02 —1.0le+ 03
1.32¢ + 03 6.22¢ 4 01 1.36e + 03
3.09¢ +02  6.44e + 02

—1.73e 4+ 03

(3) Seconde Deflation Hy = Hy(1:5,1:5)
4) Calcul du polynéme caractéristique
(

1.07e + 03
2.42e + 03
1.31e + 03

—1.27¢ + 03

1.46e + 00

—1.18e +02  2.91e+ 03
1.00e + 03 —1.28e 4 02
4.86e + 02 —2.64e 4 02

—7.17e + 02 —3.53e 4 02

—1.82e +02 —4.37e+ 01
8.48¢ —10  2.02¢ — 10 |
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(4-1) Calcul de p3, le polynome caractéristique de Hs.
(4-2) pa(x) = ps(z) * (x + 1) * .

TLes résultats sont :

Computed Exact
1.000000000000000e + 00 1
—1.608637667516177¢ — 10 0
—2.099999996818809¢ + 01 | —21
—1.236906832957629¢ — 06 0
8.400426426354275e 4 01 84
3.436980464867730e + 00 0
—6.056728506755462¢ + 01 | —64
0.000000000000000e + 00 0

Dans notre article, nous proposons une étude du conditionnement plus
poussée. La démarche est hautement technique et les résultats difficiles a
apprécier de par la complexité de leur écriture. On omettra leur synthese ici.
On peut dire que si la base de Jordan est bien conditionnée, si la norme de
A et son rayon spectral sont inférieur a 1, si 8(A) = miny, 2y, eaca) [Ai — Ay
n’est pas trop petit, alors le conditionnement a des chances de ne pas étre
trop mauvais.

Si 'on part d’'une matrice A de norme inférieure a 1, que 'on tranforme
en une matrice de Hessenberg (I’algorithme est stable) et que l'on fait une
déflation des qu’'un des coeficients de la sous diagonale est trop petit, alors
les coefficients du polynome caractéristique sont en général bien calculés. On
peut citer le travail [30] de Misra, Quintana et Van Dooren. Ces auteurs
proposent un algorithme qui calcule de maniere stable les coefficients du
polynome caractéristique. Mais il requiert la résolution de n + 1 systemes
linéaires, alors que notre méthode requiert la résolution d’'un seul systeme
linéaire.

Maintenant que nous avons des algorithmes qui calculent les coefficients
du polynome caractéristique avec précision, nous pouvons comparer numériquement
le pseudospectre d'une matrice avec L(p, €). Nous le faisons avec des matrices
particulieres qui sont issues de la collection de [19]. Nous remarquons sur ces
exemples numériques que L(p, €) est bien plus petit que A.(A) et on peut se
demander si cet ensemble L(p,€) n’est pas un outil intéressant pour localiser
les zéros d'un polynome.
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3.4 Le probleme polynomial de valeurs propres

Dans un souci de généralisation de mes travaux, je me suis intéressée au
probleme polynomial de valeurs propres. Le probleme s’énonce de la maniere
suivante : Etant données des matrices A; € C*™" pour j = 1,...,{, un
polynome matriciel de degré ¢ est une fonction définie sur 'ensemble des
nombres complexes de la forme

14

P(N) =) NA;

=0

Le probleme polynomial de valeur propre, appelé PEP (Polynomial Eigenva-
lue Problem) consiste a trouver les complexes A € C et des vecteurs = et y
non nuls de R" satisfaisant

(3.2) PNz =0, y*P(\)=0

x et y sont des vecteurs propres a droite et a gauche correspondant a A. On
peut aussi envisager le probleme de la résolution du systeme linéaire

(3.3) Pw)x =0, weC
ouz € C" et b e C", pour de nombreuses valeurs du parametre w.

Article [14]

Le probléeme polynomial de valeurs propres (3.2) ou le probléme du systeme
linéaire paramétrisé (3.3) peuvent étre résolus en les transformant en des
problemes linéaires équivalents mais de taille {n x n :

(3.4) LNz=0, w'L(\) =0,

(3.5) L(w)z =c

olt z,c € C" et L(\) = AX +Y on X,Y € C™*", (3.4) est un probleme
généralisé de valeurs propres que I’on peut résoudre par des méthodes numériques
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standards. (3.5) est un systeme linéaire paramétré de grande taille avec une
structure particuliere.

Jusqu’a maintenant, on traitait cette conversion dans un cadre mathématique
précis, celui de la linéarisation : On dit que L(\) est une linéarisation de P si
et seulement si il existe deux polynomes matriciels E(\) et F(\) de C™>)
de déterminant constant non nul, tels que

P(X) 0
EMNLMNF(N) = :
wrwre = | 0
Les linéarisations les plus connues sont les formes compagnons : associés a P
les deux faisceaux compagnons sont , C1(\) = AX;4Y7 and Cy(\) = AXo+Y5,
appelés respectivement la premiere forme compagnon et la deuxieme forme
compagnon, ot

X1 = X2 = diag(Ag, ]’m ey ]n)

Ay Ay ... Ao
-1, 0 0
Y1 = . .
0 I, 0
Ay —1, 0
Y, — A s 0
: : S
Ay 0O ... 0

Il existe d’autres types de linéarisation. Il existe une infinité de linéarisations
qui ont des propriétés variées. L’article [27] représente une grande avancée
pour le probleme polynomial de valeurs propres. Les auteurs Mackey, Mackey,
Mehl et Mehrmann développent une approche systématique pour générer une
large classe de linéarisations. La maniere de linéariser le probleme polynomial
a un impact sur la qualité numérique de la solution approchée.

Dans notre article, nous développons un cadre dans lequel une version plus
générale des deux problemes (3.2) et (3.3) est analysée. Ce cadre est la notion



28 CHAPITRE 3. ALGEBRE LINEAIRE NUMERIQUE

de factorisation d’un seul coté <one-sided factorization>> qui remplace celle
de linéarisation. Notre analyse relie les solutions des problemes originels a
celles des problemes transformés. En particulier pour le problemes des valeurs
propres, ce cadre inclue les cas spéciaux des espaces vectoriels des faisceaux
Ly(P) et Ly(P) introduits par Mackey, Mackey, Mehl et Mehrmann dans [27].
On utilise ce méme cadre pour étudier le conditionnement et la stabilité des
systémes linéaires paramétrés (3.3). On étudie aussi 'effet d'un changement
d’échelle sur le probleme originel et sur le probleme transformé. On identifie
les situations pour lesquelles ce changement d’échelle peut potentiellement
améliorer de maniere importante le conditionnement et la stabilité.



Chapitre 4

Approximation d’opérateurs
intégraux

La suite de ce mémoire propose différentes manieres d’approcher la so-
lution d’une équation d’opérateur. L’opérateur est un opérateur intégral,
linéaire ou non linéaire. Dans une premiere partie, on traitera le cas d’une
équation linéaire de Fredholm de premiere espece. Ensuite, on s’intéressera
aux équations linéaires de Fredholm de deuxieme espece. La derniere partie
sera dédiée aux opérateurs non linéaires.

4.1 Equations intégrales linéaires de premiere
espece

Article[5]
A wavelet-vaguelet method for unfolding sphere size distribution,
Inverse Problem 18 (2002) p79-94

Ma premiere approche de la théorie des opérateurs intégraux s’est faite
avec le probleme classique de Wicksell qui est d’estimer une fonction densité
de probabilité inconnue. Ce probleme débouche sur une équation intégrale de
premiere espece qui se révele étre mal posée. On propose dans I'article une
méthode de régularisation reposant sur une décomposition en ondelettes-
vaguelettes. A notre connaissance, ce type de décomposition a été proposé
pour la premiere fois par Donoho dans un preprint de 1995 [6]. Pour que
la formulation soit simple, on transforme le probleme de Wicksell en une

29



30 CHAPITRE 4. APPROXIMATION D’OPERATEURS INTEGRAUX

équation intégrale mettant en jeu un opérateur de convolution. On construit
un estimateur de la solution en donnant des conditions suffisantes sur 1’on-
delette mere qui se trouve par conséquent différente de celle choisie par Do-
noho. On montre que la décomposition en ondelettes-vaguelette avec notre
choix d’ondelette mere permet de diagonaliser I'opérateur intégral lors de la
discrétisation. On propose une estimation de la sensibilité de la solution par
rapport a une perturbation des données. Ainsi, on montre que 1'utilisation
d’un type approprié¢ d’ondelettes-vaguelettes permet de traiter une équation
intégrale de premiere espece mal posée et qui, de plus, a des données bruitées.

4.2 FEquations intégrales linéaires de Fredholm
de seconde espece

Un projet franco-indien financé par la région Rhone-Alpes et le ministere
des affaires étrangeres m’a donné I'occasion de collaborer avec des chercheurs
de I'Indian Institute of Technology de Bombay. Notre travail portait sur les
équations intégrales linéaires de seconde espece. Comme il a été dit dans le
préambule, la difficulté de la mise en oeuvre numérique des méthodes d’on-
delettes m’ont poussée vers des espaces d’approximation plus classiques : les
espaces des fonctions polynomiales par morceaux.

Article[12]

A Mixed Two Grid Method Applied to a Fredholm Equation of

the Second Kind

C. Constanda and M.E Pérez (eds) Integral Methods in Science

and Engineering. vol 2 : Computational Methods (2009) p173-181
Le propos de cet article est de calculer a bas cott une approximation de

la solution d'une équation de Fredholm de deuxieme espece a une précision

donnée n. Plus précisément on étudie 'opérateur intégral régulier 1" défini

par

Tu(s):/o k(s,t)u(t)dt,

ot k € C*([0,1] x [0,1]) et m < 1
L’équation que 'on considere est :

(4.1) u—Tu=f
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ou f € C™[0,1].
La méthode de Nystrom consiste a approcher 'opérateur T' par un opérateur
T,, obtenu en remplagant 'intégrale par une formule de quadrature :

T.(2)(s) = an,jk(s,tn,j)x(tw), s e 0,1].

La méthode de Nystrom d’ordre n fournit une approximation u,, de la solution
1

m

exacte u dont erreur a la forme ||u—uy,||o = O ((ﬁ) ) ou [|.||lo est la norme
du max sur C°. (voir théoréeme 2.1 pp 98 dans [38]).

Cette méthode conduit a la résolution d’un systeme linéaire qui demande
O(n?) opérations.

Dans [38], Vainikko montre que I'on peut réduire le cout a O(n?) en utilisant
une méthode de quadrature a deux grilles. Une deuxieme étape permet a
Vainikko de réduire le cout de calcul & O(n), en utilisant une approximation
moins cotiteuse du noyau k. Vainikko montre que ces deux étapes permettent
de gagner en cotut sans pour autant augmenter I’ordre d’erreur de la méthode.
Dans ce papier, on se propose d’appliquer une méthode a deux grilles plus

performante, basée sur la méthode de projection modifiée présentée par R.
Kulkarni dans [23] ou [24].

Article[13]

Extrapolation Using a Modified Projection Method

Numer. Fonct. Anal. and Optimiz, Volume 30, Issue 11, 12, No-
vember 2009 , pages 1339 - 1359

Dans 'article [23], R. Kulkarni propose une nouvelle méthode de projec-

tion sur un espace polynomial par morceaux de degré < r —1 ayant un ordre
de convergence de 4r. Dans les article [26], les auteurs montrent comment on
peut améliorer 'ordre de convergence en utilisant une méthode d’extrapola-
tion. Pour I'appliquer, il faut pouvoir établir un développement asymptotique
de la solution approchée.
Dans ce papier, on montre que la solution approchée obtenue par la méthode
de projection modifiée de Kulkarni [23] possede un développement asympto-
tique qui reste valide pour la version discrete de la méthode. On peut ainsi
utiliser I'extrapolation de Richardson pour améliorer I'ordre de convergence
pour ’élever a 4r + 2.
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4.3 Equations non linéaires

Article[12]

A superconvergent projection method for nonlinear compact ope-
rator equations C. R. Acad. Sci. Paris volume 342, n3, pp 215-218
(fev 2006)

Article[15]

A Galerkin’s perturbation type method to approximate a fixed
point of a compact operator

International Journal of Pure and Applied Mathematics IJPAM,
vol. 69, No. 1 (2011).

On se propose d’étudier une équation non linéaire du type point fixe
r=K(x)

ou K est un opérateur non linéaire compact et différentiable. La méthode
classique de Galerkin consiste a résoudre cette équation dans un espace d’ap-
proximation de dimension finie A, :

(4.2) 2¢ = P,K(25).
Cette méthode a été analysée par Krasnosel’skii dans [22]. Il a été prouvé
que, si z* est un point fixe isolé, alors, pour un n assez grand, 1’équation (4.2)
a au moins une solution ¢ € X, N O telle que ||z& — z*|| tend vers 0 quand
n — oo. Avec des conditions supplémentaires sur I, la solution de (4.2) est
unique et le taux de convergence de 2& vers * est le méme que celui de P,z
vers x*.

Dans [2], Atkinson et Potra étudient la méthode de Galerkin itérée donnée
par

(4.3) zd = K(2%).

Cette approximation a été introduite par Sloan pour les équations linéaires
[34] et [35]. Si X est un espace de Hilbert et P, la projection orthogonale,
les auteurs de [2] montrent que x7 est superconvergente vers x* dans le sens
sulvant :

2 — 2|

m—) 0 quand n — oQ.
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Pour des projections générales P,, la méthode de Galerkin itérée est super-
convergent si et seulement si

[DE(z") (I — Po)a||

44 17— B

— 0 quand n — oo.

On propose dans ces articles une nouvelle méthode de projection pour
approcher le point fixe x*. Cette méthode s’inspire de la méthode de pro-
jection modifiée de [23]. Elle présente un grand avantage par rapport aux
méthodes de Galerkin et de Galerkin itérée : on n’a pas besoin de conditions
supplémentaires pour obtenir la superconvergence de la solution approchée
vers la solution exacte.

Article[16]
Nonlinear integral equation of the second kind : a new version of
Nystrom method

Dans cet article, on s’intéresse a un opérateur intégral non linéaire K :
O — B, B étant un espace de Banach et O un ouvert non vide de B, donné
sous la forme

K(z)(s) := /0 k(s t,z(t))dt, xe€B, sel0,1],

ou le noyau x est une fonction numérique de trois variables :
(5., ) € [0,1]x[0, 1] xR v k(s,£,u) € R,

avec assez de régularité pour que K soit Fréchet-différentiable sur O. Le
probleme et le suivant :

(4.5) Trouver p € O : @ = K(p)+ f,

pour une fonction donnée f € B.

Comme dans le cas linéaire, le principe de la méthode de Nystrom est
d’approcher la solution ¢ en approchant 'opérateur K par K,,, déduit de K
en remplagant I'intégration par une quadrature numérique. Cela conduit a un
systeme non linéaire dans un espace de dimension finie. Pour le résoudre, on
peut utiliser la méthode de Newton-Kantorovich. Cette stratégie commence
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par un processus de discrétisation et continue avec la phase de linéarisation
par la méthode de Newton du systeme non linéaire de dimension finie (voir
[3] pour plus de détails).

Une question naturelle se pose : Est-il théoriquement équivalent de com-
mencer par appliquer le procédé de linéarisation puis la discrétisation par
la méthode de Nystrom? Dans cet article nous analysons cette stratégie :
nous appliquons d’abord la méthode de Newton-Kantorovich a 1’équation
(4.5) dans un context d’espaces fonctionnels puis la méthode de Nystrom a
chaque équation linéaire fournie par le procesus de Newton.

Nous avons mis en évidence une propriété vraiment étonnante de cette stratégie :
On construit une suite d’itérés qui, quand elle converge, tend vers la solution
exacte ¢ quand le nombre d’itérés de la méthode de Newton tend vers 400
et ceci pour n’importe quel parametre fixé n. Cela signifie qu’en résolvant un
systeme de taille n, on peut approcher la solution a la précision voulue. Dans
le cas de la stratégie classique-discrétisation puis linérisation- les itérés sont
convergents vers I'approximation 1, d’ordre n de la méthode de Nystrom :
Yy, est solution de ’équation approchée ¢ = K,,(¢) + f, ou K, est 'approxi-
mation de Nystrom de K.

Article[17]
For nonlinear infinite dimensional equations, which to begin with :
linearization or discretization ?

Cet article est une généralisation de 'article précédent : On se place dans
un contexte plus général en traitant le probleme de déterminer ¢ € X solu-
tion de F(p) = 0, F' étant un opérateur non linéaire Fréchet différentiable
sur un espace de Banach complexe X. La stratégie classique de résolution
est de discrétiser le probleme, par une méthode de projection par exemple
(voir [2] ou [39]) puis de résoudre le systeme non linéaire par une méthode de
type Newton. Dans ce cas, nous obtenons une approximation de la solution
approchée par discrétisation.

Nous proposons de commencer par la linéarisation. Nous montrons que, sous
une condition sur la discrétisation, les itérés construits par notre méthode,
s’ils sont convergents, tendent vers la solution exacte ¢ quand le nombre
d’itérés tend vers +oo et ceci quelque soit le parametre de discrétisation
choisi.

Nous présentons deux exemples pour illustrer le théoreme : Nous traitons le
cas d’une équation intégrale de Fredholm de seconde espece en choississant
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la méthode de projection de Kantorovitch comme procédé de discrétisation
et la méthode de Newton-Kantorovich comme méthode de linéarisation. La
deuxieme application concerne le probleme spectral d’un opérateur différentiel.
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