N
N

N

HAL

open science

Contributions a ’étude d’espaces de fonctions et A’ EDP
dans une classe de domaines a frontiere fractale

auto-similaire
Thibaut Deheuvels

» To cite this version:

Thibaut Deheuvels. Contributions a ’étude d’espaces de fonctions et d’EDP dans une classe de do-
maines a frontiere fractale auto-similaire. Mathématiques générales [math.GM)]. Université de Rennes,

2013. Francais. NNT': 2013REN1S025 . tel-00869946

HAL Id: tel-00869946
https://theses.hal.science/tel-00869946
Submitted on 4 Oct 2013

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00869946
https://hal.archives-ouvertes.fr

( ek
UNIVERSITE DE%

RENNES 1

7N\

ueh

N—

THESE / UNIVERSITE DE RENNES 1
sous le sceau de I'Université Européenne de Bretagne

pour le grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE RENNES 1

Mention : Mathématiques et applications

Ecole doctorale Matisse

présentée par
Thibaut Deheuvels

préparée a |'unité de recherche 6625 du CNRS : IRMAR

Institut de Recherche Mathématique de Rennes
UFR de Mathématiques

Contributions a l'étude

d’espaces de fonctions
et d'EDP dans une

classe de domaines
a frontiere fractale

auto-similaire

Thése soutenue a Rennes
le 22 mars 2013

devant le jury composé de :

Yves ACHDOU

Professeur Univ. Paris 7 / directeur

Alain DAMLAMIAN

Professeur Univ. Paris Est Créteil / rapporteur

Bertrand MAURY

Professeur Univ. Paris Sud / examinateur

Umberto MOSCO

Professeur Worcester Polytechnic Institute / rapporteur

Michel PIERRE

Professeur ENS Cachan (Bretagne) / examinateur

Christophe SABOT

Professeur Univ. Lyon 1/ examinateur

Nicoletta TCHOU
MCF Univ. Rennes 1/ directrice

Maria Agostina VIVALDI

Professeur Univ. La Sapienza (Roma) / examinatrice







REMERCIEMENTS

Mes premiers remerciements vont tout naturellement a mes directeurs de thése, Nicoletta
et Yves qui m’auront énormément apporté durant ces trois ans. Tout au long de ma these, j’ai
pu compter sur leur aide, leur patience et leur soutien en toutes circonstances, et je leur en suis
extrémement reconnaissant.

Par ailleurs, je remercie chaleureusement Alain Damlamian, Bertrand Maury, Umberto
Mosco, Michel Pierre, Christophe Sabot et Maria Agostina Vivaldi qui me font ’honneur de
faire partie du jury.

Je souhaite en particulier exprimer toute ma gratitude a Alain Damlamian et Umberto
Mosco qui ont accepté d’étre les rapporteurs de cette these. Je les remercie vivement pour I’at-
tention qu’ils y ont portée.

Je profite de cette occasion pour adresser un merci tout particulier aux enseignants qui, au
cours de mes années d’étude, ont su cultiver et attiser mon intérét pour les mathématiques.
Certains d’entre eux ont joué un grand role dans les choix que j’ai faits : Laurent Doublier,
Frank Taieb, Yves Duval. Les enseignements que j’ai regus & ’ENS ne sont pas en reste, bien au
contraire. En particulier, les cours de Michel, d’Arnaud et de Grégory m’ont particuliérement
marqué par leur qualité et leur richesse.

D’autre part, si la theése est indéniablement une aventure scientifique, c’est aussi heureu-
sement une aventure humaine, et j’ai eu la chance d’étre entouré de personnes que j’estime
particulierement. Certains sont d’ailleurs devenus de véritables amis.

Ayant été doctorant a Rennes 1 et moniteur a 'ENS Cachan a Ker Lann, j’ai eu la grande
chance de cotoyer tout autant les deux équipes.

Travailler sur le "plateau de mathématiques" a été un vrai plaisir, et je me dois de remercier
ceux qui sont a l'origine de 'ambiance si chaleureuse qui y régne, et que j’apprécie beaucoup :
Julia, Charly, Quentin, Sylvain, Marie, Ludo, et Guillaume, que je remercie tout particuliére-
ment pour son amitié. Un grand merci également a Virginie, Yannick et Grégory avec lesquels
j’ai passé tant de bons moments.

Par ailleurs, ’'ambiance a Rennes 1 a toujours été particulierement agréable, et J’y ai fait
beaucoup de rencontres précieuses. Merci beaucoup a Cyril, Nicolas P., Julie, Nicolas R., Ludo,
Sarah, Guillaume, Elise, Christophe, Romain, Kodjo, Jérémy, Bérangere. C’était par ailleurs un
grand plaisir de partager mon bureau avec Cyril et Guillaume.



J adresse également mes remerciements aux personnels de 'PIRMAR, que j’ai toujours trou-
vés tres disponibles, et particulierement agréables. Je pense en particulier a Carole, Claude,
Hélene, Marie-Aude, Olivier, Patrick.

Mes pensées vont aussi a I’équipe de I'ENS avec laquelle j’ai le grand plaisir de travailler
désormais. Grace aux membres de I’équipe : Arnaud, Benoit, Gilles, Michel, Rozenn, Virginie,
PPENS est un lieu extrémement agréable et convivial. J’adresse également un merci a Karina
dont j’apprécie tant le travail que la bonne humeur constante. Je remercie aussi Christine, Rose-
Marie, et Yann pour leur disponibilité et leur efficacité.

Il serait bien malhonnéte d’oublier de remercier mes parents, mes freres Sébastien, Alexandre
et Baptiste, ainsi que ma belle-soeur Charlotte, pour leur soutien sans faille. C’est 'occasion de
leur rappeler combien ils comptent & mes yeux. J’adresse aussi un grand merci a ma belle famille,
et en particulier & mes beaux-parents pour leur précieux appui.

Pour finir, j’adresse mes remerciements a ma femme Aymeline qui est pour moi une véritable
source d’énergie positive, et qui a tant fait pour me soutenir et m’épauler pendant ma thése. Elle
sait combien elle compte pour moi.



TABLE DES MATIERES

I Introduction 9
1.1 Ensembles fractals auto-similaires et domaines ramifiés ... ............... 12
1.1 Les ensembles fractals et leur dimension . . . ....... ... ... ... ... 12

1.1.2  Ensembles auto-similaires et domaines ramifiés .. ................ 13

1.1.3  Une classe de domaines ramifiésduplan........ .. ... .. .. ... 18

1.2 Eléments d’analyse dans les domaines irréguliers. . ... .................. 23
121 Lecasrégulier. ... ... ... . L 23

1.2.2  Le cas des domaines lipschitziens. . . . ... ... ... oL 25

1.2.3 Domaines (¢, &) et propriété de prolongement Sobolev. . .. .. ....... 25

1.2.4 Domaines de John et inégalités de Poincaré. . . .................. 27

1.2.5 Trace sur un sousensemble de R” . . . ...... ... .. .. .. .. ....... 27

1.2.6 Espaces de fonctions définies sur desfermés. . ... ....... ... ... .. 28

1.3 Lecasdesdomainesramifiés . .. ... .. 36
1.3.1  Inégalité de Poincaré sur les domaines ramifiés. . . . ............... 37

1.3.2  Prolongement et trace dans le cas sous-critique. . . ... ... .. ... ... 38

1.3.3 Construction d’un opérateur de tracesur I'™ . .................. 38

1.3.4 Caractérisation de I’espace de trace. . . . ... .. ... . 39

1.4 Etude ’EDP dans des domaines 3 frontiére fractale. . .. ................. 40
1.4.1  EDP dans des des domaines ramifiés ou des arbres fractals. . .. ....... 40

1.4.2  Problémes de transmission a travers une interface fractale . . .. ....... 41

1.5 Résumédelathése. . ... ... . . . . . 42
151 Comparaison des espaces JLip et Besov. ... .. ... . ... .. ... 42

1.5.2  Propriété de prolongement Sobolev pour les domaines ramifiés . . . .. .. 46

1.5.3 Comparaison des définitionsde trace . . . .. .. ... 47

1.5.4 Un probléme aux limites dans QU(RZ\ Q) . .. .................. 48



6 Table des matiéres

II Trace and extension theorems for a class of ramified domains with self-
similar fractal boundary

2 JLip versus Sobolev spaces on a class of self-similar fractal foliages
2.4 Introduction . . . ..o

2.2 The Geometry . ...ttt e
2.21  The similitudes f; and f, and the self-similarsec '™ . . .. ...........

2.2.2 Ramifieddomains. . ... .. oottt

2.3 Trace results in the ramified domains . .. ............ ... ... .........
2.3.1 Definition of JLip(¢, p, p; ;T ) forO<t <l ..ot

2.3.2  Characterization of the traces on I'*® of the function in Wh2(Q) . .. . ..

2.4 Embedding of the [Lip spaces in Sobolev spacesfora=a"................
244 Mainresults. . ...
2.4.2 Proofof Theorem2.4.1 .. ... ...

2.4.3 Proofof Theoremz.4.2 ... ... .

2.5 Proofs of the geometrical lemmas. . . ... ... ... .. L o oL oL
2510 ThecasemO > /2. . .o
252 ThecasemO=7/2 . . . ..

2.6 Another geometry . . . ..o
3 Sobolev extension property for tree-shaped domains with self-contacting fractal

boundary

34 Introduction . . . ..o

3.2 The Geometry . .. oottt e

3.3 Extension and trace resultsin WBP() ... ...
3.3.1  Extensionresultinthecasea<a®....... ... ... ... .. ... . ...
3.3.2  Characterization of the traces on I'*® of functions in Wh?(Q) . ... . ...

3.3.3 JLip versus SobolevspacesonT'™. ... ... ... ... .. ... ...

3.4 Themainextensionresult........... ... ... ...
3.4 Theextensiontheorem . ....... ... ...,

3.4.2 Adensityresult .. ...

3.5 Proof of the lifting theorem. . . ... ... ... . .
3.510 Proofofpointt1 ....... .. ...
3.5.2 Proofofpoint2 ...... .. ...

3.6 Proof of the extensiontheorem ... ..... ... ....... ... ... ... ........

3.7 Proof of the geometrical results . . . . ... ... .. L L
3.7.1 Proof of the geometrical results from paragraph 3.5..6 . ... ... ... ..

3.7.2  Proof of the geometrical results from paragraph 3.5.2 . .. ... ... .. ..



Table des matieres 7

4 Comparison of different definitions of traces for a class of ramified domains with

self-similar fractal boundaries 127
41 Introduction . . . .. .. 127
4.2 Theramifieddomains. . . .. ... ... .. ... .. . . 129
4.214 Theself-similarset T, . .. .. ... .. ... . .. . . .. 129
4.2.2 Theramifieddomains .. ......... ... . ... .. . . . . 129
4.2.3 Ramified domains are two=sets. . . .. ... 130
4.3 Different definitions of boundary traces ... ........ ... .. ... .. .... 131
431 The classical definition of traces. . . ... ... .. ... L. 131
4.3.2 A trace operator defined by self-similarity. . . . ...... .. ... L. 132
4.4 Comparison of the two definitions of trace . . . . ......... ..., 132
4.4.1  Extension results for the ramified domains . .. ... ............... 132
4-4.2  Some results on the classically defined trace. . . .......... .. ... ... 133
4-4.3 Self-similar strictly defined traceon I™ ... ... ... ... ... .. ... 135
4-4.4 Comparison of the different traces. . . . . ... ... .. ... .. ... 137

IIT A numerical approach for a mixed transmission problem with a self-similar

fractal interface 139
5 Une approche numérique d’un probléme de transmission mixte avec une inter-

face fractale auto-similaire 141

S0 Introduction . . ...t 141

5.2 Le probleme aux limites dans QUQ,. . ... ... ..o L oo 143

5.2.1  Le probleme avec interface fractale. . . . ......... .. ... .. ... 143

5.2.2  Le probléme avec interface préfractale .. ...... ... ... .o L. 144

5.3 Le probleme extérieur homogeéne. . .. ....... ... ... .. . oL 146

5.3.1  Résolution du probléme extérieur homogene. . .. ........ ... ..... 146

5.3.2  Discrétisation et résolution numérique du probléme extérieur . . . ... .. 149

5.4 Leprobleme intérieur. . ... .. ...t 150

5.5 Résolution du probleme aux limites dans Q7 UQ” . ... ... 151

5510 Unexempledanslecas f€=0... ... ... ... 152

5.5.2  Le probleme aux limites avec une source extérieure ponctuelle. . . ... .. 155

5.6 Résolution auto-similaire du probléme intérieur. ... ................... 158

5.6.1  Approximation de lasolutiondans Q7. ... ... .. .. o L 159

5.6.2  Application a la résolution numérique du probléme intérieur. . .. ... .. 162

5.7 Annexe : calcul explicite des intégrales. . . . ... ... L i L. 163






PREMIERE PARTIE







CHAPITRE 1

Introduction

Cette these porte sur I’étude d’espaces de fonctions définies dans des domaines du plan de
type arborescent appelés domaines ramifiés, dont la frontiere présente une partie fractale auto-
similaire. Ce type d’objet fractal a été introduit par B. Mandelbrot dans [Man82], puis étudié
dans I’article [MFgg].

Ce manuscrit est consacré a des questions d’analyse en amont de la modélisation de struc-
tures arborescentes, comme des arbres ou des plantes, le poumon humain, des deltas de fleuves,
etc. On se contente pour le moment d’envisager des modeles en deux dimensions seulement.

Nous nous intéressons dans ce travail a des propriétés de trace et de prolongement pour
ces domaines. Nous considérons également des problémes aux limites dans ces domaines et leur
complémentaire.

Dans cette introduction, on commence par décrire la notion de fractalité et ses principales
propriétés, on définit la classe des ensembles auto-similaires ainsi que celle des domaines ramifiés
de R”.

On rappelle ensuite des outils d’analyse dont nous disposons dans les domaines dont la
frontiere n’est pas réguliere. On s’intéresse en particulier aux résultats de trace sur la frontiere
de ces domaines, et aux résultats de prolongement a I’extérieur. On détaille la définition des
espaces de fonctions jouant un role dans ces théoremes.

On introduit ensuite les outils disponibles dans le cas particulier des domaines ramifiés qui
font I’objet de cette these.

On conclut cette introduction avec des applications des espaces fonctionnels introduits a
I’étude d’équations aux dérivées partielles dans des domaines a frontiere fractale.

On propose pour finir un résumé des articles dont la these est composée.

11



12 Chapirre 1 - Introduction

1.1 ENSEMBLES FRACTALS AUTO-SIMILAIRES ET DOMAINES RAMIFIES
1.1.1 LES ENSEMBLES FRACTALS ET LEUR DIMENSION

La notion de fractalité a été introduite par Benoit Mandelbrot. Aujourd’hui encore, aucune
définition de cette notion ne fait consensus. Il est cependant communément entendu lorsqu’on
parle d’objet fractal que I'on désigne un objet présentant une extréme irrégularité, caractérisé
par une forme d’invariance par changement d’échelle. En d’autres termes, il s’agit d’ensembles
qui présentent des détails a toutes les échelles. On peut aussi voir les ensembles fractals comme
des objets dont la dimension n’est pas enti¢re, la notion de dimension étant A préciser.

Les ensembles ayant des propriétés fractales étaient connus avant les travaux de Mandelbrot,
C’est le cas par exemple de I’ensemble de Cantor décrit ci-dessous. Toutefois, on doit 4 Mandel-
brot d’avoir établi 'intérét indéniable de I’étude des fractales, en mettant en valeur les liens entre
ces ensembles et les formes de la nature dans son livre The Fractal Geometry of Nature [Man82].
Ce dernier propose dans son ouvrage de modéliser des formes ou des structures naturelles non
plus par des objets lisses de la géométrie classique, mais par des ensembles fractals, qui rendent
compte de I'irrégularité parfois trés importante de ces objets.

Exemples Parmi les exemples les plus célebres, on trouve ’ensemble triadique de Cantor. Il
est construit en partant du segment [0, 1] dont on commence par retirer le tiers médian. On
obtient alors le deuxiéme ensemble sur la Figure 1.1, constitué de deux segments de longueur
1/3. On retire ensuite le tiers médian de chacun des segments obtenus, et on itére cette opération
a I'infini. Pensemble obtenu de cette maniere est I’ensemble de Cantor.

FIGURE 1.1 - Premiéres itérations de la construction de ’ensemble de Cantor

Le triangle Sierpinski est un autre exemple classique d’ensemble fractal. On ’obtient en partant
d’un triangle équilatéral plein dont on retire le triangle équilatéral formé en joignant les milieux
des trois cotés du premier triangle. On obtient alors trois triangles dont on retire également
un plus petit triangle (voir Figure 1.2). En renouvelant cette opération a I'infini, on obtient le

triangle de Sierpin,s/ei.

1.1.1.2 Dimension de Hausdorff

On a recours a différentes définitions de la notion de dimension pour décrire les objets
fractals. La plus commune est la dimension de Hausdorff dont on rappelle ici la définition dans
le cas particulier des ensembles boréliens de R”.

On rappelle pour commencer la définition des mesures de Hausdorff. Pour ¢ > 0 et s > 0, on
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FIGURE 1.2 - Le triangle de Sierpinski et les premiéres itérations de sa construction

deéfinit la mesure borélienne J#7° par

A7 (B) = inf Z(diam X;), BC UXi’ diam X; < ¢ pourtout i €N },
ieN ieN

pour tout borélien B de R”. On définit alors la mesure de Hausdorff s-dimensionnelle comme

la mesure borélienne 5#° = lim e%i 5
E—)O

On note que la mesure de Hausdorft 7" coincide sur R” avec la mesure de Lebesgue 7-dimen-
sionnelle A,.

Les mesures de Hausdorff présentent la particularité fondamentale que pour tout borélien B de
R”, il existe un réel d, 0 < s; < oo tel que

o pour tout s <d, J°(B) = oo,
o pourtout s >d, #°(B)=0.

Le réel d est appelé dimension de Hausdorff du borélien B.

1.1.2 ENSEMBLES AUTO-SIMILAIRES ET DOMAINES RAMIFIES
1.1.2.2 Ensembles autosimilaires

Les ensembles dits auto-similaires peuvent étre décrits comme des ensembles formés de con-
tractions d’eux-mémes. Ils présentent de ce fait une forte invariance par changement d’échelle.
De fait, la plupart d’entre eux ont des propriétés fractales.

Lintérét porté a ces ensembles s’explique par le fait que malgré leur irrégularité, ils s’expriment
de maniere tres simple, et leur invariance par changement d’échelle permet de les étudier avec
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précision. Ils sont en outre de bons modeles pour nombre d’objets naturels qui ont des proprié-
tés relativement similaires, comme les arbres, les fougeres, certaines montagnes, mais aussi les
poumons ou les vaisseaux sanguins.

Les ensembles auto-similaires peuvent étre définis dans le cadre tres général des espaces mé-
triques, on se limitera toutefois ici au cas de R”, n > 1, suffisant pour la suite.

Plus précisément, un ensemble auto-similaire K de R” s’écrit

oules fi,..., fy sont des similitudes contractantes, c’est-a-dire qu’il existe r; €]0,1[,7 = 1,...,N
appelés rapports de contraction des f;, tels que pour tous x,y €R” etz =1,...,N,

/i) = £l = rilx =yl

On peut montrer (voir par exemple [Hut81]) que lorsqu’on a fixé les similitudes contrac-
tantes f,...,/y, il existe un unique compact K de R” satisfaisant (1.1). On dit alors que le
compact K est I'invariant associé a la famille de similitudes (f},..., f). On donne parfois a la
famille (f,..., fy) le nom de systeme de fonctions itérées (IFS).

La preuve utilise le théoréme de point fixe de Banach-Picard, 'application F définie par

N
F(A) = Uﬁ(A) (1.2)

pour tout compact A de R” étant contractante pour la distance de Hausdorfl. L'application F
fournit alors un moyen de construire ’ensemble invariant associé a un IFS par récurrence, en
appliquant F de fagon itérée a n’importe quel compact de R”.

Les systéemes de fonctions itérées sont alors un moyen tres pratique pour construire aisément
des ensembles fractals.

Exemples Lexemple le plus simple d’ensemble auto-similaire est le segment [0,1], qui est
I'invariant des homothéties de centre O et 1, et de rapport % Cet exemple montre par ailleurs
que les ensembles auto-similaires peuvent étre réguliers et avoir des dimensions entieres.

De son c6té, ’ensemble de Cantor est en fait I'invariant de la famille de similitudes constituée
des homothéties de centre o et 1, et de rapport % La construction de la Figure 1.1 ci-dessus
est d’ailleurs la construction itérative décrite plus haut : elle consiste a appliquer F de maniére
répétée au segment [0, 1].

Le triangle de Sierpifiski est quant a lui invariant de I'IFS constitué des trois homothéties ayant
pour centre les sommets respectifs d’un triangle équilatéral, et pour rapport % On obtient la
construction de la Figure 1.2 en appliquant la transformation F associée a I'IFS au triangle
équilatéral plein.

DIMENSION DES ENSEMBLES AUTO-SIMILAIRES

On peut facilement calculer la dimension de Hausdorff d’un ensemble auto-similaire K a
partir des rapports de contraction des similitudes qui lui sont associées, a condition que ces
similitudes vérifient les bonnes propriétés. Bien que le compact auto-similaire associé a un IFS
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soit unique, on voit aisément que la réciproque est fausse : on obtient par exemple le méme
compact invariant en ajoutant a un IFS [’une de ses similitudes. On remarque également que le
segment [0, 1] est aussi I'invariant des homothéties de centre O et 1 ayant pour rapport n’importe
quel réel a € [1/2,1].

On dit qu'un IFS satisfait la condition de ouvert, ou condition de Moran (voir [Mor46]) s’il
existe un ouvert borné o C R” vérifiant

Ui fi@) C e, ()

filw)Nfiw)=0sii#].
Dans le cas ot la condition de 'ouvert est vérifiée, Moran montre dans [Mor46] que la dimen-
sion de Hausdorff du compact auto-similaire K est I'unique réel d > 0 tel que

Z”id =1 (1.4)

En fait, on a méme 0 < .#%(K) < o.

On note par exemple que lorsqu’on ajoute une de ses similitudes & un IFS, ou lorsqu’on
augmente le rapport de contraction de similitudes engendrant le segment [0, 1], on obtient un
IFS qui ne satisfait pas la condition de ouvert. La condition de louvert permet en quelque
sorte de limiter les recouvrements entre les ensembles £;(K), z =1,...,N.

Exemples On voit aisément que la famille de similitudes décrite au paragraphe précédent
pour construire I’ensemble de Cantor vérifie la condition de 'ouvert dans R, en considérant
par exemple ouvert ]0,1[. La dimension de Hausdorff de Iensemble de Cantor vaut donc
In2/1n3 % 0,63.

De méme, les similitudes ayant pour invariant le triangle de Sierpinski données au paragraphe
précédent vérifient la condition de Moran dans R? en prenant pour w lintérieur du triangle
équilatéral. On en déduit la dimension de Hausdorfl du triangle de Sierpinski, qui vaut
In3/ln2=1,58.

DESCRIPTION DES ENSEMBLES AUTO-SIMILAIRES

Si K est invariant d’un IFS (£, ..., fy), on peut établir une correspondance entre les suites
de similitudes prises parmi les f; et les points de K. On a alors recours a des notations consistant
a représenter les suites de similitudes par des suites a valeurs dans {1,...,N}; on introduit les
notations suivantes :

o on désigne par o7, = {1,...,N}* I'ensemble des suites finies de taille £ € N* i valeurs
dans {1,...,N}, on appelle aussi les éléments de <7, des mots de taille £ dans I’alphabet
{1,...,N}, il sera utile d’introduire aussi un ensemble <7 contenant un seul élément qu’on
appelle le mot vide et qu’on convient de représenter par ¢ ;

o on note & = .., 'ensemble des suites finies a valeurs dans {1,...,N}, on appelle
les éléments de o7 des mots finis dans 'alphabet {1,...,N};

¢ on note &7, = {1,...,N}Y" les suites infinies a valeurs dans {1,...,N}, et on appelle les
¢léments de <7, des mots infinis dans Ialphabet {1,...,N}.
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Les ensembles .7, < et o7, permettent de représenter les suites de tailles &, finies, et infinies
de similitudes parmi les f; : pour £ > 1 et 0 € &7, on définit la similitude f, par

Jo =foy©---0 fogey- (1.5)

Dans le cas ou o est le mot vide ¢, on convient que f, =1Id. Si 0 € & et x € R”, la suite
(fo1)© -+ © foe)(x))p converge vers un point de I'invariant K £, (x) indépendant de x qu'on
appelle encore £ :

fa :kli_)n;ofzf(l)o"‘ofo(k)(x)' (16)

On appelle parfois £, le point limite du mot o € .o7_. La proposition suivante justifie la descrip-
tion du compact invariant par les suites de similitudes parmi les f;.

PROPOSITION 1.1.1 = Si K est invariant des similitudes contractantes f,, ..., fy, alors Lapplication
h:oed —f €K (1.7)
est surjective.

On peut donc décrire tout point x de K par au moins une suite infinie de similitudes, qu'on
appelle encore adresse du point x.

On note par ailleurs que la fonction 5 n’est pas toujours injective, méme lorsque I'TFS satisfait la
condition de [louvert. Dans le cas du segment [0,1], on a par exemple
% = 5h((1,2,2,...)) = h((2,1,1,...)). En fait, la fonction 5 est une bijection si et seulement si

fi(K)N f;(K) =0 pour tous i # ;.
(QUELQUES NOTATIONS

Pour décrire les suites de similitudes, il sera utile pour la suite d’avoir recours aux notations
suivantes, empruntées a la théorie des langages formels.

o Pour deux entiers n,m et o € &, 0’ € o7, on définit
/ / /
oo’ =(o(1),...,0(n),0'(1),...,0'(m)) € <, .
Pour m = oo, on définit 00’ € o7, de maniére similaire.

o Sin>0eto € <, on définit pour k>0

ot =00...0 € Ay, 0 =00...0... € A,

[e¢]
k
o Sio,T €, onposec|t={o,7} C .

o Pourc e/ et 2 C U, ondéhnit 0 2 ={o7, 7€ Z}. De méme, si 2" C &7, on
définit Pensemble 2°0 ={ro, v € 2} pour o € U .

o Si. 2 C « etk €N, on introduit les ensembles
%k:{al...ak, Oy 0, €X'}, 27 = U 'k
keN

X ={00y...€ ., Vi, 0, € X}
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o Sioce U séerit 0 =7/, on dit que T est un préfixe de o, et que 7’ est un suffixe de
o.
Sio, T €/ U sont tels quaucun des deux mots o et T n’est préfixe I'un de I'autre, on
notera o L 7.

Exemple. Si N = 2, I’ensemble noté (12|21)* désigne les mots infinis o vérifiant
0(2k) # o(2k — 1) pour tout entier k positif.

ENSEMBLE D’ AUTO-INTERSECTION, ENSEMBLE POST-CRITIQUE

On définit ici la notion d’auto-intersection d’un ensemble auto-similaire, utile pour la suite.
On dit qu'un ensemble auto-similaire K invariant pour la famille de similitudes (f},..., fy)
présente des auto-intersections s’il existe des points de K ayant deux adresses distinctes, c’est-a-
dire qu’il existe o, € < tels que o # 7 et h(o) = h(7).

On définit alors 'ensemble d’auto-intersection de K comme I'ensemble des points de K ayant

plusieurs adresses distinctes, qu’on peut écrire U 1. Ek), ou
oed

2k = (JAE)NF(K). (1.8)
i#]

On note par exemple que 'ensemble de Cantor n’a pas d’auto-intersections, ou que ’ensemble
d’auto-intersection du triangle de Sierpinski est constitué des images des centres des trois simili-
tudes par les transformations f,, 0 € &\ {¢}.

Ensembles auto-similaires p.c.f. Soient K un ensemble auto-similaire et = I’ensemble défini
par (1.8). On introduit lensemble 6 = h~1(Zx) C o appelé ensemble critique associé a K, o
la fonction 5 est définie en (1.7). On appelle alors ensemble post-critique de K ’ensemble de
mots

Py = U{aeﬂm, dre '\ {¢}, To €6y} (1.9)

On dit alors que K est post-critiquement fini (p.c.t.) si 'ensemble post-critique & est fini. On
définit alors ’ensemble

Vok = h(Pk) (1.10)

qu'on appelle parfois le bord de K. On note =, ¢, & et V, au lieu de =g, Gk, P et Vo
lorsque le contexte est clair.

Exemple. Dans le cas du triangle de Sierpinski, I’ensemble E est constitué des milieux des trois
segments du triangle équilatéral formé par les points fixes des similitudes. L’ensemble critique
est alors donné par

¢ = {12%,21%,23%,32%,31°, 13},

Lensemble post-critique est alors &7 = {1°°,2%°,3%}, et V}, est constitué des centres des trois
similitudes.
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1.1.2.b Mesure invariante sur les ensembles auto-similaires

Si K est le compact invariant associé a I'IFS (f,..., fy), J. Hutchinson montre qu’il existe
une unique mesure de probabilité u sur K telle que
X d

p=r'ug, (141)

ou d est le réel défini en (1.4) et u ) désigne la mesure image de u par la similitude f; (voir
[Hut81]). On appelle cette mesure la mesure invariante ou mesure auto-similaire associée aux
similitudes f},..., fy-

Dans le cas ou I'TFS vérifie la condition de 'ouvert, cette mesure n’est autre qu’une renor-
malisation de la mesure de Hausdorff .7 restreinte 3 K. On montre en outre (voir par exemple
[Kigo1]) que K vérifie la propriété

ji”d(fi(K)ﬂfj(K)) =0 pouri#j. (1.12)

1.1.2.c Domaines ramifiés

Nous décrivons ici les domaines ramifiés, sur lesquels nous allons porter notre intérét dans
toute la suite. Il s’agit de domaines de type arborescent de R” dont la frontiére contient un
ensemble auto-similaire.

On considere un IFS (fi,..., fy) dans R”, ainsi que que deux points P; et P, de R” tels que
P, # P,, et une courbe réguliére I'? joignant P, a P,. Lorsqu’il existe un ouvert connexe borné
Y? dans R” de fronti¢re réguli¢re par morceaux tel que :

o IPulY, /(1% caye,
& pour tous 0,7 € & tels que o L 7, £,(YO)N £.(Y°) =0,

on dit que 'ouvert Q2 C R” défini par

Intérieur U fg(ﬁ) (1.13)

oced

est un domaine ramifié pour les similitudes f,..., fy.

Du fait de leur définition, les domaines ramifiés satisfont la propriété (1.3), ce qui implique
qu’un IFS pour lequel il existe un domaine ramifié satisfait la condition de I'ouvert.

1.1.3 UNE CLASSE DE DOMAINES RAMIFIéS DU PLAN
1.1.3.2 Une classe d’ensembles auto-similaires non p.c.f. du plan

Nous décrivons ici les ensembles auto-similaires qui nous intéresseront dans la suite de la
thése. Ces ensembles ont été définis dans [Man82] par B. Mandelbrot qui introduit la classe des
arbres fractals, des compacts de R” présentant des branchements a toutes les échelles. Les arbres
fractals, et particulierement leur partie auto-similaire ont été étudiés en détail par B. Mandelbrot
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et M. Frame dans [MFog]. La topologie de ces ensembles a par ailleurs fait I'objet d’une étude
dans [Tayo7, Tayog].

On se place dans R?. On consideére deux similitudes f; et f; dont les rapports de contrac-
tion sont les mémes (notés a), et les angles sont opposés (notés +0), avec 0 < 6 < 7. Plus
précisément, les similitudes f; et f, que nous considérerons sont décrites par

e —a )L, x,cosf — x,sind
'\ x, B x;sin@+x,cos6 )’
x, a x; cos 0 + x,sin 6
f2< x, > </5 >+ﬂ< —x;sin@ +x,cos6 )’
pour tout (x;,x,) € R?, oll @ et 3 sont des réels positifs. On appelle I le compact invariant

pour les similitudes £}, f,. La Figure 1.3 présente des exemples de ces invariants pour différentes
valeurs de a et de 6.

(1.14)

On verra dans le paragraphe suivant que le systeme de similitudes (f;, f;) satisfait la condition
de Pouvert, ce qui justifie le calcul immédiat de la dimension de Hausdorff de I'™ notée d dans
la suite :

log2
log1/a’

d = dim, ' =

R ey SR NS S|
e, ey ot Ty S {f” T
v 4k 4 - A =€
- + o # ¢ oD [V < X,
PR P iy,
-~ Y Y
;o 4
i e ol 5ol
o = o "y
¢ x !
Ew,‘ . Mep P
S R S S
— * — T — *
9—1,4<a€ 6_7’“_46
. N Ty
LETE T A h}“{f Y ‘}\%
A N K kS £ ¥
Lk FIRY I Fan ™ e D
P [N I ; y
! y 2 3
/ \ : :
5 < ey kS
0 ) ¢ b
1 ; X ;
s Ly I"\wf ’\M“)
— T * — T — x
9_§,1/1<a€ 6’_3,41_416

FIGURE 1.3 - Uinvariant des similitudes f; et f, pour différentes valeurs de 0 et a.
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’ENSEMBLE D’AUTO-INTERSECTION DE I

Le résultat suivant, énoncé par ailleurs dans [MF99], est démontré au Chapitre 2 (voir aussi la
Figure 1.3).

’ \ . . . ’ 1
THEOREME 1.1.1 — Pour tout 0 €10, 5[, il existe un unique réel a; € (3,1) tel que :

o sia <ay,alors f,(T*)Nf,(I>°) =0, ce gqui implique par anto-simlarité que T>° est totalement
disconnexe, c’est-a-dire que les seules parties connexes de I'™° sont les singletons,

o sia = ay, alors fi(I'°) N f,(T*°) # 0, c’est-a-dire que I présente des anto-intersections,
et Panto-similarité de Uinvariant impligue que I°° est connexe (par le Théoréme 1.6.2. de
[Kigo1]).

I sera utile par la suite de s’intéresser a I’ensemble d’auto-intersection du fractal '™ lorsque
a = ay, et plus particulicrement a sa dimension. On rappelle que I'ensemble d’auto-intersection
de T sécrit | J, ., £, (E), ot Z = fi(T®) N f,(T*). Sa dimension de Hausdorft est alors la
méme que celle de =.
Lorsque 2 = a}, on distingue deux cas tres différents.

Z- des réels £ ou k£ € N\ {0}, on montre dans le

. ) . \ b
- Si ? n’appartient pas 3 ler/lser‘nb\le " % A\ {0}, \
Théoreme 2.2.2 que = est réduit a un singleton donné par le point limite f;ym+1(;,, ot m
est le plus petit entier tel que m¢ > 7. En d’autres termes, I’ensemble critique ¢ de T'™°
LA .
s'écrit :

¢ = {12™F1(12)°, 21™F(21)>}.

On en déduit que ’ensemble post-critique est {2¢(12)°, 0 < b < m+ 1} U {1¥(21),
0<k <m+1} et que I'™ est p.c.f.
Par ailleurs, ’ensemble d’auto-intersection de I'*° est dénombrable dans ce cas.

- Si en revanche 6 appartient a I'ensemble 3%, on montre dans le Théoréme 2.2.2 que =
est constitué des points limites £, pour o € 12™+1(12|21)°. Lensemble critique de '™
s’écrit alors

¢ = 12"H(12)21)°)21™ (21]12)>.

Lensemble post-critique est donc donné par
(2k(1221)°, 0 <k <m4+ 13U {15(21]12)*, 0< b <m+1},

et '™ n’est pas p.c.f.
Dans ce cas, = est par ailleurs un ensemble de type Cantor, dont la dimension de Haus-
dorff est donnée par

[1]

. log2 d
dim; = 5

2log1/a
Ceci découle du fait qu’a une contraction pres, on peut voir = comme le compact invariant

des similitudes £, o £, et f; 0 f;, toutes deux de rapport de contraction a? (voir Proposition
2.2.1), dont on verra qu’elles forment un systeme satisfaisant la condition de ouvert.

Le parametre critique 4 peut étre calculé en résolvant une équation polynomiale dont le
p q p q poly

’ ’ . ’ \
degré dépend de I’angle @ (voir le Théoréme 2.2.1) :
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PROPOSITION 1.1.1 = Pour 0 < 0 < 3, le parametre critique ay, est donné par Punique racine positive

de Péquation :
m

. 1
ZX‘“chos(i@) = -,
1=0 2

o w est le plus petit entier tel que mf > 7.

Dans [MF99], les auteurs étudient le rapport critique a; quand ¢ varie et proposent une
courbe représentant 4} en fonction de I’angle &, donnée en Figure 1.4. Le cas qui nous intéresse
ici correspond aux angles 0 < 6 < 7 sur la figure.

a

3/4 +

12 L

7‘1/4 /2 37;/4

FIGURE 1.4 - Valeurs de a; en fonction de I'angle ¢
(source : [MFg9])

1.1.3.6  Une classe de domaines ramifiés du plan

Nous donnons ici un exemple de domaines
ramifiés pour les similitudes f; et f, définies en
(1.14). Les domaines ramifiés que nous considére-
rons ici sont construits en prenant Y° polygonal.
On introduit les points du plan P; = (—1,0) et
P, =(1,0), ainsi que le segment I'” joignant P, a
P,. On définit alors Y° comme I'intérieur du po-

lygone P\ P, f,(P))f,(Py)f,(Py)fy(Py)P; (voir Fi- Py e P,
gure 1.5). On appelle alors Q(a,0,a, B) I'ouvert
défini par (1.13). FIGURE 1.5 - Construction de Y

Dans [AT10], Y. Achdou et N. Tchou donnent
une condition suffisante sur @, 3 et & pour que €2 soit un domaine ramifié pour les similitudes
11 et f5, comme défini au paragraphe 1.1.2.c, et prouvent le résultat suivant.

THEOREME 1.1.2 — Pour tout 6 €]0, %[, il existe des réels a, 3 > O tels que a, 0, a, 3) soit un
domaine ramifié pour tout a < a,.

Dans la suite, on notera Z la classe des domaines ramifiés obtenus de cette maniére :
7 = {Qa,0,a, B) domaine ramifi¢, 0 < 0 < /2, a <ap}. (1.15)

La Figure 1.6 présente quelques exemples de domaines ramifiés de & pour différentes valeurs de
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FIGURE 1.6 - Quelques exemples de domaines ramifiés pour a = a,

1.1.3.c Le cas de la dimension 3

En demension 3, des ensembles auto-similaires du type des ensembles introduits au para-

graphe 1.1.3.a ont fait objet d’une étude géométrique dans [FLBoy, BBog]. Dans ces travaux,
le nombre de similitudes est arbitraire, et les similitudes présentent des propriétés de symétrie
analogues a celles qu’on considére en demension 2.
En particulier, dans [FLBo7], les auteurs s’intéressent au cas ou I’auto-intersection des ensembles
fractals obtenus est non vide. Plus spécifiquement, ils proposent une méthode pour approcher
le rapport de contraction critique des similitudes pour lequel I’auto-intersection est non vide,
ainsi que les adresses des éventuels points doubles du fractal. On constate d’importantes analo-
gies avec le cas de la demension 2 : les points d’auto-intersection ont les mémes adresses pour de
nombreux angles différents, et ces adresses changent a des valeurs critiques de I’angle définissant
les similitudes. De plus, les adresses des points doubles sont périodiques a partir d’un certain
rang.

Par ailleurs, on peut construire des domaines ramifiés en dimension 3 dont la partie auto-
similaire de la frontiére est non p.c.f. (un tapi de Sierpinski par exemple). Il semble toutefois
ardu de trouver des exemples en demension 3 analogues au cas ou 6 € t/(2N*) en demension 2.
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1.2 ELEMENTS D’ANALYSE D’ESPACES DE FONCTIONS DANS LES DOMAINES
IRREGULIERS

On désigne ici par domaine de R” un ouvert connexe de R”. Pour un domaine w de R”
et 1 < p < oo, on appelle Wh?(w) I’espace des fonctions de L?(w) dont les dérivées partielles
du premier ordre au sens des distributions sont dans ’espace L?(w). On rappelle que la norme

définie sur W7 (w) par otllyr ooy = (”M”ip(w) + ||V%||€p(w))1/p lui confére une structure d’es-
pace de Banach.

Les propriétés de I'espace de Sobolev W1?(cw) dépendent de fagon significative de la régularité
de la frontiere de . Dans le cas oli e a une frontiére lisse, les fonctions de W?(w) ont par
exemple une trace sur la frontiére du domaine, elles peuvent étre prolongées en des fonctions de
WP (R™) et vérifient des inégalités de Poincaré. Ces propriétés s’averent trés utiles pour I’étude
de problemes aux limites comportant des équations aux dérivées partielles dans .

Lorsque le domaine cw n’est plus régulier, ces propriétés peuvent ne plus étre satisfaites. En
outre, il est parfois trés délicat de caractériser géométriquement les domaines jouissant de ces
propriétés.

1.2.1 LE CAS REGULIER
1.2.1.¢ Densité de C™(&)

On désigne par C*°(w) I’espace définies comme les restrictions a « des fonctions C* de
R”. Dans le cas ou Pouvert o C R” est régulier, la densité des fonctions de C*°(co) dans ’espace
WLP(w) est un résultat foncdamental. Ce résultat est en fait vrai dans le cadre assez général
des ouverts dits a frontiere continue, c’est-a-dire les ouverts dont la frontiére est localement
le graphe d’une fonction continue (voir par exemple [ADNs9, Nec67]). Ces ouverts ont la
propriété d’étre localement du méme c6té de leur frontiére, ce qui n’est par exemple pas le cas
des domaines ramifiés introduits au §1.1.3.5 dans le cas critique ot a = a;.

THEOREME 1.2.1 — Si w est un onvert borné a frontiére continue de R”, alors lespace C*®() est
dense dans WP (R™) pour 1 < p < oo.

1.2.1.b Traces sur la frontiere

Il est particulierement important dans I’étude de problémes aux limites pour des opérateurs

différentiels définis dans w de définir une notion de trace sur la frontiere dw des fonctions de
W12 () pour 1 < p < oo. Il est alors intéressant de caractériser les espaces de fonctions conte-
nant les traces de ces fonctions, notamment comme des espaces de Besov, qui peuvent étre vus
comme des espaces de Sobolev généralisés d’ordre fractionnaire.
Lorsque l'ouvert w est régulier, par exemple de classe C! (c’est-a-dire que sa frontiére est lo-
calement le graphe d’une fonction C'), la notion de trace sur dw est déduite de la restriction
des fonctions de I'espace C!(R”) a § =R”~" x {0}, ou C!(R") désigne I'espace des fonctions de
classe C! a support compact dans R”. On commence en effet par remarquer que si 1 < p < oo,
il existe une constante C > 0 telle que pour toute fonction # € C!(R”),

| st dx < clal
R"-

1’ b
WHE(RY)
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ol 51 x € R”~1 ' #(x,0) est la restriction de # 3 S. On utilise ensuite la densité des fonctions

de C! (]Rfi) dans W12 (R?}) pour définir par extension un opérateur de trace pour les fonctions
de WLP(Ri) sur S.

On peut alors définir une notion de trace pour les fonctions de W7 () lorsque w est un ouvert
régulier de R” en rectifiant localement la frontiére de e par un changement de variable pour se
ramener au cas de R’}

On a alors le théoréme de trace bien connu (voir par exemple [Bre11]) :

THEOREME 1.2.2 - Si w est un domaine borné de clase C' de R”, lapplication
n € CYw) — g, admet une unique extension continue comme opérateur de Wbt (w) dans

BP o’ (30))

On rappelle que si 0 < s < 1, espace B/"(J w) est défini par

{’U (S Lﬁ(c?w), |’U|Bsp,p(aw) < OO},

o [V]grr(g0) = ff&w lv lz(fyp do(x)do(y) et o est la mesure surfacique associée a d w.

Lorsque la frontlere est beaucoup moins réguliére, on ne peut plus se ramener localement
au cas ot w = R7, et la définition de la trace proposée ci-dessus n’est plus possible.

1.2..c Propriété de prolongement W17

Il est souvent utile pour établir des propriétés de I’espace W?(w) de les déduire des pro-
priétés de espace W7 (R™). Lorsque le domaine w a la propriété de prolongement W', cest-
a-dire lorsqu’il existe un opérateur linéaire continu A : Wb?(w) — WL2(R”) tel que pour
tout # € Wh?(w), (Au),, = u, lespace WP (w) hérite en effet de nombreuses propriétés de
Whe(R™).

Lorsqu’un tel opérateur existe, on dit aussi que c est un domaine de prolongement W . Par
ailleurs, si c est un domaine de prolongement W pour tout p € [1,00], on dit que w est un
domaine de prolongement Sobolev, ou encore qu’il a la propriété de prolongement Sobolev.

Un tel prolongement n’est pas toujours possible lorsque le domaine w n’est pas régulier, nous

verrons par exemple que les domaines ramifiés construits en 1.1.3.6 n’ont pas la propriété de
rolongement W1 pour tout p. On a le résultat classique (voir par exemple [Bre11]) :

p g P q p P

THEOREME 1.2.3 — Les ouverts de R” de classe C' sont des domaines de prolongement Sobolev.

Il existe des liens entre les domaines de prolongement W17 et les domaines de prolongement
W14 dans R” pour g # p. Le résultat suivant dfi & P. Koskela montre une inclusion dans le cas
ou p = n (voir [Kosg8]).

THEOREME 1.2.4 — Si w C R” est un domaine de prolongement W' de R”, alors e a la propriété
de prolongement W4 pour tout q > n.

Ce résultat devient faux si ¢ < 7 : pour tout z > 0, il existe un domaine de prolongement
W1 de R” qui n’a pas la propriété de prolongement W4 pour tout g < n (voir [Kosgg]).
Par ailleurs, V. Maz’ja construit dans [Maz85, p.74] un domaine c de R? qui a la propriété de
prolongement W17 pour 1 < p < 2 mais pas pour p > 2, et dont le complémentaire dans R? a la
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propriété de prolongement W1? pour tout p > 2 mais pas pour 1 < p < 2. On verra également
dans le Chapitre 3 qu’une sous-classe des domaines ramifiés de R? construits au paragraphe
1.1.3.5 ont la propriété de prolongement W14 pour tout g < p pour un certain p < 2, mais pas

pour g > p.

1.2.2 LE CAS DES DOMAINES LIPSCHITZIENS

Les premiers domaines irréguliers pour lesquels les propriétés du paragraphe précédent ont
éte étendues sont les domaines a frontiére lipschitzienne de R” dits domaines lipschitziens, ¢’est-
a-dire les domaines dont la frontiere est localement le graphe d’une fonction lipschitzienne.
Un résultat dG a E. Gagliardo [Gags7] montre que le théoréme de trace 1.2.2 reste vrai pour les
domaines a frontiére lipschitzienne (voir aussi [Gri85]).

Par ailleurs, la propriété de prolongement s’étend aussi aux domaines lipschitziens.
THEOREME 1.2.5 — Tout domaine lipschitzien est un domaine de prolongement Sobolev.

Ce théoréme est di 2 A. Calderén et E.M. Stein; Calderén prouve dans [Cal61] le résul-
tat dans le cas 1 < p < oo, puis Stein traite les cas p = 1 et p = oo dans [Steyo]. Les deux
démonstrations utilisent une technique de décomposition de Whitney du domaine extérieur.

1.2.3 DOMAINES (¢,8) ET PROPRIETE DE PROLONGEMENT SOBOLEV

La classe des domaines de prolongement Sobolev est bien plus vaste que celle des domaines
lipschitziens. Bien qu’aucune caractérisation géométrique de ces domaines ne soit connue, la
propriété (¢, &) introduite par P.W. Jones est une condition suffisante trés générale, qui caracté-
rise presque la propriété de prolongement Sobolev en demension 2.

1.2.3.2 Les domaines (¢, )

O. Martio et J. Sarvas ont introduit dans [MS79] la notion de domaine uniforme de R” :
on dit qu'un domaine w C R” est uniforme s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous
x,y € w, on puisse joindre x a y par un arc rectifiable y vérifiant les propriétés suivantes :

() U<z lx=yl

16
(i7) d(z,d) 3 e min(|x — 2, |y — z|) pour tout z € 7, (116)

ou [(y) désigne la longueur de I'arc y et d(z,dw) = inf,
dienne d.

cowd(z,2") pour la distance eucli-

Ces conditions suggerent qu’il existe un chemin dans « de x a y dont la longueur est controlée
par la distance entre les points x et y (condition (z)), et un “tube” inclus dans w joignant x a
y dont le diametre de la section en chaque point z € y est de 'ordre de min(|x — z|,|y — z|)
(condition (i)). En d’autres termes, les conditions (i) et (i7) empéchent la présence dans le
domaine de pointes trop nombreuses ou trop pincées. On se réferera a [MS79, HK91, HK92]
pour des propriétés de ces domaines.

Les domaines localement uniformes ont été définis par O. Martio et J. Sarvas, ainsi que par P.W.
Jones dans [Jon81], sous le nom de domaines (¢,8). 1l s’agit de domaines de R” pour lesquels il
existe deux constantes ¢, > 0 telles que pour tous x,y € w vérifiant |x —y| < &, il existe un
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arc rectifiable y joignant x a y satisfaisant (1.16).

Il est clair que les domaines uniformes sont des domaines (¢, 8). La réciproque est vraie pour
les domaines w tels que diam dw < oo, mais pas en général : un cylindre infini est localement
uniforme, mais pas uniforme (voir [HK91]).

On voit aisément que les domaines a frontiere lipschitzienne sont des domaines (¢, d). Cette
classe est par ailleurs beaucoup plus vaste ; elle contient des domaines dont la frontiere est extré-
mement irréguliere, comme le flocon de Von Koch, ou les domaines ramifiés 2 définis en 1.1.3.5
pour a < a*, comme nous le verrons plus loin. On ne peut en fait déduire aucune propriété
de régularité sur la frontiere d’'un domaine (¢,8) : on peut par exemple construire, pour tout
d € [n— 1,n), un domaine (¢, &) dont la frontiére est de dimension de Hausdorff d, en s’inspi-
rant de la construction des domaines ramifiés du paragraphe 1.1.3.5. On peut méme construire,
toujours pour 7 — 1 < d < n, des domaines (¢,8) de R” dont la frontiére est un d-ensemble
(voir [LV73]).

P.W. Jones montre le théoréme suivant qui généralise le résultat de Calderdn et Stein. La dé-
monstration repose également sur la technique de prolongement de Whitney.

THEOREME 1.2.6 : Jones, [Jon81] - Tout domaine (¢,8) de R" est un domaine de prolongement

Sobolev.

La réciproque du Théoréme 1.2.6 est fausse : par exemple, S. Yang construit dans [ Yano6] un
domaine de prolongement Sobolev de R® qui n’est pas un domaine (¢, 8). Toutefois, la propriété
de locale uniformité caractérise presque la propriété de prolongement Sobolev dans le plan :
le théoréme suivant montre que cette condition est optimale dans un cadre géométrique plus
restreint (voir [Jon81]).

THEOREME 1.2.7 — Soit w C R? un domaine finiment connexe, i.e. dw a un nombre fini de
composantes connexes. Le domaine w a alors la propriété de prolongement Sobolev si et senlement si
w est un domaine (¢,3).

1.2.3.b  Quasidisques et domaines uniformes et de prolongement Sobolev de R?

On appelle quasicercle I'image d’un cercle par une application quasiconforme du plan sur
lui-méme, et quasidisque un domaine du plan dont la frontiére est un quasicercle. Un résultat
de L.V. Ahlfors donne une caractérisation géométrique simple de ces domaines qu'on prendra
ici comme définition (voir [Ahl66]) : un domaine « C R? est un quasidisque si et seulement
si sa frontiere d w est une courbe de Jordan (c’est-a-dire une courbe fermée du plan sans point
double) telle que pour tous x,y € d w, et pour tout point z appartenant au plus petit arc de d w
joignant x a v,

[x—z| < Mlx -y,

ou M > 0 est une constante indépendante des points x et y. Le plus petit arc joignant x a y
désigne ici I’arc de plus petit diametre parmi les deux arcs disjoints composant dw \ {x,y}.

O. Martio et ]J. Sarvas montrent dans [MS79] que si un domaine «o C R? a pour fronticre
une courbe de Jordan du plan, alors w est uniforme si et seulement si w est un quasidisque. On
déduit alors du Théoreme 1.2.7 que les quasidisques sont les domaines de prolongement Sobolev
dont la frontiére est une courbe de Jordan de R?.
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1.2.4 DOMAINES DE JOHN ET INEGALITES DE POINCARE

La classe des domaines appelés domaines de Jobn est une classe plus générale que celle des
domaines (¢, &) bornés. Les domaines ramifiés sur lesquels nous porterons notre attention dans
la these sont des exemples de domaines de John qui ne sont pas des domaines (¢, ).

Le terme domaine de John, du nom de F. John qui les a définis dans [Joh61] est introduit plus
tard par O. Martio et J. Sarvas dans [MS79]. Il désigne un domaine w de R” pour lequel il existe
des constantes @, 8 > 0 et un point x € w (appelé centre de w) tels que pour tout y € w on
trouve un arc y rectifiable joignant x a y de longueur /(y) < 3 vérifiant pour tout z € y,

d(z,dw) 2 a l(y(z,y)),

ou /(y(z,y)) désigne la longueur du sous-arc de y joignant z a y. On montre que tout point
d’un domaine de John «w peut étre pris comme centre pour w, pour des valeurs différentes de «
et S.

Cette définition, 3 comparer avec celle des domaines (¢, &), peut étre vue comme une condition
de cOne “tordu”, et évite la présence de points cuspides externes sur d w.

Dans la classe générale des domaines de John, I’inégalité de Sobolev-Poincaré suivante est véri-
fice.

THEOREME 1.2.8 : Bojarski [Boj88] - Si w est un domaine de John de R”, alors pour 1 < p < n, il
existe une constante C > O dépendant seulement de p,n et des constantes géométrigues a et 3 de
telle gue

1= ooy < ClIV Il
pour toute fonction u € WhP(w), ot u,, = |w|™! fw u dx.

S. Buckley et P. Koskela montrent une réciproque du Théoréme 1.2.8 dans une classe de do-
maines vérifiant en plus une hypothese de séparation, voir [BKos].

Pour une application du Théoréme 1.2.8 a Iétude de problemes d’homogénéisation, voir A.
Damlamian et P. Donato [DDoz].

Les domaines de John vérifient par ailleurs un théoréme de compacité de type Rellich (voir
[CRW]) :

THEOREME 1.2.9 - Si 1 < p < 00 et w est un domaine de John de R”, alors linjection de WP (w)
dans L?(w) est compacte.

1.2.5 TRACE SUR UN SOUS-ENSEMBLE DE R”

Nous avons vu que lorsqu’un domaine « de R” n’était pas régulier, on ne pouvait pas
généraliser la construction de la trace de fonctions dans Wh?(w) sur dew. Si w vérifie par
exemple une propriété de prolongement W17, on peut toutefois définir la trace sur dw des
fonctions dans o comme la trace sur d w de leur prolongement & R” et vérifier que la définition
est indépendante du prolongement choisi.

1l convient donc de définir une notion de trace des fonctions de W17 (IR”) ou W?(ew) sur un
sous-ensemble quelconque de R” ou de .
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Cas des fonctions de R” Dans le cas ot une fonction # définie sur R” est continue, ou est une
fonction L? possédant un représentant continu, on peut définir sa trace sur un sous-ensemble
E de R” comme la restriction de # ou de son représentant continu a E. Si I’ensemble E est de
mesure de Lebesgue 7-dimensionnelle non nulle, sa restriction a E est définie presque partout.
Dans le cas général, on peut parfois définir une notion de trace sur E pour les fonctions dans
’espace L;OC(R”) des fonctions localement intégrables qu’on appelle ici trace au sens classique ou
trace strictement définie (voir [JW84]).

On dit que # € LEOC(R”) peut étre strictement déﬁnie au point x € R” si la limite

#(x) = lim —— dy (1.17)
= |B o i)

existe, ou B(x, r) désigne la boule euclidienne centrée en x et de rayon 7, et |B(x, 7)| désigne
son volume.
On note que lorsque la limite (1.17) existe, elle est indépendante du choix du représentant de #.
Le théoreme de Lebesgue assure par ailleurs que la limite (1.17) existe presque partout, ce qui
définit une fonction # sur R” dans la classe de #. La fonction 7 est alors définie indépendam-
ment du représentant de #, en dehors d’un ensemble négligeable.
Quitte a redéfinir # sur un ensemble de mesure nulle, on a alors # = % aux points ou la limite
existe. La fonction # définie ainsi est alors dite strictement définie.

DEFINITION 1.2.1 — Si % € Lloc(R”) et E CR”, on définit la fonction uy comme la restriction d’un
représentant strictement défini de w a E.

On note que la fonction #; ainsi définie n’est définie quaux points ol # peut étre strictement
définie. On appellera cette fonction la trace strictement définie ou trace an sens classique de u.

Cas des fonctions définies sur un ouvert de R” Soient ¢« un ouvert non vide de R” et
1 -\ ’ / . A .

14,6 L‘loc(w). De .mamere_ar%alog.ue.au paragraphe précédent, on dit que # peut étre strictement

définie en un point x € e si la limite

lim ——— (y)dy (1.18)

=0 |B(x,7) r‘la)| B(x,r)N
existe.

DEFINITION 1.2.2 = Si # € L} (w), on définit la fonction u,,,, comme la restriction d’un représen-
) L oc |dew
tant strictement défini de u a J .

On note que, la encore, la fonction #y,, n’est définie qu'aux points de dw ou # peut étre
strictement définie. On appelle encore cette fonction la trace strictement définie, ou trace au sens
classique de u sur dw.

Lorsque le domaine ¢ vérifie une propriété de prolongement W12, il convient de se de-
mander si les deux notions de trace strictement définie sur dew données par (1.17) et (1.18)
coincident (voir par exemple [JW84]). Le chapitre 4 répondra a cette question dans le cas des
domaines ramifiés introduits en 1.1.3.5.

1.2.6 ESPACES DE FONCTIONS DEFINIES SUR DES FERMES

On a vu que Iespace de trace des fonctions de classe W7 sur la fronti¢re d'un domaine
régulier était caractérisé comme étant un espace de Besov. Lorsque le domaine n’est pas régulier,
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I’espace des traces peut parfois étre également décrit par des espaces de Besov définis sur la
frontiere, et on a parfois un théoreme de trace analogue au Théoreme 1.2.2. On détaille ici la
construction des espaces de Besov sur un fermé quelconque de R”.

Pour les domaines dont la frontiere contient un ensemble auto-similaire, I’espace de trace sur la
frontiére est parfois plus grand, et il convient d’introduire de nouveaux espaces sur la frontiere
pour avoir un analogue du Théoréme 1.2.2.

1.2.6.a d-ensembles de R”

Soient F un fermé de R” et d €]0,7]. On dit qu’une mesure borélienne u sur F est une
d-mesure s’1l existe deux constantes ¢, ¢, > 0 telles que

VxeF, Vre(0,1), clrd < u(B(x,r)NF) Sczrd, (1.19)

ou B(x,r) est la boule centrée en x, de rayon r. Un fermé F muni d’une d-mesure est appelé
un d-ensemble.

Il est clair que R”, les ouverts non vides de R” ou encore les compacts convexes d’intérieur non
vide de R” sont des n-ensembles, ayant pour n-mesure la restriction de la mesure de Lebesgue
n-dimensionnelle.

La frontiére d’un ouvert w régulier (par exemple, de classe C! ou lipschitzien) de R” d’intérieur
non vide est un d-ensemble avec d = 7—1 : on peut munir d w de la mesure de Hausdorff 727~
restreinte & d w, qui est une d-mesure pour d =7 — 1.

Par ailleurs, les ensembles auto-similaires de R” de dimension de Hausdorff d < 7 sont des
exemples de d-ensembles, la mesure invariante qui leur est associée étant une d-mesure.

En toute généralité, la restriction de la mesure de Hausdorff d-dimensionnelle a un d-ensemble
F est d’ailleurs une d-mesure sur F. On en déduit que si F est un d-ensemble, alors

dimy(B(x,r)NF)=d,

pour tous x € F et 7 > 0, ou on désigne par dimy; X la dimension de Hausdorff d’un ensemble
X CR”. En d’autres termes, un d-ensemble peut étre vu comme un ensemble ayant la propriété
d’étre partout de dimension d.

Il est naturel d’introduire les espaces de Lebesgue sur un d-ensemble F muni d’une d-mesure u.
Pour 1 < p < 00, on définit I'espace L2 (F) comme I’ensembles des fonctions mesurables de F
dans C telles que [, |#|? d u < co. Muni de la norme

1/p
llgy = (| 1o i) weryee)
I F

Pespace LY (F) est un espace de Banach. On introduit également I’espace L>(F) des fonctions
essentiellement bornées sur F pour la mesure .

La définition des d-ensembles peut par ailleurs étre généralisée aux boréliens de R” : un
borélien E de R” est appelé d-ensemble pour 0 < d < 7 s’il existe deux constantes ¢,¢, > 0
telles que pour tout x € E,

c;r? < AYB(x,r)NE) <cpr?, (1.20)

pour tout 7 < 1, ot % est la mesure de Hausdorff d-dimensionnelle. On note que cette
définition généralise la définition (1.19).
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REMARQUE 1.2.1 = On montre par ailleurs facilement que si un borélien E est un d-ensemble, alors
son adhérence E est aussi un d-ensemble, et 74 (E \ E)=0.

Comparaison des traces Dans le cas particulier ot un domaine w de prolongement W17
de R” (1 < p < 00) est un n-ensemble (au sens de (1.20)) et a pour frontiere un d-ensemble
pour d = n — 1, les traces au sens classique définies au paragraphe 1.2.5 coincident (voir [JW84],
p.206).

PROPOSITION 1.2.1 — Soient p €]1,00[ et o C R” est un n-ensemble tel que I w est un d-ensemble
pour d = n — 1. On suppose de plus que o a la propriété de prolongement W : il existe un
opérateur borné de prolongement & : W1?(Q2) — WLP(R"). Alors, toute fonction u € WhHt(w)

peut étre strictement définie presque partout sur J w, et i = & u presque partont, ot la mesure prise
sur la frontiére est la mesure de Hausdorff 771,

1.2.6.b  Les espaces Lip(s, p,q; m; F) et B/ (F)

Il existe de nombreuses manicres de définir les espaces de Besov B/ (F) sur un d-ensemble
F de R”. On propose ici une construction par approximation polynomiale locale proposée par
A. Jonsson dans [Jono4]. On trouve d’autres définitions équivalentes par exemple dans [JWos].

Soient F un d-ensemble de R” et u une d-mesure sur F. Pour un entier £ > 0, on appelle
A, une subdivision de R” en cubes semi-ouverts de cbté 27, obtenus en intersectant R” avec
des hyperplans orthogonaux aux axes. On impose de plus que l'origine soit le sommet d’un
cube de .4}. On pose par ailleurs A, (F) = {Q € A, QNF #0}.

Soit m €N, on appelle &, Pespace des polynomes a 7 variables de degré total inférieur ou égal

a m. On considere une base orthonormale ( p]»)l » de &,,, ou j est un multi-indice.
jl<m

Pour Q € 4, on appelle 2Q le cube obtenu en dilatant Q d’un facteur 2 autour de son centre.
SiQeM,(F)etf e LL(2Q), on appelle P (f) le projeté de f dans &2, :

Pol)= 3 by [ Spydu
lilgm  J2Q

DEFINITION 1.2.3 — On considere un d-ensemble F C R” pour 0 < d < n. Soient s > 0, un entier
m,0<m<s, et p,q, 1< p,q <oo. Ondit que f € Lip(s, p,q;m; F)si

=R
o=

sk b4
”f”LrZ(F)"' ZZ ! Z ||f_PQ(f>||L£(2Q) <00, (1.21)

k>0 Qe (F)

ce qui définit une norme sur Uespace Lip (s, p,q; m; F).

On définit les espaces de Besov B/*/(F) sur un d-ensemble F comme les espaces
Lip(s,p,q;[s];F), ou [s] est la partie entiére de s. Cette définition est équivalente a celles
proposées dans [JWo95] ou dans [Jong6]. D’autre part, en prenant 7 = 0, on obtient les espaces
Lip(s, p,q; F) également définis dans [JWos5].

PROPOSITION 1.2.2 : [JW84] - Dans le cas particulier o p = q et 0 < s < 1, la norme sur BY’? (F)
donnée par (1.21) sur un d-ensemble F borné est équivalente a la norme donnée par
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||7f||BSp,p(F) =lollpory + |IU|BSP‘P(F))1/p’ o |- |BSP’P(F) est la semi-norme définie par :

— P
|7)|BSPvP(F) = fF . % du(x)du(y). (1.22)

REMARQUE 1.2.2 - On peut définir Lespace de Besov BY(E) pour un d-ensemble borélien E de R”
de la méme maniére, en prenant comme mesure la restriction a E de la mesure de Hausdorff 7%,

On déduit de la remarque 1.2.1 quw’une fonction de BP*(E) définit un unique élément de B"!(E),
obtenu en la prolongeant arbitraivement sur E \ E.

1.2.6.c Le théoréme de trace de Jonsson et Wallin

Le théoreme de trace démontré par A. Jonsson et H. Wallin dans [JW84] caractérise I’espace
de trace des fonctions de W?(R”) sur un d-ensemble F de R” en terme d’espace de Besov
sur F. Il généralise le théoréme de trace connu pour la trace des fonctions de W7 (R”) sur un
hyperplan de R”.

THEOREME 1.2.10 — Soit F un d-ensemble de R” avec0<d <n. Si1< p <ooet1— ”ffi >0,
alors :
W Ry = B (F). (1.23)

La démonstration du résultat de prolongement du théoreme repose sur la technique de décom-
position de Whitney.

Le théoréme concerne les fonctions définies sur tout R”, et ne s’applique donc pas directe-
ment au cas des fonctions de W#(w) pour un ouvert w de R”. Toutefois, si w a pour fronticre
un d-ensemble pour 0 < d < net 1 —(n—d)/p >0, et a la propriété de prolongement W17
pour un certain p €]1,00[, le Théoréme 1.2.10 implique directement que

Wl’p(co)|5w = Blp_’pﬂ(c'?a)), (1.24)
?

ol la trace des fonctions de W17 (w) est a entendre comme la trace au sens classique sur d e de
leur prolongement. Ce résultat généralise le Théoreme 1.2.2 a une classe bien plus importante
de domaines de R”.

En particulier, le théoréme de prolongement de Jones (Théoréme 1.2.6) permet de déduire
que le théoreme de trace (1.24) reste vrai pour tout p €]1,00[ lorsque w est un domaine (¢, &)
dont la frontiere est un d-ensemble, avec 0<d <net 1 —(n—d)/p >0.

1.2.6.d Espaces de fonctions sur les ensembles auto-similaires

DéFINITION DU LAPLACIEN SUR LES ENSEMBLES AUTO-SIMILAIRES P.C.F.

Pour décrire les aspects dynamiques liés aux objets modélisés par des fractals, comme la dif-
fusion de la chaleur sur un objet fractal ou la vibration d’une structure fractale, il est nécessaire
de savoir formuler les équations décrivant ces phénomenes sur les fractals. Il est par exemple
important de pouvoir définir un opérateur laplacien sur ces ensembles, en dépit du fait que la
structure irréguliere des fractals interdit la définition usuelle d’opérateurs différentiels.

La premiere approche pour décrire ces phénomenes physiques sur des objets de type fractal est
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une approche probabiliste et repose sur la construction d’un mouvement brownien sur le tri-
angle de Sierpiniski menée indépendamment par S. Kusuoka [Kus87] et S. Goldstein [Gol87].

J. Kigami propose une approche analytique de la construction du laplacien, qui est directe et
constructive (voir [Kig89]). Il définit d’abord le laplacien sur le triangle de Sierpinski et décrit
la structure des fonctions harmoniques et des fonctions de Green sur cet ensemble. Il généralise
ensuite la construction aux ensembles auto-similaires p.c.f. (voir [Kigg3]).

La construction de 'opérateur laplacien proposée dans [Kig89] repose sur la définition d’une
forme d’énergie E sur le triangle de Sierpiflski noté K (voir [Moso4, Strgg]). On considére
’ensemble V, défini en (1.10) associé a K, ainsi que les ensembles V,, = F*(V,) et V__ U v,
ou F est la fonction définie en (1.2) et F” désigne la composée 7 fois de F. La forme d¢ énergie
E sur K est alors définie comme la limite d’une suite de formes E,, sur I’ensemble des fonctions
de V_ dans R données par

Z B¢ , Yu: Vo—R,

xy€V,

et

E,(n) = (5/3)" D Eq(uof,), Yu:V, >R
o€,

pour 7 > 1, ou le facteur d’échelle 5/3 est donné par le principe variationnel :
Eo(n) = min{E,(#), dy, = u}.

La suite E,, converge ponctuellement, et on peut alors introduire la forme limite £ définie par
E(u)=lim E, (u), ayant pour domaine

n—oo
D, = {n:V,—R, E(n)=sup,oE,(#) < oo}.

Grace a leurs propriétés de régularité, on peut montrer que les fonctions de D_ admettent
un unique prolongement continu sur K. On peut alors considérer la forme d’énergie E sur le
domaine D = {u € C%K), E(#) < oo}, ot E(u):= E(my, )

On définit Pespace Dy comme le complété de D pour la norme

12,

]l = (||%||Lz ) TE®)

ou y est la mesure invariante associée a K. On peut alors étendre la forme d’énergie E a ’espace
Dy La forme bilinéaire

1
E(u,v) = E(E(u+fu)+E(14—fv)), u,v €Dy,

obtenue par polarisation a partir de la forme d’énergie E est fermée, symétrique, bilinéaire, et
de domaine Dy dense dans Li (K).

Lespace Dy est défini comme Iespace des fonctions # de Dy telles que #);, =0, ot on identifie
u a son représentant continu. Comme la forme E est fermée dans Li (K), il existe un opérateur

auto-adjoint A de domaine D dense dans Li (K) tel que pour tous # € Dy et v € Dy,

E(u,v) = —JK(AKu)’U du.
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Une telle construction peut se généraliser aux ensembles auto-similaires p.c.f. (voir [Kigg3,
Kigo1]).
Dans [IV99], M.R. Lancia et M.A. Vivaldi établissent un lien entre le domaine D de la forme
de Dirichlet associée a la courbe de Koch K et les espaces Lip définis au paragraphe 1.2.6.5 et
montrent que D = Lip(d,2,00;K), ou d =In4/In3 est la dimension de Hausdorff de K.

U. Mosco définit sur ces ensembles une quasi-distance intrinséque pour laquelle longueur,
volume et énergie sont liés par des relations qui rappellent celles du cas euclidien. Il montre
ensuite des inégalités de Poincaré, de Sobolev et de Morrey pour ces ensembles (voir [Mosos,

Mosg7]).

Dans le cas ot ’ensemble auto-similaire n’est pas p.c.f., la méthode utilisée ci-dessus ne peut
pas s’appliquer, du fait que Vj est infini. On note que I"approche probabiliste peut en revanche
s’appliquer aux ensembles non p.c.f.; M.T. Barlow et R.F. Bass construisent par exemple dans
[BB89] un mouvement brownien sur le tapi de Sierpinski.

On définit dans la suite des outils d’analyse qui peuvent s’appliquer au cas des ensembles
auto-similaires non p.c.f.

LES ONDELETTES DE HAAR SUR LES ENSEMBLES AUTO-SIMILAIRES

Les ondelettes de Haar définies sur le segment [0, 1] sont les ondelettes les plus connues. Il
s’agit de dilatations et de translations de 'ondelette mere gy = 1o /5 — 17151} Plus précisé-
ment, les ondelettes de niveau » € N* sont les dilatées de facteur 1/2” et translatées de k /27,
k < 2" de g,. Du fait quelles forment une base orthonormale de Z%([0,1]), et une base de
Schauder de L?([0,1]) pour 1 < p < o0, elles constituent un outil tres intéressant.

On peut définir de maniére analogue des ondelettes de Haar sur les ensembles auto-similaires
en général. Dans le cas du segment [0, 1] qui est I'invariant de deux similitudes f; et /5, les on-
delettes de niveau 7 ont leur support dans les intervalles [k/27,(k + 1)/2"[, & < 2" qui sont
les ensembles £ ([0,1]) pour ¢ € {1,2}". On peut procéder de méme pour un ensemble auto-
similaire K invariant d’un IFS (f,..., f,) en introduisant des ondelettes de niveau 7 ayant pour
support les £ (K), o € {1,...,n}". On obtient ainsi les ondelettes de Haar dites du premier
ordre, qui sont constantes par morceaux.

Ainsi définies, les ondelettes de Haar forment une base orthonormale de ’espace L2 (K), et une
base de Schauder de Lﬁ (K), 1< p < oo, ou les Lz (K) sont les espaces de Lebesgue associés au
d-ensemble K pour sa mesure invariante .

Ces ondelettes constituent un outil naturel pour étudier les fonctions définies sur K. En effet, la
décomposition de fonctions suivant la base d’ondelettes de Haar permet de caractériser certains
espaces fonctionnels sur K.

Par ailleurs, afin de mieux décrire les propriétés de régularité de certaines fonctions définies sur
K, il est utile d’introduire les ondelettes de Haar dites d’ordre supérieur, qui sont analogues au
ondelettes décrites ci-dessus, et qui sont polynomiales par morceaux.

On donne ici la construction des ondelettes de Haar, comme elle est proposée par A. Jonsson
dans [Jong8].

Ondelettes du premier ordre On détaille la construction des ondelettes de Haar du premier
ordre sur un ensemble auto-similaire K, qui sont celles que nous utiliserons principalement dans
la suite.
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On considere des similitudes contractantes fi,..., fy, et leur invariant K, de mesure auto-
similaire y.

On appelle ., I’ensemble des fonctions constantes sur K, et .7, (k > 1) ensemble des fonc-
tions définies sur K qui sont constantes sur chaque £, (K)\E, 0 € 47, ou Z est 'ensemble
d’auto-intersection de K, i.e. 2= U;‘;ﬁ,‘fi(K) N f;(K).

On considére le complémentaire orthogonal .7; © .7}, de . dans .#;. Comme [’espace .7} est
de dimension N, .7, ©.7 est de dimension N —1. On en considére alors une base orthonormale
g',...,gN"! pour le produit scalaire associé a Li (K). Par ailleurs, on pose, pour t < N — 1 et

ced,
i: 1 io -1 2
AT R )

Les g [’r sont appelées les ondelettes de Haar de I’ensemble auto-similaire K. On note que lorsque
o=¢g =g

On appelle 1 la fonction identiquement égale a 1 sur K. Il est aisé de constater que les fonctions
Ig,gl,iSN-lLoed forment une base hilbertienne de Li (K). On en déduit qu’une fonction

vE Li (K) admet une décomposition dans la base d’ondelettes de Haar de la forme

v=(o)+D25 > B8 (1.26)

ol (v)x = [ v du désigne la moyenne de v sur K. Les coefficients 5’ sont appelés les coeffi
cients d’ondelettes de v. En fait, le résultat est vrai dans LIIZ (K):

PROPOSITION 1.2.1 = Si 1 < p < oo et v € LP(K), alors v admet une décomposition dans la base
d’ondelettes de Haar de la forme de (1.26).

Prenve. Voir [Jong8], [DLogz]. |

Le cas N =2 Dans le cas ou N =2 qui nous intéressera particulicrement dans la suite, I’espace
1 S est de dimension 1, et engendré par la fonction gy = 17 k) — 1,x), appelée ondelette
mére de Haar.

Dans le cas ot les rapports des similitudes f; et £, sont égaux, ce qui sera vérifié dans les chapitres

. sr k - .
suivants, les ondelettes de Haar de K sécrivent g, = 22g,0 f, !, 0 € 47, et toute fonction
vE Lﬁ (K) se décompose dans la base d’ondelette de Haar comme

v = (%ﬂri D Boto (1.27)

k=0 Jeyfk

Ondelettes d’ordre supérieur Nous présentons succinctement les ondelettes d’ordre supé-
rieur, qui retiendront moins notre attention dans la suite.

Pour mieux décrire la régularité locale autour des points de I'invariant K, il est parfois utile
d’avoir recours a des ondelettes polynomiales par morceaux, et non plus constantes par mor-
ceaux sur K. Pour ce faire, on définit cette fois .#; comme I’espace des fonctions polynomiales
sur K dont le degré total est inférieur ou égal 3 un entier 7 > 1. Ainsi, . vu comme sous-espace
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de Li (K) a pour dimension (”‘;m) On considere alors une base orthonormale Py,..., Py de
S dans Li (K).

De maniere analogue au paragraphe précédent, on définit .77, k£ > 1, comme ’espace des fonc-
tions qui coincident sur chaque £, (K)\ = avec un polynéme de .. Cette fois, ’espace ., 6.7
est de dimension M = N(My— 1). On considére une base orthonormale gl,..., g de 7, © .7,
et on définit les ondelettes de Haar comme en (1.25). On vérifie alors sans peine que la famille
formée par les Pj, ] < My, et les gé, 1 <N, 0 € 4, est une base hilbertienne de Li(K). La
Proposition 1.2.1 reste vraie dans ce cas : les fonctions v € Lﬁ (K), 1< p < oo ont une décompo-
sition de la forme

My o M o

v = Z;aipf+ ZZﬁ;g;
=

k=0 1=1 (TEJ?{k
LEes espaces JLip (s, p,q; m; K)

On définit ici les espaces JLip (s, p,q; m; K) sur un ensemble auto-similaire K, introduits par
A. Jonsson dans [Jono4]. Ces espaces sont analogues aux espaces Lip(s, p,q; m;F) sur un d-
ensemble F mais autorisent des sauts en certains points du fractal K. Dans le cas ou ’ensemble
K est totalement disconnexe, ces espaces coincident avec les espaces Lip (s, p,q; m; K).

De la méme maniére que les espaces Lip permettent de définir I'espace de trace sur un d-
ensemble F des fonctions dans W2 (R”) (voir Théoréme 1.2.10), les espaces JLip ainsi définis
permettront de définir I’espace de trace de fonctions de classe W7 définies dans des domaines
a frontiere fractale auto-similaire sur le bord fractal (voir [AT10] et §1.3.4).

La définition des ensembles [Lip (s, p,q; m;K) est calquée sur celle de Lip(s, p,q; m; F) donnée
en 1.2.6.b, a ceci prés qu'on utilise des subdivisions .4, adaptées a la structure auto-similaire de
K.

On donne ensuite une caractérisation des fonctions dans JLip (s, p,q; m; K) par leurs coefficients
dans la base d’ondelettes de Haar associée a K.

Définition de JLip (s, p,q;m;K) Soient K le compact auto-similaire associé aux similitudes
fis---s /x> €t u sa mesure invariante. Soient s > 0 et p,q € [1,00]. Pour un entier k£ > 0, on ap-
pelle S, le sous-ensemble de 7, composé des mots o qui vérifient
2718 <diam K, <27%8, ou 8 =diam K et K, = f, (K). Les ensembles K, o € S, joueront
ici le role des cubes Q de A} (F) dans 1.2.6.b.

Soit m € N, on considére une base orthonormale (p;) de Pespace 2, des polynémes sur

|71<m

K dont le degré total est inférieur a m. On définit la projection P, f de f € LL(KU) dans 2,
parpof :Z|]|$mp]f]{0fp] d/u

DEFINITION 1.2.4 — Soit K C R” est un ensemble auto-similaire, s > O, m < s un entier, et
1< p,g <oco. Onditque f € JLip(s, p,q; m;K) si

1 llzer) + D2t Z“f_P”f”ZZ(K”) <0 (1.28)

/e;O UGSk

ce qui définit une norme sur lespace [Lip (s, p,q; m; K).
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Caractérisation par coefficients d’ondelettes 11 découle de la définition des espaces
JLip(s, p, p;m;K) qu’ils contiennent les ondelettes de Haar. Il convient alors de considérer la
décomposition dans la base d’ondelettes de Haar des fonctions de ces espaces.

Dans [Jonog4], Jonsson caractérise les fonctions v € LAZ (K) qui appartiennent a |’espace

JLip(s, p,q;m;K) a partir de leurs coefficients /6:7’ o €/,i=1...N, dans la décomposition

suivant la base d’ondelettes de Haar. On donne ici le résultat pour m =0: v € JLip(s, p,q;0;K)
si et seulement si

~

N-1
[()] + D7 | D2k | 22GE-DST | pi < oo, (1.29)

=1 \ k>0 o€ES),

ce qui définit une norme équivalente a celle de la définition 1.2.4.

REMARQUE 1.2.3 = Dans le cas particulier on N =2, p = q, m = 0 et les similitudes f, et f, ont
méme rapport de contraction, la norme définie par

Rsp _beb_
||v||]Lip(S,p,p;0;K) = |(W>K|+ 22 d Zk(z 2 Z |160|]7 < 09, (1‘30)

k=0 g€,

pour tout v € LP(K), ont les B, o € a7, sont les coefficients d’ondelettes de v, est équivalente a celle
u
de la définition 1.2.4.

Si le compact auto-similaire K est totalement disconnexe, c’est-a-dire si les ensembles f;(K),
i =1...N sont deux a deux disjoints, on a le résultat suivant dii 2 A. Jonsson (voir [Jono4]).

THEOREME 1.2.11 : Jonsson — Si f;(K) N f;(K) =0 pour tous i # j, alors
JLip(s, p,q;m;K) = Lip(s, p,q; m;K) = BP(K),

pourtous s >0, m € [0,s], 1 < p,q < oo, et les normes sont équivalentes.

1.3 LE CAS DES DOMAINES RAMIFIES

Les propriétés détaillées dans le paragraphe précédent ne sont pas toutes vérifiées par les
domaines ramifiés de la classe Z construite en 1.1.3.5. En particulier, dans le cas ou le rapport
de contraction des similitudes f; et f, est critique (¢ = a*), on montre que le domaine ramifié
n’est pas un domaine (¢, ) (voir [ATo8]). Le théoréme de prolongement de Jones ne s’applique
donc pas.

Dans ce cas, les domaines que nous considérons ne sont d’ailleurs pas des domaines de prolon-
gement Sobolev, et le résultat de trace de Jonsson et Wallin n’est pas vérifié.

En revanche, on peut montrer que les domaines ramifiés de la classe Z sont des domaines
de John, et satisfont donc des inégalités de Poincaré. On verra que ces inégalités permettent par
ailleurs de définir un opérateur de trace sur la partie auto-similaire de la frontiere du domaine
ramifié. Du fait qu’il exploite les propriétés d’auto-similarité du domaine ramifié, 'opérateur
ainsi défini constitue une notion de trace naturelle pour les fonctions définies sur les domaines

de 2.
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En résumé, I’approche choisie differe de la démarche habituelle, qui consiste & montrer des
résultats de prolongement a R”, puis a déduire des résultats de trace a partir des théoremes
valables sur R”. On commence ici par introduire une notion de trace basée sur les propriétés
d’auto-similarité du domaine. On utilisera dans la these les propriétés de 'opérateur de trace
construit pour prouver des résultats de prolongement.

Les questions abordées dans la these 1l se pose la question de la comparaison de ’espace
de traces des fonctions de W17 () pour un domaine ramifié 2 sur la partie fractale I'*® de sa
frontiere aux espaces de traces des fonctions dans W?(R?), ce qui revient, par le théoréme de
Jonsson et Wallin, a les comparer aux espaces de Besov sur I'*. Si ces espaces different pour une
valeur de p et si les différentes notions de traces coincident presque partout sur I'*°, la derniere
remarque implique que le domaine 2 n’est pas un domaine de prolongement W 7. Dans le cas
contraire ou les espaces coincident, on se pose la question de I’existence d’un prolongement.

1.3.1 INEGALITE DE POINCARE SUR LES DOMAINES RAMIFIES

On considere un domaine ramifié Q appartenant a la classe 2. En tant que domaines de
John, Q satisfait I'inégalité de Poincaré suivante (voir [ATo7]).

THEOREME 1.3.1 — Soit p € [1,00[, il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € W H2(2)
vérifiant Hypo = 0,
|2 ) < ClIV#]] 12 (1.31)

ot on rappelle que T° est le segment de base du domaine ramifié.

La preuve donnée par Y. Achdou et N. Tchou n’utilise pas les propriétés des domaines de John.
Elle repose sur I’auto-similarité qui permet la construction d’une bijection préservant la mesure
entre ) et un nouveau domaine €, qui envoie le compact invariant I"* sur un graphe fractal dont
Q) est le domaine sous la courbe (voir Figure 1.7). Il est alors plus aisé de montrer I'inégalité de
Poincaré sur ﬁ, dont on déduit le résultat sur Q.

Cette technique de preuve a I’avantage de conduire aussi a une inégalité de trace renforcée utile
dans la suite, énoncée dans le Théoréme 1.3.3 ci-dessous.

On obtient par un raisonnement similaire existence d’une constante C > 0 telle que pour
neWhr(Q)et o € o, (n>0),

N
3 el < € Y (I el ) (132)
ce qui implique en particulier le résultat de compacité de type Rellich :

THEOREME 1.3.2 — Pour 1 < p < oo, injection de W2 (Q) dans LP(Q) est compacte.

On donne par ailleurs un résultat utile a la définition de la trace sur I'™ : de I'inégalité de
Poincaré, Y. Achdou et N. Tchou déduisent aussi I’existence d’une constante C > 0 telle que
pour # € WHP(Q) et tout entier 7,

[ et < CQaPIE (13

ou I est défini par | J,_, .
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FIGURE 1.7 - La courbe délimitant

1.3.2 PROLONGEMENT ET TRACE DANS LE CAS SOUS-CRITIQUE

Du fait que dans le cas sous-critique a < a, les domaines ramifiés sont des domaines (¢, '),

on a vu qu’il existait pour tout p € [1,00] un opérateur de prolongement continu de W -2(£2)
dans W1#(R?). On peut donc déduire directement du théoréme de Jonsson et Wallin le résultat
de trace

W@ = B2, (),

14

ou d = dimy I'®, et ou la trace est entendue au sens de la stricte définition du prolongement
des fonctions de Wh2(Q) (voir 1.2.5).

1.3.3 CONSTRUCTION D’UN OPERATEUR DE TRACE SUR [

On introduit une notion de trace dite auto-similaire, proposée par Y. Achdou et N. Tchou
dans [ATo7] pour les domaines ramifiés.

On considére un domaine ramifié 2 pour les similitudes f; et f, définies en (1.14), et on note
> son compact invariant. Pour 1 < p < 0o, on considére la suite d’opérateurs £” de W7 (Q)
dans Lﬁ (I"*°) définis par :

C(n) = D (u)pe Ty ooy, (1.34)

o€,

pour toute fonction # € WH?(£2), ot on note I', = £, (I°) et (#)p. = ﬁfrg u(x) dx pour
ced.
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Lopérateur £” est bien défini et continu : si # € W12(£2), alors

b4

1y = | |2 o tgem| di= [ el du

S oed, Y (™)

du fait que u(f,(T*°)N f(I'*°))=0si 0,7 € o, et 0 # 7. Linégalité de Holder donne alors

16760 ey < jr | e, @) = T fr uf?

TE, |ra| (2d)n|r0| o€,

On déduit alors de (1.33) qu’il existe une constante C > O telle que pour toute fonction # dans
Whe(e)
”gn(”)”LZ(FO") < C”””WLP(Q)

PROPOSITION 1.3.1 = Si p+d —2 >0, la suite ({""),, converge dans .Z(WI’P(Q),L/IZ(FOO)) vers un
opératenr qu’on appelle {>°.

Lopérateur * ainsi obtenu est un opérateur de trace sur W1?(£2) : si # est une fonction
réguliere sur Q (par exemple si # € C1(Q)), alors £°°(u) coincide u-presque partout avec la trace
de # sur I'* au sens de la restriction.

Comme nous ’avons vu, une technique semblable i celle de la preuve dans [ATo7] de I'inégalité
de Poincaré dans les domaines ramifiés fournit une inégalité de trace renforcée :

THEOREME 1.3.3 - Pour tout x tel que (24%)F ' < x <1, il existe une constante C > 0 telle que

116°°(u) - (fm(%))rwlly(rm C 2% Do IVaull], ey Y€ WH(S), (1.35)

1eN TE,

0 (02 (u)) e = [ 0(ue) dps

REMARQUE 1.3.1 = On a défini la notion de trace auto-similaire dans le cas particulier des domaines
ramifiés de la classe 2. On peut toutefois montrer que les domaines ramifiés en général sont des
domaines de John, et qu’ils satisfont donc les mémes inégalités de Poincaré. On peut donc généraliser
la définition de Popérateur de trace {*° & tous les domaines ramifiés.

1.3.4 CARACTERISATION DE L’ESPACE DE TRACE

On donne dans ce paragraphe un résultat de trace dans les domaines ramifiés définis au para-
graphe 1.1.3.5 obtenu par Y. Achdou et N. Tchou dans [AT10]. De méme qu’on peut caractériser
la trace des fonctions de W17 (IR”) a I'aide des espaces Lip (voir Théoréme 1.2.10), on cherche a
caractériser la trace des fonctions définies sur les domaines ramifiés a I’aide des espaces [Lip.

On considére un domaine ramifié Q de la classe 2. On appelle toujours I'™® la partie auto-
similaire de sa frontiére, et on se place dans le cas ou a < a*.

On observe que les ondelettes de Haar sur 'ensemble I'* font partie de I'espace de trace des
fonctions de W1#(IR?) pour 1 < p < 0o : on voit aisément qu’on peut méme relever (pour les
différentes notions de traces définies en 1.2.5) les ondelettes de Haar sur I'™ en des fonctions de
classe C*° sur Q.



40 Chapirre 1 - Introduction

Dans le cas critique décrit au paragraphe 1.1.3.4 ot I est connexe, on voit que I’espace de trace
de WL?(R?) sur I'™ differe en général de I'espace de trace de WL2(Q) sur I, En effet, dans
le cas ott p > 2, I'injection W1?(R?) < CO(R?) implique que les ondelettes de Haar n’appar-
tiennent pas a W17 (Rz)lroo.

Cette remarque suggére que pour construire ’espace de trace de W#(Q) sur I'*°, il convient
d’ajouter les ondelettes de Haar a I'espace de Lipschitz W17 (Rz)lroo. En d’autres termes, il
convient d’autoriser des sauts aux points d’auto-intersection de I'*°.

Le théoreme de trace suivant (voir [AT1o]) identifie effectivement Iespace de trace
£°(W L2 (Q)) et certains espaces JLip.

THEOREME 1.3.4 — Sia <a*et 1< p < oo, alors
(2(WhP(Q)) = ]Lip(1—¥,p,p;o;r°°).

Il s’agit d’une caractérisation essentielle pour la suite, car elle permet de décrire les traces
auto-similaires de fonctions de W12 (£2) par leurs coefficients dans la base d’ondelettes de Haar
par le biais de (1.2.3), ce qu'on utilisera 2 de nombreuses reprises.

Dans[AT10], les auteurs montrent en fait le résultat plus général :sim > 1,a <a* et 1 < p < o0,
alors
((WmP(Q)) = JLip(m — %,p,p; m — 1;T),

4 , \ \
1.4 ETUDE D EDP DANS DES DOMAINES A FRONTIERE FRACTALE
1.4.1 EDP DANS DES DES DOMAINES RAMIFH::S OU DES ARBRES FRACTALS

L’étude de problémes aux limites dans les domaines ramifiés décrits en 1.1.3.5 est détaillée
par Y. Achdou et N. Tchou dans [ ATo7] (voir aussi [ASTo7, ASTo6]) ot une méthode basée sur
les propriétés d’auto-similarité du domaine 2 est proposée pour résoudre les probléemes mixtes
du type

Au=0 dans ,

w=uy surl?,

du _ 0 00

5o=0 sur(dQ)\(IPUT*),

ot T est la base du domaine ramifié, avec en plus une condition de Neumann non-homogene
sur I, imposée grace a la formulation variationnelle.

On cherche a calculer la solution dans une cellule donnée du domaine. La méthode consiste
a décomposer la donnée de Neumann sur le bord I'™° dans la base d’ondelettes de Haar et a
7 . \ . . 0 \
résoudre une suite de problemes aux limites dans la cellule de base Y™ a laquelle on se ramene
par auto-similarité, avec des conditions aux limites dites transparentes sur la partie supérieure
du bord de Y°. Ces conditions reposent sur un opérateur Dirichlet-Neumann non local obtenu
comme limite d’une suite d’opérateurs en exploitant ’auto-similarité et 'invariance par change-
ment d’échelle de I’équation.

La méthode est détaillée dans le Chapitre 5.

Une autre approche a I’étude d’EDP sur des objets présentant une infinité de ramifications
est proposée par P. Joly et A. Semin dans [JS11] qui étudient I’équation des ondes dans des arbres
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fractals dont les branches sont unidimensionnelles, du type des arbres définis dans [MFgg].
L’équation des ondes y est alors résolue sur chaque branche, avec une condition de type Kirch-
hoff au niveau des nceuds.

Pour gérer les problémes liés au fait que I’arbre est infini et trouver la condition aux limites au
bout de I’arbre, une condition aux limites transparente est exprimée au moyen d’un opérateur
Dirichlet-Neumann, de maniére comparable a la démarche adoptée en [ATo7].

Dans [MSVog], B. Maury et al. utilisent aussi une structure arborescente pour modéliser le

systéme respiratoire humain, dans le but de décrire la pression au niveau des alvéoles, c’est-a-dire
a la terminaison des voies respiratoires, ou se situent les échanges gazeux.
Le modele utilisé est un arbre dyadique résistif infini. Les auteurs définissent les espaces fonc-
tionnels ad hoc dans I’arbre et introduisent une notion de trace sur le bord de I'arbre. Ils étudient
des propriétés de régularité de la trace une fois la frontiére de I’arbre injectée dans le domaine
physique correspondant au parenchyme. Cette approche permet en particulier la mise en point
de modeles constitutifs pour le poumon vu comme matériau viscoélastique.

1.4.2 PROBL]:ZMES DE TRANSMISSION A TRAVERS UNE INTERFACE FRACTALE

Les problémes de transmission apparaissent naturellement dans de nombreux domaines,
comme [’électrostatique et la magnétostatique ou I’on souhaite par exemple décrire le transfert
de chaleur a travers une couche infiniment conductive. Certains des phénomeénes qui peuvent
étre modélisés par des problémes de transmission présentent des échanges a travers une interface
irréguliere. On peut parfois représenter ces interfaces par des objets fractals.

La définition du laplacien sur les ensembles auto-similaires p.c.f. (voir §1.2.6.d) permet en parti-
culier d’imposer des conditions de transmission du second ordre a travers une interface fractale
auto-similaire p.c.f.

Dans [Lanoz, Lano3, Lano4], M.R. Lancia étudie par exemple des problemes de Poisson dans
des domaines du plan séparés par une courbe fractale K, avec une condition de transmission a
travers K du second ordre du type

CAgu=[d,u] surK\JIN,
[#]=0 sur K,

ou [u] et [J,u] désignent respectivement le saut de # et de la dérivée normale d,» en un sens
faible a travers I'interface K. Dans ces papiers, K est une courbe fractale ou une approximation
préfractale de courbe fractale. Cauteur considere en particulier le cas de la courbe de Koch. Des
résultats d’existence et d’unicité de la solution faible du probleme dans un espace approprié sont
démontrés, ainsi que des propriétés de régularité de la solution.

Dans [BBVo6], un aspect numérique de ce probléme est abordé. Les auteurs construisent un
maillage adapté a la géométrie de I'interface pour le probléme a interface préfractale et formulent
une approximation de Galerkin pour le probleme.

En demension 3, le cas ou I'interface est de la forme K X [0,1] est traité dans [MVo3] ou les
auteurs établissent I'existence d’un unique minimiseur pour une fonctionnelle énergie adaptée.

Par ailleurs, M.R. Lancia et P. Vernole prouvent dans [IVo3] la convergence de problemes de
transmission en demension 3 avec interface préfractale vers le probleme avec interface fractale.
La preuve est basée sur la convergence au sens de Mosco des formes d’énergie associées aux
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problémes (voir [Mos67, Mos69]), et sur une méthode d’interpolation proposée dans [[Vo3,
MVog].

4 / \
1.5 RESUME DE LA THESE

Les chapitres 2, 3 et 4 proposent des éléments de réponses aux questions posées au para-
graphe §1.3.
Le chapitre 2 est consacré a la comparaison des espaces [Lip(s, p, p;0;1°°) avec les espaces de
Besov sur I'°. On montre en particulier que le théoreme de trace (1.24) reste vrai dans les
domaines ramifiés pour la trace auto-similaire dans 2, pour des valeurs de p inférieures a une
valeur critique p* qui ne dépend que des angles des similitudes définissant les domaines.

Le chapitre 3 examine la question du prolongement pour les domaines ramifiés critiques. On
construit un opérateur de prolongement W1? pour les domaines critiques lorsque p < p*.

Le chapitre 4 est consacré a la comparaison des notions de traces utilisées. On déduit du théo-
réme de prolongement du chapitre 2 que les notions de traces strictement définies pour les fonc-
tions de WL2(R") ou W1#(Q) et la notion de trace auto-similaire sur I coincident presque
partout.

Dans le chapitre 5, on s’intéresse a un probleme de transmission entre les domaines ramifiés
Q de la classe Z et I’extérieur de Q. On propose une approche numérique du probleme, en
écrivant un probléme de transmission a travers une interface préfractale. Notons que le chapitre
5 rend compte de travaux en cours qui ne sont pas encore dans leur forme finale, et qu’on ne
s’intéresse pour le moment qu’a la mise en ceuvre numérique.

Les chapitres 2, 3 et 4 sont a quelques ajouts pres les articles respectifs :

o JLip versus Sobolev spaces on a class of self-similar fractal foliages [ADT12],

o Sobolev Extension Property for tree-shaped domains with self-contacting fractal boundary
[Deh],

o Comparison of different definitions of traces for a class of ramified domains with self-similar
fractal boundaries [ ADT],

dont la forme a été modifiée pour éviter des redites. Il n’a toutefois pas été possible de les
éliminer toutes, et nous prions le lecteur de nous en excuser.

1.5.1  COMPARAISON DES ESPACES JLip ET BESOV SUR LA FRONTIERE AUTO-SIMILAIRE
DES DOMAINES RAMIFIES

On s’intéresse ici aux domaines ramifiés 2 de la classe 7 décrite en 1.1.3.5. De méme que dans
le cas des domaines réguliers, on souhaite comparer I'espace de traces des fonctions W17 (£2) sur
la frontiere de 2 aux espaces de Besov.

Dans le cas sous-critique (a < ay) ol on a vu que le domaine ramifié était un domaine (¢, ), les
théorémes cités dans les paragraphes précédents permettent de conclure qu’on a un théoreme de
trace du type de (1.24).

En revanche, dans le cas critique ot a = 4, ces théoremes ne s’appliquent plus. En fait, on
montre un théoreme de trace du type de (1.24) pour p < p* seulement, ou p* ne dépend que
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de la dimension de I’auto-intersection de la partie auto-similaire I'*™® de la frontiére. La démons-
tration de ce résultat consiste d’abord a comparer les espaces [Lip aux espaces Lip introduits
ci-dessus, en s’appuyant sur la régularité Sobolev des ondelettes de Haar sur I"*°.

1.5.1.2 Le cas sous-critique

Dans le cas sous-critique décrit au paragraphe 1.1.3.a ou la partie fractale '™ de la frontiere
est totalement disconnexe (a <ay), le théoréme de trace 1.2.10 de Jonsson et Wallin reste valable.
Ce résultat découle directement du Théoréme 1.2.6 de prolongement de Jones : on montre que
dans ce cas 2 est un domaine (¢,8), ce qui implique que 2 est un domaine de prolongement
Sobolev, et on peut appliquer le théoréme de trace de Jonsson et Wallin au prolongement ainsi
obtenu. La trace sur la frontiere du domaine est ici entendue au sens classique.

On peut par ailleurs arriver a ce méme résultat pour la trace auto-similaire > en se souve-
nant que, dans le cas ot I'™ est totalement disconnexe, on a I’égalité

JLip(s, p,q;0;T°°) = Lip(s, p,q;0;T)

lorsque 0 <5 < 1 et 1 < p,q < oo. Le Théoreme 1.3.4 permet alors de conclure, du fait que
Lip(s, p,q;0;T>) =B/ (T*) pour 0 < s < 1.

1.5.1.b  Le cas critique

Lorsque 'ensemble fractal I'*° est connexe (2 = a3), le domaine ramifi¢ correspondant n’est
pas un domaine (¢, &), et n’est d’ailleurs pas un domaine de prolongement Sobolev. Dans ce cas,
on n’obtient pas la régularité du Théoréme 1.2.10 pour toutes les valeurs de p, mais seulement
lorsque p est inférieur a une valeur critique p* qui ne dépend que de la dimension de I’ensemble
d’auto-intersection de la frontiere 2. En d’autres termes, pour p < p*, on a un équivalent du

théoreme de trace (1.24) sur I'™ pour la trace auto-similaire :
(W) = B, (), (1.36)
7

Dans le cas a = a;, nous avons vu qu'on distingue deux possibilités :

i) si 0 ¢ 5, Pensemble = défini par

E=/HENAHE) (137)
est réduit & un point et, dans ce cas, 'ensemble d’auto-intersection de I'™® est dénom-
brable;

(i) si 0 € 55w, ensemble = est un ensemble fractal de dimension de Hausdorff d /2, donc

Pensemble d’auto-intersection de I'™ est un ensemble fractal de méme dimension.

Selon qu’on se trouve dans le premier ou le deuxieme de ces cas, nous verrons que la valeur de
p* et la régularité de la trace different.

Pour comparer les résultats obtenus a ceux de Jonsson et Wallin, il convient de préciser la
notion de trace utilisée ici. Les résultats détaillés dans le Chapitre 2 concernent la trace auto-
similaire £*° et non pas la trace au sens classique définie en 1.2.5. On prouvera toutefois dans
le Chapitre 4 que ces deux traces coincident u-presque partout, ou u est la mesure invariante
associée a I'™.

On supposera dans la suite que 'on est dans le cas critique ou a = a,
a des points d’auto-intersection.

o et 1" est connexe et



44 Chapirre 1 - Introduction

REGULARITE SOBOLEV DES ONDELETTES DE HAAR

Il est clair que pour tout p € [1,00], les ondelettes de Haar sur I’ensemble auto-similaire I'*
peuvent étre relevées par des fonctions de W1?(Q), et appartiennent donc a I’espace de trace de
W L2 () sur I'*°.

Par ailleurs, on montre (voir les propositions 2.4.1 et 2.4.2) que la régularité des ondelettes
dépend de la dimension de I"auto-intersection de I'™°.

¢ Sion se trouve dans le cas (i) décrit plus haut, alors pour tout o € 7,

g, €BIT(I™) si0<s <4,

g, EBIP(T™) sis> %

On en déduit que dans ce cas le résultat de trace (1.36) est faux pour p > 2.

¢ Sien revanche on se trouve dans le cas (i) décrit plus haut, alors pour tout o € 7,

) . d
g, € BIP(I*) 10K <5,

) 00 : d
g, & BIP () SLS > 37

et on déduit ici que le résultat de trace (1.36) est faux pour p > 2 — %

On va montrer en fait que ces valeurs sont optimales au sens ou le résultat de trace (1.36) est
vrai lorsqu’on est dans le cas (z) avec p < 2, ou dans le cas (i7) avec p <2 — % On appelle alors
P la valeur critique obtenue :

. 2 danslecas (i) : O0¢ 5,

= (1.38)

d - T
2—% danslecas (i) : 0 € 5.

On montrera également que lorsque p > py, la régularité générale de la trace est donnée par
celle des ondelettes.

COMPARAISON DES ESPACES JLip ET BESOV DANS LE CAS OU = EST REDUIT A UN POINT

On énonce ici les résultats obtenus dans le cas ol I'angle & n’est pas de la forme 5 avec
k € N*, et = est réduit a un point.

THEOREME 1.5.1 — Si 0 & 7t/2N* et t < min(d/p, 1), alors
JLip(2, p, p0sT) = Lip(t, p, p;sT%) = BV ().

Ce théoreme implique que le théoreme de trace (1.36) reste vrai dans le cas p < 2.

Pour démontrer le Théoreme 1.5.1, on propose d’abord une série de résultats géométriques
faisant un lien entre le mot o € & et la distance entre f, (I'™°) et 'axe des ordonnées A =
{(x1,x5), x; =0}

Dans le cas que nous considérons, E est constitué du seul point limite f; ot & = 12™+1(12).
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On montre que la distance d(f, (I*°), A) est du méme ordre que la distance entre o et &, ou on
définit la distance & entre deux mots de 0,7 € & U &7 par

0 sio=rm,

S(U,T):{ k

a® sinon, ou k est le plus grand entier tel que O = T

(1.39)

Par la Proposition 1.2.2, il s’agit de controler I'intégrale

v(x)—v(y)|?
e = [ [t ) o)

d d+pt

pour v € JLip(t, p, p;0;1°).

La démonstration du Théoréme 1.5.1 repose sur les inégalités de Hardy discretes énoncées dans
le Lemme 2.4.9. ’idée est de décomposer la fonction v € JLip (¢, p, p;0;1°°) selon la base d’on-
delettes de Haar de ', et de découper les intégrales selon une partition de (X;); oy de I'™°, ot
Pensemble X; est constitué des points dont la distance a A est de I'ordre de a%.

Le Théoreme 1.5.1 donne également I’inclusion suivante :

d
(>2(Whe(Q)) BPI(I™), s<—, (1.40)
p
lorsque p > 2. Les résultats sur les ondelettes montrent que ce résultat est optimal, au sens ou
(1.40) est faux pour s > %

COMPARAISON DES ESPACES JLip ET BESOV DANS LE CAS OU = EST NON DENOMBRABLE

Dans le cas ou E est non dénombrable, ¢’est-a-dire lorsque & € ===, on a le résultat suivant.
q N

THEOREME 1.5.2 — $i 0 & 7/2N* et t < min(d /2p, 1), alors
JLip(t, p, p;0;T°°) = Lip(t, p, p;0;T>) = BPP (™).

La démonstration de ce dernier théoréme est similaire a celle du Théoréme 1.5.1. Elle utilise
des résultats géométriques analogues au cas précédent.

Cette fois, 'ensemble = est constitué des points limites fz ot & € 27 := 12™*1(12]21). On
montre dans ce cas que la distance d(f,(I'°),A) est du méme ordre que

8o, X):= 52;3(0’5)'

On procede alors de maniére similaire a la démonstration du Théoréme 1.5.1, en découpant les
intégrales selon la méme partition de I'™°.

De méme que pour le Théoreme 1.5.1, on peut déduire du Théoréme 1.5.2 I'inclusion

d
(®(WhP(Q)) BPP(T™), s< E (1.41)

lorsque p >2— % Les résultats sur les ondelettes permettent également d’établir que ce résultat

est optimal, au sens ou (1.41) est faux pour s > %
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1.5.2 PROPRIETE DE PROLONGEMENT SOBOLEV POUR LES DOMAINES RAMIFIES

La question de I’existence d’un opérateur de prolongement pour les fonctions W17 sur un
domaine ramifié de la classe Z a une importance particuliére, notamment pour déduire des ré-
sultats de densité sur ces domaines malgré leur irrégularité.

Ici encore, les théoremes énoncés dans les paragraphes précédents permettent de régler la ques-
tion dans le cas sous-critique. Dans ce cas, les domaines sont des domaines de prolongement
Sobolev. Du fait que les domaines ramifiés critiques de Z ne sont pas des domaines (¢,8'), on
ne peut utiliser le théoreme de prolongement de Jones. On voit d’ailleurs aisément que, du fait
des injections de Sobolev dans les fonctions continues du plan, les domaines ramifiés critiques
ne peuvent avoir la propriété de prolongement Sobolev pour p > 2.

Les résultats de régularité des ondelettes de Haar sur I'™ du Chapitre 2 suggerent qu'on ne peut
espérer avoir un opérateur de prolongement W17 lorsque p > p*. Le principal théoréme du
Chapitre 3 montre en fait le résultat suivant.

THEOREME 1.5.3 = Lorsque a = a, les domaines ramifiés de 9 sont des domaines de prolongement
W2 pour tout p < p*.

Du fait que dans le cas critique les domaines ramifiés ne sont pas (¢, ), la technique de décom-
position de Whitney habituellement utilisée ne s’applique pas directement. On montre alors le
résultat de prolongement a la main en commengant par construire un prolongement des fonc-
tions de (W17 (Q)) = BIP’PH, () en des fonctions de W17 (R?).

?

THEOREME 1.5.4 = Si p < py, alors il existe un opérateur de prolongement & de Bf’ ’pz-p (') dans

?
WP (R?) pour la trace auto-similaire {*° (Cest-a-dire que {>°((& V)iq) = v pour toute fonction

vE Blp_’Pz__P (I>°), tel que &g, = —1dans f,(Q) et &g, = 1dans f,,(Q2) pour tout o € <.

P

1.5.2.¢ Construction du prolongement du Théoréme 1.5.4

La construction se fait en deux étapes : on commence par construire un relevement des
ondelettes de Haar pour I'opérateur de trace auto-similaire, puis on définit I'opérateur de pro-
longement en considérant le développement dans la base d’ondelettes de Haar des fonctions de

. 2-d
JLip(1= =5, p, p30:1°).
Le relévement construit peut étre vu comme une modification de la technique de Whitney,
adaptée aux propriétés d’auto-similarité du domaine.

Reléevement des ondelettes On commence par construire un relevement g, de g, dans
WP (R?) qui vaut —1 dans £;(Q2) et 1 dans £,().

On définit ensuite les relevements g, des ondelettes de Haar g, (0 € 7, n €N). Pour ce faire,

on s’appuie sur les fonctions 22 g, o £, ™' multipliées 4 des fonctions de troncature adaptées.
Dans le cas ou = est réduit a un point, les fonctions de troncature ont leur gradient nul en de-
hors de cones dont les centres sont les points d’auto-intersection du fractal I"*°.

Dans le cas ou = n’est pas dénombrable, la géométrie est plus complexe, et les cones doivent
étre remplacés par des ensembles plus sophistiqués (voir Figure 3.4 p. 112).
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Lopérateur de prolongement On construit ensuite ’'opérateur de prolongement en posant,

pour v € Bf”pz_p ('),

14

v = ('U)rw)( +Z Z lgo'ga’ (1'42)

neNoged/

ou les 3,, 0 € o sont les coeflicients dans la décomposition de v dans la base d’ondelettes de
Haar sur ', et y est un relévement dans W1#(R?) de la fonction constante égale a 1 sur €.

On montre ensuite que le prolongement &v est dans W1#(IR?) et que 'opérateur & est bien

continu. D’apres la construction des relevements g, 0 € <7, il suffit de montrer 'inégalite
N . . .

€2y 1r(s) S ”vHJLip(l—%,p,p;o;rw)’ ou S est 'union des supports des gradients des fonctions

de troncature. La preuve utilise alors les propriétés des relevements des ondelettes de Haar, dont
les recouvrements dans S sont controlés.

1.5.2.b  Un résultat de densité

La propriété de prolongement W1? pour les domaines ramifiés lorsque p < p* entraine de
maniere immédiate le résultat de densité suivant.

THEOREME 1.5.5 — Si €2 est un domaine ramifié de la classe 9, Pespace C™(2) est dense dans W7 ()
pour tout p < p.

1.5.3 COMPARAISON DES DEFINITIONS DE TRACE SUR LE BORD DES DOMAINES RAMI-
4
FIES

On a introduit au paragraphe 1.2.5 plusieurs définitions de trace sur la partie auto-similaire
des domaines ramifiés de Z, et on a énoncé et démontré des résultats de trace pour lesquels la
trace n’est pas toujours entendue au méme sens. Jusqu’ici, nous avions laissé de coté la question
du lien entre ces différentes notions de trace dans le cas de la classe des domaines ramifiés que
nous considérons. Le chapitre 4 examine cette question et montre que les définitions de trace
introduites au paragraphe 1.2.5 coincident presque partout pour la mesure auto-similaire.

On note que la Proposition 1.2.1 ne s’applique pas au cas des domaines ramifiés de 2 : les
domaines de Z sont bien des 2-ensembles (voir la Proposition 4.2.1) mais I'*® n’est jamais un
l-ensemble, méme lorsque € =0 et dimy; '™ =1.

Le résultat principal du chapitre 4 est le suivant.

THEOREME 1.5.6 — Soient Q un domaine ramifié de 7 dont la partie anto-similaire du bord est notée
I et p € [1,00]. Toute fonction u € WP () peut étre strictement définie presque partout sur T
au sens de la mesure auto-similaire, et

{(u) = u
u-presque partout sur I'°,

La démonstration du Théoreme 1.5.6 repose sur les résultats de prolongement Sobolev dé-
montrés au chapitre 3. On s’appuie sur I’existence d’un réel p > 1 tel que les domaines de 2
soient des domaines de prolongement W1? de R2. On note ensuite que si & est un opérateur
continu de prolongement de W1#(2) dans W17 (R?), alors & est bien slr aussi un opérateur
continu de prolongement de W14(£2) dans W7 (IR?) pour tout g > p, ce qui vaut en particulier
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lorsque g > p; et que €2 n’a pas la propriété de prolongement wha,

La preuve s’appuie sur une identification entre espaces de Sobolev et espaces de potentiel de
Bessel. On rappelle que I’espace de potentiel de Bessel d’ordre @ > 0 sur R” est défini par

L¥P(R") = {G, +g, g€ LP(R")}.
G, € LY(R”) désigne le noyau de Bessel d’ordre @, défini par

G, = (1+423EP) ",

ou éa (& [ G, (x)e? ™€ dx est la transformée de Fourier de G,. On a alors I’identification
suivante due a A.P. Calderdn (voir [Ste7o]) :

si k est un entier positif et 1 < p < oo, alors LF?(R”) = W52 (R™), (1.43)

On montre dans un premier temps que pour toute fonction # € W1H?(12), la trace au sens
classique #- coincide avec la trace classique &'# o de &'u, ou & est I'opérateur de prolonge-
ment décrit plus haut.

On montre ensuite le Théoréme 1.5.6 en comparant la trace classique a une définition auto-
similaire de la trace au sens classique (voir Définition 4.4.1 et Théoréme 4.4.3).

1.5.4 UNE APPROCHE NUMERIQUE POUR UN PROBLEME AUX LIMITES DANS QU (R? \ Q)

On considere dans cette derniére partie un probléme aux limites avec une interface fractale
auto-similaire dont on s’intéresse a la mise en ceuvre numérique. On considere toujours les
domaines ramifiés Q2 de la classe 2, et on s’intéresse a des problemes du type

Au=f dans 0,

Au=f,  dansQ,,

[#]=0 sur I'°, (1.44)
[&7”%1 =0 surl™,

avec en plus des conditions mixtes sur le reste du bord de Q et de £, ou £, est extérieur du
domaine . On désigne par [#] et [d,#] les sauts respectifs de # et de sa dérivée normale, en
un sens faible & préciser, a travers 'interface I'*°.

On étudie en fait le probléme analogue en remplagant Q par le sous-domaine 2, obtenu
en tronquant le domaine (2 apres 7 générations et §2, par extérieur 7 de . Linterface est
A m — 0
donc le préfractal T = erp/m £(T0).

On traite le probléme extérieur mixte correspondant avec une donnée de Dirichlet sur I'inter-
face I par une méthode de représentation intégrale. On obtient un opérateur de type Dirichlet-
Neumann.

Le probléme intérieur avec une donnée de Neumann sur I'interface I'” est traité par une mé-
thode auto-similaire tirée de [ASTo6, ATo7]. On obtient alors un opérateur de type Neumann-
Dirichlet.

On résout alors un probléme de point fixe dont la solution est la donnée de Dirichlet de la solu-
tion du probléme de transmission sur 'interface I'”. Une fois cette donnée obtenue, la solution
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du probléme de transmission s’obtient en résolvant successivement un probléme extérieur et un
probléme intérieur.

On s’intéresse d’un point de vue numérique aux exemples ou f; =0 et £, est une masse de Dirac
en un point de 2, ainsi qu'au cas ou f; = 8pv pour o € &, k < m, et f, =0, ol on rappelle

que I = £,(I).
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CHAPTER 2

JLip versus Sobolev spaces on a class of self-similar fractal foliages

For a class of self-similar sets T in R?, supplied with a probability measure u called
the self-similar measure, we investigate if the B”?(I'°) regularity of a function can be
characterized using the coefficients of its expansion in the Haar wavelet basis. Using
the Lipschitz spaces with jumps recently introduced by Jonsson, the question can be
rephrased: when does B##(I"°) coincide with JLip(s, p, p;0;1'°°)? When I' is totally
disconnected, this question has been positively answered by Jonsson for all s, p, 0 <'s <
1and 1 < p < oo (in fact, Jonsson has answered the broader question of characterizing
BPA(I'*), s >0, 1< p,q < 0o, using possibly higher degree Haar wavelets coefhicients).
Here, we fully answer the question in the case when 0 <'s < 1 and I'* is connected.

2.1 INTRODUCTION

There is a growing interest in analysis on self-similar fractal sets, see for instance Kigami
[Kigo1], Strichartz [Stro3, Strgg], Mosco[Mosoz, Mos98] and references therein. These works
aim at intrinsically defining function spaces using Dirichlet forms and a different metric from
the Euclidean one. The results in this direction are often subject to the important assumption
that the set is post-critically finite (or p.c.f.), see (1.9) or [Kigo1].

In a different direction, Jonsson has studied Lipschitz functions spaces on a self-similar fractal set
K under a technical condition which yields a Markov inequality at any order, see the pioneering
works [Jong8, Jono4]. More precisely, in [Jono4], Haar wavelets of arbitrary order on K were
introduced and used for constructing a family of Lipschitz function spaces allowing jumps at
some special points in K. These function spaces are named JLip(t, p,q;m;K), where ¢ is a
positive real number, p,q are two real numbers not smaller than 1 and 7 is an integer (2 is the
order of the Haar wavelets used for constructing the space). Here J stands for jumps, since the
considered functions may jump at some points of K. The theory in [Jono4], which does not
require the assumption that K be p.c.{, plays an important role in the present paper. It will be
partially reviewed in § 2.3.1 (we will focus on the case when m =0, p =g and 0< ¢ < 1).

In the present work, for a class of self-similar sets contained in R?, we aim at studying the
relationships between some JLip spaces and the more classical Besov spaces introduced and
studied by Jonsson and Wallin [JW84] for closed sets: consider a closed subset F of R” supplied
with a Borel measure u such that there exists a positive real number d and two positive constants
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¢; and ¢, with
clrd S uB(x,7)) < czrd,

forall x € F and r < 1 (here B(x, ) is the ball in F with center x and radius r, with respect
to the Euclidean distance in R”); the set F is said to be a d-set. In [JW84], Sobolev and Besov
spaces are defined on d-sets. For example, for 0 < s < 1, the Sobolev space B/ (F) is defined as

[/ (=) =S OI7

BPP(F)= {f ELﬁ(F);L S du(x)du(y) < oo}, (2.1)

W€EF |x—y|<1 |x —

see §1.2.6.5. In [JW84], results on the extension (in R”) of functions belonging to Besov and
Sobolev spaces on F and trace results are proved using as a main ingredient Whitney extension

theory. In particular, there exists a continuous trace operator from W17 (R") onto Bf 2 (F),

if max(1,7 —d) < p < co. A more general trace theorem is available, see Theorem 1, page 141
in [JW84].

The approach of Triebel [Trig7] is somewhat different. In [Trig7] chapter IV, paragraph 18, it
is proved that the space of the traces on F of functions in B” (R") is LZ (F)for0<d < n,

d/n < p <ooand0< g <min(l, p); Besov spaces on F are thgn defined as spaces of the traces
of Besov spaces on R” and embedding properties are studied.

In [Jono4], Jonsson has proved that if the self-similar set X is totally disconnected, then the JLip

spaces coincide with Lipschitz or Besov spaces, more precisely that the spaces JLip (¢, p,q;m; K)

coincide with the Lipschitz spaces Lip(¢, p,q;m;K) also introduced in [Jono4]. The latter
are a generalization of the more classical spaces Lip(z, p,q;K) introduced in [JW84] since

Lip(t, p,q;[t;K) = Li p(t, p,q;K). Note that Li p(z, p,q; [t];K) = B (K), see[JW95]. When
the fractal set is not totally disconnected, the JLip space may not coincide with Lip or Besov
spaces.

In this chapter, we focus on a class of self-similar sets noted '™ below, see for example Fig-
ure 1.3 in the Introduction of the thesis. The set I is the unique compact subset of R? such
that

%= £/,T)U HT),

where f; and £, are two similitudes with rotation angles 6 and contraction factor a such that
O<a<ay As we shall see, '™ can be seen as a part of the boundary of a ramified domain Q in
RR?, see Figure 1.6 in the Introduction, and the restriction 2 < a’; allows for the construction of
2 as a union of non-overlapping sub-domains, see (2.30). In § 2.2.2.c, we will recall the notion
of self-similar measure ¢ defined in the triplet (I'*°, £, f;), see [Kigo1]. With the Borel regular
probability measure y, I is a d-set where d = —log2/loga is the Hausdorff dimension of
Iree.

The notion of traces on I'™ for functions in W1?(Q2) has been defined in the earlier work
[AToy], see also §1.3.3. In [AT10], some of the authors of the present paper have characterized
the space of the traces on I'™® of functions in W12 (Q) as JLip(1 — %,p,p;O;T‘”), for 1 <

p < oo (with d = —log2/loga). Note that JLip (1 — %,p,p;o;rw) always contains Li p(1 —
240 ps0sT®) =B (1), and that JLip(1 = 54, p, p;05T>) = Lip (1= 22, p, p;;T) if

14

*
d<d(9.
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Therefore, the question considered here is to know for a = aj, in which case the identity

JLip(t, p, p;0;T) = Lip(t, p, p;0;T>) = B/ (™) (2.2)

holds, and if not, to find the parameters s such that JLip(t, p, p;0;T>) € B’ (T°). The first
part of the question covers the following one: when do the spaces containing the traces on I'*
of the functions in W'?(£2) and W1?(R?) coincide? This is also linked to the possibility of
constructing an extension operator from W2(Q2) to W7 (IR?), which is addressed in Chapter
3. Note that a partial answer was given in [ATo8] (before the characterization of the trace space
as a JLip space was found) in the special case when p =2 and for a special geometry (6 = 7/4).

We will see that two different situations occur:

¢ if there does not exist an integer m such that m@ = 7/2 then f,(I'*°)N£,(I'*°) is a singleton,
and we will see that (2.2) holds if pr < d.

o Otherwise, the Hausdorff dimension of f(I'>°)N £5,(I"°) is d /2 and (2.2) holds only for
pt<dj2.

Finally, note that the question of extensions or traces naturally arises in boundary value or
transmission problems in domains with fractal boundaries. Results in this direction have been
given in [MVo3, Lano3, Lano2] for the Koch flake. There also, the assumption that the fractal
set is p.c.f. is generally made. Boundary value problems posed in the domains Q displayed in
Figure 1.6 were studied in [ATo7].

The chapter is organized as follows: the geometry of the ramified domains we study is
detailed in Section 2.2. In Section 2.3, we recall the construction of the trace operator and
briefly review existing trace results from [ATo7] and [AT10]. The main results are Theorems
2.4.1 and 2.4.2 which are stated in §2.4 and respectively proved in §2.4.2 and §2.4.3. For the
ease of the reader, the proof of the geometrical lemmas, which are crucial but technical, is
postponed to Section 2.5 at the end of the Chapter. We conclude by briefly mentioning another
geometry for the ramified domains, and propose a conjecture on the regularity of the trace on
the self-similar fractal boundary for general ramified domains.

2.2 THE GEOMETRY
2.2.1 THE SIMILITUDES f| AND f, AND THE SELF-SIMILAR SET I'™
2.2.1.a Definitions

Consider four real numbers a,a, 3,6 such that 0 <2 < 1/+/2, >0, 8>0and 0 < 8 <
7/2. Let f#, 1 =1,2 be the two similitudes in R? given by

< % —a x;cost — x,sin 6

5 < X, > < B >+ﬂ< x;sin@ + x,cos >’
< x a x; cos 0 + x,sin

5 <x2> <ﬂ>+d<—xlsin9+x2cos€>'

The two similitudes have the same dilation ratio @ and opposite angles 6. One can obtain £
by composing f* with the symmetry with respect to the axis {x, = 0}.

(2.3)
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We denote by T'%° the self-similar set associated to the similitudes f* and f}, ie. the unique
compact subset of R? such that

Ie=fTOVATE).
When the context is clear, we write f; (resp. f,, I™°) instead of f* (resp. ', T°°).

Notations We denote by

o a7, the set containing all the 2” mappings from {1,...,7} to {1,2} also called strings of
length 7 for n > 1,

o o the set containing only one element called the empty string, that we agree to denote
)

o o the set defined by &7 = U, 5,47, containing the empty string and all the finite strings,

=1,...,

the set of all infinite strings.

We will also use the following notations:
o if n,m are nonnegative integers and o € 7, 0’ € <7, define:
oo’ =0o(1)...0(n)o’'(1)...0' (m)e <, ,,,, (2.4)
if m = oo, we define similarly o0’ € o7,
o forn >0, 0 € .47,, and k > 0, we define

ak:aa...aednk, c®=00...0... € A, (2.5)

00
k

o for 0,7 € o7, define:
olr={o,7} C, (2.6)

o foro € o/ and 2" C &/ U, define the set:
o ={or,T€X}, (2.7)
similarly, if 2" C 7, define the set 2’0 = {70, T€ 2},

o for 2 C & and k €N, introduce the sets:

%k:{al...ok, Oy O, €X'}, 27 = U 2k
keN

2 ={0,0,...€ A, 1,0, €L}

EXAMPLE 2.2.1 - o The set (12|21)° is the set of infinite strings o € <. such that for all
positive integers k, o(2k) # o (2k —1).
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o Forn >0, the set (12|21)" is the set of strings o € <y, such that for all integers k € [1,n],
o(2k)# o2k —1).

o Theset (12|21)" U (12|21)*(1|2) is the set of all the prefixes of the strings in (12]21)>.

We say that o € & is a prefix of T € # U7 if v = 00’ for some 6’ € 7/ U o, . Foro € 7,
(n €N) and & < 7, we denote by oy, the only prefix of o in 7

o = (0D 0(k) € . (2.8)

Similarly, we say that ¢’ € &/ U Z__ is a suffix of 7 € & Uo7 if T =00’ for some o € 7.

For a positive integer 7 and o € 7, we define the similitude £, by

Jo =fo)© -0 fo(n)- (2.9)
We also agree that £, =Id. Similarly, if o € <7, define

1= nggofa(1) 0.0 fotn) (2.10)

If 0 € o and x € R?, we know that £, (x) € '™ does not depend on the point x (it is the
image of o by the map 4 defined in (1.7)). We call this point the limit point of the string o and
sometimes write it f,. We recall that the set of all limit points of strings in <7 is exactly I'*°
(see for example [Kigo1]).

For o € o7, let the subset 7 of I be defined by
I = f, (I°°). (2.11)
The definition of '™ implies that forall » >0, T = |, _ o T
Recall the definition of the set Z, (see (1.8)) defined by
Z, = fH(I) N £AT), (2.12)

that we agree to write = instead of Z, when the context is clear. Note that the set |, _, f;(E,)
consists of all the multiple points of I'%°.

The following theorem was stated by Mandelbrot et al. in [MFgg9].
THEOREM 2.2.1 —
(i) Forany 0,0 < 0 < 7/2, there exists a unique positive number a,;, < 1/ V2, (which does not
depend on (a, [3) see [AT10]) such that

if0<a<a; then==0andI™ istotally disconnected,

0
ifa=a then 2# 0 and T'*° is connected. (2.13)
(i2) The critical parameter a, is the unique positive root of the polynomial equation:
m-1 1
ZX‘“coszﬂ:—, (2.14)

where
m is the smallest integer such that m@ > /2. (2.15)
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We start by proving the following lemmas.
LEMMA 2.2.1 — There exists a number a € (0,1/+/2) such that =, # 0.

Proof. We first choose the point M, with coordinates (O, B- ﬁ) , such that the angle between
the vertical axis A defined by the equation x; = 0 and the line M, f,(M,) (resp. My f,(My)) is —0
(resp. 0). Observe that the points f"rn (M,) are the nodes of a dyadic tree (see Figure 2.1).

A

P

My

2

FIGURE 2.1: Dyadic tree formed by the points f% (My)

Take a € (0,1) and 0 € &/*°. We start by giving an expression of the abscissa p, of the limit
pOint f; = 1imn—>oo(farn (MO))
For all positive integer 7, write p” the abscissa of f"r (My); note that p” — p,. One has

n n—o0

pr=3 Zak_l sin(y(0)0), (2.16)
k=1

where & is the length of the line segment [M, f{(M})], and (y4(0))rey 1S a sequence of integers
defined by

Yolo) = 0,

{ ve—1 if o(k)

=1
o+ ifolk)=2 for all &.

Vet1(0)

We now choose o = 12™+1(12)*, which implies by (2.16) that
o, =0 <—sint9+azsin9+...+am_lsin(m—2)9
=) . =S .
+ de-m sin(m— 1)0 + Zam“‘H sin m9>

1=0 1=0
1

=8 (ﬁiajsin(j—l)ﬁ +

j=0

m m+1

ﬂ . .
— sin(m— 1)0 + 5 smm@) , (2.17)

1—a 1—a

which holds for both cases m@ > 7 and m&/ = % since sin(m — 1)6 = sin(m + 1)¢ in the latter

case.

First note that P13 > 0:
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o ifm:Z,,oﬂ>35in6<—1+§),andpl/ﬁ>o,

o ifm>2, then forall j € {1,...,m}, sind <sin; @, and

2
> Ssind —1+Zak = é‘sin(9<—1+ ‘ >,
2 1—a

which implies that o, 5> 0.

Since lim,_,4 o, <0, the polynomial function @ — p, has at least one root 4, between 0 and %,
and the limit point f;°(M,) has abscissa zero. By symmetry, we also have £,°(M,) € f,(I™),
which implies that Z, # 0. O
0
LEMMA 2.2.2 - the mapping ® defined by
®:a€(0,1) =TI, where I = f#(I'°)U £(T°) (2.18)
is continuous.

Proof. For any r € (0, 1), introduce the mapping F, defined by F,(K) = f(K)U £, (K) for all
compact set K C R?, and write F,” the mapping F, composed 7 times with itself.

Take a point x, € R” and two real numbers a,b € (0,1). We first prove by induction on the
integer 7 > 0 that there exists a constant # > 0 such that for all o € &7,

d(ff(x0), f, MZak|b—a|

We first note that the inequality holds for # = 1 since for 7 = 1,2, one has

d(f(xo) 15 (x0)) = b —al - ||xo]l

Suppose now that the inequality holds for an integer 7, and observe that if o € 7, and 7 € {1,2},
then

A F ) P ) < AU o) S5 (o)) + AU () o)) 7 () (x0))
< ad(fi(x).f) xO)+|b—a| 17} Gl

n+1
< MY aF|b—al+1b—al-If) (),
k=1
which yields the result if we set M > ||£?(x,)|| for all & € . This is possible since the points
/..(xp) are included in a compact set.
We note that
T dy(F, (o] Fy " (1501) = iy U2T5).
Observe that

max  d(x,F,"({x})) = maxd(f(xo), F," ({xo}))

x€F,"({x,}) g€,

max d(£*(x,), £ (x5)) <

o€, 1—a

IN

|b—al.
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Similarly, we prove that max {d(y,F "({xo})s ¥ € F"({xo})} < M 7=|b — a|, which yields that
dy(E,"({x0}), Fp " (1%0})) < 1= M| b — a| and proves that @ is Llpschltz-contmuous O

Proof of Theorem 2.2.1. Point (i) Call A; and A, the respective fixed points of f; and f,. Observe
that
sup d(Apy)= sup d(fy(A), fi(x) <a sup d(A, ) <adiam T, (219)
yeH(T) xel™ xel™
since A; € I'™®. Similarly, sup, ¢ =) d(A;,y) < a diam I'*°. Therefore, when 4 is sufficiently
small, 2, =0.
Lemma 2.2.1 allows the definition of 4* as

a*=inf{a >0, 2, #0}. (2.20)

Since for a < a*, fi(I'°) N £,(I'°) = 0, we easily deduce by self-similarity that I'*® is totally
disconnected in this case.

There remains to show that when a = a*, Z, # 0. Call m, the maximal abscissa of points in
J{(T°). Note that if =, #0, it is clear that 7, > 0.

Consider a sequence (a,,), with lim, , 4, = a" and a, < a”, which implies that m, < 0.
Indeed, the continuity of the mapping ® implies that the mapping 2 € (0,1) — m,, is also con-
tinuous. Therefore, if we had m, >0, then there would be a real number & € (0, an] such that
my, = 0, which is a contradiction.

The continuity of @ — m, also implies that m,. <0, since lim,,_,, m, =m,..

Similarly, choose (b,), such that lim, . &, =a* and Z, # 0 for all n, which implies that
my, 2 0. The fact that lim,,_, ,
which proves that = . #0. This ylelds that I"%? is connected (see Theorem 1.6.2 in [Kigo1]).

my, =m,. together with the previous point yields that m,. =0

Point (ii) Take a $ a*, then we know that m, < 0. To characterize a*, we will look for the
strings o € &/*° with ¢(1) = 1 such that the abscissa of £#(I"°) is maximal, that is if the sum in
(2.16) is maximal. We will see that 7, is in fact the real number p, introduced in the proof of
Lemma 2.2.1.

First observe that if the string ¢ maximizes the sum in (2.16) over all strings in &7°°, then
the sum is in fact maximized termwise. This can be seen by noticing that if « € & and

abs (f,1(M,)) < abs (faz(Mo)) then abs (falT(Mo)) <abs (f,,,(My)) forall = € &7 since f,,(I"°)

and £,,(I"*°) lie in opposite sides of f,(A) by self-similarity and are symmetrical with respect to
1o (A) (see Figure 2.2), where we denote by abs P the abscissa of a point P € R?.

We will now construct a string o € &7 such that the sum in (2.16) is maximized termwise.
First, we take for example (1) = 1, which implies that y,(0) = —1. We start by defining o (k)
for 2 <k <m+3, where m is the smallest integer such that m¢ > 7

The case when 2 < & < m —2: since (m —1)0 < %, we have sin(k — 1)0 < sin(k + 1)0.
Since y,(0) = —1, the term sin(y;(¢')¢) is maximal when y,(0) = y,_;(0) + 1. Since
(o) = =1, we deduce that y,(0) =y,_1(0)+ 1 for 2< k <m+1, that is o(k) = 2 for
all these values of k. Therefore, y,,, (o) =m—1.

We know that sin(y,,,,(0)0) is maximal. Since (m — 1)0 < Z < mf, one has
n—mf>%—0>(m-2)0.

Therefore, sinmé = sin(z — mf) > sin(m — 2)¢ since 0 < 7 —mé < 7, and one has
Ymea(0) =m, that is o(m +2) = 2.
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FIGURE 2.2: The points f,(My), f,,(My), fo1.(My), and £, (My).

To determine y,,,3(0'), we note that 7 —(m+1)0 < 5 —0 < (m—1)0, which implies that
sin(m+ 1)0 =sin(7 — (m + 1)0) < sin(m — 1)6. (2.21)
We distinguish two cases:

1. if m& # Z, then the inequality (2.21) is strict, which implies that y,,,;(¢) =m—1,
that is ¢(m+3) = 1. We are then back to the case (i), which means that o(m+27) =
2 and a(m+2i+1): 1forallz >2.

2. if m@ = Z, then the inequality (2.21) is in fact an equality, and one can have either
o(m+ 3) =1 or o(m+3)=2. By the case (i) (or its symmetric), one has:

m+42:)=

m+2i+ 1) =1

o(m+2i)=1
m+2;4+1)=2

_sio(m43)=1, { o foralli 32,
o

_ sio(m+3)=2, { E forall i > 2,

In other words, it suffices that o(m +2: — 1) # o(m + 2z) for 7 > 2 to maximize the

sum termwise.

This proves that the string o = 12™1(12)® chosen in the proof of Lemma 2.2.1 is such that
f#(x) for any x € R? achieves the maximal abscissa of £1(T°%2) which is zero. In other words,
e+ = m, = 0 with the notation of the proof of Lemma 2.2.1. Therefore, a* is the smallest
positive root of the polynomial defined by (2.17). A trigonometry argument shows that this
polynomial in 4 can be rewritten

m—1 ) 1
2a‘+zcosi9= - (2.22)
1=0 2

which concludes the proof of Theorem 2.2.1. |

REMARK 2.2.1 = From (2.14), it can be seen that 0 — aj, is a continunous and increasing function
from (0,70/2) onto (1/2,1/+/2) and that limy_, ay=1/2.
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EXAMPLE 2.2.2 = We examine the cases 0 = 1t /4 and 0 = 1t |5 (see fignre 1.3 p.19):

© m_ )y = 2 and the critical parameter a’ ,, is the unique positive solution of the polynomial

/4
X3+ V2X2 - V2/2=0, ie. ar, ~0.593465,

om 5= 3, and “;/5 ~ 0.56658.
Hereafter, for a given 0, 0 < 6 < 7t/2, we will write for brevity a* instead of ay and we will
only consider a such that 0 <a <a*.

2.2.1.b Characterization of =

The proof of Theorem 2.2.1 characterizes the critical ratio a* and describes in the process
the strings o € <7, such that h(0) € E, that is f ) € E for all x € R?, which we explicit here.

*

First note that, when a = 4*, the set = lies on the Vert1cal axis A defined by
A= {(x},x)), x; =0}
As previously, we will have to distinguish two cases, according to the values of m defined in

(2.15). We introduce some specific notations for the case when mt = 7.

o fori=1,2, we define 71 = 2 S%%:l ,
1 s1:=2
o we introduce
Fi=fiof, and F=f0f, (2.23)

o for 7€ o, we define n, 72 € 41 1) 1 by:

7D = 127 n(D)n(1)... p(k)p(k),

@ =21+ (1)n(1)... n(k)n(k (224
7 =217 (n(1). .. n(k)n(k)),
which yields
f f‘]ofvz OféOF OFi](k)’
T
f f20f1 ofloF OF@, (2.25)
T
The proof of Theorem 2.2.1 directly yields the following result.
THEOREM 2.2.2 -
o Ifml > 11/2 and a = a*, then E contains a single point
5 = fizm+1(12)w(x) = f‘211n+1(21)(>o(x>, (2.26)

forall x e R%

o Ifml =r/2and a=a*, then the set Z is not countable, and is characterized by

= = {fo), o e} = {fol), o e}, (2:27)
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for all x € R, In other words,
= = {f,(x), 0 €12™F1(12]21)® U 21™"(21]12)>}.
Moreover, for all point y € E, there exists a unique o € o7, such that y is the limit point of
the strings 0V and o,
2.2.2 RAMIFIED DOMAINS

2.2.2.a The construction

Call P, = (—1,0) and P, = (1,0) and I'? the line
segment I'9 = [P, P,]. We impose that f(P,),
and f,(P,) have positive coordinates, z.e. that

acosf <a and asinf < 3. (2.28)

We also impose that the open domain Y? inside
the closed polygonal line joining the points Py,
Py, 5(Pa), f5(Py), f1(P2), f1(Py), Py in this order
must be convex and hexagonal. With (2.28), this
is true if and only if Py I° P,

(e —1)sinf+ Bcost >0. (2.29) FIGURE 2.3: The first cell Y°

Under the assumptions (2.28) and (2.29), the do-
main Y7 is contained in the half-plane x, > 0 and symmetric w.r.t. the vertical axis x; = 0.

We introduce K° = Y°. It is possible to glue together K°, £,(K®) and £,(K°) and obtain a new
polygonal domain, also symmetric with respect to the axis {x; = 0}. The assumptions (2.28)
and (2.29) imply that Y°N £(Y°) =0 and Y° N £,(Y°) = 0. We introduce the open domain
(see Figure 2.4 below):

Q = Interior U £ (K% |. (2.30)
oced

Note that €2 is symmetric with respect to the axis x; =0, and that for 2 < 1/4/2, the measure
of Q2 is finite. See Figure 1.6 in the Introduction for examples of ramified domains for different
values of @ in the special case when a =a”.

For a given 0, with a* defined as above, we shall make the following assumption on (a, 5):

Assumption 1 For 0 < @ < 71/2, the parameters o and [ satisfy (2.29) and (2.28) for a = a*,
and are such that

(i) foralla,0<a <a*, thesets YO, £, (Y°), 0 € 7,, n >0, are disjoint,
(ii) foralla, 0 <a <a*, f,()N £(Q) =0,
(i1) fora=a*, £,(QQ)N £(Q) £0.
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FIGURE 2.4: Left: the ramified domain 2 for § = /5, a = ”;/5’ a =07, =15 Right: a

similar construction for ¢ = /4 and a =4,

1+

REMARK 2.2.2 = Assumption 1 implies that if a = a*, then f,(Q) N £,(Q) = 0; to prove this, we
define the open set T = Interior (K° U f{(K°)U f,(K®)). It is easy to check that Q=T U Ug/fg(T).
e

If Q)N £(Q) # 0, there exist x € Q, a positive number p, two positive integers n and n', and
o €, and o' € o) with (1) = 1 and o' (1) = 2 such that B(x,p) C f,(T)N f,/(T). It is then
easy to prove that this contradicts point (1) in Assumption 1.

The following theorem proved in [AT10] asserts that for all § with 0 < 6 < 7t/2, there exists
(a, B) satisfying Assumption 1.

THEOREM 2.2.3 = If 0 € (0,7/2), then for all @ > a* cos 0, there exists B> 0 such that 3> a* sin @
and (a — 1)sin@ + B cos > 0 and for all B > [, (a, B) satisfies Assumption 1.

It has been proved in [ATo8] that if 2 < a*, then 2 is an (¢, 8)-domain as defined in para-
graph 1.2.3, see also [Jon81] and [JW84], or in an equivalent manner a quasi-disk, see [Maz85]
or §1.2.3.5.

On the contrary, if 2 = a*, then Q is not an (¢, )-domain because by Theorem 2.2.2, it is

possible to construct two sequences (xg))n and (xEZZ))n, xflU € f1(22) and xflz) € £,(Q) such that

lim, ,|x() — x®)| = 0; then, any arc contained in Q and joining x() to x(?) has a length
n n L. n n

bounded from below by a positive constant.

2.2.2.b 'The Hausdorff dimension of I'*®

Recall that the open set condition is satisfied by the similitudes f; and f; if and only if there
is a nonempty bounded open subset e of R? such that f;(cw)Nf(ew) =0 and f,(w)Uf(w) C .
In this case, the Hausdorff dimension of the invariant set = is given by the single number d >0
satisfying 24¢ = 1 (see §1.1.2, see also [Mor46, Kigo1]).
For a given 6 € (0, t/2), let (, B) satisfy Assumption 1. For 0 < a < a*, the open set condition
is satisfied with c = Q because
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o ()N £4(Q) = 0, which stems from point (zz) in Assumption 1 if 4 < a*, and from
Remark 2.2.2 if a = a*;

¢ by construction of 2, we also have f,(2)U /,(Q) C Q.

Therefore, the Hausdorff dimension of the set I’ is
d :=dim,(I"*°) = —log2/loga,

IfO0<f<m/2,then0<a<a*<1/y/2andd <2.

7T

N the set = is not countable. It is

We have seen in paragraph 2.2.1.5 that in the case when 0 €
easy to compute its Hausdorff dimension in this case.
PROPOSITION 2.2.1 = If 0 € 5, then the Hausdorff dimension of Z is d /2.

2 - _ 1 [e's} _
Proof. Take x € R®. We have seen that = = {f,(x), ¢ € 12™""(12|21)°}, where 6 = 5.
Therefore, 2= fmn1({f,(x), o € (12]21)}).
The set {f,(x), o € (12|21)*°} is exactly the invariant set of the contracting similitudes f; o £,

and £, o f;, which also satisfy the open set condition with the domain €2. Since their ratio is a2,

we deduce that the Hausdorff dimension of Z is d /2. L

2.2.2.c The self-similar measure y

To define traces on '™, we recall the classical result on self-similar measures, see [Falg7,
Hut81] and [Kigo1] page 26:

THEOREM 2.2.4 - There exists a unique Borel regular probability measure u on I'>° such that for
any Borel set A C T,
1 1
A =5 (f71A) +50 (f71(4) (2.31)
The measure w is called the self-similar measure associated to the self-similar triplet (I, f1, f5).

PROPOSITION 2.2.2 = The measure u is a d-measure on I'°, with d = —log2/loga: there exists
two positive constants ¢, and ¢, such that

clrd LuB(x,r) < czrd,

forany r 0< r < 1and x € U™, where B(x, r) is the Euclidean ball in T*° centered at x and with
radius r. In other words the closed set T™ is a d-set (see §1.2.6.a and [JW84]).

Proof. The proof stems from the Moran condition. It is due to Moran [Mor46] and has been
extended by Kigami (see [Kigo1], Proposition 1.5.8 and Theorem 1.5.7). O

We define Lz , P € [1,400) as the space of the measurable functions v on I'*® such that

Jree [9]Pd u < 00, endowed with the norm ||o||;, = (frm |v|1’d,u>1/P. We also introduce L%,
“ I

the space of essentially bounded functions with respect to the measure . A Hilbertian basis of
Lfl can be constructed with e.g. Haar wavelets.
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2.2.2.d Additional notations

We define the sets T = £, (I%) and TN = Uy, 17 The one-dimensional Lebesgue measure
of IV for o € o7y and of TV are

IT?| =41 and |TV|=(22)|I7.

We will sometimes use the notation < or 2 to indicate that there may arise constants in the
estimates, which are independent of the index 7 in I'”, or of the index ¢ in I'” or I'™?. We
may also write A~ B if A< B and B < A.

2.3 TRACE RESULTS IN THE RAMIFIED DOMAINS

Hereafter, we consider a ramified domain 2 constructed as in Section 2.2 with & in (0, 7t/2),
and we suppose that the parameters a, 3 satisfy Assumption 1.

We first discuss very briefly the less interesting case whena < 1/2. Ifa < 1/2, then d < 1 and
I'*® is totally disconnected, see [Fal86], Lemma 4.1 p.54. This implies that f,(T"°)N £,(I'*°) =0,
see [Kigo1], Theorem 1.6.2 page 33. The results of Jones[Jon81] and of Jonsson and Wallin
[JW84] can be combined to prove that if p > max(1,2 — d), then the space of the traces on I'*
of the functions v € Wh?(Q) is Bf ?_(I'™) (see the introduction for the definition). We will

?
see in Theorem 2.3.1 below that in this case, Bf_’Pﬂ (I'*°)=JLip(1— %,p,p;o;r‘”).

»
Since the case @ < 1/2 is understood, in the remaining part of the paper, we will take 4 such
that 1/2 < a < a*, so the Hausdorff dimension d of I is not smaller than 1. We recall the
construction of the trace operator made in [ATo7] (see also §1.3.3) by taking advantage of the
self-simililarity; this trace operator, called £°° below, is well defined even if 2 = a*.

We first construct a sequence (£”),, of approximations of the trace operator: consider the se-
quence of linear operators £” : W17 (£2) — LZ,

1
[”(’U): Z <|1—‘0| FU’de> 1f0<roo), (2.32)

oE,
where |I'?| is the one-dimensional Lebesgue measure of I'?.

PROPOSITION 2.3.1 - The sequence ({™),, converges in (WP (2),L?) to an operator that we call
. '
Proof. See [ATo7]. O

REMARK 2.3.1 = For a given 0,0 < 0 < 7/2, let (a, 3) satisfy Assumption 1 and ) be constructed
asin§ z.z.za, with 1/2 < a < a*; in Chapter 4, we prove that ) is a 2-set as defined in e.g. [[W84]
page 205, i.e. there exist three positive constants ry, ¢; and ¢, such that for any closed ball B(P,r),
PeN,0<r <1y 72 <my(B(P,r)NQ) < cyr2, where m, is the Lebesgue measure in R, Since
Qisa zset, there is a classical definition of a trace operator on IS, see for instance [JW84] page 206.
It is interesting to compare the operator {*°, whose construction is based on the self-similarity proper-
ties, with the latter classical trace operator. In Chapter 4, we prove that if p > 1, the two definitions
of the trace of a function u € WP () coincide u-almost everywhere.
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2.3.1  DErINITION OF JLip (2, p, p;0;T°) FOR 0 < t < 1.

The spaces JLip(t, p, p;0;K) on a self-similar set K were introduced in Definition 1.2.4. We
recall here the definition of these spaces in the special case when K = I'*°. It was proved in
[AT10] that this definition coincides with the original and more general one that was proposed

in [Jonog4].
Consider a real number ¢, 0 < t < 1. For any function f € LP(I'**), define |f |, . »0;r) by

1

3
I
 ip(e,popor) = (ZZ 727370 3B, P ) , (2.33)

n=0 o€,

where the numbers 3, 0 € & are the coeflicients of f in the Haar wavelet basis expansion
given in (1.26).

DEFINITION 2.3.1 — A function [ € Li(roo) belongs to JLip (¢, p, p;0;1°°) if and only if the norm

||f||]Lip(t,p,p;0;l"°°) =Pof| +|f|]Lip(t,p,p;O;F°°) (2.34)

is finite, where Pyf = [« fd .

Recall that if the fractal set I is totally disconnected, then JLip(t, p, p;0;T>°) coincides
with the more classical function space:

THEOREM 2.3.1 = (Jonsson) If a < a*, then f{(T®)N f,(I'™) is empty and

JLip(t, p, p;0;T°) = Lip(t, p, p;0;T>) = BP(I'™).

2.3.2 CHARACTERIZATION OF THE TRACES ON '™ OF THE FUNCTION IN W'7(Q)

Recall that the following theorem was proved in [AT10].

THEOREM 2.3.2 = Fora given 0,0 < 0 < 7t/2, let (a, [3) satisfy Assumption 1 and Q be constructed
asin§ z.2.za, with 1/2< a <a*; then forall p, 1 < p < oo,

(> (WhP(Q)) =JLip(1 - %,p,p;o;r‘x’). (2.35)

First consequence A first consequence of Theorem 2.3.2 is that if 1/2<a < a*, thend > 1
and from Theorem 2.3.1,

0 (W (Q)) = Lip(1— %,p,p;o;l"f’o) =B, (T), Vpe(l,+oo). (2.36)

14

REMARK 2.3.2 — Note that (2.36) has been proved in [ATo8], without relying on the JLip spaces:
indeed, when a < a*, QY is an (e,8)-domain and T™° is a d-set; in this case, the extension result of
Jones [Jon81] (from W2 (Q) to WP (R?)) and the trace result of Jonsson and Wallin [JW84] (from
WLP(R2) onto Bf_’Pﬂ (T'>°)) can be combined to obtain (2.36).

?

In what follows, we will see that when a =a*, (2.36) does not hold for every p € (1,400).
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Second consequence From Theorem 2.3.2, we can deduce trace results in the Lebesgue spaces
for functions in W12 (Q), p > 1.

The results obtained are similar to the trace results in the spaces L7(Jd w) for a regular open set
@ C R2. The following Theorem was proved in [ATo8].

THEOREM 2.3.3 = If p = 2, then {®(W1P(Q)) C Li(roo)for all g € [1,00). Moreover, for all
q € [1,00), there exists a constant A > 0 such that

Vue Whr(Q), 16=G g < Allllygre -

The case when p <2 is dealt with in the following Proposition.

PROPOSITION 2.3.2 = If 1 < p < 2, then {>*(W1?(Q)) C L1 foreveryg, 1< q < Zd_—z; Moreover,

Jorall g such that 1 < g < Zd_—’;], there exists a constant A > O such that
Vi e WH (), 165Gz < Allllygre -

Proof. If g < p, then the result is clear. Now assume g > p. If # € W1?(Q), we know that
{®(n)e]JLip(1— %,p,p;o;l"o"). Call (b,),,, the Haar wavelet coeflicients of £>°(x), that is
the real numbers b, 0 € &7 such that

[OO(”):POEOO(%)'i_ Z baga'

n20,0€4,

Therefore,

lleGl?

JLip(1=32 p, p;0T™

: = |Pof°°(u)|[’+22"<§+p772> Z 6,7 < oo.

n=0 o€,

Take g < Zd_—l; Since L;fl(l"“’) =JLip(0,q,q;0;I'), we deduce that

I @llaay S | 1P +2527G) 37 1o, 11 | (2:37)

n=0 0E,

Since g > p, we have the following inequality:

p_r
2 q

1=y S [ 1Pl + 35207 ST g 1

n=0 o€,

IZA

|6l

JLip(1=52,p, pios™)’

<

N

since = —

N
= =
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2.4 EMBEDDING OF THE JLip SPACES IN SOBOLEV SPACES FOR @ = 4~
2.4.1 MAIN RESULTS

In the case 2 = a*, it is not possible to apply Theorem 2.3.1. We have seen that in this case,
Q is not an (¢, )-domain, and Jones extension result (from W'2(Q2) to W?(R?)) does not
hold for all p € [1,400). Note that 2 =a* > 1/2 implies that d > 1. We are going to make out
two cases: with m defined in (2.15), the simpler case is when m@ > 77/2, so Z is made of a single
point; the case when m@ = /2 will turn out to be more difficult because = is not countable.

THEOREM 2.4.1 — Assume that a = a* and m@ > /2.

1. Forall t €(0,1)and s > %,]Lip(t,p,p;o;roo) ¢ BI'P (1),

2. If0<t <min(d/p,1), then JLip(¢, p, p;0;T°°) = Lip (¢, p, p; ;) :Bf’p(l"oo).
The following corollary stems from Theorem 2.4.1:

COROLLARY 2.4.1 — Assume that a = a* and m@ > /2. Forall p > d and t € [d]p,1), one has
JLip(t, p, p;0;T°) € BP?(T°°) with a continuous injection, for all 5,0 < s < %

As an easy consequence of Theorem 2.4.1, it is possible to find some connection between
JLip(1— %,p,p;o;ro"), the trace space of W1?(Q), see (2.35), and some Besov spaces:

COROLLARY 2.4.2 — Assume that a = a* and m0 > 1t /2.

1 If p>=2, then

(a) JLip(1— %,p,p;o;rm) C BPP(T>), forall s,0< s < %
(b) JLip(1— %,p,p;o;rm) ¢ BPP(T), forall s > %
2. If1< p <2, then

(W () = JLip(1 = 54, p, p;0T°) = Lip(1 = 4, p, p;0:T%) = B, (™).

14

By Theorem 2.3.2, this result yields the Besov regularity of the trace on I'* of functions in
wWhe(Q).
THEOREM 2.4.2 — Assume that a = a* and m0 = /2.

1 Forallt €(0,1)and s > %,]Lip(t,p,p;o;r"o) ¢ BPP(T>),

2 Ifo<t <min(d/(2p),1), then JLip(t, p, p;0;T°) = Lip(t, p, p;0;1°°) = B/ ().

COROLLARY 2.4.3 — Assume that a = a* and m0 = /2. Forall p > d 2 and t € [d[(2p),1),
JLip(t, p, p;0;I'°) C BPP(T°°) with a continuous injection, for all s,0 < s < %

Here again, it is possible to find some connection between the trace space
JLip(1— %,p,p;o;rm) and some Besov spaces:

COROLLARY 2.4.4 — Assume that a = a* and m0 = /2.
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1. If p=2—4d]2, then
(a) JLip(1 =52, p, p;0;T) C B (), forall 5,0 < s < %
(B) JLip(1 =524, p, p;0sT) ¢ BIP (), forall s > 5.

2 If1<p<2—4d/2, then

(WP () =JLip(1 =54, p, p;05T) = Lip(1= 22, p, p3sT) = B2, (™).

14

REMARK 2.4.1 - If a = a, there is no similar trace result for the function space W*? () when k
is an integer greater than 1. the Haar wavelets belong to the trace space {**(W* P (Q), but do not
belong to the right Besov space, because they jump at points of the boundary.

Hereafter, when dealing with a = a*, we will always write a.

2.4.2 PROOF OF THEOREM 2.4.1
2.4.2.a Geometrical lemmas

The proofs of the lemmas below are given in Section 2.5.
For two subsets X and Y of R?, we define d(X,Y) = e)}nf . |y — x|. We will need to estimate
X , YE

d(I°>?,1°7) for 0,7 € 7, n > 1. We start by estimating the distance between I'” and the
horizontal line 7 tangent to the upper part of I'*°, i.e. 7 = {x: x, = h}, where

/6+a(asin9‘;ﬁcose)_ (2.38)

h = supx, = maxx, =
p X, max X2

x€ef 1—a

The points of I'™ whose ordinate is / are the limit points of the strings in (12]21)*.

LemMMA 2.4.1 = We have
sup x, = sup x, < h.
x€f10f1(2) x€f10/5(2)

LEMMA 2.4.2 - Take n > 1 and 0 € <7,. Let k be the largest integer such that 2k < n and for all
jEe{l,...,k}, 0(2] — 1) # 0(2)). In other words, k is the largest integer k such that o has a prefix
in (12|21)%. We have

AT, ) +a" ~ a**. (2.39)

REMARK 2.4.2 = Note that Lemmas 2.4.1 and 2.4.2 hold if m0 = 7 /2.

We introduce a mapping II from 7 to N such that II(¢) for o € 7 is an index of the
distance between I'°>? and the vertical axis A = {(x,x,), x; = 0}, which is stated by Lemma
2.4.3 below.

DEFINITION 2.4.1 — Define the mapping I1: o/ — N as follows : for o € <7, n > 1,

oif n <m+4oron,, ¢ {127+ 21+ then (o) =0
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o else
(o) — om+2j+1)=1lando(m+2+2;)=2 . _
(¢0)=max{ k>0, Viefl,.. kbl fo(l)=1,
(o) = max{k >0, gﬁné?l%]+,/1)}=2 ando(m+2+2;)=1 } fo(1)=2.

In other words, TI(c) is the largest integer k = O such that 12™T1(12)* or 12™1(12)F is a prefix of .
Therefore, if # < m+4 then II(¢) = 0 and if » > m + 4, then II(0) takes its values in

{0,...,[(n —m—=2)/2]}.
DEFINITION 2.4.2 = For o € &, n > 1, we say that I1(0) is maximal if n < m+ 4 (in this case
(o)=0)orifn=2m+4and (o) =[(n —m—2)/2].
In other words, I1(o) is maximal if one of the following conditions hold:
ce{12), I<m+1}uf2t!, I<m+1},
o € 12™H(12)M1) y 21m+1(21)),
o €127+ (12)19)(1]2) U 21+ (21)H)(1]2).

LEMMA 2.4.3 - Take n > 1and o € <7,; for d,, defined by

a7, A), if (o) is not maximal,
i = ) ismot (240)
A%, A)+a”,  if (o) is maximal,
we have
d, ~ 1), (2.41)
LEMMA 2.4.4 - Take n > 1and 0,7 € <7, such that o (1) # ©(1); we have
d(roo,o')l—*oo,'r) 4a’ ~ ﬂZmin(H(U),H(T))' (2'42)

REMARK 2.4.3 = From Lemma 2.4.3, we also have that for all o,v € o with o(1) # (1),

d(l—voo,o’l—voo,f) < aZmin(H(o),H(T))‘

DEFINITION 2.4.3 — ® Lemma 2.4.3 implies that there exists a positive constant ¢, such that for all
n=1,0€d, andx eI,

;a0 < d(x,A) if (o) is not maximal, (2-43)
and for all n € o such that () = 0 and f, is a similitude with rotation angle O,
d(f,(A),A) > c;. (2.44)

We must have c; < d(A, f; o (7)), because I1((1,2)) = 0.
o Let us define the positive number ¢, > 0 by

_dAfief(A)
=

a

) (2.45)
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Note that

d(A, A
max x; = max d(x,A) = M =q,. (2.46)
xel™ xel™ a

o Finally, from (2.41), we know that there exists a constant c, such that for all x eI, o € 47,

d(x,A) < ¢ 22, (2.47)
We must have c3 > c,.

From (2.43) and (2.47), we deduce that forall » > 1, 0 € &7, and x €T,

d(x,A) < ¢ a2o), if II(o) is maximal, (2.48)
¢ a0 < d(x,A) < ¢ a1, if II(o) is not maximal. 4
LEMMA 2.4.5 = For any n € o such that f, is a similitude with rotation angle 0,
d(Asfr;(A)) > € a1, (2.49)

where ¢ satisfies (2.43) and (2.44).

For what follows, we will need to partition f;(I'*) into a sequence of subsets (X;);cy- The
measure of the set X; C f{(I"™) and its distance to the axis A will be decreasing as 7 grows. By
similarity, (£, (X;));ey will be a partition of £, o f,(I'°).

DEFINITION 2.4.4 - We introduce the following definitions.

o Let us define the subsets of I°:

X, = {x € fiT®), ea® <d(x,A) < D), Viz1,

Xo= (e %), ¢ <d(eN) <) 59
where ¢, satisfies (2.43) and (2.44) and c, is given by (2. 45), see Figure 2.5.
o For { >0, we define the class 2, of subsets of T™:
2 =1, (X) n € Ay n+2i =1}, (251

o Let ¢ € [0,27) be such that there exists a similitude f,,, o € </, with rotation angle ¢. For
n 2 0, we define o/, 4 = {n € o, [, is a similitude of angle ¢}, and the class 2 4 of subsets
of T°°:

24 =14,Xi), n€ A, 4, n+2i =L} (2.52)

LEMMA 2.4.6 - Forall i > 1, _
uX;) S 272 (2.53)
REMARK 2.4.4 - A direct consequence of Lemma 2.4.6 is that for all Y € 2, u(Y) <27¢.

LEMMA 2.4.7 — For all nonnegative integers n,m, 1, such that n +2i = m +2j and n € 7, 4,
VE A, 4, thesets Y = f,(X;) and Z = f,(X;) are disjoint if (n,i,1) # (m,],v).
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:

FIGURE 2.5: 0 = 7/3: the domain f; o £;"!(Q), the fractal set f; o £;"*(I"™*) and parts of X; and

X+ X, (resp. X) is the intersection of I with the dark grey half-plane (resp. light grey strip).

REMARK 2.4.5 - We will see that when m0 = 7t/2, the definition of 11 differs, but once I1 is defined,
the definitions of ¢, and c, ave the same. In that case, Lemma 2.4.5 and Lemma 2.4. 7 are still true;
by contrast, Lemma 2. 4.6 does not hold, see Lemma 2.4.13.

LEMMA 2.4.8 — If m@ > 1/2, then for any { > 0, any x € I, there are at most a finite number of
(i,7), 0L 2i U, n € Ay_y; such that x € f,(X;), and this number is independent of (.

REMARK 2.4.6 = Although it seems clear that for a given Z € Z,, there is a unigue (i,,7;) such that
0<2iy <, ny €Ay, and Z = f, (X;,), we have not found a short proof of this assertion. For
what follows, it will be enough to use the following weaker result which stems from Lemma 2.4.8:
there is at most a finite number of pairs (i,n) with 0 < 2i <{, n € #)_,; and Z = f,(X;), and this
number is independent of Z and (.

2.4.2.b  Sobolev regularity of the Haar wavelet g,
The following proposition will imply regularity results for the Haar wavelet g:

PROPOSITION 2.4.1 = We have

1
f f du(y)du(x) < 400, 0Ly <2d, (2.54)
() ) e =l

1
| a0y dp(x) = 400, ify>2d. (2.55)
L) ) [x =)
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Proof. Take n > m+2 and let x be the largest integer such that 7 > m+2 + 2x. We have

J Lm@ |x—y|+a(x>) - M 2 JJ |x—y|i};(x>)

=1 7(1)=2
1
2—271 ,
Z Z (d(l—*oo,(f’l—*oo,fr)_’_ﬂn)y

o€, €Y,
o(1)=1 =(1)=2

12

because if x €T°>7 and y € I'°>7, then |x — y|+a” ~ d(I°>?,I°>")+a”. Thus, from Lemma

2.4.4, we have
Au)du(x)
-0y J £ r0) |x—y|+ﬂ )

with ) )
S, =27 —— and §, =27 —_—
Mggn 22r1(T) J;{n 22r1o)
o(1)=1, 7(1)=2 o(1)=1, =(1)=2
T1(0)>1(7) TI(0)<I1(7)

We can write §; as follows:

1
-2 E z E
Sl =2 4 2_( (256)
0<l<k<x o€, <€y, a’’
o()=1 t(1)=2
(o)=k TI(z)=(

On the other hand, the number of o € &7, such that TI(¢) = & is of the order of 27~2*. There-
fore, (2.56) leads to

Sl ~ Z—Zn Z 2n—2k 271—2[ —
0<l<hk<x a’’

x k
— 2—2]6 22[(—1+§

X
< Zz—zk max(k,22k(_1+§)),
k=0

and §; =377 22R(=2+0) i y > 2d. The same is true for S,. Therefore, if y > 2d, then

1 4
e du0) dpu(x) = 27— oo,
L(rm)jz(r“’) (|x—y|+a™)" a a n—00

which yields (2.55).
On the other hand, if y < 2d, then

1 Y
N 1, o\ d ( ) ( ) 2 2 maX(€,22€<_1+3>) < 00,
JI(ML(FW) (Jx =y|+a") X Z

(=0

which yields (2.54) from the monotone convergence theorem. O
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COROLLARY 2.4.5 - Forany p, 1 < p < o0, gy € BI"(I®) if 0 <5 < % and gy ¢ BI'P () if
d
s> '3
Proof. The result follows from the identity

&|? 1
5 = T dtps du(y) du(x)
Brrr)  JAT) ) [x =y

and from Proposition 2.4.1. O

2.4.2.c Two lemmas

LEMMA 2.4.9 : discrete Hardy inequalities, [JW84], page 121, Lemma 3 - For any y € R, any
p = 1 there exists a constant C such that, for any sequence of positive real numbers (cy )

p
227’" Z | < CZ 27, P iy <0, (2.57)
neN k<n neN

P
ZZV” Z p < CZ 2, P ify > 0. (2.58)
neN k=n ne€N

LEMMA 2.4.10 = For any y > d, we have

[ ] s [ L, weergr)
() dpr=) [x= o1 A=) d(x, A~ ‘
Proof. For any n > m+2, let x be the largest integer such that 7 > m+2+ 2x.
d(y) du(x)
Jl(r )JZ =) ( |9C—J’|‘|‘6z )

oyt JWJW A0 rojlrp) Y du(y) d u(x)

o()=1, =(1)=2

1
= 27" rd <gS S
Z (d(FOO’U,FOO’T) +ﬂn>y JOO,(}' |'U(x)| lu(x) ~ 1+ )

oredt,
o(1)=1, (1)=2

where, from Lemma 2.4.4,

1

S= 27 333 | el ),

0<l<k<x o€, =€, ) had
o()=1 =(1)=

I(o)=k T(z)=
1

S, = 277 Z Z Z—MJOO’(;|v(x)|Pd[u(x).

0<k<l<x o€ty €S, a
a(1)=1
(o)=k TI(r)

~ R

M

Ha
1=
s

4
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Since the number of © € ¢7, such that 7(1) =2 and II(t) = £ is of the order of 2%, we have

2—25
S =~ > = Z | (x)|? d u(x)
0U<hk<x @ Z(ngl
(o)=k
x k
:Z<22€yd>ZJ |Pd;u)
k=0 \/
k
lo(x)|?
~ (X)ZJ‘ - 7 d (x>’
omf era @) (d(x,A) +a") ™ g
o

from Lemma 2.4.3. Similarly, S, ~ j Lpd d u(x).
AT=) (d(x,A)+a")™

Finally, we obtain the desired estimate by having 7 tend to co and using the monotone conver-

gence theorem. O

2.4.2.d Proof of Theorem 2.4.1

Proof of point 1. Point 1. in Theorem 2.4.1 stems from Corollary 2.4.5 and from the fact that
the wavelet g, belongs to JLip(t, p, p;0;T°°) forall p,t, 1< p <o0,0< < 1. O

Proof of point 2. Consider ¢,0< ¢t <min(d/p,1) and v € JLip(¢, p, p;0;T).

[o(x) = o(y)I” 2 lo(x) — o(y)|?
JOO J . W du(x)du(y)— ;in(rm)xﬁ(rw) W du(x)du(y)

S L+L+4

where
x) (0) o)l

L= 2 J CO- duy) dutx) C59)

1 vef, () Jyef,) |d+pt /u M
]2 = 2 |(’U)fz(1“‘>°) - fl JI - fz(rm W d,u(y) d,u(x), (2.60)
b= f SO gty )
= X y . 2.01

’ xef{(I®) Jyefh(I'™) |d+pt # #

By iterating this argument and using Fatou lemma, we obtain that

|l7
JWJM |x—y|d+f” dlu(x) d{u(y) S ]1+12+13 +Z 2(11’,] +12’,7+13’77)

nz1ned,
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where

ZJ J [o(x) = (@) o)l
7 xefofiT) Jyef o) |x—y|dtPt

du(y) du(x), (2.62)

du(y) du(x)
by = 2= el | [ SEEEE ey
! SR T ) oy S oy e — y |4t
|(7})fof(1"°°)_v(y)|p
L, = ZJ J — T dux)du). (2.64)
xefyof (T%) Jyefofy)  |x =y

Let us estimate 3, ., [; ¢ the change of variables x = f,(x")andy = £,(¢") yields

f oo fy(x") = (vo f) ol
'ef, () Iy ey ) |x/ — |4+

[vo fi(x) = (vo f) )l
From Lemma 2.4.10, [}, < a”(d_p[)f ! i A)P;} AT du(x’). Let (B,
x'ef,(T™) X

(B,)sew be the coeflicients in the Haar basis of v: v = Pyv + Byg, + Z Z B,8,- Note

k>10€w),
that for any 7 € o, vo f, —(vo f )~ = 27 (ﬁ”go +Z Z ,Bvogg), where we recall that
k>10€,

no € o, is the sequence (7(1),...,7(n),0(1),...,0(k)). Thus,

du(y') d ().

I, = 24740 J
X

P
n |Zk2020 o), 18 Jga(x)|
I, S a7 I)ZTPJ — du(x)
xefi(T) d(x,A)?
P
n( L2 -2i
~ > 2 1>J a DTS Broe(®)] du(x),
i20 X; k200€,
where X; is defined in (2.50).
We are led to estimate
p
n(E4+2-1) -2
Sy S 23 e | S5 6,0 dito p
nes/ n>0nes, i=0 Xi |k>00€, (2.65)
< 548,
where
p

S Bg)| du(x),  (2:66)

i |k<L2i0€q,

—2ipt
J
S, = 25+ 1)g 2 L >3 B )| dulx),  (267)

n=0ned,, 120 i |k>2i0€9,
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with the convention that if » =0, then <7, = {0}, f; = Id and 0+ 0 = 0. It is convenient to
rewrite S, as follows:

S=ET T 5 S gl du G

n20ned, 120 ) |k>2i o€sty,o(1)=
We have
[¢/2] ?
=300 X[ X X Al duto
(>0 i=0 ned;_y; ¥ 1,(Xi) |k>2i cedt),o(1)=1

From the definition of Z} in (2.51),

55324 T | 1SS Ag) dut) (269

(>0 Ye%Z, k>{ vea,

REMARK 2.4.7 = Note that in (2.69), the sign < has been used instead of because we did not prove
that there exists a unique pair (i, 1) such that Y € 2y coincide with f,(X;), but only that the number
of such pairs is bounded, see Remark 2.4.6.

Then from a triangle inequality,

» N\
, S22 T S| D Be X>
(>0 k>t \Yez, Y |vew,
»

==

A DN DA g di)

(>0 k>t \ vew, Yez,
i\ P
P

S DY Zlﬂm’z—kzﬁ%)

(=0 k=l \vew,

The latter inequality comes from Lemma 2.4.8, because any point x € I'® belongs to at most a
finite number of sets Y € Z; (this number is independent of /).
Hardy inequality (2.58) in Lemma 2.4.9 can be used because p—[ > 0: this yields

((L+5-1)
$ 5 DAEED TN S olf oy (279)
(>0 Ve
Let us turn to S; defined in (2.66): we have, using a triangle inequality,
» A\’
s < T | S (ST 20| 155,00 duto)

1=>0 k<2: \ n20ned, X; oE),

-5 (g e gl |
n=0ned, oE),

?
P
& (%) dﬂ(@) ,
i>0 k<2i X;
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because the supports of g, o € 7, are disjoint (up to a negligeable set). This implies that

1\ ?
»

S 72T | T[S0 02 S B, 1P w(Supp g, N X,)

i=0 k<2i \ n20new, o€,

From Definition 2.4.2, Lemma 2.4.3, if _H(a) is not maximal, then 7 > 1 and thanks to Defini-
tion 2.4.4, d(T°7,A) > ¢,;a®™ @) > ¢,a%=Y) 'and u(Supp g, N X;) =

Hence, if P, = {0 € o}, (1) =1, II(0’) maximal},

S>> zn(%+%’—1)|ﬁn|P

n20ned,
1\ P
2
S TR | 3 (ST Sy
i>1 k<2i \ n20n€ew, 0EP,
I\ ?
»
< S22 PP IFLEar il S 18,17
=1 k<j \ n20ned, o€P,
<S> (5+5-1) S>08,.00

j=1n20 ned, o€P;

by Hardy’s inequality (2.57) in Lemma 2.4.9, because pt < d.
For all v € o7, there exist at most N = m + 4 pairs (n,0), n,0 € &/ such that v =no and
II(0) is maximal. Therefore, forallv € &7, 3, appears in the latter sum at most N times. Hence,

pypt_
$ 2 sz(2+”’ ) Z |/8v|p < |7’|]Lip(z,p,p;o;rm)~ (2.71)

m=0 ved,,

From the bounds (2.70) and (2.71), we immediately deduce that

Z Z [1 /g | |]sz(t P2,p;0T)’ (272)

n=20ned,

and the same argument shows that

2.2 Ly S v |]sz (t,p,pi 0T’ (2.73)

n=20ne,

We are left with estimating 7, + Z@lzqed L, ,. From (2.54) in Proposition 2.4.2 and easy
scaling arguments,

ff Oﬁ(T“)Jf

n 7

——du(y)dpx) S 27, Vped,
ofyr) |x — y|* P!

On the other hand, [{v) fohT>) ~ (‘v)f’]ofi(roc)l = 2%+1|,5,]|. Combining these two observations,
we have that for all # < mm(d/p, 1),

22 b, £ 22T B S ol ey (2:74)

n20n€d, n=0 ne,

From (2.72), (2.73), (2.74), we obtain the desired result. O



8o Chapter 2 - JLip versus Sobolev spaces

2.4.3 PRrOOF OF THEOREM 2.4.2

We now consider the case when m@ = 7r/2, with m defined in (2.15). The situation is more
complex because E is a non countable set whose Hausdorff dimension is d /2.

2.4.3.a Geometrical lemmas

As in previous paragraph, we first state several useful geometrical lemmas whose proofs are
postponed to Section 2.5.

We start by introducing a mapping I from .27 to N with similar properties to that of §2.4.2 (see
Lemma 2.4.11 below). Because of the more complex self-intersection set of I'*, the definition
of IT will be quite different.

DEFINITION 2.4.5 - o if o €, withn <m+4thenIl(c)=0,

o ifnzm+4and oy, & {127+ 21D then (o) = 0,

o else, Tl(0) = max{k >0,Vje{l,....k}, o(m+2j+1)=o(m+2( + 1))}.

In other words, I1(o) is the largest integer k = O such that o has a prefix lying in one of the sets
12%H(12]21)F and 21™+1(12]21)F.
Note that if # < m+4 then II(0) = 0 and if » > m + 4, then the possible values of II(¢) are
0,1,..., [(n—m—2)/2].
DEFINITION 2.4.6 = As previously, we say that I1(o) for o € <7, is maximal if n < m+ 4 (in this
casell(oc)=0)orif n > m+4and (o) = [(n —m—2)/2].
In other words, I1(o) is maximal if one of the following conditions hold:

cef12, I<m+1}uf21y, I<m+1},

o € 12™H1(12)21)1@) y 21m+1(21]12)1 ),

o € 127H(1220)1)(1]2) U 21™+1(21]12)1)(1]2).
As in the proof of Theorem 2.4.1, the integer II(¢') is an index of the distance between I"°*>? and
the vertical axis A.

LEMMA 2.4.11 — Take n > 1 and o € <7,; with d, defined in (2.40), we have
d, ~ 2%,

Estimating the distance d(I"°>?,I"°>%) for 0,7 € & and o(1) # (1) must be done more care-
fully than in the case when m@ > 7/2. Indeed, the quantity max(d(I'°>7,A),d(I">>7,A)) is
too coarse an underestimate of d(I'"°>?,I'°>7) in the present case. This stems from the fact that
['°? and I'°>" may touch A without facing each other, which is why we introduce the following
definition.

DEFINITION 2.4.7 = Forn Zm+2and k > 0 such that m+2+2k < n, let @f be the set containing
all those pairs (o, ) such that

cEed, and TEI,
o()=1 and =(1)=2,
O lm4242k = '7(1) (275)

k is the largest integer such that there exists 1 € <), with _ 0
Timg2426 =7
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where n'V) and n® are defined by (2.24).
For example, if we take o = 12™7112212112 and v = 21™+121122122, then (0, 7) € 9&1“0
n=(1,2)mn(275).

LEMMA 2.4.12 = Forany n > m+2and k > 0 such that m+ 2+ 2k < n, for any (o,7) € 3”5,

, with

dI* T ) +a” ~ a2’k (2.76)

Finally, as in § 2.4.2.4, there exist two positive constants ¢; and ¢, such that ¢; < ¢, and
(2.48) holds for all » > 1, 0 € &7, and x € I°>?. The following lemma should be compared to
Lemma 2.4.6.

LEMMA 2.4.13 — For all integers i > 1, the sets X; defined in (2.50) are such that
p(X,) <27 (2.77)

REMARK 2.4.8 — It can be seen that the set X; is made of O(2") disjoint connected components whose
measure is of the order of 272,

2.4.3.b  Sobolev regularity of the Haar wavelet g,

The following proposition, which should be compared to Proposition 2.4.1, will imply
regularity results for the Haar wavelet g

PROPOSITION 2.4.2 — We have

1 .
| _dul)dpx)<ce,  ify <, (279)
() S [x =y

1 |
[ duy)dux)=co,  ify >4, (279)
L) J ) [ =

Proof. For any n > m+ 2, let x be the largest integer such that such that m+2 +2x < n. We

have
f f duy)du(x) _ J f duly) dp(x)
-y ) (Ix —y[+a") uegf TEM 200 Jpoos |x—y|+ﬂ )

o()=1 7(1)=2
IP3 :
B oegl, T€EH, 22" (d(roo’o > FOO’T) +a )
o(1)=1 (1)=2
X 1 1

12

> Y s

k=0 (J,T)Gﬁﬂs

.gn—2k yn—2k _ 22n—3k

from Lemma 2.4.12. It is easy to see that 95 has 2* elements. Therefore,

1 k(-3
o du() du(x)~ » 2°\7
J-l(rOO)L(rw) (lx=y[+a”) g
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Thus
1 = k(Z—V—3> .

e — du(x) <D 2°\7 ) < oo, ify<—,

L(rw sz (e = |+ﬂ”)V HO) i) S =7

0
dut)dut) 22807 Lo iyt
J Jm |x—y|+a> Hoar o "7

and the result follows by the monotone convergence theorem. O
The following should be compared to Corollary 2.4.5.

COROLLARY 2.4.6 — Forany ¢, 1 < p < oo, gy € B'P(I®) if 0 < s <3 anng¢B;”’P(1"°°)if

d
s> 2
> 2p°

2.4.3.c Two Lemmas

LEMMA 2.4.14 - For all y > d, we have

f f cauo)dp) 5 [ TN g veerna,
-(1%9) J £,(0) |x—y|y ~ ﬁ(rm)d(x,A)V_d ’ #

Proof. Consider n > m+ 2. For any o € <7, define @f = {’L’ €, (o,7)€ @ﬁ} (see Defini-

tion 2.4.7). Lemma 2.4.12 implies that

jmr erw |x_y|+d) du(y) d u(x)

z:azsf = foorfoo d(1° F03|TP) ) du(y) du(x)

s()=1 (1)=2
II(o)

~ T [ Rl dut)

oeal, 0 L a
o(1)=1 k= G'@

It is easy to see that since o € <7,,, @f has 272 elements. Therefore,

ﬁ(r L r=) m du(y) d u(x)

- II(o) 2—2/6 »g 1 .
s S X | b dpr= 3 s | el due)

oeal, oo,
o(1)=1 o(1)=1

|v(x)|? |o(x)|?
= . du(x)= B 5.0 S
"EZ’“JW (d(x,A)+a") ™ ) JfI(F"") (d(x,N\)+a") ¢ )

o(1)=1
The desired result is obtained by letting 7 tend to co, by monotone convergence. U

REMARK 2.4.9 = Although the statements of Lemma 2.4.10 and 2. 4.14 ave similar, the proofs differ.
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Recall that the sets X; are defined by (2.50), where ¢ is the constant appearing in (2.48).

LEMMA 2.4.15 - Foranyi> 1,k > 1and o € 7,
J g7 du 2%(;7—1)2—1', ifk <2i, (2.80)
X;

[ el au s 260z (281)
Xi

Proof. Assume that k < 2i. It is easy to see that for o € &7, fX lg 17 du < 2§[u( X;); this is

exactly (2.80) for k =1.If £ > 2, let 0 € 47, and T € 47, be such that o # 7, II(0) and II(7) are
maximal; then I and I'*>" can be obtained from each other by a translatlon w1th a vertical
vector (parallel to A). Hence,

II(0) and II(7) are maximal =  w(X, NI°7) = (X, NT"). (2.82)

Moreover, since u(I'*>"NI*>?)=0for o, T € 7, we get

ux)> S unre), (2.83)

TI(t) maximal

On the other hand, if T € <7, and II(7) is not maximal, then II(7) < k/2 — 1 and, from Lemma
2.4.11, _
AT A) > a® ) > ca*k? > 22,

Therefore, if T € <, and TI(7) is not maximal, then X; NT°>% = 0. The latter observation,
(2.82) and (2.83) imply that for any o € o7, u(X; NT7) < 27%2y(X;) < 27'7*2, from
Lemma 2.4.13. Therefore,

kp
27

w(X;NI0) < 25—,

~

kp
L |g,17 du = 27 u(X; NSupp(g,)) =

and we have proved (2.80). On the other hand,

and we have proved (2.81). |

2.4.3.d Proof of Theorem 2.4.2

Proof. The result stems from the fact that g, € JLip(t, p, p;0;1°°) and from Corollary 2.4.6.
1

Proof. Exactly as in the proof of Theorem 2.4.1,

|P
LJOO e I””f” du(x)dp(y) S h+L+L+> > (I, +h,+1,)

nzlned,

where I}, L, I, I 2 and I , are respectively glven by (2.59), (2.60), (2.61), (2.62), (2.63)

7]’
and (2.64). As above, we get that L4251 20ew, 11y S S1+ 8,5, where S and S, are given by

ned,
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(2.66) and (2.67).
Let us first find a bound on §;: exactly as in the proof of Theorem 2.4.1, we see that

S>> zn(%+%’—1)|ﬂv|P

n20ned,
e (442 A
DA DO IDILACIND I MY PRI I I
i>1 k<2i \ n207ed, o€P, X;
where P, = {0 € 7}, 0(1)=1, II(0) maximal}. Thus, from (2.80),
Ly pt_
DI LA IRl
n=20ned,
.t k % !
~DICAEH DI D IP LRI WG
1>1 k<2i \ n20new, o€EP,
r

SZZ/‘(%‘—UZ) Z(zzzn% G=1)50~ ZWW )

j>1 k<j \ n20n€a, o€eP,
P pt
n+] s+5-—1
~DIPIALC D S [
j=21n20 neE,, O'EPj

by Hardy’s inequality (2.57) in Lemma 2.4.9. For all v € &7, there exist at most N = m+4 pairs
(n,0), n,o € o such that v = 7o and II(0) is maximal. Therefore, for all v € <7, 3, appears in

the latter sum at most N times. Hence,

(545 -1)
S <sz Zlﬁ |P<| |]sztppOF°°

m=0 ved,,

(2.84)

We now consider S,. Since 7t/6 = 2m is an integer, the rotation angles of the similitudes f,
can take only a finite number of values in [0,27). Call © the finite set of all possible angles:

©=1{i0,0<i <4m}. It is convenient to split S, as S, = 2 pe0 S2,4> With

P

S IDID Wl I YD Jp RS R

n207€, 4 i20 2(X0) |k>2i o€, 0 (1)=1

We have
., 3 ?
5= X[ IS T Bl dute
(>0 i=0 nedy_y; 4 ¥ 1(Xi) |k>2i o€t o (1)=1
We can rewrite S, 4 as follows:

S,=302% 3 f ST 86, (0)| ().

(>0 YeZ, VY |kl ved,

(2.85)
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Thus, by the triangle inequality and the fact that the supports of g,, v € &}, are disjoint,

1\ ?
»

<SS Sr S J 6 (Ol ()
YeZ 4,0

>0 k=l \ved,

From Remark 2.4.5, forall > 0 and ¢ € ©, the sets Y € 2y 4 are disjoint. Therefore,
1\ P
»

S S22 | 20| st |

>0 k=l \vew,

because any x €T belongs to at most one set Y € Z .

P

Hardy inequality (2.58) in Lemma 2.4.9 can be used because & > 0: this yields

(24 P
6322 DSBS ol oy

>0 =z

Since this is true for all ¢ € © and since © is a finite set, we get S, < |v|? Lip(e,p,p0)" From this
and (2.84), we immediately deduce (2.72) and the same argument yields (2.73). The conclusion

of the proof is identical as that of Theorem 2.4.1. 0

REMARK 2.4.10 - Fors > 1— %, p <2, itis interesting to construct a function u € WP (Q) whose

trace {°°(u) does not belong to BP** (T). One can take the following example: let y € Whr(Y°)
be such that X =0, Xy ey = Land x5 oy = 0. For p >0, we build u by the following iterative
process:

o My =5

o let the polygonal open domain Q1" be obtained by stopping the construction at step n + 1:
0" = Interior (UZZO er(ai,e fU(KO)>. Let us also introduce Y° = f, (Y°).
If u is already defined in "=, we define Uyyo, 0 € o, as follows:

wyo =1+ pugi ofo(n)_1 if (o) is maximal,
wy =y° otherwise,

where y = o for o € o/ (note that the function u is constant on the lines ).
2Zp_1_.
It is possible to prove that if p = 2790 """, for e > 0, then u € WHP(Q) and that for any
s>1— %, one may choose ¢ small enough such that (> () ¢ BP*F (I,
2.5 PROOFS OF THE GEOMETRICAL LEMMAS
2.5.1 THE casE mf > /2

Proof of Lemma 2.4.1. We have

sup x,= sup x,= sup x,+a‘h.
x€f;1() xEf() x€fi1n(Y°)
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On the other hand, with F, defined in (2.23),

h= sup x,+a’h.
x€FoF,(Y°)

Easy algebra shows that £;? o f,? < il > =
2
—a+a(—acost — Bsinl)+a*(acos20 — Bsin20) +a*(acos§ — Bsin ) +a'x,
B+a(—asinf + Bcosh)+a*(asin20+ [cos20)+a*(asin€ + Scos)+a'x, )’

and that

X >:< —a+a(acosd — Bsind) —a’a+a*(acosd — Bsinb) +a'x, >

Fiofy < X, B+a(asind+ Bcost)+a’B+a’(asinf+ Scosh)+a'x,

Thus, the desired result is a consequence of the inequality

—asinf+ Bcosl +a(asin20 + Bcos20) +a*(asin 6+ [ cosb)
< asinf+ Bcos+aff+a*(asinf+ [ cosb)
which is true, since a(—2sin 0 +asin26)+aS(cos26 — 1) < 0. O
Proof of Lemma 2.4.2. From the definition of k in the statement of Lemma 2.4.2,

o if & = [n/2] (where we denote by [z] the integer part of z), then at least one of the
two points 111)1?0 f%]e o F,1(0), lli)nolo farzk o F,(0) belongs to T, which implies that

d(°7, ) =0. This implies that d(T°?, )+ a” ~ a?*.

o otherwise, let us define i = 0(2k +1) = 0(2k +2), and ¢’ = Opo42- We have by self-
similarity that

d(f, (0, 7) = a*d(f; o f(Q), #) >0,
by Lemma 2.4.1. Hence,
A0, ) 2 d(f,(Q),#) = a™*d(f; o f,(), 7).
On the other hand,
A7, ) < d(f,/(2), ) + diam (£,/(2)) = a®* (d(f; o £,(2), #) + a*diam (12) ) .

We have proved that d(I'°%?, .7#) ~ a?* which implies (2.39).
]

Proof of Lemma 2.4.3. We may suppose that 7 > m+4. If II(¢) is maximal, then d(I"°>?,A) =0,
which yields (2.41).

Now suppose that II(¢) is not maximal. Without restriction, we can also suppose that o(1) = 1.
We first assume that 12™*+! is not a prefix of o, which implies that there exists an integer
j € [0,m] such that 1271 is a prefix of o. Thus d(I'°>?,A) > d(f, szj 0 f1(Q),A). From §2.2.1.b,
we know that ¢ = mingg; <41 d((f; szj o f1(£2),A) > 0. We have that d(I'"°?,A) > ¢. On the
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other hand d(I°>, A) < diam (2). We have obtained (2.41).

We are left with considering the case when 12™ ! is a prefix of o', which implies that there exists
t€d, o ,and 7' €/, . suchthat ¢ = 12" = 12™7’, Therefore, o has a prefix of the
form 12+1(12)); j where 7,7 € {1,2} and (i, /) #(1,2), by the definition of II(c).
Obviously, we have that

d(roo’g,fl oﬁm+l(%)) — ﬂm+2d(rm’T,%),

n . , (2.86)
A7, fo 7)) = a™ (T, ).

Three observations will prove usetul, see Figure 2.6.

a) By self similarity, the set f;(I'™) lies in one side of the straight lines f; o ,™(7) and
f10 ;"1 (), whose intersection is the single point of =.

b) It is also easy to see that the line f; o /,"() makes an angle of Z — (m — 1)f > 0 with the
axis A.

¢) Similarly, the line £; o ,™!(#) makes an angle of mé — 5 >0 with the axis A.

An elementary geometrical argument combining points a), b) and c), leads to

A=) > sin (S = (m=16) (T 0 (), (287)
i 2.87
d(r™>7,A) > sin <‘“@ "2 > A7, fro H7()).

The geometrical argument for the first inequality in (2.87) is summarized in Figure 2.7. The
second one can be seen in a similar way.

(S|

i)

FIGURE 2.6: The lines f; 0 ,™(2¢) and f; o ;™" (#) (for 6 = n/5).

We make out two cases:

o If i = then II(o) is the largest integer & such that forall / <k, v(2¢ — 1) # 7(2{). From
Lemma 2.4.2 and since II(¢) is not maximal, we have that d(I°>7,.#) > 2a?@). Thus

d(roo,o,f‘l ofzm+l(%)) 2 ﬂm+2+2H(a). (288)
Combining the first inequality in (2.87) and (2.88) yields that (T, A) > 4?1(7),
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fio ™ ()

gin (5 —(m—1)0)
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SE]

fl °f2m+1(%>
FIGURE 2.7: d(T°%,A) > sin (5 —(m—1)0)d where d =d(T°7, f, o ;"*'(A)).

o If (i,7) = (2,1), then II(0) is the largest integer k such that for all [ < &,
/(20 — 1) # 7'(20). From Lemma 2.4.2 and since II(c) is not maximal, we have that
A7, ) > a®0) and

d(roo,o,fl O]Em(t%ﬂ)) Z ﬂm+1+2H(0)' (289)
We deduce that d(I'°>?,A) > 4?(%) a5 above.

In both cases, we have proved that d(I°*7,A) > 2?°), For the opposite inequality, recall
that = = {&} where the point & is the limit point of the string 12™*1(12)°. Therefore, there
exists { € I such that & = f)ymi1pm0)({). Let 7 be the string in 7, ., oy, such that

o =12"t1(12Y17)p We have
A7, A) < d(U,€) = A HOYT,E) < @ diam (@),
which yields that (I, A) < 2211(), O

Proof of Lemma 2.4.4. We may suppose that n > m +4. If II(¢) and II(7) are maximal, then
d(I°>?,I'°7) = 0 which yields (2.42).

Now suppose II(0) or II(0) is not maximal. Since I'*>” and I'>>7 are separated by A, we have
d<1—~oo,a’1—~oo,f) > max(d(roo’”,A),d(Foo’T,A)) 2 aZmin(H(o),H(T))’ (2.90)

from Lemma 2.4.3.

On the other hand, defining # = m + 2 + 2min(Il(c ), II(1)), we see that o(¢) = 7({) for any
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¢ < k, since 12™H1(12)19) (resp. 21™+1(21)17)) is a prefix of o (resp. 7). Thus, I/ and
"Ik are symmetric with respect to A. Hence,

d(l—‘oo,o[k’l—\oo,f[k) — Z(FOO’UV“,A) S aZmin(H(J),H(r)).

Observe that
d(I°27,T°07) < d(I*7%, %7 + 2a* diam T, (2.91)

since I C T°7 and T'°*™ C I°>7. From (2.90) and (2.91), we obtain (2.42). O
Proof of Lemma 2.4.5. o If II(n) =0, then we use (2.44).

o If II(n) > 0, then II(5) cannot be maximal: indeed, if II(n) was maximal, then if we
suppose for example that n(1) = 1, the 7 = 12+(12)%) or » € 12™+1(12)")(1]2). This
implies that the angle of f, would be m&, (m —1)0 or (m +1)0, so it would not be an

integer multiple of 27t. Since II(n) is not maximal, the result stems from (2.48) and the
fact that A and £, (A) are parallel. O

Proof of Lemma 2.4.6. Take i > 1. Since I'*° is symmetric w.r.t. the axis A, we can estimate
u(fx €T, c;a® < d(x,A) < ¢;a®~D}) instead of u(X;).

Consider 7, n >m+3+2] where [ =1+ [ 210gﬂ> } . We start by estimating

u({x e, claZi +a"diam I'° < d(x,A) < Cldz(i—l)})_

Take x € I and assume that ¢;a% + a”diam T < d(x,A) < ¢;a?~Y. Since we know that
[ =U, ¢, I°, there exists 0 € o/, such that x €T

We have d(I°,A) > c;a?’. The upper bounds in (2.48) imply that II(¢) < 7, which implies
that II(o) is not maximal.

Then, the lower bound in (2.48) implies that I1(c) > :.

Hence,

u({x €T, c;a® +a"diam T < d(x,A) < c;a®~V})

I I
< u U o | <273 #oed, No)=¢} < 277> 2" < 274,
(=i

o€, (=i
i<Il(0)>1

which yields (2.53) by letting 7 tend to infinity (monotone convergence). O

Proof of Lemma 2.4.7. Let x be the maximal integer k such that vj, =7y, for all & < x. We must
have either x < min(n, m) or (x = min(n, m) and n # m) otherwise we have (m, j,v) = (n,i,7).

o Assume that x < min(n,m), which implies that there exist 0 € &7, Vv € #,,_,,
n € o,_, such that v = 0V, n = o’ and V(1) # 7'(1). Thus, f,(I'"°) and (")

lie on two different sides of A.

We may assume that f;,(I"°) lies on the right side of A and that f,]/(l"‘”) lies on the left

side of A.

- If £/(I'™) lies strictly on the right side of A, we get the desired result. This happens
in particular if II(V/) is not maximal.
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- If fr/(FC’O) lies strictly on the left side of A, we also get the desired result. As above,
this happens in particular if II(7’) is not maximal.

- Assume that f,(I'°)NA# @ and £ (I'°)NA #£0.

« If TI(V') is positive then it is maximal, and £, is a similitude whose angle can be
—(m—1)8, —mf or —(m+1)0. If the angle is —m0 or —(m—l— 1)0, then /(X))

does not intersect A (because f,,(X;) is on the left of f,,(A)), which yields the
desired result. If the angle is —(m — 1)(9 then the 51m111tude J, has the same
angle and £,/(X;) does not intersect A (because f,/(X;) is on the left of f/(A

which ylelds the desired result.

« Similarly, if II(n’) is positive then it is maximal, and £, is a similitude whose
angle can be (m—1)0, m@ or (m+1)¢. If the angle is (m—1)0, then £,/(X;) does
not intersect A which yields the result. If the angle is m& or (m + 1)9 then the
similitude £, has the same angle and £,/(X;) does not intersect A which yields
the result.

+ We are left with the case where II(n") = 0 and II(¥') = 0: it can be shown that
there are only three pairs (V/,1’) such that the related similitudes have the same
angle, II(n") =0, II(V') = 0, £,,(I"*°) ﬂA#@andf (I*®)NA#0: 1) n’ =(1) and
vV =(2,1,1)2) _(1 2)and Vv =(2,1), 3) n —(1 2,2) and v/ = (2). In these
three cases, the result follows easily.

o If x =min(n, m), forexamplex—n<m then Y = £, (X;)and Z = f, o /(X »Y €.
We have to prove that X;N/f,/(X;) = 0. The angle of the 51m1l1tude f,1s0 and 21 2j+m’.

- V(1) =2, then £/(X ;) lies on the right side of A and X; strictly lies on the left side
of A, which yields the result.

- I V(1) =1, then d(f/(A),A) > ¢;a®) from Lemma 2.4.5. Therefore, from the
definition of X, d(f,(A),X;) > ¢; ﬂzn( ") —¢a¥2> 0. O

Proof of Lemma 2.4.8. We can assume ¢ > 1.

¢ Suppose first that £ = 2i, i > 0, x € X;. Since we are interested in finding j < i and n €
y_,; such that the set Z = f, (X;) contains x, we can suppose that (1) = 1. If I(n) is not
maximal, then X; NZ =0: 1ndeed from (2.48), Z C £, (™) and d(f,(I"**),A) > ¢, a0,
Therefore
d(Z,X;) 2 d(f,(T®),A) = ;@™ ™) > ¢ (@ — 22070,
But 2I1(5) < 2(i — 1), so d(Z, X)>Oandx¢Z
We now focus on the Z = f,(X;) € Z; such that 7(1) = 1 and II(7) is maximal. Since

there are a finite number, namely 2™+2 ] of 5 such that TI() = 0 and II(n) is maximal, we
can suppose that II(n) > 0. We make out two cases:

- If miseven, then n € n+24211(7) and the angle of the similitude f, is m. Since the
sets Z € Zy ¢ are pairwise disjoint, only one of them can contain x.

- If m is odd, then n € <7, +3+2H(’/) Since 71 € Fyy4qom(y) (n1) = (n) is not
maximal Since we have Z = £,(X;) C f,,(I'), we deduce from the inequality
d(f, (I ) > cpa? ()>Claz(i_1)thatXiﬂZ:@,soxgéZ.
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¢ Suppose x € Y = f,(X;), Y € 2}, withv € &, , ny >0and x ¢ Z, Z € Z;, with
ny < ny. On the one hand, the number of sets £, ,(X;) € 2 containing x coincides

with the number of sets £,,(X;) containing £,7'(x) € X;; this number has been estimated

above. On the other hand, if a set Z = f,](X]») € %, with n, > ny, is such that n #w/,
then calling x the maximal integer such that v, =7, for all k < x, we know that x <7y
and that £, (X;) and £,(X;) lie on different sides of .f\/[x(A): so their intersection is empty:

Z does not contain x.

|

2.5.2 THE casE mf = 1/2

Proof of Lemma 2.4.11. Tt is enough to consider 7 > m +4.

o lf oy & {12m+121m+ 1)1 then there exists a constant ¢ independent of ¢ such that
d(T°>?,A) > c. Since d(I'*>7, A) < diam (£2), we obtain the desired result in this case.

o If oy, € {12™,21™H), for example oy, = 12", then o = 12™!7 for some

T €4, _y_,. Since we also have A = f; o ™1(7),

A7, M) =d(f 0 fT 07, fro AT =a" AT, ). (292)

Also, (o) is the largest integer k such that for all j < k, 7(2j — 1) # 7(2j). Thus
from Lemma 2.4.2, d(I°®7, ) +a” ™2 ~ 2?™?), Combining this and (2.92) yields the
desired result. |

Proof of Lemma 2.4.12z. From the definition of k, it is clear that min(II(c),II(7)) > k. Let x be
the largest integer such that m +2 4 2x < n. With the notation defined in (2.24), let n € <7, be
such that Omi22k = 7 and Tlnt22k = 7.

o If k = x, then 171" is the symmetric of 7% w.r.t. A, and d(roo’v“),rm”/“)) =0. This
implies (2.76).

o If b < x, then d(I'*7,'°>7) < d(TOO’”“),FOO’”(Z)) + 2 diam 17" ~ a**, since we have
2 . . .
d(@>>n" 1°71%) = 0. For the opposite inequality, we can define ¢’ = Olmis+2k and
= T a2k SINCe X > k.

- If min(Il(0),1I(7)) = k then
(T, 1°7) > d(I*°7,1°7) > max (d(I°,A),d(1°7,A)) ~ a**.
- Otherwise, min(II(¢),II(7)) > k. This implies that
oM+342k) = t(m+342k) # o(m+4+2k) = T(m+4+2k).
Without restriction, we may assume that o(m+3+2k) = t(m + 3+ 2k) = 1 and
that o(m 44+ 2k) = t(m +4+2k) =2, thus ¢’ = pV12 and 7’ = yP12.

For what follows we define & = d(I'>* N7, I>*° N .#) > 0 and & as the convex
subset of R? located under the straight lines 7, f,(#) and f,(7). Tt is clear that
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£,4(8)

e

FIGURE 2.8: § = 7/4: the case when ¢’ = 712 and when ¢/ = @12

QC &. Therefore, Q / C f,/(&) and Q_ C f(&), see Figure 2.8.
Elementary geometrical arguments lead to

d(f,/(8).f(&)) = PBsin,
where B=d(f,(T®)N A, £,(T*)N A), see Figure 2.8. But
d(f (TN A fAT)NA) = d(f 0 (FT)NA, £ (F(T2)NA)
= d(f0(F(T®NNA £ (F(T)NA).
By self-similarity, 8 =a™"?t2*§. Therefore
AT, T°07) 2 AT, T°7) 2 d(f, (&), f(£)) 2 a®*. T

Proof of Lemma 2.4.13. The argument is the same as the one used for Lemma 2.4.6. The only
difference is that #{o € <7, (o) = £} <277, instead of 2”72 in the former case. Hence, with
I defined as in the proof of Lemma 2.4.6,

u({x €T, c;a® +a"diam (I*°) < d(x,A) < c;a?~D})
i+ i+l i+l _
<p| U | 27X #Hoew, o)=(} S 277> 2" <27,
(o)=i (=i (=i

and (2.77) is obtained by Fatou lemma. O

2.6 ANOTHER GEOMETRY

In this section, we state a few results on a similar geometry with four similitudes instead of two,
and we propose a conjecture on the Besov regularity of the traces of functions in tree-shaped
domains with self-similar boundary.

We consider the similitudes f;, i = 1...4, with respective angles —p,—0,0, ¢, where 0 < ¢,
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4
0 < /2 and 6 < . We also introduce the associated self-similar set T*°, that is > = [ £;,(I'™).
i:l

2log2

It is straightforward that in this case, I'™° has Hausdorff dimension d = — Togs

Write 2 = Uiaéjﬂ(Foo)ﬂjr]»(Foo). It can be shown as in Theorem 2.2.1 that there exists a critical

value a* depending only on & and ¢ such that Z is empty when a < 4*, and is nonempty when
a=a". As previously, we will focus on the case when a =a*.

We distinguish the angles & and ¢ for which the set = is reduced to one point, and the ones for

which = has positive Hausdorff measure. In the latter case, it is easily seen that the Hausdorff
log2
2loga

dimension of = is — = %. This case is presented in Figure 2.9.

F1GURE 2.9: The ramified domain in the case with four similitudes, with 8§ = He=75 and
a=a".

THEOREM 2.6.1 : Sobolev regularity of the Haar wavelets - We have

1 . 7d
f J —— dul) du(x)<oo, fy<—,
L) ) [x =y 4

1 | 74 (2.93)
J J —du(y)du(x)=o0, fy>—.
L) f 0y [x =y 4
COROLLARY 2.6.1 - Forany p, 1 < p < oo,

) : d
202 €BIT(I™) H0<s <3,
P Ty d
o2 & BT () 1f5>i—p.

Therefore, it can be shown that when 2 = a*,
o forallt €(0,1) and s > %,]Lip(t,p,p;O;Too) ¢ Bf’p(FOO);

o ifo<t< min(%, 1), then JLip (¢, p, p;0sT®) = Lip(t, p, p; 0;1°°) = BP? ().
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This last result is to be compared to Theorems 2.4.1 and 2.4.2. It could even be shown with a
similar method as in Chapter 3 that for 1 < p <2 —3d /4, there exists a bounded linear exten-
sion operator from W1?(Q) to W17 (R?).

A conjecture on tree-shaped domains

These results lead to the following conjecture. Consider a ramified domain € in R? as de-
fined in §1.1.2.¢, associated to the similitudes fi,..., fy. Denote I'™® its compact invariant and
d =dimy; T™°. We recall that the set = is defined by = = Ul.#].fi(l“m) N f; ().

We conjecture that:

o forall £ €(0,1) and s > %(d —dimy Z), JLip(t, p, p;0;T) ¢ BP7 (),

o f0<t< min(é(d —dimy; E),1), then

JLip(t, p, p;0;T°°) = Lip(t, p, p; ;1) = BL P (™),

which implies the following trace result:

o if 1< p <2—dimyE, then £2(Whr ()= Bf”f’z_d (),

%
o if p>2—dimy E, then
- foralls,0<s < %(d —dimy, E), (2(WP(Q)) € BPP (),
- forall s > %(d —dimy, E), £°(W(Q)) ¢ BPP(T).



CHAPTER 3

Sobolev extension property for tree-shaped domains with
self-contacting fractal boundary

In this chapter, we investigate the existence of extension operators from W?(Q) to
WP (R?) (1 < p < o) for a class of tree-shaped domains 2 with a self-similar fractal
boundary previously studied by Mandelbrot and Frame. When the fractal boundary
has no self-contact, the results of Jones imply that there exist such extension operators
for all p € [1,00]. In the case when the fractal boundary self-intersects, this result does
not hold. Here, we prove however that extension operators exist for p < p* where
p* depends only on the dimension of the self-intersection of the boundary. The con-
struction of these operators mainly relies on the self-similar properties of the domains.

3.1 INTRODUCTION

This work deals with some extension results from W1#(2) to W1?(R?) (1 < p < o0) for
some domains 2 C R? with a self-similar fractal boundary. The focus will be put on the special
case when the boundary of € is self-contacting. Such a geometry (see Figure 3.1) can be seen as
a bidimensional idealization of the bronchial tree.

We will investigate if the domains € introduced below have the W ?-extension property, for
1 < p < oo. In general, a domain D C R” is said to have the W ?-extension property for
m €N and 1< p < oo if there exists a bounded linear operator

A:W™P(D)— WP (R"),

such that Au;, = u for all ¥ € W7 (D). Such domains are called W"?-extension domains.
A domain that has the W"?-extension property for all m > 1 and p € [1,00] is sometimes
referred to as a Sobolev extension domain.

It is well known that every Lipschitz domain in R”, that is every domain whose boundary
is locally the graph of a Lipschitz function, is a Sobolev extension domain. Calderon proved
the WP -extension property for m > 1, p € (1,00) (see [Cal61]), and Stein extended the result
to the cases p = 1 and p = oo (see [Steyo]).

In [Jon81], Jones improved this result by introducing a class of domains in R” called (¢, 8)-
domains, every member of which is a Sobolev extension domain. Jones’ proof uses as a main

95
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ingredient Whitney’s extension theory. Such domains were introduced by Martio and Sarvas
who referred to them as locally uniform domains (see [MS79] and §1.2.3.4). This result is almost
optimal in the plane, in the sense that every plane finitely connected Sobolev extension domain
is an (¢, 8 )-domain, see [Jon81, Maz85]. The case when the domain D C R? is unbounded has
been studied in [VGL79].

In [Kos98], Koskela proved that in the general case, if an open domain D C R” has the W1"-
extension property, then it has the W'?-extension property for all p > n. He also showed that
if the embedding W'?(D) < C%'=/?(D) holds for some p > 7, then D is a W "4-extension
domain for all g > p. The case p < 7 is not as well understood.

Hajtasz, Koskela and Tuominem proved that every W”?-extension domain in R” for m > 1
and 1 < p < oo is a m-set, as defined in e.g. [JW84], and provided several characterizations of
WP-extension domains for 1 < p < oo, see [HKTo8]. They also investigated these questions
in the setting of metric measure spaces, see [HKTo8].

The domains we consider in the present work do not have the W1?-extension property for
any p > 2, and we will study the case when p < 2.

We focus on a class of tree-shaped domains 2 in R? with a self-similar fractal boundary T
which self-intersects, see for example Figure 3.1. The set I'™ is defined as the unique compact
set such that

% = AT UAT™),
where f; and f, are two contracting similitudes with opposite rotation angles +0
(0 £ 0 < ) and contraction ratio a € [0,1). This type of fractal sets were first studied by
Mandelbrot and Frame in [MFgg].
We have seen in paragraph 2.2.1 that there exists a critical ratio ), dependent on the rotation
angle of the similitude such that for every a < 4, the set I'™® is totally disconnected, and for
a= aé, it is connected. In the first case, the domain 2 is an (¢, 8)-domain and €2 is a Sobolev
extension domain. In this chapter, emphasis will be put on the latter case, in which we will
see that £ is not an (¢, )-domain and 2 is not a Sobolev extension domain. In this case, the
assumptions required in [Jon81] for the construction of Whitney extension operators are not
satisfied.

Particular care will be given to the notion of trace on the set I'™ for functions in W12 (£2). We
will use two different definitions of traces on I'™.

o The first one, referred to as the classical or strictly defined trace below, relies on the notion
of the strict definition of a locally integrable function, see for instance [JW84] page 206.
For a function # in Wh2(Q) or Wh?(R%), this trace, noted - below, is defined as its
strictly defined counterpart on the subset of '™ where # is strictly defined.

¢ The second one was first introduced in [ATo7]. Its construction was recalled in §1.3.3.
This trace operator, noted £*° below, is obtained by exploiting the self-similarity as the
limit of a sequence of operators {” which map W?(Q) to piecewise constant functions
on a partition of I'* into 2” sets whose measure is 27”. Y. Achdou and N. Tchou pro-
vided in [AT10] a characterization of functions in the trace space £>°(W1?(Q)) in terms
of Lipschitz functions with jumps (see §1.3.4) that will be helpful in the proof of the
main theorems. Embeddings of £°°(W17(Q)) in some Sobolev spaces on the set I'™® were
studied especially in [ADT12], see §3.3.3.

A consequence of the main result of this paper is that these two definitions of trace on I'*® in
fact coincide (almost everywhere) on the set I'°°; this is proved in Chapter 4 (see also [ADT]).
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Jonsson and Wallin have proved extension and trace results for Besov and Sobolev spaces on
d-sets (see [JW84]). See §1.2.6.5 for a definition of the Besov spaces on such sets in the special
case of I'™® which is a d-set where d is its Hausdorff dimension. In particular, see [JW84] page
183, WI’P(RZ)lroo = Bf’pz_d (I'°) for p € (1,00), where the trace is meant in the classical sense.

»
The extension part of the theorem mainly relies on Whitney’s extension theorem.

On the other hand, It has been proved in [ADT12] that there exists a real number p* > 1 such
that p* only depends on the Hausdorfl dimension of the self-intersection of '™ and

o if p < p*, then £°(W?(Q)) :Bf’_’pzfd ('),

?
o if p > p*, then the previous result does not hold.

The main extension result of this chapter (Theorem B) states that when p < p*, the domains
) in fact have the W1?-extension property. To prove this result, we prove in Theorem A that
there exists a continuous lifting operator & in the sense of £* from the trace space on I'* of
functions in W2(Q) to Wh?(R?): for all v € (W17 (Q)), {>((6v))q) = v. This last prop-
erty, which will be crucial in the proof of Theorem B, would not be guaranteed a priori by the
lifting operator of Jonsson and Wallin in the classical sense.

An immediate consequence of this extension theorem is that, for p € (1, p*), the Sobolev em-
beddings hold in 2. Theorem 7 is sharp in the sense that whenever p > p*, 2 is not a Wb2-
extension domain, in Remark 3.4.3 below. The case p = p* is partially discussed in Remark
3.4.3.

Note that the question of extensions or traces naturally arises in boundary value or trans-
mission problems in domains with fractal boundaries. Results in this direction have been given
by Mosco and Vivaldi (see [MVo3]), Lancia (see [Lanoz, Lano3]), and Capitanelli (see [Cap10o])
for the Koch flake. Boundary value problems posed in the domains Q displayed in Figure 3.1
were studied e.g. in [ATo7], and numerical methods were proposed to compute the solutions in
subdomains of 2. Such a geometry can be seen as a bidimensional idealization of the bronchial
tree, for example. The problems studied in the latter papers aim at simulating the diffusion of
medical sprays in human lungs.

The chapter is organized as follows: we briefly recall the geometry of the ramified domains we
study in Section 3.2. In Section 3.3, we treat the less interesting sub-critical case when a < 4}
and recall the available trace results form [AT10] and [ADT12]. The main results are Theorems
A and B which are stated in Section 3.4 and proved in Sections 3.5 and 3.6.

For the ease of the reader, the geometrical lemmas, which are crucial but technical, are proved
in Section 3.7 at the end of the chapter.

3.2 THE GEOMETRY

In this section, we briefly recall the geometry of the domains we study. We consider the
similitudes f; and f, defined in (2.3) which depend on the real numbers 2, a, 3,6 where 0 <a <
1/4/2,2>0,3>0and 0< 6 < 7/2.

We still denote I'™® the self-similar invariant of the similitudes f; and f:

% = /) U AHI),



98 Chapter 3 - Sobolev extension property

and we use the same notations as those introduced in §2.2.1. The Hausdorff dimension of I'*°,
noted d then writes log2/log(1/a). We recall the definition of the set

== AN AT)
associated with I'. Recall the following theorem proved in Chapter 2 (see Theorem 2.2.1).

THEOREM 3.2.1 — For any 0,0 < 0 < 1t/2, there exists a unique positive number a; < 1/ V2 which
does not depend on (a, B) such that

f0<a<ay thenZ=0and ™ is totally disconnected,
ifa=ay then =# 0 and '™ is connected,

(3.1)

see Figure 1.3 p.19.

As in Chapter 2, the particular geometries of the self-similar sets I'™° and E when a = a*
will play an important role here.

3.2.0.a Characterization of 2

We recall the characterization of the set 2 = f;(I"*°) N /,(I"°) detailed in Chapter 2. We
know that =2 # 0 if and only if 2 = a*. Let us denote by A the vertical axis defined by
A ={(xy,x,), x; =0} and by O the origin O =(0,0).

We proved in Chapter 2 that the sequences o € <7 such that f,(O) € A and that o(1) = 1 are
characterized by the following property: for all » < 1, the truncated sequence o}, achieves the
maximum of the abscissa of /,(O) over all = € @7, such that 7(1) = 1. Moreover, when a = 4",
ECA.

In Chapter 2, we distinguished two cases, depending on the values of the integer m defined as
the smallest integer such that m@ > 70/2 (see (2.15)):

o if m@ > /2 and a = a*, then Z contains the single point f, (O), where
o =12"1(12)* or ¢ =21""(21), (3-2)

o if mf =7/2and a =a*, then
E=1{/,(0), 0 €12™1(1221)} = {£,(O), o € 21™*!(12]21)}, (3:3)
which implies that the Hausdorff dimension of the set = is d /2.

see §2.2.1 and Example 2.2.1 for the notations.

3.2.0.b The ramified domains

The domains we consider are the domains in the class & introduced in the Introduction, see
also the definitions in §2.2.2. Their construction starts with a base cell Y° displayed in Figure
2.3. The domains are obtained by gluing together the closure of the cells £, (Y?) for o € <7, see
Figure 3.1 below.

For o € o7, we will use the notation Y := £, (Y?), and 7 := £, (Q).
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Figure 3.1: The ramified domain Q for = 7/5 and 0 = /4 whena =a*, 2 =0.7, B = 1.5.

As we saw in Chapter 2, by a theorem of Y. Achdou and N. Tchou, we can assume that the open
set (2 defined in (2.30) satisfy Assumption 1 p. 63, that is, ) is a ramified domain as defined in
§1.1.2.c.

It can be seen that in the critical case when a = 4*, the ramified domains we consider are
not (¢, )-domains as defined e.g. in [Jon81], but they are John-domains as defined in [MS79]
(see also the definitions in §1.2.6).

3.3 EXTENSION AND TRACE RESULTS IN W 1-7((2)

*

Hereafter, we consider a domain 2 as defined in Section 1.1.2.c, with @ in (0,77/2),a < a
and we suppose that the parameters @, [ are such that Assumption 1 is satisfied.

3.3.1 EXTENSION RESULT IN THE CASE 4 < 4"

We first briefly discuss the case when a < a* and the self-similar set I'* is totally discon-
nected. In this case, the ramified domain Q is an (¢,J)-domain (see [ATo8], Lemma 1 p.5).
Therefore, Jones” extension theorem (see Theorem 1.2.6) yields a continuous extension opera-
tor from W12 () to Wh?(R?) for every p € (1,00).

As a consequence of this extension result, the Sobolev embeddings in the Lebesgue spaces veri-
fied by Lipschitz domains clearly remain true in the ramified domains for all 2 < a*.

In the critical case when a4 = a*, the Sobolev embeddings still hold. This is a general prop-
erty of the John-domains proved in [Boj88]. We give an alternate proof of this result based on
self-similarity for the ramified domain .

PROPOSITION 3.3.1 — For all a < a*, the following continuouns injections hold
2p

2-p (3.4)
if p =2, then WhE () — L1(Q) for 1 < g < .

if p <2, then WP (Q) < LI1(Q) for g < g :=
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Proof. As we saw, the Sobolev embeddings in the ramified domain  in the case a < a* are
deduced from the embeddings in R?.

When a = a*, we introduce a transformation of the plan mapping £ into a sub-critical ramified
domain 2 for which we know that the Sobolev embeddings hold.

Take 6§ such that 6 < § < % We know that there exists a ramified domain €2 in the class 2

associated with similitudes f;, f, with angles +6.
Denote Y? and Y?© the respective base cells of the ramified domains 2 and 2. We consider a
transformation T of the plane mapping Y° into Y°. We now introduce a transformation 7'

defined by
Tgw = fooTof (35)

for all 0 € &7, where we denote f:, :f;(I) ...f;(k) for o € 47,. Note that since f, andf:, have

same contraction ratio for every o € <7, |Jac T| and |Jac T~!| are bounded by a constant C > 0
independent of o € &7

Take 1 < p < oo, forall # € WH2(12), introduce the function # : Q — R? defined by #=uoT1.
Take . € WL (). If g € [1,00) is such that Wl’P(KNZ) — Lq(ﬁ), one has

J )N dx = S| Ju(x)l dx = ZJ lioT(x)|7dx < C > | |al.
Q Y? Q

ced Y’ oced oced

Since C is independent of o, we get
llellzay < CYI oy

The Sobolev embedding in €} implies the existence of a constant C such that
. , i i 1/p
l#ll oy < C ”””le/’(ﬁ) =C <L~z|u(x)| dx+fﬁ|Vu(x)| dx>

1/p
= C/<f o T~ (x)| dx+f [*Jac T~ (Vu)o T~ dx>
Q Q

LA

||””W1!P(Q)>

and we deduce the Sobolev embeddings in §2 from those in €. O

3.3.2 CHARACTERIZATION OF THE TRACES ON '™ OF FUNCTIONS IN W'7()

Recall the construction of the self-similar trace operator £* from W1?(£2) to Lz (I'>). We

start by constructing a sequence ("), of approximations of the trace operator ; £” is defined
by
()= (ol ooy Ve € WHI(Q), (3.6)
oE,

where (#)o = |1_—1J| Jro nwdx. We saw in Chapter 2 that the sequence (£”),, converges in the

space Z(WL? (Q),LIZ(FOO)) to a trace operator £°°.

n

We also recall the following theorem proved in [AT10] which provides a characterization of
the trace space £°°(W2(£2)) and will prove very useful in the proof of the main theorems.
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THEOREM 3.3.1 — For a given 0, 0< 0 < /2, if (a, B) satisfies Assumption 1 and Q) is constructed
asin§ 1.1.3.b, with 1/2 < a < a’, then forall p, 1< p < oo,

(W) = JLip(1= 52, p, p;0sT) (3:7)

3.3.3 JLip VERSUS SOBOLEV SPACES ON '™

We briefly recall the result obtained in Chapter 2 (see also [ADT12]), which compares the
JLip spaces and the Sobolev spaces on I'™°.

THEOREM 3.3.2 — There exists a real number pj, > O depending only on the dimension of the self-
intersection of the fractal set T°°, such that

o ifa=a*and 1< p < pp, then

JLip(1 =224, p, p;0sT™) = BPY_ (™), (3.8)
?

o ifa=a"and p > py, then

JLip(1=22, p, p;0;T) ¢ BM, (™). (3.9)

14

The number p; is given by:

py=2 if0g{Z, k>0,
. . . (3.10)
p6:2—d/2 lfﬁzﬁ,/@>0.

Together with Theorem 3.3.1, Theorem 3.3.2 provides another characterization of the trace
space (*°(W'7()) when p < p.

3.4 THE MAIN EXTENSION RESULT
3.4.1 THE EXTENSION THEOREM

We will focus on the case a = a* in the rest of the chapter. As was seen in paragraph 2.2.2.4,
the domain € is not an (¢,8)-domain in this case, and the argument of §3.3.1 does not hold.
However, it will be proved in Theorem B that the extension result is true when 1 < p < 2 for
angles ¢ € (0, 5) such that m¢ > 7, and when 1 < p < 2—% for angles such that m¢ = 7, where
m has been introduced on (2.15). It will also be seen (see Remark 3.4.3) that if p > 2 in the first
case,and if p >2— % in the second case, the extension result cannot hold.

The proof of the extension theorem will rely on Theorem A which states that when
1 < p < p;, there exist liftings in W12 (R?) for functions in JLip(1 — %,p,p;o;rw) (see

(3.7)), where the trace is meant in the sense of the operator £°°. The proof of this result relies
on the construction of liftings for the Haar wavelets on I'*°, and on Theorem 3.3.1.
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REMARK 3.4.1 — Using Theorem 3.3.z above and the trace theorem of Jonsson and Wallin stating
that Bf’_’[’ﬂ (I*)= Wl’p(Rz)lroo for p €(1,00), it can be proved that
?

]LZP(I_ ¥’p,]);o;r‘oo) = WI)P(RZ)H““J: (3'11)

where we recall that the trace on T'™ is meant in the classical sense (see §1.2.5). It should be noted that
Theorem A below differs from the previous result in that the trace is meant in the sense of {*°, which
will be of particular importance, especially in the proof of Theorem B below.

The method proposed. in the proof of Theorem B uses the lifting of Theorem A and the self-similar
properties of the trace operator. Another choice could have been to work with the Whitney extension
operator of (3.11), but we then could not have exploited the self-similar properties of the geometry as
is done to prove Theorem B.

In Chapter 4, Theorems A and B below are key ingredients in the proof that upe = {>(u)) y-almost

everywhere for all p > 1 and n € WHr(Q).

The second result (Theorem B) states that there exists a continuous extension operator from
W12 (Q) to Wh#(R?) when 1 < p < p’. The proof consists in the construction of the extension
operator, with the help of the lifting introduced in Theorem A.

TueoreM A - 1. If 0 & 55 and p € (1,2), then there exists a continuouns linear lifting operator
& from JLip(1— %,p,p;O;Fo") to WLP(R?) in the sense of {*°, i.e.

Vo elLip(1— 52, p, p;0T%), £2(Ev)g)=v, (312)

such that for every o € o/, &g, = —1on [ 1(Q) and &g, =1 on f,_,(2), where g is the
Haar wavelet associated to the string o.

2 Iff€sgand pe(1,2— %), then the conclusion of 1. remains true.

REMARK 3.4.2 - If 1 < p < pyand u € WL2(Q), then Theorem A implies that the function
i =E(L>(u)) satisfies {>(i)0) = £ ().

We will deduce the main extension result of this chapter:

TueoreM B - 1. If0 & 55 and p € (1,2), then there exists a continuous linear operator F from
WP (Q) to WP (R?) such that, for all uw € W2 (), Fug=n.

2 Iffesgand pe(1,2— %), then the above extension result remains true.
In other words, X is a WP -extension domain when p € (1, pj).

REMARK 3.4.3 — The extension result of Theorem B is sharp in the following sense. As was seen
in Remark 3.4.1, it is proved a posteriori in [ADT] that the trace operator £°° coincides with the
trace operator introduced by Jonsson and Wallin in [[W84] u-almost everywhere. Therefore, if
Q is a WhP-extension domain for some p > Py then, by the trace theorem in [JW84] (p.182),
(R(WhP(Q)) = Bf’_’pﬂ (T'°), which contradicts (3.9).
7

In the case when 0 ¢ > we have p} = 2, and we can conclude that Q does not have the W hPs.
extension property: if it did, then Koskela’s theorem (see Theorem 1.2.4 and [Kos98]) would imply
that Q has the W bP -extension property for all p > pp- The case 0 € 35 is open.



3.5 Proof of the lifting theorem 103

3.4.2 A DENSITY RESULT
As a direct consequence of Theorem B, we obtain the following density result.
THEOREM 3.4.1 — If a < a, then the space C*(Q) is dense in W () for all p < Py

In the case when m@ > 7/2, the result is sharp in the sense that if p > p; = 2, then the

space C*°(Q) is not dense in W'7(€2). Indeed, the Sobolev embedding theorem implies that if
n € W2 (Q), then # is Holder continuous in €. Since there is a lifting in W12 () of e.g. the
Haar mother wavelet on I'*°, we deduce that the density result is not true in that case.

The case p = 2 has been studied in the case of multiple cones in [AB1o], where the authors
prove that the space C*() is dense in H!(w) where w is the open set inside multiple cones
with same vertex (see also [CDNgg], Lemma 2.4).

It seems that a similar proof can apply to the ramified domains in the critical case 2 = a*, at least
for those angles & such that m& > Z, for which we could prove that C**(Q) is dense in H'(€2).

3.5 PROOF OF THE LIFTING THEOREM

In this section, we prove Theorem A.

3.5.1 PROOF OF POINT 1

Recall that in this case, 6 & {%, k >0}, and mf > > where m was introduced in (2.15).
We start by lifting the Haar wavelets on I'* into functions in W#(R?), 1 < p < oo. This will
yield a natural lifting for functions in JLip(1 — %, P, p;0;T%°), defined as the lifting of their

expansion in the Haar wavelets basis.

3.5.1.2 Lifting of the Haar wavelets

In this section, we define liftings g, of the Haar wavelets g,, 0 € <7, such that for all
p € (1,00), g, € WH?(R?), and the pairwise intersections of the sets Supp Vg, (0 € <7) are
contained in some cones centered at the points f,(A) (7 € &), where A is the single point
contained in f,(I'*°)N £,(I'*°).

More precisely, define C to be the vertical cone centered at A with angle ¢, small enough so
T T

that C does not intersect f;(€2) or £5(2) (in particular, gy < min(mf — 7, 5 — (m —1)0)).
We impose that the liftings g, o € & should satisfy the following condition: if o # 7, then

Supp Vg, NSupp Vg, < | £,(C). (3.13)
ned/
Proposition 3.5.2 below will imply in particular that this condition is satisfied.

We proceed in three steps: we successively construct liftings for the constants, the Haar mother
wavelet, and the other Haar wavelets.
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Lifting of the constants We will introduce a lifting y of the constant function 1 on I'*® that
will allow to define liftings for the Haar wavelets by self-similarity.

The proof of Lemma 2.4.3 in Chapter 2 (see especially Figure 2.5) can be easily modified to
obtain the existence of a constant ¢ > 0 such that for all o € 7, (n > 0) with o ¢ %,

d(f,(2),C) > ca”, (3.14)

where
B = {0 €4, oisaprefix of 12"!(12)® or 21™+!(21)}, (3.15)

see paragraph 2.2.1 for the notations. Recall that the elements of A are those strings o € o
such that d(, (2), A) =0 where A is the vertical axis given by {(x;,x,) € R?, x; =0} (cf. §3.2).

Define S to be the horizontal line tangent to the upper part of I'°. Write § =d(C N 7,0),
note that § > 0.

We consider a smooth compactly supported function y on R? such that y =1 on a neighbor-
hood of the closure of the ramified domain €2, and such that y is symmetric with respect to the
axis A. Write d; = d(Q,Supp Vy) and d, = sup{d(x,2), x €Supp y}. We also impose that

dz < 8 (3.16)
d < ¢ (3.17)
d, > ad,, (3.18)

see Figure 3.2.

Figure 3.2: The function y

The condition (3.18) will play an important role in the proof that (3.13) is fulfilled. Conditions
(3.17) and (3.16) will help dealing with the pairwise intersections of the sets Supp Vg, within
the cones.



3.5 Proof of the lifting theorem 105

Lifting of the Haar mother wavelet We introduce the polar coordinates (r,¢) centered at
the point A such that the vertical half-line starting from A and pointing up is given by {¢ =0}.
Define the function ¢ as follows: if (7, ¢) € R}, x (=7, 7],

L1+2)  iflpl<gn
brp)=1{ | oo <p<m=pp (3-19)
’ 1 — . .
z(l‘l'Tf) if ©—p] < ¢,
0

if =740y <9 <—g;

Note that the cone C is the support of V.
Define the lifting g, of the Haar mother wavelet by:

G=¢ - (rofiN—(=¢)(xofy ). (3.20)
Note that g, € W7 (R?) if and only if p < 2.

Lifting of the Haar wavelets We use the function gy and the self-similarity to define the
liftings of the other Haar wavelets. We first define the natural lifting g of g_, for o € &7, by

ga = zggOofcr_l'

Note that the functions g, 0 € &7 do not satisty condition (3.13) (take for example o =1 and
7 = 2). Hence, we will define cut-off functions whose gradients are supported in the cones

f(C),red.
Take o € &7\ {€}, we define for any prefix v € &, of o such that  # o,

Y: = 10(/€+1)=1¢ Ofr_l + 10(/€+1)=2(1 - ¢) Of:r_l' (3'2'1)

Note that the function y7 is 1 on one connected component of R?\/.(C), and o on the other.
This definition is based on the observation that for all prefix = € <7, of ¢ such that v # o,
Q°Cf(fx, <0 ifo(k+1)=1,and Q7 C £ ({x; >0} if o (B +1)=2.
For o € </, we introduce the set .# (o) of all those prefixes T of o such that f_(A) eI, It is
easily checked that

M(o)={r€d, 0 =10, 0’ € B}, (3.22)

where 4 is defined in (3.15). If T € .#(0)\{c}, then the function g, needs to be multiplied by
the cut-off function y?.

REMARK 3.5.1 = 1 If o € B, then ¢ € M (o).

2 foralln > 0and o € o7, one has o,04,_ € M (o), since the empty string and the string
o(n) € o, belong to A.

We can now define the cut off lifting g of the Haar wavelet g, 0 € <7,

veM (o), t#o

&=< I ﬂ)@- (3.23)
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Example We present an example where 6 = % (hence m = 2), and 0 = 12°12. Therefore,
M (o) ={e,123,12°1,12°12}.

The gray area in Figure 3.3 shows the support of Vg . We have only represented the domain
7, which corresponds to the small area in dark gray in Figure 3.2.

C123

C

Figure 3.3: The support of Vg, for @ = £ and ¢ = 12112 = 12°12 (represented by the gray
area). In this case, .#(0) = {¢,12°,12°1,12312}.

In what follows, we will need a uniform bound on the cardinal of .# (o), 0 € & :

LEMMA 3.5.1 - Forall o € o,
#M(0) < 4. (3-24)

Proof. Take n >0 and o € «7,. If n < 2, then the result is clear. Suppose 7 > 2, we first note
that oy,_y,0 € .#(0) by point 2 in Remark 3.5.1. Let us look for elements of .#() distinct
from oy,_; and 0.

First assume that o(n) = o(n — 1), suppose for example o(n) = 2. Then, any suffix ¢’ of o such
that ¢’ € 2 is of the form 12* with £ < m+ 1. If there were two of them, then one of them
would be a suflix of the other, which is impossible. Therefore, in this case, #.#(c0) < 3.

If 0(n) # o(n — 1), then (o(n — 1), 0(n)) € #B, which implies that Oty € A (0). Let us look
for a string o’ € .# (o) such that ¢’ € &7, with k > 2. Suppose for example o(n) = 2. Then o’
must be of the form 12™+1(12) or 21™+1(21Y2, for some [ > 0. As for the previous case, were
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there two such strings, one of them would be a suffix of the other, which is impossible. Hence,
in this case, #.#/(0) < 4. |

PROPOSITION 3.5.1 = For o € &7, and p <2,

I ggllu, 2% : (3-25)
- (543%)
Proof. First, we note that ||22 V(g, of! ”LP @)= IIVgOIIL,, By = ~ 2" :
The other terms to consider are of the form |27 gof - V(gof) iP(RZ)’ where
v € #(o)\{o}. One has
12580 £, V(0 © £ gy < 25N L Mg g 2
b o (3.26)
= 2%a |V¢” o/ (Supp &)’

where ¢ = 7o', T € @, and ¢’ € # (see (3.22)). Denote R = diam Supp g, note that
diam £, /(Supp go) =a"*R. Since 0’ € B, one has A € f,/(Supp g,)- Recall that Supp V¢ c C.

Switching to polar coordinates centered at the point A, we get

a" kR a"n kR dT (2 )( k)
~ —p)n—
||v¢|| Supp g )) ~ f j 7’ d7’ d¢ - JO rp_l = a ’

where ® = (=@, 9o) U (1t — ¢, 7T + ¢). Together with (3.26), this achieves the proof since
d
a®=2. |

From Proposition 3.5.1, we deduce that g, € WH?(R?) for p < 2.

3.5.1.b Geometrical results

The following geometrical results will be crucial in the proof of Theorem A. The proofs
of these results rely on simple but technical geometrical arguments and have been postponed to
Section 3.7 for the ease of the reader.

We introduce the truncated cones S = C NSupp g, and §7 = £.(S) for v € &7. Define the set
S=J.c.y " to be the union of these truncated cones. We also define

F = Supp Vgo\C, (3:27)
and F"=f_(F)forre«.

REMARK 3.5.2 = Condition (3.16) implies by a simple geometric argument that S lies in the convex
hull of the ramified domain S (see Figure 3.2).

Note that, for o € &7,

SuppvggCF”U< U ST>. (3.28)
o)

TeM(

Proposition 3.5.2 below states a stronger version of condition (3.13).
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PROPOSITION 3.5.2 = If 0,7 € & and o # t, then

(Supp Vg, NSupp Vg )\ S =0. (3.29)
Proposition 3.5.3 below justifies in a way the definition of the cut-off functions y7.

PROPOSITION 3.5.3 — If 0 € o and v € M (0)\{0}, then

g, =22g0f,7'y" on S~ (3:30)

Propositions 3.5.4 and 3.5.5 below describe the case when, for a given v € &7, V(gy0 f, ") or
Vg, are not identically zero on S”.

PROPOSITION 3.5.4 — There exists a constant C > 0 such that for all v € of and x € §7,

#Hoed,vredo gOOf )x)#0} < C.

PROPOSITION 3.5.5 - If 0,7 € & and v ¢ M (o), then Vg, =0 on §°.

REMARK 3.5.3 = In particular, if Vg, 20 on S7, then t is a prefix of o.

3.5.1.c Proof of point 1 in Theorem A

We start by stating a discrete Hardy inequality that will prove useful in the proof of Theo-
rem A.

LemMA 3.5.2 : discrete Hardy inequality, [JW84], page 121, Lemma 3 - If p > 1, forany y >0
and a € (0,1), there exists a constant C such that, for any sequence of positive real numbers (cy )

p
Zcﬂ/" (ch> < CZaV"cnp. (3-31)

neN k<n neN

Proof of point 1in Theorem A. We first suppose that ()~ = [rwv du = 0. Take
v € JLip(1 — %,p,p,o;rm). The function v then reads v = >3 > ., 5,8, where the
B, are the coeflicients of v in the Haar wavelet basis of I'™°. We define the operator & by

setting
Ev=22 Boly (3-32)
neN e,
Recall that S is the union of all the truncated cones §7, T € «7. By Proposition 3.5.2,

P

IV, gy = |, [ 3 £Ta 0 da

Z\S neNoe,

=22 Iﬁ(,IZ’JS _\S|Vgg(x)|” dx
upp &,

neNoed,
< >R S,

neN oE,

— b4
|| ||]LP1 %’P,P,O;rm)'

n

NI”::
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On the other hand,
P

V@ = [ |33 Avew oy | =3 svaw)| ax

neNoed, red/ VS |neNoed,

Take k£ € N and 7 € «7,. By Proposition 3.5.5, if o € <7, (n €N) is such that Vg, Z0in S,
then v € # (o). Therefore, by Proposition 3.5.3, ¥°, = 1 in S7 for any 7/ € .#(0)\{c'}, which
implies that g, coincides with 2 g, 0 /7 'y? in §7. Therefore,

b4 P

| = avaw e = [ |5 T 2055 (@es )] dx

" [neNoew, " |neNoew,, res (o)
T T
IF +1,

A

where

b4

1{=L,Z 2 2BV(of )| dx

' |[n€Noew,, red (o)
» (3.33)

F=[ 2 X e wvie)| dn

" |[neNoew,, red (o)

Let us first consider /. By Proposition 3.5.4, one has:

r et Y 2448, |Pf V(800 7)) dx

neN :76471
e (3-34)
< CP—lzszd(Z—P)" Z |/30|PJ |Vgo(x)|ﬁ dx,
neN o€, ST

where C is the constant in Proposition 3.5.4. Therefore,

PIED SELCaLD WML of I\ PR

TEY neN o€, TE€EA
22242 8, |PJ |V go(x)|? dx (3.35)
neN o€,
< ol

JLip(1=52,p,p,051%)’

We are left with dealing with 7. Denote ® = (—gq, 9o) U (7 — ¢4, T+ ¢5). We resort to a polar
change of variables centered at the point f(A) such that the vertical half-line starting from the
point f,(A) and pointing up is given by {¢ = 0}:

V4
IJSJ JZ ST 258,50 \(re'?)| P dydr, (3.36)
0 ® |neNgew

o), €M (0)
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since for » >0and ¢ € ®, |V;/”(rei‘/’)| < l
Define R = diam Supp g,. If 7 € .#(0), then f_(A) € Q7 C Supp g of_1 by the definition
of (o) in (3.22). Therefore, if Supp gyo0 £7' N C,(f.(A)) # 0 where C,(f,(A)) is the circle

centered at f,(A) with radius 7, then » <a”R, i.e. n <N, where N, = lolgr/R Hence

4R 4
s [ 226,800/ Nre)| ¥ dpdr
n=k o€, TE///()
4
R [IV] )
gf STST i, o

0 n=k o€,

et (o)

Recall that if T € .#(0), then o is of the form ¢’ with ¢’ € %. Consequently,
a*R [Nrk] i ?
T nte _
SN D 3 S M) R

n=0 ¢'ex

where N k=N —k= bgl# Therefore, the change of variable p = N f yields:

%) [F] ik ?
I3 f alexbey (ZZz ; |ﬁw/|> dp

=05'ern

m=0 n=04'cp

4
< 24m+/€)2 ?) (Zzzmlﬁnf> ,

since p — alPtkI=) (ZEEO > 2%|,5w/|> is increasing. Then, by the Hardy inequality of
o'eR

Lemma 3.5.2,

SRS S = e s )

m=0 o'e® oealy,
TEM(0)

Therefore, we obtain:

ZU~ZZZ¢ @nrE 316l

Ted keNte), m= HEZ(m)
TE. o
mp Ui
= 24" 50 0 1B (3:38)
meN o€, k=0 Ted),
teM (o)

IZA

24T SR, I,

meN o€,
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since #.#(0) <4 by Lemma 3.5.1, which shows that 17 <||o|| .
(0) <4by 35 2L sl Hfu;,u—%,p,p,o;rw)

Finally, if (v) # 0, then we get the desired result by taking
EVv=(V)roy +E(v — (V)p). O

3.5.2 PROOF OF POINT 2

We will proceed in the same manner as we did in the proof of point 1 in Theorem A. The
extensions of the Haar wavelets will differ since the set == f,(I'*) N £,(T'™) is now infinite.

3.5.2.2 Lifting of the Haar wavelets

Define x, = d(conv(Q!!), 7#), where we recall that # is the line tangent to the upper part
of I'™® (see Figure 3.2). It has been proved in Lemma 2.4.1 that x; > 0. It has also been seen in
Lemma 2.4.3 that there exists a constant x, such that for all o ¢ % such that 12™+1,21™+! are
not prefix of o,

d(conv(27),A) > x,. (3-39)

Let A be the limit point of the string 12™+1(12)> and B the limit point of 12™1(21)*, see
figure 3.4. The points A and B are respectively the upper and lower ends of the set =. Take
@o > 0 such that:

1. 9y <b,

2. @y is small enough so that the vertical open half-cones C, centered at A and C; centered
at B with common angle ¢;, as in figure 3.4, do not intersect f;(€2) or £,(€2) (see Figure

3-4);
3. @9 <min(x;/2R,x,/2R), where R = diam (2.

Condition 3 will be useful in the proof of the geometrical results below.

We introduce the points M, :flzmﬂlzm)m(O) and M, :ﬂ2m+121(12)m(0). Call D the diamond-
shaped intersection of the vertical open half-cones with respective vertices M, and M, and with
common angle ¢y, as in figure 3.4. Call M3 and M, the other two vertices of D, see figure 3.4.
Call D° = f,,mi1~'(D) and D? :f,](DO) for n € o7. Note that D = D2 Write

BT =12"(12)21),

and define M; =f,](f12m+1_1(Mz-)) for i =1,2 and 7 € #*; note that M and M) are vertices of
the diamond D”. We introduce the set Z = U,] e+ D7, and we define

C=C,uCuz. (3.40)

The set C corresponds to the gray area in the right part of Figure 3.4, and will play the part of
the cone C defined in paragraph 3.5.1.2 for the proof of point 1.

In view of (3.3), introduce the set # C < such that o € # if and only if one of the following
two conditions is satisfied:
(i) o isa prefix of 12™ or 21™,

(ii) o€ (12™H21™FD)(1221) U (12™F121™+1)(12)21)(1]2), (3.41)
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where the notations have been defined in paragraph 2.2.1, see also Example 2.2.1. The following
result is analogous to (3.14) in the proof of point 1. The proof is postponed to Section 3.7 for
the ease of the reader.

LEMMA 3.5.3 = There exists a constant ¢ > 0 such that for any o € </, (n €N) with o & B,
d(Q’,C) > ca”, (3-42)

As in paragraph 3.5.1.4, we introduce a smooth compactly supported function y on R? such
that y =1 on a neighborhood of the closure of the ramified domain Q, y is symmetric with
respect to the axis A, y satisfies conditions (3.17) and (3.18) with the same notations, and

d, < d(CnD°0), (3-43)

where d, = sup{d(x,Q), x €Supp y}, which replaces condition (3.16).

We consider a function ¢ on R? valued in [0,1] such that ¢ =1 on {x; < 0}\C, ¢ =0 on
{x; > 0}\(C,UC)), ¢ is continuous on C\{A,B}, and ¢ is constant on the lines through the
point A in C,, and on the lines through the point B in C;.

Take p € (1,2 — %) Consider a function { € WU2(D) valued in [0,1] such that
Cpatary = Clppgary = 1 and Cpagar,y = Clag,ar,) =0 (such a functipn can be f.ound since p < 2).
See fllgure 3.4 where we have only represented the part of the ramified domain around E.

A A
Cl»t
A
1A
12°12 21521
r r P2
My
M, D)M, =1 D v=0
M,
DIZ""HZI
riz’z1 r2re
B
0

z

Figure 3.4: The functions { and W in the case 6 = & (m =4). Left: construction of the function
{, in the gray area lies the support of . Right: the gray area corresponds to C.
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For n€ #7%, define {, = o fiymus of,]_1 € WbH? (D). We introduce the function

¢)(x) ifxeD”, neB*,
d(x) ifxeC,UC,
1 ifx;<O0andx&C,
0 ifx;>0andx¢C,

(3-44)

see Figure 3.4. This definition is unambiguous since the sets D7 are pairwise disjoint. The
function ¥ will play the part of the function defined in (3.19) in paragraph 3.5.1.a. Note that ¥
is continuous on R?\=.

We start by defining the lifting of the Haar mother wavelet:

Zo=(ro /iy —(xof; N1-). (3.45)
One has:
ZJ |VQV,Z|P ~ Z Z d"(z—P)J V)P
neat ) D7 neN pew, NA* R
< %2?an(z—p>||v{||ip(Rz),

n 2p=2)
since #.47, N A% < 22. Since 274 2n(2=p) — 2ﬂ<1+ P‘i >

and ¥ e Wllo’f(]Rz). Therefore, g, € Wh?(R?).
Take » >0 and 0 € 7. For any prefix v € &7, (0< k < n) of o, we define the cut-off function

and p <2— %, the latter sum converges,

}/»:—T = (]la(k+1)=l\1/ + ]la(/e+1)=2(1 - \P)) Of;—_l’ (346)
as we did in paragraph 3.5.1.4. For every o € &7, we introduce the set
M(o)={r€d, o =10, 0’ € B}, (3-47)

as in paragraph 3.5.1.4, where % was defined in (3.41). Note that Lemma 3.5.1 1s still true in that
case.
We can now define liftings g for the Haar wavelets: if » > 0 and ¢ € 7, introduce

&= [I ri2%geft (3.48)
teM(o), T#o

As in (3.25), there is a constant C such that forall ¢ € &,

5 |P "<l+p7_2> Al
Vg, | < €274 IVel” (3-49)
R? R?
As in paragraph 3.5.1.4, we introduce the sets
S=CNSupp g, ST=£.(S) (r€x), and S= [ ] §". (3.50)
Ted

We also write S, = C, NSupp gy, §; = C;NSupp g, and ST = £.(S,,), $7 = f.(§;) for T € 7.
Finally, we define
F=SuppVg\C, and F*' =f_(F) (r€ ). (3.51)

REMARK 3.5.4 - Condition (3.43) implies by a simple geometric argument that SN D° = 0.
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3.5.2.b Geometrical results

In this paragraph, we state some geometrical results that will be useful for the proof of point
2. As in paragraph 3.5.1.5, we postpone the proof of these results to Section 3.7.

Propositions 3.5.2, 3.5.3 and 3.5.4 remain true in this case. Proposition 3.5.5 still holds in the
following sense:

PROPOSITION 3.5.6 = If 0,7 € o and v & M (0), then Vg, =00n ST US].

PROPOSITION 3.5.7 - Take T € o/ and n € BT. If 0 € o is not a prefix of Tn12(21)>° or
021(12), then Vg, =0 on f_(D7).

3.5.2.c Proof of point 2 in Theorem A

The proof that ||V(6"71)||LP E2\S) <|lv ”Zp(l 4 por) is the same as in the proof of point
1. We are left with dealing with ||V(& ‘v)|| erte
INEDN, s S 207+ (3.52)

TEYA

Wbere I7 and I} are as in (3.33). Since Proposition 3.5.4 still holds, we can deal with 3> _ , I7
as in the proof of point 1.

Since §7 = STUST U f(2), the integration on S in I} can be decomposed into integrals on
S;, §7 and f,(2). The first two integrals can be be dealt with exactly as in the proof of point 1,
since Proposition 3.5.6 holds. We refer to the last one as /. For n € £, call P#,={ced, o
is a prefix of 712(21)* or 512(21)>°}. By Proposition 3.5.7, Vg, =0 on /(D7) if o & TH,.
Therefore,

P

5= f ST 258,80 £ (x)Vy(x)| dx. (3.53)
r;eﬁ'*’

(D7) neNoed, ﬂTA

We split the integral over f_ (D7) into two integrals over portions of cones with respective
vertices fT(er] )and fT(Mzn ). As in (3.36), we express them in polar coordinates centered respec-
tively at f,(M) and f_(M]). Call £ the length of the sides of the diamond D°. The length of
the sides of £,(D7) is a**'¢ < a*F+!R, and we may take » < a**'R in the integrals.

As in the proof of point 1, we note that if T € .#(o) and Supp gyof~'NC, (f.(M)) #0,i=1,2
where C,(f.(M7)) is the circle centered at f(A)), then n < N, where

r
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N, = los/R) Therefore,

r loga
P
> X 2B f V!
neNoew, Nt A, LA(£.(DY)
2kt R r p
s [ ST 2l
n=k o€, Nt A,
P
2kt R N, ] n+k -
= Z 2. 27 Bl T dr
n=0 o'es,N%B,
p
S (m+k+)(2—p) N otk
DI DI DA
m=0 n=0¢'ccr, Nz,
00 p
< d1(2—p>24m(2—p)27 Z 18,17,
m=k o€, Nt A,

where we have proceeded exactly as in the proof of point 1, using the Hardy inequality of
Lemma 3.5.2. Hence,

i< i T ﬂl<z—p>iam<z—p>2’%ﬂ S 1B
m=k

[=0 neainB*+ oeyfnﬂr.%’}?
< NOI0-p)oh ST - P »
S 242 Y a 2 1B
/=0 m=k €ty

Te/m )

since #.4/NAB* <22 and #.7, OT% = 2. Therefore, since a'?~ ?)23 =a l2=5-p) and p <2-%

[oe)
. _p)a "L
5 S D amE2zT B, (3.54)
m=k oeal,
T€M(0)

We show that > J7 <o “p

d exactly as in the proof of point 1 (see (3.38)).
red JLip(1==35,p,p0)

3.6 PROOF OF THE EXTENSION THEOREM

Take 0 €(0,%), and p € (1, p). We will construct a sequence of continuous linear operators
F, Whe(Q) — Wl’f’(Rz) such that for all # € W12 (1),

(Fp )z = w7, (3-55)

where Z" = Interior (U{W, ocEA, k< n})

It will be proved in Proposition 3.6.2 that (%), converges in £(W?(2), W' (R?)) to a
continuous linear operator ., which will yield Theorem B since # ) = u forall u € wWhr(9).
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An immediate consequence is that £°°(F u) = (> (u).

First, we introduce an extension operator from W12(£2) to W1? (ﬁ), where Qisa larger domain
defined below and presented in Figure 3.5.

The domain @ Take ¢ < 2 and write P{=(—1-¢,0),and P, =(1+¢,0). Define Y° to be the
open domain inside the closed polygonal line joining the points Py, P), f,(P,), £,(P)), fi(P),

f1(Py), P{ in this order. Let K° be the closure of Y°. We define the wider ramified domain € to

Q = Interior | K°U (U fg(I?o) ) , (3.56)
oed

see figure 3.5. We can suppose ¢ > 0 is small enough so that fy(P]) and f,(P,) have positive

coordinates, the domain YOis convex, and Assumption 1 is satisfied.

We introduce the open domains Yo = fo()/;o) for o € o7, along with their closure K. We also

write 7 :fg(ﬁ) foro €./, and Q" = U Q°.

o€,

f(P)
A

Figure 3.5: Left: First cells Y° and Y0 of the ramified domains. Right: The ramified domains
and Q.

We introduce the open domain Y} inside the polygonal line joining the points P{, Py, f,(P;),
fi(P)), Py, its symmetric Y? with respect to the vertical axis A, and the open domain Y3° inside
the polygonal line joining the points f;(P,), f,(P))s fz(P{), fl(PZ/), f1(P,). For ¢ € & and
1=1,2,3, write Y = f,(Y?).

PROPOSITION 3.6.1 — There exists a continuous extension operator 4 from W L2 () to Wh?(Q).

Proof. We start by defining a mapping &, in polar coordinates (7, @) centered at the intersection
M, of the axes (P, P,) and (f{(P))f1(P,)) (see figure 3.6) and such that the half line [, P)) is
given by ¢ = 0. Write (x;,0) the euclidean coordinates of ;. For every ¢ € [0, 0], define r,, to
be the unique » > 0 such that the point (x, + r cos @, 7 sin ¢) belongs to the segment [P, f,(P,)].
Now define ¢ : YlO — Y% by:

51(X)=< x4 rcosg > (3-57)

r’singo
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where x = (x; + 7 cosg, 7 sing) with ¢ € [0,0], and " =27, — r. We define &, : Y2 —Y%as
the symmetric of & with respect to the axis A.

Similarly, we define the mapping & in polar coordinates (7, ¢) centered at the intersection M,
of the axes f1(Py)f1(P,) and £,(P,)f5(P,) (see figure 3.6) and such that the half line [M;0) is
given by ¢ = 0. Write (0, ;) the euclidean coordinates of M;. For every ¢ € [0 — 7,5 — 0],
define 7, to be the unique » > 0 such that the point (7 cos ¢, 3+ 7 sin ¢) belongs to the segment

14
L£(P)A(P))]. Now define & : Y2 — Y° by:

_ r’ cosg
£3<x)_ < s + r/singo > 5 (358)

where x = (7 cos @,y + 7sing), and r’ =2r,—r.

AP AP
£i(Py) / * 5 £(Py)

/ﬁ;(x) yo

Figure 3.6: Left: Construction of the mapping ¢ : Ylo — Y. Right: Construction of the

mapping & : Y3° — YO,

We now define the mappings El.g : Yl.g — Y foro €4/ andi=1,2,3 by El.g =f o&of L

REMARK 3.6.1 = It is important to note that the functions fl.a, o € 4, i =1,2 respect the self-
similarity of the domain, in the sense that for each 1 € {1,2} and o € <7, (n > 0), fia = fjgr"*l on
Jo([P;P!]), where j is the unique integer in {1,2,3} such that one has f,([P;P!])C Y. N Y;TT"_I.

We define the operator & : W2 (2) — W#(Q) by setting

Gu=u on €,
g%:uofig on YZ_” forced, i=1,2,3. (3-59)

Note that for all 0 € &7 and i € {1,2,3},

J V@ u) <C J Val?, (3.60)
Y’ Y?

where the constant C is independent of 7 and o. We deduce that ¥« € V(Vllof (€) from Remark
3.6.1, which implies that ¥» € W17 (ﬁ), and we deduce from (3.60) that ¢ is continuous. [
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The extension operators .7, Let us now construct the sequence (.%,),,. Introduce a contin-

uous function y € Wl"x’()/}o) valued in [0,1] such that y =1 in Y, the trace of y on the
segments [P|f,(P))], [P, /,(P;)] and [f,(P;)f5(P})] is 0, and

xoh~ =y on f([PP,)),

S (3.61)
xofy ' =y on f([PP)]). ’

Condition (3.61) implies that a certain self-similar property is satisfied by y. Such a function y
can be constructed in a similar manner as in the proof of Proposition 3.6.1.

Introduce a smooth function 7 in Eo with values in [0, 1] such that =1 on = [P P;], and

n=0on £{(T°)U £(I).
For every n > 0, we define a function p,, on R? by:

Pa=2 D xof, Mg+ D xnof, Mg, (3.62)

k=00€, oEA,

Note that p,, is continuous on R
Introduce the linear operators .7, on W1#(£2) defined by:
T = p,9u+1—p,)ECC(u), Yu e WhE(Q). (3.63)

n

Condition (3.61) implies that for all » € WbL(Q), Z,u € Wllo":(Rz), and therefore

F,u € WHP(R?). Moreover, note that since ¥, & and £* are continuous, so are the opera-
tors .%,,.

PROPOSITION 3.6.2 — The sequence (F,),cn converges pointwise [0 a cOntinuous operator
F € L(WhP(Q), Wr(R?)) such that (Fu)g=uforall ue WLP(Q).

The proof of Proposition 3.6.2 will use the following Poincaré-Wirtinger inequality.

LEMMA 3.6.1 - If u € WLP(Q), there exists a constant C > 0 such that:

J‘A |G u(x)— (u)po|? dx < CJ* VG u(x)|? dx. (3.64)
¥° YO

We will also use a slightly different version of Theorem 1.3.3 (see [AT10]), whose proof can be
adapted to get the following result.

THEOREM 3.6.1 — For all real number x satisfying (2a)' ™" < x < 1, there exists a constant C > 0
such that for all w € W (),

1<) = ()l oy S C S ST IV (3.65)

1eN  red,

Proof of Proposition 3.6.2. Take u € WH?(12). Let us prove that (Z,, ),y is a Cauchy sequence
in WH?(R?). Take n,m € N with n < m. We denote # =% u and # = &¢*(u). First, we note
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that
m+1
J 2L?,nl/z - F,u|lf = Z J% |Z,,u— F,ull
R b=n41YY
m+1
Z om )i — )P (3.66)
k=n+1
<[ w-ar — o
n n—00
since # — MIQ P(ﬁ) On the other hand,
m+1
f IVF,u—=VF,ull = > Z —V.Z,ulP. (3.67)
R? k=n+lo€,

Take & € N such that # <k < m and 0 € 47,. One has:

| 19Fu-vzue = [ e e3P

< c(J W(;,_,;)Vﬂ-kpﬁ |ﬁ—ﬁ|ﬁ>,
o Y()'

where C is a constant independent of o, since we have p,, — p, = y o f, " if k > n, and

O = Pu =X ofg_l —xn ofg_l if & =n. Therefore,

JRZ VZ,u—VZ,ulf

m+1 m+1 (3.68)
Z Z u—u|P+Z ZakPJ |7 — ul?.

/e n+1o0€, k=n+10€),

To deal with the first term of the right hand side in (3.68), we note that:

Z Z wt = ||v@-a)f . —o0. (3.69)

pp L? Q” n—00
=n o€,

Therefore, we are left with considering the second term. For o € <7, one has:

m+1
> St il <5+
k=n+10€%,
m+1 m+1
where §; = Z Z a_PkJA |t — (#)po|P and S, = Z Z a_PkJ it — ()P
k=n+10€, Ye k=n+10€,
By Lemma 3.6.1, one has:
m+1

<C Z Zaz ?) f [Val? < JA Vil —s O. (3.70)

k= Vl-l'-erJije Qn
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We are left with considering S,. Since for all T € <7, with n > k, 8o =05

Jo 1=t = [ 1043 3 ot

i<k TG.Q/

(3.71)
$c<42klPo€°°(%°fg) ()P + f L@g#)

where ¢ is a positive constant independent of k£ and o, since

Poyl>(u —I—ZZIB g, =Pyl™®(nof )onY’.

i<k TE,

This last result can be easily seen by writing the expansions of £>°(# o f, ) and £°°(x) in the Haar
wavelet basis on I'*°, and observing that £*°(u o £, ) = {>°(u) o f, . This yields that on I'*>,

Pol™(n +ZZIB g = Pol™(uof,). (3.72)

i<k TE,

If i <k and 7 € o, then g_is constant on f_(f;(£2)), ; = 1,2, therefore g_ is constant on Y
and g_(Y7) = g, (I'*7), hence the equality.
Therefore, one has:

| =l < (| ewo )= twof bl dur2¥1B). G

where ¢’ is a positive constant independent of £ and o. We know from Theorem 3.6.1 that for
all x €242~ 1,

et = o)l du < ¢ Xkt 3 [ Stwof, )
= 120 ted,
d(P—Z)kZXi ZJ |V |? (3.74)
i20  red YY"
alp=2k in_k Z [Vul?.
l?k TE’V%, T[k:(f Y®
Therefore,
m+1
S X[ o f)— o Ll di
k=n+1o0€9, re
m+1 )
SDIDIDIED I W
k=n+l1o€), izk TE,, Tl e

min(z,m+1)
=> > > xi_kJ |Vl

i>7l+17.’€(y k=n+1

f Vulp = f Vulp.
z>n’r€42f

Z/\
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Then, (3.73) yields:

J Valp+ 30 S a2t |8, 10— o (375)

k=no€s),

Indeed, since £*°(n) € JLip(1— %,p,p,o;roo), S 27 Y ey, a®=P*|B_|P < co. This proves

that the sequence (%, #), has a limit in W?(R?). We define Zu to be the latter limit; .#
obviously defines a linear operator from W12(Q2) to W17 (R?).

Therefore, Banach Steinhaus Theorem insures that .# is continuous. The fact that

(F u)jq = u is a direct consequence of (3.55). O

3.7 PROOF OF THE GEOMETRICAL RESULTS

In this section, we prove the geometrical results stated in paragraphs 3.5.1.5 and 3.5.2.5.

3.7.1 PROOF OF THE GEOMETRICAL RESULTS FROM PARAGRAPH 3.5.1.b
We start by stating and proving several geometrical lemmas.
LemMa 3.7.1 = One has:

dQ\YF) >
sup{d(x,N\Y?), x eSupp gy} < ad,,

where d| and d, were defined in pavagraph 3.5.1.a. We recall that F = Supp Vg, \ C.
Proof.

o Since the function y is symmetric with respect to the axis A, so is F. Therefore, since
£Q) =2\ Y°N {x; <0}, we have d(Q\Y?, F) = d(f,(Q),F N {x; < 0}). Moreovre, note
that F N{x; <0} C f,(Supp V), which implies that

d(fi(Q),F N{x; < 0}) = d(f,(), /1(Supp V) =ad,,
hence the result.
o Take x = (x,,x,) € Supp . If x, <O, then by symmetry
d(x,NY®) =d(x, /() < sup{d(x, f,(R2)), x € f,(Supp y)} = ad,,

since Supp goN{(x,x,) €R?, x; <0} C £,(Supp ). Similarly, if x, > 0, then d(x,Q\Y?) <
ad,. The result follows.

LemMA 3.7.2 - If o & B, then
Supp g0/, 'NC =0, (3.76)

where B was defined in (3.15).
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Proof. If x € C, then d(x,Q2°\Y?) > d(C,Q%) > ca” since o & &, by (3.14). Lemma 3.7.1 and
an argument of self-similarity imply that

sup{d(x,Q7\Y ), x €Supp g, Ofo_l} <a"d, < ca”,

by condition (3.17). Therefore x ¢ Supp gyo /. O
Lemma 3.7.3 - If o € &/ \{e} and o(1) =1 (vesp. o (1) =2), then

Supp g,\S C {(x;,x,) €R?, x; <0} (3.77)
(resp. Supp g,\S C {(x,x,) € R?, x; > 0}).
Proof. Suppose for example (1) =1. If o0 € %, then Supp g, N C =0 by Lemma 3.7.2. There-
fore, Supp g, lies in the left-hand connected component of R?\C, and one has the inclusion
Supp g, C {(x,x,) € R?, x; <0}, hence the result.
If 0 € A, then, by the definition of g,, ¢ is a factor of g, which implies that we have
Supp g,\C C f{(x;,x;) € R% x;, > 0}. Since Supp g, C Supp gy one has
Supp g,\S =Supp g,\C, hence the result. O
LEMMA 3.7.4 - If 0,7 € </ and o is a prefix of T, then

F7NSupp g. =0. (3.78)

Proof. Suppose o € @7, and T € o7,. Note that d(Q°\Y",F?) > d(Q°\Y?,F°) > a""'d, and
sup{d(y,Q°\Y"), y € Supp g,} <a**'d, by lemma 3.7.1. Since 7 < k, (3.18) yields:

d(Q\Y",F?) > sup{d(y,2°\Y"), y € Supp g }.
Therefore, if x € Supp g, then d(x,Q7\Y ") <d(Q°\Y",F’)and x &€ F°. O
LemMA 3.7.5 - If n > 0and o € <7, then, for every k < n,
Supp &y C /o, (Supp &,1); (379)
where 0 = orko/.

Proof. Take t’ € o7, i > O such that ¢/ € .#(0”) and 7" # o’. Therefore, o, 7" is a prefix of 0.
We observe that:

}/:/ of_l = (Ila/(i+1):l¢ + ]lo/(i-i-l)zz(l - ¢)) o !

1k arkfl
—1
= (ﬂa(k+i+1)=1¢ + 10(/e+i+1):2(1 2 °fgrk7/
_ [
= }/UrkT/'

Note that for any such 7/, o7’ € #(0) and o, 7" # 0.
Therefore, since (g, 0 f‘;l) o fo_r; =g0f, 7},
- _ nok - o
g0/l = 27 1o 11 Yy
et (o)), 740’

n—k _ _
z 27 |go°fgl| H V:

T€M(0), T#0
=k,
= 27gl;

since for any prefix T € & of o, y? <1, which implies the result. O
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LEMMA 3.7.6 - If 0,7 € & and o # =, then §° N ST =0.

Proof. Let us first examine the case when 7 = €. Suppose for example o(1) = 1. The set Q7 lies
in the convex set 2 defined by {x; < 0}\C. Therefore, its convex hull conv(Q2?) also lies in 2.
Since, by Remark 3.5.2, §7 C conv(Q29), §¢ lies in 2, and §7 N C =0, hence the result.

Let us consider the general case. First suppose that 7 is a prefix of o: write 0 = 7o/, where
o' € /. Then, S°NS” :fT(S”/ N S) =0 by the previous point.

If none of the strings o, 7 is a prefix of the other, there is a string 5 € & such that ¢ = 7o’ and
T =7’ with o/(1) # 7/(1). Since, by Lemma 3.7.3, $° and S lie in opposite sides of the axis
A (given by {x, =0}), $° NS™ =0. Therefore, 7 N S~ :f,7(S"/ ns™y=0. O

REMARK 3.7.1 - In particular, if 0 € o and o(l) = 1 (resp. o(l) = 2), then
$7 C{(x,x,) ER?, x; <0} (resp. ST C {(x,x,) ER?, x, >0}).

Proof of Proposition 3.5.2. If one of the strings o, 7 is a prefix of the other, then by Lemma
3.7.4, FPNF™ = 0. Since Supp Vg,\S C F? and Supp Vg .\S C F7 by (3.28), we have
(Supp Vg, \S)N (Supp Vg \S) =0

Now suppose none of the sequences o, T is a prefix of the other, z.e. there exists an integer &
such that oy, = 7y, and o(k +1) # (k +1). Then we can write o = U[kO'/ and T = T[kT/
for some ¢/, 7’ € &/. By Lemma 3.7.3, (Supp g,/\S) N (Supp g./\S) =0, hence the result since
Supp &, C /o, (Supp §,) and Supp g, C f, (Supp g./) by Lemma 3.7.5. m

Proof of Proposition 3.5.3. By the definition of g, (see (3.23)), it is enough to show that if
' € M (o)\{o, 7}, then }/Z =1on S NSupp g,

Take v/ € .#(0)\{o,7}. Let us first prove that (SN Supp g,)NC™ = 0. Note that
S"NSupp g, C f,(Supp &) C f.(Supp &), since 7’ is a prefix of . Therefore,
(S"NSupp g,)NC™ C f.(Supp g N C™ = §7. The results follows since ST NS™ = 0 by
Lemma 3.7.6. Since V}/:/ =0 outside the cone C7, y:, is constant (and takes the value o or 1)
on S*NSupp g, .

Suppose ' € @7, (k > 0), and o(k + 1) = 1. This implies that Q7 C f.({x; > 0}). Since
' €.#(0), one has f.(A) €27 by the definition of .# () (see (3.22)).

Consequently, f_(A) € f({x; < O}\C), since f/(A) # f.(A). Therefore, the connected set
STNSupp g, lies in the connected component £,/({x; < 0}\C) of R*\C" by the above result,
and STNSupp g, C fu({x; <O}\C?". Since by definition y’, =1 on f.({x; <0})\C™, we get
the desired result. The case o(k + 1) =2 is similar. : ]

Proof of Proposition 3.5.4. Write M = {0 € o/, T € M (o), V(gyo [ ')(x) # 0}. We first note
that if o € M and o # 7, then Supp V(g0 f,71)NS™ = F7 N ST since §7 N ST =0 by Lemma
3.7.6 (see (3.28)).

If 0,0’ € M, write 0 = 7 and ¢’ = 75/ where 1,7’ € . Suppose that 5,7’ are prefixes of
12™+1(12)* and distinct from e. Therefore, one of the two strings 7,7 is a prefix of the other.
Assume for example that 7’ is a prefix of 7. Consequently, ¢’ is a prefix of o, and Lemma 3.7.4
implies that o = o, since x € F* NF? C F” NSupp (g, o f=1). Therefore, there is at most one

string o € M\{t} such that o is a prefix of 12™+1(12)*°. Similarly, there is at most one string
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o € M\{t} such that ¢ is a prefix of 21™+1(21). Since T € M, there are at most three strings
n M. U

Proof of Proposition 3.5.5. For n,k €N, take 0 € 7, and 7 € 7.

1. First, we prove that if # < k, then Vg, =0o0n §°.

If ne #(c)and n € o7, then m < n <k, and 5 # 7, which implies by Lemma 3.7.6
that §* N §7 = 0. Therefore, by (3.28), Supp Vg, NS® C F°. If o is a prefix of 7, then
Lemma 3.7.4 implies that Supp Vg, NS* =0 since ST C Supp g, .

If o is not a prefix of 7, then there exists 7 < 7 such that o = armal, T = O'rmT/ with
o’,7" € /\{0} and 0’(1) # 7'(1). Remark 3.7.1 and Lemma 3.7.3 imply that Supp g,/\S
and S7 lie in opposite sides of the axis A. Hence, Supp g,/ N S™ =0, since SNS™ =0 by
Lemma 3.7.4. Therefore, Supp Vg, NS™ =0, since Supp g, C f%(Supp g,) by Lemma
3-7-5-

2. Second, we prove that if # > k and v & .#(0), then g, =0 on S7. This will achieve the
proof of Proposition 3.5.5.
Suppose T & .# (o). If T is not a preﬁx of o, then the same argument as above applies.
If T is a prefix ofa write ¢ = To’. Since T & .#(c), o’ ¢ % and Supp g,,NS =0 by
Lemma 3.7.2. Lemma 3.7.5 yields the result as above.

3.7.2 PROOF OF THE GEOMETRICAL RESULTS FROM PARAGRAPH 3.5.2

We start by giving a proof of Lemma 3.5.3. We introduce the following notations: call
P =1 (9), CO=f1(C,), CO=f1(C)and CO=£1,,(C)= Z°UCOUCE.
Proof of Lemma 3.5.3. We start by proving that d(Q',C% > o. Observe that
sup{d(x,. ), x € 2°} = {sing, where { is the length of the sides of the diamond D°. Since
d(Q, ) > x,, condition 3 in §3.5.2.2 implies that d(Q!!,5#) > Ry, > {sin¢p,. Therefore,
d(Q', %) > d(Q!, ) — sup{d(x, ), x € Z°} > [sing,. Since d(Q“ Ccou CO) > 0, we
deduce the result.
Take o € o7,\ %, suppose for example that o(1) = 1. Suppose 12™+! is a prefix of 0. Therefore,
o can be written oy, 0’ with oy, € 12™+1(12|21)" and 0/(1) = 0/(2). Suppose for example that

o'(1)=1.
Hence, Q" c Q7! and d(Q7,£,,(C%) =A@, (C°) = a*d(Q",CO).  Since
Cc f ), the result is proved in thlS case.

Suppose 12erl is not a prefix of 0. We know that in this case, d(Q7,A) > x, > 2R¢, by (3.39)
and condition 3 in §3.5.2.4. Since sup{d(x,A), x € Z} = a™+?{sinp, < Rp,, we deduce as
above that d(27,2) > x, — Rg, > 0. It is easily seen that for every = & %, d(Q2°,C,UC;) > 0.
Since 7 C Q12°1 there is a constant ¢, independent of o such that d(Q7,C,UC},) > ¢,
which concludes the proof O

It is straightforward to check that, with the notations introduced in paragraph 3.5.2.a and (3.42),
Lemmas 3.7.1, 3.7.2, 3.7.3, 3.7.4 and 3.7.5 still hold in this case. We start by stating a preliminary
lemma.

LemMMA 3.7.7 = If n & B and n(1) = 1 (resp. n(1) = 2), then D" C {x, < 0} (resp. D" C {x; > 0}).
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Proof. Take n € <7,\ % and suppose 7(1) = 1. We first show that d(conv(Q7),A) > a"Re,.
First suppose that 12™+! is not a prefix of 7, then (3.39) and condition 3 in §3.5.2.2 imply that
d(conv(Q7),A) > x, > Rg,.

If 12! is a prefix of 7, then 7 = .7 with 7, € 12"+(12]21)" and 7/(1) = 7/(2). For
example, suppose 7’(1) = 1. Since conv(27) C f’/rk (conv(2')), we deduce that d(conv(Q7),A) >
a,’(f,me (conv(Q), A) = a*d(conv("), ) > a* Ry, by condition 3 in §3.5.2.4.

Observe that
d(D",A) = d(conv(Q7),A) — sup{d(x,conv(Q7)), x € D"} > a” Ry —a"{ sin gy > 0
by the last point, hence the result. O

We now give the proof that Lemma 3.7.6 also remains true:

Proof. Take a string o # €. The proof that SNC, = §7NC; =0 is the same as in Lemma 3.7.6.
We are left with checking that $” N2 = 0. Take n € %", and suppose first that none of the
strings 7,0 is a prefix of the other. That is, there exist non-empty strings n’,0’ and £ > 0
such that =97, ¢ = 7o’ and ¢’'(1) # 7/(1). Suppose for example that ¢’(1) = 1. Then
§7" ¢ conv(2?) C {x; > 0}. On the other hand, by Lemma 3.7.7, D" C {x; > 0} since
7'(1)=2,and SN D7 =0.

We now examine the cases when one string is a prefix of the other.

- If =0, then $° N D7 =0 by Remark 3.5.4 and by self-similarity.

- If 0 = 5o’ with ¢’ # ¢, then $7 C conv(27) C conv(Q27'). It is easy to see that
conv(£,()) N D% = 0, i = 1,2, from which we deduce by self-similarity that
conv(Q°’ YN D7 =0, and $7 N D" =0.

- If n = on/ with ' # ¢, then necessarily n" & %, which implies by Lemma 3.7.7 that
D7 NC =0. We deduce that D7 N 57 =0.

We may now conclude that $ N §* =0 when o # 7 as in Lemma 3.7.6. O

Therefore, it is easily checked that Propositions 3.5.2, 3.5.3 and 3.5.4 hold. We now give a proof
of Proposition 3.5.7.

Proof of Proposition 3.5.7. Take o € o7 such that ¢ is not a prefix of 7712(21)™ or T721(12)*.
We first note that if o ¢ %, then Lemma 3.7.2 yields the result. In the following, we assume
that 0 € #.

By the hypothesis, o cannot be a prefix of . We now examine the other cases.

- We first suppose 7 is not a prefix of o. By symmetry, we can assume o (1) = n(1) = 1.
There exists an integer & > 0 such that 7 = U[k’]/’ o= r;[ko/ with /(1) # ¢’(1). Suppose
for example o/(1) = 1. Since o € B, we see that ¢’ & %, and Lemma 3.7.2 implies that
Supp &,/ C {x; < 0}. Since #’ & % and 7/(1) = 2, the set D7 lies in {x, > 0} by Lemma
3.7.7, which implies that Supp §,,N D7 = 0. We conclude by self-similarity.

- In the case when 7 is a prefix of o, the hypothesis we made on ¢ and 7 imply that o hasa
prefix of the form 7712(21)1 lor 7;21(12)12 with / > 0. Suppose for example that the former
is true, and write o = 7]12(21)10/. Hence, since o’ & %, Supp g, C {x; < 0} by Lemma
3.7.2, from which we deduce that Supp g, lies above the horizontal axis f,] 1221y (A). On
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the other hand, the limit point of 712(21)* lies below this axis. Since this point is the
highest vertex of the set D7, the result follows.

The second point of the Proposition can be proved with the same argument as above. O
We may now deduce from Proposition 3.5.7 that Proposition 3.5.4 also remains true in this case.

Proof. The proof is very similar to that of Proposition 3.5.4, we use the same notations.

Take x € §7 =S7 U/ (Z)US]. By Proposition 3.5.7, if x € S7 or x € §], the same proof as that
of Propostion 3.5.7 applies, and #M,, < 3.

Now suppose x € D7 for n € #7*. If 0 € M, write ¢ = vo’. Then, by Proposition 3.5.7, 0’ is a
prefix of 712(21)* or n21(12)™ if o’/(1) = 5(1). If o(1) # 5(1), then the situation is symmetric.
The same argument as in the proof of Proposition 3.5.4 applies, and there are at most 5 strings
nM,. O



CHAPTER 4

Comparison of different definitions of traces for a class of ramified
domains with self-similar fractal boundaries

We consider a class of ramified bidimensional domains Q with a self-similar fractal
boundary I'*°, which is supplied with a probability measure u called the self-similar
measure. Emphasis is put on the case when the domain is not a (¢, & )-domain as defined
by Jones and the fractal set is not totally disconnected. We compare two notions of trace
on I'™ for functions in W'#(Q): the classical one, see for instance the book by Jonnson
and Wallin, 1984, page 206, using the strict definition of a function at a point of €,
and another one proposed in 2007 and heavily relying on self-similarity. We prove that
the two traces coincide u-almost everywhere on I'™. As a corollary, we characterize
the critical number p* such that for all p < p* (resp. p > p* ) there is a (resp. no)
continuous extension operator from W1?(£2) to W7 (IR?).

4.1 INTRODUCTION

In the present work, we consider a class of self-similar sets noted I'™® below, see for example
Figure 4.1. The set I is the unique compact subset of R? such that

%= AT U AT),

where f; and £, are two similitudes with rotation angles £6 and contraction factor a such that
0<a <ay. Aswe shall see, '™ can be seen as a part of the boundary of a ramified domain (2
in R?, see Figure 4.1, and the restriction a < ay allows for the construction of £ as a union of
non-overlapping sub-domains, see §1.1.3.5.

Such a geometry can be seen as a bidimensional idealization of the bronchial tree, for exam-
ple. Indeed, the present work is a continuation of [ATo7] and of [ATo8], which were part of a
wider project aimed at simulating the diffusion of medical sprays in lungs. Since the exchanges
between the lungs and the circulatory system take place only in the last generations of the
bronchial tree (the smallest structures), reasonable models for the diffusion of, e.g., oxygen may
involve a non-homogeneous Neumann or Robin condition on the boundary I'*°. Similarly,
the lungs are mechanically coupled to the diaphragm, which also implies non-homogeneous
boundary conditions on I'*°, if one is interested in a coupled fluid-structure model. It is there-
fore necessary to study traces of functions on I'*°.
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There are several possible ways of defining the trace of a function v € WL2(2) on I'™°. The
first one, refered to as the classical or strictly defined trace below, relies on the notion of the strict
definition of a function at a point x € Q, see for instance [[W84] page 206. It is recalled in § 4.3.1
below.

For 1/2 < a < a*, a different notion of trace was intoduced in [ATo7]. Its construction is
recalled in § 4.3.2 below. This trace operator noted /> below, is obtained by exploiting the
self-similarity, as the limit of a sequence of operators (£*),: the operator £” maps W1?(12) to
piecewise constant functions on a partition of I'™® into 2” sets whose u-measure is 27”. Ob-
tained by passing to the limit, £* is linear and continuous from W?(§2) to L?(I'°,d ). The
self-similar construction of the trace operator £* has permitted to obtain several results:

o The space £> (W?(£2)) was characterized in [ATo8] as a JLip space, see §4.3.2 below
for the precise statement. The JLip spaces were presented in [Jonog]: Haar wavelets of
arbitrary order on I'™ were used to construct a family of Lipschitz function spaces allow-
ing jumps at the multiple points in I'™°. These spaces were named JLi p(t, p,q; m;1">),
where ¢ is a positive real number, p,g are two real numbers not smaller than 1 and m is
an integer (m is the order of the Haar wavelets used for constructing the space). Here |
stands for jumps, since the considered functions may jump at the multiple points of I'*°.
Note that if a self-similar set X is totally disconnected, then the JLip spaces on K co-
incide with Lipschitz or Besov spaces, more precisely that the spaces JLi p(t, p,q; m;K)
coincide with the Lipschitz spaces Li p(¢, p,g; m;K) also introduced in [Jono4]. The lat-
ter are a generalization of the more classical spaces Li p(¢, p,q;K) introduced in [JW84]
since Lip(t, p,q;[¢t];K) = Lip(t, p,q;K). Note that Lip(¢, p,q;K) coincides with the
Besov space B(K), see[JWos]. Remember that if p = ¢ and s € (0,1)

|f (x) = f)I?
PP (T®) = (e 5 —d X d o /. 1
Bs ) {fGL#(F )JJx,yEFm,|x—J’|<1 |x—y|d+SP U0 < } (i)

o As a consequence, if 1/2 < a <a”, r.e. if I'™ is totally disconnected, then the trace space
(> (W?(£2)) is exactly Bf_’Pﬂ (I'*°). Note that Blp_’pﬂ (™) is precisely the image of
? ?
W12 (R?) by the classical trace operator, see [JW84].

o In the case when a = a”, i.e. when the set I'™ self-intersects, relations between JLi p and
classical Besov spaces on I'™ were studied in Chapter 2. As a consequence, it was also
shown in Chapter 2 that there exists a critical exponent p; € (1,2), depending on the
Hausdorff dimension of the self intersection of I'*® such that for all p with 1 < p < p7,

the identity > (W'?(Q2)) = Bf_”’ﬂ (I'*°) holds, and is false for p > p.
?

The question of extensions is closely related to that of traces.

o Jones [Jon81] (and Vodopjanov e al. [VGL79] in the case 7 = 2, see also [Maz85, JW84])
have studied the open bounded subsets 2 of R” such that there exists a continuous exten-
sion operator from W42 (§2) in W2 (R"), for all nonnegative integers £ and real numbers
P, 1 < p < oo. Such domains are sometimes called Sobolev extension domains. Jones has
proved that if  is an (¢, 8)-domain, see [Jon81, JW84] or paragraph 1.2.3 in the Introduc-
tion for the definition, then it is a Sobolev extension domain. Moreover, in dimension
two, if 2 is finitely connected and a Sobolev extension domain, then Q isan (¢, &' )-domain.
In dimension two, the definition of such domains is equivalent to that of quasi-disks, see
[Maz85].
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o It can be seen that if 1/2 < a < a*, the domain € is an (¢, )-domain, hence a Sobolev
extension domain.

¢ If on the contrary = a* then the domain 2 is not a Sobolev extension domain (it is easily
seen that for p > 2, the extension property from W17 (Q) to W#(R?) is not satisfied;
in this case, it was proved in Chapter 3 that  has the Sobolev extension property (from
Whe(Q) to WhP(R?)) for 1 < p < pp» where pj is the critical exponent mentioned
above; the proof of this result consisted in the construction of an extension operator
which was compatible with that of /*; it used the above-mentioned characterization
of £°°(W1?(Q)), and a strenghtened Poincaré inequality proved in [AT10]. The results
obtained in Chapter 3 are recalled in § 4.4.1.5 below.

A question that was not tackled in the previously mentioned works is the relation between the
classically defined trace operator and the operator £ constructed using the self-similarity. Is it
true that for a given function v € W1#(Q), the two definitions of the trace of v on I'* coincide
u-almost everywhere on I'°? The goal of the present work is to give a positive answer to this
question, using the extension operators constructed in Chapter 3. As a consequence, we shall
see in § 4.4.4 that for p > pp, the domain (2 does not have the WL? extension property.

4.2 THE RAMIFIED DOMAINS
4.2.1 THE SELF-SIMILAR SET ['™

We briefly recall the geometry of the domains we study, which are the same as in the pre-
vious chapters. We consider the similitudes f; and f, defined in (2.3) which depend on the real
numbers 4,, 3,0 where 0<a < 1/4/2, >0, >0and 0 < 6 < 7/2.

We still denote I'™ the self-similar invariant of the similitudes f; and f;:

%= £,I)u HT),

and we use the same notations as those introduced in §2.2.1. We have seen that the Hausdorff
dimension of I'*°, noted d then writes log2/log(1/a). We recall the definition of the set

=E=ATF)NHT)
associated with I'. Recall the following theorem proved in Chapter 2 (see Theorem 2.2.1).

THEOREM 4.2.1 — For any 0,0 < 0 < 1t/2, there exists a unique positive number a, < 1/ V2 which
does not depend on (a, B) such that

if0<a<ay, then==0andT™ istotally disconnected, (42)
fa=a; then =# 0 and T is connected, +2

see Figure 1.3 p.19.

4.2.2 THE RAMIFIED DOMAINS

We still consider the ramified domains Q introduced in §2.2.2. Recall that their construction
starts with a base cell Y displayed in Figure 2.3. The domains are then obtained by gluing
together the closure of the cells £, (Y?) for o € &7, see Figure 4.1 below.
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Figure 4.1: The ramified domain Q for § = /5 and 6 = 7/4 whena =a*, 2 =0.7, S =1.5.

As we saw in Chapter 2, by a theorem of Y. Achdou and N. Tchou, we can assume that the
domain 2 satisfy Assumption 1 p. 63, that is, 2 is a ramified domain as defined in §1.1.2.c in the
Introduction of the thesis.

4.2.3 RAMIFIED DOMAINS ARE TWO-SETS

We recall the definition of a d-set given in §1.2.6.2 and in (1.20) (see [JW84]).

DEFINITION 4.2.1 = Let E C R? be an arbitrary Bovel set. Let m; be the d-dimensional Hausdorff
measure. The set E is a d-set if there exist three positive constants ro, ¢, and c, such that for any closed
ball B(P,7), P€E,0< r < 1,

clrd < my(B(P,r)NE) < czrd. (43)

LEMMA 4.2.1 — There exist two positive constants ¢; and &, such that for any P € I°° and for any r,
0 < r < diam (),
&r? < m(B(P,r)NQ) < &r?, (4-4)

where m = m, is the standard Lebesgue measure un R,

Proof. The right side of (4.4) is clearly true with ¢, = 7.

For the other inequality, take P € I and r € (0,diam 2]. There exists o € <7, such that
P = £, (P). Take n € N such that a”diam Q < r < a”"!diam €, which implies that
diam f% () =a”diam Q < r. Since P € fg[n (I'™°), one has P € f% (92), and we deduce that
f% (2) C B(P, r). Therefore, since f% Q) cq,

2

bl

- a*m(f)
m(B(P,7)NQ) = m(f, () = a"m(Q) > N

hence the result. O

PROPOSITION 4.2.1 = £ is a two-set.
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Proof. Call 7y = diam Q.

Step 1 We are first going to prove that there exist two positive constants ¢; and ¢, such that for
alPe, forall n €N,
a*" < m(B(P,a"r)NQ) < cga®”. (4-5)

Obviously, one can take ¢, = 7r7;. Let us proceed by induction on 7:

n =0 From the self-similarity, at least one of the following assertions is true: P € Y° or
minQerj |P — Q| < ary. Indeed, if P ¢ Y?, then one can suppose without restriction that
P e f,(). Ir.1 this case, miI.]Qeroo |P—Q|= minQ_efl(l““’).lP — Q)|, because for all Q/ € £(I'™),
the symmetric Q of Q' with respect to the vertical axis belongs to f{(I'™°) and is such that
|P — Q| < |P - Q'|. Therefore, minger [P — Q| < ar.

o Since Y? is a polygonal domain of R? there exists a positive constant ¢ such that for
all ¥ < 7, and Q € Y°, m(B(Q,7)NY®) > ¢r2. Therefore, if P € Y, then for all 7,
0< 7 < 1y, we have m(B(P,7r)NQ) > cr?.

o If minger=|P — Q| < arp, call Q. a point in I'™ achieving the minimum: then
B(Q,i» (1 —a)75) C B(P, 7). Therefore, from Lemma 4.2.1,

m(B(P, 1)) = m(B(Quin,(1=a)10)NQ) = &(1—a)’r5.

We can take ¢; = min(¢(1 —a)z,c)rg.
n—n+1 The induction hypothesis is (4.5) with the value of ¢; defined above. Take P € Q.
oIfPe F, we have that m(B(P,a"*1r,)NQ) > crgaz(”“) > ;a2 D),

o IfP ¢ W, we can assume without restriction that P € £;(£2). There exists Q € Q such that
P = £(Q). Therefore f,(B(Q,a" r,) NQ) C B(P,a" 1 7,) N, and from the induction hy-
pothesis, 7(B(Q,a" 7,)NQ) > c;a*". Therefore, one has m(B(P,a" ' 7,)NQ) > ¢;a?"*1),

Step 2 For 0 < r < 7o, there exists a unique 7 > 0 such that rga” < r < 7,a”~!. Thus, for
2

all p € Q, m(B(p,r)NQ) = m(B(p,r0a")NQ) = c;a*" > C%rz. We have proved (4.3) with
0

c;a?
== andc,=m. L
"o

4.3 DIFFERENT DEFINITIONS OF BOUNDARY TRACES
4.3.1 THE CLASSICAL DEFINITION OF TRACES

We recall the classical definition of a trace operator on dw, see §1.2.5 and for instance
[JW84], when  is an open subset of R?.

DEFINITION 4.3.1 — Consider an open set o C R%. The function u € L}oc(w) can be strictly defined
at x € w if the limit

1

g(X) B 71’12’(1) WJB()CJ)H ”(Z)dz (46)
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exists.
The trace uy,, is defined as the function given by u5,,(x) = u(x) at every point x € Jd e such that
the limit u(x) exists.

In [JW84], Jonsson and Wallin proved the following result, stated before in Proposition
1.2.1. Here we state it in the particular case when the space dimension is 2.

PROPOSITION 4.3.1 = Let o be an open z-set such that the boundary d e of w is a 1-set. Let us assume
that for a real number p € (1,00), there exists an extension operator & : W () — WP (R?). Let
n € Whe(w), then u can be strictly defined in Jw almost everywhere with respect to the one-
dimensional Hausdorff measure my and'u = Eun my-a.c.

Although Q defined above is a two-set, Proposition 4.3.1 does not apply to £ because I is

not a 1-set even in the cases when I'™ is a 1-set.

4.3.2 A TRACE OPERATOR DEFINED BY SELF-SIMILARITY

In the remaining part of the paper, we will take a such that 1/2 <a <4, so the Hausdorft
dimension d of I'*® is not smaller than 1.
We recall the construction of the trace operator made in [ATo7] by taking advantage of the
self-simililarity; this trace operator, called £*° below, is well defined even if a =a*.
We first construct a sequence (¢”), of approximations of the trace operator: consider the se-
quence of linear operators £ : W17 (£2) — le,

1

0"(v)= Z <—0 vdx) 1 ), (4.7)
o€, |r | e

where |I'?| is the one-dimensional Lebesgue measure of I'?.

PROPOSITION 4.3.2 — see [AToy]. The sequence ({™),, converges in L (W 12(12), Lﬁ ) to an operator
that we call {°.

The operator £ is clearly a trace operator on I'°. Recall that the range of °° has been charac-
terized in [AT10] (see §1.3.4).
4.4 COMPARISON OF THE TWO DEFINITIONS OF TRACE

We start by recalling important extension results for the space W1?(Q).

4.4.1 EXTENSION RESULTS FOR THE RAMIFIED DOMAINS
4.4.1.a The case when a < 4~

We have seen in § 4.1 that if w is an (¢, 8)-domain, then it is a Sobolev extension domain.
In dimension 7n = 2, the definition of such domains is equivalent to that of quasi-disks, see
[Maz85], and the extension operator can be chosen such that &(») > 01if » > 0.
The above mentioned results clearly hold with our domains Q if 2 < a™.



4.4 Comparison of the two definitions of trace 133

4.4.1.b  The case when 2 =4*

When a =4, Q is not an (¢, 8)-domain, and the extension results of Jones and Vodopjanov
et al. cannot be used. We recall Theorem B, which was proved in Chapter 3:

THEOREM 4.41 - 2 Ifmb > T and p € (1,2), then there exists a continuous linear operator &
from WHP(Q) to WH?(R?) such that

E(um)g=u, Yue Whe(Q)
and such that &(u) > 0if u > 0.

2 Ifmf=7%and pe(1,2— %), then there exists a continnous linear operator & from WP (Q)
to WHP(R?) such that
E(u)o=u, Yue Whe(Q)

and such that &(u) = 0 if u > 0.

Let p; be defined by p; =2if m@ > Z and p; =2 % if mg > 7; it is clear that p; > 1 and
a consequence of Theorem 4.4.1 is that Q has the W ?-extension property if p € (L py)

Note that the critical exponent p; already appeared in Chapter 2, where it was proved if
a=a"and 1< p < pp, then

(=W () =] Lip(1 = L, p, ps0T) = Lip(1— 22, p, p;0,T) = B, (I™),

P

and that the previous space identities do not hold for p > p7.

4.4.2 SOME RESULTS ON THE CLASSICALLY DEFINED TRACE

We consider 4 such that 1/2 < a < a*. Hereafter, the notation %(x) will be used for the
strict definition at x € Q of a function # € L'(Q).

From §4.4.1.4 and § 4.4.1.b, we know that there exists a linear extension operator & which
is continuous from W'(2) to Wh?(R?), for all p, p € (1, p;) and which preserves the signs
of the functions, i.e. if # > 0in Q then &(#) > 0 in R?. Note that if 1/2 < a < a*, then the
extension property holds for all p > 1, but we will not need this in what follows.

As a consequence, the operator & is continuous from W14(Q2) to W12 (R?), for all ¢ > pjand
1< p < ppand from Wha(Q) to Whe(R?), forall p < g < pp- This extension operator is an
important ingredient in the proof of the following result:

THEOREM 4.4.2 — Let p > 1 be a real number. For all w € WYP(Q), u can be strictly defined m,-
almost everywhere on . Furthermore, m,-almost everywhere on I, u defined by (4.6) coincides

—_—

with &(u), the strictly defined function in R* which is given by

— 1
E(un)(x) = lim ——— f E(un)(z)d z, when the limit exists.
r—=0 m2(B(x’ T)) B(x,r)
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Proof. The proof is similar to that of Proposition 2 in [JW84] page 206. It is based on some
results on potential spaces, which we recall in the specific present framework for completeness.
Assume that # is positive. This is not a restriction, since it is always possible to decompose #
inu=ut—u" withut>0,#~>0and #*,u= € WHr(Q). We know that &(u) is positive
and belongs to € W2 (R?) for some p, 1 < p < min(q, pp)-

Thanks to the identification of the potential spaces and the Sobolev spaces (see (1.43) and for
instance E.M. Stein [Ste70] Theorem 3, Ch. V p.135), there exists g € L?(R?), such that &(#) =
G, » g where G, is the Bessel kernel of order one. Take 3 € (0,2). N.G. Meyers proved
in [Mey75], Theorem 3.2 page 165 that for almost every &; (with respect to the S-Hausdorff
measure), there exists a set £z such that

Eu)&)=, lim — &()(&),

E—&o,E ¢y,
o GBENNE)
2. lim =0,
r—0 »B

where C,,(A) is the capacity of a Borel set A, which is defined by

A):infUszP,fzoonRz G +f(x)=1 VxeA}.

Moreover, thanks to Proposition 1 page 151 in [JW84], see also [JW78], p.178, &(u) coincides
with & ( ) a.e. with respect to the S-Hausdorff measure if 1 — p/g ) >0

For a fixed value of > 2— p, let us consider & € R? with the previously mentioned properties.
Let p be the Sobolev exponent associated to p z.e. p = P = (we can always assume that p < 2)
and p’ the conjugate exponent of p. Then forany f € LP(RZ) such that f > 0and G, * f(x) >
forall x € B(&,,7) nE£0’

mz(B(EO,r)ﬂEgo) < J(E . Gl*f$||G1*f||Li> R? (7”2(3(50’7)0550»?
07 JNE¢

1

< cllf Il (ma(B(&, )N EL))7,

and
my(B(&, 1) NEL )PP < c?||f|

Then, minimizing with respect to / and using N.G. Meyers result,

LP(R?)

my(B(Eo, P)NEL) T < Cpef (B(E, )N Eg) = o(rP),
which implies that
2
my(B(Ey r)NEg) = o(rT7). (48)

Thanks to the assumptions on &;,

g(”)(fo) = hmr—»O mfg(go,r)gW)dmz

1
lim ————— J E(n)dm +J E(u)ydm, |.
=0 my(B(&p, 7)) B(&.r)NEy, 2 B INES, ?
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Thanks to the continuity property and (4.8), if 8> 2 — p then

&) dmy = &(n)(So),

. 1
lim

r—0 mz(B(gOs T)) fB(fo,r)ﬂEEO
and

1
r=0 my(B(&, 7)) JB(.{O NE (u) dm (4.9)

&

Hence

—_— 1
( )(50) r—0 mz(B(‘SO’ 7)) JB(go”)mEéo

We now have all the necessary tools to begin the proof:

E(un) dms,. (4.10)

1 1
mz(B(§OsT)OQ)JB(£o,r)ﬂQ 2T my(B(&,r)NQ) fs(go,mnn () dmz

1
_ E(u)dm +J E(u)dm, |.
my(B(&, 7)NAY) Jg(go,y)mmE{O ? B(&,r)NONEE, ?

For the first integral, since Q is a 2-set:

1

1
my(B(E, )N Q) fB(Eo,r)ﬂﬂﬂEfo

my(B(&p, 7)NAY) JB(EO,V)HEgo
1
< C &(u) dmy

E(n)dm, < &(u)dm,

m fB({o,r)ﬂEgo

and as r — 0, this tends to zero if 8> 2 — p thanks to (4.9).
For the second integral, if 8 > 2— p, using the continuity property of &(#) in QNE; and again
0

the fact that Q is a 2-set,
1
lim—f En)dm, = Ew)&,).
=0 (B 1)) Jiie, e () dmy = E(u)(&)

Hence, for all &, chosen as above, the limit %(&;) = lim dz exists

1
70 7, (B(Zr)NEY) ) B(&,rn0 #(2)
and

—_—

u(&o) = E(n)(So) = E()(&)-

We can choose B = 1 since with p > 1, the condition 3 > 2 — p is fulfilled. This concludes the
proof. O

4.4.3 SELF-SIMILAR STRICTLY DEFINED TRACE ON ['®

Recall that E = f{(I'™) N f,(I'*°), and define the set of the multiple points of I'"*°,
=% =, ey /5 (E)- Note that (=) =0 and m((Z*) = 0. For x € T**\E, there is one and

only one 7, € &/, such that forall » >0, x € . (I'), where 7, , € &/, and 7, (i) = 7,(2)
fori=1,...,n. ’
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DEFINITION 4.4.1 — The function u € L}OC(Q) can be self-similarly strictly defined at x € T\E™ if

the limit )

lim ——— J u(z)dz
n=o0 mz(QT*"”) QFxn

exists.

The self-similar strictly defined trace of u on I'™° is then defined as

. _ 1
{°(u)(x)= lim —J u(z)dz (4.11)
OFxn

o )
at every point x € I°\E™ such that the limit exists.

THEOREM 4.4.3 — Let p > 1 be a real number. For all u € WP (Q), the limit in the right hand side
of (4.12) can be self-similarly strictly defined m,-almost everywhere on I'™°. Furthermore, m,-almost

everywhere on I'*°, ¢ (u) coincides with &(u).

Proof. The proof is very similar to that of Theorem 4.4.2 and we take the same notations. We
know that for 5 =1, we have 1 — # =1- % > 0 where p €(1,2) is defined in the proof of

Theorem 4.4.2. Hence, for almost every {; € T\E® w.r.t. m,, there exists a set £ ¢, such that

1. g(u)(go):fq éloi)r?ﬂ{ E(u)&),

2. lim CP(B(gO’ ") ﬂEgo)

r—0 r

=0,

—_—

and that &(#) coincides with &(x) at &, Fix such a &. We write 7 =7z and 7, = 7¢ , for
brevity.
We know that Q% C B(&y,a”diam (Q)) and that 7,(Q%) = a?"m, ().

1 1
udm, = f En)dm
mz(QT”)Jm 2T my( Q™) Joe () drm

1
= — Eu)dm +J
my(§2°) (JQT'IHEEO () dms QNE

Let us call 7, = a”diam (2). For the first integral,

&(u) dm2> .

&

1
my (%) JQTﬂnEgo F ) dmy

my(B(&y, 7,)N Q) 1
m,(S2°7) my(B(&ps 7,) N JB(EO,rn)ﬂQﬂEgo

rrdiam 2(£2) 1
my()  my(B(&,7,)NKY) L(g’o,y”)nQnEfo

N

E(u)dm,

E(u) dm,,

which goes to 0 as 7 tends to infinity from the proof of Theorem 4.4.2. The second term
converges to &(u)(&y) from (4.8) and the continuity property of &(#)in QN E;. O
0
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4.4.4 COMPARISON OF THE DIFFERENT TRACES

PROPOSITION 4.4.1 — Forany u € WH?(Q), 1 < p < oo, there exists a set N CT'™ containing =
with u(A") = 0 such that for all x eT>°\.N,

o é%(x), u(x) and (£>°(u))(x) are well defined,

o (£2(u))(x) =u(x) = &(u)(x).
Proof. From Theorem 4.4.2, we know that there exists a subset .4} of I'™® with w(.4]) =0 such
that &(#)(x) and %(x) are well defined and coincide for x € I'*°\.#]. From Theorem 4.4.3, we
know that there exists a subset .45 of I'™® containing = with u(.4;) = 0 such that &(x)(x)
and ©(u )( ) are well defined and coincide for x € I'°\.4;. Therefore, for x € T*°\(.A#] U .A43),
foo(u)(x) éa(u)( ) and %(x) are well defined and coincide.
On the other hand, it is elementary to check that if » € W12 () with p > 1, then

=0,
LE(Ir)

lim

n—0o0

()X >—;f (2)d
u X mz(QTx,n) - u\z VA

because, for all x € '®°\=Z>

< Cdn(1—2/p)||v%||LF(Qw)

()X >—¥f (2)d
u X mz(QTx‘ﬂ) - ulz A

and 3. ., 27 74" (0=2)||V u||? =3 a" =2y tends to zero as 7 tends to +oo.

LP(F) LP(F)

This implies that £°°(#) coincides with he l (u) u-almost everywhere on I'™.

As a consequence of the first point, £*°(#) coincides with % and & (%) u-almost everywhere on
Iree. O

As a consequence of Proposition 4.4.1, we see that if p > p, there does not exist any con-
tinuous extension operator from W12(Q) to W?(R?). Indeed, if such an extension operator
& existed, then for any » € W1?(Q), the trace (in the classical sense) of &(#) on I, namely
&(u) would belong to BP P (T%) (see [JW84]), where B/ (I°) is given by (4.1).

_7

But since {*(#) and & ( ) coincide u-everywhere, this would also imply that for every
ne Whr(Q), {>°(u) e pr (I').

This is in contradiction with the characterization of (®°(WL2(Q2)) as the space
JLip(1— %,p,p;o;rw) given by Theorem 1.3.4 (see [AT10]), and the fact that

JLip(1 =52, p, p;0:T=) ¢ B, (™)

17

for p > pp, see Chapter 2.






Part III

A NUMERICAL APPROACH FOR A MIXED
TRANSMISSION PROBLEM WITH A SELF-SIMILAR
FRACTAL INTERFACE






CHAPITRE D

Une approche numérique d’un probleme de transmission mixte avec
une interface fractale auto-similaire

Cette partie décrit I'état d’avancement de travaux en cours. Notre étude a porté jusqu’a pré-
sent sur la mise en cenvre numérique, et une étude théorique complémentaire reste nécessaire.

On considére un probléme aux limites dans QU (R? \ £2), ot Q est un domaine rami-
fié de R? dont la frontiére contient une partie fractale auto-similaire T*°. On cherche
une solution au probléme de Poisson a I'intérieur du domaine et a I’extérieur avec une
condition de transmission a travers I'™ et des conditions mixtes sur le reste du bord.
On propose une méthode de résolution numérique du probléme analogue ou I'on rem-
place le domaine Q par un sous-domaine. Cette méthode consiste a coupler une mé-
thode intégrale pour la résolution du probléme extérieur et une méthode d’éléments
finis auto-similaires pour le probléme intérieur.

5.1 INTRODUCTION

Les problémes de transmission apparaissent naturellement dans de nombreux domaines de

la physique. On considere un domaine partitionné en plusieurs sous-domaines, et des problemes
aux limites comprenant des équations aux dérivées partielles dans les sous-domaines, des condi-
tions de transmission sur des interfaces entre les sous-domaines et d’autres conditions aux limites
sur le bord.
Les interfaces des domaines considérés sont en général supposées régulieres. On note toutefois
un intérét plus récent pour des problemes de transmission a travers des interfaces irrégulieres,
voire fractales, qui trouvent de nombreuses applications. Par exemple, I’étude du flot de cou-
rant a travers une électrode irréguliere en électrochimie (voir [Sapg4, FSoo]). Par ailleurs, des
problémes de transmission a travers des surfaces préfractales et fractales de type Von Koch ont
été étudiés par exemple dans [Lanoz, Lanog, IV12], et des résultats de convergence du probléme
avec interface préfractale vers le probléme avec interface fractale ont été montrés dans [[LV1o].
Dans cette derniere référence, la condition de transmission fait intervenir un opérateur lapla-
cien sur le fractal, défini en utilisant une méthode variationnelle grace au caractére p.c.f. de ce
dernier.

Dans ce chapitre, on étudie d’un point de vue numérique des problémes aux limites avec
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deux sous-domaines : un domaine ramifié du plan dont la frontiére contient une partie fractale
auto-similaire I'™° et le domaine extérieur correspondant. On cherche des solutions a des pro-
blemes de Poisson sur le domaine ramifié et le domaine extérieur qui vérifient des conditions de
transmission a travers I'interface I'™ et des conditions de Dirichlet ou de Neumann sur le reste
de la frontiere du domaine ramifié.

Plus précisément, on s’intéresse & des problemes que I'on écrit formellement de la fagon sui-
vante :

Awg = £ dans Q, (5.1)
Awg = f¢ dansQ, (5.2)

[#] = 0 surI™™, (5-3)
[d,n] = 0 surI'™, (5.4)

avec en plus des conditions de Neumann homogeéne ou de Dirichlet sur le reste du bord de £ et
de Q,, ot 2 désigne le domaine ramifié, 2, le complémentaire dans R? de 9, et [#], [, #] les
sauts respectifs de # et J,u a travers I'interface T°. La source donnée par les fonctions f* et f¢
variera selon les situations considérées. On note que la valeur de # sur I'*® est prise au sens de
la trace définie au §1.2.5, et que la condition (5.4) est entendue en un sens faible défini plus loin.

Il s’agit d’une premicre étape vers des problemes de transmission proprement dits, obtenus par
exemple en remplagant I’équation (5.2) par

—Aug +amg = f7
pour une constante @, ou encore la condition (5.4) par
[d,u]+ Bu =0,

pour une constante ﬁ

Numériquement, on se raménera & 'étude d’un probléme similaire dans 7 U (R?\ "), ot
Q" est un sous-domaine du domaine ramifié obtenu en arrétant la construction du domaine
ramifié §2 aprés un nombre fini de ramifications et son complémentaire, ce qui revient a consi-
dérer un probléme dans des domaines polygonaux. On va proposer une méthode de résolution
de ces problémes consistant a coupler une méthode basée sur 'auto-similarité développée dans
[ASTo6, AToy] pour le probleme intérieur, et des méthodes de représentation intégrale pour le
probléme extérieur.

Les questions liées au passage a la limite quand le sous-domaine tend vers € sont ouvertes et
laissées a un travail ultérieur.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la partie 5.2, on définit le cadre fonc-
tionnel et on présente les problemes aux limites. La partie 5.3 est consacrée a la résolution du
probléme extérieur dans le cas d’une interface préfractale. Dans la partie 5.5, on s’intéresse a des
exemples et on présente les résultats numériques obtenus. On décrit en partie 5.6 une méthode
de résolution approchée du probléme intérieur sur le domaine ramifié entier proposée par Y.

Achdou, C. Sabot et N. Tchou dans [ASTo6].
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5.2 LE PROBLEME AUX LIMITES DANS QU (2,
5.2.1 LE PROBLEME AVEC INTERFACE FRACTALE

Les domaines €2 que nous allons considérer sont les domaines ramifiés de la classe 2 définie
en (1.15), voir Figure 1.6. On appelle toujours I'™ la partie fractale auto-similaire de la frontiere
de Q, I la base du domaine, et I' = £, (I'°) pour o € & (voir §1.1.2.a pour les notations). On
désigne par ailleurs par . la partie de la frontiere de Q définie par X = 0\ (I°UT™).

On se place dans le cas sous-critique ot @ < a* (voir Théoreme 2.2.1). Dans ce cas, I’ensemble
I est totalement disconnexe.

On s’intéresse ici au probléme aux limites suivant dans QUS,, oit 2, =R?\ Q2 : on cherche
u;, u, telles que

—Au; =f? dans 0,

—Au,=f¢ dans Q,,,

Fpthifs, = Fythey =0 sur X, (5-5)
Fyttero =0 sur IO,

ijpo = o sur IO,

ou d,u; (resp. d,u,) désigne la dérivée normale de #; (resp. #,) par rapport a la normale exté-
rieure A 'ouvert {2 qui existe en dehors des coins sur X UT°. On souhaite ajouter au probléme
(5.5) une condition faible traduisant la continuité des flux a travers I'™°.

Les conditions de Neumann sur X signifient qu’il n’y a pas d’échanges a travers cette partie de

la frontiére. La condition de Dirichlet sur I'° du ¢8té intérieur traduit Pexistence d’une source.

On introduit les espaces

V. = {neH(), Hypo = 0}, (5.6)
u
V, = {uell (), 7 eL*(Q,), Vuel*(Q,)r,  (57)
(14 [x[) " In(2 + |x[)
Vo= {(ujn,) €V X Vs thijre0 = oo 14 p-p-}, (5.8)
W = {(Mi’ %e> EHl(Q) x Ve’ I’ti|1"oo = I4e|1"OC “ pp}’ (59)

ainsi que les espaces affines suivants, pour #, € H'/2(I'?),

= {u eHl(Q), o = o}, (5.10)

1,1

Vuo - {(%i’uc)) € \/i,uo X ‘/e’ Mi|1"Oo = Me|1"Oo “ PP} (5'11)

On désigne ici par #;|r 1a trace au sens classique de #; sur I'™ (voir §1.2.5) dont on a montré
(voir Proposition 4.4.1) qu’elle coincidait presque partout avec la trace auto-similaire définie au
paragraphe 1.3.3.

D’autre part, #, - désigne la trace au sens classique de #, sur I'*° : on peut montrer que toute
fonction #, € V, peut étre strictement définie sur I'™°, et que "opérateur de trace est continu
de V, dans Lfl (I'*°). En effet, on peut montrer que comme a < 2, 'ouvert 2, est un domaine

(¢,8). De ce fait, le théoréme de Jones assure que £, est un domaine de prolongement H', et le
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théoréme de trace de Jonsson et Wallin permet de conclure.

Ainsi défini, I’espace V' est un espace de Hilbert pour la norme

1/2
sy = (Vs gy + 11950 )

Dans la suite, on prendra f* dans le dual V!de V; et f¢ dans L*(2,). Pour simplifier, on

1

supposera que f* est supportée dans un compact disjoint de €2, et qu’il existe un entier 72 tel

que f* est supportée dans | J, Uge% £,(Y0).

La formulation variationnelle du probléme (5.5) permet d’exprimer les conditions de raccord
en un sens faible. Elle s’écrit de la maniere suivante : on cherche # = (#;,u,) €V, telle que

.A(u,v):J fivi+J fév,, Yo=(v;,v,)€V, (5.12)
Q Q,
ou
A(n,v) = J Vui-vai+J Vu,-Vo,. (5.13)
Q Q

A est une forme bilinéaire continue sur W x W et coercive sur V x V. Le théoreme de Lax-
Milgram implique donc que (5.12) a une solution unique.

REMARQUE 5.2.1 = Dans un travail en cours, nous montrerons gu’on peut aussi formuler le probléme
anx limites dans le cas critigue a = a*. Dans ce cadre, il fant prendre des précautions supplémentaires.
On introduit la canopée de S, définie comme I’intersection de ™ avec la frontiére de la composante
connexe non bornée de Q2,. On pent montrer que la canopée est un d_-ensemble associé a une d..-
mesure m, on d, satisfait a®% +a> + .. 4a% ™) =172, et 1 < d_ < d 5i0 < 6 < /2 (voir
[MF99)).

De la méme facon, chaque composante connexe cw de Q, est telle que intersection y,, de sa frontiére
avec I'™ est un d -ensemble associé a une d -mesure m,,,.

On pent aussi montrer que chaque composante connexe c de 2, est un domaine (¢,8). On peut
donc appliquer le théoréme de prolongement de Jones, ainsi que le théoréme de trace de Jonsson et
Wallin, ce qui permet de définir la trace d’une fonction de H' () sur y,, presque partout pour la
mesure m,,.

On peut aussi prowver que lopératenr de trace ainsi construit est continu de H'(w) a valeur dans
4.2
2,2

On pent également montrer existence d’un opératenr de trace continu de H'(Y) a valenr dans

Pespace de Besov B “(y,,) pour la mesure m,.

BZd’ ‘2/ *(y,,)» grice an Théoréme 4.4.2.

On construit alors le sous espace V de V; x 'V, des fonctions dont les sauts a travers les courbes y,,
sont nuls pour toutes les composantes connexes co de Q,, c’est-a-dire que les traces coincident.

Cet espace 'V est un sous-espace fermé de V; x V,, c’est donc un Hilbert. On peut donc utiliser la
méme formulation que (5.12) avec cette nouvelle définition de V, et montrer la coercivité de la
Jforme bilinéaire associée.

5.2.2 LE PROBLEME AVEC INTERFACE PREFRACTALE

On formule ici le méme probléme que dans le paragraphe précédent en prenant un sous-

domaine Q” du domaine ramifié Q et son domaine extérieur 27 au lieu de Q et . Le sous-
e e

domaine Q2 est obtenu en arrétant la construction du domaine ramifié apres 7 générations et
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est défini plus précisément par

Q" = Intérieur U U fo(ﬁ)

k<moew),

On note que le domaine 2" ainsi défini est polygonal. Le domaine extérieur Q7 qui lui cor-

respond est alors défini comme le complémentaire dans R* de €. On note alors que 27" est
connexe et 2, C 2. On introduit également 'ensemble X7 = JQ\ (T°UT™) inclus dans la
frontiere de 2, correspondant a ’ensemble ¥ tronqué apres m générations.

Lanalogue de I'interface fractale auto-similaire I est I = J, _, f,(I°). On dit que I'” est

un ensemble préfractal, du fait qu’il est obtenu en arrétant la construction du fractal I'* apres
un nombre fini d’étapes.

Le probléme aux limites dans Q" UQ)" Le probleme s’écrit :

—Au; = f? dans 7,

—Au,=f¢ dans 7,

Ty thijsm = Oyt sm =0 sur X7,

Ftheyro =0 sur IO, (5.14)
#ijpo = o sur IO,

ijpm = Uepm sur I,

T hijrm = Oyl sur ',

ou d,u, désigne la dérivée normale de #, par rapport a la normale extérieure qui existe en
dehors des coins sur 0.

On définit les espaces fonctionnels correspondant aux espaces définis en (5.6), (5.7) et (5.8) :

V" = {ueHYQ™), o =0},

1

Vi,:;o = {neH'(Q™), #ppo = o},
v o= luell @ ! e LX), Vi € LX)
- l b b b
e T e ) e
Ve = A(uyn,) €V XV, Uijrm = ”e|r’"}s

W = () €H' Q)X VT, sy = g}y

V" = {(u;,n,)€ Vl”;o X VI, tyjom = thopm

L)

La formulation variationnelle du probléme s’écrit alors de la maniere suivante : on cherche
— m
u=_(u;,n,)€ V”0 telle que

A" (n,0) = fivi+f v, Yo=(v;,0,)€ V", (5-15)
Q" Qn
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A" (n,v) = J V”i’v”ﬂ'f Vu,-Vo,. (5.16)

Qm
e

m

La forme bilinéaire A" est continue sur W” x W et coercive sur V7 x V7 et le théoreme
de Lax-Milgram donne I’existence et I'unicité pour le probleme (5.15).

On note que grice a I'hypothese sur les supports des fonctions f " et ¢, on n’a pas besoin de
modifier /7 et /¢ si m est assez grand.

On choisit dans la suite de traiter d’une part le probléeme extérieur comme un probléme
mixte, et d’autre part le probléme intérieur comme un probléme de Neumann. Ce choix est
motivé par le fait que le probleme intérieur avec des conditions de Neumann a déja été traité
dans tout le domaine ramifié  par Y. Achdou, C. Sabot et N. Tchou dans [ASTo6] (voir la
partie 5.6).

5.3 LE PROBLEME EXTERIEUR HOMOGENE
5.3.1 RESOLUTION DU PROBLEME EXTERIEUR HOMOGENE
5.3.1.2 Le probleme

On s’intéresse ici a la résolution du probleme extérieur homogene sur 2 qui s’écrit comme un
probléme aux limites mixte :

—Au,=0 dans 7,
oy =P sur I, (517)
Fplhejsmuro = N sur 2 UTO.
Pour résoudre le probléme (5.17), on cherche en fait # = (#;,,) € V" définie sur le plan entier
telle que :

u, est solution du probléme (5.17), (5.18)
u; =0 dans Q7. 5

On rappelle que les espaces de Sobolev sur la frontiere Q™ sont définis par :
B*(dQ™)  si0<s<,

mEmy = | 1oam)  sis=o, (5.19)
(H=(0™)) si —1<s<0.

ol la notation X’ désigne le dual topologique de I’espace X. Pour § =T ou § = X" UI?, on
rappelle également la définition des espaces

H(S) = {ms, n€H (IA")}si0<s <1, (5.20)
H°(S) = {neHS), icH (@)} si0<s< 1, (5.21)

ou zfz(x):{ g(x) Zricois , ainsi que
HS) = (H™(S) si —1<s<0, (5.22)

H(S) = (H(S))si —1<s<0. (5.23)
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On peut définir le probléme (5.47) dans le cadre général ou (P e H'Y2(I™) et
N e H='2(x UTP). Dans ce cas, la dérivée normale &,#, sur IQ" est définie par la for-
mule de Green :

(an Me’ v|gﬂm)H—1/2(gﬂm)’Hl/2(an) = f

Au,-vdx +J Viu,Nodx Yoe V",
ar

Qm
e

ou (.,.)H_1/2((9m))H1/z(9QM) désigne le crochet de dualité.

5.3.1.b Formulation variationnelle

On écrit ici une formulation variationnelle du probleme (5.17). On considére le probléeme
consistant a trouver #, € V" telle que #,1» =¢ D et

J Vu,-Vo,dx = ((N,’velzmuro) (5.24)
Qm

H=YA(smur0), 712 (s ur)
pour toute fonction test v, € V” vérifiant v, =0.

Le probleme variationnel (5.24) admet une unique solution qui vérifie Az, = 0 au sens des
distributions.

5.3.1.c Représentation intégrale

Pour une fonction # harmonique dans Q7 et 7, les formules de Green énoncées ci-dessus
appliquées & # et a la solution fondamentale du laplacien permettent d’obtenir des équations
intégrales.

On appelle E la solution fondamentale du laplacien en dimension 2 :

1

E(y)=——1 .
) . nlyl

Pour x € R?, on note E, la fonction y — E(y — x). On a la représentation intégrale suivante

(voir [CS85, SW85]).

PROPOSITION §.3.1 = Si . = (u;,1,) € V™" est telle que Au; = 0 dans Q" et An, = 0 dans Q",
alors [, [3,u] ds =0, et il existe une constante c telle que u vérifie :

M+c = f (E.[8,u]—3,E.[u])ds p.p.x€IQ",
2 o (5-25)
u(x)+c = f (E.[8,u]—,E [u])ds Vx &dn”,
aa”
on s désigne la mesure surfacigue associde a IO, [u] = Hijgqn = Mejoq (resp.

[0, u] = Fyut590m — Oy thejpqm) Teprésente le saut de u (resp. de O, u) a travers la frontiere IQ™,
la normale étant prise vers extérienr de Q.
Lécriture [ 5 ,uE, ds est & entendre au sens de la dualité (H'2(2Qm), H~12(90m)).

La constante c est la limite de u lorsque | x| tend vers co.
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On note y = anuelrm et ¢ = Ue|smuro les inconnues sur la frontiére du probléme (5.17). En
insérant les données (P = oy €L {N=27, He|smuro dans la premiére équation de (5.25), on
obtient

o (5.26)
= f ((DanEx—)(Ex)dwf (¢90,E, —CNE,) ds.

»ure

pour presque tout x € dQ”. On obtient alors le probléme intégral suivant :

{P(x) m
e :J ) (¢CPO,E, —xE,) ds +Lmuro(¢a,,15x —{NE)ds (xeI™),
SL(;) fo= er (¢P3,E, - yE,) ds+ J

Zm
f de:—f N ds.
m ZmUrO

($I,E.—(NE))ds  (xeXmuI?),
ure

(5-27)
On définit les opérateurs intégraux S et S, liés au potentiel simple couche définis par
Sig(x) = J gE.ds et S,g(x) = J gE. . ds (xe€dQ™), (5.28)
" mure
ainsi que les opérateurs D, et D, liés au potentiel double couche qu’on définit par
D,g(x) = f gdE. ds et Dyg(x) = f gdE. ds (xedQ™). (5.29)
r" x7urd
On définit également les formes linéaires K et L définies par
Kg = J gds et Lg = J g ds. (5.30)
” 7ure
Les opérateurs S;,D;, i = 1,2, présentent les propriétés de continuité suivantes :
S, H2(Tmy = HU2(T™), S, HY2A(X7 UTP) — H2(57 uT?), (s30)
~ ~ 31
D, : BT HYAT™), D,: Y227 UT%) — HY2(Sm UTO), >
On peut récrire le probléme intégral (5.27) sous la forme :
X $i —-D, 1 X D15D—52(N—%5D
o\ | = . | = . (5.32)
y s | Dt |1 D¢P - 5,0
| ¢ ] | K 0 O] [ ¢ | —LZ~N

On a alors la propriété suivante (voir [SW85, CS85] pour un résultat tres similaire).
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THEOREME 5.3.1 — L'opératenr
of c HAT™) x B-VA(57 UT%) x R — H'2(T7) x HY2(S7 UT) x R
est un isomorphisme.

Le résultat suivant montré dans [ CS85] justifie la résolution du probléme (5.17) par la méthode
de représentation intégrale.

THEOREME 5.3.2 — Le probléme variationnel (5.24) et le probléme intégral (5.32) sont équivalents,
au sens on si u, est la solution de (5.24) et (y,¢,c) est la solution de (5.32), alors 9, Hojrm = X

Hesmyre = ¢ et en particulier

w() = | (CPoE~yE)Is+ | WRE-E)E-c G

>7mure
5.3.2 IDISCRETISATION ET RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME EXTERIEUR

Dans le but de la résolution numérique, on proceéde a une discrétisation de la frontiere IQ™
du domaine préfractal.

On se donne deux entiers M, et M,, et on découpe la partie I'” de la frontiére en M, segments
qu’on notera Si,..., S, , et autre partie " U I'° en M, segments notés Sut+1o-+ > S, On
pose aussi M =M, + M,.

On cherche a résoudre numériquement le systéme d’équations intégrales (5.32) dont les incon-
nues du probléme sont la trace de J, #, sur I'”, la trace de #, sur X7 UT? et la constante c, ot
u, est la solution du probleme extérieur (5.17) décrite en (5.33).

On utilise une méthode de collocation : on discrétise les données (P et {V qu'on choisit de
prendre constantes sur chaque segment S;. On note { (resp. {N) la valeur de {? (resp. (V) sur
le segment §;, 1 <7 <M, (resp. My <i < M). On cherche ensuite yy = ), #tepm et ) = sty sm o
sous forme discrétisée : constante sur chaque segment S;. On note y; (resp. ¢;) la valeur de
Fythepm (resp. de sy s jro) sur §;.

On choisit de prendre des fonctions test v constantes sur chaque segment S;. On obtient alors
I’analogue discret du probléme intégral (5.27) :

gD M, M .

17 +c = Z ({j.Ddi,]- —)(]-sl-’]) + Z (¢jdi,j - (Z.Nsi,]-) pour 1<z <M,
j=1 J=M+1

¢i u D 4 N

?+C = Z(g] dl,]_X]Sl,]>+ Z <¢]dl:]_{l Si,j) pOurM1<l$M,
i=1 J=M+1

M, M

N
Sl =~ 3 18"
j=1 j=M+1

ol on note :

1
§: = — ds(y) ds(x
1] |Sz| JSL. JS]- Ex(y) (y) ( )s

(5-34)
1
d; ;= i L L]. FE(y) ds(y) ds(x).
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On se ramene alors a la résolution d’un systéme linéaire & M + 1 inconnues
1<i<M,;, ¢;, M, <i<M et laconstante c.

On peut récrire ce systeme sous la forme
AX =b,

ot linconnue X € RY*! est de la forme X = 1> Xt Pt 41>+
A€ My 1(R) et b € RM*! sont donnés par

1 M, M+1 M M+1
1 [ 1 7
Si,j _dl,]
Ml
— T
A= 41 —d, . +1 —d ,
Si,j )
M —d; ; —diit+3
M+l | IS ... |SM1| 0 0 |
T _

M D
Z(Dd. o z : N é_
7 ) ) e 2

j=1 j=M+1

Ml
M+1
et b= M,
: Dy N
ZZ; d; ; Z é; 5i,j
j=1 j=M;+1
M
M
M+1 - E (jN|SJ~|
I j=MH |

: les réels y;,

(5-35)

s Qasc), et

(5-36)

(5:37)

On peut montrer que le systéme (5.35) admet une unique solution (voir par exemple [SS88]

pour un probléme tres similaire).

5.4 LE PROBLEME INTERIEUR

On s’intéresse au probléme intérieur dans 2, qui s’écrit comme le probleme aux limites

suivant.
—Au;=f"  dansQ”,
T i =N surI™,
Fpttjgm =0 sur 7,
w0 = g sur IT°.

(5-38)
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Le probléeme (5.38) peut étre défini dans le cadre général ot {N € ﬁ_l/z(Z”’). Dans ce cas, la
dérivée normale d, u; sur Q™ est définie par la formule de Green :

(anl/ii,'Ulagm)H—l/Z(aﬂm),Hl/z(an) = J Au;-v dx+J VuNvdx, YveH'(Q™).

La formulation variationnelle du probléme intérieur (5.38) s’écrit de la maniére suivante : on
cherche #; € V" telle que
1,1

JMVMZ»V’U dx = (ZN,’Ulzm) fivdx, Yoe V™. (5-39)

H—I/Z(Zm),ﬁl/Z(Zm) + o
Par le théoreme de Lax-Milgram, le probléme variationnel (5.39) admet une unique solution.

Résolution numérique Sans entrer dans les détails, on résout dans un premier temps le pro-
bléme intérieur (5.38) par une méthode d’éléments finis P; dans Q.

On décrira plus en détail dans la partie 5.6 une méthode de résolution approchée du probléeme
intérieur basée sur les propriétés d’auto-similarité du domaine €2, introduite dans [ATo7].

5.5 RESOLUTION DU PROBLEME AUX LIMITES DANS 2" U Q”

On cherche désormais a résoudre numériquement le probleme (5.14), on mettra I"accent sur
certains cas particuliers. On note # = (#;,1,) € V" la solution du probleme.
0

On cherche dans un premier temps a exprimer y? := #jpm = therm comme la solution d’un
probléme de point fixe. On introduit pour ce faire un opérateur Dirichlet-Neumann pour le
domaine extérieur 7, et un opérateur Neumann-Dirichlet pour le domaine 7.

e P P

Lopérateur Dirichlet-Neumann On s’intéresse ici au probleme extérieur. On considere 'opé-
rateur affine 72" qui associe a { D e g'/2(T") la solution #, € V7 du probleme extérieur

j— e m
—Au,=f sur 77,

e = ZpP sur I, (5.40)
Fytepsmyro =0 sur B ure,

On introduit I'opérateur Dirichlet-Neumann . : H'/2(I') — H=Y/%(I"™) défini par

S = 9, H P L, (P eHHIT™)). (5-41)

Lopérateur Neumann-Dirichlet On considére maintenant le probleme extérieur. On consi-
dere opérateur affine 727" qui associe a ¢N e H'2(1") la solution #; € H'(Q") du probléme
o

intérieur

—Au;=f"  surQ”,
_ 7N
Fpttypm = sur I,

a, ijgm = 0  surX™, (542)

o = thy sur IO,
On définit I'opérateur Neumann-Dirichlet .77 : H=Y2(I'"") — HYX(I"™) par
TN = AN L (e AT, (5-43)
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Le probleme de point fixe On exprime ici y” comme solution d’un probleme de point fixe.
PROPOSITION 5.5.1 — Soit (P € H'*(I"™). On a

(770 ™P=(P, (5-44)
si et seulement si {P = yP.

Démonstration. On observe que si (P € H'/*(I"") est un point fixe de Popérateur 77 0.7,
alors u = (u,,u,):= (%”em(D,jfim(&””’(D)) € V" est solution du probleme (5.14). On a alors

12 %e

Récriture du probleme de point fixe On considere I'opérateur linéaire S} qui associe a
¢P e H'2(1") la solution #, € V" du probleme extérieur (5.40) avec /¢ =0.
On introduit Popérateur Dirichlet-Neumann 4" : H Y2rmy — H=Y2(™) défini par

myD __ m D
,5”0( _an‘yf;,o )

de sorte que .7 {P = YO’”CD +.#7(0) pour tout {P.

On considere par ailleurs Popérateur linéaire 77 qui associe a ¢ N'e H'2(T™) la solution

un; € H'(Q™) du probleme intérieur (5.42) avec f* =0 et #, =0.
On définit Popérateur Neumann-Dirichlet 7" : H=12(Tm) — HYX(T™) par
N _ N
TN =N

[

de sorte que 77N = ﬂo’”QVN—f— T ™(0) pour tout {N.

On observe alors que le probleme de point fixe (5.44) se récrit

(T o7 —1dyP = — 77" (0) = 7). (5.45)

5.5.1 UN EXEMPLE DANS LE CAS f¢=0

On étudie un probleme aux limites pour lequel /¢ = 0, qui s’écrit de la maniére suivante.
On considere 0 € 7, pour 0 <7 < m, et on cherche # = (u;, u,) telle que

Au,=0 dans 277,

Au; = Spo dans Q7 \ T,

Tplhijsn = Oytteism =0 sur X7,

#ijro =0 sur I'9, (5.46)
an Moo = 0 sur I'9,

ijpm = Hgpm sur I'™,

T ijrm = Oy thepm sur I,

L’équation impose alors un saut de la dérivée normale de #; sur I'’, qu’on peut interpréter
comme une condition traduisant la présence d’une source intérieure localisée sur le segment I'7.
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5.5.1.2 Résolution numérique

Approximation des opérateurs On détaille pour commencer les approximations des opéra-
teurs Dirichlet-Neumann et Neumann-Dirichlet que 'on choisit. On procede a la méme discré-
tisation que dans le paragraphe 5.3.2.

e [’opérateur Neumann-Dirichlet : le probléme a résoudre est le probléme intérieur (5.38)

qu’on résout numériquement. On construit ainsi un opérateur .7 qui associe a une
approximation constante sur chaque segment §; (1 <7 < M) de la donnée de Neumann
¢ une fonction constante sur chaque segment S; approchant 77N,

e L’opérateur Dirichlet-Neumann : le probléme extérieur (5.40) est en fait le probleme ho-

mogene 5.17 avec (¥ = 0. Le paragraphe 5.3.2 fournit alors une approximation F™ de
I'opérateur Dirichlet-Neumann . définie par

TP )= s s (547)

OU (Y1s--vs Xat,s Pt 415+ Pars €) est la solution de (5.35).

Résolution du probléeme de point fixe On résout numériquement le probleme de point fixe
(5.45) dont inconnue y? est la trace sur I”” de la solution du probléme de transmission (5.14).

L'analogue discret de 5.45 s’écrit
(7" 0 ™ —1d)7P = —T7™(0).

On résout ce systeme linéaire par une méthode de bi-gradient conjugué stabilisé (voir [VdV92]),
on détaille dans la Table 5.1 ci-dessous le nombre d’itérations de la méthode en fonction du
nombre de générations 7 du sous-domaine.

On obtient alors la donnée de Dirichlet approchée 7P de la solution sur I'”, constante sur
chaque segment §;.

Reconstruction de la solution On décrit finalement la reconstruction d’une approximation
de la solution (#;,#,) du probléme (5.14) sur tout le plan.

On résout le systeme linéaire (5.35) en prenant " comme donnée Dirichlet sur I'”, on désigne
Par (Y1s---s Xaty» Yt 41+ Y- €) 1a solution du systeme qui fournit :

¢ une approximation de la trace de d,#, sur I'"” donnée par (yy,... XM, ),
o une approximation de la trace de #, sur I donnée par (¢ 41---» P )-
On déduit alors de (5.33) une approximation #, de #, dans 2" :

~

Ro)= | (PaE-gE A+ [ JaE -6 wead )
m ZmUrO
ou ¥ =2 icicm, Xils, et =2y cicu $ils,

On construit une approximation #; de #; dans le domaine 2 en résolvant & nouveau un pro-
bléme intérieur par éléments finis, a partir de la donnée de Neumann approchée § sur I'”.
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5.5.1.b  Résultats numériques

On détaille dans la table 5.1 le nombre d’itérations avant convergence de la méthode de bi-
gradient conjugué stabilisé, en fonction du nombre m de générations du sous-domaine Q.
On constate que le nombre d’itérations croit beaucoup avec le nombre de générations. Ce

Nombre 7 de générations Nombre d’itérations  Temps de calcul

4 2 0,03
5 10 0,3
6 8 0,7
7 22 6,6
8 20 21,2
9 42 161,0

10 84 1143,0
11 114 2015,1

TABLE 5.1 - Nombre d’itérations et temps écoulé (en secondes) dans I’algorithme de bi-gradient
conjugué stabilisé

phénomene pourrait s’expliquer par le fait qu'on est dans le cas ou le fractal présente des auto-
intersections. Il serait intéressant de faire la méme étude en résolvant plutdt un probleme de
Neumann extérieur, et un probléme mixte intérieur. On s’attend pour ce choix a une meilleure
convergence.

La Figure 5.2 présente la solution approchée calculée de la maniere décrite ci-dessus dans le cas
ol m = 10, et ol la source est placée sur le segment I'2!.

FIGURE 5.1 - Solution approchée pour 7 = 10 dans le cas d’une source intérieure placée sur 2.
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FIGURE 5.2 - Solution approchée pour 7 = 10 dans le cas d’une source intérieure placée sur I'*!,
représentée par des lignes de niveau.

5.5.2 LE PROBLEME AUX LIMITES AVEC UNE SOURCE EXTéRIEURE PONCTUELLE

On s’intéresse ici au probléme aux limites décrit au paragraphe 5.2 dans le cas d’une source
extérieure ponctuelle en un point x du domaine extérieur 2. Il s’agit du probleme (5.14) avec

fi=0et f¢=8, ou d; est la masse de Dirac au point x. On translate le probléme pour se
ramener a une formulation du type de (5.14).

5.5.2.4 Le probléme extérieur
Soit £P € H'/>(I'). On cherche 4 résoudre le probléme extérieur (5.40) qui s’écrit :

—Au,=8; surQ”,
n, = &b sur I'"”?, (5-49)
d,u,=0 sur ¥ UTP.

On cherche une solution de (5.49) sous la forme #, = u, + E;, olt #, appartient a I’espace V.
La fonction #, est alors solution du probleme

An,=0 sur (27,
a,=&P —E. surI”, (5-50)
0,i,=—38,E, sur " UIC,
qui correspond au probléeme homogene (5.17) avec
(Po= &P, (550)
N o= 9. (5-52)

On note (y,¢,c) la solution du probléme (5.32) avec les conditions (5.51) et (5.52). On a alors
X = an"-teﬂ"’” et ¢ = I'-te|ZmU1"0'
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On introduit alors Popérateur Dirichlet-Neumann &” défini par
6"EP = y +3,E; - (5-53)

On déduit par ailleurs de (5.33) I'expression de la solution #, cherchée :

[te(x) = J (anEx(gD _EJE)_)(Ex) ds +J ¢8 E +ExanEx) ds—c. (554)
I £mure

5.5.2.6 Résolution numérique

On procede de maniere analogue au paragraphe 5.5.1. On cherche a résoudre numérique-
ment le probleme de point fixe

(T 0.7 —1d)yP = —77"(&™(0)). (5-55)
On procede de nouveau a la discrétisation décrite au paragraphe 5.3.2.

Résolution numérique du probleme extérieur On commence par décrire la résolution nu-
mérique du probléme (5.49). On considére EP € H'/2(I'). On appelle #, la solution approchée
du probléme (5.50) calculée comme en 5.3.2, en approchant les données
(P =¢&P —FE. et {N = —3,F, par des fonctions constantes sur les segments S;, 1 <i < M,
valant respectivement £ —s; et —d; sur chaque §;, o

1
s = — - dS 8 ds
i |Sl_|LiEx<y) ™), J Ex(v)ds(y).

On désigne par (yy,..., Xy ¢ M1 -»¢ 1, €) lasolution du systéme linéaire (5.35), qui fournit :
¢ une approximation de la trace de J, #, sur I"” donnée par (y1,-.-, yu,),

© une approximation de la trace de #, sur X" UT® donnée par (¢, 11,--- ¥ )-
On définit alors un opérateur S approchant 'opérateur Dirichlet-Neumann &” par
S(ELs 2 E) = (it e o, + i) (5:56)

La résolution du systéme permet en particulier de construire la solution approchée #, du pro-
bléme (5.50) en posant

5e(x) = J (&’nEx(gD —E.)—yE,)ds +f (,b&’ E.+EJ,E;)ds—¢, (5.57)
" ¥ ur®

ou ¥ =2 icicm Xils et $ =2y cicn $ils,

On peut alors construire une solution approchée #, = #, + E; du probleme .
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Résolution numérique du probléme aux limites On choisit comme précédemment pour
opérateurs Neumann-Dirichlet et Dirichlet-Neumann approchés :

® une approximation .7 de 'opérateur .7 obtenu par une méthode d’éléments finis
comme dans le paragraphe 5.5.1.4,

* lopérateur . obtenu comme au paragraphe 5.5.1.4 par la résolution numérique du pro-

bléme homogene (5.17).

On cherche alors a résoudre le probléme de point fixe
(T 0 I3 ~1d)fP = —T7(&"(0)). (5:58)

On commence par calculer le second membre approché associé au probleme de point fixe, donné
par —Tme 5’;’”(0)

On résout ensuite (5.58) par une méthode de bi-gradient conjugué stabilisé comme précédem-
ment, et on obtient la donnée Dirichlet approchée 7 de la solution sur I'”.

On peut alors reconstruire la solution approchée (%, #,) du probléme aux limites. On obtient
%, par (5.57), puis on obtient #; en résolvant un probléme intérieur avec pour donnée de Neu-

mann G?D .
5.5.2.c Résultats numériques

La Figure 5.3 présente la solution approchée calculée de la maniére décrite ci-dessus dans le
cas ou m = 10, et ou on a placé la source ponctuelle au point (—2,5;3,25).

FIGURE 5.3 - Solution approchée pour 7 = 10 dans le cas d’une source extérieure placée en
(=2,5;3,25).
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3.5 1
0.8
25 0.6
0.4
1.5 0.2
1 0
0.5 -0.2
0 -0.4
-3 2 -1 0 1 2 3

FIGURE 5.4 - Solution approchée pour 7 = 10 dans le cas d’une source extérieure placée en
(—2,5;3,25) représentée par ses lignes de niveau.

w

n

5.6 UNE METHODE DE RESOLUTION AUTO-SIMILAIRE DU PROBLEME IN-
TERIEUR

On rappelle dans cette partie la méthode de résolution approchée de probléemes de Poisson
avec des conditions de Neumann non-homogeénes dans des domaines ramifiés proposée par Y.
Achdou, C. Sabot et N. Tchou (voir [ASTo6, ATo7, ASTo7]). Il s’agit d’'une méthode multi-
échelle basée sur des conditions aux limites transparentes, et un développement en ondelettes de
la donnée de Neumann.

Le probléme considéré est le suivant. On considére #, € H'/2(I"°), et on cherche une solution
n € H'(Q) du probleme de Poisson :

Au=0 dansQ,
w=uy surl®,
d,u=0 surX,

ott on cherche 4 imposer en plus une condition de Neumann sur ' de donnée y~ € Li (') en

un sens faible. On s’intéresse alors naturellement au probléme variationnel suivant : on cherche
n € HY(R) telle que

f Vu-Vo = J YN U®(0) dyu, Yoe ¥ (Q),
Q jee)

MIFO = I/to,

(5-59)

ou ¥(Q) = {ve H(), oo =0}. On note U(#g,y™) la solution du probléme (5.59).

Le probleme variationnel donne une solution au probléme de Poisson ci-dessus au sens du théo-
réme suivant démontré dans [ATo7].

THEOREME 5.6.1 - SiyN € Li (T et uy € H'*(T), le probleme (5.59) admet une unique solution

u, qui vérifie une condition de Neumann sur T*° de donnée y™ an sens suivant : si yN = (> (w)
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pour w € €1(Q) et u* € H (V™) solution du probleme :

Au™ =0 dans Q7
”m|F° = u, sur I'0,
d,u” =0 sur X7,

1
a,u™ =T+ Wypma1 SUr ]

alors

731_1’1;O||14—um||H1(QM) = 0.

5.6.1 APPROXIMATION DE LA SOLUTION DANS {2”

Les auteurs de [ASTo6] proposent alors une méthode pour approcher la solution # du
probleme (5.59) dans les sous-domaines 2, m € N. On décrit ci-dessous le cas ot y¥ = 0; puis
le cas ott yV est une ondelette de Haar. Le cas général se déduit en développant la donnée de
Neumann dans la base d’ondelettes de Haar de I'™°.

Le cas ott yN =0 Pour u, € H'/*(I'°), on appelle 7#(n,) la solution de (5.59). On désigne
d’autre part par T 'opérateur Dirichlet-Neumann de H'/*(I%) dans H~'/?(T°) défini par T :
o — 3,7 ().

On note w = ()| 0. Lauto-similarité et 'invariance par changement d’échelle des équations
impliquent que w est solution du probléme (P,) donné par

Aw =0 dans Y°, (5.60)
W0 = #g sur N (5.61)
Hnwla yo\rourty =0 sur aye\(@ourh), (5.62)
1 — .
T (10) = - T(wjoyo fi)of; Lsur £(1°), i=1,2, (5.63)

qui est un probléme bien posé, du fait que T est un opérateur linéaire borné auto-adjoint semi-
défini positif. Léquation (5.63) est appelée condition aux limites transparente.
Ce procéde est utilisé pour approcher #gn pour m € N, en résolvant successivement 2mHl

problémes aux limites sur la cellule Y° : ’algorithme de résolution 5.6.1 ci-dessous est basé sur
le résultat suivant qui permet de calculer # o) pour o € ,, en fonction de #gn-1.

PROPOSITION 5.6.1 = On désigne par u la solution du probléme (s5.59). Si o € <7, et w, € H(Y?)
est la solution du probleme (Py) on on a remplacé la condition (5.61) par

Wjro = e of, surT?, (5.64)
alors uyp (yoy = w, o £, 7" pour chaque o € <7,

ALGORITHME 5.6.1 - Pour uy € H'/*(T°), on calcule g au moyen de Lalgorithme suivant.

—Pourk=0am+1,

- pour o € <), (a ce stade, o est connu),



160 Chapitre s - Un probléme de transmission

— on trouve w € H'(Y°) solution du probleme anx limites donné par (5.60), (5.62), (5.63),
et (5.61) si k =0, (5.64) sinon.

~ on pose uys = w of, 7L
Lopérateur Dirichlet-Neumann 7' est approché de la maniere suivante. On désigne par € le

cone des opérateurs linéaires bornés auto-adjoints semi-définis positifs, et par .# 'opérateur de
¢ dans ¢ défini par

MS g € HIXT®) o 3,0 (SEE),

ou w est la solution du probléme (P,) dont la condition (5.63) est remplacée par

1
dw=—— S(w|f.(r°)°fi)°fi_1 sur fi(T°), i =1,2.
d 7

Le théoreme suivant montré dans [ASTo6] (voir aussi [ ATo7]) permet alors d’approcher 7" avec
une précision arbitraire.

THEOREME 5.6.2 — Lopérateur T est 'unique point fixe de .. De plus, il existe p €]0,1[ tel que
pour tout S € €, on puisse tronver une constante C > 0 vérifiant

k20, lLa*(S)~T| < Cp*.

Le cas o Y est une ondelette de Haar Dans ce cas, la méthode de résolution s’appuie sur
la résolution du probleme avec pour donnée de Neumann g = I.
Onnote e = U(0,g) ete, = U(0, g, ) pour o € .&7. On appelle y (resp. y?) la dérivée normale

de e (resp. e, ) sur I,

La fonction y est I'unique solution du probleme

y = By,
{ frOy dx =0 (5:65)
ou B est l'opérateur borné de H=Y2(1%) dans LA(I°) défini par Bz = ﬁnwu—o, ou

w € 7(Y°) est 'unique solution du probleme

Aw =0 dans Y°, (5.66)
Wyro = 0 surI?, (5.67)
3, W\ yo\rourty =0 sur ay°\(reurh), (5.68)
1 .
T f10) = - T(wlﬁ(ro)Ofi)Ofi_l —zof bsur £i(I°), i=1,2. (5.69)

Lalgorithme 5.6.2 ci-dessous permet alors de calculer e en résolvant 27+! — 1 problemes aux
limites dans Y°.

ALGORITHME 5.6.2 -
~Pourk=0am+1,

- pour o € &), (a ce stade, e est connu),
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- on trouve w € HY(Y?) solution du probleme anx limites donné par (5.66), (5.68),
wjro =05 k=0, Wyro = €jro o f. sinon, et

! - - .
anwfi(r"):_; T<w|fi(r°)°fi)°fi - yoftsur (I, i=1,2,

2k+1(l
~ on pose uys = w of, 7L

On peut alors approcher la solution e; = U(0, g) en remarquant que egyo = w ol @ vérifie
(5.66), (5.68) et

(-1)
2a

1 - —_ .
ey === T(@qe0 fi)ofi 4=y o T sur (%), i=1.2,

et pourz=1,2,
(_1>i+1

-1 -1
“lf@) = eof; !+ (H a0 f)) ofi
Lese,, y? sont alors déduites par récurrence. Sio =it pouri € {1,2} et T € &, alors e

ot w € ¥(Y?°) vérifie (5.66), (5.68) et

1 R S ‘
Gy === T(wygey0 f)ofi = yTo i sur f(I7), i=1,2

D’autre part, on a

glyo:wa

1
_ T -1 —1
G = 3¢ ST (Hleogan)ofi) o i
_ -1
Colp) T (‘%(eolﬁ(Fo)"fi))ofi ’

ou la notation 7 désigne 2 si i =1, et 1 sinon.

Le résultat suivant indique que si 7 est fixé et 0 € 7, ||e, || ) décroit exponentiellement

L2(yn
rapidement lorsque & — oo, ot Y” = ___, f.(Y°).
THEOREME 5.6.3 — Il existe une constante C > O telle que pour tous n, k entiers tels que 1 < n < k,
et o € ),
b
eyl < 277 6577

ot p est la constante de la constante du Théoréme 5.6.2.

Le cas général Dans le cas général, on décompose ¢V dans la base d’ondelettes de Haar de
Iee:
N
M= Be+2 D Bog,
neNoe),

Le Théoreme 5.6.3 permet alors de montrer que

U(O>}/N) = ﬁe+2 Z ﬁoeo'

neNoe),

Dans [ASTo6], les auteurs obtiennent I’estimation d’erreur suivante. Il existe une constante C
indépendante de y telle que pour tous 7,K entiers tels que 1 <7 <K,

|71 = Be = S Saey Boto | € € 2752 0577 NIz e

ou p est la constante du Théoréme 5.6.2.

HYY")
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5.6.2 APPLICATION A LA RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME INTERIEUR

La méthode décrite ci-dessus permet de résoudre de maniere approchée un probléme aux
limites dans © avec une donnée de Neumann sur I'™°. Le probléme qu’on traite dans la méthode
de point fixe est un probleme dans 2 avec une donnée de Neumann sur I'””. On décrit ici tres
brievement comment exploiter la méthode du paragraphe 5.6.1 pour approcher la solution du

probleme (5.42) dans Q2 dans le cas ou f* =0.

Lorsque m est grand, pour exploiter les propriétés d’auto-similarité, on “projette” la donnée
de Neumann sur I'™ en la développant en ondelettes de Haar, puis en identifiant les coefficients
d’ondelettes. On obtient une donnée de Neumann {7 sur I'*°.

On approche ensuite la solution du probléme dans Q2 par
U(MO, O)|Qm + U(O, gN>|Qm .

Mise en ceuvre numérique On décrit par exemple la résolution numérique dans le cadre de
la discrétisation décrite au paragraphe 5.3.2, pour laquelle ’ensemble I'” est découpé en M, seg-
ments. On suppose que M; =2 et que le découpage de I'” est donné par {I'", v € <7, }.

On appelle 7V la donnée de Neumann approchée pour le probléme intérieur (5.42), prise
constante sur chaque segment du découpage. On peut écrire le développement en ondelettes
de 7V sous la forme

PN = ,Bh+mZ_ > Boh,

k=0 0€w,

ou h = 1pn, et les fonctions h,, o € 7,, k < m, sont définies sur I'”” par

hy,= &\f (ry SUT I'", red,.

On note que I'ondelette de Haar g est constante sur f_(I') pour tout T € «7,,. On obtient
alors la donnée de Neumann projetée sur I'*

5N=ﬁg+§2ﬁggg-

k=0 (TEJ?fk

On approche alors la solution du probleme dans 0 par la restriction de U(0,¢™N) 2 2 donnée
par

ﬁe+m2_ > Bty

k=0 0c€),

les fonctions e, ayant été calculées préalablement, et étant stockées.

REMARQUE 5.6.1 — Notons que le Théoreme s5.6.3 permet d’éviter de calculer e, dans S) tout entier :

le théoréme assure que lorsque o € <7, pour n grand, la fonction e, et trés proche de O si n — k est

1Y,
assez grand. En pratique, on approche e par O lorsque n — k > 3.
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5.7 ANNEXE : CALCUL EXPLICITE DES INTEGRALES

On détaille ici le calcul explicite des intégrales s; : j et d données en (5.34). Soient deux
entiers z et J telsque 1< 7,7 <M, ouMest le nombre de segments dans le découpage de JQ0™.
On rappelle que les intégrales s’écrivent

w1k
;i =— Inly —x|dydx et d;,=— J f dydx,
I amls s s, T 2ns)| ly —XI2

ou 7(y) désigne la normale au segment §; au point y € §;, dirigée vers I'extérieur du domaine
Q.

Calcul de lintégrale s; ;  On appelle ¢ angle algébrique entre les segments orientés S; et ;.

ij
On considere d’abord le cas ol ¢ # 0. On se place dans le repere Z = (O,;,7;), ot O est
Pintersection des droites engendrées par les deux segments, et v; et v; sont les vecteurs directeurs
respectifs de §; et §;. Soient (4,0) et (0, u) les coordonnées respectives des origines de ; et §;

dans le repere Z, voir Figure 5.5.

v
N ,,,,,,, X
O.. % . - S

FIGURE 5.5 - Le repere dans le cas ot ¢ #0

On peut récrire s; ; de la manicre suivante :
,

Al rutlh
T o J ‘ln(€2—25ncow+n )dndé, (5.70)

ou /; et [, sont les longueurs respectives des segments S; et §;.

Si on note «w =] A, A+ [;[x]u, 4 + L[, on a par la formule de Green

1 /LL 1
Sij = 2711 <_ - ZJ w(f,n).v({,r))ln(fz —2&ncosp +7?) da(f,r))) ’ (5.71)

ou v(&,n) est la normale sortante a w au point (&,7) € dw, et o la mesure surfacique associée
a dw. On obtient ainsi

1 L, 1
Sij = 27rl< (</1+1>If+/;+l AL +l)“+l Mfﬁ’”“)), (5.72)

ou Iy“’ﬁ = ff In({? =2y cosp +y?) d{, pour des réels a, B, y.
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Une intégration par parties et un calcul explicite montrent que

19F =2(B—a) + (B - ycosg)In(B>~ 2By cosp+77)
— (2 =y cosp)In(a? — 2ay cos ¢ + %)
. < B —ycosg a—ycos¢>
— 2ysing ( arctan ———— —arctan ——— | .
ysing ysing

(5-73)

On considere maintenant le cas ot ¢ = 0, c’est-a-dire que les segments §; et §; sont paralleles.
On se place dans le repere orthonormal (4, w,w) ), oit A est la premiére extrémité du segment
S; et w est le vecteur directeur du segment ;. On note (4, 1) les coordonnées de la premiere
extrémité du segment §; dans ce repere. On note /; lalongueur de §; et , la longueur algébrique
de §;, de sorte que la deuxieme extrémité de §; a pour coordonnées (u + 1, 4), voir Figure 5.6.

FIGURE 5.6 — Le repere dans le cas ou ¢ =0

Dans ce cas,

AL 2 ) dn dE
Sij = znlfj —n)+A)dndé,

et par la formule de Green,

1
W= <f f - P dndé —3 Lw(i,n)-V(E,n)ln((g’—';)ZHZ)do(&rz)),

ou on note w =]0,/[X]u, 4+ L[, et (&, n) représente la normale extérieure & « au point

(&,n)€edw.
<” —AZU T dE——(1 ”’M+12+(H+12)]2’+1112—N]2’11)>,

01\1];"6 = ff In(({ —y)* + A%) d{ pour des réels @, B,y
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On suppose A 75 0. En intégrant une premiére fois, puis en intégrant par parties, on obtient :

1 - - /
JJ d7] dé = 3 <arctan€ /1/1 —arctan%)
_ ! (W + (L= (e + L)+ 2)
2 (u+ L)+ NG+ 2
n L —p Jretan Lh—p  L=(uth) Jretan L =(u+1)
A A A A
# _: l arctan & : h_ % arctan —

D’autre part, une intégration par parties donne

];,/6 = 2a=p) + 24 <arctanﬁ;y —arctana;y>

+ (B-In((B-y)P+ )= (@—7)In((a—y)*+2%).

SiA=0,0ona
Sij = T : <”——(l]"“+12+(#+l)] Moh))
> 47‘([1

ot J*F =2(a~ )+ (B~ 1)In(B ~ 7))~ (a=7)In((@—y)).

Calcul de Pintégrale d; ; Dans le cas ot ¢ # 0, on se place dans le méme repere que préce-
demment, voir Figure 5.5. Avec les mémes notations que ci-dessus, on a

A+l utl, Esinga
d;; = 3 l J f 5 dndé,
7 &2 —2Encosp+1

et, par la formule de Green,

v ([ e e

¥ f EAE ) da(é,m) .
" &*—28ncosg +n?
On en déduit que
d = —%Zl LEDHED 2;““’?) o€ (574)
Alors, '
= =g, oW, = RT o+ Gk W, = ), (575
u+tl 1 A+, 3
oﬁla:J‘# n* —2nacosp +a? 4 et]ﬁ:L §* =28 Beosp + 37 4 pour & non

nuls, et [, =], =0.
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Un calcul explicite montre que si @, 8 #0,

1 < u+l—acosp /u—acosgo>
I, = — arctan ——————— —arctan ——————
asing asing asing
j, = 11 (/H—l) 2A+1,)Bcosp+ 32
£ 2 N —2ABcosp+ 3
cos @ A+ 1L, — Beosyp A= Bcosyp
+ — arctan ———————— —arctan ——— | .
sing Bsing Bsing

On considere maintenant dans le cas oit ¢ = 0. On se place dans le repere de la Figure 5.6 et on
utilise les mémes notations que pour le calcul de s; ;. On a

uth
L= dndé.
)/ 27‘[[] J /12) n g
SiA=0,onad. ;=

;,; =0.51 A#0, une intégration par parties donne :

1 < A (e DP B = P + )

+1
b 27l

H“Th iz
+(u+1 -
(P N —(ut Ly 4 ) T e pareian

2
l - L= (u+1
+ (I, — p)arctan 1/1/1 — (I, = (u+ Ly))arctan 1 (};-l— 2))




BIBLIOGRAPHIE

[AB10o]

[ADNs9]

[ADT]

[ADT12]

[Ahl66]

[ASTo6]

[ASTo6]

[ASTo7]

[ATo7]

[ATo8]

P. AuscHER et N. BADR - « Sobolev spaces on multiple cones », Ann. Fac. Sci. Toulouse
Math. (6) 19 (2010), no. 3-4, p. 707-733.

S. AcMmoN, A. Douatis et L. NIRENBERG - « Estimates near the boundary for solu-
tions of elliptic partial differential equations satisfying general boundary conditions.
I», Comm. Pure Appl. Math. 12 (1959), p. 623~727.

Y. Acupou, T. DEHEUVELS et N. TcHOU - « Comparison of different definitions of
traces for a class of ramified domains with self-similar fractal boundaries », Submit-

ted.

Y. Acupou, T. DEHEUVELS et N. TcHOU - « JLip versus Sobolev spaces on a class of
self-similar fractal foliages », Journal de Mathématiques Pures et Appliguées 97 (2012),

p- 142-172.

L. AHLFORS - Lectures on quasiconformal mappings, Manuscript prepared with the
assistance of Clifford J. Earle, Jr. Van Nostrand Mathematical Studies, No. 10, D.
Van Nostrand Co., Inc., Toronto, Ont.-New York-London, 1966.

Y. Acupou, C. SaBoT et N. TcHoU - « Diffusion and propagation problems in some
ramified domains with a fractal boundary », M2AN Math. Model. Numer. Anal. 40
(2006), no. 4, p. 623-652.

Y. Acupou, C. Sasor et N. TcHOU - « A multiscale numerical method for Pois-
son problems in some ramified domains with a fractal boundary », Multiscale Model.
Simul. 5 (2006), no. 3, p. 828-860 (electronic).

Y. Acapou, C. Sasot et N. TcHOU - « Transparent boundary conditions for the
Helmholtz equation in some ramified domains with a fractal boundary », J. Comput.
Phys. 220 (2007), no. 2, p. 712-739.

Y. Acepou et N. TcHOU - « Neumann conditions on fractal boundaries », Asymptotic
Analysis 53 (2007), no. 1-2, p. 61-82.

Y. Acupou et N. TcHOU - « Trace results on domains with self-similar fractal boun-
daries », Journal de Mathématiques Pures et Appliguées 89 (2008), p. 596-623.

167



168

[AT10]

[BB89g]

[BBog]

[BBVo6]

[BKos]

[Boj88]

[Bre11]

[Cal61]

[Cap1o]

[CDNo9]

[CRW]

[CS85]

[DDoz]

[Deh]

[DLo2]

[Fal86]

BIBLIOGRAPHIE

Y. Acupou et N. TcHOU - « Trace theorems for a class of ramified domains with
self-similar fractal boundaries », SIAM j. of Math. Anal. 42 (2010), no. 4, p. 828-860
(electronic).

M. T. BarrLow et R. F. Bass - « The construction of Brownian motion on the Sier-
pinski carpet », Ann. Inst. H. Poincaré Probab. Statist. 25 (1989), no. 3, p. 225-257.

P. M. Briss et D. A. BRoWN - « Geometric properties of three-dimensional fractal
trees », Chaos Solitons Fractals 42 (2009), no. 1, p. 119-124.

P. BaGNERINI, A. BUFFa et E. Vacca - « Finite elements for a prefractal transmission
problem », C. R. Math. Acad. Sci. Paris 342 (2006), no. 3, p. 211-214.

S. Buckrey et P. KoskeLA - « Sobolev-Poincaré implies John », Math. Res. Lett. 2
(1995), no. 5, p. 577-593.

B. BojarskI - « Remarks on Sobolev imbedding inequalities », in Complex analysis,
Joensun 1987, Lecture Notes in Math., vol. 1351, Springer, Berlin, 1988, p. 52-68.

H. Brezis - Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations, Uni-
versitext, Springer, New York, 2011.

A.-P. CALDERON - « Lebesgue spaces of differentiable functions and distributions »,
in Proc. Sympos. Pure Math., Vol. IV, American Mathematical Society, Providence,

R.L, 1961, p. 33-49.

R. CAPITANELLI - « Asymptotics for mixed Dirichlet-Robin problems in irregular
domains », J. Math. Anal. Appl. 362 (2010), no. 2, p. 450-459.

M. Costaser, M. DAUGE et S. NICAISE - « Singularities of Maxwell interface pro-
blems », M2AN Math. Model. Numer. Anal. 33 (1999), no. 3, p. 627-649.

S.-K. CHua, S. RoDNEY et R. L. WHEEDEN - « A compact embedding theorem for
generalized Sobolev spaces », arXiv :1110.6907.

M. CostaBeL et E. STEPHAN - « Boundary integral equations for mixed boundary
value problems in polygonal domains and Galerkin approximation », in Mathematical
models and methods in mechanics, Banach Center Publ., vol. 15, PWN, Warsaw, 1985,

p. 175-251.

A. DamLaMIAN et P. DoNaTO - « Which sequences of holes are admissible for perio-
dic homogenization with Neumann boundary condition ? », ESAIM Control Optim.
Calc. Var. 8 (2002), p. 555-585 (electronic), A tribute to J. L. Lions.

T. DEHEUVELS - « Sobolev extension property for tree-shaped domains with self-
contacting fractal boundary », Submitted.

R. A. DEVORE et B. J. LUuCIER - « Wavelets », in Acta numerica, 1992, Acta Numer.,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1992, p. 1-56.

K. FALCONER - The geometry of fractal sets, Cambridge Tracts in Mathematics, vol. 8,
Cambridge University Press, Cambridge, 1986.



[Falg7]

[FLBo7]

[FSoo]

[Gags7]

[Gol87]

[Gri85]

[HKo1]

[HKo2]

[HKTo8]

[HKTo8]

[Hut81]

[Johé61]
[Jon81]

[Jono6]

[Jono8]

[Jono4]

[JS11]

[JW78]

BIBLIOGRAPHIE 169

K. FALCONER ~ Techniques in fractal geometry, John Wiley & Sons Ltd., Chichester,
1997-

R. M. Fronaitro, E. Lock et D. A. BROWN - « Symmetric fractal trees in three
dimensions », Chaos Solitons Fractals 32 (2007), no. 2, p. 284-295.

M. FiLocHE et B. SApovAL - « Transfer across random versus deterministic fractal
interfaces », Phys. Rev. Lett. 84 (2000), p. 5776-5779.

E. GaGLIARDO - « Caratterizzazioni delle tracce sulla frontiera relative ad alcune
classi di funzioni in 7 variabili », Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 27 (1957), p. 284-

305.

S. GOLDSTEIN - « Random walks and diffusions on fractals », in Percolation theory
and ergodic theory of infinite particle systems (Minneapolis, Minn., 1984-198s), IMA
Vol. Math. Appl., vol. 8, Springer, New York, 1987, p. 121-129.

P. GrisVARD - Elliptic problems in nonsmooth domains, Monographs and Studies in
Mathematics, vol. 24, Pitman (Advanced Publishing Program), Boston, MA, 1985.

D. A. HerroN et P. KoskEra - « Uniform, Sobolev extension and quasiconformal
circle domains », J. Anal. Math. 57 (1991), p. 172-202.

D. A. HerroN et P. KoskeLA — « Uniform and Sobolev extension domains », Proc.
Amer. Math. Soc. 114 (1992), no. 2, p. 483-489.

P. Hajeasz, P. Koskera et H. TUOMINEN - « Measure density and extendability of
Sobolev functions », Rev. Mat. Iberoam. 24 (2008), no. 2, p. 645-669.

P. Hajeasz, P. Koskera et H. TUOMINEN - « Sobolev embeddings, extensions and
measure density condition », J. Funct. Anal. 254 (2008), no. 5, p. 1217-1234.

J. HuTcHINSON - « Fractals and self-similarity », Indiana Univ. Math. ]. 30 (1981),
no. s, p. 713-747-

F. Joun - « Rotation and strain », Comm. Pure Appl. Math. 14 (1961), p. 391-413.

P. JonEs - « Quasiconformal mappings and extendability of functions in Sobolev
spaces », Acta Math. 147 (1981), no. 1-2, p. 71-88.

A. JoNssON - « Brownian motion on fractals and function spaces », Math. Z. 222
(1996), 0. 3, p. 495-504.

A. JonssON - « Wavelets on fractals and Besov spaces », J. Fourier Anal. Appl. 4 (1998),
no. 3, p. 329-340.
A. JonssoN - « Haar wavelets of higher order on fractals and regularity of functions »,

J. Math. Anal. Appl. 290 (2004), no. 1, p. 86-104.

P. Jory et A. SEMIN - « Mathematical and numerical modeling of wave propagation
in fractal trees », C. R. Math. Acad. Sci. Paris 349 (2011), no. 19-20, p. 1047-1051.

A. Jonsson et H. WALLIN - « A Whitney extension theorem in L? and Besov spaces »,
Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 28 (1978), no. 1, p. vi, 139-192.



170

[JW84]

[JWos]

[Kig89]

[Kigg3]

[Kigo1]

[Koso8]

[Kosg9]

[Kus87]

[Lanoz]

[Lanos]

[Lano4]

[LV73]

[LVo9]

[IVo3]

[LV10]

[LV12]

[Man82]

[Maz85]

BIBLIOGRAPHIE

A. Jonsson et H. WALLIN - « Function spaces on subsets of R” », Math. Rep. 2 (1984),
no. 1, p. Xiv+221.

A. JonssoN et H. WALLIN - « The dual of Besov spaces on fractals », Studia Math. 112
(1995), no. 3, p. 285-300.

J. Kicamr - « A harmonic calculus on the Sierpinski spaces », Japan J. Appl. Math. 6
(1989), no. 2, p. 259-290.
J. Kicamr - « Harmonic calculus on p.c.f. self-similar sets », Trans. Amer. Math. Soc.

335 (1993), no. 2, p. 721-755.

J. Kicamrt - Analysis on fractals, Cambridge Tracts in Mathematics, vol. 143, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2001.

P. KoskeLA - « Extensions and imbeddings », J. Funct. Anal. 159 (1998), no. 2, p. 369-
383.
P. KoskEeLA — « Removable sets for Sobolev spaces », Ark. Mat. 37 (1999), no. 2, p. 291~
304.

S. Kusuoka - « A diffusion process on a fractal », in Probabilistic methods in mathe-
matical physics (Katata/Kyoto, 1985), Academic Press, Boston, MA, 1987, p. 251-274.

M. LANCIA - « A transmission problem with a fractal interface », Z. Anal. Anwen-
dungen 21 (2002), no. 1, p. 113-133.

M. LANCIA - « Second order transmission problems across a fractal surface », Rend.
Accad. Naz. Sci. XL Mem. Mat. Appl. (5) 27 (2003), p. 191-213.

M. R. Lancia - « On some second order transmission problems », Arab. J. Sci. Eng.
Sect. C Theme Issues 29 (2004), no. 2, p. 85-100.

O. Lenro et K. I. VIRTANEN - Quasiconformal mappings in the plane, second éd.,
Springer-Verlag, New York, 1973, Translated from the German by K. W. Lucas, Die
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 126.

M. R. Lancia et M. A. VivaLpr - « Lipschitz spaces and Besov traces on self-similar
fractals », Rend. Accad. Naz. Sci. XL Mem. Mat. Appl. (5) 23 (1999), p. 101-116.

M. R. Lancia et M. A. VIvaLDI - « Asymptotic convergence of transmission energy
forms », Adv. Math. Sci. Appl. 13 (2003), no. 1, p. 315-341.

M. R. Lancia et P. VERNOLE - «Irregular heat flow problems », SIAM J. Math. Anal.
42 (2010), no. 4, p. 1539-1567.

M. R. Lancia et P. VERNOLE - « Semilinear evolution transmission problems across
fractal layers », Nonlinear Anal. 75 (2012), no. 11, p. 4222-4240.

B. B. MANDELBROT - The fractal geometry of nature, W. H. Freeman and Co., San
Francisco, Calif., 1982, Schriftenreihe fiir den Referenten. [Series for the Referee].

V. Maz’ja - Sobolev spaces, Springer Series in Soviet Mathematics, Springer-Verlag,
Berlin, 1985, Translated from the Russian by T. O. Shaposhnikova.



[Mey75]

[MF99]

[Mor46]

[Mos67]

[Mos69]

[Mosgs]

[Mosg7]

[Moso8]

[Mosoz]

[Moso4]

[MS79]

[MSVog]

[MVo3]

[MVog]

[Nel67]

[Sap9o4]

[SS88]

[Steyo]

BIBLIOGRAPHIE 171

N. MEevers - « Continuity properties of potentials », Duke Math. J. 42 (1975), p. 157~
166.

B. MANDELBROT et M. FRAME - « The canopy and shortest path in a self-contacting
fractal tree », Math. Intelligencer 21 (1999), no. 2, p. 18-27.

P. MoraN - « Additive functions of intervals and Hausdorff measure », Proc. Cam-
bridge Philos. Soc. 42 (1946), p. 15-23.

U. Mosco - « Approximation of the solutions of some variational inequalities »,
Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3) 21(1967), 373-394; erratum, ibid. (3) 21 (1967), p. 765.

U. Mosco - « Convergence of convex sets and of solutions of variational inequali-
ties », Advances in Math. 3 (1969), p. 510-585.

U. Mosco - « Variational metrics on self-similar fractals », C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I
Math. 321 (1995), no. 6, p. 715-720.

U. Mosco - « Variational fractals », Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4) 25 (1997),
no. 3-4, p- 683-712 (1998), Dedicated to Ennio De Giorgi.

U. Mosco - «Dirichlet forms and self-similarity », in New directions in Dirichlet
forms, AMS/IP Stud. Adv. Math., vol. 8, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1998,

p. 117-155.

U. Mosco - «Energy functionals on certain fractal structures », . Convex Anal. 9
(2002), no. 2, p. 581-600, Special issue on optimization (Montpellier, 2000).

U. Mosco - « An elementary introduction to fractal analysis », in Nonlinear analysis
and applications to physical sciences, Springer Italia, Milan, 2004, p. 51-90.

O. MARTIO et J. SaRvVAS - « Injectivity theorems in plane and space », Ann. Acad. Sci.
Fenn. Ser. A I Math. 4 (1979), no. 2, p. 383-401.

B. MAURY, D. SALORT et C. VANNIER - « Trace theorems for trees and application to
the human lungs », Nerw. Heterog. Media 4 (2009), no. 3, p. 469-500.

U. Mosco et M. VIVALDI - « Variational problems with fractal layers », Rend. Accad.
Naz. Sci. XL Mem. Mat. Appl. (5) 27 (2003), p. 237-251.

U. Mosco et M. A. VIvaLpI - « Fractal reinforcement of elastic membranes », Arch.
Ration. Mech. Anal. 194 (2009), no. 1, p. 49-74.

J. Necas - Les méthodes directes en théorie des équations elliptiques, Masson et Cie,
Editeurs, Paris, 1967.

B. SapovAL - « General formulation of laplacian transfer across irregular surfaces »,
Phys. Rev. Lett. 73 (1994), p- 3314-3316.

G. ScumipT et H. STRESE - « The convergence of a direct BEM for the plane mixed
boundary value problem of the Laplacian », Numer. Math. 54 (1988), no. 2, p. 145-165.

E. STEIN - Singular integrals and differentiability properties of functions, Princeton
Mathematical Series, No. 30, Princeton University Press, Princeton, N.J., 1970.



172

[Strog]

[Stros]

[SW8s]

[Tayoy]

[Tayog]

[Trig7]

[VdVo2]

[VGL79]

[Yano6]

BIBLIOGRAPHIE

R. STRICHARTZ — « Analysis on fractals », Notices Amer. Math. Soc. 46 (1999), no. 10,
p. 1199-1208.

R. STrICHARTZ - « Function spaces on fractals », J. Funct. Anal. 198 (2003), no. 1,
p- 43-83.

E. STerHAN et W. L. WENDLAND - « An augmented Galerkin procedure for the boun-
dary integral method applied to mixed boundary value problems », Appl. Numer.
Math. 1 (1985), no. 2, p. 121~143.

T. D. TayLor - « Homeomorphism classes of self-contacting symmetric binary frac-
tal trees », Fractals 15 (2007), no. 1, p. 9-25.

T. D. TAYLOR - « A new classification of non-overlapping symmetric binary fractal
trees using epsilon hulls », Fractals 17 (2009), no. 3, p. 365-384.

H. TrIEBEL - Fractals and spectra, Monographs in Mathematics, vol. 91, Birkhduser
Verlag, Basel, 1997, Related to Fourier analysis and function spaces.

H. A. VAN DER VORST - « Bi-CGSTAB : a fast and smoothly converging variant of Bi-
CG for the solution of nonsymmetric linear systems », SIAM J. Sci. Statist. Comput.

13 (1992), no. 2, p. 631-644.
S. K. Vopor'janov, V. M. Gor'DSTEIN et T. G. LATFULLIN - « A criterion for the

extension of functions of the class L} from unbounded plane domains », Sibirsk. Mat.
Zh. 20 (1979), no. 2, p. 416-419, 464.

S. YANG - « A Sobolev extension domain that is not uniform », Manuscripta Math.
120 (2006), n0O. 2, p. 241-251.



