N

N

Modélisation markovienne des dynamiques d’usage des
sols. Cas des parcelles situées sur le bord du corridor
forestier Ranomafana-Andringitra

Angelo Raherinirina

» To cite this version:

Angelo Raherinirina. Modélisation markovienne des dynamiques d’usage des sols. Cas des parcelles
situées sur le bord du corridor forestier Ranomafana-Andringitra. Modélisation et simulation. Uni-
versité de Fianarantsoa, 2013. Francais. NNT: . tel-00870679

HAL Id: tel-00870679
https://theses.hal.science/tel-00870679
Submitted on 7 Oct 2013

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00870679
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université de Fianarantsoa

Ecole Nationale d’Informaticque

These de doctorat
Spécialité : Mathématiques Appliquées

présentée par

Angelo Fulgence Raherinirina

Modélisation markovienne

des dynamiques d’usage des sols

Cas des parcelles situées sur le bord du corridor forestier

Ranomafana—Andringitra

Soutenue le 02 Aofit 2013 devant le jury composé de :

Manantsoa Victor Président

Solo Randriamahaleo Examinateur

Venot Ratiarson Examinateur

Josvah Paul Razafimandimby Rapporteur (interne)
Nicolas Picard Rapporteur (externe)
André Totohasina Rapporteur (externe)
Fabien Campillo Directeur de these

Rivo Rakotozafy Co-directeur de these






Remerciements

Cette these n’aurait pu étre mené a bien sans ’aide précieuse de plusieurs
personnes qui ont contribué de pres ou de loin a ’aboutissement de ce travail de

recherche, je tiens a les remercier maintenant.

En premier lieu, je tiens a remercier mon directeur de theése, Fabien Campillo.
Son expertise, son sens de perfectionnement et sa disponibilité m’ont permis
d’avoir un encadrement de qualité. Fabien n’a jamais hésité de prendre les temps
de m’expliquer, discuter, échanger et partager ses grandes expertises dans la
recherche. Grace a lui, j’ai pu terminer avec succes mes trois années de these. Je
ne le remercierai jamais assez pour tout ce qu’il a fait pour moi. Je tiens a lui
témoigner ma profonde gratitude.

Ces remerciements sont a partager avec Rivo Rakotozafy, mon co-directeur de
these, pour son encadrement et ses conseils pendant ces trois années de these. Il a
toujours su se rendre disponible pour me guider et m’éclaircir sur notre probleme
de recherche. Je lui dois beaucoup.

J’exprime aussi mes sinceres gratitude a 1’égard de Dominique Hervé, cher-
cheur a 'IRD pour son implication dans mon travail de these. Ils m’a permis
d’accéder a des problemes de dynamiques agraires, et ce, depuis mon stage de
DEA. Qu’il trouve ici 'expression de toute ma reconnaissance.

Je souhaite également vivement remercier Nicolas Picard et André Totohasina
qui m’ont fait le grand plaisir d’étre les rapporteurs de mon travail de theése. Vos
remarques et appréciations m’ont permis d’améliorer ce manuscrit.

Je suis tres sensible a ’honneur que m’a fait Manantsoa Victor qui a accepté
de présider le jury de ma soutenance. Je le remercie vivement pour sa disponibilité
malgré ses différentes responsabilités.

Je remercie également Josvah Paul Razafimandimby, Venot Ratiarson et Solo
Randriamahaleo qui ont accepté de faire partie des membres de jury de ma sou-
tenance de theése. Ses critiques constructives m’ont particulierement bénéfiques
dans 'aboutissement de ce travail.

Mes remerciements vont également aux différentes personnalités de 'univer-
sité de Fianarantsoa, qui ont participé au bon déroulement de mes recherches.
Je tiens a remercier plus particulierement, Fontaine Rafamatanantsoa, Directeur
de I'Ecole Nationale d’Informatique, Clarisse Rasoamampionona, Directeur de
I'Ecole Normale Supérieure de Fianarantsoa et Monique Rasoazananiera, Prési-
dente de I’Université de Fianarantsoa.

Ce travail de these a été réalisé au sein de 1’équipe-projet MODEMIC INRA-
INRIA de PUMR Mistea a Montpellier. Je remercie tous les membres de ’équipe
pour leur accueils chaleureux. Je remercie plus particulierement le directeur de

I’Unité, Alain Rapaport, ainsi que les collegues doctorants qui ont échangé avec



moi pendant mes séjours de recherche au seins de I’équipe.

J’exprime aussi mes sinceéres remerciement & ceux qui m’ont aidé financie-
rement pour bien mener mon travail de recherche, en particulier le Service de
Coopération et d’Action Culturelle de I’Ambassade de France & travers la bourse
BGF, 'INRIA Sophia Antipolis et I’équipe STIC-Madagascar du LIRIMA. Leur
contributions m’ont permis d’effectuer plusieurs séjours au sein de mon labora-

toire d’accueil.

Un grand merci a mes parents, ma famille et tous mes amis pour leur soutien
infaillible. Ils m’ont encouragé tout au long de mes études et je leur en suis tres
reconnaissant.

J’ai une pensée toute particuliere pour ma fiancée, Laingoarivony Hasy, qui
m’a soutenue durant toutes ces années de these. Je la remercie pour son amour

et sa patience. Que notre grand jour arrive.

Je termine cette remerciement par louer I’Eternel, Dieu tout puissant pour les
bénédictions qu’ll m’a accordé. Grace a lui, j’ai eu la force et le courage nécessaire

pour mener a terme ces trois années d’études. A lui seul soit la gloire.



Modélisation markovienne des dynamiques d’usage des sols :
Cas de parcelles situées sur le bord du corridor forestier
Ranomafana—Andringitra

Résumé : Nous proposons une démarche markovienne d’inférence et de modéli-
sation de dynamiques agraires dans le cadre d’usage de parcelles situées en lisiere
du corridor forestier reliant les deux parcs nationaux de Ranomafana et d’An-
dringitra. La préservation de la forét de la cote est de Madagascar est cruciale,
il est donc pertinent de développer des outils permettant de mieux comprendre
les dynamiques de déforestation puis de l'usage des parcelles et enfin de leur
éventuel retour a 1’état de forét. Nous nous appuyons sur deux jeux de don-
nées de terrain établis par 'IRD. Dans ce genre d’étude, une étape préliminaire
consiste a construire la matrice de transition empirique, cela s’apparente donc a
une modélisation markovienne de la dynamique. Dans ce cadre nous considérons
I’approche par maximum de vraisemblance et I’approche bayésienne. Cette der-
niére approche nous permet d’intégrer des informations non-présentes dans les
données mais reconnues par les spécialistes, elle fait appel a des techniques d’ap-
proximation de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC). Nous étudions les
propriétés asymptotiques des modeles obtenus a ’aide de ces deux approches et
notamment le temps de convergence vers la loi quasi-stationnaire dans le premier
cas et vers la loi stationnaire dans le second. Nous testons différentes hypotheses
portant sur les modeles. Cette approche markovienne n’est plus valide sur le
deuxiéme jeu de données, plus étendu, ou il a fallu faire appel a une approche
semi-markovienne : les lois des temps de séjour dans un état donné ne sont plus né-
cessairement géométriques et peuvent dépendre de ’état suivant. A nouveau nous
faisons appel aux approches par maximum de vraisemblance et bayésienne. Nous
étudions le comportement asymptotique de chacun de ces modeles. En termes
applicatifs, nous avons pu déterminer les échelles de temps de ces dynamiques.

Mots-clefs : Modeles markoviens, Modéles semi-markoviens, maximum de vrai-
semblance, statistique bayésienne, méthode de Monte Carlo par chalnes de Mar-

kov (MCMC), dynamiques agraires.






Markov modeling of the dynamics of land uses:
Case of plots on the edge of the Ranomafana-Andringitra
forest corridor

Abstract: We consider a Markovian inference and modeling approach applied to
land-use dynamics within the context of parcels of land on the edge of the forest
corridor linking the two national parks of Ranomafana and Andringitra. Preser-
vation of the forest on the east coast of Madagascar is crucial, so it is important
to develop tools for inferring the dynamics of plots deforestation, of their use
and of their possible return to the state forest. Our studies rely on two sets of
field data established by IRD. The usual first step in such studies, which is to
build the empirical transition matrix, is similar to a Markovian modeling of the
dynamics. In this context, we consider the maximum likelihood approach and
the Bayesian approach. This latter approach allows us to integrate information
not present in the data but accredited by specialists, this approach uses Monte
Carlo Markov Chain (MCMC) approximation techniques. We study the asymp-
totic properties of the models deduced from these two approaches, including the
convergence time to the quasi-stationary distribution in the first case and to the
stationary distribution in the second. We test various hypotheses on the models.
The Markovian approach is no longer valid on the second larger data set where he
had to use a semi-Markov models: the distributions of the sojourn times on given
states are not necessarily geometric and may depend on the next state. Again
we use maximum likelihood and Bayesian approaches. We study the asymptotic
behavior of each of these models. In terms of applications, we have determined
the time scales of these dynamics.

Keywords: Makov models, semi-Markov models, maximum likelihood, Bayesian
statistics, Monte Carlo Markov chain (MCMC), land-use dynamics.






Notations

— Xj.,, désigne la suite (Xq,..., Xp).

— X ~ (@ signifie que la variable aléatoire X suit la loi Q).

- X1 id signifie que les variables X; sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi Q.

14(X), fonction indicatrice de I’ensemble A

1 si XeA,

0 sinon.

14(X) = {

— 0;; est le symbole de Kronecker : §;; = 1 si ¢ = j et 0 sinon.
— f(z) x g(z) signifie que les fonctions f(x) et g(x) sont proportionnelles.
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Glossaire

abattis briilis pratique agraire qui consiste a défricher les champs (souvent fo-
restiere) par le feu, puis sont cultivés pendant une bréve période pour étre

ensuite mis en jachere..

Culture annuelle Culture (plante) qui ne vive qu’une saison, qui nait, fructifie

et mort dans la 'année (mais, manioc,. . .).

Culture pérenne culture dont la durée de vie peut s’étaler sur plusieurs années.
EMYV Estimateur du maximum de vraisemblance.

Forét naturelle forét primaire, forét vierge qui n’a jamais été exploité.
Forét secondaire forét qui a repoussé (plantée ou par régénération).

forét tropicale forét qui croit dans les regions tropicales et subtropicales : forét
avec des grands arbres, climat chaud et beaucoup de pluie.

Herbe Végétation principalement herbacée.

INRA Institut nationale de recherche en Agronomie.
INRIA Institut nationale de recherche en informatique et en automatique.

IRD Institut de recherche pour le développement .
Jachére Terre cultivable laissé en repos.

MCMC Méthode de monté carlo par chaine de Markov.
MODEMIC Modélisation et optimisation des dynamiques des ecosyst

emes microbiens.

parcelle portion de terrrain de méme culture.

processus stochastique Une famille (X, ),cy de variables aléatoires. Il sert a

decrire I’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du temps.

Rizire Parcelle reservée a la culture du riz .
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Chapitre 1

Introduction

Madagascar est réputée pour sa grande forét tropicale située le long de la
cote est du pays (cf. Figure 1.1). Cette forét, qui abrite une grande biodiversité
essentiellement constituées d’especes endémiques, est 1'une des grandes richesses
de I'lle.

La population malgache est principalement constituées d’agriculteurs, pour-
tant le probleme d’auto-suffisance alimentaire est encore une grande préoccupa-
tion pour le pays. Ce paradoxe s’explique par le fait que les paysans malgaches
utilisent toujours des techniques traditionnelles basées sur les systemes d’abattis
briilis. Ces techniques sont souvent peu productives et ont un impact néfaste sur
I’environnement et les ressources naturelles. En particulier, elles ont largement
contribué au phénomene de déforestation qui ravage la forét de I’est du Pays. De
nombreux travaux suivent et tentent d’expliquer ce phénomene [20, 5].

Les politiques agricoles doivent donc prendre en compte deux objectifs anta-
gonistes : tendre vers une production suffisante tout en préservant les ressources
naturelles et notamment les foréts primaires et la biodiversité associée. Il est donc
particulierement important d’analyser et comprendre les dynamiques agraires no-
tamment celles en bordure du corridor forestier Ranomafana-Andringitra.

Cette these vise a proposer des modeéles de dynamiques d’usages des sols. Ces
modeles sont inférés en s’appuyant sur des mesures de terrains, et vont permettre
de répondre aux questions suivantes :

(i) Les dynamiques d’usages des sols se stabilisent-elles ¢

(it) Quelle est la natures des dynamiques stabilisées ?

(ii1) Enfin, a quelle vitesse ces dynamiques se stabilisent-elles ¢
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Figure 1.1: Forét dense et humide a l’est de Madagascar



Les études des dynamiques d’usages des sols peuvent se faire a grande échelle
(province, région) [1, 2, 12] ou a petite échelle (village, parcelle) [35, 48]. Notre
étude se fait a I’échelle des parcelles : & partir des historiques des usages des
parcelles dans le village d’Ambendrana (cf. Figure 2.1), nous proposons des mo-
deles d’usages des parcelles qui seront ensuite utilisés comme outils d’inférence
des dynamiques existantes. Contrairement a Agarwal et al. [2], nous ne tenons
compte que des dynamiques temporelles afin de comprendre 1’échelle de temps
sur la dynamique d’utilisations des parcelles.

Nous travaillons sur les modeles markoviens a temps discret et a espace d’états
fini. Ces modeles ont rencontré un vif succes depuis les années 50, notamment
en économie agraire ainsi qu’en dynamique écologique ou forestiére. L’approche
markovienne permet :

— de rendre compte de phénomeénes aléatoires inhérents a [’écologie,

— de décrire des dynamiques admettant des équilibres stochastiques,

— d’améliorer la robustesse des modéles en encapsulant les erreurs des modéles

dans des termes stochastiques.
Le fait que les chaines de Markov peuvent converger vers un équilibre, la mesure
invariante, tout en conservant un comportement aléatoire a rapidement séduit
la communauté des écologues. Les modeles markoviens permettent en effet de
rendre compte de la convergence d’un systéme écologique vers son climax.

Plusieurs applications on été étudiées notamment en écologie [57, 56], en dyna-
mique agraire [8, 53|, en dynamique forestiére [24, 17] ainsi qu’en séquestration
du carbone [25, 39, 44, 46, 27]. Ces modéles peuvent aussi prendre en compte
les dimensions socio-écologiques [45]. Ils sont actuellement aussi utilisés dans le
contexte de 'exploitation des données satellitaires, notamment en conjonction
avec les outils des systémes d’informations géographiques [60]. Outre la modéli-
sation, I'ingénierie markovienne se préte également a l'inférence statistique, au
contrdle et a l'aide a la décision.

Il existe plusieurs extensions des modeles markoviens : les modéles de Markov
cachés qui permettent de prendre en compte les dynamiques cachées d’un pro-
cessus [54], les modéles semi-markoviens qui autorisent une plus grande souplesse
concernant les temps de séjour dans un état donné et les champs spatio-temporels
markoviens qui permettent de prendre en compte les dynamiques spatio-temporel-

les [61]. Il existe enfin de nombreuses généralisations au temps continu.

Partant d’un premier jeu de données, nous proposons différents modeles de
Markov classiques. Nous estimons la matrice de transition de la chalne de Markov
d’abord a l'aide de la méthode de maximum de vraisemblance [3] puis & l'aide
de I’approche bayésienne en utilisant la loi a priori non informative de Jeffreys.
Le calcul de la loi a posteriori associée a la loi de Jeffreys n’est pas explicite,
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nous faisons donc appel & une méthode de Monte Carlo par chaine de Markov
(MCMC).

A l'aide d’'un deuxiéme jeu des données, nous inférons des modeles de types
semi-markoviens. L’inférence se fait par une méthode empirique [7, 6], une mé-
thode de maximum de vraisemblance et une méthode bayésienne. Pour la mé-
thode bayésienne, nous utilisons & nouveau la loi de Jeffreys comme loi a priori
et le calcul de la loi a posteriori se fait par une méthode MCMC. En général, les
différentes méthodes d’inférences conduisent a des modeles différents, qui ont des

propriétés asymptotiques différentes.

Au Chapitre 2, nous introduisons le probléeme de dynamique agraire et la
démarche de modélisation que nous adoptons. Au Chapitre 3, nous présentons
des généralités sur les chaines de Markov. Au Chapitre 4, nous utilisons les chaines
de Markov afin de modéliser la dynamique d’utilisation des parcelles. Des tests
statistiques sont proposés dans le Chapitre 5 pour évaluer les modeles markoviens
étudiés précédemment. L’objectif de ces tests est de mesurer I'adéquation des
modeles au jeu de données. Le Chapitre 6 est une présentation générale des
chaines semi-markoviennes et le Chapitre 7, leurs applications au probleme de

dynamique agraire.



Chapitre 2

Le probleme de dynamique
agraire sur le bord du corridor
forestier Ranomafana—Andringitra

2.1 Contexte

Le corridor Ranomafana—Andringitra est le nom donnée au couloir forestier
de 200 km de longueur qui relie les deux parcs nationaux de Ranomafana et
Andringitra, voir la figure 2.1. Il joue un réle primordial dans le maintien de la
forét de l'est du pays. Il assure en particulier les échanges biologiques entre les
deux aires protégées.

Face aux pratiques agricoles paysannes comme le tavy (aménagement par
défriche-briilis pour cultures vivrieres), aux feux et coupes servant aux activités
de production (chasse, élevage, exploitation des bois forestiers, etc.) le corridor
Ranomafana—Andringitra est en danger [41, 48]. Actuellement il fait l'objet de
différents projets de conservation menés par différents intervenants dont 1’état est
le principal acteur.

Un compromis doit étre établi entre d’une part les paysans qui ont pour ob-
jectif de maximiser la production et d’autre part les dirigeants (décideurs) qui
doivent mettre en place des politiques d’exploitation pour accompagner les pay-
sans dans ’exploitation de leurs ressources tout en respectant certaines contraintes
(nationales ou internationales) sur le respect de I'environnement et les ressources
naturelles.

Le but a long terme, qui dépasse ce travail de these, est de pouvoir développer
des stratégies de gestion qui permettent de concilier les intéréts des agriculteurs
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LEGEND
Fianarantsoa
:] study area

l:l township boundary
district boundary

L] protected area Andringitra National Park

forest corridor 30 15 0 30 Kilométres

Figure 2.1: Zone d’étude : Village d’Ambendrana, commune rurale Androy qui se
situe au bord du corridor forestier Ranofamana-Andringitra.

avec la protection de la forét malgache et des enjeux associés en termes de pro-
tection de la biodiversité. La présente theése constitue 1’étape préalable dans ce
processus : comprendre les pratiques agricoles existantes notamment ces dyna-

miques. Deux questions sont alors posées :

(7) les successions culturales convergent-elle vers une proportion d’usage des

parcelles stable ?

(it) au bout de combien de temps peut-on atteindre cette stabilité ?

A partir des données d’usage des parcelles, nous développons des modéles
qui seront ensuite utilisés comme outils d’inférence statistique de la dynamique
sous-jacente. Ces analyses statistiques permettent de comprendre la nature et les

propriétés de cette dynamique.

2.2 Les données

Nous nous appuyons sur le travail de Carriere et al. [11]. Le village d’Amben-
drana se caractérise par un paysage hétérogene composé de parcelles dédiés a des
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riziére

culture pérenne

aménagement

plantation
forét naturelle

culture annuelle Coupe hoisement

défrichement

abandon en herbe

défrichement

labour

herbe

remise en culture abandon en jachére

forét secondaire retour en jachere

régénération

jacheére

Figure 2.2: Dynamique d’ occupation des parcelles au bord du corridor forestier
Ranomafana-Andringitra.

usages des sols différents que nous appellerons les états de la parcelle :

— Forét naturelle (Fn), ou forét primaire,

— Culture annuelle (Ca) : cultures vivriéres (manioc, haricot etc.),

— Jachére (Jc),

— Rizire (Rz),

— Culture pérenne (Cp) : canne a sucre, boisement ou plantation d’arbres

(pins, eucalyptus, etc.),

— Herbe (He) : prairie ou savane herbeuse,

— Forét secondaire (Fs) : formation secondaire de plus de 25 ans (jachére

arborée de plus de 25 ans).

L’utilisation d’une parcelle évolue au cours du temps sous l'effet des pratiques
paysannes mais aussi selon des phénomenes écologiques naturels. A 'aide de
collectes de données et d’enquéte aupres des paysans, les experts de 'IRD ont
établi des regles de changement d’usage des parcelles, voir la figure2.2.

Initialement, toutes les parcelles sont a ’état forét naturelle. Les habitants
défrichent et aménagent la forét pour en faire soit une riziere lorsque la parcelle
est dans les bas-fonds, soit des cultures vivrieres (manioc, mais, haricot). Apres
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quelques années de culture, les parcelles sont laissées en jachere. L’état culture
pérenne désigne les plantations pérennes comme la canne a sucre, le café, la
banane ou des arbres (pins, eucalyptus, mimosa, bambous).

L’équipe animée par Dominique Hervé a reconstitué I’historique cultural de
plusieurs parcelles situées dans le village d’Ambendrana. Dans cette thése, nous
travaillons sur deux jeux de données construits a partir de ces historiques.

Le premier jeu de données est composé de 42 parcelles suivies pendant 22
ans, de 1985 & 2006. L’historique d’occupation des sols pendant ces 22 années
est représenté dans le tableau 2.1. Ces observations font apparaitre seulement 4
états :

— Forét naturelle (Fn),

Culture annuelle (Ca),

— Jachere (Jc),

— Culture pérenne (Cp).

Le deuxieme jeu des données est plus étendu. Il concerne les usages des 131
parcelles de 1956 a 2006, c’est-a-dire pendant 50 ans, voir la figure 2.3. Le nombre
d’états a naturellement augmenté puisque le nombre de parcelles a augmenté. En
plus des quatre états précédents, on observe I'apparition de trois autres états :

— Herbe (He),

— Riziere (Rz),

— Forét secondaire (Fs).

2.3 Démarche de modélisation

Cette theése n’a pas pour but de développer des stratégies d’exploitation des
parcelles agricoles encore moins d’établir des nouvelles politiques agricoles. Elle
vise & mettre en place les bases d’une démarche de modélisation pour aider les
acteurs et les décisionnaires de ces politiques. Les modeles proposés constituent
des outils d’analyse et de compréhension qui permettent d’exploiter les données
de terrain a ’aide de traitements statistiques.

La toute premiére étape dans cette exploitation est de construire la matrice de
transition empirique en comptant les fréquences relatives des différentes transi-
tions observées. Ce simple comptage revient en fait a supposer que la dynamique
sous-jacente est markovienne homogene en temps et indépendante d’une parcelle
a lautre. Cette hypothese est évidemment irréaliste : il y a toujours des effets
mémoire contredisant I’hypothese de Markov et les dynamiques des parcelles ne
peuvent pas étre indépendantes les unes des autres. Cette hypothese préliminaire
permet néanmoins d’analyser les données, d’en extraire une certaine information
notamment en termes d’échelles de temps. Ces échelles de temps concernent a la
fois les dynamiques anthropiques (choix des agriculteurs, évolution des politiques
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Tableau 2.1: Jeu de données n° 1 : Etats annuels des 42 parcelles qui se trouvent

Y

sur la lisiére du corridor Ranomafana—Andringitra, cf. Figure 2.1. Chaque par-

celle peut présenter 4 états possibles : “ forét naturelle” (Fn), “culture annuelle”

(Ca), “jachére” (Jc), et “culture pérenne” (Cp)
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années

Figure 2.3: Jeu de données n° 2 : Evolution annuelle de l'occupation des 151
parcelles sur la lisiere ouest du corridor Ranomafana—Andringitra. On observe 7
états : Forét naturelle (Fn), Culture annuelle (Ca), Jachére (Jc), Culture pérenne
(Cp), Herbe (He), Riziére (Rz) et Forét secondaire (Fs).
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agricoles) et les dynamiques écologiques (recolonisation par la forét).

Sur le premier jeu de données, voir le tableau 2.1, nous travaillons dans le cadre
des modeles markoviens. Dans un premier temps, on fait appel a la statistique
empirique, correspondant a l'approche par maximum de vraisemblance. Cette
approche ne permet pas d’intégrer la connaissance a priori des spécialistes en
charge des relevés et des enquétes de terrain, pour cela nous faisons appel a la
statistique bayésienne. Les résultats obtenus sont relativement différents.

Les modeéles de Markov ne sont pas adaptés au second jeu de données, cf. figure
2.3. Nous faisons appel a des modeles semi-markoviens pour inférer la dynamique
d’usage des parcelles. Pour ces modeles, ’approche empirique ne correspond pas
exactement a I'approche par maximum de vraisemblance. En plus de ces deux
approches, nous faisons & nouveau appel a ’approche bayésienne afin d’intégrer
la connaissance des spécialistes qui n’est pas présente dans le jeu des données.






Chapitre 3

Généralités sur les chaines de
Markov

Dans ce chapitre, nous reprenons quelques résultats classiques sur les chaines
de Markov. On peut se reporter a [37] pour plus de détails.

3.1 Concepts de base

3.1.1 Deéfinitions et propriétés

Considérons un processus stochastique en temps discret (Xp,)nen défini sur
un espace de probabilités (2, F,P), a valeurs dans un espace d’état fini E. La loi
d’un tel processus est la donnée de :

P(Xo =1i0,...,Xpn =1in),
pour tout n > 0 et ig,...,4, € E.

Définition 3.1.1 (Chaine de Markov). Un processus stochastique (Xp)n>0 est
appelé chaine de Markov si pour tout n € N, la loi conditionnelle de X, 11 sachant
Xo, X1,..., X, est égale a la loi conditionnelle sachant X,,, c’est-a-dire, pour tout
10,21, ---50ln € E :

P(Xni1 = iny1|Xo =0, X1 = 11,... . Xp = in)

. . (3.1)
= P(XnJrl = Zn+1|)(n = Zn)-

Si de plus, la probabilité
P(Xn—H = J|Xn = Z)

13
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ne dépend pas de n, c’est-a-dire
Vn € N, P(Xpq1 = j|Xn =) = P(Xy = j[Xo =1),
alors la chaine de Markov est dite homogéne.

Dans la suite, toutes les chaines de Markov seront supposées homogenes. Nous
adoptons la notation :
déf
gy ={pp+1,....q}
Ainsi Xy = tnem signifie X, = i, Xpr1 = intty - o Xom = -
Définition 3.1.2 (Matrice de transition). Etant donnée une chaine de Markov
homogéne (Xp)nen @ valeurs dans E, la matrice Q = [Q;;] définie par
def . .
Qij = P(Xn1 = j|Xn = 14) (3.2)
est appelée matrice de transition.

Une matrice de transition @ vérifie ();; > 0 pour tout 4,7, et >_;cpQij = 1
pour tout i. Chaque ligne de cette matrice est donc une loi de probabilité sur
I’espace d’état E.

Définition 3.1.3 (Loi initiale). La loi p définie par :
déf .
pi = P(Xo = 1)

est appelée loi initiale.

Si (X;)nen admet @ comme matrice de transition et p comme loi initiale,

alors on dira qu’elle est une chaine de Markov (i, Q).

Proposition 3.1.4. La loi d’une chaine de Markov homogeéne est enticrement
déterminée par la donnée de sa matrice de transition et de sa loi initiale. En effet,

pour tout n € N et pour tous états ig,11,...,1in, de E :
P(Xomn = d0mn) = ig Qigiy = Qi _yin- (3.3)
Démonstration. Soit (X, )nen une chaine de Markov (u, Q) homogene. Alors :
P(Xo0.n = d0:n) =P(Xo = i0) P(X1 = i1| X0 = i0)
. [P(Xn - in’XO:nfl — 'L'O:nfl)
= Hig Qioil T Qinflin'

Posons :

n fois

avec Q) = I (matrice identité).
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Théoréme 3.1.5. Si (X,,)n>0 est une chaine de Markov homogéne de matrice

de transition Q) et de loi initiale u, alors :
(3) P(Xp = j|Xo = i) = P(Xppp = j| X, =) = QY
(i) P(Xn =j) = [nQ™];.

(iid) B (f(Xn)|Xo =1) = [Q™ f];

pour tout n >0 eti,j € F.

Démonstration. Pour (7) nous pouvons écrire :

P(Xn = ]|X0 = ’L) = Z P(Xn =J, X1n-1= 2.1:n71’)(0 = Z)a

i1:n—1

_ Z i Qiil T Qin_lj _ [Q(n)]” )

T1in—1 'U/l
Pour (i)
P(X, =j)=> P(X,=j,Xo=1i)
i€k
=Y P(Xp = X0 = i) i = [0 Q™) .
i€E
Enfin (#7) s’obtient par
E[f(Xn)|Xo =] = Y f()P(Xn = j|Xo = 1),
jeE
= Q™).

n

Théoréme 3.1.6 (Equation de Chapman-Kolmogorov). Soit (X,,)n>0 une chaine

de Markov homogéne. Pour tout couple (i,j) d’états de E et pour tout couple

(n,m) d’entiers naturels :

P(Xnam = j|Xo =1) = > P(Xy, = k[ Xo = i) P(X;, = j| X0 = k).
keE

Démonstration.

P(Xnam = j|Xo =1) = > P(Xnim = j|Xn =k, Xo = i) P(X,, = k| Xo = i)

keE

= P(Xpgm = j|Xn = k) P(X,, = k| Xo = 9)
keE

= > P(Xm = j1Xo = k) P(X, = k| Xo = i)
keE

(car (Xp)n>0 est chaine de Markov homogene)

= P(X, = k|Xo = i) P(Xpn = j| X0 = k)
keE

(3.4)
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En notation matricielle, (3.4) peut s’écrire :

Q(n+m) _ Q(n) Q(M)7

ou () est la matrice de transition de (X,,)p>0-

3.1.2 Propriétés de Markov

Pour une chaine de Markov (X,,),>0 de matrice de transition @), on note P,
la probabilité définie sur (€2, F) telle que sous Py, (X5)nen admette 1 comme loi
initiale, c’est-a-dire :

Pu(Xo = j) < u;
pour tout j € E.
Pour tout ¢, j € E, on note P; = P5, ou J; est la loi de probabilité définie par :

c’est-a-dire :
Pi(Xo = j) = di;.
Définition 3.1.7 (Temps d’arrét). Soit :
Fn=0(Xo,...,Xn)

la filtration naturelle associée au processus (Xyp)n>0. Une variable aléatoire T a
valeurs dans NU {oo} est appelée temps d’arrét si

{T=n}eF,

pour tout n. L’observation de la chaine jusqu’a ’instant n, permet de décider si
T vaut n ou non.

Théoréme 3.1.8 (Propriété de Markov faible). On considére une chaine de
Markov (X,,)nen de matrice de transition Q et de loi initiale p. Pour tout i € E
et n € N, conditionnellement a X, =i, le processus (Xp)pGN défini par

déf
X — n+p

est une chaine de de Markov indépendante de F,,. La chaine (Xp)pen @ la méme

matrice de transition que (Xp)nen et sa lot initiale est 6;, c’est-a-dire :
P(A N {XO:m = 1nn+m}|Xn = Z) = ]Pz(A|Xn = Z) ]P(X():m = in:n+m|Xn == Z)
et
IPJ(*Xv():m = Z.n:n—&-TrL|AXPn = 'l) - 5iin Qinin+1 T Qin+m,1in+m
pour tout A € F,, m >0 etiy, ..., ip+m € E.
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Démonstration. 1l suffit de se limiter aux événements A € F,, de la forme A =
{Xo:n = ip:n} pour tout ig,...,i, € E. Ona
P(A N {X0:m = inemtim } Xn = 1) =
=P({Xom = iom} N {Xnmim = tninym} | Xn = i)
= P(Xo:nt+m = 10:n+m|Xn = 1)
_ PU{Xomim = lomsm} 0 {Xn = )

P(X, =1)
— IP)(XO:n+m = 10:n4m) 5o
P(X, = i)
— /“[/7:0 Qioil o Qinflin Qinin+l o Ql’n+m71in+m 6
P(X,, =) i

Hio Qigir *** Qin_1in

= - ]Pizi)l( _ Zl) S 5’LZn X Qinin+l e Qin+m—1in+m
n —
P(XOITL = iO:n)

= m 511” X ]P)(Xnin-i-m = Znn—l—m‘Xn — l)

= P(XOZTL = Z0n|Xn = Z) X ]P)(XO:m = Znner’Xn = Z)
=P(A|X,, = i) X P(Xoun = inensm|Xn = 1) .

On a donc démontré les deux identités. 0

Théoréme 3.1.9 (Propriété de Markov forte). Considérons une chaine de Mar-
kov (11, Q), (Xn)nen, et soit T un temps d’arrét. Pour tout i € E, conditionnel-

lement a {T < oo} N{ X7 =i}, le processus (Xp)nen défini par :
X’n (ﬁf XT+n

est une chaine de Markov (§;,Q), indépendante de Fr pour tout n € N. Autre-
ment dit :

P(AN{ X0 =g H X7 =i, T < 00)
=P(A| X7 =i, T < 00) P(Xoe = Goen| X7 = 4, T < 00)
et
P(Xoum = toun | X1 = 1, T < 00) = 653 Qigiy *** Q1
pour tout A € Fr et pour n > 0.

Démonstration. Soit T un temps d’arrét A € Fp, alors Vm € N, AN{T =m} €
Fm. D’apres la propriété de Markov a l'instant m on a :
]P)(A N {T = m} N {XO:n = f();n}|XT =1,T< OO)

=P(AN{T = m}| X7 =i, T < 00) P(Xo:, = ligen| X7 = i, T < 00)

et nous démontrons le résultat en faisant la somme sur m € N. 0
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3.1.3 Classification des états

Définition 3.1.10. Soit i et j deux états d’une chaine de Markov (Xy)n>0 de
matrice de transition Q. L’état j est dit accessible d partir de i noté i — j, si et
seulement st :

3n € N,P(X, = j|Xo=i) = Q) > 0.
On dit que les états i et j communiquent, noté i <> j si et seulement st j est

accessible a partir de i et i est accessible a partir de j.

La relation ¢ <> j est une relation d’équivalence sur E. L’espace d’état E peut
étre donc partitionné en classes d’équivalence pour cette relation.

Définition 3.1.11 (Chaine irréductible). Lorsque l’espace d’état E est réduit a
une seule classe d’équivalence, on dit que la chaine est irréductible. Dans le cas
E fini, cela est équivalent au fait que tous les états communiquent.

0.85

0.24

0.95

J

Figure 3.1: Graphe d’une chaine de Markov non irréductible, possédant deux
classes : {1,2} et {3,4,5}.

Définition 3.1.12 (Etat récurrent et état transient). Un état i est dit récurrent
st et seulement si, partant de i, la chaine revient P;-presque strement a [’état ©,
c’est-da-dire

P;(X,, = i pour une infinité de n) = 1.
Si de plus, ’espérance du temps de retour en i est finie, on dit qu’il est récurrent

positif. Un état non récurrent est dit transient.

Définition 3.1.13. On dit qu’une chaine de Markov ou sa matrice de transi-
tion est récurrente (respectivement transiente) si tous les états sont récurrents

(respectivement transients).



3.1. CONCEPTS DE BASE 19

Remarque 3.1.14. Pouri € F, soit T; le premier temps de retour a [’état i :
(i) sii est récurrent, alors P; (T; < o0) =1,

(77) sii est transient, alors Pi(T; < c0) < 1.

Définition 3.1.15. Pouri € E,r € N soit Tz-(r) le temps du ¢ retour d ’état
i, c¢’est-a-dire Ti(o) =0, Ti(l) =1T; et

(r4+1) . (r) .
T, =inf{n >T,"" +1,X, =i}

2

e

pour tout v € N. La longueur de la r®™ excursion d l’état i est :

T
0 sinon.

ﬂw:{ﬂ”—ﬂr” si TV < o0,

Lemme 3.1.16. Soit (X,),en une chaine de Markov de matrice de transition

)

Q. Pour tout r > 2, conditionnellement a Ti(r_1 < 00, SZ-(T) est indépendant de

{Xm:m < TZ-(T_I)} et
P(S") =TV < 00) = Pi(T; = n).

Démonstration. D’apres la propriété de Markov forte appliquée au temps d’ar-
rét T = TZ.(T_I), conditionnellement & T < oo et Xy = i, le processus (X, =
X74n)n>0 est une chaine de Markov (0;, Q) indépendante de Fr. Alors Si(r) =
inf{n > 1, Xp4,, = i}, le premier temps de retour de (Xn)nzo a Détat i, a la

méme loi que 7T; sous P;.

O

Proposition 3.1.17. Soit (X,,),en une chaine de Markov de matrice de transi-

tion QQ, on note V; le nombre de retours a l'état i € F, i.e :

Vi=> 1{x=i)-

n=0
Alors,
E(V) =Y Q. (3.5)
n=0
Si on note f; = P;(T; < 00), alors :
Pi(V; > 1) = f (3.6)

pour tout v € N,
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Démonstration. Pour (3.5), on a :

Ei(Vi) =E;i Y 1x,— = > Ei(lx,=i)
n=0 n=0

o o0
=Y Pi(X, =) =Y (Q™)y
n=0 n=0
Nous démontrons (3.6) par récurrence, pour 7 = 0 on a P;(V; > 0) = 1.
Notons que si Xg = 1, alors :
(Vi >r} = {1 < o}, (3.7)

Donc :

En utilisant le Lemme 3.1.16 , on a :

Pi(Vi>r+1)=fifl = fIth.

Corollaire 3.1.18.

(i) Sii est récurrent alors :
Pi(Vi = 400) = 1.
(7)) Sii est transient alors :
BV = K) = (1L— £ 5F.
Démonstration. (i) Si i est récurrent,
Pi(V; = 00) = rlggoPZ(V’ > )
= rllglo[]P’z(ZI} <o0)]" =1.

(%) Si ¢ est transient,

Pi (Vi = k) = P; (1" < 00, T/**V) = 0)
= BT = oo| ") < 00) Py(T{") < o0)
= Py(T; = o0) P{(T") < o)

1 - Py(T; < 00)) P{(T™ < o0)
1
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Définition 3.1.19 (état absorbant). Un état i € E est dit absorbant lorsque la
probabilité de rester dans ce méme état lorsque l'on y parvient est égale d 1, i.e.

Qi =P(Xpy1 =i|X, =i)=1.

0.3

0.7 0.2

Figure 3.2: Chaine de Markov contenant 3 classes {1,2}, {3} et {4}. L’état 4 est
absorbant, les états 1,2 et 4 sont récurrents et l’état 3 est transient

Exemple 3.1.20. Soit (X,,)nen une chaine de Markov de matrice de transition

03 07 0 O
03 07 0 O
0.2 03 02 0.1
0 0 0 1

Q=

La chaine comporte 3 classes {1,2}, {3} et {4}. L’état 4 est absorbant, les états
1,2 et 4 sont récurrents et l’état 3 est transient, cf. Figure 3.2.

3.1.4 Période d’un état

Définition 3.1.21. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov (p, Q) a valeurs dans
E. La période d’un état i € E est l'entier d(i) défini par :

d(i) = PGCD{n > 1 tel que QZ(?) > 0}.

Lorsque d(i) = 1, l’état i est dit apériodique.

On démontre aussi que :
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(i) tous les états d’'une méme classe ont la méme période ;

(7i) sila chaine est irréductible et s'il existe un état apériodique, alors tous les
états sont apériodiques.

3.2 Chaine de Markov réguliére

3.2.1 Définitions et propriétés

Dans la section précédente, nous avons vu qu’une chaine de Markov est irré-
ductible si tout état est atteignable depuis tout autre état. Dans ce cas, on dit
aussi que la chaine est ergodique.

Définition 3.2.1 (Chaine régulieére). Soit (X, )nen une chaine de Markov de
matrice de transition Q. La matrice Q est dite réguliére si il existe une puissance
Q™) de Q dont tous les éléments sont strictement positifs. Une chaine de Markov
qui a matrice de transition réquliere est dite régulicre.

Remarque 3.2.2. (i) Une chaine de Markov qui est a la fois irréductible et
apériodique est une chaine de Markov régulicre.

(i) Une chaine de Markov réguliére est nécessairement irréductible (ou ergo-
dique). En effet, tout état est atteignable depuis un autre en m pas au plus
avec m plus petit entier tel que QU™ > 0. La réciproque n'est pas vraie en

général.
Les théorémes suivants résument les propriétés spectrales d’une matrice ré-
guliére.
Théoréme 3.2.3 (Théoreme de Perron-Frobenius). Si Q) est une matrice régu-
liere, alors il existe une valeur propre r > 0 de Q telle que :
(i) r est une valeur propre simple,

(i) pour toute autre valeur propre X # r, on a r > |\| (r valeur propre domi-
nante),

(@ii) le vecteur propre associé a r est unique d une constante multicatives prés.
On peut trouver une démonstration de cette proposition dans [47].

Proposition 3.2.4. Si Q est une matrice de transition d’une chaine de Markov
réguliere, alors () admet 1 comme valeur propre dominante.

Démonstration. Par définition de la matrice de transition, on a

ZQ@'ZLViEE.

jEE
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Le vecteur (1,...,1)* est donc un vecteur propre de @ correspondant & la valeur
propre 1.
Soit A une valeur propre de @@ de vecteur propre v et soit k tel que :

|vk| = sup |v;],
JjEE

alors :

Avel = 1> Qrj vl <D Qujlvsl <D Qi vkl = |ukl,
j j j

dott |A| < 1. 0

3.2.2 Loi stationnaire

Définition 3.2.5. Soit (X, )nen une chaine de Markov (u, Q) et m = (m;)icE
une loi de probabilité sur l’espace d’état E. Un vecteur de probabilité m est une loi
stationnaire (ou mesure invariante) par la matrice de transition Q, si elle vérifie
T Q = 7. C’est-a-dire si :

Y mQji=mi

JjEE

pour tout v € E.

Théoréme 3.2.6. Toute chaine de Markov réguliere admet une mesure inva-
riante strictement positive unique a une constante multiplicative prés, i.e. toutes
les mesures invariantes sont proportionnelles entre elles.

Démonstration. Si elle existe, la loi invariante est le vecteur propre a gauche
associé a la valeur propre dominante 1. Le théoréme de Perron-Frobenius appliqué
a @' (matrice transposée de ()) montre que I'espace associé a sa valeur propre 1
est engendré par un vecteur propre v dont toutes les composantes sont strictement
positives. En le normalisant, on obtient un vecteur de probabilité = > 0, qui est
la seule loi invariante. 0

Théoréme 3.2.7. Si Q est la matrice de transition d’une chaine de Markov

réguliere admettant ™ comme loi invariante, alors :
Q(-m — wiVi,j EFE (3.8)
i pooo J T ) ’

En d’autres termes :
lim P(X, =j)=m;

n—0o0

pour tout j € E.
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Démonstration. Nous reprenons I'argument de couplage utilisé par Norris [37].
Soit (Y,)nen une chaine de Markov réguliere de matrice de transition @,
indépendante de (X, )n,en. Fixons un état de référence b € E et posons :

T=inf{n>1:X, =Y, =0b}.

La démonstration se fait en trois étapes.

Etape (7) — Montrons que P(T' < co) = 1. Le processus (Wp,)nen défini par :
Wy = (XmYn)nGN

est une chaine de Markov & valeurs dans E x E et de matrice de transition Q

définie par
Q = Qi = Qij Quis

et de loi initiale A définie par :
Aik) = i Ok

ou 4 est la loi initiale de (X, )nen et « celle de (Yy,)nen-
Comme @ est réguliére, il existe N € N tel que Vn > N,

A(n) _ ) An)
Qumuy = Qij @u” >0

pour tout ¢,j,k,l € I. Par conséquent Q est aussi réguliere et possede une loi
invariante (Théoreme 3.2.6). D’aprés la Remarque 3.1.14, le premier temps de
retour 7' a Iétat (b, b) est fini p.s.

Etape () — Posons

X, sin<T,
Zn: .
Y, sin>T.

Montrons que le processus (Z,)nen est une chaine de Markov (u, Q). Notons
d’abord que d’apres la propriété de Markov, les processus (X714 )n>0 €t (Y740 )n>0
sont des chaines de Markov (9, @)), indépendantes de Fr. Par conséquent (Z,,)n>0
est une chaine de Markov (u, Q).

Etape (74) — Comme (Zy,)nen et (Xp)nen sont deux chaines de Markov qui

ont méme loi, alors :
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Comme 7; = P(Y,, = j), donc :

P(Xyn =) —mj =P(Zn = j) — P(Yn =)
=P(Z,=jn<T)+P(Z,=35n>T)
—P(Y, =j,n<T)-P(Y, =jn>T),
=P(Z,=jn<T)-PY,=j,n<T)
<P(Z,=jn<T)<Pn<T)

et
PY,=jn<T)-P(Z,=4,n<T)>PY,=jn<T)<Pn<T),
alors :
IP(X, = §) = )| <P(n < T).
Mais P(T < o0) = 1, donc P(n < T') — 0 lorsque n — oo, d’ou :

]P’(Xn = j) — Tj.
U

Théoréme 3.2.8. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov de matrice de transition

Q et ™ une mesure positive. Si :

lim Q

n—oo

pour tout © € E, alors m est une loi invariante pour Q.

Démonstration. On a :
- : (m)y _ 1 (n)
dYomi= lim (Q) = lim > Qi =
JEE JEE JEE
donc 7 est une mesure de probabilité. Par ailleurs :

= lim Q) = lim 3" QG Qu,

n—o00
keE

=> Jim QY Quy = > Tk Qu;

kerE keE

c’est-a-dire 7 = 7 Q. 0

Pour une chaine de Markov, on peut aussi établir une extension de la loi des

grands nombres.
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Théoréme 3.2.9 (Théoréme ergodique). Soit (X, )nen une chaine de Markov
(N, Q). Si Q est irréductible, alors :
Vi(n) 1

li = .
e E(T) 7°

ot
n—1
Viln) = > 1{xi=i)
k=0
désigne le nombre de wvisites a U’état i avant d’arriver a ’état n. Si de plus Q

est récurrente positive et (m;)icp est son unique probabilité invariante, alors pour
toute fonction bornée f: E — R on a

n—1
Jim kz_:of(Xk) =fps,

ol

Démonstration. Etape (i) — Si ) est transient et si le nombre total de visites a

I’état ¢ V; est finie p.s., alors :

Etape (#7) — Supposons maintenant que ) est récurrente et fixons un état ¢
quelconque; pour T' = T; on a P(T; < 00) = 1 et (X74n)n>0 est une chaine de
Markov (d;, @) indépendante de Fr.

Pour les deux chaines (X,,)nen €t (X74n)nen le temps nécessaire pour at-
teindre ¢ apres le premier passage est le méme, alors on peut prendre le cas
A =0;.

Désignons par SZ-(T

)

la longueur de la 7°™® excursion dans I’état i. D’aprés le
Lemme 3.1.16, les variables aléatoires (Si(T))TeN sont indépendantes et identique-

ment distribuées. On a :

Ei(S") = E(Th), (3.9)
S sV <, (3.10)
SW g i) > (3.11)

De (3.10) et (3.11), nous pouvons écrire :

Sz,l R Si(vi(”)—l) n S-(l) I SZ-(‘/i(n))
Vi(n) :

(3.12)
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D’apres la loi des grands nombres :

I
SE ST L gTy) ps.

n n—00

Comme @ est récurrente, alors V;(n) — oo p.s, en laissant n — oo, la relation

(3.12) nous permet d’écrire :

n
EzT’z (3
d’ou :
ou V() )

— .S.
n  n—oo Ez(T’z) b-8

Etape (7i7) — Enfin si @) est récurrente positive, il existe une probabilité inva-

riante g, - Soit f : E — R une fonction bornée telle que |f| < 1. Posons :
f=> mifi
i€EE

pour tout F' C F. Alors,

1 n—1 B ‘/Z n V; n ‘/7, n
’Zf(xw—f’: ) DIECCIE APPSO NI o LG
"i=o ier " iep! igr! T
SZ Vi(n) — T +Z Vi(n) + i,
ier! T igr! T
Vi
STD i LI S o (3.13)
ier! T idF
Comme on a prouvé que :
Vi(n)

n n—)oo> T, P-S,

pour € > 0 donné, choisissons F' fini tel que :
€
Z Us S 17

puis N = N(w) tel que

i€l
pour tout n > N. La relation (3.13) devient :

<e€

1 n—1 _
- S f(Xe) -~ f
k=0

pour tout n > N. 0
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Définition 3.2.10 (Chaine réversible). Soit (X,)nen une chaine de Markov de
matrice de transition (Q dans l’espace d’état E. Une probabilité m sur E est dite

réversible pour @Q, ou pour la chaine de Markov (X, )nen, Si -
T Qij =T jS VZ,] e k. (314)

Proposition 3.2.11. 57 une loi de probabilité m est réversible par rapport a une

matrice de transition QQ, alors elle est invariante par Q).

Démonstration. En sommant I’équation (3.14) sur j € E, on déduit que :
=Y mQi = mQji-
J J

D’ou, 7 est invariante. 0

3.3 Chaine de Markov absorbante

3.3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.3.1. Soit (X,,)nen une chaine de Markov (p, Q) dans E. La chaine

(Xn)nen est dite absorbante si elle contient au moins un état absorbant.

Dans la suite de cette section, nous supposons que (X, ),ecn admet r > 1 états
absorbants. Réarrangeons les états de F£ de maniere a placer d’abord les p états
non absorbants, ensuite les r états absorbants. La matrice de transition () peut

Q:(P R) (3.15)

s’écrire sous la forme :

0 I

ou P est une matrice p X p, R une matrice p x r, 0 désigne la matrice nulle de
taille 7 X p et I la matrice identité de taille . Cette représentation s’appelle forme

canonique de la matrice de transition Q.

Proposition 3.3.2. Soit QQ la matrice de transition d’une chaine de Markov

absorbante, écrite sous la forme canonique, alors :
lim P" =0, (3.16)

n—oo

et la matrice I — P est inversible et son inverse est :

[[—Pt= i P*, (3.17)
k=0
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Démonstration. Pour tout ¢ € F, soit :
m; & min{n >1: 3k >p, (Q")x >0}

le nombre minimal de pas nécessaire pour atteindre un état absorbant k£ depuis <.

Notons :
¢ =Pi(Xm, <p) <1

la probabilité de ne pas atteindre d’état absorbant en m; pas, partant de 1.
Remarquons que Pi(f) est la probabilité de se trouver dans un état non ab-
sorbant j, aprés n pas, partant de ¢, qui est inférieure ou égale a p;.
En prenant :

M = max m;, et ¢ = max g,
i=1...p i=1,...,p

on a PM < ¢. En particulier, Yn € N :
PMn < g™ 5 0 quand n — oo.

Pour I'inverse de I — P, considérons la forme canonique de ). En effectuant

une multiplication itérative, on a :

0 = P R P R\ (P> R+PR
Lo I o I ) \ o0 I '

o = P2 R+ PR P R\ (P® R+PR+PR
Lo I o I /) \ o I '

et par récurrence, on obtient :

0" — P" 1+P+P2+.-..+P"HR '
0 I
En multipliant (I — P) par ZZ;& P* ona :
n—1
[I—-P]> P*=1-P"
k=0
Comme P"™ — 0 quand n — 00, on a
o0
(I-P)> Pr=1I
k=0

d’ot .
[1—P]'=>" P~
k=0
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La matrice [I — P]~!, s’appelle matrice fondamentale de la chaine de Markov
absorbante, et on la notera F. En utilisant ’équation (3.15), on montre que :

lim Q”:<0 FR). (3.18)

La matrice F'R représente les probabilités de transition d’un état non absorbant
vers un autre état absorbant. Les éléments de F' correspondent aux états non ab-
sorbants de la chaine. Ainsi, I’équation (3.18) traduit bien le fait que la probabilité
d’absorption tend vers 1 lorsque le temps tend vers I'infini.

Proposition 3.3.3. Soit F' la matrice fondamentale d’une chaine de Markov
absorbante (X, )nen. L'élément f;; de F est l’espérance du nombre de passages
en j partant de i, c’est-a-dire :

fii =D 1x,—5). (3.19)

n>0
Démonstration. Posons Y, = 1x, —;, alors :
Ei(Yo) =Pi(Yn =1) = (Q")ij, et Es(D_ Yn) = > (Q")ij = fi5-

n>0 n>0

O

Proposition 3.3.4 (Temps d’absorption). En écrivant la matrice de transition
déf

sous sa forme cannonique, soit T = inf{n > 1 : X, > p} le temps jusqu’a
absorption, alors
P
Ei(r) =) fij- (3.20)
j=1
Démonstration. Pour tout état non absorbant j, on a :
P P
S fii =Y E(D_Yn) =Ei(D 1x,<p),
J=1 j=1  n>0 n>0
= Z ]P)i(T > n) = Z n]P)i(T = 77,) = EZ(T)
n>0 n>0

3.3.2 Loi quasi-stationnaire

Dans la forme canonique (3.15) de @ , la matrice P désigne la loi du processus
(Xn)nen avant I'absorption. Notons A ’ensemble des états non absorbants de E.
Munie de la loi initiale p et de la matrice P définie par :

P

Pj=——"_icF, (3.21
i S er Py )
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elle constitue un chaine de Markov réguliere (X,)nen sur A [37]. Cette chaine
admet une loi limite (invariante) qui représente les proportions des temps passés
sur chaque état avant que le processus soit absorbé. Cette loi limite s’appelle lo7
quasi-stationnaire de la chaine absorbante (X, )n,en [15, 58].

3.4 Principe des méthodes de monte carlo par chaine de
Markov (MCMC)

Les chaines de Markov ne sont pas seulement un outil de modélisation, elle
peuvent également étre utilisée comme outil d’approximation numérique. Dans
cette these nous faisons appel aux méthodes de Monte Carlo par chaines de
Markov ou MCMC (Markov Chain Monte Carlo), nous en rappelons maintenant
les grands principes, on pourra se référer a [32] pour plus de détails. Notons
ici que les chalnes de Markov utilisées sont décrites dans le cas d’espaces d’état
continu dans la mesure ou elles vont nous permettre d’échantillonner selon des

lois continues.

3.4.1 Principe de base

Les méthodes MCMC rassemblent les méthodes qui consistent a simuler une
loi de probabilité, dite loi cible, a partir d’une chaine de Markov ergodique. Ces
techniques ont été introduites par Metropolis et al. [34]. Avec les progres de
I'informatique, elles ont grandement diffusé dans le domaine de la statistique
bayésienne a partir des années 1990 [18], elles permettent en effet d’échantillonner
numériquement selon la loi a posteriori.

On souhaite calculer I'intégrale :

I() = ES (0] = [ f@)m(a), (322

ou 7 est une densité connue & une constante multiplicative prés et f une fonction
bornée d’un espace d’état E dans R (ici E est supposé continu).

Les méthodes MCMC permettent de créer une chaine de Markov (Xp,)nen
dont les échantillons sont distribués asymptotiquement selon la distribution re-

quise 7. La convergence est assurée par le théoreme ergodique 3.2.9 appliqué a
(Xn)nEN :

lim 55" f(X0) = Yomfi = Enf(X), X~
k=1

3.4.2 L’algorithme de Metropolis—Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings[21] est I'un des algorithmes MCMC les
plus utilisés. On se donne (la densité d’) une “loi instrumentale” ou “ loi de
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proposition” ¢ qui doit étre simulable rapidement et disponible analytiquement
a une constante pres. Partant d’une valeur initiale xg, on construit x,, n > 1 en

deux étapes :
(7) proposition : on simule y ~ ¢(-|zp—1),
(i) acceptation/rejet :

Yy avec la probabilité a(z,—1,9),
T, =
" ZTn—1 avec la probabilité 1 — a(x,—1,y)

m(y) q(w!y)>
7(z) q(y|)
est la probabilité d’acceptation. Cette derniere probabilité est choisie de telle

a(z,y) = min (1,

fagon que 7 soit réversible pour la chaine de Markov (x,,)nen. La loi de probabilité
7 sera donc invariante et la chaine (z,),en est irréductible, récurrente positive
et apériodique.

Si la loi de proposition est symétrique, i.e. ¢(y|z) = q(z|y), alors :

. 7T(@/))
a(r,y) =min ( 1, —=
(z,9) < ()
et on obtient la procédure de Metropolis décrite dans l'algorithme 3.1.
Si g n’est pas symétrique, on obtient la procédure de Metropolis-Hastings

détaillée dans l’algorithme 3.2.

Xg + z,
pour n=1,2,... faire
simuler y ~ q(-|Xp—1)
simuler u ~ U]0, 1]
o ¢ m(y)/(Xn-1)
si u < « alors
Xn vy
sinon
Xn — Xn,1
fin si
fin pour

AvrG. 3.1: Algorithme de Metropolis.
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Xo — T
pour n =1,2,... faire
simuler y ~ q(+| Xp—1)
simuler u ~ U[0, 1]
a < (7(y) ¢(Xn-1ly))/ (7 (Xn-1) q(y[ Xn-1))
si u < o alors
Xy
sinon
Xn — Xn—l
fin si
fin pour

ALG. 3.2: Algorithme de Metropolis-Hastings
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Chapitre 4

Modeles markoviens

L’utilisation des chaines de Markov dans la modélisation des dynamiques
d’occupation des sols n’est pas récente [54, 55, 59]. Le succes de cette approche
s’explique par sa simplicité mais également par le fait qu’en agronomie ou en
écologie, les dynamiques peuvent étre représentées par une succession discrete
d’un nombre fini d’états.

Dans ce chapitre, nous utilisons les chaines de Markov pour modéliser la
dynamique d’usages des sols correspondant aux parcelles dans la village d’Am-
bendrana. La matrice de transition de la chaine sera estimée a partir de I’his-
torique d’usages des parcelles pendant la période d’observation. Nous reprenons
en premier lieu la technique proposée par Anderson et Goodman [3] basée sur le
maximum de vraisemblance. Nous considérons également ’approche bayésienne
[51, 33]. Ces deux méthodes nous permettent d’avoir deux modeles de Markov

différents que ’on étudiera séparément.

4.1 Description du modeéle

4.1.1 Les observations

Nous considérons le premier jeu de données du tableau 2.1. Le jeu de données
représente la succession d’occupation des 42 parcelles pendant 22 ans (1986 a
2006). On a recensé quatre modes d’utilisation qui correspondent aux états des
parcelles : forét naturelle (Fn), culture annuelle (Ca), jachére (Jc), et culture
pérenne (Cp). Dans un premier temps, nous avons considéré tout ces quatre états
pour développer notre modele [10, 42]. Puis, apres avoir analyser le jeu de données
concerné, nous constatons que 1’état “forét naturelle” (Fn) est un état totalement
transient. Plus précisément, dés que le systéme quitte cet état, il n’ y revient plus.

35
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Ainsi nous avons décidé d’omettre cet état dans notre modele[9]. On s’intéresse
a la dynamique d’une parcelle a partir de sa premiére année de mise en culture.
L’espace d’état sera alors :

E ¥ {ca, Jc, Cp}. (4.1)

Pendant les 22 ans d’observations, les parcelles n’ont pas toutes la méme
année de mise en culture; par exemple, la parcelle n°1 a été mise en culture en
2000, les parcelles n°2, 3, 4 en 2001 etc. Par conséquent, les 42 parcelles n’ont
pas la méme longueur d’observation.

Soit NV, la longueur d’observation pour la parcelle p. En notant e%p ), I’état de
la parcelle p au temps n, ’ensemble des observations s’écrit :

(eépz)lsz>p:1:42 . (4.2)

Nous faisons les hypotheses suivantes :

(h1) Les parcelles sont indépendantes les unes des autres et ont la méme dyna-

mique.

(h2) La succession d’états d’une parcelle est dirigée par une chaine de Markov
homogene.

En d’autres termes, ces deux hypotheses signifient que les observations sont issues
d’une méme (Q, dca)-chaine de Markov (X,,),>1 homogene, i.e. :
POXIP = ePIX 1 = effnn) = Qe el?)
et X() ~ 5Ca-
Il faut noter que ces hypotheses sont partiellement irréalistes. En effet, dans
la réalité, la dynamique d’une parcelle donnée dépend de plusieurs mécanismes :
les décisions des agriculteurs, ’exposition, la pente et la distance a la forét, etc. Il

y a forcement une dépendance entre parcelles voisines. Cependant, les hypotheses
(h1) et (ha) permettent d’obtenir des résultats préliminaires importants.

4.1.2 Caractérisation du modeéle

Pour caractériser le modele, il faut définir la loi initiale p et la matrice de
transition @ de la chaine de Markov (X,,)n>1. Comme 'observation commence a
la premiere année de mise en culture, on peut prendre comme état initial I’état

Ca, i.e. :
déf

n= dca- (43)
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1— (91 — 92
culture annuelle
C
a 06
)
05 1— 05 — 0
0, &
05 culture pérenne
jacheére
] QJC 94
1— 93 — 94

Figure 4.1: Modéle markovien a 3 états : “culture annuelle” (Ca), “jachére” (Jc),
et “culture pérenne” (Cp) .

La loi de processus s’écrit alors :

P(X{, =ef) . Vp=1,...,42) = [[P(X{]}, =er,)
p=1
o (p) (» ) (» (P

= H dca (€1”) Q(elp 7e2p )- -Q(eﬁ_mez@’_l)
p=1

(4.4)
pour tout eﬁ{’) € E,ouQ=1[Q,7)ijcE-

La matrice de transition @ s’écrit sous la forme :
1— 01 — 92 91 92
Q= [Q(,7)ijer = 03 1—03—04 04 ; (4.5)
95 96 1- 05 - 96

ot 0 = (0;)1<i<e est le parametre inconnu appartenant a l’ensemble © défini par
OL 00,15 01+6<1,60;+60,<1,0;+0;<1)}. (4.6)

Dans la suite, nous désignerons par Py la probabilité sous laquelle, la chailne
de Markov (Xp,),>1 admet @) de parametre # comme matrice de transition.
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4.2 Inférence des modéles

La loi de processus (4.4) est caractérisée par la matrice de transition @ qui
a pour parameétre 0 = (0;)1<i<g € O. L’inférence du modele consiste donc a

(»)

estimer ce parametre # de Q a partir des observations (enzl: N, . Nous

)p:1:42
allons considérer deux méthodes différentes : la méthode de vraisemblance et la

méthode bayésienne.

4.2.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Dans cette section, nous allons utiliser les résultats de Anderson et Goodman
[3], pour estimer la matrice de transition @ de la chaine de Markov (X,,)nen-

Pour une parcelle p, soit :
5) det N-1
le? = 2:2 l{Xip_)lzi} 1{X7(1p):j} Vi, ] € E (47)
n=

le nombre des transitions observées d’un état ¢ vers un état j. Pour ’ensemble

des parcelles, le nombre total des transitions entre i et j est :

42
déf
ni; = Z nl(f) . (48)

p=1

Fonction de vraisemblance

La fonction de vraisemblance associée aux observations (eflpz)lz Np)p:1=42 est la

fonction L définie par :

42
éf
L: 0 — L(0) S [[Po(x{, =) ) (4.9)
p=1

et

42
(p) (p) (p) (p) (p)
L(9) = [T QM1 1) Q(1,2)"e5 Q(1,3)"er Q(2,1)"5% Q(2,2)"5

p=1
Q(27 3)"5% Q(S, 1)né§éa Q(37 2)né§}c Q(S, S)néggp
42
(p) (p) (p) (p) )
— H (1 — 6] — 92)nc§<;a Q?CaJc OZCan ngca (1 B 93 B 04)HJ€JC
p=1

(») (p) (p)
GZJCCP 0;CpCa HngJc (1 _ 05 _ 06)774((;;%1;



4.2. INFERENCE DES MODELES 39

En utilisant (4.8), on a :

L(Q) — (1 _ 91 _ 92)nCaCa G?Calc QSCaCP ngcCa (1 _ 93 _ 94)chc

S (4.10)
04JcCp 05CpCa QGCch (1 _ 05 _ QG)TLCPCP .

La fonction de log—vraisemblance est :

1(0) & log L(0) = ncacalog(1 — 01 — 62) 4 ncasc 10g(61) + ncacp log(f2)

+ Ngcca l0g(03) + nycyc log(l — 03 — 04) + nccp log(6s)
+ ncpea 10g(05) + nepac 1og(8s) + nepep log(1 — 05 — bg)

Estimateur du maximum de vraisemblance (EMV)

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6 est la valeur 6 qui maximise la

fonction de vraisemblance L(6), c’est-a-dire :

L() = max L(0).

En considérant la fonction log-vraisemblance, on peut calculer 6 en résolvant
I’équation de la vraisemblance :

a1(6)
W‘@:é - O, (411)
avec :
8l(‘9) _ Ncaca + Ncale al(e) _ NcacCa 4 Ncacp
99, (1-60-06) 6 96 (1-0—6s) 6
8l(‘9) _ NJcic + NJjcca al(e) _ NJycic N jccp
99, (1—0;—01) 05 96.  (1—01—6s) 6
8l(0) _ Ncpcp i Ncpca al(e) _ Ncpcp i Ncpac
99 (1—0s—0) 05 965 (1—05—0s) 0
Apres calcul, on trouve :
A Ncajc A Ncacp
91 = ) 92 = )
(nCaCa + Ncaje + nCan) (nCaCa + Ncage + nCan)
ég _ Njcca é4 _ Njccp
(nJcCa + NJcic + nJcCp) ’ (nJcCa + NJcic + nJcCp) ’
A Ncpca A Ncpac
= ) 96 — .
(nCpCa + NcpCa + nCpCp) (nCpCa + Ncpic + nCpCp)

En comptant les transitions dans le jeu des données, cf. tableau 2.1, ’estima-

teur du maximum de vraisemblance de la matrice de transition est :

0.7447699 0.2426778 0.0125523
QL' | 0.3385827 0.6614173 0 . (4.12)
0 0 1
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1—6’1—92

G culture annuelle
Ca 94
01 03 p

culture pérenne

jachere . ge

®

1—93

Figure 4.2: Modéle 2. Chaine de Markov réguliére a trois états : culture annuelle
(Ca), jachére (Jc), culture pérenne (Cp).

4.2.2 Méthode bayésienne

Avec estimateur du maximum de vraisemblance (4.12), les transitions Cp —
Ca, Jc — Cp et Cp — Jc ne sont pas permises. Selon les spécialistes, les transitions
Jc — Cp et Cp — Jc ne sont pas réalistes dans le contexte géographique de cette
étude, tandis que la transition Cp — Ca peut étre observée sur une échelle de
temps de plusieurs décennies.

Dans cette situation, nous supposons que :

(h3) Les transitions J¢ — Cp et Cp — Jc sont impossibles et que toutes les autres

transitions sont possibles.

Cette hypothese conduit la matrice de transition suivante :

1—6,—6, 6 6y
Q= 03 1—65 0 , (4.13)
94 0 1-— 94

avec 0 = (01,02,03,0,) € © = {6 € [0, 1]*; 61 + 0 < 1}, qui correspond au
modele décrit dans la Figure 4.2. Cette matrice est réguliere a condition que 6
appartienne a l'intérieur strict de ©.

Dans ce cas, 'utilisation de la méthode de maximum de vraisemblance menera

toujours a (4.12).
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Estimateur bayésien

Avec I’approche bayésienne, on suppose que le parameétre 0 est aléatoire et dis-
tribué selon une densité a priori 70 (#) qui résume les informations disponibles
sur 6. On calcule la loi a posteriori 7,0 (6) par la formule de Bayes :

7Tpost(e) 8 LZ(Q) ﬂ-prior(a) (414)

ou Ly(0) est la fonction de vraisemblance définie par

( H {QnCaCa nCaJc Q Can nJcCa "gfzc g)}éa Q ég():}’}
p=1 13 22 33
nP) nP)
1 { 1 _ 01 _ 92)7’Lcaca gnCaJc 0 Can (1 _ 03)nJch 9 JcCa ( 64) CPCP 0 CPCa}

— (1 _ 01 _ 02)nCaCa Q?Ca.}c chan (1 _ 93>nJch ggkca ( _ 94)nCpCP QZCpCa.

L’estimateur bayésien 6 du paramétre 0 est la moyenne de la loi a posteriori :

def f@ 9 L2 (9) ﬂ_prior(e) de
0 Thos : 4.15
/ Tpost( Jos L2(0) Tprion (0) A6 (4.15)

Loi a priori de Jeffreys

Le choix de la loi a priori reste primordial dans l'utilisation de ’approche
bayésienne. Les simulations numériques, présentés a la partie “Simulation : Choix
de la loi a priori” de cette section, montrent que parmi différentes lois a priori
(loi uniforme, loi beta), celle de Jeffreys est la plus adaptée a notre modele.

La loi de Jeffreys est une loi a priori non-informative, déterminée & l’aide de
la matrice d’ information de Fisher [32] par :

Torion(0) o \/det[Z(0)]. (4.16)

Cette matrice d’information de Fisher Z(#) s’obtient par :

. d%15(0)
T det Eo( —
(0) [ 9( 00y, 691) 1<k,i<4

ou l3(#) est la fonction de log-vraisemblance :

l2<6) = NcaCa 103(1 - 01 - 92) + Ncaje 10g(91) + Ncacp log(92)

+ Njce IOg(l - 93) + NJcca 1Og(93) + Ncpcp 1Og(1 - 04) + N¢pca 10g((94)
(4.17)

Z(0) peut s’écrire :
Ay, 00
Z(0) = 0 a3 O
0 0 aqy
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avec

82l2(0) 82l2(9) 82l
déf 220, 90,00 déf 2(0)
*%2—M(a%@ W&%)’ %'%@<aw )'
90,00, 0°6, k
D’ot det Z(0) = (det A12) X ag X a4 et

Tprior (0) X \/det Ao X a3 X ag. (4.18a)
En utilisant I’expression de la fonction de log-vraisemblance dans (4.17), on a :
62l2(0) _ ( Ncaca + nCaJc) 82l2(‘9) _ Ncaca
020, (1—0; —02) 9% T 001 00 (1—01 —02)
82l2(0) _ ( NcacCa T nCan) 8212(9) _ NcacCa
0204 (1 -6, —02)? 9% " 009 00, (1 -6, —062)
8212(0) _ ( NJcic + nJcCa) 8212(0) _ ( Ncpcp + nCpCa)
0205 (1 —65)2 9% ’ 020, (1 —64)2 92
et
_ E [naa] E [nac} E [naa] EG[nCaC} _ E [naa] 2
det Ay 2 = ((1—9912(32)2 + = 9§CJ ) ((1—991c—fc92)2 T 02 p) ((1—9910—;2)2) ’
(4.18b)
a3 = sl + Pelpeel (4.18¢)
ay = Toltcse] Mgw (4.184)
D’apres (4.7) et (4.8) :
P Np
nee = Z Z P@ = XTSZi)l = 6)
p=1n=2
P Ny
— 3 SR = 1, = (s =
p=1 n=2
P Ny
= Qeer Z Z]P)O X(p _6
p=1 n=2
P Np P Ny
= Qee’ Z Z (5CaQnil)e = Qee’ Z Z[Qnil]Cae (4-186)
p=1 n=2 p=1 n=2

pour tout e, e’ € E.
Assoudou et Essebbar [4] proposent une autre méthode plus complexe pour
calculer la loi a priori de Jeffreys.

Méthode de Monte Carlo par chaine de Markov

Bien que le calcul de la loi a priori de Jeffreys soit explicite, le calcul de la
loi a posteriori associée (4.15) ne peut pas se faire analytiquement. Nous faisons
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appel & une méthode de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC). L’algo-
rithme utilisé est I'algorithme de Metropolis-Hastings a noyau gaussien décrit par

l'algorithme 4.1.

choisir 6
60
pour k= 2,3,4,... faire
e ~ N(0,0?)
PP «— 0 + ¢
u~ U[0,1]
. Tpost (OP7F) g(6 — 6P7°P) >
a mm{l, oo (0) 9 (67 — ) } % g PDF of N(0,0%)

si u < o alors
6 + OP™P % acceptation

7] el
’ 0—|—k0
fin pour

ALG. 4.1: Algorithme de Metropolis-Hastings d noyau gaussien : la loi cible est
Tpost (0) définie par (4.14), et la loi de proposition est g(- —0), ot g est la densité
associée d la loi normale centréeN (0, 0?).

La figure 4.3 représente les échantillons obtenus par la méthode MCMC et
I’estimateur bayésien 6 du parametre 6. L’estimateur bayésien de () est alors :

0.74216087 0.2410902 0.01674893
Q L1 0.32459209  0.67540791 0 . (4.19)
0.02460644 0 0.97539356

Simulation : Choix de la loi a priori

Pour avoir une bonne loi a priori, nous avons considéré un modele simplifié
contenant deux états possibles {0, 1}.
Soit (X, )nen une chaine de Markov dans E = {0, 1} qui a pour matrice de

déf 01 1—91
©= ( 1—0, 0 )
ot § = (61,62) € [0,1]%.

On suppose que la loi initiale p de (X,,)nen est égale a sa loi invariante, qui

transition :

est une solution de I’équation :

pQ=p. (4.20)
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Figure 4.3: Estimateur bayésien et estimateur du mazimum de vraisemblance du
parametre 0 de la matrice de transition : échantillon de la loi a posteriori obtenu
par la méthode MCMC' en “—/vert”, la moyenne associée en “- - -/rouge” et
Vestimateur du mazimum de vraisemblance en “ -- /bleu”.

En résolvant (4.20), on trouve :

01 02 )
= , _ 4.21
: (91 + 0o ) (4.21)
On souhaite calculer 'estimateur bayésien du parametre inconnu 6 = (6, 6,) €
[0,1]% & partir d’un échantillon (eq, €1, ..., en) de (Xp)nen-

La fonction de vraisemblance associée au modele est :
L(0) = Pp(Xo.n = eo.n) = (1 — 601)7° 070 510 (1 — )™,

N-1

Nij = Z 1Xn:i 1Xn+1=j
n=0



4.2. INFERENCE DES MODELES 45

Figure 4.4: Modele markovien & 2 états. 0 = (61, 602) € [0,1]? est le parametre de
la matrice de transition.

est le nombre de transitions de ’état i vers j.
La fonction de log-vraisemblance est :

l(@) = ngo log(l — 91) + no1 log 01 + n1o log 0o + nq1 log(l — 92)

On consideére les trois lois a priori suivantes :
(7) la loi uniforme sur [0,1] : 7Y,
(ii) la loi beta de parameétre (a,b) :
1
B(a,b)

ou B(a,b) est la fonction beta :

0(1—1 (1 . 9)17—1

2(0) =

B(a,b) def /01 271 (1 - :L')b_l de = II“((C;)I(:))

avec I'(z) & Jorer—tetde.
En choisissant a = b= 1/2, on a I'(1) = 1 et I'(3) = /7.

(#i7) la loi non informative de Jeffreys :

7 () o< /det[Z(0)]

et _20)  _ 9%(0)

e 770 90,00

IO =B | iy e |-
90,00 926,

avec

En tenant compte de :
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c’est-a-dire

(1—61)0

E N1 —0)p=N %

o(o0) = N (1= )0 = N L=,

01 04

E =Ny=N

o(no1) 2 0,10,

B B 61 62

Eg(nig) = NOsv; =N 0 1 0y

(1—61)0
E =N (11— =N-—-=
p(n11) (1—02)1n 0 6,

I

on a :

Eo(n Eg(n Eg(n Eo(n
7TJ(9)O<\/ 959%01) N (19_( 9010))2 X\/ 9(9%10) n (19_( 9121))2

N
- (91—}-92)\/1 —01v1—10- '
Finalement, on peut écrire :
7 (0) ! .
(01 + 02)v/1 — 011 — 0,

Les lois a posteriori correspondantes aux trois lois a priori sont :

_ noo—1+ gno1 gnio o ni—1x
#(0) o L) (9) = L0200 0,0 (1= 05)" 7m0
‘91 + 02

7U(0) o L(8) = (1 — 01)™ 67°1 310 (1 — 0,)™1

11
ﬁB(e) o L(8) TFB(Q) =(1- 91)%07% 9?01 2 9210 2(1— 02)n11*%7

et les estimateurs bayésiens sont :

v — /[O o 7V (6)dd, (4.22)
g — /[O o #B(6)d, (4.23)
0 = o 0 77 (0)do. (4.24)

Pour (4.22) et (4.23), les calculs sont explicites avec :

9~U_ no1 + 1 0~U_ nio + 1

! no1 + noo + 2 2 nio + ni1 + 2
et 1 1

GB_ ne1 + 3 G.B nio + 3

! no1 +noo + 1 2 nio+nn+1°

Le calcul de (4.22) se fait a l’aide de la méthode monte carlo par chaine de Markov

suivant 'algorithme 4.1.
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Nous comparons les trois estimateurs bayésiens et I'estimateur du maximum

de vraisemblance 6, ou :

g, — 100 G, — ni1
1= —, g = —
no1 + no1 n11 + N0

par une méthode de Monte carlo. Plus précisément, nous échantillonnons 1000

valeurs () de 6 suivant une loi uniforme © = [0,1)%, ¢ = 1,...,1000, et nous
posons :
00 1_p®
Qef - (11054) egeg :
Pour tout £ =1,...,1000, nous simulons des observations (eéffg)p:l:@ avec Qpe.

Puis nous calculons l'estimateur du maximum de vraisemblance 0 et les esti-
mateurs bayésiens éﬁf ), ég), éff’ associés respectivement aux trois lois a priori :
uniforme, beta et Jeffreys.

La comparaison consiste a calculer la loi empirique des erreurs d’estimation
pour chaque estimateur qui est une distance entre la matrice de transition réelle

et son estimation, avec :

& =1Qp0 — Qs I, (4.25)

& = 1@y — Qg0+ (4.26)
U U

& = 1@y — Qg0+ (4.27)
B B

&= 1Ry — Qeoll- (4.28)

Deux normes matricielles ont été utilisées, la norme de Frobenius :
|A]|% < trace(A* A) (4.29)

et la norme-2 :

1All2 =/ Amax (A% A) (4.30)

Ol A\pax(A* A) est la plus grande valeur propre de la matrice A* A.

Dans la figure 4.5, nous avons tracé les lois empiriques des erreurs d’estima-
tion &% et &%, £ =1,...,1000, pour les deux différentes normes. Nous constatons
que l'estimateur bayésien associé a la loi a priori de Jeffreys donne des résultats
légerement meilleurs pour le cas correspondant a la norme-2 et de meilleurs ré-
sultats pour la norme de Frobenius. Par conséquent, on a choisi d’utiliser la loi a
priori de Jeffreys dans notre étude.
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Norme-2 Norme de Frobenius

bayésien avec la loi a priori de Jeffreys bayésien avec la loi a priori de Jeffreys

= = = maximum de vraisemblance = = = maximum de vraisemblance
""" bayésien avec une loi a priori uniforme *++* bayésien avec une loi a priori uniforme
+ =+ = bayésien avec la loi a priori beta + =+ = bayésien avec la loi a priori beta

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
Erreurs d'estimations Erreurs d'estimations

Figure 4.5: Lois empiriques des erreurs d’estimations (4.25) associées d la norme-
2 (4.30) et la norme de Frobenius (4.29) basées sur 1000 simulations du para-
métre 0.

4.3 Résultats et discussions

4.3.1 Modéle 1 : chaine de Markov absorbante déduite de la méthode
de vraisemblance

L’ estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) (4.12) de la matrice
transition ) correspond a une chaine de Markov absorbante, cf. figure 4.6. En
effet quand le processus atteint 1’état Cp, il y reste pour toujours. La loi limite
est donc dcp.

Une premiere question est de pouvoir décrire le comportement du proces-
sus avant qu’il n’atteigne cet état Cp, ensuite analyser la durée de temps pour
I’atteindre.

La réponse a la premiere question est donnée par la loi quasi-stationnaire de
la chaine de Markov absorbante associée a Q et la deuxiéme revient a étudier la
loi du temps d’absorption, cf. proposition 3.3.4.

Loi du temps d’absorption

Notons 7¢p la variable aléatoire désignant le temps d’atteinte de ’état absor-
bant Cp, avec :

Tep o inf{n >1: X,, =Cp} si In>1 tel que X,, =Cp, 400 sinon. (4.31)
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Figure 4.6: Modéle 1 : Chaine de Markov absorbante, déduite directement du jeu
des données a laide de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

0.015
0.01
0.005
0
50 100 150 200 250 300
temps n

Figure 4.7: Loi du temps d’atteinte de I’état absorbant Cp.

Nous nous intéressons a la probabilité :

déf

fCan(n) = [P(TCP = n|X0 = Ca)
P(Xn =Cp, X; #Cp, m=1,...,n — 1|Xj = Ca).
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Notons que pour n > 1 :

§ress) — (X, = Cp|Xo = Ca),
=P(X,, = Cp, 1¢p = 1| Xo = Ca) + P(X,, = Cp, 7¢p = 2|Xg =Ca) +---
-+ P(X,, =Cp, 7cp = n — 1| Xy = Ca)
+ P(X,, = Cp, 1¢p = n|Xo = Ca)
= P(7¢p = 1| Xo = Ca) P(X,, = Cp|X; = Ca)
+ P(7¢p = 2| X = Ca) P(X,, = Cp| X2 = Cp)
+ P(1cp = n — 1| X = Ca) P(X,, = Cp|X,,—1 = Cp) +
-+ P(1¢p = n|Xo = Ca)

= fCan(l) Qézgpl) + fCan( ) Qch 2) + -+ fCan (n - 1) Q((:i))cp + fCan (n)

Ainsi feacp(n) peut étre calculé par récurrence :

fCan( QCan Z fCan QCpCp (432)

avec fCan(l) = QCan-
Le calcul de la moyenne peut se faire a 'aide de 1’équation (3.20) ou bien

directement par :
oo

E(7cp| Xo = Ca) = Z 7 feacp(n).

n=1
D’apres notre calcul, la moyenne du temps d’atteinte de I’état Cp est de 136
ans et la moyenne et son écart-type est de 135 ans.

Loi quasi-stationnaire

La loi quasi-stationnaire est la loi “limite” du systéme avant d’étre absorbé
par Cp. Considérons la probabilité pour que le systeme soit dans I'un des deux
états non absorbants e € {Ca, Jc} avant d’atteindre I’état Cp, c’est-a-dire :

pn(e) = P(X,, = e|rep > n, Xo = Ca).
Si
pin(€) —— 0gs(e), e € {Ca, Jc},

alors, (04s(€)),c {ca,3c} €t appelée loi quasi-stationnaire de la chaine absorbante

(Xn)nEN-
La loi quasi-stationnaire o = [04s(Ca), 04s(Jc)] est la solution de :

Ogs Qqs = A Ogs
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Figure 4.8: Modéle 2 : Chaine de Markov réguliére, déduite par l’estimateur bayé-
sien de la matrice de transition.

avec 04s(e) > 0, 04s(Ca) + 0gs(Jc) = 1, Qqs est la sous matrice 2 x 2 définie par :

AN Qqu
o= (1)

et A est le rayon spectrale Qqs.
On trouve :

04s = (04s(Ca), 0qs(Jc)) = (0.5794,0.4206) . (4.33)

Ceci veut dire que, conditionnellement au fait que le processus n’atteint pas Cp,
il va passer 58% de son temps dans 1’état Ca et 42% dans ’état Jc.

4.3.2 Modéle 2 : chaine de Markov réguliere déduite de I'approche
bayésienne

On vérifie facilement que I'estimateur bayésien Q de la matrice de transition
@ défini dans (4.19) est irréductible et apériodique, donc réguliere. D’apres le
théoreme 3.2.6, elle admet une loi invariante.

Loi invariante

La loi invariante de la chaine de Markov associée & Q est une solution de
I’équation
oc=0Q. (4.34)
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Selon le théoreme de Perron—Frobenius, o existe et unique. C’est le vecteur
propre associé a la valeur propre 1 qui est la plus grande valeurs propre de Q.

On trouve :
o = (0.4127, 0.3065, 0.2808) . (4.35)

C’est-a-dire a I’équilibre, 41.27% des parcelles sont en “culture annuelle”, 30.65%
en “jachere” et 28.08% en “culture pérenne”.

Vitesse de convergence

Dans cette section nous allons étudier la vitesse de convergence du processus
vers sa loi invariante [23]. Cette vitesse se traduit par un taux qui représente la
proportion des parcelles qui atteignent 1’équilibre par an. Nous allons considérer
deux indications sur cette vitesse : le coefficient d’amortissement [13, p. 95] et le
coefficient de Dobrushin [16].

Coefficient d’amortissement

Le rapport entre les deux plus grandes valeurs propres :
o =/Il, (4.36)

appelé coefficient d’amortissement, donne une premiere indication sur la vitesse

de convergence vers la loi stationnaire.

Proposition 4.3.1. Le processus converge exponentiellement vers l’équilibre au

moins a la vitesse log a par an.

Démonstration. La matrice @) est réguliere et ses trois vecteurs propres wy, wo et
ws sont linéairement indépendants. La loi initiale p peut étre écrite sous forme

d’une combinaison linéaire de ces vecteurs :
loi(Xp) = p = crwy + cowy + caws,
ou c1, ¢, cg sont des coefficients réels. La loi de X7 peut s’écrire comme :

loi(X1) = pnQ
= crw1Q + cow2Q + c3w3Q

= iAW1 + cadows + Cc3A3ws3

avec A1, A2, Az valeurs propres de Q.
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De méme pour Xs :
loi(X5) = loi(X1) Q
= i w1Q + c2Aaw2Q + c3A3wsQ
= clA%wl + 02/\ng + 03)\§w3.

Pour tout n € N, nous pouvons écrire :

10i(X,) = QM = ¢; ANJwy + co\Jwsy + 3 fws. (4.37)
Divisons les deux cotés par A7 :
)\711 =cwi + 02()\71) wo + 03(71) ws.

En considérant le fait que 1 = A; > |2 > |A3], et w; =0 on a

N(n)
lim <Q)\n —cqwi — czoz_tw2> =0.

n—00
1

Par conséquent
Q™ — cio|| < ka™ = ke o8, (4.38)

ou k est une constante. O

D’apres la proposition 4.3.1, les proportions d’usages des parcelles conver-
gent asymptotiquement vers ses équilibres au moins a la vitesse loga = 0.036,
c’est-a-dire 3.6% par an.

Coefficient d’ergodicité de Dobrushin

Le coefficient d’ergodicité de Dobrushin [16] pour la matrice Q est défini par :

~y déf ~ ~
D(Q) = 3 Zn%fei)éz |Qij — Qujl- (4.39)
’ j€EE

En partant des deux lois initiales différentes u' et ©?, les proportions aprés une
itération en temps sont ,ulQ et ,qu et le taux de contraction est :

Q@ —p?Qlh _  IrQ — p?Qlh

WP > = P <l o qp 12— 7 <l

[t — 1221 a2 et =2l
= 3 max > [|Qi; — Q| =D(Q)
z,kGE‘jeE

ol [[u|l1 = X ieg i est la norme-1.

Ce taux de contraction —logD(Q) donne aussi une borne inférieure de la
vitesse de convergence des proportions d’usages des parcelles vers ses équilibres.
Dans notre cas D(Q) = 0.975 et —log(D(Q)) = 0.025, c’est-a-dire 2.5% par an.
Contrairement a la proposition 4.3.1, cette borne inférieure ne se limite pas a des

conditions asymptotiques.
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Figure 4.9: Evolution des proportions des parcelles occupées par les trois états Ca,
Jc et Cp pendant 20, 100 et 500 ans selon les deux modeles.

4.3.3 Discussions

L’application d’'une approche markovienne au jeu des données conduit a deux
modeles. Le premier modéle contient un état absorbant Cp et la loi limite du pro-
cessus est 1¢p. Le deuxieme modele est une chaine de Markov réguliere admettant
une loi invariante o. La figure 4.9 montre I’évolution des proportions des parcelles
occupées par les trois états Ca, Jc et Cp, en partant de ’état initial Ca.

Pour les deux modeles, les évolutions sont presque identiques dans un horizon
de 20 ans. Des différences sont perceptibles apres quelques décennies. Les deux
modeles sont radicalement différents a une longue échelle, apres quelques siecles) :
Pour le modele 1, le processus est absorbé par 1’état Cp alors qu’une équilibre
s’établit pour le modele 2.

En général, les deux modeles convergent vers I’équilibre des proportions sur
les états autres que Cp au bout de 100 ans. Pour le premier modele, le temps
moyen pour atteindre ’état absorbant Cp est de 136 ans. Dans le second modéle,
I’équilibre est atteint aprés un siécle et le processus passe 41% de sont temps a
Pétat Ca, 31% a I'état Jc et 28% a ’état Cp.

Le modele 1 admet une loi quasi-stationnaire. Si on considere I’évolution des
proportions relatives des parcelles dans I’état Ca et dans I'état Jc, les deux mo-

deles présentent des comportements presque identiques, voir figure 4.10.
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Figure 4.10: Evolution des proportions des parcelles occupées par les états Ca Jc
pendant 20, 100 et 500 années selon les deux modéles. Aprés & ans, les proportions
des parcelles auz états culture annuelle (Ca) et jachére (Jc) approchent I’équilibre,
c’est-a-dire 58% et 48%.






Chapitre 5

Evaluation des modeles
markoviens

Dans ce chapitre, nous allons effectuer quelques tests statistiques qui per-
mettent d’évaluer 'adéquation du modele markovien au jeu de données. Le pre-
mier test concerne les lois des temps de séjour sur les états et le deuxieme 1’ho-
mogénéité de la dynamique.

5.1 Test d’adéquation des lois de temps de séjour

5.1.1 Lois des temps de séjour

Considérons une chaine de Markov (X,,)nen de matrice de transition @ sur
un espace d’états E fini. Pour un état i € E, le temps de séjour S(i) est le temps

que la chalne passe en 7 avant de passer a un autre état :

S(i) Einf{n € N; X, #i|Xo = i} (5.1)
qui a pour loi :
P(S(i) =n|Xo=14) =P(X5 = = Xy, = i, Xpp1 # 1| Xo =)
:Z[P(Xlz...: n=1,Xp1=j|Xo=1)
J#i

= S T e P _\n—1 —0N..
- Z,Q” Q” Ql] (Qm) (1 sz)

J# n — 1 fois

pour n > 1 et 0 pour n = 0. La loi de probabilité de S(i) est donc la loi géomé-

trique de parametre :

1-Qii=1-P(Xpy1 =1i|X, =1),

o7
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son espérance est :
E(5(9)[Xo =14) =1/(1 — Qu)
et sa variance :
var(S(i)| Xo = i) = Qii/(1 — Qu)”.
Le test d’adéquation entre le modéle et le jeu de données consiste a recenser
les temps de séjour en ¢ € E parmi les observations (eg}:?])\[p)pzl;42 et de tester si

leurs lois correspondent & une loi géométrique ou non. La technique que nous

avons choisi pour mener ce test est le bootstrap paramétrique [22].

5.1.2 Test d’adéquation par bootstrap paramétrique

Soit un k-échantillon Sy, . .., Sk d’une fonction de répartition (F'(n)),en. Nous
souhaitons tester si la loi de cet échantillon appartient a une famille des fonctions

de répartition indexées par un parametre p € © :

déf

Hy: FeF={F,:pec06}. (5.2)

Dans notre cas, F), est la fonction de répartition d’'une loi géométrique de para-
metre p € [0 1].

On se donne un estimateur :
ﬁ = T(Slk)

du parametre p et on calcule une distance entre la fonction de répartition théo-

rique Fj et la fonction de répartition empirique :

k

A der 1

Fg, . (n) = gzl{smk (5.3)
=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre p est donné par :

. déf 1
p=———. (5.4)
En effet, la fonction de vraisemblance associée a I’échantillon s’écrit :
k
L(p) =1 —p)5 p - (1 —p)% p = (1 —p) 2= % ph,
et I'(p) = 0 conduit & k —p (X5, S+ k) = 0 et (5.4).
Nous considérons la distance de Kolmogorov-Smirnov :
X déf A
K* = K(S1.4) = sup Vk |Fs,, (n) = Fr(s, ) (n)| (5.5)

neN

de FSlzk é Fslzk'



5.1. TEST D’ADEQUATION DES LOIS DE TEMPS DE SEJOUR 59

La question est donc de savoir si la distance K™ est significativement différente
de 0 ou non. Pour cela, on simule M échantillons indépendants de F}; de taille k :

m m iid
1 .,SkN P m:1,...,M

et on calcule :
K™ < K (ST3)

ou K est la distance calculée dans (5.5).
La p-valeur associée au test est :
w1 & 1
M m=1
On se donne une probabilité a de rejeter a tort Hy. Si p < «, alors on rejette Hy

sinon on 'accepte. Cette procédure est décrite dans 'algorithme 5.1.

ﬁ <~ T(Slk)
n « sup(Si, ..., Sk)
K* « sup{Vk|Fs,,(n) — Fres.o(m)], 0<n<n}
pour m=1,2,... M faire
s, Sm S Ey
n < sup(ST*, ..., S)
K™ + Sup{\/E|F51r:Lk(n) — FTS) (n)|, 0 <n<na}
P 31 Lt Ligm> k)
fin pour
si p < « alors
acceptation de Hy

sinon
rejet de Hy
fin si
ALG. 5.1: Test d’adéquation d’un échantillon Si,...,S, a une loi géométrique

par la méthode de bootstrap paramétrique. La distance utilisée est la distance de
Kolmogorov-Smirnov calculée a Uaide de l’équation (5.5).

5.1.3 Résultats

Dans le comptage du temps de séjour, les états qui apparaissent a la fin
des observations ne seront pas traités. Ils sont considérés comme des données
censurées. Par conséquent, le temps de séjour sur I’état Cp (culture pérenne)
n’est pas considéré dans ce test. Les temps de séjour observés sur les autres états

sont donnés dans le tableau 5.1.
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Ca (culture annuelle) valeurs du temps de séjour 1 2 3 4 5 6
nombre d’occurrences 11 17 12 5 9 7

Jc (Jachere) valeurs du temps de séjour 1 2 3 4 6 8 11
nombre d’occurrences 16 12 7 4 2 1 1

Tableau 5.1: Valeurs des temps de séjour (par an) observées sur l’état Ca et Jc.

0.15 0.20
e
0.15 0.20

0.10
0.10

0.05
prd
0.05

0.00
0.00 .

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
culture annuelle jachere

Figure 5.1: Densités empiriques des temps de séjour sur les deux états culture
annuelle (Ca) et jachére (Jc) calculées avec le jeu des données du tableau 2.1.
La ligne continue rouge correspond a la loi géométrique dont le paramétre est p,
calculé avec (5.4)

05 10 15 20 05 10 15 20

culture annuelle jachere

Figure 5.2: Densités empiriques des échantillons K™ pour les deux états Ca et
Jc. La ligne rouge verticale est la valeur de K* calculée avec les données réelles.
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Les densités empiriques et les estimateurs des temps de séjours observés pour
les états “culture annuelle” et “jachére” sont représentés dans la figure 5.1.

Dans la figure 5.2, nous avons tracé la densité empirique de I’échantillon K"
pour les états Ca et Jc. Pour I'état “culture annuelle”, K* = 1.086 et la p-valeur
associée est 0.2240. Pour I’état “jachere”, K* vaut 1.104 et la p-valeur est 0.2555.
Avec ces valeurs, on peut conclure que ’hypothese de la loi géométrique est en
accord avec les temps de séjour observés sur les deux états Ca et Jc.

5.2 Tests d’homogénéité

Selon 'hypotheése (hg) du chapitre 4 page 36, la dynamique du processus
(Xn)nen est markovienne homogene. Cette hypothese signifie que la matrice de
transition @) qui dirige la succession des états d’une parcelle est constante au cours
du temps (cf. chapitre 3). Cette matrice est la méme pour tout ’ensemble des
parcelles d’apres ’hypothéese (h). Ce sont des hypotheses fortes car beaucoup de
facteurs liés au temps et a I'espace peuvent influencer 1'utilisation d’une parcelle
donnée : par exemple I'utilisation des parcelles voisines, la mise en vigueur d’une
loi sur la conservation de la forét, accident ou catastrophes naturelles (feux de
brousse, cyclone, etc.). Pour vérifier la consistance de ces deux hypotheses avec

les données réelles, nous faisons appel a des tests que nous présentons maintenant.

5.2.1 Test d’homogénéité en espace selon la date de mise en culture

D’apres le jeu de données du tableau 2.1, on voit clairement que 1’on peut
diviser I’ensemble des parcelles en deux groupes suivant ’année de mise en culture,
d’un c6té les parcelles :

P € (24,25, ...,32,42}
qui sont défrichées tot, entre la deuxiéme et la quatriéme année d’observation, et

de 'autre, les parcelles :
Py =11,2,...,23,33,34,...,41}

qui sont tardivement défrichées, au-dela de la 12°™¢ année d’observation. On a
donc deux groupes de parcelles et on souhaite tester I’hypothese selon laquelle la
dynamique sur ces deux groupes est la méme.

On calcule I'estimateur Q(g) du maximum de vraisemblance de la matrice de
transition associée a chacun de ces deux groupes g = 1, 2. Avec les deux groupes
d’observations, on calcule I’estimateur de la matrice de transition par la méthode
de maximum de vraisemblance. L’hypothese nulle est donc :
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ou Q est I'estimateur du maximum de vraisemblance obtenu dans la section 4.3.1.
Sous I’hypothese nulle, la fonction de vraisemblance maximisée est :

IT 2

1,jER

Sous ’hypothese alternative, cette fonction vaut :

(9)

[T T 01

g=1li,jer

avec n(jg) est le nombre des transitions de ’état ¢ a j dans le groupe d’observa-

tions Py.
Le critere utilisé pour effectuer le test est le rapport de vraisemblance qui

s’écrit :
(9)

AT T (Qm)

g=1lijek 2]

La statistique associée est :

A(9)
TO L _210g AD = 22 Z an log [% ] (5.6)

i€EE jeE g=1

qui est distribuée suivant une loi de x* & 6 degrés de liberté [3].
Les estimations de la matrice de transitions pour les deux groupes donnent :

0.6818 0.3068 0.0114 0.7815 0.2053 0.0132
OW =103117 06883 0 |, O®=1| 038 0.62 0
0 0 1 0 0 1

En calculant (5.6) avec ces matrices, on trouve :
T = 3.6879.

Cette valeur correspond a une probabilité égale a 0.1345, voir figure 5.3. L’hypo-
these nulle H(()l) ne peut pas étre rejetée et on retient 'hypothese que les deux
groupes d’observations P; et P; sont issues d’'une méme chaine de Markov.

5.2.2 Test d’homogénéité en espace selon I'exposition

Géographiquement, on peut diviser les parcelles en trois groupes selon leurs
expositions :
Ouest et sud-ouest :{1,7,8,9,10,11,17,18,19,20} = Py,
Nord-ouest :{1,7,8,9,10,11,17,18,19,20} = Ps
Nord-est {28, 29, 30,31, 32,33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40,41, 42} = Ps.
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0.2

loi de %2 (6)

T = 3.6879

0 5 10 15 20 25 30

Figure 5.3: Test d’homogénéité en espace selon l’année de mise en culture. La
courbe verte est la densité de la loi de x> d 6 degrés de liberté et la ligne
rouge verticale est la valeur de la statistique TV calculée dans (5.6). On trouve
TW) = 3.6879 correspondant d une probabilité de 0.1345. L’hypothése nulle sur
l’homogénéité n’est pas rejetée.

On souhaite savoir si la position géographique influe sur la dynamique des
parcelles. Pour cela, nous allons effectuer le méme test d’homogénéité que précé-
demment.

Les EMVs de la matrice de transition pour Py, g = 1,2,3 sont :

0.7  0.275 0.025 0.78 021 0.01
OW = (02609 07391 o0 |, Q0@ = (02679 07321 0 |,
0 0 1 0 0 1

0.7273 0.2626 0.0101
OB = 104583 0.5417 0
0 0 1

L’hypothese nulle correspondant au test est :
2 A A A
2P 1 QW = QP = QO (5.7)

et les matrices de transition sont égales & Q défini dans (4.12).
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0.2 S—
loi de 2 (12)

T(2) = 6.4754

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 5.4: Test d’homogénéité en espace selon l’exposition. L’hypothése nulle sur
l’homogénéité de la dynamique est acceptée.

Le critere du rapport de vraisemblance est :

3 O
T =23 33" 0 log [“)] (5.8)

i€E jEE g=1 Qij

qui suit une loi du x? a 12 degrés de liberté [3]. Les résultats du test sont repré-
sentés dans la figure 5.4. On obtient T = 6.4754 avec une probabilité égale &
0.05819. Sur ce test, I'hypothese nulle est acceptée et les dynamiques sur chacun

des groupes de parcelles sont considérées comme égales.

5.2.3 Test d’homogénéité en temps

Pour tester I’hypothése sur 'homogénéité en temps, nous divisons les obser-

vations en trois périodes :
(i) P1 : observation des parcelles entre 1988 et 1995,
(7)) P2 : observation des parcelles entre 1996 et 2000,

(7ii) Ps : observation des parcelles entre 2001 et 2006.
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Soit :
0.7207 0.2432 0.0270 0.8333 0.1667 0
OW = |0.4444 05556 0 |, O® = 102727 0.7273 0],
0 0 1 0 0 1

0.7344 0.2500 0.0156
OB = [0.4110 0580 0
0 0 1

Les estimateurs du maximum de vraisemblance pour les trois groupes d’observa-

tions. L’hypothése nulle est :
H(()3) QW = QB =),

et chacun de ces estimateurs est égal & Q définie dans (4.12).
La statistique adaptée :

@ -
T =23"%"% "0 log | =

i€E jeE g=1 Qi
suit une loi du x? & 12 degrés de liberté.

Apres calcul, T = 2.5919 qui correspond & une probabilité égale & 0.0042,
voir figure 5.5. Avec cette valeur, I’hypothese nulle H, 83) ne peut pas étre acceptée.
Donc, d’aprés les données, la dynamique du processus n’est pas homogene en
temps.
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0.2

loi de %2 (12)

TG = 25919

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figure 5.5: Test d’homogénéité en temps. L’hypothése nulle est rejetée : selon les
données, la dynamique n’est pas homogéne en temps.



Chapitre 6

Généralités sur les chaines
semi-markoviennes

Introduit indépendamment par Lévy [30], Takés [52] et Smith [49], les proces-
sus semi-markoviens sont des généralisations des processus de Markov en enlevant
les contraintes sur les lois des temps de séjour. On peut trouver plusieurs applica-
tions de ces processus [40, 14, 31] dans la littérature. Contrairement aux nombreux
travaux sur les processus semi-markoviens a temps continu [29, 35, 38, 26], les
processus semi-markoviens a temps discret ou chaines semi-markoviennes n’ont
pas suscité beaucoup d’attention. Une des rares références sur ce sujet est le livre
de Barbu et Limnios [7]. Nous nous inspirons de ce livre dans la rédaction de ce

présent chapitre.

6.1 Définitions et propriétés

On consideére un processus en temps discret (X, ),en & valeurs dans un espace
fini E. On définit la suite (T} )ren des instants de changement d’état, c’est-a-dire :
Ty <0,
déf .
T = 1nf{n > T 1; X, 75 XTk—l}’

ainsi que la suite (Y;)ren des états successivement visités par (X, )nen, c'est-a-
dire :
dsf

Ve € Xp,

67
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Xn
,,,,,,,, S8 NP SNPARE N NS N W U VO O
,,,,,,,,,,,,, ‘ e
Yo .
"""""""""""""" s
Y 1 Y
@ @ @ o o0 0
T T T, T temps n
Si So

Figure 6.1: Une trajectoire d’une chaine semi-markovienne (X, )nen. Le processus
(Yi)ken est la chaine de Markov incluse et (Ty)ken les instants de changement
d’état.

On définit également les temps de séjour :

déf

So=0
def
Sk = Tj — Ti—1.
On peut “inverser” la fonction k& — T}, en définissant le nombre M (n) de chan-

gements d’états a I'instant n, c’est-a-dire :

déf

M(n) = max{k € N;T}, < n}.

On vérifie alors aisément que X;, = Yy(y,)-

6.1.1 Chaine semi-markovienne

Définition 6.1.1. On suppose que le couple (Yi,Ti)ken est une chaine de re-

nouvellement markovienne [14], ¢’est-a-dire :

P(Yy, =i, T, — Th—1 = sx|Yo:k—1 = t0:k—1, To:k—1 = to:k—1)

| | (6.1)
=P(Yr =g, Ty — Tp—1 = 8|Ye1 = ix—1)-

pour tout k > 1, ig,...,ix € B, 0=ty <t1 < -+ - <tp_1 <ty € Netsy>1. Le
processus (X )nen est alors appelée chaine semi-markovienne. Si l’équation (6.1)
est indépendante de n, on dit que (Yi, Tk)nen est une chaine de renouvellement

homogéne.
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On vérifie facilement que si (Yi, Tk)ren est homogene, alors le processus
(Yi)ken est une chaine de Markov homogene, appelée chaine incluse, de matrice

de transition
Qij E P(Yir1 = j|Yi =i),i,j € B,k €N.

Lorsque M (n) =n Vn € N, alors X,, =Y, et (X,,)nen est une chaine de Markov.
Mais en général, (X, )nen n'est pas une chaine de Markov. Dans la suite, nous
supposons que (Y, T}) est une chaine de renouvellement homogene.

Soit M g(N) I'ensemble des applications de N dans Mg ot Mg est I’ensemble
des matrices carrées dans E x FE.

Définition 6.1.2. On définit le noyau semi-markovien q € Mpg(N) par :

déf

gij(n) = P(Yy, = j, Tx — Th—1 = n|Yr_1 = 1). (6.2)

11 vérifie :
(%) gij(n) >0, pour tout i,j € E, n € N,
(%) ¢i;(0) =0, pour tout i,j € E,

(108) 3 pen 2 jer Gij(n) =1 pour tout i € E.

La valeur ¢;;(n) est la probabilité de passer de 7 en j aprés un temps de séjour
de n unités de temps en i. En utilisant 1’équation (6.2), on vérifie qu'une chaine
de Markov de matrice de transition (p;;); jer est un cas particulier d’une chaine

semi-markovienne, dont le noyau est

0 sinon.

pij (pii)" " sii# jetne N,
qij(n) =

La matrice de transition de la chaine incluse (Yy)ren peut étre calculée a 'aide
du noyau semi-markovien ¢ par :

Qij =Y aij(n)-
n=0

Définition 6.1.3. On définit le produit de convolution q * p des deux noyauz
semi-markoviens p,q € Mg(N) par :

n
def
lq *p]ij(n) = Z Z%’r(n —1) prj(l) .
rek =0
L’¢élément neutre du produit de convolution est :

1 sit=jetn=0,
[61]i5(n) = { _
0 sinon.
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Proposition 6.1.4. Pour touti,j € E etn,k €N, on a :
P(Y; = j, T = n|Yo = i) = gy (n),Vi,j € En € N
oty ¢¥) est la puissance de q au sens du produit de convolution :

k) déf

g Kook g,

k fois
en posant ¢©) = 51.

Démonstration. Démontrons par récurrence cette proposition. La proposition est

évidente pour k =0 :

P(Yo = 4, Ty = n|Yo = i) = ¢)) (n) = 61

Pour k£ =1, la proposition est vraie d’apres la définition de ¢ :
. . 1
B(Yi = j, Tt = Ty = nf¥o = i) = gi;(n) = q;; ().

Pour k£ > 2, nous avons

n—1
P(Yi =4 T =nlYo=i)= 3 S P(Yi=jTi =n.Yi =T = l|Yp = i),

reFE =1
n—1
=Y > PV, =jTh=nYi=rT=01Yy=i)P(Y1 =r,T1 =I|Y; = i),
rekE =1
n—1
=3 Y PMWic1 =4, Thcr=n—1UYo=7)P(Y1 =0Ty = 1|V =),
rek |1=1
(k—1 k
_qur "0 1) g (1) = ¢ (n).
reFE =1

En particulier,
) ZZQW (n—1)qr;(1)
reE =0
s'interpréete comme la probabilité de passer de i en j en deux changements d’états,
et en un temps de séjour cumulé n dont (n — ) passés en ¢ et [ passés en r. De
méme qun)(k:) est la probabilité de passer de 7 en j en n changements d’états et
un temps de séjour cumulé de k£ unités de temps. Par conséquent :

¢t (n) =0,k > n+1. (6.3)
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6.1.2 Lois des temps de séjour

Pour tout 4,5 € E, on définit :

(i) laloi conditionnelle des temps de séjour sur N = N U{oo} est donnée par :

q”()nEN 0 si n = oo, lors
¢ - que(gz #:0
Fii () EP(Spr = 0|V =0,V =5) = { @ !
loo(n) lorsque Q;; = 0.
(6.4)

(7i) la fonction de répartition conditionnelle des temps de séjour :

déf

Fij(n) = P(Sp1 < n|Yy =4, Y1 =4) =Y _ fij(1), n €N, (6.5)

(é17) la loi des temps de séjour :

hi(n) = P(Sk1 =n|Y, =1) = Z ¢ij(n), n €N, (6.6)
JEE

(7v) la fonction de répartition des temps de séjour :
n

Hi(n) € P(Sps1 <nlYe =14) = > hi(l), n €N, (6.7)
=1

(v) la fonction de survie conditionnelle des temps de séjour :

Fij(n) €1 — Fj(n) = P(Sgp1 > 0|V =i, i1 = j), n €N, (6.8)

(vi) la fonction de survie des temps de séjour :

déf

H;(n) = 1— H;(n) =P(Sky1 >nlYy =4) ,n € N. (6.9)

En se basant sur I’équation (6.7), la moyenne des temps de séjour sur un état j

se calcule par :

v CE(N|Yo =5) = Y nhi(n) = (1 - Hj(n)). (6.10)

n>0 n>0

6.1.3 Loi de transition semi-markovienne

Définition 6.1.5. La loi de transition P € Mpg(N) de (X,,)nen est définie par
déf

Py(n) ¥P(X, = j|Xo=1i),i,j € E,neN. (6.11)

Notons que la loi initiale d’'une chaine semi-markovienne est la méme que celle

de la chalne incluse :
a =P(Xog=1)=P(Yp=1),Vi € E.

Dans la suite, nous allons étudier les outils qui permettent de calculer cette loi

de transition.
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Proposition 6.1.6. La loi de transition P € Mg(N) est une solution de l’équa-
tion dite de renouvellement :

Pn)=({I—-H)(n)+ (¢g*P)(n),Vn € N (6.12)

ou H est la matrice diagonale dont les éléments diagonauzr sont H; pour i € E
et ¢ € Mg(N) le noyau semi-markovien défini dans (6.2).

Démonstration. Pour tout i,5 € E, Vn € N, on a

(X = j, T < n|X0 = ’L) +P(Xn = j,Tl > n’Xo = ’i),

I
~

S

™
&)
M= I

P(Xy, = j,Xm, =711 =|Xo =) + §;; (1 — Hi(n)),

P(X, =j|Xn, =r, Ty =1,Xo=14) P(Y1 =r, Ty =1|Yy =)

\3
m
=
Il
=)

+ 045 (1 — H;(n)),

Il
NE

]P)(Xn_l = j’Xo = r) P(Yl =r, S, = l’YO = 2) + 51'3' (1 — Hz(n)),

\3
m
=
~
Il
o

0ij (1 = H;(n)) + Z ZPrj(” = 1) gir(1),

reE =0
On peut de plus démontrer que P est I'unique solution de cette équation, voir

[7]. 0

En faisant une petite transformation, I’équation de renouvellement (6.12) peut
s’écrire :

(61 — q) % P(n) = (I — H)(n),n € N.

Si (I — q) est inversible au sens du produit de convolution, alors :
P(n)= (0 —q) '« (I —H)n),neN.

Les propositions suivantes permettent de calculer 'inverse de (61 — ¢) afin d’avoir

une expression de la loi de transition semi-markovienne P.

Proposition 6.1.7. Soit ¢ € Mg(N) un noyau semi-markovien, ¢"=1) existe et
unique si et seulement si det ¢(0) # 0. De plus, Vn € N :

- [q(0)] sin =0,
) = 6.13
T {_[Q(O)]l Z?:_ol ¢“V() g(n—=1) sinon. (6.13)
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Démonstration. Soit p € Mpg(N) Iinverse de g au sens du produit de convolution,

alors :

En:P(” —1) q(l) =6I(n), n € N.
1=0

Pour n = 0, p(0)q(0) = 01(0) = I; si ¢(0) est inversible, i.e det ¢(0) # 0, on a
p(0) = [¢(0)]~L. Pour tout n > 1 :

n

> pn—1)q(l) =6I(n) =0.

C’est-a-dire :

p(n)q(0) + > p(n—1) q(I) =0,
=0
d’ot : .
p(n) =—[>" ¢ V() g(n - )] [q(0)] "
=0 0

Par conséquent, on peut montrer que (61 — q) est inversible car :
det(61 — q)(0) #0.

En effet, ¢(0) =0 et (61 —¢)(0) = 01(0) — ¢(0) = Ig.

Proposition 6.1.8. L’inverse ¢ de (01 — q) peut étre calculée a l'aide du noyau

semi-markovien par :
n

$(n) = > ¢™(n), n € N.

m=0
Démonstration. Pour tout n € N,
(> ") =0 =g)(n) = (D ¢")(n) = (D ¢"™) xq(n)
m=0 m=0 m=0
=3 ¢ )= "),
m=0 =1

Comme l'inverse est unique d’apres la Proposition 6.1.7, on a :
oo
Y(n) =Y ¢"(n).
m=0

D’apres (6.3), nous avons g™ (n)=0,Ym >n, n,m €N, d'ou :
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En utilisant la Proposition 6.1.4, on peut vérifier que, pour tout i,j € E :

bij(n) =P(Ulo {Y1 = j, T} = n}|Yo = 1), (6.14)

qui est la probabilité, partant de i, de faire un saut en j au temps n. ¥;(n) est
la probabilité que la chaine se renouvelle en ¢ au temps n.
L’équation (6.15) propose donc une méthode de calcul de la loi de transition

semi-markovienne :

Pn)= > q¢"™ x (I - H)(n), ¥n € N. (6.15)

6.2 Comportement asymptotique

6.2.1 Classification des états
Pour un état j € F, notons (7} ,g k>0 les temps de retour successifs du processus
en j et T3 le temps du premier passage sur cet état, c’est-a-dire :

Td €T, avec m = min{l € N|Y; = j},

T) €T, avec m = min{l € N|Y; = j, T} > )} k> 1.

Pour tout i # j, soit :

(%) gij(n) = L'p, (T3 = n), n € N, la probabilité, partant de 7, que le processus
passe en j au temps n, avec g;;(0) = 0. Sa moyenne est :

def
i S Ei(T3) = gij(n)
n>0

(7)) gjj(n) = ]P’j(le = n),n € N, la probabilité, partant j, que le processus
repasse en j au temps n (temps de récurrence sur j), avec g;;(0) = 0 et :

déf ’
pii(n) = E(T{) = Y gji(n)
n>0
sa moyenne.
(79) Gjj(n) = >1Lpgj;(1), n € N, la probabilité, partant de j, que le processus
repasse en j au plus tard au temps n.

Ainsi, pour deux états différents i et j de E, Gj;(00) est la probabilité que le

processus passe de 7 en j.
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Définition 6.2.1. Si G;j(00) x Gj;(00) > 0, on dit que i et j communiquent, noté
1 <> j. La relation “i <> j 7 est une relation d’équivalence sur . On appelle classes
les éléments de l'espace quotient E|;ij. S’il n'existe qu’une seule classe, c’est-d-
dire si tous les états communiquent, on dira que la chaine semi-markovienne est

irréductible.

Définition 6.2.2. Un état i est dit récurrent si Gi;(c0) = 1. Dans le cas contraire,
c’est a dire si Gi(00) < 1, on dit qu’il est transitoire.

Si tous les états sont récurrents, on dit que la chaine semi-markovienne est
récurrente.

Un état récurrent ¢ est dit récurrent positif si p;; < oo. Il est récurrent nul st
Hii = OO.

Si tous les états sont récurrents positifs (resp. nuls), on dit que la chaine
semi-markovienne est récurrente positive (resp. nulle).

Définition 6.2.3. Une chaine semi-markovienne est dite ergodique si elle est
irréductible et récurrente positive.

Soit d > 1 un entier, un état i € E est d-périodique si g;;(.) est périodique
et que sa période est égale a d. Une chaine semi-markovienne irréductible est d-
périodique (d > 1) si tous les états sont d-périodiques. Dans le cas contraire, on
dit qu’elle est apériodique.

6.2.2 Loi stationnaire

Proposition 6.2.4. Soit (X,,)nen une chaine semi-markovienne apériodique. La
moyenne des temps de récurrence pour un état j € E est :

2 icE 77(1) Vi

T G)

)

ot 7 est la loi stationnaire de la chaine incluse (Y )ren et v le vecteur dont les
éléments sont les moyennes des temps de séjour sur les états.

Si on pose :
m & Z (1) v,
i€l
alors :
m
Mij = -
7w ())

Démonstration. Pour tout 7,7 € E
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wij = BT pvi=)) + Bi( T3 L vy )
= Qijvi + ZEi(TgH{YI:r})Pi(YI =)

r#j

=Qijvi+ Y (B(T3) + Ei(T1))
75

= Qij Vi + ZQir prj + (1 — Qi5) my.
r#j

On obtient alors pj; = vi + 3,4 Qir firj-
En multipliant les deux membres par 7(i) et en sommant suivant i on obtient :

S wliuig =Y w(i)vi+ > 7)) Qir g

i€l i€l i€l r#j
=m+ <Z (i) er) Hrj
r#j \i€E
=m+ ) 7(r) e — () pjj-
rek
Par conséquent m = m(j) p;;. 0

Proposition 6.2.5. Une chaine semi-markovienne (X, )nen irréductible et apé-

riodique admet une loi limite :

Y Lim P(n),
n—oo
telle que :
1 (j) v; ,
j=—v==——"——— j€eF. (6.16)
i 7 Yien(@) vi

ou 7 est la loi stationnaire de la chaine de Markov incluse et v un vecteur conte-
nant les moyennes des temps de séjour sur les états.

La démonstration de la proposition 6.2.5 fait appel a la théorie du renou-
vellement markovien que nous n’abordons pas ici. On peut se reporter a [7, p.

65).

6.3 Exemple d’application

On considére une chaine semi-markovienne (X, ),en dans un espace d’état £
contenant 3 états :
E={1,23}.
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P(A1)

T

G(n)
G(72)
G P)

Figure 6.2: Modéle semi-markovien a trois états.

Soit o = (a1, a2, az) sa loi initiale,

0o 1 0
Q=16 0 1-6|, 0=(01,062) €01
by 1—6y 0

sa matrice de transition, et enfin :

0 P(Ak) 0
f(k)=1G(n,k) 0 PN, k) |,k eN
Gy, k) G2, k) 0

la loi conditionnelle des temps de séjour ot G(7;, .)i=1,2 est la loi géométrique de
parametre y; et P(\;,.)i=1,2 la loi de Poisson de parametre A;.
En utilisant (6.4), le noyau semi-markovien de (X,,)nen est :

0 P, k) 0
q(k) =1 601G(m,k) 0 (1—61) PN, k) |,k €N.
02G(v3, k) (1 —01) G(ye, k) 0

Pour calculer la loi de transition semi-markovienne P selon (6.15), on a besoin
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de calculer (I — H)(k) pour tout k € N avec :
ko3
Hi(k) =3 > aull ZP A1)
k3
Hy(k) :ZZQZZ Z‘glg 71,0) + (1 — 601) P(Ae, 1),

ko3
Hj (k) Zzzqu 2929 Y2,0) + (1= 61) G(v3,10).

Nous obtenons :
1— Zl 1 )\17
(I — H)(k)=diag | 1-31_,[61 G(y1.1)+(1-61) P(A2,1)]
1-370 1 [62 G(v2,)+(1-62) G(v3.,D)]

pour tout k € N.
La moyenne m = (mq, ma, ms) des temps de séjour sur les états se calcule a
laide de (6.10) :

leZ(l—H1( Zl—zp)\l,

k>1 E>1
k

ma =Y (1= Ha(k)) = S [1=3"(61 G(71,1) + (1 = 61) P(Aa, )],
k>1 k>1 =1
k

ma =y (1= Hz(k)) =Y [1 = (62 G(2,D)] + (1= 61) G(33,1)].
k>1 k>1 =1

On trouve m = (6.0465, 5.3001, 1.6666).
La loi de transition semi-markovienne s’obtient enfin par :

l
Pn)=> ¢V« (I - H)n), ¥neN.
=0

En prenant o = (0.5, 0.3, 0.2) et # = (0.6, 0.3), la Figure 6.3 représente la loi
de transition semi-markovienne P. Le processus converge rapidement vers sa loi

limite, voir Figure 6.4, obtenue numériquement d’apres (6.16) :

IT = (0.4218, 0.5136, 0.0646) .
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(x1=0.5 :

o,=0.3|

a,=0.2

79

— état 1
--- état2
—— état 3

H2:0.5136
H1:0.4218

,=0.0646

30

Figure 6.3: Modeéle semi-markovien a trois états : Loi de transition de la chaine
semi-markovienne décrite par la Figure 6.2 . o = (a1, ag, as) est la loi initiale

et II = (Hl, HQ, Hg) la loi limite.
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—Py
P,

I1,=0.4218

temps

—Pi
P,

T TV-:: ComTTssmm s s H2=0'5136

temps

1,=0.0646

30

Figure 6.4: Modéle semi-markovien a trois états : Convergence de la loi semi-
markovienne P vers la loi limite 11, en partant des différents états initiaux.



Chapitre 7

Modeles semi-markoviens

Comme les chaines de Markov sont des outils relativement simples, elles im-
posent des contraintes assez fortes sur les modeles. L’hypothese de Markov impose
que les temps de séjour dans un état donné sont des lois géométriques qui en plus
ne dépendent pas de I’état qui sera ensuite visité. Dans le premier jeu de don-
nées, cette hypothese est acceptable mais, comme nous le verrons, elle ne l'est
plus du tout dans le cas du second jeu de données. Les modeles semi-markoviens
permettent justement de relacher cette hypothese : tout en gardant une facilité
d’analyse des chalnes de Markov, ils permettent de prescrire les lois de temps
de séjour et de faire dépendre ces lois de I’état visité a l'itération suivante. On
trouve beaucoup d’applications de ces modeles dans la littérature [36, 28, 31].
Dans un modele a temps continu, Monticino et al. [35] I'utilisent dans 1’étude
d’une dynamique des parcelles forestieres.

Dans le cadre d’un modele a temps discret, Barbu et Limnios [7] estiment la
loi de transition d’'un modeéle semi-markovien par une méthode empirique (non
paramétrique). Dans un article récent [6], ils montrent comment estimer la loi

stationnaire d’une chaine de semi-Markov a temps discret via cette méthode.

7.1 Motivation

Dans ce chapitre, nous utilisons les chalnes semi-markoviennes pour modéli-
ser la dynamique d’occupation des sols dans le village d’Ambendrana (cf. figure
2.1) [43]. Nous travaillons sur le deuxieéme jeu de données concernant 'usage des
131 parcelles de 1956 a 2006 (cf. figure 2.3). En écartant les deux états “stati-
ques” forét naturelle et riziere, il reste P = 112 parcelles et 5 états possibles :
culture annuelle (Ca), jacheére (Jc), herbe (He), forét secondaire (Fs) et culture

81
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Figure 7.1: Test d’adéquation des lois des temps de séjour sur les états “culture
annuelle” (Ca), “jachére (Jc), “herbe” (He) et “forét secondaire” (Fs). Le temps
de séjour sur I’état “culture pérenne” (Cp) n’est pas traité car il est infini d’apres
le jeu de données, voir figure 2.3.

pérenne (Cp).

Markov ou semi-Markov ¢

Au chapitre 5, nous avons utilisé une technique de bootstrap paramétrique
pour tester I’adéquation d’un modele markovien & un jeu de données. Ce test porte
sur la loi des temps séjour sur les états qui doit étre nécessairement géométrique
pour un modele de Markov. Pour ce deuxieme jeu de données, nous utilisons cette
méme technique afin de savoir si le modele de Markov est le mieux adapté pour
modéliser le processus.

Le résultat est représenté dans la figure 7.1. Le test est positif pour les états
“culture annuelle” (Ca) et “ herbe” (He). L’hypothese de la loi géométrique est
en revanche rejetée pour les temps de séjour en “jachere” (Jc) et “forét secondai-
re” (Fs).

Nous avons refait le méme test pour le temps de séjour sur ’état “jachere”
(Jc) en séparant les temps de séjour en Jc suivis de Iétat Ca de ceux suivis
de I'état Fs. Le résultat est positif pour une transition Jc — Ca et négatif pour
Jc — Fs, voir figure 7.2.

Donc d’apres ce test :

(7) les lois des temps de séjour sur les états ne sont pas tous géométriques,



7.2. DESCRIPTION DU MODELE 83

Lo Lo
o | o |
o | Hﬁﬁ“r— © | ——
o I | | | | o I | | | |
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Jc vers Ca JctoFs
I I I I
0 1 2 3 0 1 2 3
Jc vers Ca Jc vers Fs

Figure 7.2: Test d’adéquation des lois des temps de séjour en Jachére (Jc), pour
les transitions Jc — Ca, et Jc — Fs. L’hypothése de la loi géométrique est rejetée
pour le temps de séjour dans une transition Jc — Fs.

(i) pour une transition Jc — i € E'\ Jc, la loi du temps de séjour en Jc dépend
de 1.

Il est évident que le temps de séjour en “jacheére”(Jc) est beaucoup plus long

dans le cas d’une transition Jc — Fs que dans le cas d’une transition Jc — Ca.

Le test que I'on vient d’effectuer ne fait que confirmer cette évidence. Un modele

de Markov est donc inadapté a cette situation et le recours a des modeles de

semi-Markov est naturel.

7.2 Description du modéle

7.2.1 Les observations

L’état d’une parcelle p au temps n est noté 67(119) cg¥ {Ca, Jc,He,Fs,Cp}.

L’ensemble des observations pour toute les parcelles s’écrit alors :

(ev(zpz)lsz>p:1:P )
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ou N, est la longueur des observations de la parcelle p.
Soit (tip )) ken les instants de changement d’état pour une parcelle p et (Sgcp ))keN

la suite des temps de séjour sur les états avec :

(p) _ (p)
tp = Z s
Le nombre des changements d’état observés pour la parcelle p est :

M® € max{k e N,t;p) < Np}.

(»)

Enfin, le temps de séjour censuré sur le dernier état visité e M

) sera noté

déf
Uun, = Np - TNp .

7.2.2 Hypotheses et présentation du modeéle

D’apres les tests statistiques effectués sur le jeu de données et des concerta-
tions avec les experts, nous faisons les hypothéses suivantes :

(h1) Les parcelles sont indépendantes les unes des autres et ont la méme dyna-
mique.

(ha) Les changements d’état (Yi)ren forment une chaine de Markov.

(h3) Les transitions possibles sont Ca — Jc, Ca — He, Ca — Cp, Jc — Ca, Fa — Fs,
He — Ca, He — Jc, Cp — Ca et Fs — Ca. Les autres transitions sont impos-

sibles.

(hga) Le temps de séjour sur chaque état dépend du prochain état qui sera visité.
Pour les transitions Ca — Jc, Ca — He, Ca — Cp, et Jc — Ca, les lois des
temps de séjour sont géométriques. Les temps de séjour pour les autres
transitions sont poissonniens.

Ainsi, nous supposons que les observations sont issues d’une chaine semi-
markovienne (X, )nen, voir figure 7.3. Soit (Y )ren la chaine de Markov incluse,
(Tk)ken la suite des instants de changement d’état et (Si)ren la suite des temps
de séjour.

La figure 7.4 représente la matrice de transition de la chaine incluse (Yy)ken
avec :

0 91 92 0 1—91_92

65 0 0 1-—65 0

Q=164 1-6, 0 0 0 (7.1)
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0
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culture pérenne
Cp

G(13) P(As)

culture annuelle /\\ He
Fs

orét secondaire
/ G(1)

Jc
jachere

Figure 7.3: Modéle semi-markovien a 5 états. G(vi)i1<i<a est la loi géométrique
de paramétre v; et P(\;)i<i<s la loi de Poisson de paramétre \;

culture pérenne
Cp

1—0; -6 Bl

b9

culture annuelle , /\\ He
Fs

herbe
04

forét secondaire
01 93

1— 65
Jco -
jachere

Figure 7.4: Graphe de la matrice de transition de la chaine de Makov incluse du
processus (Xp)neN-
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ou
0 = (0i)1<ica €O < {0 €10,1]" 61 + 0, < 1}.

La loi conditionnelle des temps de séjour est de la forme :

0 G(v,k) Glye, k) 0 G(v3, k)

G(a, k) 0 0 P(A1, k) 0

f(E) = | P2 k) Ps, k) 0 0 (7.2)
P\, k) 0 0 0 0
P(Xs, k) 0 0 0 0

ot G(vi,.) est la loi géométrique de parametre v;, , 1 <7 <4 et P();,.) laloi de
Poisson de parametre A;, 1 < j <5.

En utilisant @ et f, la loi du processus s’écrit :

(p)

]P)(Y(I;\)ﬂp) - e( ])\/[(p)’ S(p) M® — 3(p])\/[(p)> P(‘s](\:;)(p)Jrl ’ M(p) ) )p 1.P

Tey®  — g0 »

= [ PO e = eonrm Sinw = Siarm)
p=1

(p) (»)
(S]\I/}(P)+1 2 un, ‘Y]\;(P) = GE\Z)@))

P M@ .

=11 H Q. ® o [ (P)(Sk ) H () o )(UNP)
p: :

avec Oca la loi initiale de (Yi)gen et :

HP (k) =P(SY),) | > kX0 =1i), i € Bk €N,

est la fonction de survie définie dans (6.9).

7.3 Inférence des modeéles

La loi du processus (7.3) est entierement définie par la matrice de transition
de la chaine incluse @), la loi conditionnelle des temps de séjour f et la fonction
de survie des temps de séjour H.

D’apres (6.4), on peut calculer le noyau semi-markovien de (X,),>0 par :
6ij (k) = Qi fij(k), Vi, j € E,k € N*.

On en déduit, I’expression de la fonction de survie H avec (6.6), (6.7) et (6.9).
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En notant que la loi initiale est d¢a, inférer le modele revient alors a estimer
la matrice de transition de la chaine incluse @ et la loi conditionnelle des temps
de séjour f a partir des observations.

Pour une parcelle p, pour tout ¢, € E, on définit :

(7) le nombre des transitions de i a j :

M)
D ve=ivin=ip
k=0

(p) déf

(i7) le nombre des transitions de i & j dont le temps de séjour sur Iétat i est

bgal A k> 1 :
M®)

déf
n,%’)(k) = Y LvamiVir1—i Sueh}s

n=0
(#17) le nombre des visites de I'état i :

M® 1
p def
=Y Iy
n=0

Pour ’ensemble des parcelles, soit :

P P

dsf (p) dsf (p) dsf P

Nij = Znij ) nij(k) = anj (k), ny = an
p:l p:l

Comme au chapitre 5, nous ne considérons pas les temps de séjour sur les états qui

apparaissent a la fin des observations. Ainsi la valeur ﬁe(,,) (un,) qui correspond
M(P)

a la fonction de survie du temps de séjour sur ’état final eg‘l/’[)(p) sera négligée [7,
p. 78].
Nous considérons alors la fonction de vraisemblance :
PNy ®)

LQ 1) =TI TT TT l@ul™ (s (k) ® (7.4
p=1k=1ijEE
7.3.1 Méthode empirique

Ici, nous reprenons la technique utilisée par Barbu et Limnios [7] pour estimer
Q et f.
Définition 7.3.1. On définit ’estimateur empirique de la matrice de transition

de la chaine incluse @) et de la loi conditionnelle de temps de séjour f par :

déf Mg . .
ij = 775’ i,j € E, (7.5)
7 ef nij(k)
ﬁﬂmiﬁﬁij,ugeﬁgkeN (7.6)

ij

Sin; =0, on pose Q;j = 0,4, € E. De méme, on pose ﬁ](k:) =0 sin;; =0.
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Proposition 7.3.2. Les estimateurs empiriques définis par (7.5) et (7.6) maxi-
misent la fonction de vraisemblance (7.4).

Démonstration. L’estimateur du maximum de vraisemblance est défini par :

L@, f) = max L@, f),

ol M est ’ensemble de matrices carrées E x E et M p(N) 'ensemble des appli-
cations de N dans Mp. Cela revient a résoudre 1’équation de la vraisemblance :

OL(Q. f)

oL
imbzc?f ;=0 Vi,je E,VkeN,

Pour simplifier les calculs, considérons la fonction log—vraisemblance :

P Np

=353 [ 108(Qi) + n? (k) log [ fis (k)] (7.7)

p=1k=11,j€FE

En utilisant 1’égalité :

> Qi =1, (7.8)

JEE
I’équation (7.7) peut s’écrire :
P Np
S50 ST (0 log(Quy) + () loalfis (8)] + es(1 — 3 Q)]
p=1k=11,j€FE jeE

ou ¢; est une constante appartenant a N*.

Si on note :

alors :
M
=2 > [0y log(Qiy) +nyj(k) log[fis ()] +ei(1 =D~ Q)] (7.9)
k=1i,j€E jE€E
Pour tout 4,5 € I :
o _ 5, = i
0Qi; G
L’équation (7.8) devient :

1= Q=) 2=

jeE jeg G G
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On obtient ¢; = n; et :
O;i =
i =
T

qui n’est autre que I'estimateur empirique de @Q;; dans (7.5).

Pour prouver que f maximise aussi (7.7), on refait le méme calcul en utilisant

Pégalité :

i (k) =1. (7.10)
k=1

On a alors :

M
=2 32 (o 08(Qu) + ) oglfy ()] + = fith) = 1),
k=1i,j€E

k=1
(7.11)
avec ¢;; une constante dans N*.
La maximisation de (7.11) suivant f;;(k), 4,7 € E,k > 0 donne :
R ns(k
i) = ",
Cij
En appliquant (7.10), on obtient ¢;; = n;; et on retrouve :
k
fzj( ) = g )ZJGE k> 0.
ij
]

Les estimateurs que nous avons calculés sont des estimateurs non paramé-
triques : Q et f sont calculés directement a partir du jeu de données sans tenir
compte des hypotheses sur les lois de parameétres 6, v et A énoncées dans (hg) et
(h4). Les estimateurs que nous allons voir dans les sections suivantes sont des es-
timateurs paramétriques. Les estimations de @) et f se feront par les estimations
des parametres qui les caractérisent.
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7.3.2 Méthode du maximum du vraisemblance

En tenant compte les expressions de @ et f dans (7.1) et (7.2), Pexpression
de la fonction de vraisemblance définie dans (7.4) peut s’écrire :

M
L(9, 7, /\) — H G?CaJc GgCaHe (1 — 0, — 02)nCan HgJCCa (1 _ Hg)nkps HZHeCa (1 _ 94)"H9Jc
nCaJc(k) nCaHe(k) WCaCP(k)
(71 (1 —71)’“‘1> (vz (1 —72)’“‘1> (73 (1 —%)’“‘1)

1 "JcCa(k) e—>\1 )‘]f nJch(k) 6_)\2 Aé ”HeCa(k)
Ya (1 - 74 X Il

7)\3 )\k Npese (K) 67)‘4 )‘{46 Nrsca (k) e—)\5 )\Ig ncPCa(k’)
(=) (=) (&)

On peut la décomposer de la fagon suivante :

(7.12)

L<67’77 )‘) =L (0) LQ(FY) L2<)‘)

Ll(e) — Q?CaJc egCaHe (1 _ 01 _ ez)nCan ngcCa (1 _ eg)nJch QZHeCa (1 _ 04)"741{&‘](:7

M . ncase (k) 1 Ncate (k)
HK (1—m)" > <72(1—72)_>

k=1

ncacp (k)
(o @=m 1) a @ =)y

et

ﬁ |:< 7)\1 )\k)nJch(k) (e)\g )\é: nHeCa(k)
k! )

k=1
6—>\3 )\]3€ nHeJc(k) e—>\4 )\iﬁ nFsCa(k) 6—>\5 >\§ nCpCa(k)
k! k! k! '

Soit :

10,7, X) =log L(6, v, \) = 1,(0) + lo () + I3(\)
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la fonction log—vraisemblance, avec :

ll(e) = TNMcalc log(el) + Ncale log(92) + Ncacp log(l - 91 - 92)
+ Ncca log(63) + niycrs log(1 — 63) + Npeca l0g(04) + Npesc log(1 — 64),

M
12(7) =) (ncasc(k) log(y1) + (k — 1) ncase(k) log(1 — 1))
k=1

M=

+ ) (ncane (k) log(v2) + (k — 1) ncane (k) log(1 — 72))
k=1
M

+ Z (ncacp(k) log('yg) + (k? - 1) ncacp(k) IOg(l — "}/3))
k=1

+
M=

(n3cca(k) log(ya) + (K — 1) njeca(k) log(1 — 74))

B
Il
—

et

NE

Is(\) = (— M ngers (k) + kngers(k) log(A1) — log(k!))

>
I
—_

+ ( — A2 ngeca (k) + k nueca (k) log(A2) — log(k!))

NE

i
I

+
M=

( — )\3 nHeJC(k) + aneJc(k’) log()\g) — IOg(k?'))

B
Il
—

+
NE

( — A1 npsca(k) + knrsca(k) log(Aa) — log(k!)).

£
I
—

+
NE

( — X5 ncpea(k) 4 k nepea (k) log(Xs) — log(k!)).

i
I

Matrice de transtion de la chaine incluse

L’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) § du paramétre 6 est
obtenu en maximisant {;(6), c’est-a-dire :

11(9> = reneaé( l1(0)

On obtient § par la résolution de :

ol (0)
o6 lo=6 =0
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avec :
all(g) _ Ncacp + NcaJc
26, 1—0,—06) " 6
all(g) _ Ncacp + NCaHe
90,  (1—0—0) 6,
all(g) _ NJcFs NjcCa
003 (1—-063) 03
all(g) _ NHeJc 4 NHeCa
694 (1 — 94) 94
On obtient :
él _ NcaJc :
Ncajec T Ncate + Ncacp
A TCaHe
92 == ’
NcaJc T Ncate + Ncacp (7 13)
f. — NJcCa )
3—
Njcca + N jcFs
é‘4 _ THeCa

NHeCa + NHeJc

Lois des temps de séjour

La loi conditionnelle des temps de séjour f dépend des parametres v =
(vi)1<i<a et A = (\j)1<j<s, cf. équation (7.2). Les EMVs 4 et A sont définis

par :

(%) = max la(7), l3(A) = max I3(\).

On calcule 4 en résolvant :

avec

dla(6) _ % ncase(k) (k= 1) ncase(k)

o [ m (I—=m) 7
013(0) L ncane(k) (k= 1) ncae (k)

v kzzjl Y2 (1—72)
8l2(«9) o M 77/Can(k) o (k - 1) nCan(k)

dvs k;l 73 (L—1s) 7

02(0) X neca(k)  (k— 1) nyecalk)
04 _kz::l Y4 (=)
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Apres calcul, on trouve :

N Zﬂil nCaJc(k) A Zé\/lﬂ nCaHe(k)

N == ) Y2 = = )
> k=1 k ncasc(k) > k=1 Kk ncacp (k)

,_}73 — Zi‘idil ncacp(k) ,)?4 — Z]k\il nJcca(k)
Shey kncacp (k) Sohiy knycca(k)

Enfin pour calculer I’ EMV de A, on résout :

8l3(>\) ’ P 0
o\ A=A
avec :
dl3(0) _ % A rena(E) + k nyers (k)
5)\1 = 1 "lJcFs )\1 )
alz() Y k nigeca (k)
= - eCa k ’
Dy kZ::l A2 Npeca (k) + N
Az(0) k npese (k)
D = kz::l A3 nHeJc(k) + A3 ,
dls(0) k npsca (k)
Vi ,;1 A4 nesca (k) + Y
al3(9) ul k nCpCa(k)
= - a(k _—
On obtient :
N ZQ/LI knjers (k) o Zl]c\il k nyeca (k)
Al - M bl )\2 - M b
> k=1 Ncrs (k) > k=1 THeca (k)
. = Zket Frnesc (k) 5, = 2o Frsca(k)

3 = 4 =
Z]]g\/[:1 nHeJc(k) Zkle nFsCa(k)
< 2y kngpa(k)

R = .
Sl npea(k)

7.3.3 Méthode bayésienne

Cette partie concerne 'estimation de la matrice de transition @ de la chaine
incluse (Yx)ren ainsi que de la loi conditionnelle des temps de séjour f par 'ap-
proche bayésienne. Dans le chapitre 4 nous avons déja introduit cette méthode
pour estimer la matrice de transition d’un modele markovien. En premier lieu,
nous reprenons cette technique pour estimer la matrice de transition de la chaine
incluse (Y)ken. Puis, nous calculons les estimateurs bayésiens correspondants
aux parametres de la loi des temps de séjour. Dans les deux cas, nous calculons
les estimateurs avec la méthode de Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC).
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Estimation de la matrice de transition de la chaine incluse

On suppose que 0 dans la matrice de transition ) dans (7.1) est une variable

aléatoire selon une loi a priori de densité mpyyio, (6).

Loi a priori Tprior(0)

Nous considérons la loi a priori non informative de Jeffreys [32] :

Tomior (0) o \/det[Z(0)], (7.14)

ou

B d%11(0)
7(0) = [Ee( N a0y, 891)] 1<k,i1<4

est la matrice d’information de Fisher.

On peut décomposer Z(6) :

A1 00
ZO)=| 0 a3 O
0 0 a4
avec :
dét ’1(0)  9°l(6)
_é 829 00100
Ao = —Fy L0 21,(0)
002001 9202
et

déf 0211(0)
ak:—E9< 520, , k=3,4.

Le calcul du déterminant donne :
detI(Q) :detAl,g X a3 X a4

avec

_ (_Eolncacs] | Eolncase]\ (_Eolncacs] . Eplncane] Eo[ncacp] )2
det A12 = ((1feli§1;)2 + = 9§ ’ ) ((1feli§2)2 + = egcaﬂ ) - ((1feli§2)2) ’
az = I%f[fg;‘gz} + Eg[gécca] ;

_ EG [nHeJc} EQ [nHeCa]
a1 =gy T

Pour deux états i et j de E, I'espérance du nombre des transitions Eg[n;;] se

calcule par :
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EO[”Z]] = Z ]P)G(Yk(p) =1 Yk(pi)l = Z)
p=1 k=2
P M®
-3 S B = = s =)
p=1 k=2
M®)
= Qij Z Z P9(ch(p)1 =)
p=1 k=2
P M®) P M®
= Q5 > Y (5@ 1) = Qi X Y 1@ Mea: (7.15)
p=1 k=2 p=1 k=2

Loi a posteriori
La loi a posteriori myes(#) s’obtient avec la formule de Bayes :
Tpost () o< L1(0) Torior (), (7.16)
ou
L1(0) = 07 ghete (1 — 0y — Og)""00 0ICa (1 — f)™3eF= QlHeca (1 — (q)"MHele

est la fonction de vraisemblance associée a 0. L’estimateur bayésien 6 est la

moyenne de la loi a posteriori :

_ Jo 0 L1(0) mprior (0) A6
B f@ L1(0) Tprior(0) dO ’

gL / 0 Tpost (0) A (7.17)
€]

Le calcul de la loi a posteriori (7.17) ne peut pas se faire de fagon explicite et nous

faisons appel a une méthode de Monte Carlo par chaine de Markov (MCMC).

Nous utilisons I’algorithme de Metropolis-Hastings & noyau gaussien décrit par

I’algorithme 7.1.

Estimation des lois de temps de séjour

La loi conditionnelle des temps de séjour (7.2) dépend des parameétres v =

(7i)1<i<a des lois géométriques et A = (;)1<i<5 des lois de Poisson. Nous faisons

g

Phypothese que les lois de y et A admettent comme densités 77, () et 75, (A).

Lois a priori

Comme dans la section précédente, nous utilisons la loi a priori non informa-

tive de Jeffreys.
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choisir 6

66

pour k=2 3,... faire
e ~ N(0,0?) % loi gaussienne
OPOP < + ¢
u ~ UJ[0,1]

Tpost (67P) g(0 — 67"F) }

1 1
@ min {1 Tpost (0) g(6PP — 0)

si u < « alors

6 < grrop
fin Sik: 1 1
] Iy B
7 0+ . 0
fin pour

ALG. 7.1: Algorithme de Metropolis-Hastings a tirages indépendants pour échan-
tillonner la loi a posteriori du parameétre de la matrice de transition @) de la
chaine incluse (Yi)gen-

Proposition 7.3.3. (i) Considérons un échantillon de taille n d’une loi géo-

métrique de paramétre v ; la loi a priori de Jeffreys s’obtient par :

i) o\ 55 (25 ): (718)

(it) Considérons un échantillon de taille n d’une loi de Poisson de paramétre

A; la loi a priori de Jeffreys est :

7Tgrior()‘) X % (719)

Démonstration. (i) Si Si,...,S, est un échantillon d’une loi géométrique de
parametre v, la fonction de vraisemblance s’écrit :

Lg(r)/) = (1 - ’7)51_1’)/ ... (1 — ’y)S"_lfy = (1 _ 7)22:1 Sk —n A

et la fonction log-vraisemblance est :

lg(v) = Z Sk —n log(l —~v) +nlog~y.
k=1

Alors, la matrice d’information de Fisher est :

I(y) =E, <_3219(7>> _ (_Zz_lEV(Sk) —n n) |

0y (1—7)? 72
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Comme

alors Z(vy) devient :

_nl=9)  nm_n( 1
I(V)—M+y2_~y2((1—’y)>'

On obtient (7.18) par la définition de la loi a priori de Jeffreys :

Tior (7) 0C \/det[Z(7)].

(77) La fonction de vraisemblance associée a I’échantillon S, ..., Sk d’une loi de

Poisson s’écrit :
n S n S
g =1 g
Sa fonction log-vraisemblance est

lp = —An +log(\) Z Sk — Z log(Sk)
k=1 k=1

et la matrice de Fisher est :

2 n n n
() =E, (—8;1;(;)) - LS my sy = A

k=1
car Ex(S;) = A, k=1,...,n. On trouve (7.19) a l'aide de

T o (A) o</ det[Z(N)].

Lois a posteriori

Les lois a posteriori de v et A se calculent a l'aide des lois a priori et des

fonctions de vraisemblance :

Wg%t( ) X L ( ) prlor(fY) ’ ﬂ-gost()\) X Lp()‘) 7lea)rior(/\) .

Les estimateurs bayésiens sont :
~ déf def
7 - fyﬂ-po:at( )d77 /)\ post (720)

Les algorithmes 7.2 et 7.3 permettent de calculer des approximations de 7 et A
par une méthode MCMC.
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choisir

Sl

pour k= 2,3,4,... faire
Yprop ~ U[0, 1] % loi uniforme sur [0, 1]
u~ U[0,1] ,
o+ min {1, ‘Wpozt Oper) }
7Tpost (7)

si u < « alors
6 < Yprop %0 acceptation

fin si

ALG. 7.2: Algorithme de Metropolis-Hastings pour échantillonner selon TI'gOSt(’)/)
et calculer une approximation de 4 par la moyenne de [’échantillon.

choisir A
A A
pour k= 2,3,4,... faire

Aprop ~ U([1,n]) % loi discrete uniforme sur [1, n]
, % ou n est la longueur d’observation.
u ~ UJ0,1] )

. 7"'post()‘pmp)

o < min {1, Wgost()\) }
si u < « alors

A 4 Aprop /0 acceptation

ﬁnsik ) .
N X T o
— 2 )\+k)\
fin pour

ALG. 7.3: Algorithme de Metropolis-Hastings pour échantillonner selon Wgost()\)
et calculer une approrimation de A.
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Remarque 7.3.4. Pour la loi de Poisson, le calcul de (7.20) peut se faire de
manicre explicite a l'aide de la loi Gamma. En utilisant [’expression de la loi a
priori de Jeffreys dans (7.19), la loi a posteriori s’écrit :

o () o[ ATk S

X )\(ZZ:l Sk—%) efn)‘

n 1
X g(>‘a Z Sk + ivn)a
k=1

ot
6 1
Y d:Cf « )\a,1 —BA
g( 7a7/8) ﬁ F(O{) e
iid

est la densité d’une loi gamma de paramétre (a, B). Donc, A ~ T'(3°F_; Sk + %, n)

et la moyenne est :

1
> h=15kt 3
—_—

A= (7.21)

Dans la pratique, les deux méthodes coincident car les résultats donnés par l’al-
gorithme 7.3 convergent vers la valeur calculée par (7.21).

7.4 Résultats et discussions

Les trois méthodes d’estimation proposées dans la section précédente condui-
sent a des modeles semi-markoviens différents. L’estimateur empirique et 1’esti-
mateur du maximum de vraisemblance conduisent a des modeles absorbants dont
létat absorbant est ’état “culture pérenne” (Cp), voir figure 7.5. Avec la méthode
bayésienne, le modele est une chaine semi-markovienne réguliére. Nous étudions

le comportement de ces modeles dans la suite.

7.4.1 Modéles absorbants
Lois de transition semi-markovienne

L’estimateur empirique (7.5) et 'estimateur du maximum de vraisemblance

(7.13) de la matrice de transition @ coincident :

0 0.8267 0.0400 0 0.1333

0.9275 0 0 00725 0

Q=0=1] 1 0 0 0 0 (7.22)
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
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O culture pérenne

Cp

1

0.1333

0.04
culture annuelle /\‘ He
Fs !

0.8267 0.9275

herbe

forét secondaire

0.0725

Jc
jachere

Figure 7.5: Chaine de Markov incluse associée aux modéles déduits de la méthode
empirique et de la méthode du maximum de vraisemblance.

En effet ces deux estimateurs se basent sur le nombre des transitions observées
entre les états. Avec ce modele, ’état (Cp) est un état absorbant car il n y a
aucune transition partant de cet état dans le jeu de données.

Il y a une légere différence entre les deux méthodes au niveau de I’estimation
de la loi conditionnelle des temps de séjour, voir la figure 7.6. L’estimateur empi-
rique f s’obtient directement par les fréquences d’occurrence des temps de séjours
observés (7.6). L’estimateur du maximum de vraisemblance f repose sur ’hypo-
these (h4) et estime les parametres des lois & ’aide des observations. Toutefois,

les résultats sont cohérents car :

(7) si(S1,852,...,5,) est un échantillon d’une loi géométrique de parametre ~,
I’estimateur du maximum de vraisemblance de ~y est
1

Mms

ou n g

_ 1=0*

meg = ———
n

est la moyenne empirique correspondant a I’échantillon. Ceci est vérifié pour
Yi, 1 =1,2,3,4.
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0.4 0.4
estimateur empirique
. B . [ - EMV
0 10 20 0 10
Ca — Jc Ca — He
0.4 0.4 0.4
% 2 4 6 8 % 5 “10 Y0 20 30 40 50
Ca - Cp Jc —» Ca Jc —>Fs
0.4 0.6
% 5 0 15 0 10 20
He — Ca Fs — Ca

Figure 7.6: Lois des temps de séjour : estimateur empirique et estimateur du mazi-
mum de vraisemblance des lois conditionnelles des temps de séjour fi;(k), i,j €
E, k € N. L’estimateur du mazximum de vraisemblance estime les parameétres des
lois et Destimateur empiriqgue compte les fréquences d’occurrence des temps de
séjour selon les observations.

(#t) si (S1,S52,...,S5n) est un échantillon d’une loi de Poisson de parametre A,
I’estimateur du maximum de vraisemblance de A n’est autre que la moyenne

empirique, ce qui est le cas pour /A\Z , 1 =1,2,3.

Dans les deux cas, le temps de séjour sur I’état absorbant “culture pérenne”
(Cp) est infini. Ainsi, les deux lois supposées (géométrique et Poisson) modélisent

correctement les fréquences empiriques des temps de séjour.

En utilisant les EMVs de @ et f, nous obtenons les estimations du noyau

semi-markovien :

A A

@ij (k) = Qij fi;(k), Gij (k) = Qij fij(k), Vi,j € E,Vk € N.

Puis, pour tout £ € N, i,j7 € E, les estimateurs de h(k) et H(k) se calcule
facilement par les relations (6.6) et (6.7) :

hi(k) =" ai;(k), hi(k) =Y i (k),

jEE

k
Hik) = " hu(0), Hi(k)
=1

JEE
k A

> hi(l).

=1

On en déduit les estimateurs de la loi de transition semi-markovienne P par
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B culture annuelle
" ljachére

herbe
0 10 20 30 40 50

estimateur du maximum de vraisemblance .fOfét secondaire
B culture pérenne

1

10 20 30 40 50
estimateur empirique

Figure 7.7: Estimateur empirique et estimateur du mazimum de vraisemblance
des proportions des parcelles occupées par les états Ca, Jc, He, Fs et Cp pendant
les 50 années d’observations. On observe une légére différence entre les deux
estimateurs.

I’équation (4.5) :

Pmy:§:%>ﬂf—ﬁmmneN, (7.23)

S]]

*) s (I — H)(n),n € N. (7.24)

N
z
Il
hE
Q.

en terme de proportions. Les deux modeles déduits de 'estimateur empirique et
de l'estimateur du maximum de vraisemblance sont quasiment identiques.

Temps d’absorption

Les chaines semi-markoviennes déduites de ’estimateur empirique et de 1’es-
timateur du maximum de vraisemblance admettent “culture pérenne” Cp comme
étant absorbant, voir la figure 7.8. Nous nous intéressons au temps mis par le
systéme avant d’atteindre cet état.
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Soit TZ»C]'D le temps d’atteinte de Cp partant d'un état ¢ € E \ {Cp}, c’est-a-
dire :
TP ¥ T avecm = min{l € N, ¥; = Cp, Yy =i}

(2

ot (Yx)ken, la chaine de Markov incluse de (X,,)nen-
Notons :

g (n) EP(IP =n), neN

la probabilité d’atteindre Cp au temps n partant de 1’état ¢, avec :
c .
gP(0) = 0,¥i € B\ {cp}.

Proposition 7.4.1. La moyenne m;c, du temps d’atteinte de l’état absorbant
vérifie :

Mico = Vi + 3 Qik Micp (7.25)
k#Cp

ou v; est la moyenne des temps de séjour dans l’état i € E \ {Cp}.

Démonstration. Nous nous inspirons de la démonstration de Kulkarni [28] :

Micp = (TP 11y, —cpy) + Ei(Ty P Ly, 26p))
= Qicp Vi + Y Ei(T P |1y =k )Pi(Y1 = 7)

r#Cp

= Qicpvi + Y (E(T{P) + Ei(Th))
r#Cp

= Qicp Vi + Y Qir Macp + (1 — Qicp) V.
r#Cp

O

Etant donné que I’état initial du processus est Ca, nous nous intéressons a

Mcacp- En utilisant I'équation (7.25), nous avons le systeme d’équations :

Mcacp = Vca + Q12 MJacp + Q13 MHeCp)
Miccp = Vie + Q21 Meacp + Q24 MEscps (7.26)
MHecp = VHe T Q31 Mcacp,
Mpscp = Vrs + Qu Mcacp
ol Vca, Vic, Ve €t Ups sont les moyennes des temps de séjour sur les quatre états

non absorbants. La résolution de (7.26) permet d’écrire que :

Vea + Q12V3c + Q13Ve + Q1202405
1 — (Q13Q31 + Q12Q21 + Q12Q24Qu1)

(7.27)

Mcacp =



104 CHAPITRE 7. MODELES SEMI-MARKOVIENS

B culture annuelle
jachere

50 100 150 200 250 300 herbe
estimateur du maximum de vraisemblance .fOI’ét secondaire

1 ,
B culture pérenne

O™""50 100 150 200 250 300

estimateur empirique

Figure 7.8: Modéles semi-markoviens absorbants : Absorption du processus par
I’état culture pérenne (Cp). Le temps moyenne d’absorption est 65 ans pour l’es-
timateur du maximum de vraisemblance et 39 ans pour 'estimateur empirique.

En calculant cette valeur avec les estimateurs empiriques Q et f, on trouve :

mCan = 39 ans.

Pour 'estimateur du maximum de vraisemblance :

mcacp = 65 ans.

7.4.2 Modele régulier

Nous analysons maintenant le modele semi-markovien déduit de I’estimateur
bayésien de la matrice de transition @ et de la loi conditionnelle des temps de

séjour f.
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Loi de transition

L’estimateur bayésien de la matrice de transition () est une matrice réguliére :

0 0.8164 0.0470 0 0.1366

0.9242 0 0 00758 0

Q=10.8070 0.1930 0 0 0o |. (7.28)
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

Les figures 7.9, 7.10 et 7.11 montrent les estimations des parametres des lois
des temps de séjour par la procédure de Monte Carlo par chaine de Markov.
L’estimateur du noyau semi-markovien et de la fonction de répartition des temps

de séjour sont :

Gij(k) = Qij fij(k),i,j € B,k €N, (7.29)
k
Hi(k) =YY G;(), i€ E, k>0. (7.30)
I=1j€FE

La loi de transition semi-markovienne correspondant au modele est
n
Pn)=3"q¢" « (I - H)(n),n € N. (7.31)
k=0

Les figures 7.12 et 7.14 représentent les lois de transition semi-markoviennes pour
les modeles déduites de I'estimateur empirique, de 'estimateur du maximum de
vraisemblance et de ’estimateur bayésien calculé avec la méthode MCMC.
Loi limite

Avec les estimateurs bayésiens de @Q et f, la chaine de Markov incluse est
irréductible et les temps de séjour sur les états ont tous une moyenne finie. D’apres
la proposition 6.2.5, la chaine semi-markovienne (X, ),cn admet une loi limite

iV ,
Ij=—221— j€eF (7.32)
DieE TiVi

ou 7 est la loi invariante de la chaine de Markov incluse (Yj)ren et v le vecteur
contenant les moyennes des temps de séjour sur les états (6.10).

Apres calcul, on trouve :

IT = (0.1490, 0.2134, 0.0524, 0.0379, 0.5473). (7.33)

La loi limite IT correspond aux proportions des parcelles occupées par chaque état
a l’équilibre, voir la figure 7.15. C’est-a-dire : a ’équilibre, 14.9% des parcelles
sont en état “culture annuelle” (Ca), 21.34% en “jachere” (Jc), 5.24% en “herbe”
(He), 3.79% en “forét secondaire” (Fs) et 54.73% en “culture pérenne” (Cp), voir
la figure 7.13.
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Figure 7.9: Estimateur bayésien et estimateur du mazximum de vraisemblance du
parametre 0 de la matrice de transition de la chaine incluse : échantillon de la
loi a posteriori obtenu par la méthode MCMC' en “— /vert”, la moyenne associée

en “- - -/rouge” et l’estimateur du mazximum de vraisemblance en “ - /bleu”.
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Figure 7.10: Estimation bayésienne des paramétres des lois géométriques corres-
pondants aux temps de séjour pour les transitions CaJc, CaHe, CaCp et JcCa :
échantillon de la loi a posteriori obtenu par la méthode MCMC en “— /vert”, la
moyenne associée en “- - - /rouge” et Uestimateur du mazimum de vraisemblance

en “-- /bleu”.
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Figure 7.11: Estimation bayésienne des paramétres des lois de Poisson correspon-
dants aux temps de séjour pour les transitions FaFs, HeCa, HeJc, FsCa et CpCa :
échantillon de la loi a posteriori obtenu par la méthode MCMC en “—/vert”, la

moyenne associée en “- - -/rouge” et l'estimateur du maximum de vraisemblance
en “-- /bleu”.
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Figure 7.12: Estimation de la loi de transition semi-markovienne de 1956 a 2006.

7.4.3 Discussion

Selon les trois méthodes d’estimation utilisées, on obtient trois modéles semi-
markoviens différents. Les modeéles déduits de 'estimateur empirique et de D'esti-
mateur du maximum de vraisemblance sont absorbants. Le modele proposé par
la méthode bayésienne est régulier et admet une loi limite qui correspond aux
proportions des occupations des parcelles a 1’équilibre.

A court terme, le modele absorbant et le modele régulier donnent des résultats
semblables. Les différences sont nettes & partir de la 50™® année d’observation,
voir la figure 7.15.

Dans la figure 7.16, on représente I’évolution des usages des parcelles sans
létat absorbant (Cp). Pour le modeéle déduit de lestimateur du maximum de
vraisemblance, la loi du processus semi-markovien converge vers une proportion

stable entre “culture annuelle” et “jachere” alors que les états “forét secondaire”
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M culture annuelle
Wjachére

herbe
M forét secondaire
M culture pérenne

1 100 200 300

Figure 7.13: Loi limite du modeéle semi-markovien régulier déduit de I’estimateur
bayésien

et “herbe” disparaissent. Pour le modele régulier, les proportions d’usages des
parcelles se stabilisent pour tous les états.

Pour les deux modeles, les proportions des parcelles en “jachere” sont presque
identiques : les sommes des proportions des parcelles sur les états “culture an-
nuelle”, “herbe” et “forét secondaire” sont les mémes, voir la figure 7.17.

Dans tous les cas, la proportion des parcelles en “jachere” atteint son équilibre

vers la 50'™¢ année d’observations.
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Figure 7.14: Comparaison des lois de transition semi-markoviennes estimées selon
les trois modeéles déduits de l'estimateur empirique, de ’estimateur du mazimum
de vraisemblance et de [’estimateur bayésien.
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Figure 7.15: Proportions d’occupations des parcelles selon les modéles déduits de
UVEMYV et de l’estimateur bayésien.
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Figure 7.16: Proportions d’usages des parcelles sans [’état (Cp) pour les modéles
déduites de 'EMYV et de ’estimateur bayésien.
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Figure 7.17: Proportions des parcelles en état “jachére” et “non jachére” pour
le modéle absorbant déduit de VEMV et le modéle régulier déduit de l’estimateur
bayésien.



Conclusions et perspectives

Nous avons développé une démarche de modélisation de dynamique d’usage
de parcelles agricoles fondée sur des chaines de Markov a espace d’état fini. Nous
avons adopté le point de vue pragmatique suivant : partant de relevés annuels
d’usages de ces parcelles, il est communément admis de construire la matrice
de transition empirique afin d’inférer la dynamique sous-jacente. Considérer une
telle matrice revient implicitement a supposer que ces parcelles sont toutes indé-
pendantes les unes des autres et qu’elles suivent tout la dynamique de Markov
homogene en temps. Cette hypotheése est naturellement fausse mais, comme nous
I’avons fait remarquer, il s’agit de ’étape initiale dans I’étude de telles dyna-
miques. De plus cette matrice de transition empirique est en fait I’estimateur
du maximum de vraisemblance de la matrice de transition de la chaine de Mar-
kov. Cette approche consiste a exploiter uniquement les données et ne permet
pas d’intégrer les connaissances a priori des experts. Afin de prendre en compte
certaines transitions non-présentes dans les données mais pourtant jugées comme
crédibles par les experts nous avons fait appel a une approche de statistique bayé-
sienne. La loi a priori retenue est la loi de Jeffreys et nous avons fait appel a une
méthode d’approximation de Monte Carlo par chaine de Markov afin d’identifier
la matrice de transition. La matrice de transition empirique n’est pas réguliere
car la chalne correspondante admet un état absorbant. La matrice de transition
obtenue par la méthode bayésienne est elle réguliere. Les deux dynamiques coin-
cident sur 20 ans. Au-dela ce n’est plus le cas, mais pour les états non absorbant
les deux dynamiques coincident. On constate notamment que sur ces états, la
dynamique converge en moins de 5 ans vers une loi limite de 58% de culture an-
nuelle et 48% de jachére. Nous avons effectué plusieurs tests statistiques portant
sur ’homogénéité et sur la loi des temps de séjour. Ces tests sont positifs.

En revanche, pour un second jeu de données étendu, I’hypothese sur les temps
de séjour de loi géométrique a été rejetée. Pour certains états, la loi du temps de
séjour dépend de I’état suivant et de plus cette loi n’est parfois pas géométrique.

115



116 Conclusions et perspectives

En d’autres termes, 'hypothése markovienne est rejetée. En fait cette situation
correspond parfaitement au cadre des modeles semi-markoviens. Dans ce cadre
il faut identifier la matrice de transition de la chaine incluse ainsi que la loi des
temps de séjour conditionnés par 1’état suivant. Nous avons effectué une analyse
similaire au cas précédent. Dans le cadre semi-markovien I’estimateur empirique
ne correspond plus exactement a ’estimateur du maximum de vraisemblance mais
les deux modeéles ainsi identifiés sont trés proches. A nouveau approche bayé-
sienne nous a permis d’intégrer des transitons non présentes dans les données
mais jugées pertinentes par les spécialistes dans les échelles de temps considé-
rées. Ce second cas comprend notamment un état de forét secondaire et notre
approche nous a permis de quantifier les temps de retour a cet état et ’équilibre
qui s’instaure entre “culture/jachére” d’une part et forét secondaire d’autre part.
L’équilibre concernant la forét secondaire est atteint en environ 50 ans, celui entre

culture et jachére en environ 25 ans.

Comme nous 'avons a plusieurs fois précisé au cours de ce travail, les chaines
de Markov sont des instruments simples qui impliquent donc des hypotheses
certainement simplistes du point de vue de I'application. La principale faiblesse
est de supposer que les parcelles doivent étre indépendantes les unes des autres.
Mais avant d’étudier les extensions de ces modeles, nous pouvons explorer deux
voies.

D’abord nous pouvons appliquer les outils déja développés dans cette these a
des domaines d’applications connexes : au cours de ce travail de thése nous avons
par exemple étudié des applications de dynamiques agraires dans un contexte de
séquestration du carbone. Ces travaux tres préliminaires n’ont pas été exposés
dans cette thése mais pourront étre développés dans un avenir proche.

Ensuite on peut étendre ’application de ces mémes modeles au controle opti-
mal dans le but de proposer des stratégies d’exploitation “optimale” ; le contrdle
se ferait donc au travers de ’exploitant agricole. En fait dans le cadre de cette
application, le controle optimal n’est peut étre pas ’approche la plus adaptée. On
peut plutdét s’orienter vers des outils de la théorie de la viabilité : dans ce cadre
il s’agit d’amener la dynamique vers un régime de fonctionnement “viable” selon
des criteres de développement durable et de protection des ressources naturelles.
Cet axe ne peut naturellement se faire que dans une étude plus globale sur le
plan socio-agronomique menée par des spécialistes du domaine par exemple en
collaboration avec 'IRD ou le CIRAD.

Enfin, en termes d’extension du modele on peut considérer deux possibilités.
La premiere serait la prise en compte de dynamiques cachées au travers de mo-
deles de Markov cachés ou de modeles de semi-Markov cachés. La seconde serait

de proposer des modeles de dynamiques spatio-temporelles. La composante spa-
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tiale pourrait se limiter a quelques compartiments ou bien a une représentation
plus fine sous forme de grille spatiale. Ce genre de modeles permettrait d’inté-
grer des éléments de connaissances spatiales comme le cotit d’exploitation d’une
parcelle mesuré en termes d’accessibilité de la parcelle. A une échelle plus ma-
croscopique on pourrait également intégrer des observations satellitaires. On ne
doit néanmoins pas perdre de vue que s’il est relativement facile et intéressant
de complexifier les modeles, les données et mesures disponibles sont relativement
limitées dans le contexte malgache ce qui nous oblige a contenir la complexité

des modeles proposés.
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