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INTRODUCTION

Les travaux fondateurs réalisés par J. Tate sur les courbes elliptiques dans le cadre p-
adique et, en particulier, leur uniformisation (cf. [Tat95]) ont montré la nécessité d’étendre
la théorie bien établie de la géométrie analytique complexe au cas d’autres corps de base.
Ils ont permis d’ouvrir une nouvelle branche des mathématiques, connue sous le nom de
géométrie analytique rigide. Ce vocable recouvre, en réalité, différentes théories, car, depuis
les années 1960 et l’approche originale de J. Tate (cf. [Tat71]), plusieurs autres tentatives
de donner un sens à la notion d’espace analytique sur p-adique se sont fait jour. Nous
souhaitons mentionner ici les travaux de M. Raynaud dont le point de départ, très algé-
brique, est de considérer ces espaces comme des fibres génériques de schémas formels sur Zp

(cf. [Ray74], [BL93a], [BL93b] ou [Abb10]). Plus récemment, R. Huber a proposé de les
définir, sous le nom d’« espaces adiques » (cf. [Hub93], [Hub94]), en termes de valuations
(de rang arbitraire). Ses constructions permettent notamment de retrouver tous les points
du topos rigide. Plus récemment encore, K. Fujiwara et F. Kato ont proposé une approche
combinant les idées des deux précédentes (cf. [FK13]).

C’est cependant d’une autre théorie dont nous souhaitons parler : celle développée par
V. Berkovich à la fin des années 1980 (à peu près concomitamment à celle de R. Huber).
Sans entrer déjà dans les détails mais faire néanmoins le lien avec les descriptions pré-
cédentes, indiquons tout de même que les espaces p-adiques qu’il introduit sont définis à
l’aide de valeurs absolues, autrement dit de valuations de rang 1. Nous souhaitons mettre
en lumière deux propriétés inhérentes à cette théorie.

◮ Les espaces de Berkovich peuvent être définis en prenant pour base un anneau
de Banach arbitraire.

Signalons que, même si nous n’avons parlé jusqu’ici que d’espaces p-adiques, les théories
présentées ci-dessus pouvaient également s’appliquer en remplaçant les corps p-adiques par
des corps valués complets ultramétriques de valuation non triviale quelconques (ou des
anneaux encore plus généraux dans certains cas). Cependant, l’approche de V. Berkovich
reste, à ce jour, la seule à permettre de considérer des bases archimédiennes. En particulier,
les espaces de Berkovich sur C ont un sens, et ils ne sont autres que les espaces analytiques
complexes usuels.
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La définition proposée par V. Berkovich est, en réalité, encore plus générale et elle per-
met de choisir pour base un anneau de Banach (A, ‖·‖) quelconque (c’est-à-dire un anneau
muni d’une norme sous-multiplicative pour laquelle il est complet). Nous pouvons, par
exemple, considérer les espaces de Berkovich sur l’anneau (Z, | · |∞), où | · |∞ désigne la va-
leur absolue usuelle. On obtient alors des espaces qui se présentent naturellement comme
des fibrations dont certaines fibres sont p-adiques et d’autres complexes. De tels espaces
semblent intéressants d’un point de vue arithmétique. Signalons qu’une construction si-
milaire est possible en prenant pour base n’importe quel anneau d’entiers de corps de
nombres. Le premier chapitre de ce mémoire est consacré à l’étude de ces espaces.

◮ Les espaces de Berkovich sont munis d’une véritable topologie.
Les propriétés ultramétriques des corps p-adiques confèrent un caractère assez patholo-

gique à leur topologie. La définition locale naïve de fonction analytique dans ce contexte
ne présente alors que peu d’intérêt. Ces remarques laissent pressentir que la topologie des
espaces rigides ne peut être qu’un point délicat. Dans la théorie de J. Tate, par exemple,
ce n’est pas une topologie au sens classique qui est utilisée, mais une topologie de Grothen-
dieck : certains ouverts et certains recouvrement par ces ouverts sont déclarés admissibles
et l’on s’interdit d’en utiliser d’autres.

Sur ce point également, la théorie de V. Berkovich se distingue, en ce que les espaces
analytiques qu’elle définit sont munis d’une véritable topologie. Cette topologie présente
des propriétés agréables, sur un corps valué complet, tout du moins, et les espaces obtenus
sont localement compacts, localement connexes par arcs, localement contractiles dans de
nombreux cas (et sans doute en général), etc. Dans le deuxième chapitre de ce texte, nous
explorerons d’autres propriétés topologiques. Dans le troisième, consacré aux équations
différentielles p-adiques sur les courbes analytiques lisses, la topologie jouera un rôle majeur
car nous y utiliserons de façon essentielle la structure de graphe de ces dernières.

Présentons maintenant plus précisément, chapitre par chapitre, les résultats que nous
allons exposer dans ce mémoire.

⋆ Chapitre 1 : Espaces de Berkovich globaux
Ainsi que nous l’avons mentionné précédemment, V. Berkovich a proposé une construc-

tion d’espace analytique au-dessus d’un anneau de Banach arbitraire. C’est un espace
localement annelé et la définition proposée permet donc d’appréhender points, topologie
et fonctions de manière uniforme, indépendamment du cadre complexe ou p-adique. Pour-
tant, à l’exception du premier chapitre de l’ouvrage fondateur [Ber90], qui contient les
définitions et de quelques exemples isolés, comme [Ber09] ou [Nic11], seuls les espaces
analytiques sur un corps valué complet ont été considérés. Dans ce cadre, la théorie est
d’ailleurs bien développée et a connu de fructueuses applications dans différents domaines.

Depuis notre thèse, nous nous sommes intéressé tout particulièrement aux espaces que
l’on pourrait qualifier de globaux : les espaces définis sur Z et les anneaux d’entiers de corps
de nombres. Il serait souhaitable de disposer, dans ce cadre également, des propriétés clas-
siques des espaces analytiques complexes, que ce soit d’un point de vue algébrique (struc-
ture des anneaux locaux, cohérence du faisceau structural,. . .), topologique (connexité par
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arcs locale,. . .), cohomologique (annulation de la cohomologie cohérente en degré supérieur
à 1 pour les disques et les couronnes,. . .), etc. Toutes ces propriétés sont d’ailleurs vérifiées
par les espaces sur un corps valué complet.

Qui cherche à démontrer les résultats précédents pour les espaces globaux se heurte
aussitôt à une première difficulté : les méthodes utilisées en géométrie complexe et p-
adiques diffèrent radicalement. En effet, dans le cadre complexe, elles sont basées sur
une étude locale et reposent in fine sur les théorèmes de division et de préparation de
Weierstraß. Dans le cadre ultramétrique, en revanche, ce sont des espaces globaux, les
espaces « affinoïdes », autrement dit, les disques fermés et leurs fermés de Zariski, qui font
l’objet des premières attentions.

Quelle approche choisir ? Bien entendu, les aspects globaux de la géométrie analytique
complexe ont également été développés. On sait, par exemple, que les anneaux de fonc-
tions surconvergentes au voisinage de disques et de couronnes compacts sont noethériens.
Même dans ces cas simples, c’est un théorème difficile dû à J. Frisch (cf. [Fri67]). Si des
travaux ultérieurs ont permis d’en simplifier et éclaircir la preuve, celle-ci requiert toujours
l’utilisation de plusieurs résultats non triviaux : cohérence du faisceau structural, proprié-
tés des espaces de Stein, finitude locale du nombre de composantes connexes des parties
semi-algébriques, notamment. Adopter ces techniques en vue d’étudier les espaces globaux
semble voué à l’échec.

Reste l’approche locale inspirée de la géométrie analytique complexe. Cette fois-ci, bien
sûr, c’est du côté ultramétrique que viendront les problèmes. En effet, si les espaces de
Berkovich possèdent d’aussi bonnes propriétés topologiques, c’est parce qu’ils possèdent de
nombreux points outre ceux provenant du corps de base. On peut assimiler ces points à des
sortes de points génériques et l’on comprend alors qu’on ne pourra donner une description
explicite des anneaux locaux aussi simple que dans le cas complexe, où n’apparaissent que
des anneaux de séries convergentes. En outre, d’autres problèmes viendront s’ajouter du
fait que les fibres des espaces ne sont pas définies sur des corps algébriquement clos, mais
plutôt sur des corps p-adiques ou même des corps finis.

En dépit de ces difficultés, il se révèle possible d’adapter les méthodes locales de la
géométrie analytique complexe aux espaces globaux. Ainsi sommes-nous parvenu, dans
notre thèse, effectuée de 2004 à 2007 sous la direction d’Antoine Chambert-Loir et Antoine
Ducros, à mener une étude assez complète de la droite affine analytique sur Z. Énonçons
quelques uns des résultats obtenus. Ils font l’objet des chapitres 1 à 4 de [Poi10a].

Théorème 1. — La droite analytique sur Z ou un anneau d’entiers de corps de nombres
vérifie les propriétés suivantes.

i) C’est un espace connexe par arcs et localement connexe par arcs.
ii) Ses anneaux locaux sont noethériens, henséliens, réguliers et excellents.
iii) Son faisceau structural est cohérent.

Il faut mentionner que la droite affine sur un anneau d’entiers de corps de nombres est
un objet qui se prête encore assez bien à une description explicite. Les méthodes mises
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en œuvre pour démontrer les résultats précédents tiraient un large parti de cette situa-
tion, montrant par là-même leurs limites. En effet, même sur un corps, aucune description
explicite des espaces analytiques de dimension supérieure n’est connue.

À la fin de notre thèse, nous avons cherché à trouver des applications à ces premiers
résultats d’apparence sans doute assez abstraite. Pour ce faire, nous avons commencé par
développer les rudiments d’une théorie des espaces de Stein dans le contexte de la droite
analytique sur Z. Notre résultat principal est le suivant. Il est démontré au chapitre 6
de [Poi10a].

Théorème 2. — Toute couronne et tout disque relatifs C contenu dans la droite analytique
sur Z ou un anneau d’entiers de corps de nombres est un espace de Stein : pour tout faisceau
cohérent F sur C, nous avons

i) pour tout q ≥ 1, Hq(C,F ) = 0 ;
ii) en tout point x de C, la fibre Fx est engendrée par les sections globales F (C).

Une fois des résultats de ce type connus, il est possible d’obtenir des applications, comme
en géométrie complexe (cf. [GR04], par exemple). Avant de donner des énoncés précis,
nous souhaitons montrer aux lecteurs quelques anneaux apparaissant naturellement comme
anneaux de sections globales du faisceau structural sur certaines parties simples de la droite
analytique sur Z. C’est en effet à des propriétés de ce genre d’anneaux que l’on peut espérer
des applications.

Soit r > 0. Alors l’anneau des fonctions surconvergentes au voisinage du disque relatif
fermé (respectivement ouvert) de rayon r est l’anneau Zr+JT K (respectivement Zr−JT K)
formé des séries à coefficients entiers dont le rayon de convergence complexe est strictement
supérieur (respectivement supérieur) à r. En considérant des parties qui ne sont guère plus
compliquées — des disques relatifs sur des parties strictes de la base —, on peut obtenir des
séries à coefficients dans des anneaux du type Z[1/N ] avec des conditions de convergence
imposées non seulement à la place complexe, mais également aux places p-adiques, pour
tout diviseur premier p de N . Bien entendu, on peut obtenir des anneaux similaires en
remplaçant Z par un anneau d’entiers de corps de nombres quelconque.

Nous avons regroupé au chapitre 7 de [Poi10a] quelques exemples d’applications. En
voici un, analogue au théorème de Weierstraß, permettant de prescrire les parties polaires
de fonctions méromorphes, de la géométrie analytique complexe.

Théorème 3. — Soient E et F deux parties disjointes, fermées et discrètes du disque
ouvert unité complexe D ne contenant pas le point 0. Soient (na)a∈E une famille d’entiers
positifs et (Pb)b∈F une famille de polynômes à coefficients complexes sans terme constant.
Supposons que

a) quel que soit a ∈ E, ā ∈ E et nā = na ;
b) quel que soit b ∈ F , b̄ ∈ F et Pb̄ = Pb.

Alors il existe g, h ∈ Z1−JT K, avec h 6= 0, qui vérifient les propriétés suivantes :

i) la fonction f = g/h est holomorphe sur D \ F ;
ii) quel que soit a ∈ E, la fonction f s’annule en a à un ordre supérieur à na ;
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iii) quel que soit b ∈ F , on a f(z)− Pb

(
1

z−b

)
∈ Ob ;

iv) on a f ∈ Z[[T ]] ∩ O0.

Nous pouvons également démontrer un analogue du théorème de J. Frisch mentionné
plus haut (en en adaptant la preuve présentée dans [BS77, chapitre 5, fin de la section 3]).

Théorème 4. — Quel que soit r > 0, l’anneau Zr+JT K est noethérien.

À la suite de notre thèse, nous avons passé l’année 2007–2008 à l’université de Ratis-
bonne, dans l’équipe de K. Künnemann. Nous l’avons mise à profit pour reprendre et affiner
nos précédents travaux en vue de préparer une publication, qui sera [Poi10a]. Signalons
que le chapitre 5 de cet ouvrage, consacré aux morphismes finis, a été entièrement rédigé
à cette époque.

Lors de cette année, nous avons également poursuivi nos recherches en direction d’appli-
cations possibles de la théorie des espaces de Berkovich sur Z au problème inverse de Galois.
En effet, il faut signaler que les anneaux de séries du type Zr+JT K et Zr−JT K sont déjà
apparus, avec d’autres notations, dans des travaux de D. Harbater consacrés à ce problème.
Cet auteur démontre, en particulier, le théorème suivant (cf. [Har88, corollary 3.8]).

Théorème 5. — Tout groupe fini est groupe de Galois sur le corps Frac(Z1− [[T ]]).

Nous sommes parvenus à donner une nouvelle preuve de ce théorème en tirant parti
de l’interprétation géométrique de l’anneau Z1− [[T ]]. En effet, partant d’un groupe fini G,
nous parvenons à le réaliser comme groupe de Galois d’un revêtement du disque unité
ouvert relatif de dimension 1 sur Z. Les méthodes utilisées sont différentes de celles de
D. Harbater, bien plus algébriques, et elles s’appliquent encore si l’on remplace l’anneau Z

par un anneau d’entiers de corps de nombres ou un anneau de polynômes en une variable
sur un corps. Ces résultats font l’objet de l’article [Poi10b].

Nous ne mentionnerons plus guère désormais le cas particulier de la droite affine. Une
part importante des réflexions que nous avons menées postérieurement à notre thèse a eu
pour objet de généraliser les résultats sus-cités au cas d’espaces de dimension arbitraire.
Nous sommes parvenu à des résultats assez complets en ce qui concerne la partie que
nous voudrions qualifier d’algébrique locale, c’est-à-dire la structure des anneaux locaux
et la cohérence du faisceau structural. Ils font l’objet de la publication [Poi13a]. Nous
reviendrons plus précisément sur ces résultats au cours du premier chapitre de ce mémoire,
où nous exposerons également les grandes lignes des preuves.

Pour le moment, contentons-nous d’indiquer les points-clés du raisonnement.

♦ Description explicite des anneaux de fonctions surconvergentes au voisinage de disques
et les couronnes relatifs.

Ces résultats sont essentiellement présents dans [Poi10a], mais ont été généralisés
dans [Poi13a]. Le recours aux fonctions surconvergentes nous semble essentiel. En ef-
fet, si les anneaux de fonctions convergentes sont bien définis et forts utiles dans le cadre
ultramétrique — on retrouve alors les algèbres de Tate —, aucun analogue maniable ne
nous semble s’imposer dans le cadre complexe.
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À l’aide de ces résultats, nous déduirons une expression explicite, en termes de séries
convergentes, des anneaux locaux du faisceau structural au voisinage des points rationnels
de l’espace qui sont rationnels dans leur fibre (à une nuance près), car ces points ont un
système fondamental de voisinage constitué de disques relatifs.

♦ Étude des morphismes finis induit par un polynôme.
Les premiers résultats à ce sujet sont tirés du chapitre 5 de [Poi10a]. Ils ont été raffinés

dans [Poi13a] de façon à permettre de traiter le cas de polynômes inséparables. (Pour
traiter le cas de la seule droite sur Z, cette extension était superflue car les corps résiduels
des points de la base, qui sont ceux qui importent, sont soit de caractéristique nulle, soit
finis et donc, dans tous les cas, parfaits.)

Ces résultats seront appliqués à des endomorphismes polynomiaux des espaces. Ils per-
mettront de ramener l’étude des points algébriques dans leur fibre (comme précédemment,
à une nuance près) à ceux qui y sont rationnels.

Ils permettent en fait même d’étudier des points arbitraires. En effet, on montre que
tout point possède un système fondamental de voisinages de la forme {r < |P | < s}, où r
et s sont des nombres réels et P un polynôme, au-dessus d’une base convenable, et un tel
voisinage est envoyé sur une couronne par le morphisme fini induit par P .

♦ Théorèmes de division et de préparation de Weierstraß.
Les descriptions des anneaux locaux obtenus sont suffisamment précises pour permettre

de démontrer des théorèmes de division et de préparation de Weierstraß, au moins en
les points qui sont algébriques dans leur fibre. Rappelons que ces théorèmes permettent
respectivement de diviser une fonction analytique par une autre en obtenant un reste
polynomial et d’écrire une fonction analytique comme le produit d’un polynôme et d’une
fonction inversible. On conçoit donc aisément que ces théorèmes soient très utiles dans
l’étude des anneaux locaux, en permettant de se ramener au cas bien connu des anneaux
de polynômes. Signalons également que ces théorèmes sont à la base de la théorie de la
géométrie analytique complexe.

♦ Étude des propriétés des anneaux locaux par récurrence sur la dimension.
Pour démontrer les propriétés des anneaux locaux, il semble en effet naturel d’effectuer

une récurrence sur la dimension, en utilisant à chaque étape les théorèmes de Weierstraß.
Cela nécessite cependant de dégager une bonne notion d’espace de base ou au moins d’an-
neau local au-dessus duquel les hypothèses de la récurrence seront préservées. À cette fin,
nous définirons les notions de corps fort, anneau fortement de valuation discrète ou, plus
généralement, anneau fortement régulier, qui sont des analogues analytiques des notions
algébriques classiques.

Une fois ces étapes franchies, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 6. — Tout espace analytique sur Z ou un anneau d’entiers de corps de nombres
vérifie les propriétés suivantes.

i) Ses anneaux locaux sont noethériens, henséliens et excellents. Ils sont réguliers si l’es-
pace est localement isomorphe à un espace affine.

ii) Son faisceau structural est cohérent.
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Nous souhaitons insister sur le fait que les méthodes de démonstration proposées sont
bien plus générales que celles utilisées dans [Poi10a]. En particulier, nulle taxonomie des
points n’est nécessaire. En outre, elles traitent de manière uniforme fibres ultramétriques
et archimédiennes. Signalons encore que nous n’utilisons que peu les résultats connus au
sujet des espaces analytiques sur un corps : uniquement, parfois, ceux sur la droite et, plus
sérieusement, le résultat d’excellence des anneaux locaux des espaces analytiques sur un
corps de caractéristique strictement positive (cf. [Duc09]). En particulier, nous techniques
fournissent de nouvelles preuves dans le cas des espaces sur un corps ultramétrique complet.
(Sur C, elles sont très proches des preuves classiques.)

⋆⋆ Chapitre 2 : Espaces de Berkovich locaux : quelques aspects topologiques
Dans le second chapitre de ce mémoire, nous nous consacrerons aux espaces de Berkovich

classiques, c’est-à-dire sur un corps valué complet. Ainsi que nous l’avons mentionné pré-
cédemment, parmi les différentes approches possibles de la géométrie analytique p-adique,
celle de V. Berkovich se distingue par son traitement de la topologie.

En effet, les espaces de Berkovich sont munis d’une véritable topologie (par opposition
à une topologie de Grothendieck) qui possède, en outre, de bonnes propriétés. À titre
d’exemple, indiquons que ces espaces sont localement compacts, localement connexes par
arcs et que l’on sait qu’ils sont localement contractiles dans de nombreux cas (cf. [Ber99]
and [HL10]). De façon plus étonnante, la topologie peut parfois traduire certaines pro-
priétés arithmétiques des espaces. Par exemple, ainsi que V. Berkovich l’a remarqué dès
les premiers temps (cf. [Ber08]), une courbe elliptique sur Cp a bonne réduction, si et
seulement si, son analytifiée est contractile. Dans le cas contraire, celui des courbes de
Tate, l’analytifiée est homotope à un cercle.

Les premiers résultats obtenus dans notre thèse, publiés dans [Poi08], concernaient la
topologie des espaces de Berkovich. Il s’agissait de montrer que, un espace analytique
irréductible X et une fonction f sur X étant donnés, le domaine affinoïde de X défini par
l’inégalité |f | ≥ ε est encore irréductible lorsque ε est assez petit. Il découle aisément de
ce résultat que tout point x d’un bon espace analytique en lequel l’anneau local Ox est
intègre possède un système fondamental de voisinages affinoïdes irréductibles. Nous nous
sommes en fait intéressé plus précisément à la variation des composantes irréductibles (ou
connexes) géométriques des domaines affinoïdes {|f | ≥ ε} en fonction de ε et avons montré
qu’il existait une partition finie de R∗

+ en intervalles sur lesquels les inclusions entre les
domaines précédents induisaient des bijections entre les ensembles de composantes.

À propos de ces constructions, signalons qu’elles possèdent également un contenu arith-
métique. Le nombre de composantes connexes des domaines affinoïdes du type {|f | ≥ ε},
et des résultats similaires aux précédents, ont en effet été utilisés par A. Abbes et T. Saito
dans [AS02] pour définir et étudier une filtration de ramification dans le cas des corps
locaux à corps résiduel imparfait.

Pour démontrer ce résultat, nous avons construit un morphisme entre espaces analytiques
dont les fibres sont liées aux domaines affinoïdes {|f | ≥ ε}. L’idée est alors la suivante :
en choisir un modèle formel et appliquer à sa fibre spéciale les résultats de constructibilité
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du nombre de composantes irréductibles (ou connexes) géométriques des fibres qui figurent
dans [GD66]. Lorsque l’on cherche à réaliser cette stratégie, des complications techniques
interviennent et nous avons dû recourir à des résultats difficiles tels que le théorème de la
fibre réduite de S. Bosch, W. Lütkebohmert et M. Raynaud (cf. [BLR95]) ou encore le
théorème d’élimination de la ramification sauvage de H. Epp (cf. [Epp73]).

Signalons que nous sommes récemment parvenu à démontrer le même résultat de façon
beaucoup plus courte et en utilisant des techniques bien moins sophistiquées, basées essen-
tiellement sur la réduction des espaces affinoïdes, dont nous aurons l’occasion de reparler
plus loin. Un article sur le sujet est en cours de rédaction.

Nous avons eu l’occasion de nous intéresser de nouveau à la topologie des espaces de
Berkovich en réfléchissant à une question, motivée par des considérations de dynamique
p-adique, que nous avait posée C. Favre : les espaces analytiques compacts sont-ils séquen-
tiellement compacts (au sens où toute suite possède une sous-suite convergente) ? Il faut
ici rappeler que les espaces de Berkovich ne sont en général pas métrisables et que leur to-
pologie n’est pas même dénombrable. Cependant, des considérations topologiques simples
suffisent à se convaincre que la question précédente admet une réponse positive dans le cas
des courbes. Par ailleurs, C. Favre lui-même était parvenu à généraliser ce résultat au cas
d’espaces de dimension arbitraire, pourvu que le corps de base fût un corps de séries de
Laurent, par des méthodes s’appuyant sur les espaces de Zariski-Riemann (cf. [Fav11]).

Dans la publication [Poi13b], nous sommes parvenu à démontrer le résultat en toute
généralité par d’autres techniques en nous basant sur le fait que, bien que les espaces de
Berkovich ne soient en général pas métrisables, ils le sont bel et bien lorsque le corps de
base possède une partie dénombrable dense. Pour se ramener à ce cas, il est nécessaire de
bien comprendre les liens existant entre un espace donné et l’espace obtenu après extension
des scalaires. Arrêtons-nous quelques instants sur cette question.

Soit X un espace analytique sur un corps valué complet k. Dans [Ber90, section 5.2],
V. Berkovich introduit la notion de « peaked point » pour désigner un point de X qui
se relève canoniquement, en un sens à préciser, à X ⊗̂k K, pour toute extension valuée
complète K de k. Nous qualifierons plus volontiers ces points d’universels. V. Berkovich
propose également un critère permettant d’assurer qu’un point vérifie la propriété précé-
dente : il suffit de le réaliser comme unique point du bord de Shilov d’un espace strictement
affinoïde distingué dont la réduction est géométriquement réduite. Nous ne mentionnons
les hypothèses précises du critère que pour mieux les supprimer.

Théorème 7. — Soit k un corps valué complet algébriquement clos. Tout point d’un
espace k-analytique est universel.

Le critère précédent intervient de façon essentielle dans la démonstration de ce résultat,
mais il faut le généraliser dans différentes directions. En particulier, les réductions doivent
être remplacées par des réductions graduées au sens de M. Temkin (cf. [Tem04]). Cela nous
a conduit à démontrer des résultats d’algèbre commutative graduée, dont un analogue du
Nullstellensatz. Sans entrer dans les détails, mentionnons tout de même que son énoncé
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diffère de l’énoncé classique : dans le cadre gradué, il existe en effet des algèbres graduées
de type fini qui sont des corps sans être des algèbres finies.

Revenons maintenant au problème de compacité séquentielle qui nous occupait. Par
quelques réductions faciles, on se ramène à montrer que toute suite (un)n∈N d’un disque
fermé Dk, défini sur un corps valué complet algébriquement clos k, possède une sous-suite
convergente. En utilisant de nouveau des arguments basés sur la notion de bord de Shilov,
on montre qu’il existe un sous-corps algébriquement clos ℓ de k assez petit tel que, pour
tout n ∈ N, le relevé universel sur Dk de la projection vn de un sur Dℓ ne soit autre que un.
Le corps ℓ peut être choisi suffisamment petit pour assurer que l’espace Dℓ soit métrisable.
Dans ce cas, la suite (vn)n∈N possède une sous-suite convergente et il en est donc de même
pour la suite relevée (un)n∈N. C’est ce que nous voulions démontrer. En raffinant quelque
peu les arguments, nous obtenons le résultat plus précis suivant.

Théorème 8. — Soient k un corps valué complet et X un espace k-analytique. Pour toute
partie A de X, tout point de l’adhérence Ā de A est limite d’une suite de points de A.

Dans une direction différente, notre intérêt pour la topologie des espaces de Berkovich
a été fort éveillé par l’article [HL10], mentionné plus haut, dans lequel E. Hrushovski
et F. Loeser démontrent que les espaces de Berkovich issus de variétés algébriques sont
contractiles. L’approche qu’ils adoptent est très originale en ce qu’elle repose de façon
cruciale sur des arguments de théorie des modèles (au sens de la logique, cette fois-ci, et
non des modèles formels sur un anneau de valuation).

Afin d’expliquer l’un des points qui nous a frappé, rappelons que V. Berkovich a classifié
les points de la droite affine analytique sur un corps valué complet algébriquement clos k
en quatre types : type 1 pour les points k-rationnels, type 2 et 3 pour les points associés à
des normes uniformes de disques (la distinction s’effectuant par une condition sur le rayon)
et type 4 pour les autres. Ces derniers apparaissent comme intersections de suites décrois-
santes infinies de disques. Retraduite en termes de théorie des modèles, cette propriété
d’infinitude montre que les points de type 4, contrairement aux autres, ne donnent pas
lieu à des types dits définissables (dans la théorie ACVF des corps valués algébriquement
clos de valuation non triviale). Si nous supposons maintenant que le corps de base k est
non seulement algébriquement clos, mais aussi maximalement complet, alors les points de
type 4 cessent d’exister sur la droite et nous n’y trouvons plus que des points induisant
des types définissables.

Cependant, les points de type 4 n’ont pas pour autant totalement disparu. En effet, si
nous nous plaçons dans un plan et considérons sa projection sur une coordonnée, alors
nous trouverons toujours une fibre de cette projection (isomorphe à une droite) contenant
des points de type 4 et ce, quelles que soient les hypothèses sur le corps de base k. Or un
résultat de [HL10] affirme que, sur un corps algébriquement clos et maximalement complet,
tous les points sont définissables. C’est ce paradoxe que nous avons voulu résoudre dans
l’article [Poi12].

Nous ne souhaitons pas énoncer ici de définitions précises de théories des modèles et nous
contenterons de présenter un résultat géométrique qui est équivalent à la définissabilité des
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types. Nous l’obtenons par une méthode qui ne nécessite que des raisonnements simples
sur les espaces de Berkovich et l’élimination des quantificateurs dans la théorie ACVF.

Théorème 9. — Soit k un corps valué maximalement complet. Soient n et m des en-
tiers. Soient x un point de A

n,an
k et V une partie semi-algébrique de A

n+m,an
k . Notons

π : An+m,an
k → A

m,an
k le morphisme de projection sur les m dernières coordonnées. Pour

tout point y de A
m,an
k (k), notons sy(x) l’unique antécédent du point x par l’isomorphisme

π−1(y)
∼
−→ A

n,an
H (y) = A

n,an
k . Alors, le sous-ensemble de A

n+m,an
k défini par

{y ∈ A
m,an
k (k) | sy(x) ∈ V }

est semi-algébrique.

En d’autres termes, le point x définit une section de π au-dessus des k-points de A
m,an
k

et l’image réciproque de V par cette section est semi-algébrique. Si nous supposons de plus
que le corps k est algébriquement clos, nous pouvons utiliser les résultats sur les points
universels démontrés plus haut afin de prolonger la section de π définie par x à A

m,an
k

tout entier. (En réalité, dans [Poi12], nous n’utilisons pas les résultats d’universalité,
mais les redémontrons de façon différente et plus simple dans le cas particulier des corps
algébriquement clos maximalement complets.) L’énoncé du théorème vaut encore dans
cette généralité.

Nous souhaitons ajouter encore un mot sur la stratégie utilisée. Nous y pensons comme
un résultat d’approximation des points lorsque l’on ne s’autorise à utiliser que des po-
lynômes de degré borné. Munissons Nn de la relation d’ordre suivante : (d1, . . . , dn) <

(d′1, . . . , d
′
n) si

n∑

i=1

di <
n∑

i=1

d′i

ou
n∑

i=1

di =
n∑

i=1

d′i et ∃j ∈ J0, n− 1K,∀i ≤ j, di = d′i and dj+1 < d′j+1.

Soit T un n-uplet de fonctions coordonnées sur A
n,an
k . Pour d ∈ Nn, notons k[T ]≤d le

k-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur à d.

Théorème 10. — Soit k un corps valué maximalement complet. Soient n ∈ N et x ∈

A
n,an
k . Soit d ∈ Nn. Alors il existe P1, . . . , Pu ∈ k[T ]≤d et r1, . . . , ru ∈ R+ tels que tout

polynôme P de k[T ]≤d soit borné sur

Sx,d =
⋂

1≤i≤u

{|Pi| ≤ ri}

et vérifie

‖P‖Sx,d
= |P (x)|.

Grossièrement parlant, le théorème montre que, si l’on n’utilise que des polynômes dont
le degré est borné a priori, alors il est possible de remplacer un point x donné, si compliqué
soit-il, par une conjonction d’inégalités simples entre polynômes. Joint à l’élimination des
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quantificateurs dans la théorie ACVF, il entraîne les résultats mentionnés plus haut sans
difficulté majeure.

⋆⋆⋆ Chapitre 3 : Équations différentielles p-adiques
Dans le troisième et dernier chapitre de ce mémoire, nous souhaitons mentionner d’autres

travaux, qui concernent les applications des espaces de Berkovich aux équations différen-
tielles p-adiques.

Rappelons que les équations différentielles présentent des comportements fort différents
dans les cadres complexe et p-adique. Le rayon de convergence en fournit un exemple
frappant. En effet, il se peut que les solutions d’une équation différentielle linéaire p-adique
aient un rayon de convergence fini même en l’absence de singularités de l’équation. Cela se
produit déjà pour une équation aussi simple que y′ = y, la série exponentielle possèdant
un rayon de convergence fini égal à |p|1/(p−1).

Le rayon de convergence d’une équation différentielle p-adique en tout point est une don-
née dont la connaissance peut se révéler fort utile. Il a fait l’objet de nombreuses études
et a donné lieu à diverses applications, telles que des théorèmes de décomposition de mo-
dules différentiels. Nos travaux se situent dans cette lignée et nous semblent difficilement
compréhensibles sans connaissance préalable du sujet. Aussi avons-nous souhaité commen-
cer par présenter dans les grandes lignes quelques résultats classiques en espérant fournir
au lecteur un exposé assez autonome sur la question et lui proposer un aperçu des diffé-
rentes méthodes utilisées. Cette première partie, introductive, du chapitre est basée sur
les ouvrages [Chr12] de G. Christol et [Ked10] de K. Kedlaya et ne prétend nullement à
l’originalité.

Les premières sections contiennent des rappels assez détaillés sur les différentes défini-
tions de rayon de convergence (à partir du rayon de convergence d’une série, du rayon
spectral d’un opérateur ou de la pente d’un polygone de Newton), de rayons subsidiaires,
leurs relations et leurs propriétés de base, telle la log-sur-harmonicité du rayon de conver-
gence ou le fait qu’il soit constant au voisinage des points rationnels (théorème de Cauchy
p-adique). Le résultat suivant jouera une importance cruciale par la suite.

Théorème 11. — Soit (F ,∇) un module à connexion de rang r sur une couronne C. Sur
tout intervalle contenu dans C, le rayon de convergence de (F ,∇) est continu, concave,
log-linéaire par morceaux et ses pentes sont de la forme m/j avec m ∈ Z et j ∈ J1, rK.

Pour en esquisser la démonstration, nous introduisons quelques techniques utiles, comme
le push-forward par un morphisme de Frobenius.

Citons également les articles [BDV08] de F. Baldassarri et L. Di Vizio et [Bal10] de
F. Baldassarri. Même si nous les mentionnerons peu par la suite, il s’agit là d’articles
fondateurs qui se trouvent à la source-même de nos travaux. C’est en effet dans ceux-
ci qu’apparaît la première définition que l’on pourrait qualifier de globale du rayon de
convergence d’un module différentiel, c’est-à-dire la première définition valant en tout point
d’un espace de Berkovich. La publication [Bal10] est consacrée spécifiquement au cas des
courbes. Après avoir défini le rayon de convergence dans ce cadre, F. Baldassarri démontre
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sa continuité. Il conjecture également qu’il satisfait une propriété de finitude forte, sur
laquelle portent nos travaux.

Nous poursuivons notre exposé par un compte-rendu de l’article [Pul12] d’A. Pulita. Il
y démontre la conjecture de finitude de Baldassarri pour le rayon de convergence (et les
rayons subisidiaires) d’un module différentiel sur un domaine affinoïde de la droite affine.
Nous exposons les grandes lignes de sa preuve, basée essentiellement sur des propriétés de
sur-harmonicité des fonctions qui interviennent.

Nous arrivons enfin à la description de nos travaux. Il s’agit d’une collaboration avec
A. Pulita qui culmine en une démonstration de la conjecture de F. Baldassarri pour tous les
rayons de convergence d’un module différentiel sur une courbe quasi-lisse. Ces résultats font
l’objet de l’article [PP12]. Rappelons que les courbes analytiques au sens de V. Berkovich
sont naturellement des graphes.

Théorème 12. — Soit k un corps valué complet. Soit X une courbe k-analytique quasi-
lisse. Soit (F ,∇) un module à connexion sur X. Alors, le rayon de convergence de (F ,∇)

et ses rayons subsidiaires sont continus et localement constants hors d’un sous-graphe lo-
calement fini de X.

Avant de nous attacher à la preuve, il faut commencer par définir les objets. Cette
partie est largement inspirée de [Bal10]. Soit x un point k-rationnel de X. Le théorème
des fonctions implicites assure qu’il possède un voisinage isomorphe à un disque. Cela a
donc un sens de parler du plus grand disque sur lequel (F ,∇) est isomorphe au module à
connexion trivial. C’est le rayon de ce disque que nous voulons appeler rayon de convergence
de (F ,∇). Les rayons intermédiaires sont définis en demandant que (F ,∇) possède des
sous-modules à connexions triviaux de rangs fixés.

Si nous choisissons maintenant un point arbitraire x de X, nous ne pourrons en général
trouver aucun voisinage de ce point qui soit isomorphe à un disque. L’idée est d’étendre
les scalaires de façon à rendre ce point rationnel et à calculer le rayon de convergence dans
l’espace obtenu.

Il reste du travail à accomplir pour rendre rigoureuses les définitions précédentes. F. Bal-
dassarri y parvient en utilisant un modèle formel semi-stable de la courbe (qui est donc
supposé exister). Quant à nous, nous utilisons le point de vue des triangulations introduit
par à A. Ducros (cf. [Duc]). Grossièrement parlant, il s’agit d’une façon de découper la
courbe en disques et couronnes. Ce choix présente, à nos yeux, le double avantage de per-
mettre d’étendre les définitions à toute courbe quasi-lisse, sans autre restriction, et de les
exprimer exclusivement dans le langage de la géométrie analytique.

Expliquons maintenant en quelques mots la stratégie de la preuve. Puisque la courbe X
est supposée quasi-lisse, tout point x possède un voisinage affinoïde Y qui s’envoie par un
morphisme fini étale f sur un domaine affinoïde W de la droite analytique. Nous pouvons
alors considérer le push-forward du module à connexion (F ,∇) sur W et appliquer le
théorème d’A. Pulita. Il s’agit alors de montrer que l’on peut choisir le morphisme f

suffisamment finement pour pouvoir en déduire des informations sur Y .
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La dernière section du chapitre est consacrée à une démonstration alternative du théo-
rème dans un cadre plus restrictif : il concerne le premier rayon de convergence d’un module
à connexion défini sur une courbe X sans bord (ou d’une connexion surconvergente). L’idée
consiste à exploiter, autant que faire se peut, les propriétés d’harmonicité des fonctions qui
interviennent. Le rayon de convergence d’un module à connexion est, en effet, log-sur-
harmonique sur la droite et reste proche d’une telle fonction dans le cas d’une courbe
quelconque. Notre preuve repose de façon essentielle sur les travaux de thèse d’A. Thuillier
consacrés à la théorie du potentiel sur les courbes de Berkovich (cf. [Thu05]) et, en parti-
culier, sur le fait que le laplacien d’une fonction sur-harmonique soit une mesure de Radon,
ce qui peut s’interpréter comme un résultat de finitude. Des rappels de théorie du potentiel
figurent au début du chapitre.
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CHAPITRE 1

ESPACES DE BERKOVICH GLOBAUX

Dans le langage courant, le terme d’espace de Berkovich désigne, le plus souvent, un
espace analytique p-adique ou, tout du moins, défini sur un corps ultramétrique com-
plet. Pourtant, dans son ouvrage fondateur [Ber90], Vladimir Berkovich a proposé une
construction d’espace analytique qui vaut sur un anneau de Banach (A, ‖·‖) arbitraire. Le
cas de l’anneau des entiers Z, muni de la valeur absolue usuelle, nous semble particulière-
ment digne d’intérêt et nous consacrons ce chapitre aux espaces analytiques sur Z. (Les
résultats exposés valent en fait encore lorsque l’on remplace Z par un anneau d’entiers de
corps de nombres, ou un élément d’un classe d’anneaux suffisamment simples, dans un sens
que nous préciserons.) Nous nous attacherons spécialement à l’étude locale de ces espaces
analytiques et montreront qu’ils jouissent des mêmes bonnes propriétés (noethérianité des
anneaux locaux, cohérence du faisceau structural, etc.) que les espaces analytiques com-
plexes. Les résultats présentés ici sont extraits de [Poi10a], pour les plus élémentaires, et
surtout de [Poi13a].

Mettons en garde le lecteur sur le fait que les définitions dans le cadre des espaces sur
un anneau de Banach arbitraire différent de celles utilisées pour les espaces définis sur un
corps ultramétrique. Nous commencerons donc par les rappeler.

1.1. Définitions

Dans cette section, nous exposons la définition générale d’espace analytique sur un an-
neau de Banach. Nous fixons un anneau de Banach (A, ‖·‖) et un entier n ∈ N. Nous
noterons T = (T1, . . . , Tn) un n-uplet de variables.

Définition 1.1.1. — L’espace analytique de dimension n sur A est l’ensemble des semi-
normes multiplicatives sur A[T ] qui sont bornées sur A, c’est-à-dire l’ensemble des appli-
cations de la forme

| · | : A[T ] → R+

vérifiant les propriétés suivantes :

i) |0| = 0 et |1| = 1 ;
ii) ∀P,Q ∈ A[T ], |P +Q| ≤ |P |+ |Q| ;
iii) ∀P,Q ∈ A[T ], |PQ| = |P ||Q| ;
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iv) ∃C ∈ R, ∀a ∈ A, |a| ≤ C‖a‖.

Cet ensemble sera noté A
n,an
A , ou M(A) lorsque n = 0.

Exemple 1.1.2. — Soit (k, | · |) un corps valué complet. Soit α ∈ kn. L’application

| · |α : P (T ) ∈ k[T ] 7→ |P (α)| ∈ R+

définit un point de A
n,an
k . Nous obtenons ainsi une injection de kn dans A

n,an
k .

Comme dans le cas des espaces analytiques classiques, à tout point x de A
n,an
A , on

peut associer un corps résiduel H (x) de la façon suivante. Le point x est associé à une
semi-norme multiplicative | · |x. L’ensemble

px = {P ∈ A[T ] | |P |x = 0}

est un idéal premier de A[T ]. Le quotient A[T ]/px est un anneau intègre et la semi-
norme | · |x induit une valeur absolue sur son corps des fractions. Nous noterons H (x) le
complété de ce dernier. Il est naturellement muni d’une valeur absolue, que nous noterons
simplement | · |. Nous disposons alors d’une application naturelle

χx : A[T ] → H (x).

Pour tout P ∈ A[T ], nous noterons P (x) = χx(P ). Avec les notations précédentes, nous
avons |P (x)| = |P |x.

On peut également munir l’espace A
n,an
A d’une topologie.

Définition 1.1.3. — On munit l’espace A
n,an
A de la topologie la plus grossière qui rende

continues les applications de la forme

x ∈ A
n,an
A 7→ |P (x)| ∈ R+

avec P ∈ A[T ].

Venons-en maintenant à la définition du faisceau structural.

Définition 1.1.4. — Soit U une partie de A
n,an
A . Une fraction rationnelle sans pôles

sur U est une application de la forme

f : U →
⊔

x∈U

H (x),

avec f(x) ∈ H (x) pour tout x ∈ U , telle qu’il existe un polynôme P ∈ A[T ] et un polynôme
Q ∈ A[T ] ne s’annulant pas sur U vérifiant

∀x ∈ U, f(x) =
P (x)

Q(x)
.

On note K (U) l’ensemble des fractions rationnelles sans pôles sur U .

Définition 1.1.5. — Soit U un ouvert de A
n,an
A . On note O(U) l’ensemble des applica-

tions de la forme

f : U →
⊔

x∈U

H (x),
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avec f(x) ∈ H (x) pour tout x ∈ U , qui sont localement limites uniformes de fractions
rationnelles sans pôles.

On vérifie que la définition précédente fournit un faisceau d’anneaux sur An,an
A . En outre,

pour tout point x ∈ A
n,an
A , le germe Ox est un anneau local d’idéal maximal

mx = {f ∈ Ox | f(x) = 0}.

Ainsi venons-nous de munir l’espace A
n,an
A d’une structure d’espace localement annelé.

Énonçons maintenant la définition générale d’espace analytique sur A.

Définition 1.1.6. — Un espace localement annelé (V,OV ) est appelé modèle local d’un
espace analytique sur A s’il existe un entier n, un ouvert U de A

n,an
A et un faisceau I

d’idéaux de type fini de OU tels que (V,OV ) soit isomorphe au support du faisceau OU/I ,
muni du faisceau OU/I .

Un espace analytique sur A est un espace localement annelé qui possède un recouvrement
par des ouverts isomorphes à un modèle local.

Dans la suite de ce texte, l’étude de la droite relative au-dessus d’un anneau de Ba-
nach jouera un rôle majeur. Nous fixons désormais un tel anneau de Banach (A, ‖·‖).
Nous noterons B = M(A), X = A

1,an
A (avec coordonnée T ) et π : X → B le morphisme

canonique.

1.2. Exemples d’espaces de base

Dans cette section, nous présentons plusieurs espaces de base M(A). Ce seront les
exemples typiques sur lesquels nous travaillerons. Nous suggérons au lecteur de les gar-
der en mémoire pour la suite de ce chapitre.

1.2.1. Corps valué archimédien. — Supposons que l’anneau de Banach (A, ‖·‖) est
un corps valué archimédien. Les cas possibles sont connus : il s’agit de (C, | · |ε∞) et (R, | · |ε∞),
où | · |∞ désigne la valeur absolue usuelle et ε un élément de ]0, 1].

Supposons que (A, ‖·‖) = (C, | · |∞). (Le choix de la puissance ε = 1 ne nuit pas
à la généralité.) Rappelons qu’à tout point de Cn, on peut associer un point de A

n,an
C

(cf. exemple 1.1.2).
Réciproquement, pour tout point x de A

n,an
C , le corps résiduel H (x) est un corps valué

complet contenant C. D’après le théorème de Gelfand-Mazur, ce ne peut être que le corps C
lui-même. Le morphisme χx : C[T ] → H (x) est donc un morphisme d’évaluation vers C.
L’image du n-uplet de variables T fournit un élément de Cn.

Cela permet de montrer que le morphisme naturel

Cn → A
n,an
C

est une bijection. On vérifie que c’est en fait un homéomorphisme et même un isomorphisme
d’espaces annelés. Cela signifie simplement que les fonctions analytiques sont exactement
les limites uniformes de fractions rationnelles sans pôles.
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Supposons maintenant que (A, ‖·‖) = (R, | · |∞). Nous avons vu à l’exemple 1.1.2 que
tout point de Rn définit un point de A

n,an
R . Remarquons que nous pouvons dire mieux :

tout point de Cn définit un point de A
n,an
R , par la même formule. Cependant, la situation

est différente, puisque deux points conjugués de Cn ont la même image dans A
n,an
R .

En raisonnant comme précédemment à l’aide du théorème de Gelfand-Mazur, on montre
que le morphisme naturel

Cn/〈σ〉 → A
n,an
R ,

où σ désigne la conjugaison complexe, est un homéomorphisme. En un point de Rn, l’an-
neau local est isomorphe à un anneau de séries convergentes à coefficients réels. Si l’une
des coordonnées du point n’est pas réelle, alors les coefficients des séries qui apparaissent
peuvent également être complexes.

1.2.2. Corps valué ultramétrique. — Supposons que l’anneau de Banach (A, ‖·‖) est
un corps valué ultramétrique, que nous noterons plutôt (k, | · |). Comme précédemment, à
tout point de kn on peut associer un point de A

n,an
k . On peut procéder de même pour les

points de k̄n et ˆ̄kn, où k̄ et ˆ̄k désignent respectivement une clôture algébrique de k et son
complété. Comme dans le cas de R, certains de ces points ont même image dans A

n,an
k .

Plus précisément, on vérifie que l’espace A
n,an
k est le quotient de A

n,an
ˆ̄k

par l’action des

k-automorphismes continus de ˆ̄k.

type 1

type 2
type 3

type 4

A
1,an
k

k ultramétrique
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Dans le cas de la droite A
1,an
k , V. Berkovich a proposé une classification des points en

quatre types. Lorsque k est algébriquement clos, un point x est dit

– de type 1 si H (x) = k ;

– de type 2 si deg.tr.(H̃ (x)/k̃) = 1 et |H (x)∗| = |k∗| ;

– de type 3 si H̃ (x) = k̃ et dimQ(
√

|H (x)∗|/|k∗|) = 1 ;

– de type 4 si H (x) 6= k, H̃ (x) = k̃ et |H (x)∗| = |k∗|.

Dans le cas général, le type d’un point de A
1,an
k est celui d’un de ses relevés dans A

n,an
ˆ̄k

.

L’anneau local en un point de k (et donc de type 1) est un anneau de séries convergentes.

Celui en un point de k̄ s’y ramène. En les autres points (ceux de ˆ̄k \ k ou ceux de type 2,
3 ou 4), l’anneau local est un corps.

1.2.3. Corps normé. — Soit (k, | · |) un corps valué complet. Nous pouvons munir k
de la norme ‖·‖ = max(| · |, | · |0), où | · |0 désigne la valeur absolue triviale. On vérifie
qu’elle fait de k un anneau de Banach. Son spectre est homéomorphe au segment [0, 1] via
l’application

ǫ ∈ [0, 1] 7→ | · |ε ∈ M(k),

où nous avons identifié | · |0 à la valeur absolue triviale | · |0. Les anneaux locaux en tous les
points sont isomorphes à k.

| · |0 | · || · |ε

ε
0 1

(k,max(| · |0, | · |))

O = k O = k O = k

H = k H = k H = k

Signalons que nous ne démontrerons l’excellence des anneaux locaux des espaces analy-
tiques au-dessus d’un tel corps que s’il est de caractéristique nulle.

1.2.4. Anneau de valuation. — Soit (k, | · |) un corps valué complet. Considérons son
anneau de valuation k◦. Muni de la valeur absolue | · |, c’est un anneau de Banach. Son
spectre est homéomorphe à un segment via l’application

ǫ ∈ [1,+∞] 7→ | · |ε ∈ M(k◦),

où | · |+∞ est la semi-norme obtenue en composant l’application de réduction k → k̃ avec
la valeur absolue triviale sur k̃.
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| · |+∞ | · || · |ε

ε
+∞ 1

(k◦, | · |)

O = k◦ O = k O = k

H = k̃ H = k H = k

Signalons que les résultats de structure des anneaux locaux que nous obtiendrons à la
fin du chapitre ne vaudront que dans le cas noethérien, c’est-à-dire le cas de valuation
discrète. Il est cependant vraisemblable que la cohérence du faisceau structural vaille en
toute généralité. En outre, le résultat d’excellence ne vaudra que si la caractéristique de k
est nulle (mais celle de k̃ n’interviendra pas).

1.2.5. Anneau d’entiers de corps de nombres. — Ainsi que nous l’avons indiqué au
début de ce chapitre, il est également possible de choisir pour anneau de Banach l’anneau Z

muni de la valeur absolue usuelle | · |∞. Son spectre se compose des semi-normes suivantes :

– la valeur absolue triviale | · |0 ;
– les puissances | · |ε∞ de la valeur absolue usuelle, avec ε ∈ ]0, 1] ;
– pour tout p, les puissances | · |εp de la valeur absolue p-adique, avec ε ∈ ]0,+∞[ ;
– pour tout p, la semi-norme | · |p,0 en composant l’application de réduction modulo p

avec la valeur absolue triviale sur Fp.

(Z, | · |∞)

| · |0 H = Q O = Q

| · |2,0

| · |3,0
| · |p,0 H = Fp O = Zp

| · |εp H = Qp O = Qp

| · |∞ H = R O = R

| · |ε∞ H = R O = R
ε

0

1

0

1
ε. . .
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Une construction similaire est possible pour les anneaux d’entiers de corps de nombres.
Soit K un corps de nombres et notons A son anneau d’entiers. On peut le munir de la
norme ‖·‖ = maxσ(|σ( · )|), où σ parcourt l’ensemble des plongements complexes de K. Le
spectre M(A) possède une description explicite proche de celle de M(Z) : un point central
associé à la valeur absolue triviale dont part une branche par place finie ou infinie.

1.3. Anneaux de séries

Dans notre étude des espaces analytiques sur A, il sera utile de savoir décrire explici-
tement certains anneaux de fonctions dans des cas simples. Dans cette section, nous nous
placerons sur la droite relative X = A

1,an
A (avec variable T ) au-dessus de B = M(A).

Introduisons quelques notations supplémentaires. Pour toute partie compacte V de X,
notons B(V ) le complété de l’anneau des fractions rationnelles sans pôles sur V pour la
norme uniforme ‖·‖V sur V . Posons également

B(V )† = lim−→
W⊃V

B(W ),

où W décrit l’ensemble des voisinages compacts de V dans X. Remarquons que, par défi-
nition, pour tout point x de X, nous avons

B({x})† = lim
−→
W∋x

B(W ) ≃ Ox.

Il est pratique de pouvoir retrouver le compact V à partir de son algèbre B(V ). Cela
nous pousse à introduire la définition suivante.

Définition 1.3.1. — Une partie compacte V de A
n,an
A est dite spectralement convexe si

le morphisme naturel

ϕ : M(B(V )) → A
n,an
A

induit un homéomorphisme entre M(B(V )) et V .

Exemple 1.3.2. — Les parties rationnelles de A
n,an
A , c’est-à-dire celles qui peuvent

s’écrire sous la forme ⋂

1≤i≤u

{x ∈ A
n,an
A | |Pi(x)| ≤ ri|Q(x)|}

où P1, . . . , Pu, Q sont des polynômes à coefficients dans A ne s’annulant pas simultanément
sur A

n,an
A et r1, . . . , ru des nombres réels strictement positifs, sont spectralement convexes.

Par définition de la topologie, tout point de A
n,an
A possède un système fondamental de

voisinages compacts de cette forme.

Soit (A , ‖·‖) un anneau de Banach et soit t > 0. L’algèbre A 〈|T | ≤ t〉 est la sous-
algèbre de A JT K constituée des séries de la forme

∑
n∈N anT

n, où (an)n≥0 est une suite
d’éléments de A telle que la série

∑
n∈N ‖an‖t

n converge. Cette algèbre est complète pour
la norme définie par ∥∥∥∥∥∥

∑

n≥0

anT
n

∥∥∥∥∥∥
t

=
∑

n≥0

‖an‖t
n.
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Soit V une partie compacte et spectralement convexe de B. Comme on l’imagine, l’al-
gèbre B(V )〈|T | ≤ t〉 est alors reliée à l’algèbre du disque fermé

DV (t) = {x ∈ X | π(x) ∈ V, |T (x)| ≤ t}.

Plus précisément, on vérifie, par exemple, que le spectre de B(V )〈|T | ≤ t〉 est canonique-
ment homéomorphe à DV (t) et que ‖·‖DV (t) ≤ ‖·‖t. Cependant, ces normes ne sont pas
égales, interdisant ainsi aux anneaux de fonctions d’être isomorphes. De forts liens existent
pourtant, comme en atteste le lemme qui suit.

Lemme 1.3.3. — Soit V une partie compacte et spectralement convexe de B. Soient
t, v ∈ R tels que 0 < v < t. Pour tout élément f de B(V )〈|T | ≤ t〉, nous avons

‖f‖v ≤
t

t− v
‖f‖DV (t).

Démonstration. — On peut raisonner fibre à fibre et donc se ramener au cas où V est
un singleton {x}. Si le corps H (x) est ultramétrique, le résultat découle de l’expression
explicite de la norme uniforme sur un disque ; s’il est archimédien, on utilise la formule de
Cauchy.

Ce résultat permet de montrer que, même si les anneaux de fonctions différent, on peut
retrouver des isomorphismes en considérant des limites.

Proposition 1.3.4. — Soit V une partie compacte de B qui possède un système fonda-
mental de voisinages spectralement convexes. Soit t > 0. Alors le morphisme naturel

lim
−→

W⊃V,t<u

B(W )〈|T | ≤ u〉 → B(DV (t))
†,

où W décrit l’ensemble des voisinages compacts de V dans B, est un isomorphisme.

Corollaire 1.3.5. — Soit b un point de B. Notons 0b le point 0 de la fibre au-dessus de b.
Nous avons un isomorphisme naturel

lim
−→

V ∋b,t>0

B(V )〈|T | ≤ t〉
∼
−→ O0b .

Remarque 1.3.6. — Dans tous les arguments qui précèdent, on peut remplacer les
disques par des couronnes

CV (s, t)

(avec 0 < s ≤ t) et les anneaux de séries par des anneaux de séries de Laurent

B(V )〈s ≤ |T | ≤ t〉.

1.4. Morphismes finis

Dans la section précédente, nous sommes parvenu à obtenir des descriptions explicites
d’anneaux de sections au voisinage de disques ou de couronnes. Ces résultats sont mal-
heureusement insuffisants pour étudier tous les points des espaces analytiques et il nous
faudra savoir traiter le cas d’espaces plus compliqués.
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Introduisons une nouvelle notation. Pour V ⊂ B, P ∈ A[T ] et s, t ∈ R, posons

CV (P ; s, t) = {x ∈ X | s ≤ |P (x)| ≤ t}.

Lemme 1.4.1. — Soit x un point de X et soit U un voisinage de x dans X. Il existe un
voisinage compact et spectralement convexe V de b dans B, un polynôme P à coefficients
dans B(V ) et des nombres réels s et t tels que CV (P ; s, t) soit un voisinage de x dans U .

Démonstration. — Notons y = π(x). La fibre π−1(y) est isomorphe à A
1,an
H (y)

. La variation
des polynômes sur la droite analytique admet une description simple et on en déduit qu’il
existe P ∈ H (y)[T ] et s, t ∈ R tels que Cy(P ; s, t) soit un voisinage de x dans U ∩π−1(y).

Précisons un peu. Quitte à restreindre U , nous pouvons supposer qu’il est connexe, que
son complémentaire contient au moins une composante connexe bornée et que chacune de
ces composantes bornées Ci contient un point rigide xi. Notons Pi ∈ H (y)[T ] le polynôme
minimal du point xi. Les composantes Ci étant en nombre fini, nous pouvons considérer le
polynôme P =

∏
i Pi. On vérifie alors que, pour ε > 0 assez petit, le compact Cy(P ; |P (x)|−

ε, |P (x)| + ε) convient.
Par définition de H (y), on peut approcher chaque coefficient du polynôme P avec une

précision arbitraire par un quotient d’éléments de A sans pôle en x et donc par un élément
de B(V ) pour un voisinage compact V de b dans B bien choisi. Nous pouvons donc supposer
que P ∈ B(V )[T ]. Un argument de compacité montre alors qu’il existe un voisinage W
de b dans V , que nous pouvons de plus supposer compact et spectralement convexe, tel
que

CW (P ; |P (x)| − ε, |P (x)| + ε) ⊂ U.

Le lemme précédent indique qu’une bonne compréhension des anneaux des lemniscates
CV (P ; s, t) nous permettrait de contrôler les germes du faisceau structural OX en tout
point. Or l’endomorphisme de la droite XV défini par le polynôme P induit un morphisme
fini de CV (P ; s, t) dans CV (s, t). Nous allons donc consacrer cette section à l’étude de
certains morphismes finis.

Fixons le cadre. Soit A un anneau de Banach et soit G ∈ A [S] un polynôme unitaire
de degré d ≥ 1. Nous porterons notre attention sur le morphisme ϕG : ZG → M(A ),
où ZG désigne le fermé de Zariski de A

1,an
A

défini par l’équation G = 0. Le cas mentionné
précédemment correspond aux données A = B(CV (s, t)) (avec variable T ) et G(S) =

P (S)− T .
Considérons l’anneau A [S]/(G(S)). Nous pouvons naturellement le munir de plusieurs

normes. En utilisant une division euclidienne, on montre que A [S]/(G(S)) est isomorphe
à A d et l’on en déduit une première norme ‖·‖div en prenant le maximum des normes des
coordonnées. L’anneau A [S]/(G(S)) est complet pour cette norme. En revanche, la norme
n’est pas une norme d’algèbre puisqu’elle n’est pas sous-multiplicative.

Soit t > 0. Nous pouvons plonger A [S] dans A 〈|S| ≤ t〉. Nous pouvons alors munir
A [S]/(G(S)) de la semi-norme quotient ‖·‖t,rés induite par ‖·‖t. Par définition, pour tout
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F ∈ A [S]/(G(S)), nous avons

‖F‖t,rés = inf

({
max
0≤i≤e

(‖ai‖t
i),

e∑

i=0

ai S
i = F mod G, e ∈ N

})
.

Cette semi-norme est une semi-norme de A -algèbres, mais il n’est pas évident que ce soit
une norme ni qu’elle rende l’espace A [S]/(G(S)) complet lorsqu’elle l’est.

Heureusement, la norme et la semi-norme précédente se comparent facilement lorsque t
est assez grand. Cette dernière condition est naturelle puisqu’il faut assurer que le fermé
de Zariski ZG soit contenu dans le disque relatif de rayon t. La preuve de la proposition
qui suit est basée sur un théorème de division de Weierstraß que nous ne détaillerons pas.

Proposition 1.4.2. — Pour tout t assez grand, la semi-norme ‖·‖t,rés sur A [S]/(G(S))

est équivalente à la norme ‖·‖div.
En particulier, la semi-norme ‖·‖t,rés est une norme et elle rend l’algèbre A [S]/(G(S))

complète.

Dans la suite de ce texte, nous fixerons un tel t assez grand et nous contenterons
d’écrire ‖·‖rés.

Nous pouvons maintenant considérer le spectre M(A [S]/(G(S))). Cela fait apparaître
une nouvelle semi-norme sur l’anneau A [S]/(G(S)) : il s’agit de la semi-norme spectrale,
celle induite par la semi-norme uniforme sur ce spectre.

Définition 1.4.3. — Nous dirons que l’algèbre A satisfait la condition (NG) si la norme
résiduelle ‖·‖rés sur A [S]/(G(S)) est équivalente à la semi-norme spectrale.

En vertu de l’équivalence des normes sur un espace vectoriel de dimension finie au-dessus
d’un corps valué complet, la condition précédente est valable lorsque A est un corps valué
et que la semi-norme spectrale sur A [S]/(G(S)) est une norme, autrement dit, lorsque le
polynôme G est sans facteurs multiples. De façon plus générale, la condition est valable
lorsque A [S]/(G(S)) est une algèbre affinoïde réduite (cf. [Ber90, proposition 2.1.4 (ii)]).

Proposition 1.4.4. — Notons Y = M(A ). Si A satisfait la condition (NG), alors nous
avons un isomorphisme naturel

B(Y )[S]/(G(S))
∼
−→ B(ϕ−1

G (Y )),

où B(ϕ−1(Y )) est calculé en considérant ϕ−1(Y ) comme partie de A
1,an
A

.
En outre, ce morphisme et son inverse sont bornés.

Nous ne connaissons aucun résultat général permettant d’affirmer l’équivalence entre
norme résiduelle et semi-norme spectrale, mais pouvons énoncer deux conditions suffisantes.
Dans la première, on se ramène à des cas connus.

Définition 1.4.5. — Soit V une partie compacte de M(A ). Un bord analytique de V
est une partie fermée Γ de V telle que, pour tout f ∈ B(V ), on ait ‖f‖V = ‖f‖Γ.
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Définition 1.4.6. — Un point x de B est dit ultramétrique si la valeur absolue canonique
définie sur le corps H (x) est ultramétrique.

On appelle partie ultramétrique de B, et on note Bum, l’ensemble des points ultramé-
triques de B. Une partie V de B est dite ultramétrique si elle est contenue dans Bum.

Proposition 1.4.7. — Soit V une partie compacte et spectralement convexe de M(A ).
Supposons, en outre, qu’elle soit ultramétrique et possède un bord analytique fini. Alors,
pour toute partie de la forme C = D(t), avec t > 0, ou C = C(s, t), avec 0 < s ≤ t,
l’algèbre B(C) satisfait la condition (NG).

Démonstration. — Traitons le cas où C = D(t). L’hypothèse sur la finitude du bord
analytique permet de se ramener à démontrer un résultat similaire en remplaçant B(V )

par un corps valué H (γ) avec γ dans le bord de V . L’anneau H (γ)[S]/(G(γ)(S)) est
alors l’anneau de la lemniscate D(G; t). En particulier, il est réduit et le résultat classique
d’équivalence des normes s’applique donc.

Nous utiliserons cette proposition lorsque nous serons en présence de valeurs absolues
ultramétriques. En effet, dans ce contexte, les espaces ont tendance à avoir des bords
analytiques finis. Elle sera particulièrement adaptée au voisinage de points ayant un corps
résiduel de caractéristique p > 0. En effet, en un tel point, on a p = 0 et la condition
|p| < 1 en définit un voisinage dont tous les points sont ultramétriques.

Les hypothèses précises dont nous aurons besoin figurent dans la définition suivante.

Définition 1.4.8. — Un point de B est dit ultramétrique typique s’il est contenu dans
l’intérieur de la partie ultramétrique de B et s’il possède un système fondamental de voisi-
nages compacts, spectralement convexes et admettant un bord analytique fini.

Il est aisé de vérifier que, dans les exemples d’espaces de base B qui apparaissent à la
section 1.2, les points de l’intérieur de la partie ultramétrique de B sont tous ultramétriques
typiques.

La seconde condition suffisante fait intervenir une hypothèse de séparabilité. La semi-
norme uniforme d’un élément f de A [S]/(G(S)) sur M(A [S]/(G(S))) ≃ ZG se calcule en
prenant le supremum des valeurs prises par f sur les racines du polynôme G dans chaque
fibre. Si le polynôme G est séparable, son nombre de racines est égal à son degré et nous
pouvons aisément retrouver f lui-même à l’aide de ses valeurs aux racines de G via la
formule d’interpolation de Lagrange. Le critère qui suit se démontre en suivant cette idée.

Proposition 1.4.9. — Supposons qu’en tout point x de M(A ), le polynôme G(x)(S) ∈
H (x)[S] soit séparable. Alors l’algèbre A satisfait la condition (NG).

Nous utiliserons cette proposition pour traiter des points dont le corps résiduel est de
caractéristique nulle. En un tel point x, on peut facilement imposer à un polynôme G

d’être séparable et il le reste alors sur un voisinage, comme on peut le voir en utilisant la
continuité du résultant, par exemple.
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Dans le cas mentionné plus haut, lorsque A = B(CV (s, t)) (avec variable T ) et G(S) =
P (S)− T , la condition (NG) entraîne un isomorphime

(1.4.1) B(CV (s, t))[S]/(P (S) − T )
∼
−→ B(CV (P ; s, t))

qui est borné, ainsi que son inverse. Dans la suite de ce texte, nous utiliserons cet isomor-
phisme sans plus de précisions, en assurant le lecteur que nous en avons scrupuleusement
vérifié les conditions d’application.

1.5. Théorème de division de Weierstraß

Notre étude locale des espaces analytiques est basée,comme en géométrie analytique
complexe, sur le théorème de division de Weierstraß : un résultat qui permet d’écrire une
fonction analytique comme la somme d’un multiple d’une autre et d’un reste polynomial. Il
permet de déduire certaines propriétés des algèbres analytiques (noethérianité, régularité,
etc.) des mêmes propriétés des algèbres de polynômes, cadre dans lequel elles sont bien
connues. Nous détaillerons quelques applications à la prochaine section.

Énonçons maintenant le théorème.

Théorème 1.5.1 (de division de Weierstraß). — Soit b un point de B. Soit P (S) ∈
H (b)[S] un polynôme irréductible et unitaire de degré d. Si le polynôme P est inséparable et
si le corps résiduel H (b) est trivialement valué, supposons que le point b est ultramétrique
typique.

Notons x le point rigide de la fibre Xb défini par l’équation P = 0. Soit G un élément
de l’anneau local OX,x. Supposons que son image dans OXb,x n’est pas nulle et notons n sa
valuation P -adique.

Alors, pour tout F ∈ OX,x, il existe un unique couple (Q,R) ∈ O2
X,x tel que

i) F = QG+R ;
ii) R ∈ OB,b[S] est un polynôme de degré strictement inférieur à nd.

Nous allons présenter les grandes lignes de la preuve de ce théorème en distinguant
plusieurs cas.

⋄ Le point x est le point 0 de la fibre Xb.
D’après le corollaire 1.3.5, nous pouvons alors décrire explicitement l’anneau local OX,x

comme un anneau de séries convergentes.
Les fonctions F et G possèdent des représentants dans B(V )〈|S| ≤ r〉 avec V voisinage

compact de b et r > 0 bien choisis. La fonction G s’écrit sous la forme G =
∑

i≥0 gi S
i avec

g0(b) = · · · = gn−1(b) = 0 et gn(b) 6= 0. La fonction gn est donc inversible au voisinage
de b. Quitte à remplacer V par un voisinage plus petit et à diviser par gn, nous pouvons
supposer que gn = 1.

Soient U un voisinage compact de b dans V et s ∈ ]0, r]. Tout élément ϕ de B(U)〈|S| ≤ s〉

s’écrit de façon unique sous la forme ϕ = α(ϕ)Sn + β(ϕ), avec α(ϕ) ∈ B(U)〈|S| ≤ s〉 et
β(ϕ) ∈ B(U)[S] de degré inférieur à n− 1. Remarquons que nous avons alors

‖ϕ‖ = ‖α(ϕ)‖sn + ‖β(ϕ)‖.
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Considérons l’application linéaire

A :
B(U)〈|S| ≤ s〉 → B(U)〈|S| ≤ s〉

ϕ 7→ α(ϕ)G + β(ϕ)
.

Pour démontrer le résultat, il suffit de démontrer que A est un isomorphisme lorsque U
et s sont assez petits. Puisque B(U)〈|S| ≤ s〉 est un anneau de Banach, il suffit de
démontrer que ‖A − Id‖ < 1, où ‖·‖ est la norme subordonnée, autrement dit, qu’il
existe une constante C ∈ [0, 1[ telle que, pour tout élément ϕ de B(U)〈|S| ≤ s〉, on ait
‖A(ϕ) − ϕ‖ ≤ C‖ϕ‖.

Or, nous avons

‖A(ϕ) − ϕ‖ = ‖α(ϕ)(G − Sn)‖

≤ ‖α(ϕ)‖



∥∥∥∥∥
n−1∑

i=0

gi S
i

∥∥∥∥∥+ sn+1

∥∥∥∥∥∥
∑

i≥n+1

gi S
i−n−1

∥∥∥∥∥∥




≤ s−n

(
n−1∑

i=0

‖gi‖U s
i

)
‖ϕ‖ + s


 ∑

i≥n+1

‖gi‖U s
i−n−1


 ‖ϕ‖.

La somme
∑

i≥n+1 ‖gi‖U s
i−n−1 est bornée par la norme deG. Le terme s

(∑
i≥n+1 ‖gi‖U s

i−n−1
)

peut donc être rendu arbitrairement petit en choisissant convenablement s.

Pour i ∈ J0, n− 1K, nous avons gi(b) = 0. Une fois s fixé, le terme s−n
(∑n−1

i=0 ‖gi‖U s
i
)

peut donc, lui aussi, être rendu arbitrairement petit par un choix convenable de U .
Le résultat s’ensuit.

⋄ Le point x est un point rigide épais.
Cela signifie que son polynôme minimal unitaire P est à coefficients dans OB,b.
Il existe alors un voisinage compact V de b dans B tels que les coefficients de P appar-

tiennent à B(V ). La famille (DU (P ; s))(U,s) où U décrit l’ensemble des voisinages compacts
de b dans V et s décrit R∗

+, forme alors un système fondamental de voisinages de x dans X.
Nous pouvons alors adapter les arguments précédents en utilisant les isomorphismes men-
tionnés à la section 1.4.

⋄ Le point x est un point rigide maigre.
Cela signifie que son polynôme minimal unitaire P est à coefficients dans H (b), mais

pas OB,b.
Dans ce cas, il n’est plus possible d’utiliser le polynôme P pour définir une base de

voisinage explicite du point x. Remarquons cependant que nos arguments reposent sur des
techniques d’algèbres de Banach et des majorations. Si nous perturbons peu les données du
problèmes, les résultats resteront valables. L’idée consiste alors à remplacer le polynôme P
par un polynôme Pε à coefficients dans OB,b suffisamment proche de P . Nous passons
sous silence les détails techniques. Remarquons que cette méthode ne peut s’appliquer
si le corps H (b) est de valuation triviale, mais que, dans ce cas, le morphisme naturel
OB,b → H (b) est surjectif.
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Du théorème de division de Weierstraß, nous pouvons déduire, par la méthode habituelle,
le théorème de préparation. Remarquons que, cette fois-ci, nous imposons au polynôme P
d’être défini au voisinage du point b de la base. Autrement dit, nous ne considérons que le
cas de points rigides épais.

Théorème 1.5.2 (de préparation de Weierstraß). — Soit b un point de B. Soit
P (S) ∈ κ(b)[S] un polynôme unitaire de degré d dont l’image dans H (b)[S] est irréduc-
tible. Si le polynôme P est inséparable et si le corps résiduel H (b) est trivialement valué,
supposons que le point b est ultramétrique typique.

Notons x le point rigide de la fibre Xb défini par l’équation P = 0. Soit G un élément
de l’anneau local OX,x. Supposons que son image dans OXb,x n’est pas nulle et notons n sa
valuation P -adique.

Alors, il existe un unique couple (Ω, E) ∈ O2
X,x tel que

i) Ω ∈ OB,b[S] est un polynôme unitaire de degré nd vérifiant Ω(b)(S) = P (S)n

dans H (b)[S] ;
ii) E est inversible dans OX,x ;
iii) G = ΩE.

Démonstration. — En appliquant le théorème de division de Weierstraß avec les poly-
nômes Pn et G, nous obtenons une égalité de la forme Pn = QG + R, où R est un
polynôme de degré strictement inférieur à nd. On vérifie alors que Q est inversible au
voisinage de x et que les éléments E = Q−1 et Ω = Pn −R conviennent.

1.6. Propriétés locales

Les théorèmes de division et de préparation de Weierstraß étant à notre disposition,
nous pouvons maintenant mener une étude détaillée de la structure des anneaux locaux
des espaces de Berkovich.

1.6.1. Le cas de la droite. — Soient b un point de B et x un point de Xb. Nous
cherchons à obtenir des informations sur OX,x en fonction de OB,b.

⋄ L’anneau local OXb,x est un corps.
Cela signifie que le point x est de type 2, 3 ou 4 dans sa fibre Xb ou bien qu’il est

de type 1 transcendant, c’est-à-dire que le corps H (x) se plonge dans le complété d’une
clôture algébrique du corps H (b), mais pas dans la clôture algébrique elle-même.

Nous ne savons pas relier les anneaux locaux OB,b et OX,x en général, mais pouvons
néanmoins y parvenir dans quelques cas particuliers.

Supposons que OB,b est un corps. Il semble alors raisonnable de chercher à montrer
que OX,x en est un également. Pour cela, il suffit de montrer que tout élément f ∈ OX,x

qui s’annule en x est, en réalité, identiquement nul au voisinage de x.
Soit f ∈ OX,x tel que f(x) = 0. Supposons, pour simplifier, que f soit définie sur une

couronne relative CV (s, t), où V est un voisinage compact et spectralement convexe de b
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dans B et s et t des nombres réels tels que 0 < s ≤ t. Dans ce cas, la fonction possède un
développement en série de Laurent convergente sous la forme

f =
∑

n∈Z

an T
n.

Par hypothèse, nous avons f(x) = 0. Puisque OXb,x est un corps, nous en déduisons que
la restriction de f à la fibre Xb est nulle, autrement dit, que, pour tout n ∈ Z, an(b) = 0.
Puisque l’anneau local OB,b est, lui aussi, un corps, cela implique que, pour tout n ∈ Z,
an est nulle au voisinage de b. Cependant, cela ne suffit pas pour conclure que la série f
est nulle, puisque le voisinage précédent dépend a priori de n. Il nous faudra imposer une
condition supplémentaire pour parvenir à nos fins.

Définition 1.6.1. — Soit C une partie de B. Nous dirons qu’un système fondamental
de voisinages U de C est fin s’il contient un système fondamental de voisinages de tous
ses éléments.

Définition 1.6.2. — Nous dirons que l’anneau local OB,b est un corps fort s’il existe un
système fondamental fin U de voisinages compacts et spectralement convexes de b dans B
vérifiant la propriété suivante : pour tout voisinage compact V de b dans B, tout élément g ∈

B(V ) tel que g(b) = 0 et tout U ∈ U inclus dans
◦

V , on a g = 0 dans B(U).

Remarque 1.6.3. — Remarquons que, si B est localement connexe et si le principe du
prolongement analytique y vaut, alors tout anneau local OB,b qui est un corps est un corps
fort. Cette condition est toujours vérifiée dans nos exemples.

Si nous supposons maintenant que l’anneau local OB,b est un corps fort, alors il existe
un voisinage W de b dans V sur lequel tous les an sont nuls. La fonction f est alors nulle
sur CW (s, t), et donc dans OX,x.

En général, la fonction f n’est pas définie sur une couronne relative, mais sur une
lemniscate relative. Ce cas se ramène au précédent à l’aide de l’isomorphisme 1.4.1. Nous
venons de démontrer le résultat suivant.

Proposition 1.6.4. — Si OXb,x est un corps et si OB,b est un corps fort, alors OX,x est
un corps.

Nous pouvons mettre en œuvre une stratégie similaire en supposant que l’anneau lo-
cal OB,b est un anneau de valuation discrète. Notons π une uniformisante de cet anneau.

Soit f ∈ OX,x tel que f(x) = 0. En reprenant le raisonnement précédente, on parvient
à une situation où tous les coefficients an, avec n ∈ Z sont divisibles par π. Il faut encore
s’assurer de deux choses : qu’ils sont divisibles par π sur un même voisinage et que la série
obtenue en divisant chaque an par π reste convergente. Pour cela, nous allons demander
que la norme du quotient soit majorée en fonction de la norme de l’élément à l’aide d’une
constante qui ne dépend que du voisinage.
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Définition 1.6.5. — Nous dirons que l’anneau local OB,b est un anneau fortement de
valuation discrète s’il existe un système fondamental fin U de voisinages compacts et spec-
tralement convexes de b dans B vérifiant la propriété suivante : pour tout voisinage com-
pact V de b dans B, il existe une famille de nombre réels strictement positifs (KU,V )U∈U

telle que, pour tout élément g ∈ B(V ) tel que g(b) = 0 et tout U ∈ U inclus dans
◦

V , il
existe h ∈ B(U) tel que g = πh dans B(U) et ‖h‖U ≤ KU,V ‖g‖V .

Proposition 1.6.6. — Si OXb,x est un corps et si OB,b est un anneau fortement de
valuation discrète, alors OX,x est un anneau fortement de valuation discrète.

Remarque 1.6.7. — On peut en fait montrer que les versions fortes des propriétés sont
encore vérifiées par l’anneau OX,x. Comme on l’imagine, on peut prendre pour système
fondamental de voisinages fins des disques, couronnes ou lemniscates relatifs. Les propriétés
requises se démontrent alors à l’aide de la majoration du lemme 1.3.3 et du caractère borné
de l’isomorphisme (1.4.1).

Remarque 1.6.8. — Il est possible de généraliser la définition de corps fort et d’anneau
fortement de valuation discrète en une notion d’anneau fortement régulier de dimension n
quelconque. Grossièrement parlant, on demande alors que l’idéal maximal m de l’anneau
de dimension n en question soit engendré par n éléments f1, . . . , fn et que tout élément f
de m puisse s’écrire comme combinaison linéaire des fi avec des coefficients dont la norme
est majorée en fonction de celles des fi. La définition précise, qui ressemble à celle d’anneau
fortement de valuation discrète, fait intervenir de nombreux quantificateurs et son écriture
est assez pénible.

⋄ Le point x est un point rigide maigre.
Notons P ∈ H (b)[T ] le polynôme minimal unitaire du point x. Par hypothèse, il n’ap-

partient pas à κ(b)[T ]. Cette condition impose qu’aucun polynôme non nul à coefficients
dans OB,b ne peut s’annuler au point x. En d’autres termes, le point x définit un fermé de
Zariski de la fibre Xb qui ne s’étend à aucun voisinage. Ce cas est en réalité très proche du
précédent.

Lemme 1.6.9. — Soit b un point de B. Si son corps résiduel H (b) est imparfait et
trivialement valué, supposons que le point b est ultramétrique typique. Soit x un point rigide
maigre de Xb. Soit f un élément de OX,x tel que f(x) = 0. Alors f est nul dans OXb,x.

Démonstration. — Notons d le degré de P . Supposons, par l’absurde, que f n’est pas nul
dans l’anneau de valuation discrète OXb,x et notons n sa valuation P -adique. Les hypothèses
de l’énoncé permettent d’appliquer le théorème de Weierstraß avec F = Snd et G = f .
On en déduit qu’il existe un polynôme R à coefficients dans OB,b et de degré strictement
inférieur à nd tel que F = Qf + R. En particulier, le polynôme non nul F − R s’annule
en x, et nous aboutissons à une contradiction.

Nous pouvons alors adapter les démonstrations des propositions 1.6.4 et 1.6.6 dans ce
cadre.
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⋄ Le point x est un point rigide épais.
Notons P ∈ κ(b)[T ] le polynôme minimal unitaire du point x. Nous pouvons le relever

en un polynôme à coefficients dans OB,b.
Comme précédemment, on peut traiter facilement les cas où l’anneau local OB,b est

de petite dimension. Lorsque OB,b est un corps fort, l’anneau local OX,x est un anneau
(fortement) de valuation discrète d’uniformisante P . Lorsque OB,b est un anneau fortement
de valuation discrète d’uniformisante π, l’anneau local OX,x est un anneau (fortement)
régulier de dimension 2 d’idéal maximal (π, P ).

Contrairement aux cas précédents, ici, le théorème de division de Weierstraß nous permet
également de traiter le cas d’anneaux OB,b plus compliqués.

Expliquons sur un exemple comment procéder. Considérons un idéal I de OX,x et suppo-
sons qu’il contient un élément G dont l’image dans OXb,b n’est pas nulle. Alors le théorème
de division de Weierstraß assure que l’on a I = (G) + I ∩ OB,b[T ]. Si l’on sait déjà que
l’anneau OB,b est noethérien, alors l’anneau OB,b[T ] l’est aussi et son idéal I ∩OB,b[T ] est
donc de type fini. On en déduit que l’idéal I est également de type fini.

Ce genre de techniques permet de déduire la noethérianité de OX,x de celle de OB,b. Des
méthodes similaires, plus ou moins élaborées, s’appliquent pour la régularité, la dimension
de Krull, l’excellence, etc.

1.6.2. Le cas général. — Pour étudier les anneaux locaux des espaces affines, nous
allons maintenant procéder par récurrence. Les espaces de base B que nous allons considérer
seront assez simples. Nous allons imposer que tous leurs anneaux locaux soient des corps
forts ou des anneaux fortement de valuation discrète.

Définition 1.6.10. — Un anneau de Banach (A, ‖.‖) est dit de base si, pour tout
point b de son spectre B = M(A), il existe un système fondamental fin de voisinages
compacts et spectralement convexes Ub vérifiant les propriétés suivantes :

i) l’anneau local OB,b est un corps fort ou un anneau fortement de valuation discrète ;
ii) si H (b) est de caractéristique non nulle et trivialement valué, tout élément de Ub est

contenu dans Bum et possède un bord analytique fini (ce qui entraîne que le point b est
ultramétrique typique).

On vérifie sans peine que les exemples présentés à la section 1.2 sont des anneaux de
Banach de base dans ce sens. Nous supposerons désormais que l’anneau de Banach A que
nous considérons est un anneau de Banach de base.

Considérons l’espace affine Xn = A
n,an
A avec coordonnées T1, . . . , Tn. Soit x ∈ A

n,an
A .

Pour tout i ∈ J0, nK, notons Xi = A
i,an
A , avec coordonnées T1, . . . , Ti, et xi la projection de x

surXi. Quitte à permuter les coordonnées, nous pouvons supposer qu’il existem ∈ J0, nK tel
que, pour tout i ∈ J0,m− 1K, l’extension κ(xi+1)/κ(xi) soit transcendante (autrement dit
que le point xi+1 soit un point de type 2, 3 ou 4 ou de type 1 transcendant ou rigide maigre
dans sa fibre au-dessus de xi) et que, pour tout i ∈ Jm,n− 1K, l’extension κ(xi+1)/κ(xi)

soit finie (autrement dit que le point xi+1 soit un point rigide épais dans sa fibre au-dessus
de xi).
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Supposons que l’anneau local OB,x0
soit un corps fort (resp. un anneau fortement de

valuation discrète). On montre alors par récurrence, à l’aide des résultats de la section
précédente, que, pour tout i ∈ J1,mK, l’anneau local OXi,xi

est un corps fort (resp. un
anneau fortement de valuation discrète).

Pour étudier les anneaux locaux en les points suivants xm+1, . . . , xn, on applique la
méthode exposée à la section précédente et basée sur le théorème de division de Weierstraß.
Pour ce faire, il importe de vérifier que les fonctions à considérer ne s’annulent pas dans
les anneaux locaux au sein des différentes fibres.

Expliquons en quelques mots comment procéder pour démontrer la noethérianité. Consi-
dérons un idéal I de OXn,x. Rappelons que OXm,xm est un corps fort ou un anneau fortement
de valuation discrète. Commençons par traiter le cas où tout élément de I est nul dans
l’anneau local O(Xm)xm ,x. Si OXm,xm est un corps fort, on montre que I est nul. Si OXm,xm

est un anneau fortement de valuation discrète, on montre que I est soit nul, soit de la
forme πnJ , où J est un idéal dont l’image dans O(Xm)xm ,x n’est pas nulle.

Nous pouvons maintenant supposer qu’il existe un élément G de I dont l’image
dans O(Xm)xm ,xm

n’est pas nulle. Cependant, pour appliquer une récurrence, c’est son
image dans O(Xn−1)xn−1

,x qui nous intéresse. Un changement de variable simple permettra
d’assurer qu’elle satisfait les propriétés voulues.

Lemme 1.6.11. — Soit G un élément de OXn,x dont l’image dans O(Xn)xm ,x n’est pas
nulle.

Alors il existe un changement de variables de la forme




Tm+1 7→ Tm+1 + T u1
n ,

...
Tn−1 7→ Tn−1 + T

un−1
n ,

Tn 7→ Tn,

avec um+1, . . . , un−1 ∈ N tel que, après ce changement de variables, si l’on note y ∈ Xn−1

le projeté de x sur ses n−1 premières coordonnées, l’image de G dans O(Xn)y ,x ne soit pas
nulle.

Nous pouvons alors appliquer le théorème de division de Weierstraß et mettre en œuvre
la stratégie exposée à la fin de la section précédente.

Nous avons expliqué comment démontrer la noethérianité des anneaux locaux des espaces
affines, et donc de tout espace. La régularité se démontre par des méthodes très semblables.

Théorème 1.6.12. — Soit A un anneau de Banach de base au sens de la définition 1.6.10.
Soit n ∈ N. Alors, en tout point x de A

n,an
A , l’anneau local OA

n,an
A

,x est noethérien et
(fortement) régulier.

Soit (Z,OZ) un espace analytique sur A. Alors, en tout point z de Z, l’anneau local OZ,z

est noethérien et universellement caténaire.

Passons maintenant à l’excellence des anneaux locaux. Remarquons qu’il suffit de dé-
montrer le résultat pour les espaces affines puisque l’excellence passe au quotient. Seule
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nous manque la régularité géométrique des fibres formelles de l’anneau local. Puisque notre
intérêt réside principalement dans l’étude des espaces sur Z ou les anneaux d’entiers de
corps de nombres, nous nous autoriserons à supposer que les anneaux locaux de l’espace
de base sont de caractéristique nulle.

Soit b un point de B tel que l’anneau local OB,b soit un corps fort de caractéristique
nulle. Soit x un point de Xn au-dessus de b. Une récurrence et des arguments basés sur
le théorème de préparation de Weierstraß que nous ne détaillerons pas permettent de se
ramener à montrer que l’algèbre

ÔXn,x ⊗OXn,x
Frac(OXn,x)

est géométriquement régulière sur Frac(OXn,x). Puisque le corps OB,b est de caractéristique
nulle, il suffit de montrer qu’elle est régulière. L’algèbre considérée étant un localisé de
ÔXn,x, le résultat découle alors du théorème précédent.

Soit b un point de B tel que l’anneau local OB,b soit un anneau fortement de valuation
discrète dont le corps des fractions est de caractéristique nulle. Choisisson-en une unifor-
misante π. Soit x un point de Xn au-dessus de b. Soit p un idéal premier de OXn,x. Nous

voulons montrer que l’algèbre ÔXn,x ⊗OXn,x
κ(p) est géométriquement régulière sur κ(p).

Si p ne contient pas π, le corps κ(p) contient OB,b et est de caractéristique nulle. On conclut
alors par des arguments similaires aux précédents. Si p ne contient pas π, en revanche, le
corps κ(p) peut être de caractéristique positive, mais on se ramène à démontrer l’excel-
lence d’un anneau local dans un espace analytique au-dessus de H (b). On conclut alors
par [Duc09, théorème 2.13].

Théorème 1.6.13. — Soit A un anneau de Banach de base au sens de la définition 1.6.10.
Supposons, en outre, qu’en tout point b de B, le corps des fractions de l’anneau local OB,b

soit de caractéristique nulle. Soit (Z,OZ) un espace analytique sur A. Alors, en tout point z
de Z, l’anneau local OZ,z est excellent.

Pour être complets, signalons que les anneaux locaux des espaces analytiques sont égale-
ment henséliens. Cette propriété vaut en toute généralité et peut se démontrer directement
en adaptant la démonstration classique du lemme de Hensel.

Théorème 1.6.14. — Soit A un anneau de Banach. Soit (Z,OZ) un espace analytique
sur A. Alors, en tout point z de Z, l’anneau local OZ,z est hensélien.

D’après [Pop86], les anneaux locaux henséliens et excellents satisfont l’approximation
d’Artin. Nous pouvons en tirer des conséquences amusantes. Considérons, par exemple,
l’anneau local O0 au point 0 de la fibre de A

n,an
Z au-dessus de la valeur absolue triviale. Il

est constitué des séries de la forme
∑

k∈Nn

ak T
k ∈ Z

[
1

N

]
JT K,

l’entier N dépendant de la série, qui possèdent un rayon de convergence strictement positif
en toutes les places. Le résultat mentionné précédemment montre alors que tout système
d’équations polynomiales à coefficients dans O0 (par exemple un système à coefficients
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dans Q[T ]) qui possède une solution dans Ô0 = QJT K en possède une dans O0, et même que
l’on peut trouver une solution dans O0 arbitrairement proche (pour la topologie T -adique)
d’une solution formelle donnée. C’est une vaste généralisation d’un théorème d’Eisenstein
concernant le cas d’une équation en une variable.

Pour terminer, signalons que, comme en géométrie analytique complexe, le théorème
de division de Weierstraß peut également être utilisé pour démontrer la cohérence du
faisceau structural. Au préalable, il faut cependant disposer d’un principe du prolongement
analytique. Ajoutons quelques mots à ce sujet.

Définition 1.6.15. — Soit (S,OS) un espace localement annelé. Soit s un point de S.
Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut au voisinage de s si, pour
tout élément non nul f de OS,s, il existe un voisinage ouvert U de s vérifiant les propriétés
suivantes :

i) f est définie sur U ;
ii) pour tout point t de U , l’image de f dans OS,t n’est pas nulle.

Nous dirons que le principe du prolongement analytique vaut sur S s’il vaut au voisinage
de tous ses points.

On vérifie immédiatement que le principe du prolongement analytique vaut au voisinage
d’un point en lequel l’anneau local est un corps. Tel est encore le cas si l’anneau local est
un anneau de valuation discrète dont l’uniformisante ne s’annule pas au voisinage du point
considéré. On montre également que, si le principe du prolongement analytique vaut au
voisinage d’un point b de B, il vaut encore au voisinage du point x = 0 de A

1,an
A au-dessus

de b. Cela découle en effet de la description explicite de l’anneau local comme algèbre de
séries convergentes. Le cas d’un point x rigide épais dans sa fibre au-dessus de b se ramène
au précédent. Une récurrence comme celle mise en œuvre au début de la section permet
de traiter le cas général.

Théorème 1.6.16. — Soit A un anneau de Banach de base au sens de la définition 1.6.10
et supposons que le principe du prolongement analytique vaut sur M(A). Alors, quel que
soit n ∈ N, le principe du prolongement analytique vaut sur A

n,an
A .

Une fois le principe du prolongement analytique connu, il devient possible d’adapter les
démonstrations classiques de cohérence du faisceau structural.

Théorème 1.6.17. — Soit A un anneau de Banach de base au sens de la définition 1.6.10
et supposons que le principe du prolongement analytique vaut sur M(A). Soit (Z,OZ) un
espace analytique sur A. Alors le faisceau structural OZ est cohérent.



CHAPITRE 2

ESPACES DE BERKOVICH LOCAUX : QUELQUES
ASPECTS TOPOLOGIQUES

Le second chapitre de ce mémoire est consacré aux espaces de Berkovich classiques,
c’est-à-dire sur un corps valué complet, et, plus précisément à certains de leurs aspects
topologiques. Il ne faut pas croire, pour autant, que le faisceau structural ne jouera ici
aucun rôle. De forts liens existent en effet entre fonctions et topologie, via la notion de
bord de Shilov notamment, et nous les utiliserons constamment.

Le fil directeur de ce chapitre sera la notion de point universel, qui traduit de façon pré-
cise le fait qu’un point puisse se relèver canoniquement dans toute extension des scalaires.
Nous commencerons par l’étudier et montrer, notamment, que tout point d’un espace défini
sur un corps algébriquement clos est universel. Nous poursuivrons par une application en
montrant que, même dans le cas où les espaces de Berkovich ne sont pas métrisables, leur
topologie peut s’exprimer, en grande partie, en termes de suites. Dans un dernier temps,
inspiré par l’article [HL10] de E. Hrushovski et F. Loeser, nous étudierons quelques aspects
des espaces de Berkovich en termes de théorie des modèles. Nous nous intéresserons préci-
sément à la façon dont on peut approcher les points d’un espace affine analytique si l’on ne
s’autorise à utiliser que des polynômes de degré borné. Ces conditions débouchent sur la
notion de type définissable, qui recouvre une notion d’universalité proche de la précédente.

Dans ce chapitre, nous effectuerons de nombreux changements de base. Fixons, dès à
présent, les notations que nous utiliserons. Soient k un corps valué complet et X un espace
k-analytique. Pour toute extension valuée complète K de k, posons XK = X ⊗̂k K. Nous
noterons πK : XK → X le morphisme canonique.

2.1. Points universels

Nous consacrons les premières pages de ce chapitre à la notion de point universel et à
ses propriétés. Les résultats exposés ici sont tirés de [Poi13b].

2.1.1. Définition. — Commençons par définir la notion, introduite par V. Berkovich
sous le nom de « peaked point » (cf. [Ber90, section 5.2]).
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Définition 2.1.1. — Soit X un espace k-analytique. Un point x de X est dit universel si,
pour toute extension valuée complète K de k, la norme tensorielle sur l’algèbre H (x)⊗̂kK

est multiplicative.
Notons Xu l’ensemble des points universels de X.

Ajoutons quelques explications. Pour ce faire, considérons un point x d’un espace
k-analytique X et fixons temporairement une extension valuée complète K de k. La
fibre π−1

K (x) coïncide alors avec le spectre, au sens de V. Berkovich, de l’algèbre H (x)⊗̂kK

munie de sa norme tensorielle. Si cette norme est multiplicative, alors elle correspond à
un point du spectre M(H (x) ⊗̂k K). C’est le plus grand point de la fibre π−1

K (x), au sens
de la relation d’ordre sur les semi-normes associées aux points. Nous le noterons xK .

L’application de relèvement précédente possède de bonnes propriétés, ainsi que l’affirme
le résultat suivant, dû essentiellement à V. Berkovich.

Proposition 2.1.2. — Soient X un espace k-analytique et K une extension valuée com-
plète de k. L’application σK : x ∈ Xu 7→ xK ∈ XK est continue.

Pour démontrer ce résultat, il faut parvenir à montrer que la norme tensorielle sur les
fibres de πK varie continûment sur X. Le même genre de techniques permet également de
montrer le résultat suivant.

Proposition 2.1.3. — Soient X un espace k-analytique. L’ensemble des points universels
de X est fermé.

Nous souhaiterions maintenant disposer de critères permettant d’assurer qu’un point est
universel. Pour ce faire, la réduction des espaces affinoïdes se révèle un outil fort utile.

2.1.2. Réduction d’un espace affinoïde. — Nous présentons ici la réduction des es-
paces affinoïdes telle qu’elle a été définie par V. Berkovich dans [Ber90, section 2.4]. Soit A
une algèbre k-affinoïde et posons X = M(A).

Notons ‖·‖∞ la semi-norme uniforme sur X. On vérifie que l’ensemble A◦ = {f ∈ A |

‖f‖∞ ≤ 1} est un sous-anneau de A et que A◦◦ = {f ∈ A | ‖f‖∞ < 1} en est un idéal.
Posons Ã = A◦/A◦◦. C’est une algèbre de type fini sur k̃. Nous noterons X̃ son spectre (au
sens des schémas).

Soit x un point de X. On lui associe naturellement un morphisme borné χx : A→ H (x).

Il induit un morphisme χ̃x : Ã → H̃ (x). On vérifie aisément que H̃ (x) est un corps. Le
noyau du morphisme χ̃x est donc un idéal premier de Ã, auquel est assoicié un point x̃ de
X̃. Nous avons ainsi définit une application, dite de réduction

red: X = M(A) → Spec(Ã) = X̃.

Dans le cas où l’algèbre A est strictement k-affinoïde, ce qui correspond à dire que la
semi-norme ‖·‖∞ prend ses valeurs dans le sous-ensemble

√
|k| de R+, cette application

possède de bonnes propriétés.

Proposition 2.1.4. — Supposons que l’algèbre A soit strictement k-affinoïde. Notons
X̃gén l’ensemble des points génériques de X̃. Alors, les propriétés suivantes sont vérifiées.
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i) L’application red est surjective.
ii) Tout point générique de X̃ a un unique antécédent dans X par red.
iii) L’ensemble red−1(X̃gén) est le bord de Shilov de X.

Rappelons qu’on appelle bord de Shilov de X le plus petit bord analytique de X, au
sens de la définition 1.4.5 avec V = X et B(V ) = A, s’il existe. Le résultat précédent
assure qu’il existe lorsque A est strictement k-affinoïde, et le cas général en découle.

Lorsque l’algèbre A n’est pas strictement k-affinoïde, en revanche, l’application de ré-
duction précedente peut ne présenter qu’assez peu d’intérêt. Il peut arriver, par exemple,
que Ã = k̃, auquel cas X̃ est réduit à un point, sans que X ne soit trivial. Pour remédier
à ce problème, M. Temkin a introduit, dans [Tem04], une notion de réduction graduée.
Présentons-la en quelques mots.

Pour tout r ∈ R∗
+, définissons le groupe A◦

r = {f ∈ A | ‖f‖∞ ≤ r}, son sous-groupe
A◦◦ = {f ∈ A | ‖f‖∞ < r} et leur quotient Ãr = A◦

r/A
◦◦
r . Formons, à présent, l’anneau

Ãgr =
⊕

r>0 Ãr. C’est un anneau gradué, au sens où ses constituants Ãr sont des sous-
groupes additifs qui vérifient Ãr Ãs ⊂ Ãrs. Il rendra les mêmes services que l’anneau Ã

dans le cas strictement affinoïde, pourvu que l’on prenne la peine de remplacer les notions
d’algèbre commutative par leur analogue gradué. Par exemple, un idéal gradué I de Ãgr

est un idéal engendré par des éléments homogènes et il est premier si le produit de deux
éléments homogènes de Ãgr ne peut appartenir à I que lorsque l’un des deux lui appartient.
On définit ainsi une notion de spectre homogène et une application de réduction, comme
précédemment. M. Temkin montre que les propriétés de la proposition 2.1.4 sont encore
vérifiées dans ce cadre.

Dans la suite, nous aurons besoin à plusieurs reprises de manipuler ces réductions gra-
duées. La tâche est rendue difficile par le peu de références disponibles concernant l’algèbre
commutative graduée et nous devrons donc démontrer la plupart des résultats que nous
souhaitons utiliser. En général, les différences avec l’algèbre commutative classique sont
mineures et les preuves des énoncés d’adaptent sans peine. Tel n’est pas toujours le cas
cependant et nous allons en donner maintenant un exemple.

Considérons un corps gradué ℓ =
⊕

r>0 ℓr, c’est-à-dire un anneau gradué non nul dans
lequel tout élément homogène est inversible. Notons ρ(ℓ) l’ensemble des éléments r > 0 tels
que ℓr 6= 0. C’est un sous-groupe de R∗

+. Soit s ∈ R∗
+ \ ρ(ℓ). Définissons l’anneau gradué

ℓ[s−1T ] en ajoutant un élément T en degré s. Ses éléments homogènes sont exactement
ceux de la forme aT n, où a est un élément homogène de ℓ et n un entier. C’est un anneau
gradué intègre et son corps des fractions gradué ℓ(s−1T ), obtenu en inversant les éléments
homogènes non nuls, n’est autre que

ℓ(s−1T ) = ℓ[s−1T, sT−1].

C’est en particulier une ℓ-algèbre graduée de type fini mais, bien entendu, pas une ℓ-algèbre
graduée finie. L’existence d’un tel objet contredirait le Nullstellensatz dans le cas classique !
On peut répéter la construction précédente en choisissant un élément s′ de R∗

+ hors du
sous-groupe engendré par ρ(k) et s et en considérant ℓ(s−1T, s′−1T ′). Plus généralement,
en choisissant une famille finie s de nombres réels strictement positifs dont l’image dans le
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Z-module R∗
+/ρ(ℓ) est libre, on peut construire un corps gradué ℓ(s−1T ) satisfaisant les

mêmes propriétés que les précédents.
Les corps gradués du type précédent sont essentiellement les seules obstructions au

Nullstellensatz, comme nous l’avons montré dans [Poi13b].

Théorème 2.1.5 (Nullstellensatz gradué). — Soit ℓ un corps gradué. Soit L une ℓ-
algèbre graduée de type fini qui est un corps gradué. Alors, c’est une extension finie d’un
corps gradué ℓ(s−1T ) construit comme précédemment.

De ce théorème, nous pouvons déduire le fait qu’une algèbre graduée intègre A sur
un corps gradué algébriquement clos ℓ est géométriquement intègre, au sens où l’algèbre
graduée A ⊗ℓ L est intègre pour toute extension graduée L de ℓ. Ce résultat sera utilisé
dans la prochaine section.

2.1.3. Critères d’universalité. — Dans [Ber90, section 2.4] figure le critère suivant.
Rappelons que, d’après la proposition 2.1.4, le bord de Shilov d’un espace affinoïde dont
la réduction est une variété irréductible est réduit à un point.

Proposition 2.1.6. — Soit X un espace strictement k-affinoïde distingué dont la ré-
duction X̃ est géométriquement intègre. Alors, l’unique point du bord de Shilov de X est
universel.

Le caractère distingué de l’espace affinoïde X dont il est question ici est une condition
technique que nous ne souhaitons pas énoncer précisément. Indiquons seulement qu’elle est
toujours satisfaite lorsqueX est strictement k-affinoïde et que le corps k est algébriquement
clos et de valuation non triviale.

La stratégie de la preuve de la proposition est assez claire et nous allons en esquisser
les grandes lignes, en faisant abstraction des difficultés techniques, qui sont résolues dans
l’article [Bos69] de S. Bosch. Notons x l’unique point du bord de Shilov de X = M(A).
Nous allons montrer qu’il se relève canoniquement dans toute extension des scalaires (dans
un sens vague, mais qui, en réalité, est bien celui de la définition de point universel).
L’image du point x par la réduction est l’unique point générique ξ de X̃. Soit K une
extension valuée complète de k. Un résultat de l’article de S. Bosch sus-cité assure que l’on

a Ã ⊗̂k K = Ã⊗k̃K̃. Puisque Ã est géométriquement intègre, cette algèbre est donc intègre.

La variété X̃K possède donc un unique point générique ξ′, nécessairement au-dessus de ξ,
qui possède lui-même un unique antécédent x′, nécessairement au-dessus de x, dans XK

par l’application de réduction. Ce point x′ est le point xK recherché.

Supposons maintenant que le corps k est algébriquement clos. Dans ce cas, le corps k̃ l’est
aussi et il suffit de supposer que la réduction X̃ de X est intègre pour appliquer le résultat.
Finalement, pour traiter le cas d’un espace affinoïde général, c’est-à-dire pas nécessairement
strictement affinoïde, il suffit de remplacer les réductions habituelles par des réductions
graduées (même si le caractère distingué cause quelques difficultés supplémentaires sur
lesquelles nous ne nous attarderons pas). Un résultat de densité des points qui sont bords
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de Shilov de domaines affinoïdes et le fait que l’ensemble des points universels soit fermé
entraînent finalement le résultat suivant.

Théorème 2.1.7. — Supposons que le corps k est algébriquement clos. Alors, tout point
d’un espace k-analytique est universel.

2.1.4. Structure des fibres d’une extension des scalaires sur une courbe. — Les
méthodes que nous venons de présenter permettent, dans certains cas, de décrire les fibres
d’un morphisme d’extension des scalaires. Nous nous attacherons au cas des courbes, qui
a été rédigé dans [PP12, section 2.2].

Plaçons-nous dans la situation considérée à la fin de la section précédente : supposons
que le corps k est algébriquement clos et considérons un point x qui est l’unique point du
bord de Shilov d’un espace affinoïde X. Notons ξ son image par la réduction, c’est-à-dire
l’unique point générique de la réduction X̃.

Soit K une extension valuée complète de k. Nous avons alors un diagramme commutatif

X ⊗̂k K
red

//

πK

��

X̃ ⊗̂k K

π̃K

��

X
red

// X̃

et la fibre π−1
K (x) est l’image inverse par la réduction de la fibre π̃−1

K (ξ). Dans la situation

considérée précédemment, nous disposions d’un isomorphisme X̃ ⊗̂k K = X̃ ⊗k̃ K̃ et le
problème se ramène donc à comprendre la structure des fibres d’une extension des scalaires
dans le cas des schémas. La fibre π̃−1

K (ξ) contient le point générique ξ′ de X̃ ⊗k̃ K̃ et nous
savons qu’il possède un seul antécédent par la réduction, qui n’est autre que le relevé
universel xK de x. Il reste à comprendre ce que peuvent être les images réciproques des
autres points de la fibre par l’application de réduction.

Le problème précédent admet une solution simple dans le cas des courbes. La fibre π̃−1
K (ξ)

contient le point générique ξ′ et tous ses autres points sont fermés, puisque cette fibre est
aussi une courbe. En outre, puisque le corps k̃ est algébriquement clos et que X̃ est ré-
duite, son point générique ξ est lisse et les points fermés précédents aussi. D’après [Bos77,
Satz 6.3], lorsque K est algébriquement clos et de valuation non triviale, les images ré-
ciproques de ces points fermés sont des disques ouverts. L’application de réduction étant
anti-continue, ce sont également des ouverts de XK .

Remarquons que, même dans le cas des courbes, le raisonnement précédent ne permet
de comprendre la structure des fibres qu’au-dessus des points qui peuvent s’obtenir comme
bords de Shilov de domaines affinoïdes. Dans le cas des courbes, c’est une situation as-
sez générale, puisqu’elle satisfaite par tous les points de type 2 et 3. Des considérations
techniques nous ont en fait poussé à ne les rédiger dans [PP12, section 2.2] que pour les
points de type 2. Cependant, la structure des courbes entraîne que tout point de type 1
ou 4 (resp. 3) possède un voisinage isomorphe à un disque (resp. une couronne). Le résultat
cherché peut alors se démontrer par des raisonnements topologiques directs.
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Théorème 2.1.8. — Supposons que le corps k est algébriquement clos. Soient X une
courbe k-analytique et x un point de X. Soit K une extension valuée complète et algébrique-
ment close de k. La fibre π−1

K (x) est connexe et les composantes connexes de π−1
K (x)\{xK}

sont des disques ouverts de bord xK . De plus, elles sont ouvertes dans XK .

2.2. Topologie et suites

Nous allons, à présent, utiliser les résultats précédents sur les points universels afin de
démontrer des résultats sur la topologie des espaces de Berkovich.

Soit k un corps valué complet. Soit n ∈ N. Si le corps k possède une partie dénombrable
dense E, alors l’espace A

n,an
k est métrisable. En effet, il est localement compact et sa

topologie est dénombrable, puisqu’engendrée par les ensembles de la forme {r < |P | <

s}, où r et s sont des nombres rationnels et P un polynôme à coefficients dans E. Le
résultat découle donc du théorème d’Urysohn. D’autre part, on se convainc facilement que,
si l’hypothèse sur le corps n’est plus vérifiée, alors l’espace A

n,an
k n’est plus métrisable.

Nous allons cependant montrer que, dans tous les cas, la topologie de ces espaces est régie
par les suites.

Commençons par un exemple et considérons le disque unité fermé Dk à l’intérieur
de A

n,an
k . Nous savons qu’il est compact pour la topologie d’espace de Berkovich et souhai-

tons montrer qu’il est séquentiellement compact, c’est-à-dire que toute suite possède une
sous-suite convergente. Soit (un)n∈N une suite deDk. Considérons un sous-corps valué com-
plet ℓ de k qui possède une partie dénombrable dense. Notons π : Dk → Dℓ le morphisme
naturel. Puisque Dℓ est compact et métrisable, l’image (π(un))n∈N de la suite (un)n∈N
possède une sous-suite (uϕ(n))n∈N qui convergen vers un certain point v. Mais comment
repasser au disque Dk ? L’idée est d’utiliser les relèvements universels étudiés précédem-
ment. Supposons k et ℓ algébriquement clos. Nous voudrions que, pour tout n ∈ N, le
point un soit le relevé universel du point π(un). Par continuité de la section universelle, la
suite (uϕ(n))n∈N possèderait alors une limite, à savoir le relevé universel de v à Dk.

En d’autres termes, le problème précédent consiste à définir les points des espaces de
Berkovich sur des corps assez petits. Les points les plus simples à traiter sont ceux qui
peuvent s’écrire comme bords de Shilov de domaines affinoïdes. Il sera plus facile d’uti-
liser une autre définition de ces points. Rappelons que pour tout point x d’un espace
k-analytique, on pose

s(x) = deg. tr.(H̃ (x)/k̃) et t(x) = dimQ(
√

|H (x)∗|/
√

|k∗|).

Définition 2.2.1. — On dit qu’un point x de A
n,an
k est un point d’Abhyankar si s(x) +

t(x) = n.

Lorsque n = 1, les points d’Abhyankar sont exactement les points de type 2 ou 3. En
dimension n ≥ 1, un point x de A

n,an
k est d’Abhyankar si sa projection y sur A

n−1,an
k

(pour n’importe quel système de coordonnées) est un point d’Abhyankar et s’il est un
point d’Abhyankar dans sa fibre au-dessus de y (qui est une droite).
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Pour tout point x de type 2 ou 3 de la droite, il existe un domaine affinoïde de la
forme {|P | ≤ r}, où P est un polynôme à coefficients dans k et r un nombre réel strictement
positif, dont x est l’unique point du bord de Shilov. Ce résultat est immédiat lorsque le
corps k est algébriquement clos (et l’on peut alors choisir P de degré 1) et guère plus
difficile sinon. Un raisonnement par récurrence sur la dimension permet de généraliser ce
résultat.

Proposition 2.2.2. — Soit x un point d’Abhyankar de A
n,an
k . Il existe P1, . . . , Pn ∈

k[T1, . . . , Tn] et r1, . . . , rn > 0 tels que
⋂

1≤i≤n{|Pi| ≤ ri} soit un domaine affinoïde
de A

n,an
k dont le bord de Shilov est le singleton {x}.

Dans la situation de la proposition, le complété ℓ du sous-corps de k engendré par les
coefficients des polynômes Pi est alors un corps sur lequel on peut définir le point x. En
effet, si l’on note, π : An,an

k → A
n,an
ℓ le morphisme naturel, alors le point π(x) appartient

à
⋂

1≤i≤n{|Pi| ≤ ri}, vu dans A
n,an
ℓ . La fibre π−1(π(x)) est alors contenue dans V =⋂

1≤i≤n{|Pi| ≤ ri}, vu cette fois-ci dans A
n,an
k , et son plus grand point ne peut qu’être le

point x, puisque c’est le plus grand point de V tout entier (et qu’il appartient bien à ladite
fibre).

Lorsque le point x n’est plus un point d’Abhyankar, la situation est plus compliquée.
Lorsque n = 1, sur la droite, on peut approcher tout point x qui n’est pas d’Abhyankar,
c’est-à-dire un point de type 1 ou 4, par une suite décroissante (xn)n∈N de points de type 2
ou 3. On peut alors associer un polynôme à chaque xn comme précédemment et définir
le point x sur le complété du sous-corps de k engendré par les coefficients de tous ces
polynômes. Remarquons que, puisque nous avons approché par une suite (indexée par N),
et non pas seulement une suite généralisée (indexée par un ensemble ordonné filtrant quel-
conque), le corps obtenu possède bien une partie dénombrable dense. Ce raisonnement se
généralise, bien que de façon plus compliquée, en dimension supérieure.

Proposition 2.2.3. — Supposons que k soit algébriquement clos. Soit x un point
de A

n,an
k . Il existe un sous-corps algébriquement clos ℓx de k possédant une partie dénom-

brable dense tel que, si πx : A
n,an
k → A

n,an
ℓx

désigne le morphisme de changement de base,
alors x est le relevé universel du point πx(x).

Une fois ce résultat connu, nous pouvons appliquer la stratégie décrite au début de la
section pour démontrer que le disque Dk est séquentiellement compact. Remarquons que
le résultat sur un corps l’entraîne sur tous ses sous-corps. Nous pouvons donc supposer
que k est algébriquement clos. On choisit alors pour corps ℓ le complété de la fermeture
algébrique dans k de la réunion de tous les sous-corps ℓun associés aux points de la suite un.
Ce corps possède encore une partie dénombrable dense et la stratégie indiquée fonctionne.

Remarquons que le résultat vaut non seulement pour le disque unité, mais pour les
disques de tous rayons. Il vaut également pour leurs fermés de Zariski, c’est-à-dire pour les
espaces affinoïdes, et donc finalement pour tous les espaces compacts.

En raffinant les méthodes utilisées, nous pouvons démontrer le résultat suivant.
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Théorème 2.2.4. — Tout espace de Berkovich X est un espace de Fréchet-Urysohn :
pour toute partie A de X, tout point de l’adhérence Ā de A est limite d’une suite de points
de A.

De ce résultat découle le fait que les espaces de Berkovich sont séquentiels : leurs parties
ouvertes et fermées sont caractérisées par les conditions habituelles en termes de suites.
À titre de curiosité, mentionnons que l’on peut également en déduire que tout espace de
Berkovich est quotient d’un espace métrique (cf. [Fra65]).

2.3. Approximation polynomiale des espaces de Berkovich

Dans cette section, nous nous intéressons à des questions topologiques sur les espaces
de Berkovich liées à la théorie des modèles. Elles nous ont été inspirées par la lecture du
manuscrit [HL10] de E. Hrushovski et F. Loeser.

La théorie des modèles consiste en l’étude de formules du premier ordre d’un langage, qui
sera ici celui des corps valués. Considérons une formule ϕ(u,v), où l’on pense à u comme
un uplet de variables et à v comme un uplet de paramètres, appelé à prendre des valeurs
dans un corps valué. On peut, par exemple, considérer la formule |u−v1| ≤ |v2|, qui traduit
l’appartenance d’un point au disque de centre v1 et de rayon |v2|, ou v1u2+v2u+v3 = 0, qui
exprime le fait qu’un point soit racine d’un polynôme de degré inférieur à 2. Remarquons
qu’une formule quelle qu’elle soit ne peut faire intervenir que des polynômes de degré borné
en les variables. Pour savoir à quelles conditions sur v une formule ϕ(u,v) est satisfaite
en un point d’un espace de Berkovich (on dirait plutôt qu’elle appartient au type du point
considéré), il suffit donc de savoir comment se comporte ce point vis-à-vis de polynômes
de degré borné. Il s’agit d’une information plus faible que la connaissance du point, qui
nécessite de comprendre son comportement sur tous les polynômes.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser à la façon dont on peut décrire
un point si l’on ne s’intéresse qu’à des polynômes de degré borné. Nous considérerons
d’abord cette question dans le cas de la droite, puis d’un espace affine de dimension quel-
conque. Nous en tirerons ensuite des conséquences en termes de propriétés de parties semi-
algébriques, qui sont une traduction géométrique de la notion de type définissable de la
théorie des modèles.

2.3.1. Dimension 1. — Commençons par quelques notations. Fixons une coordonnée T
sur la droite affine A

1,an
k . Soit P ∈ k[T ] un polynôme irréductible. Nous noterons ηP,0

l’unique point de la droite A
1,an
k tel que P (ηP,0) = 0. Pour tout nombre réel r > 0, nous

noterons ηP,r l’unique point du bord de Shilov du domaine affinoïde {|P | ≤ r} de A
1,an
k .

Posons D0 = {ηT,1}. Pour tout entier d ≥ 1, notons k[T ]≤d l’ensemble des polynômes
de degré inférieur à d et posons

Dd = {ηP,r, P ∈ k[T ]≤d, P (T ) irréductible, r ≥ 0}.

Le lecteur aura sans doute compris que nous souhaitons montrer que, si l’on ne considère
que des polynômes de degré inférieur à d, tout point de A

1,an
k peut être remplacé par un

point de Dd.
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Si nous n’imposons aucune condition sur le corps k, des problèmes apparaissent ra-
pidement. Sur A

1,an
Cp

, par exemple, l’ensemble D1 (qui est égal à Dd, pour tout d ≥ 1)
contient exactement les points de type 1, 2 et 3. Dans ces conditions, sur quel point en-
voyer un point de type 4 ? Pour contourner ce problème, nous supposerons que le corps k
est maximalement complet.

Théorème 2.3.1. — Supposons que le corps k est maximalement complet. Soit x un point
de A

1,an
k . Pour tout entier positif d, il existe un unique point xd de Dd vérifiant la propriété

suivante :

∀P ∈ k[T ]≤d, |P (xd)| = |P (x)|.

En outre, si d ≥ 1, nous avons xd ≥ x et

xd = inf({y ∈ Dd | y ≥ x}).

Démonstration. — L’unicité se démontre aisément : il suffit de montrer que deux points
distincts de Dd différent par leur valeur sur un élément de k[T ]≤d.

Prouvons, à présent, la propriété finale. Soit d ≥ 1 et supposons avoir trouvé xd = ηQ,r.
Nous avons |Q(x)| = |Q(xd)| = r, donc le point x appartient au domaine affinoïde {|Q| ≤ r}

et x ≤ ηQ,r = xd.
Soit maintenant y = ηR,s ∈ Dd tel que y ≥ x. Nous avons s = |R(y)| ≥ |R(x)| = |R(xd)|,

donc le point xd appartient à {|R(T )| ≤ s} et nous avons xd ≤ y.

Démontrons, à présent, l’existence du point xd par récurrence sur d. Si d = 0, x0 = ηT,1
convient.

Soit d ≥ 0 et supposons avoir trouvé le point xd. Si, pour tout P ∈ k[T ]≤d+1, nous avons
|P (xd)| = |P (x)|, alors le point xd+1 = xd convient.

Supposons qu’il existe A ∈ k[T ]≤d+1 tel que |A(x)| < |A(xd)|. Nous pouvons supposer
que le polynôme A est unitaire de degré d+ 1.

Notons kd l’image de k[T ]≤d dans H (x) par le morphisme d’évaluation en x. C’est un k-
espace vectoriel de dimension finie. D’après [BGR84, lemma 2.4.4/4], il est sphériquement
complet.

Pour tout polynôme P in k[T ]≤d, considérons la boule de kd définie par

EP = D(P (x), |(T d+1 − P (T ))(x)|).

On vérifie que la famille des EP est totalement ordonnée. Puisque kd est sphériquement
complet, son intersection n’est pas vide. Considérons un polynôme P0 ∈ k[T ]≤d dont l’image
dans kd appartient à cette intersection. Posons R0(T ) = T d+1 − P0(T ) et

r = |R0(x)| = inf
P∈k[T ]≤d

(|(T d+1 − P (T ))(x)|).

Pour tout polynôme R unitaire de degré d+1, le polynôme R−R0 est de degré inférieur
à d et un calcul simple montre que

|R(x)| = max(r, |(R −R0)(x)|) = max(r, |(R −R0)(xd)|).
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En utilisant les relations |(A −R0)(x)| = |(A− R0)(xd)|, |A(x)| < |A(xd)| et |R0(x)| ≤

|A(x)|, on montre que |R0(x)| < |R0(xd)|. On en déduit que R0 est irréductible. Nous
allons montrer que le point xd+1 = ηR0,r convient.

Puisque x appartient à {|R0| ≤ r}, nous avons x ≤ xd+1.
Nous avons également x ≤ xd et on en déduit que les points xd et xd+1 sont comparables.

Nous avons |R0(xd)| > r = |R0(xd+1)| et donc xd ≥ xd ≥ x. En utilisant la dernière
propriété de l’énoncé, on en déduit que (xd+1)d = xd. Pour tout polynôme R unitaire de
degré d+ 1, nous avons donc

|R(xd+1)| ≤ max(r, |(R −R0)(xd+1)|)

≤ max(r, |(R −R0)(xd)|)

≤ |R(x)|,

ce qui conclut la preuve.

Remarque 2.3.2. — Les arguments de la preuve précédente sont proches de ceux utilisés
par V. Berkovich pour classifier les points de la droite A

1,an
k . Nous pouvons d’ailleurs

interpréter le théorème comme une généralisation de ce résultat, où les disques auraient
été remplacés par des analogues en degré supérieur.

Remarque 2.3.3. — Il est possible d’interpréter géométriquement la dernière condition
du théorème. Remarquons que, pour tout d, la partieDd est un sous-arbre de A1,an

k . Lorsque
le corps k est maximalement complet, il est fermé et l’application x ∈ A

1,an
k 7→ xd ∈ Dd

n’est autre que la rétraction sur celui-ci.
Dans le cas de Cp mentionné plus haut, le sous-arbre D1 n’est pas fermé, ce qui empêche

de définir la rétraction.

2.3.2. Dimension arbitraire. — Les résultats de la section précédente se généralisent
en dimension quelconque, avec quelques précautions cependant. La fin de la preuve du
théorème 2.3.1 utilise en effet de façon essentielle la structure de la droite via le fait que
l’ensemble des majorants d’un point est totalement ordonné. En dimension supérieure,
nous ne trouverons, en général, pas un point de l’espace, mais une partie de cet espace. En
dimension 1, cela reviendrait à associer la partie {|P | ≤ r} au lieu du point ηP,r.

Fixons un entier n ∈ N et un n-uplet T de coordonnées sur l’espace affine A
1,an
k . Soit

P ∈ k[T ] un polynôme irréductible. Nous noterons ηP,0 l’unique point de la droite A
1,an
k tel

que P (ηP,0) = 0. Pour tout nombre réel r > 0, nous noterons ηP,r l’unique point du bord
de Shilov du domaine affinoïde {|P | ≤ r} de A

1,an
k . Munissons Nn de la relation d’ordre

suivante : (d1, . . . , dn) < (d′1, . . . , d
′
n) si

n∑

i=1

di <

n∑

i=1

d′i

ou
n∑

i=1

di =

n∑

i=1

d′i et ∃j ∈ J0, n− 1K,∀i ≤ j, di = d′i and dj+1 < d′j+1.
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Pour d ∈ Nn, notons k[T ]≤d le k-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur à d.
Pour toute partie R de R+, notons Sd,R (ou simplement Sd si R = R+) l’ensemble des
parties de A

n,an
k de la forme ⋂

1≤i≤r

{|Pi| ≤ ri},

avec Pi ∈ k[T ]≤d et ri ∈ R. Remarquons que ces parties sont k-affinoïdes dès qu’elles sont
compactes.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème en dimension supérieure. La démonstra-
tion étant très proche de celle que nous avons proposée dans le cas de la dimension 1, nous
ne la rédigerons pas.

Théorème 2.3.4. — Supposons que le corps k est maximalement complet. Soient n ∈ N

et x ∈ A
n,an
k . Soit d ∈ Nn. Alors il existe un unique ensemble Sx,d appartenant à Sd tel

que tout polynôme P de k[T ]≤d soit borné sur Sx,d et vérifie

‖P‖Sx,d
= |P (x)|.

En outre, nous avons

Sx,d =
⋂

P∈k[T ]≤d

{|P | ≤ |P (x)|} ∈ Sd,R,

où R désigne l’image de k[T ]≤d dans R+ par l’application P 7→ |P (x)|.

Remarque 2.3.5. — Le résultat vaut plus généralement en remplaçant le point x par
une partie compacte non vide K de A

n,an
k .

Remarque 2.3.6. — Les parties Sx,d sont compactes, et donc k-affinoïdes, dès que d ≥

(1, 0, . . . , , 0). On pourrait dès lors être tentés de remplacer Sx,d par son bord de Shilov,
en espérant que celui-ci soit réduit à un point. Un exemple, dû à N. Elkies (cf. [Elk12]),
montre que tel n’est pas le cas.

Considérons le point ηT,1 de A
1,an
k (avec coordonnée T1) et le point x de A

3,an
k (avec

coordonnées T1, T2, T3), au-dessus de ce dernier, défini par les équations T2 = T 4
1 et T3 =

T 6
1 . On vérifie que

Sx,(3,0,0) = {|T1| ≤ 1} ∩ {|T2| ≤ 1} ∩ {|T3| ≤ 1}

∩ {T 2
1 T2 − T3 = T 2

1 T3 − T 2
2 = T 3

2 − T 2
3 = 0}.

C’est un fermé de Zariski de la boule unité fermée de A
3,an
k qui a deux composantes

irréductibles (l’une définie par T2 − T 4
1 = T3 − T 6

1 = 0, l’autre par T2 = T3 = 0) et deux
points dans son bord de Shilov.

2.3.3. Parties semi-algébriques et types définissables. — Ainsi que nous l’avons
déjà mentionné, notre intérêt pour ces questions est venu de la théorie des modèles et,
plus précisément, de la notion de type définissable. Avant de dire quelques mots à ce sujet,
démontrons un résultat sur les parties semi-algébriques de A

n,an
k .

Commencer par rappeler la définition de partie semi-algébrique (cf. [Duc03, défini-
tion 1.2]).
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Définition 2.3.7. — Soit Γ∗ un sous-groupe de R∗
+. Posons Γ = Γ∗ ∪{0}. Une partie V

de A
n,an
k est dite Γ∗-semi-algébrique, ou Γ-semi-algébrique si elle peut s’écrire comme com-

binaison booléenne finie de parties de la forme {|P | ≤ λ|Q|} avec P,Q ∈ k[T ] et λ ∈ Γ.
Si Γ = R+, la partie V sera dite semi-algébrique.

Théorème 2.3.8. — Supposons que le corps k est maximalement complet. Soien n et m
des entiers. Soit Γ∗ un sous-groupe de R∗

+. Soient x un point de A
n,an
k et V une partie Γ∗-

semi-algébrique de A
n+m,an
k . Soit π : An+m,an

k → A
m,an
k la projection sur les m dernières

coordonnées. Pour tout point y de A
m,an
k (k), notons sx(y) l’antécédent du point x par

l’isomorphisme π−1(y)
∼
−→ A

n,an
H (y) = A

n,an
k . Alors, la partie

{y ∈ A
m,an
k (k) | sx(y) ∈ V }

est l’ensemble des k-points d’une partie Γ∗
x-semi-algébrique de A

m,an
k , où Γ∗

x désigne le
sous-groupe de R∗

+ engendré par Γ∗ et |H (x)∗|.

Démonstration. — Notons (T ,T ′) avec T de longueur n et T ′ de longueur m des coor-
données sur An+m,an

k . La partie V peut être définie à l’aide d’unions, intersections et com-
plémentaires de parties de la forme |Q(T ,T ′)| ≤ λ |R(T ,T ′)|, avec Q(T ,T ′), R(T ,T ′) ∈

k[T ,T ′] et λ ∈ Γ∗ ∪ {0}. Notons d le maximum des degrés en T des polynômes qui inter-
viennet. D’après le théorème 2.3.4, il existe des polynômes P1(T ), . . . , Pt(T ) ∈ k[T ] et des
nombres réels r1, . . . , rt ∈ |H (x)| tels que, en posant

S =
⋂

1≤i≤t

{|Pi(T )| ≤ ri},

nous ayons

∀P (T ) ∈ k[T ]≤d, ‖P (T )‖S = |P (T )(x)|.

Soit K une extension valuée complète algébriquement close de H (x) de valuation non
triviale. Supposons, de plus, que |K| contient Γ∗

x. Notons a l’image de T par le morphisme
d’évaluation k[T ] → H (x) →֒ K. Alors, nous avons a ∈ S(K) et, pour tout P (T ) ∈ k[T ],

|P (T )(a)| = |P (T )(x)|.

Soit y ∈ km. On vérifie facilement que l’énoncé |Q(x,y)| ≤ λ |R(x,y)| équivaut à

∀α ∈ S(K),∃β ∈ S(K), |Q(α,y)| ≤ λ |R(β,y)|.

Cette dernière assertion peut s’écrire comme une formule avec variable y à paramètres
dans K. Or, d’après [Rob56], dans la théorie des corps valués algébriquement clos de
valuation non triviale, il est possible d’éliminer les quantificateurs. En d’autres termes,
l’ensemble des points y de Km, et donc de km, en lesquels la formule est vérifée est semi-
algébrique, et même |K|-semi-algébrique.

Expliquons maintenant, en quelques mots, le lien entre le résultat précédent et la notion
de type définissable. Supposons que le corps k est algébriquement clos et maximalement
complet. Pour simplifier, nous supposerons également qu’il n’est pas trivialement valué.
Soit x un point de A

n,an
k . On peut associer à ce point un type px, c’est-à-dire un ensemble

de formules dans le langage des corps valués, à paramètres dans k. Soit u un n-uplet de
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variables. Une formule ϕ(u) appartient à px si le point x appartient à la partie semi-
algébrique (et même |k|-semi-algébrique) qu’elle définit.

Dire que le type px est définissable sur k signifie que, pour toute formule ψ(u,v) sans
paramètres, où v est un m-uplet de variables, l’ensemble W des éléments y de km tels
que ψ(u,y) appartient à px est définissable sur k. Si k est algébriquement clos, la formule
ψ(u,v) est équivalente à une formule sans quantificateurs et correspond donc à une partie
|k|-semi-algébrique V de A

n,an
k . L’ensemble W recherché n’est alors autre que l’ensemble

{y ∈ A
m,an
k (k) | sy(x) ∈ V }. Si l’on suppose, de plus, que |H (x)| = |k|, alors le théorème

permet de conclure que cet ensemble est |k|-semi-algébrique, autrement dit, définissable
sur k, par une certaine formule dx(ψ)(v).

L’un des intérêts des types définissables et que l’on peut les étendre à des extensions K
du corps k. Considérons une formule ϕ(u) à paramètres dans K. On peut l’écrire sous
la forme ψ(u,y), où y est un élément de Km et ψ(u,v) une formule sans paramètres.
La formule ϕ(u) appartiendra au type étendu px|K si la formule dx(ψ)(y) est satisfaite
dans Km. Nous obtenons ainsi un ensemble complet de formules, c’est-à-dire un ensemble
contenant, pour tout formule, soit ladite formule, soit sa négation. Il faut encore vérifier
que cet ensemble n’est pas contradictoire, mais tel est bien le cas par des arguments de
modèle-complétude : les mêmes énoncés valent dans tous les corps valués algébriquement
clos de valuation non triviale. Un point étant déterminé par l’ensemble des parties semi-
algébriques auxquelles il appartient, ce nouveau type px|K définit un point xK de A

n,an
K .

Nous obtenons ainsi une nouvelle façon d’aborder les points universels de la section 2.1.
Les arguments précédents fournissent le résultat suivant.

Corollaire 2.3.9. — Supposons que le corps k est maximalement complet, algébriquement
clos et que sa valuation n’est pas triviale. Soient n un entier et x un point de A

n,an
k tel que

|H (x)| = |k|. Soit (Sd)d∈Nn la famille des parties associées à x par le théorème 2.3.4.
Soit K une extension valuée complète de k. Soit π : An,an

K → A
n,an
k le morphisme naturel.

Il existe un unique point σK(x) ∈ A
n,an
K tel que

∀d ∈ Nn,∀P ∈ K[T ]≤d, ‖P‖π−1(Sd) = |P (σK(x))|.

En outre, le point σK(x) peut également être caractérisé par la propriété suivante :

∀P ∈ K[T ], |P (σK(x))| = ‖P‖π−1(x).

Nous pouvons alors étendre le résultat du théorème 2.3.8. À vrai dire, le corollaire
précédent ne nous permet d’y parvenir que lorsque |H (x)| = |k|, mais des arguments
mettant en jeu des points universels et des calculs explicites de normes permettent de le
démontrer en toute généralité.

Théorème 2.3.10. — Supposons que le corps k est maximalement complet, algébrique-
ment clos et que sa valuation n’est pas triviale. Soient n et m des entiers. Soit Γ∗ un sous-
groupe de R∗

+. Soient x un point de A
n,an
k et V une partie Γ∗-semi-algébrique de A

n+m,an
k .

Soit π : An+m,an
k → A

m,an
k la projection sur les m dernières coordonnées. Pour tout point y

de A
m,an
k , notons sx(y) le relevé universel σH (y)(x) de x dans π−1(y) ≃ A

n,an
H (y) → A

n,an
k .

Alors, la partie s−1
x (V ) de A

m,an
k est Γ∗

x-semi-algébrique.





CHAPITRE 3

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES

Le dernier chapitre de ce mémoire est consacré aux équations différentielles p-adiques
sur les courbes analytiques au sens de V. Berkovich. En nous inspirant de l’article fonda-
teur [Bal10] de F. Baldassarri, nous proposons une définition de rayon de convergence, et
de rayon de convergence subsidiaire, d’un module à connexion en tout point d’une courbe
analytique quasi-lisse et étudions ses propriétés. Nous montrons que cette fonction est
continue et jouit d’une propriété de finitude forte : elle se factorise par la rétraction sur un
sous-graphe localement fini de la courbe.

Nos résultats s’inscrivent dans la lignée de nombreux autres sur le sujet et il nous semble
difficile de les comprendre indépendamment. Nous commencerons donc ce chapitre quelques
rappels. Pour les rédiger, nous nous sommes inspiré des ouvrages [Chr12] et [Ked10]. Nous
poursuivrons par un exposé rapide de l’article [Pul12] d’A. Pulita, où la continuité et la
finitude des rayons de convergences sont démontrés pour les modules à connexion sur un
domaine affinoïde de la droite affine. Nous présenterons finalement deux preuves du résultat
énoncé plus haut. La première vaut en tout généralité et se base de façon essentielle sur le
cas d’un domaine affinoïde de la droite affine précédemment traité, auquel on se ramène
par des constructions locales de morphismes étales bien choisis. La seconde traite d’un cas
particulier, celui du seul rayon de convergence sur une courbe sans bord, mais de façon
plus directe, à l’aide d’arguments de théorie du potentiel. Ces résultats sont le fruit d’une
collaboration avec A. Pulita et font respectivement l’objet des articles [PP12] et [PP13].

Fixons maintenant le cadre de notre étude. Soit (k, | · |) un corps muni d’une valeur
absolue ultramétrique pour laquelle il est complet. Bien que cela ne soit en réalité pas
indispensable, pour la simplicité de l’exposition, nous supposerons que k est algébriquement
clos. Soit X une courbe k-analytique au sens de V. Berkovich. Nous supposerons qu’elle est
quasi-lisse, c’est-à-dire qu’elle vérifie le critère jacobien. Soit (F ,∇) un module à connexion
sur X.

3.1. Préliminaires sur les extensions du corps de base

Considérons un point x de X. Dans la suite, plusieurs des quantités que nous voulons
considérer, tel le rayon de convergence, se définissent naturellement en partant d’un disque
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k-rationnel centré au point x. Un tel disque existe lorsque le point x est k-rationnel, mais
pas en général. Nous allons contourner ce problème en étendant le corps de base. Rappelons
que, pour toute extension valuée complète K de k, nous notons XK = X ⊗̂kK et désignons
par πK : XK → X le morphisme canonique.

La fibre du morphisme πH (x) au-dessus du point x est isomorphe au spectre de l’algèbre
H (x) ⊗̂k H (x). Elle possède donc un point H (x)-rationnel canonique x′ : celui associé
au caractère H (x) ⊗̂k H (x) → H (x) induit par la multiplication. Nous pouvons donc à
présent considérer des disques centrés au point x′ dans l’espace H (x)-analytique XH (x).
Par la suite, nous utiliserons souvent cette construction de façon implicite en utilisant
l’expression « disque centré au point x ».

Soit L une extension de k. Lorsque l’extension est assez grande, l’espace XL peut conte-
nir un point L-rationnel x′′ au-dessus de x (la condition pour que cela se produise étant
précisément que H (x) s’envoie isométriquement dans L). On peut alors également consi-
dérer les disques de XL centrés au point x′′. Les quantités définies dans la suite de ce texte
ne subissent aucune modification si l’on utilise le point x′′ au lieu du point x′. En effet, on
montre d’une part que ces quantités ne changent pas lorsqu’elle sont définies en un point
rationnel et que l’on étend le corps de base, d’autre part que, lorsque le corps est assez
gros, il existe un automorphisme isométrique permettant de passer d’un disque centré en
un point rationnel au-dessus de x à un autre. La preuve de ce dernier point s’appuie sur
le résultat suivant de B. Dwork et Ph. Robba (see [DR77, lemma 8.2]).

Lemme 3.1.1. — Soit L un corps valué complet. Soit M une extension algébriquement
close et maximalement complète de L. Tout automorphisme continu de L s’étend en un
automorphisme de M .

3.2. Quelques rappels de théorie du potentiel

Avant de continuer, rappelons quelques idées à la base de la théorie du potentiel sur les
courbes analytiques p-adiques qui nous seront utiles par la suite. Elles sont intimement
liées à la structure de graphe sous-jacentes aux courbes. Cette partie est intégralement
reprise de la thése [Thu05] d’A. Thuillier.

Soit U un ouvert de X et notons U[2,3] l’ensemble de ses points de type 2 ou 3. Une
fonction f : U → R est dite lisse si elle est continue, localement constante en dehors d’un
sous-graphe fini Γ de U[2,3] et linéaire par morceaux sur ce graphe. Notons A0(U) l’ensemble
de ces fonctions. On définit le laplacien d’un élément f de A0(U) par

(3.2.1) ddc(f) =
∑

p∈U

( ∑

~v∈Tp U

d~vf(p)
)
δp,

où Tp U désigne l’ensemble des directions partant du point p, d~vf(p) la dérivée de f en p

dans la direction de ~v et δp la mesure de Dirac au point p. C’est une mesure réelle localement
finie sur U dont le support est contenu dans U[2,3]. Notons A1(U) l’ensemble de ces mesures.

Notons D0(U) (resp. D1(U)) le dual de l’ensemble A1
c(U) (resp. A0

c(U)) formé des me-
sures (resp. fonctions) à support compact. Ses éléments sont appelés courants de degré 0
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(resp. 1). Remarquons que D0(U) est naturellement isomorphe à Hom(U[2,3],R). L’opéra-
teur ddc préserve la compacité du support et induit par dualité une application

ddc : D0(U) → D1(U).

Une fonction lisse ou un courant de degré 0 sont dits sur-harmoniques si leur laplacien
est négatif. Cette propriété correspond à celle de concavité sur un segment. Un exemple
typique de fonction sur-harmonique (à valeurs dans ]−∞,+∞]) est une fonction de la
forme − log(|f |), où f est un élément de O(U) qui ne s’annule identiquement sur aucune
composante connexe de U .

La notion de sur-harmonicité entraîne de fortes propriétés de finitude dont nous tirerons
profit dans la suite.

Théorème 3.2.1. — Soient U un ouvert de X et T ∈ D0(U) un courant sur-harmonique
sur U . Alors ddc(T ) est une mesure de Radon négative :

i) pour toute fonction f sur U à support compact et positive, on a
∫

U
f ddc(T ) ≤ 0 ;

ii) pour toute partie compacte K de U , il existe une constante MK telle que, pour toute
fonction f sur U à support dans K, on ait

∣∣∣∣
∫

U
f ddc(T )

∣∣∣∣ ≤MK ‖f‖K .

Les fonctions sur-harmoniques possèdent également des propriétés de continuité ana-
logues à celles des fonctions concaves.

Proposition 3.2.2. — Soient U un ouvert de X et f une fonction sur-harmonique sur U .
Soit x un point de type 2, 3 ou 4 et ~v une direction issue de x. Alors la fonction f est
dérivable en x dans la direction de ~v.

En particulier, la fonction f est continue sur tout intervalle de l’intérieur de U qui ne
contient aucun point de type 1.

3.3. Sur un domaine analytique de la droite

Soit X →֒ A
1,an
k un domaine analytique de la droite. Nous noterons t la coordonnée sur

la droite.

3.3.1. Rayons de convergence plongés. — Soit x ∈ X(k). Notons r le rang de Fx.
Le point x étant rationnel, il appartient à l’intérieur du domaine analytique X et possède
un système fondamental de voisinages formé de disques. Nous pouvons définir le rayon de
convergence du fibré à connexion (F ,∇) au point x comme le rayon du plus grand disque
centré en x sur lequel le fibré est isomorphe au fibré trivial de même rang r.

Nous traiterons le cas d’un point x de X quelconque en nous ramenant au cas d’un point
rationnel par la construction exposée à la section 3.1.
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Définition 3.3.1. — Soit x ∈ X. On appelle rayon de convergence plongé de (F ,∇)

en x, et l’on note Rpl(x, (F ,∇)), le rayon du plus grand disque ouvert centré en x et
contenu dans X sur lequel le fibré à connexion (F ,∇) est trivial.

Nous pouvons affiner cette définition et introduire des rayons de convergence subsidiaires.

Définition 3.3.2. — Soit x ∈ X. Soit i ∈ J1, rang(Fx)K. On appelle ième rayon de
convergence plongé de (F ,∇) en x, et l’on note Rpl

i (x, (F ,∇)), le rayon du plus grand
disque ouvert centré en x et contenu dans X sur lequel le fibré à connexion (F ,∇) possède
un sous-fibré trivial de rang r − i+ 1.

Remarquons que l’on a

Rpl(x, (F ,∇)) = Rpl
1 (x, (F ,∇)).

On peut donner une formule explicite pour calculer le rayon de convergence sur un disque
fermé D de rayon R > 0. Notons t la coordonnée sur ce disque. Soit (F ,∇) un module à
connexion sur D. Le faisceau F est alors libre. Choisissons un isomorphisme entre F (D)

et O(D)r et munissons O(D) de la dérivation d = d/dt. On peut alors associer à la
connexion ∇ un opérateur différentiel sur O(D)r. Notons G ∈Mr(O(D)) sa matrice.

Soit x un point k-rationnel de D. Nous pouvons calculer la série de Taylor de la matrice
fondamentale de solutions de (F ,∇) au voisinage du point x :

∑

n≥0

Gn(x)

n!
(t− t(x))n,

où G0 = Id, G1 = G et, pour tout n ≥ 1, Gn+1 = d(Gn) +GnG. Le rayon de convergence
en x est alors donné par la formule

(3.3.1) Rpl(x, (F ,∇)) = min

(
lim inf
n≥1

(∣∣∣∣
Gn(x)

n!

∣∣∣∣
− 1

n

)
, R

)
,

où |Gn(x)/n!| désigne la norme d’opérateur de Gn(x)/n! sur H (x)r, qui coïncide avec le
maximum des normes des coefficients de cette matrice. Puisque les matrices Gn ne changent
pas lorsque l’on étend le corps k, la formule vaut en réalité pour tout point de D.

En majorant les normes des matrices Gn à l’aide de celle de G, on démontre que la limite
inférieure qui apparaît dans la formule précédente est strictement positive. Puisque le rayon
de convergence se calcule en se ramenant au cas d’un disque, nous obtenons un résultat
valant en toute généralité. En outre, il vaut pour tous les rayons, puisque le premier est le
plus petit.

Proposition 3.3.3. — Pour tout point x de X et tout i ∈ J1, rang(Fx)K, on a
Rpl

i (x, (F ,∇)) > 0.
En particulier, les fonctions Rpl

i ( · , (F ,∇)) sont constantes au voisinage de tout point
k-rationnel de X.

La formule explicite obtenue pour le rayon de convergence permet d’établir d’autres
propriétés.
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Proposition 3.3.4. — La fonction log(Rpl( · , (F ,∇))) est sur-harmonique sur l’intérieur
de X.

Démonstration. — En tout point x de X, nous avons

log(Rpl(x, (F ,∇))) = min

(
lim inf
n≥1

(
−
1

n
log

(∣∣∣∣
Gn(x)

n!

∣∣∣∣
))

, log(R)

)
.

De plus, chacune des fonctions −1/n log(|Gn|/|n!|) est sur-harmonique sur l’intérieur de X.
Le résultat découle alors des propriétés usuelles des fonctions sur-harmoniques.

Pour utiliser directement les propriétés des fonctions sur-harmoniques, il faudrait en
réalité remplacer la limite inférieure des fonctions par sa régularisation semi-continue infé-
rieurement. On montre cependant que cette opération est inutile en utilisant le résultat de
continuité 3.2.2 au voisinage d’un point de type 2, 3 ou 4 et le résultat de constance 3.3.3
au voisinage d’un point de type 1.

3.3.2. Rayons de convergence génériques. — Il existe d’autres façons de définir le
rayon de convergence. Soit x un point de X qui n’est pas de type 1. Notons r(x) > 0 le
rayon de ce point. La dérivation d = d/dt sur O(X) s’étend par continuité au corps résiduel
complété H (x). On vérifie que sa norme en tant qu’opérateur est

(3.3.2) ‖d‖op,H (x) =
1

r(x)

et que sa norme spectrale est

(3.3.3) ‖d‖sp,H (x) =
ω

r(x)
,

où l’on a posé

(3.3.4) ω = lim
n→+∞

|n!|1/n =

{
1 si p = 0 ;

p−1/(p−1) si p > 0.

Considérons maintenant l’espace vectoriel F (x) sur H (x) induit par F . Il est de dimen-
sion r = rang(Fx). Il est muni d’un opérateur différentiel D(x) associé à la connection ∇.

Définition 3.3.5. — Soit x ∈ X. On définit le rayon de convergence générique de (F ,∇)

en x par

Rgén(x, (F ,∇)) =
ω

‖D(x)‖sp,H (x)

si le point x n’est pas de type 1, et par

Rgén(x, (F ,∇)) = 0

sinon.

Comme précédemment, nous pouvons définir des rayons subsidiaires.

Définition 3.3.6. — Soit x un point de X qui n’est pas de type 1. Considérons les facteurs
(F1,D1), . . . , (Fr,Dr) d’une suite de Jordan-Hölder associée à (F (x),D(x)). Formons une
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suite de nombres réels en classant dans l’ordre croissant les rayons de convergence géné-
riques des modules (Fi,Di), chacun étant répété autant de fois que la dimension de l’espace
vectoriel auquel il est associé. Notons

Rgén
1 (x, (F ,∇)) ≤ · · · ≤ Rgén

r (x, (F ,∇))

cette suite. On appelle ième rayon de convergence générique de (F ,∇) en x le nombre réel
Rgén

i (x, (F ,∇)).
Soit x un point de X de type 1. On étend la définition en posant

Rgén
1 (x, (F ,∇)) = · · · = Rgén

r (x, (F ,∇)) = 0.

Remarquons que l’on a

Rgén
1 (x, (F ,∇)) = Rgén(x, (F ,∇)).

Ces rayons sont reliés simplement aux rayons plongés par la proposition suivante.

Proposition 3.3.7. — Pour tout x ∈ X et tout i ∈ J1, rang(Fx)K, nous avons

Rgén
i (x, (F ,∇)) = min

(
Rpl

i (x, (F ,∇)), r(x)
)
.

Démonstration. — Pour le premier rayon de convergence, le résultat peut se démontrer par
un calcul direct, comme dans [Chr12, proposition-définition 8.1] ou [Ked10, lemma 6.2.5].
On peut aussi utiliser l’interprétation géométrique du second membre exposée à la re-
marque ci-dessous pour démontrer le résultat de façon un peu plus géométrique, comme
dans [Ked10, proposition 9.7.5]. Les calculs restent essentiellement les mêmes.

Pour obtenir le résultat pour les autres rayons, on décompose le module. Nous renvoyons
à [Ked10, theorem 11.9.2] pour une preuve complète.

Remarque 3.3.8. — En un point x qui n’est pas de type 1, il est également possible
d’interpréter directement les quantités min

(
Rpl

i (x, (F ,∇)), r(x)
)
, et donc les rayons géné-

riques, comme des rayons de convergence plongés. Pour ce faire, nous allons nous appuyer
sur la structure précise de la fibre de la projection πH (x) au-dessus du point x (cf. théo-
rème 2.1.8). Rappelons que nous avons supposé le corps de base k algébriquement clos. La
fibre est alors constituée d’un point canonique xH (x) et d’une famille de disques ouverts
H (x)-rationnels de rayon r(x) dont le point xH (x) précédent est le bord. Notons x′ le

point H (x)-rationnel au-dessus de x et D̊(x′, r(x)) le disque ouvert qui appartient à la
famille précédente et contient ce point. Nous avons alors un morphisme canonique

H (x) → H (x) ⊗̂k H (x) → O(D̊(x, r(x))).

Par extension des scalaires puis restriction, un module différentiel (M,D) sur H (x) en
induit un sur D−(x, r(x)). On vérifie que les quantités min

(
Rpl

i (x, (F ,∇)), r(x)
)
, et donc

les rayons génériques, coïncident avec les rayons plongés sur ce disque, le plongement s’étant
effectué lorsque nous avons choisi le rayon du disque comme égal à r(x). On peut penser
au disque D̊(x, r(x)) comme à un disque générique au-dessus du point x.
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3.3.3. Modules différentiels cycliques. — Soit V un domaine analytique connexe
de X sur lequel le faisceau F est libre. Notons r son rang. Munissons l’anneau O(V ) de
la dérivation d induite par d/dt. Considérons le module différentiel (M,D) sur (O(V ), d)

associé à (F ,∇).

Définition 3.3.9. — On dit qu’un élément m de M est un vecteur cyclique si
(m,D(m), . . . ,Dr−1(m)) est une base de M .

Pour tout anneau différentiel (A, d), on note A〈T 〉 l’algèbre des polynômes différentiels
sur A. Rappelons que c’est une A-algèbre non commutative vérifiant Ta = aT + d(a) pour
tout a ∈ A.

Un vecteur cyclique de (M,D) correspond à une présentation de M sous la forme M ≃

O(V )〈T 〉/O(V )〈T 〉P , avec P ∈ O(V )〈T 〉. Dans le cas où nous nous sommes placés, sur une
Q-algèbre différentielle contenant un élément de dérivée égale à 1, un module différentiel
possède toujours un vecteur cyclique sur un ouvert de Zariski non vide, c’est-à-dire hors
d’un ensemble localement fini de points de type 1 (cf. [Kat87]).

Dans le cas d’un module différentiel cyclique, certains rayons sont faciles à calculer.
Rappelons que le polygone de Newton d’un polynôme unitaire P =

∑d
i=0 aiT

i à coefficients
dans un corps valué K est, par définition, l’enveloppe convexe inférieure de la partie de R2

définie par {(i, vi), 0 ≤ i ≤ d}, avec vi = − log(|ad−i|).

Théorème 3.3.10. — Soit P ∈ H (x)〈T 〉 un polynôme différentiel tel que le module
différentiel (F (x),D(x)) soit isomorphe à H (x)〈T 〉/H (x)〈T 〉P . Notons P l’ensemble
des pentes du polygone de Newton de P comptées avec multiplicité. Notons R l’ensemble
des rayons de F en x comptés avec multiplicité. Alors, on a l’égalité

[
exp(P)

]
<r(x)

=

[
1

ω
R

]

<r(x)

,

où les [ · ]<r(x) signifient que l’on ne considère que les éléments strictement inférieurs à r(x).

Démonstration. — Indiquons le principe de la démonstration permettant d’identifier la
plus petite pente λ du polygone et le premier rayon de convergence. Nous suivons ici
[Chr12, théorème 8.6]. Écrivons P = T d +

∑d−1
i=0 aiT

i. La matrice G de l’opérateur diffé-
rentiel D(x), autrement dit, de T , est une matrice compagnon dans laquelle apparaissent
les coefficients a0, . . . , ad−1. Un calcul montre que la norme spectrale de G n’est autre que

max
0≤i≤d−1

(|ad−i|
1/i) = e−λ,

par définition de λ.
Supposons maintenant que eλ < r(x), autrement dit, que e−λ > ‖d‖op,H (x). Définissons

des matrices Gn comme dans la formule (3.3.1). En utilisant le résultat précédent et la
relation de récurrence Gn+1 = d(Gn) + GnG, on montre que, |Gn| est proche de e−λn

pour n assez grand. Le résultat découle alors de la formule (3.3.1).

Pour montrer le résultat pour les autres pentes et les autres rayons, on factorise le
polynôme P , ce qui correspond à une filtration du module différentiel. Nous renvoyons
à [Ked10, corollary 6.5.4] pour les détails.
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Remarque 3.3.11. — La troncation qui apparaît entraîne que le résultat vaut aussi bien
pour les rayons plongés que les rayons génériques.

Remarque 3.3.12. — Le résultat vaut plus généralement pour un module différentiel
cyclique sur un corps différentiel valué complet (K, d) en utilisant des rayons de convergence
génériques définis comme à la section 3.3.2 et en remplaçant r(x) par 1/‖d‖op.

Ce résultat a des conséquences fortes sur le comportement des rayons de convergence. En
effet, les pentes du polygone de Newton d’un polynôme s’expriment facilement en fonction
de ses coefficients. Comme précédemment, fixons un polynôme P =

∑d
i=0 aiT

i à coefficients
dans un corps valué K. Rappelons que, pour i ∈ J0, dK, nous avons posé vi = − log(|ad−i|).
Pour i ∈ J0, dK, on note hi(P ) la ième hauteur partielle du polygone, c’est-à-dire l’ordonnée
du point du polygone d’abscisse i.

Lemme 3.3.13. — Pour i ∈ J0, dK, nous avons

(3.3.5) hi(P ) = min
j≤i≤k

(
vj + (i− j)

vk − vj
k − j

)
.

En particulier, nous avons h0 = 0 et hd = vd.

Pour tout f ∈ O(V ), la fonction − log(|f |) est continue, constante hors d’un graphe
localement fini, sur-harmonique sur l’intérieur de V , harmonique sur l’intérieur de V privé
du lieu d’annulation de f et concave sur tout intervalle contenu dans V . Les hauteurs
partielles des polygones de Newton possèdent donc de bonnes propriétés.

Afin d’utiliser facilement le théorème 3.3.10, introduisons une nouvelle définition.

Définition 3.3.14. — Soit x ∈ X. Soit i ∈ J1, rK. On définit le ième rayon de convergence
polygonal de (F ,∇) en x par

Rpol
i (x, (F ,∇)) = min

(
Rpl

i (x, (F ,∇)), ωr(x)
)

= min
(
Rgén

i (x, (F ,∇)), ωr(x)
)
.

Définissons également les analogues des hauteurs partielles du polygone de Newton dans
le cadre des rayons de convergence.

Définition 3.3.15. — Soit x ∈ X. Soit i ∈ J1, rK. On appelle ième hauteur partielle
plongée (resp. générique, resp. polygonale) de (F ,∇) en x la quantité

H∗
i (x, (F ,∇)) =

i∑

j=1

R∗
j(x, (F ,∇))

où ∗ = pl (resp. ∗ = gén, resp. ∗ = pol).

Les résultats qui suivent seront généralisés au cours de la prochaine section.

Corollaire 3.3.16. — Soit i ∈ J1, rK. Soit x un point de X tel que Rpl
i (x, (F ,∇)) <

ωr(x). Dans toute direction partant de x, il existe un intervalle d’origine x sur lequel la
fonction

y 7→ log
(
Hpl

i (y, (F ,∇))
)
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est linéaire. En outre, elle est constante dans presque toute direction.
Si x est intérieur à V , cette fonction est sur-harmonique en x. Lorsque i = r, elle est

même harmonique.

Démonstration. — Le faisceau F est libre sur un voisinage V de x. Quitte à remplacer V
par un ouvert de Zariski, nous pouvons supposer que (F ,∇) est associé à un module
différentiel cyclique. Le résultat découle alors du théorème 3.3.10, du lemme 3.3.13 et des
propriétés générales des fonctions continues, sur-harmoniques et harmoniques.

Corollaire 3.3.17. — Soit i ∈ J1, rK. Soit x un point de X tel que Rpl
i (x, (F ,∇)) <

ωr(x). Dans toute direction partant de x, il existe un intervalle d’origine x sur lequel la
fonction

y 7→ log
(
Rpl

i (y, (F ,∇))
)

est linéaire. En outre, elle est constante dans presque toute direction.

La troncation qui apparaît dans le théorème 3.3.10 empêche de démontrer des résultats
globaux sur la fonction Hpol

i ( · , (F ,∇)). En effet, la fonction r( ·) n’est pas continue et ne
se factorise pas par un graphe fini. Cependant, son logarithme est linéaire de pente 1 sur
tout segment. Des propriétés des hauteurs partielles en découlent.

Corollaire 3.3.18. — Soit i ∈ J1, rK. Sur tout intervalle contenu dans un disque ou une
couronne, la fonction

x 7→ log
(
Hpol

i (x, (F ,∇))
)

est linéaire par morceaux, concave et ses pentes sont de la forme m/j avec m ∈ Z et
j ∈ J1, rK.

Démonstration. — Il suffit de démontrer le résultat pour tout segment J contenu dans
un disque ou une couronne. Au voisinage d’un point de type 1, le résultat découle de la
proposition 3.3.3. Nous pouvons donc supposer que J ne contient aucun point de type 1. Le
segment J est contenu dans un disque compact ou une couronne compacte. Les anneaux de
ces espaces étant principaux, le faisceau F y est libre. Nous pouvons donc nous ramener
à traiter le cas d’un module différentiel, et même d’un module différentiel cyclique, quitte
à restreindre à un voisinage de J . On conclut alors comme précédemment.

Corollaire 3.3.19. — Soit i ∈ J1, rK. Sur tout intervalle contenu dans un disque ou une
couronne, la fonction

x 7→ log
(
Hpol

i (x, (F ,∇))
)

est linéaire par morceaux et ses pentes sont de la forme m/j avec m ∈ Z et j ∈ J1, rK.

3.3.4. Frobenius. — Dans la section précédente, nous avons présenté une méthode ef-
ficace, basée sur les modules différentiels cycliques et les polygones de Newton, pour étu-
dier les rayons d’équations différentielles. De sérieuses limitations apparaissent cependant
puisque les rayons de convergence sont tronqués à la valeur ωr(x). Nous allons maintenant
expliquer comment il est possible de contourner ce problème.
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Soit V un domaine analytique connexe de X sur lequel le faisceau F est libre. Supposons
que V ne contient pas le point 0. Notons r son rang. Munissons l’anneau O(V ) de la
dérivation d induite par d/dt. Considérons le module différentiel (M,D) sur (O(V ), d)

associé à (F ,∇).
Considérons l’endomorphisme ϕ de A1,an

k induit par t 7→ tp. Notons W l’image de V . Mu-
nissons l’anneau O(W ) de la dérivation d′ induite par d/dtp. Le module différentiel (M,D)

induit par restriction des scalaires un module différentiel (M ′,D′) avec D′ = p t1−pD.
Nous noterons (F ′,∇′) le fibré à connexion assoicé. Ce fibré est de rang pr et il se trouve
que l’on peut décrire précisément ses rayons de convergence en fonction de ceux du mo-
dule (M,D). Les résultats exposés ici proviennent de [Ked10, theorem 10.5.1] et [Pul12,
proposition 6.16].

Théorème 3.3.20. — Soit x un point de X. Posons

i1 = max({i ∈ J1, rK | Rpl
i (x, (F ,∇)) ≤ ωr(x)}).

et

i2 = max({i ∈ J1, rK | Rpl
i (x, (F ,∇)) ≤ r(x)}).

Alors, on a

max({i ∈ J1, prK | Rpl
i (ϕ(x), (F

′ ,∇′)) ≤ r(ϕ(x)) = r(x)p}) = pi2

et la famille
(
Rpl

i (ϕ(x), (F
′,∇′))

)
1≤i≤pi2

est obtenue en concaténant et ordonnant les fa-
milles à p éléments

(
|p| r(x)p−1Rpl

i (x, (F ,∇)), . . . , |p| r(x)p−1 Rpl
i (x, (F ,∇))

)

pour i ∈ J1, i1K et
(
Rpl

i (x, (F ,∇))p, ωp r(x)p, . . . , ωp r(x)p
)

pour i ∈ Ji1 + 1, i2K.

Les rayons de F qui nous intéressent ici sont ceux qui appartiennent à l’intervalle
[ωr(x), r(x)[. Ceux qui sont inférieurs ont déjà été traités à la section précédente. Pour
un tel rayon Ri, un rayon Rp

i apparaît dans la liste des rayons de F ′. Remarquons que
nous avons de plus

Rp
i

r(ϕ(x))
=

(
Ri

r(x)

)p

<
Ri

r(x)

car Ri < r(x). En répétant l’opération un nombre convenable s de fois, nous pouvons
nous ramener à un rayon R′

i qui est strictement inférieur à ωr(ϕs(x)), ce qui permet
d’appliquer les résultats de la section précédente. Cela nous permet d’étendre les résultats
des corollaires 3.3.16, 3.3.17, 3.3.18 et 3.3.19.

On trouve un énoncé complet regroupant tous les résultats qui suivent dans [Ked10,
theorem 11.3.2]. De nombreux résultats partiels avaient été obtenus auparavant. Citons
notamment la démonstration de la continuité du rayon de convergence sur le squelette
d’une couronne par G. Christol et B. Dwork (cf. [CD94, théorème 2.5]).
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Corollaire 3.3.21. — Soit i ∈ J1, rK. Soit x un point de X tel que Rpl
i (x, (F ,∇)) < r(x).

Dans toute direction partant de x, il existe un intervalle d’origine x sur lequel la fonction

y 7→ log
(
Hpl

i (y, (F ,∇))
)

est linéaire. En outre, elle est constante dans presque toute direction.
Si x est intérieur à V , cette fonction est sur-harmonique en x. Lorsque i = r, elle est

même harmonique.

Corollaire 3.3.22. — Soit i ∈ J1, rK. Soit x un point de X tel que Rpl
i (x, (F ,∇)) < r(x).

Dans toute direction partant de x, il existe un intervalle d’origine x sur lequel la fonction

y 7→ log
(
Rpl

i (y, (F ,∇))
)

est linéaire. En outre, elle est constante dans presque toute direction.

Corollaire 3.3.23. — Soit i ∈ J1, rK. Sur tout intervalle contenu dans un disque ou une
couronne, la fonction

x 7→ log
(
Hgén

i (x, (F ,∇))
)

est linéaire par morceaux, concave et ses pentes sont de la forme m/j avec m ∈ Z et
j ∈ J1, rK.

Corollaire 3.3.24. — Sur tout intervalle contenu dans un disque ou une couronne, la
fonction

x 7→ log
(
Rgén

i (x, (F ,∇))
)

est linéaire par morceaux, concave et ses pentes sont de la forme m/j avec m ∈ Z et
j ∈ J1, rK.

3.3.5. Un théorème de décomposition. — Afin de généraliser les résultats précédents
au cas d’un domaine analytique quelconque de la droite affine, nous avons besoin d’un
résultat technique supplémentaire, que nous présentons ici. Il s’agit d’un théorème de
décomposition d’un module différentiel sur un disque ouvert dû à K. Kedlaya (cf. [Ked10,
theorem 12.4.1]).

Théorème 3.3.25. — Soit D un disque ouvert de rayon R et (F ,∇) un fibré à connexion
de rang r sur D. Soit i ∈ J2, rK. Supposons que F est libre sur D. Supposons en outre que,
pour tout j ∈ J1, i− 1K, la fonction Rpl

j ( · , (F ,∇)) est constante sur D et strictement
inférieure à R. Supposons, en outre, que

∀y ∈ D, Rpl
i−1(y, (F ,∇)) < Rpl

i (y, (F ,∇)).

Alors, il existe deux sous-modules différentiels F<i et F≥i de F vérifiant les propriétés
suivantes :

i) F = F<i ⊕ F≥i ;
ii) F<i est de rang i− 1 et pour tout j ∈ J1, i− 1K, on a

R
pl
j ( · , (F<i,∇)) = R

pl
j ( · , (F ,∇)) ;
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iii) F≥i est de rang r − i+ 1 et pour tout j ∈ J1, r − i+ 1K, on a

R
pl
j ( · , (F≥i,∇)) = R

pl
j+i−1( · , (F ,∇)).

Remarque 3.3.26. — Le résultat vaut en réalité sous des hypothèses moins fortes. Il
suffit de supposer qu’il existe un intervalle I de D contenu dans aucun disque ouvert de
rayon strictement plus petit et vérifiant les propriétés suivantes :

i) la fonction Hgén
i−1( · , (F ,∇)) est constante sur I ;

ii) en tout point y de I, on a Rgén
i−1(y, (F ,∇)) < Rgén

i (y, (F ,∇)).

On obtient alors une décomposition du module F sur D et des comparaisons de rayons
valant sur I.

Le résultat vaut également sur des couronnes ouvertes (cf. [Ked10, theorem 12.4.2]).
On demande alors que, sur le squelette I de la couronne, la fonction Hgén

i ( · , (F ,∇)) soit
affine et les fonctions Rgén

i−1( · , (F ,∇)) et Rgén
i ( · , (F ,∇)) séparées comme précédemment.

Il existe également une version valant pour les disques et couronnes fermés (cf. [Ked10,
theorem 12.2.2 et theorem 12.3.1]). Il faut alors ajouter des hypothèses d’harmonicité pour
le rayon Rgén

i−1( · , (F ,∇)) aux points du bord.

Corollaire 3.3.27. — Sous les hypothèses du théorème précédent, la fonction log
(
Rpl

i ( · , (F ,∇))
)

est sur-harmonique sur D.

Démonstration. — Cela découle de l’égalité Rpl
i (y, (F ,∇)) = Rpl

1 (y, (F≥i,∇)) et de la
proposition 3.3.4.

3.3.6. Résultats. — Dans cette section, nous supposerons que X est un domaine ana-
lytique connexe de la droite affine. L’hypothèse de connexité est évidemment superflue et
n’est présente que pour faciliter l’énoncé du resultat. Les résultats que nous présontons ici
sont tirés de l’article [Pul12] d’A. Pulita. Nous noterons r le rang de F sur X.

Théorème 3.3.28. — Soit i ∈ J1, rK. La fonction Rpl
i ( · , (F ,∇)) satisfait les propriétés

suivantes :

i) elle est continue ;
ii) elle est localement constante en dehors d’un sous-graphe localement fini de X.

Commençons par nous intéresser au rayon de convergence Rpl
1 ( · , (F ,∇)) dans

un cas simple : celui d’un disque ouvert. D’après la proposition 3.3.4, la fonction
log(Rpl

1 ( · , (F ,∇))) est sur-harmonique. D’après la proposition 3.3.3, elle est constante au
voisinage de tout point rationnel. Nous savons également, d’après le corollaire 3.3.23, que
sur tout intervalle, la fonction log(Rgén

1 ( · , (F ,∇))) est concave, linéaire par morceaux et
ses pentes non nulles sont minorées en valeur absolue par 1/r.

Les fonctions Rpl
1 ( · , (F ,∇)) et Rgén

1 ( · , (F ,∇)) ne diffèrent qu’en des points x tels
que Rpl

1 (x, (F ,∇)) > r(x). Mais, au voisinage d’un tel point, la fonction Rpl
1 ( · , (F ,∇))

présente un comportement très simple : elle est constante et égale à Rpl
1 (x, (F ,∇)). En

combinant ces arguments, on démontre aisément le résultat qui suit.
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Proposition 3.3.29. — Soit D un disque ouvert relativement compact contenu dans X.
Notons x le point du bord de D et p la pente de la fonction log(Rpl

1 ( · , (F ,∇))) en x

dans la direction de D. Alors p ≥ 0 et la fonction Rpl
1 ( · , (F ,∇)) est constante hors d’un

sous-graphe fini de D ∪ {x}.
En outre, si p = 0, alors la fonction Rpl

1 ( · , (F ,∇)) est constante sur D.

Considérons maintenant le cas général. L’ensemble des points de X ne possédant aucun
voisinage isomorphe à un disque ouvert forme un graphe localement fini ΓX . En tout
point x de ΓX , on a Rpl

1 (x, (F ,∇)) ≤ r(x) et donc Rpl
1 (x, (F ,∇)) = Rgén

1 (x, (F ,∇)). Par
conséquent, sur chacune des arêtes de ΓX , la fonction log(Rpl

1 ( · , (F ,∇))) est linéaire par
morceaux.

Soit x ∈ ΓX . Pour toute composante connexe C de X \ {x}, notons pC la pente de
la fonction log(Rpl

1 ( · , (F ,∇))) en x dans la direction de C. Notons Dx l’ensemble des
composantes connexes de X \ {x} qui sont des disques et Cx son complémentaire. Ce
dernier ensemble correspond aux directions issues de x qui sont contenues dans Γx et est
fini. Par sur-harmonicité, nous avons

∑

C∈DX

pC +
∑

C∈CX

pC ≤ 0.

D’après la proposition 3.3.29, pour tout C ∈ Dx, nous avons pC ≥ 0. En particulier,
si x n’est ni un sommet de ΓX , ni un point d’une arête en lequel la pente change, alors∑

C∈CX
pC = 0 et, pour tout C ∈ Dx, nous avons pC = 0. D’après la proposition 3.3.29, la

fonction Rpl
1 ( · , (F ,∇)) est alors constante sur tout C ∈ Dx.

En outre, pour tout C ∈ Dx tel que pC 6= 0, nous avons pC ≥ 1/r. On en déduit que le
nombre d’éléments C de Dx tels que pC 6= 0 est fini.

En regroupant tous ces arguments, on montre que la fonction Rpl
1 ( · , (F ,∇)) est

constante en dehors d’un sous-graphe localement fini Γ1 de X.
Pour démontrer que la fonction Rpl

1 ( · , (F ,∇)) est continue sur X, il suffit maintenant
de démontrer qu’elle est continue sur Γ1. On peut alors conclure par la proposition 3.2.2
ou le corollaire 3.3.24.

Nous venons de démontrer le cas particulier suivant du théorème.

Proposition 3.3.30. — La fonction Rpl
1 ( · , (F ,∇)) est continue et localement constante

en dehors d’un sous-graphe localement fini de X.

La démonstration des propriétés voulues pour les rayons supérieurs s’effectue à l’aide
d’une récurrence. Supposons qu’elles soient vérifiées pour les rayons de convergence
Rpl

1 ( · , (F ,∇)), . . . ,Rpl
i−1( · , (F ,∇)). Il existe un graphe localement fini Γi−1 en dehors

duquel tous ces rayons sont constants. Quitte à agrandir le graphe Γi−1, nous pouvons
supposer qu’il contient ΓX et donc que son complémentaire est réunion disjointe de disques
ouverts. D’après le corollaire 3.3.27, sur chacun de ces disques, la fonction Rpl

i ( · , (F ,∇))

se comporte comme un premier rayon de convergence. Nous pouvons alors appliquer peu
ou prou les mêmes arguments que précédemment pour conclure.



48 CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES p-ADIQUES

3.4. Sur une courbe

Nous parvenons enfin à l’exposé de nos propres travaux. Cette section est basée sur
l’article [PP12], rédigé en collaboration avec A. Pulita. Rappelons que X désigne une
courbe k-analytique quasi-lisse.

Comme dans le cas de la droite, tout point k-rationnel de X possède un système fon-
damental de voisinages formé de disques. Il semble donc possible d’adapter la définition
du rayon de convergence dans ce contexte. Cependant, on se trouve rapidement confronté
à un problème de normalisation des rayons. Dans le cas des domaines analytiques de la
droite, celui-ci était résolu par le choix d’une coordonnée sur la droite, mais dans un cadre
plus général, aucun outil analogue n’est disponible. La solution proposée par F. Baldassarri
dans [Bal10] consiste à choisir des disques maximaux et à normaliser les rayons relative-
ment à ceux-ci. Pour définir ces disques maximaux, il utilise alors un modèle semi-stable
de la courbe, mais nous préférerons nous appuyer sur le formalisme des triangulations
introduit par A. Ducros.

3.4.1. Triangulations. — La structure des courbes analytiques quasi-lisse est bien com-
prise. On peut la décrire de différentes façons. Nous choisissons ici l’approche d’A. Ducros
en termes de triangulations (cf. [Duc]).

Définition 3.4.1. — On dit qu’une partie S de X est une triangulation faible si elle
satisfait vérifie les propriétés suivantes :

i) S est localement finie et ne contient que des points de type 2 ou 3 ;
ii) toute composante connexe de X \ S est un disque ouvert ou une couronne ouverte.

La réunion des squelettes des composantes connexes de X \ S qui sont des couronnes
virtuelles forme un graphe localement fini Γ(S), appelé squelette de la triangulation faible S.

Remarque 3.4.2. — Dans la définition de triangulation proposée par A. Ducros, on
demande également que les composantes connexes de X \S soient relativement compactes.
Une triangulation d’un disque ouvert ne peut donc être vide, par exemple. Cette définition
est moins générale, mais elle présente l’avantage de permettre de définir une rétraction de
la courbe X sur le squelette ΓS dans tous les cas.

Toute courbe quasi-lisse possède une triangulation, et donc une triangulation faible.
Soit S une triangulation faible de X.

Soit x un point rationnel de X. La composante connexe de X \ S contenant le point x
est un disque ouvert ou une couronne ouverte. Cela a donc un sens de parler du disque
maximal contenant le point x et ne rencontrant pas la triangulation S.

La définition de rayon de convergence que nous avons donnée pour les domaines ana-
lytiques de la droite affine requerrait d’effectuer des extensions du corps de base (cf. sec-
tion 3.1). Il nous faut donc savoir comment se comporte la triangulation S par une telle
extension.

Soit L une extension valuée complète de k. Dans la section 2.1, consacrée aux points
universels, nous avons vu que tout point x de X pouvait être relevé canoniquement en un
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point xL de XL. Si E est une partie de X, nous noterons EL la partie de XL formée de
l’ensemble de ses relevés canoniques. Le résultat suivant découle du théorème 2.1.8 sur la
structure des fibres d’une extension des scalaires.

Théorème 3.4.3. — Pour toute extension valuée complète L de k, l’ensemble SL est une
triangulation faible de XL de squelette Γ(SL) = Γ(S)L.

3.4.2. Rayons de convergence. — Pour toute la suite du texte, nous fixons une tri-
angulation faible S de la courbe X. Nous allons définir un rayon de convergence relatif à
cette donnée.

Définition 3.4.4. — Soit x ∈ X. Posons r = rang(Fx). Soit i ∈ J1, rK. Considérons le
plus grand disque ouvert D0 centré en x et en rencontrant pas la triangulation S et son
plus grand sous-disque D1 centré en x sur lequel le fibré à connexion (F ,∇) est trivial.
Choisissons une coordonnée t′ sur le disque D0 et notons R0 et R1 les rayons des disques D0

et D1 mesurés à l’aide de cette coordonnée. On définit alors le ième rayon de convergence
relativement à S de (F ,∇) en x, et l’on note RS,i(x, (F ,∇)), comme le quotient R1/R0.

Nous pouvons également définir une notion de rayon de convergence générique.

Définition 3.4.5. — Soit x ∈ X. Posons r = rang(Fx). Soit i ∈ J1, rK. Considérons le
plus grand disque ouvert D0 centré en x et en rencontrant pas la triangulation S et son
plus grand sous-disque D1 centré en x sur lequel le fibré à connexion (F ,∇) est trivial.
Choisissons une coordonnée t′ sur le disque D0 et notons R0 et R1 les rayons des disques D0

et D1 mesurés à l’aide de cette coordonnée. On définit alors le ième rayon de convergence
relativement à S de (F ,∇) en x, et l’on note RS,i(x, (F ,∇)), comme le quotient R1/R0.

On vérifie que cette définition ne dépend pas de la coordonnée t′ choisie.

Signalons que des liens existent entre les rayons de convergence associés à différentes
triangulations faibles. Passer à une triangulation plus fine se fait simplement. Soit S′ une
triangulation faible de X qui contient S. Pour tout point x de X, considérons le plus grand
disque ouvert E0 centré en x et en rencontrant pas la triangulation S et son plus grand sous-
disque E1 centré en x ne rencontrant pas la triangulation S′. Choisissons une coordonnée t′

sur le disque E0 et notons S0 et S1 les rayons des disques E0 et E1 mesurés à l’aide de
cette coordonnée. Posons ρS′,S(x) = S1/S0 ∈ (0, 1]. Alors, pour tout i ∈ J1, rang(Fx)K,
nous avons

(3.4.1) RS′,i(x, (F ,∇)) = min

(
RS,i(x, (F ,∇))

ρS′,S(x)
, 1

)
.

Pour faire le lien avec les définitions de la section précédente, revenons quelques instants
au cas d’un domaine analytique X de la droite A

1,an
k munie d’une coordonnée t. Un tel

espace possède une plus petite triangulation faible, que nous noterons S0. Pour tout point x
de X, notons ρ(x) le rayon du plus grand disque ouvert centré en x contenu dans X.
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Supposons que X n’est pas la droite affine elle-même. Alors, pour tout point x de X et
tout i ∈ J1, rang(Fx)K, nous avons

(3.4.2) RS0,i(x, (F ,∇)) =
Rpl

i (x, (F ,∇))

ρ(x)
.

3.4.3. De la droite aux courbes. — Nous souhaitons démontrer un résultat analogue
au théorème 3.3.28 d’A. Pulita dans le cas des courbes. Au voisinage d’un point de type 1,
3 ou 4, la courbe X est isomorphe à un ouvert de la droite affine A

1,an
k et nous pourrons

utiliser directement le théorème 3.3.28. Pour les points de type 2, la situation est, en général,
plus compliquée. Cependant, il existe toujours, au moins localement, un morphisme étale
de X vers A

1,an
k . Nous allons imposer des propriétés supplémentaires à ce morphisme.

Indiquons quelques points de terminologie. Nous appellerons branche issue d’un point x
une direction partant de x. Pour un morphisme entre courbes, on définit naturellement
les notions d’image et d’image réciproque d’une branche. Une section d’une branche est
un ouvert connexe U situé dans la direction prescrite tel que le point x appartienne à
l’adhérence Ū de U , mais pas à U lui-même.

Soit x ∈ X un point de type 2 et considérons le corps valué complet H (x) qui lui est

associé. Son corps résiduel H̃ (x) est le corps des fonctions d’une courbe projective lisse et
connexe C̃x sur k̃, appelée courbe résiduelle. Si le point x est intérieur à X, alors les points
fermés de C̃x correspondent bijectivement aux branches issues du point x.

Proposition 3.4.6. — Soit f : X → Y un morphisme entre courbes k-analytiques.
Soit x ∈ X un point de type 2 et b une branche issue de x. Posons y = f(x) et c = f(b).
Notons b̃ (resp. c̃) le point fermé de la courbe résiduelle C̃x (resp. C̃y) associé à b (resp. c).
Le degré du morphisme de branches b → c induit par f est égal à l’indice de ramification
du morphisme f̃ : C̃x → C̃y au point c̃.

Le résultat qui suit ainsi que sa preuve sont inspirés de [Duc, théorème 4.4.4].

Théorème 3.4.7. — Soit x ∈ X un point de type 2. Soient b1, . . . , bt, c des branches
distinctes issues du point x. ll existe un voisinage affinoïde Y de x dans X, un domaine
affinoïde W de P

1,an
k et un morphisme fini étale f : Y → W vérifiant les propriétés sui-

vantes :

i) le degré de f est premier à p ;
ii) f−1(f(x)) = {x} ;
iii) presque toute composante connexe de Y \{x} est un disque ouvert dont le bord est {x} ;
iv) presque toute composante connexe de W \ {f(x)} est un disque ouvert dont le bord

est {f(x)} ;
v) pour presque toute composante connexe V de Y \ {x}, le morphisme induit V → f(V )

est un isomorphisme ;
vi) pour tout i ∈ J1, tK, le morphisme f induit un isomorphisme entre une section de bi et

une section de f(bi) ;
vii) f−1(f(c)) = {c}.
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Démonstration. — L’idée consiste à construire un morphisme f̃ : C̃x → P1
k̃

possédant de

bonnes propriétés et à le relever en un morphisme f d’un voisinage de x dans P
1,an
k .

Nous allons tout d’abord imposer que le degré d de f̃ soit premier à p. La propriété (i).
En effet, les points x et f(x) étant de type 2, les anneaux locaux en ceux-ci sont des
corps. D’après [Ber93, theorem 2.3.3], ces corps sont henséliens. Puisque le corps k est
de caractérisitique nulle, l’extension OX,x/OP

1,an
k

,f(x) est séparable et, d’après [Ber93,

proposition 2.4.1], nous avons l’égalité

[OX,x : O
P

1,an
k

,f(x)
] = [H (x) : H (f(x))].

Remarquons que l’on impose facilement la propriété (ii) en restreignant le morphisme f
à un voisinage de x.

En outre, puisque k̃ est algébriquement clos, le morphisme f̃ est alors génériquement
étale et donc de degré 1 en presque tout point fermé. La propriété (v) s’ensuit grâce à la
proposition 3.4.6. La propriété (iv) est immédiate et elle entraîne la propriété (iii).

Nous allons de nouveau utiliser la proposition 3.4.6 pour montrer les propriétés (vi)
et (vii). Il suffit de montrer que l’on peut choisir le morphisme f̃ de façon qu’il possède un
zéro simple en chacun des points b̃i associés aux branches bi et un pôle d’ordre d = deg(f̃)

au point c̃ associé à la branche c. C’est l’objet du lemme qui suit.

Lemme 3.4.8. — Soit C une courbe projective lisse et connexe sur un corps. Soient
x1, . . . , xt, y des points fermés distincts de C. Soit N,n1, . . . , nt des entiers. Il existe alors
une fonction rationnelle g sur C de degré premier à N qui possède un zéro d’ordre ni en
chacun des xi et un unique pôle, situé au point y.

Démonstration. — Soit d ∈ N. Considérons les faisceaux

F1 = O((d − 1)(y)− (n1 + 1)(x1)− · · · − (nt + 1)(xt))

et F2 = O(d(y) − n1(x1)− · · · − nt(xt)).

Le conoyau de l’injection naturelle F1 → F2 est un faisceau gratte-ciel G supporté par
{x1, . . . , xt, y}. Soit s une section globale de G qui ne s’annule en aucun des points du
support.

Choisissons d assez grand de façon à avoir H1(C,F1) = 0. Nous pouvons également
supposer que d est premier à N . Nous avons alors une suite exacte

0 → H0(C,F1) → H0(C,F2) → H0(C,G ) → 0.

La fonction rationnelle associée à un élément de H0(C,F2) qui relève s satisfait les pro-
priétés requises.

En utilisant le même type de techniques, on montre que l’on contrôle la façon dont
change le rayon de convergence lorsque l’on pousse la connexion par un morphisme de
degré premier à p.

Proposition 3.4.9. — Soit Y une courbe k-analytique quasi-lisse. Soit f : X → Y un
morphisme fini étale. Soit x un point de ΓS ∩ f−1(ΓT ) et supposons que le degré d =
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[H (x) : H (f(x))] est premier à p. Alors, pour tous i ∈ J1, rk(Fx)K et j ∈ J1, dK, nous
avons

RT,d(i−1)+j(f(x), f∗(F ,∇)) = RS,i(x, (F ,∇)).

Démonstration. — Quitte à localiser au voisinage du point x, nous pouvons supposer que
f−1(f(x)) = {x}. Soit L une extension valuée complète et algébriquement close de H (x).
Notons fL le morphisme induit par f après extension du corps de base à L. Nous avons
|H (xL)

∗| = |H (f(x)L)
∗| = |L∗| et les points canoniques xL et f(x)L sont de type 2. De

plus, ils vérifient fL(xL) = f(x)L et [H (xL) : H (fL(xL))] = d.
Notons C̃ et D̃ les courbes résiduelles aux points xL et f(xL) respectivement.

D’après [Tem10, corollary 6.3.6] ou [Duc, théorème 4.3.17]), le corps H (fL(xL))

est stable et nous avons donc

[H̃ (xL) : ˜H (fL(xL))] = [H (xL) : H (fL(xL))].

Le même raisonnement que celui effectué pour démontrer le point (i) du théorème 3.4.7
assure alors que le morphisme C̃ → D̃ induit par f est de degré premier à p. On en
déduit qu’il est génériquement étale. En reprenant maintenant la preuve du point (v) du
théorème 3.4.7, on montre qu’il existe une composante connexe D de π−1

L (f(x)) \ {f(x)L}

isomorphe à un disque au-dessus duquel le morphisme fL induit un revêtement trivial de
degré d. Notons f−1

L (D) = {D1, . . . ,Dd}.
Le point f(x)L appartient à ΓTL

et le disque D est donc un disque maximal ne rencon-
trant pas TL. De même les disques D1, . . . ,Dd sont des disques maximaux ne rencontrant
pas SL. On peut donc calculer les rayons de convergence normalisés par T et S dans ces
disques. Le résultat s’en déduit.

Remarque 3.4.10. — Le résultat vaut plus généralement pour des rayons de conver-
gence génériques aux points x et f(x), où le terme « générique » signifie ici que le rayon
de convergence en un point y est calculé dans un disque maximal de la fibre π−1

H (y)(y)

(cf. remarque 3.3.8).

3.4.4. Résultats. — En combinant les ingrédients précédents, nous démontrons que les
résultats du théorème 3.3.28 valent sur toute courbe analytique.

Théorème 3.4.11. — Soit i ∈ J1, rK. Il existe un sous-graphe localement fini de X en
dehors duquel la fonction RS,i( · , (F ,∇))) est localement constante.

Démonstration. — Nous nous contenterons de donner quelques indications. Nous passerons
notamment sous silence les problèmes de normalisation dus à l’utilisation d’une triangula-
tion et supprimerons, par conséquent, cette triangulation de nos notations.

Le résultat à démontrer est local et nous pouvons donc nous placer au voisinage d’un
point x de X. S’il est de type 1, 3 ou 4, il possède un voisinage isomorphe à un ouvert de
la droite affine et nous pouvons alors faire appel au théorème 3.3.28.

Supposons maintenant que le point x est de type 2. Construisons un morphisme fini
étale f d’un voisinage affinoïde Y de x vers un domaine affinoïde W de P

1,an
k comme

dans le théorème 3.4.7 (sans fixer de branches bi ou c). Il est possible de pousser un fibré
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à connexion par un morphisme fini étale et nous allons considérer le fibré à connexion
(f∗F , f∗∇) sur W . Il est de rang dr, où d est le degré de f . D’après le théorème 3.3.28, il
existe un sous-graphe fini Γ de W en dehors duquel toutes les fonctions Rj( · , (f∗F , f∗∇)),
avec j ∈ J1, drK, sont constantes.

Soit V une composante connexe de Y \ {x}. Supposons que V est isomorphe à un
disque ouvert, que f induit un isomorphisme V → f(V ) et que f(V ) ∩ Γ = ∅. Pour tout
point y de C, le rayon Ri(y, (F ,∇)) est égal à Rj(f(y), (f∗F , f∗∇)) pour un certain j.
Or la fonction Ri( · , (F ,∇)) est continue sur V , d’après le théorème 3.3.28, et toutes les
fonctions Rj( · , (f∗F , f∗∇)) sont constantes sur f(V ). On en déduit que Ri( · , (F ,∇)) est
constante sur V .

La finitude de Γ et le résultat du théorème 3.4.7 assurent que toutes les composantes
connexes de Y \ {x} sont du type considéré précédemment à l’exception d’un nombre fini
W1, . . . ,Wt. Considérons les branches b1, . . . , bt associées. On applique alors de nouveau
le théorème 3.4.7 avec ces branches distinguées. Le même argument que précédemment
montre qu’il existe un voisinage compact Y ′ de x et un sous-graphe fini Γ′ de Y ′ tels que la
fonction Ri( · , (F ,∇)) soit localement constante sur

(
Y ′ ∩

⋃
1≤s≤tWs

)
\ Γ′. Elle est donc

localement constante sur Y ′, ce qui conclut la démonstration.

Une fois le résultat de finitude connu, on en déduit facilement la continuité des rayons
de convergence. Pour le premier rayon de convergence, on retrouve ainsi un résultat de
F. Baldassarri (cf. [Bal10]).

Théorème 3.4.12. — Soit i ∈ J1, rK. La fonction RS,i( · , (F ,∇))) est continue sur X.

Démonstration. — Ici, de nouveau, nous ferons abstraction des problèmes liés aux trian-
gulations.

D’après le théorème précédent, la fonction RS,i( · , (F ,∇))) est constante hors d’un sous-
graphe localement fini Γ de X. Il suffit donc de montrer qu’elle est continue sur ce sous-
graphe.

Soit x ∈ Γ. Comme précédemment, le cas d’un point de type 1, 3 ou 4 se traite à l’aide
du théorème 3.3.28.

Supposons donc que le point x est de type 2 et soit c une branche partant de x qui corres-
pond à une arête de Γ. Appliquons le théorème 3.4.7 à cette situation (sans branches bi) :
il existe un morphisme fini étale f d’un voisinage affinoïde Y de x vers un domaine affi-
noïde W de P

1,an
k dont le degré d est premier à p et qui vérifie f−1(f(c)) = {c}. On conclut

alors à l’aide du théorème 3.3.28, qui assure la continuité des Rj( · , f∗(F ,∇)) sur W , et
de la proposition 3.4.9.

3.5. Une démonstration alternative par la théorie du potentiel

Dans un second travail en commun avec A. Pulita, qui fait l’objet de l’article [PP13],
nous avons cherché à donner une démonstration des théorèmes 3.4.11 et 3.4.12 aussi di-
recte que possible. Pour ce faire, nous avons utilisé la théorie du potentiel sur les courbes
analytiques en géométrie non archimédienne développée par A. Thuillier dans sa thèse
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(cf. [Thu05]). Les résultats que nous obtenons ont trait aux courbes sans bord et au
premier rayon de convergence uniquement.

Les arguments reposent sur le fait que ce premier rayon de convergence est une fonction
sur-harmonique sur les domaines analytiques de la droite affine et reste proche d’une telle
fonction en général.

3.5.1. Sur-harmonicité du rayon de convergence. — Comme annoncé, nous allons
montrer que la fonction log(RS( · , (F ,∇))) est proche d’une fonction sur-harmonique.
Commençons par le cas simple des points qui n’appartiennent pas à la triangulation.

Proposition 3.5.1. — La fonction log(RS( · , (F ,∇))) est sur-harmonique sur X \ S.

Démonstration. — Tout point de X \ S possède un voisinage isomorphe à un ouvert de
la droite affine. Au voisinage d’un tel point, la fonction log(RS( · , (F ,∇))) est donc don-
née par la formule (3.3.1), éventuellement après renormalisation et troncation pour tenir
compte de la triangulation (cf. les formules qui apparaissent à la fin de la section 3.4.2).
Ces dernières opérations préservant la sur-harmonicité, la proposition 3.3.4 permet de
conclure.

Intéressons-nous maintenant à la situation au voisinage des points de la triangulation S.
Pour cela, commençons par adapter la formule (3.3.1) dans un cadre plus général que celui
de la droite. Soit U un domaine analytique deX sur lequel les faisceaux F et ΩX sont libres.
Soient d une dérivation sur O(U) et G la matrice associée au fibré à connexion (F ,∇).
Pour n ∈ N, définissons des matrices Gn de la même façon qu’avant la formule (3.3.1).
Pour x ∈ U , on pose

(3.5.1) Rd(x, (F ,∇)) = lim inf
n≥1

(∣∣∣∣
Gn(x)

n!

∣∣∣∣
− 1

n

)
.

Théorème 3.5.2. — Soit x un point de S de type 2. Il existe un voisinage affinoïde Y
de x dans X sur lequel le faisceau F est libre et une dérivation d sur O(Y ) tels que presque
toute composante connexe de Y \ {x} soit un disque ouvert sur lequel on a

RS( · , (F ,∇)) = min(Rd( · , (F ,∇)), 1).

Démonstration. — Considérons un morphisme étale f : Y → W comme dans le théo-
rème 3.4.7 (sans bi et sans c). Quitte à restreindre Y , on peut supposer que F|Y est libre.

Soit t une coordonnée sur le domaine affinoïde W de P
1,an
k . Nous pouvons la choisir de

façon que f(x) soit le point ηt,1, l’unique point du bord de Shilov du disque D(0, 1). Consi-
dérons la dérivation d sur Y induite par la dérivation d/dt sur W . Les propriétés voulues
découlent alors de la formule (3.3.1).

Remarque 3.5.3. — Lorsque le point x appartient à l’intérieur de X, on peut également
montrer que

RS(x, (F ,∇)) = min(Rd(x, (F ,∇)), 1).
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Pour ce faire, on considère une extension valuée complète algébriquement close L de k
telle qu’il y ait un point L-rationnel au-dessus de x. On applique alors le théorème pré-
cédent à XL. D’après la proposition 3.2.2, la limite en x de RS( · , (F ,∇)) le long d’une
composante connexe de YL \ {x} telle que dans l’énoncé ne dépend pas de la composante
connexe. Sur une composante connexe contenue dans π−1

L (x), la fonction est constante
égale à RS(x, (F ,∇)) et le résultat s’en déduit.

3.5.2. Résultats. — Soit X une courbe k-analytique lisse (et donc sans bord) munie
d’une triangulation faible S. Nous allons maintenant regrouper les résultats précédents
pour obtenir une nouvelle démonstration du théorème 3.4.11 pour le premier rayon de
convergence dans ce cadre.

Par définition, le complémentaire X \S est union de disques et de couronnes. Ceux-ci se
traitent à l’aide de la proposition 3.3.30. Insistons auprès du lecteur sur le fait que, dans les
deux cas qui nous intéressent, la démonstration de cette proposition n’est guère difficile.

Il nous reste à montrer que la fonction RS( · , (F ,∇)) est constante le long de presque
toute branche issue d’un point de S. Un point de S de type 3 possède un voisinage iso-
morphe à une couronne et nous pouvons encore utiliser la proposition 3.3.30. Il nous reste
à traiter le cas des points de type 2, ce qui se fait à l’aide du théorème 3.5.2.

Corollaire 3.5.4. — Soit x un point de S de type 2. La fonction RS( · , (F ,∇)) est
constante sur presque toute composante connexe de X \ {x}.

Démonstration. — On sait que presque toute composante connexe deX\{x} est isomorphe
à un disque. Dans les directions associées, la pente de la fonction log(RS( · , (F ,∇))) est
de la forme m/j avec m ∈ N et j ∈ J1, rang(Fx)K. En particulier, toute pente non nulle
est minorée par 1/r.

D’après le théorème 3.5.2, la fonction log(RS( · , (F ,∇))) coïncide avec la fonction
min(log(Rd( · , (F ,∇))), 0) hors d’un nombre fini de directions. Le même raisonnement que
celui mis en œuvre dans la preuve de la proposition 3.3.4 montre que cette dernière fonction
est sur-harmonique. En utilisant le fait que le laplacien d’une fonction sur-harmonique est
une mesure de Radon négative (cf. théorème 3.2.1), et en particulier la continuité d’une
telle mesure, on montre que la pente de la fonction log(RS( · , (F ,∇))) est nulle en x dans
presque toute direction. On conclut alors par la proposition 3.3.29.

Pour finir, remarquons qu’une fois la propriété de finitude du théorème 3.4.11 connue,
le résultat du théorème 3.4.12 sur la continuité du rayon de convergence découle de la
proposition 3.2.2 et de la remarque 3.5.3
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