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Introduction

Le présent travail porte sur le probleme de relever certaines représentations galoi-
siennes : si p désigne un nombre premier, si K est une extension finie de Q, et
si Gk est le groupe de Galois absolu de K, on démontre que pour une certaine

classe de représentations continue 7 : Gy — GL,(F),), il existe une relevement

r: Gxg — GL,(Z,) qui est cristallin. Cela répond partiellement a une question
posée par Caruso et Liu dans [CL11].

Un tel probléeme est motivé par des questions de nature globale. On pense notam-
ment aux généralisations des conjectures de Serre : si F' est un corps de nombres,
il est espéré que certaines représentations continues 7 : Gal(F/F) — GL,(F,)
soient modulaires (en un sens que 'on ne précise pas ici). Or dans ce contexte,
une représentation modulaire provient d’une représentation en caractéristique 0 a
coefficients dans Zp qui est cristalline en les places v de F' divisant p. Démontrer
que toute représentation continue 7 : Gx — GL,(F,) admet un relévement cris-
tallin permettrait de démontrer ainsi qu’il n’y a pas ”d’obstruction locale” dans ce
type de conjecture. La littérature concernant ce sujet est tres fournie. On pourra
consulter [BDJ10], [Geell] section 4, ainsi que 'introduction de [BLGG13] pour

plus de détails.

Au début des années 90, Mazur commenga 1’étude des relevements (ou plutot
déformations) de représentations galoisiennes [Maz89] . Si G désigne un groupe
profini et si k est un corps fini, il démontra que sous certaines conditions sur la
représentation continu

7: G — GL, (k)

(et sur G), 'ensemble des déformations est paramétré par un certain anneau R(7) :



Introduction

le foncteur des déformations de 7 est représentable par R(T).

Une description explicite de R(7) permettrait d’obtenir une classification complete
de tous les relevements de 7. En général, on sait présenter cet anneau comme un
quotient d'un anneau de séries formelles a coefficients dans O (anneau des entiers
d’une extension finie de Q,) a plusieurs variables

R(F) = Olfa1, ..., z]]/1.

On sait calculer le nombre m de variables et borner le nombre minimal de générateurs
de I'idéal I mais il est souvent difficile d’avoir une description plus explicite.

L’intéréet de R(7) est qu'il possede des quotients qui encodent certaines propriétés
des relevements (par exemple étre non ramifié en un nombre premier, étre cristallin,
etc.). On pourra consulter [Ram93| pour un exemple d’une telle propriété.

Kisin démontra dans [Kis08] que les relevements cristallins a poids de Hodge-
Tate dans un intervalle [a,b] sont paramétrés par un quotient de R(7) que 1'on
note Re.isqp (I'existence de ce quotient dans des cas particuliers était déja connu
suite aux travaux de Ramakrishna, Breuil ou encore Berger : on pourra consul-
ter l'introduction de [Kis08] pour avoir une généalogie plus complete et plus
précise). Il démontre méme plus car il parvient & donner une bonne description de
R.is[1/p], mais sous la condition restrictive que Repisqp admettent des points en
caractéristique 0.

L’objet de cette these est de démontrer que pour certaines représentations

T GK — GLn(Fp)

continues de G, il existe un relevement r : Gx — GL,(Z,) de 7 en une
représentation cristalline. C’est un probleme purement local, tout comme les mé-
thodes utilisées pour le résoudre.

Détaillons le contenu de ce texte. Le premier chapitre est entierement consacré
a des rappels sur des notions comme la cohomologie galoisienne et la théorie de
Hodge p-adique. On y rappelle le lien entre extensions de représentations galoi-
siennes et cohomologie, on rappelle la notion de représentation de Hodge-Tate,
de de Rham, cristalline ou semi-stable a coefficients, ainsi qu'un résultat sur les
extensions de représentations cristallines.

Le deuxieme chapitre est le coeur de ce travail. On utilise la machinerie intro-
duite au chapitre précédent pour relever des représentations 7 : Gx —> GLn(Fp)
en caractéristique 0. Dans un premier temps, on ne prescrit aucune condition du
type ”étre cristallin” pour les relevements considérés. En revanche, on impose le



fait de relever une suite de Jordan-Hoélder donnée a l'avance. L’idée principale
est de décomposer 7 en une extension successive de représentations absolument
irréductibles, de relever ces facteurs irréductibles en des représentations a coeffi-
cients dans O (O désignant une extension finie de @, d’uniformisante ) puis de
relever les diverses extensions, d’abord modulo 72 puis modulo 72 puis modulo 74,
etc. et de passer a la limite.

On commence donc d’abord par classifier les représentations absolument irrédu-
ctibles de G¢ & coefficients dans F,,. Il est bien connu que ces représentations sont
induites d’extensions peu ramifiées de caracteres fondamentaux de Serre. Relever
de telles représentations en caractéristique 0 est aisé car il suffit alors de relever
les caracteres fondamentaux en caractéristique 0. C’est une simple application de
la théorie locale du corps de classes et ces caracteres se relevent alors en des ca-
racteres de Lubin-Tate.

On s’attaque ensuite aux représentations de longueur 2, i.e. telles qu’il existe une
suite exacte courte
0—pp —7—py — 0,

avec p1 et po absolument irréductibles. Une telle représentation définit un élément
c(r) € H' (G, p1 ® p3). Si p1 et py sont des relevements de p; et po, on releve,
lorsque c’est possible, 'élément cl(7) en un élément de H' (Gg, py ® p/7™) pour
tout entier n > 1. Le résultat principal est qu’on peut toujours le faire quitte a
parfois modifier quelque peu p; :

Proposition 0.0.1. Soit 7 : Gx — GL,(F,) une représentation continue, ex-
tension de py par py. Supposons py % pa(1) et soient py et py des relévements
quelconques de py et po. Il existe un relevement r de ¥ qui est extension de ps par

P1-

Proposition 0.0.2. Soit 0 — p(1) — 7 — p — 0 une représentation de
longueur 2. Soient p et p' deux relévements de p a coefficients dans O tels que
p=p mod 2. Il existe un caractére 0 : G — O continu non ramifié, trivial
modulo T, et un relévement r de T, extension de p par p'(1)0.

Pour démontrer cette deuxieme proposition, on généralise les notions d’extensions
peu ramifiées et trés ramifiées introduite par Serre (c.f. §(2.4) de [Ser87]) aux cas
des éléments du groupe H! (G, p(1) ® p*) lorsque p est absolument irréductible
en se ramenant au cas classique via l'application trace : H' (G, p(1) ® p*) —
H' (Gg,Fp(1)). Cela revient grosso modo & ramener 'étude des relevements de
représentations de longueur 2 a I’étude des relevements de représentations réducti-
bles de dimension 2.



Introduction

On démontre que 'obstruction a relever une telle représentation se calcule par un
cup-produit, élément de H* (G K,Fp(l)), que l'on est en mesure d’évaluer grace a
la théorie locale du corps de classes et qu’en tordant p’ par un caractere 6 non
ramifié et judicieusement choisi, cette obstruction s’annule.

Enfin, a 'aide de ces deux propositions, on démontre des résultats de relevements

pour certaines représentations 7 : Gx — GL,(F,). Pour cela, on introduit la no-
tion de matrice tres bien échelonnée (c.f. section 2.4.5) et on démontre le théoreme :

Théoreme 0.0.3. Soit 7 une représentation modulo m de Gk et supposons qu’il
existe une base B dans laquelle 7 s’écrit sous la forme

T, x k%

0 T,.1 * %
R=1oyo 0o . %

0 0 0 T

0 0 0 0 Ty

1. chaque T, = @7 p; avec p; absolument irréductible, de dimension non divi-

sible par p,
2. soit piy1 = pi(1) et dans ce cas, Tz’+1 est le quotient maximal semi-simple de
T, * *
ria1=10 L % dont tous les facteurs sont isomorphes a p;i1
0 0 T
3. soit piv1 Z pi(1) et dans ce cas T;11 n'admet pas de quotient isomorphe a
pi(1),
4. la matrice R est trés bien échelonnée,
T, *
S pourtout 1 <1 <n—-27rg=10 "-. «x n’admet pas de quotient
0 0 T
isomorphe a p;—1(1).
Soient aq, ..., o, des caractéres triviaur modulo 2. Soit p; un relévement

de p;. Si pir1 = pi(1), on choisit pir1 = pi(1). Il existe alors un relévement
de 7 donné matriciellement par



avec T; = @ﬁlpiai0i7j, chaque 0;; étant un caractere non ramifié, trivial
modulo m, non trivial modulo 7 et tel que pour chaque i fizé, les 6;; sont
deuz a deux distincts lorsque 1 < 5 < m,;.

Utilisant alors les résultats précédents, il est immédiat de construire des releve-
ments qui sont cristallins, des lors que 1’on sait relever une représentation absolu-

ment irréductible 7 : Gx — GL,(F,) en une représentation cristalline, ce qui est
toujours le cas.

On a alors :

Théoreme 0.0.4. Soit © une représentation modulo m de G et supposons qu’il
ezxiste une base B dans laquelle la matrice R de 7 s’écrit

T, * k%
0 T, = % =x
R=10 0 Lok %
0 0 0 T *
0 0 0 0 Ty

o
1. chaqueT; = @7" pi avec p; absolument irréductible et p ne divise la dimension
d’aucun des p;,
2. soit piv1 = pi(1) et dans ce cas, Ti+1 est le quotient maximal semi-simple de

T, * *
ri=10 . dont tous les facteurs sont isomorphes a p;i1,
0 0 Ty
3. soit piv1 Z pi(1) et dans ce cas T;11 n'admet pas de quotient isomorphe a
pi(1),
4. la matrice R est trés bien échelonnée,
T, x *
5 pour tout 1 <1 <n—-27r,=10 L% n’admet pas de quotient
0 0 Ty

isomorphe a p;—1(1).
Alors 7 se reléeve en une représentation cristalline r.

On discute enfin rapidement quelques cas en longueur 3 qui ne sont pas couverts
par le théoreme précédent et on démontre en particulier que toute représentation
modulo 7 de Gk de dimension 3 se releve en une représentation cristalline.
Mentionnons que certains résultats présentés ici (notamment en longueur 2) ont
été obtenu indépendament par Toby Gee, Tong Liu et David Savitt dans un travail
non publié.



Notations et conventions

Notations et conventions

Sauf mention contraire, dans tout ce texte

D est un nombre premier.

F, est le corps fini de cardinal p.

F, est une cloture algébrique de F,,.

Qp est le corps des nombres p-adiques.

y/s est I'anneau des entiers de Q,,.

K est une extension finie de Q,.

K est une cloture algébrique de K.

Ok est 'anneau des entiers de K.

w est une uniformisante de O.

k est le corps résiduel de Ok

K, est I'extension non ramifiée de K de degré n lorsque n > 1.
@ est I'anneau des entiers d'une extension finie de Q,.

T est une uniformisante de O.

F est le corps résiduel de O.

Gk est le groupe de Galois absolu de K.

Ix est le sous-groupe d’inertie de G

tm (L) est le groupe des racines m-émes de I'unité (m entier) du corps L.
Xp est le caractere cyclotomique p-adique.

Wp est la réduction modulo p de x,.

Zp(n) est le Z,-module libre de rang 1 muni de I'action de xj, avec n € Z.

Si T est un module libre sur O et si p : Gxg — GL(T) est un homomor-
phisme continu, on notera souvent p en lieu et place de (p,T") pour désigner la
représentation correspondante.

On notera toujours p pour la réduction modulo 7 de p et par p/7" pour la réduction
modulo 7" (ne pas confondre avec la matrice de la représentation dans une base
dont tous les coefficients sont divisés par 7™ : une telle confusion n’a pas lieu d’étre
puisqu’une telle division n’apparaitra jamais).

Si A est I'un des anneaux O ou O/7™ pour un certain entier m, et si p est une
représentation de G a coefficients dans A dont on note T le A-module libre
sous-jacent, alors pour tout entier relatif n, p(n) est la représentation de G cor-
respondante a T' ®z,, Zy(n).

On parlera de représentation modulo 7 pour désigner une représentation continue
a coefficients dans F. De méme, une représentation modulo 7™ n’est rien d’autre
qu’une représentation a coefficients dans O /7.



CHAPITRE 1

Cohomologie galoisienne, extensions de représentations et
théorie de Hodge p-adique

1.1 Cohomologie Galoisienne

1.1.1 Cohomologie des groupes : définitions et premiéres
propriétés.

Soit G un groupe profini. On note Mod(G) la catégorie des G-modules topolo-
giques : ses objets sont les groupes abéliens topologiques M munis d'une action
continue de G (si M est fini, on imposera toujours la topologie discrete sur M)
et ses morphismes ne sont rien d’autre que les homomorphismes de groupes conti-
nus. Cette catégorie admet suffisamment d’injectifs (Lemma (2.6.5) [NSWO08]).
Considérons alors le foncteur exact a gauche

Mod(G) — Groupes
M +— M%={meM|VgeqG, gm=m}

que l'on peut dériver pour obtenir, pour tout entier n, des groupes H"(G, M).

Si M est muni d’une structure de A-module pour un anneau A commutatif unitaire
et si 'action de G sur M préserve cette structure, alors H"(G, M) est également
muni d’une structure de A-module. On notera A — Mod(G) la catégorie des A-
modules munis d'une action continue de G.
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Dans la suite, on considerera souvent les cas ou A est un corps fini ou I’anneau des
entiers d'une extension finie de Q,.

Par construction des foncteurs dérivés, si 0 — M — N — L —> 0 est une
suite exacte dans A — Mod(G), alors il existe une suite exacte longue

0— H°(G, M) — H°(G,N) — H° (G, L) 2% H' (G, M) — H" (G, N) —> ...

associée. L’homomorphisme 6, : H*™' (G, L) — H" (G, M) est appelé homomor-
phisme de connexion.

Dans la pratique, on va étre amené a faire quelques calculs explicites, notamment
de 'homomorphisme de connexion d,. Il est alors plus commode de travailler avec
une définition plus explicite de ces groupes de cohomologie.

1.1.2 Complexes de cochaines

Soit M un objet de A — Mod(G). Notons C" (G, M) 'ensemble des applications
continues de G™ dans M pour n > 1 et pour n = 0, considérons C° (G, M) = M.

Définition 1.1.1. L’application différentielle 9, : C" (G, M) — C"*1 (G, M) est
I’application donnée par :

Onf (91,2 9n11) = g1 (G20 s gns1) + D (1) f (1,1 GiGit1s -+ Gnt1)
i=1
+(=1D)"" F g1, gn)
oufelC"(G,M)etgi...,gnt1 €G.
On vérifie que 0,11 0 9, = 0, d’olt un complexe de cochaines
(G, M) 2 2L en (M O e (q ) 2L

Définition 1.1.2. Le n-ieme groupe de cocycles (les éléments étant appelés des
n-cocyles) est Z™ (G, M) = Ker (0,) pour n > 0.

Le n-iéme groupe de cobords (les éléments étant appelés n-cobords) est B" (G, M) =
Im (9,,_1) pour n > 1 et B° (G, M) = {0}.

Théoreme 1.1.3. Awvec les notations précédentes, on a
H"(G,M)~Z"(G,M)/B"(G,M).

Démonstration. Voir par exemple [NSW08] Theorem 2.6.3. O
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Exemples 1.1.4. 1. Si G agit trivialement sur M, on a H° (G, M) = M.

2. Onaz' (G,M) ={f:G—=M]| f(ng)=0.f(g92) + f (1) V1,92 € G}
(toutes les applications étant continues). C’est l’ensemble des homomor-
phismes croisés continus de G dans M.

BY (G, M) ={f:G—M]|3ImeM, f(9) =g.m —m}. En particulier, si
G agit trivialement sur M, on a H' (G, M) = Homcen; (G, M) (les homomor-
phismes continus de G dans M).

Calcul de I'homomorphisme de connexion

Lorsque l'on sera amené a relever certaines représentations galoisiennes, il sera
nécessaire de comprendre certaines obstructions. Celles-ci, dans le cas particulier
qui nous intéresse, s’obtiennent via ’homomorphisme de connexion ds. Voyons
comment ’on obtient explicitement cet homomorphisme (c’est encore classique et

résulte du lemme du serpent) : si 0 — L — M 25 N — 0 est une suite exacte
dans A — Mod(G), on obtient un diagramme commutatif :

Cl/B' (L) % C'/B (M) '~ /B! (N) — 0

R
0 22(L) —+ 22(M) 2 Z2(N)

dont les lignes sont exactes. Si z € H! (G, N), la fleche du serpent nous donne un
élément y € H? (G, L) qui est alors do(x). S l on explicite la chasse au diagramme
et abusant des notations, on a y = dy(z) = a~ 0 9y o f71().

Le cup-produit
Définition 1.1.5. Si A, B et C sont des objets de A — Mod(G), 'application :
b:Ax B—C

est appelée G-accouplement si elle est A-bilinéaire et si Vo € G,V(a,b) € A x B
on a

b(oa,ob) = ob(a,b).

Proposition 1.1.6. Soitb: A x B — C un tel accouplement. Alors b induit un
accouplement que [’on note U :

H (G, A) x H (G, B) — H'* (G, C)
donné de facon explicite par :

(ng><O-17"'7Up+Q):b(f<01>"'7ap)701"'Upg(ap+17"'7ap+lI))
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ou f € ZP(G,A) et g € Z9G, B).

1.2 Représentations galoisiennes et cohomologie
galoisienne

On se place a présent dans la situation qui nous intéresse : on se donne G = G,
groupe de Galois absolu d’une extension finie K de Q,, ainsi que 7" un O-module
libre de type fini muni d’une action continue de Gx. Notons 7" la réduction modulo
mdeT.

1.2.1 Limites projectives de groupes de cohomologie

Le premier résultat concerne la dimension cohomologique de G . De fagon plus
précise, on a :

Proposition 1.2.1. Soit M un Gg-module. Alors ¥i #0,1,2, H(Gg, M) = 0.
Démonstration. Voir Corollary (7.2.5) de [NSW0S]. O

La proposition suivante nous dit que la cohomologie de 1" se retrouve en connaissant
la cohomologie de chaque T'/7™ :

Proposition 1.2.2. Pouri=0,1 ou 2,

Démonstration. Voir le §2. de [Tat76]. O

Remarque 1.2.3. C’est un résultat essentiel pour la suite : en effet, dans le second
chapitre, on s’attachera & relever des cocycles 7 € H! (G T ) en des cocycles
n € H' (G, T) en les relevant mod 72, puis mod 72, etc. Un passage a la limite
permettra alors d’en déduire un relevement en caractéristique 0.

1.2.2 Dualité

On rappelle le théoreme de dualité locale de Tate, qui sera lui aussi un ingrédient
important dans le chapitre 2.

Si M est un G-module fini, on note M*(1) le module dual de Cartier défini par :
M*(1) = Hom(M, pu (K)) ou pu (K) est le groupe des racines de I'unité dans K.
Si m € N est l'ordre de M, alors Hom(M, pu (K)) = Hom(M, pi, (K)) olt bien

10



1.2 Représentations galoisiennes et cohomologie galoisienne

entendu, fi,, (K ) est le groupe des racines m-iemes de I'unité dans K. Ce module
dual est naturellement muni d’une action de Gk via la formulle usuelle : (o f)(z) =

of(oc ).
Théoréme 1.2.4 (Théoreme de dualité locale de Tate). Soit M un Gx-module
de cardinal fini. Soit M*(1) son dual de Cartier. Le G -accouplement naturel

M x M*(1) — K*
induit une dualité parfaite entre H(G g, M) et H*(G g, M*(1)) via le cup produit
H'(Gg, M) x H*7(Gg, M*(1)) — H? (G, K*) ~ Q/Z.
On a donc un isomorphisme
H* (G, M*(1))* ~ Hom (H* ™" (Gx, M*(1)),Q/Z).
Démonstration. Voir [NSWO08], Theorem (7.2.6). O

Corollaire 1.2.5. Soit T' un O-module libre de type fini muni d’une action conti-
nue de Gg. Notons E le corps des fractions de O. Alors pour 1 =0,1,2,

H (G, T) ~ H (G, T* @ (E/O) (1))*

Démonstration. Cela résulte de la proposition 1.2.2 et du théoreme précédent. [

1.2.3 Extensions de représentations galoisiennes

On fait le lien entre les représentations continues de G qui sont extensions de p,
par p; avec H' (G, p1 ® p3).

Définition 1.2.6. Si p est une représentation linéaire continue de G et si V
désigne son A-module sous-jacent (avec A = E,O ou O/7™) muni de 'action de
G, on définit H' (G, p) := H' (Gg, V).

Définition 1.2.7. Soit r une représentation de G'i telle que
00— pp — 17— py— 0.

On dit que r est extension de py par p;.

Soit " une autre représentation de G extension de py par p;. On dit que les
extensions r et 1’ sont équivalentes s’il existe un isomorphisme de représentations
f:r =57 tel que le diagramme suivant commute :

P

0—>p1—>7",—>p2—>0

11



1 Cohomologie galoisienne, extensions de représentations et théorie de Hodge p-adique

Proposition 1.2.8. L’ensemble des classes d’équivalence d’extensions de ps par
p1 est en bijection avec H' (Gg, p1 @ pi).

Démonstration. Une démonstration fonctorielle : une extension de p, par p; définit
un élément de Ext¢; (p2, p1) ot Extg, (.,.) est le bifoncteur dérivé de Homg, (., .).
Or le foncteur Homg, (p2, .) est naturellement isomorphe au foncteur Homg, (1, .®
ps)=(® p;)GK . On en déduit le résultat par unicité des foncteurs dérivés.

, . , ;. .. 1
Une démonstration en coordonnées : écrivons r sous la forme matricielle <% pn) .
2

La bijection recherchée est 'application qui envoie l'extension 7 sur 7 ® p5. On
montre en effet que 7 ® p; est un 1-cocycle pour l'action de p; ® p3, que cette
application est bien définie (le choix d’une autre base dans laquelle la matrice de
r est triangulaire par bloc change ce 1-cocyle par un cobord) et que si r et 7’
sont deux extensions équivalentes, alors les cocycles correspondant different par
un cobord. O]

Remarque 1.2.9. L'ensembe Z! (G, p1 @ p}) est lui en bijection avec I’ensemble
des couples (p,B) ou p est une extension de py par p; et ou B est une base de
I'espace vectoriel (ou module) sous-jacent a p dans laquelle sa matrice est de la

forme (,0 L7 )
0 p2

1.2.4 Théorie de Kummer
Soit n > 1 un entier. De la suite exacte courte

n
x TP

1 — pipe (K) — K* ™5 KX — 1
on tire la suite exacte longue
1 g (K) — KX 25 K% 2 0 (G e (K)) — HY (G, K¥) — .
Le théoreme 90 de Hilbert assure que H (G, K*) = 1, de sorte que I'application
oK) (KX — H' (G, pipe (K))

soit un isomorphisme : c’est I'isomorphisme de Kummer.
Par passage a la limite sur n, on en déduit un isomorphisme

§: KX ~H" (G, Z,(1)).

Decrivons le explicitement. Soit ¢ € K* et soit (q(”)) une suite compatible de
racines p"-emes de ¢, i.e. ¢ = ¢ et (q(”“))p = ¢™ pour tout n. Si g est un

12



1.3 Théorie de Hodge p-adique sans coefficients

élément de G, alors 0 (¢) = 1 est le cocycle défini par

g(q(n)) _ (E(n))n(g)

ou (e(”)) est une suite compatible de racines p”-emes de 'unité. On vérifie qu’avec
cette définition, 'image de n = §(¢q) dans H' (Gk, Z,(1)) ne dépend pas du choix
des ¢".

1.2.5 Représentations induites et lemme de Shapiro

Soit A I'un des anneaux O ou O/zn™ pour un certain entier n. Soit H un sous-
groupe fermé de G'i et soit V' une représentation continue de H a coefficients dans
A. La représentation induite par V de H a Gk est la représentation définie par :

IndS< (V) ={f: Gx — V| f continue et f(r0) = 7f(c)Vr € H}.
L’action de g € G sur IndS% (V) est donnée par f(o) — f(og).

Proposition 1.2.10 (Lemme de Shapiro). Soit H un sous-groupe fermé de Gg
et soit V' une représentation continue de H. Alors pour i = 0,1 ou 2, on a un
1somorphisme canonique :

H (G, Indg<(V)) — H' (H,V).

Remarque 1.2.11. Pour ¢ = 0, cet énoncé est plus souvent appelé théoreme de
réciprocité de Frobenius.

Proposition 1.2.12. Soit L une extension finie de K. Soit V' une représentation
continue de Gy, et soit W une représentation continue de G, toute deuz a coeffi-
cients dans A = O ou O/n™. Alors

Indgs (V) @4 W o Indgs (V@i Wi,) .

1.3 Théorie de Hodge p-adique sans coefficients

1.3.1 Formalisme des représentations B-admissible

Soient F' un corps et G un groupe. Soit B une F-algebre integre munie d’une action
de G F-linéaire et supposons que £ = BY soit un corps. Soit C' = Frac(B) muni
de 'action évidente de G.

Définition 1.3.1. On dit que B est (F, G)-régulier si C% = B et si tout b € B
non nul engendrant une droite F.b stable par G est inversible dans B.

13
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Soit B un anneau (F,G)-régulier et soit £ = BY = CY Notons Repy(G) la
catégorie des représentations linéaires de dimension finie de GG sur F. On définit le
foncteur

Dg : Repp(G) — Vecg
V o— (BepV)©

de sorte que Dp(V) est un E-espace vectoriel de dimension finie muni d’une ap-
plication canonique B-linéaire et G-équivariante

ay : B@g Dp(V) — B®gp (BRp V)= (B®gB)®pV — B&p V.

Théoreme 1.3.2. Soit V € Repp(G).

1. L’application cvy est toujours injective et dimg Dp(V) < dimp(V) avec
égalité si et seulement st avy est un isomorphisme. Dans ce cas on dit que V
est B-admissible.

2. Soit Rep2(G) C Repp(G) la sous-catégorie pleine des représentations B-
admissibles. Le foncteur covariant

Dp : Rep2(G) — Vecg

est exact et fidéle, et toute sous-représentation ou quotient d’une représenta-
tion B-admussible est B-admissible.

3. Si Vi et Vo € Rep(G), on a un isomorphisme naturel
Dp(V1) ®p Dp(V2) ~ Dp(Vi @F V2)

de sorte que Vi @p Va € RepR(G).
4. SiV € RepR(Q), alors V* € Repp(G) et Uapplication naturelle

est une dualité parfaite.

Voir la premiére partie de [Fon94a] pour une démonstration détaillée de ce théoreme.

1.3.2 Anneaux de périodes

On rappelle la construction de certains anneaux introduits par Fontaine (c.f.
[Fon94b]) permettant de hiérarchiser les représentations p-adiques de G
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1.3 Théorie de Hodge p-adique sans coefficients

L’anneau Byt

On définit Byt par Byr = @qEZ Ck(q) ou Ck est la complétion p-adique d'une
cloture algébrique K de K.

Proposition 1.3.3. L’anneau By est (Q,, Gx)-régulier avec BSK = K.

Définition 1.3.4. On dit que V € Rep@p(GK) est de Hodge-Tate si V' est Byr-
admissible.

L’anneau Byr est muni d'une graduation définie par gr'Byr = Ck(i) de sorte

que By = @iEZ griBHT
Soit V' une Q,-représentation de G'x de Hodge-Tate. On définit alors sur

DHT(V> = DBHT<V)

une graduation par gr'Dgr(V) = (gTiBHT ®q, V)G et on dit que 'entier ¢ € Z est
un poids de Hodge-Tate de V' si gr~"(Dyr (V) # 0, de multiplicité la dimension de
cet espace vectoriel. Une représentation de Hodge-Tate V' de G de dimension n
admet donc n poids de Hodge-Tate comptés avec multiplicité. On note cet ensemble
(ou plutot multi-ensemble) HT'(V)

Exemple 1.3.5. Le caractere cyclotomique y,, définit une représentation de G
de dimension 1 qui est de Hodge-Tate a poids 1.

Exemple 1.3.6. Si V et W sont deux représentations de G, alors

HT(V ®q, W) ={i+jlie HT'(V),j € HT(W)}.

L’anneau B,r

Soit
R:= lim Oc,/(p) = {(zo, z1,.. . )|xi € Oc, /(p), (xi1)" = x:}.

TP

C’est un anneau(’addition et la multiplication s’effectuant composante par com-
posante) parfait de caractéristique p dans lequel s’injecte le corps résiduel k de
Ox.

On peut encore décrire R de la fagon suivante :

R= 1&11 Oc = {29, 2W), . )|z € O¢,., (V)P = 2D}

TP
Dans ce cas, la multiplication se fait toujours composante par composante mais

P’addition s’obtient de maniére suivante : (z 4+ y)® = lim;_,o (279 + y(i+j))pj.
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Siz = (z©,2),...) € R et si l'on pose vg(z) = v, (z(?) (v, est la valuation
sur Cx normalisée par v,(p) = 1), on munit R d’une valuation pour laquelle il est
complet. Le groupe Gi agit continuement sur R en prenant l’action composante
par composante.

Notons € 'élément de R défini comme suit : € = (¢™) ot €@ =1 et €™ € yin et
¢! # 1. Enfin, notons @ = € — 1. Un calcul classique donne vg(w) = Ll
Considérons W (R) I'anneau des vecteurs de Witt de R. Tout élément de W (R)
s’écrit de fagon unique comme une série Zpk [zx] ouzy € Retou ] : R — W(R)

keN
est le représentant de Teichmiiller.

Avec un peu de travail on montre que 'application 6 : W(R) — Oc,. définie par

0[] - St

keN keN

est un homomorphisme d’anneaux, surjectif et G g-équivariant.

el —1
i ou € est tel que €] = e.
] =1

Son noyau est principal, engendré par w =

On définit alors Bjy par

By, = lim W (R)[1/p]/ (ke 6)".

neN

Cela fait de Bj, un anneau séparé, complet et de valuation discréte (qui n’est pas
vg) dont le corps résiduel est Cg. Il est naturellement muni d’'une action de G.

Notons .
t = Z(_l)k—l [e]k_ .

k>1

C’est un élément de B}, et Vg € Gy,

g.t = xp(9)t.

Moralement, on pense & ¢t comme log([e]). On montre qu’il s’agit d’une uniformi-
sante de Bjy.

Définissons Byr = Bjp[1/t]. C’est un corps, muni d’une filtration stable sous
l'action de G que l'on définit par Fil'Byg = t'BJ,.

Comme Bgg est un corps, c’est un anneau (Q,, G )-régulier et l'on a BdG}f =K.

Définition 1.3.7. On dit que V € Repr(GK) est de de Rham si V est Byg-
admissible.
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1.3 Théorie de Hodge p-adique sans coefficients

On a un isomorphisme Bj,t'/t Bit' ~ C(i) de sorte que

grBar = @grinR - @ Bgt' [tBigt' ~ Bur.

€7 1€Z

Ainsi, si V' € Repg, (Gk) est de de Rham, elle est de Hodge-Tate. Il existe des
représentations de Hodge-Tate qui ne sont pas de de Rham (une extension non
triviale de Q,(1) par Q, par exemple).

Si V' € Repg,(Gk), on munit Dyr(V) = Dp,, (V) d'une filtration définie par
Fil' Dgn(V) = (Fil' Byr ©g, V).

On remarque alors que les poids de Hodge-Tate de V' (si V' est de de Rham) sont
les entiers i tels que Fil"Dyg(V) # Fil "' Dyr(V).

Etre de Hodge-Tate ou de de Rham est invariant par changement de base fini ou
non ramifié. Plus précisément, si Ix désigne le sous-groupe d’inertie de G, on a :

Proposition 1.3.8. Soit V' € Repg (Gr) et soit K' une extension finie de K.
Alors V' est de Hodge-Tate si et seulement si Vig,, € Repr(GK/) est de Hodge-
Tate si et seulement si Vi, est de Hodge-Tate. De méme pour la propriété d’étre

de de Rham.

Anneaux B, et B

Notons A le sous-anneau de BJ, défini par

n

Apis 1= {Z an% |a, € W(R),a, — 0 pour la topologie p-adique},

n>0
[(]-1
[ea]—1"
L’élément t est un élément de A..s et P71 € pA,.is. 1l existe un homomorphisme
@ sur A..s tel que ¢(t) = pt et qui commute a l'action de Gk.
On définit B..;s comme la sous-algebre A..;s[1/t] dans Byg. Le corps K s’injecte
naturellement dans B,,;s et on a une injection K ®g, Beris — Bag.
Il en résulte que ng = Kj. On munit également K ®p, B..is d'une filtration en
prenant la filtration induite par celle de Byr. On montre que B..s est (Q,, Gk)-
régulier et ’on peut donc définir :

ou rappelons-le, w =

Définition 1.3.9. On dit que V € Rep@p(GK) est cristalline si V' est B
admissible.

Posons By = Beis[X]. On définissant correctement un certain logarithme, on a
également une injection K ®g, Bst C Byg.

On montre également que By est (Q,, G )-régulier, avec BgK = Kj et que 'on
peut ainsi définir :
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Définition 1.3.10. On dit que V' € Repg, (Gr) est semistable si V' est By-
admissible.

Des inclusions B.;s C By et K @k, Bst — Bgr, on déduit que si V' est cristalline
alors elle est semistable et que si V' est semistable, alors elle est de de Rham. Les
réciproques sont fausses.

Contrairement aux représentations de de Rham et de Hodge-Tate, la propriété
d’étre semistable ou cristalline n’est plus invariante par changement de base fini.
On définit alors une notion potentielle :

Définition 1.3.11. On dit que V' € RepQP(G k) est potentiellement semistable
(resp. potentiellement cristalline) si Vg, est semistable (resp. cristalline) pour
une extension finie K’ de K.

Cependant, on a encore comme avant :

Proposition 1.3.12. V € Repg (Gk) est semistable (resp. cristalline) si et seule-
ment si V|r,. est semistable (resp. cristalline).

On a vu qu’une représentation semistable est toujours de de Rham. Réciproquement,
une représentation de de Rham est potentiellement semistable. C’est un théoreme

da & Berger [Ber02] qui rameéne I’énoncé de ce théoréme a une conjecture sur les

équations différentielles p-adiques démontrée indépendament par André, Kedlaya

et Mebkhout.

Théoréme 1.3.13. V € Repy (Gk) est de de Rham si et seulement si elle est
potentiellement semistable.

Résumons la hiérarchie liant les représentations p-adiques des groupes de Galois
absolus de corps p-adiques :

cristalline = semistable = de Rham = Hodge-Tate et

potentiellement cristalline = potentiellement semistable < de Rham = Hodge-
Tate.

Comme l'on s’intéresse principalement aux représentations a coefficients entiers, il

est naturel de définir :

Définition 1.3.14. Soit T' € Repz, (Gk). On dit que T est cristalline ou semis-
table ou etc. si T ® Q, 'est.
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1.3 Théorie de Hodge p-adique sans coefficients

1.3.3 Extensions de représentations

Dans la suite, on s’intéressera principalement aux extensions de représentations.
Il est naturel de se demander quelles propriétés provenant de la théorie de Hodge
p-adique sont stables par extensions.

Proposition 1.3.15. Soit 0 — V — E — W — 0 une extension de
représentations p-adiques de G . Supposons V et W semistables min HT (V') >
max HT (W). Alors E est semistable.

Démonstration. C’est la combinaison des lemmes 6.4 et 6.5 de [Ber02]. O]

Les groupes H! (G,V)

Si V et W sont deux objets de Repg, (Gk), on a vu que les extensions de W
par V sont classifiées par H!' (Gg,V ® W*). Etant donné une propriété prove-
nant de la théorie de Hodge p-adique, on va introduire des sous-ensembles de
H!' (Gg,V @ W*) classifiant les extensions de W par V ayant cette propriété.

Définition 1.3.16. On note H} (G, V) ou Hy, (Gk,V) ou Hy (G, V) le sous-
espace de H (Gk, V) formé des extensions 0 — V — F — Q, — 0 qui sont
cristallines ou semistables ou de de Rham.

Proposition 1.3.17. Si V est cristalline, alors

Hy (G, V) =ker (H' (Gk, V) — H' (G, Beris ®g, V)) -
Si 'V est semistable, alors

H., (Gk,V) =ker (H' (G, V) — H' (Gk, By ®q, V)).
Si 'V est de de Rham, alors

H, (Gk,V) =ker (H' (Gk,V) — H' (Gk, Bar ®q, V)) -
Démonstration. Montrons le dans le cas cristallin. De la suite exacte

0 —V —F—Q,—0
on obtient la suite exacte
0 — Deris(V) — Deyis(E) — Ko == H' (G, Beris ©g, V) .

L’image de 0 est la droite engendrée par la classe de I'extension définissant F,
notée cl(E), via application H' (G, V) — H* (GK, Beris ®q, V). Ainsi, E est
cristalline si et seulement si cl(F) € H} (Gg, V). O
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Théoreme 1.3.18. Soit V' une représentation cristalline. Alors
dimg, Hy (Gk, V) = [K : Q)] (dimg, V — dimg Fil’Dar(V)) + dimg, V<
Démonstration. On a la suite exacte
0 — Q5 Buris ® By =5 Buris © Ban — 0

avec f(z) = (z,z) et g(x,y) = (x —¢(x),x —y). De cette suite on déduit une suite
exacte longue :

0 — VCx

v Depis(V) @® Fil®Dgg(V)

|s

Dcris(v) N> DdR(V)

|

H! (Gg, V)

E

I’I1 (GK, Vv ®Qp Bwis) % Hl (GKv Vv ®Qp BJ_R)

lgl
H' (Gk,V ®q, Beris) ® H' (Gk,V ®q, Bar)
avec f1(x) = (Teris, Tr), Teris €tant 'image de x par I'application
H' (Gk,V) — H' (Gk,V ®g, Beris)
et xqr étant I'image de x par I'application
H' (Gk,V) — H' (Gk,V ®q, Bar) -

On a
ker f1 = ker (Hl (GK, V) x’_i;is I_I1 (GKa vV ®Qp ch’s))

car l'application
H' (Gk,V ®q, Bip) — H' (Gk,V ®q, Bir)

est injective (V' est cristalline, donc de de Rham). On en déduit que ker f; =
H} (Gg, V). Comptant les dimensions, on obtient le résultat. O

Corollaire 1.3.19. Soit 0 — V — E — W — 0 une extension de représen-
tations avec V et W cristallines. Supposons que les poids de Hodge-Tate de V' et
W sont tels que min HT' (V') > 1 +max HT'(W). Alors E est cristalline.
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1.3 Théorie de Hodge p-adique sans coefficients

Démonstration. On a dans ce cas
dimg, H} (G, V ®q, W*) = [K : Q)] dimg, (V & W*).

Or d’apres le théoreme de dualité locale de Tate, on a :

dimg, H' (G, V ®g, W*) = [K :Q,)dimg, (V @ W*)
+ dime HO (GK, V ®Qp W*)
+ dim@p H? (GK, V ®qQ, W*) .
Or H° (GK, V ®q, W*) = 0 (cela se voit en considérant les poids de Hodge-Tate

de Vet W) et H* (G, V ®g, W*) =~ H® (G, V* ®g, W(1)) = 0.
On en déduit que

dimg, H} (G, V ®g, W*) = dimg, H' (G, V ®g, W*).
O

D’apres le théoreme 1.3.18, le sous-espace H} (Gk,Qp(1)) est un hyperplan dans
H! (Gk,Q,(1)). Tachons de le décrire explicitement.

Proposition 1.3.20. L’nclusion

Hy (Gr, Qp(1)) € H (G, @y(1))

correspond a linclusion
—X A~
Q®O0k CQ,®K™
via lisomorphisme de Kummer.

Démonstration. Pour des raisons de dimension, il suffit de démontrer qu'une exten-
sion de Q, par Q,(1) correspondant a un élément de Qp@)(/’);X dans H (Gk, Q,(1))
est cristalline.

Soit ¢ € Oj et soit 7 = 6(g). Soit § € R une suite compatible de racines p"-émes
de g, notée § = (q(o), g, .. ) et soit [g] son relevement de Teichmiiller dans W (R).

Remarquons que 6 (% — ) = % —1=0. Ainsi, q[(io]) — 1 =yw avec y € W(R).

La série

PRt
log.;, (d]) = Z(—WHM

n
n>1

définit un élément de A.,;s car

]

S k) TS

n n!
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et (n — 1)!y" tend vers 0 pour la topologie p-adique.
On vérifie que pour tout g € G,

glogcris ([q]) = 1Ogcr7js ([g(q)]) = 1Ogcr7js ([d]) + n(gﬂogcris ([6]) - logcm’s ([(ﬂ) + U(g)t
Si V' est une représentation de G, extension de Q, par Q,(1) donnée dans une

base (u, v) sous la forme (Xpég> 77(19)) o n € H' (G, Qp(1)), alors Depis(V) est

engendré par

t'eu
et
_logcris ([(ﬂ) t_l Ru+1® v,
ce qui fait de V' une représentation cristalline. 0

Remarque 1.3.21. On utilisera ce résultat pour démontrer que toute repré-
sentation modulo m de G de dimension 3 se releve en une représentation cris-
talline.

1.4 Théorie de Hodge p-adique avec coefficients

Pour x € {HT,dR, st,cris}, on note B, I'anneau de périodes correspondant. De
meéme, on note Kyr = Kgr = K et K..;, = Ky = K.

Soit V' une représentation de Gi a coefficients dans @p de dimension finie. On
pose
D, (V) = (B. &g, V).

Cest un K, ®q, @p—module de rang fini, de rang inférieur a la dimension de V' sur
Q-

Définition 1.4.1. On dit que la représentation V' est B.-admissible si le rang de
D, (V) coincide avec la dimension (sur Q,) de V.

Comme avant, la représentation V' est dite de Hodge-Tate si elle est Bypr-admissible.
De méme pour les autres notions.

Donnons dans ce contexte une version un peu différente des poids de Hodge-Tate.
Notons P l’ensemble des Q,-plongements K — @p.

On a une décomposition K ®q, @p ~ H@p, de sorte que
P

Dyur (V) = (Bur ®q, V)GK -~ H (Bar @K 7 V)“r.

TEP
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1.4 Théorie de Hodge p-adique avec coefficients

Ainsi, V' est de Hodge-Tate si et seulement si dimg (B, ®k, V)er = dimg V
pour tout 7 € P.

Définition 1.4.2. Soit V' une représentation de Gk a coefficients dans QQ,, qui est
de Hodge-Tate. Les poids de Hodge-Tate de V' sont les entiers ¢ tels que

gt (Bur ®g, V) cr #0

comptés avec multiplicité dimg gr=* (Bur ®g, V) G

Les poids de Hodge-Tate labellisés (par P) sont les entiers i tels que
ot (Bur ®r.r V)9 £ 0
comptés avec multiplicité dimg gr i (B, @, V).

Lemme 1.4.3. Soit V' une représentation de G a coefficients dans @p et soit
Ve une représentation de G a coefficients dans E extension finie de Q, telle que
V ~ Vi Qg @p. Alors V' est de Hodge-Tate (ou de de Rham ou semistable ou
cristalline) si et seulement si Vi (vu comme Q,-représentation) est de Hodge-Tate
(ou de de Rham ou semistable ou cristalline).

Démonstration. Effectuons la démonstration dans le cas Hodge-Tate, les autres
cas étant similaires.

Soit donc n = [E : Q,] et supposons Vg de Hodge-Tate. Notons d = dim@p V =
dimg V. L’espace vectoriel Dyr(VE) est de dimension nd sur K puisque Vg est
de Hodge-Tate. Mais étre de Hodge-Tate signifie que Vg est Byr-admissible, i.e.
I'application canonique Dy7(Ve) ®kx Byr — Vi ®qg, Brr est un isomorphisme
de Byr-modules. Comme V est libre de rang d en tant que F-module, cela signifie
que Vg ®q, Bur est libre de rang d sur F'®q, Byt ou encore que Dur(Ve)®K Bur
est libre de rang d sur £ ®q, Bgr. Cela implique que Dy7(VEg) est libre de rang d
sur £ ®q, K. En effet, on a une décomposition F®q, K ~ [] L;, avec L; extension
finie de K. Donc Dyr(Vg) ~ [] D;, chaque D; étant un espace vectoriel sur L;.
Comme Dyr(Vg) ® Byt est libre de rang d sur F @k Byr, D; est de dimension
d sur L; (car D; ® Byt est libre de rang d sur L; ® x Byr) et Iaffirmation s’en
déduit. Finalement, Dyr (V) = @p ®g Duyr(VEe) et on en déduit que Dy (V) est
libre de rang d sur Q, ®q, K.

Réciproquement, si V' est de Hodge-Tate, alors Dgr(V) est libre de rang d sur
@p ®q, K et vu l'isomorphisme Dy (V) = @p ®g Dyr(Ve), on en déduit que
Dyr(Ve) est libre de rang d sur £ ®g, K et donc de dimension nd sur K. O
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Proposition 1.4.4. S0it 0 — V — E — W — 0 une extension de représen-
tations a coefficients dans Q, avec V' et W cristallines. Supposons que les poids
de Hodge-Tate de V' et W sont tels que min HT'(V') > 1 + max HT'(W). Alors E

est cristalline.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il suffit de démontrer ce résultat pour
des représentations a coefficients dans une extension finie de @Q,. C’est alors une
conséquence immédiate du corollaire 1.3.19 puisque si

00—V —>F—W—0

est une extension de représentations a coefficients dans L extension finie de Q,,
c’est aussi une extension de représentations vues a coefficients dans Q,,. O

Par récurrence, combinant les propositions ?? et 1.4.4 on en déduit le résultat
suivant :

Théoreme 1.4.5. Soit V une représentation de Gk a coefficients dans @p donnée
(matriciellement) par

Wy, % * *

0 Wy =« *

0O 0 " %

0o 0 0 W,

Supposons que chaque W; est une représentation potentiellement semistable avec
min HT(W;) > max HT' (W;41). Alors V' est potentiellement semistable. Si de plus

chaque W est cristalline et min HT'(W;) > 1 + max HT'(W;11), alors V est cris-
talline.

1.5 Caracteres fondamentaux et de Lubin-Tate

1.5.1 Théorie locale du corps de classes

On considere toujours K une extension finie de Q,. On note k son corps résiduel.
La théorie locale du corps de classes implique I'existence d’un isomorphisme

Oy s KX — Gal (K®/K),
K désignant la complétion de K * relative aux sous-groupes ouverts d’indices finis

dans K*. On demande que ®x envoie les uniformisantes de K sur les Frobenius
arithmétiques.
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1.5 Caractéres fondamentaux et de Lubin-Tate

1.5.2 Caracteres fondamentaux

On renvoie a [Ser71] §1.7 pour plus de détails.
Notons reck l'inverse de ®x. Sil’on choisit une uniformisante w de K, on obtient
une décomposition

KX ~7 x Og.

On définit alors des caracteres fondamentaux de la maniere suivante :

Définition 1.5.1. Soit 7 : k — Fp un F,-plongement. Le caractere wg , est le
composé :

Gx — G — O — k* 5 F,,
la fleche G% — OF étant bien entendu la projection sur le deuxieme facteur dans
K*x ~7 x O.

Remarque 1.5.2. La restriction a l'inertie du caractere w, » ne dépend pas du
choix de w.

1.5.3 Caracteéres de Lubin-Tate

Il existe des relevements naturels des caracteres fondamentaux précédemment

définis.

Définition 1.5.3. Soit 0 : K — @p un Q,-plongement. Le caracteére x  est le
composé

b x 0 X
Gk — GY — 0 —Z,.

Remarque 1.5.4. Comme pour les caractéres fondamentaux, la restriction a
I'inertie du caractere x , ne dépend pas du choix de w.

Un tel caractere définit une représentation de dimension 1 de G g a coefficients
dans Q, (et méme Z,). Cette représentation est cristalline a poids de Hodge-Tate
0 et 1. Plus précisément :

Théoreme 1.5.5. Soit 0 : K — @p un Q,-plongement et soit w une unifor-
misante de K. Le caractére X est cristallin a poids de Hodge-Tate labellisés :
HT,(Xwo) =1 et HT,/(Xwo) =0 Vo' # 0.

Démonstration. C’est essentiellement le contenu de ’Appendix B de [Conl2]. O

On pourra également consulter [Ser98| (I1I, A4).
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1.5.4 Déformations

Soit O l'anneau des entiers d’une extension finie de Q, et k son corps résiduel.
On note Cp la catégorie dont les objets sont les O-algebres locales completes
noethériennes de corps résiduel k£ et dont les morphismes sont les homomorphismes
de O-algebres locales induisant 1'identité sur les corps résiduels. Si A est un objet
de Cop, on note my son idéal maximal.

Rappelons qu’un foncteur F' : Co — Ens est dit représentable s’il existe un objet
R € Cp tel que F soit naturellement isomorphe au foncteur Homegy (R, .). Par des
considérations générales, un tel R s’il existe est unique.
Soit p : G — GL,(FF) une représentation continue. On considere deux foncteurs
Dy, DE : Co — Ens définis de la fagon suivante :
DE(A) ={p:G— GL,(A)|lp mod my = p}

et

Dy(A) = DI(A)/ ~
olt p ~ p' si et seulement si p' = P~1pP avec P € ker (GL,(A) — GL,(F)).
Un élément de D;(A) est appelé déformation de p et un élément de D3'(A) un
relevement (ou framed deformation dans la langue de Shakespeare, ce que 1'on
pourrait éventuellement traduire par déformation cadrée).
A Torigine de la théorie des déformations de représentations galoisiennes, Mazur
ne considérait que le foncteur Dj;. L'inconvénient est qu’il n’est pas tout le temps
représentable, alors que DE I’est.
En effet, on a :

Proposition 1.5.6. Le foncteur DE est représentable par un objet R° dans Co.
Si Endg(p) = F (c’est le cas si p est absolument irréductible), alors Dj est
représentable par R dans Co.

Démonstration. Pour la représentabilité de D, voir [Maz89] Proposition 1. Pour
la représentabilité de DE (qui s’obtient plus facilement), voir [Boel3] Proposition
1.3.1. O

Moralement, les anneaux R” et R paramétrisent I’ensemble des relevements et
déformations de p.

Dans la suite, on ne considérera plus que D5. On note o, : G — GL, (R") la
représentation (universelle) correspondant a l'identité dans Hom (RD, RD). Sipa
est un relevement de p a coefficients dans A, alors il existe un unique morphisme
f:RY — Atel que pg = foptl ..
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1.5 Caractéres fondamentaux et de Lubin-Tate

1.5.5 Déformations cristallines

Soit P une propriété (par exemple : étre cristalline, semistable, etc.). Une question
importante est de savoir s’il existe un quotient de R” qui détecte les relevements
qui ont la propriété P.

C’est chose faite par Kisin (et indépendamment par Liu) dans [Kis08] pour la
propriété d’étre cristalline (et aussi semistable). Notons E le corps des fractions de
O. Soit B une E-algebre de type finie. Si z : R¥ — B est un homomorphisme, on
note p, : Gx — GL,(B) la représentation qui s’en déduit (via la représentation
universelle p,.i, ). Dans ce cas, p, est une représentation qui admet un réseau stable
Gk qui se réduit sur p.

Rappelons, d’apres Kisin, ce qu’est une donnée de Hodge. Soit D un espace vec-
toriel de dimension finie sur F et supposons que Dy = D ®q, K soit muni d’une
filtration décroissante par des E ®q, K-modules.

Définition 1.5.7. Une donnée de hodge v est 'ensemble {D, Fil' Dy} pour un
certain D comme précédemment.

Définition 1.5.8. Si B est une E-algebre finie et si Vp est une représentation de
de Rham de G a coefficients dans B, on dit que Vj est de type v = {D, Fil' D}
si pour tout ¢,

g (Dar(VB)) ~ gr' (Dk) ®p B

Fixons v une donnée de Hodge.

Théoréme 1.5.9 (Kisin). Il eziste un quotient REV:" sans p-torsion de R"
tel que pour toute E-algébre locale B et tout homomorphisme x : R — B, la

représentation p, est cristalline de type v si et seulement si x se factorise a travers
RD,v,cris

De plus, les composantes irréductibles de SpecRD"”cris[%] sont formellement lisses.

Remarque 1.5.10. Si 'anneau R™V“"% est non trivial, alors il admet des points en
caractéristique 0 et on a l’existence de relevements cristallins. Cependant, il se peut
tout a fait que cet anneau soit trivial (par exemple, si K = Q,, F = F,, 'anneau
paramétrisant les relevements cristallins du caractere cyclotomique a poids 2 est
trivial). Une application immédiate du théoréme 2.5.4 est alors donnée par la
proposition suivante.

Proposition 1.5.11. Soit p une représentation modulo p de G de longueur 2. 1l
existe une infinité de données de Hodge v telles que R™V:T soit non trivial.
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CHAPITRE 2

Relevements

On démontre dans un premier temps que l'on peut relever les représentations
modulo m de Gk qui sont absoluments irréductibles, puis les représentations de
longueur 2 et on introduit enfin les notions de matrice bien et tres bien échelonnée
qui nous permettront de démontrer que certaines représentations modulo 7 de Gk
se relevent en caractéristique 0.

2.1 Représentations absolument irréductibles

Si d est un entier, rapellons que K, est I'extension non ramifiée de degré d de
K. On note ky son corps résiduel qui est donc une extension de degré d de k,
corps résiduel de K. On suppose que K est de degré n = ef sur Q,, avec comme
d’habitude e indice de ramification absolu et f degré résiduel.

La proposition suivante permet de classifier les représentations absolument irrédu-
ctibles de G modulo 7.

Proposition 2.1.1. Soit p une représentation modulo w de Gk, absolument irré-
ductible et de dimension d. Il existe T € Homg, (kd,Fp), un entier r non divisible
p¥

par aucun des pif—j (i parcourant ’ensemble des diviseurs stricts de d) et un ca-

ractere non ramifié ji : Gg, — Z; tel que p est isomorphe a Indgid (w;fﬂ)

(apres avoir éventuellement étendu le corps des coefficients).

Démonstration. C’est essentiellement la méme démonstration que dans [Berl0)]
Lemma 2.1.4. La restriction de p au sous-groupe d’inertie I de Gk se factorise a
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2 Relévements

travers l'inertie modérée. En effet, I'image du sous-groupe d’inertie sauvage est un
p-groupe fini, donc 'ensemble V' des éléments de 1’espace vectoriel V sous-jacent &
p fixés par l'inertie sauvage est non trivial. Comme l'inertie sauvage est distinguée
dans G, V' est stable par G et par irréductibilité de p, on en déduit que V' = V.
Comme [, le groupe d’inertie modérée de K est pro-cyclique d’ordre (ou plutot
de pro-ordre) premier & p, 'image p(1;) est cyclique d’ordre premier & p. Ainsi, gy,
se diagonalise en une somme de d caractéres modérés iy, ...,y D’apres [Ser71]
proposition 3 et §1.7, un tel caractere est de la forme w._ - , avec wy, > défini comme
étant le composé

w,T !

= X X T w5
Ix — Ig, — O, —> kg, — F,

pour un certain entier n. L’ensemble des ¢, . .. , 1, est stable par I’action de Frobe-
nius, et par irréductibilité de p, cette action est transitive. On en déduit que n = d,

que r n’est divisible par aucun des ij}cj (crltere de Mackey) et que V = @d Vi,

I’action de I sur V; se faisant a travers wwﬁ. Comme w est aussi une uniformi-
sante de Ky, le caractere wy > se prolonge a Gk, , que I’'on note encore w, . Chaque
Vi est donc stable sous I'action de Gk, qui est alors donnée par Wey 7Hbiy AVEC LU
caractere non ramifié.

La proposition se déduit alors du théoreme de réciprocité de Frobenius (proposition
1.2.10). 0

Proposition 2.1.2. Toute représentation absolument irréductible
p: Gk — GLd(k)

admet un relevement

p. GK — GLd(OKd)-
Démonstration. Ecrivons p = Indg};d _(w;jﬂ). Soit p1 : Gk, — O, le relevement
de Teichmiiller de pi. Soit ¢ : Ky — Q, un Q,-plongement relevant 7. Le caractere
X=.5 releve wg 5 et donc la représentation p = Indgid (X;,%/i) releve p. m

2.2 Représentations de longueur 2

Dans ce paragraphe, on se donne une fois pour toute une représentation modulo
7w 7 de longueur 2 de G et on suppose que 'on a la suite exacte

0—p1 —7—py — 0,

avec py et py (absolument) irréductibles.
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2.2 Représentations de longueur 2

2.2.1 Deux lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1. Soit T une représentation de Gk a coefficients dans O. Soit T sa
réduction modulo 7. Soit j € Z* (GK,T) un 1-cocycle. Supposons que l'image [1]
de 7 dans H! (GK,T) se reléve en un élément de H* (G, T). Alors 7] se reléve en
n e zZt (GK, T)

Démonstration. Notons [n;] € H' (Gg,T) un relevement de [7]. Le représentant
m € Z' (G, T) ne se réduit pas nécessairement sur 7, cependant, on a 17, = 7+ ¢
ou ¢ est le cocycle défini par c¢z(0) = oa — a pour tout o € Gk avec a € k. Si
a € O est un relevement de a, alors le cocycle n :=n; — ¢, releve 7. O]

Lemme 2.2.2. Soit T une représentation p-adique entiere de Gk a coefficients
dans O. Soit T sa réduction modulo 7. Alors H? (G, T) = 0 si et seulement si
H? (Gg,T) =0.

Démonstration. La démonstration ainsi présentée, plus élégante qu’une version
ultérieure, m’a été communiquée par Xavier Caruso. On a

H? (Gk,T) ~ H*(Gg,T) /7H? (Gk,T)

car H* (G, T) = 0. Comme H? (G, T) est de type fini, on déduit le résultat par
le lemme de Nakayama. O]

Proposition 2.2.3. Supposons py non isomorphe a pa(1) et soient p et py des
relévements quelconques de py et ps. Alors Uapplication de réduction

Ext' (pa, p1) — Ext' (72, p1)
est surjective.
Démonstration. Comme
Ext! (pa2, p1) =~ H' (Gk, p1 @ p)

et
Ext' (72, p1) ~ H' (Gk,p1 ® 7).,

il suffit de montrer que 'application de réduction
H' (G, p1 @ p3) — H' (G, p1 @ p3)

est, surjective.
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Pour cela, considérons la suite exacte courte

0—p1®@py — p1 @ py —> p1 @ py — 0.
On obtient alors la suite exacte longue

oo — HN (G p1 ® ph) — HY (Gk, p1 @ p3) — H2 (G, p1 @ ph) — ...
Par le théoreme de dualité locale de Tate (c.f. 1.2.4), on a un isomorphisme
H* (Gr,p1 ® p3) = H* (G, py @ pa(1))"

Or

H" (G, p; ® p2(1)) = Homg, (71, p2(1)) = 0.
On en déduit que H? (G, p1 ® p5) = 0 et d’apres le lemme précédent,

H? (G, ;1 @ p3) = 0.
Ceci implique que 'application de réduction
H' (G, p1 @ p3) — H (G, pr @ p3)

est surjective.

O

Vu la proposition, on est amené a étudier les représentations de longueur 2 qui
sont extensions de p par p(1) avec p absolument irréductible.

2.2.2 Extensions peu et tres ramifiées

On rappelle d’abord ce qu’est un cocycle dans H' (G, F(1)) peu ramifié ou tres
ramifié¢ selon Serre (voir [Ser87] (cf 2.4 (ii))) puis on généralise cette notion aux
cocycles dans H' (G, p(1) ® p*) ol p est une représentation modulo 7 de G,
absolument irréductible.

La suite exacte courte
1 — pp(K) — KX 28 K% 5 1

induit la suite exacte longue

z—zP

LK K — HY (G pp(K)) — H (G, K%) —
D’apres le théoreme 90 de Hilbert, H' (G, K*) = 1 de sorte que
H' (Gr, pp(K)) = K>/ (K*)" -

c’est 'isomorphisme de Kummer. L’ensemble K*/ (K*)? est naturellement muni
d’une structure de Fj-espace vectoriel de dimension [K : Q,] + 1+ 6 avec § = 1 si
K contient les racines p-emes de 'unité et 0 sinon.
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Définition 2.2.4. Soit [7] un élément de H* (G, F(1)) ~ K*/ (K*)’®F (isomor-
phisme de Kummer). On dit que 77 est peu ramifié si ¢’est un élément de I’hyperplan
Or™/ (OKX)p ® T, et tres ramifié sinon.

Un élément 77 € Z' (Gg,F(1)) est dit peu ramifié ou treés ramifié si son image [7]
dans H! (Gk,F(1)) Dest.

On suppose a présent que I’on a une représentation 7 extension de p par p(1) avec
p absolument irréductible.
La représentation 7 définit un élément de

H' (G, p(1) ® p*) = H' (G, End (p) (1)),

que 'on note cl(7).

Considérons 'application

End (p) (1) "

F(1)
qui induit 'application

H' (Gk,End (p) (1)) — H' (Gg,F(1)).
Définition 2.2.5. Soit 7 une représentation de longueur 2, extension de p par
p(1). On dit que 7 est peu ramifiée (resp. tres ramifiée) si I'image de ¢l(7) dans
H! (Gg,F(1)) via la trace est peu ramifiée (resp. treés ramifiée).

2.2.3 Un calcul d’obstruction

Le lemme suivant permet une premiere réduction : on ramene un probleme en
longueur 2 en un probleme en dimension 2.

Lemme 2.2.6. Soit p une représentation modulo m de Gk absolument irréductible.
trace

La trace End (p) (1) — F(1) induit un isomorphisme

H? (G, End (p) (1)) ~ H? (Gg,F(1)).
Démonstration. L’application duale de la trace p ® p* — [ n’est rien d’autre
que l'injection des homothéties F — p ® p*. En effet, si A est un élément de F
et si v est un élément de p ® p* = End (p), alors \id o trace(v) = Mrace(v), ou
id:F—TF.
L’application duale de

H* (G, End (p) (1)) — H* (G, F(1))
est alors donnée, via le théoreme de dualité locale de Tate par I'injection

H? (G, F) — H° (G, End (p)).

Vu I’absolue irréductibilité de p, H® (G, End (p)) est isomorphe a F, tout comme
H° (G, ). L’affirmation s’en déduit. O
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Soit p une représentation de G a coefficients dans O dont on note p sa réduction
modulo 7 (que I'on ne suppose pas nécessairement irréductible). Soit

QZGK—>OX

un caractere tel que 6 = 14+ un™ mod 7" *! pour un certain entier n. Considérons
la suite exacte courte

0 — 5 -2 (pf)/a" 25 p/r — 0

(ou B est la réduction modulo 7" et « la multiplication par 7") donnant lieu a la
suite exacte longue

= H (G, p0/7" ) — H' (G, p/7") 25 B2 (G, p) — - ...

On a de méme, lorsque u = 0 mod 7 (i.e. lorsque @ est trivial modulo 7™*1) une
suite exacte longue

... — H' (Gk, p/7"") — H' (Gk, p/7") 0, 12 (Gk,p) — ...

Lemme 2.2.7. Soit n, un élément de H' (G, p/7™). Soit 7 son image via l'ap-
plication de réduction modulo

H' (Gk,p/m") — H' (Gk,p).

Soit w la réduction modulo m de u de sorte que u € H' (G, F) est un caractére
additif. La différence 6,(n,) — do(n,) est égale au cup-produit u U7 € H? (G, p).

Démonstration. Rappelons que 'on a la suite exacte courte
00— p— pf/ax" ! SN p/m" — 0.

Abusons des notations et notons de la méme maniere les éléments d’'un H' et les
i-cocycles qui les représentent. Alors w U 7 est représenté par le 2-cocycle défini
par w U (o, 7) = u(o).0.7(7), pour 0,7 € G (cf 1.1.6). Soit r € N et soit A un
G r-module discret. Rappelons que si C"(A) désigne I'ensemble des applications

continues Gx" — A et que si Z"(A) = ker (C"(A) o, CT“(A)) et B"(A) =
im <CT*1(A) AN C’”(A)) avec 0" : C"(A) — C""1(A) la différentielle, alors on a

le diagramme commutatif suivant :

CL/BL(p) < CL/BY (pb/x"+1) = CY/BY (p)7") — 0

e
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Par définition de I’homomorphisme de connexion, et utilisant la notation “j =
atodloB 17" on a, pour tous 0,7 € Gk :

0u () (0,7) = @~ 00 0B (na) (0,7)
o=t (0(0)a (87" () (1)) = 87" (na) (o) + B7" (1)) ()

Comme () =1+ u(o)m™ mod 7" on en déduit que

(0u (1)) = 00 () (0,7) = o™ (T"u(o)o (B~ (na) (7))

Un relevement particulier

Lemme 2.2.8. Soit 7 une représentation modulo w de Gk, extension de p par
p(1) avec p absolument irréductible. Soit p un relévement de p modulo T (avec a
entier > 1). Alors T se reléve en une représentation r, modulo ©®, extension de p
par p(1).

Démonstration. On le démontre par récurrence sur a. Si a = 1, c¢’est trivial. Sup-
posons donc a > 2 et soit r,_; un relévement de 7 modulo 7!, extension de p
mod 7% par p(1) mod 71,

Considérons la suite exacte :

0— p(1)@p" T (p(1) ® p") /1 — (p(1) ® p") 7" — 0
qui induit la suite exacte longue
o —— H (G, (p(1) ® p7) /1) —— HY (G, (p(1) @ p7) /7o)

T H (G, p(1) © ) B2 (G, (p(1) ® p) %) ——— ...

Utilisant le théoreme de dualité locale de Tate, on voit que I'application induite
par la multiplication par 7! :

H* (Gk, (p(1) @ p*) /7°71) — H? (Gk, (p(1) ® p*) /7°)
est injective. En effet, 'application duale n’est rien d’autre que ’application induite

par la réduction modulo 7 : H® (G, (p ® p*) /7) L, no (Gk, (p® p*) /7 1) qui
est surjective puisque 'on a supposé p absolument irréductible. On en déduit la
surjectivité de H' (G, (p(1) ® p*) /7%) — H' (Gk, (p(1) ® p*) /7*71). Ainsi, r,_y
et donc 7 se releve modulo 7 en une extension de p par p(1).

O
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Stabilisation de I'obstruction

Lemme 2.2.9. Soit a un entier non nul. Soient p, p' : Gxg — O deux représen-
tations continues telles que p' ~ p mod ©® et p' 2 p mod 7w, On fait ’hypothése
que p mod T est absolument irréductible. Alors :

1. pour tout m < a, H® (G, (p™* @ p) /7™) =~ O/7™ et l'isomorphisme est celui
qui envoie 1 € O/n™ sur lidentité (aprés avoir identifié p mod 7™ et p
mod 7 )

2. pour tout m > a+ 1, H* (Gg, (p* @ p) /™) =~ 72O /7™ ~ O/7* et liso-
morphisme est celui qui envoie 1 € O/n™ sur la multiplication par 7™~ (a
identification pres).

Démonstration. Démontrons d’abord (1) par récurrence sur m. Pour m = 1, on a
le résultat étant donné que H (G, (p* ® p) /7) ~ Homg,, (o' mod 7, p mod 7) et
Homg,. (p' mod 7, p mod 7) ~ O/m d’apres le lemme de Schur. On peut supposer
a > 1 pour la suite du raisonnement.

Notons £(r) = ¢ (H° (Gg, (p"* ® p) /=")) pour tout entier r, £(A) désignant la lon-
gueur d’'un O-module A.

Supposons alors que (1) est vraie pour m < a — 1. Comme p' ~ p mod 7™,
HY (Gk, (p* ® p) /7)) = Homg, (p' mod #™*, p mod 7#*!) contient toutes les
homothéties, donc contient O /7™, On en déduit que £(m + 1) > m+ 1. De plus,
on a la suite exacte

0 — H%(Gk, (0" @ p) [7™) — H® (Gk, (p" @ p) /7" ) — H (G, (0" @ p) /)

de laquelle on déduit la majoration : £ (m + 1) < ¢(m) + ¢(1) = m + 1. Ceci im-
plique que £(m + 1) = m + 1, donc H® (G, (p"* ® p) /7™) =~ O /7™

Démontrons (2), encore par récurrence sur m. Supposons donc (2) vraie pour
m > a + 1. De la suite exacte

0 — H% (G, (0" @ p) /7™) — H® (Gx, (p* @ p) /7™ 1) — H (G, (p* © p) /)

on a l'encadrement a < ¢(m+ 1) < a+ 1.

Sif(m+1) =a+ 1, deux cas sont possibles :

— ou bien Homg, (p' mod 7™, p mod 7™*!) ~ O/7%"! mais dans ce cas si f
correspond & un générateur de O/7%, son image est exactement annulée par
7%l donc f est exactement divisible par 7™~ %. Ecrivons f = 7™ %g avec g
non nulle modulo 7. L’application ¢ est définie modulo 7%+, et définit donc un
élément ¢’ € Homg,. (o' mod ™! p mod 7%™). Comme ¢ (et donc ¢’) est non
nulle modulo 7, 'application g’ (¢ mod 7) est surjective par irréductibilité de
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p, ce qui implique la surjectivité de g d’apres le lemme de Nakayama. Elle est
alors aussi injective et I'on en déduit que p’ ~ p mod 7@ ce qui est contraire
aux hypotheses

— ou bien Homg, (p' mod 7™* p mod ™) ~ O/7% ® O/n. Dans ce cas, si f
désigne un élément de Homg,. (o' mod 7™, p mod 7™ 1), alors f est tué par
7w : sa réduction mod 7 est nulle, et par exactitude de

0 — H%(Gk, (0" @ p) [7™) — H® (Gk, (p* @ p) /7" 1) — H (G, (0" @ p) /)

on a H° (Gg, (p* @ p) /7™) ~ H° (Gg, (p* @ p) /m™T1), ce qui contredit I'hy-
pothese effectuée sur ¢(m + 1).
Ainsi, la seule possibilité est que £(m + 1) = a, d’ou

HO (GK7 (p/* ® ;0) /7Tm+1) ~ O/ﬂ'a.
O

Corollaire 2.2.10. Soient p et p deuz représentations de G a coefficients dans
O telles que p' = p mod 7 (avec a > 1) mais p' 2 p mod 7. Supposons p abso-
lument irréductible. Soit k un entier supérieur ou égal a a+ 2. Alors l'application

H? (G, (¢/(1) ® ) /75) — B2 (G, (/1) @ p°) /77)
est un isomorphisme.

Démonstration. Cette application est surjective (H? (G, p(1) ® p*) = 0). D’apres
le lemme précédent, H? (G, (p'(1) @ p*) /7*71) et H? (G, (¢p'(1) @ p*) /7*72) ont
méme ordre. On en déduit que c¢’est un isomorphisme. O

Remarque 2.2.11. Ce lemme sera fondamental dans la construction d’'un relevement
dans le cas peu ramifié, voir les propositions 2.2.16 et 2.2.17 ci-apres.

Le cas trés ramifié

Dans ce paragraphe, on releve une représentation modulo 7 de Gk en caractéristique
0 en la relevant d’abord modulo 72, puis modulo 73, etc.

Proposition 2.2.12. Soit 7 une représentation modulo © de Gk, de longueur
2, extension de p par p(l) trés ramifie. Soient p et p' des relévements de p a
coefficients dans O. Il existe un unique caractére 8 non ramifié et trivial modulo
7 et un relévement r de T qui est extension de p par p'(1)0. Si de plus p' = p
mod 7™ pour m > 1, alors 6 =1 mod «™.
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Démonstration. Effectuons une récurrence. Soit n un entier et supposons donné
un relevement 7, de 7 modulo 7", qui est extension de p mod 7" par p'(1) ® 0
mod 7" ou 6 est un caractére non ramifié Gx — (O/n™)", trivial modulo 7.

/
Matriciellement, on a r,, = (p (ODQ Z) mod 7".

Soit 6 un relevement de 6 modulo 771, Relevons 7, en une représentation r,.1
modulo 7!, en modifiant le relevement de p(1) choisi (i.e. le bloc en haut a
gauche). Pour cela, considérons un caractere additif v : Gx — F et posons
0, =1+ ur™ mod 7"t

La suite exacte courte

n+1

0— p(1) @ 5" =5 (p(1) @ p08,) /74— (9(1) @ p'0) /7" — 0

induit la suite exacte longue

H' (Gk, (p'(1) ® p*0) /7")

H? (GK, <p’(1) ® p*é@u) /w”“)

. — H! (GK, (p’(l) ® p*é@u) /ﬂ”*l)

T (G p() @ )

pour laquelle on note §,, ’homomorphisme de connexion. Notons cl(r,) 1'élément
de H' (Gk, (p/(1) ® p* ®0) /7") correspondant & 7,.
D’apres le lemme 2.2.7, on a

0w (cl(ry)) = 0o (cl(ry)) +u U cl(T).

11 suffit donc, pour relever ¥ modulo 7"+, de trouver un caractere u de sorte que
le cup-produit u U ¢l(7) soit égal a —dg (cl(r4,)).

Lemme 2.2.13. On a trace (u U cl(7)) = u U trace (cl(7)).

Démonstration. L’application
End (5) (1) ™5 F(1)

induit le diagramme commutatif suivant (cf [NSWO08]|, Proposition (1.4.2)) :

H' (G, End(p) (1))  x  H'(Gk,F) — H?(Gxk,End (p) (1))

J trace l id J trace

H! (GK,IF(l)) X H! (GK7]F) — H? (GK,IF(]_))

les fleches horizontales n’étant rien d’autre que le cup-produit. On en déduit le
résultat d’apres le lemme 2.2.6. O
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[Fin de la démonstration de la proposition 2.2.12] D’apres le lemme précédent et
le lemme 2.2.6, pour relever cl(r,), il suffit de choisir u tel que

u U trace(cl(7)) = —trace(do(cl(7))).
Or l'accouplement
H' (Gk,F(1)) x H' (Gg,F) — H? (G, F(1))

est parfait (théoreme de dualité locale de Tate) et de [NSWO08] Corollary (7.2.13),
on voit que la droite des caracteres non ramifiés dans H! (G, F) n’est pas contenu
dans I'hyperplan orthogonal & trace(cl(7)) (car ¢’est un cocycle trés ramifié). Ainsi,
il existe un (et un seul) caractere u non ramifié tel que d,(cl(r,)) = 0.

Pour un tel u, cl(r,) se releve en un élément cl(r,.1), et r,, donc 7 admet un
reléevement modulo 7,

- o . _ '(1)0'
La limite projective des r,, est alors un relevement de 7 de la forme (’0 ( 0) ;),
ou 6 est un caractere non ramifié, trivial modulo 7.
La derniere assertion de la proposition résulte de I'unicité de 0 et du lemme 2.2.8.

]

Le cas peu ramifié

L’idée est similaire au cas tres ramifié. L’obstruction Ob(7), a relever cl(7) €
H' (Gk,p(1) ® p*) modulo 7™ est un élément d'un H? modulo 7 !. Sous cer-
taines hypotheses, le lemme 2.2.10 permet d’affirmer que Ob(7)y = Ob(7)3 = ... =
Ob(7),, = .... Il convient alors de trouver un relevement judicieux modulo 7% pour
annuler simultanément toutes ces obstructions.

Lemme 2.2.14. Soit p une représentation modulo ©* de Gy. On suppose que p
ne divise pas la dimension de p. Soit 0 : Gx — (O/7?) un caractére continu
trivial modulo 7 et non trivial modulo ©2. Alors pd 2% p.

Démonstration. Supposons au contraire que pf ~ p. Alors det (pf) = det p. Si l'on
note d la dimension de p, cela implique que §¢ = (14 un)? = 1 mod 72, ce qui est
contraire a ’hypothese faite sur u (rappelons que p ne divise pas d.). O

Remarque 2.2.15. Si p divise la dimension de p et si p = Indg’; (k) ou K :
P

Gr, — (O/n?)" est un caractere, alors quelque soit 6 : Gx — (O/7?)” non
ramifié, trivial modulo 7, pf ~ p. C’est une simple conséquence du théoreme de
réciprocité de Frobenius (proposition 1.2.10) et du fait que la restriction de 6 a

Gk, est triviale.
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Proposition 2.2.16. Soit © une représentation modulo © de G, extension de p
par p(1) peu ramifiée. On suppose que p ne divise pas la dimension de p. Soient
p et p' des relevements de p a coefficients dans O tels que p ~ p' modulo 72. Soit
0 : Gx —> O un caractére continu non ramifié, trivial modulo w et non trivial
modulo m2. Alors T admet un relévement r, extension de p par p'(1)0.

2avec u : Gg — O/ un

Démonstration. On suppose que = 1 + umr mod 7w
caractere additif non nul.
Soit cl(ry) un élément de H (G, (p/(1) ® p*) /7?) relevant cl(7) (existence d’un

tel élément est assurée par le lemme 2.2.8). Considérons la suite exacte longue

L B (G (0 ® ) [77) — B (G p(1) @ ) 25 B (G p(1) @ 77)

D’apres le lemme 2.2.7, 6, (cl(7)) — do (cl(7)) = u U cl(F) et d’apres le lemme 2.2.8,
do (cl(T)) = 0. On en déduit que 0, (cl(T)) = w U cl(F). Or T est peu ramifié, et u
est non ramifié, ce qui implique la nullité du cup-produit. On en déduit qu’il existe
un relevement cl(rq9) € H' (G, (p/(1)0 @ p*) /7?) de cl(7) € H' (G, p(1) ® p*).
Soit k£ un entier > 3 et soit

H' (G, p(1) ® p) —=H? (G, (0(1)f @ p7) [m*1)

) Lf

H' (G, p(1) © p*) —=H? (G, (P (1) @ p*) /7*72)

le diagramme commutatif induit par

X

0 —— (PO p*) /x"" (P (1)o@ p*) /7" —— p(1) @ p* —— 0

| | :

X

0—— (P(MI®p) /"2 —— (P ()0 @ p") /"t —— p(1) ® p* —— 0

les lignes étant exactes et les fleches de gauche et du milieu étant les applications
de réduction évidentes.

Vu le lemme précédent et le corollaire 2.2.10, f est un isomorphisme. On en déduit
que l'obstruction a relever ¢/(7) en un élément

cl(rye) € H (G, (0 ()0 @ p*) /%)

est nulle quelque soit ’entier k. Par passage a la limite et extraction diagonale, on
en déduit un relevement de 7, extension de p par p'(1) ® 6. O
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Les propositions 2.2.12 et 2.2.16 permettent d’obtenir un relevement en caractéristi-
que 0 pour toute représentation modulo 7w de G, extension de p par p(1), sans
considération sur la dimension de p. Supposons donc que p est de dimension d :
c’est I'induite d’un caractere & (rappelons que K, désigne I’extension non ramfiée
de K de degré d) et on a :

Corollaire 2.2.17. Soit ¥ une représentation de longueur 2, extension de p =
Indg};d(/%) par p(1). Soient p = Indgid(/ﬁ) et pl = Indgid (k') deux relevements de
p tels que k = k' mod 2. Alors il existe un caractére 0 : Gxg — O non ramifié,
trivial modulo 7 et un relévement r de T, extension de p par p'(1)6.

Démonstration. Si p ne divise pas la dimension de p, cela résulte immédiatement
des propositions 2.2.12 et 2.2.16. En général, le lemme de Shapiro, ainsi que les
propositions 2.2.16 et 2.2.12 permettent également de conclure. En effet, si 6 :
Gk, — O est un caractere non ramifié et trivial modulo 7 et si p = Ind(k),
notons py = 1 ndgid(“ﬂ/ ). Remarquons qu’apres avoir éventuellement étendu les
scalaires, pgr >~ pf pour un caractere 6 : Gg — O non ramifié, trivial modulo 7.
Considérons alors 0" : G — O un tel caractere. On a le diagramme commutatif
suivant :

I‘I1 (GK, pgl(l) X p*) 4N> I‘I1 (GKd7 /{/(1)9/ X /{71) @ @SEGK/GKd,syéidHl (GKd7 K/(l)el ® (K’s)il)

4 4

H' (GK7 ﬁ(l) ® ﬁ*) ~ H' (GKd7 F(D) 69 ®S€GK/GK :S‘éidHl (GKd’ R(l) ® (Rs)il)

4 4

H? (G, por (1) @ p) —— H? (G /(10 ® 671 D Biea /6 sl (Gryy /(10 @ (5°)71)

Comme les groupes H? (G, x'(1)0 ® (k*)~') sont nuls pour s # id, on conclut
qu'il existe 0’ tel que I'image de 7 € H' (G, p(1) ® p*) se releve en un élément de
H' (Gk, po(1) ® p*) = H! (G, p(1)0 @ p*)

[l

Remarque 2.2.18. Dans la démonstration du théoreme 2.4.11, on n’utilise pas
le corollaire précédent mais bel et bien les propositions 2.2.12 et 2.2.16 car on a
besoin d’avoir un certain controle sur les caracteres non ramifiés que 'on utilise
pour annuler les obstructions.
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2.3 Représentations de longueur 3

Utilisant les résultats précédents en longueur 2, on démontre dans cette partie que
beaucoup de représentations de longueur 3 se relevent en caractéristique 0. A la
fin de cette partie, on discute également les limites de la méthode employée.

Rappelons que si p : Gg — GL, (O) est une représentation continue telle que
p= Indgi (k) et sif: Gg, — O est un caractere, alors py est la représentation

Indgx (x0).

P kK
Proposition 2.3.1. Soit 7= | 0 ps * | une représentation modulo w de Gk
0 0 ps
de longueur 3. On suppose que T n’est pas de la forme
p(l) = y
0 p(1) =z
0 0 »p

ou p est absolument irréductible, vérifie p ~ p(1), x et z € Z' (G, p(1) @ p*) sont
tous deuz d’images non nulles et z est peu ramifiées dans H' (Gg, p(1) ® p*).

Pour chaque i, considérons un reléevement p; = Indgid (k;) de p; = Indgid (Rq).
Si pi = pj, on choisit k; = k; et si p; = p;(l), on choisit pi = pi(1). Soient
aq, 0 2 G — OF des caractéres triviaur modulo m. Pour i = 1 ou 2, il existe
alors 0; : GKd,- — O un caractere non ramifié, trivial modulo 7 tel que T se

£1,0, 1 * *
releve en r = 0 020,02 *
0 0 P3

Démonstration. La démonstration consiste d’abord a analyser les différentes formes
possibles que peut prendre 7 puis d’utiliser les résultats en longueur 2.

Notons T le sous-objet de longueur 2 de 7 correspondant au noyau de ¥ — ps et
notons U le quotient 7/p;. Supposons que T n’admette pas de quotient isomorphe
a p3(1). Dans ce cas, pour tout relevement T' de T et tout relevement ps de ps,
'application de réduction H! (Gg,T ® p4) — H! (GK, T® ﬁ};) est surjective car
H? (G o, T ® ﬁ§) = 0 d’apres les hypotheses et le théoreme de dualité locale de
Tate. On peut donc construire un relevement comme annoncé par 1’énoncé.

De méme, si U n’admet pas de sous-objet isomorphe & p;(—1), alors

H? (Gr,pp @ U*) =0

et pour tout relevement p; de p; et tout relevement U de U, lapplication de

réduction )
Hl (GK7p1 ® U*) — Hl (GKJﬁI ® U*)
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est, surjective.

On est donc amené a considérer une représentation 7 qui prend, dans une base

) o+
convenable, la forme | 0  p(1) =
0 0 »p

Supposons dans un premier temps que p 2 p(1). Soit U un relévement de U de la

forme
U= <p92(1)012 *) ’
0 p

avec 0y 1 Gx, — O non ramifié et trivial modulo 7 (c.f. corollaire 2.2.17). Soit
T un relevement de 71" de la forme

T — p9192(2)a1 *
0 po,(L)az )’

avec 01 : G, — O toujours non ramifié et trivial modulo 7.
On a le diagramme commutatif suivant :

| |

H' (G, po,(1)ag @ p*) —— H' (G, p(1) ® p*) —— H? (G, pg, (1) a2 ® p*)

L’application
H® (GK7 e p*) — H® (GK7 p92(1)a2 & p*)

est un isomorphisme car H? (G, p(2) ® p*) = 0 et donc H? (G, pg,0,(2)c; @ p*)
est également trivial (c’est ici qu’on utilise I'hypothese que p(1) 2 p).

Or l'image de cl(F) € H' (Gg, T ® p*) dans H' (G, p(1) @ p*) est cl(U) qui se
releve en un élément de H (G, pg, (1)aa ® p*) par construction de 6. On en déduit
que 7 se releve en une extension de p par 7'

I1 ne reste plus qu’a considérer le cas ou p ~ p(1).

Supposons dans un premier temps que 7' soit semi-simple. Dans ce cas, soient p
un relevement de p et ap, ap 1 Gx — O* deux caractéres triviaux modulo 2.
D’apres le corollaire 2.2.17, il existe 6y et 03 : G, — O non ramifiés et triviaux
po, (1) 0 *
modulo 7 tels que 7 se releve en r = 0 po,(L)ag
0 0 p
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Si U est semi-simple, en passant au dual on se ramene au cas précédent d’un sous-
objet de longueur 2 semi-simple.

Finalement on en vient a étudier les représentations modulo 7 7 de la forme
p(l) =y
0 p(1) z| avec z et z d'images non nulles dans H' (G, p ® p*). Montrons
0 0 p
que T se reléve en caractéristique 0 si z définit un élément de H' (Gg, p(1) ® p*)
tres ramifié.
Rappelons que 'on a la suite exacte courte 0 — T — # — p — 0. Relevons
po, (Lo % )
0 p(Das )
Soit n > 1 un entier. Soit 6 : Gx — (O/7"T1)* un caractere non ramifié, trivial
modulo 7 et ' : Gx — (O/7"T1)* un caractére non ramifié, trivial modulo 7"
Ecrivons @ = 1 + 7™u mod 7#"*!. On a le diagramme commutatif suivant, les
lignes étant exactes :

T en une représentation de la forme 7' =

H! (G, (T00 @ ) /7"+) H' (G (TO @ p) [7") —— H? (Gx. T @ ")

12

H (G, (p()axf @ p*) /a" 1) — H' (G, (p(L)azf @ p*) /7") — H? (G, p(1) @ p¥)

L’isomorphisme H? (Gx,T ® p*) — H? (G, p(1) ® p*) provient du fait que p est
un quotient de multiplicité 1 de T

Supposons donc donné un relevement de r, modulo 7" de 7, extension de p
par T06'. Notons 7, 'image de la classe de r,, dans H' (G, (p(1)azf ® p*) /7™).
D’apres le lemme 2.2.7, U'obstruction & relever 7, modulo 7" *! est égale & wU7+a,
ot a € H? (Gk, p(1) ® p*). Comme 7 est tres ramifié, il existe un unique % non
ramifié annulant cette obstruction.

Comme l'application H? (G, T ® p*) — H? (G, p(1) ® p) est un isomorphisme,
on en déduit que r, se releve modulo 7! en une représentation extension de p
mod 7! par 760’ mod 7"+,

Passant a la limite, on en déduit un relevement de p comme annoncé. O]

Remarque 2.3.2. Lorsque 7 admet un quotient qui est une extension de p par p(1)
peu ramifiée, je ne sais pas comment la relever en une représentation de la forme
p()ar 6y * *
0 p(1)agfy x| . Par exemple, si K contient les racines p-eme de I'unité,
0 0 p
et si 7 est de dimension 3 avec p = 1, caractere trivial, je ne sais pas si p admet un
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X§2 0 %  x
relevement de la forme r = 0 xbf, = |.Eneflet, il n’est pas difficile de voir
0 0 1
que pour qu’'un tel relevement existe, il est nécessaire que 6; soit non trivial modulo
72 (rappelons que le quotient est une extension peu ramifiée) et que dans ce cas,

p* _
si T' désigne comme toujours <Xp091 X:92>7 alors H? (Gg,T) — H? (GK, T) est
p

surjective, mais non injective (le groupe H? (G K,T) est d’ordre isomorphe a F
tandis que H? (Gx,T) est isomorphe & O/7?).

On contourne ce probleme au paragraphe 2.5.2 pour relever n’importe quelle
représentation de dimension 3 en une représentation cristalline.

2.4 Quelques cas en longueur supérieure

Dans cette partie, on démontre que ’on peut relever certaines représentations mo-
dulo 7 en caractéristique 0, en préservant une suite de Jordan-Holder bien choisie.
On introduit d’abord la notion de matrice tres bien échelonnée, on démontre en-
suite un résultat de relevement pour certaines matrices tres bien échelonnées.

2.4.1 Une convention

Soit k un entier. Convenons que si une matrice M est donnée par blocs par

My ... My,

My . My
on appelle i-eme b-ligne de M la matrice
(Miy .. M)
et j-eme b-colonne la matrice
M ;
Mo

2.4.2 Matrices bien et trés bien échelonnées

Commencgons par introduire les notions de matrices échelonnées et tres bien échelonnées
dans le contexte de ce travail.
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Définition 2.4.1. Soit p une représentation absolument irréductible de Gk mo-
dulo 7. Soit M une matrice donnée par blocs par

My ... My,
Myy ... My

chaque M, ; étant des matrices, éléments de Z' (G, p(1) ® p*). On dit que M est
échelonnée si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1. si une b-ligne ne contient que des cocycles peu ramifiés, alors toutes les b-
lignes suivantes ne contiennent que des cocycles peu ramifiés

2. si le premier terme tres ramifié de la i-eme b-ligne est sur la b-colonne j,
alors soit la b-ligne 7 + 1 n’est composée que de cocycles peu ramifiés, soit
le premier terme tres ramifié de la b-ligne 7 + 1 est sur la b-colonne k avec
k>j.

Remarque 2.4.2. Fixons un élément 7, € Z' (Gg, p(1) ® p*) non nul et dont
I'image dans H! (G, p(1) ® p*) est tres ramifiée. Tout élément

ne Z' (G, p(l) ® p)

s’écrit alors sous la forme 7 = afy, + 7pey, OU a est un élément de [F et ol 7., est un
cocycle peu ramifié. Il est alors clair que toute matrice par blocs (les blocs étant
des éléments de Z' (G, p(1) ® p*)) peut se mettre sous forme échelonnée via des
opérations élémentaires sur les b-lignes.

Définition 2.4.3. Soit p une représentation absolument irréductible de G’ mo-
dulo 7. Soit M une matrice & coefficients dans Z' (Gg, p(1) ® p*). On dit que M
est tres bien échelonnée, que l'on abrege par TBE, si M est échelonnée et si de
plus toute b-ligne admet au plus un cocycle tres ramifié.

Remarque 2.4.4. Si M est bien échelonnée, des opérations élémentaires sur les
b-colonnes permettent de la mettre sous forme tres bien échelonnée.

2.4.3 Mise sous forme treés bien échelonnée

Lemme 2.4.5. Soit p une représentation absolument irréductible modulo 7 de G
et soit T une représentation que l’on suppose extension successive de représentations
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p(i)-isotypiques pouri entier variant de 0 a n, n entier strictement positif. On sup-
pose donc qu’il existe une base dans laquelle 7 est donnée matriciellement par

&7 p(n) i . . .
0 @rpn-1) fen o+
0 0 - * *
0 0 0 &"p(l) m
0 0 0 0 &P

ot chaque 7; est une matrice par blocs a m; b-ligne(s) et m;_y b-colonne(s), chaque
bloc étant un élément de Z* (G, p(1) @ p*).
1l existe une base dans laquelle les matrices 1; sont échelonnées.

Démonstration. On le démontre par récurrence sur n. L’'idée de la démonstration
est d’effectuer un changement de base particulier qui se traduit par des opérations
élémentaires sur les lignes des différentes matrices 7;.

Notons par d la dimension de p. Lorsque n = 1, on est en présence d’une représentation
qui s’écrit dans une base sous la forme

<@?“p(1) A )

0 e"p)
Abusons des notations : on note par I la matrice identité d’ordre dk. Si ¢ et j
sont des entiers compris entre 1 et k£, on note par £;; la matrice carrée d’ordre
dk définie par blocs de la fagon suivante : tous les blocs sont des matrices carrées
d’ordre d, et sont nuls excepté le bloc a l'intersection de la i-eme b-ligne et de la

j-eme b-colonne qui est la matrice identité d’ordre d
Le changement de base donné par la matrice de passage

patey= (P 2B O

0m0m1 [mo

(onzx e F, 1<1i,j57<myeti+#j)apour effet de transformer la matrice de la
représentation en la matrice

<@Tlp(1) (Iny — sz’j)m) 7

0 &7p

c’est-a~dire que 'on a ajouté a la i-eme b-ligne de 7; la j-ieme multipliée par —x.
Par un pivot de Gauss, on obtient une base dans laquelle p est donnée matriciel-

lement par
erp(l) M
0 @
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avec 71 échelonnée.
Supposons a présent n > 2. Par hypothese de récurrence, il existe une base dans
laquelle 7 admet la forme

1" p(n) T * * *
0 ST p(n—1) o * *
0 0 - * *
0 0 0 @"p(l) m
0 0 0 0 ®1p
avec 7y, . . . , o—1 échelonnées. Le changement de base défini par la matrice Q;;(x) =

I + Eij O (mot.tma-1)
O¢

) a encore pour effet d’agir sur les lignes de 7,
m0+~~~+mn—1)mn I(m0+~~~+mn—l)

ST pn = 1) Muor % *
et de préserver le quotient 0 N * * . Effectuant
0 0  @"p(l) m
0 0 0 @D
alors encore une fois un pivot de Gauss sur les b-lignes de 7,,, on rend cette matrice
échelonnée. 0

La proposition suivante permet de passer d’une suite d’extensions définies par des
matrices échelonnées a une suite d’extensions définies par des matrices tres bien
échelonnées.

Proposition 2.4.6. Soit p une représentation absolument irréductible modulo m
de G et soit T une représentation que l’on suppose donnée dans une base par

&y p(n) Tl * * *
0 @ 'p(n —1) * *
0 0 . * *
0 0 0 erpl) W
0 0 0 0 @

ou chaque 1; est une matrice par blocs dont les blocs sont des éléments de
2 (G, p(1) @ pY).
Il existe une base dans laquelle les matrices n; sont trés bien échelonnées.

Cette fois, on utilise des opérations élémentaires sur les colonnes pour parvenir

a nos fins. Il faut cependant prendre garde car opérer sur les colonnes de 7; en
changeant convenablement de base induira une opération sur les lignes de 7;_;.
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2.4 Quelques cas en longueur supérieure

Démonstration. Fixons une base dans laquelle la matrice R de 7 est telle que les
7; sont bien échelonnées (c.f. lemme précédent). Raisonnons par récurrence sur n.

m1 = —
Sin = 1, écrivons R = <@1 Op(l) @?}Oﬁ)' La matrice Pjj(z) 'RP;(z), avec

_ Iml 0m1m0 2 N
Pj(x) = <0m0m1 Ja— est égale a

&1 p(1) Ml + 2Ey))
0 Sy '

On a donc ajouté a la j-ieme b-colonne de 7 la i-ieme b-colonne multipliée par z.
Procéder alors a un changement de base convenable (correspondant aux diverses
opérations effectuées sur les colonnes) permet de rendre 7; trés bien échelonnée.
Si n =2, écrivons

e p(2) 2 *
R= 0 e1p(l) M
0 0 oM
avec 1y et 1y bien échelonnées.
Img Omgml 0m2m0
Soit Pyj(z) = | Omyms Iy + TEij Opymg |- La matrice Pyj(x) ' RP;;(x) s'écrit
Omomg Omom1 Imo
alors
S1?p(2) M2(lm, + xEy) *
0 o7 p(l) (I, — xEy)i
0 0 ®1p

On a ajouté a la j-eme b-colonne de 7, la i-eme multipliée par = et a la i-eme
b-ligne de 7; la j-ieme multipliée par —x. Effectuant des changements de bases
convenables, avec j > ¢, on rend 7); tres bien echelonnée tout en préservant le
caractere bien échelonnée de 7);.
]mg 0m2m1 Omgmo
Finalement, utilisant les matrices de la forme | Opym, Iy Ormyme , on
Omgmg 0m0m1 [m0+inj

agit uniquement sur les colonnes de 7; ajoutant a la j-ieme b-colonne la i-eme mul-
tipliée par x, préservant ansi 7. Ce faisant, on obtient par opérations convenables
une matrice de la forme

©1"p(2) 72 *
0 ea(l)  m
0 0 arp

avec 7); et ny tres bien échelonnées.
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Pour n > 3, on effectue d’abord des opérations sur les colonnes de 7,, qui préservent
le caractere bien échelonné de 7,,_1, puis on agit sur les colonnes de 7,,_1, toujours
en préservant le caractere bien échelonné de 7, o et ainsi de suite jusqu’a 7;. La
matrice obtenue est alors telle que les 7; sont toutes tres bien échelonnées. O]

Définition 2.4.7. Soit p une représentation absolument irréductible modulo 7 de
Gk et soit 7 une représentation de Gx que 1'on suppose donnée dans une base par

©y"p(n) Tn * *
0 " pn—1) *
R = 0 0 * *
0 0 0  &f"p(l) m
0 0 0 0 o p

ou chaque 7; est une matrice tres bien échelonnée.

On dit que R est tres bien échelonnée.

De méme, si pour 0 < ¢ < n p; est une représentation absolument irréductible
modulo m de Gk et si 7 est une représentation de G que 'on suppose donnée
dans une base par

@Tnﬁn . M *
0 D1 n_lﬁn—l Mn—1 *
0 0 0 dT 1 T
0 0 0 0 D1 po

on dit que R est tres bien échelonnée si chaque 7; est une matrice tres bien
échelonnée des que p; ~ p;—1(1).

2.4.4 Relévements de représentations trés bien échelonnées
Commencons par rappeler :

Rappel 2.4.8. Soit p une représentation modulo m de G, absolument irréductible
dont la dimension n’est pas divisible par p. Soit ¥ une représentation, extension
de p par p(1). Soit p un relévement de p et a : Gxg — O* un caractere trivial
modulo 7. Soit 0 : G — O* un caractére non ramifié, trivial modulo 7, non
trivial modulo w2 et soit 0 : Gx — O* un autre caractére non ramifié, trivial
modulo m (on n’exige pour linstant rien de ¢ mod 7?)

1. Si 7 définit un élément de H' (G, p(1) ® p*) peu ramifié, pour que 7 se reléve
en une extension de pd' par p(1)ab il suffit que 00'~' #1 mod =% (il s’agit
de la proposition 2.2.16).
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2.4 Quelques cas en longueur supérieure

2. SiT définit un élément de H' (G, p(1) ® p*) trés ramifié, pour que T se reléve
en une extension de pd' par p(1)af il suffit que 00~ = 3 ou B : Gx — O
est un (certain) caractére fixé, trivial modulo 72 (il s’agit de la proposition
2.2.12, le fait que 3 est fixé et trivial modulo 7* résulte de 'unicité dans
I’énoncé de cette proposition,).

Proposition 2.4.9. Soit 7 une représentation modulo © de G, extension de T
par Ty avec T, = ®iLypr et Ty, = ®2 po, ol po et p1 sont des représentations
absolument irréductibles dont la dimension n’est pas divisible par p.

Soit oy un caractére trivial modulo 72 de G et soit Ty un relévement de T de la
forme T = @T:llplaﬂl,j ot les 011,...,01m, sont des caractéres non ramifiés de
G, triviaur modulo m, non triviauz modulo 7% et distincts deuzx & deux modulo
2.

Alors il existe un relévement v de 7 et des caractéres 01, ..., 00m, non ramifiés,
triviauxr modulo m, non triviaur modulo 72 et distincts deux & deux modulo 7 tels

que r soit extension de Ty = @Tzolpoeo,j par T;.

Démonstration. 1. Premier cas : on a p; 2 po(1). Dans ce cas, on choisit les
6o ; de sorte que les 0y 1,...,01m,,001, ..., 00m, soient deux a deux distincts.
Comme p; 2 po(1), H* (Gk, p1 @ piy) = 0, et la proposition 2.2.3 assure que
chaque 7; ; admet un relevement 7, ; € Z* (GK, p10; ® (,009;)*).

2. Second cas : les cocycles (7; ;) sont tous des éléments de Z' (G, po(1) @ p)
peu ramifiés. On choisit 01, .. ., 0y ,m, de sorte que les

61’1, e ,Hl’ml, 6071, Ce ,eo’mo

soient non triviaux et deux a deux distincts modulo 7. On a alors 6, ;6 Jl #1
mod 72 quelque soient i,j et d’apres 1) dans le rappel précédent, chaque
Mk € Z' (G, p(1) ® p*) (1 < k < myp) admet un relevement

Nk € 2" (Gr, p(1)arb1; @ (po;)*) -

3. Troisieme cas : la matrice des cocycles n’a qu’une seule b-ligne, et celle-ci
contient un (unique) élément tres ramifié. Notons k indice de la b-colonne

correspondante. Pour relever les différents 1; 1, ..., 71 m,, le rappel précédent
nous dit qu’il suffit de résoudre le systeme d’équations et d’inéquations sui-
vant :

01,10, ro= bk

91719077;- # 1 mod 7'('2 \Vllgjgmo,]#k
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52

ol B, est fixé, trivial modulo 72. Un tel systéme admet toujours des solutions
avec les 01, . .., 00 m, non triviaux et distincts modulo 2.

Ainsi, chaque 7y ; € Z' (G, p(1) ® p*) se releve en

my € Z (G, p(1)arby; @ (pbo;)*) .

. Quatrieme cas : la matrice des cocycles n’a qu’une seule b-colonne qui contient

un élément tres ramifié. C’est nécessairement 7y ;.

Le rappel nous dit que pour relever les 7 1, ..., Tm, 1, il suffit de résoudre le
systeme d’équations et d’inéquations suivant :

91,19&;{ = B
9173'90_& 7& 1 mod 7T2 V2§]§m1

olt B est fixé, trivial modulo 72. Comme les 0y 1, . .., 6, sont distincts deux
a deux, un tel systeme admet toujours une (unique) solution.

Ainsi, chaque 71 € Z' (Gg, p(1) ® p*) se releve en

nia € Z' (Gk, p()arbjr @ (pboq1)*) .

. Cinquiéme cas : la matrice des cocycles a strictement plus qu’une ligne, et

strictement plus qu’'une colonne et contient des éléments dans

ZY (G, po(1) ® py) tres ramifiés. Notons 1k, - . ., Tk, les éléments tres ra-
mifiés avec 1 <l <myet 1 <k <ky<...<kp,.

Toujours d’apres le rappel, pour relever les #; ;, il suffit de résoudre le systéme
d’équations et d’inéquations suivant :

-1 o
91,160’1431 - 5’91

010, = B
Or0,; # 1 modx? V1<i<my1<j<mg(i,j)# k) l'=1,...

ot les By, ..., By, sont fixés, triviaux modulo 72.
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2.4 Quelques cas en longueur supérieure

Les équations du systeme déterminent les 6, et sont compatibles avec les
inéquations car les 0y 1, ..., 01, sont distincts deux a deux. On peut de plus
choisir les autres caracteres de sorte que 6y 1, ..., 0y, soient distincts deux
a deux modulo 72 quitte & étendre les scalaires.

Ainsi, chaque 7;; € Z' (G, p(1) @ p*) se releve en
iy € Z' (G, p(1)abdi; @ (pbo;)) -
[

Proposition 2.4.10. Soit © une représentation modulo © de Gg. Il existe une
base B dans laquelle 7 s’écrit sous la forme

P

3
*
*

0 X
0 0 T m
0 0 0 T

o
~ chaque T; = & p; avec p; absolument irréductible.
— soit piyr1 = pi(1) et dans ce cas, Tiyq1 est le quotient mazimal semi-simple de

T, * *
rie1=10 S % dont tous les facteurs sont isomorphes a p;i1
0 0 T

— s0it pir1 2 pi(1) et dans ce cas T;11 n'admet pas de quotient isomorphe a p;(1)
— la matrice R est trés bien échelonnée.

Démonstration. Soit py =: Ty un quotient absolument irréductible de 7. Ecrivons
0 —7r —7— pg — 0.

Soit T} le quotient maximal semi-simple de 7, dont tous les facteurs sont iso-
morphes & po(1). Ou bien ce quotient est non trivial et dans ce cas on écrit
Ty = @ po(1), ou bien ce quotient est trivial et dans ce cas on choisit un quotient
p1 absolument irréductible de 7, que 'on appelle aussi 7} .

Ecrivons alors 0 — 7y — 71 — T} — 0. Désignons alors comme avant T
pour le quotient maximal semi-simple de 7, dont tous les facteurs sont isomorphes
a p1(1). Si ce quotient est non trivial, on écrit Ty = @©7"2p;(1). Si ce quotient est
trivial, on choisit alors un quotient absolument irréductible de 75, que ’'on nomme
ps ou encore Th.
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Répétant ce procédé, on a trouvé une base dans laquelle la matrice de 7 est comme
annoncé, excepté qu’elle n’est pas nécessairement tres bien échelonnée. Mais le
lemme 2.4.5 permet de trouver une telle base.

]

Théoreme 2.4.11. Soit ¥ une représentation modulo ™ de Gy . Fixons une base
B comme dans la proposition précédente. La matrice R de v dans cette base s’écrit
donc sous la forme

=

3
*
*

T,

0 Tn—l 7771—1 * *
0 .

0

0

R = 0 L%
0 0 T 1
0 0 0 T
T, «
Faisons Uhypothése (H) que pour tout 1 < i <n—17r4 =0 "-. «
0 0 T

n‘admet pas de quotient isomorphe d p;—1(1).

Supposons également que p ne divise pas la dimension des p;. Soient ayq,...,qy,
des caractéres triviaur modulo 2. Soit p; un reléevement de p;. Si piy1 = pi(1),
on choisit p;y1 = pi(1). Il existe alors un relevement r de 7 et des caractéres non
ramifiés 0; ; triviaur modulo m tels que r est donné matriciellement par

0 Tl *
0 0 0 Tp

avec T; = @Zzlpioziei’j. On peut de plus chotsir 0; ; non trivial modulo 72 et tel que
pour chaque i fizé, les 0; ; sont deux o deuz distincts modulo 72 lorsque 1 < j < m,.

Démonstration. Démontrons ce résultat par récurrence sur n que 1’on peut suppo-
ser > 2.

Le cas n = 2 n’est rien d’autre que la proposition 2.4.9.

Supposons donc n > 3. Ecrivons

S Pn Mn * *
0 EB717%71ﬁ1171 ﬁnfl *
r= 0 0 - * *
0 0 0 &"p M
0 0 0 0 &™p
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2.4 Quelques cas en longueur supérieure

et fixons un relevement r; de

©1"" Pn n * *
_ 0 EBTnilﬁnfl 777171 *
™= .
0 0 . 2
0 0 0 &"p
comme dans 1’énoncé.
pfor 0 0
Considérons un relevement T, de Ty = @7 p de la forme 0 -. 0 ol
0 0 p907m0
les 0y 1,...,00m, sont des caracteres non ramifiés, triviaux modulo 7, non triviaux

modulo 72 et deux & deux distincts modulo 72 convenablement choisis. Expliquons
comment choisir ces caracteéres : considérons la suite exacte

.o — HY (G, @Ty) — H' (Gr, 71 @ Ty) — H? (G111 @ Ty) — ...

Si pr 2 po(1), alors H? (GK, & Tg) = 0 (par construction de 77), et donc
H? (Gg,rm @ Ty) = 0 via le lemme 2.2.2. On en déduit la surjectivité de

H1 (GK,T1®TS) —>H1 (GK,f1®T8<)

(et ce, quelque soit le choix des Oy 1, . . ., 0m,), d’out I'existence d'un relevement de
7 comme escompté.

Si p1 =~ po(1), choisissons les 6y 1, . . ., 0y, m, comme dans la discussion du cas n = 2
. (T 7§ . o
de sorte que 'extension ( 01 ;7—3 ) se releve en caractéristique nulle.
0

Notons T le quotient de 71 se réduisant modulo 7 sur 77.
Vu la commutativité du diagramme suivant

H' (Gg,m @ Ty) — H' (Gg, 71 @ T) —— H? (G, @ TY)
H' (Gk, Ty @ Ty) — H' (Gk, Th @ Ty) —— H? (G, Ty ® T§)
pour achever la démonstration, il suffit de démontrer que 'application
H? (Gg,m @T§) — H* (Th @ T})

est un isomorphisme. B
Or d’apres I'hypothese (H) de I’énoncé, on a H? (GK,fl/fg ®T6“) = 0 et donc
H? (Gg, (r1/re) @ T§) = 0 d’apres le lemme 2.2.2.

]
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2.5 Relévements en des représentations cristallines

On applique les résultats des sections précédentes pour construire des relevements
cristallins de certaines représentations modulo 7 de G .

2.5.1 Représentations absolument irréductibles

Commencons par rappeler :

Lemme 2.5.1. Soit L une extension finie de K. Soit V une représentation p-
adique de G,. Alors Indgf (V') est cristalline si et seulement si V' est cristalline
et L/K est non ramifiée. Dans ce cas, si 6 est un Q,-plongement L — @p dont
la restriction est o : K — Q,,, alors HT, (Indgf (V) = HT5(V).

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme de réciprocité de Frobenius.
Voir lemme 10.2.1 de [Pat13]. O

Théoreme 2.5.2. Soit p une représentation absolument irréductible modulo 7 de
Gg. Alors p se reléve en une représentation cristalline.

Démonstration. Ecrivons p = Indggd (wr ;1) avec Ky extension non ramfiée de
degrée d sur K et fi caractere de G, non ramifié.

Soit p le relevement de Teichmiiller de fi. Soit o : K; — @p un Q,-plongement re-
levant 7. Le caractere x5 releve wy 5 et donc la représentation p = Indgid (sz,% u)
releve p. D’apres le théoreme 1.5.5 et le lemme précédent, c¢’est une représentation
cristalline.

]

On a un résultat semblable lorsque 'on souhaite prescrire les poids de Hodge-
Tate du relevement de la représentation absolument irréductible, il est cependant
nécessaire de modifier la condition d’étre cristalline en la condition d’étre poten-
tiellement cristalline :

Théoréeme 2.5.3. Soit p une représentation absolument irréductible modulo 7 de
Gk. Soient {moy,...,M4_1,,} des ensembles d’entiers indexés par o € Pk. Alors
p admet un relevement potentiellement cristallin a poids de Hodge-Tate labélisés

{m0,0‘7 ce 7md71,U}U€,PK

Démonstration. Ecrivons p = Indgg (w; ;ﬂ). Soit p le relevement de Teichmiiller
d b

de . II suffit de relever judicieusement le caractere wy, . Pour chaque o € Pk,
on fixe un relevement ¢ € Pk,. Si v désigne un générateur du groupe cyclique
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Gal (Ky4/K), alors Pg, = {7 0~v',0 € Pg,0 < i < d— 1}. Considérons alors le
caractere
n= H Xawigowi

aAveC Gy = Miyy — k €t a,; = m;, pour o # oy. Soit [77!] le relevement de

Teichmiiller de 5. La représentation p = Indgﬁ ()&ﬁo “n [77*1]) est un relevement de
d

p avec les propriétés annoncées. O

2.5.2 Représentations de longueur supérieure a 1

Théoreme 2.5.4. Soit © une représentation modulo m de G de longueur 2. Ecri-
vons 0 — py —> 7 — py — 0. Alors il existe des relévements py et pa de p;
et py en des représentations cristallines et un relevement cristallin de p, extension

de py par p;.

Démonstration. Relevons p; et ps en des représentations cristallines p) et p, comme
dans le théoreme 2.5.2. Choisissons une puissance convenable du caractere cyclo-
tomique x¥ de sorte que x» =1 mod 7 et min HT(p}x%) > 1+ max HT(p}). Les
propositions 2.2.3, 2.2.12 et 2.2.16 assurent l’existence d’un caractere non ramifié
0:Gxg — OF (ou b : Gk, — OF) et d’un relevement r de 7, extension de p),
par p/971 X]; . Une telle représentation est cristalline d’apres le corollaire 1.3.19. [

Théoreme 2.5.5. Soit 7 une représentation modulo m de Gy . Supposons qu’il
existe une base dans laquelle la matrice R de v s’écrit

T, *
0 Tn—l *
R=1] o 0o . x
0 0 0 T x
0 0 0 0 Tp

1. chaque T, = @1" pi avec p; absolument irréductible et p ne divise la dimension
d’aucun des p;.

2. soit piy1 = pi(1) et dans ce cas, Ty, est le quotient maximal semi-simple de

T, * *
ri=10 . dont tous les facteurs sont isomorphes a p;i1
0 0 T
3. soit piv1 Z pi(1) et dans ce cas T;11 n'admet pas de quotient isomorphe a

pi(1)
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T, * x
4. pourtout 1 <i<n—-2r=1\0 "-. « n’admet pas de quotient
0 0 T

isomorphe a p;_1(1).

Alors 7 se reléeve en une représentation cristalline r.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 2.4.11 en choisissant les caracteres
aq, ..., ay cristallins et tels que min HT (p;y1i41) > 1+ max HT (p;a;). Le corol-
laire 1.3.19 assure alors que les représentations obtenues par ce théoreme sont
cristallines. ]

En dimension 3

Proposition 2.5.6. Soit ¥ une représentation modulo 7™ de dimension 2 de G,
extension du caractere trivial par le caractére cyclotomique. On suppose que cette
représentation est peu ramifiée. Alors 7 se reléve en une représentation cristalline
r, extension du caractere trivial par le caractére cyclotomique.

Démonstration. La représentation 7 définit un élément de FQ O ~ H! (G, F(1))

(c.f. section 1.2.4). Un tel élément se reléve en un élément de ORO ~ H (G, O(1))
et la représentation correspondante est cristalline d’apres la proposition 1.3.20. [

Proposition 2.5.7. Toute représentation modulo w de G de dimension 3 se
releve en une représentation cristalline.

Démonstration. Soit 7 une telle représentation. Alors 7 admet 1,2 ou 3 facteurs de
Jordan-Holder. Le premier cas résulte de 2.5.2. Le deuxieme cas résulte aisément
du fait que 7 est extensions de 7y par 7; avec H? (Gg,7; ® 75) = 0. Enfin, quand
7 admet 3 facteurs absolument irréductibles, seul le cas ou 7 s’écrit sous la forme
Xp T Y
0 X, 2| avec z € H' (G, X,) non nul et peu ramifié, z non nul et K conte-
0 0 1
nant les racines p-eme de 'unité n’est pas encore traité (sinon se référer a la
proposition 2.3.1).
Relevons pour cela le sous-objet T de dimension 2 de 7 en une représentation
X0 n
0 xp
On a le diagramme commutatif suivant, les lignes étant exactes :

cristalline T" de la forme ( ) ou k est un entier > 1 congru a 1 modulo p.
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2.6 Quelques perspectives

Hl (GK7T) — H (GKJT) - H2 (GK7T)

Hl (GK7 XP) - Hl (GK7 Xp) - H2 (GKJ XP)

L’application H* (Gk,T) — H? (Gk, x,) est un isomorphisme. En effet, si n > 1
est un entier, alors
H? (Gk,T/7") — H? (G, xp/7")

est duale de

Homg, (Xp/ﬂna Xp/ﬂn) — Homg, (T/7", Xp/ﬂn) .

Prouvons que cette derniere application est surjective. Pour ce faire, soit B; une
base de T'/7™ et By une base de x,/7". Soit f € Homg, (T'/7", x,/7") et écrivons
la matrice de f relative aux bases B; et By comme (a b), avec a,b € O/n"™. Vu que
f commute a 'action de Gk, on déduit que ap = 0. Comme p mod ™ = = # 0,
on a a = 0. Ainsi, Papplication Homg,. (x,/7", xp/7") — Homg, (T'/7", x,/7")
est surjective, donc H? (Gk,T /") — H? (Gk, x,/7") est injective. C’est donc
un isomorphisme, et ce pour tout entier n > 1. Par passage a la limite sur n, on
en déduit que H? (G, T) ~ H? (Gk, Xp)-

Soit alors 7 I'image de ¥ € H! (GK, T) dans H' (G, X,). La proposition précédente
implique que cet élément se releve en n € H' (Gk, x,) et que la représentation
correspondante est cristalline. On en déduit que 7 se releve en une représentation
r en caractéristique 0. Comme k > 2, r est cristalline. O

2.6 Quelques perspectives

Il serait intéressant de savoir si 'on peut relever les représentations ordinaires (les
représentations modulo 7 dont les facteurs de Jordan-Holder sont de dimension 1)
en caractéristique 0 en des représentations cristallines en s’aidant de ’observation
suivante : soit 7 une représentation modulo 7 de G, extension de X, par X,.
Supposons que 7 définisse un caractére non ramifié dans H' (G, F). Soit V une
représentation modulo 7 de Gk, extension du caractere trivial par 7. On a une
application H' (G, 7) — H' (Gg,F(1)).

Proposition 2.6.1. L’image de lapplication H' (G, 7) — H' (Gg,F(1)) est
Uhyperplan des extensions peu ramifiées.

Savoir relever les représentations ordinaires permettrait de démontrer que toute
représentation modulo 7 de G se plonge dans une représentation qui se releve
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2 Relévements

en caractéristique 0 en une représentation cristalline (c’est di au fait que les
représentation absolument irréductibles sont induites de caracteres).
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