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1 Introduction

Dans cette these, je me suis intéressé a la dynamique des feuilletages trans-
versalement holomorphes avec une approche probabiliste, plus précisément a
I’aide du mouvement brownien.

Tenter d’obtenir des informations sur la dynamique d’un feuilletage a
I’aide du mouvement brownien n’est pas une nouveauté. En effet, en considérant
un brownien le long des feuilles dans une variété feuilletée, Lucy Garnett
([Gal) a défini des mesures sur cette variété appelées mesures stationnaires ou
harmoniques : ce sont des mesures de probabilité invariantes par 'opérateur
de diffusion associée au noyau de la chaleur le long des feuilles.

Cette théorie peut étre pensée commme une généralisation de la théorie
des marches aléatoires dans les groupes : en effet, étant donné un groupe G
d’homéomorphismes d’une variété X, et y une mesure de probabilité sur G,
on peut construire des mesures v sur X (appelées mesures p-stationnaires ou
p-harmoniques) qui permettent d’obtenir des informations sur le comporte-
ment asymptotique de ’action sur X d’une large composition d’éléments de
G choisis indépendament les uns des autres et suivant la loi p. De la méme
maniere, on aurait envie, pour comprendre la dynamique d'un feuilletage,
de munir d’'une mesure de probabilité p le pseudogroupe d’holonomie du
feuilletage et de définir des mesures p-stationnaires. C’est en quelque sorte
ce que font les mesures harmoniques de Lucy Garnett. Citons le travail de
Sébastien Alvarez [Al] qui établit, dans le cas de certains fibrés feuilletés, une
correspondance bijective entre les mesures harmoniques au sens de Garnett
et les mesures sur la fibre qui sont p-stationnaires pour une certaine mesure
de probabilité p sur le groupe d’holonomie de la fibre.

L’approche de Garnett a notamment servi a Etienne Ghys pour démontrer
un résultat remarquable ([Gh]) : soit .% un feuilletage orientable de dimension
2 sur une variété compacte. Alors la réunion des feuilles qui sont compactes
ou difféomorphes a l'une des 6 surfaces suivantes (plan, monstre du Loch-
Ness, cylindre, échelle de Jacob, arbre de Cantor, arbre de Cantor fleuri) est
un borélien de mesure totale pour toute mesure harmonique (définie & partir
de n’importe quelle métrique le long des feuilles).

Dans le cas particulier des feuilletages transversalement holomorphes,
Bertrand Deroin et Victor Klepstyn montrent dans ([DK]), en utilisant la
théorie de L. Garnett une propriété d’attraction des feuilles vers les ensembles
minimaux du feuilletage. Plus précisément, pour un feuilletage transversale-
ment holomorphe d’une variété compacte M, on a la dichotomie suivante :



1. Soit il existe une mesure transverse invariante

2. Soit il existe un nombre fini d’ensembles minimaux .Z4, ..., 4. et un
nombre fini de mesures de probabilités v, ..., v, supportées par ces en-
sembles minimaux tel que l'on ait : pour tout x dans M et presque
toute trajectoire brownienne w partant de z, w tend vers I'un des .Z;
et se distribue sur .#; avec la mesure v; au sens ot :

.1
tlgilo ;w*leb[g,t] =vj

(lebjo,y est la mesure de Lebesgue de l'intervalle [0,t])

Contrairement aux travaux cités plus haut, dans mon travail, j'ai tenté
d’obtenir des informations sur la dynamique du feuilletage en considerant un
mouvement brownien non pas tangent aux feuilles mais transverse a celles-ci.
Cette these est constitué de deux parties :

1. dans la premiere partie, je m’intéresse aux composantes de Fatou et
Julia d’un feuilletage transversalement holomorphe d’une variété com-
pacte M. J’y démontre un résultat concernant I’accumulation des feuilles
du Fatou sur ’ensemble de Julia. La preuve repose sur la projection du
mouvement brownien dans M sur I'espace des feuilles.

2. dans la seconde partie, je m’intéresse aux structures projectives com-
plexes et plus particulierement au prolongement analytique (le long
d’une trajectoire brownienne) de germes de sections locales de 1'appli-
cation développante associée a une structure projective. Les résultats
obtenus s’appliquent a I’étude de certains feuilletages holomorphes, les
feuilletages dits de type Riccati.

La premiere partie s’intéresse donc aux composantes de Fatou et Julia
d’un feuilletage transversalement holomorphe .%# d’une variété compacte M.
Celles-ci ont été définies par Etienne Ghys, Xavier Gomez-Mont et Jordi
Saludes dans [GGS]. Dans leur article, ils partitionnent M en un ouvert saturé
appelé ensemble de Fatou et un fermé saturé appelé ensemble de Julia. Cette
décomposition rajoute une colonne dans le dictionnaire de Sullivan [S] qui
établit des connexions entre d'une part les ensembles de Fatou et Julia au sens
classique et d’autre part les ensembles limites et de discontinuité associés a
'action d'un groupe kleinien sur la sphere de Riemann P'. Notons également
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que Taro Asuke définit dans [As| des composantes de Fatou et Julia d'un
feuilletage transversalement holomorphe d’une maniere un peu différente.

Rentrons plus en détail dans larticle [GGS]| : soit M une variété com-
pacte connexe munie d'un feuilletage transversalement holomorphe. L’en-
semble de Fatou est défini comme 1’ensemble des points x appartenant a M
tels qu'il existe un champ de vecteurs normal (une section du fibré normal
au feuilletage), basique (constant le long des feuilles) et non nul en z (nous
reviendrons plus tard sur la régularité exigée sur le champ de vecteurs : suf-
fisamment pour étre intégrables mais pas trop non plus afin que le Julia soit
le plus petit possible). L’ensemble de Fatou est donc un ouvert saturé. Son
complémentaire est appelé ensemble de Julia. Il est alors facile de démontrer
(en intégrant ces champs de vecteur basiques normaux non nuls) que chaque
composante du Fatou a une propriété d’homogénéité : étant donnés x; et
deux points appartenant a une méme composante connexe du Fatou, il existe
un homéomorphisme de M envoyant x; sur x5 et préservant (globalement) le
feuilletage. Cette propriété d’homogénéité permet de montrer, en s’inspirant
de la théorie de Molino ([Mo]), qu’une composante connexe F' de I’ensemble
de Fatou est de I'un des trois types suivants (voir théoreme (2.6)) :

1. une composante errante : les feuilles de .# sont fermées dans F’

2. une composante semi-errante : les fermetures des feuilles de .# forment
un feuilletage de codimension 1 réel qui fibre au dessus d’une variété
de dimension 1.

3. une composante dense : toutes les feuilles de .# sont denses dans F

Dans ce travail, nous nous intéressons plus spécialement au cas d’une
composante errante de I’ensemble de Fatou. Ghys, Gomez-Mont et Saludes
montrent que si F' est une telle composante de ’ensemble de Fatou, alors
I'espace des feuilles est une surface de Riemann analytiquement finie (voir
(2.7)). Munissons M d’une métrique et considérons le mouvement brownien
associé a cette métrique et partant d’un point de F'. Définissons alors la
mesure g sur F comme la mesure de sortie de F' du mouvement brownien.
Rappelons enfin qu’une variété feuilletée est dite minimalisable si il existe
une métrique sur celle-ci telle que toutes les feuilles soient des sous-variétés
immergées minimales. Le résultat principal de cette partie s’énonce alors
ainsi :

Théoréme 1.1. Soit (M,.F) une variété compacte munie d’un feuilletage
transversalement holomorphe et minimalisable. Soit F' une composante er-



rante de [’ensemble de Fatou. Alors, p-presque tout point de OF est un point
d’accumulation de chacune des feuilles de F'.

Remarques 1.2. 1. L’hypothése de minimalisabilité du feuilletage est es-
sentielle dans notre preuve mais il est tout a fait possible que la conclu-
sion du théoréme soit encore vraie sans faire cette hypothese. Cette
hypothese n’est cependant pas si restricive qu’on pourrait croire : par
exemple, un feuilletage sans mesure transverse invariante est minima-
lisable. Cette propriété est une conséquence de la caractérisation des
feuilletages minimalisables de Sullivan : un feuilletage est minimalisable
st aucun cycle feuilleté ne peut étre approché arbitrairement pres par
des p-homologies tangentes (voir [S2] ou [CC1] pour plus de précisions).

2. On peut montrer directement que toute feuille de F' s’accumule sur OF
(sans l'hypothése de minimalisabilité). En effet, si L est une feuille de
F, il n’est pas difficile de se convaincre que si L ne s’accumule pas sur
OF, alors L est compact. Or d’apreés le théoréme de stabilité globale de
Reeb (également valable pour les feuilletages de codimension 1 complexe
[B]), comme L est sans holonomie, cela implique que toutes les feuilles

sont compactes et sans holonomie. Il apparait alors clairement que F' =
M.

3. Voici les grandes lignes de la preuve (une preuve compléte sera donnée
plus loin) : on définit un mouvement brownien sur M partant d’un point
xg € F. En utilisant ’hypothése de minimalisabilité du feuilletage, on
montre qu’un choix convenable de métriques sur M et sur le quotient
Y= F/% fait de la projection p : F' — ¥ un morphisme harmonique.
Une telle application préservant le brownien, il ne reste plus qu’a utili-
ser la récurrence du brownien sur > pour conclure.

Dans la deuxieme partie de cette these, je me suis intéressé aux struc-
tures projectives complexes branchées. Si ¥ est une surface de Riemann, une
structure projective branchée sur ¥ est la donnée d’'un atlas sur > dont les
cartes sont des applications holomorphes non constantes vers des ouverts
de P! et dont les changements de carte sont des restrictions de biholomor-
phismes de P!, ¢’est a dire d’éléments de PSI(2,C). A toute structure projec-
tive, on associe une application développante Z : $ — P! et un morphisme



p:m(X) = PSI(2,C) vérifiant :
Vo € ¥,Va € I, (X), Z(a.z) = p(a).2(z)

L’application p est appelée représentation de monodromie et p(I1;(3)) est
appelé groupe de monodromie.

Dans [CDFG], les auteurs se sont intéressés au prolongement analytique
de germes de sections locales de Z le long de chemins dans P!. Ils montrent
que si le groupe de monodromie est dense dans PSI(2,C) et si h est un
germe de section locale de &, alors 'ensemble des points singuliers pour le
prolongement analytique de h est P! tout entier (voir la proposition (6.3)).

J’ai tenté de démontrer une version brownienne de cette proposition. Plus
précisément, je me suis posé la question suivante. Etant donnée z; un point
de P!, et h un germe de section locale de Z en zj, existe-t-il pour presque
toute trajectoire brownienne w partant de zy un temps d’arrét fini 7'(w) tel
que h se prolonge le long de w([0, T'(w)[) mais pas le long de w([0,T'(w)]). A
la vue de la proposition et de sa démonstration, je m’attendais a ce que la
réponse soit positive. Mais il n’en est rien. J’obtiens au contraire le théoreme
suivant :

Théoréeme 1.3. Donnons nous une structure projective complexe branchée
sur une surface de Riemann X hyperbolique et analytiquement finie (c’est a
dire biholomorphe a une surface de Riemann compacte privée d’un nombre
fini de points). Soit D > — P! une application développante et p : L (X)) —
PSI1(2,C) une application de monodromie associée a cette structure projec-
tive. Notons ' = p(I1y(X)). Soient (20, 2) € ¥ x P* vérifiant D(xo) = 2y et
notons h le germe d’holonomie de la section locale de & vérifiant h(zy) = xo.
Sous les hypotheses suivantes :

1. 9 est surjective.

2. T' est un groupe mon compact n’ayant aucun sous-groupe d’indice fini
qui soit réductible.

Alors, on a :
1. Pour presque tout w € Q,,, Z(w(t)) n'a pas de limite quand t — 0.
2. Pour presque tout w € €, h se prolonge le long de w([0, o]).

Remarques 1.4. 1. Grace au théoréeme dinvariance conforme du mou-
vement brownien, les deux conclusions du théoréme précédent sont
équivalentes.



2. Un sous groupe I' de PSI(2,C) est dit réductible si il laisse fize un point
de la sphére de Riemann P!,

8. Oy, (resp Q) correspond a l'ensemble des trajectoires browniennes
dans D = (resp P') munie de la métrique de Poincaré (resp métrique
sphérique) et partant de xo (resp zp).

Le théoreme précédent affirme que, dans le cas ou Z est surjective, pour
presque toute trajectoire brownienne w partant de xo dans D, Z(w(t)) n’a pas
de limite quand ¢ tend vers l'infini. Néanmoins, pour presque toute trajectoire
brownienne w partant de zy dans D, il existe un point de P! pres duquel
P(w(t)) passe presque tout son temps ¢. Plus précisément, je démontre :

Théoreme 1.5. Fizons une structure projective complexe non branchée sur
une surface de Riemann ¥ hyperbolique et compacte. Soit 9 - Y — P! une
application développante et p : 11;(X) — PSI(2,C) une application de mo-
nodromie associée a cette structure projective. Notons I' = p(I11(X)). Suppo-
sons que I' soit non compacte et n’ait aucun sous-groupe d’indice fini qui soit
réductible. Soit xo appartenant & . Alors, pour presque tout w € Qyy, POUT
tout € > 0, il existe z(w) € P! tel que U'on ait :

tlgilo% ~leb{u € [0,t] tel que Z(w(u)) € D(z(w),€e)} =1

Remarque 1.6. Dans le théoréme (1.3), nous avions supposé que Y. était
analytiquement finie et que la structure projective sur ¥ était éventuellement
branchée. Ici, la surface X est compacte et la structure projective sur celle-ci
est non branchée. Ces hypothéses plus fortes rendent la preuve moins tech-
niques mais ne sont, & Mon avis, pas nécessaire.

Pour prouver les deux théoremes précédemment cités (1.3) et (1.5), on uti-
lisera le procédé de discrétisation de Furstenberg-Lyons-Sullivan qui permet
d’associer a un mouvement brownien dans D une marche aléatoire droite
dans II;(X). Cette marche aléatoire est ensuite poussée par p et définit
une marche aléatoire droite dans le groupe de monodromie I' qui est un
sous-groupe de type fini de PSI(2,C). Les marches aléatoires dans de tels
groupes sont étudiées en détail dans la section (7). On y redéfinit les outils
de base de la théorie, on y redémontre certains résultats classiques avant de
démontrer une propriété de proximalité (7.1) qui est l'ingrédient clef de la
preuve des théoremes (1.3) et (1.5) et qui dit en substance la chose suivante :
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tirons aléatoirement dans un sous-groupe de type fini de PSI(2, C) une suite
d’éléments (7;);>0 indépendamment les uns des autres avec une mesure p et
considérons le produit X, = =7 - - - 7,. Alors, si le groupe engendré par le
support de p est assez gros et sous une hypothese de premier moment pour g,
on a que presque surement, il existe deux suites (Y, )nen €t (2n)nen d’éléments
de P! tel que :

1. X, envoie le complémentaire d’un disque exponentiellement petit centré
en v, dans un disque exponentiellemnt petit centré en z,.

2. X, envoie un disque exponentiellement petit centré en y,, vers le complémentaire
d’un disque centré en z, et de rayon constant.

Dans le dernier paragraphe, on appliquera le théoreme (1.3) a I’étude du
prolongement analytique de germes d’holonomie de feuilletages. Soit S une
surface complexe munie d'un feuilletage holomorphe singulier de dimension
(complexe) un. Soient C et Cy deux sous variétés analytiques de S trans-
verses au feuilletage partout sauf en un nombre fini de points. La donnée
d'une feuille L du feuilletage intersectant transversalement C en p; et Co
en po et d’'un chemin continu contenu dans L définit un germe d’application
holomorphe h : (C1,p1) — (Cy, p2) appelé germe d’holonomie du feuilletage.
On peut s’intéresser au prolongement analytique de h le long de trajectoires
continues partant de p; et contenues dans C;. C’est ainsi que Frank Loray

conjecture dans [L] que si .Z est le feuilletage dans P! x P! défini par une
dy _ P(zy)
de — Qz.y)’
riantes par le feuilletage et h : (L1, p1) — (Lo, p2) est un germe d’holonomie

du feuilletage, alors I'ensemble des singularités de h pour le prolongement
analytique est au plus dénombrable.

Dans [CDFG], les auteurs trouvent des contre-exemples a cette conjec-
ture : ils construisent des feuilletages holomorphes du plan projectif complexe
P? ayant un germe d’holonomie entre 2 lignes algébriques dont le prolonge-
ment analytique a un ensemble plein de singularités (voir le théoreme (11.4)).
Leur preuve repose sur la construction du feuilletage obtenu par suspension
de T'application de monodromie associée a une structure projective sur la
sphere de Riemann privée d’'un nombre fini de points : ¥ = P* — {py, ..., p, }.
Le feuilletage obtenu est un feuilletage holomorphe non singulier sur une sur-
face complexe S fibrée en P! au dessus de 2. Par construction, tout germe
d’holonomie du feuilletage d'une fibre du fibré vers la diagonale du fibré est

équation du type si Ly et Ly sont 2 droites verticales non inva-
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un germe de section de Z. Si on choisit un groupe de monodromie dense dans
PSI1(2,C), on aura alors que de tels germes ont un ensemble plein de singu-
larités. Néanmoins, ce qu’affirme le théoreme (1.3), c’est que de tels germes
se prolongent le long de presque toute trajectoire brownienne.

Le feuilletage construit plus haut est un feuilletage holomorphe non sin-
gulier d’une surface non compacte. Dans [CDFG], les auteurs montrent com-
ment compactifier la surface S et le feuilletage pour obtenir un feuilletage
holomorphe singulier de P? conservant les mémes propriétés. Remarquons
également que le feuilletage ainsi construit est de type Riccati. Sur de tels
feuilletages, je montre le résultat suivant :

Théoréme 1.7. Donnons nous un feuilletage de Riccati de P* x P'. Soient
o1 et o9 deux sections de la fibration verticale. Pour i € {1,2}, notons C; =
o;(PY). Soit h : (Cy,p1) — (Ca,p2) un germe d’holonomie du feuilletage.
Supposons que le groupe de monodomie 1" du feuilletage agisse de maniére
minimale sur P'. Alors h se prolonge le long de presque toute trajectoire
brownienne dans Cy partant de p; (on choisit le brownien sur Cy associé a
la métrique (notée sphy) image par oy de la métrique sphérique sur P').
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Premiere partie

Composantes de Fatou et de
Julia d’un feuilletage
transversalement holomorphe

2 Définitions

Dans cette premiere section, nous allons définir les composantes de Fa-
tou et de Julia d'un feuilletage transversalement holomorphe en suivant la
présentation de [GGS].

Soit M une variété compacte connexe de dimension réelle d + 2 munie
d’un feuilletage .# transversalement holomorphe. Un tel feuilletage peut étre
défini par un atlas maximal (U;, ¢;,vij). Les U; sont des ouverts recouvrant
M. Les applications ¢; : U; — C sont des submersions a fibres connexes et
les applications de changement de carte 7;; : ;(U; N U;) = ¢;(U; NU;) sont
des biholomorphismes et vérifient p; = 7;; 0 ;.

On regarde (M,.#) comme un feuilletage de codimension 1 complexe.
Notons T'M le fibré tangeant a M, T'.% le sous fibré de T'M constitué des
vecteurs qui sont tangeants aux feuilles et 0 le fibré quotient TM/T.%#. On
a la suite exacte :

0—TF —TM — "0 —0

Soit F un fibré vectoriel au dessus de M. On dit qu’un germe de section
X de E en un point x de M a un module de continuité € log € si il existe une
constante C', un voisinage U de x et une trivialisation du fibré au dessus de
U pour laquelle pour tous xy, zo appartenant a U, on ait :

| X(22) — X(21) |< =C' | &y — 22 | log | &1 — x5 |

On note €“1°8¢(E) le faisceau des sections du fibré E qui ont un module de
continuité eloge. On a alors la suite exacte courte suivante :

0 — €8 (T.F) — € (TM) — €% (v"’) — 0

Le fibré vectoriel v est constant le long des feuilles. En effet, ce fibré
vectoriel peut étre défini par le cocycle : U; NU; — C*, p = 7},(wi(p)). Ces
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applications sont constantes sur les fibres de ¢; c’est a dire le long des feuilles.
Deés qu’on a un fibré constant le long des feuilles, on peut définir des sections
du fibré qui sont constantes le long des feuilles. On parle alors de sections
basiques du fibré.

De méme que v'0) le fibré v*° @ v%1* est un fibré constant le long
des feuilles. Notons LE(v"? ® v%1*) le faisceau des sections basiques de ce
fibré qui sont essentiellement bornées. Notons également €z (v'?) le fais-
ceau des sections basiques continues de v*° vérifiant : Vo € €z (v1?), Jo €
LE(°@uv%1*). Notons €5 (T M) := 7~ (€»(v"°)) (ot 7 est la projection
T EE(TM) — €e(1y10)). On a la suite exacte courte suivante :

1%

00— CLE(TF) — €% (TM) — €z(1"°) — 0

Le premier faisceau est fin donc H'(M, C°¢<(T.F)) = 0, et on a la suite
suivante :

0 — HY(M,C"s(T.F)) — HO(M,CS®(TM)) — H*(M,C»1°) =0

Ainsi tout champ de vecteurs basique normal X € H°(M,Cz(v'?)) se
releve en un champ de vecteurs basique qui a un module de continuité € log e.
De tels champs de vecteurs ont la propriété d’étre intégrable.

On a donc montré :

Lemme 2.1. /[GGS]

1. Tout champ de vecteurs X € H°(M,Cz(v™?)) se reléve en un champ
de vecteurs appartenant o HO(M,C5%%(TM)).

2. Tout champ de vecteurs X € HO(M,CS®(TM)) définit un flot a un
parametre réel ¢ : M x R — M qui préserve le feuilletage.

Definition 2.2. — L’ensemble de Julia de (M,.F) est l’ensemble fermé
saturé pour le feuilletage défini par :

Julia(F) = {x € M tel que X(z) =0 VX € H'(M,Cz(v""))}

— L’ensemble de Fatou de (M,.%) est l'ensemble ouvert saturé pour le
feuilletage défini comme le complémentaire de l’ensemble de Julia

Proposition 2.3. Les feuilles de l’ensemble de Fatou sont sans holonomie.
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Démonstration. Soit L une feuille de 'ensemble de Fatou et X € H°(M, Cz(v"
non nul sur L. Soient X et Y des relevés de X et i X dans HO(M, C®(T'M))

et soit
o : CxM — M

(te? z) — o(te? )

ol ¢(te, x) désigne le flot & Pinstant ¢ et partant de = de X cos + Y sin 6.
Soit 7y : [0,1] — L un chemin continu. Par compacité de v([0,1]), il existe Vj
un voisinage de 0 dans C tel que pour tout = € ([0, 1]), Vi est plongé par
¢(.,x) dans M en un disque T}, transverse au feuilletage. Ainsi, 'application
d’holonomie :

hOl’YvT'y(O)vT'y(l) : TV(O) — T’Y(l)

envoie ¢(z,7(0)) sur ¢(z,v(1)) pour tout z appartenant a V. En particulier,
si v est un lacet : v(0) = (1) et

est 'identité. [ |

Remarque 2.4. La définition de composantes de Fatou et Julia qui vient
d’étre donnée est a priori valable pour des feuilletages non singuliers. Mais,
comme le précise [GGS], on peut U'étendre a des feuilletages holomorphes
(singuliers) génériques de P? : considérons en effet un feuilletage holomorphe
de P? dont les singularités p; soient hyperboliques. On sait alors que si on
choisit des boules B; centrées en les p; suffisamment petites, le feuilletage
est transverse a 0B;. La variété N = M — UB; est une variété a bord mu-
nie d’un feuilletage transverse au bord que l'on peut donc dédoubler en une
variété compacte sans bord M munie d’un feuilletage ZF transversalement
holomorphe non singulier. On utilise alors la définition précédente pour par-
tzonner M en 2 sous ensembles Fatou(.F ) et Julia(:F). On revient ensuite

a (M, ) en définissant Fatou(F) comme le saturé de Fatou(F Z)NN et
Julia(ﬁ) comme le saturé de Julia(.F)NN union les singularités p; (remar-
quons que les séparatrices sont dans le Julia puisqu’elles ont de ’holonomie).

Utilisant I'existence de champs de vecteurs basiques normaux non nuls
en tout point de 'ensemble de Fatou, les auteurs montrent la propriété d’ho-
mogénéité suivante :

Proposition 2.5. [GGS] soit F}, une composante connexe de [’ensemble de

Fatou et %), la restriction de ¥ a F}. Etant donnés x; et xo deux points
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de Fy, il existe un homéomorphisme de M envoyant x1 sur xs et préservant
(globalement) le feuilletage

Démonstration. D’une part, étant donné un point x de Fj, il est facile de
trouver des homéomorphismes préservant le feuilletage et envoyant x sur
tout point situé dans la méme feuille que z (il suffit d’intégrer des champs
de vecteur tangents au feuilletage).

D’autre part, pour ce qui est de la direction transverse, on utilise le fait
que si z est dans I'ensemble de Fatou, alors il existe X € HY(M,Cz(v*?))
avec X () # 0. Soient X et Y des relevés de X et iX dans HO(M, C#(T'M)).
Considérons 'application :

o : CxM — M
(te”,2) = o(te”, )

ot ¢(te? x) désigne le flot a l'instant t et partant de x de Xy := X cosf +
Y sinf. Le champ de vecteurs Xy est basique, donc a te fixé, applica-
tion ¢(.,te?) préserve le feuilletage. On obtient ainsi des homéomorphismes
préservant le feuilletage et envoyant x sur tout point y situé dans un disque
(topologique) transverse au feuilletage et centré en x. On démontre la pro-
position en composant des applications des deux types. |

La proposition précédente est 'ingrédient clef pour démontrer le théoreme
suivant :

Théoréme 2.6. [GGS] Soit (M, .F) une variété compacte munie d’un feuille-
tage transversalement holomorphe. Soit %y la restriction de F a une compo-
sante connexe Fy de Fatou(.F). Alors, 3 cas exclusifs peuwvent se produire :

1. cas d’une composante errante : les feuilles de Fy. sont fermées dans Fj,

2. cas d’une composante semi-errante : les fermetures des feuilles de Fy,
forment un feuilletage de codimension 1 réel qui fibre au dessus d’une
variété de dimension 1.

3. cas d’une composante dense : toutes les feuilles de .#;, sont denses dans
Fy

Dans leur article, Ghys, Gomez-Mont et Saludes s’intéressent séparément
a ces 3 cas. Pour ce qui est du cas errant, ils démontrent le résultat suivant :
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Théoreme 2.7. [GGS] soit Fy, une composante errante de [’ensemble de
Fatou. Alors, lespace des feuilles Xy, := Fy /%), est une surface de Riemann
analytiquement finie, c¢’est a dire que ¥y s’obtient en privant une surface de
Riemann compacte d’un nombre fini de points.

Remarque 2.8. On peut noter l’analogie avec le résultat d’Ahlfors disant
que si I' est un groupe kleinien de type fini, alors le quotient de l’ensemble
de discontinuité QI") par Uaction de I' est une surface de Riemann analyti-
quement finie

Terminons cette section en donnant quelques exemples de feuilletages
transversalement holomorphes et de leurs composantes de Fatou et de Julia.
On pourra en trouver bien d’autres dans [GGS].

1. Les flots linéaires du tore T® : le feuilletage de R? par droites paralleles
est invariant par l'action de Z? et passe donc au quotient en un feuille-
tage de T? transversalement holomorphe. Selon le choix de la pente
des droites paralleles de départ, on obtient un feuilletage constitué soit
d’une composante du Fatou errante, soit d’'une composante du Fatou
semi-errante, soit d'une composante dense. Ces exemples sont moyen-
nement intéressants dans la mesure ou I’ensemble de Julia est vide mais
illustrent les 3 types de composantes du Fatou que ’on peut rencontrer.

2. Soit B une variété compacte et h : II;(B) — PSI(2,C). Notons I' =
h(I1;(B)). Le groupe II;(B) agit sur B x P :

(B xPY) x II;(B) — B x P!
((z,2),a) — (z.a, p(a)~'.2)

Le quotient M = (B x P;)/I1;(X) est une variété fibrée en P! au dessus
de B. Notons . le feuilletage suspension sur M défini comme le quo-
tient par I'action de II;(B) du feuilletage horizontal .% de B x ;. Dans
le cas d’une suspension, pour comprendre la dynamique du feuilletage,
il suffit de comprendre la dynamique de I'action de I' sur une fibre de
la projection p : M — B. Si Fj est une telle fibre, 'intersection de ’en-
semble de Fatou avec Fj correspond exactement aux points z de la fibre
pour lesquels il existe un champ de vecteurs ['-invariant non nul en z.
Si par exemple, I" est un groupe kleinien, on se convaint, a 'aide de la
remarque qui vient d’etre faite que les points de I’ensemble limite pour
I’action de I' sur F sont dans le Julia de .%. Mais ce ne sont pas tout
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a fait les seuls : il faut rajouter d’éventuels points fixes elliptiques de
I'ensemble de discontinuité. Comme dit dans l'article [GGS], il s’agit 1a
d’une limite de la théorie puisqu’on aurait envie que les feuilles corres-
pondant a ces points fixes elliptiques (elles ont une holonomie finie et
donc une dynamique qui n’est pas tres chaotique) soient dans le Fatou.
Remarquons que dans la définition de Asuke ces feuilles sont dans le
Fatou.
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3 Morphismes harmoniques et mouvement brow-
nien

3.1 Morphismes harmoniques

Cette sous-section énonce sans preuve les théoremes dont nous aurons
besoin par la suite concernant la théorie des morphismes harmoniques. Pour
plus d’informations sur le sujet et les preuves des résultats annoncés, le lec-
teur pourra se référer par exemple a ([W]) dans lequel 'auteur fait un bref
survol de la théorie ou encore au livre plus complet ([U]).

Soient (M, g) et (N,h) deux variétés riemanniennes C*° de dimensions
respectives m et n. Pour simplifier, nous supposons également que M est com-
pact sans bord. On note Ay, = div(grad) 'opérateur de Laplace-Beltrami
sur M. Une fonction f : M — R de classe C* vérifiant Ay, f = 0 est appelée
fonction harmonique. On a la définition suivante :

Definition 3.1. Une application ® : (M,g) — (N,h) de classe C™ est
un morphisme harmonique si pour toute fonction harmonique f : V. — R
définie sur un ouvert V- de N avec ® (V) non vide, la composée f o ® est
une fonction harmonique sur ®=(V).

Nous verrons plus loin que de tels applications sont caractérisées par le
fait qu’elles préservent le mouvement brownien, propriété que nous utiliserons
pour la preuve du théoreme (1.1).

Nous allons maintenant donner quelques caractérisations utiles des mor-
phismes harmoniques. En premier lieu, nous définissons la notion d’applica-
tion harmonique entre deux variétés riemanniennes.

Definition 3.2. Soit ® : (M, g) — (N, h) une application C*. L’énergie de
Dirichlet de ® est par définition la quantité :
1 2
E®)== [ |d® | dvol
2
— wol est la mesure volume sur M associée a la métrique ¢
— | d¢, | désigne la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle de ® en
x, c'est a dire que si (e;) est une base orthonormée de T, M :

| AP, P=) " ha) (AP (e;), dDy(e:))

=1
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Rappelons qu’une variation C* & un parametre (®;) de ® est une appli-
cation C° M x| —€,e[— M, (z,t) — i (x) avec € > 0 et Oy = .

Definition 3.3. Une application ® : (M, g) — (N, h) de classe C* est une
application harmonique si ¢’est un point critique pour l’énergie de Dirichlet
c’est a dire si pour tout variation C* a un parameétre (®,) de ® :

C BB =0

Definition 3.4. Une application ® : (M,g) — (N,h) de classe C™ est
dite horizontalement faiblement conforme si pour tout point p de M tel que
d®, # 0, la différentielle d®, envoie ’espace horizontal ker(d®,)* de maniére
conforme sur Toyy N, c’est a dire que d®, est surjective et qu’il existe un
nombre X(p) # 0 tel que pour tous X,Y € ker(d®,)*, on ait :

) (dP,(X),dP,(Y)) = )‘(p)Qgp(Xa Y)
Nous avons la caractérisation suivante des morphismes harmoniques :

Théoréme 3.5. [Fug] Une application ® : (M, g) — (N, h) de classe C> est
un morphisme harmonique si et seulement si ® est une application harmo-
nique et ® est horizontalement faiblement conforme.

Voici une autre caractérisation :

Théoréme 3.6. [BE] Dans le cas ou n = 2, une application ® : (M, g) —
(N,h) de classe C* horizontalement faiblement conforme est une applica-
tion harmonique (et donc est un morphisme harmonique d’apres le théoréme
précédent) si et seulement si les fibres au dessus de toute valeur réguliére de
® sont des sous-variétés de M minimales pour la métrique g.

Enfin, nous avons :

Théoreme 3.7. [Fug] Une application C* & : (M,g) — (N,h) est un
morphisme harmonique si et seulement si il existe une fonction A : M — R
telle que pour toute fonction f: N — R de classe C* on ait :

Aar(fo®) =X (Ayf)o®

Cette derniere caractérisation ne nous sera pas vraiment utile dans la
suite, mais je la cite quand méme car c’est cette caractérisation qui permet a
Darling [D] de montrer qu’un morphisme harmonique préserve le mouvement
brownien.
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3.2 Les morphismes harmoniques préservent le brow-
nien

Nous commencons par une construction succinte du mouvement brownien
sur une variété riemannienne. Des constructions completes du mouvement
brownien peuvent étre trouvées par exemple dans [CC2] ou encore dans [HJ.

Soit (M, g) une variété riemannienne, connexe, complete et a géométrie
bornée. Le mouvement brownien (B;):>o sur (M, g) est le processus de diffu-
sion engendré par 'opérateur de Laplace-Beltrami A sur (M, g). De maniere
plus précise, soit p une solution fondamentale de ’équation de la chaleur sur
M, c’est a dire une fonction p : M x M x [0, +o0o[— R de classe C? par rapport
a la premiere variable z et C! par rapport a la troisieme ¢ et vérifiant :

0
ap(%‘a y7t) - Axp(xv Y, t)

lim Mp(a?, y.t)f(y)dy = f(x)
pour toute fonction continue bornée f sur M, la convergence étant celle de
la convergence uniforme sur tout compact et dy étant la mesure volume sur M
associée a la métrique. Notons Q(M) := {w : [0, +00[— M tel que w continu}
et Q,(M) :={w € Q(M) tel que w(0) = z}. L’ensemble Q(M) est muni de la
tribu cylindrique %, c’est a dire la tribu engendrée par les ensembles (appelés
cylindres) du type :

C={we QM) tel que w(ty) € Ay,...,w(t1) € Ay}

ou ty < ta... < t, est une suite finie de temps et les A; sont des boréliens Eie
M. Si C est un tel cylindre et x est un point de M, on définit la mesure P,

de C par :
/ / / (z,y1,t1)p(y1, y2, ta — 1)
Ay J As

( Yn— 17yn7 - n 1)dyn dyZdyl

La définition de P, sur les cylindres s’étend de maniére unique en une mesure
de probabilité (encore notée P,) sur la tribu Z toute enticre. Les P, sont
appelées mesures de Wiener. Si p est une mesure de probabilité sur M, on
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peut définir une mesure P, sur Q(M) par :

P, = / P,du(x)
zeM

Si i est une mesure de probabilité sur M, un mouvement brownien de loi
initiale ;1 est une application mesurable B définie sur un espace probabilisé
(Q,.7,P):

B:(Q,%,P)— (QUM),AB)

et vérifiant :
1. pour A borélien de M, P(By(w) € A) = u(A)
2. pour C' € B, P(B(w) € C) =P,(C)

Enfin, on parle de mouvement brownien partant d’un point x de M lorsque
la loi initiale p est un Dirac en z.

En 1940, Paul Lévy démontre le théoreme d’invariance des trajectoires
du mouvement brownien par transformations conformes (voir [Le]). Plus
précisément, :

Théoréeme 3.8. [Lévy/ Soit (By;)i>0 un mouvement brownien plan issu d’un
point by du plan et f une fonction holomorphe sur C. Alors, le processus
(f(By))i>o est un mouvement brownien changé de temps. Autrement dit, il
existe une application (w,t) — o(w,t) définie sur Q x R telle que, le pro-
cessus (f(By-1(s)))s>0 s0it un mouvement brownien plan issu de f(bo). L ap-
plication o vérifie les propriétés suivantes :

— a t fixé, Uapplication w — oy(w) est mesurable

— aw fixé, Uapplication t — o,,(t) est strictement croissante

Remarque 3.9. on peut donner une expression du changement de temps :
t

o) = [ | £(Bu) P du
0

Cette propriété a bien sur servi a étudier le mouvement brownien plan
a 'aide des fonctions analytiques. Mais inversement, elle peut aussi servir
a étudier les propriétés des fonctions analytiques par des méthodes proba-
bilistes. Citons, par exemple, la simple et jolie preuve du petit théoreme de
Picard (voir ([Da]) ou ([Du]) a I’aide de cette propriété d’invariance conforme
du brownien.
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Le théoreme qui suit est une généralisation du théoreme d’invariance
conforme de Lévy. Il dit que les applications entre variétés riemanniennes qui
préservent le brownien sont les morphismes harmoniques. Cette propriété a
d’abord été démontrée dans le cas de morphismes harmoniques entre espaces
euclidiens dans [BCD] puis dans le cas général de morphismes harmoniques
entre variétés riemanniennes dans [D].

Théoréme 3.10. /D] Soit & : M — N de classe C*°. L’application ® est
un morphisme harmonique si et seulement si on a la propriété suivante : soit
(Byt)i>0 un brownien sur M issu d’un point a et arrété en un temps d’arrét
T. 1l existe un processus croissant o : §2 x [0, T[— [0, +o0[ et un brownien
(B.)s>0 partant de ¢(a) tel que

doB=Boo

Remarques 3.11. 1. ® o B = B’ o o signifie : pour tout w € 2 et pour
tout t € [0,T(w)[, on a : ® o By(w) = By, (w)-
2. Le théoréme d’invariance conforme du brownien de Paul Lévy est une
conséquence immédiate de ce théoréme. En effet, une fonction holo-
morphe sur C est un morphisme harmonique

3. Le changement de paramétrage de temps est donné par :

aw(t)—/o)\Q(Bu(w))du

ou \ est le facteur d’horizontal conformité de ® (défini dans la définition
(34))

4. il faut prendre bien garde au fait que, dans ce dernier théoreme, on

n’a pas nécessairement lim oy = 0o presque surement : les trajectores
t—=T

® o B; sont donc éventuellement seulement des portions de trajectoires
browniennes. 1l est facile de s’en convaincre lorsque T < oo. Mais
meéme lorsque T = o0, on n'a pas nécessairement tIEI% 0; = 00 presque
sturement comme le montre ['exemple suivant : considérons ['inclusion
du disque de Poincaré munie de la métrique de Poincaré dans la sphére
de Riemann P' munie de la métrique sphérique. Cette application est
évtdemment un morphisme harmonique et il est clair que tlgglo o,(t) est

fini presque sirement
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5. la preuve de ce théoréme n’est pas particulicrement difficile. On peut
la trouver dans [D]. Elle repose sur la caractérisation de Fuglede des
morphismes harmoniques (3.7)
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4 Preuve du théoréeme (1.1)

Soit M une variété compacte de dimension d + 2 munie d’un feuilletage
# transversalement holomorphe. Supposons, de plus, que le feuilletage est
minimalisable. Soit F' une composante errante de I’ensemble de Fatou et ¥ =
F/.% V'espace des feuilles, qui est une surface de Riemann analytiquement
finie. Le but de cette partie est de montrer que, pour presque tout a € 9F, et
pour tout x € F' la feuille passant par x s’accumule sur a. Le terme presque
tout est a prendre au sens de la mesure de sortie d’un brownien partant d’un
point zy de F.

Commencons par donner une idée de la preuve : on commence par mon-
trer que, sous l'hypotheése de minimalisabilité du feuilletage, on peut mu-
nir M d’une métrique g et > d'une métrique h de sorte que la projection
p: (F,gr) — (¥,h) soit un morphisme harmonique. Soit maintenant B,
un brownien partant d’un point xy de F' arrété au temps 1" de sortie de I et
soit a € OF de sorte que a appartienne au support de la mesure de sortie de
F du brownien. Si V,, est un voisinage de a, on a que, avec une probabilité
strictement positive, B; € V,, pour t assez proche de T'. D’autre part, p est un
morphisme harmonique. Donc p préserve le brownien et donc par le théoreme
(3.10), p(B,-1(s)) est un brownien dans X arrété au temps th_)II% oy. On montre

en fait que thn% oy = o0 et donc que p(By-1(5)) est un vrai brownien défini
H

pour tous temps. Puisque ¥ est analytiquement finie, le mouvement brow-
nien est réccurent dans . Et donc, si U est un ouvert quelconque de F, il
existe une suite (s,,),en tendant vers I'infini telle que p(B,-1(5,)) appartienne
a p(U). Cela implique qu’il existe une suite (,)en tendant vers 7' telle que
By, apprtienne & p~(p(U)) = sat(U) (sat(U) désigne le saturé de U pour
le feuilletage). Finalement, on a montré que pour tout U ouvert dans F et
tout voisinage V,, de a, sat(U) NV, # &. Nous verrons que cela implique le
théoreme.

Mettons tout ceci en place. Munissons > d’une métrique h a courbure
constante égale a +1, 0 ou —1 selon le type de ¥ et dans la classe conforme

de . On a le
Lemme 4.1. il existe une métrique g sur M vérifiant :
1. les feuilles de . % sont minimales
2. p: (F,gr) — (X,h) est horizontalement conforme, c’est a dire qu’il
eriste A : F' — R* continue telle que si X et Y sont 2 champs de
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vecteurs orthogonaux aux fibres de p, on ait pour tout x appartenant
F : hpy (0,(X (@), 9, (Y (2))) = N (2).90(X (2), Y (2)).

Démonstration. soit gy une métrique sur M rendant les feuilles minimales.
Soit &7 un atlas constitué d’un nombre fini de cartes feuilletées ¢, : U, —
V, C R? et \, une partition de I'unité subordonnée a cet atlas. Soient e; et
ey deux champs de vecteur sur U, vérifiant :

~ (¢a)s(€:) = 52, pour i = 1,2

~ e €TF+ pouri=1,2
On complete (eq,e;) avec des sections de 1'%y, de sorte que, pour tout
x € Uy, b(x) = (e1(x), ea(x), e3(x), ..., eq12(x)) soit une base de T, M. On a :

A 0
maty(z) go(r) = (0 B)

b o I
avec A = ((CZ d)' On définit la métrique g¢ sur U, par :

o C 0
matyz) gy (1) = (0 B)

10 : - -
avec C' = 0 1). Puis on pose : g = > A\,g5. Cette métrique g vérifie
«
toutes les propriétés demandées : en effet, on a tout fait pour que la pro-
jection p soit horizontalement conforme et une modification de la métrique
orthogonalement aux fibres ne modifie pas le caractere minimal de celles ci.

La projection p : (F, gjp) — (X, h) est horizontalement conforme et ses
fibres sont minimales. Donc, d’apres le théoreme (3.6), p est un morphisme
harmonique. Par conséquent, par le théoreme (3.10), p préserve le brownien
a un reparamétrage de temps pres. Donc, si B, est un brownien partant d’un
point xg de F' arrété au temps T = inf {¢ tel que B, € F°} de sortie de F,

p(Bs-1(5)) est un brownien dans 3 partant de p(zo) et arrété au temps hH% oy
t—
Il s’avere que thn% oy = 00. Il s’agit d’une simple conséquence de la proposition
—

suivante :

Lemme 4.2. Soit v : [0, +00[— M un chemin continu tel que v(0) € F. Soit
to := inf{t € [0, +oo[;y(t) & F}. Alors po~y n'a pas de limite quand t tend
vers tg.
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Démonstration. Supposons qu’au contraire thntn poy(t) = zp € X. Soit U une
—to

carte feuilletée définie sur un voisinage de y(to) : U est identifié avec A x B
oll A est un ouvert de R?, B un ouvert de C tel que les plaques du feuilletage
sont les A x {z}. Il existe t; < ¢y tel que pour tout ¢ > ¢, on ait y(t) € U.
Soit 2o € p~*({20}) et soit X un champ de vecteurs basique normal non nul
en 0. Soient X et Y des relevés de X et iX (via «: HO(M,C#(TM)) —
HO(M,Cz(v'?))) et soit

¢+ CxM — M
(te,z) = o(te”, x)

ott ¢(te?, ) désigne le flot & 'instant t et partant de x de X cosf + Y sind.
En utilisant I'identification de U et A x B faite plus haut, on a, pour r assez
petit :

$(D(0,7) x Lay) NU = [[Ax V4
iel

ou les V; sont des disques (topologiques) fermés deux a deux disjoints. Re-
marquons également que les J],.; A x V; ne rencontrent pas I'ensemble de
Julia et que éventuellement I = @. Soit V = ¢(D(0,7) X Ly,) et W = p(V) :
W est un voisinage de zy. Donc, il existe t5 > ¢, tel que pour tout ¢ € [ta, to],
on ait poy(t) € W. Donc, pour tout t € [to,to, ¥(t) € p7!(W)NU =
VNU =1],c; AxV;. Donc il existe i € I tel que pour tout ¢t € [ta, %[, on
ait y(t) € A x V;, ce qui contredit le fait que v(ty) appartient a l’ensemble
de Julia.

[ |

Corollaire 4.3. Presque surement lirr% o = 0
t—

Démonstration. Presque strement,

B : [0,T[ - M
t +— B

est continue. Donc, d’apres le lemme précédent, presque strement p o By
n’a pas de limite quand ¢ tend vers 1. Or par le théoreme d’invariance du
brownien par les morphismes harmoniques, il existe un brownien B, sur X
tel que pour tout t € [0, T, on ait : po By = B,. Donc, presque strement,
B, n’a pas de limite quand ¢ tend vers T". Donc, nécessairement, gr% op = 00
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Notons p la mesure de sortie de F': u(A) = P, (Br € A), pour A borélien
dans OF. Nous pouvons maintenant montrer le théoreme, c’est a dire que
pour u presque tout a € OF, pour tout x € F, a € L,.

Comme X est analytiquement fini, le processus B, := (p(B,-1(s)))o<s<o(T)=+o0
est réccurent dans . Soient x € F, U, un voisinage de x, a € supp(u) et V,
un voisinage de a dans M. Nous allons montrer que sat(U,) NV, # @. En
effet, le fait que a appartienne au support de p implique p(V,) # 0. Si on note
A = {w tel que By(,(w) € V,}, ona P, (A) = u(V,) > 0. Et donc, pour tout
w € A, By(w) € V, pout t assez proche de T'(w). D’autre part, le fait que B!,
soit récurrent sur X entraine que pour presque tout w € €2, il existe s, tendant
vers l'infini telle que B, (w) € p(U,). Donc, pour presque tout w € €2, il existe
t, tendant vers T(w) telle que By, (w) € p~t(p(U,)) = sat(U,). On a donc,
pour presque tout w € A (c’est a dire sur un ensemble de probabilité posi-
tive), il existe une suite ¢,, tendant vers T'(w) telle que B;, (w) € sat(U,)NV,.
En particulier, sat(U,) NV, # @.

Déduisons-en que a € L, : pour tout voisinage U, de z et tout voisinage
V, de a, on a :sat(U,) NV, # @. Donc, il existe z, — x et 3 y,, — a avec
Yn € L., . Soit X, une suite de champs de vecteurs basiques non nuls en
x, et vérifiant ®,(1,2,) = z ou &, : R x M — M est le flot associé au
champ de vecteurs X,,. On a : X, (y,) — 0 (car y, — a € Julia). Donc
e, (1,y,) = a. Or ®,(1,.) : M — M préserve le feuilletage, ce qui implique
que ®,,(1,y,) € L,. On a donc bien montré que a € L,.
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Deuxieme partie

Développés de browniens

5 Structures projectives

L’objet de cette partie est de faire une breve introduction aux struc-
tures projectives complexes. On pourra se référer au survol de David Dumas
[Dum], ou encore a l'article de David Marin et Franck Loray [LM] pour plus
d’informations.

Definition 5.1. Soit ¥ une surface de Riemann. Une structure projective
complexe branchée sur ¥ est la donnée d’un atlas mazimal (¢; : U; — V;) ot
les U; sont des ouverts recouvrant 33, les ¢; sont des applications holomorphes
non constantes de U; a valeurs dans V; (ouverts de la sphére de Riemann
P!) tel que les applications de changement de carte ~y;; : ¢;(U; NU;) —
¢i(U; N U;) sont des restrictions de transformations de Mobius de P (c’est
a dire d’éléments de PSI(2,C))

Remarque 5.2. Le terme branché vient du fait que les applications ¢; peuvent
avoir des points critiques. En fait, les ¢; définissent une structure d’orbifold
sur ¥ avec des changements de coordonnées projectives. Si les ¢; n’ont pas
de points critiques, alors ils définissent un atlas de surface de Riemann avec
changements de coordonnées projectives et dans ce cas, on parle simplement
de structure projective compleze.

Fixons nous une telle carte ¢; : U; — V;. Si U; est une autre carte in-
tersectant U;, Papplication ~;; 0 ¢; : U; — P! coincide avec ¢; sur U; U U;
et permet donc de prolonger ¢; a U;. Continuer ainsi de proche en proche
nous permet de définir une application holomorphe & définie non pas sur
> mais sur son revétement universel 3. Cette application Z : > — P! oest
appelée application développante de la structure projective. Elle est définie
a une post-composition pres par une transformation de Mdobius (le choix de
la carte de départ).

A ceci est associé de maniere canonique un morphisme p : m(X) —
PSI1(2,C) vérifiant :

Ve e X, Ya e IL(X), Z2(a.x) = pla).2(x)
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L’application p est appelée représentation de monodromie et son image p(I1; (X))
groupe de monodromie de la structure projective. L’application développante
2 étant défini a une post-composition pres par une transformation de Mobius,

il vient que ce groupe de monodromie est défini a conjugaison pres par cette
transformation de Mobius.

Ainsi, a toute structure projective complexe branchée, on peut associer
un couple application développante-représentation de monodromie (%, p).
Il n’est pas difficile de se convaincre que réciproquement, la donnée d’un tel
couple sur une surface de Riemann définit sur celle-ci une structure projective
complexe.

Exemples 5.3. 1. Soit ¥ une surface de Riemann hyperbolique. > a pour
revétement universel le demi plan de Poincaré H et ¥ = H/I" ou I' est
un sous groupe de PSI(2,R) agissant librement et proprement discon-
tiniment sur H. Le couple (2,p) = (i : H— P' i : T — PSI(2,C))
(ou i désigne linclusion dans les 2 cas) définit une structure projective
sur X appelée structure projective uniformisante de 3.

2. Soit T' un groupe kleinien (sous groupe discret de PSI(2,C)) tel que
I’ensemble de discontinuité QUT) associée a laction de T sur P soit
non vide. Le quotient Q(I") /T est une surface de Riemann qui peut étre
munie d’une structure projective de la maniére suivante : on recouvre
le quotient Q(T')/T" par des ouverts U; suffisamment petits et on fait
le choiz de sections locales s; (au dessus des U;) de la projection p :
Q) — Q) /T. Les s; : Uy — Q(T) C P! forment un atlas de ¥ pour
lequel les changemnts de cartes sont des éléments de I' c’est a dire des
transformations de Mobius.

Nous utiliserons des structures projectives sur des spheres épointées :
S =P —{p1,..pa}-

Definition 5.4. une structure projective sur une telle surface est dite de type
parabolique si il existe une coordonnée locale w autour de chaque p; telle que
dans cette coordonnée, une certaine application développante de la structure
projective s’écrive :

1
9 = i log(w - w(pi))

Proposition 5.5. [CDFG] Si ¥ est la sphére de Riemann privée d’au moins
4 points, alors il existe une structure projective de type parabolique sur X
dont le groupe de monodromie soit dense dans PSI(2,C)
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6 Prolongement analytique de germe d’appli-
cation développante

Soient (Cy, po) et (C1, p1) deux surfaces de Riemann pointées et un germe
de fonction holomorphe h : (Co,po) — (Ci,p1). Soit 7 : [0,¢] — Cp un
chemin continu vérifiant 7(0) = py. On dit que la suite de disques ouverts
Dqy, Dy, ..., D, recouvre 7 si il existe 0 = tp < t; < ... < t, =t tel que
T([tg, trs1]) € Dg. On dit que h admet un prolongement analytique le long
de 7([0,t]) si il existe une suite de disques Dy, Dy, ..., D,, recouvrant 7 et des
fonctions holomorphes fi : Dy — C] telles que le germe de fy en py soit égal
a h et que pour tous k € {0,...,n — 1}, on ait fr, = frr1 sur Dy N Dyyq.

Definition 6.1. On dit que q € Cy est une singularité pour h si il existe un
chemin continu 7 : [0,1] — Cy tel que

1. 7(0) = po et 7(1) = gq.
2. Ye > 0, h admet un prolongement analytique le long de T([0,1 — €]).
3. h n’admet pas de prolongement analytique le long de 7([0, 1]).

Si 7 est un tel chemin, il se peut tres bien que pour un autre chemin
7' :[0,1] = Cp joignant py a ¢, h se prolonge le long de 7/(]0, 1]). On a donc
la définition plus forte suivante :

Definition 6.2. Si D est un disque topologique contenant py et si pour tout
chemin 7 : [0, 1] — Cy vérifiant 7(0) = po et 7(1) € D, on a :

1. Ye > 0, h admet un prolongement analytique le long de ([0, 1 — €]).
2. h n’admet pas de prolongement analytique le long de 7([0,1]).

on dit que 0D est un bord naturel pour le prolongement analytique de h.

Proposition 6.3. [CDFG] Soit ¥ une surface de Riemann hyperbolique mu-
nie d’une structure projective. Soit 9 une application développante associée
a cette structure projective et h un germe d’une section locale de 9.

1. Sila structure projective est la structure projective uniformisante, alors
h a un bord naturel pour le prolongement analytique.

2. Si le groupe de monodromie est dense dans PSI(2,C), alors l’ensemble
des points singuliers pour le prolongement analytique de h est P! tout
entier.
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Démonstration. On pourra se référer a [CDFG] pour une preuve complete.
Nous ne donnons ici que quelques idées de preuve qui nous semblent éclairant
pour la suite.

1. on a vu que dans ce cas 'application développante est I'inclusion 4 :
H < P Donc OH C P! est un bord naturel pour le prolongement
analytique de h.

2. Soit A un germe d’une section locale de & en un point z, appartenant
a P! et posons py = h(zp). La preuve repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.4. [CDFG] Pour tout z € P*, il existe un ensemble fini </ de
I1,(X) et une suite infinie (a,)nen d’éléments de o7 ayant les propriétés
suwantes (notons A, = aqs....a, et Ag =id) :

(a) le diamétre de la boule

5= {we Bt e |apan) |2 1)

tend exponentiellement vite vers 0

(b) pour tout n € N, p(A,)(P' — B,) C D(z, £¥)

(¢) pour tout n € N, ni zg ni p(ay,)(z0) n'appartient a B,

Dans ce lemme (dont nous passons la preuve qui se trouve dans [CDFG]),
on a muni P' de la métrique sphérique a courbure constante positive
qui s’écrit dans I'une des 2 cartes de P! : | ds |= lw‘LdIZz'IZ‘ Si 7y est une
transformation de Moebius, dvy désigne la dérivée de v et | dvy | (2) est
la norme sphérique en z. Enfin, si z € P! et @ € R, D(z,a) désigne
le disque de centre z et de rayon « (pour la distance associée a la
métrique sphérique). Montrons que ce lemme implique la proposition :
Grace aux propriétés (a) et (c¢) du lemme précédent, on montre qu’on
peut construire pour tout n € N, un chemin C* ¢, : [0, 1] — > joignant
Do & i (po), de longueur bornée par une consatnte indépendante de n et
telle que pour n assez grand % o ¢, ne rencontre pas B,_;. On construit
alors le chemin ¢ : [0,00[— % comme la concaténation infini des che-
mins a, := A,_1¢, (joignant A, _1(pg) & A,(po)). Par p-équivariance,
on a :

Doa,=p(A,_1)0oDoc,

Comme Zoc¢, ne rencontre pas B,,_1, on en déduit, par la propriété (a)
du lemme précédent que la longueur de Z o a,, tend exponentiellement
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vite vers 0 et donc Z o ¢(t) converge, quand t tend vers 'infini, vers
un point dans P!, ce point ne pouvant étre que z (car par la propriété
(b) du lemme précédent, Z o a, C D(z,£4)). Ainsi z est un point
singulier pour le prolongement analytique de h.

Nous venons de montrer que pour une structure projective sur une surface
de Riemann hyperbolique analytiquement finie d’application développante
9 et de groupe de monodromie I' dense dans PSI(2,C); si zyp € P! et h
est un germe d’holonomie d’une section locale de & en zj, alors pour tout z
appartenant a P! il existe un chemin continu b : [0, 7] — P! joignant zy & 2
(b(0) = 29, b(T) = z) tel que h se prolonge le long de b([0,7 — €]) pour tout
€ > 0 mais pas le long de b([0, 7). On aurait envie de généraliser ce résultat
a presque toute trajectoire brownienne partant de zg, c¢’est a dire de montrer
que pour presque tout w € €, , il existe un temps d’arrét T'(w) < +oo tel que
h se prolonge le long de w([0, T'(w)—¢]) mais pas le long de w([0, T'(w)]). Pour y
arriver, il parait naturel, en restant dans I'esprit de la preuve de la proposition
précédente, de montrer que pour presque toute trajectoire browniennne w
partant de p, dans dans 3, il existe z(w) € P! tel que tliglo D(w(t)) = z(w).
Or il n’en est rien comme le montre le théoréeme (1.3).

Remarquons que si le groupe de monodromie I' est dense dans PSI(2,C),
alors les 2 hypotheses du théoreme (1.3) sont vérifiées. En effet si T" est
élémentaire, il est évident que I" n’est pas dense dans PSI(2,C) et si & n’est
pas surjective alors (Im(2))¢ est un fermé non vide I'-invariant strictement
inclus dans P!. Donc I' n’est pas dense dans PSI(2,C).

Plagons nous sous les hypotheéses du théoreme (1.5). Bien que pour une
trajectoire brownienne typique w partant de py dans ¥, 2(w(t)) n’ait pas de
limite quand ¢ tend vers I'infini, il existe un point de P! pres duquel 2(w(t))
passe presque tout son temps t. C’est ce qu’exprime le théoreme (1.5).

Pour prouver ces 2 théoremes (1.3 et 1.5), nous aurons besoin de résultats
concernant la théorie des marches aléatoires dans les groupes. C’est 'objet
de la section qui suit. Nous y définissons la notion de mesure stationnaire,
énoncons et redémontrons quelques résultats de base de la théorie pour finir
par la preuve de la proposition (7.1) qui est un point clef de la preuve des 2
théoremes.
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7 Marches aléatoires dans les sous-groupes

de PSI(2,C)

7.1 Introduction

Dans toute cette partie, I' est un sous groupe de PSI(2,C) de type
fini et p une mesure de probabilité sur I'. Notons supp(p) le support de
et < supp(p) > le groupe engendré par supp(p). Considérons la marche
aléatoire droite sur I' de loi p. Plus précisemment, posons 2 = I'N", 7 la tribu
cylindrique sur Q et P = p". Les applications coordonnées h; : Q — I' sont
des variables aléatoires P-indépendantes identiquement distribuées de loi pu.
Posons X,,(w) = hi(w)...h,(w). L'objet de cette partie est d’étudier I’action
de X,, sur P!. Précisons quelques notations : si X = (?) e C? - (8), on

2
0

note [X] sa classe dans P! = C% — (0

) /C*. On a l'action naturelle :

PSI(2,C) x P! — P!
a b T axri + bxs
—
c d)’ T cxry + d.’I)Q
Nous travaillerons avec la distance naturelle sur I'espace projectif P! définie

pour X = (2) et Y = (gl) eC? - (8) par

|$192—yll’2|
d(|X],Y]) =
(X VIier P+l Py o P+ 2

Notons D(z, «) le disque de centre z et de rayon a. Enfin, si g € PSI(2,C),

| gll= sup || gX ||, ot || X || est la norme euclidienne du vecteur X € C2.
[ X[I=1
Le but de cette partie est de démontrer le résultat suivant, peut-étre bien

connu des spécialistes mais pour lequel je ne connais pas de référence précise :

Proposition 7.1. sous les hypothéses suitvantes :

IlﬁWMVWMM<+w

2. < supp(p) > est non compact et n’a pas de sous groupe d’indice fini
réductible.
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Alors, il existe 0 < X' < X' tels que pour P-preque tout w € €Q, il existe N(w)
tel que, pour tout n > N(w), il existe y,(w), z,(w) € P! tel que :

1. X (@) (D(galw), ™)) € Dlzn(w), ™)
2. (X, (@) (D(ga(w), '), 20(w)) = &

Nous redémontrons également le résultat classique suivant :

Théoréme 7.2. [Fur2] Soit v une mesure p-stationnaire sur P'. Supposons
de plus que < supp(p) > est non élémentaire. Alors, pour presque tout w € €2,
il existe z(w) tel que la suite de mesures X, (w).v converge faiblement vers la
mesure de Dirac ...

Nous expliquerons la notion de mesure p-stationnaire dans la sous-section
suivante.

Remarque 7.3. Une fois les théorémes prouvés, il ne sera pas difficile de se
convaincre que la suite des z,(w) définie dans la proposition (7.1) converge
vers le z(w) défini au théoréme (7.2)

7.2 Mesures stationnaires

Dans cette sous-partie, je définis la notion de mesures stationnaires, énonce
et démontre les résultats de base. La présentation est largement inspirée de
[Ma].

L’action de I" sur P! nous fournit une action de I" sur 'ensemble 22 (P!)
des mesures de probabilité boréliennes sur P! : celle-ci est définie pour v € T',
v e P(P) et Aborélien dans P* par v - v(A) = v(y 1 (A)).

On définit également les mesures de convolution. p*" 1= p % pu* ... % 4
est la mesure image sur I' de la mesure produit g®" sur I'" par l’application
produit I'x ... xI' = T, (71, ..oy Y ) — Y1--Yn- La loi de X, est p*". De méme,
si v e 2(P'), on définit la mesure p * v comme la mesure image sur P! de
la mesure produit sur I' x P! par I'application I' x P! — P!, (v, z) — v.x.
Donc si A est un borélien de P! :

prv(A) = pyv(y(A))

el

et si f est une fonction continue sur P! :

prv(f)=> p() [ flyx)dv(z)

~er zeP!
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Definition 7.4. La mesure v € P(P') est dite p-stationnaire (ou pu-harmonique)
si uxv=uv, cest a dire si pour tout borélien A dans P*, on a :

> u(r(y7H(A)) = v(A)

yel’
Proposition 7.5. [Fur] Il existe une mesure p-stationnaire sur PL.

Démonstration. En effet, si x € P!, la suite de mesures de probabilités :

1
= (0 Oy + ... ok O,
Un = g (Go ok O o ™ 4 )

est une suite d’éléments de Z2(P!) qui est compact pour la topologie faible.
On vérifie facilement que toute valeur d’adhérence de cette suite est une
mesure p-stationnaire. |

Proposition 7.6. [Wo] Si < supp(p) > est non élémentaire, alors v est
sans atome.

Démonstration. Supposons le contraire. Notons M ’ensemble des atomes de
poids maximal. M est invariant par l'action de < supp(u) >. En effet soit

xo € M. On a :
v({zo}) =Y n(v({y (wo)}) (1)

el

Or pour tout v € T, v({y ! (x0)}) < v({xo}). On en déduit, grace a I’équation
1, que pour tout v € supp(u), v({v 1 (x¢)}) = v({zo}). Donc pour tout
appartenant au semi-groupe engendré par le support de p, on a 1M C M.
Comme M est fini, on en déduit que y~*M = M. Donc M est invariant par
l'action de < supp(p) > et est un ensemble fini, ce qui est impossible car
< supp(p) > est non élémentaire. [

Le théoreme qui est a la base de toute la théorie des marches aléatoires
est le suivant :

Théoreme 7.7. [Fur2] Soit v une mesure p-stationnaire sur P*. Alors, pour
presque tout w € Q, il existe une mesure AN(w) € P(P) tel que la suite de
variable aléatoire X, (w).v converge faiblement vers \(w).
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Démonstration. Soit f une fonction continue sur P, notons M} := X,,.v(f) =
/ f(X,.z)dv(z). La suite de variables aléatoires (M7),cy est une martin-
Pl

gale relativement & la filtration canonique .7, associée a la suite X,,. En
effet :

E [M,{H/%} =E UP f(Xn—&-lm)dV(:E)/an}
_E { [ P )dv(z) /fin}

=S . [ 1(Xraivta)

= [ F)dn ) (@)

= [ 1) @) = ]
Soit f € €°(P'). La suite (M),ey est une martingale bornée donc est
presque-siirement convergente. Donc, pour tout f € €°(P'), il existe 2 tel
que P(2;) = 1 et pour tout w € Qy, on ait Jim. M} (w) = Aw, f). Or, €°(P)
est séparable c’est a dire contient un sous ensemble D dénombrable et dense
pour la norme sup. Soit ' = ﬂfeD Q. On a P(Q) =1 et pour tout w € ¢,
Iapplication A, : D — R, f —— A(w, f) est uniformément continue (elle
est 1-lipschitzienne). A, se prolonge donc en une application toujours notée
A, : €°(P') — R. L’application A, est alors une forme linéaire continue
positive et vérifie A, (1) = 1. Donc, par le théoreme de représentation de
Riesz, pour tout w € , il existe une mesure de probabilité A(w) vérifiant
pour tout f € Q) Ay(f) = [ fdA(w). Donc pour tout w € ', X, (w).v
converge faiblement vers A(w).
[ |

7.3 preuve du théoréeme (7.2)

La preuve qui suit de ce résultat classique est largement inspiré de [Bou].
Pour prouver le théoreme, il nous suffit de montrer que la mesure A obtenue
dans le théoreme (7.7) est un Dirac.

Nous commencons par démontrer la proposition suivante :
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Proposition 7.8. soit (g,)neny € PSI(2,C) tel que || g, ||—= oo, alors il
existe une sous suite n; et il existe y,z € P! tel que pour tout x € P — {y},

on ait lim g,,.© = 2.
i—00

La proposition est une conséquence immédiate du lemme suivant (on note
(€1, e2) la base canonique de C?) :

Lemme 7.9. si || g, ||—= o0 et || gner ||>]] gnez || et si z est une valeur
d’adhérence de g,le1], alors il existe une sous suite n; et il existe y € P tel
que pour tout x € P — {y}, on ait lim g,,.x = z

71— 00

Démonstration. Soit z une valeur d’adhérence de g,[e;]. Quitte & extraire :
a, b, ot o a, b\ 1 an bp

w o d) ST\ ) T el e, d,
Comme || gner [[>|] gnea ||, ona:|aj, [<1,] b, [< 1, ] [<Tet|d, [<1
et donc quitte a extraire a nouveau, a,, b, ¢, et d/, tendent respectivement

vers a, b, ¢ et d. Remarquons que :

gn-le1] = z. Posons g, =

det(q,
ad — bc = lim il
n—oo || gney ||

=0

—b
Pour tout z € P! — {a},ona:gn:c—>

En effet, soit X = (i;) tel que [X] # {_b} (= [_Cd] ). On a:

alxy 4 0,z axy + b
/ !
c,T1 4 dy, o cry + dzo

nix = |
— premier cas : ¢ # 0. Alors :

F%mﬂ:rmﬁmﬂzﬁm+mq:m

cxy + dzo c(cxy + dxs) c(cxy + dxs) c

— deuxieme cas : ¢ = 0. Alors | a |= 1 et d = 0. Donc ZJ = g
ar; +bxy|  |awy +bry| |1
cry +dxy| 0 |0
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Plagons nous maintenant sous les hypotheses du théoreme (7.2). On a
alors :

Lemme 7.10. presque siirement : sup,,» || X, [|= +o00.

Démonstration. Sinon il existe A € Q tel que P(A) > 0, il existe M > 0 tel
que pour tout n € N, et pour tout w € A, on ait || X, (w) ||[< M. Comme
< supp(p) > n’est pas un groupe élémentaire, on a pour n assez grand :

P (|| h(w)...hy(w) ||[> M?) >0
Donc par indépendance des h;, on a :
P (UieN || Ping1(w)...hrrym(w) ||> M2) =1
Dongc, il existe w € A, il existe i € N tel que :
| in1 (@) B (W) [[> M
Donc :

M? <[ hinr (W) Tagirryn (W) ||

=] Xin(w) " X1 (w) ||

<] Xin(@) 7] ] Xrnn (@) ]
=[| Xin(w) [| - [| Xi+1n(w) |
< M

Contradiction. (on a utilisé a la quatrieme ligne le fait que pour g € SI(2,C),
g lI=l g~ 1) u

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que les mesures A\(w)
définies au théoreme (7.7) sont des Diracs 6.(.. D’apres le lemme précédent
(7.10), pour presque tout w il existe n; tel que lim || X, (w) ||= +oc. Donc,

11— 00

d’apres la proposition (7.8), quitte a extraire, il existe y(w), z(w) € P! tel
que pour tout z € P — {y(w)}, on ait lim X, (w).x = z(w). Or v est sans
1—00

atome. Donc X, (w)v — ... Et donc AMw) = 0.
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7.4 preuve de la proposition (7.1)

Sous les hypotheses de la proposition, il existe un réel A > 0 tel que
P-preque stirement, on ait :

1
~log [| X, [|— A @)

Remarque 7.11. 1. X est appelé l’exposant de Lyapounov de la marche
aléatoire.

2. Le fait que Llog || X, || converge presque sirement fut originellement
prouvé dans [KF] et est en fait une simple conséquence du théoréme er-

godique sous-additif de Kingmann. Ce fait utilise la premiere hypothése

de la proposition (/ log(|| v IDNdp(y) < +00).
r

3. Le fait que la limite soit strictement positive est une conséquence de
Pautre hypothese de la proposition (< supp(p) > est non compact et
n'a aucun sous groupe d’indice fini réductible) et sa preuve peut étre
trouvée par exemple dans [Fur].

Prenons A et A\’ tels que 0 < X < A < \. P-presque surement, on a pour
n assez grand :

N <) X f|< e (3)

Rappelons la décomposition de Cartan d’'un élément de GI(2,C). Si g €
Gl(2,C), il existe k, k" appartenant au groupe des matrices orthogonales

0(2,C) et a = C(L)l c? une matrice diagonale (avec a; > as) tels que
2
g = kak'. Appliquons cette décomposition a X,, : on a X,, = k,a,k], avec
0
k, € O(2,C) et a, = (OE)" o-1) et | @, |> 1. Comme || ay, ||=| o |, que &,
n

préserve la norme et par ’équation (3), on obtient :

e)\/n Sl a, |§ eA”n (4)

Lemme 7.12. si (e, es) est la base canonique de C? et a = <a aol) avec

0
| |*> \/g alors on a :
1.d([X], [e2]) =] o ['= d(aX], [er]) <[ o [
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2. d([X). ea)) <] @ [ d((aX], ea]) > 3

Démonstration. Travaillons dans la carte Uy = {[X] = [z, x9]; 21 # 0} —
C,[z1,20] — 2 = 2. Ona:

1
d(|X], |es]) = ———
([XT, [e2]) NiESE
Donc
d([X],[es]) 2| a [Tt 2 P<[ o P -1
et
d([X],[es]) <l a [Pz P2] o |* -1
On calcule :

| |7 2]
Vitla[H 2
Poson 3 =|a |2 et f(z) = \/% Il s’agit de montrer que :

d([aX], ed]) =

f(x) = T FEapE > 0. Donc f est croissante et donc :

1 1 1. B
xg,/g—1:»x§\/%:f(x)§f(\/%)_mg\/B

ce qui montre le premier point. Pour le deuxieme, on a :

[T 1 \/1—52 1
pour 3 < \/g(ie pour | a |*> \/g) |

On peut a présent terminer la preuve du théoreme en utilisant le lemme
précédent et le fait qu’'une transformation orthogonale préserve la distance
d. En effet, pour n assez grand, on a :




Donc :
anky, (D([k}, " es), e7™))) € D([er], e ™)

Par conséquent :
Fnan ks, (D([ky, €], e7X7))) € D([knes], ™)

Donc si on pose : 4, = k' '([es]) et z, = k,([e1]), on obtient pour n assez
grand :
Xa((D(yn, e™™)%) € D(2), ")

On obtient la deuxieme assertion par un raisonnement analogue. Pour n assez
grand :
an(D([ea], €™"™)) C an(D([ea], | an | 72))

c (D(ler) 3))

Donc, pour n assez grand :
_o\'n 1 c
Xn(D(ynae A )) - (D(Zn>§))

Prouvons a présent la remarque (7.3) Soit a une valeur d’adhérence de
z,, différente de z. Soit n; tel que lim z,, = a. Par le théoreme (7.2), presque
1—00

surement X,,,.v(D(«, d(z’a)) - 3.(D(a, d(z’o‘))) = 0. Par la proposition (7.1),
on en déduit que v(D(y,,,e"*™)) — 1. Quitte & extraire & nouveau, on peut
supposer y,, — y € PL. On aurait alors que v({y}) = 1, ce qui contredit le

fait que v est sans atome.
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8 Le procédé de discrétisation de Furstenberg-
Lyons-Sullivan

Ce procédé va nous permettre d’associer a une trajectoire brownienne
dans D une marche aléatoire droite dans II;(X) et d’appliquer les résultats
de la partie précédente. Les preuves des résultats annoncés peuvent étre
trouvées dans [LS] et nous suivons la présentation de [KL]. Soit ¥ une surface
de Riemann hyperbolique et analytiquement finie. So groupe fondamental
I, (%) agit sur ¥ (= D), le revétement universel de ¥, par isométrie pour
la métrique de Poincaré du disque. Pour tout X appartenant a I1;(2), on
définit : Fx = X.D(0,0) et Vx = X.D(0,0") (disques fermés) avec 6 < ¢’ et
0 choisis suffisamment petits pour que les Fx soient 2 a 2 disjoints. Notons
(Q,P,) Pensemble des trajectoires browniennes partant de x dans D muni
de la mesure de Wiener associée a la métrique de Poincaré du disque. La
réunion |J Fx est un ensemble récurrent pour le mouvement brownien

Xell (%)
(car ¥ est analytiquement finie). Pour z € F,, notons ¢2'¢ la mesure de sortie
de V. d’un brownien partant de x. La constante de Harnack C’ du couple

(F.,V.) est définie par :

dea‘/e

C' = sup {deg‘/e (2);x,y € Fo,z € 8Ve}
y

\ 6Ve . 7 . 71 7
ou %ﬁm est la dérivée de Radon-Nikodym. Remarquons que les éléments
Yy

de II;(X) agissant par isométrie sur D, la constante de Harnack du couple
(Fx, Vx) est la méme pour tout X € I1;(X).

Siw e Q,, x eV, on définit :
So(w) = inf {t > 0;w(t) ¢ Vo}
et, pour n > 1:
R,(w)=inf {t > 5,1 (w);w(t) € UFx}
Sn(w) = inf {t > Ry(w);w(t) ¢ UVx}

On définit également :

Xy (w) par w(Ry(w)) € Fx, ()
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d 6VXn(W)

eXn w).0
fn(@) = = |~ (@S (@)
e,y ()

ou C est une constante choisie de sorte qu C" < C. On a, par définition de
C,C’etmnzégmn§%<1.

Notons (Qo % [0,1]N, Py @ leb®V) = (Q,P). Soit N : @ — N : (w,a) =
(w, (ap)nen) = @ — Ni(@) la variable aléatoire définie par :

No(@) =0

Ni(w, ) =inf{n > Ny_1(w, @); ay, < kp(w)}

Notons également : v, = X~ !X, 11 Le théoréme essentiel est le suivant :

Théoréme 8.1. [LS] il existe p une mesure de probabilité sur 11, (%) (la loi
de Xy, ) telle que si A est un borélien de D :

P(Xy, = 215 X, = 2, 0(Sny) € A)) = ()l w2). () ey o (A)

Corollaire 8.2. [LS] (Xn, )ren est une réalisation d’une marche aléatoire
droite sur I1;(X) de loi p, c’est a dire que (yn, = X;,;XN,CH);CGN est une
suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi

I
Nous aurons également besoin des propriétés suivantes :

Proposition 8.3. 1. [l existe un réel T' > 0 tel que presque surement S%
tende vers T quand k tend vers l'infini.

2. La mesure pv a pour support 11 (X) tout entier et a un premier moment
fini par rapport a la distance d associée a la métrique de Poincaré de

D, c’est 4 dire que d(7.0,0) dv(vy) < +o0
vE (X))
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9 Preuve du théoréme (1.3)

Pour simplifier 1’écriture, on prend zy = 0 et w € €. Pour prouver
ce théoreme, nous allons utiliser le processus de discrétisation de la partie
précédente et la proposition (7.1). Pour simplifier les notations, prenons zq =
0. 51w = (w, ) € €, w s’écrit comme une concaténation infinie de chemins :

W = wp * P * wq * Po * wo...

ol Wy = Wjo,Ry,] €t pour k > 1, B = wjry, s, €t Wk = WSy Ry, ,]- POSONS

¢ = Xy .wi. On a alors
w=uwp * P % Xn,c1 % Po x Xn,Ca...
et par p-équivariance :
D(w) = D(wo) * Z(B1) * p(Xn,)Z (1) * D(52) * p(X,)D(c2)...

On va maintenant pousser en avant par le morphisme p la marche aléatoire
droite Xy, dans II;(X) afin d’obtenir une marche aléatoire droite dans I' et
d’appliquer la proposition (7.1). Pour cela, notons i = p.u (o p est la
mesure sur II;(X) définie par le processus de discrétisation de la section
précédente (8.1)) et Yy, = p(Xu, ). Le processus (Yy, )r>0 est une réalisation
de la marche aléatoire droite sur I' de loi ji. Notons qu’il existe une constante
a telle que pour tout v € II;(X), on ait log(|| p(7) ||) < a.d(0,+.0). On en
déduit, en utilisant la deuxieme partie de la proposition (8.3), que U'intégrale

/ log(|| p(7) 11) du(y) < +o0 et done que / log(|| v INda(y) < +oo.
yEI; (X)) ~vel

Les hypotheses de la proposition (7%) sont donc satisfaites. Par conséquent,
il existe 0 < X' < A tels que pour P-preque tout @ € €, il existe N(@) tel
que pour tout k> N(©), il existe y;(@), 2:(0) € P! tel que :

L Yu, ((D(yr, e¥*))¢) C D(2, k)
2. d(Yn, (D(yx, e, 2;.) > 2

Donc, si on montre que pour presque tout @, il existe une suite (ky,)nen
tendant vers l'infini telle que :

P (k) N D(yr,, e ) # @ et D(ex,) N (D(yn,, e ")) # @

alors le théoreme suivra immédiatement. En effet, on aura alors que, pour
une infinité de k, la portion de chemin p(Xn,)Z(ci) de Z(w) visite a la fois
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D(z, e™*) et D(z, 3)°, ce qui empéche Z(w(t)) d’avoir une limite quand t
tend vers l'infini.

Pour montrer ceci, posons :
Ey = {Z(c) N D(ye, e ") # 2} 0 {D(cx) N (D(yr, e "))° # 2}

Il s’agit de montrer que

P(N U E)=1 (5)

n>0 k>n

Il s’avere que la suite (P(Ey))ken est non sommable (nous verrons plus loin
que P(E},) est minorée par %), Done si (E},) ey était une suite d’événements
indépendants, on pourrait conclure immédiatement grace au lemme de Borel-
Cantelli. Mais, il n’est pas difficile de se convaincre que ces Ejy ne sont pas
indépendants. Pour contourner ce probleme, nous allons démontrer ’affirma-

tion suivante :

3¢ >0, 3N, > 0 tel que YN > Ny, Yk > N, P(E,|ES_,, ...ES) > g (6)
Commencons par montrer que (6) implique (5). Pour montrer (5), il suffit

de montrer que YN € N, P( () ES) = 0. Fixons N > Nj :
=N

n
k—o00

P(() E) = limP(() E)

.k -
Soit k > N. Posons ux =P( (| ES) et oy = P(E§/ES_4,...ES). On a :
=N

n=
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U A Uk —1
= OpOg_1...0N4+1-UN

== (1=

IN

IN I
- o
o =

Sle |
5=l

c

Z

n=N+1
b C
= exp(— Z —).un b 0
n=N+1 n >
On a donc YN > Ny, P(() ES) = 0. Et si N < Ny, on a ) ES C
n=N n=N

N Ec. Donc P( () E¢) =0.
n=~Np n=N

Nous allons maintenant montrer 'inégalité (6). Pour montrer ceci, nous
aurons besoin du lemme suivant qui, grossierement parlant expriment le fait
suivant : si Z est surjectif, alors pour un certain » > 0, l'intersection du
disque de centre 0 et de rayon r et de I'image réciproque par 4 d’un disque
de rayon e=2""% contient un disque dont rayon est de l'ordre de e=2""*. Plus
précisément :

Lemme 9.1. 38 > 0, 3r > 0, ANy € N tel que Vy € P, 3z € D(0,7r) tel que
Vk > Ny, on ait :

D(x, pe™*) € 271(D(y,e”™))

Démonstration. 9 est surjective, donc Ir > 0 tel que Z(D(0,r)) = PL. Soit

% = sup | 2'|. Soit Ny € N tel que Be=22"No < r. Soit y € P, et soit
D(0,2r)
)

x € D(0,r) tel que Z(

x) = 7. Soit maintenant k& > Ny et 2; € D(z, fe=2"F).
On a : d(2(z), Z(x1))

< sup | 9" | .d(x,z1). Or par construction,

D(x,ﬁe—2/\”k)
D(z, Be=2""F) € D(0,2r). On en déduit que d(2(x), Z(x1)) < %.5.6_2)‘1% =
e 2"k ce qui termine la preuve du lemme. |
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Nous pouvons a présent montrer I'inégalité (6). Remarquons tout d’abord
que, pour k assez grand :

B, = {@(ck) N D(ys, e=2X%) £ @}

En effet, {2(ck) N (D(y, e %)) # @}={cx N 27 (D(yr, e %)) # @} est
un évenement certain pour k assez grand. Ceci est du au fait que, si D
est un disque dans D, alors 2~'(D(yx, e=**)) N D est une réunion finie de
disques topologiques de diametre tendant vers 0 quand k tend vers l'infini,
et le nombre de ces disques est majoré par le degré de Zp. Ainsi la suite ¢,
de chemins continus joignant 0V, a UF, ne peut, pour k assez grand, étre
incluse dans 21 (D(yx, e~ ")).

Soit N € N assez grand et k > N. Posons Dy, (0) = 271 (D(y,(©), e~ 2"*))
et fixons v € II;(¥). Nous allons montrer le lemme :

Lemme 9.2.

B(Ey| By, BR) 2 inf P({en D, fe ™) # 2} {oy, = 7})

xeD(0,r)

Démonstration. 3
B(Ey | By, ..E})

=P{cxNDy#@} ) {cxe1 N Dyt =@, ...,en N Dy = @)

> P ({ee N Dy # @} N {yn, =7} [{ee-1 N Dpoy = @, ey N Dy = 2Y})

=P({ex N Dy # @} {yv, =7, ko1t N Die1 = D, ...,ex N Dy = @}) fi(y)

car les événements {yy, (@) =~} et {cx-1 N D1 =9, ...,ey N Dy = &}
sont indépendants.

> inf B({ec N 77 (D(y, ™) # @} | {1, = 7.

yeP!

ko1t N Dpy =G, ...,ecyN Dy = @})-ﬁ(V)
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car ¢,(@) et yr(w) sont indépendants sachant vy, (@) = 7 : en effet, y;
dépend de vy,. Mais, sachant vy, = 7, yr ne dépend pas du chemin ¢
joignant OV, a F,.

= inf I@({ck N2 (D(y,e ")) # @} N {yn, =}

y€Pp!

{Ck—l N Dk—l = @, ..., CN N DN = @})

toujours car {yn, = 7} et {cx—1 N Dy—1 = I, ...,cx N Dy = S} sont
indépendants.

=infP <{Ck N2 YD(y,e” ) £ @y N {y, = ’Y]’)

yeP!

car 'événement {c; N 27 1(D(y, e~ ")) # @ N yn, = 7} est indépendant

de I'événement {c,_1 N Dy = @, ...,cy N Dy = T}

> inf P ({ck N D(z, Be %) £ @} N {7y, = 7}>

zeD(0,r)

cette derniere inégalité résulte du lemme (9.1).

— inf P <{cl N D(z, Be™"*) £ @} N {yn, = 7}>

xz€D(0,r)

Il reste donc & montrer qu’ il existe une constante c telle que pour k assez
grand, on ait :

c

inf P ({e.n D@, Be™™") £ 2} {1y, =7}) = 7

x€D(0,r)

La preuve de ce fait est un peu technique mais repose sur 'idée simple
suivante : pour calculer la valeur de

an Ip <{Cl N D(-T, 5672/\,%) 7é Q} N {7N1 = 7}>

z€D(0,r)

on se ramene a étudier la probabilité qu'une trajectoire brownienne du plan
1

euclidien partant du point d’affixe 5 atteigne le disque de centre 0 et de
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rayon e * avant d’atteindre le bord du disque unité. En utilisant I’invariance

du brownien par l'exponentielle complexe, cette probabilité est égale a la
probabilité qu'une trajectoire brownienne partant du point d’affixe —log(2)
atteigne la droite d’équation x = —k avant d’atteindre la droite d’équation
x = 0. Un calcul simple montre que cette probabilité vaut %.

Posons ¢ = %. Dans la suite, P, désigne la mesure de Wiener d'un
brownien partant de y (brownien associé a la métrique de Poincaré lorsque
y sera dans le disque et associé a la métrique euclidienne lorsque y sera dans
C). Notons également P,,, := [ P,dm(y) ot m corresond a la mesure de sortie
de Vo = D(0,4") d’un brownien partant de 0, c’est a dire la mesure uniforme
sur D(0,9"). Notons enfin pour A borélien, et w trajectoire brownienne, 7'y
le temps d’atteinte de A. Soit = € D(0,r). Nous allons distinguer 2 cas :

Premier cas : x € (D(7.0,6 + 2¢))¢ On a alors D(x,e)ND(7.0,6 +¢€) = @.
On a alors :

P({ey N D(x, Be %) # @} 0 {yw, =7})
> P({e1 N D(w, ™) # @} N {m =7} n{N = 1})

> P({c; N D(z, B ") £ @y N {y =} N {a;s < L )

2
1
= E'PM(TD(LU,ﬁe_Q)‘”k) S Tupa ﬂ TF’Y S TUFQ)
Si on prend k assez grand pour que e \'F < 5, par la propriété de
Markov forte, cette quantité est
1 ,
> oaFulloey <Tor). inf BolTosese) < Tone.)
Yy 3’),5
an ]P)z(TF—y S TUF(,,)
2€0D(z,€)

Comme z € D(0,r), 3a > 0 (indépendant de x) tel que :

Pp(Tp@,s) < Tur,). inf P.(Te, <TUr,) >a
2€0D(x€)

Lemme 9.3. [l existe b > 0 (indépendant de x) tel que :

ENS S

€
Vy S 8D(x, 5), Py(TD(%/@efn”k) < TBD(x,e)) >
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Démonstration. Notons De,q(z, ) le disque de centre z et de rayon
a dans C pour la distance euclidienne. Soit y € 9D(z, 5). 1l existe un
biholomorphisme WV, identifiant :

— D(z, e 2"*) et Deyer(0, cre™2Y'%) := Dy (k)

— D(x,5) et Deye(0,c2) := Dy

— D(x,€) et Deye(0,1) := D3

—yet e

Par invariance conforme :

Py(Tp(zge-2v%) < Ton(z,e) = Py (Tyy < Tops,)
L’application exp envoie :
— la droite A, (k) d’équation z = log(cie™?"*) sur 9D (k)
— la droite Ay d’équation z = log(cz) sur 0D
— la droite Az d’équation x = 0 sur 0Ds3
Par invariance conforme, on a :

—log(c2) b
Pey (T, k) < Tons) = Prog(ea) (Tarmy < Tay) = IV — log(cr) =

pour k assez grand et une certaine constante b
[ |

On a donc bien trouvé une constante ¢ = g—l; telle que pour N € N
assez grand et pour tout k > N, on ait P(Ey, / Ef_,,..E) > 1.

Deuxiéme cas : 2 € D(7.0,8 + 2¢) : Alors pour k assez grand, D(z, Se=2V'F) ¢
D(7.0,6 + 3¢).

P({c N D(x, fe"™) # 2} N {7y, = 7})

> P({c; N D(z, Be ") £ @} N {n =7} N{p=7}n{NM =2}

1 c’ .
2 75 (1= ) PulTr, < TUFa)~yZ€%£Py(TD(x,5e—2k”k) < Tov,)
. an I[DZ(TF»Y S TUFQ)
2€00V,

On conclut de la méme maniere que dans le premier cas en montrant
que cette quantité est égale a ¢ pour une certaine constante c.
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10 Preuve du théoréme (1.5)

De méme que pour prouver le théoreme précédent, nous allons utiliser
le processus de discrétisation de Furstenberg-Lyons-Sullivan. Pour simplifier
les notations, prenons zo = 0. Soit © = (w,a) € Q. Le chemin w s’écrit
comme une concaténation infinie de chemins (remarquons que les notations
sont 1légérement modifiées par rapport a la partie précédente) :

w = [p * Wy * Wy * ...

ou fBy = Wilo,Sy,] €t pour k>0, w, = W|[Sny Sy 4] Posons, pour k > 0,

Cp = X]Q:.wk. On a alors :
w = Py x Xn,co*x Xn,01...
et par p-équivariance :
D(w) = Z(Bo) * p(Xny)Z(co) * p(Xn,) D (c1)...

Tout comme dans la preuve du théoreme (1.3), la suite de variables
aléatoires X, est la réalisation d’une marche aléatoire droite dans II; ()
de loi u et la suite de variables aléatoires Yy, = p(Xn,) est la réalisation
d’une marche aléatoire droite dans p(I1;(X)) de loi i = p,.p. La proposition
(7.1) nous définit alors deux suites aléatoires d’éléments de P! : y (@) et
2:(@). Le théoréme (7.2), définit un point aléatoire de P! : 2(©). Et par la
remarque (7.3), presque surement, z,(@0) — 2(@).

Remarquons que pour démontrer le théoreme, il suffit de montrer que
pour P-presque tout @ = (w,a) € Q, pour tout € > 0, on a :

tlgglo% leb{u € [0,t] tel que Z(w(u)) € D(z(©),e)} =1 (7)
Si on pose pour k> 0 :
T(@) = leb {t € [Sn,, S, ] tel que D(cx(@)(1)) € D(yk(w),e_)"k)}

et
6ulB) = = S Ti(@)
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il nous suffit de montrer que presque sturement

lim ¢, =0 (8)

n—oo

Montrons que (8) = (7). D’apres la proposition (8.3), il existe 7" tel que
presque strement

lim 2 7 (9)

n—oo M
Soit donc @ appartenant a l’ensemble de mesure pleine sur lequel (8) et (9)
sont vérifiés. Soit € > 0. Par la remarque (7.3), zx(w) — z(@). Donc, il existe
Io(@) tel que Vk > Iy, D(z,(@), e %) € D(2(@),¢€). On a donc :

1n71
ST Ty (@) — 0
n
k=0
1 n—1
= — ) Tip(w) —20
SNnkz_; k(@)
n—1
1 /
:>§ leb{te[SNk,SNM] el que 2(ex(@)(1)) € Dy(@), e ) }) — 0
" k=l

par la proposmon (7.1)

n—1

:—Zleb{te SNk,SNk+1] tel que Z(w(t)) & D(z(@ }—>0

n—1

:S—Zleb{te SNk,SNk+1] telque.@( ())@éD( }—>0

Nn =1

— Si.leb {t €0, 5n,] tel que Z(w(t)) ¢ D(z(w),€)}) — 0

Nn

= Si.leb {t € [0, Sn,] tel que Z(w(t)) € D(z(®),€)}) — 1

Nn

— lim sup% leb{u € [0,t] tel que Z(w(u)) € D(2(@),e)} =1 = (7)
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La derniere implication est due a (9). Nous devons maintenant montrer
(8). Pour cela, nous allons majorer, pour k assez grand, E[T}(w)] par 7. Nous
commengons par une série de lemmes qui seront utiles par la suite (plusieurs
de ces lemmes sont inspirés de [BHM] :

Lemme 10.1. Pour C; € R" et k € N*, définissons :
By, = {@ tel que Sy, (@) > Cy.log(k)}

Pour Cy assez grand, il existe ag > 0 tel que pour tout k € N*, on ait :

~ a
P(By) < k_g

Démonstration. Comme ¥ est compacte, on peut montrer (voir [Pi]) qu’il
existe a; et ay strictement positifs tel que pour tout z € V, :

P.(S1 >71r) <aje®" (10)
Or,

P(Sy, >7) =Y P(Sp >rN Ny =k)

k>1

- [t
k‘Zl SkZT

= Z/ E[]llekW]dﬁb
k>1 Sk=>r

= E[E(Ly,—lw).Ls,>]
k>1

1 i~

< Z(l - @)k I]P)(Sk > T)

k>1

E(.|w), P(.|w) désignent respectivement I’espérance et la probabilité condi-
tionnelle sachant w. La troisieme égalité est die au fait que 1’événement
S > r ne dépend que de la trajectoire brownienne w et est indépendant de
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la suite a,,. Enfin, la derniere inégalité est diie au fait que, presque stirement :

E(1 n,=k|w)

P(N; = k|w)
P(N, > klw)
P (MEZi k(W) < ap|w)

Par I'inégalité de Markov, on a pour tout Ag > 0

P(S, > 1) = Po(Sg > 1) < e M E[e05%]

E[eo5] = E [e(51 i s8]

. o) [6/\0-51 .€AO<(52—51)...eko-(sk_sk—l)]

N

sup E,
2EVe

s])

La derniere inégalité étant due a la propriété de Markov forte.

Pour tout z € V., on a :

&kMﬂ:1+/

<

P, (S > ~—)du

u>0 ~ Ao
1 +/ etare” 2% du
u>0
3]
I+ 5

Ao

La derniere égalité est vraie pour A\g < as
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On obtient alors :

k
- Y 1., a
By, 2 1) < e 31— ) 1(”3—25)

k>1

La somme précédente est convergente a condition de prendre )\ suffisa-
ment proche de 0. Fixons donc un tel \g. Il existe alors une constante ag telle
que :

[@’(SM >r)<ap- e tor
En prenant r = C log(k), on obtient :
P (Sy, > Cilog(k)) < ag- k=

Pour C assez grand, \gC; > 2 et le lemme est démontré.

Lemme 10.2. Pour Cy € R" et k € N*, définissons :
A ={@ tel que c¢o(@) N D(0,Cylog(k))¢ # @}

Pour Cy assez grand, il existe az > 0 tel que pour tout k € N*, on ait :

Démonstration. Si w est une trajectoire brownienne, notons :

§ = sup d(w(0),w(1))

0<u<t

Fixons C7 > 0 de sorte que la conclusion du lemme (10.1) soit vérifiée. On
a:
P(Ag) < P(A, N {Sn, > Cilog(k)}) +P(A, N {Sy, < Cylog(k)})
< P(S, > Cilog(k)) + Po(écy gy > Calog(k))
Or, on a 'estimation suivante, valable pour un brownien définie sur une
variété a courbure bornée (voir [P]) : il existe une constante ¢ > 0 tel que

pour tout y € D et pour tout r > 2, on ait P,(§ > r) < e=er’. Donc, pour
A1 > 0 fixé, on a :
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)du

E, M) =1+ / P (6 > L
u>0 )\1
2

u—cty
<1+ e Mdu
u>0
La derniére intégrale est convergente. Soit as(\;) la constante vérifiant
u2
e =1+ / e’ ¥ du. En utilisant successivemnt I'inégalité de Markov et

u>0
la propriété de Markov du Brownien, et en notant Ent(t) la partie entiere de
t, on obtient

e_’\“"E[eAlft]

< MR [em. f;‘;“)*supkgsgkﬂd(w(k)w(s))]

P(& >r)

IN

< e (supyepk, [e1])!
Pour ¢t = C log(k) et r = Cylog(k), on obtient :
P (501 log(k) < O log(k)) < E—MC2 aaCh

Et done :

]P(Ak) S % + k—)\102+a401

Quitte a choisir Cy suffisament grand, —)\1Q2 +a4C7 < —2. Et dong, il existe

az > 0 tel que pour k assez grand, on ait : P(A4;) < 5.
|

Fixons une fois pour toutes une constante Cy vérifiant le lemme précédent.

On a:

Lemme 10.3. Il existe C3 € R tel que, pour tout k assez grand, on ait :
Card{vy € 11(%) tel que d(0,7.0) < Cylog(k)} <k

Démonstration.

1
lim sup — log (Card {I1,(£).0 N D(0,7)}) = a >0

r—oo I
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Dong, il existe o/ > « et il existe R > 0 tel que pour tout » > R, on ait :
Card {I1;(X£).0N D(0,7)} < "
Donge, en prenant r = Cylog(k) et pour k assez grand, on obtient :
Card {I1;(X).0 N D(0, Cy log(k))} < e C2loek) — po'Ca
[ |

Lemme 10.4. [] existe Cy, C} € R™ tel que pour tout x € D(0,Cylog(k)),

on ait :
1

kO

Démonstration. | Z'(x) | désigne ici le module de la dérivé de Z en z en
considérant la métrique hyperbolique du disque au départ et sphérique a
Iarrivée. Notons F' le domaine fondamental de Dirichlet associé a I’action de
I, (%) sur D, c’est a dire :

<| 7'() |< K%

F={zeDtel que Vy € I[,(X) d(z,0) <d(z,7.0)}

Notons 71, ...74 'ensemble des v € I1; (X) tels que FNyE # &. Le fait suivant
est classique :

Jv > 0 tel que Vo € D(0,r), Jy € F, I < v.r, Jiq,...,5 € {1,...d} tels
que T = Y, ..., Y.

Soit z € D(0,Cylog(k)). Il existe iy, ..., € {1,...d} avec | < v.Cy.log(k)
tel que x = v, ..., y-

P(e) = D)
= p(vi)---p(i,)-2(y)

Donc :
7' (x) = (ﬂ(%l))lp(%)...p(%l).@(y)---P(%z){@(y)--@/(y)
Posons by = sup,cp | Z'(y) | et by = sup,cpi;—; 4 | p(7:)'(2) |. Notons
que by < oo car le domaine de dirichlet F' est compact (car 3 est compact).

On a :
| D' (z) |< by > 18 ) < 1O
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pour k assez grand.

Pour la minoration, on fait un raisonnement analogue en utilisant le fait
que infyep | Z'(y) |> 0 (car on a supposé que la structure projective était
non branchée). |

Cette série de lemmes va nous servir & montrer le résultat suivant :

Lemme 10.5. Pour k assez grand, on a :
E[Ty] <

Démonstration. Voici I'idée de la preuve : pour calculer E[T}], on se raméne
a peu de choses pres, a évaluer, pour un brownien w de loi initiale la mesure
uniforme sur 9D(0, ') et arrété au temps aléatoire Sy, , 'espérance du temps
que 2(w(t)) passe dans un disque de rayon e~* inclus dans P!. D’apres 'in-
variance du brownien par l'application conforme &, cela revient a évaluer
'espérance du temps qu'un brownien dans P! arrété au temps o,,(Sy, ) passe
dans un disque de rayon e~*. Les lemmes (10.1), (10.2) et (10.4) qui viennent
d’etre démontrés vont servir a controler le temps Sy, et le reparamétrage de
temps o) = fg | 7' (w(u)) |* du.

Commencons par quelques notations :

— E4 désigne 'espérance conditionnellement & 1’événement A.

~ Uk(y, @) = leb ({t € [Sny, Sn,] tel que Z(co(@(t))) € D(y,e¥*)}).
— Q, = {@ tel que Yy, (@) =~}

E[T]= ) E™[T]-puly)

Y€ (X)
Or, on a :
BT < sup B [leb {1 € [S, Sw,..] ta Z(ex(@)(1)) € D(y, e ") }]
yePL

= sup E"™1=[leb {t € [Sny, Sny ta Z(co(@)(t)) € D(y7€—>\/k)}]

y€ePt

L’inégalité de la premiere ligne est due au fait que cx(@) et yx(@) sont
indépendants sachant vy, = v et I'égalité de la seconde au fait que les ¢ (@)
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sont identiquement distribués. On a donc :

BT < Y supE™MT Uy, &)].u(y)
’Y€H1(E)y€1p)1

= Z sup/Q Uy(y, @)dP(@)

1
yE(X) yeP

< supt/“ Us(y, &)dB(@))
Z Q,NASNBE

1
V€ (X) veP

+ Y sw /Q @) (11)

1
V€M (X) yeP

Majorons tout d’abord le second terme de cette somme : d’apres la pro-

position 8.3, il existe T" > 0 tel que presque stirement, S% tende vers T.
Dong, il existe C' > 0 tel que presque strement, on ait pour tout £ € Nx :
Sy, < Ck. Or, par définition de Uy, on a Uy, < Sy,. Donc U, < Ck. Et donc :

sup/Q s Ur(y, 0)dP(@)) < (]fD(Ak) —|—I@’(Bk)) -Ck

1
yE(X) yeP

Donc, par les lemmmes (10.1)et (10.2), il existe une constante Cj telle
que :

N C
swp [ Uiy @)dB(@) <
anAkﬂBk

rer (s) V<
Majorons maintenant le premier terme de la somme dans 1'équation (11)

sup / Uy, @)dP(@)
Q,NAZNBY

1
€l () veP

SNy (@)

< D osw / / Lo(o@nenwerndt  dP(@)
’YEHl (Z) yEIP’ QyﬁAzﬁBg SNO (@)

SNy (@) L
- > SUPI/ / Lo (co@@)en(yeyndt  dP(@)

No (@)
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aw = (w,a) fixé, faisons le changement de variable
t
s=out)= [ |7 eo@l) [ du
0
On obtient que la quantité précédente est égale a :
Z / /GW(SNl(LD))
= Sup Lo (eo(@(05 " (5))eDweH)
d(0,7.0)<Cs log (k) YEP 7/ NALNBE Jow (SN (@) ’
1

12/ (co@(051(s)) P
Or 0,(Sny(@)) = 0 et siw e Q,NA;NB;, on a, d’apres le lemme (10.4) :

ds dP(®) (12)

SNy (@) )
rulSw@) = [ 12 o) [ du < Crlog(h) 42

On a également, par le lemme (10.4) :
1
o1V (s) = ~
) = TGN

< |20

Avec les notations suivantes :
— m est la mesure image par Z de la mesure riemannienne sur dV,.

~ Py =[5 Podm(z) (P, est la mesure de Wiener).
— B, est le processus brownien sur P!
On obtient, par invariance conforme du brownien, que le terme (12) est

majoré par le produit de
Card{y € m(X%) tel que d(0,~.0) < Cylog(k)}

et de

4 log(k).k2C1
sup / / g, yen(ye -k ds  dPy,(w)
yeP JQ, JO

Donc d’apres le lemme (10.3) et Fubini, on obtient que cette quantité est

majorée par :

C1 log(k).k2C4 ,
< |0 20 SquI?l/ P,.(B, € D(y,e "*))ds
ye 0
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< k9 k2 Cy log(k).k*C4 sup sup P, (B, € D(y,e ")) (13)

yePl seR+

Enfin, il n’est pas difficile de se convaincre que :

sup sup P,,(B; € D(y,e_Xk)) < 056_% (14)

yePl seR+

On obtient ainsi une majoration pour le premier terme de la somme 11 :
il existe une constante Cy telle que pour k assez grand, on ait :

sup / Unly, &)dP(@) < <
Q,NASNBE

1
yer () Y<F

Finalement, pour k assez grand, on a :

E[Ty] <
|

Il nous reste a déduire de ce dernier lemme que presque-siirement lim ¢,, =
n—oo
0. Soit €y > 0,
N var(pp)
P(| ¢n — E(on) [= €) < e—gn
0
Dong, si on montre que var(¢,) est sommable, on aura par Borel-Cantelli que,
presque-surement, pour n assez grand | ¢, — E(¢,) |< ¢ et finalement que,
presque-siurement lim ¢,, = 0. Montrons donc que var(¢,) est sommable :

n—oo

1 n—1
var(¢y,) = —Q.UGT(Z Ty)

" k=0
1 n—1

= . <Zvar(Tk) -2, > cov(n-,Tj)>
" \i= 0<i<j<n—1
1 1

< E'ZUGT(T’“) +2'ﬁ' Z | cov(T;,T}) |

k=0 0<i<y<n—1

Or, var(Ty,) = E(T?) — (E(T}))? et on montre de la méme maniere que
précedemment que E(T}) < 7. Donc . (Zz;é var(Ty)) est sommable.
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| cov(T;,T;) |<| E(T;.7;) | + | E(T;) | . | E(7}) |. On montre également,
en reprenant la preuve de maniere quasiment identique, que | E(7;.7;) |< %
D’ou . > o<icj<n | cov(Ti, T}) | est sommable.
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11 Application au prolongement analytique
de germes d’holonomie de feuilletages

Dans cette section, nous considérons des feuilletages holomorphes singu-
liers (de dimension 1 complexe) sur des surfaces complexes et nous intéressons
au prolongement analytique de germes d’holonomie de feuilletages entre sous
variétés analytiques de dimension 1. Commencons par quelques définitions :

Definition 11.1. Soit M une surface compleze de dimension 2. Un feuille-
tage holomorphe non singulier sur M de dimension 1 est la donnée d’un atlas
(Ui, pi)ier sur M mazimal pour les propriétés suivantes :

1. Uie]Ui - M

2. pourtouti € I, ¢; : Uy — A; X B; est un biholomorphisme entre l’ouvert
U; et le produit des 2 ouverts de C : A; et B;

3. si (Ui, i) et (Uj, ;) sont 2 éléments de latlas vérifiant U; N U; # &
alors le changemnt de carte p;; = @;(U; NU;) = @;(U; NU;) est de la
forme :

i (2, w0) = (735 (2,w), i (W)

ot ;; et m;; sont des fonctions holomorphes.

Definition 11.2. Soit M une surface compleze de dimension 2. Un feuille-
tage holomorphe singulier sur M de dimension 1 est la donnée d’un feuille-
tage holomorphe non singulier sur M — E ou E est un ensemble discret de
poInts.

11.1 Germes d’holonomie de feuilletages

Soit M une surface complexe munie d’'un feuilletage holomorphe singulier
. Soient Cy, (' deux sous variétés analytiques de M de dimension 1 et L
une feuille de .# intersectant Cy en py et Cy en p;. Supposons de plus que
Po et p1 ne sont pas des singularités du feuilletage et que L intersecte Cy et
C transversalement en py et p;. Soit 7 : [0,1] — L un chemin continu tel
~v(0) = po et v(1) = p1. Alors pour tout p € Cy assez proche de pg, on peut
trouver une famille continue =, : [0,1] — M de chemins paramétrée par le
point p € C assez proche de py vérifiant :

L 9(0) =p
2. (1) € Gy

64



3. Ypo =7
4. Pour tout p, 7, est contenu dans la feuille passant par p.

Le germe de I'application holomorphe p +— 7,(1) en py ne dépend pas du
choix de la famille de chemins v, et est appelé germe d’holonomie associé
a ~y. En fait, ce germe ne dépend que de la classe d’homotopie (dans L) a
extrémités fixes du chemin ~.

11.2 Une conjecture de Frank Loray

Considérons 1'équation différentielle dans C? :

dy _ P(z,y)
dr  Q(z,y)

ou P et () sont deux polynomes premiers entre eux.

Les solutions de cette équation différentielle définissent un feuilletage ho-
lomorphe singulier par courbes complexes sur C2. Souvent, en regardant
C? C P! x P! (resp C* C P?), on prolonge le feuilletage de C* & P! x P!
(resp P?).

Dans [L], F.Loray regarde le feuilletage défini par 'équation (15) dans
P! x P! et fait la conjecture suivante :

(15)

Conjecture 11.3. Considérons le feuilletage dans P! xP' défini par [’équation
(15). Soient 2 droites verticales Ly et Ly mon invariantes par le feuilletage
et un germe d’holonomie du feuilletage h : (Li,p1) — (Lo, po). Alors, l’en-
semble des singularités de h pour le prolongement analytique est au plus
dénombrable.

Dans [CDFG], les auteurs exhibent de nombreux contre-exemples a l'aide
de différentes méthodes. L’une d’entre elle est basée sur la construction stan-
dard du feuilletage associée a une structure projective et est I'objet de la
section qui suit.

11.3 Construction de feuilletages holomorphes associés
a une structure projective

Donnons nous une structure projective complexe (non branchée) sur une
surface de Riemann ¥ hyperbolique. Soit 2 : ¥ — P! une application
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développante et p : II;(3) — PSI(2,C) une application de monodromie
associée a cette structure projective. Notons I' = p(II;(2)). On a l'action
suivante :

I (2) x (X x PY) — & x P!
((z,2),0) — (z-a,p(a)" - 2)

Le quotient M = (X xP')/II;(X) est une surface complexe qui est un fibré
en P! au dessus de ¥. Notons .Z le feuilletage suspension sur M défini comme
le quotient par II;(3) du feuilletage horizontal Z sur ¥ x PL. La diagonale
A ={(z,2(x));z € ¥} de ¥ x P passe au quotient dans M en une courbe
holomorphe A transverse au feuilletage .# (car 2 est une submersion).

Soit zg € X et p~!(xg) la fibre de p : M — ¥ au dessus de zy. Si on
fixe 7y € X tel que [Fo] = xo (ot [#] est la classe de @, modulo Iaction
de TI;(X)), on a une identification ¢ entre p~'(zo) et P'. L’application
b5 PL — pHxo), 2 = [T0, 2] (ot [T, 2] désigne la classe de (7, z) modulo
'action de IT;(X)). On a également une identification entre ¥ et A : [Z] —
[Z, 2(%)]. Le germe de lapplication A — p~*(z0), [¥, 2()] — [T0, 2(Z)] en
[Zo, P(29)] est un germe d’holonomie du feuilletage. Via les identifications

décrites plus hauts, ce germe correspond au germe de l'application multi-
forme : (X, 29) — (P!, 2(0)), [Z] — 2(2).

Si h est un germe de section locale de Z, h est alors un germe d’holonomie
du feuilletage construit plus haut a partir de & :

h:pt(z) — A

1. Si on choisit une surface de Riemann > munie de sa structure projective
uniformisante (5.3), alors une application développante & est 'inclu-
sion : 2 =i :D — P Ainsi, si h est un germe de section locale de 2,
h a un bord naturel pour le prolongement analytique. (cf (6.3)).

2. Si ¥ est munie d’une structure projective dont le groupe de monodromie
est dense dans PSI(2, C) et si h est un germe de section de 2, 'ensemble
des singularités de h pour le prolongement analytique est plein d’apres
la proposition (6.3). Remarquons que le théoreme (1.3) affirme que ce
germe d’holonomie de feuilletage h se prolonge le long de presque toute
trajectoire brownienne.

On a donc trouvé des feuilletages holomorphes (non singuliers) sur des
fibrés en P! au dessus d’une surface de Riemann et des germes d’holonomie du
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feuilletage dont I’ensemble des singularités pour le prolongement analytique
soit a un bord naturel soit est plein. La variété M n’est pas une variété com-
pacte. Dans [CDFG], les auteurs montrent que 'on peut obtenir les memes
propriétés sur des feuilletages holomorphes singuliers de P2. Pour y parvenir,
ils considerent le feuilletage qui vient d’etre construit en choisissant pour X
la sphere de Riemann privé de points ( ¥ = P! — {py, ..., p4}), puis étendent
ce feuilletage aux fibres au dessus des p;, obtiennent alors un feuilletage holo-
morphe singulier de la premiere surface de Hirzebruck qu’ils blow down pour
obtenir P2. Plus précisément :

Théoreme 11.4. [CDFG] il existe un feuilletage holomorphe de P?* dans
chacune des familles suivantes :

1. feuilletages ayant un germe d’holonomie entre 2 lignes algébriques dont
le prolongement analytique a un bord naturel

2. feuilletages ayant un germe d’holonomie entre 2 lignes algébriques dont
le prolongement analytique a un ensemble plein de singularités

Démonstration. On pourra se référer a I'article pour plus de détails. On part
de X =P'—{py, ..., pq}, et d’une structure projective de type parabolique sur
¥ (voir la définition (5.4)). Pour chacune des deux parties du théoreme, on
commence par construire une structure projective sur X de type parabolique.

1. Pour la premiere partie, la structure projective de type parabolique
est construite de la maniére suivante : on prend ¥ = P! — {py, ..., pa}
(d > 3). Prenons un polygone a d cotés dans le disque de Poincaré D
dont les cotés sont des arcs de cercle (euclidien) notés C; (1 = 1, ...,d)
perpendiculaires au bord de D et dont les sommets sont dans le bord
de D. Pour ¢« = 1, ...,d, notons r; la réflexion par rapport a C; et p; =
ri o 141 (avec la convention r4p; = 7). Si I' est le groupe engendré
par les p;, 'application D — D/I" est un revétement universel de .
Considérons la structure projective définie par Z =i : D — P, P est,
par construction de type parabolique.

2. Pour la seconde partie, on prend ¥ = P' — {p;,...,ps} (d > 4). Par
la proposition (5.5), il existe sur 3 une structure projective de type
parabolique.

Rappelons que, pour une structure projective de type parabolique, pour
chaque p;, dans une coordonnée w identifiant le voisinage p; avec le disque
épointé D*, I'application développante est donnée par Z(w) = 5= log(w).

2im
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Ainsi, la fibration p : M — X est défini au voisinage de p; comme le quotient
de H x P! par I'action (z,z) = (z+ 1,2+ 1) ot z = 5 log(w), le feuilletage
est le quotient du feuilletage horizontal et la courbe A le quotient de la
diagonale.

On voudrait étendre la fibration au dessus du disque épointé qui vient
d’etre décrite en une fibration au dessus du disque. Pour cela, on considere
pour n > 0 ’équation :

wdt + (w" —nt)dw =0 (16)

o (w,t) € D x P Le feuilletage induit par cette équation a une singula-
rité (0,00) si n = 0 et 2 singularités ((0,0) et (0,00)) si n > 0. La droite

d’équation w = 0 est invariante pour le feuilletage. Dans la coordonnée
_ 1 )4 : ; . dt _ nt—e?imne :
r = z—log(w), 'équation devient : & = "=-—— dont les solutions sont
LW dx 20w

t(zx) = <=L 2™ Ainsi application (z,2) — (z,t = %) induit un
biholomorphisme entre p~!(D*) et D* x P! envoyant la fibration verticale sur
elle-méme, le feuilletage .# sur le feuilletage défini par ’équation (16) et la
diagonale A sur la droite d’équation ¢ = 0.

Ainsi, on peut recoller au dessus de chaque cusp p; la fibration définie par
I’équation (16). On obtient alors une surface S fibré en P! au dessus de P!
munie d’'un feuilletage ¢ ayant les propriétés suivantes : les d fibres au dessus
des p; sont invariantes pour le feuilletage et tout autre fibre est transverse
au feuilletage. La section A au dessus de P! — {py, ..., ps} se compactifie en
une section A’ au dessus de P'. Un calcul (fait dans [CDFG]) du nombre
d’auto-intersection A2 de cette section donne :

d
A” =2+ n, —1 (17)
=1

ou chaque n,, est I’entier n choisi dans I’équation 16 correspondant au recol-
lement au dessus du cusp en p;.

Si on prend n,, =0 et n,, = 1 pour i # 1, on obtient par I’équation (17)
que le nombre d’auto-intersection de la section A’ est égale a 1 et donc que
la surface S est la premiere surface de Hirzebruck F!. Le feuilletage ¢ sur S
posede un germe d’holonomie p~!(zy) — A’ dont I’ensemble des singularités
pour le prolongement analytique :

1. a un bord naturel dans le premier cas

2. est égale & p~'(zg) dans le deuxieme cas
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Blow down envoie S sur P2, le feuilletage ¢ sur un feuilletage holomorphe
singulier de P? et p~!(xg) et A’ sur 2 lignes algébriques Ly et L; ayant les
propriétés voulues. [ |

Notons que, bien que le germe d’holonomie du feuilletage construit dans

le deuxieme partie du théoreme a un ensemble de singularités plein, celui-ci se
prolonge le long de presque toute trajectoire brownienne d’apres le théoreme
(1.3).
Les feuilletages de P? construits dans la preuve du théoréme précédent sont
des feuilletages de Riccati. Le théoréme que nous allons montrer (théoreme
(1.7)) dit que, plus généralement, pour tout feuilletage de Riccati, une large
classe de germes d’holonomie du feuilletage se prolonge le long de presque
toute trajectoire brownienne. Nous commencons par une sous-section sur les
feuilletages de Riccati :

11.4 Feuilletages de Riccati

Donnons nous un feuilletage de Riccati de P* x PL. De tels feuilletages
sont définis par une équation du type :

dy _ a(x) +b(z)y + c(z)y?
dx p(z)

(18)

ol a, b, ¢ et p sont des polynomes. Le feuilletage holomorphe singulier défini
dans C? par I'équation (18) se prolonge en un feuilletage holomorphe singulier
de P' x P! 1l est évident que, si z est un zéro de p, la droite {z} x P! est
invariante pour le feuilletage. Si x n’est pas un zéro de p et x # oo, alors la
droite {x} x P! est transverse au feuilletage : cette transversalité est évidente
en tout point (z,y) de {x} x C. Et pour étudier la transversalité au point

(x,00), on fait le changement de coordonnées y = %, I’équation 18 devient
alors :

Y a(z)Y? +b(2)Y + c(x)

dr p(z)
Comme %X (z,0) # oo, on a bien que la droite {z} x P! est transverse au

feuilletage au point (z,00). Quant & la droite verticale {oco} x P!, on peut
vérifier, grace au changement de coordonnées r = )1—( qu’elle est invariante
pour le feuilletage si et seulement si deg(p) < maz(deg(a), deg(b), deg(c))+ 2
et que dans le cas contraire elle est transverse au feuilletage.
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La transversalité d’une fibre générique de la projection dans le premier
facteur P! x P! — P! caractérise les feuilletages de Riccati dans le sens
ou réciproquement, si pour un feuilletage donnée par une équation du type
dy — P@y) ) existe une droite verticale {zo} x P! qui soit transverse au

dr — Q(zyy)’
feuilletage, alors 1'équation de départ est de type Riccati (équation 18). Cette

transversalité d'une fibre générique permet de définir une représentation d’ho-
lonomie du feuilletage de la maniere suivante : soit {a} € P' — {zy,...,2,}
ot {x1,...,x,} sont les points de P! tels que {z;} x P! est invariante pour le
feuilletage. Soit « : [0,1] — P' — {z1, ..., ,,} un lacet dans P* — {xq, ..., 2, }
basé en a. Soit y € P. 1l existe un unique chemin & : [0,1] — P! x P! rele-
vant «, contenu dans la feuille passant par (a,y) et vérifiant &(0) = (a,y).
Notons @(1) = (a, ¢o(y)). L’application P* — P! 4 — ¢,(y)) est un biho-
lomorphisme de P! (une transformation de Mobiiis) et ne dépend que de la
classe d’homotopie du lacet a. On a donc défini une représentation :

p:m (Pt —{x1,...,2,},a) — PSI(2,C)

appelée représentation de monodromie du feuilletage. Le groupe I' := p(m (P! —
{z1,...,2,},a)) est appelé le groupe de monodromie.

Remarque 11.5. J’ai donné ici la définition la plus basique des feuilletages
de Riccati : feuilletages de P* x P* définis par Iéquation (18). Par extension
on définit les feuilletages de Riccati sur les surfaces complexes fibrées en
P! au dessus de P' comme les feuilletages qui sont transverses a une fibre
générique. Au sens de cette définition, le feuilletage G défini sur la premiere
surface de Hirzebruck F' dans la preuve du théoréme (11.4) est un feuilletage
de Riccati. Le théoréme (1.7) s’étend sans peine aux feuilletages de Riccati
au sens de cette définition généralisée

11.5 Preuve du théoréme (1.7)

Il s’agit en fait d’une simple application du théoreme (1.3). L’idée est la
suivante : le feuilletage munit naturellemnt les deux courbes holomorphes
C; — {oi(x1),...,04(x,)} d'une structure projective branchée. Si les appli-
cations développantes 7, et %, associées a ces structures projectives sont
bien choisies, alors tout germe h d’holonomie du feuilletgage entre C7 —
{o1(21), ..y 01(20)} €t Co — {oa(21), ..., 0a(2)} s'écrit : h = D' 0 25, On

conclut alors grace au théoreme (1.3).
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Plus précisément, donnons nous deux sections oy et o, de la fibration
verticale. Pour i € {1,2}, la courbe complexe o;(P* — {1, ..., z,}) est biholo-
morphe a C; —{o;(x1), ..., 0:(x,) } et est munie naturellement d’une structure
projective branchée : elle est obtenue en transportant 'unique structure pro-
jective de la fibre {a} x P! le long des feuilles du feuilletage. Les points
de branchement correspondent aux points de C; — {o;(x1), ..., 0;(x,)} ou le
feuilletage est tangent a C; — {o;(x1), ..., 0;(x,) }.

Construisons explicitement une application développante associée a cette
structure projective. Si a : [0,1] — P! — {zy, ..., 2, } est un chemin continu
joignant a et z (a(0) = a et (1) = z), il existe un unique chemin & : [0, 1] —
P! x P! relevant «, contenu dans la feuille passant par (x, o;(x)) et vérifiant
a(1) = (z,04(x)). La valeur @(0) ne dépend que de la classe d’homotopie du
chemin « partant de a et me définit donc une application

P Pt — {xy, ..., 1.} —> P!
[&] — a(1)

Notons que, par construction Z; est p-équivariante. Le fait que I' agisse
de maniere minimale sur P! implique que %; et %, sont surjectives (car
im(%;) est un ouvert I'-invariant). De plus I" ne contient pas de sous-groupes
réductibles d’indice fini. On en déduit que I' n’est pas un groupe abélien
et donc que C; — {oy(x1),...,0:(x,)} est une surface de Riemann de type
hyperbolique. Si I' est non compacte, alors toutes les hypotheses du théoreme
(1.3) sont vérifiées. Si I" est compacte, alors I" est conjugué a un sous groupe
du groupe projective spécial unitaire PSU(2,C), cas dans lequel il n’est pas
difficile de se convaincre que la conclusion du théoreme (1.3) reste valide.

Munissons maintenant la surface C; — {o;(21), ..., 0;(x,)} (biholomorphe
aP!—{x,..,2,}) de son unique métrique (notée hyp;) & courbure —1 dans
sa classe conforme. L'inclusion (C; — {o;(x1), ..., 0:(xn) }, hyp;) — (Ci, sph;)
préserve le brownien et le reparamétrage de temps ¢ donné par le théoreme
(3.10) vérifie tlgglo o, = 00. On peut donc supposer que 'on considere des tra-

jectoires browniennes sur C; partant de p; ¢ {o;(x1), ..., 04(x,)} et associées
a la métrique hyp;.

Si h: (C1,p1) — (Cy,p2) est un germe d’holonomie du feuilletage. h =
hy o germe(2;) ou hy est un germe de section locale de %, en %;(p;). Si on
fait partir un brownien w de p;, Z; se prolonge le long de w et par invariance
conforme, apres reparamétrage de temps, Z; ow est un brownien (défini pour
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tout temps positif par le théoreme (1.3)) partant de %;(p;). Encore par le
méme théoreme, hy se prolonge le long de 2, o w.
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