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Introduction

Soit p un nombre premier, on note K(n) la n-éme K-théorie de Morava. L’anneau de coef-
ficient de cette théorie de cohomologie est K (n). = Fylvt], ot vy, est de degré 2(p™ — 1). Soit
E(n) la théorie d’homologie de Johnson-Wilson et L,, la localisation de Bousfield relativement
a E(n).. Soit X un spectre, nous avons une application naturelle L, X — L,_1X. Si de plus X
est p-local fini alors, d’aprés le théoréme de convergence chromatique, ’application naturelle

X — holim L, X

est une équivalence faible. D’autre part, les applications L, X — L,_1X induisent un pull-back
homotopique :
L, X L)X

| |

Ly-1X —> Ly_1Lg(m X

Ainsi, si X est un spectre p-local fini, les éléments de bases déterminant le type d’homotopie
de X sont les localisations par rapport a la K-théorie de Morava L ,)X. Ceci est vraie en
particulier pour la sphére SY localisé en p.

Pour le moment les groupes d’homotopie 7, L K(n)(SO) sont connus lorsque n = 1, en relation
avec I’homomorphisme J, et lorsque n = 2 et p > 2. Le cas n = 2 et p > 3 a été traité par
Shimomura et Yabe en 1995, malheureusement leur raisonnement n’est pas trés bien compris
(voir section 15.2 de [HS99| et 'introduction de [Behl2]). Avant d’aboutir au cas intégral, K.
Shimomura et ses coauteurs durant les années 80 ont déterminé m. (L (2)V(0)), ot V(0) est le
spectre de Moore modulo p. Pour y arriver, ils ont utilisé plusieurs suites spectrales. La suite
spectrale de Bockstein relativement a la multiplication par v; :

Extpp_pp(BP-, UQ_IBP*/(p, Ul)) ® ]Fp[vl]/(vfo) = EXtSfBP*BP(BP*aBP*/(p, vloo))

a été d’une particuliére utilité. Ce premier résultat modulo (p) se trouve dans [Shi86]. 11 a ensuite
été résumé par H. Sadofsky dans [Sad93|, puis M. Hovey et P. Strickland en ont donné encore
une autre présentation dans [HS99)] section 15.2.

Avec les théorémes de changement d’anneau de Morava [Mor85], une autre approche pour
déterminer les groupes d’homotopie m«Lf )X existe. Plus précisément, dans [DH04], sur le
spectre des points fixes homotopiques, E. Devinatz et M. Hopkins montrent ’existence d’une
autre suite spectrale, dite K (n)-local E,-Adams :

Ey' = HY(Gy, (Bn)iX) = s Licimy X

Elle est convergente lorsque X est p-local et fini. C’est le cas, en particulier pour les spectres S°
et V(0).

Dans le cas p > 5 et n = 2, la page Fy de la suite spectrale
E;t = H*(Gp, (En)t/(p)) = ﬂ't—sLK(n)V(O)

détermine les groupes d’homotopie stable du spectre de Moore localisé. Ca provient du fait que
pour que le groupe de cohomologie de la page Fo puisse étre non nulle, il faut que ¢ soit un
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multiple de 2(p — 1) et que s soit compris en 0 et 4. Ainsi la suite spectrale dégénére dés la
seconde page et I’étude de 7L K(n)V(O) devient un probléme algébrique. On a donc bien une
méthode indépendante de celle de K. Shimomura pour déterminer les groupes d’homotopie du
spectre de Moore localisé par rapport a la seconde K-théorie de Morava.

Dans cette thése, en se basant sur la méthode utilisée par H-W. Henn, N. Karamanov et
M. Mahowald dans [HKMOS| pour traiter le cas p = 3, on détermine H*(Go, (Eg)*/(p)) pour
les nombres premiers p supérieurs strictement & 3. En fait, le cas p = 3 était particulier car la
dimension cohomologique de G, n’est pas finie. En revenant & la précédente suite spectrale, on
déduit le méme résultat que K. Shimomura concernant 7. L g(2)V (0). Enfin, on verra une seconde
application, le calcul du groupe de Hopkins Picy. Le groupe Picg est le groupe des spectres K(2)-
locaux inversibles. Dans le cas p > 5, pour le déterminer, il suffit de calculer H(Gg, (E2) ). Ce
calcul avait été effectué par M. Hopkins dans des notes non publiées et basé sur les travaux de K.
Shimomura. Nous en donnons une preuve compléte basée sur notre étude de H*(Ga, (E2). /(p))

Précisons d’avantage. Dans le chapitre [1, nous allons introduire le groupe stabilisateur de
Morava et son action sur 'anneau de Lubin-Tate. On verra que le groupe stabilisateur de Morava
Go se décompose comme le produit semi-direct du groupe So des automorphismes d’'une certaine
loi de groupe formel et du groupe de Galois Gal(F,2,F,). D’aprés un théoréme de Dieudonné-
Lubin la structure du groupe S est bien connue de la théorie des groupes profinis. En fait, Sy
s’identifie avec le groupe des unités d'une Q,-algébre a division associative. Ensuite de la théorie
de Lubin-Tate, on déduit une action de Go sur 'anneau gradué de Lubin-Tate. Dans le cas p > 5,
en considérant le sous-groupe G, noyau du déterminant réduit, on déduit la décomposition de
Gy suivante G} x Z, et un isomorphisme de Kiinneth :

H* (G, (Ea)e () = H'(Gh (E2)-/(p) Az, (]

Ainsi, il nous suffit de considérer le sous-groupe G}. Ce dernier groupe contient un p-Sylow
d’indice fini noté S3 et un sous-groupe fini F' d’ordre 2(p? — 1) tels que G} = S3 x F. En utilisant
la théorie des groupes p-adiques analytiques développée par M. Lazard dans [Laz65|, H-W. Henn
dans [Hen07] a montré I'existence d'une résolution projective de Z, au-dessus de G} de la forme :

03 02 01

0 Cs

) Ci

Co ——=17Z, 0 (%)

ou Cy = Cs =7y T(g%, C1 =0y = A T?}% et Ai_, est une représentation linéaire du groupe
F' de dimension 2 au-dessus de 'anneau des entiers p-adiques. Cependant la démonstration ne
donne pas explicitement les homomorphismes 9;. Une détermination des homomorphismes est
l'objet du chapitre [2|

Le chapitre 2] est donc consacré a la détermination des différentielles de la précédente réso-
lution projective. En utilisant le fait que G3 = Si x F, on note qu’en tant que Z,[S3]-module,
C3 = Cp et Cy = C sont libres de rang un et deux respectivement. On note eg, ((e1)+, (e1)—),
((e2)+, (e2)—) et es les bases des modules Cy, C1, Cs et C3 en tant que Z,[S3]-module. L’ho-
momorphisme € : Cy — Z, s’identifie avec ’homomorphisme d’augmentation Z,[Si] — Z, et
donc le noyau Ny = ker(¢) est isomorphe a l'idéal d’augmentation (1.53). On déterminera deux
éléments ag, by € S3 tels que leurs classes engendrent Hi(S5,Z,) = S3 /m , ainsi ag — e

et bg — e déterminent des générateurs de Ny en tant que Zp[[S%ﬂ—module. Ensuite, on définit
un homomorphisme de Z,-modules dy : A;_, — Cj qui envoie une base de Aj_, en tant que
Zyp-module libre de rang deux sur les éléments ag — e et by — e. Comme le groupe F' est d’ordre
premier & p, on peut prendre la moyenne de I’homomorphisme d; sous ’action de F' pour obtenir
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un homomorphisme Z,[F]-linéaire, noté trp(dp). Enﬁn par extension des scalaires de Z,[F] a

Z,[G}], on obtient ’homomorphisme 9; = trF(dl)T 2t C1 — Cp qui se factorise par Ny. Ensuite,
du lemme de type Nakayama (lemme 4.5 [GHMRO5|), on déduit que 9 est surjectif sur Ny, car
Ho(S3,01) lest.

Pour la seconde différentielle d» nous avons utilisé la méme méthode de construction que pour
01. Cependant, la complexité de I’lhomomorphisme 0; a rendu impossible de déterminer exac-
tement des générateurs de son noyau, noté N;. Nous nous sommes donc contenté d’approxi-
mations suffisantes pour faire aboutir notre application au calcul des groupes de cohomologie
continue H*(G3, (Fa). /(p)) dans le chapitre . Plus précisément, nous avons cherché deux élé-

ments k4, k— € C] tels que

Oh(ke) =0 mod ZNy

ot T = (IS3)(IF1S3) + (IF153)(153) est un idéal de Z,[S3]. Ainsi, en utilisant le fait que 9y
est surjectif sur Ny, on a 'existence de k4 € Z(1 tels que k4 + K+ appartiennent & Ny. De plus,
d’aprés 1'étude de Hy(Ss,01), on sait que k4 + A+ engendrent Nj. Ensuite, il suffit de poser

{Hi = pex mod (153)Cy

dy : Ai_p — N1 qui envoie €4 sur k4 + k4 et O = trF(dg)TEi%. Enfin, on peut montrer, avec
une seconde application du lemme de type Nakayama, que ds : Co — Nj est surjectif.

Pour la troisiéme différentielle 03, nous avons procédé d’une maniére différente via une notion
de dualité (Dg(M) = Homg (M, Zy[G])) introduite et utilisée dans [HKMOS].

La construction est résumée dans le théoréme principal de ce chapitre, le théoréme[2.10] En voici,
une version moins précise.

Théoréme. Il existe une résolution projective de Z,, au-dessus de Z,[G3] de la forme suivante

03 02 o1

0 Cs Cy 4 Co < Zp 0

telle que
1. L’homomorphisme 01 est déterminé par la condition
O1(e1)+ =veg
ot v est un certain élément de l’idéal d’augmentation (I1S3).
1
2. L’homomorphisme Oy est égal a trF(dg)TfL2 ow, ol
i) do : Ai—p — C1 est un homomorphisme Zy-linéaire qui se factorise par N1 et qui est
explicitement connu modulo ((IS3)(IF1S3) + (IF1S3)(153))Cy.
1
i) a 1 Cy — Cy est un automorphisme Z,[G3]-linéaire dont Tor%p[[SQE(Zp,a) est égal a
l’identité.
3. L’homomorphisme 03 : C3 — Cy est déterminé par la condition

1
o Alea)s +

03(e3) =
262+

1

5 (W Aw — wAw™ ) (e)

4eZ 1y

ot A est un certain élément de l’idéal d’augmentation (IS3) en relation avec v et w € Bp2_1 C
W(F,2)* est une racine primitive p* — 1-éme de Uunité.

Dans le chapitre [3} nous allons préciser l'action de certains éléments de Go sur 'anneau de
Lubin-Tate modulo p, (Eg)*/(p) = Fpe[[w1]][u®!]. On verra que si I'on se donne g dans Sy et
qu’on pose to(g) = (gu)u~!, alors gyu; = tgfl(g)ul modulo (p). De ce premier fait, on déduit
que Pélément v; = uju! P est invariant sous 'action de Go dans (Es). /(p) Ensuite, le résultat
principal est une généralisation du corollaire 4.5 de [HKMOS8]| au cas p > 3.



Proposition. Sig=1+ g15 + 252 mod (S3), alors

to(g) = (gew)u™" =1+ gfus — grufl + (g2 — gh)uf ™ + Z < >9§”U’f+1+l + giul”

modulo (p, u1p+1).

La premiére application des précédents résultats est le calcul de H*(G3, (Fa). /(p)) effectué
dans le chapitre 4, Comme les modules C; sont cycliques, les groupes Homzp[[G;]](Ch (F2)« /(p))
s’injectent dans I'anneau (E2). /(p) Ainsi, nous pouvons identifier les deux lignes du diagramme
suivant :

a d
Homg; (Co, M) Homg, (C1, M) 2 Homg, (Ca, M) 2 Homg, (C3, M)

eve, | eve, | eve, | = eVey | =

* *

(EZ)f‘/(p) i> (EQ)E (p) & (Fp ho ® IE?p hy ) — (E2)f (p) @ (Fp go D Fp g1 ) L (EQ)E/(p)

L’élément v; € (E2).« /(p) est invariant sous l'action de G}, d’ott les homomorphismes 9}
sont F,[v1]-linéaires. Posons vp = u'=P* dans (Ey)F /(p)v alors la famille (v3)sez est libre dans

F

le [, [v1]-module topologique (E3); (p) €t engendre un sous-module dense. En d’autre termes,

(v3)sez est une Fy[v]-base topologique. L’objet essentielle du chapitre |4} est de construire des
bases adaptées aux trois différentielles. Les calculs préalable de K. Shimomura auront été par-
ticuliérement utile pour aider & déterminer ces bases aboutissant au calcul de la cohomologie
continue H*(G3, <E2>*/(p))

Théoréme. Soit p > 5 un nombre premier. Il existe (X)s des éléments homogénes de (Eg)*/(p)
ot s parcourt l’ensemble des entiers relatifs et X parcourt {1, hg, h1, 9o, g1, hogi}, tels que :

1. Pour tout X € {1, ho, h1, go, 91, hog1 }, il existe c € F tel que :
(X)s=cXv5 mod(p,uy)
2. On a les isomorphismes de Fplvi]-modules gradués complets suivants :

Hom, 131 (Co. (B)/(p) =[] Foloal {(1):}

SEZ

Homgz 1611 (C1, (E2)+/(p)) = I Foloal {(ho)s} @ [ Fplval {(h1)s}
SEZ SEZL

Homg, 1c11(Ca, (Ba)u/(p) =[] Foloi] {(g0)s} @ [T Folonl {(91)s}
SEZL SEZ

Homy, 1c11(Cs, (B2)+/(p) =[] Folvr] {(hog1)s}
SEZ

3. Les homomorphismes 0] sont diagonales dans ces bases :
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0 sts=0
i (Dsprn = vi(h)s sin=20, s 0 [p]
’U?" (hO)(spfl)pnfl stn>1, s 5_'5 0 [p]
OA o s1s=0
Bho)r = U1 (G)sprtan sin>0,s%0,~1p]
n+2_ n )
of P+ An+2 (gl)(sﬂ,p)pmran sin>0,s=-1 [pz]
a;(hl)sp = vfil(go)spfl
9(g0)s = wilhogr)s sis# —1[p|
8;:(91)517"""171,71 = U?n (h091)8p"+an sin>1cets#—1 [p]
ol
"1
W - e+ -1 sin >0
" 1 sin=0
o, = 1=

Remarque. Les notations choisies dans le théoréme précédent sont en relation avec celles utilisées
par M. Behrens dans [Beh12], le théoréme 3.2, ou il présente différemment les résultats de K.
Shimomura et ses colaborateurs sur m, (L (2)S°).

En se basant sur les démonstrations dans [GHM12| concernant I’homotopie rationnelle dans
le cas p = 3, on déduit un résultat analogue pour p > 3.

Corollaire. Soit p > 5 un nombre premier. Rationnellement, il existe ( € 7T_1(LK(2)S0) et
e € 7T,3(LK(2)SO) induisant un isomorphisme d’algébres

T (Lr(2)S°) ©® Q= Ag,(C,€)

La derniére application est le calcul du groupe de Hopkins Pico pour p > 3 dans le chapitre
. Je me suis basé sur 'approche de N. Karamanov dans [Karl0] ou il traite le cas p = 3.
La particularité du cas p > 3 est que Picy contient un sous-groupe d’indice deux, noté Picg
qui est isomorphe & H'(Ga, (E2)J). Clest-a-dire que le probléme de déterminer le groupe de
Picard de la catégorie des spectres K (2)-locaux devient un probléme algébrique uniquement.
Pour déterminer H'(Ga, (E2)J), en utilisant certains outils d’homologie algébrique, on se raméne
dans un premier temps (diagramme page au calcul de HY(GL,Uy) ot Up = 1 +
Fp2[[u1]Jur C ((E2)o /(p))X Enfin, pour déterminer ce dernier groupe de cohomologie, de maniére
analogue a I'application précédente au calcul de H*(G3, (Es). /(p)), on se réduit & un probléme
de construction de bases adaptées (section .

Théoréme (Hopkins). Soit p > 5 un nombre premier, alors

Pico = Zy, X Zy X Z/Q(p2 -1)
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CHAPITRE 1
Anneau de Lubin-Tate et le groupe
stabilisateur de Morava

Dans la premiére section, nous allons commencer par définir le groupe stabilisateur de Morava,
I’anneau gradué de Lubin-Tate et 'action du groupe sur 'anneau. Les différentes constructions
et résultats sont essentiellement extrait de la section 2 [HKMOS]| et de la premiére section de
IDHO95|. Les sections suivantes sont consacrées a 'introduction d’objets utiles pour le calcul des
groupes de cohomologie H*(G3, (Eg)*/(p)), effectué dans le chapitre 4] .

1.1 Définition de 'action

Soient p un nombre premier et n un entier naturel non nul. On note I';, (ou z 4 y) la loi de
Tn

groupe formel p-typique de Honda sur F,» caractérisée par la relation suivante :

[plr,, () ::xr—l—...—i-x:xpn

I'n

Avant de donner une description de ’anneau des endomorphismes (Endlppn (T'n), +,0), rap-
I

pelons quelques propriétés de 1'anneau de Witt de Fyn, noté W(Fpyn ).
Lemme 1.1 (JRav86] A2.2.15). Soient p un nombre premier et n un entier naturel non nul.
a) W(F,) =Z, et W(F,n) est une Zy-algébre.

b) W(Fpn) est un anneau local complet séparé d’idéal mazimal (p) et de corps résiduel Fpyn.

1

¢) Tout x € W(Fpn) peut étre écrit de maniere unique sous la forme ;< Pt ot xﬁf —2;=0
pour tout 7.

d) L’automorphisme de Frobenius sur Fyn se reléve en un automorphisme o de W(Fpn) défini
par
x? = Z xfpi
i>0

e) L’algebre W(F,n) est isomorphe a Zp[w]/(h(w)) ot h est un facteur irréductible de degré n de

n
P — .

D’aprés le théoréme de Dieudonné-Lubin (théoréme A2.2.17 [Rav86]), 'anneau des endomor-
phismes de I';, sur F» est isomorphe a ’algébre non commutative

Op = W(Fpn )(S) /(Sn —p,{Sx — 27 S}rew)

Plus précisément, 'isomorphisme envoie la variable S sur ’endomorphisme zP et un relévement
de Teichmiiller a dans W est envoyé sur I’endomorphisme ax. Contrairement aux apparences, cet
isomorphisme envoie bien un entier p-adique A sur la série [A|r, (x).

Au passage, on note qu’en tant que W-module a gauche ’algébre O,, est égale & la somme directe
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WaWS®...oa WS ! et donc que tout élément x de O,, peut étre écrit de maniére unique sous
la forme Zizo ;9% ol 2" = z; € W. De plus, z modulo (5™) ne dépend que de o, ...,2n_1
modulo (p).

On note S, = Autypn (I';) le groupe des automorphismes de I';, sur Fyn et on I'appelle le
groupe stabilisateur classique de Morava. Notons FG la catégorie dont les objets sont les couples
(R, F) ou F est une loi de groupe formel sur R et morphismes de (R, F') dans (S, G) sont les
couples (¢, f) ot ¢ : R — S est un homomorphisme d’anneaux et f : ¢, F — G est un morphisme
de lois de groupe formel. Alors, G,, = Autrg(F,»,I',) est le groupe stabilisateur de Morava. On
a un isomorphisme

Gn = Sn X Gal(Fpn,]Fp)

ou l'action du groupe de Galois est caractérisée par
ox(xo+ 1S+ Fx, S =2 +2S+.. 25 ST

(0 est 'automorphisme de Frobenius).

Rappelons briévement la théorie des déformations de Lubin-Tate développée dans [LT66].
Les rappels sont basés sur la section 1 de [DH95] et la section 4.1 de [HKMOS|. Soit A un anneau
gradué local complet séparé tel que son corps résiduel k soit parfait de caractéristique p contenant
F,n. On note m 'idéal maximal de A et 7 : A — A/, le projection sur le corps résiduel. On dit
que le couple (F, u), o F'(x,y) est une loi de groupe formel sur A et u une unité de A, est une
déformation de T',, vers A si m,F = T',,. Soient (F, u), (G, v) deux déformations de T'), vers A,
un x-isomorphisme de F' vers G est un isomorphisme de lois de groupe formel f(x): F — G tel
que 7. f(z) = z et f'(0)v = u. La premiére condition sera représenté par le diagramme suivant :

|

L'y

G
é mod m

L'y

f(=z)
Id

On note lifts;. (A) 'ensemble des classes a *-isomorphisme prés de déformation de I',, vers A.
Au passage, notons que d’aprés le théoréme de Cartier (A2.1.18 [Rav86]) sur les lois de groupe
formel p-typiques, on déduit que toute déformation de I'), est *-isomorphe & une déformation

p-typique .

Définition 1.2. L’ anneau gradué de Lubin-Tate est ’anneau
(En)s := W(Fpn)[[ug, - . ., un_1]][u*]
muni de la graduation suivante : |u;| = 0 et |u| = —2.

Nous allons maintenant donner une version "gradué" du théoréme de Lubin-Tate associée au
couple (I'y,, Fpyn).
Théoréme 1.3 (Lubin-Tate [LT66]).

1. I existe une déformation universelle G,, sur l'anneau (Ey)o telle que pour tout A anneau
local complet séparé de corps résiduel parfait de caractéristique p et contenant Fpn, Uappli-

cation .
Homgy g .y agg( (En)s; A) —>  liftsp, (4)

¢ > [(04Grs b(u))]

est une bijection.
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2. Pour toute déformation (F, u) de Ty, vers A le x-isomorphisme entre (¢«Gp, d(u)) et (F,u)
est unique.

Il est possible de donner quelques précisions sur la déformation universelle GG,,. Avant, rap-
pelons que 'anneau BP, qui classifie les lois de groupe formel p-typiques est isomorphe &

Zpy[v1,va, . . ] et les générateurs de Araki (v;) satisfont les identités suivantes dans BP, ® Q :
DAL = Z )\ivzz_i = + )\wi_l +...+ )\kpplC (1.1)
0<i<k

ol les \; sont les coeflicients du logarithme de la loi p-typique universelle F' au-dessus de BP,®Q :
logp(z) = Z Nia?'
i>0
avec A\g = 1 et vg = p. La [p|-séries de F' est donnée par

plr@) = 3 vt

>0

Considérons I’homomorphisme de BP, vers (E,,), défini par

wult—P 1<i<n
. 1-p™ s
Vi $ U 1=n

0 1>n

Il induit avec F une loi de groupe formel p-typique F), sur (E,).. On peut montrer que la loi de
groupe formel p-typique Gy (z,y) = u™'F,,(ux,uy) est bien une déformation universelle de T',,.
De plus, sa [p]-série est

pla, () =pr + wia? + ... + Un_12?" "+ 2"
Gn n Gn Gn
et si 'on munit (E,).[[z,y]] de la graduation : |z| = |y| = |u;| = 0 et |u] = =2, alors G, (x,y)
est homogeéne de degré 0.

Soit g un élément du groupe stabilisateur classique de Morava S,,. Nous allons rappeler
comment on le fait agir sur 'anneau gradué de Lubin-Tate (E,,).. Comme O,, en tant W-module
a gauche est égal & la somme directe W@. . .@WS™~ ! on déduit qu’on peut écrire un élément g de
OX =S, de maniére unique sous la forme suivante Y ;5 ¢:5% ot g¥ "= gi € W. On note g; € Fyn
la réduction modulo (p) de g;. Ainsi, g s’identifie avec g(z) = Z&O giz?" dans S,. Soit §(w)
dans (E,)o[[x]] un relévement de g(z), c’est-a-dire tel que §(z) = g(z) modulo (p,u1, ..., un_1).
Posons

G (2,y) = g Gn(gz, gy)
De telle sorte que g(x) soit un homomorphisme de la transmutée GY vers Gy. D’aprés le
théoréeme de Lubin-Tate, il existe un unique homomorphisme d’anneaux gradués locaux g. :
(En)x — (Ey)s et un unique *-isomorphisme ey(z) de (9+:Gp, g«u) vers (Gy, §’(0)u). D’ou le
diagramme suivant :

e

hg : g*Gn S G% L Gn (12)
é é émod (pyutyeeeytin—1)

1. Vocabulaire utilisé par M. Lazard dans [Laz55|.
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ol hg(x) = g(ey(x)) est un isomorphisme de lois de groupe formel p-typiques. Ainsi, il peut étre
écrit sous la forme suivante (lemme A2.1.26 [Rav86]) :

ho(e) = 37" ti(g)a” (13)

i>0
ou les t; sont des fonctions continues univoquement déterminées. D’o1l,
g = hy (0)u = to(g)u (1.4)

et
ti(9) = gi mod (p,u1,..., un—1) (1.5)

Notation. On note ppn_1 le sous-groupe des racines p™ — 1-éme de I'unité de W(Fpn ).

Proposition 1.4.

1. L’action de Sy, sur (Ey)s se fait par automorphisme continue de W(Fpn)-algébres de degré
0.

2. Pour tout g € ppn_1, g« = gpifl

Uu; et gxu = gu.

3. Soit o l'automorphisme de Frobenius (o € Gal(F,2,F,)), alors quel que soit x dans W,
O = U, OxU] = Uy et ox = 7.

4. Pour tout g dans Z,, g«u; = u; et g«u = gu.

Démonstration. 1. D’aprés, le théoréme de Lubin-Tate, on a que l'action de S,, sur (Fs)g se fait
par automorphisme de W([F,»)-algébres. Ensuite I'action d'un élément g de S, sur u est définie
par la multiplication avec ty(g) € (E2)o. Donc l'action sur 'anneau de Lubin-Tate (Es2), est de
degré 0 et se fait par automorphisme de W(IF,»)-algébres.

2. Ce résultat se trouve dans la démonstration du lemme 22 dans [Hen07], mais nous allons tout
de méme en rappeler la preuve. Soit g € pyn_1, notons g son image dans le corps résiduel Fyn.
Posons g(x) = gz, c’est un relévement de gz qui induit un homomorphisme de GY vers Gy.
Au-dessus de (E,)o, la p-série associée a G, est

Plea(x) = g Pl (97)
= g ' pgx + urgfa? + ... + Un_1g”" 2" + ga?” )
Gn Gn Gn Gn
= pr+ug” P + ..+ un,lgpnil_lchnil + 2" (1.6)
cf) ol cf G

De lallure de g(x) et comme Gy, est p-typique, on déduit par le lemme A2.1.26 de [Rav86] que
la loi de groupe formel G, est p-typique. Soit gx : (Ep)« — (Ep)« 'automorphisme de W(Fn)-
algébres caractérisé par les relations données dans la proposition. Alors G, et GY ont la méme -
série et elles sont toutes les deux p-typiques, ainsi en utilisant le fait que (BP,, BP,BP) représente
I'algébroide de Hopf des lois de groupe formel p-typiques (théoréme A2.1.25) et les relations de
Araki (théoréme A2.2.3), on déduit que G,, = G7. Si l'on pose e4(z) = x, hy(z) = g(z), en
particulier hy(0) = g. D’autre part le diagramme associé est commutatif et ’automorphisme
g« convient.

3. Avec la définition de la catégorie des déformations de I'), vers A que j’ai utilisé il faut prendre
le point 3. de la proposition comme une définition de I'action de o et vérifier qu’elle est adaptée a
I’action de S,. Cependant, en enrichissant la catégorie des déformations, il aurait été possible de
faire apparaitre naturellement ’action du groupe de Galois. Les objets de cette catégorie enrichie
sont les triplets (F,u,i) ot F' est une loi de groupe formel sur A, u € A* et i : Fpn — A/, tels
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que 7 F = i, [',,. Dans cette catégorie, on tient en compte comment on injecte le corps de base
Fyn dans le corps résiduel de A et I'ensemble des ces injections est en correspondance avec le
groupe de Galois Gal(Fpn,F,).

4. Soit g un élément du centre Z, . L’homomorphisme d’anneaux []g, : Z — End(g,),(Gn)
peut étre prolongé, de maniére unique, en un homomorphisme continue sur Z,. En revenant,
a la définition de I’action, on note en particulier que hy(x) = [g]a, () et que e4(x) = 2. Dot
9+Gpn = G, et la restriction de g, & (E2)o est I'identité. De plus, 'endomorphisme [g]¢,, (z) vérifie
la propriété suivante :

Vge€Zy: [9lg,(r) =gr mod(z?)

Dot to(g) = g.
O

En toute généralité, nous allons encore préciser 1'action du sous-groupe W(F,»)* sur (Ey)o
modulo (ui,...,u,—1). Ce résultat nous sera d’une particuliére utilité dans le chapitre |5 sur le
groupe Pics.

Proposition 1.5.

1. L’action de W(Fyn)* C S, sur (Ey)o est triviale modulo (ug,...,up—1) et pour tout g €
W(F,n)* et tout X € (Ey)o, on a

g = gu mod(up,..., Up_1)

2. L’idéal (uq,...,un—1) est un sous-Zy[W(Fpn)*]-module de (E,)o. Ainsi, la projection  :
(Ep)o — W(Fpn) est Zp[W(Fyn)*]-linéaire et la suite

0 (u1) (En)o ——=W(Fpn) —=0

est une suite exacte courte de Zp[W(Fpn)*]-modules.

Démonstration. On note Gy, (z,y) la déformation universelle de I', (2, y), la loi de groupe formel
de Honda de hauteur n, vers 'anneau de Lubin-Tate (E,)o. Posons G(z,y) = m.Gp(z,y) ot 7
est la projection de (E,)o sur (En)O/(ul, e Up) = W(Fpn). Ainsi, G(x,y) = I'y(x,y) modulo
(p), c’est-a-dire G(,y) est une déformation de T',,(,y) vers W(F,n). La p-série de G (, x,y) est

Pla, () = pr + wiz? + ... + up_12?”" 4 2"
Gn Cn a

n

D’ou
T

[plg(x) = pr + 2P

G

Avant de pouvoir démontrer la proposition, nous allons montrer que pour tout a € W(F,»), il
existe un endomorphisme [a](z) de G(z,y) telle que [a](x) = az modulo (p).

D’apreés la premiére section The formal Lie A-modules de [LT635], si I’on considére f(z) = [p]a(x),
il existe une unique loi de groupe formel Fy(z,y) telle que f(x) soit un endomorphisme de
Fy¢(z,y). Par unicité, on note que Fy(x,y) est égale a G(z,y). De plus, quel que soit a € W(Fpn),
il existe une unique série [a](x) € W(Fpn)[[z]], telle que

a) [a](z) commute avec la p-série de G(z,y),

b) [a](z) = armod (2?).
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Cette construction induit un homomorphisme continue d’anneaux

[]: W(F,n) — End(G)

prolongeant la structure de Z,-module de End(G). En particulier,

[pl(z) = [pla(x) = [plr, (z)  mod (p)

D’autre part, soit § € ppn_1 C W(Fpn)* une racine p” — 1-éme de l'unité. Posons g(x) =
§x € W(Fpn)[[z]] et GI(x,y) l'unique loi de groupe formel sur W(F,n) telle que g(z) soit un
homomorphisme de G9(x,y) vers G(z,y). Alors, on déduit que

Plon(0) = g Wlaton) =g (s 407" ) = po 4 o7

On note que la p-série de G9(z,y) s'écrit de la méme maniére que celle de G(z,y). Or G9(x,y)
et é(x, y) sont p-typiques et donc uniquement caractérisées par leurs p-séries (théoréme A2.1.27
[Rav86]), d'on G9(z,y) = G(z,y) et g(x) = £z est un endomorphisme de G(z,y). Ainsi, de
Punicité de la série [€](x) € W(F,n)[[z]] telle que [¢](z) commute avec la p-série de G(x,y) et
[€](z) = €2 modulo (22), on déduit que [£](x) = &x. En particulier [€](z) = &z modulo (p).
Rappelons (lemme que tout élément x € W(Fyn) s’écrit de maniere unique sous la forme
Y im0 &ip' o & € ppn_q pour tout 4. Ainsi, on déduit par continuité de [.] : W(Fp») — End(G)
que
Vae W(Fpn): [a](x) =azr mod(p)

Soit g € W(Fyn)* C Sy, qu’on identifie avec son image dans Endp,,, (I's). Soit g(z) € (Ep)ol[z]]
un relévement de [g](x). Notons que [g](z) est un relévement de g(x). En revenant a la construc-
tion de l'action de So sur I'anneau de Lubin-Tate, on déduit le diagramme de déformations
suivant :

9.Gp—2 > GI 2 . @, liftsy, ((Ep)o)
é é émod (U1 yeeeyn—1)
G g g liftsr., (W(Fpn))
é § bt
r,—4 .p, 9% .1, FGL(Fyn)
Par unicité de ’homomorphisme qui représente une déformation (théoréme de Lubin-Tate),
on déduit que m.g. = m, et donc que laction de g est triviale modulo (uq,...,u,—1). De plus,
hg(z) = goey(x) = [g](x) = gz modulo (uq,...,uy—1,2?), d’oit

to(g) = hy(0) =g  mod (u1,...,un—1)
D’ot le premier point de la proposition. Les autres points en sont des conséquences immeédiates.

O

Lorsque n = 2, on note que 'action du second groupe stabilisateur de Morava S, sur ’anneau
de Lubin-Tate ne dépend que des coordonnées t(g) et t1(g) de I'endomorphisme p-typique hy(x)
caractérisé par la relation (1.3)). Plus précisément, on a le lemme suivant.
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Lemme 1.6. Dans (Es)s, quel que soit g € Sa, on a

gur = (p — PPt (9t (g) + 5 (9)w

L’idée de la preuve vient de celle de la proposition 4.3 de [HKMO0S|. D’ailleurs, nous en
donnerons une version pour p > 5 avec la proposition

Démonstration. Pour alléger les notations, je pose G = G, et t;(g) = t;. Rappelons qu’alors
2 G i
= P D — D . .
[pla(x) = px twa? + et hg(x) E >0 t;xP" est un homomorphisme de lois de groupe

formel de g.G vers G. Donc hgy([plg.c x) = [pla(hgx) et

hg([Plg.cz) = to(px i grur2?) & t1pPa® = ptox + (tog-ur + t1pP)z?  mod (zP*)
pla(hgz) = pltox (—Cl;—) t12P) (—C|;—) uitha? = ptox + (pt1 + uith)z?  mod (zP1)
En identifiant les coefficients devant P, on déduit le lemme. O

1.2 Filtration et déterminant réduit

Dans cette section, on commence par rappeler quelques généralités sur les sous-groupes de
Gy, en suivant la section 2.1 de [HKMOS].

Définition 1.7. On pose S, le noyau de la projection S, — ]F;;n restriction de la projection
0, — (’)n/(g). On munit S,, de la filtration :

We%—ﬂ&:{xe%MElmﬁSM}

Comme I'anneau local O,, est complet et séparé pour la topologie (S)-adique, on déduit que
Sy est complet et séparé. C’est-a-dire

Sn=lim Su/F,9,

De plus, pour tout i, S,/ F, S, est un p-groupe, d’ou S, est un pro-p-groupe. D’autre part, il est
immeédiat que
Sn = Sn X ppn—1

Donc S, est un p-Sylow du groupe profini S,.

Sil'on identifie gr; S,, = F;S,,/ Fi 1 /nSn AV F,n via Pisomorphisme qui envoie [14a,,; S™+. . ]
SUr a.,;, alors le crocher de Lie et I'application puissance p-éme P sont explicitement données de
la maniére suivante :

Lemme 1.8 (Lemme 3.1.4 [Hen98|). Soient a € gr; Sp et b € gr; Sp. On pose ¢(i) = min(i +
1,pi). Alors

a) Le commutateur induit un homomorphisme de gr;(Sn) X gr;(Sn) dans gr;; ;(Sn) et on a :

- =

[a,b] = abP

_ Bap"j

b) La p-eéme puissance induit un homomorphisme, noté P, de gr;(Sn) dans gry;(Sn) et on a :

gltp" P sii<(p—1)""
Pa = a -+ dl-&-p"i—i-...—l—p(p*l)m sii = (p _ 1)—1
a sii>(p—1)71
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Malheureusement, I'information sur le commutateur donnée dans le lemme précédent n’est
pas suffisante pour la suite. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.9. Soienta =1+a;S'+a; 1S +...etb=1 +bj5j +bj+1Sj+1 + ... deux éléments
de Sy, avec i,j > 1. Alors

[a,b] = 1+ (aib;’i — ai”j b;)S" I
n (ambﬁf"“ aZlb 4+ aiby — a;?’“bjﬂ)siﬂﬂ

a; bn’ b] ) oitd SQ’H—J

a;bg — ag’b;) 07

— (
— it+j

SH—Q]

modulo (S1T7+2).

Démonstration. Dans 'anneau complet O, I’ element a— 1 appartient a I'idéal bilatére engendré
par S. Ainsi, la suite ((a — 1)) tend vers zéro et ™' =1+ 7,5, (=1)"(a;S" 4+ ai1 S +...)

est bien défini. En particulier, on a ' = 1 — ;8% modulo (S**1). Ensuite, de la définition du
commutateur [a,b] = aba~'b~!, on déduit que [a,b] — 1 est égal &

((a S Db-1)—(b—1)(a— 1))a—1b—1
= ((aiSi a1 ST (587 + by ST — (b7 + byar ST (S + aiHSiH))a_lb_l
= ((aibg = af b)S™ + (@bfiy +aind T = aZlyby — af by40) ST a7

j+1
b

modulo (S%77%2). Posons a = (aib;’j —a?'b;) et B = (a;b] 71+ a1+1b — af_ilbj —a?’" bjt1),

alors

[a,b] — 1

(S 4 S+ (1 — a;8%) (1 — b-Sj)

7+] H—J

aSiti + 5sz’+j+1 — aa §2its _ Sit21 mod (Si+j+2)

O

Nous allons maintenant définir certains groupes en relation avec le groupe de Morava. Notons
que 1+ pZ, C Z,; est inclus dans le centre de Gy,

Définition 1.10. On pose PG, le groupe quotient G,/ + pZ, et PS, le groupe quotient
Sn/1 + Ly

Pour certaines valeurs de n et p, le groupe quotient PS,, s’identifie avec un sous-groupe de
S, que nous allons définir.
Comme S, est isomorphe au groupe des unités de 'anneau O,, et O,, est libre de rang n en tant
que W(Fyn)-module, un élément x de S, induit par multiplication & droite un automorphisme
W(Fpn)-linéaire. D’ot, un homomorphisme de groupes

Sp — 2> GLyy (W (Fpn)) ~2 W (F,n )

On peut montrer que le précédent homomorphisme se factorise par Z;. Ensuite, on peut le
prolonger en un homomorphisme

Gn = Sp x Gal(Fpn, Fp) = Z) x Gal(Fyn,Fp) — Z
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Proposition-Définition 1.11. On définit 'application

det : Gy, = Sy % Gal(Fyn; Fp) ——Zj
(x,0%) det(.x)

C’est un homomorphisme de groupes appelé déterminant et la composée

det ~
NGy > 2 — L fy | =,

est appelée le déterminant réduitﬂ.

Définition 1.12. On note G} le noyau du déterminant réduit N de G,, dans Ly

(resp. S!) I'intersection de G avec S, (resp. Sy).

1
/Hp—l et S,

Lemme 1.13.
a) Le centre Z(Sy) de S, est égal a Z, .

b) Si p ne divise pas n et p impair, alors le déterminant réduit induit la suite exacte courte

scindée sutvante

1 sl Sp —

1+ pZy ——1

De plus, Sy, = S} x Z, et PS,, = S}
¢) G, =S, % F, 00 F = ppn_1 x Gal(Fyn, Fp).

Remarque. En fait, si p ne divise pas n, on a aussi G, & G}, x Z, et PG,, 2 G}.

Démonstration.

a) Comme Z; est invariant sous 'action du groupe de Galois, on déduit facilement que Z est
inclus dans le centre de S,, & O)¢. Réciproquement, soit = zg + 215 + ... + x,_15" "1, avec
x; € W, un élément du centre. Soit £ € pyn_1, comme x€ = {x, on déduit que 1 = ... = 2,1 =
0. De plus (1 + S)zo = xo(1 + S), ce qui implique que z§ = zg, c’est a dire z =z € Z,; .

b) Supposons que p ne divise pas n. La restriction du déterminant a Z; est la puissance n-éme.
Ainsi, si l'on identifie 1 + pZ, avec Z,, alors la composée

ZLpy— Sp, N Ly,

est 'application qui envoie A sur nA. D’o1, la restriction du déterminant réduit a .5, est surjective.
De plus, la suite exacte courte S} — S, — Z,, admet une section. Les autres propriétés s’en
déduisent simplement.

¢) Le groupe Gal(Fyn,F,) est trivialement inclus dans G}.. Soit w une racine primitive p" — 1-éme
de 'unité de 'anneau de Witt W([F,»), alors

det(w) =wuw? ... Wl = Pttt = "D/ (1) ¢ typ—1 C Ly,

D’ott N(w) =0 et ppn_1 C G}.. De plus, on a les propriétés suivantes :
1. Remarquons que S}, = S, N G} est égal au noyau de ’homomorphisme G,, — Ly /Hp—l X
Gal(Fy»,F)) induit par le déterminant. D’autre part, Sl est un p-Sylow distingué dans
SL. Ainsi, S! est un sous-groupe caractéristique de S} qui lui-méme est un sous-groupe
distingué de G,. Do,
Sl est distingué dans G,.

2. Qui est parfois aussi appelée norme réduite en référence a la notion de norme réduite en théorie des nombres.

19



2. SINnF={1}.
3. G, = SLF : En effet, soit go' € G.. En revenant a l'identification S, = OJ, on voit
immédiatement qu’il existe un entier j tel que gw’ € S,,. Or

N(gw’) = N(g)N(w’) = N(g) = N(go") =0

D'ott gw’/ € S} et g = (gw’) (w7 0?).
Ainsi d’un résultat classique sur les produits semi-directs, on déduit le denier point du lemme. [
On note tr : Fpn — F,, I'application trace qui envoie x sur x + P + ... + 27" " Le sous-groupe

S! est naturellement muni d'une filtration induite par la filtration de S,,. On note alors gr; S} le
quotient ESTIL/F-+ L SL-
il

Lemme 1.14. Soit i € N*/,, alors

ker(tr) st i € N*
1 _
gri Sn = { Fpn sinon

En particulier, lorsque n = 2, le F,-espace vectoriel ker(tr) est égal a 'espace propre de
I’automorphisme de Frobenius o associé a la valeur propre —1 et on a la décomposition en
somme directe F2 = ), @ ker(tr).

Définition 1.15. On note F' = pyn_q x Gal(Fyn,Fp) le sous-groupe de S,,.

Le groupe F' est d’ordre n(p™ — 1) engendré par w une racine primitive p” — 1-éme de I'unité
et o Yautomorphisme de Frobenius.

1.3 Surjectivité du crochet de Lie

Dans cette section, on se place dans le cas n = 2, excepté pour le premier lemme. Nous allons
voir que le crochet de Lie de gr Sa est essentiellement surjectif. Nous en déduirons des relations
entre certains idéaux d’augmentations de différents sous-groupes de S3.

Avant, donnons un résultat d’algébre linéaire.

Lemme 1.16. Considérons IF, avec ¢ = p" ot n est un entier naturel quelconque. Soient k un
entier naturel et ’homomorphisme

s:F,©F, — F,

qui envoie a ® b sur ab?" — baP. Alors
Si k4 1% 0mod (n) alors l’homomorphisme s est surjectif.

Si k41 =0mod (n) alors l'image de s est le noyau de la trace tr : Fy — F),.

Démonstration. L'image de I'application F-linaire qui a un élément a de I, associe s(a ® 1) =
a—aP est égale au noyau de la trace. Ainsi, 'image de ’application linéaire s contient I’hyperplan
ker(tr).

De plus, ’'homomorphisme s est surjectif si et seulement s’il existe un élément a ® b tel que son
image par s ne soit pas dans I'hyperplan ker(tr), c’est-a-dire

k41

tr(s(a ® b)) = tr(ab?") — tr(ba?) = tr(a? (" — b))
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Pour la derniére identité, on a utilisé le fait que tr(z”) = tr(z) pour tout € Fy». Or, il existe

un élément b tel que bP" "' — b soit non nul, si et seulement si k+1 % 0 mod (n). Si un tel b existe,
alors, comme ’application trace est non nulle, il existe a € Fy tel que s(a ® b) # 0 :

k+1
ppPe T
aeF, — ) . F,
#Oltr
tr(am\
I

Proposition 1.17. Soient i,j € %N*, st 1 n'est pas entier alors, ’homomorphisme
1 1 1
gr; S, ® gr; Sy — it S5
mduit par le commutateur, est surjectif.

Remarque. Sii,j € %N* sont tous les deux entiers, alors le précédent homomorphisme induit par
le commutateur est nulle.

Démonstration. Distinguons deux cas : i) Si j n’est pas entier, alors on s’intéresse & ’homo-
morphisme F, ® F, — ker(tr) qui envoie a ® b sur ab?” — ba? qui est surjectif d’aprés le lemme
précédent.

ii) Si j est entier, alors on s’intéresse a 'homomorphisme F, @ ker(tr) — F, qui envoie a ® b sur
a(b? —b). Comme ker(tr) est distinct de Fp, on déduit qu’il existe b € ker(tr) tel que b” — b est
non nul et donc que 'homomorphisme est surjectif. O

Faisons une petite parenthése. Soit G un groupe profini, posons C1(G) = G et Cp41(G) =
(G, C\,(G)] la filtration centrale descendante associée. Alors de 'identité

L=[r,y)=ay((1-y HA -2 =1 -2 (1 -y"))
on déduit par récurrence que
(ICu(@)) c (1G)"

quel que soit 'entier naturel n. Pour le groupe Si, on a une relation analogue entre la filtration
F;S3 et les puissances de I'idéal d’augmentation. Avant de donner la relation introduisons une
notation.

Définition 1.18. Soit i € N*, on note
(IF;/3S3) = ker(Zy[F;/2S5] — Zy)
I'idéal d’augmentation de I'algébre Zp[[FiQS%]].

Le sous-groupe Fj /o S3 est un sous-groupe ouvert d’indice fini du pro-p-groupe S et I'inclusion
induit un monomorphisme d’algébres de Zy[F;55;3] dans Z,[S3]. Nous identifierons Z,[F;/555]
avec son image dans Zj, [S4]. On note que cette derniére sous-algébre est compact. En particulier,
Pimage de (IF;/5S5) dans Z,[S;5] est aussi compacte. Ainsi, si i < j, le sous-Z,[F;S3]-module a
gauche

(IF;S3)(IF;S3) + (IF;S3)(IF;Ss)

est fermé dans Z,[S3].
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Corollaire 1.19.

1. Soienti > 1 et x € Fi S, alors il existe deux suites (z,) € F1S3 et (z)) € Fi_1 S5 telles
2 2 2

que
x = H [T, 2]

n>1

2. Soient i > 1 et x un élément de Fi/QSQI alors 1 — x appartient a (IS3)?, i.e :
Vi>1: (IF;;S;) C (IS)

3. Soiti > 1, alors

F;S3 s1 1 est impair

ol o ol] —
\Fij2S2: FiyaSal = { Fz‘+1/2521 sinon

Démonstration. 1. D’aprés la proposition précédente, il existe 1 € F1.53 et o) € Fi_1 et 2 €
2 2

Fii1 S} tels que z = o [x1, #}]. Par récurrence, on obtient
2

l

i /
T =T H[xkaxk]
k=1
avec x] € FinuS3, mp € F153 et 2} € Fitx2S). Ainsi en faisant tendre [ vers linfini, on a z
2 2 2

qui tend vers 1.
2. Si i = 1, le résultat est immédiat (F 1 S) = S3). Supposons par récurrence avoir démontré
la propriété pour un entier i quelconque. Donnons nous un élément = de Fii1Ss et les deux
suites (z,) € F 1 Siet (z)) € F i1 S) données par le point précédent. Alors p2ar hypothése de
récurrence, on a

L= [y, ) = waf (L -2 (1 —a7') = (L—2;)(1 —2") =0 mod (I153)"
et en utilisant I'identité 1 — zy = (1 — x)y + 1 — y, on obtient par passage & la limite dans le
sous-groupe fermé (153)% que 1 — x appartient bien a (1.53)°.

3. C’est une conséquence immédiate de I’étude de I'application bilinéaire induite par le commu-
tateur dans le gradué du pro-p-groupe Ss. O

En particulier :

Corollaire 1.20. L’abélianisé de S est égal au quotient S%/FISQI. L’abélianisé de F1S3 est égal
au quotient F1521/F5/2521.

Donnons encore une conséquence de la proposition précédente.
Corollaire 1.21. Soient i,j € %N*. Si 1 n’est pas entier, alors
(IFi4;S3) C (IF;83)(1F;83) + (I1F;S5)(1FiS3)
Remarque. Comme le commutateur dans le groupe 5’21 respecte la filtration, on déduit que si

i > j alors F;S3 est distingué dans F;S3. Ainsi, le module (1F;S3)(IF;S3) + (I1F;S3)(I1F;S3) est
a la fois un Z,[F;S3]-module et Z,[F;Si]-module (& gauche et a droite).
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Démonstration. Soit x € FiHS%, alors, d’aprés la proposition précédente, il existe a; € F;Si,
by € FjS; et ¢1 € Fy, . 155 tels que
Jts

r—1 = cl[al,bﬂ—l

= clalbl((al—l — Dbyt —=1) = (b7 = 1D)(ayt - 1)) e —1

(IF;S3)(IF; SH)+(IF;SY)(IF;S3)

On continue en considérant ¢; au lieu de = et ainsi par récurrence, on construit des éléments
1 1 1
an € FiS5, by, € Fj+n;1 Sy et ¢, € Fi+j+%5’2 tels que

n

x—l=chakbk((a,;1fl)(bglf1>f(b,;1f1)(a,;171>) + -1

k=1
Par passage & la limite, on déduit que = — 1 appartient a (IF;S3)(IF;S3) + (IF;S3)(IF;S3),
sous-Z,y-module fermé de (IS53). O

1.4 Le module A;

On pose F' = p,2_1 x Gal(F,2,Fp) sous-groupe de Go. On se donne w une racine primitive
de I'unité de W* C Sy et o automorphisme de Frobenius, alors F' est engendré par w et o.

Définition 1.22. PosonsE| A; le groupe W muni de la structure de Z,[F]-module suivante :
Vo e A wer =w'a et oux = 2a°

Commengons par donner un lien entre le module A; et 'anneau de Lubin-Tate ainsi que le
groupe stabilisateur de Morava.
Proposition 1.23.

1. Le module A; est isomorphe au sous-Zy|[F|-module de (E2). engendré par u'.

2. On a des isomorphismes canoniques de Z,[F]-modules
(183)/(18%y2 — S3/{S1, §1] = Hi(S3. Zp) —= M/ ()

Le premier envoie la classe x — 1 sur x et le second envoie x =1+ &S mod F1 S} sur 7.

Démonstration.
1. C’est une conséquence immédiate de la proposition [I.4]

2. C’est un résultat donné dans la proposition 7 de [Hen07]. Rappelons briévement une preuve.
Le premiére isomorphisme est une application de la proposition Ensuite, d’aprés le

corollaire [1.20]
H(S3,Zy) = S%/[S%, S = S%/Flég = gr1/2 53 = Fp

ot le derniére isomorphisme envoie x = 1+ ZS mod F;S3 sur Z. De plus, soit x = 1 + Z.9
modulo FS3, alors
wer = wrw '=14+w"P2S =14 w,2S mod F, S5

oxx = 2°=14+2°S modF1521

Ce qui montre que le second isomorphisme est Z,[F]-linéaire.

3. Dans [Hen07], le Z,[F]-module A; est noté X;. J’ai effectué ce changement pour éviter le conflit de notation
avec les coefficients \; de '’exponentielle de la déformation universelle G2. De plus, avec ce choix, les modules et
groupes sont notés en majuscule et les éléments en minuscule.
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Lemme 1.24. [Hen07, Anneze A.2]

a) Sti# 0 [p+1], A; est un module cyclique indécomposable et sii =0 [p+1], Aj = Aj _BA; 4, ot
A; + est le sous-espace propre associ€ a la valeur propre 1 de l'automorphisme de Frobenius.

b) [Hen07, Annexe A.1] On a un isomorphisme de Zy[F]-modules :

g @ A @ @ z+@Ai,7)

170 [p+1] i=0 [p+1]

Notons que le module A; est égal a A2; via I'identité sur W. Quel que soit i (qu'on peut donc
regarder modulo (p? — 1)) Pautomorphisme de Frobenius induit un isomorphisme entre A; et Ay;.
Avant d’étudier le groupe Homz (p (As,A;), nous allons introduire la transformation naturelle
trg. En fait, comme l'ordre de F' est premier & p, on peut construire des homomorphismes
Zp|F)-linéaires a partir d’homomorphisme en prenant la moyenne sous l'action de F'.

Définition 1.25. Pour tous M, N des Zy[F]-modules, on définit '’homomorphisme naturel sui-
vant
trp : Hom(M, N) —— Homg, (M, N)

comme suit :

geF
Notons, qu’en tant que pro-p-groupe, Aj_, est isomorphe & I'anneau W. Posons
€+ =wtwh (1.7)

En fait, €4 est un vecteur propre de 'automorphisme de Frobenius de W, noté Frob, pour la
valeur propre +1. On vérifie facilement que le couple (e, e_) détermine une Zy,-base de Aj_,.

Définition 1.26. On note (A, ) la base duale de (e4,e_) de W.

En fait,
Apr W — Zy

sont deux formes linéaires telles que
VeeW: z=Az)eq + p(x)e—

Il est immédiat que pour tout x € W,

Az) = ””;:U ot p(z) = ”’“2_50 (1.8)
Lemme 1.27. Le groupe Endz, (W) est un W-module libre de base (A, ).
Démonstration. Soit ¢ un endomorphisme de W, alors
o= ¢2(e+) (Id + Frob ) + qb2(:)(1d — Frob) = ¢(ex) A+ ¢p(e—) p
O
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Proposition 1.28. Soient i,j deux entiers relatifs. Posons A = A et \_ = p. L’homomor-
phisme
trp : Hom(Ay, A]) — HomZp[F] (A4, A])

vérifie les relations suivantes :

11d sii=j[p?—1] etiZ0[p+1]
§ L — . 2_ .

trr(hees) = 3 me SZ.j_pZ[p 1] etiZ0[p+1]
6 — 8, sii=jp*—1]eti=0[p+1]
0 si j # i, pi [p* —1]

pour tout s = +1. De plus, quels que soient s = £1 et t = £1, si s # t alors trp(Ase) = 0.

Démonstration. Rappelons que les éléments w et ¢ engendrent le groupe F. Soient 7,s,t = +1,
dans un premier temps, notons que

, Wik 4 rtwPiF)e
A ik _ ( s
t(w er) 26t
D’ou,
Pz 4 , ,
trF(Ates)(er) = m Z wijk)\t(wzkﬁr)ﬁg + Tswfpjk)\t(wlker)es
k=0

p>—2
S TR g g TR g PR g2 (5P
k=0

€€
4(p? — 1)

De plus l'ordre p? — 1 de w est premier & p, ainsi on a

p?—2 p?—2

Z w(itipk Z W(—i+k

k=0 k=0

p>—2 p°—2 p>—2

Z wPitik Z (—PPitpik Z w(—itpik
k=0 k=0 k=0

Donc
€r€ p2_2
r€s —j+i)k —j+pi)k
tre(Ases)(er) 17— e ;:0: (1+ st)a T 4 p(t 4 5) w779

Donc, si s est différent de ¢, la précédente somme est nulle. Supposons maintenant que s = ¢,
alors

p>—2
trp(Ases)(e;) = ﬁ Z wTIHDE 4 g (T FPOk
p k=0

D’autre part, on a I’équivalence suivante :

{izj[p?—u — {z’zj[p?—u — {mzy’W—n

j=pi[p* 1] i=0[p+1] i=0[p+1]
Ainsi,
1e sii=jp?—1]eti#0[p+1]
e, sij=pi[p?P—1]etiZ0[p+1
trF()‘sﬁs)(ET’) = 12+rs . ]_ p [22) ] . _5_& [p }
e, sii=jp°—1eti=0[p+1]
0 si j # i, pi [p* — 1]
Rappelons que si ¢ = 0 [p+ 1], alors A; = A; 4 @ A, _. D’ou, la proposition. O
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Corollaire 1.29. Soient i,j deux entiers relatifs,

1.
{ald; a€Z,} sij=i[p*—1]etizZ0[p+1]
an_ ) taFrob;acZy} sij=pi[p?—1] etiZ0[p+1]
Homg, (r)(As, Ay) = {aldy,, ®bldy, 5 ab€Zy} sii=jp>—1]eti=0[p+1]
{0} sinon

2. i) Sii # 0 [p+ 1], lhomomorphisme Zyu' & ZyuP' — HomZP[F}(Ai,@g’i_f Wul), qui
envoie u® (resp. uP?) sur A; A=W (resp. A; Frob Ay & WuP?), est un isomor-
phisme.

it) Sii =0 [p+ 1], Uhomomorphisme Zyu', & Zpyu' — Homg, [y (Ai,@gi_(f Wul), qui

o 1d - ’ . .
envoie uly sur Ay - Ny + — Aj+ — Ay = Wu', est un isomorphisme.

Démonstration. En utilisant le fait que 'homomorphisme trg est surjectif, on déduit immédiate-
ment le premier point du corollaire. Le second point se déduit du premier et des isomorphismes
Ak = Wuk. O

Un second corollaire qui sera utile dans le chapitre [4 pour la seconde différentielle.

Corollaire 1.30. Soient trp : Homg, (A1—p, A;) — HomZP[F}(Al_p,Ai) et ¢ Ai—p = Aj un
homomorphisme, alors

3 (A@(eq)) + plg(e)) ) 1d si i=1—plp*—1]
trr(¢) = 3(AMo(eq)) — pu(¢(e=))) Frob siiz=p—1[p?—1]
0 si i # +(1—p)[p?—1]

Démonstration. L’homomorphisme ¢ est égal &

A1) Aex + (@) Aem + A(@(e-)) pes + p(dle-)) pe
Ainsi, en utilisant les résultats de la preuve de la proposition, on déduit le corollaire. O

Comme suggérée dans 'annexe A.3 de [Hen07], on note que pour i premier a p, le groupe des
homomorphismes Z,[F]-linéaires de A; dans I'anneau gradué de Lubin-Tate est isomorphe a un
sous-module de ce dernier. Dans le lemme suivant nous en donnons une description compléte.
Pour i = 1 — p, elle nous sera utile dans le chapitre [] sur la cohomologie a coefficients dans
I’anneau de Lubin-Tate modulo (p).

Proposition 1.31.

1. Le sous-Zy-module (Ex)f des invariants sous laction de F de (E2). est la Zy-algébre

engendrée par v1 = u u' P et vy = ul_pZ, complet pour la filtration (u{“)—adz’que. On note

(B2) = Zy [ Y or, 03] / (o ozt — )

2. On a lisomorphisme de Zy[F|-modules suivant :

p>—2

(E2). 2 (By)f @ @5 Wu'
=0
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8. Soit i un entier relatif, le groupe Homgy, 1z (A, (E2)«) est naturellement muni d’une struc-
ture de (E2)E-module libre de rang 2. De plus,

i) Sii# 0 [p+1], Uévaluation en 1, induit un isomorphisme (F2)E -linéaire

Homgz, (5 (Aiy (E2)x) %) (E2)f @ (Zpu' ® Zyu?") C (B2)«
qui envoie Id : Aj — Wu? sur u® et Frob : A; — WuP® sur uP’.
i) Sii=0[p+1], on a un isomorphisme (E3)f -linéaire
Homg, 7 (Ai, (E2)s) —> (Ba2)i © (Zpuly © Zyu') C (Ea).
qui envoie Nj — A; 4 4 ANir = A = Wu! sur uzi

Remarque 1.32. Rappelons que |v1] = 2(p—1), |va| = 2(p2 —1) et [u2T| = 0. Dans la catégorie

des Zy-modules gradués, on a
F
(B2)f =[] Foloa] {v8}
SEZ
C’est une présentation plus simple que celle donnée dans la lemme. Elle est aussi utilisée dans
[HEMOS] pour traiter le cas p = 3 (par exemple le corollaire 5.8).

Démonstration.

1. Dans le lemme , on a vu que si X = )" ap pufu™ alors w, X = Zw(pfl)”eran,mquum
et une identité analogue pour o, X . Ainsi il suffit d’étudier les monémes de (E2),. Soit X =
aul u™ un élément de (F2)f. De I'invariance sous I'action de ¢ on déduit immédiatement
que a vie dans Z,. L’invariance sous l’action de w équivaut a avoir I'identité whP—htm — 1
c’est-a-dire, il existe un entier relatif k tel que n(p — 1) +m = k(1 — p?). Donc

X =aul y(I=Pnt(1=p*)k avvl

D’autre part, (Fs)« est complet pour la filtration (uq)-adique et u{'ﬂ = Uf+1v517 d’ott on

déduit que (Eg)f est topologiquement engendré par vy et vs.
2. C’est une conséquence de 1., en remarquant que u’iuj = (ululfp)iu(pfl)”j.
3. Soit 7 un entier relatif. D’aprés le point précédent et le second point du corollaire on
déduit que
p>—2
HomZp[F] (Az, (EQ)*) = (EQ)*F & Homzp[p] (Au @ WU])
§=0
L BN (2t @Zyw?)  sii#0[p+ 1]
(B e (2 e Zpul) sinon

D’ott 'on déduit que Homy, ()(Ai, (E2)x) est libre de rang deux et le point 3.i7).
Supposons maintenant que ¢ # 0 [p + 1]. Soit ¢ un homomorphisme de Z,[F]-modules de
A; dans (Es),. Alors de la décomposition de (E3), et du corollaire on déduit que ¢(1)
appartient a (E»)f ® (Zy,u' ® ZyuP'). Donc 'homomorphisme d’évaluation

evy

Homg, ;) (Ai, (E2)s) — (E2)f © (Zpu' © Zyu?)

qui envoie ¢ sur ¢(1) est bien défini.

D’autre part, ’'homomorphisme, qui envoie P ® Au® + Q ® puP? € (Ex)f @ (Zyu! @ ZyuP?),
sur "homomorphisme ¢ € Homp(A;, (F2)s), ¢(z) = PAru’ + Qua’uP’, est bien défini et
induit un inverse de evy.
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Corollaire 1.33.

1. Un élément ufu™ de (Es)« appartient a (E2)L si et seulement si p? —1 divise n(p—1) +m.
2. Un élément ufu™ de (Fs). appartient a (B2)!' @ (Z,ul P ©Z,uP~1) si et seulement sip®—1
divise (X1 +n)(p — 1) + m.

Démonstration.
1. C’est une conséquence immeédiate de la preuve de 1. de la proposition.
2. Soit uu™ un élément de (Eq)f ® (Zyu' @ ZyuP?), alors il existe € = +1, k € Z tels que

ufu™ =} vk u€1=P) En identifiant les exposants de u, on a

m=n(p—1)+ (1 -p*)k+e(l-p)
D’oit le second point. O
Précisons encore la forme des éléments homogénes de (E7)f = Homgy, (r)(Zyp, (E2)«) et de
Homg, (7 (A1—p, (E2)+).
Corollaire 1.34.

1. Soit X un élément de (F2)Y homogéne, alors son degré est égal 6 —2(1 — p)k pour un
certain entier k. De plus, si k = m(p+1)+n avec 0 < n < p, alors il existe (a;) une suite

d’entiers p-adiques telle
X — Zal (p+1)i n gn

i>0

2. Soit X un élément de (E2)' @ (Zyu'™P & ZyuP~t) homogeéne, alors son degré est égal a
—2k(1 —p) pour un certain entier k. De plus, si k =m(p+1) +n avec 0 < n < p, alors il
existe (a;), (b;) deux suites d’entiers p-adiques telles que

1 1)7 —
§ a;u (10+ )i n IU;n ul Py bz ugZH‘ )i U{H_l ,U;n uP 1

>0
ot ag=0 sin=20.
Avant de passer & la preuve, remarquons qu’on a

p+1 p+1 2 2

1-p _ p—1 —1_p11 -1
AR TV B T u? Py

p—1
U et uy = 5

Démonstration.

1. D’aprés a) de la proposition précédente, ufu* appartient a (E2) si et seulement si n(p —
1) + k=0 [p? — 1]. C’est-a-dire s’il existe m tel que k = (m(p + 1) +n)(1 — p).

2. D’aprés ¢) de la proposition précédente, ufu* appartient a (F9)f ® (Z,u'™? @ Z,uP™1)
si et seulement si (1 +n)(p — 1) +k = 0 [p? — 1]. Cest-a-dire s’il existe m tel que
E=(m(p+1)+ (£1+n))(1—Dp).

O

La description donnée dans le corollaire précédent, nous sera d’une particuliére utilité dans
les chapitres [4] et [f] pour les calculs cohomologiques.
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CHAPITRE 2

Résolution projective : n=2 et p > 5

Pour le calcul de H*(G3, (E»). /(p)) dans le chapitre [4] nous allons utiliser une approximation
d’une résolution projective minimale dont ’existence est donnée par le théoréme suivant.

- 1
Définition 2.1. Etant donné un Z,[F]-module M, on note MT(SQQ: Zy[Gl] ® M le Z,[G1]-
Zy[F]
module & gauche obtenu par extension des scalaires.

Théoréme 2.2 (JHen07], théoréme 6). II existe une résolution projective finie du Z,[G]-module
triviale Zy, de la forme :

83 82 12 1

0 C 3 02 Cl

X Gl Gl
ou CO == 03 == ZPTF et Cl == 02 = AlprF .

Dans ce chapitre, nous allons préciser autant que nécessaire des homomorphismes 0; définissant
une telle résolution projective.

La démarche empruntée est proche de celle utilisée dans [HKMOS§]| la section 3 pour traiter le
cas p = 3. La construction de 9; pour i = 1, 2 s’est fait de la maniére suivante : on a cherché des
générateurs de N; = ker(9;) vu comme Z,[S3]-module. Ce qui, d’aprés le lemme de Nakayama
(lemme 4.5 [GHMRO5| ou corollaire , équivaut a chercher des éléments de N; qui engendrent
le pro-p-groupe HO(S%, N;). Pour 'homomorphisme 0;, on a du se contenter d’approximations
de ces générateurs. Ensuite, on a défini un homomorphisme de Aj_, vers N; rendu Z,[F]-linéaire
aprés avoir pris la moyenne sous 'action de F'. Par le lemme de Shapiro, on peut étendre ce
dernier homomorphisme a C;. Le troisiétme homomorphisme 03 a été obtenue d’une maniére
différente via une notion de dualité (Dg(M) = Homg, [¢1(M, Zp[G])) introduite dans [HKMOS].

Avant de pouvoir donner le résultat principal (théoréme [2.10) de ce chapitre, nous avons
besoin d’introduire quelques notations.
Définition 2.3. On pose

1
0o = 1d152: Cy — Z,

et Nog = ker 0p.

Comme G est isomorphe au produit semi-direct S3 x F, le module Cy est libre de rang
1 en tant que Z,[Si]-module. Ainsi, Ny s’identifie avec I'idéal d’augmentation de ce dernier.

Rappelons que l'on se donne w un générateur du sous-groupe py2—1 des racines p? — 1-éme de
I'unité de W et qu’on note e les éléments w + wP de W. D’apreés le corollaire en tant que

Zp[S3]-module, A;_,, T% est libre de rang de 2 et (1 ® ey, 1 ® €_) en est une base.
Définition 2.4.
a) On note ((e;)+, (e;)-) la base (1 ® €4, 1 ®e_) du Z,[S3]-module C; pour i = 1,2.

b) Pour i =0,1,2,3, on pose ¢; = 1 ® 1 vu comme élément de C;. Lorsque i = 0, 3, e; détermine
une base de C; en tant que Z,[S3]-module.
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Dans le premier chapitre, nous avons vu (lemme [1.13]) que le déterminant réduit induit une
suite exacte courte scindée

1 Sl Sy~ 1 4 pZy — 1

Une section s : 1 + pZ, — Sz de la suite exacte courte précédente induit un isomorphisme
Sy = S} x 1+ pZ, et une projection 7 : Sy — S3 définie par 7(z) = xs(N(x))~! pour tout
x € SQ.

Comme p = S? dans Oy, on déduit que pour tout g = 1 + ¢1.5 mod (S?) dans So, on a

m(9) =1+ g15 mod (S?)

Définition 2.5. Soit s : 1 + pZ, — Sz une section du déterminant réduit et = : So — 521 la
projection définie par 7(x) = zs(N(x))~! pour tout x € Ss.

1. On pose
ag = w(1l+erS)
bp = w(1+e_S5)
et co = [ao, bo].
2. Pour tout entier 7, on pose
a; = wlaw' = 7(1+wP Vi, §)
bi = wiibw' = w(14+wP Vi )

Finalement, a; et b; sont déterminés par 14+w®Yie, § 3 un élément du centre Z(S2) = 1+pZ,
prés. D’aprés la proposition , I'action de 1 + pZ, sur (Es), /(p) est triviale. Ainsi, pour nos
applications dans les chapitres suivants, nous n’avons pas besoin de déterminer plus précisément
les éléments a; et b; pour pouvoir considérer leurs actions modulo (p).

Au passage, notons que pour tous A,y € 1+ pZ, et tous g, f € Sz, on a [gA, fu] = [g, f]. En
particulier,
cy = [a(), bo] = [1 + 6+S, 1+ E_S]

Remarque 2.6. Si on définit (définition II1,1.1.6.1 de [Laz65] ou a laide du théoréme pour
tout nombre p-adique x, multiple de p, l'inverse de la racine carrée

L+a) 2= <_1/2>1‘” =1-1/22+3/8z%+...

n
neN

Alors, pour tout x dans W(IF2),

1 2%

det((1—a7M'p) (1 428) = (1-a7p)7t| TP =1
D’ot, on définit Uapplication a : W — S3
a(z) = (1— xo+1p)_1/2(1 +x95)
et alors, on pourrait définir les éléments agy et by ainsi
2
€
apg = alw+wP)=1+e.5+ ?+52 mod (S%)

2
bo = a(w-wP)=1+e_8— %—52 mod ($°)
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Lemme 2.7.

1. Pour tout entier 1,
a;i =14+ wP e, S mod(S?),
bi=1+wP Vi § mod(S?),

2. co=1—2e,e-5?+2(e_ +ep)e_er S mod (S)

3. Pour tout entier i > 0,

1—1 1—1
gr(2i—1)/2 S; = Z/(p) aG @ Z/(p)bg ;
i—1
8r'(2i)/2 S5 = Z/(p) o -
Démonstration. 1. C’est une simple conséquence du fait que p = S% dans Oy et que ag et by

sont égaux & 1 + €4S a multiplication par un élément de 1 + pZ, prés.
2. 11 suffit d’appliquer le lemme pour déterminer [1+ €4S, 14 €_S] = ¢p.

3. Les éléments ey et e modulo p déterminent une base de )2 et de plus e € ker(try :
F2 — TFp). Ainsi, du lemme et du lemme on déduit le troisiéme point.

O

La figure donne une illustration de gr, S% et des éléments ag, by et cg.

«00
N F»
2 ao
14 ker(tr)
—
3o
3] L
2 o
2t —
Co
gr; (521)

FIGURE 2.1 — Gradué de S3

Définition 2.8.

1. Pour tout g € Sy, dans Z,[Sa], on pose N(g) =e+g+...+g" L

2. Avec les notations de la définition [1.26] pour tout entier ¢, on définit les entiers p-adiques
A = M@ Pley) et py = p(wlPey).
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3. Dans Z,[Sz], on définit

v o= i)\ A=P)ie V(@i — e) + p(wPey ) (b — e)
zpo

A = Z)\ (- p)l a; *6)+u(w(1*p)ie+)(bi_1 —¢)
ZZO

YT 1;A o) (@ — ) (M) (b — o)

Définition 2.9. Avec les notations de la définition on pose I = (IS3) et J l'idéal (IF1S3)

vu comme sous-groupe de Z,[S3].

Rappelons que pour tous M, N des Z,[F|-modules, on définit I'homomorphisme naturel sui-
vant :
trp : Hom(M, N) —— Homg, p(M, N)

comme suit :

trp(¢ ng (g)

geF
Maintenant, avec toutes ces notations, nous pouvons donner le théoréme suivant qui résume les

résultats obtenues dans ce chapitre.

Théoréme 2.10. [l existe une résolution projective de Z, au-dessus de Z,[G] de la forme
susvante

Gl Gl & Gl o Gl dT
0——=7 TF *>A1 pTF 2o A pTF 71l i>Z — =0 (%)

telle que

1. L’homomorphisme 01 est déterminé par la condition

1 p
31(61)+ =Ve€y = m Z}w(ﬂ,z - 6)60 + luqu/(bl - 6)60
=0

De plus, 01(e1)— = wey.
2. L’homomorphisme 0o est égal a trF(dg)T(};;% oa, ot dg : Ai—p, — C1 est un homomorphisme
Zy-linéaire qui se factorise par N1 tel que
i) da(et) = N(ao)(er)+ + g (bo — e)(wler)s —v(er)-) + g (co — €)(er)-
+E(w(er)+ —v(er)-) modulo (IJ+ JI)C.
ii) da(e-) = N(bo)(e1)- + 4€1+ (a0 — e)(w(e1)s — vler)- )+é(00—€)(61)+
—B(w(er)y —v(er)-) modulo (IJ+ JI)Ch.
et a: Cy — Oy est un automorphisme Z,[G3]-linéaire tel que
Toer[[S ]](Zp, a)=1Idp,_,.

3. L’homomorphisme 03 : C3 — Co est déterminé par la condition
d3(e3) = ﬁA(BQ)JF + 462_1u1 (W™ Aw — wAw ™ (ea)

Démonstmtion Pour la construction de d; voir la proposition celle de 0, est traitée dans
le théoréme 2.44] Enfin pour « et 93 voir le corollaire 2.52] et la prop081t10n 2.54 O
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Avant de passer a la construction des trois homomorphismes dans les trois sections suivantes,
donnons certains groupes de cohomologie des groupes S5 et Fy.S5.

Proposition 2.11. Les premiers groupes d’homologie de S3 et F1 S} sont :

H.(G, M) F, Zp

0 1 2 3 0 1 2 3

s} Fp| Ay | Ay | By || Z, A, 0|7z,

F1S3 Fp| FS | Fy |Fy | Zp|Z/p2® (Z)p)* |0 Z

ot Al_p = Al_p/(p )
De plus, les groupes d’homologie sont tous triviaux en degré supérieur ou égal a 4.

Démonstration. Pour H.(S3,F,) et H,(F1S3,F,) voir dans [Hen07] la proposition 7 et sa preuve.
Passons & I’homologie intégrale. Le premier groupe d’homologie de Si a été déterminé dans la
proposition [1.23] Rappelons que si G' est un pro-p-groupe alors, Hi(G,Zp) est isomorphe a
G/[G, G- Donc d’aprés le corollaire on déduit que

H\(F1S5,Z) = F1S; [, 0 53 = Lp2 & (Zfp)*
Considérons la suite exacte longue, associée a Zj, £ Ly —Tp
0—= Hy(S3,Zy) 2 H(S3, Zy) 2 T —= Hy(S3, Z,)) = Hy(S3,Zy) —F2 -2 Ay —5 Ar

Ainsi, d’aprés le corollaire E, avec comme anneau de base Zj,, on déduit qu’en tout degré, le
pro-p-groupe H,.(S3,Z,) est un Z,-modules de type fini. Ainsi, d’aprés le lemme de Nakayama
(théoreme , p Ha(S3,7Z,) = Ha(S3,Z,) entraine que Ha(S5,Z,) est trivial. En revenant a la
suite exacte longue, on déduit que F, @ H3(S3,7Z,) = F, et que la multiplication par p induit
une injection sur le module H3(S3, Zy). Donc d’aprés le corollaire du lemme de Nakayama,
Hg(Szl,Zp) est un pro-p-groupe cyclique dont la multiplication par p est injectif. C’est-a-dire
H;3(S3,7,) = Z,.

Passons maintenant aux premiers groupes d’homologie H,(F;S3,7Z,). De méme qu’avant, on a

0 — H3(F, S}, Z,) —2> H3(F\ 51, Z,) F, O . Hy(F1S5},2,) P>
—— Hy(FS3,Z,) Fo —=—Z/p2 @ (L)) —>L/j2 & (Z)p)* —>

On en déduit comme avant que les groupes d’homologies sont des Z,-modules de type fini. Donc
p Ho(F153,7,) = Ha(F153,7,) est trivial et de méme que précédemment, Hsz(F1S3,7Z,) est
isomorphe a Z,.

Soit G = S4 ou F153, alors comme pour Hy(G, M), on déduit que H,(G, M) = 0 pour tout
n > 4. O

1
Par définition de Ny est le noyau de I’'homomorphisme € : Z, T§2—> Zy induit par l'identité.
1
Comme G} = S x F, on a Z, T(}G,?: Zp[S3 x F] ® Z, = Z,[S3]. Dot le diagramme de
ZplF]
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Zp[S3]-modules

0 No Co ——=17, 0
0——=(183) —=Zy[%] —=2Z, —=0

Dans la suite, on identifie Ny avec l'idéal d’augmentation (153) de Z,[S3].

Corollaire 2.12. La cohomologie des groupes S et F1Sa a coefficients dans Ny est donnée dans
le tableau suivant :

H .(G , No) 0 1| 2 |e>3
Sl Ay 0(Zy,| O
RSt || mEshz) ezt o]z, | 0
Démonstration. La premiére ligne se déduit facilement de la suite exacte longue en homologie

associée a la suite exacte courte : No — Z,[S3] — Z,.
Pour la seconde, considérons de méme la suite exacte longue en homologie :

0
0 — Hy(F1S3,7Z,) —> Ho(F1S3, No) — Ho(F1S3,Z,[S3]) — Ho(F1S83,Z,) = Z, — 0

Posons H = S}/ F 51 = Fp et (IH) l'idéal d’augmentation de Z,[H]. Alors,

0 (IH) HO(FlséaZp[[S%]]) =Zp & ZPHS%]] :ZP[H]HZPHO
ZPHFIS%]]

est une suite exacte courte. D’oiui, 'on déduit une autre suite exacte courte

0—— Hy(F1 S}, Z,) —2> Ho(FySY, Ny) (IH) 0

Comme (IH) = 222_1, on déduit Ho(Fy.S3, Ny). Les autres groupes de cohomologie se déduisent
plus simplement. O
2.1 Définition du premier homomorphisme 0,

D’apreés la proposition on a un isomorphisme canonique de Z,[F|-modules
Mp/(p) — S2/[S, S1] = H1(S3, Zy) — (183) /(1812 = Ho(S3, No)

tel que si I'on se donne x = 1 + S mod (S?) dans S3, alors le premier homomorphisme envoie &
sur la classe de x et le second envoie la classe de x sur la classe de (z —e)eg. Soit dy : Ai—p, — Ny
I'homomorphisme de Z,-modules tel que

dq

Alfp NO
" i
Ai—p/(p) —— H1(S3,Zp) ———=— Ho(S3, No)



En appliquant la trace trg

Hom(A1—p, Ng) — Homy (F] (A1—p, No) & dy et en étendant les
scalaires & Z,[G3], on obtient un homomorphisme Z,[G3]-linéaire &y : C; — Ny :

Gl 0
Cr=Mptp’------ =G = Z,[G3] ZQ?F} Zp— Zyp
T > Shapiro / P
Alip trF(dl) A NO

De plus d’aprés le lemme Hy(S3,C1) en tant que Z,[F]-module, est canoniquement iso-
morphe & Aj_,. Ainsi, par construction de d, on a

8 *
Hy(S3,Ch) 1

HO(SQIaNO) (21)
Al—p trp(pr) =pr Alfp/(p)

D’ou 014 est surjectif et d’apreés le lemme de Nakayama (corollaire [A.9)), 'homomorphisme 0; est

surjectif. En d’autres termes, pour déterminer la premiére différentielle 9y, il suffit de déterminer
un relévement dj.

Rappelons briévement quelques notations. On note e4 les éléments w + wP de 'anneau de
Witt W. Ils forment une Zy-base de W= A;_,. On a

ao

= 14€¢,.S mod(S?)
bO R

14+e.S mod(S?)
dans S1. Alors, d’aprés le corollaire précédent, 'application qui, pour tous A, u entiers p-adiques,

envoie Aeq +pe_ € Aj_p, sur A(ag—e)eg+ (b —e)eg dans Ny, est un relévement de la projection.
Notation. On note e 'élément neutre de S5 C O5.

L’intérét de cette notation est de souligner la différence entre ag =1+ €15 + ... dans Oy et
ap — e dans Z,[S3].

Définition 2.13.

a) Soit d; : Aj—, — Cp 'homomorphisme de Z,-modules qui envoie e} sur (ag — e)eq et e_ sur
(bo — €)eo.

1
b) On pose 01 = trp(dy) T%: Cy — Cy homomorphisme Z,[G}]-linéaire, extension & G de la
moyenne sous l'action de F' de d;.

Proposition 2.14.
1. L’homomorphisme Z,[G3]-linéaire 81 : Cy — Cy est caractérisé par

1 2
O1(e1)y = o1 ;)\i(ai —e)eg + wi(b; —e)eg

2. L’homomorphisme 01 est surjectif sur Ny.

3. Soient x € Ay_p, et g € S tels que g = 1 + xS mod (S?), alors

01(z) = (g —e)eg  mod (IS3)Ny
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Remarque. Si dans les calculs effectués dans la preuve suivante, on considére )\(w(l_p)i:ﬂ) et

. 1
p(w=Pg) au lieu de \; et p;, on déduit que pour tout X ® z € Al_pT%

h(X®x ) Z MwT™Pi2) X (a; — €)eq + p(w P 2) X (b; — e)eg
Démonstration. Rappelons que Al,p est cyclique en tant que Z,[F]-module, ainsi l'image de
(e1)4 détermine 0.
Calculons maintenant 0 (e1)4. Par définition, (A, p) est la Zy,-base duale de (e, e—) (voir (1.8))),
ainsi, quel que soit x € A1_p, vu comme élément de W, on aE|

T+ x° r —x°

x=MNzx)er +pu(x)e-  ou Ax) = 2, et pu(z) = 5

Ainsi, pour tout i,
di(wiey) = di (W) = Ni(ag — €)eg + pilbo — €)eq

o1, pour rappel, \; = MwPley) et p; = p(w e, ). D'ow, 01 ( (e1)1 ) = tre(di)(es) est égal
a

= Y (el i) o e dy (o))

1 —i —i -1 i -1 —i
= 7 1) Z Niw ™ (ao — €)eg + piw by — e)eg + Niotw (ag — e)eg 4 pio T w T (bo — €)eg

De plus, par définition, Cy = Z,[GL] ® Z,, ot Z, est muni d'une action triviale de F. D’ot,
Zp[F)
par exemple,
w (ap —e)eg = w (ag — e)w'eyg = (W 'agw’ — e)eg
En d’autres termes F' agit par conjugaison sur Z, [S3] = Co.
Pour tout 0 < i < p? — 1, rappelons que

Sisa; = wilaw' & [1+w?P Vi 9 652/1+pr
Sisb = wibw' & [14+w? i g
et posons,
ol = o lao & [I+w1Pie 9]
bY = oo & [1-wlTPie g

Alors, ajyp(p41) = @i quel que soit i, de méme pour les termes af, b; et b7. De plus, af = a—;

et by = b_;y(p+1)/2- On note aussi que les coefficients A; et p; satlsfont des relations similaires :
Ai = A et pi = fi_jt(p+1)/2- Done, en résumé, 0y (e1), est égal a
p2—1
1) Z Ai(ai — e)eo + pi(bi — e)eo + Ai(a7 — e)eg + pi(bj — €)eo
p+1
= 27— 1 Z Ai(a; —e)eg + pi(b; — e)eg + A_i(a—; — e)eo + fi_iy(p+1)/2(b—it(p+1)/2 — €)€o
P
= p+1Z)\ e)ep + wi(b; — €)eg

1. Ici 27 est 'image de x par ’automorphisme de Frobenius de W, bien que o désigne aussi le générateur du
groupe de Galois de F2, sous-groupe de F'
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Ensuite, la surjectivité a été montré en toute généralité dans le paragraphe introductif de la
section. Le troisiéme point se lit sur le diagramme ([2.1)). O

On note N; le noyau de ’homomorphisme 9;. De la suite exacte courte Ny — C; — Ny, on
déduit du corollaire le lemme suivant.

Lemme 2.15. L’homomorphisme 01 induit la suite exacte courte
Ho(S3, N1) — Ai—p — Al—p/(p)

ot le second homomorphisme est la projection.

Remarque 2.16. Le lemme de Nakayama (corollaire ainsi que le lemme précédent montrent
que deux éléments de Ny ’engendrent en tant que Z,[S3]-module si leurs images dans Ho(S3,Cy) =
Ai_,, déterminent des générateurs du noyau de Ho(S3,01) = pAi_p. Cette propriété va nous per-
mettre d’approximer des générateurs de Nj.

Plus précisément, soit I un idéal de Zp[[S%]], supposons qu’on ait trouvé k4 € Cq tels que

K+

O (k+)
En utilisant le fait que 01 est surjectif sur Ny, on a l’existence de iy € TCq tels que ki + Ry
appartiennent a Ni. De plus, d’apres le critere précédent, on sait que K+ + R+ engendrent Njy.

pex  mod (I1S3)Cy
0 mod Z Ny

1
Ensuite, il suffit de poser da : A1_,, — N1 qui envoie e+ sur k+ + R+ et Oy = trp(dg)T(;’?. Enfin,
on peut montrer, avec une seconde application du lemme de Nakayama, que Oy : Co — Ny est
surjectif.

2.2 Approximation de générateurs du noyau de 0,

On rappelle quon note I I'idéal d’augmentation (I153) = ker(Z,[S3] — Z,) et J l'idéal
d’augmentation (I1F153) = ker(Z,[F1 53] — Z,). Comme Fy S5 est distingué dans Fy .S, on note
que pour tout f € 1S3 et tous g1, 92 € S, g1(f —e)(ga—e) = (glfgl_1 —e)g1(g2 — e) appartient
a JI et (g1 —e)(f — €)go appartient a I.J. Ainsi I.J + JI est un idéal bilatére de Z,[S3].

Dans cette section, nous allons déterminer deux éléments x4 et x_ solutions du probléme posé
dans la remarque pour Z l'idéal I.J + JI, c’est-a-dire, tels que

(2.3)

Kt = pex mod (I53)Cy
O(ke) =0 mod (IJ + JI)Ny

Lemme 2.17. L’idéal IJ + JI est inclus dans J.

Démonstration. Comme J est un idéal de Z,[S3], I.J est inclus dans J. Soient g € S3 et f € F1.S3,
alors, comme F} S5 est un sous-groupe distingué de Si, I'élément

(f—eg—e)=glg ' fg—e)— (f—e)
—_———  ——

E(IFls%) G(IFLS%)
appartient & J. D’ott JI est aussi inclus dans J. O
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D’aprés ce lemme, 'approximation des générateurs de Ny avec Z = IJ + JI est plus précise
qu'avec l'idéal JZ,[S3].

Motivons le choix de l'idéal IJ + JI. L’homomorphisme 0y : Cy — C7 induit
Homg, e1 (02, (E2)*/(p)) D (B)i @ (Zpu'=? @ ZpuP~™!) — (E2)f © (Zpu' P @ ZypuP~1)

noté 05. Cet homomorphisme préserve le degré, ainsi en revenant au corollaire on déduit
que 05 vérifie :

o5 (vsul™P) = Z(ai + ﬂiu%)ugm_l)iv;ul*p
i>0

O3(wsur™) = D" (o} + Fufyuf ugur
i>0

D’autre part, d’aprés I’avant dernier lemme (lemme Hy(S3, N1) s’injecte dans pHo(S4, C1),
d’ott N est inclus dans (p, I)Cy. Or l'idéal (p, I) agit trivialement sur (Eg)*/(p’ w)> donc ayg et o
sont nuls. Pour obtenir une information sur Sy, 3), éventuels coefficients dominant de 95 (viul~P)
et 93(vjuP~1), il faut une approximation au moins modulo (u}) de 85. Or, le corollaire
nous dit que 1'idéal d’augmentation J = (IFyS3) agit trivialement modulo (p, u’l’H). Malheu-
reusement, dans notre application au calcul des groupes de cohomologie H*(G3, (Es)« /(p)), il
nous faudra plus de précision. D’aprés la remarque [£.23] V'idéal I.J + JI agit trivialement sur
(E2)« /(p, u117+2). Ainsi, avec notre approximation, on sera capable de déterminer vy, oy, Bo, 3 et
en plus aq et Bq. En réalité, pour étre plus précis, dans la preuve de la proposition [4.22| et les
équations (4.10)) et (4.11]), on utilisera le fait que I.J+JI agit trivialement sur certaines puissances
de u modulo une puissance encore plus grande de u; et on en déduira dans ces cas le coefficient ;.

Maintenant que nous avons vu les raisons du choix de I'idéal I.J+ JI, explicitons la démarche
empruntée pour déterminer x4 et x_. Dans un premier temps, relativement a 1’idéal J, nous allons
montrer (corollaire [2.28]) que

N(ao)(e1)+, N(bo)(er)- et w(er)+ —v(er)-
engendrent le noyau, noté K, ., de ’homomorphisme
¢U,w : Cl/J01 HICO/JCQ

induit par 0y : C1 — Ny. On a la configuration suivante :

8 *
0 ker Ci/(1g + g1y — = 1Co/(1.] + J1)IC, — 0
\L d)v,w \L
OHKUJU Cl/JC1 ICU/JCO 0

Ensuite, dans la sous-section nous étudierons les images 91 (N (ag)(e1)+) = N(ag)veg,

O1(N(bo)(e1)-) = N(boJweo et Or(w(er)+ — v(er)-) = wveg — vweg dans ICo/(1.] + JI)IC,:
Enfin, on en déduira (théoréme-définition [2.43)) les éléments k4 vérifiant les conditions ([2.3])
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2.2.1 Le module K, ,

Définition 2.18. On noteE| H le p-groupe fini 521/F1S% = Z/p T X Z/p y, ou &,y sont les classes
de ag et by respectivement.

Avec ces notations, on a
Zy[H] = Zp[x,y]/(xp -1,y —1)

D’aprés le théoréme I'anneau Zy,[H] est local. On pose (IH) := (x—1,y—1) = ker(Z,[H] —
Zp).

Lemme 2.19. On a la suite ezacte courte de Z,[H]-modules suivante :

O«
0 —— Ho(F153, N1) —— Z,[H] ® Ay —> Ho(F1S3, No) —=0

Démonstration. D’apres le corollaire Hy(F1S3, No) est trivial, d’ott la suite exacte courte

a*
0——s Ho(Fls%,Nl) I Ho(Fls%, Cl) 41> Ho(Fls%, N()) —0

Et d’aprés le lemme on a un isomorphisme canonique de Z,[H]-modules Ho(F1S3,Cy) =
Zp [H] & Al_p. ]
Notons aussi que d’apreés le corollaire [1.19

H\(F1S5,Zy) = (F1S3)an 2 FiS3 [[F, S, 8] = FiS2 /Ry, 81
L2 €0 ® Ly af © Ly by

1%

L’action par conjugaison de S3 sur le sous-groupe F.S3 induit une structure de Z,[H]-module
sur (F153)ap. La figure résume les différentes notations.

1 T Yy

5T X X H
Co

1+ X

3 dg 58 1

5“* X X (F 1 52 ) ab
&

2+ X

gr; (521 )

FIGURE 2.2 — Les groupes H et (F152)an

2. Le groupe H est isomorphe au groupe Hl(Sgl, Zp) Alfp/(p). Cependant, dans cette section, il sera plus
commode de les distinguer.
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Proposition-Définition 2.20. On munit Hy(F1S3,Z,) = (F153)ab de la structure de Z,[H]-
module induite par l’action par conjugaison de S% sur le sous-groupe F15’21. On pose

1.t (F1SH)a, — Ho(F1S3, No) Uapplication définie par o(f) = f —e  pour tout f €
(Flszl)ab-

2. pr: Ho(F1S3, No) — (IH) I’homomorphisme Zy[H|-linéaire induit par linclusion de No =
(IS3) dans Z,[S3]. En particulier, pour tout g € S5, on apr(g —e) =g —e, ot g désigne
la classe de g dans H.

Alors, v est Z,[H|-linéaire et on a une suite exacte courte de Z,[H]|-modules :

0 — (F1.SY)ap —> Ho(F15%, No) = (IH) 0
Démonstration. C’est une simple application de la proposition donnée en annexe. O

Lemme 2.21. Notons ¢ : Z,[S3] — Z,, ’homomorphisme d’augmentation.

a) L’inclusion de J dans JCo induit un isomorphisme J/y2 = JCo/j1C,- De plus, Uinverse du
morphisme envoie la classe de XY, ou X € J et Y € Cy, sur la classe de e(Y)X.

b) On a un isomorphisme de suites exactes courtes :

0—=JCo/j1C, 1Co/ 10, 1Co/j0y —0
Id ei% \L: i%
0 J/ 2 Hy(Fy S, No) (IH) 0

ot lisomorphisme ICO/JCO > (IH) est induit par la projection de I1Cy sur (IH).

Démonstration.

a) Comme J est inclus dans I, par passage au quotient de 'application de J dans JCj, on déduit
homomorphisme 7 : J/y2 = JCo/j 1

Soit (b1,...,by2) € (5’21)”’2 une famille de représentants des éléments du groupe quotient
Si/ F, 5% telle que by = e. D’aprés le lemme on a l'isomorphisme de Z,[F;S3]-modules

(U ZPHFIS%HEBP2 ZP[[S%]] =0

2
(1, .., 2p2) ——>T100 + >, xi(bi — e)eg
D’oti, 'on déduit le diagramme de Z,[F}.S5]-modules

JIC, JCy— - - M _J

* *| %

2 e (JW*) J & (J@p“)

oll les isomorphismes verticaux sont induit par restriction de 1. L’homomorphisme Id; € :
JCy — J envoie XY ou X € J et Y € Cy sur Xe(Y). Du précédent diagramme, on déduit
de plus que Id; € induit un homomorphisme

Idye: JCo/y10y — J/72

Soient X € J et Y € Cy, alors XY = Xe(Y) mod JICy, d’ott 'on déduit que 7 : J/j2 —
JCo/ 11, est inversible d’inverse Id, e.
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b) La projection de ICy sur (IH) induit un homomorphisme ICyp/jc, — (IH) tel qu'on ait le
diagramme suivant

0——=JCo/51C, ICo/j1CY 1Co/jcy —0

Idjel% l: l

0—>H1(F1,S'21,Zp)—>H0(F1S21,N0) (IH)——0

Le premiére ligne induite par les inclusions JICy C JCy C ICy est exacte et la seconde ligne
est aussi exacte d’aprés la proposition-définition précédente. Enfin, d’aprés le lemme des cing,
on déduit que ’homomorphisme vertical de droite est aussi un isomorphisme .

O
Définition 2.22. Avec les notations de la proposition-définition précédente, on pose ¢, =

prody. :
61*

Zp[H] @ A1y Ho(F1S3, No)

pr
|

(1H)
et Ky le noyau de ¢y 4.

Remarque 2.23. Du lemme précédent, on déduit que K, ,, est isomorphe au noyau de I’homo-
morphisme

Cl/J(3'1 HICO/JCO

induit par 01 : C1 — Ny. En effet, on a le diagramme suivant :

61*

0 ker CI/JCl [Co/JCO —0
0 Ky — Zy[H] @ Ay 2" (IH) —— 0

Notation. Pour ne pas alourdir les notations, jusqu’a la fin de cette sous-section, j’identifie v
et w avec leurs images par la projection pr dans (IH).

Ainsi, par définition de v, w (définition et 01 (théoréme , on note que
Gow(l®er) =0 et Gow(l®e_) =w

De plus, comme Aj_), est libre de rang 2 en tant que Z,-module, Z,[H] ® Aj_, est libre de rang
2 en tant que Z,[H]-module dont (1 ® €4,1 ® e_) est une base. Nous allons utiliser cette base
pour identifier Z,[H] ® Aj_p et Z,[H]%2.

Par construction, '’homomorphisme 0; est surjectif sur Ny, d’ott ¢, ,, est aussi surjectif. On
a la suite exacte courte suivante :

v,
0 Ky w ZpH)P? 2 Z,,[H] @ A1—p (IH)

(P,Q) P+ Qu

0 (2.4)

Le lemme suivant donne une caractérisation de l’ensemble des surjections de Z,[H]|%? sur

(TH).
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Lemme 2.24. Soient ¢y, ¢2 : Zp[H|P? — (IH) deuz homomorphismes surjectifs, alors il existe
un automorphisme o de Z,[H]®? tel qu’on ait :

Z,[H|®* "~ (IH)

al“’ lz
@2
LZp[H|*? — (IH)
Démonstration. Comme ¢ est surjectif par hypothése et Z,[H |92 est projectif, on a l'existence
de ’homomorphisme « tel que le diagramme commute.

Par un résultat classique d’homologie des groupes profinis (par exemple le lemme 6.8.6 [RZ10]),
en utilisant le fait que (I H) = ker(Zy[H| — Zj), on a

Torg" M (Fy, (1H)) 2= Tor(" "\ (F,, 2,,) = Hy(H,F,) = Hfjpg ), g = H = Fpe

Appliquons maintenant Tor%p [H] (Fp, ) au diagramme précédent :

F, ® Fp — sz

S
Fp, ® Fp — sz
Zp[H]

D’ot, on déduit que TorOZ” ] (Fp, ) est un isomorphisme. Comme Tor|”""(Fp, Z,[H]®?) est

trivial, ’homomorphisme Tor?p L] (Fp, @) est surjectif. Donc d’aprés le lemme de Nakayama (co-
rollaire [A.9), « est un isomorphisme. O

On peut donc espérer déduire des informations sur ¢; = ¢, ., a partir d’informations sur
¢2 = Pg—1,y—1 et a. On verra dans les résultats suivants qu'on peut effectivement déterminer
assez précisément I"homomorphisme « (voir le diagramme (2.8])) et en déduire trois générateurs

de Ky, (corollaire [2.28§)).

Soit ¥y : Ky — (IH) I'homomorphisme qui envoie le couple (P, Q) du noyau K, ,, sur
Pv. Nous avons alors la suite exacte courte suivante :

Ann(v) @ Ann(w) Ky w Do Im 4y 4y —0 (2.5)

(P,Q)—— Pv=—Quw

0

Ainsi pour déterminer des générateurs de K, ,, il suffit de déterminer des générateurs de
Ann(v), Ann(w) et Imay, .
Avant, un petit lemme technique qui nous sera encore une fois utile dans la section suivante.
Lemme 2.25. Les éléments [; = w=P)i (=i g m; = W= _ 0=V ge Uanneau de Witt
W, vérifient la propriété suivante :

=0 =0

Un petit rappel : Soit ¢ une racine n-éme de I'unité. Soit k un entier naturel, alors £* est une
racine d = Z--éme de I'unité. On a

L n sin|k
§ gkzl {
0

i—1 sinon
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Démonstration. Pour démontrer le lemme, il suffit de considérer les monoémes X*. Soit k un
entier naturel, montrons donc que

p
A = Z lsz et ;c = Zmzlf
j =0

p
Ak = Zlﬂ’nif

1=0
P
- Z(w(lfp)i + w PV (=P (= 1)iyk
1=0
- k
= Z (_1)m< ) (w(lfp)i(lJrlfm) + w(lfp)i(flﬂfm))
l
i=0 l+m=k
k p
= <l>(_1)mz(w(l_p)i(1+l—m) —|—w(1_1’)i(—1+l—m))
l+m=k i—0
et
p
i=0
p
— Z(w(l—p)i — W=Dy | = D)iyk
i=0

P

- (e e
l
l+m=k

1=0

Lorsque —1 +1 — m et 1 + 1 — m ne sont pas divisible par p + 1, alors, comme w!' P est une
racine primitive (p + 1)-éme de l'unité, les sommes sur i sont nuls. D’autre part, il y a une
correspondance entre les couples (I,m) tels que —1+1—m =0 [p+ 1] et les couples (I',m’) tels
que 1+U'—=m'=0[p+1]: (I',m) = (m,l). D’ou A} est nul.

Pour Ag, notons de plus que la condition —1+1—m = 0 [p+1] implique [+m = 1 [2], ¢’est-a-dire
m et m’ = [ ne sont pas de méme parité. D’ot, sur la somme sur [,m, il y a des compensations
de telle sorte que Ay soit nul. O

On rappelle que dans cette section, on identifie les éléments v et w avec leurs images dans
(IH) via 'homomorphisme Ny — Ho(F1S3, Ng) — (IH), ot le second homomorphisme est
induit par la projection Z,[S3] — Z,[H].

Proposition 2.26. I existe v',w' € Z,[H] tels que :
1. vV =w' =1 mod (p, (IH))
22 v=v(r—-1) etw=w'(y—1).
En particulier, v’ et w' sont des unités de l'anneau local Z,[H|.
Remarque. Le point clé de la preuve est I'utilisation de la formule d’interpolation de la fonction

puissance (proposition ou paragraphe II1.1.1.6 La fonction puissance de [Laz65)|, page 73)
pour l'identité ([2.6)).
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En utilisant I'isomorphisme de S3/ F, 5} avec Ay /(p) (proposition , on obtient les iden-
tités suivantes :

, (p—1)i (p—1)i
a; = 14wl Ve, § = aa\(wp i) b”(wp V) mod FS)

AMwP—1)

bi = 1+wP i s = g ) @) od By S

d’ot, en revenant a la définition de v et w (définition [2.8)), on a

60 + ,Ltz(b — 6)60)

p+ 1 1=0
_ (=i Wt (e Ve (1=p)i, A wP Vi) pu(w®Die.)
- szA + e ) y
wo= i - Z)\(w(l—p)iL)xh(w@’l)’w)yu(w(’”’l)"w) (Pl )gM@ P ) (e )
=0

Démonstration. Nous allons procéder en plusieurs étapes :

a) Montrons que v = 0mod (z — 1) : on se place donc dans Zy[H|/(z — 1) C W[H]/(z — 1). En
interpolant la fonction puissance (proposition [A.3]), on aE|

p

y = & S A (w1l eV en) (P (et e
p + 1 =0
1 <& * M, * 1 k
= mZZ(*zi L) Emi L D=1 (2.6)
=0 k>0

o 1
= i

k>0

lePk(mz) szk( )) (y - 1)k
=0

ot Py(X) et Qr(X) appartiennent & W[X]. Ainsi, d’apreés le lemme dans la précédente
somme double, les sommes sur i sont nulles et on en déduit que v est nul modulo (x — 1).

b) Soit v' dans Zy[H] tel que v = (x — 1)v’. Par construction de 0; (proposition-définition ,

(z — 1)v' est congru & x — 1 modulo (153)2. Soit I un nombre p-adique et v” € (I H) tels que

v = [+v" et ¢ 'isomorphisme de (IH)/(1m)? sur H. Alors ¢(v—(z—1)) = ¢((I-1)(z—1)) =

L est nul, ainsi { = 1+ kp pour un certain entier p-adique k et v/ = 1+ pk + v est congru

a 1 modulo I'idéal maximal (p,z — 1,y — 1) de Panneau local Z,[H] (théoréme [A.4). Donc v/

est une unité.
¢) Idem pour w : Modulo (y — 1),

1 p . —1)4 . —1)i
w = ﬁZA(w(lfp)ze_)x)\(w(P 1) €+)+u(w(17”)le_)x’\(“’(p Vie_)
p+1i=
1 P *1; * 1M k
= ?ZZ(*W A R R DGR
p k>0 1i=0

De méme, que pour v, w est nul modulo (y —1). Et on déduit aussi qu’il existe w’ une unité
tel que w = w'(y — 1) =y — 1 mod (I H)?2.

3. Le symbole * désigne un élément de W fixé qui ne dépend ni de i ni de k.
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O

Remarque. On a vu dans la preuve, le résultat suivant : Quel que soit 'élément v de (IH), s’il
existe v’ tel que v = (z — 1)v' =z — 1 mod (I H)? alors v’ est une unité.

Notation. Rappelons que si G est un groupe profini et g € G, on pose N(g) = f;ol g' dans
Zp|G].
Corollaire 2.27. On a les propriétés suivantes :

1. Ann(v) = (N (2)) = Ann(1 —z) = {3, iyl Vi gk oy = oy }

2. Ann(w) = (M (y))

3. Ity = (vw) = Imehy_1y—1 = {35, cyya'y’s Vi, 3o i =3 055 =0}
Démonstration. On note que zN (z) = N (x), donc I'idéal (N(z)) est inclus dans Ann(z — 1).
Soit ) ¢;;x'y? un élément de 'annulateur de z — 1, alors :

(L)Y eya'y’ = (e —cimry)a'y’ =0
i, 2
D’ou 'on déduit que Pannulateur de o — 1 est Iidéal engendré par N (z). L’annulateur de v est
égal & celui de x — 1 car, tout simplement, ils différent par multiplication par une unité. D’ou
le premier point du corollaire. Le second point est analogue. Montrons le dernier point : comme
v=2v'(z—1) et w=w'(y—1) on v, w sont des unités, I'idéal (vw) coincide avec ((z—1)(y—1)),
I’homomorphisme
a: Zy[H]|®? —— 7, [H]®? (2.7)

(P, Q) —— (Pv', Qu')

est un automorphisme et on a le diagramme suivant :

0 Ko Z,[H)®* — 2" (1H) 0 (2.8)
0 Ko 141 Z,[H]®? 22 (1) 0

Ainsi, d’aprés le lemme des 5, on déduit que la restriction de o & K, ,, induit un isomorphisme
sur K 1y-1.
Soit (P, Q) € Ky, alors

w’u,w(Pa Q) = PU = PU/('r - 1) = ww—l,y—l(Pvl7 Q'U),)

Donc, I'image de 1), est incluse dans 'image de 9;_1,4—1. Or, comme v’ et w’ sont inversibles,
on déduit de la méme maniere I'inclusion inverse et Im 1,1 y—1 = Im 1y 4.

Nous allons maintenant décrire Im,_1, 1. Posons I I'idéal des éléments ZL j ci,jxiyj tels que
Yoicijety ; Cij soient nulles. Il est immeédiat que Im,_1,_1 est incluse dans l'intersection des
idéaux (z —1) et (y — 1), donc en particulier est incluse dans I. Soient u = Y ¢;;z'y’ un élément
de I, alors :

u=Y cila’ — 1) —1) =v'(@ -1y 1)
i,

pour un certain u’ dans Zy[H|. Ainsi, © = ¢z_1,4—1(v/(y — 1), —u/(z — 1)). En résumé, on a :

Impyy =Tmepz1y1 =1 = ((z - 1)(y - 1)) = (vw)
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0 No = ICy ~ (IH)
w o b=

J/ 2 o JCy Ho(F1S3, No)
P | U o~
JCo/(1.T + J1)IC, JICy F183/Fy/53
| 7{ .
gry 53 ©any Ss v (IJ + JDIC, 0

T

0

FIGURE 2.3 — Sous-modules de Ny.

En revenant a la suite exacte courte

Ann(v) ® Ann(w) Ky w LI Yy —=0

(P,Q)— Pv=—-Quw

0

et en utilisant les générateurs données dans le corollaire précédent, on déduit immédiatement les
générateurs de K, .

Corollaire 2.28. Le Z,[H]-module Ky, vu comme sous-module de C1/jcy,, est engendré par
les classes de N (ag)(e1)+, N(bo)(e1)— et w(er)+ —v(er)—.

Remarque 2.29. En fait, en poursuivant l’étude de Ho(F1S3,01), on a pu montrer qu’il existe
deux entiers p-adiques X' et u' tels que l'image des éléments

Nao)(er)s + (4:2_@0 _o)- xp) (w(er)s — vler)-)

1
N2
de

N(bo)er)— + ( (a0 —¢) //p) (w(er)s — v(er)-)

par 01 appartiennent o J Ny. C’est-a-dire, ils déterminent une solution du probléme posé dans
la remarque relativement a lidéal T = J. Ce fait, nous a guidé pour déterminer K.
D’autre part, comme (IJ + JI)ICy C JICy (lemme , cette propriété est une conséquence
du théoreme-définition [2.43,

Avant de considérer I'image des trois générateurs dans le quotient JCj /( 1J + JI)ICy> nous
allons décomposer ce dernier module.

2.2.2 Filtration de N,

Notons la succession d’inclusions suivantes :

(IJ+JI)N0 C JICy = JNy C JCy C Ny =1Cy
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Dans cette section, nous allons compléter I’étude des différents quotients commencée dans le
lemme [2.21] La figure [2.3] page [46] en donne un résumé.
Dans le lemme suivant, nous donnons une liste de sous-groupes de (IJ+JI)I = (IJ+JI)IC).
Ces inclusions, nous serons utiles dans la proposition suivantes ainsi que dans les sous-sections
suivantes.

Lemme 2.30. Les sous-groupes de Z,[S3],
(IF328)1,  (IF5;3S3), p(IF3253), I(IF2S3), pJI, plJ, JIJ et J?
sont inclus dans (IJ + JI)I.

Démonstration. D’aprés le corollaire [[.21] on a en particulier,

(IF3,,53) € (IFl/QS%)(IFlszl) + (IFlS%)(IFl/QS%)

D’out 'inclusion de (1F3/553)1.
D’aprés le corollaire sur la relation entre la filtration de S et les puissances de Iidéal I, on
a que ([ F3 /2521) C I’ et que J C I?. Ainsi, par une seconde application du corollaire on a

(IF5/2521) Cc J(IF3/2S%)+(IF3/2521)J
C JB+(JI+10)I?
-

(IJ + JI)I
Soit f € Fg/QS%, alors

p(f—e) = fP—e —Z(?)(f—e)iEO mod (I.J + JI)I

—
€(IF5,58}) ° €J?

Dow, p(IF3/553) C (IJ 4 JI)I.
Soient g € S5 et f € [,S51, comme ([F5/QS%) et (IFS/QSQI)I sont inclus dans (IJ + JI)I, on a

(g—e)f—-e) = (f—e) (g—e)+(f,gl—e)gf €UJ+JI)I
—— —_———
€(IF3/55%) €(IF5/55%)

D’aprés la proposition Ho(S3,1) = Hy(S3,Z,) = Fp2 et donc pI C I?. On en déduit que
les idéaux pIJ et pJI sont inclus dans (IJ + JI)I.
Enfin, les deux derniéres inclusions se déduisent de l'inclusion J C I2. O

Proposition 2.31.

1. L’homomorphisme J @ I dans JIC’O/(L] + JN)IC, qui envoie X @Y sur XYeo, induit un
homomorphisme

Ve J/J? 4 (1Fy),83) © 1/1 JICo/(1.J + J1ICy

De plus, VU est un surjectif.

2. L’homomorphisme de J dans JCy qui envoie X sur Xeq induit un homomorphisme

O J/y2

JCo/(1J + JIIC,
De plus, ® est injectif.
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3. L’homomorphisme ® induit une section de la projection de JCO/(IJ + JI)ICy sur JCO/JIC()'
C’est-a-dire :
JCNI1T + J1)IC, —= JCo/y1Cy —= 0

V\
~ [
>~
-
~

J/ 2
4. On a le diagramme suivant

0

JICo/(1] + JI)ICy JCo/(17 + N I1C, —= JCo/j1Cy —=0

*\

0—=J/J2 4 (1F3583) © 1/12 —=JCo/(1J + J1)ICy J/j2 ——0

ot les deux lignes sont des suites exactes courtes scindées.

Démonstration.

1. D’aprés le lemme précédent, J? et (IF3/QS%)I sont inclus dans (IJ + JI)I. Ainsi, on en
déduit que I'homomorphisme surjectif J @ I dans JICy /( IJ + JI)IC, qui envoie X @Y
sur XYep, passe au quotient en un homomorphisme

U T2 4 (1Fy85) © /1 JICo/(1J + JIIC

surjectif.

2. De l'inclusion de J dans I?, on déduit que ® est bien défini. L’injectivité se déduit du
diagramme suivant

pr

OHHI(FPSQ? - FlSQaNO)

\/

No/(1.J + JI)N,

(IH) —=0

Le fait que la premiére ligne du diagramme est exacte a été vu dans la proposition-définition
12.20)

3. C’est immédiat par définition de ® et le lemme pour identifier J/ 72 avec JCo/ 1,

4. La construction du diagramme se déduit des points précédents.

O

Lemme 2.32. L’homomorphisme
1 1
gry 53 g?) grip Sy — J/j2 4 + (IF355;) ¥ I/IQ

qui envoie la classe de f ® g sur (f —e) ® (g — e), est un isomorphisme.

Démonstration. Rappelons que pour tout pro-p-groupe G, on a (IG)/([G)2 ~ G/[G, G (lemme
6.8.6 [RZ10]). D’apreés le corollaire (83)ap est égal au quotient gry /2 S et ’homomorphisme

(53)ab = gry Sy — 1/72
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qui envoie la classe de g sur la classe de g — e est un isomorphisme. De méme, ’homomorphisme
(F182)ab = F183/F, 1, 88 — J /.2

qui envoie la classe de f sur la classe de f — e, est un isomorphisme. D’autre part, dans le
quotient J/j2 4 (IF; /2 51y par rapport au quotient J/j2, on ajoute la relation f = e pour tout

fe F3/2S%. D’ott, 'homomorphisme
gr1 83 = F183/p, 08 — J/J2 4 (I1Fy 581
est aussi un isomorphisme et on a le lemme. O

Le résultat suivant donne une précision sur I’homomorphisme V¥, mais ce fait ne sera pas
utilisé dans la suite.

Lemme 2.33. L’homomorphisme

U T2 4 (1Fy83) © 1/1 JICo/(1.T + J1)1Cy

est un 1somorphisme.

Démonstration. Il nous reste & montrer que ¥ est injectif. On vient de voir dans le lemme précé-
dent que gr, S%@grl/z S3 est isomorphe & J/72 | (IF35S3) @ I/r2. En particulier (co—e)®(ap—e)
et (co —e) ® (b — e) déterminent une F-base de J/y2 4 (IF3/55%) © I/r2 et 'homomorphisme
VU les envoie sur (co — €)(ag — €) et (co — e)(bp — e) respectivement. Ainsi, pour montrer que ¥
est injectif, il suffit de montrer que les deux éléments précédents sont linéairement indépendants
dans le F,-espace vectoriel JICy /( IJ+ JI)ICy

Posons P = SQI/F3/2S;, c’est un groupe d’ordre p®. Posons Z = ker(F,[P] — F,) l'idéal d’aug-
mentation de F[P] et

gr.(Fy[P]) = P ¥ /701

k>0

Comme J C I?, on déduit I'existence de ’homomorphisme
JIf1J + J1) = T /1

Montrons que (co — e)(ag — €) et (co — €)(bp — €) sont linéairement indépendants dans Z3 /7.
Pour ce faire, nous allons appliquer le théoréme de Jennings-Quillen (théoréme 3.14.6 [Ben98])
au p-groupe P. Notons z,y et z les classes de ag, by et ¢y dans P respectivement. Le groupe P est
engendré par z et y d’ordres p et z = [z, y] qui est aussi d’ordre p (P est un groupe extra-spécial
d’ordre p3). Ainsi, le sous-groupe engendré par les commutateurs [P, P] est égal Z /p z le centre de
P et PP = {e}. Avec les notations de la section 3.14 Modules for p-groups de [Ben98|, la filtration
de P par les sous-groupes de dimensionlﬂ est donc

{6}2F3(P) - FQ(P) :Z/pz C Fl(P):P
Ainsi,

Jen.(P) = @ TH(P)/r, (P = 8r1/2 S @ g1, S5

r>0

4. "Dimension subgroups"
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Alors, d’aprés le théoréme de Jennings-Quillen, on a un isomorphisme d’algébres graduées
U Jen*(S%/F3/2521) — &r, ]FP[S%/Fg/Q]
En particulier, on en déduit que
(gr1/2 5% @ g S ® gri/2 Sy = I°/g4

et donc que (z —e)(z —e) et (z — e)(y — e) sont linéairement indépendants. D’ott ¥ est un
injectif. O

Remarque 2.34. De [’existence des homomorphismes
1 1_= P
gty 5y @8l S0 —=J/J% 4 (1Fy,88) © /12— JICo/(1] + J1)IC,

et

= \I/
F183/Fy 54 J/ 2 JCo/(1.T + JI)IC,
On déduit que quels que soient g € S3, f € F155 et A\, ju € L, 0N a

(f* —e)g" —e)
e

Au(f—e)(g—e) mod(IJ+ JI)Ny
A f—e) mod(IJ+ JI)Ny

Ces résultats seront utilisés dans la sous-section suivante.

2.2.3 Le module N, quotienté par (IJ + JI)Ny

Rappelons qu’en tant que Z,[S3]-module Ny est isomorphe & 1'idéal d’augmentation I. Ainsi,
de l'inclusion de (IJ + JI)I dans JI, on déduit le diagramme suivant :

8 *
0 ker Ci/(1g + g1y —=1Co /(1T + T 1C, — 0
0 Kv,w Cl/JC’1 — ICO/JCO 0

Ainsi, d’aprés le corollaire 2:28] les éléments du noyau de I’homomorphisme sur la premiére
ligne du diagramme précédent sont des combinaisons linéaires de N(ag)(e1)+, N(bg)(e1)— et
w(er)+ —v(er)-—.
Pour pouvoir déterminer nos deux générateurs x4 et k_ vérifiant les conditions , nous allons
procéder en trois étapes :
e Nous allons déterminer une relation entre A (ag)v (resp. N (bo)w) et af — e (resp. b — e)
modulo (I.J + JI)I (proposition [2.38)).
e Nous allons déterminer une relation entre (ag — e)(wv — vw) (resp. (bg — €)(wv — vw)) et
agp, by et ¢y (proposition [2.42]).
e Des relations précédentes, on en déduira des solutions k4 et k_ (théoréme .

Lemme 2.35. Soit g € S3,
a) Le groupe N (g)JI est inclus dans (IJ + JI)I.
b) Le groupe N'(g)(IF3253) est inclus dans (IJ + JI)I.
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Démonstration. a) Soient f € F1S3 et h € S, alors

p—1

N@)(f=e)h—e) = Y (g—e+e)(f—e)(h—e)

=0
= p(f—e)(h—e)
= 0 (IJ+JI)I

Pour la derniére congruence, on a utilisé le fait que Hy(S3,1) = Hy(S3,7Z,) est de p-torsion
et donc que pI C I?. On en déduit I'inclusion.
b) Soit f € F3553, alors, comme d’aprés le lemme (IF5/953)1 est inclus dans (IJ + JI)I,

on a

p—1 p—1
N@)(f—e) = g(f=eg =) g (f—elg " —e)
2 2oyl o
€(IF5)3S1)1

p—1

S (gifg~ —e) mod(IJ + JII)

=0

Ainsi, en utilisant '’homomorphisme ® : Hy(FyS3,Z,) & FlS?l/FE)/zS% = I)1] + JI)I, dans
I/(1J+ NI, on a

p—1 p—1 p—1 p—1
N -1) = S@fsi—e)=a([[a'fo) = ([ fIf ")) = o [[If o)
i=0 =0 =0 i=0

L’élément f appartient a Fj /2521 et comme S3 est p-valué, fP appartient a Fy /255 et sa classe

est triviale dans le quotient F1521 / Fs/o S1- De plus, la classe de [f~!, g'] appartient au sous-
groupe F»S3/ Fy/5S} S = gry S1. En référence au lemme sur le commutateur, on se donne
gl,fg € W tels que 9= 14+ ¢g1Smod (S%) et f =1+ fgS mod (S*). Au passage, notons que
g =1+ ig1Smod (S?). Dans O modulo (S%), on a alors,

p—1

111797

=0

1+Z f391 fggl

14+pPo= (f391 fig1) 8*
= 1 mod(Ss)

D’oi, le produit ] ¢*fg~" est trivial dans FIS%/FE,/QSQL
Ainsi, dans le quotient I/(JI + IJ)I> I'élément N(g)(f — 1) est trivial. D’ou 'on déduit le
second point du lemme.

O
Avant de considérer les éléments v et w, nous avons encore besoin d’'un petit lemme. On

désigne par Z(S2) le centre 1+ pZ, de Sy et on rappelle que PSy = Sa2/1 + pZy =~ S (lemme
1.13).

Lemme 2.36. Soit g € S3. Soient 0 <1,m < p tels que g = 1+ (le; +me_)S mod (S?). Alors
g = ahblc lm/2 = by'a f)cém/z mod F3/25’21
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Démonstration. Soient 0 < I,m < p — 1. Modulo (S3),

WE%SQ) (1—lesS — €2 52)

1 (l+1
%ei +lme_ey — %62_)52

(1+eS)™1+e,.9)" = (1—me_ S+

1(1+1)
2

1—(lex +me_)S + (

d’ou
(1 4 (les + me,)s)a e S) ™ (14e 8)!

1 1
%61 +Ime_eq — l(l—; )62,)52)

(1 + (leq + me,)S) (1 — (lex +me_)S+(

& +lme_e; — @62_)52
m(m +1 l+1
( 5 )ei—((2 )ea)p)mod(Sg’)

€z,

m(m+ 1)

= 1
+(2

= (1 + lme_e+52> (1 + (

Or, les éléments ag, by et ¢y de 5’21 sont tels que

ay = 14+eS mod Z(S2)
bp = 14+e.S mod Z(S)
co = [ag,bo] =1—2eye_S* mod(S?)

Ainsi, on en déduit que
-m -l __ —lm/2 1
gbyMagt = ¢ mod F3/5S5 . Z(Ss)
Comme ¢y commute avec ag et by modulo Fy /25%, on a
_ Il 1m 7lm/2 1
g = Qq bO Co mod F3/252 . Z(Sg)
m/

) NIEE —1,1 pm .~
C’est-a-dire g~ ag by’ ¢
congruence. De méme, on obtient la seconde congruence.

En particulier, on en déduit que

1 p A m —1)\ T N Nl i)\/ #/
J— —1 —1 2 N—iH—1 —1 —1 2 —iF—q
v = 0T } :/\i (ag by "¢y —e)+pilag by " —e)
p =0
1 P ’ A " =1 T , DN =1y’ "
_ —i —i 3 AN—il—i —1 —i ., 2 =il —1
w = Pl g X, (g~ "by ey —e)+ pilag by e —e)
i=0

modulo (I1F3/553)Co.

Lemme 2.37.
a) 1l existe A € Z,[S3], tels que

A =1 modl

v = (ag—e)A mod(IF3/553)Z,[S3] + JI
b) Il existe B € Z,[S3], tels que

B =1 modlI

w = (bg—e)B mod(IFy,53)Z,[S3] + JI
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Démonstration. Soient i, j, k trois entiers, alors

abbhck —e = (ah —e)b)ck + (ck —e) (] —e) + (b)) —e) + (ck —e)  mod (IF3/555)Co
= (a0 —€)Ai ik + Dijx+ Bijk + (co—€)Cijk

ot A; ik, Bijks Cijk € Zp[Sa] et Dy jx € JI. Ainsi, en revenant a l'identité (2.9, on déduit que
v = (G,O — €)A+ D + B —|— (CO — e)Cmod (IFg/QS%)CO

pour certains éléments A4, B, C, D dans Z,[S1]. De plus,

1 L oo=1 il N L 1 ’ ’
A = erlZ)\i (e—&-...—i—aa\’ l)bg’lc()z)\ e “fuile+. o tagt )b"‘ —ilt—i
i=0
= Z 2—-m?2=1 modI
p+1
et d’aprés le lemme [2.25
1 ¢ FAipo—1 S ul -1
c = Z/\i(e—&—...—l—co )+ uile+ ...+ ¢ )
p+1 =
-1 p
= —l?mi—m?liEO mod I
8(p+1) ;

Donc (cg — e)C € JI. En utilisant la formule d’interpolation de la puissance (proposition ,
on a

B = f:xl Vi — o)+ ity — )
z:O
e
=0

ou pour la derniére identité, nous avons utilisé le lemme De méme, on montre la seconde
propriété. O

Proposition 2.38.
1. N(ag)v=ah—e mod(IJ+ JI)I.
2. N(bp)w=b) —e mod(IJ+ JI)I.

Démonstration. D’aprés le lemme et avec les notations du lemme précédent, on a
N(ag)v = (ah—e)A mod(IJ+ JI)I

En revenant aux inclusions du lemme on note que (IF3/953)1 C (IJ + JI)I, dou

N(ag)v = (ab —e) A = ab—e mod([J+ JI)I
—— ~~
E(IF3/25';) =1lmod I
La seconde congruence de la proposition se démontre de maniére analogue. O

Nous allons maintenant approximer le commutateur wv — vw.
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Lemme 2.39. On a,

wy —vw = e — co + 262 (af — e) + 2% (bf — e)

modulo (IF»S3)Z,[S3] + JI.
Démonstration. Pour alléger les notations, notons {.,.} le commutateur dans l'algebre Z,[S1]
(ile: {X, Y} := XY —YX). L'élément wv — vw est égal a

1 P
TESE Z ()\;)\j{ai —e,a; —e} + Njp{a; — e, bj — e}
i,j=0

+piAjbi — e, a5 — e} + pip{bi — e, b; — 6})

1 p
= orie MZ:O (/\Q/\j([ai, a;] — e)aja; + Np;([ai, bj] — e)bja

i ([bis aj] — e)a;b; + pip;([bi, bj] — €)bjbi)

p
> NXi(las, a5] =€) + N ([ai, bj] — €) + idj ([bi, aj] — €) + i ([bi, b] — €) mod JT
i,j=0

On note X cette derniére expression. Rappelons que, a; = 1 +w® Ve S et b; = 14+wP~ie_S
modulo le centre Z(S3) de Sy. Posons m; s = WP 4 gu@=1i hour s = +1, alors

&+ (,,(1-p)j (P—1)7) — £+ 4. 3 s =
Aj = Ser (w +w = g Mys ols=1
C— 4+ (,(1=-p)J (P—=1)j) — £+ 4. Noe— —
Hy = 5 (w w = 5 Mj,s ous=-—1

i 2ep
/o €E—
Hi = 2e¢

(
{)\/ — = (w(l—p)i — w(p_l)i = &t m;. ¢ Ofl t= _1
(

€t ™ —
m ¢ out=1
D’otli, X est égal a

P
S Y Smmgs ({4 o081+ e 5] )
€

sit=414,j=0 = °

p
- 3 4€t 3 WP g oD (P g (P i) ([1 4 wPDie_ 614+ wPDie 5] - e)

€
sit=41 = 9 i,j=0

Pour alléger les notations, posons £ = w!'~P, alors

p
X = Z 452 Z (£i+j + s8I I +st§*i*j> (14 &% 18,1+ & e,S] —e)

sit=%+1 % i,5=0

En particulier X appartient & J. De Iisomorphisme de J/j2 sur (F1.53)a = FIS%/F5/2521> on
déduit que J/y2 4 (IF,53) est isomorphe & Fy .S/ 125 D’autre part, en revenant a la définition
de la filtration de S5 : F:S3 = {g € S3: g =1 mod (5%}, on remarque que I’homomorphisme
2 . .
FiS%/FiS% dans gri ,5'21 @...®gri1, qui envoie la classe de g = 14+ ¢; S+ ... + goi_1 5% 1+ ...
2 2 2
sur (gi,...,g2i—1), est bien définie et induit un isomorphisme de groupes. On pose,

w1 J[J2 4 (IRSY) —= F153 /Ry 81— gt1 53 @ grg/2 53
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I’homomorphisme tel que pour tout g = 1 4 252 + ¢35% mod (S*), on a ¢(g — e) = (g2, 93).
Remarquons que
&P = Ww=Pp — =1 ¢t
et que € = ses. D’aprés le lemme sur le crochet de Lie dans Os, on a
L4+ e 1S, 1+ 6768 = 14 eset(s€7+t677)S? — ege_y(s& T+ 7)Y (Ees + € Tey)S?

modulo (S%). Ainsi,
O([1 +& %S, 1+ e S —e) = ( €s€_t(8ETTEHETT), — ege_y (€T tETI)(E e, + €T ey) )

et o(X) est égale a

p
D LT (6 g g T st ) (5897 46 (s ) (E e + € e))

sit=%1 i,j=0

Maintenant, comme ¢ = w!™? est une racine p + 1-éme de l’unitélﬂ7 la premiére coordonnée de
©(X) est égale a

i (§i+j bosEiT g +St€—i—j> (sgj—i +t§i—j) R B

i,j=0
et la seconde coordonnée de p(X) est égale a,

zp: (fi“ FosgiTI g eI +st§—i—j) ( — (sgi +tgi—j)(g—ies+g—fe_t))

i,j=0

.

p
> (f”j + 88T+t + stgﬂ'*j) ( B S T S T T S )
1,j=0

D’ou,

PX)= (3 et 0) = (2ere,0)

s,t==+1

D’apreés le lemme

co = 1—2e;e 5%+2(e_ +e;)e_e; S mod (S?)
a? = (146,95 =14¢e.5% mod(S*)
W o= (14+e.5)P=1+e5% mod (S

2

Donc, comme €2 et 62+ sont des entiers p-adiques,

oleg' —e+26%(af —e) + 23 (bh —e)) = (2ere,—2(e— +ep)e—er) + (0,2¢2er) + (0,2e3e_)
= (264-6—7 )
= (X)
En résumé, on a bien
wv—vw = e—co+ 26 (ah —e) +2e (b —e) mod ([F>53)Z,[S3] + J* + JI
Or, J%2 C JI, d’oi la congruence du lemme. O

5. Il peut étre utile de se souvenir que Y ©_, £ = 0 si et seulement si p + 1 divise k.
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Avant de pouvoir considérer les éléments (by — e)(wv — vw) et (ag — €)(wv — vw) modulo
(IJ 4+ JI)I, nous devons approximer certains commutateurs de Sll.

Lemme 2.40.

a) co=1—2e,e 5% +2(e_ +e;)e_er S mod(S%)
b) (1+erS)P =1+4€:5%+ 27225 mod (S?)

¢) (1+e 8P =1+e5% 218" mod(S?)

d) ch=1-2ere_S* mod (S°)

Démonstration. Pour la premiére congruence, on applique le lemme [T.9]
Ensuite, on note que

-1 —1)(p—2 2
(1+erS)P = 1468+ pTeffrlS‘l + Mép)ef”’ﬂ’ S®  mod (S°)

Comme p > 3, on déduit que les précédents coeflicients sont entiers et donc la seconde congruence.
La troisiéme congruence se traite de maniere analogue.
La derniére congruence résulte immédiatement du lemme O

Lemme 2.41.
a) [ag,bh] =cf mod Fy S5

b) [bo,af] = cg”  mod F5;553.

42 p 42 p
— 5 + 1
¢) lag,col = by T ¢ mod Fy 555

4¢? —4¢2
d) [bo,col =ay "¢y 7 mod F5/953.

Démonstration. D’aprés le lemme sur la structure d’algeébre de Lie mixte de S3 et le lemme

2.0, dans Oa,

M+eS1+e 8% = 1-2_¢,.8"=ch mod(S°)
31 — 4_ —p 5
[14+€e-5,1+€e1S5"] 1+2e_er 5" =¢;” mod(S°)

X
Or, de 'homomorphisme injectif SQ/F5/252 — ((92/(55)) , on déduit que

[CL(), bg] = Cg mod F5/252 . Z(SQ) et [bo, ag] = Cap mod F5/252 . Z(SQ)

Comme les éléments de part et d’autre de la congruence sont dans 5’21 = PS5, on déduit les deux
premiéres congruences du lemme.

De méme, mais en utilisant le lemme [I.9] donnant une approximation plus précise du commuta-
teur, on a

[1+erS, 12,6 S*+2(e_ +ep)eer S

Lt (e (—26-e4)7 — (—2e_ey4)ey)S°

e (2eq +e)emeq)” = (2(e- +eq)e—ey)er)S?
—(er(—2e€4)7 = (—2e_€q)eq ) 5
1+4e_e2 5% —8e_e3 S mod (S°)

2 2
b *Pee " mod FynSh . Z(Ss)

o6



et

[1+e S, 1—2,e S?+2(e_ +ep)ee, 5%

= 14 (e_(—2c_€y)” — (—2c_ey)e)S?
e (2(ex +e2)e—ey)T — (2e- + ey )eeq)e” ) S
—(e_(—2e_€,)7 — (—2€e_e€y)e_)e” S

= 14466, 5% +8 ¢, 5 ¢, mod(S°)

4€2 P —4¢2 p

= ay '¢g | mod Fy;»S5.2Z(S2)
D’oit les deux derniéres congruences du lemme. O

Proposition 2.42. On a
1. (bo — e)(wv — vw) = —4€* (ah — €) — (co — €) (b — €) + 2pe® (co —e) mod (IJ + JI)I
2. (ap — €)(wv —vw) = —4e2 (b — €) — (co — €)(ag — e) — 2pe§r(co —e) mod(IJ+ JI)I

Démonstration. Ainsi, d’aprés le lemme précédent et le lemme [2.41] donnant des sous-groupes de
(IJ+ JI)I, on a

(g—e)(wv—vw) = (g—-e¢) (6 — ¢+ 262_(ag —e)+ 263_([)8 - e))
= (e—c)(g—e)+ (262_((18 —e)+ 261(68 - e)) (g—e)
€(IF3/25%) el

~(lg, co] = e)eog + 2¢2 ([g, af] — €) + 2¢% ([g, bf] — ¢)
= (e—co)(g—e) = (lg,co] =€) +2¢2 ([g, ag] — €) +2€% (g, b5] — ¢)

modulo modulo(IJ + JI)I. D’aprés le lemme [2.41]et en utilisant 1'isomorphisme FyS3/ Fy 553 =
J/j2, on a
[bo,col —e = 4€*(ah —e) — 4pe® (co — ) mod J?
lag,co) —e = 4€% (b5 — €) + 4pe (co — €) mod J?
[ag,b5] —e = p(co —e€) mod J?
[bo,ab] —e = —p(co—e) mod J?
De plus, J2 C (IJ + JI)I, d’on
(bo —e)(wv —vw) = (e—co)(bo —€) — ([bo, co] — €) + 262 ([bo, af)] — €) + 2€% ([bo, bF] — €)
= —(co—e)(bp —e) — 4e® (ah — e) + 4dpe? (co — €) — 2pe (co — e)
= —(co—e)(bp—e) — 4 (ah — €) + 2pe? (co —e) mod (IJ + JI)I
De méme, on montre la seconde congruence. O

En résumé, dans I/(17 4 JI)I> on a

N(ao)v—i—é(bo—e)(wv—vw) = %(Co—e)(bo—e)—l—g(co—e)
N(bo)w—l—zleli(ao—e)(wv—vw) = 4_5%_(60_6)(%_6)_12)(60_6)

Rappelons que (e1)+ = 1 ® ex dans C7 = Ay pTF et que ((e1)+, (e1)—) est une base de C;
en tant que Z,[S3]-module.
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Théoréme-définition 2.43. On pose

ke = Nlag)(er)s + é((bo—e)(w(el)+—v(e1)_)+(co—€)(€1)—> + g(w(el)—i-_v(el)—)
o= Nlbo)(e)- + 4613(<aoe><w<e1>+v<e1>_>+<coe><el>+) — Swler)s —v(er)-)

Ce sont deuz éléments de C1, qui a Uaddition d’un élément de (IJ + JI)Cy pres, déterminent
deux éléments de Nq.

Démonstration. D’apres la proposition [2.14]
O1(e1)+ = (ap — e)eg mod INy et d1(e1)— = (bo — €)eg mod I Ny
D’ou

A(ky) = N(ao)veg + é ((bg — €)(wv — vw) + (co — e)(bp — €)) eg — g(wv —vw)eg

g(co —e)eg + g(wv —vw)eg

= —0i1(k-) mod(IJ+ JI)Ny
Ainsi, en revenant a la congruence du lemme [2.39] et en utilisant certaines des inclusions du
lemme [2.30] on a

plwv —vw) = —p(co —¢) + 22 plap — e) +2€3 p(bf —€)  mod p(IF2S83) + pJI
p(IF3/2S3) p(1F3/253)

= —pleg—e) mod(IJ+ JI)I
Enfin, la seconde assertion du théoréme est une simple conséquence du fait que 0 : C1 — Ny
est un homomorphisme surjectif Z,[93]-lindaire. O
2.3 Définition du second homomorphisme 0,

D’aprés le théoréme-définition précédent, il existe k4 € (IJ + JI)C; tels que k4 + R4 appar-
tiennent & Ny et

kg + Fg = N(ao)(er)+ = pler)+ mod ICy
K+ k- =N(bo)(e1)— =pler)—- mod I C4

Soit d ’homomorphisme qui, pour tous A, o entiers p-adiques, envoie Aey + pe_ € Aj_y, sur
MK+ + Ry) + p(k— 4+ F—) dans Ny. Alors, avec la suite exacte courte en homologie donnée dans
le lemme [2.15] on déduit le diagramme suivant

do 01

Alfp Ny Cl Ny 0

plda,_,

01
0 1

Ho(S3, N1) Aip Al—p/(p) —0

Proposition-Définition 2.44.
1. On pose dy : Ai—p — Ny Uhomomorphisme définie par da(e+) = Kkt + .
2. On pose
By = trp(da) 152 : Oy — Ny

C’est un homomorphisme de Z,[G3]-modules surjectif.
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Démonstration. 11 nous faut montrer que 0y est surjectif. Comme pour la premiére différentielle
02, on a

8 *
Hy(S3,C2) : Ho(S3, N1)
_\L trF(pIdA _ )=pIdA _ l:
Al—p S S pAl—p

Donc Hy(S3,02) est surjectif et d’aprés le lemme de Nakayama (corollaire [A.9)), la différentielle
0o est surjective sur Nj. O

2.4 Définition du troisiéme homomorphisme 03

Nous allons utiliser une notion de dualité introduite dans la section 3.4 de [HKMOS8| pour
définir le troisitme homomorphisme. A propos de cette notion de dualité, j’ai aussi eu accés & un
manuscrit intitulé "Duality for G-modules" rédigé par Hans-Werner Henn.

Avant d’introduire cette notion, nous sommes amenés & considérer une autre structure de Z,[G]-
module & gauche sur Z,[G].

Lemme 2.45. Soit G un groupe profini. On définit une structure de Z,[G]-module (& gauche)
sur Zp[G] ainsi : g.h == hg™! et on note ce Z,[G]-module Z,[G]°. Alors I’homomorphisme

V: Z,[G] — Z,[C]°

g——>g "

est un isomorphisme de Z,[G]-modules.

Démonstration. Ce résultat est immédiat pour les groupes finis et on déduit le cas général par
passage a la limite inverse. O

Définition 2.46. Soient G un groupe profini virtuellement pro-p et analytique et M un Z,[G]-
module de type fini, on pose

DM := DgM := Homy, [1(M,Z,[G])

muni de la structure de Z,[G]-module définie par la relation suivante : (g.¢)(m) := ¢(m)g~*
pour tous g € G, ¢ € DgM et m € M. Nous appellerons DM le dual de M et au lieu de noter
le dual d’un homomorphisme f par Df, on le notera fV.

Remarque. Les hypothéses sur G et M sont 14 uniquement pour garantir que DM est profini.

Nous allons maintenant construire un isomorphisme de Z,[G]-modules entre les modules C;
et leurs duaux respectifs. Avant de faire cela, donnons une sorte d’adjonction.

Proposition 2.47 (voir la proposition 3.7 de [HKMO0S|). Soit G un groupe profini virtuellement
pro-p et analytique, soient My, My deux Zp[G]-modules de type fini.

1. Un homomorphisme o : My — Hom(Ma, Zy[G]) induit un homomorphisme de Z,[G]-
modules de My dans DMy si et seulement si son adjoint & : My ® My — Z,[G] qui envoie
(mq, ma) sur a(mq)(me) vérifie les deux propriétés suivantes :

i) Vge G, Ymy € My, Vmg € My :  &(my ®gm2):g&(m1®m2).

i) Vg€ G, Vmy € My, YVmg € My :  a(gmy @ ma) = é&(my ® ma)g™ .
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2. Soit H un sous-groupe fermé de G. L’homomorphisme

®: Dy(M)1§ — Homg, p1(M, Z,[G]) Da(M15)
T QP> (p: m pm)z")

pr———"——"—">(z@m = zp(m))

est un isomorphisme de Z,[G]-modules.

3. Sotent H un sous-groupe fermé de G et a : My — Dy My un isomorphisme de Z,[H -
modules, alors

at e V@ (D M)
—_—

B: M1§ (DaM2)1% De(Ms 1)

défini par
BX @m1)(Y ®@mg) =Ya(m)(mz)¥(X),

est un isomorphisme de Z,[G]-modules.

Remarque. Silon munit M; ® Ms de l'action de G x G terme a terme, i.e : (g1, g2)«(m1 ®ms) =
gimi @ gamy et Zy[G] de I'action de G x G suivante : (g1, 92).2 := ggﬂ;gfl. Alors o définit un
homomorphisme de M; dans DM, si et seulement si & est un homomorphisme de Z,[G x G-
modules. C’est-a-dire, on a un isomorphisme

Homy, ¢y (M1, DM2) = Homy, jaxc) (M1 ® My, Zy[G])

Dans le cas des groupes finis, le dual que nous avons construit est isomorphe au dual plus
conventionnel :

Lemme 2.48. Soient H un groupe fini et M un Zy[H]-module, on munit Hom(M,Z,) de sa
structure de Z,[H]-module usuelle, i.e : hap(m) := ¢(h~1m). Alors

© : Hom(M,Z,)

DygM

e —— ( MY hen ¢(hm)h~1 )

est un isomorphisme de Z,|H]-modules.

Démonstration. Soient ¢ € Hom(M,Zy), g € H et m € M, alors

0(¢)(g.m) = > d(hgm)g(hg) ™ =g d(hm)n™"

heH heH
O(gu0)(m) = > dlg ' hm)(g k) gt = p(hm)n g™
heH heH

De le premiére identité, on déduit que ©(¢) est Z,[H|-linéaire et que © est bien défini. De la
seconde identité, on déduit que © est aussi Zy,[H]-linéaire.

I nous reste a montrer que © est un isomorphisme. On regarde Zy[H] comme un Z,-module libre,
pour tout g dans H, on définit 'homomorphisme pr,, : Zp|H] — Z;, qui envoie h sur 1 lorsque
h = g et 0 sinon. Alors, pry(gz) = pr,-1(z), d’ott 'on déduit sans peine que pry, est 'inverse de
©. Le fait que © est un homomorphisme de Z,[H|-modules est une simple vérification. O
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Soient G un groupe profini virtuellement pro-p et analytique et H un sous-groupe fini de G.
D’apres le lemme précédent appliqué au module triviale Z,, on a I'isomorphisme suivant

Z,, = Hom(Z,y, Z,) DyZ,

Ab————(m =AM ey h=1)
Enfin d’aprés le troisiéme point de la proposition précédente, on a un isomorphisme
a:ZpytY —— Da(Z,1%)

défini par &(X @A) @ (Y @ p) := MY Yy h¥(X).

1
Rappelons que Cp = C3 = Z, T?}Z. D’on, la définition suivante.

Définition 2.49. Pouri = 0,3, on pose o; : C; — Dg1C3—;, I'isomorphisme de Zp[G4]-modules
caractérisé par
Gi(X @A) @ (Y @p) =Y Y fU(X)
fer

pour tous A, u € Zj, et tous X, Y € Z,[G1].

1
Nous allons maintenant considérer Co = C1 = A1, T%. Soit 7 un entier relatif. L’homomor-
phisme A; @ A_; — Z,, qui envoie z®y sur zy+ (zy)? induit un isomorphisme de Z,[F]-modules
A; = Hom(A_;,Z,). En appliquant le lemme précédent, on déduit un isomorphisme entre A; et
Dp(A_;) dont I'adjoint est

A @A, Zp|F)

TRYF——> jep (xf*y + (wf*y)") 7t
D’ot, du dernier point de la proposition précédente, on a que
Gl Gl
(7 AZTF2—> DG%(A,zTF?)

a(X@n) (Y @y) =Y (fay+ (@foy)”) 1 U(X)

fer

définit un isomorphisme. Lorsque 7 = 1 — p, on notera que I’automorphisme de Frobenius, induit
un isomorphisme de Z,[F]-modules entre A1_, et A,_1, d’ott isomorphisme de Z,[G4]-modules

G} FrobT
Ay —»TF —>F Ap- 1TF

Dy (A1_p15?) (2.11)

Définition 2.50. Pours = 1,2, on pose «; : C; — DG% Cs—;, Visomorphisme de Z,[G4]-modules
défini précédemment et dont ’adjoint est défini par

G(X @) (Y oy =Y (@ Ly (X)
fer

pour tous z,y € A1, et tous X,Y € Z,[Gl] et o
(@, y) =2y + (2y)”
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D’aprés le théoréme 6 de [Hen07], il existe un troisiéme homomorphisme d3 qui compléte notre
résolution projective :

03 o)) 01

0 Cs Cs 4 Co ——=17Z, 0
On note alors que si I'on précompose d3 par un automorphisme Z, [G%]]—linéaire, on a encore une

suite exacte.

Proposition 2.51.

1. 11 existe un homomorphisme € tel qu’on ait une suite ezacte de Z,[G3]-modules

v v v _
0 —— Dg1Co %DG%CH —2>DG§C'2 43>DG;C3 —~—=7Z,—0

2. On pose §; := ai@\f_iai__ll et € = €ag. Quitte a précomposer O3 par un automorphisme

Zp[[((}éﬂ -linéaire et a multiplier € par une unité p-adique, il existe un isomorphisme fo :
DC3_q — C,o de complexes de chaines tel que
1

d2 o1 €

0—=C3——-=—-->Ch———2—— ~Cy1---=--- ~>Cp—-—-——-- >Zp—=0
AP AP AP ANNA
oy 24 93 3
0— DY DCy DCy DCj4 Zy, 0
f3 J/ _ f2 L S L fo l —l
|GG B, A SR B,/ SR N, S — 0
et L
Tor."52(7,,, fran) = 1d
Démonstration.

1. Comme (Cy, 0y) est une résolution projective, pour tout entier n,
H™(Gy, Zp[G3]) = Hn(Homy, (61 (Cs, Zy[Gy])) = Hy(D(Cy))

En adaptant la preuve de la proposition 5 de [Str00] pour le groupe G,, au groupe G, on a
que les précédents groupes de cohomologie sont nuls sauf lorsque n = 3 et dans ce cas vaut
Z, avec une action triviale de G} a droite. Ainsi, on a 'exactitude de la suite duale en les
DC; pour i = 1,2,3 et action de G sur Coker 9y = H3(GL,Z,[Gl]) = Z,, est triviale.
D’ott I'existence d'un homomorphisme € de Z,[G3]-modules tel qu’on ait la suite exacte de
la proposition.

2. Nous avons donc deux résolutions projectives Cy et DgiCy de Zjp au-dessus de Z,[Gi].

Ainsi, par le lemme fondamentale de I’algébre homologique, il existe un homomorphisme
e DG; Cy — C, de complexes de chaines.

D’apreés la proposition

F, sin=20,3
H*(sze%l C.) = H.(S3,Fp) = (F2  sin=1,2
r152] 0 sinon
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Or, par définition des modules C; (définition , on a

F, ® Z,[S3]2F, sin=0,3
Zp[S31
Torg Ik, C,) =F, © C.={F, © Z[S®2=F sin=1,2
Zp[S3] Zp[53]
0 sinon
Ainsi, en comparant H,(F, ® C,)etF, ® C,, on déduit que les différentielles du
Zp[S5] Zp[S5] ~
complexe FF,, ® Ci sont nulles. De méme, si I'on pose C la résolution dont les modules

Zp[S3]
sont les C; et les différentielles sont les homomorphismes d;, alors les différentielles du

complexe FF,, ® C sont aussi nulles.

Zp[S3]
Maintenant, comme 'homomorphisme de complexes de chaines f,, réalise un relévement
de l'identité sur Z,, on déduit qu’il induit un isomorphisme en homologie. En résumé¢, on

a le diagramme suivant :

( " 151 ) ( " 2,181 )

:l i:

TorOZ”[[S%]] (Fp, Cy) — TorOZp[[SQI]] (Fp, Cy)

1
Donc, Tor%p [[SQ]](]Fp, frai) est un isomorphisme. De plus, comme les modules C; sont libres

en tant que Z,[S5]-modules, on a Tor?p [[S%H(Fp, C;) = 0 et d’apreés le lemme de Nakayama
(corollaire , f«auy est un isomorphisme. Par construction a, est un isomorphisme, d’ou
I'on déduit que f, est aussi un isomorphisme.

Nous allons maintenant modifier certains homomorphismes pour obtenir les relations an-
noncées. Comme, foa est un Z,[Gi]-automorphisme, il induit un Z,[F]-automorphisme
de

TOI‘OZP[[S%]] (Zp, CQ) = Al—p

D’aprés la proposition il existe Ay € Z5 tel que faay = ApId modulo lidéal (153).

1
On remplace fo par Ay L, ainsi Tor?pﬂs?]](Zp, faag) = Id. Au passage, pour que le dernier
carré de droite du diagramme de la proposition reste commutatif, il faut multiplier € par
P

Posons ¢ = fzag, on note que le diagramme suivant est encore commutatif :

C3
as _
a\/ a\/ *a\/ H . —1
0—> DCy Lpo,— 2 ~po, % pe, g 0
aSIL J]h Lfl lfo((b*)l L:
0
0—= Cj LA, N o NN /S, N—_— 0

On remplace 03 par 03¢, fo par fo(¢*)~!, € par &(¢*)~!, pour obtenir les homomorphismes
vérifiant les propriétés recherchées.

O
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Corollaire 2.52. Awec les notations de la proposition précédente, posons o™t = faan. La suite

i3 Do o1

0 Cs Cs ¢ Co ——=17Z, 0

est une résolution projective de Z, au-dessus de G3.

Avant de préciser 'homomorphisme d3, introduisons un analogue de ’élément v :

Définition 2.53. On pose[]
1 p
A== Nila;t —e) + it —e)

Proposition 2.54. L’homomorphisme Z,[G3]-linéaire 65 : C3 — Cy est caractérisé par

1 -1 —1
ds3(es) = EA(@Q)J’_ + = (W Aw — wAw™ ") (e2)—
Rappelons quelques identités :
a; = w_iaowi, a_laia = a—;, bi = w_ibgwi, U_lbicf = b_i+(p+1)/2
T
(er)+ = | ; Aila; =€) + pi(bi — e)
et
w(lfp)i + w(pfl)i w(lfp)i — w(pfl)i
Ai = s M= €+
2 2e_

Comme w est d’ordre p? — 1, on déduit que les sommes Z?:o A; et Ef:o w; sont nuls. Ainsi,

1

P
9 = Aiai + f1ib;
1(e1)+ ] ; ai + 1L

Démonstration. Par construction de d3,
81/ a3 = 042(53
Evaluons le membre de gauche de la précédente identité,

(p+1)0) az(es, (e1)y) = asles, d(er))
= dilen)+ Y f

feF

2
p

|
N

(/\iai + ,uibi)(wj + O'(Uj)

<.
Il
o

S|
|
I\

)\iwjaiﬂ- + )\iawja,iﬂ + /,LiwjbiJrj + uiawjb_i+j+(p+1)/2

’BM T
|
N

Il
M= 1M 1M
N

Ai—j wjal- —+ )\j—i awjai + Hi—j wjbi + M—i+j+(p+1)/2 O'b.)jbl'
0

(e}

K2

<.

6. Avec les notations du lemme [2.45] A = ¥(v). Je note cet élément A dont le dessin est le symétrique de v
pour marquer la relation de passage a une sorte d’inverse.
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Passons au second membre, donnons nous Zy € Z,[S3] tels que (p + 1)d3(e3) = Zi(e2)4 +
Z_(e2)—, ils sont uniquement déterminés car Cs est Z,[S5]-libre de rang 2. Alors,

(p+1)a2ds(es @ (e1)+) = Go(Z1(e2)+ +2Z-(e2)-) @ (e1)+
= > eq, frep) fIU(Zy)
fer
+ Z feer)f \II(Z*)
fer
= 3 (ferwien)e! + (ep,w e Jow! ) W(Zy)
=0

((e_, e w + <e_,w7jo*e+>awj)\I/(Z_)

En comparant les termes des deux précédentes expressions, on devinem que ¥(Z,), U(Z_) sont
de la forme suivante :

P
U(Zy) = Z%‘ai+yibi
P
V(Z_) = Zas;aﬁyébi
i=0

ou x;, %, y;, y, sont des entiers p-adiques. Avec ces notations, on a

2

p
G203 (es ® (e1)+ Z ( e, wiler)w (zia; + yibi) + (€4, w7 over Jow! (ziai + yibi)
=0

<

<.
Il
o

~emswi e ) (ha; + yibi) — (e w T aues)ow (zia; + yibi))

Par identification des coefficients de ces expressions en les fa;, fb; ot f parcourt les éléments
de F, on déduit que ce dernier terme est égal a 9y as(es, (e1)+) si

= ey, wleVry — (e_,wiley ) wla;

)\_H_ = ey, wloe )z — (e_,wlo.e ) owla;

= (ep,w7en)yi — (e, w7 et )y wb;

Hijr(pr1)/2 = (€4, w0 Towes)yi — (e, w ™ oues)y; ow’ b

quels que soient 0 < i <pet0<j<p?—1. Or,
(e, wley) = ei(w(”’l)j + cU(lfp)j) — 261)\3'
e wiles) = 22

et ouer =€y, \i = Ay g (p+1)/2 = Mi, A0l le systéme de conditions que doivent vérifier les
coefficients devient :

>\i—j = 262+ij2‘ + 262,[@03;

(2.12)
pioj =265 Njyi + 2€% pjy]

VO<j<p®—1: {

7. Il y a une raison tout de méme qui provient du fait que les fa; et fb;, ou f parcourt le groupe F', sont deux
a deux distincts dans G4 = Sa x F et méme distincts dans (GQ/F1 Si.

65



En considérant les équations pour j = 0, 1, on voit qu’il faut poser

1
Z; = 72A
K3 26+ 2
I 1 ) )
T, = m(}\z_l - Al)\z)
o= 1 .
Yi = 2e2 Hi

Yi = g (e — )

Vérifions qu'ils conviennent, soit 0 < j < p> — 1 (on peut se restreindre & 0 < j < p a cause de
la périodicité des A; et ;). Pour alléger les notations, je pose { = wl=p,

4(261)\]‘1’1‘ + QE%MJ‘Q?;) = 4()\j)\2 + %()\1;1 — )\1)\1))
— @ e i (2T 2 - e )
N Ny fg:;:lj (51‘—1 G gt 5—1—1)

%(—5 LehyE - e

= T T (- T
26+

De méme, on vérifie que (y;,y,) est solution :

42 Ny 2yl = A= O+ B sy = )
€+ €+ H1
R Ly B ).
B g
Y i—i | pitj T A —i i —ie
= G T e (T e g )
gj _ gfj

_ é—l*j _ é‘j*i +£l+ﬂ _ f*i*j + @(g — 571)(_£i - gil)

= T T g e (P ) )
A6 =€)
Donc, les coefficients x;, 2, y; et y. sont solutions du systéme d’équations .
Comme \;_; = 2e%rAja:i + 262,,%:[:; et r; = ﬁ)\i, on déduit que pour tout 7, J

1
;= W()\iﬂ‘ = A

En particulier, pour j = £1, on a

{,’E; = ﬁ(Ai*I — )\1)\2)
/

2l = ot — (i1 — A1) = ﬁ(&ﬂ — A1)

262,#—1
Pour la derniére identité, on a utilisé le fait que A\_1 = A1 et u_1 = —pq. Ainsi,
1
=i =N
i =@ m( 1= Ait1)

De méme, on montre que y, est égal a ﬁ(,ui_l — fi+1). En résumé,
T

1
ds(es —

1 . .
) = P, E(Av(al —e)+ui(bi *6))(62)_’_

p
=0

1 - 1 -1 -1
+]m Zz; e ((/\i—l = Aip)(a; —e) + (pim1 — piy1)(b;  — 6)) (e2)-
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Enfin, notons encore les relations suivantes :

-1 —i -
a,  =w ag

1 1 1

i_ -1 -1 . -1
W=we W = wa o w

ainsi,
(W Aw — wAw ™) (e2) -

1
- Aea)s +

03(e3) =
26%r

4¢? M1
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CHAPITRE 3
Sur 'action du groupe stabilisateur de
Morava

Dans ce chapitre, nous allons donner une approximation de la déformation universelle Ga(z, y).
Nous l'utiliserons ensuite pour généraliser au cas p > 3 le corollaire 4.5 de [HKMO8| qui donne
une approximation de ’application %.

Dans ce chapitre p désigne un nombre premier impair.

3.1 La déformation universelle GG

En utilisant les rappels sur la construction de la déformation universelle Go(x, y) donnés dans
le premier chapitre, nous allons rappeler I'allure des premiers coefficients de Ga(x, ).

Notation. Pour tout entier naturel n, posons By, (z,y) = (z + y)" — 2™ — y" et le polynome de
Lazard associé :

q

B (z,y) sinon.

1B, (x,y) si n est une puissance d’un nombre premier g,
Cﬂ (.%', y) =

Lemme 3.1. Pour tout 1 <i < p, il existe P, ;p—1)(7,y) un polynome a coefficients dans Z,)
et homogéne de degré p+i(p — 1) tel que

p
(75} i 1 2
Go(z,y) =z +y— ch(% )+ > uit Porip1y (2, y) — mcpz (z,y) mod (z,y)”
i=1

Démonstration. Revenons a la loi de groupe formelle p-typique universelle F'(x,y) définie sur
Panneau gradué BPy = Z,)[v1,v2,...], ot |v;| = 2(p' — 1). On rappelle que si 'on pose |z| =
ly| = —2, alors F(x,y) est homogéne de degré —2. C’est-a-dire si I'on se donne a; ; € BP, les
coefficients de F(z,y), i.e:
Flz,y)=a+y+ > aiz'y
i,j>0

alors, |a; j| = =2+ 2(i + j). Comme, |v1| = 2(p — 1) et |va| = 2(p? — 1), on déduit qu’il existe
des polynomes Py, ;p,—1)(%,y), P(2,y) € Z)[r,y] homogeénes de degré —2(p +i(p — 1)) tels que

P
. 2
Fl,y)=x+y+ Z v§+1Pp+i(p_1)(x, y) +voP(2,y) mod (z,y)? L.
i=0

Ensuite, notons log(x) (resp. exp(x)) le logarithme (resp. ’exponentielle) de F'(z,y) vu comme

loi de groupe formel & coefficients dans Q ® BP, = Q[Ay,...]. Des relations de Araki, on déduit
que
1 =2+ MaP + MaP = LN 1 AR d(z*°
og(z) =z + MaP + hox :a:+p_ppx +p_pp2(v2+p_pp)a: mod (z?)

D’ou, I'exponentielle, inverse de la série log(z) est de la forme suivante

exp(z) =x — \aP +...— Aoz?”  mod (:I:p2+1)
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ol les termes qui ne sont pas écrit explicitement dépendent uniquement de A;. Enfin, de la
relation F'(z,y) = exp(logz + logy), on déduit que F(x,y) est de la forme suivante :

24y — MpCo(z,y) + ... — AapChe(z,y)  mod (2, )P+

D’ou F(x,y) est congrue a

P
v i V2 2
T+y— 1_7;[,_10]0(‘%’ y) + ZUIJrle—i-i(p—l)(xa y) — chz (z,y) mod (z,y)? i

i=1
Soit ¢ : BP, — (E»)s défini par

uiul_pi 1< n

v —> ¢ ulP" i=n

0 1>n

et posons Iy = ¢ F. Alors, Ga(x,y) = u~! Fy(uz,uy) est congru a

u 1

p
1 7
vy Grle )+ Y ui Prrigpn (@,y) — T (@)
i=1

modulo (z,y)P L. O

Remarque. Notons log(x) le logarithme de G au dessus de Q ® (Es)g. A l'aide de la formule
d’inversion de Lagrange, on peut montrer que

exp(z) = log ! (z) =z — \aP f( AP~ 1) — Xoz?”  mod (a;p2+1)

Fa) = zp: (n_—il—): (p(n;r 1)>$n

n=0

ou

Ainsi, en utilisant le fait qu’au dessus de Q® (E2)o, G2(z,y) = exp(log x+logy), on peut montrer
que pour tout 1 <17 < p,

%

Pyprip-ny(z,y) = L Cu <p(j ! 1)> (p - 1)> (z +y)P P (@? +yP)

(1—pr-1)i Jj+1 J i—j

=0

3.2 Action modulo (p)

Comme dans la section 4 de [HKMOS]|, nous allons approximer la fonction ¢y qui permet de
définir action du groupe de Morava sur ’anneau gradué de Lubin-Tate modulo (p).

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 4.3 de [HKMOS|. Le point d) ne
sera pas utilisé dans la suite.

Proposition 3.2. Soit g € S,,.
a) goup = 7" 'uy mod (p)
b) to+ tg(p_l)tlu[f = uyth + th mod (p)

9 _ . P Y
c) th1 =t +thuy — Zlel %(’;)uzﬁlt’f’ti?) ®=) mod (p, u’f“)
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d) Si g =1mod (S?) alors to = uith + th mod (p, u?).

Remarque. A propos du point ¢). Avec le logiciel Pari GP, j’ai pu vérifier pour p = 3,5,7,11,13,
qu’on a la formule suivante :

p—1
1 . . .
T =Y - <Z;> (PP Dy p =t gy g mod (p, w2 (3.1)
=1

et ensuite, j’ai pu trouver une preuve de la congruence modulo (p, u} +1).

Démonstration. On se place au-dessus de 'anneau (Eb), /(p) Pour alléger les notations, on pose
G = G2 et ti = ti(g).

Comme la série formelle hy(z) définie un homomorphisme de lois de groupe formel de ¢.G(z,y)
vers G(z,y), on a :

G i G i G i
> tilgs(w)a? A PP = h((ply.c 1) = [Plalhgr) =wa( Y- tia? Py (D0 ta? )
i>0 * i>0 i>0

a), b) On en déduit que modulo (zP°+1),
2
to(gs(ur)a? + a:p2) + t1(gx(u1)2?)P = uy (tox + t127)P + ¢ 2% mod (xp2+1)
d’ott par identification des coefficients devant P et :Up2, on déduit les identités a) et b) successi-
vement. 5
¢) Nous allons comparer les coefficients devant zP”. Commengons par

he([Plg.c)

2
P P
to (g*ulmp + Jc”2> + 1 (g*ul P + J}p2> + 9 (g*ul P + xpz)
9+ G fe! el G Pl

gx G

to (tglulxp + mp2> +t1t(()p_1)pu11’ o+t mod (u? !, 2P +1)
G
Ainsi, le coefficient est égal a t1 + ¢, ou ¢ est le coefficient devant 2P de

to (tg_lulxp + J:p2> —|—t1t(p 1)pu’f P’

9% G
Posons X = tgilula:p, Y =aP et Z =t té Lp uf zP”, alors
to<X+Y)+Z = fo(X + V)+Z+ >« t0X+YZ
gx G G
,j>0
= (X + V)+Y+2+ ) «VZ -V
gx G
i,j>0

t(X + V)+Y+2Z-Y  mod(uftt, 27"t
9x G G
D’aprés le lemme précédent,
Y+2Z = Y+Z-Cp(Y,Z)

Y + Z — xa?
Y +Z mod(udt, xp3+1)
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Il reste a considérer to(X + Y), en appliquant encore une fois le lemme précédent, on a
gxG

p
X+Y = X+Y+uwmd uiPpp1iX,Y) = Cpr(X,Y)
i=0
En revenant a la définition de X et Y, on note que dans la somme sur ¢, pour avoir une constante
fois a:pd, il faut nécessairement élever X & la puissance p. Or uq XP est divisible par quH, d’ou le

coefficient devant zP° de X + Y est égal au coefficient devant 2P* de I’expression suivante :

gx G
p’-1
2 . 2 2 .
X+Y - Cp(X,Y) =th tuyz +a? — Z s PP (P70
i=1

Or pi+p?(p? —i) = (p—1)(p> — pi) +p® > p? lorsque i < p?. Donc le coefficient est nul et ¢ = 0.
Passons maintenant au coefficient devant ¥ de

p2

t

3 .
pla(hgz) = w (tox + 2P + thp2 + xps) + <t0z + t12P + t21’p2 + t3$p3>
G G 3 G G G G
p 2 2
= (tox +t1xp> +th 2P+ ultgxp3 + 7 2> mod (uf“,xpBH)
G G
D’aprés le lemme précédent, on a

P
Uy (tox + tw”) = wuptha? + uﬂf’fﬂc”2 — w1 Cp2 (toz, t12P)P
G

2 1 3
urtha? + ut?z?  mod (ub T aP H1)
Ainsi

pla(hgz) = (ultgxp + ultfpr) + t’0)2xp2 +ugtBa?’ 4 tIfopS mod (uftt, 27" +1)
G

2
Posons A = ujthz?, B = ultzfaﬂJ2 et C = tf 2P”. Comme avant, on note que pour obtenir un
terme de la forme un coefficient fois 27° dans (A4 B) 4+ C a partir de A, il faut nécessairement
G

élever A & la puissance p. Ainsi, il ne peut étre multiplié avec B dans notre calcul modulo (u’f“).
Donc le coefficient devant 27° de (A + B) + C' coincide avec celui devant 27° de A+ C + B+ C.
G G G

Avec le méme raisonnement que pour X + Y, on déduit que le coefficient devant 2?” de A+
gxG G

est nul. Il nous reste donc & considérer B 4+ C. D’aprés le lemme précédent, on a
G

P
2 2
B+C = ultlfxpz +th P — ule(ultlfxpz7 th xpz) + Z Pptip—1)(* acpg, *xp2) — Cp2(x ;vp27 *xPQ)
i=1

P
2 2 2 2 2 2 2 . 4
= witha? +t5 27 —u Cpluatha? | th 2P7) + E w gP (PHP=1) _y gp
i=1

2 2 2 2 3 1 3
urtha?” + 18 2P —uy Cp(unth, 5 )a?”  mod (uft 2P )

Donc le coefficient devant z?° de la série formelle [pla(hgx) est congrue a
p | 4P p p
urty +t7 — ule(ultl, to )
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modulo (uﬁ’“). D’ou la congruence c).
d) Soit g = 1mod (52), déterminons le coefficient de " modulo (u?). On a

2

p p
to (g*(ul)xp + sc”z) +t (g*(ul)xp + a:”z) + t2 (g*(ul)xp + :cpz)
gx G G gx G G gx G

he([Plg.c )

pS
+t3 (g*(m)x” + $p2>
G ax G

to (tg_lulxp + a?p2) —C&;—tlmpa +tox? mod (u’f,mp4+1)

gx G

Soient i, j, k trois entiers tels que pi 4+ p%j + p3k = p*, alors p divise i, d’ou le coefficient devant
4
xP de

to (tg_lula:p + sr:p2> —|—t133p3
G

9% G

est nul modulo (uf). Ainsi, le coefficient devant 2" de hy([plg.c x) est to modulo (u}). D’autre
part,

2 3 2 2
hg(Plg.cx) = wui(tox —G&— t1aP —(i;— toaP (—é—) tza? )P —(l}— (tox —g tia? (—é—) tox? )P

= uy(tox + tra? + tax? P + (tox + tra? )P + (unth + t’; )z?" mod (u2,z? 1)
G G G G

2
Ainsi, le coefficient devant 2P est uth + 5 +e. Or t; = g1 = 0mod (ug), d’ou
up( tox + t1aP + t2$p2 P+ (tox + tlxp2 )p2
G G G G
= wu(tor+ tox? P+ (tox)p2 mod (u%,x}#H)

G G
De méme qu’avant si ip + jp® est égal a p? alors i est divisible par p. D’oit le coefficient de degré
p* de I'expression précédente est égale au coefficient de degré p* de uy( tox + tgxpz )P. D’aprés le

G

lemme il nous faut trouver le coefficient de degré p* d’une série formelle de la forme suivante

2 2
ur(tox + taa? + Y Pri(g-nyi(tox, taa® )P
i1

or P1+(q_1)i(tox,t2:£p2) = Zlgjg(q—l)i aijtgtgq_l)i_jx(p2_1)(ip2_j) et p> — 1 ne divise pas p>. Ce

qui implique que le coefficient e est nul. O

Lemme 3.3 (cf. lemme 4.4 [HKMO0S]). On a

Go(w,y) =z +y+ Y Prige_ni(z,y) mod (p,us)
i>1

ou Pyy2_1); est homogene de degré 1 + (p? — 1)i symétrique sans les termes g =Di oy

y1+(p2—1)z"

Démonstration. Par définition de Gg, il suffit de montrer le résultat pour Fs (voir page .
Considérons la graduation sur (Fs), donnée dans la partie Soient P; des polynémes homogénes
de degré —2j, tels que :

Fy(z,y) =z +y+ Y Pj(z,y) mod (p, u1)
i>1
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Comme F5 est homogene de degré —2, on déduit que les coefficients de P; appartiennent a
(E2)2j—2. De plus les coefficients sont dans I'adhérence du sous-anneau engendré par |vi| =

lugu! =P = 2(p—1) et |va| = [u!"P*| = 2(p>—1). Or on regarde modulo (p,u1), donc p? — 1 divise
j—1. O

Corollaire 3.4 (cf. corollaire 4.5 [HKMOS|). Si g =1+ 1.5 + g25% mod (S3), alors

1 1 2p+1
to = 1+ gPu — g1ud + (g2 — gl —i—Z () p++l+g%u mod (p, uy")
p—1 1/p
1
1 = g1+ ghur — Z ( )gli”u’frl mod (p, u?™)
Pl A\
Remarque 3.5. En particulier, on a
1
to = 1+gtu —gud + (92— g™ + glud ™+ EmgiPul P mod (p, uf )

Dans la suite, pour les différentes applications, on aura juste besoin de la congruence précédente
et pas celle du corollaire.

Au passage, pour tout g € S, comme g,u1 = to(g)P~tu; mod (p) et g.u = to(g)u, on déduit
du corollaire qu'un élément g = 1 mod (S?) (i.e : g € F1S7) agit trivialement sur (EQ)*/(p)

modulo (uf™ ). De méme, un élément g = 1 mod (S3) (ie: g € F3/952) agit trivialement sur
(E2)+/(p) modulo (usPth,

Démonstration. Commengons par montrer la seconde congruence. D’aprés la relation c) de la
proposition précédente et le fait que t; = g; mod (uy),

p—1
’ L (P, it1pipt o)
t = tp tp— - z+1tpltp p
1 1 T uity Zp(i)ul 1o
=1
2 p_ll p .
= 49 +ulg§—zp<i>u§“9§"
i=1

p—1

1

= g1 +uigh — Z » <€)> uittg?  mod (uf )
i=1

Avant de montrer le premier point avec la bonne précision, donnons une congruence plus faible.
D’apres 'identité b) de la proposition : ty = tp2 +ugth — tp(p_l)tlul, on déduit que tg = 1+ gluy
modulo (u). Ainsi, en appliquant cette premiére approximation de ¢y et celle de ¢; & I'identité
b) de la proposition, on a

2 —
to = 5 +wtd — &P Vil

p—1
= 1+u(gl +65 uf —gruy”) = (L+ gruf)" (g1 + ghur — ) p <i>u11+19}1n)uzf
=1

p—1
2 2 1 p 1 3 2
L (gf + g8 ol — gruy?) — (g1 + ghur — Y , <i>u11“9fz)u]f — (p— Dgiuy”
i=1

1+U19117—91U€+( 92 u11)+1+z ( >91 u1+1+z+92 2p mod( 2p+1)
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Corollaire 3.6. Soient g =1+ 1.5 + g25? mod (S3), s un entier relatif et k un entier naturel.
Supposons que g2 € Fp, C T2

i) to(g*) = to(1 + kg1S) modulo (p, u3P*).

i) to(g9)°* = (1 + ghur)® — sqruf — s(s — 1)gt b

2p+1 2 — 3p+1 3 4
+S<g{’—(s l)gler) 11)+ +S((pT—|—S—1)glp—(s 1)917’+) ?ﬁ modulo (p, u p+ ).

ii1) to(gk)s = (1 + kgll)ul) — Skgwl _ 8( )k2 p+1 p+1

+sk(g] — ( )k‘ngpH) P2 s(p 114:2 2p (Sgl)kd‘g?ﬁl)u?rg modulo (p, u119+4),

Démonstration. i) Comme g* =14 kg1 S + (k2 g’fﬂ + ¢2)S? mod (S?) et que gp+1,g2 e Fp, on

déduit immédiatement du corollaire précédent que to(g*) = to(1 + kg1.S) modulo (p, u; 20y,

ii) Comme nous sommes en caractéristique p, to(g)?° =1 mod (p,u1 ). Ainsi, to(g)® avec la

précision demandée dans le point ii) ne dépend que de s modulo (p?). On identifie s avec

le reste de se division euclidienne par p? et nous allons appliquer les formules du binémes
classiques. On a

to(9)*
-1
= (14w — gruf + ghuf P2 + pTgfpuffM)s
s—1 —1
P
= (1+g0w)* + 8(1 + gi’m) ( grud + ghud 4 Tgf%’f”)

s—1 s—1
(1+gful)5+8(1+(8—1)9ful+( ) )gf” ?+< 5 )gf%?>><

-1
( 91U1+91 p+2+]9 g2pup+3)

5 91t
2, p—1 o 3 1 ptl 2 3
= (14 giu1)® — sgrud + sgiuf ubt? 4 5 sglpuzlﬂr s(s—l)gf+ uzf+ +s(s — 1)g;"uf pt
-1 -1
_3(5 ) )g§p+1u€+2 _ s<5 5 >g§p+1u;17+3

p+1 p+1

(1+ ghur)® — sqrul — s(s —1)g7
, s—1 , , s—1 ,
+s(g’f—( ) )gfp“) - +s(( 5 Lys )fp—( 3 )9?"“)u’f+3

modulo (p, u’f+4).

iii) En utilisant le point précédent, on a

to(gk) = to(l—l—kng)s
= (1+kgbuy)® — skgiul — s(s — 1)k*g¥ p+l p“

s — p— s—1
+S(k9f—( ) >k3gfp+l)u1f+2+8( 5 ngf”—( 5 )k“gf”“)ulf+3

modulo (p, p+4).
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CHAPITRE 4
Cohomologie a coefficients dans (F»).
modulo p

Dans ce chapitre, nous allons, a I'aide de 'approximation de la résolution projective C', donnée
dans le théoréme déterminer les groupes de cohomologie continue H*(G1, (E»). /(p)) L’an-
neau (F2)« /(p) étant muni d'une structure de Z,[G3]-module profini, en utilisant par exemple le
développement fait dans la section 9.8 Cohomology groups from resolutions de [Wil9§|), on a :

ou C, est la résolution projective déterminée dans le théoréme [2.10

D’aprés la proposition et le lemme de Shapiro, le complexe de chaines Homg (C, (E2)« /(p))
s’identifie & un nouveau complexe de chaines plus abordable pour les calculs :

95

o7 9*
Homg; (Co, M) ————— Homg, (C1, M) Homg; (Cy, M) ———— Homg; (C5, M)

eve, | o evey | o eVey | o2 evey |

(E2), /(p) — (E2): /(p) ® (Fpho © Fp h1 ) — (E).] /(p) ® (Fpgo ®Fpg1) —— (Ea)y /(p)
ou M = (Eg)*/(p), ho = u'~P et hy = uP~! sont dans I'image de ev,, et go = u! P et gy = uP~!
sont dans I'image de eve,.

Soit g un élément du groupe stabilisateur de Morava So, d’aprés le lemme [1.6] modulo
(p), on a giur = to(g)P tur et gou = to(g)u, d’ott g1 = vi. Donc Fplv] est inclus dans
HY(G3, (By). /(p))v ainsi la multiplication & gauche induit une structure de F,[v;]-module sur
HOH‘Z;,[[G%]](CZ" (E2) /(p)) et les homomorphismes 0 sont Fp[vq]-linéaires et continues. De la des-
cription de (Fs)x /(p) donnée dans la proposition et ses corollaires, on déduit que la famille

d’élément B := (v5)scz est Fp[vi]-libre et engendre un sous-module dense. La famille B est une
sorte de base topologique. Plus précisément, si I'on munit F,[vi] de la topologie discréte, alors
le Fy[vi]-module gradu¢ Homy 1617(Ci, (E2)« /(p)) est complet pour la topologie induite par la

filtration (v;)-adique. Dans la catégorie des Fp[v1]-modules gradués complets, on a

Homg, 161 (Ci, (B2)+/(p)) I Foloal {3}, pouri=0,3

I

SEZL
Homg, 1611 (Ci, (E2)«/(p)) = H Fploi] {vsu' 7} & H Fplv1] {v5 uP~'},  pouri=1,2
SEZ SEZ

On notera aussi que ’homomorphisme 0] est uniquement déterminé par 'image des éléments

de la famille (v5)sez.

Lemme 4.1. 1. Soit (v25)sez une famille d’éléments de (Eg)f/(p) tels que vo s = v5 modulo
(uq) alors,

Homy, 1611(Ci, (B2)«/(p) = [ [ Fplvn] {va,s}

SEZL
ou 1 =0,3.
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2. Soient (Co,s)sez €t (C1,s)sez deuz familles d’éléments de (Eg)f/(p) tels que (j s = v5 modulo

(u1) alors,
Homg, 1617(Ci, (E2)+/(p)) = [T Folorl {Cosu' Py & ] Folor] {Crow?~ 3
SEZL SEZ
oni=1,2.

Le théoréme suivant résume les différents résultats concernant ces bases et la figure [3.1
en donne une illustration graphique suggérée par Hopkins et Mahowald (voir [Sad93|). Dans
la figure les cercles concentriques et les boucles représentent des ensembles de la forme
{(X)spn; n fixé} ou {(X)sprta,; n fixé}, ou X € {1, ho, hi1, 9o, 91, hog1} et plus le diamétre est
petit plus n est grand.

Théoréme 4.2. Soit p > 5 premier. Il existe (X)s des éléments homogénes de (Eg)*/(p) ol s
parcourt l’ensemble des entiers relatifs et X parcourt {1, ho, hi, go, g1, hog1}, tels que :

1. Pour tout X € {1, ho, h1, go, g1, hog1}, il existe c € F)\ tel que :
(X)s=cXvs mod(p,up)
2. On a les isomorphismes de Fp[vi]-modules gradués complets suivants :

Hom, 131 (Co. (B)/(p) =[] Foloa] {(1):}

SEL

HomZp[[G;]](Cla(E2)*/(p)) = H Fplv1] {(ho)s} @ H Fplv1] {(h1)s}
SEZ SEL

Homg, [63)(Ca, (B2)+/(p) = [ Folval{(g0)s} & [T Fplen] {(g1)s}
SEL SEL

Homy, 1c11(Cs, (E2)+/(p) =[] Folvr] {(hog1)s}
SEZL

3. Les homomorphismes 0] sont diagonales dans ces bases :

0 st s =0
3?(1)511" = Ul(hl)s sin=0,s#0 [p]
’U?” (ho)(spfl)pnfl sin>1,s#0 [p]
0 st s =20
; o (g1) e -
O5(ho)spr = 1 91)spm+an sin>0,s#0,—1[p]
n+2_n .
vy pi+An+2 (91) (s+1—p)pr+an sin>0, s=—1[p?
a;(hl)SP = vfil(g())spfl
03(90)s = wvi(hog1)s si s £ —1[p]
93(g1)sprtans = 01" (hog1)spntan sin>1cets#—1[p]
ou
p"—1
A, = 1
n o (p+1)
o p"ip+1)—1 sin>0
"o 1 stin=20
_ ="
Qn =
p—1
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Remarque. Les précédentes relations entre les différents éléments sont semblables & celles données
dans les formules sur les différentielles de la suite spectrale v1-BSS citées par Behrens dans
[Beh12], le théoréme 3.2. On remarque une identification plus précise que le simple isomorphisme
du au changement d’anneaux H*(M{) = H*(Go; (Eg)*/(p’ vfo))

De la construction de ces bases, on déduit facilement les groupes H*(G3, (F2). /(p)) en utili-
sant le fait que les différentielles sont des homomorphismes Fp[v1]-linéaires entre modules libres.
A premiére vue, la description de ces groupes de cohomologie peut facilement étre donnée en
terme de produit de Fp[vi]-module. Nous allons montrer qu’en fait les différents sous-modules
sont en somme directe. Avant, notons le lemme suivant.

Lemme 4.3. Soient a,b,t des nombres réels, s un entier et ¢ un entier naturel. Supposons que
a<0<hb.

a) Sib—a<qeta<t<balors, a<t+qs <b implique s =0.
b) Sib—a < q alors, il existe en plus un entier s tel que a <t + qs < b.

Corollaire 4.4. Soit p > 5 premier.

1.
HOG, (Ba).p) = Fylor] (1o
Hl(G%a(Eﬂ*/(p)) = Fplv] (ho)o © @]Fp (h1)s @ @ Fp[vl]/(v?”)(hO)(SP*UP"*l
sZ0 n>0, s#0
HQ(G%a(EQ)*/(p)) = @ Fp[vl]/(vf”+2) (91) spm -
s#£0,—1
D @ ]Fp [vl]/(vpn+27pn+A"+2) (gl)sp”+1+an
s=—1
@@Fp[vl]/(vffl) (90)spn—1
n>0
H?(Gy, (E2)*/(p)) = @ FP[Ul]/(’U?”) (hog1)spr+an
s#—1
ot les congruences relativement a la variable s sont modulo (p).
2.
F, (1)o sin=0
H"(Gj, (E2)0/(p)) = F, (hog1)o sin=3
0 sinon
Remarques.

e On déduit en particulier que l'inclusion du module trivial F, dans (EQ)[)/(p) induit un

isomorphisme F, = H(G3, (Eg)o/(p)).

e Une autre présentation du précédent corollaire se trouve dans [HS99], la proposition 15.2.
Démonstration. 1. Du théoréme, on déduit immédiatement que I’homomorphisme qui va des
sommes directes données dans le corollaire dans H*(G3, (F2). /(p)) est injectif.

Rappelons que vf“v;l = u’f“ appartient & (Eg)g/(p), et les modules Homzp[[G;]](Ch (Eg)*/(p))
sont complets pour la topologie induite par la filtration (u’l’ﬂ)—adique de (Eg)*F/(p) Soit X €
{1, ho, h1, 90, 91, hog1}, par définitions des éléments (X);, on note que

u§p+1)i(X)t = vgpﬂ)i(X)t_i mod (ung)Hl)
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Ainsi, pour montrer la surjectivité, il nous suffit de montrer qu’en chaque dimension cohomo-
logique et qu’en tout degré, qu’il n” y a qu’'un nombre fini d’éléments de la forme U]f (X)s, o0t
X € {1,ho, h1, 90, 91, hog1 }. Rappelons que [vi| = 2(p—1), [va| = 2(p* — 1), |ho| = |go| = 2(p—1)
et |hi| = |g1] = 2(1 — p). Ainsi, d’aprés la proposition on note que le degré d’un élément
est nécessairement de la forme 2(p — 1)t pour un certain entier relatif ¢.
Soit t € Z, supposons que 2(p — 1)t est le degré du

e 0-cocycle v§(1)g. Alors, k = ¢ est uniquement déterminé.

e 1-cocycle (hy)s. Alors, t = (p+ 1)s et s est uniquement déterminé.

e 1l-cocycle 'U’f(h(])(sp_l)pnfl, otn >1,8#Z0plet0<k<pt+p!t—1 Alorst =

k+1+(sp—1)p"1(p+1), ainsi on a

0<t—1+(sp—1)p" 'p+1)<(p+1)p" ' -1

D’aprés le lemme précédent, pour n fixé, il y a au plus un entier s qui convient. De plus,
si n est tel que (p + 1)p"~! > t alors nécessairement s = 0, or s # 0[p]. D’ott un nombre
fini de solution.

e 2-cocycle vf(hg)g. Alors t = k + 1 et k est uniquement déterminé.
e 2-cocycle v¥(g1)sprta, 0 s Z0,—1[pl et 0 < k < A, +2. Alors t = k—1+(sp"+ay,)(p+1)
et

t+1 m—1 pt—1 2 1—p" t+1
o< gyl <P + = P I g <o
p+1 p—1 p—1 p+1 p—1 p+1

n_q .. . L, . L. .
Notons que % < p", ainsi, d’aprés le lemme précédent, pour un entier n fixé, il existe

Lopt < L glors il n’y a pas de solution

au plus un entier s solution et si n est tel que T S pid

non nul.
e 2-cocycle v’f(gl)spn+1+an ot s=—1[plet 0<k<p™2 —p?"+ A, +2. Alorst =k — 1+
(sp™! + an)(p + 1) et

t+1 p"—1 p"—1 2
0< —— —sptl 4 <(p—1)p"+ +—
“p+1 p—1 (p p p—1 »p+1
1—p"  t+1

<= —sp"tl < (p—1)p"
o1 S, P <(@-1p

Notons que (p — 1)p™ — 1};”; =pntl —p 4 L_ll < p™*t1, ainsi on conclut de la méme

maniére que pour le cas précédent. 8

e 2-cocycle v¥(go)sp—1 000 <k <p—1.Alors, t =k—1+(sp—1)(p+1) et 0 < t+1—(sp—
1)(p+1) < p— 1. Ainsi d’aprés le lemme précédent, il existe au plus un entier s solution.

e 3-cocycle (hogr)s ot s #= —1[p|. Alors k = (p+ 1)s et s est uniquement déterminé.

e 3-cocycle v¥(hog1)sprta, ot n > 1,5 # —1[p| et 0 < k < p"Yp+1) — 1. Alors, t =
k+ (sp™ +an)(p+1) et

0 tip—1)

t n—1
< — Spn'f‘pi<pn71 = §pT—l-I-(l—S(p—l))pn<pn71(p—1)

0 _
T p+1 p—1

On applique une derniére fois le lemme précédent pour voir & nouveau que pour n fixé, il
existe au plus une solution s et si n est assez grand, il n’y a pas de solution s.
2. 1l suffit de reprendre la preuve du point précédent avec t = 0. OJ

Le corollaire suivant, nous sera utile dans le chapitre [5| sur le groupe de Picard algébrique.

Corollaire 4.5. Soit p > 5 premier,

Z stm=0,3
1. H(G3, (BE2)o) = { i .
0 sinon
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2. L’inclusion Z, — (E2)o induit un isomorphisme Z, = H°(G3, (E2)o).
3. HO(Gy, (E2)y) = L.

Démonstration. 1. De la suite exacte longue en cohomologie associé a (Fa)g = (Fa)o —
(Ez)o/(p), on déduit une suite exacte de la forme H™(G), (Ey)o) & H™(GL, (Ey)o) — 0
pour n # 0, 3. Ainsi, d’aprés le lemme de Nakayama (théoréme appliqué aux groupes
de cohomologie qui sont en particulier profinis, on a que ces derniers groupes de cohomologie
sont triviaux. Soit n = 0, 3, on a alors la suite exacte courte suivante :

0 — H"(G}, (E2)o) > H™(G3, (Ba2)o) = F, — 0

De plus, les groupes de cohomologies sont des Z,-modules de type fini, d’ot le corollaire.

2. Linclusion i : Z, — (E2)o est un homomorphismes de Z,[G3]-modules, ott Z,, est muni
d’une action triviale. D’aprés le corollaire précédent, la réduction de 'inclusion modulo (p)
induit un isomorphisme. De plus, on a le diagramme suivant :

z, = HYGL,7,) — "' oGl F,) =~F,

Z, = HO(GL, (Es)o) — "L mo(gl, (E2)o/(p)) = Fp

D’ou, le second point du lemme.

3. Par définition, H°(G}, (E2)y) est le sous-module de (E2); des éléments invariants sous
laction de G3, ainsi HY(GL, (E2)y) = HY(GL, (E2)o) N (E2)§-
O

4.1 Les groupes d’homotopie stable rationnelle de L K(Q)SO

Dans cette section, on montre dans le cas p > 5 des résultats équivalents & ceux donnés dans
[GHM12] pour p = 3.
Proposition 4.6 (cf. proposition 4.2 [GHM12]). Supposons que p > 5,

1. Pour tout t # 0[p — 1], H*(G2, (E2)2:) = 0.

2. Pour tout t = (p — 1)p"m avec m est premier a p, on a p* H*(Ga, (Ez)e) = 0.

Démonstration. Rappelons que u est de degré —2.

1. Soit pp—1 le sous-groupe des racines p—1-éme de I'unité de Z,. On se donne £ un générateur
de ce dernier groupe. De la description de G2, on voit que p,—1 est un sous-groupe du centre
de Go. Ainsi, on a une suite spectrale Lyndon-Hochschild-Serre :

H™(Ga/y, 1> H" (p—1, (E2)—20) = H™ " (Go, (F2)-2)

La multiplication avec |p,—1| est un isomorphisme de (FE2)_g, ainsi par un argument
classique utilisant le transfert en cohomologie, on déduit que HP(p,—1, (E2)_2¢) est trivial
lorsque m > 0. Ainsi la suite spectrale dégénére. D’aprés le lemme @, le groupe pp—1 agit
trivialement sur (E2)g et &ul = Eul, done HO(pp—1, (E2)—2t) est trivial lorsque t # 0[p—1].
D’ot, en revenant & la suite spectrale, on a bien le point 1. de la proposition.
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2. Supposons que t = (p — 1)pkm avec m premier & p. Comme p ne divise pas 2, on a
Ge = G} x Z, ou Z, s’identifie avec le sous-groupe engendré par ¢ = 1 + p dans Zy le
centre de Go. On applique encore une fois la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre :

HY(GY, HY(Zy, (E2)—at)) = HPT4(Ga, (F2)_2)

Notons que la suite
P—1
0 ——=ZplZp] — Zp[Zp] —Zp —0
est une résolution projective (voir lemme [A.17)). D’ou

H*(Zp, (B2)—21) = H*((B2) -t > () —=0——...)

D’autre part, en utilisant le fait que (1 + p)pk =1 [p**1], on peut montrer que

R
= (L4 p)rImt )yt
= (p— 1" mu’ mod (p?)

On en déduit que H*(Z,, (E2)_2:) est de p*+1-torsion.
O

Corollaire 4.7. Soit X = SY ou V(0) le spectre de Moore. La page E3™ de la suite spectrale
d’Adams-Novikov
Ey' = H*(Ga, (E2)iX) = me_s (Li2)X)

dégénére sans probléeme d’extension. Plus précisément, pour tout m € 7Z,

H?5(Ga, (E2)m+sX) sim = —s [2(p — 1)] pour un certain 0 < s < 4,

T (L X) =
( K@®) ) {0 stnon.

Démonstration. La premiére propriété de la proposition, nous dit que les groupes d’homologie
non triviaux sur la page Fo sont éparses. Il faut en effet que ¢ soit un multiple de 2(p—1) pour que
Eg’t puisse étre non trivial. D’autre part, le p-Sylow de Gg est un groupe a dualité de Poincaré
de dimension 4. Ainsi, on a une ligne d’annulation sur la page E», i.e : pour tout s > 4 et pour
tout t, ES’t = 0. D’ou, 'on déduit qu’il n’y a pas de différentielle non triviale a partir de la page
FE». La convergence de la suite spectrale, nous donne alors les isomorphismes. O

Théoréme 4.8. En degré 0, on a

Ly, stm=0,1,3 ou 4

0 sinon

H"(Ga, (Ea)o) = {

Démonstration. On rappelle que G} est le noyau du déterminant réduit (définition|1.11]). Comme
p ne divise pas n, on a Go = G} xZ,. Ainsi, Z,[G}] & Z,[GI|®Z,[Z,]. D aprés la proposition
action de Z, & 1+ pZ, est triviale sur (E2)o. Soit M le module (E3)o vu comme Z,[G3]-module
et N le Zy[Z,]-module trivial Z,, alors M®N muni de l'action diagonale de G = G} x Z,, est
naturellement isomorphe a (Es)g en tant que Z,[G2]-module.

D’autre part, en utilisant la résolution projective Cy de Z, au-dessus de G% et la résolution libre

P—1
0 ——Zp[Zp] — Zp[Zp] — Zp, —0
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de Z, au-dessus de Uy, notée P, on déduit I'isomorphisme suivant
HomZpﬂGgﬂ(C*®P*v (EQ)O) = Homzp[[G§]](C*a (E2)0)® Homzp[[Uﬂ](P*7 Zp)
Comme H*(Uy,Z,) = A(C) = Zy[C]/(¢?), ot € est un générateur de H(Uy,Z,), est constituée de

Zp-modules libres, 'on déduit de I'isomorphisme de Kiinneth (profini), I'isomorphisme suivant :
H*(Ga, (E2)o) = H*(Gy, (E2)o) @ A(C)

D’apreés le proposition 5.5.3 de [RZ10], comme A(() est de type fini, le produit tensoriel complété
coincide avec le produit tensoriel algébrique.

D’apres le corollaire les groupes de cohomologie H*(G3, (E2)o) sont isomorphe & Z,, en degré
0 et 3 et sinon triviaux. D’otu le théoréme. O

Une deuxiéme conséquence de 'isomorphisme de Kiinneth,

Corollaire 4.9. Rationnellement, il existe ¢ € W_l(LK(g)SO) ete € 7T_3(LK(2)SO) induisant un
1somorphisme d’algébres

W*(LK(Q)SO) ® Q= Ag,(¢,e)

4.2 Action de v, w et A

Avant de passer aux groupes de cohomologie. Remarquons que les éléments v, w et A qui
interviennent dans la définition des homomorphismes 01, 0> et 93, sont en particulier dans Z,, [S3].
La proposition suivante précise leurs actions sur 'anneau de Lubin-Tate modulo (p).

Proposition 4.10. Soit s un entier relatif, posons Ry := 1(( %,) — s(‘(”fl))(e?F —¢2). Ona

p+2 2
veu® = ey (sug + ( (S) — 5)ub + (s + R)ul T2y
b
A = —vaf
weu® = e_(—sup + ( (S> — s ul — (s + R)ul?)u®
b
modulo (p, p+4).

Remarque. Finalement, modulo (u1f+4), A, = —v, alors que (g7 —€)« # —(g — €)« en générale.

Le fait de prendre la moyenne sous 'action de F' élimine les puissances de uy & 'origine de la
précédente différence.

Démonstration. Tous les calculs dans cette preuve se feront modulo (p, u? +4).
Rappelons que si g est un élément de So, alors g.u := to(g)u. Donc, en revenant & la définition de
v, w et A, pour déterminer leurs action sur u®, il faut au préalable calculer ¢ (afﬂ)s et to(blil)s.

Soient s un entier premier & p et k = 1. Posons & = wP~!, alors &P = £~1. D’aprés le corollaire

[3-6] on a :

(@Eu)yu™ = to(af)® = to(1+kEleyS)®

i
-
+

]

(\

>kj§ el ul — ske'epul — s(s — 1)eluf !

>
i S — 1 —i 3 P+2 pP— 1 —27 2 s = 1 —2i 4 p+3
+ks | & ey — 5 £l +s (T—Fs—l)f e £ %%, ) uf

(aFuu=® = to(bF)® = tg (1+k§ie,S)s

1k

—e_Yu] — ks€le_ub + s(s — 1)2 ub ™!

>
. -1 A 1 , 1 ,
ks <§z€_ B <5 ; >£z€3_> P2 4 ((172 s 1)EeE (5 X > 22€4i> uerS
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D’autre part,

gfi + Ei = =i = 1)i 2\ = 2#;
g7 gl = YR =i 26;#2 2e4 N
€4 €_

Ainsi, en revenant a la définition de v, w et A, on a

v o= mg)\l( i—€)+Mi(bi—€)a
1 p
— (a”l -1 _
A = PR ; Ai(a; e) + u;i(b; e),
1 p
o /
W= mg)\i(a'—e)+ﬂz(b —e)
on note que v, w et A sont des combinaisons d’éléments de la forme :
DT E) ai—e) et > (T EE) (bi—e)
i=0 =0

Précisons 'action de la premiére somme en lien avec les a; :

O (€ &) (af - e)eu)u®

=0

P p+4
= Z BEER) [Z (j) ke e ) — kseleput — s(s — 1)euy

+ ks <£Z’e+ - (S N 1)5 Z i) T+ ((p;l +5—1)g el - (s R 1)5 21€i> up™?|

p pt4 s .
= Z ( >ki (& i(1+7) +& i(1—7) )6 “1 — kse+u1 + +ks(ey ( ) >ei)uzlz+2
=0 j=1
-1
= thsepur + k( (;)—8)6+u]f+ik(<pj_2>€3_+s_s<32 >62)6+u’f+2 (AL)

Pour la derniére identité, j’ai utilisé la propriété suivante :

’§€M:{p+1 sip+1]|k

y 0 sinon
i=1

sachant que les seuls entiers j compris entre 1 et p + 4 tels que 1 +j = 0 [p + 1] sont p pour le
signe plus et respectivement 1, p 4+ 2 pour le signe moins. Au passage, on remarque qu’on aurait
pu factoriser le paramétre k. Considérons maintenant la seconde somme en lien avec les b; :

P
O (€ +EH0F —e)eu)s™
i=0

p

:0 i>1

4 ks <_£i6 B <8— 1)5%3) P2 ((p;l Fe— 12 4 < >§ 2i 4) p+3}

p  ptd o s 1 ,
EZ Z( )kj —i149) 4 g1 ]))( )fu{—k;seulf—k::ts(e( 5 )63)uﬁ’+

=0 j=1
= —+kse_u; + k( <;> — 8 )6_ u:ll) + :tk((pj_2)€2_ — s — 3<5 ; 1>62_>€— uii’+2 (Bi)
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En revenant a la définition des éléments v et A, on note que pour obtenir une approximation de
veu® (resp. Ayu®), il suffit de caleuler $((A4) + <£(B-)) avec k=1 (resp. k = —1) :

Ve’

e (sur + ( (p> sl + (s + R)ub )t
Au® = —vu’

De méme, on calcul %(E—I(A,) + (B4)) avec k = 1, pour obtenir,

b

4.3 La premiére différentielle

On rappelle que hg = u' P et h; = uP~!, d’aprés la proposition m

*

o1

Homg, 1617(Co, (E2)«/(p)) Homg, 1611(C1, (E2)«/(p))

eve ig eve, ig

(E2)f (E2)f/(p) R (Fpho®Fyhy)

et
O (ex v} v]) = (D1 (e1)4)x v v = v, v 0}

L’homomorphisme 07 est Fp[vq]-linéaire. D’autre part, comme 0;(e1)+ s’identifie avec un
élément de I'idéal d’augmentation (1.55) de l'algebre Z,[S3], on déduit que
Fp[v1] C ker 0f (4.1)
En fait, nous verrons en fin de cette section qu’il y a égalité. Nous construirons aussi de nouvelles
bases de telle sorte que I'homomorphisme J; soit diagonal dans ces bases.

Avant de déterminer les premiers coefficients de 07 (v5), & l'aide du corollaire sur la
structure de (FEq)%) p) et du fait que I'action du groupe de Morava sur l'anneau gradué de
Lubin-Tate se fait par automorphisme de degré 0, on déduit le lemme suivant.

Lemme 4.11. Soit X un élément de (Eg)g(pQ_l)s, alors il existe (\;), (1i) deux suites de nombres
p-adiques telles que

05(X) = S NP wr by 0§+ g u Ry st
>0

Le fait que 'action de Gg se fait automorphismes d’anneaux permet aussi de déduire le lemme
suivant.

Lemme 4.12. Soit X un élément de (Eg)f/(p), alors 07 (XP) = 07 (X)P.

Lemme 4.13. Soient s = pq + r un entier relatif avec 0 < r < p, alors

Or(v3) = svihivs+(q—s)vhhovs '+ (s + Rs)vf+2h1v§_1 mod (u%pﬂ)
O (wyf) = sulhg vsp_l mod (u%pﬂ)
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Démonstration. Par définition, 0i(e4) = v. Soit s un entier relatif, d’aprés la proposition
(L) = e tvu® = sugu® + ( (S> — s)ubu® + (s + R)udu®  mod (uf)
b

ou Ry := %((p_iQ) - 5(5;1 )(e2 —€2). D’apres le corollaire sil’on se donne s = sp+s1p+. ..
écrit en base p, alors (

par p, alors

s

p) = s1 [p]. Donc, si ¢ € Z est le quotient de la division euclidienne de s

2 2
O1.(v5) = survs+ (q— s )ufvs + (s + R)ul v5  mod (uf ™)
. . o _ 1 1 -
Ce qui avec les identités uy = hyvy, uf = hovhvy ', uf™ = P os ! et v = (v,u®)P, donne

la premiére congruence. Pour la seconde, on applique la précédente avec sp au lieu de s et en
utilisant une seconde fois le corollaire [A.Z, on note que Ry, = 0. O

Remarque 4.14. Rappelons que par définition hg = u' P, hy = uP~! et vy = u=P*. D’on

hY = hiva et R = hovy!

Proposition-Définition 4.15. Soit s un entier relatif premier a p.
a) On pose (1) :=1 € ker 05 .

b) On pose (1)s := v§ alors
9 (1)s =svihyvs  mod (ul)

¢) On pose
vP sin=1
sp® p?—1  sp”—p+1 ~
(Dgpn := < vy" —sv] ~ v 1 1 sin=2
n n—1__, T __pyn— 1 .
(1%, -1 — 2507 P mp st et sin > 2
élément homogéne de degré 2(p? — 1)sp™ tel que
pn+pn7171 h Spnipnfl . _ 1
Dy = 4501 o B sin=
1 sp"t — n n—1_1 n__n— .
250 P hovs? P sin>1

modulo (ugpﬂ)pnil).

Remarque. On note que par construction, (1)gr = v modulo (uy).

Démonstration. Il nous reste & prouver le troisiéme point pour n > 1. Pour n = 2, d’aprés le
lemme précédent, on a

2 2 2 2 2
()t = sof hfvy” 7P = sof hvy” P mod (u3P TP)
(p+1)p+p+1
et modulo (uy )
2 2 2 2 2 2
p° =1, sp"—p+1y _  p°+1 sp”—p+1 p-+p—1 sp~—p
o1 (v] ~ vy ) = v] T hivg — 207 hovy

D’ou, la congruence annoncée pour n = 2. Supposons par récurrence sur n > 2 qu'on a la
congruence annoncée pour 9 (1)g,n-1. Alors,

P — pr+p" T —p, sp"—p" ' +1 (p+1)p"
H(1)nr = 2shiv vy mod (u] )
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n—1
D’apreés le lemme précédent, modulo (ugp +p ),

v PPl op—1 spm—pn—l41
07 (v Uy )

n n—1 n n—1 1
— — 1
P +p phlvsp P +

n n—1 n n—
1 —
= v L hovgp P

-]

D’ott, 'on déduit 8 (1) gpn. 0

Définition 4.16. Soient s un entier relatif premier & p et n un entier naturel, on pose

(h1)s = Uflaik(l)s

o o
(hO)(spfl)p" = U P prt 81(1)

spntl
Avec ces notations, on a
0 sit=s=0,
(V) spn = § v1(h1)s sin=0,sAp=1
vll)nern—l,l (ho)( sin>1, sAp=1

sp—1)pn—1

Il est immédiat que les éléments (h)s et (hg)s qui ont été définit sont Fp[vq]-linéairement indé-
pendants. Donc,

Corollaire 4.17 (cf. corollaire 5.4 [HKMO0S]).

On a un isomorphisme de Fp[vi]-modules HY(G1, (E2).) = Fplv1].

L’homomorphisme 03 est aussi Fp[vq]-linéaire et la multiplication par v; induit un endomorphisme
injectif de (F9)f ®(F,ho®F,h1), ainsi (h1)s et (ho) (sp—1)pr appartiennent au noyau de d3. D’autre
part, du lemme qui donne une condition suffisante pour avoir une F,[v;]-base topologique,
on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 4.18.
1. La famille d’éléments ((1)s)secz est une Fplvi]-base topologique de (Eg)f/(p)

2. La réunion des ensembles

{ (ho)(sp_1)pn s s Z0[p] et n € N}, (hoo$ V7" seZ etne N}, {hovs; s#—1[p},
{(h)s; s#£0[p]}, et {hvh*; seZ}

détermine une Fplvi]-base topologique de (Eg)f/(p) ® (Fpho @ Fphy).

Dans la section suivante, nous allons chercher & remplacer les éléments
{hovésﬁ_l)p”; se€eZetneN}, {hovs; sZ—-1[p]} et {hvh’; s€Z}

de telle sorte qu’ils soient adaptés a ’homomorphisme 5.

4.4 La seconde différentielle

Dans le chapitre [2] Résolution projective : n = 2 et p > 5, le théoréme [2.10, nous avons
approximé un homomorphisme ds : A1_, — N; tel que sa composée avec la projection N1 —
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1
Ho(S4, N1) soit surjective. Nous en avons déduit 9y = trp(dz) T% oa ot a:Cy — Cy est un
automorphisme Z,[G3]-linéaire tel que Hy(S5, @) soit I'identité. D’ott le diagramme suivant :

o1 %

(E2)f ® (Fpho @ Fph1) (E2)f ® (Fpgo © Fpg1)

N O‘*T
tI‘F(dQ)TFQ

(E2)f X (Fpgo D Fpgl)

(E2)f

1
Nous allons donc dans un premier temps trouver des bases diagonalisant tr F(dg)T% * ensuite il

1
nous suffira d’appliquer o* a la famille libre des images par trp(dz) T% *. Au passage, notons que
par hypothése sur a, on a que pour tout X € (E2)f @ (Fpgo @ Fpg1),

a*(X)=X mod(up)X

Ainsi les images par « gardent les mémes propriétés de congruence. Pour alléger les notations,

1
dans toute la section, on identifie trp(dg)TE? avec Os.

Comme pour la premiere différentielle, on identifie 05 avec la seconde ligne du diagramme

suivant.
a*
Homy, 1611(C1, (B2)+/(p)) — = Homg jc11(Ca, (B2)s /()

eve, J{g evey lg

(E2)f®(thO@thl)H(Eﬂf@(Fpgo@Fpgl)

Au lieu de calculer le terme 05 (e1)+ et d’étudier son action, nous allons, comme dans [HKMOS§],

1
tirer profit de la relation Js = trp(dg)Tg2 en procédant par étapes.

Plus précisément, en utilisant le fait que A;_, est libre de rang deux en tant que Z,-module
dont (e, e_) est une base, on a que Hom(Aj_,, (E2)«) est isomorphe a (Ez)s & (E2)s. D'ou, le
diagramme suivant :

ds T =3
Homy, jg15(C1, M) — = Hom(Ay_p, M) —" Homp(Ay—p, M) — > Homy, je15(Ca, M)

:ievq :J{e"(q,e) :ievez

(E2)F @ (Zypho @ Zphy ) —= (Es). & (Bs). (E2)F ® (Zpgo ® Zpg1)

ou, pour alléger les notations, on note M 'anneau (FEs)..

On note Frob : W — W le relevé de 'automorphisme de Frobenius de F,z, ainsi avec les
notations du premier chapitre, Frob(z) = z° pour tout x € W. En revenant au corollaire m
et au fait que le sous-Zy,[F]-module de (Es). engendré par u® est isomorphe a A;, on déduit le
lemme suivant.

Lemme 4.19. Soient ¢ : Ay_, — W un homomorphisme de Z,-modules et i # +(1—p) [p*>—1]
un entier relatif, alors

tre(out?) = 2 (Mler)) +plole ) Tdul?
(o) = 2 (M@ler)) — plole))) Frobur~!
trp(ou’) = 0

ot (X, p) est la Zyp-base duale de la base (ey,e_) de W (définition[1.26).
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D’apreés la proposition et ses corollaires, { uju’; j—(1—p)i = +(1—p) [p*—1] } engendre
un sous-module dense de (Fs)! @ (Zyg0 ® Zpg1 ). Ainsi, on déduit du lemme précédent,

Proposition 4.20. La transformation naturelle trp appliquée a Hom(A1_p, (E2)«) induit l'ho-
momorphisme
tre: (Bo)e @ (Ba)e — (B2)f @ (Zpu' P @ ZyuP ™)

dont limage du couple (zyutu?, x_uiuw’), ot w1 € W, est :

{;um) + oz ) uiw!  sij—(1-p)i=(1-p)[p? 1]
0 sinon

Démonstration. Soient (zyulu’, x_u}u’), ot xx € W, alors
-1 i, iy .
eV(e+,L)<w+uluJ7 T-Uy uj) : Al—p - (EQ)*
€4 ———> T4

D’ott I'on déduit la proposition du lemme précédent. O

Définition 4.21. On pose try : (E2). — (E2)f ® (Zyu'™P @ ZyuP~1) la restriction au premier
et au second facteur de trp respectivement.

Passons maintenant & d5 qu’on identifie avec I’homomorphisme horizontale inférieur du dia-
gramme suivant :

= G} d3
Homy, 1617(C1, (E2)+) Homy g1j(A1—pT5% (B2)s) —— Hom(A1—p, (E2).)
evellT% | ®V(eq,e)
(E2)f @ (Zpu' P @ ZpuP™") (E2)« @® (E2)x

) . 1
Soit uiu® un monome de (E2)f" @ (Z,u'™P @ Z,uP~1), on associe (Id oda)ufu® : A1, T%_)

. . 1 .
Wuiu®) et (Frob odg)uju® : A1y T%% Wuju®, définis dans les diagrammes suivant :

Alfp Alfp

Gy 3 ' Gy _ _3 '
Al—pTF2 - — = >Wu"1us C (EQ)* Al—pTF2 - == >Wu”‘1us C (Eg)*
7 e
do e ds e
...._,.»-~--'(Idod2)u'iu5 __,-_v.»-~-("Fr0b odg)ub u®
Ay Ay
1 J J J

Alors, ’homomorphisme ev, ! envoie u! "Pviv] (resp. uP~tviv]) sur Id u'~Pviv] (resp. FrobuP~tvivd).

Ainsi, on déduit que :

d;(ulfpviv%‘) = ev(ﬁ+7€7)< (Id odg)ulfpvivg )
(da(er) yu'"Poivd, da(er)_u"Pvivd)

d3 (" ojvy) = (da(er)ul " ojug, dafer)-uP " oied)
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ot dy(ez)+ := Frob Tgi (d2(e2)+). D’on

3§(u1_pv§vj) = try( d2(62)+u1_pvivj )+ tr_( dg(eg)_ul_pvivj ) (4.2

(P Wiv]) = try(da(ex)uP  olvd ) +tr_(da(ez) _uP1vivd )

Le développement précédent est encore vrai si 'on regarde ’anneau gradué de Lubin-Tate
modulo (p). Dans le reste de cette section, c’est ce que nous allons faire.

Comme 05 = HomZp[[G%]](é?g, (E2) /(p)) est Fp[vi]-linéaire, ainsi il nous suffit de calculer les
images des éléments hovi et hyvs. D’aprés le corollaire on peut se limiter & certaines valeurs
de s. La proposition suivante nous donne une méthode pour les calculer.

1
Proposition 4.22. Avec les notations de la proposition définition|2.44), on pose k+ = Frob TE?
(k+). Soit s un entier relatif. On a,

tro( Kphovs ) 4+ tr—( k_hovs ) modulo (u]erg),
2. 0%(hyvs) = tro (Fphivs ) +tr_(F_hiv§ ) modulo (u3P).
De plus, si s = 0,1[p] alors,
95 (hovs) = tro( IiJrhoU% )+ tr—( K_hovs ) modulo (u§p+2).

Remarque. Une petite parentheése sur les ¢léments de Homy 117(C2, (E2)« /(p)) dont une descrip-
tion plus précise est donnée par dans la proposition [1.31| et son corollaire. Notons que

g = vigi
sz“ go = Uf“ go Vg !
ut g0 = i g9yt
uPgo = o gouy?
B g = ol gouy?
szﬂ g1 = U?H g1 U{1
U?p g1 = Ufp go 02_2

appartiennent a (E2)f’ @ (Fpu'™P @ FyuP~!). Réciproquement, un élément uihg avec 0 < i <
2p + 2 ou un élément uih; avec 0 < i < 2p s'il appartient & (E2)!" ® (Fpu! =P @ FpuP~1) alors il

est de la forme précédente. En particulier, un calcul modulo (u7f+4), peut étre affiné a cause de

la répartition des puissances de u; dans le module précédent.

Démonstration. Par construction,
da(ea)r = ke mod(IJ+ JI)Cy

ot [ = (IS3) et J = (IF1SY).
Soit g =1+ 1.5 + g25% mod [S3] un élément quelconque de S5, alors

1 2
tolg) = 1+gtur — g1 + (g2 — gh)ud ™ mod (uf?)

k
= to(9)f = 1+kgbus + <2>gfpu% mod (u})

Soit f = 1+ f25% mod (S3) un élément de Fy S5, alors (f —e) agit trivialement sur ! ~P)* modulo
( p+1

uf™). Plus précisément, si Uon pose f' = fo — fL, alors
to(HF—1 = A+ fud™F -1 = Efud™  mod (uPT)
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Ainsi, modulo (u’lj+4),

kf'(g—e)uf T ut
EF (7 (g) — Dub b

k 21
7 (= gt 4 (478 T gyt

(9—e)(f —e)uu

k-1
kf'((k —1)gPubt? + < 9 >gfpu§'+3)u(1p)k mod (u? ™) (4.4)
et

(=g =0t = kgl - it + (3 )P0 -

_ k -
kgt (6™ (f) — D + (Q)g%%’s*” V() = Duiut

k
k(k —1)g? flubtuk + <

)= 2 oY) (45)

En particulier (I.J + JI) agit trivialement modulo (quH). Donc a l'aide de la description des

éléments de Homg, [g,](Ca, (F2)« /(p)) faite dans la remarque précédente, on déduit les deux
premiéres congruences de la proposition.

Passons & la derniére congruence. Supposons que s = 0,1, [p]. Posons k = 1 — p + (1 — p?)s,
alors k = 1,2[p]. D’ou, le coefficient devant u§)+3 dans les expressions et

utilisant & nouveau la description des éléments, on déduit la précision annoncée sur la derniére
congruence. O

est nul. En

Remarque 4.23. Dans la précédente preuve, on a vu en particulier que ’idéal 1J + JI agit
trivialement sur (Eg)*/(p7 ub?)-

Lemme 4.24. Quel que soit x dans (E2)!" @ (Fpul™? @ FyuP~1), on a
0 (x?) = 95 ()"

Démonstration. En introduction du chapitre précédent, nous avons vu que pour i = 1,2, le
1
module C; = Al,pT%’: Zp[GY] ® Ai_p, en tant que Z,[Si]-module, est libre de rang 2 dont
Zyp[F]

P
((€i)4,(ei)-) == (1 ® €4,1 ®e_) est une base. Ainsi, il existe ST € F,[S3] tels que da(e2) =
S*t(e1)+ + S~ (e1)+. On a donc

95 ((hoviv3)?) = 05 (haol'vh’™)
St Frob (e )hio?" vt + ST Frob (e_ )hyvP vkt
= Sjeg_hgvfivgj + S;e’ihgvfivgj
— 35(hoviud)?
05 ((vivd)?) = 95 (hovt'vy’™")
Steyhov? bt 4 ST e_houPiukl !
S Frob (e )Phbo vb? + S Frob (e_)PhP ol vb?

= 3 (hvivy)?
D’otu par linéarité et continuité de 05, on déduit le lemme. O
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4.4.1 L’action de k, et x_

Rappelons la définition de k4 et &4, modulo (p),

K = Nao)en)s + o (b — edwlen)s = vlen)-) + (o — e)fen).- )
= Nbo)er)- +461+(<ao—e><w<e1>+—v<el>> (0~ )(e)s )
B = No)(en)s + o (= )wlen)y +ofen) ) = (o — e)fen).)
i = —N(bo><e1>+Lk12+(<ao—e><w<e1>++v<e1>>+<co—e><e1>+).

Ainsi, on voit qu’ils sont la somme de trois types de termes :
i) N(g)(e1)+, ou g € S5.
ii) (g—e)ks, ott g €S2 et kg = (wle1)+ —v(er)-).
iii) (CO — 6)(61):|:
L’étude d’une approximation de 'action de ces types d’éléments est 'objet de la proposition
suivante, de la proposition et du lemme [4.28]

Proposition 4.25. Supposons que p > 5. Soient x € W* et g = 1+ xS mod (S?) dans Si. Soit
s un entier relatif, alors
—p p—1 ,
Mgt = (% Joonagrtar = [~ e
p—1 ! 0 sinon
modulo (W), Sip =5, il faut ajouter le terme s(*3") P+l te.

Dans la preuve de la proposition ci-dessus, nous avons besoin d’un petit résultat concernant
la somme des puissances k-éme des entiers. Soient k et n deux entiers naturels, on note :

Sp(n) =1% 428 4. 4 nk
Lemme 4.26. Soit k un entier, dans Z/pz, on a
-1 stk=0|[p—1],
Spp—1) = { | ]

0 sinon

Démonstration du lemme. 11 est immédiat que So(p — 1) = —1. Les éléments de F); sont d’ordre
p—1,S,-1(p — 1) vaut aussi —1. Soit k € N, alors

-1 = (p—1+Dr1 -1
p

- 14 Z(kj:l>sr(p—l) + (k+1)Sk(p—1)

Donc par récurrence sur k, on déduit que pour tout 1 <k < p—1, Sp(p — 1) = 0. D’autre part,
Skp(p —1) = Sk(p — 1), d’ou le lemme. 0
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Démonstration de la proposition. Supposons que p > 5. Soit s un entier relatif. D’aprés le corol-

laire [3.6], on a
p—1

Zto(gk)s = Z(l + kaPuy)® — skau? — s(s — 1)k2zPH 8!
k=0

+s(ka? — (S ; 1) k3$2p+1)u€)+2 + 8(%k2x2p _ (8 ; 1) k4x3p+1)u;11>+3

p—1

p—1
1+ Z (1 + kxPuy)® Z s( )k4x3p+1u’1’+3 (4.6)
k=1 -0
p—1p+4 s
e > D)k

k=11=0

1+ (3) (p—1)+ (pi 1)(17— Del=?u? L mod ()

D’ou,

N(g)eu —(pi1>m1pu’f L mod ()

Alors, d’aprés le corollaire sur la réduction modulo p des coefficients binomiaux généralisés,
si 'on note 5 le reste de la division euclidienne de s par p, on a

(s)_(s)_l sis=p—1

p—1) \p—-1) o sinon

Lorsque p = 5, la seconde somme de (4.6)) n’est pas nulle, d’ott la seconde partie de la proposition.
O

Pour alléger les notations, on rappelle qu’on pose k3 = (w(ey)+ — v(ey)-).
Proposition 4.27. Soient x € WX et g = 1 + 2Smod (S?) dans Si. Soit t un entier relatif,
posons Ry := 1((p+2) t(5))(E —€).

1. Lélément —(2e4e_ )" (g — e)rz. ul'"P) est congrue
t -1
= t(t—DaPulul + ... + t(< +I; ) +1—t)zud
t -1 t—2
+t<< —;f—Q )x2p+1 +(t—1)(a? - < 5 >m2p+1))uf+3ut
+(t+ Ry)(t — 2)aPul T3yt
modulo ( 713+4).
2. On a
2 t— t p+1, ¢
(g — e)Rsu’ = 2eqe_t( —t)a? Wi
b

modulo ( 110+2),

Démonstration. On se place dans (Es). /(p, u11’+4). Soit ¢ un entier relatif. Alors, d’aprés la pro-

position [£.10]

R T— e+(tu1+((;>—t) + (t+ R)ub™? yul

wat = e (—tug + ( (;) — WP — (4 R Y
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1. Par définition, k3 = we; — ve_, donc k3 = wey + ve_, d’onl
kaeu! = —2eye_(tuy + (t+ R)udT?)ut (4.7)

t
Raeut = 2epe( (p) —t)ulut (4.8)

D’aprés i) du corollaire

(9 — e)suru’
(1 + 2Pu)"™P 1 = Dugud!

t -2
—(t =Dzt + 4 (= 1) (2P — ( +§ )x2p+l)u]f+3ut

t -1
[(t—l)xpu2+...+(( tp )+1—t)xu’f+1+...
p

+(<t 211_21)>x2p+1 4 (t—1)(aP — ('5 5 2) ) b Jut

et
(g — e)*u’f“ut =(t— 2)xpu117+3ut
Ainsi, en revenant a (4.7)), on a que (—26+e_)_1(g — e)*mg*ut est congrue a

t+p—1
p

t -1 t—2

—|—t(( J};f_ 5 )xzpﬂ + (= 1) (2P — ( 5 >$2p+1)>u’1’+3ut

+(t+ Ry)(t — 2)zPul 3t

= t(t—1DaPulu’ +... + t(( ) +1—t)zud Tt

2. De méme, en revenant a (4.8)), on a
prO,l( (9 — e)uﬁut ) = txpu217+lut T

et

t
P,y (9 — e)izu’ = 2eie_t( (p) —t)a? uf“ut + ...

Lemme 4.28. Soit s un entier relatif, alors

2p+1

Py mod (u3Pt)

(co—e)su® = —dseie_u

Démonstration. Comme cy = 1 — 2ee_S? mod (53), d’aprés le corollaire , on a

+1

1—4eye_ul mod (u2P 1)

(1 —4epe_ul™)® — 1)
1 2p+1
T up™)

to(co)

(co — e)4u’®

= —4sere_ul u’ mod (

O

Nous pouvons maintenant approximer les images des éléments hovs et hivy par Oqy, en utili-

sant les propositions [£.20] [.22] [1:25] [4:27] et le lemme [.28]

Proposition 4.29. Soit s un entier relatif. On a,
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i) O5(hovs) = 25 o2 gy vg — =EL((2) — s +2) o} gov3 ™! mod (uf ™).
i) 82(h1v2) —vf govgp by sz 5= varlglv;p 1mod(u1 ).

De plus, si s =0,1[p] alors,

Vo)

" s s+1 s Ss+1 /s s
05 (013) = 5 ot gr s - (7)< s+ D g0 A g mod ()

2

ot Bs est égal a

() +s(s;1)><e2_—ei>) S0y s e () - @)

Démonstration. Modulo (u} ) Soit s un entier relatif, 'image par I’application tr4 de k4 hovs =
kpu(I7P)A+TEHDS) ot congrue a

_;:26_ s(s + 1)e® uhovs
€46~ (I=p)(p+1)s Pl s
— 1 —s)e_ hovs
%l (s+ )(( ) s)e_ul " hovs
€4€ 1- +1)s s—1 R
~Ge (s +1)((( z)iPQ )) P 4 g(e? —( ) >e2p+1))u§+3hov2
€
S (5 T Rapaapenyon)(s = Dl hoos
€+€2

(s + Duf ™ hovs

s(s 4 Dulhovs
€t S p+1
- 1 — 2 h
5 (s+ )((p) 54+ 2)uy" hovs
_& 5\ 2 (57 20 sy s
2(8+1)<< +2>€_+8( 1 ( 5 )e_)>u1 hovs

+= 5 = (s + 1+ Ra_p)14(pa1)s) (s — Dub P hovs

L’image par ’application tr_ de xk_hov; est congrue a

—€q€_
2:2 s(s + 1)ef uihovs
+
€L €_ S
S e 0(() - et hors
+

_ s s—1
765—662 (5 + 1)<<p + 2> 2p+1 —+ 5( ( 9 )eip+l))u§7+3h0'[}§
+

€+,

3 s

(5 1+ Raop)apn)(s = Defud hovs
+
636

(s+1) p+1hovs

E+

——s(s + Duhgvs

~S e+ 0((2) — s 2 oo

,%’(s + 1)(<p JSF 2) et +s(1— (s ; 1)61))u’1’+3h0v§
62 (s + 14 Ra—p)1+pi1ys)(s — Du P s
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Du corollaire on déduit que 95 (hovs) est égal a

trp(k4-hovs, K—hov3)

1
—s(s + 1)v?g1v5

2

~5+D((0) o+ 20efguog

rylor (s (2 ,) #5035 e - @)t
w3l (T e (G - @) - i hans

et on pose

e () (e -)
S g (T~ (5 - @)

Modulo (uzf“). De méme, image par 'application try de fiyhjvy? = foyu(t-PI(E1HEHSP) egt
congrue a

sp—1 1-p, p—1 5p
_(p1>€+6+ wy h/l’U;

) —sp+ 1) b hul?
+ey(sp— Dub T hyos?

-1
p+1 sp
Juy hivg

— p—1 sp S
= —€+’LL1 hl’UQ +€+( 2

et 'image par D'application tr_ de &_hjvy’ = f_u(=P) (=14 @+1)sP) ost congrue a

sp—1 1— -1 p
(p_1>e_e_ Pul ™ hyv3?

_ -1
S -0 e ey
€ P

—e_(sp— Dub T hyos?

_|_

1-s
- p—1 sp p+1 sp
= —e_u] hivy +e_ 5 hivy

D’ou,
o*(h sp _ p—1 sp—1 s—1 p+1 sp—1
3(hivy”) = —v] govs T 91

Précisons encore 'image 95 ( hov ) dans deux cas particulier :

Corollaire 4.30. Soit k un entier relatif, alors modulo (u""?),

. kp?—p+ly _ 9 kp?—p+1 p+3 kp%—p

i) 05 ( hovy ) = v1g1 Vs + v g1 vy

o (kp+l)py 3 p+l (kp+1)p—1 1 p+3 (kp+1)p—1
ii) O3 ( hovy )= -5 Go vy — 30 " g1y

Démonstration. C’est une simple application de la proposition précédente et du corollaire [A.2]
pour déterminer les coefficients binomiaux modulo (p). O
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4.4.2 Complétion de la base adaptée

Maintenant, nous pouvons construire des bases diagonalisant ’homomorphisme 05 et complétant
celles que nous avons déterminées en étudiant la premiére différentielle 97 (voir corollaire {4.18)).

Théoréme-définition 4.31.
1. Quels que soient s # 0,—1[p] et n > 1, il existe (ho)spn € (Eg)f/(p) ® (Fpho & Fphq)
homogéne de degré 2(p — 1+ (p? — 1)p"), tel que :

(ho)spn = hovgpn mod (u?)

-1 n
05 ((ho)spn) = cvf"+2v2p 1glv§p mod(uf"'+3)

ot Ay = (" +...+1)(p+1) et ceFy.
2. Quels que soient U'entier relatif s et n > 2, il existe (ho)(sp2—1)pn—2 € (Eg)f/@) ® (Fpho ®
Fph1) homogeéne de degré 2(p — 1 + (p* — 1)(sp? — 1)p"), tel que :

2 n—2
ho)(sp2—1)pn—2 = hov(SP —bp mod (u?
(sp%—1)p 2 1
n_pn20 AL 42 _pn—3_ _1)pr—1 n_pnT24 A4 43
05 ((ho)(sp2—1)pn—2) = cvl P A2t vy ¥ Loy véSp » mod (u] HAn -2t )

N X
oucel).
Démonstration. Comme hy = go = u' P et hy = g; = uP~!, on a les relations suivantes :
hb =hiva et hY=houvy?

Nous allons utiliser la proposition précédente et son corollaire tout au long de la démonstration.

Construction des éléments (ho)gpn -
Soit s # 0, —1 [p]. Nous allons les construire par récurrence sur ’entier n. L’initialisation

se fait en distinguant deux cas :
e Supposons que s # 1 [p]. D’aprés le lemme m

v1 (hovs)P — GT(USP'H) = hwu USP'H —hin v;pH + (1 —s) ho vy vy?
= (1—s)hov? vy’ mod (uf"?) (4.9)

En particulier ce dernier terme est divisible par v}. D’autre part, comme 95 o 97 = 0,

on a
05 (v P (hov3)? — v POF (v5" 1)) = vy P05 (hovs)?
1
= S(S + ),U}17+1 90 ,U;p—l mod (u]1)+4)
On pose
1 — s — %/ S S(S + 1) s
(ho)sp = 1_s (”} P (hov3)" — v Pof (Uzpﬂ) T 9 vt h Uzp>
= hovy’ mod (u})
D’ou
1
05 (o)) = T pt g0t mod () (1410)
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e Soit s = kp + 1. D’aprés le corollaire précédent,

3 1 -
3§(h0v§kp+1)p - fvfhlvékpﬂ)p) =-3 Pt g vékpﬂ)p ' mod (uf™) (4.11)

On pose donc

3
(hO)(kp+1)p = hovékp+1)p _ *v%hlvék’ﬂrl)p

= hovékpﬂ)p mod (u?)
Maintenant, supposons par récurrence sur ’entier n > 1 qu’on ait construit
(ho)spn = hous?" mod (u7)
tel que

n—1 n
3 ((ho)spn) = coin ™oy 71 g uiP" mod (u

114"n+3)
ot A, = (p" 1 +...4+1)(p+1), pour un certain entier n > 1. Au passage,

Ap+p+1=0"+-+p)lp+1)+p+1=A4nn

(ho)gpn = h vganH mod(u?p)
O = ooy hovlus? mod (uf+?)

En utilisant I’hypothése de récurrence,

n+1
05 (v1(ho)iyn — 07 (0" 1) = v105((ho)spn)”
- Cngn-‘r?)p-‘rl U;pnf”'ipglf U;pn,+1
= cng"H)pH 90 v§p71 mod (ugA"+3)p+l)
= cvf”“ﬂ’ govs?~" mod (uf"’“”p)
ot k=—p"t—...—1+sp™ On pose
_ _ n+1 A, _
(ho)sprsr = 01 P(ho)byn — vy P AT (us? ) — cop T g g
= ho ngnﬂ mod (u?)
Donc,
n n+1
B ( (ho)gpns ) = —cop™ 20 =g 0™ mod (ufn ) (4.12)

Construction des éléments (ho)(sp2—1)pn—2 *

Soit s un entier relatif et n > 2. En jouant & nouveau avec les puissances p-éme,

2
* sp“—1 _ * sp
05 (hovy ) = 05(hivy")P
(p=Lp p, (sp—1)p

= U 9o V2

_ 2— sp—1)p+1 p+1)p
= o Pg vé ) mod (ug ) )

Posons,
2 2 2
_ sp”—1 p°—p—2 sp”—p+1
(ho)sp2,1 = hp Vg + v1 hg Vg
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Ainsi, d’aprés le corollaire précédent,

2_ 2
65((}10)5172_1) = ’U]f P—2+p+3 U;p D

_ p2—p°+A0+2 0

2
sp—p
= (%1 Vg g1 Uy

mod (u? 2) (4.13)

Supposons par récurrence sur I’entier n > 2, qu’on ait construit

2 n
(ho)(spz_l)pn_2 = hovés’) —Lr mod(u%)
tel que
N n_pnT24 A a49  _pn—3_ 1yt n_pn=24 4 .43
05 ((ho) (sp2—1)pn—2) = col 7P FAn—2t vy P lglvgsz) Dp mod (u] + 2+)

ol la constante ¢ est non nul. Comme précédemment, remarquons que

2 n—2 2 n—1
(ho Uésp —1)p Y= hwésp —Dp" T +1
2 n—1 2 n—1 2 n—1
o7 (ug™ ) = by o TTUT  (sp? — p" P = D)o ho o™ Y
Par hypothése de récurrence,
* 1-— —p qx 2-1)p" 141
05 (—vy P (ho)l gy e + v 0T (087 TP
- CUfn+17pn—1+An72p+2p+17p U;pn_Q*‘u*p g:lf vésp_l)pn
n+4+1l_ n—1+An7 _ n—27“.7 sp—1)p™
= cof P toy P Y9 v:(,gp )
n+l_ n—1 _ ntl_ n—1 _
= Cvf P+ A1 9o Ul2cp b od (u’f P +An_1+2p 1)
ot k= (sp—1)p"~ ! —p"~! — ... — 1. On pose donc,
! 1— (sp?—1)p"~?
(ho)(sp2—1)pn—1 = T2 ( — vy P(ho vy )
2 n—1
Fop o5 (o T
ntl_ n—1 _
teo? P A, 141 P hy ,U;vp)
2 n—1
= hy véSp P mod (u?)
Donc,
_ C R e S WP ) kp—1
6;( (ho)(SPZ,l)pn—l ) = _W ’U]f p 1 g1 ’U2p
— ¢ prtl—pt T AL 42 —pnT2o 1 (sp—1)p"
= —TW i Uy g1 Uy (414)
n+1l_,n—1
modulo (v} " FAn-1t3)
O
Définition 4.32.
a) Pour tout entier n > 0 et tout entier relatif s non nul, on pose
(o) [T 05 (ho) s sis# —1,0 [p]
Usprdan 1= —pntiipnoa,-2 o A
v ? te 03 (ho) (s+p—1)pn si s = —p [p?]

b) Pour tout entier relatif s, on pose

(gO)spfl = 'Uiip 8; (hl)sp
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4.4.3 Le cocycle (hg)o

Dans le théoréme précédent, nous n’avons pas construit I’élément (hg)o. Pour le construire,
nous allons extraire une sous-suite convergente. Considérons la suite (02_ " (ho)pn)n cn de Vanneau
(Eg)z(p,l)/(p). En tant que (E2)o (p)-module, (E2)2(p,1)/(p) est libre de rang 1. En particulier, il
est compact et on peut extraire une sous-suite convergente de la suite précédente (un argument
plus algébrique est de voir que (E2)y(p—1) /(p) = Fp2[[u1]]ho et que les coefficients ne peuvent
prendre qu’'un nombre fini de valeurs, d’ou 'on peut extraire une sous-suite par récurrence qui
définie une série formelle en uy).

PP —pn(k) .
Définition 4.33. On se donne (112 P (o) n(m)keN une sous-suite convergente et on pose

(hD)O = hmOOUQ (ho) n(k) € (EQ)Q(pfl)/(p)
Lemme 4.34. Soit n un entier naturel et S(ul) e F,[[u?™]], alors
05 (8" S(un)ho) = v§ 95(S(ur)ho)  mod (uf)

0)
Démonstration. Rappelons que 05 (1)2 S(u )ho) = 82(62)+v2 S(u1)ho et que par construction
(proposition-définition [2.44) 'élément O (e2)+ appartient a (153)Cy. Soit g € S3, alors

(9 =€)« (W8 uiho) = to(g) """ 8" g, (ulho) — v} uihg
= v (9—e)(uiho) mod (uf)
D’oi, par continuité de I’action, on déduit le lemme. O

Proposition 4.35. L’élément (ho)o appartient au noyau de 0.

Démonstration. D’aprés un résultat bien connu sur les groupes profinis (lemme 5.1.4 [RZ10]),

Homp (A1, (B2)atp1)/(p)) = i Homz, (A1, Fyzlunl ) ho) = 1im Eylunl ) ho
Soient k un entier naturel quelconque et N un entier naturel tel que Ay +2 = (pV =1 + ... +
D(p+1)+2> ket p" >k Soit n > N, alors du lemme précédent, on déduit le diagramme

suivant
o3

Fplual [k ho Fpluil [k o

n n
xvh l" xvh iw

2 a* 7
]Fp[ul]/(u’f) hovy > Fp[ul]/(u’f) hovy

De plus en utilisant le théoréme précédent, 0s (v2 (ho)pr) = 0 modulo (u¥). Ainsi, par passage a
la limite, on déduit que 95 (hg)o = 0. O

Une autre construction d’un élément (hg)o

D’apreés le lemme m gxl] = tg_l(g)ul +(p—pP)tg (9)t1(g) et geul™P = to(g) Pu' P, dott
g1 = geur guu' TP = wu' TP 4 (p = ")t P (9)t(9) Y ut P
= o+ pty " (9)ti(g)ho mod (p?)
(h() = ul_p).
Notons d7 I'homomorphisme intégral :

Homy, 1617(91, (B2)s) : (B2)f — (E2)Y @ (Zpho © Zypha)
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Lemme 4.36. On a 07 (v1) = pho modulo (p?,puy).

Démonstration. D’apres le lemme [T.6] et par définition de vy, on a

. IR
97 (v1) G0 ; (/\i(ai —e)+ pi(bi — 6)>*Ul
= e 2 (M@t @) + g B (B)) o mod (o7, m)

Il
=]

7

Or, d’aprés le corollaire modulo (p, u1)

Z Nitg P (ai)ti(ai) = Z AwPDie, = 5+
i=0 i=0
p p
_ . i _p+1
; )\ito p(bz)tl(bz) = ; ,uiw(” D €E_ = B €4
D’o1, la congruence. O

En particulier, on en déduit que 07 (vi) est divisible par p. De plus, comme (Es). est
sans p-torsion, %6{(1}1) est un 2-cocycle non nul, c’est-a-dire un élément dans le noyau de
Homy 1517(02, (E2)+). D’aprés le lemme, cet élément est congrue a ho modulo (p,u1). Ainsi,
(ho)o la réduction modulo (p) de %6{(1}1) convient.

4.5 La troisiéme différentielle

On rappelle (définition que

et (proposition [2.10) que

Ds(es) = %A(em + (w0 Aw — whw Y (es) (4.15)

€4 4€2 1y
Rappelons le résultat de la proposition m Soit s un entier relatif, on note Ry := %((pj_2) —
s(°3)) (2 — €2). Alors, modulo (uf™),
A’ = s — S D p+2y s
U= —vu’ = —ey(sup + ( <p> —s)uy + (s+ Rs)uy “u
Proposition 4.37. Soit s un entier relatif, alors
1. 95(govs) = —(s+1) v v5 — (1 4+ s+ Ri—pts) varQ vs™t mod (u§p+3)

—((S+p_1) —s+ 1) o) vyt mod (u%pﬂ)

ou By = 5((,35) = s( 1)) — ).
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Démonstration. Afin de traiter les deux congruences en méme temps, rappelons que gg = u!'™?
et g1 = uP~!. Soit k = +1, alors k = 1 (resp. k = —1) correspond & gg (resp. g1) qui induit
Uidentité Aj_, — Wul™P C (F2). (resp. 'automorphisme de Frobenius Aj_, — WuP~1).
Posons

a = k+s
k—k
p
Y = kAt st Reokpr-p?)s

alors, d’apreés la relation (4.15]) concernant 03(es) et ’'étude de 'action de A, on a
05 (u )

LA*uk(lfp)v;’e_F + 42;(0071/\(.0 — wAw ™) PP s

22 € 1y
1 1
= EA*uk(l_p)véq + km(wglA*wk(l_p) — Wy Ay RO FOA=P) s
= _7 <a up + fuf + 7u€+2)uk(1_p)v§
k
—ﬁw;l (a uy + fuf + 'yuzl’”)wk(l_p)uk(l_p)v;
—
k
+4iw* (O[ uy + ﬁ u;ll) —+ y U€+2)wik(17p)uk(17p)vs
€—H

- (a uy + Sul + 'yu’f”)uk(l_p)v;

_% (aw(l—k)(l—p) wy + B TIROR) P 4 (R () u§+2)wk<1—1’>uk<1—?>v§
+4]:fi+u1 (aww—l)(l_p)ul + BwHR-p)yp 7w(k—l)(l—p>u117+z>w—k(l—muk(l—mvg
= %1 (0‘ w1+ ful + u’f“)“k(lf”)vé
f% (a W' Puy + Bl Mf + ’le’pu]f+2)uk(17p)”§
% (a WPy + Bw TP + va‘lu’l’“)u’““‘p)vé mod (uf ™)

Notons que
%(wk(l—p) —w k=P = gy

d’ou,
05 (uH1 )03
-1
— ((1 — k)(k + s)uy

+2(1 +k)( (’“ ~hkpt S)

(1= )+ 5+ Ri ey P2) 00 mod (uf )

—k—s)uf

Ensuite pour aboutir a la précision annoncée dans les congruences de la proposition, on utilise
la fait que 8% est un homomorphisme de degré 0 et que u} € (Eg)(}; /(p) implique t est un multiple
de p+ 1. O

Dans le théoréme-définition et la définition on a construit des éléments (go)sp»
et (g1)spr pour certaines valeurs de s et n. Ils forment une famille libre qui complétée par les

102



éléments

905 pour s # —1[p]
glvgpn+1+a" pour n > 1, s# —1[p]

défini une base topologique de (E2). ® (Fpgo @ Fpg1). La raison est une simple application du
lemme suivant et du lemme [£.1]

Lemme 4.38. Les ensembles

1_pn n 1_pn n+1
2 im0 ots 2 100 (S 2 iz 0 et s = -1p])
p—= p—=

1—p" 1

{ 1+sp"+;n206ts;7é—1[p]}

p_

forment une partition de [’ensemble des entiers relatifs.

Démonstration. Soit t un entier relatif, alors il existe un unique entier n et un unique entier
relatif m premier a p tels que (p — 1)t — 1 = mp™. En particulier, m + 1 est divisible par p — 1.
Notons s le quotient de m + 1 par p — 1. Alors, la condition m # 0 [p] équivaut a s # —1 [p]. De
plus, on a l'identité

1-p"

1
f— (1 ny _
(1+mp™) o

p—1
D’oul la partition. O

+ sp”.

D’apreés la proposition précédente, on a que pour tout s # —1[p],
95 (gov3) = —(s +1) vy v mod (uf)

qui est non nul.

Notation. Pour tout entier naturel n, on note o, = % =—1—-p—...—p!
Définition 4.39. Soient s Z —1[p] et n = 0, on pose
(QO)Sp”—i-an = QOUS
et .
-1, —

(hog1)spn == S+71U1 95 (govs) = vy’
Considérons maintenant le second type de termes.
Définition 4.40. Soient s Z —1[p] et n > 1. On pose

(91)sp = g1v5"
—p— — P % sp" b pa,
(90 ran = o7 (A G0y )+ O3 (05 TP )

n n+41
(1) (s 1) P TP gy e

—p" L (p+1)+1 ax
p" " (p+1)+ 5((

(h0h1)8p"+an = U gl)sp"+an,71)

pour tout entier n > 0.
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Théoréme 4.41. Pour tout entier n > 1 et tout entier s Z —1 [p|, modulo (u1),

sp"tam—1

9105 sinm=1
— ) 1 st :
(gl)sp"Jran,l = 5 g1y nt sinm=2
'3
—g1v5" a1 sin > 2

et
5 ((91)sprrans) = (~1)"(s+1) o) TEIT g Fenpog (o @)

Démonstration. Soit s # —1 [p]. Pour n =1, on a

* sp+p—1 _
i (qrvsf) = —(( ) ) —sp+1) 0P st
= —(s+1) "0t mod (ufT)

Supposons par récurrence sur n > 1 qu’on a

() sprsan 1) = (—1)"(s+1) o TV e od (P

(o

1-p
p—1

= pay,_1 — 1. Ainsi, d’aprés la proposition on a

Notons que a,, =

_ P n+1
7 ((9)spm vans )+ 03?7

m —1 n+1
_ p—1 sp" o, p—1 sp" Tl o, spt+ap—1 p+1 sp" T a1
= U1 govUs — U1 GoVs + 9 —U1 910,
1 sp" T o, .
R R TR
= p+1 sp" M a1 . mod (u;")
—v] ' g1 Vg sin>1

D’oi, la premiére congruence. Rappelons que

Ri_opirpr = Ri2p = 1((1 - 2)p) - (_§p>)(€1 —2)=0

2 p+2
Ainsi, en utilisant la proposition précédente, modulo (uzl)n(p Jrl)), on a
% —2 A% n n 1)—p—3 q% sp" T b apg1+1
% ((9)oprtiran) = 07 05((91)sprrans )P+ (1) (s + Lpof T TI TR g (goup”

(71)”(8 + 1) vlf"(P+1)—P—QUSP"+1+FCM

—(=1D)"(s + 1) (g1 +2) vfn(pH)_p_Qv;anMHHH

" — s n+41 o
—(=1)"(s+ 1)(1 + ant1 + 1+ Ri_gp)0] (p+1) 1v2p it

(=)™ (s + Db (Hl)*lv;pnﬂﬂnﬂ
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CHAPITRE 5

Le groupe Pico de Hopkins

Commengons par rappeler briévement la définition du groupe Pics de Hopkins, introduit et
étudié pour la premiére fois dans [Str92| et approfondi dans [HMS94]. L’objet de ce chapitre est
de déterminer un sous-groupe d’indice 2 du groupe Picy qui dans le cas p > 5 est connue pour
étre isomorphe a HY(Ga, (E2)y).

Définition 5.1. Soit Z un spectre K (n)-local. On dit que Z est inversible si Z est inversible dans
la catégorie symétrique monoidale des spectres K (n)-locaux, c’est-a-dire s’il existe un spectre
K (n)-local W tel que

Lgm)(ZAW) = Lig(n)S°

On note Pic, le groupe des classes d’isomorphismes de tels spectres ot la multiplication est
donnée par
(X,Y) = L) (X AY)

Dans [HMS94], on construit un foncteur K, (—) se comportant essentiellement comme une
complétion de F(n).(—) la théorie d’homologie de Johnson-Wilson.

Théoréme 5.2 (theorem 1.3 [HMS94]). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Lg@n)Z € Pic,
2. dimg ), (K(n).Z) = 1.
8. Kn«(Z) =2 Kpni(S*) pour un certain k.

Lorsque p > 5, il a été établi (voir [HMS94] section 7 ou [Str92] page 51) que Picy admet un
sous-groupe d’indice 2, noté Picg qui est isomorphe & un groupe de Picard Picglg’0 d’une certaine
catégorie monoidale de modules sur I’anneau de Lubin-Tate et muni d’une action du groupe
stabilisateur de Morava. De plus, Picglg’0 est isomorphe a H'(Ga, (E3){ ). L'objet de ce chapitre
est de calculer H!(G2, (E2)J). Ce qui permettra dans le cas p > 5 de démontrer le théoréme
suivant et ceci avec une méthode sensiblement équivalente a celle utilisée par M. Hopkins dans

des notes non publiées.

Théoréme 5.3 (Hopkins, Karamanov). Soit p un nombre premier impair, alors

Picy® & Z,, x Zy X Lfo(p? _ 1)

5.1 Groupe de Picard des G-modules
Pour plus de clarté, je commence par rappeler le paragraphe 8. Digression on Picard Groups

of G-modules de [HMS94]. Soient R un anneau abélien profini et G un groupe profini qui agit
par automorphisme continue d’anneaux sur R.
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Définition 5.4. Soit M un R-module profini muni d’une action continue de G, on dit que M
est un R-G-module, ou un R-module avec une action de G compatible, si quel que soient g € G,
A€ Retme M: g (Am) = (g:\)(g«m). En d’autres termes, le diagramme suivant commute.

RoM-2T% Reo M
R R
M 9 M

Etant donné M, N deux R-G-modules, on définit une structure de R-G-module sur M @ N
R

via l'action diagonale de G et on note ce R-G-module M ® N. On note R-G-Mod la catégorie
symétrique monoidale des R-G-modules.

Un premier exemple de R-G-module est R lui-méme.

Définition 5.5. Soit M un objet de la catégorie symétrique monoidale R-G-Mod, on dit qu’il
est inversible s’il existe un module N vérifiant M ® N = R.

Lemme 5.6 (lemme 8.2 [HMS94]). Si R est local, M, N sont deuz R-modules tels que M@N = R
et M est de type fini alors M = R. 51, de plus, R est noethérien, on peut omettre [’hypothése sur
M.

Corollaire 5.7 (corollaire 8.3 [HMS94]). Si R est un anneau local noethérien profini commutatif
muni d’une action par automorphisme d’anneauxr d’un groupe profini G. Alors, un R-G-module
M est inversible si et seulement si la structure sous-jacente de R-module de M est libre de rang
un.

Soit R un anneau profini commutatif, muni d’une action par automorphisme d’anneaux d’un
groupe profini G. On suppose de plus que pour tout R-G-module M, M est inversible si et
seulement si M = R en tant que R-modules.

Soit M un R-G-module inversible. Soit e un générateur de M en tant que R-module, on associe
une application
¢M,e : G — R*

caractérisée par ¢r.(x)e = x.e pour tout  dans G. On note alors que pour tous z,y € G, on a

due(zy)e = (xy)se = o (Pare(y)e) = Tu(dre(y))Prre()e

c’est-a-dire, dare(zy) = 4(Par,e(y))Pare(z). Réciproquement, si I'on se donne une application
¢ : G — R* telle que ¢(xy) = ¢(z) (z«¢(y)), appelée dérivation, alors le module M = R muni
de laction caractérisée par x.e = ¢(x)e pour tout z dans G est un R-G-module inversible.

En particulier, se donner un R-G-module inversible & isomorphisme prés équivaut a se donner une
dérivation. D’oul les classes d’isomorphismes de R-G-modules inversibles forment un ensemble.

Définition 5.8. Soit R un anneau profini commutatif, muni d’une action par automorphisme
d’anneaux d’un groupe profini G. On suppose de plus que pour tout R-G-module M, M est
inversible si et seulement si M = R en tant que R-modules. On note Pic(R-G-Mod) le groupe
abélien des classes d’isomorphisme de R-G-module inversible muni de I’addition : [M] + [N] =
[M ® NJ.

Avant de décrire Pic(R-G- Mod), donnons une précisions sur les dérivations.
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Définition 5.9. Soit G un groupe profini et M un G-module, on dit qu'une application continue
d: G — M est une dérivation si d(zy) = d(x) + x.d(y).

Soit @ € M, la dérivation intérieure associée a a est la dérivation d, : G — M définie par
do(z) = zea — a. On note IDerg (M) le groupe des dérivations intérieures de G dans M.

Lemme 5.10 (page 165 [Wil98]). Le groupe de cohomologie continue H*(G, M) est isomorphe
au groupe des dérivations quotienté par le sous-groupe des dérivations intérieures.

Proposition 5.11 (proposition 8.4 [HMS94]). Soit R un anneau profini commutatif unitaire,
muni d’'une action par automorphisme continue d’anneauzr d’un groupe profini G. On suppose
de plus que pour tout R-G-module M, M est inversible si et seulement si M = R en tant que
R-modules. L’homomorphisme

Pic(R-G-Mod) — H'(G, RX)
[M] ———— 0]
est un isomorphisme.

Avant de passer au calcul de H!(Ga, (E2)f). Précisons la topologie du groupe de Picard
Pic(R-G-Mod) sous certaines hypothéses sur 'anneau R.
Soit R un anneau profini commutatif, muni d’'une action par automorphisme d’anneaux d’un
groupe profini G. On suppose de plus que R est local et complet pour la topologie m-adique ou
m est I'idéal maximal de R. D’aprés le corollaire précédent, on note que tout R-G-module M, M
est inversible si et seulement si M = R en tant que R-modules. Ainsi, la proposition précédente
s’applique.
Supposons de plus qu’il existe une résolution projective C, de R au-dessus de l'algébre profini
R[G] telle que les modules C, soient de type fini. Soit M = {iLnMa une limite inverse de R[G]-
modules finis, comme

Hom gy (Cx, M) = l{in Hom gy (Cx, Ma)

est une limite inverse de groupes finis, il est profini. Par exactitude du foncteur limite inverse
dans la catégorie des groupes profinis (proposition 2.2.4 [RZ10]), on déduit que

H*(G, M) = lim H*(G, M,)

est profini.
Soit m un entier naturel, posons U,(R) = {x € R; z =1 mod m"} C R*. Soient z,y € R*,
alors

r=ymodm"” <= zy 'ecU,(R)

D'ot, I'on déduit que R* fy, (R) = (R/mn)™ et
HY(G,R*) = lim HYG, (R/un)™)
Ainsi, les groupes
ker (H'(G, R*) — H'(G, (R/m»)"))
forment une base de voisinages de zéro dans H*(G, R*). Notons que les anneaux R/ sont aussi

locaux. Ainsi, d’aprés la proposition précédente, on déduit que Pic(R-G-Mod) est isomorphe &
la limite inverse des groupes Pic(R /jyn-G- Mod). D’oil le lemme suivant.

Lemme 5.12. Soit R un anneau profini commutatif, muni d’une action par automorphisme
d’anneaux d’un groupe profini G. On suppose de plus que R est local et complet pour la topologie
m-adique ot m est l’idéal maximal de R. Les sous-groupes

Up = { [M] € Pic(R-G-Mod); M & (Rjyn)™ = (Rjyn)™ }
déterminent une base de la topologie du groupe de Picard Pic(R-G-Mod).
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. ar . alg.0
5.2 Le groupe de Picard algébrique Pic5*®

Définition 5.13. On pose Pich®? le groupe Pic((E2)o-Ga- Mod).

Avant de calculer Picglg’o, construisons plusieurs modules inversibles particuliers. Rappelons que
(En)o = W([uq, ..., up—1]] est un anneau local complet séparé.

Définition 5.14. Soit R un anneau local d’idéal maximal m, on pose

Ui(R)={xz€R: z=1modm}

On a la décomposition suivante :
(En)g = Fpn @ Ui((En)o)

Comme F;n est d’ordre premier a p et Uj( (Ey)o est un pro-p-groupe, cette décomposition est
vraie en tant que Z,][G,]-module. Ainsi, les projections sur les facteurs directs sont Z,[G,]-
linéaires.

Rappelons que le groupe stabilisateur de Morava G,, est isomorphe au produit semi-direct S, x F’
ou F'= ppn_1 ¥ Gal(Fpn, Fp).

Proposition-Définition 5.15. Les applications suivantes :

1. L’application to : G, — (Ey); définie dans le chapitre ( page ,

2. fo: Gp =% (En)y — Ur((En)o)-

8. Le déterminant réduit N : G, — Z) /“p_1 =~ Ui (Zp) — (En)g, défini dans la proposition-
définition [1.11]

4. Q: G, 2% (En)y — Fpu. Elle vérifie :

Vge Sy VEe upm: Qg€ =& et Qgo)=1

ot o € Gal(Fy,F,) est 'automorphisme de Frobenius.

sont des dérivations.

Démonstration. 1. Pour tout g € Gy, g«u = to(g)u et (Ey)—2 est un (E,)o-Gy,-module, d’on
to est une dérivation.

2. Vu que la projection est un homomorphisme Z,[G,]-linéaire, to est aussi une dérivation.

3. L’action de Gy, sur Z; C (En)q est triviale, d’ou I'on déduit que 'homomorphisme N :
Sp = U1(Z,) est un homomorphisme Z,[G,,]-linéaire.

4. D’aprés la congruence (1.5, pour tout g € S}, to(g) = 1 modulo (p,u1,...,u,_1) et
l'action de g sur p,n_; est triviale. Ainsi, d’aprés le proposition pour tout g € 5, et
tout £ € pyn_1, on a

to(9€) = to(g)g«to(§) =&  mod (p,u1, ..., un—1)

et to(go) = to(g)g«1 =1 modulo (p,ui,...,up—1).
]

Revenons au cas n = 2 et p > 5. Comme l'anneau (E2)g = W][u;]] est local profini noe-
thérien, d’aprés la proposition 8.4 de [HMS94], le groupe Pic((Es2)o-G2- Mod) est isomorphe a
HY(Ga, (E2){). Pour déterminer le précédent groupe de cohomologie, nous allons le décomposer
a 'aide de suite exacte courte induite cohomologie par des sous-groupes et sous-modules. Un
résumé est donné dans le diagramme [5.1] page [I12] Le partie la plus technique est le calcul de
HY(G3,Fp2[[u1]]*) effectué dans la section
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Lemme 5.16.

a) Nous avons la suite exacte courte suivante
0 ——Zp —= H'(Gy, (B)g) — H'(Gy, (E2)5) —0

b) Le groupe de cohomologie H'(G3, (E2)) est isomorphe o H' (G, F 2 [[u1]]*).

Démonstration. a) On rappelle que Gg/@% =1+ pZy = Zy et que Zy s'injecte dans le centre de

Go.
Comme Z, est de dimension cohomologique 1, la page F> de la suite spectrale de Lyndon-

Hochschild-Serre (théoréme [A.18)) associée & G < Gg est concentrée sur deux colonnes. Ainsi,
on déduit la suite exacte suivante :

0 ——> HY(Zy, HO(G, (E2)y)) —2> HY(Ga, (B2)y) —=> HO(Z,, H'(G}, (E2){)) —>0

D’apres le corollaire le sous-module ZX de (E2)j est égal & H(G3, (E»)(). De plus, d’apreés
la proposition laction de Go /G% >~ 1+ pZy C G sur (E2)g est triviale, d’ou

Hl(ZPaHO(G%a(EQ)E)()) = Hl(ZPaZ;) :Hom(Z;mZ/p—]_@Zp) gZzﬂ
l'action de Gg/@% sur HY(G3, (E2){) est aussi triviale et
H(Zy, H' (G, (E2))) = H'(Gy, (Br)g)

b) En considérant les relations entre I’exponentielle et le logarithme dans les anneaux valués
complets (section IIL.I.I de [Laz65]), on déduit 'existence de la suite exacte courte suivante :

1 exp(p_)

(E2)o

(E2)q Fp([wa]] ———1
Ainsi, du corollaire on déduit le suite exacte suivante :

0= HY(G3, (Ez)o) —= HY(Gy, (E2)g ) — HY(Gy, Fpa[[ua]]*) —— H?(Gy, (E2)o) =0
D’ou le lemme. [
Définition 5.17. Posons Uy = {z € Fp2[[u1]]; 2 =1 mod (u1) } sous-groupe de (Eg)g/(p)
Lemme 5.18. En tant que Zp[G3]-module, F 2 [[ui]]* = F; ®U; et

H'(Gy, (E2)) = H'(G3,F%) x H' (Gy, Un)

Démonstration. Comme 'ordre de IF;Q est premier & p, on déduit que la décomposition donnée

dans le lemme est bien une décomposition en tant que Z,[Gi]-module. Le foncteur H'(G3, )
est additif, d’ou la seconde partie du lemme. O

Dans un premier temps, nous allons déterminer H 1(G§,F;2).
Proposition 5.19. Soient p un nombre premier, n un entier naturel, Gal le groupe de Galois

Gal(Fyn,Fy). On munit . de Uaction de ppn 1 x Gal telle que Uaction de pupn 1 est triviale et
o+x = xP pour tout x, ot o est 'automorphisme de Frobenius. Alors,

Hl([J/pn,1 X Gal, F;;n) = Hl(lj,pn,b ]F;;n) = Z/(pn _ 1)
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H*(Gal, H (Cpn 1, F%) = H*T(Cpn_y x Gal, F,)

pn

X
X+

0
&14
0

FIGURE 5.1 — Une suite spectrale LHS

1l
0 5

Remarque. Un petit rappel, soient a,n deux entiers naturels. Du théoréme de Gauss, on déduit
que pour tout entier x, ax = 0[n] est équivalent & = 0[], ol a A n désigne le pged de a et
n. D’ou la suite exacte courte :

n
aAn

OHZ/a/\n*)Z/nL)aZ/ngZ/aX—n*)O

et Coker(Z/y, = ZJy) = Z /g A n-

Démonstration. Nous allons considérer la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre associée
au produit semi-direct p,n_1 x Gal :

H*(Gal, H (2 1, F25)) = H* (pyn—1 x4 Gal, Fy)

Comme on le voit dans la figure , il nous faut calculer E5" pour (s,t) = (0,1), (1,0) et (0,2).
En utilisant, la résolution standard du groupe cyclique Gal, d’ordre n, on déduit que :

« ~ . p—1 14...4pn~?t p—1
H(Gal, (1, F5)) = H @y s Ty g 22 )
~ Zlp 1 six=0
0 six >0

D’autre part, d’apreés le lemme , H(pyn_1, Zfpr — 1) = Zjpn — 1 muni d’une action triviale
de Gal. Ainsi

H*(Gal, H' (ppn—1,F %))

1

* 0 n 0
H* @ 1 — T —" T~ )

~ {Z/p"—l six =20

Z/p”—l/\n sinon
En revenant & la figure on déduit que H(ppn_1 Gal,F;n) = Eg’l = Z/pn _1 O

Lemme 5.20.
a) H”(Gl,lﬁ‘;2) = H™(py2—1 % Gal(Fye, Fp), Fy) pour tout n > 0.
b HI(GLI) = 20 1.

Démonstration. a) Considérons la suite exacte courte

1 Si G} F 1
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D’aprés le lemme la cohomologie H *(S%,IFZQ) est concentrée en degré 0. D’ou

0 sig>0
Hp(Fa Hq(Sév]F;Z)) = Hp F FX . _
( ) p2) Slq_o

Ainsi, la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre : HP(F, Hq(S%,IFZQ)) = Hp+‘1(G%,IF;2)
est dégénérée et
¥p>0 HP(Gy,F) = HP(FF)

b) Il suffit d’utiliser I'isomorphisme précédent et la proposition précédente.
O

Théoréme 5.21. Le groupe de cohomologie H'(G3,Uy) est isomorphe a Zy, et est engendré par
la classe de la dérivation tg.

Le démonstration du théoréme précédent est 'objet de la section [5.5] Cohomologie a coef-
ficients dans Uy. La démarche de la preuve du précédent théoréme est basée sur celle de N.
Karamanov dans [Karl0], ou il y traite le cas p = 3.

Théoréme 5.22 (Hopkins). Soit p > 5, alors
Picy > = H'(Gy, (E2)y) = Zp x Zy x Z (»*—1)
Démonstration. D’aprés les résultats précédents, on a
H'(Gy, (B2)y) = HY (Gy, Fpe[[w]]) = H'(G3, Uh) x H' (G, Foy ) = Zy x Lfp2 _ 1
Donc, en revenant a la suite exacte courte du lemme [5.16} on a
0—>Zp—>H1(G2,(E2)6<) ——Zp X L (p2 —-1) ——0
En utilisant le fait que Z,, est libre, on peut se ramener a une suite exacte de la forme suivante :
02— (G, (o)) — g2~ 1) —=0

Ainsi, d’aprés le lemme suivant, on déduit le théoréme. O

Lemme 5.23. Soient A, B et C trois groupes abéliens topologiques formant une suite exacte
courte : 0 — A i) B % C — 0. Supposons de plus que :
i) C est un groupe abélien fini discret.
i1) La multiplication avec l'ordre de C induit un automorphisme de A.
Alors,
B=AxC
Corollaire 5.24. Avec les notations de la proposition|5.1, on a
1. La dérivation to : Go — (E2)g induit un générateur du groupe Hl(GQ/G%,Z;) = Zp.
2. La dérivation N : Gy — (E3){ induit un générateur du groupe H*(G3, Ur(F2[[u1]])) = Z,.
8. La dérivation Q : Gy — (E3); correspondant & Vinclusion de p,2_y dans W* C (E3)g

induit un générateur du groupe H*(G, Fp2) = Z/p2 _1-
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De plus ces trois dérivations déterminent un isomorphisme entre Zy X Zy, ¥ Z/(p2 —1) et le groupe
. alg,0

Picy, >,

Démonstration. D’aprés tout ce qu’on vient de voir dans cette section, on déduit le diagramme

suivant :

0 (5.1)

HY(G3,F)o) = Zjp2 g

0 ——= HY(Zy, HY(G, (E2)Y)) —2> HY(Ga, (B2)y) —=— H(Z,, H' (G}, (E2)))

o o

H\(Z,,7) = 2, HY(GL, Fe [ua]])

HY(G3, Uy (Fye[[wa]])) = Zp

0

Les suites courtes horizontale et verticale sont exactes. Rappelons que H'(G, M) s’identifie avec
le quotient du groupe des dérivations Derg (M) par le groupe des dérivations intérieures. Ainsi,
on note que le premier homomorphisme

inf
HY(Zy, H(Gy, (Br)y)) — = H' (G, (B2);)
envoie la classe d'une dérivation d : Go /G% — ((EQ)E)()G% sur la classe de la dérivation
. d 1
inf([d]) = [ G —Zp —— ((E2)g)" — (E2); |
Le second homomorphisme
HY (G, (B2)g) ——= H°(Gg, Fp[lua]]*)

envoie la classe d’une dérivation d : Gg — (E2){ sur la classe de la dérivation

mod(u1)

res([d]) = [ G} Gy ——= (En)}

Fp[fua]]™ ]
Enfin, d’aprés le théoréme la dérivation %y induit un générateur du groupe
H' (G, Ur(Fpe[[wa]])) = Zy.
En revenant a la définition de la dérivation N, on déduit qu’elle induit un générateur du groupe
HY(Zy, HY(Gy, (Br)y) = H' (L, L)) = L.

Pour finir, la dérivation 2 associée a l'action de F' induit un générateur de H I(Gl,F;Q)

Z (p2 —1)

0o m

112



Nous allons encore redémontrer que H' (G2, (E2){) et le groupe des endomorphismes Gal(F,2, Fp,)-
équivariants de 'anneau de Witt W sont isomorphes (isomorphisme (8.7) dans [Beh12]).

D’aprés la proposition on déduit de 'homomorphisme Z,[W*[-linéaire (E2)y — W*, qui
envoie uy sur zéro, un homomorphisme en cohomologie H'(Ga, (Eo)J) — H(W>* Wx)Gal =
End,.(W>)Gal,

Corollaire 5.25. L’homomorphisme

HY(Gs, (E2)§) End,(Wx)Gal

(G2 5 (B2)g] (WX Gy =5 (Ba)y — (Ba)i () = WX]

est un isomorphisme. De plus,
o [image de [Go Lo, (E2)y] est Uendomorphisme identité de W*.

o l'image de [Go dety (E»){] est la norme de W* qui envoie x sur z'77.

Démonstration. Nous avons déja vu que 'homomorphisme est bien défini. Montrons que c’est
un isomorphisme. De I'isomorphisme

W x l,l/p271 — WX

qui envoie (z,() sur ¢ exp(pz), on déduit, comme dans la preuve du théoréme 8.1 de [Behl2],
que

HY(W>, w>X)Gal = End, (W>)%al =~ End,(W)%al x EndC(F;Q)Gal > 2y ® Ly © L2 _ 1)

De plus, le groupe profini End.(W*)%2! est engendré par 'application identité et la norme de
W*. Or, d’aprés la proposition pour tout a € W*,

to(a) = (axu)u™' =a  mod (u;)

et
a O

det(a) = 0 a°

=a

Ainsi, [to] et [det] sont envoyés sur des générateurs et ’homomorphisme donné dans le corollaire
est surjectif. D’autre part, nous avons vu que les groupes considérés dans le corollaire sont
isomorphes & Z, © Z, © Z /(p2 —1)- Un endomorphisme continue surjectif de ce dernier groupe
est nécessairement un isomorphisme, d’oit le corollaire. O

5.3 Le cocycle associé a t;

Dans cette section, nous allons établir un homomorphisme de complexes de chaines de la
résolution par des modules de permutations C, (voir (ED page |32))

03 02 01

0 C3 C 4 Co—=17, 0,

1 1
ou Cy = C3 =7 T;GP et C1 =Cy = A1 T?P, dans la résolution standard B, de Z, au-dessus
du groupe G}. Ensuite, nous allons décrire I'image de la dérivation tg : G} — (E2)J dans

Homg, (C1, (Ez)).
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Les premiers modules de la résolution standard sont

By = ZP[[G%]]
By = Z,[G} x G3]
By = Z,[G} x G} x G3]

et les premiéres différentielles associées sont caractérisées par les relations suivantes :

e(g) = 1
d01(g,h) = g—nh
52(fagvh) = (gvh)_(fvh)+(fvg)

Rappelons quelques notations et définitions du chapitre [2] concernant la premiére différentielle
J1 : Cp — Cp. On a fixé w € W une racine p? — 1-éme de 1'unité qui engendre Mp2_q (le sous-
groupe des relévements de Teichmiiller) et on note ey les éléments w+wP. En particulier, (e4,€_)
est une base de W en tant que Z,-module et qui diagonalise I’automorphisme de Frobenius. Les
éléments a; et b; dans 521 sont tels que pour tout entier 4,

ay = 1+¢.S mod(S?)
by = 14+¢.S mod(S?)
a; = wiiagwi
bi = w_ibowi
On note (1-)i 4 (-1 (1-p)i 4 (-1
—p)i p—1)i —p)i p—1)i
)\i:w +w ot M:(w +w )e+‘
2 2e_
Alors, d’aprés le théoréme [2.10] on a
T
di((e1)y) = ] D Ailai = 1eg + pi(bi — eo
i=0

Lemme 5.26. [l existe

i) fo:Co— Zp[Gi] ’lhomomorphisme Z,[Gi]-linéaire tel que

1
foleo) = 502y df

fer

i) f1: C1 — Z,y[G} x Gi]| ’lhomomorphisme Z,[G3]-linéaire tel que

1 P
e1)+) = Ai(aif, )+ pi(bif,
De plus, on a le diagramme commutatif suivant :
o — 7,0
lﬁ lfo i

1) €
Zp[[G% X G%H o ZPHG%]] —Zp—>0

D’aprés le lemme fondamental de 1’algébre homologique, on peut prolonger (fo, f1) en fi :
Cy — B, une équivalence homotopique.
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Démonstration. Les propriétés concernant fy sont de ’ordre de la simple vérification. Pour ’ho-

momorphisme f1, revenons a la définition de 0y := trF(dl)Tgé oudi: Ai—p — Zyp Tfl% est défini
de la maniére suivante : dj(x) = )\(:c)(ao —1) 4+ p(x)(bo — 1) ot & = A(z)e4+ + p(x)e—. Donc

H(lez) = Y gt di(gex

p _1 gEF

= 5o 29 (M) ao — 1)+ g o - 1)

g€F

fh(102) = 1o _12229* (Mg-2)(aof = 1) + plgux)(bof — £))

geF feF
Or 01(g,h) = g — h, d’ott 'on pose
R0 = o 30 3 o (Mea)(aof £) + ulger)(bof. )
p g€eF feF

Cet homomorphisme restreint a Aj_, est Z,[F]-linéaire. On obtient par extension des scalaires
un homomorphisme Z,, [Gi]-linéaire tel que le diagramme donné dans le lemme commute. D’autre
part, posons N(F) = m > fer [ dans Z,[G]], alors, en munissant G} x G} d'une action
diagonale & droite, on a

fil®ey) = Z)\ ge€1)(g a0, g7 1) + plg.x) (9~ 0o, g7 1) | N(F)
g€F
= Z Agee) (g™ a0g, 1) + n(g.x) (9 bog, 1) | N(F)
g€F
Ainsi, en revenant a I’étude de '’homomorphisme 0y (section [2.14]), on déduit le lemme. O

Avant de pouvoir définir le cocycle qui nous intéresse pour le calcul de H'(G3,U;), nous
avons encore besoin d’énoncer quelques propriétés des dérivations.

Lemme 5.27. Soient G un groupe profini et R un anneau profini. On munit R[G x G] de la
structure de R[G]-module induite par l’action diagonale de G sur G x G. Soit d : G — R* une
application continue, on lui associe l'unique homomorphisme de R[G]-module d: R]|G x G] —
R* tel que

VeeG:dl,z) =dx)
Alors,

1. L’application d est une dérivation si et seulement st d est un cocycle de Hompg (B., R¥)
de degré 1 ot By est la résolution standard.

2. Si d est une dérivation alors,
a) Quels que soient x,y € G, on a d(z,y) = z.d(z"1y).
b) Quels que soient z,y € G, on a d(zy,y) = d(zy)~" d(y).

Démonstration. Les propriétés 1. et 2.a) sont standards. Supposons que d : G — R* est une
dérivation, alors d(e) = 1. Pour tout € G, on a 1 = d(xz~!) = d(z)z.d(z7!), c’est-a-dire
red(x™!) = d(x)~!. Soient z,y € G, alors

d(zy,y) = (wy).d )
= (). (dl(zy) ™) (o))
)«d((zy) ™) d(y)



Proposition-Définition 5.28. On note 7 la composée

Gl —Uy((Ea)o) —= Uy = Ur(Fpe[fui]])

1
De plus, ’homomorphisme induit 7 f1 : A1—, T%—) Uy est un cocycle, au sens ot il appartient
au noyau, de Homy, rc11(02,U1), et on a

7file1) =1—wu; mod (u%)

Démonstration. De la proposition [5.15 on déduit que 7 est bien une dérivation.
Il est donc immédiat, d’aprés le lemme [5.26] que 7f1 est un cocyle. Il nous reste & vérifier la
congruence. Toujours d’aprés le lemme [5.26} on a

Thier) = 7( ZZA (aif, f) + ni(bif, f))

2(p* = 1)( p+ i=0 fEF

1
2(p2—1)(p+1)

HHTazﬁ F(bif, f)

i=0 feF

D’apreés le lemme précédent, on a fo(a; f, f) = to(aif) ~*to(f). Soit w un générateur de p2 4 C F
et o Pautomorphisme de Frobenius, alors w et o engendrent F'. D’aprés la proposition [I.4] on a
to(a;o) = (a;0)su/u = to(a;), to(o) =1 et

J J
-1 i u wxU . w’u o =1
folaiw’) " to(w’) = (a;wi)su u  wi(apgu) fo(as)

De méme, to(a;wio) 1to(wio) = to(a;)~!. Ces relations sont encore vraies pour 7 et on déduit
que

1

FEs
Tfl €+ = HT az iT i 7/“

1=0

D’aprés le corollaire sur I'application to et par définition des a;, b; éléments de S (lemme

,ona

14+ w3 Pie u;  mod (u?)

(b)) = 1—wPle_u;  mod (u?)

]
—
S

<5
~—
|

Notons Uy = {X € Uy; X = 1mod (u?)}, 'application ¢ : Ul/U2 — Fp2, qui envoie la classe
d’un élément 1 + zju; + ... sur x1, est un isomorphisme continue de pro-p-groupes. Rappelons
aussi que \; = 5 (WP 4 WPV et ; = 25 (WP — ,(P=D7) o w est une racine p? — 1-éme
de I'unité fixée. Ainsi I'image par le precedent isomorphisme ¢ de 7 fi(e4) est

p p
o iy 1, o 1, o
Dol g0 = e 3 (G - ) = e
1/6+
D’o1, la congruence concernant 7 fi(e2) = (%fl(eJr)) . O
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5.4 Le sous-groupe U; de F[[u;]]*

Avant de passer au calcul de H'(G3, Uy), nous allons étudier les groupes Ui et Homy, 7 (A1-p, U1)
qui apparaissent dans le complexe de chaines HOInZ,,[[G%}](C*a Ur).

Définition 5.29. Soit n > 1 un entier naturel, on pose
Un ={z € Fp2[[u1]]; =1 mod (uf) }

L’action du groupe stabilisateur de Morava sur ’anneau de Lubin-Tate, induit une structure de
Zp[GA]-module sur les Uy,.

Remarque. Bien que les U, soient munis d'une structure de module sur une algébre, je vais garder
la notation multiplicative. Ainsi I’analogue d’une combinaison linaire sera un produit de termes
élevés & une certaine puissance.

Rappelons que d’aprés la proposition Paction de F' = p,2_q x Gal(F2,Fp) sur Uy est
caractérisée par les relations suivantes :

weup = wP Tl

owxu; = xPuy

On notera aussi que U; est un pro-p-groupe abélien dont les sous-groupes U, constituent une
base de voisinages ouverts de 1’élément neutre.

Proposition 5.30.

a) Le groupe Homy g1 (ZPT%, Up) = UL est isomorphe a [Ty Zp {(1+ ugpﬂ)k)}.
b) Soit (b)pp. une famille d’éléments de U tels que by = 1+ ung)k modulo Uy 1yp41- Cette
famille d’éléments détermine un isomorphisme :

U1F = H L {bx}
ptk

Démonstration. Soit x = 1+ .o, x;ul un élément de Uf", comme = est stable par I'action du
groupe de Galois, il appartient en particulier a 1 + I, [[uq]]u;. D’autre part, pour tout 1 < j <
PPl r=wlr=1+Y w(pfl)jia:iuﬁ, d’ott 'on déduit que = € UlF si et seulement si x s’écrit sous
la forme 143, xiugp T8 avec x; € F),. Ensuite, un petit raisonnement par récurrence, montre
quez € U IF peut aussi s’écrire de maniére unique sous la forme suivante [, (1 + ugp Jrl)z)“”” ol
0 < x; < p. En utilisant le fait que Z est un anneau factoriel, on déduitE que

o = LI+

n>0 pts

= JJa+u)*

pts

ol A\ = ano Tgpnp™ est un entier p-adique. D’ou1, 'on déduit le premier point.
Comme U{" C Fp[[u1]]*, la preuve du second point est immédiate. O

1. J’ai changé I'ordre dans un double produit et utilisé le fait que ga n’affecte pas la valeur du double produit.
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1
Nous allons maintenant considérer HomZp[[G%ﬂ (A1—p TEQ, U1), qui d’aprés le lemme de Shapiro
est isomorphe & Homg, p(A1-p, U1). Pour tout entier naturel k et pour r = 1, p, posons

gr,k : Al—p —U;

défini comme suit :
En@) = (14 e TEHDN@ (] 4 e e+ )

our’ = —1,1sir = 1, p respectivement. Malheureusement, cet homomorphisme n’est en général
pas Zp[F]-linéaire car, par exemple pour r =1 et k =0,

weC10(1) = 1+ WP ug # (14 e ur) (1 4+ e_up)?'=7 = g (wil)

oll a; et 3; désignent les entiers p-adiques tels que w’ = aze, + Bie_. Cependant, en utilisant la
transformation naturelle trp (moyenne sous I’action de F'), nous allons obtenir des éléments de
Homg,(p)(A1—p, Uy).

Avant, de préciser ces éléments, un petit lemme sur la structure de Z,[F]-module de U, /U2n'

Lemme 5.31. Soit n > 1.

1. Pour alléger les notations, notons /_\1_p le Zp|F]-module Al—p/(p)- Soit 1 < k < n, alors
Uapplication

Un /U, Ap-1)n ® - ® Ap-1)(ntr-1)

L+ zpul + .o+ pgpu]” " (Tn, o, Titlo—1)

est un isomorphisme Z,[F]-linéaire.

2. L’application

()\n, c ,)\anl) —— Hznil(l + uzl)Al =1+ )\nu? + ...+ )\anlu%nil

=n
définit un homomorphisme de groupes.

Démonstration. Le second point est immédiat. Pour le premier point, on note que I'application

vu comme application de U, /Un i, dans Fouf & .. .szu?+k_1 définie bien un homomorphisme

de groupes. De plus, d’aprés la proposition et la définition du module A;, on a que
F 2w} & A(p_1);j, d'ott I'on déduit que ’homomorphisme est Zj,[F]-linéaire. O

Définition 5.32. Soient » = 1,p et k£ un entier naturel, on pose

Cr,k : Alfp

Ux

L
[F

e ([yer ' Cnlor))
Pour tout r = 1, p et tout k € N, du lemme précédent, on note que

oA sik=1
&Lt (p+1)k U = Ur+(p+1)k/Ur+(p+1)k+1 = 1—\1 sik=p
—p =
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Lemme 5.33. L’homomorphisme (., : Ai—p — Uy est un homomorphisme Z,[F]-linéaire tel
que

C (:L‘) 14+ 2Pu L+ (p+Dk mod U2(7,+(p+1)k) sir=1
rk =
14+ u’fﬂpﬂ)k mod Up(r4 (p41)k) sir=p

Remarque. En particulier, dans (FEs) (p)> on a
Ce(l) = T4+ u P P%  mod Uy praykapre sk >0
Cp,k(l) = 1 + u€+(p+1)k mOd Up+(p+1)k)+p+4 Si k > O

Démonstration. Posons n = r + (p + 1)k. D’apreés le lemme précédent et par définition de ¢,
on déduit que ce dernier homomorphisme se factorise de la maniére suivante :

A, o Ur+(p+1)k/U2(r+(p+1) k) = /_\ (p-1)n D A(pfl)(anl)
* j
r = Ay
ou -
‘— {Al_p % Ape1 = Ry sir=1
A_p— Ay sir=p
Comme ( est Z,[F]-linéaire, trp(¢) = ¢ et on déduit le lemme. O

Proposition 5.34. Soit ¢ : Ay, — Uy un homomorphisme Z,[F-linéaire non trivial. Alors,
il existe r € {1,p}, k € N et 0 < X\ < p tels que

¢ =C mod Uppip(piny

Démonstration. Soit ¢ : Ai_, — U; un homomorphisme Z,[F]-linéaire. Soit n le plus grand
indice tel que I'image de ¢ soit incluse dans U,,. Alors, de méme que pour le lemme précédent,
on déduit la factorisation suivante :

A,

Ap-1)n
D’aprés le corollaire [1.29] on déduit que
Z/p{Alfp i>Apfl _”Apfl} si(p—ln=1-pp*—1]
Homg, (7 (A1—p, A —pn) = { Z/p{A1-p = Ap1} st (p—1)n=—(1-p)[p*—1]
{0} sinon

La condition (p — 1)n = £(1 — p) [p? — 1] équivaut & n = £1 [p+ 1]. Ensuite, on conclut & I'aide
du lemme précédent. O

Un premier corollaire obtenu par récurrence.

Corollaire 5.35. Soit ¢ € Homy, [p)(A1-p, Ut). Il existe (a;), (b;) deuz suites a coefficients dans

lensemble {0,1,...,p — 1} uniquement déterminées telles que
i ~b
o=1] ¢ti¢s
ieN
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Ce dernier résultat n’est pas satisfaisant car on voudrait bien comprendre Homgz, ) (A1—p, Un)
en tant que Z,-module. Avant, comme, A1_, est cyclique, ’homomorphisme

evy : Homzp[p] (Al_p, Ul) — Uy
est injectif, ainsi nous allons identifier Homgz, p (A1—p, Ur) avec son image dans Uy :

Définition 5.36. On pose U{* = Im(evy : Homg, (g (A1—p, U1) — Ur) C 1+ Fp[u]]us.
Soit s un entier non nul, notons que

pea(l) = (L Ty

= 1+ u}+(p+1)(sp*1)

= Cl,spfl(]-) mod U2+(p+1)(sp—1)
G = A+t

— +(p+1

= Gop(l) mod Upy(pi1)spt
On va identifier ¢, ¢ avec (. 5(1) € U,

Proposition 5.37. Les éléments (15 ot s # —1[p| et (s ou s # O[p] déterminent un isomor-
phisme de pro-p-groupes :

vt = ] zo (G} @ ] 2o {6}

s#£—1[p] sZ0[p]

Démonstration. Notons ¢ ’homomorphisme de la proposition allant du produit dans U f\ D’aprés
le corollaire [5.39] et les identités précédentes, on déduit que les éléments considérés dans la
proposition engendrent bien Uf‘, c’est-a-dire que ¢ est surjectif.
Ensuite, notons que si s # —1[p|, alors 1+ (p+1)s # 0[p] et que si s # 0[p] alors p+(p+1)s # 0[p]
et on a

r+(p+1)s

Grs =141y mod Uy (p11)s+1
Ainsi, en revenant au besoin a la démonstration du point a) du lemme on déduit que les
éléments considérés dans la proposition sont linéairement indépendants dans U; et donc ¢ est
injectif. O

5.5 Cohomologie a coefficients dans U,

Nous allons utiliser la résolution projective de Z, au-dessus de G4 pour le calcul de H' (G}, Uy).
Rappelons qu’elle est de la forme suivante :
03

o)) 01

0 Cy Cy Cy Co Z, 0

1 1
ou C3 =Cop =7y T% et Co =C1 =M T%. Dans le chapitre précédent, nous avons noté 9; la
différentielle induite Homy, [[G%]]((?i, (Eg)*/(p))

Définition 5.38. Soit ¢ =0, 1,2, 3, on pose 9;° = HomZp[[G%ﬂ((?i, U1).
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Comme les modules C; sont cycliques, ’évaluation ev, : HomZp[Géﬂ(Ci,Ul) — U7 est un
isomorphisme sur son image. Ainsi, avec les notations de la section précédente, on a la diagramme
suivant :

X X

0 0.
HOHIZP HG%H (CO, Ul) ! HOHIZP [[G%]] (Cl, Ul) 2 HOHlZp [[G%]] (02, Ul)

eveq \Lg evey i% CVeqy l%’

uf o Ui

On identifie les homomorphismes 9, de la premiére ligne du diagramme précédent avec ceux de
la seconde ligne. A l'aide du lemme nous allons faire le lien entre 9, et 9;.

Lemme 5.39. Soit s un entier naturel, alors,
1. 97 (1 + ugpﬂ)s) =1+ 8f(ugp+1)s) modulo Usp(py1)s-
2. Soit s € N,
X (1+ulPts) =1 — guitPHs 4 (<_3> + )tV (g4 g it @D
p

modulo Unin(a(p+1)s,(p+Ds4p+4) 0% Bs = 3((,55) = s(721))(f — ).

Remarque. On notera que si s > 2, alors 2(p+1)s > (p+ 1)s+p + 4.

Démonstration. 1. Soit s un entier naturel, alors I'image réciproque de 1 —I—ugpﬂ)s par I’homo-
morphisme d’évaluation ev,, est ’homomorphisme eve_ol(l + ugp +1)s) : Cop — U; qui envoie
Aeg sur (14 u§p+1)s)>‘. Ainsi, son image par 9;° est

0
1 : Co U(p+l)s
1
p+1 p+1
1)s\ A, )87 0,
(e1)+ ! veo ( 11 ai-(1+ u N b (14 )S)w>
i=
ainsi, du lemme [5.31] on déduit que
(L +ul™) = 1407w mod (Usgysns)

2. Du point précédent et du lemme on déduit que, modulo Upin(2(pt1)s,(p+1)s+p+4)>

R (L+uf™) = 147w

= sl O () T (s Rl O
p

o By 2= 4((,5) — 5(5))(E — ). ]

Avant de chercher a déterminer des bases adaptées a "homomorphisme 9], nous avons encore
besoin de deux petits résultats techniques.

Lemme 5.40. Soit M = [[yZy, {e;} muni de la topologie produit.

a) Soient o un automorphisme continue de M et B un endomorphisme continue de M, alors
a+ pB est un automorphisme continue de M.

121



b) Soient a;j € Zyp, (¢;) € (p) et ¢ : N* — N une application telle que, pour tout entier n,
i) ¢(n) <mn,
i) #¢1{n} < co.
Posons by = ey et pour tout i € N*, posons
bi = ciegy +€i + Z aj;e;
7>

L’endomorphisme de M qui envoie e; sur b; pour tout i € N est bien défini et est un auto-
morphisme continue. En d’autres termes, la famille (b;);en détermine une base topologique de
M.

Démonstration.

a) La série ( o (pat ﬁ)") a~! converge dans I’anneau des endomorphismes de M et déter-
mine un inverse de a + pg.

b) Notons o : M — M Pendomorphisme continue tel que a(e;) = e;+> i Bij€;- Il est immédiat
que « est un automorphisme. Notons 3 : M — M ’endomorphisme continue qui envoie e; sur
cieg(j)- Comme #¢~Hn} < 0o, on déduit que 'endomorphisme 3 est bien défini. On conclut
en appliquant le point précédent.

O

1

Rappelons que C; = Cy = A, T(E?. Afin de pouvoir distinguer Homzp[[Gé]](ChUl) et
Homzp[G§](02a U1), nous allons introduire les notations suivantes :
Définition 5.41. Pour tout r = 1,p et tout s # —1[p] si r = 1 et s #Z O[p] si r = p, on pose
a) Mr,s = Cm(el) € U1 = HomZp[[Gé]](Clv Ul).
b) Yr,s = Cns(ez) € U1 = HomZp[[G%]] (02, Ul).
Le choix de la lettre grecque 7, sorte d’équivalentﬂ de la lettre h, est pour souligner l’analogie
avec hg, hy1 dans HomZp[[Gﬂ(Cl, (Ez)*/(p)) Plus précisément, on a les identités u; = wvihy et

uf = Phouy L.
Définition 5.42. Pour tout entier naturel n, on pose

(_p)n_l n
L= I dap— (=
A e +p + (=p)

-1

Les éléments A,, vérifient la relation suivante :
-AnJrl = _pAn -1
Encore un petit résultat d’arithmétique.

Lemme 5.43.

a) Quel que soit t € N, il existe un unique entier n > 0 et un unique entier s 2 (—1)""1 [p] tels
que t = A, + sp" et s > (—=1)"HL,

b) Pour tout entier s et tout entier n, on a

L+ @+ DA +sp") = (=1)"+ @+ Ds)p"

2. http://fr.wikipedia.org/wiki/H_(lettre)
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Remarque 5.44. Notons que
Ap=0 e A =-1

et du premier point du lemme précédent, on déduit la partition suivante :

N={seN; s —1[p] } U{.An—l—sp"; sZ (=1)"p et s> (=) etn >0}

Démonstration. Soit t un entier naturel, alors il existe un unique entier r et un unique entier
n > 0tels que (p+ 1)t +1=(r+ (=1)")p", r £ (=1)""[p] et r > (=1)""L. Cette équation
modulo (p + 1) devient 1 = (—=1)"r 4+ 1 [p+ 1], d’ott p + 1 divise r. Soit s le quotient de r par

p+1, alors s=r # (—1)"[p| et

—p)™ — 1
p+t+1=(s(p+ 1)+ (-1)")p" <<= t= % + sp™
D’oit le premier point du lemme. Le second point se vérifie facilement. O
Proposition-Définition 5.45.
1. On pose
[1] =1+ ulP™® ot s % 0, —1p]
I R oun=1cts#(~1)" [p]

2
n— -p n
[1]A,,L+sp" = (1 +ugp+1)(¢4n72+sp 2)) (1 + u§p+1)(¢4n+sp )) oun>2 et s ?_é (_1>n+1 [p]

alors, les €léments [1],, déterminent l’isomorphisme suivant

o = 11 z {0

sZ0[p]
2. Ona
M.s oun=0ets#0,—1[p| et s>0
x 77257177;;711 oun=1etsZ1,—1[p ets>1
01 [aptspn = P ’ N _
Mp.s—1 M,sp oun=1ets=—-1[plets>1
n;inﬂpn oun>1etsz (=1)"" [p] et s > (—1)"*!
3. On pose
[m]s := 07 [1]s ot s #0,—1[p] et s >0
[m]sp := 01 [Usp—1 otts=—1[p] ets>1
a1>< [I]A +sp™ N
spn 1= " oun=1ets#1, -1 et s>1
[1p)4, +5p {alx (1), +spn = [p]

oun>1etsz(—1)"" [p] et s> (—1)""!

Si Uon ajoute les éléments

.0

M, sp ot sZ —1[p]ets>1
Mp,s ot s #0,—1[p] ets>1
Np, Ay +sp ot s=—1[p] et s>1

(5.2)

alors, ils déterminent un isomorphisme entre U = Homzp[[Gé]](Clle) et leur produit

au-dessus de Zy.
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Remarques 5.46.
e On notera que si l'on pose m = uy et np = uf alors, dans la précédente proposition, nous
avons respecté la convention suivante : Pour tout X € {1,m9,n,} et tout s € N,

X]s=1 —|—Xu§p+1)s +... mod UY

Cette notation est sensiblement analogue a celle utilisée dans le théoreme [{.2

e D’apres le corollaire HO(G%,(EQ)O/(p)) = F,(1)g. Comme U; = U1<(E2)0/(p)), on
déduit que H(G3,Uy) = Fp(1)o N Uy = {1}. Chose qu’on peut aussi déduire a partir de la
proposition précédente.

Pour déterminer une base de U{" et une base de U{* adaptées a ’homomorphisme 9;, la différence
essentielle avec le calcul de H*(G1, (E»). /(p)) est que le fait de pouvoir élever a la puissance p

les éléments par exemple (1); avait permis de définir par récurrence la base (1)gp». Maintenant,
pour le calcul de H*(G3,Uy), le fait d’élever les éléments a la puissance p n’est rien d’autre que
la multiplication avec le scalaire p.

D’autre part, le fait que (1 + u1)~! soit définie et que (1 + ul_l) ne 'est pas, implique quelques
subtilités dans les calculs... Relativement a la puissance p, on notera aussi que si X € U est tel
que

X = 14w O 4 TS nod Uy

alors

X = 1 T 4 0w T mod Ul e

Démonstration. 1. En vue d’une application du point b) du lemme m posons, Ey, le sous-
ensemble

{ A, +sp™; s (=1)" " plet s> (—1)"etn>k}
et ¢ : Ko —> FEjy, définie de la maniére suivante :

d(An + sp") = Ap—a + spn 2

Par unicité de lécriture A,, + sp™ (lemme , on déduit que la fonction ¢ est injective.
D’ou, d’apreés le lemme les éléments bs = [1]5 déterminent un isomorphisme entre U{"
et leur produit au-dessus de Z,.

2. Nous allons utiliser le lemme [5.39] et le lemme [A22]
a) Soit s #0,—1 [p],

1)s —
s = (A +uf™) =02 mod Usygpin)s

On note que s = 1 fait partie de ce cas de figure. Ainsi, dans les autres cas, on a s > 1
et dans la congruence 2. du lemme le minimum de 2(p+ 1)s et (p+1)s+p+4 est
(p+1)s+p+4.

b) Supposons que n > 0. Distinguons plusieurs cas :
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i) Sin=1ets#1,—1[p] (s > 0): Notons que A; = —1. D’aprés le second point
du lemme on a modulo Uy i1)(sp—1)+p+1;

O Wspr = O (1uf™VrY)
_ - 1 _
| 4yt 1>+(( sp + )—1)#{*“’“)(5” 1)

- s - 1 sp—
= 14u] p+(p+1)sp + (< 18> (0> _ 1)u117+(p+1)( p—1)

= 14 u§p+(p+1)(s—1))p —(s+ 1)u11)+(p+1)(sp—1) (5.3)

D’autre part, d’aprés le lemme [5.33] on déduit facilement que

(p+(p+1)(s—=1))p _ (s + 1)u€+(p+1)(sp—l)

—s-1
Mps—1 Mp ot sp = L+ g mod Ugpy1)sp

D’on,
81>< [”-AH“SP = 775,571 n;:fAZisp mod U(p+1)sp
ii) Sin=1et s =—1[p] : Remarquons les identités suivantes

_l—sp—l—l_—sp 2 2y _
R = 3225 - (7@ - @)=
(vraie dans IFj). Ainsi, en réutilisant (5.3)) et le lemme on a modulo U4 1)(sp—1)4p+45

O g1 = 1 _|_ugp+(17+1)(5—1)):0 —(s+ 1)u117+(17+1)(817—1)

1 1)s
+(1+ R—sp+1)u1+(p+ o

p
np,s—l 7]173P

Pour la derniére congruence, nous avons encore une fois utilisé le lemme [5.33] sur
Tr,s-

iii) Sin>2, s (=1)""! [p] et s > (—1)""L. Rappelons que

L+ (p+ (A +sp") = ((=1)"+(p+1)s)p"
D’autre part, A, = % = —1+ p [p?]. Ainsi, modulo Ulp+1)(An+spm+p+1)5
9 (14 uP Ay = D Anter®) +<(—An—sp ) )t At

o " 1— .
= 1D +(( pp) )t D A

n 10" n
_ <1+u§—1) +(p+1)s) (1+u€+(p+1)(¢42n+8p2 ))72

— )" (p+)s P
= (1 + u(l e ) np34n+sp" mod U(p+1)(_,4n+5pn+1)

Donc,

A, _obsp™ 2 —p? bsp™ B
O Waptspn = O ((1 +u§”+1)( 2+sp )) (1 +u§p+1)(¢4 +sp ))) = np,in+sp"

125



3. C’est une simple application du point b) du lemme m
O

Définition 5.47. Avec les notations de la proposition-définition on pose [n1]o = evi(Tf1)
dans U;.

Lemme 5.48. L’élément [m]o est un cocycle, dans le sens ow il appartient au noyau de 95 :
UIA — UIA. De plus, ce n’est pas un cobord et on a

[7]1]0 =1- (3] mod UQ

Démonstration. D’aprés la proposition-définition [m1]o est bien un cocycle et vérifie la
congruence donnée dans le lemme. Pour montrer que ce n’est pas un cobord, il suffit de voir
qu’en l'ajoutant a l'image de la base de UlF qu’on a construit dans la proposition-définition
précédente, on a encore une famille topologiquement libre. O

Afin de pouvoir calculer H'(G3,Uy), il nous faut encore comprendre les images par 95 des
éléments (5.2). Comme pour le premier homomorphisme, on déduit du lemme une relation
entre 95 et 0.

Lemme 5.49. Soient r = 1,p et s € N, alors
05 (M pr1ys) = 1+ 05 (0, (p+1)s)  m0d Us(rg(p1)s)

. L _ 1 1 . 1
Notons les identités suivantes : u1 = v1hy, uf = v} hov, Lot u7f+ = v{’+ vy L D’ow l'on déduit
que, dans (EQ)()/(p), on a

1+(p+1)s 1+(p+1)s —s
Uy = hivqy

p+(p+1)s p+(p+1)s —s5—1
Uy = hovs

L’inclusion U; C (Ez)*/(p) induit une inclusion de U{* dans (Eg)*F/(p> ® (Fpul™ @ FpuP1).

Lemme 5.50.
1. Soit s > 0. Modulo Upy (p41)(s+1)s

1)s 5+1 1 1)(s 1
(M) = 1-— u11)+(p+ )sp TulJr(p+ Y(sp+1)

2. Soit s > 0. Modulo Ul (pt1)(s+2)

1 s —s—1 .
05 (1p,s) = 1+¥u}+(p”>< +1>+;(< Sp >+3+3)u;17+(p+1>< +1)

3. Soit s > 0. Modulo Uy (,41)

sps
05 (1psp—2) = (L4 uf TEFVETI) (14 (s — 1y T
4. Soient n > 1, s # (—=1)" [p] et s > (=1)"1. Modulo Uy (p11) (A +spm+1)

1 1)(A, " 1 1)(Ap 41
OF iy Auspr 1) = TufFDATTR) D (A op )

5. Soit s > 1. Modulo Uy (pi1)(sp2—p+1)>

3 pt(p+1)(sp>— 1 i (p+1)(sp?—p+1
3;(77p,sp2—p—1)51—§ul1) (p+1)(sp p)_§u1 (p+1)(sp*—p+1)
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Démonstration. Nous allons utiliser la proposition et le lemme précédent,
1. Comme s >0, 2(1 + (p+1)sp) > 1+ (p+ 1)(sp + 1). Ainsi, modulo Uy (p41)(spt1)5

* 1 1)s
82X (m.sp) = 1+05(uy I p)
= 1+, ) P95 (hyvy °7)
Cep 1 Cep
—— vzla+(p+1)spgov2 sp—1 3; Ui+(p+1)(sp+1)glvz sp—1

: 1
T 8; DD

2. Comme 2(p+ (p+1)s) > p+2+ (p+1)(s + 1), on déduit que modulo Uy (p41)(s+2)

05 (Mps) = 1+ 05( p+(p+1)s)
1+ p+(P+1)sa*( Sy

s+ 1 s e s [—s— s e
I . )Uf+p+(p+1) o0 1+2(( ) >+S+3) PO () 2

1 . —s—1 \
_ 1+S(57;)u§+p+(p+1) +;(< Sp >+8+3) p(p+1)(s41)

3. On applique tout simplement le point précédent, ainsi modulo Uy (pq1)sps

sp— —sp + 1 sp—
05 (N sp—2) = 1+u%+(p+1)( p—1) _(( 1; )+1)u[1J+(p+1)( p—1)

= 1 EPHEEEIP (o gy p DD

4. D’aprés le lemme et avec les hypothéses de la proposition, on déduit que A, +tp™*—1 >
2. De plus, comme n > 1, A, +tp" —1 = tp"+ (—p)" L +...— p? +p—2 peut s’écrire sous la
forme suivante : kp®>+p—2, ainsi, d’apreés le corollaire on a modulo Uy, (p11)(An+spn+1)>

1)(An -1) —kp?—
8;(771),An+sp"—1) = 1+82( p+(p+1)(An+sp™ h v, D p+1)

= 14u 1+(p+1)(An+sp )+ 1+(p+1)(An+sp +1)

5. Commengons par remarquer que si ¢ est un entier naturel alors,

20+ (p+ ) >p+@+1(E+2) <= @E+D{E-2)>-p

Soit s > 1, alors sp> —p+1>p—+1>2 doi
OF (Mpsprp1) = 1+05(PHOENEPP70 g g™
3 w1 2
= 1_ 7u€7+(p+1)( P —p) 7u1+(p+1)( p°—p+1
2 2
O

Nous pouvons maintenant modifier la famille d’éléments (5.2), en une famille adaptée a
’homomorphisme 9.

Proposition-Définition 5.51. Avec les notations de la définition[5.41], de la définition[5.7 et
de la proposition-définition [5.77,

1. Posons
[nl]sp = M,sp ou s ;7é -1 [p] et s > 1
[np]s = Tp,s 07:&37%0,71,72[]9} 6t821
[ A o1 3= Thp A 591 oin=1,2 et s % (~1)"* [ et 5 > (1)1
»’ ) n+1 n+1
[7717] Ap+spr—1 = Tlp, A, +spn—1 77p Ay _otspr—2—1 oun>2ets# (‘1) [p] et s > (_1)
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Alors, les éléments [ml]s pour s € N et s # —1 [p] et [npls pour s € N et s # 0 [p]
déterminent l’isomorphisme suivant :

I z{mlse [I z s}

sZ£—1[p| sZ0 [p]
2. On a
s+1)/2 N
95 msp ’Yl s gpil)/ ot sZ —1[p| et s>1
05 Mpls E'yf(;ill)m ot sZ£0,—1,-2[p] et s >1
’Yp,517p,sp1 oun=1etsZ1l[plets>1
05 Mpl iy +spr—1 = AP o1 VL Agtsp+1 oun=2ets#—1[p] ets>-1
M, Ap+spr+1 otn>2etsz(—1)"T [p] et s> (—1)""!
“3p/2  —1 .
05 Inp) v = 12" s ous=—1[p] et s>1
3. On pose
['YI]S;D—H = 82>< [771]811 ot s # —1 [p]
V1]spt1 = 0 (M) Ay +sp ous=-1
[’71] = aZX [np]s 1 ous#1,0,—1 [p]
[Yplsp—1 = 95 (] Ay +sp—1 ot s Z 1 [p]
[VI]AnJrSP"Jrl 82X [np]A,Hrsz)"fl oun>2ets# (_1)n+1 [p]

Ces ¢léments forment une famille libre de U = Homy 1617(C2, Uh).

Démonstration. 1. Pour montrer que les éléments [1]4,1spn—1 00 n > 2 et s # (—1)"[p]
sont linéairement indépendants, on utilise le point b) du lemme avec 'application
A(Ap + sp" — 1) = Ap_o + sp" 2 — 1 qui est injective d’aprés le lemme Ainsi, on
déduit le premier point de la proposition.

2. Nous allons utiliser dans 'ordre les congruences du lemme [5.50

a) Soit s # —1p],

_ 1+(p+1 s+1 1vpr)prn)) — —p
05 mgs) = (L= (1= 2 ) < i

b) Soit s #0,—1,—2[p] :

. s(s+1) 1 1)(s+1 s(s+1)/2
Bms) = (L =5 —ug TV = 41

c) Notons que
{An+sp" = L s £ (-1)", s > (1), n > 0} = {t = —2[p]}

Distinguons plusieurs cas :
i) Soit s # 1[p], alors

O mlastspt = O5lmplepo = (L uf TPV (L (s = 1uf TV
ii) Soient n > 2 et s # (—1)"*! [p], alors

1+(P+1)(An+sp")) ( 1+(p+1)(An+sp7L+1))

82X(np,An+5p"—l) = (1+ 1+u
(1+u§ )"+(p+1)s)p (1+u! 1+(p+1)(An+sp™ +1))

2k

{’Y{),s M1, Ao +sp2k+1 ou s 7_é -1 [p}

Dk+1
Vp,s—1 V1, Az q1+sp2htl4l ou s 3—'& 1 [p]

D’oi, les congruences pour les cas n = 2 et n > 2.
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d) Soit s = —1[p], alors A; + sp = tp? — p — 1 pour un certain entier p. Ainsi,
—3p/2 _—1/2

0 [np) as+sp = 03 [Mplep2—p—1 Vi,ep—1 V14p2—pa1
3. Rappelons que A,, = (_5)# = —1[p] pour tout n > 0. Notons que les ensembles

{sp+1: >0}, {s: s£1,0,—1[p]}, {sp—1: sZ£1[p]}

et {An, +sp"+1: 5% (=1)""[p] et n >2}
sont disjoints. Ainsi, une derniére application des lemmes et permet de déduire
que les éléments [y1]« et [yp)«, définis dans la proposition-définition, sont linéairement

indépendants.
O

Nous pouvons maintenant déterminer le groupe de cohomologie H*(G3, Uy).

Démonstration du théoréme[5.21. D’aprés les propositions-définitions et et le lemme
[5.48] on a le diagramme suivant :

ke of
HomZPHG%H (C(], Ul) ! HOIHZP[[G%H (Cl, Ul) 2 HOIIIZP[[G%]] (02, Ul)
evey | & eve, | = €Veq |
5 ax
Uf’ - U : U
B Zp {Imlo}
® ez 13y Zp {Imls}
Hsgéo[p] Zp{[1]s} I1 Zp {Im]s} ®
sZ—1[p] et s#0
® Hs;—go[p} Zp {[pls}

Hs;éO[p] Zp {[mp)s}

et

oun=0etsZ0,—1[pl et s>0
oun=1lets#1,—1[plets>1
oin=1lets=—-1[plets>1
otn>1lets#(=1)"" [p]et s> (—1)"!

Mpl Ap+sp™
32X [mlo =
a2>< [nl]sp = [’Yl]sp+1
05 [np]A1+sp = [’Yl]sp+1
aQX 77p]s = 1ls4+1

['Yp]fh +sp

Oz ol achn 1 = { (1l +spr 41

oulsZ—1[plets>1
ouns=1[plets>1
ous#0,—-1,-2[plets>1

oin=1letsZ1l[plets>1
ottn>2ets# (—1)"" [p] et s > (—1)"*
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D’ou le théoréme.
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ANNEXE A

A.1 Interpolation de la fonction puissance

Dans le chapitre III, le paragraphe (1.1.6) La fonction puissance de [Laz65|, M. Lazard définit
'expression (z — 1) pour un entier p-adique A et 2 un élément d'une Z,-algeébre qui en tant que
Zp-module est complet et dont les puissances (z — 1) tendent vers zéro. Précisons :

Dans 'anneau Q[[t]], des séries formelles en ¢ et a coefficients rationnels, on a

SIS RV o L1 __n
1—t dtr 11—t (1 —t)nt!
D’ou
1-t)"" = (Q+t+t*+.. )"
_ 1 dn— Z 1 dn— 1 k
 (n—1)ldtn— 11 L~ (n—1)!dtr- a1
. k(k—1).. (1_n+2)k S < kl)tknJrl
E>n—1 (n—1)! kSme1 NV
k+n-—1\ , kE+n—1\ ,
S e=x ()
k>0 k>0

= (e

En fait, comme 1+¢+12+ ... est un inversible dans Z[[t]]. On déduit que dans Z[[t]], pour tout
entier relatif n, on a la formule du Binéme :

- =3 (1) ot (A1)

Proposition A.1. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A tels que A soit complet
pour la filtration I-adique. Soit x un élément de anneau A tel que x — 1 appartient a l'idéal
1. Alors x est une unité et la fonction puissance associée admet un développement en série de
Taylor, i.e : quel que soit l’entier relatif n, on a :

=Y (Z) (z — 1)

k>0

Démonstration. Par hypothése, 'homomorphisme ¢ : Z[[t]] — A qui envoie ¢ sur 1 — x est bien
définie et est continue. Ainsi, de I'identité (A.1]), on déduit que = = ¢(1 — t) est une unité et

o=l -0 o (1) -0 =3 () - 1

k>0 k>0
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Dans cette thése, on utilisera essentiellement le résultat précédent dans 'anneau (Es)g, qui
est complet pour la filtration (u;)-adique. Quel que soit = dans (Es)., la suite des puissances
(zu1)*
k et admet un développement en série de Taylor :

(L+au)" =Y (Z) (zup)*

k>0

converge vers zéro et donc I'expression (1 + zu;)* est bien définie pour tout entier relatif

Corollaire A.2. Soient n un entier relatif et m un entier naturel, vus comme des entiers p-
adiques. On se donnen =Y, n;p' et m =, m;p* ou 0 < n;,m; <p—1. Alors

() -11(z) =

>0

En particulier, quel que soit 0 < m < p—1, le coefficient binomial (T’;) modulo (p) ne dépend
que de n modulo (p). Plus généralement,

/
VkEN Vn,n' €N VO<m <pf—1: nznf[p’ﬂ:»<n>z<n> )

m m

Démonstration. D’aprés la proposition, dans Fy[[z]], on a Y (1)2" = (1+2)" = [](1 + P )i,
En comparant les coefficients des séries formelles, on déduit les congruences du corollaire. O

X
p )
envoie A sur t* est un isomorphe (si p = 2, U; = 1 4 4Zy). Considérons I’homomorphisme de

pro-p-groupes continue

Soit ¢ un générateur du groupe U; = 1 + pZ, C Z), alors 'homomorphisme Z, — U; qui

p: Ly —= ZLp[Un]

tel que pour tout entier p-adique X, p(\) = t*. Du théoréme de Mahler ([Laz65|, 111.1.2.4)
appliqué a la fonction p, nous allons déduire la proposition suivante.

Proposition A.3 (Interpolation de la puissance p-adique). Soit t un générateur de Z, vu comme
pro-p-groupe. Quel que soit le nombre p-adique X, on a dans Zy[U]

= r;) (;\L) (t—e)"

Remarques.
e On déduit plus généralement que, quel que soit g dans un pro-p-groupe G, dans Z,[G], on

a f—%@)@—@”

Pour ce faire il suffit de considérer 'application continue : Z,[U1] — Z,[G], qui envoie ¢
sur g.

e Cette formule d’interpolation est utile dans la preuve de la proposition pour I'égalité
(2.6]) et dans la preuve du lemme

Démonstration. D’aprés le théoréme de Mahler ([Laz65|, 111.1.2.4) appliqué a la fonction p, quel

que soit le nombre p-adique A,
A
th = A"p(0
> <n> p(0)

neN
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Calculons la différence d’ordre n de p a lorigine :

A%(0) = (T~ 1d)"p(0)
- —i [T\ i
= Y (7) e
=0
- —i (T 4
= Z(_U" (Z)t
=0
= (t—e)
ou T est opérateur de translation sur les fonctions Tf(A) = f(A + 1). O

A.2 Algébres des pro-p-groupes et le lemme de Nakayama

Commencons par citer textuellement deux théorémes de [Laz65| :

Théoréme A.4 ([Laz63], 11.2.1.6). Soient G un p-groupe fini, et A = Z,[G] son algébre a coef-
ficients entiers p-adiques. Notons I 1'idéal d’augmentation de A, et R = I + (p) l’idéal engendré
par I et p. Alors A est un anneau local, dont le radical est R. La topologie R-adique de A et sa
topologie de Z,-module libre de rang fini coincident. L’anneau local A est compact.

Théoréme A.5 ([Laz65|, 11.2.2.2). Soit G un pro-p-groupe. Son algébre complétée Z,[G] est
un anneau local et une Zy-algébre topologique compacte. Les idéaux ouverts de Zpy[G] constituent
un systéme fondamentale de voisinage de zéro. St R désigne le radical de Jacobson de Zy[G], la
topologie R-adique est plus fine que la topologie de Zy[G], ce qui signifie que tout voisinage de
zéro contient R™ a partir d’une certaine valeur de n € N. Si G est de type fini la topologie de
Zp|G] est sa topologie R-adique. Enfin il existe une injection canonique de Z,|G] sur une sous-
algebre dense de Z,[G] (ce qui justifie le nom d’algébre de groupe complétée), et la restriction de
cette injection a G est un homéomorphisme de G sur son image.

Remarque. Réciproquement, d’apreés la proposition 7.5.3 de [Wil98], si R est un anneau commu-
tatif profini et G un groupe profini tels que R[G] est un anneau local profini, alors R et G sont
pro-p pour un certain premier p.

Avant de passer 4 une premiére application. Nous allons donner une version profini du lemme
de Nakayama.

Théoréme A.6 (Lemme de Nakayama [BHIT7|). Soient A un anneau profini et I un idéal
gauche de A tels que I — 0. Soit M un A-module profini, alors IM = M impliqgue M = 0.

Remarque. Se théoréme s’applique en particulier aux pro-p-groupes abéliens avec comme anneau
de base 'anneau des entiers p-adiques et I I’idéal engendré par p.

Démonstration. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans M, comme M est profini, on peut choisir
U tel que U soit un sous-A-module. Soit x € M, alors par continuité du produit dans M et par
hypothése sur 'idéal I, il existe U, C M voisinage ouvert de z et n >> 0 un entier naturel tel
que

I"x Uy :={av;acl"etvelU, } CU

Les U, forment un recouvrement du compact M, ainsi on peut en extraire un recouvrement
finie : Uy,...,Up. D’autre part, comme IM = M, on a I"M = M pour tout entier n. Soit n

assez grand tel que I x U; C U pour i = 1,...,n. Maintenant comme U est un sous-A-module,
on déduit que M = I"M C U. Donc le seul voisinage ouvert de 0 dans l’espace topologique
séparé M est M lui-méme. C’est-a-dire M = {0}. O
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Comme pour le lemme de Nakayama classique, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire A.7. Soient A un anneau profini et I un idéal ¢ gauche de A tels que I™ — 0. Soit
M un A-module profini tel que M/rps est un A/p-module de type fini, alors M est de type fini.

Démonstration. Soient x1, ...,y les relevés dans M d’une famille génératrice de M /f ). Notons
N le sous-A-module engendré par les x1,...,2,. En particulier N est profini. D’autre part,
I(M/N) = (IM+ N)/n et par construction la composée N — M — M /s est surjective. Donc
N+1IM =M et I(M/N) = M/pn. Donc d’apreés le théoréeme M /5 = {0} et M = N. O

Donnons un cas particulier du théoréme précédent.

Corollaire A.8 (lemme de Nakayama). Soient G un pro-p-groupe de type fini et M un Zy[G]-

module profini. Si TorOZ”[[GH (Fp,M)=TF, ® M est trivial alors M est trivial.
Zp[G]

Remarque. Les prop-p-groupes considérés ici sont tous de type fini.

Démonstration. Soit R le radical de Jacobson de Z,[G]. D’apreés le théoréme I'idéal R est
égal au noyau de la projection Z,[G] — F, et R™ — 0. Par hypothése, Torgp 1] (Fp, M) = M/pM
est trivial, ainsi d’aprés le théoréme précédent, le module M est trivial. O

Corollaire A.9 (JGHMRO5|, lemme 4.3). Soit G une pro-p-groupe de type fini et f: M — N
un homomorphisme de Z,[G]-modules profinis.
a) Si

F, ® f:F, ® M—F, ® N
Zp[G] Zp[G] Zp[G]

est surjectif alors f est surjectif.
b) Si
Tory(Fy, f) : Tor2? N (E,, ) = Tor? 9 (R, V)

est un isomorphisme pour ¢ = 0 et est surjectif pour ¢ = 1, alors f est un isomorphisme.

Démonstration. a) Supposons que F, ® f est surjectif. Soit K le conoyau de f, alors par
P
hypothése F,, ® K est trivial et donc d’aprés le lemme de Nakayama, on a que K est trivial
Zy[G]
c’est-a-dire f est surjectif.
b) Supposons que Tor,(F,, f) est un isomorphisme lorsque ¢ = 0 et est surjectif lorsque ¢ = 1.
Alors, d’apreés le point précédent, f est surjectif. Posons K le noyau de cet homomorphisme.
On a la suite exacte longue suivante :

Tory (F,, M) —s Tor; (Fp, N) —%= Tory(F,, K) —> Toro(F,, M) — Tory(F,, N) — 0

Donc Torg(F,, K) = 0 et, d’aprés le lemme de Nakayama, ’homomorphisme f est injectif.
O

Corollaire A.10. Soit G une pro-p-groupe de type fini et M un Z,[G]-module complet.
a) StF, ® M est de type fini, alors M l'est aussi.
G

P

b) Si M est de type fini et est projectif, alors M est libre.

Démonstration. a) 1l suffit d’appliquer le corollaire précédent & un homomorphisme
[ Zy[G]" —= M tel que Tory(F), f) soit surjectif.
b) voir corollaire 7.5.4 dans [Wil9§]. O
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Remarque. Etant donnée que F, ® Z,=T), les trois résultats précédents restent vrais lorsqu’on
Zy[G]
remplace ), par Z,.

A.3 Homologie et sous-groupes

Soit G un pro-p-groupe, on note (IG) 'idéal d’augmentation :
0 (IG) Zp|G] —=Z, —0

Rappelons que 'homomorphisme
Hy(G,Zy) = Gflq,G] — Ho(G, (IG)) = (IG) /(1G)?

qui envoie g sur g — 1, est un isomorphisme (lemme 6.8.6 [RZ10]). En particulier, on aE| la
propriété suivante :
vAaeZ, ¢ —1=Xg—1) mod(IG)>? (A.2)

Le résultat suivant est une adaptation du théoréme 6.3 du chapitre VI Cohomology of Groups
dans [HS97| au cas des groupes profinis.

Proposition A.11. Soient G un groupe profini et K un sous-groupe ouvert distingué de G. On
suppose que K est un pro-p-groupe. On pose H le groupe fini G/i . Alors, on a la suite exacte
courte de Zy[H]-modules suivant :

0—— Hi(K,Z,) —= Hy(K, (IG)) (IH) 0 (A.3)

kr—————Fk—1

g—1l———g—1

ot g est la classe de g dans le groupe quotient H et on a identifié Hi(K,Z,) avec l’abélianisé

K/[K K]

)

Démonstration. D’apres le corollaire 5.7.2 de [RZ10], Z,[G] est un Z,[H]-module libre au-dessus
de H=G/[ et
Ho(K, Zp|G]) = Zp ® Zp[G] = Zy[H].
Zp[K]

Donc, la suite exacte courte (IG) — Zy[G] — Z, induit en homologie la suite exacte de Z,[H]-

modules
,(IG)) Zp[H]
\ /
(IH)

On en déduit une suite exacte courte semblable & celle de la proposition. Il nous reste & montrer
qu’on peut remplacer la différentielle O par le morphisme annoncé dans la proposition.
Notons qu’on a le diagramme suivant :

0 — H\ (K, Z,)—2> Ho(K < > 7, 0

0 (IK) Z,[K] — Z, —>0
T
0 (IG) Z,[G] —=Z, —=0

1. On peut aussi déduire cette propriété de la formule d’interpolation de la puissance (proposition .
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Ainsi, par naturalité de I’homologie, on a

Hy(K, Zp) 2= Ho(K, (IK)) — Ho(K, Zy[K]) — Ho(K, Zy)

)

Hi(K, Z,)—2> Hy(K, (IG)) Z,(H] Zy

D’oi, en considérant le carré de gauche du diagramme précédent, on déduit la suite exacte courte
suivante

0—— H(K,Z,) = Hy(K, (IK)) —=> Ho(K, (IG)) — (IH) —0

ou le premier homomorphisme envoie la classe d’un élément k de Hy(K,Zp) = K /[K, K] sur la

classe de k — 1. Notons cet homomorphisme ¢. Vérifions qu’avec l'action par conjugaison sur
H/(K,Zy,), le morphisme ¢ est Zy[H]-linéaire. Soient g € G et k € K alors, dans Ho (K, (IG)),

d(g(k—1) —gp(k—1) = glk—1)g ' —glk—1) = glk—1)g " glg™" = 1) = 0
(TK) (1G)

C’est-a-dire ¢ est bien Z,[H]-linéaire. O

Lemme A.12. Soit K un sous-groupe ouvert de G, on note H le groupe fini G /g. Soit (by,...,by) €
G™ wune famille de représentants des éléments du groupe quotient H telle que by = e.

a) L’homomorphisme

ﬂ“Zp[[K]]@m Zp[G]

(:Ul, . ,xm) 1 + Z:ZQ l‘z(bl — 6)

est un isomorphisme de Z,[K]-modules.

b) L’homomorphisme précédent induit l'isomorphisme de Zy[K]-modules suivant

(IK)(IG) = (IK)? & @ (IK)(b; — e)

De plus, si K est distingué dans G, alors (IK)(IG) est un idéal bilatére de algébre Zy[G].

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif de Z,[K]-modules :

0——= (1K) © Z,[K]*™ ! ——=Z,[K]®™ — 17, 0
i oo
0 (IG) ¢ Z,[G] ———— 7, 0

ol les homomorphismes sont définis comme suit :
/
(1, ... xm) = €(x1)

Y(r1,. . 2m) = w1+ Zfﬂi(bi —e)
i—2
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Le groupe K est un sous-groupe ouvert du groupe profini G, ainsi (corollaire 5.7.2 |[RZ10]) Z,[G]
est Zp[K]-module libre au-dessus de (bi,...,b,). Donc, il existe une unique homomorphisme
Zy[K-linéaire ¢ : Zy[G] — Z,[K]®™ tel que pour tout 1 <i < m,

) (e,0,...,0) sii=1
obi) = (e,0,...,0,e,0,...,0)  sinon

Aprés une simple vérification, on voit que ¢ est U'inverse de 1. D’aprés le lemme des 5, la
restriction de ¥ au noyau de € est aussi un isomorphisme Z,[K]-linéaire sur le noyau de e,
I'idéal d’augmentation de GG. Ainsi, on déduit les isomorphismes annoncés dans le lemme.

Supposons que K est distingué dans G. Soient g € G, P € (IK) et Q € (IG), comme K est
distingué dans G, gPQ = (g9Pg~!)gQ appartient (IK)(IG). D’ott, 'on déduit que (IK)(IG) est
un idéal bilatére de I'algebre Zy[G]. O

Passons maintenant a l’extension des scalaires entre groupes profinis.

Définition A.13. Soit F' un sous-groupe d’un groupe profini G. Soit M un Z,[F]-module, on
définit 'extension des scalaires de M a Zp[G] comme étant le module

M1 = 2,[G] & M
Zp[F]

muni de la structure de Z,[G]-module & gauche induite par I'action a gauche sur Z,[G].

Proposition A.14 (Cf. proposition 5.5.3 [RZ10]). Soit A une algébre profini, soient M un A-
module profini a droite et N un A-module profini & gauche. St M ou N est de type fini, alors le
produit tensoriel complété M@ s N est isomorphe au produit tensoriel M @4 N.

Dans ce contexte, nous avons le lemme de Shapiro : Pour tout Z,[G]-module N,
Homzp[[G]}(Mquy N) = Homg, [p)(M, N)

Lemme A.15. Soient S un pro-p-groupe, T sous-groupe ouvert de S et F' un groupe fini agissant
sur S et par restriction sur T'. Posons G =S x F. Soit M un Zy[F]-module de type fini, alors,
on a un isomorphisme de Zy[S/T]|-modules

Ho(T. MAF) = Z,[S/r] © M
Démonstration. 11 suffit de revenir a la définition de I’extension des scalaires et d’utiliser la pro-
position 5.8.1 de [RZ10], pour remarquer la suite d’isomorphismes de Z,[T"/g]-modules suivante
Ho(T, M15) = Z,® (Z,[G] & M)
7, (2,[51@ M)
ZylS/Tl ® M

Vg

1%

1%

O

Lemme A.16. Avec les notations du premier chapitre, en particulier la définition le
1
Zp[S3]-module Al_pT(fi2 est libre de rang 2.

Démonstration. On applique encore une fois la proposition 5.8.1 de [RZ10], pour obtenir :

Al*pT% = Zp[[Géﬂ % Alfp = ZP[[S21]] ® Alfp = Zp[[szl]]@Q
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Avant de terminer cette section du I’homologie, donnons encore une résolution projective,
bien connue, du groupe Z, lui-méme.

Lemme A.17. Soit p un nombre premier impair, posons Uy = 1+pZy, = Zy,. Soit t un générateur
topologique de Uy. La suite

0——Z,[Uh] = Z,[U1] <~ Z, —0

est exacte et définie une résolution libre de Z, au-dessus de Uy .

Démonstration. L’augmentation e est clairement surjective. L’idéal d’augmentation (IU7) est
engendré par t — e (lemme 6.3.2 [RZ10]), d’ou 'exactitude au centre de la suite. Il nous reste
a montrer que la multiplication par ¢t — e est injective. Pour ce faire, on utilise I'exactitude du
foncteur limite inverse sur la catégorie des groupes profinis (proposition 2.2.4 [RZ10]). Notons
qu’on a le diagramme suivant

n+1_1

0—(1+... 47" Y2z, — 7t/ —1) — Z,[t]/(t?

[ | |

0 (Lt + ") 2 2, T[] (0" — 1) — e 21" — 1) 2, —>0

—1)“>7,—>0

En passant & la limite inverse, on déduit que

o P, P _
ker(t—l)—@(...—)Zp—)Zp—)...)—O

A.4 Cohomologie des groupes profinis

Théoréme A.18 (Suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre, 6.8.2 [Wei94]). Soient G un
groupe fini, H un sous-groupe distingué et M un G-module. On a deuz suites spectrales dans le
premier quadrant :

Ez,q = H,(G/H, Hy(H,M)) = Hpy (G, M)
Eé”q = H?(G/H, HY(H,M)) = Hp+q(G7M)

Les homomorphismes de bords H.(G, M) — H.(G/H,Myg) et H.(H,M) — H,(G,M) de la
premiére suite spectrale sont induit par les homomorphismes de coinflation et de corestriction.
Les homomorphismes de bords H*(G/H, M") — H*(G, A) et H*(G,A) — H*(H, A)¢/" dans
la second suite spectrale sont induit par les homomorphismes d’inflation et de restriction.

Remarque. Pour mémoire, la différentielle d, , (resp. d?) de la page E" (resp. E,) va de By,
dans B} .. 4 (resp. de EP'? dans Ef”’q_rﬂ).

Au passage, la démonstration donnée dans [RZ10] ne s’applique a priori qu’aux modules discrets.
Mais, en utilisant le développement fait dans le chapitre 9 Cohomology of profinite groups de

[Wil98], on voit que 1'on peut adapter la preuve au cas des G-modules (topologiques).

Corollaire A.19 (five-term exact sequence 6.8.3 [Wei94]). Les suites exactes de petits degrés
dans la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre sont :

i) Ha(G, M) 2" Hy(G/H,My) —*> H\(H,M)gu —=> H\ (G, M) <> H,(G/H, M) —>0
i) 0—= HY(G/H,M") 2 HY(G, M) S H'(H,M)¢/H —4s g2(G/H,M") 25 g2(G, M)
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Si I’on veut utiliser la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre pour le calcul de H'(G, M),
on voit qu'il faut déterminer H°(G/H, H'(H,M)). Une premiére question qui se pose est de
déterminer la structure de G/g-module de H'(H, M). Nous allons uniquement considérer un
cas particulier.

Lemme A.20. Soient M un G-module et H un sous-groupe distingué fermé du groupe profini
G. Si H agit trivialement sur M, alors H'(H, M) = Hom(H, M) et l’action de G/H sur M est

définie comme suit :

(9:0)(h) = go(9™ " hg)
Comme conséquence immeédiate, on a le lemme suivant.

Lemme A.21. Soient p un nombre premier et n un entier naturel. On note pyn_1 le groupe des
unités du corps fini Fpn et Gal le groupe de Galois de ce dernier corps vu comme extension de
Fp,. On munit F;n d’une structure de Zy[pyn—1 x Gal]-module en laissant agir pyn_1 trivialement
et le groupe de Galois Gal par son action naturelle. Alors

H (ppn—1, Fpn) 2 Zfpn — 1)
est muni d’une action triviale du groupe de Galois Gal.

Remarque. On peut méme dire plus. Comme p,n_1 admet une résolution projective cyclique
d’ordre 2, on déduit que tous les groupes de cohomologie H* (upn,l,F;n) sont isomorphe soit
au groupe de cohomologie en degré 0, soit au groupe de cohomologie en degré 1. De plus, les
isomorphismes sont Z,|Gall-linéaires.

Lemme A.22. Soient G un pro-p-groupe et M un G-module fini d’ordre premier a p, alors, quel
que soit n >0, H"(G, M) = 0.

Démonstration. D’aprés le corollaire 6.5.6 de [RZ10], H"(G, M) = limH"(G /U, MY) ou U par-
F

cours I’ensemble des sous-groupes distingués ouverts de G. On en déduit qu’on peut se restreindre

au cas ol G est un p-groupe fini. Dans ce cas, on a la diagramme bien connu suivant

resG
HY (G, M) —=* H"(1,M) =0

= COI‘IG
(G,1]

H™(G, M)

Le fait que ’homomorphisme trivial soit un isomorphisme implique la trivialité des groupes de
cohomologie. O

Lemme A.23. Soient G un groupe profini, M un pro-p-groupe muni d’une structure de G-
module. Soit A un groupe abélien fini d’ordre premier a p. Alors,

Hom(A,H"(G,M)) =0
Démonstration. Soient f : A — H"(G, M) un homomorphisme et z un élément de A. On a

|A|f(x) = f(JA|x) = 0, or la multiplication avec |A| induit un automorphisme de H"(G, M).
D'ou f(x) = 0. O
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Formulaire

Chapitre 1. Anneau de Lubin-Tate et le groupe stabilisateur de Morava.

Ty loi de groupe formel de Honda : [p]r, (z) = 27"

W = W(F,2) anneau de Witt de corps résiduel 2.

W € pye_g C WX générateur du groupe cyclique pry2_1.
o € Gal(F,2,FF,) automorphisme de Frobenius.

Oy = W(S) /(82 — p, {Sz — 27 S}aew)-

Oq = End]Fp2 (F2), S+ aP et w € py2_y = Wz,

(E2)s = W([ua]][u™].

G2 déformation universelle : [p]g, (x) = pr + uiz? + P’
G2 G2

Sz = Autg , (I'2).

g« = to(g)u, pour tout g € Se.

gewr = (p = P")ty (9)t1(9) + " (9)ua, pour tout g € Sy,
Sy = ker(Sy — OF /(S) = IF;Q).

det : GQ = SQ X Gal(Fp2;Fp) — ZF

5, (z,0") = det(.x).

N:Gy S 28 — Tyl | 27,

G} = ker(N) et S3 =GN Ss.

Go = G x Z,.

Gy =Sy xF, F=pe i xGal(FyeF).

F;S3 = {2 € S|z =1mod(S*) } pour tout i € "

F. o sinon

ker(tr) = {z € F2; 2 = —x si i€ N
gr; 93 :{ t P ' ‘
P

A; 2 Wul le Zp|Fl-module : wyax = w'a et o = 2°.

trp : Hom(M,N) - HomZp[F](MvN)a tI‘F((ZS)(.T) = ﬁ deF 9*_1¢(9*37)

D
€4 = % € WX, €] = +eq.
z+x? z—x?

A, p: W — Zy, formes linéaires : A\(z) = or et p(z) = Tz’

x = ANx)eq + p(z)e— pour tout x € W.
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v = uulTP et vy = ul=P ¢léments de (Ey)E. page

(B} = Z,[ fon, o8] /oot — . page
1 2 1
Homg, (p(A1—p, (E2)x) = (E2)f @ (Zpu' P & ZyuP™') C (Ea).. page [26]

Chapitre 2. Résolution projective : n =2 et p > 3.

1
Co=C3=Zp1% et Oy =Ch=A_p1or. page
83 82 81 € ” . . . 1
0 Cs Oy C Co Ly 0, résolution projective du Z,[G3]-module
trivial Zp.
Co = Z,[S3] en tant que Z,[S3]-module. page
No = ker(9r) = (I8}) = ker(Z,[S3] = Zp). page
52

((ei)4,(€;)—) la base (1 ® 4,1 ®e_) de C; en tant que Z,[S5]-module, ot i = 1,2.  page
e; = 1® 1 base de C; en tant que Z,[Si]-module, ot i = 0, 3.

ap=1+¢;S € PGy = Gi. page
bo=1+¢_S € PGy = Gi.

a; =w ltapw et b =w thyw.

Xi= A Piey) et p = p(wPey). page
Ai =A== Aippry2 et i = Hoipr1y2 = —H—i

v= A 0 APy ) (@ — 1) + p(w e ) (b — 1). page
w = Ly 0 M) (a — 1) + (P ) (b — 1),

oi(e1)+ =v et Oi(e1)- =w. page
N(@)=14g+...+g" ! € Z,[Ss] pour tout g € Ss. page
dy : A1_, — C1 homomorphisme Z,-linéaire tel que page

da(et) = N(ao)(er)+ + g (bo — 1)(w(er)+ —vler)-) + g (co — 1)(en)-
+p(w(er)+ —v(er)—) modulo (IJ+ JI)Ci.

Do) = Nbo)(en)— + gt (a0 — Dawfer)s — v(er) ) + gl (co — (er)
—p(w(er)y+ —v(er)—) modulo (IJ+ JI)Ci.

1
o : Cy — Cy automorphisme Z,[G}]-linéaire tel que TorOZp HSQH(Z;D, a) =1Idp,_,. page

Gl
Oy = trF(dg)TF2 .
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A= ﬁ S o AMwI e ) (a7t — 1) + p(w PPy ) (b 1), page

O3(e3) = éA(eQ)_A'_ + 46 o (W Aw — wAw™1)(e2)_. page

Chapitre 3. Sur l'action du groupe stabilisateur de Morava
2
Go(w,y) = x +y — == Cp(x,y) + 20w Borigp-1y (2,9) + Plz,y)  mod (a, )P+,
to(9) = 1+ gfur — grudl + (92 — g))ul ™ + gPul ™ + Bt gPul ™ mod (p, uf™Y),
ot g=1+g15 + g25% mod (S3). page

to(g%) = to(1 + kg1S) modulo (p, u*™), ot g = 1+ 1.5 + 9252 mod (S?) avec gy € F,,.

to(9)® = (1 + ghur)® — sy — s(s — 1)gh b

+s<g{’ (*5 )g%pﬂ) P2 S((p21 +s— g — (5 1)9?:0“) b+
modulo (p, uﬁ’+4), oit g =1+ g15 + ¢g25? mod (S3) avec g2 € Fp. page

Chapitre 4. Cohomologie a coefficient dans (E2). modulo p
ho = u'™P et hy = uP~! éléments de (E2)! ® (Zyu!™P @ Z,uP~1) = HomZp[[G%]](Cl, (E2)4).
go = ul™P et gy = uP~! éléments de (E2)!" ® (Zyu' P & Z,uP~!) = Homg, 1617(C2, (E2)).

1 1 -
up = hivy, ) = hevtvyt et Wb =P logt

Homy, 1617(Co, (E2)+/(p)) = [sez Fplvi] {(1)s}- page
Homy, 1611(C1, (E2)+/(p)) = [Lsez Fplvi]{(ho)s} & Ilsez Fploa] {(h1)s}-

Homy, 1617(C2, (E2)+/(p)) = [lsez Fplvi] {(90)s} & Ilsez Fplvil {(g1)s}

Homy, 1617(Cs, (E2)+/(p)) = [lsez Fplvi] {(hog1)s}-

(X)s =cXv; mod(p,u1), ot c € F)f dépend de X € {1, ho, h1, go, 91, hog1 }-

X
3
I

S+ ="+ .+ Dp+1). page [78

{p”l(p+1)—1 n >0,
ap =

1 n=0.
an =Sk = —ptl - -1
R = %((pj_Q) s(*5")) (2 — €%) dans F, pour tout entier relatif s. page
v’ = ey (sug + ( (;) — ) + (s + Ro)ul)u® mod (p, ul ). page
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Au® = —v,u® mod (p, u’l’+4).

wit® = e-(=su1 + ( (;S;) — s)uf — (s + Ro)ul™)us mod (p, ul ™).

Chapitre 5. Le groupe Pico de Hopkins

Picglg’0 = Pic((E3)o-Ga- Mod). page m
fo: G % ()X — Uy((En)o). page 10
Un = {z € Fp2[[u1]]; =1 mod (uf) }. page m
Uf = HOIHZ,,[[G%]](ZPT(;%» Up) & Hprk (1+ ugpﬂ)k)zp. page [117
Gor(w) = {1 o Ziﬁik mod Tarvoriy ST page 119
1+ 2wy mod Usp(r4 (p+1)k) sir=p.
UP =TIm(evy : Homg, g (A1-p, U1) — Ur) C 1+ Fyfu]]us. page
U 2= Tz 14 Zp {Gs} @ Tz Zo {Gpst page W
0; = Homg, 1611(9;, Un). page W
A, ::(_5)% =—14+p—...4+ (-p)" L page (122

N={seN; sz -1)p]} U{ A +sp" sZ (-1)"" [plet s> (—1)" et n>0}. pagel[122]

1+ (p+1)(A, +sp™) = ((=1)" + (p+ 1)s)p™.
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