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Introduction générale



INTRODUCTION GENERALE

Les travaux de cette these s’inscrivent dans le cadre de la recherche et le
développement de méthodes d’identification inverse de parametres matériau.
On porte un intérét particulier a la biomécanique des tissus souples (paroi
artérielle, disque intervertébral, peau, tendon, etc.), dans le cadre de leurs
réponses viscoélastiques [17, 54, 79] et en grandes déformations et en grands

déplacements (hyperélasticité) [78].

Fortement non linéaires et anisotropes, les lois constitutives modélisant le
comportement de ces tissus contiennent un nombre considérable de para-
metres matériau. Pour identifier ces parametres, on pose un probleme inverse
non linéaire qui nécessite des techniques de résolution itératives. En utilisant
des procédés d’identification classiques, i.e. a base de gradient, le probleme
inverse en biomécanique est synonyme de difficultés numériques. Afin de re-
médier a cette problématique, nous avons développé des méthodes de réso-
lution qui privilégient les solutions analytiques combinées aux algorithmes
génétiques (méthodes hybrides). Ces méthodes développées dans cette these
permettent de traiter le probleme d’identification en biomécanique qui est
de grande dimension et hautement non linéaire. Leur développement repose

sur

e une compréhension de la construction des lois constitutives bioméca-
niques qui permettra de mettre en évidence des caractéristiques ma-
thématiques avantageuses pour la résolution, analytiquement et/ou

numérique, du probleme d’identification.

e la relation structure-mécanique du tissu qui permettra de valider la

dimension physique des parametres identifiés.

Cet ouvrage est subdivisé en cinq chapitres.

Le premier contient deux parties qui expliquent le tissu biologique souple.
Dans la premiere, on détaille la structure d’un tissu biologique souple chez
les animaux, notamment chez les vertébrés. Le tissu porteur de la charge mé-
canique, le tissu conjonctif, est étudié d’un point de vue anatomique, mor-

phologique et histologique. Selon sa fonction et son emplacement, chaque
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tissu conjonctif possede une architecture particuliere. Pourtant, tous ces tis-
sus sont constitués de molécules identiques. De maniere générale, et dans le

but de comprendre les hypotheses de modélisation, on présente :

e les théories expliquant la formation et l'organisation, selon les ni-
veaux hiérarchiques, des composantes du tissu qui sont mécanique-

ment actives.

e les théories expliquant l'interaction entre ces différentes composan-

tes.

Ensuite, on étudie la contribution de chacune des composantes du tissu a sa

réponse passive (élastique et viscoélastique).

Dans la deuxieme partie du premier chapitre, on explicite 'anatomie et ’his-
tologie de tissus tels que la paroi artérielle et I'anneau fibreux. Ces tissus
servirons d’exemple dans les méthodes d’identification que nous avons déve-
loppées. Puis, en décrivant le role mécanique de chacun d’eux, on établit la

relation reliant la mécanique a la structure biologique de ces tissus.

Le deuxieme chapitre donne les outils mathématiques utilisés pour modéliser
le comportement élastique du tissu biologique souple. En effet, a 1’échelle mi-
crométrique, le tissu est un milieu continu. Sa réponse élastique est modélisée
par la théorie de I'hyperélasticité [54] et la théorie des invariants appliquées
aux matériaux composites renforcés [155]. Ce chapitre met I'accent sur les
modeles hyperélastiques décrivant un matériau isotrope transverse, une for-
mulation souvent suffisante pour décrire le comportement de la plupart des
tissus souples existant [78]. On présente aussi dans ce chapitre les modeles

biomécaniques les plus connus.

Le troisieme chapitre explique d’abord le test de déformation uniaxiale qui
est utilisé afin de déterminer, pour une plage de déformations physiolo-
giques du tissu, les parametres matériau des lois constitutives. Ensuite, on
expose la formulation classique du probleme d’identification inverse : un pro-
bleme de moindres carrés non linéaires. Sa minimisation conduit a I'identifica-
tion des parametres matériau. En biomécanique, l'algorithme de Levenberg-

Marquardt [103, 107] est souvent utilisé pour le résoudre. On présente cette
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technique mathématiquement, puis on la commente. Enfin, on introduit les

algorithmes génétiques et leur principe de fonctionnement.

Dans le quatrieme chapitre, on présente une nouvelle méthode d’identifi-
cation de parametres que nous avons développée et que nous avons nommé
GAO (Genetic algorithms & Analytical Optimization). Cette méthode couple
les algorithmes génétiques avec un calcul analytique. Elle permet de réduire
I’espace de recherche de solution en fonction du nombre de termes additifs
formant la densité d’énergie de déformation. On utilise la méthode GAO afin
de déterminer les parametres matériau des trois lois constitutives suivantes :
Holzapfel [77], Fung et al. [55] et Peng et al. [123]. Pour cela, on résout un
probleme de moindres carrés non linéaire qui, grace a GAO, réduit considéra-
blement la dimension de I'espace des solutions. La rapidité et la performance
de la méthode GAO sont comparées aux algorithmes génétiques standards,
dont les options sont commentés, et aux algorithmes a base de gradient. Il
faut noter que la méthode GAO consiste a réaliser un recalage en réduisant
I’écart entre les contraintes mesurées et calculées. Pour cela, la fonction ob-
jectif est construite sur la base de 1'écart quadratique des composantes de
contraintes. Une alternative plus sophistiquée pour construire la fonction ob-
jectif consisterait a utiliser la méthode des champs virtuels [7, 64, 116, 127].
Cette amélioration possible, qui permettrait entre autre de réduire 'influence
des bruits de mesure, n’est pas considérée dans ce mémoire mais pourrait faire

I'objet de développements futurs.

Le dernier chapitre présente une nouvelle approche d’identification des pa-
rametres viscoélastiques de tissus biologiques en se basant sur le travail de
Holzapfel et al. [79]. On suppose en particulier que la réponse du tissu est
insensible aux taux de déformation qui lui sont appliqués. Ce phénomene
est classiquement représenté par la viscoélasticité quasi-linéaire [54] qui uti-
lise des éléments standards viscoélastiques (Maxwell, Kelvin, Voight). Ces
éléments sont disposés en série et/ou en parallele afin de couvrir une large
bande fréquentielle ou la dissipation visqueuse reste constante. L’inconvé-

nient de cette représentation réside cependant dans le nombre important de
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parametres viscoélastiques a identifier, ce qui nécessite des méthodes d’iden-
tification adaptées. Nous avons donc proposé une méthode inverse originale
baptisée MMIM (Maximum Minimum Identification Method). Cette méthode
consiste a minimiser I’écart entre le maximum et le minimum de 1’énergie dis-
sipée. On montre qu’elle possede un lien avec I'utilisation de la norme infinie
qui est réputée pour étre un critére robuste [18]. On montre également que la
méthode MMIM est plus performante qu’'une approche standard basée sur la
minimisation de la variance. Les résultats obtenus sur le modele de Holzapfel
et al. [79] montrent enfin que I'objectif souhaité (énergie dissipée constante

sur une bande fréquentielle donnée) est parfaitement atteint.




Premiere partie

Tissus biologiques souples



La biomécanique des tissus souples

1.1 Introduction

Les tissus sont constitués de réseaux de fibres de protéine interconnectées
et immergées dans une substance de base et de fluide ionique. Les cellules
attachées a ces fibres sont responsables de I’élaboration et de la nutrition des
fibres et des substances de bases. Ainsi on repere deux milieux dans un tissu :

la matrice extracellulaire (MEC) et la matrice intracellulaire [3].

Du point de vue structural, les contraintes sont acheminées dans un corps
biologique suivant deux stratégies : la premiere dépend de la rigidité de la
MEC et la deuxieme dépend, a la fois, de la rigidité du cytosquelette de la
cellule et des liaisons d’adhésion cellule-cellule (voir FIGURE 1.1). Chez les
plantes, les tissus acquierent leur rigidité grace a la paroi cellulaire de la MEC.
Tandis que chez les animaux, la rigidité du tissu repose sur une combinaison
de ces deux stratégies, mais avec des amplitudes différentes pour chaque tissu
différent. Par exemple, pour gagner plus en rigidité mécanique, la MEC est

calcifiée durant la formation des os et des dents.
On distingue chez les animaux quatre groupes fondamentaux de tissus [3, 114,

chapitre 19] :

1. le tissu épithélial : ensemble de cellules plates dites jointives qui re-

couvrent les surfaces internes et externes du corps. Elles reposent sur
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1.1. INTRODUCTION

une fine membrane de la MEC nommée « membrane basale » (MB).
Ce tissu forme une couche protectrice (épiderme, peau), une surface
absorbante (muqueuse de l'intestin gréle), et compose les glandes de
sécrétions endocrine et exocrine (glandes digestives, pancréas) ainsi que
le tissu embryonnaire. Donc les roles de ce tissu sont : le revétement,

I’absorption et la sécrétion.

2. le tissu conjonctif (TC) : il est caractérisé par une MEC qui est compo-
sée par de la substance fondamentale amorphe (SFA) et des fibres. Elle
occupe un volume considérable et est limitée par une MB fibrillaire.
Les cellules du TC, dont les fibroblastes élaborent des fibrilles, sont
éparpillées dans le tissu comme le montre la FIGURE 1.1. La MEC a
pour fonctions principales : la rigidité et le soutien des organes (tendon,
ligament), la filtration (le glomérule des reins) et la défense (membrane

basale).

3. le tissu musculaire : il est formé par la myonsine et ’actine, deux pro-
téines contractiles. Le tissu musculaire est composé de différentes cel-
lules : les cellules musculaires lisses (CML), les cellules musculaires
striées et les cellules musculaires myocardiques (contraction non volon-

taire du muscle strié).

4. le tissu nerveux : il est dédié a la conduction et l'irritabilité (capacité de
réagir aux variations du milieu extracellulaire en modifiant les proprié-
tés électriques de sa membrane). Les cellules nerveuses sécretent des
molécules (neurotransmetteurs) transportées par 1’axone. De plus, elles
génerent des signaux électriques appelés potentiels de dépolarisation

(potentiels d’action)

Le TABLEAU 1.1 résume ces quatre groupes. On remarque qu’une distinction
est établie entre un tissu conjonctif lache et un tissu conjonctif dense. Cette
classification est basée sur la densité relative des fibres par rapport a celle
des cellules et de la substance fondamentale. Le TC lache est le plus répandu
dans l'organisme. Comparativement au TC dense, il est pauvre en fibres mais

riche en cellules et en substance fondamentale.
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Les tissus, selon leur fonction spécifique, sont différents a 1’échelle microsco-
pique et macroscopique. Ainsi, du point de vue de 'apparence physique, on

distingue deux types de tissus : les tissus souples et les tissus durs.

@ Cytosquelette
Tissu et ahdésion
éphitélial des cellules
Membrane v
basale —— Matrice
Mtracellulaire
@ Tissu o
conjonctif
Fibres de |
collagéne |

FIGURE 1.1: Deux modes de liaisons des cellules animales [Adaptée de
Alberts et al. [3]].

La FIGURE 1.1 montre les deux principales configurations de liaisons cellu-
laire. C’est la MEC du TC qui supporte le chargement, tandis que dans le
tissu épithélial, c’est le cytosquelette des cellules qui transmet les contraintes
cellule-cellule a travers les jonctions d’ancrage. Les attaches cellule-matrice

lient le tissu épithélial au tissu conjonctif.

La matrice extracellulaire est I’élément structurel des tissus souples. Elle est
sécrétée par les cellules. La fonction de la matrice extracellulaire comprend
un support mécanique pour l'ancrage des cellules, la détermination de 1’orien-
tation des cellules (la polarisation), le contrdle de la croissance cellulaire, le
maintien de la différenciation cellulaire, des échafaudages pour le renouvelle-
ment des tissus, la création de micro-environnement tissulaire, la séquestra-

tion, le stockage et la présentation des molécules solubles de régulation.

La MEC est constituée de grosses molécules reliées entre elles dans un com-

posite insoluble [149]. Les composants fibrillaires de la MEC comprennent : le
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collagene et 1'élastine. Le collagene assure principalement la rigidité du tissu,

tandis que les fibres d’élastine lui donnent de la souplesse. La substance

fondamentale amorphe est composée principalement de protéoglycanes, gly-

coprotéines non-collagéniques, de solutés et d’eau. Physiquement, une SFA

se comporte comme une colle, un lubrifiant et un amortisseur de chocs dans

les différents tissus.

TABLEAU 1.1: Les tissus de base : classifications et exemples.

Tissus de base

Exemples

Tissu épithélial

De surface

Glandulaire
Spécialisé

De support

Epiderme de la peau (FIGURE 1.3), muqueuse in-
testinale (FIGURE 1.2)

follicule thyroidien, acinus (sac) pancréatique
épithélium rétinien ou olfactif

cartilage, os

Tissu conjonctif
TC propre et lache
TC propre et dense
TC spécialisé

derme de la peau (Figure 1.3)
péricardium, tendon

tissu adipeux

Tissu musculaire
Lisse
Strié
Myocardique

CML artérielles et intestinales (FIGURE 1.2)
diaphragme, muscles des membres

coeur

Tissu nerveux

cellules cérébrales, nerfs périphériques

10
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Couche externe | Epithélium
(séreuse)

Tissu conjonctif

i

‘l.""‘“‘
‘-:“ i '|3 *

Tissu conjonctif Couche
moyenne

Muscle

Couche interne

(muqueuse)

Tissu conjonctif
Epithélium

FIGURE 1.2: Les différentes couches de tissu dans un tube digestif [Adap-
tée de Shoen [149]].

F1GURE 1.3: Les différentes couches de tissu qui composent la peau.

Afin de pouvoir détailler le comportement des tissus souples, il est essentiel
de définir des échelles liées aux tailles des composantes structurales du tissu.
Ainsi, la Figure 1.4 représente les niveaux hiérarchiques d’assemblage des
fibres constituant un tendon. On parle de trois échelles dans un tissu [54] :
I'échelle moléculaire (nano-échelle : 1-100 nm), 'échelle ultra-moléculaire
(micro-échelle : 0.1 — 100 ym) et 1’échelle du tissu (0.1-10 mm). La struc-
ture du tissu a chaque niveau hiérarchique, possede un role important pour

la détermination de ses propriétés physiques et physiologiques [105].
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Tenocyte .
Fibrille Fibre Faisceau

Tropocollagéne

Tendon

Microfibrille

1.5 nm 3.5nm  50-500 nm  10-50 pm 50-400 pum 500-3000 um
1§ ) A\ J
Y - _J Y

Nano-mécanique ~N Milli-mécanique
Micro-mécanique

FIGURE 1.4: Structure hiérarchique du tendon avec des indications sur les
diametres du collagene ; adaptée de Kastelic et al. [98]. La terminologie
utilisée pour décrire les niveaux d’échelle n’est pas consistante d’un article
a un autre.

1.2 Le collagene

A la base, tous les collagenes sont fabriqués et assemblés a partir des mémes
chaines ou molécules de protéine. Cependant, c’est leur arrangement et leur
périodicité qui permet d’établir des familles de fibres de collagene. Ainsi, il
a été identifié chez les humains 27 types de collagene [3, chap. 19]. Dans la
MEC, les molécules de collagene sont sécrétées sous une forme en triple hé-
lices de chaine moléculaire, qui sont en forme de corde, dont la composition en
acides aminés differe selon le type de collagene : c¢’est le tropocollagene. Son
assemblage en fibrilles est réalisé a proximité de la membrane cellulaire. Une
fois les fibrilles formées, des liaisons covalentes transversales « crosslinks »
intramoléculaires et intermoléculaires viennent s’y ajouter. Généralement, il
est admis que le crosslink apporte un gain considérable en rigidité et une

meilleure tenue du tissu sous cisaillement facilitant ainsi la distribution et le
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transfert des efforts [3, 6, chap. 19]. Cependant, le regroupement des molé-
cules dans des fibrilles demeure un sujet de désaccord car les théories sug-
gerent que les fibrilles prennent soit une forme de feuille, soit une forme de
microfibrilles circulaires [87]. A I'échelle ultra-moléculaire, les fibrilles forment

des fibres qui, a leur tour, s’assemblent pour former des faisceaux.
1.2.1 La famille des collagenes

Le collagene fibrilleux : Les molécules de ce groupe de collagene sont
longues (~ 300 nm) et en forme de tige. Elles s’auto-assemblent parallelement
en fibres. Une striation latérale de périodicité (65 —67) nm identifiable par un
microscope électronique caractérise les collagenes de ce groupe. Ce dernier

réunit les types de collagene suivants : 1, 11, 111, V et XI.

Le collagene de réseau : Le plus abondant de ce collagene est de type
1v. Ses molécules sont tres longues (~ 400 nm) et flexibles en raison des irré-
gularités de la chaine moléculaire. Elles forment un « grillage » constituant
I’ossature des membranes basales des vertébrés et des invertébrés. Les types
VIII et X s’assemblent et forment un réseau de mailles d’aspect hexagonal qui
sont présentes dans le cartilage de croissance. Ils sont souvent classés comme

des collagenes a « chaine courte ».

Le collagene filamenteux : Caractérise le type VI et est observé comme
une structure filamenteuse souple. Ses molécules s’alignent bout a bout cha-

que 100 nm approximativement.

Les collagenes fibrillaires associés : Plusieurs types de collagene ne
forment pas une fibre ou un réseau du méme type; ils s’associent a d’autres
collagenes fibreux. Par exemple, le type 1X collagene décore la surface de
la fibre collagene de type II et crée avec ce dernier des liaisons covalentes
[32, 169]. Les types XII et XIV sont généralement associés a la surface des
fibres de collagene de type 1. Ils ont aussi été localisés dans le cartilage du
foetus. Cependant, le type 1X peut aussi s’associer avec lui méme [169]. Le

type VII forme des micro-fibres. Elles s’étalent sous certaines membranes
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basales agissant comme des courtes fibrilles d’ancrage entre la membrane et
la matrice sous-jacente. D’autres types de collagene ne sont connus que par
leur séquence d’ADN. Par conséquence, leurs structures macromoléculaires

sont inconnues.
1.2.2 Localisation des différents types de collagéenes dans les tissus

L’os et le tendon contiennent essentiellement du collagene fibreux de type
I, le systeme vasculaire, les types 1 et 111, tandis que le cartilage contient
essentiellement du collagene de type 11. Le collagene de type 1v structure les

membranes basales minces.

En général, les tissus collagéneux contiennent des collagenes « mineurs » en
faible quantité. Les fibres peuvent aussi contenir de faibles proportions d’un
autre type de collagene. A ce jour, les informations sur les modifications
des propriétés physiques de la fibre par ce collagéne additif sont rares. Par
exemple, dans les tissus embryonnaires et vasculaires, la présence de fibres de
type III est supposée leur conférer plus d’élasticité (principalement en raison
du faible diametre des fibres), mais son effet lors de la co-polymérisation avec
le type I est inconnu. Le type XI du cartilage et le type v, peuvent participer
a la nucléation des fibrilles de type I et 1I. Le type 1X attaché a la surface
des fibres de type 11, est susceptible d’avoir un role de dimensionnement du
diametre de la fibre [167].
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TABLEAU 1.2: Quelques types de collagéne et leurs propriétés.

Type Forme Localisation
Fibrillaire I Fibrille os, peau, tendons, ligaments, cornée, organes
internes (représentent 90% de collagene du
corps)
11 Fibrille cartilage, disque intervertébral, notochorde
111 Fibrille peau, vaisseaux sanguins, organes internes
\% Fibrille (avec le type 1) comme pour le type I
X1 Fibrille (avec le type 11) comme pour le type II
Associé Fibrille X association latérale avec le cartilage
type 11
Formation en réseau v feuillets ou réseaux membrane basale
VII fibrilles d’ancrage sous le tissu épithélial
Transmembranaire XVII non-fibrillaire hémidesmosome (liaison cellule-matrice)
Protéine de protéogly- XVIII non-fibrillaire membrane basale

cane




1.3. LES GLYCOSAMINOGLYCANES

Le TABLEAU 1.2 indique les principaux types de collagene présents dans
les tissus conjonctifs. Le collagene de type I, 11, 111, IV sont les plus étudiés
mécaniquement. Ils sont identifiés dans les organes souples comme le cceur,

les tendons, la membrane basale, le cartilage...

1.3 Les Glycosaminoglycanes

Les glycosaminoglycanes (GAG) sont des chaines de molécules qui occupent
un grand volume, et forment un gel a base d’eau méme pour de tres faible
concentration d’eau. Le poids des GAG dans le tissu conjonctif, est 10% plus
petit que celui des fibres de protéines. Cependant, ils occupent la majorité
de 'espace extracellulaire parce qu’ils forment un gel hydraté poreux. Grace
a leur densité élevée de charges électriques négatives, les GAG attirent les
cations (Na*) qui sont osmotiquement actifs. L’eau est ainsi mobilisée par
cette pression osmotique. Elle est absorbée puis immobilisée par cette ma-
trice. Il en résulte une pression de gonflement (swelling pressure) qui rend la
structure incompressible et absorbante des chocs. Par exemple, Alberts et al.
[3] indique que le cartilage du genou arrive a supporter plusieurs atmosphéres

de pression grace aux GAG.
1.3.1 Les protéoglycanes

Les protéoglycanes sont composés de chaines de GAG liés a une protéine
centrale en établissant une liaison covalente (Figure 1.5). Les plus répandus
sont : la décorine présente dans tous les tissus conjonctifs, le perlecan dans
les membranes basales, et ’aggrécane, abondant dans le cartilage. L’acide
hyaluronique ne forme pas des protéoglycanes. Cependant, les agrégats de
protéoglycanes correspondent a une molécule d’acide hyaluronique sur la-

quelle se lient de multiples protéoglycanes.

Les protéoglycanes sont variés : ils se présentent sous différentes tailles, liai-
sons de protéines et de chaine de GAG. Par exemple la décorine a une chaine
moléculaire relativement petite. L’aggrécane est sécrété par les chondrocytes
(les fibroblastes dans le cartilage). Sa taille peut atteindre celle d'une bac-

térie, de I'ordre de quelques micro-metres. Les protéoglycanes controlent la
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1.3. LES GLYCOSAMINOGLYCANES

structure du tissu. Par exemple, la décorine regle la structure des fibrilles,
la taille de leurs diametres ainsi que leur assemblage [36]. Elle regle aussi la

fibrillogenese et la croissance des fibrilles [35].

% % = Molécule

d'aggrécane
Noyau _ 4
protéique

W

Acide += s ] -
hyaluronique < = s

Aggrégat de protéoglycane |

FIGURE 1.5: Aggrégat de protéoglycane et molécule d’aggrécane.

La décorine a été détectée entre les fibrilles ou elle s’y accroche par sa termi-
naison protéique. L’étude de I'interaction des réseaux collagene-protéoglycane
illustre la théorie de glissement inter-fibrillaire. En effet, dans un tissu au re-
pos, la décorine a une disposition orthogonale par rapport aux fibrilles de
collagéne. Une fois que le tissu est étiré suivant la direction des fibres?!, les
décorines s’inclinent selon cette méme direction. Les fibrilles sont donc en
mouvement. Comme elles ne s’allongent pas, la seule explication possible
de cette déformation des décorines demeure le glissement inter-fibrillaires
(104, 145, 146].

Les protéoglycanes sont les principaux responsables du comportement visco-
élastique d’un tissu. A cause de leur aptitude a absorber une grande quantité
d’eau et a I'immobiliser, ils sont considérés comme des amortisseurs méca-

niques.

1. Une fibre est composée de fibrilles discontinues et interconnectées.
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FIGURE 1.6: Interaction dans un cartilage articulaire entre les protéo-
glycanes et le réseau collagéneux formant un composite renforcé poreux,
selon Lu et Mow [105].

La Figure 1.6 symbolise 'interaction entre le réseau collagéneux et les pro-
téoglycanes. Les espaces interstitiels canalisent les solutés composés princi-
palement d’eau. Quand le tissu est comprimé, le fluide interstitiel commence
a couler dans le tissu. En conséquence, le fluide en mouvement dans I’espace
interstitiel, génere une résistance de frottement. Donc, la fonction de trans-
port assurée par le tissu, est accompagnée d'une dissipation énergétique qui

définit le comportement viscoélastique du tissu.

1.4 L’élastine

Plusieurs tissus des vertébrés nécessitent a la fois qu’ils soient élastiques et
rigides, par exemple : la peau, les vaisseaux sanguins et les poumons. Un
réseau de fibres élastiques, dans la matrice extracellulaire de ces tissus, leur
confere, en s’enroulant, la résilience nécessaire pour qu’il puisse revenir a son
état initial apres avoir été étiré. Ses fibres élastiques sont tres extensibles :
cinq fois plus qu’'un caoutchouc pour une méme section transversale. Le ré-
seau de fibres élastiques et le collagene inélastique sont entrelacés limitant

ainsi la sur-extension et l’endommagement du tissu.
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Le composant principal des fibres élastiques est 1’élastine, une protéine haute-
ment hydrophobe. Son assemblage chez les mammiferes se fait a proximité de
la membrane plasmique dans ’espace extracellulaire a partir de molécules de
base, la tropoélastine. Les molécules de tropoélastine s’interconnectent inten-
sivement, en établissant des liaisons covalentes, I'une et 'autre générant un
vaste réseau amorphe de fibres d’élastine et de feuilles. Cependant, 'incerti-
tude demeure autour de la configuration adoptée par les molécules d’élastine
pour former des fibres hautement élastiques. Des études récentes sur la forme
en 3D de la tropoélastine, montrent qu’elle possede une forme asymétrique
allongée dont le centre ressemble & un bobinage dense (une superhélice) qui
peut mécaniquement s’enrouler (phénomene de relachement) ou se dérouler
(phénomene d’étirement) en absence d'un hystérésis. Ainsi les tropoélastines
sont des nano-ressorts tres efficaces emmagasinant de 1’énergie potentielle
élastique [10]. On trouve dans les fibres élastiques, non seulement de I'élas-
tine, mais aussi des microfibrilles composées d'un certain nombre de glyco-
protéines distinctes, comme de la fibrilline. Ses microfibrilles, de diametre
d’environ 10 nm, recouvrent le noyau d’élastine. Comme elles apparaissent
avant 1’élastine dans les tissus en croissance, il est estimé qu’elles jouent le
role d’un échafaudage de dépot de 1'élastine. Le réseau de ces microfibrilles
est élastique. Elles remplacent 1’élastine dans certains endroits du tissu, par

exemple : elles aident a supporter le cristallin de I'ceil.

Dans les arteres, 1’élastine est la protéine dominante de la matrice extracellu-
laire. Elle représente 50% du poids sec des plus grandes arteres de ’aorte. Des
mutations dans le gene de I’élastine entrainent une défaillance de la protéine
chez les souris ou les humains. Il en résulte des sections étroites de ’aorte ou
d’autres arteres et une prolifération excessive des cellules musculaires lisses

dans la paroi artérielle.

1.5 Récapitulatif

Bien que les tissus biologiques souples chez les animaux soient variés, leur
composition a 1’échelle cellulaire reste presque identique. C’est le role, la

fonction et 'emplacement de chaque tissu qui définissent sa composition.
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Chez les vertébrés, le tissu conjonctif assure principalement le soutien et la
protection des organes. Donc, il occupe un role mécanique important pour
les protéger et faire circuler les efforts. L’étude anatomique, histologique et
biochimique montre qu'un tissu est une structure complexe formée par des
macromolécules (protéiques, glycoprotéiques...), des cellules responsables de

I'entretien du tissu et des solutés.

Le comportement complexe du tissu est régi par des facteurs biomécaniques,
chimiques et électriques. On distingue deux types de réponse : active et pas-
sive. La réponse passive n’est que la réponse élastique et inélastique du tissu
associée a la biomécanique. Elle est indépendante des facteurs chimiques et
électriques qui sont responsables de la réponse active du tissu. Selon les études
histologiques, la réponse passive revient a quatre grandes catégories de com-
posantes de tissus : le collagene, le protéoglycane, 1’élastine et les solutés.
Chacune de ses quatre catégories induit certaines propriétés mécaniques. En
effet, le ratio de la masse de collagéne par rapport a la masse de la matrice
extracellulaire, permet de qualifier un tissu comme dense ou lache; un ratio
élevé indique que le tissu est dense. Aussi, sa répartition et sa dispersion dans
le tissu détermine si le tissu est régulier ou irrégulier; régulier si les fibres
de collagene possedent une direction privilégiée. Les types les plus connus et
étudiés dans les tissus denses sont les collagenes de types : I, 11, 11T et 1V. Les
trois premiers forment des fibrilles et des bandes de fibres selon des directions
privilégiées, alors que le type 1v forme des réseaux de fibres en feuilles. Le
type I est le plus résistant a I’extension parmi tous les autres types de colla-
gene. Bien que le type 1I présente des fibres moins épaisses que celles du type
I, il accomplit la méme fonction mécanique. Le type I remplace souvent le
type 1 dans les tissus embryonnaires. Il est présent surtout dans les tissus
souples élastiques comme les vaisseaux sanguins et la peau. Le collagene de
type 1v forme les membranes basales et entourent les cellules musculaires
lisses comme dans les vaisseaux sanguins. Les fibrilles de collagene sont in-

élastiques et possedent un comportement passif en compression.

Le protéoglycane est une macromolécule occupant un grand volume dans

I’espace extracellulaire. Il interconnecte avec les composantes de la matrice
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extracellulaire, particulierement, avec les fibrilles de collagene. Il retient les
solutés dans sa matrice et 'immobilise. Son comportement est similaire a un
gel hydraté. Cependant, les solutés sont mobiles durant un régime transitoire
de chargement mécanique. Ainsi le tissu assure une fonction de transport
(circulation des solutés a travers le tissu) des fluides interstitiels. Dans le
cartilage, il a le role d’un amortisseur de choc. Son comportement mécanique

est viscoélastique renforgant la matrice non-collagéneuse.

L’élastine est une protéine hautement hydrophobe et élastique. Elle forme les
tissus élastiques comme les poumons, la peau et les vaisseaux sanguins. Avec
les fibres de collagene, elle forme un réseau élastique renforcé. Présente sous
forme réticulée ou de bobinage, 1’élastine est tres extensible et son compor-

tement est élastique.

1.6 Meécanique des tissus souples

Nous limitons notre travail aux matériaux pré-conditionnés pour lesquels
les effets typiques d’adoucissement, qui se produisent pendant les premiers
cycles de chargement, ne sont plus évidents. En général, seule la réponse
mécanique de matériaux biologiques pré-conditionnés est publiée. Le pré-
conditionnement du matériau est un processus mécanique de chargement et
de déchargement qui prend fin une fois que la courbe contraintes-déformations
du matériau devient répétitive. Apres préconditionnement, le matériau est
supposé manifester un comportement identique a un matériau in vivo. Pour
un matériau préconditionné, on distingue, selon ’hystérésis de chargement-
déchargement, deux comportements : (parfaitement) élastique ou viscoélas-
tique. Les deux comportements sont modélisés en utilisant la théorie de ’hy-
perélasticité selon le principe de la pseudo-élasticité [54, section 7.6] [55].
On admet que I'hystérésis associé est relativement insensible a la vitesse de
déformation sur plusieurs décades temporelles. Cependant cette hypothese
n’est pas vérifiée tant qu’'un test fréquentiel complet n’a pas été réalisé afin

de caractériser la réponse cyclique du tissu (voir par exemple Haslach [73]).
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FIGURE 1.7: Extensions d’un tissu fibreux ; contraintes-déformations.

Afin de comprendre la mécanique de déformation d’un tissu en extension, il
faut observer comment chaque niveau hiérarchique contribue a sa réponse.
En effet, I’étude portante sur le collagene fibrillaire montre que 'extension
des fibrilles contribue a 40% de l'extension totale du tissu [50]. En consé-
quence, d’autres éléments constitutifs du tissu jouent un role décisif durant
son extension [129]. En effet, au niveau nano-moléculaire, les molécules de
collagene se déforment en transmettant les efforts par la voie des liaisons in-
termoléculaires. La fibrille, formée par un ensemble de molécule, se déforme
avec une augmentation de sa périodicité de striation qui devient de 'ordre
de 68.4nm pour des chargements de basse pression [48, 112]. Il est estimé
que la longueur de la fibrille augmente de 100 ym, ce qui est équivalent a une
déformation de 2 —5% (réversible) du tissu [33, 147]. Cette augmentation de
longueur et de périodicité revient a la récupération de frisage (ondulation) de
la fibrille qui n’est plus observable. C’est la phase @ de la FIGURE 1.7. Elle
est connue sous la terminologie anglaise de « toe zone ». Elle présente une re-
lation linéaire de contraintes-déformations. Ensuite, la zone @—FIGURE 1.7
représentent le dénouement des crosslinks. En observant un glissement entre
les fibrilles du méme tissu, les molécules du crosslink —les protéoglycanes—
s’orientent selon la direction du chargement puis s’étirent. Ils sont la cause

de cette résilience du tissu représentée par la partie @ ou aussi « heel zone ».
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Elle est considérée comme une transition entre la réversibilité de la déforma-
tion du tissu et de I’étirement des fibrilles avec leurs inter-connections. Ainsi
dans la partie (c), les inter-connections moléculaires collagéneuses sont en
extension et les fibrilles manifestent un glissement de I'une par rapport a
l'autre sollicitant le réseau gélatineux de la matrice [129]. Par conséquent, les
crosslinks sont essentiels a la rigidité de la structure du tissu. Leur absence
fait chuter sa résistance a la rupture ainsi que sa résilience mais accroit son
comportement de fluage [9, 97]. La Figure 1.8 résume les théories reposant
sur la déformation moléculaire et le glissement inter-fibrillaire controlé par

les protéoglycanes.
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FI1GURE 1.8: Les différents mécanismes de déformations observés au ni-
veau moléculaire et fibrillaire.

Cependant, la relation entre les fibres et la matrice reste floue. La composi-
tion précise et 'organisation des composantes de la matrice non-collagéneuse
sont méconnues. En effet, la théorie du glissement des fibrilles est un point
de désaccord parmi les scientifiques. L’étude récente menée par Provenzano
et Vanderby Jr. [128] montre que, pour les ligaments et les tendons, la fi-
brille s’étale sur toute la longueur du tissu. Par conséquence, les charges
mécaniques sont directement transmises du muscle a 1’os ou d'un coté de
Iarticulation a l'autre a travers la fibre uniquement. Le manque de protéo-

glycanes ne fait pas diminuer les propriétés élastiques du tissu comme la
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résistance a la rupture. Cependant, le tissu présentant un manque de déco-
rine est plus sensible a la vitesse de déformation qu'un tissu normal. Cette
sensibilité est expliquée par le fait que le manque de décorine baisse le niveau
d’eau et des solutés retenus par la matrice non-collagéneuse du tissu, modi-
fiant ainsi le facteur d’amortissement du tissu. Un essai sur un tendon ou
90% des GAG ont été détruites, révele que sa résistance a la rupture n’a pas
diminué [128, 148]. Un autre débat en cours concerne la structure du coeur
[58, 59], en particulier, la microstructure anisotrope cardiaque. Une premiere
approche décrit le coeur comme un seul muscle enroulé dans une configuration
hélicoidale, tandis qu'une deuxieme approche considere le coeur comme un
milieu continu composé de plusieurs lamelles. Cette derniere décrit le tissu
myocardique comme des lamelles contenant, chacune, des fibres musculaires
interconnectées latéralement par des fibres de collagene. Identiquement au
réseau collagenes-protéoglycanes (Figure 1.8), le tissu myocardique présente
un réseau fibres musculaires-collagenes. Donc, en considérant ’approche qui
soutient les feuilles en lamelle formant le tissu myocardique, la résistance
a l'extension du tissu repose sur le principe du glissement inter-fibrillaire
comme décrit dans la section 1.3. En partant de ce principe, les fibres muscu-
laires sous extension glissent I'une par rapport a 'autre. Par la suite, leurs in-
terconnexions latérales de fibres de collagene s’orientent selon la direction des
fibres musculaires en s’étirant [80]. Alors qu’en considérant le coeur comme
un seul muscle, le glissement inter-fibrillaire (fibres musculaires) est négligé.
Donc les crosslinks entre les fibrilles ne sont pas actives mécaniquement. En
d’autre terme, l'interaction entre le collagene et la matrice non-collagéneuse

est absente.

Classiquement, la théorie de glissement de fibrilles est largement utilisée pour
la modélisation des tissus biologiques souples. En effet, cette théorie permet
de modéliser I’éventuel cisaillement entre les fibres de collagene et la matrice
et/ou linteraction qui a lieu probablement entre les trousseaux de fibres
disposés selon deux ou plusieurs directions privilégiées. Donc, la théorie de
glissement favorise l'utilisation de la théorie de fibres renforcées de Spencer

[155] afin de modéliser le tissu biologique fibreux.
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1.7 Le disque intervertébral

La colonne vertébrale : La colonne vertébrale humaine se compose d’un
ensemble de vertebres qui sont séparées les unes des autres par des disques in-
tervertébraux. De plus, elle est entourée par des ligaments et des muscles. La
principale fonction mécanique de la colonne vertébrale est de soutenir le haut
du corps et de transmettre le rapport poids/force aux jambes. Les disques,
qui représentent environ entre un quart et un tiers de la longueur totale de
la colonne vertébrale, permettent des déformations de la colonne vertébrale.
Ils se comportent comme des absorbeurs d’énergie et redistribuent les forces
qui agissent principalement selon ’axe vertical de la colonne vertébrale et

uniformément dans toutes les directions.

Apophyse articulaire
postérieure

Disque
intervertébral

Racine nerveuse

(a) Vue latérale de la co- (b) Articulation vertébrale.
lonne vertébrale.

FIGURE 1.9: C : vertebres cervicales, T : vertebres dorsales (ou thora-
ciques), L : vertebres lombaires, S : vertébres sacrées. Le coccyx est la
partie inférieure du sacrum.
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La colonne vertébrale est formée par 33 vertebres :

rachis cervical (7 verteébres cervicales au niveau du cou)

rachis dorsal (12 vertebres dorsales situées derriere le thorax)

rachis lombaire (5 vertebres dorsales derriere 'abdomen)

sacrum (5 vertebres soudées au niveau du bassin)

coccyx (4 vertebres soudées)

Les vertebres cervicales, thoraciques et lombaires restent distinctes et sépa-
rées les unes des autres tout au long de la vie. Elles sont considérées comme
des vertebres mobiles et sont séparées les unes des autres par des disques
intervertébraux. En revanche, les vertebres sacrées et coccygiennes sont fu-
sionnées (unies) les unes avec les autres pour former deux os, le sacrum et le

coccyx (Figure 1.9(a)).
1.7.1 Composition du disque

La région du bas du dos de la colonne vertébrale, connue sous le nom de
région lombaire, est soumise a la plupart de la charge mécanique qui peut
causer des douleurs et la dégénérescence discale. Les vertebres de cette zone
sont labellisées successivement par Ly, Ly, ..., Ls. Chaque disque est désigné
par les vertebres entre lesquelles il est compris. Par exemple le disque Ly — Ls
est compris entre la vertebre L, et la vertebre Ls. Le disque intervertébral
est le plus grand tissu du corps avasculaire. C’est a dire, il n’est pas nourri
par des vaisseaux sanguins. Par conséquent, il est le siege d'un transport
fluidique nutritif qui le traverse en diffusant a travers ses parois. Le disque

intervertébral contient trois domaines :
e le nucleus pulposus
e ’annulus fibrosus

e les plateaux cartilagineux

L’annulus fibrosus : C’est une paroi fibreuse formée par des lamelles et
entourant la partie centrale gélatineuse du disque, le nucleus pulposus. L’an-

neau fibreux est divisé en deux zones : I’'anneau extérieur et I’anneau intérieur
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[20]. L’anneau fibreux est formé par une série de 15 & 25 lamelles? complétes
concentriques qui ’encerclent. De plus, 'anneau fibreux contient un nombre
important de lamelles incompletes (au moins 40% dans un secteur de 20°).
L’anneau extérieur est caractérisé par une grande densité de trousseaux de
fibres contrairement a I’anneau interne qui perd cette caractéristique au fur
et a mesure qu’on se rapproche du nucleus pulposus. La direction des trous-
seaux est alternée d’une lamelle a 'autre. Par exemple, si dans une lamelle
i la direction privilégiée des trousseaux de fibres est de +a, alors dans les
lamelles i+ 1 et i —1 on trouve des trousseaux orientés selon une direction de
—a [106]. Les premieres études sur les fibres de chaque lamelle ont relevé une
inclinaison de a = 30° [56]. Selon ’étude détaillée de Marchand et Ahmed
[106] I'angle a ne reste pas constant d’une lamelle a l'autre et varie aussi
selon la région du disque (région postérieure, antérieure ou latérale ; voir Fi-
gure 1.10). L’inclinaison des fibres change selon le chargement mécanique.
Par exemple, pour une flexion de 8°, une rotation de I’angle a de 3 a 4° vers

la direction axiale a été repérée dans la zone postérieure du disque [19].

L’anneau extérieur fibreux du disque est attaché au corps vertébral. Le col-
lagéne représente 40 & 60% du poids sec de 'anneau extérieur et 25 a 40%
de celui de I'anneau intérieur. Les types de collagene 1 et 11 sont dominants.
L’anneau extérieur est formé d’environ 95% de fibres de collagene de type 1.
Ce pourcentage décroit graduellement pour atteindre une valeur proche de
5% dans le nucleus pulposus. Pour le collagene de type 11, ce pourcentage de
fibres croit de 5 a 95% quand on se rapproche de I'anneau intérieur. Les pro-
téoglycanes, principalement 1’aggrécane, représentent le deuxieme plus grand
constituant du disque en termes de poids sec apres le collagene. Ils constituent
5-8% de I'anneau extérieur et 11 a 20% de I'anneau intérieur. Un gradient
croissant de la concentration en protéoglycane existe a partir de la périphérie
de T'anneau fibreux jusqu’a la zone de transition avec le nucleus pulposus
23, 153].

2. Une lamelle est définie comme une couche de ’anneau fibreux du disque dans la-
quelle les trousseaux de fibres de collagene, noyés dans une matrice —principalement de
protéoglycane— sont orientées selon une seule direction privilégiée.
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Postérieure

FIGURE 1.10: Schéma du disque intervertébral.

AF : anneau fibreux, NP : nucleus pulposus.

X1 : direction circonférentielle (tangentielle).

Xy : direction axiale du disque.

X3 : direction radiale.

a est 'angle phénoménologique qui caractérise I'inclinaison des fibres par
rapport a la direction circonférentielle Xj.

La composition cellulaire : L’étude biochimique du disque intervertébral
sain permet de comprendre certaines pathologies comme la dégénérescence
discale qui est accompagnée par un changement de la structure cellulaire et
de la matrice extracellulaire du disque [24]. Les cellules de "anneau fibreux,
comme pour un tissu conjonctif, possedent une forme spécifique qui dépend
de la fonction du tissu. Ainsi la forme de la cellule a été corrélée avec la
fonction mécanique du tissu [60, 108]. Dans le disque intervertébral, la forme
des cellules varie selon la direction radiale du disque. On trouve, dans ’an-
nulus extérieur, des cellules allongées orientées selon la direction privilégiée
des fibres de collagene. Cette caractéristique des tissus permet une bonne
résistance a ’extension. La forme des cellules tend a devenir sphérique au fur
et a mesure qu’on se rapproche du nucleus qui subit une pression hydrosta-
tique [20].
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Le nucleus pulposus : Le noyau est situé au centre du disque. Il occupe
25 a 50% de l'aire de la section transversale. Il est composé d’un réseau
irrégulier de fibres de collagene, noyées dans une matrice de protéoglycanes
formant un gel granulaire avec de ’eau qui compose 70-90% de son poids total
(94, 120, 153]. Les cellules du nucleus sont généralement grandes et rondes
de type chondrocytes (des fibroblastes) chez les adultes. Elles produisent
essentiellement du collagene de type IT qui joue, en rentrant en interaction
avec le protéoglycane et ’eau interstitielle, un role majeur pour les propriétés

mécaniques statiques et dynamiques du disque [105].

Les plateaux cartilagineux : Ils possedent une épaisseur d’environ 0.6-1
mm et sont supposés étre collés au corps vertébral. Les plateaux cartilagineux
forment une zone de transition entre le tissu discal et les corps vertébraux os-
seux. Leur structure poreuse favorise les échanges fluidiques qui représentent

la source de nutrition premiere du disque intervertébral [5, 24].

Composition radiale du tissu discal : La structure trans-lamellaire dis-
cale est caractérisée par des ponts fibreux. Il est tres probable que les ponts
contribuent a la réponse mécanique radiale discale. De méme, le role des
fibres d’élastine est susceptible de renforcer la structure radiale du disque
en compression. Il a été noté que la dégradation des fibres élastiques fait
chuter la résistance a la rupture, la limite élastique, mais, augmente 1’exten-
sibilité radiale du disque fibreux. Les ponts fibreux contiennent de la fibre
élastique. Cependant, ce sujet est assez méconnu car aucune image de leur

microstructure n’a encore été publiée [140, 152, 153].
1.7.2 Le role mécanique

Sous I'action des charges compressives, il est estimé que le disque Lz — L4 sup-
porte une pression de 0.6 du poids de notre corps avec les mains vides et passe
a 3.0 lorsqu’on porte un poids de 20 Kg dans les mains. Le role du disque
intervertébral, notamment le nucleus pulposus, est de résister aux charges
compressives et de les distribuer équitablement dans toutes les directions.

Cependant, le taux de compression du nucleus est réglé par le protéoglycane

29



1.7. LE DISQUE INTERVERTEBRAL

qui définit la porosité de la structure et attire les fluides interstitiels. Quand
le nucleus est soumis a une pression supérieure a celle qu’il peut supporter,
le fluide est expulsé, ce qui entraine I’accroissement de la concentration des
molécules de protéoglycane dans le disque. Etant chargées négativement, les
molécules de protéoglycane engendrent une augmentation de la pression os-
motique qui tend a conserver le fluide au sein du disque. Ce transport de
fluide prend fin lorsque I’équilibre est atteint entre la pression osmotique et
la pression externe appliquée sur le disque. Le disque intervertébral montre
un comportement viscoélastique. Cependant, cette réponse du tissu du a la
pression osmotique est considérée comme active vu qu’elle est déclenchée par
un potentiel électrique. Dans ce mémoire, I’étude ne porte que sur la réponse
passive du tissu décrite uniquement par le comportement du collagene et de

la matrice non-collagéneuse.

L’anneau fibreux retient I’expansion radiale du nucleus grace a ses trousseaux
de fibres de collagene. En effet, étant sollicité radialement par le nucleus, les
lamelles de 'anneau fibreux externe empéchent les déformations vu qu’elles
sont reliées au corps vertébral. En outre, elles subissent les efforts engen-
drés par la torsion ou la flexion de la colonne vertébrale protégeant ainsi
les ligaments intervertébraux d’éventuelles déchirures. Donc, la structure de
I’anneau extérieur fibreuse, dense et fortement orientée est bien adaptée a la

nature des efforts externes qui agissent sur le disque [86, 106].
1.7.3 Les propriétés mécaniques

Les propriétés élastiques en extension de I'anneau fibreux ont été largement
étudiées [13, 38, 40, 52, 56, 117, 120, 121, 151]. La compréhension du com-
portement mécanique du disque sain notamment ’anneau fibreux permet de
développer des protheses discales afin de remédier aux pathologies comme la
dégénérescence discale [83]. En effet, une ingénierie réussie d’un remplace-
ment du disque intervertébral nécessite la duplication de sa fonction méca-
nique et de sa forme anatomique. Actuellement, une prothese discale est un
composite formé de lamelles concentriques qui sont renforcées par des fibres

avec des directions privilégiées en alternance d’une lamelle a l'autre ; ¢’est la
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partie de la prothese externe représentant I’anneau fibreux. La partie interne
est un hydrogel biocompatible représentant le nucleus [115]. Pour développer
de telles protheses, on estime que le module d’Young de I’anneau fibreux sui-
vant la direction de fibres est de une a deux fois supérieur au module d’Young

suivant la direction radiale ou axiale du disque [40, 151].

Quant aux mesures expérimentales du coefficient de Poisson, elles manquent
de précision. En effet, la littérature (par exemple Alkalay [5]) expose des
valeurs nominales du coefficient de poisson qui sont comprises entre 0.4 et
2.32 [165]. Autres mesures faites par Elliott et Setton [40] sur le disque inter-
vertébral, montre que le coefficient de Poisson de 'anneau extérieur differe
de l'intérieur, ou on a respectivement 0.6 et 1.6 comme valeurs nominales.
Théoriquement, le coefficient de Poisson est compris entre 0 et 0.5, ce qui
ne correspond pas totalement aux valeurs mesurées. Cet écart entre le coeffi-
cient théorique et mesuré, est rapporté a ’anisotropie et la non linéarité du
tissu [5] : le tissu posseéde une réponse en compression différente de celle en
traction en raison du comportement des faisceaux de fibres de collagene qui
sont extensibles mais passives pour un chargement compressif. Aujourd’hui,
I’estimation expérimentale du coefficient de Poisson reste un sujet ouvert au

développement scientifique.

Pour la suite, on suppose que 'anneau fibreux possede une structure lamel-
laire idéale : toutes les lamelles sont completes et la densité du trousseaux de
fibres est identique dans toutes les lamelles. De plus, on suppose qu’il possede

un comportement élastique non-linéaire et anisotrope.

1.8 La paroi artérielle

La modélisation de la paroi artérielle demande une certaine connaissance de
sa composition, sa morphologie et son histologie. Dans cette partie, on pré-
sente des généralités sur la paroi artérielle saine afin d’acquérir une meilleure
compréhension de la mécanique de cette structure complexe. Puis, on ex-
plique les caractéristiques mécaniques du tissu artériel. Pour plus de détails

techniques et d’illustrations de la biomécanique vasculaire, le lecteur peut
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consulter les travaux suivants : Fung [54], Humphrey [88], Mescher [109], Thu-
brikar [163] ou Humphrey [90].

1.8.1 Structure artérielle

Le systéme circulatoire est constitué du coeur (une pompe centrale) et d’une
vaste gamme de tubes, les arteres, qui transportent le sang du coeur vers la
périphérie ainsi que les veines qui transportent le sang de la périphérie vers le
coeur. Le sang nourrit les organes a travers un réseau capillaire sanguin. Ainsi
le sang est supposé effectuer presque une boucle fermée (voir Figure 1.11).
Environ les trois-quart du volume sanguin dans le corps est contenu dans les
veines a une basse pression transmurale. Les veines jouent le role d’un réser-
voir de sang. Les arteres contiennent le quart restant de volume sanguin mais
a une pression transmurale élevée. Ainsi les arteres ont une double fonction :
elles forment des conduits pour la circulation sanguine et des réservoirs de
pression artérielle. De nombreuses études soulignent que les maladies cardio-
vasculaires peuvent étre déclenchées ou aggravées par des stimuli mécaniques,
tels que les contraintes transmurales et ’étirement qui résultent de la pres-
sion artérielle, ou la contrainte de cisaillement résultant de 1’écoulement du
sang. En outre, grace a l'action de pompage du cceur, la pression sanguine et

la circulation sanguine sont pulsatiles.

Dans la section transversale, ’artere a un profil circulaire et généralement
une épaisseur uniforme (voir Figure 1.11). Les principales composantes de la
paroi du vaisseau sont ’endothélium, les cellules musculaires lisses, le tissu
élastique, le collagene et le tissu conjonctif. La paroi des arteres et des veines
se compose de trois couches concentriques laissant une ouverture centrale
pour la circulation sanguine. De l'intérieur vers l'extérieur, on distingue :
I'intima, la media et I’adventitia. Pour les arteres, 'ouverture est étroite et
la média est la couche la plus épaisse. Alors que pour les veines, ’adventi-
tia représente la couche la plus épaisse et l'intima est munie de valves qui
fonctionnent comme un clapet anti-retour du sang (Figure 1.11). D’autres

composantes ont un role uniquement physiologique comme le vasa vasurum :
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c’est I'ensemble des artérioles (des arteres de tres faibles diametres), des ca-
pillaires et des veinules (petites veines). Le vasa vasurum assure la nutrition,

notamment 'apport de I'oxygene aux couches distantes des ouvertures.

Tunica intima

Endothelium

Subendothelial layer

Internal elastic lamina

Tunica media

External elastic lamina

Tunica externa
Vasa vasorum

4 T
Lumen - Capiltary bed Lumen

e

Endotheliurmn

Basemenl
membrane

Capillary |

FIGURE 1.11: Les parois des arteres, veines et capillaires ; adaptée de [109,
chapitre 11].

Les arteres montrent une grande variété de diametres. On peut les classer
sous deux types : élastiques et musculaires. Les arteres élastiques comme
I'aorte, les arteres carotides et iliaques sont situées a proximité du coeur
(arteres proximales). Elles ont relativement de grands diameétres et peuvent
étre considérées comme des structures élastiques. Les artéres musculaires (ar-

teres distales) telles que les arteres fémorales et cérébrales sont plus petites
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et peuvent étre considérées comme des structures viscoélastiques. Les petites
arteres affichent généralement un comportement viscoélastique plus prononcé
que les arteres de grand diametre. Cette viscosité est liée aux cellules mus-
culaires lisses relativement abondantes dans les arteres de faibles diametres
(Figure 1.12).

On s’intéresse aux arteres composées de trois couches distinctes : intima,
media et adventitia. La contribution mécanique de I'intima a la réponse ar-
térielle en déformation est négligeable chez les jeunes individus en bonne
santé. Toutefois, elle devient significative pour les arteres agées (I'intima de-
vient plus épaisse et plus rigide). En outre, il est important de noter que des
changements pathologiques des composantes intimales (athérosclérose) sont
associés a des modifications importantes des propriétés mécaniques des parois

artérielles, qui different considérablement de celles des arteres saines [84].

La media est la couche moyenne qui est séparée de I'intima et de 'adventitia
par, respectivement, une membrane basale interne (limitante élastique in-
terne) et une membrane basale externe (limitante élastique externe). Contrai-
rement a une artere musculaire, I’artere élastique présente des membranes ba-
sales de tres faibles épaisseurs. Des fibres élastiques concentriques et des cel-
lules musculaires lisses forment la media. Dans une artere élastique, le motif
se compose de lamelles élastiques dont le nombre et I’épaisseur varient le long
de l'arbre vasculaire (jusqu’a 60, environ 15 ym d’épaisseur pour 'aorte tho-
racique ; jusqu’a 30, une épaisseur d’environ 20 ym pour I'aorte abdominale).
Chaque unité (lamelle élastique) peut étre considérée comme un ensemble de
couches de cellules musculaires lisses séparées par 3um d’épaisseur de feuilles
de fibres élastiques. Les trousseaux de fibres courtes de collagene sont tissés
dans les feuilles d’élastine. Le collagene présent est de type III réticulé et
de type I en faibles proportions. Les trousseaux de collagenes sont disposés,
tout comme les cellules musculaires lisses, en hélice le long de I'artere avec
une inclinaison selon la direction circonférentielle de I'artere. On trouve aussi
des protéoglycanes et des glycoprotéines. L’élastine est la fibre la plus domi-
nante dans cette couche. En passant des arteres élastiques (Figure 1.12(a))

aux musculaires (Figure 1.12(b)), les unités formant la media s’épaississent
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et les cellules musculaires lisses deviennent les principales constituantes de

cette couche : la proportion d’élastine diminue ainsi que celle de collagene.

Endothelium

(a) Artere élastique. (b) Arteére musculaire.

FIGURE 1.12: Artere élastique vs Artére musculaire [109, chapitre 11].
(I) : couche intima de faible épaisseur. (A) : couche adventitia contenant
les veinules du vasa vasorum.

(a) : Aorte élastique montrant une couche media (M) épaisse avec un ré-
seau dense de lamelles élastiques. L’artere se dilate sous la pression pulsa-
tile réduisant la pression transmurale et favorisant la circulation sanguine.
(b) : Artére de diametre moyen de type musculaire montrant dans sa coupe
transversale une media avec une forte présence de cellules musculaires
lisses.

Enfin, 'adventitia représente environ 10% de I’épaisseur de la paroi d’une
artere élastique et beaucoup plus dans une artere musculaire. La couche de
I’adventitia est essentiellement un réseau dense de fibres de collagene de type
I entrecoupées avec des fibroblastes, des fibres élastiques, des nerfs, et du

vasa vasorum. Les fibres de collagene dans I'adventitia sont orientées selon
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la direction circonférentielle. Avec celles de la media, elles offrent a la paroi
artérielle une résistance contre les sur-dilatations artérielles. L’adventitia est
presque absente dans les arteres cérébrales. Dans les artérioles, les vaisseaux
sont réduits a de '’endothélium, une limitante élastique interne et plusieurs

couches de muscles lisses.
1.8.2 Le role mécanique

Pour les jeunes individus en bonne santé, la media (la couche du milieu)
et adventitia (la couche la plus externe) sont les seules responsables de la
résistance de la paroi artérielle en absorbant la plupart des contraintes phy-
siologiques. Pour de petites déformations (pressions physiologiques), c’est
surtout la media qui détermine les propriétés de la paroi artérielle. Son ré-
seau interconnecté de fibres de collagene avec des fibres élastiques lui confere
une résistance aux charges circonférentielles et longitudinales. De plus, en
raison de la forte teneur en cellules musculaires lisses, on suppose qu’elle
est principalement responsable du comportement viscoélastique artériel. Une
fois le niveau de grandes déformations atteint, l’adventitia —représenté mé-
caniquement par des trousseaux de fibres de collagene de type I et de fibres
élastiques— subit le chargement et retient ’expansion de I'artere. L’adventi-
tia se comporte comme un tube a paroi épaisse qui empéche la rupture ou la

sur-extension de l’artere.

Pour chacune de ces deux couches, on trouve des trousseaux de fibres de
collagenes de type I qui possedent deux directions privilégiées. Les directions
sont symétriquement disposées de part et d’autre de ’axe circonférentiel de
I’artere avec une certaine inclinaison définissant ainsi un angle phénoméno-
logique. Cette configuration anisotrope permet de résister aux déformations
pulsatiles de I'artere dont 'amplitude maximale est suivant la direction cir-
conférentielle. La matrice non-collagéneuse forme la substance fondamentale
amorphe et enveloppe les fibres de collagene. Elle se comporte comme un ma-
tériau isotrope tres élastique permettant de réduire la pression transmurale

durant le systole et de maintenir un bon débit sanguin durant la diastole. Le
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modele mécanique équivalent de I'artere élastique est un multicouche com-
posite renforcé par des fibres croisées de collagene. Les premiers travaux de
modélisation de ’anisotropie artérielle considere la paroi artérielle comme un
cylindre orthotrope [78, 168].

1.9 Synthese

Dans cette partie, on a présenté les tissus biologiques souples sains dans le but
de comprendre leur comportement mécanique passif en insistant sur le tissu
fibreux du disque intervertébral et de la paroi artérielle. Pour modéliser ces
tissus, il est essentiel d’étudier leur anatomie, morphologie, histologie ainsi
que la chimie du tissu. L’histologie montre que 1’élément de base structurale
de ces tissus fibreux est la matrice extracellulaire. Elle est formée par des
fibres de collagene, de 1’élastine, des protéoglycanes et des solutés. Ces tissus
sont denses et réguliers. Ils sont caractérisés par un comportement de base qui
est élastique, non-linéaire et anisotrope. La matrice non-collagéneuse possede
une résilience mécanique élevée qui se déforme en cas de petites déformations.
Une fois que le régime de grandes déformations débute, les fibres de collagenes
commencent a s’étirer en durcissant, ce qui protege le tissu contre les fortes
pressions qui peuvent provoquer sa rupture. Ce durcissement des fibres de
collagene caractérise le tissu par une relation de contraintes-déformations
de la forme d'une exponentielle, donc non-linéaire. Selon la proportion de
protéoglycanes et de solutés présente dans le tissu, sa viscosité est plus ou
moins prononcée. La viscoélasticité et 1’élasticité des tissus ne sont que sa

réponse passive engendrée par la déformation du collagene et de 1’élastine.

Les tissus sont généralement formés par des couches et des lamelles de com-
position différente et en alternance. C’est le cas de 'anneau fibreux du disque
intervertébral et de la paroi artérielle. Les couches media et adventitia de la
paroi artérielle sont des composites complexes avec une substance de base
constituée principalement d’élastine et de fibres de collagenes disposées sui-
vant deux directions privilégiées. De méme, 'anneau fibreux est formé par de

nombreuses lamelles qui contiennent des fibres de collagénes selon une seule
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direction privilégiée par lamelle. Cependant, la présence des mécanismes d’in-
teraction entre les couches et les lamelles n’a pas été encore clarifiée. En effet,
a 1’échelle nano-moléculaire, il reste beaucoup a découvrir avec les avancées
techniques expérimentales. La morphologie, la chimie et 1'histologie des tissus
ne sont pas encore completement connues. Ainsi, les hypotheses de modélisa-
tion des tissus biologiques attendent que les théories dont elles sont inspirées,
comme le glissement fibrillaire et la formation des trousseaux de fibres, soient

validées.

Aujourd’hui, une tres grande variété de lois constitutives qui modélisent ces
tissus existe (par exemple, [39, 79, 80, 90, 123]). Chaque loi est caractérisée
par un nombre de parametres a déterminer et qui refletent la composition
structurale du tissu en reliant la structure histologique a sa fonction méca-
nique. Ainsi, ces parametres matériau doivent étre déterminés a partir de
tests expérimentaux relativement simples afin de pouvoir obtenir un champs
de déformations homogenes facilement exploitables. La suite de ce mémoire
présente les outils de modélisations mathématiques des tissus, particuliere-
ment la théorie de I’hyperélasticité, ainsi que les méthodes de détermination

des parametres matériau qui sont associés aux modeles.
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Mécanique des milieux continus —

Hyperélasticité

Il s’agit ici de rappeler quelques éléments fondamentaux de la mécanique des
milieux continus, de I’hyperélasticité isotrope et anisotrope et des lois de com-
portement standards. Ces éléments seront utiles a la bonne compréhension
des chapitres qui vont suivre et qui traiteront de I'identification proprement
dite. Les parties 2.1 a 2.4 qui suivent ont été rédigées en se basant sur ces

trois principales références : [51, 75, 159].

2.1 Cinématique

On considere un solide qui ne subit que des déformations statiques. Dans
sa configuration non-déformée Qy, dite configuration de référence (ou encore
configuration Lagrangienne), une particule matérielle de ce solide sera iden-
tifiée par un vecteur de position X a un temps ty. A un temps ¢, le solide
est en mouvement dans la configuration déformée Q3 (ou encore configura-
tion Eulérienne). Sa nouvelle position est repérée par un vecteur de position
x(X,t). Dans la suite de ce chapitre, on omettra le temps dans les notations
puisque l'on s’intéresse au régime statique. De ce fait, la position de chaque

particule de )y est reliée a sa position dans ) par une relation bijective ¢ :

x = G(X) (2.1)
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2.1. CINEMATIQUE

Le déplacement de matiere est le vecteur qui relie la position initiale a la

position courante d’une particule :
E=xz-X (2.2)

On définit par F = dx/dX le tenseur gradient de la déformation. Générale-
ment, F est non-homogene, ce qui signifie que F dépend de X. Le déterminant
de F, tres souvent noté J, représente le déterminant de la matrice jacobienne.
Il s’exprime comme le rapport des volumes infinitésimaux dv et dV, en confi-
guration respectivement déformée et non déformée. Il est strictement positif

comme rapport de deux volumes :

det(F) = | = ;—‘Z >0 (2.3)

Pour un mouvement isochore, le volume reste constant au cours de la défor-

mation et le déterminant de F vaut 1.

Le tenseur de gradient de la déformation donne des informations sur la dé-
formation (longueur, angle) et sur la rotation du corps rigide pour un point
matériel du solide. Le théoreme de décomposition polaire permet 1’écriture
de F en un produit d’un tenseur orthogonal par un tenseur symétrique défini
positif F = RU = VR, ou R est un tenseur orthogonal et U,V sont des ten-
seurs symétriques définis positifs. De plus, ce théoréeme permet de montrer
que C = FTF, appelé le tenseur des dilatations de Cauchy-Green & droite, est
indépendant du mouvement de corps rigide puisqu’il résulte de la décompo-

sition polaire de F :
C=F'F=U'R'RU = U? (2.4)

On note par B = FFT le tenseur gauche de dilatations de Cauchy-Green. Le

tenseur des déformations de Green-Lagrange est défini par :
1

ou | représente la matrice d’identité dans R3. Il reste & préciser que la position

des points matériels et de ses vecteurs associés dans la configuration déformée,
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sont reliés a la configuration de référence par F. L’élément de surface da c Q
de normale extérieure n est relié a dA C Qy de normale extérieure IN par la

formule de Nanson (voir FIGURE 2.1) :

nda =] FTNdA (2.6)

Q Q

0

FIGURE 2.1: transformation d’une surface.

2.2 Contraintes

La force de contact df appliquée a dQy, surface frontiere de g, ou a dQ,

surface frontiere de ), s’écrit :
df =tda = TdA (2.7)

ou t et T sont des répartitions surfaciques d’effort respectivement dans la
configuration déformée et non déformée. Ces répartitions s’expriment donc en
Pascal et sont communément appelées vecteurs contraintes. Elles dépendent
a la fois de la géométrie par I'intermédiaire de la normale extérieure ainsi que
de la position spatiale :

T(X;N);, t(x;n)
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Théoréme 2.2.1 (de Cauchy). Cauchy a établi que le vecteur contrainte

s’exprime linéairement en fonction de la normale extérieure! :

t(x,n) =o(x).n (2.8)
T(X,N)=P(X).N (2.9)

t et T sont donc des applications linéaires respectivement de n et de IN.
Ces applications linéaires peuvent étre représentées dans la base cartésienne
par des matrices qui seront notées o et P. ¢ est le tenseur des contraintes
de Cauchy (en anglais : true stress tensor) et P s’appelle le premier tenseur
des contraintes de Piola-Kirchhoff (en anglais : engineering stress tensor ou

conventional stress tensor).

On peut facilement établir la relation entre ¢ et P a partir du théoreme 2.2.1
et de la formule (2.6) :
o=]"'PF’ (2.10)

L’équilibre des moments montre que le tenseur d’ordre deux o est symé-
trique, 0 = 0. Ceci implique, en considérant 1’équation (2.10), que P n’est
pas un tenseur symétrique. Ainsi I'introduction du second tenseur de Piola-
Kirchhoff S, qui est un tenseur symétrique, s’impose pour la formulation des
lois constitutives :

S=F'P=JF'oF" (2.11)

Ce tenseur S apparailt naturellement en prenant en compte le premier et le
second principe de la thermodynamique. Ces principes sont rappelés dans le

paragraphe qui suit.

2.3 Lois de conservations

La mécanique des milieux continus est régie par un certain nombre de grands
principes appelés lois de conservations [37]. On rappelle ci-apres ces lois

en coordonnées lagrangiennes : conservation de la masse, conservation de

1. On peut trouver une démonstration détaillée de ce théoreme dans [37], premiere
partie chapitre 2 section 4 page 41.
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la quantité de mouvement, conservation de I'énergie et deuxieme loi de la

thermodynamique :
J—po/p=0 (2.12)
DivP + pof — pPoa@ = 0 (213)
p()l:l -S: E - p(ﬂ’ + DiVQQ =0 (214)
: Qo
n-7 - o D1V( ) >0 (2.15)

ou Div représente 'opérateur divergence :

oP;; ]

P
3 3

. 9 (Qo); . P

DivQy = DivP = - (2.16)

dPs;

P

=1

[ /=1

Le point surmontant une quantité représente la dérivée de cette quantité par
rapport au temps, (e : ®) symbolise le produit doublement contracté, I'indice
(®)o fait référence a la configuration non déformée de la matiere, py et p sont
respectivement la masse volumique dans la configuration non déformée et
courante, f est une force volumique, a est lacceleratlon 1 est la variation
de I'énergie interne par unité de masse, E = 2(F F + FTF) est le taux des
déformations, r est une production volumique interne de chaleur (en Watt
par metre cube), Qg est le vecteur flux de chaleur (en Watt par metre carré),

1 est la variation de I'entropie spécifique et T est la température absolue.

En développant l'opérateur divergence dans (2.15), puis en éliminant r entre
(2.14) et (2.15), on obtient :

po(Tn—u)+S: E - &Grad(T) >0 (2.17)
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ou 'opérateur Grad(T) représente le gradient :

oT
X,
Grad(T) = IT (2.18)
X,

oT
09X, |

Quand la température est un parametre indépendant, il convient d’utiliser
le potentiel de Helmholtz (ou l'énergie libre) 1 = u — Tn. On obtient alors

I'inégalité de Clausius-Duhem :
) ) - Qo
—po(Y+nT)+S: E- TGrad(T) >0 (2.19)

En introduisant la dépendance de 1’énergie libre 1) par rapport aux déforma-
tions E et a la température T (¢ = P(E, T)), on effectue une dérivation en
chaine de i dans (2.19) :

d . o .
(S- po%) :E = po(n - %)T >0 (2.20)

L’inégalité (2.20) étant valable pour n’importe quel champs et n’importe

quelle histoire, on en déduit que :

0
S= po£ (2.21)
dyp

Les deux équations (2.21) et (2.22) caractérisent la loi de comportement
d’un matériau thermo-élastique. Dans ce mémoire, on considere une évolution
isotherme, ce qui est classique pour des tissus biologiques. ¢ ne dépendra alors
que de E. Une densité volumique d’énergie de déformation (Watt par metre

cube) définie par W(E) = poi permet d’écrire, a partir de (2.21), I'équation
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constitutive définissant les contraintes :

COW W

S=—=2-1 2.23
JE dC (223)
Les contraintes de Cauchy se déduisent des équations (2.11) et (2.23) :
IW
=] F—F' 2.24

2.4 Hyperélasticité

On dira qu'un matériau est hyperélastique s’il est caractérisé par une densité
d’énergie de déformation scalaire W conformément & (2.23), ce qui assure une
compatibilité avec les deux premiers principes de la thermodynamique. D’un
point de vue pratique, 'hyperélasticité caractérise les matériaux pouvant su-
bir des grands déplacements et des grandes déformations dans le cadre de
processus réversible. Ces processus n’induisent pas, par exemple, de défor-

mations plastiques permanentes.

Les lois de conservations présentées dans la section ci-dessus sont des condi-
tions nécessaires, mais non suffisantes, afin de pouvoir décrire I'état des
contraintes dans un milieu continu. Elles doivent étre complétées par des
lois physiques qui décrivent la diversité des comportements du matériau. Ces
derniéres représentent les équations d’état (équations constitutives). Elles
établissent la connexion (relation fonctionnelle) entre le champs des variables
d’état (déformations, températures, etc) et les sollicitations extérieures (con-

traintes, flux de chaleurs, etc).

Les relations constitutives découlent de la fonctionnelle W. Sa forme tient
compte des propriétés spécifiques du matériau comme la présence ou non
de renforts fibreux. Dans la suite de ce chapitre, on rappelle la notion de
matériau isotrope (pas de renfort) puis celle de matériau isotrope transverse
qui correspond typiquement au cas de tissu biologique renforcé par des fibres

de collagene.
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Matériau isotrope : Un matériau est qualifié d’isotrope lorsqu’il présente
les mémes propriétés mécaniques dans toutes les directions. C’est le cas des
aciers standards dans le cadre de 1’élasticité linéaire ou de la plupart des caou-
tchoucs et des mousses élastomeres en hyperélasticité non-linéaire. En terme
de densité d’énergie de déformation W(C), cela se traduit par la propriété

d’invariance suivante [27] :
W(C) = W(QCQ") vQ e O} (2.25)

olt Oy représente le groupe des transformations orthogonales a déterminant

positif, c’est & dire le groupe des rotations dans R3.

En choisissant la matrice de rotation dans (2.25) de sorte a diagonaliser C,
on en déduit que W dépend des trois valeurs propres de C encore appelées
dilatations principales. Ces trois valeurs propres étant reliées aux trois inva-
riants principaux de C, définis par la formule (2.26) ci-apres, on en déduit
que la densité d’énergie associée a un matériau isotrope est une fonction de
ces trois invariants Iy, I, et I3 :

L=C:l, L=3[C:-(c:1)], L=det(C) (2.26)

N| =

En utilisant (2.23) et des regles de dérivations standards, on obtient les for-

mules classiques suivantes :

3
IW I,
S=2 Z; 3 3¢ (2.27)
o . o oy v
2e=l, 3e=h1-C, F=LC"=de(Q)C" = Cof(C)  (2:28)

ot Cof(e) représente la matrice des cofacteurs.

La combinaison de (2.27) avec (2.28), utilisées conjointement avec le théoreme

de Cayley-Hamilton, conduit a la formule qui suit, connue sous le nom de
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théoreme de représentation [27] :
S = apl + a;C + a,C? (2.29)

ou les coefficients ag, a1, @, sont des fonctions scalaires dépendant des trois

invariants I, I, et Is.

Matériau isotrope transverse : Ainsi que cela a été présenté dans le pre-
mier chapitre de ce mémoire, les fibres de collagene jouent un role primordial
pour de nombreux tissus souples. Cela conféere a ces tissus un caractere fonda-
mentalement non isotrope puisque leur comportement differe selon qu’ils sont
sollicités dans le sens des fibres ou perpendiculairement a celles-ci. Les outils
mis en place pour I'hyperélasticité isotrope sont alors pour partie inopérants
et il convient de considérer des tenseurs additionnels qualifiés de tenseurs
structuraux [16, 154, 155, 172]. Par exemple, pour un matériau constitué
d’une seule famille de fibres, de direction unitaire a dans la configuration
de référence Qp, il a été démontré [155] que ce tenseur était égal au produit
tensoriel @ ® a = aa’. De mani¢re plus générale, la relation (2.25) doit étre
remplacée par :

W(C) = W(QCQT) vQesS (2.30)
ol & représente le groupe de symétries matérielles.

A partir de (2.30), il a été établi [93, 172] que la densité anisotrope W peut
s’exprimer comme une fonction isotrope a condition de lui adjoindre un ten-
seur additionnel relié au groupe de symétrie 5. Dans le cas d’une famille de

fibres, ce tenseur additionnel est a ® a :
W(C,a®a)=WQCQ,Qa®aQ") ¥YQeO] (2.31)

On se ramene ainsi, d’'une certaine maniere, a la problématique des densités
d’énergie isotropes. On en déduit [16] que W s’exprime comme une fonction de

cing invariants dont trois sont déja définis par (2.26) et deux sont additionnels
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(Iy et I5) et fonction de a :
L =C:a®a, 5=C*:a®a (2.32)
I est le carré de la dilatation suivant la direction a puisque 1'on a :
I, =< F'Fa, a >=< Fa, Fa >= ||Fa|] (2.33)

ou < e, e > et ||e|| représentent respectivement le produit scalaire et la norme

cuclidienne.

En dérivant les invariants additionnels I et Is par rapport a C, on obtient

facilement :

dly dls
x-a@a, ac—C.(a@a)+(a®a).C (2.34)

En appliquant a nouveau (2.27) on obtient la représentation des contraintes :
S = 2{w1| £ Wa(L1 - C) + WsCof(C)
+Wia®a+ Ws5[C.(a®a)+ (a®a).C] } (2.35)

avec W; = dW/dl; pour {i=1,2,...,5}.

En définissant le vecteur unitaire d comme I'image de a dans la configuration
déformée (d = F.a), le tenseur des contraintes de Cauchy o, obtenu par
substitution de (2.35) dans (2.24) s’écrit :

2
o= T{WlB + Wz(llB — Bz) + Wil

+Widod+Ws(de Bd+Bd®d)} (2.36)

Remarque : Lorsque le matériau comprend deux familles de fibres, associées

a deux directions privilégiées représentées par deux vecteurs unitaires ai, a,,

48



2.5. DENSITE D’ENERGIE DE DEFORMATION

on suit le méme raisonnement qu’avec une seule famille de fibres mais en

introduisant deux tenseur structuraux W = W(C,a, ® aq, a; ® a;).

2.5 Densité d’énergie de déformation

Ainsi que cela a été expliqué au paragraphe 1.6 (cf. Figure 1.7), la rela-
tion entre les contraintes et les déformations pour les tissus souples présente
des zones différentes bien caractéristiques. C’est ce qui motive souvent la
superposition d’une densité isotrope, suffisante pour représenter le compor-
tement pour des déformations modérées, a une densité anisotrope nécessaire
pour modéliser 'allongement des fibres lorsque les déformations sont plus
importantes (généralement lorsque I'invariant mixte I est supérieur a 1). On
pourra se référer sur cet aspect a Holzapfel et al. [78] ainsi qu’a Peyraut
et al. [126]. Mais d’autres approches, qui consistent a utiliser uniquement
des densités isotropes, ont également été proposées dans le passé comme cela
a été reporté dans Wu et Yao [168]. Aujourd’hui, la technique consistant a
superposer une densité isotrope avec une densité anisotrope est néanmoins
la plus répandue. Dans ce paragraphe, sans prétendre a ’exhaustivité, on va
passer en revue quelques unes des densités isotropes et anisotropes les plus

utilisées en biomécanique.
2.5.1 L’hyperélasticité et les tissus souples

Pour modéliser le comportement élastique des tissus souples, la bioméca-
nique exploite la théorie de 'hyperélasticité [14, 53, 65, 168]. Initialement,
cette théorie a été développée dans le but de décrire le comportement des
élastomeres (caoutchouc) isotropes et incompressibles, des mousses isotropes
compressibles ainsi que des élastomeres renforcés par des fibres [2, 15, 65]. Les
premiers modeles qui ont vu le jour en biomécanique utilisaient des lois de
comportement isotropes dédiées aux élastomeres et renforcées par des fibres
[53, 168]. Depuis ces travaux pionniers, basés sur l'observation des déforma-
tions, I'utilisation de I’hyperélasticité anisotrope s’est imposée pour modéli-
ser le comportement des tissus souples en biomécanique, notamment dans le

cadre des analyses éléments finis. Les modeles isotropes restent néanmoins
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souvent utilisés, conjointement avec des modeles anisotropes, afin de repré-
senter le comportement de la matrice [78, 90]. C’est la raison pour laquelle

nous débutons ce paragraphe par une revue de modeles isotropes.

On rappelle qu'un matériau isotrope possede une densité d’énergie qui dépend
des trois invariants principaux de C [27] : I}, I et I3. Parmi les modeles que
I'on retrouve dans la littérature, on peut citer le modele de Mooney-Rivlin
[111, 134], récemment utilisé dans le cadre de la simulation biomécanique
chirurgicale [28] :

W = by(I; — 3) + by(I, — 3) (2.37)

ou by et b, sont des parametres matériau. On note que quand b, = 0, le
modele se réduit a la forme néo-Hookéenne(chapitre 5 dans [51]). La densité
d’énergie de déformation de Valanis et Landel [164] permet d’écrire chacun
des ces deux modeles, néo-Hookéen et Mooney-Rivlin, sous la forme de den-
sités séparables :

W = w(Ay) + w(Aq) + w(A3) (2.38)

ou Ay, Ay, A3 sont les ratios de dilatations principales et w est une fonction
logarithmique arbitraire de densité d’énergie de déformation. Ogden [119]

propose un modele équivalent a (2.37) et a (2.38) sous la forme suivante :
- Hi’l’l m Am dm
W=} (A g+ g - 3) (2.39)
-1 m

ou Uy et a,, sont des parametres matériau et n est un entier naturel positif.

Les parametres i, et a,, doivent vérifier :

Z PO = U (2.40)
m=1

ou p est le module de cisaillement. Ce modele est utilisé pour modéliser
'élasticité des tissus souples ayant des propriétés isotropes [150]. Il a la par-
ticularité de s’exprimer en fonction des valeurs propres de C et non de ses

invariants. Cette particularité nécessite des précautions particulieres pour
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I'implémentation éléments finis, notamment pour traiter les cas de valeurs

propres doubles ou triples [125].

Blatz et Ko sont connus d’apres leurs célebres travaux sur les mousses hyper-
élastiques et compressibles [15]. Sur la base d’observations expérimentales,
ils ont proposé la densité d’énergie de déformation suivante :
I
w=bl (_2 Y 5) (2.41)
2 \I;
ou p > 0 est le module de cisaillement du matériau. Ce modele est un cas

particulier du modele de Blatz et Ko [15] généralisé qui s’écrit :

H 1 (1-2v) _a-2v)
W==fl[-1--+——1
Zf(l 1/+ v 3 *

:u I 1 (1_2V) v/(1-2v
E(l—f)(ﬁ—l—;-l'TI?)/(lz) (242)

ol les constantes p, v et f satisfont les inégalités suivantes :

>0, 0<f<1, O<v<% (2.43)

Les constantes u et v représentent respectivement le module de cisaillement
et le coefficient de Poisson et f le ratio de vide par rapport a la mousse. Ce
modele (2.42) a été largement étudié dans deux cas particuliers : f égal a 0
ou f égal a 1 (voir la section 4.8 dans Fu et Ogden [51] et les références qui

y sont citées).

Lorsque f est égal a 0 et v égal a 0.25, ce modele généralisé se réduit a celui
de I’équation (2.41) appelé modele spécial de Blatz et Ko. Pour un matériau

incompressible, (2.42) se simplifie :
_H ¢
W=5fh=-3)+50-f)~-3) (2.44)

On retrouve ainsi la méme forme que la densité d’énergie de déformation de

Mooney-Rivlin pour des matériaux incompressibles.
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2.5. DENSITE D’ENERGIE DE DEFORMATION

Taber et Perucchio [160] ont utilisé le modele de Blatz et Ko généralisé afin
de modéliser la réponse isotrope passive et active (croissance en fonction du
temps) du cceur embryonnaire. Leur modele est basé sur une forme exponen-
tielle, 'argument de I'exponentielle étant représenté par le modele de Blatz
et Ko généralisé (2.42). Ce modele exponentiel sera présenté plus en détail

ultérieurement (cf. équation (2.47)).

Une autre famille de modeles hyperélastiques a été développée sur la base de
I’observation expérimentale de la relation contraintes-déformations du tissu
biologique souple. Les premiers travaux réalisés sur les tissus biologiques
étaient conduits par Fung [53] et reposaient sur l'observation de la rela-
tion entre les contraintes nominales P (sans dimension car normalisée par
rapport a une contrainte de référence) et la dilatation uniaxiale A dans le
cadre d’un essai de traction simple. Cette observation a mené a une équation

différentielle linéaire du premier ordre :

dp
a =c; +cP (245)

ou c1 et ¢, sont des parametres adimensionnels. La solution de I’équation
différentielle (2.45), sachant que les contraintes sont nulles quand le matériau

est au repos, conduit a :
P = C—l{exp [c2(A =1)] = 1} (2.46)
C2

Cette forme exponentielle est connue sous le nom « densité d’énergie de défor-
mation de Fung ». Sous sa forme générale, la densité d’énergie de déformation
de Fung s’écrit :

W =C(exp(Q)-1) (2.47)

ou Q est une fonction linéaire de la dilatation du tissu [53]. Un grand nombre
de tissus souples, dont, mais pas exclusivement, les tissus artériaux [78, 88|,
se rigidifient fortement pour un niveau de déformation élevé [25, 53, 54, 76].
Ce point a déja été relevé dans ce manuscrit. Il est illustré par la Figure 1.7.

Il explique le succes obtenu par les densités exponentielles de la forme de
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I'équation (2.47).

Un des premiers modeles exploitant cette forme exponentielle est celui de
Demiray [31] qui a proposé une énergie de déformation isotrope tridimen-

sionnelle impliquant I :
we b
=5 {exp [a(lh —3)] - 1} (2.48)

ou u et a sont des constantes du matériau, y représentant le module de
cisaillement. Cette loi a été appliquée par Delfino et al. [30] dans le contexte
des éléments finis. Q est une fonction polynomiale des invariants principaux
de C [14, 31] ou des composantes du tenseur des déformations de Green-

Lagrange [25, 55, 90].

Quelques années plus tard, Blatz et al. [14] généralisent la densité d’énergie de
déformation de Valanis et Landel [164] et proposent trois densités d’énergie de
déformations qui sont basées sur un choix particulier de w (formule (2.38)).
Une de ces trois densités proposées est identique au modele de Fung [53].
Elle est connue sous le nom de « Blatz généralisé » (section 7.5 dans [54]) et

s’exprime comme :

W =Clexpla(Ai —1)] -1} (2.49)

ol C et a sont des parametres matériau. Le modele de Blatz généralisé est
utilisé pour décrire le comportement d’une variété de tissus souples comme
celui d'un rein en compression [42]ou, plus récemment, dans le cadre d’une
étude comparative, de modeles hyperélastiques [135]). Il a été implémenté

dans le logiciel de calcul par éléments finis COSMOS.
2.5.2 Le tissu souple renforcé

Les tissus biologiques souples contiennent a I’échelle cellulaire des fibres dont
le role primordial est de renforcer la structure du tissu pour qu’il résiste aux
sollicitations mécaniques (voir le chapitre 1 de ce manuscrit). Cette présence
de fibres regroupées en faisceaux influence la réponse du tissu [53, 76, 168]
et le rend sensible & la direction du chargement [40]. Il en résulte que le tissu

conjonctif dense (Tableau 1.1) possede des propriété élastiques anisotropes.
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Approche phénoménologique : Les modeles hyperélastiques basés sur
une approche phénoménologique décrivent souvent la relation de contraintes-
déformations du tissu biologique avec une fonction exponentielle ou logarith-
mique. La densité d’énergie de déformation s’exprime directement en fonction
des composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange [53]. L’ap-
proche structurale, qui sera introduite ultérieurement, se fonde plutot sur les
invariants du tenseur des déformations de Cauchy-Green. Afin de modéliser
I’anisotropie du tissu, plusieurs densités d’énergies de déformations de type
Fung ont été proposées [25, 26, 31, 55]. Par exemple, Fung et al. [55] ont
introduit un modele de déformations en 2-dimensions alors que le modele
de Chuong et Fung [25] modélise les déformations en 3-dimensions. Avec le
temps, ces modeles ont été perfectionnés en ajoutant ou en retranchant des
termes de la fonction exponentielle de 1’énergie de déformation. Finalement

(section 7.12.1 dans [54]), Fung a proposé une généralisation de ce modele :
W=C(exp(Q) -1

13 33 (2.50)
QZEZ, ZZKijklEijEkl '

3
i=1 j=1 k=1 I=1

ol Kjjy sont les composantes d'un tenseur d’ordre 4 incluant 81 parametres
matériau. Classiquement, la propriété d’orthotropie permet de réduire ce
nombre a 9 parametres matériau, l’isotropie transverse a 6 et 1'isotropie com-
plete a 2 [75].

Une des formes les plus abouties de cette famille d’énergie de déformations
est celle proposée par Humphrey [90] qui modélise un tissu artériel avec un

matériau orthotrope :
W =C(exp(Q) - 1)
Q = LllE]ZQR + ﬂzEz@(_) + ﬂ3EéZ + 2ﬂ4ERRE@@ + 2ﬂ5E@@EZZ (251)
+206E77Erg + a7 (Exg + Edg) + a5 (E3, + E%o) + ao (E2g + E3;)

ou E;; sont les composantes de déformation associées a un systéme de coor-

données cylindriques (R, ©, Z). Ce modele est donc tridimensionnel. Il inclut
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le cisaillement C et neuf parametres matériau a; indépendants.

Takamizawa et Hayashi [161] ont proposé une densité d’énergie de déforma-
tion logarithmique et bidimensionnelle dans le plan (®; Z) afin de modéliser
I’artere carotide :

W=-Cln(1-0Q)

1 1
Q= EclEé@ + EczEéz + csEeeEzz (2.52)

ou C est le cisaillement et ¢y, ¢, et c3 sont trois parametres matériau indépen-
dants. Takamizawa et Hayashi [161] ont choisi, & un coefficient multiplicatif
pres, la méme expression de Q que celle du modele bidimensionnel de Fung
et al. [55] :

W = Clexp(Q) — 1]

Q =c1Eg + ©2E%, + 2c3EeeE 77 (2.53)

Il est & noter que I’équation (2.53) est un cas spécial de I’équation (2.50).
Ce modele de Fung et al. [55] a été repris par Holzapfel [77] pour modéliser
I’énergie de déformation des fibres de collagéne artérielles. En I'exprimant

dans un repere cartésien, elle s’écrit :

W = Clexp(Q) - 1]

2.54
Q =C E%l + Cy E%Z + C3 Ell E22 ( )

Par rapport au modele proposé par Fung et al. [55], Holzapfel [77] lie les pa-
rametres matériau ¢; a 'angle phénoménologique f2, attribuant ainsi un sens
physique aux parametres matériau c;. Holzapfel [77] insiste sur la convexité
de W et montre que pour un C > 0, (2.54) est convexe si et seulement si

c1>0,c>0et cic0 > Cé. Cette méme remarque a aussi été établie dans [78].

Federico et al. [43] évoquent I'importance de la convexité des densités d’éner-

gie de déformation de type Fung pour la fiabilité des routines de calcul par

2. angle mesuré dans la configuration non déformée du matériau entre la direction
privilégiée des fibres de collagene et la direction d’'un des axes du repére dans le plan des
fibres (Figure 2.2).
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éléments finis et notamment dans le cadre de I'identification de parametres.
I[lIs montrent que la condition de convexité est satisfaite si la forme quadra-
tique de Q est définie positive et si la dérivée seconde de W par rapport au
tenseur de déformation de Green-Lagrange est positive. Cette derniere, qui
représente les modules tangents, est la base de toutes les routines de calcul

numérique implémentant une linéarisation de W [124].

Approche structurale : Les tissus biologiques sont composés de plusieurs
constituants notamment 1’élastine, le collagene, les cellules musculaires lisses
et la substance de base. Chacun de ces constituants influence, par sa présence
et sa distribution au niveau microscopique, le comportement mécanique ma-

croscopique du tissu.

Un modele structural représente une densité d’énergie de déformation in-
cluant des informations sur la microstructure. La densité et la répartition
en faisceaux du collagene fibrillaire dans un tissu, induisent une anisotropie.
D’apres Lanir [102], on considere que le tissu est modélisé par des fibres de

collagenes imprégnés dans une matrice isotrope.

a)

b)

FIGURE 2.2: Arrangement des fibres dans un plan e; —e;. a) : un tissu avec
une direction de collageéne privilégiée a. b) : un tissu avec deux directions
de collagene privilégiées a1, ay.

La matrice isotrope se comporte d’une maniere élastique linéaire. Aux basses
pressions, elle se déforme entrainant les fibres de collagéne. Ces dernieres, qui

sont enroulées au repos, s’étirent. Le régime des hautes pressions commence.
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La longueur de la fibre augmente graduellement avec le chargement jusqu’a
atteindre son allongement élastique maximal (toutes les fibres passent a I’état
lisse). Le passage de I’état enroulé a I’état lisse se fait progressivement avec
une transition qui marque le passage d’'un comportement linéaire a un com-
portement non-linéaire. Cette transition est expliquée (§1.6) par 'arrét du
glissement des fibres par rapport a la matrice non-collagéneuse. En consé-
quence, le comportement mécanique d’un tissu biologique est non-linéaire et
anisotrope en raison du role conjoint joué par les fibres et la matrice. L’intro-
duction de la décomposition additive de la densité d’énergie de déformation
en partie isotrope et partie anisotrope (revenant aux fibres) par Holzapfel et
Weizsicker [85] est donc justifiée. De plus, deux directions de fibres dans un
tissu appartenant a la méme famille de fibre, possedent les mémes parametres
matériaux. Il est donc possible de superposer leurs énergies de déformations
transverses [76, 78]. La densité d’énergie suivante a été proposée par Holzap-
fel, Gasser et Ogden [78] pour modéliser la réponse hyperélastique des parois

artérielles avec deux familles de fibres (i = 1,2) :

2

W = %(11 ~3)+ 2kk12 Z{exp [ka(lsa, — 1] - 1} (2.55)

ol Ly, est I'invariant Iy (équation (2.32)) pour une direction de fibre a; avec
i =1,2 (Figure 2.2). Les parametres matériau u et k; s’expriment en Pascal
(u est le module de cisaillement) et k, est sans dimension. Ce modele, connu
sous le nom de modele HGO, en référence aux auteurs qui 'ont proposés,
est aussi appliqué pour des tissus intervertébraux afin de modéliser ’annulus
fibrosus, partie fibrillaire du disque [39]. Le modele (2.55) a été généralisé par

Gasser et al. [57] en prenant en compte la dispersion des fibres dans le tissu :

=E (I = 3)
2 (2.56)
Z{exp fka [KEy + (1 = 3001, — 1) - 1}

i=1
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k € [0;1/3] est le coeflicient de dispersion des fibres; u, k; et k, possédant les

mémes définitions que pour (2.55).

Les deux modeles hyperélastiques, définis par les équations (2.55) et (2.56),
constituent une forme courante de modeles structuraux qui adoptent les inva-
riants de Spencer [154, 155]. En effet, depuis le travail de Wu et Yao [168] sur
le tissu du disque intervertébral fibreux, une multitude d’énergies de défor-
mation anisotropes (type Fung, puissance ou logarithmique) ont adopté les
résultats de Spencer. C’est le cas par exemple de ’énergie proposée par Peng
et al. [123] qui modélise 'hyperélasticité de I'anneau fibreux. Cette énergie in-
corpore un terme représentatif du cisaillement résultant du mouvement relatif
de la matrice non-collagéneuse par rapport aux fibres de collagene (cette hy-
pothese est inspirée de la théorie du glissement inter-fibrillaire présentée dans
la section 1.6 de ce mémoire). L’originalité repose donc sur I'introduction d'un
nouvel invariant (noté x) qui rend compte du cisaillement. Cet invariant a
été récemment utilisé dans une loi hyperélastique modélisant 1’élasticité d’un
anneau fibreux pathologique [117]. L’énergie de déformation de Peng et al.

[123] superpose trois densités :
W =WwWM+ Wk + wM (2.57)

avec

WM = Cyo(l —=3) + D7}(J - 1)

C2(14 - 1)2 + C3(I4 - 1)4 I, >1
W = (2.58)
0 I, <1

W = f(Ls) X
Les énergies de déformation WM, WF et WM sont respectivement celles de la
matrice non-collagéneuse, des fibres de collagenes et de I'interaction entre la
matrice et les fibres. Il est a noter que WM est le terme isotrope de W alors
que WF et WM constituent les termes anisotropes décrits par le biais des

invariants mixtes (équation (2.32)). L’invariant I; est la partie isochore de
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I'invariant I (Tl =1 v 311). Il est calculé sur la base de la division multiplica-
tive du tenseur de gradient de la déformation F en une partie volumétrique
et une partie isochore [44, 118]. L’invariant x, qui exprime le cisaillement,
est fonction des invariants I, I, et I3 de C (équation (2.26)) et des invariants

mixtes Iy et I5 (équation (2.32)) :
Iy

X=1 (Is —hls+ 1) -1 (2.59)
3

La fonction f définissant la densité d’interaction W dans I’équation (2.58)

est une fonction sigmoide :

fla) = (2.60)

Y
1+ exp[-BAF — A1)]
ot Af est la racine carré de I'invariant I; et A* est un parametre matériau qui

peut étre associé a la toe zone.

La densité d’énergie W (équation (2.57)) contient sept parametres matériau
qui sont Cyg, ¥, D, Ca, Cs, f et A*. Les parametres 5 et A* sont sans unité, D

est 'inverse d’une pression et les autres parametres s’expriment en MPa.

Les tableaux 2.1 et 2.2 qui suivent donnent un apercu des différentes formes
mathématiques utilisées dans les modeles courants de densités d’énergie (for-

mes exponentielles, puissances et logarithmiques).

Les densités d’énergie de déformation, qu’elles soient isotrope ou anisotrope,
impliquent des parametres matériau. Ces parametres matériau (représentés
par le vecteur 0 des tableaux 2.1 et 2.2) doivent étre identifiés afin de pouvoir
valider les modeles proposés. En principe, l'identification est réalisée sur la
base d’une série de tests expérimentaux et en utilisant des méthodes numé-
riques [77]. Le chapitre 3 suivant présente les tests expérimentaux ainsi que
les techniques numériques standards d’identification de parametres employées

dans le domaine de la biomécanique.

59



2.5. DENSITE D’ENERGIE DE DEFORMATION

Des techniques d’identification originales seront ensuite présentées dans le
chapitre 4. Elles seront appliquées a trois des modeles présentés dans le Ta-
bleau 2.2 : le modele HGO (ligne 10), le modele de Fung (ligne 12) et le
modele de Peng et al. (ligne 13). On pourra se référer aux équations (2.54),

(2.55) et (2.57) de ce paragraphe pour plus de détails sur ces modeles.

TABLEAU 2.1: Listes des énergies de déformation isotrope et de leurs
parametres matériaux. 0 représente le vecteur de parametres matériau.

Wiso 0
1 arh(I;)7'3 a
2 ar (I I - 3)” M3
3 ay (13_“2 [3%/2 3 \/CE)D[3 123
4 aq {exp [(Ig_“z 1,322 3 \/372)&3 - 1]} 103
5 a {exp [(Il‘)‘2 I3 — 3"‘2)0(3 - 1]} 123
6 arL(I;)713 a
7 ap (I + 1372 — 2)® M3
8 o (13%)a2 a1
9 ay (I + 1R = 32) M3
10 aq (1'3_a2 + 130212 — 3 @)aa 123
11 o (L(I) ™ - 3) a
C
12 Cio (L(I3) ™2 = 3) + D7( ] - 1) D“’
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TABLEAU 2.2: Listes des énergies de déformation anisotropes et de leurs
parametres matériaux. 0 représente le vecteur de parametres matériau.

Waniso 6
1 k1 (I4ai)k2 k1,2
2 kL I ki
3 k1 (Il - I4ai)k2 kl,Z
4 k1[3_T1 (Il — I4ul.)k2 k1,2
5 ki (Isq, — I Lsa, + Iz)k2 ki
6 klls%l (15ai — L1y, + Iz)k2 ki
7 k1 (1114u1. — I5,1i)k2 k1,2
8 kol (I Lyg, — Ispzl-)k2 ki
ky )
9 — {exp [ka(Lsg, — 1)*] — 1} ki
2k,
k k
10 k—l {exp [52(13 - 1)] - 1} kl,Z
11 k—l{exp {ka [k I + (1 = 3k) s, — 1%} - 1} kia
2k2 i ,
” Clexp(@ - 1], C
Q=0 Efl +C E§2 +c3 E;p Exp €123
C2(I4 — 1)2 + C3(I4 — 1)4+ C23
13 )4 22 ’ 1
1+ exp [-B(AF — A9)] VP
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Processus d’identification

3.1 Introduction

Ce chapitre focalise sur les techniques et les processus d’identification de
parametres matériau. Ces parametres sont inclus dans les équations consti-
tutives qui transcrivent la réponse du matériau sous l’action d’une excitation
extérieure. Etant représentative de la matiere, la réponse doit étre mesurée
expérimentalement [81]. On notera @ le vecteur qui contient ’ensemble des

parametres matériau. Ces parametres doivent :

a) étre identifiables sur la base de déformations physiologiques mesurées ex-

périmentalement,
b) avoir une signification liée a la physique du matériau.

Plusieurs protocoles expérimentaux sont classiquement employés pour carac-
tériser les matériaux biologiques a 1’échelle du tissu (Figure 1.4). On renvoie
a [54, chapitre 7] et a [13, 77, 82, 92, 95, 136] pour plus de détails. Le but
est d’observer une réponse du matériau suite a une excitation controlée par
I'expérimentateur. La réponse mesurée constitue la référence sur laquelle s’ap-
puiera le processus d’identification. Comme cela a été déja évoqué dans la
section 2.4, les relations de type excitation-réponse sont exprimées par des
équations constitutives qui, dans notre cas, découlent d’une densité d’énergie

de déformation W. Les équations constitutives du matériau engendrent une
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réponse qui est fonction du vecteur 8. L’objectif est d’identifier ce vecteur en
cherchant la meilleure correspondance possible entre la réponse calculée et
la réponse mesurée de référence. Dans cette démarche deux points essentiels

seront étudiés dans ce chapitre :

a) les tests expérimentaux fournissant les valeurs de référence en portant un
intérét particulier au test de déformation unixiale [77] qui est largement

utilisé en biomécanique,

b) lestimation des parametres matériau par des méthodes numériques clas-

siques qui sont proposées dans la littérature [103, 107, 130].

3.2 Expérimentation

Les tests en biomécanique se préparent soigneusement puisque ce sont des
tests in vivo ol on réplique les conditions entourant le tissu (densité et compo-
sition de la solution entourant le tissu, pression osmotique...). Le déroulement

du test est le suivant :
(a). déplacement imposé.

b). incrémentation du déplacement jusqu’a ce que ’échantillon atteigne
p Jusq q g

sa limite élastique.
(c). relachement du chargement apres relaxation du tissu.

La courbe contrainte-déformation de I'étape de chargement et du décharge-
ment forme une hystérésis. Les étapes de (a) a (c) sont répétées jusqu’a ce que
les courbes de chargement et de décharge coincident quasiment. L’hystérésis

est alors tres faible et la réponse du tissu est qualifiée de pseudo-élastique.

Nous présentons ci-dessous les quatre essais expérimentaux les plus utilisés
dans la communauté des chercheurs en biomécanique et pour lequel I’échan-

tillon du test possede une forme géométrique réguliere [54] :
1. le test d’extension-inflation.
2. le test de déformation uniaxiale.
3. le test de cisaillement.

4. le test de déformation biaxiale.
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Le test d’extension—inflation est utilisé pour mettre en évidence la réponse
des vaisseaux sanguins. En effet, I'inflation du vaisseau ou de l'artere par de
I’air comprimé modifie la circonférence du tissu. On mesure ainsi le rayon du
vaisseau et la pression correspondante. Les tests 2, 3 et 4 sont planaires et
la section de I’échantillon possede une forme géométrique réguliere, généra-

lement un carré ou un rectangle.

La déformation uniaxiale est I'un des tests les plus utilisés pour identifier
les parametres. L’échantillon du test est guidé en déplacement suivant une
direction donnée tout en laissant les deux autres directions libres. D’ou son
nom de déformation uniaxiale (a ne pas confondre avec traction uniaxiale).
Compte tenu des conditions aux limites considérées (Figure 3.1), le champ
de déformations obtenu est homogene c’est a dire que les déformations sont
identiques en tout point de 1’échantillon. On mesure les déformations prin-
cipales et on en déduit une contrainte en divisant ’effort de traction par la

section déformée.
Le test 3 est un test classique de cisaillement simple.

Enfin, pour le test biaxial, I’échantillon est étiré par deux de ses cotés, simul-
tanément, ou bien en imposant un allongement fixe suivant une direction et

en étirant suivant l'autre.

Ces tests expérimentaux étant simples, il est parfois nécessaire d’en mettre
en ceuvre plusieurs [81] pour pouvoir recueillir les informations nécessaires a
la détermination de la densité d’énergie de déformation. Les parametres ma-
tériau doivent alors étre identifiés de maniere a pouvoir satisfaire I’ensemble
de tous les tests en méme temps. Dans ce mémoire, on se limitera a utiliser
des résultats expérimentaux de référence extraits de la littérature [40, 77, 78].
Toutes ces données de référence concernent le test de déformation uniaxiale.

On se focalise donc sur ce test dans la suite.

Déformations uniaxiales. En imposant une déformation suivant une di-
rection donnée (Figure 3.1), on mesure les déformations dans les deux autres
directions perpendiculaires a la direction d’élongation. Compte tenu des con-

ditions aux limites imposées (une face en traction, deux faces libres et trois
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faces en appui simple), il est clair que les déformations sont homogenes et le
tenseur F diagonal. On note {A11, A2, A33} ses coefficients diagonaux qui sont
les racines des dilatations principales. Il est a noter que les résultats different
si la traction s’exerce dans la direction du vecteur e; (Figure 3.1(a)) ou dans
la direction du vecteur e, (Figure 3.1(b)) en raison du caractere non isotrope
du matériau testé. L’ensemble des contraintes mesurées (pour chaque dépla-
cement imposé et pour chaque test de traction) est stocké dans un vecteur
noté S*. Ce vecteur sera comparé au vecteur des contraintes calculées et le
jeu des parametres matériau ajusté de maniere a obtenir la meilleure cor-
respondance possible. La fonction objectif s’exprime alors comme la somme

des carrés des résidus entre les valeurs mesurées et les valeurs numériques

lel? =} €2 (3.1)

1

calculées :

ou & représente le vecteur des écarts en contrainte :

Y=Y (s-5(%0) i=1..m (3.2)

m étant le nombre de points de mesure. S; représente la i°™® composante
des contraintes calculées. Elle dépend des élongations mesurées A* ainsi que
du vecteur @ qui contient I’ensemble des parametres matériau de la loi de
comportement. En notant 0 le jeu de parameétre matériau qui minimise la

fonction objectif (3.1), on a naturellement :

. * & . N 2
lim l* = |s* =8 8)| =0 (3.3)
a condition d’admettre que la densité d’énergie W utilisée représente parfai-

tement le comportement du tissu dans la plage du test expérimental.

A ce stade, il est important de noter que la procédure d’identification que nous
préconisons, et qui sera présentée en détail ultérieurement, ne nécessite pas
d’évaluation par la méthode des éléments finis. L’estimation des contraintes
numériques S(A*; @) s’opere en effet en injectant directement les élongations

mesurées dans la loi de comportement du matériau. Il ne reste plus alors
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qu’a fitter au mieux les parametres matériau. Cette procédure de fitting, ex-
tremement avantageuse en temps de calcul, nécessite cependant de disposer
d’une mesure préalable des élongations (ce qui sera toujours le cas dans les
exemples pratiques traités dans ce mémoire). A défaut, la procédure que nous
proposons pourrait étre adaptée en procédant a des calculs numériques de
contraintes, soit analytiquement dans le cas de chargement simple, soit par
éléments finis pour les cas les plus complexes. Au-dela de cet aspect lié au
fitting, un deuxieme ingrédient essentiel de la méthode que nous proposons
concerne la séparation des parametres matériau en deux catégories. La pre-
miere est qualifiée de linéaire et la seconde de non-linéaire. Cette distinction

sera abordée en détail dans les paragraphes qui suivent.

S g A= ==
a bo/Q = t’
o o b
t €3 t 63‘& t
e g A .-32 :—57 e ir)(l ;82 Ti; t'
i g & t%" t

FIGURE 3.1: Déformation uniaxiale. (a) : Traction dans la direction e;.
(b) : Traction dans la direction e;.

3.3 La représentation numérique

Dans le cadre d'un chargement de type déformation uniaxiale, on rappelle
que le tenseur des contraintes ne comprend qu’une seule composante non
nulle correspondant a la direction d’élongation. A titre d’exemple, pour une
traction dans la direction e; (Figure 3.1-a), il s’agit de la composante Si;.
Cette composante se calcule en fonction des déformations mesurées A* ainsi
que des parametres matériau @ en utilisant la loi de comportement. Comme
I'essai de traction est piloté en déplacement, il y a autant de valeurs de

contraintes a calculer que de valeurs de déplacements imposées. Toutes les
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contraintes calculées sont stockées dans un vecteur S(A*; @) de dimension m,

m étant le nombre de points de mesure.
3.3.1 Modele linéaire

Lorsque la densité d’énergie W, qui caractérise la loi de comportement des
tissus, s’exprime comme une combinaison linéaire de parametres matériau (le
modele de Mooney-Rivlin défini par ’équation (2.37) en est un exemple), les
contraintes s’expriment elles aussi linéairement en fonction de ces parametres
grace a (2.35) :
p
S\ 0) = Z N; (A6, (3.4)
j=1
ou p est le nombre de parametres matériau du modele, N; est un vecteur
de méme dimension que S(A*; 0) et 0; est la jme composante du vecteur 6.
L’écart €;(0) entre la contrainte mesurée S; et la contrainte calculée S;(A*; 6)

est donc donné par :

p
£(6) = S — ZNij (A)6; i=1,...,m (3.5)
j=1

On obtient donc I’écart quadratique total :

@) = Y (e = Y [s: - Y Ny
i=1 1 j

i= j=1

2

=

= 15"~ N 6P (3.6)

olt on a introduit la matrice N de composantes N;; (1*). Cette matrice, qui
est indépendante de 0, comporte m lignes et p colonnes qui sont définies par

les vecteurs IN i

Le probleme d’identification des parametres matériau @ revient a minimiser

I'écart quadratique (3.6) de sorte a faire coincider au mieux les contraintes
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mesurées avec les contraintes calculées. Il s’agit d’un probleme de minimisa-

tion convexe classique dont la formulation découle directement de (3.6) :

min ([l&(6)II”
jo 1] )
le(0)]> = 6TNN 6 — 2S5 TNO + |5

Le point critique & qui annule le gradient de la fonction objectif |le(6)|/*

satisfait I’équation de stationnarité :
N'NO = NTs" (3.8)
Si I’on suppose que la matrice NTN est inversible, on déduit de (3.8) que :
b= (N"N) NS (3.9)

C’est la solution d’un probleme de moindres carrés linéaires, connu aussi sous
le nom de probleme d’Estimation des Moindres Carrés Ordinaires (EMCO).
La justification de l'inversibilité de la matrice NTN sera traitée en détail
dans le chapitre 4, dans un cadre plus général ou I'on mixe des parametres

matériau linéaires et non linéaires.

Dans le cas de la biomécanique, les lois de comportement font apparaitre des
dépendances non linaires par rapport a certains parametres matériau. Il est
alors nécessaire de faire appel a des méthodes de résolution itératives qui sont

décrites dans la section suivante.
3.3.2 Modéle non linéaire

Un exemple typique de modele a parametres non linéaires est donné par la
densité de Demiray [31], formule (2.48). Cette densité dépend en effet hyper-
boliquement et exponentiellement du parametre matériau a. Les contraintes
qui en découlent ne sont alors plus linéaires par rapport a ce parametre.
On observe également qu’il existe une dépendance linéaire par rapport a un
second parametre matériau p. Cette observation, existence simultanée de pa-

rametres linaires et non linéaires, est commune a de tres nombreux modeles
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en biomécanique. Elle est a la base de la méthode d’identification GAO que
nous proposons [70, 71|, méthode avec laquelle nous séparons le traitement
des parametres linéaires de ceux qui ne le sont pas. Cette méthode sera dé-
crite en détail au chapitre 4. Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que
des parametres non linéaires 0 et O représentera le jeux de paramétres qui
minimise la somme des carrés des résidus. Cette somme des résidus sur les m

points mesurés est :
le@)IF = [S" - S(A%; )] [S" - S(A%; 0)] (3.10)

Quand les dérivées partielles du résidu par rapport a 0 valent zéro, on obtient
les équations normales de I’équation (3.10). La solution des équations nor-
males donne I’estimation de 8 au sens des moindres carrés. La forme générale

de chaque équation normale est :

2 |le(0)|1? < 9S:(1*; 0
%j)” =- Z;‘ [S; - 511 0)] lg—ej)l =0 (3.11)

La matrice jacobienne dS(A*; 0)/d0 représente la sensibilité du modele par
rapport aux parametres matériau. Ses composantes sont définies par (g—g)ij.
Cette matrice est donc de dimension m X p, olt on rappelle que m représente
le nombre de points mesurés et p le nombre de parametres matériau. En
raison de la dépendance non linéaire de S vis a vis de 0, la résolution des
équations normales n’est pas triviale et les solutions ne peuvent en général pas
étre explicitées analytiquement, méme dans les cas les plus simples. On utilise
alors des méthodes itératives, ce qui requiert une initialisation des parametres
matériau. Ceux-ci sont ensuite mis a jour a chaque itération suivant les regles
du schéma numérique retenu. La convergence est obtenue lorsque les résidus

sont suffisamment petits.

Les méthodes numériques qui seront présentées ci-dessous, sont les plus em-
ployées en biomécanique, et plus généralement pour les problemes d’estima-

tion de parametres.
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3.4 Les méthodes numériques classiques

Dans cette section, les méthodes sont présentées de maniere tres générique
et on pourra consulter Nash [113] pour plus de détails. En préambule, on
rappelle quelques généralités et grandeurs usuelles concernant la minimisa-
tion d'une fonction cout F (appelée encore fonction objectif) dépendante
de p variables, ¥ : IR” +— IR. Dans le cadre de l'identification de para-
metres, cette fonction cotit prend la forme de la norme au carré des résidus,
&(0) = 5" — S(A*; 0) sur tous les points de mesure :

1

FO) = 1@ = 2@ c@=1) [@] (12
j=1

Il est & noter que le facteur 1/2 a été introduit dans (3.12) uniquement pour
des raisons de commodité pour faciliter le calcul ultérieur de dérivées. Le
probleme de minimisation associé est a nouveau un probleme de moindres

carrés.

Vu que les méthodes les plus utilisées sont a base de gradient, I'introduction
des dérivées de ¥ est nécessaire sachant que la dérivée seconde de &(0) est

continue. Le gradient de  a pour composantes :

IF(0) & Je; (6)
Fromk ;ej (0) 0 (3.13)
Soit encore :
F'(0)=J(0)" £(0) (3.14)

ou on a introduit la matrice jacobienne J € IR™ contenant les dérivées

partielles de €(0) :
de;(0)

90,

J(B)]z - (315>
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De (3.13) on définit la matrice Hessienne de F dont la composante (i, k) est

définie par :

8277(6) B = (9e]- (0) 88]' (0) 828]' (0)
90,00, Z( 0, 00, 9%,
ce qui est équivalent a :
F(0)=1(0)"J(0) + Z €j(0) &7 (0) (3.16)
j=1

Toutes les méthodes d’optimisation non-linéaires sont itératives.
3.4.1 Méthode de Gauss-Newton

Elle est la base des méthodes efficaces employées pour rechercher une solution
au probleme des moindres carrés non linéaire. Cette méthode est d’ordre 1
car elle nécessite le calcul de la dérivée premiere de la fonction résidu &(0).
Elle est en effet basée sur une approximation linéaire de &(0) a I'aide d’un

développement en série de Taylor d’ordre 1 :

£(6°+h) = ¢£(6°) +J(6°)h (3.17)
avec h=0-06°

ot 8° représente ensemble des parameétres matériau autour duquel est ef-
fectué le développement en série de Taylor et h est le taux d’accroissement.
Dans la suite, pour plus de commodité, on note : &€ = 8(90) et J = ](90).
En insérant I’approximation linéaire (3.17) dans la fonction cout définie par

(3.12), on obtient 'approximation quadratique suivante pour ¥ :

F(6°+h)~F(6°) +h') e+ %hT]T]h = L (h) (3.18)
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Le membre de droite de (3.18) est un polynome de degré 2 en h qui sera noté

L dans la suite. Son gradient et son Hessien sont donnés par :
L'h)=Je+]Th, L'(h)=]] (3.19)
Le pas de Gauss-Newton hg, minimisant £ annule son gradient :
L(hy) =0 (J7)hg =-)"¢ (3.20)

Lorsque les colonnes de J sont indépendantes, J'J est définie positive et donc
inversible. Dans ce cas, L(h) posséde un minimum unique hg, défini par
(3.20). On remarque que hy, est de sens opposé au gradient puisque d’apres
(3.14) et (3.20) :

hy, " = hy, (I"e) = ~hy, (77T) hy, < 0 (3.21)

En raison de (3.21), hy, est qualifié de direction de plus profonde descente

(steepest descent).
3.4.2 Méthode de Marquardt

Cette méthode [103, 107] est la plus utilisée en identification inverse dans le
domaine de la biomécanique des tissus souples. Elle converge, sous certaines
conditions, pour presque tous les problemes de moindres carrés non linéaires.
Elle se base sur une modification de la méthode de Gauss-Newton décrite

ci-dessus. Le pas hy, est obtenu en modifiant (3.20) :
(77 +el) by, = e (3.22)

ou e est un parametre strictement positif afin que hy,, soit une direction de
descente. En généralisant, la solution de I’équation (3.22) en fonction du pas

de Levenberg-Marquardt s’écrit :

B = — (7T +el) Je (3.23)
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Quand e est tres grand par rapport a la norme de J'J, hy, est un pas h; dans

la direction de la descente : ,
h; = —E]Te (3.24)

Lorsque e est tres faible par rapport a cette norme, hy, est identique a la

solution de Gauss-Newton, direction de la plus profonde descente.
3.4.3 Calcul du pas optimal

Pour calculer le pas optimal O avec la méthode de Gauss-Newton ou avec
la méthode de Marquardt, Hartley [72] a proposé une amélioration de la
méthode de descente en introduisant un parametre numérique additionnel a.

L’actualisation de 0 a l'itération k + 1 se fait de la maniére suivante :
0! = 6° + ah (3.25)

ou h est la direction de descente et a est le pas dans la direction h. Le calcul
de ar est réalisé avec la technique line search (voir section 9.2 dans [18], [49])

ou de trust region [41, 171].

3.5 Les algorithmes évolutionnaires

Les algorithmes évolutionnaires partagent un certain nombre de principes

communs qui définissent le schéma général suivant :

(i) Les algorithmes évolutionnaires utilisent le processus d’apprentissage
collectif d’une population d’individus. Chaque individu représente
(ou code) un point de recherche dans 'espace des solutions pos-
sibles a un probleme donné. En outre, des individus peuvent éga-
lement comporter des informations complémentaires, par exemple

sur la stratégie de I’évolution.

(ii) Les descendants de ces individus sont générés par des processus aléa-
toires destinés a modéliser la mutation et la recombinaison. La muta-

tion correspond a une erreur d’auto-réplication des individus, tandis
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qu’'une recombinaison échange les informations entre deux individus

ou plus.

(iii) Par le biais de I'évaluation des individus dans leur environnement,
une mesure de la qualité ou la valeur de I'adaptation (la perfor-
mance) de I'individu peut leur étre attribuée. Une comparaison de la
performance est possible, ce qui donne une décision binaire (mieux
ou pire) sur la performance d’un individu. Selon la performance de
chacun, le processus de sélection favorise un meilleur individu (in-
dividu performant) & se reproduire plus souvent que ceux qui sont

moins bons.

La différence dans 1'utilisation de ces principes fait apparaitre trois courants

en algorithmes évolutionnaires :

o Les algorithmes génétiques (initialement décrit par Holland [74] a
Ann Arbor, au Michigan, en tant que plans d’adaptation ou de re-
production) privilégient la recombinaison (croisement) comme ’opé-
rateur de recherche le plus important. Ils appliquent également la
mutation avec une probabilité tres faible afin de préserver la diver-
sité génétique en complément de 'opérateur principal, le croisement.
Enfin, ils utilisent un opérateur de sélection probabiliste (sélection
proportionnelle) et reposent souvent sur une représentation binaire

des individus.

o Les stratégies de I’évolution (développé par Rechenberg [131, 132]
et Schwefel [143, 144] a I’Université technique de Berlin) utilisent
des mutations normalement distribuées afin de modifier des vecteurs
a valeurs réelles (real-coded vectors) et insistent sur la mutation et
la recombinaison comme des opérateurs essentiels pour la recherche
dans l'espace de recherche et, en méme temps, dans l’espace des
stratégies de recherches des parametres. L’opérateur de sélection est
déterministe, et la taille de la population parent et celle de sa des-

cendance sont généralement différentes les unes des autres.
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e Programmation évolutive (développée par Lawrence J Fogel [46] et
décrite dans Fogel et al. [47] et redéfinie par David B Fogel [45] et
d’autres) met I'accent sur la mutation et ne tient pas compte de la
recombinaison des individus. En approchant des problemes d’opti-
misation a valeurs réelles, la programmation évolutive, comme les
stratégies de 1’évolution, travaille avec des mutations normalement
distribuées et étend le processus de I’évolution aux parametres de
stratégie. L’opérateur de sélection est probabiliste, et actuellement
la plupart des applications sont présentées pour des espaces de re-

cherche aux valeurs réelles.

C’est dans le début des années 90 que ces trois courants ont combiné leurs
connaissances et ont construit 1’ Bvolutionnary Computation. 11 faut noter que
les algorithmes évolutionnaires sont efficients pour résoudre des problemes
combinatoires comme, par exemple, un probleme d’optimisation non convexe
[29]. Leurs stratégies de recherche visent I'obtention de la meilleure solution
du probléeme en évitant la convergence prématurée vers des minima locaux.

Leur technique de recherche est donc qualifiée de « globale ».

3.6 Les algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques sont inspirés de la sélection darwinienne natu-
relle basée sur la reproduction sexuée et la survie du plus apte [100]. Dans
le concept darwinien, la survie des plus aptes signifie que l'entité ayant une
plus grande capacité a s’adapter et a effectuer des taches dans son environ-
nement (par exemple, les individus les plus performants Fittest) survivent et
se reproduisent a un taux plus élevé; les entités moins aptes, survivent et
se reproduisent éventuellement a un taux inférieur. Par conséquent, Holland
[74], dans sa simulation mathématique de 1’évolution, a représenté la sélec-
tion naturelle et la survie des plus aptes, en permettant aux plus aptes a se
reproduire stochastiquement (sélection proportionnelle) en fonction de leurs

performances tandis que la recombinaison (croisement) est considérée comme
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le meilleur opérateur de recherche du plus performant. Les algorithmes gé-
nétiques [8], ainsi que la programmation génétique [101], considerent la mu-
tation comme un opérateur secondaire. On en déduit, les étapes de base

suivantes d’un algorithme génétique :

e la sélection.
e le croisement.

e la mutation.

Le processus de 'algorithme génétique suit le schéma classique d’un algo-
rithme évolutionnaire (FIGURE 3.2). Sur cette figure, on distingue : l'initia-
lisation, la meilleure solution. Une population initiale est d’abord créée, en
général de maniere aléatoire. Un processus itératif est ensuite mis en ceuvre

de la maniere suivante :

(i) une évaluation de la population initiale permet de déterminer le phé-
notype pour chacun de ses individus, c.a.d les caractéristiques géné-

tiques et la performance.

(ii) les individus qui sont maintenant caractérisés, remplacent leurs an-
cétres pour former une population parents; une population qui pos-

sede des genes a transmettre.

(iii) parmi les parents, celui qui posséde la meilleure performance et qui
répond aux criteres d’arréts sera retenu comme une solution du pro-

bleme et on arréte d’itérer.
(iv) dans le cas contraire, le processus continue.
(v) les parents géniteurs sont sélectionnés.

(vi) la descendance des parents géniteurs est créée, en grande partie, en
mixant les genes de deux individus (croisement) et, en petite partie,
en auto-répliquant des parents dans la descendance apres modifica-
tion de son code génétique.

(vii) les étapes de (i) jusqu’a (vi) sont répétées tant que la condition (iii)

n’est pas satisfaite.
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FIGURE 3.2: Schéma de principe des algorithmes génétiques.

Les logiciels d’optimisation par algorithmes évolutionnaires fournissent un
choix large pour chacune des étapes décrites dans la Figure 3.2. Il est en
effet notoire qu’il n’existe pas de combinaison universelle des méthodes qui
répondent a tous les types de problemes. Par conséquent, a chaque fois qu’on
veut résoudre un probleme, il faut configurer 1’algorithme de facon a obtenir

la meilleure efficacité, ce qui n’est pas toujours évident a faire.

Cependant, différentes combinaisons pour différents types de probleme ont
été testées [8], et il a été noté que les algorithmes génétiques sont en général

efficaces pour les stratégies de bases définies initialement par Holland :

(i) taille de la population : fixe au cours des itérations.
(ii) méthode de sélection : proportionnée.

(iii) opérateur principal de « variations » (croisement, mutation, ...) :

croisement.
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3.7 Commentaires

On a présenté dans ce chapitre plusieurs méthodes numériques permettant
de procéder a l'identification de parametres. Ces méthodes sont classées en
deux grandes catégories : les méthodes de descente déterministe, basées sur
le calcul du gradient (Marquardt, Gauss-Newton, plus profonde descente)
et les méthodes évolutionnaires (principalement les algorithmes génétiques).
Dans un cas comme dans l'autre, elles s’appliquent a déterminer la solution
optimale au sens des moindres carrés. Pour terminer ce chapitre, on présente

une synthese des conclusions relatives a ces deux méthodes :

e le principe des moindres carrés est utilisé pour trouver la solution.

e les méthodes de résolution du probleme des moindres carrés non

linéaire sont itératives.

e la méthode de Gauss-Newton est performante quand 6° est proche
de 0. Dans le cas contraire, sa convergence n’est pas assurée sauf
avec la modification de Hartley [72] qui améliore son efficacité alors

que sa robustesse reste faible.

e la méthode de Marquardt se comporte comme la méthode de la plus
profonde descente (pour e grand) en phase initiale et comme la mé-
thode de Gauss-Newton dans les phases finales. Donc elle tire partie

des points forts des deux méthodes.

e la convergence de ces méthodes n’implique pas que la solution est un

optimum (problématique des optima locaux).

e si la valeur d’initialisation n’est pas bonne, la convergence est lente

ou pas atteinte.

e en biomécanique, le probleme d’estimation des parametres matériau
est classiquement formulé comme un probleme de moindres carrés.
Dans le cas non linéaire, la méthode de Marquardt est la plus em-

ployée pour trouver une solution.
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e la convergence des méthodes a base de gradient peut étre tres rapide
si le nombre de parametres a identifier est faible, mais elle est tres

lente si ce nombre est élevé.

Il est a noter que les techniques numériques dites évolutionnaires sont rare-
ment employées en identification inverse de parametres en biomécanique. Les
méthodes stochastiques ont pourtant prouvé leur robustesse et convergent
vers un optimum global. Afin de tirer partie des avantages des deux grandes
catégories de méthodes (déterministes et évolutionnaires), on introduit dans
la suite une nouvelle méthode qui combine 'algorithme génétique (AG) et
I'estimation des moindres carrés ordinaires (EMCO). Elle est nommée GAO

Genetic algorithms & Analytical Optimization.
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Méthode GAO

4.1 Introduction

La méthode GAO (Genetic algorithms & Analytical Optimization) que nous
avons développée est présentée dans cette partie. Elle résout le probleme in-
verse de moindres carrés non-linéaires afin d’estimer les parametres matériau
associés a une loi de comportement. Le principe de base est de combiner
de maniere avantageuse les méthodes déterministes de type gradient avec les
algorithmes génétiques. Il est ainsi possible de tirer partie du meilleur de cha-
cune de ces méthodes. La méthode GAO peut donc étre considérée comme
une approche hybride. Cette hybridation a déja été mise a profit par d’autres
chercheurs dans le cadre de 'hyperélasticité isotrope [96]. L’originalité de
notre approche consiste a introduire des calculs analytiques pour la partie
déterministe et a appliquer cette stratégie dans le cadre de ’hyperélasticité

anisotrope.

Le probleme inverse de moindres carrés est exprimé comme la norme eu-
clidienne (norme — L?) des résidus. La minimisation de ce probléme permet
d’estimer les parametres du modele mathématique quand la somme des carrés

des résidus tend vers zéro.

En biomécanique, il est courant de décomposer la solution du probleme

d’identification en plusieurs étapes, par exemple Holzapfel [77] ou Peng et al.
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[123]. A chaque étape, une partie de I'ensemble de parametres est progres-
sivement identifiée. Cette approche dite « multi-étape » permet de réduire
la dimension du probleme initial en le divisant en de multiples problemes
de dimensions inférieures. Cependant, elle nécessite un travail considérable
que ce soit au niveau numérique (plusieurs problemes sont a résoudre sépa-
rément) ou expérimental (différents tests sont nécessaires). A la base, cette
approche multi-étape est utilisée afin de pouvoir résoudre le probleme in-
verse avec des méthodes de gradient qui sont inefficaces pour des problemes
de grandes dimensions. La réduction de la dimension de ’espace de recherche
que la méthode GAO apporte, se fait au niveau de la formulation du pro-
bleme norme — L?. En effet, la méthode GAO tire avantage du fait que les
énergies de déformations, associées aux modeles hyperélastiques qui sont uti-
lisées pour simuler le comportement des tissus biologiques, sont une somme
d’au moins deux termes. Le premier est isotrope et concerne la matrice, alors
que le second, de nature anisotrope, permet de représenter 'effet des fibres
de collagenes [102]. De cette linéarité, il découle que certains parametres ma-
tériau, qualifiés de linéaires, sont calculés analytiquement en fonction des
autres parametres qualifiés de non linéaires. Ces parametres non linéaires
sont pour leur part déterminés numériquement a l’aide d’un algorithme gé-
nétique. Les parametres linéaires sont mis a jour a chaque itération grace
aux formules analytiques préalablement établies. Cette stratégie possede un

triple avantage :

1. forte réduction de la dimension de I’espace des parametres matériau a

identifier,
2. temps de calcul tres court,
3. convergence vers 'optimum global.

Cette stratégie est donc particulierement bien adaptée a l'identification de
parametres en biomécanique pour laquelle les lois hyperélastiques anisotropes
impliquent souvent un nombre élevé de parametres. Elle a également été
testée avec succes dans le cadre de la simulation des procédés de mise en
forme [67]. Ce point ne sera cependant pas développé dans ce mémoire dans

la mesure ou il fait 'objet d’une autre these en cours [66].
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Ce chapitre est organisé de la maniere suivante :

— on présente dans un premier temps et de maniere détaillée la méthode
GAO

— le fonctionnement et le réglage des options des algorithmes génétiques sont
exposés dans un second temps

— dans un troisieme temps, on utilise 'approche GAO proposée pour identi-
fier les parametres matériau de trois lois qui modélisent le comportement
en extension :

e de la paroi artérielle avec une densité d’énergie de déformation de

type Fung qui suit une approche phénoménologique et qui inclut

cing parametres matériau a identifier [77].

e de la paroi artérielle avec le modele micro-structural de HGO in-

cluant trois parametres matériau a identifier [12, 78].

e du disque intervertébral avec un modele micro-structural compre-
nant I'interaction entre les fibres et la matrice non-collagéneuse et

impliquant sept parametres matériau & identifier [123].

4.2 Préliminaires

On rappelle que (cf. Chapitre 2) les densités d’énergie de déformation modé-
lisant le comportement hyperélastique des tissus souples sont constituées de
termes additifs d’énergie de déformation dues :
e 3 l'application de la théorie des composites renforcés aux matériaux
biologiques souples.
e aux contraintes mathématiques a satisfaire dans la formulation de
I’énergie de déformation.

Par conséquent, W s’écrit avec au moins deux termes additifs :
W = Wiso(Ilr 12/ 13) + Waniso(LLu,-/ I5a,~) (4-1)

On attribue W, aux trousseaux de fibres de collagene imprégnés dans la
matrice isotrope non-collagéneuse modélisée par Wi,,. Rappelons que les inva-

riants Iy, et Is,,, associés a la 1™ direction privilégiée a;, integrent les tenseurs
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structuraux (voir (2.32)). Selon le théoreme de Zhang et Rychlewski [172],
la densité d’énergie de déformation (4.1) respecte la condition de symétrie

matérielle en intégrant les tenseurs structuraux.

TABLEAU 4.1: Listes des énergies de déformation et de leurs parametres
matériaux. O représente le vecteur de parametres matériau.

Wiso 0 Wanisa 0
k
1 ah(y)? @ e (Iag,) ki
2 (11“2 /3 - 3»“2)‘Y3 mps kil ;P ky
k
3 a (Is—az 123az/2 —34/3%2 )as a123 k1 (I] - I4al.) 2 k1,2
- k
4 [25] {exp [(13_'12 123042/2 -3 V3a2)a3 - 1]} a123 k1[3T1 (Il - 1401') 2 k1,2
k
5 a1 {EXP [(IltYZ 13—0(2/3 — 3% )HS - 1]} 123 k1 (15,1[ - IlI‘Mx‘ + 12) 2 k1,2
-1 k;
6 ab()P a kals ™ (Isg, = 1 lag, + 1) k1
— o2 kZ
7 ap (32 + 372 - 2) aps ki (1114/1,- - ISH[) ki
1\*2 k
8 ay (13 7) aip k3713 (1114@ - ISa,-) : k12
ks k)
9 kz {exp [ > (13 - 1)] - 1} k1,2
k
-1/3 _ 2 —12] =
10 [25] (Il (13) 3) aq 2k2 {exp [kz(Lm[ 1) ] 1} k1,2
2
1 () -3) o k—l{exp {kz [k Iy + (1= 3Ly, 1] }— 1} k1o
2k ! .
Clexp(Q)—1], C
12 o (Lz)™P -3 a
! ( ! ) ! Q=c1 B3 + 2 E3) +c3 Eqi Enp €123
Co(ly = 1)% + Ca(ly — 1)*+
C G,
13 Cio(L() 2 -3)+ D] -1 10 y 2 o
D 1+exp [-BAF = A%)] V:P

Le Tableau 4.1 présente plusieurs exemples de lois hyperélastiques :

e ligne 1 a 8 : lois extraites des travaux de Schroder et Neff [141] et
Schroder et al. [142].

e ligne 9 : utilisé dans le contexte des éléments finis par Delfino et al.
[30] (voir (2.48)). Semblable au modele développé par Demiray [31].

e ligne 10 : modele HGO [78].

e ligne 11 : modele HGO généralisé qui integre la dispersion des fibres
k [57], (voir (2.56)).
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o ligne 12 : densité d’énergie de déformation de type Fung [25, 55| (voir
(2.47)).

e ligne 13 : modele de Peng et al. [123] (voir (2.57)).

Les contraintes dérivant de la densité d’énergie et la dérivation étant un
opérateur linéaire, on en déduit que le tenseur des contraintes compte au

moins deux termes additifs :
S(e) = SiSO(IlrIZI 13) + Suniso(LLui/ ISai) (42)

ol 0 est I'ensemble des parametres matériau a déterminer (voir Tableau 4.1)
et S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Pour déter-
miner ces parametres, le test de déformation uniaxiale est souvent utilisé.
Il consiste a étirer une membrane de tissu dans une direction donnée tout
en laissant les deux autres directions orthogonales libres de se dilater et en
prenant '’hypothese d’'une déformation homogene. Ce test permet de noter la
dilatation imposée, de mesurer la contrainte correspondante S* et de mesurer

les dilatations dans les directions orthogonales. Ainsi on écrit :

F = d1ag [A1, /\2, /\3] (43)
et S(0) = diag[S11(0), Sn(0), S3(0)] (4.4)
ou A; sont les dilatations principales et S;(60) les contraintes principales.

Ce test sera pris en compte pour valider la méthode GAO. Il est néanmoins
a noter que la méthode GAO possede un caractére de généralité et est utili-
sable avec tout type de campagne d’essai des lors que les contraintes et les

déformations sont mesurées expérimentalement.

4.3 Identification des parametres matériau

4.3.1 Probleme général

Soient S* les contraintes expérimentales et S(0) les contraintes mathéma-

tiques. Le probleme revient a trouver les parametres matériau définis par le
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vecteur 0, pour lesquels S(0) coincide avec S*. Formulé comme un probleme
de moindres carrés non linéaires (Figure 4.1), la minimisation de la somme

des carrés des résidus entre S* et S(0) permet d’estimer les parametres 0 :

m

le@)IF = 15"~ SO = Y (S; - 5:(60)) (4.5)

i=1

ou m est le nombre total de mesures.

Initialiser

Evaluer la fonction objectif

I5* — S©)I*

Actualiser 60

Criteres
d’arréts ?

non

oul

Meilleure solution

FIGURE 4.1: Schéma classique de minimisation non linéaire.

4.3.2 Reéduction de ’espace de recherche de solution

On introduit le vecteur des contraintes mathématiques S(60) regroupant les
composantes de contraintes indépendantes pour chaque point de mesure.

Chacune d’elle possede une forme additive composée d'un terme isotrope
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et d’un terme anisotrope selon (4.2). Elle s’exprime donc linéairement par
rapport a au moins deux parametres matériau. On notera 0; le vecteur re-
groupant les parametres linéaires et 0,; le vecteur regroupant les autres qui
seront qualifiés de non linéaires. La dimension du vecteur @ des parametres
matériau satisfait par conséquent : dim(0) = dim(60;)+ dim(0,;). Les com-
posantes du vecteur de contraintes s’écrivent donc comme le produit d'une

fonction N(0,;) et de 0; :

dim(0;)
SiO) = Y Nip(0)-(60), (4.6)
p=1

Afin d’illustrer la formule (4.6) de maniere concrete, on considere le cas ou
dim(0;) = 2 avec un test de déformation uniaxiale selon la direction e;.
Ainsi que cela a été déja signalé, ce cas est fréquent en biomécanique (cf.
Tableau 4.1). Par hypothese, les frontieres du plan e, — e3 se déforment li-
brement. Cette hypothese se traduit par des composantes de contraintes S,
et S5, nulles pour chaque mesure dans la direction normale au plan e, — es.
Par conséquent, pour chaque point de mesure, les résidus s’expriment de la

maniere suivante :
e = S — Nu(0w).(0)1 — Ni2(60uw).(01)2
& = 8, — Na(0u).(0)1 — N2n(0.).(01): (4.7)

€3 = Sy — Nzu(0w)(0)1 — N3(60uw).(01)2

avec 55, = 0 et 53, = 0, &; représentant le résidu pour le i®™° point de mesure.

Soit encore, sous forme matricielle :

8(6) =85 - N(enz).el (4.8)
avec :
& S (CAN
£0) =|ef; S*=|0]|; 6,= ;
&3 0 (61)2
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N1 Np
N(6.) = [N2y Np|= [Nl Nz]
N3 N3
Pour généraliser I’équation (4.8) a m points de mesure d’un protocole expéri-

mental quelconque et a p parametres linéaires, il suffit d’adapter la dimension

des vecteurs et des matrices :

81 S’i- (Ql)l
e@)=|:1|, S*=|:1|, 6,=| : (4.9)
Em S:”‘ (Ql)p
Nit ... Ny
NO)=|: . =[N . N (4.10)
Nt oo N

Klisch et Lotz [99] ont utilisé une fonction « composée » similaire a (4.9)
et (4.10) afin de tenir compte de mesures provenant de plusieurs protocoles

expérimentaux.

On déduit de (4.8) la somme des carrés des résidus :

le(@)II> =1IS* — N(6,,).0/"

4.11
=0 N'NO, -2STN®O +|S )

On observe que l'expression (4.11) est une forme quadratique en 6;. La ma-
trice NTN représente par conséquent la moitié de la matrice Hessienne. Sa
dimension est p X p puisque N possede m lignes et p colonnes. Pour établir
que NTN est inversible, il suffit de montrer qu’il s’agit d’une matrice définie
positive. Cette propriété est acquise si on suppose que les vecteurs colonnes
de N = (IVy, ..., N,) forment un systeme indépendant. En effet, on remarque

que :

<N'Nz,z> = 'N'Nz

4.12
(Nz)’ Nz =<Nz, Nz >=|Nz|* >0 (4.12)
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ou x représente un vecteur quelconque non nul de IR”.

Cela prouve que NN est positive. Pour montrer que cette matrice est définie

positive, il suffit d’établir en complément que, si Na = 0, alors = 0.

Supposons donc que Na = 0, ce qui se traduit par :

[N N = (4.13)
Xy 0

ol {x1,...,x,} représentent les coordonnées de x dans la base canonique de

R?. On déduit de (4.13) que :
X1N1+...+XPNP =0 (414)

Comme on a supposé que (INy, ..., N,) formait une famille indépendante, on
conclut que :
x1=...=x,=0 (4.15)

x est donc égal au vecteur nul, ce qu'’il fallait démontrer. La matrice NTN est
par conséquent définie positive. On peut par ailleurs noter qu’il s’agit d'une

matrice de Gram puisque d’apres (4.10) :

NN = ;1 [N1 Np]: : : (4.16)

N7 <N,Ni> ... N

NT IN{I> ... <N;,N,>

On peut enfin observer qu’une condition nécessaire (mais pas suffisante) pour
que la famille de vecteurs (IVy, ..., IN,) soit indépendante (c’est ’hypothese
de base qui nous a permis de démontrer que NTN est définie positive) est
que p soit inférieur ou égal a m. En effet, on considere une famille de p
vecteurs dans IR™ qui est un espace vectoriel de dimension m. En d’autres
termes, il est nécessaire de disposer de plus de points de mesure (m) que de

parametres linéaires (p). Sous réserve de 'indépendance des colonnes de N,
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on déduit donc que le carré des résidus donné par 1'équation (4.11) est une
fonction quadratique convexe puisque la matrice Hessienne associée est défi-
nie positive. Cette fonction admet donc un minimum unique qui est solution
de I’équation de stationnarité. Cette équation correspond a ’annulation du

gradient de la fonction. Elle est encore appelée équation normale :

(N'N)6, = SN (4.17)
— 0,= (N'N)" $'N (4.18)

En rappelant que N dépend des parameétres non-linéaires 6, (cf. équation
4.8), 'équation (4.18) fournit une expression analytique des parametres li-
néaires optimaux en fonction des parametres non-linéaires. Dans le cas par-
ticulier ou p est égal a deux, ce qui correspond a un grand nombre de cas
en biomécanique, en raison de la superposition des densités d’énergie en une
partie isotrope et une partie anisotrope, il est possible de concrétiser le calcul
analytique jusqu’a l'obtention de la solution. En effet, si p est égal a deux, la

matrice NTN est facilement inversible & la main :

||]\71||2 < N, N, >

< Nij, Np > | NI

TAp-1 1 | N, I —<N,N,>
= (N'N)" =

INUPIINGIP = < Ny, N, >2 |- < Ny, N, > IV |2
(4.19)
D’apres 'étude générale menée précédemment (p quelconque), on sait que
N”N est définie positive. Son déterminant est par conséquent strictement
positif. On peut vérifier cette propriété d’'une autre maniere dans le cas par-

ticulier ol p est égal a deux, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz :

| < N1, No > | < [||INq][ [[IV:| (4.20)
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L’inégalité est stricte puisque N7 et N, sont supposés indépendants. On en

déduit que :
< Ny, Ny >* < [N [N,

= det(N'N) > 0

En conclusion, on a obtenu une relation analytique explicite donnant les pa-

(4.21)

rametres linéaires optimaux 0, (c¢’est-a-dire minimisant le résidu) en fonction
des parametres non-linéaires 0, (équation 4.18). Cela suggere de mettre en
place une stratégie d’optimisation hybride avec une mise a jour séparée de

0; et de 0,; au cours des itérations. Le principe général de cette stratégie est

Initialiser 6,;

explicité sur la Figure 4.2.

—{ 6, = (N'N)"' §*TN }

Evaluer la fonction objectif

15" = N(8i) 60]®

Actualiser 0, l

Criteres
d’arréts ?

non

oul

Meilleure solution

FIGURE 4.2: Schéma de résolution du probleme d’identification de para-
metres avec séparation des parametres linéaires et non-linéaires.

Mais avant d’aborder I'implémentation pratique de cette stratégie, il convient

de se poser la question de sa pertinence en terme de convergence. En d’autres
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termes, si 'algorithme hybride converge en séparant les parametres, est-ce que
I'on converge vers 'optimum que l'on aurait obtenu en prenant en compte
dans le méme temps ’ensemble des parametres? Le lemme qui suit apporte

une réponse positive a cette question.

Lemme 4.3.1. Soient X et Y les ensembles dans lesquels évoluent 0, et 0.

Alors on a :

inf  €(0,,0) = inf (inf (O, 61)) (4.22)
(9111,91)€X><J/ GWIGX Oley

Démonstration. On a de maniére évidente :

inf €(0,,0)<e€0,,0) V¥0,¢cX, V0, ¢ Y (4.23)
(Gn,,el)eXxM

Puisque l'inf est le plus grand des minorants, on en déduit que :

inf €(0,,0) < inf €(0,;,0)) VO, €X (4.24)
(9n1,91)€X><y Hley

On conclut en utilisant une deuxiéme fois la définition de 'inf :

i < i i nly .
( nl,l}l;lfxxye(enl, 91) 1:;1(\/(1}1‘1};8(9 1 91)) (4 25)
Inversement :
.I lf iIlf éj en 7 6 < iIlf en 7 9 Vv 971 e X 4.26
elnteX (ezey ( : l)) 0,y €( : l) : ( )

Ce qui entraine :

lnf (lnf g(enl/ 61)) < e(enl/ el) venl € X/ vel € ky (427)
G,ZIEX GZEy

On utilise une derniere fois le fait que I'inf est le plus grand des minorants

pour conclure que :

inf [ inf €(0,;,0;))| < inf 0,,0 4.28
o 0w 00) <, ot 009 42
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Initialiser 6,

6, = (N'N)~"' s*TN

Evaluation i
- Croisements, Remplacement ii
vi g -

Mutations, etc. 2]

GAO Q&‘
&
B

Q
Criteres -
v d’arréts? ’

l

oul

| Meilleure solution |

F1GURE 4.3: Schéma de principe de la méthode GAO : algorithmes géné-
tiques standard couplés avec un calcul analytique.

La partition de I'’ensemble initial en deux sous-ensembles permet de cher-
cher la solution au probleme de minimisation en balayant séparément chacun
d’eux. Le probleme classique de moindres carrés non-linéaires (voir équation
4.5 dans § 4.3.1) de dimension dim(0), se réduit a un probléme de dimension
dim(0,;). Plus le nombre de termes linéaires sera important plus la méthode
sera efficace. Cependant, I'étape de calcul de 0;, qui nécessite l'inversion de
la matrice NTN (équation 4.18), induit parfois des problémes numériques car
la formation de NTN peut-étre accompagnée d’instabilités numériques [113].
Mais, le calcul de 0; sera distribué sur un grand nombre d’individus corres-
pondant a la population d'un algorithme génétique. D’éventuelles instabilités
n’auront donc aucune influence car les individus qui les portent seront défa-

vorisés par les processus de sélection naturelle.

L’option que nous avons retenue pour l'identification des parametres non-

linéaires 0, repose sur les algorithmes génétiques. Par rapport a une approche
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classique (Figure 3.2, § 3.6), la réduction de ’espace de recherche induit
une étape de calcul analytique 0; pour chaque vecteur 0,; appelé individu
(Figure 4.3). Comme 1'espace de recherche de solution est uniquement défini
par le domaine de 0,, la stratégie de recherche de solution opere sur le
domaine correspondant a 0,;. Les algorithmes génétiques utilisés sont ceux
de la boite a outils « Genetic Algorithm and Direct Search Toolbox » de
MATLAB®qui propose plusieurs options de choix d’opérateurs. Ceux qui
jouent un role prépondérant sont I'opérateur de sélection et les opérateurs de
variations. Ces opérateurs (étapes v et vi de la Figure 4.3) sont le noyau de
la stratégie de recherche de solution équivalente a ’étape « Actualiser » dans
la Figure 4.2. Couplée avec I'étape de calcul analytique de 0, cette nouvelle
méthode d’identification inverse sera appelée « GAO » Genetic algorithms &
Analytical Optimization [70, 71]. 11 s’agit d’'une méthode hybride dans le sens
ou elle couple une approche déterministe et une approche métaheuristique.
Son originalité réside dans le fait que la partie déterministe est intégrée dans

I’algorithme génétique et utilise des calculs purement analytiques.

4.4 Le fonctionnement et le réglage des options des

algorithmes génétiques

On expose les options utilisées de 1’algorithme génétique qui s’appliquent
pour toutes les sections qui vont suivre. Les problemes d’identification qui

seront résolus par la suite utilisent le codage réel pour 1'algorithme génétique.
4.4.1 L’initialisation

Cette premiere étape de 'algorithme est tres importante pour sa réussite car
elle fournit les informations initiales qui vont orienter les premieres généra-
tions (itérations). Comme les algorithmes génétiques demandent uniquement
une évaluation de la fonction objectif, ils fonctionnent comme des algorithmes
de degré zéro. Leur efficacité a trouver une solution globale dépend donc de
la « richesse » de la solution. La population initiale est définie comme une
matrice dont chaque ligne représente un vecteur (individu) aléatoire de pa-

rametres a identifier. Cet aspect aléatoire est important car il permet de
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maintenir une diversité (richesse) de la population. Le nombre d’individus de
la population initiale est fixé par 1'utilisateur. Par défaut, les individus de la
population initiale sous MATLAB sont générés dans un intervalle [0;1] ou
un autre intervalle que I'on peut indiquer. Or, ce choix n’est pas nécessai-
rement adapté a toutes les fonctions objectifs car les parametres a trouver
appartiennent parfois a différents domaines de I'espace. La meilleure maniere
de définir une population initiale aléatoire est de la répartir uniformément
sur le domaine borné des parametres. Cette tache a été réalisée en utilisant
d’abord la fonction rand disponible dans MATLAB. Elle génere un tableau de
nombres aléatoires uniformément répartis sur 'intervalle [0;1]. On considere

une fonction objectif dépendant d'un vecteur de dimension p :

0 =1, .--,Yp), Vi €la;bil, bi > a; (4.29)

Les valeurs aléatoires correspondantes au chromosome y; de l'individu 0,
sont obtenues selon :
yi = a; + (bj — a;) X rand (4.30)

ou rand est une fonction intégrée dans MATLAB qui permet de générer des
données numériques de maniére aléatoire. L’opération (4.30) est répétée sur
chaque composante de 0,; ayant un domaine borné. Enfin, en assemblant
les vecteurs aléatoires en une matrice de dimension nbr X dim(6,;) (ou nbr
représente le nombre d’individus de la population) on obtient une population

initiale aléatoire qui couvre uniformément le domaine de définition de 0,; :

1) (1) (1)

0, vy e Yy
=y e (4.31)
(nbr) (nbr) (nbr)

0, v, e Y

La documentation de la boite a outils « Genetic Algorithm and Direct Search
Toolbox » de MATLAB souligne le fait que la diversité de la population,
particulierement celle de la population initiale, est un des facteurs les plus
importants qui détermine la performance de ’algorithme génétique. Si la

distance moyenne entre les individus est importante, la diversité est élevée
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alors que, si la distance moyenne est de petite taille, la diversité est faible. Ces
deux extrémes sont a éviter. La fonction aléatoire qui est proposée garantit
une répartition uniforme des individus sur tout le domaine admissible. La

condition de diversité de la population initiale est ainsi respectée.

Chaque individu 0,; de la population correspond a un 0; calculé avec I’équa-
tion (4.18). Cette étape caractérise la méthode GAO. Comme pour les algo-
rithmes génétiques classiques, 1’étape suivant I'initialisation pour I’algorithme
GAO est ’évaluation.

4.4.2 L’évaluation

Avec les parametres 0, et 0; trouvés, une évaluation de la fonction objectif
est réalisée pour chaque couple de vecteur {0,;;0,}. Cette évaluation repré-
sente la capacité de chaque individu 0,; a s’adapter a son environnement.
La mesure de cette performance est appelée fitness ou encore le score de
I'individu. Concretement, au niveau de l'implémentation, on adoptera une
forme normalisée sous forme de pourcentage de la fonction objectif définie

par 'équation (4.11) :

IS* = N(8.) 61l
15"

lle(O)|* = 100 (4.32)

4.4.3 Le remplacement

Les caractéristiques génétiques de la population étant connues, compte tenu
du fait que le score de chaque individu est déja évalué, la population initiale
devient la population « Parents ». Les parents sont classés selon leur score.
Pour les algorithmes génétiques qui minimisent la fonction objectif, I'individu
le plus performant est celui qui possede le score le plus bas. Il est défini comme

le meilleur individu et sera classé au rang 1.
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4.4.4 Les criteres d’arréts

Ces criteres déterminent la cause de l'arrét de ’algorithme. La boite a outils

permet de controler les options suivantes :

Génération : spécifie le nombre maximum d’itérations que 1’algo-

rithme génétique réalisera.

Délai : spécifie la durée maximale en secondes avant que 1’algorithme
génétique s’arréte.

Limite de la performance (équivalent a la tolérance sur la fonction
objectif) : si la meilleure valeur de performance est inférieure ou égale

a la valeur de la limite de la performance, 1’algorithme s’arréte.

Génération d’attente (Stall Generations) : spécifie le nombre toléré
d’itérations pendant lesquelles le changement moyen pondéré de la
performance au fil des générations est inférieure a la limite de la
performance. L’algorithme s’arréte une fois que ce nombre de géné-

rations d’attente est atteint.

Temps d’attente : si la meilleure valeur de la performance ne s’amé-
liore pas durant un intervalle de temps en secondes spécifiées par

temps d’attente, 1’algorithme s’arréte.

La fonction de tolérance : si la variation cumulée de la valeur de la
fonction performance au fil des générations d’attente est inférieure a

la fonction de tolérance, 1’algorithme s’arréte.

La tolérance de limitation non linéaire : c’est la tolérance d’arrét
lorsque des limitations non linéaires, de type inégalité par exemple,

ne sont plus respectées.

Dans beaucoup de travaux utilisant les algorithmes génétiques, le critere de

nombre maximum d’itérations est privilégié par rapport aux autres. Dans

notre travail, le nombre de générations est désigné de maniere a ce que la

convergence (la réussite de I’algorithme) ait eu lieu avant que le nombre maxi-

mum d’itérations soit atteint. Ceci permettra de vérifier que l'algorithme a

convergé tout en assurant que le meilleur individu marque un score inférieur

a la limite de la performance. Les générations d’attente ont été fixées a 50
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générations, un nombre qui est choisi apres plusieurs exécutions de l'algo-
rithme génétique. Le délai, la fonction tolérance et le temps d’attente valent

I'infini (la valeur par défaut pour la plupart de ces criteres).

Si un de ces criteres est satisfait, l’algorithme arréte d’itérer et le meilleur
individu de la population parents en cours est retenu comme la meilleure

solution trouvée.
4.4.5 La sélection

L’opérateur de sélection va déterminer les individus géniteurs qui vont sur-
vivre et diffuser leurs genes. Les deux méthodes les plus connues sont la
méthode de la roulette et la méthode du tournoi, chacune possédant plu-
sieurs variantes [61]. La méthode tournoi compare la performance de deux
parents différents et garde celui qui a la performance la plus élevée. Par
conséquent, cette méthode divise la taille de la population par deux apres
chaque itération. L’algorithme arréete d’itérer quand la population compte un
seul individu. Or, le dernier survivant risque de marquer un score qui ne mi-
nimise pas la somme des carrés des résidus. Cette méthode de sélection s’est
donc avérée non adaptée a nos problemes. La fonction de sélection que nous
avons choisie s’appelle Remainder. Dans la littérature, elle est connue sous
I’appellation remainder stochastic selection with replacement. Elle maintient
une taille de population constante, utilise une méthode de sélection propor-
tionnelle et garde une diversité moyenne au cours des itérations [61, 74]. La
méthode stochastic selection with replacement est la célebre méthode de la
roulette biaisée (roulette wheel) de Goldberg [61]. Elle est probabiliste et
proportionnelle. Chaque individu sélectionné comme géniteur sera dupliqué
proportionnellement a sa probabilité. Cette derniere est calculée comme le
ratio du score de I'individu par rapport a la somme cumulée de tous les in-
dividus de la population des parents. Puis, cette valeur est multipliée par le
nombre total d’individus afin de déterminer le nombre de duplication qui se-
ront des géniteurs. De cette maniere, I'individu le plus performant aura plus
de chance de transmettre ses genes. Cependant, utilisée en ’état, cette procé-

dure présente le risque d’une convergence prématurée. En effet, un individu,
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largement plus performant que les autres, risque de dominer la génération
des parents et d’appauvrir la diversité des générations futures en la saturant
avec les genes qu’il lui a transmises. Pour remédier a ce probleme, ['opérateur
de sélection agit sur la performance une fois qu’elle est mise a 1’échelle (scaled
fitness). La méthode retenue, qui s’appelle Rank scaling, permet de maintenir
une bonne diversité au cours des itérations [61]. Les individus sont rangés par
ordre de performance. Comme on cherche a minimiser une fonction, I'individu
le plus performant est celui qui marquera le score le plus bas. Il occupera le

rang 1. Proportionnellement a son rang, une valeur est attribuée a I'individu.

Supposons a titre d’exemple qu'un individu possede une valeur 4.2 qui est
mise a ’échelle. Cet individu sera sélectionné 4 fois comme géniteurs. S’il
manque encore des places pour compléter la population des géniteurs, on
sélectionne aléatoirement parmi les parents restants. C’est la méthode de
la roulette biaisée dont la méthode remainder n’est qu'une variante. En ef-
fet, dans une premiere étape, la fonction de sélection utilisée est identique
a la roulette biaisée. Mais, dans une deuxieme étape, la fonction sélectionne
des parents supplémentaires en utilisant les parties fractionnaires des valeurs
mises a ’échelle, selon la sélection uniforme stochastique. Cette fonction défi-
nit une ligne de segments dont les longueurs sont proportionnelles a la partie
fractionnaire de la valeur mise a I’échelle des individus, et se déplace avec un

pas constant le long de la ligne pour sélectionner les parents.

Les élites : Les meilleurs individus, nommés les élites, peuvent étre copiés
dans la descendance. L’élitisme permet de garder un historique de I’évolution.
De Jong [29] a noté qu’en optimisation, 1’élitisme favorise la convergence
vers une solution optimale [8, 133]. Cependant, le nombre d’individus élite
a copier doit rester raisonnable afin de ne pas entrainer l'algorithme vers
une convergence prématurée. Sous MATLAB, I'algorithme est configuré par
défaut de maniere a copier deux élites d’une génération a ’autre. Pour notre
configuration de l'algorithme, une seule élite a été retenue. Ce choix est le

résultat de plusieurs essais montrant que :

e retenir un nombre important d’élites n’est pas le bon choix. La di-

versité chute rapidement.
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e Pour un nombre d’élites raisonnable (de deux a cinqg), lefficacité de
I’algorithme ne s’améliore pas par rapport au cas ou ’on retient une

seule élite.
4.4.6 Les variations

Les variations sont les ensembles des opérateurs qui agissent sur les géni-
teurs sélectionnés afin de créer la descendance. Les principaux opérateurs

sont le croisement et la mutation. Un autre opérateur activé par défaut sous
MATLAB est la migration.

La migration : Elle est inspirée du principe du modéle des iles [voir §
C6.3 dans 8]. Ce modele a montré son utilité pour les calculs distribués entre
plusieurs processeurs opérants sur des sous-domaines de I'espace sans inter-
section [voir chapitre 22 dans 101]. Les iles peuvent étre comparées a de
nombreuses petites populations reproductrices locales, aléatoires et isolées
les unes des autres. Ces petites populations sont créées par 1'algorithme des
que la taille de la population est supérieure a 1. Elles émanent du processus
statistique de création de la descendance qui présente la probabilité de grou-
per des individus sur une zone localisée de I’espace de recherche de solution.
La migration permet d’échanger les informations entre les sous-populations.
Sous MATLAB, la migration déplace des individus entre les sous-populations.
Elle copie les meilleurs individus d’une sous-population pour remplacer les
pires individus dans une autre sous-population. La fréquence de I'occurrence
de la migration ainsi que le nombre des meilleurs individus a copier sont

controlables.

Comme la migration ne fait pas partie des principaux opérateurs des algo-
rithmes génétiques, son impact sur lefficacité de I'algorithme GAO n’a pas

été étudié et les valeurs définies par défaut par MATLAB ont été retenues.

La mutation : trois types de mutation sont présentés dans MATLAB. On

trouve la mutation :

100



4.4. LE FONCTIONNEMENT ET LE REGLAGE DES OPTIONS DES ALGORITHMES GENETIQUES

Uniforme : chaque variable y; € 0, est changée selon une certaine proba-
bilité en un nombre aléatoire tiré dans une distribution uniforme sur

I'intervalle [a;; b;], les bornes inférieures et supérieures pour y;.

Adaptation admissible (adaptative feasible) : génere aléatoirement des di-
rections qui sont adaptatives par rapport a la derniere génération.
Une longueur de pas est choisie selon chaque direction de fagon a

rester dans le domaine admissible.

Gaussienne : ajoute un nombre aléatoire a chaque vecteur individu de la
population. Ce nombre aléatoire provient d’une distribution gaus-
sienne centrée sur zéro. L’écart-type de cette distribution peut étre
controlé avec deux parametres : le parametre d’échelle (Scale pa-
rameter) détermine I'écart-type a la premiere génération et le pa-
rametre de rétrécissement (Shrink parameter) controle la maniere
dont l'écart-type se rétrécit au cours des générations. Si le para-
metre shrink est égal a 0, ’écart-type garde une valeur constante. Si
le parametre Shrink vaut 1, ’écart-type se rétrécit linéairement pour

atteindre la valeur 0 a la derniere génération.

En identification inverse, les parametres du probléeme sont souvent bornés et
contraints. Il est donc préférable de choisir la mutation adaptative car elle
permet de respecter ces restrictions. Siil n’y a pas de contraintes, on privilégie
I'utilisation de la méthode gaussienne, préférentiellement a 1'uniforme, car elle

est basée sur le calcul statistique de l'écart-type.

Le croisement : C’est I'opérateur de variation le plus important. Il permet
’échange d’informations entre les chromosomes (individus) par le biais de leur

combinaison.

Croisement simple (single point crossover) : la population qui résulte de
la sélection est divisée en deux sous-populations de taille nbr/2,
ou on rappelle que nbr est le nombre d’individus dans la popula-
tion. Chaque couple de parents, 0,V = (yl(l),...,yp(l)) et 6,9 =
11?,...,y,?), formé par un membre provenant de chaque sous-

population, participe a un croisement. Si le croisement a lieu, un
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nombre aléatoire r est tiré selon une distribution uniforme sur ’en-
semble {1, ..., p} qui représente le nombre de parametres a identifier.
:eme

Deux nouveaux descendants d; et d, sont créés et leurs i°™¢ chromo-

somes sont choisis de la maniere suivante :

a4 v, sii<r d - y?, sii<r (433)
yi®, sinon y;M,  sinon

La méme méthode existe pour deux nombres tirés aléatoirement.
Elle est nommée croisement double (two points crossover). Ces deux
méthodes ont été testées pour la résolution du probleme inverse. Il
a été remarqué que, pour une taille de vecteur de parametres tres
courte (taille égale a 1 par exemple), ces deux méthodes font chuter
rapidement la diversité de la fonction. On a donc opté pour des mé-
thodes adaptées au codage réel comme les croisements arithmétique

et heuristique qui sont décrits ci-apres.

Croisement arithmétique : Ce croisement crée les enfants en effectuant
une simple combinaison linéaire entre les parents. Apres avoir généré
un nombre aléatoire a dans [0;1], la moyenne arithmétique aléatoire

crée les descendants suivants :

di =a0,,V + (1 - 2)6,?
(4.34)
d, =(1- )0,V + 26,%

Croisement heuristique : Cet opérateur effectue une extrapolation linéaire
des deux parents pour créer un enfant. Cet enfant sera placé au
hasard sur la ligne contenant les deux parents, a une faible distance
du parent le plus performant et dans la direction opposée a celui de

faible performance :
dl = enl(l) + 7’(9,11(1) - enl(Z)) (435)

Dans la formule (4.35), on a considéré que la performance de 0,

sL . , - N 2 .
était supérieure a la performance de 0,;?. Dans le cas contraire,
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il suffit de permuter les roles de 0, et 6,,%. Le nombre r est
souvent choisi dans I'intervalle [0; 1]. Il est par défaut fixé a 1.2 dans
MATLAB (Figure 4.4). Si l'enfant d; créé est situé en dehors du
domaine admissible, I'algorithme génere aléatoirement des valeurs

de r jusqu’au respect des contraintes.

0,6, d

» Indice de performance

FIGURE 4.4: Croisement heuristique.

L’avantage du croisement heuristique provient du fait qu’il repose sur
la fonction performance des parents. Selon Michalewicz et al. [110],
cette méthode guide 'algorithme vers la solution globale plus faci-
lement que les autres. Il faut cependant noter que, lorsque plusieurs
contraintes sont imposées, la détermination du r permettant de res-
pecter ces contraintes peut nécessiter un temps de calcul assez long.

Dans ce cas, il est plus rentable d’utiliser le croisement arithmétique.
4.4.7 Le croisement et le temps de calcul

Dans ce paragraphe, on aborde la question du temps de calcul en lien avec
I'opérateur de croisement. Cet opérateur constitue, ainsi que cela a été sou-
ligné précédemment, 'un des opérateurs les importants des algorithmes gé-
nétiques. Pour illustrer ce paragraphe, nous avons considéré le modele de
Peng et al. [123]. Ce modele comporte cing parametres non-linéaires et deux
linéaires. L’identification a ainsi porté sur sept parametres au total. Il s’agit
du cas le plus complexe que nous avons traité dans nos travaux de these. Cela
permet donc d’exploiter des résultats avec des temps de calcul suffisamment
significatifs. Les calculs ont été réalisés sur une machine Dell OPTIPLEX
760 Pentium(R) Dual-Core E5300. On approxime la solution du probleme

inverse avec la méthode GAO.

La fraction de croisement
Avec la méthode de croisement heuristique, on fait varier la fraction du croi-

sement. Cette derniere est définie comme le pourcentage des géniteurs qui
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vont transmettre leur gene a leur descendance par croisement. L’élite rete-
nue n’est pas considérée comme un géniteur vu qu’elle est directement copiée
dans la descendance. Le complémentaire de cette fraction représente les indi-
vidus qui vont subir une mutation. Par défaut, cette fraction de croisement
sous MATLAB est réglée a 0.8, indiquant un pourcentage de croisement de

80% des géniteurs.

En choisissant les valeurs de fraction allant de 0.7 a 0.9 avec un pas de 0.05, on
releve, pour chacune de ces fractions, le temps processeur mis pour résoudre
le probleme d’identification. Pour chacune des fractions de croisement, 1’al-
gorithme GAO est exécuté 5 fois. On note ainsi 5 temps processeur différents
en raison du caractere aléatoire des algorithmes génétiques. La Figure 4.5
montre I’évolution de la moyenne du temps processeur par rapport a la frac-
tion de croisement. On remarque que le temps processeur a tendance a croitre
rapidement si la fraction de croisement diminue. Ainsi pour une fraction de
0.7, le temps processeur est presque 3 fois supérieur a celui enregistré pour
une fraction de 0.9. A partir de la valeur de 0.8, le temps processeur chute

lentement en fonction de la fraction de croisement.

Les écart-types du temps processeur, calculés pour les 5 exécutions de chaque
fraction de croisement, augmentent fortement lorsque les fractions de croise-

ment diminuent. Ce constat s’explique aisément car :

e quand la fraction de croisement est élevée, la population au cours
des itérations est stable puisqu’elle subit peu l'influence des pertur-

bations aléatoires provenant de la mutation des individus qui est ici
faible.

e quand la fraction de croisement est faible, le taux de mutation est
élevé. Cela entretien une forte diversité dans les populations succes-

sives, ce qui ralentit la convergence.

Sur cet exemple, on peut conclure que la fraction de croisement de 0.8 pro-
posée par défaut par MATLAB est un bon compromis. Une fraction trop
faible entrave la rapidité de convergence. Une fraction trop élevée permet
une convergence rapide mais avec une faible diversité qui risque d’entrainer

I'obtention d'un optimum local. La Figure 4.6 confirme cette analyse. On
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observe en effet que, plus la fraction de croisement est faible (et donc plus
le taux de mutation est élevé), plus le nombre de générations nécessaire a la

convergence est important.
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FIGURE 4.5: Temps processeur vs fraction de croisement heuristique. Pour
chaque fraction de croisement : moyenne et écart-type du temps processeur
pour 5 exécutions différentes de GAO.
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FIGURE 4.6: Génération vs fraction de croisement.
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Le croisement heuristique et le croisement arithmétique

Dans cette partie, on fait a nouveau une étude sur le temps de calcul en
comparant cette fois le croisement heuristique et le croisement arithmétique.
La fraction de croisement a été choisie égale a 0.75 de maniere a obtenir une
diversité assez élevée tout en restant proche de la valeur par défaut de 0.8
qui est un bon compromis entre la convergence et la diversité comme cela
a été souligné précédemment. On réalise 7 exécutions de l'algorithme pour
chacune des deux méthodes de croisement. Puis, on note le temps processeur

ainsi que le nombre de génération nécessaires a la convergence.

La Figure 4.7 montre deux séries de calcul, I'une réalisée avec le croisement
heuristique et 'autre avec le croisement arithmétique. La moyenne, effectuée
sur les sept exécutions de chaque calcul, est symbolisée par une étoile * sur

la figure. On en déduit que :

e les exécutions ont en moyenne un temps processeur de 18.9 secondes
pour le croisement heuristique contre 42.5 secondes pour le croise-

ment arithmétique.

e ’écart-type lié¢ au temps processeur est de 1’ordre de 5 secondes pour
le croisement heuristique contre 9 secondes pour le croisement arith-

métique.

Par conséquent, le croisement heuristique est plus efficace que le croisement

arithmétique pour ce qui concerne le temps processeur.

Tres logiquement, on peut noter que le temps processeur varie linéairement
en fonction du nombre de génération pour les deux séries d’exécution. Il est
cependant remarquable que les pentes des deux droites sont identiques. Cela
signifie que le temps de calcul consacré a chaque génération est le méme pour
le croisement heuristique que pour le croisement arithmétique. Ce qui rend
le croisement arithmétique plus compétitif est donc le nombre de génération
nécessaire a la convergence, et non le temps de calcul consacré a chaque

génération.
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FIGURE 4.7: Croisements heuristique et arithmétique pour une fraction
de croisement de 0.75.

4.4.8 Synthese

En optimisation, et plus particulierement pour les problemes inverses en bio-
mécanique, la combinaison des opérateurs selection remainder et croisement

heuristique & 80% fonctionne parfaitement.

Les tests numériques présentés dans cette partie ont été réalisés a partir
d’une population initiale générée selon la loi uniforme (4.30). Cependant,
cette méthode ne permet pas de prendre en compte des contraintes linéaires
ou non linéaires. Cette lacune n’est pas pénalisante dans le cadre de cette
these car le probleme d’optimisation associé aux modeles étudiés ne nécessite
pas la prise en compte de contraintes. Il serait toutefois intéressant de réfléchir
a inclure l'intégration de telles contraintes dans le processus de génération

de la population initiale.

Les choix d’options de l'algorithme génétique ayant été justifiés et validés

dans ce paragraphe, on met en ceuvre dans les paragraphes qui suivent la
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méthode GAO afin de résoudre de maniere concrete des problemes d’identi-

fication inverse en biomécanique.

4.5 Application en biomécanique

Les tissus biologiques sont souvent considérés comme quasi-incompressibles.
Numériquement, 'incompressibilité est imposée par le biais d’un multipli-
cateur lagrangien [LSDyna, Livermore, CA, USA; 68]. Les contraintes sont
alors calculées pour un champs arbitraire de pression hydrostatique [voir 25].
La densité d’énergie W est ainsi généralement constituée de ’addition d’un

terme incompressible noté U et d’un terme isochore noté W :
W =UX;]) + W(X;C;a: ® a;) (4.36)

Le terme U, qui est lié a 'incompressibilité, est qualifié de densité d’énergie
de déformation volumétrique. Le terme W, appelé encore densité de défor-
mation isochore, est associé a la décomposition multiplicative. Il est bien
connu que cette décomposition du champs de déformation F permet d’amé-
liorer la convergence des algorithmes numériques (Flory [44], Ogden [119] et
Weiss et al. [166]). Cette décomposition consiste a séparer F en une partie

volumétrique et une autre isochore :
F= FvolF ’ Fvol = ]1/3|/ F = ]_1/3F (437)

Il est ainsi évident que la partie volumétrique F,, contribue au changement

de volume, alors que la partie F est isochore :

det(Fu) =], det(F)=1 (4.38)
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Les tenseurs de déformation gauche et droit de Cauchy-Green (C et B) ainsi

que le tenseur de Green-Lagrange E s’obtiennent & partir de I'équation (4.37) :

C= FF =J?hcC

B= FF =J?B (4.39)
E — 1 -2/3 — 1-2/3 1 -2/3

E = E(] c-1) =]J E+§(] - 1)1

On en déduit les invariants réduits (modifiés) associés & C et B [166] :
L=1'L, L=L"L (4.40)

On note enfin que la densité d’énergie de déformation isochore W est fonction
des i tenseurs structuraux a; ® a; associés aux i directions privilégiées de

famille de fibres de collagene.
4.5.1 Modele de Fung

Ce modele a été présenté par Holzapfel [77] dans le cadre de I'identification
inverse des parametres matériau pour un tissu artériel. Holzapfel utilise la
densité d’énergie de type Fung (équation (2.53)) pour modéliser le comporte-
ment anisotrope du tissu artériel et pour la densité d’énergie néo-Hookéenne
pour modéliser le comportement isotrope du tissu. On désigne donc par le
modele de Fung la densité d’énergie étudiée par Holzapfel [77]. On considere
le comportement mécanique passif de la paroi artérielle. Il est caractérisé par
une densité d’énergie de déformation W donnée par (Holzapfel et Weizsécker
[85]) :

W = Wiso(E) + Worino(E) (4.41)

La substance de base de la paroi artérielle a une densité isotrope d’énergie
de déformation Wi,. Holzapfel et Weizsdcker [85] ont suggéré d’utiliser une

forme néo-Hookéenne pour la représenter :

Wiso = 11/2 (I - 3) (4.42)

109



4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

ou u > 0 est le module de cisaillement.

En rappelant que C = 2E +1, on exprime [; en fonction du tenseur de Green-
Lagrange : I; = tr(C) = 2tr(E) + 3. On a donc :

Wiso = p tr(E) (4.43)

On rappelle par ailleurs que la décomposition multiplicative (4.37) est utilisée
préférentiellement :

Wis = p tr(E) (4.44)
ot E est défini par I'équation (4.39).

Par ailleurs, en utilisant la condition d’incompressibilité (4.38) et en suppo-

sant que l'on travaille dans le repere des déformations principales, on obtient :
_ 1 _ _ -1
Ex =5 {[(ZEn +DQEx+1)| - 1} (4.45)
En remplacant Ez; dans (4.44), on obtient finalement :
_ i _ _ _ _ -1
Wio =5 {2(E11 +Ep) + |[QEn + D2En +1)| - 1} (4.46)

Les trousseaux de fibres de collagene renforcent la paroi artérielle. Ils sont
disposés selon deux directions privilégiées dans chacune des trois couches —
intima, media et adventitia— de la paroi artérielle. Comme ils sont répartis
dans le plan circonférentiel de la couche, le tissu devient un matériau cylin-
driquement orthotrope dont les fibres emmagasinent une densité d’énergie
de déformation Wortho(fn,ﬁzz) quand elles sont étirées. Cette énergie ortho-
trope Wmho est modélisée par une forme d’énergie de Fung [53] qui suit une

approche phénoménologique du tissu et qui est fonction des composantes de

E:

Wortho (Enffzz) = Clexp(Q) - 1],
— ) —
Q = Ell + Co EZZ +c3 E11 Exn (447)
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ou C > 0 est un parametre matériau qui est exprimé en MPa, tandis que
1, Co et c3 sont des parametres matériau sans dimension. Conformément aux
hypotheses sur la distribution des fibres dans une couche artérielle, Woﬂho est
un modele a deux dimensions exprimé en fonction de EH et Ezz. II décrit I’iso-
tropie transverse du tissu dans le plan. Ce modele ne permet pas d’analyser
les contraintes suivant 1’épaisseur du tissu. En revanche, pour une transfor-
mation isochore sans cisaillement, ce modele est précis et tridimensionnel
malgré sa formulation bidimensionnelle. Ainsi il est bien adapté pour simuler
la déformation du tissu dans des cas particuliers, telle que la traction simple
ou le gonflement d'une artere qui est considérée comme un tube cylindrique

circulaire a paroi mince (ou a paroi épaisse).
4.5.1.1 Equations constitutives

Avec la méthode GAO, on va procéder a l'identification des parametres p,
C, c1, 3 et c3 de la loi de Fung décrite par la somme des densités d’énergie
définies par les équations (4.46) et (4.47). Il sera ainsi nécessaire de présenter
les équations constitutives qui permettront de valider le test de déformation
uniaxial pour chacune des couches artérielles : adventitia, media et intima.
Ces tests expérimentaux réalisés par Holzapfel [77] montrent des courbes de
contraintes du second tenseur de Piola-Kirchhoff en fonction des déformations
Lagrangiennes. En rappelant I’équation (2.23), les composantes du second

tenseur de Piola-Kirchhoff s’écrivent :

s @ - {1 B [(ZEH + 1)2 (2E22 + 1) _1}

JdE1 _ — :
+C [(2C1511 + c3Ex) exp(Q)]
(4.48)

52 = M _ {1 - [(2?11 +1)(2Ex + 1)2:_1}

8E22 _ _ .
+C [(2C2E22 + c3Eq1) eXP(Q)A

_2 _2 — = . . . . . . ,
avec Q = ¢ Eq; + 2 E5, + 3 Eq1 Exp. Les directions principales sont indiquées

sur la Figure 4.8, e; sa direction circonférentielle et e, la direction axiale de
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lartere.

L’additivité des contraintes Si; et S,» montre deux termes linéaires dont
les coefficients sont u et C. Ces deux parametres matériau sont exprimés
en Pa. Les autres parametres matériau ¢y, ¢, et ¢z sont adimensionnels et
interviennent de maniere non-linéaire dans ’équation (4.48). Il y a donc cing
parametres a identifier dans le modele de Fung, deux linéaires et trois non-
linéaires :
1
GZ:H, 0. = || , 6:[9’] (4.49)

C Bnl
C3

La construction de (4.48) permet d’écrire un systeme matriciel sous la forme

g = S11 _ N1 N u
S» Ny Np||C '

Nip=1- [(2?11 +1) (2B + 1)]_

sulvante :

1

Nip = (2C1E11 + C3E22) exp(c1 Eil +cy E;z + C3 EH Ezz) (4.50)
Ny =1- [(2?11 +1) (2B + 1)2]_1
Ny = (2c2E22 + C3E11) exp(c1 Eil +cy Eiz + c3 EH Ezz)
Soit encore, sous forme plus compacte :
S =N(0,) 06, (4.51)

4.5.1.2 Données mesurées

L’identification des parametres de la loi de Fung utilise des données expé-
rimentales provenant de deux protocoles différents de test de déformation

uniaxiale :

e traction suivant la direction circonférentielle
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e

1A B
al
M
p

FIGURE 4.8: Test de déformation uniaxiale. e : direction circonférentielle.
ey : direction axiale. B est I'angle phénoménologique associé a la direction
privilégiée des fibres de collagene.

e traction suivant la direction axiale

Ce processus est répété pour chacune des trois couches artérielles. Ne dispo-
sant pas de données expérimentales tabulées (seulement fournies sous forme
de courbes dans [77]), se pose la question de leur exploitation. Plutot que
de numériser les courbes expérimentales présentées dans Holzapfel [77] (avec
des risques de perte d’information au niveau de la précision de la numérisa-
tion), nous avons fait le choix de reproduire ces courbes a l'identique par le
calcul. Les parametres matériau utilisés dans le calcul sont ceux estimés par
Holzapfel dans [77]. Pour chacun des deux tests uniaxiaux, le protocole de

calcul est le suivant :

Protocole 1 : traction suivant la direction e;.

On impose une valeur de E1; choisie dans le domaine de déformations
physiologiques du tissu. Le tissu étant libre de se déformer suivant la
direction e,, on calcule une valeur Ey,, correspondante a Eq; imposée,
de maniere a annuler les contraintes Sy, définies par 'équation (4.48).
En faisant ainsi varier la valeur de Eqq, la résolution de Sy, = 0 permet
de trouver les couples de mesure {Eq1; E»}. Par conséquent, a chaque
couple de déformations correspond une valeur de contrainte calculée
Sq1 selon (4.48). Ces points de contraintes sont stockés pour chaque

E{; dans le vecteur des contraintes mesurées Si*l.
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Protocole 2 : traction suivant la direction e,.

La méme démarche que pour le protocole 1 est adoptée. Pour une
valeur de Ey imposée, la solution de S;; = 0 donne une valeur de
E11. Puis, pour le couple {E»; E11}, une contrainte Sy est calculée. On
appelle S3, le vecteur qui stocke les valeurs Sy, trouvées pour chaque

E,; balayant le domaine de déformation physiologique en extension.

La fonction fzero de Matlab a été utilisée afin de trouver le zéro des fonctions

non linéaires : S11(Ex») = 0 pour un Eq; imposé et Sy (Eq1) = 0 pour un E,)

imposé.
0.1
En
O L
”’%
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0.1 R
Ooo
0
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.. 4
-0.2+ o Adventitia o%
*+ Media o
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-0.3f % B,
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(a) Traction dans la direction axiale.
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no.,.‘.
nwo...”
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-0.1r ””msesooooo
90055
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—0.2t o Adventitia °<><>0(>
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0o
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(b) Traction dans la direction circonférentielle.

FIGURE 4.9: Courbes déformations-déformations.
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Les Figures 4.9 (a) et (b) montrent I’évolution de Ep; en fonction de Ejq pour
le test de traction dans la direction axiale et la variation de Eq; en fonction
de E,, pour le test de traction dans la direction circonférentielle. Les courbes

obtenues sont strictement identiques a celles tracées dans Holzapfel [77].
4.5.1.3 Identification des parametres

Pour la résolution du probleme de moindres carrés non linéaires en utili-
sant la méthode GAQO, on procede par l'assemblage du systéme matriciel
représentant les deux protocoles expérimentaux décrits ci-dessus. Ce systeme
matriciel est décrit en généralisant I’équation (4.51) avec une matrice N(0,,;)
comprenant autant de lignes (m) que de valeurs Eq; et Ep; considérées dans les
protocoles expérimentaux. m est donc un nombre pair. Le probleme d’identi-
fication se ramene au probleme suivant de minimisation au sens des moindres

carrés :

. 2
15" = N©w) Oill"

100 4.52
01,0, 115717 (4.52)

ou S” représente le vecteur des contraintes mesurées. La multiplication par
100 et la division par ||S*|[* ont été introduites pour tenir compte d'un écart

relatif.

Conformément aux résultats théoriques obtenus avec la méthode GAQO, no-
tamment le Lemme 4.3.1 ainsi que I’équation (4.18), il est possible de réduire

ce probleme de minimisation en passant de 5 a 3 parametres a identifier :

2

|5 = N@.) [N"(©.N@.)] " N"(0,)S"
Min 5 x 100 (4.53)
0. 157

ou @ est le vecteur a trois composantes défini par 1’équation (4.49).

Remarque : Si m est égal a 2 on note que la matrice N est une matrice carrée.
En supposant que les deux colonnes de N sont indépendantes I'une de 'autre,

donc que N est inversible, il vient :

N(6.1) [N(0.)N(6,)]  NT(8,) =1 (4.54)
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La fonction objectif dans (4.53) est donc nulle. Cela signifie que n’importe
quel jeu de parametres non-linéaires 6,; est un minimum de la fonction a
minimiser. Dans le cas du modele de Fung, il est par conséquent nécessaire
de choisir m au moins égal a 4 (sachant que m doit étre pair) pour éviter

d’obtenir une infinité de solution au probleme d’identification inverse.

Il faut noter par ailleurs que les parametres non-linéaires 0,; ne peuvent pas
étre choisis librement. En effet, Holzapfel [77] préconise les contraintes de

type inégalité suivantes afin de satisfaire des propriétés de convexité :

Cl>0, C2>O, C3>0
(4.55)
deyc—c3>0

Les limitations linéaires de type inégalité et égalité sont précisées, sous forme
matricielle, directement dans le bloc des options des algorithmes génétiques.
Les limitations non linéaires, de type égalité ou inégalité, requierent par
contre de définir un programme dans un fichier séparé de type Function M-file
de MATLAB. Le détail sur les limitations est disponible dans la documenta-
tion de MATLAB sur la boite a outils Optimization Toolbox sous la rubrique
Writing Constraints. Pour une formulation classique de ce probleme d’iden-
tification, il sera nécessaire d’imposer une limitation additionnelle {0;} > 0
a la fonction objectif conformément aux limitations définies dans Holzapfel
[77].

Les simulations sont exécutées sur un ordinateur muni d'un processeur Pen-
tium 4 cadencé a 2.8 GHz et avec 512 Mo de RAM. Les criteres d’arréts sont
réglés de maniere a retenir la meilleure solution avec un score inférieur a une
limite de performance de I'ordre de 1071°. Cette valeur est atteignable car
le vecteur de contraintes mesurées est généré numériquement. Si on s’était
appuyé sur un nuage de points, plutot que sur une courbe numérique, la dis-
persion des mesures aurait bien sur permis une identification mais avec une

performance inférieure de la meilleure solution.
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La taille de la population est fixée a 50 individus. Cette valeur est retenue,
apres avoir augmenté progressivement sa valeur initiale jusqu’a ce que ’algo-
rithme arrive a converger vers la méme solution pour une multitude d’exécu-
tions aléatoires. Il faut noter que le temps d’évaluation de la population est

tres rapide en raison de la forme analytique de la fonction objectif.

Le Tableau 4.2 présente les résultats d’identification de parametres avec la
méthode GAO. Le temps processeur est enregistré pour chaque convergence

de l'algorithme.

TABLEAU 4.2: Résultats de I'identification des parametres avec la méthode
GAO - score du meilleur individu.

Couche pu[KPa] C[KPa] ¢ [] ¢ [ 3 [ TP! [g]
Adventitia  17.3 471 B 377 63.8 o8 110
Media 31.4 1.4 E™ 32.8 23.5 14.7 30
Media® 314 1.4 E™ 32.8 23.5 14.7 8
Intima 39.8 1.42 998.0 126.9 509.5 467

I Le temps processeur (TP) est une moyenne sur plusieurs calculs, sachant que
Iécart-type est faible. Chaque calcul, effectué dans les mémes conditions, fournit un
temps différent en raison du caractere aléatoire des AGs.

? La fonction objectif est calculée selon I'option ‘vectorized’ de I'AG.

Pour tester 'option ‘vectorized’ de I’AG, la couche media a été retenue. En
effet, les tests numériques ont montré que la convergence avec cette couche
était la plus aisée. L’option ‘vectorized” demande une forme de programma-
tion particuliere a MATLAB qui permet d’évaluer toute la population au
méme instant. On remarque I'impact de l'utilisation de cette option sur le
temps processeur. Il est environ 4 fois plus petit que celui de la couche me-
dia avec l'option vectorized inactive et les résultats de l'identification sont

strictement les mémes (Tableau 4.2).

Les résultats obtenus avec GAO sont comparés a ceux de Holzapfel [77] dans
le Tableau 4.3. On note une correspondance quasi-parfaite. Le nombre de

points de mesure utilisés pour procéder a l'identification est de 54 pour la
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couche intima, 108 pour la couche adventitia et 70 pour la couche media.
Bien que les points de mesure soient généralement de 'ordre du millier en
biomécanique [138, 139], les TABLEAUX 4.2 et 4.3 montrent que I’algorithme
GAO converge parfaitement vers les valeurs attendues, et ce méme avec un

nombre réduit de points de mesure.

TABLEAU 4.3: Comparaison des résultats d’identification avec celles de
Holzapfel [77].

Couche p [KPa]  C [KPa) c1 [-] c2 [ cs [
Adventitia 17.3 4.71 B 37.7 63.8 58
Erreur? 0 0 0 0 0
Media 314 1.4 E! 32.8 23.5 14.7
Erreur? 0 0 0 0 0
Intima 39.8 1.42 999.0 127.0 510.0
Erreur? 0 0 0.1 0.079 0.098

! Différence relative (%) entre les valeurs du Tableau 4.2 et celles de Holzapfel [77]

Le résultat intéressant du Tableau 4.3 est celui de la couche intima. Les va-
leurs de u et C que nous avons identifiées sont en effet identiques a celles
trouvées par Holzapfel [77] mais une légere différence est observée pour cy, ¢,
et c3. On remarque par ailleurs (Tableau 4.2) que le temps de calcul consacré a
I'identification pour 'intima (467 secondes) est beaucoup plus important que
pour les couches adventitia et media (respectivement 110 secondes et 30 se-
condes). Cela traduit une difficulté manifeste a trouver la solution optimale.
On observe enfin que les courbes contraintes-déformations pour la couche
intima (Figure 4.10) présentent une typologie tres éloignée de la forme ex-
ponentielle utilisée dans le modele de Fung pour modéliser le comportement
des fibres. On peut alors légitimement se poser la question de la pertinence
de ce modele pour la couche intima, d’autant que cette derniere n’est pas
considérée comme un tissu actif mécaniquement du fait de sa nature épithé-

liale (§ section 1.8 chapitre 1). Méme si les écarts constatés en identification
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sont tres faibles, ce faisceau d’élément plaide en faveur d’une modélisation

plus spécifique pour la couche intima bien que cela reste en dehors du scope

de ce travail de these.

100-S22 [KPa] 13 Adventitia
. Media
80+ Intima
601
40F
20r
Or Es
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
(a) Traction dans la direction axiale.
511 [KPa]
100 3 Adventitia
. Media
80} . Intima
60r .
° o
40 B .. S
0. °
... ()o
20 I ..0‘ OOOO
o® 9
...o"" ooooooooooo°°°°°°°
.ss333300000000000000000°°°°
Or E1
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

(b) Traction dans la direction circonférentielle.

FIGURE 4.10: Courbes de contraintes-déformations.
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Les courbes tracées sur les FIGURES 4.10 (a) et (b) utilisent les parametres
matériau du Tableau 4.2. Ces courbes représentent les contraintes et les dé-
formations dans le plan (e, e;). Elles sont identiques a celles obtenues par
Holzapfel [77]. Les courbes montrent que les couches media et adventitia
possedent une résilience plus prononcée que celle de la couche intima. Ceci
est expliqué par le fait que la media et ’adventitia sont des couches du tissu
conjonctif dense qui présente des crosslinks entre les trousseaux de fibres. Les
crosslinks qui n’existent pas dans le tissu endothélial (intima) sont respon-

sables de cette résilience (voir § 1.6).

4.5.2 Le modele HGO

La loi HGO (Holzapfel-Gasser-Ogden) [78] modélise la symétrie de la struc-
ture artérielle en considérant deux directions privilégiées, a; et a,, qui repré-
sentent 'orientation moyenne des fibres de collagene. La symétrie matérielle
est modélisée par les tenseurs structuraux a,®a, et a,®a,. Le modele HGO
suit ainsi ’approche micro-structurale reposant sur les invariants (2.26) et
(2.32) et modélise le tissu comme un composite renforcé par des fibres [155].
Ce tissu possédant deux directions de fibres privilégiées, la densité de dé-
formation anisotrope, stockée par le tissu en extension, est répartie de la

maniere suivante :

W = U(]) + W(C; a; ® a;) (4.56)
ott W se décompose en une partie isotrope et une partie anisotrope :
—_—— — 2 —
W(C a:®a) = Wil I, 15) + ) Wanio(laa 1) (4.57)
i=1

et U(J) représente la partie volumétrique :
u()) = k(s — 1) (4.58)

Le parametre k s’exprime en Pascal. Il permet de forcer I'incompressibilité du
matériau [voir 34]. La densité d’énergie de déformation isotrope est modélisée

par le modele néo-Hookéen classique :
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Wiso = C1(I; = 3) (4.59)
Il est a noter que C; est égal a la moitié du module de cisaillement.

Les deux directions a4 et a, sont associées a des fibres appartenant a la méme
couche artérielle. Toutes les fibres possedent ainsi les mémes caractéristiques
mécaniques. Il est donc possible de superposer! les densités d’énergie de

déformation stockées par ces deux familles de fibres de la maniere suivante :

2

k _ __
o ﬁ;{exp ko, — 17] ~ 1} si Ty > 1 o)

0 si T4a,' <1

- —
ol ki et ky sont des parametres matériau et Iy, = a;® a;: C =1’ I,

En introduisant I’angle phénoménologique f défini sur la Figure 4.8, et en
choisissant le méme repere que celui indiqué sur cette figure, les deux vec-
teurs unitaires associés aux directions privilégiées des trousseaux de fibres de

collagene s’expriment de la maniere suivante :

cos(p) cos(p)
a1 =|sin(f)| , ax=|-sin(B) (4.61)
0 0

Le carré de la dilatation suivant la direction de fibres devient alors :
(AD? =1y = Iy, = Iy, = A% cos(B)? + A% sin(B)? (4.62)

On remarque que l'équation (4.61) prend en compte le fait que les fibres
n’agissent pas en compression. On a donc logiquement une densité nulle

lorsque I est plus petit que 1.

1. en utilisant les mémes parametres matériau pour les deux familles de fibres.
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Les parametres matériau Cq et k; du modele HGO sont exprimés en unité de
pression et k, est sans unité. On choisira un angle p = 43.39° conformément

aux préconisations de Balzani et al. [12].
4.5.2.1 Equations constitutives

Pour étudier la réponse en extension de la couche media de la paroi artérielle,
deux tests de déformation uniaxiaux sont appliqués dans les directions e; puis
e, du tissu. Le protocole expérimental est le méme que pour le modele modifié
de Fung déja traité. Cependant, on utilise ici les contraintes de Cauchy dans
les équations constitutives a la place des contraintes du second tenseur de
Piola-Kirchhoff. En effet, les données de la littérature [12] sur lesquelles nous
allons nous appuyer dans ce paragraphe concernent les contraintes de Cauchy.
En adaptant 1’équation (2.36) au cas de deux familles de fibres, le tenseur de

contraintes de Cauchy est donné par :
2 — S —
o= T{WlB + Wz(llB -B ) + W3|
2 —_— —
+ Y [Wi di® d; + Ws (di @ Bd; + Bd; @ d;)| } (4.63)
i=1

ou on rappelle que le vecteur d; est I'image de a; dans la configuration dé-

formée :

di = F.CLZ' (4.64)

Pour simplifier I’équation (4.63), on introduit ensuite les tenseurs cinéma-

tiques :

K4:

I

i(di@)di) ;Ks =

i=1 i

N =

2 d; ® Bd; + Bd; ® d, (4.65)
=1

d’ou :

2 _ _
o= 7{W1B + WQ(I1B - Bz) + W3| +2 W4 K4 +4 W5 K5} (466)
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Les fonctions réponse W; = dW/dI; de (4.63) sont données par [124] :

Wy = GIY?

-1 - - = T
Ws; = 31, {Cl L+ kaly(Is — 1) exp [k2(14 B 1)2]} tE
; (4.67)

W4 = I;l/Bkl(il - 1) exp I:kZ(T4 - 1)2]
Wz = W5 =0
Pour le test de déformation uniaxial, les tenseurs cinématiques se simplifient :

A0 0 A2 0 0 A2 0 0
F=|0 A 0|, Ke=| 0 A 0|, Ks=| 0 A 0| (4.68)
0 0 As 0 0 0 0 0 0

ot ¢ = cos(B) et s = sin(f). Comme le matériau est considéré comme quasi-

incompressible, on a :
P=L=1 A=MA)" (4.69)

En reportant (4.67), (4.68) et (4.69) dans (4.66), on obtient les trois compo-

santes non nulles du tenseur des contraintes de Cauchy :

% = C1/\% - %Cl L+k- %kl(Ll —1) exp [ka(l4 — 1)?]
+hi 2 A3 (Iy = 1) exp [ka(ls — 1)?]

% = CA2- %cl L +k- %kl(h —1) exp [ka(Is — 1)?] (4.70)
+ky 2 A28% (I — 1) exp [ka(ly — 1)?]

033 2 1 1 2

7 = Cl/\:,’ - §C1 Il +k— §k1(14 - 1) exp [k2(14 - 1) ]
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4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

La condition de bord libre 033 = 0 permet d’exprimer la constante d’incom-

pressibilité k sous la forme suivante :

1

1 _
k= §C1 Il + 5](1(14 — 1) exp [k2(14 — 1)2] - C1 (/\1]\2) 2

(4.71)

En reportant ce résultat dans 11 et dans 0,7, on retrouve les équations consti-

tutives des contraintes de Cauchy calculées dans [126] pour le cas du test de

déformation uniaxiale dans le plan (eq,e) :

on =2{[A2 = (&1 1) |G +22 A2 (1, - 1) exp ko (s - 1) K
02 =2{[A2 = (A1 1) ?] Gy + 252 A2 (I = 1) exp ko (I — 1)?]

Ces deux équations peuvent se mettre sous la forme matricielle :

o1 Ni1 N[ |Gy
02 N2 Nal|k

avec

Ni =2[A% - (A1 A2)7]
Nip =4¢2 A} (I - 1) exp ko (I - 1)°]
Ny =2[13 - (A1 A2)7]
Ny =452 A3 (Is - 1) exp [k (I, — 1]

Les parametres matériau a identifier étant :

0= [ij ;0w =k

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

4.5.2.2 Données mesurées

On forme le vecteur des données mesurées en procédant de la méme maniere
que pour le modele modifié de Fung (§4.5.1.2) : deux protocoles expérimen-
taux fournissant deux vecteurs de mesures dans la direction axiale et circon-
férentielle de la paroi artérielle (Figure 4.8). Avec les valeurs des couples de
déformations calculés, on trace les figures 4.11 (a) et (b). Ces deux figures
montrent clairement une bosse qui marque un changement de courbure. C’est

la « toe zone » (voir §1.6).

Les couples de déformations sont calculés de la maniere suivante :

— pour une traction 0, imposée dans la direction axiale, on calcule 6; en
résolvant 1’équation au bord libre 13 = 0 & partir de (4.72),

— pour une traction 61 imposée dans la direction circonférentielle, on calcule

0, en résolvant I’équation au bord libre 02, = 0 a partir de (4.72).

0 005 01 015 02 025 03 035 04

(a) Traction dans la direction axiale.

—0.05]
-0.1
-0.15]
-0.2
-0.25]
-0.3
-0.35]
-0.4

-0.45 L L L L L
0 005 01 015 02 025 03 035 04

L L

(b) Traction dans la direction circonférentielle.

FIGURE 4.11: Courbes déformations-déformations avec 6 = A — 1.
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4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

4.5.2.3 Identification des parametres

On procede a la formulation du probleme inverse pour le résoudre avec la
méthode GAO. En généralisant (4.73) a I'ensemble des points de mesure, on

peut exprimer les contraintes de Cauchy sous la forme suivante :
0= N(Gnl) 61 (4.76)

ou les parametres linéaires 0; et non-linéaires 0,; sont donnés par I’équation
(4.75). La matrice N est de dimension m X 2, ot m représente le nombre de
points de mesure. Cette matrice compile les composantes données dans la

formule (4.74).

Le probleme d’identification de 0; et de 0,; est un probleme de minimisation
au sens des moindres carrés similaire a celui formulé pour le modele de Fung
(équation (4.52)) :
llo* — N(0.) 01l
01,0 lo°|P

x 100 (4.77)

Grace a la technique de séparation des parametres linéaires et non-linéaires,
qui constitue 'un des éléments clés de la méthode GAO, le probleme de
minimisation (4.77), qui est d’ordre 3 dans I'exemple traité, se rameéne a un

probleme de minimisation monodimensionnel :

2

0" — N(0,;) [N"(6,)N(6,,)] ' N”(6,4)0"
Min

x 100 (4.78)
O llo*]?

ou 0, est égal a k.

Comme pour le modele de Fung, on remarque que, si m est égal a 2 et si les
colonnes de N sont indépendantes, le probleme d’optimisation (4.78) admet
une infinité de solutions. On recommande donc de disposer d’au moins de trois
points de mesure. Il est également a noter que k, doit étre positif strictement
pour des raisons liées a la convexité de la densité d’énergie. Cela introduira

donc une contrainte additionnelle dans le processus d’optimisation.
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4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

Le probleme de minimisation est résolu avec les mémes options de l'algo-
rithme que celles utilisées pour le modele de Fung. Le critere de convergence
de 10710 reste en particulier le critere d’arrét de I'algorithme. Avec la méthode
GAO, l'algorithme cherche uniquement le parametre k, optimal, tandis que
les parametres C; et k; sont calculés analytiquement. On voit donc la & nou-
veau tout l'intérét de la méthode GAO qui permet de réduire de maniere
drastique le nombre de parametres a identifier numériquement et donc le

temps de calcul consacré au processus d’identification.

TABLEAU 4.4: Valeurs de parametres matériau selon Balzani et al. [12]
Ci = /2 [KPaj ki [KPa] ky [
10.2069 0.00170 882.847

Les résultats de l'identification par GAO de ces trois parametres (Tableau 4.4)
sont en parfaite adéquation avec ceux trouvés par Balzani et al. [12]. Les
courbes de contraintes-déformations sont tracées sur la Figure 4.12 pour les
parametres du Tableau 4.4. En utilisant le code industriel Abaqus, dans le-
quel le modele HGO est implémenté, on obtient les mémes courbes. Ces
dernieres montrent que, pour la méme plage de déformation Al/L, ratio de
I’allongement Al sur la longueur initiale de référence L, les contraintes circon-
férentielles 011 sont supérieures aux contraintes axiales 0,,. En effet, pour les
basses pressions pour lesquelles les fibres de collagene ne jouent aucun role,
les deux courbes coincident. Mais, une fois que le régime des hautes pres-
sions débute (pour AI/L = 0.13 environ), les fibres de collagene s’étirent et
durcissent. On rappelle que I’angle phénoménologique f est égal a 43.39° ce
qui traduit I'adaptabilité des fibres au fait que la pression artérielle agit dans
la direction circonférentielle e; (§ 1.8). La raideur du tissu et la contrainte

associée sont donc supérieures dans cette direction : o117 > 09.
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180 T T T T T T T
= — — —o11 vs Al/L /
L [al) ]
160 < 0922 VS AZ/L /
140f I’ 1
120r / .
/
100- / .

A O ©
o O O
T T T
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N
! !

N
o
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0 005 01 015 02 025 03 035 04
Al/L

FIGURE 4.12: Courbes contraintes-déformations.

4.5.3 Le modele de Peng

Lorsque les lois de comportement hyperélastique des tissus souples integrent
un nombre considérable de parametres matériau (c’est le cas des deux mo-
deles présentés aux paragraphes § 4.5.1 et 4.5.2), la résolution du probleme
inverse par des méthodes classiques a base de gradient ne permet pas tou-
jours de trouver une solution. Une technique parfois utilisée pour surmon-
ter cette difficulté consiste a diviser le probleme initial en plusieurs sous-
problemes. On peut par exemple séparer I'identification en deux étapes. La
premiere consiste a estimer les parametres matériau liés a la réponse isotrope
du tissu en ajustant les courbes contraintes-déformations a basse pression.
Dans la deuxieme étape, le recalage des parametres s’effectue sur les courbes
contraintes-déformations a haute pression, sachant que la réponse isotrope
est déja identifiée. Ce processus est utilisé par Holzapfel [77] sur le modele
de Fung, le parametre de cisaillement étant identifié en premier et les quatre
autres en second par la résolution d’un probleme de moindres carrés non

linéaires par la technique de Levenberg-Marquardt.
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4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

Le modele de Peng et al. [123] modélise le comportement hyperélastique
de I'anneau fibreux du tissu discal, qui suppose 'interaction entre les fibres
de collagene et la matrice non-collagéneuse. Avec le cisaillement qui est re-
présenté en terme d’invariants, ce modele propose une densité d’énergie de

déformation composée de trois termes :
e un terme isotrope pour représenter la matrice non-collagéneuse,

e un terme anisotrope pour modéliser le comportement des fibres de

collagene,

e un terme prenant en compte l'interaction entre la matrice et les

fibres.

Au total, cette loi nécessite 'identification de 7 parametres matériau. Pour
contourner les problemes numériques liés a 'identification simultanée des 7
parametres par des techniques d’optimisation classiques, Peng et al. [123] ont

procédé a une identification en trois étapes :
e identification des deux parametres du terme isotrope,
e identification des deux parametres du terme anisotrope,
e identification des trois parametres du terme d’interaction.

Ce processus d’identification en trois étapes utilise cependant une relation
empirique entre deux des parametres du modele. Dans ce paragraphe, nous
proposons donc une approche plus globale en identifiant en une seule étape
les 7 parametres du modele avec la méthode GAO. La dimension du probleme
inverse devient d’ordre 2 (ce qui correspond au nombre de parametres non-

linéaires) au lieu de 7 initialement.
4.5.3.1 Biomécanique du disque intervertébral

Le disque intervertébral est constitué par le nucleus pulposus (NP), la partie
centrale gélatineuse du disque et par I'annulus fibrosus (AF) entourant le
NP. L’AF est a son tour divisé en deux zones : I'anneau extérieur et I’anneau
intérieur [20]. L’anneau extérieur est caractérisé par une grande densité de
fibres réparties en faisceaux contrairement a ’anneau interne qui perd cette

caractéristique au fur et a mesure qu’on se rapproche du NP. Le gonflement
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du NP le transforme en une entité incompressible distribuant les forces de
compression radiale a travers ’AF. Les fibres de collagene regroupées en
faisceaux paralleles et inclinées d’environ a = 30° [106] par rapport a la
direction circonférentielle du disque (Fig. 4.13) s’étirent afin d’absorber les
charges compressives radiales du NP. De plus, en flexion ou en torsion de
la colonne vertébrale, les fibres de I'anneau extérieur sont étirées limitant
ainsi la formation de déchirures a travers les ligaments entre deux vertebres
[86]. En conséquence, le rapport de magnitude entre les modules d’élasticité
suivant la direction circonférentielle de ’AF et ceux de la direction radiale

ou axiale est d’environ deux [40, 151].

FI1GURE 4.13: AF : anneau fibreux, NP : nucleus pulposus.

X : direction circonférentielle (tangentielle).

X5 : direction axiale du disque.

X3 : direction radiale.

a est I’angle phénoménologique qui caractérise 'inclinaison des fibres par
rapport a la direction circonférentielle Xj.

A droite : deux lamelles adjacentes homogénéisées en un composite & fibres
croisées a +a° de vecteurs unitaires a1 et a,.

Pour modéliser la biomécanique du disque intervertébral, Peng et al. [123] ont
proposé une densité d’énergie de déformation W qui suit 'approche structu-
rale de modélisation des tissus souples renforcés. Cette énergie de déformation

est fonction du tenseur droit de Cauchy-Green et des vecteurs unitaires a;
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et ap qui représentent les directions préférentielles des fibres (Figure 4.13) :

T
a, [cos(oc) sin(a) O]

(4.79)

T
a [cos(ac) —sin(a) O]

Etant donné que linteraction entre les fibres et la matrice est importante
[40, 69, 99, 117, 165, 168], la densité d’énergie de déformation W du tissu
intervertébral humain présentée par Peng et al. [123] compte trois densités
additives : celles de la matrice isotrope WM, des fibres de collagene W' et de

I'interaction WM entre la matrice et les fibres :
W =WwM+ Wk + wM (4.80)

En considérant le tissu comme compressible, Peng et al. [123] ont choisi d’ap-
pliquer la division multiplicative du gradient des déformations uniquement
a la partie isotrope de I’énergie de déformation. Elle est modélisée par une

partie néo-Hokéenne et une partie volumétrique selon :
WM = Cyo(I; - 3) + D7'(J — 1) (4.81)

I; est la partie déviatorique de I , I; = J™2;. D! est le module de compres-
sibilité. L’énergie étant stockée dans les fibres seulement si elles sont étirées
23], Iénergie correspondante WP proposée par Peng et al. prend la forme

suivante :
C214—12+C3I4—1)4 I, >1
W = ( ) ( (4.82)
0 L, <£1
Les coefficients C, et C3 sont donc pris égal a zéro lorsque Iy est plus petit
que 1. Les fibres et la matrice sont supposées étre en contact parfait sans
glissement. L’interaction entre la fibre et la matrice est modélisée par une

densité d’énergie de cisaillement qui est fonction du carré de 'allongement
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des fibres I = (AF)? :

W =f(Ls) X2

y B 1_4 _ _ (4.83)
T+ oxp [0 =] =1 (Is—hls+ L) -1

f () =

Les 7 parametres matériau de W sont Cyg, y, D, Cp, C3, B et A™. B et A”
sont sans unité, D est I'inverse d’une pression et les autres parametres s’ex-
priment en MPa. A* peut s’interpréter comme le point de transition entre les
contraintes isotropes et les contraintes anisotropes [123]. On peut noter que
le modele de Peng et al. [123] n’utilise la décomposition multiplicative du
gradient des déformations que sur Uinvariant I; (c.f. équations (4.81), (4.82)
et (4.83)). Pour des motivations physiques, Sansour [137] a adopté une dé-
marche similaire en montrant que la décomposition volumétrique-isochore ne
doit étre appliquée que sur la partie isotrope de I’énergie de déformation. Ce
point fait néanmoins 'objet d’un débat dans la communauté scientifique car,
si on se place d’'un point de vue strictement mathématique [44, 119], il se-
rait plus consistant d’appliquer la décomposition a tous les invariants, qu'’ils
solent isotropes ou anisotropes. La démarche de Peng et al. [123] se justifie

physiquement par 1'utilisation d’une formule standard liant D & Cyo [1] :

1-2v

- 2(1 + V)Clo (484)

ol v représente le coefficient de Poisson. Cyo et D™ peuvent ainsi s’interpréter

comme le module de cisaillement et le module de résistance a la compression.

Si la décomposition multiplicative avait été appliquée a tous les invariants,
on aurait déduit de la condition du bord libre 033 = 0 et de I’équation (4.89)
que le parametre D pouvait s’exprimer en fonction des autres parametres
Cio, 7, Ca, Cs, B et A*. En reportant ce résultant dans (4.84), on aurait alors
obtenu un coefficient de Poisson dépendant des parametres anisotropes C, et
Cs. Or la relation (4.84) est applicable uniquement pour le cas isotrope, le
coefficient de Poisson utilisé n’étant représentatif que de la réponse isotrope

du tissu. Elle ne peut donc a priori pas étre utilisée dans le cas anisotrope.
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Un point qui n’est cependant pas explicité dans Peng et al. [123] est la mo-
tivation qui a conduit a ne pas appliquer la décomposition multiplicative a

I'invariant isotrope I».

D’un point de vue pratique, Peng et al. [123] fixent le coefficient de Poisson a
une valeur de 0.49, ce qui permet de prendre en compte une relation directe
entre D et Cyg (équation (4.84)) et de n’identifier ainsi que 6 parametres au
lieu de 7. Pour notre part, en raison du caractere tres général de la méthode
GAO, nous avons considéré 7 parametres completement indépendants les uns

des autres dans le processus d’identification qui sera détaillé ultérieurement.

Le modele équivalent de 'anneau fibreux est un composite a fibres croisées
orientées a +a. Dans la configuration lagrangienne, les deux vecteurs unitaires
associés aux directions de fibres privilégiées sont a; et a, (Figure 4.13). Cette
anisotropie du tissu est représentée par les invariants mixtes ly,,, Isa,, aa,, I5a,
de C et les tenseurs structuraux a; ® a; et a; ® a, [chapitre 6 de la référence
75] :

Ly =C:a1®ay, I, =C:a;®a,

) (4.85)
L, =C:a;®ay, I =C:a,®a;

Pour modéliser le tissu humain, discal et fibreux, Peng et al. [123] ont réparti
la densité d’énergie de déformation entre les deux familles de fibres de la
maniere suivante :
M, L (F F LM M
W=W"4 5 (WE + WE) + 5 (WEM + WiM) (4.86)

Les énergies W(E:) sont liées aux directions privilégiées des fibres par le biais

des invariants mixtes et des vecteurs unitaires a;, pour i = {1,2}.
4.5.3.2 Equations constitutives

Les vecteurs unitaires aq et a, sont distribués selon un angle de +a = 30°
par rapport a la direction circonférentielle de 'AF (Figure 4.13) conformé-
ment aux observations de [106]. Les invariants mixtes sont alors égaux 1'un
a lautre : Iy, = Iy, et Is,, = Is,,. De plus, I'AF est renforcé par la méme fa-

mille de fibres de collagene. Par conséquent, les fonctions réponses modélisant
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I’anisotropie du tissu sont identiques pour chacune des directions de fibres :
Wia, = Wy, et Ws,, = Wh,,. En conséquence, les expressions des fonctions
réponses W; = dW/dI; sont :

IZ
Wi = Cil; P =2y (1+A)7" i X

I
W, =2y(1+A)" ﬁx

—1 - - 42 L (487
W = S Coh - (TR -1)D - 2y p e npasayt
W4u1: W4a2 = 2C2(I4 - 1) + 4C3(I4 - 1)3 +y Q =W,
I _
Wi, = Ws,, = 21—4;((1 + A = Ws
3
avec .
A=epl (1)
_ BAX L L X
T 20+ AL 1+A|T+A (4.88)

2
L= —(I5 -2, + 12)
I3
X étant défini par I’équation (4.83).

En utilisant (4.86) ainsi que la forme générale des contraintes de Cauchy

donnée par (2.36), on obtient :

c= %{w13+w2(11|3—|32)+w313|

1
+§ (W4a1 di®d; + W4a2 d, ® dz) (489>

1
+§[W5a1 (Bd; ® d; + di ® Bdy) + Ws,, (Bd, ® dy + dy ® Bd,) ]}
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En combinant les équations (4.87) et (4.89) :

2 1
o :7{(:101;1/3 (B — glll)

' y{lzfA {% (1B - B%) 1B+ 2Ks| - (x + 1)'} + QK4}

+ DL (1= (4.90)
+ 2C2(I4 - 1)K4

+ 4G5I - 1)3K4}

ol les tenseurs cinématiques Ky et Ks sont définis dans le cas général par
I’équation (4.65). Dans le cas particulier d’une traction uniaxiale, cette forme

générale se simplifie (équation (4.68)).

On remarque que o est linéaire par rapport a 5 de ses parametres : Cyg, ¥,
D', C,, C5. Ces parametres composent le vecteur de parametres linéaires
0, qui est de dimension 5, tandis que 0,; est composé de deux parametres
non linéaires {B,A*} qui sont contenus dans I'expression de A et de Q (voir
équation (4.88)). Pour le cas d'un test de déformation uniaxiale, on déduit de
la séparation des parametres linéaires et non linéaires la relation matricielle

suilvante :

(o] [Nu -+ Nis|[Cuo]
)4

op|=|: . i ||D? (4.91)
C

033]  |N31 -+ Nss|| C3 |
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olt les composantes Ny, (1 < k < 3 et 1 < p < 5) sont dépendantes des
parametres non linéaires f et A* par I'intermédiaire de A :

1 2_1_1) L[I_élz 2,32 _ 2.2\ _ ] 22
313(}\1 - AT (4343~ 1+ 2036%) - (r + 1) + QA
NG, ) = | —= (AZ - I—l) S [1—4)@ (A2 A2 -1y +2028%) - (x + 1)] + 022
’ V2 3 2(A+1) L5 1778 2 2
1 (e h L[IAZ 2,21, - ]
313(A3 3) AT 13/\3(A1+A2 1) - (c+1)

I 2(I - )A%? 413 - 1A%

)13 2L - DA Al - 12233 % (4.92)
3

(1- 5o 0 0

avec ¢ = cos(a) et s = sin(a). Selon la forme (4.91), la méthode GAO va
chercher a identifier numériquement les deux parametres non-linéaires et
A* alors que les 5 autres Cyg, y, D71, C,, C3 sont linéaires et seront calculés

analytiquement.
4.5.3.3 Données mesurées

Les 7 parametres matériau du modele de Peng et al. [123] seront identifiés

avec deux tests de déformation uniaxiale (Figure 4.13) :
e traction selon la direction X; circonférentielle
e traction selon la direction X, axiale

Vu que le tissu est compressible, A3 est indépendant de A; et de A,. Ainsi les

contraintes sont fonction des trois déformations Ay, A, et Aj.

Les données expérimentales proviennent d'un test de déformation uniaxiale
sur le tissu de AF humain [40] dans le plan (X3, X,) utilisé par Peng et al.
[123]. En tirant le tissu suivant la direction Xj, A; est imposé et controle la
déformation du tissu, tandis que 011 est déduite de la mesure de la section
déformée du tissu. De nouveau, en tirant suivant la direction X,, A, controle
la déformation du tissu, tandis que oy, est déduite de la mesure de la section
déformée du tissu. Pour ces deux protocoles de chargement la contrainte o33

est supposée nulle.
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(c) Déformations dans le plan X, — Xj.
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(b) Déformations dans le plan X; — X3.
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(d) Déformations dans le plan X; — X3.

FIGURE 4.14: courbes de déformations pour un test de traction suivant la
direction circonférentielle Xy ((a) et (b)), puis suivant la direction axiale

X2 ((c) et (d)).

Les données expérimentales peuvent aussi étre reproduites numériquement :

Protocole {1} : en tirant suivant la direction circonférentielle X;, Ay est

imposé. A, et Az sont obtenus en trouvant la solution du systeme

d’équations 0y = 033 = 0. Les figures 4.14(a) et 4.14(b) montrent le

point de toe zone pour Ay =~ 1.03.
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Protocole {2} : en tirant suivant la direction axiale X, A, est imposé. A4
et A3 sont obtenus en trouvant la solution du systeme d’équations
011 = 033 = 0. La courbe Figure 4.14(c) montre une relation presque
linéaire entre A, et A;. Par conséquent, la participation de la réponse
des fibres en traction axiale n’est pas significative du fait de ’absence

de toe zone.

Les courbes de déformations obtenues grace a ces deux protocoles (Figure
4.14) correspondent exactement a celles obtenues par Peng et al. [123]. Une
fois les déformations déterminées, les contraintes sont calculées a 'aide de la
loi de comportement (4.91) et (4.92) dans laquelle ont été injectés les para-
metres matériau identifiés par Peng et al. [123]. Cette méthode numérique
a été utilisée pour produire le vecteur des données expérimentales ¢ qui
constituera le vecteur de référence pour l'identification. Il contient un total

de m = 200 points de mesure suivant les deux directions X; et X,.
4.5.3.4 Identification de parametres

Pour la résolution du probleme de moindres carrés non linéaires en utilisant
la méthode GAOQO, on procede a ’assemblage du systeme matriciel représen-
tant les deux protocoles expérimentaux décrits dans le paragraphe précédent.
Pour le protocole {1}, seul 011 est calculé selon (4.91) et (4.92). Pour le pro-
tocole {2}, c’est 0y qui est calculé, toujours a 'aide des mémes formules
(4.91) et (4.92). Une fois pris en compte I'ensemble des points de mesure, les

contraintes calculées s’expriment sous la forme suivante :
o= N(enz) 91 (4.93)

ou N(8,;) représente une matrice 200 X 5 (200 points de mesure et 5 para-
metres linéaires). 0; et 0, sont les parametres linéaires et non-linéaires définis

par :
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o
’ g

0,=|D|, O.= [A] (4.94)
C
| G5 |

Les composantes de la matrice N(0,;) sont calculées sur la base de I'équation
(4.92). Le probleme d’identification se ramene alors au probleme de minimi-

sation suivant au sens des moindres carrés :

* 2
lo" = N(6.) 61l
0,0, lo*|

x 100 (4.95)

Grace a la technique de séparation des parametres linéaires et non-linéaires,
qui constitue I'un des éléments clés de la méthode GAO, le probleme de
minimisation (4.95), qui est d’ordre 7 dans l'exemple traité, se ramene a un

probléeme de minimisation bidimensionnel :

2

6" — N(6,,) [NT(0,)N(0,,)] " NT(8,4)0"
Min

x 100 (4.96)
O [tealll

ou 0, est le vecteur a deux composantes défini par ’équation (4.94).

On remarque que si m est égal a 5 et si les colonnes de N sont indépendantes,
le probleme d’optimisation (4.96) admet une infinité de solutions. On recom-
mande donc de disposer d’au moins de six points de mesure. Il est également
a noter que 5 et A* doivent étre positifs conformément aux interprétations
physiques données par Peng et al. [123]. Cela introduira donc des contraintes

additionnelles dans le processus d’optimisation.
4.5.3.5 Résultats et discussions

Ce paragraphe est consacré a l'identification des parametres matériau de la
loi de Peng et al. [123] en résolvant numériquement le probleme de mini-

misation (4.96) par la méthode GAO. Pour les algorithmes génétiques, la

139



4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE

population initiale contient 800 individus générés aléatoirement selon la dis-
tribution uniforme (4.30). La sélection est assurée par la méthode remain-
der. Un seul individu élite est copié dans la descendance. Puis, 80% de la
population subit un croisement heuristique. Afin de tester 'efficacité de la
méthode GAO, notamment la prise en compte analytique des parametres li-
néaires (probleme de dimension 2), des comparaisons ont été effectuées avec
une identification basée uniquement sur les algorithmes génétiques (probleme
de dimension 7). Cette derniere approche est labellisée GA7. Elle utilise les
mémes options pour les algorithmes génétiques que celles qui sont réglées
pour GAQO. Le Tableau 4.5 ci-dessous résume les résultats trouvés par les dif-
férentes approches. Les résultats de la méthode GAO et Peng et al. [123] sont
identiques. On obtient ainsi une haute précision de convergence qui est illus-
trée par la Figure 4.15 a la génération 95. On rappelle également, qu’avec
la méthode GAO, on a identifié les 7 parametres matériau en minimisant
un seul probleéme inverse alors que Peng et al. [123] ont du résoudre 3 pro-
blemes inverses successifs afin de pouvoir déterminer progressivement les 7

parametres matériau.

‘3 A* C10 Y D Cz C3
Peng et al. [123] 1.250E*922  1.020 3.400E™%2  1.200E*""  1.970E™01  4.500E-01  8.260E*"!
GAO 1.250E*02  1.020 3.400E™2  1.200E*" 1.970E™®  4.500E-"  8.260E*"
GAT 1.250E*%2  1.020 3.400E92  1.200E*"  1.970E™91  4.500E-0! = 8.260E*+0!
GATa 1.387E*02 1458 6.502E72  1.764E*%  1.000E** 7.385E01  9.318E+0
GAT7b 8.615E*  1.765 6.502E702 1.212E*02  1.000E*?* 7.385E"01  9.318E*!
GATc 3.919E*0 1138 1.000E~® 1.169E*0!  4.293E-02 9.175E-0  8.583E+01
GATd 3.833E*91  1.155 1.000E~**  1.984E*01  4.290E-02 9.172E-91  8.595E*01

TABLEAU 4.5: Résultats d’identification des parametres matériau.

Peng et al. [123] : valeurs de référence.

GAO : valeurs obtenues par la méthode GAO en 8 secondes.

GAT : valeurs obtenues par la méthode GA7 en 235 secondes.

GATa-GATb-GATc-GATd : plusieurs résultats de calculs du probleme standard de dimension 7
obtenus avec les algorithmes génétiques classiques (GAT) et ne convergeant pas vers la meilleure

solution.

La Figure 4.15 montre I’évolution logarithmique de la fonction performance
au cours des générations. La meilleure performance décroit en fonction des

générations. Cette tendance indique une aptitude a améliorer la meilleure
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solution qui minimise la fonction objectif. L’évolution basée sur la sélection
proportionnelle et le croisement favorise la transmission des genes des indivi-
dus les plus performant. La descendance partagera ainsi des caractéristiques
génétiques similaires. De ce fait, a la fin du processus itératif, les individus
ont des caractéristiques tres proches comme le montre une distance moyenne
entre individus presque égale a un (Figure 4.16) manifestant ainsi les mémes
performances (Figure 4.15). Au moment de la convergence, on voit que la
moyenne de la performance est relativement faible. L’algorithme arréte d’ité-
rer car la limite de la performance est atteinte. On rappelle que la distance
moyenne entre les individus est un indicateur de la diversité. Une distance
moyenne basse indique que la diversité de la population est pauvre et que le

processus d’évolution atteint ses limites.

Entre la 1°¢ et la 32°™¢ génération, la meilleure performance a chuté jusqu’a
la valeur de 107%°. Néanmoins, la moyenne de la performance et la distance
moyenne des individus n’ont pas changé de tendance. La diversité au sein de
la population est donc assez importante pour pouvoir espérer une nouvelle
diminution de la meilleure performance. En conséquence, 'algorithme doit
continuer a itérer car la convergence n’a pas lieu tant que ces trois courbes

n’ont pas la méme tendance.
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FIGURE 4.15: Evolution de la meilleure performance et de la moyenne de
la performance (méthode GAO).

141



4.5. APPLICATION EN BIOMECANIQUE
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FIGURE 4.16: Evolution de la distance moyenne des individus (méthode
GAO).

La Figure 4.17 montre sur la vue de gauche la fonction Fitness (score mis a
I’échelle avec la méthode Rank Scaling ou 'individu le plus performant est as-
socié a la Fitness la plus élevée, cf. section 4.4.5) par rapport aux parametres
non-linéaires. La vue de droite représente la répartition des individus dans
'espace (B, A*). Pour faciliter la visualisation et I'interprétation des résultats,
100 individus ont été choisis aléatoirement parmi les 800 de la population.
L’individu le plus performant est celui qui marque la valeur de Fitness la
plus élevée. La population initiale correspond a la Figure 4.17(a). Au cours
des générations, les individus se regroupent et se dirigent vers le minimum
global de la fonction objectif. A partir de la génération 32 (Figure 4.17(e)),
on voit que les 100 individus sont groupés dans une zone bien localisée de
I’espace indiquant ainsi un éventuel minimum de la fonction objectif. Cette
zone correspond a la premiere diminution sensible de la fonction performance
(Figure 4.15). A partir de la génération 44 (Figure 4.17(f)), on a effectué une
mise a I’échelle sur 'axe correspondant a A* en passant de [0;40] a [0;2]
afin de pouvoir visualiser la faible dispersion des individus. Ala génération
70, qui correspond au deuxieme palier de la Figure 4.15, on constate que la

convergence est, atteinte.
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FIGURE 4.17: Evolution spatiale de 100 individus aléatoires dans l’espace

A*—B. Le meilleur individu est A* = 1.02 et f = 125 (Tableau 4.5).
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Nous avons également comparé la méthode GAO avec les algorithmes gé-
nétiques standards que l'on a utilisé pour identifier les sept parametres du
modele Peng et al. [123]. Le probleme étant de dimension 7, il sera labellisé
par la terminologie GA7. Pour ces deux méthodes, GA7 et GAO, on va uti-
liser les mémes options pour l'algorithme génétique. La seule différence est
que 'individu avec la méthode GAO comprend 2 genes (dim(8,,;) = 2), tandis
que celui avec la méthode GA7 comprend 7 genes (dim(0) = 7). Ensuite, on
a procédé a l'exécution de plusieurs calculs avec la méthode GAO, puis avec
GAT7. Chacun de ces calculs possede une population initiale aléatoire. C’est
la raison pour laquelle les algorithmes génétiques peuvent produire des ré-
sultats différents pour le méme probleme de minimisation. Avec la méthode
GAO, on a toujours réussi a approximer la meilleure solution (voir GAO
dans le Tableau 4.5) pour un temps processeur de 8 secondes en moyenne.
Avec la méthode GA7, il a fallu en moyenne 235 secondes pour approximer
la meilleure solution. En outre, les calculs exécutés avec GA7 n’ont pas tous
convergé vers la bonne solution. Le Tableau 4.5 montre quatre jeux différents
de parametres matériau (GA7a, GATb, GA7c et GA7d) qui sont le résultat
de quatre calculs différents en utilisant la méthode GA7. Ces 4 cas illustrent

une convergence prématurée de la méthode GAT.

8
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(a) Meilleure et moyenne performance.
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FIGURE 4.18: convergence de I'algorithme dans les cas de GATa.

La convergence de GA7 dans les cas a, b, ¢ et d présente de tres fortes simila-
rités. Pour illustrer cette convergence, la Figure 4.18 présente 1’évolution de la
performance et de la distance entre individus en fonction des générations dans
le cas a. L’algorithme sélectionne les genes des individus (chromosomes) dans
la population initiale et les recombine. Avec ces genes, 'algorithme génére
I'individu le plus performant possible. La courbe de meilleure performance
devient plate a partir de la génération 25. Dans I'impossibilité de faire évoluer
le meilleur individu, l'algorithme crée de nouvelles copies de celui-ci. Puis,
ces dernieres sont sélectionnées pour devenir les parents qui vont transmettre
leurs genes A la prochaine descendance. A la génération 225, la moyenne des
performances coincide avec la meilleure performance. On remarque aussi une
chute de la valeur de la distance moyenne entre les individus. Ceci indique
que tous les individus de la population sont les mémes et correspondent au
meilleur individu. Lorsque cela se produit, la distance moyenne entre les
individus est de 0. Puis, et en raison de la mutation, 'algorithme crée de

nouveaux individus. Les valeurs de la moyenne des performances et de la
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distance moyenne entre les individus augmentent a nouveau. Cette oscilla-
tion s’arréte a partir de la génération 390 marquant une chute de la distance
moyenne entre les individus. L’algorithme, n’arrivant plus a améliorer les
performances des individus, continue a itérer jusqu’a atteindre le nombre

maximal toléré de générations d’attente.
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Avec les 4 jeux de parametres matériau de GA7, on a tracé les courbes de
contraintes-déformations sur les Figure 4.19 et 4.20. Il est a noter que GATc
et d étant parfaitement superposés a GATa et b pour les contraintes cir-
conférentielles, les courbes correspondantes ne seront pas représentées sur
la Figure 4.20. Pour ces contraintes circonférentielles, on observe une bonne
correspondance entre GAT et la courbe de référence de Peng et al. [123]. En
revanche, pour les contraintes axiales, on remarque que les courbes associées
a GAT ne permettent pas de couvrir efficacement la plage complete de dé-
formation. En effet, il y a des écarts importants entre la courbe de référence
et GATa et b lorsque Al/L est supérieure a 0.4 et avec GAT7c et d lorsque
Al/L est inférieure a 0.2. Pour ce qui concerne la méthode GAQO, qui est par-
faitement superposée avec les courbes de Peng et al. [123], toute la plage de
déformation est correctement couverte, aussi bien pour les contraintes axiales

que pour les contraintes circonférentielles.

La fonction objectif est tracée sur la Figure 4.21 dans I’espace A" et 5. Pour
cela, on fait varier A* et f et, pour chacun des couples de ces parametres
non linéaires, on calcule la fonction objectif grace a ’équation (4.96). Le pre-
mier élément frappant est le caractere constant de la fonction objectif sur
une grande plage de variation de A* et B. Ce constat s’explique par la forme
exponentielle de la loi de comportement. En effet, lorsque 'argument de la
quantité A (équation (4.88)) dépasse une valeur d’environ 70, A devient tres
grand. Pour des raisons purement informatiques, ce cas a été géré en rem-
placant A™! par une valeur nulle pour éviter I'apparition d’instabilités ou
d’erreurs numériques. L’expression Q donnée par I’équation (4.88) est alors
approximativement égale a 0. En se reportant a ’expression des contraintes
calculées (équation (4.90)), il est alors clair que ces dernieres deviennent
indépendantes de A* et f. Le deuxieme élément marquant est la faible sensi-
bilité de la fonction objectif par rapport a A* et 8, a 'exception d’une zone

extrémement localisée correspondant au minimum de la Figure 4.21.
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FIGURE 4.21: Fonction objectif vs {A*, B}

D’une maniere générale, compte tenu de la topologie particuliere de la fonc-
tion objectif, le minimum est extremement difficile a atteindre numérique-
ment. En particulier, 'utilisation de GA7 nécessitera une population tres im-
portante et suffisamment diversifiée afin d’augmenter les chances de disposer
d’individus a proximité du pic qui représente le minimum. Si on considere
par exemple une population de 100 individus (Figure 4.22), on remarque
deux principaux niveaux de score, TE% et 2E7%2 avec quelques valeurs in-
termédiaires. Le nombre élevé d’individus appartenant a ces deux niveaux
entrainent la convergence de GAT vers une valeur proche de I'un de ces deux

scores.

Pour ce qui concerne les méthodes a base de gradient, il est clair qu’elles au-
ront tres peu de chance de converger a moins bien siir, soit d’initialiser dans la
proximité immédiate du minimum, soit de réduire de maniere importante les
plages de variations de A" et . Concernant ce dernier point, selon Peng et al.

[123] il pourrait étre possible d’interpréter A* comme le point de transition

150



4.6. CONCLUSION

entre le régime de basses pressions et celui de hautes pressions, en d’autre
terme le toe zone. Il suffirait alors de limiter ’espace de variation de A* avec,
par exemple, une valeur maximale de 2. Mais l'interprétation physique du
parametre f n’étant pas connue, il est beaucoup plus difficile de réduire sa

plage de variation.
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FIGURE 4.22: Performance de 100 individus aléatoires

4.6 Conclusion

Une nouvelle procédure d’identification de parametres biomécaniques combi-
nant les algorithmes génétiques avec une optimisation analytique a été pro-
posée. L’avantage de cette approche repose sur sa simplicité et son efficacité.
Elle bénéficie de la forme additive de ’énergie de déformation caractérisant
le comportement hyperélastique des tissus biologiques souples. Pour déter-
miner les parametres matériau, le probleme inverse est formulé comme un
probleme de moindres carrés non linéaires. Les parametres des termes ad-
ditifs du probleme de moindres carrés sont linéaires et sont analytiquement

calculés en fonction des parametres non linéaires. L’espace de recherche de
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solution qui minimise la fonction objectif est ainsi réduit analytiquement.
Sa dimension est égale a celle du vecteur des parametres non linéaires. Ces
derniers deviennent les seuls parametres indépendants de la fonction objec-
tif. Ils sont approximés par les algorithmes génétiques qui vont agir sur un
domaine de recherche réduit. L’avantage de I'utilisation de la technique des
algorithmes génétiques est leur capacité a converger vers le minimum glo-
bal du probleme a minimiser. De plus, ils utilisent plusieurs points d’ini-
tialisation -une population- au lieu d'un seul point d’initialisation pour les
méthodes classiques a base de gradient utilisées en biomécanique. Pour ces
dernieres, la difficulté de convergence conduit a une décomposition du pro-
bleme d’identification en plusieurs étapes (voir par exemple Holzapfel [77] et
Peng et al. [123]). Chaque étape permet d’identifier une partie des parametres
et de réduire le probleme initial, qui est de grande dimension, en plusieurs
sous-problemes de faible dimension. Cependant, cette approche multi-étapes
augmente notablement la quantité de travail numérique et expérimental a

réaliser.

La méthode GAO a été testée en identifiant les parametres matériau de trois
modeles. A chaque fois, la dimension du probléeme de minimisation a été
réduite a :

e 2 dimensions au lieu de 3 pour le modele HGO [78].

e 3 dimensions au lieu de 5 pour le modele de Fung [77].

e 2 dimensions au lieu de 7 pour le modele de Peng et al. [123].

Les résultats de I'identification sont obtenus en exécutant une seule étape de
calcul. En comparant la méthode GAO a d’autres méthodes de résolution du
probleme inverse, on a trouvé que :

e GAO converge contrairement aux méthodes a base de gradient.

e Comparée aux algorithmes génétiques standards, la méthode GAO
est moins sensible a la diversité et a la taille de la population. Le
temps processeur de la méthode GAO est ainsi 30 fois plus rapide
que les algorithmes génétiques standards.

e GAO a démontré son efficacité et sa rapidité pour la résolution des

problemes d’identification de parametres.
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L’application de la méthode GAO n’est pas limitée uniquement a la biomé-
canique, mais elle s’étend a tout probleme d’identification inverse basé sur
des tests expérimentaux pour lesquels on dispose de mesures de contraintes

et d’élongations.
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La viscoélasticité de la paroi artérielle

5.1 Introduction

Les propriétés du tissu vasculaire, et en particulier des arteres, sont com-
plexes : non homogénéité, anisotropie, non linéarité et dépendance au temps
[31, 54, 55, 62, 78, 79, 162]. La caractérisation des propriétés du tissu et des
lois de comportement correspondantes doit étre uniquement accomplie par le

biais des tests multi-axiaux simples [81].

On peut représenter le comportement quasi-statique non linéaire et aniso-
trope des tissus souples par une variété d’approches micro-structurales et
phénoménologiques [82, 90]. En particulier, de nombreuses lois constitutives
ont été développées sur le principe de la pseudo-élasticité, le matériau biolo-
gique étant considéré comme deux matériaux élastiques aux comportements
différents au cours du chargement et du déchargement afin de modéliser la
boucle d’hystérésis [21, 26, 54, 55, 91]. Ce concept simplifie la représenta-
tion mathématique de I'historique des chargements cycliques de contraintes-
déformations, mais il manque de précision dans la description du comporte-
ment viscoélastique. Une autre approche utilise les modeles viscoélastiques
qui permettent une représentation plus réaliste de I’hystérésis. Une partie de
ces lois mathématiques est basée sur le concept de la viscoélasticité quasi-

linéaire [54]. Dans cette formulation, le tissu sous chargement cyclique répété
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montre une insensibilité a la vitesse de chargement. Cette propriété d’insen-
sibilité correspond aux observations réalisées par Fung [54] (chapitre 7) sur
les tissus biologiques ol le matériau est supposé linéaire pour sa réponse vis-
queuse liée au temps (la relaxation des contraintes dépend du temps). Cepen-
dant, la relation contraintes-déformations reste non linéaire. Cette hypothese
réduit la complexité mathématique du probleme car les équations différen-
tielles de I’évolution du systeme sont linéaires. Par conséquent, la théorie de
la viscoélasticité quasi-linéaire a été appliquée aux arteres ainsi qu’a d’autres
tissus [22, 92, 95].

Les éléments viscoélastiques classiques (Kelvin, Maxwell et Voight), formés
par des ressorts et amortisseurs, dépendent de la fréquence de chargement
avec une fréquence caractéristique pour chacun d’eux. Avec un grand nombre
de ces éléments disposés en série ou en parallele, leurs fréquences caractéris-
tiques peuvent étre choisies pour couvrir la bande de fréquence ou I'hystérésis
du tissu montre une insensibilité a la vitesse de chargement. Par conséquent,
on arrive a approximer les fonctions continues du spectre de relaxation [54].
Le désavantage de cette approche réside dans le nombre élevé de parametres

viscoélastques a identifier.

Dans une récente stratégie de construction des modeles hyperviscoélastiques,
la densité d’énergie libre de Helmholtz est considérée comme une somme
de deux termes d’énergie : hyperélastique et visqueuse [17, 75, 79, 122]. Les
contraintes sont alors écrites comme un terme élastique, et un terme dissipatif

qui tend vers zéro au cours du temps.

Dans ce chapitre nous analysons le travail présenté par Holzapfel et al. [79].
En utilisant un systeme de Maxwell généralisé, Holzapfel et al. [79] ont mo-
délisé en trois dimensions le comportement visqueux de la paroi artérielle. Le
systeme de Maxwell comprend cing éléments, composés chacun d’un amortis-
seur et d’un ressort en série, et montés en parallele avec un ressort représen-
tant la réponse purement élastique. Le systeme contient donc dix variables
viscoélastiques a déterminer. Cing de ces variables sont les temps caracté-
ristiques de relaxation des éléments de Maxwell. Ces derniers ont été choisis

de fagon a couvrir quatre décades de temps, un intervalle suffisamment large
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pour capturer le spectre des fréquences dans lequel la paroi artérielle montre
un amortissement constant. Les cing temps caractéristiques de relaxation ne
sont donc pas des parametres a identifier. Comme le module d’Young du
ressort libre est par ailleurs fixé dans Holzapfel et al. [79], il ne reste qu’a
identifier cinq parametres viscoélastiques. Ils sont appelés les facteurs d’éner-
gie libre et sont liés aux temps de relaxation et a la viscosité. Le probleme
d’identification de ces 5 parametres revient a formuler un probléeme d’optimi-
sation tout en conservant un amortissement du systeme de Maxwell constant
sur une large bande de fréquence. Holzapfel et al. [79] les ont déterminés de
facon linéaire, en supposant que I'énergie dissipée par la paroi artérielle est
constante sur la bande fréquentielle 0.01Hz — 100Hz. En effet, d’apres I'équa-
tion (42) de I'énergie dissipative donnée dans Holzapfel et al. [79], la relation

entre cette énergie et ses facteurs d’énergie libre est linéaire.

Cependant, il manque un terme dans l’expression du déplacement complexe
normalisé proposé dans [79] (cf. Eq. (49) de cette référence). En conséquence,
le déplacement présente une anomalie dimensionnelle et 1’énergie dissipative
visqueuse est mal formulée. Les parametres matériau viscoélastiques, iden-
tifiés sur la base de cette formulation, ne sont donc pas représentatifs du
comportement réel de la paroi artérielle. Dans ce chapitre, on se propose
d’établir les expressions correctes des déplacements et de I’énergie dissipa-
tive. Sur la base de ces expressions, le probleme d’optimisation des facteurs
de I’énergie libre devient non linéaire. Pour le résoudre, on utilise une ap-
proche originale basée sur la minimisation de I’'écart entre le maximum et le
minimum de la fonction objectif. Cette approche permet d’obtenir les para-
metres matériau qui rendent la dissipation visqueuse constante sur la bande
fréquentielle d’étude. Sur la base de la fonction objectif proposée, le jeu de pa-

rametres matériau optimal est recherché a 'aide des algorithmes génétiques
disponibles sous MATLAB®.

5.2 Modele structural de la paroi artérielle

La paroi artérielle est formée par trois couches concentriques qui sont de

I'intérieur vers I'extérieur : I'intima, la media et I’adventitia. L’intima est une
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couche mince de cellules endothéliales juxtaposées. Dans les arteres jeunes
en bonne santé, sa contribution mécanique est non significative. Les cellules
musculaires lisses forment la couche media. C’est la couche la plus active dans
Partere. Grace a la protéine d’élastine, composante essentielle de son poids
sec, elle répond aux sollicitations mécaniques longitudinales et transversales.
Elle est également supposée étre responsable de la réponse viscoélastique des
arteres. L’adventitia se comporte comme un tube a paroi épaisse qui renforce
la structure de la paroi artérielle par des trousseaux de fibres de collagene
[chap.19 3, 78, 79, 88, 89].

Le tissu artériel est modélisé comme un cylindre a deux couches (media et
adventitia) renforcé par des fibres de collagene. Il est décrit par un modele
viscoélastique tridimensionnel dans Holzapfel et al. [79]. La viscoélasticité dé-
pend explicitement du comportement hyperélastique du tissu a long terme.
Pour une position donnée de 1'équilibre, au fur et a mesure que le temps
s’approche d’une valeur infinie, le terme dissipatif tend vers zéro. La par-
tie hyperélastique de cette loi est représentée par le modele hyperélastique
de Holzapfel et al. [78]. Elle s’appuie sur la construction de Spencer pour
des matériaux composites et hyperélastiques. Elle adopte également la divi-
sion multiplicative de déformations volumétrique et isochore. En reprenant
la densité d’énergie libre (4.56), la densité d’énergie de déformation du tissu

est :

m
v =UX;]) +@(X;E,a1 ®a,a;®ay) + ZTa(X}E,CH ®aj a; ®azlfa)
a=1

(5.1)
onUet ¥ sont, respectivement, les termes volumétriques et isochores caracté-
risant I’état d’équilibre. On note que, contrairement aux chapitres précédents
ou elle était notée W, la densité d’énergie de déformation est décrite ici par W
pour étre homogene avec les notations utilisées dans [79]. Le terme U(X;])
permet de prendre en compte la légere compressibilité du tissu. X est la
position d’'un point matériel du solide dans sa configuration de référence et
x sa position dans la configuration déformée. Le tenseur gradient de la dé-

formation est F = dx/dX avec le ratio de changement de volume | = det(F).
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On rappelle les parties isochores de ce tenseur F = J713F et du tenseur droit
de Cauchy-Green : C = FTF. Les 1 directions privilégiées des fibres marquant
I’anisotropie du tissu sont caractérisées par les tenseurs structuraux a; ® a;.
Les couches media et adventitia contiennent deux directions privilégiées de
fibres. L’état d’équilibre dynamique incluant le phénomene de fluage ou de
relaxation, est caractérisé par la densité d’énergie libre )., ?a, ou m re-
présente le processus viscoélastique et T, est un tenseur du second ordre
décrivant I'historique des déformations viscoélastiques. Chacune des couches
artérielles, media et I’adventitia, est modélisée par une densité d’énergie de

déformation hyperélastique :

V= lIlisotropic + lI/anisotropic
2

Zk_k12 ; {exp [kZ(T‘lu,- - 1)2] - 1}, si T4a,. >1 52)

0, si T4ai <1

:g@-@+

En extension, les fibres dans les couches artérielles emmagasinent de 1’énergie
de déformation anisotrope suivant les directions {i = 1,2} des fibres. Le carré
de dilatation suivant les directions a; est mesuré par le biais de l'invariant
réduit I, (voir (4.62)). La partie isotrope de (5.2) revient au modele néo-
Hookéen avec I; = tr(C) [75, chap. 6]. La partie anisotrope correspond au
modele de Holzapfel et al. [78] introduit au chapitre 2 et étudié, pour ce
qui concerne l'identification de ses parametres, au chapitre 4. Les parametres
matériau u, ki et k sont estimés en ajustant les équations constitutives aux
valeurs mesurées des tests expérimentaux sur un domaine physiologique de

déformations.

Dans le cadre d’'un équilibre dynamique, des équations supplémentaires sont
nécessaires pour déterminer 1’évolution du comportement viscoélastique. En

particulier, on formule a équations différentielles d’évolution qui lient les
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contraintes viscoélastiques Q, aux contraintes purement élastiques F¢ corres-

pondant au modele rhéologique de la Figure 5.1 :

QL
Q. +— =B>F, (5.3)
Ta
ou T, représentent les temps caractéristiques de relaxation et g’ les facteurs
de I’énergie libre pour @ = 1, ..., m. Les contraintes s’expriment de la maniere

suivante :
Qa = C, (u - ua) = T]aua

5.4
F. = cu (5.4)

ou 1), représente la viscosité, ¢ la raideur purement élastique du modele,
C, la raideur élastique des ressorts dans chaque branche du modele, u le

déplacement total et u, le déplacement de chaque amortisseur.

En linéarisant le modele visco-élastique autour des déformations physiolo-
giques, et en supposant l'insensibilité par rapport a la fréquence de la dis-
sipation visqueuse des arteres, Holzapfel et al. [79] ont obtenu un modele
unidimensionnel de Maxwell généralisé (Figure 5.1). Ce modele est approprié

pour décrire le comportement viscoélastique des arteres.

A .G et

L — TABLEAU 5.1: Parametres
A2 . 772[‘:2|“ viscoélastiques de la couche

Cs - media extraits de [79]

L AMAAMAL e—— T Fu

) —> Media

L wiivwe— s | BL =0353(-) 7 =0.001 (s

. By = 0.286 (-) 7, = 0.01

(s)
; )
A s ie—Tmilm | BX=0298(-) 13=01 ()
(s)
(s)

FIGURE 5.1: Modele de By =0.285 (-) T4=1
Maxwell généralisé avec m
éléments paralleles.

B =0348 () 15=10
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L’équation d’équilibre global du systeme de Maxwell décrit sur la Figure 5.1

s’écrit : .
F:cu+ZCa(u—ua) (5.5)
a=1

On rappelle par ailleurs que les équations des équilibres internes associées
a chaque élément ressort-amortisseur du systeme de Maxwell sont données
par I’équation (5.4). En faisant ’hypothese d’'un chargement cyclique harmo-
nique :

F = Fyexp(jwt)  (j*=-1) (5.6)
ainsi que d’une réponse harmonique en déplacement :

u =u*exp(jwt), u,=uyexp(jwt), a=1,...,m (5.7)

on retrouve, en combinant les équations (5.4), (5.5), (5.6) et (5.7), les équa-
tions d’équilibre du systeme de Maxwell obtenues par Holzapfel et al. (cf.
équation (47) dans [79)]) :

5

Fo—cu* - Z Co(w*—uX)=0 (5.8a)
a=1

uy (Co + najw)—Cou* =0, a=1,...,m (5.8b)

ou C, > 0 et ¢ > 0 sont les modules élastiques linéaires des ressorts et 1, > 0
caractérise I’écoulement Newtonien du fluide visqueux se comportant comme
un amortisseur. Les rapports entre les raideurs de chaque élément du systeme

de Maxwell avec la raideur du ressort isolé seront notés dans la suite g’ :

o =— a=1...m (5.9)

Le temps de réponse caractéristique de chaque élément ressort-amortisseur

sera noté 7,. Il est défini comme le rapport entre la viscosité et la raideur :

Ty = —, a=1,...,m (5.10)
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5.3 Identification des parametres viscoélastiques

Cette partie est consacrée a l'identification des cing parametres viscoélas-
tiques B pour chacun des cinq éléments ressort-amortisseur du systeme de
Maxwell. Les temps de réponse caractéristiques 7, sont fixés par décade, de
0.0001 a 10 secondes, comme indiqué dans le Tableau 5.1 et comme cela a
été réalisé dans [79]. Les parametres B vont étre choisis de maniere a ob-
tenir une énergie dissipée constante sur la bande de fréquence 0.01 — 100Hz.
Cette hypothese correspond & la démarche adoptée dans [79] et permet de
s’affranchir du manque de données expérimentales pour chaque fréquence,
données qui auraient permis une comparaison directe entre I'expérimental et
la modélisation. Afin d’exploiter cette propriété d’invariance de la dissipation
en fonction de la fréquence, le paragraphe qui suit est consacré au calcul de

I’énergie dissipée en fonction des parametres du modele.
5.3.1 Calcul de la dissipation d’énergie

De (5.8b), on déduit le déplacement complexe u} d’un amortisseur en fonction

du déplacement global complexe u*

C
up = ———u* (5.11)
Cot+jwn,
En remplagant I'expression de u} dans (5.8a), on obtient :
C
Fo=cu*+) C - * 5.12
OCMZ( C+1wna) 12

En factorisant cette expression par u* et en divisant les deux membres par

= [ jwCan
o Z(c +]wna) (5.13)

u*, on trouve :
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Pour séparer la partie imaginaire de la partie réelle, on multiplie le dénomi-

nateur du deuxieme terme de la somme par son conjugué :

jwCatle Co=jwine _ Co (wna)' +jwCina

Cotjwn, Co—jwn, C2 + (wn,)
en remplagant 1, par C, 7,, il vient :

C (W) +jwC1,  Co (wto)’ +jCa(wry)
C2 + (wrt,)* C2 1+ (wt,)?

Ainsi (5.13) devient :

5 5

i :C+Z Ca (WTa)z +]Z Co (w,)

u* 1+ (wt,)* 1+ w1,)

a=1 a=1

On introduit le déplacement complexe 1* normalisé par 'effort F :

1
Ak
YT A-B
avec : X X
A:C+Z(CQ(WTQ)22) - ( Cawa)
~\1+(w1,) —=\1+ (w 7,)
Soit encore : )
*=A+]B
A? + B?

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

On note que les expressions de A et de B que nous avons obtenues different

de celles établies par Holzapfel et al. (cf. équation (49) dans [79] dans laquelle

le coefficient C, est absent du numérateur).
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On introduit de la méme facon le déplacement complexe normalisé d’un amor-

tisseur : .
u
X = = 5.21
a= 5 (5:21)
On déduit alors de (5.11) :
ﬁ* — Ca E — Ca 12*
“ Cot+jwn, Fg Co+jwn,
. (5.22)
_ Cr = jCa(wna) o
C2 + (w n,)
En remplagant 7, par C, 7, puis en simplifiant par C2, on obtient :
1-j(w
= L/ @), (5.23)

T+ (w T,
En injectant 'expression (5.20) dans (5.23), on obtient apres un calcul simple
mais un peu fastidieux :

iy = Re(i1y) + jIm()) (5.24)

avec .
Re(@}) = [A+ Bt )},  Im(@)) = [B—-Awta)] ;P
1 (5.25)
[1 + (w Ta)z] (A2 + B2)

Ak12
|ua| -

Les vitesses v,, les vitesses complexes v} et les vitesses complexes normalisées

0% sont respectivement définies par :

*
du, N

U“ZW’ oy =jwuy, Oy =—-—=jwi (5.26)

x =

on en déduit que :
03] = w iy (5.27)
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On dispose maintenant de tous les éléments permettant de calculer 1’éner-
gie dissipée par cycle afin de la comparer avec celle trouvée par Holzapfel
et al. [79]. L’énergie moyenne dissipée par un élément ressort-amortisseur du
systeme de Maxwell sur une période 27t/w est définie par :
270 /W
W, = Q.v,dt (5.28)
0

ou Q, est leffort interne défini par (5.4) et v, est la vitesse interne définie
par (5.26). On en déduit que :

271 /W du 2 271 /W )
W, = ) a( dta) di,‘:r]ajo~ (Re [jwu} exp(jwt)])” dt
(5.29)
271/ w
= 1o W f (Re(u)) sin(w t) + Im(w) cos(w t))2 dt
0
Apres un calcul intégral de base, on obtient :
2 2
f sin(w t)*dt = f cos(w t)*dt = T
0 0 w
(5.30)
m
f sin(wt) cos(w t)dt = 0
0
On en déduit que :
W, = ng w7t [ulf]? (5.31)

L’énergie dissipée totale Wp est constituée de la contribution de chaque élé-

ment du systeme :

5 5
Wp = Z{ W,=wmn Z{ Na [P (5.32)
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Soit encore, en normalisant par Fé :
AT Wp _ k|2
WD—F——wn Z%W | (5.33)
En utilisant pour finir (5.9), (5.10) et (5.27), on obtient :
5
Wp =me )" B ookl ] (5.34)
a=1

On retrouve ainsi exactement I’expression de 1’énergie dissipée par cycle qui
est donnée par Holzapfel et al.(cf. page 461 dans [79]). Pour exploiter de

maniere pratique I’équation (5.34), on utilise successivement (5.25) et (5.27) :

5
Wp =mcw Zﬁ;" Ty |04
a=1

_Tmcw 25: By Ta
- A2+ B? 1+ w,)

a=1

(5.35)

Le Tableau 5.2 fournit les expressions de A et B ainsi que 'expression de
I’énergie visqueuse dissipée par cycle Wp. Comme cela a déja été signalé
précédemment, il apparait qu’il manque le parametre C, dans les expressions
de la colonne labellisée Holzapfel et al. [79]. Cette absence se traduit par
des expressions qui ne sont pas cohérentes en unité puisque c¢ s’exprime en
Pa alors que (wt,) est sans dimension. En conséquence, 'identification des
parametres réalisée dans [79] est effectuée sur la base d’une fonction objectif

dont I'expression est erronée.

Dans la Figure 5.2, I’énergie normalisée dissipée par cycle est tracée en fonc-
tion du spectre fréquentiel. Son expression integre les formules de A et B du
Tableau 5.2 selon Holzapfel et al. [79]. Les temps caractéristiques 7, et les
facteurs d’énergie libre B3’ sont ceux du Tableau 5.1. Ce graphe est identique
a celui de la figure 5.b dans [79]. Les courbes en pointillés représentent ’éner-

gie visqueuse dissipée dans chacune des cing branches du systeme de Maxwell
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généralisé.

TABLEAU 5.2: Expression de I’énergie dissipée nor-
malisé par cycle.

‘ Holzapfel et al. [79] ‘ Expressions correctes

5 2
A B[R e L)
Sl B
i\ 1+ (w1,) i\ 1+ (wt,)
5 o0
i i Zl‘ (1 f ZwT:a)z)

Cependant, en utilisant & nouveau les parametres du Tableau 5.1, mais avec
les expressions correctes de A et B du Tableau 5.2, il apparait que 1’énergie
dissipative Wp n’est plus constante dans la bande 0.01 Hz — 100 Hz (Fi-
gure 5.3). Par conséquent, on doit procéder a une nouvelle identification des
parametres B avec les expressions correctes du Tableau 5.2 et ce afin de
pouvoir assurer un amortissement constant du systeme dans la bande de
fréquence 0.01 Hz — 100 Hz. Cette identification sera réalisée en prenant en
compte des restrictions sur les parametres a identifier, conformément aux
préconisations formulées dans Holzapfel et al. [79]. En s’appuyant sur des
données expérimentales disponibles seulement pour une fréquence de 2Hz,
Holzapfel et al. [79] proposent en effet la restriction suivante sur les coeffi-

cients By :
5
Y By =157 (5.36)
a=1

Le module d’élasticité ¢ du ressort libre est obtenu dans Holzapfel et al. [79]

en procédant a un essai de traction simple sur la couche média. Il vaut 634.0

KPa.
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FIGURE 5.2: Dissipation d’énergie normalisée par cycle (figure 5b dans

[79]).
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FIGURE 5.3: Dissipation d’énergie normalisée par cycle (deuxieéme colonne

du Tableau 5.2).
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5.3.2 Identification par minimisation de la variance

La technique des moindres carrés non linéaires est une méthode robuste qui
est utilisée pour ajuster des modeles mathématiques a des mesures expéri-
mentales. Présentée en détail dans les chapitres 3 et 4, cette technique a
été récemment utilisée pour estimer les parametres viscoélastiques du tissu
conjonctif [170]. Pour identifier les facteurs d’énergie libre du systeme de
Maxwell sur la plage de fréquence souhaitée a l'aide de cette technique, il
serait néanmoins indispensable de disposer de mesures expérimentales cor-
respondant a chaque fréquence. Cependant, des séries de mesure pour chaque
fréquence comprise entre 0.01 Hz — 100 Hz n’existent pas dans la littérature.
Par conséquent, 'estimation des parametres viscoélastiques sera réalisé sans
valeurs de références expérimentales et sous la condition que 'amortissement
reste constant ainsi que cela a été proposé dans [79]. L’invariance de la dissi-
pation vis a vis de la fréquence est une hypothese classique [54] qui est fondée
sur 'observation que I'hystérésis ne dépend pas de la vitesse de chargement.
Afin de garantir que la dissipation reste constante sur la bande fréquentielle
souhaitée, on rappelle que toute fonction constante peut étre caractérisée
par une différence nulle a sa valeur moyenne. Ce critére n’est autre que la

minimisation de la variance de Wp sur un spectre continu de fréquence :

1 b =—\2
Min (W - W ) d } 5.37
<ﬁ;’°,ﬁ;°,ﬁ§°,ﬁ2°ﬁ;°>{(b—a)fa p=Wo) df (537)

n 1 b
WD = (b—a)ja‘ WD df (538)

ol a et b sont les limites fréquentielles du domaine d’étude : a = 0.01Hz, b =
100Hz. La fonction objectif impliquée _dans le probleme de minimisation
(5.37) représente la variance de Wp et Wp, définie par (5.38), sa moyenne.
En développant (5.37), le probleme de minimisation se reformule aisément de

la maniere suivante :

By By B3 By S

Min {WDZ - (WD)Z} (5.39)
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La limitation donnée par (5.36) est appliquée a la fonction objectif au cours
de la minimisation et les intégrales impliquées dans (5.39) sont calculées par
une fonction de quadrature de Gauss. L’optimisation a été réalisée grace aux
algorithmes génétiques implémentés dans la toolbox Genetic Algorithm and
Direct Search Toolbox de MATLAB.

min(Variance(Wp))

Dissipation Wp

e
D oo © o N
T T T T T

N
T

10" 10° 100 100 100 10

Fréquence Hz

10

FIGURE 5.4: Wp avec B solution du probleme de la variance (5.39).

Malheureusement, ainsi que cela est illustré sur la Figure 5.4, les parametres
B résultant de I'optimisation du probleme (5.39) ne correspondent pas a une
dissipation constante. Les parametres identifiés g, @ = 1,...,5 tendent en
effet tous vers zéro, sauf pour le premier qui tend vers 1.57 afin de satisfaire
la limitation (5.36). Cette solution correspond a une fonction de dissipation
d’énergie égale a zéro presque partout, sauf autour d’un pic localisé. Le critere
de variance favorise donc la domination d’un seul systeéme ressort-amortisseur
par rapport aux autres conduisant ainsi a une fonction non constante de
dissipation d’énergie. L’inconvénient de la méthode provient du fait que la

minimisation de la variance peut s’accompagner d’une forte amplitude entre
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le maximum et le minimum de la dissipation. Il faut pour cela que cette forte
amplitude se manifeste sur un spectre de fréquence étroit, ce qui est le cas
sur la Figure 5.4. Dans ce cas, la contribution des points associés a la forte
amplitude dans le calcul de la variance est faible. La formulation du probleme
de minimisation de la variance en terme d’un probleme de norme L, n’est
donc clairement pas appropriée pour calculer les parametres g du matériau.
Ce constat nous a amené a proposer, en remplacement de la variance, une
fonction objectif basée sur ’écart entre le maximum et le minimum. Cette

proposition fait I’'objet du paragraphe qui suit.
5.3.3 Le probleme d’identification maximum-minimum

Pour surmonter les difficultés numériques rencontrées dans la section précé-
dente, nous avons développé un concept original d’optimisation qui est basé
sur 1'idée simple qu’une fonction est constante si et seulement si ses valeurs

minimales et maximales sont égales :

Wp = constante Vf €la,b] © Min (WD) = Max (WD) (5.40)
fela,b] fela,b]

& Max (Wp) — Min (Wp) =0 5.41

fe[a,b]( D) fe[a,b]( D) (5.41)

En l'adaptant a notre probleme, I’équation (5.41) peut s’exprimer comme un

probléeme de minimisation :

Min (Max (Wp) = Min (Wp) (5.42)
felab] felab]

La limitation (5.36) reste bien sir toujours associée au probleme d’optimi-
sation donné ici en I'occurrence par (5.42). On observe que (5.42) peut éga-
lement étre exprimé avec la norme infinie |||l qui est souvent utilisée pour
formuler les problemes d’optimisation [18]. En effet, I'énergie dissipée étant

une quantité positive (Tableau 5.2), on a :

IWolles = Max (IWol) = Max (W) (5.43)
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En outre, en utilisant a nouveau le fait que Wp est positive, on démontre

que :

-1
M (W) = (Mg (5 540

En effet, on a trivialement :

-1
Min (WD) < WD Vf € [(Z, b] — WD_l < (Mm (WD)) Vf S [61, b]
fela,b] fela,b]

-1 -1
AV-1) < . A (W) < Ar—1
= 31 042) < (i 090) = 340 < ot (47

Inversement :

-1
A~ =1 ~ =1 Al ~
Wo ™ < Max (Wp ) er[a,b]:(%%(wt))) <Wp Vfelab]

-1
= [Max (Wp')| < Min (W
(fe[aa”,}zfl (W )) < Miz, (Wo)
L’égalité (5.44) est ainsi démontrée. On déduit ensuite de (5.43) et (5.44) que
(5.42) est équivalent a un probleme d’optimisation uniquement exprimé avec

la norme infinie :

N A -1
Min (I Wole = (IW5'1s) ) (5.45)
By B3 B3 5583 (I5'll)
La norme infinie est un critere robuste utilisé pour résoudre les problemes
d’identification dans le domaine de la commande et de ’asservissement des
systemes [18]. Nous allons tester son efficacité dans le cadre de la bioméca-

nique avec le probleme de minimisation (5.45).

La méthode mise en place pour minimiser (5.45) est nommée MMIM (Maxi-
mum - Minimum Identification Method) car la fonction objectif associée a
la forme d’une différence entre une valeur minimale et une valeur maximale.
La méthode agit en réduisant la distance entre les crétes et les creux de fré-

quence. En pratique, la solution optimale est calculée apres 360 générations
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(itérations) en utilisant les algorithmes génétiques grace a la boite a outils Ge-
netic Algorithms and Direct Search Toolbox-MATLAB®. Chaque génération
est constituée d’une population de 100 individus. Les minimum et maximum
associés a chaque individu sont obtenus en échantillonnant la bande de fré-
quence, en calculant la dissipation sur chaque fréquence échantillonnée grace
a la formule (5.35) et en opérant un tri sur les valeurs obtenues. Les para-
metres f fournis par la méthode MMIM sont donnés dans le Tableau 5.3.

On observe qu’ils sont tres différents de ceux calculés dans [79).

x 10"

10t 1N 1N /

Dissipation Wp

Fréquence Hz

FIGURE 5.5: Energie dissipée.
— — — Holzapfel et al. [79] ——— MMIM ------ Wi, Wo, W3, Wy, W

La Figure 5.5 représente les courbes obtenues en utilisant les parametres
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approximés par la méthode MMIM ainsi que la courbe obtenue dans Hol-
zapfel et al. [79]. Les courbes numérotées de 1 a 5 correspondent a 1'énergie
dissipée par cycle et normalisée pour chaque élément du systeme de Maxwell
généralisé dans le cadre de la méthode MMIM. A un élément a correspond
ainsi une énergic W, pour a = 1,...,5. L’énergie dissipée associée a la mé-
thode MMIM a été obtenue en utilisant les expressions correctes de A et B
(Tableau 5.1), les temps caractéristiques de relaxation du Tableau 5.1 et les
parametres viscoélastiques f; du Tableau 5.3 identifiés grace a la méthode
MMIM. Elle présente une allure constante sur 'intervalle [0.01;100] Hz, ce
qui était 'objectif attendu. Il est a noter que la courbe de 1’énergie normalisée
et dissipée par cycle montre un niveau d’énergie inférieur a celui obtenu dans
Holzapfel et al. [79]. La méthode MMIM n’a donc pas uniquement permis
d’identifier correctement les facteurs de 1’énergie libre qui sont les parametres
viscoélastiques du modele. Elle a aussi permis de réduire 1’énergie dissipée par

cycle qui traduit la réponse viscoélastique du tissu artériel.

TABLEAU 5.3: Parametres viscoélastiques.

méthode MMIM Holzapfel et al. [79]
By 0.653 0.353
& 0.341 0.286
N 0.242 0.298
" 0.176 0.285
f 0.157 0.348

5

5.4 Conclusion

La viscoélasticité des arteres est modélisée en postulant 'existence d’une
fonction de densité d’énergie libre décrivant son comportement. Cette éner-
gie est composée d’un terme élastique et d'un terme viscoélastique. Le terme

élastique est indépendant du temps, alors que le terme viscoélastique tend
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vers zéro pour un chargement qui est maintenu appliqué sur le tissu pendant
une longue période de temps. L’évolution au cours du temps du terme vis-
queux est représenté par des équations différentielles linéaires. Par le biais
d’un ensemble de parametres viscoélastiques (les facteurs de 1'énergie libre et
les temps caractéristiques de relaxation), ces équations lient les contraintes
élastiques a celles qui sont viscoélastiques. En procédant par une linéarisa-
tion du terme élastique anisotrope, on arrive a étudier séparément la réponse
viscoélastique du tissu. Les parametres viscoélastiques sont alors identifiés
sur la base de cette réponse. Dans ce but, des éléments de Maxwell (ressort-
amortisseur) sont disposés en série afin de former un systeme de Maxwell
généralisé. Pour une excitation fréquentielle, ce systeme doit montrer un com-
portement identique a celui du tissu artériel, en particulier une insensibilité
a la vitesse de déformation. Pour un chargement harmonique en fréquence,
I’énergie visqueuse dissipée sur un cycle est exprimée en fonction des déplace-
ments et des vitesses de déformations complexes. Cette approche est similaire
a celle proposée par Holzapfel et al. [79] pour modéliser la viscoélasticité du

tissu artériel.

Cependant, dans les travaux réalisés par Holzapfel et al., Nous avons consta-
ter qu’il manquait un terme dans les expressions des déplacements complexes.
Ce terme a été pris en compte dans ce mémoire afin de réaliser I'identification
des parametres viscoélastiques du modele. Une premiere méthode d’identi-
fication, basée sur la variance de I'énergie dissipée, a été testée. Mais cette
méthode produit des fonctions presque partout constantes en fonction de la
fréquence, a 'exception de pic tres localisé de type Dirac. Le critere d’insen-
sibilité de I’énergie dissipée par rapport au spectre fréquentiel n’est donc pas
respecté. Pour surmonter ce probleme, nous avons proposé une nouvelle mé-
thode que nous avons baptisée MMIM (Maximum - Minimum Identification
Method). Cette méthode définit le critere d’optimisation comme la distance
entre le maximum et le minimum (max-min) de la courbe de I'énergie dis-
sipée en fonction de la fréquence. Nous avons également démontré que la
fonction objectif associée a la méthode MMIM peut étre reformulée d'une

maniere équivalente avec la norme vectorielle L. Les résultats obtenus, avec
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une dissipation d’énergie constante sur le spectre de fréquence, démontrent

la robustesse de ’approche.
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Au cours de cette these, nous avons développé deux méthodes d’identification

de parametres biomécaniques.

La premiere méthode s’intitule GAO (Genetic algorithms & Analytical Op-
timization). Elle consiste a réduire la dimension du probléme inverse non
linéaire en intégrant a l'algorithme de recherche de solution un calcul analy-
tique des parametres linéaires du matériau. La solution du probleme est ap-
proximée par la technique des algorithmes génétiques. Cette stratégie permet
de réduire considérablement le temps de calcul nécessaire a l'identification.
Elle permet également, en diminuant significativement le nombre de para-
metres a identifier par les algorithmes génétiques, de travailler avec des po-
pulations d’individus de taille raisonnable. La robustesse et la convergence des
algorithmes génétiques s’en trouvent améliorées. Cette méthode d’identifica-
tion a été testée sur plusieurs modeles hyperélastiques anisotropes : modele
de Fung [77], modele HGO [11, 78] et modele de Peng et al. [123]. Les résul-
tats obtenus sont en parfaite cohérence avec la littérature. Appliquée dans
le cadre de cette these uniquement a des tests de déformation uniaxiale en
biomécanique, cette méthode est adaptable a tout test de déformation multi-
axiale et a tout type de lois de comportement. Un travail est par exemple
actuellement en cours pour appliquer cette méthode a l'identification de pa-
rametres matériau thermo-viscoplastiques pour la mise en forme a froid et a

tres haute vitesse de pieces destinées a l'industrie automobile [66, 67].

Le principe de base de la méthode GAQO, qui repose sur la séparation des
parametres linéaires et non-linéaires, pourrait trouver des applications dans
d’autres domaines que l'identification des lois de comportement. En particu-
lier, en raison des gains spectaculaires en temps de calcul qu’elle permet, elle
pourrait étre mis a profit dans le contexte d’applications en temps réel pour
la biomécanique du mouvement ou la robotique, avec des problématiques

associées de minimisation d’énergie liée aux trajectoires.

La deuxieéme méthode que nous avons proposée s’intitule MMIM (Maximum
- Minimum Identification Method). Elle est destinée a l’identification des
parametres viscoélastiques des tissus biologiques souples et traite le probleme

de I'identification inverse dans le cadre des lois viscoélastiques quasi-linéaires.
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Son principe de base consiste a minimiser 1’écart entre le maximum et le
minimum de la dissipation d’énergie afin de rendre constante cette dissipation
sur la bande fréquentielle d’étude. Afin de minimiser 1’écart entre le maximum
et le minimum, on utilise la technique des algorithmes génétiques. L’approche
MMIM a été utilisée avec succes pour identifier les parametres viscoélastiques

de la loi proposée par Holzapfel et al. [79].

Tous les développements informatiques ont été réalisés sur une plate-forme de
programmation MATLAB, tant pour la méthode GAO que pour la méthode
MMIM. En particulier, les algorithmes génétiques ont été mis en ceuvre a par-
tir de la toolbox Genetic Algorithm and Direct Search Toolbox-MATLAB®.

Pour ce qui concerne la méthode MMIM, qui utilise actuellement la diffé-
rence absolue entre le minimum et le maximum de la dissipation d’énergie,
I'introduction d’'une fonction objectif exprimée avec un critere relatif serait
de nature a améliorer peut-étre encore la qualité des résultats. La méthode
MMIM pourrait également étre utilisée pour identifier les parametres vis-
coélastiques de modeles a mémoire courte plus complexes que le modele de
Maxwell a cing branches étudié dans ce mémoire. Elle pourrait également étre
étendue au cas de modele a mémoire longue. Les méthodes GAO et MMIM
pourraient étre enfin utilisées conjointement pour identifier les parametres
hyperélastique et viscoélastiques de matériau isotrope amortissant comme
les mousses élastomeres. Cette perspective pourrait en particulier concerner
les modeles viscoélastiques & mémoire a dérivées fractionnaires comme ceux

considérés dans [96].

De maniere générale, I'estimation des parametres des lois biomécaniques est
réalisée sur la base de séries de mesures expérimentales (un nuage non-lissé
de points de mesures) qui constituent les valeurs de référence. Dans ce mé-
moire, ces valeurs de référence correspondent a des données expérimentales
extraites de la littérature. Pour faciliter leurs exploitations, elles sont générées
numériquement. Une collaboration avec des spécialistes expérimentateurs,
bio-mécaniciens ou médecins praticiens, serait une perspective permettant de
prendre en considération 1’analyse des erreurs liées aux mesures. L’objectif

serait d’intégrer la notion de reproductibilité expérimentale dans la confiance
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que l'on peut accorder au résultat de 'identification inverse des parametres.

Afin d’atteindre cet objectif, deux étapes seraient nécessaires :
(i). obtenir la meilleure estimation,

(ii). établir un intervalle de confiance (post-traitement de I’étape précé-
dente).

La meilleure estimation pourrait étre obtenue au sens de la méthode du
maximum de vraisemblance (mazimum-likelihood estimation) introduite par
Fisher [4, 156]. La technique d’estimation des parameétres par le maximum
de vraisemblance consiste a choisir les valeurs de parametres maximisant la
vraisemblance des mesures (dites observations). Cet estimateur est identique
a celui fournit par la méthode de moindres carrés [130] utilisée dans le cha-
pitre 4 de ce manuscrit. L’estimateur au sens des moindres carrés est ainsi
le meilleur estimateur des parametres pour une distribution des erreurs de
mesure qui suit une loi normale, de vecteur d’espérance zéro et de matrice

de covariance diagonale.

Dans le cas le plus général, 'estimateur des moindres carrés differe de celui
du maximum de vraisemblance. Une adaptation de I'estimateur des moindres

carrés serait alors nécessaire.

Les intervalles de confiance sont ensuite définis en fonction de la nature de
la fonction probabilité de distribution des erreurs [130]. Sur ce principe, les
méthodes d’identification inverse proposées dans cette these nécessiteraient

une approche statistique en complément.

Une méthode plus précise et robuste permettant de réduire I'influence des
bruits de mesure consisterait & utiliser les champs virtuels [64, 116, 127]. La
méthode des champs virtuels permet en effet d’atténuer le bruit des mesures
a l'aide de fonctions tests [63]. Son utilisation avec la méthode GAO né-
cessiterait cependant d’établir une collaboration avec des expérimentateurs
afin de pouvoir disposer de champs de mesure approprié. Elle nécessiterait
également une réflexion préalable afin d’étudier la séparation des parametres
linéaires et des parametres non linéaires dans les fonctions cotits telles que

celles proposées dans [7].
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Enfin, une derniere perspective concerne la continuité des travaux réalisés
dans la premiere partie de ce mémoire relativement aux hypotheses, proprié-
tés et histologie des tissus biologiques souples. Pour capitaliser les connais-
sances acquises sur ce sujet, il est envisagé de développer dans la continuité
de la these une loi de comportement pour des tissus biologiques souples a une
ou plusieurs familles de fibres, en s’appuyant sur la théorie des invariants, et
notamment le théoreme de Noether [157, 158]. Les parametres matériau de
cette loi seraient alors identifiés en utilisant les techniques développées durant

cette these.
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Abstract:

This thesis focuses on research and development of inverse identification methods of material parameters.
A particular attention is attributed to the viscoelastic response of collagen-reinforced soft tissues (artery,
intervertebral disc, skin, tendon, ligament, etc) submitted to large displacements and large deformations
(hyperelasticity). Highly non-linear and anisotropic, biomechanical constitutive laws account for a large
number of material parameters. The inverse problem that allows their identification is of high non-linearity
and of large dimension. By reason of numerical difficulties related to its resolution with gradient-based
methods, we developed two new identification methods labelled GAO (Genetic algorithms & Analytical
Optimization) and MMIM (Maximum-Minimum Identification Method).

GAO advantageously combines deterministic methods of gradient type with genetic algorithms. lts originality
consists in introducing analytical computations for the deterministic part leading to a gain in the speed up
and in the convergence of genetic algorithms. This strategy is used in the context of anisotropic
hyperelasticity.

Regarding MMIM method, it operates according to an identification criterion that is expressed with the infinite
norm and uses genetic algorithms. MMIM method identifies parameters of quasi-linear viscoelastic laws. It
guarantees a constant viscous response that characterises the insensitivity of soft tissues to strain rate.

GAO and MMIM methods successfully identified parameters of arterial wall and intervertebral disc tissues.
The properties of these tissues are described in a more general context that exhibits the anatomy, histology
and deformation mechanism at different hierarchical levels (nano-scale to milli-scale) of collagen-reinforced
soft tissues. This gives understanding of the role of forces in relating structure to function in biology.

Keywords: Parameter Identification - Biomechanics - Hyperelasticity - Viscoelasticity - Optimization -
Genetic algorithms - Soft biological tissue

Résumeé :

Les travaux de cette thése s'inscrivent dans le cadre du développement de méthodes d'identification inverse
de paramétres matériau. On porte un intérét particulier a la biomécanique des tissus souples renforcés par
des fibres de collagéne (artére, disque intervertébral, peau, tendon, ligament, etc.), dans le cadre de leurs
réponses viscoélastiques et en grandes déformations et en grands déplacements (hyperélasticité).
Fortement non-linéaires et anisotropes, les lois constitutives en biomécanique contiennent un nombre
important de paramétres matériau. Le probléme inverse qui permet de les identifier est de grande dimension
et fortement non linéaire. En raison de difficultés numériques liées a sa résolution avec des méthodes a
base de gradient, nous avons développé deux nouvelles méthodes d’identification inverse de parameétres
nommées GAO (Genetic algorithms & Analytical Optimization) et MMIM (Maximum-Minimum Identification
Method).

La méthode GAO combine de maniére avantageuse les méthodes déterministes de type gradient avec les
algorithmes génétiques. Son originalité consiste a introduire des calculs analytiques pour la partie
déterministe, ce qui permet d’accélérer et d’améliorer la convergence des algorithmes génétiques. Cette
stratégie est appliquée dans le cadre de I'hyperélasticité anisotrope.

En ce qui concerne la méthode MMIM, elle opére selon un critére d’'identification basé sur la norme infinie et
elle utilise les algorithmes génétiques. Elle permet d'identifier les paramétres de lois viscoélastiques quasi-
linéaires. Elle garantit une réponse visqueuse constante qui est caractéristique des tissus souples qui sont
insensibles a la vitesse de chargement.

Les méthodes GAO et MMIM ont identifié avec succés des paramétres de tissus artériels et de tissus du
disque intervertébral. Les propriétés de ces tissus sont décrits par ailleurs dans le mémoire dans un
contexte plus général ou on expose I'anatomie, I'histologie et le mécanisme de déformation aux différents
niveaux hiérarchiques (nano-échelle a milli-échelle) d’'un tissu souple renforcé par des fibres de collagéne.
Ceci permet de comprendre le réle des efforts dans la relation liant la structure a la fonction en biologie.

Mots clés : Identification de paramétres - Biomécanique - Hyperelasticité - Viscoélasticité - Optimisation -
Algorithmes génétiques - Tissu biologique souple
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